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PROLOGO. 

Cuando escuchamos los términos "Homentum l lneal" o "Momentum 

ª?gular", no pensamos 
1

en nada, , a menos que tengamos conocimientos de 

Flslca, en cuyo caso solo vendra a nuestra mente un juego de billar. 

No se les da a las leyes de conservacion del momentum lineal y 

del momentum angular la importancia que tienen en el modclaje de los 

fenomenos naturales. 

El presente trabajo tiene como objet1
1

vos la comprenslon de estos 

te~mlnos, matematlca y conceptualmente, asl c~mo el dlsefio y construc

clon du un aparato que ~lustre la, conservaclon del momentum ang~lar, 

para ~er utilizado despues como practica de laboratorio de Clnemallca 

y Dlnamica. 

Las caracterlsticas del dlsef'io y funcionamiento del aparato 

estan definidos por un problema dado en un libro ("Hecanlca Vectorial 

para Ingenler~s", F'.P. Seer & E.R. Johnston. ), y en el capitulo· 

dedicado al ~nallsls de resultados y en las conclusio?cs se explica lo 

obtenido, asi como las desviaciones de los valores teorices. 

Los problc~as se presentaron tanto en e
0

l diseño y construccion, 

como en el metodo de s
1

eguimlento con cam~ras y estroboscoplos 

agradeciendo la colaboraclo
0

n del personal academice y a~ministratlvo 

de los Laboratorios de Flslca de la Facultad de Qui mica de la 

U.N.A.M., en especial a la H. cn
1

C. Ha. de los Angeles Olvera Trevli'i.o, 

a la M en C. Patricia Avlles y a su esposo por su valiosa 

colaboraclon. 

Una vez logrado esto, se usaron las leyes de conservaclon del 

momentum lineal y del momentum angular para aplicaciones a la 

F'lsica y la Ingenleria. 



CAPllULO 1 

GENEllALIDADES. 

En este ca~ltulo, se revisaran conceptos necesarios para la 

mejor comprenslon del presente trabajo. 

El tema principal de la tesis, es la ley de la conscrvaclon del 

momen~wa angula~. para lo cual nos auxiliaremos de algunos conceptos 

matematlcos y flslcos: 

a) Las prl~clpales operaciones vcclorial
0

cs que usaran son: El 

producto punto o escalar y el producto cruz o vectorial. Definiremos 

el producto in ter lar. punto escalar de los vectores A 
(al.a2, ... ,an) y e = (bl, b2, .•.• bn) separados un ;ngulo º· de la 

siguiente manera: 

A ii = E al bl 

Lo que significa que el producto punto de dos vectores da como 

resul lado un escalar, A ' B = atbl + a2.b2 + ••• + anbn. Basandosc en 

su lnterpretacion geometrlca, tenemos que: 

A · ii = IAI liil coso 

Por otro lado, el producto cruz o vectorial esta definido de la 

siguiente forma: Si se tienen los vectores A= (a1,a2,a3). B = (b1,b2,b3) . . 
separados por un angulo e en el espacio vectorial de dimenslon 3: 

A-X B = (a2b3-a3b2,a3b1-alb3,alb2-a2bll, 

obtenlendose otro vector de dimension tres. Y de su interpretaclon 

geometrlca, tenemos que: 

IA X·iil IAI liil seno 



b) El concepto de masa se usa para caracterizar y comparar los 

cuerpos con base en ciertos experimentos mec~nicos fundamentales. Por 

ejemplo, los cuerpOs que tengan la •isma masa scr~n atraidos por la 

Tierra con igual aceleracl~n; tambl~n presentar~n la misma resistencia 

a un cambio en su movimiento traslacional. 

e) Torca ~ momento: Se observa que es mas f~cll abrir y cerrar 

una puerta, entre m~s lejos del eje de giro apliquemos la fuerza, es 

decir, la facilidad con que gira est~ en funci~n de la fuerza aplicada 

y la distancia del eje de giro al punto de aplicaci~n de dicha fuerza 

(a la cual llamaremos brazo de palanca), adem~s la direcci~n en que se 

aplica la fu,..rza tambi~n es importante, siendo m~ximo el efecto cuando . . . 
esta en un angulo de 90 respecto al brazo de palanca, es decir, se 

puede describir con la relacl~n: 

Ji'J = JFI Jrl seno, 

!FI y ¡r¡ representan la magnitud de la fuerza y el brazo de palanca 

respectivamente, y 9 el ~ngulo que forman ambos vectores. La magnl tud 

creada para cuantificar la facilidad de giro se conoce como torca ~ 
momento y se representa como T. De acuerdo a lo descrito, la torca es 

un vector definido como: 

T = ¡: x f. 

d) El momentum lineal de una particula se deflne como el producto 

de su masa por su velocidad. Deslgn~ndolo por P, tenemos que: 

P = m V. 

El momentum lineal es una cantidad vectorial, y llene la misma 

dlrecci~n de la velocidad CV). Es un concepto fi~ico de mucha 

importancia porque combina los dos elementos que caracterizan el 

estado dln~mlco de una particula. De aqui en adelante denotaremos al 

mo11entum lineal simplemente como momentum. 



Para ejemplificar la ley de la conservacl~n del momenlu•, se 

tiene un experimento simple en el cual un objeto choca frontal•ente 

con otro. Se sabe que cuando un objeto se pone en 111ovimlento sobre 

una superficie horizontal sin fricci~n, se mueve sin cambio en la 

velocidad. Cada uno de los dos objetos cambia su velocidad uniforme 

en funci~n de la medida en que interact~a , o lo que es igual, choca 

con el otro. Un objeto de 1. 00 kg, 11ovl~ndose inicialmente a raz~n de 

2. 00 m/s hacia la derecha, choca con un objeto de 3. 00 kg 

originalmente en reposo. Los resul lados observados se muestran en la 

figura l. la; el objeto m~s ligero rebota hacia la izquierda a O. 7 

m/s, y el objeto de masa mayor se pone en movimiento hacia la derecha 

con una velocidad de O. 9 m/s. Las velocidades est~n graficadas como 

funciones del tiempo en las figuras l. lb y l. le. 

a.) 

,q,,t~ s r:/e la. 
C'eli.s1Ó>f· 

V (f"J 
pa. .. o. . 

... = 1 k9 •I 
·2 

V <i') 
e) po.ra.. o 

"1=3ky 
•I 

·2 

P<>pves de la. 
co//310·,,. 

t1 ""• = .. 2. To -/s 
t m!,._.. __ _ 

llt 

4v•=o. O .. /J' 
~ 

FIG. 1.1: •> La• velocldade• de doa objeto• ante• y deapuo• de 

la collalon frontal. bl Craflca u-po-velocldad para el objeto de 

1.0 k9, e) Craflca t.lempo-velocldad para el objeto do 3. o kq. 



Cada objeto tiene una velocidad constante antes de la col lsi~n y 

una velocidad constante, pero diferente, despu~s de l:i col isi~n. La 

velocidad cambia s~lo cuando los objetos interact~an. La velocidad 

del objeto de 1.00 kg cambia en la cantidad dvt = -2. 70 m/s; el 

cambio de velocidad correspondiente al objeto de 3. 00 kg es dv2 = 

O. 90 nv's (los subindices 1 y 2 designan a los objetos de 1. 00 kg y 

3. 00 kg respectivamente). Los cambios de velocidad dv1 y dv2 y las 

masas m1 y m2 est~n relacionadas simplemente por: 

~ = - 2.70 mis 
AV2 0. 90 m/S 

- 3.00 

y 
~ = 3.00 kg 

m1 l. 00 kg 
3.00 

de lo anterior m1 h.v1 = -m2 h.v2 ~ mt Av1 + m2 Av2 = C. ----- ( 1. 1) 

E:):perlmentos posteriores establecen que el resultado simple 

expresado en (1.1) es v~Udo para otras colisiones frontales. Desde 

luego, es tambl~n v~lido para todas las colisiones, independientemente 

de la naturaleza de los objetos interactuantes, siempre que el 

sistema, como un todo, est~ aislado. 

La ecuaci~n ( 1. 1) expresa una regularidad notable en la 

naturaleza que merece la deslgnaci~n de ley rislca. 

en t~rmlnos del momentum, tenemos: 

h.P ACmV> = m ti.V 

Escrlbl~ndola 

donde se ha considerado, en el ~l timo paso, que la masa permanece 

constante, por lo que la ecuacl~n ( 1. 1) resulta: 

ti.Pi = -AP2 ~ AP1 + tiP2 = O -------- (1. 21 

La ecuaci~n (1. 2) dice: "Cuando dos objetos aislados 1 nteractuan 

uno con otro, la p~rdlda en el momentum de un objeto es igual al 

momentum ganado por el segundo objeto". O, "el cambio total en el 

momentum para el sistema es cero". Una colisi~n es un proceso en el 



cual el momentum es transferido de un cuerpo al otro, sin cambio en el 

•omentwi total del sistema. Asi, sl P1 es el mo&entum del objeto 1 y 

P2 el del objeto 2, el •o•cntua total del sistema aislado es constante. 

Pt + Pz = constante (en dlrecci~n y magnitud) ( J. 3). 

Esta es la ley de conservaci~n del •omentum. Regresando al ejemplo 

original (Figura 1.2), dlbuja•os ahora las gr~ficas del momentum con 

respecto al tiempo. V~ase la figura 1.2. El objeto de 1.00 kg pierde 

un mo•entWll de 2. 70 kg•ll/s hacia la derecha, •ientras que el objeto de 

3. DO kg sana el mismo •oaentwi hacia la derecha. No hablendo cambio 

en el momentum total del siste•a. 

P1 + Pz = 2. O kg•m/s 

a la derecha antes y despu~s de la collsi~n. 

La flgura 1.2 muestra, posteriormente, que el momentum es el 

mls•o, no s~lo an~es y despu~s de la collsi~n. sino tambl~n en cada 

instante durante la collsi~n. 

El poder y general ldad de la ley de conservacl~n del momentum 

dlficllmente puede ser m~s .enfatizada. En tanto que las particulas 

est~n aisladas de la influencia externa, el momentum total se 

conserva, independientemente de los detalles, ~ del conocimiento de la 

interacci~n. Si la interaccl~n es "suave" (el mo•entum cambia 

lentamente) ~ "brusca" (el momentum cambia r~pidamente), si las 

particulas se separan despu~s de la collsi~n (como las bolas de 

billar) ~permanecen Juntas (como con piezas de plastlllna), se 

"tocan" ~ meramente se acercan (como en el caso de la repulsl~n entre 

imanes). En resumen, cualesquiera que sean las circunstancias, el 

•011entWD total P antes de la collsl~n es igual al momentum total 

despu~s de la misma en un sistema aislado: 

P = E P1 = constante Cen magnitud y direcctbn>. 
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ÍIG. 1.2: Grarlea t.l-po~•-nt.m correspondiente Ja coll9lon 

de la flqura 1.1 para a) El objeto de 1 k9. b) El objeto de 3.0 ... el El •o•enttm total del •l•t.- foraado por lo• dos objeto•. 

Tomando lo anterior acerca de la conservacl~n del momentum • se 

define el coeflclente de restltucl~n (e) en la lnteraccl~n entre dos 

particulas A y B, como la relacl~n de momenta: 

e = - t.P' /AP. 
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el super Índice ' indica "despu~s de la interacci~n". Desarrollando la 

ecuacion anterior, se tiene: 

Si se considera que la aasa no cambia durante la interacci~n. y 

adem~s qua es la misma para ambos cuerpos, tenemos: 

e = (ve' -v•' )/{v&-ve) 

Present~dose dos casos de particular inter~s: 

al e = O (Impacto perfecta•ente pl~stico). No hay periodo de 

restl tuci~n y las das partículas permanecen unidas despu~s del 

impacto. 

b) e = 1 (Impacto perfectamente el~sticol. Oespu~s del impacto, 

las particulas se alejan con la misma velocidad con la cual se 

acercaran. 

El coeficiente de res ti tuci~n es una forma de medlr 

experimentalmente la elasticidad de las materiales. 

El gran pre~mbulo hecho con motivo de la ley de la conservacion 

del moaentwn, se debe a que todos estas conceptas pueden aplicarse 

(can pequenas modificaciones} a la dln~mlca rotacional, y por ello al 

momentum angular y a su conservacl~n. 

e) La velocidad angular est~ definida como la derivada del 

desplazamiento angular (d0) con respecto al tiempo de un cuerpo que 

gira, es decir: 

e:; = d9/dt. 

Por convencl~n una ratacl~n en sentido contrario al de las 

manecillas del reloj ~ lev~glra se toma como posl Uva y una rotaci~n 

" 



en el sentido de las manecillas del reloj ~ dextr~glra se toma como 

negativa. Asi la magnitud de e:; da el ~ngulo girado por unidad de 

tiempo, su signo da el sentido de la rotaci~n. 

El momentum angular con respecto al origen O (figura 1. 3) de una 

particula de momentwn lineal P y radio de giro ¡: est~ deiinido como el 

producto vectorial: 

[•¡:X ¡; 

P/<2."º 
cJ~I 110 v1,,;~,,to 

FIG. 1.3: El •o .. n\.tm an9ular do una par\.lcula. 

El momentum angular es entonces un vector perpendicular al plano 

determinado por ¡: y V. El momentum angular de la particula en general 

cambia en magnitud y dlreccl~n mientras la particula se mueve. Sin 

e•bargo, si una particula se mueve en un plano, y el punto O est~ 
situado en el plano, la direcci~n del momentum angular permanece 

invariante, es decir, perpendicular al plano, ya que tanto ¡:: como V 

12 



est~n en el plano. En el caso de un movimiento circular cuando O es 

el centro del circulo, los vectores ¡:: y V son perpendiculares entre 

si y 

¡;;¡ = ¡;;;¡ ¡;:¡, 

de modo que: 

ILi = m ¡;:¡ ¡;;¡ = ,. ¡;:¡2 ¡;;;¡. 

La dlrecci~n de [ es la Dllsaa que la de W, de modo que podemos 

escribir: 

[ = m ¡¡:¡2 ;;;. 

Si el movimiento plano en vez de circular es una curva 

cualquiera, podemos desco11poner la velocldad en sus componentes radial 

y transversa, esto es, Y = Vr- + V
9 

• 

110aentwn angular como: 

Luego podemos escribir el 

ya que ¡:: X Vr 5 cr y V son paralelos). Por ello, la magnitud de [ 

es: 

Pero como: 

¡;;9 1 = ¡;:¡ jda1dt¡. 

la ecuacion anterior se puede escribir de la siguiente forma: 

ILi = .. ¡;:¡ jdii1dt¡. 



La ley de la conservacl~n del momentum angular (a reserva de 

comprobarla matem~llcamcnte despu~s), dice que: ''El momentum angular 

de un sistema es constante en magnitud y dlrccci~n. si la resultante 

de las f'uerzas que lnteract~an en el sistema dan lugar a una torcd 

cero". 

f) Fuerzas conservativas y no conservativas: Una fuerza es 

conservativa si su dependencia del vector poslcl~n ¡:: ~ de las 

coordenadas x,y,z de la particula es tal que el trabajo W puede ser 

expresado como la diferencia entre los valores de una cantidad 

Ep(x,y,z) que se llama energja potencial, y es una funcl~n de las 

coordenadas de las particulas. Luego, si F es una fuerza conservativa 

\.1 = J: F • d¡: = Ep, A - Ep, B. ------ (t. 4) 

por lo que se observa que el trabajo efectuado por las fuerzas 

conservativas es independiente de la trayectoria, ya que, cualquiera 

que sea la trayectoria que une a los puntos A y 8, la diferencia 

Ep, A - Ep, e es la misma porque depende solamente de las coordenadas de 

A y B. En particular, si Ja trayectoria es cerrada, de modo que el 

punto final coincide con el inicial (esto es, A y 8 son el mismo 

punto), entonces Ep, A = Ep, e y el trabajo es cero (W = O). Lo que 

significa que en parte de la trayectoria el trabajo es positivo y en 

otra negativo pero igual en magnitud, dando un resultado neto nulo. 

Cuando la trayectoria es cerrada, la integral en la ecuacl~n ( 1. 4) 

escribe §. El circulo en el signo integral indica que la trayectoria 

es cerrada. Por consiguiente, para las fuerzas conservativas: 

11 = f ¡; • dr =o ------------ 11.s> 

La fuerza gravitaclonal, siendo central es de este tipo. Las 

fuerzas centrales (conservativas por naturaleza) son aqu~llaR cuya 

direccl~n pasa siempre a trav~s de un punto fijo. 

Por otro lado, es f~cil encontrar fuerzas en la naturaleza que no 

son conservativas. Un ejemplo de ellas es la friccl~n. La fricci~n 

" 



siempre se opone al der;plazamlento. Su trabajo depende de la 

trayectoria seguida y, aunque la trayectoria pueda ser cerrada, el 

trabajo no es nulo, de modo que la ccuaci~n (l. 5) no se aplica. 

Similarmente, la friccl~n en los fluidos se opone a la velocidad, y su 

valor depende de ~sta mas no de la posici~n. Una particula puede 

estar sujeta a fuerzas conservativas y no conservatlvas al mismo 

tiempo. 

Si se considera un cuerpo rigldo que gira alrededor de un eje 2 

con velocidad angular ~ ( Figura l. 4 } , cada una de sus parllc~las 
describe una ~rblta clrcular con centro en el eje Z. La magnitud de 

la velocldad es ¡vil=¡;:;¡ lr•I senOt = ¡;:;¡ IR•I· El momcnlum angular 

de una particula Al con respecto al orlgen O es: 

L1=m1 tr1xV1L 

z 

FIG. 1.4: Homentum 11nqul11r de un cuerpo rlqldq rotante. 

IS 



Su direcci~n es perpendicular al plano determinado por los vectores r1 

y V1 y est~ situado en el plano determinado por r1 y el eje z. Por 

consiguiente hace un ~ngulo n/2 - 01 con el eje de rotaci~n Z. La 

magnitud de [1 es mi ¡r1 J !v1 I • y su componente paralela al eje Z es: 

L1z = Cmt r1 VI) cos (n/2 - 01) = m1 (rt sen 01)(w rt) = mt n 2 w 

La componente del momentum angular total del cuerpo rotante a lo 

largo del eje de rotaci~n Z es: 

1 Lzl = ILtzl + IL•zl + .•. = ¡; IL•zl 

L•. cantidad 1 = mt jihj 2 + m2 jR2j 2 + m3 ¡ibj 2 + ... =¡;mi lii11 2 

representa el segundo momento de la masa respecto al eje de rotaclo~ 
Z, que coincide con el centrolde del cuerpo, y su nombre mas comun es 

el de momento de inercia. Dicho momento se obtiene sumando, para cada 

particula, el producto de su masa multiplicado por el cuadrado de su 

distancia al eje Z. Por lo tanto, la ecuacion anterior se puede 

escribir de la siguiente forma: 

[ = 

An~logamente, para un objeto plano y delgado, se tiene: 

siendo A el area de cada elemento diferencial de la figura, 

observ~ndose que el momento de inercia es el segundo momento del ~rea. 
Por otro lado, se define al radio de giro (k) como la distancia a la 

que una banda delgada paralela al eje especto al que se calcula el 

momento de inercia de la figura tendria el mismo momento de inercia 

que la totalidad de la figura. 

16 



En el caso de querer calcular el momento de lnercla respecto a un 

eje que no pase por el centroide del cuerpo, tenlendo s~lo el valor 

del momento respecto al eje que pase por el centrolde, siendo ambos 

ejes paralelos entre si. se puede utl U zar el teorema de Stelner 

tambl~n conocido como teorenia de los ejes paralelos, que nos dice: 

Sea Z un eje arbitrario y Zc un eje paralelo a Z que pasa a trav~s del 

centro de masa del cuerpo. Si d es la separaci~n entre los dos ejes, 

la siguiente relacl~n es v~llda: 

1 = le + A d2 
, 

donde 1 e le son los momentos de inercia del cuerpo con respecto a z y 

Zc respectivamente, y A es el ~rea del cuerpo. Similarmente, para 

cuerpos, se tiene: 

I = le + m d
2 

, 

donde m es la masa del cuerpo. 

En el caso de un recl~ngulo, el momento de inercia respecto a un 

eje que pase por su centroldc es: 1/12 b h3 , siendo b la base y h la 

altura, observ~ndose que no es indistinto el que su lado menor ~ mayor 

est~ en la base. Esta forma de cuantificar la dlstrlbuct;,n de masa 

(en cuerpos) ~ de ~rea (en iiguras) es ~tll en el an:illsls de 

elementos estructurales. Por ejemplo explica el hecho de que una viga 

de seccl~n transversal rectangular sea m~s sensible a la llexl~n 
cuando est~ apoyada sobre su lado mayor que sobre su lado menor. 

17 



CAPITULO 11. 

LEY DE LA CONSERVACION DEL HOHENTIJM ANGULAR. 

En este capitulo, se discutir~ foraalmente la ley de conservacl~n 
del momentum. angular. y se ilustrar~ con ejemplos de astronotnia. 

El ser humano evoluclon~ de prlaates primitivos hasta su estado 

actual, sin embargo, cabe la pregunta: ¿En qu~ momento deja de ser 

prehomÍnldo para convertirse en hombre?, aunque hay varias opiniones, 

se considera que es cuando toma conciencia de su medio ambiente, y qu~ 
mejor auestra de el lo, cuando observa los cuerpos celestes, 

percat~ndose de que no se mueven al azar, sino conforme a ciertas . . 
leyes aun no comprendidas por el. 

Los primeros hombres se mantenian de la caza y la pesca, pero la 

periodicidad de las estaciones, determinaba la abundancia ~ escasez de 

animales, y con ello quedaba nor111ada toda su vida. Posteriormente se 

da cuenta que puede sembrar plantas de tal forma que ya no depende de 

la naturaleza en forma silvestre para su sustento y se asienta en un 

lugar, teniendo m~s tiempo para observar las estrellas y relacionarlas 

con el transcurso de su vida, es decir, cu;,ndo sembrar, cosechar, 

etc., asi que la astronomia se convirti~ en algo a~n m;,s importante en 

su vida. 

Conforme tenia mas tiempo de observar los astros, el hombre, ya 

sedentario, se da cuenta que las estrellas se mueven con regularidad y 

regresan al mismo lugar en periodos definidos de tiempo. Asi que 

empieza a orientarse por medio de ellas, y con su incipiente 

tecnologia, inicia su mlgracl~n hacia todo el mundo. 

Ya asentado por todos los confines del orbe, y teniendo cubiertas 

sus necesidades mc't.s elementales, el ser humano trata de explicar los 

fen~menos que suceden a su alrededor y en especial los relacionados 

con los cuerpos celestes, que tantos beneficios le habia reportado. 

IB 



Asi pues, tenemos testirnonios a este respecto de las culturas mas 

pr~speras de la antlg,'.iedad: Los Egipcios por ejemplo, creian que Nut, 

la diosa del fir•araento cubria con su cuerpo a la Tierra, y debajo de 

ella. se encontraban: Shu, dios del aire y Gob, dios de la Tierra, 

aientras que una barca llevaba al Sol. V por el tenor Hesopotamia, 

Slria, y ~xlco que alberg~ una de las culturas m~s importantes al 

respecto: los mayas. 

Los primeros astr~no•os se encontraron seguramente con el 

problema de que cinco cuerpos celestes eran "Errantes" (rr>.av11-rw 

(planetes) en griego significa errante ). Es decir, trazaban 

trayectorias irregulares, pareciendo algunas veces que retrocedian, 

conocl~ndose posteriormente como planetas, y siendo llamados: 

Mercurio, Venus, Harte, J~plter y Saturno {Figura 2.. 1) seg.:in la 
' . ' tradlcion griega, que fue la mas difundida. 

7; 4 J(ctor/a. 

a.po.r•'l-t.e 
cJe "1 .. r te 

FIG. 2.1: Trayectoria aparente de .arte. 
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Los griegos son los primeros en tratar de reproducir los 

movlmlentos celestes por medlo de esfereas y engranes, es declr, 

dejando a un lado la magla. Para subsanar el aparcntcmcntemente 

errante comportamiento de los planetas, considerando a la Tierra como 

centro de todo, optaron por ariadir esferas secundarlas cuyas 

trayectorias formaban ~ngulos variables con las primarias, pero se 

necesl taban demasiadas. Eudoxo de Cnido (409 - 356 A. DE c. ) l leg~ a 

emplear 27 esferas, y sus sucesores se vieron obligados a usar 57, 

pero a~n asi. sus movimientos no satlsfacian las observaciones 

astron~micas. La teoria griega m~s famosa es la de Claudia Ptolomeo 

(aprox. 100 - aprox. 178), que con el tiempo lleg~ a convertirse en 

dogma de f~, por lo que nadie podia refutarla sin el riesgo de ser 

acusado de hereje. Su teoria decia que la Tierra era el centro del 

sistema planetario y alrededor de ella giraban el Sol y los dem~s 
planetas, aunque ~stos giraban adem~s en pequefios circulo::. 

Despu~s vendria Nlcol~s Cop~rnico (1473 - 1543) a contradecir la 

teoria de Ptolomeo y a sugerir otra en la que el Sol es el centro del 

sistema planetario, y los planetas giran en ~rbl tas conc~ntrlcas 

alrededor de ~l. Galllco ratificarla esta idea. Posteriormente, 

Johannes Kepler (1571 - 1630) demostr~ matem~ticamente el concepto 

hellocentral, y que las ~rbitas de los planetas eran elipticas y no 

circulares como el concepto que presentaba Cop~rnico. Y finalmente, 

el gran genio Issac Newton ( 16'12 - 1727), real izando una de las 

hazañas m~s grandes en la historia del pensamiento, expl1c~, por medio 

de la teoria de la gravi taci~n, porqu~ los planetas no caen, a partir 

de lo que hace caer las cosas al suelo. 

A contlnuaci~n se muestran animaciones por computadora de los 

planetas: urano, venus, saturno, neptuno y mercurio, en las que se 

aprecia su trayectoria retr~grada. El periodo animado es del seis de 

noviembre de 1989 a las 20 Hrs. al veintlseis de marzo de 1990 a la 

misma hora, con una diferencia de dos dias entre las animaciones. 

Estas fueron realizadas con el paquete "Cosmos"™ en una PC 80286. El 

paquete fue desarrolllado por la compañia: Kara Technology Corp. en 

1989. 
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Este enorme par~ntesls ha sido ablerto porque es en el campo de 

la astronomia, y durante el ~ltimo periodo relatado, que 

presentaron las apl lcaclones m~s espectaculares del prlnclplo de 

conservacl~n del momentum angular, aunque la hWl'lanldad ha seguido 

avanzando, y se han encontrado nuevas apl lcaclones, de las que nos 

ocuparemos despu~s. Adem~s. este relato ha servldo para tener en 

mente al sistema solar, con el cual. se ejcmpllflcar~ el principio de 

la conservacl~n del momentum angular, pero antes se presentar~ la 

demostraci~n matem~tlca (formal) de la ley de la conservacl~n del 

mmcntum angular: 

Por deflnicl~n se tiene: 

¡: = ¡: x ?. y P = m V (2.1) 

Para que se cumpla la conservacl~n del momentum angular, es 

decir, q~e no varie con el tiempo, t debe ser igual al vector cero. [ 

es conocida como notacl::,n de Newton, y simboliza la primera varlaci::,n 

de [ (en este caso) respecto al tiempo, 

Derivando respecto al tlempo la funci~n: 

¡: = ¡: x r, 

tenetnO$ que: 

[ = r X p + ¡: X P --- (2. 2) 

Para relacionar la torca con la ecuaci~n 2.2, es necesario 

aclarar que la varlacl~n . de la poslci~n con el tiempo se llama 

velocidad cV>. por lo que ¡: = V, dado que r es un vector poslcl~n. v 
la var iaci~n de la velocidad con el tiempo es conocida como 

aceleracl~n (ii), por lo que ~ = a 

De la ecuaci~n 2. 2 se tiene: 
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C=rxP+fxP fxP+rx1nV rxP+ xma ---c2.:i1 

Newton deflnl~ la fuerza como el producto de la masa por la 

aceleracl~n cF = m a:1, por lo que: 

L=rxP+rxma:=rxP+rxF 

se observa que el segundo miembro es la deflnici~n vectorial de la 

torca, por lo que: 

[ = ¡: X p + ¡: X F = ¡: X ¡; + T --- (2. 4) 

Por otro lado, r = v. 

ecuaci~n 2. 4 queda: 

Por lo que el primer sumando de la 

rxP=VxP=VxmV 

Y la norma del vector resultante del producto cruz es: 

I~ x PI = lJvJlCm JvJl sene, 

y si se asume que las dos velocidades son iguales y por lo tanto, son 

paralelas .. e = oº, asi que sen 9 = sen 0° = O, y la ecuacl~n 2. 4 

queda: 

Para que se cumpla la conservaci~n del momentum angular C[), 

es necesario que [ = O, por lo que queda demostrado que el moaentUll 

angular se conserva, siempre y cuando no haya fuerzas externas al 

sistema cuya resultante provoque una torca, es decir, T = O. 

Con todo esto en mente, hagamos una reflexi~n: Sabemos que si la . . 
torca es cero, el momentum angular permanecera constante, ahora, ¿ Que 

provoca que la torca sea cero ? . Recordemos que: 
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T = i= x F, 

con el lo vemos que: 

si F = O .. T • r x O = 6, 

es decir, si sobre la particula no act~a fuerza alguna, pero tambi~n 
T = O si r y F son paralelos entre si. porque: 

¡:r¡ = ClrlJC!F'i> sena, 

y si e oº, entonces: 

l'<I = ClrlJCIFI> sen oº= o. 

Cuando el uillmo caso se presenta, se dice que la particula est~ 
sometida a una fuerza central 1 (figura 2. 3). Como en el caso de la 

Tierra y el Sol. 

Ahora, si se consideran al Sol y a la Tierra como cuerpos rigidos 

de un sistema aislado, es decir, sin considerar sus interacciones con 

el resto del universo, la Tierra tiene una masa m y una velocidad v, 

con ello tiene un momentum lineal: 

P = m V, 

y un momentum angular: 

[ = i= X P. 

1 Se conoce como fuerza central, aquella cuya dlrecclon pasa 

slempre a trav~s de un punto f ljo. 
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FIG. 2.2: El momentia anqular es con•tanto en el •ovl•lento bajo 

l'uerza• central es. 

¡:. es el vector posiclo~ de la Tierra respecto al Sol en todo 11011ento. 

Desarrollando se tiene: 

[ = r X (m ÍÍ) = m (r X ÍÍ) " J[J = m CJ rJ JiiJ sene), 

de aqui se observa en la figura 2. 3, que en los puntos (A) y (B) el 

sene es m~ximo = 1, porque e = 90°; y que el •o•entUJl angular sea 

constante. significa en (A) que r es 111in1111a y V •a~lma y en (8) que ¡: . - . 
es maxlma y v mlnlma. En la realidad se observa un aumento en la 

velocidad terrestre en el perihelio (A) respecto del afelio (8) 

(figura 2. 3. l 
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FIG. 2.3: 
Po•lclon de la Tlorra respecto al sol en el perihelio 

IA) y en el afel lo 181, 



CAP l TULO ll l. 

DISERO Y CONSTRUCCION DE LA PARTE EXPERIMENTAL. 

Con, objeto de ilustrar lo hasta aqul expue~to, se dise0ñ~ y 

construyo un aparato, cuyos resultados se dlscutlran en el capitulo 

siguiente. Las siguientes medl.das est~n dadas en CGS para unlformlzar 

criterios, excepto en las constantes de los resortes. 

La idea b~sica, surge de un problema2, que dice: 

11 El collar B tlene una masa de 2 kg y se puede deslizar libremente 

sobre la barra OA, la cual a su vez puede girar libremente en un plano 

horizontal (flg. 3. 1). El conjunto gira con una velocidad angular w = 
1.5 rad/s cuando se libera un resorte localizado entre A y B, que 

lanza al collar sobre la varilla con una velocidad inicial relativa 

vr = 1.5 m/s, Sl el momento de inercia alrededor de O de la barra y 

el resorte es O. 3 kg•m , encu~ntrese: 

La distancia minlma entre el collar y el punto O en el movimiento 

subsecuante. 

600 ,...,,,, 

FIG. 3.1. 
2 "Hec.1nlca Vectorlal para Ingenleros", F·. P. Beer G E. R. Johnston, 

p. 805. 
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El aparato dcbia haber cubierlo las condiciones descritas en el 

problema, pero se presentaron varios problemas en su diseño y 

construcci~n. A continuaci~n se hace un listado de los problemas que 

se presentaron. y sus soluciones en orden cronol~gico. 

a) El dlsef\o de la base: La base dcbia ser lo suficientemente 

masiva para evl tar vibraciones al motDCnto de su funcionamiento, por lo 

que se escogl~ un dlscf\o como el mostrado en la figura 3. 2, 

con el objeto de que nada estorbara la barra horizonlai que gira. Se 

construy~ con l;,.minas de acero de 4 mm. de espesor. Las dimensiones 

se muestran en la misma figura. 

b) Sistema de giro: El problema especifica que la varilla 

vertical debe girar con velocidad constante, por lo que se asume que 

no debe tener fricci~n con el resto del aparato, asi que se opt~ por 

poner una barra de lat~n de 2 cm de di~metro y 50 cm de longitud como 

eje de giro del sistema, sujeta por dos baleros c~nlcos lubricados de 

4. 5 cm de dl:imctro externo, colocados en la base mayor y 111cnor de la 

pir~ide truncada que constituye la base. Conforme se experiment~, 
se obscrv~ que el balero colocado en la base mayor de la plr;,.mide . . . 
rozaba con la lamina que forma el piso, asi que se elevo, poniendo la 

cazuela del balero sobre la original (figura 3.3. ). 

c) Barras horizontales: Se escogieron dos varillas de aluminio, 

una de l. 3 cm de di~metro y 50 cm de longitud (incluyendo 2 cm de 

rosca) y otra de O. 9 cm de di;._metro y 30 cm de longitud (Incluyendo 2 

cm de rosca), ruubas con una horadaci~n cUindrica a 0.5 cm de un 

extremo. Al principio s~lo se tenia la segunda, pero se opt~ por ros

car las entradas de ambas y poder 'intercambiarlas, con objeto de 

observar el experimento variando la longitud y dl~mctro de las barras, 

(figura 3. 4.). 

d) Collar: Para el anillo que se lanza, se escogieron varillas 

cilindrlcas de cold-rollcd perforadas para pasar a trav~s de las 

barras de aluminio, perfectamente lubricadas para evitar la fricci~n 

entre los collares y las varillas de aluminio. Prcpar~ndose dos para 
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cada barra, una de 2. 5 cm de dl~•etro, 6. 2 cm de largo y 204. 9 g de 

•asa y otra de 2. 5 cm de dl;,.•etro, 13. 2 ca de largo y 452. 2 g de aasa. 

En la parte superior de cada una, tienen horadaciones cllÍndrlcas de 1 

y t. 5 ca de dl~metro, dependiendo de la var 11 la a la que est~n 
destinados (figura 3. S.). 

FIG. 3.2: 01 .. no de la ben 

Nota: Las zonas vaclas se lndlcan ashurando, 
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FIG. 3.3: Dheno del •l•le- de giro. 

le,,,,. 30 cm 

mm 010.qC',., 
o.5(".,, 

, ..... 
S'o '"'"· 

111 Jdf 1.3 ...... 

o.se.,,, 

FJG. 3.4: BarrH horlzontalH, 
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FIG. 3.5: Col la.re•· 

\,. ----- ¡ illiP . ~ _____ @!~ 

~ 
o.5c-"'1. le~. 

2 C'"". 

FtG. 3.6: Tubo• de 11Just.e de los resort.es. 
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el Resortes: Se escogieron dos resortes que lanzaran los 

col lares para cada barra horlzonta 1, uno de 7. 2 cm de largo y 2. 3 cm 

de dl~metro interna, y otro de 11. 5 cm de largo y 2. 5 cm de dl~metro 

interno, con constantes de 500. 2 N/m y 200. 12 N/m respectivamente. 

Sin embargo al exerlmcntar, se obscrv~ que al lanzar el collar, 

provocaban dlstorsl~n en el movlmlento al no ser su dl~mctro interno 

igual al dl~melro externo de las varl l las. Asi que se opl~ por poner 

tubos de pl~stlco dentro de los resortes para ajustarlos lo mas 

posible a las varillas, pero desgraciadamente se provee~ con esto que 

en la varilla de mayor di~metro s~lo entrara un resorte, porque en 

uno, el dl~mctro interno del tubo es menor al dl~metro externo de la 

barra (las dimcndioncs y forma de los tubos de ajuste se muestran en 

la figura J. 6. ). 

e) Sistema disparador: Es esta la parte cuyo diseño tard~ mas 

tiempo. Los problemas consistian en dar un impulso inicial a la barra 

vertical, de tal forma que al moverse el sistema con velocidad angular 

constante, se soltara el resorte y el collar se pusiera en movimiento, 

todo esto con el mismo sistema, evitando asi la lntervenci~n de 

fuerzas ex.ternas, para que el momentum angular se mantuviera 

constante. Estos problemas se solucionaron de la siguiente forma: 

l) Giro de la barra: Se enrroll~ alrededor de la varilla 

vertical una cuerda, de tal forma que al desenrrollarse, pusiera a 

girar la barra central. Para evi lar que resbalara, se peg~ en la 

superficie 11 Ja de agua, primero en forma de cilindro y despu~s en 

forma de espiral, siendo ~sta ~l tima su forma definl tlva. 

11) Disparo del collar: Al final del resorte, se encuentra 

un tope, formado por una rondana de 3. 5 cm de di~metro externo y 1. 3 

cm de dl~metro interno, atorado con una horquilla introducida en el 

horl'ficio superior de cada varilla horizontal, a la cual est~ amarrado 

un gancho que mantiene al resorte comprimido, de tal suerte que al 

jalar el gancho, el resorte se suelta. Una vez enrrollada en la barra 

vertical, la cuerda mencionada en el inciso anterior se sujeta al 

gancho. con lo que al poner en movimiento al sistema, y moverse con 



velocidad angular constante, se suelta el resorte y el collar1n 

(figuras 3. 7 y 3. B). 

® Q) 
\ 1 

0 , 

FIG. 3.7: Part.e• con•t.lt.ut.lva• del •t•t_. de dl•~ro: •> 
varilla vert.lcal 1 b) barra horlzont.al, e) rondana, di horqul 1 la, e) 

9ancho, fl re•ort.e, 9) col lo.r, 
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b) 

FIG. 3.8: Secuencia de paaoa para el dlsp11ro del col larln: •1 

La cuerda enrrol l11d11 Jala y pone ta barra vertical en movl•lento, 

b) deaenrro l lada, la cuerda Jala el 911ncho, sol t.ando el 

collar. 
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III) Para asegurar que la fuerza con que el sistema se pone 

en movimiento sea uniforme, por •edlo de una polea se conectan cuerpos 

de peso conocido que Jalen la cuerda sie•pre con la als11a fuerza. Los 

cuerpos son cllindrlcos, de cold-rolled, de S cm de di~metro, con las 

siguientes medidas de largo: 

a) 12.1 cm, 

b) 24. 2 cm, 

e) 36 cm, 

Cada cilindro tiene en su parte media una horadaci~n 
perpendicular a su .!Je long! tudinal de 1 cm de dlimetro. Considerando 

esto, los el llndros llenen unas masas de: 

respect 1 vamen te. 

a) 1681.6g, 

b) 339!.4g, 

e) 5058. 8 g, 

f) Soporte: Con el fin de mantener constantes las distancias 

entre la polea y la varilla vertical, y que la base del slste•a 

tuviera tres patas para asi ser estable, se dlsef\~ y construy~ una 

base con un perfil hueco de seccJ~n cuadrada de Fe de cm de lado, 

sobre la que se ascnl~ todo Jo hasta aqui expuesto. Su forma y 

medidas se muestran en Ja f !gura 3. 9. 

FIG. 3.9: Sopot"le del ahlclllc'I. 
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g) Sistema de scgul111lento: Para observar la trayectoria del 

collar durante el movlaiento del slste11a. se filmaron los experimentos 

con una c~ra reflex auxiliada de un estroboscopio, cuyos resultados 

se discuten en el siguiente capitulo. 

h) En resumen, la foraa en que todo el sistema se mont~ para los 

experimentos se muestra en la figura :l. 10a en vlsta de planta y en la 

figura :l. tOb en vlsta de elevacl~n. 

o.) 

-F 

FIG. 3.10: Vht.11 de: a) pl11nt.11, b) 

•l•••clon. 



Para poder utilizar el presente proyecto como pr~cll..::a del 

laboratorio de Clnem~tlca y Dln~mlca, se hacen I.1s slgul~ntes 
sugerencias: 

l.-} Que la base se hiciera de cemento, aproximadamente con una 

masa de 10 kg, deJundo un orlflclo cllÍndirlco para poner la barra 

vertlcdl en los baleros. 

2. -) Construir un soporte en la parle superior, de forma que 

pudiera fotograílarse de plant.i. 

3. -) El soporte donde se aloja la polca, oe puede construir al 

mismo tiempo que se construye la base, para que se forme una sola 

pieza. 

4. -) Se pueden reducir las medldar; hasla un tamaño adecuado, con 

algunos problemas para observar el movimiento. 

S.-) Hacer los collares blanco brillante y el resto de la 

estructura negra, para producir contrastes, y poder fotografiar 

adecuadamente. 

6. -) Callbrar para cada aparato, las oscilaciones por minuto del 

estroboscopio para observar bien el movimiento. 

7. -) Usar resortes m~s pcquef\os y de mayor constan le, para 

observar mejor el movimiento (de preferencia a simple vista). 
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a.) 

b) 

FIG. 3.11: Foto9rafla quo •ue•t.ra el soport.e tubular vl•t.01 •• do lado '/ bJ do frente. 

.. 



a.) 

F!G. 3.12: Fot.09rafla quo auesLra el baleros a) Superlor, b) 

Inferlor. 
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aJ 

- " ~~ .. ~ 
~ .. - - --~"'·* 

F1G. 3.13: a) Las varllle• horlzonlalea 

resortes y tubo• d" soporte. y b) Cuorda motriz cnrrol lada en la 

barra verllc:al. 



a.J 

b> 

F'!G. 3.14: Fotcu~raf"l• que •ue•tra; a} Detat le dol •latcu do 

dhparo, y b) El cuerpo el l lndrlco de conocida, que al caer, 

Inicia al •o•l•lento del sl•t-. 
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a.) 

FIG. 3.15: Fot.09rarla que •Ueslrai a> El aparat.o •ont.ado, y b) 

El est.roboacoplo con el que so foloqraflo • 
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CAPl11JLO IV. 

PRESENTACION Y ANALISIS 

DE RESULTADOS. 

El problema que dl~ origen al proyecto se repite para mostrar la 

rcsolucl~n y los resultados del experimento: 

El collar B llene una masa de 2 kg y se puede deslizar libremente 

sobre la barra CA, la cual a su vez puede girar l lbremenlc en un plano 

horizontal (f1g. 1\. 1). El conjunto gira con una velocidad angular w = 
1.5 rad/s cuando se libera un resorte localizado entre A y B, que 

lanza al collar sobre la varilla con una velocidad lnlclal relativa 

vr = l. 5 m/s. Sl el momento de Inercia alrededor de O de la barra y 

el resorte es O. 3 kg•m , cncu~ntrcsc: 

la distancia minlma cnt1·c el col lar y el punto O en el movimiento 

subsecuente. 

600 ..,...., 

ÍIG. 4.1: 
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En el diagrama de cuerpo Ubre (flg 4. 2.) se puede apreciar que 

los ~leas vectores presentes paralelos al plano del •ovi•iento. son 

las componentes radial y trasversa de la velocidad, por lo que la 

•~xlma aproxlmaci~n se logra cuando la resultante de la velocidad 

radial y de la velocidad tangencial pase lo rn;..s cerca a la barra 

vertical. 

ÍIG 4.2: Dlaql'a&a de cuel'pO llbl'e del anl llo. 

Por lo tanto: vfl <componente trasversa de ~a velocidad) = 
(1.5 rad/s}(l revolucion/2n rad)(l.2 1'l' m/revolucion) 0.9 mis. 

VI' (componente radial de la velocidad) = 1. 5 m/s, por lo tanto, la 

trayectoria que siga el anillo tendr~ un ~ngulo de: 

are tg 1. 5 mis 
0.9 mis = 59.04° 

respecto a la componente trasversa de la velocidad. 

Por lo tanto. la m~xlma aproxlaacl~n del anillo se presentar;;. 

cuando la resultan te de la suma vectorial de v 9 y VI' sea perpendicular 

a la varilla horizontal (flg 4.3), es decir: 

m~xima aproximaci~n = 510 mm. 
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ÍIG. 4.3: Yl•ta da planta de Ja trayectoria del onl llo. 

En el experimento. se •odlilc~ la distancia ent.Qé la poslcl~n 
lnlclal del anillo y la varilla vertical de lat~n a JO y SO cm 

dependiendo de la varllla e•pleada. A contlnuacl~n se ! lustra el 

c~lculo de las componentes radial y trasversal de la velocidad con los 

datos disponibles en el experimento: 

a) ~lculo de vr: 

vr se debe al empuje ejercido por el resorte sobre el 

collar. 

El c::..lculo se basa en la conservacl~n de la energÍa para 

fuerzas conservativas. Es v~Udo, ya que el trabajo efectuado por la 

fuerza ejercida por un resorte es independiente de la trayectoria, asÍ 

se tiene: 

Ec (EnergÍa cln~tlca) - Ec = Ep (Energia potencial) - Ep -- (4.1) 
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Ec = O, ya que parte del reposo. 

Ec = -~- mv • v = vr 

Ep = O, ya que el resorte esta completamente extendido. 

Ep + kx , x = la parte comprimida del resorte, y k la 

{constante del resorte. 

Por lo tanto la ecuacl~n 4. 1 queda: 

+ mv - O = -}-- k>< - O 

Despejando v de la ecuacl~n anterior, 

vr=v=/kx 
m 

----- (4.2) 

tiene: 

Substituyendo valores, para x = 0.025 m, se llene: 

1. -) Resorte de constante = 500. 2 N/m. 

Collar de masa o. 2049 kg '* vr = 1. 235 m/s. 

Collar de masa O. 4522 kg q vr = O. 831 m/s. 

II.-) Resorte dP. constante = 200.1 N/m. 

Collar de masa O. 2049 kg '* vr = O. 781 m/s. 

Collar de masa Q.4522 kg '* O. 526 m/s. 



b) C~lculo de v
0

: 

Como se coment~ en el capitulo precedente. el sistema de 

disparo del aparato, se basa en un cuerpo de masa conocida que al caer 

Jala una cuerda que hace girar la varilla vertical central. La 

componente trasversa de la velocidad es el producto de la l iberaci~n 
de la varilla al completarse la caida del cuerpo. 

En el c~lculo, se considera el prlnclpio de conservaci~n 
de la energia para fuerzas conservativas ju!::ilo antes de que se dispare 

el collar, y tenemos~ 

.O.Ec = - .O.E1• 

+ "' v0 • + 1 .., = m< g h ---- C4.3) 

donde me es la masa del collar, I es el momento de inercia del 

sistema, w es la velocidad angular, hes la altura de caÍda del cuerpo 

de masa conocida y mt es la masa del cuerpo que dispara el sistema. La 

velocidad indicada en la ecuact~n 4.3 es la velocidad total del co

llar, sin embargo se pone v
0

, porque Justo antes de que el resorte se 

libere, la velocidad total llene s~lo componente trasversa. 

Por otro lado, sabemos que: 

----- (4.4) 

Si se substituye la ecuacl~n 4. 4 en la ecuacl~n 4. 3, y al 

desarrollarla, se obtiene: 

+ mo v9 + 1 (~L 2 12 +me[{-) ](~-J=m<gh (4. 5) 

donde me es la masa de la varilla horizontal, y L la longitud de la 

misma varilla, se simplifica, se despeja v
0 

y se obtiene: 

so 



V = / 2 •t. 8 h 
0 lk + M/3 

--- (4.6) 

Por lo tanto, se obtienen los siguientes resultados te~rlcos, sl 

se considera que la altura h es constante para todas las corridas e 

igual a 1.30 m: 

I.-) Varilla de 0.3 ll!l de longitud (masa de 0,0517 kg): 

a) Collar de O. 2049 kg: 

Cuerpo de t. 6816 kg zt v
0 

13. 89 m/s. 

Cucrpode3.3914kg,.. ve 19.73m/s. 

Cuerpo de 5. 0588 kg .. V e 24. 10 m/S. 

b) Col lar de O. 4522 kg: 

Cuerpo de 1. 6816 kg ""' V e = 9. 55 m/s. 

Cuerpo de 3. 3914 kg .. ve = 13. 57 m/s. 

Cuerpo de s. oses kg -> v
9 

= 16.SB m/s. 

II.-) Varilla de 0.5 m de longitud (masa de 0.1798 kg): 

a) Collar de O. 2049 kg: 

Cuerpo de t. 6816 kg .. v 9 = 12. 73 m/s. 

Cuerpo de 3.3914 kg .. v0 = 18.07 m/s. 

Cuerpo de S. 0588 kg .. v 
0 

= 22. 07 m/s. 

51 



b) Collar de O. 4522 kg: 

Cuerpo de l. 6816 kg .. ve = 9. 15 IJl/s. 

Cuerpo de J. 3914 kg .. ve 13. 00 llll's. 

Cuerpo de S. 0588 kg • v8 ::z 15. 87 m/s. 

e) c;;.,lculo de la aceleracl~n del cuerpo de masa conocida que cae: 

Es interesante calcular la aceleracl~n con la que cae el 

cuerpo de masa conocida que da lnlclo al n1ovlmlento del sistema: 

Si se hace el diagrama de cuerpo libre del cuerpo (ílg. 

4. 4), el balance de fuerzas verticales usando la segunda ley de Newton 

puede ser expresada como: 

T - ml g = - Ma '* T = ml (g - a) 

' 'T 
mi: 

--- (4.7) 

FIG. 4.4: Dla9r- de cuerpo l lbr-e del cuerpo de ... a conocida 

qeu pone en MOVl•lenlo al •l•l-. 

Por otro lado, se sabe al hacer la suma de torcas que: 
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Tr=Iw -t Tr=I (+) ,. T =-I_a_ 
r 

(4.8) 

Al substituir la ecuaci~n 4.8 en la 4.7, se obtiene: 

~ = ml (g - a) --- (4. 9) 

Al despejar a de la ecuacl~n 4. 9 obtenemos: 

a = mt g (4.10) 
ml + l/r 

Al desarrollar el momento de inercia la ecuaci~n 4. 10 se 

convierte en: 

a = (4.11) 

A continuaci~n se consid:era que r = L, porque el momento de 

inercia centroldal del collar es muy pequeño respecto al agregado por 

el Teorema de Stelner ( El momento de inercia centroidal del collar = 

me a donde a es el radio del cilindro, mientras que el momento de 

inercia que aporta el Teorema de Steiner es me L , donde L es la 

longitud de la varilla horizontal). Por lo que la ecuacl~n 4.11 

queda: 

ª = --m~,-.-'~"'~'--"~~(m~e~J~/~3 --- (4. IZ) 

Por lo tanto, subsli luyendo valores se tiene: 

a) Para la varilla de 0.3 m (0.0517 kg) 

l.-) Col lar de O. 2049 kg: 

- Cuerpo de 1. 6816 kg q a = 8. 66 mis 

- Cuerpo de 3. 3914 kg .. a = 9. 21 m/s 
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- Cuerpo de 5. 0588 kg .. a = 9. 40 m/s 

ll. -) Collar de O. 4522 kg: 

- Cuerpo de 1. 6816 kg .. a = 7. 66 m/s 

- Cuerpo de 3. 3914 kg .. a = 8. 62 m/s 

- Cuerpo de 5. 0588 kg .. a = B. 98 mis 

Resultados cercanos pero no iguales a la aceleraci~n de la 

gravedad. 

d) Rcsul tados cxper !mentales: 

Se presentan en la tabla, los datos experimentales de la magnitud 

de la velocidad, asi corno la des'J'lacl~n est~ndar para cada dato (Cabe 

la aclaraci~n que los ~ngulos no variaron, por lo que se presentan 

directamente en el Lnclso e, referente a la suma vectorial de vr y v
0 

inicial): 

t.-) Resorte de constante= 500.2 N/m: 

a) Varilla de O. 3 m: 

a) Collar de 0.2049 kg: 

Cuerpo de l. 6816 kg .. l.-) 9. 8 m/S 

2.-) 10.1 m/s 

3.-) 10.4 m/s 

s = 0.3 

Cuerpo de 3. 3914 kg .. 1.-l 16.S m/s 

z.-l 16.8 mis 

3.-) 16.8 m/s 

s = 0.11 
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Cuerpo de S. 0588 kg 4 1.-) 19. 5 m/s 

2. -) 19. l m/s 

3.-} 19.6 mis 

s = o. 26 

13) Collar de O. 4522 kg: 

Cuerpo de 1.6816 kg ~ t.-) 6.5 m/s 

2.-) 7.3 m/s 

3.-) 7.2 mis 

s = o. 43 

Cuerpo de 3.3914 kg ~ 1.-) 9.9 m/s 

2. -) 10. 4 mis 

3.-) 10.6m/s 

s = o. 36 

Cuerpo de 5.0588 kg "" t.-) 14.4 m/s 

b) V<irllla de O. 5 m: 

a.) Collar de O. 204.9 kg: 

2. -l 14.9 m/s 

3. -l 15. 1 mis 

s = o. 36 

Cuerpo de 1.6816 kg "" 1.-) 10.8 mis 

2.-) 11.3 m/s 

3.-) 11.5 mis 

s = o. 36 

Cuerpo de 3. 3914 kg ~ l. -) 16. 1 mis 

2.-) 16.3 mis 

3.-) 16.Smls 

s = o. 36 



Cuerpo de S. 0588 kg -. 1. -} 18. O mis 

2.-) 18.5 mis 

3. -) 18. 1 mis 

5 = o. 26 

(3) Collar de O. 4522 kg: 

Cuerpo de 1.6816 kg ., 1.-) 8.5 mis 

2. -) 8. 9 m/s 

3. -) 8. 7 mis 

s = o. 2 

CuerpodcJ.3914kg., 1.-) 10.2m/s 

2.-) 10.6mls 

3.-) 10.4 m/s 

s = o.o. 2 

Cuerpo de 5.0588 kg ., 1.-) 13.5 mis 

2.-) 13.8 m/s 

3.-) 13.8m/s 

0.17 

11.-) Resorte de constante = 200. 1 N/m: 

a) Varilla de 0.3 m: 

a) Collar de O. 2049 kg: 

Cuerpo de l. 6816 kg => 1. -) 10. 1 m/s 

2.-) 10.Sm/s 

3. -) 10. 3 m/s 

s = 0.2 

Cuerpo de 3.3914 kg q 1.-) 15.4 m/s 

2. -) 18. 5 mis 

3.-) 15.6 mis 

s = 0.2 
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Cuerpo de S. 0588 kg .. l.-) J6, 2 nv's 

2.-) J6. 8 ia/s 

3.-) J6, 2 ia/s 

s = o. 35 

/l) Collar de O. 4522 kg: 

Cuerpo de l. 6816 kg .. l.-) 7.0 nv's 

2. -) 7.6 lVS 

3. -) 7.0 ia/s 

s = O.JS 

Cuerpo de 3. 3914 kg .. l.-) JO. 4 m/s 

2.-) JO. 7 nv's 

3.-) JO. 7 m/s 

s = 0.17 

Cuerpo de S. 0588 kg .. l.-) J3.5 m/s 

2.-) 13. 9 a/s 

3.-) J4.0 ia/s 

s = 0.26 

e) Suma vectorial de vr y va lnlclal: 

Durante el movimiento, vr se reduce y v8 aumenta, de tal 

forma que la suma vecotrlal de ambas es constante, porque no hay 

fuerzas externas que produzcan torcas (es decir, el momentu. lineal y 

el momentum angular son constantes). 

A contlnuaci~n. se presenta la suma vectorial de vr y va, asi 
como el proraedlo del ~ngulo y •agnltud de la velocidad experl•ental, 

con el error porcentual ( Si el error porcentual es negativo indica 

que el valor experimental es menor que el te~rico, ya que el c~lculo 
del error porcentual es la diferencia del valor experi11.ental •enos el 

te~rico dividido entre el valor te~rico). Cabe la aclaraci~n de que 

el ~ulo est;. dado respecto a la componente trasversa de la 

velocidad. 
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l. -l Resorte de constante = 500. 2 Nlm: 

al Varllla de 0.3 • (0.0517 kg), 

et) Col lar de O. 2049 kg: 

Cuerpo de 1. 6816 kg ~ vr = 1. 235 ra/s 

ve = 13. 89 m/s 

aagni tud: 13. 94 mis, ~ngulo: 5. osº 
magnitud ex: 10.1 m/s, ~ngulo ex: 3° 

error en magnitud: - 27. 57 Y. 

error en ~ngula: - 40. 96 r. 

Cuerpo de 3. 3914 kg ~ vr = l. 235 m/s 

v
0 

= 19. 73 mis 

magnitud: 19. 77 m/s, ~ngulo: 3. 58° 

magnl tud ex: 16. 7 m/s, ~ngulo ex: 1 ° 
error en magnl tud: - 15. 52 r. 
error en ~ngulo: - 72. 08 X 

Cuerpo de 5. 0588 kg "' vr = l. 235 m/s 

ve = 24.10 m/s 

magnl tud: 24. 13 m/s, ~ngulo: 2. 93° 

magnitud ex: 19. 4 m/s, ~ngulo ex: 2° 

error en magnl tud: - 19. 61 Y. 

error en ~ngulo: - 31. 82 X 

~) Collar de O. 4522 kg: 

Cuerpo de l. 6816 kg ,. vr = O. 831 m/s 

ve= 9.55 m/s 

se 



magnl tud: 9. 59 m/s, ~ngulo: 4. 97° 

magnitud ex: 7.0 m/s, ~ngulo ex: 3° 

error en magnl tud: - 26. 98 Y. 

error en ~ngulo: - 39. 67 Y. 

Cuerpo de 3. 3914 kg q vr = O. 831 m/s 

v
0 

= 13. 57 m/s 

magnl tud: 13. 59 m/s, ~ngulo: 3. 5° 

magnitud ex: 10. 3 m/s, ~ngulo ex: 2° 

error en magnl tud: - 24. 24 Y. 

error en ~ngulo: - 42. 93 X 

Cuerpo de 5. 0588 kg q vr = O. 831 m/s 

va = 16. 58 m/s 

magnl tud: 16. 60 m/s, ~ngulo: 2. 87° 

magnl tud ex: 14. 8 m/s, ~ngulo ex: 1 ° 
error en magnl tud: - 10. 84 X 

error en ~ngulo: - 65. 15 Y. 

b) Varllla de O. 5 m (0. 1798 kg), 

ex) Collar de O. 2049 kg: 

Cuerpo de 1. 6816 kg q vr = 1. 235 m/s 

v
9 

= 12. 73 m/s 

magnitud: 12. 79 m/s. ~ngulo: 5.54° 

magnl tud ex: 11. 2 m/s, ~ngulo ex: 4 º 

error en magnitud: - 12. 43 X 

error en ~ngulo: - 27. 81 X 

Cuerpo de 3. 3914 kg => vr = 1. 235 m/s 

v
0 

= 18. 07 m/S 
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magnl tud: 18. 11 m/s, ~ngulo: 3. 91 ° 
magnitud ex: 16. 4 mis, ~ngulo ex: 2° 

error en magnitud: - 9. 45 Yo 

error en ~ngulo: - 48. 85 Y. 

Cuerpo de 5. 0588 kg * vr = 1. 235 mis 

v 0 = 22.07 m/s 

magnitud: 22.10 mis, ~ngulo: 3.20° 

magnitud ex: 18. 2 rn/s, .;,ngulo ex: 2° 

error en magnl tud: - 17. 66 ~ 

error en ~ngulo: - 37. 55 Y. 

13) Collar de o. 4522 kg: 

Cuerpo de 1. 6816 kg ~ vr = O. 831 m/s 

v
0 

= 9.15 m/s 

magnitud: 9.19 mis, ~ngulo: 5. 18° 

magnl tud ex: S. 7 m/s, ~ngulo ex: 4 ° 
error en magnitud: - S. 31 Y. 

error en ~ngulo: - 22. 92 "-

Cuerpo de 3. 3914 kg .,, vr = O. 831 m/s 

v
8 

= 13.00 m/s 

magnitud: 13. 03 m/s, ~ulo: 3. 65° 

magnitud ex: 10. 4 m/s, :ingulo ex: zº 
error en magnitud: - 20. 16 Y. 

error en ~ngulo: - 45. 32 ~ 

Cuerpo de 5. 0588 kg * vr = O. 831 m/s 

v
0 

= 15.87 m/s 
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magnl tud: 15. 89 m/s, ~ngulo: 3. 00° 

magnitud ex: 13. 7 mis, ~ngulo ex: 2° 

error en aagnl tud: - 13. 79 X 

error en ~ngulo: - 33. 28 X 

11.-) Resorte de constante = 200. 1 Nlm: 

a) Varllla de 0.3 m de longltud (0.0517 kg): 

a) Collar de O. 2049 kg: 

Cuerpo de 1. 3816 kg: "' vr = O. 781 m/s 

v
0 

= 12, 73 m/s 

magnl tud: 12. 75 ll/s, ~ngulo: 3. Sl º 

aagnltud ex: 10. 3 mis, ~ngulo ex: 3° 

error en aagnitud: - 19. 24 Y. 

error en ~ngulo: - 14. SS r. 

Cuerpo de 3. 3914 kg: .. Vr = O. 781 als 

v9 = 18.07 m/s 

magnitud: 18. 09 mis, ~ngulo: 2. 47° 

aagnltud ex:. 15. 6 mis, ~ngulo ex: 2° 

error en magnitud: - 13. 75 X 

error en ~ngulo: - 19.19 X 

Cuerpo de S. 0588 kg: ot vr = O. 781 m/s 

v 9 = 22.07 m/s 

aagnltud: 22.. 08 mis, ~ngulo: 2. 03° 

u.¡nltud ex: 16. 4 m/s, ~ngulo ex: 2° 

error en 111.agnl tud: - 2S. 74 Y. 

error en ~ngulo: - 1. 31 X 

~l Collar de O. 4522 kg: 
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Cuerpo de 1. 6816 kg: .. v ... = O. 526 m/s 

ve = 9. 15 m/s 

•agnltud: 9. 16 m/s, ~ngulo: 3. 29° 

magnitud ex: 7.2 m/s, ~ngulo ex: 3
11 

error en •agni tud: - 21. 44 Yo 

error en ~ngulo: - s. 82 'l. 

Cuerpo de 3. 3914 kg: "'° v ... = O. 526 l'l/s 

ve= 13.00 m/s 

111agnltud: 13,01 m/s, ~ngulo: 2.32
11 

magnitud ex: 10. 6 m/s. ~ngulo ex: 2° 

error en aagni tud: - 18. 53 'l. 

error en ~ngulo: - 13. 68 Y. 

Cuerpo de 5.0588 kg: "'° v ... = O. 526 m/s 

v
9 

= 15. 87 11/s 

magnitud: 15. 88 m/s, ~ngulo: 1. 90" 

magnitud ex: 13. 8 m/s, ~ngulo ex: 1
11 

error en magnitud: - 13.09 Yo 

error en ~nBulo: - '17.32 Y. 

El tubo de ajuste del resorte no permi ti~ que ~ste entrara en la 

varilla de 0.5 m de longitud. 

Es necesario explicar que la velocidad experimental se midió por 

medio de las fotograflas tomadas con ayuda de un estroboscopio: Si 

las pulsaciones eran de 3 por segundo. (180 por minuto), la razón de 

la distancia recorrida por el collar entre los segundos que tardó en 

recorrerla (3 entre el número de apariciones en la foto), será la 

magnl tud de la velocidad, mientras que el ángulo se midió dibujando 

una linea representativa de la trayectoria del collar y otra tangente 

a la trayectoria y luego midiendo el ángulo con un transportador, con 

incertidumbre de ± o. 5°. En la figura 4. 5 se muestra una fotografia 



de este tipo, acompaftada del calculo de la velocidad (magnitud y 

direcci~n) 

,,.' 

f'tG. 4.5: Fot.oqr•tl• que l lustr• •l •OYl•lento del col lar ta.Ada 

ref'lex ASA too, est.roboscoplo 

por •lnuto U.a v•rlll• •• de 0,5 •• el coll•r de 0.4522 l&CJ J' el 

resorte de 500, 2 MI• de constante) .. 

Como se habra observado, en el problema se especifica que la 

varilla que slrve de "riel" para que el collar se mueva debe ser 

horizontal, lo cual significa que la deflexion de la varilla de 

aluminio debida al peso del collar es cero, lo cual es falso en la 

realidad. 
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A contlnuacion se calcula la deflexi~n m~xima de las varillas, 

considerandolas como vigas e•potradas de sccci~n circular, y 

suponiendo (como sucedi~). que la cuerda de la rosca soportar~ la 

torca producida por el collar: 

Si consideramos un radio de curvatura de la linea el~stica de la 

viga de p, es decir, el eje flexionado de la mis•a, definiaos a la 

curvatura (K) como el inverso del radio de curvatura. es decir: 

K = _!_ 
p ------ (4.7) 

Si se considera adem~s que el ~ngulo de deformaci~n de un ele•ento de 

la viga es .ae y que las distancias y desde la superf"icie neutra hasta 

las fibras deformadas se miden de la u.nera usual como positivas hacia 

arriba, la deformaci~n total Au de Wla fibra se pude expresar colM>: 

llu = - y 119 (4. 8) 

Si se divide la ecuacl~n 4. 8 entre la lonsitud. de arco •• 

correspondiente a la longitud inicial de todas las fibras del 

elemento, obtenemos: 

!!!:o !~ = - y !!!:o :: o bien, :~ = - y-:.-- (4.9) 

Es posible reconocer que du/ds es la defor11acl~n uni tarla en la 

fibra de una viga situada a una distancia y del eje neutro. Por lo 

tanto: 

du/ds = e ----- (4. 10) 

Por otro lado, sabemos que .as = p 60, por lo que sacando li•ltes: 

---- (4.11) 

Con base en lo anterior, sustituyendo la ecuaci~n 4.10 y 4.11 en 

la 4. 9, se puede expresar la relaci~n fundamental entre la curvatura 
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de la el~stlca y la deformaci~n longitudinal como sigue: 

---- (4.12) 

Conviene ahora obtener la relacl~n entre la deformaci~n unitaria 

(e) y el 111omento torsionante: 

e est~ definida como el alargamiento observado por unidad de 

longitud. y se observa experiaentalmente que varia linealmente (en el 

li•tte de proporcional ldad del •aterlal) con el esfuerzo normal 

aplicado (O"), por lo que se relacionan por medio de una constante de 

proporcionalidad llamada m~dulo de elasticidad ~ m~dulo de Young (E). 

aatem~tlcamente tenemos la relac1~n conocida como Ley de Hooke: 

E e e = a/E ---- (4. 13) 

Por otro lado, tenemos un segmento de viga bajo la accl~n de un 

momento flexlonante posl ll vo M ( f1g. 4. 6) 

M 

FIG. 4.6: vl90 en rlexlon pura. 
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Puesto que el segmento de la vlga •ostrado en la figura 4. 4a debe 

estar en equllibrio, el momento aplicado externo H es· equiH?rado por 

el momento inducido lnt;rno debido a los esfuerzos por flexion ciue se 

desarrollan en la seccion. Dicho momento interno se determina sumando . . 
las fuerzas que actuan sobre areas infinitesimales dA (fig. 4.6), 

multiplicadas por sus respectivos brazos de momento a partlr del eje 

neutro. Al formular matematlcamente estos enunciados se obtiene la 

siguiente igualdad: 

H = J• (- + "',.;.,¡ dA y = O ----------- (4.14) 

donde el subindice A de la integral indica que la suma se debe 

efectuar sobre el area transversal total de la viga. Sin embargo, en 

la seccion a' .;.. y e son constantes, asl que la integral se puede 

escribir de nuevo como: 

H = - "';'' JA ytdA = O ---------- (4.15) 

La integral se la ecuaclon 4. 15 se conoce como momento de 1nerc1a 

del ~rea de la secclon1 y se designa por I. Si se hace caso omiso del 

signo para el esfuerzo normal ya que su sentido se puede determinar 

por simple examen, y se despeja a' lll<!lx , la ecuacion 4. 15 puede 

escribirse simplemente como: 

es: 

· 1 

• He 
a'-.ax = --1- ------------ (4. 16) 

Y la expresion general para los esfuerzos normales en una seccion 

a' = __!!_L._ 
1 ------------ (4.17) 

Substituyendo la ecuacion 4.17 en la ecuacion 4.13, obtenemos: 

·ver capitulo l. 
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e = H y 
!E ------- (4. 18) 

Substltuyendo la ecuacl~n 4.18 en la ecuacl~n 4. 12, obtenemos: 

__!.._ = _H_ 
p 1 E ------- (4.19) 

En textos de geometria analitlca se demuestra que en coordenadas 

cartesianas, la curvatura de una linea se define por: 

__!.._ 
p 

d y/dx y" 
(4. 20) (1 + (dy/dx) ll + (y') 

donde x , y son las coordenadas de un punto de ~sta. En el problema 

que se considere, la distancia x localiza un punto de la el~stlca de 

un viga flexionada y y es la deflexl~n. ~ sea, la desvlacl~n del punto 

con respecto a su poslcl~n inicial. 

Si se sustl.tuyera la ecuacl~n 4. 20 en la ecuacl~n 4. 19, se 

obtendria la ecuacl~n diferencial exacta de la el~stlca. Sin embargo 

la resolucl~n de tal ecuacl~n es r1uy dificil, pero puesto que son muy 

pequef\as las deflexlones que se toleran en la gran mayoria de las 

estructuras de 1ngen1eria. tambl~n lo es la pendiente dy/dx de la 

el~stica. Por tanto, el cuadrado de la pendiente y' es una cantidad 

despreciable comparada con la unidad, y la ecuacl~n 4. 20 se slmpl1f1ca 

en: 

1 
p 

---- (4. 21) 

Por lo tanto. para el c~lculo de la deflexi~n. se debe resolver 

la ecuaci~n diferencial: 

+ = y" 
d y H 

dX"" = ET 

Esta ecuaci~n se resuelve con ciertas condiciones a la frontera 

debido al tipo de viga que se trate, es decir, al tipo de cargas y 
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apoyos que tenga (en este caso, una vlga en voladizo o -cant1l~ver 
con una carga puntual hacia abajo cerca del cxtrerao). 

Sin embargo, una forma •~s sencilla y clara se puede deducir a 

partir del diagrama de momento flexionante de la viga (fig. 4. 7). 

Es interesante notar que para fines pr~ctlcos se considera la 

carga m~v11 (collar) en el punto de ~xlma deflexl~n. es decir, en el 

extremo de la varilla. Asi pues, si se observa el dlagrania se notara 

que como el momento flexlonante es negatlvo desde A hasta 8, la . . . 
elastica en toda esta distancia sera concava hacia abajo. En el 

e11potraalento A, la el;.,stlca debe iniciarse tangente a la dlreccl~n 
lnlclal AB' de la viga descargada. 

Ahora es posible ver por la geo11etria del croquis de la el~stica 
que la distancia BB' representa la deflexi~n deseada en el extreao 

libre. Sln embargo, BB' es tambi~n la desvlacl~n tangencial del punto 

B con respecto a la tangente en A. Por lo tanto, se puede utilizar el . . 
segundo teorema del area de moaento para obtener teA (desviaclon 

tangencial}, que en este caso especial es la deflexi~n en el extreao 

libre. El ;.,rea del trl~ngulo del dlagraaa de 11omento flexlonante es: 

L p 
z E l 

1 L P 
2 E {n R 

-4-

Z L P 
E " R 

donde L es la longitud de la varilla, P el peso del collar, E el 

m~dulo de elasticidad del aluminio, 1 el momento de inercia de la 

secci~n y R el radio de la seccl~n de la varilla • 
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a.) 

b) 

e) 

FIG. 4.7: •I Deílexlon do 

la vlqa por 1• carqe., el Dlaqr- de •o.ent.o r101donant.e de una vlqa 

catllever con un• car9a puntual en un ext.re.o. 

Por lo tanto la maxlma deflexlon (en este caso tamblen la maxlma 

desvlaclon tangencial) en forma algebraica es: 

y=tAB=t,1 =~L=~ EnR EttR 

Substituyendo valores en la ecuaclon 4. 22, considerando que el 

modulo de elasticidad del aluminio es de 75 GPa2 = 75 X 10 6 N/m2
• 

2 

"lfECMICA DE lfATERIALES", E. P. Popov, p. 643 • 
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Varilla horizontal de 0.3 m de longitud (0.0045 m de radlo): 

collar de O. 2049 kg • peso de 2.. 01 N : 

y= tAe = 0.0011 • = 1.1 mm 

collar de O, 4522 kg • peso de 4. 44 N 

y = tAB ::: 0. 0025 m = 2. 5 mm 

Varilla horizontal de 0.5 •de longitud (0.0065 m de radio}: 

col lar de 2. 01 N de peso : 

y = tAe = o. 0012. m = 1. 2 mm 

collar de 4. 44 N de peso : 

y = tAe = O. 0026 m = 2. 6 mm 

Como se puede observar, aunque la deflexi~n se presenta por el 

peso del collar en la varilla, y es muy pequefia respecto a la longitud 

total, asi que se puede considerar que las varillas son realmente 

horizontales. 
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CAPllULO V. 

APLICACIONES DE LA LEY DE CONSERVACION DEL HOHENTIJM 

ANGULAR Ell LA FISICA. 

Con lo hasta aqui expuesto, el lector debe tener ya una idea 

bastante clara de lo que es la ley de la conscrvaci~n del momentum 

angular. Se procede ahora a estudiar aplicaciones, tanto de la ley 

antes el lada, como de la ley de la conservacl~n del momentum lineal. 

Las dos primeras son leyes que pueden comprobarse (no deducirse, 

dado que son experimentales) a partir de la ley de conservaclon del 

momentum lineal. Tienen como objeto informar acerca de la importancia 

(que como se comentaba en el pr~logo, es mayor de la que se le otorga} 

que ha tenido la conservacl~n del momentum lineal y del momentum 

angular en la historia de la Fislca. 

Empecemos pues con la comflrmacl~n de la segunda y tercera leyes 

de Newton a partir de la ley de conscrvaci~n del momcntum lineal: 

Tomemos el concepto de momentwn lineal ( P ) del primer capitulo, 

y consideremos la interacci~n de dos par ti cu las A y B (figura s. 1): 

FIG. 5.1: lnlcracclon de A y e. 

Se define la fuerza Cf'J como: 

F' = t.P/t.t ---- cs.1 J, 

haciendo que en la ecuaci~n 5.1 6l tienda a cero y sacando lÍmites, 

se puede escribir: 

F' = dP/dt ----- cs. z>. 
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Recordando que: 

¡;=.v. 

la ecuaci~n 5. 2 puede escribirse en la forma: 

¡; = d(• iiJ/dt, 

ecuaci~n que a su vez puede ser escrita corno: 

F = m CdV/dt) + v (dm/dt), 

en donde se presentan dos casos de especial inter~s: 

a) Interacciones de velocidad variable y masa constante (Por 

ejemplo dos bolas de billar al chocar). 

b) Interacciones de masa variable y velocidad constante (Por 

ejemplo las escaleras el~ctricas, mangueras funcionando con agua, 

transportadores de bandas). 

Si la masa es constante, 

¡; = m (dv/dt). 

y como se indicaba anteriormente: dV/dt = a, con lo que: 

F = m a. 

que es conocida como la segunda ley del movimiento de Newton, y dice 

que "La fuerza con que puede interactuar una particula es el producto 

de su masa por su aceleraci~n". 

Partiendo de la ecuaci~n: 

P = m V = m a t = F t. 



y llamando At al tiempo que dure la interacci~n. la ecuacl~n anterior 

puede escribirse como: 

6P = f' 11t (5. J). 

Sin embargo, si el momentum es constante en el sistema: 

AP1r. = - Afie. 

por lo que: 

(5. 4). 

Como el tiempo de lnteraccl~n es el mismo para ambas particulas, 

AlA = Ate y pueden ser suprimidos, por lo que la ecuacion S. 4 puede 

ser eser! ta de la forma: 

FA Fe. 

Esta ecuacl~n se conoce como la tercera ley de Newton, ~ 
simplemente como la ley de accl~n y reaccl~n. Dice que "Las fuerzas 

de lnteraccl~n entre dos partÍculas son iguales en magnitud, pero de 

sentido contrario", 

Continuando con los ejemplos de la utilidad de la ley de la 

conservaclon del momentwn, veamos las colisiones at~micas. 

La conservacl~n del momentwn se aplica a colisiones de mol~culas, 
~tomos y sus particulas constituyentes. Se puede obtener mucha 

informaci~n concerniente a particulas at~micas y subat~micas aplicando 

el principio de conservaci~n del momentum a tales colisiones. 

En una colisi~n de particulas, tal como se muestra en la f'igura 

S. 2, las trazas de las partÍculas cargadas el~ctrlcamente se vuelven 

visibles y pueden ser fotografiadas cuando tales particulas pasan a 

trav~s del vapor sobresaturado de una c~mara de niebla ~ el lÍquido 
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supercalenteado de una camara de burbujas. En la primera, se forman 

gotitas liquidas a lo largo de la estela de la trayectoria de la 

particula cargada; en el otro caso, las burbujas se alinean a lo largo 

de la estela. Las particulas que chocan est~n efectivamente aisladas, 

y el momentum antes de ocurrlr la colisl~n es exactamente igual al 

momentum despu~s de la collsl~n. 

FIG. 5.2: Foloqrarla en una c""m.ara de niebla que muestra 

partlcula a (nucleo de helio) que choca prolon lnlclal111cnle 

reposo. 



FIG. 5.3: de burbujas que l luslra la . -
ebhservaclol'I del •oaentum lineal. Un .econ Tt , parlleula 300 YCCCll 

-• peaada que un electron, entra a la lzqulert.la y choca con un proton 

lnlclalacnte en reposo. El pro ton pone en •ovlmlcnto obl lcuaaente . -
hacia arriba alenlras que el .aaeson TI se dcflecl.a hacia abajo. 
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© 7r-+P-.xº+Aº 

®lCª-7T++7r

®A.º-.,,.- + p 

- ¡,; 
p.,,.. e,;:=~-

FIG. 5.4: Una serle de event.o• lnlclados por el 

enlra por la l:zqulerda. 
• a • o 

chocer se produce un •e•on K y una pertlcula /\ , esta part.lcula al . . 
ser elect.rlc-ent.11 nout.re no deja huella, 12) El •eson Tt explota 

• + 
vuelo eonvlrllendose en un •eson 1t y un •1non 1t 13) La part.lcula . -

so escinde en un aieson n: y un prot.on. La t.ra:zo do la part.lcula 

car911d11 eloctrlcaaient.o debido la ecclon de 

iaa9net.lco. 
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?articulas tales como electrones, protones y neutrones, todas 

llenen momentum. Ademi.s, la radiaci;,n electromagn~tica, en íorma de 

ondas de radio, luz visible y rayos X, tambi~n transporta momentum . 

. (La luz ejerce una presl~n sobre los objetos en que incide.) La 

teoria cui.ntica muestra que la radlacl~n llene aspectos "Como si fuera 

particula"; las "particulas" de la radlaci~n electromagn~tlca se . . 
llaman· "fotones". Cada foton transporta un momenlum, y la colision 

entre un f"ot;,n y una particula aaterial tambl~n esti. gobernada por el 

principio de conservaci~n del momentum. 

Un gran n~mero de colisiones at~mlcas se muestran en las figuras 

5.3 y 5.4. 

Continuando con los ejemplos de los usos del pr lncipio de la 

conservacion del momentum, veamos los cohetes: 

En el cohete, las particulas {las mol~culas del gas consumido) 

son expulsadas por la parte posterior. Cada particula sale con una 

velocidad Ve. Es importante tener presente que las particulas siempre 

son expulsadas con la mlsma velocldad Ve relatlva al cohete. La 

velocidad de las particulas expulsadas relativa, por ejemplo, a la 

Tierra, no es la misma para todas las partículas debido al cambio de 

la rapidez del cohete con respecto a la Tierra. 

La masa inicial del cohete (mis su combustible) es mo y esti. 

inicialmente en reposo. Consideremos que el sistema cohete-combustible 

est~ aislado (en el espacio); la conservacl;,n del momentum requiere 

que el momentum total del sistema contln~e siendo cero. La masa Am 

del primer grupo de particulas expulsadas se considera muy pequena 

comparada con la masa restante del cohete. Despu~s de que las 

primeras particulas han sido expulsadas, el cohete ha ganado rapidez 

AV. Habiendo perdido una masa Am, la masa del cohete es ahora mo - Am 

y su momentum es (mo - Am)AV. El momentum de las partl~ulas 
expulsadas es (Am)Ve en la dlreccl~n opuesta a AV. 
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Por el principio de conservacl~n del momentum, 

(mo - lua)AV = (Am)Ve 

Debido a que Am es muy pequet\o comparado con mo, podemos 

ellminarlo del lado izquierdo de la ecuaci~n anterior sin error 

apreciable, y se tiene: 

mo AV (Am)Ve --------- (5.5) 

La masa del cohete se reduce por el factor Am/mo y su rapidez se 

incrementa por Av/ve. 

La masa restante del cohete puede ser eser! ta 

mo - Am = mo (1- (Am/mo)) 

De este modo, la masa final del cohete est~ relacionada con la 

masa original por el factor l - (Amlm). La rapidez del cohete es 

relativa al sistema de referencia con respecto al cual estuvo 

inicialmente en reposo. 

Ahora supongamos que vemos el cohete desde otro marco de 

referencia, aqu~l desde el cual el cohete est~ en reposo despu~s de 

expulsar el primer gurpo de particulas. Entonces, cuando se expulsa 

el segundo grupo de particulas. su rapidez (relativa al nuevo 

sistema de referencia) es otra vez ve. La masa del segundo grupo de 

particulas expulsada se elige de tal forma que el cohete gane 

nuevamente la rapidez Av en la dlrecci~n hacia adelante. Por la 

ecuaci;,n s.s. esto implica que el cambio fracclonaJ de masa Amlmo, la 

masa sobrante del cohete es mo(l - Am/110)(1 - ~mimo) = moCl - tun/110) . 

Relativa a nuestro sistema de referencia inercial la rapidez del 

cohete es ahora 2Av. 
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Se puede continuar con este 

~~'~ '1\t~lS ;fJl Cffi't. . 
1t~1 tli}; lll M~ lfüLlil'! ~C,), 

procediml~~ siempre eligiendo un 

siste•a de referencia inercial desde el cual el cohete est~ en reposo 

y escoge11os la masa de cada grupo expulsado de ta 1 modo que la masa 

residual del cohete incremente su rapidez en la misma cantidad Av. 

(N~tese que, desde la ecuaci~n S. 5, si Av es la misma dcspu~s de cada 

expulsi~n, las masas de los grupos expulsados deben ser diferentes). 

Encontramos entonces que, despu~s que n grupos han sido expulsados, el 

cohete ha ganado una velocidad, relativa al sistema de referencia en 

que inicialmente estaba en reposo, de n Av, y tiene una masa residual 

m dada por: 

m = mo (1 - Am/mo)n ---------- (5.6), 

Se designa la rapidez final del cohete n Av como v, y la ecuaci¿n 

ecuaci~n 5. 5 puede ser escrita como: 

6m 1 V ... n Ve 

y la ecuaci~n 5. 6 resulta: 

m=mo ~!,~ll - {v/ve)/n)n -------- (5.7) 

Podemos tomar el limite cuando el n~ero de expulsiones n tienda a 

infinito y la masa de cada una de ellas tienda a cero. Esto 

corresponde a la emisi~n continua de mol~culas en un cohete real. 

Por de:flnlcl~n: 

e-x J!'! (1 - x/n)n ----------- (S. 8) 

donde e es la base de los logaritmos naturales: e = 2. 718281. .. 

Si se comparan las ecuaciones S. 7 y S. 8, se observa que: 
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mo e -vive ------------ (S. 9) 

Podemos llegar a este resultado de forma diferente, ul1llzando el 

c~lculo integral. La ecuac1~n S. 5 se escr1be: 

m dv = - Ve dm 

.r: dv = - ve s: (dm/m) 

V = - ve ln (m/•o) 
-vive 

m =•o e 

N~tense las cons1derac1ones lmplic1tas por esta derlvacl~n del 

c~lculo. La ecuacl~n S. 5 se aplica en cada 1nstante debido a que el 

cohete res1dual se cons1dera instantanea•ente en reposo en un slste•a 

inercial, y la ley de conservac1~n del momentum es v~lida para 

cualquier sistema inerc1al. Ade11~s. la rapidez de expulsi~n Ve puede 

ser sacada del simbolo de integral deb1do a que todas las particulas 

salen con la misma velocidad relativa al slsteaa inercial lnstantaneo 

del cohete. La figura S. 5 es una gr~fica de la ecuaci~n S. 9. 

FIG. 5.5: de la .. ua re•ldual e lnlclal del coh•t.• 

ha/•
0

) runclon de la rapidez flnal realdual del cohet.e y dtvtdldo 

por ta velocldad de expulslon ve, La -•• decae eMponenecl•IMnle con 
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En un cohete de combustible tiplco, las mot~culas expulsadas 

tienen velocidades de alrededor de 2 km./s, relativas al cohete. Si el 

cohete logra una velocidad v ::s S ka/s (la velocidad de un sat~llte 
cercana a la Tierra>. vive • 4. La ecuacl~n S. 9 prueba que la raz~n 
de masa correspondiente es a/•o = O. 0018, ~ mo = SS m. La masa 

lnlclal del cohete es SS veces m~s que la carga ~til. La ~ltlma 
particula expulsada por un cohete real tiene una velocidad relativa al 

marco de referencia en que el cohete estuvo en reposo, de: 

4Ve - Ve = 3ve = 6 km/s. 

Hasta aqui se ha estudiado la importancia de la ley de 

conservacl~n del momentum llneal en la FÍslca, lo cual nos ayudar~ a 

comprender mejor la importancia que ha tenido la ley de conservacl~n 
del momentwn angular. 

Regresemos al sistema Sol-Tierra (figura 5.6). 

FJG. 5.6: Sector clrcular en la orblla ellptlca lerreslre. 
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Se tiene un sistema de dos cuerpos. uno gira en torno al otro 

elipllcamente (s~lo se muestra la ~rblta). El ~rea so111breada est~ 
dellmi tada por dos lineas que parten del cuerpo central y van a la 

~rbita, ambas est~n casi Juntas, dado que est~n separadas por un 

~ngulo diferencial (d9) que tiende a cero. Por esta caracteristica. 

consideraremos que la figura asi descrita forma un sector circular, 

y que las dos lineas que Umitan al sector son de igual longitud 

(r ;.), 

Se sabe que el momentum ang\Jlar es: 

vector posiclon r es r r. Por lo tanto: 

[. X P, y tambl~n que el 

[ = r ;. X P. 

Por otro lado, 

P {el momentum lineal) = m v, y v = r r + r O O 

en coordenadas clÚndricas. Por lo tanto: 

[ = r f. X m ( r ¡:. + r ~ 9 ) = m r 2 o Ít, 

por ser un producto cruz, y estar su notacl~n en coordenadas 

cllindricas. 

Como es un sistema cuya ~nlca fuerza presente es la gravitatoria: 

F = - G ( m H / r 2 ) ;. 

Por ser un sistema de fuerzas centrales, ¡:: es paralelo a F, asi 

que: 

T =O. 

por lo que: 

L :z T =O, 
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es decir, [ es constante. 

Para que [ sea constante, [ = m rz e k = constante. -------(5.10) 

La diferencial de ~rea del sector circular es: dA = (r(r dO) 112. 

Si dividimos entre dt ambos miembros de la ecuaci~n. tenemos: 

dA/dl = r 2 /2 (dB/dt) = (r2 
0

0)/2 ----------- (S.11). 

Pero de la ecuaci~n 5. 5, sabemos que. m r 2 9 = constante, por lo 

que r 2 ~ tambi~n es constante, dado que la masa es invariable. 

Despejamos o de la ecuacl~n S. 10, y suprimh1os k para trabajar 

solo con la norma, tenemos: 
0

9 = L / { m r 2 
). Substituimos lo 

anterior en la ecuaci~n 5.11, obtenemos: dA/dt = r ( L / ( 2. m r 2 ) l, 

dA/dt = L / ( 2. m ) = constante. Este sorprendente resultado, nos 

indica que "En el movlmlcnlo bajo fuerzas centrales, el radio vector 

de la particula barre ~reas iguales en tiempos iguales". 

co110 la segunda ley de Keplcr. 
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CAPllULO VI. 

APLICACIONES DE LA LEY DE CONSERVACION DEL HOHENTIJH LINEAL 

Y DEL MOMENTIJH ANGULAR EN LA INGENIERIA. 

Para terminar el presente trabajo, se procede a analizar 1n~todos 
que podrian usarse en Ingenleria, basados en las leyes de la 

conservaci~n de los momenta lineal y angular. 

En primer lugar, consideremos un •~todo b~sico de la solucl~n de 

problemas relacionados con el movimiento de las particulas, el cual se 

basa en el principio del impulso y el momentum y que puede usarse para 

resolver problemas en los que intervienen fuerza, masa, velocidad y 

tiempo. 

Consld~rese una particula de masa m sobre la que act~a una fuerza 

F. La segunda ley de Newton puede expresarse en la forma: 

F' = dlm vl/dt ------------- C6. I J 

en la que m V es el momentum lineal de la particula. Si se multi

plican ambos lados de la ecuacl~n 6.1 por dt y sl se lnt.egra desde un 

tiempo ti hasta t2, entonces: 

F dt = dCm V> 

I~~ F dt = m V2 - m Vi 

~ bien, al transponer el ~ltlmo t~r•lno, 

m vi + I~~ F dt = m v2 ------------ (6. 2) 

La integral de la ecuacl~n 6, 2 es un vector que se conoce con el 

nombre de impulso lineal, ~ simplemente el impulso, de la fuerza F 
durante el intervalo de tlempo considerado. Al dlvidirse F· en 
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conponentes rectangulares, escrlblmos: 

Imp 1-2 = J~~ F dt 

.I~~ 1-2 = i J~~ Fx dt + j J~~ Fy dt + k J~~ Fz dt (6. 3) 

· N~tesc que las componentes del impulso de la fuerza F son iguales 

a las ~reas bajo las curvas obtenidas al graflcar las componentes Fx, 
Fy y Fz contra t (figura 6. 1), respectivamente. En el caso de una 

fuerza F de magnitud y dlrecci~n constantes, el impulso est~ 

representado por el vector FCt2 - t1), que tiene la misma dlreccl~n 
que F. 

f.~• F1 clt 
~--t~.------t-'-2-- -1: 

La ecuacl~n 6. 2 expresa que cuando una fuerza F acti:ia sobre una 

partlcula durante cierto intervalo, puede obtenerse el momentum m Vi y 

el Impulso de la fuerza F durante el Intervalo de tiempo considerado 

(figura 6. 2). 

Observamos que mientras la energia c.ln~tlca y el trabajo son 

cantidades escalares, el 11o•entum y el impulso son cantidades 

vectoriales. Con el objeto de obtener una solucl~n anaii tlca, es 
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entonces necesario sus ti tu ir la ecuacl~n 6. 4 por las ecuaciones 

equivalentes de las componentes. 

(m Vxh 

Cm Vyh 

(m Yzh 

+ 
+ 

+ I~~ Fx dt 

+ s~: Fy dt 

+ ¡~~ Fz dt 

,. ~,, l 
{111 Vy)2 (6.5) 

Cm Y:zh 

= 

FIG. 6,2: llualrai:lon del calculo del iaoaonlia final de un ai.t-. 

Cuando actuan varias fuerzas sobre una particula, debe 

considerarse el impulso de cada una de las fuerzas. Tenemos! 

m V1 + L Imp 1-2 = m V2 -------- (6. 6) 

Tambl~n en este caso la ecuaci~n obtenida representa una relacl~n 
entre cantidades vectoriales: en la solucl~n real de un problema debe 

sus ti tu irse por las ecuaciones correspondientes de las componentes. 

Si en un problema intervienen dos ~ m~s particulas, cada 

particula debe considerarse por separado y la ecuaci~n 6. 6 se escribe 

para cada particula. Podemos tambi.;n sumar vectorlalmente las 

antidades de movimiento de todas las particulas y los impulsos de 

todas las fuerzas que intervienen.. Entonces escribimos! 
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[ m Vi + E Imp 1-2 = E m V2 -------- (6. 7) 

Como las fuerzas de accl~n y reaccl~n entre las partÍculas forman 

parejas de fuerzas iguales y opuestas y como el intervalo desde el 

tiempo tl hasta t2 es com~n a todas las Cuerzas que aparecen, los 

impulsos de las fuerzas de acci~n y reacci~n se cancelan y s~lo 
necesitamos considerar los impulsos de las fuerzas externas. 

Si sobre las particulas no actÜa ninguna fuerza externa o, en 

t~rmlnos m~s generales, si la suma de las fuerzas externas es cero, el 

segundo l~rmino de la ecaci~n 6. 7 se anula y ~sta se reduce a: 

l: m v1 = l: m v2 ------------- (6. 8) 

la cual expresa que la cantidad de movimiento total de las partÍculas 

se conserva. 

Por ejemplo: 

Un autom~vil que pesa 20 kN baja por una pendiente de 5° con una 

velocidad de 80 km/h cuando se aplican los frenos, se produce una 

constante de frenado {aplicada por la carretera sobre los neum~tlcos) 
de 7800 N. Determinese el tle11po necesario para que el autom~vll se 

detenga. 
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Solucl;,n; Apl leamos el prlnc1p1o del impulso y del moaentua. 

Como cada fuerza es de dlrecci~n y aagnl tud constantes, el !apulso 

correspondiente es igual al producto de la fuerza y el intervalo de 

tiempo t. 

m v1 + I: Jmp 1~2 = m v2 

componentes x: m vt + (W sen 5') t - Ft = O 

(20000 N/9. 81 m/s )(22. 2222 m/s) + (20000 N sen 5° )t - 7BOOt = o 

t = 7. 48 sesundos. 

Veamos ahora apl lcacloncs sencillas de la conservacion del 

momentum para un sistema de particulas. Si sobre las particulas de un 

sistema no act~a ninguna fuerza externa, los primeros mleMbros de las 

ecuacic1nes: 

E F' = i' ------------- e 6. 9 l 

y E T' = [ ------------- e 6. to¡ 

son iguales a cero y estas ecuaciones se reducen a P = O y [ = O. 

Concluimos que: 

P = constante y [ = constante. ------ (6. 11) 

Las ecuaciones obtenidas expresan que el momentum lineal del 

sistema de particulas y su momentum angular respecto al punto fijo O 

se conservan. 

En algunas apllcac1ones, como en problemas en los que Intervienen 

fuerzas centrales, la torca respecto a un punto fijo O de cada una de 

las fuerzas externas puede ser cero sin que ninguna de las fuerzas sea 

cero. En tales casos, a~n se cwaple la segunda de las ec~ac1o1'~s 
6.11; el momentum angular del sistema de particulas respecto ··al or.Í1e~ 
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O se conserva. 

El concepto de la conservaci~n de los momenta lineal y angular 

tambi~n pueden aplicarse al an~lisis del movimiento del centro de masa 

G. Por ejemplo, si la suma de las fuerzas externas es cero, se aplica 

la primera de las ecuaciones 6.11. Usando la ecuaci~n P = m V, 
se escribe: 

v = constante --------- (6. 12) 

la cual expresa que el centro de aasa G del sistema se mueve en una 

linea recta y con una velocidad constante. Por otro lado, sl la suma 

de las torcas respecto a G de las fuerzas externas es cero, se sigue 

de la ecuaci~n 6. 12 que el raoaentum angular del sistema alrededor de 

su centro de masa se conserva: 

Le = constante ------------ (6. 13) 

Por eje111plo: 

Se desea introducir un pilote de 200 kg en el suelo hasta que la 

resistencia a su penetraci~n sea 100 kN. Cada golpe del martillo de 

750 kg es el resultado de la ca ida libre de 1. 2 m sobre el pilote. 

Determinese cu~nto se introducir~ el pilote en el suelo cuando se haya 

alcanzado la resistencia de 100 kN. Sup~ngase que el impacto es 

perfectamente pl¡'¡stlco. 

Solucl~n: 

Antes del impacto: Conservac1on de la energ1a: 

Harti llo: WA = (750 k¡¡)[9. 81 lll/s2 ) = 7357. 5 N. 

Ect (Energia cin~tlca) = Ect = (1/2HmAlCv.u) 2 = O 

Epi (Energia potencial) = WA y= (7357.5 NlC!.2 m) = 8829 J 
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J 

Ec2 = (l/2)(mA)(v•2J 2 • (1/2)(750 kglCv•2J2 
J75 kg VA.'a2 

Ep2 = O 

Ec1 + Epi = Ec2 + Ep2 : O + 8829 J = 350 kg v1i.22 

Se despeja vu y se hacen operaciones: VA2 = 4. 85 m/s 

Co'ts~rv0c..c10·,, C"o'l.JC' t-vo.. C'10"11. 
rltl ""º"'t'ntv..., 

1 
tle lo. e~~rgfa. , 

t 
A:1001<N. 

Choque: Conservaclon del monentum llneal: Como el choque es 

perfectamente pl~stlco, el coeficiente de restltucl~n (e) = O, y el 

martillo y el pilote se mueven juntos despu~s del impacto. 



(mA) (VA2) + (mB) (VB2) = (a.A + me) V3 

(750 kg) (4. 85 m/s) + :s (750 kg + 200 kg) V3 

Se despeja vJ y se hacen operaciones:, V3 = 3. 83 m/s 

. . . 
Despues del Impacto, conservaclon de la energla. 

Ecl = (l/2)(mA + me) (v3) = (1/2) (750 kg + 200 kg)(3. 83 m/sJ2 

Ec3 = 6967. 73 J; EpJ = O; Ec" = O 

Ep" = Epq (gravitacional) + Epp (pilote) 3 

Se le llama h' a la distancl~ total que se introduce el pilote, y 

R a la resistencia a la penetraclon del pilote. 

Ep• = (WA + We)(-h') + (l/2)(R)(h') = - [(750 + 200)(9.Bl)]N [h') + 

(l/2)(1 X 105 Nl h' 

Ep4 = 40680. 5 h' 

Ec3 + Ep3 = Ec4 + Ep4; 6967.73 J +O= O+- 40680.S h' 

Se despeja h' y se hacen operaciones: h' = 17. 13 cm. 

Veamos apl icaclones de la ley de la conservaclon del momentum 

angular: 

3 Analogamente a un cue~po sujeto a un resorte de constante k f que 

se 171.leve desde una poslclon A?, correspondlente a una deformaclon ~1 

del resorte, hasta una poslclon A2 correspondlente a una defor111acl?n 

x2. el trabajo de la fuerza se obtiene restando el valor de la funclon 

(1/2)(k x 2
), correspondlente a la segunda pos!cl~n del cuerpo, 

1

de su 

valor correspondiente a la primera poslcl.on. esta funclon se 

representa por EpP y se conoce como "energla potencial del cuerpo 

respecto de la fuerza f°". 
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Cuando no actua ninguna fue.rza externa sobre un cuerpo rigldo ni 

sobre un sisteaa de cuerpos rigidos, los iJIPUlsos de las fuerzas 

externas son cero y el sistema de los •os.enta en el tle.-po ti es 

equipolente al sistema de momenta en el tiempo t2. Suaando e 

lgua lande suces lvamente las componentes x, coaponentes y y torcas de 

los momenta a los tiempos lt · y t~, concluiaos que el raomentum total 

del sisteaa en cualquier direccion se conserva y que su •omentum 

angular total alrededor de cualquier punto se conserva. 

Los probl
0

emas que lncluyen la conservaclon del mom~ntum angular 

respecto a algun punto O se pueden resolver aediante el rnetodo general 

del impulso y el momen
1

tum, es decir, se dibujan diagramas de momentum. 

e impulso. La ecuacion 6. 14 se obiene entonces con la suma de las 

torcas alrededor de O. Como se vera en el ejemplo numero 3, pueden 

escribirse dos ecuaclones adiclonales al sumar lgualar las 

componentes x y y: estas ecuaciones se utilizan para encontrar dos 

impulsos 11n
0

eales desconocidos, como los impulsos de las coiaponentes 

de la reacclon en un punto fljo. 

¡:, = i:2 ----------- (6. t4l 

Ejemplo 1: 

El engrane A tiene una masa de 10 kg y un radio de giro 4 de 200 

mm, mientras que el engrane B tiene una •asa de 3 kg y un radio de 

giro de 60 Rllft. El sistema se encuentra en reposo cuando se aplica un 

par M de magnitud 6 N m al engrane B. Despreciando el ro:zaaiento, 

determlnese: 

4 El radio de giro k representa la dlstancla a la que se deblera 

concentrar toda la masa del cuerpo sl su .:>mento de lnercla respecto a 

un eje de glro no debiera cambiar. 



a) El tiempo necesario para que la velocidad angular del 

enarane B alcance 600 rp•, y 

b) La fuerza tangencial que el engrane B aplica al engrane A. 

SolucJ;,n: 

a) 

Se apllcan los prlnclplos del impulso y del raomentum lineal a 

c:ada engrane por separado. Coao todas las fuerzas y el par son 

constantes, se obtienen sus i•pulsos al mul tlplic:arlos por el tle111po 

desconocido t. Se calculan los moaentos de inercia centroidales y las 

velocidades angulares finales: 

Se observa que las velocidades de los engranes en sus periferias 

son iguales, se escribe: 

ra. w.a = re ~ w& = Wll ra/n = c.111 (100 nun/250 mm) = O. 4 we 

Con una frecuencia de 600 rp•, tenemos: 

~ • 62. 8 rad/s W.l = 0.4 we = 25. t rad/s 
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lA=mAkA =C10kg)(0.2ml =0.4kgm 

Is= mB ko • (3 kg)(0.08 •l = 0.0192 kg m 

Pr lnclplos del impulso y del monentum para el engrane A: Los 

sistemas de las cantidades de •ovl1dento iniciales. !apulsos y 

cantidades de movimiento finales se muestran en tres dibujos 

distintos. 

+ 

Momenta s1stA1 + Impul ext slstB/A = Ho11enta slstA
2 

torcas respecto a A: O - F t rA = - IA.(wA)2 

F t (O. 25 ml = (O. 4 kg 11 J (25. 1 rad/s) 

F t = 40. 2 N s 

Prlnclplos del impulso y del momentu11t para el engrane B. 

Momenta slstB
1 
+ Impul ext slstA _ B = Mo11.enta slst

82 
O T t - F t re = le(we)2 

(6 N mlt - (40.2 N slC0.1 ml = (0.0192 kg m )(62.8 rad/s) 

t • 0.871 s 
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b) 

recordando que F t = 40. 2 N s, eser lblmos: 

F(0.871 s) = 40.2 Ns r = + 46.2 N 

Por consiguiente, la fuerza aplicada por el engrane B al engrane 

A es: 

F" = 46. 2 N 

Aqui es interesante resaltar la importancia de este c~lculo, dado 

que al conocer la fuerza aplicada, se puede determinar el esfuerzo 

cortante que soporta cada diente y asi saber si el material con el que 

esta construido es el correcto, ~ si las dimensiones son adecuadas, 

asi coao conocer el dl~•etro ainlao y longitud a~xlma de la flecha 

entre soportes que conecta el engrane y el motor (estos c~lculos se 

realizan a partir del conoclalento de la potencia y las revoluciones 

por minuto del motor que proporciona el movimiento). 

Ejemplo 2: 

El rotor de una turbina de vapor gira con una frecuencia de 5400 

rpm cuando repentinamente se suspende la alimentaci~n de vapor. El 

rotor pesa 90 kg y tiene un radio de giro de 15 cm. Si el rozamiento 

cin~tico produce un par de magnitud 2. 7 N•m, encu~ntrese el tieapo 

necesario para que el rotor se detenga. 

Solucl~n: 

•• 
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Ho.etntua s1stt Impuls ext slstt 2 Ho.entua slstz 

1 Wl H t o (1) 

1 = ... k = (90 kg) (0. 15 •l = 2. 025 kg • 

w1 = (5400 rpm) (1 mln/60 seg) (2 • rad/1 rev) e: 565. 49 rad/seg 

De la ecuacl~n ( 1) se tiene: I Wl e: M t 

(2.025 kg m ) (565.49 rad/seg) = (0.27 kg ml 

1145.11 kg m /seg 
2. 7 kg m /seg 

(1 1dn/60 seg) m: 7.08 mln 

Por lo tanto, la turbina se detendr~ en 7. 08 in in. 

Ejemplo 3: 

Un paquete cuadrado de 50 cm de lado, y 5 kg de masa, baja sobre 

una banda transportadora A con una velocidad vt constante. Al final 

de la banda transportadora, la esquina del paquete golpea contra un 

soporte rÍgldo en B. Si se supone que el Impacto en B es 

perfectamente pl~stlco, calc~lese la velocidad mÍnlaa Vt a la cual el 

paquete girar~ sobre 8 y alcanzar;; la banda transportadora C. 

B 
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Soluclon: 

Prlnclplos del impulso y del moaentu.i: Como el impaco entre el 

paquete y el soporte es perfectaaente plastico, el paquete gira sobre 

B durante el Impacto. 

Homenta slst 1 + Impulso ext slst 1-2 = Homenta sist 2 

(1nv1)(1/2a) + o = Cm v2)(1/2 na) + Iw2 

Como el paquete gira sobre 8, tlene: 

v2 = (segmento GB)w2 ; v2 =(1/2) ( .,rz aw2) 

Substl tuyendo esta expreslon, Junto con: 

I = (l/6((m a 2 J + [(1/2)( VZ a)J 2 = (2/3)(m a 2), 

En la ecuaci~n ( 1 ) : 

Cm v1)(112JCal = m(l/2]( V2 a w2JCl/2JC V2 al + (213lCm a 2 r.12) 

Por lo tanto, se despeja y slni.pllflca: v1 = (11/6)(a w2) (2) 

. . 
Prlnclplo de comservaclon de la energla: Se aplica el principio . . . . 

de la conservaclon de la energla entre la poslclon 2 y la poslclon 3: 



Poslcl~n 2: Epz = 11 hz; Ecz = (l/2)(m vz2 l + (1/2)(! .,,2) 
Ecz = (l/2)[m(l/2 >'za wzJ 2 1 + (1/2)(2/3" a2 lCwl-) 

Ecz = (7/12) Cm a2 l Cwz2 l 

Poslci~n 3: Puesto que el paquete debe alcanzar a la banda 

transportadora C, debe pasar por la poslcl.~n 3, en la cual G eat~ 
directamente arriba de B. Tambl~n, co11.o deseamos obtener la velocidad 



minima a la cual el paqule llegar~ a esta posicl~n. se elige: 

VJ = O, wJ = O. Por consiguiente, EcJ = O y Ep3 = W hJ. 

Conservacl~n de Ja energia: Ec2 + Ep2 = EcJ + Ep3 

(7/12Hm a 2 >Cwl ) + \.l h2 = O + W hJ 

Se despeja y slmpllflca la ecuacl~n anterior: 

w2 2 = ( (12 g)(hJ - h2) ]/(7 a
2

) (3) 

Se substl tuyen los valores calculados de h2 y hJ en la ecuacl~n 
(3) ,·. y se obtiene: 

w.' = ((12 g)(0.707a - 0.612a)]/(7 a2 ) = (0.163 g)/a 

Se substi Luye w2 en la ecuaci~n 2 y se simplifica: 

Vl = 0. 403 vga: 

Substl Luyendo la longitud de la caja, se obtiene: 

Vl = 0.403 ~2TfQ.Sñi}, 

por lo tanto: 

Vl = Q, 894 m/s 

Es interesante notar que la velocidad minima no es funci~n de la 

masa de la caja. 

Una de las aplicaciones mas recientes de la ley de la conser

vacion del momentum angular se refiere a sat~lltes y cuerpos espa

ciales en general, sin embargo, para comprender mejor la cin~tica 
de los cuerpos rigidos en tres dimensiones estudiemos el movimiento 

de un giroscopio. 
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Un giroscopio (~ glr~scopo) consiste esencialmente en un rotor 

que puede girar libremente con respecto a su eje geom~trico, cuando 

est~ montado en una suspensi~n Card~n (fig 6.4a). Un giroscopio puede 

tomar cualquier orientacl~n pero su centro de masa debe permanecer 

fijo en el espacio. El giroscopio puede llcVar'se desde esta posici~n 
de referencia hasta cualquier poslcl~n arbitrarla (flg 6. 4b) por medio 

de los siguientes pasos: 

t.-) Una rotacl~n del aro exterior de ~ngulo </>sobre el plano XV 

alrededor del eje AA'. 

2.-) Una rotaci~n del aro interior de ~ngulo o sobre el plano ZX 

a 1 rededor de 88' , y 

3. -) Un giro del rolar un angulo l/J con respecto a CC'. 

Los ~ngulos <f>, O, y .µ se llaman ~ngulos de EuJer y caracterizan 

completamente la poslci~n del giroscopio en cualquier instante dado. . . 
Sus derivadas q,, O y l/J definen las velocidades de preces i~n. de 

nutacl¡,n y de rotaci¡,n del giroscopio en el Instante considerado, 

respecti vamentc. 

Para definir la poslcl~n del giroscopio en cualquier instante se 

selecciona un sistema de referencia fijo OXYL cuyo origen O se 

encuentra en el centro de masa del rotor. Para calcular las 

componentes de la velocidad angular y del momentum angular del 

giroscopio se usa un sistema de ejes giratorios Oxyz con origen en el 

punto O. 

Asl, la velocidad angular W del glroscoplo respecto al sistema de 

referencia fijo OX~ como la
1 

suma de l~s tres velocidades angulares 

parciales: preces ion, nulaclon y rotaclon, representando por i, j y k 
los vectores unl tartas a lo largo de los aje de ro tac ion y como K el 

vector unitario a lo largo del eje fijo Z 
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a.) b) 

FIG. 6.3: Clro•coplo o glra1u:opo. 

i:i = .¡. K + O j • o/¡ k ---------- (6. IS) 

Como las componentes vectoriales obtenidas para w en la ccuacl;,n 

(6. 15) no son ortogonales, se puede descomponer el vector K en sus 

componentes a lo largo de los ejes x y z 

K=-scnO i +cosok 

Substituyendo esta ecuacl~n en la ecuacl~n (6. 15) se obtiene: 

e:; = - rp sen O + O J + (1/1 + f/I cas o) k ---- (6. 16) 
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Si se llama 1 al momento de inercia del rotor respecto a un eje 

de rotaci~n. e 1' al momento de inercia respecto al eje perpendicular 

que pasa por o. Como los ejes de rotaci~n cst~n unidos, no pueden 

girar sobre si mismos y la velocidad angular del sistema ser~: 

Se substl luye K por sus componentes, y se llene: 

ñ = - ~ sen o i ·• a j + ~ cos o k 

[ = - 1' ~sen o i + I' é j + I (~ + 1/1 cos 9) 

E T = Lcx,y,zJ + ñ X [ 

Donde [ es el momentum angular del cuerpo con respecto al sistema 

fijo OXYZ y Llx,y,zl es la rapidez de cambio de [ con respecto al 

sistema giratorio Oxyz. 

Considerando el caso en que el ~ngulo 9, la velocidad de 

precesi~n t/J y la velocidad de rotacl~n t/J permanecen constantes, se 

tiene que la velocidad angular W , su momcntum angular [ y la 

velocidad a del sistema de referencia giratoria (fig. 6. 4) se reducen 

respectivamente a: 

¡;; = - <f> sen a i + (.¡, + <f> cos a) k 

[ = - r· "' sen 9 i + r c4. + ~ cos 9) k. 

ñ = - efJ sen 9 i + t/J cos O k 

como 9, t/J y t/J son constantes, el vector [ es constante en magnitud y 

dlrecci~n y su rapidez de cambio respecto al sistema giratorio es 

igual a cero, entonces: 
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Sustituyendo en la ecuacl~n anterior los valores de fi y [, y 

haciendo operaciones, se llene: 

ET= (I wz - I'f/J cos 8) ti> sen 9 

Z,_ fZ ..--e__, 

FIG. 6.3: Or11ml11cton los vectores velocidad 11n9ul11r W, 

11a9enltm anqular L y veloctdad angular fi de un 9troscopo 

Como el centro de masa del giroscopio est~ fijo en el espacio, 

E F = º· dado que E F = m a. Se observa que las fuerzas que deben 

aplicarse para mantener el movimiento se reducen a un par de momento 

igual a E T y debe estar apl !cado alrededor de un eje perpendicular a 

los ejes de precesi~n y rotaci~n del giroscopio. 

El gir~scopo es un aparato cuya utilidad pr~ctlca radica en su 

propiedad de resistir las fuerzas externas que tienden a modificar la 

dlrecci~n de su eje de rotacl~n. de modo que mantiene una poslcl~n 
constante a pesar del movimiento irregular del lugar donde est~ 
instalado, por lo que se usa en diversos instrumentos de navegacl~n. 
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como los establllzadorcs gigantescos que contrarrestan el balanceo y 

cabeceo de los barcos; la br~jula glrosc~plca, en que el eje de 

rotacl~n del giroscopio, una vez alineado con el eje norte-sur de la 

Tierra, sirve de punto infallble de referencia,, no afectado por las 

variaciones magn~tlcas; y en casi todos los sistemas autom~ticos de 

dlrecci~n {como los pl lotos auto~tlcos); conectado al eaecanls•o de 

dlreccl~n de proyectiles balÍstlcos, aviones y buques, permite 

mantener un rumbo constante ( f lg. 6. 4. ) . 

11/e ta. 
('o'l-t rol 

e.~c&fe 

ÍIG. 6.4: La gul• lncrclal per•lt.e 1C1nvl•r un cohete en dlrecclon 

pred1C1ler11lnada sin ac~•lcs do tierra, Sa c09.pone de do• •l•t.--•1 

cont.rolea de vuelo Cobacuro par• la po•t.ura y cont.role• de aceleraclon 

(claro) para la polcncla. Lo• Qlroacopo• acluan sobre el prl•er 

alat.etM; al percibir deavl•clonea del envlan por lo• cont.rolc• 

corrccclonc• de vuelo la• al et.as de -boa 

El control de acelcraclon cierra el c09bu•tlble cuando sus 

sensores perciben que se hn. 11.lcanz•do la velocidad deseada, 
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Consideremos ahora el movlmlento de un cuerpo axlsim~trlco (~ 
cuerpo de revoluci~n) no sujeto a una fuerza, excepto su propio peso, 

con respecto a su centro de aasa. Eje•plos de tales movimientos son 

realizados por proyectlles si la resistencia del aire se desprecia, y 

por sat~lites artificiales y vehiculos espaciales despu~s de que han 

quemado el combustible de sus cohetes de lanzamiento. 

,z -... 

FIG. 6.5: Arwll•'• voelortal de un euorpo axl•l•olrleo en aovl•lento. 

Co•o la suma de las torcas de las fuerzas externas alrededor del 

centro de rnasa G del cuerpo es cero, la ecuaci~n 6. 12 nos da [ = O, se 

sigue que el momentum angu 1 ar [ del cuerpo con respecto a G es 

constante. Entonces, la dlreccl~n de [ est~ fija en el espacio y 

puede utilizarse para definir el eje Z ~ eje de precesi~n (figura 

6.5). Seleccionando un slsterna de ejes giratorios Gxyz con el eje za 

lo largo del eje de simetria del cuerpo y el eje x en el plano 

deflnldo por los ejes Z y z, tenemos 

Lx=-LsenO Ly =O Lz Lcose ---- (6.17) 
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donde O representa el ~ngulo formado por los ejes Z y :r: y L f'S la 

magnl tud constante de la cantidad de aov1111ento angular del cuerpo 

alrededor de G. Como los ejes x, y y :r: son ejes principales de 

inercia del cuerpo considerado, pode•os escribir 

Wc = I' Wx Ly • I' W'Y L:r: = I en --- (6. 18) 

donde I representa el momento de lnercla del cuerpo alrededor de su 

eje de slmetria e 1' es su momento de lenrcla alrededor del eje 

transversal que pasa por G. De las ecuaciones 6. 19 y 6. 20 se concluye 

que 

wx = - L sene/ I' Wy =o c.n: = L cos0/1 ---- (6. 19) 

La segunda de las relaciones obtenidas muestra que la velocidad 

angular w no tiene componente a lo largo del eje y, es decir, a lo 

largo de un eje perpendicular al plano Z:r:. Entonces, el ~ngulo formado 

por los ejes Z y x permanece constante y el cuerpo real lza una 

precesl;,n estacionarla con respecto al eje Z. 

Dlvidlendo la primera y la tercera de las relaciones 6.19 miembro 

a miembro y observando de la figura 6. 6 que - wx/wz = tan '(, obtene11os 

la siguiente relacl~n entre los ~ngulos '( y 9 que los vectores W y [, 

respectivamente, forman con el eje de slmetria del cuerpo: 

tan 1 = (1/1' )(tan 9) -------- (6.20) 

Existen dos casos particulares de movimiento de un cuerpo 

axislm~trico no sujeto a fuerzas en los que no existe precesi~n: 

1) Si el cuerpo se pone a girar alrededor de su eje de si•etria, 

tenemos wx = O y por la ecuaci~n 6. 18, Lx = O; los vectores W y [ 

tienen la misma orientacl~n y el cuerpo permanece girando con respecto 

a su eje de slmetria (figura 6. 6a) y 
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2) Si el cuerpo se pone a girar alrededor de un eje transversal 

tene•os wz :s O y de la ecuaci~n 6.18, Lz = O, nueva.lente W y [ tienen 

la als11a orientacl~n y el cuerpo per•anece girando con respecto al eje 

transversal dado (figura 6. 6b). 

D1~•rr1ÓI/ Z :z 
r•Ja.--,._: 

w 

y 

FIG. 6.6: Casos particulares •ovhdento de 

axl•l•etrlco no sujeto a fuerzas en los que no existe precealon. 

Consideremos ahora el caso general representado en la figura 6. 5, 

el movimiento de un cuerpo con respecto a un punto fijo (~ con 

respecto a su centro de masa) puede representarse por el movimiento de 

un cono del cuerpo girando sobre un cono en el espacio. En el caso de 

la precesl~n uniforme ~ estacionarla los dos conos son circulares, ya 

que los 'angules '1 y e-., que forma la velocidad angular W 
respectivamente con el eje de slmetria del cuerpo y con el eje de 

precesi~n son constantes. 

Deben distinguirse dos casos: 
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1) 1 < !'. Este es el caso de un cuerpo elongado, como el 

vehiculo espacial de la figura 6. 7 . De la ecuacl~n 6. 20 tenemos 

., < 9¡ el vector W se encuentra en el interior del ingulo ZGz; el cono 

del espacio y el cono del cuerpo son tangentes externamente; la 

rotacl~n y la precesl~n so~ ambas en sentido opuesto a las manee! llas 

del reloj vistas desde el eje z posltlvo, Se dice que la precesl~n es 

d1recta. 

FIG. 6.7: Repreaentaclon del iaovlalento de cuerpo elan9•do 

re.pecto punto rl Jo el 90Vlalenlo de del cuerpo 

aobre un cono en el espacio. 
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i i) I > I' , Este es el caso de un cuerpo aplanado, como el 

sat~ll te de la figura 6. S. De la ecuacl~n 6. 20 tenemos 7 > 9; como el 

vector W debe encontrarse fuera del ~ngulo ZGz, el vector .pK ( .P es la 

velocidad de precesi~n · y i es el vector uni tar lo en la dlrecclo:i del 

eje z) tiene ui:i sentido opuesto al del eje z; el cono del espacio se 

encuentra en el interior del cono del cuerpo; la precesl~n y la 

rotacl~n tienen sentidos opuestos y se dice que la precesl~n 
retr~grada. 

FIG. 6.8: ~epresentaclon del •ovl•lento de cuerpo aplanado 

respecto punto flJo el •ovl•lento de del cuerpo 

•obre un cono en el espacio. 
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Por ejemplo: 

Se sabe que un sat~llte espacial de masa m es din~mlcamente 
equivalente a dos discos delgados de masas iguales. Los discos son de 

radios a = 800 mm y est~n unidos rigldamente por una varilla de 

long! tud 2a. Inicialmente el sat~ll te gira libremente alrededor de su 

eje de simetria con una írecuencla de 60 rpm. Un meteorito de •asa 

mo = m/1000 que viaja con una velocidad vo de 2000 m/s relativa al 

sat~ll te, golpea a ~ste y se queda incrustado en C. OetermÍnense: 

a) La velocidad angular del sat~llte lrunedlata111ente despu~s del 

impacto, 

b) El eje de precesl~n del movimiento impuesto, y 

e) Las velocidades de precesl~n y de rotaci~n del movimiento 

subsecuente. z, 

i-i~~ 2o. - - - -- :J 
-- - -;:i: 

j_ - - B 

e 
t~ 

SolucJ~n: 

a) Se observa que los ejes mostrados son los ejes principales de 

inercia para el sat~lite y escribimos: 

1 = Ix = 1/2 ma
2

; I' = Ix = ly = 2!1/4(1/2 m)a2 + (1/2 m)a ] = 5/4 mi-

Se considera que el sat~llte y el meteorito son un solo sistema. 

Como no act~an íuerzas externas sobre este sistema, las cantidades de 

movimiento antes y despu~s del impacto son equipolentes. Si se toman 

las torcas alrededor de G, podemos escribir: 
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- a X mo Vo k + J Wo k. [ 

[ = - mo Vo a + I Wo k (!) 

Si se substituyen los valores obtenidos para las componentes de [ 

y para los momentos de lnercla en las ecuaciones 

Lx = lx Wx Ly ly Wy Lz = Iz Wz 

escribimos: 

-. mo Vo a = l' wx = 5/4 m a
2 

O = I' wy I Wo = l W:z 

wx = - (4/S)(mo Vo/(m a)) ..,,. =o Wz. = Wo (2) 

Para el sat~llte considerado, la frecuencia de rotacl~n es de 

60 rpm, wo = 6. 283 rad/s, mo/m = 1/1000, a = o. sao m, y va = 2000 mis; 

encontramos: 

- 2. rad/s Wy =o wz = 6. 283 rad/s 

w = Cwx2 + wy2 1112 = 6. 594 rad/s tan 7 = -wx/Wz = + O. 3183 
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w = 6.6 rad/s 7. 17. 7° 

b) 

Como en movimiento Ubre la direcci~n del aoaentwn angular L est~ 
fija en el espacio, el sat~l lte tendri precesi~n con respecto a eeta 

direcci~n. El ~ngulo a formado por el eje de precesi~n y el eje z es: 

tan 9 = - Lx/Lz = (mo Vo a)/( I CJo) = (2 lfto vo)/m a CJo = O. 796 

e = 3s.sº 
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el 

Traza•os los conos en el e•pacio y en el cuerpo para el 

aovlalento libre del sat~Ute. Utilizando la ley de los senos, 

calcula1tas las velocidades de precesi~n y de rotaci~n. 

w/sen e = .. /sen r • .. /sen ( 9 - '1} 

• = 3. 225 rad/s t/I :z 3. 759 rad/s 
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CONCLUSIONES 

Como se pudo observar en los capitules 3 y 4, los objetivos en 

cuanto a construccl~n y funclonamlento del aparato que es la base del 

presente trabajo, se cumplleron. Pero es interesante hacer hlncaple 

en los siguientes puntos: 

a) Las diferencias (relativamente pequef\as) en las 

velocidades de las trayectorias de los collares se debieron a que se 

puede reducir la fricci~n entre las varillas horizontales y los 

collares, pero no se puede eliminar, sin embargo las desviaciones 

est~ndar de los dato~. indican que el experimento se puede reproducir. 

b) Las trayectorias observadas en los collares son 

llgcramente curvas, tendiendo a ir hacia afuera, por la frlccl~n entre 

las varillas y los collares, y en los baleros de la barra vertical 

central, ambas modifican llgeramente el momentum lineal y el momentum 

angular, produciendo las pequeñas diferencias. 

Una de las caracteristicas m~s importantes de la ciencia, es el 

hecho de que puede modelar y predecir el comportamiento de fen~menos 
naturales. En la docencia ~ste es un problema capital, dado que los 

estudiantes no ven la importancia de ~sto. El presente trabajo tiene 

adem~s el valor de poder presentar matam~ticamente algunos conceptos 

de la Fisica y compararlos con la realidad, observando que son muy 

semejantes. Una apllcaci~n de este modelaje se aprecia en las 

animaciones por computadora de ~rbitas planetarias del capitulo 11. 

Desde el principio del desarrollo de modelos en el capitulo IV, 

se observa una congruencia en los resultados, vi~ndose que la 

velocidad es mayor en su componente trasversa, lo cual provoca que el 

collar tenga una trayectoria muy cercana al borde de la varilla, es 

decir, que el ~ngulo de la trayectoria respecto a la componente 

trasversa es muy pequeña. En la realidad se observa este fen~meno 

debido a que el resorte no podia comprimirse demasiado porque el 
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equilibrio en los ganchos es auy precario. 

Se puede observar que la trayectoria es rectlÚnea 

lndepcndientemente del peso del collar. de la longitud de la varilla, 

del resorte. etc. porque al no haber fuerzas externas que provoquen 

una torca, el aomentum angular se conserva. Aunque es necesario 

indicar que ls componente trasversa de la velocidad es di.rectamente 

proporcional al peso del cuerpo que cae. e inversa.ente proporcional a 

la longitud de la varilla (por su l&ilsa) y a la masa del collar, 

mientras que la coaponente radial es directa11ente proporcional a la 

constante del resorte y a su deformacl~n. e inversa.ente proporcional 

a la masa del collar. Estos ~ltlJraos son datos ;.,tiles para calibrar el 

aparato, si se desea hacer una pr~ctica. 

Se habr~ notado que hay un cierto ;.,ngulo al moaento de tomar la 

foto, debido a que no se alcanzaba la al tura para tomarla de planta. 

No afecta los resul lados, porque no son funcl;,n de la perspectiva, 

sino s~lo del n~ero de aparlclones del collar en la foto y de la 

distancia total recorrida. 

En lo que respecta al ~todo de la conservacl~n del 11omentum 

angular y la conservacl~n del aomentum lineal, se ve que es de gran 

ayuda en problemas pr;.,ctlcos de Ingenleria, y no se les da la debida 

laportancla en los cursos de Ingenleria. 
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