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CAPITULO |

CONTENIDO DEL TRABAJO

1.1 IMPORTANCIA DEL PROBLEMA.

En este trabajo se expone un método general para resolver
numéricamente la ecuacidén de Schrodinger en una dimensién para un
potencial que se pueda expresar en forma de un polinomio, en este
caso es posible- obtener simultaneamente las autofunciones y los

autovalores de dicho potencial.

El método se emplea para calcular los autovalores de un

oscilador anarménico cuartico con uno y dos pozos (figura 1).

Vi
vin

V(x)=%kx2+7\x4 v(x)=-%kx2+7«x“

figura 1



Hay un gran interés en hallar las soluciones analiticas y
numéricas de estos potenciales cuarticos en diversos campos de la
fisica , por ejemplo, en teoria del campo son de interés las
soluciones de estos osciladores anarménicos cuirticos, por que se
tiene la esperanza de que al encontrarlas, estas den lugar a un
entendimiento completo del hamiltoniano unidimensional equivalente

en la teoria del campo [1].

H=%;¢: +%m2¢2+7\¢4 (1.1)

con las relaciones de conmutacién

(6,91 = 1 (1.2)

En fisica atémica y molecular el interés principal de estudiar:
este tipo de potenciales es su relacién con la vibracién de
algunas moleculas diatémicas [2], para las cuales el potencial V

se puede desarrollar en la forma:

v=1 (8°saq®) ¢f + L (8%vraq®) & + L (8'raghy qf ¢ ... (1.3)
2 o] 6 [s] 24 o]

El hamiltoniano de estos sistemas se puede escribir como:

H=Ho + 4’ “ (1. 4a)
donde
Ho __12_ o (p%+ ) (1.4b)
, 3 4
H =¢ q/6+¢ qr/z2a+ ... (1.4¢)
3 a
Yy

¢ = (8°/3q°)0 , etec.
3



Usualmente para calcular los elementos de matriz del
hamiltoniano (1.4a) se utilizan como funciones de onda, las del
oscilador arménico Ho {ec. 1.4b) por que en muchos casos el
desarrollo (1.3) converge rapldamente ya que Ho >> H', sin embargo
hay clertos casos importantes en los que esto no sucede asi . Por
ejemplo en algunos pequefios anillos de compuestos tales como el
oxido de trimetileno [3,4,5] en donde el término dominante del
potencial resulta ser de cuarto grado ; otros ejemplos podrian ser
el ciclopentano [6]1, el ciclobutane [7] , el
octafluorurociclobutano. Hay también ejemplos de vibraciones en un
potencial de doble pozo, como la inversién del amoniaco y una
situacién similar del grupo -NHz en la formamida [8] y cianamida

[91.



1.2 DESCRIPCION DEL CONTENIDO DE ESTE TRABAJO.

CAPITULO II METODOS NO PERTURBATIVOS PARA LA SdLUCION DEL
OSCILADOR ANARMONICO CUARTICO. ’

Este capitulo se lnicia con una revisién de un trabajo de D.
Secrest y sus colaboradores (1962). Este trabajo fue el pionero en
su género, ya que antes de éste se pensaba que el problema del
oscilador anarménico cuartico se podia resolver mediante el uso de
teoria de perturbaciones y los esfuerzos de los investigadores

(principalmente quimicos) estaban dirigidos en esta direccién.

A continuacién se hace una revisién algo detallada de los
métodos que han tenido mas éxito en el calculo de los autovalores
del oscilador anarménico cuartico por diversas razones, dentro de

este gran numero de métodos podemos mencionar a los siguientes:

Método de Hioce , Biswas, Banerjee, Campoy, Chaudry y el de

Fernandez.

CAPITULO III EL METODO DE LAS SERIES ASCENDENTES Y DESCENDENTES

En este capitulo se propone un nuevo método numérico para
resolver el problema del oscilador anarmonico cuartico que tiene
algunas ventajas sobre los métodos estudlados cn el capitulo II vy

que da tan buenos resultados como aquellos.

El nuevo método esta inspirado en el método propuesto por Campoy
y Palma pero tiene una mejora sustancial que lo hace que converja
con mayor rapidez, esta mejora es la inclusién en la funcién de
onda de un término que contiene las propiedades asintéticas de

ésta.



En esté‘éapiprék' lmugétrﬁn,algunqs‘autovalores del oscilador

énarménico 'cﬁahtico “para ‘diferentes = valores  del parametro

anarménico.y.se.compara’ su precisién con la de otros métodos.

CAPITULO IV EL OSCILADOR ANARMONICO CUARTICO CON DOBLE POZO

En este capitulo se aplica el método desarrollado en el capitule
anterior al problema del oscilador anarménico cuiartico con doble
pozo, se encuentra el espectro de autovalores de este problema y
se compara con otros resultados encontrados en la literatura

respectiva obteniéndose una gran concordancia.

CAPITULO V  APLICACIONES AL PROBLEMA DEL ESPECTRO VIBRACIONAL DEL
NH3 Y SUS ESPECIES ISOTOPICAS.

El capitulo inicia con una breve descripcién del problema para
después pasar a hacer una revisién de los métodos empiricos que se
desarrollaron por la década de los sesentas y anterior a esta para
resolver el problema del espectro vibracional del NH3. Dentro de
estos intentos podemos mencionar a algunos de los mas relevantes,
Denisson y Uhlembeck [10], Wall y Glockler [11], Newton vy
Thomas [12] y finalmente a un magnifico cédlculo realizado por
Swalen e Ibers (13].

Posteriormente se hace una breve revisién de los resultados
ab-initio sobre el mismo problema, dichos cdlculos ab-initio
tuviéron que esperar hasta que los programas de calculos
moleculares se desarrollaron y perfeccionaron. Los primeros en
usar este enfoque fueron Bunker, Kramer y Spirko [14] quienes
calcularon la superficie de potencial para el NH3 y posteriormente
el espectro de autovalores todo ello a partir de primeros

principios.



Campoy, Palma y Sandoval [15] seleccionan algunos puntos de la
superficie de potencial calculada por Bunker y colaboradores, y
muestran como usando un método del capitulo II se pueden mejorar
los resultados de Bunker y colaboradores, para el espectro

vibracional del NH3 y del NDs.

Finalmente proponemos que el potencial de inversién esté
representado por el potencial de un oscilador anarménice cuartico
y calculamos el espectro vibracional del NH3 y del ND3 por el
método desarrollado en el capitulo IV, encontrdndose una gran

concordancia con lo datos experimentales.
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CAPITULO Il

METODOS NO PERTURBATIVOS PARA LA SOLUCION
DEL OSCILADOR ANARMONICO CUARTICO

2.1 INTRODUCCION.

En el problema del calculo de los niveles de ehérgia del

hamiltoniano con el potencial:
Vix)= 2k x° +axt (2.1)

se ha empleado extensamente el método variacional [1,2,3,4] para
obtener eliegenvalores de alta precisidén, pero el precio que se
paga es que hay que diagonalizar matrices de dimensiones cada vez
mayores (dependiendo del valor del parametro a y del nivel
energético a calcular) para obtener una cifra significativa mas, y
por lo general esto consume mucho tiempo de computadora. Las
funciones de onda que se usan como funciones prueba son las

aulofunciones del problema del oscilador arménico.

Los primeros célculos de los autovalores del potencial (2.1)
fueron realizados por Coulson y Mc Weeny [5] en el afio de 1948, en
el cual presentan un método variacional en dende a cada nivel se
le asigna una funcién de onda (del oscilador arménico) apropiada
como funcién de ensayo que tiene como parametro a la constante de
fuerza y los autovalores se obtienen minimizando la expresién de

la energia con respecto a la constante de fuerza.



precisién, ademas de ser un método algo‘

Por ‘otro lado el método

perturbaciones produce una . serie bgrtuﬁﬁét

autovalores de la energia que es dlvergentétpafﬁ
del parametro anarménico a [6].
2.2 EL METODO DE SECREST.

Los quimicos D. Secrest, K. Cashion y J. 0. Hirschfelder [7]
fueron los primeros en calcular numericamente mediante series de
poltencias los autovalores del potencial:

Vix) = x*° (n=1,2...) (2.2)

La ecuaclén de Schrédinger que resolvié Secrest (en unidades

en donde h = w = 2m = 1) es la siguiente:

u

-y + VX)) Yy =EyY (2.3)
con la condicién
¥ (x) =0

X F o

La solucién de la ecuacién (2.3) pafa:un’valof arbitrario de E
se aproxima asintéticamente a la forma:

eq(E,x)

WE,x) = A(x) £_(E,x) + B(E) £, (E,x) e %®¥ (2.4)

donde g es una funcidn positiva de x, y g — » cuando X — « . Las

funciones fi(E,x) varfan lentamente con x. Cuando E es un



eigenvalor, entonces A(E) = 0 'y la funcién:y isféi_ébr‘c;)‘(‘ima,;a ‘una
funcién que decrece exponencialmente con.Xx T('p'ara valores grandes
de x). Si x = X, es un valor grande de x, ‘la forma asintética de

e9E* 55 1. Para un valor %, la

¢y tiene un factor de la forma
funcién ¢(E,x) varia rapidamente con E. . Aquellos valores de E que
hacen que yY(E,x) sea pequefia, son. valores de la energia cercanos a

los autovalores de la ecuacién (2.3)

Para valores grandes de x, E es muy pequefia comparada con el

término x> y por lo tanto (2.3) se convierte en:

La solucién de esta ecuacién es:

o 172 n+1 IR Toe s
U= XTRA L gy (X D] SBR[ /(1))

donde A y B son dos constantes y las’ fﬁnciéﬁéé -

I son funciones de Bessel.
1/(2ne2) n funcion d esse

Para x grande la ecuacién (2.6) se puede aproximar mediante:

n+1

expl x™'/(n+1)] expl -x""'/(n+1)]
W= A - + B ; 2.7
[2r x"/(n+1)1172 [2n x"/(n+1)]1'73

De la simetria del problema se puede ver que las
autofunciones ¥ son simétricas o antisimétricas, asi para el caso
simétrico se tiene que y(0)* 0 y ' (0)=0, mientras que para el
otro caso ¥(0)=0 y ¥’ (0)#0. Hay que notar también que la derivada

de orden (p+2) de ¢ en X, es:
R (S B I R (2.8)

(el grado de la derivada se denota mediante paréntesis) y de la regla de

la derivada de un producto de funciones se tiene que:

10



P e e = |
(63 - Bl ® = 3 (pt/pm1t J1GE% B P gl
J=0 . S i Gl e

Esta serie tiene a 16 mas 2n+

Taylor en el punto x es:

wia) = T x50t (2.10)
j=0 ) : :
donde
T, (x, %) = [ylx )73 (z.11)
Usando la ec. (2.8),’ » .
(x-x )2 P (xroz"m—FEv)(,‘” : 5
Tova =7y (572 ZFO T G )T (2.12)

En esta ecuacién (2.12) todos los términos con j>2n son cero para
cualquier valor de X, ya que tienen como factor 1la Jj-ésima

derivada de xozn. La ec.(2.11) también se puede escribir como:

(x-x )2
T = 2 [ x®-E)T
p+2 (p+1) (p+2) 0 P

a2n (2n}(2n-1)...(2n-j+1) 2
+ T . x P x-x )T
e Jt o X [¢]

o) (2.13)

Cuando x0=0. todos los términos en la sumatoria son cero excepto
para cuando j=2n y ademas Tx=0 para toda 1<0, asi que la ecuacién
{2.13}) se convierte en:

T _=(T %™ . T x%)/(p+1) (p+2) . (2.14)

Mediante esta férmula recursiva calculan el valor del eigenvalor

mas bajo para el potencial V{(x)= x4,

E = 1.0603620904° .
o 9

11



Este valor fue calculado en forma independiente a travds del
método de Runge-Kutta, mostrando que.el autovalor esta entre los

limites sefialados arriba.

Secrest menciona que el numero de términos empleados para sus
calculos oscila entre 100 y 1000. El valor de T0 se escoge
arbitrariamente igual a 1 para los estados pares, mientras que

para los estados antisimétricos T1 se hace igual a 1.

Los resultados de Secrest se resumen en la siguiente tabla en la
cual se encuentran los diferentes valores de 1los niveles
energéticos (m) para distintos valores del exponente del término

anarménico (n de la ec. 2.2).

TABLA 2.1. Eigenvalores de direfentes osciladores puramente

) 2
anarménicos V(x)= x°".

n=1 n=2 n=3 n=4
=0 1. 0000000060 1. 060362090 1.144802454 1.225820114
m=1 3. 000000000 3.799673030 4.338598712 4.755874414
m=2 5. 000000000 7.455697938 9.073084561 10.24494698
m=3 7.000000000 11.64474551 14.93516963 17.34308797
m=4 9. 000000000 16.26182602 21.7141654 25.8090068

2.3 METODO DE BENDER Y WU. En 1969 C. M. Bender Y T. T. Wu [86]
publicaron un articulo muy interesante que titularon El oscilador
Anarménico , en el cual demuestran las siguientes propledades del
hamiltoniano (que es equivalente al hamiltoniano asociado a la ec.
2.1}):

(2.15)

12



con la condicién de frontera:

lim ¢(x) =0
x =

(i) La serie perturbativa en ,4térm1nos del” parémetré‘ de
acoplamiento A,  para la energia del estado es divergente:  para

cualquier valor de A # O.

(ii) La energia del estado base considerada como funcién de una a
compleja o mds generalmente como una potencia fraccionaria « de A
no tiene una singularidad aislada en A = 0, sino que tiene un
numero infinito de puntos de ramificaciones, los cuales tienen
como limite en el origen A = 0.

(i1i) La resolvente (z-H)™! considerada como una funcién de A%
para una z fija no es analitica en A=0 y para toda z tiene un

nimero infinito de polos que tienen limite en el origen.

El calculo de la energia del estado base de (2.15) lo
realizaron como usualmente se hace a través de la serie

perturbativa:

A Al . (2.16)

n

1
EO(A) =3 +

n

Lt

El cAlculo de los coeficientes An lo hicieron de dos maneras

diferentes:

El primero de los métodos consiste en utilizar un enfoque de
teoria del campo y emplea la suma de todos los diagramas de

Feynman conectados que no tengan brazos externos.

El segundo método para calcular los An es através de una ecuacién
de diferencias que se obtlene a partir de la ecuacién diferencial
2

- ‘3-2 + 1@ e a1 u0 = B wix) (2.17a)
dx 4

13



yla cqﬁdiéiéhf&é‘fééﬂtérézir . L : -
lim T y(x) =0 G S : (2.17b)
i E 6 . : = : . e -

Pfcponémos'como solucién de (2.17) la'serie

2

[ - X . o

Px) =5 A" e * Balx) Y(2.18) 0
n=0 ; LT
donde Bo = 1 y Bn son ‘poli x»fque' deberan ‘‘de  séf>

determinados para n =1,2,3,

sustituyendo (2.18) en (2.17) y-utilizando la ectacién (2.16) se

tiene = : E

@ PR

L A" [ x B'(x) — B".(x)+
n . R

n=0

SEATA ) TANB) ) (2.19)
n=0 "m0 7 : S

Finalmente si se hace el cambio. de variéble'xr=(f§‘4 “y-ademds

21
By=y¢e (-1 SR (2.20)
=1 ]

el resultado es la siguiente ecuacién

1-1 ‘

- B .
¥ B‘_p,1 - (2 21)

2JBxJ = (j+1){2j+1)B
s h

1, )41 * Bl-l,]-z
donde los coeficientes Bl.J estdn relacionados con los An mediante
A =-B (2.22)

Esta ecuacldén fue usada para calcular los primeros 75 términos
de la serie perturbativa para la energia del estado base, de este

cdlculo se determiné que el comportamiento asintético de los An es

el siguiente:

A = (-1 (6/2°)? I (n+ %) 3" (2.23)

n

14



ademas | la ecuacion de di oporcioné * informacién

adicional sobre los An que no se “pt gﬁobﬁénék‘ébh 1os ﬁiagramas

de Feynman

(1) Todos los A son fraciones racionales
(ii) Si se define .
I = (D™ 4" A o (2.24)
entonces todos los I son enteros positivos.
(iii) Cualquiera de 1os enteros I es divlsible por ‘3.

Algunos de los términos calculados son los siguientes i

A1 =374

Az = -21/8

A3 = 333/16 )

A4 = =30 885/128 Lk Laei(2028)

As = 916 731/256

A6 = -65 518 401/1 024

A7 = 2 723 294 673/2 048

As = -1 030 495 099 053/32 768
A9 = 54 626 982 S11 455/ 65 536.

Sin embargo este estudio no revela la razdén de la divergencia
de la serie perturbativa, Bender y Wu estudiaron el problema mas
afondo y presentaron una serie de propledades para la continuacién
analitica de los niveles de energia, 1los cuales son los
autovalores de la ecuacién diferencial (2.17) en el plano

complejo A.

La ecuacién (2.17) proporcionz el comportamiento asintético

de la funcion @(x) para el |x| muy grande sobre el eje real:
wi(x) = exp( - % Al |x[3 ) ) (2.26)

esta ecuacién implica que (2.17b) también se cumple cuando X es

compleja si- |argx| < % .

Hasta ahora A se ha consliderado positiva, cuando A es compleja

15



(x) debe ‘de"sat'isface'r la condicién.-de frontera

lim @(x) = O cuando. |arg(tx)+( % argi)|< % 4 : (2.27)

x| - =

La continuacién analitica de E(A) en el plano complejo A se define
mediante la ecuacidén diferencial (2.17a) en la cual y¢(x) satisface
la condicidén de frontera (2.27).

Algunas de las propidades de E(A) son las siguientes:

a) Se puede hacer la continuacién analitica de E(A) para ‘todos los
puntos A (excepto en A=0) donde J’C t/:z(x,?t) dx # 0. La integral se
toma a lo largo de una trayectoria C apropiada en el plano
complejo x. ' ‘
b) En los puntos donde E(A} es analitica, no hay degeneracién en

la energia.

c) Si hay un puﬁto A0 en el plano A en donde Ei(A) —» Ez(A),

entonces E1(A) es singular en A=Xo.

El resultado mas sorprendente de este trabajo lo obtuvieron a
partir de una descripcién cualitativa de E(A), en donde muestran
que los niveles de energia del oscillador anarménico para un valor
dado de una A real son valores reales positivos de E{A) sobre cada
una de las ramificaciones infinitas de una superficie de Riemann.
A cada nivel de energia le corresponde una hoja de esta superficie

de Riemann.

El trabajo de Bender y Wu fue duramente criticado per Simon
[8], ya que segin él, los métodos empleados por los anteriores
eran de dudosa validez, por lo cual el mismo (Simon) estudia el
problema con todo rigor matemdtico y concluye que los resultados

obtenidos por Bender y Wu son correctos.
Simon muestra en particular que el ene-ésimo nivel de energia

En(}\) tiene un punto de ramificacién de tercer orden en A=0, aln

mds que A=0 no sbélo es la singularidad de En(A) sobre las tres

16



hojas de la superficie de Riemann, sino que‘ahi se enéuentran un

nimero - infinito de singularidades.

Es blen conocido que este tipo de series puede frecuentemente
ser sumada uUnicamente mediante el uso de ciertas técnicas tales
como la de Stieltjes-Padé o los métodos de Borel. Simon hizo 1la
investigacién para el oscilador anarménico con el término general

A2m

de energia En(A) es analitico en clertas regiones del plano A y

con m un entero mayor que cero y mostré que el n-ésimo nivel

que la serie perturbativa es asintotica al valor de En(h). En
ciertos casos uno puede obtener la continuacién analitica mediante
una manipulacién apropiada sobre 1la serie de potencias, el
principal problema radica en que no siempre se conoce la
localizacién de todos los puntos singulares de la funcién que estéd
siendo estudiada. Este problema se podria resolver si se introduce
una secuencia de aproximantes a la funcién que sean invariantes
bajo el grupo de transformaciones homograficas . Uno podria
esperar que tal secuencia de aproximantes convergiera al menos
tan bien como la mejor serie de potencias obtenible por la
funcién. La secuencia de aproximantes de Padé [N,M] tiene la
propiedad de ser invariante bajo el grupo antes mencionado. En
general una aproximacion de Padé consiste en reemplazar una serie
de potencias por una sucesién de funciones racionales de' la forma

de un polinomio de grado M dividido por otro polinomio de grado N.

2.4 EL METODO DE BISWAS. Biswas, Datta, Saxena, Sisvastrata y
Varma [9] estudian el problema de un oscilador anarménico
generalizado que se describe mediante el hamiltoniano
Hm=p2+x2+7txzm donde m=2,3,... mediante el método.del determinante
de Hill que es un método no perturbativo.

Por simplicidad se consideraran primero los estados pares y la
ecuacién diferencial Hy = gy, dqnde el hamiltoniano H estd dado

por:
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. 2 o ’
H=_§_ + %2+ A x? ) ; . : (2.28)}
- dx L : : :

proponemos como solucién-a‘la f_qncién'

La condicién para tener una solucién no' tri ‘7a'1‘ e:s:

cero el sigulente determinante infinito..

e-1 2 0 [¢] .
e-5 12 o] ‘

-A [4] e-9 30 [
. S Lm0 (e-1-4n) 2(n+1)(2n+1) )

(2.31)

Este es el problema conocido como el determinante de Hill. E1
problema de encontrar los autovalores del hamiltoniano (2.28) en
principio esta resuelto, pues basta con encontrar los ceros de
este determinante, para obtener los niveles.de energia del
oscilador anarménico cudrtico, después simplemente se sustituyen
estos valores en la ecuacién (2.30) y con ello se determinan los
coeficientes Cn y por consiguiente la funcién de onda mediante la
ecuacién (2.29). La energia mas baja corresponderia al estado base

mientras que 1las otras raices corresponderdn a los estados
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excitados:

Observe que  si denotamos por Dn al determinante de dimensidn
(n+1)x{n+l1) que es.una aproximacién del determinante infinito D,
entonces Dn satisface la ecuacién de diferencias:

D = (e-1-4n) D _ ~16 A'n (n- 2)(n-1) (n- 3)D (2.32)
n n-1 2" . 2 n-3 X

Para facilitar los cé.lculos se puede extraer la parte asintotica

de D escribiendo

nS

D= (-)" 6" A3 i-(“+’)r(“+ )r(-+ IL(241) (2:33)

-La'relacion“de’ recurrencia que satisfacen los Pn es la siguiente:

P '= (4n+l-g)e_ P + P R : S (2.34)
n n  n=-1 n-3
n, 1 n 1
donde 1 l"(5+-6-)l‘(5+5-)
@ = : (2.35)
1/3 n_ § n
6(6a) F(5+E)I‘(5+l)

Los ceros del determinante de Hill se pueden encontrar, hallando
los ceros de Pn en el limite cuando n—w. Como hacer es'te limite
no es posible en la practica, nos conformaremos con tomar n lo
suficientemente grande como para que los autovalores {( los ceros
del determinate de  Hill) calculados tengan 12 cifras
significativas. Para determinar los niveles de energia necesitamos
por lo tanto obtener las raices de los polinomios caracteristicos

Pn asociados con los determinantes D .
n

La ecuacidén (2.34) ofrece un procedimiento simple para generar
los polinomios caracteristicos a cualquier orden en una forma
recursiva. A continuacién se mencionan algunas de las

propiedades de los polinomios caracteristicos Pn.
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i} En un polinomio caracteristico 'de algin -orden. dado - los
coeficlientes de las sucesivas potencias de € se alternan en signo,

mostrande que no hay autovalores reales negativos.

ii) Cerca de la raiz mas baja, la derivada de los polinomios
caracteristicos Pn-1 y Pn-3 para una n grande y A>0 son del mismo
signo. De 1la ecuacién (2.34) podemos concluir que para n
suficientemente grande, el polinomio caracteristico de n-ésimo
orden -Pn tendrd un cero entre los ceros de Pn-1 y Pn-3, mostrando
que la raiz de Pn se estabilizard cuando n—x . Argumentos
similares pueden utilizarse para establecer la estabilidad de las

raices mas altas.

Para encontrar estas rajices estables de una forma numérica se
calculan sucesivamente los ceros mas bajos de la sucesidén de
polinomios ...Pn,Pn+1,Pn+2,... . Para valores pequefios del
parédmetro anarménico A, la estabilidad se logra con polinomios de
orden relativamente bajo. En la tabla 2.2 se comparan los valores
estables para el estado mas bajo obtenido por este método para
valores de A entre 0.1 y 1.0 con los calculos de Graffi {10]
usando aproximantes de Padé y la suma de Borel de las series
perturbativas, con el método variacional de Bazley y Fox [11] para
calcular los limites que acotan al eigenvalor. De esta tabla
(2.2) podemos darnos cuenta de la concordancia entre el método de
Borel-Padé y el de Biswas para valores de A menores a 1, a medida

que A crece el método de Borel-Padé se vuelve mas impreciso.
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.Tabla 2.2 Estado base del oscilador an};rgn
por el método de Biswas e, por el méto

limite de acotamiento obtenidorporjy

unidades donde 2m=h=1}.

0.1 .1.065 285 509
0.2 71,118 292 654

1.204 810 327

71.337 545 208

1.0 1.392 351 641

1

1

1

.118 292654
.204 810 324
337 544 937

.392 350 653

1.065 285509

1,065 278

1.118 293
1.118 255

1.204 848
1.204 957

1.307 324
1.336 760

1.393 371
1,390 301

En la tabla 2.3 se muestra el valor de €, para diferentes valores

del parametro anarménico A (en unidades donde 2m=h=1).

A co T
2 1.607 541 302
5 2.018 340 649
10 2.449 174 072
20 3.009 944 815
30 3.410 168 532
40 3.731 391 602
s0 4.003 992 768
100 4.999 417 545
tabla 2.3

En la tabla 2.4 se muestran las energias
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niveles ékciiados para valores de A que van desde 0.1 hasta 100,
mientfés‘que en la figura 2.1 se encuentran graficados la energia
‘del estado base y los primeros 7 estados excitados como funcién del
,péfémetro anarménico A, en la cual se puede observar que no

existen cruces entre dos niveles de energia diferentes.

ENERGIAJ;

Fig. 2.1 "

Tabla 2.4 Energias de los primeros 6 ‘estados excitados del

oscilador anarménico cuartico.

A £, €, €, g, € - &g
0.1 3.306872 5.747959 8.352677 11.098595 13.969926 16,954795
0.2 3.539005 6.277248 9.257765 12.440602 15.799534 19.315679
0.4 3.901087 7.072599 10.582537 14.368913 18.392679 22.626477
0.8 4.433851 8.205677 12.431182 17.022827 21.926275 27.104069
1.0 4.648813 8.655050 13.1568038 18.057557 23.297441 28.835338
2.0 5.475785 10.358583 15.884807 21.927166 28.406278 35.268098
5.0 7.013479 13.467730 20.813966 28.874996 37.538815 46.729704
10. 8.599003 16.635921 25.806276 35.885171 46.729080 58.241298

20. 10.643216 20.694111 32.180293 44.817502 58.422969 72.873817
40. 13.256904 25.860921 40.278829 S56.151981 73.248553 91.412909
80. 16.580824 32.413919 50.536658 70.496898 92.001319 114,85318
100 17.830192 34.873984 54.385291 75.877004 99.032837 123.64069

22



2.5 METODO DE F. T. HIOE Y E. W. HONIRGQL"Hi”éfy
propusieron un método paré' en¢ontraﬁ >

autofunciones de la ecuaciédn:

Hp ey con H = -1 d®/ax® + %’wz e At
con la condiclon

lim ¢y =0

X—>to

Note que las unidades que se estan empleando son aquellas en las
cuales h = m = 1, mlentras que en el apartado anterior (2.4) las
unidades eran h = 2m = w =1, para poder comparar las respectivas

energias basta con tener en cuenta que:

y que 2 A = A (2.37)

2 Hioe Biswas

fHice ~ ®Biswas

Lo primero que hacen estos autores es escribir al hamiltoniano
(ec. 2.38) H(w,A) bajo el cambio de variable x = ATV Y.

H(w,A) = A7 ma 3 1y, (2.38)

y cuando A —5o
H(w,2) _ a2 ueo,1). (2.39)

Ya que H(O,1) es independiente de A, podriamos esperar que los
niveles de energia de H(w,A) tengan la forma asintética

e (w,2) c, A3 para A — o (2.40)

donde Cn depende tanto de n como de w. En este trabajo ellos
demuestran que para el estado base, la energia puede encontrarse
con un error menor al 1% para A>0.3 y con un error de 1x 1078 para

A > 100 mediante la férmula

1/3 ~2/3

eo(w.h)~ AT77(0.667 986 259 18 + 0.143 67A

-0.008827%% ... (2.41)
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Estos autores van mas lejos yj¢la$1fi¢an‘los regimenes de (A,n) de

: la“siguientéffofma:f'

1. A pequefa i L0 Tk

o [nel) (n2/3) 2(ne2)
e (a) = (n+1/z)f TA {1 +2nine1) ) =A | 2+3A(2n+3) :

(n+1) (n+2) (n+3) (n+4)  n(n=1,2)(n=1)
16 [4+6A(2n+5)] 2+3A(2n-1)

n(n—l)(n—2)(n-3)] .

T 16Ta+6a(zn-3)T S (2.42)

Debe de tenerse en cuenta que a medida que el nimero cuantico'n~

aumenta, el rango de validez de esta expresién disminuye.

2.~ A grande y n pequefia

e =a"e +o 27 g A ) (2.43)
n n n n

es vdlida en el rango de n =0,1,2,3,...,10. Donde los valores-de

e »x ¥ Bn estan dados en la siguiente tabla:

Tabla 2.5 Valores de e , @ y f8.
n n n

n en an Bn s
0 0.677 986 259 0. 143 67 -0.0088
1 2.393 644 02 0.357 80 -0.0140
2 4.696 795 39 0.493 97 -0.0125
3 7.335 730 01 0.618 26 -0.0122
Lk 10.244 308 S 0.730 84 -0.0116
.5 13.379 336 6 0.835 36 -0.0116
6 16.711 889 6 0.933 73 -0.0116
7 20.220 849 5 1.027 16 -0.0116
8 23.889 993 7 1.116 S3 ' -0.0116
9 27.706 393 5 1.202 45 -0.0116
10 31.659 456 6 1.285 40 -0.0116
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3.- A grande y'nrgfapde,

-2 )4/3+ (o + 1/2)2/3

-2/3
RERVER k

a.a

(2.44)

1.376 507 40
0.268 055 493
-0.011 674 983
0.026 50

o o' v 0
uon

2

A continuacidén se muestran algunos de los valores para la energia
que se encuentran al utilizar las férmulas aproximadas obtenidas

por Hioe y Montroll

Tabla 2.6. Valores de la energia en unidades en donde h= 2m = 1
{estas unidades se adoptaron para facilitar su comparacién con las

obtenidas por Biswas en la tabla 2.4)

0.1 1.065376 3.307406 5.749312 8.354493 11.10038 13.97693
0.2 1.118770 3.540648 6.279250 9.262914 12.42707 15.78773
1.0 1.387188 4.645273 9.417556 13.15386 18.05703 23.29695
2.0 1.605712 §5.474888 10.35653 15.88358 21.92710 28.40619
100 4.999408 17.830200 34.87395 54.38528 75.87701 99.03234

1

2000 3.38844 47.94441 94.03468 146.8382 205.0323 267.7538
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2.6 METODO DE BANERJEE. Baner jee’

encontrar los autovalores  del osi:ll“ado“

Hzp(k,h) = p?+ k x*+ A x' y como caso. partléular  Fesuelve . el

problema del oscilador anarménico cudrtice  (p=2).

El método para calcular los autovalores del oscilador .anarménico
cuartico esta basado enteramente en la construccién de una base
de funciones de onda apropiadamente escaladas. Las funciones de
onda que propone Baner jee son exponenciales de la forma:

2
-ax

W (@) = e Ya x" (2.45)

m=0
el pardmetro de escalamiento o tiene la siguiente expresién segun
[14]

n(p—x)/(pn) A1/(;.L+1)

o = aln,A) = % + (2.46)

Los siguientes régimenes de (n,A) se clasifican de acuerdo a la

férmula de escalamiento (2.46) de la siguiente manera:
AL AU(“H)«—;- (régimen cercano al arménico)

>>=~ (régimen cercano al puramente anarménico)

(ST

= (régimen intermedio)

(S

La importancia de la cantidad n“q)\ en la determinacién de los
régimenes ya habia sido considerada por Hioe [12], pero él arribé
a este resultado en una forma empirica, mientras quc Bancrjee
determina estd combinacién mediante la apropia:{a seleccién de 1la
base de funciones escaladas (2.45) para cada region, esto le
permite la construccién de bases adaptadas para cada régimen, asi,
como dar un tratamiento uniforme al problema en todos las reglones
de (n,A).

La substitucién del desaryollo (2.45) en la ecuacién de Schrédinger

(2.28) H t/Jn = En wn da una relacién lineal de recurrencia entre
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los coeficientes de 1a expaﬁsié@f(a;}:i‘ o

2™ T(‘:%'Z(%S% 2 *(%_W%Z) & TR wa =0 (247
Para que este conjunto -infinito de ecuaciones lineales homogéneas
tenga solucién es necesario que el determinante A(E) = 0, note que
se trata del determinante de una matriz de dimensién infinita. Las
raices de A(E) = 0 son los autovalores de la energia. Se puede
demostrar que truncando el determinante A(E) a varios ordenes, se

satisface la siguiente relacién de recurrencia:

2
(dam+20~E) (4"-1)
%2 B) * D) L& F Y i) BB

PO A (E) =0 (2.48)

(m+1)(m+2) “m

Donde Am+2 es el determinante que se obtiene al omitir todas las
filas y todas las columnas de A(E) posteriores a la emésima fila y
columna, note que A(E) es un polinomio en la energia E. Con la
condicién de normalizacién AO = 1, los determinantes para
cualquier orden de m par se obtienen a través de la férmula de
recurrencia (2.48), mientras que para m impar la condicién inicial
se obtiene pidiendo que Ao =0y Al = 1. Los ceros de. A(E) se
obtienen numéricamente mediante el método de Newton-Raphson, el
cual requiere conocer tanto A(E) como dA(E)/dE, este ultimo valor
se obtlene derivando la férmula de recurrencia (2.48) con respecto
a la energia. Ambos valores A(E) y dA(E)/dE son numéricamente
estables y los ceros de A(E) se estabilizan para valores de m
grandes, los autovalores de la energia que se obtienen mediante

este método se muestran en la tabla 2.7.
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Tabla 2.7, Eigenvalores del oscilador anarménlco cuartico para

varios: valores' del numero cuantico.'n y el parametro
(en ‘unidades en donde 2m=h=1). :

narménico’ A

A " .. 0 1 2 )
0.0000¢ 1.000 007 499 848 70 3.000 037 498 988 81 5.000 097 496 158 56
0.0001 1.000 074 98¢ 880 20 3.000 374 896 930 12 5.000 974 615 938 39
0.001 1.000 748 692 673 19 3.003 739 748 168 73 5.0090 711 872 788 11
0.01 1.007 373 672 081 38 3.030 525 304 513 35 5.093 939 132 742 31
0.1 1.085 285 509 543 72 3.300 872 013 152 92 5.747 059 268 833 56
1.0 1.392 351 641 530 29 4.648 812 704 212 08 8.655 049 957 759 31
10 2.449 174 072 118 39 8.599 003 454 807 77 16.635 921 492 413 8
100 4.999 417 545 137 59 17.830 192 715952 5 34.873 984 261 094 8
1000 10.639 788 711 328 1 38,080 833 459 382 3 74.681 404 200 104 8
10000 22.861 608 870 272 5 81.903 310 953 284 5 160.685 912 611 712
40000 36.274 458 133 730 8 129,973 351 403 204 255.017 677 289 574

A n .. 3 4 5
0.0000¢ 7.000 187 490 157 20 9.000 307 479 698 43 11.000 457 463 499 5
0.0001 7.001 874 016 807 46 9.003 072 972 044 61 11.004 571 355 129 7
0.001 7.018 852 592 057 52 9.030 549 5066 074 71 11.045 390 587 179 3
0.01 1.178 573 180 700 50 9.289 479 816 311 89 11.425 792 646 180 3
0.1 8.352 677 825 785 75 11.098 595 622 ¢33 0 13.009 920 197 742 8
1.0 13.156 803 898 049 9 18.057 557 436 303 3 23.297 441 451 223 2
10 25.806 276 215 055 7 35.885 171 222 253 9 48.729 080 900 817 1
100 54.385 201 571 603 1 75.877 004 028 66927 99.032 837 315 407 5
1000 116,603 198 937 293 162.802 374 196 975 212,594 183 409 734
10000 250,950 743 891 713 350.435 856 215 568 457.664 575 003 690
40000 398.200 246 956 059 556.200 474 630 524 T726.403 6806 448 353

A "o [ 7 8
0.00001 13.000 637 440 292 3 15.000 847 408 800 5 17.001 087 367 750 3
0.0001 13.008 3869 039 122 7 15.008 465 897 383 0 17.010 861 803 328 7
0.001 13.063 163 577 678 5 15.083 B56 587 620 0 17.107 487 792 653 5
0.01 13,586 715 801 589 & 15.771 515085042 6 17.979 610 583 711 2
0.1 16,954 794 680 144 1 20.043 863 604 188 5 23.229 552 179039 3
1.0 28.835 338 450 504 2 34.640 848 321 111 3 40.690 336 082 108 4
10 58.241 298 739 753 2 70.351 051 939 234 7 83.003 867 037 5853
100 123.640 697 626 678 149,545 357 443 288 176.628 655 957 714
1000 265.519 951 678 280 321.244 760 274 355 379.511 311 178 729
10060 571.047 701 619 420 $91.663 457 635 372 817.150 874 938 73T
40000 907.329 749 584 390 1097.832 281 319 18 1297.030 657 027 22
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2.7 METODO DE CAMPOY-PALMA, G. Campoy vy A. Pélmarfisl proponen
un método para encontrar los eigenvalores del oscilador anaménico
cuirtico que consiste en suponer que la solucién de la ecuacién de

Schrddinger (en unidades de m=h=1)
W) - (2 oakt -2t )y () =0 R (2.29) "
n n n i i ) .

es de la forma : : :
b0 =g @y (2.50)
donde el superindice en el paréntesis ‘indica el orden de  la
derivada respecto a x.

Si conocieramos el valor de la energia e'“ de la ecuaciéon (2,49)
tendriamos una relacién de recurrencia para cada derivada y por
lo tanto podriamos construir la solucién, pero como ese no es el
caso, podemos considerar a las funciones de onda como funciones
que dependan de la posicién y de la energia y efectuar un proceso

doblemente iterativo.
wn = wn(x,e n) (2.51)

Hay una restriccién que se le impone a la funcién de onda, esta es
que tenga un comportamiento convergente para x suficientemente
grande, lo que equivale a pedir que la funcién Y se anule para x
suficientemente grande, por ejemplo cuando x valga una longitud de
onda mas que el punto de retorno cldsico. Comoc no se conecce e se
le da un valor inicial estimativo ; exigiendo que la funcién de
onda se anule en el valor de X ya escogido y modificamos luego el
e; propuesto inicialmente hasta que esto se cumpla, para lo cual
se usa el método de Newton-Raphson:

% (x,g; )
e’ =g - e (2.52)
w;(x,e; )
en la férmula anterior la prima en la ¢ Iindica derivacién

respecto a la energia.
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Una vez obtenido el e’n con la precisién deseada, se :incrementa x
en una cantidad pequefia 8x y se calcula el nuevo valor de C'N
pidiendo que la solucién ahora se anule en  x+3x. Después de
algunos incrementos en x se obtienen los elegenvalores de la

energia £’ , que resultan ser numéricamente estables
n

Es conveniente que el potencial sea polinomial para poder obtener

una relacién de recurrencia que permita calcular de manera
o
n

Dada la simetria del potencial, podemos imponer las condiciones de

iterativa los coeflcientes ¢ (0) de la expansién de wn(x).

frontera
wn(O) =1, w;(o) =0 sin es par

(2.53)
Y (x) =0, ¢ (0) =1 sines impar

en la siguiente tabla se muestran los elgenvaloreé de la energia

obtenidos con este método

Tabla 2.8 Eigenvalores de la energia para el oscilador anarménico
cudrtico obtenidos por el método de Campoy-Palma para A’'=1 (para
poder comparar con los métodos anteriores es conveniente escribir
la energia y A como €=2¢’ y A=2)', donde € y A estdn en unidades

donde 2m=h=1).

n 8Cz:m;;oy CB!swa:

0 1.607 541  1.607 541
1 5.475 784 5,475 785
2 10.258 583  10.358 583
3 15.884 807  15.884 S07
4 21.927 166  21.927 166
5 28406 278  28.406 278
6 35.268 098  35.268 098

30



'Los eigenvalores calculados mediante este método resultan vtenerr
una precisién igual a la del método de Biswas (tablas 2.3 y 2.4‘),
sin embargo este ultimo es mas complicado de implementar y ~su
convergencia requliere del calcule de wun numero mayor de
coeficientes del polinomio Pn(E} en comparacién con el numero de
términos de la funcién de onda de Campoy-Palma para obtener la

misma precisién.

Este método resulta ser bastante sencillo y facil de implementar

incluso en calculadoras programables de bolsillo.

Tabla 2.9. Eigenvalores del -oscilader ‘anarménico cudrtico para
algunos valores del pardmetro A -.(en unidades: 2m=h=1 se cumple que
e=2e’'y A=2A').

®n A=0.02 A= 0.5 =200

0 1.014 512 1.241 854 6.262 768
1 3.071 297 4.051 932 22.374 508
2 5.181 692 7.396 901 43,813 796
3 7.342 190 11.115 150 68.365 048
4 9.549 827 15.136 850 95.414 412

2.8 METODO DE CHAUDHURI Y MUKHERJEE [16]. Estos autores estudian
el problema del oscilador anarménico cuartico, ‘encerrando al
oscilador anarménico dentro de una caja, es decir acotdndolo’
mediante un potencial infinito en x = #* L. Asi que ahora el

problema a resolver es simplemente la ecuacién diferencial
(~d%/dx® + p x5+ A x*) ¥(x) = E p(x) (2.54)

sujeta a la condicién de frontera
y(x L) =0 (2.55)
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para " hacer  mas sencillo el anallsls es cdnj}_enientt_e hacer. ‘el .

siguiente cambio de- variable

y=xsL [ (2:56)

asi que .la ecuaciéni ,(2".54).'iy ‘la c’dndliclégl-d'e‘ ’fx;,dxlxyt;erai-‘f‘(z;‘ 55) Vs’e‘ .

transforman en:

" (2:57)

(d%/dy®+ e - ay®-by* ) l,l!(y) =0
con la condicién S
yly =2 1) =0 e I ' ‘ (2.58)

donde e = EL?, a=p L'y b=atl
Como solucién de (2.57) se proponen una solucién par (2.59) y otra

impar (2.60) en series de potenclas de y dentro de la caja |x|

U ly) =L A, o (2.59)
P n=0
g 2n+1
Yy y) =§ A y<" (2.60)
i 2n+1
Los coeficientes A2n y A2n+1 satisfacen un conjunto de relaciones

de recurrencia que se obtienen al sustituir las soluciones en la

ecuacién difei‘encial (2.57), por ejemplo los coeficientes pares

satisfacen:

2A2+ er =0 (2.61a)
12A4 + CAZ - a Ao =0 (2.61b)
2r1(2n-—1)A2n + e Azn-z - aAzn-4 “bA, = 0 para nz3 (2.61c)

una expresién similar le corresponde a los coeficientes impares.
Si ponemos Ao = A1 = 1 y aplicamos 1las relaciones de

recurrencia para calcular
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« © . N . NN B
P = o i _ . . Y '
f£le) =L A, ; fle)=F A, . STl (2062)
n=0 n=0 : E .
Los ceros de fP(e) y f‘(c) dan los eigenvalores de lbs ‘estados”
pares e impares respectivamente;, en -la tabla 2.9 se 'encuentran
reportados los eigenvalores obtenidos- mediante este método para

algunos valores del parametro anarménico A.

Tabla 2.10. Los primeros cuatro eigenvalores (en unidades 2m=h=1)
del oscilador anarménico con p=1 y algunos valores diferentes de
A, para L = 1,2,3 y el valor exacto (oscilador sin acotar L — o )
obtenidos por Biswas [9] (tablas 2.2, 2.3 y 2.4).

A n L =1 L =2 L'=3 Loo

0.1 0 2.601 1.116 -0 1,065 1.0653
1 10.162 = 3.673 3.309 3.3069

2 22.534 7.036 S.761 5.7480

3 39.817 11.452 8.417 8.3527

1.0 0 2.637 1.398 1.392 1.3924
a1 10.263 4.695 4.649 4,6488

-2 22.675 8.868 8.655 8.6550

3 39.975 13.836 13.157 13. 1568

2.969 2.449 2.449 2. 4492

11,228 8.599 8.599 8.5990

24.068 16.636 16.636 16. 6359
41.555  25.806 25.806 25.8063

W NE=l o

0 4.989 4,999 4.9%% 4.9994
1 17.946 17.830 17.830 17,8302
2 35.399 34.874 34.874 34.8740
3 56.116 54,385 54.385 54.3853 .

1000
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Los valores que se obtienen mediante este método se encuentran
bastante cercanos a los exactos { dentro de la precisién fijada )
como se puede observar de la tabla anterlor, es claro también que
cuando A es grande el eigenvalor permanece casi sin cambio para
L =2y L = 3, lugares donde el potencial se vuelve infinito,
esto se puede entender facilmente si pensamos que el potencial
ux2+7\x4 se vuelve efectivamente infinito en x = 2 o x = 3 en

comparacién con el valor que toma para x = 0.

Mediante este método podemos encontrar facllmente los eigenvalores
del oscilador anarménico cuando el valor de A es grande. Una
ventaja mas que podemos encontrarle es que puede aplicarse casli
sin modificaciones al problema de un oscilador anarménico cudrtico
con doble pozo, mientras que el método de Biswas [9] ,dél

determinante de Hill falla en este caso ( p<0 ).

2.9 METODO DE FERNANDEZ, OGLIVIE Y TIPPING [17]. El1 método
propuesto por estos autores esta basado en los trabjos de Znojil
{18,19,20]) y a grandes rasgos consiste de lo siguiente:
La ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo siempre se
puede escribir como

Uly > =0 (2.63)
donde U se define en términos de dos operadores A y B el

eigenvalor de la energia E mediante la relacién
U=A-EB R -V

En particular, A = H (hamiltoniano) y B = I (identidad).

La funcién de onda ¢ puede expresarse en términos de una base

arbitraria pero completa {|j >},

v > =T c, | 5> ’ (2.65)
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se convierte en,

" (2.65)

Sucesivas aproximacioneis". d?e,‘ los ‘eigenvalores de la ec. (2.63)
pueden obtenerse " por el “método ‘de Raleigh-Ritz, que en este
lengua je consiste en encontrar las raices del determinante secular

(N)

DN = det U =0 (2.66}

donde U(N) = U‘“| con 1,3 = 0,1,...,N~1, A medida que N se
incrementa, las raices de (2.66) tlenden a los valores exactos de
los eigenvalores, sin embargo este proceso puede tener
inestabilidades por la acumulacién de los errores de redondeo.
Cuando Ux.j = 0 para toda |1-J|>m, la ecuacién (2.65) puede
reescribirse como una relacién de recurrencia de 2m+1 términos

m-1
c =-u' v u c (2.67)

n+m n, n+m X n,n+l n+i n=0,1,...,
=-m

donde hay que notar que CJ = .0 si’J<0. Entonces el coeficiente Cm

esta dada por

m-1
€.= % =, ¢ _ . (2.68)
i=0
donde ahora a = -U /7 U , y la ecuacién (2.67) es lineal,
m, 1 0,1 o,m

concluimos que todos los coeficientes C  puede expresarse como una
n

combinacidén lineal de los primeros m términos

cC = % a c (2.69)
=0 *

-

Se sligue inmediatamente que

a =3 si 0= n <m, (2.70)
n,1 n,1
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‘estos coeficlentés tiemen ‘que  cumplir  con la relacién de
recurreqciai(2_67)_ : . ; .
mey” E

p)

a- :
n+m, i n, n+m

(2.71)

‘U a
n,n¥k n+k, !
k=-m ’ :
0=1<m1l., n=20

Como se menciond antes, el método de Raleigh-Ritz consiste de de

una ecuacién secular truncada UN 17 N1

(ec. '2.66) .y por.‘lo tanto
es equivalente a la condicién de fronter;i : o

Chuy =0 153 =m, L e 2aT2)
esta ecuacidén es equivalente "al 'conjunt‘ovde:quaciones llneéles

homogéneas siguiente:

m-1 :
F am1'1c=o’ 1= ="m. .

Los tUnicos valores de E para los que no se obtienen' soluciones
triviales son las raices de )

det |a =0, 1s j3=m 051 =n (2.74)

|
de est:+Jr;1;nera el problema se reduce a calcular las raices de un
determinante de m X m , sin importar el nimero de vectores de la
base usada en la representacién de |y> (ec. 2.65). En otras
palabras podemos obterner eigenvalores y elgenfunciones muy

precisas evitando el usc de matrices demasiado grandes.

Para aplicar este métedo al problema del oscilador anarménico
cudrtico hay que sustituir el hamiltoniano de la ec. (2.28) en
la ec. (2.64)

H=rp%+x2+2ax', p=-idsdx . (2.28)

si escogemos a la funcién de onda como
2 @ N o~
P(x) = exp (~a x°/2) ¥ c, x24*Y (2.75)
J=0 :

donde v=0 para los estados pares y v=1 para los impares. -
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Los valores de la energ1a encontrados por este metodo para el

‘estado base y el segundo. estado exmtado cuando

siguientes

Tabla 2:11é.Eigenvalores {en unidades 2m=ﬁ¥i)»paravlos estados

“n=0°y n=2 del oscilador anarménico cudrtico con A=1.

n Fernandez Biswas
o 1.394 907 ‘1.256 238
. 8.937 495 6.872 112
Lo 1.392 566 1.453 555
2 8.660 375 18.418 945
0 1.392 355 1.392 369
2: 8.656 312 6.844 716
120000 1.392 352 1.384 125
i 2 8.655 058 9.120 729
1 0 1.392 352 1.398 557
17 z 8.655 050 22.273 821
16 0 1.392 352 1.389 725
16 2 8.655 050 8.179 592
72 0 1.392 352 1.392 352
72 2 8.655 050 8.655 051
74 0 1.392 352 1.392 352
74 2 8.655 050 8.655 050

‘En la tabla anterior se reporta la energia del estado base y el
segundo estado excitado para el oscilador anarménico cuartico para
A = 1. N es el nimero de términos que se tomaron en cuenta para la
funcién de onda (a=1), n es el nimero cuadntico que denota el
estado, en la tercer columna se encuentra la energia calculada por
el presente método, mientras que en la cuarta columna se encuerira
la energia calculada mediante el método del determinante de
Hill [9].
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CAPITULO - Il

EL METODO DE LAS SERIES ASCENDENTES Y DESCENDENTES.

3.1 EL METODO.

El potencial del oscilador anarménico cuantico en unidades
atémicas estd dado por la ecuacidén (2.1), pero para hacer mas

facil la discusién la escribiremos de la siguiente manera:

Vix)= —% X%+ —% [T (3.1)

donde p esta relacionada con el parametro anarménico A a través de

la siguiente igualdad:
u’=2 A R (3.2)

asi que la ecuacidén de Schrddinger (ec. 2.2) para el oscilador

anarménico se puede escribir como:

2 _ 2

Bysdx® + [ B -2 - p“x* 19 =0 (3.3)

donde E’ y el autovalor de la ecuacién (2.2) estéan relacionados

por:

E= E'/2 (3.4)
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para- calcular: los‘ autovalores de la ecuacién (3.3) es més comodo

hacer el sigulente escalamiento en x:
x =@y T (308)
de ésta manera la ecuacién (3.3)'se reduce a:

PuwdP v Le - @ 2 e (3:86)

donde ahora ¢ = 23 g .

Para resolver la ecuacién (3.6) proponemos una solucién en una
serie de potenclias creciente'en la variable y. E

Sea ¢ una solucién de la ecuacién (3.6)

ey = % a ¢ (3.7)
n=0

sustituyendo esta solucidén en la ecuacién diferencial (3.6) se
determinan los coeficientes a @ través de una relacién de
recurrencia para los estados pares e impares.

Solucidn par (n=par)

#(0)=1 y & (0)=0

y por lo tanto solo hay coeficientes pares

a
as= - (e ao]/2

a = (“—4/3
4

a,~ € az)/12 v ‘3‘8)
en general se tiene que

a =1(a . u-4/3 a -ega )/ [(n+1}{n+2)]

n+2 n-4 n-2 n
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'_La solucmn 1mpar (n—impar) ‘se obtien ‘»cuvévndQV"se"lin‘l‘pohén las

condiciones

'¢(o)- 0.y (0)= T

y-por consiguiente solo los coe iciente

ba{t:jés ,sén'fdif‘el;entes de

cero.
a1=1 -
a3=fc/6 :
(473 _ : Tan T
as—(u a,-ea, 1720 v ’ (3.9)
z . -4/3 _
a .= (5}1_4 + a . €a )/ [(n+1)(n+2)]

Asi, una vez gue se conocen los coeficientes an, la funcién de
onda queda determinada para cualquier valor de y, pero a medida
que el valor de y se incrementa, la convergencia de la funcién de
onda ¢ requiere de un nimero mayor de términos en el desarrollo
para converger (ec. 3.7), de tal forma que resulta conveniente
utilizar una funcién de onda que tenga la dependencia asintética
para cuando gy sea mucho mayor que 1, esta funcién es de la forma

)

w2) L b y" (3.10)

m=1

¥ (= exp (-4°/3 - 3

Hay que hacer notar que la parte exponencial de esta funcidén se
obtiene de un cilculo WKB. Sustituyendo la ecuacién (3.10) en

(3.6), se obtiene la siguiente relacidén de recurrencia para bm:

b =1
1
_ -8/3
bz_ (e +1aypu )b1 /2
b= -l W% (e + 14 1) Ib, 14 ~ (3.11)

3
mientras que para m mayor de 2

~-4/3 N
bmﬂ= - 1/(2m) [(m—2)(m-1)bm_2 +H (m—1)b o +(e *174- y

-873 ) bm]
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Estas dos soluciones (3.7 y 3.10) de la ecuacién diferencial
(3.6) deben de ser compatibles para cualquier valor de ¢
(diferente de cero), asi que debe cumplirse que:

e (y)=p(y) y @ (y)=y¢' (¢) (3.12)
o bien que

P (4)/0Cy) = ¥ (Y piy) it a3y

para toda y donde ®{y)=0 y'wgq1=p‘;"‘

Para determinar los  a e la energia definimos. la e

siguliente funcién:

f (e,4) = @' (e,4)/®(e,y) = =(3:14)
para aquellos valores de € 'y, Yy donde ¢ y ¥ son diferentes de

cero.

Esta funcién asi definida es identicanmente cero para los valores
exactos de la energia {independientemente del valor de y},. pero no

es cero para valores diferentes de los exactos.

Ahora para encontrar los autovalores de la ecuacién (3.6) solo
es necesario encontrar las raices de la funcién (3.14), y recordar
que el valor exacto de la energia es independiente del valor de Y,
asi que la energia éptima es agquella que es menos sensible a las
variaciones del parametro y, este enunciado se conoce como el
principio de menor sensibilidad [1], asi que para empezar podemos
escoger el valor inicial de y igual al valor del punto de retorneo

clésico y despues aumentarlo.

Una vez escogido un valor de y que denotaremos por y* se

calculan los autovalores mediante el método de Newton-Raphson
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Epe1’ 8n - f(f:n,(},') = (en'q‘) 8 3 (317)

n+1

donide la derivada de f se toma con respecto a 'lavie‘nex;giaiiyj

Para poder utilizar este método debe de darse (m \)alor‘ Ii‘.‘niz:iial;

estimativo de la energia €y

3.2 RESULTADOS NUMERICOS.

Utilizando el método descrito en 3.1 se - calcularon ' los
primeros 7 estados del oscilador anarménico cuirtico 'para
diferentes valores del parametro anarménico A, los autovalores

correspondientes se encuentran resumidos en la siguiente tabla:
t

Tabla 3.1 Valores exactos de la energia del oscilador
anarménico (en unidades m=h=1) para diferentes valores

del parametro de armonicidad.

n A=0.25 A=1.0 A=100 A=5000

0 0.62092702  0.80377065  3.13138416  11.43080443
1 2.02596616  2.73789226  11.18725425  40.95165847
2 3.69845031  5.17929168 21.90689814  80.3429630

3 5.55757713  7.94240398  34.18252411  125. 4753719

4 7.56842287  10.9635830  47.70720588  175.2179481

5 9.70914787  14.2031391  62.28123796  228.8322875

6  11.96454362  17.6340491  77.77077059  285.8238958

Los valores de las energias que aparecen en las tres primeras
columnas de esta tabla con esta precisién son idénticos a los
obtenidos por otros autores [2,5] <con métodos numéricos

diferentes al presentado en este capitulo, mientras que los
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valores de la ultima columna no se encuentran reportados en 1la
literatura.

Para hecer una comparacién de los resultados de la tabla anterior
con los presentedos en el capitulo II, sélo es necesario
multiplicar por un factor de 2 tanto a la A como a la energia de

la tabla 3.1 (para obtenerlos en unidades de 2m=h=1).

Estos valores de la energia pueden calcularse con un nimero mayor
de cifras, dependiendo del tipo de computadora que se utilice,
por ejemplo en DOBLE PRECISION de BURROGHS es posible tener hasta
20 cifras significativas, hay que observar que este algoritmo
requiere de alrededor de 100 términos en los desarreollos en serie
de las funciones de onda (ecs. 3.7 y 3.10) para tener una
precisidén come la que se muestra en la tabla 3.1, y por lo tanto
no es recomendable instalar este algoritme en microcomputadoras
de poca memoria , sin embargo este calculo se puede realizar con
gran facilidad en MUSIMP o REDUCE de microcomputadoras, que son
lenguajes simbdlicos o bien usar lenguajes compilados como Turbo

Pascal o Turbo C.
3.3 Ventajas y desventajas del método.

Primeramente enumeraremos las desventajas.

Antes de enumerar las desventajas de este método es conveniente
hacer notar que éstas no son exclusivas de este método, sino que
la mayoria de los métodos del capitulo anlerior también las

tienen.

1. Como ya se menciondé antes, este algoritmo es util cuando se
cuenta con una minicomputadora y para mlcrocomputadoras con un
minimo de 512 Kb si se usa MUSIMP, Turbo Pascal 5 o Turbo C 2.0 ,
mientras que si se usa REDUCE se necesitan 640 Xb de RAM y un
disco duro de 10 megabites.
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2. Para iniciar el calculo de los autovalores de la energia es
preciso dar un valor inicial de ¢ . y un valor inicial de &£, este

Gltimo es un valor estimativo que se escoge en forma intultiva.

3. Se deben de hacer un buen numeroc de cdalculos para obtener la
energia é6ptima ya que para esto es necesario barrer un intervalo
(en ocasiones no tan pequefio) de y alrededor del punto de retorno

clasico.

4. E1 método propuesto solo sirve para potenciales que
admiten desarrollo en series de potencias alrededor de un

punto.

Ventajas.

1. La principal ventaja es que este método converge con mayor
rapidez que los que se habian propuesto con anterioridad, esto es
debido a que en la funcién de onda se incorpora explicitamente el
comportamiento asintético de la funcién, que se puede calcular
mediante el método WKB.

2 .El método se puede utilizar para calcular los autovalores de la
energia para cualquier potencial que tenga un desarrollo en
potencias pares (potencial simétrico} y cuyos autovalores sean
reales (veremos una aplicacién de esto en el siguiente capitulo en
donde abordaremos el problema del doble pozo), lo cual es una gran
ventaja sobre otros métodos como el de RBiswas[2] , Saxena [3] y
otros [4-6].
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CAPITULO IV

EL OSCILADOR ANARMONICO CUARTICO CON DOBLE PQZ0O

4.1 INTRODUCCION.

El oscilador anarménico con doble‘pbzo (figura 4.1) se describe
por el Hamiltoniano: : : ’

H(k,A) = =% (p? -k %) S (31
con la condicién de fron o

¥ (x) =20 . (3.2)
X - * o 2 )

figura 4.1
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Una caracteristica de este problema es que los autovalores mas
bajos estan muy cercanos entre si ( parejas de autovalores
simétricos y antisimétricos por cada estado) cuando los dos pozos
estan suficlentemente separados, es decir cuando A -0 ya que la
" . - -1/2
separacién de los minimoes va como A , mientras que 1la

profundidad del pozo va como -1/(16A).

Este problema al igual que el analizado en el capitulo anterior
no admite solucién por medio de teoria de perturbaciones, ya que
el desarrollo perturbativo de los autovalores de En(k,A), en

potencias del parametro A, es divergente para toda A >0 comc lo

demostraron Bender [1] y Simon [2]. Esto se podria entender
cualitativamente del hecho de que el término Ax4, transforma el
ESPECTRO CONTINUO de —;(pz—kxz) en un espectro totalmente
DISCRETO.

Una posible alternativa de solucién seria hacer un desarollo
perturbativo en el pardmetro k ( esto presupone que el espectro de
% p2+ A x4 fuera conocido), pero resulta que esta alternativa no
funciona por que la perturbacidén se vuelve muy grande para A

pequeiia , el cual es el régimen de interés.

4.2 EL METODO.

Como el problema no admite wuna solucién perturbativa,
procederemos a resolver el problema por el método de las series,
visto en el capitulo anterior, para hacer esto mas féacil haremos
el sigulente reescalamiento en las variables x y p.

X — ax y p — a p (4.3)
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Asi que H(k,A) 'y a 2H(a'k, - a®A) ‘son  -dos -Hamiltonianos
equivalentes y por lo -tanto tienhen. los mismpéiqutovaloresg,de '

donde se sigue que:

Enlk,2) = kK% En (1,2") R C RO R
donde
A= KTVE A (4.5)

donde también se puede observar que es un problema de un solo
parametro, asi que es suficiente estudiar el problema del

Hamiltoniano reducido:

H(1,A) = 2 (p%- %) +a x* (4.6)

1
2

Por lo tanto la ecuacién de Schrédinger se puede escribir como.

dPwax® + RE+xF -2 19 =0 (4.7)

donde E es el autovalor que deseamos calcular, mientras que pu

estd relacionada con A a través de:
uo =2 2a (4.8)

haciendo un escalamiento en x

x =y (4.9) .
y definiendo una nueva energia

e =2Ep 23 (4. 10)
la ecuacién (4.7) queda de la siguiente manera:

Pwdal + e+ w2 -fv=o0 T (a11)
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Para .resolver la ecuacién (4 115 proponemos’ -una’ solucion en

serie de potencias creclientes en 1a variable Y

Sea @ una solucién de la ecuacién (4 11) de la; formak

© , TR

dy)= ¥ a ¢" L (4.12)
“,n : .

si sustituimos esta solucién en la ecuacién diferencial (4.11)

obtendremos a los coeflcientes a a través de. una relacién de
recurrencia para los estados pares (simetricos) y otra para:los

impares (antisimétricos).

Para la solucién par (n=par) se tiene que ¢(OJ 1 y é (0)>0 y por

lo tanto solo hay coeficientes pares

a, = 1
a2 = ~-e/2
a, = -( e a, + w12

y en general para n mayor que 2

a o= (a.n_“l -y a -t an)/ [(n+1) (n+2)] (4.13)

mientras que para los coeficientes impares (n=impar) ¢{0)=0 vy

$'(0)= 1 y por lo tanto solo hay coeficientes impares

a = 1
a3 = -e/6 wa
a_ = -( e a, +u )/ 20

Yy en general para n mayores que 3 se tiene

a ,=Ca _ ~u*a  -ca)/in)ne2)] (4.14)

n+2 n-4 n-

50



Una vez determinados los . coeficientes a. la. . funcién de onda ¢
queda determinada para cualquier valor de ¢ , pero a medida que el
valor de y aumenta ( y dado que no podemos hacer la suma infinita
de términos de 4.12, sino solo hacer una suma finita de ellos ) la
convergencia de ¢ requiere de un numero mayor de términos para
converger, de tal forma que esta funcién de onda se vuelve poco
practica asi que es conveniente utilizar una funcidén de onda que
tenga la dependencia asintética correcta para valores de y mayores

que 1, esta funcién es de la forma:

¥ (y)= exp(~ g + —g y )T bn y (4.15)

La parte exponencial de esta funcién se obtiene de hacer un

cadlculo WKB, para determinar los coeficientes bm se sustituye -

esta solucién en la ecuacién diferencial - (4.12), dé,— donde,.,;se,,,_

obtiene:

o
]

1 (b1= constante 'y escogemos a -esta constanté 4117gﬁarl»‘a'1):lf' .
1 -8/3 OO RN I
T H )b1 /2

=2
I

(e +

T u—ua b1]/4

b= ~[ (e + X

m

TS

y para m mayor de 3 se tiene

o -t _ _ _, —as3, 1 -8/3
bm+1 o™ [(m=2) (m l)bm__2 7 (m l)bm_1+(e+ i )

bl (4.16)

m

Las dos soluciones (4.12) y (4.15) de la ecuacién diferencial
(4.11) deben de ser compatibles para todo valor de y diferente de
cero, asi que debe de cumplirse que '
S(y)=y(y) vy & ()=’ (y) - (4.17)

o bien que

& (g)/oy) = ¢ (Y)ryly) (4.18)
para toda ¢ donde 2(y)=0 y y(y)=0

51



Para determinar la energia se define la  funclén

£ (e,4) = & (e,4)/8(e,4) = ¥ (e, 4)70le, 4) , U (4.19)

para todos los valores de £ y y donde ¢ y ¢ son diferentes de
cero.

Esta funcién asi definida es identicamente cero en los valores
exactos de la energia (independientemente del valor de ), pero es

diferente de cero para cualquier otro valor de la energia.

Para determinar los autovalores de la energia de la ecuacién
(4.6) solo es necesario encontrar las raices de la funcién (4,19),
esto se hace de la manera explicada en el apartado 3.1 del
capitulo anterior y utilizando el método de Newton-Raphson (ec.
3.17)

€ .7 €.~ f(en,q")/ £ (en,q')

donde la derivada de f se toma con respecto a la energia y y* es
un valor particular de 4§ que se toma igual al punto de retorno
clasico y después se va incrementando. Para poder utilizar este
método es necesario dar un valor inicial estimativo de de la
energia €4 que en la mayoria de los casos se da en forma
intuitiva, pero también puede utilizarse un método modificado de
teoria de perturbaciones [3] que da valores con un decimal de
precisidn, que es suficiente para reducir considerablemente el

tiempo de calculo.

Para calcular el punto de retorno clasico es necesario resolver

la ecuacién

lf - iR 42 - € =0 : . : ' . ) (4.20)

cuyas soluciones reales’'y positivas: son
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v

el

Y I e V-
=q. R * ; YA€ Lara toda €
(4.21)
S ~8s3_ o -8/3
= et B ";2 H + 4e para £ < 0

valor de y* que se utiliza en la férmula de Newton-Raphson es el

mayor de los valores de q; y q; .
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4.3°EL “r?:smz,cmo DE AUTOVALORES -DEL. OSCILADOR ANARMONICO CON DOBLE
POZ0. SR T :

Los autovalores que se obtienen mediante este método tienen una
gran precisién y se muestran ( tabla 4.1 ) para los primeros 7
estados, ademdas de la notacién del numero cuéntico n, se ha
introducido la notacién que comunmente se emplea en espectroscopia
(para esta clase de problemas), es decir aquella que designa a los

estados como simétricos y antisimétricos.

TABLA 4.1 Autovalores {en unidades donde m=h=1) del hamiltoniano
reducido (ec. 4.6) para diferentes valores del parametro

anarménico A.

n Estado A=:1 A=1, A=100. A=5000.

n

-0.15412486 0.51478042 3.06947839 11.41400090
. 14276512 2.02055207 11.03308301 40. 90986393
. 01018887 4.19107150 21.69405461 80.28518081
. 9491405 4.19107150 33.91612983 125. 40304180
.05856712 6.70558529 47.39233225 174. 13099990
. 28865847 9.50158529 61.92119028 228.7342296
. 62392055 12.0638j255 77.36833237 285. 71429989

[ ]

&

[

LN = O
w N Nmr- = 0O O
[ I A R T = ]

Los autovalores de los estados 0°%,0%,1° y 1® del oscilador
anarménico de doble pozo para el valor de A=0.1 ya habian sido
obtenidos por un método diferente creado por. Banerjee [4] vy
resultan ser numéricamente iguales (con el numero de cifras de la
tabla 4.1) a los valores que reportamos en la tabla anterior.
Mientras que los siguientes estados ( 2 y 3 ) asi como los estados
con A>1, pueden compararse con los que se obtienen por el método

variacional de Bunge [S] y Bishop [6].
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Es importante notar que a medida que el parametro anarménico A
aumenta los autovalores del oscilador anarménico (tabla 3.1) y los
del oscilador anarménico con doble pozo (tabla 4.1) se van
pareciendo mds, esto se entiende del hecho- de que para A muy
grande estamos en el régimen casi puramente cudrtico  en ambos

casos,

Como ya se habia mencicnado en la introduccidén, el régimen de
mayor interés del oscilador con - doble pozo es aquel en el que A es
pequefia ( A < 1 ), lo cual contrasta con el hecho de que para el
oscilador anarménico (cap. III) el régimen de interés es cuando A
es grande ( A > 1 ). Una diferencia muy significativa entre estos
dos problemas es la siguiente: Cuando se calculan los autovalores
del oscilador anarménico cuértico con teoria de perturbaciones de
segundo orden, para valores de A menores de 0.1, estos tienen un
error respecto a los valores exactos menores del 5% ( pero al
aumentar el orden en el céalculo a través de la teoria de
perturbaciones los autovalores no mejoran sino que divergen ),
mientras que en el caso del oscilador anarménico de doble pozo la
situacidén es muy diferente ya que los autovalores calculados a
segundo orden por teoria de perturbaciones casi nunca dan
resultados con un error menor del 50% ( y al aumentar el orden de

la perturbacién empeoran ain mas).

En la tabla 4.2 se muestran algunos de los autovalores del

hamiltoniano 4.6 para valores de A menores que 0.1
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TABLA v4.,2 ‘Eigvenva'lére"s (en unidades donde m=h=1) del hamiltoniano

reducld,o:‘;(_ec;.v 4'.6)“para valores.de. A menores de 0.1

" ‘Estado - - A=0.0198 A=0.0250 A=0. 0260

o® -2.4771092 ~1,8207889 -1.7260381

FOa -2.4770027 -1.8199332 -1.7248392

1° ~1.2093245 -0.6265414 -0.5495201.

T ~1.2018045 -0.5755808 ' -0.4841286
tabla 4.2

En la tabla 4.2 podemos

parametro anarménico A los

observar que al disminuir el wvalor del

autovalores del hamiltoniano reducido

(ec. 4.6) se van haciendo negatives y no solo eso sino que para

una A fija la separacién entre los eiegenvalores contiguos va

tendiendo a cero, pero el espectro se sigue manteniendo discreto

mientras A sea diferente de cero, cuando A es igual a cero el

espectro completo se vuelve

continuo.
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CAPITULO V

APLICACIONES AL ESPECTRG VIBRACIONAL DEL NH, Y SUS ESPECIES
ISOTOPICAS.

5.1 INTRODUCCION.

La inversién del amoniaco, en la cual el &atomo de nitrégenc
oscila entre dos posiciones come lo ilustra la figura 1, es un
viejo problema que ha sido estudiado por muchos investigadores
[1,221, algunos de estos pensaron a la funcién potencial como un
OSCILADOR ARMONICO con una barrera, mientras que otros usaron
funciones muy complejas para representar el potencial de

interaccién [1-24].

Los niveles de energia aparecen en dobletes; un miembro de cada
doblete pertenece a un estado simétrice y el otro a un estado

antisimétrico.

Varios niveles de la energia de inversidén han sido determinados
experimentalmente por andlisis de combinacién de bandas vy
sobretonos en el infra-rojo [1-7]. El estado base y la separacién
del primer estado excitade del amoniaco [8-11] y sus especies
deuteradas [12, 14] han sido determinadas con gran precisién en la
regién de micro-ondas. Los valores experiﬁentales actuales
obtenidos por Benedict y Plyler [6] para el NH3 para la altura de
la barrera.es de 2020 % 12 cm™t y la distancia de separacién del
atomo de nitrégeno al plano de los adtomos de hidrégeno es de 0.382
¥ 0.004 A.
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En ‘la siguiente seccién se hace un resumen sobre los métodos
empiricos utilizados y la forma del potencial que se proponia para

la solucién del problema.

‘flg. 1

5.2 METODOS EMPIRICOS.

De los primeros investigadores que se interesaron en la molécula
de amoniaco podemos citar a Morse y Stueckelberg [21], Dennison 'y
Uhlembeck [15], Rosen y Morse (22] y Manning [18].
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Dennison y Uhlembeck {15] calcularon la separacion entre. los
estados simétrico ( 0% ) y antisimétrico ( 0%) para el estado base
(0 )y para el primer estado excitado del NH3 mediante el método
WKB. Weiss y Strandberg [14], 29 afiocs después realizaron un
cdlculo similar al de Dennison para las especies deuteradas del

1 P
}. En ambos casos la precisién

NHz (con una barrera de 1793 cm_
del calculo para el estado base es muy buena, mientras que para el

primer estado excitado es del 20 %.

Manning [18] hizo un analisis ‘completo: para . los - niveles
e - s i . S

energia del NHa y el ND3, tomando fycomp‘ pqte’nciavl; a la funcién
V(x) = - A sech®(x/27) ‘+ B sech’ (x/27) (5.1)

donde A, B y T son parametros que se ajustan hasta obtener el
mejor valor de la energia. La variable x es la coordenada de
inversién, o sea es la distancia del atomo de nitrégeno al plano

de los atomos de hidrégeno.

Manning estudié separadamente al NH3 y al ND3 y resolvié la
ecuaclién de Schrédinger con una base de fracciones continuas, los

valores de las energias se muestran en la tabla 1.

Manning encuentra que la altura de la barrera que da las
energias de la tabla 1 debe ser de 2072 cm! y la distancia de
separacién del atomo de nitrégeno al plano de los hidrégenos debe
de ser de 0.37 a 40 A° ,la incertidumbre en este valor es un

reflejo de la incertidumbre en el valor de la masa reducida.
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TABLA 5.1 Niveles de energia (cm ') del NHi 'y ND3

. oes.32
.1597.6
1910.0
2383. 46
2895. 48

ND3

N

[

WoWIN N R D O

[3

L)
o
o

L]

0.053 0.2° 7
TAS. T 7460
749.4
1359
1429
1830
2106.6

[} [-] [ [ |

Wow NN e 00

o

Wall y Glockler [16] tratan la inversién en el amoniaco y sus
especies deuteradas considerando una funcién potencial como dos

potenciales de oscilador arménico desplazadas.
_ 1 _n2
V= P k (|x] -0 (5.2)

donde 22 es igual a la distancia entre los minimos (fig. 5.2) y k
es la constante de fuerza. La correspondiente curva de la energia
potencial consiste de dos secciones de pardbolas que se
intersectan en el origen, como lo sefialan Wall y Glockler en el
origen hay un pico que no representa bien la curva de energia
potencial que debe de ser aproximadamente del doble del tamafio de

la barrera real ( lo que efectivamente sucede ).
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N®

fig. 5.2

Una particula sujeta al potencial (5.1) debe de comportarse en
la vecindad de un minimo como si estuviera sujeta a un potencial
de oscilador arménico y por lo tanto la funcién de onda para el
par de estados mas bajos debe de ser de la forma

2 . 3
B (x8) g el (5.3)

En donde el signo positivo da una funcién de onda ‘simétrica
mientras el negativo da una funcién de onda antisimétrica y ambas
funciones pertenecen al estado mas bajo designado por la letra O.
No¥ es una constante de normalizacidén y b es igual a
b= (n/h) (km) 2 (5.4)

Para el siguiente par de estados las funciones de onda son

b (x-0) o (xs8)®

¥ =N o [(x-8)e (x+8)e ] (5.5)

i+

donde el signo positivo corresponde a la funcién antisimétrica y

el signoe negative a la funcién simétrica. Cada wuna de las
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funciones simétrricas es por’ supuesto ortogonal a cada una de las
funciones antisimétricas, pero cualquiera de -las funciones no es
exactamente ortogonal a otra..de laé funciones de la -misma
simetria, como también 1lo p'unt‘uali:ia VWall, para “hacer la

ortogonalidad completa se puede" agregar a l//ﬁ el término

2
Tle [e—b(x-E)Z x e-b(x+£)2]L

sin embargo de los valores que usan Wall'y Glocklerf',‘eif té mind

2bf® resulta ser mayor que 7, asi que la correccién anterior ©I .

resulta ser muy pequefia y se puede despreclar.k

El Hamiltoniano del sistema se puede escribiréo:njo

2 2

e o 2 S L k) 0P s
8" m dx : S : .
definiendo
q°=2bt® v u= (1/2m) (k/m)*? (5.7)

las energias del par de niveles mas bajos se Vcalcul,a evaluando
las integrales:

- .
Wo'=J 1/10+ H wo+ drt

wo's Sy Hy _ dr

Wi'= [ ¢ L Hy  dr : (5.8)

1 1+

wits Sy Hy _ dr

La altura de la barrera esta dada por V(x=0) = (hvo/z)qz.

Suponiendo que 1la altura de 1la barrera es la misma para las
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‘moléculas  NH3, NHZD,,'NHDz y ND3 se obtiene = la krelac,ién entre
valy q it o i Y
v q® = constante (5.8)
Usando los valores medios de las frecuencias observadas (3],
Wall y Glockler determinaron el valor de q2 con el que se obtiene
la mejor separacién para el estado base y primer estado excitado
del NHz, ya calculado el valor de la constante de la ecuacién
(5.8) se calculan las separaciones de los niveles de las otras

moléculas.

Los resultados de estos calculos no fuercon satisfactorios para
el NH3, ya que mientras qué el valor experimental [7] de la
separacion 0°- 0° en aquella época era 0.67 cm_l, el modelo

. -1 .
predecia 2.52 cm °, ahora sabemos que el valor experimental

correcto [6] de ésta separacién es de 0.79 cm ’.

Para la separacién del siguiente par de niveles el modelo
predecia 30.4 cm-l, mientras el valor experimental de la época

daba 33 cmal, el valor actual es de 35.81 cm ',

En lo que respecta
a las otras moléculas (NHzD, NHDz y ND3) la concordancia del
modelo y los datos experimentales de la época eran muy buenos. La
altura calculada por Wall y Glockler para la barrera era de 3317
cm_l,y como ellos atinadamente lo hicieron notar ésta altura es
aproximadmente 50% mas grande que la real porque =1 potencial real
no tiene un pico en x=0, la estimacién del error la obienen al

comparar sus datos con los de Manning [18].

Costain y Sutherland [17] también usan una superficie parabdlica
para el potencial de interaccién, pero ésta superficie contiene
una coordenada angular y una coordenada de distancia. Ajustando
las constantes de fuerza para las frecuencias vibracicnales y

transformando estas coordenadas para usar una uUnica coordenada
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angular, calculan” la altura de la barrera de potencial que les

resulta ser de 2077 .ch™ .

Newton y Thomas . [19] también resuelven la ecuacién de
Schrédinger para este problema, pero ellos proponen el siguiente

potencial.
Vly) = K(a + b y)3/(1+ y%)? (5.9)

donde K, a y b son parametros que se varian hasta encontrar el
mejor espectro de autovalores y donde la variable 3% esta
relacionada con la coordenada de inversion X (distancia del
atomo de nitrégeno al plano de los hidrégencs) y con la distancia
s del centroide de los A&tomes de hidrégeno a un atomo de

hidrégeno y con la masa reducida u.

y=ut? s (5.10)
donde

M = 3mM/ (M+3m) . (5.11)

aqui m representa la masa de un atomo de hidrégeno y M la masa del

atomo de nitroégeno.

Newton y Thomas encuentran. una barrefa—con— una -altura ' de 2295

em™! y una separacién de 0.377 A’
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Swalen . e Ibers [24] u’sa’r): co}rrnio p,cl:tehcial a’una funcién que’ya

habia: sido utilizada 'po

H = h°p2/2p + %a  + %b %+ clexp (-d %%

donde u es la masa reducida (que -es- funcién del &angulo de
equilibrio e entre el enlace N-H y el plano de los hidrégenos) y
a,b,c,d son constantes del potencial. Estos cinco parametros
permitieron a Swalen e Ibers ajustar el espectro de autovalores de

H (ec. 5.13) con los datos experimentales.

Para simplificar el calculo de los autovalores de H (ec. 5.13) es
conveniente simplicar el problema mediante la -siguiente
transformacién [25] a coordenadas adimensionales.

P=tPpa)p y Q=(an>)q (5.14)

Mediante la transformacién anterior da el hamiltoniano reducido
#=iFP+l@+lBd +vewp (-CcP) (5.15)

donde

B=be/a® , V=c/e , C=desa , y e=hy | = (anZ/u)t?

(5.16)

Los autovalores de H estan dados en unidades de hvo.

Los elementos de matriz de Pz, Q2 y Q4 se calculan en una

representaciéon de oscilador arménico [25,261] utilizando operadores
de ascenso y descenso P% iQ. La evaluacidén de los elementos de
matriz del término exponencial se calculan directamente haciendo la

integracién [20,27] con las funciones de onda:
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¥ =N H  exp( - 10% (5.17) -

donde Nn es el factor de normalizacién (27 n! nl/zfi/z y Hn . es. el

n-ésimo polinomio de Hermite.

Todos los elementos de matriz de la ec. 5.15 pueden evaluarse,
desafortunadamente hay un numero infinito de elementos de matriz,
asi que es necesario hacer un truncamiento de la matriz, Swalen e
Ibers hicieron un truncamiento en la matriz conslderando

polinomios de Hermite de hasta orden 20.

Swalen e Ibers usan un conjunto de 4 y 5 parametros para hacer
su célculo, estos parametros son : la masa reducida, el término
arménico (constante de fuerza), la altura de la barrera, la altura
de la pirdmide ( o bien el angulo de equllibrio entrc el enlace de
N-H y el plano de los &dtomos de hidrégeno) y también para el caso

de cinco variables incluyen el término anarménico cudrtico.

Swalen e Ibers usan minimos cuadrados para ajustar las cuatro (o
cinco) variables a catorce niveles de energia experimentales, asi
que minimizan la cantidad

Lol -v )? (5.18)

Xp cal

donde vexp es la frecuencia experimental y vcal es la frecuencia

calculada y la suma se hace sobre todos los niveles de energia.

Los valores que Swalen e Ibers encuentran para el NH3 y el ND3 se

muestran en la tabla 5.2.
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0
iﬂo
o
10 9832
2% 15976
~2f 1910
3° ‘2383. 46
3% . 2895.48
o 0.
o* 0.053
1° 745.7
1? 749.4
25 1359
2® 1429
3 1830
3° 2106.6

ND3

739
744
1361
1428
1830
2107

.21

966.
1596.
1882
2385
2879 -

1365
1427
1829
2101

¢}
0

.04 N B
744 -
747

En la tabla 5.3 se muestran los parametros que dan la mejor

energia para el problema con 4 y S variables.
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Tabla 5.3 ‘Parametros del'NHs

"4—Var‘i55fé:§" s S;?Vaxfiabl'éé
. 4.250x107% . 4.250x107% g,
a 11:83x10% - +'9.24x10* dina/cm
b 0. 0.47x10%! dina/cnm’
- : E 2.478x107%  2.452x107*? ergs
4 L aleex10™ 4.269%10% om
v, - E 885.6 789.9 cmt
H (altura de barrera) 2022 2018 em™
Be L etar 22.12"
he (distanciade = 0.374  0.3824
equilibrio Yo :

Si 'se supone que las distancias hidrégeno-hidrégeno permanecen
constantes durante la inversién [18,19], entonces la vibracién
sdlo involucra un cambio en la distancia entre el plano de los
hidrégenos y el nitroégeno, asi que la masa reducida seria

simplemente
p= 3 mM (M+3m)~ (5.19)

donde M es la masa del nitrégeno y m es la masa del hidrégeno o

del deuterio.

Pero si se supone que las distancias nitrégeno-hidrégeno s«
sean constantes durante la inversién [1], entonces la vibracién
solo involucra un cambio angular y la masa reducida es entonces

igual a:

u= 3m(M + 3m sen® 8e) (M+3m)~? (5.20)
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. donde e es el angulc entre el.plano.de los hithgenos'y'un,enlace
N-H, el . angulo como - se .puedé 'ver"de la. tabla III'" es

aproximadamente de 22 grados.

La altura de la barrera que encuentran Swalen e Ibers es de 2018
cm-l. la distancia de equilibrio ( distancia del Aatomo de
nitrégeno al plano de los hidrogenos ) calculada es de 0.382 A

mientras el valor experimental [6] es de 0.381 A.

Hay que mencionar que Swalen e Ibers tienen problemas de
convergencia en su cdlculo cuando incluyen el término anarménico
cuartico y como ellos lo mencionan se puede llegar a una solucién

aproximada pero no la o6ptima.
Finalmente concluyen que los niveles de energia del NH3 y del

ND3 no son muy sensibles a la forma del.potencial que se use para

los calculos.
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§.3 METODOS AB-INITIO.

Bunker, Kraemer y Spirko [28] calculan un total de 54 puntos
para la superficie de potencial del estado base del NHa, estos
datos cubren una regién de energias de aproximadamente 9700 cm™?
alrededor del equilibrio.

Los valores de las energias fueron calculados en la aproximacién
de interaccién de configuraciones (CI}, Solamente los orbitales 1s
del nitrégeno se consideraron doblemente ocupados en todas las
configuraciones excitadas y se usaron como bases de orbltales
moleculares a los orbitales SCF. Los calculos fueron realizados
con programas para sistemas moleculares 1llamados MUNICH vy
MOLECULE. Una base del tipo Gaussiano fue utilizada, consistiendo
de ( 11s 7p 1d) contraidas a [5s 4p 1d], para el nitrégeno y (6s
1p)} contraidas a [3s 1p] para el hidrégeno. Los exponentes de las
funciones de polarizacién fueron de 0.75 para las funciones d

del nitrégeno y las p de los hidrégenos.

Para calcular las energias hacen uso del hamiltoniano de
inversién no rigido, concepto que fue introducidoe afios atris por
Spirko [29]. Pero para poder hacer el calculo es necesario primero
tener una funcién analitica que describa al potencial, esto se
consigue ajustando por minimos cuadrados los 54 puntos de la
superficie del potencial que ya habian calculado con el programa

MUNICH.

La forma analitica del potencial que escogieron (30] para el

potencial de inversidén es:
V = K1 ¥+ K2 x'+ K3 %+ Ka ° : (5.21)
donde x es la coordenada de inversién ( la distancia del nitrégeno

al plano de los hidrégenos) y las ki son las constantes de fuerza

que se determinan al ajustar los datos AB-initio.
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Bunker y sus colaboradores obtienen un angulo de equilibrio (8e)
entre un enlace N-H y el planoﬂ de ylcs'hidrégeno‘s de 22.57 grados y
la distancia de equilibrio del atomo de nitrégeno al plano de los
hidrégencs de 0.390 A, que es muy cercano al valor experimental
[6] que es de 0.381 A y obtienen una altura de la barrera igual a
1995 cm_l, mientras que los valores de las energias vibraclionales

son como se muestran en la tercera columna de la tabla 5.4.

TABLA 5.4. Energias vylbracionvales del NH3 - (em™)

Estado Experimen?ai [6‘] Bunker: (28] Campoy-Palma [32]
‘ot~ 0.0 . o 0.0
S0  0.793 foz 0,995
1 932.51 ' i 924.12
1® 968.32 981: 04
2° 1597.6 1559.57
2% 1910.0 1931.34
a® 2383.46 - ~m—-- © 2473040
3 2895,48 = —mmei 3065. 91
J

Aunque los resultados del calculo de Bunker y colaboradores da
unos resultados aproximados, estos no son tan buenos como los de
Swalen e Ibers [28], sin embargo debemos recordar que Swalen e
Ibers utilizaron cuatro o hasta cince parametros ajustables para
obtener los autovalores de un hamiltoniano totalmente diferente al
de Bunker, mientras que Bunker y colaboradores usan una funcidén
mucho mas simple, Estos Ultimos usan simplement_e un polinomio de
octave grado y los coeficientes de este polinomio no se ajustan
para obtener 1la mejor energia, sino que son constantes gque se
determinan a partir de primeros principios, ya que estos se
calculan al ajustar los datos ab-initio de la superficie de

potencial [28].
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Campoy, Palma 'y Sandoval [31] estudian, la barrera‘de inversién
del NH3 y obtienen el espectro vibracional resolviendo -
numéricamente la. ecuacién de’ Schrédinger "para el .siguiente

potencial:

4

- L2 o : ‘
Vix) = a; *a X" ta, x a, 4 :-< : (5.22)

donde a =-56.4064, a'1=—3.02534 x 107, a,= 3.14677 x 1072
a,=-1.25084 x 1072y a,=7.66007 x 1072

que es una funcién del mismo grado que la utilizada por Bunker
[28], pero en este caso los coeficlentes no son los mismos, Campoy
y colaboradores [31] seleccionan algunos puntos de la superficie
de potencial del NH3 calculada por Bunker [28], la tabla usada
para calcular los coeficientes del polinomio de octavo grado (ec.

5.22) es la siguiente:

TABLA 5.5 Valores de la energia utilizados para generar el
potencial V(x) (tomados de Bunker [28]).

R( a. u.) a x( a. u) E( a. u.)

1.8878 120 0.0 - -56.406388
1.89 113 +0.51011 -56.413044
1.95 113 +0, 52630 -56.411837
1.95 106 *0. 75416 -56. 4_14996
1.95 100 +0. 90956 -56.413357
1.95 95 +1.02302 -56.408752
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_En donde x es la coordenada de inversién,. R es la.distancia
entre el nitrégeno y uno de los hidrégenos 'y el éngul§ a.es el que
se forma en el sector H-N-H, este Gltimo est’a"jfelac‘iona'\do con el
angulo 6 ( el angulo formado por un eniacé N—H y‘:el plano de los
hidrégenos) mediante la férmula: TR S

sen 8 = -/ 1- 2 sen® (a/2) (5.23)

El d&ngulo de equllibrio 6e que utilizan tiene el valor de
21049', que corresponde a la configuracién de equilibrio segun
Townes y Schawlow [33], mientras que la masa reducida se calcula a

través de la férmula (5.20)

Los autovalores del hamiltoniano asociado al potencial (5.22)
se calculan mediante el método desarrollado por Palma y Campoy
[32] y aunque solamente usaron seis valores de la superficie de
potcencial de Bunker para obtener V{x), los resultados de sus

calculos son mucho me jores que los de Bunker([28].

En la tabla 5.4 se encuentran los resultados de estos célculos
comparados con los valores experimentales y los cdalculos de
Bunker, en los cuales se puede observar que el modelo predice

me jores energias que el modelo de Bunker en todos los casos

Este modelo predice una distancia de equilibrio de 0.394 A,
mientras que el valor experimental es de 0.382 A y una altura de

para la barrera de 1872 cm l.

Como lo mencionan Campoy y Palma la discrepancia entre sus
valores calculados y los experimentales puede deberse a que para
el cdalculo de la funcién potencial solo se usaron 6 de los 54
puntos de la superficie calculada por Bunker, pero también podria
ser el hecho de que este potencial polinomial crece
indefinidamente a medida que x crece, mientras que la funcién
potencial verdadera tiende a converger antes del limite de

disociacién molecular.
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S.4 EL POTENCIAL DE OSCILADOR ANARMONICO CUARTICO.

En esta parte del trabajo abordaremos el problema de la
inversién del NH3 suponiendo que el potencial de inversidén es un

polinomio de cuarto grado:

_ 2 4
Vix) = ¢  + e, x" +¢, x (5.24)
donde x es la coordenada de inversién y
c,= -56.4064, c = -3.034493 x 10° y c,= 2.666604 x 10~
estos valores se obtienen de ajustar los datos ab-initio obtenidos
por Bunker y colaboradores [28]. y mostrados en la tabla 5.5, que
resultan ser los mismos datos que Campoy y Palma usaron para

reallzar sus calculos.

Para poder calcular en una forma simple los autovalores del
hamiltoniano asociado al potencial (5.24) hay que hacer ciertas

transformaciones, primero definimos un nueve potencial V'’ como:

Vo= V—c0 (5.25)

con lo cual estamos eliminando 1la constante c, ¥ estamos
trasladandc la funcién al origen (x=0), a la ecuacién (5.25}

tambien la podemos escribir como:

b x* (5.26)

NS

1 2
V= -~ = +

ax
donde

a = —2c1 y b= Zc2

El hamiltoniano asociado con (5.26} es
h 2 1 2 1 4
w=E - 2ax®+Zbx (5.27)

en unidades CGS.
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Como -ya  vimos en la seccién 4.2, este es un problema derl’.in 5616
parémetror (A), ‘ahora escribamos el hamiltoniano reducido . de,
H' para encontrar sus autovalores por el método descrito. en el
capbitulo IV.  Para encontrar el hamiltoniano reducido de H' es

necesario hacer-el cambio de variable (ec 5.14) siguiente:

P = (n2/pa)tt P Sy Q = (pasn®)'?

asi que el”hamiltoniano reducido X, reésulta

(5.28)

172
)

donde B = be/a y & = hy= (an/p

Hay que mencionar que los autovalores de X estan dados en
unidades de €. Si comparamos la ecuacién (4.6) con la (5.28), nos
damos cuenta que son idénticas si:

A = B2 (5.29)

En la siguiente tabla se resumen algunas de las constantes

encontradas para el NHs y el DNs.
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TABLA 5.6 Constantes fnoleculares del NH3 y DNs3.

. S also x 107 g j
Pyos S 7a39 x 1072 5.

a e 9.44 8736 x 10  dinas/cm.
b T l2.9647418 x 102! dinas/en’.

v, (NH3) 791.575 cm .

v, (ND3) 598.3143 cm .

H(altura de la 1899.11 cm™t.

barrera ) )

e 21" 49’

h (distancia de 0.399 A .
equilibrio ) o ki
€ (NH3) 1.57245 x 1072 ergs. ~ e
€(ND3) 1.18854 x 1072 ergs.

Es interesante hacer una comparacion entre estas constantes
obtenidas a partir de primeros principios y las obtenidas por
Swalen e Ibers con su método empirico, en primer lugar el valor de
¢ es el mismo, el valor de las constantes de fuerza a son muy
pareclidas, no tan parecidas resultan las constantes anarménicas,
otro valor que resulta muy parecido en ambos casos es la
frecuencia Uo' mientras que 1los otros valores de llas demas

constantes son aproximados.
El valor de la masa reducida p se obtiene usando la férmula 5.20
con un angulo de equilibrio igual al tomado por Campoy vy Palma es

decir de 21°49',

Los autovalores de la ecuacién (5.28) en unidades de e resultan

ser como se muestran en la siguiente tabla.
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TABLA 5.7 . Eigenvalores de. ¥ (ec::-5.28) ién;qnidédes de~ g para el
NH3 y el NDa. ’ e

Estado NHa (A=0.026) . - ND3 (A=0.0198)
Eo -1.7260381 ~2.4771092
E1 -1.7248392 ) -2. 4770027
Ez ~0. 5495201 ~1.2093245
E3 -0. 4841286 -1.2018045
E4 0.2511510 -0. 2336665
Es 0.6941043 -0.0781153
Ee : 1.354601 0.5659389
E7 2.084004 0.7958951

El espectro vibracional del NH3 y del 'ND3 puede fdcilmente
encontrarse a partir de 1la tabla (5.7} de autovalores del
hamiltoniano reducido (recuerde que el hamiltoniano reducido esta
dado en unidades de € y que € toma diferentes valores para el NH3
y el ND3). En la sigulientes tablas se encuentran reportados los

valores del espectro vibracional del NH3 y del ND3.
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TABLA 5.8 Espectro vibracional -del NH3:y ND3 en emt,

Estado Campoy [32] Potencial cuartico ,'Experihental[slr
NH3 -
o® 0.0 0.0 . 0.0
o* 0.995 0.949 0.793
1° 924. 12 931.30 932. 51
12 981,04 982. 11 986. 70
28 1559.57 1565.09 1597.6
22 1931. 34 1915.72 1910. 00
3® 2473. 40 2438.55 2383. 46
3* 3065. 91 3014.97 2895, 48
ND3

o® 0.0 . 0.0 0.0
o 0,048 0.063 0.053
1% 756.01 758.53 745.70
12 760. 84 763.03 749. 40
2° 1338.91 1342.28 1359. 00
2° 1442, 98 1435.35 1429, 00
3 1818. 64 1820.70 1830. 00
3® 2151.52 1958.28 2106. 60
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Discusién de resultados.

En la primera parte de la tabla 5.8 se pueden observar los
valores del espectro vibracional del NH3 a lo largo de la
coordenada de inversidén, es claro que en este caso los valores
obtenidos con el polinomio de cuarto grado (ec. 5.24) usado para
representar el potencial de inversidén son mejores en todos los
casos que los valores obtenidos con los potenciales empleados por
Bunker [28] y Campoy [31]. Las observaciones hechas por Campoy
acerca de la discrepancia entre los valores calculados y los
experimentales también son aplicables para el potencial anarménico
cuartico, en primer lugar solo se usaron 6 de un total de 54
puntos de la superficie de potencial y en segundo lugar el
polinomio de cuarto grado crece indefinidamente con %X , mientras
que el potencial verdadero tiene un limite antes de que exista la
disociacién molecular, pero en este caso el polinomio de cuarto
grado crece menos rapido que el de octavo grado y por lo tanto su
autovalor serd menor y mds cercano al experimental (vease el valor
de 3° y 3% de 1a tabla anterior).

Para el caso del ND3 la situacién es un poco mas complicada por
que el potencial de octavo grado (5.22) da resultados ligeramente
me jores que el potencial de grado cuatro (5.24) para los estados
0%, 1 y 3 la

situacidén se invierte ya que el potencial de cuarto grado da

s a

y 1* , mientras que para los estados 25, 2

resultados ligeramente mejores que el potencial de octavo gradeo y
para el estado 3° el potencial de octave grado da un resultado

mucho mejor que el de cuarto grado.

Asi que parece que las observaciones de Swalen e Ibers (24]
parecen ser clertas Sobre la suposicién de que los valores
experimentales son correctos concluimos, con una pequefia sorpresa
que las superficies de energia potencial para estas especies
isotépicas son diferentes para el NH3 y el ND3. Esto tal vez se
pueda explicar mediante el hecho de que las masas reducidas son

diferentes para el NH3 y el NDa.
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Asi de nuestro analisis concluimos que el potencial de inversién
para la molécula del NH3 esta mejor representado por un polinimio
de cuarto grado (ec. 5.24), mientras que el potencial de inversién

del ND3 esta mejor representado por un polinomio de octavo grado.
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES

6.1. EL METODO PROPUESTO.

En este trabajo se ha presentado nuevo método no perturbativo
para el calculo de los autovalores y las autofunciones del
osclilador anarménico cuartico definido mediante el hamiltoniano
H= % (p2 + %%+ axt (6.1)
El método que proponemos en este trabajo contiene algunas
desventajas que comparte con los métodos vistos en el capitulo II,
Sin embargo el método desarrollado en el presente trabajo (cap
III) tiene cilertas wventajas (sobre los otros) que lo hacen
atractivo para buscar solucién a otros problemas come lo
expondremos mas adelante, en este momento es conveniente hacer un
resumen de las desventajas y ventajas del nuevo método con

respecto a otros (los del capitulo I1).
DESVENTAJAS:

1.~ Debido a que la precisién que se requiere en los autovalores

es muy grande (mas de 8 cifras significativas para muchas
aplicaciones} el nuevo algoritmo no es Gtil para wusarse en
microcomputadoras de poca memoria RAM (menos de 512 Kbites). Para
poder hacer el calculo en una microcomputadora en forma eficiente

se puede programar el algoritmo en lenguaje C o en Pascal,
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o mejor adn hacerlo con algun paquete de algebra simbélica como
podria ser REDUCE, MAXIMA o MATEMATICA, que cuenta con varlables
en las que uno puede escoger la precisién y que en algunos casos

puede ser de mas de cien cifras significativas (por variable).

2.- Para iniciar el calculo de los autovalores de la energia es
necesario dar un valor inicial estimativo de la energia € y del
punto de traslape y de las soluciones ascendente ¢ y la asintética
W, y come ambos valores se escogen en forma intuitiva es muy
facil darse cuenta que el método puede tardarse mucho en converger

a los autovalores y las autofunciones del problema.

3.- El1 nuevo método sélo sirve para potenciales que admiten un
desarrollo en serie de potencias rapidamente convergentes
alrededor de un punto, mientras que para un potencial que no
cumple esta condicién la convergencia del método no esta

asegurada.

VENTAJAS:

1.- El método converge con mayor rapidez que los métodos vistos en
el capitulo II, (es decir que requiere de menos términos en el
desarrollo en serie y en el numero de iteraciones para calcular un
autovalor ) esto se debe a que en la funcién de onda se ha
incorporado explicitamente el comportamiento asintético de 1la

funcidén de onda.

2.- El método es util para calcular los autovalores vy
autofunclones del oscilador anarménico cuartico (ec. 6.1) para
cualquier valor del parametro anarménico A, lo cual es una clara
diferencia por ejemplo con el método de Hice y colaboradores
(cap.II) que tiene férmulas diferentes para cuando A es pequefia y

cuando es grande.
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3. - El nuevo método puede usarse para calcular- las éufdfuﬁciones
y ‘los autovalores de la energia para el problema‘del,doble‘poid
(cap. 4) casi sin hacer cambio alguno, lo cual no’ se puede hacer’

por ejemplo con el método de Biswas (cap. II).

4.~ El nuevo método permite la obtencién de autovalores de la
energia con alto grado de precisién (tanto para el oscilador
anarménico de un solo pozo como para el de doble pozo), estando
limitada esta por el tamafio de la palabra que puede manejar la
computadora en la que se realizan los calculos, por ejemplo en una
computadora BURROUGHS (en donde se realizaron estos calculos) en
precisién simple se pueden obtener hasta 10 cifras significativas,
mientras que en doble precisidn es posible obtener hasta 20 cifras

significativas.

PERSPECTIVAS

1.- El método se puede extender para atacar algunos problemas
donde el potencial sea asimétrico esto implica clertas
complicaciones ya que en ese caso las autofunciones no tienen una
paridad definida y por lo tanto las formulas de recurrencia que se

obtengan contrendran un nimero mayor de términos.

2.~ También abre la posibilidad de atacar el problema del efecto
Stark en campos fuertes ya que como lo mostraron Bethe y Salpeter
en su famoso libro Quantum Mechanics of One and Two Electron Atoms
la ecuacién de Schrodinger para este problema en coordenadas
parabdlicas se convierte en dos osciladores anarménicos ( un doble

pozo normal y otro invertido) acoplados.
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6.2, EL' OSCILADOR ANARMONICO CUARTICO.

1= En el problema del oscilador anarménico cuartico (cap:. III)
no se puede utilizar teoria de perturbaciones para calcular las
) autofunciones y los autovalores de la energia, debido a que la
serie perturbativa es divergente para cualquier valor del
parametro A que sea mayor que cero, sin embargo haciendo el
calculo con métodos no perturbativos es posible encontrar tanto
las autofunclones como los autovalores de la energia , mostrando
estos ultimos que no existen cruzamiento entre las diferentes
lineas de autovalores que pueden dibujarse como funcién de A,

como se muestra en la figura 2.1 del capitulo II.

2.- Cuando A — 0O (régimen arménico) el problema se reduce al del
oscilador arménico y los autovalores de la ec. 6.1 se acercan a

(n + 1/2).

3.~ Cuando A — « (régimen anarménico) el problema se convierte en
el de una particula sujeta a un potencial xd, ya que este término
es el mas dominante en (6.1) y los autovalores se acercan a

Cn AUB, donde Cn depende del numero cuantico n (ver seccién 2.5).

6.3 EL OSCILADOR ANARMONICO DE DOBLE POZO.

1.— Este problema (cap. IV) es por demas inleresante ya que
tampoco se puede resolver mediante teoria de perturbaciones, por
que al igual que en el caso del oscilador anarménico cuartico el
desarrollo perturbativo de los autovalores de la energia € en
potencias del parametro anarménico A diverge para cualquier valor

de A mayor de cero.
2.~ Una diferencia sustancial del oscilador anarménico de doble

pozo con 2l de un sélo pozo es que, mientras que en este UGltimo

cuando hacemos A=0 el espectro de autovalores de la energia se
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conserva discreto ( se convierte en el espectro del oscilador
arménico), en el caso del doble pozo cuando A =0 es un espectro
totalmente continuo, y al introducir el término A x4. el espectro
continuo se convierte en un espectro totalmente discreto, en el
‘cual las parejas de autovalores correspondientes a los estados
simétricos y antisimétricos contiguos o? y 0° se encuentran muy

cercanos entre si.

3.- Al hacer A—0 los autovalores de la energia se hacen méas
negativos y los niveles de energia se van acercando mas,. pero el

espectro se conserva totalmente discreto.

6.4 EL ESPECTRO VIBRACIONAL DEL NHs.

Aunque el problema es bastante viejo no deja de ser atractivo
para ensayar nhuevos modelos para el potencial de inversién y
calcular el espectro vibracional para posteriormente compararlo
con el experimental, los primeros intentos que se hiclieron en este
sentido fueron hechos mediante métodos empiricos guiados
principalmente por la intuicién, algunos de estos métodos daban
una explicacién cualitativa correcta del fendémeno , pero los
valores que predecian para las frecuencias de inversioéon estaban
muy lejos de los datos experimentales, el método empirico que ha
tenido mayor exito se debe a Swalen e Ibers (sec. 5.3) que usando
un hamiltoniano con cuatro y cincoe parametros ajustables,
reproducian con mucha precision el espectro experimental, hay que
mencionar que el potencial que ellos usan es en un caso un
oscilador arménico mas una gaussiana y en el otro es un oscilador
anarménico cuartico mds una gaussiana, pero en este modelo el
término cuartico es positivo y lo que produce el pozo es la

gaussiana.
En el caso de los métodos AB-initio (sec. 5.3) fueron

introducidos por Bunker y colaboradores y después mejorados por

Palma y colaboradores, podemos afirmar que aunque los resultados
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- de los calculos no son tan buenos como los obtenidos por Swalen
con su método empirico, s! son obtenidos mediante primeros
principios (el polinomio que representa el potencial de inversién
se obtiene de un ajuste de datos obtenidos mediante programas de
calculos moleculares). Ambos grupos (Bunker y Palma) utilizan un
polinomio de octavo grado para representar el potencial de

inversién del NHa.

6.5 EL POTENCIAL DEL OSCILADOR ANARMONICO DE DOBLE P0Z20 Y LA
INVERSION DEL NH3.

En este trabajo se sugiere representar al potencial de
inversién del NH3 mediante un potencial de oscilader anarménico
cuartico con doble pozo, se encuentra al hacer el calculo que el
espectro obtenido mediante este potencial para el NH3 ( que solo
cuenta con un pdarametro, que ademds no es arbitrario, sino que se
encuentra al ajustar datos AB-initio obtenidos mediante un
programa de calculos moleculares) reproduce mejor el espectro

experimental que cuando se usa un polinomio de octavo grado.

Los resultados obtenidos con esta nueva propuesta son bastante
buenos a pesar de que sdlo se usaron 6 puntos (de un total de 54)
de la superficie de potencial calculada por Bunker vy
colaboradores, hay que destacar que estos mismos 6 puntos fueron

usados por el grupo de Palma para hacer sus cdlcules.

Un problema evidente de este modelo es que el potencial cuartico
crece indefinidamente cuando x > ® ( lo mismo le sucede al
potencial representado por un polinomic de octavo grado), mientras
que el potencial verdadero tiene un limite en el cual la molécula

se disocia.
En el caso del ND3 podemos concluir que el modelo de potencial

de inversién mds adecuado no es el de un oscilador anarménico

cuadrtico con doble pozo ya que el de octavo grado da mejores
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resultados para un numero mayor de estados que el polinomic de
cuarto grado. Esto concuerda perfectamente con lo que Swalen e

Ibers observaron al usar su método empirico.
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