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INTB.ODUCCION 

La. Ley de recip,.ocido..d cuo..dr~-L e.o..- no5 Jo. re.spue5-Í.o.. 

o. lo.. siguiente pre5unf.a.. ~ 

Po .. 10-. ~u e pfimo.s p, X-z.=o.. (rnodp) e 5 5o/v/,/e. 5i /a. 
mismlA pre.9unio... 5e plo..rrle.o-. pa.<o.. X

11=:a.(rnodp), en-1.onc.e.s (JOS 
e5"to..mo.s d:rí3iendo o.. fo..s leyes de rec..iproc.ido...d ..supefior.€ n 
este -lro.ho..jo e.s-Í:udi~remo.s el co...so l'/=-3 y por -la..n-1:.o lo­

/e y el e reci proc.i da..d c.~bico.... 

Va.le fil. peno... rnenc'íontJ.r iue. f;o..us.s {ve e/ pr1'mero en ho.cer 
un e.s-lvdio IYIUY cotnpld:o de lo.s residuo.s cuo..d'fd..ticos,[/ pens11.bo.. 

q()e est~ te.ori'o... se. -enc.on-f.rJ>o.. C\..-t'.oJ 9ro..Áo de. per{ecc.!o'n 

9ue. no ho...b/o-- nt>-.do.. mÓ.s ?ve. ho...cer po 'f ello... 
1 

o..51: pro5Íjllio .su 

e.studio ho-.c; o- /o.. reciprocido..d cJbrco.. y hicuo..dr/...tic."- y o..un1ve no 

-luvo rnvtho ~xiÍo podemos decir~"~ Ef/ /ve. e.l prlmer~ en :n,'cio..r 
un c.. t eo r/ o-. .9 enero..I., /o-. -l:eo.,-/o- de lo.5 /JtJ meros o. l 3 e.b ro..f cos. 

En el ca-pi'-1:.vlo cmo se d().n fe.su/to...dos 5el)era./e.s sobre 

e/ o..ni//o de. /o.s en-/-ero5 de fisens-fei11 fo:; luo..les son ;nde.;-pen.sc...blu 

p0-ro.. e.studio...r /o-. re.c.iprocido..d c.Jhica... 

En el co.,pt-1.v/o dos se. de.[i'nen co._ro.cferes sobre CJn ca!:? 

Pº Con r elemento.s -¡¡pi)' o..vnre... sepve..de.n de/lnir SObf~ ~ Pt!::: 
ro... nosot.ro5 .sc:rc{ s1.1fic.Íenf.e.. -{ to-.ho.jC1..dos en· Tp. 5 e e.duJio.n 

i:.o...mbi¿n. (0-s svmo-5 de ¡;o...vs.s y de Jo..co b/ o..5i cor110 A&vn¡1..S rela.ei'o 
nes ·e11fre -e.110-s. 

En d co..pi'.f.ulo -l.res se plo.nieo.. y .5e prvebo... lo­
/ey de reciprocido..d c.Jbic.o.... 
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CAPITULO UNO /AN\\10bE LOS ENTEROS DEEISENSTEIN 

§1 
Nueslfo punto de p0-.rf.1do. sero.. lo. ecuo..c.,i°o~: 

X
3 -1. 

lenemos r;¡ue-. 
X~-1=(x-1J(x 1 +xt1J== (x-1) (x- -1+¡m)( X- -1 -~5Jj 
CUy().5 ro..i ce.s .son // (- 1+If3) y ~-1-![2) donde i=RJ. 

5 1 ··S1 :Pi d ~ eo... w-== - +;'UL = e ~ (j[ y eno7 o.- m().5 paf &'.cwJ . 

e/ ~njvn-l:o de nJmer•s complejos cJ e /O. fo rm.i. 

a-+bw donde o...y b son enieros.,; es dec.1(~ 

_2'¿-w] = L o..+.bw ! o.., b E. d:} 

Con / oS opefo..c.?one.s de o...dt' e.To~ y m11/fi1//c~cleJ~ de f!C 

1'n duc.ido.. en dEW] -/: enemos nfles-1:.ro f"'mer fe.s11lfo...do. 

PROP05\CION 1.1:1. d'lW] es undominlo entero con l. 

Definic.ion. 2'LW) e5 //o...m~do e I anl /Ja de los erdera5 

de Eisen:s-le7fJ. 

Observci..c.io'n : w = uJ '?. ; 1)) ,,r-w + 1:::. o 



y °' + .b w = o.. - b- b U), 

De Jo o.nter/o( se ve ~ve st oté"2rl-0 entonc.e.s ;;z ~ ~ .CWJ. 

s 2. 
DIV15/f3/LIDRD. 

De {in ir.ilr1 . 5 e o..n o(
1 

(3 ! ZrwJ / (3 i o 
1 

de e i mp.s r¡ IJ e (3 d/11i'de 

o... el / de M .f.~ do p o t f' j d.. J 5 t e.xi s -1:. e V' n e le m e li -l. o 

~ 6 '"Z!l:w] l. 0-I ~ve d =~d1. 
O.b.serva..c.>4h . Lo. J efiiJicJP~ a.n ter 110( e5 c.005/5 te1J i e CM 

fo. defi1úciú1 de rh"fl.rlb//!da.d en 7L.. 
St rA=/=o 1 b-#o e..s-1:.d.n en d::: y b/0-.. en 'dL"tuJ 

entonce..s po-.r O- a..& vn °'- ~ = C.-f dw -1:. enerm.s 1ve a::-b't. 

Pero /o.. ecua.c.i,:., Cl::::".bd"= bc-t );dw rond//ce.. o...~ 
0.=.b e y b d:::o 

1 
y comP b=/=o en-éonc.es 

d =o/ Ó'1 es rm en../:e.ro . A.si ~ ~? y b/ o..E.n °'J'..Cw] 

lmp \ico. i:i/ a-. en 2. • 
l 

Definicil)n. Sea.... oi::( o..+hw) E ~L"'W1 de.(inimo.s /o...norm~ 
de ol.J N~ por 10- /o'rm11lo.. IJrJ.=dd. = o..t-o..h +.b'. 

Observ~c.iM es : 

1) Nd.. = o.."1-~b +1-z.=-(a.- ~)"2.-t-t f;-z.= 

2. 



Z)f s f¿c.¡I comprokr quepo.ro. cvo..l4vier ol y (3 en d".cwJ,; 

en ton ces /J (J.~)= A/~)·#(~. Fs dec1'( /().. t?Ofm(J. es 

rr¡ 11lf1p /,co.. -li/I().. 

3) De. lz.) 5 e de dvGe ~ve: 

5 i o¿)~/ entonc.e.s tv~/ N(f3). 

be{inici¡,,. Se o., ol::: ( o..+hw) E d:'fUJ] / J; re.mo.s ~v-e. ol.. es 

unido.A .5i c(lu. donde. U. 6 Lll"~-{o}. 

[iedo.s Ente.ros Eisenia.no.s dividen o...-lodo e1Jhro Ei.senio..no, 

de no rni na...n Jos e unido.. d e.s de d'..C w]. 

PROP05 ICION l. 2 .1 

I) ole ~[w) es vniclo..d sfi Neo<.)= 1. 

zr) L o..s unr"c.QJ unl do.. de.s Son -t 1, + w }' Í w: 
Demos~ ro..c.,.o~ • 

I)-4=] 5 e"" o<. 6 2'rw1/ e1JÍonc.es ;;¡E'. ZDJJJ. Por -1: a.f'lio 

«.;¡ 6 ~.tw:I,... como 11~= J .1 ~;;¡ = J é ~.Cw],,, lo te14-J 

s19ni{ic-... r;¡.. ve ol.. es W?ido...d. 
~)Como ~ E 2.CW:J fMi dad, *!11~/'J e~ s exhfe f-' t- a-'?:W] 



{~l~ue o<'f?J=I~ IJoi.Alf.;=I y como µo1..1Nf.>son 

en fe.ros pos/l/.,e>.s t e11ern".s ~ve AJol. = I 

11) Alioro.. V~o.mo..r /C>-.s unl da. des. 

5,· o<. G ;?cwJ e~ vn/ do. d., -enfonc~$ ol. de/; e. -fe11~ r 

o..fgv~o...s de lo...s /orm~s ±lo':!"l.JJ o'±w"l: 

5-eo.. o<= lo...+Jw) unido..d en ~civ1../ e11fo;'fc~..s 

/=NrJ.:a.'?-o...1'+b'? ~ i f~"l.-Y-.J, 1-:JJ"'T-li"'" 

de lo ruo. J oh tenemos : 

= ( 'Z.c..-b)T.+ :3 b"'- . • - .. . (.iY) 

(1) 2 o...- .h = + I b == ± J 
/ 

lz) '2 O.. - b = ± "2 I p = O 

(1) 5 Of)o n j o..mo s q v e 

I 
o 

(?..) 2. o..-b = 1 y b ::::.1.) e11-fo1Jc.e.s tt == I y b-== I / e.s 

decir-/ d.= NW=-w"?.. 

(b) '2. a.. - b = / v J; = -1 ~ tt =o y J = -1, 

pot -!. o..n-f o e>(= - w 

(c.) S i '2 -..-.l= -1 y b::: l ,.1 e11t"o1ue.s "'- = p y 6 ::::.1, 

pot"'-i-~11io <X= W 

(d) 5; 2<>--J= -1 y .b=-1 ./ e11"1#.11c~..r d= tu"?.. 



("Z) Supon_ga.rno.5 flve: 

(.o.J 5 ; e (). - b = z y b = o/ e,, ion e es ol = / 
(h) S i '2 o.-.h= - "2 'I b ='",.., e11"1Pnc~.s o<= -1 

A:s/ 1v-e / 5i o1 es 01Jldo..d -1:. enem1.s y(le <X '2.S 

d lj +/ •+ •+'?.. I J e o. orm~ .' - o _ W o - W .,1 e~ áedr,, lt>-J 

Únic~ ()¡¡/do..des son :ti ±w 
./ 

-t w~ y - . 

Alioro.. no~emo_j unlm.p:;rto..n te Je fo.lle. : 

1 = (3+w) (z-w) = Nf?-1w) = ..ti ( i-wL 

[omo :¡. en 2 es pdmc to..c!O!J~/.1 y (37w).1 (?-:-w) 6 d'.cw] 

-l:enemos 911 e el n/meo 7 /Jo es pr/mc e.11 J.s e.117?r".s 

e ise. n?a.no.s . Por 1. c.1. (Jtw) y (7-w) no ~º/1 w11·rlo. J~s,..,, ed~...a 
e.es cc...b~ /H~jvJ?Ío...r J .5~17 pdmP.s ~ IJP (, ro.11-fe.s 

1..o.remos Jve3 o. 

e 0/1 f)/Jva. fJ 1~ 

Def; n ic io'n. 
Sic¿, 1 ~ en ~Cw] io../e.s ive o¿/r y 0/cl) 
entonces 5 e die.e q.ue cX y ~ .5or¡ a.socta..clo.s. 



De{l'nkio~. Un eniero ei.se nio...no 9C1e no seo- unido..d y icJ ¡ve 

fJO -tiene mO:.s divi.5o"fe5 1ue .so~ o..socio.do.s y lt:i..s unido.des/ 

Se /~m"- prirno en °'Zt:tVJ o 51: e/ Co!Jtexto ertC: bt"e n 
en te11dido.1 s/mpleme1J-é:.e .5 e dlc.e fVe es un pri m(). 

A veces drsl;n 9uite.mos los do.s concepl::.o.s 

de pr?mo~ re{i;t'endose o- pr?m11.r e/sel)ia.11".s coA?() prL 

/)10.S Y /o..s prr'm~; Je Z ao1111 p/'mr?.5 fac/011tt-les. 

ObservO..cio'n . 

JJo ex/5-tG /otm11- de 1°11/,0 civdr uno-. re4 e/o~ 11 < 11 e /l 

2L:W] Je -éa.1 mMero-. 9ve se cvmf~n l"'°s e/tu" proposJ.. 
1 

o • • _J 
E!Ones s13v1 eh-Ces: 

(o.) 'J/o11 ~ é '&'.e Ui:J,. se cvm1le €Xo.cfo..1ne11ie t/11~ y 501/o 

un(}.. de los re/o..c?o11es: 

o 
(b) 51 c.(<.~ y O< °'t / enionc.e5 

"Prve.bo... 

o 

Vea. mo 5 ~ve. bo.<lo cua.11,,,'er de/l11!c/o~ le ~ < p 
11 

~ve s-e.o.. con.si.si-e¡¡ t. e con lo.) }' ( b),.., /le e e.s~do..m e11 Í. e 

o<./, Por9ve... en ca...so Ctllltrur~o por CtA..) debe1'1~ /e11~!'Je 
11)(!.. o<-1. Pero €,17-é.onc.e..s por (.b) C!.ol'I c:X=o yf3:::"t'::-(, 

iendn'o.. mo.s: 
y o <-1 por -1:.o.nto 



Comp/~-t.o..ndo Je- pr11e.be>- de. lo.. !mpc.stJ//:do..J (},_/t'rmo..do., 

demostr~ remo5 ~ve nl"jtJn,,_ de.- /.,_.s r'el1>-0'011es: 

\ .L.. o 0 o <. i / p u e. den e" m f /,· r s e . 

,YGA.. r¡vc. st' 1'.::.o e.11Ío11ces- ó<-i° Je. o.¡v/ o<l-lJ'" -/ 

•• o<...-/ p 
o 

A:sf ho...y Vh~ cl~se.. d~bt/
11 

de co1npr;.r0-c1'0 :, de. lo.s 
e/emenÍos de "d':Cw]./ compr;.ro.ndo mrm#...J. bc=:.-e..sitJ... 
/o1m~ se. d~.s /H~ncl~ ll11 ieo remtJ- !m¡;~rta.hf~ _, 
.a:_cw'J es ()..111°//c evc// de~IP(), 

06:serv0-c,1'on~s . 
/) K o{ 6 a" ..l"W] !Jo cero .se. -t,·e11e A/o(> o/ es dec.,'~ 

!.Jr:J... ~5 llvesÍ.ro- fv11d~~ - evclt'r/eo..n6- e;¡ 4- le¡í,,,;c./p~ 

de o..nil/o evcl Jeo..M 

'2) K o<1 ~ t: d".cwJ / e/J-611c~ #(o< 11) = I/.,,;_ · 11(3. 

Sí" p=l=o/ e1,1/c,))ces Al(f3)~1 1 /iloZ=Alol.·l~IJo1..AJf3 

:. AJ~~ #ol.·Al[j= ll"'-(3.} l/ol.:E:l/(3ol. 

TEOfi.El1J..1. d'.cwJ -e~ o .. m/4 -e C1ch' le~110. 
D'f!.mosfr...c.1'ln. Tomo.nlo en cve11ft>- 1~~ 06set'11'11-.cl1Me.5 

Ol v {l), bo.s-t"'- demPs-tro.r c¡.ve.: 5/ o(1f; tZ!'cwJ 
1 
p:f~ 

~11to11ces eii~ten &11e ~ d'.cwJ 'Í:o...le..s ¡()e 



e¿ -== t3 )1 + E¿ 
Demosfro...c)/11. 

Como f-> =fo / po ckmo..s es e1Íbir 

oL. o...+ bu.J =(o..+hw)(c..+dw't) (o.c.+bJ.-o..J)-1{bc-o..d)w_, 

T = e+ d.. w (c.-t d~ lc.·td.w1
) c.,?. - e.el .+ d 7.. 

(w ~w "t.) 

en-fonce...s = r+5W -- (-f:J 

donde. r = o... c.. +b d- o.. "/...J.. 

c..'?-c:..J.-td. 
V 5- bc..-o...d 
1 c."l-tL.J.+cf .... 

ro.:s ro...cÍ01J~le.s / n11 1Ject!.so..r/a.me11fe e4~t'o5. 

I 
s o" not.m~ 

Como r 6 ~ e;;-lo~ces e.xi..sfel'/ (¡-1J y .¡ ~ Z !~ /eJ 
t¡ve ~-/<'f'<.!f. ( /[J;-0-~/::::.1)/~ic,_,ce....s 

o /r-!j/=~. 
{1>1=-9--I o 111=/) 

o..r i:.o...I íf-vl Ir- ~Js.i 
Ho...ciendo lo rni,mo po...ro- .5 / -ée11011P.5 ¡ve -€XtfTe tu~ 

i.o.I f "e.. l s - ti 1 ~ =t 
Por' -t o..ri+o (r-mJ-¿ .=::: t ~ {5-n)7., j-(1) 



Entonces 

.d:_ -(m+ nw)= ~-m)+(s-~w /mp/ic (;'-
[.:i 

N [ ~ -(m -f nw)J == N[(r-m)+(s-nJ~=lr-m):(1-/)\)(5-nJ +(s-n).,_~ 

~ + + -J¡ +f =-f ¿_ 1 ; .N[;-(~+nw)] < "1. 

Ahora.... si ho....cem".s: 'ti=:m-fnW ~ o.!-(?J(m+nLVJ=(, 

en-fonce..s y N' (°f - ~) .¿_1. 
) 

Ahoro- N ~ = N ( ol - ~ "ÍI) == Ne\-' ( ~ _ ~ 11 = Al~ ·JI(~ - il1 )"' 

.¿ N (.) .". N '< < A;'r . F :s de e;'/ p o. . .I' o- o)(?> E d'at!~ 
f>-=FO/ Te1Jemo.s .r¡I/~ -exhfe>t J1/E en ?z:tu] -l:a./ p-ve.. 

Con.oL~tl/O l. d'..cwJ es u11 dominio de Jdeu..le..s f"'rnc.t'p-..les. 

2 -::>.t> :"'\ 1 ! f .J. • , I I • 
Cof/.OJ..dfl./o • a.Z:W.J e~ un aomi/JiO de "'cror1~1on ()n1c.o-. 

TEOR.EH/J. 2. lo... e;<pre.:i/0~ de vn enfero de. '?.CW] (t/hH 

pro dvc.+o J~ pifmo.5 es Jn/cg._, 



EiJ bo....:se. o) t eoremo.. l J se pve de 3 e11era..lic.a..r e./ o..6E... 
rJtmo -euc.li deo...no de z ;._ los e11Íero:s etsen/a..11p.s / 

en /t1- :s;J1.1iente /ot'mt:J-: 

d= ~01, + ~\ 
(b =-- ~,yi,_ + e'l. 

~n-"L = \n.,0\4-~n 

~ n _1 = \.., 'b" 11 + 1 

donde 

lo.. secuendo.. de ectJ<>-ci°ones -1:.er'!'/"(}.. por1ve N(0
1 

#f
11 

••• J 

IJ~ ¡ ·•• c::.s (,llf~ SVCe.$/Q~ decrt:!nºe11Te J -e e11-fero..3 
"l. 

pasii/vo.s , 

Pved e verse. <¡ve fn / ¡}/rimo f<'!s/!vo ¡11 e no ~e a,11v4- / c=.S "" 

di11i.sc r -J. o.. 11 -f: o r/ e. o¿ ('<J 117" le fl <"o/1..S/ dera.11 tÍo /"'- .s- ec1.10. ct"o IJ/ -

!)es de.. /o. J/nn,~ Gt... /Ol pnincrt>- y o..~,· m/~m" ¡//e. ele 11<J4r 
se 9- u e. fe do din'..sot' ('()hrll~ de o<' y fo es t/'f dt"n'.Jor de 

~l\; Con si Jera..n '¿ a..~oro.- lo...s ecv6-c1011~.s 0...11 fer1of'es el'~ 4. 
pr< rn ero- o.._ I~ J ll:i~o- ; d. <e.. /- peml/t/m,.. -ecvf:>-c!o~ 1 

pe1ed.-e. escrlblrse ~I'\ co1111 Com&J,,~c/qf, ///J~J di:! 
O () • P. D D p11eden se!' e//m/11a.do...s {0'7 ln-1 yr;,_,_~. 11-1

1
r11-7..J ... / r, 

--1 I (.) b' •/ /""-.s e"<'f/tt.c 1'on~.s o...n-r:er?ore.s/ po...rc... G.(>..f ~ \,, vn1>- CPh1 111,,pon 

/;/)e()... I ¿ ~ c1 y f3. 

/0 



A,:,/ ~n e.:r vn e11fero e:sc1'io.no co11 io dc-S 4.s p'cp/erlo.du 

del 11Jme.ro J en lo.. s1'.Jvt'e11-te. propo..sh./o.
1
n. 

PROP051CION 1.2.2.. 
Seo..n ..¿ 1 ~ E d'.L:tu]/ <>--/ lf1V!os (llfl le -ellos //ocerl)/ e-n-/o!!. 
CeS -e;<iJ-fe l./Jf e11-ferb s €- ac.uJ C'on 4_.s Si/Y/en -fe_y 

P'º pje.cLdes : 
.:J:) 'Jo( ~1 y p. 

'/ ó ') t'J r¡) S; $'e a'.z:wJ -lo../ r¡cn!. h c1. y ~ / v/IP/Jct"".s- ~. 
Til) f X 1.1fe11 .f y l"( ~ ?z:w J -é.o..le s 1 ve J = ol. .f 7-(3 '7 . 

Co.s e1Jfe10..s f: y St é1n;../eJ"1vierP- 9ue fie-nen /c._r p1op1edt:. 
des l:I) y (rr) .:Son 0-sc cio..JoJ. 

Lo.. prvebo- es ~!> e11do.lt11t11i~ /.._ mt's1t11- ~ cr.1,.Jpvlel"' a_,.,;//, 

evc/i~,_11, . 
A,/ ( v "'/!vlet" ,f t- -a'..cwJ o n p1cp1e dp... Je s (r) y (p") s-c 

/lo..m~ }{.C..D d.e.. ol..y~ y e.sc1i6i111'1.J (o.11(3)= S 
(es-lrido..Mt11+e set1 1~ (o1 1f')E{±$, ±wJJ.tw"tJ} ). 
Obsi-rv,.cl/n. S; (...< I (J)-:=:./ de.cimvJ f"e oly {3s11~ 

pi1!?'1o.s re~lívp.s. 
Ejen-tph. 

el 11.. c...D Je. (11+ t?w) y Je. (J-tcw) 
Como 

1-= Al( 3-nw) ..::., A/ ( ll+tzw):: /33 / ..,,,.,,fpq~~J 

ti 



11 + 1z·w _ (11+'1w) (J + zwi == fu3 f?..f'-~Y +ht-::~w = 
"3-r?W - N(J-tz.w) . 

~1Jio11ces (11+1z1.UJ 31zw)= 3-fc()) 

PRO Pos /ClfJ/J l. 2.3 

s i ( c1, ~¡ = 1 r o<. / r r1 .J (¿/y; -1o11C~ o</ '!1. 
De nt os-fro-. c..//,,. 

Como (c1. 1 ~)=l .fV1'1foJ'Jces ...r¿_xi.,fe11 f;?z .fh1 d"LtuJ 

ta.les ~ve I= ~f+p'l 1 pv1-l::et.n+o 
V\ .-f}) d 

o!.. '/' r + p J1 ;z == o . / f € r o o<'. r/ivt' e 

~(:.a\~ 6- e)_ d'1 entonces d.)ivide o.- rv~l¡viel' éomÓ/­

n~clo~ rle. e.I/,,:. o.. ::sJ f",. flJ_ -f~nelT]f1J f"'e. ol 

divl./e ó- e.so- romh',,ll- r)CJ~,; e·. e . ..1 o-! } )'\ JS 

PROPC>.SIC/c?N l. 2. Y'. 

Si J?; /V~ ~~ ... J~ soq pJl1>10J eisem~nps y 71" lit JT; 

en~on c.-e..s pot /o metJpS f O...f o-. IJIJ4.. fYJ,. "/T -e.~:~ 11 .J 

O...So<:-1' d.... do d -e. ~ • 

.D-e.mo.stro..-c./o~. 



5 i lT e.s di te re.,,-f e o- rvo) ~ 11i ero-. de los v~ /,re.s 

77,/ !! ~; . .. /111-1. t:,, 1;.11c~ lT e.s p1}_,,p t~ liv' CIH e/ 
f'"dvc.io / lT, ·!:{ · · · ~-1( e~-/, se. dt clvce. del A~cA1 J~ 
?ve. :.i (ot1(3)::.I)' (ot

1
J'l)=l ..wiP11co {o< 1 fi4')=-I) .e//i4 

ces J 
( 111 71,-71,- · · ff._, )= I y 11 ~·Pr. ··JT;.)- 77,, 

(ld~ / 23. 
Como Jí yJí,, .5()11 ¡J1f11tpJ / y 77/JT,, -'?h~;?(;~.S 

l7 y ll"¡, ..:T,I? ~u) A. do.J .J t1 es !¡v't. ! ~ m • 

PRoPO.S/C/tJN /. '3. / 

5; lT~ZFw] es pdmo.J e1Jft,11c~ exi.Tle f/11 f'!m1-r~f/4,,1./ 
p to../ ~ve N(lT)= p o A1(!7}=f ~ 
En el p>inier co..~o 7T m e.!I ~cc:i-.d1 co11 p y en e/11 In 
C()...So .l7"e.::r ()..S1c:i#..do c.011 P. 

Demo.s tr<>- ciP~: 
s~o- ~ entero ro..cÍqn1o..l(,,o-p11'1n1} .fb11-ló11ce.s 5-e.~ 

~ =. ?! f.· d<111 rÍe. P,· u prlP11-1-...tl1"1./ p1.ro..J.si~l1 

13 



Y s-op 

im p ltc..~ fJ e.. p.::= 7T 11 / p o..r fJ.- ().. /¡v11~ 01 é Ulu~ a_ p /i_ 

co..n do /'JrJl'nt~ -fene/lf().5 f "?... (,¿¡71) w r) ./ ~t//ce..s 

S; ~vc~J-e (1) /~1;11//it~ fjll!. ~-e~ v11iJ~J/.(?Aff¿,l'/Cr!!'.S 
J7"" T:::..S f7..J ()el()... cÍo e o n p . 

De.. 0-) +enetno5 91.)e. rr 110 es p._,Socio..do C0/1 p . 

Ya.. ~e-e.. si "'º~ :5-e0- 77:=:. ~4"* donde ()-c111id()..,j y 

f'- f'lnio ro.t!o110.I,... ~17"fc¡17'-~ 

p = N 7T== (!J-0 f!! r¡+) == IJ ¡;f = (?'-z. ~ P =(4j -z. 

Jo e~<>../ es o..J;vrdo y"' !/v-e. f y /sm p1im()..s- ro...t:on'1../r::.s. 

'Por -la...l\+O 7T 110 e:s ~oc.-i11...do con P omtJ ~ ... {irttu..6"'­,, . 
A con-!/nrJ1J.-c/p~ do...mo5 vn resv/l(}...do 9ve es lmpo;--fa..ni~ 

por :su no.-ÍvrA. le-i?..c-.. m/5 /7l R. 



¡ \ 

f 

PROP0.5/CJoA/ /. 3.?. 

5; 77 € UwJ -f: •I f ""- A/(!!}= f 
1 

p-pr:111, Yo..a~'"-0 
e/Jtonces 7/ -e..s pr!mo . 

.De"1o_,. t ro.do:,. 

Svpo.3 •ni os ¡ v e lT "º e; pdmo . 5 e~ 77: Y (3 /.,,d., 
N(())

1 
N(t') ~ I . 

AJ,.,.,. por h i p :fe ,ú ..5 o. J, e,,,.., ? ve A//11}.- p 
1 

f-pd'm o-~ 
ciMd-1 1 po f 4 ia..t1-!:-o : 

P= Al{TT)= JJ(~[j)=- 1{1(61)11({3)/ es ¡e ct'I' / p =- Al/Ji}N/(3) r 
YC>... , 11 ~ p-e.sprlmo fo...cr~11".J y A/0t>J

1
AJ(3:>1 . .De t:!!~-1:-.. 

m{)...nf!!Y().. le11emn f fle. 77-e.s trl1m €/f ~.c-wJ .• 

AA,,._ coqi~ndo llQ,,_ preyM-l- o..nfw'u, <oh rotaf. 

o....k ..s -ejem l'/o.s a_11-¡-¿ r?o re...s / -é e/l~/P-10.s T v ~ ~ 
1) {- + 1'[! = 3+w 

~l 3r w C::...5" trlm" e11 d'¿:w]. 
! ; 

z) ~ - t'6 _ '2-W y A/(z-c.u)= ? -e~~-?Ct:=.J "Z. ..< -

2-w c:s ,,.,o,,.,<> -e~ d".cw]. 

Observ4.C/o'n. ( I} J Q. ve primos «clono.. les .son pdmos en °7L["il(, 

f}t'r €Jemplo d po d em~$ decir ~ue IDs primo_, ro..ciono.. /es 
de le>.. forrn"'- 3n+J no.:son prfmos e17 ;;z'z::wJ?. 

~/ 

/5 

I 
1 
1 

1 
1 
' 



Observo.e/o~ c. s~t>- p E ~ e,,-IMce.s p E d".cw:L 

s;. p .es prrmo ro..c?1Jn1..I y Ao -es pdmo en &V.ccuJ 

e11Ío" ces ..se o- p == 7T 01 c/011 le tVW) Nl't)> 1/ de 
Jo ('v()..I -i:ene,,,os: p't.. M!TJll(t') e;¡-/-().11Ce.S 

P= AJ(/Tj. 
Fo r o-l:rD /0-do ::;~<>- JT:- (6-T-blJJ) eni-011 ces 

"/f:=(zo--b}7.f-3.h-z.. impltc~ fv~: p=(z6--b)-z. (mtJJ3). 

S11ptJ"_3Mtos fU e 3 ~f e.l!Ío/lc~s Ío do IJ/ meío o.) 

cv0-dr()..do rn/ d11/o 3 es O ó l J pero como 3jp J i en'-mtJs 

1ue .5ó/o_men-l:c. es .J.,.~ df!c1r,.. p.:/ (hf~rÍ.?>). 

Resvn1t0 e 11 do . 
seo- pe d" pr?mo ro...c,'on""I 

1 
c"31 pJ==1 y p 

"e/l ~Ltu.J e/1 f-o/lc~s p= / { m,cls). 

PR0Pos1cN.V 1. 3. 3. 

Se o.. n p1 f pr? mos f~Ct'ond--/es / e11-lol'/ e~ s ~ 

:t) s,. f = z (!>fo d 3) )entone.es ~ e.s r1imo en-~ rwJ. -----
.al S ; p::::. J { mo ¿-,} Jentonc.es p= 1f TT1 ~on 7T primo en 

?'.CWJ. 

2Zl) J/er;.. 9 u e 3 == -w -z(1-w)~ 1-W es prl1111 -e11 7,cwJ. 

/6 



Demo5ir0-ci/n . 

..:r) 5 i 9- e d'..cwJ 110 es rr-f mo . s o..b.e nro .l ? 11e h.,.')::::. 1 

y por obs ('2.) -1:.enemo:; file 7:::1 {morl?.i) r y<>-.pve.. 

9 = -e< "10 rÍ ~ p en hip:fa /J , Po1 Ta.11-fo ~ e~ p1:m1 en 3'.cw1. 

(:; )= (-:)t~)= t-f {J-)(-{'11 (-{'( +) =.l, 

Po ( -t o...r. -fo (-: ) ::::. j_ / h. de e ~ 0 - J es res-/ /i10 e 11!!;_ 

dro!lt,o nr//.-/, p / /o C-vo.j lfn¡J/io- f"e exis fe 0...6 2' 

-Lo..11 ve. O...."t.. := -> ( 1>1<1 rÍ p) p o I" -f. o...n-fo : 

f' ) .. •n = (,,__ r-31)(,,_,rn)=~""f tt~,,.N~w '{· 1 ~;ig} 

= { f>.<t) +z ~ { (o.d n w); i. e, p ~'~ +rw){ ¡.,y +¡w) 

5,· P {vuo. pil mo e/? ":&',cwJ ..f!A?io~ e e..s fo I" /. Z. ~ 

Pkti)t7W ~ Pk,•)nw lo que impli~o.. c¡ue 

' CJ o.-+ 1 + 3:,. w E d'L:W] lo g_ue p f ) T 

implica.. fl-U€ °'t.' y t- é z f fOí!fUe p::/==Z , 

11 



p.::::- 7T '/' c/011 d-c #y't/'. no .son vnido.des c;on /Tprlmo~ 
en-tone.es p-z.= N("ff) N(t) lmp \ico.. ~ve~ 

(1) NtTT)= p 
1 

N{l")== p, 

Cz.J N(7T)= p -z. y A.1{ ti)=- l. 

o 

he... Jo cva..1 0J,fe11~11t/J.5 {()~ hf~p 0°0 71 ff == p 

do11de 1T ~..5 prt°mtJ e11 a-' .e tu]. 

Yt'omo p:::: 7T d"' -ie.n~mtJ.s 1 t1 ~ ó'1 == 77". 

JJoto-: 5t' AJ(IT}::p e11-/;;dée.s f === I ( m"c/3) 

JII) '3...1Jme:.d10...-l:o J~ .X'3-/=0.111 

Obs~rv1-clt;~ . 

~ r (pi) T-e:/f~ll?o..Y f ve 3 =--- W -z(1-w) ~ • ............. ~ 

y AJ (¡-w) =3 ehio11 ces por 1 .. 3. 2 1-t)J.es pr!m" en 

2't:wJ. As/ de (-*) 3 es f rcd11c:.-fó d~ mtfs de vn pdm o 

en~CwJ, por lo -éo..nio 3 IJO e.s primoeisenio..no. 

/2 



COROUIRIO. 

Lo.s pdmo:; en °Z[W]son: 

I) /-W y 511' o . .socio...dos 

:II.) Los primo.s ro..cion°'/es de /o... {orm~ 31J-IZ )' .sv.5 

a.socio.dos . 
.nr) Los {o..c.-fore.s o....¡.bw de los pr;mo.5 ro...ciono..les de. 

lo.. -(0 ,,mo... 3n+ l. 

Demos-t:ro...clo~. Bo..si<>- demos-1:.r"'-r ~ve .son -1.odo.s los 
primo5.511pon30...mo..s ¡ve. 7T /vero- oiro p..rr°m~ dife-

rente o... lo.5 o..n-1..er~or~.s • 5-('.'..,.... 77 ff.::: AJ urJ € IN,, 

un prTmo, 7T lT== 

7T no e5 ono.. unido..d / yo... r ue es 

P f. • .• P. • e11-fo11ces 77}p -· p 
I 't. s_, ).-·,,. 

Co...so{l) 5 ~ P no e:> pn'tno e11 ~.cwJ por lo -la..n+o 

p = I ( mod '3J f?, }'o... ¡ve. seo'(}... a. ~vno Je- los Q.nfutorcs. 

Co..So {?) 5 i lT e~ o..so cia..do con p 'j p -:i / fmo b,~ 

p=J=z. (mod3)
1 

e,,7onu:s 77~.5 1Uocio..do de. p.=o(mod3) 

pof /o -lo..f(f..o 7T e.s o..soda..do de 3i ftt 1ue. :3 no es prTmo 

en ZCIV::1 •• 

¡q 



f EL AN 1 L Lo D [ LA s L. LA 5 E 5 R E5 I {){JA L F 5 

LCA. riocioh le. conjruenc.io.. es exiremo..do...meni-e.. Útil 

en zcwJ. 

En a' ..L"-..s clD-Sr::.s resí clo..l~.s j 11e30....11 f/h pc:{pe / 

prfrnorJ;~I. A. s0 ~ o..s e lo..s~s re5/ dvo. le.s /lfd /vi, 

'/' pueden .Set' 71Jtro-dr.1ct' d0-.s -e.n ?zwy . 
4 4'.C'wJ 

zo 



PROPOSIC/"11/ J. 'l./. 

Se.o.. 77 prt.mo e11 d'.z:w1/ el'/lf?l'!ces 

fin1fo y / ~wJ/= NlT. 

D €117().slr~ e/o~. 
13o..s-l~ //e Y r ve -lodos lo .5 ele111e;1/t;.s ho cero en 

d".zwy flcJ01?A.n vn ..! rt1f" (Á_be//,._ 11" ja.Jo /f>. mv/lt¡li e~ 
/"f¡- (f.cwJ 7 ' . / 

C../tlJ'). 

Seo- ol 6 &'.cwJ lo../ f 11 e d..=/=. o (hfo ¡77) y // /Jlf /HP/ e~7'N1 

c. es ( 771 r;>t) == / pot' -é. ().. n -/o -ex/.,.feq fo, 11 & ?z:w] -1::.o .. _/ 

1 ve. ~o( -1 71 J1 =~ésto implica.¡re (3 al;:/ ( m,n/77) y f º' 

·.· a.n-f.o al es (Jnicl~J -e 11 ~.z:":)/ .'1 J t.e.,e.s r:o.mpo _ 
_,AQ',¡:WJ 

A hor¡i. ve"'- mo s e/ 11/mero le eleme,,-/o$ ¡e1e /ie11~. 
C0..$0 (1) 

S t1pon3 ~rno.s y u e JT.- r¡. = z. (mf)cl "3) / 77 =a.-1.J w _ 

Afirm~mo..s 9ve. e/ conj11nfo Ío...-tbw/ r;so...:.t¡ y o.5b«:~J 
es un ronj~-11fo com¡;le-lo de r~pre.se11-la.11fr::.s,, CfJ)IO nJ 

me.ro -e..s <le. É.$io pfO~o.Th.¡11e. /?l.t:""]/ J_/f/7/.:#f.:::..f?. 
- T ~~~r 

z.I 



e le 111 e 11 fo:; . 

Seo.- .AJ.==0unw) ~ a'.cwJ y .5vpM,Jo..ntl75 ¡ve: 

rn:::: q.s+o... 

n=it.-1 b 

5u~-l1fí/ye11/o m
1
nen.)) l~h!l?fPJf{)e.: 

.)J=~s+o-) .¡.( 1++b)w == i(,+~(,..-1bw)a ~+bw) (m"clt¡-)/ 

....U.= (o..+bw)(,,,l).J.s¡.) /e~ decir, YtA..G a-'..c:uga.e:; ~"1.f/llU 

fe o.. un repre:s(!11fo..11f~ de./ conJ1111fP do-..do m//11/o Jj, 

Ahor~ 11e0-mo.s r11e.. fodo1 lo.s ele111e11fo5 :So/l d;rl/nr.::is. 
5upo113a.mo:J ¡ve.: 

(o..+bw)- (o.l+b'wJlrnvJ¡) 1 clo11'-'. o~o.¿_<¡. 1 0~0. 1'~1 
o!:: b.c.i y os. b 1..:..¡., ~11./Mce.s ("--"'-')+(b-J.')w :=o Cnr""-f¿ 

uJ-.;,, Í(T)+(J!f)w],; ?(cwJ 

ob feriemos ¡ve (o-t) 1 ~b-/~ €. ~. 5 eo..11 o..~a'~o 

y h~b 1¿0 ésto impfrco.~ue: 
' I ¡, ,, I 

"~ o.--o. 1 <.. ~ y o:: b- b < !/ .J o !!: ().,-t .t!_ / y o~-¡-< .J 

entone.es '1::..:..!!:.. 1-o y b-'1'=" f"' #-;pu -1..o...,,-fo S.=1.1y¿::¿~ 
'I - 1 

Resv1>1i~11Jo, los r~prc.u11la..11fc=.s Je/ cc11jv11fo 517n dt.Y/¡11-/o.f }' 

e, ••_ <on j••f¡, . <•m1lei_•. ,/e '<P'°" nÍ.h f., ele :Z ~J:WJ 

z..z 



'. '·. _.; ·-

: ¡' 

··, í ,; 

Co..so (?.). 511pon30..mos ~ve. A/7T-P 1 p-pr1tnD f"-Cfo11tt.-J. 

A.f'irm,.mo.:r fve : lo,71'i'1 
.. :; p-t¡f-1} ~s f/ll cMjwrto com1/e.-Ío 

de repf-e.sent o....n-Í:es d-e ~J 1 ~s /, 
probo..r~ ~ue itene p::::l.llT e/.eme/f-ltJ.s. 

/1-ec/.rnoslo: 
5~o- 1f= o...+li W y A/17:::=f I por-f..o...nto p.::- ,,._-i-o...b fb ~·---·~ 
d ~ /o CfJo./ -t~11~/lf~S f ve. f {h. 
Po(q V -e s; p 1 b .1 y p = A_?-o..b t b / e11-IM~r!'.S a.-z:= o( 11(dd p) 

/o n10.../ es 'l"'posiJ/f!. Por -Lo...n-1:.o Pjb /e11íP11ces (P 1bh=·'· 

~o- ..AA.=(m+nw)t::Z..cwJ y (f
1
b)::I -enfcMce.s e.tKr$i~ 

Z.3 

e€~ -t(j._/ r(I~ be:;;:. n f modp) ·--···-~). As/J 
..A)-cTT==Chltnw)- c..(0,...¡bw)=m-lnW-c&>..-(c.J}w1 e$ de"J 
...»..-c.7T := (mt11w-c.o--nw) {¡nodP) ;fJOf ('1}{11 : • 

....u..-cl7 =- (1t1-co-.) (m 0 dp) / o.s/ Íen lrent()J fve 
/ -

..M. - c7T= { h1 -ce.-)+ p-f: p o...rc;... o.l¡v11 t ~ 2 1 ¡.:::-77 ff,, 

= (!>1-o.) -flT(iiiJ /es de.en 

.»....-c71 = (m-c~) (m11J JT) - - --
~*tJ . __ .... ----~-----· 



A J, n o. , .s e ()... } { Z y )- 5 p + r / clM el e o _e::. r < p .J 

en fon ces J = y ( mo ¿ p) / m pi/e-e- f ve. /:=Y (m" J 77J 
con .,en-f~ro. Co !no J es o..rb/TrOJto y por (ifX-) -ée~ 

mo~ 1 ue JJ :::=- r (me d. TT) 
1 

e/oh Je.. r G {o/ 1
1 
~ ••• 

1
f=i]. 

A.5/ i.o do elem~11-fo rle. a'.cwJ e.,- c"".Jrve/lfc o... vn 

elemenfo de ~ '01 1¡ - ., p-1} MÍ cl~lo ~ /T pd m~. 

A [,·f mo.1>10J 9 G1e : o 1 T 1 t./ __ ./ p-1 .:7on /,·,,.f/11-f()..s "'"[(;4 í7, 

5 u pon; o..m.o5 ¡ve no/ es de "'r r¡ u e : 

r= r '( 1>1" J7T) e11to11ce.s r-r'= 'tTT 1 !1 é- ~;::.wJ)' 
o .s r < p :! o~,.'.::. f.1 en-fe,,.".:s Je's1:o tmplico.. f "e : 

N ( r-r'J = N {! rr). • •• (r-rJ "? f AJ 1' .J JI"" ¡ve /.l IT;;.p ..J 

po( lo..n-lo P 1~-rj'?. ::::=P P/ t-r' -1 r:E1'{m1r!f)/ es J,,;~ 

r.= r, por .!5 t>r 

A sl e,/ nJ mero 

F pirmo ro.c.?o;,o../. 

C.o-..so@) S-ec- iT=l-W..J h"'-y .pf/e. ve~pC/e: 

AJ ¡r = ,f) (1-w) "' s e/ ,,¡ "'"' J • e/•"' u-fo..s .¿ _z.,J • 
Por lo o..n-fedor 1 propo1110 f"e. lo,1,1J~{z"iY.ceuJ) 



Vemos ~ue~ /-W= /+r-i)w 1 3==N{1-w)=l-z.-1l-1) +t-1)"l-

Y 3
) (-1); es de ci r1 ( 3

1
-1)= l

1 
por to..nto existe. 

e EL ta/ ~ue cl-1)= n (mod3). 

SeCL ..AJ..== m+-fJ W . A.sí ..Al-e (1-w) = rn+nw-c-c w :. 
JJ..-c(1-w)={rn-cw-c+cw) (mod 3) entonces 
A=- m- c. ( rn o d /-W) ' m, e € 2 ...... ~ ......... ú )) 

es dec.ir_, cuo../~uier elemerrto deilwJ es con3rue1d::e 

a. un enf.ero/ m-c1 ro.c~ono-./ m/dulo {J-w). 

Ahoro... seo. ..Q. E. 2 -t. o./ que. : 1= 35-f r .,1 o ~ r ¿_ 3 _, 

entonces J= r (mod 3) Implico. ~ve )= r (mod 1-wlfJ.). 

Como J {ue o..rhi-/:ro..rio y es con3rven-l:e 0-. r mo'do/IJ ú-w). 
be (1) y("4 ob f-e.nemos ~ue: 

.....ti= ( (rnoJ 1-W)__, dan de. (E [o, /1 -:z.}.J pof Consi 

_L '\ _ -J /'\__ ?LEuJ1 
2uienie '1.0, 1, z -- i-w) d'LwJ y 

I 
¿' .. nu'J I= N 7T =. tV (;-w)::: 3 aJ m~ro de elemen-fos. 11 
Q-wJ 2'Lt.u) ./ 

Vea.mo.s no estro u /timo re su H:o..do €n eAe co..pf t 11/11. 



COROLARIO 

I} Sea. Tr (o...+bw) primo. Si p=o..'--o.b+bz. .=A!{!íj 
p primo rn.ciono../. Entonces 

(~wJ) ~ IJ¡; ~ donde !fp es el co.mpo fini./:o 

con p e/em e.n-Í:os. 

JQs; NTT-p~En-l:onces ( ~w0~!f~, donde 

lli'- e.s elco..mpo fi11i-l:o c.on p'L-e/ementos. 

n:Qs i 7T: ú-w). t=nfonc.e.s ('?Lz~ J ~ /G 
4w);lll.U] • 

d. 6 



CA PI T LJ l O DO 5 / 5 UH A s DE ¡;A U 5 .s Y :JA Có B l 

S l. CRR.Ac. TER[ 5 H lJ L TI PL 1 e f1 Ti Yos. 

Definicio1
f1 • U11 co.r:.C.. fe.r mr; /-hp l1'c.o...fi'110 sobre. ~ (co..m po ) 

e.s un homomorfismo. 
rr* ([['*. 7- : 1rf 

f/ ConJvnl-o de co...r0-cte.res de frp 
/r; menos ;Z(o...)=(~) .s/mbd~ de Le3endre. 
y C(o...)=:/ -f<'(f.. €?/..J .50/J ejemf/o..5 de. caJ0-c.Tel"<::..J .s~he.~. 

A A oro.. exfe11dem1Js /o... de[/17/ci/o !2:- -lo o~ ~ • C(o):::: / y 

s / Z-=/: e (2 t? To /Jce.s Z{o) =o. Veo...rndS nt.Je.5 lr"cJ p,../ mu re..s11/IP..do. 

PROPOSIC:lóN :2./. / 

5eQ 7- co.rc{c.+er mu#!plic.o....J.ivo y o- ¿.-ff~ en-lo/lce.s 

.I) :z (/) = / . 
TL) ?'.'.Cl\..) es uno.. ro..../i". (p-') ~5/m~ de. /().. ur;/da..d. 

m) ;z {a.-•) === :z ( 0.)-1 == :zc~ 

f) e mosf rf}...c.//n. 

I) ZCl/=Z(i·l)=-2ll)'):(í) ,e,n/o/Jc:e..s Z(/)==/. 

) 
7' _¡ //-

1
_-/ (m,,df.) y .IJ. 5 e o,_ o._ E. /jC .1!m I CJ li G e..5 LA.. ') 

i ==- x c1 J = :z ( ª{'-) == J. 0-Y: i 



IJI.) Se cµf1·rmo... r¡1u:: Z (a.-1}= ;((o..)'-1= Z(aJ. 

Como /::: J:(!}-::: rr a. rt')= z(pj z (a-y .en-Ion C~.5 ;l(o.~V:=Jí;)~ 

A ho r a. por (JI) J ( o.t-'== / y o..5Í / :l (o.)/::=: 1 / ademcÚ 

J l(o.)j :_ l(o..) l(a.)J enfonc.c.s I= ,Z{o..)j(a). 

Por tan to Z {o.)-':-.::. -;t(o..) ~ y !e: artJl : 

2 {o..:.')= 7! (a.f1
;:::: z (e1\, 

PROPOSICJON :1. J. 2. 
Seo... X c.o..rcf..c.fef' mo/f/p/ic.c.-fii1(). 

I) S t Z-:::f: [ entonces > 'J!.{f_):::o 
~lFp 

"JI. s r J: =- e e n +o ne e .s + 7 (t. ) -:;;:: p. 

Demos-tro...uó~. 

I. Si 7--4:C eXi5fe a.t.F¡1 -1:.o.lrue. Z{o.)=/:S.oJ-1. 

Sea. T:= L Zlé:) J e
1

n-lonces 
f. E lFp 

;l(a/f:.- ~oJI: :Ztt) =2:: ;lfa.:t)= T 1 por lo io..nio 
i E. /Fp -f: E. ¡¡¡, 

T (X~-·)= 0 y ?J.t>..)=/= 11 o..s! ~ve T-:-- o. 



De.finicio'n. Sea.n z )'A. ca.ra.c.-feres sobre. /l"p. Entonces 

Z/..: ;z:¡,:tc ____. ~*" defillido. por :Z:l(á.)=: }$.)A(a.). 

z-1 
.. !7f 1---) (j[t de finidtJ- por 2-'(o.)= 7 { ó.-9 • 

5 on ca.ro.e -fe res mv lli¡/ic.,,.. flvtJs ..5" b re /Ff--f.:¡j. 

Sea.. ¡;-e/ conJvn fo /ormo..do por -1:.odo.s /o.$ CO..l"'~eres 5obre 

~/ enfonc~.s por lo a..nÍerfor ..b' /:íene e5trvcl1Jr().. de --

~rupo, y eÍ s/jllÍenf..e resulto....do no.s do- UJ?o... desuip_ 

• / i d r 
flOn ma.5 pre C¡'5c;... e .O. 

PfiOP05/Cf ON d.. J. 3. 
Ee.svn3rufo c./c.bªo de orden p-1. 

s t a. E.~ )' a. =F I entone.es e¡iste un co..rcfc.-fer :Z 

i a.I ~ ue ?:-. (o..)=/:=. l. 

f) e rnos-l.ro...cio'n. 

So..bemo.5 r¡ve.17f 4 es c../c/lco. En-fonces s~o- ,3t.F/" 
9ene ro..dor y a.t E;* e ua.l¡vi e.ro--,,, o..s/ ¡(/e a.==-~ j 
pa.r a. alguno.. ) é d'. 

1 
Por o-l-ro /0-Jo .seo... Z éf e/llo/Jces :Zé--J=== Zf3) J 1° 



lo cv._I si9n;fi«>- que. ;:/'(e-) depende 50/0 del vo../,1 de 21S), 

como 1(0) es vno.. ~r- 1) -r~/-¿ de la unido.d 1 por 2.1.11 y 

¡¡¡*-/:)ene ~(i-') 5enero.-dores1 efl-1: onces h~y ,,,_ ;, mo'.> 

lf ( p-•) ca.ro.de res 
1 

por --lo.n-fo JsJ ~ p-1. 
~ 

Definimos 0-hor0- /?.(a.k):::: E.. p-t .,e " .¡ J JI\ 5Uíl Co..fa.C er y 

e s.f.O: bien definido. Se 0- r¡ ==' o(;¡) e 1,-i. º"e es 

n:::o(?..)~O{.E")~p-1 ./ i.e. 1 17.sp-J ....... ~1). 

Po r of. ro 10- do -/:e ne mo s q ve ;{ °{~) == cJ:"'ffor) ::=. / 1 '-e., 
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zffi6:Eí) •• r-1\ . e ~ ¡ S 1 1 íl I /o cv<>-f 5j~ni fi<~ 9 ve p-I ~ n .... (,J, 

De(1)y(z.) n==P-1; por-l:o..n-1:.o }E}:::::p-1 yG==<?.>. 

COROLARIO . 
.5 i O....é '!Fp!F y o..=Fl J en tone.. e 5 J:. ;e (o..) = O. 

:t~E 

D emoYtro...c.io'n. 
Por 2.1. 3 exi5./:.e ;;r co...r~c.-fer -to..! que 

j 



A(o..)-1:1:0. Seo. T:= L ,2:'(a) / e/Jlonc.e:s : 
;t 

2P.JT Á(~L -:Z(oJ = L:,A;{'{o.) = T pot lo to.fl fo 
7:€5 A~tE 

}.~)T::::::.T 1b?pllco.. ~(Je T(//.(oJ-1).=o y T=-o. 

Ahoro... veremos que /o.5 co..ro..cfere.s -l:.ienen re/A.e/o~ con el 

estvd.io de ctefto..s ecvo..c.ione.s diofa.n-lina.s. 

Seo... XI'/== o_ po.r a. Qé /fr' . .Se s~be r¡(le es-1-o. etvg.. 

<;jof? -llene .:solvc!one.s :s!t ~ .= J ( rno J p) 
1 

el onde 

d::(n 1p-1)/ y .si Í.iene uno. .50/(J(Jo~ entonces ex/den 

d-.sol1Jdone.s exo..cl:o.men-1:.e. 

LJ-/:¡ I i c.a.remo.s lo anterior en el si3ulen te. resv ltado. 

PROPOSICION :2./. f. 
Si a.~;,:*/ 11/p-i y xi] a. no es s,,!ulile ./ entonce..s exis-

-1:. e un carie.ter ;< i:a..1 que : 

::r) 21)= e 
II.) Z(o..) =l= /. 

}) emo.,-1:.r()..c.i/n. 
Seo...~D1J3enero..dor- de5 y311n5enero...dor de~' 
defi1Jimos 2: =A~ e'1-l.onc.es ;t€..b. //eo..11fo$ ¡ve 

3/ 



se <.umplen trJ y(a). 
E:::l 2'1Ti" ..1 

Por :2.1. :;_ :Z (9) = A 11 (q )=== e ~ 

o..horo. por h;páte.sis x"- o..(rnpdp) /Jo ~..5 ,5()/vj/e)esdec/(:, 

xº == 9
1 tmod p) 170 es _,,1u;,1., ,_ ,,, ( ~f ~ ¡ si; 1 J J 

..¡ z;r/.J_ 
por {a.n f.o Z~) = ;t(3) = e /]-=/:= 1,, i.e ·.1 Z{aJ ==/= /. 

f.s clo..'ro 111e 7.IJ==. € 11 

PRO PO SI CION 1)_ ./. 5. 
Po.ro.. O..€:.!Fp .1 seo.. N(x"::::o.) e[ nJmero de:sol11c.7011es de l ... ec11~ 

c.//// ,Xt/-o..(modp), 5 í fl/p-1 ea-fonc.es N{x"=:o.}:::=L.ZW. 
J ,, 

A l d J • • / :t ::=é 
na. ; i!.Qre.mo:s por .5e po..ra-. o tos 51!]fJ/et1te.s r:.o.sos: 

(o.) Si o..:::o y x''-o (modp) en-fonc<!.s L. 'Z(o);;:: I _ 
11:€ 

(bJ Si a.:f:.o y x"::::o..lmodf) es .:solv/,le errl:.onc.es L':Zla.J::::n. 
J:.'l=l. 

(e) Si o..:f: o y x"= o..(mod pl /Jo es sJ'Jb/e eafMces L :ZGi-J==o 
):."=<:. 

Demos t 10..c.Í dn. 

(o.) Clo..ro.mente N(/'~a (modf)) = / J por lo -f:.u..n-1:.o 

L .Z(o)::: C(o) -f 'J. 1{ü) .¡.1:~0)+· .. +X"-1(0) == I + J:.~)-f ·· ·+1'&>) = / y 
Z"=c ,..., ) ¡ N ( ;r.'1:::: o) = L ;.e (o = . 

.J."=é 



N ( X11
:::. o-..) == f) • 

Po( O~YO lo-.do I romo x"'=o-- €-" .5()/c;jk / e,,ilonc~...s ex/...s-Te. 

bG F/ -lo./ que b t¡::: o.. ( rno d f) . 5 '(;<J.. J::. é .b -é a,/ 1- v-e 

'Z ".:: [ e11-t. 01/ e~ s z (o..) =:: Z. 11 
( b) == e (J)=~ .fv~Jº 

z.. :X 0-J == ¿__ 1 ==- /'}. 
{"..:: é ;('=e 

e) si 0-=l=o y x"=°'- C1>1or/.p) no 5o/vblc. en?ánces a.-=/=I y p~'(' 
2.1.3 ex:sfe. ~ E.h--fo..I ~ve ~~=/= / y f'= € · 

Lonsidero T:= {~!ir/ ~"=C} 
rr t -' 1 ¡ e/1¡ ....1.. 5 ,· ¿ f> == /1 p / e. ,xi 5 1 e z fC .J.: z: "- 1 ()e Z(JJ=- e .,1 e,., /o"' e r:!5 

O(');}=n/e5 deco'( I 'X 17
=é }' pot-é.<J..nio T-::J Lz;:r;z; ... ".I z/1-3.J. 

Ahor~ ~vpo1130..rno.s roe r'h:c ( f1::T) / donde O('f)=d./ d/11 y 

COl110 d.fp-1 fenemo..s 9ue <'°f) 1::.5 f(/b3r11po de<'.:::<">_, 

Q.5/ ~ue lfE< X) / por lo io..nTo T= <2'). AhortJ-

Se0- JI:::: t p J'.¡ /,·=o,~ ?.1 • .. ~ "~} e;11/o/J ces /!-\ ¡;- { 11 e! s 

5rJÍJ3rvpo J€.. A)_,, '0(/1)-= n )' fº' -La...n-1:. o /1 =T. 

'Por lo a.~+er11or ~lo.J L ~t'(~)=Z°~ 1Pt('1.) =L lfYoJ.l e,,To11ce.s 
~.¡-ET f 'ET pi'e-T 

2= Y1(~)[~~J-J-= º y z:_ ~*ci:Y =o .• 
rfe:T 
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N (X~== (d tttO J f )J = 1 + ( ~) . 
Donde ( ~J es e/ :>irnbo/o de Le..3endre y <"011 el .so h.1e_ 

enfendida de. ~<1e (-%}-:::::.o. 

§ ~ SUMRS DE EllUSS 

f 
'27T/ _.Ll 

Seo... = e--r J a. e Jf. s ,° .b E o... e/J 70rJCe5 

b f b Ja.+py 
= C\..-tp~ po.lO.. a.l9vn0- ieZ 

1 
par lo -t.a..n-Ío _ == ::: 

= r°' Jf~ == f°'-. y lo-- s/3vie11fe def;iJ/ciofi liene. 

sen-//dt>. 

De/inicio!,,. S e0- 'Z co...r:..cfel' .Sobre Jli y t;;.. 6 ~.,. : 
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D emo:siro..c1º0"1 

(o.so Ol. 5; x:::::y (modp)' -en-/:oJtcr::s P./o..(x-YJ
1 

por-la.n-fo 

o..(:<-Y)= p k po...rv. o..lgJn k&-Z. E11lo.11Ce!'.5 fer¡e/77.?.S 

f 
Q..(x-Y) rf 1<_ ?Ji1'_f!:: 

~ve ::::: == ~ f == / .J p of c011 siy(/i en-le: : 

f i.f Ja.ex-Y) == p-'f 1 == p-1 p == 1 . 
O..::o ~~o 

r·'{[.. {c'"')=r-'[¡º+ !~f'+-- ·+ !P"'] =(!o=º 

Yct 1 ()~ ó = f ~I== ft-1)(r ('-J rp-~ ... -f f '+ ¡j € 11lo11c~.s 1-1=~· 

'f p-1 rP·"l o 
o t + '•' + J = O /pero co11H f-1-=/= O -l: .ie.11 eh?".S ¡ve 

p-1 f-1 ' 1 fo J +f + .. ·+f + = 0 .• 

PRO P05 / C!OAI :¿.;).. /. 
I) S ¡ 0-.:f:o y ?t=f=. é.- en fbn e ~s 9o.. (;t) = ,Z(~-'l 9, (;t) . 
.Ir) 5; 0-::/::0 }' °J'.'= ~ ehiM~~.s 9a.. (C)=o . 

.zzz.) Si .,_=o y?:.-=/:= E:: e117011c.e5 f}
0

(;zj ==.o. 
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D emos-l..r0-c~ol,,;. 
I) 5 ¡ o-=Fo y X=F € -e11to11c.es :ZCoJ =J=o ./ fi.Jt!..11 do77oJ 

T:a.. e;,, i 
en: :t'(G0 9 Q:) = JNL-J{éJ f == L..;r(o.-U f == g (X) 

li. f ó.t I 

tenemos que.: ~o..(;:'.).:::: -X,(().-~ 0, (;x). 

ll) ~ e o== 2: €lt)f6-+ _ ¿Ja..1-=fº+ !~ --· + f P-1 º. 
o... -t -t. 

lll.) Po1 Z.1. '2 9
0 

(X):::=o. 

ot 
J12) 9º UJ = ¿_ é té) f ::: ¿_ I -== P.,, 

-1: t ~ lfp 

5, (X) por 9 CJ:). 

Oh set/111..clo~ _ 
-- -- ~ -- -o..-1:. 
30.. (-X) =-F :X«-J f = F X<-t:J f . 

PRDP05ICION 2.-z. 2.Si '}!=/:"['/ e;¡fc)/}ces Í9c-x)f=rp?. 
nemo s-lro... c.1' "~. ' 

5i a..=o y 'X=/: [ e11io1Jc.~.5 por Z.Z./.{lll). 3
0 

(:X)= 0 I 

e!J e5te C."-So M hA.y ij110../do...d. 

Por -l:.r;..nfo 5vpo1130-mo.s ¡ve o..=/=o y X-4 e I poi' 2.z.1.á::J 



90,. (;:-) -=X {o:') 9 ex) en-Ion Ct!5 .9"' (X)= ;vil-•) 3 (:tJ = ;{' (o_-) 9 txJ 

== ;t Co.t, 9 (X) 

== 7.(o..) g cxJ / pd c..1.1,, 

:::= /t' (aj 3 ( ?C) / e s de. e t' ~ 

d (-X)-=X(o..)9CXJ. Pof co11si_J11:en-l:e 9 (x)a(X) == do. ~ ~ 

-::: ~ (o.-') 9 (X)~ ( "-) 3 (X)= 2' (o.-~Á ("-)J (;rJ JtX)= j(;{) JM-=} grif· 

e11fonc.e5 ¿ 3 (;~:)a (-x) ==L J _qtx)ll. fp-,) / sc~>J ~-----úl. 
°'- O- Jo... o... 

y por 0 fro /o...do -fenemos 5111e: 

- o...x-~y 

~ ('¡{)q (¡().=:LL -;((x) ;f(Y) f ( porobs.a.nferior) 
"- do- X y 

Cl.(X-Y) 
-=-L L 'Xü) 'J:(yj J ..J e4-/o4ceJ' 

X y 
- G.(X-Y) -
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X: 9 (i) 9. ("x) = L: 2:. L ;l(x) ;((Y} f = Z X- ;íú} ;ffy) pf(~¡) 
o... o..¡;. o...,xy X)' / 

por Lem4- ?. J. C:om~ X-:=f(ht~!1J e47'oNe:.s ;((x):;:;/(f~}1 por 

-t.OJlt.o 'Z(x );(rvr' // (!J" d~,,. ~ ;?tx) 7'f y)= / Á e"~./ 
j tn f liCt>- ~u e : L... 3 (X) a (XJ = pZ. ¿ ::trxJ 'Xf rJ = p ¿: L: '= f tp-1)_ ... {d 

o.... o... Jo.. X y X y 

/3v~Jo...n do (/) y (e},. f ehenw.: t ve : / .3 (X)/- JP7 . ., 



j(: ~*-J <!l~ 
q 1------i X CaJ 

De»tos tro.d¿. .¿ 

~ (:tJ =- z: Z{éJ J-t= L Xr-d J:(-t) f- ;((-lj ¿ l/.-t)j-f: 
- ) -t - ~ ~¡ t:)f-tt - /::;,1 

--:- X(-iJ z- X (-t: f =- X(-1J L z i:é) ==Xt-iJ a~ 
t. - -l=-t.¡¡ cJ '_,/ 

do;¡de. -Í=til/ poi' lo Í:a.'1-lo 9c-;c;) =:; %(-i):J(;t~.:=:- ..:-

= ;z (-1) 9 (xj. --- {j)_ 

fo r o fro /,,_d,/ 7 (-1) = X (-1) y ¡ = ?< r-} = ?'.á-iH-,!) =X t-{; 

entor;c.r::..s /= .J:'(-1}/z. ~s d~ci'; ;((-,).:=::=± )_,. ..ro.J ~7'v,n:4 c1o 

en I! J o/, Tene»,os ¡ve [~ (l.) = :i: 3 {X) l.. 
Obsc:rtto..C/M (zj. 3W 3{~) = ± p =-X (-1) f. 

F = .3 e;>:) JW = 9 cx)[)::'(-1) 9 (:t)J enTMC<:.5 p = ;((-1){jc-¡.Jj(V1. 

Hv!-1,p¡,·c._ndo 'p" ::t r-1
) -1. enemo.s y•e. / 31;rJ9lxJ= Xf-1) P l .• 
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f] SUMAS DE ""J'ACOB 1 

Cons1cleremos lo.. e(CJ()..U"~ x\ y,__/ .s1hrc=.. ?f. S-ee.-

N( x"l+y'!-1) e} nJm~ro de. Sokct'one:.s (x1 ~) 6~.%.Pfo de 

X1
-t Y~ I . fl /J e>.. de J~11+e pt~ .bo..rernc s f 11~ 

kt( ) {f>+I s: p = 3 (mod~) 
l\J )(tty -z_, = 

p-1 e:...; p:= /(n1Pcl~) 
.......... (!) 

Co11sjderemo.J el re.s(l4J~ o.nter!dr com~ dado /notemos ¡fle 
en ff" lo...s .S"o;.,C:M~S ele/,._ ~(CltrCI-¿, ¡j'

7
-f y?_/ .S()n 

(o,1)/ (~o)l(~í'1fo_,f), ro,. ,,-f,, / ... J, o..plico.nJ1 la .fo~/Hv!A(t) 

obteoemos fu e pcu ci- p::: s J N( x t¡. y1= 1) == s-J-== t'. 

Rhor1. vea.Mos If11e el 11Jmero de .so/11c:,,,e.s Je le.. ~(llo.CÍ()~ xi Y'l=I 

.>obre .Jf" :se pvede a.poxirn~r: 

Como Jl(x''1y'h1)===L: Al(x'3 e-.) ¡1/(y1j) ,/ln,./iamos ?e-.s1.s: 
<Hb=/ 

e,,..,,º a:;, 
'5¡ p =z(rnoJ. "3) e11fo1J ce..s x"- a. (m11J p) €' ,ofvJ/e ~~Jf: 
y~ r fl e. x"'= a. ( ltu J p) .¡.,·e.n~ s.lcuío',, tM/rp.. f"-f().. ('(1...J,. p.. El/., 

~ ~ 
-1 arº' Fe.. o. = I lino el p) y /:: J:; (f-t, "')Y K :o (mtJ d p) .s1lvilc .J 



(p-k) f( <+1) :::: / { "'' J p) / lo,.,/, /., k" p-< for -/,,_,-fo 

Z IVCx' ,,_)#(y'=!)= p-< / enf..,.,._,. -/ e"e~u ;zve 

C-·4·o 1 b-:l-o 

2=.AJ(x'=0-)IJ!;'~b)=p = A!(x3ty3-1) /Y"- ¡v~ 
0-f/=o....¡.J,=/ y 

1(/~ fo..lh.Jd...11, 

c._s. cü s; P= !{ ,,,,¿,) , fo/ z. 1.3 fe,,e,,,o.r _,,,.,,,: 

a.J_gj;¡ 

As; 

k €- 2. 

;f .4 ~""' ____, tfl."* /<!¡;~//~ fº r 

217 t' k. 

}((j!c.)=: e "'.3 / k.=g~<_,--./ f-z,, 



, 

' ··~··" ~- .. ' .. : ,_ ...... :... ·' ·--' -· -~" ·-·-··'··- ~ -

<¡ I 

. 1 -~ 

. 1. 

Gmo ejemplo a.l co...so@
1 

veo-mos /-.. s ~º 4c-lone.s ~ 14>- er<1tldo~ 
x"'-+y'hl .5obrc. #{. Nofe111~ fdmero ¡ve esfo...s sin_,, 

~ (o,1),C~}; ( i,o\(e/z.),, ( o
1 
?J))~ o)]/es dedr .son ' (ver to.blo.. 'iz.r.1). 

Poe:s-J.o ~ve <.'3):::::.J/) y 'J..:J{.f~ <Ir; de/iniJo 

l'¡I (-:z k) = ~ e 0"1 o /'-' J e -~ / k =:o," ~ ~ is/ e .Y (111 J e11~ 

ro.clor del Jni'co suJ,jrvpc /./ de .F de orde,, ~ e11iu~e.S 

Cor.si Jera. n do 1 ve {e a,!J f: /J¡ x/f:f ) o.+/.:::. i] ::: lro,1i('l11i(~(611)¡{~~ 
(5"3)/(ty)} ( llU .f~.b/,_ (.7.1.1) y °'- dem/..>: 

~ z¡:i. 
.Z{z.) =;t {3?.)= e~-= - e '3; 

:zY t) = e.zifi. · ,, 
%{") = X (3 3

):::: 1; 

J{t)= /; 
) 

/t>/7.Í. $1. 
~(s} =A{Jr::::: e 3 = -e.3 

~ 
zt{..sJ =e~ :. 

~ 
;t(3)= e. 3 ; 



) 
í?/// ~ 

Z(J) == )! {;Y = e 3 
:::::: e "' _,, 

Át(r) = - e.'·:i". 

y 5VfMfwlo f' ve ¡(/ (x't f '=t) _ .J~ ~ ( ~} '( ~) xJ (J~ y 

/tJ (xJ+ y 3 1)= 6/ e4~-?ces .± ± ¿__;K,'f..J J:".0) :::::=: 

=L._ [¿:(aj [(J>) + C(c..J XM f C§J X (J,) 1- 2C~ é(b) f ,Z(GV J CJ.>+Z (t1..)X;:Cb) t 
~+b =-/ 

+ 2 2( o.) C(b)f): Z(o..)ít(6Jf?:. '<(o.) z Y6)]=-
=(E(o) ~ (!) t €(o) ')(. (!) -f C(o) X t t) +?:.(o) [(1 J-t ;f(pJ ;<{1 / + 'X@J ;(y;) +ZC~J {(Jj t 

+:<: '~) Xú )+:?'}o) ,{'z.o)) + 

+(E(iJ €0) +cu) X{4J + coJX'ro)+'XíJJ[§.l+ Jc1J Z~J.f Jf1Jít~J +z&; é(9J+:tlr1.rco1 ft?11:r@~ 
+([&.)€ (!)+ l(<)X~}f{(tJXY()+l(?J[(f)+JJY~) f):/l/ZYt)+ X Ye)é@")ü(~X~)f ¡{' Nl~J) 

~a~)rnJ + crcJxczJ +- &M xY4Flf!k~J .¡. zrr):<(zJf XfJx'{t.>+1. Ytj({<)fl' ~)l{zJ.¡.;((6},ttr~ 
+(:<3) us:) f [(u ~11 {(3J~rs)f ?::.r1J [{Jl + x(~J X(]"/i-t?'~JJ:'Y.r)fXtJ) frJ+Xt)XtsJ+Z(3) XhJ} 

-+(r.c5) t\.3J+l(sJX6)+.:c.s):t13HJ'éJ Cél t-~(í)Xó) +'XfJ.Zb) +~z(.s)!(3)+J~5)XC3) +-XtsJz~ 

+(a'!JcCrJ 1-cu1)Xr'l)ff(0:t"rY) + ;urJc&J-1 -xed ;urJ + xr~JxY ~)+Jfy}f61)f lt(r)lo)+J1ryJJ'cv) 



13(1+ et'.... E!!) + 3 (,fe-¿;-)+ 3(1+ e- di-) = 
= 6 + J (; - i -iE - .L + i.5"J + 3 I¡ _ 1- - L5 - J_ + ; 6) 1 

::i. -z -z.. t ¡ -z -z. -z. -:::Z::- T 

+3(/-t+~ -1:-if!)+3{;-=t+'.;3-:t-~)+ 

_dl-:k+.lfi _J_ - 1'6) - 6 como over/a.m~.s. 
T1, -Z -z.. -z.. - J 7 

fo( tan fo el¡ ¡¡ -!:.ene11to.S f cJe .:se Ctltnrfle ¡(/e 

N(x+r==1) ="t.-f(~, :;(( .. )XYb))= 6 .... 

Ta.blo.. 2.2.1.1. 

( 0
1 
o),. ( 0

1 
1), ( 0

1 
z)., ( 0

1
3)

1 
( 01 1.1) /o,. s),, ( ó_,, 6) 

(1,0), (1,1J,(!,i>J(1,3),. (~9))~5~ (~6) 
(~o)/ (z

1
1)

1
(z

1
i)/ (?;3~ (11 'l)1 (11;)/(z1 6) 

(3_,0)
1

(J,.1),, (3,, z) .1 {¿3),, ("J 91 (~ 5) ./ (~ tJ 
(~0)1 {1/¡1),, (Y/l~ (~3¿ (t~)1 (t,;)J (tt) 

(~o)J (E
1

1)
1 
(~l).1 (~3)/ (¿~(;;_5t (~1) 

(~o),,c~D/t~4 (~3).1 ft...'ltft/5)/ f~t) 



De{i nic.io~. S eo.n 'J y J. ca.ra..cf e re. 5 .5ühre fp e /J 1~11 e es 

J*(XJ;;¡)= L2.(o.) :::i~). Se le co1Joce c:mo 5ul'dtL de -:Sa..cof)I•. 
~+b=l " 

Tcorema 1. Sean Z JA CC1Jo...c.fete5 i • • I t:- ..J. Oú 711t-'1a., es . 1?1aJJce:s 

4 :J:) ~([,[)= p 

ll) J"([).) :::O_ 

IIL) J ( :z / J:'-) =: - :Z {- 1) . 

JJZ) Si "}:Ji=f. é./ e1Jfo17ce.s 

De mostra.c.io~. 
:r.) )"" (€

1 
l) = L' l -== p o Pº r :;¿. /. Q • II 

a.+b:: 1 

o..,b' Jf 

ll) "S ( [, ;?) =- 2 ;l {b) =: o 
.btff,, 

por 2. J. z.r 

m.) e o mo 7!. ('?) f-Z{!) + J{zJ +··-- + z (f-'l.J + ;(( p .-1~ =o/ es de e:;, 

,Z@) + %{!}+/({?..)+· .. + 'X(p-z.)+ xr-1) = s, en-lo~ce_r 

-;l::.(o)-f'X(;)..¡. '):(z)-1-· ·• + ;z (p-<-)= -'}::f- 1). PoY f.o.n-fo 

L. '}!.(e)=- -~(-iJ .. -1.i). Se.o.- e = 1~ imp/¡c,,,,, a.=:::_. 
' -o.. "" C=f-1 



Por ta.n-l:o :J(:x
1 
:z- 1)== -:Z(-1). 

rr:)S(z)~(;¡)=lf Zlo!lf}~;ur)f) = 

==L 2= ~ cx)A(YJ J=<+~L~ ~(x)::Z(YTI J~ ..... 11> 
.X. y t x.+Y= t 

A no.,/¡ e.o.remos 

e ~s ºo) 
Si -1: =o -1::.ene.mo.s fve L ;(.(:c.) /l. (Y};;::: L }:(:x)?. (-X)= 

X-t Y:::.o f::: -x. 

=L '): {x) JJ- 1) J. (:x.) = ;u-1).L. .X j. (x.) :::::- o p (} r '2. /. 2.) a_:;/ ll V e. 
.t X ./ 7 

L.';t Cx-) A {y) == o_, .su.d1-fv ¡endo en(!) -l.er1emos f "e! j {z) J{A.)::o. 
Xt-Y=~ 

e ó..5" Ci). si -1:: =Fo / de/l/linto.5 -l X'= X )" -1. 'y 
1= l por" /o 

~ue X 1iy1=~ y(J... f"e ,x+y-=::::-l. Por lo -l.0...11-fo: 

L_ 2 {x)) {r)= L ;l.(ix 1)){t:y')== L ;z;:¡ (-t:)Z{x') ;¡ (yi) == 
X-IY=i .X'+y'=t .xl..¡.11=.1 

L Ve.3 o X:::. ,Zcjx) .::{( )') :::::: 2 ;<(t) J ( 1 / ;<). _ ---. --· ( '2.) " 
)<+Y=--/; 

5u:-+ifvyel}do (z.} enú)/ oÁlel)emo5 : t-=/=o 1 -t 6 llf?f Y 

9Cz)3(;t)= L (tJ~) Y<:t1J)\f-t T(:e..A)L ZJ.~)f+= 
t V I ~ 

'15 



en-Í.on c.e..s . - - - - . . ( 3) 

Con.oLtJ.tllo. 

1 

J 
Si 'l

1
A y)'.';{ 5on ,.,u -lrir/a. le.sJ e17-/onc.es J (X1 ;J) = rp7 .. 

D etno~tro..ct'o~. Toman ele el va.lor o.bsolvfo ele (-,).1 e I le!.Fv/AJ" 
se sijve de -z. c."l. 

Regresemo.s o../ 0..11~/;si..s de. IJ(x1+y':::1) y JJ()'?>tx"-;J. Te11.1.f.._ 

/ll():S yve: ,V(x~a.{mdJp))= /-f{P¡)/ pdl' rortJ~r,"D de 'J../.5., 

N(x-.-tr7=1) = 2: Al(x'=o)Al(y~~) = ¿ [1-t(~J[1-t~)l -== 
{kfi;:/ a.+;::.) 

N(x"t+Y~==tl == p + :L (~)f~). 
o-.+k:./ 



Seo..(-;}=):íaJ vn ca.:rcÍ.cfer cuo.drrÍtt'co mo'dvlop _; ;:z==é 
impl1'c0- que X== z- 1 

•• ______ C-*) . ?ar 1o--!: o....n-fo 

N(xt+y~)== p+Z: ( ;-) (t)=- p+L. zr(J.)Z(J) /P(Jínr/o.Q#~ 
o..¡b:¡ a..+~::.) / 

==p+ T(,X1 ;<') {par' Je.//nícJ,,~) 

=== p + -¡ ( X1 _'.{'-•) ( p "r- (jf) ) 

=== p - :Z {-1) {por ieorem~ j_) . 

=== p - c-f') t po( J1d-f<J-do~) 
.P.::!.. 

==p-(-u' / por-il).,11-ÍCJ 

En __ ~/ co.so N{x3+y~~ tent'a..mos f-Ue ~ero..'1n co.r~terdeorden3_, 

o...:>/ !f ve: N(x>fy"-1) == 1:- t- [ L ;tt(o.)/tj(bD ::= 
J...=<> .:i~ a.-tb::.1 

~~, R ((o.}~)+ ;:¡f&J CO.)+ ;t'{ .. )é(~ +(((.) XO,)¡ ~ t,J +.z'i'.¡ ?ó!) + 
+ ( E(a.J:f·(•)+ .zcc42Y'1) +;t'ío.)ZY~) )]==- p + -;rc-x, d+ Jl:x; €) + 



+ J"(E; -x) + =rcx11:) + Tcx3:r) +-Ia>r) +I{;z/:t9 +:Y(z~ ;:~ === 

-= p + J(-X1A'.) + JC:t; x) + T Ct):°7 + J {X >z') .1 p ur feº re»-4'. l 

o... s/ij- u e : N lx ~+ ?= J):::: r + :;r (X/ x7-)+ J"" {:{'; ;:r) +:rci; A') T y (;<;,7~. 

e Z 3_ r ; _¡... 1 , -1-
0lilO , - C. fóf Set' CoJo..clN ((}b¡c~ e;;/cJ//Cc:!..S 

/ 

zz._ ;:c·-l:::::::X- 1 cor! -1==t-1) 3
oi7'e/7emos 1 ZY-)=-

-== ;:-1(-1)== .zr-,J z-y_,) CI- :J/ z-<:c-1) J:(-,J=- 1 y 

7 (-1)== ZY-1) == / • Por loJJ+º 

IJ(x 3+y"b1)::::p + :2T(~:J:-J+""I{J;X)-f T(~1 X)= 
-= p _ rJ.:z t-1) + .;;_ Re :r c:x1 :<') ; pu r ieue!l7a. l 

N (x'31J 3:;1)::::: p - z -f 2-Re -:J"C;;t,,X) 

Ób5E'fV't1. done 5. 

(1) }N(x3tl=1)-p+z/ :=}-z.r":reTa,xJ} ~ 2 /-;r(~y)}=zrpJ. 
(z) S; Np e.s d nJmero de sd/11cJ~,,es J.. x~¡3=:} ~"Á1.e:.~.,. 

e11fo11c.e.s /Jp es ~proX/!11P...Ja../'A.e11fe A.. (p-z) (qlr 
1~m~''Je:. ?Jfi. 

Con+;if(lo...ndo -f:.enemo:;. de./ c1uol"-tlo de./fet;rem,,,_J li::>--

sí _J1.1i en Te e 011sec VeJ'Jc./o-.. 

PROP0.5 lC/~¡!} r2.3. J. s; p E:.I ( moJ3) e/) lo/lees ex/.:r k-7 e)Jífrra:i 
/ J "Z. ' 1 -z. o. y ); -c. µ t:S 1 (/ e: p =. o:. - o..~ -f o • 



Demost ro...do1a. 

Como p=: 1 (rnod3) e/lfo1Jcú seo.. :Z e ct.ff_cter de orden 3. 

Tenemos ove l0vs ro.Je.es de h ecco..-c/ÍJ~ )(
3-1 .son 

1 3.JLi. 
1,WyW-z d(Jnde W= e 3 ::::(-l+!J51 w-z.fcvt/=o 

~ / ./ 
t. - '3 I W=W yw.=.. 

P a...ro.- o-. & ~f ~ Z ( tJ..) es vnc... rcv ~ cJhc (Jo- de 4- (J/JÍ da.d 
/ / 

o..sl /05 f/oJo re.s de. 'j estO.:n en f /
1 

W; W ·2} 1 de lo cu0--I 

obfenento.5 ~ ue. ~ 
'J( x,z) = L: ;z fs) z~) € uwJ . 

.5+-t:::I 

Potto..nto 'J(t.;Z)==o..-f.bw y P== }J-Ci):)}z. ~-uw).. 

( o...\1W J = (o..+.bw) (e,.+ b wJ= O. -z_ o...b +b ~ es Je ci'-S 

Obser1111-cio'111, 

).} ó-f emo.s r¡. 11e. 

por lo-ta.nio 
Ob serva...do'n ?.. , 

p :a.."t-o...b + J, 7:. 

p =o. 
7-o..b +b l. =(b-o..f- (1-11..)b-1b1: ~-b)~(a-b)o,.J.~ 

I J o/ d I , 
<>.. re prese/11().. c1M e p /JIJ e.s 011/c"'-. 

p:::: G\.i-oJ, + b "Z. e() foJi<-e.s 

Ob Sefvo..ciol,; 3. 

Si p.=1(mol3)_,, en-loJJc.es p=o...7.-o.J,+J,z y 3 d;t/;de 

so/11.menfe a..vno de los sJ3ofe1Jtes ;;/meros: °'-/ b JÓ.-.b. 



Ohsetl!A.cf o~ f. 

Supon30..mo.s ~ve~o,.-.bJ es clecir O..-b = 31< p o..r~ o.~tf,, k 6 ~_,, 
enfonces 3 c~-h)z:::: -z. + k7. - _______ (¡). 

Co111~ "fp== fa?.- ft:J...b-ffb z {2t:J..-b)'-.¡. 3.b 1. 

== ( z b -o..) -z.. + 3 o.. 7. 

.= ( °'- +.b) 7.. + 3 ( a..-.b) "Z. 

== ~ + J,) 1:. + z :¡ k "Z./ p o y' (! )_ 

Por ta..n+ o A -z.: = (q..+-0 ""t. y B ~ k L./ y 
$'p.=::. Az-12-=t-B?.. 

D e. esf o...s o b ser f/p.. cf'tm es -Je11emo~. 

PROP05}C/OAI 2. 3 . .2 

so 

S ~ p = J l mod 3) en Ion e.es e/<;5 fe" e.? fe.r,,J A y B -i.aks 

~ue f f == A "l. -f Z f 13 7.. 

E'1 !t:A. repre.senla..c!CJ~ de ji¡:>.) A y B e.//a.n de *rmÍl')_E: 

sb...r en form ..... tfnlco- ..s~o el s!¿¡/J". 

[ / 5/jc11° e11 le re..s(llfa..do re/o..ei°on o- /o....s ..5CJ1'1"'-:S el e. Xa..us..s 

don 16-s .som~s de 7 o...co bt. 

PROPOSICJOAI ~. 3. 3. 

Supon9«J1JO..s ~ue-p=¡{mad.n) y ie.sco..r~c.+er deorden /J. 

Et»-1-onc.es 9(X)'>= ;l(-1) P J(i.,l) 'J(~X' · · · J'( X,, X 11-~. 



Demos~r(A.c?dn. 5 el\. /:. -:::.=:/l.. 
1 

por .Lk' de I feo reMc;t..1 -te.!2!; 

tno5 r¡. ve : · 

9 ( ~) '- == T C ;z /x) 9 (,z ~ ....... c1) . 

0-l:.ro.. ve=c .seo. --;:. <.::=:::-:.::< y por ]1Z de/-l:eoremttÍ. 

tenemo5 

~ ( .z) 9 cr) == 9 cz 3) "T < ~ / Á ~ . ____ . L<J 

mol-ftpltca..ndo (1) por 3cx) //e30..m()5 0-

~Lt) 3 = ~ CJ:) 3 C;t)-i.== 9 ex) :re xlx) 9 ex 0 
== -Y (~1 X) 9 Cit) 9 C:it:) 

) 

::::: :Jéx/ x) Y{J:1X~ 9 (z3
)/ 

po f (zJ/ por -1:. o..n-/o 
~ (x) 3== T (J'.)J 7(X1 17.) 9 Ct~) ....... (3)_, 

mu/-tip//co..ndo (3) por 3c.x) ohTel'Jemo5 

9Cx/- T(X/X) J"(:x/x9 9 (~:) 9 (X)/ 

Como s C.X) .9 (;:t 3):= J ( ,?'.'./ :t3
) 9 e :t ri e47'o,-; e e.s 

<j(X)y- J(A¡X)TCX¡A:1:) "J""(:X,, A::) 9 [-;(~ ...... C'i')_, 

CofJ //1Jvo..ndo el proce..50 / -é. e/Jemo.5 

Ahoro... poí hipo'-te.5i.5 -1:.ef!emos f ve. é ===;t.~ e41o,, cc:.s 

';[. /1-/ ::= /(_, == /(. 

~¡ 



Asi 9ue 9cx) 3 (x"-')= 9 (;~) 3 Óc) == Zf-1) p I p o I' ob :!>eL 

vo..c.!o~ Z de ~.;;.. ~. Mu /t;plic.o..nd'lJ ($) p oT" 3 ex) fenemos 

~ve 

3Ct) 1= -rc-x/X) 3Cx
1 
:tL). • · "d{.X

1 
z .--~ 3 (z"-j 9 ex) 

9 CX) "= ;r(~1X) J"(::t'
1 
';{'~ • 0 "d (.X/:t"-9 'J(. C-1) p.111 

COROLARIO • 

StXes c.o..r:.c..ief o/.bico/ .e.,.,,fonce..s ,9(X.)" p T(;t,..X). 

U..so..ndo el c.orolo.170 a.ntedor; ().fJ«/ie.o..remn -:rc:r,.xJ po..ro... t~nef 
• 1/ o /· o I 1/ el JI(. '.) ., ) R / Une.. m~JOf V/5Ua 1 f.O..C.IM e IV )( 7 Y:::: I . e Cor. deh1PJ' ¡ve 

'J ( 'J.i '¡t' )= (o..-l-.hW )E ZCw) J o.,~ en °Z y U).::: g_i_:: -1-IÍ cT" • 
. -z.. 

PROF05/CION .Q.3. f. 

SfJpon,go.11~.s f tN!. p= J{11,,J3) y l ca.r:.c-Je,, ctf/,¡ cD. 

Enfon c.e.s 

I) b:o (1>10J?>) 

.n.) o.. =-1 ( "1() d. 3) 
bemorlro..cf /n. 
Como 9 (;t) = ~ :Z (i) JT: -l. e1teA10.$ 

9( -,:) "3 == ( f J.~) J1 J = 2. J. {-fJ' ( t ( m • h) _, e.fo•= : 
.. · 



fo r coro/o.do te11e11105 3 (¡t) :5 - p J t;x:,,X) ./ y pu Ait/fe.sis 

f-::::.. / {""' J 3) / e;,io?J e eJ , 

3(~) = "J ( ;t:_,,%) ( "10 d -;) 
y "J(¡:,::t')=~ +bw ..J j (~)3- ( o..-l.hw) (mo J'J) • • • •· Ct.). 

Je (J} t (?:) 

C\-+ j cu == -J ( 111() el .,) - -. _.(:l) • 

f\hor¡j. reeMplt1-u11do X por:l'. Y ~ex>= ?:,(-1)9{j)= $[~),,, 
y~ p 11eXes co..rtfcier cJJ,10.,, e~ rÍeciY,,, ;::t('-1)= l. 

En e#11/,,a 11f ()~ f ve. 

jCx)"J= p :rc:t,~)= (o_-+bw) (;mr!'J) /Y"'/"ep::.1fm,JJ) 

..= (-1) (moJJ) /porQ~ ....... (~) 
Je ( 3) y Ú') o J, te IJ e mo.s 

b(w-w) :=o ( mod3) O h Ffl.=:.o (Mod3) .@11-fohce:...s 

3
/ bv-:Jl =I :j ~E d!i:.wJ .{;o/f ve. br-:Jl:::.f/1.'fsto imrlico.111e 



TEOREMA~. Suponjo..mo..s p::llmod?J).1 e1Jfo~ces ex1$feq 

enfero.s A y B -lo...le.s ~ve 9p= A \ 1 2 t B i:.. 
5¡ A:= J(rnod3) 

1 
A e57r1. de-lermino..do et/ /otrno.. 

Jnic.~ y N(xty"':::1)= p-z.+A. 

De,,,ostríl..(.,rln. B0-...5-1-°'- ver s¡va N(x'.!>-ty3:=-/)==p-~ +A_,5:A.:1(:.). 

So..bemos 1111e. JJ(x 3+y'3=:J)=-p-z +;;?.Re'J"CX/X) /con Zco..r~+e.r 

de or d e11 3 y '"J" CX./J'.)=:-{o__+.6 c.J . E n-lo11c.t!!S 'Re J l;;t, 'X) =-
:= Re [~+b{- 1+.!_6}]:::: Re [~2;_-b)-t (~)] == 2 ;_-.!: 1 1"m;hctJ-

2Re.J"(X1 -:c'.)=='20--.b_,, se.o- ;:!o-.-.b:-::::A y f"rar0/µÍd 

a.nferl1r t ene:mP..$ 2 Re "JC~/X) = A:= / (mo/."3).];. n-1-Mc.e~ 

Nlx+ Y3
- ,) ~ p--z.+A •• 

Veo..mo.s por J/-tim• dos ejemplo.s o.I fe.oremo... (-z.), 1. 

Ejemplo 1. S / p =:<:/al {mPd"3)/ e1(lhnc.r::.s fp={f}~ t) == (:!: l)f z7{-3J 

y A-=/-::::. / (niod3) €.//fo11ce.5 el !limero de ..sofvc/41J<:,,S 

el e lo.. ecC1d-c.!o~ X¡+ y'3-::::./ €.'1 J!f; e.s : 
6 /-2. + /-= 6 o :::= Al(X3 t-Y"!>-1) • 

E}e.mpl~ Q.. :5 eo.. p= 6?-:=.l(m,,J.3)_,o..~/ (f)(o)-:::::: (::t:>fl.+ 2 =f-(3)-r.._ 

Como ::s =fa /{tnod.3) .e,,1o'1c.cs A::::: -5 =: /(mo J:,) ¡ f Pr 

t()...11-fo el nJme.ro de. .so/vc'/Mr:.5 de X 3+f3~/ eh 

.f; e.5: 6"f-C.~5:::::60=;{/(x'-1,r"'==!). 
'Porio...11+0 tenemo.:s ,..,e, el 1J(X'1rk.J -t (1...lff" ~#~<~""·e.Y~ 
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.51M 60. 

Aun¡ue X 3+f3 
/ -l:.ieA01e./mi5m{) 17/mero deJ11kcf"/le.s 

e1J;f{; J ~ / ~5-c!cv /Jo se pu e den Co17!pCJ.-fo.J../ pve..5-lv 
r:¡ve /o. o..r/-lmel,,é.,,._ de ,1J; e..5 con;¡/e~me4Tr=. dJ./eren-le 
o.. lo.. o..rr-Í.rn~tlc.C).. delfr-.• 

. , ·:.::::-· 
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CAPITLJLO TílE5/ RECIPROCIDAD CUBICA 

~1 
[mpe-co.mo5 con algunos resu!io..dos que lnvolucre.r1 al ani /lo 

d.c V\O. 
Seo_ 7T primo en -Zlw1;errtonces e/ grupo mu/f/p/icati11tJ 

( a-.cwy )* I d .. 
/7!;:zlwJ -r.ieneor enN'TT-1, por 1.r.1. 

Co fl ello podemos decir que -1-ef/e.mos un re5v/t aJo o..nd)o30 
a.l pe~ueño {eoYemo... de fetmt\..../:. / J 0-do por: 

PROPOSJCION 3.J./.Seo.. 7Tprimo en:ZZw1.5i 77Yc<.. en-fon ~( ) -
Nll-1 

ces o-!. _ / (rnad 7T ). 

Demo.stro..c.i o'n. 
5upon30..mos 4ve NTT=/== 3J e1rfonce.s /()...s clo...s~.s tesi 

51 

··¿~~les de'l/WyW-z.5on diferel}fes en ~wJ..., ..... 

y~ ¡ve :5l: 

J) W= / (mo d 11)/ el'/lo1Jces JT{ 1-w. Como /-W e5 pr?moJ 

JT y 1-W 5ol'J o...soc/r:J...Jos / es Jeci ( / /- lU::: /7 dj }'1 uní da..d,, 

e!Jlof)C.e.5 3= N~-w):=:;f){!tl!).::::)/77; po1-l.o..nia NTT:::.3 f. 
2) UJ=.w 2(rnod7T) J 

71 /w{1-wl y71fr!mo -e11fo1Jce5 Ti/1,u / 



7Tf1-w porOl,, por -1:.o..nto w=J=wz(mod77/ 

3) S; W"t=:/ {modlT).,. en-lof)ces 7T/-w1+1=(1+w)(1-w)1 ~5/ 
~ue 7T{ l+w / 7T/ 1-w imp/1u 7!/ Nw por (¡) · 

S; 77/¡+w J 7T/-w?.. pve.5 17w+v./·=o / por -1:.o...n+o 

71 es (1'1ido..d r. 
Es declf 1, w1°w' son d;fere"fes en ("'~1 ¿. en-Íon<~ 
{1, w,wi.} es un 9 ropo c/c/ico de orden 3 y o..demt& 

3 1 I ( %wl)1=N7T-/ · · .. ··· ·· · .. C*l 

Asi w~/f u;er o( e~ ~lt ekv,,,J. o.. /,,. 3 hA«<>­

o.&un"' k e. /JJ .J e5 co113rveAle:. C!Olf I nttJl/v;/ 7/,,, e~ el~ el r; 
IJ!T-/ 3 k. ) 

cJ. == ~ = / (mu cÍ 17. 
1 

po..r(}.. o..~ '4, h e/)./. 

Por -to.n+o ex!_ NIT-1 _ / ( ll!O ¿ 77 J. 

No-lemo.s 'ue--si rr e~ rr7_~~ en U"L"tu'::J (e Xct:p-fo /-úli e,.,n,lfCl!!.S : 

t) lT !/ ro...c/on~J y AJlT !/-z.-::::.1 {morl77), 
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~:t._,) (A'"-wJ(A'-u/J =[A"(A~LUJ-(N-wTI ( A*-w .,_)_[A''f At<-w)-(A 1-w~ A;\'"_ 

[A~ ( A*-w)-(A11-W~W?..= A3
1<- w Az~_A-z.t + Afw_ A* 2. w?.. +A* u?+ 

+ A*w:_ w3 =A1'3 -A ?..il[;+w+w-....] +A'* [ w<+w+/J -1::::: ¡/ 3* -/ y(/-. 
. / 

!/ve w ?.+l#rl = °'· 

z) 5/ 7Tpr7mo y #l/=f3..J e11 fo,.,c<=:.5 7T divide 
.:so/o...Me.nfe o... uno de. /05 fo..c.-for~ o...n f~r!or~s...Jes 

d ( AllT-1 ) ( A/11-1 ) ( tJJT-1 ) 
ec;r 0-: o/.~J cl.--:r- w d~-w'-

J l . 
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A:::>/ // d¡,,¡ de a. I 111e.1Jo5 o... un o de e //os 1 i/e°'-mos ¡c;e. 
:StJ/o...me.rJTe d;v/de c.'- uno de ellos. 

Ve¿11105/o • .SflponJ:;.._mos ffle lT clv/de e;.... cvalesfviere>-

2. de lo.s f o..c-fore ~ es decir/ O- : 

o.J (o(At;- 1

-/ J f (o<_~ -wJ o' 

b) (c<~1) Jl (cltL~-w2) o' 
c.) (o!_ v~-~w) J._ (<X N~-1- ¡,u"'-J. 

Demos-lro.. e:/,,, 
1 

°') 5 ¡ 7T / ol. 11 ~-~ ¡ ¿_ 71" / c;)!Llfi-!_ ()} í m ¡; ltc"" ¡ve 

77/(,/f'!_1)-(¡l!lli1_ w) = -/-1 W ~ - l1-w1 JT /-(1-w) f, 
pOfq ve /Jo .:son o..socJo...¿s. 

~ / lí.f!_::J. b)Si 77/c/ -/ J. 11 el :> -W7. imp~«~ !/()~ 

11 /r . ILJL:;} ) 1 MJl:_}_ J 
\?( "J-1 -te<' 3

-W?==-/.¡wz....{J/IJ-fo/1ce5 w'::::::.1~!711¡7 yo-r¡ve 

VJ ~=1= / ( l1W d 71"). 



) ,,,.,.. 7T / &JL;_L e ::it el ., -w 

potta..n-1-o 71/-W-f{)JL /mphcl?- w7.~w (m~J71)f YC'-fCI~ 

son di/-ere11Íes w ytUz e11 % 1
. 

Por- /o o..n-f er1or' 7T p11ºrno e,,., ~.rtuJ y Al// =/: 3 ./ -el'! To/Jc.~s 7T 

divide a.. v110 y ~o1o a. V/10 de. !~~ s!Jvi e/J fes /a. c-/-(J/"r::, .s: 

) 

PROPOSJCION 3./.2. Supon30..mo.s rue 7Tprlm1J -1:..o..I ¡vel/"!T=/=3 

Y 7Tjo< .En-1-once..:s e~i5te. unJnlc.o e1Jfero m6-io1 1,?..} 
tilf.:;). 

la. I q o e o/ 3 
- {)) m ( m o d 7T). 

Demo.stro...c.fo~: 
¡'/ V / 1)7J-I ) 
Lomo 71 prrºrm y 71 ,fe/. €1J7011ce.s el - / fm(ld'JJ fN 3.J.¿ 

i~plru. que. ?T/,/0
-
1
_ 1 ~ TT//".-' -J I 

o 

771 117T-I cJ ::,_ w I 
o p o r o b s. (1 J y o}; .s · é2J . 

{11-lonce:.s o(~ -=:-wM {m1Jd1l) doode m e.5r/~1ú Y 

(Y/ ~ {o, 1¡ ?.}. " 

6/ 



f) o •• •' en nic.1ofl. 

Ob.:serv,.cJon~s: 

o 

1) ~lT (ol)=t;~ se lee ro. como: e/ co..r~-fer re:1 i clv~.f e J hio 

de ~ hl/dv/" '7i. EJ"lo .ser:. cm co..min~ tío.ble j>llr~ co.10.dt:ru 

cJbl,0$, 

Z) Si llf o< e11fo11ce.s pu 3.1. 2 f,f¿ = w"' {mnl 7T) slh 

po...ro.. vn vo..lor de m =="' '~ z. 

3)As/ como el slm bolo de Lej e,,dre. es Jm~Yio.nie e 11 rec1~ 
~Jdo..d cua..drl.T1c,o... .1 tenemos r¡(/e. el ca..r/..cfel" res-id$/ 
cJbico e.s !mptJrf..a.n-f:e en reclpY-Pc!d"'-d crfJ/ca.. 

PROPOSlCION 3.1.3. 

:t) (;:). =. / .:51· l X 3- o( ( tn~ 17/) es ~lul)e / e~ J~c,; r; 
3 

ol. es r~.$ld11~ cdblc.~ . 
.mI::J. '_¿ \ 

Jl) o/_ ~ E {1tJ
3 

( lhD J 71), 

6!2 
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m) M3 == t~l f-fe-)J. 

JP:) 5 i el.::- (3 (rno d 11).1 e17fo11ce.s (;) . 0$1 
3 .J . 

D emostr()..clo~ 
:r) (7tf:l.l}Y \~ . I 

· {==J Se"- < 't ):= /jJ -¡¿,cllJJ) 3 ene.ra..do t/ o.. dem~ 

seo... 't ~= ~ y X= 't y (por .ser .solv.ble.). 

Como X'3:= e>(.(mo/7T) 5()/oJ/t: -e11-lo;;r~..s se -t..ro...s{orm"".~~: 

Ó3Y_t~(rnod71) .StJ/()Jle.# 't'JY-o...=/(mddll) ~ 

N7T-t / 3 Y-o.. 4=t> 3 y::~ ( m~J Nrr-1) .50 lvble ~ (N11-J_, ~)¡a. . 
Como (N1T-l.J3)==3 ell-t/JCe5 3/,,.,, ~ o.:==-3k .J pa.rd-. a.&v~ 

o_, .&lL::J. et, (N!!·V, . ) 
k E. 2. l ()e_s o e,¿=~ (mo d 11) ==t> c.!_ 3

.::: '/ 
3 (rnod7l 

~ o!_u;-'=(!""/(m,J"1~ 0/"-% / {rmdlr) 
1 

p•r.se, 

O' genera.dar- y ~e~)==- Alff-6 e1Jfo1Jc.u {#}. = /. 
3 

.=;ij Si (~)3 =:::/ 1 por Jemo.s-lr~f 1ve.:XJ:::::.,<[modll) so/uJ,/e. 

Por /o o...nfer;or bo..sio... ver que.. 3/o.. . }'o.. ¡v-e ''c0-:si 11 e.s 

5 i ¡ en I ()._ de111ortra..c:o~ o...11fe,,.tt1-r. 



defin1rno_s 

F6 ( {o,,r¡-t o 

X= tk {!O/no sokc:-/G?~ de X 3 o!(m~d77). 

X 3 
e>! (mod 7T) e.5 .5()/c;/;/e .. 

Ir.) Se :si3ue de /o.. defi11 ich;; y por 3. 3. 2. 

m) (~:::::: (c<f3)1Lf? = [ d~J[p/4j!-] (modJT2 po/tO-A-to 

t4l = (?fe~ ~)3. 
&Zl=.!. u.Jr=}.. 

JJZ) 5i d.= r ( tno J71) zj d._ 3 
_:= p 3 

( !YIP f JT)/ -e~ clecit; 

tc;J/= f-9-}
3 

(mu d 71) .... _______________ ____ ...... {.¡; 

Recot do..n Jo 9v e.. ( ..W)
3 
= I r/ w / w -z..== C~ )3 y ~ w y w-¿ Joll 

6 '-/ 
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PROP051C/dN 3. J.~ 

I) // (ol) ;::::- )::'77 (o<)~= X ( ol_ ?.) 
~ll ~ . 

JI) ;x_ («) = 7-(ol) 
/! TT 

JIT(..<'
1)= ;{'11 f.,¡)-;(17 {o1) 

1 
por' 3./ . .3,JZZ. o.:s.-· Xpfo<t}.:::J~_UJ ci'w': 

Por Í.a.n-l-o z" {~) == 117 {c:o<~) =- )!.17 (cX't.). 

ll)So._b~mos ¡ve: ~ 
o{, =- J;, (ot] ( mo J 17 i e rton e e.s 

ol. ~) _ J;,._.1._(_o1) { mucÍ 7T) ___ --- -·- ....... 0). 

Por o-1:.ro lo.- di) ) ~~-j- °?';; t¡) 1 nJ
11

) 
OC- /\¡, Lo< (pfv )' CMIO l/ll= ¡{/~ 

etJtO/JC~ .S e/_ f~ !_):::: :l'- !;z) (. d y) 
/l (e ()10 •••• __ {?). 

D e. m y (2) · ) 
· 7_ (;;¡)= ;( (o1) (/?foJ lT--------(3),, ypu(;r) 

/'- lT Jr 



(OROUIRIO . 

.T) :z 1 ( ol) :;;: -X f (~ l.). 
JI.) 'Zi¡- ( r¡) = / ,1 s ,· { 1l1 j) = ~ ( fl e!lfero ra.c/01J¡,1./ prÍmrJ c()ll 

~). 

Demo5fro...cfo~ ; .J/ Z 9- (7 ):;;: /. ¡ C;z) ,, y a. ¡(/e ¡ = 'f_, 

= 7..p (cJ) /por 3. t. Y. .zz." 
==;l¡.(o1~ .1P~y 3,J.Y.::r. 

JI) '}: ~ (n)-= -;t1 (ñ) / l'J =11,, 
== ;t4 ( n t.) ...1 po..r Te /a. po..t fe ó:'),, 

= J:.f ( n) 1.. ,, pot" 3. T· Y. :r. 

Por tan+o :z1 rn)[ /-.Z,rl]JJ.::::o y comrJ (51,/JJ-=-J/ 

es den'r ~tn /en 1;;/!Ce5 Z¡. ('l} fo poi' de//nÍC/~Í? '~ 
ca.rr:.c.-ter resJCJÍ;"-) cJ ~/o . A .:51~ 1-71 r111-==..o /m¡;/;cQ-

Zp (1J}= /.a , 

Noto.. :E/ roro/1J.n'o esfa.Jl~ce. fve. // -e..s re.5; /vtJ c/J;;,() 
mi dvlo !f. 

5 i !/, =/: 1-z. p;/mos )' '1 =: !/~ =: z. ( mvcÍ 3) ..J e,.yh.;-c~ 

~,(ft.)==Z¡t. (t¡,)= /' in111e.dio...+o de C{)f!J/d..n°o, {"5fe. r~ 
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.21/fa..do es u11 u.so f!!SfedrJ de lo. Ley JeReetr"c!rl"-d CtÍbit:--.. 

}'o., hemc.s dt~/inJuido o...vn pr/111() ro..C.:on"-1 de.'"' pl'fmo., 

o,. co1?ii1JV~lo'n d;:s-liriJviremo:s ~ vn prt'mo de v11 I''; m~ -
• • 

prun~no 

Def!1Jlc!Ín . Sea..í'T"pr/mo e/f ?rwJ/ di°remP.5 !/ve.. ff e..s 

:5! /Ti 2. (rno d 3), 

Ob.serY()...c.fo11e.s. 

pl'Í mtt.ri" o . 

6 r 

I)SÍ TT=i es()n pdmo fo..ciono...IJ aomo e.s primo en ZLwJ.seiic11e~11e 

-;r7;_ . f ::: Z ( mo d.J) ,,J e.?/o/J e.es ffe .Y" p,-/m ~r /¿; • 

rr.)S; lí: a.+hw es uf\ primo c.om¡;lcj" en ~w] y :s ! 77 e...:s 

p1!/J7&.:rfo .J e.472>4ce..5 Te/1eMo5 ¡z (/e ;?:. o ... :·f-J, w ::=::::;- z. {.1H" cÍ 3). 

'01) Lo.. de fi1Jlc~h de primo pr!1Mrlo e.}- e.y(liv~len fe o..~ 

'lTe:sprtmp orlmM:~ /77=- ~+J;w .e~ a'.cw] 5i i /o..: z(m,J~ 
1 lh:=o (m"d.3) 

Demo..r l:.r(J.c!oh: • 
7T-::z. {m1J'3)<:--) 3 / Tf-'"Z. ~) 7T-Z. :::- -:3( A.

1-f!/W) ¡ po...ro-

~~~IJ <>. 1-1.hw -ett Zz:w1 y co11 (;J,/_j /,, o..'.J b1 t:.Z_, <~ 

"+.hw --z = 30..1 +") !. 1W # (o..-1.):3o..1 .y J,w:::-3//w 

4::-> 0...:-z. Crn,,,b) y b =o lmcd3). e 



PROPO.SIC/ON 3 .. 1.5. Si NlT==p::::I (mud3) / p pri'mo r~c!on"~ 

e11fonc.es e/Jire lo5 o...soclo..dos de 71- )Jp._y ..'5llo 1/11 

• o 
fff(()MIO, 

D emortr"'-CJO~. Seo- 'l1 o..+.bw e1JTo1Jce.s lo5 ~oci a..do~ 
) 

de 7T 50/l -t 71,, ± "77w y .:1:. 'J7w~ e.s de!c.1(_¡ 5u..s C\.Soc.io..do.s .SM! 

1) 7T- o..th UJ . ~) 7!W = -b + ( 0--b) UJ. 

3) 77w.,.={p-c.)-a.w. 'i) -71 = -o.. - b w. 

6) -7íW-r.::: ( 0--b) + o...W. 

Como NTT=f=I (m"J3) y tV!T-o..?.-a.~+b~ ?~.::a.T.-o..b+};: 
/o f <1e :5Íj!Jt{ico-. r lle -l:.o...n-1-o ~ como.!:.... /J() _5().11 /¡p¡'.s/b/(!.S 

por 3 al m ;s m• -1:. ie mp• . As i .5 o pin J a.m '-' f 11 e '31 o.._, 

e1.;T.,, cLJ { (.t) a== 3 Ir.~ / o' .(«.) a == ;, "-+ 2 , p "-' ,,_ 

o.l_g/IJ k G Z . 
Empe:c.0-remos ~ o..n4..ll-:c_a..r /os co...Sos (}..nÍr!tlore.:s. 

t) 5 ¡ e;._= '3 lt.+_I_ ~ (1) 170 es fl"Ímtl.fÍO .1 yo.. f<I e fel'JdlJ~ 
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mo5 o....=t lm;d3) /o tv~I 170 e.5 lo¡(le bvsco..mtJs,,· 

-é.o..mbi/11 (3) no es prfma..r7o / yt:i- .t¡-Ve :3i fve.se ienrÍ11~ 

E,o5 t¡.oe. b-~ = Z(mCJd3) y -tt.= o (mC1cÍ?)ó17• 

(C) To..1'11 poco es P' r° m~ rf o . 5 / lo /ve.5 e -0#/o//ce.5 



o..-b:: "C(mod.3) y o..:o("'ocl.3){. 

(s) Ta.."f'tlpoc..o e~ frlm()..,rto .1 p ou¡u e. si' /o ~ero- 12,111o11 

e.es) b:;:: Z.(m"d.3) :::::b z-~::::o /mPh)::tJ O...'i:Z(,,,~JJ){. 
l 6-0-=. 0(11UJcb) 

%..lf0- o.m. I i e6..( (z) y(rJ po..r li- el Co...S o a) ().= ~ k + J . 

flt"omo t.t =- 3 t./ I / po...rtJ- o..I¡/,, '-t. a; ~// ~11('~ a. ? / ( nto J l~ 

o..=:-?( mod~) y -d..:: ZÚ#1 J3) .. - . ----·· ·· -···· - - - - ----.G#!). 

fl~rtf- :s,· ...S<1cedi'er()... 1() e. -bEo (mpJ?J) .. - - - - - -- ~.t'). 

De {t)y{i'*) -f-e1?rlrlo..mos y()e -a.-bw:=z.(mpc/3)/ ¡()e: e.s 

/o M i'.1111 o f fl e.. ('1) / e1fhM e~ .s (f) seo i>- pd m1..r lo -
fl-t) 'Por o+ro lo.do o...=-?.. (mod. ,) J tJ-..f 'Z =o (IKtJ ¡-,). ... (•) 

{.)hor<>- ::>7 ocvrr!e.r<>- ~Clt!.. -~ ~ '{.(m1d"3). - - - - - - - - -'.~·) 

-/:..rit;J1'o.mos 1ue O..-b=o(m~J3) /5v.,rf¡fvye7(o) e11G).1 

por-/:. o..n+o l-~= ?.. ( mod "3) ¿_ ~ -b +(o..-h) W ::= z (m"d3) 
a..-!J :?lo ( IH od -:s) ./ 

yve e,;- 4111i-'m" f ve(?).) e11-lo1?ce.s (?.) -e.s (NIPJtJ...fÍ t'J _ 

De. /o 0..11-f~rfor tenemos 111~ .s>o~ oror~ EJ-) / (f +J . 
Sopo"J~mo.s !/"e o..mbo.s son p1fm4-rÍo.s (es dectr r¡ve. 

(?) yt'I) ~e<l.11 prTm6-rTos) . 
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be(z) Tendria.mos -b~Z(m()d3) -J.. b _ /( 1-:>.) '-"-)' 
) 

.(¿/>? / o n e e:...s = m el<!.. ./ --u-. 
o..-b;:: o{ fhod) 

ob5ervo...ndo 6k)y (-:{() 1 
-i:e1Jemos 1ve .sol/o ocurre uno y 

50% ontJ de lo..s co-So.s a. n fe 1/or~ / e.5 dec; ~/ (9) / fr) 

e5 p ,,.; mrJ...n° º • A :si ('! J e.5 pnº m~nº º,,, eº to/Je e:. ..s c~J :!.!. 
es pr7 rna...rf o; o bi e.ti (t.) e.s p,, f fl1 a.. ri ~ e 11lo11 c~.s J?) '!!!_ 

es prr rnMt o • 

R e5umietJ do: 5; a.= 3 k+ I / po..r~ a../J v~ k €-?,, ;7/:e;ffbw 

y Al ff.-p:;=: / ( mod 3~ e//To//Cc.5 eme. lo5 ()JocJ~dos 

cÍ.e 7T 50~ /Ja.y l/J'J pr!md..dó. 

Vea.mo_:; e J ofro cc....só 

11) 5/ a.== 3 k+z / po...r"--o..~J11 kr:. ¿ _; a..=- 2 (~d3) --(*) 
ComtJ Al-r: p==o.. '--o-.b+.r· = 1 ( mod3')_; / = (f-Z¿,-fj ~{ma d.3J-

par 13<\ .J -e/J-lo/J e e...s b -z. -2.b =o (me J3)..; (!..:,,· :3 /¡, C b-z.) ¡P~ ,.-

ia.n-1-o 3{b o 3 /b-z. 
5 i 3 / b/ .e4fo/Jce5 h =-o (mrJd 3) y 7T e5 p dmili°ó 

Si 3 / b-Z e /J 1o;;ce...s b = c... (mrJd3) 
/ 

Por -1:.o...nfo (.1)
1 

°'-= Z(Mod.3) ~ b-o..:=o {1t1&d3). 
{_IL )

1 

b = -Z.. ( l'Ho d..3) 

10 



Asf <Jve -7/w = o..+(b--o..)w:::::;; -z. Crnvh)J e"'ro"'c.e..> -/'Tw ~ p,.!1>1()..f/o. 
T 

De e//,, se de.dvce !fl)e /o.5 dem~ Ctl.50.5 170 .5r:M p/t"/JJ~rios. 

s r ~) e.s primo..rf'c ../ .e.1170/?ce..s _¡, + ( o...-.bhv= z. (;r;tJd3) / 

t?/Jfo/Jce5 -h=-c.. (m0 d. 3) f (por (ll/). 

Si ~J f vero.- prf mo..rfl>/ e11iJ1JCe.s Q:-A)-o..w = z..( mol3).) 

b-o..s-z. CmoJ3) y -o..=a (mpJ3) _, O....= 1Q (mod3)? 
o 

( po ( áJ'). 
5¡ {fj {vese. pu°mo...r?o / e1/fo11c'!!.5 - o.. -bGU S 2:.. (mtJd3),J 

- a. ::- ?.. ( m o d 3) ~ o-. := I ( m" d. "3) { ( f ~ r (I) ') . 

5,. (6) fve ro.... PY~tna.r¡ºo / e11fo1Jce.5 ( o..-b)+ o...W = C..( tnd J.3) ..J 

o..:::: o ( mo el "3) J7 ( pcH"" (.J:) 1
). éon e.5-fo ''c:te~bo-.mos." 

e 

Es J~crr: 

pr;mo..rfo5. Peto 71 prrrno.rt'a 1 :.~ b=ó (m~J..3t· J!.. 
- lllU pr/'ma.rfo

1 
si .h:::: z: (mtJd-,) / Je e/~ oJ?é/l.f, 

mo5 f ()e s//r; ht.>.y f/11 pttma.r!~ e11 fre.. lo.s ~"cí'a..do.s 

de 71 € '1 e/ co..so (ji)" 

A-:;,i jv11-fo..ndo (i) o; (j ¡) 1e11emo.s rve e/lfre. lo..s ()S<)C/"-

dos de 77 5//0 Ju .. y ()n p11ºm4..rt
1

ó·11 

11 



fJe11Jp/o. 

7T-3 iUJ e.s pr/mo por¡ue.. ¡f) (3-rw!== 1- y i=!(mqJ3). 

4s1:por )tJ.. propo5ic/o~ a!Jfen'tJ(__; -ée1Je1JJ~5 7C1e so/a 

hd..f ()IJ pr/mM/o e!Jtte /o5 0..5oc/o.dos de J/::::3iW. 

Gm~ - w?.(3-1-w)::: 2.-+W e1;-lb11ccs -W?.7T=== (z.-1w) es 
/ 

e/ prt°hJtJ prfmMt() o..soc/CA-cÍo °'- //. • 

Noto.1. Se"- 7T p d ma.rio • S ," AJ 7T-:::/= 3 y ')(.lT ca.r:.c-fer 

cÚbict> e1Jlo1Jces por 3. f.3 .JI -ée1Jemos rve: 
mH z"/1 (w) == w 3 = w(J 

Afirmacia~(I): NlT= I o' y() i- ( mod r) 
ft f i f mo. cf o'n (z) : f} = O 0

1 
1 ; Z • 

D€rnosfro..dk. 

l)(i) si IJJT::-o (mrJclf)J o,jNlT y 3/r
1 

e!1~1lce.r 3)N7Tf 
por ser 7Tprfmo..rro 'ja.q()e ;f)lf;_/(m11cl'3). 

(ii) Si NlT=: 2: {mrJrlr)) J/Tr=Zi'jk ;PºJd- a.&111n k~~ 

l()~Jº JJTT-1 -= f_F-t?.-1 == C/fr.-f f = '3 k+J_
3 
~ 2/ por h 

3 3 3 

-1:.a.n-l:o AJ lT=f 2 ( /l1(}d 9 J. 
(t ii) 5 ¡ 1177 .=3 (modr) .en+onc~.s NTr= 3(11- 31() 1 po.r6- o..l1v'11 



e11 ~ y 
3

/:; (ifJ k) ¡,,, p /;~,,._ 3 /11 lT f Yeo- U). Por 
f.o.nto IJ7T~ 3 (mod1). 

iv) s ,· N TT= 5 (mod r)J e1Jlo11Ce5 JJlf= 5-f f k / po.r<1- a.bv~ 
kE2" #11-1 _ 9k.+ 5 -1 = 9k+ Y'= (31<.-1y.¡....L $.-Z, por 

I 3 - 3 3 :3 

-1:.a.rdo IJ "IT=/= .5 ( mvd f) 

v) 5 ' IJ 11= 6 ( ll/1Hl r}' N lT 3 r~ + 3 !t..) / pa.1v.. a.&ln k ~~ 
€1Jfo/lce5 3 / p , 1 -'- .1 

IJ 7T e? Ve o...(/)/ por 7: a..111 t> 1/ l/" :/= Ó (/~ d f/. 

vi)s; IJlT:::&(mor!.1)
1 

e11iol'lcr!.s Qll=B-tfk 
1 

con ke-~ 
Se1..bemo s #TI-/ E: di y .s-in emÁa..Y-,BtJ -ie11em()..S 1--"-

3 

N /T -J =- 1 k -ti-! == {¿, k +~ +:§- ~ "?L./ pot' -!:. a.11+() -éen~ 
3 '3 

_!!lo.5 r u -e. )/ lT =!= ~ (m(JJ f). 

vii) 5; Al JT= ; f m(Jd 10 ,v 77 = 1-1- t ~ pa..ttL Q.,&(I~ le ~z / 
' 

JIJeno J/17-1 = _i.5 _ 3 k . A :>i AJJT-¡ (11t(Jclf/. e1Jlon -J 3 3 - , -

~ I 3,~ ¡1t 1 "3 I 
f_.es '?!-11 (w) == W ==\W) = = I yo. ¡(/e cu ~ ,,. 

por -1..o..n.f:.o / ;l7T(w)= / si AJlT:; ( mddrJJ 

i3 



Vi/i) 5 i iJlTE f(l7fu d¡)J ))!1= f'I f ~ f()._(Cl- a!Jtf a k €-Z./ 

a_s1¡ue. Nn;,-1 =3;Yk={¡.¡3k.) ~?t:/-por -to..n+o 

AJJT=: ;$/(/J1ocfr0 €4-Tc,/JC~.5 J;;fw):::::: W;/
1;-i W

1
n k,= 

J'Q (cu)=-W • 51 

ix) Si ,v71-:::rfmoclr}; ;fJlT.:::=-i--t!k J p~r,,_ "'~//I k~-Z/ 

(Jor Í.a..n t () N1S- L -== ~ -f 3 Jr) € ~ / por -l a.11-f <J 

¡1j lT::::::. 9-( mtJc!_::;-).J e.? To// cc:::-5 ~ 

) 
~ <..-t-3 k:. 't. ( .,¡le.. z. ' J:.77 (w ::::- W == W == úJ w J == W ./ y 0-->1 

7n-fw)=w?.. ::s: A/l7:::= ::;-fm~dt),, .. 

TcoREMA1 (LEY DE Rr:c1PRoc1DAJJ cve1c~. 
"/T, / 71r_ p r i m t,\.r f q .s J N '17; 4= 3 / Al 77;_ -:::f= 3 y ¡f) lT¡ :F tV ;¡;_ • 

Errfonce.s ?-rr (77í) -=.-y ( ~). 
/-¡,z. /fl; 

Anfes de. :su demo:> t YrJ-Cio1n vetJ... 1110.s a..1 j cm6J o.b.:se l'J;!:: 

citJ!Je:s: 



085ERVAC/O.V(I). 

ti co..r~c.-fer cJbico va lvo..do -en /a,_5 (lli1
1dl:)..des es impb..C, 

f.o.n.fe. 5 i ZlT co..ref.c. +er cJb/co e-?fo/.1Ce5 fenemtJ.s 

r(Je 2//(-1=/ '/<7Tprt0

PíP/fdTfVe -/.:=E-0"3. 
ylJ-) 

Ahoro.., sf Al 7r=/= 3 f-e11emP.5 ¡ ue: Jnf W)== W ; e11-lo.!1.. 

Ce.5 ;zl!(w)= / o' W o' W?.. depe11dfe11Jo de!/ <Je..//)­

!)Ofm~ de 77 seo.. if"al e;_ / / fl e/ 7 h?/ r/v~ f r(?.specft~ 
!!!..en fe /(veo.- /JPtc.-1 a.tliertu). 

OBSE1?f6c1111a). 

Si 1-W es primo y si NTT=f=3J e1J-fonces 

d cv¡I e .s e.I v0-/o,,. de 2.,, (1-w) ? . €/ .:5Í:Juiente 

resv ffo..do nos dice como eva.lvo..r/o. 

TEOREM~1' (coMPLEHENTO DELA LEY ;E R.ECJf«ornJA.P cÜe1~ 
5upon3amo.s .yve "lTpr!mo y /.l?r.:f 3. 

I) Si lT=- !j.. 
1

ro..lt'cn¿{_,l con 1= 3m -// e1,1~J?c~ s 

7/lú-w) == w?.": 
zz) S; 7T o..+J;w complejo{prÍmd..TÍ()¿ CM 4.=Jm- ~ e47Í4 
f_e.5 .Zg (1-w)= w-i-: 

i5 



Demo.s-l.ra..cl o~. 
I) Sa..bemos qu-e. 3::-W?.{/-w)"Z.. 

1 
por /.3.3.M_, 

edonce.s - 3 = ( 1-W)?. ,/ ()Jj_.;:::: I. Com¿; ~ 1- ~ 

-1:.enemos ~ -z. ) 
l¡.(1-w) =l.~ (-3 W -= Z¡ (-3) -z1 {w) = 

== z1rw) )por corofo.rio de3.i.SI. 

Por ta.rito '?:.¡. (1-w)'"-Z¡ rw) 
til::L ,v f.-:1 ) 

= w 3 == w ::i .J Pº" obs.(I)_, o..s1f11e. 

11/·I 

;l1(1-w)7.. W ~ .J e/l-lonce:s e/e11a.ndo a.1 ctJa..dra.do ie11etl11J.S 

1 ~( 1.1i-•) 
Z.

1 
(1-w) == w . . . . . oi:> 

y 1. f (i-w{ = 2¡ (1-w)
3 7..¡ ( 1-w) == Z¡- (1-w) por S<!I'; co..r:cfer 

cJbic". Por lo-1:.o..nfo ~ es de /e;. ./orm~ J¡f1-w)-=.J!:1_,L#l' 

Po 1' hi p/fes/ s /, ~ 7.._¡ = (3m-1)7.-I = 1 m '1.-6 m J eqTot?cl!!..S' 

-f-{]v~-J= j- [fz.-1]= ~[3(31"1-i._z.m)]:::: b/JJ~ Y'm=-1m=:2.111(m,,hJ 

por {o..,nfo ~ [Nq-1}: zm (mobt e_j J~,;'/ }[)./f-i];;:;- Z»l +3 k) 

po._ro.... o..&v~ k &d::. 505·fr·f<1 ye4lo/o -e.11 6f/' fe/lc.nto5 ¡we: 

'J.1T(1-w)=:Wz/>1+3k. wz""ílJ3)k= W"l..,., jo- c¡.ve.. w3=f/ CJ....:s/ 

:Zff ( /- N) = L{J -l.1>1 y CM effo ie/111!/JNn o.s (:r) .. 



JI.) Pr:mero (• 
0..T' r mo.-mo.s e¡ u e 7T,{3. 

7T/J e/J-JO/JCé?-5 
AJ 711 'Z. ' /• J 11>1 /) íCa. 

I 

1) ,v lT= 3 c. y m = I o 
/ 

z.) v TT = 3 y m = 3 o 

3) .v 7/ = / y m =- 3 2.. 

be lo cvJ lo- vníco- posíMlid(J....d a..s ¡ve N 1T: 3 '> y 0-

~ 1.1 c los ofro.s ÚJ--.Yos /lo¡;vedeJ/ ser ptJr.¡-C/e lf///f3 y 

lT r:::..sprtm(J.r1º0-com¡;lejt?/ e.5 det1í/ Á//T:=:¡I:../. 

Lvejo JJ1T==3c../e_,,/b/Jc.e.s AJ#.: O (mod<J){ ptJ~/o. 
/Jo I o.. // c.. {ir rn~cJ //J (1) • 

o bie.11 3/,1/ /T/ e:LSI./ ;.///_::::O {~oc/"3) r ¡Jve..s ?/..=z[,,_H,,c/3) 

Y 77 ..= -z... ( mod 3) /m ¡//ce>- ¡(///:::: 7T 7T .= / f.n·nJC! 3). 

Por -l:..a.n-1:. o 7T J 3 ..... (¡). 

f:Jhorr,..... v..-/ir'tniJ..ff/OS -;{71 {-3) = /. 
-t. enemos p11e }:..7T(-3)=--;f.TT"(-1};{71"(3)=.J!Tf3); por co10/o.r100 

de 3.1. f/ 'Y 
//;'T-1 

A7 { J) = 3 
3 

/ P º,. 3. 1. 3 . .Lj ....... (Z) 

_¿./ ,;r-- I 

'11_(-3):=3 3 
/'-¡¡ 

== y,/' 
1 

por O l y p CTr' 3. /. 2 .... ·-· .@) 



donde h == 01 I 1 t. 
. llll-1 

De. Cz.) ie!)e /TJ()5 ¡.(le_ JJ ~-1 t:. Z 
1 

p º r-!:. o._n-f o 3--=s-; Z>' 

es-/o es i_Jvo.J o... W f\ ( /)= 01 11 2 y w é <íl) ./ o...st n=o~ 

es de e/'(/ r 11 e de b) Te1Jemo5 f ve:. : 

)!/! (-3).=-wº= // como a_/t1ml)./l/().S ..1 ••••••• Gf). 

Por o-Ir"' po.rte f ene h!0.5 r(Je : 

-3 W ::::- {1-w):e11Trúce.s 711 (-3 w) ==-/:./f (1-~"/ as/ ¡ve. 

~ú-wr- 7n f-3);<'q(cu} = X?l"r(¡J) por C-*'). Po1-f:.o..n-l-o 

?ff ( ;-w) '-= 7/T ( w) ~ l-11 (1-w) o=-(¡ lf ( w) r y"- '!ve 

Ahora... de /o... h:po'fesÍ.5 ohfe1JemP5 do5 C01J.5ecl/e/lc!tJ...S./ o...so--..ber ! 

(0.) et=: 2 (m od3) y IVJT.._ / {mo rÍ.3~ e11-fo/J(::.e.5 AJJT-1=(a1:.1) ( mo d3). 

(b) 
3
2-[ o.'"-0= ~[(3m-')7.-J= ~[36m-z.-2m]= 6m~ Ym = Zn?(mt)J3). 



5 i 7T pr:mo complejtJ fo../ qve AJ7T==p.:: I (mdd3)/ eqibnce.s 

~wJ==p tf 1-Pf ==p; es deci~ 

Por io..n-/:o 
1 

podemo.s 

cvhi'co s óbre ~a' 

Co1J5idero..f c... 77T como co..rj_c-fer 

y de e.sf¿;... /o/PJ()- -f:. ro..bo..j o.x 

C.01) 5Uf;'/rJ..5 Je Xo..vs.s) 90...(X,,J; y 5Ufn(}...S di:: 

Jo.co bi/ J CXn,'X,,). 



Sile5 co..r;.c.f«!,. c.Jbic.o / ~11"fo.,c e.5 par el Corolo.J;o Je. 2. 3. 3 y 

por "2. '3. So' feneh!PS t¡t1e ( obse'ívo..ci'o ne.s): 

:I) 9{J.)3=::-pT(x,X) Jonde t1Jlí-::::p::;I (111Pl 3). 

ll) St T(;x,í() == a.-+h w e1Jfo11ce..s a :-1f11tod3) tf. 

b :=o (mod3). 

G,,,o / "J(J, -X)/== rp1) e1Jlo1Jce:.5 N -rcx,x) := p y p~,,. 

io.nfo T(-;x1l) es pr;tm e11 7'L(J)J . Pa t ofttJ /"-d() 

O..:=--/(moJ-,) y J;:=o(mod3)
1 

e.sdcc1t¡ a-::i(MdJ>) y 

h =o { "'º d J ).1 e.1,1fo1Jce.s ;r (l.
1 
'A) e.s pr? tnd.r ! o de ni/ m~ p. 

LE 11A . :r ('J.,,-/ Zrr)==- r 
Demostro..cfo',, . Como ;ld es eo..rtf..c~,, cJbiitJ e4i11c~ 

por obs.'1t),, J ('):
01 

::f,.,.) = 7T~ Pero 

N-:r(1-n,111) = JT ?T: p:: 711' ¡r-t...) e"'lo,,,~es 77.ii.:llt' ;;~ 

por ta.nto 7T == lT*: 5; e5fe. Ao e.5 ~fb,ce..s /e 
ponemo.s ef/prl(:,+~ o../ o-lro de fa./ {orm~ive. l/.::::F~ 

COROLARIO. ~ (:Z!T) 3= p 7T. 

~o 



con / ~ l ~ p-1 en-h11ct:!S f P-J;. / (m,J p) 
.) 

po r t 0-.n fo k k. 
I +z +···+(f-~k:::-1 ÚngJp). 

ll) 5 i f>-* k ' .seo- .,¿ q') == ~ e""fo.11c~ 

~~ ={3~.9~ ... .,, 9'-t.J= l T1-:Z./ .... 1 r-;J /por-to..n-1-o 

IC 1t. ~ o k 1t. t k (f-y k 
/ t-z t .. ·+ (p-~ :: / + 9 + 9 +· · · + ~ := 

= l+~k.-1-(g~ + ... +-(gj f-1= 
- ti itV'-i ¡ 
== i.9) - (modf') ---- --· ·------· 11t -I 

Corno P-~ k; en~tJtcs 9;.=/= / ~ 9~-¡.:/=o y ª"'" /<9>/=p-1 
.J. ¡11 t,\P-I /.nk.)P-1 1 f 

e111011t:es i.::;J =-I ~ LJJ -1::::.o / pot -r:o..n o 

ª' 



TEoREHA ' (LE Y DE n.Ec1PRoc.10An cuf31c.A). 

5ea.n 7/,
1 

iVz. prim6-dos 1 Al!l;-j3//l)ll¡=f=3 y Al~ -::f:;VIT.,_. 

[nfonce.s ~ (7f.z.) ==J!.11-i (¡;;), 

Demos-1:.r()..c/~~ º Lo,. demo5-het.cfoh cons-1()... de //()..das c(L)o..s: 

I) 5¡ 171 ¡ #'; ..5011 r~cJ01JeJ.l<=s. 

'I[) 5i 7Í, (o..cfoM.../ Y llz_ (fJh!f/e.j{). 

m) 5 i 7T, y~ ~m plejo-5. 

Pruebo...: 
.I) Inm e dio.. +o de/ coro /a.do de 3. 3. 'Y 

.zz:) S ~o- ;V;=- ?-- -:::: z {m~ d 3) y ~;::;. 77 ('011 /t/ 77 ::;:..p . 

Ob.serr<A.do~ : N 1T :::/= p'"¡ p(Je.s :s; Al 7T=- p 7- e47Ílllc~..s 

St!!o... 71 =o.. +1w y le11drramfJs ¡v~ : Al7T=(p...fbw)~)::;p-z. 

y (o...-f.b(JJ)(a.-+bwJ::::p·P1 o..s/ o.-tl;w:::::p y o....;!Jw::::.p.) 

e1lTo11c~.s W==uJ j w-::::ú./.t
1

pot -éo..11-fo W:::::to--z.j7 

y o.. f (/ ~ 5011 it·f eren-/e s -e 17 zz_w]. 
AAoro.. po r e.f coro/o .. (lºo de/ J~m~Í /ene/lltJ5 .r¡v e: 



9(z,,) 
3
-p F y ": /. ,,,1ep,,_,.,_, a. lo.. P~1 fMe111 • .s 

Np-1 Nt-1 ll .... ~ 
9 (:X,,) =(p ¡r) ~ o.,; ~(X,,) 1 = {pllj - 3{X,,). 

Por l0-n-f o g(~,,f 1 (P 11 )!!.l¡J 9 (X,,) _,, I//; f ~ 
fl 

9 (:l,,) ::: 'lf. { P 11) 9 (J:,,) { u11,/ f ~ pu 3 l. 3 -ZZ~ •• ; •••• C*) 

Zr¡. (P7T):::: Z¡ (p) )r?T) 
:=- A:'f f7T) por coro/o...r?o de 3. /,f. 

E"fo11ces (.*) .se fra.s-/ormt).. el}~ 
f 'l-

9 (J1r) = 7, (11) 3 (;r,, )( 117,,j r¡ ) • • • • • • • • • • •••. ( ¡) 

Af»ro..,desarro//o.ndo 9(J:,,)1'p., mello de SM11J 
o 9 O.. llS.S1a.n4.SJ 

9(A,,f-(z ~(t)f 11
' (por de{l11íc1.~) 

= 2: 2?/"(i.)
17.J tj1· ( m~ l¡) .... · · · · · · · · f#)' 

CO/Jf o f ~ Z (111, JJt 'f!// ~# Ce.s f' / ( 1110 / 3) y r'=M 'f, 
po.ro.. ~&/,, k< z,, .svj-blv ye,, Jo e" (¡/<j '-fe,,,,,,,.., f"": 

83 



9(J.7f/~ ~ :ZlT ét)H-31tf¡?f { rn~ d f) 

=L. /_¡r(t}
1 X!l(-é) 3 ~q<f (moiq.) 

f-t ( ) - L. AlT (t) J tnodf por Se( '}!17 co..ra.~ 

Ter- cJbico 

= ~1 Jz,,.) (m,d~) j def1iiiclo~lesw"~····(<J. 

A hor o.. o...no../i:ca.ndo o-. 3 ?. (l.rrJ, 
f 

5r (JlT) = ~ {(i~-·) 9 (J¡r );: por :J..:i. 1. :r. 

= -;r!T é9-)-?.. 3 (::<'JT) = y (0>17r; -'2..:= /..¡-'3{-1) 

== l.!T(9J'ºr-·J !j{í<JT) = 
= :Z;r(9Jf!' IT u l]' r 9 O'JT) 

= J'IT ( ~) g (;?¡r) por .ser )'9- c0-.r~cÍer c/b/co. 

E n--h;n e e.s 

9¡7-l'JlT)==l;r;-(~)9(-x/l) .. . - .. --- _ .. (3~ 
;505-/ilf.ly e;,do ("3) en('-.) ob-fel)~hJo 5 : 

!f-z_ 9 (J:7T) = Z11f!1-) 9c-x/T) (rnod !/) .............. (9) 

de (1) y('IJ ob-ferJemos r¡.ve.~ 

BY 



obsef#'4-.Cf o~ Z. de z. 2. 2 / Te ne nt()5 r¡ o e : 

1'n-Cf) p::: J:f (ff)p (rnod f) y Z1Tr1J= -:I¡r11Jf,,~J.r¡) 

[ ( p, ~)== t]. Como ~ (f )== W
11 pa.rP.. !JE l 0

1
1
1 
i.l 

77/<r¡.) =-Y,_ {77). 
Veo..mo.s .1lZ. 
ar) S; 7T, yl/i. c"111,0k/0J. 5eo- tfJ77¡=: f, =lf/!!v(b~ 

}/!T.,_::: fr.::-/ (h111'3) (por lup/~sl~ !'¡ :::/= Pt.) . 
Si O\, ::= JT, t. ~'t.:~ lT-r.. ..J e11fo.?ce.s- ~ y ~'t. 5on 

primo.rios yq ¡(Je ll¡" y~ /o 5 011 • émpe.za.h'f()~ /{el 

YfA~no.tnienfo es sim i lo-. Y) 7e11e/)!~5 f v ~: 
'3 NJ¡;-1 N71z-I 

9 (lf.) = P. 't, J e11fo11ces 3 (;tt.) = (P, t, ):r- y 



36 

N!T?.-==P-z .. por co11s/31.J/e17fi:! 

P,_ -1 v'j-i Pi. -1 Nl!.i.-J 

9(;t~.) =(P.~.) ) ~ (!:~)3(x,,) = 0 ~J 3 Y 

P. N"fft-1 

g (;{Ji,J 7..-( Pi ~) 3 9 {X!i,J ( m~ d yj / rA :;/ f ()e 

9CXt. )r, = 1'77, ( r, ~,) 9 (Xt) ( mo d 77,_) l Pº r 3. p 1¡)_ __ .(¡J 

Ano..h-c.a..mos g (X1J)c. rt'o.. sumrJ..s de Sa.us s. 

9('X~.{· = 9p...(X~.) ( mo d 11,,) ( J ef desum+ ...... (2) 

Por o+ro /0-d.o ~,.'!. ('Zi1,l s ~ poede ve f com() 



9(X3',)~= J3', ( ~ ') 9(;r~) ( rno d 14) •.•. • · • · •· (0 

¿e o) y wJ 

l~,, ( ~ "l) 9 tX '11,)-=:: J;¡z ( P, t.) 9(loi,) (rno d Th) º ~ '" •••• 6-) 

Z01, (P."t)[ 9 (1~) 9ci~l = 171~ (Pi3'J[ 9(l~)~,TI (rnoJih.J 

ZJi,(Pi•) P, ='217'-(P,O',)Pi (mod íl-r.) porobs zeri~.2.:2_, 

8t 



88 

5o.bemos que 

9 (X ,,3 = f. 74 J S(X,,J':;; 1/T, (f. 7{) g (X JT,) ( m•J JT ) ...... (1) 
1 

PoY o-fra /o..d.o 

~ ( )'JTJ (Z. 2
71
,f.l) f ~ P, (Je f d rn,,,,_ de -'•vss <>- X;rJ 

r,fiP. ( = L l.IT, &=J rno d 1Ti) 
p p, f> t P, ( ) 

g(;t'¡r.z) 1 = L ::<.' n.,_ U) J mo d Pi y 

~ ( x,if' := gr, ( Xir,) ( m, d 7") ! J./ d. 5urno. de &.,, ) .. .(-ti' 

An•li~amos: ~p,(?:'n}=J'.71,{P,-~9(~J por Z.z./:I 

==7.:rz (r.r'9(ít'ill) .1 e11To1Jce!s 

' ~ -t '3(-1) 

9p, ( X11~J == Xl1z ( r,) 9 (XJTJ,, 

== ~ (P,j l.117.~,)3r-1) 9 (,;cJJJ ~ 

9 trv ) = J11 (P,) 9 ('Y ) - .. - - - - - - - -- . (3)' 
P,\AJTi "?.. /\,,.,_ • • · • -



5u5-ft'fvyendo (3) 1 
er1 (?) 1 

oblf:11emo5: 

de úl' y (i¡)' oh-1:.enemo.s: 

J'lli ( P, 
1

) 9 (XnJ = ;(71, ( ~ 777-J 9 (;K¡¡i J ( tn~ rÍ 7T,) J <hs/ 

l71_) Pii)[ ~ (?:77)9(X77;.)1=J17;[Piíl~J[9(í(71J~)] ( rm d 7T, ).J 

::('#.¿ (r, ~ ~ = ;< lT, ( Pz 7'1) ~ ( m o d 71; ) ( por o b 5. i e n 7. 2. Z )J 

,Z_,,.-i(P,'t).=;r~(Pt.74..L _______ . _ ..... liJ11 

A fitmo q V€ : z'!, ( P.;r.) == ~ ( P7..). 

['1 -efecfo1 pves 

:z~. (rt-i) == "Xd-1, ( P1,) { po( 3. 1. 9. 7) 

==- ?:' ~ ( r.J (por "3. l. 'l . .'ll) 

=7.~1 (P7-) (pl.=PJ _ 
= l iT, ( PJ , ( ~=o', ~ rr, = IT."" = 11, 

1 
//1 :::- 41,) 



Fin o.lm-e.nte con.si de ro...m os : 

J,,,f 77;_)};,"l ( P, ~.) = ln; (7/J J~ ( Pz"l) ( por 0 ) 

Por -l. o..n-1: o 

=l11/11z)ill, (P.J (por o.ttrmHÍ:n) 

= Z71, e 7Ti. 1;) 

= JJ¡~ ( P, ?_) 

= J''Tz (P,P,) 

-= l11,, ( P, t', 1T,) 

[ lll", ( ~)-h,"t ( 11,)] J7T1. ( P, ~,) = o y (M11 P, 't', -:::/=o,, 

entonces l. (P,l",)=i= o por lo ape 
'111- / T 

Z/"·)-l,,-, fJT. )=o impf 1«. 4ue 12'7 , ( 74. l = .lu, { lT, l • 
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