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INTRODUCCION

Lo Ley Aereciprocidad coondvgdtica nos da respues{a
o la siguien%e Pregun%a‘,

Pamque Prfmos P, Xz:—.‘a(modp) es sohble.Sila
misma. pregunta. se P}anjcea para. X'=zalmodp), enlonces nos
es'éamos di’n’gienc{o o los /eye5 de rec,',orociflauf 5UPef70r.£”
este ’é_vo.bajo estudiaremos el case n=3 y por tanto le—

ley de rea?Procicla.J coblea,

V(lle Io\ Peﬂ& menc?ond.r ve. EQ'USS {UC e/P’;mC’o en AACCf
vn estvdioc muy comPlc_{:o de los residvos cundrdticos,El pensaba.
gue este teor'a se encontrabo o 4ol grodo de perfeccidn

?u& no hob/~ noda mds ?ue hocer por e//oL/ aj/; pros/"ﬁw'o Su

f?.S'L[uzlio l‘)a.c?o. Ja rcciprochaJ cdbica y bicvodrética y ovngve np
Luvo mueho €xito po demos decir gve el /ue_ el primers ea iniciar
una teor/o 3enerA|, /o teovin de los ndmeros a/j ebrafcas,

En e/cap/'\l.u/o vno Se dan fesu/t.[a.c/o_s je/)era.les sobre
el ani”o cle_ los en‘/eros de Eisepstein /o.s coales son }”C[c:f)cn_smuv
po-ro. estudiar /o rcciprocfc{a.d cobica,

En el qutl'\l.u'o dos se Je.ffnen caracteres sobre vn cam
po Con p elementos ﬁ’f:», y avngue 5€pueden Je,lim'r Sobre /;;;/ pe

fo. nosotros serol svficiente ‘(Y&L&jar/as en e . Se estudian

{&Mbie’n‘ [as somos de Bauss yde Jacobi os/ como cx/_qunu rc/a,c_ig
nes eenlre. e//&.s.

En .el CO.P)I'[UIO 'tL_res Se Plan%c& y se Pyuebo_ /“
/e’y de reciprocido.d cdbica,
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CAPITULO UINO /MILLODE L0S ENTEROS DE EISENSTE W

81

Nueﬁ{:fo pun{o Je po\f‘\hda sSeroc Ja. ecuac:"a;):
xX=1

T@Wemos gue”
X ) = () (Xt )= (%-1) (X' :L%IQ)(X— :,;1—2@

cuyas raices son 1, (:’—“L?-_‘Z—T> y é—’*_i_fl) c/o/;a,e i=F.
Seo. W= ZH—'@— = e.}ll’-e a vy denTo mos por 2rw)
) .

el conjvnfo de nimeros wmp/ejos O’Q /a forma
a+bw Clonde oy b son e»fcros/ es decir:
= Lossl o <22

Con /od OPero.cfones de odicion y mu/?‘/)o//‘ca.c/o,? de T
In Jucid«x en ZZW] '12 €nemos vestro 'on'mar vesv/tads.

PROPOSICION L1, ZmWl es undeminio entero conl.
Definicion . ZLWD es Hamado e/ am’//o de lhs enfens
de Eisens%e?ﬁ.

ObSermcio’n: w=w"® /w‘+W+l=o _ arbw = a-b-bw?,



)/ 0+bTT= a-b- by

De o anterior seve gue sl e 2w, entonces L € ZLW],

§2
DIVISIBILIDAD.
DE)(]'n)'cia/n‘ Sean o(,ﬁeZsz/ B0, c/ecx'mos gve B a’/w'a’e
o. ot , demtods por ﬁ}d/ siexiste vn elements
Ve 2L w] 'éO.’_?ue oJ:P?f'.
Observacioh . Lo d efinfcioh antertor es consistente con
la (Je-,[in)ab'ﬂ de 0//'///'5/'5/'//t/ac/ en.
St ooado , bt estdhenZ blo. en 22w3
entonces pora a/\guna. 0= ctdw Lenemos goe a=bY
Fero /o ecvacivh a=b¥= besbdy condoce ot
O=bec y bd=o, y comr bo entonces
d=o0 ¥ es wn enters . Asi WeZ y*laen2zud

/
implica o en 7.

Devfim'c}oh.SEo. ol-:(odrbw) € ZrWl dedfinimos Janorm o-

deol) No() Po( /0- ./)o,rmu/a, /Ud:o(;[: C\.‘(—&.!} '/‘.62.

Observacianes .
I) Nol.'—‘-—" ol-ob +5% = (a—%)2+%_ ‘62__:



N(d):(b—%)z'l 3('%); pof "Ao,n‘{o/ /Vv(Z 0,

OEs facil comprobar gue paracuslgvier oy B en 2ZW3,
entonces NP = V!Vl Es decir /o porma es
mo/tipheative.
IDe @ se dedice gue:
S °<)B, entonces NMIN(B].
Definicidn . Sea a=(atbw) € ZLW) = diremos gue o es
onidod St «ly donde W eZZud-4o},

Ciertos Enteros Fisenianos dividen &'Eoc'o enTero Eisenr'a.no,

denominandose onidades ole Z LWl

PROPOSICIoN L 2.1

1) LeZlwl es onidad s/ Neo=1.
ZI) Los unicas unidades son i/, T w ),i'w-f’

D emostracioh.
1) +)] Sea ¢ ZIw), entonces 2 € 2rwl . Por ‘lf’an‘/o
dd € ZZWJ/ Como ”o(:l/ Aot =/ 62[&1]/ /o {ua-l

significa ve of es vonidad,
=omo of ¢ 2wl vnida c{,e/ﬂ’:wees exis7e f&eZVL'a/]



'{o.lque A== NdWNp=] y como Vet , VR Son
enteros pos/7ivos {enemos gue e

H) Ahor« Veémo: los oni dades.

St o e 20wl es unidad, entonces & debe Fener
alguno,s de /as %rm‘x.s T/ TwStw
Seo. = la4dw) vnidad en Z[kl]/ erTonces

]= Nl =at=0b16? = Y= YaieYab +387%4 4"
= (2a—=b)*43B b, . _..(W)

Cle /o (uo.) oé‘fenemos N

{I) 2&.—b=i // Az:j:l o
) 2o.- b= T = ,4=0

() svpongamos gve

@*) 2o-b=| y 6=IJ enfonces a=1, yé=// es

Jectr/ = JHtW=-w?

B 2a-pb=1 yb=-I D a=o y b=~1,
por ‘éo.n‘tl'o = -

€VSi 2a-3= <t y b=/, entonces a=o y b=l
pof"‘éa.n'f‘o A= W

W) Si 2a-d=-1 y b=-i  entbrces ol=w™



@) Supongames gue :

@ Si Qo-b=2 yb=o, entonces K=l

Wsi 2ga-3=-2y b=o, enTonces A=l

As/ que , 5} o/ es vrided £ enemss gue o es
de la -,[ormo..' tletw _"w”/ es c/ec{‘r/ Jos

[ . T
Unicas vnidades son T/, tw y W

Alora. nov.lemosun/'mpor'éan'fe detalle «

F=(34w) (z-w) = MNGiw) = M(z-w). |
Lomo 3 enZ es prime ra(/"o,;,,l/ y (37‘(&))/ (7-w) € ZZw]
tenemos gue el nimers 7 g0 es prime en bs enTerss
elsenfanes . For 121, (34w) y(z2-w) no Son ot ds des, en7on
ces  cobe pregontar : d son primes eno ©, ronmes

/
{OJGMOS /l/é’ja.

Con 71/'/100, nds 0/ o mos A :70/6// 7é z/e 7//'/;/' crr.

De{inicioﬁ.
Sie,p en ZEwW] tales gue %py {3/%

en%anc:es se dice gue o’ yﬁ son asocia.dbs.,



Dey(;'n/'c.iafv .Un enfefo eise na.no ?ue noe sea Un/'c/ac/ y 'Z{a/yua
no '?.Zfene mo.'s c/iui.sores gue Sus a.socia.c/o; y /Jas un;'JaJcsl

Se /Amm prl'mo en 2wl o s/, e/ (on'l.[exz‘o estol bren
entlena/fdo, Jf'mp/emeoée se dice gue es un pr/'ma.

A veces d{;{;nguhemos los dos coﬂCe,Dil-‘05
de primas, refirlendsse o-f)rf/ﬂpf elsenfanss como P

os Y /o.r pn'ma; a/ e Z aorre /J//o/ﬂw fac/’a/m/c-v.

Observ%da% . »
Mo exite ormoe de St dycirune. rede ooy "< en

Z[w{ de Zal manere gue se cump/d.n /o5 dos proposi

E;Oncs :/:yul' 6/77-{c5 .

) ;(/q', p € Zrwl, se comple exactamente vaa yso’/o
vno- Je los re./a.c:"cme_s; '
<< ’3 o ofzﬁ o pzoﬁ

b s °(<ﬁ y 0<X‘/ erlonces O(X’<‘GM.

?rucba._

[ ] [} ”
Veamos gve boypo cualguier defintelsn de % <p
?Ut Sea consistente con () y(b)/,accua.n‘amen c
o<, Por?ue. en ca.so co//‘(./mffo por Co) a/eéerxé- {e//c/.w

?ue o<-L Pero en't{oncvzs Por (8) con =0 yﬁsbﬂ:-—[/

‘fendn’a mos?
o<~y 0<~l pof ‘éan{o o<t=IF



(omp/e?fanc/o /o- pwebw de la /'/ﬂposféf//'c/a.cl a /'/mac{o)
C}emas'éro. remos gue ningone- de /hs relsoclones:
v<«0 o o<l , -)oue_c(en cum/o//rsc,

)/a Que s/ (<o elﬁ-lonce.s o<~ c/e a.lgui 0<ti) =1

‘ o<~}

' X

S; o<l eﬂ“t[oacu o <t = -/ VA

: W ]
A5ll h&y Vho- c/aSC C}éLIJ C/€ wmparkc/'ofy c/e /05

e/emeﬂ[os a/c Z[U/J/ Co/npara,na/o normas . Dc.cs'?-la
ormo- S e c/e:prcna/e_ ¢n ’zltore/rm— //l//d/?lmﬂzc)

Zrwl es anths evch deano,

Obscrvactones .

) K eZ£Lw] no cero Se Eiere Net>0 , es c/ecfr,

Mo es /was"'!f@ ﬁﬂcfdé-——euc/t'a/ea.no- esn /a_ 0474'4;‘¢/g$

clc antlle evel deans

Q) Kot p € ZZwI, enlonces WKp)= Mot W

s? P#o,eoﬁaces A/(p);/ , M= W ols b W3
o N2 Vo Wp = VB , Wes Wpet,

TEOREHAL. ZLrwl es anilly evel deans.
Demo:fro-cfafo. 75ma.na/aen coe/n.‘a Jos observaclsres
0y @), bosta demostyar gve: 5S¢ oLl L‘Zzwj/ﬂ#g,

C/)'t/oaccs exb'éen MIGGZZ'LU:) ‘Zf'a./e; fl/e



de g=e o We <ap.
Demoﬂlmcfo/n.
Comro ﬁ’#‘a L, po demos esciibic
ol = o+ bw =(£\+bw) (c+dw1) - (a.c-\-bl—ad)w‘(bc-o.t!)WJ
& ct+ dw  (cadd(ctdud) ¢t —cd 4d°

(@ =w)

entonces =4 — Y4 sw )

[
C} d = Qc+bd_&& _ be-ad /
onade C—z—c_a.'l"ll y S—W Son noll)i_g

Yos rac;o/ia/c_s/ 20 Necesariamente e n7eros.
COMa re & 607$f7ce:5 exisTen (]Q-I) y 4§ em Z 'L/a. /c;
?ue 70_-1 <r<q_ ( ](g-;)—-_?/::l)/.ew#o/icu

)f-(?—'))i,/z 0 /r—_;/g_li _

/
As/ Tomamoes m (”7:-?'” ¢ M= fl) e/ mds cercans

ar ‘ta.l?uc‘ ‘r’-MIﬁ'?L_.
Haciende /Jo mismo pot o _S/-ée/;e/ms goe exsTe pe 2
'éo./.fue. is—nf < L1

Por Lanto (r_,,bz_g_ + A (5—/})15_-%___.(1)



Entonces

_s(zé_ .._(m+nw)_—_—_ (f—m)+(3—n>w /'mp//'Co»-

N2 —(m #0) J= NTie-m (o=l =lr- = oo+ -
2 tfty =F 2l )V[% —(m+nu))] < 3.

Ahore si hocemos: 8= minw jol‘P(m"L”w):Q;

en‘llonce_s o{:—.—.(ﬂ)y\JrQ y A/(——é—-x\\-i.:{.

Ahoro- NQ = A/(a-@ﬂ:ﬂ/[p(ép-ﬂ]: ﬂ/[g-/[/(s‘ﬁ—}‘)-ﬁ

4/(/{3) 2. NQ < A/P. E = c/e,c:'f/ F)o\_ro— 4,/562/[&/_;]

{-_‘,7#0/ 7e nemos g ve ex/sTen M/P en 2zw] "éa./yvt{c
04:‘3\5%6 a/ona/c Q=0 o /Ve </V/3@

Conoranso |. 22wl es vn domiare de ideales 'on'l)a'Pa.lcS.

; . L.
Conorario 2. 2ZZW) €3 un dominio de ,[ac'fO!l%an Ynico-.

T EOREMA 2. [ o expres/on de un enters de 2-wl como

pro JudLo de pn'ma.s es U/n/'¢a..,



/0

En base a."éeoreMaj./ se pue de Generalizar e/ a{?_a_

If'\’:mo eveli deano C/e Z o Jfos estems elsenianss ,

en /4_ siﬂuieot{e -}par/)m :

o= ‘35],'{"?\ donde /V(J,</V(j
p=0 ¥ +6 by < we,

.

?n-zz:en-\@n'}?n NY.\ < i/ Gn-l
Qoo =8 ¥

La secvenclo de ecyoctones 'fer'm/'na. porgue /V(a/ /VP,J’ ‘e
/VQ?_ Jere €5 pas Svcesson a/eaccfg”z‘e t/e enrteros
sidivos |
Pve.c}e verse ?_uc f’n , d/f/'mo res/dvo guve 70 3 c.a,nl//a~/ e5s un
a/}w'.s'of ‘Za»‘fc de & como de p/ considerands Jo s cevaclo

hes de /o b/Fma a A/on"mcﬂ» y s’ 217570 pre e /p/aég

Se ?UC’_ 7(°C/0 G/fl’/‘,saf(ol;wﬁy /c, o(yﬁ es vy O/IP/'J'a" (/e

Q1\) Consr'Jera.nyo a’\ora- /cu €Cuo-clones A %e/fofes a/c/u
Pn‘mero. o ladltima ; de [ pem//{z}m. cecvaclos

vede escr! e om ombinaclon Jrnea e
P d birs Pr\ come Comb’ A/ /
R‘—I Ve"‘l" pn-:lpmz/

v /
Jos ecvaclones an‘fcr?orcs/ paro- dor . Co une com binacion

//'4¢¢./ c{e, Q(‘/ﬁ'

vy P, Puadcn Ser e//’”’/‘”k&&; Co”



Aﬁ/' en es yn enTLCI’D eisenianc con 7o dos /o,: pwp/'eo'aJr.s

del nimers & en /o 5/:90/'3/7‘&@ proposicion.

PROPOSICION 1.2.2 .

Sean « (> € ZEWI , ol menos g de elys nocere, enhn
Ces exisTe Un entzre Se2rw] con /as 5/]‘//'(//7@;
)

v . .

Ir) Si §'eazwl 'éq/_?ve g'lo( y 6,[:3/ er700ces
HI){‘X/J7Len J"a}, }’z en 2zw] Loles gue S= df»/ﬂl?,
Dos enTeios S y S, (ua/e-fy://'erm gue fienen Jos p;opfeJ:

des () y (I so0n osociodes.

d

Lo proebe e5 s encialmenTe Jo misme en cua,/;w‘er anille
evcldean .

As, (ua/,w‘er Se 2wl con propiedades @)y @ se
//amo. M.C.D de O(yﬂ y esciibimer (dlp): S
(e_s-/n‘c'hmen'fe ser/o (o4, P EZS, iu)éJ iw‘é} )
Observacidn. Si (o(lﬁ)—’—'/ decimos f£re ody Pses
piimos re/t//'t/o-so

Eyemph.

Encontrar el H oD de (//+/?w) y de. (37‘?6(/)

Como

F= W30 <N (Irtizw)=]33 nTonces

s,

[l



[+ 12w (/f+lzw!(3t2w’) ____63 12)- 2y $6-Nyy _
3+ NErew) 7

— —-;_-}f *;Z = SH4TW = )]+t = (3+7w>(:7*?w)+0

erlonces (//+/iwj 37‘2«40’): 342

FPROPOSICIOY 1.2.3
5i (A=l y ot[p V) entpees =0

Demostracidn.
Como (o, M=| enTonces Jz_X/J'/'evﬁOZ% 2z
tale.s gue /= O(F+PTZ y pur't/?cm‘lLo

Oéyf+ erz—'—y\ Pero ot ivide

O\ﬁ?ﬂ 4 N entonces ofdivide o ww/;w‘pr com b/~

na,cfpdy de ellos a3/ per &) %enamu fee <

divide oo €Se- tombiraciry €. e., }y\
P / B

PRoPOsICION 1.2 %.
Si 7y Ty My eee sy 500 pil mos eisenianss y 7/7?';7

en‘éanc,f;.s Por /0 menos P“r"‘ VIE M, T o5 on
asociado de Zm,
Demos‘ém-a'oé .

12



Si VAR J:’-Fere_rréc D-ruq/‘fuiera de /a.s va lores
77:/ )71).../7;;.1.2075466 X es pn‘p;p IC/;.?I/'VI cn e/
FwJurjb/ /7,"/{"‘77,,-_,< esTh se dedoce de/ hechs de

gue i (a,ﬂ):!) (ot, )= | enTonces [x/ﬁm)r—/) enZn
ces _
</7—} E‘Z.../é—l):/ y 77}(”'.]7?-".77;_' .7,;

Se 7//'c0c fu-e.

/7/77;, per 123
Come //y/Z; Son piimes | y 7/—/77;, enZorces
/7)/7);, S asecloades J ﬂe}'ffu«./q ™

PRitos Ea 2zw],

PROPOS/Cr0n /. 3.1
St VeZwl es Pn’moj e/ﬂ%acc: ex/':/c va /a//'ao-rou,%m]

p talgve WMT=p o Mr)=p?
En el Pu'n;er co-So T m es osocinds con P yer e/o7(~

coso Fes oseciads con P.

DeMo_s ‘éro. cioh:

. Se"‘ 4 en‘/ero r%Cl'ﬂﬂl-I( M—pn'mo) %fw/ces S e o

g:: ’Z?_ﬁ c/o/) Je. P.‘ es Pr/'mo—n.u'om«/ paralsisn



y sup g-.:/Vf/“ ) por /a'Z{om%O

Rf;?,,::-”‘/:/': erTorces F/jpk de e/

ﬁ/Pl poro a}juna { , Seo P,‘—'-P/ Pdf '{cuﬂza 77//,

/

/.m[)/l'c.o' yue P:: 77-34/ para a/yw"m mé Z’.'CUJ/ q(JlL_
cands normo Tenemos fL:QVW)@/%)/ %72ﬂ6c‘5

(/U.(”): =y =1, (wr=py— "'

Si svecede () /:/}m'/i(a gue Z} es am'c/o»o'/wfo//(e.:
7 es asectads con P .

e &) tenemos gue Il 5o es cseciodo con P . .
Ve gve 3i 40, Seo- 7= JA,?* donde y-vnidad y

_?*_ ?ﬁmo ra.u'onal/ enTonces

= wr= W) = V=T = P

/O Cua/ es asl:,;‘urc/o ya_/que_ nyjon PI/'MU.S- raclonales.

FOY {&P\—{-O 77- 0 3 MOGi&.JO cCoh P /(qmg £ n.ﬁfm&é;

Acon?l/'numcéo"n (/&moJ un f€51//7lac/a yue er/'mpa/'zza,nfc

Por SV bq‘!ZUm Icao. M/'j‘mag,



PROPos/c1oy l.3.2
S5 7 €27 w) < al foe /VW):P , P-prim /acrfma./J
eli{onces 7T e ’or)’ma.

.DCfno_s {fa.c /°o’o.

A}lora. por /)ipo%t:/: 5@.46&10: ?‘/c /f//”j—‘-‘ P/ p..pn’mo-;:f

c/ma.// Por 4 ?.lcu:‘téo :

P= Mri= Mpp)= VOIWP), s decir ;L= MR P
Vo gue p—esprtmo roclonal y A/(V‘>//A/ﬁ>/‘ De es
manero L enemos gove 7es prien er Zrwy, |

Ahors contestands Vae. pregyno q,,-{r,,"(,,; Con respects

olos Cjemplos aoﬁrforc.r/zleﬂcmo: goe
I) -.ZZ+ .'_jg = 3tw y /f/(.?v‘w):'7 6//7540:5

AW es primio ey 2],
2
2w es prlmo ey Zrw] |
Observa.c:'o'n.{l) d Que Primos racionales Son primos en ZLwp?,

Por  ejemplo Jpo demss decir gue los

de la forma. 3n¢) no son primes en Z

2) zi_ VE L _w y Vl2-w)= 7 €470 rces

Fr?ma.s reciona les
rwi?,

/15

St



(6

Observaclon C. Seo pe Z eptonces pe Zrw3.

Sy p es Pr?mo rocfonel y a0 es primo  €n Zrwl
entonces seo- p= 7N Jona’e /VWZ N> l/ de

Jo ool Zenemos : PE—‘ Mﬂ]ﬂ/(b") esTonrces

Rr otn Jode seca ]’:/a+6w) estonces
7/0:—‘(20-—5)1*_3‘51 /ompllko. fl/e_: P:—:‘[Z&—ﬁ)z (”’0‘{3)‘

-Supolyamos ?_ue 3/{} 6/17'24(55 {OOQ /]//776!’0 0~.—/

, :
coadrade mddolo 3 es O ¢l pero como 3,/?:) Zenemos
?uc So/lam e,n'tlc. es l/ Ay c/eu'f, PE / (mmls)_

Rc:wm'enc/o.
Sea pe Z primo mc/'ozm// (A=l y P o es prim
<7 Zrwi e/;?lb/;c.:.s P-’-‘—_: / (zmc/a).

PROPOSIC/0N [.3.3.
Seon f ? Pr?mos rac:'ono./cs/ e/;zlaf/'ccsz

I\ S/ f..‘é'z (1o J?}J,Gn’(onccs g es 'inimo en ZLCwl,

ZZ) s p=1) (mo 43 Jen'l:onces P=T”ry con 7 primo en
2z, |

/4 Veo- gue 3=—w7(/-w)z/ /-W es ,an'/m en ZZw],



Demosfra cidn .

I) s g e Frwl no e:’:w"mo . Sabemos gue (3/;).—;1
y por obs @ Zenemos gre g=1 {mod3) 0/7},,,~7qu¢,

95—: ?(hwc(}) por hipitesis | Par'{_’a,ﬂlg ?e; Pu’mo en Zrwl.

I
)Como P =/ (rmu/:) cm?‘oxzres

y X )
B)-CR)= 0= ) -2
Por fou\'llo ('—‘—’-53—): 1/ La </e¢-‘r/ —3 es residvo Cve..

dra’?reo m/J//alo/ /o cvat Impfic o goe exis%e a e
{ng}ue CC'_-::—-'} (Moc/p) por ’éo\.n'Fo :

F)a"f:s =(a— VE‘I)(«NI?‘I):(MH'LE ’—iz"—'f-?}/ﬂﬂ *Z[:—L’f;—i-‘rij):

— s i N F

_.(@w) +zw)((a.+ )-f?w)/ i.e (%“9 +?FJ)(QN91‘ZW>
S/' P{ue_ra Pn‘mo er LW -247790(65 por l.2.¢
lesicm 5 lo goe impli

etitzw o len)rzw lo gue implica que
=t e 2wl 4 atl 42w e zzw] o gue

implice. gve Q%f"_ y & éfoorq_ue p=E=2,

|4



For /o ‘éaﬂ.lo P noes f)n"mo en LLwl. AJ‘/; Seo—

P"" 77—34 U/O" ‘-/C 7_)’X ne son Unio/ac/es cen 77—prtmo
entonces pr= NN Implice gues

O wmrep |, Mi=p, o

@ MimEp? y #W=/

De /o coal obFenemes goe MlEp 2o T77=p
donde T es primo en 2wl

Yeomo p=T 8 Lenerns gue =77

Noto : 5: Mijep entosces p=/(rmed3)

) Tomedioto de X-/=0.a

Observacles .

For (zz) Fenemos goe 2=-wrw)® . .@&

Yy N-w)=3 entonces por/.3.2  [ftes primo en

Zcwd, Asi de (¥) 3 es ffoa,uc-t de ma’s de un primo

en Z[WJ, por lo tanto 3 no es pn'mo eiseniano,
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L_OROLARIO.
Los primes en ZLWlson:
I I-w y sus asociodos

1) Los Pn’mos mciona’es de /a -ﬁrmo. 3ntz ) sus

asociodos.
) Los -fo.c’fore; othw de los primos ra.clona les de

’Ck ‘Forma. 30-/- /.

Demostraclton. Basta Jema;‘lfrar gve sen Lodos los
Pn'moj..fuponga.mas gve 77-/uera~ otro Pr:"mo dife-
77 =Ar)e N,

rente o los anterlores . S<o

N(m) > PUCS{-O gue 77 no es vna unidad yoa- gue es
un Pr?Mo. 7 I = P' P, ...Ps) entonces 77/& =:p

Pore o.l_gv'n 2.6{1,'!,...,5}/ a s/ gve 1
Casol) S| P roes prime €n & rwl por lo tanto

p=1 (mod 3) OP, yoo gue Serio a.{guno de lbs anteriores.
Casol) S/ 7 es asociads con Py P [lmd)

PF2 (mod3), enTonces 7 es asciads de p=olmds)
Por /o ‘fout‘éo T es asocfad, de %}’a que 2 ho es primo

en Zrwl ‘.



Vea mos pvestra proxinmo Secclon , "C/ases -Residoles”

§ELAN&LLD DE LAS L/ASES RES/IDUALES

Lo nocioh de congrencia es extremadamente gl

en ZLCW1.
o )
Como en Z 'Cle/re#ro; gve o= b ( 0o c/n) = y}'a//o

o # ,
=¥ l?l beb . £n Zrw] Cenemes afso andlego .
De 7[/'01'0'057 .

Sean o(lﬁ y Ney Zzw] y 3’7:,-/‘0/,70 um'c/:xc{/

C/ec7m05 goe:

o(;—:[&(mu/b“) sii M’d-—ﬁ,

En Z Los closes fe_s/a(/a/e; J'Uejaﬂ vn Iﬂqpe/

Prfmorclfaul. A,S/'; jas closes restdvoles /?ra/%//o
cl er 7 { —C/u ¢ do. € Z/[“’ .

Ve pve den Ser Jotro-dvci dos n /é/rwj

Ve esto manero bablaremos del cociente y dfremos

0



2/

?ue. a%/_-wj &S e/qm'//a </e /a: c/uScJ /csz'(/ucx/cs.

PRoPosIcrom 1.4/
. 2w
Seo 7 primo en 2z, enfonces /;zwj €53 campo

finto y /szzwjl N

Demostracidy.
Boé{a ver yue 7100/0_5 /os e/e/ﬂe//7é.s‘ Ao cero en

%wj ot man vn gropo abelians bajo Jo mulTiph co
cloh.

Seo ot € Zrw] tal gue A olmod7) y T prlmo, enZon
ces (77,;4):/ por Lano exis7en p, Nl & £l ta |
gve et 771’"—‘/,&45-{:0 implicage 3 o=/ (110 d 7)) y por

“anto o es onidad en %wj , e es campo,

/460"0- vea.mo s e/ namera c/e e/eme,ﬂ{;; yug 746’//’6
Caso (1)

S bpong amos gue 7=9= Z(/mJB)/ T =atb
Hfl'ﬂﬂ&”Mj 70& e’ cor,junfo {ou).b(u/ s a<$ Yy o€ 1’4.?]
es un cnjvato ca_mp/efo de rep re senTantes , cyo ny

/
mero es g2 Ls7 prosamgee | P22 | yy-wp=gt
- P 7 W)




r 4
c’:'/eme/n‘os.
Seo. AM=mtnw)e Zrwl y supongamoes gue:

m= g5+ o

n=g41b donde st ab er @, ococg y ozbe g

Sus?) fuyem/o m,nen MU Tenemos goe:

,U—_-(gsw) +(¢++b)w = ?(’*%é‘*bw)g @+bw) ('””J‘F)/

U= (0~+bw) (1o J%) , es d/cu‘r/ Ko e ch;l{es congroes
‘f:_e, o un YeprcserI?IcllﬂLc de/ Canjua'fo dodo md doto g.

Ahora yeamos gue fodos [fos elemenTss som dis?in 705

50pon9ama: ;z ve :

(&+5W)E:' (a’+b’w} (man) P oowde ose<g ofaleg
o.‘:bcg y es b’z.;, ea/m«: (a-o,')-}(b—&l)w:‘__—‘OCMacL,t)/

es Jru’r, (a-a')+<_é__¢;_7w c Zrw] de /o cval
¥ g
obTenemos goe (L}?Q'j/(_b_;‘) £ 2. S ean az2a'20

Yy bybro esto ?mp“ca gua:

’
c2o-~a'cg y o= b—b'<?, 0 = L:.?_i‘:i <l y os A-‘</J
ol b=b’
enfonces L-q_“_'___-o y _b_;_él_._.o por # , por Lante ﬁ..ayl-‘.

Resomiends, los rcPcheﬂ/arﬂlc; del Conjaﬁ/ﬂ son distinTor ¥

&3 0'7_0{1)"/"7‘0 (omp/c'fa de rcplcs:ﬂ'?{llf?"ﬂ‘ de ZLW.
B N #2201
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pARY)
% l: Nﬂ; "

Prfmo ro.cfosz.

For lo tante NT=Ng= 37-, As/

Coso (). Supongamoes gue Nr=p , p-

A‘Fffmamo-‘f goe : 13/7/-7:/"‘/ F:-i/F:'} <s v CMJW{O Ca/n//c'fo
de (cprcscn‘{ &n‘{cf </€ %‘J / e’s 7/‘

’ PrO.l)arof gue 'é:'ene p:A/If e/e/ﬂe//{u”-

Vedmos/o :
Seo. J/=atbw y /f///':p/ po’ 'éa.n‘éo P: ot-ab *5?'.--»-66

de /o cool Fencmos Fve P/}/b

Plb p= al-ab+b? e»;?’o/m': a*= o(med )
a4 / P

Por Lanto P)’b/w/‘é»ces (P,b):-——/.

ces e ,r/:?‘c

Puque s
/o cval es Imposidle .
Seo. A=(mtn w) € 2wl y (b= enTon

ceZ -Za./yoc bez=n (modp) ... @), As/,

,u—cf/'=(m1nw es JCt;/f
- = (Mf/)w-—co——nw) (o

)— c(a.-fbw) —_:mo‘ﬂw—co\-(cé) w,
dp) ,por @0

e = (m-co) (mpJp) , as/ Len dremos §9<
paro-a,yug teZ //:77”,

c/cu"}

,,u-cﬂ':(m—fo-)-f p'é
= (m-co) 27 Tt) , €5

M- = (m-co) (maJ?f) e ee -
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AAOM, sco.ﬁéz y /=5p+r /c/a”c/eo_grépj

607[0/:“:: jE}’ (MOJP) ,'mp//'c,‘». ;zue_ /g_:f{mac/”)/
con ch+em. Co 1o /e.s arbitrario y por (i‘a‘z\‘) 'ée'?_‘.

ms gue M = r(malﬁ')/ drde re ds,7,5... 77 =13

As/ Zodo elements de Zrwl es (aa_;rue//?lc G on

_C/emen‘fo de ‘}3,7',.-,7:'] mddelo 77, 77 p1ims.
A {'.'M“MOJ gve 0 T, i/-_./ -1 =on Ji:?"n‘fo: prodols 7/-,

- Svupongamos gue no, es decir gue:

-—Y'(Maclif) ezﬂ{mce; r-ri=4717 y Me?zw'l/

o< r<p ) o<r/<f-7 en?‘eraj)es{:o ,mPhcq yuc -
N(T-!'): N(y”)'.. (r'f) =f’ ”)A 2 Yo gue /Uﬂ';pJ

Por '(_o.n'{o P!(r_ryi___:p P/pr' — r;_:i'(mu(f)/ &s Jm‘;

—
Y=1r Pof s er c/o..Se.s rcs/c!ua./u

As/ el m/mero e elemelr?{:; de %wj es /VI/":P)

P Pu"mo roc(“anul.

Cos50@) Sea =/-w, hay gve ver gue :

Zrey
NIT= M (1-w) es el nd mer de elem estos o _@7{1«7

Por /; an?lc;,pr s Propongo que h 7, ’} (/a, afzwj)



d5

. 2wl = =
Bosta ver que oz cis,7, 1}

Vemos guet  [-W= [+(-IW 3=Nl-w) = ) =1 (~1) + (-?
/ 3/}/(-1)1 es decir, (3,-1)=1, por tanto existe
ceZ tal gue ct-N=n (mod3),

Sea.  u=m+nw . Asi u-cli-w)=m+aw-c-c w .
d-c(-w=lm-cw-ctcw) (md 3) entonces
A= m-c (MOC{/-LU) g M Ce 24NN ()

Pl
es decir, cua’gu?er elemento de ZZwl es congruen te

a un en-éero/ m-c, rocional md' dv/o V-w).
Ahoro. seq LeZ talgue + d=254r ,o2r2 3,

entonces I=r (mod?3) 7mp,ic& que J=r (mod /-w)ma)_
Como J fue arbitrario y es conﬁraen‘ée o 1 mddols ()
De 1) y® obtenemss gue:

d=r(mdiw), dinde rels,7,% , por Consi
guienJCe 1z 7,7 Q—'%W] v

ZLwl l-:. N IT= A/(/-«,U\:Z%/)u’mcro de elemenTos. m

(-w) ZLwl

Vecgmo.s noes{ro UIHTU'Y)O YeSUHZa.Ao en e:{e capr/'éula_



COROLRRIO
T)Sea M=(otbw) primo . Si p::az——aberl:/f/(/?j

p Pri’mo racional . Enton ces

(%w}) H'_ doncfe ﬁc €s e! campo ‘F:m%o

con p elementos.
]]jSl N77-—P2 Entonces (%wj>$/§§1 , a’oncfe

/;‘,Er- es el campo -,f:‘m"éo con P"*efemenfos.

mjs P TT={~w), En‘/‘onces (%ﬂu}) ~ /% .
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CAPITLLO D05/5UMHS DE LAUsSS ¥ JACB]T

§ 1 CARACTERES MULTIPLICAT VoS,

Definicion . Un cardeter multiplicatin sobre % (campo )

es un homomarfismo.

2

El ConJ'uﬂ%o de caracteres de 7o o a5 yaces pues par
/o meass 2'(@)5(—%) S/mbols de Zeﬁenc,/fc f/a.ﬁf?”;

y )=/ #a ei"/';"/. sS04 eJcmpé; de carocieres _saa’/c/}f/o_
Ahora extendemss /a definicios @ 7 aﬁ,/‘; . E@=/ )4

sl ZH#€ Cr7onces ) =o. Veamos nvestro primer reso/7ads,

PROPOsICIoN 2.11

Seca X caracter muﬁ//p/icm[iua y o,e./ff:f enTonces
I 2/(/)-':/’-

) X Es une ros'e (P-:) esima de /a unidad.

) A (CL"): %(a_)-’:: Z(a)

DemosTraciin.

T) U= R0 = 20 X0 enTonces LU=/

) Sea aelF’ onTonces C\f_l;_‘:/(mu!p) y Far’éa,n"/'o

/=0)=X (a”'): 2"
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) Se afirma gue: Z’(a"): 2 la)'= m

Como /= 20)=Xad)=20) X (0] entonces Zo)=
Ahora por (I) X(af"=] y asi /Z(a)/=1/ adends
|7l = 2(0) 70, entonces /= 200 7@ .

Por tanto 2 (ay'=20), y de agoi
(&)= H @) = Ty,

PROPOSICION 2. 1.2
Sea X coardeter I)?(//71/'p//'caff/}/a .
I) St Z=+E entonces %FZ@):‘O

I S5 k=<« en%onaes% X&) =p,

Demostrachih.

T. Si Z#¢€ existe aeF +a /gUe Z(A)#E@"/.
Sea. 7—:2 Zéﬁ) Jen'&once:r

20 T= Z(GJZ:FZ& {%’__Z(ﬂ‘t)—‘—' , por 1o tanto
tefp P

T (Z@—I’: o Y %“)?E // asllqug T=o0.



M) SiX=&, Fenemes ZXH=F CC) =zl =p.

Dcf/nicio/n. Sean 2'72 Cara.cfcres 5o[;rc /Ff; En{onces
2/25%;*———# a* C/e/ili/'c/a. por ZAla) = 20 Ala),

y
2B @ definide por 27@)=2(dY.
Son CQrac‘fcrcs /7)1//7’/,’0//'54_7‘/2/05 sobre /?f;,___(—i()

SEOL, A C—':‘/COHJUn?Zo /orma.do Por’ ‘r{'ac{o_s /p_s a.rac*l:eres Sol:re
Ao, entonces por lo anterfor b Liene estructyra de —

grupo} y e[ 5/3dienﬁe re_su/{o_c/o nos do. vna c/e.scn'g___

Cioh md.s precise. de 5.

PROFOSICION 213

5 €s ungru/oo crlelies c/e. ofa’en p-—l,
S/ a,e/;;j* y o/ emfances e,\//’ﬂ{c vn mrafﬂ‘ar‘ A

tal gue X (a)=E/,

Pe D'IOS“I'O»CI"O/I’) .

Sa.benwj gue /72;:*65 C/Ic//'co, En7zoz7ces sSea 36/@#

genemalar y aé%‘;*Cua/yuiarm/ as/;oc Q—’—‘ﬁj

po.ra algvnm jé 2,
J
R)r 0'1[)'0 /aa/o Sea Zé[eﬂz‘é/)ces Z(A)—’—-" Z/@) P /o



lo cval sigm‘{ico. gue (o) Jepenc!e solo del valr de 219,
como X(g) es vne (p-) r>iz de la onidad | por 211, ¥
E*ﬂ'ene ?(s-1) SeﬂeradoreS/ ontonces hay oe/lo mas
WP—!) coracteres, por +tanto IE}S p-1.

ZT/'I' k

. =
be-fmlmos ahova /2(3“)1:6- f ,Aesun cardcter y

€S'\l_of}>l°en Aew(inido, Seo N= o(R) entonces

N=0(A= O(E) 2 p-1 , ie., N 2p=l e (Do
27/ - .

- éﬁl)—:l sit ] ]ﬂ //o cqu sigm';f/'ca gue P12 N..td,

De)y@® 7= p-1, por 'ﬁa.n‘tlzo JE}:p—-l yE=—‘<2>.

Paro lo Seguncla_ Podfe de lo. pro Posic/'o’/z consic/eremos o-

7::2)ent‘onces si O&éﬁ?at a‘ﬂﬂ 4 P’)(j/f)"”
/0
pnte 2(D=2=EFEL,

COROLARIO.
%
Si aé% y oFl entonces Z/—Z’(a) = 0.
XeE
Demostracion

Por 2153 ex/'s'ée Qcaro{c'fe.f 'éou/fiue Z(OQ—?‘-L/; ie.

30



Q(AX—HEO. Sea T:% 2(&)/ eo?é/?ces :

20 (=L 2@ = 2X6) =T por o tants
ZeE AXeE

A0)T=T implica gue 7 (am-1)=0 y 7=o0,

Ahora, veremos que los caracteres Lienen relacion con el
es{vdio de Cier{qs ecvaciones d/'o[an'/ina.s.

Sea. X'= a para ae ff‘;*, .‘?; sabe gue esta €0V G
don Flene solvclones 317 o=l (mod P) , donde
C’=(ﬁ,f>-l)/ y s/ Liene una solweich entmces existen
d-solvciones exactamente .

Utilizaremos lo anterior enel 5/'3u1'e/7fe resvltady,

PROPOSICION 2.1.%.

Si 0;6/?’:*/ n/f'l y X”:a o es .S'o/l/é/e/ e/n[ances exis.
te oncanfeter X #al gue

) X'=¢

z) )=/,

D emosfm cion .

Seaoldm genero.c(or a’eF }'3 un 3enero_dar de /7‘;",
de Pinimos ,2’:::/?1”-_,/ entonces Xe& . Veamos gve

3/



33
se cump/eﬂ () y(ﬂ') ,
Por 2.12 7-/(9) A7 (9)

ahora por }lipa'"ée.sis ){”Z— Q(Mpzfp) No &3 SOAJ/eJesJecff J

d o oaEed
= 9 (’”OJF) no €5 ,So/oé/e oS/ ( a? n S/.[. n/l/j
J

Por{qn{o o) = 2(3 =4 :75/ e, Aol
Es cloro gve X =&,

ZW'.J. ’
 Deo azﬁj

PROPOSICION 115

Pa.ro. ae/ﬁ: , sea N(Xn"‘a) [nu'mera c{e .Sa/uc,fo/?es de /a etve.

C/o/n ,X’)Ea(moal P) . S jf, } e,-ﬁzonces N(X ——a) Z.Z(a)
2=

Analizaremos por separado los siguientes cosos:

(@ Sia=o y x=0 (moJF) en’(lo/icc_s 2 o) = 1.
ke

) Siao ), ;("::;o.(madp\) es 5o/aé/e entonces ZZ@)::/)_
@ Siafoy X'= a(maa’p) No es soldble eo; aocesz:,z/a) o
Demoﬁ'é l.a,Cl.Oﬂ_ /t -

@ Cloramente N(x”:’fo {mac{p)) = /J por bo tunto

& 2o)= €0) + XY 4 Xco) 4+ X0V = 1+ 204 -2 XC) =]y
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(!3) Pues{'o gue X'= (mod/o) ‘éfeﬂe (n/ﬂ-/)-_—n 50/1/&/'0,7:5 Yy

n)P-l en?la/Jcc_f N( X”:a): n.
Pov’ o‘éyo /zx(]o y, Como X”:—"ok es _SoAJ/c/ 6/775”(65 €X/°J7Lc.
béi‘?’ tal gue b'=a (hwa’p) . Seo K ek —({a,/?(/-e
2'=¢  enptorces Za) —:24/5) = 5@):/} jucyo
Z 2’(“):—-‘2. | =n.
Y=¢€ anc
C) Si oo y Y'=a (/noc’p) no solvble enthrees al y por
2.3 exisTe Q ef-c.’a/gue R@F ! y =€,
Lonsidere 7 '= i‘(’e;—/ (("::Cz
S (y) :/F'[_Jf/ex;:fc e b ‘L[a/_yue Z@)::—élz"_/ 6117‘0/7(65
O(M:n/es Jecn'// X'=€ y por tante T O {Z:Z;zj,..j Z”'JJZ,

A/70r5~ Supengamos ?ue (]_0"::5 (?67_)/ donde 0(‘(’):6{/ d/ﬂ y

como dIf_’)—l %e”cmaj ?Ue <v> =5 )‘U%yfupg C{E <2’>J

QS/'?Ue (‘fé<z> Yy, Por Azla.dfa T:<2/>/460)’6~

Sea A/":ZPZ(‘/(:%/,Z,..-,/!'.‘I] Eniomces HXh (//cs
Soégrupo JQF)/ O(H)=n y pot 'La;n‘éo H=T7

Por Jo ah+er1°or Q&)YZ Q’(M:ZQ [P'(&):Z [f’*(ogj er7onces
T

Prer P

Z Y{(&)[Q@)-J: o \/ (Z' (F*(o; =C.m
Pe7



COﬂOLAfUO .S =2 Y P-pr7mo ;MP&Y/ €/r7$m¢c—‘>

N(XZ-’-::&(monﬂ:: )+ (—%—)
Donde (%) es el simbolo de l.ejeno/rc y conel 30bre_
en'lLenc{ic/o de gue (%):-_0.

§ ! SUMRS DE LAYSS
Sea f=EF

)
5 ae/}f s/ beX enfonces

, .
l)— Ok«l-P%z Par& o.lguna 7CZC-Z/ per /o '({cu:‘lto ”fq ID?

-—-)f’ ff’? f J /a 5/le€ﬂ7Z€ Gle-,[jﬂ/C/M 7//3/7‘3
sentids.

De«'plﬂlcmn Seo QfCa\Yoic'fo sobre /5 F yae/ja-*!

Jolx) ZZ(H” ‘ea

de bavss So,Lre.Ox. O’oz;ale f— ez%—

e5 /o— Somo-

Z.elmx . | si XE‘Y(’"’JF)--’[IJ‘
p-\Z Jfa.(x V)__:__: S(X,Y) 2:{

o sixFylwedp)-8)
[~ %7
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D emo s{racfa/n

Coso V. S5/ ¥=y (Moa/,oy enlonces P‘Im(xd)/ por'lfcuﬂ‘o
o(x-y) = P k pare alods keZ. EnTonces F e nemos

a(x-v) Pk 2// (“'-
?ue }’0 _.-}0 /} Dor (ansfjw'e/ﬁ/c‘_

P_,i" }Oo.(x-y): F-'i I _

o qQzo

Ca_So(Z).
si ,\/%y(mm/,o) ertonces N yy implica gue:

UL, I ZE
[Z fw }— “[rpafee f“}-—-f’fa:o

P B i ] o .
)/@ ?(/t O:f’/—’—-‘[f-/)/fp-;fpa" '-}f’Lf)en%MCc: f‘/=d
7 }o 'l- +' +,fo:0/lgero como f—/#o 'feﬂe/ﬂa: fae
Fp s F i f 0 .

PROPOSIC/ION 2.2. ]
T) Si oto y XFEE entonces ga(,‘()::z//a.")g, (X).

-E} Si az#o y X=& e/;'fa/nc: 9&((_“):0.
]Z) S/ e=o yX'TJ:C erZonces goc;()—_:_o_



I’Z—) 57 a=o y X=£ ea?’io/;ccs 90 (5)::‘,0.

Demostracion.

T)Sio#to y XFE entorces @0, 7[/:)5» donos
. :
en 2Wq@= A Z0f = T 260f = g, (2

Lenemos gue i(j{) = X (") 9, ().

) g (= 5@)f‘*=;zf“___f°+f;---+f”"=
7Z) Por 2.1.2 9. (X:::o

I 4 ()= Zfééf =Zl=p,_

tehs

Desstaremos G (X) por 9 (%),
S Y3 — -at
Ob 0% . = “-: *
servac 3& (%) {Z 2l f {-ZZ/('&) f

PROPosICN 2.2.2.51 2+ €, ej;r'mcq /9(2)/:&57.

Demosracton,

Sia=o y X#€ enlorces por 2.21{m). 4 (x)=o,
en este cose no huy igvaldad.

Por 'éwﬂlo Svuponganos gue aFo y X£ &€ , por 2.2.1.0)

'éencmo; gve .



8&(7() :Z{a“)g (%) ertonces 9'.-— e g(x) = X (a”) é—??;)
= Z(a 9(%)

9(7() /Po{ 2./.!1
@ g¢x) es decis

I
NN

9@(7)"—'—2 X(&)g_&)_. Por (on5/'ju,°e,,lle_ 9 (7()3—(_—?-’) —

= X «) 40 2 ()30 = X ()2 (e) § ] 912)= 963) T0=|90,
entonces 2.9, g;(—x) -‘:;}9(7() =(p-1) ol —ar.
Y por otio /ade Teremos gue :
4T @=23_ 2 70) f -

al )
‘_‘ZZ IO)R'(ij o enTopces

( par 055. anfer/‘o/)

24, (Mg x) =2 > 2 Z0x) Av f L 5 2x) 2v) p Sgy)
o % o o x Y x 7 v
por Lema 2. /. CO/W XE}///?/M//) €47é//(c_r 2’/)(}::2’//// por

torto 20)20y)"! L1, s decty, ) T = ) A ot
Jmplico . = plpei-..
I v Z 9 @ J = pZ S X0 T =pF 5 1=l

/‘jva/a.nc{o (I) y(’c‘)/ 7‘4/76‘/710.: gue ' /ﬂ (7) /:U /



——

ObSc/a_u‘a/d w. 9( _):'—-' ij(i—) C/a/) c/ﬁ

2
Ab— Xa)
Demo;‘r_!ro.cfa;. ¢ - ot — f
9‘775___ Zi/@f :ZX(-/]Z/(—f)f:Z/-{/ZZ/"ZL)f:
. - —_— — 1 — .
T E XA =70 2 T 2777 9 7)
¢ - L= -
dorde ~+4=¢*

, Por lo Eanto 9(.75): Z(")ﬂ(}—): i
E" 074‘0 /a.c_Ja/ m: Z//'

Z — L e 7
eﬂllonc:::_s /= 2/(“/)/ es decry X (w)=2 ), sos 7 ey ade

/

en () oé@ﬁe/?/ojyue /iBf(—XT‘:—‘ij(? ]

Observacron @) 5(2} g('{) = TPp= Zﬂ/}f).

Demos'ém. c/oadz .

P= 9 JTx) = 9G0L 2 §(R] ertones p = 26 50902)],
M0/77p//canc/o ’Pof’ X (1) {eﬂe/m; gve /5(7)9(7): ) P

=2) 90%).. .. )
,) v = Xc¢r) = Z@/}(—J]:Z’[— !)j‘ -

3
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§3

SUMAS DE JACOB|

Considevemos /o ecvacion X4V =1 sobre #o. Sea
/V(XT'in-—l) el nimero de solvclones (xY) € FnPp de
X‘%y‘:l. Ha/x ade lante pro baremos f(/d

+1 s =3 (MOJ‘Y)
N(xtey=)) ={P F 0

Pl si p= J(med9)

Consideremes el re:a/é/ac/a an%er/'ar conn c/aa/o /no{eMos goe
en /g- /las sohclones de /o ecvocids X’*}’E’:/ Son
(’/ ’)/ (5'0)/ (% ")}(o, 5’}. Tor a7lrl /oy qplicana’a /a 747‘/»#/1(13

Obtl.'eaemos.yue Pare p=5 A/(ﬂ-fy’:;): s-1=%,

J
Abora veamos gve elndmere de solvefones deloecvatson Xiygzi

Sobre /%— Se Pueo/e apioximalr.

Como N(X’1}3:I)ZZ 'U(X?-':a) /V{y?'—'l’) Aoali ceme s Ccases:

adbzy
Casoe D .
Sy P—EZ(MM{?) e/77LOIJCe_$ Xi‘:a {maclp) es se/od/e %5/%}

Ya Jue X>= a(me Jp) fiene seloclds Unlco pore ca.c/n.a.é’;;_l,

- |
v‘ofo!qug QETE[ (,moclp\y J=d = (P-’,”;}’ reo (moa'f’) selvd/e



POI’ {QU{O A}(Xa.:a)z/ o e /ij eoTomces
N(syo=1) => Nz Wiy=s) = = =p

Athz) b=

Obien como /?,«’_:}5“ 3 './ 7-_1] 'L/e/,'ema:;ac

207 e

P-K) +(k+) = /(/noJ,ﬂ) y onde /2 kepey por 75,,710
ZA/(,\/?.___.“)A/(}/%—_-J) :/9_2 s 8/775’4(65 ’{e//fwo;fae

Q4b=y
a-#olbio

3 T 3
EIA/(X—A)'W)'—Q—-P = '{//XBH/ =/) g Vo goe

Ot/=o4s=/ Yy /t0=o0d4b=/ so4 Jfus otras dos Sotbciones

?Uc 7[0»/7‘5\44.'7,

Caso (). = P= 7( m14d73) , por 4.1.3 7l<w€/am; Foc:

ik
<9)-’—"/}7; ;Z/gk)a‘é%‘ y Sondie k—‘%é"/-—//"zf
Con p-/-:{./ es decis, <25 =47
. , z
}/Pof /1,0/7{:,5/: /f’-// 80700/65 P/'=3m Por o
algln kez2.
Azl T @ defnide g

k) 271k
2/(] == = P AN
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amo qemp/o al coso @ veantos /os o focFones & /o ewacfafr

x’+y3::/ Sobre f;- NoTemes /u/"/ﬂero goue 65710\5 Sen,

ba (), () (8,2), (o, 9 (o)) s decir son 6 [rer Laliezatl)
Poes‘)lo gue <3>=/73 y 7(/;*____, a* Ole7lini¢lo

[ K
Como Z(3k>-:_-c__g§— y k:o,/,;’gg:’/ es vy 9eﬂ_£_
U_L_grupo Y de & de ora/ea?/ entaces

rac)ar’ del vhico s
Considerands guve {Ca,A) e 51/ ]‘“’5"}={(°f’)/(’/’)//?/€,/5ﬂ),(3,§)
(5/3)/(7}9)}' (UCY -éab/;. 2.7 l.l) y & c{emg,/; :

27
es—_:—-l-/-;()—j_ .
z 2, 7
-—ezii—_-,L (U308
— _'_—-_(,5_.)

W) =X (3)= 1.
29 =1;



pZa

1) = — &2
W= V)= 5 E5
A1) = - =25,

y.SUPa/He/IL/O gve /U(X +y ——/) ZZ (ZZ (“') Xd(“)) v

J=o 1z Yads=/

/l//)(3+}’3=/): 5/ esr7orces éé‘ Zﬂ%’é&)}{i(lj —

Joo (zp bz

-2 [5@ ECl4 80 X +EW X (8) + Ra) ) + X® X B+ X () Xs) 4

X4b = |
F 2 W)+ 23 @A X z(é)]"—“
=(£@£L/) +€6) () + DX 4 20) E01+ X&) X0)+20) X Y) +200 ) +
+2%)x0)+7 zmz‘m) +

+(€0) £6) +€0) X + €] X o)+ W) + 11 X6 4 A ©) 420) Eo 1) Ko fzé//i(és)
HeQE @) 00 1@)He X )+ HOEN AL BTY 1)+ DE X 41 Y )

“'{f(s) €6) 4 €000 + €06) T () FXER) + 1) A X )+ X [DEIHE R 4 f)

+(5(;) €09 £ €0 X514 £IX )4 X0 €614 K03 KO 12X M XE) X Q)Xo ) ) X },;)
Heh 4 o) e 26D c0) 1) ROX O LSBT Iy (@)

Hetnety vanywensewie) $ 20 cts 1) 2 410020 42 Wﬂ)fZz(r),r(f)ﬂ*fy)?c’cﬂ)

=@+ +3()-E+ S 3()- &1 &) +

72



Como  GUVE ranios.

Br -éa""L" eh /}g 'I{enemw;ue se comple gue
N(x+y=,) —_—:i i(z il ZJ(A)):: €. p
7o

=3 A=l

Tabla 2211

Y( 0,0), (0,1, (0,2, (,3),(0,9),(09, (2.6 j}
G0, (41,12, (13, (49,013, (14
(z0), (30), (3,2, (v, (1, 9,(39, (3¢
Fr B ={ (50,3, 2,39, (39), (3. (3.9
(40, (40, (1,9, (93, (33 (4,5), (4, &
(o), (5,0, (39, (33,54 (53, (5
M (co), (), (87 (53, (49,059 (54

93



vy

]
De{;mczan Sean 2'}'2 caracieres Sohre ﬁ enitnces

3'(212) Z,Z(a)zé’) 56 /e Convce C2P79 SOt oe jd(ﬁa/

aph=|
7507’6}774 l Sean 2/2 CafacT}cres 7o 7”/‘///'@ /es . Eﬁ7Z0/7C£5
X) T(EO=p
o) T =

m Tl -2,
1) Si XA4E, ertorces T(z,2)= 2230,
J(x2)

DEmosfm.c)a/n
1) T(e=21=p o por 2.12.I
mbef

I T(E)=> 2B) =0  por 2.12T

.bei?'f,

) Como 2@ 424 fowet Xlp-2)+ Xl p-)) =0, & deciy
RE) + X0+ Xedbe - X (p-)+ X (-) =0, enTonces
B U ()4 X ()4 + K (p-DV= — K1) Poy Larito

ST VE = —Rlt)ol). S €= Impliza a= S
Ck-l /— o A
cer
Abora. T(2,x~)= Z L= = 2 U 1=z 2k
A4h=] = At o=
?i; b%0
> == )= > 0= ~7e) | por Ol

ath~} O
i) %=/



For £an+to D—(;(/Z/")::: f—Z(—I),
) 9(2)g (2):(§:z(x>§7/22f*>f) =
_ﬁ;Z 2 F _Z[X 2@ A0 T

Xty=+

Ana/;aaremos

Caso()
Si t=o0 tenems gve 2 XAV =2 X ) Al-x) =

Xty=0o )’.— -l

45

=L XEANAD= AT XA =0 por 212, asigue

DX C)AlY) = o, susTiTyends en (1) Lengnmos guetj(,?.’)j(ﬂzo.

XY=y
Cosold. Sito , Je-’[/"/;fmu_f tx'=X y Ly'=y por/o

%ue X+y-—/ Vo~ gue)(#')’ —é pof /a‘éckn7lb:

ST )= 3T Zlw)Aer)=3" XA ,m)/?m,.

Xty=1 AhyEl el

= 2//7({)2. Z(A"))UJ = 2/7(%) J—(Z//?) , Por ch:‘m‘c/w’v.
Xiy'=l s

liego Z= ZNAO) = AT (X,2) . (2),

Xiy=-t
5d>7Li7LUy€/7</a @) en(l)/ 0bTenemns to , ¢ e/r?, y

096)= 3 (18 Txa) F= 72 2=
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=T JXR) por dedincis. Portants
D) §() = T (%, A 9.

Como Z,’Z—#{/ a=1, '/Jcﬂc/mufue 3(/’(;);{:0/ PWZ.Z.//

en'éonces ,-jjcx/ )= M ------- (3)
» dxa) .,

CoroLanso .

Si 2'/2 }’2//'( S0 70 7’//'V/'a/csj e/ﬂlances D—(X,})}::J—F_ﬂ_

Demostracisn. Tomande el valor absolvte de (3)/ e/ resv/td,
Se Slyac c/e 2.2.2,

Hegresemo.s ol anilisis de M(x4y’= /) y M(y2er= /), Tensa
/{/(X —levlp))~ /7‘[—-) L por corolerio de 2. [.5 g

Mos yae
V=) = 3 M= Nlys) = Z[H 18] =
ot =t aty =)
'—’Pﬂ’f(ﬁ +Z +Z&r){"-)" p+2 ”ﬁ(} ) Porgee
dbal aécf

l‘\a. "émﬁ’as VCSI'JUU tuadr&vllia.; como Ao C.Uadrafﬁro.r. Par ’éa,n’lLo
P

Nocuy'=l = p+ X (%))

ath =]

Come e/ simbole de Lngm/rc eson cqfa::fc‘r coadid?ico médody Ps




4
Sea,('ﬁ‘)l'l{g) un Ccu’a./c*ef cuacfm/%/'co 16 Aol P Xi=¢

impll'c:x ?U@ Z:_: Z,_I.-___-w(%) . Por /a'l{M-fa
N(Xz'f}’t]: PJrZ ("f?) ( ) F'f'Z Z(4) ) () 07 06,
ath=| atb=|) P ﬂ-C/oa

=P+ T(Z,X) lpar Je#/nfc/oag)
=p+J (z, %) (por Gé))
= p - Z(—l) (Por fearemmi) '

o/
— P _ (_—%) (Po,r )147%510):)
-2_:!
= p - (‘!) € , Por "?_{auﬂlo

11 ezt
N(X ty :fJ:Pﬂ L) , Como se 7ayer//¢. 10%30

N(X”y‘—l)—-{PH 5! Psa(madﬁ’),y
- P-l 5t p= I{med¥).

as/ _?ue NX%'Y—‘) iZEZ ;KCAX"@)]”"

A= J=» a+b=y

=2 (9 €00+ 200 i 20 4 an 202814707004
+ (e(a)z‘(s)mm‘(b) +:((a)z‘a>)ﬂ= p+IRE+T(xke)+



¥8

YT + T + TN +T (g XY n(zx)r?w 7Y =
=p+ TR + TN +T LYY+ T L) por Froremel,
as/gue: NCX"’+f:1>:P%-F(?C,?Cl)flr(ﬁ x) +T(x %) +T (20,

Coma , = & Pdr Ser ca\fafcﬁ’/'cu/é/'c,;/ e/zfazzcg:

zl"‘ 2‘-/:’_:7 Yy cCen -/= (")30572’/76/”&5 /::/Z/zﬁ-/):

—

:2"’(—)—7((-)7(7—:) o>/ ZNR)=] oy
Zl(a)= Xl =] . Portanto

Nocw=)=p + 2T (X X7)+I¢2)+ T (X, %)=
=p - QLX) 4R Re 7(7(,7.’) J Por Tesrema |,

iyt =p - 24 2Re T2

Obsen/a tlones.
(')/ N(4y= 1)~ p+z/ }zl‘?ﬁ‘a%/‘ 2/7(7(7)/ E].

(Z) Si Nf’ €3 c.}m]mem Je soloefones a/( ,\’4/ _-:} :so!).c./?‘,o,

ertbces Np es apoximodamente o (p-D con errr'de 2,

Con%/"""’*"é” tenemos de, Carolar /o de / Fosremal /oo
51{90:607%2 Cconsecvencio..
PRoPosicion 2.3.1. S w/(mOJa) e/ﬂ/oz;ce: exfls For exfms

p=cc —ckﬂ-:‘é )

oyb ‘l{a/ﬁj_yoe
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Demost raclon.

Como p=! | (m0d3) esfonces seo. Z cardcter deordern 3
Tenemos que /a5 rafces c/e b ecnciy Xo=1 so0n
/WYW donde W= 83 “(""‘Z“@‘?/ w tw it/ = o
w'=w y w =1

Paye. a.e/f' L, #(a) es v rai's chbio de Lo (//;,6/4

s’ Jos yajorcs 0/(3 e5‘éqn en £/ w, (UJ7 de b cqu

Lfenemos gues
’ M )= 20 2€) e 2001,

s+t=]

Por'éauﬂzo T(Z/Z)-‘-'—‘a-%bu) y -p:lD’(Z/Z)/?:@Mw)-.

(a%w): (&Hw) (Mbt’u’): a - ab.}-L—L/ es Jcm‘v;
P:a}-—ala-}- lﬁ‘ﬂ

Observacidnl,

Votems goe  p=ababih® =(b-a) (b-a)bs b (b fe-atc®

por lotante /a Ye,Dreseﬂ’/ac/%g de p 70 es Unizo. .

Ob servacion 2., '

p=at-abib® €V Fonces Yp=(2a-8"435%= (26-0)sa
= lo4s) ™ 3 (a-b)

Ob servacio™s 3.

Si Pa‘/(mﬂJB)/ en Fonces p:af—a.f:-l-éz v o3 divide

/
solamente auvno de ls s{gw’ezzfe; nimers: o, b ya-&



$0

Es a/et'r 3[G- OI EIA 6/ 310,-5.

OESC"V&C'Gﬂ y

Suponga.nw.s yueBiq-bJes decir Q,-b 3K pare aéun ke,

emlor)ces 3 (a-b)li=2? LI 4)§

Comoe  %p= Yot Sab 498 (2a-b)%+ 357
(2b-a)*+3a"”

(a+b) %33 (a-b"
__—:@+Q -}Z-’;‘k par@
Brtanto A= @+ y B=k" ¥
Yp = A*+Z4B 3

De estas observacimes Teremos,

————
—

i

PROPosICIoN 2.3.2
st op=l (Mad:i) 6/77‘4027035 e;r/’57le»7 e/,v?’é/o_x/? y B talks

/a reprcsez:?za_c/a/: a/e Zoj /4 B ef7évl a/c’?é/m//)a—

__4_0)‘ en 7[0)’m»<— vrlco- 54/90 e/ 5g/)d.

£/ 5/‘}(1;6//7é rcsu//a.cfo yelaclona /a.; Somas de Favss

Con los sumas de Tacob’

PROPosIcIon 2.3.3.
Supongamos gue p_/(madn) y Aes cara.c.+8r Jeorc/eﬂ 7.

Entonces 9(x)"= Z(I)PJ(ZZ XZ’) T2, X" 3.




Demo.S'éfa.cfa/n. Sea /,Z .-"‘:.‘2 /pof ./.-__L/— 0/6/7%0/‘6/‘?70..] 'ée'o_(_:_

mos ?U@.:

g(z) = T(,2) 9(xY....... ().
Otre vez sea 751::::2 y por e de/l‘eorem&l

tenemos

IWIxI= 9D T(xxY .. )
moltiplcands 0) por 9() Hegamos o
)’ = 92 9c)*= 9 T(X,%) 9(x?
= T (xx) 9= 9)&‘)
= Tx0 T(1,299(2),

por‘ (Z)/Por ‘é a,r)715
900°= T @0 TXX) Y(x)....... )

multiplicoando () por 3(%) obTenemos
Y(1)'= TGO TE) 9(2) 9

Como G ci) gx¥= T(x,x) 9(x7), erfonces
)= T @O TEE) TEX) GXDewenn ),
Contimvands <l procase, £ enemss
9(2)"= T 0 ®) Tx ) T TR IRE" )6

A}wro- pof ATPo’?Le,si_S ‘éeﬂe/na_s fzue_ 6.—:,’5”} 64710” ces

2"z 2= 7.

5



52

AS/"?ue 9(1)3(1”"): 9(709(7) = Z(-/)P , Porobser
vaclin ¢ de 2.2.2. My /Tiplicands &) por g cx) Tenemos

’ 3(76 :r(xx)Tcm) -J(X X }g(z )9(7:)
9= T T 2Y TR HENpg

COROLARIO .
SiXes cardcter cu!)lw entbnces g(x) P TR K.

Usando el corolarle an?le/fof/ anslizaremos TCHX Para Tener

Una I’NCjﬂf "Vf-saa/i'ﬁacfoz “de /V(X"/}’?—:/). Recor Jema_s' f”

3'(2,7).’: (&-wa)eZEWJJa,ben A y w= é’.ﬂ":. -HI’(F‘-'
. T 2

PROFPosicion Q.3.9,
Svpongames gve p= Wmd3) y X cardcTer /bico.

EnTonces
T bzo(me JB)
1) a=-l (mod3)
bemos‘éro.cl on.
Como  g(7) =2 Z(%) P 2 enemes

0= (5 285 = = ZUPF " oot e,



Como Z =0 y 2’(-6)3—‘—‘/ pora {-—#o Cenemos

4 s(p-1)

AP IEHAE S Y S T
Ef{ffl+fg7'"' 1 fF-l_’_—'-’ ~-l=2 ("70013>/ por‘?fou;7za
3(1)35-/58(»:“(3) ...... a).

for corolarto Lenoms 3(7) > PT(}K)O/ Y por éjf/fe:&
[J =/ (moJ3)/ enToces

I(x)’= T(xx) (mod3)

y J(xX)=a+bw ﬁ(z){:_— ( adbw) (mod3)eeen (D,

J

de () y @)
Atbw = =) (mod D ....) .
p\bora reemp/uunc!o —iPor 2. )’g’{i«‘j: 7:;(.,)‘9(,?): 3[';‘3‘)/
ya ¢ veXes co,m/c’fer (u/é/ro/ es d/eu'}’/ Zi-d= 1.
La (a//?"dlnoj )
3(’7)3_—:: P TC‘R’.—,‘;_\:")E (a4 L) (hwc/3) Nz ;acfs/fmﬁ)
= ("’) (Mad3) /P”@)/ ...-—--(y/

de 3yl ob7enemss
b(w-B)=o0(medd o bi3l=o (mod3) ouTbonces

B/bd'—'ﬂ =) ; Ne lej {a./f ve 6/137_—-_3)\.1_:5{0 Aimflica.guc

53
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TEOREMA 2. Suporgamos p=/lmod?d), estorces exi'sten
enteros A yB Lales gve fo= AT4278B%
St A= i{moda) A es?d determinado enformo
Unico y N()(?Q-f:)): p—Z+A .

DCMOS{V&GI’O{L Bw'?za ver gue /V(X:'?‘}/B::/):[J—Z. +A/57A51(3>.
Sabemes gue N(X3+}'3::)):= p-2 +2Re TxK) , con Z carcler
de orden3 y 'J'C?C,Z)::(odéw). EnTnces ReT(X, ;() =

= R e [osb(=417)] = Qe[&%—éﬁ(ﬁgﬂ = 2azt, inphes

2ReTR X) =20~ sea Qa-b:=A y por cor0 /ot
antertor Lenemss 2 Re:T(Z/ﬁ = A= /(Mac[:a) 507(0)750
N(Xey=1)=p-2+A..

Veamos por 4 /77me dos ejemplo: al teorema. (2).

lbl. S7 P =ec/=/ (/)7043)/ e/;7éncc; Yp.—_.-[j/)@):_— (:':))'-?29(3)z

Ejemp
Yy A== l(maJB) entinces el #bmero d e sobocisnes

de /a econclsh X"f')/az/ €72§; es .
E/m2 )= 60 = N>t} = /).

E}'e.mp/o 2, 3 eo PzE}EICMads)/as/l 6/){6?)“—: (-fs)z'* Z ?'(3)1
Como 5% Himod3) esZonces A=-3= [ (r20 a(3)/ per

£t onto e | ndmero de sol clones de x3+0°=/ ex
/Z:; €5 T (1-2-5=60 ::'./{/(/Y;"}’,:/).
Poytants tenemas gre el W+ r=y) Canto e”/}r:/(qﬂaelﬁ
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Son £0.
3 s : °
Aungue X3+}’ =/ ‘é/c/)cli e/m/5/77a ﬂ//??e/.o c/e .raécf’o//e_s

6/7/;?/ /@/ Estos o se poec/eﬂ Comporas, pue;%)
?ue /a C\N’Ylﬂ?é’%/’cr* cfe};‘; es Co/r/p/@é/f/é&?zc c{/'/émnfe

a la orttmétlen c/e/f?."



CAPITULO TREﬁ/RECIPROUDHD CUBICA

¢

gmpezamos con algunos resultodos que involucren a[ anillo

AR
Sea. 77Er?mo en Z[wljen{onces el grupo m0/7L/'p/ica71/‘z/o

ZLW) % . o
< /*/'Z[w]) 'élene orc/enN'iT-'!, por .91

Con ells podemss decir que +enemos yn resvlt ado ana’_/oﬂp
cxl Pe‘?ue'r')'o {eoremas. Je?—é/ma{ y c/a G/o Par !

PROPOSICION 3.L1.Sec. 7 primo enZLwl .57 77,(0(} erbn
N7

ces ol = {mod 77),

DemOS'(:rouc;o/n.

Supongamos que N3, entonces las clases resi

“‘J_Q‘@les cié,: Lw ywl Son c/i-[:eremzes en %w_]) T

Y& gee 57
7]

!) W=/ (mo d 77')/ en?zoaces l~w. Comg /W es /J/fmaJ

Ty /-W son asoC/;Lc/os/ es o/ec;r/ =79, Y oni c/a_c//
entonces 3= Mi-w) :/U(ﬁ'w::/f//"//' po/'lzaﬂla Nmr=3 a?_

2) WEWz<mocl7f)) W/W(/-w\ y/"7f/””’° 9/775/7(:5 77/‘40 o/

51
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Wl("w) Jo coal es /’mposz'b/e/ yo gee wes Uﬂ;c/a.c/y

”'!I-w por (), por tonto w#w’(mo:/ﬁ).

3) Si wr=l (mod 7), entonces 77/~wz+:.—.(/fw)(/-w), a3/
ue Tfluw J 7T//—w implico 77//¢w por 0).

St 77/}+ou 77‘/__wv. pues /twtw'=o  pos Lanto
Tes vnidad ¥, |
Es decir j,w,w* son diferentes en (%3)} enTintes

%’,W/‘Uz} es un grupo ciclico de orden y odemds

2 l(%uﬂﬂ:NV’/............(—)Ié).

X
Asi (uq,_’luier ol en (%J) elvads o /o 3k, pare
a}jWM k € NJ es amjr#@d?'{: aon / /)/o%é}; es a(:a'f,

7=/ 3k

e = E/(mac/”) , Pare qéyf, ke
NT-1

Ror 'éan':[a o{ E/(/W (/;7)’

Notemos queusvi' Mes gr'c_r;o en 2Zw3 ( excq:?ta /-w’)/ enTonces "
) 7=9 racinel y M7= _yt:'__-;/ (mod 7)),
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2 77comp/eJ'o g /V77=p5 / (inu{3).

Una pruebo. mds elegante de I pmposiciog anterior es /o
si’gui’en‘l'e'.

X ni-|
—_ Zrw)
Sea A €< %zw])) eﬂ%»eo(z) = [+ 77 2]
A_s/?ue QZ/W?—'/"/ e T Zrwl] y per A {aﬂ 7Za

OZ””—/E/ (Mm/f/')m

Observmcfones.

y 71
) Seo A*:o< 2 Je/l7L0/)Ces

NI -]

0( —/Z(A*”) (A%—W) (A*’WT). En e/;c?!o pres

@*_.) ( A*—w)( A"—wij - [A"(A’!‘-w)— ( W) ( At ::[A*/A"—w)— (A *—wﬂA =

[A*(A*—W)“(Aﬂ—wﬂW—L:A%—WAZ"LAZ*.{.A*W—.A* zwz 7/'/4*0034-

+ARW w3=A*3~A2¥/:/%uJ+w‘]-/—A*E wHw ) —{ = /}3%__[/ yo
?ue WM+ = o,
z) 57 /7-pr}’/no y /VF;—'LBJ en7é/7€¢5 77 c/iw' de

So/amen7Le oo Uno c{c_ /0.5 {ac‘fore_s C\)??'Lcr(aorc_sje:

dear o1 (L) (520, )
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Pruebha t Po(‘ 3./ / T ””—{__./

L y por o bservaclohi)

T/—l OZ.M&;/—"') (“ZLE;_I."‘W) (OZALZ%;{‘W% . (‘O‘W‘J Ve:Fr?moJ

=L M7= 77" M7
W,oé S 7/_/@( T—w o [ol P —w",
As,' 3 c[/'w" cfe q/ menes o. pno G/e_ e//o s, Vea_/ﬂo‘sgae
.So/amc/;fe_ c,//'y/'Je o Uno c/e e.//o.s'.

Veofmos/o. _S“opon_c).xmos gve 7—0//2//'c/e G cua/c_sfw"ero-
2 Je. los 7[ac710T65/ es Jec:‘l’la.f

Qo F) L (5w
D) () 2 (o5 u) o
<) (50 A (o5 ),

Dema:‘{,mc}oé. y ‘
o) S 77—/0[1(—/—7%:1—] A 77/0{ > w ;mﬂ//.(ﬁ?l/e

ﬁ/(d%-{[)-(dalfiw):: -—II+LU =.— (/—w)/ .77/_(,,“)) ‘,P/

Pofque N0 Son asociadss,

i Tl AE 4 on] ST

3 2, /
- //)1/] 1¢ o~ yU-e

éz "lj_& —-U)éz—‘—/fw?‘wﬁ,,Cej aﬁ;/&m«/y)f yogue
w2k /(o d 77),



6/

C)S; 77/0/ 3 - W y{ 77/9( 3__ wZ/ 77—- G//.V/- a/é’ o~ sv c/,’/[e/(ﬂr/h/

Pof-éa.lﬂlo 77/*(1/-)1(/01 /'7/77;3//2{;~ W= w (/?7“/77)!)7 Vegoe

_ 7
S0n lelffe’/ﬂé} wyw® en %J.

Por [o an7ler?or 77p/'°mo em 22wl y #/7"#3/ €//7é/)cc‘5 4
divide a vno y :o% avpo de fos 5&://6*/;7‘:5 %c%orc;:

(ozwf“'—')J (52 » o o/%fw;
)

PROPOSICION 3.).2 . Suponjamos gue 7 prtmo 'éa/gue VYES
V TI/}/O( .Eﬂ7l0/7Ce-S e)f/57lc un nico 6/17131'0 me{a, 1, 7.}

l gue I = 0 e d )

D e moré roclon

wr=1

(;/770 77/3(/0/7’”’ y 77/}/0( 6/17101)535 o/ :_:///77047]) Fo/3./.L

]Mpll’ca. gue_ Wd””-"lﬂnlolﬂai-{l a/

4_{..”:-4 71
77/0( J—-(/U 0/ ”/d/u3 _w?' Po( 065.(1}y0£5-62).

{o/oﬂccs OJAU%;,E_:LUM (Ma ﬁ/77) c/o/}c/e m e;u;)/&a'/

m & {0//,2},,



Con bose en este resv/7ads hacemss [ SI'jo?e/nLe c/e,[;'n/’c/%,
o s ol
Deplmcnon. o =i 77./0(.

Zrz’(d):é%é)a:: o™ 3;75{;4

Donc/e wm c/e/;o"/a_ /a.cé..Sc c/e wm/m/r/u/oz

Obsewaciones:

‘)Zﬂ- (04)-"—‘672'7{’% se leers como: el coricter residval cdbico
de ot mo'doly 7. Esvo serst un caming viable para coracteres
cibieos,

2) Si 77,}/0( entonces por 3.1.2 6’774)3 =w" [’”‘“’/77) L%

para. un va/or c/e m=o,1 2.

B)Asl' como el si/m bob dej_eje,,,{,g es }mﬂr‘fo.nfe en recipmp
_C_i(:/acf cuaclm'flcaj fe/;emas 7ae, e/ c:amfn?‘cr )’e}‘/'t/ml

cbbico es 7mpaflza.n'fe en rcc;pn’cfdaa/ ci'b/ca.

PROPOSICION 3.1.3.
',1‘_) (_97;;—_) -/ =7 X3.:‘.'-:“o{ (MM/W') e::»o/aé/e/ es c/ea:;
3

/
& es restdve cibio.

0ol = (2, (med7).

6



zzz)(ﬁ?g:(‘??)%.

WS 4= p(mJW’) exﬁlwceﬂ ) 6&)

Demos ‘éra.cm/)

I * o,
' )4‘-‘—",' Sea < X\>I=(%w]) 9encm.c{or/ o demas
sSeqa X &‘:-‘Oé y X ::Xy (por Ser _So/uﬁ/c),

Como X>= t{mod ) so/sble enTonces se -émsformo» en:

Y-

XBYEXR(MMW) So/vble £ X "‘/(mac/ﬂ) 4=

M”"llfﬂ)’—a@ 3y=a (mawa-:) 5o/oé/eﬁ(nn-g‘3)/a

(oma (/U/7'~IJ.3):3 6/772/2665 3/& S a:BkJ pare a./jwly
- w1},
keZ.lvego od = XK(MOJZ’) =P o(%;%q&—)/mﬂﬂ)

71

:Doz%a—‘?(x””—)k(mocjﬁ::;o(wr%z/(MM/W)/ porses

7 generador y ?(X): -1, enTonces %{7, = /.
3

:‘2.[ o (37-74:)3 =/ , Por Jemafffaf’ ?UQ:X-"ED([,,,@ d7) solub/e.

Por /o an'ferfor bo_ﬂz.a ver ?’UE‘ 3/“ .}/aL ,?we "eosi” es

sii en /a o/ema:{ra.cfog anTerior,

63



69
a ol =
Como X‘k:‘o{,:ﬁy é!g—)sd-d%— (/7700/7)) y por A/.pa//'cfl..}‘

é%é)}::l , es o/cc\‘r/ o{
X“@L-‘Zy)__—:_. L (m0d T oo ()

ZU *
(Zﬁzw_\) [—.-.:4/77‘1 enTonces de ) 7Lefzem:;ue

ez = alugt= WT-1) g | parelyls s 2,

ST=g = a=322 = 3[«,
k3
Asl como X‘G‘Ed(maiﬂ’) y a=3k r_b(b/’ )EO((MAJW”)/

wzl '
E/{/)?{)JW)/ 64710//4&5

J

NmT-1

({e‘)cl'/}f/f)D.S X= XX como sotbelon de XBEo((MJo’W).
RBr tant o XB:_-“oZ(moch‘> es solbble,
ZI) Se 51'308 Je ,a C,e{i'm'cfa/'; y por 232
1) (&8) = ()% = [t FIE 5T (rd7), portosit
2
o) =6, (2),
wz=l arel
E)Sf oZEF}(MoC/W):—‘?oé BEF) (ma</77')/ <z Jccf;

(). = 6;-,.’5}3 (o d 7)ol

Recor dando gue (%Lf)a:/ I w S W= C%)s y T, wy WEson



65

ZLw
J({ereni{es en 7 2w .Eniancc; a/e(z) oé?"e/;emo; Zoe

(5, =(7) ..

PROPOSIC/Zow 3.1.4
T) Z, (0 = Xy ()= X (2
) X = X ()

D€/>70I'£10~C/.0/f7~ aa
. . .
T) Como Z;;(o()-'—‘- Jdwdiw? y/‘;//wt_____w y(wl)_-w’*_—wﬂu)

(V)1=-W: W)-Eﬂ‘écmccs Zﬂﬂ/):zﬂ("‘)z Y

Z”(dz)____ Z” /J)X”{e() , Por 3.1.37Z. as/ ,?;7[0(‘):]9’}1) o'w't;
For 'Aaun‘lzo 2/” () = ;Z/” (Xz) = ;I./;, (olt).

Z_T.) Sebemos gve: NI

of J—EZ,M [mod 77)) eslonces
7t = A () (mod ) R ()

y cwmo Nr=HT,

Por otro /o do O"[@/_g—-'y_-__:];; (;)éma//_f)

en%oac:s c—-zéw—;—/) _::—")’/7 {;) /mgc/i') (?)

De ) v VIR —
SO @)= T red Pl

77—; (07) = Z,, (ol)



COROLARIO.

1) Z,(z)= Xy (")

) Z;. (nl=1 -1 (%4)‘-2( (n entero raC/'olm/Pr/'/??d €
?).

Demos%ra.cfof; :192/$z CJ):: Z? C;) LT =7

= 279(91_) /PO( 3. '.J_.}{E,
=2 (r?) ,per YT
L Xy tl=Z, (7) , 2=7, !
:Z_?(n‘) P Pou'fe [a pa'TL@CI)/
=Zg(a)* , por > LT
bor tanto Z,; {n)l-/—zfmﬂ——:o y Corm (g,2)=,
es Jcn‘r g}/ﬂ/'eﬂt”‘o Zg(”)#a PO/ c/é//n,‘c/o"é d/e,

CameTer res’dal cféico | A:s/: /- /’c; (al=o ,",;»;p//[ca~

2y (0)=1.a
No‘ta :E/ corolar’o es‘T/a_Nece _?ue 7 oes resh/ao (/3/2@

mo/c/u/o ?
5/ ,If/ =+ % Pi/amo.s‘ Y 7{ =4 =2 (ma:[&‘)) erTorces

Z? (Q’“’Z,‘ (%):: |, iame diaTo de corolario, Cste re



6%

iU/‘Ila.c/o €5 un coSe cs,oca'a_/ de /a ley o/eRgg,',wc/'Ja.c{ Cbrem

}/m /}6/)705 c/t's‘/injuiJo aun pr/'mo ro.cfonod de on prfma,

& conTimvacloly distinguiremos a vn primo de on primo -

e [
pnmano

Def/'m'cf(ﬁl . 5617770/1’/»0 er ZZWJ/ diremos ylle. 7 es er/'mu/'o
52 T=R (med3).

Observaciones. _
T)Si =g esvn primo racional, ¢ome esprime €n Z Lw)setiene gue

7_7,-; g=Zz (/ﬁoq{])/, erTorces Wesprlmaris.
II)S; M=zasbw es ur; prime compleje ew Zzw] y s7 7 es
p/;’/nufoj esT7irces Jepertos zve T= arbw = 2 (rod 3),

1) La de finicih de primo primarto es epuivalen fe o

U T -4 Zirw] st llos 2(msd)
W-espnmolor/muldjf.—d-f w en /] ”sto (moa).

Denpes ¢ racish e
=z (med3= 3! T-2¢& 7-2 =3(al+ »'w) , poros

a’gu’v altbw e n Zrwl Y con a/j v “l; 5’ 62) {=>

A+lw ~2 = 34! 42 4w &) (a-V=3a! y sw=3w
& a=7 (mod3) y b=o (madB).g
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PROPOSICION 3.0.5 .51 NTT=p=1(med3) , p primo suciond)

6/77‘0/7(.65 8/77[&2 /05 asacfac/os o/e 7/_. /My ;o% vn
Pn'marfa

/ .
DEMOJ{MC/OM, Seo_ 77——'—' 6\+buj) 6472/7665 /05 a.soc;ono/a.s
de 7 s0n X7, 27w y T 77w‘/ es dedr, sus asociados s}

I) T=oatbw . 2) T W= —b F(a-dW,
3)7760"::(_/)-6)—4(;). Y) - = —a— b,
5)~7/‘w:5%(1:—:~)w. ) -7wr= (a-8)+4aw.

(orxm Nﬁ':p:—':‘l(mpJB) y /V/f:a.z——aﬁ-}bt) 3/}70:4,'-—45-#!);
/0 ?ue_ 5/’3/7/7[/'@. ?ue ‘écxn‘)l‘o O comaé_ no Son (éﬂ/’/.é/df
por 3 al mismo 'éiempv. As; Svponganmes yue 3/{0&)
erlonces | () a= 3kt / & (&) q=3kt2 , paro

a,‘gu/n ReZ .

Empea&remaj & am/l'ur /0.5 casSos a.n7Lcrl'0f¢-5.

{) S! a=3k+!l =h (I) 7o es F//’MMIOO/}/a gve fedo’/_/_é
Mos a=| (m;c/3> Jo cwal no es /oyae bvs camos;
tambien (3) o es Pr?ng?O/ Yo pre Si foese Tendyie
Mos goe beo- = 2(mods) *EM)GIV.

) To.mpoco es p//°mar7o. S; /o ?/ue.sc owTonces



0

a-b= 2(mods) y a,;o(mocla)of,
(5) ﬁmpoco es Frz'ma,rfoj Parque s/ /o %/ero— a/fZ_‘a_ﬂ

C —
ces {b;- 2 (770 d3) —b Z-az=o (md)=b azelmidf.
bo.= ol /m0od3) -

TalTo analizar (2) y(‘d po.v o e/ cese () a==k+l.
Qcomo a=3tk+1 ) pore a/j¢/’fé62/ s Tonces QE/(ﬂmJ:f;

QE—Z(fmds) Y —aEZOwJB,) e ——— e e ).

Hﬁam..sz';ucco/fera. goe -b=o (mod3) . . . - .. G

De @), (+%) Terdiomos grve _a-bw__:-"_—Z{/)mc/’p‘)/ goeces

/o mismo f&&(‘/j/ 647506:5 (ﬁ 58/’1/0& p/z'/m&f/'a

(_H) POY 0‘{70 /ac{o 6&5—?.(01043) y ate=o(moe J's).---(o)
Dhora. =7 ocorrlero gve —A;zomch)—- - - - - “';C")
’(l_e/)af'/&mos gue a—b:—_-'o(lma’fi) /10;75'751/4 (o0) enG),

Po/‘éarﬂl‘o Z-—is 2(mod3) « . _ 43
T

Qe e5 4 ismeo goe ®@ s erZonces () es primario .

De /o antertor tenemos gue soh ocorre @) o ¢+ .

-SLPOI)"QMOS _706 QMLGS 307 PIIOMLrIoa_S (c_y Jcc,‘r ?”Q
@ vt4) sean primarl 0s) |
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De (4) tendrfomos gue ji;;jjz)) enTonces hz=o(modsit

Dek) Fendriamos -bEZ(/m;c/B)
a~b =o(mod3)

Obj@/mna’g @{z)\//;()' tenemos gue sdo ocorre uno y

Soto une de s cosos an?"er/"arc_s/ es G/eci"/ (4) o (2)

enTonces b= /(”7043)——6*1'

es primario Asl () es primario jenTonces () _no
es primario; o bien @) es pr/"marfg enfonces (3) 1o
eser?’marfo )

Resumieﬁc/o: Sia=3k+l, pasalgia k eZ, Trathw
y NT=pP=/ KMacl3)/ e lboces eatre by osociades
de 77 sd/6 bay vn Iar/'mxrfo.

Veamss elotro caso

i Si a=3k+2/ pm\’walgu’la kéz_} QEZ(W0/3> ——-“(*)
Como N7=p=ar-ab+s*=/ (moa'B)J /E(f—-Z.é-;‘J&)@wJB’)}
Por@f}/ estonces bi=2b=0 (maJB)J ass’ 3/

b(6=2) por
tanto 3{_}; o 3/5—2.

57 3/b, erTorces b=o(md3) y 7 es p rimario
Si 315-2/6/)720435 b= z(mod3)

Por +anto (1) o= 2(rrod3) s beazo (msd3),
@) b= 2 (r0d3)



¥
st%ve ~TTw = a-{-(b —&)W;‘_ 2 (modB)j e, T7onces — 7w a;pr/amwz’ﬂ.

De e//o se dedvce gue Jos demds casos 7o S04 primarios.

St @) es primarie , enTonces _bht(a-b)W=z (macla)j

90710&66_5 “AEZ (Mpcl 3>Z (P(?f (IL_)I).
Si 6) {uercx Pr?ma.r?&/ e”7§ﬂcc5 @-4,)——a.u):_—”-‘2(/910£3))

b-as2(mod3) y —azo (”’”‘/3)1 =10 (”’”‘{3)0/

(por o).

Si ¢ frese primario enTonces —o —bw=2 _(mac/3>/
—az=2(mod3) y &= /(mad3> 07(,00"(31)'),

Si ) .fpuera primario, entonces (a-3)taw= Z(macl3>,
=0 (mo JB)OV (par (x) '), Eon esTs ‘acabamos.”
Esdecrs 3|y, ) implica goe 77 o' =70 s0n
pr:'marfos . Pero 7l peimorio, sl b=o (mo c[SL' i

~ 7w primario, sl b=z (ma’B) L de e/t ob7ene
05 Joe 5/ Aa y vo primaris esTre s assclados
de 7 enel coso(ii),

Asi jurﬂlanc/o () o (1) Tenemos gve enfre [os asoco—

clos c{c 7 5o//o /)A}' 17Y,] pn"mu/'a . |



T

E)em;:/o.
=37 e_spr/')m Por;ue /V(B-/w): 7 y '?E/(rmd?:).

AS/: por Ja pmpa;/abfy aﬁﬁzn’af) ‘C/eae/ws qgoe 50’/0
/74}/ vn p//a/ﬁwlao €/771f€ /05 asoclades de T=37W.

(omu - wz(3+w):: 2.-:‘6(// 6475/;&:5 — W7 = (Z.-fw) es

e/p”o/w prf/);ﬂ/'o asoclods o /ea

Notal. Sea 7 primario . S; N 73 y %”- cardcTer
cubjeo e/)'/a/;ces por 3.3 2z7 ’!fe/yemo: gue:

AL
Z”(w):- W > =w

H{/‘//}MC/'W/I(/): A/”_'::/ol Y oo 7 (MOJ7)
Bfirmactdn (). n=0 o ;4 2.

Demos 7zro. eSim.

I)(n‘) S¢ M=o (mac/?)) q/,wr y3/7/, e/l7la‘//cef3/u775

Por ser 7 primario ya gue W=7 (mod3).
(i) Si wr= Z(mac/ﬁ) pT=2t7k  pars alyos kéZ,

Loego br-l < _J%ﬂ__/ _ 7/;1!/: 3ktd &2, por /o

tanto Wk (md 9)
(1) siM7=3 (mod1] entonces NT= 3(1+3 k),po\m algi'n



en 2, y 3/3 (/#3 k) fm/z/ico~ 3/,{)77? veo (i) Lor
tanto NT=E 3 (mod 9)

iv) S; NTT= 5 (m0d 9), entonces VT=527k , pors alyty

kez WN7-1_ Fkis5-1 _ 9k, ¢
/T s S s LG )L 42, per

tanto Wik s(mod )
V)S7 A/77—‘=“6(/7/o</7), N7 = 3{2'/'3/1)/,041@4&/»:/(62/

en’s 7
d/o7ces //V77' é7 Ve&(r')/par'(_lan'fo /(/7',,:~_'L5//Ma/7/-

V;)Su' U?TE&’(moJ7)/ e;;7‘oz7c¢5 WT=8+7k ;) Con kéz/:/

Sabemos &/;-f € 2 y 5in cméargo 'feﬂema;;—«,k

A//;-/ — yk;y—/ — Bk +_3L & T/Z/ por ‘zéa.ﬂ7L0'C/e_§7_c

205 que /{//7”#3(/;,00/7),

e

lcho N7-1 7/<: 3k . A5/ N7=) (/}ma/f)/ 8475_/7_

VH) S/ wr= /;//”047& NT =177k, paia a,/jrzé keZ

—-— ———

3 3
M= k
ces ﬂ,,/w): wW 3.—:((/(}’9 = 1k=l ) ya gue w’;l,

por ‘!{M'éa] Zplw)=1 st Wr=y (m</7)J

73



V)'/'/')Sf MT= //,;,wc/?)) ﬂ/f:)//r‘f/g pare afu//ﬂ /r&Z_//

CkS/'?ae A//7_;'/ __3‘/‘751:(/713 k) e, por “anto
3

[+3 Kk

T
N7 = ”/(maalf)/, er7onces %/w)::w =W =
=ww) = W, yas/:

7(/7(4(/)::W s/ WNr= ///mac//).

ix) Si wr=#mds), wr=71IK |, pare dpinkeZ,
por tanto YI=L —(e43 1) €2, por L anto
Nr=F(mid?), esZonces

2, (w)= V\/Mg:l:: w = ) Wi y o5/
X, (w)=w® 5 w7=Fmed?)y

A continvaciis Epnclatemss la. | ey de recippc!dod cdbito.

TEOREMAl (LEY DE RECIPROCIDAD cu&m).
T, 7% primarles , N, g=3 , W73 y NI, =N T2 .

Entonces 2/7; (777) :‘::Z/77 (77£>

Antes de su demos €racldy veamos og/jcmcu obserys

clones?
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OB SERVACIN(]) .
El cardeter cibico valvado en los gnidodes es impor

tante. Si 2, cardeter cdbico ertonces Henemos
7qoe 2’/7 (-/):/ }4(‘7_/0/:"/770/@3/_70& =€)’
Ahora., si N7THE3 Tenemos gue: Z,,/w): Wifjeaﬁﬁ
ces Zy(wl= ) d wiw™ dependiends degoe /o
norme de 77 sea /‘/m/o. /&SRyl 7 ,ejfec%‘%

Qeﬁ/‘c /(uee» notal arﬂ‘crfu),

OBSERvac/u (2).
Si I-W es prime y si NTF#'-’BJ entonces
dcval eselvalor de Zﬂ.(/—w) c.El 5;3uien{e

resuH:ado nos dice comeo eV&LIUOJ”IO.

TEOREMAJ,. (COH PLEMENTO DELA LEY »F REC/PRUCIDM CU/B}CQ
Suponjamo.s goe 7 primo y NV 3.,

I)St V:g/rau'andj con g=3/m-l, enTonce s

Z// (/—W) = WL’?

IZ) Si =a+sw Comp/cjo/p//’mu/a)/ on A=3m-|, e//7é,£_
ces 2;/ (/-W):: Wu’:
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Demstracloy. ,
2z .
T) Sabemos gue 3:_w2(/-w) , por .3.3. 2,

60710}7025 -—3:(/-&/)1/ wi———/. Comro T——“—'?;

tenemos

Zoly-u) = 2y (-30) = Zy () Z, (w)=
= Z;(UU) ,por corolarto des. 4.y,
For £anto ZTQ (/—w)?‘-:Z? (w)

Ml #ged b
=wW? =W B)Por obs.(l), asigee

YLl

IZ? [/-W) ?_: W 3) 6’#75/766.5 Q/E'VaﬂJo a./wac(ra..c!o feoemof
(vg-1)

Z}O—w)?: L/\f}= @

y %%(/—w)yz /Zg (/-W)B/z’f (/-‘(U) = Zf [/—a}) Por Scr,z;g cd,r;cﬁf
C()’Ar'ta. Br /o'éan'TIb -% es c/e /a 7[or/m~ Z;//—w)—_—_ E#fi@):

Por h'lpo,'ILeS/'S/ g“"—-/:—: (3m-1)1~l:7m1-6mj ea?émc:;
Zflp = =B el e v 2t
por +tonTo %[NQZ"]?—"ZM (/}70J3)/ es c/cc?// EZ“E”F‘J: 2m+3 k,
paro. 6&{90(4 ke, 50;7‘/'7{/}'64/0/0 <n @H' fencmoj 7{41/63

3 3 7
Z,,.(/—-LU):WZM+ k: WZM@U:’)‘(: W™ )z gre W ::// ass

Z/r (/_W}z wr” Y con e;?la 7‘6/»7/’/709'}705 &l



77

-

/

lI) Primero afirmamos Que 77-’/5.
* /{/7/ ’ -

Supongamos guve Si 77-/3 e//7ZO/JC_e_s BZ/mp//Ca

3% = 0/77)/)7/ paro- a?guln /T)éN/ de e/l se s/gve:

/
) WT=3% ym=1/ 0

-
2) MT= 3 y m=233 @

Nwr=/ y m=3°

Ye /o cvdl fo inico posivilidad <5 goe NT=37, ) &

quve los oTos coasos a0 preden ser porgee MWT7=3 y
77 e primarfo — complejo, es decir, A7/

/—cho WIT=3% erTonces MIT=0 (mod ?)07 porla
9o /, a it maclon(l) .

Obien 3w, as/ w7=o(md3) § poes T= 27 (med3)

Y ;E'Z_(mada) /’M///'Co- WT =77 =) (reod 3).

Por Zanto 77/(3 W

zQ/)aro_ o\-ftrma/ms p 2’,-7— (‘3): /.
4 enemos gove ZIT (_3):2/77_ (—/)2/77. [3} :;\2//7_(3)/ por core Jarts

de 3.1.7 ) 47t
s Y 2 3 —
(V=2 "  por3.43.Z. ...@
1/,;'-1

por Lanto K (-3) =23
— \A/,’ //Oof () y por 3./.2...-.-..(3)



CJO”C/e ”"0///2
.4’/7/

Ve @ tenemos goe AL e 2 por%am[ 37eZ,
esto es /juct/ aw” (0:0,/, ¢ y W€ @), s 0=,
es decir, gve de (3) Tenemss gee :

2, (3)=w'=1 como afirmamos , . ...... G,
Rr otre parte tenems goe :

3ws (-0 entbrces Zyl-30) =X (1ulf as/’ que
2, )= 2, () 2 () = Xplw) por ). Portanto

2, (w) = 2y (1) oy 2, (r )--—(ZQKW) ya gve

1
Zﬁ (/—W) =1 por ser: 7// CoJa.c'/'er a/f/‘/o.

7\ ¢

A_’S/: 2 (/-LU):'(Z” (W))z:: (WM/%-) per obs.(),
2 plow) = \'\fW-I) U £ 2 3

Ahoro. de [a /J;'po’?zesls obtenemss dos Consecver/as, asaber:

@ a=2(mod3) y /V/fs/(moJBJ/e/f,é/;cej Mr-1=(a%1) [med3).

(-})) Sé[az-l_] = Szz-[@ﬁ?-/)z—ﬂ:%——ﬁ é.m?'-Z/}%]:: EmEIm =1m [”7”5/?’}.



ESTA TeSis wma memr 71?
SALR BE 1x mmanioes

Rr tasts

%‘[__;l,»'/*/‘—/ji —%[_—a,'l-,] = Zm[/mc/Bz 6/172/1665 _,,52—:[;1///—_,]:2”#3 k/

pora— Ojﬂl/“ ke Z, 50575‘72}/@/7& esTs @n FH) 0 bTepemost

ERS
Zﬂ. (/—w): CUZ/W = Wzm((:(/y K:: LUnL:I e Torccs

2/7_ //"w') Joansg WZ/? P
§ D Prucsa pcea 1Y DE RECIPROCIIAD CugLCA.

St 7—/—Pn‘mo Com/?/e_jo tal gee /U77:p.-'=‘l(/77d<13)/ e nionces

2, ‘
%w] =P £ (P/Z/:—-"P, es c[em;

22U .2/
20 /‘“\:ﬁ (::’;Pr).

POI 'tan'{'o/ pa::/emoj Coosio/er&f on 7/7- Co»70 caricTer

Cdbi'co sobre %Z/ y c/e -e;?la %o//‘?% {rabajar

coh SUmas c/ez .[a,uss) ax(;(”.)) y SUmoe.s c/c:

Jaco ]9;/ T(X,,/?(,,) ,



S:'Zes cavéc‘fer C!I'bfcolefﬂé_llce}’})of el Coro/arfo c/e_ 2.32.3 y

por 2.3 y Fenemos gue (observacio nes):
I) 9(X)3::' PT(X,X) G/onc/e A//f:p.,:_:'/ (mﬁ ‘l3).

I S: T(Z,X):-'a'*b w €07[o//ce.: a.—:—-—/lmc/S’) £
b=o (moJB).

Como Ij(z,xﬂ: ' eronces Nrae)=p y per
'[L_o,n+0 T('X,Z) es Pn‘ma en 272u] . Par a7lro /a.c/a

o=l (mod-) y b_z:o(mJB), es decir, aztlmod3) y

b=o (maJB), enorces T(22) e:Prfmo.rfo o/ep//m1~p,

Lena. T (0, 2,)=7

Demostracsdn . Como Zyp es cardclor cbbice erthrces
por obs.@), J(2, 2,)=7" Pero
NS@at)= 7 7= p= 7" 7T*, erFonces 7r=7*7*
por tanto T=77 St este ro es ontbrces /e
Ponemos etigoeto al otho de 7al forme- goe T=7"

COROLARIO 3 (Z”)B:-: P77:

30



LEMAZ. Si p primo en 2Z- |z, 3} enlonces
' sy Py,
s o] :{ (mdp) . 51 Py

O (modp) . < P")’k o

Demas‘émcran

1)Si IK eitonces K=lp-)r para algin reZ,esto implica gue

' . ( . P"r:: -
-l
/(mvdp)}

)
F oot ) = (17 # () B0 = 6D (ol p)
con |<(% p-t enfonces | =

yoague ((',P)-—-l
Por‘éan'{'o
)k.‘.zk+-..+@-9kg—l (mod p).
Sea Lg> :/',f(f:" erZonces

I)s: P-\Xk ,
P90 vy =T, 7} portonts
CD—t)kz__

,

(2 ) g+
= [+4%4(gY ¢+ +(g)’ =

“(a)fi'__ (modp) e e =R

Gomo ¥ *k eﬁfmce; 94:/ y 9 “140 y come J<g>l=p-1

enlonces @) —/ 9 (39"-'—-/..-0 , por Y anto



§2

K\ P~
(5” — | =0 (m1dp) . »
ke
g9 —1
TEOREMAI (z_Ey DE RECIPROCIDAD cuch).
Sean 7, 72 primarios , M7, 3,773 y M7, F M.

Entonces Zz(ﬁi) ‘:—‘2//72 (77:-)

DGmo:‘éi&Cﬂoz o ZG\ (1/60701717&5/00//? canJT/a U/C’ mr/"as €a505°
I) 5t 77,y 72 s0n rachmeles.
) Si 7, ractoral y 7, compleo.

ms: 7, y % complejos.

Proeba.:
l:p_InmeJ/m"'o de/ caro/ar/'o de 3 3.4

Z) Sea 7,=¢E2(midd) y =7 con N7=p.

Observachsn: NIT= p° , pues si HT= p* estbrces

Sea T=atsw y 7‘e/;c/r/2mos7we D Vr=latbw) (atbw)=p®
Y (QUw)(dMoT)):P-P/ as’ odbw=p yarbw=p,
€ﬂ7é//c¢s Ww=uw b w=w* por ZanTe w=w*7

/ ]

Vo _?wc Son c//%eren?és en Z/z/;;{wj_

r4/mra_ pPor e/ Coro/o.rfo Je/ /cma.f Tene70s ?Ut‘-’:



g(zﬂ)3:P 77— }' 5/ /o e/el’ama.ra /1 /_{_/Zi 7‘6’//8/”05

ﬁ(xzr) " (P”) oGS/ Q(X) "(Pﬂjlrg(sz

Bar 7£an1lo 9(;(”) P”)_élﬁ (%) » Y2=g5
9(7”) =7 (977)9(277) (/mc/;z)

por 3L.3.7Z, .00, e
Zg(P”) Z(P 2/(77')

= 2’ {77) por coro/arsy de 3./ 4

5’)7%/1685 (%) se 7443741’/;;4. en:

9(7(/r)¥z'=“ A (7)9(z,) //ma/g). .. el )
14/bm , o/eSa 1o //an do

9(%,)f por media de sumes
9avssianas,

9(2’”)??:(2 Zf(f)f'é)?t (por Je/;'m'c&;?;)
=EZ260"F () .

Como .7 Z(/mc[3) €r7onces g

Pare algsy ke Z, susii

< /M
*/(mm/?) vy —/+3Ig,
fayeoc/o en B4 Zeremss gue:

§3
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' 2 Pk 704
oS == 2,617 F (mdy)
=3 2,00 %@ T (modg)
=2 X, (f)f?f (moc/_gl) por ser X, carac
_‘éer cdhico
= g?1<zﬂ') (Mo (/52) /( dc%l"’ic"oé a/cSa/m/)....(Z}_
Ahora  analizand, 0\3 (X,T)

39 (er /?;,(9)) = por .. I,
—‘7(»'(?)'13(7” =y como —2= /43()
=2:(9)"" 9¢2,) =
““76/@)([7( () 9017)
=2 (2) 9(2r) por ser Xy carsiler clbico.

Entonces
V() =2r(8)9(7) ... ...
SusTiToyends (3) en(@ obTenemos
gt _
(%) = Z,(0091,) (mod g) ... ... G

de () y( obFeremos que?



35

Zﬂ(g)gzxp)zzy(r)g(z,) (mdg)e cvenon....®
moltipheards o(5) por G(Xy) Tenemos

yaOIA 3(10%)]5 2, (7/)[9(7(”)97—_7!,,)] (m0dg)  ypr
observacton 2 de 2.2.2 , Tenemos gue:

L4 p = Zf(ﬂ')p (mad ) y 2’,,(;)57;,(77)670@) |
[Cpa)=t1], Como Xy (g)= " pare ngloyz),
erfonces 7, 1)

=%, (7),

Veamos ZZ. 4
ZZ]:) S: W yZ2 (omﬁ/tjo; . Seo- ﬂzzﬁE///)/dJBQ,

Nﬂ;:ﬁg/ (Ml(3) (par Alﬂlff.f/'& PI;?éPI) )
s = T, & 51.,_.’::-‘ ;7:1/ erFonces y Y sen
primarios ya fue Zy%e /o s0m . {mpeaa/nos/{e/

m?.analm'en?% es so'mﬂan') 7’?46/)14:;1/6.‘
””!_[ ”77:"/

a(xxf:-_— P2 5 enfonces S(XX‘,\ - (f" X')T y



J6

M, = P por cons/yufe/ifc

Nﬂz'l /V/ZL-)

3(7@& —“’: (P' X') 3) J (7(31)&3 (Xgﬂjl: <P, XJ_B—— 4

M=)

9(231)%5(().3'.)  9(%,) (1o d ) L s/ gue

P’L
Sc(ﬂ = Z;;-Z(P. 5‘,) 9(;(34.) (moJZ) /(por 3‘)3.3 -27)....,(/)
Analizamos g(?(»'y vie. svmas de Lauss.

P, 4
3(%31) :(Z ZB‘, ({)-}Of) ( Clefl'/)/'c/'o;; de jumo-)

= X Z%’ H)szpfe (m“{%)
=2 X 0TEY (s (ygpee peiima)

4 T
9(’/()«') "-_':"Z Xr,&) fP (mgafp;) (por ser Z),,, Cokmcz:/
Culélra ), por 'é&h‘/LO

3 B
Ia) = SPZ(;(),’) (macZ//7_> (del desome)........ @
For ofro /ods gf.t(?\’)ﬁ Se poec[e ver como
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9475:*,):734, (Pi) 9(?@,}  por 2211
:Zj\ O 9(7(;;13

=X, (1 )w( 9%«) Z)'(P) Zr( )3“9 Zz’)
PQ{ -éan'l'o

) =2, ) V) o)
sustFoyends (3) en @ obTenemos: |
ﬂ(m—- (P9 (med 7)o e e at)
del)y®

(rz‘)ﬁ(x,ﬂ)zzgz(m) W) (mod ) .. . ... 6
molTipheands o G) por GIRY) Tenemos
2, (L 92§ = 2, (RO G0 ) (rod 7)
Zy,(ﬁﬁ ¥ ‘:’517,71(8%,)[3 (mod 7.) por obs 2 en22.2,
i (D)= Ky (PV) (o dTa)  por see 70 poimn primarty,

!

Fatonces  Zy(P=Z (A1) ... o



8&

Rho
e. gn 7P0f’f”0~ anof/ojos /_san?uerno: vn /e:u/fa,c/a P”“ﬁé’? ¢
)

Sabemos gue

> R
9(75773 =L% , 6(,'(772\ EZ’]E{Q /7;)9(7(]7) [ mod 7).
For otra lads
; RY:
Z77.‘) :(Z Zm&.)f‘o ) (Je-{ de somo de Lavss « Xy )
== 2,4 f”" (1m0 d7)
I ) => 20 f (rm 7))y
g(xfli‘) 'E 9 (;(71) (h’IOJ 77;) (Glf’»p[ de sume. c/eEau;J)____(z)'
Analizamos:
/X”\ 2 (p )3 /A) por 22/.1
9P' (X”") = %772 ([?)ZH(.’)@ (Zm)
| =2 (P) 2,07 40
4% =H®9) . e

o €//7£o.occ5



- 89
Sus'l!ifuy endo ) en (2) obTenemas

9(7&)&5 2 (PY QX (o dT0) . &)

de (' y O obtenemss:
Zm(ez)g(xn)—z—:zy,;(ﬁﬁz)ﬂ(?(,ﬂ (lmc/77,-)J a.s’

%P4 ) G | = 2, L) 9 ) ()] (a4 7),
,z (IS =2, (BTN E (mod ;) (por obs.2 en 2.22)

ertnces Xy (B)Z Xy (BT (med 7)) Foc tante
Zp (PN=Z (7). . .0

ﬂ#rmo que : Z/X,(Pﬁ::(”x (7).

ZMP’):"—'%,(PJ (por 3,41)
= X5 (7) (por 21 7.Z)
= X5 (P) (5= ~
:2,7-, (Pv.), (/-7_:?%71"':71:—:?/77::31’)
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Fin a,men{‘e consideramos -

2, (R (PX=2 (B2 (7)) (por ©)
:2/,,,(7’1)2,,, (R) {por aftmeain)

) :2’7/; (7].'LP?_) (Fuser;(% homo mor
-;lsmo -_ - (ﬁz) (POY @:)
= 7, (°#)

=7, (paT)  (p=vm=7 1)
22,»;. (7})77,1(9.3‘.) (povSef:Yﬁ-z ‘wm.),

Por "I.L.an‘fo
LZy (-2, (/7,_],7 (BX)= 0 yeom P ¥ o,

entonces 2’772(/33‘.):& 0, por lo goe

2;7, (771)"2,7,—1’/77').‘.0 implim%ue Z% (77&):7,7; (//;). -
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