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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

La gran utilidad que tienen los coeflclentes de transporte, 

tanto en la industria como en la clencla, hacen necesario su 

conoclmlento en todo estado termodinámico. Debido a que la 

evaluación de los cocflclentes a través de técnicas experimentales 

no es del todo práctica, se hace necesario el desarrollar técnicas 

al ternatlvas para su evaluación. 

Uno de los métodos más utilizados en ingcnlcria, es el de 

ajustar curvas a datos experimentales, sin embargo este método llene 

la desventaja, de que sólo es válido o aplicable en ciertos 

intervalos de presión y temperatura reducidos. Otro método fue el 

desarrollado por Han ley y Ely [ 1 J. [2] basados en la teoria do 

estados correspondientes. Para la utl llzación de este método, es 

necesario el tener una gran cantidad de información termodinámica 

puesto que es indispensable el poseer una ecuación de estado, al 

igual que una ecuación para el coeficiente de transporte, del 

sistema de referencia. 

Otros métodos involucran los resultados de la teorla cinética 

de un gas de esferas duras denso. Entre tales métodos se encuentra 

la teoria modificada de Enskog (3), (4). La cual es una modlflcaclón 

ad hoc de la teorla de Enskog 1 con el objeto de Incluir la parte 

atractiva del potencial lntermolecular. 

Además de la teorla modificada de Ensk.og, existe otra opción 

para calcular los coeficientes de transporte, la cual se basa en la 

teoria revisada de Enskog [SJ. La base de este método es la 

siguiente. Se sabe que las propiedades de los fluidos densos 

dependen fuertemente de la parte repulsiva del potencial [6], Es 

entonces de esperar, que si modelamos a un fluido real por uno de 

esferas duras, con un diámetro adecuado (diámetro efectivo), se 

pueden obtener resultados buenos por asl llamarlos, en 1~1 evaluación 

de diversas cantidades termodinámicas, asi como los coeficientes de 

transporte. 
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Uno de los potenciales 1ntermolccula:res que modela 

cualltatlvamente a un fluido real es el potencial de Lennard-Jones. 

Es de esperarse que las propiedades de transporte de un fluido que 

interactúa a través de un polcnclal de Lennard-Joncs se asemejen a 

las de un fluido sirnple como serian los gases nobles o los 

hidrocarburos de bajo peso molecular. El fluido de Lcnnard-Joncs ha 

sido estudiado por varios autores, la mayorla de ellos muy 

reclenlcmcnte, con el fln de oblenor propiedades de transporte 

empleando DJnflmica f!oleculdr. 

El propósito de este trabajo es mostrar corno un fluido de 

esferas duras con Uh diámetro efectivo, es decir dependiente del 

estado lermodlnátnlco del sistema, puede estimar las propiedades de 

transporte de un fluido de Lcnnard Janes. 

Este propósito se logra a travCs de una comparación de los 

cocflclentes de transporte (vlscosldad cortante, vlscosldad 

volumétrica y conductlvidad térmica), can úivcrsos "experimentos" 

reallzados por computadora. ullllza.ndo la técnica conoclda como 

DJnámlca Holecular. En la cual se real izan slnmlacloncs empleando un 

potencial de Lcnnard-Jones. 

Para la comparación se emplea la lcoria revisada de Enskog 

(4], as1gntlndoles a las exprc5loncs de los coeflclcntes de 

transporte un dlámetro efectivo obtenido a través de varios esquemas 

provenientes de teoria de perturbación (7}-l lO) y varlaclonal l 11] 

aplicadas a llquSdos. 

Es de importancia menclonar que la tcoria revisada de Enskog de 

esferas duras, no toma en cuenta la correlacl6n de velocidades de 

las partlculas del fluido, A fin de tomar en cuenta este efecto, 

Dymond l 12) comparó los rnsul lados obtenidos por Di námlca Holecular 

con los obtenidos a través de la teoria clnéllca aplicados a esferas 

duras. De esta manera es posible conocl:!r la: influencia de la 

correlación en las velocidades en los diferentes coeficientes de 

transporte. Dicha corrccclón consiste en multlpllcar por ciertos 

factores de la densidad reducida {7}, a las !!Xpreslones de Enskog. 

Los objetivos y propósitos perseguidos por los capitulas 

restantes del presente trabajo, pueden sintetizarse de la slgu1enle 

manera: 

Capitulo 2: Se mencionan los aspectos m<'ís importantes de la 

tcorla cinética, tal como la ecuac16n de transporte de Bol tzmann, la 
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cual permite la obtención de las ecuaciones de conservación, la 

ecuación de cont1nuldad, momentum y energia. Ademas se mecionan 

brevemente algunas consecuencias de la ecuación de BoJtzmann, como 

lo es el teorema H, el cual dice que todos las procesos 

irreversibles en el tiempo evolucionan hacia el equUibrio en 

ausencia de fuerzas externas. TambHm se mencionan los métodos que 

son empleados para resolver la ecuación de Bol tzmann (método de 

Chapman-Enskog). Estos permlten permiten encontrar expresiones para 

los coeficientes de transporte en términos de cantidades como la 

temperatura, mas...i., y de la integral de colisión, que a su vez 

resulta ser función del potencial intermolecular. 

Capitulo 3: En este capitulo se habla de la ecuación de Enskog, 

la cual es una modlf1cac16n a la ecuación de Boltzmann, en donde se 

considera la existencia de una correlaclón espacial en la función de 

distribución. La ecuación de Enskog al igual que la ecuación de 

Bol tzmann, permite obtener expresiones para los coeficientes de 

transporte. 

Capitulo 4: En este capitulo se mencionan y deScriben los 

distintos métodos de la teor1a de perturbación en Uquidos, asi como 

el método variacional, con el objeto de determinar el UlAmctro 

efectivo de la esfera dura. 

Capitulo 5: En este capitulo, se desarrolla el tema de las 

funciones de correlación temporal, las cuales , permiten entender 

las fórmulas de Green-Kubo para los coeficientes de transporte; 

éstos son expresados en términos de integrales de flujos. Este 

capitulo resulta ser una introducción a lo que es la base de 

DlnámJca HoJecuJar. 

Capl tulo 6: En este capitulo se mencionan los aspectos que se 

consideran más importantes de DlnAJuJca Holecular, que consiste en 

resolver las ecuaciones de movimiento de un sistema de cientos de 

particulas. Con ciertas condiciones y configuración lnlclal, y 

haciendo uso de las fórmulas de Green-Kubo, se determl.nan los 

coeficientes de transporte del sl.stema a distintas densidades y 

temperaturas. En esto se basa la técnlca de lo que resulta ser 

nuestra fuente de datos "experimentales". 

Capitulo 7: En este capitulo, se mencionan los resultados 

obtenidos sobre los coeficientes de transporte (viscosidad cortante, 

viscosidad volumétrl.ca, y conductividad térmica). a distintos 



estados de densidad y temperatura reducidas (para reducir la 

densidad y la temperatura se utlllizan los parámetros del potencial 

de Lennard-Jones), empleando la teoria de Enskog con la aslgnac16n 

de un diámetro efectivo, además de emplear la correc16n de Dymond. 

Amén de una dlscus16n para evaluar cual es el mejor criterio que 

predice propiedades de transporte. 

Capl lulo 8: En este capitulo, se mencionan las 

conclusiones y objetivos alcanzados en este trabajo. 
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CAPITULO 2 

TEORIA CINETICA DE LOS FLUIDOS 

El objetivo del presente capitulo. consiste en explicar las 

propiedades fuera de cqulllbr lo de los fluidos, en términos de las 

propiedades mlcroscóplcas de los fluidos. asl como de las fuerzas 

entre las partlculas. 

En el marco del desarrollo hlstórlco de la leerla clnétlca de 

gases, es necesario mencionar los trabajos de D. Bernoulll 

(1700-1782) y R. Clauslus (1822-1888), los cuales resultaron ser la 

base fundamenteal de la teorla clnét1ca, En tanto que los trabajos 

de J.C tfaxwell (1831-1879) y L BoJtzmann (1844-1906). marcan el 

lnlclo de las ideas que estructuran a la leerla cinética moderna. En 

este contexto, la función de dlstrlbuc16n de una particula, juega el 

papel más ha.portante al ser la portadora de la lnformaclón 

estad! tlca necesaria para la evaluación de las propiedades 

macroscópicas del sistema [13]. La ecuación de Boltzmann propuesta 

por el autor en 1872, plantea la razón de cambio para la función de 

distribución de un sistema compuesto por particulas puntuales en el 

régimen diluido. A continuación se mencionan los puntos más 

importantes para su deducción. 

!.ti Iml!l6 CINETIC/\ QJ; Ll§ F!,UIOOS º1 !J. LIMITE DILUIDO. 

A) Ecuación de Boltzmann 

Derivación clásica . Fluido puro. Gas r:mnoatómico. 

Para la derivación de la ecuación de Boltzmann es necesario 

hacer las siguientes consideraciones l 141: 

1) El gas está lo suficientemente dlluido como para solo 

considerar choques de dos partlculas. 

11) Puede prescindirse de cualquier influencia posible de la 

fuerza externa F sobre el valor de la sección eficaz de collslón. 

111) La función de distribución f(r,v,t) la cual es el 

resultado de un promedio sobre un ensamble, no varia apreciablemente 

durante un intervalo de tiempo del orden de la duración de una 

colisión molécular, ni tampoco varia en una distancia del orden del 

radio de acción de las fuerzas intermoleculares. 



iv) cuando se considera una colisión entre dos moléculas se 

pueden despreciar las posibles correlaciones entre sus velocidades 

inlclales antes del choque. 

v) Las collslones son completas, es decir, las interacciones 

entre las moléculas son de corto alcance. 

vl) No se toman en cuenta los efectos de las paredes, 

La ecuación de Doltzmann describe el desarrollo en el tiempo de 

la función de distribución de una parllcula, f CF 
1

, V 1, t J donde ésta 

se define como 

(1) 

que es el número promedio de particulas que se encuentran, al tiempo 

t, dentro de un elemento de volumen di\ alrededor del punto i\ y 

tienen una velocidad entre V
1 

y V
1 
+ dV 

1
• El elemento de volumen 

di' 1dV
1 

es tomada de tal manera que las propiedades macroscópicas del 

fluido no varíen apreciablemente en este elemento, sin embargo debe 

contener un gran número de partlculas, sobre el cual tenga sentido 

realizar un promedio estadistlco. 

El principal interés de describir el co111porta1dento en el 

tiempo de la función de distribución f(i\.V1,t), es debido al hecho 

de que las propiedades macroscópicas de un fluida pueden ser 

obtenidas o calculadas a partir de ella [15]. 

Para la deducción de la ecuación de Boltzmann, no se toman en 

cuenta los efectos que 'lparecen debldo a las paredes del recipiente, 

ya que solo son de interés las propiedades de bulto del fluido. Este 

problema se discute en la ( 16]. 

Considérese la situación de un gas sujeto a una fuerza externa 

mf, siendo m la masa de las partlculas y f la fuerza por unidad de 

masa. Esta fuerza puede ser función de la posición y del tiempo, es 

decir f = f(F, t), no asl de la velocidad [20). Cuando ha 

transcurrido un tiempo At, la velocidad de cualquier partlcula que 

na haya chocado con alguna otra cambia de V 
1 

a V 
1 
+ F At y su 

posición cambia de F1a F1 + V
1
At. Si en un principio se 

tenian f (f 1, V 
1

, t )dF 
1

dV
1 

partlculas, después de un intervalo At, las 

111Jsmas particulas ocuparán el volumen di\dV
1 

alrededor del punto 

(F1+ V1At,v
1 

+ f'At). Estas serán ahora 

(2) 
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Sln embargo el número de partlculas en el segundo caso no es en 

general el mismo que en el primero. Esto es debido a los choques que 

existen entre partículas. Tales choques ocasionan que algunas de 

las partículas originales cambien su trayectoria, saliendo en 

ocasiones de la reglón de Interés. Por la misma causa, nuevas 

part !culas alcanzarán la reglón considerada. Este cambio debe ser 

proporcional a dF dV l!.t y está representado por (ar/atJ 1• de aqul: 
1 1 co 

[rci\+ V1At, vl + Ftit,t+At}w rcrl. V1, t)] df1dQ1 = 

[ auat] 1 df dV At . (3l 
eo l 1 

Dlvldlendo por Al y haclendola tender a cero, se obtiene 

Df = [ Bf/at]col (4) 

Bf ar Bf 
donde Df = + ¡; + ¡; (5) 

Bt Br1 
Bv 

1 

Como primer postulado, se considera que el término de colisión 

(ecuación (J)) puede escribirse como ( 18]: 

[ ar/at] 1 dr dv At = ( r - r ) di' dv At C6l 
co 1 1 • - l 1 

donde r.d:r 
1
dV 

1
.6.t representa el número esperado de colisiones que 

ocurren durante el intervalo .6.t, en el cual una particula que se 

encuentra en los intervalos (f 
1

, r 1 +di\} y CV 
1

, V
1

+dV
1

) cambia su 

velocidad a cualquier otra V2; y r_dF
1
dV16t representa el número de 

choques donde la velocidad final de la particula está entre vi y vi+ 
dV

1
. Para la evaluación de estos dos términos, es necesario conocer 

la mecánlca de las colisiones. Debido al régimen que se estudia, el 

diluido, solo aquellas en que intervienen dos particulas nos 

interesan. En este régimen la collsión de más de dos partículas es 

muy Improbable y por tanto, poco importantes. 

Considerando que las partlculas interaccionan a través de un 

patenclal esferlcamente simétrico, las fuerzas entre ellas serán de 

tipo central. Además, se tomará en consldcración la hipótesis ti), 

la cual menciona que se puede prescindir de cualquier influencia 

posible de la fuerza externa F, sobre el valor de la sección eficaz 
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de colls16n. Bajo estas consideraciones, sea m la masa de cada una 

de las partlculas que chocan, estas se acercan con velocidades V 
1 

Y 

Y
2

, y se alejan después del choque con velocidades v; y v;. Para 

facilitar la descripción, se ellge a la primera part1cula como el 

origen. Asi, las velocidades relativas son 

g :; - ;¡ 
2 1 

(7) 

antes del choque, y 

g' ;;· - ;¡• 
2 1 

(B} 

después del choque. De las ecuaciones de conservación (momentum y 

energla) se obtiene 

1 g 1 = 1 ¡¡• 1 (9) 

De esto se concluye que la trayectoria de la partlcula después de 

la colls16n se encontrará especificada al lndlcar los valores de g y 

de los ángulos x y e los que son !lustrados en la figura 1. 

&' 

" 

F'lgura 1.\Nonl&)\.r!& d• uno\ ..:o11s16n blrur1a. L.a p.3.rllc1Jla que 

collslon.a llene 1Jna \/Clc.:11.Jad 1nl.::1a1 O y su voloc1dad 1'1n,,1 es 

Y•.a ~r.gulo x e~ el .in<Julo do Ji •r..:r-rclon y e ••• •1 .~nl.}ulo 

az11111..1l.al 0 bes el p'lr.\r.iot.r~ do imp.act.o. 

Para el caso de un gas, lo que se tiene es un flujo de 

partlculas del tipo 2 con velocidad g. De estas se considera solo 

aquellas que tengan un pará.metro de Impacto con un valor entre b y b 

+ db, y cuyo ángulo azimutal se encuentre entre un valor de e y. e + 

de . Las partlculas que pueden chocar con la particula 1 en el 

tiempo At (el cual es mayor que el tiempo de duración de una 

colls16n), se encontrarán en un clllndro, llamado clllndro de 
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colls16n, cuya base es b db de y su generatriz es ISI At, de tal 

manera que su volumen total está dado por 181 b db de At . 

El nú.mero total de particulas que lntervlenen en las colisiones 

fue calculada por primera vez por Boltzmann haciendo la suposlcl6n 

de que el número de pares de particulas en el elemento d;;\dV2, con 

velocidades en los intervalos de velocidad ( V 1, V 1 + dY 1) Y ( V 2, 

V
2 

+ dV 
2

), las cuales intervienen en la col is16n está dada por 

fCí\.V
1

,t}di-
1

dV1 fCi\ 1 V2,tJdF1dV
2 

(10) 

Esta es conocida como la hipótesis del caos tn0lecular. Con esta 

suposición, el número de pares que se encuentran dentro del cillndro 

de colls16n está dado por 

rcr
1
,;;

1
,t> f(r

1
,v2,tJ liil b db de dv

1
dv2dr At (lll 

De lo anterior, el nú.mero de particulas que salen de la reglón de 

interés, debido a las colislones, se obtiene al integrar sobre todas 

las posibilidades de V
2

, by c. Asl se obtiene 

r_ = J dv2 J de J db liil b rrr1,v1,tJ f(r 1,v2,t> 02> 

Para las particulas ganadas por colisión, es necesario 

considerar otro proceso, conocido como colisión de restitución. En 

él, la particula a colisionar tiene .velocidad inicial g• y su 

velocldad final deberá ser g . Dcspúes de varios pasos análogos a 

los utlllzados en el cálculo de r _ , se encuentra que 

r, = J dv2 J de J db liil b r(i'1, v; ,tJ r(i', ;¡~ .t> . (13) 

Al combinar los resultados anteriores, se obtiene la ecuación 

integrodiferencial de Bol tzmann 

Df = J dv2 J de J db liil b [ r; r~ - r,r 2] 

donde r
1 

= rcr
1
,v-

1
, tJ 

r; • rcr,,v; ,tJ 

r
2 

= rci'"
1

,;;
2
,t1 

La ecuación de Boltzmann puede ser escrita como 

Df = J(f
1

, f
2

) 

(14) 

(IS) 

donde el término de la derecha es conocido como el operador de 

collslón. 
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LEYES m;; CONSERVACION 

Para 1nvest1gar fenómenos fuera de cqullbrlo, es necesario 

resolver la ecuación de transporte de Bollzmann, con algunas 

condlcloncs 1nlc1ales, para obtener la función de dlstrlbucl6n como 

una función del tiempo. Algunas propiedades dP. la ecuación de 

Boltzmann pueden ser obtenidas a partir del hecho de que en 

una collslón molecular, existen cant1dadcs dinámicas conservadas. 

Definiendo a l/J(Í, Vl como alguna cantidad asociada a una 

molécula con velocidad v localizada en r, tal que en alguna collslón 

{V
1

,V
2

} {V~ .v;> ocurrida en r, se obtiene [15) 

(16) 

donde 1/1
1 

= l/J{F
1

, V
1

), etc. Son alguna propiedad conservada. De estos 

resultados se deduce el teorema de conscrvaclón. 

El teorema de conscrvaclón de la ecuación de transporte de 

Boltzmann, se obtiene multlpllcando ambos lados de la ecuación la 

ecuación (5) por 1/1 e integrando sobre V . El término de colisión 

desaparece, uti Uzando la expresión 

J dv o/J!i',vl [ :~L.,= o 1111 

resultado de la ecuación (16), obteniéndose la expresión 

dv o/l!r,vl [ - • v - + F - Jf!r,v,tl =o J 
a a a 

at 1 ax
1 

1 av 
1 

(18) 

utilizando la convención de que los indices repetidos se suman. La 

expresión anterior se puede escribir de la siguiente manera 

a1atr l dv y1 r J + a1ax,I l dv .¡, v 1r l -I ldv !o!P/ox
1 

Jv
1
fl + 

(l/mlJ {dv 8(o/IF1fJ/av
1 

- (llmlI {dv 81/1/8v
1 

F
1
f] -

(ltmlI {dv o/I 8F/Bv
1 

fJ • o . (19) 

El cuarto término desaparece, suponiendo que f(i=,V, t), se hace 

cero cuando 1v1 _,. co, 

El valor promedio de <A> 

J l dv A f 

<A> = 

J l dv r J 

se define como 

n 

14 

J dii f(F,ii,t) (20) 



donde n = n(F,t) = I dVfCF,V,t). En términos de estas deflnlclones 

la ccuac16n (19) puede ser escrita como 

iJ<nl/J> éJ<nv 1/1> ª"' ª"' - n <v
1 
-- > - (n/m)<F -- > -

Bxl l B'w\ 
+--' 

at ax
1 ar 

(n/m) < - 1 .¡, > = O 
av, 

(21) 

donde t/J es alguna cantidad conservada. Para el caso de fuerzas 

externas lndependlcnlcs de la velocidad, el último término de la 

ecuación (21) es nulo. 

Para moléculas simples, existen propiedades conservadas 

lndependlentes, tales como la masa, el momentum llneal, momentum 

angular, y la energia. A partir de esto se obtienen tres teoremas de 

conservación lndependlentcs : 

!) .¡, = m (masa) 

2) l/J = mv 
1 

( l= 1, 2, 3) (momentum llncal) 

3) .¡, = (m/2) 1 v - ü!i", t) 12 (energla cinética) 

donde ü(F, t)= <V> es la velocidad promedio. 

Para t/J = m de la ecuación (19) se obtiene 

8(mn)/8t + 8<mnv?/8x
1 

=O (22) 

introduciendo la densidad de i.iasa como p = m n(F, t>. se obtiene de 

la ecuación (22) la ecuación de continuidad 

a P 
+ V·(pÜ) =O (23) 

a t 

Haciendo t/J mv, se obtiene (bajo un procedimiento muy parecido al 

anterior) 

p [ ~ + UJ ~ ] = pfl 

a t a xJ m 

donde P
1
J = <(v

1
-u

1
)(vJ-uJ)>, el cual es 

presión. 

(24) 

8 XJ 

llamado e 1 tensor de la 

Por último, haciendo .¡, = (m/2) jv - üj 2 se obtiene 

IS 



[ 
a a u a o J + 2 a q 1 

p -- + J __ ----
2 

A11 P1J (25) 

8 t a x
1 

3 a x
1 

3 

m [~ _'.'.__'.'.:__] donde '\J = son las componentes del tenso1 
a x

1 
a x

1 
del gradiente de la velocidad, O = (m/3l<JV-ül

2 > es la temperatura y 

q
1 

= (mp/2)< (v
1
-u

1
)jV- üj 2 >es el vector de flujo de calor. 

Es de Interés sef\alar, que la conservación del momentum angular 

está relacionado con la slmotr1a del tensor de la presión. 

TEOREJiA J! 

Una importante consecuencia de la ecuación de Bollzmann es que 

existe una cantidad cuyo cambio en el tiempo siempre tiene el signo 

monos . La cantidad en cuestión es 

H = J f ln f dv 

y la aflrmación élfl/élt < O se obtiene del famoso teorema H. que 

Boltzmann dedujo haciendo gala de ingenio matemático. La importancia 

de este teorema consiste en que ninguna cantldad puramente mecánica 

lleno esta propiedad y, sin embargo, ella es necesaria en la 

descripción termodinámica donde ocurren cambios Irreversibles. Como 

las leyes newtonianas que rigen el movimiento individual de las 

particulas son reversibles en el tiempo, al cambiar en ellas t por 

-t se obtlcne un nuevo movimiento que también es f1s1camente 

posible. Debido a esto, sl en la mecánica clásica se encuentra 

alguna cantidad cuyo cambio en el llempo tiene un signo determinado, 

la situación donde esa cantidad cambia con el signo opuesto también 

se da en la naturaleza. Claramente esto no ocurre en el nivel 

macroc6p1co, en el cual hay cambios irreversibles sintetizados en la 

segunda ley de la termodinámica. El teorema H fue la primera muestra 

explicita de esa transición del mundo reversible de la mecánica a la 

Irreversibilidad termodinámica. En las modestas palabras de su 

autor, el teorema H muestra una conexión, no del todo carente de 

interés, con el principio de la enlropla. 

El teorema H es una relac16n cuantltatl va, que confirma que los 

procesos irreversibles en el tiempo y en ausencia de 
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fuerzas externas, evolucionan hacia el equillbrio. 

Para mostrar que la cantidad en cuestión es una función 

monótonamente decreciente en el tiempo, supondremos que no existen 

fuerzas externas, que actúan sobre las partlculas, ademá.s de que 

la función de distribución solo depende de las velocidades. Bajo 

estas hipótesis, la ecuación de Bol tzma.nn puede escribirse como: 

..!'..:._ = J dv J de J db 181 b [ r• r· - r r2] élt 2 1 2 1 

Se define a contlnuac16n una funcional de la forma [27]-(281: 

Jl(t) = J f ln f dv 

Derivando esta ecuación con respecto a t y sustl tuyendo élf/élt, la 

ecuación puede reescribirse como: 

~ = - -
1 J dv J dv J de J dblslb[r·r·-r r ]1n r;r~ . 

dt 4 t 2 1 2 i 2 f 1r2 

El integrando resulta ser una cantidad positiva, excepto para 

f~r;•f1 f21 donde se anula la integral, por lo que se obtiene que 

dH 
-~o 

dt 
lo que nos dice que la funcional H(t) es una función monótonamente 

decreciente en el tiempo. 

Cabe mencionar, que en el llmlte t ... ca la funcional H tiende a 

un Hmltc finito, que corresponde al estado en el cual dH/dt-0. Como 

consecuencia de este rcsul tado se obtiene que: 

ln r ~ + ln r; = ln f 1 + ln f 2 

es decir, ln f resulta ser un invariante collslonal. Por lo que 

ln f, debe ser una combinación lineal de los invariantes 

collsionales anteriormente sen.alados. 

HETODO Q.¡; Cl!APMAN-ENSKOG. 

La ecuación de Boltzmann, es una relación integrodiferencial no 

lineal para la función de distribución, que en general no puede ser 

resuelta anallticamente para un potencial intermolecular especifico. 

El método de Chapman-Enskog permite realizar una aproximación a la 
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soluct6n de esa ecuación bajo ciertas condlclones. 

Los tlpos de soluciones obtenidas por el método de Chapman­

Enskog, son una clase m.uy especial de soluclones, llamadas 

soluciones normales, en la cual, la dependencia espacial y temporal 

de la función de dlslrlbuclón f(f, V, t), aparece lmpl1cttamente a 

través de la densidad local, el flujo de velocidad y la temperatura. 

Estas soluciones describen la reprcsentac16n de un gas diluido en su 

estado de equlllbrlo. La representación final es llamada la 

representación hldrodlnámlca. Este método está. basado en una 

perturbación de la función de dlslrlbuclón alrededor del valor de 

equlllbrlo. La teoría de perturbación a primer orden está en 

considerar a la función de dlstrlbuclón como f=f(o) + ful, donde 

ffol es la func16n de dlstribucl6n en equilibrio dada por 

2 

r'º'tv l =pti',tl [-m--] exp[- mlv-ü¡ ] 
2•KsT(i', t) 2KBT(r, t) 

(26) 

En esta aproximación, la solución de la func16n de distribución está 

dada por 

re r'º' - r'º'[ A(ii,p,T)•VlnT ... B .. (iÍ,p,T):V v.] (27) 

donde \i es una velocidad peculiar reducida y A yt-e-+ son funciones a 

determinar. La ecuación aproximada para f es sustl tuida en la 

ecuación de Boltzmann y el término del lado derecho de la ecuación 

(14) se slm.pllflca suponiendo que r depende de r. t a través de p, 

Y
0
y T. Igualando los coeflclentes de los gradientes independientes, 

VlnT y VV 
0

, en ambos lados de la ecuación, obteniéndose integrales 

separables, con objeto de determinar A y +-e-+ • Esas ecuaciones son 

resueltas por el método de Burnett. La esencia de este método es que 

A y~B-+ son desarrolladas en serles de pollnom.los ortogonales, 

llamados pollnomlos de Son1ne. Esas serles son 
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+-e-> • [ ii ii - ,2_ lf +-¡->] ~ b s""11 llfl 
J 

/..rS/2 

'"º 
donde t-14 es el tensor unltarlo y S~nJ son los pollnomlos de Sonlne 

definidos por 

(-1)• ___ lm_+_n_1_1_x_• __ 

pi (m + p)! (n - p)I 

Los coeflclentcs ªr y br son independientes de \i, y pueden ser 

evaluados resolviendo las ecuaciones integrales. 

ECUACIONES !lli IB6NSPORTE. 

Las expresiones obtenidas a partir de la solución de la 

ecuación de Boltzmann, está.n relacionadas con las propiedades de 

transporte de acuerdo con el desarrollo en ser le de los pollnomlos 

de Sonlne. Los coeflclentes de transporte son expresados en términos 

de la integral de colls16n 0 11 •• 1, la cual está relacionada con los 

coeflclentes de Sonlne, y cuya expresión está. dada por 

4RKBT 
112 

[ [ 
0

11
••

1 
• [--.. --] exp(-,.

21,.
120

"
1 
(1-cos'i')b db df' 

o o 

donde b y + son el parámetro de impacto y el ángulo de deflex16n 

respectivamente, y f' es la velocidad relativa lnlcial reducida, cuya 

expresión está dada por 

donde "" es la magnitud de la velocidad relativa. 

El ángulo de deflexl6n i' está dado por 
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Hb,u) = n -2b I .. _____ d_r _____ _ 

r (1 - 4;/mwz - b2/r2J112 ... 
La integral de collslón n°••1 involucra a la función de 

potencial por pares ~. a través de su dependencia en t, la cual esta 

última, depende a su vez de la temperatura y del potencial 

lntermolecular. 

finalmente las ecuaciones para los coeficientes de transporte 

están dados por (29): 

viscosidad cortante ~=--------

16 n 0"2 n(2, 2) 

' = ~ [ ~ ]11_• __ 1 __ • conductl v ldad térmica n 

32 N m ncr20 c2,21 

donde m es el peso molecular y Cv es la capacldad calorlflca a 

volumen constante por molécula , u es el diámetro molecular, y la 

n°••) es la integral do collslón reducida, obtenida al dlvldlr la 

integral de collslón nU,•>por su valor correspondiente al de una 

esfera dura de diámetro <T, 

nn · ., 
nº·•' =----

nn • ., 
rn 

Esta cantidad reducida, representa f1s1camente la desvlaclón de 

algún modelo molecular a partir de un modelo de esferas duras. 
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CAPITL.tO 3 

LA TEORIA REVISADA DE ENSKOG 

El objeto del presente capitulo es sef\alar los desarrollos 

posteriores a la formulación de Boltzmann, enfocados al estudio de 

un sistema en el régimen denso. (Cabe mencionar que la teoria 

revisada y estandar de Enskog para fluidos monocomponentes, 

colnclden, ya que su dlferencla consiste en que la func16n de 

dlstrlbuc16n radial de contacto en sistemas no monocomponentes, 

depende funcionalmente de la densidad, mientras que en la teorla 

está.ndar no. Por lo que en este trabajo teoria estándar y revisada 

de Enskog son lo mismo, ya que se está tratando con fluidos 

simples). 

Como se sefial6 en {2}, la ecuación de Boltzmann, es válida para 

describir fluidos en el régimen diluido, sin embargo para el caso de 

fluidos densos es necesario desarrollar una teoria que sea apllcable 

a este régimen. 

El primer Intento en la generalización de la ecuación de 

Boltzmann fue realizado por David Enskog en 1922. Para esto 

consideró el caso de esferas duras, ademá.s de ciertas hipótesis 

fisicas. 

Sea ~ el vector que une los centros de las partlculas de manera 

que el término de collslones pueda escribirse de la siguiente manera 

rcr,v,t> rcr,v,,t> .-•¡¡¡.¿¡ d¿ dv dv1 dr At c1> 
donde "' es el diá.metro de la esfera. En el caso de gases densos es 

necesario suponer que: 

1) debido al tamar\o finito de las particulas, los centros de 

éstas en collsión no se encuentran en el mismo punto, por lo que sl 

en el instante de choque el centro de la primera partlcula se 

encuentra en la poslclón F la segunda debe hallarse en f-u~. como se 

ilustra en la figura 1. 

2) En un gas denso, el volumen por partlcula, es com~.Jarable con 

el volumen de cada partlcula. Asi, el volumen en el cual una 

particula puede encontrarse, se reduce, y la probabi lldad de que 

ocurran colisiones se incrementa. Tomando en consideración este 
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rlgllt• 1 

Groirw:tría "e 1• colltl&i de do' eiftorH duru, 

efecto, se introduce en el término de collsi6n la función de 

distribución radial de pares de dos esferas en contacto. Para este 

caso, Enskog tomó el valor de cqui llbrio local para la función de 

dlstr1buci6n radial. 

J)Lo. hipótesis de colisiones binarias se mantiene, ya que la 

probabUldad de que ocurra una collslón entre tres o má.s particulas 

es cero para el caso de esferas duras. 

Al tomar en consideración lo anteriormente sef\alado y siguiendo 

argumentos slmllares en la evaluact6n del término de colisión para 

la ecuación de Boltzmann, se obtiene la ecuación de Enskog 

8 f(f, V, t) a r1r,v,t> f afci=.V,tl 
---- • v• 

a t ar a v 

Jdv
1
J•¿ a-19·¿1 H!-ii·~>·[x1f',¡:_,,.¿¡ r1i',ii,t> n;:,,.¿,;;,> -

x<F.F+cr~J ro=,V,t) fff+atVtl] (2) 

donde H es la función de Heavislde y ::t: es la función de distribución 

radial que depende unlcamente de la densidad numérica, es decir, de 

n(F, t). La función x es evaluada en el punto de contacto de las dos 

moléculas esféricas que colisionan. 

Suponiendo que las condiciones en el gas varlan uniformemente 

en el espacio, las funciones fff + crt V, t) y xCF, r +a~) pueden ser 

desarrolladas en ser les de Tay lor. por lo que la ecuación (2) puede 

ser reescrita en la forma: 
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a rcF,V,t> a rcr.V,t> F a r<r,V,tJ 
---- +v· = J1+J2+J3+J,.+Js+J6+ 

at ar m a V 

donde: 

J 1• x J J J (r·r· 1- rr1] 181 b db de dv 1 

J2= ux J J J { ~ · [ r· : :; + r : :· ] } 181 b db de dv1 

J J J{ ~ : ; } (f'r; •ff1J liil b db de dv1 

.-•x 
J=--

• 2 JI J{~ ~: [
r·-ª- ar; - r -ª- _5_] 181 b db de dv 
arar arar 1 

J.= :· JI J{~-: ; }{ ~+· ar; ar, ] 
- - r -- 181 b db de dv 
ar ar 1 

J • ~ J J J {~~ ,...!'.._ ~} [r·r· - rr ]1¡¡1 b db de dv1 6 a ar ar 1 1 

~m;; E1!WL 
Habiendo obtenido la ecuación de Enskog-Boltzmann, se pueden 

derivar las leyes de conservación para particulas, momentum y 

energia. 

Consideremos las propiedades de transporte molecular, que 

ocurren debido a las collslones, en los cuales los centros de las 

moléculas se encuentran en lados opuestos del elemento de superficie 

(flg 2). 

.:;.;.l~Al<.;I",, l.:i. .:u-3.l lo• 
en.:uentruri lo.1do• 
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En tal col1s16n existe una transferencia lnslanlfinca de momentum y 

energla. que va del centro de una molécula al centro de la otra 

molécula, esto es llamado una transferencia col islonal. 

Consideremos el mecanismo de una transferencia colislonal. 

empleando la llustrac16n de la flg t. El vector unitario ~ se 

encuentra en una dirección normal al elemento de supcrflcle dS. En 

una collslón entre dos moléculas, en la cual la primera se encuentra 

en la cara posltlva y la segunda se encuentra en la cara negativa, 

el producto punto (¿oftl es posltlvo, ya que el vector unitario 

¿ esta dlrigldo del centro de la primera molécula, al centro de la 

segunda molécula. Por lo que en esa col lslón la l inca que une los 

centros de las moléculas cruza el elemento de superficie en el 

instante de la col1s16n. Por lo tanto, el centro de la primer 

molécula, forma un cilindro en dS con generatriz paralela al vector 

~ de longllud <r. El volumen dtJ e~le cilindro es cr(~o ~ldS. Las 

posic16nes medias de los centros de lns dos molCculas en el instante 

de la colls16n son (f+u~/2) y (f-cr~/2) y la poslc16n media del punto 

de contacto es f. El nUmero probable de semejantes collsioncs en la 

unidad de tiempo. en el cual las velocidades se encuentran en los 

intervalos dQ y dQ
1 

alrededor de r;¡ y V\ y la parn.metrlzación de la 

collslón se encuentra en los intervalos db ardcdedor de b y de 

alrededor de e, es [301: 

xCrlflf+(112la~. v, tlffi'-(1/Zla¿,;;, ti liílb db de dv dv1a(~·~l dS 

Debido a que una cantidad (!JI - .p•} de una propiedad l/J es transferida 

a través de la superflclc en cada col1si6n de este tipo, la rápidez 

total de transferencia de la propiedad !JI por collslón, por unidad de 

tiempo y por unidad de área es: 

¡~.$.¡ = axli'l f f J J [~·-y,]rti'+(l/Zla¿,;;,t¡f 1 [r-(1/Zla~.v,.tl 
(~·~l liíl b db de dv dv . 

La integración es sobre todas las variables tal
1 

que (~o~) 
positivo. 

sea 

Es posible mostrar {301 que la contribución a la transferencia 

col1sional del flujo de la propiedad rp está dada por: 

;¡;.=-;- <r;t(i'l J f f f [¡'/' - \!] ílr+(l/Z)ae,v, ti f 1 (r-(1/Z)cre,v, tl 

~liilb db de dv dv
1 
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En la transferencia collsional de l/J, existe también la contribución 

de otro flujo, el cual es debido al flujo de moléculas que cruzan la 

superficie, y está expresado por [30]: 

~. = J "' r v dv 

El flujo total de la propiedad l/J es entonces la suma de las dos 

contribuciones, es decir, 

i=i'+i 
p < 

Los indices k. y r indican la contribución debida a la energia 

clnét1ca (flujo de moléculas) y la energ1a potencial {transferencia 

collsional debido al tamaño flnlto de las moléculas). El término de 

la energ1a cinética, es la contribución dominante bajas 

densidades, mientras que a densidades al tas el término dominante es 

el de la encrgia potencial. 

!.'>~¡;¡¡;CAMBIO. 

La ecuación de cambio, puede ser derivada de la misma manera que en 

la teorla de gases diluidos {2}. Hultlpllcando la ecuación de Enskog 

por un invariante collslonal o lo que es lo mismo una suma 

invariante e integrando sobre V, el resultado es: 

Io/I [ ~ + Vo ~ + _!_ º a : l dV = I + I + I + 1 + 1 + 1 + 
8t ar m Cv 1 2 J • s 6 

en donde: 

11= J o/I J 1 dv 

Estas integrales pueden escribirse en la forma siguiente ~cj : 

1 =o 
l 

12=--;- O'X J J J J ["' - "1'][~· 8
8

i' rr,] ¡¡¡¡ b db d~ dv dv1 

25 

b db d~ dV dY 
l 



14 • ~ cr
2xJJJH\IJ -\11][¿ ¿,aºr {rr, 

8

8

r In ~)]rslb db d¿ dv dv1 

15 ~ .,.•JJJJ[\11 - \IJ'W·:: ][¿·rr,
8

8
r In 7J1slb db d¿ dv dv1 

1 

1 • o • 
Es posible mostrar que la suma E 1 = -[ -ª-· ~ ) (30], por lo que 

, .. 1 1 a r r 
la ecuación de cambio puede cscrlblrse en la forma slgulenta: 

Esla es la ecuación general de cambio. Cuando l/J se hace igual a m, 

mV, y mV2
/2 {2}, se obtienen la ecuación de contlnuldad, la ecuación 

de movimiento, y la ecuación de balance de cnergla respectivamente. 

La única diferencia en el resultado final es que el tensor de la 

presión se escribe como: 

y el flujo de calor vectorial se escribe como: 

Estas expresiones toman en cuenta las dos contrlbuclones (la 

clnétlca y la potencial). 

SOLUCJON !,. !,!, ECUACION !lf; ~ 

La ecuación de Enskog puede ser resuella por un método 

totalmente aná.logo, al que se ullllzo para resolver la ecuación de 

Boltzmann {2}. La función de dlstribuclón, puede ser desarrollada en 

serle. Considerando una perturbación a primer orden, es decir, 

r!i',v,tl=r< 0 >c;;¡ lt+~ff.v,tlJ 
en la cual fCol es la función de distribución sin perturbar, es 

decir, 
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r'º1CO)• n (--m-},,
2

exp[ - _m_ (V -V
0

)
2

] 

2nK
8

T 2K
8

T 

Cuando la expresión de la función de distribución f(?,t', t). es 

sustituida en la ecuación de Enskog: 

a f!F,v,t> a rcr,v,tl 
---- +V• ----

a t a ;: 

I' B f(F,v, t) 

m a V 

= J +J +J +J +J +J + 
1 2 3 .. 5 6 

se obtiene una ecuación para la función 4'. es decir, el término de 

perturbación. El término (de arrastre) del lado izquierdo y el 

primer término del lado d!!rccho J
1 

de la ecuación de Enskog, son de 

la misma forma, que los obtenidos en la teorla de gases dlluldos 

{2}. La función de perturbación fl, no aparece en las integrales J
2 

y 

J3 a la aproximación que se considero, es decir, a la de primer 

orden, ya que esos términos, involucran derivadas de las variables 

macroscópicas {JO]. De la misma manera, J
4
,J

5
,J

6 
son cero en esta 

aproximación, ya que ellas involucran segundas derivadas de las 

variables macroscópicas o cuadrados de primeras derivadas. Los 

términos que sobreviven en esta aproximación en la perturbación son 

J
2 

y J
3

, cuyas expresiones están dadas por (31 J: 

[ 
B In n ] [ 3 1 ] [ a In T ] 

J .. - _: nO"lxr'°, a r s 2 a r 
{ 

2 v.-_- • - ir-- ¡;.-_- • 

2 
3 [ 8- 2 8 

4 ¡¡ ¡¡ ' B F v. J •[ 5 112 - 1 ][ ~ • v.] 
2 8 

J = - -- nna-
3 r'º>[ V· - x] 

3 
3 a F 

donde las dimensiones de W son de velocidad, y cuya expresión está 

dada por: 

1/2 

1/ = [ 2K mT ] ¡; 
B 

Las expresiones de J
2 

Y J
3 

anteriormente obtenidas, hacen posible 

dar una expresión lntegrodlferencial que satisface el término de 

perturbación rf> dada por: 
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r(o) 4 

- [ [ 1 + - nno-
3x J ['"e-+ : 

X IS 

en dondb '"'e', al igual que en {2}, está expresado por: 

<-e-+ = [ ii w - __:_ 112 '"1-+] E b s"-" cw'J 
J l"'=O r 5/Z 

La expresión lntegrodlfcrcnclal que satisface ~. es análoga a la 

que se obtiene para gases diluidos (30). La solución para la 

ecuación lntegrodlferenclal de tP es [30): 

1 2 a In T 1 4 [ B l 
; a - -[1•- nno-

3x] [A· -_-) - - [1• - nn~3x] <-e-+:-: v. 
x 5 B r X 15 B r 

en dondé A al igual que en el cap1 tulo (2) está expresada por: 

COEFICIENTES !IB TRANSPORTE. 

La teorla de Enskog, proporciona explicltamente expresiones 

para los coeflclentes de transporte, con la ayuda de las integrales 

de flujos sobre la función de dlstrlbuclón, obtenida ésta última, en 

términos de una función de perturbación ~- La contrlbuclón cinética 

del tensor de la presión y del flujo de calor vectorial, pueden ser 

obtenidas a través de la expreslón: 

i.= I"' f V dO 

Empleando ahora la expreslón para 4> 1 es decir, el término de 

perturbación, se obtienen expreslónes para la parte cinética del 

tensor de la presión, y del flujo de calor vectorial, y cuyas 

expresiones está.n dadas por {30]-[31]: 

28 



~ ·--(1 
• :t 

a T 

~. (T) 
a¡: 

donde l)
0 

(T) y A
0 

(T) son los cocflclentes de vlscosldad cortante y 

conductlvldad tórmlca, respectivamente obtenidos en el limite de gas 

diluido {2} y *"11.
4 es el tensor del gradiente de la velocidad, cuyas 

componentes al lgu.J.l que en {2} están dadas por: 

m [ a u, a u J ] 

2 axJ Bx1 

Para calcular la contribución del tensor de la presión, debida a la 

transferencia col1slonal, se hace ~ = mQ, y se sustituye en la 

Integral del flujo iP (anteriormente obtenida) 

iP=-;- cr:tfi'l J J J J (.¡.• - v.] f[r+Cl12lcrc,v,t) f1(r-(l/2)crc,v,tl 

~Jiilb db de dv dv, 

La expresión para el tensor de la presión total, tomcll1do en cuenta 

las dos contribuciones, está dado por: 

<-p->. [nv[ 1 •-;- """':t) - 1;[ 
8

8

;: ·v. )]<-1-> - [ + • 
[ 1 + -

4
- rmcr3;t )"n CTI + ~ t; ]<-A-> 
15 o 5 

Esta e>cpreslón es comparada con la, ecuación de un fluido 

monocomponente (simple). homogéneo e lsótropo, cuya expresión está 

dada por (32): 

donde p es la presión hidrostátlca. Se obtiene que el coeficiente de 

la viscosidad cortante 71, está dado por: 
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nE (n,O', T)= X [ 1 + ~ nna-
3
;t r n

0 
CT) •7 <"cn,O', Tl 

donde r.E es la viscosidad volumétrica. La expresión para este 

coefclclente esté. dada por 

(E(n. "" T) = ~ n2
o-

4
x 

9 

el superlndlce E, se refiere a que el coeficiente es obtenido a 

través de la teoria de Enskog. 

Para el cálculo de la conductividad térmica es necesario 

calcular el flujo vectorial, debido a la transferencia collslonal. 

Esto se logra haciendo "1"' (l/2)mv2 
y sustltuyendolo en la integral: 

ip=-; ~(i') J J J J [y,· - y,J f[r+(l/2)0"c,v.t[ r,1r-(1/2)0-c.v.t) 

~liilb db de dv dV. 
Con la ayuda de esta expresión, se encuentra el flujo de calor 

vectorial f-q;, por lo que el flujo de calor total está dado por: 

B T 

Br 

De esta última expresión se encuentra que el coeflclente de la 

conductlvldad térmica está dado por {30): 

E 1 [ 2 ] A (n,o-,T) =-X- 1+J1lll0"
3
X 

Ka 
\CTJ + -- ~·, 

2m 

Como se sena lo anteriormente, l}
0 

(T) y ~º (T) !ion los coeflclcntes de 

la viscosidad cortante y la conductividad térmica obtenidas por la 

ecuación de Boltzma.nn. Las expresiones están dadas por {2}: 

n
0 

(T) 
16""2 

[ mK:T r 
75 [ Ka: T r 1.

0
cri 

640'
2 

Las cantidades n y T que aparecen en las ecuaciones anteriores, son 

la densidad y la temperatura, ambas locales, evaluadas en r al 

tiempo t. 
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Las expresiones de los coeficientes de transporte anteriormente 

obtenidas, serán de utilidad en {7} para la obtención de valores 

numéricos en distintos estados de densidad y temperatura. 
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CAPITULO 4 
TEORIA DE PERTURBACIONES Y EL METODO YARIACIONAL APLICADOS A 
LIQUIDOS. 

Las expresiones de los coeflclentes de transporte. obtenidos a 

través de la ecuación de Enskog {3}. son ullllzadas en este trabajo, 

para determinar sus valores en distintos estados de densidad y 

temperatura reducidas, asignándoles un diámetro efectivo rr = co-
0

, 

donde o-
0 

es el parámetro de distancia corrcspondlcnte al 

potencial de Lennard-Jones, y e es un valor que dependiendo del 

estado termodinámico, es decir, de la densidad y temperatura del 

sllema, determinará el diámetro de la esfera efectiva 

correspondiente al estado mismo del sistema. 

El objetivo de este capitulo, el de determinar el valor de c. 

Para estó es noccsarlo recurrir a los mótodos de leerla de 

perturbación aplicados a Uquldos, asi como el método varlaclonal de 

Rasala.h-Stel J. Tales mótodos, proporcionaran expresiones para el 

cálculo de c a dlstlntas densidades y temperaturas reducidas. 

GENERALIDADES !lli !,A TEORI/, !lli PER11JRBACION. 

La tcor1a de ecuaciones integrales no está basada en algún 

conocimiento a prJori del fluido en consideración. La teor1a de 

perturbaciones puede ser utilizada para determinar las propiedades 

de otros sistemas. En este capitulo se examinarán varias de estas 

teorlas con el objeto de determinar diámetros efectivos. 

Usando una hipótesis que es básica en todas las teor1as de 

perturbación, en la que se escribe el potencial de interacción por 

pares de partlculas en la forma (211: 

~(r) = u
0
(r) + µu

1 
(r) (1) 

donde µ es un parámetro que cuando vale cero, ~(r) resulta el 

potencial de referencia u
0
(r), y para µ = 1 se obtiene el potencial 

requerido ~(rl. A continuación se introduce esta hipótesis en la 

expresión de la función de partición en el ensamble canónico dado 

por la siguiente expresión r 22}: 

.3.J J Z(µ) = -µ- .. . exp [ -[ 
N 1 l<J 

u
0

Cr
1

J)+µ u
1
(r

1
J) 

K¡¡ T ] 
(2) 
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Desarrollando la exponencial como una serie de potencias se 

_!:_ ~"I I u
1 

(r
1
Jl 

NI ... E 
zo 1 <J K/J T 

u0 Cr 1 J l 

X exp[-¿---] dr
1 
••• drn + 0(µ

2
) 

l<J K~ T 

obtiene 

donde K
8 

es la constante de Boltzmann y Z
0 

es 

partición del sl stema de referencia, es decir, 

la función de 

20Crl • ~~'l·J exp [-E u::r:Jl ] dr1 ... dr• (4) 

La suma sobre todas las interacciones por pares de la ecuación 

(3), tiene N(N-1 )/2 contribuciones idlmtlcas a la integral. Haciendo 

uso de la func16n de distribución radial se obtiene (22] 

(5) 

donde g
0

(r) es la función de distribución radial del sistema de 

referencia. Este procedimiento hasta ahora utilizado, es muy general 

y permite obtener expresiones para la energla interna y la ecuación 

de estado del fluido. Tomando el logaritmo de ambos lados de la 

ecuación (5) se obtiene una expresión de la energlla libre del 

sistema, dada por 

2Nnµ 
-µ--x 

K¡¡f 

J: u1 (r) g0 (r) r
2 

dr + 9(µ
2

) ) (6) 

donde A
0 

es la energia libre de Helmholtz del slstema de referencia. 

Desarrollando el logaritmo en serles de potencias, y tomando en 

cuenta que 

log(t-x) :a -x -x212-•.. (7) 

se obtiene para el slstema original (en el que µ=1) la siguiente 

expresión:· 
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A. 111 A.
0
+ 2nHp r:u

1 
(r) g

0
(r) r

2dr + 0(µ
2

) 

que es la expresión deseada, 

(8) 

El punto importante de la ecuacl6n (8) es que si las 

propiedades termodinámlcas y estructurales del sistema de referencia 

son conocidas, entonces pueden est1mar la propiedades 

termodinámicas del sistema orlglnal. Olro punto que también es 

importante mencionar, es el hecho de que se pueden calcular términos 

de orden mayor en el desarrollo, y tamblCn es posible calcular un 

desarrollo slmllar en la funcl6n de dlstrlbuci6n radial {221. 

En la teorla de perturbaciones es importante escoger con 

atención y cuidado el sistema de referencia. El sistema de 

referencia que se ha utilizado can mayor éxito, es el de esferas 

duras o el fluido de esferas duras, pues para el caso de fluidos 

densos, las fuerzas repuls1Va!i dominan la estructura del liquido. 

esto significa, que la forma de las moléculas determinan la 

corrclacl6n lntermolccular. Como resultado de esto, si el fluido 

denso csU compuesto de moléculas esféricas (o aproximadamente 

esféricas}, la estructura lntermolecular resulta ser muy similar a 

la de un fluido compuesto de esferas duras (61. Es por esto 

principalmente, que un modelo de esferas duras, ha resul lado tener 

un mayor éxito. Sln embargo la mayor dificultad de dlcho sistema es 

la de escoger el diámetro de las esferas. 

En la representación gráfica de un potencial lntermolecular 

real (flg 1), la parte repulsiva del potencial, a pequeftas 

distancias no tiene una 1ncl1nacl6n o pendiente infinita, como 

consecuencia de esto, no se puede escr1bir de la forma 

¡l(r) = u
0
(r) + µ u

1 
(r) (9) 

Si se aproxima el potencial real por la ecuación (9), existen varias 

formas de escoger el diámetro a, como la dlstancla al primer cero 

como se lndlca en la figura(l}. Otra alternativa es escoger a- de tal 

forma que minimice la energla Ubre de Helmholtz calculnda a partir 

de la serle de perturbación truncada. Tales elecciones son usuales 

para dar un valor de O' menor que el primer cero del potencial como 
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f/J(rJ ' ' ' ...,......_.... .:.1 .:.bt•1·,L.:I.:. 1). pol.l'L~t 

' ' ' ..-t- .j L.:r.l -.u• 
' ' ¡d 

' ' 

se muestra en la f !gura ( 1). Otros posibles valores de O' han sido 

obtenidos, sin embargo, no es claro determinar cual m todo es el más 

apropiado. A continuación se desarrollan cada uno de los métodos que 

se emplearon en este trabajo. 

llETOIJOS DE TEORIA DE PERlURBACIOHES. 

BA1CER & HDIDEl\SON ( BH). 

Baker & Henderson describieron una leerla de perturbaciones muy 

exitosa que tiene la ventaja de determinar satisfactoriamente el 

diámetro de la esfera dura efectiva. Ellos definieron un nuevo 

potencial v(r) con dos parámetros de perturbación a: y l [7J. 

[ 

-V(r) ) 

exp K¡l = [ [

-¡l(d') l 
1-H(d'-<r)] exp Y + H(d'-cr) + 

/l(r-u) [ cxp [ -rK:~r) ] - ] 

donde d#=d+{r-d}/a: y H(s) es la función escalón de Heaviside 

HCsJ= { O 
s<o 

(11) 
s>o 
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El parámetro d es el diámetro de la esfera de referencia del fluido, 

y a- es la poslclón del cero en el potencial t,6(r) sln perturbar. Si a. 

y 7 son fijados e igualados a 1, el nuevo potencial es idéntico al 

potencial sin perturbar; cuando ambos son cero V(r) toma la forma 

del potencial de esferas duras. La encrgla libre del fluido 

Interactuando con el potencial V{r) es ahora expandido en una doble 

serle de Taylor en términos de a. y r. es decir, 

A = V a [ :: L + 7 ( :: L +, • • 
(12) 

que a primer orden de a y 1 se obtiene 

2n•p7 J: r2~(r) g0(r) dr (13) 

Ahora se puede especificar el diámetro de las partlculas en la 

esfera dura del sistema de referencia haciendo desaparecer a primer 

orden el término en a, obteniéndose 

(14) 

Esta última expresión da un diámetro de esfera dura dependiente 

unlcamente de la temperatura. Esta teor1a truncada hasta primer 

orden en la ce. (14}, es esencialmente la misma que la de Zwanzlg 

excepto que el diámetro de la esfera dura efectiva es especificado. 

Otro punto de Interés a set'ialar, es que la teoria de BH ha sido 

empleada para calcular la función de dlstrlbuclón radial, 

proporcionando resultados muy satisfactorios. 

llOJCS-CHANDLDI & ANDEl\SDl (WCAJ. 

Esta también fué una cxl losa teorla de perturbaciones. En esta 

teorla se escribe el potencial u
0

(r) y u
1
(rl en la forma {8): 

y 

{ 

¡ó(r) 
u (r) = 
o o 

{

-e 
u (r) = 

1 ~(r) 

+ e ' r<r . 
(15) 

r>r . 
r<r. 

(16) 

rl!r• 

donde r. es el valor para el cual t,6(r} es el mlnlmo e igual a c. 51 
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estas expresiones son insertadas en la ecuación (8), la energla 

llbre a primer orden tlene la forma 

" 
A= A

0 
+ 2nNp tv1(rl g

0
(r) r 2 dr (17) 

donde A
0 

y g
0

(r) son propiedades del fluido de referencia definido 

por la ecuación (15). Esta es una buena elección de u0(r) Y u1 (r) 

porque el término perturbatlvo u
1 
(r) varia uniformemente. Esta 

variación uniforme, llene la propiedad de reducir el tamaJ\o de los 

términos de segu11do orden que dependen de las fluctuaciones. La 

mayor desventaja de este método es que las propiedades del sistema 

de referencia no son bien conocidas. WCA aproximaron A
0 

y g
0 
(r) 

usando propiedades correspondientes a esferas duras 

A0 = AH• , 

g = exp [ -uo ( r)l Y 

o K/3T H• 

donde y
85 

(r) es una función, que f1s1camente proporciona la 

correlación que existe en el sistema de referencia y los intervalos 

de lnteracclón. 

El diámetro de la esfera dura estA determinado por la condición 

[• r
2 

Y11,lr) dr = J>• exp ¡-u:::) ] YH,(r) dr 

La ventaja de este diámetro a diferencia del de Barker y 

Henderson, es que ademé.s de depender de la temperatura reducida del 

sistema, también lo es de la densidad reducida misma del sistema, 

por lo que el diAmetro efectivo, obtenido a través de este mCtodo 

tendré. una lnformaclón más completa del estado terinodlná.mico. 

VERLT Y l/EIS (VII). 

El procedimiento adoptado por Verlet & \.lels (W) es una teoria 

de perturbación que consiste en dos pasos. El primero de ellos es 

una perturbación del potencial de referencia de esferas duras a un 

potencial del tipo de esferas blandas. El segundo paso es el de 

perturbar el potencial de \.ICA af\adlendo una parte atractiva del 

potencial de Lennard-Jonnes. El potencial de L-J es separado de la 
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siguiente forma~ 

donde 

y 

u(r) = u
0
(r) + µ w(r) 

[

4c((u/r) 12-(cr/r)
6)+c,r :s 2116

u 

O ,r>21/6 u 

-e 

w(r) • [ 4c((O"/r) 12-(0"/r) 6 ) r > 21/6 rr 

o .:s µ :5 1 • (1) 

(2) 

(3) 

La figura (2) muestra como los dos potenciales son funciones 

continuas. 

El potencial u
0
(r) es puramente repulsivo, mientras que w(r) es 

puramente atractivo. Para obtener la energia libre de Helmholtz 

completa del sistema L-J, Verlet y lleis escogieron el desarrollo en 

µdada por [9}: 

-- = -- + -- +,. ·ª -- + -- dr 4nr2w(r) g + ••• (4) 
ALJ (JAº /}Al AWCA p I'" 

NK
8

T N N NKBT 2KBT 
0 

WCA 

Para obtener la energla libre de referencia A
0 

y la función de 

distribución radial también de referencia g
0 
(r), hicieron un 

segundo desarrollo con respecto a las cantidades de esferas duras. 

Este cálculo del desarrollo está dado por la expresión hallada en la 

teoria de perturbación de WCA como: 

A A0 
p J'" 

-- = -- - -- dr4nr\15 (r)[exp[-~u0 (r)}- exp[-{JuH5(r)J] 

NK8T NK
8

T 2 o 
, •. (S) 

donde B = 1/CK8TJ, y el indice HS se refiere a las cantidades de 

esferas duras. 
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4( 

l( 

10' 

O' 

•C 1------- \J'(r•) 

Se selecciona la esfera dura que sea de un diámetro tal que 

haga desaparecer la segunda Integral , obteniéndose: 

I "dr4Rr2y (r,d i[exp[·flu (r)J - exp{·/lu (r,d JI] .... (6) 
0 

KSe a HSe 

entonces la energía libre A
0
está dada a segundo orden al menos por 

la referencia de esferas duras AHS. 

Andersen mostró que AwcA a partlr de la condlclón (6) es exacta 

a cuarto orden. Esta es una aproximación altamente exacta. La 

ecuación (6) es llamada la regla de WCA para el diámetro equivalente 

de esfera dura HS. Esto contrasta con la regla usada por Barker­

Henderson dada por 

d • I "dr [ 1 - exp[-flu (r) ] (7) 
Bll 

0 
o 

De esta manera • dBHes unlcamente dependiente de la temperatura, 

mientras que d
9 

a partir de la ecuación (6) es dependiente tanto de 

la temperatura como de la densidad, y cuya expresión está dada por: 

d
0 

= d
811 

[ 1 • f6 J • • • • • • (8) 

donde f es un factor relacionado con la fracción de empaquetalento 

y : w 

f= 

1 - (17/4) v. + 1.362 v:- 0.8751 y~ 

(1 - y:) (9) 

La fracción de empaquetamiento yw utilizada en la solución de 

Wertheim por Percus- Yevick. está relacionada con la verdadera 

fracción de empaquetamiento y ::: rtpd~/6 por 

y =y - y2/16 (10) 
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El factor ó de la ecuación (B) es sólo función de la temperatura y 

está aproximado por la expresión 

a• ( 210.31 + 404.6 / r'¡-• (11) 

donde T• = t:
6

T I c. Simillmarmentc el diámetro de B-H esU. dado por 

d • (0.3837 + (1.068 / T
0

)) I [ 0.4293 + (l!T
0

)) (12) 
BH 

Estas fórmulan permllen el cálculo de la energ1a llbre de Helmholtz 

del potenclal analltlco de \./CA basado en un slstema equivalente de 

esferas duras. 

KASON Y SONG (HS) (10). 

Este método es similar al de \lccks-Chandler y Andersen (\./CA). 

Incluye la dlvlslón del potencial molecular como se hizo en WCA. 

Difiriendo en dos puntos signlflcatlvamente. En el primero, el 

segundo coeflclente del virial se trata exactamente y no propiamente 

por un método de perturbación con el objeto de obtener una buena 

descripción del fluido a bajas densidades. El segundo consi'ite en 

utilizar un algoritmo para calcular el dlá.metro efectivo de esfera 

dura como una función solamente de la temperatura. Para lo ~ual es 

neccsarl.J ullllzar la ecuación de la presión dada por: 

_r_ • 1 - ~Jm(du/dr) g(r) r 3dr (!) 

pK
6
T 3K8T o 

donde g(r) es la función de distribución radlal y u(r) es el 

potencial lntermolecular. Fundamentalmente esta ecuación ( 1) está 

basada en la hipótesis que el potencial es esféricamente simétrico, 

es declr, es central, adlllvo e interacciona por parejas. 

Se divide el segundo coeficiente del virlal B
2 

y se reescribe 

el resto de las integrales en términos de la concavidad de la 

función de distribución radial y(r} como: 

p 
(2) 
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B • 
2 

2pn J"' 3 - -- (du/drl exp[-pu(rlJ r dr 
JKBT o 

• 2n Ü 1 - exp[-pu(r)] r
2 

dr 

1 = 2 • J"' 3 -
3
-

0

f(r) (y(rl-11 r dr 

y(r) = exp(pu(r)) g(r) 

du 

f(r) = -p -- exp[-pu(rll 
dr 

(J) 

(4) 

(5) 

(6) 

en donde fJ = 1/K
8

T. La razón de este arreglo de la integral I es que 

la función y(r) es uniformemente decreciente y f(r) es una función 

maxlmamente aguda en la reglón repulsiva del potencial. Para 

evaluar la integral 1 se escoge el potencial sln perturbar u
0 
(r) 

como 

{ 

u(r) + e 
u Crl • 

o o 
r • < r 

r • > r 
r = (2)1/6 rr (7) 

donde e es la profundidad del potencial y r • su poslclón mlnlma. La 

parte de la función f(r) en el integrando de 1 que corresponde a u
0 

se reduce a la expresión siguiente: 

{

-p (du(r)/drJ exp[-pu J 
f (r) = 0 

o o 
r. < r 

(8) 

La elección del diámetro de la esfera dura se calcula con la 

ayuda de la expresión de b, dada por: 

b(T)= 2n J}-[1 + exp[-pu
0
(r)))] r

2
dr (9) 

la cual proporciona un comportamiento toda temperatura. 
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Fislcamente b representa el volumen excluido debido solamente a las 

fuerzas repulslvas. Utilizando la expresión de b=(2/J)nd
3 

Y la 

ecuación (9), se obtiene el diámetro de la esfera dura dependiente 

de la temperatura del sistema. 

HETODO VARIACIONAL DE RASAIA!l-STELL RS. 

Este es un método varlaclonal que permite evaluar la energla 

Ubre y la ecuación de estado de un fluido; su hipótesis está basada 

en el hecho de considerar que 13 primera aproxlmac16n a la energia 

Ubre de un flutdo por medio de un m6todo perturballvo, es una cota 

superior para dicha propiedad. Para' este caso, el potencial está 

dado por 1111: 

Sl se utiliza la desigualdad de Gibbs-Bogollubov 

J f(x) ln (f(x)J dx • I f(xl In (g(xlJ dx 

donde por hipótesis 

(¡) 

(2) 

J f(x) dx • I g(x) dx (3) 

además de q'.le estas Ultimas integrales son positivas definidas. 

La t!nergia Ubre de Helmholtz por unidad de volumen está dada 

por: 

A • A + ( l/2)Xp
2 I g (;!) w(;!) d¡! o o (4) 

tomando 

f•exp{~ ( VA -u
0

)) y g=exp{~ ( VA-u l l (5) 

donde A
0 

Y g
0 

es la energla libre de helmhol tz y la función de 

distribución radial respectivamente del sistema de referencia, 

correspondiente al potencial u
0

, Haciendo u
0

=u
115 

y u :ca ºu' la 

desigualdad que se obtlene es: 

Aw • A,IS + 11/2) X p
2 J g!IS(¡!) w(t) dt (6) 

donde el radio de la esfera dura se escoge de tal forma que el lado 

derecho de la desigualdad (6) sea un mlnimo. 

El potenclal que se elige llene la forma 
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r<e<r 

~ w(r) (7) 

r>e<r 

donde v y e son los parámetros de Lennard-Jones y ccr es el radio de 

la esfera dura. Se denota por c
0 

el valor que minimiza el lado 

derecho de la desigualdad (6), y que resulta en general. tanto 

función de la temperatura como de la densidad, 

Para los cá.Jculos se reducen las variables de la siguiente 
• 3 • J • • 

manera, p =. pa- , d = e p , T "" K
0
T/c y y = r/crr . 

De esta manera , la ecuación {6} puede escribirse como 

donde 

[ 

3 • r, (e p ) 

6 3 • ] e (l/c ) - 1 J r
0

Cc p J 

con 

y 

30 JCD 4 Je 2 r.cc p ) • 12 go(y,c p ) y cly 
o y 

donde el sublndlce cero se refiere a las propiedades del sistema de 

esferas duras. Para g
0

(y,c3
p•) se utilizaron los resultados de la 

ecuación de Percus-Yevlck obtenidas por Troop y Bearman [24]. Para 

el cálculo de las integrales se utilizan las fórmulas dadas por 

Kozak y Rlce [251, que consiste en w1 ajuste de mlnlmos cuadrados a 

ellas. El resultado es: 

r,Cd
0

l = -o.9021-o.JJ21d
0
-o.2os2d°2+0.Jsssd

03 
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1 (d.) = o. 4353+0. 5540/ -o. 027Jd • 2+0. 4187d .J 
B 

Para el cálculo de la cnergia l lbre en exceso del sistema de 

esferas duras se utlltza la aproximación de Padé realizada por 

Hoover y Ree [26], la cual es 

( 1-0. 23195814d ••O. 020582Bld "2 J 
= 2. 094395/ -----------­

(1-0. 88645657d .. 0. 18120022rl°2J 

Con estos resultados, el diámetro c
0
a-, es tanto función de la 

temperatura como de la densidad. Es de importancia senalar que en el 

limite de bajas densidades, la dependencia en la densidad 

desaparece. 
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CAPITU..O 5 

FORMALISMO DE LA FUNCION DE CORRELACION TEMPORAL 

Este capitulo llene como objetivo descrlblr las caracterlstlcas 

principales de la función de corrclaclón temporal, la cual es pilar 

fundamental del cálculo de propiedades de transporte en Dlnámlca 

Holecular. 

El desarrollo de una nueva aproxlmaclón a los procesos de 

transporte fué lnlclado por Green y Kubo, quienes mostraron que los 

coeflclcntcs fenomenológicos describen muchos procesos de 

transporte, y los fenómenos dependientes del tiempo en general, 

pueden escribirse como integrales, por un cierto tipo de funciones 

llamadas funciones de correlación temporal. Estas funciones Juegan 

una papel slmllar en la Hecánlca EstadlsUca fuera de equllibrlo 

comC' lo juega la función de partición en la mecánica estadlstlca de 

equilibrio. 

Para considerar el riguroso formalismo de los procesos de 

transporte es necesario mencionar algunos conceptos de interés. 

Conceptos 

1. .EllliQQ!l fil; f,ORRELAC ION TE!iPORAL. 

La función de correlación temporal de A(t) está. definida por: 

<A(O)A(t)> = ¡ ... ¡ dp dq A(p,q;O) A(p,q;t) f(q,p) (!) 

donde f(p,q) es la densidad de distribución en equilibrio del 

espacio fase, es decir: 

l [ ll(q,p) ) 
f(q,p) = -- exp - ---

z K
6

T 
(2) 

donde H(q, p) es la energla total del sistema, Z es la función de 

partición canónica (22), K8 es la constante de Boltzmann, T es la 

temperatura del sistema, p = p{t) y q = q(t) son el momento y la 

coordenada espacial respectivamente, necesarias para describir el 

sistema, y donde dp dq significan di\dP2 • · d'P"dij1 • • •dqH. Si Alt.> es 

una función vectorial, tal como la velocidad o el morr.entum, la 

ecuación (1) toma la forma [33) 

<A(Ohi'!tl> = J···J dp dq A(p,q;OJ.,l(p,q;t) f(p,q) = C(t) (3) 
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Una de las ventajas do las funciones de correlación temporal 

es que las expresiones que se obtienen sobre los coeflclentes de 

transporte son completamente generales, en el sentldo de que no 

dependen de los detalles de algún modelo en particular y no están 

limitadas a ninguna partlcula y son válidas en dlsllntos estados de 

densidad. 

La restrlcc16n de la función de correlación temporal, conslstc 

en que sólo es vál!da en la teorla de respuesta lineal (22). Con el 

objeto de entender tal restricción, se desarrollaran algunos puntos 

al respecto. 

TEORIA DE RESPUESTA LINEAL. 

El concepto de una dlstrlbuclón de posiciones y momentos, puede 

ser extendida a sistemas que cambian en el tiempo, pero la función 

de dlstrlbución de la densidad es entonces función del tlempo, es 

decir. f(Q
1

,Q
21 

••• PH' t). En equlllbrio la dependencia temporal de f 

desaparece, y para un ensamble canónico está dado por la ecuación 

(2). No es posible escribir una fórmula exacta de la función de la 

densidad dependiente del tiempo de un fluido denso. Sin embargo es 

posible obtener una ecuación diferencial parcial para la función de 

distr lbución de la densidad f, e intentar obtener una solución 

apr6ximada. 

Considerando el cambio de la función de la densidad debido a 

los cambios inflnlteslmales en p, q y t se obtiene: 

ar "[ar ar J dr= - dt + 2 -- . dp + -- • dq, 
a t t •1 a p1 • a q i 

(4) 

A partir de la ecuación (4) se obtiene: 

dr 8 r H [ 8 r dpl -=-·2 -·-+ 
dt ª t ,., a ¡;1 dt a ;¡ 1 dt 

a r 
(5) 

Considerando que la función de densidad f, representa la densidad de 

puntos en un espacio de 6N dimensiones (espacio fase), cuyas 

coordenadas son los momentos y coordenadas espaciales de las N 

partlculas, es posible mostrar {351 que la función de densidad f es 

Una cantidad conservada, es dcclr, una constante de movlmlento, asi 

que se obt lene: 
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df 
-- =o (6) 
dt 

Para sistemas, en los cuales la energla potencial dependa solamente 

de las coordenadas espaciales, se obtiene que las ecuaciones de 

movlmlento de Hamllton, esttm dadas por (36]: 

B 11 B 11 

(7) 

dt dt 

51 las ecuaciones de Hamllton (7) se sustituyen en la ecuación (5), 

y utilizando el resultado de la ecuación (6) se obtiene la llamada 

ecuación de L1ouv1lle: 

~=~[ ª~.~ -~·~] 
8 t l•t lJ p

1 
8 Ci, 8 Q1 8 p 1 

(8) 

Esta ecuación es fundamental para la mecánica estadlst1ca fuera de 

equ1llbrlo. 

En equUlbrlo, la solucl6n a la ecuación de Liouvllle está dada 

por la ecuac16n (2). Consecuentemente, se puede obtener la soluc16n 

a la ecuación de LJouvllJe, para sistemas que se encuentran en 

equUlbrlo cerrado, utilizando la teorla de perturbación a primer 

orden. Esto es, suponer que la energla total del si tema está 

expresada por: 

H = H
0 

+ H
1 

(9) 

donde H
0 

es la energia total del slstcraa en equlllbrlo, y H
1 

es la 

energia del sistema debido a sus interacciones con una pequef\a 

fuerza perturbadora. Escribiendo ahora, la función de densidad 

dependiente del tiempo en la forma siguiente: 

r = r + r 
o 1 

(!O) 

donde f
0

, es la función de distribución en equillbrio, la cual está 

expresada por la ecuación (2), con H=ll
0

• El operador de Llouvllle 

está definido como: 

a H 

aB Í', ] 
(11) 

por lo que la ecuación de Llouvllle, (8) puede escribirse como: 
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8 f 
-- = - Lf 
8 t 

(12) 

Sustituyendo las ecuaciones (9} y (to) en la ecuac16n de Llouvll Je 

(8), se obtiene: 

a r 
0 

a r 
1 

-- + -- = - L/
0 

- L1f
0 

- L/1 - L/1 (13) 

a t a t 
donde L

0
, es el operador de Llouv11Je, con H

0
, como la energia 

total, y L
1

, es el operador de Llouville con el tórmlno perturbatlvo 

H
1
,como el término de la cnergio. total. En equlllbrlo se llene que: 

a r 
0 

8 t 

=-Lf =O 
o o 

(14) 

utilizando esta expresión, y considerando que el término de segundo 

orden L
1

f
1 

de la ecuación ( 13), se puede despreciar (22), la 

ecuación ( 13) puede cscrlblrse como: 

a r, 
•-Lf -Lf 

1 o o 1 
(IS) 

a t 

Si las condiciones son tales, que al tiempo t = -t0, el sistema se 

encuentra en cqulllbrlo, entonces f(t=-o:i)=f
0

, por lo que la solución 

de la ecuación (15) es: 

f 1= - J~ exp[ (s-l)L
0

] L/
0 

ds (16) 

donde la exponencial del operador, está. definido por su desarrollo 

en serle. 

Con el objeto de entender la teorla de respuesta lineal, 

consideremos el término -L/
0

• en más detalle: 

-L/o = - ~ [ a :· • 8 ~1 1 
- 8 :• • 8 :• (17 ) 

1 .. 1 a q
1 

a p
1 

a q
1 

a q
1 

Con el objeto de simpllcar esta ecuación, es necesario suponer,que 

la fuerza perturbatlva, que actúa en una molócula dada es sólo 

función de la posición y no de las velocidades {22), por lo que el 

término perturbatlvo Hl se le puede expresasar como: 
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N 

H
1 

• 2 O( ij
1
J (18) 

1•1 
es decir, la perturbación actúa lndlvldualmcnte sobre las moléculas, 

ademá.s empleando la ecuación (2), es decir, el resultado de la 

función de dlstrlbuc16n en equlllbrlo cuya forma es: 

f
0
•_:_exp[--1 

(uci',.r,. ... ,r.1+[ ¡;'

2

]] ,(191 
Z K

8
T 1 .. 1 m 

utilizando estos resultados, la ecuación (17) puede reescribirse 

como: 

a oci',> 
(20) 

esta última expresión puede ser escrita en términos de una integral 

dada por: 

N 

-L f a - -

1 
- f '\ I p • 

to mKrºl 1 
B 1 .. 1 

8 o 
--.se¡¡-¡¡ 1 d<i 

8 ¡¡ 1 
(21) 

donde c5 es la delta de Dlrac. El efecto de introducir la función 

delta, es con el objeto de expresar a la velocidad local del fluido, 

como la suma de todas las velocidades de las particulas vecinas al 

punto ij
1

, y cuya expresión es: 

N pi 
j(q)• ¿--. '5 (éj - éi,J 

1 .. 1 RI 

La fuerza que crea la perturbación, puede expresarse por: 

8 o 
¡;. ---

8 éj 

por lo que la ecuación (21) puede escribirse como: 

-L f a -

1
- f I j(q)•F d(j 

t o Ka T o 

(22) 

(23) 

(24) 

Sustituyendo este i.Htlmo resultado en la ecuación (16), se obtiene 

que la perturbación a "primer orden", a partir del equilibrio es 

(22): 
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r Cij ,¡¡ ,. .. ¡; ,t) ~Id: exp[[• - t)L ]r Jj(qJ.Fdq (25) 
t t 2 N KT o o 

B _., 

El desarrollo en serte del operador llene Ja forma: 

(s-t J' cxp[ (s-t)L] = 1 + (s-t)L + -- L L + 
o o 2! o o 

Como las variables q y p son independientes. se tiene que: 

L)C<il = o ; L
0
F(q) = o 

Consecuentemente, solo el primer término del desarrollo en 

serle, contribuye en la función f, asl que la función de densidad 

fuera de equll ibrio está dada por: 

r = r + r = r [ + -
1-J 'ds J Jc¡¡,sJoF(q,s) dij] (26) 

o t o K T 
B -., 

Esta última expresión, indica que la función de correlación 

temporal, sólo es válida en una teorla de respuesta lineal. 

COEFICIDITES DE TRANSPORTE. 

Para derivar las expresiones de los cocflcientes térmicos de 

transPorte, en términos de integrales de funcloncs de correlación 

temporal se procede de la siguiente manera (33): se selecciona 

apropiadamente la ecuación de transporte macroscópica y se resuelve. 

es decir, transformarla al espacio de Fourler para obtener una 

ecuación de la transformada o su función de correlación en términos 

de los coeficientes de transparte. Posteriormente se identifica esta 

misma transformada de Fourier en términos de variables microscópicas 

tales como las posiciones o mo;;ientos de las moléculas del sistema. 

Finalmente se desarrollan ambas representaciones, es decir, la 

macroscópica y la mlcroscóplca de la transformada de Fourler (o su 

Función de correlación) en potencias de la transformada de Fourier 

dada por su variable k, e igualando los coeficientes de k2
, de esta 

manera se obtienen los coeflclentes en tórminos de un ensamble 

promedio de variables microscóplcas. Posteriormente es llevada a la 

forma siguiente: 

r = <(A(t)-A(O)J2> (27) 

donde 7 es el coeflente de transporte macroscóplco y .A(t) es la 

misma función de las variables dinámicas mJcroscópicas. Finalmente, 

A(t) es escrita como una integral de dA/dt, por lo que la ecuación 

so 



(3) se transforma en: 

y = J: <Á(t)Á(O)> dt (28) 

CONDUCTIVIDAD TERllICA. 

Para obtener el coeficiente de transporte de la conductividad 

térmica se utlliza la ecuación de conducción de calor, (está será la 

ecuación de transrQrtc macroscópica). llamada ley de Fourler, dada 

por: 

ai: 
pC -- =>.V

2E 
y 8t 

(29) 

en la que se ha escrito E en vez de T como variable dependiente. Se 

considera a E como un exceso de la energla promedio. Se define a 

L(k, t) como h. transformada de f"ourler de Ecr, t), con el objeto de 

resolver la ecuación (29), entonces al aplicarle la transformada de 

FourJer, se obtiene: 

(30) 

Una vez resuelta la ecuación macroscópica, es necesario resoverla en 

su representación mlcroscóplca, la cual está. dada por (33]: 

H 

i! = i: i! off - rl 
Jal J J 

(31) 

donde E = E - <E > 
J J 

Apllcando la transformada de f"ourler a la ecuación (31). se obtiene 

H 
L(k, tl • l: i! exp(lk·r (tll 

J•l J J 
(32) 

Sin pérdida de la generalldad [33] , se escoge el vector k en la 

dlreccl6n del eje z, por lo que la ecuación {32) puede escribirse 

como: 

H 

L(k,t) = l: E exp(lk z
1
(t)J 

J=l J 
(33) 

Hultlpllcando ambos lados de la ecuación (30) por L
9

(°k,O) y tomando 

el promedio sobre el ensamble se obtiene la expresión: 
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H N 
<E E E

1
C Ol-E

1
(t) oxp{lk(z

1
(t)- z

1
CO))) >= 

•1 l•l 2 

H H [ -~k t ] 
<E E E (O) E

1 
(O) exp{lk(z

1 
(O)- z (O))) > cxp --C--

J•1 1•1 J J p y 

• (34) 

Para evaluar el t rmlno que encabeza cada lado de la suma, se hace 

uso del hecho siguiente [33] 

H H 

< E E if if > = <IE - <E>I'> 
J•l 1 .. 1 J l 

(35) 

De acuerdo con la tcoria de las flucluac1oncs (33)' (37), se tiene 

que 

< (E - <E> 1
2

>= KaT
2
Cy (36) 

Desarrollando la exponencial del Indo derecho de la ecuación 

(34), que contiene el término k2 e igualando términos semejantes se 

obtiene el coeflclentc de la conducllvldad térmica expreso.do por la 

siguiente expresión: 

N H 

<E E lz
1
Ctl-z

1
<o>J 2 if

1
CO)EJ(tl>. 

J•l 1 .. 1 

(35) 

Esta ecuación puede reescribirse utilhando conservación de la 

energla (33) resul tanda: 

! H 

~·----<E Jxl(tlif <tl-xl<o>i!
1

co>J 2 > (36) 
2VK

8
T

2 t J•I 

obteniéndose el resultado final 

~ = --
1
-- J"

0

<S(t)S(O)>dt 
VKBT2 

d H 

donde Sil) = ;;-;-J~l x1 ifJ 

(37) 

La ecuación (37) escrita en términos del flujo vectorial está dada 

por (33), (38): 
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A= --
1
-- J"'

0

<S(tl·S(O)>dt 
3VK

8
T

2 

d H 
donde S(t) = -¡: r

1 
E

1 dt J•I 
2 

PJ ¡; 
=i:{[- -<h>]-;;;-

J=t 2m J 

1 - - ..... } + z l: (r F + V(r
1 

) 1 
J~I J 

donde <hj> es ~a~ cntalpla por molécula, V{r11 J es 

lntermolecular e 1 es la dlada identidad. 

(38) 

m 

(39) 

el potencial 

Para el cálculo de otros coeflclentes de transporte (vlscasldad 

cortante, viscosidad volumétrica), se procede de manera análoga. 

Utlllzando la ecuación de Navlcr-Stokes Uneallzada, es decir sin el 

término convecllvo, se obtiene 

a ü t 
mp _a_t_ • - Vp + n v"ü + [-; n + ~ J v [ V·ü J , (40) 

donde m es la masa, p es la densidad, p la presión hldrostá.tlca, 11 

la viscosidad cortante, < la vlscosldad volumétrica, y u el campo de 

velocidades. Tomando la transformada de Fourler de esta ecuación, se 

obtiene para el coeflclente de la viscosidad cortante la expresión 

(33), (38]: 

n • --
1-J"'( J(O)J(t) ) dt , (41) 

VKBT o 
donde V es el volumen, K8 la constante de Boltzmann, T la 

temperatura y J está expresada por 

H Px Pz 

J = 2(--J-m_i_ + z{1i ] 
J•I 

Finalmente la expresión para el coeflclente de la viscosidad 

volumétrica es (33), (38): 

< = _1_ [-1- l l < J .. (t) Jbb(t) > dt (42) 

VKST o 9 A b 

donde los subindlces a y b corren sobre (x, y, z), V nuevamente es el 
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volumen, T la temperatura y kB es la constante de Bol lzmann. Y el 

término enlre corchetes Jªb llene una exptcslón dada por 

N pjapJb N 

\ - + \r F L m L Ja Jb 
- < Jªb > 

J=l J=I 

donde pJa y pJb son las componentes de p
1
, en el que a Y_ b pue~:n 

lomar los valores de (x, y, z) , r Ja es la componente a de r J Y <J > 

es una función de la presión <p>, la energli.l interna <E>, y del 

número de parllculas N dada por la expresión siguiente: 

(Jªb> = ó V <p> + -- [ N -
[ 

a<p> 

ab 8 N 

dando ó es la del ta de Kroenecker. 
•b 

a<p> ( 
<N>J +-;;- E - <E> l ] . 

Estas expresiones de los couflcicnles de transporte, en 

términos de integrales de flujo (fórmulas de Creen-Kubo), son 

empleadas en la JJná.mlca. molecular, la cual como se senaló con 

anterioridad, seran la fuente de dalos experimentales, con la cual 

compararemos nuestros resultados, Es por esto, que para un mejor 

entendimiento de la dlná.mlca molecular, es necesario haber visto los 

puntos más importantes de la función de correlación temporal. En el 

capitulo siguiente, se sefialaran los puntos más importantes de la 

dlnámlca molecular, tales como sus técnicas de simulación, 

algorlt111os los cuales permiten resolver las ecuaciones de movimiento 

bajo la Interacción de un potencial de Lennard-Jones. 
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CAPITULO 6 

D/NAMICA MOLECULAR 

Este capitulo tiene como objetivo hacer una dcscr1pcl6n 

detallada de la Dlnámlca Holecular, la cual proporcionar la base de 

datos "experimentales". Esto permitirá hacer la comparación con los 

resultados obten!< ::is a través de la tearia de esferas duras. 

6, ! ) INTRODUCCION. 

En mecánica estadlstlca se miden las propiedades de un sistema 

de muchas part1culas promediando sobre todos los mlcroestados 

consistentes con las constrlccloncs impuestas sobre el sistema [39). 

La dinámica molecular (DH) es un método dlsef\ado para generar 

esos mlcrocstados. El promedio estadlstlco puede ser tomado sobre 

esos estados para obtener tanto propiedades dinámicas como en 

cqulllbrlo. En particular, dadas U parliculas cuyo número no supera 

a mil de ellas, las ecuaciones de movimiento de Newton, se 

resuelven, para generar en el tiempo trayectorias en el espacio 

fase. 

Hótodos numéricos tales corno el predictor-corrector, se 

emplean, para resolver y acoplar las ecuaciones dinámicas. A un 

tiempo dado t, la solución está dada en una representación 

instantánea del sistema (la configuración espacial y la distribución 

de velocidades). Tal representación constituye un m icroestado. La 

sltuaclón es semejante a una rcpresenlaclón de movimiento. 

La trayectoria fase, ordenada en el tiempo está. constl tulda de 

miles de mlcroestados y dan la evolución en el tiempo del sistema. 

Es de importancia sefialar que la conexión entre microestados 

sucesivos en dinámica molecular está dado por las ecuaciones de 

Newton, es decir, obedecen leyes de fuerza cl<islcas. 

En dinámica molecular son generados en una computadora de dos 

mll a veinte mil pasos en el tiempo. Las posiciones y velocidades de 

las N particulas son almacenadas en la memoria de la computadora. 

Finalmente se analizan las trayectorias para tomar promedios de 

propiedades tales como la energia, presión, etc. El promedio en el 

tiempo es usualmente obtenido reemplazá.ndolo por el promedio 
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estadlstlco (hlp6tesls ergódlca). 

6. 2) CARACTERISTICAS GENERALES DE DINAHICA MOLECULAR. 

t). Se selecciona la ley de fuerza clásica a utilizar. 

21. Se apllca la ley a slstcm¡is cerrados para hacer la 

simulación. 

J). Se fija el sistema en un estado flslco, es decir, a 

temperatura o presión constante. Esto de inmediato determina la 

representación del ensamble. 

Cabe mencionar, que las simulaciones en Dinámica Holecular 

corresponden a un ensamble mlcrocanónlco, es decir, a N {número de 

partlculas),V {volumen). y E (energla) constantes. La simulación 

resulta ser menos dificil de realizar empleando las ecuaciones de 

Hamllton (39}. También es posible la simulación en estados fuera de 

equllbrlo (39J-[41l. tomando un valor de corle constante sobre algún 

elemento de celda. Cabe scf'ialar que en simulaciones en las que 

ocurren vados procesos de relajación a diferentes escalas de 

tiempo, se emplea el método temporal de pasos múltiples [66J. 

6.3) PROMEDIOS EN EL TIEHPO Y EN ENSAMBLES (ENCODICIDADl. 

Se define una variable dlnámlca A {5} de un sistema de N 

cuerpos como una cantidad fislca que depende de las posiciones r" y 

el momento pN de las N partlculas. El valor de una propiedad "medida 

experimentalmente" en esta aproximación estadlstlca es el resultado 

de promediar muchos estados microscópicos o fluctuaciones. Para un 

ensamble canónico, la probabilidad de ocupar una celda 1 en el 

espacio fase está relacionada con el valor de su energla E
1 

(39] 

H H H l .J H H} N N 
dP

1 
Cr , p ) = ---

3
-H exl-fJHHCr , p ) dr dp , 

ZNN! h celda 1 

(1) 

con (rN, p")en la celda 1. HH es el halmltoniano de los N cuerpos 

teniendo el valor de la energia E
1 

en esta misma celda. El promedio 

del ensamble está. definido como 

1 f 
<A>= --- J ACr",p"Jc~Lpn Cr", p">} ctr" ctp" (2) 

ZHN! h 3
N "'"'l H 

Debido a que no es posible seguir la evolución en el tiempo de 

un sistema de N cuerpos, es decir, el rastreo instantá.neo de las 

posiciones r" y momentos p8 de las N partlculas en el tiempo, se 
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tiene que tomar un promedio en el tiempo <A> l de A dado por: 

<A> D T~lm ~ r·A lr"Ctl.p"CtlJ dt 
t. m T' Jo (3) 

Para establecer la relación entre <A> t y <A> es necesario sef\alar 

que conceptualmente las fluctuaciones del promedio de los 

mlcroestados en el tiempo conducen al valor medio de una variable 

dinámica que es consistente con todas las dlstrlbuclones posibles en 

esos estados. De esta manera se propone la condlclón de ergodlcldad, 

es decir, <A> t = <A>. No todos los sistemas son ergódlcos, por lo 

que es necesario el suponer que los estudiados en este trabajo 

satisfacen la condición de ergldlcldad. De manera que los promedios 

en el tiempo coinciden con los promedios en el ensamble. 

6, 4) ECUACIONES DE HOV!Hlllfl'O. 

Las ecuaciones de movlrolenlo de un sistema de N cuerpos con 

hamlltoniano HNCr",p") están dadas por: 

• a n, • a n, 
"· = -- ~. = - -- (!) a p1 8 r 

1 

Con las condiciones iniciales r,co>=r~. P,(O)=P~ . con 1=1,2, .. . H. 

Las ecuaciones (1) dan una única trayectoria que atraviesa el 

espacio fase describiendo la evolución de un sistema de N cuerpos. 

Para el caso de un sistema con N cuerpos el hamlltonlano está dado 

por: 

2 
pi N H 

HHCF", i>"l =E -- +E E u(r l , con r
1
J=lr

1
-rJ( (2) 

1 2m l<J lJ 

Las ecuaciones (l} conducen a 

F=-
1 m 

¡; = - E Vu(r l 
1 J1ll IJ 

(3) 

Combinando estas ecuaciones se obtiene la ecuación de movimiento de 

Newton dada por: 

1 
i' = - - E Vulr l (4) 

1 m J;t;t IJ 

Esta ecuación es la base de la simulación de la dlná.mica molecular. 

Dicha ecuación se resuelve para obtener los momentos o las 

57 



velocidades V 
1 

( t) a partir de la ecuación 

v, !tJ = r, !tl 

6. 5) ALCORllJIOS DE DINAHICA MOLECULAR. 

(5) 

Una vez dado el potencial u(r) en la ecuación (4) de la sección 

anterior, la evolución en el llempo de las N particulas queda 

completamente determinada, quedando solamente por resolver la 

ecuación por métodos numéricos, 

Existen dos procedimlenlos comunes para la resolución de las 

ecuaciones de movlmlcnlo que a contlnuaclón se mencionan (39), (42). 

{1) El método Predlctor-Corrector. 

(11) El método salto de rana de Verlet. 

El prlmerO de ellos es un método generalizado en anál lsls 

numérico. Primero es necesario conocer la posición rctn-t) al tiempo 

tn-t y las posiciones ?Ctnl, velocidades V'Ctnl. y las aceleraciones 

"á( t
0

) al tiempo t
0 

= ln-t + Al . La fórmula del predictor para las 

poslclones tn+l + lit es 

(1) 

Las nuevas posiciones r(tn+l} permiten los cálculos de las fuerzas 

de lnteracclón sabre la particula t a partir de un potencial dado 

u(r) y por tanto también las aceleraciones. Las fórmulas del 

corrector son: 

i\(ln+l) = i\Ctn) -t (Al/2) (\i
1
(tn•t) -t Y1(tn)] (2b) 

Este procedimiento puede ser repetido hasta que los valores 

predictores y correctores de i\ (tn+t) difieran en menos que un valor 

previamente establecido. Para el caso del argón se escoge un paso de 

tiempo del orden de ti.t=l0-14 segundos. 

El segundo método utillza una diferencia a segundo orden en la 

fórmula (2b) con la finalidad de evitar evaluar las velocidades. 

Obteniéndose la siguiente expresión: 

F"(t >=-F"!t J+ii'(tl+(At2/mJF!tl (Jl _ 1 n+l 1 n-1 1 n 1 n 
donde F es la fuerza de la 1-ésima particula al tiempo tn. Para 

potenciales cuya interacción es por pares y aditiva, se tlene que 
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F {t l • - E V u{r l (4) 
1 n P"l 1 IJ 

la expresión (3) es un desarrollo en serle que se corta a orden 3 en 

At. Para obtener las velocidades, se usa la fórmula de Lagrange de 

tres puntos 

;¡ { t ) • ( 1/2./lt) lr ( t ) - ¡: ( t ) ) 
l n l n+l 1 n-1 

(5) 

Este método es muy eflclente debido a que no requiere lteraclones. 

6.6) EXPRESIONES PARA LAS PROPIEDADES DE EQUILIBRIO. 

Las propiedades macrosc6plcas son obtenidas a partir de 

cantidades mlcroscóplcas como promedios del tiempo. 

Las siguientes cantidades son obtenidas en slmulaclones de dlná.mlca 

molecular {391. 

If.MPERATIJRA. 

Se selecciona arbitrariamente una partlcula etlquetada con el 

indice t. Su velocidad es v( t) . La temperatura de el sistema se 

obtiene a partl.r de la forma: 

T
;lm _.:__ r~ {t)•v (t) dt = 3K

8
T/m 

m T' Jo 1 1 
(1) 

donde K8 es la constante de Boltzmann y DJ la masa de la particula. 

Utlllzando las propiedades erg6dlcas la ecuac16n ( 1) se transforma 

en: 

donde 

2 
pi N N 

"·(F
8

• ¡;"¡ a E -- + E E u(r ) 
1 2m l<J IJ 

(3) 

ENEBG!A INTERNA. 

La energia total instantánea ET(t) del sistema está compuesta 

de dos partes: la cnergia clnéUca E" ( t)=l:(mv:)/2 y la energia 

potencial E= E E u[r (t)}. De esta manera el promedio en el tiempo 
p 1 j lj 

está dado por: 

<U>= <Er>t =<E»,+ <E,\= <l:(inv~)/Z>t+ <E E u[r
1
/tll>t. (3) 

l J 
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El promedio en el tlempo de la energia clnétlca es igual a 

(J/2)NK
11
r, es decir, la contribución del gas ideal, mientras que la 

parte potencial está dada por: 

<l: l: u(r (t)J>t e llm _:... Jr:l: l: u(r
1 

(l)]>t dt (4) 
1 J IJ T' T' o 1 J J 

PRES!ON. 

La presión es calculada a partir del teorema del virial por la 

siguiente expresión 

~p 

p 
<l: i:: 

1 J> 1 

r u' 
IJ 

--p-Jmru'(r (t)J g(r) dr 
6K

8
T r"' IJ 

(5) 

donde t/ =du/dr y g{r) es la función de distribución radial. En 

dinámica molecular el úl tlmo término del lado derecho de esta 

ecuación, se desprecia porque no se considera el efecto de la cola 

del potencial. 

rnIQ!! !)]¡ D!STBIBUCION l!mlli.,_ 

Para calcular g(r). se hace uso de la lnterpretaclón siguiente 

(39), (421: 

pg(r
12

)4n:r2 proporciona el número de moléculas alrededor de una 

molécula central 1 en una concha esférica de espesor dr y a una 

distancia r
12 

a partir del centro 

fr' 
O! llm _ J pg(r10!J4rtr llr = T' °' T' 

0 
4N{r. t) dt (1) 

donde AN(r, t) es el mímero Instantáneo de moléculas centradas que se 

encuentran en la concha 4nr2tir a una distancia r a partir de la 

molécula l. 

Todo lo mencionado en esta sección es de gran interés debido a 

que permite obtener propiedades termodlnámlcas tales como la 

entropia, la energia libre de Helmholtz, etc. Las cuales permiten 

calcular propiedades fuera de equlllbrlo como se mencionará en la 

siguiente sección. 

6. B) CALCUW DE PROPIEDADES DE TRANSPORTE. 
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Una caracteristlca notable de la Dln~mlca Halecular es que 

permite un prlnciplo minlmo para calcular las propledades de 

transporte de un sistema de N cuerpos. Convencionalmente se hace uso 

de las fórmulas de Green-Kubo v~lldas en la teoria de respuesta 

lineal (5). 

Las propiedades de transporte de un sistema de N cuerpos está.o 

completamente determinadas por su hami l toniano. A contlnuacl6n se 

mencionan las f6rmulas de Kubo para los coeficientes de la 

viscosidad cortante, la vlscosldad volumétrica y la conductlvldad 

térmica, que son de interés en este trabajo {S}. 

La fórmula de Kubo para la vlscosldad cortante es: 

1 fm 
~ = -- J <J (o) Jv(t)> dt 

K
8
TV o v 

(3) 

donde Jv es el flujo de momentwn. 

+ F" rY ] 
J J 

(4) 

La SUil\a es sobre todas las N moléculas en el sistema. Los 

superlndlces x y 'I denotan la componente x y 'I respectivamente de 

los vectores momentW!l (j>), fuerza (f), y posición \rl. 
La expresión para la vlscosldad volumétrica está. dada por: 

~ = --
1-Jm <Jb(o) Jb(t)> dt 

9K
8

TV o 
(6) 

donde el flujo de momentwn Jb está dado por 

{ 

N ( PJ Í>J B(PV) } 
J.=Tr I: --- • F ¡. J - n (Pv • --- [ET - <U>)] • (7) 

J m J J 8<E> 

donde U es la diada ldentldad, Tr es la traza y <U> es la energla 

interna. 

La conductlvldad térmica esté. dada por: 

A ---

1-Jm <Í [o) Í (t)> dt 
3KBT2V o T T 

(8) 

donde el flujo de energia (JT) es 
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P: ·~'i ¡;1 P, 
J·E--+EE(nu<r, l•i\ 1 r 11J ·-m -E\ (9l 

T 1 2.m m l<J J m 

donde h
1 

es la entalpla de equlllbrlo por particula y 1\
1 

F
11 

es una 

matriz con elementos diagonales F~ 
1 

x11 , F~ J y11 Y f~ J z 11 

6. 9) TEOllCAS DE SIHIJLACION. 

Los sistemas de las ecuaciones { l} de la sección 6. 4. pueden ser 

resueltas numérlcamente usando los procedlmlcntos obtenidos 

(algoritmos de DHJ [39l. 

CONp!C!ONES INICIALES. 

Usualmente se ulll lzan e lentos o ml les de partlculas en 

slmulaclones en computadora. La clecc16n es tomada por la 

estadlstlca deseada, el tamaño de la memoria central y la ejecución 

del tiempo en la computadora. Por otra parte, dicho número 

relativamente pequel\o de partlculas es suflclente para reallzar la 

shiulacl6n y obtencl6n de propiedades de gases reales. 

Después se decide cual serA el potencial central de lnteracci6n por 

pares y éste determinaré. el hamll tonlano: 

2 
K P, 

HK[r•' p ..... )ª,~,--;:-+ ~,f1(r 11 l +(otro E,l +(otro EP) . (1) 

El otro término de energia cint':tlca (otro Ek) involucra la energla 

rotacional (ER) y la energla vibraclonal {Ev). Es importante 

mencionar que la energla rotacional es utlllzada en simulaciones de 

moléculas dlat6mlcas, se incluyen fuerzas de tres cuerpos y entonces 

se selecciona la colección del estado a estudiar. Por ejemplo, en el 

ensamble NVE (mlcrocan6nlco), la densidad y la velocidad de 

dlstribuc16n quedan determinadas. Si se escoje un número de 

partlculas standard de N=SOO, la densidad p está relacionada con N y 

el volumen a través de p=(N/Vl. Tomándose un cubo de lado L, resulta 

que el volumen está dado por L3=V=(N/p). La temperatura no se puede 

ajustar en una simulación de dinámica molecular aunque en la 

prá.ctlca se realiza a través de una escala de velocidades. 

CONF!G!JRACION INICIAL. 

Las particulas son distribuidas en las posiciones i\. "f
2

, ... , 

¡:" en una caja cúbica de lado L=9.160' de tal forma que da un valor 
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grande en el factor de Boltzmann exp[-/JV9 Ci\ 1 ••• ,i=")], es decir, el 

sistema está en un estado muy probable del espacio fase. En la 

prá.ctlca, frecuentemente se hace un arreglo de particulas en una red 

cúbica de caras centradas (fcc). En el lntcrlor de la caja, se 

llenan las celdas unitarias conteniendo cada una cuatro moléculas 

locallzadas en las posiciones [39): 

r,= ca,a,01, r;,=ca,b12,bn1. r-,=cb12,o,b121. r,=cb12,b12,01. c21 

donde b es la longitud de la celda unitaria. Las velocidades V
1

, 

V
2

, ••• , VH son asignadas a las particulas con una dlstrlbuclón 

Haxwelllana, es decir, para alguna partícula 1 la probabilidad de 

que tenga el valor v está dado por: 

fo.Cvl = P[ 2•:aT] exp[ :BT(v-vol2l (3) 

Las tres componentes de la velocidad V = ;v x, V y' v z) obedecen el 

mismo tlpo de dlstrlbuclón. El movimiento se empieza a distribuir en 

la red, debido a que la configuración inicial. es decir, la fcc no 

está en un estado de equilibrio, de manera que no se logra una 

estadlstlca satisfactoria. Por eso tiempos tiplcos del orden de 

102, 104 son tiempos de paso descartados. El sistema es entonces 

llevado al equl llbrlo, n travós de la constancia de la temperatura. 

CONDICIONES PERIOD!CAS Q!; FRONTEJlA, 

Eventualmente el movimiento gradual de las partlculas ocasiona 

que salgan de la caja (o escapen de ésta). Para completar esta 

salida se utilizan condiciones pcrlódlcas de fontera. La 

periodicidad tamblón mlnimlza los efectos de superficie. Para alguna 

partlcula en la posición (x, y, z) en la caja se construyen 26 

imágenes de la siguiente manera [39]: 

(x ± L,y,z) 
(x, y ± L, z) 
(x,y,z ± LJ 

{x ± L, y ± L, z) 
(x ± L,y,z ± LJ 
{x,y ± L,z ± L) 

(x ± L, y ± L. z ± L) 

Se tiene un total de 27 cajas, con una de ellas en el centro 

como estándar. Cuando una partlcula abandona la caja estándar desde 

una superficie, su imágen entra en la superficie opuesta. En el caso 

bidimensional está representada por la figura 1. Esta si tuac16n 

conserva el número de partlculas en la caja estándar a todo tiempo. 

La estadlstlca solo es tomada en consideración en la caja centrada. 
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Los efectos de superficie son ellmlnados, esto introduce otras 

l imi taclones: 

i), Al mantenerse constante el número de parllculas en la caja, 

ésto hace Imposible el estudio de estados lermodlnámicos en los 

cuales las fluctuaciones térmicas llenen una longl tud de correlación 

del orden del tamai\o de la longitud de la caja. De esta manera, los 

fenómenos crltlcos son excluidos. 

U). El tiempo de escala está. llmttado a tiempos más cortos que 

Lle donde e es la velocidad del sonido. Para tiempos mas grandes que 

éste, aparecen perturbaciones en una reglón de la caja que pueden 

atravesar la caja y retornan a través de la superficie opuesta, lo 

cual conducirla a una falsa contribución de recurrencla. 

111). Las propiedades colectivas que pueden ser estudiadas 

eslá.n limitadas a vectores de onda discretos, es decir: k=2nn/L, con 

n=l, 2, ...• con un valor de onda minimo dado por k
0
= 2nlL. Esto es 

debido a la dimensión L flni la del sistema. Para potenciales tales 

como el de Lcnnard-Jonnes las imágenes pcriócUcas hacen que se 

trunque la serle sobre el intervalo de interacción. Para tal caso 

son utlllzadas dos convenciones: 

1) La convención del método de las imágenes: Dada una particula 

situada en algUn lugar de la cajA. estándar, una caja imaginarla del 

mismo tamaf\o como la caja estándar esta formada y centrada en la 

partlcula dada. La interacción de las fuerzas son evaluadas entre 

esta particula y las N-1 particulas que están en el interior de la 

caja imaginarla. Esto es equivalente a truncar el potencial en la 

superficie de la caja. A la imagen de cada una de las partlculas 

restantes se les permite interactuar. Este proced1rnlento es aplicado 

a todas las particulas que se encuentran en la caja estándar. 

amymc10N !l.fil. CORTE i;srnuco. 

En este método sólo se toman en cuenta las partlculas que se 

encuentran en el interior de una esfera de radio de corte re 

centrada en alguna partlcula dada. El diámetro de la esfera es 

tomado comunmente como la longitud de la caja estándar. Esto 

asegura, que a lo más una imagen de cada particula es utilizada en 

la evaluación de la fuerza. Pequcnas distancias son empleadas cuando 

el tamaf\o de la muestra es grande, de esta manera, se reduce al 

gasto de la simulación [39~. En el capitulo 7 se mencionan las 

fuentes empleadas de DH, asl como las técnicas que emplearon para la 
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slmulaclón utlllzando un potencial Lennard-Jones. 

c.:..-.Ji.::~,:.r.w,. ~ .. n..:: I• 
.:.:...¡..:i. ..,¡H_;r.J~tJ .;.,¡,,t~i. 

¡.;.:.r :,,,..,¡ t(n~..:i..¡, •• ¡1<,,1.,..;; .... .-, m.:.l~.; ... l.:i..;. l..:i.Q 
.:oJ.¡.:i..a \111.,;iywnQa la d~•tnb\.u;iÓn J,;; 
·~wl~.::\d..o.J,.e d.;. 1->~ii\0:\Vn, 
•Al..lr,J .... 1.1, 

l•). .Z.:i.J<l. 
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CAPITULO 7 

RESUL T AOOS Y DISCUSION 

En este capllulo se discuten los resultados oblcnldos sobre los 

coefl.clentes de transporte lviscosldad cortante, vlscosldad 

volumétrica, y conductlvldad térmica ), de fluidos monocomponentes 

Upo Lennard-Joncs, con el objeto de compararlos con experimentos de 

D1nám1ca Holecu1.1r DH desarrollados para estos sistemas. 

La tcor1a revisada de Enskog, proporciona expresiones para los 

coeflclentes de transporte en términos de diámetros de esferas {3}. 

En este capitulo se ilustran los resultados obtenidos utl.l izando la 

teoria de esferas duras y la tcor1a revisada de Enskog {3), además 

de la corrección de Dymond. Para la asignación del diámetro 

efectlvo (dependiente del estado lermodlnámlco) se utiliza la teoria 

de perturbación en l1quldos y el método varlaclonal {4.>. Los 

resultados obtenidos, se comparan con diversas fuentes que emplean 

el método de DlnámJca HoJecuJar DH. 

Para la obtención de valores numór\cos de los distintos 

coeficientes de transporte, se utlllzan ex.presiones de forma tal, 

que los resultados estén en términos de unidades reducidas. Esto es, 

para el caso de la temperatura se usa la reducción dada por la 

expresión: 

donde K8 es la constante de Boltzmann, c
0 

es el par~metro del 

potenclal de Lennard-Jonnes asociado con la profundidad del 

potencial, y T es la temperatura expresada en grados Kelvln del 

sistema. Para el caso de la densidad, la ex.preslón de reducción está. 

dada por: 

• N m O'~ 
p=-- (2) 

v 
donde V es el volumen, N el número de moléculas, m su masa y O' 

está relacionado con el pArrunetro a
0
del potencial de Lennard-Jones. 
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l.os diámetros efectivos se obtienen a través de la expresión: 

(3) 

donde e resulta ser función del estado termodlnámlco, es declr, 

c=c(p•, r• ), el cual asigna el valor efectivo del diámetro, 

dependiendo del estado termodinámico anteriormente sefialado. Las 

expresiones del valor e fueron seffaladas y discutidas en el capitulo 

{4}, en el cual existen clnco crl terlos, cuatro de ellos están 

basados en la teorla de perturbación en liquidas, y el restante es 

un método variaclonal. Mediante estos criterios se obtienen las 

expresiones de },Js coeficientes de transporte según la teoria 

revisada de Enskog. Para el caso de la viscosidad cortante se 

utiliza la expresión {J}: 

~ = ~.b p[-
1
- + O. 8 +O. 761bpx] 

bpx 
(4) 

zn.,.' 5 [ mKBT ]112 
donde b = 7m' 7)

0 
= ~ --.- , en las cuales m es la masa 

de la esfera dura, p es la densidad de masa, y x es la función de 

distribución radial en contacto. Con el objeto de utilizar unidades 

reducidas en la viscosidad se emplea la expresión: 

~ .,.2 

~ =--- (5) 

[ m c
0
]'/2 

sustituyendo la expresión de b, 'J)
0

, además de las ecuaciones (1), 

(2), (3). y (S} en la ecuación (4), se obtiene una expresión 

reducida para la viscosidad cortante dada por: 

~; = (0.375t694Jcp
0 

[T
0

J112 (o.4774648Cc3p
0

;tl- 1 +o.a+ 

l. 59J8347p
0 c'x] (6) 

Para el caso de la viscosidad volumétrica se obtiene : 

t; = l.002Cbp)(bp;t)~0 (7) 

análogamente al coeficiente anterior , se sustituyen (1), (2), 

(3} y con la expresión reducida dada por: 
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~ .. • 
~·=-- (8) 

[mc
11
1112 

se obtlene la expresión para la viscosidad volumétrica: 

Por último, para el caso de la conductividad térmica, se utlllza la 

expresión obtenida en el capitulo {3} dada por: 

~ = ~.bp [--1-- + 1.2 + o.75Sbpx] 
b P X 

?S [nmK8Tl
1
n 

(10) 

donde ">.
0
= K

8
. Sustituyendo las expresiones de b, X y 

64 mrro-
de las ecuaciones ( 1), (2), (3), y de la expresión reducida dada 

por: 

l/Z 

[-::-] (ll) 

se obtiene la ecuación: 

~; = (l.3847296)p
0 

e IT
0

11
" [ º: 4

:
7 

+ 1.2 +l.58lp
0

c
3
x] · 112) 

Pe X 

Para la evaluación de las ecuaciones (6), (9) y (12) es 

necesario el conoclmlcnto de la función de dlstrlbución radial en 

contacto, En este trabajo se emplea la expresión apróximada de 

Carnahan }' Star l lng para fluidos puros. 

A las expresiones de los coeflclcntes de transporte reducidas, 

es necesario introducirles la corrección de Dymond, pues la teorla 

revisada do Enskog, no toma en cuenta la correlación de velocidades, 

de las part1culas del fluido. A fin de tomar en cuenta este efecto, 

Dymnd {12} comparó los resultados obtenidos por DH con los 

obtenidos de la teorla cinética, aplicados a esferas duras. De esta 

manera, se puede determinar, la influencia de la correlación de las 

velocidades en los diferentes cocflclentcs de transporte. La 

corrección consiste en multiplicar a las expresiones de Enskog por 
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ciertos factores dados por Dy1110nd. Para el caso do la viscosidad 

cortante Van Der Cullk y Trappenlers (43). han modificado la 

corrección de Dymond en base a los cálculos reallzados por Hichels y 

Trappenlers (44). Para el caso de la viscosidad cortante los 

factores están dados por : 

{

1.02 • p
0

"' 0.594 

1.02 + IS(w - 0.35)', 0.594 "'p
0

"' 0.813 

1.02 + IS(w - 0.35)3+ 3SO(w - 0.575)3, p
0

~ 0.813 

donde p 
w=--

1211/2 
(13) 

Para el caso de la viscosidad volumétrica la corrección está 

tomada del articulo de lleyes (45] y la cual está dada por: 

• • 2 

f 
0.9881 + 0.2710p -l.8394(p ) + 

r,º I r,' • 
D E 

0 

1.0982 - 8.4584(p - 0.8839) 

4. 1881Cp.) 3 -2. 596{p. }4 . 
p "'0.8839 

p. > o. 8839 

(14) 

Para el caso de la conductividad térmica, la corrección de Dymond 

está dada por [ 12): 

~: I ~; • 0.9900 + 0.1597(p
0

) - 0.7464(p
0

)
3 

+ l.2151(p
0

)', (IS) 

p. :s 0.8319 
Como fuentes de Dlná.mlca Holecular, se tomaron las referencias 

(46)-[64]. En todas estas fuentes se realizan simulaciones en 

computadora empleando el potencial de Lennard-Jones. Algunos de 

estos trabajos está.o dedicados al estudio de los estados cercanos al 

punto triple, a través de las expresiones de Green-Kubo (6). Cabe 

senalar que en algunos de estos trabajos se emplea la técnica de la 

Dlnámlca Holecular fuera de equilibrio {6}, la cual fué desarrollada 

en la mitad de los ochentas de este siglo. Ambas técnicas son 

utilizadas en varias reglones del diagrama fase. Todos estos 

resultados no hablan sido útiles hasta los últimos dos a.nos, en los 

cuales aparecieron todo un conjunto de datos consistentes de la 

Dlná.mlca lfolecular, principalmente obtenidos por Hohelsel. Pues 

anteriormente se tenla que para un mismo estado termodinámico, 

cálculado por distintas fuentes y misma técnica reportaban valores 

totalmente diferentes. 
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Uno de los problemas que existe al emplear los datos de la 

DlnAJDJca Ho1ecular (con el objeto de probar Ja teorla) es la 

incertidumbre asaetada a éstos. En la mayoria de los casos. algunos 

autores estiman una lncertldumbre menor del JOY.. Estas 

incertidumbres dependiendo del coeflclente de transporte resultan 

ser menores. Cabe mencionar que la fuentes reportadas por Heyes 

{51 )-{52) en las cuales se emplean la técnica de la Dlnámlca 

ltolecular fuera de equlllbrJo resultan slempre estar por debajo de 

las que emplean la técnica de Green-Kubo, una probable explicación a 

este hecho, es que en este método no se tomen correctamente los 

flujos, es por esta razón por la que se Incluyeron pocos puntos de 

estas fuentes [51 J. (52). 

Para efectuar Ja comparación de Jos coeficientes de transportes 

obtenidos por la teoria con la Dinámica Nolecular, tenemos que para 

el caso de la viscosidad cortante se tomaron 105 estados, 

principalmente de Jas fuentes (54 l y (61}, de los que 36 están en el 

régimen dlluldo, es decir, por debajo de la densidad cri tlca y los 

restantes en el régimen denso. Para el caso de Ja viscosidad 

volumétrica ~e tomaron 45 estados, todos ellos en el régimen denso. 

Por último, para la conductividad térmica se tornaron 65 

estados, todos el los de las fuentes [60} y [61), 1.m el régimen 

denso. 

Para el caso de Ja vtscosldnd cortante Jos resul lados obtenidos 

fueron divididos en dos grupos (como se sefialo anteriormente), el de 

baja y alta densidad reducida. Los resultados que se tomaron para 

bajas densidades son aquellos en los que p • :s O. 300. 

La notación que se emplea en las tablas 1-4, es la siguiente: 

p ·: es la densidad reducida del sistema. 

r\ es la temperatura reducida del sistema . . 
c0 : es el coeficiente reducido, obtenido a través de diversas . . . 
fuentes de ~11. Donde c0;¡ viscosidad c.ortante 11

0
H, viscosidad 

V~lum.étrica eDH' y conductividad térmica ,\OH" • 

e": es el coeficiente de la viscosidad cortante reducido l1A' 

viscosidad volumétrica reducido t;• y conductividad térmica 
' A 

reducida •\• obtenido a través del método A (A == Rasaiah-SteJJ, RS: 

Barker-Henderson, BH; VerJet-\lels, W; Weeks-Chandler-Andersen, 

WCA¡ Mason-Song, MS). con la correción de Dyrnond. 
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Resultados. 

Los resultados de la comparac16n entre la teoria y la DH, para 

el caso de la vlscosldad cortante en las reglones de baja y alta 

densidad densidad, se muestran en la tablas 1 y 2 respectivamente. 

Mientras que para los coeficientes de la viscosidad volumétrica y 

conductividad térmica, estos se ilustran en las tablas 3 y 4 

correspondientemente. 

Tabla 1 
Comparación entre la viscosidad cortante obtenida a través de la 
Dlnámlca Holecular con los teoria, a bajas densidades . 

. . . 
p T ref "•• "ns T)Bll "vw l}WCA "HS 

• 300 
:i~g gr 

~:!f! ·r ~:r1 n}3 

¡~ 
:Wl º· ·I §: :i 

'l~ 111 
lijh §' 1 8:·~ §: r 

i:JH 
: ~ d~ o.~ : 88 8: X~ o:~:¡~ H~l §: j ·¡ ) qn 3:h~ 

o. ~ 

8:¡1s UH 8: 00 : !f ·~· 8· ' 

1 
1•ff ~:f ff 

&:f~ ~¡ ~, 1. 

i:m 11~ 
. . di :Ui 

1: ~ 1: 

1 ¡1 Hi~ ~· J~ 
o. ~f o:H~ :if~ 

Jll 
qi 8: u o: h 

8: ':i 8: .! o. j3 

tif I~ p~ §: R §: ºJ~j u~~ ,:i 8.~ 
8J!~ :d 8:h 8: 8: 8: •• ~ 

0.998 0.91 8 .• ,. o. 91 o. 5113 
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Tabla 2 
Comparación entre la vlscosldad corl3ntc obtenlda a través de la 
DlnAinlca Holecular con los leerla, a allas densidades. 
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Tabla 3 
Comparación entre la vlscosldad volumétrica obtenida a través de la 
Dlnámlca Hole:cular y la teoria. 

0,781 0,664 61 1.207 o. 426 o. 479 o. 474 o. 492 o. 401 

o. 101 o. es.e 61 o. 985 o. 474 o. 526 o. 520 o. 540 o. 455 

o. 781 o. 848 61 o. 97& o. 473 o. 525 o. 519 o. 538 o ... 53 

o. 791 1. 038 61 o. 753 o. 502 o. 564 o. 558 o. 578 o. 501 

o. 781 t. 099 61 o. 9J1 0.510 0.576 0.569 0.590 0.516 

o. 781 1. 193 61 o. 753 0.522 0.592 0.586 0,607 0.530 

0.781 t.329 (.J 0.711 o.539 o.615 o.608 0.629 o.567 

0,781 t.515 61 0.609 o.559 o,6,2 o.635 o.657 o.606 

0.781 t.632 61 0.771 0.571 0.658 0.651 0.673 0.629 

0.791 t.850 61 0.603 0.592 0.696 0.678 0.701 Q,669 

0.781 2.130 61 0.692 0.616 0.718 0.710 0.733 0.718 

o. 101 2. 295 61 o. s:u o. 629 o. 736 o. 727 o. 751 o. 746 

0,781 2.715 61 o. 630 o.661 0.111 o.768 o.792 o.811 

o. 842 o. 674 61 1. 251 o.sao o.56o o.553 o.575 o,470 

0.842 Q,761 61 1.174 o. 526 o. 586 o. 578 o. 602 o. 499 

0.842 0.820 61 0.897 O.SJD 0.603 0.594 0,618 0.518 

o. 942 o. 839 61 o. 097 0.542 Q,609 0.599 0.623 0.524 

0.842 0.852 61 0.930 o.545 0.611 o.603 0.627 o.528 

o. 842 o. 997 61 o. 853 o. 571 o. 6•7 o. 637 o. 663 o. 571 

0.842 t.023 61 0.897 0.575 0.653 0.643 0.668 0.579 

0.842 1.172 61 0.620 o.596 o.685 0.074 0.100 o.620 

0.842 t.306 61 0.830 0.616 0.710 0,700 0,726 0.654 

0.842 1.492 61 0.731 o.642 o.743 o.732 o.759 o.699 

0.942 1.696 61 0.720 o. 667 o. 775 o. 763 o. 791 o. 745 

0.842 1.876 61 0.642 0.668 0.001 0.789 0.918 0.784 

0.942 2.054 61 0.686 o.706 o.825 0.012 o.842 0.820 

o. ocz 2. 21 e 61 o. 796 0.721 0.946 0.833 0.863 0.052 

o. 042 2. 390 61 o. 642 0.737 Q.868 0.854 0,804 0.886 

o. 842 2. 484 61 0. 720 0.744 0.078 0,864 0.894 0.902 

Q,884 0.673 61 t.528 0.546 Q,611 Q,602 0.628 0,513 

Q.884 0.031 61 0.909 o.586 o.662 0.651 o.670 o.570 

0.886 0.879 61 1.129 o. 596 o. 676 o. 664 o. 692 o. 586 

0.886 0.959 61 1.096 0.612 0.697 0.605 0,714 0,613 

0.884 t.008 61 0.963 0.621 0.710 0.697 0.726 0,629 

0.884 1.053 61 0.974 o. 629 o. 721 o. 708 o. 737 o. 642 

0.884 t.179 61 0.974 o. 651 o. 750 o. 736 o. 766 o. 679 

0.884 1.205 61 0.930 o. 655 o. 755 o. 7 .. 2 o. 772 o. 687 

0.884 1.33' 61 0.819 0.675 0,702 0.768 0,799 0.722 

o. 886 1. 376 61 o. 686 0.601 0,190 o.776 o.807 o.734 

0.884 1.517 61 0.742 0.101 0.011 0.002 o.833 0.110 

o. 884 1. 725 61 o. ;5~0 o. 727 o. 852 o. 836 o. 869 o. 821 

0.88' 1.821 61 0.720 o. 739 O. 867 o. 851 O, 884 O, BU 

0.89' 1.985 61 0.775 o. 757 o. 892 o. 876 o. 909 o. 881 

0.884 2.217 61 0,554 o. 781 O, 925 Q, 907 O. 9U o. 931 

o. 884 2. 537 61 o. 675 o. 012 o. 966 o. 948 o. 993 o. 996 
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Tabla 4 

Comparación entre la conductlvldad térmica obtenida a través de la 

Dlnámlca Holecular y la leoria. 
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Con el fin de estimar la desviación entre el valor de Dlnámlca 

Holecular y los valores obtenidos por los diversos criterios, se 

calcula la desviación porcentual dada por la siguiente expresión: 

ó,•[ C, c~:D• ]x!OO , (17) 

donde A = RS, BU, W, llCA, HS, y e: = lJ:, <· ;\:. 
Los resultados de las desvlaclones porcentuales que se obtienen para 

el de caso de la viscosidad cortante (en la reglones de baja 

densidad y alta d:!nsldad), viscosidad volumétrica y conductividad 

térmica, se muestran en las tablas 5, 6, 7 y 8 respectivamente. 

Tabla 5 
Desviación porcentual entre los valores de la Dinámica Holecular y 
la teorla, a bajas densidades. 
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Tabla 6 
Desvlaclón porcentual entre los valores de la Dlnámlca Holecular y 
la tcoda, a altas densidades. 
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Tabla 7 
Desvlaclón porcentual entre los valores de la Dlnámlca Holecular y 

la teoria. 

rº ref 

0.781 0.664 61 t.207 -64.673 -60.338 -60.723 -59.226 -66.772 

o.701 0.054 61 o.985 -51.928 -46.596 -47.161 -45.197 -53.824 

o.701 o.848 61 o,974 -st.U8 -46.132 -46.701 -u.110 -53.466 

0.191 t.038 61 o.753 -33.379 -25 063 -25.898 -23.202 -33.407 

0.781 t.098 61 0.931 -45.230 -38.180 -30.877 -36.668 -44.604 

0.101 1.193 6J o.753 -30.646 -21.329 -22.230 -19,447 -28.607 

o.1e1 t.329 61 o.711 -24.250 -tJ.545 -14.550 -11,532 -20.191 

0.781 1.515 61 0.609 -18.873 -6.765 -7.862 -4.662 -12.075 

0.101 t.632 61 0.111 -25.958 -14.957 -15.606 -12.103 -18.448 

Q,781 1.850 61 

0.781 2.130 61 

0.781 2.295 61 

0.101 2.115 61 

o.6oJ -1.098 tJ.787 12.uo 16.244 11.019 

0.692 -10.992 J.797 2.~75 5.980 3.803 

0.531 18,533 38.567 36.945 41,445 40.419 

Q.630 4.989 23.290 21.874 25.789 28.728 

0.842 0,674 61 1.251 -60,071 -55.251 -55.825 -54.011 -62.444 

o.842 0.161 61 1.114 -55.163 -50.011 -so.746 -.c8.748 -57.476 

0.842 0.020 61 0.897 -39.975 -32.024 -33.747 -31.080 -42.228 

Q.042 0.839 61 0.897 -39,560 -32,255 -33.193 -30.510 -41.562 

o.842 0.052 61 0,930 -41.435 -34.289 -35.203 -32.606 -43.201 

0.842 o.997 61 o.853 -33.094 -24.175 -25.275 -22.331 -33.011 

0.042 1.023 61 0.097 -35.891 -27.232 -28.295 -25.470 -35.472 

0.842 J.172 61 0.620 -3.471 10.415 8.757 12.961 -0.074 

0.842 t.306 61 0.830 -25.572 -14.398 -15.706 -12.491 -21.205 

o.842 1.492 6t o.731 -12.121 1.658 0.082 3.835 -5.375 

0.842 l.696 61 0.720 -7.327 7.692 6.000 9.917 3.511 

0.842 l.876 61 0.642 7.101 24.833 22.876 27.347 22,092 

0.842 2.054 61 0.606 2.656 20.Jl9 10.435 22.691 19,559 

0.842 2.218 61 0.786 -0,255 7,653 5.97Z 9.740 0.434 

0.842 2.398 61 0.642 14,817 35.159 33.057 37.739 30.037 

Q.842 2.48f. 61 0.120 3.394 21.892 20.002 24.204 25,270 

0.884 0.673 61 t.528 -64.298 -59.981 -60.592 -58.893 -66.419 

o.884 o.831 61 o.908 -35.473 -21.112 -28.310 -2s.206 -37,206 

0.094 o.879 61 1.129 -n.219 -40.163 -4t.t63 -30.695 -40.060 

o.884 0.959 61 t.096 -44.192 -36.390 -37.479 -34.082 -f.f..114 

0.884 t.008 61 0.963 -35.531 -26.306 -27.583 -24.592 -34,791 

0,884 J,053 61 Q.974 -35.422 •26.003 -27.298 -24.311 -34.104 

0.884 1.179 61 0.97f -33.203 -23,024 -24.401 -21.337 -30,273 

0.884 t.205 61 0.930 -29,584 -18.773 -20.231 -17.006 -26.173 

0.884 t.334 61 0,819 -17,579 -4.499 -6.2f.O -2.498 -11.794 

o.ea4 J.376 61 0.606 -0.100 15.220 tJ.111 11.608 6.952 

o.B8f 1.s11 61 0.142 5.541 to.069 e.035 12.216 3.823 

0.804 t.725 61 0.620 17.333 37,449 34.889 f0.095 3.2.497 

0.884 t.021 61 0.720 2.623 20.479 18.231 22.761 17.227 

0.884 1.985 61 0.775 -2.278 15.118 12.968 17.247 13.706 

o.ea.e 2.211 6t o.554 4L061 66.908 63.798 59,900 68.104 

0.884 2.537 61 0.675 20.243 43.072 40.427 45.570 47,591 
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Tabla B 
Oesvlac16n porcentual entre los valores de la Dlnamica HolecuJar y 
la teoria. 
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Estos resultados que muestran las desvlaclones (tablas 5, 6. 7 

y 8), permiten obtener una dcsvlac16n cuadrtllca medla. para los 

dlsllntos cr1terlos empleados en este trabajo, con el objeto de 

dar una idea global acerca de la capacldad de predlccl6n de los 

coef1clentes de transporte, empleando los dlstlntos métodos para la 

aslgnac16n de un dUmetro efectivo dependiente del estado 

termodlni'.lmico del sistema. La desvlaclón cuadrá.tlca media es 

calculada por medio de la expresión: 

( ó >• [-7 ~ ( ó/ )
112 

l•I 

(22) 

Los resultados obtenidos para cada uno de los criterios se 

muestran en la tabla 9: 

Tabla 9 

Desvlaclón cuadrática Media entre los valores de la DJnámlca 

Holecular y la teorla, bajo los distintos criterios de asignación de 

diánietros efectivos. 

R•S B·H 

lJ 17. z ... 
·-· B•H 

lJ 37. 4 84. t 

( 3Z, 6 31. 6 

A 10. 4 U.7 

Baja densidad 

·-· W-C-A ·-· .. . ... 12. 4 

Al ta densidad 

·-· 
73. a 

31.4 

37. 3 
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W-C-A ·-· 
87. 9 97. 3 

31.5 36. 1 

u. 6 29. 4 
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VISCOSIDAD CORTANTE. 

Para el caso de la viscosidad cortante, la tabla 9 muestra que 

en el régimen de baja densidad, todos los criterios de aslgnac16n de 

dlé.metros dan una desvlac16n cuadrática media < .S > alrededor del 

tOX, excepto en el método varlaclonal de R-S, el cual llene una 

desvlac16n del 17. 2X. Los resultados de la tabla 5, muestran que en . 
el intervalo en la densidad comprendido entre O, 2 < p < O. 3, el 

método varlaclonal de R-S resulta ser el mejor de los crlterlos para 

la predlcclón de los coeflc1entes de transporte, debido a que las 

desviaciones porcentuales c5' s son en términos generales menores que 

el lOX. Para el mismo intervalo en la densidad y uno en la 

temperatura comprendido entre 1. 3 < r• < 5 se Uene que las 6' s 

resultan ser menores que el SX. En el caso de p• = 0.2, los mótodos 

de perturbación proporcionan resultados muy próximos a los de 

Dlnám1ca Holecular. Para p• < O. Z se tiene que los criterios de B-H, 

V-W y W-C-A, dan resultados casi parecidos a los de la DJnAmJca 

Holecular y con el mismo orden en la desvlac16n porcentual. En la 

situación en que la densidad reducida está cerca de O, 3 y un . 
intervalo en la temperatura dado por 1 < T < Z, los resultados de 

las desviaciones porcentuales que se obtienen bajo los distintos 

criterios de perturbación, son negativas (esto significa que los 

valores obtenidos por los métodos de perturbación, están por debajo 

de los de DJnámJca Holecular) y con valores comprendidos de entre un 

5 y ar.. En el caso en que la densidad reducida este alrededor de 

O.OS se llene que la desviación porcentual tiene valores positivos 

comprendidos de entre \U\ zo y JSX, esto slgnlflca que los resultados 

que se obtienen bajo los distintos criterios de perturbación están 

por arriba de los de DJnámJca Holecular. Para el intervalo 

anteriormente sel\alado, los criterios de V-W y W-C-A, proporcionan 

de manera muy semejante los mismos valores, mientras que el criterio 

de H-S resulta ser el que proporciona valores menos satlsfactorlos. 

El uso de los criterios de perturbación a altas temperaturas (T 2'; 

5), proporciona muy buenos resultados y con unas pocas desviaciones 

porcentuales abajo de los de DinámJca Holecular en todo el régimen 

dlluido. Una explicación a esto, es que los criterios B-H, V-W, 

W-C-A y H-S tienen su origen al hacer desarrollos perturbativos a 

altas temperaturas. Para el método variacional esto no ocurre, ya 

que la tendencia mostrada en la tabla 3, es la de sobrestimar los 
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valores cuando se está por debajo de una densidad reducida de O. 2. 

Sin embargo para densidades mayores de O. 2 resulta ser mucho mejor. 

Es de interés sefialar, que el hecho de que a bajas densidades Y en 

particular a bajas temperaturas, la asignación de un diámetro 

efectivo no funcione satisfactoriamente, es porque se está tratando 

con fluidos en estados termodinámicos en los cuales las fuerzas 

atractivas Juegan un papel importante. 

La tabla 9 muestra que en el régimen denso, los mejores resultados 

se obtienen empleando el método varlacional de R-5, En la tabla 6 se 

presentan las desviaciones porcentuales empleando los distintos 

crlterlos para la asignación de diámetros. Un estudio detallado de 

esta tabla, muestra que al ir incrementando la temperaura en el 

intervalo O. 8 < T• < 2. 7, los resultados de la viscosidad cortante 

están por debajo de los DH {subestimados) y progresivamente terminan 

por arriba de los de DH {sobrestimados). esto ocurre para los cinco 

criterios utlllzados. Esto no es fácil de ver en las figuras l - 4 

(en las flgs l y 2 se emplea el criterio de R-5 y en las flg 3 y 4 

se utiliza el cri terlo de V-1..') debido a que en el llmi te de baja 

densidad se tienen muchos datos. Para el mismo Intervalo de 

temperatura empleando los criterios 8-H, V-W y W-C-A, se tiene que 

unos pocos datos tienen desviaciones porcentuales alrededor de cero 

y al incrementarse la temperatura la mayorla de ellos termina con 

una desviación porcentual mayor del SOX, esto significa que los 

valores proporcionados por la teoria se encuentran por arriba de los 

de Df1. Cabe sena lar que los cri ter los 8-H, V-W y W-C-A, tienen en 

términos generales el mismo comportamiento, aunque en el criterio de 

W-C-A se llene una sobrestlmación de alrededor del lOY. sobre loa 

otros dos. Aparentemente los cálculos que se obtienen empleando el 

método de li-5 son los que dependen más crltlcamcnte de la 

temperatura, debido a que tiene una desviación porcentual que va 

desde -JOX a más del 70X. El método vartaclonal de R-5, en el mismo 

intervalo de temperatura, resulta ser el mejor criterio para la 

asignación del diámetro efectivo, ya que su desviación porcentual vu 

desde el -tSX al 2SY.. La figura 1 muestra que las desviaciones 

porcentuales empleando el método variacional, se encuentrari 

centradas alrededor del cero, lo cual, no resulta cierto cuando si 

usa el método V-W. Otro comportamiento general de la teoria es que , 

muy altas densidades {p •> O. 9) e independientemente del csqucniJ 
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Flq, t. Error porccmt.ual obtenido al coapa.rar 

los resultado• de OH con lo• predichos por la 

teor(a, lndependlent-ont.e de la temperatura. 

iTI +-·-· i-·•· -·¡·-............,·-·--¡-" --,·· --,----r- --, ----j 

le1r1peratura reducida 

Flq. 2, Error porcentual oblonldo al comparar 
lo• resultados do OH con los predichos por la 

teoría, lndepondlonlemenle do la den1ldad. 

82 



fl9. :J. Error porccinlual oblenldo el ca.parar 

lo• reaullado• do DK con lo• predicho• por la 
teorfa, lndopendlenl-ent.e da la t.a111poratura. 

•.<!'.J 1_;u~~ IUALt 1_;1.1 l·.' l .i~ r11 L 

"" ---·-·--- CRITER.10 DE VW 
~ j ------ - --- ----- -- -----¡ 
,..., ~ 11 u,¡r"'=., '!! ¡' 

... ·r • .ii n 11:','u.. 
Hl .¡ <J- q¡; \ 

;i r " a i 
,~ J~~:_._;_ ___ ~ ___________ __J 
1·: ! ~r "'.: 1 • , ~ 
• i !! [ 

~~~ ! l 
_,¡ ·i : 
-dl t ¡ 
.. ¡¡ ·.~-____...,....--...,...-.. ---- ,..---- r--·--r-- -··-! 

leaiperalura reducida 

Fl9. 4. Error porcentual obtenido al ce.parar 

los resultado• da DH con lo• predicho• por la 

teorfa, lndopendlenle111ante de le densidad. 
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utlllzado para la as1gnac16n del diámetro, se llenen 

sobrestimacl.ones muy 1.mportantes. Para los métodos perturbatlvos 

esta sobrestlmaclón tiende a comenzar desde las densidades mas 

bajas. De nuevo con el esquema variaclonal se obtienen los mejores 

resultados, aunque con una sobrcstlmación muy importante {ver tabla 

y figuras 1-4). Probablemente, una explicación a estas 

sobrestimaciones se deba al hecho de que la función de dlstrlbución 

radhl de contacto de Carnahan-Star l lng no funciona 

satlsfactorlamentc a tan al tas densidades, además de que la parte 

repulsl.va del potencial a dichas 

relevante. 

VISCOSIDAD VOLUMETRICA. 

densidades juega un papel 

Para el caso de la viscosidad volumétrica los resultados de la 

desviación porcentual se presentan en la tabla 6 para cada uno de 

los distintos crl.terlos utilizados. La tabla 9 muestra que 

apr6ximadamente todos los crlterl.os para la asignación del 

diámetro tienen la misma desviación cuadrá.tica media, es decir, que 

todos estos métodos llenen la misma capacidad de predicción. Una de 

las prlnclpalcs caracteristlcas que muestra la tabla 6, es que la 

teoria no proporciona buenos resultados a bajas temperaturas. En la 

figura 5 se presentan las desviaciones empleando el método 

variacional de R-5, no importando cual sea la densidad. La 

desviación porcentual va progresivamente aumentando desde un -60Y. 

(subestimando) un 20X (sobrestimando), conforme se va 

incrementando la temperatura en un intervalo de O. 66 ~ r• ~ 2. 7. Los 

esquemas perturbativos muestran este comportamiento, pero estos no 

sobrestiman mi\s de un 30X , a altas temperaturas. La figura 5, nos 

muestra que empleando el método variacional, se puede predecir el 

valor de la viscosidad volumétrica con un 20X de error, cuando se 

esté. en una temperatura apróximada de r·= 1. 3. En particular esto 

no resulta cierto para los métodos perturbaUvos. Sin embargo el 

mejor de los esquemas perturbatlvos resulta ser el de V-\.1, y en un . 
intervalo de temperatura comprendido por 1. 2 < T < 2. 2 este resulta 

proporcionar valores de la viscosidad volumétrica con un zar. de 

error. De lo anteriormente ser.alado se puede concluir, que el método 

variaclonal resulta ser la mejor opción para calcular viscosidades 

volumétricas, principalmente cuando la temperatura está cercana a 

1. 2 6 1. 3. 
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Vl~:il...:IJS/UALI VULUMI: //':'lt_;µ. 
Ol!TERIO DE RS 

lt19perat.ur• reducida 
f"l9. 5, Error porcentual obtenido al COllp.lr•r 
loa re•ulladoa de DK con lo• procllchoa por la 
t.oorfa, lhdepondlent.eaent.o de la denaldad. 

85 



CONDUCTIVIDAD TERM!CA. 

El coeflclente que predice mejor la teoria es el de la 

conductlvldad térmica. La tabla 9 muestra que el método varlaclonal 

de R-S en el réoglmen denso, llene una dcsvlaclón cuadrática media 

del 10. 4. En las figuras 6 y 7 se presentan las desviaciones 

empleando el método varlaclonal de R-S. La tabla 8 muestra las 

desvlaclones porcentuales para. cada uno de los crltcrlos y de ésta 

se observa que Jos valores proporcionados por la teorla se 

encuentran por arriba de los de DH, es decir, se sobrestiman los 

valores. En el intervalo de temperaturas y densidades estudiadas ( 

0.650 < p• < 0.962 y 0.664 < r• < 3.564). no es posible dar una 

tendencia para el comportamiento de las desviaciones porcentuales. 

Si existe alguna, ésta se encuentra oculta por el error estadlstlco 

en los cálculos de la DH. Los cálculos con los otros esquemas están 

muy por arriba de los valores obtenidos por DH. Los cálculos 

empleando los métodos B-11, V-\l y W-C-A, se comportan de la misma 

forma, sin embargo los mejores ajustes se obtiene empleando V-W. Los 

cálculos con el esquema H-S globalmente resultan ser mejores que los 

anteriores, pero con una muy mala tendencia, es decir, subestimando 

a bajas temperaturas y sobrestimando de manera muy significativa a 

altas temperaturas. En el régimen diluido, no es posible hacer 

comparaciones tanto como se deseara, ya que no se tiene suficiente 

lnforrnaclón de la DJf, Sin embargo, es posible obtener información de 

las comparaciones hechas de acuerdo con los datos experimentales del 

argón [65). 

En el capitulo 8 se resume de manera muy breve, los resultados 

obtenidos en la predlcclón de las propiedades "" transporte de un 

fluido de Lennard-Jones. 
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CAPITULO 8 

CONCLUSIONES 

De la comparación numbrlca reallzada sobre la vlscosldad 

cortante, la vlscosldad volumétrica y la conductlvldad térmica, 

empleando la teoria revisada de Enskog con la aslgnacl6n de un 

dUmetro efectivo, pueden concluirse los siguientes hechos: 

1) Un fluido de esferas duras con un diámetro efectivo, es decir, 

dependiente de la densidad y temperatura reducida del sistema, nos 

permite estimar con clcrto éxito las propiedades de transporte de un 

fluido de Lennard Janes. 

2) Los mejores resultados para predecir propiedades de transporte de 

un fluido de Lennard Janes se obtienen, en términos generales, 

uUllzando el esquema varlaclonal de Rasalah-Stell. 

Corno punto final a este trabajo sl se desea estimar las 

prOpledades de transporte de un fluido real el cual interactúa a 

través de un potencial parecido al de Lcnnard Jones es de esperar 

que este procedimiento que se ha desarrollado sea útil siempre y 

cuando se incluyan correcciones a los grados internos. 
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