24

2 Q/
= UNERSIOAD NAGIONAL AUTONOWA Ot MEXIBH

FACULTAD DE CIENCIAS

PREDICCION DE PROPIEDADES DE TRANSPORTE
EN FLUIDOS DE LENNARD - JONES

1 E § | )

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
F | S ! Cc o
P R E S E N T A :
RAMON ANTONIO VILLAVERDE MARTINEZ

MEXICO, D. F. 1991

TALLA Gi ORIGEN



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



INDICE.

Capitulo 1, INTRODUCCION
Capitulo 2. TEORIA CINETICA..........cucauun Cerecesansereasirarres 9
La Teoria Cinétlca de los Fluidos en el limite diluido.9

Leyes de Conservaclén........... riiiarariessessianenld

Teorema H.....\.

Método de Chapman-Enskog.........

Ecuaclones de transporte...
Capftulo 3. TEORIA REVISADA DE ENSKOG..............

Yectores de flujJo........ Ceseierrens

La Ecuacién de Cambio. ... .o iiiniiicinnnransraninnns

Solucién a la ecuacidn de Enskog....viesrviinerionises26

Coeflcientes de transporte
Capitulo 4. TEORIA DE PERTURBACIONES Y EL METODO VARIACIONAL

APLICADOS A LIQUIDOS. .t s o vivvarinannrrrrarrorsssesnncnsssssnascnns 32
Generalidades de la Teoria de perturbacién......... ... 32
Métodos de Teoria de perturbacién.........cevvieaecd 38
Método Variacional de Rasalah-Stell................... 42

Capitulo 5. FORMALISMO DE LA FUNCION DE CORRELACION
Funcién de Correlacién temporal............cciiveeanans 43
Teoria de respuesta llneal........vvvvrvrvrereracssy .46
Coeflicientes de transporte..............coveniiienins S0

Capitulo 6. DINAMICA MOLECULAR. ... veiiiiunvevannsesarsrannssaarsa 39
INTRODUCCION. vt ee vt ineiiieneiieaniiianisnaasnnneenns

Caracteristicas generales de DinAmica Molecular....

Promedlos en el tiempo y en ensambles (ergedicldad)...56
Ecuacicnes de Movimlento............ ... e, 57
Algorlitmos de DinAmica Molecular.......vovivavereseds 58
Expresliones para las propledades de equilibrio........ 59
Cdlculo de propiedades de tramsporte..................61
Téenleas de simulacion. .. ..ot 62

Condiciones periédicas de frontera............. ..63
Convencidn del corte esférico..... .64
Capftulo 7. RESULTADOS Y DISCUSION. .......coiiiiiiiiiinaniinannas 66
Resultados....,..ic0atn P U Y 4 ¢



DISCUSION. sy iveuiivseratsnastansiaasaasravesrsnsreeas 80
Capitulo 8. CONCEUSIONES. . ... viuv v iirennisrananransssnasn erere...88

BIbllograffa. . v vevivinnorsnantuersionivasnssesssasasrrancenaansess89
NOTA: Las referancias bibllograficas, clitadas a lo largo del texto,
son sefialadas por medlo de:
[ & ]
y los capitulos de la forma sigulente:
{ 4 }.



CAPITULO 1

INTRODUCCION

La gran utilidad que tienen los coeflcientes de transporte,
tanto en la industrla como en la clencla, hacen necesario su
conocimiento en todo estado termodinamico. Debide a que la
evaluacioén de los coeflclentes a través de técnicas experimentales
no es del todo practica, se hace necesaric el desarrollar técnlcas
alterpatlivas para su evaluacion.

Uno de los métodos mas utllizados en lngenleria, es el de
ajustar curvas a datos experimentales, sin embargo este método tlene
la desventa)a, de que sd6lo es valido o aplicabie en clertos
intervalos de presién y temperatura reducidos. Otro método fue el
desarrollado por Hanley y Ely (1], (2] basados en la teoria de
estados correspondientes., Para la utillzacion de este método, es
necesarlo el tener una gran cantidad de informaclén termodinimlica
puesto que es indispensable el poseer una ecuaclén de estado, al
igual que una ecuacién para el coefliclente de transporte, del
sistema de referencia.

Otros métodos involucran los resultados de la teorfa clnética
de un gas de esferas duras denso. Entre tales métodos se encuentra
la teoria modificada de Enskog (3], [4]. lLa cual es una modificacién
ad hoc de la tecoria de Enskog, con el objeto de inclulr la parte
atractlva del potenclal intermelecular,

Ademds de la tcoria modificada de Enskog, existe otra opclién
para calcular los coeficientes de transporte, 1a cual se basa en la
teoria revisada de Enskog [S]. La base de este método es la
sigulente. Se sabe que las propledades de los fluldes densos
dependen fuertemente de la parte repulsiva del potencial [6]. Es
entonces de esperar, que si modelamos a un fluido real por uno de
esferas duras, con un dldmetro adecuado (didmetro efectivo), se
pueden obtener resultados buenos por asi llamarlos, en la evaluacién
de dlversas contldades termodinamicas, asl como los coeficientes de

transporte,



Uno de los  potenclales intermoieculares que madela
cualitativamente a un fluldo real es el potencial de Lennard-lones
Es de esperarse que las propledades de transporte de un flulde que
Interactua a través de un potenclal de Lennard-Jones se asemejen a
las de un fluldo simple come serian las gases nobles o los
hidrocarburos de bajo peso molecular. El flufdo de Lennard-lJones ha
sido estudlado por varlos autores, la mayorfia de ellos muy
recientemente, con el fin de obtener propledades de transporte
empleando Dinamica Holecular.

El propodslito de este trabaje es mostrar come un fluide de
esferas duras con un dlamelro efectivo, es decir dependiente del
estado termodinédmlco del sistema, puede estimar las propledades de
transporte de un fluldo de Lenpard Jones.

Este propdsito se logra a través de una comparacién de los
coeflclentes de transporte (viscosidad cortante, viscosidad
yolumétrica y conductividad térmica), con diversos "experimentos®
reallzados por computadora utllizando la téecnlica conoclda como
Dindmfca Holecular. En la cual se reallizan simulaclones empleando un
potenclal de Lennard-Jones

fara la comparacién sé emplea la teorfa revisada de Enskog
14], asignindoles a las expresiones de los coeflclentes de
transporte un dlametro efectivo obtenido a través de varlos esquemas
provenientes de teoria de perturbacion {7)1-110) y varlaclonal [11]
aplicadas a ligquides

Es de Importancia menclonar que la teoria revisada de Enskog de
esferas duras, no toma en cuenta la correlacién de velocidades de
las particulas del fluido, A fin de tomar en cuenta este efecto,
Dymond |12} compars los resultados obtenidos por Dinamiea Molecular
con los cbtenidos a través de Ia teoria cinética apifcades a esferas
duras. De esta manera es poskble conocer la influencia de la
correlacidn en las velocldades en los diferentes cocflicientes de
trensporte. Dicha correccién consiste en multlplicar por ciertos
factores de la densidad reducida {7}, a las expresiones de Enskog.

Los objetivos y propésitos perseguidos por los capitules
restantes del presente trabaje, pueden sintetizarse de la sigulente
manera:

Capitulo 2: Se menclonan los aspectos mas importantes de la

teoria cinética, tal como la ecuacién de transporte de Boltzmann, la



cual permite la obltencién de las ecuactones de conservacién, la
ecuacién de continuldad, momentum y energia, Ademas se meclonan
brevemente algunas consecuenclias de la ecuacién de Boltzmann, como
1o es el teorema H, el cual dlice que todos los procescs
irreversibles en el tiempo evoluclenan hacia el equilibrio en
ausencia de fuerzas externas. Tamblén se menclonan los métodos que
son empleados para resolver la ecuacién de Boltzmann (método de
Chapman-Enskog). Estos permiten permiten encontrar expresiones para
los coeficlentes de transporte en términos de cantidades como la
temperatura, masa, y de la Integral de colisién, que a su vez
resulta ser funcién del potencial intermolecular

Capitulo 3: En este capitulo se habla de la ecuaclén de Enskog,
la cual es una modificaclén a la ecuaclédn de Beltzmann, en donde se
considera la exlstencla de una correlacién espacial en la funcién de
distribuclén., La ecuaclén de Enskog al lgual que la ecuacilén de
Boltzmann, permite obtener expresiones para los coeficlentes de
transporte.

Capitulo 4: En este capitulo se mencionan y describen los
distintos métodos de la teoria de perturbacién en ligquidos, asi como
el método varlaclional, con el obleto de determinar el dlametro
efectivo de la esfera dura.

Capitule 5: En este capitulo, se desarrolla el tema de las
funclones de correlacién temporal, las cuales , permiten entender
las férmulas de Green-Kubo para los coeflclentes de transporte;
éstos son expresados en términos de Integrales de flujos. Este
capitule resulta ser una introducclén a lo que es la base de
Dinamica Molecular.

Capitulo 6: En este capitulo se menclonan los aspectos que se
consideran mis Importantes de Dipimica Molecular, que consiste en
reselver las ecuaclones de movimlento de un sistema de clentos de
particulas. Con clertas condiciones y configuracién inlcial, y
haciendo uso de las férmulas de Green-Kubo, se determinan los
coeflicientes de transporte del sistema a distintas densidades y
temperaturas. En este se basa la técnica de lo gque resulta ser
nuestra fuente de datos "experimentales"

Capitule 7: En este capfitulo, se menclonan los resultados
obtenldos sobre los coeficlentes de transporte (viscosidad cortante,

viscosidad volumétrica, y conductividad térmica), a distintos



estados de densidad y temperatura reducldas (para reducir la
densidad y la temperatura se utlilizan los pardmetros del potenclal
de Lennard-Jones), empleando la teoria de Enskog con la asignaclén
de un didmetro efectlvo, ademids de emplear la correcién de Dymond.
Amén de una discusién para evaluar cual es el mejJor criterlo que
predice propledades de transporte.

Capitulo 8: En este capitulo, se mencionan las

conclusliones y objetivos alcanzados en este trabajo.



CAPITULO 2
TEORIA CINETICA DE LOS FLUIDOS

El objetivo del presente capitulo, consiste en explicar las
propledades fuera de equillbric de los fluldos, en términos de las
propledades microscépicas de los fluldes, asi como de las fuerzas
entre las particulas.

En el marco del desarrollo histérico de la teoria cinética de
gases, €5 necesaric menclonar los trabajos de D, Bernoulli
(1700-1782) y R. Clausius (1822-1888), los cuales resultaron ser la
base fundamenteal de la teoria clinética. En tanto que los trabajos
de J.C Maxwell {(1831-1879) y L Boltzmann (1844-1506), marcan el
Inicic de las ldeas que estructuran a la teoria clnética mederna. En
este contexto, la funcién de distribuclén de una particula, Juega el
papel mis importante al ser la portadora de la Informaclén
estaditlca necesaria para 1la evaluacién de las propledades
macroscoéplcas del slstema [13]. La ecuacién de Boltzmann propuesta
por el autor en 1872, plantea la razén de camblo para la funclén de
distribucién de un sistema compuesto por particulas puntuales en el
régimen dlluido. A continuacién se mencionan los puntos mas
lmpportantes para su deducclén.

LA TEORIA CINETICA DE LOS FLUIDGS EN EL LIMITE DILUIDO.

A) Ecuaclén de Boltzmann

Derivaclén claslca . Fluldo puro. Gas menoatémico.

Para la derlvacién de la ecuacién de Boltzmann es necesario
hacer las sigulentes conslderaclones [14]:

1) El gas estd lo suflcientemente diluide como para solo
conslderar choques de dos particulas.

1i) Puede prescindirse de cualquler influencia posible de 1la
fuerza externa F sobre el valor de la seccién eflcaz de colisién.

111} La funcién de distribucton f(F,%,t) la cual es el
resultado de un promedlo sobre un ensamble, no varla apreclablemente
durante un intervalo de tiempo del orden de la duraclén de una
collslén molécular, ni tampoco varfa en una distancla del orden del

radio de accién de las fuerzas intermoleculares.



iv) Cuando se considera una collslén entre dos moléculas se
pueden desprectar las posibles correlaclones entre sus velocldades
iniciales antes del choque.

v) Las collsiones son completas, es declr, las Interacclones
entre las moléculas son de corto alcance.

vi) No se toman en cuenta los efectos de las paredes,

La ecuacién de Boltzmann describe el desarrollo en el tlempo de
la funcién de distribucién de una particula, f(F‘.Gl.t) donde €sta
se define como

£(F,, ¥, t)dF a7, (1)

que es el nimero promedio de particulas que se encuentran, al tiempo
t, dentro de un elemento de volumen dr'-‘ alrededor del punto f‘l y
tienen una veloclidad entre Vl y Vl* dVl. El elemento de volumen
df"cﬁl‘ es tomado de tal manera que las propledades macroscépicas del
fluldo no varfen apreclablemente en este elemento, sln embargo debe
contener un gran nimero de particulas, sobre el cual tenga sentido
realizar un promedlo estadistlco.

El principal interés de describlr el comportamiento en el
tiempo de la funclién de distribucién f(Fl.'\'l’,t). es debido al hecho
de que las propledades macroscéplcas de un fluldo pueden ser
obtenidas o calculadas a partir de ella [15].

Para la deducclén de la ecuaclén de Boltzmann, no se toman en
cuenta los efectos que aparecen debldo a las paredes del recipiente,
ya que solo son de Interés las propiedades de bulto del fluldo. Este
problema se dlscute en la [16].

Considérese la sltuaclén de un gas sujeto a una fuerza externa
m?, siendo m la masa de las particulas y F la fuerza por unidad de
masa. Esta fuerza puede ser funci6én de la posicién y del tiempo, es
decir F = F(F,t), no asi de la velocidad [20]. Cuando ha
transcurrido un tiempo At, la velocidad de cualquler particula que
no haya chocado con alguna otra cambla de V‘ a V‘+ F At ¥ su
posicién cambla de F‘a Fl# V'At. S1 en un principlo se
tenian 1’(1’1,Vl,t.)di"ldﬁl particulas, después de un intervaleo At, las
mismag particulas ocupardn el volumen dFldTIl alrededor del punto
(Fl+ \-'1M"v| + FAt). Estas seran ahora
f(F+ v, at, v

.t Fat, toAt)drldvl (2}
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Sln embargo el nimero de particulas en el segundo caso no es en
general el mismo que en el primerc. Esto es debldo a los choques que
existen entre particulas. Tales choques ocasionan que algunas de
las particulas originales camblen su trayectorla, sallendo en
ocasiones de la regién de Interés. Por la misma causa, nuevas
particulas alcanzarin la reglén considerada. Este cambio debe ser

proporclonal a dFld\“r“At y estd representado por [ﬂflat]“!. de aqufi:

[!‘(F1+ ‘FlAt. Vo+ Fat, t+At)- f[r‘, V. t) ] drldv! =
[ af/at] dF a7 At . (3)
col 11

Dividiendo por At y haclendola tender a cero, se obtlene

f = [ Bf/ﬂt] 1 (4)
<o
af ar _ ar
donde = — +V+™ +F . — (5)
at Brl Bvl

Como primer postulado, se conslidera que el término de colislén

{ecuacién (3)) puede escribirse como [18]:
[ar/at] daf dv At = [ r-r ] df dv At . (6)
col 11 . - 1t

donde i"dx‘-‘dV:At representa el nlmero esperado de colislones que
ocurren durante el intervalo At, en el cual una particula que se
encuentra en los lntervales (Fx' Fﬁd?l) y (\71. V‘+d'\-‘r‘) cambla su
velocldad a cualquler otra 92; y I‘_dFldFIAt representa el nimero de
cheques donde la veloclidad final de la particula esti entre Vl y 'x'/l+
de. Para la evaluaclén de estos dos términos, es necesaric conocer
la mecanlca de las colisiones. Deblido al régimen que se estudla, el
diluido, solo aquellas en que Intervienen dos particulas nos
Interesan. En este régimen la colisién de mids de dos particulas es
muy lmprobable y por tanto, poco lmportantes.

Considerande que las particulas interacclonan a través de un
potencial esferlcamente simétrico,las fuerzas entre ellas serdn de
tipo central. Ademis, se tomara en conslderacién la hipdtesis 1i),
la cual menciona que se puede prescindir de cualquler influencla

poslble de la fuerza externa F, sobre el valor de la seccién eficaz
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de collsién. Bajo estas consideraclones, sca m la masa de cada una
de las particulas que chocan, estas se acercan con velocidades \'rl vy
\72. y se alelan después del choque con velocldades V; Yy G;. Para
facllitar la descripclén, se elige a la primera particula como el
origen, As{, las velocidades relativas son

g = \72 - \71 . (7}
antes del choque, y

g = G'z - ‘7; . (8)
después del choque. De las ecuaciones de conservacién (momentum y
energta) se obtlene

lgi=1#l . 9

De esto se concluye que ia trayectoria de la particula 2 después de
la colisién se encontrard especificada al Indicar los valores de g y

de los 4ngulos y y ¢ los que son llustrados en la figura 1.

Figura L(.Gwomotria de una collsién biparia, La particula que
colistona tiohe una velocidad inletal § y su velocidad rinal es
J'.El irgulo x ec ol sngulo do Jispercisn y £ as el dnguls

azimulal, b ws el pardmeirc de impacto.

Para el caso de un gas, lo que se tlene es un flujo de
particulas del tipo 2 con velocidad 3. De estas se considera solo
aquellas que tengan un parametro de Impacto con un valor entre b y b
+ db, y cuyo angulo azimutal se encuentre entre un valor de £ y. ¢ +
de . Las particulas que pueden chocar con la particula 1 en el
tiempo At (el cual es mayor que el tlempo de duracltén de una
colisién), se encontrar&n en un cillndro, llamado cilindro de

12



collslbn.. cuya base es b db de y su generatriz es || At, de tal
manera que su volumen total esta dado por |g] b db de At .,

El nimero total de partictulas que intervienen en las colislones
fue calculada por primera vez por Boltzmann haclendo la suposicién
de que e! numero de pares de particulas en el elemento d‘_l‘d\-lz. con
velocldades en los Intervalos de velocidad ( \-f‘. \71+ dVl) y ( 92,
\72+ d\-lz), las cuales Intervienen en la colisién esta dada por

!‘(Fl,Vl.t)d?ldVl f(Fl,\'.r'z,.t.)dl"ld\'/'2 . (10)
Esta es conoclda como la hipétesis del caos molecular. Con esta
suposlcion, el nimero de pares que se encuentran dentro del cllindro
de collsién estd dado por
£(F,T,,t) £IF,¥,.t) |g| b db de dV dV dF AL . (11)
De lo anterior, el nimero de particulas que salen de la regién de
interés, debido a las colislones, se obtiene al Integrar sobre todas

las posibllidades de 32. b y €. Asi se obtlene
r = deJchdb g b PV, 8 f(F 7.t} . (2)
Para las particulas ganadas por «colislén, es necesarlo
censiderar otro proceso, conocide como colislén de restitucién. En
él, la particula a collslonar tlene velocidad inlecial g8 y su

velocldad flinal deber4 ser § . Desplies de varios pasos andlogos a

los utlllzados en el cilculo de l'_ , se encuentra que
r‘=Jd92Jchdb lEIb“F,- ;i't, f(F, Vé.t) . (13)

Al combinar los resultados anteriores, se obtlene la ecuacién
integrodiferencial de Boltzmann

f = [dVZJchdb 2| b [f'l £, - r‘rz] . (14)

Wb, f2=f(‘,v2

t) . f'2 = f‘('rl,?v'2

Wt} '

i)

donde f =f(r ,+v

V1 Wt
La ecuacién de Boltzmann puede ser escrita como
i = J(fl. fz) : f (15)
donde el término de la derecha es conocldo como el operador de
collstén.



LEYES DE CONSERVACION

Para Investigar fenémenos fuera de equlibrio, es necesarlo
resolver la ecuacién de transporte de Boltzmann, con algunas
condicliones inlclales, para obtener la funclén de distribucién como
una funclén del tlempo. Algunas propledades de la ecuacién de
Boltzmann pueden ser obtenidas a partir del hecho de que en
una colislén molecular, existen cantldades dindmlcas conservadas.

Definiendo a (F,¥) como alguna cantlidad asociada a wuna
melécula con velocldad v localizada en r, tal que en alguna collsién
(\7'.32) (\7; .‘7'2) ocurrida en r, se obtlene [15]

R AR RN . (16)
donde ¢ = lﬁ(l-". ‘7|). etc. Son alguna propledad conservada. De estos
resuitados se deduce el teorema de conservactén.

El teorema de conservacléon de la ecuaclén de transporte de
Boltzmann, se obtlene multiplicando ambos ladoes de la ecuacién la
ecuaclén (S) por ¥ e integrando sobre ¥ . El término de colisién

desaparece, utilizando la expresién
af
dav w(F, V) [T] =0 . 17)
cel

resultado de la ecuacién (16), obtenléndose la expresién

8 a a
dv w(F, V) [— tv = «F —]HF.G.L) =0 , (18)
8t ax, ! av,

utllizando la convenclén de que los indlces repetidos se suman. La
expresién anterlor se puede escribir de la slgulente manera

e/atf Lavyr ]+ a/axlf {d¥ ¢ vlf } ~f {dv (aw/&xl)vlfl +
(1/n)f (a¥ B(WF‘H/&I‘ - (/m)f Idv E\O/Bvl F‘f] -

(1/m)f (a9 ¢ 8F,s8v, €} =0 . (19)
El cuarto término desaparece, suponiendo que f(r,¥,t}, se hace

cero cuande {v|-— .

El valer promedio de <A> se deflne como
I [dF A £} 1

n

<> = Jd? f(r.v,.t) ., (20)

[dv ]

14



donde n = n(F,t} = J dvf(F,¥ t). En términos de estas definlclones

la ecuaclén (19) puede ser escrita como

a<ny> a<nvlw> ay 8y
+ -0y, > = (n/m)<!~‘l > -
at dx’ «‘ixl awn
aF
vm) <—'y>=0 , (21)
av

t
donde ¢ es alguna cantidad conservada. Para el caso de fuerzas

externas independicntes de la velecidad, el ultimo término de la
ecuaclén (21) es nulo,

Para moléculas simples, exlsten propiedades conservadas
independientes, tales como la masa, el momentum lineal, momentum
angular, y la energia. A partir de esto se obtlenen tres teoremas de
conservacién independientes @

1) ¢ = 1 {masa)

2) ¢ = av, (1=1, 2, 3) {momentum lineal)

N ¢ = (ms2) | V- G(F,t)|z (energia cinética) ,
donde {i(F, t)= <¥> es la velocldad promedlo.

Para ¥ = m de la ecuacién (19) se obtlene
dun)/at + B<mnv >/9x, = 0 ' (22)
introduclendo la densidad de wasa como p = m n(F,t), se obtlene de

la ecuacién (22) la ecuaclén de continuldad

ap
e 4 0-{pu) = 0 (23)
at
Hacliendo ¢ = nv, se obtiene (bajo un procedimiento muy parecido at
anterior)
8 u du F
P Loy 2 E.f_‘_fli ., (2a)
at 8 x m a x]
donde P” = <(v{-ul)(v1-uj)>, el cual es llamade ¢l tensor de la
presién,

Por dltimo, haclendo ¢ = (m/2)|¥ - d|? se obtiene

15



ae ae 2 agq, 2
p u + A P” . (25)

+ ) 8 - — 1)
3t -] x, 3 8 X, 3
m a ul a uJ
donde A = — - son las componentes del tensoi
1)
2 8 x] [ x,

del gradlente de la velocidad, 8 = (nl/3)<|\7-ﬁ|2> es la temperatura y
q = (mp/2)< (",“‘,)l‘—" G]z > es el vector de flujo de calor.
Es de Interés seflalar, que la conservacién del momentum angular

est4 relaclonado con la simetria del tensor de la presién,

TEOREMA H

Una importante consectuencia de la ecuaclén de Boltzmann es que
existe una cantidad cuye camblo en el tlempo siempre tlene el signo

menes . La cantldad en cuestién es
H=| finfdv R

y la aflrmacién di/ét < 0 se obtlene del famoso teorema H, que
Boltzmann dedujo haclendo gala de Ingenioc matemdtico. La Importancia
de este tcorema consiste en que nlnguna cantidad puramente mecadnica
tienc esta propledad y, sin embargo, ella es necesaria en la
descripcién termodindmica donde ocurren cambios Irreversibles. Como
las leyes newtontanas que rigen el movimlento Indlvidual de las
particulas son reversibles en el tiempo, al camblar en ellas t por
-t se obtlene un nueve movimiento que tamblén es fislcamente
posible. Debido a esto, sl en la mecdnica cliasica se encuentra
alguna cantidad cuyo camblo en el tiempo tienc un slgno determinado,
la situaclén donde esa cantldad camblia con el signo opuesto tamblén
se da en la naturaleza. Claramente esto no ocurre e¢n el nive)
macroeéplico, en el cual hay cambios irreversibles sintetlzados en la
segunda ley de la termodindmica. El teorema H fue la primera muestra
expliclta de esa transicién del mundo reversible de la mecanica a la
irreversibilidad termodinamica. En las modestas palabras de su
autor, el tcorema H muestra una conexién, no del tode carente de
interés, con el principio de la entropia,

El teorema H e5 una relaclén cuantitativa, que conflrma que los
procesos Irreversibles en el tiempo y en ausencla de



fuerzas externas, evolucionan hacla el equilibrio.

Para mostrar que la cantidad en cuestién es una funcién
mondtonamente decreclente en el tlempo, supondremos que no exlsten
fuerzas externas, que acttan sobre las partliculas, ademis de que
1a funcién de distribucién solo depende de las velocldades. Bajo
estas hipStesis, la ecuaclén de Boltzmann puede escribirse como:

ar
—— T = [ T
o Jdv2 fdc Jdb gl b [fl £ rxtz]

Se define a continuacién una funcional de la forma [27]-128):
H(t) = J f in f dv

Derivando esta ecuaclén con respecto a t y sustituyendo af/at, la

ecuacién puede reescribirse como:

e
dH 1 - 1°2
_— o e dv, | dv de | dblg b[r'r'-r f ]m
dt Py 1 2 172 12 f1r2

El integrando regulta ser wuna cantidad positlva, excepto para
f;f;-[lfz. donde se anula la integral, por lo que se obtliene que

dH

— =0 ,

dt
lo que nos dlce que la funclonal H(t) es una funclén monbtonamente

decrecliente en el tlempo.

Cabe menclonar, que en el limite t- o la funcional H tiende a
un iimite finito, que corresponde al estado en el cual dW/dt=0. Como
consecuencia de este resultado se obtiene que:

lnf;+1nt“z=1nf‘+1nf‘2 N
eg declr, ln  resulta ser un Invarilante collsional. Por lo que
In [, debe ser una combinaclén lineal de los Invarlantes

collsionales anteriormente sefialados,

HETODO DE CHAPMAN-ENSKOG.

La ecuacidén de Boltzmann, es una relaclién integrodiferenclal no
lineal para la funclén de distribucién, que en general no puede ser
resuelta analiticamente para un potenclal intermolecular especifico.

El método de Chapman-Enskog permite remlizar una aproximaclén a la

17



solucién de esa ecuaclén bajo clertas condliclones.

Los tlpos de soluclones obtenidas por el método de Chapman-
Enskog, son una clase muy especial de soluclones, 1lamadas
soluclones normales, en la cual, la dependencia espaclal y temporal
de la funcién de distribucién f(F,¥,t), aparcce implicitamente a
través de la densldad local, el flujo de veloclidad y la temperatura.
Estas soluclones describen la representacion de un gas diluido en su
estado de equilibrio. La representacién fipnal es llamada la
representacién hidredinimica. Este método estd basado en una
perturbacién de la funcién de distribuclén alrededor del valor de
equillbrio. La teoria de perturbacién a primer orden estd en
considerar a la funclén de distribucién como fartole f“’. donde

£ es 1a funclén de distribucién en equilibrio dada por

2
(o} .} nfv-u|
£9°%% ) = ptrit) | —— | exp}]- —— . (26)

ZHKBT(F. £} ZKBT(T'.U

En esta aproximacién, la scluclén de la funcién de distribucidén esté

dada por

t=r'. r“”[ AW, p, T) 01T +*B° (W, p, T):¥ \':n] , 2D

donde W es una velocldad pecullar reducida y A y'B” son funclones a
detetminar. La ecuacién aproximada para f es sustituida en la
ecuacidén de Boltzmann y el término del lado derecho de la ecuaciédn
{14) se simplifica suponiendo que f depende de T, t a través de p,
Fuy T. Igualando los ceeflclentes de los gradlentes independientes,
vinT ¥y Wa. en ambos lados de la ecuaclén, obteniéndose integrales
separables, con objeto de determinar A Yy (»B') . Esas ecuaclones son
resueltas por el método de Burnett. La esencla de este método es que

A y‘—B" son desarrolladas en serles de polinomios ortogonales,

llamados polinomios de Sonine. Esas serles son

@
X =0 ir)
A=W ,Zaa' sy (W)
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s/2
r=0

_ 1 -
“p? » [ﬁw———u"'l"] DR U
3 r

donde ‘"I" es el tensor unitario y S:m son los polinomios de Sonlne

defintdos por

S(n) n} (-1)°
n pl

p=0

(o + n)t x°

(m + p)! (n - p)t

Los coeficlentes a_ y br son Independientes de ﬁ. y pueden ser

evaluados resclviendo las ecuaclones integrales.
ECUACIONES DE TRANSPORTE.

Las expresiones obtenldas a partir de la soluclén de 1la
ecuacién de Boltzmann, est&n relaclonadas con las propledades de
transporte de acuerdo con el desarrollo en serle de los pollnomlos
de Sonine. Los coeficlentes de transporte son expresados en términos
de la integral de colisién n'"*,
coeficientes de Sonlne, y cuya expreslién estd dada por

la cual esti relacionada con los

w2

QRKBT
athe o [——] expl-p19'™ (1-costIb db dp
m
-0

donde b y ¥ son el parametro de impacto y el &ngulo de deflexién
respectivamente, y 9 es la velocidad relativa Inlcial reducida, cuya
expresién esté dada por

172

N P A

B

donde w es la magnltud de §a velocidad relativa.

El dngule de deflexlén ¥ estd dado por



[
dr

¥b,w) = w ~2b
. 1 - ag/me® - bi0?)02
aln

La integral de collsion %" fnvolucra a la funcién de
potenclal por pares ¢, a través de su dependencla en ¥, la cual esta

ultima, depende a su vez de la temperatura y del potencial

intermolecular.
Finalmente las ecuaclones para los coeficlentes de transporte
estdn dados por [29]:
172
5 [anBT]
viscosidad cortante n=— - ’
16 | 23 gt

25 Cv nKBT vz
conductividad térmlca A = [ ]

.
32N n (2,2)

e

donde m es5 el peso molecular y Cv es la capacldad calorifica a

volumen constante por molécula , o e¢s el didmetro molecular, y la
-

el es 1a integral de colisién reducida, obtenida al dividir 1la

(1,9}

fQ

integral de colisi6on N por su valor correspondiente al de una

esfera dura de didmetro o,

. ﬂ(l.-)
n(l,ll =
{1,m)

EQ

4

Esta cantidad reducida, representa fisicamente la desviacién de

algin modelo molecular a partir de un modelo de esferas duras.
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CAPITLLO 3
LA TEORIA REVISADA DE ENSKOG

El objeto del presente capitule es seflalar los desarrollos
posteriores a la formulaclén de Baltzmann, enfocados al estudio de
un sistema en el régimen denso. (Cabe menclonar que la teoria
revisada y estandar de Enskog para fluldes monocomponentes
colnciden, ya que su diferencla conslste en que la funclén de
distribucién radial de contacto en sistemas no monocomponentes,
depende funcionalmente de la densidad, mientras que en la teoria
estandar no. Por lo que en este trabajo teoria estdndar y revisada
de Enskog son lo mismo, ya que se estd tratando con fluldos
simples).

Como se sefiald en {2}, la ecuacién de Boltzmann, es vadlida para
describlr fluldos en el régimen diluido, sin embargo para el caso de
fluldos densos es necesario desarrollar una teoria que sea aplicable
a este régimen,

El primer intento en la generallzacién de la ecuacién de
Boltzmann fue reajlzado por David Enskog en 1522. Para esto
conslder$ el caso de esferas duras, ademids de cliertas hlpétesis
fislcas.

Sea £ el vector que une los centros de las particulas de manera
que el térmlno de colisiones pueda escribirse de la sigulente manera

fIF,9,L) 1R, t) o®|3-8| of a¥ v daF at 1)
donde o es el dldmetro de la esfera. En el caso de gases densos es
necesario suponer que:

1) debido al tamafio finito de las particulas, los centros de
égtas en colisién no se encuentran en el mismo punto, por lo que si
en el instante de choque el centro de la primera particula se
encuentra en la posicién T la segunda debe hallarse en F-wé, como se
flustra en la figura 1.

2) En un gas denso, el volumen por particula, es comparable con
el volumen de cada particula. Asi, el volumen en el cual una
particula puede encontrarse, se reduce, y la probabilidad de que

ocurran collslones se Incrementa. Tomando en consideracién este
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Figura 1
Ceoretria de 12 collsidn de dos esferas duras.

efecto, se introduce en el término de collsién 1la funclén de
distribucién radlal de pares de dos esferas en contacto. Para este
caso, Enskog tomd el valor de equilibrio local para la funclén de
distribuclén radial.

3)La hipétesis de colisiones blinarias se mantlene, ya que la
probabilidad de que ocurra una colisién entre tres o mis particulas
es cero para el caso de esferas duras

Al tomar en consideraclén lo anterlormente sefialado y sigulendo
argunentos similares en la evaluaclén del térmlno de collslén para
1a ecuaclén de Boltzmann, se obtlene la ecuaclén de Enskog

a £(F,v,t) 3 £(F,7,1) F

& £(r,7,t)
4+ v + ——

av

at ar
d%, ot o[5-8| H(—E-ﬁ%[x(?.?-cr@) FETY £(F-od 7)) -
2(F, Teal) £{F,%,1) f(Fwé.\?‘) ] . @

donde H es la funcién de Heaviside y x es la funcién de distribuclén
radial que depende unicamente de la densidad numérica, es declr, de
n(T,t}. La funcién x es evaluada en el punto de contacto de las dos
moiéculas esféricas que colislonan.

Suponiendo que las condiclones en el gas varlian uniformemente
en el espacio, las funclones f(T + we. v.ty yxlf, r 1) pucden ser
desarrolladas en series de Taylor. por lo que la ecuaclén (2) puede

ser reescrita en la forma:
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af(r,v,t) a £(F,v,t} F a8 f(f,¥t)
v = = J‘+J2+J3+J‘+JS+J6+

at 8T m av

donde:

JIBI{JI [f'f-l- fr’] |&] b db de dv,
ar af

J;nrzlj {é-[r' — 4§ — ]}|§|hdbd.:cwl
ar ar

} [r'r; 'ffl] |Z] b db de dvl

a Bfl a Bf‘

R

8% 8T ar é&r

ar of
[ Aa a 1 L -
J = ge — golfr — ~ £ — |[g| b db dec 4V
5 2 aF 87 8T
o A a 8 x
J 2 —— e :— £ - £f 1]g] b db de d¥
6 = = 1 1 1
8 ar ar

VECTORES DE FLUJO.
Habjendo obtenido la ecuacién de Enskog-Boltzmann, se pueden

Jlgr b db de dv,

derivar las leyes de conservacién para particulas, momentum y
energia,

Conslderemos las propiedades de transporte molecular, que
ocurren debldo a las collslones, eh los cuales los centros de las
moléculas se encuentran en lados opuestos del elemento de superficle
(fig 2).

Fig. 2. e musstra  wna  cchwaror, en la cuat loa
cantros da las motaculas &0 encuentran on tadoe
Opusdtos de la superfilie,
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En tal collslén existe una transferencia ipstantinea de momentum y
energia. que va del centro de una molécula al centro de la otra
molécula, esto es llamado una transferenclia colisional.

Conslderemos el mecanismo de una transferencia colisional,
empleando la 1lustraclén de la fig 1. El vector unltarle A se
encuentra en una direcclén nermal al elemento de superficle dS. En
una colislén entre dos moléculas, en la cual la primera se encuentra
en la cara positiva y la segunda se encuentra en la cara negativa,
el producto punte (Boh) es positivo, ya que el vector unitaric
£ esta dirigido del centro de la primera molécula, al centro de la
segunda molécula. Por lo que en esa collsiéon la linea que une los
centros de las moléculas cruza el elemento de superficie cn el
instante de ia colisién. Por lo tanto, el centro de la. primer
molécula, forma un cilindre en dS con generatriz paralela al vector
¢ de longitud ¢. El volumen de¢ este cilindro es c(® flds, Las
posiciénes medias de los centros de las dos moléculas en el instante
de la ¢ollsién son (Fiee/2) y (F-0f/2) y la posiclén media del punto
de contacto es 7. El numero probable de semejantes colislones en la
unidad de tlempo, en el cual las velocldades se encuentran en los
intervalos dv y dvl alrededor de ¢ y V\ y la parametrizacion de la
collgién se encuentra en los iIntervalos db ardededor de b y dc
alrededor de ¢, es [30]:

MBI F+(1/2)08, 3, LI 1T-(1/2)08,7, t1|E]b db de dF d7 o(Eeh) as

Debido a que una cantidad (y - ¢') de una propledad ¢ es transferida
a través de la superficie en cada collsién de este tipo, la rapldez
total de traonsferencia de la propiedad ¢ por colisién, per unidad de

tiempo y por unidad de area es:

(a.ap) = ox(F) J[IJ [q!r'-\b]ﬂ?a-(l/z)u-f':‘,\?.t]fllF-(l/zloQ,VI, t)
(-0 {E] b db de ¢v &, .
La \Integracién es sobre todas las varlables tal que (£R) sea
positivo.
Es poslble mostrar [30] que la contribuclén a la transferencla
colisional del flujo de la propledad ¢ est4 dada por:
P

1
3 = — ox(f) JJ [w' - w] flir+(1/2)oe,v,t] fi(r-(llz)c-c,v. t)
2

gfg|b b de d¥ 4F,
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En la transferencla collsional de ¢, existe tamblén la contribuclién
de otro flujo, el cual es debido al flujo de moléculas que cruzan la
superficle, y estd expresado por {30]:

ix = [ pfvdv
El flujo total de la propiedad y es cntonces la suma de las dos
contribuclones, es decir,

¥ o= ‘PPO W‘ .

Los Indlces k y P Indican la contribucién debida a la energia
cinética (flujo de moléculas) y la energia potencial (transferencla
collisional debido al tamafio finito de las moléculas). El término de
la energia cinética, es la contribucién dominante a bajas
densidades, mientras que a depsldades altas el término domipante es

el de la energia potencial.

LA ECUACION DE CAMBIO.
La ecuaclén de camblo, puede ser derivada de la misma manera que en
la teoria de gases diluidos {2}. Multlplicando la ecuacién de Enskog
por un Invarjiante colislenal o lo que es 1o mismo una suma
invartante ¢ integrando sobre ¥, el resultado es:

af _ af F ar
" + o +T. dv-_-{lo [2+ 13+ ]‘& [54- 16+

at ar eV
en donde:
I= I g J a4V
Estas integrales pueden escriblrse en la forma sigulente Bd -
I=0

1 8
I=—— ox [w—w']['c‘-—fr] E| b db df av de
2 2 ”” ag ! Izl !
1 A ax A
L [‘b_w'][c-—‘-: ]l‘f‘|§|bdbdcd7d’0l
ar
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1 N 8 f .
1= — o ”[«J -w] [’c‘ c: {n In — }] {&[b db d¢ d¥ a7,
‘o av U et 1

f

1n ——-]|§|b db ¢l dv d¥
f
1

6 a -
Es posible mostrar que la suma } 1t= —[ —_— \VP ] [30], por lo que

t=1 ar
la ecuaclén de cambio puede escribirse en la forma sigulenta:

8f ar F f a  _
" NES ‘o dV=—[‘—_'o\Pp]
at ar n av ar

Esta es la ecuaclén general de cambio. Cuando ¢ se hace lguai a m,
oV, y nv</2 {2}, se obtlenen la ecuacién de continuldad, la ecuaclén
de movimiento, y la ecuacidn de balance de energia respectlvamente.
La dnica diferencia en el resultade final! es gque el tensor de la
preslén se escribe como:

o ¢
=

o o o

P '

P
K P

y el flujo de calor vectorlal se escribe como:

I T
q=9qr 9,
Estas expreslones toman en cuenta las dos contribuclones (la

clnética y la potenclal).

SOLUCION A LA ECUACION DE ENSKOG.

La ecuaclén de Enskog puede ser resuelta por un método
totalmente andlogo, al que se utilizo para resolver la ecuacién de
Boltzmann {2}. La funcién de distribuclién, puede ser desarrollada en
serle. Considerando una perturbacién a primer orden, es declr,

f(7 5, 000w nsaET O,
en la cual £ es la funclén de distribuclén sin perturbar, es

declr,
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3s2
m ] 2
£ (v)= n exp[ - & -¥) ]
2nk T KT ?
Cuando la expresién de la funcldén de distribuclén (7,9, t), es

sustitulda en la ecuacldn de Enskog:

a8 f(F, 7, t) 3 (¥, 9,t) F a8 f(FRFt)
e P i) = Jxo-J2+J:+J‘ﬁ-J5+J6+

at 8T m av
se obtlene una ecuacién para la funcién ¢, es decir, el término de
perturbacién. El término (de arrastre} del lado izqulerdo y el
primer término del lado derecho Jl de la ecuacidén de Enskog, son de
la misma forma, que los obtenidos en la teorifa de gases diluldos
{2}. La funclén de perturbaclén ¢, ne aparece en las integrales .I2 y
J: a la aproximaclén que se consldero, es decir, a la de primer
orden, ya que esos términos, invelucran derlvadas de las varlables
macroscéplcas {30). De la mlsma manera, J‘.JSAJé son cero en esta
aproximaci{én, ya que ellas !nvolucran segundas derivadas de las
varlables macroscépicas o cuadrados de primeras derlvadas. Los
términos que sobreviven en esta aproximacién en la perturbaclén son

J2 y JJ. cuyas expresiones estin dadas por (31]:

81 3 _ainT
PR

3 a - 2 ]
a[ﬁﬁ: "o]+[—w2-1 ][ .v]
aF 5 aT °.

3 .lo} 8
e £°° [V- —— x]
3 ar

donde las dimensiones de W son de velocldad, y cuya expresién esta

dada por:
172

- n -
W= [ ] v
ZKBT
Las expreslones de J vy JJ anterlormente obtenldas, hacen posible
dar una expresién Integrodiferencial que satlsface el térmlno de

perturbacién ¢ dada por:
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(=) (2]

a flo) r(c) - _
1 [¢-w;—¢-¢l]lslbdbd°d"1

en dondé "B‘).ul igual que en {2}, estd expresado por:

&
1
€ T D L aew y2 €4 (r=1) 2
B =[wu— ; W 1] ,Z(,brsm W .
La expresién integrodiferenclal que satlsface ¢, es andloga a la
que se obtlene para gases diluides (30]. La sclucién para la

ecuaclén integrodiferenclal de ¢ es [30]:

1 2 d1nT 1 4 8
¢ = - -——[1*—' vmcraz] [i- ] - [l+ - nnvaz] ["Bq:— Vu]
X 5 x

8T 15 8T

en dondé A al igual que en el capftulo (2) estad expresada por:

.-
T k13 r) 2
A=W rzoa' s, )

COEFICIENTES DE TRANSPORTE.

La teoria de Enskog, proporciona explicitamente expreslones
para los coeficlentes de transporte, con la ayuda de las integrales
de flujos sobre la funcién de distribucién, obtenida ésta Gltima, en
términos de una funclén de perturbacién ¢. La contribucién clinétlca
del tensor de la presién y del fluje de caler vectorlal, pueden ser

obtenlidas a través de la expreslén:

3l= [ v fVde
Empleando ahora la expreslén para ¢, es decir, el término de
perturbacién, se obtlenen expreslénes para la parte cinética del
tensor de la preslén, y del flujo de caler vectorial, y cuyas
expreslones estan dadas por [30]-[311]:
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2 4
*P:=nKET*x”-——[1+—una’z] no(r)"A"’
x 15

1 2 3 arT
EB-—[li—nnuz]A(T)T .
k x 5 ° ar
donde 'no(T) y Ao(T) son los coeficientes de viscosldad cortante y
conductividad térmica, respectlvamente obtenidos en el limlte de gas
dflutdo {2} y “A™ es el tensor del gradiente de la velocldad, cuyas
compenentes al igual que en {2} estan dadas por:
au au
mn 1 J
AL = — -
Yoo [ ax,  8x ]

Para calcular la contribuclén del tensor de la preslén, debida a la
transferencla collsional, se hace § = mV, y se sustituye en la
integral del flujo i"r (antericrmente obtenida)

1
2 — ox(® “‘J.[ [w - ] flr+(1/2)ae, v, b1 £ (r-(1/2)ec, v, t]
2

2|&[b db de dF dY,
La expresién para el tensor de la presisén total, tomando en cuenta

las dos contribuclones, estd dado por:

2 a 2
“pra nKsT{1+——rma-3x)—C[———-V)(-l*— .
3 ar
4 2 6
[lf—max] 7, (T) e — &

15 S
Esta expresién es comparada con la, ecuacién de un  flujdo.
monocomponente (slmple), homogéneo e 1sdétropo,cuya expreslén esté
dada por {32]:

BT -2 A - ¢ [ —. v°)<—1-> ,
ar
donde p es la presion hidrostatlica. Se obilene que el coeficlente de

la viscosidad cortante 3, esta dado por:
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e 1 4 3 2 3 £
n (n,e,T)= = [ T nmz] no(T) *T L (n,o,T)

donde CE es la viscosldad volumétrica. La expreslon para este

coefclclente estd dada por
a . m 2
(:(n.fr.T) == nex [ ] '
9 KBT
el superindlce E, sc reflere a que el coeficiente es obtenldo a

través de la teoria de Enskog.

Para el calculo de 1la conductlvidad térmica es necesario
calcular el flujo vectorlal, debide a la transferencia collslonal.
Esto se logra haclendo ¢ = (1/2)mv? y sustlituyendolo en la lntegral:

1
EP., — ax(F) IIIJ [w' - ] flr+(1/2}ac, v, t] f, {r-(172)o¢e, v, t]
2

c|g|b db dec d¥ d¥,
Con la ayuda de esta expresién, se encuentra el flujo de calor

vectorial *'q':. por lo que el flujo de calor total estd dado por:

“ 1 2 s |7 3K arT
q = T 11+ oy Ao(Tlo [4
é8r

5 2n T

De esta Wultima expresién se encuentra que el coeficiente de la
conductividad térmica estd dado por [30]):

KB
£

[N

£ ! 2 3

A (n,o,T) = 1+ mox | A(T)+
b4 3 o 2

m

Como sec sefialo anteriormente, nn(T) Yy AE(T) son los coeficientes de

la viscosidad cortante y la conductividad térmlca obtenidas per la

ecuacién de Boltzmann. Las expreslones estdn dadas por {2):

5 mKBT 12
nu('l') =- '

16a° ®
3
75 KB T q1r2
A(T) = 2
° 64c n

Las cantidades n y T que aparecen en las ecuaciones anteriores, son
la densidad y la temperatura, ambas locales, evaluadas en r al

tiempo t.
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Las expresiones de los coeflclentes de transporte anteriormente
obtenidas, seri4n de utilidad en {7} para la obtenclén de valores
numéricos en distintos estados de densidad y temperatura.
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CAPITULO 4
TEORIA DE PERTURBACIONES Y EL METODO VARIACIONAL AFLICADOS A
LIQUIDOS.

Las expreslones de los coeficlentes de transporte, obtenidos a
través de la ecuacién de Enskog {3}, son utilizadas en este trabajo,
para determlnar sus valores en distintos estados de densldad y
temperatura reducidas, asignéndoles un didmetro efectlve o = co s
donde o, es el parametro de distancla correspondiente al
potencial de lennard-Jones, y ¢ es un valor que dependlendo del
estado termodinidmico, es decir, de la densidad y temperatura del
sltema, determijnars el didmetro de la esfera efectiva
correspondiente al estado mlsmo del sistema.

El objetivo de este capitulo, ¢l de determlnar el valor de c.
Para esté es necesarlo recurrir a los métodos de teorfa de
perturbaclén aplicados a liquldos, asi como el método variaclomal de
Rasalsh-Stell. Tales métodos, proporclonaran expreslones para el
calculo de ¢ a distintas densidades y temperaturas reducidas.

GENERALIDADES DE LA TEORIA DE PERTURBACION.
La teoria de ecuaclones integrales no estd basada en algun

conocimlente a priori del fluido en consideracién. La teorfa de
perturbaclones puede ser utlllzada para determinar las propledades
de otros sistemas. En este capitulo se examinarédn varias de estas
teorias con el objJeto de determinar diametros efectlivos.

Usando una hipdtesis que es bisica en tedas las teorfas de
perturbacién, en la que se escribe el potencial de 1interaccién por

pares de particulas en la forma [21):

¢lr) = u (r} + pu (r) (1)

donde p es un parametro que cuando vale cero, #fr) resulta el
potenclal de referencia uc(r). y para # = 1 sc obtlenc ¢l potencial
requerldo ¢(r). A contlnuacién se Introduce esta hipdtesis en la
expresién de la funcién de particién en el ensamble candnico dado

por la sigulente expresién [22]:

AL uotr”)m ul(r”) - _
Z(u) = —— ., .| exp [ ~£——————————] dr ...dr_ . (2)
Nt 1<) Kﬂ T ! n

v



Desarrollando la exponencial como una serle de potencias se obtlene
=38 ultr‘ )

n A 5 ]
Z(p) =24 1 = — —— ... ———
° Zy Nt 1<) K, T
2]
uo(r”) )
x expf-L dro...drp + o),
1<) KBT

donde KB es la constante de B8oltzmann y Zu es la funcién de
particlén del sistema de referencla, es decir,

u {r )

~3N o(ry,

A

Zo(r) =N g exp [—[

ar .,.dr. . {4)
T ] 1 R

kg

La suma sobre todas las interacclones por pares de la ecuacién
{3}, tlene N(N-1)/2 contribuciones ldénticas a la Integral. Haclendo
uso de la funclén de distribucién radial se obtiene [22]

2ump 2 2
Z(u)-:zo[ 1~p —,;T— ul(r) go(r) r“ dr + 6(p") ] ' (5)
o

donde go(r) es la funcién de distribuclén radial del sistema de
referencia. Este procedimiento hasta ahora utlllzado, es muy general
y permlte obtener expresiones para la energia interna y la ecuacién
de estadeo del fluido. Tomando el logaritmo de ambes lados de la
ecuaclén (5) se obtlene una expreslén de la energia llbre del

sistema, dada por

2Nmpe
Alp)= -KBT log [2(u)] = A KBT log [ 1 - p e X
]

o
u, (r) g (r) £ dr + 8y ] . (8}
o
donde Ao es la energia libre de Helmholtz del sistema de referencla.
Desarrollando el logaritmo en series de potenclas, y tomando en

cuenta que

log(1=x) = -x -x?/2-... (7}
se obtlene para el sistema origlnal (en el que u=1) la siguiente
expreslon::
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@ 2 2
A= A+ 2mHp Lut(r) go(r) rdr + 6(p”) (8)

que e5 l1a expresidn deseada,

El punto importante de la ecuacién (8) o5 que sl las
propledades termodindmicas y estructurales del sistema de referencla
son conocldas, entonces se pueden estimar la  propledades
termodinamicas del slstema original. Otro punto que tamblién es
importante mencionar, es el hecho de que se pueden calcular términos
de orden mayor en el desarrollo, y también es posible calcular un
desarrollo simllar en la funcién de distribucion radial {22].

En ia teoria de perturbaclones es importante escoger con
atenclén y culdado el sistema de referencla. El sistema de
referencla que se ha utillzado con mayor éxito, es el de esferas
duras ¢ el fluldo de esferas duras, pues para el caso de fluidos
densos, las fuerzas repulsivas dominan la estructura del liquido.
esto significa, que la forma de las moléculas determinan la
correlacidn Intermolecular, Como resultado de esto, si el flulde
denso estd compuesto de moléculas esféricas (o aproximadamente
esféricas), la estructura !ntermolecular resulta ser muy simllar a
la de un fluido compuesto de esferas duras (6]. Es por esto
principalmente, que un modelo de esferas duras, ha resultado tener
un mayor éxito. Sin embargo 1a mayor dificultad de dicho sistema es
la de escoger el dlametro de las esferas.

En la representacién grafica de un potencial intermolecular
real (flg 1), 1la parte repulsiva del potencial, a pequefias
distancias no tiene una Inclinacién o pendlente infinita, como
consecuencia de esto, no se puede escribir de la forma

#lr) = uo(r) + ul(r) . (9)
51 se aproxima el potenclal real por la ecuacién (9}, existen varias
formas de escoger el dlimetro o, como la distancia al primer cero
como se indica en la figura(l). Otra alternativa es escoger o de tal
forma que minimice la energia libre de Helmholtz calculada a partir
de la serle de perturbacién truncada. Tales elecciones son usuales

para dar un valor de ¢ menor que el primer cerc del potenclal como
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i
3(r) .
d chterids a parter de ba teorva J¢ BH.

tal que mintmza la energta libre.

= .

=
~

Fly. 1. S nmusstra  la  eleccivn  del  diametro  bajo
diatintoe critariom.

se muestra en la figura (1). Otros poslbles valores de ¢ han sldo
obtenidos, sin embargo, no es claro determinar cual m todo es el mas
apropiado. A contlnuaclén se desarrollan cada uno de los métodos que
se emplearon en este trabaljo.

METODOS DE TEORIA DE PERTURBACIONES.

BAKER & HENDERSON (BH}.

Baker & Henderson describleron una teoria de perturbaciones muy
exitosa que tlene la ventaja de determlnar satlsfactoriamente el
didmetro de la esfera dura efectiva. Ellos definieron un nuevo

potencial v(r) con dos pardmetros de perturbaclén a y 3 [7].

-Vir) -¢(d")
exp KﬁT = [I-H(d‘ -v)] exp TpT_ + H{d" -0} +

-7 ¢(r)
#r-¢) | exp | —— | -1 ,
KﬁT

donde d’=d+{r-d)/a y H(s) es la funcién escalén de Heaviside

Qo , s<
H(s)= . (11)
1 , SZ0
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El parimetro d es el diametro de la esfera de referencla del fluldo,
y ¢ s la posicién del cero en el potencial ¢(r) sin perturbar. Sl «
y 7 son fljados e lgualades a 1, el nueve potencial es idéntlco al
potencial sin perturbar; cuando ambos son cero V(r) toma la forma
del potencial de esferas duras. La energia llbre del fluldo
interactuando con el potencial V(r} es ahora expandido en una doble

serle de Taylor en términos de a y 7, es decir,

8A aA
A=Ata rr 1 +.. . (12)
da ar
o 0

que a primer orden de @ y 7 se obtlene

- -¢(r)
A= Ao— vadKBT go(d) d + . [exp[ _E;i‘—) - l] dr | +

o
2oy [ r(r) g (rydr . (13)
-2

Ahora se puede especificar el dlémetro de las particulas en la
esfera dura del sistema de referencla haciendo desaparecer a primer

orden el término en a, obteniéndose

c « ¢(r)
d=- exp -1]dr . (14)
0 KBT

Fsta ultima expresién da un dlametro de esfera dura dependiente

anlcamente de la temperatura. Fsta teoria truncada hasta primer
orden en la ec. {14), es esenclalmente la misma que la de Zwanzig
excepto que el didmetro de la esfera dura efectiva es especificado.
Otro punto de interés a sefialar, es que la teoria de BH ha sido
empleada para calcular la funclén de distribucién radlal,
proporcionando resultados muy satlsfactoerios.
WEEKS-CHANDLER & ANDERSEN (NCA).

Esta también fué una ecxltosa teoria de perturbaciones. En esta
teoria se escribe el potencial uotr) y ul(r) en la forma [8):

{ #r) +e, rer

ulr) = " (15}

-c N r<r
y u(r) = - , (16)
¢lr) , rer

»
donde r es el valor para el cual #(r} es el minimo e Igual a ¢. Si
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estas expreslones son Insertadas en la ecuaclén {8), la energia
1ibre a prlmer orden tlene la forma
o

2
A= Ao + 2uNp Jou‘(r) gO(r) r° dr ' (17}

donde Ao y gntr) son propledades del fluldo de referencia deflnido
por la ecuacién (15). Esta es una buena eleccién de uO(r) y ul(r)
porque el térmlno perturbativo ui(r) varia uniformemente. Esta
variacién unlforme, tlene la propiedad de reduclr el tamafio de los
términos de segundo orden que dependen de las fluctuaciones. La
mayor desventaja de este método es que las propiedades del slistema
de referencia no son blen conocidas. WCA aproximarch Ao y go(r)
usando propledades correspondientes a esferas duras

Al] = A"l '

-u, ()
8, exp ["—] Yia .

KBT

donde st(r) es una funclén, que fisicamente proporclona la
correlacién que existe en ¢l sistema de referencia y los Intervalos

de interaccion.
El dismetro de la esfera dura estd determinado por la condlclén

T T =-u_(r)
- 2 - 2 a
r°y (r}dr = rfexp | — | vy (r) dr
Ha T Ha
d 0 8

La ventala de este didmetro a diferencia del de Barker y
Henderson, es gue ademis de depender de la temperatura reducida del
slstema, tamblén lo es de la densidad reduclda misma del slstema,
por lo que el diimetro efectivo, obtenido a través de este método
tendrd una Informacién mids completa del estado termodinamlco.

VERLT Y WEIS (VW).

E} procedimlento adoptado por Verlet & Weis (VW) es una teoria
de perturbaclén que consiste en dos pasos. El primero de ellos es
una perturbacién del potenclal de referencia de esferas duras a un
petenclial del tlpo de esferas blandas. El segundo paso es el de
perturbar el potencial de WCA afladiendo una parte atractiva del
potencial de Lennard-Jonnes. El potenclal de L-J es separado de la
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sigulente forma:

u(r) = uu(r) + g owir) . 0sps1, (1)

donde

1e(tosr)'®-(arr)fhie,r = 2Y%
u{r} = 2)
° 0 v 2%
y

—e L rs2Y0 g
wir) = 4:((crlr)w-(tr/r)6) , r> 26 ¢ : (31

La flgura (2) muestra como los dos potenclales son funclones
continuas. :

El potenctal uo(r) es puramente repulsivo, mlentras que w(r) es
puramente atractivo, Para obtener la energia llbre de Helmholtz
completa del slstema L-J, Verlet y Wels escoglieron el desarrollo en
u dada por [9):

A BA BA A p [w

LJ o 1 WCA 2
+ +...= + dr 4nr“w(r) g

NKBT N N NKBT ZKBT o

Para obtener la energia libre de referencla Ay ¥ la funclén de
distribucién radlal tamblén de referencla go(r), hlcieron un
segundo desarrollo con respecto a las cantldades de esferas duras.
Este cdlculo del desarrollo estd dado por la expresién hallada en la
teoria de perturbaclén de WCA come:

A A e [

- — drﬂm-zy"s(r)[exp[-ﬁuo(r)l— exp[-BuHs(r)]]

NK.T NK T 2 o
B
8 e (S

donde B = l/(KB‘l‘). y el {ndice HS se refiere a las cantidades de

(4)

+ ..
NCA

esferas duras.
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de Lennard-dones,
Se selecclana la esfera dura que sea de un didmetro tal que

haga desaparecer la segunda Integral , obtenléndose:

L

2

. drgnr ym(r.d‘)[exp[ Bua(r)l exp{ Buus(r.da)l] cees (B)
entonces la encrgia libre Aﬂesta dada a segundo orden al menos por
la referencla de esferas duras Aus'

Andersen mostré que Auc‘ a partlr de la condiclén (6) es exacta
a cuarto orden. Esta es una aproximacién altamente exacta. La
ecuacisén (6) es llamada la regla de WCA para el didmetro equivalente
de esfera dura HS. Este contrasta con la regla usada por Barker-

Henderson dada por
L]
4 - J odr [ 1 - exp(-gy (r) ] Loy (7)

Pe esta manera , dm“ unicamente dependiente de la temperatura,
mientras que d. a partir de la ecuacién (6) es dependiente tanto de
la temperatura como de la densidad, y cuya expresitn esta dada por:
d°=d5"[ 1-f85)..... . (8}
donde f es un factor relaclonado con la fracclén de empaquetalento
¥
2 3
1 (1774) Yw + 1.362 Yx 0.8751 Yy,

r= (9}
a -y

La fraccién de empaquetamiento Y, utilizada en la soluclén de

Werthelm por Percus- Yevlck, estd relacionada con la verdadera
fracclén de empaquetamiento y = de:/G por

y=y-y¥v1s (10}
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El factor & de la ecuaclén (B) es sélo funcién de la temperatura y

esta aproximado por la expresioén

5=(210.31 + 4006/ TO" (1
donde T. = KBT / e. Simllimarmente el diimetro de B-H esta dado por
. .
dnu = [0.3837 + (1,068 / T )} / [ 0.4292 + (/T )] . (12)

Estas férmulas permiten el calculo de la energia libre de Helmholiz
del potenctal analitico de WCA basade en un sistema equivalente de

esferas duras.

MASON Y SONG (Ms) {i0]).

Este método es similar al de Weeks-Chandler y Andersen (WCA).
Incluye la divisién del potenclal molecular como se¢ hizo en WCA
Difirlendo en dos puntos significatlivamente. En el primero, el
segundo coeflciente del virfal se trata exactsmente y no proplamente
per un método de perturbacién con el objeto de obtener una buena
descripcion del fluldo a bajas densidades. El segundo consiste en
utilizar un algoritmo para calcular el dlametro efectivo de esfera
dura como una funcién solamente de la temperatura. Para lo cual es

necesarlo utlllzar la ecuacidn de la presién dada por:
L]

P 2rp
—_—a ] - {dusdr) glr) r'dr .
pKBT JKBT [}

donde g(r) es la funcién de distribucién radial y wulr) es el
potencial Intermolecular. Fundamentalmente esta ecuacién (1) estad
basada en la hipotesis que el potencial es esféricamente simétrico,
es declr, es central, aditive e interacclona por parejas.

Se divlde el segundo coeficlente del virial B2 y se reesctibe
el resto de las Integrales en térmlnos de la concavidad de 1la
funclén de distribucién radial y(r) como:

P

=== = 1+Bp+opl . (2)
pKBT
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2on ™ a
B, = - (dusdr) expl=gu(r)} rdr
Z!KBT o
-]
a 2n [ 1 - exp[-Bu(r)] 2 dr ' (3)
[
L]
2n 3
1= £(r) (y(r)=1}l r" dr , (4)
3 o
yir) = expigu(r)] g(r) , (5)
du
f(r) = -8 expl-Bulr}] . (6)
dr

en donde B = 1/1(8‘1'. La razén de este arreglo de la integral I es que
la funcién y(r) es unlformemente decreclente y f(r) es una funcién
maximamente aguda en la regién repulsiva del potenclal. Para
evaluar la integral I se escoge el potencial sin perturbar un(r)

<cono

ulr} + ¢ ro<r

ul(r} = " r= (27 (7)
° 0 rg>r

donde £ es la profundidad del potencial y r su poslcién minima. La

parte de la funclén f(r) en el Integrandoe de I que correspende a u,

se reduce a la expreslén slgulente:;
-8 [dulr)/dr] expl-Bu } r <r
fir) = ° - (8)

0 r »>r
L]

La eleccién del didmetro de la esfera dura se calcula con la
ayuda de la expresion de b, dada por:
r

b(T)= 2r [1 -[l + exp[-ﬁuo(r)l]] ridr . (9)
[

la  cual proporclona un comportamlento a toda temperatura,
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Fislcamente b representa el volumen excluldo debido solamente a las
fuerzas repulsivas, Utlillzando la expresién de b=(2/3)nd3 Y la
ecuaclén (9), se obtiene el dlimetro de la esfera dura dependiente

de la temperatura del sistema.

HETODO VARIACIONAL DE RASAIAH-STELL RS.

Este es un método variaclonal que permite cvaluar la energia
llbre y la ecuacitn de estado de un fluldo; su hipdétesis esta basada
en cl hecho de copsiderar que la primera aproximacién a la energia
iibre de un fluido por medio de un método perturbativo, es una cota
superior para dicha propledad, Para’ este caso, el potenclal esta

dado por [11]:

ulr) = uo(r) + avlr) . [$9]
S1 se utiliza la desigualdad de Gibbs-Bogoliubov

f(x) in (f(x)) dx & J fx) in [g(x)) dx . (2)

donde por hipbtesis

f(x} dx = | glx) dx , (3)

ademds de que estas ultimas integrales son positivas definidas.
La energia llbre de Helmholtz por unidad de volumen esta dada

por:
As A s ng Jgn(?) w() at (a)

tomando

f=expiB ( VA —uo)) y geexpi{f { VA-u )} (5)
donde Ao Y 8, es la energia libre de helmholtz y la funcién de
distribucién radlal respectivamente del sistema de referencia,

correspondlente al potencial Uy Haciendo Ut ¥ U B la

Hs
desigualdad que se obtiene es:

Ay S A s w2267 g (D wid) a? {6)
donde el radio de 1la esfera dura se escoge de tal forma que el lado
derecho de la desigualdad (6) sea un minlmo,

El potenclal que se ellge tiene la forma
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- = = r<coe
s T Yys *

A wlir) = ' 7

4ck[(u’/r)n‘ (o‘/r)ﬁ] . r>or

donde ¢ ¥ ¢ son los parametros de Lennard-Jones y co es el radlo de
la esfera dura. Se denota por <, el valor que minimlza el Jado
derecho de la desigualdad {6), y que resulta en general, tanto
funclén de la temperatura comoc de la densldad.

Para los calcules se reducen las varlables de la slgulente
manera, p- =, po-g. d' = cap.. 'I. = KBT/c Yy ¥ = r/ce .,
De esta manera , la ecuacloén (6) puede escribirse como

A/pKnT ER c.p.,T.)

donde
3 * L]
Ao(c P} 2np
L] L] a .
plap T 1 e—— +— |1, %)+
PKT cT
-
L are®y -1 10% )] .
con
m
. 4 4 -
L) = {——15 -— | e Vay
P 1%
y
w4

- L]
Iﬂ(ch )= ~1a gu(y.c:'p ) ¥ ay
s ¥
donde el subfindice cero se reflere a las propledades del slstema de
.
esferas duras. Para go(y.cap ) se utilizaroh los resultados de la
ecuaclén de Percus-Yevick obtenidas por Troop y Bearman {24}. Para
ol céilculo de las Integrales se utilizan las férmulas dadas por
Kozak y Rice ({25], que consiste en un ajuste de minimos cuadrados a
ellas. El resultado es:
- L) .2 .J
l‘(d ) = -0.9021-0.3321d -0.2052d “+0,3558d '
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. L] 'Z .J
IB(d ) = 0.4353+0. 55404 ~0, 0273d “+0.4187d
Para el célculo de la energia libre en exceso del sistema de
esferas duras se utlliza la aproximaclén de Padé reallzada por
Hoover y Ree [26], la cual es

. .
Aexe,o . [1-0.23195814d " +0.02058281d *]

e 2.094395d . .
PRt 11-0. 886456574 +0. 181200224 2]

Con estos resultados, el dldmetro co. es tanto funclén de la
temperatura como de la densidad. Es de Importancla seflalar que en el
limite de bajJas denslidades, la dependencia en 1la densidad

desaparece.
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CAPITLLG 5

FORMALISMO DE LA FUNCION DE CORRELACION TEMPORAL

Este capitulo tlene como objetivo describir las caracteristicas
principales de la funcién de correlaclén temporal, 1la cual es pllar
fundamental del céAlculo de propledades de transporte en Dindmica
Molecular.

El desarrollo de una nueva aproximaclén a los procesos de
transporte fué lnlciade por Green y Kubo, qulenes mostraron que los
coeficlentes fenomenolégicos descrlben nuchos proecesos de
transporte, y los fendmenos dependlentes del tlempo en general,
pueden escribirse como Integrales, por un clerto tipo de funclones
llamadas funclones de correlaci6n temporal. Estas funciones Juegan
una papel similar en la Mecdnica Estadistica fuera de equllibrio
come lo Juega la funcién de partlcién en la mecdnica estadistica de
equilibrio.

Para considerar el riguroso formalismo de los procesos de
transporte es necesario menclonar algunos conceptos de interés.

Conceptos

1. FUNCION DE CORRELACION TEMPORAL.

La funclién de correlacién temporal de A(t) esta definida por:

<A(0YA(L)> = f.--f dp dq Alp,q:0) Alp,q;t) f(q,p) ' (1)
donde f{p,q) es la densidad de distribucién en equllibrloc del

espaclo fase, es decir:

1 H{gq,p)
flq.p) = exp|- ~———— f (2}
r4

K BT

donde H(q,p) e5 la energia total del sistema, Z es la funclén de

particlén canénica [22], KB es la constante de Boltzmann, T es la
temperatura del sistema, p = plt) y q = q{t} son el momento y la
coordenada espaclal respectlvamente, necesarias para describir el
slstema, y donde dp dq significan df:xdﬁé-- di"t:k'x1 ---da". Si At es
una funclén vectorlal, tal como la velocidad o el momentum, la

ecuacién (1) toma la forma [33]

<A(0Y-A(t)> = [oeef dp dq Ap.q;0}-Alp, @i t) £lpaq) = C(L) . (3)
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Una de las venta)as de las funclones de correlaclién temporal
es que las expreslones que se obtienen sobre los coeflclentes de
transporte son completamente generales, cn el sentldo de que no
dependen de los detalles de algun modelo en particular y no estdn
limitadas a ninguna particula ¥y son villdas en distintos estados de
densidad,

La restricclédn de la funclén de correlacitén temporal, conslste
en que sbélo es vAllda en la teoria de respuesta lineal [22]. Con el
objeto de entender tal restricclén, se desarrollaran algunos puntos
al respecto

TEORIA DE RESPUESTA LINEAL.

El concepto de una distrlbucién de poslclones y momentos, puede
ser extendida a sistemas que camblian en el tiempo, pero la funcién
de distrlbuclén de la densidad es entonces funcién del tlempo, es
decir, I(&I.EZ'..‘BH.tJ. En equilibrio la dependencla temporal de [
desaparece, y para un ensamble canénico estd dado por la ecuaclén
{2}. No es posible escribir una férmula exacta de la funcién de la
densldad dependiente del tlempe de un fluldo denso. Sin embargo es
poslble obtener una ecuaclén diferenclal parclal para la funcién de
distribucién de la densidad f, e Intentar obtener una soluclén
aproéximada.

Conslderando el camble de la funclén de la densidad debldo a
los cambios Infinltesimales en 5, § y t se obtiene:

ar o[ ar ar
df= —dt*} —= . dp + + dg . 4
at LX) ' ag !

1=1 1 i

A partir de ia ecuacién (4) se obtlene:

+ —_— ——— PR—

ar ot xpaf  dp 8f qq,
. (5}

dt dt oot

& E' dt a EI dt

Congliderando que la funcién de densidad f, representa la densldad de
puntos en un espaclo de 6N dimensiones (espaclo fase), cuyas
coordenadas son los momentos y coordenadas espaclales de las N
particulas, es posible mostrar (35] que la funcién de densidad f es
una cantidad conservada, es declr, una constante de movimlento, asi

que se obtlepe:
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df
— =0 (6)

dt
Para sistemas, en los cuales la energia potenclal dependa solamente
de las coordenadas espaclales, se obtlene que las ecuaciones de

movimlento de Hamllton, estan dadas por [36]:

dp, aH dq, aK
—_—a e — - — . n
dt 84q, dt ap,

S% las ecuaclones de Hamilteon (7) se sustituyen en la ecuaclén (5),
y utilizando el resultado de la ecuaclén (6) se obtiene la llamada

ecuacldn de Liocuville:

af 5{8f aH ar aH

B N i (8)

at &l o 0§ 837 87,
Esta ecuaclién es fundamental para la mecénica estadistlca fuera de
equilibrio.

En equilibrio, la soluclén a la ecuaclén de Liocuville estéd dada
por la ecuacién (2). Consecuentemente, se puede obtener la solucldn
a la ecuacién de Liouville, para sistemas que se encuentran en
equilibrio cerrado, utilizando 1la teoria de perturbacidén a primer
orden. Esto es, suponer que la energia total del sitema esta
expresada por:

H= Ho + H1 ' (9
donde Hu es la energia total del sistema en equillbrio, y H1 es la
energia del sistema debido a sus Interacciones con una pequefia
fuerza perturbadora. Escriblendo ashora, la funcién de densidad
dependiente del tlempo en ia forma sigulente:

f=f 41 , (10)
donde fo. es la funclén de distribucién en equillbrio, la cual ests
expresada por la ecuacién {2), con H=N°. El operador de Liouvilie

estd definldo como:

L=

C T - T T (1)

"[aﬂ a aH &
iml 8P 24, 8q, 8P

por lo que la ecuacién de Liouville, (8) puede escribirse conmo:
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af
— =~ Lf . (12)

at
Sustituyendo las ecuvaclones (9) y (10) en la ecuacién de Liouville
(8), se obtiene:
af éf
o
+

8t at
donde Ln. es cl operador de Lfouville, con Ho' como la energia

total, y L‘, es el operador de Llouville con el término perturbativoe

1

= - Lufo - Llfn - Lof‘ - fox . (13)

Hl,como el término de la energia total. En equllibrio se tlene que:
a1
o
— =-Lf,=0 . (14}
8t
utilizando esta expresién, y conslderando que el término de segundo
orden L’fl de la ecuacién (13), se puede despreciar [22], 1la

ecuacisén (13} puede escribirse como:

8 fl
= - L’fu - Lofl . (15)
at
Si las condiciones son tales, que al tlempe t = -o, el sistema se

encuentra en equilibrio, entonces f(t!-m)=fo. por lo que la soluclén

de la ecuaclén (15) es:

t
f=- exp[ (s-l)Lu ] Lf ds (16)

-
donde la exponenclal del operador, esti definldo por su desarrollo

en serle,
Con el objeto de entender la teoria de respuesta lineal,

consideremos el término -foq, en mis detalle:

(17)

L = -} .

R af 8 H af aH
[ ° 1 ° 1 ]
l=1

a al 8 5! s El 6 al

Con el objeto de simplicar esta ecuacién, es necesarlo suponer,que
la fuerza perturbatlva, que actia en una molécula dada es sélo
funcién de la posicién y no de las velecldades {22], por lo que el

término perturbative #, se le puede expresasar como:

i
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H, -}o( q,) . (18)
1=1
es decir, la perturbaclén actua Individualmente sobre las moléculas,

ademds empleando la ecuacién (2), es declr, el resultado de la
funcién de distribuclén en equillbrlo cuya forma es:

KBT 151 m

utllizando estos resultados, la ecuacidén (17) puede reesecribirse

-2
1 1 * P,
§f #—=—oegxp| - —— | ulF ,¥,....T,) + ,{19)
° z

como:
1 N _ 8 G(r.)
-Llfoﬂ - rT £ B, , (20)
B ™ a 'c'il ,
esta Gltima expresién puede ser escrita en términos de una Integral
dada por:
]
1 -
-Lf =- f B, 8lg -4 ) d3 ' (21)
Yoo mkgT °L ] ad !

donde 3 es la delta de Dirac. El efecto de introducir la funcién
delta, es con el obJeto de expresar a la velocidad local del fluido,
como la suma de todas las velocldades de las particulas vecinas al
punto ﬁl. y cuya expreslién es:

¥ ;‘xl

@y~ -8 @-3) . (22)

1=1 n

La fuerza que crea la perturbacién, puede expresarse por:

_ ae
. Foa=- , (23)

8q
por lo que la ecuacién (21) puede escriblrse como:

-Lt!‘o =
KB T

Sustituyendo este ultlmo resultado en la ecuacién (16), se obtlene

£, I J@Fag (24)

que la perturbacién a “primer orden”, a partir del equilibrio es
[221:
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1 t

fl(ql.qz,...p",t) =——|ds exp [s - t]Lo £, Jlq)Fdg . (25)
KgT
El desarrollo en serie del operador tiene la forma:
(s-t)®
exp[ (s—t)L] =1+ (s-t)L + LL +....
o o 2' o o

Como las varlables q y p son lndependientes, se tlene que:

L@ =0 ; LF@ =0
Consecuentemente, scole el primer término del desarrolle en
serle, contribuye en la funcién f, asi que la funclén de densidad

fuera de equllibric esta dada por:

t
ds | J(§.s)+F(G,s) d§ | . (26)

1

l'x=ru+f1=t"I 1+ 1
B -

Esta altima expresion, indica que la funcién de correlacién

temporal, sélo es vdllda en una teoria de respuesta lineal.
COEFICTENTES DE TRANSPORTE.

Para derivar las expresiones de los coeflclentes térmicos de
transporte, en térmlnos de Integrales de funclones de correlacién
temporal se procede de la sigulente manera [33): se selecclona
apropladamente la ecuacién de transporte macroscépica y se resuelve,
es declr, transformarla al espacio de Fourler para obtener una
ecuacién de la transformada o su funcién de correlacion en términos
de los coeflclientes de transporte. Posterlormente se identiflica esta
misma transformada de Fourler en términes de varlables microscéplcas
tales como las posliclones o momentos de las moléculas del sistema.
Finalmente se desarrollan ambas representaclenes, es declr, la
macroscéplca y la microscépica de la transformada de Fourler (o su
funclén de correlaclén) en potenclas de la transformada de Fourier
dada por su variable k, e igualando los coeficlentes de kz. de esta
manera se obtienen los coeflclentes en términos de un ensamble
promedio de varlables microscépicas. Posterlormente es llevada a la
forma sigulente:

¥ = )40, (27)
donde 7 es el coeflente de transporte macroscéplco y A(t) es la
misma funclén de las variables dlndmlicas microscépicas. Flnalmente,
A{t) es escrita como una integral de dA/dt, por lo que la ecuaclén
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(3} se transforma en:

=] <Alt)Alo)> dt . (28)

CONDUCTIVIDAD TERMICA.
Para obtener el coeflclente de transporte de la conductividad

térmica se utillza la ecuacién de conducclén de calor, (estd serd la
ecuyacién de transporte macroscoplica), llamada ley de Fourfer, dada
por:

oF a

pC, = =2AVE (29)

at
en la que se ha escrito E en vez de T como varlable dependiente. Se
consldera a E como un exceso de la energia promedio. Se deflne a
L(k,t) como la transformada de Fourler de E(F,t), con el objeto de
resolver la ecuaclén (29), entonces al aplicarle la transformada de

Fourier, se obtlene:

LR.t) = L0 exp[—t\kzt/pcv] . {30)

Una vez resuelta la ecuaclén macroscédpica, es necesarlo resoverla en

su representacién microscédplea, la cual estd dada por [33]:
E= [EJMFJ- R (31)

donde Eln E-<Ep.
Apllcando la transformada de Fourler a la ecuacién (31), se obtiene

N
Lik,t) = ¥ E explik-T (t)) . (32)
o J

Sin pérdida de la generalidad [33] ,se escoge el vector k en la
direccién del eje z, por lo que la ecuaclén (32) puede escribirse

coma:

N
Lik.t) = § E explik z (t)] . 33)
J=1 ] ]

Multiplicando ambos lades de ia ecuacién (30) por L.(Tc,o) y tomandeo

el promedio sobre el ensamble se obtlene la expresién:
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¥ oW
<L LE(O E, (t) exp{ik(z (t)- zJ(oH) >=

1 1=1
NN - -AkTt

<Y T E(0)E(0) exp{tkiz (0)- z (0}}} > exp[ ] . (34)

1 1 j] oC
J=1 1w v
Para evaluar el t rmino que encabeza cada lado de la suma, se hace

uso del hecho siguiente [33]

N N
<% LEE >= <lE- <) . (35)
Jrl 1=l L

De acuerdo con la teoria de las fluctuaciones [33], [37], se tiene
que
< IE - <B>1%>= KiT'C, . (36)
Desarrollande la exponencial del lado derecho de la ecuacién
(34),que conticne el término ke tgualando térmlnos semejantes se
obtlene el coeflciente de la conductlividad térmica expresado por la
sigulente expresién:
1 N N
A=———— <I I [z)-z@PFE0E W > . (35

2V'KBT t =1 11

Esta ecuaclén puede reescribirse utilizando conservaclén de la

energia [33) resultando:

1

X
<L Ix(uE (n-xj(o)fj(on" > ., 136)

2
ZVKBT t J=1

A=

obtenléndose el resultado final

1 «
X = - <S(t)s(0)>dt , (37)
VK T
8 o
d n .
donde S(t) =—) x E .
dt =1 i

La ecuacién {37) escrita en términos del flujo vectorial esti dada
per [33), {38]:
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o

1

Am - <S(t)+5(0)>dt , (38)
:WKBT °
- d H - -~
donde S(t) = —§% r, E’
dt 3=1
2 -
2{[ n ] P ! TIEF+ v h*} i
= ~¢h> — +—TITF+Vir .
=1 2m ] n 2 1% Y m
. (39)

donde <h,> es la entalpfa por molécula, V(r”) es el potencial
Intermolecular ¢ 17 es la dlada identidad,

Para el calculo de otros coeflclentes de transporte (viscosldad
cortante, viscosidad volumétrica), se procede de manera ahdloga.
Utllizando la ecuacién de Navier-Stokes linealizada, es decir sin el
término convectlivo, se obtiene

au o 1 _

mp—"—--Vp*'nVu4[_'n*§]V[VAu} , (40)

at 3
donde m es la masa, p es la densidad, p la presién hidrostatica, »
la viscoslidad cortante, § la viscosldad volumétrica, y u el campo de
velocidades. Tomando la transformada de Four{er de esta ecuaclién, se
obtiene para el coeficlente de la viscosidad cortante la expresién
(33), [38):

1 -
n= ¢ JloYI(t) > dt , {41)
VK T
B o
donde V es el volumen, KB la constante de Boltzmann, T 1la
temperatura y J estd expresada por
PP
N x, "z,
J= —_—
} [ - + zJF” ]
=1

Flnalmente la expresién para el cceflclente de la viscosidad
volumétrica es [33], [38):

1 1
{= -

VK BT ° 9

} E <Py P yat L, (42)
a b

donde los subindices a y b corren sobre {x,y,z}, V nuevamente es el
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volumen, T }a temperatura y kB es la constante de Boltzmann., y el

término entre corchetes J*® tlene una expresion dada por

] P. D L]
1o Pyo
e —'-—'——+§thwa“"> .
n 1)
= s=1

donde p son las componentes de ﬁj. en el que a y b pueden

y P
1’ T .
tomar los valores de (x,y.z) , rJA es la componente a de rJ ¥ <J“’>
es una funcién de la presién <p>, la energia interna <E>, y del

mimero de particulas N dada por la expreslion sigulente:

ab a<p> a<p>
(J):G“V <p> + (N—(N)]o [E—<E>] .
8N anN

donde Gub es la delta de Kroenecker.

Estas expresiones de los coeflclentes de transporte, en
términos de Integrales de flujo (férmulas de Creen-Kube), son
empleadas en la Jdindmica melecular, la cual como se seflalé con
anterloridad, seran la fuente de datos experimentales, con la cuai
compararemos nuestros resultados, Es por esto, que para un mejor
entendimiento de la dipnamica molecular, es necesario haber visto los
puntos mis importantes de la funcién de correlaciéon temporal. En el
capitulo sligulente, se sefialaran los puntos mds Importantes de la
dindmica wmolecular, tales como sus técnicas de simulaclén,
algoritmos los cuales permlten resolver las ecuaclones de movimiento

bajo la interacclién de un patencial de Lennard-Jones.
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CAPITULO B

DINAMICA MOLECULAR

Este capitulo tlene como objetive hacer una descripelén
detallada de la Dindmica Molecular, la cual proporclonar la base de
datos "experimentales". Esto permitird hacer la comparaclén con los
resultados obtenlcos a través de la teoria de esferas duras.

6,1) INTRGDUCCION.

En mecinica estadistica se miden las propledades de un sistema
de muchas particulas promedlando sobre todos los microestados
conslistentes con las constricciones Impuestas sobre el sistema [39].

La dinamica molecular (DM) cs un método dlsefiade para generar
esos microestados. El promedio estadistico puede ser tomado scbre
esos estados para obtener tanto preopledades dinamlcas como en
equilibrio. En particular, dadas N particulas cuyc nimero no supera
a mil de ellas, las ecuaclones de movimlento de Newton, se
resuelven, para generar en el tlempo trayectorlas en el espaclo
fase.

Métodos numérlcos tales como el predictor-cerrecter, se
emplean, para resolver y acoplar las ecuaclones dindmlcas. A un
tiempo dado %, la solucién estd dada en una representaclén
instantanea del slstema (la confliguracién espacial y la distribuclén
de velocidades). Tal representacién constituye un microestado. La
situacldén es semejante a una representacidn de movimiento.

La trayectoria fase, ordenada en cl tlempo esta constitulda de
miles de microestados y dan la evolucién en el tlempo del sistema.
Es de importancia seflalar que la conexién entre mlcroestados
sucesivos en dinamica molecular estd dado por las ccuacliones de
Newton, es decir, obedecen leyes de fuerza claslcas.

En dindmleca molecular son generados en una computadora de dos
mil a veinte mil pasos en el tiempo. Las posiclones y velocldades de
las N particulas son almacenadas en la memoria de la computadora.
Finalmente se anallzan las trayectorias para tomar promedios de
propledades tales como la energia, preslén, etc. El promedlo en el
tiempo es usualmente obtenldo reemplazadndolo por el promedio

55



estadistico (hipdtesis ergodica).
6.2} CARACTERISTICAS GENERALES DE DINAMICA HOLECULAR.

1). Se selecclona la ley de fuerza clasica a utilizar.

2). Se aplica la ley a slstemas cerrados para hacer la
simulacieén.

3). Se flja el sistema en un estado fisico, es decir, a
temperatura o presidén constante. Esto de inmediato determina la
representacién del ensamble.

Cabe menclonar, que las simulaclones en Dindmica Molecular
corresponden a un ensamble microcandnico, es declr, a N {nimero de
particulas},V {volumen), y E (energta) constantes. La simulacién
resulta ser menos dificil de realizar empleando las ecuaclones de
Hamilton [39]. Tamblén es posible la simulacién en estados fuera de
equllbrio {39]-{41], tomando un valor de corte constante sobre algin
elemento de celda. Cabe sefialar que en simulaclones en las que
ocurren varios procesos de relajacién a diferentes escalas de
tlempo, se emplea el método temporal de pasos multiples [66].

6.3) PROMEDIOS EN EL TIEMPO Y EN ENSAMBLES (ERGODICIDAD).

Se define una varlable dindmica A4 {5} de un sistema de N
cuerpos como una cantidad fisica que depende de las posiclohes rN y
el momento pN de las N particulas. El valor de una propledad “medida
experimentalmente” en esta aproximacidn estadistica es el resultado
de promediar muchos estados microscéplcos o fluctuaciones. Para un
ensamble canénice, la probabilldad de ocupar una celda ; en el
espacto fase estd relaclonada con el valor de su energia El [39]

1
dP':(r", p") = —-—? exp{-ﬁﬂx(r", p")} ar® dp" . (13
Z NLh celds 1

eon (¥, pYlen la celda 1. #, es el halmltoniano de los N cuerpes
teniendo el valor de la energla E‘ en esta mlsma celda. El promedio
del ensamble esta definldo como

1 )
A> = m——— A(r".p")ckp{-ﬁﬂ w, p")} at e’ L@
z mh v
N
Debido a que no es poslble segulr la evolucitn en el tiempo de

un sistema de N cuerpos, es decir, el rastreo instantaneo de las
posiciones y momentos p" de las N fparticulas en el tlempo, se
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tlene que tomar un promedio en el tiempo <A>t de A dado por:

R
I L I P ITS I TS VR TR (3
t T o T o

Para establecer la relaclén entre <A>‘ y <A> es necesarlo seflalar
que conceptualmente las fluctuaclones del promedio de los
mlcroestados en e} tlempo conducen al valor medio de una varlable
dindmica que es consistente con todas las distribuclones posibles en
esos estados. De csta manera se propone la condlicidn de ergodiclidad,
es declr, <A>L = <A>. No todos los sistemas son ergédicos, por lo
que es necesario el suponer que los estudiados en este trabajo
satisfacen la condiclén de ergidicidad. De manera que los promedios
en el tlempo colnciden con los promedios en el ensamble,
6.4) ECUACIONES DE MOVIMIENTO.

Las ecuaclones de movimlento de un sistema de N cuerpos con

hamiltoniano Hu(r",p") estan dadas por:

3 ”1 « a ”l
? o= . B=-— . £Y]
a P, ar '
Con las condlclones {niclales Fl(0)=F?. E|(0)=f:? , con 1s1,2,...N.

Las ecuaciones (1) dan una Unlca trayectorla que atraviesa el
espacio fase describiendo la evolucién de un slstema de N cuerpos.
Para el casc de un sistema con N cuerpos el hamlltonlano est& dado
por:

2

Py

Mo
+LXulr )} ,con r =lr-r| . (2}
1 2m 1<) Y 4 t

Las ecuaclones (1) conducen a

re— El= ~ )’_’\7uh~l } . (3)
m J=t J
Comblnando estas ecuaclones se obtiene la ecuaclén de movimiento de

Newton dada por:

1
Flz -—):Vu(r‘ ) . (4)
m J
Esta ecuaclén es la base de la simulacién de la dindmlca molecular.

Dicha ecuacitn se resuelve para obtener 1los momentos ¢ 1las
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velocldades \'Il(t) a partir de la ecuacién

vt = Fl(t) . ()

6.5) ALGORITHOS DE DINAHICA HOLECULAR.

Una vez dado el potenclal ulr) en la ecuaclén {4) de la secclén
anterlor, la evolucién en el tiempo de las N particulas queda
completamente determlnada, quedando solamente por resolver la
ecuacién por métodos numéricos.

Existen dos procedimientos comunes para la resoluclén de las
ecuaciones de movimlento que a contlnuacién se menclonan (39], (42].
{1) El método Predictor-Corrector.

(11) El método salto de rana de Verlet.

El primero de ellos es un método generalizado en anallsis
nunérico. Primero es necesario conocer la posicién F(tn_l) al tlempo
t y las posiclenes F(Ln). velocldades V(tn]. ¥ las aceleraclones

ne1

'E(tn) al tiempo Ln= tn-x" At . La férmula del predictor para las

posiciones t’m + At es

Folt Y =T ) e 28t T (L) . (1)
Las nuevas poslicleones r(!.’m) permiten los cdlculos de las fuerzas
de Interacclén scbre la particula 1 a partir de un potencial dado
u{r) y por tantc tamblén las aceleraclones. Las {érmulas del

corrector son:

V'(tm) = v,(t“) + (Ats2) (Elttm) + Elltn)l ' (2a)

Flo ) =7 (t)+ (8L72) (¥ (¢ )+ ¥ (t)] (2p)

1 nel 1" 'n 1 nel I'n
Este procedimiento puede ser repetido hasta que los valores
predictores y correctores de Fl(tmll differan e¢n menos que un valor
previamente establecldo. Para el caso del argén se escoge un paso de
tiempo del orden de at=10"" segundos.

El segundo método utiliza una diferencia a segundo orden en la

férmula (2b) con la finalldad de evitar evaluar las velocidades.

Obteniéndose la sigulente expresién;

— R — 2 =3
.rl(tml) =-TE ) 2r|(tn) + (8t°/m) F‘l(tn] B 3)
donde F es la fuerza de la 1-ésima particula al tlempo t . Para
n

potenciales cuya interacclén es por pares y aditiva, se tlene que
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Flt) = -IE‘Vlu(r”) . (4)
La expresién (3) es un desarrollo en serle que se corta a orden 3 en

At. Para obtener las velocidades, se usa la férmula de lagrange de
tres puntos

1 1
Este método es muy eficlente debldo a que no requiere iteraclones.

vt )= (2at) fode ) -0 5)

6.6) EXPRESIONES PARA LAS PROPIEDADES DE EQUILIBRIO.

Las propledades macroscodplcas son obtenldas a partir de
cantidades microscopicas como promedios del tiempo.

Las sigulentes cantldades son obtenidas en slmulaclones de dinamica
molecular {39].
TEMPERATURA..

Se selecclona arbitrariamente una particula etiquetada con el
indice 1. Su velocidad es v{(t) . La temperatura de el sistema se
obtiene a partir de la forma:

iim _1_ - -

T e o J:v:(t)-vx(t) dt = IKgT/m N (1)
donde KB es la constante de Boltzmann y m la masa de la particula.
Utllizando las propledades ergédlicas la ecuaclén (1) se transforma

en:
1 - W o), M oW
m (v‘~ v‘) exp{'ﬂflu(r P )}dr dp = SKBT/m R (2}
N
donde
2
A, M ay il EE (
T, pl= + u{r ), con r =ir-r{ . (3)
H + 2m 1¢) 4 R

ENERGIA INTERNA.
La energia total instantinea ET(t) del slstema esta compuesta

de dos partes: la energia cinética Eh(t)=2(mvf)/2 y la energia

potenclal Ep'= Iz u[r”(t)l. De esta manera el promedioc en el tiempo
i)
estd dado por:

= = 2
W> = <E >, <Ep> ¢ <Ep>t = <Z(mvl)/2>t+ <}l: %‘_ u[r“(t)bt. (3)
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El promedic en el tlempo de la energia cinética es igual a
(3/2INK T, es declr, la contribucién del gas ideal, mlentras que la

B
parte potencial estd dada por:

1 7
im
< ulr {t}]> = . < Tulr (t)]> dt . (4)
F),: 1) t T o T Ll I 1) t

RESION.
La presién es calculada a partir del teorema del virlal por la

sigulente expreslén

;134 1
——=1 - <€ E r u Ir (> -
P GNKBT [T ! J
p o
ru’ e (t]) glr) 4r (s)
6K,T Jr )
B v

donde U =dusdr y gl{r) es la funclén de distribucién radlal. En
dindmica molecular el Gltimo término del lado derecho de esta
ecuaclén, se desprecla porque no se considera el efecto de la cola
del potenclal.
FUNCION DE DISTRIBUCION RADIAL.

Para calcular g(r), se hace uso de la interpretaclén siguiente
{391, (421:
pg(riz)durz proporciona el nimero de moléculas alrededer de una
molécula central 1 en una concha esférlca de espesor dr y a una
distancla T2d partir del centro

pg(rm)dnrz Ar = T,“‘“u L J AN(r.t) dt mn
T Jo

donde AN(r,t) es el nimero Instantdneo de moléculas centradas que se

encuentran en la concha 4nr-Ar a una distancla r a partir de la

molécula 1.

Todo lo mencionado en esta seccién es de gran Interés debido a
que permlte obtener propiedades termodindmicas tales como la
entropfa, la energia llbre de Helmholtz, etc. Las cuales permiten
calcular propiedades fuera de equilibrio como se menclonard en la
sigulente seccién.

6.8) CALCULO DE PROPIEDADES DE TRANSPORTE.

60



Una caracteristica notable de la Dinimlca Molecular es que
permite un principlo minimo para calcular las propledades de
transporte de un sistema de N cuerpos. Convenclonalmente se hace uso
de las formulas de Green-Kubo validas en la teoria de respuesta
lineal {5}.

Las propledades de transporte de un slistema de N cuerpos estén
completamente determinadas por su hamiltonlano. A continuaclén se
mencionan las férmulas de Kubo para los coeficlentes de la
vigcosidad cortante, la viscosldad volumétrlea y la conductividad
térmica, que son de interés en este trabajo {5}).

La férmula de Kubo para la viscosldad cortante es:
1 rw
Jo < le) J (L) de (3)

n=
K ﬂ‘l.’V

donde Jv es el flujo de momentum.
F) P
J =T | +F . (a)
n PR |
La suma ¢s sobre todas las N moléculas en el slstema. Los
superindices x y y denotan la componente x y y respectivamente de

los vectores momentum (p), fuerza (F), y posicién (7).
La expresién para la viscosidad volumétrica est& dada por:

1 ©

g= (Jn(o) Jh(t)> dt . (6)

9K, TV Jo

[:]
donde el flujo de momentum Jb estd dado por

ke B0 Py atpv)
1oTr { E [ +F, rJ] -1 [Pv . (E, - <u>1] e
) m 8<E>

donde f[ es la dlada identidad, Tr es la traza y <U> es la energia
interna.
La conductlvidad térmica estd dada por:
l @
A =——— | <J (o) T_(t)> dt . 8)
dk g Jo T T

donde el flujo de energia (7 ) es
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2 - - -
P Py Py P,
7:):-—--——-4):):[1]\1“)'? ?]r——-):h——. (9)

" Y onom 1<) Y o n '

donde hl es la entalpia de equillibrio por particula y E” T . es una

> z Y
.FUv yF . 2

x
matrlz con elementos diagonales FlJ % 1) vyt

1
6.9) TECNICAS DE SIMULACION.

Los sistemas de las ecuaclones {1} de la secclén 6.4 pueden ser
resueitas numéricamente wusando los procedimientos obtenidos
(algorltmos de DM) (39].

CONDICIONES INICIALES.

Usualmente se utllizan cientos o miles de particulas en
simulaciones en computadora. La eleccién es tomada por la
estadistica deseada, el tamafio de la memoria central y la ejecucién
del tlempo en la computadora. Por otra parte, diche nimero
relativamente pequefio de particulas es suficlente para reallzar la
simulaclén y obtencién de propledades de gases reales.

Después se declde cua) serd el potencial central de Interaccién por
pares y éste determinard el hamiltoniano:

3 N
oy
Hlrp Pyoee) ‘E: - + }l:‘,<)l:u(r”) + (otro E ) + (otro Ep) AN

El otro término de energla clnética (otro El) involucra la energla
rotaclonal (En) y la energia vibracional (Ev). Es Importante
menclonar que la energia rotaclonal es utlllizada en simulaclones de
moléculas diatémlcas, se incluyen fuerzas de tres cuerpos y entonces
se selecciona la coleccién del estade a estudlar, Por elemplo, en el
ensamble NVE (mlcrocanénlce), la densidad y la velocidad de
distribucién quedan determinadas. S1 se escoje un nimero de
particulas standard de N=500, }a densidad p estd relaclonada con N y
el volumen a través de p=(N/V). Tomandose un cubo de lado L, resulta
que el veolumen esti dado por L3=V=(N/p). La temperatura no se¢ puede
ajustar en una simulaclén de dinimica molecular aungque en la
practica se reallza a través de una escala de velocldades.
CONFIGURACION INICIAL.

Las particulas son distribuldas en las posliclones ?1. Toreees

2

F“ en una caja cablca de lado L=9.160 de tal faorma que da un valor
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grande en el factor de Boltzmann exp[-ﬁvu (Fl,...,F“)]. es declr, el
slstema estd en un estado muy probable del espacio fase. En la
practica, frecuentemente se hace un arreglo de particulas en una red
ciblca de caras centradas (fcc). En el Interior de la caja, se
1lenan las celdas unitarias contenlendo cada una cuatro moléculas
localizadas en las posiciones [39]:

F1= (0,0,0), ?z=(0.b/2,b/2). FJ=(b/2.0,b/2), ?‘=(b/2,b/2,0) , (2)
donde b es la longitud de la celda unitaria. Las velocldades ‘\7!,
"/'2,.“, GN son aslgnadas a las particulas con una distribucién
Maxwelliana, es decir, para alguna particula | la probabilidad de

que tenga el valor v esti dado por:

. m m
= = 32
!o(v) =p T exP[—_ZKBT(V vo) . (3)
Las tres componentes de la velocidad ¥ = vx.vy.vl) obedecen el

mlsmo tipo de distribucién. El movimiento se empleza a distribuir en
la red, debido a que la configuracion Iniclal, es declr, la fcc no
estd en un estado de equilibrio, de manera que no se logra una
egtadistlca satisfactoria. Por eso tlempos tiplcos del orden de
103, 10*
1llevado al equilibrio, a través de la constancia de la temperatura.
CONDICIONES PERIODICAS DE FRONTERA

Eventualmente el movimiento gradual de las particulas ocasiona

son tiempos de paso descartados, El sistema es entonces

que salgan de la caja (o escapen de ésta). Para completar esta
sallda se utllizan condlciones perlédicas de fontera. La
perlodicidad también mlnimiza los efectos de superficle. Para alguna
particula en la posiclén (x,y,z) en la caja se construyen 26

Ilmédgenes de la sigulente manera [239]:

(x £t L,y z) (xzLytlz) (xtlytlztd)
v,y 2 L,2z) (x2lLyztl)
(%y,z 2 L) (xytlLlz2l)

Se tlene un total de 27 cajas, con una de ellas en el centro
como estdndar, Cuando una particula abandona la caja estandar desde
una superflcle, su imigen entra en la superficle opuesta, En el caso
bidimenslonal est4 representada por la figura ). Esta situaclén
conserva ¢l nimero de particulas en la caja estdndar a todo tlempo.

La estadistica solo es tomada en consideracién en la caja centrada.
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Los efectos de superficle son eliminados, esto Introduce otras
limitaclones:

1). Al mantenerse constante el numero de particulas en la c¢ala,
ésto hace Imposible el estudlo de estades termodinamlicos en los
cuales las fluctuaclones térmicas tlenen una longitud de correlaclén
del orden del tamafio de la longitud de la caj)a. De esta manera, los
fendmenos criticos son excluidos.

11}, El tlempo de escala esta limitado a tiempos mis cortos que
L/¢c donde ¢ es la veloclidad del sonido, Para tlempos mas grandes que
éste, aparecen perturbaclones en una reglén de la caja que pueden
atravesar la caja y retorman a través de la superficle opuesta, lo
cual conduciria a una falsa contribucion de recurrencla.

$11). Las propjedades colectlvags que pueden ser estudiadas
est4n limitadas a vectores de onda discretos, es dectr: k=2nn/L, con
n=1,2,..., con un valor de onda minimo dado por k°= 2n/L. Esto es
debido a la dimensién L finita del sistema. Para potenclales tales
como el de Lennard-Jonnes las Imdgenes perlédicas hacen que se
trunque la serie sobre el intervale de interaccién. Para tal caso
son utllizadas dos convenciones:

1) La convencién del método de las Imagenes: Dada una particuia
situada en algin lugar de la caja estandar, una c¢ala imaglnaria del
mlsmo tamafio como la caja estdndar esta formada y centrada en la
particula dada. La interacclén de las fuerzas son evaluadas entre
esta particula y las N-1 particulas que estin en el tinterlor de la
caja imaginarla. Esto es equlvalente a truncar el potenclal en la
superficie de la caja. A la Imagen de cada una de las particulas
restantes se les permite interactuar. Este procedimlento es apllcado
a teodas las particulas que se encuentran en la caja estandar.
CONVENCION DEL CORTE £SFERICO.

En este método s6lo se toman en cuenta las particulas que se
encuentran en el interior de una esfera de radlo de corte rc
centrada en alguna particula dada. El dliametro de la esfera es
tomado comunmente como la longltud de la caja estandar. Esto
asegura, que a lo mds una Imagen de cada particula es utilizada en
la evaluaclén de la fuerza. Pequeflas distanclas son empleadas cuando
el tamafio de la muestra es grande, de esta manera, se reduce al
gasto de 1a simulacién [39]. En el capitule 7 se menclonan las
fuentes empleadas de DM, asi como las técnlcas que emplearon para la
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simulacién utilizando un potencial Lennard-Jones,
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CAPITULD 7

RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo se discuten los resultados obtenldos sobre los
coeficlentes de transporte (viscosidad cortante, viscosidad
volumétrica, y conductividad térmica )}, de fluldos monocomponentes
tipo Lennard-Jones, con el objeto de compararlos con experimentos de
Dinimica Molecular DM desarrollados para estos sistemas.

La teoria revisada de Enskog, proporciona expresiones para los
coeficientes de transporte en términos de didmetros de esferas {3},
En este capitulo se llustran los resultados obtenidos utilizando la
teoria de esferas duras y la teoria revisada de Enskog {3}, ademis
de la correcclén de Dymond. Para 1a asignaclén del dldmetro
efective (dependiente del estado termodinamico} se utliiza la teoria
de perturbacién en liquldos y el método varlaclonal {4}. Los
resultados obtenlidos, se comparan con diversas fuentes que emplean
el método de Dindmica Molecular DN,

Para la obtencién de valores numéricos de les distintos
coeficlentes de transporte, se utillzan expresiones de forma tal,
que los resultados estén en términos de unidades reducidas. Este es,

para el caso de la temperatura se usa la reduccién dada por la

expresion:
. KGT
T = . . (1)
°
donde KB es la constante de Boltzmann, <, es el pardmetro del

potenclal de [Lennard-Jonnes asoclade con la profundidad del
potencial, y T es la temperatura expresada en grados Kelvin del
sistema. Para el caso de la densldad, la expresién de reduccién esta

dada por:

p= . (2)

donde V es el volumen, N el nimero de moléculas, m su masa y ¢

estd relaclonado con el pirametro o-ndel potencial de Lennard-Jones.
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Los didmetros efectlvos se obtlenen a través de la expreslén:

T =co . (3)
donde ¢ resulta ser funcién del estado termodindmico, es decir,
c=c(p'.T.). el cual asigna el valor efectivo del! dléametro,
dependiendo del estado termodindmico anterlormente sefialado. Las
expreslones del valor ¢ fueron seflaladas y discutlidas en el capitulo
{4}, en el cual! existen cinco criterlos, cuatro de ellos estan
basados en la teoria de perturbaclén en liquidos, y el restante es
un métode varjacional. Medlante estos criterios se obtienen las
expresiones de 1los coeficlentes de transporte segun la teoria
revisada de Enskog. Para el caso de la viscosldad cortante se

utiliza la expreslén {3}:

nsnbp + 0.8 +0.761bpx . (4}
° bpx
2 5 mKBT 172
donde b = s, = T . en las cuales m es la masa
3n 16 L4

de la esfera dura, p es la denslidad de masa, y x es la funclén de
distribucién radial en contacto, Con el objeto de utilizar unidades
reducidas en la viscosidad se emplea la expresién:

n o*

=, , (5)
n e
Q

sustituyendo la expresién de b, n. ademids de las ecuaciones (1},
(2), (3), y (5) en la ecuacién (4), se obtiene una expresién
reduclda para la viscosldad cortante dada por: .

n, = (0.3751694)cp’ (17172 [0.4774648(c"p'x3" 0.8+

1.5938347p"c’x] . (6)
Para el caso de la viscosidad volumétrica se obtlene

£ = l.ODZ(bp)(bpz)no ' (7)
anilogamente al coeficliente anterior , se sustituyen (1), (2),
(3) ¥ con la expresién reducida dada por:
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N
e (8)

se obtlene la expresiéon para la viscosidad volumétrica:

q; = 0.7873204 (p 1% x &t tTIVE (9)

Por Gitimo, para el caso de la conductividad térmica, se utlliza la
expresién obtenida en el capitulo {3} dada por:

1
A = A bp + 1.2*0.755bp1] . (10)
° bopx
12
75 [nmKT1
donde A = K,. Sustituyendo las expresicnes de b, x y
° &4 mmet 8
de las ecuactiones (1), (2), (3), y de la expresién reducida dada
por: \
2 172
. A o, n
A s — . (11}
Kﬂ co

se obtlene la ecuaclén:

Q. 477

* 3

1.2 n.sstp'c3x] . a2)
pcx

;\; = (1.3847296)p" ¢ [T')'"? [

Para la evaluaclén de las ecuaclones (6), (9) y (12} es
necesario el conocimiento de la funcién de distribucién radial en
contacto. En este trabaJo se emplea la expresidén apréximada de
Carnahan y Starlling para flutdos puros.

A las expresiones de los coeflcientes de transporte reducidas,
es necesarlo introducirles la correcclén de Dymond. pues la teoria
revisada de Enskog, no toma en cuenta la correlacién de velocldades,
de las particulas del fluldo. A fin de tomar en cuenta este efecto,
Dymond {12} comparé los resultados obtenidos por OM con los
obtenldos de la teoria clnética, aplicados a esferas duras. De esta
manera, se puede determinar, la influencia de la correlacién de las
velocidades en los diferentes coeflclentes de transporte. Lla

correccidén conslste en multiplicar a las expresiones de Enskog por
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ciertos factores dados por Dymond. Para el caso de la viscoslidad
cortante Van Der Gullk y Trappeniers (43}, han modificado la
correccién de Dymond en base a los cdlculos reallzados por Michels y
Trappeniers [44]. Para el caso de la viscosidad cortante los

factores estan dados por :

.02, p's 0.594
n;/n; = 11,02 + 15(w - 0.35)7, 0.594 s p's 0.813
1.02 + 15(w - 0.35)%+ 350(v = 0.575)°, p'=z 0.813
.
]
donde W = ; (13)
21”2

Para el caso de la viscosidad volumétrica la correccién esta

tomada del articulo de ifeyes [45] y la cual esta dada por:

0.9881 + 0.2710p"~1.8394(p )%+ 4.1881(p")?-2.596(p" )"
g; ’ e; = . p: = 0.8839
1.0982 - B.4584(p ~ 0.8839) , p > 0.8839
(14)
Para el caso de la conductividad térmica, la cerrecclén de Dymond
estd dada por [12]:

A} /A = 0.9900 + 0.1597(p) - 0.7464(p")" + 1.2151(p")" , (15)
p" s 0.8319

Como fuentes de Dinamica Molecular, se tomaron las referenclas
[46)-[64]. En todas estas fuentes se reallzan sgimulacicnes en
computadora empleando el potencial de Lennard-Jones. Algunos de
estos trabajos estdn dedicados al estudlo de los estados cercanos al
punto triple, a través de las expreslones de Green-Kubo (6}. Cabe
seflalar que en algunos de estos trabajos se emplea la técnica de la
Dinamica Molecular fuera de equilibrlo {6}, la cual fué desarrollada
en la mltad de los ochentas de este slglo. Ambas técnicas son
utillzadas en varlas reglones del diagrama fase. Todos estos
resultados no habian sido utiles hasta los Ultimos dos afios, en los
cuales aparecieron todo un conjunto de datos consistentes de la
Dindmica Molecular, principalmente obtenidos por Hohelsel. Pues
anteriormente se tenfia que para un mismo estado termodinédmlco,
cidlculado por distintas fuentes y misma técnlca reportaban valores

totalmente diferentes.
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Uno de los problemas que existe al emplear los datos de la
DinAmica Holecular {con el objeto de probar la teoria) es la
incertidumbre asoclada a éstos. En la mayoria de los casos, algunos
autores estlman una tncertidumbre menor del 10%, Eslas
incertidumbres dependiendo del coeflclente de transparte resultan
ser menores. Cabe mencionar que la fuentes reportadas por Heyes
{51]«[52} en las cuales se emplean 1la técnica de la Dindmica
Molecular fuera de equllibrio resultan slempre estar por debajo de
las que emplean la técnica de Green-Kubo, una probable explicaclion a
este hecho, es que en este método no se tomen correctamente los
flujos., es por esta razon por la que se lIncluyeron pocos puntos de
egtas fuentes [51), {S2}.

Para efectuar la comparacléon de los coeflcientes de transportes
obtenidos por la teoria con la Dinamica Molecular, tenemos que para
el caso de la viscosidad cortante se tomaron 105 estados,
principalmente de las fuentes (54] y (61}, de los que 36 estén en el
régimen dlluido, es decir, per debajo de la densldad critica y los
restantes en el régimen denso. Para el caso de la viscosidad
volumétrica se tomaron 45 estados, todes ellos en el régimen denso.
Por 1ultimo, para la conductividad térmica se tomaron 63
estados, todes ellos de las fuentes [60] y (6!], en el réglmen
denso.

Para el caso de la viscosldad cortante los resultados obtenldos
fueron divididos en dos grupos (como se sefialo anteriormente), el de
baja y alta densldad reducida. Los resultados que se tomaron para
ba jas densidades son aquellos en los que p.s 0. 300.

La notaclén que se emplea en las tablas 1-4, es la slgulente:
p.: es la densidad reduclda del sistema.

T-1 es la temperatura reduclda del sistenma.

c;": es el coeflclente r‘educldo. obtenldo a travé.s de diversas
fuentes de DN. Donde “on viscosidad cortante nD”, vilscosidad
vc:lumétrlca Q;N. y conductividad térmica A;".

cioes el coeflclente de la viscosidad cortante reducldo n:.
viscosidad volumétrica reducide E: .y conductividad térmica
reducida A:, obtenldo a través del método A (A = Rasalah-Stell, RS;
Barker-Henderson, BH; Verlet-Wels, VW; Weeks-Chandler-Andersen,
WCA; Mason~Song, MS), con la correclén de Dymord.
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Resultades
Los resultados de la comparaclén entre la teoria y la DN, para
el caso de la viscosldad cortante en las reglones de baja y alta
densidad densldad, se muestran en la tablas 1 y 2 respectivamente,
Mientras que para los coeflcientes de la viscosidad volumétrica y
conductividad térmica, estos se ilustran en las tablas 3 y 4

correspondientemente.

Tabla 1
Comparacién entre la viscosldad cortante obtenida a través de la
DinAmica Molecular con los teoria, a bajas densidades.
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Tabla 2
Comparaclén entre la viscosidad cortante cbtenida a través de 1la
Dinamica Molecular con los teoria, a altas densidades.
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Tabla 3
Comparaclén entre la viscesldad volumétrica obtenida a través de 1la
DInamica Molecular y la teoria.

- . . - (] - - .

P T ref £, as LA &u Saca us
0.781 ©0.664 61 1.207  0.426 0.479 0.474 0.492  o0.401
0.781 0.854 6L ©0.985  0.474 0.526 ©0.520 0.540 0.455
o.7814 0.848 61 0,974 0.473 0.525 0.519 0.538 D.453
0.781 1.038 61 ©0.753  0.502 0.564 0.558 0.578 0,501
6.781 1.098 61 ©0.931  0.510 ©0.576 0.569 0.590  0.S16
0.781  1.193 61 ©0.753  0.522 ©0.592 0.586 0.607 0.538
0.761 1.329 ¢! ©.711  0.53%9 ©.61§ 0.608 0.629  0.567
0.781 1.515 61 0.669 0.859 0.642 0.635 0.657 0.606
0.781% 1.632 (33 0.771 0.871 0.658 0. 651 0,673 D.529
0.7861 1.850 6t 0.603  0.592 0.686 0.678 0,701  0.669
0.781 2.130 61 ©.692 0,616 ©0.718 0.710 0.733  0.718
0.781 2.295 61 0.531  0.629 0.736 0.727 0.751 0.746
G.781 2,718 61 C¢.630 0.661 0.77T7 0.768 0.792 o.811
0.042 a.674& 61 1.251 0.500 0.560 0.553 0.575 0,470
C.842 0.761 61 1.174 0.526 0.586 0.578 0,602 0.499
0.842 0.820 61 0.897 0.538 0.603 0.594 0.618 0.518
. 042 0.83%9 61 0,097 0.542 0,608 0.599 0,623 0.524
0.842 0.852 61 0.930 0.545 0.611 0.603 0.627 0.528
0.842 0.997 61 0.853 0.571 0.647 0.637 0,683 0.57¢
0.842 1.023 6t 0.897  0.575 0.653 0.643 0.668 0,579
0.B42 1.172 3% 0.620 0.596 0.585 0.674 0.700 0.620
0.842 1.706 61 0.810  0.618 0.710 0.700 0.726 ©0.654
O0.842 1.492 61 0.731 0.642 0.743 0.732 0.759 ©.699
0.842 1.696 61 0.720  0.667 0.775 0.763 0.791  0.745
0.842 1.876 61 0.642  0.688 0.001 0.789 0.818 0,784
0.842 2.054 61 0.606 0,706 0,826 0.812 0.842 0.820
0.042 2.219 &1 0.796 0.721 0.846 0.833 0.863 o.852
0.842 2.398 61 0,642 0.737 0.868 0.854 0.804 0.886
0.842 2.484 61 o.720 0.744 0.878 0.864 0.854 0.902
0.864 0.673 61 1.528  0.546 0,611 0.602 0.628 ©.513
0.884 ©0.83t 61 ©0.908  0.586 0.662 0.651 0,670 0,570
0.884 0.879 61 1,129  0.596 0.676 0.664 0.692 0.586
0.884 0.959 &1 1.096 0.612 0.697 0.685 0.714 0,613
0.884¢ 1.008 61 0.963 0.621 0.710 0.697 Q.726 o0.628
0.884 1.053 61 ©0.974  0.629 0.721 0.708  0.737  0.642
0.884 1.179 61 ©0.974  0.651 0,750 0.736 O0.T66 O0.679
0.884 1.206 &1 ©0.930  0.6585 0.755 0.742 0.772  0.687
0.884 1.334 61 0,819  0.676 ©0.782 0.768 0.799 0.722
0.B84 1.376 61 0.686  0.681 ©.790 0.776 0.807 ©.734
0.884 1,517 61 0,742 0,701 0,817 0.802 0.833 0.770
0.884 1.725 61 0.820  0.727 0,852 0.836 0.869  0.821
0. 884 1.821 &1 Q.720 0.739 0.8867 0.B51 0.884 o, 844
0.884 1.985 61 0.775  0.757 0.892 0.876 0,909 0.881
a.884 2.217 61 0,554 a.781 0.925 0.507 0.941 0.931
0.884 2.537 61 ¢.675 0.812 0.966 0,948 0.983 0.996
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Tabla 4

Comparacién entre la conductividad térmica obtenida a través de la

Dinidmlca Molecular y la teoria.
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Con el fin de estimar la desvlacién entre el valor de Dinimica
Molecular y los valores obtenidos por los dlverzos criterlos, se
calcula la desviacién porcentual dada por la sigulente expresién:

. .

€ -t
A oM
[
UH
. « o
donde A = RS, BH, VW, WCA, M3, y g, =, E0 A,

Los resultados de las desvlaclones porcentuales que se obtienen para
el de caso de la vlscosidad cortante (en la reglones de baja
densidad y alta d:nsidad), viscosidad volumétrica y conductividad

térmica, se muestran en las tablas 5, 6, 7 y 8 respectivamente.

Tabla 5
Desviacién percentual entre leos valores de la Dindmica Molecular y
la teoria, a bajas depsldades.
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Tabla 6
Desviacién porcentual entre los valores de la Dinimica Moiecular y

ta teoria, a altas densldades.
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Tabla

7

Desviacién porcentual entre los valores de la Dinimica Molecular y

la teoria.
- . . . . . . .

P T ref euu 5ns dnu Som Suca 6”5
0.781 0.664 61 1.207 -64.673 -60.338 -60.723 -5§9,226 -66.772
0.781 ©.858 61 0.985 ~-51,928 -45.596 -47.161 ~45.197 -53.0824
0.781 0.848 61 0,974 <-51,488 -46.132 -46.701 ~44.718 -53.466
6.781 1.038 6t 0.7§3 =-33.379 -25 063 -25.898 ~23.202 -33.407
0.78% 1.098 61  0.931 -45.230 -38.180 -30.877 -36.668 -44.604
6.781 1.193 6f 0.753 -30.646 -21,029 -22.230 -19.447 -20.607
0.781 1.329 61  0.711 ~24,250 -13.545 -14.550 -11.632 -20.197
0.781 1.518 &1 0.689 <-18.873 -6.765 =7.862 -d.662 =12.07§
0.781 1.632 &1  0.771 -25.958 -14.957 -15.606 =12.703 -18.448
0.781 1.8680 61  0.603 =1,898 13.787 12.440 16,244 11,019
0.781 2.130 &1 ©0.692 ~10.992 3.797 2,575 §.980  3.803
0.781 =2.295 61 0.531 18,533 238,567 36.945 41.445 40.419
@.781 2,715 61  0.630 4,989 23,290 21.874 25.789 28.728
0.842 0,674 &1  1.251 <60.071 ~55.251 ~55.825 -54.011 -62.444
0.842 0.761 61 1.174 ~55.163 ~50.077 -50.746 -40,748 -57.476
0.842 0.820 61  0.897 +39.975 -32.024 -33.747 -31.080 -42,228
0.642 0.83% 61 0.897 39,560 -32,255 -32.193 -30.510 -41.562
06.842 0.852 61 0,930 -41.435 -34.289 -35.203 -32.606 -43.201
0.842 0.997 61 0.853 =33.094 -24.175 =-25.275 -22.331 -33.011
0.842 1.023 &1 0.897 -35.891 -27.232 -28.295 -25.478 -35.472
0.842 1.172 61 0.620 -3.471 10.415 8.757 12.961 ~0.074
0.84z 1.306 &1 0.830 -25.571 -14,398 -15.706 -12.491 -21.205
G.542  1.492 61 0.731 -12.121 1.658 0.082 3.83§ =-5.375
0.842 1.696 61 0.720 =7.327 7.692 6.008 9.917  3.511
0.842 1.876 61  0.642 7.101 24.833 22.876 27.347 22.092
0.842 2.054 61 0.686 2,856 20.119 18.435 22.691 19,55%
a.842 2.218 61 o.786 -8, 255 7.653 5.972 2.740 a.434
0.842 2.398 6f 0.642 14,817 35.159 133.057 37.738 30.037
0.842 2.488¢ 61 0.720 3.394 21.892 20.002 24.204 25,270
0.884 0.673 61 1.528 =~64.298 ~59,981 -50.592 -58.,893 -66.419
0.884 0.831 6t 0,908 -35.473 -27.112 ~28,310 -25.286 -37,206
0.884 0.579 61  1.129 -47.219 -40.163 -41.163 -38.695 ~40,060
0.884 0.95% 61  1.096 -44.192 -36.390 -17.479 -34.082 -d44.114
0.8984 1.008 61 ©.963 -35.531 «26.306 -27.583 -24.592 =34,791
0.884 1.083 61 0.974 -35.422 =26.003 -27.298 -24.311 ~34.104
0.864 1.179 61  0.97¢ -33.203 -23.024 -28.401 -21.337 -30,273
0.88¢ 1.205 61 0.930 -29,584 -te.773 -20.231 -17.006 -26.173
0.864 1.334 61 O0.819 <-17.579 =-4.499 <-6.240 -2.498 -11.794¢
0.884 1.376 61 0.6§6 =0.700 15.220 13.111 17.608 6.952
0.864 1.517 61 ©0.742 5.541 10.069 8.035 12.276 3.823
0.864 1.725 61 0,620 17,333 37,449 34.6889 40.095 32.497
0,884 1.821 61 0.720 2.623 20.479 18.231 22.761 17,227
0.884 1.985 &1 0,775 -2,278 15.118 12.968 17.247 13.706
0.884 2.217 61 0.554 41,061 66.908 63.798 69.908 68.104
0.884  2.537 61 ©0.675 20,243 43.072 40.427 45.570 47.591
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Tabla 8

Desviacién porcentual entre los valores de la Dinamica Molecutar y

la teoria.

DO G- TR0 OO OOl

v - oteif- OWICOT O~ OV
COmD vt KO e O NS
A ret DI e # N O Craers et OOTTMIC) 5 o
et |l Mt | ) i P NIIURD s TN (1 | ] esmfNHRE A e el 30l PUNO S
El 1
) i n
o (Tt (D7) (D YN 2 o WDt O PO NSO MR Q- 0wl
o X
e
oo ha e O D™ >3
ot e
.............................. e -
N - Mhate-ales N -
ONL P O \OwrD e C OO MNHOTNC!
DN O
D PO PG DO G ST - N O BN G NG I O e O F D
N Ve wnc e eor
(=) U e OO v SO RS
DD YO T RO DF OO O D DAN I e
o
1 e et Lalasalo B 4 E IR ) - — - - OO otomnd. - - -
B0 Iy SV BO IOV OOMTD P NS WO e 1O e o NGerhnOiS
~ »
@
555555 WO 74910 D m I Ol O Y m O N e U Do 2
Ower + SO
IO oCo0: NGO

78-




Estos resultados que muestran las desviaclones (tablas S5, 6, 7
y 8), permiten obtener una desviacién cuadrdtlca medla, para los
distintos criterios empleados en este trabalo, con el objeto de
dar una idea global acerca de la capacidad de predicclén de los
coeficlentes de transporte, empleando los distintos métodos para la
asignacién de un diametro efectivo dependiente del estado
termodinamico del sistema, La desviacién cuadritica medla es

calculada por medlo de la expresion:

1 N 2I/Z
<a>=[ }(5)] (22)
N 1

121
Los resultados obtenldos para cada uno de los criterlos se

muestran en la tabla 9:

Tabla 9
Desviacién cuadrdtica media entre los valores de la Dindmlca
HNolecular y la teoria, bajo los distintos criterilos de aslgnaclién de
didmetros efectivos,

Baja densidad
h-5 8-# v-N W-C-A M-S

Alta densldad

R-8 B-H v-# H-C-A H-s
n 37.4 84.1 73.8 87.9 97.3
[ 32.6 31.6 31.4 3.5 36.1
A 10.4 41.7 37.3 48.6 29.4

ESTA TESIS MO DEBE
SALIR DE LA BIBLIOTECA

9



VISCOSIDAD CORTANTE.

Para el caso de la viscosidad cortante, la tabla 9 muestra que
en el régimen de baja densidad, todos los criterlos de aslgnacién de
dlametros dan una desvlacién cuadratica media < & > alrededor del
10%, excepto en el método variacional de R-8, el cual tiene una
desviacién del 17.2%. Los resultados de la tabla 5, muestran que en
el Intervalo en la densldad comprendido entre 0.2 < p' < 0.3, e
método variaclonal de R-S resulta ser el mejor de los criterios para
la prediccién de los coeflclentes de transporte, debldo a que las
desvlaclones porcentuales 8's son en términos generales menores que
el 10%. Para el mlsmo intervalo en la densidad y uno en 1la
temperatura comprendido entre 1.3 < T < 5 se tiene que las &'s
resultan ser menores que el 5% En el caso de p. = 0.2, los métodos
de perturbacién proporcionan resultados muy proxlmos a los de
Dinimica Molecular. Para p. < 0.2 se tlene que los crlterios de B-H,
V-# y W-C-A, dan resultados casl parecldos a los de la DinAmica
Molecular y con el mismo orden en la desviacién porcentual. En la
sttuacién en que la densldad reduclda estd cerca de 0.3 y un
Intervalo en la temperatura dado por 1 < T < 2, los resultados de
las desviaclones porcentuales que se obtienen bajo los distintos
criterios de perturbacién, son negativas {esto signlfica que los
valores obtenldos por los métodos de perturbaclén, estédn por debajo
de los de Dinimica Molecular) y con valores comprendidos de entre un
5 y 8%. En el caso en que la densidad reduclda este alrededor de
0.05 se tlene que la desviacién porcentual tlene valores positivoes
comprendidos de entre un 20 y 35%, esto significa que los resultados
que se obtienen bajo los distintos criterios de perturbacién estén
por arrlba de los de Dinimica Molecular. Para el Intervalo
anteriormente sefialado, los criterios de V-W y W-C-A, proporcionan
de manera muy semejante los mlsmos valeres, mlentras que el criterio
de M-S resulta ser el que proporciona valores menos satisfactorlos.
El uso de los criterios de perturbaclén a altas temperaturas (T &
5}, proporclona muy buenos resultadeos y con unas pocas desviaclones
porcentuales abaj)o de los de Dinimica Molecular en todo el régimen
diluido. Una expllicaclén a esto, es gque los criterios B-H, V-W,
W-C-A y M-S tienen su origen al hacer desarrollos perturbatlves a
altas temperaturas. Para el método varlacional esto no ocurre, ya
que la tendencla mostrada en la tabla 3, es la de sobrestimar los
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valores cuando se est4d por debajo de una densidad reducida de 0.2.
Sin embargo para densldades mayores de 0.2 resulta ser mucho mejor.
Es de interés sefialar, que el hecho de que a bajas densidades y en
particular a bajas temperaturas, la aslgnacién de un diametro
efectivo ho funclone satisfactoriamente, e¢s porque sc estd tratando
con fluldos en estados termodindmicos en tos cuales las fuerzas
atractivas juegan un papel importante.

La tabla 9 muestra que en el régimen denso, los mejores resultados
se obtienen empleando el método variacienal de R-S. En la tabla 6 se
presentan las desviaciones porcentuales empleando los distintos
criterlos para la aslgnaclén de dlimetros. Un estudlo detallado de
esta tabla, muestra que al Ir iIncrementando la temperaura en el
intervalo 0.8 ¢ T < 2.7, los resultados de la viscosldad cortante
estan por debajo de los DM (subestimados) y progresivamente terminan
por arriba de los de DM {sobrestimados), esto ocurre para los clnco
criterios utilizados, Esto no es facil de ver en las flguras 1 -~ 4
{en las figs 1 vy 2 se emplea el criterio de RS y en las fig 3 v 4
se utlliza el criterfo de V-W) debide a que en el limite de baja
densldad se tlienen muchos datos. Para el mismo lIntervalo de
temperatura empleando los criterios B-H, V-W y W-C-A, se tiene que
unos pocos datos tlenen desvlaclones porcentuales alrededor de cero
y al incrementarse la temperatura la mayoria de ellos termina con
una desviaclén porcentual mayer del 504, esto significa que los
valores proporclonados por la teoria se encuentran por arrlba de los
de DN. Cabe sefialar que los criterios B-H, V-¥ y W-C-A, tlenen en
térmlnos generales el mismo comportamiente, aunque en el criterio de
W-C-A se tiene una sobrestimaclén de alrededor del 10% sobre los
otros dos. Aparentemente los cdlculos que se obtienen empleando el
método de M-S son los que dependen mds critlcamente de la
temperatura, deblde a que tlene una desviaclén porcentual que va
desde -30¥% a mis del 70%. El método varlaclonal de R-S, en el mismo
intervalo de temperatura, resulta ser el mejor criterio para la
asignacién del didmetro efectivo, ya que su desviacién porcentual va
desde el ~-154 al 25%. La figura 1 muestra que las desviacliones
porcentuales empleando el método varlacional, se encuentran
centradas alrededor del cero, lo cual, no resulta clerto cuando s
usa el método V-W. Otro comportamiento general de la teorfa es que .

muy altas densidades (p.> 0.9) e jindependientemente del esquems
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utillzado para la  asignaclén del dlametro, se tienen
sobrestimaciones muy !mportantes. Para los métodes perturbatlvoes
esta sobrestimaclén tlende a comenzar desde las densldades mas
bajas. De nuevo con el esquema varlacional se obtlenen los mejores
resultados, aunque con una sobrestimacién muy importante {ver tabla
4 y flguras 1-4). Probablemente, una expllcacién a estas
sobrestimaclones se deba al hecho de que la funcién de distribucién
radial de contacto de Carnahan-Starling no funciona
satisfactoriamente a tan altas denslidades, ademds de que la parte
repulsiva del potencial a dichas densidades Jjuega un papel
relevante.

VISCOSIDAD VOLUMETRICA,

Para el caso de la viscosldad volumétrica los resultados de la
desviacién porcentual se presentan en la tabla 6 para cada uno de
los dlstintos criterios utilizades. La tabla 9 muestra que
apréximadamente todos los criterios para la aslgnacién del
didmetro tlenen la misma desviaclén cuadratica media, es decir, que
todos estos métodos tienen la misma capacidad de predlccién. Una de
las principales caracteristicas que muestra la tabla 6, es que la
teoria no proporciona buenos resultados a baj)as temperaturas. En la
flgura 5 se presentan las desviaclones empleando el método
varilaclonal de R-S, no Importands cual sea la densidad. La
desvlaclén porcentual va progresivamente aumentando desde un -60%
(subestimande) a un 20% (sobrestimando), conforme se va
Incrementande la temperatura en un intervalo de 0.66 =< T < 2.7, Los
esquemas perturbativos muestran este comportamiento, pero estos no
Sobrestiman mds de un 30% , a altas temperaturas. La figura S, nos
muestra que empleando el método varlaclonal, se puede predecir el
valor de la viscosidad volumétrica con un 20% de error, cuando se
estd en una temperatura apréximada de T'= 1.3. En particular esto
no resulta clerto para los métodos perturbatives, Sin embargo el
mejor de los esquemas perturbativos resulta ser el de V-W, y en un
intervalo de temperatura comprendido per 1.2 < T < 2.2 este resulta
proporcionar valores de la viscosidad volumétrica con un 20% de
error. De lo anterlormente sefialado se puede conclulr, que el método
variacional resulta ser la mejor opcién para calcular viscosldades
volumétricas, principalmente cuando la temperatura esti cercanz a
1.2 6 1.3,
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CONDUCTIVIDAD TERMICA.

El coeflclente que predice melor la teoria es el de la
conductividad térmica. La tabla 9 muestra que el método variaclonal
de R-S en el régimen denso, tlene una desviacién cuadratica media
del 10.4. En las flguras 6 y 7 se presentan las desvlacliones
empleando el método varlacional de R-S5. La tabla 8 muestra las
desviaclones porcentuales para cada unoc de los criterlos y de ésta
se observa que los valores proporclonados por la teoria se
encuentran por arriba de los de DN, es declr, se sobrestiman los
valores. En el Intervalo de temperaturas y densidades estudladas (
0.650 < p' < 0.962 y 0.664 < T < 3.564), no es posible dar unma
tendencla para el comportamiento de las desviaclones porcentuales.
Si exlste alguna, ésta se encuentra oculta por el error estadistlico
en los cdlculos de la DM, Los cidlculos con los otros esquemas estédn
muy por arriba de los valores obtenides por DN. Los cdlculos
enpleando los métodos B-H, V-W y W-C-A, se compoertan de la misma
forma, sin embargo los mejores ajustes se obtiene empleando Y-W. Los
cdlculos con el esquema M-S globalmente resultan ser mejores que los
anterlores, pero con una muy mala tendencla, es decir, subestlmando
a ba)as temperaturas y sobrestimando de manera muy significativa a
altas temperaturas. En el régimen diluide, no es posible hacer
comparaciones tante come Se deseara, ya que no se tlene suficiente
informacién de la DN. Sin embargo, es posible obtener informacién de
las comparaclones hechas de acuerdo con los datos experimentales del
argén [65]).

En el capitulo 8 se resume de manera muy breve, los resultados
obtenldos en la predlcclén de las propiedades d= transporte de un
fluido de Lennard-lones.
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CAPITULO 8
CONCLUSIONES

De la comparacién numérica realizada socbre la viscesidad
cortante, la wviscosidad volumétrica y 1a conductlividad térmica,
empleando la teoria revisada de Enskog con la as!gnaclén de un
disdmetro efectivo, pueden conclulrse los sigulentes hechos:

1) Un flujdo de esferas duras con un diametro efectivo, es declr

dependlente de la densidad y temperatura reducida del slstema, nos
permite estimar con clerto €xito las propledades de transporte de un
fluldo de Lennard Jones.

2) Los mejores resultados para predecir propiedades de transporte de
un fluldo de Lennard Jones se cbtlenen, cn términos generales,
utilizando el esquema variacional de Rasaiah-Stell.

Come punte final a2 este trabajo sl se desea estimar las
propiedades de transporte de un fluldo real el cual interactda a
través de un potencial parecldo al de Lennard Jones es de esperar
que este procedimiento que se ha desarrollado sea util siempre y

cuando se incluyan correcclones a los grados internos.
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