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INTROOUCCION 

El concepto de espacio paracompacto fué introducido por Dieudonné 

en el año 1944 como generalización de ciertos espacios compactos. 

Posteriormente, se les han dado diferentes aplicaciones, a 

nosotros nos interesará el hecho que en las variedades la 

propiedad de ser metrizable es equivalente a la paracompacidad 

(III.B). 

Trabajando sobre este tema de metrización, Urysohn estableció que 

para los espacios segundo numerables la metrización y la 

regularidad son propiedades equivalentes. En 1951, Nagata y 

Smirnov dieron, cada uno por su cuenta, una caracterización 

completa de los espacios metrizables mediante el siguiente 

teorema: un espacio X es metrizable si y sólo si es T3 y poseé 

una base cr-localmente finita (III. 4). Para esto, Stone había 

demostrado ya la necesidad de dichas condiciones al notar que 

todo espacio métrico es paracompacto (III. 2). Para probar que 

estas condiciones son suficientes, se demuestra que el espacio es 

perfectamente normal y a continuación se le sumerge en un espacio 

de Hilbert generalizado. 

Ahora bien, nuestra forma de atacar este problema será por medio 

de particiones de la unidad, quienes juegan un importante papel 

en la topología moderna, el análisis y la geometría diferencial. 

Preguntas como: ¿Se puede definir una estructura Riemanniana 

1 



sobre cierta variedad diferencial? (III.3) ¿Cuando se puede 

extender diferenciablemente una función diferenciable definida en 

un subconjunto cerrado de una variedad? (II. 5) encuentran su 

respuesta con esta poderosa herramienta. 

En 1953 Michael demostró el teorema principal que caracteriza los 

espacios paracompactos mediante la existencia de una partición de 

la unidad subordinada a una cubierta dada (II.7). 

Otro hecho importante, es que dada una partición de la unidad 

4>={ft:X--)I} y una familia de funciones continuas 1<={gi:X--)I} 

la función F:X--4I dada por F(x)=Lf1(x)g1(x) es continua. De 
IEI 

esta menera, propiedades locales pueden ser extendidas a todo el 

espacio X. Por ejemplo, un espacio de Hausdorff localmente 

metrizable es metrizable si y sólo si es paracompacto (III.6). 
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PRIMERA PARTE 

PARTICIONES DE LA UNIDAD 

EN ESPACIOS TOPOLOGICOS 
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l. ESPACIOS NORMALES Y PARTICIONES 

DE LA UNIDAD 

I.l.DEFINICION. Dada una cubierta abierta u={u1}1 de X una 

reducción precisa de U es una cubierta abierta v={v1}1 tal que 

V1cU1 V1. 

I. 2. DEFINICIONES. Una familia de subconjuntos de X es punto 

finita si cada xeX pertenece solo a un número finito de elementos 

de la familia. Una familia {rri}1 de subconjuntos de X es 

localmente finita si VxeX existe una vecindad Nx tal que Nxf'\U!=t/> 

excepto para un número finito de U1. 
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I.3.PROPOSICION. Toda cubierta abierta punto finita de un espacio 

normal admite una reducción precisa. 

DEMOSTRACION. Sea U={m} !El 
una cubierta abierta punto finita de 

X.Démosle al cojunto I una relación ;S de buen orden (teo. de 

Zermelo). Sea io el primer elemento de (I,s); definimos el primer 

cerrado Fi0= X- (U1, 10Ui) e Ui0 y como X es normal, existe Vio 

abierto tal que F i 0CV ioc\i i 0CU io 

cubierta abierta de X ya que 

X = Fiou(U1>10Ui) e Viou(U1>10Ui). 

Dado i*eI supongamos que para i<i* se ha definido Vi abierto tal 

que FicVicVicUi con Fi=X-( (UJ<tVj)u(UJ> 1Uj)) cerrado, además 

(UJ<tVj)u(UJ,,1Uj) es cubierta abierta de X y consecuentemente 

(UJs1Vj)u(Up 1Uj) también es cubierta abierta de X, ya que 

X=FiU ( (UJ<tVj)u(UJ> 1Uj)) e (UJs 1Vj)u(UJ> 1Uj). 

De esta manera se puede obtener Fi* = X-((UJ<i•Vj)u(UJ> 1.Uj)). Y 

para construir Vi* mostremos ahora que (UJ<t•Vj)u(U1,, 1.Uj) es 

cubierta abierta de X. Supongamos que no lo es 

,. X!i!U J<t •V j 

,. X!i!UJ<l•Vj 

y 

y 

X!i!UJ"t•Uj 

xeUJ<t•Uj 

Por otro lado, U localmente finita ,. existe ko<i* tal que Uko es 

el último elemento para el cual xeUko• Además sabemos que 

(UJSkoVj)u(UJ>koUj) es cubierta abierta de X y Xll!Uj para j>ko 
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.. XEVj para alguna j:ska<i* ! ! 

.. (UJ<t•Vj)v(Ui,,1.Uj) es cubierta abierta de X 

y ya que X es normal 

existe Vi* abierto tal que Fi* e Vi* e Vi* e Ui* y 

(Ui:si•Vj)v(Up1.Uj) es cubierta abierta de X. 

De esta manera, por inducción transfinita se construye v={v1} lEI 

cubierta abierta de X tal que VicUi ya que para xeX y U punto 

finita existe ioeI tal que Xi! U UJ J >lo 

es cubierta de X, xeU(Vi:j:sio)cU(V1:iEI). 

~ V es una reducción precisa de u. 

I. 4. DEFINICIONES. Una partición de la unidad sobre X es una 

familia de funciones ~ { f1 :X-->!R }, continuas tales que 

f1(X)"'O, f1(x)=O excepto para un número finito de f1's y 

[ 1f1(x)=l VxeX. Decimos que ~ está subordinada a la cubierta 

u={u1}1 si Vi f1(X-U1)=0. ~es localmente finita cuando todo xeX 

tiene una vecindad N. cuya imagen bajo cada función f1 es cero 

salvo para un número finito de f1's. 

I.5.PROPOSICION. Si una partición de la unidad~ está subordinada 

a una cubierta abierta localmente finita de X entonces ~ es 

localmente finita. 
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DEMOSTRACION. Sea <f>={f1} 1e 1 
subordinada a u={m}ier,. f1(X-U1)=0 

\11. Para cada xeX existe Nx ta 1 que Nxf"\U1=¡/> excepto para 

i 1 , ••• , ineI luego NxcX-U1 y f1 {Nx) =O Vi diferente de i J con 

j=l, .• ,n. 

I.6.PROPOSICION. Si <f> es una partición de la unidad localmente 

finita, entonces V<f>'c<f> [<f> 1 f1:x~~ es continua. 

DEMOSTRACION. Sea <f>'c<f> y dada xeX sea Mx tal que f1(Mx)=O excepto 

para i 1 , ••• ,in. f1J continua,. Vc>O existe U1J vecindad de x tal 

Vj=l, .•. ,n. 

n 

.. 1r<f>,f1(y)-[<f>,f1(x) 1 :s 1¿f1J(y)-f1J(x)1 

J=I 

:s l ! f1 J (y) -f1 J (x) 1 :s nc/n = e. 

J=l 

.. [<f>, f1 es continua. 

I.7.PROPOSICION. si <f>={fJ}J es una partición de la unidad 

localmente finita sobre X y U={m} 1 es una cubierta abierta de X 

tal que Vf JE<f> existe U1eu con f J (X-U1) =O entonces hay una 

partición de la unidad en X localmente finita y subordinada a u. 
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DEHOSTRACION. Dada ~={fJ}J para cada jeJ sea VJ=X-f)1 (O) y 

elegirnos i(J)EI tal que fJ(X-Ut<J>)=O. Para cada ieI sea 

Wt=U{VJ:i(j)=i} y W1=~ si no existe j tal que i(j)=i. Claramente, 

Wt es un abierto contenido en U1. w={ W1: ieI} es un refinamiento 

abierto de U veremos que es localmente finito. Observese que ~ es 

localmente finita <> {vJ} es localmente finita, pues una JEJ 

vecindad N de x intersecta solo a VJ 1,., VJm <> f J (N) =O excepto 

para j1,. ,jm.De esto se sigue que W es localmente finita, en 

efecto con la notación anterior si i es distinto de i ( J1),., i ( lml 

Nl'\Wt=U{Nl'\VJ: i (J) =i}=~. 

A={j:i(J)=i} y gt=O 

Definimos g1:X------>I como 

si Wt=~; cada g1 es continua 

g1 (x) =LfJ (x) 
A 

con 

por (I. 6) y 

g1 (X-Ut) =O Vi porque si xeX-Ut entonces xeX-VJ=(i1 (O) para todo j 

tal que i(J)=i. Finalmente Lg1=Lf1=1. 

I. B. DEFINICION. X es perfectamente normal <> V A, BcX cerrados 

ajenos existe f:X~I continua tal que f-1(0)=A y f- 1(1)=B. 

I.9.PROPOSICION. Para un espacio X son equivalentes: 

a) X es perfectamente normal. 

b) Para todo cerrado CcX existe una función continua f:X~I tal 

que f- 1 (O) =C. 

c) X es normal y todo cerrado de X es un Gó• 
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DEHOSTRACION. (a,.b) Basta tomar e y tfJ cerrados ajenos para que 

con la hipótesis (a) exista f que satisface (b). 

O) 

(}>,.c) Sean e y f como en (b) entonces C=f- 1 (0)=ílf- 1 [0,l/n) i.e. 
n=l 

C es intersección numerable de abiertos. Ahora, dada U vecindad 

abierta de e, existe noEIN tal que f- 1 [0, l/no)cU. Sea 

V=f-1 [0,l/2no) "' CcVcVcU. Por lo que X es normal. 

O) 

(c,.a) Sean A y B cerrados ajenos de X normal, por (c) A= íl Un 
n:::t 

podemos suponer que U1:>U2::i · · . Como X es normal, para cada n 

existe gn:X~I continua tal que gn(A)=O y gn{X-Un)=l. 

(X) 

converge a una función continua f= L 2- 1g1 :X->I ya 
1=1 

que e para 

suficientemente grande, con lo cual tenemos convergencia uniforme 

y f es continua. Además, si x~A existe gk tal que gk{X)>O por lo 

que f(x)>O, asi f- 1 (0)=A. Análogamente, existe g continua tal que 

-1 f (x) 
g (O)=B. Sea h(x)- como A y B son ajenos el denominador 

f(x)+g(x) 

no se anula, hes continua y h-1 (0}=A y h- 1 {l)=B. 

I.10.PROPOSICION. Un espacio X es normal (perfectamente normal) ~ 

VU={u1} 1 cubierta abierta localmente finita puede encontrarse una 

partición de la unidad subordinada a u (tal que f1 -l (o) =X-U! V1) . 
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DEHOSTRACION. Sea X normal (perfectamente normal) ~ para U 

localmente finita existe una reducción precisa v={v1 :VtcUI} y 
lEI 

para todo ieI existe g1: X---->I tal que g1 (X-U!) =O y g1 (Vt) =1 

(g1-1(0)=X-Ul y 

continua. Asi que 

-1 -
g1 =Vt) además 

g1 
f1~:x~r 

[g1 
es continua, con ft(X)=O IJieI 

excepto para un número finito de i'es y [
1
g1(x)=l. i.e. 

4i={f1:x~r} 1 es una partición de la unidad tal que f1(X-Ul)=O 

por lo que está subordinadaa la cubierta U ( f1- 1 (O) =g1 -1 (o) =X-U!) 

Reciprocamente, supongamos que para toda cubierta abierta U 

localmente finita de X puede encontrarse una partición de la 

unidad 4i subordinada a U (tal que f1- 1(0)=X-U1). 

Sean A,B cerrados ajenos de X ~ U1=X-A y U2=X-B forman una 

cubierta abierta localmente finita de X. 

~existe 4i={f1,f2:X---¡I} con fl(X-U1)=f1(A)=O y f2(X-U2)=f2(B)=O 

(f1-l(O)=X-U1=A y f2-1(0)=X-U2=B) 

fl (X) 
Asi que fl(x)+f2(x)>O. sea F:X---¡I ; F(x)-~~~~~~ 

f1 (x) +f2 (x) 

F resulta ser continua y F(A)=O , F(B)=l (F-1(0)=A ¡F-1(1)=B). 

_ X es normal (perfectamente normal) . 
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11 ESPACIOS PARACOMPACTOS Y PARTICIONES 

DE LA UNIDAD 

II.l.DEFINICIONES. Dada una cubierta U={m} un refinamiento de 
!El 

u es una cubierta v={v1} tal que para toda VJ existe U1 con 
JEJ 

VJCUI. Un espacio X es paracompacto si toda cubierta abierta 

posee un refinamiento abierto localmente finito. 

II: 2. PROPOSICION. La paracompacidad es una propiedad débilmente 

hereditaria. 

DEHOSTRACION. Dado un subespacio cerrado E de X y una cubierta 
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abierta A={A1} IEI 
de E con cada A1=EnUi, U1 abierto de X. La 

cubierta abierta (X-EJu{m} de X tiene un refinamiento abierto 
IEI 

v={vi} jEJ 
localmente finito, entonces {Envi} JEJ 

es 

refinamiento abierto localmente finito de A. 

II.3.PROPOSICION. Si F es una familia de subconjuntos de X 

localmente finita, entonces {E:EeF} es localmente finita y 

UCE: EeF)=U( E: EeF). 

DEHOSTRACION. Dada xex sea N una vecindad abierta de x que solo 

intersecta a Et, .. , Em de F. Ahora bien, EnN=.P significa que el 

cerrado X-N contiene a E, luego contiene a E, de donde EnN=.P; 

esto sucede para todo EeF diferente de E1, i=l, .. ,m por lo tanto 

{E:EeF} es localmente finita. La inclusión U(E:EeFlcU(E:EeF) 

siempre se cumple, veamos la otra contensión. Si xeU(E:EeF) y 

N, Et, .. , Em son como antes, toda vecindad M de x intersecta a 

U(E: EeF) luego Mnl.J(E1: i=l, .. , m) :> (MnN) nU(E: EeF) es diferente del 

vacio, asi que xeOlE1:i=1,.,mJ=UCE1:i=l,.,m)cUCE:EeF). 

II.4.PROPOSICION. Sea X paracompacto. 

a) Si es regular, entonces es normal. 

b) Si es Hausdorff, entonces es T4. 
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DEMOSTRACION. a) Sean A y B dos cerrados ajenos de X, para cada 

beB sea Uh vecindad abierta de b tal que Ar\Úb='i'>. La cubierta 

abierta (X-B)v{Ub:beB} de X tiene un refinamiento V 

finito. Sea V'={ VeV: Vr\B es no vacio}. como cada 

contenido en algún Ub, Ar\V='i'>, y puesto que V' es 

localmente 

VeV' está 

localmente 

finita Ar\Uv luego x-U V y U V son vecindades 
V• V' V' 

ajenas de A y B respectivamente. 

Ahora si X es T2 para A={a} y B un cerrado que no contiene al 

punto a, lo anterior es válido, con lo que X es regular y 

aplicando el inciso anterior X es Ti. 

II.5.DEFINICION. Una familia de subconjuntos de X es a-localmente 

finita si es la unión numerable de familias localmente finitas. 

Las familias localmente finitas son a-localmente finitas. 

II.6.PROPOSICION. Para un espacio regular X son equivalentes: 

a) X es paracompacto. 

b) Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto a-

localmente finito. 

c) Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento localmente 

finito. 

d) Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento cerrado 

localmente finito. 
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DEHOSTRACION. Es obvio que (a*b). Supongamos que X satisface b). 

Dada U una cubierta abierta de X, sea V=V1uV2v· · un refinamiento 

abierto de U donde cada Vn es localmente finita. Si Vn= U V y 
vEYn 

Wn=Vn- U V1 entonces W={W1, W2 1 • ·} es una cubierta de X que es 
l<n 

localmente finita, pues dado xeX, si n es el menor entero tal que 

XEVn, se tiene que xeWn y Vn/"'IWm=if¡ para todo m>n. Luego 

{ Wnl"'lV: VeVn, nelN} es un refinamiento de U localmente finito. 

Entonces X satisface {c). 

Veamos {c*d). Dada una cubierta abierta U de X, elegimos para 

cada punto x un elemento UxeU que lo contiene. Ahora bien, por 

ser X regular, existe un abierto Vx tal que xeVxcVxcUx. Sea W un 

refinamiento localmente finito de {vx:xex}, entonces {w:wew} es 

una cubierta cerrada localmente finita de X que refina a U. 

Finalmente, supongamos que X sdatisface (d) . Consideremos una 

cubierta abierta U de X. Sea F un refinamiento cerrado localmente 

finito de U. Para cada punto x elegimos una vecindad abierta Vx 

que intersecta a solo un número finito de elementos de F. Por (d) 

{vx:xex} tiene un refinamiento cerrado e localmente finito. 

Ahora, para FeF el conjunto AF = x-U{cec:ccx-F} contiene a F y 

por el lema anterior es abierto. Veremos que {AF:FeF} es 

localmente finita. Sea N una vecindad de x que intersecta 

únicamente a los elementos C1 1 •• ,Cm de e; dado que C1cVx 1 para 

algún punto x 1 y que Vx 1 intersecta solamente a los elementos 
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de F, 

N"Fc U C1"F=ql 
1 =1 

luego 

se tiene para F diferente de F1 J que 

NMF" = N-{N"C:CeC y ccx-F} e N-Uc1 = ql. 
1 =1 

Con el fin de obtener un refinamiento de U, para cada FeF 

elegimos un elemento UreU que lo contenga, ahora es fácil 

comprobar que { AmUr: FeF} es un refinamiento abierto loca !mente 

finito de u. 

II.7.PROPOSICION. Un espacio regular o de Hausdorf f es 

paracompacto ~ toda cubierta abierta de X tiene subordinada una 

partición de la unidad; y en este caso existe siempre una 

partición de la unidad localmente finita subordinada a una 

cubierta dada. 

DEMOSTRACION. ~> X paracompacto y regular (o de Hausdorff) ~ X es 

normal.Sea U={u1} IEI 
cubierta abierta de X y v={vi} 

JEJ 
un 

refinamiento abierto localmente finito de U. 

Por la proposición (I. 10), existe una partición de la unidad 

sobre X subordinada a V, y por (I.7) existe una partición de la 

unidad localmente finita subordinada a u. Observamos que la 

partición obtenida es localmente finita. 

<=)Dada una cubierta abierta u={u1} IEI 
de X y <1>={f1} IEI 

una 

partición de la unidad subordinada a U no necesariamente 

localmente finita. Para cada nelN sea Vn= { f 1-1 ( 1tn, l]} IEI • 
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Por otro lado, vxeX f1(x)=O para ier-{i1,i2, ... ,in}=I' por lo que 

X¡Qf ¡ - 1 ( l/n, l] es una vecindad de x que intersecta a un número 

finito de elementos de Vn precisando, 

(X¡QfJ-1 (1/n,l]) n f1- 1(un,l] = </J excepto para ii, ... ,in. 

Veamos que V=';!Vn cubre a X. Sea xeX, como l f1 (x) =l. "' existe io 

IEI 

tal que fto(X)>O; sea noelN con 0<1/n0 <f1 0 (x) "'xef1:1(1/n0 ,l]eV. 

Finalmente,f1(X-U1)=0,. f1- 1(un,l]cU1 . 

.. V es un refinamiento abierto ~-localmente finito de U . 

.. X es paracompacto. Y entonces, por la primera parte de la 

demostración X admite una partición de la unidad 'l1 localmente 

finita subordinada a u. 
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111 METRIZACION Y PARTICIONES 

DE LA UNIDAD 

III. 1. PROPOSICION. Sea <P una partición de la unidad localmente 

finita sobre X, entonces cr:XxX------>IR definida por 

cr(x,y)=l: Jf1(x)-f1(y) 1 es una seudométrica sobre X. 

!El 

Además, la topologia de X es más fina que la topologia 'ter 

definida por cr. 

DEHOSTRACION. V x, y I z E X se tiene que: ¿ ¡ fl (x) -f1 (y) 1 está 

!E[ 

bien definida porque l I f1 (x)-f1 (y) 1 :s l f1 (x) + l f1 (y) 2 

!El !E[ !El 

cr(x,y)~O es claro. 
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cr(x,y) =L: lf1(x)-f1(y)I ¿ 1 f¡ (y) -f¡ (X) 1 cr(y 1 X) 

!El !El 

cr(x,y) l lf1(x)-f1(y) 1 s l lf1(x)-f1(z) l+lf1(z)-f1(y) 1 

!El !El 

=L: lf1(x)-f1(z) 1 + l lf1(z)-f1(y) 1 cr(x,z) + a-(z,y). 

!El !El 

~cr es una seudométrica en X. 

Por demostrar TcrCT. Sea A en Ter ~ VxeX existe e (x) >O tal que 

B(x,c)cA. ili partición de la unidad localmente finita ~ para x 

existe Nx tal que f1 (Nx) =O VieI excepto para i1, ... , in 

cada f1 es continua existe N~ tal que 

y e Nk,,. lf1(x)-f1(y)l<c/n Vi=l, ... ,n. 

Sea N =Nxn íl N~ e T. P.D. NcB(x,c)cA 
!El 

Sea zeN ~ cr(x,z)=L: lf1(x)-f1(z) i=L: lf1 1 (x)-f1 1 (z) l<c 

lEI J=l 

.. Ae-r y lx es continua. 

III.2.PROPOSICION. Todo espacio métrico es paracompacto. 

y como 

DEMOSTRACION. Como X es regular, basta probar que dada u cubierta 

abierta de X esta admite un refinamiento cr-localmente finito. 

Sea U={u1} por el teorema de Zermelo podemos asignar a I una 
!El 

relación de buen orden s. Para cada U1eU y cada ne~. 

U~,n={xeX:d(x,X-U1)2:1/2° y d(x,X-UJ)<l/2n• 1 para todo j<i} es un 
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conjunto contenido en U1. Ahora, si u;,n=<f> definimos V(U;,n)=<f> 

pero si u;,n es no vacio sea V(U;,n)={xeX:d(x,u;,n)<l/2"•3} 

V(U;,n) es un abierto que contiene a u;,n y contenido en U1. 

Sean U1 y UJ dos elementos distintos de U, podemos suponer j<i. 

Si zeV(U; ,n)nV(Ui,n) existen xeu;,n y x'eUi,n que distan a lo más 

1/ 2"•3 de z, de donde d (x, x') !i2 (1/ 2"•3 ¡ =l/ 2°•2
• Por otro lado, 

d(x' ,x)i!:d(x' ,X-U~)-d(x,X-U~)>l/2" - 1/2"·1=1¡2°• 1 lo que no puede 

ser por lo anterior. Luego Vn={vcu;,n) :Uii;;u} es una familia ajena 

dos a dos. Mostremos que V=U Vn cubre a todo X: dado xeX, sea Uk 
n 

el primer elemento de U al cual pertenece x, para n un natural 

tal que d(x,X-Uk)'=l/2", xi;;U~.n cV(U:,n) esto es porque d(x,X-

UJ)=O Vj<k. 

~ V es un refinamiento a-localmente finito de U. 

III. 3. DEFINICION. AcX es un conjunto cero si existe i/J:X~I 

continua con l/l- 1 (0)=A. BcX es un conjunto cocero si existe 

i/J:X-----'iI continua con X-i/J- 1 (0)=B 

III.4.TEOREHA DE HETRIZACION. Son equivalentes: 

a) X es metrizable. 

b) X es TJ y tiene una base a-localmente finita. 

c) X es Tt y tiene una sucesión de particiones de la unidad (~n)n 

localmente finitas tal que la colección de coceros 

{x-fi-1 (0) : f1i;;~n, ni;;IN} es base de X. 
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DEHOSTRACION. X metrizable ~ X es TJ y paracompacto. 

Consideremos Vn={B(x,11n) :xex} cubierta abierta con alguna 

métrica que defina su topología. Por ser X paracompacto, existe 

Un refinamiento abierto localmente finito de Vn. 

~u=U0Un es una familia a-localmente finita. veamos que es base de 

la topología. Sea A abierto y xeX consideremos ne~ tal que 

B(X 1 1/n)cA y UeU2n tal que xeU ~ diam(U)<l/n ~ UcB(x,vn)cA. 

~ U es base a-localmente finita de la topología de X. 

b)~c) .Sea B=U0 Bn base a-localmente finita de X, con cada Bn una 

cubierta abierta localmente finita de X (de no ser así, agregamos 

conjuntos abiertos para que cumpla esta condición). Dada 

cualquier cubierta abierta U de X siempre tiene un refinamiento 

por elementos de esta base, por lo cual X es paracompacto y con 

ello T4, de hecho es perfectamente normal. 

Sea A abierto de X ~ VxeA existe VneBn tal que xeVncVncA. 

Sea Fn=U{ Vn : VncA} el cual es cerrado ya que es la unión de una 

familia localmente finita de subconjuntos cerrados de X. Y A=U
0
Fn 

.. todo abierto A es Fa y X perfectamente normal. 

.. Para cada Bn existe 4>n partición de la unidad localmente finita 

tal que Bn es la colección de los coceros de las funciones de 4>n. 

~se cumple la afirmación. 

c)~a) Para cada 4>n partición de la unidad consideremos la 

seudométrica an definida anteriormente, así (X,an) es un espacio 
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topológico seudométrico. Y la función identidad gn:X--------)(X,crn) es 

continua. De esta manera F:X---;º(X,crn) dada por F(x)=(gn(X) ) 0 es 

continua, y el espacio producto es seudometrizable por tener una 

cantidad numerable de factores. 

Sea CcX cerrado y Xi!C; la familia de coceros es base ~ 

X-fl!n(O)cX-C para alguna n y alguna i. 

~ Ccfi!n(O) i. e. f1,n(x)>O y f1,n(C)=O . 

.. cr0 (X,C) >O y Xi!gn (C) . 

.. F distingue puntos de cerrados y por ser X T1 también distingue 

puntos . 

.. F es un encaje . 

.. X es homeomorfo a un subespacio de ~(X,crn) seudornetrizable . 

.. X es seudornetrizable. Y como es T1 es rnetrizable. 

III.5.DEFINICION. Un espacio X es localmente metrizable si para 

cada xeX existe Nx vecindad de x metrizable. 

III.6.PROPOSICION. Un espacio de Hausdorff localmente metrizable 

es metrizable ~ es paracompacto. 

DEMOSTRACION. ~) Por proposición III.2 . 

.. ) X de Hausdorff y paracompacto implica X TJ. Basta por III. 4 

probar que X tiene una base cr-localmente finita. 
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Por las hipótesis existe U={u1} cubierta abierta localmente 
IEI 

finita de X con cada UI rnetrizable. Usando el teorema anterior, 

00 

sea B1=
0
lj

1
B1,n una base de Ul con cada B1 ,n localmente finita; 

entonces Vn={ BeB1, n: ieI} es localmente finita (para xeX existe 

una vecindad N de x tal que N intersecta sólo a U1J j=l,. ,k; y 

para nelN existe Nn, 'J vecindad de x que intersecta un número 

finito de B's en cada una de las B1 1 , n correspondientes 

Nril{N1J:j=l,. ,k} es una vecindad de x que intersecta un número 

finito de elementos de Vn} y dado xeA abierto de X, xeUI para 

alguna ieI existe B1,neVn tal que xeB1, ncAnU1. V= U Vn 
n=l 

es 

base de X. 

III.7.DEFINICION. Una variedad topológica H de dimensión rn es un 

espacio topológico de Hausdorff localmente horneornorfo a ~m, i.e. 

para peH hay un horneornorf isrno <p: U--)V, con U abierto de ~m y V 

vecindad abierta de p en H. 

III. B. PROPOSICION. Una variedad topológica es rnetrizable <> es 

paracornpacta. 

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de la proposición 

anterior. 

Además, notarnos que toda variedad segundo numerable es rnetrizable 

por ser paracornpacta. 
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APENDICE 

Una familia F={fs:X-->I}ses de funciones continuas es una 

partición de la unidad sobre X si L fs (X) =1, donde esta igualdad ses 

significa que para cada xeX solo un conjunto numerable de fs no 

"' son cero en x, y que la serie n&i fsn (X) converge a 1 donde 

{s1,s2,. ··}={seS:fs(X) es diferente de cero}=s(x). Como la serie 

es absolutamente convergente ; por el siguiente 

Teorema: (Bartle. The elements of real analysis. pág 292) 

Dada LXn serie absolutamente convergente en ~P. cualquier 

reordenamiento de la serie converge absolutamente al mismo valor. 

:. No importa como se haga el ordenamiento de términos de S (x) 

para obtener que la serie Lfs(x) converge a l. 

F={fs:X-->I}ses es localmente finita si {f-1 (o 11} es una s • ses 

cubierta abierta localmente finita de X. Esto es, para cada xoeX 

existe Uo vecindad de X y So={s1,s2, .. ,sk}cs(xo) tal que para 

k 

todo xeUo fs(X)=O l/se(S(Xo)-So) y J/•n(X)=l. 

Una partición de la unidad F={fs:X-->I} sobre X está subordinada 

a una cubierta U de X si la cubierta { f; 1 ( 0 , 1 l} de X es un 

refinamiento de u. 

De manera que nuestra definición original de partición de la 

unidad localmente finita coincide con esta última. Observamos que 

sin hacer ningún cambio escencial a todo nuestro desarrollo 

referente a particiones de la unidad, los resultados son válidos. 
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SEGUNDA PARTE 

PARTICIONES DE LA UNIDAD 

EN VARIEDADES DIFERENCIALES 
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DEFINICIONES 

I. l. DEFINICION. Una variedad diferencial es una variedad 

topológica M junto con una familia de homeomorfismos 

{ Xt: U1-tX1 (U1) c:M} con U1 abierto en !Rm tal que: 
¡<;¡ 

{a) {x1 (Ul) } 1., 1 
es cubierta abierta de H. 

(b) V i,j Xi 1 •Xi es una función cr"'. 

{c) La familia {cu1,X1)}1., 1 
es maximal relativa a las condiciones 

(a) y (b). 

Una parametrización en p.;H es una pareja {U1 ,Xt) tal que 

peX1 (U1), se puede suponer en general que Ut=B(O,c) c>O y 

Xt (O)=p. Una familia {cm,xl)}1e1 que satisface (a) y (b) es una 

estructura diferencial en H. Indicaremos una variedad de 

dimensión m por M"'. 
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Ejemplos. IR" es una variedad diferencial con estructura 

{clR",identidad)}· 

Sean H"' y N" variedades diferenciales y U={cu,x¡} v={(V,Yl} 

sistemas coordenados de vecindades para M y N respectivamente. 

Entonces HxN es una variedad diferencial de dimensión m+n y un 

sistema de coordenadas está dado por {(w,z¡} con W=UxV y 

Z:UxV---->HxN dada por Z(u,v)=(X(u) ,Y(v)). 

Análogamente, para A abierto de la variedad M resulta ser una 

subvar iedad, con sis temas de coordenadas { ( U/"\A, x 1 A} para las U 

tales que U/"\A es diferente del vacio. 

I. 2. DEFINICION. Sean M"' y N" variedades diferenciales. Una 

función W:H--)N es diferenciable si es continua, y VpeH dada una 

parametrización YJ:VJ----)N en W(p) existe una parametrización 

Xt:Ut---)H en p con W(X1(U1))cYJ(VJ) tal que YJ- 1 aWaX1:U1---.1R" es 

una función rr"'. Se sigue de (b) que la definición es 

independiente de la elección de las parametrizaciones. 

Para AcH, se dice que W:A-------)N es diferenciable si existe W*:W-?N 

diferenciable con W subvariedad abierta de H que contiene a A y 

Definamos ahora la noción de vector tangente. Usando nuestra 

experiencia en IR3
, un vector tangente en un punto p de una 
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superficie en ~3 se define como a'(O) la velocidad en p=a(O) de 

una curva a=a(t) en la superficie. como en el caso de variedades 

diferenciales no tenemos un espacio ambiente, usemos una 

propiedad característica de vector tangente que sustituya la 

noción de velocidad. Para la variedad ~", sea a: (-c,c)------4!R" una 

curva diferenciable con a(O)=p. a (t)=(x1 (t), x2{t), ... , Xn{t)), 

te(-c,c) entonces a' (O)=(xí (O) ,x!;(O), ... ,x~(O) )=ve~". 

Sea f una función dif erenciable definida en una vecindad de p con 

valores en ~. Podemos restringir f a la curva a y calcular la 

derivada direccional según el vector ve~" como : 

~ La derivada direccional según v es un operador sobre funciones 

diferenciables que depende unicamente de v. Esta es la propiedad 

característica que usaremos para definir vector tangente en 

variedades. 

Sea H una variedad diferencial. Una función diferenciable 

a:(-c,c)---)H es una curva diferenciable en H. Supongamos que 

a(O)=peH, y sea D el conjunto de funciones H-->IR diferenciables 

en p. El vector tangente a la curva en t=O es 

función:a' (O) :D----->IR definida por 

df•a 1 a' {O) (f)=--
dt t=O. 
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En particular, si tomamos la curva coordenada 

(-ª ) x 1---)X(O, .. ,x1, .,O) el vector tangente a esta curva es 
axi 0 

Un vector tangente a M en p es el vector tangente en t=O de 

alguna curva a: (-c,c)---->M con a(O)=p. 

Para una parametrización X:U-->M en p=X(O) podemos escribir la 

función f y la curva a en esta parametrización por 

foX(q)=f(Xl,,., ,Xn) 1 q=(X1, ... ,Xn)EU y X-1•a(t)=(Xl(t), ... ,Xn(t)) 

respectivamente. ~ restringiendo f a a obtenemos: 

a' (O) f df•a 1 

dt t=O 

d(foX) o (X-1oa) (t) 

dt 

m 8(foX) 1 1 
=[--- X1(0J 

1=1 ax1 ° 
( [ xf (OJ(~) )f. 

1=1 ax1 º 

Expresando 
a(f•X) af 

En otras palabras, un vector tangente a M en p se expresa por 

m I ( a ) 
v=a' (O)= [XI (O) -

1=1 ax1 ° 
(*) 

independiente de la parametrización Xi; depende solamente de las 

derivadas de a en un sistema de coordenadas. 

El espacio tangente TpM es el conjunto de vectores tangentes a M 

en p con las operaciones usuales en las funciones y una 

parametrización X1:U1-----¡M determina una base asociada 

{!... I ••• I !... } en TpM. 
ax1 aXm 
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Sean H'" y Nn variedades diferenciales y sea w:M----lN una función 

diferenciable. Para cada peM y cada veTpM escójase una curva 

diferenciable a: (-c,c)~M tal que cx(O)=p y ex' (O)=v, entonces 

fl=w•a es una curva diferenciable en N con (3 (O) =w (p) y 

(3' (O)eTW<plN. La función 

es una función lineal que no depende de la elección de a, esta es 

la diferencial de w en p. 

Para X1:Ut---~>M y Y1:V1---->N parametrizaciones de p y W(P) 

respectivamente la base { a }n 
ay1 

l=I 
la expresión de (3' (O) en de 

Tw<p>N asociada a la parametrización YJ está dada por: 

m 1 ayi 
(3 1 (O) = ( [XI (O)- I ... I 

1=1 ax1 

m I 8yn 
[XI (0)_) , . , (*) 

1=1 ax1 

La relación (*) muestra que (3'(0) no depende de la elección de a 

y {3 1 (O) = dWp(V) = (
8
y

1
)(x( (O)) con i=l, .. ,m; j=l, .. ,n. 

ax1 

Donde cªYJ) indica una matriz de nxm y (x( (O)) una matriz columna 
ax1 

de m elementos. :. dWP es una función lineal de TpM en Tw<p>N cuya 

matriz en las bases asociadas a las parametrizaciones X1 , YJ es 

(ay J). 
ax1 

Para Muna variedad diferencial sea TM={(p,v): peM, veTpM}. 

Dada { (X1, U1)} iei una estructura diferencial en M consideremos 

las parejas {((Xi,dXtp), (Ul,IRm))} definidas por 
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(X1,dX1p):Y1:U1xlR"'-)X1(U1)xTpM e TM 

(q,v)-->(X1 (q) ,dX1q(V)) 

De esta manera, TM=U{{P}XTpM:peM} y dando a TM la topologia 

inducida por estas funciones, obtenemos una estructura 

diferencial sobre dicho espacio. 

I.3.DEFINICIONES. t/J:M,----i>N diferenciable y biyectiva es un 

difeomorfismo si t/J-l:N---->M es diferenciable. Se dice que 

t/J:M----o>N es un difeomorfismo local en peM si existe una vecindad 

abierta U de p tal que t/Jlu:U-->t/J(U) es un difeomorfismo con t/J(U) 

abierto de N. 

De estas definiciones es fácil ver que si t/J es un difeomorfismo 

local en peM y que si denotamos 1/1
0

=1/1 I u y 1/1~ 1 a su inversa en t/J (U) 

aplicando la regla de la cadena, obtenemos 

lTpH=d( ( t/Jo) p o ( t/J~t) t/J (p,l=d ( t/Jo) pºd ( t/J~l) t/J Cpl 

y análogamente para la identidad en Tt/J CplN; de esta manera, 

dt/Jp:TpM~TtfJcp>N es un isomorfismo. 
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11 PARTICIONES DE LA UNIDAD 

DIFERENCIABLES 

II.1.PROPOSICION. Sean K,Fc~" compacto y cerrado respectivamente, 

KnF=<,I>. Entonces existe una función o-ell:"' cuyo dominio es todo ~n, 

su rango es [0,1) y tal que o-(x)=l VxeK y o-(x)=O VxeF. 

DEHOSTRACION. En dos partes 

a) Sea B(a,c)={xe~": ¡x-aj<c}· Mostremos que existe g:~"~ de 

clase ll:"' positiva en B(a,c), que toma el valor 1 en B(a,c/2) y 

cero fuera de B(a,c). 

Sea h:~-->~ tal que h(t)=¡o 
-1/l 

e 
tso 
t>O 

Dada de esta forma h:~---~ es positiva en (O,.,), todas sus 

derivadas existen y son cero en t=O. 
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h(c 2- \X\ 2) 
Sea g:~n~ dada por g(x)=-~~~~~~~~~~~~-

h(c2-\ X\ 2)+h( \X\ 2-¡;2/~) 

Como el denominador no se anula, g:~n->Ul está bien definida y 

es de clase 1
00

• Cuando \x\~c el numerador es cero, g(x)>O para 

\x\<c y cuando O="\X\="c/2 g(x)=l. Asi que g(x)=g(x-a) tiene las 

propiedades deseadas. 

b) Consideremos ahora B(a1,c) i=l, .. ,k tal que B(a1,c)c~n-F y 

k 

Kc U B(a1,c/2). Para cada B(a1,c) sea g 1 como en el inciso (a) y 
1 =! 

k 
definimos a-:~n-?!R tal que a-(x)=l-11]

1 
(1-g1 (x)). 

IJxeK a-(x)=l; esto es, a-(K)=l y Vxi! 1 ~1 B(a1,c) 
particular para todo xeF; :. a-(F)=O. 

II. 2. DEFINICION. Sea H una variedad diferencial, 

cubierta abierta localmente finita de H, 

a-(x)=O, en 

dada u={u1} 
IEI 

una partición 

diferenciable de la unidad subordinada a u es una familia 

~={f1:H----¡1R} de funciones diferenciables tal que: 
!El 

1) IJxeH f1(x)~O y es cero excepto para un número finito de i'es 

en I 

2) Sopf1=(fi 1 (D,l])cUI VieI 

3) E f1 (X) = 1 vxeH. 
IE! 
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Observemos que la definición de ~ partición de la unidad 

subordinada a U dada en la primera parte, difiere de esta en que 

las funciones f1: M---~ son diferenciables y además en aquella 

definición se pedia f1(X-U1)=0 i.e. fi 1 (0)::iX-Ul .. fi 1 (0,l]cUl y 

aqui se pide (fi 1 (O,l])cU1. 

II. 3. PROPOSICION. Sea M una variedad diferencial paracompacta. 

Entonces dada cualquier cubierta abierta U de M existe una 

partición dif erenciable de la unidad subordinada a un 

refinamiento localmente finito de u. 

DEHOSTRACION. Sea U cubierta abierta de M, existe W refinamiento 

de U por elementos de la forma W=X1(B(O,l)) y W compacto (esto se 

puede hacer tomando adecuadamente las vecindades coordenadas). 

M paracompacto ~ existe V refinamiento abierto localmente finito 

de W y por tanto de U. Además, si VeV V es compacto y V es una 

vecindad coordenada. Es más, existe V' reducción precisa de V 

(porque M es metrizable). Ahora bien, como V es vecindad 

coordenada y V'cV ~ existen KcAcB(0,1) compacto y abierto 

respectivamente tales que: V'=X1(K) y V=X1(A). 

Por II.1 existe gv:~º~-~ diferenciable tal que gv(K)=l y 

gv (~0-A) =O. 

Sea hv:M---->I definida por hv=gv 0 Xi1 diferenciable. 

hv es tal que hv(X)=O Yx~V y hv(X)=l YxeV'. 
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Sea F:H---)/R dada por F(x)= L hv(X), F está bien definida es 
vEV 

siempre mayor que cero y es diferenciable porque V es localmente 

finita ... fv:H---)/R¡ hv(X) { } fv (X)=--- es diferenciable y <!>= fv es 
F(x) vev 

una p.d.u. subordinada a V. 

En el siguiente resultado haremos una aplicación diferente de las 

particiones de la unidad, ahora para la extensión a toda la 

variedad de una función diferenciable dentro de un conjunto 

cerrado, la cual es continua en todo H; de manera que fuera de 

ese conjunto cerrado nuestra nueva función diferenciable se 

aproxime tanto como deseemos a la original. Para ello 

necesitaremos del siguiente teorema de Weierestrass sobre 

aproximación de funciones continuas por medio de polinomios. 

Sea f:K---->IR una función continua cuyo dominio K es compacto en 

IR". Entonces dada c>O existe una función polinomial P:IR"---){R tal 

que 1 f (X) -P (x) 1 <e vxeK (Bartle. The elements of real analysis 

pág. 186). 

II. 4. PROPOSICION. Sea H una variedad diferencial paracompacta y 

AcH cerrado (posiblemente vacío). Para g:H--)/R continua tal que 

g! 4 es diferenciable y c:H~ continua y positiva 

h:H---->!R diferenciable tal que g(p)=h(p) si peA y 

)g(p)-h(p) )<c(p) si peH. 
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DEMOSTRACION. Como g diferenciable en A cerrado ,. existe 

g*:W'~~ diferenciable con W' abierto de M que contiene a A y 

g* j A =g. Dado peA existe Up vecindad abierta de p con cerradura 

compacta tal que ÜpcW'. Sea c=min{c(q) :qeüp} ,. existen abiertos 

Vp,Vp'cUp tales que Jg(q)-g(p) J<c/2 llqeV~ y lg*(q)-g*(p) l<c/2 

llqeVp'. Sea Vp=V~nv~',. lg(q)-g*(q) l<c. 

Sea Wo=p~AVp ,. Wo es un abierto que contiene a A y llqeWo 

Jg(q)-g*(q) l<c(q). Sea ho=g*I~· 

Consideremos ahora M-A, cubrámosla con vecindades coordenadas, 

{(Ut,X1)} 1e
1

, con X1:Ui=B(0,201)----;X1(Ui)cM-A y si 

X1(B(0,01))=W1; {w1}1e 1
, cubre a M-A. sea c1=min{c(q):qcwi} y 

sea P1 un polinomio que satisfaga la condición de Weierstrass 

para c1 y g•Xt en B(0,01) 

Definimos h1:M~¡ h1(p)=P1•Xi"1 (p) si peW1 y cero en otro caso. 

,. lhp(q)-g(q) l<c(q) en W1 (notemos que ht es diferenciable en W1 

y puede no ser continua fuera de Wt). 

Para simplificar nuestra notación hagamos I=I'u{O}, asi, 

sea { ft:M-.r} 
lEl 

una partición de la unidad subordinada a 

{ w1} ,. ft ·ht :M~ es una func.1.ón diferenciable que se anula 
!El 

fuera de sopf1cW1. 

diferenciable, como 

Sea 

¿ ft=l 
!El 

se tiene que: 

=1 ¿ ft{p)g(p)- ¿ ft(p)ht(p) 1 ~ ¿ ft(p) lg(p)-ht(p) 1 
IEl IEl lEl 

h (p) = 1 ~1 fl (p) ht (p 

lg(p)-h(p) 1 

si p11W1,. f1(p){g(p)-h1(p))=O y si peW1,. ¡g(p)-ht(Pll<c(p). Por 

lo que ¡g(p)-h(p) l<c(p) llpeM y hlA=g. 
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Corno una consecuencia de este resultado veamos una nueva forma 

del teorema de extensión de Tietze (Un espacio topológico X es 

normal ., para cada cerrado AcX, cada función continua f:A~ 

tiene una extensión continua f: X---->IR. Dugundji. Topology 

pág. 149.) 

II.5.PROPOSICION. (Teorema de extensión de Tietze para variedades 

diferenciales). Sea H una variedad diferencial paracompacta y AcH 

un subespacio cerrado de la variedad. Entonces cualquier función 

diferenciable f:A----->IR tiene una extensión diferenciable f :H----->IR 

DEHOSTRACION. Como f:A--->IR diferenciable significa que tiene una 

extensión diferenciable a un abierto U de H que contiene a A, y 

ya que H es normal, por el teorema de Tietze, f tiene una 

extensión continua g: H--->IR. Aplicando la proposición anterior 

para c:H--->IR¡ c(p)=l VpeH, existe f:H-->IR diferenciable tal que 

flA = f. 
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111 METRICA RIEMANIANA 

III. l. DEFINICION. Un campo vectorial diferenciable V sobre H es 

una función V:H-----;TH tal que V(p)eTpH 

con VpeTpH y tal que para cualquier sistema de coordenadas (X,U) 

las componentes V'(p):H~~~~>~ del vector 
m a 

V(p)= L V1 (p)- son 
1=1 ax1 

diferenciables. 

III.2.DEFINICIONES. Un producto interno en un espacio vectorial V 

es una función ~:VxV~ bilineal simétrica y positiva definida. 

Usaremos también la notación <,>. Al producto interno usual en ~m 

lo denotaremos «V, W» = [ V1 W1. 
1=1 
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Una estructura Riemanniana sobre una variedad H consiste de una 

función <p en H que a cada peH le asocia <pp un producto interno en 

tal que para cualesquiera dos campos vectoriales 

diferenciables v,w la función H·---4~; p>---4><pp(V(p) ,W(p)) 

diferenciable. 

Observemos que en un sistema de coordenadas (X,U) podemos 

escribir 

m a m a 
<pp(V(p),W(p)) = 'PP( l:v1(p)-, [wJ(p)-) 

1=1 ax1 J=t axJ 
m a a m 

l:v1(p)WJ(p)<pp(-, -> = L:v1(p)WJ(p)g1,J(p) 
i J=t ax1 axJ i J=t 

a a 
asi las funciones g1,J(p)=(--, -) son diferenciables. 

axi axJ 

III.3.PROPOSICION. Sobre cada variedad diferenciable paracompacta 

se puede definir una estructura Riemanniana. 

DEHOSTRACION. Por II.3, podemos tomar u={cu1 ,x1i} IEI 
cubierta 

abierta localmente finita de H con una partición diferenciable de 

la unidad ~={ f1: H--->lR} iei subordinada a u. 

El difeomorfismo X1: Ul-->X1 (U1) induce el producto interno 

« dxii(v) ,dxii(w) ». 1/ V,WeTpX1 (Ui) que identificamos 

con TpH 1/ peX1 (U1). 

Para cada ieI y cada peH sea Fb: TpHXTpH•----->~ dada por 

F~(V,W)=f1 (p)<p~(V,W) si peX1 (U1) y F~(V,W)=O si p1!X1 (Ul) ¡ como 

sop(f1)cX1 (Ul) F~ está bien definida. 

38 

es 



Observemos que F~:TpMXTpM~ es bilineal simétrica VpeM. Como 

la suma de formas simétricas es simétrica, <pp:TpMXTpM~ dada 

por <pp(V,W)= 1~ 1 F~(V,W), donde todos los sumandos excepto un 

número finito son cero, es bilineal y simétrica VpeM. Además <pp 

es positiva definida, ya que para cada peM existe al menos alguna 

jeI tal que fJ(p)>O por lo q~e <pp(V,V) 1 ~/t (p) <pi (V, V) = O 

"''PJ(Vp,Vp)=O 

ser si Vp=O. 

« dxji(Vp) ,dXj~(Vp) » = o lo cual solo puede 

<pp es la estructura Riemanniana que estabamos 

buscando. 

III.4.DEFINICION. Sea 0 :(a,b)-----;M una curva de clase D1 i.e. de 

clase [ 1 por pedazos sobre una variedad Riemanniana M. su 

longitud está dada por el valor de la integral 

b 

J 
dr d• ¡112 

L(7) = ( ('Pr<t> (-,-) dt 
dt dt 

a 
El valor de la integral es independiente de la parametrización. 

En vista que las variedades son localmente conexas por 

trayectorias, toda variedad conexa es conexa por trayectorias; es 

más, cualesquiera dos puntos están conectados por una curva de 

clase .D1
• 

III.5.PROPOSICION. En una variedad Riemanniana conexa d:MxM~ 

d(p,q)=1nfimo{L(1') : 7 de p a q es de clase »1
} es una métrica, la 

métrica Riemanniana, cuya topologia coincide con la de variedad. 
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DEHOSTRACION. De su definición se. tiene que es simétrica y no 

negativa. Para la desigualdad del triángulo, usando el hecho que 

una curva ex de P1 a P2 y una f3 de P2 a PJ se puede juntar a una 

curva 1 de P1 a PJ pasando por P2 cuya longitud es la suma de las 

longitudes de las dos curvas. 

d(P1,PJ)=inf{L(1) :1 de p1 a pJ}:SL(lo) tal que )'o de p1 a PJ pasa 

por p2, asi que tomando infimo del lado derecho, se tiene la 

desigualdad requerida. 

Nos resta ver que P diferente de q q d(p,q)>O. 

Para esto, veamos las siguientes desigualdades; sea peH, (U,X) 

vecindad coordenada de p tal que B(O, l)cU1 y Xi (O)=p. Para xeU 

sean g1,J(x)=g1,J(q) con q=X(x) las funciones del producto 

interior <¡>q¡ son simétricas y positivas VxeU1. Entonces para cada 

re(O,l] la función Gr : _B_(_O-,-r-) xSn-1--------->!1( dada 

m 112 
Gr (x, ex)==( L 91, J (x) ex 1exl) es continua y positiva con dominio 

1J=1 

compacto por lo que su imagen tiene un minimo mr y un máximo Mr 

(notemos que si definimos <exx 1 /3x>_=<¡>q ( dX ( exx) 1 dX ( ¡3x) ) con 

exx 1 /3xETx!Rm q=X(X) VXEU estamos trasladando el producto interno 

del espacio tangente en la variedad al tangente e..1 IRm. De esta 

112 112 ( [ )112 
manera, <ex,ex>x =(<¡>q(dX(ex) ,dX(ex))) = IJ= 1g1,J(X)ex1exl ) . 

Asi tenemos: 
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Más aún, si (3=((3
1

, •• ,/3")elR"-{O}, a=(3/ lf31es"-1 y entonces 

(1) 
( m 112 

O< mil/31 :s mrl/31 :s lJ~ 1 gl,J(X)a 1 aJ) :s Mrl/31 :s Mil/31 

Si qeB(O, 1), consideremos una curva 

diferenciable por pedazos tal que a(a)=p y a(b)=q, luego 

b 
-1 f' ~ ¡112 dX0 ct><tl=(x1(t),.,J\n(t)) y L(•)= ii~1 g1.i(x(t))x¡(t)xJ(t) dt 

a 
b b 

y fldx;::t><t> ldt = f cJix~(tJ)112dt =1x-
1
cq¡-x-

1
cp> 1 =1x-

1
cq> 1 

a a 

por (1) e integrando obtenemos 

O<m11Xt
1
(q) ¡:s mrlXt

1
(q) 1 :sL( 0 ):s Mr1Xi

1
(q) 1 :sM11Xt

1
(q) 1 

de donde VqeX(B(0,1)) 

(2) O<m11Xi
1

(q) l:s mr1Xi
1
(q) 1 :sd(p,q):s Mr1Xi1(q) 1 :sM11Xt

1
(q) 1 

:. si qeX(B(O,l)) y q diferente de p, x-1(q) es diferente de cero 

por lo que d(p,q)~m1>0 

Ahora supongamos que qeH es diferente de p y qi!X(B(O,l)). Por 

conexidad, para cualquier curva a de p a q como antes existe c, 

a<c<b, a' =a 1 ex ( B (o, 1) ) 
[a..c1 

y entonces 

q'=a'(c)eX(B(O,lj), q' diferente de p. Es claro que 

L(a)~L(a')~d(p,q')~m1>0 de donde d(p,q)~m1>0 ... vp diferente de q 

d(p,q)>O y d:HxH--->IR es una métrica. 

Para probar la equivalencia de las topologias basta probar para 

peH y con la notación anterior que toda Br=X1(B(O,r)) O<r:sl 

41 



vecindad de p en la topología original de M contiene una c

vecindad Vc={qeM:d(p,q)<c} en la topología de la métrica 

Riemanniana d e inversamente. 

Dado O<rsl sea c=m1r>O, si qeVc(p) por (2) 

/X-
1

(q) /s(l/m1)d(p,q)<c/rn1=r :. Vm1r(p)cBr. 

Ahora dada c>O sea r=rnin{c/M1,1} si qeBr /X-1(q) J<r y por (2) 

d(p,q)sMrJX-1(q) J<M1rsc :. BrcVc(p) ¡ y las topologías coinciden. 

III.6.DEFINICION. Un grupo de Lie es un grupo 0 con una 

estructura diferencial tal que la función 0x0------45 

(x,y)-----)xy-1 es diferenciable. 

Con lo que las traslaciones izquierda y derecha definidas de 

~0 por: Lx(y)=xy ¡ Rx(y)=yx son difeomorfismos. 

una estructura Riemanniana en 0 es invariante a la izquierda si: 

<u,u>y = <d(Lx)u,d(Lx)v>Lx<yJ u, veTy0. i. e. si Lx es 

una isornetría. Análogamente definimos una estructura Riemanniana 

invariante a la derecha¡ y una estructura invariante a la derecha 

e izquierda es bi-invariante. 

Para introducir en 0 una estructura invariante a la izquierda 

tomemos cualquier producto interno <,> 0 en Te0 y definimos: 

<u,v>x = <d(Lx-1)u,d(Lx-1)v>0 
Vxe0 ¡ u, veTx0. 

Como Lx es un difeomorfismo, esto define una estructura 

Riernanniana invariante a la izquierda. 
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III.7.DEFINICION. Una función afin propia de IR es una función 

g:IR---71R definida por gx,y(t)=yt+x ; t,x,yelR, y>O. 

El conjunto A de las funciones gx,y con (x,y)e1H={(x,y)e1R2:y>o} es 

un grupo con la composición, esto es: 

Sean gx,y ; gx' ,y' E ,J 

1) gx,yºgx',y' (t) 

gyx .. x,yy' (t) E A. 

g.,y(y't+x') 

2) go,1ºgx,y(t) = gx,y(t). 

3) g-x/y,l/yºgx,y(t) = go,dt) 

y(y't+x')+x yy't+yx'+x 

Ahora, daremos a IH una estructura de grupo através de la función 

biyectiva 

gx,y~(x,y). 

Denotemos por Z=(x,y) los puntos en IH, entonces 

Z*Z' = (x,y)*(x',y') = qi((qi- 1 (x,y)o('l'-1 (x',y'J) = (yx'+x,yy') 

i=(0,1) es la unidad de (IH,*) y z-1=(-x/y,1/y). 

IH es una variedad diferencial de dimensión 2 y las funciones 

son diferenciables por cómo están definidas. 

~ IH es un grupo de Lie. 

Tomemos ahora el producto interno euclideano usual en IR2 en T11H 

«u,V>i = u 1v1+u2v2 con u,veT11H 
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Recordemos que si Zo= ( Xo, yo) elH Lz~ 1 = Lz!: iH----->IH está dado por 

1 ¡ X Xo y 
Lzº(z) = z~ *z = (- - - , -> = (f1 (Z) ,f2(Z)). 

yo yo yo 

Ahora, dado U=(u1,u2)eTzlH calculemos 

d(Lz!) z (U) 
a (f1, f2) 

a(x,y) 

Definamos ahora <U,V>z 

Vu, veTzlH ¡ VzelH 

1 
g11=g22=- g12=g21=0 

yo 

en i la unidad en IH. 

(!/yo o J [u') o l/yo U2 

1 1 
«-U,-V» 

yo yo 

1 
-(u1,u2) 
yo 

en Zo=(Xo,yo)elH y g11=g22=l 

i.e. hemos construido una 

1 
-U 
yo 

estructura 

Riemanniana invariante a la izquierda sobre IH a partir de la 

estructura euclideana en la identidad del grupo; y hemos probado 

la siguiente: 

III.B.PROPOSICION. El conjunto de funciones afines propias con la 

ley usual de composición es un grupo de Lie lli. Como variedad 

diferencial es el espacio hiperbólico IH y una estructura 

Riemanniana invariante a la izquierda de m que coincide con la 

euclideana 911=922=1 
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