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Presentación 
Con c1 progrew de Ll. nmtcm:i.tic<i. ta. interprt tacióu de nnC"stro univ>crso !'f! ha modilicado scnsibk
meotc, n·:::i sólo en cuanto a su c.omporlamiento mccát1ico (esto rf'!•uha obvio), t;i.mbiéu respeclo a 

~u geomctrí.\. 

Jloy ~n <lb, y !;irv,1 D;to de de111pb, ci<'rt:i.s cstrudum ... fí::.ica:> ~u¡;icren foertemente \¡¡, prt:!>ellci<• 

de furma.s fra.:ta\1'!> l:B la naturakz;;, en claro cn11lrask con ar¡u."lb.<; vifj<L'i intcrprctncioncs fun

dnmcntarlu en un.1. .f.ieumdtÍn rígida y 1:n una aritmt~lica ~k1wnlal ba...,ad<'> t•m ~ólo en loo c11leros 

p<.sitiVt>!i. 

Sin clmb c~ta Ci-rrqi.·ritL\ ol,e1lece 1. 1in il•olt~tmina1ln gt·!·lri ,¡,. {'VO\ución y tk~•rrnl\o d<~ l:i nrn.

lP111<itic,,, ¡•no, no o\,..,t.wtt lt\ m:irc1(h c!Jer• ;¡;-,.'\, :~q11••lL~, 111~uprd .. cil'l11'~ fotrun, co1no !o M'll 

ahora bs nuc::.Lr;u,, i:n algu11.i. 111, ·lid.1 :.·.)tj.,f.vtvria .. ..:. E~ eo1110 ~¡ h 1taturakza rt.dam.ua. ma· 

temitica.~ ca1ln. Y•.'1 111,i..-> (C11i¡,t•ja."l 

El !>l'r huniru1-iju1ga y \:1' \u ·pw 'i!li• r•·, l1: .1r~·rw-..J., n ~i111pkm•:11te ¡>tl!.J" V(·r tou \o:, cou,>cimll'!1to~ 

q111~ l)U~O~ 

No ohsla11lc cxi~k un;1 iJea q11», ¡ .. i; '1l.~1iua raz.Ja, 11:1. :-.1ihn:vi\;du al ¡1:\..c,1, lid tiempo y d(c.:1rrnlk• 

de la. nrnl•;m:itlc«, 1nuy \i,·jc¡ y h vo·z .>ctual; b supu•:!ita "pr•'!.-< Wl<in Je la raJ.ÓU 1i11n·a en h 

naturalcr:i. y »U !:¡.:_; art•·::. • ulil•J ¡ nu:ipil· •·· .. t(tir:' de ¡1rr•¡1nrrinrrn.\i,\·i.il pt:rf1:cla 1 

Cit•?tmi:;, ¡iur .j1•¡¡;¡1\o, ]., -iri.i~t,..rir> :,n y qcrta.mrnte srngular dis¡>n:-11ción tk \v, ílorü:":dl..,'i e!I t:l 

centro Je un:1 EH•U¡;;\riLi., fotrn<mdo un arr"glo en ~!'j N"'iirak'i rnncént11c,i.:.. '21 de dL\..'> )!;lL•llt;u 1·n 

un !>eOtido y 3·1 ni <'\ í1lro (c()n1pin·~c b.-; rcl<tciorn"'.. rnttt: ll\<J i·nl•.'t"i 21, 31 y ;,:¡ col! la rn:.t'iu 

ñurl:!u.) 

AsimiRmo sorprende l'I hr~cho rk que alg1;1J,\'> pintur:~ nntigu;v; como "Autorrctrnl1/' y .. San 

J..-rónimo" do: Da Vmd y otras 1'1urhn rn.Í.'l recicnli·~ C(imo "'-·• l':irade"' d1: Scurnt o "PJ;i.za .¡,, 
In ConcorJi:i,. Je ,\!c.n<lri:\Jl, prr:.wnll'n proporciones 1í.11r1~11s. 

El mismísimo Partcnóu Ju Att1 1¡:u; ¡H.rcce cucajnr t'll un recliingulo áun .. 'o o.:a..~i i•crfectu, u11:1 vez 

reconstruido su ruino:"-0 frontón. 

En pleno si¡.;\ü XX el uso ~istcmátirn y rkd:iradaniL'nk cunscicnk de 1: .. ,., propurcioucs 1Í.ttr<';l!t 

destaca en los Ji!'l~itos di:! re(onocit!o arquikdo franct:s 1.1~ Corbusin. 

Estudios moderm\S !>Obre ciertos cun.sicristalffi en la. n;1turnleza y ~bre la 1limensioualtdatl de 
pnrticularcs formas fractales C\'Ocnn nuc\'i\fllf'ntc In ¡1rc~en(ia. de la. dt,1da rH1.6n ñurP:l. 

La estrella de mar <le cinrn JlUnl:\.'>, rl caracol /'faulilirn e inc\u50 lM proporciones dd llll'tl•º humilno 

no dejan de sugerir a\g1111a concxi6n con la con~tnntc d1J oro. 

11.a nlad6n l: 1.618 et el valor11¡1ro•inl.Mlode la rllWn !url'a. 
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Iutroducci6n 

En la i1rnumcrabilidaJ del conju11lo de !0:<> m'ur1;:tos irtacionnÍt.'5 exbtcn ckrmmtn-i d~ disliuguida 
¡;;¡Jj,fo.J. 

A 1ra ... ·és de siglos de Ct.!tudio y de profunda. tdkxióu, a ÍUPr?<\ de in1:.istir, kr.> erande-5 p-!l\5adorc.'I 
han dn.do i:on n..lgttrl<,.1,'I cuantos.: tl UlÍ.llH~ro de oro es llntl de ellos, quid tan nol11.ble 1.:n Gconwtria 

corno lo!\ son en Aw~fojc; los inmnrta.le~ t y ir. 

E~la lt.~is vcrna fundamentalmcntc ~Lr..: d t"Studio del uú1nero ~h~ oro y no es, en dcílnit1Vi1, 

utia antologfa i:;obrc sus ;i.nlccedr.ntes hi~tóric:os ni !J~· hace mención explícita de su pt<:.:;cncia l"n la.;, 

arles; mucho lllt'l\l''.í prd<'mk ( kv<lrh " principia c.slélico o cxnll;~r la ~irc.::HJnl<s "dívíuidad" de la 
que antaño foc objeto. Es, y debe s1.:r ·~ntcndida. :i.qi, im esl11Jío rigurv~,¡ y puwmcnk matemático <le 

sus m;_\rtwillosi\.."l propicda,1f>s gromélrico-arilmétic,1.s, !'$ uua <!..::plornción <"xhau-;livn en la. sucesión 
de Fibouncci iior cncontrark 

Si se hn ínsistiJo en utilizM el c:ali!ka.tivo "durro", qu~ ~e cunsidct<l justo ,1mH¡uc cíetta.nwnle 

cxtrnño, hl\ sido ¡ior no conlt~vcnir toda. UTI:\ lt<><lkiün matcin:ilic::\. 

La presente t~fa f".St:i di\'idiiJn tn dos ¡;t"-ndc!'I pMt•.s compl~mcntario.s, ck.da Ullil de IM C\H\k:J 
incluye, a su vei, si.:is ;1p.1rtr..dos orgánkamcutc dispuc.<;I()!;, de me.n\'.ta t.1! que fr1·rn~nlcmentc 5e 

h~cc rercr~nc:in. r.xplkilll a dctcrmínadoo rt><-;ufl11.<lo.~ Je npnrtados ant1:dore:s 

El n!Ímtt"ll de oro y fo $C1a.11.íri dc f16onacci (P1Ule I) i::onlif'"ll" los :tSpcctos gt·nr.rales sobe lo!I 
cit.ido.c; conceptos, pn•--.:1ntánJolos Je.Je SllS tc'ircnir.1...~ d"finic~oni.:s y de fur1wi <ll'd;".ncb.rn,.~1tr 

independiente ha.slti. d apMtado L5 {no~. sino h3.'>t'1 l 6 '!º"' ~ lc"I ,·incu!a de manera t!>.plícila). 

Cant'trgtncia dornda (rarte 2) funde en íntima rtln.ción al n1'.m1c:ru de oro con la succsíún de 

Flbanncd a lrn.>'~ dd concepto de límite como mo::dio unificador (t"~<;to ~observa principalm~nlt: 

en los ap1utndoo 2.l y 2.1). 

Son ju11t.:unr.nte ltY.i proc~sos J·~· com('rr,1•ntÍ:\ fa t':Y'ncia. rni~m;i de 1.'Sla 5-r.gu111fa t•:uk, p:m1 la cual, 

cabe me11cio11:1.r, r~ prr.d~an conocimientos poro ni:ts <.-spednlizado'3 en m&.t.-mátic:ts. 

El nrimac de oro rn fo gtomdria. Dt/inición y propacdado gtomftnca1 (<lpílttn.do l.l) prtt>tílt:t, 

wmo cabe esperar, h gcomctrfo intrínseca del mim~ro de oro, drs(fo su toni:trucción con regla 
~· comp.ii; ha.sta rl r~ludio de ciertas cun~s p11rticubrcs: el Árlieloc;, la diV!!: y b. hipérhola 

[,a .suct.sitfrt dt Fibon·JCci. Drfinlc1Jn y pmpitJaJ~:. anlmiliriu (ñ¡ .. ula1!0 1,2) íntr0duce el conUf>lo 

Je número de Fihonncci y aporL1 1,1..'i rel.'lciow:-~ :iritm¿tio.'i rwi.'i sol>re.<1ali••11tct., ~nt!lndo a..'>Í la!> 

bnscs minitnM: p:uíl. e:l dl'~nrro!lo p0'.llcrim de otws D.f10.rtado~. 

Los COt/idrnfrJ ,/e Ntu·lon y ro~ número., dt: [JbOMtCI \l\pa.rt:ldo l.3) C0>tablco· a!gm.ni. dnrn!1:.s 

existente<;, cii~rl<llncutc notablr-~. entre lo~ 1:11tl'rc.~ n!'wtoni~no<; y !o.'! nl1mt'l·n~ .le Fihmrncd Se 

distingue espccinlmenle el leorein.:\ 1.3 . .J. 



Cuadros mtigiros y dc.tcr111i11anteJ (apa.rt;vlu l .·l) ts de rnr:íctcr difrrf'llle. Se construyen aqui 

cui\dro.'i mágicos de orden trc'l utilinndo 1nimcro:;. tle Fibonor.i·i <:on~;.;culi\'ü'l y se dcrnue!!ltn la 

nulidad de ciertos ddcrminanlt:!I. 

A excepción de loo cfomci..~ aparladoH, la li'dtJr,\ de i'.Sl" 11•> &~· prcd&a 'k niu~l111 modo y ;, 11 indu:iiún 

debe ser coh!'.1idcrnJa <'OTn<i u1rn r.<·uci!la curio~[,hd mat.:-m;;11rn. 

Dfrisibi/iJ¡¡J (ap:"l.rtvlo l.5} c011li•'fl•' r1'-·i!t:1dr,"' ,J,~ ~r.1ll iu1¡1~·rL111cia tt<Jrir.,1) t'll!mri;J. ;·¡1ri1::. cri· 

tcrios de di\'Í:.iL1!iJad fliHil Jo., m'1nwro:. dP Fihon;H"ci. D··~tar•1 por su ¡.;rnn L•.-!!t:rn y ri·~rfe<ción 

el tcorcmrl 1.5.6. 

Pvtcnci,u Junu~ {h¡,artadu 1 .r;) 1:1 ,!uu.J .. ¡n1r \'•'/, ¡•ri.it• r,1 y t·H fur11n 'xplícit,1 b•; i;:,tabl1:ccn 

rda.riones cntr;~ el 11í11nero d1• oro y h . .<.1u:1·si¡'m 1h~ Fihonncri, d.1r1<L1 111¡;.n ;\ un.1 rnnjuncil,n 

impercadcrn y abricn•lo un n.~c""'º n:<tur~1l .i la ~ .. ·_::;1H1da ¡<1n(" 

límifr.s y .H:rar.J 1t1/i111/iJ$ (ap:ir:·1dn ': i) f. r1·1I•·,-,. h.- rt·Li·:i·m·~ ic1ttr•~ d 11l11111'ro ,ll· 01·n y h 

succsiún dü FilJonacd mediank h !nt1.:l d,. li11ul' ~y' ~ta!.!•.<•~ h ·~'-'11\'.t.;~1.ci:i de ,d;.;nn<L~ "·' rfr.'i 
<'~pcciall'tl. Sohn·snkn •'!l e~ta tlirecu 1:·u J,1~ l< \·!· !LJ.L; 2 1.2 '.~ J .S. '.! l º· :.! 1. 1 :; } '.! 1 H. 

I'arlt.!f tntrr-J y dccm11{ Je la.J pdn1r1cl.c di.re.is. El jMfor dr 011· (.i¡>:1rt;1,L '.2.~) • 1lt1di:L ll l•·m¡ior 

tamicuto de lil..'l repu·51,ntariour:; duifli:•ks d,. !;1~' ¡>f;!Pnt Í•L~ l. ·~HJ.I; ,¡..¡ n1·11111·n> 1!!' nru y dibc11k 

cómo obtcn~r un ru'unero lh~ Fihouncr:i ;:irf.ttr:uir.1
1 

,01t¡H11·:.to ('OH0··id•> a!1uin ,.~rn. 

CJlc11/o Je 11úmtn1~ Jt F1&ou11cr.1 rPU iiz,itcr.1 !}r,m.ú.1 (.1p:ir1 ;1<J,1 :'. J¡ r·!1 ,•¡¡i1¡;, ;1!,·:!l' ll'" t•rcr:1t1•"¡ 

Se establt:tt'n aquí algima.~ fórmuh..'I "':nd!hB en 1:..~L• dirr·,·¡,·,n y ·"'' rn11<·.~tr:L 11:1 pru.:,:,lintÍ• 11t11 

bnst:mlc confiablt' par.'\ t'.~tim:ir t>I 1nírrwrn dL· nfr;L~ ,J, cim·d··~ 'Jtl" 1 r"·"•'nt;11i 1~·5 n1i1n1'1·t1s 1lt.! 

FiLonncci. 

DuanT!/10$ en fracc1ó11 rontfo1u1 :.1m¡ilr 111fin1fo dr l.i• /•fll!'ll• ru~ 1Ír1ir;i..¡ (;q1arL1olu '2 l) d"l!l\!•'.'-li•1 

que cualr¡uicr potenr.i.i. t•nkr:' dt'l m'111H'l"> 1h~ oro es .... 'lh1(i•'•n a dd('trninitd:\ t'ru:1(Íc .. ¡¡ cliirlr:ittca 

completa ton cocfiórntf!.<; Sl"ht•· la fitu·1·:<i(ín ,¡.~ Fiho1111•d, d~ndo Ju;.:~ir-. ~11• d· ~arr"!Jr.- ,..r·11ri 

miados. 

1T y ti núnuro dt: oro. Sutn1B y prt'Juct(l~ iufi111tos (íl.p.nt11do 2.fJ) r_'(p!iciL·1 m•cdi:111tc h .. ; fuzH.Íniws 

trigonométrica..">, lrui sum:i.s y k>'i producto:; infiuilüs tr.:l'-!ciom~ cu tri: l.:.s COH"ta11t1.·:, 11' y <;i. ("Jnti,:nt' 

una lnbla. de valores de !.:is funciones seno, Cúf>t.'no y tang(·nt(• f>nlire Jivt:t!o.ns ;1rgumcntn1 y s1: 
distingue por su clegnncia el teorema 2.fJA. 

La t:lpiral áurta (apart11do 2.6) retoma la p;irtc i:eom•:trirn inrnrp\)r;1ud0 ! .. -. p1oc•:srJ.~ d·~ comer

gencia. para. la rectificación de la. citada curva. 

Las refcrcnda5 Liltliográficas donde el lector poJri rc,iliz:u comultn."> m!L<; <">pccífi<'.<ó !>l'.ihrt! lcis 

diversos lemas relaciono.dos, se hnn incluido al final de c.sl'1 le5i~. 

Et .r\UlOll 



Pnrtc 1 

El número de oro y la sucesi6n de Fibonacci 

1.1 El número <le oro en la gc,0111cln'.n, 

Definición y prupimhule!! ¡..:üométricn.;. 

Oo~ nrn¡,;1:i~1uk; pn{'d'"n s-:r c.omp:naJ¡1.S cscncialnl'~nte de <lo.i forma.." posiLfes: 

• dividif'ndn 1l!ll\ por lo. últ.t 

En el primer ca.<;o ... e habla di! ln Ji/errncia y en el s,;gundo del cocu:nlc de las magnitudes en 

c1wstión. 

Cul\l1do In comp;u,\dcín es hcch;i. por división, d coci<"-nlc indic<\ d número de 'Jetes que un;-i de 
ellas conlicnc <l la otra y e.<; Jlf\1mdo ru:cin 1k bs tnl\gnitudes. 

S•·<m, por ejemplo, los scgnwntos All y C'fj <lt' longit11des fi ·i y l.13 rc<.;¡1ecti,,·ame11te: 

G.•I 
~~~~~~~~~--------. 

1.6 

r• D 

Ln. rn:ún de la maguilud toayot il la menor l''I" 

l~!.lJ~ll.::'.~.1 
IGDI 1.6 

La n::ón de la mar;nít11d menor a l:i mayor es: 

B 



Defiukión 1.1.1 

Su¡iongnmo.~ que un punto P tfü·idc a un ~cgmento AD eu tiotj p:irtcs <le Jifertnte longitud. 

Se dicP- que el punto P divide al segmento AlJ l'll ni:r.-í'n •Ít.Uu ;,; !,l ma}ur de la.s purtcs C•>r.tien 1! a 

Ja menor tantM \'cces como 13 mayor esli mnknida en el ~cgr1wnto 1 

A p B 

Dicho de otro modo, el punta P Jivid(' al :i("glJlt'llto ÁÜ "ll 1a:ón Uurni ~i 

en donde supc11cmos que! AP 1>1 PJJ ! 

Calic mcnri011ur qm· h l/:11rn h dlü~ié°ill ,¡,.un .'.q;1nu1to en ru:Jn •Ír1ru1 ern eo1wcíd11 rvmo (\i~i$í6n 

de un s~gmt~nto t·n mc.Ji,1 y •:rfro1J<: n1:(ri. Y:i Ludidcs, en :·u tilao XlfJ de !!!IS Elcm1!11los, h;1hla 
en 1~;!0!. tCnnino·¡ 

El teorrma sigwcnte pr.ipnr,·iona un artificio t~' üB1·~trirn p;Jt,1 la drtrnnin:idr.11 dd punto Í', mt'.'
di;uitc d u·,o J,. l.1 ~·.'t:~"- :• d ( ,¡¡¡¡, ·1.• 

Tcorf'IlHi 1.1.I 

Sea AD un Sl"gmcnt,1 de rcct(I 1lt'b1trono. 

/, Tm:ar el ruyn :l.Ü. Cm1 unlrn en C3 y radiu Ali corlar rll Gal niyo .-W. 

A IJ r 

lk divl1i6n de un 1egmet1!0 Je r .. cta rll t,\fes P•'l tr~ fue eu d m~d:~w• cu1drlrr1J.d11, coma kin1"4 ~ (X'r at.~ .. r.ar 
"111nn~Ri4 r ¡;cr/tccíéii• en ¡,. ;uiniitrko. 



2. Con cenl11H t!I ¡\ y e IN:llr llITO!r J~ rnd10 AC que M: corlen en D. 

;;<_ D 

3. Sr.e E ti punto de co1·1e tntre rl .H7menlci BD y ti 11rro fra:a.:lo tn /. 

A EJ e 

4. Con etf'lfrt:i.5 rn e!;,' E lro:r.r f.lfC!l.i d~ 1wl10 Xü qui Sf (('rlrn el) F. S{íl G d corlt <flirt AF 

vBE. 

~F 
~ 

A D e 

5. Con crnlrv c:n G y radw If{} corlar rn JI ol 1:·y111rnto .AG. 



6. Con ctnlro tn A y rtJdio AH cortar tll P al ugmrnto AD 

z 
A P /l C 

Se afim1a que d punlo P diioídt al 1tgtnrnto AB tn ro.:ón. áurea. 

Dcmastrnción 

Consideremos la siguiente figura: 

D 

A B e 

Nuestro primer propósito es demostrar que el triángulo ABG es redá.ng11lo y que la lcngituJ del 
segmento 8G es un medio de li\ longituJ del segmento AD. 

En cíecto, de acuerdo al procedimiento dcscrito1 I All \ = I IJC \ y 1AD\=1 CD\ (por &er 

radios de circunforencin.s iguales). 

Luego, los triángulos ADD y GBD son necc.s~rinmcnle congruentes {por tener sus tres lados 

iguales). 

Por lanto, el triii.ngulo AOD 1~ rcctñ11gulo y, en cumf'CU•~nci<t, también I·• ,.,, l'I triii.ngulo AHG, 

como qucrfa demostrarse. 

Por otra parte, dado que loo triángulos ADE y DCF son congr11l'ntcs (pues 3.mbo.c; !'Oll t('di111¡;11lu~ 

con catetos iguales), deducimos que 1AE1=1LIF1 

Pero 1AB1 = \ EF !, por ser radios de circuníercncias igual.--s. l.ucgo, el cuadril<itcro ADFE es 

un paruldogramo. Por tanto, G es el punto medio del segmento BE (¡H.ll'S )M dia¡;onalc::> J.c un 

paralclograroo se bisectan). Ent.onc.es, \ BG 1:: ~l ..tJJ !, como q11ería dcmoslrarse. 



Ahora consideremos el triángulo ABG de la figura siguiente; 

G 

/' R 

De acuerdo con el teorema de Pitibora .. <i, 1 AH l~ === 1 IV I' - / lJU J' 

Observemo! o.horn qut! ! ..!U l = 1ATi1+1HG1-= 1A?f+lHG1 

Luego, 1 ALI I' = 1AP1' + 21AP11lfü1 

Pero hrmos demostrado qu~ j /JG 1 -_:: ~ 1 Tll ! 

Por tanto, l A/J J' = j ::fP ¡i + J M' 11AB1 

E'luivalcnlc11Hc11tc, 

De donde 

1 '11' I' = 1 . .\R12 -1AJ'11AIJ1 = l Ali I (i .W 1-1Al'1) = l Ali 11PB1 

IAP I IAIJ 1 
fPB 1 = IAI'i 

Nó!('!-<' ad,.m~-" rpw l 'Afi J > \ l'fJ ! 

L1wgo, el punlo P divide al ~!"'gmento Ali <.'Jl ru:ón át:rrn. • 

Supo119a1J10.s que uu pu11b P r!1rn/( 11 u11 srgmt11to ..tIJ w raz6n. dw>trl. 

Sea P1 ti p1mtn dd Hgmrnto AH tal qur J 111" / = 1 PB [. 

Demostmcibu 

.4 P' p 8 

Dudo <1ue l .4.P' 1=1 PLJ j. i11forimos inmcJiatamn1te r¡ne 1IP!=1P'IJ1-



Pero L'!.!'. I = @J 
l l'LI\ \ .41' i' 

1 II"/JI \Ali\ 
ucgo, 1 AP7i ::;: j })'fj ! • 

El siguienf•! teort!ma <::¡t<1blc.::e la uuir.i,fod de los punlo'I P y P' 

Teo1·c1uu 1.1.:l 

Sea. P d p1rnto gtntmd(I mcdiu;i/~ ti teon.111.i 1.J.J !/sea P' d punto del 5egmt11to .AB tal qul 

1-·11"\=IP/J\ 

Entmict.f, P !JI'' J1i11 fo.J r;11117Ó,t puntnJ drl ugnu·rdo AJJ que lo Jil'ide11 01 ra.!Ór1 áu1·r:a. 

Dernostr11dlm 

Sc:i L la longitud dd seg111<~nlo All y s.ea Q 1111 pu11to diferente ~fo P que divid·~ al sepncnto Afj 
cu 111:ót1 duna. 

Üt'!n(JStrar~·mos (jUl! Q IJ<!cc.:rnriamentc coincide con /''. 

En •·fo:i:to, ratonerno.s solmi la sig11icute figurn: 

,___, ___ t---· - J. - :r---· 
,_____( 4-1) /.--- --j-( "-fl) /. --· 
>------], --------· 

Como Q divide ni segmento AH en m:ón á1J,.(<J, se ti••1J1! qu•· 

L-.:: /, 
--= -¡-::-;: 



D·~ donde z1 - 3lx + L'l::;; U 

(
3 - .;¡;) Pero r < L, iior lanto J: ~ -

2
- f, 

l,11f'go, Q y P1 1.kLc11 c~llncidir D 

Dcfi11ki{111 1.1.2 

Lo:,, punl• ~ P ) P' 1¡11•' divid•·n " nn '>'•'g1111~11t0 T/j f·n ru:.:ir. ri111rn !.on llama1\t.,;; J•tlfdo.s dr oro dd 
iepntntú 

l111 rr<>ult:1•k•nmy ;l(ndi\"u d .. b ~,· .. 11wtr¡,1 pla1,·1 afit11 .. 1r¡iwla1!ial!;r>1L01 J,• un p~·nt.íµ;ono r<'gu\.n 

C:· lrio.,.~r.t;1•la <:11 ¡:arle.~ 1íi.rr<11 pllí L1-. 1!1a¡..',<•!l·i\.." del \"f'rltrl· cmnpr•:ndi¡\L, 

[)cfi11imu:1 el nlnncro d~ \iro, 1¡uc ~ le .~scrib" con la letra ¡;ncg;\ d>, como el <'ocicnte qu<' fl.';<;U}lil 

de di\·1dir la tll~yor •k lai, ¡)art1 'i lkl ~"f:llletilo por la tni.·nr .. r, 

El 111ímcro 1fr orv rs 111111 con.1h111lt 1rnu·1'-'nrtl. ruyo fltfo1· r.~ 



Dcmo'straci6n 

Sea AJJ un segmento Je tecla dividido en razón áurt,1 mediante un punto P. 

Podemos suponer, sin perder generalidad, que el s~gmcnto l' B es unitario 

.1 

Por hipOtcsis, r = z : 
1 

o, equivalentemente, r 2 - r - 1 = O 

• 1 ± ./5 
lksolv1endo, z = -

2
-

Pero ~:::. z > O, entonces •- '+./5 - 2 

Resultará útil observar que: 

95 5~+ 3 
•• Jo+ 2 
•' 2ó+ 1 
•' ó+ 1 

~-1 ·- 1 
.-, 2 - • 

·-· 2ó-3 tj-~ 5 - 3,; 

p B 

• 

Dejamos al lector In verificación aritmética de estas igunldadcs, IM cualf's srr<Íu írccucntcm•~nfí' 
utilizad11.S en este apartado. 

Tcorcmn 1.1.!i 

Sta AH u11 Jtgmento dt. longitud/,, 

la triJección dd lt.gmwlo AB tJI ¡J11dt.11 óurca.11 co11tu:11r, cit izquurda a Jtraha. trr.s ugmr:/IO¡¡ 
dt lor1g1t11drs ¿,-2L, c-3L, ?- 1L rtsprctu·amrntc 

E fovcrsamrntr, sí el segmento Ali cstti dirid1do por los prwto., P' y P r11 hu parles dr /011yll111/c1> 

tP- 2 L, </>- 3L y 9-2 L, tntoncl.'3 P' y !' so11 los ¡1unto1t de oro dtl Mgmrnto AlJ. 



Dr.mostradón 

Sean P1 y P los punto.'> Jl" oro del segmt"nto AD 

P' p /] 

Como 
i1tPI 
f flll ! ;;::;; .;. )'como ! fiB l ~ l-1 AP L cncontrnrwis q111: 1 AP f = oL - ol AP} 

Es decir, (?+ J)l ,\P 1=91. 

Pero '1+1=~2 1 t:ntonces IAf>l=~- 1 L 

Análofl)n.meute se encuentra. que 1 P 1 lJ ! = iti- 1 l 

Luogo, 1P/J1= L-l.4P 1= L-~-I[, = (1-~- 1)L= 9-'L = IAP' 1 

En consecuencia, ¡ ¡np 1::: l - 2(J- 2 L ~ (l - z~- 1 }L = c- 3 L • 

Nótese r¡uc ·i9-'1 + ~- 3 = 1 

Tcorcmn 1.1.6 

Sean P' y}', dt 1:quttda '' duerhn, lo.s punto6 de oro rlc "" .•rgmrnlcJ A8. Enloncts, d 11u11to 

P' dindt rn rcn:ón durea al ugmwlP AP 

Oemostmdón 

Sen. l la loogitud de-! !le¡;mcuto ,"18 

I" p B 

lJI! :i.euerdo con,.¡ tcor.:ma ant<.'r\N, 

1.urgo, 

• 



El teorema anlcriur, de al¡;una n11rnera, sugil!rt cir~rt;i "perfección" eu la. tri~ecci6n en pn.rfr$ óurtot 
di? un ~ci;:mento dado 

A coutiJ1uació11 cnuncin:n,,.; un t('ur~m.1 de gran import:mcia. 

Tcorcmn 1.1.7 

Súrn a y b ¡{05 ntimtrnJ r~,ifrs t1:/o o;r.u 11L >O, 

E11to11a.s, 'i = 9 JI y <,0 fo111c11fr H ,1b;:,,:; 11 2 - b'J.. 

Demoslrar.iún 

• Supongamos <¡ti( 
a . - :::: o ¡, 

.., Supong.1mo~ IJUt' af,:::; 11: - P 

Euto11cL'.<i, ~:e:- ~i: ·" i:b~J:: = (~) z - l 

Sea 1·::; ~ 

f'ot ttuito, r;: - r - l ~ [i 

llc'>oh·ienclo, r =C. O r = -ó- 1 

Pero, ofi :> ü, tntonr.e<; L :..: r > O 

Luego, r = •?, es d('c.:ir, • 
Definición 1.1.1 

DirctnO'l que lo~ mhneros a y b (en 1•;,1~ orden) t.':'>lán NI ro:ór1 áurra ~¡ i = (; 

Teormun 1.1.8 

Stall a y b un par de 11úmcro.s rralrs. 

l. a y b c.stá11 (11 ro~ón 1lt11Y:u. 

2. b V a-b tJlán en 1uzú11 átirca. 

3. u+b y a t:Jtiín en ra:du ám·ca 

4. b-a y a - 2b otáu en mz6n áun::a. 

Por .supuuto, criJtf:fl ofraJ combinocionts linc11lcJ dr a y b qtu tstán tn Mzcín áurea, 

JO 



Dutuostrución 

,.. Demo~tremos qu!! l. y 2. ~on afimmcioucs equivakntf'il: 

t> Supungnmo,, que T, = ó 

; 
Ento11n•s, ;:¿; = 

l! ~· 

Ent0n:c;;, b = ó(a - b) = ~>(I -· 9b 

D<! .foude ,,:..:i ~ ób+ f, = {ó + l)b = O'b 

Por tanto. a :::: Cb, (''; •kcir, T, = ¡,~ '1 

~ Demostrerno~ qut' 1. y 3, &<Jo nftrmaciuncs •:rplivalcntt:~· 

t. Supougam1:.·1 qm• ~ = ~ 

Entonr1'l, a+b;-;;l+~:-::l+Q- 1 :;:;,ji 
a " 

a+b 
t> .Supungamos que ---¡;- = ó 

Entom:es~1 b = r;>r1 - o= (9 - l)a;:;: ~~-la 

Luc&o, !; = 9 11 

t> Supo1qyrn1ns que i -::- ¡/J 

Entouct>s, 

b-a 
t> Supongnmc"> qtH· ;;-=-2b = r;> 

Entonn·~. (~r?-r- l)b = (.;• + 1)11 

Lw·¡;u, u ~ ('.!ó + 1 Jb = ::·~ = .¡,/· 
o+ 1 .;i] ,, 

Por ltllll0, b = r;:> 

11 

.. 

.. 



De ahí que P sea punto do uro del segmento 7fS a 

Por último, In razOn de IM áreas de Jos rectángulos ABSR y R.SCD es 

_a_b_ = ~=~ ., 
a(a-b) a-b 

Teorema 1.1.10 

Un rutdngulo u dun!o si y solamente si -'U drra u igual a la diferrncia de lo! cuadrados de sus 
dimtnsiont.5. 

Dc1nostrndón 

l.a afirmación ('S una consecuencia dircctn del teorema 1.1.'i • 

Teorema 1.1.11 

Un rcdúngulo cíureo putdt .Jtr dirJtdido tn do.J parlts. una de laJ cuale8 u nutvarntnlt un 
rr!cldngulo dureo y la otra un c1rndrado ptrfuto. 

Rtdprocamtnlt, si 11n rutríngulo putdt Jer dit"idido en dos parte.s, una dt la.1 cualu sea un 
rr:ctdngulo .Jtrnejanlt a il y la otro un cuadrndo perfecto, tntoncu u ntctsariamtnle dureo. 

Dcmostrndón 

~ Sea ABGD un rtclángufo durro y !rnpo11gnmos que l .4lJ 1 =a y l JJC / = b 

Sean E y F 1(1;1 puntos sobre los segmento!! Ail y CD rcspecti\'arnt'nte, de modo que 

IAEf=b=IVFI 

Por con!itrueción, el cuadrilá.tcro AEFD t'-'3 un cuadrado. 

13 



Demostraremos que el rectángulo EDCF -.~ áur .. ·o. 

En l"fccto, como AIJCD es uu n~ctá119ulv .i1Jrr.o, ~ :;:: ~ 

Lucgo,dcacucrdoconelkorcrnal.1.8, 
0
:¿=9 • 

• Supongamos n.hora qut> Jog n:ct<inguloo; .1DCD y EBCF ~,11 ~'!tnejank:;. 

Demostraremos que el rectá.n~ul<; AfJCl> f:'> .íurw 

E 
' ¡ · . . (1 b 

n c1ccto, por npotc.'>ls, b = ;;-:¿ 

Por tanto, ab = a:! - b1 

Luego, de ;i.cucrdo con el twremr~ 1.1.10, t'I rectángulo .-\/JCD t'S durt'o 11 

'fcot·(!Jlln J.l,12 

Un n~cl;ín_qu/o t.S tiw·co .si !J s.ífo 51 ¡1udf ser d1rnf1du en cuatro tnJngulos rutciugulos trr:,'I 1h lo., 

crrnlc:. teng,rn fa m11mf1 drcci 

D1·111,JstrnC"ión 

,.. Sea :1JJC:D un rattir;11¡/,, •Íun:í' 

S<'a P d punlo d1· oro ~Id ~q;1111;11lo }7i 111:'1-~ ¡•ró1omn ;1! \'i!r!i1·<'. ,-1 y :".it'!\ Q el ¡muto d~· (lfO di'! 

S•.'f,llltnto lJC m<i.~ pró.'(imo al vértice e:. 

"[\¿]: 
:l p JI 

Demostraremos que el triángulo J'(JD ('5 rcrt;iugu!o y que los !t(·'> ln;;ncu!os adyarc-nk!? a CI 

tiruen igual áren. 

En efecto, 13.S prndicnlrs de los sl'g1w~nto:- p[j y !'<) ~rm: 

Luego, el triángulo PQD es rt•ct<lngulo 11 

¡.¡ 



Designemos 11livra ..:on A el ;\rea. <ld rcctá11.qlllo átirto y (On A1, A:i y A.1 las irea:. <le los 
triri.uguk,s APD, 1'11Q y QCD rt·specti••.:um:nlc. 

A 
Enrontramos que A 1 = A~= A3 = 

29
:? 

~ Sea. A. HC D c.ualq\lier rect:í.ugu\o. 

Se;i. P un punlo del ~gm•·nto AH y Q un punto d~I !it:¡;mcnlo /JG' r.ak.; que·~! tri;\11gulo PQD 
r,,•a rer:t.:ítlguh y lo<> triángulos :\PD, P!JQ y QCD ::iéan de i~u:\l t\rca. 

SupongaJm>'J. adcmri.s, que 1Aff1 = a, 1 HC l = b, ! i\P 1 = r y 1 CQ ! = y, t<d :: 
como se muestra en la. figura siguiente: 

"~ ~: 
.~@." 

" D1.•m(•S~r;,r1:mos que -¡; = ,.,; 

Eu di;cto, aplicaudo d lo:orP.11111. dt· l'ilií;(•r.1::. col>!• i1(1J10~ qur 

1 Vi] i' + 1PQ11 
= 1 <JU i' 

p.,,o b1 + r 1 = l 1'/J ¡', (" - r) 1 + (b - y) 1 = i /'<.; 1' y o'+ y'= 1QD1' 

Simplificando, (11 - .rJ.r = (b-yjb 

Ahora lw:n, (Olll'' J,;s trifogulos ;\}'[), f'!l(J) QCD Lic1w11 igual ;\ri·a. 

a r 
\U0lt'~c 'l1ll' - :::: -) 

; y 

Luego, (CI - .r)1 .r = (r1- .r)(/, - y)l1 = /1 2.r, • ...., .Icru. (r1 - .r)J = b"!: d,.. donde- a - r;::: h 

br 
Pero b - y :::: ~. ck dond•· b :::: .r ·t !1 

Entonrt"S, O;::: f,J· - ¡¡y= {.r ·-f y).r - (b ·r J")y :- .r'.: - by 

!'_sto f'S, .r~ :::: by de dr.md1• 

r 2 
- y':= &y - y~= ylb - y)= .ry 

Por tanto, de acut>rdo al tcotnna 1 1 i, • 

ló 



Observemos larnbi·!n que 

•' z a - x = b = - = -z = efir 
!I l/ 

Luego, a=: r + 4ir::: (,P + 1).:::: = ,P 2:r, r:,to C''.'i, r;;::: 4>- 2¡ ~f.i} ! = 4>- 1a 

Por tanto, y=~= 9- 1b = 9- 1¡ TIC 1 

LM últim:\.~ do..<; iguah\aJc:. tl~muc!.tr;i.n qu•: los punto:; P y Q ~n neccsariarncnk purito.t dr. oni 

de los scgmt!nto,; a Jvs que pnlc11L'.:'.l'IL 

El teorema siguicnle establece una rc\<1.dó11 rntre \M funcione,; trigonom•~trkas y el llamado nútn~ro 

de oro: 

Tcorcmn 1.1.13 

cos 35° !'. 

Demostrución 

Como sen W::::::: '.?sen OcosO y sen 1'.lº = Ch'l 18~ , 

entonc('s, 2sen 3Gº tos 3Gº ::: cos 18° . 

Pero seu 36° = '.l sen 18<> co:< lti" , de dou,J,~ ·1 sen 10" <:os .15º = 1. 

Elevando ill cuadrado, lt:i:;cn 118° co.~1 .1fiª = l 

Por otra. p.Hte, :.?s1.:n 1 lb" = 1 - cos3Gº, l'ues '.!~n 10::: 1- co,;20 

Por tnnto, 8( l - ws 3üº ) cos1 36º ::: l 

llacit'lldo :r = cos :JGº g•:neramo~ b <:rnacióu algclm'l.ica. 

8r3 - Sx~ + l = (:17 - 1)(4x1 - 'J.r - l) =O 

lt ¡¡; l -· .¡;; 
CUY:\.'lraÍre'IS')IJ" 2· -.¡-· y --

Pero O< cos:36~ "f; ~· c11tonc1:s .. 
Nota: Haciendo \lSO del tt:orema u~' Plo!<,fl)O:() :;obre \In pcnt·igoJIO regular, puede encoutmr!>C 111 

rnz<in de su diagon.11 a 'l\J l<1do, y .¡,. ahí d"ducir que~ ceo,, :rn~ = ~ 

Tcol'cmn 1.1.H 

1. La dil\go1rnl de uu pcnliiiono rt'.¡;l1lnr y ,;11 lad(l ,.slJ',u cu ra:ó11 Jur'fu 

2. La diagonal de un pentlisono t•:gulnr r~ ttilic~t .1tla f'.11 parto áurr1i'i [•Ot 1:1--.; di:i.r,<rnak·. dd \"hticc 

comprendido. 



D 

Q' rJ N 

·l. En la figur,i. mostrada {prnl<tgram!l mísf1C1l~) t'-e snti~faccn \.:is 5iguiente-; reladmws: 

·1.1. 

•1.2. 

!OMI ·º 
.1.J. lc5ET = , •. 

·1.·I. L:\ ra:>¿·ll J,. L"I~ ;lrf'a..'> dt• l0'i l•<:llt<l¡:;,0110!> exlcrior e 111tcrior •·.~ (>4 

·1.5. Q1 y Q !>011 fo.1 puntos dr uro ¿,.1 r,,,gm"nto l jfN ! 

Dl!mostracióu 

Pero j AC ! = ! AIJ \, cntc>11c•·s L..::_~~J = ,:. 
1.1/J¡ 

a 

1Sc.' di.-e q<1e Hl.'I. Ílg•lrll. !:~"fn,;Cflr.A (\/\ rstr..11,, <!~ ,·inn> ¡1u11t.u) In~ l<·\11<1•!!\ ".:(di.U si¡;11.l 1di~ic.,o tllllt I·•• 
pil 3~,~1frn'<. No ,.\,,t,rnt t', 110 i1;~··u!ir~ll\•'• "'l"Í ~,\,. ~"l'"~'t" ht< h". 

¡; 



1:.w 1 
2. Tenemos que I AP I ::: ~. pues 1AD1;.; 1AP1 y, de acuerdo al iuciso 2. del tcorcinn 

JAl'I 
!.La, IPBI=!> 

Adcmós, 1Al''1=1Pll1-
Por tanto P' y P sou lo!> pr.mfot <h on1 Je! 1wgmC>nto 1 AD! a 

3. Si a <lniota el npotrn1;1yr1·l radio ~le un pi.:nt;i~ono rq;11l.1r, !>C dcmw:strn que a::::: rros:i6°, 

de donde i11f,.rimoc <jUL' ; ::: ~ D 

4.1. De acuerdo con lo dcrnO!itr.i.do en 2., 1JiiP1::::: 9-:i¡ A!J ¡. 
- - - 1,w¡ ' 

Pero JAD!=/..IPj:::.,;- 1¡.-tlJ!, entonces IP'Pl~r,p • 

•1.·J. El :.itca del pe11Li1g0110 cxkrior diviciid<.i por el iirca del p('ntilgono iutcrior e!> 

Se aplicó fo fórrnuh A -= lE~ cut :30° , c11 dvudc les el lado dd pcut<iF;OllO 

•1.3. El área de uu pcul<igono rcgubr •:n fuucióu del rn./io de la circunícrcucia que lo r.ircunscriht• 
t•st;i. expresada por la fOrmula 

Por tnnto, 4 - j J ?JJJ ¡l sen 72º 
r¡i ·- ~IOC!~:H·n72º ( i'?.:''. ')' 

¡oc¡ · 

de donde ~!J = ó' 11 
1oc1 

4.2. Tenemos qui! ! O.\f l = .,121 OC!. 

wr 1 " 1 ar 1 = 01 oc 1 D~ acuerdo con el punto 3., I OC/ = '2' esto es, 
2 

L I DA7 1 2o'I oc 1 0 urgo, 1OT1 = ol OC 1 = 2 11 

4.5. Basta con observar que los puntos ,\/, N y C son \'értices de uu pcutágono regular y aplicar 

lo demostrado en 2. a 

Tcorcmu l.1.15 

Radio y lado dt: un dt:cágono ~guiar e11tdu en ra.:ó11 áurea. 

18 



Sel\!\ R y o, respecth·nmenie, radio y lado di'.' un dccñgono n~gular. 

o 

li 

Q 

Apliea.ndo la ley <lt• los co:,..:nos al tri;~ugulo OPQ enc01nr.1rnr•" que 

Pero, en virtud dd tcotf!ma 1.1.13, cosJGº :;::: ~· Sustituy·~11do 

o2 = '2R' ( l - ~) ::;:;. 21(1 - .;..R~ = (2 - o)JC~ = (¡_, R' 

De ahI r¡ue !!:. = O 11 
a 

Teorema 1.\.10 

U11a ruta jttantc corta a uua c1rrun/trcncrn dada rn /11.~ puufo! ..1 y B. 

Sur()ny11mns qut T tI 1rn ¡1u11fo .,obrf. fo cunrnftrcucw dt modo que la rala tangente t11 T iulersutc 

a la $tCimlr rn un ;1mlo fl tr1l .¡nr ¡ 1•T 1 = ! ~fjj t. 

Sta(.,' el punlo de In cutrda .~\ii la/ qur 1J>C1=lT'f'1 
Se afinnn qur A y e JOn lus ¡itmto.'I <le oro dd stgmt11lo 1-'I.I. 

Dcmostmdó11 

l,n ¡1oto1c1<1 dd pu11l0 P n"·r..r1c1 •1 lfl. cirruuf~·r.-ncia dada. esti1 dl'fini<la corno el producto dr SU!t 

distancias a los pu u tos :\ y lJ. qut- re.ulta S•·r una constank wbre to<la.s la!'! rl'clru. :;ec¡wtrs llll~ 

pasan por d ¡nm w f-'. 

Cuando el punto P f'.S exterior t\ !il. <::1rcunferc11na, su potcuc.ia \'S igual al cu1ulra<lr1 dt> ~u d1slaucia 
con relación al pU11to dl' cot1l<1Cto cuttt· la circuuf,.rencia y la tangl'Ulr que pru.a pt1r P. 

E1>lo es, 5c dcmui:str:i. q\Jt' 1PI'I'=1fü11 PlJ l 



Ahom bien, como 1PTJ=1 AIJ !, :r;e tiene que 

1 Ali I' = 1 p,\ ll l'/J 1=(11'/J1-1A/J1) 1l'/J1=1 l'IJ I' -1MJ11 l'Ll j 

Equivalentemente, (1!~~ l):i ·- J Pll J _. l =u 
I AIJ I I A!J I 

ílcsolvic11do, : ~~: = i?. C3 d(:ór, A C.'! ¡11.rnfo Jr oro dd se..;mrnto PJJ D 

Además, 1 AIJ 1 = 1 PC: l. de domk 1 J( 1 + 1 z¡z_; 1 = ¡/'A 1 + 1 :.T(' 1 
Caucclnndo, J BC: ! = 1PA1 y, 1·11 {·onsecuuina, C t<unl.<in es r•rnik dr oro 
del segmento P /) 11 

Tcorcmn 1.1.17 

ll 

Sea ARC ti trnfn9ufo rectángulo c:J1pcw de d1mr.:uivno f JJC 1 = :l, J ::flj 1 = ·1, 1 ~iC j = 5. 

Sea O la intersarnfo rntn: ti c.1tcfo ! All 1 y fo biudrr:: del ríngufo u91ido r:. 

Con centro en O y radio 1 011 1 .H' tune una t11curifcrt'11C1t1 fonqn1tc tu IJ' wn la h1potnrnsa 

J AC' 1, la cual t.s intcrscctada p1>r fo bucctri: w fo., pu.nl<H P y Q. Sra R fo rntasr:aióu 1/cl 
u9mc11to Ifi¡; y fo hi~atri: 

Se afin11a cnto11cts t¡ur 

1. Q t4 pu11lo de oro del Mg111tnto J CP 1 

IORI ~ 
2

' 1RQ1=2 
3. 1Cl'I=3; 
4. ICQl=3V1 



.1 

Ji e 

Dcmostrnción 

Mendonemo:; priml.'r!l.mt'ntc que el hecho !>Upucslu d~· qui.' H' t•,q rl punto de taugcncia entre la. 

hipotcnmm. del triingulo AJJC y la r.ircunf.::rencia, s~ demll('~tr.1 a partir d~ l,1 conf,rllt:ncia Je los 

tri1í11g1:lo.<> OIJC y O!J'(' (~·de ahi que l ll'C 1:::: 3) 

Pero I OA [ + 1 Qjj ! ~ '1, d,~ ¡J,,:id~ ! 0A ! ::: ~ y ! iTli I = ~ 
Aplicando el t.;,Jrcma d« Pit<igura:; ,d tri.:iug1do CJHC, r•-•;i1]ra r¡t:e 

Lue¡i;o, 

Ent011ct~'. 1(,'/'1 ~ j ~/t--; ! -!- J-=. .1~'1-l + :¡ ;:;'." J(Q ·I + !) ::: '.\!) 

IPQI 3 
1Cit:'1=3,,-i=o n 

a 

Ob~er .. ·est• c¡U•! cst1· úlli1110 h 1.-ch~· )'li•Jo ]¡,,.\wrs,• drnk.-;t rado n11.:J1nnte d tr:'Ot•:t.1, :>1tt• rwr. 1•11-:;: 

1B'C1=1l'Q1 
Por otra parle, uplica!1Jo el teorcnw Je };1 b;<.eclriz al triángulo fj',IJC cncontrnmos quc 

1DU1 = f H'R j, J,, dondt' co11rh:in1c..<. qu·' b.; trifo¡;alo;; FWC ·¡ R'BC ~.)n w1u~r1w1\l1-s 



Luego, los scgmcnlo3 lJ 8' y OC son perp~11diculares t:ll l.'! punto H 

Por t.:i.nto, en \'irtud del teorrnm de Pitágori\..'j 

1 u¡¡ I' = 9 - 1 llC: I' = U - (\ RQ 1 + \ QC 1)' 
= 9- (1RQ1+3~- 1 )' 

= ~ -IOU I' 

Entonm, ~ -1 OFl i' = 9 - (1UQ1+3o1)' 

pero, 1 (J/l j = ~ - 1 /IQ 1 

Luego,~ - G-1llQ1)' = 9 - (l llQ 1+30- 1
)' 

Dc~arro\lando los cuadrndos y simplificando encontramos <¡ne 

De donde, 

Entonces 

y, en consecuencia, a 

Definici6n 1.1.G 

Sel\ C un punto nrbitrnrio sobre un twgml!nto AD. 

Sobre un mismo scmiplano se- trazan trc~ scmicircuníerenciM de di.1.metros AD, AC y 1JC. 

La región plana. comprendida 1•nlrc líl.S tres scmicircu11forc11cias es conociJa con el nomhre dl! úrhlo.~ 

(o no.vaja de zapatero). 

Cu::indo el punto C divide en ro:ó11 óun:a al segmente,.AD, dirern0s que el árbdoj com:spondit·nle 

es átm:o. 

A e B 

En el árhelos de la figura los segmentos AD y CD son perpendiculares, mientras que los puntos E 
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y F son ln..'I intcrscccio11cs de los :.í:g1ncnlos Af5 y 7fij c()n \ns scmicircunfcrcncíri.s nu:norcs. 

Obsi>rvcse 4ue el cua.dril:í.tcro ECFD •.:s un rectángulo, Más aún, se dcmucstrn en Gcomelria r¡uc 
la recl!\ que pasa por \ot. puntos E' y f' es la tangcutc común a \ru; •iemicircnnfcncio..-. menores. 

Teorema 1.1.18 

L:_TI-'i_ICE'/_L~J-
i. ¡UT¡-¡11F¡-¡1Jc¡-~ 

2. 1AD1 / AE' / 1 CF / ..fo 
I /JD / = I e;¡; I = /1fF I = 9 

3. 1'.'.!:1 =o 
ICDI . 

!BU!=,¡¿ 
\CD! 

4. 
1801 
1DI'1 = ó. 

!AD 1 
IM:/=o 

6. 
IACI 
f:4M 1 = .¡, 

G. 1!JC1 =o 
ICN I 

7. 
IP!J 1 
¡uc¡= 9 

en donde suponemoJ que loJ 11tgmtntos AIJ 11 CD .son perprnd1culartJ 11 éJfe último poraldo a foJ 

segmentoJ ME y N r. 
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D1:mostrnción 

l. DaJo que d cuaclrilátcw r:CFD es \]JI rcctAgulo, Sf! infiere que los tri.ingulos AEC 'i CFfJ ~011 
semejan les, pues tienen respccli\'.uncntc purnJt.lo~ sus lfl.:$ lados. 

Obsr:r.,•mdo entonces qtie / ~_J = .,\ se generan la1 igualdnilcs dr::1~<1das. 
IIJCI 

2. De ncucrdo C'Oll d t!Xlrrma de Pit:l~or:t .. 'i 

IACI' =l .-!Dl'-1co1' 
1 ne 1' ~ 1 IJ D 1' - 1 e u 1' 

" 

Luego, 1 AC !' -1 IJC I' = 1 AD i' -1 W I' --·--(AJ 
Por otra par ti>, (/ AC J + ! IJC 1) :i = 1AD1

2 + 1ÚD1
2 

¡;"ºes, 1ACI'+21-lC !l IJC i .; l llC I' = l ,W I' + i !JU I' 
Y, de acut'!rdo <11lcorcn•a1.1.7, f AC 1/ !JC 1=lAG;12 -1JJG'17

. 

Luego 1·w1' + 2(1 .. 1c1' - 1m;1') + 1IJC¡'=1.-1111' + l IJ/J 1' 
es drdr, ;q Ar·¡' -1l!C1' = 1:m1' + l llJJ 1' ---··-(ll) 

Combinando la..1 igualdades (A) y (B) ('J\contrarcmo<> q11c 21AC1 2
::: 21H/J12 

Por lanlo \ 1-4C 1 = l 11 D 1 1 
Su&tituycudo cu (,\)obtenemos que 

Luego, 

F.ntonccs, 

es decir, 

Por tanto, 

21851' = 1::m-1'+1m;·1' 

JI lJ/J I' = (1 AD I' + 1BD1') + l IJC I' 

=IMJl'+lllCI' 

= 1 A/JI'+ .i-'I --lC I' 

= 1Ali¡'+0-'1llD1' 

(3 -,,;-') l IJD I' =/Ali I' 

ó'liJLil' = IABI' 

l llD 1=9-11 Mi I =ó- 1 (IX l+l liCI) 

=ó- 1 (11m1+17JCI) 

=ó- 1l7i1Jl+1>- 1111c¡ 

de donde (t -ó- 1
) l JJO 1 = 0- 11 UC l. "'º '" 
- 1 - 1 - 1 -l llUI = ~l IJCI = ~-¡l JJC I = ,,_ 1 1 IJC I 

lo CUi\l nos lleva a concluir que l 1 DD J = ~j Ill~ 



1,urgo, 1 Cí5 i' = 1 u DI' - J llC ¡' = ~'I BC ¡' - 1 ]C ¡' 
~ ("' - 1) I /JC I' = l>I UG I' 

de modo que @ 1 = ~I UC 1 1 

E1>toncc•, 1 AD¡' = 1AC1' + 1c'D1' =¡/ID¡'+ 1e-V1' 
= o'l llC 1' + ól IiC 1' = (0+<')1ITC1' 
= <'11ic:1' 

de donde rr;m¡;;~ 

Por tanto, : ~1 = ~ ~~~' 1 = ,¡; 

CF/J m 

3. De lo :1.otericr !.·: <01whry1· q11P 

·L Oc acuerdn con 10 dc111v.~t1:1Jn u1 ~ l punto 2., l Al> 11 VI' J = ! !J D 11 Xl: \ 
l'crn 1l:E1=1 iTI' l. lu•g <, i 7ííi 11JJF1=¡7Jlí11::íT1 
r., dec;r. ~h ¡ fü' 11 Di' 1 = ol iTC' 11 AJ',' 1 
Por tanto, v~I 7Sf.' 1 ~ i ~0~' ¡, t!" dow!I: 1,'ij TTi' 1·· + \ (/['!~::e! ~f[' [ 7 +1CT1~ 

Esto''" <I m· 1' + 1iiF'1' º' (.? + 1)1 Df ¡' = ó'I y¡p ¡' 
~ I Tc: i' = i :m ¡' "¿'¡ iTC i' 

Entonce:; [.l~!J. ;-;: \ ·uc !] 
l'«r º"" ¡rnde, i Ti: i' + 1 ¡;¡; i' ~ 1 Af.· ¡' + i Tff i' = 1:.íc1' = 1 JTB I' 

Por t;\lllo, 1 Xf: l'.: =: i !TT5 l2 
- 1 m~ l'.I::::: .;1~1 TIC'!:? - 1 fJC' I::¡ 

'º(o' - 1) 1 iTC ¡' = .,¡ ¡¡¿• 1' 

d!' duule [i.:~:-jii!_!ID 
De 111od0 que 
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S. y 6, Dado que los triñngulos A F.:C y CFIJ sou M.:mejantc.s, encontramos qur. 

y dado que los triángulo<; AME y E.\fC :;un t:uubién 6t'lrlt'jr11lk~, 

1:1.1':1 = ".\= [!~I 
1EC1 v·;- pre¡ 

Pero, 1 ME' I' + ¡ ,\IC ¡' = 1 CE('= 1 TíC ¡'. 
F.ntonoos ól MC I' + l MC I' = (ó + 1)1 MC I' = '''I ,\IC 1' ~ 1U(.'12 

Por tnnto, ! 1 MC l = .,ii- 11 ncD y, en CUr\Sl'CUeni:ia, 

Luego, I AM ¡' = I :TE 11 - / lJE ¡' = ól Ur: I' -- .;-•¡ IJC I' 
= (9- 9- 1) 1/JC11 = ¡ lJT I' 

1 CN I' = 1 CF I' -1NF1 1 

= l l'f' 11 
- 1EC1 2 -1 N F ¡' 

= 1 CD I' -1 DF I' -1 ;vf' J' 
= ól IJC I' - 1 EJC I' - ó-'l LIC: 1

2 

= (9 - 1 - 9-') 1 fJC I' 
=r'1nc1' 

Entonm, j ¡ AM 1=l11C: 1 l y @·ti 1=9-1¡ IJC 1 ¡, dnhi que 

• 
7. Por el teorema de Pitágor,'-~. 

1Pf'1
1 

1PN12 + 1Nr12 
= (1 P /J I + l lJN I)' + I NI' 11 

(1 PfJ I+ 1ne1-ICN I)' + IÑf' 1' 
(1 P11I+1 Bel- o- 1111c D' + ,;-'1llV1' 

(1Pli1+9->¡ EIC 1) 2 + 9- 3¡ IJC I' 

1 PEJ I' + 29-2¡ PIJ JI !lC J + 9-<¡ IJC 12 + ,;-3¡ IJC i' 

1PIJ12 +29-'IPil11IJC1+9-'¡ Tfé' 12 
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Por otra parte \ PF ¡' = 1l'IJ11PC1=1 l'B \ (1PBI+1BC1) = \ l'/J I' + 1/'B11IJC1 

Luego, 1P7i¡'+2•-'I Pll 11 /JC I+ ~-'¡ BC ¡' = 1 l'll I' + 1PB11Tic1 
Esto""· 1 PB j\ /JC \- 2~-'I PH\I /JC\ (1-2;-') \ PlJ 11IJC'1 

= ~-'11' D 11 BC \ 

= _.;-'¡ DC\' 

• 

Teorema 1.1.1 !J 

Si un11 ca1a rr:cla11911/;1r f1e.H t'l•lu111rn trn1fonv y .HI dial}utllll 111ltrwr es dr lo1191tud f 1rn1Jade~. 

cutonce!l 111cuan'lmcntc ¡ .Jr ~in ti r11rns fottrnlcs son r1:clá11yulo.~ áurcu.'I y su ~11perfic1e total 

fli 4ó 1mida1lc5 cuailrnda~. 

Dcmo¡;tradóu 

Dado que el voliunen de la c.1ja 1.>s 1rnitariu, S1! sall:.f:itl' !a r<'lacióu 

zy: = l 

Adt!m¡i;. ~t.· lienc que r 2 +y~+:·:::: ·I 

Podemos i;upon·~r. y e.:ito fim JH~rdcr gc11ernlid;1J, que alhllllit dt• las tres di1111•nsio111~s de la caja es 

d4~ longitud 1. Si·a :: = l 

Entonces, J'Y = l .) .r~ + y2 = :J 

Luf'go. (.r + yj 2 = 3 + 2ry .-= .i, ,Je dondt• x +y= ./5 
Por t;rnto, r 2 + (~ - .r)'.? ::o: :1. t'" dt·cir. i· 2 - ./Sr+ l =O 
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Pero r >O, entonces x::: i? y, rn coni;c.:ur.ncia, y= .;- 1 

De modo que 4 de ln..'I O caras \;1h'r3J,•s de la raj:\ ~on rccl,i.ngu\os Aurros • 

Por otra pnrtc, fo. superficie lotr<I <le la caja t..'!il:Í. t!ctcrmi1iadn. por In. fOrmula 

.'-;' '.!(:q1 +y:+ ,r.;J::::; 2(1 + <i- 1 + ~) 
i(.,1+ o) =.\o ,. 

Dcfinici6n 1.1.7 

Dircmo3 que una elipse e~ 1íurra si !lll exccntrici1fotl es ir 1 

Obsérvese que las ccunciont'.'s x:! +~ni= a1 y 9x'J +:/=a~ rnrrcS¡.ouJc:n a dtpHs 1ir:rr¡t.5, 

ambn.'! con centro en el origen, r.cmit>jr. nrn.yor Je longitud a, !l<:mi ... j1~ n1•~nor de luuc;itul"i i;i- ~a y 

focos sabre el eje x la primera de cl\ius y so\JtC el eje y la !.1.•gun1!.l. 

Es claro que los foco!! de una d1pu áurta <li\'i(kn en ra:Jn dure~ 1i. su~ H:mi·~jcs: 

.1 F O /'' 11 
>---.-..----)-<'---------< 

¡.-.e::: ;,.- 1,1--f-c = ¿,- 1r1--1 

l----a----1----a-------l 

Tcorcmn 1.1.20 

Unn dtp.ic es 1Íut'Cf..I jj y .solcmrnlt .si su rectángulo /or:al ~.t un cuaJrado. 

Dcmoslrnción 

., Supongnmo"i que unn. elipse e~ áurta, esto es, supongarnCJs que ~ ~ t;>- 1 

Ento11ccs, b" ::::: a'J - e"= 11~ -9-2a2 ::::: (1 -,;i-l) a1::: 1'-1":i 
2b' 

Por tnnto, ~ ::: '..1Q-la::: 2c 11 

~ Supo11g.;mos ahora qlle <'l rectángulo focal de una dijl.º" r-; •m cuadr;ulu, t·~to es, supongamo<; 
2b' 

que - = 2c 
a 

Entonccs, ae=b"=a'J-cJ y,dcacuerJocondtoorenial.1.i, 
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Tco1·c111n 1.1.21 

ConitdircJt: fo rlíp;u: 1itu-t:u .t1 + Oi::;:: 11 1 

Sc11n A y n ·'"~ tirhrc,,, e r; j) /o.s t:rlN'.r.105 de·'" eje mrnor· !I,,.. y f'' .'ltl$ foc<JS. St 11fir111.1 1¡11t: 

l. La di¡m: Cú!I v(l'llte.~ rn e y/) y C•-'11 c.tlrrnw5 Jd cjt 111c11or tn F y F' '·' <ÍUTi?ll !f 5U tr!lac1Ót1 

u ,,fi:r 1 + .IJ';:; o- 1a1 

') El <Ífta di. fa d:¡1sc r ~ + 1.'ii/ -~ a 2 y d drtrt dr la rhp.'t 1.~xl +y'! = (l- 111'! ( ~11ín rn rn:1ín 

iiurr:a, como lo t$IÓ11 l1u á1cus (fr stu rtl¡>cclit:o!i n:clá111ulol focalrs. 

DL:1uo!ltroció11 

Sean a, by e (o2 - b'1 :::: c'.l) ]o:; par<imctros de \:l dLp5e .r1 + .;i!f :::: íJ 2 ~· seau 11'. 1/ } ,:' 
(u'~ -b''.l = .:'') lv!> par:lmetrn:i de Ir. l"!ipv- con w:rtkc.'I en e)' [)y Cüll exlft•JH0'3 tld ··je l\lCLh1r 

en fy F' 

Es rhro q1H' 0 1 = b::: .;.-!a y que b'; e= ó- 111 

Por ta ni o, r'i = ~~- 1 oi - .. ~-'.:ªJ == (ó- 1 -ó-1 ) u~:-:= ó-3a1 

L•1f',.;o, la 1·x~cnttiridad de b <'lipse interior e!o 

y, por ta11t•J, l::i ·iun:•J a 
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Por otra parte, se silbe que el ñrca de unn. elipse ·~s -;r w:ccs el producto Jt! sus ¡.,cmicjcs. Por tanto, 

la raz6n de la.'l li.rcas de la.s elipses en cuestión •'s 

" 
.".1á.s aún, la ratón de las <Í.J(','\S de sus rcs¡icdivos recl;i.ngukis fncaJ.•s es 

Tco1·cma 1.1.22 

l'o11sidlnsr la dipu durca z 2 + ~ij' :::: a1 

St.a11 1\ y B .sus vlrt1a.~. e y D lo.\ alrrmos dr Stl tjr menor, F y F' 5115 focos y .'i(!lfl Tñ y I77li 
!JUS dos cut.rdaJ foc11lu. 

Dr.,ignrmos rc~pecfit·amcnle con C1, C2, C.3 y C4 sus -:ualrv 1tdL1J taugcn/c:; rn fos ¡iunto.~ L, J. 1
1 

ll y R1
, las cualts Je intcrstefan dM a do!! t.11 lo., puntos P, Q, A' y !1' y con Cí, e~. e; y e~ l!H 

corrcspondit.nlts rtclds norma/e.~. las cuales se infrrJtdan dos a clos rn /oJ pullf•h 8, 1', G y G1 

Sean AJ 'lj N, f"l'Sptclil'amrnte,los puntos mtdios dt los H9111fllfOS LL' y Tfir y 5('1 r: fo 111/~rMillÓU 
drf scgmcnlo BL con la reda e;, tal y como se muestra en la figura: 
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1. L(!J punto.~ F' y B tnscdan eu J1orte11 áurt'CJs al Je9mcr1tC' OQ 
2. La,, ¡nwto.~ S y T tn·.Hctau u: ¡mf'lcH áur~·u~ al .ugmf.nlo FF' 

3, Lo., puritoJ .U y G' lrw.cla11 en p<lrkn úurcas al .scgmrnto OA' 
4. Lo~ puntn~ G .IJ T diridrn rt-~paf1Nn1t11ft u1 m:ún áurea a los .segmento' OM y OF' 

.5. lt>( ¡1u.nt,,!, /], E, G !J /,,fo¡¡ tdn:cclÍtJ. 

Má!I atfo, E y G lrücdan en ¡mrtc11 dun:us al stgmento El 

G. La tlipse c(lnjugada ~fr 2 + y2 =:: nz time rn.~ drtrccJ en lo.\ punlof A' y B' y .fllS /ocoJ t11 

fo., puntoJ ,\! y N. 

Más aún, /ru cli¡1sc:i durrns .r1+,;.y'l:;::; o" y ¡/ir1+y'l:;::; a1 ~e inttrJectan en /oJ pu11tus 

L, U /l y ll' /ormimrlo u11 ángulo agudo~:;::; arelan (t) 

7. Lo.1 rfogu/o!I O y n rndicado.~ e.sldn ciados ¡ior fi ~ arct;rn ((,'1- 1) y a= arctnn(2) 

y dr ahf qur. nrctan (ó- 1) ::;: i nrclan(2) 

B. !.a tlrpu que pa~i1 ¡ior lt1J p1mtoJ P, tf, Q y A1 y fo qut' r<isa púr /oJ punto.• S, G', T y(,' 
. l 

ilt11c11 rucntnn,fod h 

Dcmostrnción 

s~a la c/ipH! tÍUrt'a ,rl +CJ.i:;::; u2 (a;;:::; ÓC y b;; ~-lu) 

La ecundón di• la semiclipsc supl'rior 1·s 

y= ef¡- ~ Ja2 - zl = ~Ja~ - xl (con i;igno po.,itívo} 

Deri\-nndo, y'= 
bz 

- a./al - xl 

E11tonccs 1 y'(-c): __ le_._ - _!:____ - ~ - ~-1 
alQr::¿i - a# - a -

y'(c) = -ó-1 

)'de a.hí que tanO ';:; r;i- 1 

tann:; 0-1+¡/i-I = 2ó-I =2 
1-ó-' ó-1 • 

Más aUn, In ecuación de !B. recta tangente C1 está dad.11 por 

Y= c- 1x+<:ic=ó- 1.t+a 

y ll\ ecuación de la recta tangente .C2 está dadn. por 

u= -ó- 1 .r+~c= -ó- 1r+a 

Por t:rnto, / OA' 1 :;::; a 
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Un :,.cncillo ra:onamieuto mostrara entonces r¡u1• l,i cliptic t?z1 + yJ = a1 tknc sus \'Crliccs cu 
los puntos.\' y 8' y sus forn~ en lm punto., U y ,\' a 

Por supu•.'slo, 1.1..S elipses z 1 + ~~y'2 :.:: ¡¡'.I y Q: 1 + r/ = a2 tie11cn r1~ct.fog11[0 focal corn1i11 

Para encontrar el ángulo agudo "f entre esla..s clips~, obsctvt'mos r¡ne la pNidicnlc de la reda 

t:rngentc B la cli¡ll;c .r2 + t;iy2 = ll: en el punto L i:>s i,'1- 1 y r¡ue l:i pcnJientc d.! In rccla tang•mh' 

a. In clip.;e ,Px2 + y2 = a1 en el mismo pllnlo r•s 1' 

a 

Hacicuilo !J ==O L'll la crnacióu Je Li recta C'J encontramos r¡ue :r = 10()1 = C:m • 

l.ucgu, 

Dcmostrcm05 ahora que el punto G divi<fo en n1:ri11 áurea ;i.l .-;egm,-.nh O.\f. 

En efecto, ln.s ccu<icionc.s de ln.'l reclM nurm.:ilcs .e; y .C~ son, rt..;prcti\"arw~utc, y= i;z + .;,- 1c 

y y= -~r + ~- 1 r (t!S preciso considt:rn.r la ecuación de la !'emiclipsc iuforior). 

01.ishve.'ie además que la ecuación de la recta que pasa por lo.~ punto:, D:::; (a, O) y 

!~ = (-c,c) t.'S 

y; ~:l: 
a+c 

J,'\ cual, naturalmente, s;\lisfnet~ el punto e= (o,i;i- 1c) 

Por otra parte, la CCUflCHlll dt· la recta tlOtlllal e; l'S y= ór - 9- 1c 

Se cncu~ntra que la interr.ccci.jn de J,1.; recta~. e; y .e~ üflH!C ··u <'1 punto '}' = (<;)-zc,O) 

Lu~go, 1' divide en ra:ón áurra al sc¡;mr.nto OF' a 

Ptir olra parte, se tiene que 

IBGI' 

Lu~go, 

t1 2 + ~-"J,i = 4'1c2 + ó- 2c:i 

(~'+o-')c' ~ :k' 
(lJ+ cf +e"-'= (~·r+ cf +r1 

9•c~ + c2 = (~·1 + l)c2 

3(ó + l)c1 = 3~"i 2r"J 

v'J'"·-9 • v':lc -

Para demostrar que E también es punto de oro de! s.q~mf'lilo f.I[, podcmc>!i recurrir a la congruencia 

de tri;\11.l{ulo~. 
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Por tiltitno, ol1St'f\'t!IUO'- qui: la rlipsc que pa..<:!\ por los puutos p' n· 1 Q y A' ti~nc acmiejes Je 

lougitudcs <ia )' a, y r.lt: nhí que 1,u n~elltricida.d fíCíl. :n DI 

'feorcinn 1.1.23 

l. El Hmit)e ::iayor y rl rndi,~ dr currJlur·J ¡.11rn /rB 1,(,flu>, r~fd11 r11 rtlz,in IÍtJl't'f1 

2. fJ'/ raJ1v d; cun·.:fun¡ ¡iarn lo~ rrlrtmOJ dtl c;r menor y d JtnllrJ! rnct1ú1, CJláa r11 J'íl.:<jn 

liuren. 

3, las circunfcrcnna~ dr .:r.ri·1.1luhl pam lvl 1·irl1cc.1 .st wtu.•rcta11 01 los cwfn,~ Jr curt•alurn 

pa111 /oj c.::frrmr'~ ,/t[ r;c mrutH 

E11 fo fagma /\'y hº' $1Jn, f"t".~¡rrd11·11111l'nfe, /<>( (~ti/rvs dr nirt·atura pílnl los t:iTlnt:t A. 
y D J y W y IF' /v.~ codros rfr CUrt"cJfor11 ¡i1M fp• 1''111111., D y C. 

Dmnostr11cit1n 

s~a. In di¡is1: x 2 +•)y"!. :::: 111 

o' l ' J: y";::----~---envnur o, y:::- --:¡.;,-:¡::t:~, .,.t;;;(a:>-¿'.')i 

L<l curvatura c11 »l JHWlll i ;::;: .i.· 11 , .. ,t(1 d::>.di'l. por 



/<(O)= _!_ = _!_ 
..fea 16 

Luego, d rn.di•) rk cu;v;i.turn t'!l t>I punto C l'Ji r == ,;;b • 

0.:i.doqut- lu. diJ•!·•! ;:"i +-1f,i./l ~ n? no ~s dainhk en z: ==a, toll'>idC'r:ut:mos la i:lips~ conjugada 
1•x? + y'l.:::: 111

1 
q11•~ si'"~ déd\;1bh· en : :::-: O 

S··:~ l<i dip:>.: (.,:":! -i· / ;'! , 1 ~ 

Dcriv:rnJo, 

H<1cí~ll!fo x::::: o obtt'l1ffl)o<; /((ú):::: ~ 
" 

Luego, el radio t'•-· turvntuw 1.:u el p1uit0 [3 tS r ~ 0- 10 U: 

¡; (- -~.;,-'l!l, f!) 

!\' (<>-'a, O) 

I\' (O,ó-'b) 

11" (ll,-,.- 11.¡ 

{x _ ~-20 )1 + yl ~-201 

{.r + 9-'li.1/1 + y1 1'-:io:i 

las cuales, na.turalme11te, satisfacen los p\\nto-, W y W' 11 

Por supuesto, estas cimrnforcnci<'.s son tangcnt'.'" al rC'ct.:í.ngulo foc.>..I. 

OcfinicMn 1.1.8 

Diremos que un:i hiphb"h r'.s áurea !'i su cxc('_ntticiJad 6 ,:, 

Ob~Crvt:'sc que la ccuadón r 2 -.:.- 1y:i' = 11) corr<'~ponde a Ul\f\ ldpérbolo áurea con centro ~11 el 

origen, focM ::;obre d t:j1• X y Y:m\ej1.· dL" longit11d a. 

Oemostr-m:i6n 

Es tOmJllcttunente análog::i. a la <lcl toorcmn. 1.1.20 • 
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Teonmrn l.1.'25 

Constdircsr. /11 hipúlwla du1 w i- 1 -1·- 1y1 ; a• 

Stirn A 'I {J .SM ifrta·(.•, F y f'' su,{ f(•co.~ y Lit y [í"j¡i su.i Jt'' run-.!11.:f foctJ/o. 

Dr..sig1amri~ con ( 1, C2, C,J, y..C~ fos c1rnf10 rccl..:5 la11s-cnit.i rn fos !Jtrnfo.> J,, V, H y Jl' n·3¡1tc• 

l1l't1mcnk, fo_, nwlc.s se mtctsrdan ilos u du.:r c11 les ¡•unlcs G, 0 1
, S y T. 

SF!lH P. q, r· ;¡ q• fo., HlltrHCClt!Ot~ de /,,3 rrdo.1.s fon·1r1Jln (t)n Ir·~ -~Cl}T!Jfll!.is TU 'J HH' y !i((IJI 

,\/y .V ropcd1ramc1:1c, los pu!lto.s mr.fw_; .Je ./irho! .H<JnH>1!0~. la/¡¡ wmo 5( irrne.~lru tn lu/HJUl·J 

sigu1c11fr: 

1 
//' 

St afirma que: 

l. Los p1111fo:> T 'J D tri.Hr.fou rn parte.~ ó11reo~ ril Hgmrnto OP {fo mumo c:nn Hfot1ó11 a fo' 

punl(I.\ A y S rr.spt:::IL· •. ! S<J~.·i..:;fo OT'.1 

'J Lu~ ¡:uat.;5 P ;· (1 fn<rdan tJI parle.~ ci111·t"t"1.:1 ül -'l1lh(1.!0 IT' (fo mi.<mo coa 1dilC1\Í11 u 11¡, 

punfos P1 ;_¡ Q' n:.,¡.tcfo al :ic~'fllL'lllo "ii.H') 

3. G y U' d11·1Jrn 1!5/'l' lrt.n;,r nlc c;i ra:<in tÍtirYn. a lo.~ ~e'}rr.t;Llf>< Q".\[ 1 (}J\' 

4., O= atrt:111('2) 

Dc1110.'>tr111·ió11 

Derno;tr.,mo.~ i~uc 'f) JI tr~~··<t·1n ··1: í•1rl!'' ,f!jffíl~ al <''h111Cll1u OJ.·i 

F:n efoctrJ, h .. ~ ra11n~ ·,upi ri(Jr~··; d•' l.1 hip•;rhc,.\;¡ li•'ll''ll ¡·nt e.:t1.1ci611 

!J :;: +1' i ¡;;-:_~"i 

Dcriva.ntlo, 
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Haciendo z = e, encontramos que 

Lut!go, la ecuación de In redn. /:,'J es 

Haciendo y= O, encontrarnos que ,¡;;;; r)-~c 

Por tanto, Tes ¡nmlo dl oro .id s<if,tlll'lito (j¡.~í y, como la. hipérbola es Jurrn, 
B tnmbien lo e!! a 

Oc m11ncra simil.ir 5e cucucntra que In eo:uación de la re..:t:i. l-1 l'S 

[.uego, Ges pu11lo Je oro del segmento OM a 

Haciendo y= e en la ecuación parn C4 cnconlramos que :: = -1'- 3c 

Entonces, 1 PQ 1:: 2""-.lc y como 1 LL' 1=2c, P )" Q son punlv.s de oro <le L/.' IS 

Por 1iltimo, obscrvemo.-. que 

Tcorcmn 1.1.26 

tan O:;:: ~ = 2f_ = -~e = 2 
l+(ó)(-ó) 1-ó' -o • 

La~ cónica" durea11 ;r1 + Cil = o2 {tlipse) y ::1 - 1>1Jl = a1 (hiplrbola) .son orlogo11alcs w 
.tu.s cualro punto.t de co11lacto. 
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D<~mostrnción 

E~ claro que lo-; JHintos de tGntaclo rJcun en ~btc 10:1 w;rliccs del rcctri.ngulo focal que tienen en 

comUu. 

De acuerdo cou lol J1~mu~tr.-\t:ióu d(•I teorema l.l.22, la ¡lcndi<'!ntc de la. recLJ. tangente a b. elipse 
en d punto/.' C!I 011 = -,;i-1 

Dt' ~c11Ndo ron la dw1c~;tr.-iciún d1•l teorema L l.25, la pendiente Je In recta t.i.n¡;enk ti la hipCrbola 

cu el punto l.' es m2 :;:: <i 

Tl~ormun 1.1.27 

Si una efjpµc V 111111 hipér/10/a nmlFarfrn ratiÍngufo fut.il, H!tl ortogonalts y la dif,rt11c1a d' .SUJ 

r.tcoitrir.idad~-~ n la unidad, talcincc' son 11acsurtamt11lf dtH'Cll!I. 

Dmnostrnch'm 

E:i dn.ro que la.s ccíuiws en cutstión compart~:n focos. 

Podemos suponer r¡ue lo~ focos cstiin amh·:>:"> ~brc el t"jc horizontal y equidistantes del origen. 

Sea b1.r1 + a1v'.I = aJP, rn11 

Sen .Jl;r.Z ~ o:iy:: = a1µ1, 

a'.I -b1 :...: r:i, 

n'.I +¡J'.I =el, 

la ccuaci0n clt" la dipse. 

la c:11.1citín de 111 hiperbob. 

Eviclt"nlt'mcnk In:> inteticccionc.s ocurren para les v;\lort..'> x:::: ±e 

Derivando, (elipse) 

(hip~rbola) 

?/{e)::::_:_ 
a 

(elip"') 

y'{c);;: +~ (hipérbola) 

Como bs cóuit":a.'- sou ortogona!l'<i en '>U~ puntos <l<' coulacto, ~·· cumple qut• 

f•sto <'5. c1 = uo 

Scau e¡; y t11 rt:.Spcrtivamu1k, l;l.'> ext:<'lltricirlad<':> d•. la ,•Jip<><' e hipérhob 
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Se obsr.rva que 
e ar ne u 

eu:::: ~ =-;¡;; = ~ =;, 
a e a'l - c'J 

Luego 1 Cfl - e¡; = ~ -- ~ = ~ = l 

l 
eu~-

'" 

Entonces, ac = a 2 - c:Z == b:i y, de acuerdo co11 el teorcm:i. 1.1.7, ~ = 9 
e 

Por tanto, ec = r;r-i > t/l = efi 11 

ObsérvCSf' que d1~ ma1wrn. qur. In ecuaci~in <l•: h hipérbola toma la forma 

Tcrinincmos el prc~ntc npartado crrnnci:i.ndn el sig,ni•'Utc prol1h'rn;1.; 

Encontrar \Jl\a línea recta 0M1cuu 1¡ue Ji vida h figura, I!\ c1rnl se supone f'Sli conformada. por 13 
unidades cuadrndM, en dos ¡rnrlcs cfo i¡;unl :ire 1. 

L .. 

La inesperada. solución al problema se presenta en el siguiente 'i ültimo teorema: 
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Teorcm1t. 1. t .28 

En la figura que prutntamoJ.,P u el puniu de oro dd 5cgmt:nto AIJ m1b prdrimo D D JI Q u ti 
punto dt!: oro del acgmento CD mñ.s prórimo a D 

Se afirma que la reda qu~ pa.Hl por lM puntos P y Q dit'ide. la figuru en dos partc1 de igMl drcai 

uto t51 en doJ [JQr1o de (i.5 unidadcJ r111J.d1·ada1 caJa una, 

Ocmm1trad6n 

Demostremos prí.meramcute que los puntos P, JI y Q ron c::o!in~alcs. 

En efecto, 

Luego, ll\!J pendíent~ de los scgmcnt05 Jl P y TiQ cstii.n detcrminndas re.spcctivamenlc por 

"'' _...!._ = -~' 
~-· 

-(.;,-• + 2) = -(~ + 1) = -"' 
De manera que los puntos P, 1l y Q son coli11ealcs, como qucrfo. drm<:istrarse. 

Entonces, el árei\ de la figura si1.1Jada. en el scmipllmo superior- es 

;\ 1+~("-'+1)(3 + .,,- 1
) = •1 + ~(3- .,l)(" + 2) 

H ~(6+<'-<'') 

H~(5) 
6.5 • 

Resulta pues evidente la. riqueia geométrica dd n11mno de oro. 
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1.2 Ln sucesi6n d1! Fibonurd. Dcfinici/m y prnpic:dndvs Hritméticas 

Se dice que cu la E<lad ~tcilia el italiano Loonnrdo de Pis<l (1175-1250), nwjor cnnod<lo cuma 
Fibonacc1 ("h1;u Je JJ011acri"), llt"-CUbri(, c11?rta :.ucct.1L1n de c11leros p.\rlirnlannente inlcrc.'>;~ut•~ ül 
csrndiar un nrohl·~ma de t•:produrciOn <k C'•lll',ic.s Lajo condir iones csp1'cialcs. 

Estn fillcesión r~1 ;1ctualmcntf' r.onNidn c.nmn b .rnrc.~1ón Je F1bonar.ci y su estudio será de capital 
importancia ·~11 el µrf".'>Cnk trabajo_ 

Cada númo'J de esta suc•·:>iór1 e:. la si.nltl de lo~ Jus enteros inm~díitlC·S :1nleriorcs, inic1antlo con 
los cnkru.s O y l. 

Formahmnte ~e tírm! la sig1iicute ddlniciún: 

Dcfinici6n 1.2.1 

La succ>ión infinita d< cnlnc1s Uo, U1, U2, UJ, , dcfi!lid;,. r,or 

{ 

U , p:ua n:::. O 
U,. = 1 , parn 11 = 1 

Fn-'Z + (!,._¡ , p.1ra n 2: 2 

es conocida como fo succ.~1ó11 dt F1f;onacci. 

Los clcmcntoo; de c.o;t<l sucesión son los mímurns dn Fihounr.ci, cnkn<lirndo que U11 dcnot;1 al 
n-i.mno número de Fihouacd. 

Exkndir.•Hlo la su.-rsión h<LSt.> su término decirr.o quinto cn<antrnmo~ los sigu1rntc'> dc111c111u~· 

O, 1, l. 2, a, :-i, 8, 13, 21, :J·I, 55, E\9, 1·1·1, 23:J, 37i, 610, 

flcsult1. vcrJadcrnmt'llk notaLle que los 11ú1111 fí•S J~ f1lc>11Ufd, ;,q.~úu co11firinar1.11,,,5 .:n pr0xi11o(1-; 
apartados, prcsf;ntcn 'r'inculos fortísimos co11 el ya. c1ta1}) número dt oro. lh.stc ct·u~idnar b 
diferl!nte 1mturalcza y coutcxto hi~tórico de sus urígenes. 

Por lo que rcs¡,('cta. rl eslc segundo apartado, es nuc5ho propósito el presentar nlgun;i.s propil'dadrs. 
ciertnmcntc intercsanlc.s, de lo:> 11úmcro5 de F1bonriccr, nlgun~ de las cunlrs S<'rán de 'lllllla utilidad 
pnrn. el dcsarrollu posterior drl pr~->·~rile trabajo. 

I11icicmos, pues, enunciando algunos teo1cma..s: 

Teorcmn 1.2.1 

Para todo rntcro p11s1flvo n,u .1ulufacrn /tU s19uirnte1 1gualdadrJ: 

l. Uin+l + Uz. .. -'J = 3U2n 

2. U:in+J - l':iri-3 = ·1l 1Jn 

3Drbr 1u:l11.n1.1..c <¡tu':, Je acuerdo C'lU I<.>• licdin1 histórico•, 101 ilot iirimuos cntcrot de la 111rc!it\n p1o¡mc•l·• l'""r 
Fibon11cci ton l.\ unidtt<I. No oLstanlc, para cícclai Jr e1te traL.\jo y por ruooct de cuuvi:nicucl..1. ¡>H•l"'nt'hi.•• 101 

enleto1 O y I como los primer<» cl~nu:nln!!' de IA 1ucc1i011. ~Mine <111e la indu1it5n uln1iuia <ld drmrnlo r~ =O U•J 
ahctl:t. A1Ysolu1amc111.- la ronli1111 .. ,dón 11,..h1rit.I ele los 1iguiq¡I"' drmr11101. 
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Dc>mostrnción 

Las igualdades anteriores son consecuencia <lirecta de ll\ definición 1.2.l. 

En efocto, 

l. U:in+'2 + U:io.-:i = (U2n + U:in+d + (U2n - U2n-1) = 2U:zn + {U2n+1 - U:in-il 

= 2U¡,. + U:i,. :::;: 3l ':i,. 8 

2. UJn+3- UJn-3 = (V311+1 + U3,.+2) - (UJn-1 - U:lo.-'J) = V:in+J + l!Jn+t - U3ri-1 + UJn-'J 

= {UJn + U3n+i) + (UJn-1 + UJn) - (UJn+I - U3n) + (UJn - UJn-1) 

En el teorema. 1.2.6 cnuncinremos una gcncraliznción de este teorema. 

Teorema 1.2.2 

Para lodo cntt:ro pMilit·o n, H Jati.,/acc la igualdad 

U~ - U,,-1Un+l = (-1)"+1 

Demostración. (1nducci6n sobre n) 

• El cuo n = l se comprueba <lirectnmente. 

• Supongamos que Uí - U,-1Uk+i = (-1)'+ 1 , para cierto entero A:!! l 

.., Demostremos que Uí+i - U,Ut:tJ = (-1)1+2 

En efecto, lo. hipótesis inductiva puede escribirse como sigue: 

EsLo es, U,U,H- Ví+i = (-1)"+1 

Multiplicando por -1 ln igualdad anterior, 

UÍ+t - U1Ut:H = (-1)1+'2 W 

Tcm·cmn 1.2.3 

Paru todo entero poJitivo u, Je JaliJ/ace la igualdad 
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Oc a.cuerdo ron d t.:i:.ircma "llterior, U,,_ 1U,.+ 1 =U~+ {-1) 11 

Multiplkn.n•fo por ·I, (2Un-1)('2Un ¡.¡) = ·I [U,~+ (-lr'J 

Ei¡1üva\ .. ntc1uentc, {{U"-1 +U,,,.¡)- UnJ[(Un-1 +U,,.+~)+ U,,J = ·1 [U~ -1· (-1)"} 

r:r~.:l1111ndo 1.15 oper;1cioncs, (Un-1 + UnT1)2 - U~::;; 1U~ + 4(-1)" 

De Jo¡¡Jc c1F.-¡111ra111•1i r¡uc, ::iu;~ - (F,¡-J .,. U,,+ 1 )' =.: -·l{-1)" u 

'fooremu 1.2.1 

Para todo .-:nltr-o ¡.o.J1ífrv n y parn ci..,1{g111~r rntuo no nr:,1ativo k, .Jo! Jalu/oct. la íguafda,/ 

En ¡mdicufor, 

l. Vin-1 = U,~_ 1 +U~ 
2. U2n = ll~+t - U~- l :::: {f'11-1 + U.,+1 )Un 

3. U2n+1 ::: U~+ U~+l 

·i. U3.,, =u~+ u~~i - u:_1 

Dmno~truci611. {Jn<luccíón sol.ltc .t) 

,.. Es daro que p:.ua k == O y k :::: l b. iguilldm.J 5C verifica 

,.. Supongamos pues que la igmd<ln<l se v•·rific:n }HUI\ Jos \·alorPI'> partituh1rL-s J: = m )' k ... m+l f.'11 
<londe m f'S 1rn enti.:ro no t1cg,1tÍ\.'O, 

Ei:.to e!., s11pongamo3 que pam cierto entero m ~ O se IU\tisfo.~en las ígualdadt>s 

U,,.J,,, Um.Un~i + Um-riU .. 

Un+m,.1 ~ fr.f)+1lln-1 + U,.,+,U,, 

,.. Demostremos ahora. q11~ ll\ igu;ildad tnmhién ti.e verifica. parn k ::: 111 + 2 

Esto es, d~mo<>ttcmos qm: 

J::n efeclo, 

/,"n+m +ú'11-+rntl 

UmVn-1 + U,,..+tUn + Um~1Un-1 + U,,.+-:ll',, 
{l!rn + lf,.1+1)ffn-I + (U.ra-tl +f",,1"'°:•Wo 

u,,,,.',!flu-t + u . .,. ... 31/,, 11 
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Tcorcmn 1.2.5 

}'aro lodo c'itcf"O ¡10.~iht•o n y 11arn c1rnlqu1er tnlcro 110 ncgalit•o k :=;: n,5e 5alÜ!ft1Ct11 fa.s siguiente~ 

igualdadt5: 

1. Un-Ji= U1;Un+1 - Uu¡U,., J'llnl J: Impar. 

-· Un-J: = UJ:.¡-\F,. - fl1;Un+I· ranl k pnr 

Dlm10stración. (lndu.::<:i(',IL soht·~ k) 

Demo!llr:ul'ILlf>S so\arnimlt' l11 ig11a.ld:vl 1. 

• Se observa que 

Un-J = U,,_ 1 - Un-"1 = 2(Un-"1 + lJ"_i) - Un-1 - 3Un-:i 

= '2U,. -U,¡-\ - :lUn-:i = 2{Ur'-l + U,i)- :l(lln-:i + Un-d 

::: 21/n+I - :ltf,. 

t.ucgo, l:i. igual<l1\J 1. ~e satio:f;i..:1: 1••1ra l0s v;1\ort·~ k == l ) 1::::: 3 

>- Supongamo.q ahora que la ig:ual•bd 1 "e verifica p:Ha los valores panicu\;u1;s l.:;;:. m y k ;;:. 
m + 2, en donde mes un entero positivo. 

Esto c.~, supongn.mos que para cierto t•utcro m ~ 1 !!C sali~fo.::cn las iguf\h\tl<.\1·~ 

(m:;; n) 

(m+2 ,:S n) 

..._ Demostremos entonces que b 1g1i:!ldad l tambi•!n se verifica para k = 1n + •1. Esto es, demos
tremos que 

En efecto, 

Un-m-2 - Un-m-3 = Un-m-"l - (Un-m-1 - Un-m-"l) 

2Un-m-"l- Un-m-1 = 2n-m-1 -(Uoi-m - Un-"'-"J} 

y, aplie:1.11Jo In hipótrsis inducti\'a, 
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Pero, 

3Umtl - U.,.= Um-t'l + 'lt1m+: - Um 

::: Um+~ + 2(Urn+3- Urn+d- (Um+'l - Um+l) 

= Um+J -Um+I;:;;: (Um+l - Um+I} + Um+.l 

Teoremn 1.2.G 

l. UnH-Uu-k = {Ui:-1 t lht-i)L:,,, p.lr,; k i:n¡:(r. 

2. U11-tk + Un-l = (Ui:-1 + lr'H1)U.,. rarn k par. 

3. Un-1 c + U,1-l: = (f.:,1- l + t',. ¡ t ifl1;, para k imp.1r. 

·1. U,i+l - U,._t::::: (Un-·l + U.,+1)t'1, r(lr11 i.: pur. 

Ohsr'nc'r ']111' In.~ 19u.1/,fodr.~ dd twn111a /.~.} son, t/crht<11!Hl1lc, ca.~o.~ parhc1Jfort.~ dt c.\lfl.\ 

jéri11u/,1s . .\fri,, a1Íll, hac1t·11d:1 k = n .H (1/1/iol( la l!¡uald.1d !: dtl lealt11HI J.J! .. j 

LtJ.'> fórmula....¡ s1· deducen a p•~rlir de 10:1 leort-rna .. ~ 1.2..t y l.2.5 • 

Tcorcmn 1.2.7 

En particular.' 

l. 

3, 

4. 

UnUntJ - lfn+IUn+~ = ±1 

UnUn+4 - Un+tUo+l = ±2 

UnUn+5 - lfn+lflnH = ±3 

U.,U,,+tS - U11+1Un+5 = ±5 

tom'1ndo d signo poJlht•o paran unpltr y nt9ati1:0 parn 11 par 
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OC111o!>lrnción 

Di! ntucrdo con el lcor1:mn. l.'l.4, 

UnUntt - Un+1U11H-1 = Un{U•Vn-1 + Ut+1Un)- Un+dUk-t U,,_¡+ U1;U.,) 

:::: U,..+1U~ + V1;U,.._1U0 - U1;-1U .. -1Un+1 - U~U,.Un+1 
:: llk+I UJ + U1;(Un-1 - Un+i )Un - VJ<-t U,._,U., + 1 

:: U1t1V,;- U,.u,;- Ut-1Uu-1t',, .. 1 

= {UH1 Ui.)U,; - Ut-1l:,._1Uo+1 

u,._,u,;- uk-1u,,_,u,, ... 1 
{U~ -lf11-1l'ut1)llc-1 

Y en virLud del teorema 1.2.2, 

Toormnn 1.'2.8 

Dcmostrnci6n 

UnUu+k - Un+tU11+1<-1:: (-l)"+ 1Ut-t 11 

U:1n = 5U,~ ± :w,. ( +, "'' n o par ) 
-, sin e"' impnr 

u~ = (Un+I - Un-d3 

= U~+ 1 - U~-i -3Un-1Un+t{Un+l - Un-d 

= U~+t -U~-1 - 3t'n-1f'nl1,.t1 

AplicnnJ.o l,'\ fOrmub ·1 del teorema. 1.2"1 y el Lcorema 1.2.2., obtc111:n;o:, 411e 

u~= u, .. -11;-w.[u.;-1-1)"+>] 
= U3,, - ·1U; +3(-1)"+ 1v" 

Por Lnnto, 

U-:in = &U~+3(-l)"U,. m 

Tco1·cmn 1.'2.0 

u~ .. ;::: '25U,~ ± '1:5U~ + GU,, ( 
+, .'1111 (.i ¡111r ) 

-, $1 ll rs tmpar 

·10 



Dcmoslrt1ci6n 

En virtud de la ig1!a.ldad '.?. rld lecrerna. l.:!.G, t't1coutrn1110s riuc 

&il k;;: 2n. Entonr:c-s, 

U~" +Un :;;::: (U~n-t + U~n+1 )f!:i.1 

y, de :~cut·rd~i rnn ltts ig11;1ldad·~:-1 1. y 3. d••l twremn. 1.2.4, 

U~"+ Un= (U~_ 1 +2U~ + U~+ 1 lU:h. 
Aplii:::rn•fo ahora el teorema l.'1..'1, 

u~ .. +u,, (c':~_ 1 +2U,..-1Untt +u~_. 1 +2(-1rH)u3,. 
= f(u.,_,+u .. ,,1'+2(-I)""ju, .. 

Pero. por el tcorcm:i. 1.2.3, {U,,_ 1 + Uri+d' =:::. 5U~ .+ ·1{-·l)". 

Por t:mto, 

11,, .. +U., ¡w~ + ·I(-If' t ·,, _ 1 l" "l u, .. 
[5u,; + ~(-l)"j u, .. 

Por último, :iplicando d lt'(ircma l.2.8, encontramo5 que 

¡w~ +·2(-tl"J [w,~ + 3(-l)"u .. j 
'25U~ + '25(-l)"1V,; + GU,, 

25U~ t· :!5(-l)"'U,~ T 5Un 11 

Tcorc11111 1.2.10 

Paru fodo entero ¡w~1litto u,sr se1ttsjac.c fo igualdad 

D{•mostr:H·.ióu. (Inducción .<·<ihrc 11) 

¿u~.;::::: Un+'l -
t::I 

~ I.a Íórmnk1 S•: ":tt;~f;w: p,ui\ k·,, í'ri1m·r:1·; vnbrcs J-:• n 

~ Supou~atn0B Q\H' 

Í: lh ~ Tf,,.'"1 - 1, p:1ra cierlo cnlr:ro m ~ 1 
l;-J 



too Dcmootrcmos que 

• En cfecta 1 

m+I 

•ri+I 

Í:llt==l'nit.3 - l 
i=! 

L IJc :..:::- Um+l +Eh::::: (l',.H ¡ + Um_,,~) - l = U.,1+J - l • 
1'=l i=l 

Tcore1nn 1.2.11 

Pam todo tnlcro positit•o n,u sati5j1.Jrr la i9u.1ldad 

LUn-1 ::.~ l'~n 
.i;::I 

Esto f.!, la suma Je IM primfrvs n número~ de F1tuuacn Col! ú1d1n: 1mp11r, es rl 11úmno de 
Fi6ont'uc1 cot1 in~lice p1ir :!11 

Dcmostrt1ci6n. (Iuducción .sobre 11) 

~ L:\ fórmula se sntisfacc para /os prirncrcs valores <le 11 

.._ Supong;uno9 que 

f: UH-1 :; U'lm• 
l::l 

para ci~rto l'nlero 111 ? l 

Eu ·~focto, 

m+l m 

m+I 

E Uu-1 = U2(r11+J} 
i=J 

L: Vit-1 = 2.:UH-t + U2m+1 =: U'Jm + U'Jm+l:: U2mt2 :!! l/~(rn+I) • 
.l=1 }:;J 

T<!ol'~mn 1.2.12 

Para todo tnttro po1ili1•0 n,u satisface la igualdad 

Í:U2t = U2n+1 - 1 
i=I 
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Dcmostrttcióu. (lnducdcín ~obri:! n) 

ti- La. formul:1 f.e s;ilisface p;u;1 lo<> primero.'i vakir1•s .-h• n 

ti- Suponi;arn0S que 

En ··f·:do, 

Teorema 1.2.13 

Í:Vn = U:z,n+I - 1, pnracir:rlocntero m;.::: l 
l.:=I 

m+l 

L: Un = U1¡m+l)+l - 1 
l=l 

m 

L:un + Ul!m+ll:::: (U1m+1 + U:ir'l+:z} - 1 
l.=:1 

U1,,,+:.1 - 1 ;:;::: U~¡r:•+t H 1 - l 11 

Para todo enfero ¡iv~1hro 11,.<~ 5tlluf11ce 111 i9uíJ/da.! 

Dcmostr1tcitíu. (Jndmci¿;¡ sobre n) 

,.. La fórmula se s;~tisf:i.r.r. par,\ los prim~ros \alares d<! n 

.,. Supongamos •1t1•~ 

.,_ Desnoc;tremos que 

Í:{·-l) 1 -+ 11J1 ;..;:(-1)"'+ 1Urn-l+l, paradcrtor.ntcro rn~l 

mtl 

2:)-1)'+ 1u, = (-l)'"+'um + 1 
t:::I 
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En efecto, 

'f:(-1).tuu.1; 
f=l 

Tcorcmn 1.'2.1'1 

f)-1)1:+1u.1; + (-l)'nnu,,,H 
1::::1 

(-l)""HU",-1+(-l)'"nUm~1 + 1::::: {-l)"'n(Um+t - U111 _ 1) + l 
(-l)""'Um + 1 11 

Para lodo enfrn:i positit·v n, se ~(1ll~/11rc la igtJaldad 

L-(-l)i+ 1U2.1;-1:;:: (-l)"+ 1 U,~ 
l-=1 

E.slo u, d valor ab.soltdo de fo ltmrn a/lcrn11da de foJ.s primeros 11 n1ímct·os de Fibonncc.i e.ni 
fodicc impar, u ti cuadrado Jd n-imno mímcro de Fibonacci. 

Dcmostrndóu. (lntlucrió11 sob1é 11) 

,.. La. fórmula se satü,facc p:n.'.\ loe; primeros valotcs de n 

,.. Supongamos que 

L:(-1)"+ 1u:n_ 1 == (-l)m+ 1u;1,., 1H1ra cierto entero m ~ l 
1:=1 

t>- Demostremos 'lliC 

m+I 
2:<-1,•+iv2t-1 = <-1r+'u~+1 
t=t 

En efecto, 

mtl 

Lc-1)1:+ 1un-1 2)-1)~+ 1 uu-1 + {-l)'"+ 2u:i,,.+1 
1-=I l:=I 

(-l)mt1u,~ + (-1 )m ''u, .... , = (-1 )'""(U1 ... +1 - u,;,) 

Peto, de acuerdo con la igunldnd 3. del teorema 1.'2.4, U:zrntl :;:: u;.+ u.~+I 
m+I 

Por tanto, 2:(-l)'+1u21;_ 1 :.:. (-l)"'+:.ou,;+: • 
1::::1 

Tco1·cmn 1.2.1.'i 

Para lodo tnlcro po.sil1vo n, se salnfnct la 1g1rnldud 

Í.:{-t)li 1Un =(-t)"+ 1
UnU11+1 

1-=I 

óO 



¡.. L:i Mrn.1:1:1 St.' :;:iti~facc para los pri111~r0S w1.lott''> den 

._. S11pong:11no'\ •¡11(· 

1)-t)1+1U:Ji.::; (-1)'"+ 1u,.,1UmH• pr:i. ci1-rto r.nLcro m ~ 1 
i:I 

)o- Dcmoslrc11103 que 

•11+1 

Í:(-1)"+ 1uu == (-1r+"Um+1Urri+z 
h:I 

En cfcclo, 

M+I 

L(-1)1+1u~~ 
1:1 

L<-nHiua + (-l)"i+1
u2(n,+1J 

k:::I 

(- l)'11 ~ 1 TlmUm 1 i + (-tr._"L\ .. ,Hl::; (-l)m+J(Uztm+IJ - U,nllui+t) 

Pero, de :lcuerJu cou h iguald;u! 2. del lrnrema 1.2.4, lfz¡mHJ = U,,)f,,,+1 + llm+1ll,,1+l 

m+I 

Portn.nto, L(-1) 1 + 1 u~l:-(-·l)"''.JU,,, 11 1 1,,11 '.! ti 
l::¡ 

T110rcmn 1.2.lG 

Demosll'fü:iün. (fnJurciüu so!Ht'. 11) 

t C.::ik = ~~~ni+;~:__! , piuri ciato ente.ro rn ~ l 
~ :: 1 
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En efecto, 

U3rn+:i + t lf31; = lhm+J + lfJm ¡.~ - l 
l=l .. 

2U:im+3 + UJm.f l - l ;:: U:im+J + (U:irr.+l + U3m+J) - 1 

Tcorcmn 1.2.1 i 

l. 

2. 

tu:il~i = ~~;\--=-2. 
k=l .. 

" 1 
LV31;¡.¡::; ~[13{ .. +I) -
);;:¡ 

De111ostrnci6n. (InducciUu hobre 11) 

Sola1nc11tr. demoslrnremo'I la i5ua\d:i.d 1. (lil olra ir.ualdad es una COll~cc111~nria 111m1.:di<llll de é~t;i 
y del tcorimt;\ anterior). 

to La fórmula se ~ali:.facc p.ua IM primeros vaJnrrs den 

to Supongamo.c¡ <¡Uc 

i:u:ik-I :::=. U:in1+,11 - _!., para cícrlo <'ntno m ~ 1 
k=I .. 

~ Dcmoslrcmo" que 
rn+I 

l: U:i11-t = ~m+; -:.__! 

En efecto, 
•=1 

111+1 

Í:lf:i1:-1 
•=t 

~ U:im+I - 1 
UJmt:l + ¿_ UJl-1 == U:im+J + --2--

1::1 

U:hnt2 + (1/3"1+1 + L'JmH} - l/3m+2 + U:101+.l •• 

U:1m+.i - 1 
--2--

2 

• 
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Tt•orenrn l.2.18 

f'arn tc>do niltro pn.H/n•o 1115< jülitofaa la 11¡1wfdud 

-2-(-l)l+IU = {-l)"tlljJ"+I + 1 
¿ Ji: '.l 
l;:.:\ 

Dc01ostr11déin. (lnducci<'.111 ~·:.Lre 11) 

r-- La fórrnub '°"'' S<\ti5fac~ par;¡, \o.., ptimcro5 \'J.lorcs den 

.- S11pN1f.amo:. qui: 

~(-1 k+1u :::: l-l)'"i·lU:i,.,+: + 1 
¿ J :n 2 
:..:t 

p:iro. cierto entero positivo w ? 1 

..,. Ül'mo<;tr.!mos que 

En eft.·cto, 

'fcoremn 1.2.19 

hl+l ( l m+Ju l 
I)-l)l~IUJt - _:~_·!....±.__ 
t=L - 2 

m+l 

L:(-1)"t-t 1 U.11; 

i=l 

2_)-ll.1:+iu3~ + (-l¡rn+::u:irn+l 
l:=I 

L::.!J_".:_~!'.~ + (-1\"'+~11., +.·• 
2 ' ·'" 

(-1)"1 + 1 (/3.,,~l + l + :.!(~·ll'"t'.?['3..,t-:1 
" 

(-1)"'+ 2\:!L'3,,.+.• - U:i"' .. 1 ) + 1 

(-tr"'"'.?(U:im+1 + u~,,1+:i) + 1 
2 

.. 

Para todo c11tao p0511Íl·o n,u $af1:.jace fo 19r:¡¡/dnd 

¿ Uu-J = l'1 .. -1U2,. 
i=I 
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Dcmostradúu. llnJucdón sobrl! 11) 

• La fórmula. liC satisface pam hls primcrl's valor.-s de 11 

.,. Supongamos que 

Í:V·H-!1 = U"J•n-1U2m, para cierto entero m 2: 1 
l=I 

.,. Demostremos que 

m+I 

En efodo, 

L: U.¡1-:i = U1m+1U2,<i+'J 
1=1 

rn+I m 

E u~l-3 = ¿u4k-3 + Uo1m+I = U'Jm-1U:m + Uo1m+1 
k=l .1:=1 

Pero, de acuerdo con la igualdad 3. del teorema 1.2.1 

U-tm+l = u'J('Jm}+I = u?m + u?ml-1 
Luego, 

m+I .L u.,_, 
.l::::J 

U:trn(U:tm-1 + U:im) + UÍrn+l 
U1,..U2m+I + u?m+I = U2m+1(U2m + U:im+1) 

U:tm+I U1m+l 11 

Teorema 1.2.20 

Parn todo cnftro po3itivo n,.!e 3alufacc la igualdad 

f; UÍ = Ur1Un+1 
.l:=I 

Domoslrnción. (Inducción sobre u) 

.,. Ln fórmula se imtisfacc para lo~ prim~ros vnlorcs de n 

.,. Supongamos que 

fu;= UmUm+J • para cierto entero m 2: l 
k=I 



En erecto, 

"' L u¡+(.,';,+\ ~- U,,,Um+I + u;+I 
'+I 
fftn+i(C.., + U,,,.,,_J) ~ Um.+1U.,.t':! a 

Tcorcmtt 1.2.21 

/'ara taJv c11tuo ¡io~1tiro Tl1 jt $,.lüf,;u: la iyuuf,fod t. u { :.= ~'.:_~:_::_~~6~~:}_ + 5 

En vin.ud Jd trnrrrrn ! 2 .fl. 

(
.+,ji 11 t.i im¡111r) 
, -, jl n rs rir1r 

I:'&Ui1 ~ L (U:ic- + a¡-:.)'•+ 1u,);::::; LFh1: + 3 2,)-tj"+¡L., 
¡ = 1 ,t.,, l ~-=I t:o::. I 

~\p\ica11do la.-: fL\rnw!a.~ dt· J,·,,, lt:c•re1mn 1 2.13 y l '...UG, 

t ;Jl'f :=: ~~~~ ·--~ + 3{-I)"-t tv,,_ 1 + ·¡ ·"" 0Y.:..L:! ~· l'l·-:]f::un-1 + ·~ 
l;;o-\ M .. 

De ('Sta úJtirn;i i¿11;ij.f;\¡f :iC ckduu Ja f¡)tlH'.J\;¡ •J1"t·,1d.\ 13 

Ti·m· .. JJia 1,2.:!2 



Aplicando la fórmula dd teorema 1.2.20, 

f:trc-1U1:+-1 == UuU".q - :f)-l)HI 
l:l J:+I 

Por últirno,ob3crvcrno.~ que 

Por tanto, 

Tcm·cma 1.2.23 

~(-t¡k+I == J O, 5i n e.s par 
~ J. l, si n es imp:i.r 

;i ri {'.:j impar 
.:.i 11 cs par 

l'dm todo rnlcro po.•itirv n,,¡e Jatr~fílcr la u¡uaf,frid 

Dcmnstrnci6n 

Luego, 

.;;.. (' 11 { //~ ... L- 't ·l+I := {,'2 _ ¡ 
b:;I •lt! ' 

ú 11 es impílr 
511Jf:51'Gr 

I:ui+1 - ¿ut-1U•+• 
k=I J:=I 

" " I:ví- ¿u.t-1Ut.i.: + u;1.1 -
b:I t=I 

¿(uf - Ut-1Ut.¡ ¡) + u;+I - 1 
1:1 

Aplirnudo la fórmula del teorema 1.2.2, 

I:(-l)t+I +U,~.¡¡ - J 

•=1 
{ 

u,;tl• t=inf·5impar • 
U~+I - 1, sin t·s par 
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1,3 Los coeficicnh'.s de Newton y los mírm·ro!I de Fibotrncci 

Queremos distinguir ('tl •:sk a¡iarlado alguna.:; r~ !;¡cionc,, U<JtaLk-; entre k;.:; mi meros de Fibo1rncti 

y los bien conocido-::i i:odicient~~; ncwtom;i.no.;. 

fier:uérdcsc que sin y .1: son cnlN~''i no 11cgaliHJB tales que n ¿: 1·, el codicicn.l.l~ de Nt'..'wton (¡1
) 

está ddinido romo 

en donJc d signo ! 
mediante la ig11ald11•\ 

1 { l. n.;::; 1·2 -:l -

(") o! 
1 = k!(n - l-)i 

!•i TL :~ ('I 

"• :::i n e:s un (!lh:ru po'.;it1vo 

Parncstablec.er el primer tl"sllltado, ~,i:: diqirnen los ('OCficicn\(~ dr Nl"wlon t'n un arrcglo 1ti.111gubr4 

y SI! tr~.zn.n Ji11gon,1!cs n.<;n~:id~·nt··:,, Ld y <c1n1n '\•~ m11P<:lr;i. en L:i ~i~~uicutc h~ura· 

(:) 

(il w 
n C' \ ( ~) 

(',') (';') (':'.') ( :~) 

(!:\) ( 'i) (',') li~) {Ul 
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f;n efocto, puedl' comproLnr::·~ dircdamcnk que d1 = U1 y .pie di= U2 

Observen1os ahora que ,¡n C'St:i. determinada por la ig1:aldad 

j 
¿( 0

-;-
1}, s1n=~111,-.I e11Jo11dPHIC{O,l,'2 .. } 

~:::O 

d,1.:: 
m-1 

L("-:-1),srn='br:i •ndu11dc111EíJ,2,:J, .. } 
k=D 

Cnsol: n~·u+l (ydcal1íq11e r1-2=2(t-l)+l yquc 11-1=='21) 

d .. _, =:C<·-:-3) =("~3 ) 1 ('';')+(";-')+ ... +(";:; 1)+(";:;') 
1::::1) 

d•-1 =:C<·-:-'l =("~')+l";')+(";-')+(":;')+ ... +(";:; 1
) 

l=f> 

EutoneC!i, 

<1.,_, + J,._1 = ("~·') + [ ("~' J + ("l'l] + [<"i'l + f";' l] + [("~') + (";')] 

+ ... + [('·;·:;')+("1:11l] +(";~;') 

Por otra ¡i<trte, ( '1Q:i) = ( "(; 1
) si r1 ~ 'l 

Por tanto, 

(''~ 1 )+("¡')+("i'J+(";')+ .. +(;:;¡ r(·-:- 1 ! 

t<·-!-1)=<1 .. • 
t=o 

Cn.<io 2: n == 2t 

Para este ca;.() se procede mrdianlc un razonamiento il.ll/;/ogo. m 
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Lo .:mtctior no.<; co:lduce al si~uiéntc teorema: 

Tcorcmn 1.3.1 

Purn lodo enlero poütfro n, .se salu/cH·e la tgualJod 

u .. " t< 0-:-1) 
1.=.0 

Otra. intr.r<'$anlc tda.cÍ1)11 1·ntrL' los uúmrn·~ Je f1bonacci y los cita.Jos cocíldeutcs de ,"\cv. 1011, se 

pres..:ut;i en el ~ir;ui1•¡¡té ti.:ot"lni'I' 

'l't~ormnit 1.3.2 

1. u,.,~ I;2'U)u, 
i;.:\ 

F:ir1t1 = L2~t'l)lh+, 
L:0 

!!> Ami•a<; it~u.1! 0 h<l<:c, 0.c !';.,ti~farn• par,1 k•s prinwro.'> valor•'S de 

.,. SH¡,on¡;<wt -~ :d1<1~' <¡111· arn1;;-,_, i.:;1n\rh1l<~: ~·! ;,ali~fai 1•11 J'i\f:l. un 1lflctH1in:\do \·a!cr cnkrn 

fl =.tn? l 

2. U;i,.,,¡ .::-: 2_~:¡l(k1)U1+1 
l:=·l 



~ DL·mostni.reinoJ r¡uc )as igu<\hlruks se sutisfaccn ll!.!Ccsariamcntc pati\ n::: rt1 + l. 
Esto es, d1:mosltarr1W)S 1¡11c 

m+l 

l'. ul(•nH)::: L 2i:{•n¡_H )lh 
i=l 
111+1 

ry• U:l(m+-l)t-1::: Í: 2 4 (m:I )Uh1 

'"'º 
Eu efecto, 

m+J 

l'. ¿: 21("'i' )u, 
l:=i 

Pero ("'i') 

m+I 
Luego, ¿: 2'("'i' )u, 

!-:¡ 

m+I 

2'. ¿: 2'("'t1 )u, .. .. , 

;;:= 2m+I Vmtl + f: 21("':t )Ut 
.l:::J 

"' m 
2"•+ 1um+1 + ¿2k(':)u.1: + ¿11

( ~~' )U.1:. 
h:\ 1::=.l 

m m-l 

=~ 2"'+- 1
u"ll+l + ¿:2t('; )U~+ 2: 2H·l ( k1 )Ut+1 

1::1 Z::.O 

"' ::: 2"'+ 1Um+1 +U3"' +22:2•(7)V1:+1 -'2'"tiu,'l+l 
1::0 

::: UJn1 + 2U3m+1 :::: U3m+3 :::::: UJ{m tl) a 

l + ~.rn+'um+l + f:2t("'t 1 )U.1:+1 
l=I 

m '" 
1+2"i+1Um+l + ¿:21 ('~)U•H + ¿:2t(.1:.':.' 1 )U1t1 

l"::I J.::ol 

m r1-l 

l + 2"'"11m+o+ ¿2'(';')Vi+1 -1 + L 2'+'(~' )u,., 
.l=Q ~:::O 

::: 2m+tUm+2 + V3,.,~1 + J:21+I(';' }Uu:i - zm+IUm+:? 
J:;::Q 

U3mtl + f:2tH(';)(Ut +UH¡) 
1:::::0 

"' m 
U:im+1 + ¿2•·U(~1 )U1 + ¿21+1(';)UJ.+1 

l-::::0 t:::t> 



m+l m 1~ 

L 2'( "'i' w ... = U,m+I +22:2'( ·;·)u, +2 ¿21
( ·;· W•+• 

l:.=1 t=O t=O 

,.,, fil 

U:im+i + 2¿ 21:{ ~1 )U1: + 2 ¿21 
{ '~1 )l11:.+1 

t=l t:O 

I.os siguientes y 1i\ti1nos tcorcma.'I resultan :;cr verdaderamente iutcrcsanlcs: 

Teorema 1.3.3 

Si n es un micro posítfoo Jllll', cnfuncc.s tJt sali5facr fa igualdad 

2:Hl'"2'(; )u, = o 
t=l 

Domostrnci6n (lnducci6n sobre n.) 

.,. La igui!.l<la<l se verifica p:na los primeros valore;¡ pares de n 

~ Supongamos ahorn. que, para. cierto entero pnr m ~ 2, se verifica la igualdad 

¿(-1¡1+>2'(-:'Ju, =o 
t;;l 

m+l 
,.. Dcn1ostrcmosquc Í:(-1)H12t('": 1 )u.::: O 

En efecto, 
rn+'l 

1:.~1 

L(-1)'+12'("'i' )u, = 2:(-1)>+'2'("':')¡¡, + 2(m + 2) + 2"'.,(m + 2)U"'+' 
t:I t:l 

::::: f)-1)H 12t{mt'l)U1+2"'+1mUm+1-"2m+:ru,,, + '2(1ll + 2) 

Ji=l 

61 



F.nto11cc:<, fc-11'• 12• ("'t' )u, - f)-1¡"'2'(,'~, Ju,+ 2 fc-1¡'+i2•u::, )u,. 
l=l l=l l=l 

+ I:(-1J'"2'('~)u, 
l-:;' 

Ahora bien, lrui :leriF..s de csh\ tiltim.< i(.\HalJaJ pueden ei;criliir¡;c como ~igur· 

L:C-I)"+ 1 2"(i~:r )U1: 
l=:I 

2I;c-1J"'2'(.''.\ )u, 
l:"'l 

I:<-1J'"2'(';Ju, 
l:=l 

rn-~ 

L:(-l)1:+3:;t-tl(';,')U1:+-:r 
1::0 

m-2 

4 I;c-1i"'2'{".')u,,, 
1::0 

2 I;C-ll'"2'tt(~')u,,, 
!::::! 

m-l 

= 4 I;c-1)'2'(';')u,., 
bd 
m-1 rn-1 

.i I;c-1¡'2'C';)u,.,- .1 I:<-q'2'('; )u, 
1:1 l.=} 

4 ['f:'(-·IJ'2'(';')u,., - 1-r·-1 
... u .... ,] 

l=O 
111-1 

+1 I;C-1)" 1 2'(1')U, 
l::;l 

m-2 

·II:(-1)12"('.i,')Ul:+z - ·t--i•·i+ 1111U,,.+1 
l:O 

+i [ fc-1¡>+ 1 2'(~' )u,+ 2"'u ... J. 
•=1 

ni-l m 

-4 I:<-1)'+1 2'(';lu.+2 +4 2:;(-1)'+ 1 2'('~ }U, 
1::0 l=l 

+!.!"'+-1Um-2"'+ 1111l',,..,, - ·l 
m-l 

-·t L:: (-1)1:" 1 :l ('~' )U1t'J + 2"'+::l: .. , - 2"; d 1r1L·.,,~. 1 - ·1 
l;:fl 

I)-t)"~ 1 2t('¡)u1: - 2m:..: -2111 

l=.:1 

G2 



Lucgo, 

"' Í:{-l)H 12t(m¡2)U.1:::::: 2m+1um -2m+ 1mU.,1+1-2m-·l:::: 2m+2Um -2'1H·lUm+1-2(m+2) 
i:2 

m+l 

Por tanto, Í:{-1)1+t:!t(m(l)Ul =O, c.omo querfa .. demcr.-.trnr~ a 
t.:::! 

Tnormuu 1,3.•i 

L(-l)t-t 12l-{ 0 t 1 }u. = 211 +1Un+i 
1-:::l 

DP1110strnción 

Sea el impar n::::: rn - l, c.on m n!g1in pM po:iiti\'tJ, 

De acuerdo con el teorema Mllcrior, 

Entonces, 

Eslot~, 

I)-1) .. '2' (·;Ju, ~ o 
1::1 

rr1-t 

2:)-l)Ii+t21
( ·; )Ut :::: 2""Um 

t:::l 

Í:(-l)t+l21-( "t1 )uk :::: 2"+1U,,+1 
~=I 

'l'~onm1n 1.3.5 

• 

Si n r.t un unpa1· pvJifit:o g 11 :: Zt +J. tnfoncu se 3a1i.lfarr la igunldad 

2:)-llt;t12:i:- 1( ~}U¡ '= 51 (¡U11a poltncfo ptr/rcta dt S!) 
~=1 

Dcmostrach'Ju (Iudurn:ióu soLre u) 

._ Ln igualdad se "'crifica p.1ra. los prímero1 valores ÍlllpMCS de 

,. Supongnmos 11hor:\ c¡ue, pnrn. dcrto imp:1r m::::: 2t + 1 ~ 1, se \•crifki1 la ignnlJ.\J 

2:(-1)'"2'- 1 (';')U, = 5' 
1-=1 
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m+, 
._ Demostremos que L(-J)t+l2J:-l( m:~ )U1; = 51+1 

t=l 

m+, m+t 

En efec.to, L(-1)'+12•-1( m;' )l!, = L(-1)'+12•-1( mi' )U,+2"'+111,,,., 
J::l l-=l 

ec1~ ( mtl ) = { ~~ll) + ( mtl ). Entof\Cf'll, 

m+7 m+I m+l 

2:<-lJ'+12•-1 ( "'i' )u, = ¿(-l¡>+1 2•-1( -;.:i )u,+ ¿(-l)"1.11-1( "';1 ¡u1 . 

.11:1 J:=I t=I 

m+I mfl 

::: L<-l)l:+t2J:-I( 7!11 )VJ: + ~ L{-l}l+t2l( '"t' )UJ: 
.l:=l .. 1"=1 

+2m+ 1 Um+2 

Pero m + 1 es pllr. Eutonccs, por el teorema 1.3.:J, 
mf:I m+l 
L)-1)1:+12•-1( mr: )u,, ::: L:(-l)Hl2t-I( 'I'!11)U1:+2m+1um+:i 
hl 

m+l 

= L<-l)H12J:-t( ~'~11 )U1; +2m+1um+, + 1 
t=, 

Pero { ';~{ ) = ( "~2 ) + ( ¡,~ 1 ). Enton<:C!I, 

m+1 rn+l m+J 

I:c-1¡•+12•- 1 ( 7.:11 )u, I:c-1¡•+12•- 1( ,'~,)u,+ l:C-1)'+12 1
- 1( 1:\ )U, 

t::J .l:=:I l-=2 

m-1 m 

L(-l)tt12'+1( ~·)U'+,+ L(-1)'21( ~· )11,+ 1 
t=O 1::1 

Ahora bien, las series de esta últimn igualdnd pueden escribirse co1J10 sigu~: 

m-1 m-1 

2:(-1¡•+12•+1 ( 7 )u,., = 4 ¿c-1¡'+12•- 1 ( 7 Jui+, 
t:O t:O 

= 4 [ f)-1¡>+12•-1 ( ": )!11+7 - ~ - 2'""1[1m+'] 
l=I 

= 4 I:<-1)'+ 12•-1( 7 )u,., -2"'+ 1u.,,., -2 
t:I 
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m 

I:(-1)'2'{ ';')u ... = -2I;l-l)H12•- 1 ( ';' )(Uw- U.) 
t=l l:=t 

Luego, 
m+I 

= 2f:(-1)1:.f121:-1(. }Ut -2f)-1)1-+l2t-I( '~I )l.'l:+'.! 
hil l:=l 

:;; 2 51-2l)-l)H 12k-I( ~ }U1:+~ 
i:=\ 

l:)-1)•+12"- 1 ( ':~} )U1: = 2 I:<-1)•+121:- 1
( '; )U1:+1 + 2. 51 

- ·~r+ 1 U,n+1 - 'l 
k=l l:=l 

Por lnnto, 
m+l m 

2)-1)t+t21:- 1 cm:2 )u.1: = 2L:)-1)H 1 ·/- 1 (~ JF1:.-2 +- 2·fi'-l 
1::1 t=I 

F,¡¡to1."S 1 

1:(-1)'+12•- 1 ( m:' )u, = 2f(-1)'+'2•-1( ';')u, +2:t{-1)" 12•- 1
( ~· )l'1+1 

k=l i:=l l:'='I 

+'2·51 -1 
m 

= 2 2::(-1¡>+12•- 1( 'l' iu •• , + .¡. 5' - 1 
1::1 

m+l 

= 2 L(-1)'2'-'( .:, )U,+ 4. 5' - 1 

Y, en \'irtud del teorema. 1.3.'1, 

1:='2 

m+I 
- Í:(-l)l:Tl21:-1( 1:".:.1 )U.1: +4 51 _ 1 

l:='l 

-( f:(-1¡•+12•- 1( ,'.'.', )u, - 1-1'"1',.+•) + .1. r,• - 1 .. , 
- f)-1)•+12•-t ( 1::\ )F1: + 2"'Um+I + ·1·5' 

1::1 

~(2m+1Um+1)-f:(-l)1:+121:-1( t':'1 )Ut + ¡ .,51 
i::I 

mtl m m 

I:(-1)'•12•- 1( "'t' >u, = ~ 2::(-1¡•+12•( m:• Ju, - I:<-1»•12•-• ( ,:\ Jr, +·l ·5' 
1::1 i:l •=I 
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::: t(-l)l+12t:-t( m:t )U.1;-t(-1)1+121:-1{ t:.1 )Ut-+•t·5' 
l:=l I;:\ 

= f:(-l)'+li>-I [ ( m:I ) - ( ,':\ l] U,+ 1·5' 
1'=1 

::: f)-l)H 12•- 1 {~)Ul+4·[.1 
k=l 

como quería <lcmostrarsc 

Teorema 1.3.0 

S1 n e.s Ull impar po.siti1•0 y n = 21+1, 01tonct.!I .st: Jali.~faccn las siJJuientes igua/dadcJ: 

1. t(-l)H 12•( ~ )U1+1 = 51 + l 
1:1 

2. t(-1)'2'(; )u,_1 =5'-1 
1=1 

3. t(-1)'+12•-1 (;) (U1-1 + Vt+il = 1 
k=I 

O(•JU11Sll'Ociú11 

De ncucrdo o.l teorema 1.3.'\, t(-l)l-+t21r{nt1 }u., ::::: 2"+1Un+1 
k=l 

Esdrcir, ¿(-1)1
i 121- 1{"t'}V1 = ::!"Un+I 

i=I 

Luego, 2"Un+1 + f)-1}1'2•-t(nt1)U1 ::: O 
k:l 

n-1 

Esto e-;, 2"Un+1 + I:c-11 .. +12-=(~!:)u.,+1 ::: O 
1.::0 

n-1 

Portnulo, 2"Un+i+ Í:(-t)i+ 1 2k(~~~)Ul+ 1 :::: n+l 
1=1 

n-1 n-1 

2"Vn+I + I:<-1J>+1i'(;lutt1 + I:<-1¡•+12•(.~1lfftt1 = n+ 1 
l':I l=I 
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n n-1 

Es decir, I;c-1¡>+12'(l)u1+1 + I;c-1¡•t12•(,~ 1 )u,., 
l:=I l:=O 

Ahora bier1, 

·-· I;c-1¡>+ 1 2'(.~, )u,tl L(-1)12 1-'(l)u, 
l;=O l;:.l 

- 2:)-1) 1+121
-

1 (nuJ: = -5' {teorema l.3.5) 
l::-1 

Lueso, t(-l)J:-+t:l('¡ )VJ:tl = 51 + 1 a 
•=t 

En consecuencia, 

" L(-1)'2'(7)u,_, I;t-I)"c'(;)u,_, 
1;,,,, t=: 

n " 
I:(-1¡•2 1 (;)1~-... - I:(-1)'2'c; )u, 
4-,,,1 k=I 

" ' I;c-1¡•t12'(';Ju,- I:1-1¡" 12't';Ju.,, 
i::.'.I l =1 

2. ~I - (!'1
1 + I} = ,)1 

- 1 E 

Luegf), 

t(-1¡>+121- 1 (;)¡u,_,+ U1+il i°)-l)H12t-l ('; )U.l-i + t(--i)l t t2k-t (~ )flJ:.¡ 1 
1:=1 i=l l:::l 

t(-1)"'2'- 1(7)11,_, +A :t(-1)'"2'(~)1·," 
i='l .. l:;l 

1 
11 

l l n l rl = -:¡ I;Hl 2 (,)u,_.+:¡(., + 1) 
!=J 

= -~ (5' - 1) + ~ (5' + 1) ~ 1 • 

Tcorcmn 1.3.7 

Para todo entero positivo n, se satisface la iguald11d 

U6n = ¿:2:tt{'lf~1 )Un-1 
lo! 

Dcmoatrnci6n 

La igul\ldad puede demostrnrse a. partir de lo~ t<'nrcmi\ l.~ '2 (1) y t.:L:J a 
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1.·I Cun<lros m1ígicos y <ldcnninnntcs 

Consideremos los c11lcrc,.., 11uc('sivos de 1!i1U>ta.9 distribuidos en el iutcrior <lt• un cuud1adv de 1111(:\c 

celd,'l.!I, t:i\ y como se inwstrn. :i. continu:\d{í11: 

t'<i.k mendonnr que esta distribución !JO es <l'! llingtln múdo casual. 

Observemos Ir .. <> virtllJcs del cu:Hlrndo: 

{ 

4 + u + 2 = lr. 
1. 3 + 5 + i = 15 

8 + 1 + G 'º 15 

{ 
.\ + J + 8 = 15 

2. 9 + 5 + l 1~ 

2 + 7 + 6 = l!'> 

{ 
.\ + :; + 

3. 
8 + 5 + 

15 

-t. { (1)(Hl(2)+(J)(5)(7)+(8)(1)(~) = 72+105+·18 = 225 = 15' 

(4)(J)(8!+(H)(&)(lJ1 (2)(1)(6) = DG+·lóH·l = 225 = 111 

La:; igu¡\\tla\J,-:-; 1, ~ y a .-... t,;h\l'ct'll ¡1ropitda<le;; del ct1atlraJo :,tJLtc rruglu1w<:, rnh1m11:;~ y di:'lµ.o

smlcs tl'Sptdivamcnte, todM ellas rClipc.:to" \,; .'>umo.; lllil'nlrn.s que lM i¡;11:,l1lad•.'"3 ·1 ¡-<;\,,\,k(t.•n 

propiedad.::s sobre ren¡.;lmwo; y columnas, todM el\í\.~ retipccto :i. !;i Sllllla y :d producto. 

Por s11put!!>to1 la nwgfo. de un cuadrado numérico dt·¡H:ndc Jir('Clamei;k de_· l.1 corn¡ikJidad ~ 

c,;ntitl:irl d1~ ltv; prn¡iicd,11,\,,¡ arit111,:tic.'5 qnr: prr.'lrntr Grnnnlm>'lllc r~t~~ ¡iropll•d,11l<''l i'lrlllll1;1icn~ 

:'>!~ restrint;1'1l ah <;11ma y pro1hvlú 1it' lo<; rlcnwntos .-,obre ren¡;\1,ne:-., 1·oluuHH\.'> y d1<1,:ot1:1ih 

ll<'spccto a un c11aJrarlo nu11~rico arbitrario, cklinimo!I !;1..<¡ siguiente." \'1HiahJr5: 

• C¡, fo surna de IM clemcutos whre la i-b.im:~ column•• 



• D1 la Juma Je los c\cmento.s sobre \i\ dia¡;•Jual prindpal externa. 

• Di la .rnmt1 do los elementos wbrc li\ dia¡;oul\l prindp:\\ media. 

Hi el producto de los demento.<> sobre el i-ésimo rengl<'.1n. 

• e: el ¡iroduclv <lt! los l'i·~rncntos ~obr.: 1i~ i-ésima co\11m11a. 

• /Jí el producto de los ''lcmcntos 1;.Jl¡rc l<i dia~ona\ ¡1rinripal <'Xtrrna. 

• n; ,¡ pndudo t\c los elementos sobre la diagonal primip:i.l mcJia. 

Con relación al cua<lnulo mñgico rreseutndo, se salbfM·cn bs si¡:;uicnks propiedades: 

l. R1 = ll1 = fl3::: G1 = C::i:::: C3 = Di = lh = 15 

2. H'1 +u.;+ n; =e~ +e~+ e;= 151 

(Se dio.! qtic el u1'mwro lfl rs ln const1mlo in:'i.gicn.) 

Se cslnb\cce que uu cuadri\do numérico es Je orden n, si contiene cxad:imcntc 11:1 t'.c\¡\;~.,. L..,lo cr., 

si l'St i formado ¡1or n rt!ng\oncs y n columna.e;. 

Por rnzoncs de gt1sto se conviene en rc,,tringir los n1in11;ms <le UI\ cuudrado m:igin1 de ord.:11 u. 

a los <'nlcros sucosivos de 1 hn.sln. n2. 

No o\¡¡¡taule, p1m1. efectos del prt:5c11lc trab,"\jo, ínltnrcmos o. este convenio. 

Cnui;il\ércnsc, por ejem¡; lo, los siguientes cuatlrado!o: 

D L M J V s 
1 2 3 15 16 17 

8 o 10 22 23 2·1 

15 16 17 29 30 31 

Julio 1900 Diciembre 1993 

L M ~I ! 
IU 11 12 I 
17 18 ID 2·1 25 2G 

Enero 2Qr}0 

Estos tres cuadrndoo de orden 3 han sido extraídos de IM hojas de un calcnclario. 5,~ afirma ade111;t., 

que son n11igicos, en el sentido de que satisfacen lns siguicnl~ propiedades aritm~ticn..-;:c 

1. Hl :::: C2 == D1 = D1 

2. ll1 + ll3 :::: e, +el = R'J + C::i ::; Dt + D::i 

3. R1, R::i, R3 ,C1,C::i,C3 , 0 1 y D::i son múltiplos de trciJ. 

4, r:l 1ldcrminantc correspondiente es igual a cero. 
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Puede dcmcn¡trnrse que todo cuadrndo de orden 3 sobrt• cualquier hop de calendario ¡ir,-..<.cutn ln!io 
cuatro citadas propied·1dcs. Los detalle!! de I.i. dcm()'jlraciún se dejan al lector, por no corre~ponder 

a los propó1>ilo<; <le N:il•' apartiu.lo. 

~lcndonemos que uno de nur.~tros pa.rticuli\rf'S objeLÍVOB t..'S d de construir cttndrndos m;igicHs 
de orJen 3, en cuyas ·:ddas fi¡;ut('n 1·xrlusi,a1r.entt:- 1nímcro~ d(! Fihou:u·ci ~IH'.c~si\'o~ 

Pnra cslo lomaremos como rcfercucin b;i.<;ica 111 ra cit<1.dn Lo-Shu. 

La primer altnnativa que ne ¡1ensó, fue la de s1utituir los clcmf'.'ntos dr.I l.o-Shu por los cor1u;;¡>011-
dient1-s m'tmcros <l~ Fihonncci, F;cUC\anrlo a.e;{ el si¡;uicntc cuadra.do: 

IJ 

n s 

Enconlrn.mos que éslc satisface bs siguientes propiedades: 

t. Ra + G1 = C'l + D1 

2. fl1 =Ca+ D1 

J. 2n,= e, 
• 1. 2C1 = !la+ C:i 

5. '1D1 = R 1 +C1 

• o. !(¡ + ~ + n; = e¡ + e~+ e; 

Obsérvese que !,'l.S igualdades marcada.<1 con un i\Slerisco 50n propiedades (¡uc tami1é11 1m ... ,.11ta t.'l 
lo-Shu. F..s decir, las propiedades l, 4 y 6 se tsfdn ht.rtdando de Cstc. 

El 1corema sig11icnlc generaliza. C!i>ta si1uatió11: 

Teorema l.•1.1 

Sta n un tnftrv no ntgalil'O, 

fü.,¡itcto al cuadrado dt. la figum se safis/actn las .sig11itnlt.s propitdadn· 

Un+<4 Un+i Un+'l 

Un+3 UnH Un+1 

Un+8 Un+I Un+G 
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l. 

2. 

3. 

1. 

5. 

G. 

" 
s. 

nl + C1 = Ci + D1 

flt.:::: Ca+ D 1 

w,~c, 

2c,:::: u:l +c.1 
·1D1 =.U1+C1 

n; +1t;+ U~=c; +e~-+ e; 
il;-1(¡ - e;+ CJ z 2(-!)"Un 

e~ - lll- v; + c:i ;;;'.; {-1tr1n-1 

(u;;:!) 

(n;;: l) 

,\'ált:st .¡uc fo5 dnnt.11/os de eJlt cuadra.fil son 1uimc:1·oll' de Fibcmaci :1t1ct:-'iuolf, y r¡nr !1•• 

~ri111au1fos rh:rcr:/ws 1h j!l5 úid1a~ cfllTOp(lndrn 1•rcci.~;;nur1lc o los cnttrn~ co11.sliI11iÍl'as dti /,11-

Slrn. 

Ül•Umstr11dlin 

Ik11lízatf'lllV:.l la demo~lradó11 p:na el <:3.SO u 2: 1, dado t¡ll•! parn n :;:: O l:is .o;eis primPrns ig:11al1Liil~:i 
)"1 fueron confinn;1d1s. 

En cfcc:to, <tplica.ndo el tcorr>m11 L'lA, encontramos qu1: 

U.1+1 u,._¡ + v. 
Un.+1 Un-1 + w. 
U,\H '2Urr-i + w. 
U•1·H 3U,._1 + 5U,., 
U,,H 5U,._, ·r 8Un 
Un..,; SUn-1 + l:Wn 
U11+1 13Un-l + 21U,, 
u ..... e. 2!ff,,_1 + :iw. 
U.,H 3·1U11-I + SiiVu 

f.ucgo, 
u, = Uni-t +Un+<:.+ U,.t'.l :;::;- 3~lVr1- 1 + G<:/!,, 
u, ;::: Un+3 + UuH + Un+i :::::-20Uri-I + :l'.Hlu 
R:J =:: U11+~+Uf1+1 +U..,¡.; = ~ou,,_, + .1su .. 

e, :::;: U .. +4 + UnH + u,Hri :::: 2GUn-t + ·12U,, 
e, =.:Ut1-t!!-1 U,..,.~+Un+r ::e:: 40Uu-i + tHU,1 
e, ::::: Unt'l + Uri+': + Un+ti :::;: nun-) +:mu,¡ 

D, ::::: U,,t4 +Un+:. +lJriH ::::: HiUn-1 + '21JU,. 
D, = UnH + U11 t~ + U,,.,_7 :::;: 27/f,,_, +-Uf!,. 

Ül' esto úllimo si: deducen bs cinco pritnt'í.'.l.'i propir:datJcs D 

Eft:ctu:indo fas opr.r111.:ionc:1; cortPspondícnt1·s, se entu~tll M q1w 



R'1 = U,1HUnHUn;.:t = 102U~-t + 539U~_ 1 Un + \Hf)Un-1U~ + 550U,; 
/l!i = Un+3UnHUn+1 = l30U~_ 1 +6l3U,~_ 1 U,. + tiG:\U,,_1l··~' + 50-IL',~ 
n; = UnHUn+1U .. +e = 16SU~_ 1 +713UL 1 Un + 98il!n-1L',~ + 4·1:"W,~ 

C¡ ;;; UnHUn+aUn+i!. = 126U;'_ 1 +603UL 1Un + 9UlU"_1U~ + &10u; 
q =V .. ;.,,Unt~U.,H :=170U~-1+717UL1Un+937L',._¡u;+.uou.~ 
CJ = llnnU11+1Un+c = 10·1U~_ 1 + f»15U,;_,U,. + D·liUn-1U~ 1-S·IDU,~ 

D'1 = U,..,.iU.,+.,Un.i:i; :.::: 1'20U,~_ 1 +587U~_ 1 U11 + 9;,;f1,._1t:,~ + 520U;~ 
IY2 :::: U,.+sUntsUr.+2 = 10'W~_ 1 t ;J-l8U~_ 1 U,. + 9·15Un-1U,; + 51·1U,7 

(p:i.r:i c.:i.lcular Jo5 ¡iroduclos, basta considerar los cocficic1itcs) 

Oc lo Bnlcrior he dc!iprcndcn las lrt!i 1íltim;i.s propi~lia.llt!<j a 

Parn ltnninar, deseamos c:,tablcccr una curiu~a propicdaJ de lof drlrrrninanlr~ de r:r,fcu "] curo'i 

cl<'mcnto.s sena ntímnoJ de f1bonacci .rncuit•os dis¡)ucstos progrr---;iwunrnte 

Consideremos, a manera dt: ejc.oiplo, el t•1iÍ..<1 simpk de tnks ddtrtninaalu: 

1

1 1 21 3 5 8 
13 21 34 

1{(5)(3·1)- (8)(21))-11(3)(34) - (8)(13)J + 2{(3)('11)- ())(lJJl 

(170-168)-(102- 104) + 2(G3- 65) 

El lwcho de que el Jdcrminaule 1m~1:rivr M:a. uro 110 es un result.l\Jo casual. 

El l<.'OtCml\ sig11icnte C'stablccc que lodo dden11i11anfc de orden 3 cuyoJ tfrmrnlas .Hall 111imf n>., dt 
F1bonacci n1cc.Út'OJ di~puesto.s ¡¡mgresivamcnlt, CJ ntdo. 

Trorcmn 1.-1.2 

Parri lodo wlcro 1'''"ilivo n, Je sah.sface la iguiJt.lad 

Dlnnostraciún 

De acuerdo con el teorema 1.2..1, d ddrrnunanlc puede escribirse 
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1 

U" Uo-1 +U" U,,_1 + W., 1 
2Un-1 + 3Uri 3Un-1 + 5Un 5Un-l + SUn 
8Un-1+13Un 13U.,-1 + 21Un '.HU .. -1+3·1Uu 

lh.<;ta observar que el tercer rl!ng!ón CJ 1ma combi1111ciJ11 lmt11l de k·~ otros; a saber, la suma del 

primer renglón con el cuádruplo dd segundo 111 

Pur !.UJ•Ul·~,lo, toJv Jttr.r111111<1ntr dr. orden 4 cuyc.J rltmtulus .H'ílJI número..'! de Filiont1cd 511Cf· 

.111·os Jispuotos pr-ogn:sfra11u11te, c.• fi1111b{ú1 nulo. 

En ('focto, enunciamos el !;ig11ientc 

'fcoremn 1.-l.3 

f'am loJo culrro poúrivo n, uJail4acc fo igualdad 

l'n+I Un+z Un-t3 I 
Un+~ UnH Un+7 - o 
Un+9 Un+lO Un+ll -

U11+1a Un+u Un+u 

Dcmostrnción 

El ddcrmina11tc pucJe escribirs~ ~n la forma 

1 

U" Un-1 +U" 
3Un-1 + úUn 5Un-1+8Un 

21Un-1+34Un 3·tUn-l + 55Un 
14·1Un-1+233Un 233Un-1 + 317Un 

U,._1 + 2Un 
8Un-I + 13Un 
55Un-1+89Un 

377Un-1 + 6IOU" 

Wn-1+3U., 1 
131/0 _ 1 + 21u ... 

BWn-1+ H1U,. 
GlOUn-1 + DSIUu 

Se obscr\'n q11e el cul\rlo rcngl6n tJ una com6inac1ó11 lmtal de los dos nuteriorl's; a saber, In 

diíerenda dd ~pluplo del tercer renglón con el i;eg1111do D 

F.sta propiedad puede ser generalizada para dtftrminanles de orden k ~ :t 

Si k = 2, ti ddcnninanlt 



I.5 DivisihiJi<lnd 

En este a¡iarll'ldo cnuncinrcmos la'! prindpalr:t propicdadi;r. de divisibilidad qui~ pres.~ntan ln!'I 
nUmeros de f~il1011ncd. 

Ante~ Je entrar en mati~tii\, enurH:intcrnos Jas ~iguirntcs d('finidoue.'J: 

Ddi11icif111 Lj,l 

Sean d y D, con d :-/- o r D ~ 11, cu¡ilvsquicra do!l números enteros. 

IJ = dq 

Por ejemplo, 7 j DI, p1i-.·s !)1 = i(JJ) 

Decir qu;: d di vicie '' D se cow•idnfl equivalente a deúr que D f'S míiltiplo Je d, 

Ddlnir.ii'>u l ,5.2 

Sr<ln u }' !1 cuak~r¡uin<i. .!.;.·, 1·nttru~ 110 nu!l's. 

El mri:cimo cnuníu divisor d1! {i y U, e~·.ail0 (o, b), ~·~ d •:nleru r.; tal 'JI!'! 

1. a I" y g 1 b 

2. Sidlo y d/b (d'f.9), entorin:~ d<g 

Obérvcsr que In cond1ri011 l. h;1;(' de 9 no divi.<tor comúu c!t: ü y!,, mieotrn.., '111~ :'.!. t'slahle-ct: 

su superioridad rC!5p('do u cunl11ui1·r otro divisr11 c.on11°111 

Definki."1n 1..'í.3 

Dircmo."> que los cnl-:ro~ a }" b son Jll'ilníJs rdativ11s Q primos eutrf; sí, si 1111 m3ximo comijn 

cfü·isor ts h uniJ<l.d, ts rlecir, .si ({l,b) ~ l 

Por ejemplo, 'iO y J:l 

Ob!>Ct\.'t'!;e q111~ k1~ divi~nr,.~ ¡1r.,jti\, ~ d1~ 70 ""fl l, 2, S. i, 10, 1 l, .J.j y 70, 1111•;utrns que Jr,~ didsore:i; 

po~itivo,, de :l;J son 1,3 l l ~· J.1 

OLsér\'<'!if' tamhi•;n fjtl<' 70 y :J:l no son, en sí mi~mn<;, mirnrro~ primo~. 

Con rclnci6n al conceplo d,. divi.'lihilidad se .kmuc.ítr;rn c1; la T1·orin de !'\íuna~ l.i~ ~iguknks 
propiedades: 
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l. Propfodntl del cr~ro 

En ~ímbo\o.'! ±11 1 u, ¡.;ir;i todo •'nluo 11 f:. O 

C\lando los tlu.s divi~or"'I trivici.!t"l pO!·itívns d•: un f'!\tt'W ¡i > l .~•1a ~.11.o; úuin-·'"' divi!:-Otcs p0!.itirn", 

se dice q~e JJ es ¡nimn. 

Poreji:rnplo, ll>llnÚrncr(1~'J.~ 1 :-1,-;, 11, \'.\, li, l!l.~1 :t,:?!l,:\1 y37 

Si un m1tcro divi1le 11 •¡trn y éstt~ a 1111 ten:1·ro, Pnlonr.e:. d ¡1rimrro 1liville nl t1:n1~ro. 

En slmbolos, si a 1 b y b Je, c11toncc5 (J \e 

r,, Propic<ln<l aditiva 

En simho\o~. si a 1 b y a 1 e, ('nt.onr.-s a¡ (b± r) 

G. Pro11ic<liul1~s 1uultiplii:11tivns 

Si un entero 1livirfo n otros dos, i.lividl' tnmhién 1\ !in prollndo. f\-11\s ni'an, si uu t!Ult..!ru 
divide ll otro, divide n ni:1lquiPro dr! .;11s m1'iltiplos. 

En símbolos, si a 1 b y (t ! e, <'nlon'"~ 11 ¡ k 

ysí alb, entonce!'! ojbc, pnr<itodDentt:ror: 

7. Propicdnd de litwnli•la1l 

Si un entero <livi<l(J n otro~ dog, divirlc tnrnbit~u n cunlr¡uicrn de Sll!' comhinncimws 

liucnlcs (en particular a su ~urna, tirod11c.to y difnl'nci1\). 

En símbolos, si t'.I 1 b y o J e, entonces a ! (br + cy), p,wi. rn"lc~quicra enteros z y y 



S. El nl~oritmo de lu 1livisi6n 

Sc:J.11 d (divi~.;c;r) y D (di,idendo), con d ::/ o y D ?: d. cuaksquiera .los nümt·r~ cntP.W.'I 

positivos. 

Enlu11et-s t'."ti~ti:.·n le!! rut~ros pl'""itiw-.s 'l (cociente) y r (r•.:si,Juo), con o ~ r < d, t;\lf>~ que 

D:r1d+r 

Por cjc111plo, :-,j d = 23 y D = i:rn, encontramos q = 5 y r-::::: 21, pU<!.'I 

136 = ó(23) + 21 

l. (n,b)C:l, (l,n)=l y (ú,•lo)=a 

2. (a, b) = (b,a) =(u, /1 + ac), JH\ra c1rn.huicr t:nl<:tu i.: 

3. S1:n. e uu r..ntno dift:rr:nte de ccri>, Entonces: 

3.1 {nc:,bc) = r.(n,b) 

3.2 Si {o,b) = 1, (11,k) ::-=-(a,r) 

3.3 Si n 1 i, (a, b +e) = (11, e) 

4. Si 11 l l·r y (rJ,I,.)::: 1, cat,,wf'li 11 ! e 

5. Si (b, e)::: 1 y rJ ( b, cntunu·:; (11 1 r) = l 

G. {rl, i: + l) =-:: l, ¡•,Hi\ cu .. \4uicr '"i\l( t·i 11 j O 

7. ult siysr'.ilo~1 {n,b)=c¡J 

6. Sí a 1 (b ._e) y (l \ b, entonces u le 
Si 11\lt y HfL, y (t ~s prir:-u, entcr.ce:. a\c. 

9, Si 9 = (11, !·), exi.,V'!l ":lt'mo:-s les .~11tcros t¡, y ~·ú t,,It·~ que 9 =azo+ bi,•G 

Mti.~ ,;1ín, .si d ;': .'I e:; cu:d']lli( r nlt.1 cmnbina.::ié.n liflt'.·;d ;w~iti\·a di: a y b, cutnn~.~ 

;¡<./ 

10. El a\gt1ritmo t:udidi;rno para b d .llrmi1nd/1n d1•l M.C.Il. 

S1:nn d y D, (óll d :f. o y D ~ tl, cual-:squier.i. 1ko; <'!llnoJ po..;iüvcs. 

llacir:u\k• .1¡1!i1r,r1·•!1'.S ~11~· 'iv<'"'i ,!,,! :d~~,,ritrrn ¡\,> h {¡¡,¡.,¡,"Í!l, "'l' brn•r·.n b .. " :,1¡.;ttil'¡¡t,s ir.,u:llda.Jcs: 

O) /) qi;,1' +r1 (O 5 r1 < d) 
l) ,¡ ':ir1 + r2 íO Sr:,< r¡) 
2) "1 IJ'¡TJ +r;¡ 10 ~ r3 < r::r) 
3) r, <¡;ir:i + r.1 (O$ r1 < rJ) 

i-1) r,·-2 q,_,r,_ 1 + r, (O~ r, < r,_i) 
i) r¡_¡ q,r, 

77 



Entonces, el 1míximo cvml111 tlivii.or (,'\f. C. I>.} de IM cntcro5 d y D r.s r,, el úlliino 
residuo diferente lle rrro en e'>lt.' procef'o de di\·isinru:s sucesiv;L.;. 

Lo lu!.RtB nquí expue!lto wu lo'l prinwto.<. resultadoo d~ un c11rsu típico de Teoría de NúmcrOt>, con 

rdación al tcmf\ de la llivü:ihilidn.d. 

Se han tni:'ncion;Hlo ¡,c)t•¡llt e!i tk~t'ahl", para tf,_ctos lid prr.<..••ntc R¡•arlado, qut· el lt•ctor se forni

\iaricc con cllu~, y, S<)br,· tmlo, l'or<¡iw lnrcm0s u~o 11.:: nlgt1B(>'.; de éstus. 

De primcrn instn.ucia t>s pooiiblc nntici¡i:n ya algun<L..> pru¡1ictl<\dr-, int"t"saut1•s rcspt.'tlo a \ti 1fü·isi· 

hilidad cntrl' m'uuct'os Jn FilHl1\a1~(+ 

Teorema 1.5. l 

l. U11 j U1n 1 y d cnritntc qur: 1c.rn//11 di! fo Jitú1ó11 CJ (i.,_¡ -t [',.+1 

2. Un 1 U3n, 1) ti rocirnle t¡Ut rrsu/J,1 dr fo di1·15ión es {U,._¡+ U0 ~ i)l + (-1)".._ 1 

3. Un 1 u~n. V el rociente 111( H.rn/fa de fa J1v1.•itír1 (.~ 5(5U,._¡(l,~[l"ltl + 1) 

'1. U3,, / (Un+ L'5,,), y d cocinilt ~tH rc~ulla dt fo .11ri.1icin l-' 

U2 .. -t + U2.,+1 ~ (U,._1+U,,+1f"' + '!(-! )'1 
¡.1 

!">. U:in l(U~,,H -Uri-\), !J d n1cu11tc qt1( IT-'11/tu de lt1 .lfri~1tí11 es 

Ui .. + U:,,+i 

Dcmostr1,ción 

Estn.s prnpiccfadcs se dcdnccn fácilmente de los teoremas 2, 3, 4, G, 7, 8 y fl dd aparl:ido 1.2 • 

Es claro que en la sucesión de los enteros positivos, ctrn.lesq11icrn. dos lérmino..'i consecutivos son 

primoo entre sf {pro¡)ooición 6). 

Lo corre11pon<licnt~ ocurre en la i!Ucc&iún de Fibonacci. En efecto: 

TcorcmR 1.5.2 

Núrneros de Fihonacci con&ccufÍt!O.S1 son primo.s cnlrr sí. 
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Dc111oi1trud~S11 {Rc<luccii)n al a.h:mrJo)_ 

Supongamos que Un y u .. ...-1 11(1 jOn ¡irtmo.s cnh"t jf 

Por tanto, debe existir d entNO d > l tn.l q11e d 1 ul'\ y tl ! u,. •. ¡ 

En consi~c111·nci:i., d ! Un- k (k ~ 11), pues Un-t es una combinl\ción linc;ll de los cnteroo Un 
y U0 +1 (tl'On mri 1.2.!J) 

Eti particular, J l 1 (ddi11.1r• 1: ,..,. 11- l) 

Por tanto, J = 1 ó d = -1 

Luego, U., y Un+I dclu-11 t-.er primos entre sí ia 

En efecto: 

Tcorcinn 1.5.3 

Dmnostrnci611 

Como Un 1 U,¡, (U,., e .. + Un+l) = (F,H Un+t):::; 1 (JHf1!JO:licíón 3.3 y lrorema. l .5.2) 

Esto es, (U,.,Un+l)== 1 m 

Obsérvcs1~ que, en gcnnal, no ocurre q11c (Vn,U,,.p)::: 1 

llri.gMt>, por f'.jemplo, 11 = J 1) n = G 

Si un mímero de J'ibonucci d1ude n olro, tnfoucrJ u pnmn rdal1t·o con d anlta.sor y -'UCtsOr 

dt. i~tr.. 

Dmnostrncibn 

Supongamr}g r¡u.~ rr., ¡ Um, parri. dderminado<> ~·ntrros n 

Dcm01itrarcmos que (Un, Um-1) = 1 = (Uu, Um-i 1) 

Sea g ==(Un. U"'_l), en cons<:>rnv11ria. !1 ! Un y g 1 C..,,-1 

Pero, por hipótesi<;, Un 1 U,,1 

Luego, g 1 Um (por trn.nsitivid¡i,d) y g f Um-1 
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Y, c.omo (Ur,,Um-1) = J, g:;: 1 D 

An:ifogaml!nk H.' rlr.n1ttcslt<l •1Ue (f!,..,U.,1+1):::: I • 

El siguiente teorenH\ C:'I muy intcrt•s11nt1;: 

T~otmna 1.5.5 

Dcmostrneíón {1nducción whr~ .1:) 

li>- Para. l: ~ l. l.'l nfirm1tchi11 (.'!> trivi;ll 

lli- Supongamo~ que U., ! Umr" p...ra ri•·rto entero po~ili\·o m ~ l 

,... DNnostremo~ qu1· u ... 1 u{n'l+l)<I 

Bn cfocto, ap!ir:tndo f'I t1•orerna l '2. l, (.'llrnntr~mos •¡H ~ 

Pero U11 l Un-i 11 , 1•ntmi>·u, t•xbtc el ·!ntero ..¡ t01J que Um .. :::: 1¡U,} 

f,ucgo, U<mH1,,::::; ?Uu-1 U..,+ í!irmtl lí.,:::: U,.(1¡U.,_1 + U,,u,+d 

Ül• donde U0 1 [,'¡m+l)o, como t¡iiería llf'tn(''>H/\rii•' r:i 

Obs¿r\'esc qur. d wci.~utc que re~ulla d-r. dividir U{m+l)n ..:11trc (,',.e~ 

'lUri-i -r U • ., .... 1 

Muy en .~.peci:1J es {h• 11\ll'~lro int•!t1~:. r~:,oh·cr d sigui1:nt1~ ptol•lema 

DaJoJ cual.-squirn:i ,fo! mimcrns dt! Filmnacci, r~1cot1lmr JU .U.C.D. 

Revisemos primf'?o trC's c;\..<;05 parti<e11hre.~ 

l. Encontrar el J\!.C.D. de u'JI y L11'.! 

Los divi!lüt•:s poRitiV•)~ r:lc F'J1 ~ l0'~1·16 ~011: 

Lo.'i divisores positivos ,fe lit'.!= l·t·I ~ll: 

l, ~. :1, ·t, 6, 8, 9, l'l, lfi, 18, 2·1, 36, '18, 72, 1'14 

Luego, encontramos que (U1¡, Uu) = 2 = l.';1 

Obsér\'ese que 3=-(21,12) 
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2. L'11co11tntr ti .\!.C.D. dt l/20 y U1~ 

T.os divisores pc.•1itivo:; ,¡,. Uw :..: f/'j(j;", 

l, :l, Q, 11, 15, 3:1, ·11, 55, 1'23, l6EJ, 205, 451, 61&, 1'353, 21255, 6'165 

Los divisores pvsitin>!I d·~ U15 :;: li!O ::on: 

l, '.!, 5:, IO, 'il. 122. :-!05, 1\10 

I.u ... go, enccmlramos (¡u~ (U~a, U1r,) = f¡ = U5 

Oh~úv,..~e 1111i: ;, :.:: (211, J.1) 

3. Emorilmr el ,U.C.IJ. dr U1,; y U10 

1. 5, 11, 55 

Luego, c1:contramos que (U1s, Ull)) = 1 =l.'~ 

Oh~érvc5c que 2 =(IS, lU) 

I.a rcvi~ión de ('5lo3 trc..., ui.<-.-;s nos pl:u1te.1 la sir,ui,,nl~ conjetura: 

!:,'{ .\f.C.D. dt cuafr51¡uitn1 1lo.1 111ímrro.~ 1/r }'i!iouncci c.1 lamhiin un 111imcro de Fil.ímacci, 

.lfo:J t11Í11, ti lndht de 1·~1r. e.~ ti .H.C.D. dr fo, i:ulun de a•¡•d/1<1.< 

El sigui':'nle teorema t'5lahlece C!->te hcm1o:;c1 l<'5tdtado· 

T1•oreum l..'.í.G 

En parlrrular, U,,. y Uu 5011 pruno> tnfrt •Í, JÍ y JÜfo Ji 111 y 11 famb1b1 lo JOll o 511 

má.rimo Cl)!lllÍll dituo'· t5 !!. 



Dcmostrnción 

Si m = n, la igualdad se w·rifica ltivi;¡J11k:t1ll'. 

Supongnmos pu~, sin pt>rdcr g~ncralidad, que m > n 

Aplica11olo el algoritmo cudidian{• a l•)s Lnt1:rcs y 11, g~n,~r:rn1os las igualdades 

., 
,, 

'iu 11 +r1 

11r 1 + r~ 
1;1r~ + rJ 

q:ir3 + r~ 

r,_l q,r, 

en donJc r1 c.s el M.C.D. de m y n 

Corno m=q11n+r1, (U,,,.U,.)=(U,,.Ur 1+1o.,) 

Pero, en virtud del t('OH'lna 1.~A, 

(O::; r 1 <11) 
(Os; r;¡ < r 1) 
(O< r.1 < r1) 

(O$r~<r:i) 

l.',,,_,= l!if',,-1 +U1+1F,.::::Ul+1f'.1 +l\(fl.,+i-ff,,) 

(U.t+l - fftJU,. + f.\U,.+1::: Ul~1U,, + l\U,,+1 

En particular, 

Luego, 

Ahora bi1~n. si a 1 b, entonces 

Por tanto, 

(a,b+c) = (a,c) 

Pero U,, l lli~" y, por el teorema 1 5.4, (Un.lll',,,-1) = 1 

Por otra parte, !>Í (a,h) = l, entonces (11,bc);::; (t1,1•) 

Procediendo de C'ltn forma, cncontrarcmo~ las 5Íguit·ntc~ igualdad1•.!J: 

Por tanto, 

(Um,Un) = (U.,U,,) 

(U.,U,,) = (U,,,U,,j 

(U,,,U,,) = (U,,,U,,) 

(U,,,U,,) = (U,,,ll,,) 

(U,,_,,ll,,_,) = (li,,_,,U,,) 
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Pero U,., 1 Uf,r,, entonces. U~·'· :;;; qUr,, p1trn cierto entero q 

Por tanto, (Um,Un); (qU,,.l',,); U,,(q, l); U,, 

Pero r, ::::: (m, n), sl::gU11 d j),lgoritmo e:uclidinno 

Luego, (U.,...,Un)::::: U{m,r•}• remo qur:rin. demcslr~ríie a 

Teorema 1.5. 7 

Si Un 1 U,,., rnlrwco n ¡ m 

DemostraciL•n 

Dado que U" l U,.,, ~" ::.it_~iw qtw (U.,,U,,.} =U,. 

l'or ti\uto, 11 = (n,m) y, 1'n ron;,c,-u<:ncia, n j 111 l!I 

El sigui..-nte ti:-or<'m,i prl'scnta al,l!;lllHl'- criterio~ d .. J1vi,il•iltdad par,1 los 111'nueros ele Fibonncci: 

Teon.mtn l..'i.8 

/:,,'~fon, Un r.~ por, ú111comtt1lt cuanJu n C-' 1a1 mtiliiplv tlt 

2. 3 I /J'l .<I y s6fo .!I •1 j n (n > J) 

3. 

-l. 

5. 

6. 

Esto"• {/,. l.'-5 mü//1¡1{o dt J. rin1r1nu11Jf1 rtnlllrÍO n fo r.• rfr ·l 

'1[1! .. JI y ~á/o ,,j f¡ ! n (11 > 5J 

51 u .. SÍ 'J JCÍfo SI r:iln (n > ·1) 

7 [u .. ~I 1J SÓ/o .!11 8 l 11 (u> 7) 

8 [U, .-11 y sólo,. G 1 r1 (n > 5) 

L1u90, todo número de FíbmMcr.i múlfrplo dt ·l. fo tJ ft1m~1ln de ¡l 



7. 10 J Ur1 sí y $Ó/o !I 151 n (n > 1-1) 

a. 
n. 

10. 

11. 

12. 

};'sto es, un 111imc1·0 ifc Film1rnai lcn;111;,1 rn rifr.1 aro, riuicamentc cuando su í11dice o 

un múltiplo de L1. 

llJU" 51 y sJ/o SI JO! 11 {11 > !i) 

12 j Un JÍ y .1Ú/o ~I 12 ! 11 (n > 11) 

13 Ju., $j 1) j(;/c> .SI j' ! n (11 > G) 

171 t:" j 1 y ... {¡ 1 o ~ 1 9 ¡ 11 (11 > ~, 

!~JU,. JI lj sá/o JI 18 ! n (11 > 17) 

0f'mostraci6u 

J. 21 Un si y s.-'.ilo si 3 ¡ n (11 > 2) 

... SupongatJ\!l'; qu~ '2 1 F ... ¡:,; d''tit, Sllp<Jil~·ll\IU'' que F:t ¡ r_:,, 
Luego, por el tcorern.• 1 5.7, 3 l n 11 

., Supongamth qui· :1) 11 

Luego, por d tr.orcm.1 l..'1.FJ, l':i 1 U.,, •·s ckrir, 2 ¡Un • 

4. 5 / Un si y sOlo si f, ¡ n ( n > 4) 

.. Suponga11K6 t¡ILI! 5 ! Un, í';, dr.-ir, :>ltjH!l1¡.j"ll!H•~ •¡tW e~!, . ., 
Luego, por d t1.:orcmn 1.5 j', ;¡ l u 11 

• Supongnma; 1¡11c 5 j n 

Luego, por el h'C1r1'nn l .f1.5, Ur, 1 Un, "~ decir :i j /"., D 

7. JO!U,1 siysr'.ilo~i lf}ln (n~J.1) 

• SupongamCl'I que 10 j Un 

L11cgo, existe el entero i¡ tnl qn" U11 = 101¡ =: ~(."'1q) = 5(2q) 

Por lanto, 2 J Un y .5 1 U,, 

Aplicando t:ntonc~·~ tus crikrin'i 1 y ·1 an!niort's, inferimos que 

.1 ! n .) ! n 

Luego, lf) l n • 
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~ Supongnmtl'i que 15 In 
l.ucgu, por l·l l·~orenm 1.5.5, Uir. l U.,, es d!.'rit, 610 l U01 

Por t.i.nto1 cxi!>k d t'U!t•rn 1¡ tn.l que Un = GlOq:;: lü(6lq) 

J.uego, 10 1 u" 11 

Co1rnid('rcmo1 ahor:\ Jo.:; primero!; diez enteros positivo~: 1, 2, 3, . , , 10 

No~ Jifícil con\'encer~e qll'~, Jli\Fl caJ,\ uno de elles. 1::d~tc al mcnos 'Jll 1n'nncro de .E'ihouacci 

que i:;e divide sin rc-;lo 

Concrctank'llte: 

C;1L1~ pues ¡ircg:1mt.H ~i, dado rn;:¡J1p1ir:r f'l\l!;:ü p•)~itivo 11. existe u ntl uu utiurnro dr. Fihonncd 

qw~ si! divida por n 

L() <¡ll(' equivale a d.:cir rpc ~icu1pre r·xi~lr~ im nlmw1-,:1 th! Filionnr.ci que ts rn1iltiplo (·.'<neto Je 

cualquier cu tero pot.iti\·o •.hd(> 

Tcor(•ma 1.."í.9 

Pt1m ttwf11úcr c11lcT,1 rc~1t11,~ n. o:HIC tdl ntímero de Fi/,otwcci, n.1yo índice no rrc~.·ff a r. 1 , 

qur: Jr: dn·1dr: por ti. 

Dcmo~trnrión 

CI caso 11 = 1 r•·.rn!t:. ~·.r trivi:d 

Sean n > l 1!11 1·nt!'rn p0~i1ivo dat!o. 

Dcnotrm(>S roll r,,(:}, er1 doud" x PS un.'l. v.uiahlc cnti:ra, rl rt51rluo gut rtJull.i dr J11•1dir X 

tulre •1. 

l. Si n > 1, ('llt''llC('S rn(l} = 1 (f•Jf,1. •1 ~ l, r,,{l):::: O) 

2. Si z < n, cntonrc~ rn{r) = :r (p.ua x = 11, r,1(r) =O) 
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Demostr1!mos una ktara propieJ;ul: 

3. Si r.,(z - y):::: U, 1::ntonce~ r,Jr) == r.,(y) 

En efecto, existen los enteros !JI y q1 (po..~iLlem('flle nukt-.) tales que 

x = 7111 + r.,(.r) (O$ rn(r) < 11) 
Y ~ 'h•I + r.,(y) (O~ rn(y) < n) 

Obscn·cmvs que d \·..1.lur m:L\.il!l<J J•l·.,¡hl1e pMa rn(.r J t·.~ 11 - ! , mic11tr:1..•, que el v;l)or míuimo 
posible pilra r.,(y) 1.~ O 

Por otra parte, e! valor mí11i111<.1 po:-.ihl~· para r .. {.r) e3 O, n1wntr,1.. .. qn" d \;,!nr mñ..ximo posible 
para r.,(y) c..~ 11 - l 

I.ucgo, la. difcrcnc1a rri(.r) - r.,(µ) liow un \,d .. r rnir11mu 11:11:d a -(n - l) 

De ('!;le rnzonar11l•·11t0, p·,,ul!a h {!P:,i¡;u.:ti.hd --(n - 1) :S r.,(.r) -- r,,(y) $ n - l 

Obsérvc~c qui~ ning1in rmíltipln 1·0~,¡liv0 o !lf'hali\t) de n figura tn el intf'r~·alo. 

Purs bien, como r,1(.x - y)= O, .!."! :.i¡;ue •¡He 11 1 (.r - y) 

Pero x - y= (q1 - 11i)11 + (r,,(.r) - r,.(¡¡)), en íhHd•' ,.¡ prir!l"r sumando es un multiplo Je n 

Luego, n 1 (r,.(.r) - rn(Y)) y, ~u a•n.~C'CU•~ncia, r,,(.r) - r.,(:¡) ~O m 

Considr:rcmos para cl\u la ~,;~;uicnlc sur•.'sil~ll mfinila dr. i·arcs order1:id¡1.~: 

Se observa imnediatamcnle q1w d 111º11nrro ni.'i.xullc1 J>C1sible de p;uc.~ d1frrcnfr.s en rsta ':IUtr:sión (:S 

n2, pues los 1inico;; valore:; que pucd·~ tomar r,.(.r) :;on: O, l.'.!, ... , u - 1 

Por ln.nto, si consideri\mos los pri1nrros 1J 1 + 1 pnr•:-~ de esta suc,.~icin, enconlrat('l!los, ron loda 

seguridad, al meno:; dos que wn i¡.;uaks 

Sea (r,,(U~,), r,.(U.i.+i}) el ¡n·iuu:m, rlt /oJ ri".! + l f"lft~, t¡ue u rc¡Jilt". 

Demostremos que este par es nNcsarianwnte ( I, 1) 

En efecto, supongamcti que k > 1 

Por tanto, debe existir el entero d > k, con d 5: n2 + l, tal qw~ 

(r,,(Ui:),r.,(UJ:till = (r~.(U,¡),r11(UJ+d) 

Luego, r,,(Ut):::: r.,(U,t) y rn(U~+i) :::- r.,(U,J+¡) 



Por otra p<Hle, existen Ir*. f'nteros 1;i:, <J.&, 'li+l y '/J+l (pc-sib!r:nwnte 1111!0!!.} tnlC11 que 

U1 ::-.. q_¡n+rn(Ut) 
UJ :;: qJn+ r.,(IJJ) 

l'¡..¡.¡::: 17t+1n+ r.,(Ul+1) 
Ud+1 ::: '1d+1n + r .. (Ud+d 

Por tanto, Ut - f!J == (q1 - qJ)n 
U.t H - t.'&+1 ::.. (1H1 - 1l.1t1 )n 

Jlor lo LU:i.I, ul(Ut - Ud) )' 11¡(l/t+1 - U.f+¡J 

Entot1ee11 1 rd[U.t11 - U,¡+d ·- (Ut - U;1)] 

P1..·to {ih+1 -U1t1)-(U4 -- Ud)= h-1 -- FJ-1 

(O 5 r,1(Ut) < 11) 
(O_s r,.(UJ) < n) 
(O$ r,.(U.1;+t) < n} 
(() ~ r,..(VJ-td < n) 

Lur-go, nj(U~-i -1/¿_1) y, en .:orwer:t1.:ncia, r.,{Ut-1 ·-U,¡_¡)= O 

Entoni:<'s, (rn(l!i:-1), r-,,(Ui: J)-;:; (rn(U,,_i). r,.( U1J) 

En domlc d pnr (rn(Ut .. ¡),r .. (Ut)) anlrc~d(! al pu (r.,(Ut),r0 (Uk+¡)) 

Lrn:go, l· = J 

es el prinwr p.ir que !if' r<'f•Jtr: m 

Supong;imr;.~ ílhor;i q1h~ l;~ tr·pctir:ii~n u(llrrr 1·n •·! rH·-.S~imr¡ l•:rruinc (1<m5112 +1) 

Entonce!>, (r,,(U,..,),r.,(U •. .,~ 1 ¡) = (l,l) 

De ;\Id que rn(Um)::: 1 y rn(U,.,1 H) =~ 1 

U.-, •7,,.,•1-<·l 

DI'! dond(" 

Lue~o, 111 U.,,_ 1 , en c!cude O _s; m - l 5 ri' 

De P~la mi\nt:'r,, 5e i:xh1L" la ,::0:1:iknci11 de llTl n1'11111'ro d1~ FihonHcci que :>o" di~·id·· por n, un 

r.nl••ro po!iili\"o arhitr;nin n 

lle!.11lta claro que r.ste l·.·~'rrrna nn pr•·tis:1 c11<i/ t.~ d 111'1nwro tl0 Fihomlc(;j qur• <.t· di\·1d1~ por el 
entero n dl\do, ~.',Jo 1•"t:~bl1·c1! qu" no es f'f;¡wci:>.lrni::nte grand•.' 
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Tuort~Ulf\ 1.5.10 

::i'toJ Ji ll:J 01/rro /f'•1fn¡¡ ~fo.la; 5(() l'l rl ¡wimcr u1ímr.ro t!t. Fib1mr1rci l]llt .'lt dit•idt rvr TI 

E11to11co. rf ~l!Jlll(llfe uiimt:T'IJ dr. fi/1nu11ccí ru .H .-f11·dc ¡•(¡/ 71 o r '1L 

Demo!llrnciún (Hcdurri;_in ,ti :•k~urJc.) 

Pa1lo qm• 11] Ut y qw l't ! l',l, n l U'"l 

Dcmostrarcnw:i ¡¡,l\or>\ qur: llO li:i.y 11in¡;1ii1 111írn1.:ru dtc Fil"llllH"t'Í cumpri•ndiJo rutrc U1 
ff~t, flll~ L/! dh•i 1 l•~ por n 

En dedo, p:ir:• 11:::: 1 h <ilirrnai:iñn ,-~ 0L·.i1, p11•'S Ir'" ptinwro;; do..i uüm<~ro'i d(~ Fihonncd 
que se dividr•n por 1 ;,.m í! 1 y /!1 

SC'¡¡, p11rs, n > 1 

Supong¡uJlo'i !\hora q111· •':.;:i-.t<! 1111 11ü11a·ro d,~ Fi\.onaci rJ,.,, roH k < m < 2l·, tnl que n ! U,,, 

Jl;ign..cc HI:::: J: + d, ron O< d < (· 

Luego, U.,1 = (\ H-=. U,1Ut-1 + (!4¡..¡tFi 

lkmodoque u\(lf,¡Ut-1 +U,1r1L'o) 

Pero H / UJ, piles {) < d < k )' ul t5 rl pntilff m"1111Pro d-· Fihcmucci 1¡11e S(• divide por 11 

Por laulo, n ! lh-1 

Pero U1i j' Ut-I .~on ¡iri1mJs t:nlrc 5Í. 

I.uego, n = 1 (:1fitmari.1n (\IW roiilrnrlir•~ el hcrbo de r¡t1'' n > 1) 

Por tanto, no puede existir nti1~11!ro de Filionacd :t!guno com¡H('J1didrJ ('fl\rc fh 
se divida por u '11 

De manera complel<1111cnte an;i.k·ga, pu•.·dc demo'>lrar~·· 1¡tlr U:11; •'.i l'I lPrn:r 111'uncro li<! Fi

honncci que :;e divide pur 1111 •·ntl'm po~itivr, 11 d:1dn, .~i /.'~ r·<, d priuu·ro de ello:>. 

Pnrcce rnzonablc suponer (1111•, ~¡ 111 p<1 1•! priiw•r 11ú1u1·ro ,¡,. Fihn11n1·1·i qH•' :.l' di\ id·~ ¡1<ir 

un entero positivo n, entonces los sig11i(•11te~ nl1m1~n1s ok fil1on1u't'i •¡'Jl' ~" Ji\i1~l'B t:un!ii•:ll 

por n son: U'J•• U:it1 U.111:, .•• 

El leorcmt\ ~i~uicntc f'~lablecc que, en dccto, 1-:sb liip•''l•'!->i:-> 1'" cnrr~cl·l 
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Tcormua 1.[..11 

Sta 11 r.m tnlrni JltHitiN1 d11,f<' y Hrl ('e r.l primer nú111cra lit• Fil1mwcci q111: jr rli: rda por n 

En/.,na.'i, el coJl)Un/o p,rmt/m =: l, ~.:I, .. } crmlinu 1¡ lodo3 lo~ J1t¡mer·o11 d;~ Fibon11cci qnt 

jt d11•idt11 por n 

Df'moi;trnciúu (Ht·Jucriún al ab.,urdo) 

E~to pIU"ba, cfrctiv;urn nte, r¡u~ U,,,l ~~ di•id~ por n 

Ahora Ji:mchtremns que !·;to'.l ~on todos lu~ núrnenl$ 1'1! Filuurncci que ... e dívidcn por n 

Sea 11 > 1 

Supon~<ttllr•s q11t• e.xbt·~ 1111 ni'mwro tl1? Fil 0 onucci L',1, :nn m.I: < rl < (m + l) k, que !le divide 

también pur n 

Por tanto, Ua ~ Ft,l!,.ii-1 + U11.+1Uml 

Ento11ce~, n 1 (U11U,.,1:-1 + U1¡_.,t·.,,r) 

Pno n 1 U11+ 1 U,.,1;, p1w.'i n ,1 U.-,t ya r¡u•~. p0r hipól1';.is, n 1 U1: 

Luego, n 1 U1¡U,,,c-1 

Pt.>ro n l F1,, pucr; O < li < k 
por n 

Por tanto, n l Umt-1 

I/¡ es el pri11wr niímt'ro de l'ifttntacci que iic divide 

l'cro, de acurrdu C<in d teorema l.5 '.l, {Umt-h Umt) = J 

En particul.i.r, potkmo.-. afirmM qur 

p11C3 lf~ r.~ cf p1·i111cr ntÍlllc1·0 1fr fi/10nur.ci mii/tipft> ¡/( 5 

• TocJ03 lo, mímero11 de Fibo1wcci mUftip/Di de 7 ~011: 

Us, Ulll, U24, U32 1 U10, .. 

puu Ud rs d primf'r 111Jmrm dr f'il>0uncri rnúlt1;1lo dr 7 



• Todrys fo., nrJmr:rcM de Fibu1111cci mtilt1plo~ ,fr JO mu: 

U1~, f!:m, Un, l"(o. U-:a, .. 

JHH~s U1~ es el primer núnuru de Fibor111i:ci 1111í/11p/,¡ de JO 

• Todos /O$ nilrn~1·0., de J'ibmwcci miill1¡1l:»f di'. l 1 .~v11.· 

(fp¡, 1·~·:-.. l::i~. r··~ 0 • C'.,a ... 

Señalamos oportuuarn,•11te tjll•', en r,cl1l·r.d, dadn uu <ntNo Jll>:oitivu n, d cnconlrar el primer 

111ir11uro de Fihowu:ci qu<' :.e divid:1 por n, no ü un ¡•tob!cni:\ ttivbL 

Dr. liecho, h:L~ta tlun.fe .\O ror1ozw, 11 p;oLl"rJH no ha ~¡,¡,J t•'.<t1dtr1. 7 

Termiw11110s el pt<\V1J!1• a¡oart;i,!1; f'J111w·ian.Jr, .d¡,;1111, "· '' -1dl .1.ln~ <:1Jla!•·r.d1· ..... d,. la l,.01ia l1a.sta esl1' 

punlo 1!~arroJJ.i.da· 

1.3 

{ 
,, ., 
1, 

31 r¡ (j IHI 1111iff1¡ilt• Jr :1 
~11 c1111lq1iu1· otro '""1 

f 2, ú TI n U'1 1111ilt1¡ih> Je :1 
l 1, 01 rurrf,r:1n ·•lto r.isu 

1.4 (f'u .. J!e~ .. 1 ) ..:: 1 

1.5 (l!v ... ~,Cu 1 .) ~ Uu •• sum¡•rt que (m,k):::: l 

2. Si n ~., co111p1lfslo (1w pnmo) y u ¡é ·l. erlfo11rc.~ U., l<imlw'u o Cl'ITIJllJ.r.1/o. 

3. No uüten rnímcros de Fibo111icci inl¡,nrc.ot 1111i/ltplo.• di' Jj ó IV. 

4. Todo número tle J'ibonacci mlÍit1plo dt 1 l fu es Jrrmb1i1J de !¡ 

5. No ai.drn mimrroiT de Fiborrncci d, fo fvrm11 8l + ·f, o 1/ocr, que of didJir.~r por 8 1/rjrn 

rniduo·I 

'Dad, Ju,go, '"'i1trn 11lguno1 ~•lllta.<lo, intcr,l\Mll'! 1'11 ola ditn:rlún N. N, Voml .. ,-nv, l.01 n1im'ros dt 
Fibon.,~d. Cf'>lc-nión Te-ni.u M"t"11Lhtko1, l.IM!IS,\, Mhir" l'IR.'I. 
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Dcmostrnei6n 

Bastará entone.es c.on aplicar el c.ritcrio l del teorema 1.5.8 8 

1.5 (mn,kn) =::: (111, .l:)n =::: n 

Luego, {Urnn1Ut11) = U(mn,hi)::.: Un 

Entonces, (Uu .... ,Uuh) = U1.o ..... u~ .. } = Uv.. D 

2. Pnrn n = 1 l.\ nfirma.c.ión e•; .,·;ilida. 

Sea n > 4 1111 n1imcro c.omptle.'lto. 

Es claro que 11 po~..-c 11ecc.sari11rr;ent1· un divimr m;1yor que'.! y menor qu~ n 

Sea d, con '..! < d < 11, tal que d J n 

Por tanto, UJ 1 Un (probarernM que 1 <Ud< l/n) 

Como J > 2, se f-igue que Ud> 1 

Además, como d < n, entou<t$ fl4 < Uri a 

El recíproco de este tr5ult¡ulo no se cumple, pues Ut'.! = (3i){l 1:1) 

3. Supong•mh)S q•ie 17 I Un, y que Un es impar. 

Luego 91 n y, en cc·n~C\Jf'nti.'I., 3 In 
Dr donde Un es par (lo mal es contrad1ctorio) • 

4. SupongnmM que 11 \ Un 

Entonces, 101 n y, en con."l:'r.uencin, 5 In 
Por tnnto, 5 1 U,1 11 

5. Sea Un =Sf+·t 

El; cl:uo tntoncffl que 4 1 ffn 

Luego, G l 11 y, en COllo/;'CUcncia, 8 I Un (lo 1"1tal ,.., contrndktorio) • 
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1.6 Putendns Aurcus 

Ucmv:> llq~,1,Jo .o un puulo fu11\b1uental cIJ tsla. tcsi!I. 

A partir dn 11.hora, d ni'IUH'.ro de. oro y Jn sucesión de Fibonnr.d serán ccmceplos in5~p11rabtt~. 

S·: ha. lwds•.1 hn:-l<1 ª'JUÍ el 111ayor c.'>ÍllNiW t:n prcx-nlnrlos como roncept(·~ 111JeprnJunlc3, cou el 
propó~llo <le que d lector ¡iucJ:\ r1pr<>ci.:ir, cu lodn su Ldlcza, su cstr•!cba relación 

Prnr.~!guir el 1'~t11dio d··l uno i;jn ('! au~ilio d~I otro, R.'fÍl\ virtua\mi:-nl~ impD'JíLk. Mci~ min, poco 
i'uJtit~ C.11l~·:~1J!t:1•~. 

Espt:rnfll<JS quio d l··~·tor viva d cucanlo y poder de los resultados que en lo sucr:siVf) le prí'senlart:· 

Diremos qn•· b .sut•",i6n in!lHit:~ dt 11tim•:tu1i rt'<1.le.'> .r¡, r 1 , r.¡ ... u UJEt ~uci·~i6n tipo Fibouncci. 
~.i sus <lo" ¡1rim~r<n t~:rmi110~ !,•JU c-tt:i!•'",qllirra i:ori~tnHli:, rio .•imuJt,ÍnC':\rlH'Ulf' CPtO y cada •.mo de 

r.11~; l..Srnii1w., ::.ur:1:shw; ,..'i la sum;i (~(' ¡,.,,, dü~ l~rmino'; !Jlll:t·Ji:üv,, aatcriorr·s. 

l. 1, J, ·l. 7, 11, !,..,, :~'.l, 17, 71), J:!:l .. 

2. -1/2, l/'.!.. o, 1/2, !/~. l. :1/2. 5/2, ·l. J:l/"2, 

l'or sufHJf'.'llo, podria l1nc<:rs1• un c~ludiu tcolnt• f'~ol1; tipo de SUft·~iVl!f">, bHl <·mbflfi;o 110 lo hrirclllcr.1, 

por no cotrt."il•trnrfn t·.,to a 1111e:.tn"; prrip,J--ito!; pnrticul.-.te5. 

E'>pteificam"tlh', 1•l c1bjdih1 d~·I pr•···• utc i1.)'iltt:d0 ,.:, lwcer tlll Psludin :-.rJhtf' las potcnria.:. t'lllct,\.'I 

Jd 1u'1111Pro 1le tiro 

llt:Wfll•-ihbm·•,, f•)\ 1.,.lf );,,. d• Í11tiJ:101,l"' l. l.l, l .1.3 y l.l.-1, <\.'¡ CJ.1111<• Ju,, !t:vrel\lil.'I 1.1 A y 1.1.h Jt.l 
prirw:r npnrh1h 

Ddiuicil'.m 1.G.2 

Sel\ n cualqui<'r t·ntr·ro. 

A la surt•!'ión infinita 1lc p(1t1·nria:; ,for,·ns i:i'", ?"'"'" 1, ¿.n+~.. la 1larnart•u10.; ),'\ st1r1·sití11 <h· 

oro n.'!oci;ub a n 
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Tenemos el iiiguicute 

Tcurcmt1 l.G. l d 

Todn suc~11ión de oro es u1111 .'luce..ri<fn tipo Fiborwcci. 

Esto t~, cuafquirr pottucf(] wtem del número <le oro, rs la suma dt .sus dns potrnci1u inmr.ditttas 
arileriorr:.,. 

Ocmostrncióu (lndu.::ción :;.obrf' Tl) 

~ Dado que r¡,"J = 1 + 9 , b aflrm.1ri6n es v:i!ich par.1 r1 = 2 

,,_ Suponga.mo~ que ~~1: = ~~l-"J -t· r."lt-! , p;1r,1 t'Ícrto i.:ntcro k 

-.. Dr.moatremos que 

l. c,'il-+l:;;;r,;t-l.¡.9~ 

2, ¡p.t-1 =. r).t-J + r;,t.-2 

En cfcclo, 

l. 1'HI =Ól:Ó =(<f'lt-l+ct-1)9 = Ót-1+ 91: ll 

2 •• ~t-1 = ~.t,~-1;::: ¡¿t-"J-+ ~"Jl-1).;'·-l = ¿.i.-:J + ~,i.-2 l!I 

Estn demostración amerita .ilg1mos conwntarivs: 

1) Unn. vcJ cstablcdJa la b:i..sc ind1it·tivil, el valor numúico J1• ó 110 d~~cmprña 11mgún papel. 

Quicri:· d1!cirse que :.:i se sustituye ,~ por r11all}!l1t.r !1tra co11stantr., Ja dc111o<;tració11 dd teorema 
puede llcrnt:.c a feliz términ(I. 

Por supuesto, el hecho fund:i.m•!11tnl en In dcmo'>tración c!itá pred.~nnv:ntc en la bn..~·~ imfodh«i. 

2) Si un número real .r ttalisfocc patti. cierto cntrro l.: la cc11.1d6u 

.l't ;'.;' .r.t-l +- =1:-l 

entonces, para cualquier c11tf'rO n, se \'crific<.t. lr1 igualdad 

.r'l :::; .l'n-l + .Z'n-1 

Pero ocurre que la ccuaci<'m 

z" ::: .l"A:-2 +.r.t-l 

6olauunte puede ser salisfochn por Jo;; Vil.lor1·s .r =:: 9 
llc\·adn a In forma 

o ::: .r 2 
- ;r - 1 

cuyas raicC9 son, prccisnmcntc, x = <? y -~- 1 

x = -~- 1 , pU"5 ésta puede sa 

ªE.te teore11111. u, en últlrna lnatMd11, el n:ipon~.,ble rlired.o di' la. ln .... ilita nLvl.611 t>Utre d mlrncro di! oro y 
In. 1ucc1<hi11 dr. Fil.Jou11ccl. 

9·1 



llecordí'mos aliora que ."\I término rle fo. demostrnci6n del lcorerna 1.1..1 se dislinguieron lil.s siguien

tes igualdad~: 

,;-• = 9- ¡ 
"_, = 2 - " 
,,-, = 2ó- ;¡ 
.;i-·-t:;; G-:1.,1i 

~'l::;; 9+ 1 
ó'=2ó+ ¡ 
á4

:::::. 34i+2 
ó'=5ó+3 

Cabr. pues suponer, hecho p0r dem:b intcrr·!-<111!.:, '}\!!) rr111/qu1er p1JltuC1ú iíurea, ¡111edc ser 1.~cril.a 

li11t::alrne11lc en tP p;na dckrmina•los co('fic.icnte:.. enkros. 

El tt'Ot·~ma ~iguit•ntc e:.Ulblcc·~ 1pie, en efocto, e~ta hq,rJlc;,1'i r~ correcta. Mis ;uln, los codicicntcs 
de c-~tas forma<> fü1ca!•·s Mm ntí11a•1·u~ de Fiúnn1H'éi 

'frn;rmu•1 l.G.2 

l. ó" -- Un~ ,. r:,.._, 

2. ,,- .. ·- Un•?- U .. ~1. " " es imp.1; 

3. ,¡,-" = r:,.t) - u,,._·,, .; 
" 

,., p.ir 

Ofrrcemo!:' 1inic:rnwul~ la drn10.<;tr;id611 de !.• i;ual<l::id 1, C:"¡wMnJo que, por a.ualogia, 1.!l lector 

rralirr. lrL~ con(·;,pondirntef.. a b.'i i~ua!lLuk-; '2. y a. 

~ St1~·Gngarn0s que para. r.icrb.i cnkw k, sr~ sa~isfocj'll !'1.s 1g'l:ddad··s 

¿,'= = (!¡,¿,+ Ut- 1 

,;_,
1+1 ::-: Ul+1'1i ..¡ Ut 

~ D•:rnn->tre111•)-t qu·~ 

ót+-: = Ul+1ó + l/H1 

F:n dedo, '."1!1naudo las i¡:;11a!da1frs y ::i.pli(an,Jo d tcon·ma l.G.I, cnco11tr:rn10s que 

~'ltti = (fl.1 +r'l+i)O+{f.'t-1 +Vd=Utt,i.:i+l·Hi 11 

La. clcmo:>lracic~n t·:~ultó ~('r muy &t'nril!.1, una \'l'Z qne ;;e tise11tci una ha.se y una lii¡,...jlf'sis 

in<luctiva dobfr.,, para cutonccs nplkM d tcorcnm LG.l 



En pnrticulnr: 

4i-I = Q - l 
r;,-2 = :! - ¿, 

"_, = 20 - " 
~-.f. = 5 - 3,.~ 
<i-'S = 5¿. - 8 
,;,-"' = 13 - 81.." 
_.;i-j = i:u -· ·11 
~;,-li = :1 l - ~J.~ 
.p-fl = 34,;. - 5f1 
,;i-H' = 80 - 5:Jó 

ó¡ == 

º'J.= i;."J + 
4•3 = ·:.,~ + 1 
<ti 1 = 3ó+2 
.;,

5 
:::- ;)9 + 3 

ó'" :!'; fi<."I + 5 
ó; = l'.Jó + 8 
/· = :?!.,-.+ 13 
¿,'· = 3.1" + 21 

Ó!O ::: f15,.~ + 34 

Ei; prcci.~o que el lcct0r ne perc:i.fr dd pu,!t:t del trorerna anterior. 

¿Cuántos núm~cus, r-cal('s o compkjo~. i:'OllO<:(~ usfrd, cuy;i.s potrnrias pu"Jan e~crihirsc liucalmcntc 
en tt!rminos dd mi'>mo nlimcrc' utilirnndr} t:1n sólo cocficicntu cnlnos? 

l.~ sugerimos inknl<' M1C1J!dr.1r t.nkrns r )'y lalo:s qut> 

l. G)' = 
;, 
~r+y 

2. (JJr v'Jr+'.I 

3. :r:' :r .r +y 

As1•g11r:unos que todo intento ·-~lará wnden.ido irrcmcdinbkmcotc l\f fa1caso. 

El teorema l./J.:! ofrece uua siu¡::ult1r rnn~~cw~ncia: 

l. .;• (U,._¡ + '' .... i) + u.,./5 

2. .;-· u.J5- (U._,+ i· ... , l 
!'jHllJ•ilr 

2 

3. 9-• = fU .. -1 + L'n+d- u .. -/5 _,¡ 
" e~ par 

Dcmostrnr.ióu 

. l+JS 
Hagnsc <?:;;: -C-, - en los rnicmliros derechos de l.1s igu11ldaJes (lel tcore111:t. LtL2 • 
Este tcorcmil proporcio11;l 1f1rrctmnwtc la formn irranuual de la 11-~·~ima ¡intcuciu durY'.ti en 

términos <le Un-1. Un y Un+I, lr€!l n1imcro,., de Fil•onacci co11.~ccut11•0~. 
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Lo, n1it:mb1t1!1 d1ralw~ ,fr h~ 1gutildadr.1 del frfln111u 1.6 .. 'l son irrtduc1blrs .!'I n rw rs un miíltiplo 

r/r :¡ 

C1Jandn r1 es un mii/ltpfo Je 3, ~·i ¡iináe JU drnomtnador 'l. 

A i:ontinu:i.ci6n ofre(t:rllO!! la forma irracion:t.1 de las pnm1•rM diez J!Ot1:ncias durcaa Je ex.ponente 

positírn y m-,¡ptivo: 

.,i.,-1;:./E-J 
2 

ó_, = :1-./~ 
2 

.;.i-j:;::: J5-:i 

~-· = 7 - 23./fi 

~ _, = s./5 - 11 
2 

~- 6 = 9-4\15 

- l'l./5-W .;-· =-·-2-

,;i-io::; 1·n- 55./5 
2 

9:;:: 3 ~l '/5 

.;,3;;;2+~ 

~ 7 + 3/S 
9 ;;;~-

5 11+5./S 
.;, =:---2-

ó(; ~ 9 + .¡;/5 

.;_i 7 ::::: W+~:1J_J_ 

.... '17 + 21/f, 
~ -:--:---.,-

,~l!l:;:; 1'23-+ 55J5 
2 

Ahorn. nv~ iutt·r{·:,.1. ('5\.i.\i\('f''r 1111"1 f<irrn!Jh 'lllf' ,.spliritr U.,. rl n-kimo númf'ro de Fifion11ri:i, 

en lt:rrninos <le 1wtr.11rius 1íun'll-". 



Tcorcmn l.G.5 (l'/,rmub d" Bincl) 

Ptim cualqtu'er entero no negalit•o n, .~e .i:at.sfuce la igua/Jnd 

Ocmmtrncl{111 

Sean un enl1:ro po~itho. 

( 
+, JÍ n e.i: impar) 
-, sin es 1n1r 

l. Sin es impar, de ao1crdo cun el !<'Otctlii\ l.() :1, leucm<1~ qoc 

ó" + ¿,-" = ~u'l-~•;1)+ r~ .. ./5 + u,.../5-(U;-1 + u.,+1) = u.,./5 

2. Si n es par, d1· acuerdo con t>I kc.>rcm.'\ l.t>.~. tn1•~nw.'l que 

~111 _ (,,-" = Wn-i + U•1+d + U.,./fi _ ~+U,,¿.i)- U.,.,/fi =U .¡[, 
:! :! n 

El caso n :..-: O puede w1npr1,!wr~·f'. t!ir(·d~1r1wnt·! 11 

T<~orcma 1.G.6 

Paro todo rntew p1n1tirn n, se snficfaccll fo.~ sir1uic11ft.i: i.¡urildadt·s: 

1. .;i" - ¿¡-n = Un-1 + Un+lr es 1m;!{lr 

2. ,;_.n + 9-•I =u ... _,+ Un+ t. f.~ rar 

Es unn consccuC'ncin clara d~ los t~orcma..<> 1.6.a y l.li.!'"> IS 

" 

.. 

Los siguii:nb'~ rl.'st1ltados ofrecen una poderos.'\ g(·ncralitaci6n del ti-orcnrn. l. l.S, prcscnt:u.lo ni inicio 

de esta tesis: 

Tt!orrurn 1.0. j 

S1:.a11 r y y dos 111imrro1 rt11le.~. 

l. Si x/y;;: 9 ttJlonco, pan:t cua/c.~q11iern cnfcroJ ;10.ÜIÍt'O!l n !J k, u safüfact la igualdad 

Un+l X+ lin+J;-\ 11 

U., X+ Un-1 Y 

2. Si para determinado., enlcn.tJ posifii105 n y k se !wli.~fdu la igurilda1I ri11tcrior, wtoncr..t 

r/y= ¿, 
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1. Supongamos que x/y;;; -;., cslo es, r = ó y 

J,uego, UnH z+ Un+l-t !J ;:: u •. +.t 4' + u.1H-I - <!>"H.;: 4it a 
Un x+ Un-1 !J Un 4'+ Un-1 ~n 

(Obsérvese la aplicncicin del frorcma l.6.2) 

2. Supongamos ah0rn que n y k ~n ~nleros pof<itim.~ tnlt:!i qur 

Ufl+t X+ Un+k-1 !I:;:: "t:;::. uk ~+ U1;-1 
Un X+ Un-\ !/ 

Luego, 
t U1:Un-1 Q+ Uk-tU,,_, -UnH-t U1:Un-19-UcUn 

Rccuérdef<e que 

'l'eorcmn 1.fi.S 

Sean x y y do:1 nrírnrro~ rralr.~. 

-Un+t - u .. ~-~y¡;::_-¡_~ = U;:lln+i - U1U,,9 

Un-16- Un (Un+1 - Un)l.i - Un U11+19-ff,,(9+1) 
t ·,.+l - l.',~,:·= -~.:-(;:;:;- :=- Un+t - U.,ó 

~~I ifl- U.,,;;';!;:: {ffn+I - fln <.">h">::;;: O 
Un+I - Un<? untl - Un <!i 

lh-1Un +Vi U""' 1 

Ut-tú'n-t + U1U,. 

.. 

l. Si :r/y =- <? entonce.-;, fHü r:ua/.¡·wr <nla,, ros11lt·" 11 y ¡.1111 ~·uü/quHr impar ¡1p~ilit10 

k $; n, s~ 3tllisfaa fo ígun/,fod 

U,,_1: ~ - ~~~_]! ::: ~.,t 
UnH y-U,,:r 

2. 51 J'l'ffíl Jdr.rmmaJr, rntc:o ¡•ositn·c> n y dctrrm11,11do un¡1ar f•Mitirn /.: :$ 11 u jalufaet la 
igualdad anfrrior, rnfona.1 x/y;::: O 

Df'11iostrncifo1 

Tcor,~nlll l.G.!.1 

l. Si r/y == rfa rnfonctJ, ¡nm1 rna/7uier rnltru rv.ührn n JI para cirnfqu1rr par p0Jift1•0 L· $ n, 

.se ~ati.i[acr la igualdad 

Un-t r-lf,,_111 Y=: 
6

t 

Un r.-U,...i,1 y 
2. Si para dclrr1111nado rnlero pri~illrn n y JctcnninaJu t'ir p1wlll'(I k ::=; 11 u ... 11li.~Jncc ta 

igualdad onf~nor, rnfonco r/y:::::: é 



Dcmostrndó11 

Es análoga. n la. del korema 1.6.7 • 

Los siguientes tcoremM conti~ncn series finitn.s de potencias áureas: 

Tt.>ort•mn 1.6.10 

Paru Jodu rntcro poJ1ifro n, se .rnliJ/11crn las ,jgu1rntu igualdades: 

1. t 91: = 9n+l - 1 
11=0 

2, ¿;.,i-(>+I) = 1-~-n 
J:=l 

3. t(-l)'+\1'+1 = 1 + (-1)"'' 
J::t 

4, t(-1)'•?1-1 = 1 + (-1)",;-(ntl) 
1:=0 

Dcmostrnción 

para obtener, respectivamente, las igualJa<les 1, 2, 3 y 4. 

Teorema 1, 6.11 

Paro todCJ cntt'ro positivo n, u sotís/accn foJ siguirntcs igualdades: 

1. t4illl-1 = 9ln_ ¡ 
11=1 

n 

2. ¿; ~·-" l - ~-ln 
1:=1 

Dcmostrnci6n 

Hilgn.se :z:::: ,Ji2, 9- 2 en la fórmula inJicaJa cu j•l t~mrma nutcrior pam obtf11er1 tM!pcctivru:nente, 

las igualdades 1 y 2 • 
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Tuorcmn 1.0.12 

Para ffldc crifcrC' rosiffro n, u rntisfacrn la! .!il!JllÍ~nles 1gualdadu; 

~!<''" - lJ 

3. 2:)-1¡•+ 10"- 1 = ~ [l + (-l)""ó'"] 
.t:o:l 

1. :[(-1)'+'"'-" = ~ p + (-1)""¡1-'"l 
t=I 

litigas·~ r:::;. 03 , ,;i- 3 , -<;'>3 , - .. ~- 3 en h fónnub indicaJa l'O el teorema 1.G.10, parn obtener, 
re.~pl'•:tivarncnll', la.~ igunlJa<lui J, '2, 3 y.¡ 11 

II;ici.:ndo nso de li!. f,:.run:l:i. 1H.11·wni.iHil. (z--!- y)'"' = 2: ( ~ ).tn-t 1/ 

*=º 
rd:\cionnr<:nios, a tra\l·-; de srries linit<L'>. lus ec>cficrentrs J~ Nrirtou (011 las J>Otcncias durca;t· 

Teorema l.G.IJ 

¡, :[(;)<'-·=~" 
.l:=O 

2. 2::(!)<1' = «'" 
J:=o 

3. f:(;J(1+!5)' = oJ" 
.l:=O 

Dmuostrnción .. .. 
i. "'" = (·~'l" = (<'+ ll" = 2= (; J,, .. -• = ,, .. :L (; l•-• • 

.t=O 

2. o'"=Wl"=íl+W =:L(;J.;' • 

3 . .;'" = (<.>')" =(1+2ó)"= f2•(; )\I'= t(; l(i+V5)' • 
t=O l::;O 

Debe obscrvnrsc que 21 ¿il: = ( 1 + Js) J: 
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Teorema 1.6.M 

Para todo tnttro po~illro n, .!e .!t1fü{ru:cn hu !liguicntt!I igmrldaác.J: 

i. I:Hl'(; lo' = (-1rr· 
t:;O 

:i. f:c-ll~( ~ }á-" = i;;-':!•1 
l=:O 

Dcmostrnci6u 

i. ~-" = W'J" = i-(1- <;1¡¡• = <-1r11- ol" = <-1r I:<-1l'( 'I )~' 11 
b:O 

n " 
2. o-•=(~-·)"= (o - 1)" = I:<-1J'( 7 Je•-•= o" ¿;1-n• (; )1--• • 

!::O k:l} 

En el apnrtado 1.3 se demostró que 

1. Si n e~ par, t{-l)H 12t{ ~)U~::;-: O {teorema 1.3.:l) 
k:;l 

2. Si n es irup.1r, i.)-1)"+12•- 1( ~ )(VJ-J + UHd =:: 1 {teorema 1.3.ti- 3) 
l=t 

Obsmcmos que (.¡¡;)" = [-(l -2<;1)J" = {-1)" t(-l)'2'(; ).:.' 
b•.0 

Por otra. pntle, pnta cualquier c11kro 110sitivo ti, 

(.¡¡;)" = (l+W')" = t2•<>)<;1-' 
h:O 
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Por lanto, si 11 es impM, 

o= t<-1>'"2'<tl\Ó'- t2'(Z>.i-• = t<-1)" 1 2'(~) lo' +(-1)'0-•J 
t=O l=•l i=O 

Lu<go, I;<-1)'+'2•(~) [<» +(-1)'~-•J = 2 
4=\ 

Pero, de acuer!lo con el lffircma LC.G, ¿¡l + (-1)'.,ii-t;::; Ut-1 + Uao+ 1, ~ea k par o imj'.llU'. 

Entonces, L(-l)H 1 2 1 (~)(U.1:-1 +Uhi):::: 2 
l.:::ol 

E.'I decir, I:<-1)• 1-121
-

1 (n (l-'k-1 + r11td = Ell 
l:=t 

Ahorl\ bien, si n e:1 par, 

" " " 0= I;Hl'2'(;).;' - L''!;).¡-' = I;HJ'21
(;) [b' - (-l)'ó-1

] 

!:I) ~=U 1'-::0 

= L(-1¡•2•¡;J [.;' -(-!¡' ... -•¡ 
l:=I 

EnlOl\(C!I, L<-nt2"(nuk =o a 

l:=! 
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Parte 2 

Convergencia Dorada 

2.1 Límites y series inflnitns 

Deseamos cst11di1n el comportamiento del cociente irreducible Un+l al aumentar el valor den u. 

Revisemos pues algunos casos pa.rliculare'j: 

Valores impnrca de n 

• Prua n = l, Un+I = ! = 1 u. 1 

,. Paran= 3, Un+I = ~ = 1.5 
u. 2 

ti- Pa.rn n = 5, Un+I = ~ = 1.6 u. 5 

lfn+I 21 
,. P11.ra n = 1, -¡¡; = 13 = 1.615 ..• 

,.. Paran= {)
1 

Un+I - ~ - 1 617 u. - J.j - . . .. 

Valores pnrct' de n 

,. Paran=== 2, 

,. Paran= 4, 

,. PMa n = 6, 

• Paran = B, 

Un+I = ~ = l 
u. 1 

Un+I _ ~ _ I "G" 
Un - 3 - .\) v. 

Un+I = ~:::: 1.625 
u. 8 

Un+I - ~ - 1 619 u. - 21 - . . .. 

,. Paran= 10, Un+t = ~ = 1.618 u. 55 

Eata tabla sugiere fuertemente un notable resulta.do: 

Teorema 2.1.1 

Sta n una t•ariable entera y po!ihva. 

Entonces, lim (Un+I) = {> 
n-CQ U,,, 

Má3 aún, Un+I < r> .1i n u impar, y u. Un+I > Q JÍ n u par. 
u. 
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Dcmo!ltrncióu 

De acuerdo con la fOrmuln de Uinet (tt·orcrna l .G.5), Sf! tiene que 

Entonces, 

(-l)""'l 
1-~~ 
·¡-~ 

Ó - ,,'.~fri+I) 

Por tanto, }~~ ( [,~",: 1 ) = l ~ ~; = ± ::;: •?, como qu<'ría dcmostrar~c a 

9 ,1 

Ahorn prnliaremo~ qu~ ~.::..<O ,:km¡m (¡11<~ n &.-a ím¡;ar. 1 
U,, ' 

En efecto: 

~ Para n = l la tfr;.igua!J.HI "S oh\·ia. 

-.. Supongamo'> 'llll! ~ < <5. pnra r:<'rlo 1"11t•·rn pc<>ill'>O ¡,, 

-.. Demostrn.rern05 i¡uc 

Es decir, (~ - l)U1:+1 < U1: 

L11cgo, 

Por tanto, 

Entonces,U1:+1 + U~n < 9 Ut+1 

&to es, • 
La otra desigualdad se df'IHll~tra de manera similar B 

ObsCrvese cómo el cocicnll' Un,+I se nproxima fucrtcmrnlc al mimero .p al aumentar n 
l. 

De hecho, ya pnrn n = 10, se obtiene el valor de <f> uacto hasta el orden de lns mil•!simas. 

JF..at4 dMiguAld4d puede t4I?ILit!u dCfflOllltr~ con la fónnu1a de Binct, no ol>1lWc 1e h.\ prdcrida ofrcca Wlll 

dcniodrlldlin iuduc;tlva i1ultptiiJiu,1t, la qllC 1upo11cm09 m.4_, inl<"res.'lllle. 
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Tcorcmn 2,1.'..? 

Sra J: un ~nlcro po11tin1 y Ha n tina tariablt natural. 

E11tonccs, Jirn (U1fl,+>:.) =~J.. 
... -?..: n 

Dc1110i.traciúu (lr1du(,l"ió11 sobre k} 

~ El tcor<'lln 2. t l cstabler,,. ,.,.,h~ H·!-tJ!trld., p~1r:\ d c:t.<;n k:::. l 

Ahor.1 bif'n, 

¿,· 1+9=1+ lirn (u","')= Hm {-uu")-t lim (il":") 
,,_:-:, ()

11 
,,_,,., \ 

11 
11-00 'JI ./ 

Lo anterior t•::iL.i.biccc el rc ... ultado p:ua A· ::::: 2 

~ Dcmoslt1·rnos r¡uc: 

En efecto, en virtud dd teon·mrt l.ti.I, 

,;.mt:! = 

l. (u .... ,,,+V.,+(.,.1-1J) 1. (l'.,+rm+2)'J 
J111 -----·· = un --

-w ~ ,,_ ~ . • 

Tcorcmn 2.1.3 

Srn n una tanaMt u:trrn y ]'Ositn·a. 

Erilonces, ( ~" .) liin -
1

.:: -Un =O 
n-~ • ."1 

,¡ 11 t!I impar, y n n u p<lr, 
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Demostrnciún 

Aplicando la fórmula. de Dincl (teorcmi\ 1.6.5), ¡¡e encuí'ntra que 

Luego, lirn (±;, - u,,) = -k lim (~) = -k(O) =O a 
n-ro v5 v5 n-= 9" vfl 

Por otrn parte, reirnltil claro que {-l)•~tl 9n >O, si 

Luego, o< -(-W"~-· =-(-o)-" 

n C.'1 impar. 

Por tanto, 9n < 9n -(-,;i)-'' = v'fi Un, como qucrfo clemo!ilrar5-c 11 

Lo ' bl ~" . 6 t . I anterior esta ccc que J5 i:s 1urnt l1camrn e l,1Uíl a Un, por la i:u¡uicrda cuando 

impar, y por la derecha cnando n es par. 

Nótese que la COll\'crgcncia a cero de la diforcnda 7s- -Un es razonaL!cmcntc rápida: 

Por ejemplo, pn.ra 11 = 16, ~ - Un = 0.000:ll ... 
v5 

Teorema 2.1.4 

Sea a¡, 02, 03,... una .rnce.sión infinita, definida rt"cur.r1it:amcnte romo ~i9uc: 

{ ª' 
On+l = .¡r+a; 

e, e E[-!, f·oo) 

En tal ca.!lo, 

Demostración 

Obaervcmos primcrt.mcntc que lodos, excepto quizá.'! loo dos primeros tCrminos de la sucesión, son 
posith·os. 

Luego, en caso de existir el limite, éste es 11cc1!Snriamc11tc positi\'O. 

Se& L =ni.!_~ On 

Es claro que L =ni.!_~ ªn+I = ,.1~~ .;r+ñ;:::: .fl+L 
Luego, L sntisfnce la ecuación cundrática, L2 - L - 1 =O 

Por tanto, L = 6 • 

NótcSP. que para e:. Q, la sucesión ª" ~ tslnciona. 
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Sea n un ente.ro ¡1ositivo. 

Querernos t'stwli.ir r·I cnmpnr!:unitn!n de las raícc!l de In cc11ncióu algcbrnica 

(x + n)" + n" = (2r + n)" 

En prim~t lugar Jemr .. strcmos que f'~la ecuacilin po~;- un11 rnii t<:>al positiva Unicn, para cndn \'alar 

de n 

En <'Í~·clo, ~·:a P(J');:;: (2.!" +ni" - {.r + 11)" - n" 

De ucucr<lu cou J;1 fúrmub .!el Liuomiu de ~~1,wton, P(z) pucJc ic,;criLirs-.! en la forma 

l'(.r);:;: -n"' + L (: )n"-1(-:!t ·- l).r' 
L::I 

Obf'Crvcrnos qur ¡,_.~ TJ nwfirient•_·s de .r~ sen to!kis prx,itivos. 

De lo anterior ~.e infü·ri: <¡ue P(..r) pre:,l'tLI:\ 1tn sólo r:nn\,jc¡ Je :;i¡::no y, de acul'rdo con la rcgl:i. de 

Dcscartr!I, la ccuacié>n fl(r) =O tiene una raíz rt'al po~i1iva tlnii:r.. lll 

Pr<'sentamos ahora la mcnc:l!,11;ufa raíi p.ua k>s primero-; \:dores J1: n: 

,_ Para ti= !, 1.1 ecuación tc·ma b forma {r + 1) 1 + J ;:; l'..!r + 1) 1, cuya raíz rc!ll posit1\''1 ~ 
X;;::;; J 

.,... Pnrn 11 = 2, 1:. <'Ctiati.~11 1om;i la íimna !~ t ~)~ + ·1 = (2.r t- '.!)'.!, .::uy;i miz rr:al po~itív.'1 f!J 

X= 2/:J 

, .. Para n::; 3, la. crnación tmni\ la forma (r + 3) 3 + 27:;: (2.r + :\)J, cuya rníi real positiva es 
r:::;; 0.5!)352. 

Re.sultn. que al aumentar el rnlor de n, la ~ucc~ión Je la.~ ra.kr:-s COtrl'sp~ncJicnlcs tiene u11 limite 

muy singul;ir: 

Tcort~11ut 2.1.!i 

Sta n una t•aricJble rriltm y po!itit:a. 

Dtnolw10J con r., la mi: n'al polilfra áe la cruactón al;Jc6ruica 

(.r+n}"'+nn;::: (2.r+11)" 

Se afirma que 
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Demostrnción 

En efecto, la ecuación puede !!Cr llc\•ada a la forma 

(r )" (2x )" l+ ;;+t ;;:::: ~+1 

Ahora bien, r 0 s.'\tisfal'e ~ta ecuación, Entonces, 

('" )" (2r 0 
)" 1+ ~+l :::; -;;-+t 

Por otra parle, se sabe que 

01!..~(/~~)+1)" = cxrLl~~f(n)) 

Luego, 

l+exp(litn r 0 ) = cxp(2 0l~~rn) 
Sea 

t= exp(lirn z0 ) 
•I-<;>;;' 

Por tanto, 

l+t= f:i,dc<londef=9 

Luego, 11 

~ 

Recordemos ahora que la serie, o suma infinita ¿ a 0 , se define como 
n=l 

CuBndo este lfmile existe, sc dice que la serie converge; en otro caso, la serie es <livcrgculc. 

En lo sucesivo utilizaremos algunos resultados propios de 11' teoría de series inflnit11 .• ~. por lo cual 

recomendamos al lector acudir a la. bibliografía citada, eu c11SO de nccc.!iidad, 

El teoremn siguiente presenta una hermosa caracteritación del nt"nlll)ro <le oro: 
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Tc(}reurn ~.t.G 

Má.'I ruin, ~· r,~ rl único ntÍm(ro rral con e-.•a propiedad. 

Dcn1oslrncián 

Haciendo r:::;; ~-l en In. fórrnul:\ f .:r'' ::: _l_ 
n.::e l - :r 

(Ir\<. 1 ), olitr:nem(l'> qur. 

Luego, L .;i-";;:: ó, como 1¡111!1ia d1:1110:.ltn.r:.cl lil 

n:l 

º' 
Ahora l:ien, ~ca r 1111 real tal qu·· x :::: L r_,.. 

,....,¡ 

Entonces, z sathofncc In 1·rnnci011 

1 
r= l-.r-1 -1 

Equimlcntemcntc, ,rl - .r - 1 =O, de donde r == 9 ó r = -.;'l- 1 

Pero es clnro que z > 1 ó .:r < -1 (rn otro C~'$0 b serie St.'rÍ<'\ t.fü·crgcnte). 

Luego, z = 1; a 

Teorcmn 2.1.7 

l. La rnnu1 infiuil..i dt: lrJJ1H /J.J potenri1J impnn"l nc9olít:aJ drf númt!ro de oro, u 1guol a fo 
unidad. 

Eslo tJ, L~-pn-I)::: 1 
n:\ 

2. Lo 5u1n11 irifinita 1le- todo.• le~ polr.ncsaJ rartl ne-9olit•o.!I dd número de om, rs igual a Ju 

1n11trJo. ,. 
¿~-'" = V' 
fl=I 
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Dcmo!otrnción 

Haciendo r = 9- 1 
ro 1 

en h~ fórmula L z 7
" =-: ~ 

u;::O 

(Ir!< 1), obtenemos que 

N 1 1 
L:ó-'" = 1- ó_, = 9-• = ó 
n=O 

Luego, L:•-'"=o-·l=ó-' r L:o-""-"=l • 
n=l n=I 

De lo antr.rior y del hecho de que 1 < .,1 < Z, se i;iblle q11c la rnrlr entera de 4i ~la sumn. infinita 

de sus potencias imparcJ neg.'\liWIB, micnlrO\S qui: JU parle dccillul se olitiene con la suma infinitn 

ele sus potencias partJ negativa.'!. 

Los siguientes dos teoremas rnn1itcn escribir cuolquic1· 7iolcncia 1iu1·ea c11 tCrniinos Je ¡)o len· 

cias áurcat1 ncgulivn~: 

Tcorcnrn 2.1.f:I 

Sea .t un enltro po5ihvo. Enlonco: 

Demostración 

De acuerdo co11 los teoremas 2.1.7-(2) y 1.G.2-(1), podemos escribir 

~ ( U,.i u,) ::: ~ 
97

,._ 1 + 910 , como qm•ria drmostrnrse • 

Teorema 2.1.0 

Sta .t un tnlero pC1~1livo, 

l. Sí J: u un impar dt la forma k::: 21 - t, i?-1:::: ¿:~- 7" 
n::.I 

2. Si 1: es un par dt la fonna J;::::: 21, ~-1: = ~ ?-{Zn+t) 
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Demostr11ci(m 

l. Sea A:= '1.l- 1, un imp:u- podti\:o (l =:: 1, Z, 3, .. ) 

En virtuJ dd leorcma 2.1.7-(2), ~ tirne <¡Uf! 

n: f 00 

,:.-1 = ¿.;i-1":::: ¿:;~-1,, + ¿:.;i-1'1 _ ,:i-•1, <'~ di•cir, 

.. :::1 r¡;:;J """' 

ro ' ¿.;.-:z.i == -Lr:i- 2"+<?- 1 +ó-z1 y, porf'! teorema l.G.11, 
n:I 

= i;'l-t, como quería J1•rnostrnrs·.~ lil 

2, Mulli¡1liquc:;;1: la igu:ildad anterior por ~-t ra: 

Tcol'Cmn 2.I .10 

l. ¿u .. z"= I-xx-x1 
n:::I 
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Dcmostrncic"m 

La igualdaJ 2. sr~ obtii:Hc sw.-tituy•:n<lo :r: por -.r cu L y mnltiplicanJv por -l. De ma..YJ.cra. 
que sólo dt'mrn;trarrmo<> b igualdad l. 

Sea lrl < ~-l y d('finarn<.l-o a.,= [!11 :1;'1 , Entonce:., si z :f:- O, cncoutramo:t que 

fün 1 ª"+ 1 
J .:::.: !rl lim ~!..!. ::: !zl 9 < 1 (frorcnm 2.1.1) 

n-c..; n., •!-•<:"<> L• 11 

¿u,.r" 
'1::1 

convcrgi? parn !z! < ..;,-1 

Ahora hii.•u, Je acuct1h mu b f<írmub de Binet (t•_--ormia 1.6.5) 

V"5U"x"~ [9"+(-1)'171 .;i-"] .r"~·;>''z"+(-l)'Hlyi-"1· 

(ór)" + (-1)"+ 1(:/.¡¡" 

Lu~go, ./5l:Un.r";:; f1r;z( + f:(-1)'1
t

1(z/y)" 
n=I n:::I 

Por otra p::1.rtt', como Jzl < ~i,- 1 , enrnnlrnmns r¡u•'. lo;'iz! < l. f:nlot1C!!:< podemos i.u~tituir :r 
por r/Jz en la fürmulo~ 

I: " r = 1-r 
n:::.'l 

"' P;mi obtcn1~r I:<•,r= 1-r;.r 

De donde L(ór)"= _1 __ 1 

"=l 
1- 6x 

An<ilogamcnlc, 

"°'(-1)"+i(rNJ" = --1
- + 1 

~ l+~-lz 

Por tanto, 

Luego, 

r 

1-z-x-i' 

(lrl < 1) 

(irl < <'- 1
) 

(lrl< ,¡-') 

• 
Asignando va.lores adecuados n z en las fórmulas dcmo!>trnd.1!i, w ohli1•11cn r('~ultados inespera· 

dO!ii: 



Teorcmn 2.1.11 

St. Hti5[1.1un fos .51guunlt.J lrp.Jti/JaJrl: 

l. f:W" " 1'. f:(-1)"+' w .. e-• 
~,., 

n=l ~l•i n:I 

~-..' l',, 
"' f:(-l)"+' F .. 2. L:,,, 9.l" 

n:l n=I 

"'-u .. f:Hr+i ~~ 3. L: i,í~'1 J'. 12 10 u::l ef> n::l 

~ u .. 
f:(-1)"+1 ~ ..!.. ~. ?;; •'" ·1'. 

23 ._;.,7n 30 
n::I 

Dcmostrac.it'm 

Hág<lS'? z-:::; r¡;- 2 , 9-3 , r;,-•:., r;i- 1 f!I la férmula l. del trorern:\ ante:ior, pam obtener, rl'Specti-
\"a1rn~ntc, l;i.s igualdadt':i l, 2, :1 y -1 '11 

Para obtener Ja., dl·m<is igualdat!'!s, dense los mismoo \'!\lores a .:: en la otra fórmula del mismo 

teorema DI 

Tnorcme !?.l.12 
~ , 

Si Jrl < 4i- 1
, 01tnncu ¿ U,n r

1
" = 1 _ 3;:.i + .::"' 

n:l 

En particular: 

Dcmostrnción 

Debe obscr\'arse que la serie 2. 1ld teorem<l 2.1.10 es abJo/utamtnlt. con1:trgt11ft.. 

Restando la.~ series de este teor~rna encontramos que, para !.rJ < ~- 1 • 

~ 1 + -1 " U r" - --'-- - --'-- - --
2
-''-L.., [ ( ) J n - 1 - .r - zl 1 +.:: - zl - l - 3.::1 + .r• 

f\:1 
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:t !I + ( -1 )"jl'.,x" L [l+(-l)"]U.,x"+ L [1+(-l)"]U.,r" 
·1~1 n=I 

(impMt-9) 
n=l 

(¡i.vni) 

L [l+(-l)"JU.,z"=2 L U.,r" 
11~J n=i 

{J""r"') (p~) 

2Eu,.,,'" a 
n=I 

(Ln. rt'ordcnn.dón dC' la. !letie qu1!da valida(la por la conwrg!!nd:t absoluta.) 

Puede observarse qu~ 

1/3 -· 1¡.1 ~ 1/12 1/10 - 1/15 ~ 1/30 

Lo anterior nos lleva a b.s siguif'ntcs igualdades: 

De hccho,se verifica la igualdad mis general: 

(t > !) 

Para convencernos de esto Ultimo, ba.'ltaría demostrar que 

U.,o'" - U,., o"+ (-!)"U.,= O 

Y,cn efecto, 

Un~Jn -U2n~" = Un(U2,.tf; + U2n-1)- U2n(U,.ó + U,._1) = U,.UJn-1 - li11-1 Ui., 

= -(-l)"U.,, (hágase k = n + 1 en el teorema 1.2.7) • 

De hecho, puede demostrarse que Unó1
" - fh.,,~" = (-t)'1+1u11 _ 11 ... 

Ocurre que ln.s series dadns en Jo.o; teorcmn.1 2.1.JI y 2.1.12 son, en realidad, rn.<1os particuLu1.:s de 

un resultado más general: 
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Teoremn 2,1.13 

Para lodo i:ntcro poJiflt·o k > l, Ú safüfattn foJ siguicnfr.• igu<!IJadcs: 

3 ~~-{ •· ~.,,'.!.tn- 1 
riu.1 - i 

, JÍ k eJ impar 

, .~i 1: rJ impar 

, JÍ k t.!! p11r 

, ú k u par 

Lo anterior permite 111 n.plicarión <le loo teorema." 2.l.10 y 2.1.ll. para :r ::::" 9-.t : 

!. y, por d lt..-Grcma l.G.6, 

si k es impar 

• 
si k es par 

2. ~(-l)ntl u, •• ~ l - y, por el korcum J.G.6, 
~ " 1 + .¡-• - "-" - <•' - .¡-•¡ + 1 

si L· es impt1r 

• 
sí J: t•i; par 
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3. 

(U:?t-1 + Uu._t)- 3 

Ahora bien, de nrnerdo ron el l!·orcma l.2..1, se tiene <pie 

Un-1 + U21:+1 = u¿1+2Ul + U{t 1 ~ (Ut-1 + U1:+il1 + '2 (Uf - U1;-1UH1) 

{Ut-l + U.c+i) 2 + ::(-l)l+l (ll'Ort'llli\ l.'.! 2) 

5fll-·1(-l)ltl +2(-l)H 1 (tcoremn l.2:l) 

5Ul-'l(-1)•+ 1 ra 

El siguiente tC'.s11lt1ulo g<:n•~raliza lo.~ korc11i;1.'i '.l.l.6 y 2 1.7-('..!) 

Tcoremn 2.1.1-1 

Para todo entero poJ1lfro l.:> l, se .11111411cc fo igunldad 

ro 1 ~ U 
2: .;<'-'>• = (.;' +9 - l) 2: .;;; - l 
":l n=J 

en donde la .serie dt:l mitmbro IÍfftrlrn ptudt cafcufaru mcd1Crnfr d teorema 2.l.13 (!). 

En parhrnlar: 

Domostración 

Tenemos que 

ro 1 1 +ei- 5 :L é'" = __ ¡_¡_ 
n=l 

N 1 ~Un 00 
ffn+l :L ;{t-l)n-1 = :L ;In + :L ;ln-1' 

n=I ._., n=I 'r' n=I "' 
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Por tanto, 

= 2v5+3 --- -1 = ---~ -( 
¡; ) (·1·/5 + 1) ¡;; -1 .;-• 

·11 ·I 2 " 
(De ;¡Jguna m•1nt-ra t.slc n·sullado ,\c\;i('P\ .~nr¡ircndcr, ptlt'S h.~ potl!ticias negativas de(¡ con expo

nente mUlliplo de :3 110 licncn cl•'ll<Hnin:1dorcs (Tt·orrina 1.6.·\},) 

Para el valor k = (i, caconlrarnos la. F>Cric 

= (9J5+ 17) (8,/5+1)-1=5,/5 -9 = 1 +Q-' • 
2 319 22 11 

Desde lut>go, pMa .1: = 2 y k = 3, se obtienen las f>{!ries de loo tcorc111ns '2.l.G y 2.1.7-(:!) 

Por otra parte, se diCt~ que la sctit! 2: Cln ~ tclc~c6pira. si existe una .~uccsión b1, b,, l•3,. tal 
n=I 

que, ¡i;ua todo 1'1\tt'ro positivo 11, fln:::: b,... -bn.+l 

Se dcnn1l'"5tr:i. que unas.cric tck~u:ÓpÍcil L ª" converge si y sólo si la sur.esión b¡, b2 , b3,. 
n=I 

COll\"Crgc. 

De hecho, 
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'l'eorcma 2.1.lá 

Se Jatú/11ccn las Jig11icntc5 igualdarlt.t: 

ru J 
l. ?; UnUnH = J 

~ u 
2

' ~Unti~n~l=l 

Dcm11strnció11 

J. Se:i. bn = l/UnUn+l· Entonces, 

a,,:: bn - b,.+¡ = _l_ - __ I __ = ~2 -Un = _l_ 
U,1U.1+1 Un+1"11~J f!,.Un+1l'n+l UnUn+~ 

Luego, 

2. Sea bn = l/U,1 t1· Eulum:~·s, 

a.,= bn -· bn+t = _J ___ 
1
_1_::::. Un,+2 •· lfn+1. = ~-

U,.+1 ln+2 U,..t--)Un+:t U,,+¡U,.+:! 

f:--u_._ = bi - lim -
1
- = b1 = I lii' 

n=.i U,li 1Un+2 ,,_n) U,1+1 

Tuorm1111 2.1.IG 
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DcmostrnchSn 

l. Para k = 1 St! obtiene la frirmula :l dr.I tcorenn antNior. 

S<•a pues, k > l 

Definamos b11 = U,./U.,,H-l· Eutonces, 

fl'l;:: b,.. - li,, H = ~ _ Un+-1 = Un Un.u - lfn+IUn+l--1 
· fl,,+1-1 l',.+1 U11u-1l'ntt 

Luego, 

Por tanto, 

(-1)•HI U::-1 
n,. = Un¡ l-1 lfn+~ 

2. Definamos bn = l/Un+l-tUn+l· Entonces, 

Luego, 

a,. = bn - Ln+l = -1--
1
-,- - -,--

1
, --

(, 11+1-1Uo+l (,'n+lf'n+t+I 

!ln.,.l[',1+l+l - l'n+i:-1l·",..u 

~{rn+lUn+.l:tI--

(Un+HI -Un+l-dlinH U.,+l 
Unu-1UnttUnt1:+1 = f¡n+i-1Un+Hl 

• 
Existen cantidad de fórmula.., rclaci011ada..:; con lrL~ ~crif~ infinitas. Asignándok-s \alor1·~ adccu.1dus 

frccuentcrncntc se obtienen tt"~ultados particulares t>-Specialrnrntc a.trl\ctivos. 

L0« teoremas siguientes son lodO:J de e::.lc tip-0: 
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Tc.•orcmm 2.1.17 

St:ll l· un rritero no ll(galit'o. Entonas, 

l. :t ( "t' )->-(l,,+I) = 9' 
n:O 

00 

2. ¿: ( "tl )9-(ntl) == ¿,11+1 

11:0 

3. f:(-1)"( "!' )~,_.. = 9-• 
n:O 

Demostrncirín 

º'' < 1) 

p.'l.ta oLkner, rcspcctivamf'lltc, l<Li i~u:ddadcs l. 2 y 3 D 

Tcor<m1n 2.1.18 

Se .satiJ/acrfl /a.s siyt11Cllfr$ ll}ua/Jades: 

l. f:n~-2n == 1 
11=1 

2. f:(-1)"9'-" = 1 
ri:O 

00 

("" -1) 3 • .?; ~ =I 

Dcmostruciclu 

1. Hdgn.se .r == ?- 2 cu Ja fórmula 

2. Uága.<;c z = -<i~ 1 en In fórmula 

3. Hágase z =: <f!- 1 en la fórmulil 

00 

2::::11.:r":;:: (1 ~;r.)' 
•1=1 

00 1 
"'"= -LJ 1-.r 
n:O 

~ (.r'' - .r'''):;:: -'-4.J J-.rl 
n:::J 
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Teorcmn 2.1.19 

Se JaliJ/accn /aJ siguuntu 1gualdadu: 

l. f;n"-n = .¡,' 
n=I 

2, L(-!)"+1,.9-n = 9-' 
n=I 

Dcmostrnci6n 

Hágase :r. = ~- 1 , -t;i- 1 , en In fórmu!.:. 

(/xi<!) 

p:u;i. oMcner, rcspcclivantente, la.s igualdades 1 y 2 11 

Tl'orcmu 2.J.20 

Se JatiJ/artn /rJJ JiguirnttJ igualdadr.s: 

i. 2:;n'o-• =o' 
ti=I 

2. 2:;(-IJ""n'o- 0 = <-' 
n=I 
ro 

J. ¿:n::~-ln::::. ~ 

ri:::¡I 

Dcmo!'traci6u 

~ 2 0 x(x+l) 
~n .r = (1-z)3 (lxl < !) 

pnrn obtener, re~pcctivn:ncntc, las igualdades 1, 2 y 3 • 

Teorema 2.1.21 

Se Jati!/acen {aJ JlguirnltJ rguaUade.s: 

~ ( 9" ) 
l. ¿ 20+1 =9' 

n:O 

2. tu (2•+:o'") = r' 

3. ~ (2~!~~:.) = 7s 
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Dmnostrnci6n 

pnra obtener, rc~·11cctiv:1m•·11te, hJ" ig1rn!drd~s J, 2 y 3 • 

Tcorcmn '2.t.22 

Se satil/oan fas .siguirnle.t igualdade.~: 

l, f (f.,)= 2ln~ 
n::I i;> 

3. ~ (-1 
) = In~ f;r n~ln 

Dcu105trnci6n 

N n ( } ) I;O...=ln -
n=l n } -:r 

(¡,¡ < 1) 

para obtener, rc.spectivn.111<:11te, !as ígu<\!dadt.-s 112 )' 3 • 

Pl\ro. ohtcoer .J 1 hñga.~e r::::. 9-l 1m ln fórmula 

o:) :r:~n-1 (!+') 
---l}¡i --

E2n-l - J 1-:c 
"'='' 

<l•I< 1¡ • 

Con esto dl:l.mos por concluido este ñpart.·tth 
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El l'\u:tn[' dn Oro 

~¡ :r es un número real, (r] y [x j dcnol;u;in, en lo !!Ur.esivo, l;i..q partes entero y decimal de 

.r, rc!>pcctivamt'nll' 

P Si : ~ 1 /:l, [z) ~'O 

:• Si z = 1.1, !z) = 1 

rr x r :_- o 3,1:i :::i:-i ~:n 3:1:1 .13~.1. 

ITr! ..:-.: O.WOOOúOOOOOOOOO. 

Si:r=.fi, !:)=2 y [xf=o.2:W007fl77·J~H)7~'.J. 

t• S\.z.::::r, !r]:-:::.1 y UxI=O.Ml5fJ2G!)3fi897')3. 

t> Si.x::: 11, [r]=-1 U.r]~o.ooooonoonoooooo. 

l'or s11pW''ílo, s~ ob~t?rva <Jll~ [ r]+ ir li = :r, en donde la función [.r] sólo toma valores enteros. 

l. {z},Sr<[.rJ+I, 0$[zU<l y {111]=m p.-ua m un~ntcroarbitrario. 

'..?. [x + mJ = {.:r] + 111, .siempre que rn !>•'.'l un enl('ro. 

:J. Si .r >O y 110 ,.nlcro, [-xJ = -(1 + [rJ) 
•t. [r + ~J es d entero 1m\s próximo a x. 

Si do:> enteros son igualmente pr6ximos a x, [.e -t ~} ~ d mayor de ellos, 

5. --[~ - rJ rs el ent•~ro Jll~:l prc.iximo 11 x. 

Si dc1~1 c11t1 ro-; ~on igualmculc próximos a z, -[t- x] es d menor de ellos. 

El propl)~,ito fondarnr:il:i.I de es!~ :1part:1do, l"S d <le c:,tabll'ccr fórmulas para las parte.o; imtcro y 

decimal de la.'l ¡mtt•ncit1s ñurcn<i. 

Los siguieutcs dos korcm:i..., :<on h.i..Gitos en e;,ta. tlirccción: 

'fcotl'Ullt 2.2. l 

Para t·aloru impares de n, f 1
11 +t < U,,r,. y f!,1 _ 1 + lln+1 < ó" < U0 ./5 

Para t•alorTJ Jltlrt.f dr n, Un+I > U,1 ~ y Un ./5 < ~n < Un-1 + Un+I 

MáJ aún, para todo cntuo poJilil!o 11, L'n+I < ~" 



Ocmostrnci6n 

En realidad, las dcsigu:1ldades 

Un+l < Unr!J Y (l" < UnJ5 
Un+i >Un<! y <!">U.,/& 

(n impar) 
{n par) 

ya fueron probnd<ts r.n los tcorcmn.s 2. l.l y 2. 1.3 Jd np;ulado antr.rior 1 

Demostremos que U,._ 1 + U,.+l < 9-", ~¡ n es impu. 

De igunl maneta, se dc1nueitra que U11 _ 1 +Un+ 1 > 9", si n l'!.s pM • 

Por olm pnrtc,wmo 1 < i/J, tenemos q\lc U,. < Un~ 

L11<'go, Un+1 == Un-1 +U .. < U,.rf.+ Un-1 = (;" 

Tcorcmn 2.2.2 

R 

Un-1 +Vn+I ts d mitro más prórimo n lj.", para lodo mitro n > l 
Esto ts, {4i" + kJ::: U,._ 1 + U11+1 , si n > 1 

Obsirvese, por otro parft, que no hay clfls t.nlcros ígualrnrnlt prórimos a é'1, pues ~n u 

siempre irnicional. 

Dcmoslrnción 

En virtud del lcorcmn 1.6.3, encontramos que 

-'"_(U U ¡- U.,/&- (U •.. 1 + U.+tl _ ±_!_ 
'r' n-1 + n+J - 2 - .pn 

De manera que, en cualquier ca.~, 19" -(Un-1 +Un+ di::::~ 

( +, s~ n es impar ) 
-, s1 n es par 

Por ohn pa.lc, dado que n > 1, se vcrifirn trivialmente la d'5ig11ald"d _!_ <: ! 
"" 2 

Luego, W- (Un-1 + U.+1)J <: ~ 

Geomélticnmcnle, lo nntcrior significa que Un-1 + Un+t - ~ < '1>" < Un-1 + Un+I + ~ 

----->---------+--" 
U,._,+ Un+t - l Vn-1 + V,.+1 Un-1+Vn+i+1 

C>n es alg1ln punto de este intervalo 

Por tanto, U,._ 1 + Un+t r-. el entcm miis próximo a C:." • 
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Teoremu 2.2.J 

Para i·aloru impafl.".' dr: n, [ef·"J = Un-1 + Unrl 

I'1ff!J t'aJ,;tt.~ p;Ht.f dr: n, (?''J =Un-!+ Un+t - 1 

D1•mu!>lr•1cili11 

.,_ Sea n > l 1111 impar. 

SahemM que Un-1 -t lln+I t'<; d r.nlcro mis próximo a 4P 

Por otrn parto'!, v.,_J + U11+l < ~/1 

--+--------!-·---------
<>" 

i---R 

-----; (z < y) 

I.1wgo, [9"J::::U"_ 1+U,.+ 1, comoqucriadcrncdr<•rse m 

(El ca<;a n = 1 puede comprnLan;c directamente) 

,_.. Sea rt un par. 

SaLcmos que Un-1 + rr .. +I f'"i el f'Ol~ro mi~ próximo a ~n 

Por otra parte, U.,_1 + U,.+1 > 9>'\ 

Un-1 + Un+I - 1 
-----+--·--~. 

·----~--- y ----< (z >y) 

Luego, !r;i"J = Un-t + U,1+1 - l. romo qucrii\ dcmo!'ilti\rse W 
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Por .sup1H::.to, si 11 t:!> un entero posith·o, [1.,>,-"J::; O y [9-n)::::; i;i-n 

Oc ncuerJo wn Ja. dr:finici6n rci:utéiirn. de la ~11Cr!silÍll ile Fiho1rncci, d d.lculo de cualguicra. de 

sus f'lr.mr.nlf:·s no bfi.<.ico.~. d..¡wnd,. de loq do:. ('lc·meuliY.i innicdialo5 .'l.nfrriorr.s. 

No obstante, t".:J po...,iblr. r-ncon!Iilr r! (:i t- l)--/1imu rn'1111l'l"O dt.:! FilJOtHlcci conociendo fon sólo 

1•1 n-c'.m110. En 1'ÍCclo: 

Teorcnrn 2.2.·l 

(ir>tl 1 SÍ fl fS 1mp1!r 

lf.,~ 1 - 1 , ,1j 11 C5 J•llr 

Dctuostrncié>n 

En rirtud tlf'l korcm'\ l.fi.'!., ,~n = U'*ó + U,, .. 1 

Luego, fo;'.i"J::::: [U11 .,.~J + l!n-1 (propc.~iciL'ln 2) 

Por tanto, i;i n es impar, 

Ptirn d caso cu que n ,·:;par, 

U,.._, + Ur1t1 - l z fU,.,;i) +U ... -1 

Esto f'.t1, [f' ... ?J ~U,, ;.1 -· I ti 

El tcorcmn sigui1•ntc pamil'~ rncontrnr d {n - 1)-é.~imó nlmH.•ro t!o Fibonncd en térrninos 

cxdu~ivo::i dd n-i.H1110. 

Tf'.'orcmn 2.2.5 

Para toJo cntov po.s1tfro n, 5C .HJlB/act la igualdad 
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Dcmostr1wici11 

C<;mo ,;.- 1 ::;, i.,~ - l, •'llCC•nttarm·,,. que \Un6- 1J;:: {Un.;il- Un 

i,ut·go, fii n ;•s ini¡rnt, [U,.0- 1] '~' Un-t\ -Un-::: (,'n-1 li! 

~ Sabi• ¡,1ln .1~11~ fl;T-;-; 1597, !"numtriH U,.; y U1,, 

Tcncrn .. ~ '¡til· i.'> ~ l.til~t 11 y 1-~·· 1 ;;,: O.til~XM (nlite!;r que 17 es 11np:u} 

De m;on('rt1 qlle 

U¡;;::: [15~17(0. Cl~O:HJl = [n57.!Jl{J'..:i1.:<J:::: %7, q111· ~-:o. P] valor cvm»:to. 

U1-; :: (lfi~''i'íl.tib(l:lt)j = [:!,'1{i •{iO~''.·"] = ~.'"1,•Lt, (¡u~ r~ d ~·a!or c:mecto. 

En particuhr, k,4 l<-<Jrrm:.i..~:? '1"i)2.2 11 prrmitiran, ..:onocid0 f'\ n-·lsuno minwro do Fibunacd, 
cnr•-:int;.u ll'IÍ;'• fr·• frnl(: .. ha.'·'' c·i ... : 

Tcormnn 2.2.U 

Sc<J. n tll\ impa: y ~11pon¡:pn1L~ •¡U•' uk :S u.,+J· Entonces· 

i. ¡11,u"<l ~ 11,11,.,, 

2. !Ui:U,,.~,- 1 ]-=- U1 U,,_¡ 

,.. O< ~--i-'', p;w~ ,.11<1\q:1iu entero positi\"o 11 

Ab·:·ra !ii··~1, .:"11,e H r.•, i1·1p ir. .~-u= U.,~., - [',.-ti {trrm·m:1 l.f..2-2) 

l.ur;;o, O< f..',..) - U,, ~1 y, en rvíl';"cllcuci:., UtU,. ¡.1 < UtUnó • 

i-- l)e til'llt' que l\ ~ l!,,H :S Un-1 +Uritl <.:O., (t.:.-:rcrna 2.'l.l) 

Pott:u;lo, r·kÓ .... <l. !\.ro ,;,-"=-('nrfi-C',,H 

I.uc¡r;o, 1·,r•,,, . ..::: 11,r .. i: "'\ 1 r.I 

2. Corn\) 0- 1 ::::: .:; - l, U111ni:;- i = U,Unó - U1l:,. 

E:1to111:r.s. (U1Un.;.- 1] = (UkU,.<?]-UtP .. 

= UkUn+t - UtUri 

::::: Utl',.-1 • 



Tt.."Ot·cmn 2.2.1 

Sta 11 un par y supor1gamos qut U1; $. U.,+ 1, Ento11ccs: 

1. ¡u,u,.9¡ = u,u,.+, - 1 

2. ¡u,u,..i-•¡ = u,u,._, - 1 

Dmnostroción 

l. Bastn.r3. dcmo!>trar que U1li,.+1 -1 < U1;U11 9 < U¡,.U,.+i · F.u efecto, 

,.. Se tie.nc que U1 $ lín+I < ó" (teorNna 2.2.1) 

Luego, U1:9-" <l. Pero •r"::::. fln+I - U,.9 (teorema 1.6.2-3} 

Por tanto, U1;Un+1 - J < U1Unq, 8 

,.. U11 ~'i < lf.,+ 1 , pues fl t'!i p;i.r (korcrn."I. 2.2.I) 

Luego, U1;U.,i;, < Vill,,+1 ft 

2, Comoó- 1 :(1-l, U,,l:,.9- 1 ::::U1:U,1 ó-C.:1Un 

Entonn.'!I, [U1f!u0- 1J::::. [U,l'11 .;iJ-U1U., 

Teorema 2.2.8 

= L'lUri+I - l - l!1U,., 

= l\U.,-1 - I • 

Sta 1: un tnltro dd ir.lena/u O$ k $ 11 + 1, n u11 tnlcro posrlitn. 

l. S1 n u impar, jU,,ó~J = lf,.,tt 

2. Si n tJ par, [U,1~1 ] == Un+l - 1 

En parlie11lar, 

{U,.ó"} = { 
rr,,. 

Ui>t -1 

, !i n u impar 

, Ji 11 c.s par 

Dcmoslrnci6n 

l. Es daro que U1 $ l'ntl 

Por otra p<utc, U.,9" = U1:Un9+ U,_ 1Un (teorema. 1.6.2-1) 

J,ucgo, [U,.ó1J:; !U1J.in9} + l'1:-il!n::; U1U,i+l + U1:-1Un (teorema 2.2.6-l} 

= V.(V._, +Un)+ Wui - u,¡u. 
= U1:Un-I + Ut+1 U,, == Untt (teorema 1.2.4) • 

2. La dcmostrnción es an.ilogn • 
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Tt!Orcma 2.Z.9 

Sta 1: un entero cid inlen·alo O~ k ~ ,1, n un rntero p11siti1JCJ 

¡u,~-·1= 

DcmostrHr.it111 

J:nt0nccs, 

luego, 

{ 

Un-.t , .n n y k Mn de la muma paridad 

l!n-t - l , JI n y k iwn Je di,tinta pan.dad 

¡1Jr(l 1mr11r. 

U"9-.t = UkU,.,P-· U1+1U,, 

!U.,ó-l] = [V1Un~•j-l't+1Un 
~ {!¡,(F,, i-l -- ff.t+ 1ff,, (lrorer111\ 2.2.13) 

Un-1 (te•,r•?ma l '.!.':l·-1) a 
Cn,.0 .Z: n y k p:1rr:> (~";-.t =Ch+: -U;:?, lcorcrn:'\ 1.6.2-:l) 

Entouu:;;, Un{·-l = l'1i+1Un - U1U.,~ !:".: F.t ti U,.+ (-UiU"t;,) 

Luego, [U.,.:r-"]= U~ 1 1l!n+[-U1iU,,.:i)=t'.t..¡1ffn-(l+[U.tUnCJ) 
IA+1U11 -(1 + Utl'ntt -1) (teorema 1.2.i) 

u,._. (tenh'l!lil l.2.fi-2) 11! 

,.. Si n y J: son de <folint<1 p<1rid<1d, la denio!>ttación es au.i.loga 8 

,.. Dcmostrl"mo~ ahora que fu.,c-"J =O, sea n par o impar 

En ef!!<'.lo, O'.$ Un.;i-n 

Por úlrn parte, Un::_ U,1_,_ 1 < •?.,, Ji:'\n c11alq11i~r 11 (korr.ma 2.2.l) 

Luego, U0 i:.-n < 1 

De ma11cra que O~ U.,o-" < l 

Por tnnto, {u.,ó- 11
] =O 11 

ObsérvNc 'lile ~"finicndc) k = n ()·por tanto n y J; tienen In. misma paridad), encontra-

remos dircclamtnle la i,o:;uJ.ldatl anterior • 

Vc<imO!l lll\ ejcniplo de cómo <1plicar los kou·ml\.~ 2.2.fl }' 2.2.0: 

t> Sabiendo '11Jc (!15 = üJO, t·rirnntr:\f l'11 y U2s 

Ncc1·~iln.rl'lnf)S los valor..::s: r:i- 1 ~o.o:~u12 ) .:. 10 ~ 122.9'Jl870 

Ue = [U15 ,:i- 1J = [21 009G20j::.:: '..!!, que cnincidc con el valor ri:al. 

Un= [U1 ~~ 10 J = [750'2.·1 ílHliJ = 7tJ02.·1. qw• winci1!•~ ron r\ vak'r rc'll 
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El hcd10 <le <¡ue no f•Ucd.1 ra!cuLu~e mrdictul,~ .-~ t1'<Jtcm;i 2.2.S ni11g1í11 illÍlll('fO do FiLonncci 

supcrí~r a U'!,.+1• en b:1be a Un. 110 ~s. (k-:dt luego, ni11gu11a Lrag<·d1a; pu(~'> la aplicación 

.rncesil'll de 2.2.8 ptrinitf' d cil!rn!o .¡,. rr .. 1 p;ira m > 2n +l. J'or •'F111pln 

t> Culcular UJo 1 sabiendo qui: U1o::: 55 

Primero cnro1¡tret111'~ 1m 111i1111:rn d1> Fihn1111,·L'i 111/nmdr . di.i;amo-; {!15 : 

U1 ~::: l + !f! 1 n<.~~j::: 1 + í:/i( J t .fl!JIJ17J):: i -t '.C/J~l.!1~io:i::;] ~' t.iu 

Ahor:-¡ p;1.$1·mo.'I dt? U1 ~ .:• C:1'J 

U:io-= Wi·.<?1:.j ~ [i>JO(l:Ui·l.Ot'PJ)]::..: f.s:not·:i .. nwj:::: Fí:l'!';.~,) 

Ob.')('_rvcmr:'!, l'ºr otr:i part«, <¡u·~ J.1 f<inmila. ,j, 1 f,_,\r!'lrn1 l.'2 '°' 

U:1·~ ::: 5'l,~ + :i(-1 )"Un 

5C prt;.,'>la ju:.tam•.J1ti> ¡«w1 r·1/·~1iLir l'.1.i •:ri t¿rrni1H·<; ,Je Urn ! 

UJo ~ 'F1Ufr¡ + :iuw = 5(11;u:r7.'i) + 3(5f¡)::: ~31 ~i5 + lüfl = fi3W Hl 

E.s Jlreci!-0 sci1alar <¡11•: un<i. p.;q11t·i1.\ .Ji.;cr"r·a~·ri:1 •'nlr•~ d,,,. aprnxi1n:iriu11•~ p:1r;, uu:i tni.~ma po

tenciu 1ít1n:a, p11ed1· rnnducir a rr~11!la•!r" d1f· :1:nt1·s. l'(ir ··kmphr 

l. Tom:wdo .d \'.'.dor .;i 10 ::::: l'!.'1. ~9187, en•·•intrnrf'lll•)s que 

('30 :.:. l + {8:.J20JO.Oüí'l:15J = t-:l:Wll. que, romo v· olo<,.r\',1 1 -:~l;i excc•clidn en una unidad. 

2. TorwmJo el va!ur .;, 10 ::..: 122 !Jt)JS, encor1lr;1rf'mo'i que 

lho ::: l + [S:tl():J!l.5:~71/J = ti:l:W IO, qu•~ coincide mu d valor antes calculado. 

Nótese <¡llf' fa Jifn1·nl'.iil r;11tri.: l•i, do.; v¡1Jqrc.s tnnl:id<J~ p"ra ~.i,IO ('<; bn t,ó!.> <l~ 5jdl' ri•'H· 

mik;,imrt.'i.. (En rc:d~d.,,J, d va!1ir ,:, 10 ::: 122.fiq¡,c;,¡ ri•·1w •'vr.Jj,!1 <:11 ((llilll.'.1. rifr:1 iJ,•cimaL) 

En ft>~•nm·n: couoci1l0 11110 cualquil•ra d" los f'lrnH nl<J~ de la .~llrf:sit'm de Fiho1111cci, pth'<~1· 

cncontrnrf!e rualquiN otro, rnuliplic:iudoln J•"-'r 1m fodor a'frc11adt1. [,<.le L1rlor f's uua pnt1·11cia 

1í.urcn, qut: pn·srntar<i r:xpon•'lllP. ¡in«iti\'o o w·g<ili\'o, !:-• g!m d ··knwnlo qti•· <¡uier;i c.ikul<1rs•· H':1 

Hlil.)'Or o llWl!Or '1'1" ('.:.te. 

De ac1ll•rdu a lo nul•:tior, •'S lkito afirrn:n qu•' .;, ts d/tidc;r ,Je uro '1M•C1111fo n {¡¡ :<11i·e11itín dt· 

Fibo11f1r:ci. 

Pasemos n crnrnciar al¡;11110s tcorcm,1.~ rd:icionados 011 J;\ p;1rl•' drci11nl 1k /ns pnfruria'I IÍlll'í•lls: 



T1..•orema 2.2.10 

Para ua/01-r'J i1111•·1ro dr n, 9n y <f¡-n licnen la mi.tma pilrte du1mal. 

E!ltJ C!l, 

MJ~ atín, 

Dt?tnostrncióu 

Pero Un-1+Un+t-=9" - ,;,-n (tcori:ma l.6.6-1) 

De manera qH\" .,l~;i~ rr .;.tl ~ = J~1~ .;,-n =o CI 

f.:.tc tcmr111~~ licnf! una ~in~ular cnn<.N!11•nr.ia: 

Tcoremn 2.2.11 

füto cJ, p¡lf11 cualquirr enl1 ro po.~1!11 o 11, H :5t11Íjface fo 1guafda,l 

t?Jn-1rr.;~n-1 i = 1 

Esta es, 
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Dmnostraci6n 

De acuerdo con el teott'ma 2.2.3, [9" Il = </;n - (Uri-t + Un-t 1 - 1) 

Pero Un-J + Un+l := (l" + t/:i-" {tcorrrna 1.6.6-2) 

J..ucgo, (t;i'1 D+r;i- 11 =l, sin c..spat 11 

De manera que }.!_ne!, ff i,.;" TI= .}~1~p - </;-") ::: l a 

En <"Onsccucncia, l•·ncnws el sigui~ntt? 

T<'Otf.!DIR 2.2.13 

Esto o, para c1rn!quur rr1f(l"O pús1t11 ,, n, S( .;atisfacc la 1gunlJ,1d 

Dctuustrflcic'1n 

Si• ~igue inn1cdiatarn..:nte del tet.,ir,·ma 2.2.12 !11 

fü::sumit·11do: d prod11cto de un.• potí'lldil 1í11rcn por su tCtlfH'cti\'a J'ilrk rlt:c1maf, o hit>n es la 

unido.d, o Lif'll la 11wr,ia pot<:'nd:i Ji:.iuinuíd.1 en la unidad, ~· 1gUn s·~ lratt d'-' pot':'nria con <'Xponcntc 

impar o par. r1·~pt'l'.'ti\·,lnH~nt.~. 

Tcorcmu 2.2. l·i 

s~a l· un wtt:ro del 1ritcr1·alo o:::; k .$ n + 1, n un (!Itero ¡1ositito. 

l. Si n ea impar, <f;"'[U,.ó1 ]::: Ui 

2. Si 11 "par, ó"(I - i U0 ó' J) =u, 

ólól = 1 

.¡[.¡'n = 1 

(11: 1, f: 1) 

(n = 1, k =1.) 
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Dcntostrndón 

l. De acut·rdo con el teorema 2.2.8, 

Un~" -UnH 

u.(u,0 +u,_,) - (U,u._, + u,.,u.¡ (troremM 1.6.2-1y1.2.4) 

Ul(U,.~-U,,_1)-(U1:+1 -Uc-1)Un 

u,(u.<1- u._,¡ - u.u. 
U,(U.<l-Un-1 -U0 ) 

UdUn?- U,,+tl 
U1:<i-n (trNrma l.6.'.!-2) a 

2. Ln drmostr:i.ción es nn:\.loga. • 

Tc>orcmn 2.2.15 

Sta t un tllltrv del intcrnilo O~ t:::;: n, n un tnltro po,itivo. 

1. S1 n v k son rlt la 111Í3ma pllridarl, 1;lPUUn4'-• Il;: U1: 

2. Si n y k .rnn 1/c di!linla pariJ11J, 1'"(1- ( U11 ~-.I: ]) = U1: 

Drmostrnci6n 

• S11pongamos que 11 y k rnn de lil. misma paridad. 

Cnso 1: n y k impares 

Ciuo 2: n r .1: pares 

U .. 4>-.1: - Un-• (teorema 2.2.9) 

U0 (U,,:,- U,.¡)- (U,U.+1 -U,.1U0 ) (teorem" 1.6.2-2 y U.5-1) 

U,(U0 <1- Un+i) 

u .. rt>-n (korema 1.6.2-2) • 

Unr;i-t - Un-l (teorema 2.2.9) 

U .. (UH1 - U1:<i}- (UH1Un - U.1:Un+1) {tcorcmll.5 1.6.2-3 y 1.2.5-2) 

u.(U •• , - u.<1J 
l.'1:~-n (korr.mn 1.6.2-3) 11 

~ Si n y .1: son de distinta pflridad, lll demostración es análoga a 
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Teorema 2.2.16 

Dcmostraci6n 

..,. Sea 11 un impar En tal CR..~o 

U"9- 1 - {Un9- 1
} = Unó- 1 - Un-t (teorema 2.2.5) 

Un(efi -1)-· Un-1:;;:; U119- Un+l = efi-n (teoremn. 1.6.2-2) 

[~"Il (korcrnn.:!.2.11) a 

~ Sen n un par. F:n tnl c<:i.~o: 

Uni;i-l -(Un~- 1 ] = U11 ó- 1-U11 -¡+1 (teorema 2.2.5) 

U,.,(,P - 1)- Un-l + 1::.. l - (ffnt 1 - U11ó) = 1- i:i-n (teorema 1.6.2-3) 

~·-1 ó"[~"I 
---¡.;-- = -¿;;-
[o?"] (teorema 2.2.13) • 

Terminemos con el siguiente 

Tcormnu 2.2.17 

Demostración 

En virtud dd teorema 2.2.12, [ ó1n] = 1 - ó-ln 

Luego, ~"ffrf1") = 4i" - ~-n = Un-1 + UnH (tccircma 1.6.6-1) • 

130 



2.3 Cñlculo de númerofl de FiLouncci cnn íudÍCf'ff grnnde.'I 

l,:i dcfinir:ión ff'cursi\'a d1~ la. 1H1Cl'liÍÓn di~ Fíbouncci darnmrnt-1~ &e presta para el cikulo tk sus 
elct.mcnlos rncdianlc un com¡•utador. 

r\o se prrlcn<lc :\ljUÍ con¡,lttlir ni11gún algoritmo t'h·o:tr1'initarwnk rjcrntable (d di~·ño de 1rno 

rl4• clk.s ~·:ria un t:u..:a tri\·ial inclw10 ¡1;ua 1111 J>rimipiitlll':'). En lug;i.r de c:,lQ, proponemcs un 

discrdo formu\ari•), tal'1JuaLl1·1m·11t" pr:ktirn, p:i.r:i el nilrn\,1 dt> núnwros tfo Fihouncci con 

í11JicC:R grnnJ1:1:1 

l. CT¡.,_1 = u,;_ 1 +u~ 

2. u," = u.~+1 -UL1 
3. U2n+1 = U~ + U~+ 1 

4. UJn = 5U; + 3(-l)"U" 

5. u~n = '15U~ + 2[1(-lf U;~+ 5Un 

o. U11+i = (hL'n-t + lft+tU'i 

Pnrl\ efecto dt! los 'iÍguicnk-'l ejC'mpkr:1, ~upondrcm(,11 conocid0s los primrros diez mímeroK de 
Fibonncci (y ~olarn<'nte r.11~): 

11- Calcular el lf'rmino VJ~ 

II:v:icndo n = 7 l'll la f0rn111b 5, cucontr.ilnr~s directamente que 

U35 = 25UJ- 25U.¡.' + 5U7 :::: 2.'i(371'29.1) -25(2'197) + 5(13) = 9'227'4ü5 

.-. Ca.lcuJ,.rr.1 término U1a 

llaci~ndo 11::::: 4 y n = 8 ~u l1\ í11mmll\ ·1, cncontrnmos quf' 

Un:::: riu: + 3U.i = S(27) + :1{3) = l·H 

F:i.t =su¡ 4- 3Uri = .s(9'2iit) + ~(21) = 46'Jó8 

Ahora. hiig~ n;;:. ll l"u l .. !0rnrnh ::?, r.'lra dJt··r.n 

Un= U{2 - U?o = 2U 173!J - 3'02.5:::: 171711 

ror ültimo, uplirnndo 011('\'illlh:nlc Ja íórmuh. 2 jl<l.r;i, n = 23, cnc:ontramns que 

U.te= Vi._ - Uii = '2 1 l4D'991 1·1:.>·1- 313'6i0'521=1'8:lG'311'903 
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~ Calcular el término U4; 

Un.ciendo n = !J en la fórmula 5, encontrarnos que 

u.,= 2su; - 2su; +su,= 2sc-1s'<13s'121) - 25(39'301) + 5(31) = 1'1J1'so3'1;0 

Por otra parte, de acuerdo con el ejercicio anterior, U,. 11 = 1'836'311 1903 

Definiendo entonces n = 46 y l:- = 3 en la f<'.'irmul11. 6, encontramos que 

U49 = U3U4s + U1 U~"' = 2(1'13·1'0031170) + :\(l'83C.'31I'OO:J}::: i'77ó'7·12'049 

~ C11.lcular el térmíuo lJ12 

Unciendo n = 10 rn h f.'•rm•:lf!. l y n = '1 t'il J.-~ f.',rmuL1 2, cnc1mtr:i.mos que 

uJD =-u~+ u?0 = 1'156 + J'o2s = ·1 1181 

Vis= ll?o - ui = 31025- -J.11 = 2'ii8·l 

Aliara hága'>C n = 18 rn !a f;,m111b 3, para ~,J,l,cner 

U31 = Ulti + V 1
1
9 = G'G77'0:1ó + 17'·lSO'itil z:: ~ 1115i'Sl 7 

Por otra parl1~, de ncurrdn ron t'I rrilli· r 1j1.rcfrin, /.',1 ~ ~: G'ni'·l!.15 

Definic11do cnlonce:i r1 = JG Cll b ft)rrnilla :!, cncoutmmL•s que 

Un= U]7 - U]5 = (l'J1 - U:i~)(U.i; +/'J.,)"""' ( l·l''.·,3n':152)(3'..1'38-'/'2S2) = .JQ8'·15·1'01 l'bi9''2tH 

La igualdad e autNiOriucnte enli~laJa p 'tll1ite deducir IJllil :;nit~ de fürrmda.i práctir.ao; pl\ra el 

cálculo de númrmit de> Fihouncci con indicr'! g:randcs, supu,.,¡to conoci•ks los primr.ros dki. 

Son la..'I siguiente!!: 

6.1 Si 10 :$ n < 20, ut\ = 3·1Uu-IO + 55U,,_9 

6.2 Si 20 :$ n < 30, U,,= 4' IEill'n-:~i + G'765Uu-J!; 

6.3 Si 30 $ n < ·10, U" = 51-1'22tlll,.._30 + 832'0·10F,..-w 

0.4 Si ·JO:$ n < 50, Uri = G3'2·15'flSGUn-·rn + 102'33·t'l55Uri-J~ 
6.5 Si 50 :$ n < 60, L'ri = i'778'7·12'04DUn-~D + 12'58612G!J1025Un--'l'.1 

En toda.e esta.! fórmulas, la v<1.riable entt:ra. n ('_~t¡\ 11.eoL>da inferior y supcriomir.rite. En 1et11idad, 
la cota superior no es de ningún modo nci::esaria, sólo tiene la íunció11 de f(' ... tringir d nilculn 

de IO!I números tic Fibouncd en tCrminos dr. loo primeros ditz (los cua!t".s purdcn fáciln~ntc 
memorizarse). 

Quiere decirse que, en p11.rticular, la fürmula 6.3 ffi \"<ilida p11.ra cualr¡uicr entero n ~ 30 

Jletlullnrla sano que el lector demostrara la. validez de t'Sta.s fórmulM y extendiera la li11ta tanto 

como pueda.. 

138 



Veamos algunOd ejemploo: 

1'- Calcular el tt=rmino UJ~ 

En virtud de 6.2, ~~ til'ne que 

Ul~ = 4'181U~ + G'7ti5Ui> = 20'005 + 54'120 = 751025 

,.. C1kular el t.:rmino Lf33 

En virt111l de !Ll, 3<" ti•:nr q11<' 

l':u = 51 ;':.:~~ll'J + 8:l::;',J lülí4 .;o;" 1'028'4.'"i8 + 2'406'120 = 3'524'578 

,_. Ca!rnlnr PJ túmino U1 , 

En virtu1l 1lt" H.','\' 1i•cw: IJ\Je 

[!H ::::. ó:~';!-FJ':i:-'-tiU~ + 1(1",!';¡:¡ t' l JM/r, = l1:12fl'!C.1'i0íl + 3'·179'3ül '2i0;;; 4'807'526'976 

l~arl l<'rr11in,1r 1·(1n ·:~k Lrc\·~· ,1r.i.r:.1do, ~ ... .! ,¡,..,....ª ""~t.1L!·-.-r.r 11r1,L f1hmulri, rniouahkmr?nff· confialilc, 
mediante In. rn<ll s,_. T•ll· .¡,, "r-tini:ir "l 1;úm1·ro d·· dfra.~ que frr1·5(•1Jlnn los mimerns de Fibonncci, 

Para ello <'Hll!>darrv.i• •·! ~ig1Ji,·1d·~ 

Teor1•nrn 2.3.I 

De halio, {lu>rt:•i1a !? 1 3), . ( ó" " \ -!un --;:;- - , ") . U ...... , yv 

rn .iuriJi= .;/'f../5 < U., .<1 ll c.1 1mpr, ~' 1,"¡./5 > Uri "' n n par. 

Dcn¡r¡<;tr<·citin 

De aruf'r.fo ron t•l t~Mll<l !.f. '1, !~; -u .. / :'7 75~~-;; < t 
Luf'go, 

F..sto f:fl, 

l'" - } U"+ ~ 
------- t---~-----.._.-------+-------+- R 

U,, U.,+ 1 

~ .. /./S 1'! &Jgún punlo rlr esle iulernJo 

Por tanto, l!,, es el tntcro m:i.~ próximo .i 9"/,/5 ID 
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5ea r un real positivo. 

Ikr.olemoe con #(x), ti número de cifrn~ u1tcri:a.s del real r (escrito en sistema dceimn.l). 

Por ejemplo: #(60.3) = '..!, #( ./5) :..:: l. #00-t)::: fi 

Se demuestra <lile, en g1•11•·ral, #(:e)= l + (log10 x], si x >O, en donde 106 corchetes denotan 
la. parte entera. 

Por d"rnpb: 

., #(5)=l+[log10 5]=1+[•1.6llo\l .. J=l+U=l 

.. #(IO•)=l+[log,,!Orj=l !{l+lo,;10 ,)=1·! 1+0=2 

.. #(IOm) = l + [lo;; 1o lO'"j = l r [mj 

En pnrtiwlar: 

l. Si m t>S un entero no nt.!g.>IÍV(), #(10"') = m + 1 

2. Si n - 1 < m < n (n un l'.ntcro po!!itivo), #(10"'):::: n 

Por ejemplo: #(10';;,) = '.!, p1;cs 1 < ../2 < '2, (de hecho, io-fi:: 25.95-1553 ... ) 

Haciendo :e= {!11 , (n >O), <"n h ig11:i.Ma<i 

#(r) = l +[lo;;" rj 

ohkncmos: #(Un)= 1 + CTog 10 U.,] 

Por otra parte, Un c.'l r./ cnlr.ro má$ prhmio a r;, 11 /\ifi. ~l:\.'i ruin, U,. t-5 tuirifríticamrnlc ig:rn/ 
a .;"'/./5 (esto significa que al nunwntnr el va.\nr ·le n, h <lifcr1~nda ó"/·/5-Un M.' nproxim11 
cada \'C't m:.is fuertcm('nte n c1·to). 

Sustituy('ndo Un por Q" /./5, 0Lt.::11cmo.<J h fórmula 

#(U,.)~ 1-r (O.:?íJ8987ti t(n)- ~ :H<i·l>'f~)•llj 

?a.semos a e:;tudiar a.lguncs tjcmp\os: 

~ EstimM el número de cifras Jcl término U.¡~ 

#(U.,)= l + [0.2089871ll(-15) - O.:J4il 185001] = 1 + [\LOC,1%Si9ilj = 1 + 9 = 10 

De hecho, U4s = 1113·1'903'li0 

#(U.,)= l + [0.20898i6'1(50)- 0.3·19-18r.001j = 1+{IO.Wi189ij=l+10 = 11 

De hecho, lho = 121586''209'025 
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• EslimBr el número de cifrn.11 del lérmino U1oo 

#(U1oo) = 1 + {0.20898764(100) -0.34M8500l] = 1 + [20.5·19'li9J = l + 20 = 21 

De hcfho, U1oo = 3.5-1'2::!·1'8·1B'l7g''l6l'D15'0i'5 (¡\crifiqudo~) 

Nótese hnstl\ a.qui h conflabilidi\d d··l procedimiento 

Se quiere que tlfl ==#(U .. ) -1::: [0.'~(1 ( IJ87C1(11) - ~ :\·1flF-5001] 

L~eg1J, 90 < 0.20~l.~/S16·l(n) - ll.3·HH~OO\ < 100 

F.ntonn•s, ·17ti.3S·l5012 < 1. < ·l'"U.1''·17J'.! 

Por tnnto, n E {'176, '177, ·17~, ·l7~', ·lSO} 

De manera ljll•: l'~7{., f:'417, r'.17,¡, rr,;, ) "~.q ~on h''.' l1'.rminr.f, bn.:;c~do.'l. 

~ Hall:i.r el m.Í.<; ¡1n¡ut>1io y ~·\ rni\..1 grM:J•: t!.: Jv, nú1m:ru~ de fihounccl ron t•xncti~mcnte 10 

dfra.'I dcC"irn;~\rs. 

fte<J.Oh·ic11.l·J !l ~ #IUrl) - l ~ [{1 '..)(l>i·.1¡¡.7r1-1(11) - 0.3·'i~~·l8~001J 

oblcnerno:; \ll dt."ig11:ildad, !} <O '20~1JS7ti·1(u) - U.:l·\~·1F.5001 < lU 

cs. decir. ·l l.7370'.:.IJGIJ < 11 < ·Hl.52\W:ifiS 

de do11dc1 n E {·15, 46, H, •18, ·19} 

Luego, 1'15 y U .. s wn los l<'rtnÍhOli b1J<;<'.-.ks. 

De hc-:ho, U44 tiene 9 cifrr-'1d··cin1alcs,11.icntr<~1 que U~:: t11·ne 11 

... Encontrar llti número tlc Fibouncci ;•11.r. con exi\da.111,~nlc 20:J cifr;,1 decimaks. 

!Wlol•icndo 208 = #(U0 ) - 1 "~ [0.20S'JS7G·1(n)-O.o.\9·l85001] 

oLtenrrnn<> J,i. dl,>;<,)igun.lcl~J, 208 < 0.2fJ89876·i(n) -0.3.\0·18.)001 < 20D 

es decir, 990.9,16H62 < n < 100l.73H18 

de donde n E {997, 998, 999, 1000, 1001) 

Luego, U1$ 99 ffi el término buscado (nótc~;.e que 999 C5 el ún(cu múltiplo de 3). 
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2.-t Dc:mrrollos en frucciún continua simpl1.! infinita 
de lns potc!Ocisui. áurcru 

Ob~rvcmos cuidadooamcntc la curiosa radcna de igualdad~ ~iguicntc: 

105 
38 

105 
38 

2+H =2+-i. =2+ ~ = 2+~=2+--1-1_ =2+--1-1_ 
9 1+29 l+'.!\1 1+--2 l+--1 

2+---1 _1 __ 
l+--1-

3+.J+~ 
2 

9 3+¡¡ 3+9 

l.a liltima expresión obtcuida<:.'5 el dcimrrollu en frnccicín cuntinun :1iJnplc finita (D.F.C.S.F.) 
del rru:ional 105/38 

De maner:i. semt'jantc, St' obtiene que 

3+ 2+ 1 

l+--1_1_ 
1+--1 

2+ 3 

es el D.F.C.S.F. del racionnJ 149/4'1 (¡\·criííqodo!) 

Formnlmerue, una fruccióu contiuun simple finitn, es toda expresión racional de la. forma 

q,+-------
q¡ + -----'---

q,+ ----'----

qa + 'h+ ·.. l 

9n-l + Q.;' 

en donclc la su<:et.ión tic d<•11omU11ulorn11 ¡iurcinks q¡, q1, q3, 114, ... , q11 _1, qn sora toJ(JS 
cntcroo positivos, excepto quizás el entrro q0 , que es la parle micra dt la fmcción. 

Utilizaremos en lo suc1::1ivo la cxprcsi6n (qo, q1. q~. q3, q_., .. , qn-lo 'ln). p:ira designar la 
forma racional anterior. 
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En esta notación, loe resulta.dos obtenidos se escriben: 

• ~~· = (2, 1, 3, 4, 2) 

• ~~ = (3, 2, 1, 1, 2, 3) 

Supongamos que ; :::: (qo, q¡, 911 q3, q4, •.• , qn-h 9'n) 

Para ca.da entero 1: del intcrrn.lo O ~ .1: $ ri, se define lL'l, el k-ésimo convergente, 

mediante la igualdad 

• wa:::: (qo, 9'1, 92, .. ·' q¡,) 

1\sí, para el desarrollo 105/:18:::: (2, l, 3, 4, 2} 1 tenernos que 

• wo=(2)=2 

O Wt = (2, 1) = 3 

• u·,=(2,l,3)=11/4 

• 1,, = (2, 1, 3, 4) = 47/17 

• w, = (2, 1, 3, 4, 2) = 105/38 

(con...-cr¡;rntc cero) 

(primer convergente) 

(scgunJo convergcnfr) 

(tercer convcrgenlr.) 

(cuarto convergrnli·) 

Se ob.!H!rva que, en general, el últimn com·r.rgcutc com>spon~lc al propio raríonal, micntra.q que el 
convergente cero coru.-spondc a Ju parte rntcro. Con<icrnrntcmcntc, la pa,it: Jairrrnlcstá dada por 

(qo 1 q¡, q'2, ... , qn), que es el resto dd desarrollo. 

Es de nuestro particular interés extender el concepto de frucción continua i::imple al cl\SO infinito: 

Se Jcmuestra en la Teoría de Númeroo que los con\'crgentcs en 11n dCBarrollo continuado satisfacen 

laa desigualdades eatrictM 

• uio<w1<w4<W6< ... <w1 

e W¡ > W3 > W5 > W7 > · · · > Wo 

Adcmá.s, • wu 1 - w.1; tiende a cero (alternada.mente), conforme .1: aumenta. 

Oc lo anterior se concluye que Ja sucesiones de convergr.ntes, de índice par y de indice impar, tienen 

el mismo límite. 

De cata manera, puede enunciarse la siguiente 
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Definición 2.4.1 

Sea. q0 , q1, q1 , q3,... unll sucesión infinit" de rnter08 po¡,ilivos, rxcf"pto quizi\& t'I f'ntero q0 • 

Definimos la fracción coutinun simple infinita rnrrcspondicnlf', l.'finita (q0, q1 , q-;:, q3, ... ), 

mediante el 11ig1Ji<'nle limite: 

(qc, 91, q7, qJ,, .. ) = "!~! tl'n 

en donde w,.., el n-éRimo convcrgPutc, e;I;\ dndo por 

w,.={qo, q¡, qi, qJ ... ,q,..} 

Un caso muy ~pecial se da cuando In tlUcC'Sión infinitA qo, q,, q7, q1,,,. pres<'nta. nspecto 
periódico. 

F;11to e~, cunndo exi~t" en la surcsión un conjunto finito de lérminO'l consecuth-oe que se repite 

contínu:m1t·nte. 

l'liliz1nem0s en tal ca..<;0 unl\ barra para indirnr el ¡)('riodo. 

,\o;{, escriLircmoo: 

(3, 1, 2, 1, 2, !, 2, .. ) 

(5, 2, 3, 5, 2, 3, .\, 2, 3, .. ) 

(3, 1.2) = p, 1, CTl 
1,, 2, 3} = ( 5, 2. 3, 5) 

Un resultado de importancia e-11 la Teoría de (>/úmeros e~tahlcce que toda fracción continua i;imple 

infinit:i. necesariamenle converge ,"\ 1111 irr;u:ioMI, el cual !Y'rÁ fl\ÍZ de una ecuación polinomi;d 

cuadr.itica con tC'Cticicntcs enteros, 111 )' i;ob.mr.uk si In fracción continua~ perióriicA. 

EstudiemOfl un ¡ia.r de ('j.~mpk)I;: 

~ Hallarcl\"1lordc (t,2)=(1,'J.,'..!,'.l, .. ) 

Calculando los primer~ conn:rgcntt-'fl, enc0ntrnm01J que 

wo = 1 

tv¡=l+!=l+-
1

-
2 1 ·t ti•0 

tL'2=l+-l-=l+-l-
2+~ l+w1 

U'3 = 1 + --1
-- = l + - 1

-
2 + -l-1 l+u•7 

2+;¡ 

En general, ae dcmucslrll por inducción que 

w,..=l+-1_1_ 
+ Uln-1 

1 
Si hacemos L =,..!_!!::!,u·,.., encontramos que L = 1 + f+L (L > 1), 

de donde L = ./2 
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De mnnera que 

(1, 'l)=.fí= 1+----11 __ 

2+ ') 1 
-+ '.l+. 

Nólc,;c que el convcrgi>nte rcro, H\J ..::: l, cnrn <;fJf'Udí' a /,: rarl( rnfrra de .J2 d~ modo qnl' 

.rn parte dt:cimal tslá d:1Ja pc)t t•I rc ... io del ,j,•, .. :1rrol10. 

> Hallar ('I 1fo1mrrollo cm fra.cci<ín continua ~imple iufinitn (O.F.C.S.I.) de y'f, 

Se CUt!llta. con la i¡1;uci.lclad ( ~ t '2)(-.,S - '..:)::: l 

Luego, ./& = 2 + --1
-

./5 + 2 
Jlnciendo suslituc.iouc5 ikr;,d;i_9, t·urnntr.im0-; !JIH' 

Por tanto1 hemos encontrado r¡11e 

v'[; = (2, •l, 4, ·I, .. ) = ( 2, 1) 

T<'orcmu 2.4.1 

Paro Jodo r.ntcro po.11111 o n, .f,IJTI::: ( n, ~-¡;) 

Demostrnchju 

En efecto, ck acundo con 111. identidad (~! + n)(M+i - 11)::: l c11rontrnmos que 

~=n+ l_ 
.¡;;1 ¡.. l + n 

Efccluando succ.::;lv;-¡nwntl.' I¡; '.'W•titurión f,1,via, 1·n("r-ntr:1111ri..; 111(' 

~ = n + --~-~-,-- = n 1 --·---~---
2n +~ 'ln+ 1 

211 + ¡;;1 + 1 + n 

De manera que v'ñ2+T = ( n, 2n, 2n, .. ) = ( 11, 2ñ} B 
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El objetivo de este apartado e~ cucontrar 1;J D.F.C.S.I. d•• Jn.o,; potm1dns únren~. 

El resultado !>iguii>nll! no puede ser rmí.s bello: 

Tcormnn 2.4.2 

ó=I+---~--

Dewost.ru.citiu 

Sea /. = {T) (nól= qu< l > 1) 

Dcmootrcrno.<J que L :;;;: r;i 

En efecto, esto 1...-s muy St'n.:illo: 

l+---.1--

1+ I+ 1 

1 + ·. 

l.=l+----1 ~--=lt± 
I+ 11 

I• 1+ l 
I+ 

Luego, [J satisface la ewación cuadrática L1 - l - 1 ":::;O 

Así put!t!, l = (J, como quería d•:mo:.trarsc li1 

Ahom bien, <la•lo que ,p = l + r/i y i,1- 1 :::: 9 - 1, se tirne 1¡uc 

.;' = (2, T) 

Parn g•'llH:'liirnr d trorrma ti.nkrior, ,.....lri t'!>, p:i..rn g_f'nr-rar el D.f'.C.S.I. de cualquier potcncin 
áurt:n, son i:ccef'arios al¡.;mi;,s rr::sult::;:J,).~ prdimin:'.1!"'5 Son Jo-; ~¡¡g11i"11lcs· 

Teorctun 2.4.3 

Sea m un entero po~1ln·o. 

En tiJl ca.Jo, fo! irrucfona/tJ 

.r¡:;;;: {iñ) r, =-{O, m) 

$afiJfaccn la ttuadón cuadrátira 

.r'- mz-1 =O 
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Den101traci6n 

Demostremos que z 1 + z2 ::: m y z1z2 = -1 

En cíecto, sea e ::: ( ñi) 

Es cln.ro que z2::: _..!_ {y de nhí que z 1z2 ::: -1) ., 
Lu~go, z 1 + x2 = .:r¡ - * = { - l:: ( m + l) -~ = m • 

Toorr.ma 2.4.4 

Sea m un entero mayor 91U' lo unidad. 

En Jal cuo, lcu inuciona/ej 

Xt ::: ( m, r,m=i} z2 = (O, m, 1, m - 1 ) 

u.lis/aun la rcuación cuadníl1ca 

•' - (m + l)• + 1 =O 

Dcinostrnr.i6n 

Dcmostrem~ que r 1 + z2 ::: rn + 1 y ZtZJ ::: 1 

{ = ( r;m::-¡) = l+ __ 1 __ 1 

(m-1)+~ 

EnLonccs, m< + l ~[(in- l){ + lj( 
Por olra parle, se ob&oerva que 

1 1 1 
:1 = m+e 

De manera que 

r:i=--1 =
m+ e r¡ 

m{+l = m + [(m-1){ + 1]{ = m + 1 • 
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Tcorcmn 2.4.5 

SttJ n tm impar po.tifil'o, 

En tal ca.so, lo.t irracionnlt.s 

Z¡;;;: ~n z1 = -4'-n 

.Jofi.s/acen la ecuación cuadr,ifica 

z1 - (ff11 _¡ + Un+dr- l;; O 

Drmo8trftci<">u 

Es Hidenle que :1z2 = -1 

Por olrn pl\rte, Je nrncrdo con <'l k-crcma. J .6.6 ·l, !lt tiene que 

r1+r1=ón-t?-"'=U,,-1+l!,,+1 MI 

Sta n un par po~itii•o 

l.'n tal ca,,o, los irruci1mah.s 

Z¡ = r¡/1 Z2:;;: r:>-n 
.rnli.s/actn fo tctülC1Ón cuadriítrca 

Dmuofitrnci6n 

Se tienen pue5 lO'i clementelli 11uficienlc, p1Ua generar el D.F.C.S.I. de cualquier potencia áurcn: 

Teorema 2..t.7 

St11 n u tnltro po.tilit10. 

1. Si n u impw1·, ~n = ( Un-1 + Un.+1} y .¡,-ri = (O, u.::¡-+1i,:fi} 

2. Sin upar, '1i"=(L'n-1+Un+1-l,l,U,,_1+U,..+1-'J} ~ 

r/J-" =(O, Un-1 + U,,+1 -1, 1, Un-1 + Un+l - 2) 

En olro.J Urmino1 (ltortma 2.1!.3): 

l. Si n "impar, ¡1" = ( [ó"J) y ¡1-• = (O, (¡\")) 

2. Si n "par, ?" = ((<\"). 1, [ó")-1) y ~-·~(O, WJ, 1, [ó")-1) 



Dcmostrndóo 

Dada Ja similiturl de las dcmostraciont':fl, ofrcc~rnor 1>1llarn~11!1· h pn:d,;i. del iuciso l. 

Hatlcndo m =~u.,_,+ U.,tJ en el l'HUll(iaJo d··l kc1tc1na 2..t.J, (•Jlcontramos que !O:'I irracionales 

ZJ::;; {Un-1 +Ífn+l) 

satisfoten la ecuación cuadr;itica 

Pero, pc.t otrn parte, de ,'l.Cll~tdo CllU el t(•ot•'nl"\ z .. u; 9" }' -9-fJ tambih1 i:;atidaccn r.sta 
ccund611. 

Por ta.nt.o, drbe ocurrir que ~":::; (U.,_¡+ l!n+1} y -:.-" = (O, F 11 -1 -/ t/,,tt} a 

,\ continuaci6n pret;Cntarno¡¡ el D.F'.C.S.I. de IN> primcrM dil'Z pnt••ndmi úur<>ns. 

ó' = l+----1_1 __ 
1+----i-

l+--1-
l+--

1 + ·. 

,¡,3 = ·I + ---'---
4 + 1 

4+---¡-

H~ 

ó' =JI+----'-----
11 + - l 

ll + 1 
11+~ 

97 = 29+----'-~---
29+---'---

29+ 1 
29 + -29-+-.-. 

ó' = 76+ -----
76+ l 

76+ l 
76+~ 
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92 = 2+ l 1 
1+--¡---

1+--¡-
1 + ¡-:¡:---

.;~ = G . ._ ___ I 1--
l + l 

.;' = 17+ 

5+---1-
I+~ 

l+ 1 
rn+---1-
1+~ 

ó' =·16+ l 1 
1 + l 

45+---1-
1+~ 

I+ 1 
l2l + l 

1
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Con c·~lo hemus .:.urnplido con t~l pto¡•C:..,ito fuudaml'nl11l de ec,tf' ap:nlado. 

Ahora regr1~m(<'I 11.I c;1..~o finito: 

Teon•ma 2.4.8 

Para todo rntrro po!ifm.J 11, ~:1: 1 = (1, l, 1, .. , t) co<1 czadumcntt u tmidadu. 

Ccmucucrift111rntc, ,;, = { f) 

• El tC'sultado l1! trivilll para n = 1 

• Supongamos qtH' p<ira cinto entero po.siti\·o l.:, ocurr•! c¡ue 

~ = ( 1 1 1 ... , 1) con exactam•~nle k unidadr~"· 
Ut ' ' ' 

... Dcmo~tremos qllf! Uo+tJ+I - ( J 1 1 .. 1) c.-m ,.,xact:unente (t + 1) unidadet'I. 
lft+I - ' ' ' ' 

En efedo, 

Teoorcma 2.4.9 

u",., (º Para todo tnltro poútfro ti, -¡¡;- = .. , 1, l, l, _,, l} con aactamtr1fr (n - 1) unidadtJ. 

Coruaurnfn"Jcntc, ,p = (:Z, T) 

DcmostrAcit>u 

(2, 1, 1, 1, ... , 1) 
~ 

(n - 1) términos 

2 + ____ 1 __ .. _ =. '2 + + 
(~) -" 

(n -1) tbminos l't1-J 
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Teorema 2.4.10 

Sea t 1m wtero p0Jili110 (t = l, 2, 3, .. ) 

l. s; n = 3t, Un+J - (4 4 4 u. - ' ' ' . ., 4) con ttactamrntt t cuatros. 

z. s; n =3t+ l, Un+3 
u;:~ (4, 4, 4, .. . '-1, 3) can exactamente j cuatro.1. 

Uri,._, ( 3. Si n = 3t+2, --¡;;:- ~ 4, ·1, ·!, ... , 4, 5} con rzaclamr:nlt t cuatros. 

Demo11trnd6n (Inducción sol.ir<.: t) 

1. Supongamos r¡ur. n = :Jt {t = 1, '2. J,, .) 

~ Si t = l (u= 3), U,..+J = f!E. .:: ~ = ·l = ( ·1) 
· U,, U:i 2 

f,uego, Ll afirmación es válida p:1ti\ t = l 

.,. Supo11g:uno; rdwr.:i 111w parn t = L· (r1 = 3k), Nut¡t' •ltlé 

Un+J - UJH:i - {ol .¡, ·l, ... ·1} con exnclamente k cuatros 
Un - UJk - ' 

,,,.. Dcm06trcrnos que 

UJlH I 
U:iHl =, 1, ·1, 4, 1, .. , ,¡) con exact;u111·ntc {!· + l) cuatros 

f:n efecto, 

{'1
1 

·I, 4, ·I, .. ·I} =·l+---1-- =·I+ J'L::: ·tl';it+~ +ll:i1 
{·\,·l,·1, ... ,·t) U:ittJ u3k 

{k+l)términn~ ~ 

Por otra parte-, St' ob5<'r\'a q11~ 

Luego, 

4 U:iuJ + U3~ = U:uH 

D ( ' ' ' 1 ' ) u,... • e m11nera que ~ =-¡;;;-
(4- + J) términos 
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2. Supongamos que 11 ;::; 31 + 1 (1=1, 2, 3, ... ) 

,._Si t = 1 (n=·l), 

Luego, J¡¡, afirmación C'S v.:ílid:i para t = 1 

>- Supong!UTlUI ahor;¡ que pnrn t = 1: (n = 31: + 1), ocurre que 

U,,+ 3 - UJt +-:'_ - ( 4 ·1 4 .. , ·1. :J) con exact:unenle l.- CUiltro~. u,, - f!.10+1 - ' ' ' 

JI>. Dem0!!trcinl)<j que 

~~-(·~ l t 1 .·1,:!) n·u·~x;1:ta.1w1iti' (l:+l) cuatm,. UJH·4 -- ' . ' ,. 

En P.Í>'.:do, 

(4, ·l. ·I, t, ... , 4, :1; = ·I + ,------1--., - ~-.; 1-l ~~:±..!. = :!.i_'~~+.4 + ('31-tl 
.._______, \ 1, ·1, ·I, .. , ·I, ,)) l,u.-.1 htt-1 

(k+l)tilrrnÍNJ~ ~ 

Por otrn pnrte, se d>\cna •p;<· 

Pero, 4UJ.tH+UJk .. J =:-\(U.u+?+U:n+:i)+(UJ~-1 +l'Jt) 

::.:: (U:iJ:-1 i··H.'Jl·J..'i)+(·1lf3.1.¡J ·+ l':H) 

Luego, Hí_,ld -+ fl31: 1 1 ';:"; U::u.¡~ -f l'.'\tH =- UJ1+1 

De rnanct.l que { 1, 4, ·I, I, ... , ·1, :J) = ~-;!. 12 
, __ .._____, U:ik .. 4 

(l-+l)thmin«,. 

Tc~l!'cmn 2.·l.11 

Sta t un rnftro pcml/1'(1 {t = l, 2, :¡, .. ) 

l. Si n =5!, u • ., = ( 11 11 11 . ' 11 ) u. . ' '. ron tractamcnk l 

.. Si JI= 51-t 1, ~~~ ~ ( 11 l l 11 • ¡ 8 ) u. ' ' ' .. ,l • con traclamrnlt l onet.1. 

3. Si n = 5t+2, UnH =( 11 11 11 .. , 11, 13) u. ' ' ' ron tracldmtnle t 

4. s. n = !il+:I, U.,p¡ :;:;; 1 11 11 11 .. , 11, 10, 2) ron rractamrnft t niirr,,. U,.. \ , ' ' 

5. Si JI:;:: 51 +1, Un+'!= ( 11 11 J1 ll .. , 11, 3) cor1 <Z:acfamtnlt (t + 1) orlfCJ u.. 1 ' 1 ' 

Conur1u11ltmtnft, ó~ :;:;; (Ti} 
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Dcmostruc:ión (Inducción sobre t) 

A manera de iJus;traci,in, dcmo~tr<lrcrnoa 1inkamcntc las igualdades 1. y ·1. 

l. Suponga.m011 qur. n = 5t (t = l, 2, J, ... ) 

. Un+s U1o 5.'.1 
.. S1 t = 1 (n = &), U. = -¡¡;- = 5" = 11 = ( 11) 

Luego, la afirmarión rs \'.ílida 1.:1rn. t ::::.:: t 

,._ Supongamrn ahorn que piHa t:::: k (11 = 5k), ocum: que 

u1~+ 5 = UUsl+s = ( 11, J l, 11, .. , I l / con cx<iclnmrntc .1: onces. 

" " ~ Demo'ltremos que 

UU:u+io:::: ( 11, ll, 11, 11, .. , 11) ~on cx;iclamrntc (.1: + 1) oncf.'s. 
!ilt5 

En CÍ<'clo, 

(11,11,11,11,. 11}-Jl-t 1 -ll+_!~_llUsH·s+Usk 
~ - (11,11,11,. .. ,11)- u~hs- Uu+s 

(k+l}término" ~ 

Ahora bien, haciendo /: == 5 en la fórmula J del tPotema 1.2.6, obtenernos que 

(n 2: 5) 

Sustituyendo u por !ik + 5 en la igualdn.d n.nterior, r11co11tran10~ que 

U1a+1r:i = 11 U~a+s + Uu 

Dcmnneraq'Jc (11, 11, 111 11, ... , 11)= u¡~l+IO a 
------- T~<+S 

(1+1) términos 

'1. Supong:uuos que n:::: 5t + J (t = 1, '..!, 3, .. . ) 

s· l ( S) U,.., U13 2.13 l I 2 1 ( l ) 
~ 1 t = n = , -U::-= U,;, = 21 = + :?! = 11-t IO+ .!_ = 1, 10, 2 

2 
• Luego, la afirmación es vi\lida pR.ra. t = 1 

•·~Supongamos ahora c¡ue para t = k (n = 5l: + 3), ocurre que 

u" .. = u.,,,= (11, 11. 11, .. , 11, w. 2) 
Un Uu+:J 

con cJCadntn('lltc k Qt1C1:s 

._ Demoi>trcmos que 

UUu+i
3 

=(11, 11, 11, 11, .. , 11, 10, 2) con eHcta111cnte (I·+ 1) oncL's 
SH8 
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En efecto, 

(Il,ll,ll,IJ, .. ,~) 

(k + l) términ05 
JI + ( 11, 11, 11, .. ' 11, 10, 2) 

,I; términoe 

11 + Uu+J = llU5Ho11 +u5HJ 
Ur.1rt11 Uu+s 

Ahora bim, h~icndo ri ::; 5k + 8 en la fórmula 

Uri+5 - Un-5 = 11 Un (n ~ 5) 

obtl!nemos que Uu+tJ = 11 C!utd + Ur.1;+:1 

Demaner.1.que (ll,ll,ll,ll, ... ,ll,l0,'2)=lulH+l:1 m 

------ 5l+il (1+ !) tCrminoe 

Los siguienks y Ulti rnmi trnrcmM p.:rmitrn cnconl rar J;C' JMrt<'S cnt~ra y decimnl d<'I cociente 

Teorema 2.4.12 

Sea k un impar. En tal ri:ua, para cuJ/quitr tntcra u~ k, .'!t firrit qut 

(u~:") = U1-1 + Uu 1 [u~:·"] = u~:· 

Dcmostrnción 

Oc acuerdo con el h:orema 1.2.-1, UnH - U (U"-')+ U Un - ¡. Un ltl 

Luego, 

[u;:•J =[u. (u;:') J +u,., 

Ahora demostremos que [u.1: (Uü:
1
));:;; U"-I 

Para conseguir esto, bnstar.i dt•nio:itrar que U1r-t 5 U1r (U~: 1 ) < l'1r-i + 1 

ó, equivalentementf', U"- iUn $ U1rUn-J < U1r-1 Un+ Un 

Y, en efecto, de l\l:'Uerdn con el trorcma 1.2.5-1, sc tic11e que 

U¡Un+I - lft+iUn 

l!tUn+I -U1rUn -U1ruUn +Vi.Un 

f!1r(Un+I - Un) - (l'HJ -l'1JUri 

U.1:Un-1 - Ut-1Ur1 
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Ahora bien, como Un-t = U1:lfn-I - U1-1Un <Un, contluimoo que 

Por otra parte, dado que ( z] = z: - [z], encontramos que 

[u~:·] 

Tcorcnm 2.4.13 

u... ) U-: - (Ui:-t +Vi_. 1 

Un+~ --(U¡._¡ +V•+1Wn 
u. 

(leürcma 1.2.6.-1) m 

Sta J: un p<Jr. En tal ca1101 para cuaf,1uiff :!nitro n ~ k + l, .ff lir.nt qut 

Dcmostrnción 

Di análoga n In nn krior 11 
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2.S n y el ntimcro dr. uro. 
Sumas y productos infinitos. 

Con!'\ auxilio de IM fundonN> trigonomélti<"-'> se establecen vínculos ímportantes entre el número 

cfo oro y el uui\crsal y no menoo fo..scinar~tc número tr 

En µarticul:n se d1-staca11 l.1..S siguientes rdacionl's: 

= 2w("/'•) 

i;i3 = lt111(~:T/l.5)lr.11(7:r/lf1) = t'ln(i;--/:m)ta11(J:J;':"i~IO) 

<:i- 3 =. t:rn(:r/IO)lan(:r/.S) ~ t<1.11(ll:'i"/:JO)t:rn(T/:m) 

../5 = ta11(T/!i)t:111('.!,-/.3) 

[<> dr. 11u1·_<;lro 1.:>p•·~i.d i:1ter\.'> • 1 \'.\l1 wkr b. ,\piici.d,_•Ji d•: Le; fu11cl0n•~S t.rig0nonv:trica.s sohre otro<; 

:i.rgH!!lf'fl!OS f!~ak.~: 

L" 1a/oro Jr fos func1•.'r11:.~ trí;¡v1.,1inlh1c1: ,1rn11, r:o/leno y tangente .~obre lo5 aryumrnto.1 1nd1-

n1dli!l, están conlrnidn~ rn 111 tabfo Ji: fo pogrna 13~\. 

D1!mr1strncii'in 

• "'" ('/'•) e •Ji- •''il ~ h~ ~ ¡,f:f"=""3 • 
• ''*/>) 1~!/io/2J = ~N " 

L11f'gO, 

• '""l•/10¡= JW-,,;2¡~ l~= 1¡2.; 11 

• cos(,../10) ::: \/1 - 1/·1~i;:: !~-~) = tv~ li 

• ,,,,¡,¡111¡ = t1/21>¡1(l~ = i/ow~+-2 '" 

Ademíl.s, 

• '<" (•/20)= {f,(l - ~.j¡-+1¡ = ~Jz- .µ+2 • 
• cos(•/20)= J~(l" ~,¡;;+2¡ ~ ~J2+ fi+2 • 
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o tan (T/20) = /Fí- .fl.+2)/((2 + ~+ 2j 

= F .fi.+2J'1(l2 + ~112 - .fl.+21 

= (2 - ,fi;"+'.i)/( v;:::i¡ = 9(2 - ~) " 

~en x 
tanr= -

CO:i:. 

" /i ___ _ 
rns~;:; \ ;¡fl +cosr) 

Por ctrr• part<':, a ¡1artir 1!~ !z1 iJc!;ln[ \d 

• L11¡(: .l !J):;. /~~{~1~;7:ln'~; 
se demuestra que 

• Lud.r=t:111.rtar1(~/3-::)t;i.n(;r/J+z) 

F.n partirular, pnra .r = ;-;flO, se tinie que 

• t:rn(3;r/10).:.:. tan('-"/lO)t;;n(7;r/:!O)tan(1:1ir/30) 

• 
tan~:l,./!O} = l/t:1t1(:"1""/.';) = :;.¡/;;;:--¿ 11 

Por tanto, 

Pero 

- .;J-::0 
, ¡· ) t;;n!i.;/'.lO)+t;i.n(:r/CiJ tan(i:r/30)+ -"-

• tau(t.J:r .iu = l - t:tu(7::-/30)tan(:rf."1) = -- ,/J:..O ,w --
1- ---t:rnti::-/30) 

o 
Sustituy('ndo l'Sta última exprr;i611 en (i\), ~e ohtirne h igu~1\dd 

Li.n~(i::-/:10) '"t-~ t;ui(i.'Tj:¡i)) 

• .;;3= .. ~º 
1 - -ó- taa(-;'irf::O¡ 



Definiendo a == ó3
, b :::: ~/ó y z == tan(77i/30), la igu11h.laJ nulcrior toma In formn 

cuadráticn. 

rJ+h(a+l}x-a::::O 

Resolviendo pnm z y su!ltituycndo lo.-; \'a]ores de las ron.~timtc,; a y b, eneontrñtcmos, dcsr,uC.s 
de una cuidadosa sirnplilicación, que 

y de ahí que 

Ahora bien, hncit·ndu x::: i;r/30 rn l;1 id('ntidad 

• tan~.r == 1 ~t~~~¡~z 
obtendrcmo~. dcspuc's de nlguna..-; simplificaciuues, que 

I.u~go, 

• lau(;rr/I\) = ~ r. 
vó+2-v:I 

o la11(2rr/15) = ~ + J;j 

• 

• 

• 

• 
Los resultados complementarios SC' ohli1~11rn con suma facilidad a pnrtir de la.s col'ocid;i.s idc11lida<lcs 

• SNI X= ro~(':r/'.! - x) 

• co~x =sen (-:r/2 - r) 

• tnuz = l/tan(;r/2-.:-) 

y recordando que 

tan.:-
• sen z = Vl + tan1 z 

1 
e CO!I Z = V't + t1rn' Z 

De c.'ila mnncrn damos por conduida In dcmostrarión del tcor<'mn • 

Sustituyendo q, por (1 +5)/'l l'll In expresión pnra scu (rr/20). w~{:J1r/20J y la11(7!'/!il s~· obtieuen 
Jos !liguicntcs resultados : 
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I~ ~ • sen(;r/20) = 2 2-v~ 

I~ ~ • cos(3:r/20) = 2 2 +V ~-2-

r;;;-.¡r,¡ 
• tan(;r/fi) = ~;.._ 

l + './"> 

Nótese que 1,2 y 5 son ·~nleros d~ Fibuti:Hci. 

Pasemos ahora a introducir d concepl<' de prmlucto infinito.r; 

~ 

Se definí: d ¡1rod11cto rn/ü1ifo de !os término!> a1, n2. n:i, . , t"•crito I1 an. como 
n:I 

~ " rr lln = }i:i;, n a¡ 
n:I t=I 

en donde rr fJJ,, d 11-bimo pmdudu p.ir-cial, e·.tá darlo por 
!:I 

rr llt = ª' !l:;: llJ .• a11 

l:! 

Cua1Hlo el limite anterior tl'!.ulta u·r un real d1fnrntr de cero, se din.· que el producto infinito 

cont·trgc, r11 otro c:u.o se dice Jn~n;cnlt: 

. . rr"° n{11 + 3) 
Por ejemplo, se puede d1•rnoslrar r¡\le ti pn.1rfodo 1n/irnfo . (n + 

1
J(n+

2
) 

1/3, lo cual signifir:a qu<:" I/3 :vlmite la rcpr<"bC!llnción infi;;ft'."\ 

l"Ollrtrge al racional 

~=mm (fo) rn) (m. 
de infinitos factores". 

Esto es, si Pn r<:"prcsenta al n-~!iitno producto pardal, ~ = ,}i.!1~ P0 
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Obsrrvese ()UC, para t•stc ejemplo en particuhw 

P1 = (2/:1) =O OOIL. 

• Pi = (2/a)(5/G)::::: '5/'J = O.!'"if15. 

p, = (2/:l)(ó/fil(O/lú) = 1/2 = 0.5 

• p" = (2/:1)(5/ii)(fl/!Ol(l·l/Vi) = 7/1'5::;; IJ .. 1flfüi 

• Ps = (2/:J)(5/1.i)(!J/IO)(l·líl-5)(W/2l) = ·l/Q = o+u. 
• P, = (2/3)(.>/G!(0/10)(14/151(20/21)(2;/28) ~ 9/21 = 0..126571. 

• P, = (2/3)(5/fi)(9/10j(H/lf1)(2ll/21)(27/23)(:<5/30) = 5/12 = O..J!tiGG. 

• P0 = (2/3)(5/il)Ul/IO)(l·1/15)(20/2I)('.!7/2H)(:i.r,/JG)(4,1/·lf1) = 11/27 =O ,!07407. 

• /\ :::: (2¡:J)(fi/tl)!~i/IO)(lol,/l."i)('.'íl/21)(~7/'1~)(:J.i/:!G)f·l·l/l·,)(5l/.:1í_l ~ ~/:"i ~ (1 .. 1 

• !'10 = ( 2/3)(5/G)(U/ 10)( l·I/ 1!'"1)(20/:!1){2i'/2S)(:!S/.lfll(·1·1/lf1)(,í 1/55)(65/(!ti) = IJ/:1;.i = o.:rn3g. 

Una coudicióu ncct5an.1 (¡wro uu .sujic1t"11/··) p.i.r.1 quc..] ¡,rudt1r!r.' infinito 

11 "" 
n::::I 

Por otra parte, ~~ demue~trn qli<' el producto inli11itt) TI ( 1 ±a.,) c011ira9c u Ju rrgc con la s·~rie 
n::::I 

~ 

¿:u,., p.1rn O$. a,.::; l 
n=l 

Un inlcr~s;111tc rl·~u!tado di.: !;,. \'ari-1ble Comp!rja ('S t.'! d11->;irrollo <l•! la f1mdó11 /(x) = .r/srn r. 

como producto infinito· 

(1) 
r e-: n?:r' 
~ = fI r¡::i,,.i _ .rJ , -:T < x < ;t 

ri~I 

<¡ue, valuada en .r = 11f2, produce la couocida fórmula df' \\'allí~· 

(11) :: = fi ~ = (:!)" (!_fl) (:!.Q) (9-:) (l_QQ) .. 
2 n=I 4n1 

- l :J 15 35 ·13., 9J 

I:n general, para -h• < :r < h (k > l), se ap!it:a la fómi11L1 

(111) 
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Se cuenta tnmLién con el producto infinito de Eulet para. la mi!>llHl. función: 
r 00 1 

r1v) ~=JI '°'<z/2"l 

1¡;unldad que, pa.rn :r: ~ 1f/2. proJtiCJ.). l<i. fórmula d.- Vielc: 

(VI ~ = fi ___ 1 __ = ---~--J---------;~=. 
2 ""' ws("/2"'') /¡ /i 1 /¡ gl 1 /¡ 

v~\ 2+~viy1+;vJ+'lvi 

Los próximos tc-or1•rn;1.s rl'lncion:u¡in n la..<1 constantes t;i y :r mediante los productos infi111tol: 

Tcorcmn 2.r,.2 

St: titurn lo.~ ~ir;uirnle.s .:!r.rnrrollo.•· 

l.~= fl~ 
5 ri=-l 100n 2 

- l 

D1•1no~trm'il'1n 

TI~ IOOn' 

100ri1 - ·H.l 
n::l 

11 ígasc r ::: :r/lO, ti:r/10, 3;;/10, 7::/IO en la f,',rm11b (1) p<1.ra oLkncr, rcspcc:tivrunente IM 

igu:dd.vlts l. 2, 3 y ·I 

" 

(:;,"'º) (•l'.ilJ(I)' (." lúll) (8100) (10000) 
~0'.i ~~~ @~ 80~1!) 99!)() . '. 

Pi = ~~~~~ ~ 1.0121..:\~ 
400\H)IJU _ 

p3 = 3fH5iiJ = l.OJJd .. 

P4 = ~~~~~~~~~ = LO Han .. 
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_ 16000000000000 = l.Ol·l7DL 
P, - 1576G670530Gll 

_ 6·:00000000000000 = l.O 15050 .. pd - 630-H.H635!1!.lli3~:.!l 

_ 0.JOOOOOOOOOOOOOUOO = l.O ¡r,~dL 
P7 

- 63036:!01H2:J:J873S71 

/'" -· ~096000000000000000000 ~ ¡ •!l'd·IG. 
-· ·IU336\.1'21JUS l3:2ti58!J005'.l'J 

-tOOGOOOOOOOOOOOOílOOOOOOO = l.OU.Sí2, .• 
p'J = ·tü33l~·lú213~l08Hl·\Uliú91 

_ ·100130000UOOOOOGü0000íJ1J~QCOOO = t.015673 
Pill - ·tfl32Wl3Ul!J'.:f.(l'i50.J87S'.i.JU:.!')0'.:1 

El foft"r pnl'.'dt .iprr·<iar :1hot.'\ .·,'·m·• 1;\nh1ric·n11 •·st.• ¡irou·~n 

Di\·iJiendo Jn..:: t:xpr('5ir>n•s di:! l•.Otl'.'ma 11.nl·'rior, i;c rncucutrn qtl~ 

ro lOOn~ - D 
II tOOn;i-1 
n:::I 

TI"" 10011~ - 49 
lOOn:! - 81 

n=l 

Otro de;a.rrollo en produi:to iiifinito para ;ri;i/f1 se presenta en el sig11i1•ntc 

Teorema 2.5.3 

fo .succ!ión dtfinida n=c111"s1t·amr11tr por 

ª' 
a,,+ 1 = ~.,/2 + 2an 

St afirma qut 

~e ~ 1 2 2 =="i2==== 
T = TJ.. ;;= ~· f;+JH/$~· F+-J2+J2+.ff+'í. .. 
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Df~mostrnción 

A partir Je la idcnli<l<\J co;,(x/'2) ;;:; J~(I + cus ;r) , o;c dcmue5tra par inducción r¡uc 

ª" = cre(rr/(~"+ 1 )5) 

Por olt:\ parle, valuando f'TI r = w/10 el pro<lucto inlluito de Eulcr (J\'), se obtiene que 

/'1 ~ 1.012·\fi:). 

p~ = l.015Pí~5 
}'3 = t.otG:mi. 

1'.1 ~ t.ornr:i;s. 

I', = l.OHHi::!,l .. 

Nótese ('Ómoel tp1i11to produ.:to p:>.rct.ll 1\ a¡iroxima a :r<ii/5 ba.s~•~ rl urJen tle bs 1liezmil·~simas. 

F.ícctuemo~ t1.hora n\gunn.." manipul;-icion(.~ :i.riunClira:¡ ~obre los terrninos del producto i1ili1tito 
nnt<::rior: 

l 1 

"1 = ~ ¡i:-JW,-:;¡r;¡ = -¡;:~Ji-(:,+ ;i¡ 
en dr;udc los c:;:poncnlr~ l y .') d•: !:1..s p<iknria.!i de 2 ¡rncdrn ".;cril·ir»1' corno 

1 l 

ª' = ~-0:0~;;:~~ = -:¡;;~-~/~~::-¡¡' 
en donde lo:. ('Xpnncut<'s 1, :J y~ di' la.o; potencias d~ 'l purdcn ··~niliíISt~ como 
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en donde los exponcult:s 1, 3, 7 y 17 de !.1.-> potcncin.s Jt: 2 puc<lrn cscriliirse como 

1=21 -1, 7;::: 23 - 1, 17;::: 24 + l 

En g~mcral, los t'Xponcnl<'s de la.~ pott-ntiM de 2 <¡ue fi,;;urau en d término 

21 - !, 21
- 1, 

Lo ankrior nos conduce al '.'iguieuk r•~':lullado: 

TcCJremn 2.5.4 

La conJlanft: -:r9/5 admite ,..¡ srgtJienfr dernnolln rn pnod1idC1 infimtn: 

En particular, d clcnominaJur de b e.'\prr::.itín bajo el ~i¡;no de producto !:C aproxirn.1 a In uni<l:ul, 

al tender n hacit1. infinito. 

Es posible también dt'sarrolla.r la constt\nlc ~?/5 mediante una serie infinita: 

Teorema 2.5.5 

Lo con$tante t'r?/5 aJmitt tl 1lr.srJ1 rollo en .Hr:c infinita 

Dcmoslrnción 

Ln función /{.r) =eser lic11c el dcsa.rrollo cn i;erif! 

cscx = .!..-2rf: \-l)n:ll 
X Z - n 11' 

n:-:1 

lla.cicndo z :::" 1í/10 y ob,.crundo que csc(or/IO) = 2?, cuCúntranws d d('sarrolln i1Hlir.a<ln • 

De estn mtancra, ;r~/5 puede c.,crihirsc en la forma 
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Cn con'lccucnda 

Es bien común 1¡11e el nín11cro 

de ti¡oo armónirn. 
en ro1nhinati611 con otrns constan1<'s figtHt' en cantidad de 51.!rii:s 

Sirvan de cj('mplo Ja.<; siguiente;; tres: 

N (-J)rt-H } 1 1 l 11" L 2';;'=--1 = 1 - 3-+ 5 - 7 + g - .. = :,¡- {tksnrrollu de l.eibnit) 
"=1 

Teorrml\ '2.5.G 

l. 

2. 

Dt•tnostrncii1u 

1. La fu:trión /(.r):::: col r tir•ne d <lrsartril\o rn i,cril? 

1 ~ 1 
col r = -¡; + '1.r ~ x~ _ nl:r2 

"=\ 
111\Ciendo .r = ;r/\O y o\.s1rva11do t¡LJ(" col(:r/10) =o~. cuc.ontrarrtuo~ d d<,.att•·ll0 

indicinlo • 
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00 1 1 ( w (-1)º+1 00 1 ) 
2

• L.IOOn'-1 =-:; L10on'::--¡-Í:1oon'-J 
11::1 o=l ri=I 

• 
(Ob.sún:.:-o:. lu aplicación d~ la ig11aLL1d l. nulcrior y del teorema 2.2.5) 

Teormnn 2.5. 7 

El c1rndraJo de la couslaulc ':f4~/5 acl!llite d dc">arrollo en scri<~ infinita 

Esto c.9, 

Dcmostrnciún 

La función /(.r) = t5c 1 z ti('nc el desarrollo t!l sr.ric 

' ~ { 1 1 } ese.e=?; [.r+(n-J):rf .¡. lr-1i:rP 

Uacicndo ~::: ;r/JO y obscr\'ando que csc:i(;T/JO) = ·192, <:ncontr:i.mos que 

·l?I' = .'2- [--IU_O_ + __ 10_0_] 
~ ;r'(!Un -UF J1'1(J011 - 1)2 

Esto~. 

Terminemos este apnrtndo co11 el siguiente 

IG8 



Tcort?ma 2.5.8 

2. ".:..[ 1 1 l 1 1 1 1 1 1 ?; (lOn - 7)1 + (1011 - 3J~ ~ ~ + 7:i + l:\~ 1 'f¡1 + ij3:i + 2'fJ + · 

3. ~[ 1 1 l 1 1 1 1 1 1 
~ {10n - G)~ + (1Un - .l)i ~ :t"i + 6"i-+ i1""i + Tír + ;¡.\i + fc;' ·t · 

l)cml1str11ción 

lJ¡ígn.sc z.;:::: ':f/5, .1:r/10, 'J;r/5 en 1·\ ,l(·•.:nwJk, para \,1 ÍLMi!°Jn f(.r) :::. <:<;c 2 x para obic11t~r. 

tcspec.tjva.mcnh!, la~ igm~lda1k':'I 1,2 'fa u 
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2.6 La cspirnl tturca 

Queremos tcmün;i.r Cllla. tc~Í!! tal y como l:i. inicianns, cslo es, con un apartado esencialmente 

geom~trico. 

Se:\ PQRS un rcctiingnlo ñurc:o de lados a y b (u/b: o;'l) 

De acuerJo con d trorema l.l.11, """ r1·ctán~u!o pw<lc ser dividido •'ti Jo.~ part('.s: un cu1n.lr:1do 
perfecto)' ll!\ tCCt<Íugub int~'rior fomb1in oÍUrro J-:~lf' t'dtimo ¡•111•dr:, a :;ti \l'Z, ser Jividido de iJ:UaJ 

manera, d1~ li1JC'rtr- tal r¡w: e,,tc proo·so p111~<lc 1~xh'r111>'r 1111 lír111tr.f 

Q 

t--2b- u--+2a-:Jb-•-------- b---- ·-----~ 

~---a - b----+-------- b -- ----~ 

"---·---------< 
s ---¡ 

1 
3 -¡, 

1 

1 
2 1 

1 

1 
p 

Ohsct\'c que la ubicación dC' los cuadr;tdo~; n-5po11de al pr111dplo: 
"dtrtcha-abaja-izqu1crJa-arnh11-

T f T 
¡ 2a-3b 

2b-u 1 
1 1 

f"Tº 
1 

1 11-;--b 
a-b [ 

j l 

~Si ti to:"chingulo PQRS dado"" r1 .i,rr1>, d 1>r""'11" p1uir ur ,'i"lif,,, Comirl~re~~. pnr tj,.mplo, f .. , ,,.rt.ingul<u 
delir.do1U,,-+1 y U,.. 
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F:S d:iro •¡t1e el proct,;o anterinrmcnt"' cxpli~:i.do pue¡Jc <lcs:irrnllnn:•! regrl.'sirnmt!nlc, inscribiendo 
el rcdá10;11lo PQRS •'t1 otru famhi€1J ci:irc(1, de mam•rci r¡ue tl!:'ulte un riiilrlrJJo perfecto cornple-

1w.itMio. Las dos pri1111·rn~ clapa.~ d1; esl."l tl'gresic'..11 s·~ if11.,lran a. coJLtinunci6n: 

• .t_¡ 11-1 Ao 

T 1 

1 

1 
1 

j 1 

1 

-1 
AJ= Jl 11, "· 5:;; Do 

1 n. 

L ________ n, 

l 
A,=Q D¡ A1 == P 

!-------- n + b --·-------!- - ·· ---- " -----! 

Note ahora que In. ubic:ld1)n d•! lo-3 cua.frada:> rcqJon<le al uitaio ''.1rri6.1-1:qrncrJ.1 af,¡¡Jo-dtrcch11" 

(rcgre:ürnmente t'I principio di<;po<;itiro nnt••ri0r) 

Ddiuición 2.G.l 

A la poligotrnl infinita ... ¡\_ 3 .. L~ .-L 1 .-1 0 :1 1 A:: AJ .. la JcnCtminnn·1110•; espiral úurr.a r('C• 

tm1gulnr. 

Adt•m:l.-;, P·UI\ c:1d:i. (·1Jt1·to ;irbiltario u-, ¡,, di'nntarú ,,¡ lado del ri -t'~imo c11.•drn•h, ~" •l1·uot ará 

la longitud d1•l Sl'gln• ::t•J r•:ctilíneo ~-~~~"7, r.., d~·!;!1~n1r:í l.• longitw! lot:il de!.' ".'-pir:d. t"m:d:J. 

de.~dc el \"Crticc :1 11 hada s11ÍlllNi1JT,1ni<>.ntro1'! qui~ a:, P'f'r"~•!!llad b lon¡!;i!uJ d" h 1~¡iiral 

n1~dida :i partir dd puulo ll,1 
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Tcorctnn 2.G.l 

Para cualquier t.'a/or entero de fa 1·anrible n, H :rnll4arw las .s1!lt1lfnle5 i9ualdade~: 

l. '" = .9-· 
2. '· = <o. = a4il-n 

3. u,. = 4•"c., - ao=i-n 

·1. -~ = 2En = 1a.)1-n 

Dcmostrncióu 

llagamos 1n::;; or-n, C'n Jondc res nn rct1l positivo ¡1or Jctaminar. 

De 3Werdo con el proct-so con.qtructivo dt• la espiral, rrsulta ciato que 

1ntJ = 1n -1'ntl 

Por ejemplo, es foci\ verificar que 

,, ~ 1'-~ -1'-l (vCMc en horitont.ll) 

1• :::::. i'-1 -10 (véase en vcrticn.l) 

" =10-11 (véil.'IC ·~n horizontal) 

13 = 'll -11 (vél\.H~ en \'t'tlicni) 

De esta forma, se rncuent.ra qu" r satisface la ecuación 

Ó, cquh·alcntementc, r-: - :: - 1 =O (de Jvn,I•· :: ':;: !?) 

Luego, hemos cncontr:ido que In = o~-n m 

De c..<1ta mancr•~. rou\la que '" = 111 +1n+I = (0- 1 + l)n~-n = o;))n = a,;.1-n • 

La. ígul\ldad 3 la dcmostrarerno~ por irnlucrión: 

~ La fcin1111J,,, 1;s v;iiirh p:ua el \·il.lor u= l 
e>'.) te ~<l 

F.n efecto, a1 ::= L .!n ::::: 2: 11?
1-n = oó E ir" 

n:l n=l "=l 

Pero, de acuerdo con d korr·ma 2.1.fi, ¿ .:,.-";;: ó. l.11.-:go, 0'1 = oi:i= 
n=l 

~ Supongamos que, pau cierto entero k. c:tt := a93-t 
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~ Ocmostrcrnoe ahor<\ que ªt+1 = or,'12-" y que ""1-1 =ar;."'-" 

En efecto: 

O',t+J =O'¡_ ~4: = lJ<j!i.1-i _ a~'il-t = 0.¡i:i-t(Q- ¿.-1) = a9:i-t 8 

0'4:-1 =a•+!1:-1 =a9:i-4:+u,_'i~-1=or?1-t(<>-1+i;.-2) =a94-4: a 

Para dcmo!.irar ·1, ba.&ta con ohscrn1r que o-:,= 0'11tt + 111+1 B 

Toormua 2.fi.2 

LCt$ 11lrlfru A, d1: fo t'1:1pi1·al áurt_n rectangular 01/Jr:i iod<l., confwidos 1:11 un par dt ruta.s 

;1:rptndic?J/,11r.s, 11tl!.1 Je /11.\ cutJI<'\ curilunc 11 /tls t ir11ct3 con índ1a imr{)r y la otra lJ /oJ rértices 
con {n1licc par. 

Dcmostrnción 

Asumiremos, por coruuJidad, r¡u·~ k•s 5-erni ·ji•_., ax y OY indkado'l rn lil figur3, son lo.~ scmkj•.S 

poJitiL•oJ. 

A_, 

o 

-1 

A3 A, 

3 h. 
A, A, l 

2 

Ao 

D=A 1 

1 

1Como •ccmro" debe •mtcmlcne el punto L'mitc hnd,, d cuAl t. •Ucc~ión de \értkc• connrgc. Utiliiaro:mo~ d 
almbolo Aoo pua de.lgnarlo. 



H.cspecto 11 este sistem~ encontrnmos, al d~unollnr la espiral, que 

• ,11 =(O, O) • A, =(<1, O) 

• AJ = (!1, el) • A,. = ll'1 - !3, !l) 

• 1h = (e1 - c3, l'l - !4) • A6 :::: (t1 - !3 + !!11 t2 - !<t) 

• A:1 = (t1 - !3 + !$ - !1, t:;, - r-1 +e~) 

(1>? O) 

(n? 1) 

• 1L 1 :=: (t-i. co) • Ao =(O, l'o) 

• 1L3 = (t-1 - !:_3, !o - l'.-:t) • A_1 = (t-1, t:o - c_:i) 

• A-r. = (!-1 - t_3 + t:_!>, to - t-2 + !-4) • A_4 = (!-1 - t'-3. !o - l'-1 +t-4) 

(n? O) 

(n? O) 

La recta C1 que pasa por los puntos A1 y A3 tiene por ecuación: Q- 1.r -y= O 

La recta C.1 que pa.'>a por los puntos Ao y A1 tiene por ecul\ción: <iz + !J = a9 

(obsérvese que C'Sli\.'I rcdM f>On prrpf'ndicular1::5) 

~ Demostremos que los puntos A2ntl (11 ~O), C'Sl<ln lo(IO!' contcuidos en C¡. F.11 efecto: 

q,-1 t(-l)H•cn-1 - t(-l)Hten ~-1 f)-t)Ht0~2-n _ f)-l)t-+10 ~1-11: 
1=1 i:=l l:::\ t=l 

" " 
a(> ~)-1)'+ 1r"- ·~ 2:(-1)" 10-" =O • 

l=l t=l 
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~ Demostremos que log puntos A-(:!n-l) (n ;:- (l), e.'>l5.n todog contenidos en C.1, En efor.to~ 

n n n n 

i¡i-1 ¿(-l)t.ti,_(ZJ:-ll- L(-l)t+1,_:n-n .._;-1 ~(--l)l-. i,1,yt _ L(-l)ttt 09:il-l 

t=I J:-::1 t:::l t=J 

n n 

.1.,.1i-1 L<-1)"+'.;i•k - ,1,_,-1 I:<-11•+1.;,2 .. = º • 
1-=l l:::I 

J.. Oc111o~tremos que los puntos Al,. (r:;:: 1). c,'lt:\n todos <'Ontcuidns en C:?· En efecto: 

n n-1 " n 
<P í.)-1) .. HC:it-J + L<-l}ltl::::¡ e Lt-1)1:"* '11,;;1-:1 + L(-1) .. +1_,,.pl-:it - (-1t+1t.-,, 

1-=I 1-=l t:::J t=l 

(d(i:·, + ::!) 2:).--1)•+ 19-:t - (-1)"+ 1ai;. 1-::.-" 

i:=I 

Por otrn. pMte, se pued\! demostrar que 

(lliíga.~(' z-=: -y-:! en la fórmula indicada •!n el tr·or.:ma l.6JO y mulliplíqui'!if! num,;1.:i.dor y 

denomin:ldor de b cxpre:iión obtcniJa por (,'.?) 

De manera quf' 

n r1-l 

.p Í.:(-l)Hl!:1.1":-1 + L<-1¡l+1,:it 
l-=1 J:=t 

n n+l 11 .. 

rP l::C-1>'+'c-{a-1¡ + L)-1¡H1
'-:(4-lj ¿, L':(-l)~+1r192t + L(-1)1:+10.;.'.?1-1 + (-ltc-2'1 

•=1 4=1 •=I li=l 

aóp.;, - l) 2:)--1)1+\-.n + (-1)"(1·,~l+:l•1 
A.:! 

Pero 

t<-i¡'+'ó" = 1 + (-1¡
0

+
1
0'" 

l=I 3- 9 

(Hágase r:;;::: -~3 en la rnisma fórmuli\, multiplirpH: ahorn por 9-~) 
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Luego, 

n n+l 

ó ¿)-1Jtt1'-o~-I) + l)-nH 1
t-l(t-1> 

a(2,ó-1) {1 + (-1\"+ib'") " ,.,,. 
3-ó ' +(-l) ª" 

•=t b•l 

aó(2ó-1)(1+(-l)"+l~l•) (-l)" i'+'" 
,1(3- ó) + ª' 

ar; [l + (-l)"i lo'"J - (-1 )'' ... 1a..,;1+111 

Con lo n.nlcri•)r h<'mos demostrnUo qui! lus v..:rtices ... ..l_!J, .-L 3, .-\ .1, .-1 1, A3, :\s. r.<1lñ.n 
todos contcnido:i en!;,, recta y= ..,'i- 1x (rc:;pr!cto ;,\ si5tcmri d'~ 1~j1::. t'"ceg1do) y que los \·Crticcs 

.. A-1\ • .t1_ 1, .'\_ 2, :10, A::. A~ • .-\,;, .. t':<;l¡i.n to1\•.):\ c0ntl'11idu:. en L1 rcct,'\ y= -'°x + oó 
(rtspcd<i 1\\ mismo ¡¡i'>lcma). 

Resulta scndl\o 1krnostrar qll" el punto ( ª~ " ) . " -~=, -.¡- r·" h 111t•~rs,~cnu11 de cr.ta.s rect3S. ,;s s, 

En cfcdo, ~~·:t. .Aa.i ::: (r, y). Entonce:;, 

aó nó 
= l + 2.;- 1 :::: 75 n 

11 = ,}i!~ L<-1)H1,u 
k.=1 

;::: o.;) lim i)-l)t+t"-2 ~ :::: uó (~) 
"-"°1=1 .r:i+ 

(Nótc~c qu<~ x/y =O:.) 

Por otrn. parte, St? define la tJpm1/ loga1il111fr.i (o t7urn11gular) como líl curva cuya eet.1ació11 polar 

es <le la fottna 
r(O) ;;;;_ 11c;tt 

en donde u y fJ son tlelt:r111i11<•tl~~ COll.\.lMitcs n•:i.k'.l dif"r"nlr'> tic cer0 

La gráfica de bi t'>1piral lo~arílmirn parn. la cm1I er =~y jJ = 1/5 se 1n11cslr;1 • ll la págma l ~'." 

Se puede dcmostr;i.r que cunh1uicr r,lyo {! intcrsccta a Ll nir\·a i·n '.HFI infini<l:1d de l•lllllü~. fortnnuJo 

siempre un mismo ;'i.ng11lo. De h"cho, cual('!;quiera do-> r.i.jus /l1 y O~ inte~··ctan "],1 P:-pirnl hajo el 

mistno ti.ng11Jo, dt• ahí e\ ll;rmino ri¡uíangulr.ir. 
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Tomaremos como base a fo e,jpim/ áurw 1ectan911for p;mt definir la e.8p1ral áurea logaritmica, de 

manera. r¡ue Ja primcrn con:;tituya "la columna vcrlcbral" de l.1 "'~¡;un1la. 

o== ;r 

(O= ->) 

o= 3•/4 
(O= -5•/1) 

~., 
(3.2,3r/10. 

7 
o= 5</1 

(O= -3•/I) 

rjJ 

e== ~n 
(O= -3•/2) 

1 
jí2.7,r/2) 

(1.5,-•/~) 
: 

(r>.l,:J:T/2} 

O= :!r/2 
(O= -•/2) 
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(2, O) 

o= ,,¡.1 
(0= ··7•/ll 

··'-., 

(G, 7•/·t) · 

r == 2clf$ 

(; = (•) 

(st'mide pohr) 
0=0 

(O= '2•) 

O= 7•/·I 
(O= -•/I) 



.:; 

l7f} 

' ' ' ' ' ' l 
_____; ' ' ' ' ' l ' ' ' : 

\ ' ' \ 
\ ' 

\ \ 



Definición 2.6.2 

La espiral logarítmica que contiene <l Lodos y cada uuo Je Jo:; n•rticcs A,1 (11 E Z} de la espiral 

áurea rectangular, !'Ctá Jbm:i.d,l opiral áurrn logarílm1ca.il 

Tnorcmn 2.6.3 

(flcmo.f fomc.JV cJ ]Jl!./l(,l t1c.:: C011lt.I pe>fo !/ r/ ICT/ilf)C ¡1ofor rn /¡¡ Jjrca¡Jn de /a T'UtCJ C'J.) 

Dcmostrución 

Sea An = (r," 011 ), una ffptcscnl:ición po\rir del punto A 11 

Dado que los puntos ..\ 11 cst;ín todos contciddos 01 las recta« perpendiculares C1 y C2 , podemos 
e.scril.iir, para cualquier valor entero de n, 

Demostremos entonces qm• 
aót-n 

'" = 0)-"\\ 

~ Dado que A,,.,= ( ~· "Js), 1'11coutrnmos que 

3-0 

Q 

Luego, r 1 :::: ~ (rcsulL1do f11H~ ~t:i arnrde con la <:>:<presión dP r,. paran~ l) 

a~l-t . 
~ Supongamos que rt =~·para algun (;fll"ro k 

~ Demostremos que 

l. 

2. 

•Esla ddinióón atÁ Lil!'n í111ulan~nlNln., tl111lo '{U<'. tfnti•·.\11\t'11lr. rrul' J.,, <'ftpiral lo,.;n.r'itmk" r¡ue contirroe a 
ciufo. unn <le lr15 ¡1UJll01 A.,. E.•to •~rit d~mo1trn•lo rreci. .. 111..-nlr ,111wl..1 ¡,. r.-u.v ión de J,. i.:tll"\·"" 
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En efecto: 

l. 

NOtc-~r <¡ul" -~!.:.... :::::: .._., 
r,,¡.¡ 

11 

n 

El lwcho d~ quc J,1 ccuaci('in r(O) :::.. ¡:/-::..~ó ~' rq.:csenle !lf:iJ r•p1raf logrirílm1C•I, queda. claro si 

~<:tiliimos 

1'(!i) = "7J~-:-~e( ! 111 •)" 

Mi'> aún, cualquier espir.'ll logaritmica 

r(O) == oc•'i' 

Tt~orumn 2.0.·l 

ln longitud total ifr Ju clf¡iirnl átmi-n lntJin·ílmica, mrd1d!I. dr ,Jr uno cualquitra de /C'~ riwfo.t 

:In:::= (r,u Dn) y rn di1uo6n al pu11fo .·l"C, nti duda r1nr 

Dcmoi>tr:1dbu 

ir 1 +ln 2(o+ I) 
:1-~ 

La lo11gitud de b ,·.~piral •:!ilá d;ula por la. inll.'gral impr0p1.". 

'De h"d¡o hiut" con rvr.rrner a (U,i.l~s<¡1úa,, J,,. J>Unl<'lli .·!.,"y A,, 1 
1ºUn trnt.\111lenlo ffilÍ..• rl!iuro0<1 e:i:igirí11 ddinir'4 ur1,..,./ aura :~;~t111i•·a m.,di.1111" 1"' "fu~din <ld 1r01rnl.\: <\.1, 

pArA polll"ri<"lnn,.lll" •l,.111n•lr>H <jlll" r1orotirnr .'l h'<l\••) fl\<ll\ uno dr I•>< pur'I"• A,, 
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en donde 

r'(O) 

[r'(O))' 

de manera que 

Luego, 

aJ>'+lu'(ó+ l)jº" 1o 
;rVJ - <.,"! -:.,, ~~. rf/} 

aJ•' + ln'(ó + 1) . , 101 •=•. 
---~- hm ---ó• .,..¡;r _? 4--<>.. 111(0 + t) 

1:4 

[nú!l'sc q11e 2ln ~., ~ lll(~ + lJ) 

•v•'+1n'(ó+ 1) ( "') 
------ lim <:- 1

-
11 -<:. .. 

,¡:r=-¡;Jn(ó + 1) •--ru 

• 
1 ;r2 +1n'(9+ 1) 

en donde b. const11.ntc ln(ó + l) \ 
3 

_ 
6 

ti corficu11te dr a~,l-n == ! ,11 tiene un \'alor 

apro."Cimndo de 3 

Teorema 2.G.5 

E'I radio Je Clfft'!Jturu Pn Je fo t:spiral ciurca log¡¡rÍtmicu1 c11(culiido en t:I purito 
A,,:::::: (r,,, On), e.slá Jado por la fórmula 

Pn = ln(ó + 1) l .• . 
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Demostración 

El radio de curvatura para la cun·a polar r:::; r(O) se calcula con Ja Í<~rmula 

(rJ+r'J)Jfl 
p==----

lr1-rr' + 2r' 21 

En nuc.stro caso pa.rticull\r: 

n3 (:r:! +ln:?(ó+ 1))
31

'? .f:.I) 

;r:l(J-ó):l/2 9• 

~Q~o _ ~~~(? + ,J) .~~o.¡_ ~.n 1 !n 2 (~ -:Jl~~~fi 
3-r;; x 1 (3-0:·J rr~(3-t;>) 

al :to ailnl(ó+I) jo a 1 {:r:·+ln 1(~+1)) 10 
J-.:.~" +7(3~"· ~~~9· 

Úllima cxpre~ión <¡ti.• 1':'! po."iti\<t p.1ra cua!r¡uic>r valor de 101 w1riat.J,• 

Dr. mnn~r" qu~ 

Haciendo 0::0,,:::(l-n)~. encr:intrarno~ '1*' 

• 
en donde el valor de la con~t.'.\nte ln(<,'1 + l) es aproximadanll'ntr igual a 0.3, 

Con C!;IO cl.1111os por concluida esta tes1ll. 
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