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Presentacion

Con el progreso de la matematics ta interpretacion de nuestro universa s2 ha todificado sensible-
mente, no sdlo en cuanto a su comportamiento mecdnico {csto resulla obvio), tambidn respecto a
su geomelria.

Hoy en din, y sitva esto de ejetplo, ciertas estructuras fisicas sugicren fucrtemente o presencia
de formas fraztales ¢n fa naturalezs, en clato contraste eon aquillas viejas intetpretaciones fun-
damentades en una geainetria rigida y ¢n una aritmética elemental basada tan sélo en los enteros

positivos,
Sin duds esta diserepencia obedece a un determinado grads de evolucidn y desarrollo de la mia-

temitica, prro, ne ebstaute lo marcads diferencia s interpretacienes fueron, como lo sen

ahora las nuestras, en alguna wmeelida gatisfactoris Fo comc sl la naturaleza reclamaa ma-

temdticas cada vez wiis complejay

El ser huminno jurga » ve Jo que quiere, e accmoda o simplamente puede ver con oy conocimienttos

que poscn

No obstante existe una idea que, por slgina razon, ha sobrevivido al paso del tiempe v desarrolle

de fa matemitica, iy visia ¥ la vez actuak 1a supucsta “presencia” de la razén durea en la

naturaleza y eu das artes coti principic stcties de proporeionalidad perfecta !

Citemos, per cjrmiplo, 18 “misterio:n” y ciertamente singular disposicion de dos flordseabos en ol
centro de una margarita, formando un atreglo en 59 espirales concéntricas: 21 de ellas girsndo en

un sentido y 34 en el otro (compdrese tas relaciones entre log enteros 21, 34y con ta razon

Auren)

Asimismo sorprende el liccho de que algunas pinturay antiguas como “Autorretrate” y “San
Jerénimo™ de Ba Vinei ¥ otras muchn mas recientes como “La Parade” de Scurat o “Plaza de
la Concordia”™ de Mendiian, presenten proporeiones furens.

El mismisiino Partendn de Atenas parece encajar en un rectingulo dureo casi perfecto, una vez

reconstruido su ruiroso frontén,

En pleno siglo XX el uso sistemidtico y declaradanmiente consciente de las proporciones sureas
destaca en los dis

fios del reconocido arquitecto francés Le Corbusier.

Estudios modernos sobre ciertos cuasicristales en la naturaleza y sobre la dimensionalidad de
particulares formas fractajes cvocan nuevamente la presencia de Ja citada ruzdn durea,

La estrella de mar de cinco puntas, el caracol Nautitus e incluso las proporciones del enetpo humano
no dejan de sugetir alguna concxién con Ja constante de oro.

La relacién 1 1.618 e el valor aproaimado de la rasén durea.
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Introduccién

En Ja innumerabilidad del eonjunto de {os nimuros irracionaes existen clementos de distinguida

ealidad.

A través de sigloa de estudio y de profunda reflexién, a [uerza de insistic, los grandes pansadores

han dado con algtnos cuantos: el mimero de oro es uno de «[{os, quizd tan notable en Geometria

como fos son en Andlisis los inmortales e y 7.

Esta tesis versa fundamentalmente sobre ¢! estudio del niitnera de ore ¥ no es, en definitiva,
una antologia sobre sus antecedentes histdricos ni se hace mencidn explicita de su presencia en las
artes; mucho menes preteade clevarin a principio estélics o exaltar la presunta “divinidad™ de la
que antadio fue objeto. Es, ¥ debe ser entendida asi, un estudio riguroso ¥ puramente matematico de
sus matavillosas propied ades grométrico-aritméticas, es una explorncids exhaustiva en fa sucesidn
de Fibouncei por encontrarle,

§i se ha insistido en utilizar o calificative “dured”, que se considets juste annque ciertamente
extraiio, ha gido por na conlravenir toda una tradicion matemitica.

La presente tesia estd dividida en dos grandes partes complementarins, cada una de las cuales
incluye, a su vey, seis apartados orgdnicamente dispuestos; de mancta tal que frecuentemente se
hace referencin explicits a determinades resultados de apartados anteriores.

El niimero de oro y la sucesidn de Fibenacer (Parte 1) contiene los aspectos generales sobre os
adameute

citados coneeptos, presentdndolos desde sus tespeetivas definiciones y de forma decla

independiente hasta ¢l apartado 1.5 (no es, sino hasta 1.6 que se fes vineula de manera explicita).

Convergencin dorada (Patte 2) funde en intima relacién al niimero de oro con la sucesidn de
Fibonacei a través del concepto de limite como medio unificador (esto se observa principalinente
en los apartados 2.1y 2.4).

Son justamente los procescs du convergencia fa esencia misma de esta segunda parte, pasa 13 cual,
cabe mencionar, se precisan conocimientos poro mis especializados en matedtic as,

El ndmiero de orn en la geometria. Definscion y propicdades geométricas {apartado 1.1) presents,
como cabe esperar, Ia geometds intrinseca del niinero de ore, desde su coustruccién con regla
¥ compis hasta rl rstudio de cicetas curvas particulares: el drbelos, Ja efipre y la hipérbola.

La sucesiva de Fibonacei, Definicidn y propiedades anvimdticas (apartado 1.2} intreduce el coneepto
s s sobresalientes, sentando asi Jas

de niinero de Fihonacel y aporta lay relaciones aritmét
bascs minimas para o} desarrollo posterior de otros apartados.

Los cocficienies de Newlen y los nimerox de Fibonacer (apartads 1.3} establece alguncs vinculos
existentes, ciertamente notables, entee los enteras newtonianes y los mimeros Jde Filoureel. Se
distingue especialmente ef tearema 1.3.5.



Cuadros mdgicos y determinantes (apartado 1.4) es de caricter diferente. Se construyen aqui
cuadros mdgicos de orden tres utilizando mimeros de Fibonseei consecatives y se demuestra la
nulidad de cicrtos determinaites,

A excepeion de los demds apartados, la lectura de éste no sz precisa de pingin mode y su inclusion
debe ser considerada como una sencills curiosidad matematica,

Divisibilidad (apartado 1.5) contiene resultades de gran impurtineia tedtica y enuncia varios cri-
terios de divisibifidad para los miimuros de Fibonacei. Destaca por su gran belleza y perfeccidn
el teoremna 1.5.6.

Potencias dunas (spartado 1.6} ey dande por veq primera y en fornmnn explicita s establecen
relaciones entre el ntunera de oro v {2 sineesian de Fibanneed, dando lugar a una conjuncion

imperecedera y abricndo un aceeso natural a la segnnda part

Limites y seres infinitus {apariadn L1) fortal, s entre of ndmero de oro oy Ia
sicia de alynnos series

Ly 2L

sucesion de Fibonacei mediante Ia tou de inites y extabloce Ja o

Livs tecromas 2.1.2

especiales. Sobresalen vnesta direecids

Parles eatera y decimal de las potenciax dureas. El faclor de ore (apartada 2.2) cotudia ol campor

tamicuto de las representaciones decimades de Jas potencias eteras del nidmcren de oro y disente

cémo obtener un mimnero de Fibouncel athiteario, supuesto conesido algdn oto,

Ativo,

s {apartado 234 es smincutoments ope

Cilenle de ndimeros de Fibonacer con fndices grand
Se establecen aqui algnnas fSrmulas sencillas en esta direceidn v se mnestra un procedingdento

bastante confiable para estimar el mimero de ciftas decimales que preseptan los mimeros de

Fibonacei.

Desarrollos en fraccidn continua simple ynfinita de las potencas durcas (ipartada 2 1) demuesten
que cualquier potencia entora ded nmtmero de oro es soluciin adeterminada ecuncidn enadratica
completa con coeficientes sebre [a sncesion de Fibonacei, dando Tugar 2 sue desarrolles contj
nuados.

nte Ins funciones

7 y el ndmero de oro. Sumas y preductos infintlos {apartado 2.5) explicila med
trigoneinétricas, las sumas y los productos infinites relaciones entre las constantes 7 y ¢ Conticne
una tabla de valores de las funciones seno, coseno y tangente sobre diversos argumentos ¥ se
distingue por su elegancia el tecorema 2.5.4,

La espiral durea (spartado 2.0) retoma la parte geomdtrica incorporando fes picessos de conver-

gencia para la rectificacién de la citada curva.

Las referencias bibliogriaficas donde ¢l lector poded realizar consultas mis especificas sobre los
diversos temas relacionados, se han incluido al final de esta tesis.

EL Autonr



1.1

Parte 1

El nimero de oro ¥ In sucesién de Fibonacci

El ndmero de ove en s geometria,

Definicidn y propiedades geométricas,
Dos magnitudes puedan ser comparadas esencialinente de dos fortnas posibles:
' P

o testando una de ta otra, o

o dividiendo una por la otra.

En el primer caso se habla de o diferencia y en ol seguundo de) cocienle de lax magnitudes en
cuestion,

Cuando ta comparacidn es hecha por divisidu, el cociente indica of ndmero de veces que uua de

ellas contiene a la otra y es Namado razon de as magnitudes.

Sean, por ejemplo, los segmieatos A5 v T de longitudes 6.4 y 1.5 respectivamente:

6.4
A B
1.6
R ]
[# 2]

\Ch} 16 .
fel o g
VA 6



Definieion 1.1.1
Supongamos que un punto P divide a un segmento AB en dos partes de diferente longitud.
Se dice que ¢l punto P divide al seginento AL en razdn durca sila mayor de das partes. contiens a

la menor tantas veces como la mayor estd contenida en el segmento!

en donde supenemos que | AP § > | PH |

Cabe mencionur que la Hamady division do un tegiminto e razdn dureq era conocida comao division
de nn segmento en media y rzirema mzén. Ya Buclides, en su lihro XIH de sus Elementos, habla

en estos ténninoy.
El teorema signiente properciona un artificio gremétrico para la detenninacica del punto 77, me-

diunte ¢ uso de la vl compds.

Teorema 1.1.1
Sea A un segmento de recta arbiirario.

1. Trazar el ruyo TE Con centro en B y radio AH certar en C al mye ﬁ;

A L) &

1La divisién de un segmento de recta e tales pates fue en of medievo condrrrada como “diving” por obaervar

“armonia y perfeccion® en lo asiuxtrico.




. 2. Con centrus en A y C Imzar arcos de midio AC que se corten en D.

>p

A B [

3. -See E el punto de corte entre el segmento BD v ¢l arco trazado en 1.

D
;\\
A i (o

4. Con centros en C y E razer arces de radio A0 qué se corten en F. Sea G of corle entre Ar
y BE.




6. Con cenlro en A y radic AH cortar en P al segmento AD

Se afirma que el punto P divide al segmento AD en razdén durca.

Demostracién

Consideremnos 1a siguiente figura:

Nuestro primer propdsito es demostrar que el tridngulo ABG es rectangulo y que la longitud del
seginento BT es un medio de la longitud del segmento AB.

En cfeclo, de acuerdo al procedimiento descrito, | Al | = I'ITC‘I y | AD|=|CD| (porser
radios de circunferencias iguales).

Luego, los tridngulos ABD y CBD son necesarinmente congruentes (por tencr sus tres lados
iguales).
Por Lanto, ¢l tribngulo ABD es rectangulo y, en consecuencia, también 13 o5 el tridngulo ADG,

como queria demostrarse.

Por otra parte, dado que los tridngulos ABE y BC F son congrnentes {pucs ambos son rectiangnius
con catetos iguales), deducimos que | AE | = | TF |

Peto | AB | = | EF |, por set radios de circunferencias iguaks. Luego, el cuadrilitero ABFE s
un panalefogramo. Por tanto, G ¢5 el punto medio del segmento BE (pues las diagonales de un
patalelograme se¢ bisectan). Entonces, | TG | = %| AT |, como queria demostrarse,



Alora consideremos el tridngulo ABG de la figura siguiente:

A p B

AG)7-13CT

De acuerdo con ¢l teotema de Pitagoras, | A5 |: =
Observemnos ohota que | AG | = | AN [+ | HG | = | AP [+ BG |
Luego, | AB | = | B + 2| AB || BC |

Pero hemos demostrado que | TG | = i EV|

Por tanto, [ﬁ]zz |W¢’+1W:|}TE|

Equivalentemente,

De donde !LFER

Notese ademds que

Luego, ef punto P divide al ssgmento 4B en razdn durca. L]

Teorema 1.1.2
Suponganios guc un punto P divide o un segmento AD en razén dures.
Sea P' el punto det segmento AB tal que | AP | = | PB|[.

Entonces £ drevde tambicn al segmente All en razén durea.

Demostracion

=]

A P P

Dado que | AP | = | PB |. inferimos inmediatanente que | TP { = [ P75 |.

o



Bl siguients tecrema establece la unicidad de los puntos Py P’

Teoremma 1.1.3

Sea P ¢l punto gencrado medivicle el teorema 111 y sea P’ ol punto del segmento A8 tal que
VTP = | PE|

Entonces, ' y P son los inicos puntos del segmento AB gue lo dividen cn razén dureq.

Demaostracion

Sea L la longitud del segmoento AB y sea Q@ nu punto diferente de P que divide al seginento A5

en mzxdn durea.
Demastraremos que § nocesariamente coincide con 7.

En efecto, tazoneinos sobr la siguicnte figura:

[



De donde &7 ~3Le+ L3 =0
Resolviendo, z =

LETE
2

31-J5
2

Pere ¢ < L, por tanto 2 = L

Luego, Q y P deben coineidir | ]

Definicidn 1.1.2

Los pantos 7y P que dividen a unosopmanta A8 en razde durea son Bamados puntos de oro det
segmento.

Se dice e los puntos de ore triscetan al sopinento en partes durcus.

Un resultade muy atractivo de o geametrin plan afirmae que Tadagouat de an pentigono regular

dider

es brisectada en partes dureas por las dlagonates del vértyce comp
Este singular hecho serd demostrade en ot tenenn 1,114

Pasenies ahora a enucaar Ta definicion contral del piesente trabajo:

Definieidn 113
Supongamos que un segmento de recti estd dividido en razdn durea

Definimos el mimero de vro, que se le oscribie con la letra griega &, como el cociente que resulta
de dividir la mayor de tas partes del segruento por 1a tenar,

Esto es. ol ndimero de oro es ta razén duren.

Teorema 1.1.4

El niimero de oro s una constante irucivaal, cuyo calor ¢s




Demostracién
Sea Al un segmento Je recta dividido en razdn dures mediante un punto P.

Podemos suponer, sin perder generalidad, que ¢l segmento PB es unitario

4 P B
Lol r+1l
Por hipdtesis, r = p
o, equivalentemente, 1?1 -z—~1=0
Resolviendo, z = l—:%é
1
Pero ¢=z>0, cntonces é= + V5 a

Resultara iitil observar que:

Dejamos al lector la verificacién aritmética de estas igualdades, las cuales serdn frecuenteinente
utilizadas en este apartado.

Teorema 1.1.5

Sea AB un segmento de longifud L.

La triseccign del segmento AB en partes durcas conticne, de izquierda ¢ derecha, Ires segmenfos
de longitudes &=L, ¢, &72L respectivamente

E inversamente, si ol sepmento AR cstd dividido por los puntos Py I en tres partes de longiludes
$=2L, ¢ y¢=2L, entonces P! y P son los puntos de oro del segmento AL



Demostracién

Sean P’ y P los puntos de ote del segmento AB

t L -
4 P P ]
{4P | o P TP -5
Como hzd =¢ yeomo [|PBi=L~}|AF|, cncontramas gue | AP|{= oL - ¢l AP}

Es decir, (¢+DIAP|= ¢4

Peto ¢+1=¢% entonces |AP|=¢7 'L

Analogaments se encuentta que | P01 =671

Lucgo, |PBl= L~ {APl=L-~¢~ = (l-¢")b= ¢ 3 = AP |
En consecuencia, | PP {= L - 26770 = (1 - 2¢" L = 67L ]

Notese que 2o 2 4¢3 =)

Teorema 1.1.6

Sean P! y P, de izquierde  dezecha, los puntos de oro de un segmento AB. Entonces, o punto
P! divide tn vaz6n durea al segmento AP

Degostracidn

Sea £ la longitud del segmento A8

RS- ~ N 4

A i » B

De acuerdo con ¢} teorema anterior,
1T =97, (PPl=e L y |TPl=e 'L

Luego,




El teorernu anterior, d2 alguna manera, sugiere cierta “perfeccidn” en la triseccion en parfes durcas
de un segmento dado

A continuacion enunciamos un teorenia de gran Importancia.

Teorema 1.1.7

Sean a y b dos nimeras reales tales que  ab > 0.

1
Entonces, FT omy solamente si ab = a? = b4,
Demostracién

G :
» Supongamos que ik
3

Entonces, a* —

» Supongaumnos que  ab = at = 0?

Eutouces,

g
12

a
Sea r= 4

b

Pot tanto,

Resolviends, r=¢ &

Pero, ab >0, entonces

Luego, r =&, es decir,

Definicién 1.1.4

. . . . . @
Diremos gue los mimeros a y & {en ese orden) estan en razdén durea si 3= ¢
Teoremn 1,1.8
Sean 2 y b un par de nimeros reales.

Son cquivalentes lus siguicntes afirmaciones:

L. a y & estdn¢n razdn durea.
2. b y a-1b estdn en 1ruzdn durea.
3. u+b y a estin en razén durea.

4. b-~a y a~2 esldn en razén durea,

Por supuesto, eristen ofres combinaciones lineales de a y b que estdn en razdn durca,

10



Daomostracién

» Demostremos que 1.y 2. son aficmactones equivalentes:
a
t . Supongamecs que 7= &

b
Entonces,  ——
a-

»  Supongarcs que

Entenzes, b= gfa-b)=da - ¢b
Dedonde pa=db+b=(d+ 1)b=o%
Por tante. e = &b, o5 L

N oTE¢ R
b
# Demostremos que 1.y 3. eon shirmaciones equivalentes:

a
& Supongamss que 3

- ath
Entonces,  ——— =

. a+b
& Supongamos que e
a
Entonces, b=ga—a= (¢~ l)a=d"la
Luego, (,' ¢ ]
b

» Demostremos que 1.y 4. son afitmaciownss equivalentes:

I3
;T¢

& Supongamos que

Entouces,

& Supongamcs que =
a

Entonces, {0+ 1)b = {¢+ i)u

(20 + 136 - ¢%
tuego, o= 2o 00
d41 2

Por tante, % =@ =

En el apartado 1 6 presentanios nua gencralizacidn a este teorema.



De alif que P s=a punto de oro del segmento RS ]

Por iiltimo, la razdn de las dreas de los rectdngulos ABSR y RSCD es

ab [
ey T it "

Teorema 1.1.10

Un rectdngulo es durco si y solamente si su drea es igual a la diferencia de los cuadrados de sus
dimensiones.

Detnostracién

La afirmacidn es una consecuencia directa del teorema 1.1.5 ]

Teorcma 1.1.11

Un rectdngulo dureo puede ser dividido en dos partes, una de las cuales es nuevamente un
rectdngulo dureo y ls ofra un cuadrado perfecto.

Recfprocamente, si un recldngulo puede ser dividide en dos partes, vna de las cuales sea un

recidngulo semejante o ély la otra un cuadrdo perfecto, entonces es necesariamente dureo.

Demosirncién

» Sea ABCD un rectdngulo dureo y supongamos que | AD|=a y JBC|=b

Sean E y F los puntos sobre los segmentos A1 y TD respectivarnente, Je modo que
|AE |=b=|DF|

T
o
Y
i
I

RN

o~

A E 8

Por construccion, el cuadrilitero AEFD es un cuadrado.



Demostraremos que ¢! rectangulo EBCF o« durco.

1
En efecto, como ABCD es un rectinguly durco, ib' =¢
@

]
Luego, de acuerdo con el teorema 1.1.8, i

» Supongamos ahora que los rectangulos ABCD y EBCF son seinejantes.

Demostraremos que ef rectanguio ABCH s dureo.
PSP | b

En efecto, por hipdtesis, 3 =33

Por tante, ab=a®—{?

Luego, de acuerdo con ¢l teotemna 1.1.10, of roctdngulo ABCD es durco =

Teorema 1.1,12
Un rectingulo es duree si y sile s1 puade ser dividide en cuatro tridngulos recidngulos tres de los
cuales tengan (3 misma drea,

Demostracidn

» Sea ABCD un reetivgule durce

Sea £ ol punts de oro del segimento A8 siis préxime al vértice A y sea Q el printo de oo le]
segmento BC mis proximo af vértice C.

D c

4 I B

Demostraremos que el tridgnguwlo PQD es rectingulo y que los tres triingulos adyacentes a él
ficnen igual drea.

En efecto, las pendientes de los segmantos PD v 7Q son:

" =

"Iﬁ =

Luego, el tridngulo PQD s rectangulo "




v

Designemas ahota con A el area del rectdugulo duree y con Ay, Az v Ay las drens de los

tridngutos APD, PBQ y QCD respectivamente,

A
Encontramos que Ay = As= Az = el ]
Sea ABCD cualquier tectangulo.

Sea P un punta del segmento A8 y @ un punto del segmento BE tales que ol tidngulo PQD

sea rectangulo v los tridngulos APD, PBQ y QCD sean de igual drea,
Supongarius, ademds, que |AB{=a, |BCl=8 {AP|=x y |CF| =
como se muestra en Ja figura siguientes c

” 1]

a
Demostraremos que 5= &

Fa efecto, aplicando e} teorema de Pitdgoris obtunenins que

Sustituyendo, 474 (u- ) (A= g mat b g?
Simplificando, (u - riz = (4 —-yjd

Abora bien, coms los tridngutos APD, PHQ y QCD tienen igual drea.

a xr
br=(u—z){b-y)=uy {natese que 7= =)
by

Luego, {a—z)xr=(a— )b - b=, esdecit. {a—2)? = 8% de donde
b

de donde b= o4y

Peto b—y

r
Entonees, 0=br—ay={e+ ylr~(b-rsiy=r5—by
2

esto o5, - =by de donde

eyt by -y =yl -yl = ey

o>ta

. T
Por tanto, de acuerdo al teotema 117, —=o=
¥
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Observermos también que

2
2z
g~z=b="~="z=z¢r
Y 14

Luego, o=z4 ¢z =(d-+1)z=¢%, eotoes, z=9¢"%A0|=¢"%

Por tanto, y= éﬂf =3 %= ¢ 175‘(

Las iltimas dos igualdades demuestran que los puntos P y Q son necesariamente puntos de oro
de Jos segmentos a o5 que pertenecen,

El teorema siguiente establece una relacion entre las funciones trigonométricas y el lamado ndmero
de orv:

Teorema 1.1.13

cos 35° = %

Demostracion

Como sen?0 = 2senfcosld y senT? = cos 18,
entonces, 2sen 36° cos 36° = cos 18° .

Peto send36® = 2sen 18° cos18” , de donde  dsen 18° cos36° =1,
Elevando al cuadrado, 16sen *18° c0s?36° = 1
Por otra parte, Zsen?18® =1 —c0os36°, pues 2sen?0 =t~ cox 20
Por tanto, 8(1 — cos36° Jcos? 36° = 1
Hlaciendo r =cos36° generamos fa ceuacion algebraica
8238204 b= (2~ DU -2 - =0
R

: 1
cuyas rafees son: -,

1
Pero 0 <cos6® # 5,oentonces Pz eogld(t = emmmem = -]

2
2
Nota: Haciendo uso det teorema de Plolomeo sobre un pentigono regular, pucde encontrarse in
razon de su diagonal a su lado, y de ali deducir que cos 36° = %

Teorema 1.1.14

-

La diagonal de un pentdgono regular ¥ sn ludo estén en razdn durea
¥ 55 5 ¥

©

. Ladiagonal de un pentigono tegular €s triscetada en partes dureas por fas diagonales del véitice
compendido.

sin seme-durea.

3. Elapotema y el radio de an pentdgono regular estin en »

16



Aok Larazén de las dreas de los pentigonos exterior ¢ interior ws ot

T |

4.5, Q' ¥ Q son os puntoes de ora del segmento | 3

Dumnostracion

1, Aplicando la tey de los senos al tidngnls ABC sncontramos que

GY

Dsen 367
= S o e =

sen

e dice que esta figura gromitrica {In estrella de cineo puntas) for tonada zomo sigea reliziao ene los
pitagdiicor. No obetante, 110 discutireions nqui este sapuesta hesha,

17



2, ‘Tenemos que pues | AD{ = | AP | ¥, de acuerdo al inciso 2. del teorema

\AP)
" PR
Ademis, | AP |=|PB|

Por tanto #' y P son los puntos de ore det segmento | AB ) L]

1.1.8

3. Si a denota el apotema y r el radio de un pentdgono regular, se demuestra que  a = reos36°

. a
de donde inferimes que - = B
r

[EYR-S

4.1, De acuerdo con lo demostrado en 2., | PP | =¢=% AB |.

Pero |AD|={AP )= ¢ AH] entonces l]gg;":c')? =

4.4, El drea del pentigono exterior dividida por el drea del pentdgono iuterior es

5 5 2 1y ?
2 cot 36° ) 2
_.~.______’ ° = (___‘lﬂ_l) = (d‘)2 = ¢! "
3| 77F {eot 35° (A !
Se aplicd Ia formula A = }{3 <ot 36° ,  en dunde £ es ol lado del pentigono.
4.3. El drea de un pentdgono regular en fuucion del radio de la circunferencia que lo circunseribe
esta expresada por la forinula

A = =rfsen 72°

5
2
3| OM [sen 720 oM\’
Por tanto, ¢' = il-i—l.icﬂ;— = (l .:! ‘) B
qoc Vsen 720 10C|

D= acuerdo con el punto 3.,

|0 | _ 24%0C} _

joT) ~ #oc)

4.5, Basta con observar que los puntes A, N y C son vértices de un pentigono reguiar y aplicar
lo demostrado en 2. [ ]

23 n

Luego,

Teorema 1.1,15

Radio y lado de un decdgone regular estdn en razdn durca.

8



Demostracién

Sean R ¥ a, respectivamente, radio y lado de un decigono regular.

o

Q

Aplicando la ley de los cosenos al tridngulo JPQ encontramos que

a® = 2R ~ o 36° )

P
. Sustituyendo

2

Pero, en virtud del teorema 1.1.13, c0s36° =

af = 2R* (1 - ‘—’) == oR? = (2- o) = 6" 7R?

2
De ahi que —Iﬂ! =¢ a

Teorema 1.1.16
Uno recta secante corla o una cireunferencia doda en los puntos A y B.

Supongamos que T es un punto sobre la circunfercucia de modo que la recta tangente en T intersecte
o la secante en un punto ' tal que | PT' | = | AB |

Sea C ¢l punto de la cuerds A8 tal gne | PC | = | T}

Se afirma que A g C son los puntos de oro del segmento PH.

Demostracidn

La polencia del punto P respecto ada ¢ircunferencia dada. esta definida cotno el producto de sus
distancias a los puntos A y I, que resultu ser una constante sobre todas las reclas secantes que

pasan por ¢l punto P.

Cuando el punto P es exterior a la circunferencia, su potencia vs igual al cuadradn de st distancia
con relacion al punto de contacto entre la circunferencia v la tangente que pasa por P.

Esto ¢s, se demuestea que | PT |7 = |PANPHI

19



Ahora bien, como | PT = [ AT}, se ticne que

|AB | ={PAUTE | = (1PE{-|AB Y|P =PV - | AB | PH|

Ademds, |AB|=[PC|, dedonde |AC|{+|AC|=|{PA|+|AC)

Cancelando, | BC| =] P4} y, en consecucncia, € también es punte de are

del segmento P8 a

Teorema 1.1.17

Sea ABC el lridnguly rectdngulo egipcio de dimensiones |BC =3, |AB|=4, |AC
Sea O lainterseccidn entre ef cateto | AT | y la bisectriz ded dngula agudo €.

Con centro en O y radio | OD | se tiene una circunferencia tangentc en B con la hipotenusa
JAC! |, la cual es intersectada por la biscetriz en los puntos Py Q. Sea R la interseccidn del
segmento BB y la biscetriz.

Se afirma entonces que

1. @ es punto de oro ded segmento | TP |

2 ORI _¢
IRQ] 2

3. |[CPl=3s

4. |CQ|=13s"?



Demostracién

Mencionemnes primeramente que el hecho supuesto de que B es el punto de taugencia entre la
bipotenusa del tridngulo ADC y la circunferencia, se demuestra a partir d2 la congruencia de Jos
tridngulos OBC y OL'C (y de ahi que | H'C | = 3)

Ahota bien, de acuerdd con ol teorema de la bisectriz,

1041 _tacl _s
1O 18T 3
- . 5 3
Peco [ OA|+]0F =4, dedonde ng[:% y 10B | =3

Aplicando el tearema de Pitdgoras of tridugulo OBC, psulia que

Luego,

Entonces,

¥

Obsérvese que este adtino hecho pudo haberse demastrado nicdiante el teoraaa antupor, puss
1T°C|= 70|

Por otra parte, aplicando el teorema de la bisectriz al tridngulo 5’4 C encontramos que

| BR{={HRi de donde concluimios qus los teidngales RBC y R'BC son congraentes.

i



Lucgo, los segmentos B8 y OC son perpendiculares en ol punto R
Por tanto, en virtud del teorema de Pitagoras
|BR{ =9 -|RC"=9- (7G| +13C )’
=9- (171 +347)
=3 ~1ORy
! — — 3
Entonces, % ~|OR) =9~ (| TQ | +3e")
P 3 .
pero, [OR] =5 -1 HQ)
3

buego,§ - (3-17@1) =0- (1 FG 14357’

I?

Desarrollando los cundrados ¥ simplificando encontramos que
(1426 RG =301 - ") =3[1 - (2~ @)} = 3(d~ 1) = 3¢~
— 3! 3

S

De dounde, |RQ = W = d’(!é?%“l) = T3
Entonces I—(z‘}{ = T T
¥, en comsecuencia, E—il = 2 ]

1RQ1 2

Definicidn 1.1.6
Sea € un punto acbitrario sobre un segmento AY.
Sobre un mismo sciniplano se trazan tres semicircunferencias de diametros AB, AC y BC.

La region plana comprendida entre 1ag tres semiciteunferencias es conocida con el nombre de drlclos
(o navaja de zapatero).

Cuando el punto C divide en rozin durea al segmenta AB, diremos que el drbclos correspondicnte
R

es dureo,
"

A C n
En el drbelos de la figura los segmentos AD y CD son perpendiculares, mientras que los puntos E

22



y F son las interscecioties de los segentos AD y BD con las semicireunferencias menares,

Obaérvese que el cuadrilitero ECF D o5 un tectdngulo. Mds ain, se demuestra en Geometrin que
1a rects que pasa por los puntos Ky F es la tangente comin a las semiciccunfencias menores.

Teorema 1.1.18

El drbelos dureo de la figura que sc muestra trene las siguientes propicdades:

1.

I

en donde suponemos que los segmentos AD y C D son perpendiculares y éste ltimo paralelo a los
segmentos ME y NF.

23



Dumostracién

1. Dado que el cuadriltero £CFD es un rectigulo, se inficre que los tridagulos ALC y CF8 son
semejantes, pues lienen respectivarnente paralelos sus tres fados.

Observando entonces que se generan laz igualdades deseadas, ]
2. De acuerdo con ¢l teorema de Pitdgoray
|AC [ =D -1 TDY]
|ACE =1 8D ~|TH[
Luego, |AC P | BT = SDF — 1D —(A)
Por otra patte, (}.A!C]+!W|)'=17\_Di?+l'l)—ljl7
— — ERRRis S i
isto es, jAC ]’ + 2 AC W EC " =1AD) +i8D 12

Y, de acuerdo «l teorema 1.1.7, | AT |2 -} BC |’.
Luego TG +2 ()3T -1 BCL) + | BCE =130 + | BB [
es decir, YA A TCP =0+ 0D )

<
e

Combinando las igualdades (A) y (B) encontraremos que 2{ AC |" =2 D |

[iF1=1501)

Sustituyendo en (A) obtenemos que

Por tanto

A BDY = |ADf +| BC|
Luego, ATB[ = (1AD1+|BD)) +{FT T
=3B [ +1BCI
=|AT +4-yaC)
=|AD [+ TD[

Entonces, (@3- BDf =|ABT

s decir, 5DV = | 4B I:
Pot tanto, |BD = ¢ | AT | = ¢~ (1AC |+| BT

=¢ ! (|ID|+|8CY)
= ¢ DD+~ TC|
dedonde (1—¢~Y)|BD|=6""|TC). estoes,

1TD 1= gy 71 =

o1 e
T 1B |= 251 BC|

lo cual nos lleva a concluir que | | BD | = ¢] T
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lego, GOV =|TD) —|TCF =1 BCY - |BCY
= (@ -WBC =4 BCT

de modo que | | TD | = V& BT

Eutonces,

de donde | | 4D | = ov3| BC|
1A0)_ #/310CL . m

4C|

Por tanto,

7 Las demds igualdades se deducen de la

CFB -}

. De lo anterier <2 concluye que

| _ #vBYEC)
CoTRAN AN

Pero {UE{=|DF|, lucgs.
Es decir, o/ | BC|| DF
Por tanto, 3

Esto es,

Entonces [ | BF

Por otra parte,

Por tants,

de duude !_:_ .

De wedo que

HIECT = | AE V' 4+ DF

ejanza que bay entre los tidngulos ADD, AEC v

. De acuerdn con o demostiada ea d punte 2, |AD || TE | = FD | {8

(AN DF =y BD ) AL
o BENAE
I dedoude S TFV 410

2
|

=\AC] =|FDY

1a01 _ovelIC]
wE s ey "



5. y 6, Dado que los tridngulos AEC y CF B son sencjantes, encontramos que

-

. Por el teorema de Pildgoras

|AC|

w6170

y dado que los tridngulos AME y EMC sun taubién semejantes,

Pero, |FTE[ +l,uu —icrl =T

T
- 2 AR T ?

Entonces & MU '+ |30 P = {4+ ) IO = A WC [ = BC|
Por tanto, | |4 ¥, en cunsecurncia,

5, _ | BC] . LECH

ME | = Sue v [ANF

l’ =T =5
Luego, | AM "= |AEf ~|WE[ = | TCL - 8~y BT
= (p~o) 1 BC) =BTV

y IR =|TF - |FF[

=|EF~|EC|'~|RF [
=|TD[ ~|DFI'~|¥Ff

= BCT - 1B - TC)
=(¢-1=p-2)|BCI

= ¢} BCT

Entonces, Um[:lﬁal] y l](T‘/VI:é"]—IJ—C_IJ. de ahi que

e = e ]

IFF[ = |PR[4|FF'= (IFG1+| TR )+ NF
(FB[+|5C|- TR +|FF[
(IPBI+|BC -4~ TC ) +¢~9 BC |

= (IFB|+¢=3TT|) +4- BT

I PB) +26 PB || BT |+ ¢~ TC [ + ¢ BCT
IPB[ + 2~ FB | TC|+ 4~ FC [

it

I

i
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Por otra parte | PF | = | FAYPC | = | PB (| FB1+|BC ) =|FBI' +| PO || BT
Luego, |PB[ +2¢~2|FB||BC |+~ BC|" =|PE|' +| PB || BT |

Estoes, |PB{|BC|-2"%PB||BC| = (1-2")|PLB|BC|

¢ PB I EC |

¢y ICT

!

!

1

In

N
=

Por tanta, o~ PB= BT, es decir !

!

=g L]

I

=
3

Teorema 1.1.18

8§ una caja reclangulur hieae vefumen unitario y su diagonal anlerior es de dongitud ¢ unidades,
entonces neccsartmmente § de sus 6 caras laterales son rectdugulos durcos y su superficre total
es 16 unidades cuadradas.

Demostracion

Sean z, y, + las dimensiones de fa cajar

P

~
Yo e

Dado que el volumen de la caja es unitario, se satisface {a relacion
ryz =1
Ademis se tiene que 74 p ot =

Podemos supo v esto sin perder generalidad, que alguna de las tres diniensionss de la cajaes

de longitud 1. ¢
Entonces, spy=1 y P4y =1
Luego. (r+y)®=3+2zy=35, dedonde z+4y=V5

Por tanto, 1% 4 (V3 - r) esdecie. 2= Var+1=0

27



Resolviendo, z=¢ & z=—¢-!
Peto r > 0, entonces z==¢ y, en cobsecuencia, py= st
De modo gue 4 de las 6§ caras Interales de 1a caja son rectdngulos dureos L
Por otra parte, la superficie total de s caja estd determinada por a formula
§ = Yrytyzbrzis 1407t 4 A
= 2s+é) =44 B

Definicidn 1.1.7

Diremos que una elipse es durea si sa excentricidad es ¢=!

Ohsérvese que las cevaciones 24+ ¢y =0?  y 327497 = a®  correspouden a elipses dureas,
ambas con centro en ck origen, semieje mayor de longitud a, scmicje menor de longited  é=%a y

focos sabre el eje r fa primera de cllas y sobre el eje y 1a segunda

- Es claro que los focos de una elipse durea dividen en rezn durca o sus semiejes:

A o Is) i B

Teoremn 1.1.20

Una clipse es durcn si y solamente si su reetdngulo focal es un cuadrade.

Demostracién
. , ¢
» Supongamos que una elipse es dureq, esto ¢s, supongamos que c=d !
Entonces, b? = al-d=d" ¢t = (1 =3 Nat= 40

Por tanto, g{b‘; = 247 'e =12 n

» Supongamos ahora que el rectingulo focal de una elipse ey un enadrado, esto es, suponganios
que i 2¢
ue  —— =
a

Entonces, ac =5 =a?=¢? y, de ncuerdo con el tesrema 1.1.7,
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Teorema 1121
Considérese la elipse durea ¥ 4 ¢y = a®

Sean A y B sus wérlices, C y D los exirerios de su eje menor y F' y £ sus focos. Se afirnia gue:

1. La chipse con vértices en C y D) y con catremos del ¢je menoren F oy FY ¢ duren y su eczacedn
¢s ¢x? 4yt = omial -

1,

2 Elidres de fachipse r*+dy’ = a® yeldrea delaehpse ds7+3% = 07t® (sl en vazdn

durea, como fo estdn las dreas de sus respeclivos recldnyulos focales.

Demostracidn

A F (o] F B

n

Seana, byc (0® =5 = ¢”) los pardmetros de laelipse 23+ oy = 6 ¥y sean o’ By
(o= b =
en FyF’!

los pardmetros de In elipse con vértices en C'y D y con extremos del efe menor

Es clara que é=ta
Por tanto, = ¢mta? — ol = (871 - ¢yl = g7

Luego, ta exeentricidad de la clipse interior es

¥, pOr tanto, ¢s durcs

i

Mis adin, su ecuncion s esdecir, prityimoid’ W
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Por otra patte, se sabe que el drea de una elipse es 1 veces el producto de sus seniejes. Por tanto,

la tazém dc las dreas de Jas elipses en cucstidn es

mab a a
ettt T U eta

Teorema 1.1.22
Censidérese la etipae durea 22+ ¢y® = o?

Sean A y B sus vértices, C y D los extremos de su eje menor, F y F? sus focos y sean LR y L'IC
sus dos cuerdas focales,

Designemos respectivamente con Ly, Cg, L3 y L4 sus zualro rectas tangentes en los puntos L, 1/,
Ry R, las cuales se intersectan dos a dos en tos puntos P, Q, A" y ' y con L}, LY, Ly y L) sus
correspondientes reclas normales, las cuales se intersectan dos a dos en los puntos 5, 7', G y G'

Sean M y N, respectivamente,los puntos medios de los segmentos LLY y TRIT y sea E la interseccion
dei segmento BE con lo recta L3, tal y como se mucstra en la figura,

o
[’1 ‘4I [
. c

Ly 4

P\ a B o

Ly
£ ~
-
() N R
Ly D i
14
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Se satisfacen entonces las siguicnies propiedades:

. Los puntos F’ y B triscclan en paries dureas al segmente UG

. Los puntos § y T triscctan en partes duredas al segmento

Los puntos M y G triseclan en parics dureas af segmento O’

T

. Los puntos G y T dividen respechivamente en razdn durca a los segrmentos OM y OF'

&

. Les puntes B, E, G y L son colineales.
Mds niin, E y G {riscclan en partes dureas al segmento DL
G. La elipse conjugada  $r? 4 32 = a®  tiene sus vértices en dos puntos A' y B' y sus focos en
los puntos M y N.
Mds aiin, las clipses durcas 22 +gy* =a® y  dri+y? =a® e infersectan en los puntos
L, I!' Ry I formando un dngulo agudo - = arctan (%)
7. Los dugnlos 0 y o indicados estin dados por £ arctan (¢~!) g o = arctan(2)
y de ahi que  arctan (871) = Larctan(2)
8. Lu chipse que pasa por lus puntos P, B', Q y A’ y la que pasa por fos puntos S, G, T y G

tienen excentricidad %

Demostracién
Seala clipse durea 27+ o =u? (a=dec y b=¢da)
La ecuncidn de la semielipse superior s

y= s~ at D3t = %\/u"' —-z? (coun signo positiva)

Derivando, v=
Entonces, Y(=c) =
@ = -

y de ahl que tanf =

¥ tang = ez = = 2

Mas ain, la ecuacion de la recta tangente £; estd dada por
y=dtrddc=d"r 4 a

¥ la ecuacién de la recta tangente £; esta dada por
y=~¢"'r+¢c=-¢"'z+a

Por tanto, {OA" | =a
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Un sencillo razonamiento mostrard entonces que la elipse @27 4 y* = a?  tiene sus virtices en
los puntos A" y B’ y sus focns en Tos puntos 31 y N ]

Por supuusto, las elipses 2?4+ dp’ = a¥ ¥y 2?4 y? =a? tienen rectingulo focal comin

Para encontrar el dngulo agudo 7 entre estas clipses, observemos que la pendiente de la recta
tangente a laelipse 27+ ¢y® = a* enel punte Les ¢~! y que la pendiente dv Ja recta tangente
alaelipse ox24y?=a® encl mismo puntars @

Entonces, tany = %l—; = % ]
Haciendo y=0 en laccuacion delarecta Lo enconttamos que = | 0@ | = da »
Luego, o

y LI ¢°_c=¢(%)~1=¢’—1=¢ n

Demostremos ahora que el punto G divide en razdn durea al segmento QA

En efecto, las ecuaciones de las rectas norimales £5 y Ly son, respectivamente,  y = ¢r+ $'¢
y y=—9z+¢"le (s praciso considerar la ccuacion de la senielipse inferior).
Luego, |0G |=¢"'¢ ®
Obsfrvese ademis que la ecuacién de la recta que pasa por fos puntos 2 =(a,0) y
[, = (=c,c) «s
{azz)e
a+e
la cual, naturalmente, satisface el punto G = (0,47 '¢)

y=

Por otra parte, ls eccuncidn de la recta notinal  £4 s y=ér—¢-lc

Se encuentra que la interseccidn de las rectas £ y L5 oeuree en ol punto 7= (97 7%¢,0)

Luego, T divide en razén durea al segmento OF n

Por otra parte, se tiene que

al 3734 = g%t g2t

= (8P4 =l

[TL = (a+c)l+cd =(det+e) ke
= gl el = (8 1)
= 3(d4 1)c? =3¢

ier _

Vie
Para demostrar que E también es punto de oro del segmento B3 L podemos recurrir a la congruencia
de tridngulos.

2

Luego,
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Por ltitmo, observemos que 1a clipse que pasa por los puntos P, B, Q y A’ tiene semicjes de

longitudes ¢a y a, ¥ deahi que su excentricidad sea -ﬁ -4

‘Teoremn 1.1.23

Considerese b elipac dureu 27 + ¢y’ = a’. Enfonces

L. Elscuiepe srayor y el radio de curvatura para los vertices, estdn en razan duren.

%)

El radiv de curvaturs pam los cxtremas del cje menor y el semiteje menor, e3ldn en muzdn

durea.

3. Las circunferencias de curcatura pane lus vérlices se intersectan en los centrus de curvatura

para dos extremes dei eje menor

vk
Ny

Es la figura Koy R son, respectiramente, los centros de curvafura pors los vértives 3

2

y By y Wy ¥ loscen de curvature para los puntos D ¢ C.
1 J I

Demaostracién

Sealaelipse 240y = o?

a?

Derivando,  y' =

TR

La curvatura en ol punto 2 = ry eitd dada por
1y
. vy
Kz} = —-»——-‘————‘) L——

{1+ (=)}
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Haciendo ==& obtenemos
{0y =

Luego, of raddio de curvatura en of punlo Ces  p= 4 ]

Dado que Ja slipse 234637 = a?  ao es derivable en consideraremos la efipse conjugada

x4yt =0t gae sles dadvableen 2 =0

Seadadlipse @ty y* = a?

Derivando, o

Haciendo 2 =6 obtensmos K{(G) = &
a
Luego, el radio e curvatura e ol punto B s p=o~ta -4

e modo que tas coordenadas de tos puntes K, &', By W7 de a figuea son

K o= (¢ %,0)
K = (¢77a,0)
W= (0,870
Weo= o (0,~97Y

Por tanto, Lo ecttaciones de las circutferencins de curvatura pars os vértices 4 y Json

(z—-p %) 4y = ¢%a®
vy e ey = g7
fas cuales, naturalmente, satisfacen los puntos 1V y W/ 8

Por supuesto, estas cireunferenciss son tangentes al rectangulo focal.
Definicién 1.1.8
Diremos que una hipfrbola es durea st su cxcentyicidad ¢s &

Obséevese que Ia vevacion 22 — 4~ tyf = a?  corresponde o uns hipérbola durea con centro en ¢

origen, focos sobre el ejie Xy semicje de longitud a.

Teorenmian 1.1.24

Una hipérbola es duren st y solamente si ef rectangule focal es un cuudrado.

Demostracién

Es completamente andloga a la del teorema 1.1.20 »
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Teorema 1.1.25

Considerese In hipdrbola dwreas z%— ¢ 'y? = a*

Sean A g G sus vérhices, &y FY sus focos y LIt y L7128 sus dos cuerdas focales.

Desigunemus con £y, £g, L3, v £; {as cuafro recfas tangentes en los puntos L, L', Ry ) respece

tivamente, las cuales sc intersectan dos u dos en los puntes G, (¥, 8 y T

Sran P, D' g lus intersecermes de las reclus langendee con los segmentas Ty IR ¥ sean
M y ¥ respectivamentc, los puntes medivs Je dichos segmendos, tal y como ¢ muestra en la figuig

siguicnler

Ls

Se afirma que:

1. Los punios T' y B irisectan en partes dureas of segnento OF (lo mismo can velacidn a los

puntos A u § respecte ol s

2 Lus puntos 5y O fricectan en partes duveas al sepmento LL7 (1o musmo con relaciin

puntos P!y Q respecto ol scgmento RIE)
3. Gy G dividen sespetnamente en razon durea a los 5cqmz{|lm OM y ON

4, 0 = arctan(?).

Demostracion

Demostramos que T y 8 Lisectn e partes dyreas al seganento OF7

En efectn, las ramas superiores de 1a hipirbola tienen por ecuncion

Derivando, o' =

a lus



Haciendo £ =¢, encontramos que

Luego, la ccuacidn de la recta L3 es

yzmér—dete=¢r—-4t

¢

Por tanto, T es punto de ore del ségmento OF7 3, como 1a hipérbola es durea,
B también lo cx ]

Haciendo y =0, encontrames que

De manera similar se encuentra que la ecuacidn de la recta £4 s
y=~dr+d¢le
Luego, G es punio de oro del segmento OM ]
Maciendo y=c enla ccuncidn para L4 encontramos que z = —¢~ %
Entonces, |PQ|=24"% ycomo |LD =2, F y Q son punlos de orode L1/ ®
Por 1iltimo, observenios que
— - -2 -

Laxlﬂ:—i—L——J—s—Q=? o

Teorema 1.1.26

Las cdnicas dureas z® + 3y? = o? felipse) p x* ~ $?)* = a® (hipérbola) son oriogonales en
sus cuairo puntos de conlacto.

N Y/
\ %

L

AN
\\/ N/ /
A\




Damostracién

Es claro que los puntos de contacto ncurten sobte los vértices del rectdngulo focal que tienen en

comin.

De acuerdo con la demostracidn del teorema 1.1.22, la pendiente de la tecta tangente a la elipse
en el punto L' es my = =¢™!

De acuerdo con la demostracion del teorema 1.1.25, 1a pendiente de |a recta tangente a Ja hipérbola
enel punte L/ es miy = ¢

Luego, las conicas son ortogonal

Teorema 1.1.27

Si una elipse y una hipérbola comparten rectingulo foral, son orfogonales y la diferencia de sus
excentricidades ¢s la unidad, enfonces son necesartamente durcas.

Demostracidon

Es claro que las conicas en cuestion comparten focos,

P*odetnos suponer que los focos estan ambuos sobre el vje horizontal ¥ cquidistantes det origen.

Sea b2 +ay? =0, con o - 60 = o ecuncidn de la clipse,
Sea F%2% ol =a®3% con a4+ 47 =c)  laciuacidn de la hipérbola.

Evidentetnente las interzecciones ocutren pars los valores  x = e

Derivando, y' (elipse)
(hipérbola)

Para "z =¢, )= -5 (ctipss)
(hipérbola)

Como las conicas son ortogonales en sus puntos de contacto, se cumple que

(»-g) (LE) =-1, #sto o5, e? = aa

a

Seun ep ¥ ey respectivamente, lay excentricidades do la elipse & hipérbola
B



Se observa que

e _ac _ac _a . 1
epm == ===, (s decit, ey =— )
a gsa ¢ c e
3
a ¢
Luego, ey ~tp = =~ = = =1
BO B T EE =TT ac
a
Fntonces, ac=al—-c? = b2 v, de acucrdo con el teorema 117, - = ¢
c
Portanto, eg=¢~! y en=4¢ a
. c? be " Ly
Obsérvese que o= < y g= =, demanea que faecuacién de 1a hipérbola toma la forma
o a

alz? — Byt = et = {a? b")i

Terminemos e} presente apartado enunciande el siguiente problema;

Encontrar una linea recta obficuu que divida la figura, Ia cual se supone estd conformada por 13
unidades cuadradas, en dos partes de igual dres.

Lai dn solucién al probl se presenta en el siguiente y dltimo teorema:
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Teoremn 1.1.28

En la figura que presentamos, I ey el punto de oro del segmento BH mds prézimo 0 3 y Q es el
punto de oro del segmento TD mds prézimo a D

A‘[
L

b G

H

o] ]

[2]

ISNNE

Se afirma que lo rects gue pasa por los punitas P y Q divide la figurs e dos partes de igunf drea,
esto ¢s, en dos partes de 6.5 unidades cuadradas cada una.

Demoatracién

Dernostremos primeramente que los puntos 2, H y Q son colineales,

En efecto,

{POl=¢ 36 =¢"7 vy (CQ|=¢YCTD=¢""

Luego, las pendientes de los segmentos TP y 77 estén determinadas respectivamente por

moo= —a% =
my = =T e = (@4 1) =8

De manera que los puntos P, H y @ son colineales, como queria demostrarse.

Entonces, e} drea de la figura situada en el semiplano superior es

A= AT OB = 44 2B~ 900 4)

[}

4+§w+¢-&)

i

1+ %(.':)
65 =

Resttlta pues evidente la riqueza geométrica del nimer de oro.
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La sucesién de Fibonacel, Definicidn y propicdades sritméticas

Se dice que en la Edad Media ¢l italiano Leonardo de Pisa (1175-1250), mejor conocido como
Fibonacci (“hijo de Bonacs™), descubric caerta sucesidn de enteros particularmente interesante al
estudiar un vrohlima de reproduccion de conejos bajo condiciones especiales.

Esta sucesion es actualmente conccida comn fa sucesidn de Fibonaceci y su estudio serd de capital
importancia eu ol presente trabajo.

Cada ndmero de esta sucesion o> la suma de los dous enteros immediates anteriores, iniciando con

los enteros 0y 1.

Formalmente se tiene la siguiente definicion:

Definicidn 1.2.1

La sucesicn infinita «e enteros Uy, Uy, Uy, Us, ... definida por

0 . para ¥
ta= 1 ,para =
Unzt Uney oparan>2
es conocida como Ju sucesidn de Frbonace.

Los clementos de esta sucesién son los miameros de Fibonaced, entendiendo que U, denota a)
n—ésimo ndmero de Fibouacei.

Extendicido 1a sucesion hasta su término décimo quinto encontramos los siguientes elementos:

0,1, 1,2 3,5 8 13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ... 7

Resalta verdaderamments notable que los ndmeres de Fibonaces, segun confinmarinos en proxinas
apartados, presenten vinculos fortisimos con el ya ctado nimere de ere. Baste considerar la
diferente naturaleza y contexto histdrico de sus origenes.

Por lo que respecta a este segundo apartado, ¢s nuestro propésito el presentar algunas propivdades,
ciertamente interesantes, de lox nidmeros de Fibonaccr, algunas de las cuales seran de suinn utilidad
para el desarrollo posterior del presente trabajo.

Tuiciernos, pues, enunciando algunos teoramas:

Teorema 1.2,1

Para todo entero posiiive n, se sulisfacen las siguientes tgualdades:

1 Usyz + Ugyog = 3l

2. Uanyy — Vanog = 4y,

IDebe aclarnae que, de acuerdo con los hechos histrices, los dos pisimeros enteros de Ia suresidn piopuesta por
Fiboriacei son ls unidad. No obstante, para efecton de eate tralsjo y por razones de conveniencis. proponesy
enteros 0y | como los primeros elementos de la sucesidn, Nétese que la inclusidn arbitraria del elemento 1 = 0 1
alleen absolatamente Ia 180 natural de los sigui 1
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Demostracién
Las igualdades anteriores son consceuencia directa de la definicién 1.2.1,

En efecta,

L Uingad Urca = (Usa + Uzaa) + (U = Uznot) = 20z + (Usags = Usnes)
=2z, + Uz = 3l20 ]

2. Uspya—=Usn-a = (Uangr + Vangd) = (Usne1 = Uannz) = Usnpa + Uangr = Usnaa + Uans
= (Usa + Usas1) + (Usa-1 + Usn) = (Usnst = Usa) 4 (Uzn = Usn-1)
= 4Us, -]

En el teorema 1.2.6 enunciaremos una gencralizacidn de este teorema.
Teorema 1.2.2

Parg todo entero positivo n, se satisface la igualdad

U2 = UnoylUnga = (1)

Demostracién. (induccién sobre n})

» El caso n = | sc comprueba directamente.
» Supongamos que U2 — Ui 1Ussr = (—~1)*?, para cicrto entero & > 1
» Demostremos que  UZ,y ~ Usliys = (—1)442

En efecto, 1a hipétesis inductiva puede escribirse camo sigue:

(Us + Ui )Us = Wies + Ui)igs = (=141

Estoes, Unliyg~ Uf, = (-1)tH
Multiplicando por —1 1a igualdad anterior,

Ulyy = Uslhiga = (=142 | ]

Teorema 1.2.3

Para tode enlero positivo n, se salisface la igualdad

2 2 _ 4 +, sin es impar
BUS = (Unwt 4+ Unya)* = 1 ( -, tin es par )



Duemostraeidn

De acucrdo con ef teorema anterior, Uplngy = Y3+ (=1)"

Mubtiphieando por 4, (20an 1) (20003} = 4 U7 +{~137]

Equivalentemente, {{(Uacs 4 Uasy) = UdlUnt + Upgs )+ U} = 4 [UF 4 (-]
Ffectuando las operaciones, (Cnwq+ Ung i 3® — U2 = 4UE +4{-1)"

De dode encontpmes que,  GU3 ~ Loy 1 Ungy)? = ~3(=1)" ']

Teorema 1.2,4

Para tode enlero ponitivo nt y pars cualguisr endcro no nryativo b, s sahisface la igualdad
Ungr = Upliyoy + Ui Un

En pariicular,

L Ve = U2+ 03

2. Ugp = U - VI = (Uey + Ua W,
3 Uzaqa = U2+ ULy

g Upy = U3 4 U3, = U2,

Demmostracion, (Induccién sobte k}

» Esclaroquepatat =0 y k=1 laigualdad se verifiea

» Supongamios pues que ta igusldad se verifica para los valores particulares k= m yk =p#l en
donde 1 es un entero 1o negativo.

Esto es, suponganos que parn cierta entero sn > 0 se satisflacen las igualdudes

Uniin = Unlnar + Umaalhs

Unsenet = Dpalinag 4+ Uiy Uy

» Demostrenos ahora gue la igualdad tambidn se vecfica para k = 4 2
Esto es, demostremos que
Uitz = Unpallacy 4 UnisUn
En efecto,

nrmsz = Lapm o+ Unamys
@ UplUacy 4 UngaUn + U1 Un oy o Vol
= U A Vg 1 oy o+ Wara 1+ e )
= Uppalhier + Ungall, [




Teoremn 1,2.5
Para todo entero posifivo n y para cualquier entero no negative k < n,se satisfacen las siguientes
fgualdades:

1. Uner = UsUnyy = Ury\Up, para k impor.

2 Uaor = Ui Uy = e Un gy, poma k par

Demostracion, (Induccicn sobre kY

Demostrarcines solamente I igualdad 1.
» Se observa que

. Upsy =Uppy =y
. Uses = Uncv=Unoa = Alaca 4 Unoy) = Uy = 3z
QW = Uy = 8w = 2Us oy + Un) = 3l uon 4+ Uai)

= Woir = M

i

Luego, Ia igunldad 1. se satisface para los valores k=1 y k=3

» Supongamos ahora que Ia iguallad | s verifica para los valores particulares k=m y k=
m+2, en donde m es un entero positivo.

Esto es, supongamos que para cierto entero m 2 1 se satisfacen las igualdades
Unoo = UnlUnsr = UnaiUn (m<m)

Unomez = UnpalUngr = Ugatly (m+2<n}

» Demostramos entonces que la igualidad 1 también se verifica para k = m +4. Esto ¢s, demos-
tremos que
Unome1 = Ungalngt = Umaslln (m+4<n)

En efecto,

Upem-2 = Un-me2=Unom-3 =Unemat = (Unem-1 = Unem-1)
= Waomes = Unemet = 2nemed = (Unem = Unemat)

= Waem-2—-Unem y, aplicando la hipbtesis inductiva,
Unomea = WampaUnsr = Winpaln = Unllnis + U U

= Wmez = Unlasi = (3Umss = Unsa)lUn
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Peto,

Fmsr = U = Ung2 + 2WUmyz - Um
= Unya + WWnis = Uit} = (Uingz = Unst)
= Unsa = Umir = (Unsa = Umpi} + Unsa

= Umpy b Umgs = U, v de ahi que
Winsa—Umss = Unss  (sustitiiyase m por m 1)
Unomoa = Ungalngs = UnasUy L]

Luerjc: N

Teorema 1.2.6

Para cualesquitra enteros posifives n y &, con k < n, se satisfacen las siguientes igualdudes:

L Unpe = Unce = (Uiy o+ Ui )80, para k mper.
2. Ung + Vnot = (Uoy + Ueg i)y, para k par,
3o Unae 4+ Vner = (Upey +Un 1M, para & impar.

4o Ungy =~ Unce = {0y + Uy ), parak por

Observese que las 1gualdades del teorema 1.2.1 son, efectivamente, casos particulares de estas
Jérmulas. Mds avin, haciends &k = n sc oblsene la agualdad £ del teorema S04

Demostracion

Las formulas se deducen a partir de los teoreras 1.2.4y 125 4

Teorema 1.2.7

Pare cualesquiera enteros positivos n y k,s¢ satisface la igualdad
UnUnyt = UniUagier = (=" iy
En particulor !

1. UVaUnys = UnyyUnas = %1
2, UnlUnya = UngilUnsa = £2
3. UnUnys = Unirllngy = £3
4. UUnse = Unjrlngs = £5

tomando ¢l signo positive para n impur y negativo para n par.
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Demostracion

e acucrdo can e} teorema 1.2.4,

UnUnit = Unpalugiar = Un{UeUner + Ve Un) = Un g1 {Uker Uney + Velln}
Vs s U3+ D Un yUp = Uk UnyUn gy = UsUnUn sy
Vit U2 4 Uk{Un <y = UngnWa = Uy Us U 4y
Ui U2 = U002 =
(Usgs ~ U)UT = Ui LUy
Vel = Uiy U tlnsy

= (U = UVaoa Ui MWaes

#

W

il

feaiUama e

il

i

Y en virtud del teorema 1.2.2,
Unluir = UnpiUngior = (=1 0y ]

‘Teoremn 1.2.8

Parg todo entero positive n, se salisface la 1yualdad

Uy = 5U3 £3U, ( hasinoes par )
-, 511 cs l'llpﬂl'

Demostracién

U3 = (Ungy = Uaaf®
= U = Udl) = 3UneUnis(Unt = Uoy)
. = U2y = Udey - 3Cac Ul
Aplicando la fornula 4 del teorema 1.2.4 y of teorema 1.2.2., obtencos que
U3 = Usa = U3 =30, [UZ = (~1)0+Y]

= Vg = AU + 3= 1)1,

Por tanto,
Usw = BU 4 3(=1)"Us =

Teoremn 1.2.9

Fara {ado entero pesiivo n,se salisface la igualdad

Uy = 25U% & 2503 45U, ( Fosin o par )
—, 311 £$ tmpar
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Demostracién

En virtud de {a ignaldad 2. del tecrema 1.2.6, encoutrames que

Usntb + Usiet = (Uioy + Vgt Mian,  siempreque & scapary k<n

Sea k= 2n. Entonces,
Usn +Un = (Va1 4+ Uzag1)an
¥, de acuerdo con las ignaldades 1.y 3. del teorena 1.24,
Uy + Un = U2y + 202+ 63 )Uas
Aplicandn shora el teorema 1.2.2,
Usn 4 Un = (073 4 Waogllup + U2 +2(-1 " U,
= [(Uner + Unat)? + 21"} Ua,y

Peto, por el teorema 1.2.3, (Unoy + Ungt)? = SUZ 4 A= 11
Por tanto,

Upn + U = [8U2 4+ 4(=1)* + 21" U,
5U3 + A -1y} Usn

B

Por ltime, aplicando el teorema 1.2.8, encontramos que

Usa +Us = [BUZ 4 3(=17"] (U2 + 3(-1)"Un]
= 25U3 4 2B(=1)"U2 46U,
Twego,  Ue, = 25U% ¢ 25(-1)°02+ 50,  ®

Pasemos a enunciar algunos teoremas que involucren serics fintas:

Teoremn 1.2.10

Paru tedo entero pesitivo n,se satisface la igualdad

PBCET TR
b=z}

Demostracion. {Induccion sobre n)

> La férmula s

tisfacr: pata fes primersy valores de n
s Supongainos que

s
ZU( = lfinea = 1, paracierto entero m2 1
(5]



» Deinostremos que
m+1

Z Ur =Umpa = 1}
k=2

. En efecto,

m+l m
U=l + Y U= (Wagr 4 Uinga) ~ 1 = Uiz =1 B
k=1 k=1

Teorema 1.2,11

Para todo ¢nlero positive n,sc salisface la igualdad

n
E[/Jk—l = U
k=1
Esto es, ls suma de los primercs n nimeres de Fibonacer con indice ampar, €5 el nimero de
Fibonacci con indice par 2n

Demostracidn. (Induccién sobre n)

» Laférmula se satisface para los pritneres valores de n
» Supongamos que
m

S Uuoy = lhm,  paracierto entero >
i

» Demostremos que

m+i1
z: Usewt = Uppmyny
=1
En efecto,
m+l m
Z T =z(’:l-x+l/zm“=uam+l—/7m+l = Usinya = L]
eny k=t

Teorema 1.2,12

Para tode entero positivo n,se salisface la igualdad

n
oUn = Upnps ~ 1
et
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Demostraciou, (Induccion sobre ni)

» La férmula se satisface pars los primeroa valores de n

» Supongames que

m
ZU?I = Uans1 = 1, paracierto entero m 21
Eo1

> Demastremos que

m+1

2oVt = Unmier = 1
k=1

En ofacto,

m
= EUn + Ustenity = (Vamsr + Uninga) = 1

k=1
= Unnpa = L=l -t B

Teorema 1.2.13

Fara todo eniero positive n,se satisface la igualdad

"
T = (=)
121

Demostracion. (Induccién sobre n}

» La [drmula se satisface para los priseros valores de n
» Supongamos que
m

Z(-~l)" YWy (=1 oy o+ 1, para cierto entero m 21
ko1
» Deinostremos que

mtl
DN = ()™ 41
k=y
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En efecto,

m4l m

DM = S0 ()

k=t k=t
R O D /A O Y e L e O Dl (/PR /AR S
= (- 41 @

Toorewa 1.2.14
Para todo enfero positive n, se sati<face la 1pueldad

n

S gy = (-2

=1

Eslo es, el valor absolute de la swna alternada de los primervs n ninseros de Fibonacei con
indice impar, es ¢l cuadrado del n-csimo niimero de Fibonaccrt.

Demostracion, (Induccion sobre n)

» La férmula se satisface para los primeros valores de n

» Suponganios que
m

Z(—l)“’lin_| = (=102, para cierto cutero m 2 1
k=1
» Demostremos que

m+41
S W = (=)™
k=1

En efecto,

m1

SN = S U (=) W
b=y k=1

(=10 + (1) Uangy = (1™ (Uamgr — U2)

#

Peto, de acnerdo con la igualdad 3. del teorema 124, Ugmyy = UL +UZ

ml
Por tanto, Z(-—l)”‘Un—l S RV (e "
=t

Teorema 1.2.15

Para todo enterv posilive n, s¢ salisface la sgualdad

"
SN W = (-1 Ul

k=1



Demostracion. (Induccidn sobre n)

¥

La férula se satisface para los primeros valotes de n

¥

Supongamos (e

m
Z(—l)k“(’u S (=1 WnUmpy,  pata cierto entero m 2 1
E=1
» Demestremes que
il
D=1 e = (<)) U ss U
=t
En efecto,

"

b4

1 "m
(= e, = Z(-I)H’Un-"(—I.\”'+7Ux(.,;+x_‘
k=]
= (1 Wl s + (0™ gy = (2™ Wity ~ Unlinat)

M

Pere, de acuerdo con laigualdad 2, dei teoreina 124, Uygmen) = Unllgtr + Ums il

mil
Por tanto, Z( )
k=1

= 1) e [

Teorema 1.2.16

Para todo entero positivo n,se salisfuce a ignaldad

Demostracién. (Induceidn sobre n)

= La formuly se satisface para los primeros valore de o

> Supongnos gue
para cicrto entero m 2 1

» Demostremes que
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En efecto,

w & Usmya ~ 1
S Use = Usmpat 9 Usi = Usmga + =222 n
k=1

K
=1

Wamys+ Usmyz = L Usinga + (Usinyz + Upmya) - 1
- 9

2
Usmsa+ Uspisg = 1 Uamgs — 1 "

2 by

Teorvemn 1.2,17

Pata todo enters positivo n,se satisfacen fas sigusentes igualdades:

2

S Usnay = 3
1. ZU“" =y
£ 331

"
1
2. ;UQE b= gUa(wn -1

Demastracion, (Induccidn sobre n)

Selamente demostraremos la iguaklad 1. (Ia otra igualdad es una conscouencia imnedinta de ésta
y del teorema anterior).

» La formula se satisfuce para fos primeros valores de n
» Supongainos que

.
= Vg =1
E Uneoy = === ——,  para cierio entero m 21
k=i =

» Denostremos que
'
& Usmgs — 1
Usper = =55 —
k=1
En efeclo,

w41 m U: 4 l
Z Usici = Uiz & Z Usios = Usinga + ~2—
)

k=1
Usmsa + (Uaner +Uamaa) = 1 _ Usmss + Usmaa - 1

Usngs = 1
= 3 u
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Teorema 1.2.18

Prara foda enlere positivo 1, se salisfoce la ipualdad

o 1, 41
_kg :( 3] 3n41 F
E_‘( ) Uy = =

Demostracidn. {Induccidi solire n)
¥ La fSrmula se satisface pata los primeros valores de n
» Supengamos que

o
NV gy .
Z(—l)“‘l/m = ,l___).._;,"_‘i____._l. para cierlo entero positivo - m 2t
izt

» Demostremas que

2
L)
En efecto,

ml il

S = D U (-1 s

k=1 k=1

et
U b VA T LRI S TP

2

(=1 Wama + 1+ A=-D" " a

(=)™ 22 Wsma = Uznaz) + 1

U™ Wamas = Usmar + Uamya) +1

-
O Wsmea + Vamaa) 1
2

(=P gy + 4
3

Teoremn 1,2.19

Para todo entero positivo n,se satisface la ignaldad

Z Uz = Uanaliag

L)




Demostracion. (Induccidn sobre n)

¥ La [Brmula se satisface para los primeres valores de n

» Supongamos que

m
ZU““" = UppotUzm,  para cierto entero m > |

b=l
» Demostremos que
mil
Z Ugr-a = Vimsr1Uzimga
k=1
En efecto,

mil m
Z Usiez = quk-a + Uit = Usm-1 Uz + Vimsr
=1 =l

Pero, de acucrdo con la igualdad 3. del teorema 1.2.4
Uamit = Usggony a1 = Ul + U
Luego,

m41
Z Uiees = Uze U -+ Uy + Uy
=1

Vam{Uzoi—t + Uain) + Uy
Vamlzmas + Udngs = Vams 1 (Uzon + Uzngn)
UVangrUzmyz @&

Teorema 1.2.20

Parn todo entero positivo n,se salisface la igualdad

n
S UR = Uplingy

k=)
Domastracién. {Induccién sobre n)
» La [Srinula se salisface para los primeros valores de n
» Supongamos que

m
U} = UnlUmyy s para cierto entero m > 1

>
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» Donostremos que
S U= Ungiliongn
En efecto,

"
STUR U = Ul 4 UL,
&=t (33

g1l -+ Unii1) = mai Vg n

M\
if

“

Teorema 1,2.21

Para tedo enterp posilivo n,se salisface ln iguolifad

n \ : . .
T 260y + 5 ( +. sines impar
bt L -, 5t n es par

Demostracion

En vinwud de tearrma 1 28
St = Y W3- = 3 s+ 3 S
izt =1 b=l el
Aplicando las foonalas de Jos tenremns 1.2.13 ¥ 1.2.16,

o ot - [Z— neig
STsi s Yomarn b g gy, g 1 e Lmeg 8O0 ey #5
51 - s

Be esta dltimn ipabdad se dednes In fonmata decradn ]

Teoremn 1,2,42

Para tode culero posifavo n,se sefyfiace o apunddad

N e ( Valiney =+ L, sin ey smpar
l-’n-‘ Ciee Culinay, $in s par

Dumestracidn

Eu virtud ool toserina 1.2.2,

il

n n
Zm Wass ~}j{ N S R D P D Il e

=i k=1 L]



Aplicando la fdrmula del teorema 1,2,20,

" "
Zuk—lukfl = Unllnsy ~ E(—l)“l

t=1 k41
Por iiltimo,obscrvemos que

, st nesunpar

" i
Sl f 0, sinespar
?;( M=
Por tanto,

Dplig i, simes par

i:l"k—ll"k-n - { Unllngy — 1, sines impar
k=1

Teoremna 1.2.23

Pera todo entero positive n,se saltsface la rpualind

n N . .
v ainoes ampar
i1 = L, o
g“’*“ { UZyy = 1, sinespar

Demaostracion
Ohiservemos que
a ,
UrUbpy = (Ueny ~ Ve Wiy = Ubyy — Upan Vs

Luego,
n n n
ZUEUH‘I = Elf’zn—ZUn-:Ukw
k=1 k=t k=1
n n
= YU~ Ul + U2, - 1
k=1 k=1
= S U - UiaUen)+ U2 - 1

k=i

Aplicando la férmula del teorema 1.2.2,

n n
Sl = (-0, -1
k=l k=1

_ Ui i n es limpar
- U2, =1, sinespar
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13

Los coeficientes de Newton y los mimeros de Fibonaeci

ueremos distinguir eo este apartado algunas relaciones notables entre los mimeros de Fibonnecd
B!

y los bien canocides coeficientes newtonianos,

Rerudrdese que si n y k son enteros no negativos tales que n 2 &, of coeficionte de Noewton {3)

estd definido camo .
0!

()= Hin =i

en donde ol signo 1 denota la funcidu factorinl, que s define para los enteres no negatives

mediante Ia igualdad

"l = 1, e
T 12-3- 0o, siones un entero positivo

Son bien conocidas las siguientes frmulas:
Gi=1=0)  (M=n={2)
=60 OG-0

Para cstablecer el primer resultado, se dispenen los coeficientes de Newton en un arregla triangular®
y se \rezan diagenales ascendentos, tal y como s2 mucetra en la siguiente figura:

PR _\. AN
NN

.
N

PR A P
Vo

SRS ERE

5 e o
t

)
(4 Y ¢ () G D

#Noa referimos precisunente al famoso tridngulo de Pascal.

o
=1



En esta figura, d,, denota la suma de los elementos sobre Ia n-dsima diagonul.
Demostraremes que, pira todu entero positivo n,  dy = U,
Fn efecto, puede comprobarce directamente que dy=U; yque da=Ua

Observenios shora que  dn  estd determinada por la igualdad

m
Z("“f"’), sin=2m+ 1 endondeme {0,1,2,...

L

do =

m=1
Z ("-:-‘),sin:‘bn endondem ¢ {1,2,3,...
k=0

Pastard demostrar que  dy = dn_g + dy_y,  para cuniquier entezo n >3

Casoli n=U+1 (ydeahique n~2=2(t~1)+1 yque n—1=2)

=1
domg = 3 CF0) = (P (T (0 L+ D) + (T
i=0

=1

dos = 30 = O # OTVH (CF) F RN L (O
£=0

Entonces,

ducy b dacy = (757

- [("E’M"?”)] +[(".‘">+ (";")]+[<" ')+("")]
+u.+[<" BT

Pero, {{)+ () =(H 1Y luego,

PAREY AR Gt P Ae T S R S O (s IR Gl

Porotraparte, {"3*)=("7") si n22 v ("I = (") puesn= 2+l

Por tanto,
dnaztdpay = "5+ T+ 07+ (5

t
i PR

k=0

Cnso 2t n= 2

Para este cazo se procede mediante un razenamiento andtlogo, n
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Lo anterior pos coaduce al siguiente teorema:

Teoremn 1.3.1

Para lodo enfere pusitivo n, se salisface la igualdad
as
n-k-l
Un = Z( x )
=0
en donde an es le parte entera de 251

Otra interesante relacion entre los nidmervs de Fibonaeci y los citados cocficientes de Newton, se
presenta en ¢l siguiente teerema:

Teovemp 1.3.2

Parna tedo endero positive n, s satisfecen las stguienles ipualdades:
n
. £
1. Uy = LQk(‘k‘)Ul
k=l

“
2 = (0
ko0

Demostracion (Induecidn sobre 0

Desnastraremos las dos igualdades simutdns amende:

v

Ambas igr

abbades se satisfacer para los primeros valores de n

A4

satisf

Supongians ahert qie ambas brusddades acen pata unbetenninade valer entero

fn

mz

Fsto s, supatigninss que, pira cierto entero 3n 2

EE AV

1. se satisfacen las fSrimutas

1. Uy =

2. Uiy




» Duemostracemos que bas iguafdates se satisfacen necesariamente para n=m+ 1.
Esto s, demostraremos que
mi .
3 Uomeny = 3 2™ )
k=1
m+1 \
2% Uy = z 2"y
D]
En efecto,
mil m X
1Y Z (PPN = M U Z 2™
= k=i
Pero ") = (T1+ 02
mtt m m
Lucgo, (" = Wy Y 2P+ 2
k=1 =t k=1
m m~1
= Pl 43 2 (T 30 IR Wi
= =0
"
= " Wiy +Us #2302 T Wiy ~ 27 U
£=0
= Usny 4 Wamsr = Usnia = Usgrany a
ml m ,
2 ST W = 1 2 a4 257 MW
*=D ¥zt

H

m "
2 g + Z?‘(T)UI-H + Z'Jk(kt’x MWis
E=1 it

™ m-1
= 14 2™ W 4 EZ*(Z‘)U“, -1+ Z 25 (V) Unya

k=0

k=g

m
= 2" WUmgg  Uangs 4 3 2 (T Waga ~ 27 g
=0

m
= Usmys + 32 (7 )0 + Vi)

k=0

m m
= Usmss + Z?'“(?)UA + ZQE*'(T)UAH
=0

=0

&0



m41 ~ "
Z 2" W= Usmas +2Z'n’-k( TA +227l( ¥ Wiy
k=1 =0 E=0

Usmpr + 23 200 )0 42 3240 T W
kzl

k=0

1]

Uamit + W + 2Usm 1

i

Usingt 4 2V + Ugingr)

Unmstr + Wamsa

il

Vamyps + Uampr + Vamsea)

= Usnyz ¥ Vamia
= Vamys = Uspmanian a
Los siguientes y iltimos teoremas tesultan ser verdaderamente interesantes:

Teorema 1.3.3

Si n es un entcro positivo par, enfonces se satisface da igualdaid
"
St =0
k=1
Domostracién (Induccién sobre n.)

» La igualdad se verifica para los primneros valores pares de n

» Supongamos ahora que, para cierto entero par m 2 2, se verifica la ignaldad

i(—l)‘*‘z'(':‘)u. =0
k=l

m+3
» Demostremos que Z(—l)“l?‘('":’)l.l. =0

k=t
En efecto,
mil ™ .
SECE = S0 2o m 4 2 T (4 YU
k=] k=2

ik (S

il

SR 4 I g1 = 27U+ 2+ 2)
k=2

G}



Pero (") = () 4202+ (7).

Entonces, Z( B2 (P = SN )UHQ}: (=112 () Uy
=7

k=2 k=2
"
+ ()

k=2

Ahota bien, las series de esta Gltima ignaldad pueden escribirse coma sigue:

m m-2
. Z(‘l)”lgk(xrz)(’l - Z(—‘)HJQHJ(T)U}H
=3

E=0

m-7
=4 Z('l)“‘?kﬂl)l’lw
k=0

m m-1
o) (DD = 22(—1)'”9*“(1‘)17“1

= 4i)( (T ) e

-1

42( DA (T Uipz 2 3o (= 1P )0

e (23

m=2
4 { S Wisa — —'z"'—=mu,,m]
k=0

m-1
4 Y (=02 (T

k=1

1t

m=2
= Z("l)hlt(';)uue = 4=l
=0

+4 { i(—l)‘“z*(i‘)m + nmu...j

l 1

—4 v( 1)k+x ('")UH;+4Z( 1 “ll‘(”')l’t

k 0
A A ETY L]
m=2
= =t S ()T gy 8 - 2 il — 4
k=)

"
o DT = E(—l)*“z Wi — 2me =2m
k=2
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Luega,

m
So-ny STENN, = 2 —2 nl  ~ 2mm d w 2TYR, - 8PN, 2k D)
k=2

ny2
Por tants, Z(—l)“‘ﬂk(""‘n JUs = 0, como queria demostearse B
E=1
Teoremu 1,3.4

S5V n es un enfero positive impar, entonces s¢ safisface lo ignoldad

Z(_Ukt(at( PG = PR,
=

Drmaostracidn
Sea el impar 5= m -~ 1, con me algin par positivo,

Be acuerdo con ¢l teorema anterior,
n
S0t =
LES)

m-1

Entosices, Z‘H)‘“'z‘( T = U,
k=1

i
=

n
Esto es, St (e = 2V, R
k=t
Teorema 1.3.5
Sion esun impar positivo y n = 2+ 1, enlonces se salisface la igunldad

.
PRSI 1
k=3

[

5 {itna polencia perfecta de 51}

i

Domostracidu (Inducceian sobre  n)

» La igualdad se vesifica para los prineres valores fmpares de a.

» Supongamos ahora que, para cicelo impar o= W4 12 1, se verifica la igualdad

T~ (T o = b
k=)
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m42
¥  Demostremos que E(—-l)”’".’"‘( TN, = 5t

m42 m41
Eu efecto, Z(...])“’l'z*-l( ™V = Z(—l)”l‘l""( Y 42 s
= k=1
Pero (m“ = (m+1l Y+ ( mfl ) Entonces,
my m+1
Z( D (Y )y Z( DTN U J e ()
k=1

+2"l+‘U"l+7
mtt mil
= Yy (P 4 Y e (i
k=1 RN
+2H U e
Pero m 41 es par. Ewtonces, por cf lcmcmu L33,

ml
St o = Z( SR ) 4 27
k=1

Z(-’ JHigk= |(m+l Wi+ 27 U g+ 1

Pero (7H )= (475 )+ (7). Entonces,

Etlgk-1 mH w _tybtlnkely m g klgk=1f m
Z( )t QA T SN S it Ml QAR TV S B8 s Rl Uil 2
k=1 k=1

i

it

m=1
PINCEV AR el W IWER Z(-l)“z‘ Usgr
k=0

Ahora bien, Jas seties de esta dltima igualdad pueden escribirse como signe:

mel m=1
o T (T ) a = AT (T )k
k=0 k=0

- ™ l -
4 [ DD Waga = 5 =27 Unga
k=1

n

n

m
A3 (I Waga ~ 2" Upeyr - 2
k=1
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m -
o ST W = 2 3 (T ) (Ui - U
k=1 k=t

3

33T 0 - 231 (] s

k=1 k=1

m
= 2.5 =23 (=N T Wis
k=

Luego,
m4l m
Yo (-pFaE (00, = 23 -1 Wiga + 2.5 = 20V Wyn -0
=2 =t

Por tanto,

mi? m
Z(’l)k+l2k-‘( m:? Wy = 22(_”#0125—1( T MWher + 2.5 -1
k=1 k=t

Fato es,
m+3 ™ m
ST (M My = 23T M+ 23 (-1 (Y
k=) k=l 1331

+2-5'—1

QZ(")H‘Z'—I( T 4.5 =1

k=)

n

mil

= 23 (-1 W H4E 1
k=2
mil

S N VL LY (WIS AR I L
=7

m
=- ( E(“l).“?.-‘( i )Ul -1 T"“mu) +4-5" -1

b=xd

]

n
NGV idy Ll QU T L LR
k=1

m
= (3"} = -G 4108
izl
Y, en virtud del teorema 1.34,

m4? 18 m
P TS Sr R VAR DIt A S R WS T el WS VR R
=1 k=l k=
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m "
Z(_l)k+|2t-‘( m:‘ )Uk_z:(__l)k%»lc_)t—l( le YWe+4-5
E

it

=1 =1
m

EID I3 Vit [(’"I‘ RN )] Up + 45
k=1

1

m
DIV Ay Sl G AN I
k=t

= 5 4+4.5' =5.5" =5+, comno queria demnostrarse ]

Teorema 1.3.6

5i n es un impar pesitivo y n = U+ 1, entonees se satisfocen las siguientes igualdades:

n
o DU Wiy =5 41
k=1
"
2. U =5 -

=2

3. Y (D (e + ) = 1
k=1

Demostracidn

n
De acuerdo al teorema 1.3.4, Z(—l)'“?"(":‘ Yo = 27 W4

k=1
n
Es decir, STENHRE T 5 2V
k=)
"
Luego, PUnpr + 3 (-1 (P = 0
k=i
n=1
Estoes,  2Ungs+ Y (=122 G = 0
k=0
n=1
Tor 1o, 2Ungs + Y (-G Wiy = nt 1
k=1

Pero () =(5)Y+ (). Entonces,

et et
LUngr + Z(-—l)*“'l'('{)uul + Z(—-l)”'ﬂk(til)%u =n+l
k=1 k=1
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n n=1
Esdecir, D (=1'P2 (20 + D (=02 (30 Wy = 1
k=t k=0
Ahora bien,

net n
SRS Wi = So(=1re - (D)

k=0 =1

i)

_z l+12l Y )U,‘ = =5 {teorcia 1.3.5)

" N

Luego, I (=112 (Y Uhp = 5" +1
=1

En consecuencia,

Sy = Z( DRt (3
k=2

£z

= Z(—l)‘ﬁ*(t)vm 3‘( WL

= Z( 1)*“'"(")0;—\”( D (D

L.J

= "—( +l)—u—1 8

Luego,
}:( DO U+ Vi) = =D () + YR ()
k=1 k=1 (134

= SN () T 2 ()
YT

k=2

= "'}:( D) 1+ 5 ; 5 (3 + 1)
s deonaleen=r m

feorema 1.3.7

Para todo entero positivo n, se aatisface ta igualdad

Usn = 27"( s ey

it

Demostracién

La igunaldad puede demostrarse a partir de los teorema 1.3.2 {1}y 1.33 -]
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Cuadros magicos y determinantes

Consideremos los entercs sucesives de 1 hinsta 0 distribuidos en ¢l interior de un cuadiado de uneve
celdas, tal y coma ge mucstra a continuacicn:

912
3161417
8116

Cabe mencionar que estas distribucin no es de ningin modo casual,

Observemos las virtudes del cuadrador

4454 6=15
84+ 5+ 2=15

4 4+ 9+
1. 3+ 5 4

4+ 1 %

44 3 4
2. 9+ 5+

24 74
3.{

(40)2) + (3UBUTY + (B)(1)0) = 724105+ 48 = 225 = 187
(ABXEY -+ (NG + (UMY = 9B+45+84 = 225 = 157
Las (gualdades 1, 2 ¥ 3 establecen propiedades del cuadrado sobre renglones, eolumnas y dingo-

nales respectivamente, todas cllas respecto a a suma; tnientras que las igualdades 4 cstablecen
propiedades sobre renglones y columnas, todas ellas respecto a ba suma y at producto.

Por razones obvias se le considera midgico s este cuadrada®

Por supuesto, la magia de un cvadeado numérico depende directamaite de la complegidast y
cantidad de las propiedisdes aritindticas gue presente. Generalmente estas propiedinles antmdticas
s restringen ala sama ¥ producto de los elementos sobre renglunes, columuas y diagonaies

Respecte a un cnadrado numérico atbitrario, definimos las siguicntes variables:

¢ i, la suma de los elementos sobre ¢l i-ésimo renglén.

o i, lasuma de los elementos eobre la i-éaima columna.

SEste cs el Uamasto Lo-Shy, y se <dice ea el cundiado migico mdis antigue que sc connce.



« D

{a suma de los elementos sobre la diagonal principal externa.

o Dy la suma de los clementos sobre la diagonal principal media.
o R} el producto de los elementos sobre el i-ésimo renylén.
+ C! el preducio de los elementos sobre 1a i-ésima coluzana.

o Dy el producto de los elementos sobre la diagonal principal externa,

e 1y el producto de los elementos sobre Ja diagonal principal media.

Con relacién al cuadrado magico presentado, se satisfacen ks siguienies propiedades:
1. lM==R=Ci=C=C=D=0D=15

2. R+ B+ Ry =G+ C) + Ch= 157

(Se dice que ¢l mimero 15 es I constante mdgicn.)

Sc establece que un cuadrado nuimérico es de orden n, si conticne exactamente n? celdas, csto s,
si estd formado por n renglones y n columnas.

Por razones de gusto se conviene en restringir los nimeros de un cundrado migico de orden n,

u los euleros sucosivos de 1 hasta n?,
No obstaute, para efectos del presente Lrabajo, laltaremos a este convenio.

Considérense, por ejemplo, los siguientes cuadrados:

DILIM JIvis L MM
1{213 151 16 | 17 101112
81910 22121 17 18419
15§16 |17 201304131 ERIER

Julio 1990 Diciembre 1993 Encro 2000

Estos tres cuadrados de arden 3 han sido extrafdos de 1as hojas de un calendario. Se afinnn ademis
que son mdgicos, en ¢l sentido de que satisfacen las siguientes propicdades aritméticas:®

1. Re=Cy=Dy= D
20 M+ Ry=C1+Cy=Ra34+Cr=Dr+ D
3. Ry R R3,C1,ChCa D1 ¥y D3 son miiltiplos de tres,

4, El determinante correspondiente es igual a ceto.

©Debe observarse que las cuatrs propledades invalucran solamente las vperaciones de suma y/o producto.
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Puede demostrarse que todo cuadrado de orden 3 sobre cualquier hoja de calendario presenta las
cuatro citadas propiedades. Los detalles de la demostracidn se dejan al lector, por no corresponder
a los propdsitos de este apartado.

Mencionermos que uno de nuestros particulares objetivos ¢s ¢l de construir cundrados migicos
de orden 3, en cuyas weldas figuren exclusivamente nilincros de Fibonacel sucesivos
, 4

Para esto lomaremos como referencin bisica al ya citada Lo-Shu.

La primer alternativa que se pensd, fue la de sustituir los clementos del Lo-Shu por los correspon-
dientes miimeros de Fibonacci, generando asf el siguiente cuadrado:

3131
2 13
20)1 38

Encontsramos que ésle satisface fas siguientes propiedades:

L R+ C=C+D
2 R=Cy+ D
3. Ul =Cy
*4 Wi =R+ 0
5. 4Di=R +C
* 6. Ri+Ry+Ry=Ci+Cy+Ch
Obsérvese que las igunldades marcadas con un asterisco son propiedades que fambidn preseuta ¢}
Lo-Shu. Es decir, las propiedades 1,4 y 6 se estdn heredando de éste.

El tcorema siguienle generaliza esta situacién:

Teorema 1.4.1
Sea m un enferv no negativo,

Respecto al cuadrado de la figura se salisfacen las siguientes propiedades:

Unsa | Ungs | Unsa

Unta | Ungs | Unsr

Unss | Uner | Unse

Ti



i s+ GO+ By
2. Ry =Ch Dy
3, MWMy=0Cy
T4 Wr=Ra+n
5. AD1= My + Cy
TG RV R Ry = O CY 4 CY
TRy -~ B~ O+ O = -1, (nz1)

8 Oy~ Dy +Ch = (1" sy (nz1)

Nelese que los elementos de esfe cuadrado son nidmeros de Fibonaci suceaivos, y que los
sumgndos derechos de sus fudices corresponden precisamente o los enteros constilutivas def Lo~
Sha,

Doewsostracion

Realizaremas Ja demostracion para of caso n > 1, dado gue para n = § las seis primeras ighabdades
ya fueron confinmadas,

Fa efecto, aplicanda el teoresma 1,24, encontramos quy

. Unyy = Uacr + U
. Ungz = Usr 4 2,
. Ungg = Waos + 3V
. Uuss = 3Uasy + 5U,
. Unys = SUnot + 8Ua
. Unpg = 8Un-t + WUa
. Vugr = WUpoy + 21U,
. Unss + U
. Unyy = 3oy + 50l
Luego,
) = Unga#+ Unge +Upys = 38Uy #6247,
Hy = Unpa+ Ungs +Ungr = 20000y + 32U,
Ry = Unys+ Upsy + VUays = 30000 + 480,
€ = Ungat Vaga b Unga = 2Uncg 4920,
Cy = lags+ Ungy + Uy = 40000y + 6400,
Cs = UnpatUpgr+Ugs =220, + 360,
Dy = Uppad Ungy o+ Unge = WUnoy + 260,
Dy = st Upps + sy = 20000, + 431,
De esto xiitimo se deducen las cineo primeras propiedades ”

Clectuando fas operaciones cortespondicntes, se encuentra que
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Ry = UggaUngpUnga = 102034 4+ 539U3_ Un + 945U, U7
Ry = UnyaUnysUnsr = 130Uy 4+ 613UF_ U + 0630 L) + 5
Ry = UnyalUnpsUnss = L6BUI_| + TUBUZ_, 17, + 987U, 2 4 44203

G = UnyalUngalnya = 12602, + 803U Us + 961U, .y U2 + 510U3
Y = UapollnasUn Y00y + TVTUZ (U + 987U, U2 4 42007
Ch = UngaUnialUnge = B0US_) + 54503 U + 047U, UE 4+ SAGU3

Dy = UnsalnssUnas
Dy =UntsUnisUnea

= 10U3_ |+ B8TL2_ Uy + 957U, U2 4 520U3
= 10607y + BI8UL_ Un + 948U U2 4+ 504073

{para calcular los productos, basta considerar los caeficientesj

De lo anterior se desprenden Jas tees ltimas propiedades -]

Para terminar, deseamos establecer una curicsa propiedad de los determinantes de erden 3 cuyos
clementos sean nimeros de Fibonacei sucesivos dispuestos progresivamente

Consideremos, s manera de ejemiplo, el mis simple de tales determinantes:

Uy Uy Uy i1 2
Us Uy Usi =13 5 8
U Us Uy 13 21 34

1{(5)(34) — (8)(21)] = 1(3)(34) = (B)(13)] -+ 2(3)(21) - (3)(13)}
(170 ~ 168) - (102 — 104) + 263 ~ €5)
= 0

1t

El hecho de que el determinante anlecior sea cero na es un resultado casual,

El teorema siguiente establece que todo determinante de orden § cuyos elementos sean mimeros de
Fibonaeci sucesivos dispuesios progresivamente, ¢s nulo.

Teorema 1.4.2

Para fodo enlero positivo n,  sc satisface la igushiad

Uy Uﬂ+l UMJ

Unsd Unid Unys
Unyt Unyr Unys

=0

Dunostracion

De acuerdo con el teorema 1.24, el deferminante puede escribirse
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Un oy + Un Un-y + 20,
Whey +8Un 3Unay +5Un SUnor +8U
BUn—y + 13Ua 13U + 210, 200,y + 34U,

Basta observar que ol tercer rengfon es una combinacidn lineal de los otros; a saber, la suma del
pritner renglon con ol cuddruplo del segundo ]

Por supuesto, todo determinante de orden § cuyos elementos scan nidmervs de Fibonacei suce-
sivas dispuestos progresivamente, es tumbicn nulo.

En efecto, enunciamos el siguiente

Teorema 143
Par todo entero positiva n,  se salisfucc la igualdod

Un Unjr Ungz Unya
Unts Ungs Unps Unyr

=0
Unts Ungs Unpro Unsn
Unstz Usia Ungut Ungis
Damostracion
El determinante puede escribirse en la forma
Un Uy + U Unoy +2U, Wy + 33Uy

Womi + 5Un 5Ups + 80U  8Uncy +13Un  13Upy + 210,
MUy +34Un  3Wnoy +55U,  55Uncy +89Un  80Un_y + 144U,
144001 + 233U, 238Uy 4 377Us 377U~y + 610Ua GIOUa_y + 987U,

Se observa que el cuarto renglén es una combinacidn hneal de los dos anteriores; a saber, Ia
diferencia del séptuplo del tereer renglén con ol segnndo "

£sta propiedad puede ser generalizada para deferminantes de orden k > 3

Si k=2, e determinanie
Un  Uni

= {1y
Un4s Unya i)
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Divisibilidad

En este apartado cnunciaremos las principales propiedades de divisibilidad que presentan lns
niimeros de Fihonacci.

Antes de entrar en materia, enunciaremos las siguientes definiciones:

Definicién 1.0.1

Sean d y D, con d2o y D > d, cualesquiera dog nimeros enteos.

Se dice que d divide a D, escrito | 1, sl existe el entero g tal que

D = dg

Por ¢jemplo, 7101, pues 91 = 7(13}

Decir que d divide a D se considers equivalente a decir que D es miditiplo de d.

Definicién 1.5.2

Sean a y b cualesquiera dos enteros no nudes.

El mdximo comnin divisorde a ¥ &, e

ite (a,b), vselentero g otal gue
L gla y glb
2. Sidla y did (d#g), entonces d< g

Obsérvese que la cendicion 1. hace de g un divisor comfin de o ¥ 4, mientras que 2. establece
su superiotidad respecto a cualqticr otro divisor comin,

Por ejemplo, (1"272'600, 1"212°000) = 101, pues singin entero maver qur 101 log divide,

Definicidn 1.5.3

Diremos que los enteres ¢ ¥ b son pritnns relativos o primos entre s{, st su miximo comin

di

isor es 1a unidad, es decir, si (a,8) = 1
Por ejernplo, 70y 33

Qbsérvese que los divienres pesitives de 70 <on 1,2, 5.7, 10, 11,33 5 70, nuentras gue los divisores
positivos de 33 son 1,3 1y 33

Obsérvese tambidn que 70 ¥ 33 no son, en si mismes, nimeres peimos,

Con relacion al concepto de divisibilidad se Jderuestran en fa Teoria de Nimcros Jas siguientes
propiedades:



1. Propiedad del cero
Todo entero diferimte de cero divide a cero.

La simbolos, a}0, para wodo entero a £0

2, Propicdad de las unidados
Todo entero se divide por las unidndes.,

En simbelos, 21 { g, para toda entero u,

3. Propiedndes reflexivas
‘Todo entere diferents de erro se divide por sf mismo y por su inverso aditivo.

En simbolos &

i a, para todo cnteto a £ 0

-ro a son Hamades divisores triviales de a

Los divisores 1y Fa del ex

1]

Cuando los dos divisores triviales positives de un entero g > 1 son sus fdnices divisores positivos,

se dice que p es primn,

Por ejernplo, los nimezos 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,98, 29, 81 y 37

4. Propiednd transitiva
Si un entero divide a otro y dste a un tercero, entonces ¢l primero divide al tereevo,

Enstmbolos, si alb y t]c, entonces ale

5. Propiedad aditiva
Si un entero divide a otros des, divide tmnbidn a su suma y diferencin,

Ensimbolos, si alb y afc, entonces al{bc)

6. Propiedades multiplieativas

5i un entero divide a otros dos, divide tnmbidn a su producto. Mas ann, si un entero
divide & otro, divide a cualquicra de sus miltiplos.

En simbolos, si alb y afe, entonces aljbe
ysi alb, entonces alhe, para todo entetoc
7. Propiedad de linealidad

Si un entero divide a otros dos, divide tumnbién s cunlgquiern de sus combinaciones
lineales (en particular a su suma, producto y difetencind.

En simbolos, si a]bd y a)c, cntonces af(bs + cy).  para cunlesquicrn enteros = ¥y ¥
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8. El nlgoritmo de Is divisién

Sean d {diviscr) ¥y D {dividendn), con & 3# 0o y D 2 d. cualesquiera des mimeros enteres

positivos.

Entences existen loy enteros positives g (cociente) y v (pesiduo), con o € r < d, tales que

D=qdtr

Por cjemplo, si d = 23 y D = 136, encontramios ¢ = 5 y r = 21, pues

136 = 5(23) 4 21

Se cumplen sdemads fas siguicutes poposiciones:

& ook

T oo

10,

{ad)>1, (Lay=1 y (s0b)=a

{a,b) = (4,0} = {a,b +ac). para cualquier entero ¢
Sea ¢ un entero diferente de cewo, Entonces:

3.1 (ae,be) = e(a,h)

3.2 Si (a,b)=1, {a,bc)=(ac}

3.3 S alh, (ab+c)=(a,c)

Si oajbe ¥ {(a,h)=1}, entonces alc

Si (bed=1 y all, entones {a,r)=1

{n,0+ 1= 1, para cwalquier viters u £ 0

all siysdlos (abl=a

§i aj(b+c) y alb entoncesale

Si alte y afb y aes prime, entences ajc

Si g=(n,}), existen untonces los enteros re y  wg tales que g = aze o+ by
Mds win, of d # 1 ex cnalquicr otra cornbinasidn lineal positiva de a y &,
LENIR

El atgoritino vuclidiane para la doterminncion del M.CUD.

Sean d ¥y D, con dfo y D2 d, cualegguiera dos enteros positives.

Hacie

0} D = oqd 4 (Hgr <d)
1) d = gritrg (OSry <r}
2) ry = gary ey {0<ry < rgd
3) 2 = qraos (0gry <)

i-1) fiar = Gietfierdre (0 r<risy)
i} Tiel = QT

-1
s

entonzas

Jor aplivasiones sucesives deb algoritios de b divisidn, se genern Jas siguientes igualdades:



Entonees, ol maximo comiin divisar {(AL.C.1.) de los entetos dy D es r, el dltimo
residuo diferente de cero en este proceso de divisiones sucesivas,

Lo husta squi expuesto sou log primetos resultados da un curso tipico de Teoria de Nimeros, con
relacion al tema de 1a divisibilidad,

Se han mencionado porque es deseable, para efictos del presente apartado, que el lector se fami-
liarice con cllos, y, sobre tado, parque haremoes vso de algunos de éstos,

De primera instancia es posible anticipar ya algunas propicdades interrsantes respecto a la divisi-
bilidad entre niimeros de Fibonavei:
Teorcewa 1.3.1

Para fodo enterv positive n, se salisfacen las siguientes propredades:

1. Uy Un, y el cociente que resulta de o divisidn es Uy 4 Upyy
20 Un ] Usn, 9 el cociente que resulta de la division ¢s  (Up_y + Upgr )2+ (=13
3. Un} Use, y el cociente que resulla de fa division es 5(5U, U724 +1)
4. Usn | (Un +sn), v o cociente que resulla de la dreision es
Uznot + Usngs = (Uncy + Ungt)? 4 9104
5. U HUsnpt — Uncy), v el cociente que resulta de la divisicn ¢s

Uzn + Uznyga

Domostracion
Estas propiedades se deducen facilinente de los teotemas 2, 3, 4, 6, 7, By 9 del apartado 1.2 ]

Particularmiente, las propiedades 1,2 ¥ 3 serdn generalizadas en ¢l teorema 1.5.5

Es claro que en Ia sucesidn de los enteros positivos, cualesquiera dos Wrminos consecutivos son
primos entre sf {proposicién 8).

Lo correapondiente ocurre en la sucesion de Fibonaces. En efecto:

Teoremn 1.5.2

Nimerns de Fibonacei consecutivos, son primos enlre si
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Demostracién (Reduccion al absurda).

Supongamos que Un ¥ o,y no son primos cnlrve si.

Por tanto, debe existic el entero d > 1 talque d{Un y dfUusa

Eu consecencia, d|Unazx (k< n), pucs Un.i es una combinacidn lincal de los enteros Un
y Uypr (teorema 1.2.5)

En particular, |1 (definace b =n=1)
Por tanta, d=1 & d= -1
En cualquier caso esto eoatradics of hecho do que d > 1

Luego, Uy y Uayr deben ser primos entre st -]

Nodnicamente Un y U,y son entre si primos, tsmbicn losson Up  y Unyga.

En efecto:

Teorvma 1.5.3

Para toda entero positiva n, (U Uyin)= 1

Dewmostracién
Como Uy | Uy, (UnyUa + Ungat = (L, Ungi) = 1 (pinposicién 3.3 y teorema 1.5.2)

Estoes, (U4, Unsa)=1 "

Obsérvese que, en general, no ocurre que (Un, Ungad =1

Hldgase, por ¢jemplo, n=3 & n=0

Teorema 1.5.4

Siun niimero de Fibonacci divide a ofre, enlonces es primo relativo con ¢ anlecesor y sucesor
de éste.

Detnostracion

Supongamas que Uy [, para detenminados enteros n y

Demostraremos que  (Un, Uiy} = 1 = (Un, U1}

Sea g = (U, U1}, en consecuencia, gl v gfUnoy

Pero, por hipétesis, U, | Uy,

Luego, gl (por transitividad) y g{Upm-y



Y, como (Up,lmai) =, g=1 -]

Andloganente se demuestra que (U, Pagy) = 1 n

El siguiente teoremn o3 my intesesante:

Teorema 1.5.5
Pars cualesquicm cnteras positives n y &, U, (Ui,

En particular, si nim, U, |,

Demostracion (Induecion sobre k)
» Para k= 1, ta afirmpacion es trivial
» Supongamos que Uy | Ums, para cierto entero positivo m2 1
» Demostrernos gue Un | Uimgr)a
En efceto, aplicando of teoremia 12,4, eacontramios qus
Uioetyn = Unprnn = Vrmaliucy + Umnss U
Peto Un | Umn, entouces existe el entero ¢ tal que Upn = gl
Luego, Upmgim = Want Un + Fenngs Un = Unlqlnoy + Uninga)
De donde L'y | Unsrye, como guerin demestrarse ]
Obsdrvese que ¢l cociente que resulta de dividie Uppayn entie I o8
any + nnay

en donde ¢ ¢3¢l cociente que resulta de dividir . entie U,

Muy en especial es de twestro intatéu resotver of siguienty probleusa:
Dados cualesquiera dos niimerns de Fibonaces, encontrar su M.C.D.

Revisemos pritnero tres casos particwlares:

1. Encontrar ! M.C.D, de Uy ¢ ta
Los divisores positivos de  ly) = 1006 son:
1,2, 13, 26, 421, 842, 10°046
Los divisares positivas de Uiy = 144 son;
1, 2,3, 4, 6,5,9, 12, 16, 18, 24, 36, 48, 72, 144
Luego, encontranios que  {Uy, Uqq) =2
Obsérvese que 3 = (21,12)
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2, Encontrar el M.C.D. de Uy oy Urs

Los divisores positivos de Uy =2 6'765 son:

1,3, 5, 11, 15, 33, 41, 35, 123, 163, 205, 451, 615, 17353, 2’255, 6'765

Los divisores positivos da Ups = 610 son:
1,2, 5, 10, 63, 122, 305, 610

Luego, encontratnos que  (Uz, Upg) = 5= Us

Obsérvere que 5 = (20, 15)

%

. Encontrer el M.C.D. de U5 y Uje

Los divisores positives de Uy = 2’584 san:

1,0 4,8, 17,10, 34, 35, 68, 76, 136, 152, 323, 646, 1202, 2584

Los divisores positivos de {5 = 55 son:
1,5 11, 55

Luego, encantrames que  {¥13, Vg) = 1= Ua

Obsérvese que = (18,10)

La revision de estos tres casos nos plantea la siguiente conjetura:

ElM.C.D. de cualesquiera doa miimeros de Fibonacci es también un niimero de Fibonaces.

Mds aun, el indice de ste, es el MLCLD. de los indices de oyncllos.

Esta interesante conjeluta tesillta ser afinnativa
Ll sigutente teorema establece este hermoso tesultade:

Teorema 1.5.8
Para cualesquiers enleres posilivos m y n, sc satisface In iqualdad
(U Uy = Uiy

En particular, U, vy U, son primos enfre si, st y sole si m
mdrimo comnin divisor es 2.

.3
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Demostracion
Si m=n, laigualdad se verifica trivialmente,
Supongames pues, sin perder generalidad, que m > n

Aplicando el algoritmo cuclidianc a los enteres m y s, generamos las igualdades

mo= gan A (< <n)

no= by B <r<n)

LI L A 0 <radry}

r2 = qaratryq 0<risrm)
Fieg B fieaTiop b e (0 € <reay)
LLET O LS

endonde r; esel M.CD.de m y n
Como m=gqon+ry, (Un Un)=(Un.Ur 40)
Peso, en virtud del teerema 1.2.4,

Vagr = Uella oy + Uil = Uy U+ Ugy = Un)

1

= (Urgy = U Un + Uil = U U + Uil
En particular, Hevbgn = Uggnaalle, + Ugnlie, oy
Luego, U Un) = (U Vpnmslley + Ugnlh 1)
Ahora bien, si a b, entonces (a,b+¢) = (a,¢)
Por tanto, (U, Un) = (Un Upnalley )y pucs Un [Ugnlle 1
Pero Ua|Ugn v, porel teorema 154, (Un Upn-1) =1
Por otra parte, si (a,h) = 1, entonces {a,be) = {n,c)
Luego, (Um, Un) = (UVn.U,,)
Procediendo de esta forma, encontraremos las siguientes ignatdades:
(Um,Ua) = (Un U:))
(UnyUry) = (U Ury)
(Ue, Up) = (U ley)
{Ue,, Ur)) = (U, Uey)

UeiopnUr L) = Wr i)
Por tanto, (Um Un) = (Ue_, Ur) s (Wge Un,)y pues  ricy = qiri
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Pero Up, | Upr,, entonces Ug,,, = qUy,, para cietto entero ¢
Por tanto, (Un,Un) = (qUr,sUs,) = Up, (,1) = U,
Pero 1, = (m, n), segiin el algeritmo cuclidiano.

Luego, {(Um Un) = Uy cfomo quesin demostrarse ]

Ahora bien, de acuerdo con el tearema 155,81 # | m, entonces U, [ U

El reciproco de este hecho es valido tambidn:

Teorcma 1.5.7
Sean 1wy m, con n# 2, cuclesquiery enforvs positivos

Si Up (U, entonces nim

Demostracidn

Obsérvese que Uz [ Uy, y sinembargo, 213 (deshique n#2)

Nétese tamhién que el caso o= 1 oes trivial, pues Uy | Uy v 1]m,  pasa todo entero m > 0
Dado que Uy | Um, s¢sigue que (B, Un) = 1y

Luego, de acucrdo con o} teopma anterior, U, = Uiy o,

Por otra parte, resulta obvio qae si ) = {f, con k> 2, entonces k = d

Tor tanto, n = {nm,m} y, en consecuencia, njm ]
El siguisnte teorema presenta algunos criterios de divisibilidad para los mimeros de Fibonacci:

Teorema 1.5.8

flara tedo entero positivo u, se salisfacen las sigurentes criferios:

. 2|0, siyadlosi 3n {(n>2)
Eato s, Uy ¢ par, dnicamente cuando n cs un multiplo de 3
2. 3|, stysdlosi Afja (n>D)
Fsto es, U, es miltiplo de 3, rimcamente cwando n fo es de o
3. AU, siysilosi 6ln (n>5}
4. B, siysilos 5ln (n>4)
5 T|Uy siysdlosi Bin (n>7)
6. 8|U, aysdlos G|n (n>8)

Luego, tedo nimero de Fibonnees miiltiplo de 4, lo e fambién de 3
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7. WU, siysélos 15fn (n>14)
Esto ¢s, un uiimero de Fibonacel termina on cifra cero, tintcamente cuando su indice ¢s
un mulliplo de 15,

& 1| Un styséloss 10fn (n>0)
0. 12U siysdlesi 1200 {n= 1)
10, 181U, siysdoss Tln (n>6)
M. 1T{U, sigsdlos Ofn {n>§)

12, 19|, siysélosi 18fn (n>17)

Ndtese la simetria de los criterios § y

Demostracién

Dada la stmilitnd de Jas pruchaz, séio ihustrarmas las correspondientes a los criterios 1,4 y 7.
12U, siysilosi 3in (n>2)

» Supongawmies gue 2|, es decir, suponganios que Uy 17,
Luego, pot el teorema 157, 3in L

» Supongames que 3in

Luego, por «f teorema 1.5.5,  Us [y, «s decir, 2§, [}

4. 8} Un siysdlosi Sin (n>4)

» Supongumes gue 5L, o decie, supongamos gue L 7,
Luego, pot el teorema 1.5.7, 5 [n ]

» Supongancs que 5|n
Luego, por el teoremt 1.5.5, 5 [ Uy, vs decir 510, ]

710010, siysdlosi 1Bln (n> 1)

» Supongamos que 10| Uy
Luego, existe el entero g tal que U, = 10q = 2(5¢) = 5(2¢)
Por tante, 2|U, ¥ 5|U,
Aplicando entonces los eriterios 1y 4 anteriores, inferimos que

3in ¥ 5in

Luego, 15}|n n
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» Supongams que 15 |n
Luego, pot ol teoremn 1.5.5, s | Un, es decir, 610]1,
Por tanto, existe ¢f entero ¢ tal que Uy = §10¢ = 10{G1y)
Luego, 10}, ]

Consideremus ahora los primeros dicz enteros positives: 1,2, 3,..., 10

No es dificil convencerse que, para cada una de elles, existe al menos un mmero de Fibonacci
que se divide sin resto.

Concretamente:

Vith, 280, 3100, S0, 510, 810ha Tl B]Us 91U v 1011

Cabe pues preguntar si, dado cualquicr entero positive n, existe o no un mimero de Fibonacel
que se divida por n

Es sorprendente gue la respuesta a esta pregunta sea afinnativa.

Lo que equivale a decir que siempre existe un ndmero de Fibonaecd que es miltiplo exacto de
cunlquier entero positivo dado.

En efecto, enunciems este resultada en el signiente:

Teorenan 1,5.9

Pura evalquicr entero positive n,  exeste un nimero de Fibonacci, rayo indice no ercedea n?,
que se Jivide por n.

Dor supuesto, este ntimere de Fibonaced no es dnico (teorema 1.5.5)

Demostracion
Eleaso n = I restdta sor trivial.
Sean n > | un entero positivo dads

Denoteines ron ra{z), en donde z cs una variahle entera, ef residuo gque resulla de divdir z
g

enlre n.
Por ejemnplo, r3{28) = 4y r1o(35) = 6

Fuclaro que ro{r) presents las signientes propiedades:

1. §i n> 1, entences rp(l) =1 {paran = (i) = 0)

2. 8i r<n, entonces oz} xr (parar=n, rfxi=0)




Demosttemos una Lercera propiedad:

3 Si rp(z —y) =0, entonces ry{) = ra(v)
En efecto, existen los enteros ¢y ¥ gz (posiblemente nulus) tales que

(0 <rafz) < )

T = qntre(r)
() (Vgrfw<n)

yo= @b raly

Observennos que of valor maximo pesible pata raf2) s n=1, mienteus que ¢f valor minimo
posible para ra{y) o 0

ala n-1

Luego, 1a diferencin v (2} = ro{v) ticne un valor imdxime ig

Por otra parte, ef valor minime pesible pars ro{x) €3 0, mientras que of volor maximo posible
para ra(y) e n—1

Luege, la diferencia rp (£} — ra(g)} ticne un valor minimo iguala —(a - 1)

De este razonamirnto, resulta la designabiad —(n - ) < rp{r) () < n -1

Obsérvese que ningin muiftiplo positivo o negativo de n figura en ol inteevalo.

Pues bien, como  ro{z — ¥} =0, o2 sigue que nl(z -y}

Pero 2=y = (g~ pIn+{ro(z}=r (1)), endonde ol pricer sunando es un multiplo de n

Luego, 5| (r(2) = raly)) ¥, en consecuencia, rq(z) — ra(y) =0 L]

Una vez demostrada esta propiedad, pasemos a detnostrar ef teareina,

Consideremos para ello la siguiente sucesidn mfinita de pares ordenados:
(ra(U1) s rafla)),  (ra(Ua)ora(lia)) (ra(Us)ira(Ua)), ...
(E1 Jector no debe confundir estn notacion con fa det M.C.D)

Se observa inmediatamente que el mitero maxima pesible de pares diferenies en esta sucesion es
1

n?, pues los tinicos valores que puede tomar  ra(z) son: 0, 1,2, ..., n—1

Por tanto, si consideramos los pritneros n? + 1 pares de esta sucesion, encontrazemos, con toda

seguridad, al menos dos que son iguales.

Sea (ra(Uh), ro{lsn1)) el primervo, de los u® -+ 1 pares, que sc repite.

Demostremos que este par ¢s necesariamente (1, 1)

En efecto, supongames que k> 1

Por tanto, debe existit clenteto d > &, con d < n?+ 1, tal que
(ra(7e ) ralUkir)) = (ro(Ua)yrafllass))

Luego, r(Ue) = ra(la) ¥ ralliy1) = ra(lias1)
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Por otra parle, existen los enteros gu, 44, fi+r ¥ 441 (posiblemente nnlos) tales que

Uk = qin +ra(Ur) (0 < ra{th) <m)
Uy = qan + ro(Uy) (0= rulUq) <m)
Uigr = qeaan+ eallligr) (0 € ra{Uia) < n)
Ugpr = qaman +ra(Unsy} (0 S ra(lga} < n)

Por tanto, Us = Ug = (g —qu)n
Uipr = Fapy = (uay = qapdn
Porlocual, ufils =Ua) v ol{lss ~ Uger)
Fntonees, nif{llyyq = Ugyy) - (Vs ~ Ug))
Poro {igr = Uap) = (U = Ug) = Unmy ~ T,y
Luego, nl{{lio: — Ugoy) y. en consecuencia, ro{Usoy = Ujos) = 0
De 1o anterior, concluitmos que ro(Ty_y) = rofllan )
Entonees, (ra{l/s_1), ma(Us)) = (ra(Ugoy ). ra{ll4))
En donde el par (ro{l/y.1 }ira(Vs)) anfecede al par {ra{t/), ra{Uss1))
Evidentemente esto ¢ una contradiccion.
Luego, L=1
D esta manera, el par (ra{lich rall7isnd) = (ra{l)orall2)) = (ra(1),ra(1)) = (1,1)

vs el prituer par que se repite a

Supongames ahora que ba repeticidn acwiee en ol m-dimo trmine (1< m g n? + 1)
Entonces, (rq({a),ra{liai1)) = (1,1)
Dealique rm(Un)=1 5 ra{Uagg) =1
Por tanto, existen los enteros 9, ¥ Qugr  tales que
Ui = qun+ !
Upr 5 fmanti b )
De donde
Umov = Vgt = Uin = (i = g0t
Luego, nilim-, endende 0<m=1<a?

De esta manera se exhibe la existencia de un nilmero de Fibonacei qne se divide por n, un
entoro positive arbitrario. 4]

Resulta claro que este teorema no precisa cudl es o] nidmero de Fibonaced que e divide por e
entero n dado, silo establece que no es espacialmente grande

Desde luegn, reconocemas que Ia demastracion #5 muy jngeniosa.
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Teoroma 1.5.10
Sed noounenterv pesitivo dado g sea Uy el primer miimero de Fibonaced que se divide por n

Entonces, ¢l siguiente nimero de Fibonaceer que se dude por n es iy

Demastracién {Reduccisn al absurdo)
Dado gue n |l yque Uy 1Uz, nlling

Esto prucba que, efectivamente, foy s divide por n ]

Demostrarenos ahera que no hay ningin mimero de Fibonacel comprendido entre Uy ¥

Uae, que e divide por n

En cfecto, parn n =1 la afinnacidn cs obvia, pues los primeros dos nimeros de Fibonneei

que se dividen por 1son Ty y 15

Sea pures, n > 1

Supongamos ahora gue existe un niimero de Fibonaei 1, con & <m < 2k, talque a{l,,
Higase m=k+d, conb<dzt

Luego, U = U4y

WWioy + Vs Uy

De modo que n | (U + Uayalli)

Ahora bien, como n | U, n]Usei U

Luego, n iU i,

Peto n [ Us.pues D<d<k y U es el primer mimero de Fibonnced que se divide pot n
Por tanto, n |l

Ademds, n| Uy, dedonde n esun divisor comin de Uy yde Uy

Pero Uy y -y son primos entre si.

Luego, n =1 (afirmaridn quo rontradice el hechio de que n > 1)

Por tanto, no puede existir miziere de Fihonacel algono compeendido entre Uy ¥ U que
sc divida por n -}

De manera completamente andlogn, puede demostrarse que Uye es ol tereer nimero de Fi.
bonacei que se divide por upn entero positive n duco, sl 1y es el primero de ellos.

Parece tazonable suponer que, i Uy es ol priver minero de Fibonacei que se divide por
un entere positivo n, entonces los siguientes nitmeros Jde Filonacel gue se dividen tambida
por n son: Usy, Use, Us,y ...

El teorema siguiente establece que, en efecto, st2 Lipdtesis ex cortacta,
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Teorema 1.5.11

Sea n un entern positivo dndo y sea Ur el primer niniero de Fibonacei gue se divida por n
Entonces, el conjunte {Uaf/m=1,2.3,...} contiene o todos los nimerons de Fibonacct que
s¢ dividen por n

Demostracién (Reduceidn al absurdo)

Es claro que n | Upp, pues nfUs ¥ Uy [ U

Esto pruaba, efectivimente, que Ui divide por n

Ahora demmostremas que fstos son todos los ninseros de Fihonacci que se dividen por n
En efecto, pata n =1 clresuitado 3 trivial

Sea n>1

Supongamos que existe un niimero de Filionacet 17, con mk < d < (m-+ 1) &, que se divide

también por n

Escribase d=smk4 h, endonde 0<h <k

Portanto, Ug = Upllmioy + Upg Ui

Entonces, n{(Usline-y + UnaGot)

Peto n | Unp Uk, pues nlleg yaque, por hipétesis, n{Uy
Luegu, n iU

Pero n [, pues O<h <k y Up es el primer nimera de Filonacer que se divide
porn

Por tanto, n|Umioy
De esta manera, n esun divicor camin de Umpa1 ¥ Ui
Pero, de acurrdo con of teorema L5 2, (Uni-r,Uma) =1

Lucgo, n=1, locual es, naturalimente, una contradiceidn [

Eu particular, podemos afirmar que;

o Todos los ntimeras de Fibonaeei miltaplox de & son:
Us, Uro, Uss, Uag, Uns, .
pues Us ea ol primer nimero de Fibonecei miltiplo de 5
o Todos los niimeros de Fibonacei niltiples de 7 son:
Us, Ura, Uaq, Usz, Ung, - ..

pues Us es el primer sibmero de Fibonaced miltiplo de 7
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o Todos los nimeros de Fibonacei mélfiplos de 10 seu:
Uys: M, Uasy oo, U,
pues Uis es o primer nimero de Fibonacei miltiplo de 10
+ Todos fos ndmeros de Fibonacei miltiplos de 1 sen:
Uy,

pucs Uy os ol primer nimero de Fibonaced muluplo de 11

Usz, fao, Laon o

Obsérvese, por mencicuar solo un crwo, que 4, o5 nltineamente wmaltiplo de 5, 7 y 11,
1 ¥ 3

Sefalames oportunamente que, ¢n general, dado wn entero pusitiva n, ol encontrar ¢l primer

uttimero de Fibonaeci que se divida per n, no s un problen:a trivial,

o resuelte?

De liecho, hasta dende yo conozen, ¢l problema no ha s

Terminatuns el presente apartado enunciando alguies realtados colterales de Ta teotia hasta este
punte desarrollada:

Teorema 15,12

1. Para todo entero posilivo n, se salisfacen las sigutcntes ypualduides:

11 (Un Unoillngy) = 1
2 stnoes un uniltiple de 3
. /, - 7y = '
12 (UnilUnos +Unpr) { 1, encualqurer ofro caso
Y _ sinoes un omiltiplo ded
1.3 (U lhugs) = Vi oncunlpaer atro casu
14 (e Mp,,) = 1
1.5 Uy Uy, = Uu,, stempre que (m, k) = |

2. Si n cescompursto (no primo) y w # 4. entonces U, tambicn es compuesto.
3. No cristen niimeros de Fibonacei impares wiiltiplos de 17 6 19,
4. Todo mimero de Fibanacci miltiplo de 11 lo cs también de 5

5. No existen niimeroa de Fibonacci de fa forma 81+, ¢s deicr, que al ditidirse por 8 dejen
residuo 4

TDesde luego, existen algunos resultados interesantes en exta direceion. N, N., Vorobyov, Los nitmeros de
Fibonaed, Caleccisn Temas MatemAticos, LIMUSA, Méxien 1988,
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Demostracién
1.1 Como ((n,Un-y) =1, entonces (U, UnoiUniy) = (Un Unpa) = 1 | ]

L2 (UnUnoy 4+ Ung) = (Un Un 4+ 2Un i) = (Un 2001} = (Un,2)

Bastard entonces con aplicar el criterio 1 del teorema 1.58 s
L3 (UnUnya) = (Un Up # Woai) = (Un M) = (Un2) &
14 (Vv Uy )= lp ven=th =1 o

1.5 {mnkn) = (m,k)n=n
Lucgo, (Umn:Usn) = Uima ko) = Un

Entonces, (Uv.. Uv,.)= U, o0y = U, o

2. Para n=1 laafirmacién s vilida.
Sea n> 4 un nimero compuesto,
Es claro que n posee necesariamente un divisor magor quee 2 ¥ menor que n
Sea d, con 2<d<n, talque din
Portanto, Usl|Ua (probatemos que 1< Ug < i)
Como d > 2, sesigue que Ug>1
Ademids, come d < n, entonces Mg < Uy ]

El reciproco de este resultado no se cumple, pues Uy = {37){118)

3. Supongamwos que 17{U,, yque U esimpar.
Luego 95 y, en conseevencia, 3|n

De donde Ua  es par {lo cual es contradictorio) a

&

Supongamos que 11{ ¥,
Entonces, 10{n y, en consecuencin, 5fn

Por tanto, 5§, ]

5. Sealn =81+ 4
Es claro entonces que 4|,

Lucgo, 6|n y, en consecuencia, 8|Un (lo cual es comradictorio) L]



1.6

Potencins Aureas

Hemos tegado o un punte fumiamiental cn esta tesiy,

A partic de abora, el nimero de oro y la sucesién de Fibonaeei serdn conceplos inseparables.

ha hecho hasta ayui ¢ mayor esfucrzo en presentarios como canceples andependienics, con ¢}

proposito de que «f lector pueda apreciar, en loda su belleza, su estrecha relacién

Pro

podeia consegut

seguit el estudio del uno sin ol suxilio del oteo, serin virtualmeste imposible. Mas afa, peco

Esperamos que ol lector viva el encanto y peder de los resultados que en o sucesive le presentare-

mes.

DeBuicidn 1.6.1

Diremos que la sucesion infinita de ndmeres reales 23, 1y, 24,... ¢ una sucesion tipo Fibonaeei,

«i sus dos prinwros ténnines sen cualrsquiers constanles no sinultancamente cero y cada uno de

sug términos sucesivos <s la suma de os dos términos in iatos anteriores.
Consideremnos, ananera de ejemple. las signiontes sucesiones:

Lo, 8,407,010, 18, 90, 47, 76, 140,

20 ~1/20 Y/ 0, 12, 1201, /20 50204, 13/
3. V3 n,

Por supuesto, poidria hacerse un estudio sobre eute tipo de sucesiones, sin embargo no lo harernos,

3v2, 52, 8VI, VI, nVE s,

pot no coreespionder esto A testres peopositos particulares.

Especificamente, of objetive del presvote apartado ey hacer un estudio sobre Ins potencias enteras

del ndmero de oro.

Recomindainos revisar ba defimaones LLL LS ¥ L1, asi como fos teoremas 114y 118 ded
primer apartado

Dafinicién 1.6.2
Sea n cualquier entero.

A 1a suc dureas @", &1 872 L llasmaremos la sueesion de

6n infinita Jde potenc

oro asociadaa n
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’

Tenemos ¢l siguiente

Teorema 1.6.1 ¢
Toda succaidn de aro es una suceaidn tipo Fibonacci.

FEsto es, cunlquier potencia entera del nimnero de oro, es la suma de sus dos potencias inmediatas

anteriores.
Demostracién (Induceion sobre n)

» Dadoque #?=1+¢, laafirmacicn es valids paran= 2
> Supongamos que ¢f = =% 4 of=* | para cierto entero k
» Demostremos que

1 gl bty gt

2, GV o el gE2

En efecto,

LGttt =gte = (AP gttlyg = gl gt B
= (&

2. st :¢i’5—1 E-2 gl_))‘:,_x [ ¢'t_2 "
Esta demostracién amerita algunos comentirios!

1) Una ves establecida Ia base inductiva, ef valor numeérico de & no desempeiia ningdn papel.

Quicre: decirse que si se sustitnye ¢ por enalquier ofra constante, la demostracién del teorema
puede levarse a feliz téumino.

Por sup , ¢l hecho fund tal cn la demostracion esti precisamente en la base inductiva.

2) Siun nimero real & satisface pura cierto entero & la ceuacién

P S P
entonces, para cualquier entero n, se verifics la igrealdad
PR TR v ]

Pero ocurre que la ecuacion

P g

solamente puede ser satisfecha por los valores z = & == =31, purs ésta puede ser
llevada a fa forma

0 =rlwz~1

cuyas rajces son, precisamente, r=¢ ¥ P

4Eqtc teorema cs, en ditima jnatancia, <f responsable directo de la insdlita relackn entre of ndinere de oro y
Ia sucesin dr Fibonaccl.
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Recardemnos aliora que al térnino de la demostracion del teorema 1.1.4 se distinguieron lus siguien-
tes ignaldndes:

87 =gt # =4t
=201
=342
6= 5043

Calie pues suponer, hecho por demis interesante, que eralguier patenciu durea, puede ser escrita
lineahnente en ¢ para determinandos coeficientis enteros.

El teotema siguiente establece yue, en efecto, esta hipitests es correcta. Mds ain, los coeficientes
de estas furmas linealrs son niimeras de Fibonaces.
Teoremn 1.6.2

Para todo entero positivo n, se salisfacen las siguientes rgualdudes:

L ¢ = Uge 4 B
z. 47" = Und - Uayr, sinoes impar
3. G = gy - Une, ©onespar

Demostracion (Induceién sobre n)

Ofteccmos dnicanente la demastracisn de Ia izualdad 1., esperando que, por analogia, el lector
realien las correspondicntes a las ignaldades 20y 3.

¥ Loscams now 1y o= 2w verifiean trivialinents

& Supongames que para cierto entero & sfacen fas ignaldades
PANES (NN

t

Y= Ui d Ve

> Demastremiog que

Y = Uiad + Ui
En efecto, smnando las igualdades y aplicando ef teorema 1.6.1, encontramos que
S = (T U ) (Ui + Us) = Urgao + Ui a

La demostracion resultd ser muy sencilla, una vez gque se asentd una base y una hipitesis
inductiva dobles, para entonces aplicar ¢} teoremn 1.6.1



En particular:

¢l = 5 -1 @
= 2 3 641
¢ = 24 -1 Pé+ 1
R 1) 3642
é% = 54 -8 5643
& = 13 ~38a 83+ 5
a7 = 135 -2 U3 4 8
1~ 01 =2é+ 13
=344 - 55 344 + 21

710 = 80 ~ 550 = 554 + 34

Es preciso que el lector se percate del poder del teorema anterior,

3, conoce usted, cuyas potencias puedan escribirse linealmente

£ Cuidntos nibmeres, reales o comple)

en términos del inistsio simero utilizando tan sdlo cocficientes enteros?

l.e sugenimos intente rncontrar cnteras £y y tales que

4 ~
2. (\[3) = Virty
3. = mray
Asegiramos que todo intento estara condenado irremediablemente al fracaso.

El teoremn 1.6.2 ofrece una singular consecuencia:

Teorema 1.6.3

Para lodo entere positivo n, s satisfacen las signicales tgualdades.

Wy + U ) 4 U5

1. o 5

2, 7" = M:w%ﬁ—'—) sion o es impsr
3. 7" = HOP U-——",,“) ~ U .'/5. sion ey par
Demostracion

Hagase ¢ = 1_+-_,\_/_5 en los miembros derechos de las igualdades del teorema 1.6.2 -

Este teorema proporciona directamente la forma irracional de la n-ésima potencia dures en

términos de Uney, Un ¥y Unsy, tres mimeros de Fibonacei consccutives.

Sélo queda resolver Ia cuestion de i son o no iredursbles s igualdades del teorama.
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‘Teoremn 1.6.4

Los méembius derechas de lax sgueldades del teorcma 1.6.3 son irreduesbles 1 n no es un midliplo

de 3

Cuandn n es un miltiplo de 3, ¢ pierde su denominador 2
Danostracidn

Se sigue inmediatarments de laigualdad 1.2 def teorema 1.5.12 -

A continuacidn oltecenos fa fornn irracional de las primesns diez potencias durcaa de exponente
positivo y negativo:

L at -
n ,/7

577 ¢-=3T,”

¢t =

ea_ 1=3V5

=T

i BVE-11

e T2

6B =9 s 6" =94 45

v 13520 20+ 135

¢E Ty v

n L T 2YE

G
= 11/5 -3
PRl 80 123 4 55v5

2

Wotese que, en efecto, estas expresiones son rreductdles.

Ahoranes interesa establecar una faemgla que explieite U, el n—dimo nimero de Fibonacei,
on térininos de potoncias durcas;
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Teorema 1.6.5 (Formula e Binet)

Para cualquier entero no negalive n, 3¢ salisface la fgualdad

EAE X ( +, sines im;rar)
Up = —-

5 -, Sin s par

Dcmostraeidn
Sea n un entero positivo.

1. 5i n es impar, de acuerdo con el teoremia 1.6.3, tencmaos que

i pomn o Wamt u,.:.)+u..\/5 N un\/.i-(u:_, tUne) o
2. Si nes par, de acuerdo con ef teoremn LGA, tenemos que

g g = Wasik Ua) Va8 Wasy Unu) = RV o
E! caso n = 0 pucde comproharse directaruents a

Teorema 1.6.6

Para todo catero positivo n, se satisfucen lns siguientes iynaldades:
1. ¢" = 07" =Un_y 4 Unpr, st 0 €8 mpar

2. P+ =Ussy + Unga, st nes par

3. [ - ] UnV5, si 1 s impar

4. o =UWE, s on espar

Demostracion

Es una consecuencia clara de los teoremas 1.6.3 y 1.6.5 ]

Los siguienites resultados oftecen una podercsa generalizacidn del teorema 1.1.8, presentado al inicio
4 It & 5 P

de esta tesis:

Teorema 1.6.7

Sean z y y dos ntimcros reales,

1. 5i z/y=¢ cntonces, para cualesguiera enferos pasilivos n y k, se safisface la iqualdad

Unst T Unse—r ¥ _ &
Un 24 Uney v
2. Si pars deferminados enlcres posits n y k scsalisface la igualdad anterior, c¢nionces

t/y=¢
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Demostracion

1. Supongamos que xfy =4, estoes, T=dy
Upsr 2+ Unpicr v Ungs 4 Uy &4
1, ) Ntk ngt=t ¥ Un " AR n
"8 Tt Unr ¥ Vo 6% Uny F=e

{Obsérvese ia aplicacion del teorema 1.6.2)

2. Supongamos shota que n ¥y k son enteros positivos tales que

Unge 2+ Upsir ¥ X
pus..h LELALIRALR £l AP N !/ Ui
A ¢ @+ Usy

Luega, L Ml dt Uil ~ lljnit—-l _ Uilnoy &~ Usls
v Unst = Uilin =thtin &~ Uillays = Uillao
s Ungb=Un  Wor =Un)=Up _ Unsr ¢ =8 2+1)
Copr =t Uarp =Und 7 Uppy =Und
- Vs U, 67 _ (U1 — Uy O - "
Unsr —Ung Unpy =Un e
v {57 7

Teoremna 1.6.8

Sean z y y doa nimeros rrales.

1.8 zfu = ¢ entonces, para cualpner enfera posifive sy pan cudlguier impar posilive
k<n, sesatisface ln fgualdad

Uasry-Vaz
2, 8§ pava determanode enfero positrva n y determinade pmpar positive & £ se satisface la

igualdad anierior, entonces zfy=¢
Dewostracion
Es andloga a la del trorema anterior -]

Teorema 1,6,0

Sean r y y dos mimeros reales.

1

51 rfu=¢ entonces, parn cuslguier enters positive Ny para cualguier par posiieo k < n,
se satisfuce la igualdad
Unet 2 =Unetin y
Unz=Unsi y
2. 5i para determinado entero pasitive n y dederminado par positive k < n se satisface da

= &t

igualdad snterior, entonces zfy =4
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Demostracion

Es aniloga a la del teorema 1.6.7 ]

Las siguientes teoremas conticnen series finitas de potencias durcas:

Teorema 1.6.10

Par todo entero postfivo n, se satisfacen las sigutentes igualdades:

n
1. Zét = gt
=0
2, = l’;,-(nl) = 1-¢"
=1
30 N o (e

b=y

n
40 ST-EAE = 1 (mnnem ity
k=0

Demostracidn

Higase z=4¢, ¢!, —¢, —¢~! enlafénnula

n
1 N4l

Yot = o= #)

k=0

para oblener, respectivamente, las ignaldades 1,2, 3y 4.

Teorema 1,611

Para tode entero posilive n, se satisfacen las siguientes iguoldades:

n
1. -1 = g

"

2. Z¢1—2l = 1_¢-2n
k=1

Demostracién

Higase r=¢? ¢-? enlaférmulaindicadacui ol trarrma anterior pars obtener, tespectivamente,
las igualdades 1 y 2 n
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‘Tearema 1.6.12

Para teds entero positiva n,  sc satisfacen las siguientes sgualdades:

" .
1. -2 _gIn g
§¢ G )

N 1
T = (-7
23]

3 Z(_'])H»ld.'nvl =

k=1

4. Z(-—l)'“é’“‘“
£=1

B

“ Jr(«l)uudnu}

% {14+ (=1) g~

Demostracion

r=a3 ¢73, =93 ~¢-3 en la férmula indicada en el teorema 1.6.10, para obtener,

ivamente, Ins igualdades 1,2, 3 v -]

a
Haciendo uso de la firmuba newtoniana (z 4 y)° = E {2)ent oyt

P
reldcionaremos, a través de seties finitas, los coeficrentes de Newlon con lns potencias dureas!

Teorema 1.6.13

Para tado enlero positive 6, se sctisfacen las siguientes iqunidades:

n
Loy (P)et =g
k=0

20 Y (T)et =
k=u

3. i(?)(uﬁ)‘ = gn

k=0
Demostracién
Lo = () = (e+1) = i (Ple~t=e i( Pt m
£=0 k=0
2 = {3 = (1400 =k§n_:,( ¢ =
B @ e SAOS S (1 (1405)

x
Debe observarse que 28at = (l + 5)
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Teorcma 1,6.14
Para lodo entero posilivo n, se satisfacen las siguientes igunldades:
n
LSRR8 = (e
€=0
»
2o S -nE(E et = g
=0

Demostracién
n

o™ = (@) = = 9 = () (- 8 = (- =1 ) u
k=0

2. 47 = ($T) = (o 1) = Y (-DH(D Jent = gn Y (=D et 2
tep LEDY

En ¢l apartado 1.3 sc dernostto gue

-
1, Si n espar, Z(-—l)”’?l( T Wi =0 {tcorema 1,3.3)
L 31

N
2. Sion oesimpar, 3 -1V WU 4 Vi) =1 {teorema 136~ 8)
k=1

Para terminar ofrecemos ura demostracion alternativa, comparativatneste sencilly, de estos hechos:
n
" 1 .
Observemos que (\/;) = [~(1~28)" = (-1)* L('!)h‘!k( T)ak
k=20
»
Z("l)“‘zk('t Y6t . sion s impar
n k=0
Luego, (\/5) =
n
Z("]V‘zk(:)(‘k . s n ospar
=0

Por otrn patte, para cualquier enlero positive #,
« "
(VB)" = 4oty s T2t (der

(£
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Por tanto, si n es binpar,

0= }:( 1F+1E(T) 22‘( Yoot = i(—l)**‘ﬂ‘(?) [¢" +(-1p*¢Y)
k=0

Luego, E(-l)‘“z'(';)[o' H{=1)g74) = 2

Pere, de acucrdo con el teorema 166, 8% 4 {~1)*¢~F = Uy + Upyy, sea k par oimpar.

B
Entonces, 3 (~DH2MIMWoy + Uiy) =
=)

Esdecir, Y (~D)'PMEMU L R i) =8 a

Ahora hien,si n es par,

Z( Wt - Rt = }_,(—l“"‘u)[u - (-nte]
k=0 k=0

= Y-t () et ~ (- 1)ttt
k=t

Pero, de acuerdo con el teorema 1.6.5, of — (=1} ¢"% = [/, Vv, sea k par o impar

Entonces, ):(-—l\"l‘('.')U; =0 -] i
k=t
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Parte 2

Convergencia Dorada

Limites y series infinitas

al aumentar ¢} valor de n

. . N . U,
Deseamos estudiar el comportamiento del cociente irreducible l’}“
n

Revisernos pues algunos casos particulares:

Valores impares de n Valores pares de n
Unr _ 1 Ungy _ 2
g = === = -
» Paran=1, A _l_l » Paran=2, U, 1 1
o Unn 3, . Uayr _ 5 _
» Paranz=3, _—Un = 2_1..: » Paran=4, T - 3_1.('166,..
» Paran=35, gl'%‘—z-g:l,ﬁ » Paran =6, Ul'}“ = L-l.G?&
n n
Uppr 20 Unpr 34
P = s = o = ] e = m—— e =] e
» Paran=7, T, I 1.6156 » Paran =8, oA 7 1.619
_q Unsr 55 _ Un4r _ 89
» Paran=9, AT 1.617... » Paran =10, U. - 1.618...

Esta tabla sugiere fucrtemente un notable resuitado:

Teorema 2.1.1

Sea n una varisbie endera y positiva.

Entonces, nlirgn (—U('}%) =4

U,
(;“ <¢ si n esimpar, y

n n

Mids aiin, Ul’}“ >¢ si n espor
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Demostracidn

De acuerdo con a férmula de Binet (teorema 1.6.5), s tiene que

& = (~8)™" Gt = (—g)-lat1)
Up = i Unpt = ————r——
" 3 v nH V5
(1!
Vo _ et~ oyt L~ G
Entonces, —_—= - = -
U @ - ()" p_ -y
&~ arnyn
. v, -
Por tanto, lim (—-&L]) = —!1—0~ = —: =+, como queria demostrarse L]
nemeo
n —-0 =
¢ &
Uit
Ahara probaremos qus %"4 < &, sletnpre yue no sea impar.t

En efecto:

» Para n=1 ladesigualdad es olwin.

e

» Supongamos que A < &, para cierto entera pesitive &

Uiya
<
Uiy
En efecto, dado que Upyy < Uid | se tione que ™ Weyy < Us

» Demostraremos que

Es decir, (8 — DWWigt € Ui

Lucgo, Uisid < M+ gy = Uy

Por tanto, Uty < Ukg2 670 = (¢ = DlUiez = 3 Vg2 ~ U

Entonces, Ukyy + Uiya < ¢ Uiya

Uiygs

Estoes, Tess

< ¢ L

La otra desigualdad se demuestra de manera similar L

U . .
i‘,“ se aproxima fuertemente al nimero ¢ al aumentar n
n

Obsérvese cémo el cociente

De hecho, ya para n = 10, sc obticne el valor de ¢ ezacto hasta el orden de las milisitnas.

Eata desigualdad pueds también demoatrarse con la formula de Binet, no obstante se ha preferida ofrecer una
demontracién inductiva independiente, o que suponemos ihs interesante.,
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El siguiente resultado generaliza el teorema anterior:

Teoremn 2,1.2

Sea k um enicro positivo y sea n ung variable natural.

FEntonces, Him (U”“ =gt
wn \ 10,

Damostracidn (Induceion sobre k)

» Ei teoremns 2.1.1 establecs este resultado parn el caso k=1

Ahora bien,

LN
i

U L [l
X+¢~l+"lﬂg’(—ur-)_ Jitn (U"

e

i Und UngrY i Unsz)
m S e lim

e W J

"

Lo anterior establece el resuitado para & = 2

> Supongamos ahara que, para cierto entero positiva m,  acurre gue

. 1y, . ngm s
lim (—%—/’31) =¢™ y (—'” ’—‘l) = @md
. nas

A N

Ui
» Demestremos que  lim AL G
narko [

n
En efecto, en virtud del teorcma 1.6.1,

SEET o gn ) amt

o Unagmeny
* i, (—T'"

o

. Unym +Un gy ,-’n+(m+7)\) -
fitesty Un Us

Teorema 2,1.3

Sea n una variable cntera y positiva.

an
Entonces, lim (-—- - U,,) =0
nmco

e 2 . . $" .
Mds ain, = < U, ar, = >, si n espar.
7 <Up sion oesimpan y Z P

%
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DemostraciGn

Aplicando la férmula de Binct (teorema 1.6.5), se encuentra que

-, z_‘t_g’"_"_(:ﬁ):_.(l'.n_"
VAR A P

Lucgo, lim (“"/; - u,,) = %“l_i_n; ((;L)") = 7'_3(0) =0 =

Por otra parte, resuita claro que > 0,8l n csimpar.

o
(1p+ign
Luego, 0.< —(=1)""¢™" = ~(-4)™"

Por tanto, ¢" <" —(—¢)™" = Vi Un, como queria demostrarse ]

. " . . _—
Lo anterior establece que =z ¢s asintdlicamenle igual a Un, por la izquierda cuando n s
impar, y por la derecha ecnando n s par.
&
Nétese que la convergerncia a cero de la diferencia == — U, es razonablenente rapida:

V5

"
Por cjemplo, pata n = 16, % - Un = 0.00031...

Teorema 2.1.4
Sea ay, a3, @3,... une sncesidn infinila, definida recursivamente como sigue:

{ @ = ¢ c€[~], tx)

gy = VI¥a,

En tal caso,

lim a, = ¢

n—oo
Demostracién
Observemos primeramente que Lodos, excepto quizds los dos primercs términos de la sucesién, son
positivos,
Lucgo, en caso de existir el limite, éste es necesariamente positivo.
Sea L= lim a,

n—oo
Faclaroque L= lirgca..“ = Iinalq Vita, =vVI+ 1L
nee ne

Luego, L satisface la ccuacidn cuadratica, L2 =L ~

Portanto, L=4¢ n

Nétese que para c= @, lasucesidn a, se tstaciona.
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Sea n un enteto positivo,
Queremnos estudiar vl comportamientn de las rajces de la ecuacion algebraica
{4+ )" +n" = (2r 4+ )"

En primer lugar demostremos que esta ccuacion posce una raiz teal positiva énica, para cada valor

de n
En efecio, sea Plr)= (2r4nY" =z 40" - 0"

De seuesdo con fa frmula del Linomio de Newton, P(z) puede escribizse vn la forma

a
Play= —nt 4 50 (2 et -t
et
Observemos que Jos 1 coeficientss de 2t sen todos positivos.

De lo auterior ¢ inficre que  P(x) p

Descaries, la ccuacién Pz} = 0 tiene una rafz real posiliva dnica. ]

entx un sélo cambio de signo y, de acuerdo con la regla de

Presentamos abora la mencionada raiz para los primeres valores de

» Para n= 1, laecuncién toma la forma {r 4+ 1! 43 = (22 + 1)}, cuya rafz real positiva es
=

> Para n=2 laccuacitn toma fa bonna (= + 2 44 = (2 +
r= 93

. cuya raiz real positiva es

v

Pars n =3, laecuacidn toma lu forma (24 3)° + 27 = {27 4 3)°, cuyn raiz real positiva cs

z = 0.5935:

Resulta que al awmentar ol valor de n, la sucesion de las raices correspondientes tiene un limite
muy singular:

Teorema 2,1.5

Sea n uno veriable enlem y positiva,

Denotemos cun z,  la raiz real positiva de lo ccuacidn alycbraica
{(z4+n)"+n" = (2240)"

Se afirma que

"li!roln = Ing
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Demostracién

En efecto, la ceuacion puede ser llevada a la forma
n
l+(”—l+1)"= (Q{-H)
Ahora bicn, z, satisface esta ccuacion. Entonces,
e (240) = (?—:11»1)
Por otra parte, se sabe que
i (1211 e (g 10

Luego,
Vhexp (i 2a) = oxp (3 Jim 2n)

Sea
b= (1 )
Por tanto,
T4t= *,dedondet=¢
Luego, "l_ip:’z,. = Ind ]

x
Recordemos ahora que la serie, o suma infinita E an, s¢ define como
n=1
o "
Zan = 1311 (Z m)
n=l 41
Cuando este limite existe, se dice que la setie canverge; en otro caso, la scrie es divergente.

En lo sucesivo utilizaremos algunos resultados propios de Ja teoria de series infinitas, pot lo cual
recomendamos al lector acudir a la bibliografia citada, en caso de necesidad.

El teorema siguicate presenta una hermosa caracterizacion del niimero de oro:

110



Teoremn 2.1.6

El niimero de oro e1 igual a la suma infinila de fodas sus polencias enteras neyativas

. NS U R N T
Esto es: 6= Y0 St Et Rt

n=1

Mds atin, & s ol unice niimero real con esa propiedad.

Demostracidn

Haciendo z=¢~' en laformula E:" =t (lz} < 1), obtenemos que
nZe -z

nue
0

Lucgo, Z¢"‘ = @, como fueria demostrarse? -]
Pyt

Ahora Lien,vea = un real tal que r =
n=l
Entonces, x satisface fa ecuacion
1
r= ————e |
1-e7t

Equivalentemente, z?—z-1=0, dedonde z=¢ 6 r=-~¢"!
Peroesclatoque = >1 6 2 < —1 {enotro caso [a seric seria divergente).

Luego, z=4¢ -]

Teorema 2.1.7

1. La suma ifinila de todas las potencias impares negalives del numero de oro, s igual a la
unidad.
o
Esto s, Z\ﬁ‘“"") =1
n=l
2. La suma infinila de todas los polencias pares negativas del nimero de o010, es igual a su
tRUErso.
L)
Esto ¢s, Zé"" = ¢!
a=1
?Estn misma igualdad pucde deducime a partiz de ias propiedades de las series telescopicas, defuuendy ba = ¢7™
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Demostracién

o
Haciende x=¢"' enla férmula Zz"‘ =
n=0

id‘“: L :-i—l-:é

(iz] < 1), obtencnos que

o o
Lucgo, )::¢""=d-- 1=} Edy'”"“": 1 ]

nz1 n=1
De lo anterior y del hecho de que | < < 2, se sigue que la parte entera de ¢ es 1a suma infinita
de sus polencias imparts negativas, mientras que su parte decimal se obtiene con la suma infinita
de sus potencias pares negativas.

Los siguicntes dos teoremas permiten escribis cualguier potencia durea en téuninos de poten-
cias durcas negativas:

Teorcma 2.1.8

Sea k un entero positive. Enfonces:
o
Uiy | Us
¢ = ( ot
nzﬂ éZﬂ ¢'2n

Demostracion

De acuerdo con los teoremas 2.1.7-(2) y 1.6.2-(1), podemos cscribir

o © 41 =y v
¢i=¢l+l¢-l=¢k+lz¢—:n=z% Z( m:;: L)
n=l n=1

(U Ui
= Z ( ML ——‘-) , tomo queria demostratse ]

Teorema 2.1.0

Sea £ un entero positivo,
S

1. Sik esunimpar de s forma k=2-1, ¢ *= Zé""
net

2. Sikesunpardelaforma k=2, ¢ F= z¢‘("‘“)
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Demostracion
1. Sea k=2 -1, unimpar positive {f=1,2,3,...)

En virtud def teorema 2.1.7-(2), se tiene que

o t o
~l o Z"rj" = E¢-2n 4 Zp—xu w371 ey decir,
n=i ne=t

nzi

1
z,j-h = - Z¢‘Z“ + ¢ @7y, por el teorema 1601,

n=t

it

SRR

m=gTI L 57 S gm Y (recrema 1.6.0)
= d". como queria deinostrarse n
2, Multipliquese la igualdad antetior por ¢=1 -]

En particular, se ticuen Jos signientes desanodlos:

55 81 55 34
T
KA

n= n=3

11 1 11 1
swt@tgntamigmt o
1 1 1 1

1
L — . ——
>0 o'+;§¢“§o“’qd”

Obsdrvese Ja armncenia de estas series.

El teoremna sigiriente o5 muy egpecial:

Teoremn 2.1.10

Sifz[ < ¢7', entonces
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Deamostracidn

Laigualdad 2. se obtisne sustituyendo z por —z en L.y multiplicando por  —1. De manera
que sdlo demostraremos la igualdad 1.

Sea {zj < ¢! y definamos a, = /,2" Entonces, si z # 0, encontramos gue

L fr]@ <1 {teorema 2.1.1)

Touego, segin fa prueba de Ja razan, In surie

.
St
n=1

converge para lzj< 47!

Ahora bien, de acuerds con la fArmula de Binet (teorema 1.6.5)
‘/‘r; Upz" = [én + (_l)vnﬂ¢—n} PSR LPLIN (—l)"’ 1¢.‘nx‘
= ()" (-

0 cu

Lucgo, VBY = 3otorl 4 -1 o)
n= n=i n=l

Por otra parte, como |z < 47!, encontrames que  [¢2} < 1. Enlonces podemos sustituir =
pot ¢z en la formula

(el<
&
Para obtener )_‘(45'1)" = (=l < e™h
n=0
S A b -1
De donde “};(s‘v:) = ]_ézv—l {lz) < #=YH
Anzilagmﬂcnlc,
> —1)n 41 " _ ) -3
LN = gt (el <e™)
Por tanto,
R R T Y/ T
The(d-p -2t l=mz-2?
Luego,
- "o x : -
g‘unz = oo 8 k<o L |

Asignando valores adecuados a2 en las formnulas demostradas, se obtienen resultados inespera-
dos;
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Teorema 2.1.11

Se satisfacen lus sigusentes tyualdades:

o w
2Wa 2,

. —_ = ¢ AN et n 4t
P IPYCUE
o Sl 1 - i(_l)mﬁ !

Azl é“ 3 jrert Gin 5

S U 1 - et U 1
3, Lﬁ”_‘: =5 3 ):l(ux) ¢T':. = 3

fes s

= Un 1 . & wst Un 1
4 21 = = 5 1 :;(—x) = ow
Demostraeidn

Higase z =72, 473, 4%,
vamente, las igualdades 1,2, 3 y 4 a

en la férmula 1. del tesrema anterier, para obtener, respecti-

Para obtener las demds igualdades, dénse los mismos valores a z en la otra férmula del mismo
teorema B

Teorema 2.1.12

o 2
" -3 Mo L2
Silrf< 87t m‘m“’,,; Ugn 2™ = TIr s
En particular:
$oUm L U L
a=) ¢t i’ nzt g 15

Demostracién
Debe observarse que la serie 2. del teoreina 2,1.10 es absolufamente convergente.
Restando Ins serics de este teorerna encontramos que, para [z] < $~1,

r z _ 2z?
—r~z? l4r-z? 1~3z3+zt

;;[1 + (=1l =



i‘fli»(—-l)”]l".‘x" = i [T (=1)" 2™ + i [N+ (=11t ="
" irmpares) (vore)
= i L+ (=1)")Unz" =2 i‘ Unz"
(pares) {preet)

o
= 23 U™ m
nzl
(La reotdenacion de Ia setie queda validada por la convergencia absoluta.)
Puede observarse que
Y3-1M=1/12  y 1710~ 1/15 = 1730
Lo anterior nos lleva a las siguientes igualdades:
= Un Uan wt Un
D Zw— Z( -t
co o o
Un Uspn N
DI EDI L DM

De hecho,se verifica 1a igualdad mas general:
o o
Un Usa f
. 2¢An - Eld'(“”" = E( Ui é(l:})n (k>1
n= a=

Para convencernos de esto dltimo, bastaria demostrar que
Und™ = Uzg 8™ + (=1)"Us = 0
Y, en efecto,

Ung™ = Uza 8™ = Un{U20% + Usn=1) = Una{Un$ + Un1) = Unllzny = Loy Uz

= Un(lh2ngr = Usn) = Unoy Uzg = Un Usnar = Unyilan

= ={=1)"Un, (higase k=n+1 ecnel teorema 1.2.7) n

De hecho, puede demostrarse que Upd®™ = Upnd” = (=1)" Ujgo1)n

Ocurre que las scries dadas en los teoremas 2.1.11 y 2.1.12 son, en realidad, casos particulares de
un resultaclo mds general:
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Teoremn 2,1.13

Para todo entero positive k> 1, se salisfacen las siguientes igualdades:

1
=, Uear + Urgy) =1
LY gne
1 _nBan
s =1 BUF-1
.
2 Seapln g Gt
ast o ! A
/s +1 BUF-1
=y SE sik es impar
) v WV
a Sl
n=1 I k es par
')

{Obsérvese que

Deostracidn

Como k> 1, |-t <g-!

, si k cs impar

, sik es par

, 58 k csampar

, si k es par

Dila=a v Di- =250

Lo anterior permite la aplicacidn de los teoremas 2.1.10 y 2111, para z=¢~%
= U, ok 1 -
1. gzﬁ = 1C pE—eT = F -1 ¥, por ¢} teorema 1.6.6,
SR S— si k es impar
Wi+ Vi) -1 e
= ]
1 s k es par
U5 ~1'
o
U, 1 1
2. Z(—l)"“—T"- = i T y. por el teorema 1.6.6,
LR T

1
Ui-1 + Veg) + 1

1
Uy 417

"7

(ék —_

4+t

si kes imnpar

si k es par



an g _ 1 it L6.6
n T 134T pg-dk (g Igmmy_g T per ¢ teor 0.6,

bl
e
O

1
T (Un-1+ Unpa) -3

Ahora bien, de acuerdo con el teorema 1.2.4, se tiene que
Usicy + Unpr = Uy + 207 + UF = (Ur-1 + Ubyt Y 4 2(UF = Ukt Ui )
= (Vecr + Uipt ) 4 2(~1)M (teorema 1.22)

50U — (=1 4 2(= 14 (Leorema 1.2.3)

[}

5U7 - 2(—1)++!

fi

El siguiente resultade generaliza los teorernas 2,16 y 2.1.7-(2)

Teorema 2.1.14

Para todo enlere positive k> 1, sc satisface la igualdad

oo

1
2¢(k«1)n= ¢ +¢'—‘)Zgﬁ -1
byt

n=1

en donde la serie del miembro derecho puede caleularse mediante of teorema 2.1.13-(1).

En particular;

)

B D ML X
bl 20 g e n
Demostracién

Tenernos que

- 1 o Un =1,
Z SER-T = i z ¢,l':--‘1' puies Ungré+ U, = ¢°+!
n=l n=] LES)
=1, E U
= Z —E-' + '5‘2 ;l:
nzl n=l
0 o
Un
=S 24 A
et ¢lv\ ; ¢l(n 1)
o
U, U,
pIEr R W
n=s) n=2



oo

1 U, o U, !
f‘;g.—.—m_—F):J,:; (;;‘,T’:T‘BT)

n=1

, U,
= (@ e 1) V&nl
=1

Por tanto,

Zo—‘ SEre g -1

n=1

Para el valor k=4, encontrames la serie

= (A4 n\‘T -1
Azt

= (2«/5-”) (Lf%f—l) =

{De alguna manera este resultado debiera sorprender, pues 18 potencias negativas de ¢ con expo-

nente midltiplo de 3 no tienen denominadores (Teorema 1.6.4))

Para cl valor & =6, encontramos la serie

[V}z

¢ = 9v+t)}:¢m ~ 1

a=}

:(9ﬁ+17)(8ﬁ+1> LoaB=0_teet

n

5

1

2 319 22 Ty

Desde luego, pata k=2 y k=3, se obtienen las series de los teorenins 2.1.6 y 2.1.7-(2)

w
Por otra parte, se dice que la setie Z aq cs teleacSpica. si existe una sucesién by, by, 4y, . tal

n=]
qtie, para todo enteto positivo 1, an = by —bnay

o

Se demuestra que una serie telesedpica Za,. converge 8i y solo si la sucesion by, by, by,..
n=t

converge.

De hecho,

Zn,, = b - hm b,

n=l
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Teorema 2.1.15

Se satl’sfucrn las siguientes igualdades:

Z Uﬂ”nﬂ

0 v
2. et = |
,g, UnptUny2

oo
(~1p+1 -
3 = ¢!
"El Unlnys ¢
Damoatracidén

1. Sea bp = 1/U0Uns1. Entonces,

1

POy SO SR S SR S Y & Ik, M

T TN T U Vet Uy Galagilasz  UnUnes
Luego,

3 -———l——-—b Jin ! =b =1 L]

S UnlUnga T Ulngy T

2. Sea by = 1/Uy 1. Entonces,

P SRR SO S S .k Rl 1 N .
e T G T U T UaniUniz - Uaniling
ngo
E = lin —L——b =1 R
SiUa 41Un+: h '-—'NU '

3. Sea b, = Unyy/Un. Entonces,

= by m by = Unbr _ Ungz _ UZtI—UnUm =1
" " T U Unlnzt  UnUngt

Luego,

& 1yntl
2(__’)__= lim (Ul"j“)-b,=¢-1=¢-' "
A

azt Unbngr — n=e

Teorcmn 2.1.16
Para tode cntero positive k, se satisfacen las siguienics igualdades:

o _(=p* !

1, =
= UngratUnga ~ Urdt
2 & Unyt ot

Unpi-tUngiyr ~ Uillpy

n=1
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Demaostracién

1. Parn k=1 se obtiene Ja formula 3 def teorema anterior.
Sea pues, k> 1

Definamos by = U, fUn1s-). Entonces,

1y = by — b, aUnst — Ung1lUnpray

Upraalnge
¥, pur el teotenia 1,2

(-1)““ Uen

a, =
"7 Uyt Uns
Lucgo,
o
(=Hr " o 1
e = Gy — N e e e —e ) pues £ > 1
o Uniras Unas B S AN TARE !
MU Ueyd 4 Ui~ Un
T e T Toort
Por tanto,
o0 =y
Z = como quteria demostrarse o

UnpimtUngn = Upgt?
2. Definarnos b, = 1/Ungi=1Unss. Entonces,

Gy = by — by = e =
teme Unpi-tUnir Ungrlngesr -

Uil gx

Unyrsr =UnsrMingy Unia
UnproiUngalUngigr Unsim1Unsiss
Luego,
Unit !
= - lun-*——-——‘1="———
,;U si-tUnpn —oo Upyi—tlinye Uilay,

Existen cantidad de formulas relacionadas con las series infinitas. Asignindolus valores adecuados
frecuentemente se obtienen resultados particulares especialmente atractivos.

Los teoremas siguientes son lodos de esle tipo:



Teorema 2.1.17

Sca & un enfero no negativo. Enlonces,

1. i‘( "r‘ )é-(2n+l) = ¢t

n=90

)
Z( 'izl )¢<(n+l) = Gt

=i

S

3 - et =gt
n=0

Demostracidn

Higase z = ¢~2, ¢-%, ~¢~!, enlaformula
S 4 1
n — e——
S CE s g Gel<y
para obtener, respectivamente, las igualdades 1, 2y 3 L]

‘Teorema 2.1.18

Se satisfacen las siguientes igualdades:

o
L Yone=1

n=t

2, i(—])"é“" =1
n=0

=l
Demostracién
it z
1. Higase z = ¢~7  en la fonnala Z nz® = =7 (ei<l)
nzt ) i
2. Hégase £ = =4~ en la férmula Z:" =73 (el < )
n=o
o,
3. Hdgase z = ¢~!  en la formula Z (="~ = i _r:, lizl< 1)



Teorema 2.1.19

Se salisfacen las siguientes 1gualdedes:

)
L Yoagn =g

n=i

o
2 3 (=gt = gm0

n=t
Demostracién
Higase == =%, -4}, enla férmuic

= I

nz" = (lz] <1

"); o (<D

para obtener, respectivamente, las ignaldades  y 2 o

Teoremn 2.1.20
Se satisfacen las siguicnfes fgualdades:

o
L Y a%n=gt

n=l
2, Z(_l)n+ln2¢~n= ¢-c
n=t

o
3. En’é"" =vh
az1

Demostracién

Hagase £=¢~!, ~¢~}, ¢, en la f6rmula

Saten = :Iz_-’;;a) Izl < 1)
nzl

para obtener, respectivamente, las igualdades 1,2y 3 | ]

Teorema 2.1.21

Se satisfacen las siguientes igualdades:

nz=0
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Detnostracion

Higase z=¢, $=2, ~3=3, en la forumla

S(am) =5t i<

n=0

para obiener, respectivatrente, Ins ignaldades 1, 2y 3 =

Tearemn 2.1.22

8¢ satizfacen las siguienics iguoldades:

1
L Z(W) =2nd

=l

2 ¥ ((—:3;“) =g

=1

1
() = e

4. i (-———L————) =2
= (2r— 1)pin-1 3

Demostracién

2

o

[

Higase z=¢™1, =471, ¢°2, enla formula

iin: =ln(3—l—;) (el < 1)

para obtener, respectivanicite, las igualdades 1,2y 3 L

Para obtener 4, higase £ = 3~ «n 1a frnula

2. gin-) L+r
=1 ol el
ZQ"*1~,IH(1_:) {fef<t) w

Con eslo damos por canelnido este apartado,
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o

Purtes entera y decimnl de lns potencias Sureas

El Factor da Oro

Si £ esun nimeroreal, {z] y [z} denotardn, en lo sucesivo, las partes entera y decimal de

. Tespectivamente.

Par ejeraplo:
b Siz=1/3[z)=0 ¥ = 03333 ATILIARL. .

€3
b Siz=12 {z)=l y [ef=0.200000000000000...
b Sir=VE [e]=2 y [2]=0230067977490789. ..
foF = 0.141502653580793. ..
fr 3 == 0.000000 000600000 ..

b Sir=a Ir)=3 y

b Siz=d, [f)=4 ¥

ot supuesto, se observa que [+ 12l = 2, en donde la funcién {z] sdlo toma valores enteros.
Se cumplen ademds las siguisntes propiedades:

1. {rj<r<faf+i, 0<l2f<l ¥y {il=m para m unentero arbitrario.
2 fr4m)=[zf+ m, siempte que m seh un entero.
3.8 >0 yunoenlero, [-z}=—{1+{z))
4. [r+ %] cs el entero mas proximo a z.
Si dos enteros son igualmente préximos a z, [z+ 1} es ol mayor de ellos,

—{3 1] es elentero mds proxino a1

2}

Si den enteros son igualmente préximos a z, —[% —z] es e] menor de ellos.

El propésito fundamental de este apartado, o el de establecer férmulas para lus partes entera y

decimnal de las potencins Aurcas.

Los siguientes dos {coremas son basices en csta direccién:

‘Teoremn 2.2.1
Para valores impares de n, Uy < Uy Uy +Unp<é™ < U,.\/g
Para valores pares de n, Usp1 > Und ¥y UpVB <" < Unay +Ungs

Ads adn, para todo entero posilivo n, Unyy < ¢



Demostracidn

En realidad, las desigualdades

Unpr <Und y " <Unvi {n impar)
Unpr1 >Und 3 "> UnVB (npan)

ya fueron probadas en los teoremas 2.1.1 y 2.1.3 del npartado anterior "

Demostremos que Upmy -+ Uy < 8%, 8@ 1 es impar.

En efecto, como Upyy < Und, Upyoy 4 Upgr < Ung 4 Upoy = 4" ]
De igual maneta, se demuestra que Uy +Un+ 1> ", si n espar a
Por otra parte,como 1 < 3, tenemos que U, < Uné

Luego, Unyi=Unoy +Un < Undp4 Unoy = 6" a

Tearema 2.2.2

Unuy +Unyr es el entero mds prézimo a ¢, pare fodo enlere n > 1

Estoes, [¢"+ 1) =Unsy +Unjr, 8 n>1

Obsérvese, por otra parfe, quc no hay dos enderos igualmente prérimos a 4", pues " es
siempre irracional.

Denostracion

En virtud del teorema 1.6.3, encontramos que

Un 8 = (Un..y + Uns) . ( +, 5i n cs impar )
AR

S = (Uny+Unp) = i¢n o sin os par

De manera que, en cualquier caso, 1¢° = (Unoay +Unii)f = ;l;

. 1
Por otra parte, dado que n > 1, se verifica trivialmente la designaldad ~¢l"- <3

Luego, {¢"— (Un-1 +Unsi)i< %

- T 1
Geométricamente, lo anterior significa que Upwy + Ungr — % <" & Uner 4+ Upgr + 2
Unor# Unin— Unot + Uy + 3
} ft
}

Upoy + Ungr = 1 Unes + Unnt Unes + Ung 41
A" es algiin punte de este intervalo

Por tanto, Unoy + Unyr 8 el enlero mds proximo a &7 ]
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¥ par de teoremay anteriores nos Heva al siguionte resultado:

Teorema 2.2.3

Para valores impares den,  [¢") = Upoy + Ungy
Pars valores pares de n, {6} = Vact # Unzt — 1
1

Demostracion
B Sex n> 1w impar.

Sabemos que Un.y 4 Ungr vs ol enlero mds préximoa  ¢°

Por otra parte, Uyop+ Upyyp < 87

Va1 +Uns Unat +Ungr + 1
¢" ‘
b T ] 4 <y
Luego, [¢") =l 1+ Unsy, come queria demostrarse o

(El caso n =1 puede comprobarse directamente}
» Sca n un par
Sabemos que Unoy 4 1ag1 o5 ¢l entero mds proximoa ¢°
+

Por otra parte, Un_y 4 Unyy > 87

Unar 1 —1 Una1+ Un

an

z ¥ " (2> )

Luego, [¢") =Un-1+ Uns1 =1, como queria demostrarse o
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Por supuesto, s n es un eatero positivo, [¢"} =0 y fg")=4""

De acuerdo con la definicién recutsiva de Ta sucesidn de Fibounacei, el cdlenlo de cualquicra de
sus elementes no bisicos, depends de los dos elementos inmediatos anteriores,

No obstante, es posible encontrar ol (n 4 I)--ésimo minero de Fibouacel conociendo tan sélo

el n—ésimo. En efecto:

Teoreina 2,2.4
Pars todo entero posttive n,  se safisface Lo rgnaldad

si om s impar

[Un‘ﬂ = { U.,L;'Tl 1 : si n espar
Demeostracion
En virtud del teorema 162, &° = U+ U,y
Lucgo, [¢"] = [Uné] + Unai  (proposicisn 2)
Por tanto, st n s impar,
Unat + Unys = [Uni] 4 Uay
Estoes, [Und]=Unyy, cono queria demostrarse ]
Para el caso en que n ws par,
Uncr +Unsr = E= [Und] +Uny
Estoes, [Ung]= U5 1 =

El teorema siguiente permite encontrar el {n = 1}—ésimo nitmero do Fibonacel en términos
exclusivos del n—~caimo:

Teorema 2.2.5

Para todo enfero positivo n,  sc satisface lu igualdad

Usgr ~ 1, sin es par

[Un™"] = { Uy , A es impar
n =
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Demostracian

Cotno 971 = ¢ - 1, encentrames que [Upd™!] = {Upé) = Un
Luego, si 0 os mpar, {uo~" m Upyy = Ug = Uy H
DPataeleasn n par, W Uy —1-Ua=l,;~1 a

a.

cion un clemplo de cdmo aplicar los teoromas 224y 225

Prasentamans a

e Sabiendo que 175 = 1597, encontrar g y Uy,
Tencmos que dae LEIRCT y @71 x 0518034 (ndtese que 17 es inpar)
De manern que
Uys = [1597(0.618034)) =
N=

Uy = [150T{L615034

HET.0 957, que s ol valor correcto.

I
[2535.0G020%) = U5R4,  que es ¢} valor correcto.

Los cuatro prdsitnes Uroremas goher izan Lo rosndtados de los dos dltimos

En particular, tos teoremas 208 y 2.2.0 perontivan, conocido ol n—dsimo mimero da Fibonacdi,

encontrar fodos fo< demde hasia U

Teoremn 2.2.6
Sea n un impar ¥ supongames que Uy < 8,.;. Eatonces:
1. ([UelUnd] = Ui lin sy

2. {Uelind™ ) = Uil

Demostracion

1. Bastard demostrar que Ul < Uil < (40 + 1 Fn efecto.

b 0< ™", para analquicr entero positive n
Ahora hien, caane noes tmpar, 37" = Vaé ~ Ungs (teorensn 1.6.2-2)
Luego, 0« 00~ Ly v, en conseenencia, Uil < Uylad ]
 Se tiene que Mg UL S0+ Uny <3 (tecremnn 22.1)
Pot tanto, fd™" <1 Puo & = Und—1, 0

Luego, Efhe < 1fdiar 4t 11

L Udlasmt = e - Ul
Entonces, Uit = U, 8] - Uil
= Ul — Ul
=Ullnr L}

2 Comw o' =&~ 1



Teorcma 2.2.7

Sea n un par y supongamos que Up Sy, Entonces:
1. [Uslng) = Uelny,y - 1

2, [UUné~Y = Uy Uy ~ 1

Demostracién

1. Bastard demostrar que {7 Un gy~ 1 < UplUné < Upllnyq. En efecto,

» Sctiene que U € Unyy < @7 (teorema 2.2.1)

Luego, Uird™" < 1. Pero ¢™" =/py; —Un¢ (teorema 1.6.2-3)

Por tanto, Uilypr ~ 1< U U9 L]
» Uyd <lUnyy, pues n oes par (teorema 2.2.1)
Luego, Uilné < Uslns M

2, Como¢~'= g1, Villug™! = UplUng =~ U4lln

Entances, [ liad™ ) = Uillno) ~ DU,
= Ulingy ~ 1= U4,
= Usoy ~1 "

Teorema 2.2.8

Sea k un enfero del inferalo 0 <k <n+1, n un enfero positiro.

18 n esimpar, {Und')= Ui

2. 85 n espar, [Und¥) = Ungs = 1

En particular,

th, , 8 n cs impar

{Uas™) = { v

=1 , 3 n espar
Demostracién
1. Esclaro que Uy < Unyy

Por otra parte, Ung* = UiUnd+ Ui iU,  (teorema 16.2-1)

Lucgo, (Unet) = [UeUng) + Viay Un = UrUpay + Uy U
= UilUn-y + Un) + {Ursr = Ua) Uy

(teorema 2.2.6-1}

= Uplnoy + Vgt Un = Unsr  (teorema 1,2.4) n

2. La demostracién es andloga ]
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Trorema 2.2.9
Sea &k un enfero delintervalo 0 < k< n, n un entero positive
Un-t ,si n y k son de la misma paridad
Uné=] =
Pase—1t ,si n y k aon de distinta paridad

En particslar, (U™ =20, sea n paroimpar,
Demostracion

» Supongnmos que n y ko sen de la misma paridad.

Caso Li n y k jmpares

é

= Upd — Ugys,  teoroma 1.62-2)
Entonces, Vo™ = Ul =~ Ui Ua
Luego, {Und~ ! = [UsUad] = UbsyUn
= Ml e Ua (teorema 2.2.6)
= Upa (tevrema 1.2.5-1)
Caso 2 n 3 k pares (35 = Uigy — Ui, teorema 1.6.2-3)
Entouces, Und™ = Uiyl = Uglind = Ly U + (=Uelad)
Luego, [Uad™ ] = Ury U 4 [=UelUn#) = Ueg1 U — (1 + [VeUns])
= UigtlUy = (14 Uslag1 — 1) (teorema 2.2.7)
= Uyoy (teorema 1.25-2) @
» Si n y E son de distinta paridad, Ia demostracién es aniloga u

» Demostremos ahora que [U,,c‘:'"} =0, sca n paroimpar.
En efecto, 0 U/,67"
Por olra patte, U, € Unyy < 3% paca cualquier n {teorema 2,2.1}
Luego, Und " <1
De manera que 0< 0,67 <1
Por tanto, [/nd™"] =0 -]
Obsérvese que Cofiniendo k£ =n (y portanto n y k tienen la misia paridad), encontra-
remos directamente la igualdad anterior L}

Veimos un ejemplo de cémo aplicar los teoremns 2.2.8 y 2.20:

© Sabiendo que 145 = 610, enconttar sy Uss
Necesitarernos Jos valores: &=7 22 0.034442 y 19 = 122991870
Us = [Uys6~7] = [21.009620] = 21, que coincide con el valor peal.

Loy = [U15d'7] = [75025.0407] = T5095, que coincide con el valor real
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E! hecho de que no pueda ealeularse mediante <! teorema 2.2.8 ningin mimere de Fibonacci
superior & Uanyt, en base a Un, 1o es, desde luego, ninguna tragedia; pues la aplicacién
sucesiva de 2.2.8 permite ¢f cileulo de I, para m > 2n+ 1 Porsjempla:

v Caleular Usg, sabieado que {1 = 05

Primcro encostremes un mitmero de Fibonaeel imfermediz, digamos g :

Ups = 1 [I0d%] = 14 5501LO001TY = 1 4 (600,650

gt

Ahora pasemoa de ), a
Uso = (V56"
Observemes, por otra parte, que la Gonoela del teotema 1.2.8

By = ST 4 3~ 1),

w3

[B10{1364.0007)] = {832040.1270] = 832020

se presta justamente para ealaulie 5 on términes de gt

Uy = U, 4 3Usq = B{IN6575) -+ 3(55) = 831875 + 165 = £32040

Es preciso sefialar que una pequeiia discrepaneia entre dos aproxinacio purs una isma po-

tencin durea, prede condinclr a recultados difcentes. Por ejemplo:

b Calenlar U
e tiene que Usg = | 4 [67609'°)

conucido [y = 6765

—

Tomando el valor $'7 = 12249187, encontraremos que

Uso = 1 + [832040.6005

Tomando ¢l vator o0 =2 122.9018, encontraremos que

832041,  que, comno se observa, esti excedido en una unidad.

€

Uso = 1+ [S32080.5470] = 832010, que coincide con ! valor antes caleulado,

Nétese que la diferencia entre 1os dos valores tomados para 619 es tan sdlo de sicte cirns
milisimas. {Bn realidad, of valop @30 = 12200187 tiene exeedida <n quinta cifra decimal

En resumen: conocido uno cualquicra de los elementos de la sucesion de Fibonaccd, purde
encontrarse cualquier otro, mulipliciudolo por un factor adecvado. Este lactor s una potencia
Auren, que preseatird exponente positivo o negativo, seghin ¢l elemento que quiera calenlarse sen
rayor o meior que éute.

De acuerdo a lo anterior, es licito afinnar que ¢ ¢s of fuctar de oro assciado a fa sucesion de

Fibonacci.

Pasemios a enunciar algines teoremas relacionados cou I parte decimal de las patencins Aureas:
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Teorema 2.2,10
Para valores impares de n, $" y &~" lenen lo misma parte decimal.

Estu ea,

fom1] = s
Mis atin,

fim fa 1= 0
n—x

Demostracion
De acuerdo con ol tearema .23, 671 = 4" — (Unoy + Uayr)

Pero Upoy+ Upsr =¢" =87 (teorema 1.6.6-1)

Lurgo, [4"3=5", si n esimpar "
De manera que  lim Jé" )= hm ¢ =0 ]
neero n—zo

Este teorenn tiene una singular consecuenciar

Teoremn 2,2.11
Si n esimpar,  @PTenl= g
Esto ¢, parc cualgquicr entero positivo n, se satisface la igualdad

@I pinmi g = )

Demostracion

Se nigne inmediatamerte del tearema 2.2.10 n

Teorema 2.2.12
Para valores pares de n, las paries decimales de @™ y $7" suman s unidad,
Esto es,
[+ =1
Mds ain,

i =
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Demostracién

De acuerdo con el teorema 2.23, @] =@ ~ (Upoy + Ungr = 1)
Pero Uy + Uy = ¢" + 677 (teotema 1.66-2)

Lucgo, E¢°l+¢~" =1, si n espar B

De manera que ”]‘i_nr:3 o 3= u]ll,-‘\)(l ~¢"") =1 [

En consecuencia, tenemos ol siguiente

Teorema 2.2.13

Sin espar, ¢"[@"]=¢" -1

Esto es, para cualquier entero posttite n, sc satisfuce la igualdad

;ﬁz”ﬂ;‘::’" TJ = ¢'.‘n —1

Dernostracidn

Se sigue inmediatamente del teorema

Resumiendo: el producto de wita potencia dnrea por su reapectiva parte decimal, o bien es la
unidad, o bien la propia petencia disminuida en [a unidad, segin s trate de potencia con expanente
impar o par, respectivamente.
Teorema 2.2.14
Sta k un entero del intervalo @ <k <n+ 1, n un entero positivo.
1.5i n esimpar, S"[USI=Us
2.5 n espar, (1~ EU,‘&‘}) =
En particular, estdn confenidas lus sgucldades obeias
Jlel=1 fn=1,k=1)

Hel=1 (=1 i=2)

(Obsériese que $=', 8 y &% presentan la mssma parte decimal)
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Demostracién

1. De acuerdo con el teorema 2.2.8,

[Uadt] = Und! =Untr
= Un(Usd + Uss)) = (UnUney + Uiy Un) (teoremas 1.6,2-1 y 1.2.4)
= WUud-Us )~ (Ui - Uil
= Ue(Und —Un_y) - UilUn
= Us(Und—Unoy ~Us)
= Un{Uné = Unp1)
Ugé™  (teorema 16.2-2) B
2. La demostracién es anaboga. R

Teorema 2.2.15

Sea k un entero del intervalo 0< k < n, n un enlero positivo,
1. Si n y k sondels misma paridad, é"ﬂU,.é"l]:Ug
2.8 n y k son de distinta paridad, °(1~ [Und=*]) =

Demostracitn

» Supongamos que n y k con de la misrna paridad.
Cnso 1: n y k impares
[U6=%] = Und™* = Unr (leorema 2.29)
UnlUsd = Usyy) = (UnUpyy = Unga Un)  (teoremas 1.6.2-2 y 1.25-1)

UrlUné = Unr)
Ud™" (tecorema 1.6.2-2)

H

i

"

Caso 2 n y k pares

n

Und™t = Upoy (teorema 2.2.9)

Un(Uipy = Usd) = (Uis\Un = Ublng)  (teoremas 1.6.2-3 y 1.25-2)
Ue(Uns1 — Und)

Ueg™"  (teorema 1.6.2-3) ®

[Uad-*)

[}

[}

» Si n y k son de distinta paridad, la demostracion es andloga <]
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Teorema 2,2.16

Para todo entero no negative n, [¢")=[lU,¢™'}

Demostracién

» Sea n unimpar. En tal caso

[Uné™'] = Upg™ = [Un@"'}= Upé™' = Up~y  (teorema 2.2.5)

= Un(¢=1)=Upay = Upd = Unpy = ¢™"  (teorema 1.6.2-2)
= [¢"] (tcoremma 2.2.11) m

» Sea n un par. En tal caso:

10711

Upd™ = [Und™ " = U™ = Upoy + 1 (teorema 2.2.35)
Un(d = D)= Upy+ 12 V= (Unyy =~ Und) = 1= 4""  (teorema 1.6.2-3)

é"ie]

= {¢"] (teorema 2.2.13) »
Terminetnos con el siguiente

Teorann 2.2,17

Para valores impares de n, ¢"[¢* ] = Unat + Unin

Demostracidn
En virtud del teorema 2.2.12, [6?"]=1-¢"17"
Luego, é"[¢™J=¢" = ¢" = Unoy + Unpr  (teorema 1.6.6-1)
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2.3

CAleulo de nimeros de Fibonacei con indices grandes

La definicidn recursiva de la sucesidn de Fibouaccl clarsmente se presta para el cilenlo de sus
eleementos mediante un computader,

No se pretende aqui construir ningin algoritino elrctrdnicamente ejecutable {¢ disefo de uno
de elloy seria un tarea teivial inclusa para un principiante}. Fn lugar de esto, proponemos un
discreto formulario, razonabiemente prictico, para ¢l calenlo de mimeras de Fibonacei con
fudices grandes.

De primera instancia, os evidente la utilidad do las siguientes formulas,

Upamy = Ugy + U

Uzy = Ugﬂ - 3-1

Usnyr = UT 4 U2,

Use = BUZ 4 3(~1)"Uy

5. U = 2508 +25(=1" U2+ 50
6. Ungi = Ulasy 4+ VialUs

Ll A

Parn efecto de los siguientes ejemples, supondremcs coviocidos los primeros diez nimeras de
Fibonacei (y solamente ellos):

» Caleular el término Uss
Haciendo n=7 enla frmula §, encontrames directamente que
Uy = 25U5 ~ 2502 + 5U = 25(371'293) — 25(2197) -+ 5(13) = 9'227'465
» Caleular el término Uig
Haciendo n=4 y n=8 cnlafirnula 4, encontramos que
Uy = 5US 43U, = 5(27) + 3(8) = 144
Uy = BU2 43U, = 5(9°261) -+ 3(21) = 46'368
Ahora hdgase w = 11 en lafdrmuka 2, para obtoner
Usy = UL - 173, = 20736 — 3025 = 17'711
Por iltimo, aplicando nuevamente la Brmula 2 pava n = 23, encontramas que

Uis = U3 - U2, = 2'140'991°424 = 313670521 = 1'836'311'003

$Todas ellas fureon demorteatas a o dargo del Apartacds 1.2 (Primera Pate).
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» Calcular el término Uy,
Haciendo n =9 en la formula 5, encontratnos que
Uss = 25U5 — 25U5 + 5Up = 25(45'435'424) — 25(39°304) -+ 5(34) = 1'131'603'170
Por otra parte, de acuerdo con el efercicio anterior, [fys = 1'836'311’903
Definiendo entonces n=46 y £ =3 enlafsrmula 6, encontramas que
Usg = UsUss + UgUss = 20(1°134'003170) + 3(1°830'311°003) = 7/776'742°049
» Calcular el término Uz
Haciendo n=10en lafrmlaly n=%enls firmuls 2, encontranios que
Uyo = U3 + U3, = 1156 + 3025 = 4'181
Uys = U}y ~ U = 3025 — 441 = 2’584
Ahora higase n =18 enla firnls 3, para obtener
Usy = URy + U = 6677056 + [7480°761 = 24157817
Por otra parte, de acierde ron ol prime e gjercivio, Uy = 9'227405
Definicndo entonces n =36 en la formmia 2, enconteamos que

Usy = Ud = Ul = (Us7 = U ) (U7 + Uss) = (LEO3N'352)(33/365/282) = 498'45.4'01 1870/ 264

La igualdad & anteriornente enlistada pormite deducir una serie de fGrnulas practicas para el
calculo de niimeros de Fibonncci con indices grandes, supuesto conocidos los primeros diea.
Son las siguientes:

81  Si10<n<20, U, = 3MUn_po + 55Un-a
6.2 Si20<n<30, U, =481l m + 87650015
6.3  Sid0<n <4l Uy = 514" 209U, a0 + 83204007~ 50

|

6.4  Si40< n <50, U = 6324598000 + 1023341550, -3¢
85  Si50< n <60, Uy = TTI8THX040U, 0o + 12'586'260°025Un g

En todas estas formulas, 13 variable entera n estd acotada inferior y superiorinente. En realidad,
Ia eota superior no es de ningtin modo necesatia, sélo tiene la funcidn de restringir el cdleulo
de los niimeros de Fibonaccei en términos de los primeros diez (los cuales pueden facilmente
memotizarse).

Quiere decirse que, en particular, la formula 6.3 es vilida para cualquier entero n > 30

Resultarla sano que el lector demostrara la validez de estas férmulns y extendiera la lista tanto
como pueda.
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Veamos algunos ejemplos:

» Caleular ¢l términe Uz

En virtud de 6.2, s tiene que

Uss = 18100 4 67650 = 20'905 + 54'120 = 75'025
» Caleular of tédrmino Uz

En virtud de 6.3, 3¢ tiene que

a3 = SLZR0U, + 8320400, = 1'028'408 + 274067120 = 3'524'578
¥ Calenlar ef términe Uy

En virtud de 6.4, s fiene que

INGU + 1OVIBV 550, = VI98'165'T06 5 3°479'361'270 = 4'807'526'976

Para lecminar con este Lreve apartado, se desea establseer nna fdrmula, rzonablemente confiabile,

mediante la cua a estimar of nimero de eiftas que presentan los mimeros de Fibonaeet,

Para cllo enunciames ¢ siguients

Teorema 2.3.1

U, es cl entere mis prirmo g &7V

o\

De hecho, (teorema 21.3),  lim ( -1 ,,}
a5

en donde o"/\/ﬁ< U, &t n csimpar, y ;’,"/\/5) Un st n s par

Demaatracian

De acuerdo eon of tenenma 165, l

Lucgo, Up =2 < L ct, 4}

uego, =y < A< n+§
Esto es,

Un~14 Unt}
t + R
Uy Un Vagy
————————
47/\/3 vs algin punto de este intervalo

Por tanto, U, es ¢l enlero mds proximo a ¢"/ /5 [
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Sea r un real positivo.

Denotemos con #(z), el nimero de cifras entereas del real z (escrito en sistema decimal).
Por ejemplo:  #(60.3) = 2, #(VA) =1, #(10%) =5

Se demuestra que, en general, #(z) = 1 +{log,oz], 51 2> 0, en donde los corchetes denotan
la parte entera.

Por ejemplo;

¥ FH(8) =14 {logedl=1+16080 . j=1+0=1
> #(107) = 14 [logyg 10} = Vb [T+ logget} = 1 1402
» #107) = 14 [logg 10™ = 1 + {m]
En particular:
1. 51 m es un entero no negativo, #{10™) = m + 1
2. Si m—~1<m<na (nunentero positiva), #(10™y=n

Por ejernplo: #(10‘ﬁ) =2, pues | <v2<?, (dehecho, 10V7 = 25954553, )

Maciendo r=U,, (n>0), culaigualdad
#{z) = 1+ [log,. 7
obienemos: #(Un) = 1+ {logy )

Por otra parte, U, es el enfero mds prénmo a (VB Mis ain, U, s asintdticamente igual
a #")/B (estosignificn que al aumnentar el valor de  n, ladiferencia ¢7/v/3 ~ U sc aproxima
cada vez mds {uettemente a cero).

Sustituyendo U, por é"/\/{:, obtenemos ta Gemuln

H(Un) & 1+ [0.2080876 1{n) — 0. 349435001}

la cualestima ef nimero dr cifrasde U, cn témines del indice n

Pasemos a estudiar alguncs éjemplos:

» Estimar el nitmero de ¢ifras del término Uy
#(Uas) = 1+ [0.2050876-4(45) — 0.340485001} = 1 -+ {9.031056790] = 1 + 9 = 10
De hecho, Uas = 1'134'03'170

» Estimar el ntimeto de ciftas ded téemino Uy
#(Uso) = 1 + [0.20898764(50) - 0.319485001] = 1 4 [10.060805} = 1 + 10 = 11
De hecho, Usg = 12'586'260'025
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» Eslimar el nimero de cilras del términe /10
#(Uyoo) = 1+ [0.20808764(100) — 0.340485001) = 1 + [20.549279] = 1 4 20 = 2%
De hecho, Uygn = 3542048487 179261015075 (jeerifiquela?)

Nétese hinsta aqui la confiabilidad dol procedimiento.

» Encontrar todos los nibmeros de Fibonaeed con exactamente 160 cifras decimales.
Se quiere que 99 = #{Un) — 1 = [0.2008876 1) ~ 0340455001
Luego, 99 < 0.20308764(n) — 0.34048500¢ < 100
Entonces, ATHAB4501Z < 1o € 450.10R4TY2

Por tanto, n € {476, 477, 47%, {70, 450}

De manera qus Uyze, Fory Hazs Uase y Masa son los Wrmines buscados,
» Tialiar ¢l mis poquedio y ¢l mas grande de les mimeres de Fibonacci con exactamente 10
cifras decimales.

Resolviendo 8= E{ls) -~ {

obtenemos 1a desigwaldad, 8 < 0.20503764{n) - 0.
of decir, 4173702360 < n < 4052100565

de donde, n € {45, 46, 47, 48, 40}

Luego, Uy y  Use won los términos buscaslos,

= [0 MEIRTR4(nY ~ 0.345483001)
LB4R5001 < 10

De hecho, Uy ticne 9 cifres decimales, mientran que Usg tene 11
» Encontrar usi nidimero de Fibonacei par. con exactamente 209 cifras decimales.
Resolviendo 208 = #(U,) — } == [0.20898764(n) — 0.349435001]
obtenemes la desigunldad, 208 < 0.20898764(n) — 0.3404850601 < 209
es decir, 996.9464462 < n < 1001731418
de donde n € {997, 998, 809, 1060, 1001}

Luego, Usgo ea el térming buscado (ndtese que 699 es el inico miltiplo de 3).
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2.4  Desarrollos en fraccidn continua simple infinita
de las potencias dureas

Observemos cuidadosamente la curiosa radena de igualdades siguiente:

2 1
R T U S PYIIE S SR S
38 3 k3 T T
— ~ g 1 ey i+
[ % il 3.2 s T
5 +3 3+ g
2
105 1
—_— o D e
3 1+———1l
34—
14y

La tiltima expresién obtenida es ¢l desarrollo en fraccién continua simple finita (D.F.C.S.F.}
del racional 105/38
De manera setnajante, se obliene que

34—
1
L T

245

es ¢l D.F.C.8.F. del racional 149/44 (jverifiquelol}
Formalmenie, una fraccién continna simple finita, es todn expeesion racional de la forma

1
g0+ T
L
ot ——————
9+
i [

etk
" e

en donde la sucesion de denominadores parcinles g1, ¢2, o F4e-er ne1r §n SO0 fodos
enteros positivos, excepto quizis el entero gy, que s la parte enfern de I fmecicn.

Utilizaremos ¢n lo sucesivo la expresion {90, 9i. 92 93, @40, Gnots 2o}, pars designar la
formna racional anterior.
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En esta notacidn, los resultados obtenidos se escriben:

105
L ={2,1,3,4, 2

149
. 74-.-(3. 2,1,1,23)

Supengamos que 5 = (go, 91, 920 93, G4y---+ o=ty )

Para cada entero k del intervalo 0 < k < n, se define wy, ¢l k—ésimo convergente,
mediante la igualdad

o wi= {0 Qa0 W)

Asi, para el desarrollo 105/38 = (2, 1, 3, 4, 2}, tenemos que

s uwp=(2=2 (convergente cero)

o wy=(2 1})=3 {primer convergente)
o wy={2, 1, 8)=11/4 (segundo convergente)
o w3=(2, 1,3, 4)=47/17 (tercer convergente)

o wy=(2 1,3 4, 2) =105/38 {cuarto convergente)

Se obsarva que, en general, el dltimo convergente corresponde al propio racional, mientras que et
convergente cero corresponde a su parle entern. Consecucntemente, fa parfe decimal esti dada por
{20, 91, 92,--» 9n), que 3 ¢l resto del desarrollo.

Es de nuestro patticulas interés extender el conceplo de fruccidn conlinua simple al easo infinitc:

Se deinuestra en la Teor(a de Nimeros que los convergentes en un desarrollo continuado satisfacen
las desigualdades estrictas

e W<w<y<ws<...<uy
S WDWIDWyDWr> ... > W

Ademds, » wyyy ~wy tiende a ccro (alternadamente), conforme £ aumenta.

De lo anterior se concluye que la sucesiones de convergentes, de indice par y de indiece impar, ticnen
<l mismo {fmite,

De esta maners, pucde enunciarse 1a siguiente
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Definicién 2.4.1
Sea g0, 91, 92, 93.... unasucesion infinita de enteroa positivos, excepto quizas el entero go.

Definimcs la fraccién continua simple infinita correspondicnte, escrita (go, 91, 920 930-

mediante el signiente limite:
(70, 911 93, 93, ) = lim wn

en donde w,, el n—ésimo convergente, esta dado por

wn = {qo) §1, 920 G3+-+10n}
Un caso muy cspecial sc da cuando la sucesién infinita ga, @1, 93, ¢a,... presenta aspecto
periddico.
Fsto es, cuando existe en Ja sucesidn un conjunto finite de términos consecutivos que se repite
continuamente.
Ulilizatemes en tal caso una barra para indicar el periodo.

Asf, escribiremos:

(3,1,2,,2,1,2,...) = (3T, 2)=(3, 1,01}
(5,285 23523,...) = {57573)=(517335)

Un resultado de importancia en !a Teoria de Niimeres establece que toda fraccién continua simple
infinita necesatiatnente converge a un irtacional, ¢l cual sord raiz de una ecuncion polinomial
cuadritica con cocficientes enteros, ni y solamente si la fraccién continua es pericdica,

Estudi un par de ejemplos:

b Hallarelvalorde (1,2)=(1,22,2,...)
Calculando los primeros convergentes, encontramos que
wyg=1

En general, se demuestra por induceidn que

un =14 ppp—

(L>1),

Sibhacemos L = lim wa, encontramos que L =1+ ;
nesco 1+

dedonde L =7
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De manera que

Vi=1l4

i

(1,3

24

Nélese que el convergente cero, wy = 1, correspende g la perte enfera de V3, de modo que
su parte decimal esta dada por el rewto del desarrollo.
Dehecho, st o= {go 1, g2 20} =g v [el={gn 2 7.}

» Hallar el desareollo en fraceisn continua simple infinita (D.F.C.S.L) de /5

Se cuenta con la igualdad (VB4 {VE -9 =1

Luego, Vi=2? +

Haciendo sustituciones iteradas, encontrames que

1 1
V=24 =2+t T =
: i+

1 e
v+

Por tanto, hemos encontrado que

VE=(2,4,4,4,...)=(2,T)
Un resultado gencral se establece en el siguiente

Teoremn 2.4.1

Para fodo entero pontire n, VP k 1= (n, In)
Demostracién
En efecto, de acucrdo con la identidad (VA% + 1+ n)(Vn? ¥ 1~ n}= 1 encontramos que
P 1
Vnttl=n+ —=me=—-
Vi il 4n
Efectuando sucesivamente la zustitucién ohvia, encentramos que

1
‘/"2+1:H+Qn+- ; =n4 : =...
Vol ki it

De maneta que vrZ+ 1= {n, 2n, 2n,... ) = {n, In}) A
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El objetivo de este apartado ¢s encontrar «f DLF.C.8.1, dr las potencias dureas.

El resultado siguiente no puede ser mds bello:

Teorema 2.4.2

1
d=14 T
14
1+
1
1
TE.
Demostracion
Sea L={T) {nélescquec L > 1)
Demostremoes que L= ¢
En efeclo, esto os muy sencillo:
] i
L=14 ——————— =1 I
R S .
1+
1
1
BT

Luego, [ salisface la ecuacién cuadritica L} —L—-1=0

Asipues, L =8, como querin demostrarse ]

Abora bien, dado que ¢T=1+¢ y $"l=d—1, se tiene que
#=(21) v =0T

Para gencralizar ol teorema anterior, ~nto es, paea generar el D.F.C.S.L de cualquier potencia

Aurena, son necesarios alguncs resultades preliminares. Son los signientes:

Teorema 2.4.3

Sea m  un entero posilivo,

En tal caso, los irracionales
sn={m) p r=-(0,m)
satisfacen la ecuacién cuadrdtica

Pemz-1=0
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Demostracién

Demostremos que zy -+ 292=m y ziz3=-1

En efecto, sea £ = {7ii)

Es claro que 23 = -xl‘ {y de ahf que 2,23 = 1)

1 1 1 1
Luego, [N S P, L I =
uego, T+ 73 =1 n ¢ g (m+ E) m

Teorema 2.4.4

Sea m  un entero mayor gue ls unidad.

En tal caso, los irracionales

p={mT,m=1) y z3=(0,m T m-1)
satisfacen la ccuacidn cuadritica

22 (m+1)z+1=0

Demostracién

Demostremos que 7 +zy=mm+1 y sz =1

Sen
{:(],l_n—'l)=l+————l-—-l-
(m-l)+E
Entonces, m& -+ 1= [(a - 1) +1}¢
Por otra parte, se observa que
1 1 1
=m+z Y z;= 1— ;- (y de ahf que ryzy = 1)
e
De manera que
2y 4 £ m+ < +—L—- m+ < + m+‘+—-l——-
SR S R meri (m -1 +1
mé 41

=m+1 [ ]

* m- De+ 1K
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Teoremna 2.4.5

Sea n un impar posifiro,

En tal caso, los irracionnles
n=¢" y =g
satisfacen la ecuacidn cuadritica

2 e (Faey # Ut} =120

Dewmostracién
Es evidente que zy77 = ~1
Por otra parte, de acuerdo con el tecrema 1.6.6-1, se tiene que

b=t =@ = Uy +Uuny ®

Teorewna 2.4.0

Ses n un par positive

En tal caso, los irrucionales

7 =¢" ¥ z;=¢7"
satisfacen la ecuacién cvadrdtica

22— (Uny +Unpi)z +1=0

Demostracién

Ea completamente analoga a la anterior L.

Se ticnen pues Jos elementos suficientes para generar ¢ D.F.C.S.I. de cualquicr potencia durea:

Teorema 2.4.7

Sea n un enlero positivo,

1. Sin esimpar, "= (Uny+Unsr) y ¢ "={0, Uy +Ung1)
2. Si n espar, S = Unr 4 U ~ L LT ¥ 0ann —2) ¥
$7" =0, Uy + Unpr =1, K Uar + U1 = 2)

En otros términos (teorema 2.8.3);
1. Si n esimpar, ¢" = ([—d_"]) y ¢ = (0, F])

2 Sin apn = (VTR 5 6= (0 W) TRID
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Demostracién

Dada la similitud de Jas demostraciones, ofrecrzuor solarnente Ir prieba del inciso 1.

Haciendo m =2 Un_y +Unyr en o enunciado del teotetna 213, encontramos que los irracionales
2y = (Unsg+ Uns1) ¥y za= {0, Un ¥ 0ngy)

satisfacen la ccuacién cuadritica

FEE (AN /AR TR |

Pero, por otra parte, de acunrdo con el teorrma 2045, 3%y —¢="  también satisfacen rsta
ecuncién.
Por tanto, debe ocurrit que ¢" = (Un1 4 Uns1) ¥ ¢ = (0, U204 Uagr ) Ey

A continuacién presentamnos el D.F.C.S.L. de las pritneras diez potencias duvreas:

o= 24 ]1
1+ ——
1+ T
thiTT
@3 =-l+—-———l-—1———- P =a+—~—-—'l~~-————
44— 1+
4+ 1 5+___r_
44— 1+
i+ 5+
s ! ¢ 1
¢ =114 6 =174 ——
114 - T 14 T
11+ ] 16+ i
S T T
7 i 3 !
#7 = 20— & =46+ i —
29+——————,—-————' 1+ 1
294 T 45+
W g Vs
] l 10 ]
& =76+ e 8'0= 1224
76+ T 1+ i
76+ ; 121 + T
1 P
Ll ATy



Con esto hemes cumpiido con el propdsito fundamental de este apartado.

Ahota regresemas al caso finito:

Teorema 2.4.8

(ooy 1) con cractumente n unidades.

Para fodo entero positivo n, %ﬂl ={1, 11
o

Consccuentemente, ¢ = (1)
Demostracién {Induccién sotire n)

» El resultado o8 trivialpara n=1

» Supongamos que para cierto entero positivo k, ocuree que

Ursn .
Tk {1, 1,1,..., 1}  conexactamente &k unidades.

U
» Demostremos que —%’3—’ =(1,1,1,.... 1) conexactamente {k+ 1) unidades.
k41
En efeclo,
Vs Us + Usr _ Uiss
L1,1,1,...,1 =] = e = S ]
(h—__v-__——-‘> Ui gy Uit [4¥%)

(k + 1} términos

k términos

Teorewa 2.4.9

,
Para tedo entero positive n, [/lnln ={2,1,1,1,..., 1} con eractamenie (n-1) unidades.

n
Consecuenterente, ¢7 = (2,T)

Demostracitn

(2,1, 1,1,...,1) =

1 1
24 ﬁ._].__]_..._.is =24 = (teorema anterior)
o Ay dyeeny n
{n = 1) tétminos

Unoy

(n ~ 1) términca

Unot _ Unt lami 4 Un) _ V't Vot _ Ungz

=M v, z, U,
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Teorema 2.4.10

Sea t un enlero positivo (t=1,2,3,..)

L S n=3, -l-/-"—ﬁ ={4,4,4,...,4) con exactamente [ cualros.
n

2 Si n=3t41, Z;fz ={4,4,4,...,4, 3} con exactamente { cuafros,

3. Si n=3t+42, l—’i",ﬁ ={(4 4, 4,..., 4, 5) coneraclamenle t cuatros,
n

Clonsecueniemente, e (T

Demostracién (Induccidn sobre 1)

1. Supongamos que n=3¢t {t=1,23,.)

Ungs _ Us

»Sit=1 (=3 7 o
- ¥}

t={4)

Luego, la afirmacidn es vélida para t=1
» Supongames ahora que parn =k (n = 3k), ocurie que

Un 4 14
Tndd o TaREr (1,4, 4,.... 4) con exactamente k cuatros

Un U
#» Demostremos que
3
%“—M =444 4, 1) con exactamente {k +1) cuatros
k43
En efecto,
1 Une 43 + U0u
44,44, A =4 = T
(“_“’——’) { 1) Usiga Use

{k+ 1) términns

k términos

Por otra parte, se observa que
Uspgs = 4Ungy = Ungpy + g — 30300 = Useys = 2Un4a + Usies
= Uspy +Unyy = 2(Usigr + Unigz) 4 Uaiys + Unigsn

= Uan = (L +Usisa)+ Usesa = Une

Luego,
A543 + Usk = Uraye
7
De manera que (4, 4, 4, -I,“.,l1)=L’—"ﬂ -
e Uay

(k + 1) términos
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2. Supongamnos que n =31 (t=1,23,..)

. v, U
»Sit=1 (n=4), T’;?:ﬁ:-—
Luego, la afirmacidn es vilidapara 1 =1
» Supoengames ahora que para (= k {n =3k + 1), ocurre que
i’,:: = I—’J,:.'t,! ={4,4,4,...,4. 1) con exactamente b cuatros,

b Demostremos ue

1.
Uaner {44 44, 480 conexartamente (k- 1) cuatios.

IJLH§1
En efecto,
a4y = oy Yua AUt Ui
! N Vitas Uzt pa
{k 4 1) térmiros ~
% tfrminos

Por otra parte, se chserva que

Usiys = Uoegs b Usiga = Uy + 2Uas2 4+ Usiga

= Uneoy F e  Uagn) 4 2Usr t Usigr = Criey + 41042
Peto, Warsa + Vsesr = A{Uaegn + Uniga) 4 (Vaeoy + )
= (Uaeoy + A3002) + (103443 + U3)

Luego, Allaza +Usesy = Usigo 4 Uskse = Uaagr

De maneta que {4, 4, v 3) = Q‘i’»'-
S e U Usik g
{k+ 1) términc
3. La demoatracitn es a 1]
Teorcema 2.4.11
Sea t un enfero posstive (=1, 2, 3,..)
. Unis
1, 8 n=5, b (11, 11, 11, 1) con eractamente 1 onces.
. Unss
2.5 n=5i41, . =(11, 11, 1L,..., il. 8} con ezaclamente | onces.
3.8 n=5142, bt“l” = (0,0, 10,0, 01,13 con eractamenfe { onces.
4.8 n=5043, % ={11, 11, 11,..., 11,10, 2} con eractamente { onces.
n
5.5 n=5t44, % = (10, 11, 11, 13,..., 11, 3} con ezacfamente {t 41} onces
s

Consecuentemente, & = (17}



Demostracién (Indececion sobre {)

A manera de ilustracion, demostraremos Unicantente fus igunldades 1. y 4.

1. Supongamos que n=5Ht (t=1,2 3,..))
2 / 5
bSit=1 (nas), L Ui 85y,
Luego, la afirinaridn es vilida para ¢ =1

» Supongamos ahors que para ¢t =k {n = bk), ocurre que

U, U
282 = MR (00, 00, 10, ., 11 con exsctamente & onces.
U, Usi

» Demostremos que

U—bﬂg = (11,11 1L 01, 1) con exactamente (k4 1) onces.
Uskys

En efecto,
1 U 11Usies + Uk
1,110, = e s [ e e T
(A AL M) = 1 ey = L e Usirs

k + 1) términos
(& + 1) términos k términes

Ahora bien, haciendo £ =35 en la formula I del teorema 1.2.8, oblenemos que
Uz —Un_s = 11U, (n =2 5)

Sustituyendo n por 5k +35 en laigualdad anterior, encontramos que
Uskgrn = 11 Usiys + Usy
De manera que {11, 11, 11, H,..., 1} = Uusie o

Usiys
{k + 1) términes

4. Supongamos que p=4t4+3 (t=1,%23,...)

> Sit=1 (n=8), %:%:f_jlf:lu%:xu 101 T = (11,10, 2)

2

Luego, la afirmacién es vilida para 1 =1
> \Supcngnmos ahora que para t = & (n =5k 3), ocutre que
U, Uy
—27:1 = #"\: = (1, 11, 11,..., 18,10, 2) con exactatnente & onces
» Demostremos que

Usigia

Titae ={I1, 11, 11, 1,..., 11,10, 2) con exactamente {k+ 1) onces



En efecto,
1

(11, 11,11, 11,..., 1110, 2) = ll+m

{k +1) términos k términos

= 14 Usiga _ 1 Usiys +Usisa
Usise Ustes
Ahora bien, haciendo n = 5k +8 en la férmula

Unys = Unos = 11U, (n > 5}
obtenemos que Usrgra = 1 Usiya + Usiya
De manesa que {11, 11,11, 11,..., 11, 10,2} =

e
(k+1) términoa

Vsry1a

— ]

Usisa

Los siguientes ¥ Ultimos teoremas permiten encontrar las parles entera y decimal del cocicente

Vs /Us

Teorema 2.4.12

Sea k un impar. En fol caso, para cualquicr enfero n >k, se fiene que

U, Uy Un-
[__*_*} Ui tUip H_ii}] = Uo-r

Un Ua Un
Demostracién
Ungr Unoy
De acuerdo con el tearema 1.24, ==== = Uy | <5—= 1 4 Uz,
Un U
Luego,
Unss (Un-)>
Lol -y U
[ A ] [ N\, + U1

Abhora demostremos que [Uk (l—]l';—'l)] = Uk

n
Para conseguir esto, bastard demostrar que Uy_y S Us (U-(;—;') <l +1
6, equivalentemente, Ui Un S Ulnoy < UsUn + U,
Y, en cfecto, de acuerdn con el teotema 1.2.5-1, se tiene que
0 Uny = Uy - UaUs

= WlUnyy = Utln ~ U U, + Ui,

= UlUasr ~Un) = (Urpr ~ U}V

= Uillooy =~ Ui Uy

Por tanto, Uimiln S UalUp. L]



Ahora bien, como Upoy = Uslyey = Us_aUn < Up, concluimos que
UdUn-y < UsaUn+ U, &

Por otra parte, dado que fz]=z—[zr], encontramos que

Us Ua
Hﬁﬂ = '_UT:'E'(UR—\ +Ui41)

Un

T
= Uns {teorema 1.2.6.-1) L3
Un
Teoremu 2.4,13

Sea k un par. En talceso, para cualyuicr enfero n 2 k41, ac tiene que

U, U, Ype
—nid =y 4 Uepr —1 y --;-L"B:l——‘nr-i
U Uy Up

Demostracién

Es andloga » la anterior o
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2.5

= y el mimero de oro.
Suras ¥ productos infinitos,

Con el auxilio de ns funciones trigonomélricas se establecen vinculos importantes entre ¢l ndmero

de oro y el universal y no menos fascinante nimero #.

En particular se destacan las siguientes relaciones:

De hecho, so

2eox(r /)
tan{2x/15) tan(7x/15) = tan(7=/30) tan(13x/30)

= tan{x/10)tan(x/5) = tan(k1=/30) tan(7/30)

tan{x/58) tan(2v/5)

dewmested en ol teotema 1113, que cos{a/5) = é/2

Bs de huestro especial interds e extender ta aplicacion de las funciones trigonométricas sobre otros

argumicntos real

Feorema 2,51

Los valores de las funcrones trigonomdétrics acno, coreno y langente sobre los argumentos indi-

cirdos, estdn

contenidos en la tabla de lu pogina 158,

Demostracidn

Dado qun

Luego,

Ademas,

cos{xfd) = tihe uer
sen (/) = ST~ a4 -8 = LT3
tan{z/3) = LVI-5/ia/0) = VI= 3/

sen (7/10)= /301~ ¢/2) = }VT= 3 = 1/26
cos(x/10) = VT 17387 = §/&7 (47— 1} = Lo+
tan(x/10) = (1/28)/(1 /A4 D) = Vo5 ¥

sen (3/20)= (/341 = 56T D = 1\ /2~ /632
1 —
cos {r/20) = '[%(1 4+ %\/o-t?) = 5‘/24» Je+2




z sen oS T ianzr
wl = 3-8 é VEFI=V3
04 e (EFE- v | e (VETE- VA ¢
x 1 — 1
N V- Vet FV2+VET2 $2-VEE)
]z 1 VEFI+ VT 1
B i T evia) | 1o (eTievag) | VETIHVES
.| X R L rerer .
LT % gVt it
ope | 2T VEFZ4+ V3 ¢
15 i
. 3m
w =
ape i T
6 :
42° % L Vs — S L2
a0 | AT B
13 Vi - EFD
3r )
sa0 ] ST
54 T
iz 1
¢l —_ ~ /0 &
80 5 EXARRA
soe | Tl VEraeyE
30
w| =
g0 | 7 o
0 N :
9r Vo= | =
Bl o FVe+ VTR
gr | <

N




o w20 = /O ot Dz + Jor D
= \/(2 TR+ Ve + DR~ Ve T D)
=@ AT D= s -3

Nétese hasta aqui fa aplicacion de las identidades teigons

Stricas

s senre= V’l——

® sen % = \/g(] —

sen

se demuestra que
o tandr = tanstan /3« r)tan{z/3 + z)
En partieular, para i = 7/10, se tivne que
o tan{3x/10) = tan{r/10) tan{T=/30) tan{132/30)
en donde
o tan{r/10) = 1/m/¢'f§ L]
e tan{dr/10) = 1/(«11\(:/5):;’./\/'?:3 n
Por lanto,

o o = tan(Tr/30) tan(137/50) \)

Pero
. ViI=$4
e talTe) 4 tan(rygy /A0 £ S
. (:m(l.h/-\\)):] tan(77/30) tanga /3=
an(77/39) tand s 1 tan{T=/30)

Sustituyendo esta Bltima expresién en (A), s obticne Ia fgunldad

tan?(T2/20) + 2 antTasn

2 tan(7x/20;
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Definiendo a = ¢%, b = /J=¢/é¢ y =z = tan(7x/30), la igualdad anterior toma ln forma

cuadréticn
+bat e ~a=0

Resolviendo parn z  y sustituyendo Jos valores de las constantes a y b, encontraremos, después
de una cuidadosa simplificacidn, que

o lan(7a/a0) = Via—\Jaw? u
y de ahi que
o tan(133/30) = Vig+ /A 12 X
Aliota bien, haciendo = = 7x/30 en la identidad
2tanz

o tan2r= .
—tan*r

obtendremos, despuéds de algunas simplificaciones, que

e tlan(7/15) = \/-——a—_’_f—_—ﬁ .
luego,
Lan( - ¢
e lan(2nf15) = m n

Los resultados complementarios se obtienen con suma facilidad a partir de Ias conocidas identidades
* senz = cos(x/2 - z)
v cosz =sen (7/2-7)
o tanr=l/tan{x/2-z)

¥ recordando que

tanz
® SCR I = —mm——
vi -{-]tan’ z
* (03—
Vi+tan? z
De csta manera dames por concluida ln dernostracion del teorema L]

Sustituyendo ¢ por (1 +5)/2 en Ia expresion para sen (#/20), cos{3x/20) y tan(x/5) se obticuen
los siguicntes resultados :
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e sen(x/20) :%

o

o cos{3x/20) = 3 24

25~ 75
o tan{w/h) = i

Nétese que 1,2 y 5 son enteros de Fibonaccl,

Pasemos ahora a introducir ¢} concepto de producto infinito®

Sea ay, az, 03,... unasucesion de términos posifivas.

Se define el producto infinito de los términos @y, az. ay,..., escrito H""' como

asl

. Ha,,—- hm Hng

n=l
"
en donde H ax, €l n—dsimo producto parcial, estd dado por
k=l
n
. H"" = Ay axay...Q,
[E

Cuando ¢l limite anterior resulta ser un real diferenie de cero, se dice que ol producto infinito
converge, en otro caso se dice diveryente

_nn+d

Por ejemplo, se puede demostrar que ef producto infinite H TESTE ‘))
"

converge al racional
1/3, lo cual significa que 1/3 admite la representacion infinita

()05 E)-

entendiendo esta tltima expresién como un limite de productos parciales y no coma “un producto
de infinitos factores™,

. . Lo 1 .
Esto es, si P, representa al n—désimo producto parcial, 5= lim £y
3 aon

SPara mayores referencins el tector deherd arudir a la bibligrafia citads.
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Qbsérvese que, para cste ojemplo en particular:

o Pyo=(2/3) = 0666
o Pr = {2/3)(5/6)= 5/9=
s Py o= (2/3)(5/6)(9/10) = 1/2:0r

o Py o= (NDEM0N0014/15) = T/15 = 0.4666

5 = (2/3)(5/0)(9/ 10)(117/15)(20/21) = 4/9 = D444, ..

.« P =(2/3)(5/6)(9/10)(14/15)(‘.’0,".‘1)(27/'.’8 = 0/21 = (426571 ...

o Pro= (2/3)(5/6)(0/ W0)(14/15)(20/21)(27/23)(35/30) = 5/12 = 0.41666 ...

« Py = (2/3)(5/1‘3)(9/10)(1‘1/15)(‘3(1/’.’1)(‘.’7/2.‘3)(.14/JG)(dll/zl:")= 11/27 = 0407407 ...

o Py o= (2/3)(5/6)0/10){ 14/ IRYA0/ 2127/ 28)(B5/30) 14/ NG 4/65) = 275 = 0.4

o Pro= £2/3)(5/6)(9/ 10)(14/15)(20/ 21127/ 28)(35/36)(14/45)(5 1/ 55)(65/006) = 13/33 = 0.59

-
-~

Una condicién necesarie (pere no seficient=} para que of producto infinita

~

I

Rzl
converja, es que lim a, = 1 (eslo courre en el cjemplo presentade).
fler=y

%
Por otra parte, se demuestra que el praducto infinito H(l + a,) cenrerge o diverge con a serie

n=l

:c
3 oa, para 0<a, <1

n=1

Un interesante resultado de Ja Variable Compleja es el dusarrollo de la fimcidn  f(z) = rfsenx

como produclo infinito:

O

wnz I:{ "71;_1.;r —-T<r<y

que, valeada en r = /2, produce la conccida fSrmula de Walli:

w %z,ﬁl% -3 @) @ G ()

En general, para ~kx <r<kr (k> 1), seaplica la férmuls

=1 g2 o
I n-°x n T
(Hy ——= ”__.7_._5 =
senz  Alnixl-z? An Py
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Se cuenta también con ¢f praducto infinito de Eulet pata la misma funcidn:
P
x 1
vy  ——= l l —
senz L cos(=/27)

sgualdad que, para x = x/2. produe: la {érmula de Viete:

avi © r/'rH) \/—\W\/L+l\/;+—l\/:

Los préximos teoremas relacionarin a tas constantes ¢y 7 mediante los productos infinttos:

..7:4
E!?

(v}

Teorema 2.5.2

Se tienen los siguientes desarrobles:

mw L, O yyp o lond?
. H 1G0n? s "l; 1002 ~ 81
5 A7 ory Mo L ﬁ 100n°
T8 T LA 00679 COBd T L 100m? - 40

Demostracidn
Hagase x = x/10, 8x/10, 35710, Tx/10 en la Sonula (1) para obtener, respectivamente las

igualdades 1,2, 3y 4

S /MY = oren (000 = 1/2 2
Debe observarse que { on (/1 {87710y = 1/2 e ]

Lsen (37710} = son {72/10) = /2
De manera que el irracional  735/5 = 1016640 . . se extiende en producte como

L (100‘ 100" (t“»(\ 1000) (
* 5 9‘)) ) F ([ HEIAY

Y {3600 49008 16 4(19 81G0 10000
) .m) (63&') Y ANCEET AN
Lo primeres dice convergentes Jo cate

2308
« P =]—(i(~-)nm1m

slo infindte con,

0

y = o
c g1 = Ot
4000300
2, = -—— = 1. B .‘\‘..
©P == 10
. = SAO000000 _ 4,y
300101889
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1000000000000 ~
¢ P = et = LOMTN.

_ 6400000000000000 _ .
* R = Dosrentosn - N0

_ 640000000000000000 _, -,
* P S ; 1015288,
. B o= waom_uu_oonumoooooom_er
" T 0302508 152nEe0005 8
= J09600000000000000660008 _, ;-
© P = Enwmmosiatiieer - ST
402600000000006
o Py o=

A0327D1301928

Ellector puede apreciar ahora sino evolueiena esta procese.

Dividiendn las expresiones de! teorema antarior, se encucutra que

1 Fr 1607 - 49
o zal = H e
o g

W0 -9

- ,1 = [URA

« = e
n=l

9,0 _ 17 10007 ~49

v 1;1 T00%7 - 81
o

rr 19007 ~ 9

1o T M09

ML § §rrrmepnr sy

n=g

Otro desarrollo en producto nfinito para 7o/3 se vresenta en el siguiente
P !

Teorema 2.5.3

Ses oy, 63, 3,... la sucesidn definada recursivamente por

Se afirma que
-2 2 2 2
5 _H_. .

e N N = B N =

o
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Demostracién

A partie de s identidad  cos(zf2) = ,/%(l+cusr) . se demuestra por induccidn que

an = cos( 7 /{27 4)5)

Por otra paste, valuando en r = n /13 el producto infinita de Euler (IV), se obtiene que

. ®
_:5- H ‘m Ol

o

que ¢s Yo que quaria Jemoestrarse -]

Loy valores Jecin de bee primerne einen canvergentes son los sigtientes:

. Py o= 1012465, ..
. Py o= 1015305,
. Iy o= 1.016879...
. Py = 1016575
. Py = 1.016624...

Nétese cdmoel yuinto producta parcial P aproximaa a¢/5 hasia ol orden de las diczmilésimas,

Efectuemos ahora algunas manipulaciones aritméticas sobre los términes del producto infinito
anterior:

~ _ 1
o wg\/h 16+ ) \/§44,/,“1(5+?:)

en donde los exponentes 1y 5 de las potencias de 2 pueden escritizse como

1=2'-1, 5=

1

'=;/;+»\/2+ 15+ %) \/\/ v;. \/5—)‘

cn donde los exponentes 1, 3 ¥ 9 de las potencias de 2 pueden escribitse como

.
S fme

1= -1, 3=91-1, =241

1 1
A—. j =T
Ldedgf2+ 24 i6+VvE) (L e Jn 4vr'-ﬁ)
: v




en donde los exponentes 1, 3, 7 y 17 de Lus potencins de 2 pueden escribirse como
=201, T=241

S N

1=2 -1, 3=2
2 que figuzan en el tépmino  —  son
a

En general, los exponentes de las potencias de

A A o

-1,

PARSE W

Lo anterior nos conduce al siguiente resultado;

Teorema 2.5.-4
La constante =3/5 admite el siguiente desarrello en preducie infinito

En particular, el denominador de la expresidn bojo e signo de producto s aproxima a In unidad

iz

L
L -

H

n

.

altender n hacia infinito,

Es posible también desarroliar lu constante xd/3 nediante una setie infinita

Teorema 2.5.5
Lo constante '1,‘1/5 admite ¢l desarrollo en serie infinia

g
7 H"Zloonul

Demostracion
Lafuncion f{&)=cscz tiene el desarrollo en serie
|

.
Haciendo z = x/10 y observando que ese(w/10) = 24, encontramos ¢l desareollo indicado

x¢/5 pucde escribirse en la forma
LI U I TN
1599

De esta manera,
L

I8 ~q142 —_—
3 + (m 305 " 509
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En consecucncia
e &, (=1
R LD EE D

Ea bien comiin que el niimere = en combinacion con otras constantes figure en cantidad de series
de tipo andnico.

Sirvan de ejemplo Ias siguientes tres:

0 gvndl
LQ_’I_)_ = [ 'lj + %_ ; + % —— } {desarrolta de Leibniz)
Azt
i (~1) %3
R i =%
":‘\zn 1y 32
o
1
> el
nzl

Los siguicntes tectemas contienen series de este tipo:

Teoremn 2.5.6

Lus serdes presentadas tienen el valor indicado:

w0 .
E 1 W0-re/EED
1. >—-’ Won* -1 "

20
n=t
5 i L _ 207t Vard)
Lt 40007 - 1 40
Demostracidn

1. Lafuncién  f{£) =cotz tiene ol desarrollo en serie

[ 1
. col:—:+ZzL

Epgeypect

n=t
llaciendo x = /10 ¥ obscrvando que col{x/10) = o /S +3, encontratetios ¢f desareto
indicado L]

i



R (G I B N U S NC Rt
T2 A 20

L10-7d ST 7d-5 _ 20— 7424 EH )

40 20 A0

(Obsérves: la aplicacién de la iguaklad 1. anterior y del teotema 2.2.5)

Teorema 2.5.7

El euadrado de ln constante  xé/3  admite o desarrollo en serie infinita

oy 1
T [(I(!u Tyt e - 1)?]

Esto es,
Pt 1.1 1 ! .
S ntEtiEt e t
Demostracion

La funcién  f(x) =csc?z tiene el desarrotlo en serie

COUNE b DN SNV S
: o ‘—E{[t-{*[n—l)ﬂ):.‘(I-":):}

Haciendo z = 7/10 y observando que cse?(x/10) = 442, cncontramos que

& 100 100
b 2 = ——— S
19 =2, [rﬂ(lUn TR T 3 e - 1)7]

n=l

Esto cs,

28 X 1 1
—55__");[(10n»9)7+(an-I)'—'] "

Terminemos este apartado con el siguiente



Teoremn 2.5.8
Se tienen los siguientes desarrollos:

o
1 1 11 1,
L 'A‘S;:[(lt)n—s)fr (10n-—'2)’]' stettwtmtm T T 5y

2 i S — g
© 00T T e TeE T T 26t
m
! 1o 1 ) 1 2
3. g{(mn-b)‘ (1Un—»l)i] atetiwmtwtamtet T meEn
Demostracion

Bagase 2 = «/5, 3710, 21/5 en ol -decarrollo para da funeidn f(x) = sz para obtener,
respectivamente, fas igualdades 1,2y 3 =

Nétese que pnta 2 = 7/2, se ohtiene ef conncido desarrolio de #2/8:

R
= {en~1)p

+...:'§
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La espiral durea

Queremos tecminar esta tesis tal y como la inicianws, esto es, con un apartado esencialmente
geomdtrico. :

Sea PQRS un rectingulo durco de lados a y b (a/d = ¢}

De acuerdo con ef teorema 1111, este rectingulo puede ser dividido on dos partes: un cuadrado
perfecto y un recténgulo interior fambien dureo Fste ailtiino puede, a su vez, ser dividido de igual

manera, de suerte tal que este proceso puede extender sin limite.’

La figura siguiente muestra las clapas iniciales de este procesa de divisicnes sucesivas:

2 = g-—-20 — 36 b

-5 b

R

Ohsetve que la ubicacién de fos cuadrados responde al principio:
“derecha-abajo-izquicrda-arriba”

85i ol tectangulo PQRS dado no s dureo, el process puede ser finito. Considdress, por cemplo, los recténgidos
de lados Unyy y Un.



Fs clary que el proceso anteriormentr explicado puede desarellarse regresivamente, inscribiendo
ol rectaugilo PQRS cu otro tambicn durcs, de maners que resulte un cxzadrado perfeeto cotnple-

neatario. Las dos priteras clapas de esta regeesidn s+ ilustran a continuncion:

“, B, Ao

R

@

F— e

1
=
i
-

-

=

G

Y

i

=

S

A2=Q By Ar=P

e B e T .|

Note ahora que la ubicazion dn los cuadrados responde al criterio “arrba-izquierda - abujo-derecha”
(regresivamente el principio dispositivo anterior}

Respecto a la nomenclatura de 2sta ~ cstablere rsiguicate

Definteion 2.6.1
A la poligonal infinita ... Az A_s ALy Ag Ay Az As. .. la deneminaranos espiral duren ree-

tangular.

Adeinds, para cada entero arbitrario v, denntari ol ludo del n=ésimo cuadrado, <, denotard

Ang1y &n designard lalongitud total de Ia espiral, taanada
desde el vértice A, hacia su interior, minntras que @) representurd la longitud de by espiral

bredida 3 partie del punto 1,

ladongitud del segmesno rectilines
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Teorema 2,6.1

Para cyaiquier valor entero de la variable n, se satisfacen las siguientes igualdades:

1. Yo =ad™"
2. fa =y =altm?
3. oy =P, = ad?

4. ol =2, = dagln

Demostracion

ilagatos 1, = ar7 ", en donde z es un real positive por determinar.

De acuerdo con ¢l proceso constructivo de la espiral, resulta ciato que
Fn+3 = In = Tnpy

Por ejemplo, es facil verificar que

RIS B Rl Y (véasc en horizontal)
Ti = -1 =T (véase en vertical)
T =N {véasc en horizontal)
™ EN-m {véase en vertical)

De esta formna, sc encuentra que r satisface la ecuacidn

n w1y

ar ("t = gpn gl

&, equivalentemente, 27—z —1=0 (e Jonde 2

Lucego, hemos encontrado que 4, = ad™" o
De esta maners, resulla que £n = 90 + ag; = (071 4 1Jad™" = &y, = adl" ]
La igualdad 3 la demostraremncs por indueeisn:

» La Broula es vilida para e valor n=1
<

o S
Fa efecto, oy = Z!,. = Zurﬁ“" = ndZé'"
Azt

=l n=t

:n
Pero, de acuerdo con ef teorema 2.1.6, Z @ & Luego, oy = as®
n=i

» Supongamos que, para cierto entero k. ¢y = ag*~*
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» Demostremos ahora que oayy = ad?™! y que @4-q = agt™t
En efecto:
orp Sy — g =adti — @ttt et (g - 97l =gt ]
Chet = oy F oy = e T e = adt T p T ) =adtt w

’

Para demostrar 4, basta con obscevar que 03, =01+ Tnt1 ™

Toeorrma 2,6.2

Los vértices A, de la capiral durca rectangular cstdn fodos contenidos en un par de rectas
perpendiculares, wna de las cuules conticne u los vértices con indice impar y la otra a los vértices
con indice par.

Mis ain, el centro de la cepinel® es of punte de intersecaidn de estas reclus.

Demostracidn

Asumiremos, por comedidad, que los semides OX y OY indicades en I figurs, son los semicjes

positivos.

Ay

Ag

Aa Ay

Ay As 1

TComa “centro” debe entenderse el punto Limite hacia et cual la sucesidn de vértices converge, Utilizar=mos el
simbolo Ao para designado.
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Hespecto a este sistema encontramos, al desarrollar la espiral, que

o A ={0,0) o A =(a.0)

o Ay =(e, 6) o Ao =la -, )

e As =(e1-¢6a t2—t4) o A¢ =(t1~tates, c2e4)

e A7 =(a1-eatey, fa-tg+es) o Ay ={t1~e3+es—fn ta—Eg+Ls)

Azngy = (i("l)”lfn-h i(—l)k“ht) (n20)

.
el k=1
o nel
s A= (Z("l)k“fn-x. Z(—l)“’fn) (n21)
k=t =t
o ALy =(eoy, £0) e o =(0, o}
& Ay = (6. ~€_3, €0 —€-3) o A_a=(£_y, g0 —£-2)
o Ay ={e-y—f_a-tEos, Lo~ £+ Ead) o A_y= (61 —€_3, E0=Eg+Ea)

o Aga-n = (Z(-l)k'HC«(:‘k—l)‘ Z(-U“'E-:(k-n) (n20)
k=t k=]

n n+l
* A= (Z(-I)Hlf—(n-:). Z("l)*“f-m—x)) (n20)
=1

k=1

Larecta £, que pasa por los puntos Ay y As tiene por ccuacidn: ™'z —y =10
Larecta L3 que pasa por los puntos Ag y Az tiene por ccuacidn: ¢r+y=ap

(obsérvese que estas rectas son perpendiculares)

v

Demostremos que log puntos Azq4y (1 > 0), cstén todos contenidos en £y Fu electo:

" n n n
e Z("l)““"-‘ - Z(—l)'“tn = o} E(-l)“‘adz'" _ Z(—l)’“aé""
k=1 kx)

b=l k=t

0

n "
a¢z(-—l)”lé'“—noz:(—l)“’é'"=0 n

k=1 k=1
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> Demostrenios que los puntos AL(zn.y) (n > (), estdn todos contenidos en £1. En efector

n n n n
?“E("l)k“f—(:t—l)'Z("U“l‘—:(l-n - ‘j_‘,\_g("l)hl“"s“—Z(“l)t+“’¢gl—l
k=1 =1 E=1 =1

n "
4t AT s Y (-1 e =0
i=1

k=1

¥ Demostremos que los puntos Az, (12 2 1), cetin todoes contenidos en Lo bn cfector
n n-1 n .
G =1 e + (= e = e 3 (=1 e 2 D gl - (1) e,
k=t k=1 izt k=1

= ad(é+ = (=1 Hagt-

Por otraa parte, se puede demostrar que

n s !+(_1)u0|¢-2‘"
_pytigmze o LA e
E( yre wt+2

(Higase = = —9~% en la frmula indicads en el teorema 16,10 y multipliquese numerador y
denominador de la expresién obtenida por &%)
De manera que
n n-l
S (=1 enoy 4 (-1 e = ad (L4 (<187 ()t
Py k=1

= adb (=) (] gt 2 gl »

snidos en Lo En cfnctor

» Demostremos que los puntos A_gn {0 2 0}, estdn todos con

n n41 n n
¢Z(_‘)Hl£'("“) + Z(“I)H‘E-?(FU = dz:(—-l)”'nd" + 2(__1)klrlujjl-—l 4 {=1)"e2n
k=1 i=1 k=1 k=1

= as(2 = 1) Y (=) g (- ytastt
=1

Pero "
e D (=1)ntiern
?;( Pyt s

(Higase == —¢7 en la misma formula, multiplique ahora por ¢7%)
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Luego,

L w af2¢ =~ ) {1 + (=1)+1677)
55_,(’1)“"-2(1'-1)*‘}:(")“xf-m—l) = Y l3_(o ! +(_\).‘n¢|+7n
=t k=)

Eﬂ2¢_ 1) [1 +{~ 1)n+\¢:n]

1) agt +
e + (=1

= ua’{l +(_l)n{lo:'n) — (=1} lapltan

= ag 4 (=)« (“ 1) z e

s Ala Ay, A ds, As. . estdn

todos contenidos e la tecta y = &7z (respecto sl sisterna da ejes
cAlss ALy, Ala, Aae Az, Ay Ag,o. estan todos contenidos en la recta y = —éx + ad

Con lo antetior hemos demostrado que los virtices ..

secgido) ¥ que los vérlices

{respecta al raisinn gistema).

es Ja utersaccidn de estas rectas,

% %)

Para termiuar, demostremos que Ao, o centro de o espival, coincide con este punto:

Resulta seneillo demostrar que el punto (

En efecto, sea Ay, = (2, y). Entonces,

" n
I BT RS VSRR IO T L TP ]
. :__"121;);( Nhileno; =ad "1.1.127 .Z_;( 19"e = ad

o8 _ g
1w T U

.
SRR DY O

(Nétese que zfy = ¢)

Por otra parte, se define la espirul logaritmica {0 equiangular) como la curva cuya ecuacion polar
es de la forma

w0y = 0™
en donde o y ff son detenininadas constantes reales diferentes de cero.
La grafica de la eapical logaritmica para ta enal o = 2y F= 1/5 se 1onestra en Ja pdgina 173
Se pucde demostrar que cuslquicr rayo f intersecta a la curva en una infinidad de puntes. formando
siempre un mismo fngulo. De hecho, cualesquicra dos rayos ) y 8; intersectan a la espiral bajo el
mismo angulo, de ahi ¢} téunino rquiangular.



Tomatemos como base a In espiml dures rectangular para definit la espiral durea logaritmica, de
maniera que la primera constituya “la columna veriebral® de la segunda.

} = 20
{ (ry=v)

f=x/2
saisft (0 = ~37/2)
(0= ~5r/4)

N

(3.2,3:/4)\

{2.7,5/2)

0=z '(s:;:)_c polar)
(@=-7) 0=10
{0 =)
(44,5774 )
(5.1,37/2)
0= 5x/4 A
(6 = ~3x/1) 0= Tx/d
{0 = —~x/1)
0= 32/2
(0 ~x/2)
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A

£y {0 =7/2)

--md

La espiral Aurea logaritmica

(afb=2¢)




Definicién 2.6.2

La cspiral logaritmica que contiene a lodos y cada une de los virtices Ay, {(n € Z) de la espiral

durea rectangular, serd lamada espiral durea lagaritmica®

Teorema 2.6.3
La ecuacién polar de la espiral durca loyaritmica csti dada por
e 2y
P
V3i-é

(Hfemos fomedo el punto Aoy como pelo y el semugje pelar en la direcerdn de la recta £3.)

) =

Demastracién
ea Ap = (r 1na representacion polas del punto
Sea An = (r, 6a), ¥ tacién polar del punta A,

Dado que los puntos A, estdn todes contenidos en las rectas perpendiculares £y y L3, podemos
escribir, para cualquier valor entero de n,

O =(1-—-n)%

Demostrernos entonces que

as  a
=, === |, encontramos que

» Dadoque Ao, = (‘/5, 7

)’_n’mz)_ A +2)
s T (A3~ T

Lucgo, r, (resultado que estd acorde con [a expresidn de r, paran = 1)

» Supongamos que rp = =, para algin entero k

» Demostremos que

ag~t
1. reyy = AT
as?=t

2. -y =
Y/ Py

$Eata definicion esth bien fundamentada, dado que efectivamente, eriste la eapiral logasitmica que contiene a
eada una de los puntos An, Esto serh demostrulo precissmrnte dands la eevaribn de la cnrva,
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En cfecto:

2
1. [ PR e Y R L I L
TR TR I-¢ - 3~¢
21 24310042 g24%(2-k
2. ol mel, i =aleVbL R i Yot _ alg?i n
BT R T 3-¢ 3-¢ 3~9
Nétesa que LI
Frtl

El hecho de que ba ecuncion r(0) =

esctibimos

Mis adn, cualquier espiral Jogaritmica
r(8) = ac™

que contenga 2 los puntos A% tizoe coma parametros dnices

De manera que fa esperal durea loguritmica st bien definifa'®

Treorema 2.6.4
La longitud total de la cspiral durea logarilmica, medida desde uno cualquiera de loy punios

An = (Fay 0a) ¥ en direccidn ol punto A, estd dads por

Loftn €5 una conslante

Lafen

Obsérrese que ad

Demostracion

La lougitud de la espirat vstd dada por la integral imipropia
L8 B
Ly = / VrE0) F PeRde
-

*De hecho basta con rontrner a cuilesquicra dos puntes dng 5 An,
19Un tratamiento mis riguroso exigiria definic fa capiral axrea fagarfiira mediante la eouaciin ded tramma 2 43,

para posteriorments dernostrar e contiene 3 fedos y cada uno de o pirtos dg .

ciertaments e s

Hemnoa optado por lacer una presritBeicn confraria por parvermos mas natural, ann,
rigumea.



en donde
I 1/ L Gin(e+ 1) 2o
) = ﬂ?g,*f’ . re) = =3
a’ln’(¢+1) 19

- 9 -1-0
ORI VLA rer = Sty

i

de manera que

P0)+ [P O = 3—‘5_—3 (x + Mﬁﬁl) = 12” 55+ + 1)) 39

P
Luego,
ay/r? 4 (@ + 1) O 20
Ino= 7f— © ./

ay/z2 + 0% + 1) i i
Y =2 “-"/ °

[ETR
a\/rr’+ln2 d+1)
= ¢ i r Y [nétese que 21n 9 == In(d + 1)}

i3 S et 1"

ay/7? + 10 (d + | a
ay’ ( ) lim_ (¢x-.. _ ¢27)

ﬁ?ln¢+\) a

ap!~n f 24 ln’(o+ 1)
g+ |
2 1
en donde la constante ln(é T \/ z +:1" (g s 1) el cocficiente de ag!~" = ¢,, tiene un valor

aproxitnado de 3

Teorema 2.6.5

El radio de curyatura  py,  de la espiral durce logaritmice, caleulado en ol punto
An = (rn, Bn), estd dado por le férmula

_n(é+ l)l.,‘
x



Demostracién
El radio de curvatura para la curva polar £ = r{f8) se caleula con la formula

(7 + ’J,)Jn
i = pepetarp |

En nuestro caso particular:

0 (7% 4 (S + 1))3/2

.59
a@- e o

(’_7 + rn)-"li

LR PR CE AV
D) )

o327 =

ol 4g e+ 1) 1 o (xF4lNd+ 1)) 1p
EAR XA Y

iTe =gy T3~ 4)

Ultima expresion que es positiva para cualiuicr valot de In variable @

De manera que

Uaciendo 0 =4, = (1 - n)%. eneantramos que

B Lk L R B CRR Y
Pa = —-——x —'—""“"“——"_ e = mx an

in(g +1)
T

en donde el valor de la constante es aproximadamente igual a 0.3,

Con esto danios por concluida esta tesis.
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