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INTRODUCCION 

El objet..ivo de est..e t..rabajo es present..ar, de una manera muy breve, los 

modelos más sencillos de dise!'So de experiment..os que podrian ser 

est..udiados en un curso int..roduct..orio sobre el t..ema. 

Se asumirá que el lect..or posee conocimient..os básicos de es.t..adis-

t..ica como: est..imación punt..ual, int..ervalos de confianza, máxima verosi-

mi 1 i t.ud, et.e. 

En el caplt..ulo se se!'Sala la importancia de la experiment..a-

ción, del dise!'So experiment..al y del modelado, además se puntualizan 

los concept..os básicos que se emplearán a lo largo de est..e t..rabajo. 

En el capit..ulo 2 se describe, a t..ravés de un ejemplo, cómo surge 

el modelo con un crit..erio de clasificación Cque es el m~s sencillo). 

Post..eriorment..e se presenta el modelo, la prueba de hip6t..esis que es de 

int..erós, la t..abla de análisis de varianza, los int..ervalos de confianza 

para los parámet..ros del 

múlt..iples más conocidos. 

modelo y los mét..odos de comparaciones 

¡ 
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En el cap! t..ul o 3 se define el concept..o de bloque exper i ment..al 

y, nuevamente a t..ravés de un ejemplo, se hace not..ar la import..ancia de 

1 os bloques. Después de present..ar el modelo se realiza un análisis 

semejant..e al efect..uado. en el .c~plt..t.do ant..erior. 

En el captt..ulo 4 se describe y analiza el modelo con dos 

crit..erios de clasificación sin int..eracción, que aunque en la práct..ica 

se present..a muy esporádicament..e, es út..il para int..roducir el modelo que 

si considera a la int..eracción y que es t..rat..ado en el captt..ulo 5, en 

donde se da est..e concept..o y su int..erpret..ación, y se analiza el modelo. 
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CAPITULO 1 

FUNDAMENTOS DEL DISENO DE EXPERIMENTOS 

1.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

El conocimient..o cient..ifico, a diferencia del conocimienlo empirico, 

busca no sólo describir y planl,ear algunas l,endencias de los fenómenos 

y objeLos que esludia, sino que preLende conocer su esencia y sus 

causas a fin de poder explicarlos y predecirlos. EsLo no implica que 

ambos t..ipos de conocimienlo se contraponen, por el conlrario, se 
! A 

complement..an, pues en la construcción del conocimient..o cient..ifico el 

invest..igador se basa en el conocimient..o empirico y en det..erminado 

marco Leórico de reíerencia para est..ablecer hipót..esis y t-eorias que 

expliquen lo más ampliament..e posible a los fenómenos y que post-erior-

menle corrobora con la información obt..enida a lravés de la práct-ica 



cient,ifica, es decir, la experimenlación', o bien, la observación, 

act,ividad que se realiza cuando no es posible experimenl-ar, como 

sucede en el esludio de fenómenos ast.ronómicos i::i sociales. Est.o 

indica el import-ante papel que, en la const,rucción de la ciencia, 

posee la experimentación. 

Puede definirse a un experimento como el proceso medianLe el cual 

se produce información sobre un fenómeno bajo condiciones cont.roladas, 

por lo t...ant.o a traves di? la e: . .q:::eriment...ac:ión se obtiene información e-n 

t.-ales condiciones. mientras qrJo? la obseructcion es la recopilación de 

da~os bajo condiciones no con~rolacias. Habitualmente la experimenta-

ción prodt.tci:::- inform.;i.ción mas pr~cis.a y con:-iable. 

Las princip.a.les caract...eríst ... icas de un experimento son: 

Ca) Objetivo(s) 

(b) Conjt1ntn de suposiciones bajo las cuales se realiza 

(e) Grado de generalidad (o confiabilidad) 

! ¡ 
(d) Costo 

S? conoce como unidad experimental al objet.o que se ut.iliza para 

~ obt,ener la información, y como variable de respuesta al atribut.o o 

caract.erist.ica de cada unidad que es registrado para conocer el 

result,ado de la experiment.ación. 

Dent.ro de las condiciones o factores que int.ervienen en un expe-

riment,o se encuent.ran las que pueden ser controladas, que siempre son 

''iinit.;,s'', P'.tA-s se supone t..ienen ttn efect .. o dA>t ... erminanl.e sobre la 

, , 



respuJ?st .. .d y las qui:? no se controlan, pueden ser una i nf i ni dad., ya sea 

por que se considera que no íniluyen signíiícat-ívamenl.e en los 

resul r .. ados, o por que se desconocen. Los factores cent-rolados que se 

:nar.~.t"?r.~n f1jos 21_ la 1-argo del ~xperim'?nt.o se conocen como condicion1?s 

1?xperimentol1-?s j: .;.quel 1 os qtJF? vari.an y cuyas consecuencias se desean 

est.udi ;;,.:- SI? do;inomi nan factorl?s di? interés. 

los iactor~s d~ inlerés que se ~ienen en un 

~:..::p.;.ri.rr.:;on+.o pu'?'r:!o?n sJ?r cuan+..it_.at.ivos o cualit..at...ivos, sin embargo, aún 

si-?r.r:!o ::ii?l s-?gundo f ... ipo. é'.dopt;,r~n solr:, un número finit .. o de ·.,,·.;lores o 

n.!.·,,·.;ol~s. como los sigui entes capitulos, pudiéndose 

con-sid.;or.;.r ~ + .. t:lr:los el los como cualitativos. 

Cuando lo:; fact.ores d;;i int .. eí-és se consideran cuant...ilat..ivos la 

+ .. ér::nir::;. ~~t .... ~td15t_.ic.a qui? se empl~a ·para su est .. udio se conoce como 

an;...li.s.-is mi entras que si SI? r_,r~t..a l act.or'?.s 

presente trabajo, 

1 $ 
on~lisi.s· dP uar·ion:::::o. 1:t1~ndo hay i~clnr~s d~ ~mbos t .. ip0s se Pst.udian 

r:iJ? r-?5PU'="st_ . .-:. ~s n11mi.i.ric;;i, ptt'?S -se t..r;;1.;:,., como se mencionó ant.eriormen-

t~. de l;.,. medición de un.;. c21racter\st..ica o atributo de un& unidrtd 

! ;; expi;.riment .. al, '?Si.o Si']nific;;. q11e i .. al v.;iri.able t.,oma.rá valores en [R. 

Un~ rppeticitln r:i rt?p1ica dpl ,:¡XpPr i mento A-S 1 a obtención de 1 a 



r'=sptJr;.ast.. . .a. bajo +?1 mismo i;ist.ado de iOS factores. Dado que >?l 

investigador cont,rola las condicioni;-s es posible la repetición, lo que 

no sur:i;-de, por F:?j~mplo. en Pl i?s.tudio de los ienómenos astronómicos, o 

social il?-5 qu"? no se r 1.11?d"?n r F?pr orlur:: ir .::. · .. •oi unt ... ad. Si al r8'alizar 

.?igun~~ ri;-pet.ícir:in~s: rii;o1 e-:..:p~rjm'?nto b;:;j0 c:oridiciones. similaro;.s se 

obs;:;ir· ... ·,,; qu.s;. 1 cis r;;;.su1 t.;:idr:.s que SO? obt .... i E-nen son muy -.rar i ab! es. exi :;ti rá 

un f.ar:t..or que no s;¡:;-. controló, p,:::::.r.J que t..i.:;.ne un eiecto import..ant.e ~n 

.1. 7. t"fP(lRTANCIA DEL nT:<;F:Nól F:XP~RTMJ::NTAL 

j OS nbj .:;:.7_ j_ Vt);;; r:it?l i?:..:per .i m.=.nto con 1 a mayor 

lo« 

de d.;os.8rro11 étr i:?n i;.l mj s:mo. 

(;;,) F1 



Cb:> El marco_l,eór_i_co_ en que se ubica el e;.:periment.o, que debe incluir 

la ro:-visión de los- conocirnienLos-

(r:) L.=- pt:-.bl;;ción b~jo ~st ... udi_·'?_, 

debe ~plicarse el 

i ne i uyench:l 

Ch) La form.-;i en q1.H? Sf? habrán de ro?portar l.as concl11s.iones. 

! ' 



1. 3 t"f'PIJPTA!'-lf';I..\ ílf::'L "iOOf:Lr.> F"S EL f'H$ENO EXPERIMENTAL 

fpnAm~no bajo es~udio~ L.as 

11u11/,::.1r11·. 

¡ .. ¡ 

'' 



a:;on m~rit,.:- 11r1 mrJr1~1n, p1.1.=..r:ii;:.. obt_.~no;.r3~ un corijunt.o de información que no 



CAPITULO 2 

MODELO COMPLETAMENTE AL AZAR CON UN CRITERIO DE CLASIFICACION 

Z. 1 JNTRODUCCION 

Con frecuencia surge el problema de comparar "a" t..rat..amient..os, o 

niveles de algún fact..or de int..erés dent..ro de un experiment..o. Un 

ejemplo que hace necesarios el dise~o y la realización de un 

experiment..o para llevar a cabo una comparación de est..e est..ilo es el 

que a cont..inuación se describe. 

Se t..iene una droga que se supone aument..a el nivel de adrenalina 

en la sangre de rat..ones de laborat..orio y se desea saber si diferent..es 

concent..raciones de la misma, t..i enen efect..os significat..ivament..e 

dist..int..os. El hecho de saber las di:ferencias de los e:fect..os es el 

8 



objetivo a perseguir Con ayuda de los conocimientos previos que se 

tengan se debe elegir la forma en que las a concentraciones serán 

aplicadas, as1 como la manera en que el nivel de adrenalina será 

registrado. Además se debe deler~~nar: la población bajo estudio, es 

decir, las caract.erislicas de los animales de laborat-orio que se 

emplearán; la cant.idad de ralones que será usada; y el proceso que se 

habrá de seguir en el experimenlo. 

Si Y denot.a a 1 a variable de res pues la, que es en est.e caso el 

nivel de adr<?nalina <?n la sangr<? de un ralón, y si los faclores que 

int.ervienen en !?l experimenlo se represent.an con letras mayúsculas, 

puede escribirse 

Y fCA,B,C,D,E,F,G,H, ... ) 

lo que significa que Y est.á en función de un número infinilo de condi

ciones o fact.ores, dent.ro de los cuales se encuenlran los cont.rolados, 

que son en este caso: 

A: Raza de los ralones 

B: Edad 

C: Sexo 

D: Régimen aliment.icio 

E: Condiciones ambientales en las que se realiza el experimento 

F: Concent.ración de ~a droga 

y los no cent.rolados CG,H, ... ) como pueden ser las desviaciones en las 

mediciones, en las condiciones ambienlales, entre olras. Las 

9 



m. 
~ 

¡; 

condiciones experiment.ales son A, B, C, D, E, pues el f"act.or de 

i nt.erés que t.omará a di f"erent.es valores y cuyos ef"ect.os se desean 

comparar es F. 

Result.a razonable suponer que el efect..o sobre Y de los fact.ores 

cent.rolados es independient.e del ejercido por los no cent.rolados, es 

decir, que los efect.os son separables, escribiéndose la variable de 

respuest.a en tal sit.uación como 

y gCA,B,C,D,E,F) + c(G,H, ... ) 2.1.1 

donde gCA,B,C,D,E,F) es el efect.o de los fact.ores controlados y 

cCG,H, ... ) el de los no cent.rolados. Est.e supuesto es conocido como 

separabilidad aditiva, y se aplicará en los modelos present.ados en 

esle t.rabajo. La separabilidad implica que el ef"ect.o que se produzca 

al lomar F los dist.ínt.os niveles sólo se reflejará sobre 

gCA,B,C,D,E,F). 

El efect.o eCE,F,G, ... ), que se abrevia simplemente con la let.ra e 

y se denomina error experimental no se conoce con exact.it.ud, es decir, 

es incíert.o, no obst.ant.e, su naluraleza debe ser la misma que la de Y, 

est.o es, e debe ser numérico et.amar valores en~). por lo t.anlo, t.iene 

sent.ido pensar en el error como una variable aleat.oria con función de 

densidad de probabi(idad cont.inua. 

No hay que perder de vist.a que se est.á const.ruyendo un modelo 

mat.emát.ico y se desea, que, además de ajust.arse a la realidad, sea lo 

más general posible, por lo t.ant.o, debe considerarse que e t.oma 

valores t.ant.o posit.ivos como negat.ivos y no suponer que t.oma rundamen-

10 



t.almente valores en uno de los dos sentados,- Esto_ se L[_aduce como 

PCc!!:O) PCc:SO) 

También resulta razonable pensar que las magnitudes de los 

errores positivos y negativos son parecidas y que en promedio son 

cero, lo que implica que la función de densidad de probabilidad de e 

es simétrica alrededor de cero y que ECe)=O. 

Resumi ende 1 o que se 

experimental se debe tener 

Ca) ECe) = O 

ha discutido 

Cb) La densidad de e debe ser continua 

en relación 

Ce) La densidad de & debe se simétrica respecto a cero 

al errar 

Algunas densidades que cumplen con est.as caracter1sticas son la 

uniforme, la triangular, la doble exponencial y la normal. Dado el 

hecho de que la función normal ha sido muy estudiada, que técnicamente 

es fácil de usar, para el curso del trabajo se considerará que e se 

distribuye como norm?.1 con media cero. Nótese que est.o implica un 

supuesto adicional: el que la densidad tiene como soporte a t.odos los 

reales. 

Al observar la- expresión gCA,B,C,D,E,F) no debe pensarse en g 

como en una función que se pretende aproximar, como se hace en el 

análisis de regresión, sino que debe tenerse en ment..e que, en est..e 

caso, las cantidades gCA,B,C,D,E,F1 ) para i=1, ... ,a, obtenidas al 

lomar el factor de int..erés en los diferent..es niveles, en otras 

11 



palabras, los result.ados que se obt.ienen en los íact.ores cent.rolados 

al aplicar los a t.rat.arnient.os, en el ejemplo un t.rat.amient.o es el 

suminist.ro de una det.erminada concent.ración de la droga, que se desean 

comparar. 

Si se denot.a con 

t.ransíorma en 

Y. 
l. 

a gCA,8,C,D,E,Fi)' la expresión 2.1.1 se 

i=1 .... , a 

est.o es, la respuest.a a est.a aplicación t.iene una part.e det.erminist.ica 

que es µi, que depende de la concent.ración del íármaco usada, y una 

part.e aleat.oria, que depende de las condiciones prevalecient.es en los 

fact.ores no cent.rolados al realizar el experiment.o, lo cual implica 

que Yi es una variable aleat.oria pues hereda est.a caract.erist.ica de 

e.. Cuando se administ.re la concent.ración i-ésima a n. rat.ones se 
l. l. 

t.endrá 

i =1,. 
j =1 •. 

donde yij es la respuest.a obt.enida del j-ésimo rat.ón que recibe el 

i-ésimo t.rat.amient.o. 

Como los fact.ores no cont.rolados, que son las fuent.es de variabi-

lidad de la respuest.a son los mismos en t.odas las repet.iciones del 

experiment.o, est.o no quiere decir que al realizar cada repet.ición se 

encuent.ren en el mismo est.ado, puede considerarse que VCeij) = VCekl) 

= el~· (con i>'k o j>'l). est.o es, los errores ~ienen la misma varianza, 

const.ant.e pero desconocida. 

12 



Ya se mencionó que el objetivo central del experimento es saber 

si los a tratamientos tienen efectos distintos sobre la respuesta. 

Lo cual signit'ica, en términos del modelo establecido, que se desea 

contrastar las hipótesis 

vs. 

La expresión 2.1.l puede analizarse aún más. Dado que a través 

del experimento los factores A,B,C,D y E permanecen fijos, y siendo F' 

el único que varia, la respuesta puede escribirse como 

Y µCA,B,C,D,E) + T(F') + sCG,H, ... ) 

Donde a µCA,8,C,D,E), que es constante y es una medición que estará 

presente en cualquier ratón cuyas caracteristicas sean similares a las 

de los ratones empleados en 

sencillamente con la letra µ y a 

este experimento, se le denota 

-re P.) 
1 

con quedando la i -ésima 

r·i respuesta como 

Y. 
1 

+ s. 
1 

1=1, ... 'o 

~ al realizar ni observaciones bajo el tratamiento i se tendrá 

y como µi 

realizar es · 

'' 

i ==1, .•. , a 
j=1 •... ,ni 

µ + Ti, una forma equivalente de escribir la prueba a 

vs. para alguna i"'j 

13 



Los lralamienlos que se desean esludiar son alealoriamenle 

asignados al malerial experimenlal, con el propósilo de lograr lanla 

uniformidad como sea posible ent.re los conjuntos de unidades 

experimenlales a los que se aplica cada lralamienlo. Es por esla 

razón que el modelo aqui presenlado recibe el nombre de completamente 

al azar. Se le designa lambi en corr.o con un criterio de clasificacidn 

pues sólo un faclor es analizado, por ejemplo: concenlración de alguna 

droga usada en el combale de una enfermedad,porcenlaje de fibra 

sinlélica aplicado en la fabricación de alguna lela, dislinlos mélodos 

de producción empleados, ele. 

Es necesario recordar que la prueba de hipólesis, y el análisis 

esladislico en general, se llevará a cabo con los dalos experimenlales 

con los que se cuenta, es decir, con inlormación limiLada. Si las 

observaciones se realizan bajo las mismas condiciones experimenlales y 

1 1 de manera independienle, se lendr·á una mueslra de cada una de las 

¡~ poblaciones que se eslán comparando; por supueslo, las conclusiones 

serán más confiables en lanlo mayor sea la canlidad de información 

Fi experimental que se posea. 
lii 

z. Z EL MODELO 

Los resullados oblenidos en un experimenlo en el que se apliquen a 

lralamienlos, o sea, se lienen a niveles en el faclor de inlerés, y se 

14 



.• 

oblengan ni observaciones denlro del lralamienlo correspondienle son 

resumidos en una labla como la siguienle. 

Observación 1 2. 3 n yi· yi· 

Tralamienlo 
nt 

1 Y11 Y12 Y13 Y1m .E Y1J Y1 ./nl 
J =1 

n2 
2 Y21 Y22 Y23 Y2n2 E Y2 . 

j =1 J 
Y2. /n2. 

a Yal Ya3 

a ni. 

Y .. E E y .. 
i=1j=1 1 J 

Y .. Y .. /N 

donde 

y es la variable de respuesla 

yij es la j-ésima observación bajo el i-ésimo lralamienlo 

a 
N es E ni 

i =1 

Y.. es la suma de lodas las observaciones 

Y,. es el promedio de las observaciones realizadas. 

15 



¡." ~ ,,. 

donde 

El modelo estadistico para este dise~o es 

i=l t ••• •ª 
j=l, ... ,ni 

2.2.1 

µ es un parámetro común a todos los tratamientos y es una 

7. 
1 

media general de la variable de respuesta. Se conoce con 

el nombre de media global. 

representa al efecto del i-ésimo tratamiento o desviación 

respecto de la media global bajo el i-ésimo tratamiento. 

cij es el error experimental de la observación correspondiente. 

Los errores se supondrán variables aleatorias con distribu-

ción normal, de media cero y varianza constante o 2
, varianza 

constante par a todas las obser vaci enes. También se 

supondrá independencia entre ellas, es decir, covCcij'ck
1
)=0 

si io'k ó jo'l. 

Puede considerarse al conjunto f'ormado por todas las 

c . . 
1J 

como una muestra alea~oria, de tama~o N, de una pobl a -

ción normal de media cero y varianza o 2 

La variable tendrá distribución normal con media y µ+Ti 

pero el varianza 2 o, y estas variables son independientes entre si, 

conjunto de las yij no necesariamente f'orman una muestra de una 

población. Cuando se tenga el mismo número de obser- vaciones bajo 

cada tratamiento, es decir, cuando se dirá que el 

16 



modelo es balanceado y en tal caso N=n·a. 

z. 9 LA CONTRA.STACION DE LAS HIPOTE:SIS 

De acuerdo al método de máxima verosimilitud contrast.ar las hipót.esfs 

vs. para alguna i"'j 

o equivalent.emente 

vs. H : T. "'T. 
a i J 

para alguna i"'j 

al nivel de significancia a, implica det.errninar la región t: de 

rechazo, región que se debe obtener para cont.rast.ar un par de 

hipótesis par máxima verosimilit.ud, pues si se observa que Y, que 

represent.a a la información experiment.al con la que se cuent.a, se 

encuenlra en 1:1, e-ntonces se rechazará H
0

. Est..a región se calcula 

como 

B < Y I A ~ k ) 

con k de lal forma que 

= a 



f-~ 

y Aes 

máx LC21D 

A 
~o 

máx Lc21n 
eeO 

donde 

2 represenla al vector de parámetros involucrados en el modelo; 

O es el espacio parametral, esto significa que O es igual a 

w
0 

represent.a al conjunto de posibles parámet..ros bajo H
0

, es 

junt.o de O; 

LC~IY) es la ~unción de verosímilit..ud. 

Se ha seríalado con ant.er i or i dad que cada 

dist.ribución normal con media y varianza 

2 2 -1/2 ( 1 fCyij ¡µ,T1 , ... ,Ta' a ) = (2na ) Exp -
202 

que la función de verosimilit.ud L es 

LCµ,_Tl, ... ,T
0

,a
2

¡y) 

a ni 2 n n fCyiJ.¡µ,T1•··· ,Ta,a) 
i =lj =1 

2 N/2 ( 1 a ni 2) (2na )- Exp ---- E E (y .. -Cµ+T.)) 
2a2 i =1 j =1 l. J l. 

liene una 

es decir, 

2.3.1 

Maximizar esta función con een es equivalent.e a evaluarla en los 

18 



'" 

est..imadores máximo veros1miles de los parámet..ros del modelo, que 

~,...,... 
est..arán denot..ados por a, µy Ti Ci=1, ... ,a). 

/2'" Realizando los pasos apropiados para det..erminar a se llega al 

siguiente resultado 

a ne ,... ~ 2 r: E (y .. -e µ+T. ) ) 
i=1j=1 iJ 1 

N 

/-Z- ,... 
que clarament..e establece que a depende de µ y de Ti, i=1, ... ,a; de 

est..o se concluye que maximizar L sea equivalent..e a minimizar S donde 

a ne 
S L L (y . . -Cµ+T.) f 

i=1j=1 iJ 1 

Los valores de los parámet..ros donde se minimiza S est..án dados por 

la solución de las siguient..es ecuaciones 

o 

es decir, por la solución de las ecuaciones 

a ni. ,... ,... 
-2 r: E (y . . -(µ+T.)) o 

i=1j=1 iJ 1 

ni. ,... ,... 

-2 E (y. j-Cµ+Ti)) 
j =1 1 

19 
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al simplificar se obt.iene el sist.ema 

'"' -t-n T-
a. a 

,... 
+n T a a 

-Y-•• 

2.3.2 

Est.as a+1 ecuaciones, conocidas como ecuaciones normales, no son 

linealment.e independien\..es, la primera de ellas es igual a la suma de 

las a res~ant..es, por lo que no se ~iene una única solución, o sea, 

,... ,... ,... 
un valor único para µ,T

1
, ... ,T

0
, pues a cada condición impues\..a para 

resolver el sist..ema, corresponderá un conjunt.o part.icular de 

est.imadores. Sin embargo, algunos de los parámet.ros del modelo, o 

!'unciones de ellos si son es\..imados de manera única, por ejemplo, al 

dividir la ecuación i+l en\..re n. se obt.iene 
! t l. 

,, 
'I ':'. 

l.,; 

2.3.3 

que indica que, no obst.ant.e las est.imaciones part.iculares que se 
,... 

\..engan paraµ y para T1 , su suma será igual a yi·' por lo t.ant.o se 

puede escribir 

est.e es\..imador es, además, insesgado pues 

20 



,... 
ECyi·) ECµi) 

E( 
!. 

nl 

) E y .. n. j =1 1J l. 

!. 
nl 
E ECy .. ) 

n. j =1 1J 1 

!. n' 
E µ. n. j =1 1 1 

µi 

a 
En general las combinaciones lineales de la f'orma E c.µ. 

i =1 l. 
1 

son 

est.imadas por máx.ima verosimilit.ud, insesgadament.e y de manera única 

a 
E e.y 

i =1 1 1. 
por y reciben el nombre de funciones lineales linealmente 

estimables. Est.a afirmación se prueba al mult.iplicar la ecuación i+1 

del sist.ema 2.3.2 por ci/n, para i=1 .... ,a, y sumar las a ecuaciones 

result.ant.es, obt.eniéndose 

es decir 

a ,... ,... 
E c. (µ+T.) 

i =1 1 1 

,....--
ª E c.µ. 

i =1 1 1 

a 
E e.y. 

i =1 1 1. 

a 
E e.y. 

i =1 1 1 . 

Ahora ya es posible obt.ener el est.imador para a
2 

a ni. 

E E (y .. -
i =lj =1 lJ 

N 

21 
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• 

il 

.. 

que es sesgado . Un estimador insesgado es 

a ni 

E E (y .. -
i =1J =1 iJ 

N-a 

Al evaluar L en el conjunto de es ti madores máximo verosimi 1 es 

encontrados, representados por e. se obtiene 

LCeJY) max LC~JY) 
eE!l 

.....-::0-(c 2rr) a 2 J-N/2 ExpC -N/2) 

Para maximizar L con ~ew0 hay que observar que cuando se 

considera cierta H
0

, es decir, 

transforma en 

cuando 

µ+-r+e . . 
1J 

. =• =• a el modelo se 

con µ* = µ+<, y es conocido como modelo reducido, pues en él aparecen 

menos parámelros que en el modelo 2.2.1 que se conoce, a su vez, como 

modelo completo. 

,... 
Siguiendo un proceso similar al empleado para encontrar e se 

obtiene que 

22 
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a n L 

)2 E E (yij-y· 
/i' i =1 j =1 
a 

N o 

son los est.imadores máximo verosirniles de los parámetros que en t.al 

.... 
caso se t.ienen, denotados estos estimadores con e

0
, y que la unción 

de verosirnilit.ud evaluada en ellos es 

max LC~ID 

~o 

a n' _ 2 
La suma E E (Yi .-y .. ) se conoce como SCEMR y es la s ma de 

i=1j=1 J 

cuadrados del error en el modelo reducido, ya que es una med · da del 

error en el que se incurre al suponer válido este modelo. 

en el A su vez la suma 
a n• _ 

2 E E (y .. - y. ) es una medida del 
i=1j=1 iJ i· 

erro 

que se incurre al suponer válido el modelo completo y por •.sto se 

conoce como suma de cuadrados del error en el modelo comple .o y se 

simboliza como SCEMc· 

Regresando a la prueba de hipótesis, se tiene que se recha ará H
0 

si 

23 



máx Lc~¡n 

A 
~o 

máx LC~JY) 
eeo 

(e 2rr) ~rN/2 ExpC-N/2) 

(e 2rr) ?'fN/2 ExpC-N/2) 

¡ ~ r,. 5 kl 
---Z· o 

~- SCEMC o 
5 k2 -"2·- SCEMR 

2.3.4 

o 
o 

con k
2 

de tal rorma que 

PCrechazar H
0

¡H
0 

cierta) 

por lo tanto, se hace evidente la necesidad de encontrar la distribución, 

bajo H
0

, del cocien~e de 2.3.4. 

Ya se ha se~alado que cuando H0 es cierta yij = µ•+~ij por lo que 

su distribución, en tal caso, es NCµ•,o2 ), por lo tanto 

~(y .. -µ• lz 
o 1J 

24 
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esto, más la independen-ia .ntre las yij implican que 

1 ni. 2 I: (y. ,-µM) 
2 i=1j =1 iJ 

z 
!Nl 

cuando se estima µ" .on '.. puede concluir e que 

a ni 4 I: I: ( .. -µ")2 
a i =1 · =1 1-J 

1 
2 SCElR 

a 

Por otra parte. ·.ún in suponer ciert-a H0 • la variable 

1 ~ 
utilizando nuevament-e el echo de que las ij son independientes puede 

f~ afirmarse que 

' 
l .. J 

1 a ni. 2 
~ I: I: (Y· .-µ.) 
a i=1j=1 iJ 

1 

y al est-imar cada µicor yi· se obtiene 

z x,,.,,· 

De lo ant-erior se ~bserva que de ha er independencia entre SCEMC 

Y SCEMR su coci e te, mul ti pl i cado por la constante adecuada, se 

Desafortunadamente entre 
como F 

di str i bui ria. bajo He CN-a, N-1) 

estas dos sumas no hay'ndependencia, he hoque se muestra al observar 

que la SCEMR puede desomponerse:de la f ,rma siguiente 

25 
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! ' 

i. 

¡,¡¡¡ 
[ 

a ni _ _ 
2 I: I: (y i . -y .. ) + 

i =lj =1 

a- ni. _ 
2 

a nt 

r: r: (y .. -y. ) + 2 r: r: (yi. -y .. )(yiJ.-yi.) 
i=lj=l l.J i· i=lj=l 

a - - 2 
. L ni (yi ·-y· · l 
l. =1 

a _ _ 
2 

a ni _ 
2 

.L ni(Yi.-y .. J + L L (y. -y.) 
i=l i=1j=1 l.J l.' 

2.3.5 

Como puede verse, la SCEMR puede ser part.icionada en la suma 

a - - 2 
. L ni (Yi. -y .. ) , que se conoce como suma de cuadrados del error de la 
l. =1 

hipótesis H
0

, SCEHo' más la suma de cuadrados del error del modelo 

completo. 

A la SCEHo se le denomina de t.al !'arma ya que proporciona un 

crit.erio para decidir si se rechaza o no la hipót.esis nula, pues como 

puede observarse, aunque siempre se incurre en un error menor cuando 

se supone válido el modelo complet.o en vez del reducido, la SCEMC es 

siempre menor que la SCEMR' est.ando est.imada la dif'erencia ent.re ambos 

errores por 1 a SCE puede considerarse que si est.a cant.idad es 

pequeNa, en ambos modelos se incide casi en el mismo error, por lo que 

no se ganaria mucho adopt.ando el modelo complet.o y por lo t.ant.o no se 

rechazará H0 , es decir, se t.omará el modelo reducido, que es más 

sencillo; si por el cont.rario la SCEHo es grande se t.endrá que el 
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modelo completo se ajusta mucho mejor a los datos experimentales que 

se tienen y entonces si se deberá rechazar la hipótesis nula. 

Simbólicamente la ecuación 2.3.5 se escribe 

SCEMR 2.3.6 

y se conoce como partición fundamental en sumas de cuadrados. 

En esta identidad se observa claramente que entre la SCEMR y la 

SCEMC no hay independencia y que, por lo tanto, su cociente no se 

distribuye como F. Además el cociente de 2.3.4 es, por construcción, 

menor o igual a uno y, como es sabido, el recorrido de una variable 

aleatoria con distribución Fes [Q,Q). 

La carencia de independencia entre la SCEMC y SCEMR obliga a 

buscar una región de rechazo equivalente a 2. 3. 4, en donde si se 

conozca la distribución de la estadistica de prueba . 

Regresando a las equivalencias para determinar ~ y aplicando la 

nueva información con la que se cuenta, se tiene que 

SCEMC 
5 k2 SCEMR 

SCEMR 
~ k3 SCEMC 

SCEHo + SCEMC 
~ k3 # 

SCEMC 

SCEHo 
~ k4 # 

SCEMC 

27 
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Para conocer a la const..ant..e k 4 es necesario encont..rar la 

dist..ribución, bajo H
0

, de la est..adist..ica de prueba de 2.3.7. 

Ya se habia indicado que, bajo H
0

, 

Ahora bien, nuevament..e bajo H
0

, la variable 

n1 Cy1 . -µ")
2 /a2 

se dist..ribuye como x~u' implicando que 

1 ª - 2 z --:;;- E n.(y .. -µ") x,
0

, 

a"" i =1 1 1 

al est..i mar µ" con y .. , puede afirmarse que, bajo H0 , 

Dividiendo la ident..idad 2.3.6 ent..re a 2 se obt..iene 

est..o en t..érminos de sus dist..ribuciones es 

t•i 

Est..a es una manera int..uit..iva de demost..rar que, 

2 
SCEMC/a son variables aleat..orias independient..es, formalment..e la 

demost..ración debe hacerse a t..ravés de formas cuadrát..icas, y que por lo 
1 l 

t..ant..o 

1 SCEHo 

a::r- 2 N-a SCEHo a 
F 

1 SCEMC a::r- SCEMC <0-1,N-Ol 

N-a 2 a 
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Para poder hacer uso de este hecho es necesario observar que 

es equivalente a 

N-a 

a-1 
~ k C::.3.8 

Por lo tanto se rechaza H
0 

si sucede C::.3.8, donde es claro que 

k F 1 - ex 
<0-1,N-0) 

es decir, k es el cuantil de orden 1-cx de una distribución F con a-1 

grados de libertad en el numerador y N-a en el denominador. 

A 
N-a SCEHo 

a-1 SCE se le nombra 

denota simplemente con tal letra. 

como valor calculado de F y se le 

Resumiendo, se rechazará H
0

: la igualdad de las medias de los 

tratamientos, al nivel de signiI'icancia ex si Y se encuentra en la 

región ~ de rechazo donde 

N-a SCEHo 

Q::-¡- SCEMC 

2:9 

~ F•-cx } 
<a-s.,N-a> 



'. j 
rn 

Z. ¿ LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA 

Para el modelo complet.ament.e al azar con un crit.erio de clasificación, 

es decir, en el modelo 

µ+-r. +& . . 
1 1J 

i=l, ... , a 
j=l, ... ,ni 

la tabla de análisis de varianza que cont.iene los element.os necesa-

rios para realizar la prueba de igualdad de efect.os de los t.rat.amien-

los del fact.or de int.erés, para cont.rast.ar las hipót.esis 

es la siguient.e 

Fuent.e de 
variación 

Modelo 
complet.o 

Modelo 
reducido 

Suma de cuadrados 
del error CSCE) 

a ni _ 
2 

.E .E (YiJ·-Yi.) 
1 =1 J =1 

a ni. _ 
2 E E (y1 J-y .. ) 

i =1 j =1 

vs. H : T.""'· para alguna i""j 

Grados de 
1 i bert.ad 

a-1 

N-a 

N-1 

30 
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Cuadrados medios 
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'' '' . .,, 

Como puede observarse se escribe, en la primera columna de la 

tabla, la fuente de variación, es decir, la descomposición en sumas de 

cuadrados del error. La segunda columna con ti ene a las sumas de 

cuadrados asociadas. Los grados de libertad de la variable x2 que se 

obtiene, al dividir cada SCE entre 
2 o, están en la tercera 

columna, mientras que en la columna cuatro se tienen los cuadrados 

medios del error, que se definen como el cociente de las SCE entre sus 

correspondientes grados de libertad. En la columna cinco se 

encuentra el valor calculado de F. 

En algunas ocasiones se agrega a la tabla una sexta columna en 

donde se eser i be el nivel de significancia descriptivo de 1 a prueba 

que se denota con la letra p y que es la probabilidad de encontrar un 

valor tanto o más eA-t.remo de F. 

Puede encontrarse en la literatura que en este modelo la SCEHo se 

nombra como suma de cuadrados debida a los tratamientos o entre 

tratamientos, SCTratamientos, pues es una medida de las diferencias 

existentes entre los promedios de los tratamientos. La SCEMC se 

conoce también como suma de cuadrados debida al error , SCE, dentro de 

los tratamientos o residual, ya que las diferencias yij-yi. 

pueden deberse sólo al error aleatorio. Asimismo, la SCEMR se 

denomina suma total de cuadrados corregida por la media, SCT, dado que 

es una medí da de 1 a variabilidad tot.al de las obser vaci enes, no 

siempre sucede que la SCEMR sea igual a la SCT. 
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z.~ CONSTRUCCION DE INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LOS PARAMETROS DEL 

MODELO 

A fin de tener un panorama más completo del modelo estadistico, pueden 

determinarse intervalos de confianza para los parámetros del mismo. 

2 
Ya se mostró que SCEMc/a de este hecho se obtiene el 

intervalo siguiente para a2 al C1-a)100% de confianza 

[ SCE /
2 

SCE /
2 

] MC x,i-CV2,N-al. MC x,CV2,N-m 

Sin embargo, como resul t. aria de gran utilidad tener un 

intervalo de la forma (0,cl para este parámetro. Partiendo de 

p [x2 :5 SCEMC/a2 < oo] 
<a,N-o.> 

1-a 

se obtiene tal intervalo y éste es 

[ o • SCEMc/x
2 

] <a:,N-0> 

Los intervalos de confianza para µi se basan en la construcción 

de una variable aleatoria t. y la forma de obtenerlos se muestra a 

continuación. 
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Ya que y 1 .- NCµ1 ,az/ni) ent.onces m1 (yi-.-µ
1

)/a t..endrá una dist..ri

z bución NC0,1), est.a variable es independient.e de SCEMc/a que como ya 

se observó se dist.ribuye como ;,:2 
, por lo t..ant..o se puede afirmar 

UJ-0'} 

que 

de aqui se determina el intervalo para µi al C1-c:LJ100~ de confianza 

que a continuación se muestra 

[ Y - t. kME /n . i · <1-cvz,N-a> MC i 
t.. kME /n. ] 

<C:VZ.N-0> MC l. 

aplicando la propiedad de simet..ria de la variable t.. el int.ervalo 

ant.erior se simplifica a 

t. jcME /n. ] 
<1-0VZ,N-O> MC 1 

De un modo semejante puede obtenerse un int..ervalo para una 

combinación lineal de las medias, esto es, 
a 

para E c.µ .. 
i =1 1 1 

Dado que 

o 
Y1 .• Yz.•··. ,y

0
. son independient..es entre si, la variable E e.y. se 

i =1 1 l.. 
2 

dist..ribuye como N E c.µ. , o E ~~ , por lo que ( 
a z a ci ) 

i =1 1 1 i =1 ni 

o 
E c. y. 

i =1 l. l.. 

a 
- E c.µ. 

i =1 l. 
1 
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z 
Est.a variable es independient.e de SCEMC/a 

a 
E e.y. 

i =1 l. l.. 

a 
- E c.µ. 

i =1 l. l. 

z 
c. 

l. 

n. 
l. 

2 
por lo t.ant.o 

X<N-0>' 
-·- - - -- ----=--

t. 
CN-0> 

y de est.o se det.emina el intervalo al C1-cD100Y. de confianza para 

a 
E c.µ. que en seguida se muest.ra 

i =1 l. l. 

[ a 
E e.y. t. :!: i =1 l. l.. Ci-Cl/Z,N-0} 

z 
CMEMC 

a c. 
E l. 

i =1 
n. 

l. l 
Aplicando este resultado fácilment.e puede determinarse el siguient.e 

intervalo (que es un int.ervalo para <.-<. 
l. J 

pues µ 1 -µj 

EJEMPLO 2. 1 

<.-<.) 
J. J 

] 

Se desea comparar la resist.encia del concreto obt.enido a t.ravés de 

cuat.ro di ferent.es t.écnicas de mezclado. Los dat.os siguientes, asi 
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como los cálculos preliminares, corresponden a este experimento. 

Técnica de mezclado ResistenciaClb/in2 ) yi. 

1 3129 3000 2865 2890 2971.00 

3200 3300 2975 3150 3156.25 

3 2800 2900 2985 3050 2933.75 

4 2600 2700 2600 2765 2666.25 

Y .. = 2931. 81 

Aplicando el análisis estadistico ya presentado se obtuvo la 

tabla de análisis de varianza para la prueba de igualdad de los 

efectos, sobre el concreto, de las cuatro técnicas de mezclado. 

Fuent.e de SCE Grados de CME F 
variación 1 i bert.ad 

HO 489740.18 3 163246.73 12. 7281 

Mod. complet.o 153908.26 12 12825. 69 

Mod. reducido 643648.44 15 

Al buscar en tablas se encuentra que = 3. 49, lo cual 

implica que F' > y, por lo t.anto, la hipótesis nula es 

rechazada al nivel 0.05. Esto significa que las técnicas de mezclado 

dan como resultado diferente resistencia en el concret.o 
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resistencia. 

Un intervalo al C1-a)100X de confianza para a2 es 

[o • 1539oe. 2.6/:/ ] 
C0.1Zl 

si, como an~es, se ~orna a 0.05 el inlervalo resulta ser 

[o. 7318. 509] 

Considerando la magnitud de los dalos de respuest..a, puede considerarse 

que est..e inlervalo no es demasiado grande, lo cual implica que no hay 

mucha variabilidad en ellos. 

Pácilmente son calculados int..ervalos de confianza para µi, 

i=l, ... ,4. Por ejemplo, un inlervalo al C1-o)100X de confianza para 

µ
2 

se calcula como 

[3156. 2.5 ! t. (56.62.53)] 
<t-0./Z,12> 

!..ornando nuevamente o 0.05 el intervalo es 

1 ¡ [3032..8635, 32.79.6365] 

Esto indica que con un 95X de confianza se puede afirmar que el 

verdadero valor de µ
2 

se encuentra en est..e intervalo. 
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2.6 METODOS PARA LA COMPARACION DE TRATAMIENTOS 

El rechazo de la hipótesis de igualdad ent.re las medias de los 

t.rat.ami ent.os, hi pót.esi s nula o H
0

, conduce de manera natural a 

preguntarse, ent.re et.ras cosas, cuál de los t.rat.amient.os da mejores 

resultados, si dos t.rat.amient.os en particular t.ienen medias iguales, o 

bien, si algún t.rat.amient.a da mejores resul t.ados que un t.rat.amient.o 

cent.rol. Los procedimientos encaminados a responder a ést.as y et.ras 

,¡j 
int.errogant.es en las que un investigador podria est.ar interesado, son 

conocidos como metodos de comparaciones múltiples y los más utiliza-

dos, como 

a) Mét.odo de la minima diferencia significativa 

b) Prueba de Tukey 

c) Prueba de St.udent.-Newman-Keuls 

d) Prueba de Duncan 

e) Cont.rast.es Ortogonales 

f) Cont.rast.e de Scheff é 

se exponen en est.a sección. 

37 



1' 

METODO DE LA M'INIMA DIFERENCIA SlONIF'ICATIVA. 

Cuando la hipótesis de igualdad entre las medias de los tratamientos 

es rechazada, la forma más simple de investigar en dónde se encuentran 

las diferencias es comparando pares de tratamientos, es decir, 

realizando pruebas de la forma 

o equivalenlemente 

r. =r. 
1 J 

vs. 

vs. 

para lodo i diferente de j, esto implica que hay (~) pruebas. 

El procedimiento de la minima diferencia significativa, 

desarrollado por Fisher, propone realizar este lipo de pruebas, con 

una región de rechazo como a continuación se indica. 

Anleriormente (sección 8.3) se moslró que 

J CME (!.. +!.. ) MC n. n. 
1 J 

3$ 

t 
tN-0> 



-e Y - -Y. . ' _- - --t- -
i • J • <N-a> 

Esto implica que cuando H0 es cierta 

[- - J (1 1 J] [- - J (1 1 J] P - >t CME - +- +P - <-t CME - +-y i · y j · - ccxn.N-m MC n
1 

n
2 

y i · Y j · - ccvz,N-a> MC n
1 

n
2 

'' 
donde t es el cuantil de orden C1-cx/G) de una variable 

C0/2,N-a> 

I@ aleatoria t con N-a grados de libertad. 

• 
li 

De aqui que 1 a hipótesis H
0

: Ti =T j 

significancia ex si 

sea rechazada al nivel de 

Cuando el modelo es balanceado la cantidad contra la cual se 

compara el valor absoluto de la diferencia entre las dos medias es 

t focME /n <cvz,N-m MC 

Y a esta cantidad, que es la misma para cualquier contrastación, se 

denomina minima diferencia significativa C MDS:>. 
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EJEMPL:IFICAC:ION 

La minima diferencia significat.iva para el ·problema del ejemplo 2.1 

con a= 0.05, y dado que el dise~o es balanceado. ni= 4 1=1, ... 4 es 

MDS t. Jc2)C12825.688)/4 
<O. 02:5~12) 

(2.179) ( fo412.844 ) 

174. 49483 

A cont.inuación se compara IYi·-yj· 1 para t.odo i~j cont.ra la MDS. 

IY1. -y2· 1 185. 25 > 174.4948 MDS 

IY1. -y3· 1 37.25 < 174.4948 MDS 

IY1 . -y 4 . 1 304.75 > 174.4948 MDS 

IY2 . -y3 . 1 222.50 > 174.4948 MDS 

IY2. -y4· 1 490.00 > 174.4948 MDS 

IY3 . -y4 . 1 267.50 > 174.4948 MDS 

puede observarse que la única hipót.esis de igualdad de medias de un 

El resul t.ado de 

est.e t.ipo de pruebas suele most.rarse de la forma siguient.e 

T 4 T 3 T 1 T2 
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... 

la linea bajo T 
3 

y T
1 

indica que la hipót..esis nula respect..i va no se 

rechazó, es decir, la diíerencia ent..re ambas medias es declarada no 

signiíicat..iva. En general se unirá con una linea el par de medias 

ent..re las cuales no se det..ect..ó diíerencia signiíicat..iva. 

En est..e caso el result..ado de la prueba y los dat..os expe-

riment..ales, se~alan que el t..rat..amient..o dos es diíerent..e y superior al 

rest..o de los t..rat..amient..os y que los t..rat..amient..os t..res y uno son est..a-

dist..icament..e iguales y superiores al t..rat..amient..o cuat..ro que es el 

peor. Por lo t..ant..o, deberá recomendarse la t..écnica de mezclado dos, 

pues t..al proceso da como resul t..ado concret..o más resi st..ent..e. Si su 

aplicación result..ara muy cost..osa, deberá ent..onces recomendarse emplear 

1 as t..écni cas de mezclado 1 o 3, en donde, como no hay evidencia 

suíicient..e para afirmar que dan result..ados diíerent..es, puede emplearse 

la menos cara. La t..écnica 2 es signiíicat..ivement..e menos recomendable 

pues el concret..o obt..enido a t..ravés de ella poseee la menor 

resist..encia. 

PRUEBA DE TUKEV 

Est..e mét..odo f'ue desarrollado por Tukey y sólo se aplica en modelos 

balanceados. Al igual que el ant..erior, propone la realización de 

pruebas de la f'orma 
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vs. 

con i diferente de j, como antes se tienen (~) pruebas, y se basa en 

el hecho de que la variable 

max < 1 x. -x . 1 > 
i j 1 J 

L~v,/v 

donde i, j e <1 •... ,p>. se distribuye como NC0, 1) como 

ji-cuadrada con v grados de libertad tiene una distribución de rango 

estudentizado con parámetros p y v. 

En el modelo con un criterio de clasificación se sabe que 

(yi·-µi) 
~ NC0,1) para ie<1 •... ,a) y que z por lo tanto 

X<N-al 

{ (yi. -µi) (Yi·-µi) } max 
i. j 

Jo
2 
/n ~o2 /n 

j SCEMC/o
2

C N-a) 

max 
i t j 

Bajo H0 , cuando µi=µj, la expresión anterior. se reduce a 
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'"" 

max < 1y1 . -y j . P 
i,j 

y si qª es el cuant.il de orden C1-c:U100X de la dist.ribución de 
ca,N-o> 

rango est.udent.izado con parámet.ros a y N-o, se puede aiirmar que 

p [ 
i,j < a 
max < 1 y i . -y j . 1 ) l 

--'-"-j-c_ME_M_c_/_n ___ - q ( O,N-0) 
1-a 

lo que equivale a 

para t.odo i>'j. 

# 

para todo i;><j. 

para t.odo i>'j. 

lyi. -yj. 1 

jcMEMc/n 

1-o 

Esta expresión es equivalent.e, a su vez, a 

p [ 1 y i . -y j . 1 :$ q~ O,N-OlJcMEMc/n ] 1-o 

P[IYi·-Y:j. I ~ q~ O,N-OlJcMEMc/n ] a 

De aqui que en est.e mét.odo se rechace H0 :µi=µj si 

1- - 1 ~ ª jcME ¡í yi · -yj • q< a,N-Ol MC n 
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EJEMPLIFICACION 

Para el problema del ejemplo 2.1 la cantidad contra la cual las 

diferencias entre los promedios de las observaciones deben ser 

comparadas es 

C4. 20)(56. 62) 

237. '82616 

Al realizar las comparaciones se observa lo siguiente 

IY1. -y2· 1 185.25 ( 237.8c62 c . .,, JcME /4 
q<4,12> MC 

1-;·1 

H IY1 . -y3 . 1 37.c5 < 237.8262 o.e> JcME /4 
Hl 

qt4,12>. MC 

H 
IY1. -y4· 1 304.75 > 2:37.8262 º"' jcME /4 

t·'! 
q<4,<2>. MC 

,,,.,.¡ 

IY2. -;:3. ~ ""' JcME /4 222.50 < 237.8262 q<4,12>. MC 

IY2 .-Y4 . I 490. 00 > 237.8262 q<4,12>. MC º"' jcME /4 

IY3.-Y4. I 267. 50 > 2:37.8262 º"' JcME /4 q'4,1Z> MC 

est.os resultados de manera abreviada son 
1' 

44 



T4 T3 T1 T2 

e indican que las técnicas 1, 2 y 3 producen, en promedio, concreto 

con la misma resistencia, al menos no hay evidencia su:ficiente para 

rechazar esta afirmación, y son estadisticamente diferentes y superio-

-, res a la técnica 4 con la que se obtiene el concreto con menor 

r~ 

1 

¡;,;¡ 
Fl 

1 
11! 

resistencia. 

Como puede observarse los resultados de esta prueba y los de la 

anterior son diferentes, esto se debe a que la prueba de Tukey es un 

poco más exigente para detectar diferencias. 

PRUEBA DE STUDENT-NE'W'MAN-KEULS <SNKl 

Esta prueba es similar a la prueba de Tukey sólo que la diferencia 

\yi·-YJ. I no se compara contra una constante, sino contra 

qª lcME /n 
< p,N-a>~ M C donde pes el número de medias que hay entre yi· y 

Y j . • incluyendo a ambas, cuando se ha ordenado, de manera ascendente o 

descendente, a las a medias que se tienen, es decir, el numero de 

medias en el rango. De esta forma p tomará los valores p 

a.3 .... . q. Esta prueba sólo se aplica en casos balanceados. 
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EJEMPLXFICACION 

En el ejemplo manejado en est.e capit.ulo, dado que a=4, ent.onces p 

adopt.ará los valores 2,3 y 4. 

o.º"' o.º"' jcME / p q<p,N-a> q<p,N-a> MC n 

2 3.08 174.4059 

3 3.77 213.4773 

4 4.20 237.8262 

hay que recordar que en est.e ejemplo N-a=12, n=4 y CMEMc=12825.688 las 

cuat.ro medias del problema ordenadas de modo ascendent.e son 

Y4. 2666.25 

Y3. 2933.75 

Y1. 2971.00 

Ye:. 3156.25 

y siguiendo est.e mét.odo se t.ienen que realizar las comparaciones 
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Y2.-Y4. 490.00 > 237.8262 q<4,12>. MC e.c:s JcME /4 

Y1.-Y4. 304.75 > 213.4773 qrn,12>. MC e.c:s JcME /4 

Y3.-Y4. 267.50 > 174. 4059 q<2,12). MC e.o j C ME /4 

Y2. -y3· 222.50 > 213.4773 q<3,12>. MC e.o JcME /4 

Y1 · -y3· 37.25 < 174. 4059 q<2,12l. MC e.o j C ME /4 

Y3. -y4· 185.25 > 174.4059 e.o JcME /4 
q<2,12) MC 

de manera abreviada los resultados son 

7"4 7"3 T 1 7"2 

y como se observa son iguales a los resultados de la prueba MDS y, por 

lo tanto, se puede concluir de la misma forma. 

PRUEBA DE DUNCAN 

! ' 
Esta prueba también es conocida como prueba de rangos múltiples y es 

'"' 
¡. similar en su aplicación a la prueba SNK, sólo que la estadistica de 

t'l prueba es 

! • 
ht 
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donde 

Clp 1 -C1 -o) p-1 

La razón de elegir este nivel de signi~icancia, op, es la 

siguiente. 

En un conjunto de p medias no se rechaza la igualdad enlre ellas 

si y sólo si en subconjuntos de q medias, q< p, tampoco se da el 

rechazo. entonces 

Cp> 

por lo que, sí ªpes el nivel de signi~icancia en la prueba H0 :µ1 =µp' 

se tiene que 

( p> 

1-a 
p 

?(no rechazar H
0

: µ
1

=µP 

( l) ( 2) 

?(no rechazar H
0
:µ

1
=µ

2
, H

0
:µ

2
=µ

3
, ... 

<p-1> 

HO:µp-1=µp 

('J.) t 2> 

( p> 

H
0 

) 2. 6.1 

( p-~· 
"considerando" que las p-1 pruebas H

0 
, H

0 
H

0 
son inde-

Cpl 

pendientes, como lo sustenta Duncan, y observando que cuando H
0 

es 

a 

p-1 cu 
íl PCno rechazar H0 f µ 1 =µi+l) 

i =1 
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por 1 o t.ant.o 

a 
p 

Los valores de qªP necesarios para la realización de esta prueba 
cp,N-a> 

~ se encuentran en la tabla VI del apéndice. 

1' -
1' ; 
¡,,,, 

EJEMPLIF'ICACION 

Con el problema mostrado en este capitulo p toma los valores 2, 3 y 4, 

como en la prueba anterior. Al tomar cx=O. 05 se obt.ienen las 

siguientes cant.idades 

p ap 
q<p,N-G> 

2 3.08 172.40585 

3 3.23 182.89964 

4 3.33 188.56217 

Las cuatro medias que se t.ienen ordenadas en ~orma ascendente son 

Y4. 2666.25 

Y3. 2933.75 

Y1. 2971.00 

Y2. 3156.25 
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y al reali_zar las comparaciones puede verse que 

Y2.-Y4. 490. 00 > 188. 56217 cxp ~ CME /4 q e ,,12> MC 

Y1 · -y4· 304.75 > 182. 89964 cxp ~ CME /4 qC3,t2l MC 

Y3.-Y4. 267.50 > 172.40585 cxp ~ CME /4 q e 2,12> MC 

Y2. -y3· 222. 50 > 182. 89964 cxp ~ CME /4 
qc3,t2> MC 

Y1.-Y3. 37. 25 < 172.40585 cxp ~ CME /4 
q<z.12> MC 

Y3.-Y4. 185. 25 > 172. 40585 cxp ~CM E /4 
q<2,12> MC 

nuevament.e los result.ados son 

'' 
'4 '3 T 1 '2 

y la int.erpret.ación que debe dárseles es la misma que aquélla que se 

dió a lo obt.enido en la prueba MDS. 

'" 
f•f 

CONTRASTES ORTOOONALES 

Cuando la hipót.esis general de igualdad ent.re las medias de los t.ra

Í d ti t.amient.os es rechazada, se podria t.ener int.erés, no sólo en comparar 
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¡¡ 

pares de medias, sino en probar si -é>cist.en-rel:aciones como 

que es igual a probar si 

En general se podria est.ar int.eresado en probar si una combina-

ci6n lineal de las medias de los t.rat.amient.os es igual a cero, es 

decir, en saber si 

es igual a cero. 

es igual a cero, 

"'1 

a 
I: c.µ. 

i =1 l 1 

Est.o es equivalent.e a probar si 

a 
J: C. T. 

i =1 l l 

a 
siempre que r c. 

i =1 
1 

o. 

Lo hast.a aqui expuest.o conduce al est.ablecimíent.o del concept.o de 

contraste, que es una combinación lineal 'I' de la forma 

donde 

a 
L C.T. 

i =1 l 1 

Y a es el número de t.rat.amient.os dent.ro de un experiment.o. 
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'.•l 

"'' 

n 
'11 

... 

Un estimador insesgado de un contraste ~ es 

a 
r: c. y. 

i =1 l l. 

,.. 
pues al obtener la esperanza de ~. donde ~ es una variable aleatoria 

con distribución normal, se observa que 

a 
Ec.y. ) 

i =1 J. l.. 

a 
E c. ECyi ) 

i =1 l. • 

a 
E c. Cµ+-r.' 

i =1 l. l. 

a 
µ r: c. 

i =1 l. 

a 
E C.T. 

i =1 l. l. 

a 
+ I: C.T. 

i =1 l. l. 

Cuando se dice que se prueba el contraste ~ en realidad se está 

probando la hipótesis 

o 

Surge, entonc~s, la pregunta ¿cuántos contrastes deben ser 

probados? Para responder a esta interrogante será de utilidad el 

siguiente concepto: Dos contrastes con coeficientes <ci> y <di> son 

ortogonales si 

a 
E c. d. o 

i =1 l. l. 



Se dice que un conjunto es de contrastes ortogonales si los con-

t.rast.es cont.enidos en él son ort.ogonales dos a dos. 

El conjunt.o de los vect.ores formados por los coeficient.es de 

t.odos los posibles cont.rast.es, est.o es, el conjunt.o 

es un subespacio vect.orial de ~a de dimensión a-1. Un conj unt.o de 

a-1 de est.os vect.ores, correspondient.es a igual número de cont.rast.es 

ort.ogonales, es una base del subespacio, por lo que el vect.or de 

coeficient.es de cualquier cont.rast.e es una combinación lineal de 

ellos. Est.o indica que será suficient.e probar sólo un conjunt.o de 

a-1 cont.rast.es ort.ogonales. La manera de elegirlos no es única, por 

ejemplo, si a=4, 

1" 

i:1 

son conjunt.os con t.res cont.rast.es ort.ogonales. Las caract.erist.icas 

propias del problema bajo est.udio indicarán, en general, el conjunt.o 

que deberá probarse. 

Puede t.ambién suest.ionarse el por qué elegir cont.rast.es ort.ogona-

les y no simplement.e a-1 cont.rast.es cuyos vect.ores sean linealment.e 

independient.es, y que por lo t.ant.o formen t.ambién una base de ~- La 

razón de est.a elección es que si dos cont.rast.es ~1 y ~2 son ort.ogona-

les, enlences sus esLimadores, "' ~1 y ~2 respect.i vament.e, son est.adis-

t.icament.e independient.es. Algunos hechos de ut.ilidad para most.rar 

53 



tal independencia son: 

(a) El estimador VJ tiene distribución normal con media VJ, esto se 

(b) 

mostró anteriormente y su varianza es 

ve;;, 

Como 

tanto 

de esto se concluye que: 

v[ 
a 

] E e.y. 
i =1 1 1. 

a 
2 

E c. VCy. ) 
i =1 

1 1. 

2 
2 

a c. 
E 

1 
C7 

n. 
i =1 1 

entonces 

2 
C7 

n 
2 

+ µ 

- NC µ, a
2 
/n) , por lo 

;.¡ (e) Cuando i>'j 

¡_,¡ 

1 ~ ... 
1. 

2 
µ 

" Para mostrar que V'l y VJ
2 

son independientes, dado que estos es-

!' timadores tienen distribución normal, basta probar que CovC;p1 ,:P2 ) =O, 

""' 
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lo que a continuación se realiza. 

E[ (E c 1.Cy. -7.))f E c 2.Cy. -7,))] 
i =1 l l . l l¡_ =1 1 1 . 1 

a a [- _ ] a [- 2] =E E c
1

.c
2

.E Cy. -7,)(y. -7,) +E c
1

.c
2

.E Cy. -7,) 
i =1 j =1 1 J 1 . 1 J. J i =1 1 l 1 . 1 

i .. j 

2 
= E E c 1 . c

2 
.µ 

i=lj=l 1 J 

a a 

= o 

ª 2 2 E c
1

. c
2

. Cµ +a /n.) 
i =1 1 l 1 

a 2 
+ E c 1 .c2 .a /n. 

i =1 1 1 1 

esta cantidad es igual a cero por ser ~l y ~2 ortogonales. 

Para probar un contraste, es decir, para probar la hipótesis 
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1' 
i ... 

O, hay que recordar que V: ..... NC>p, a2 E. e~ ) y, por ºiC:, tanto~ 
i =1 ni 

Esta variable es independiente 

y bajo H
0 

se tiene 

CMEMC 

A la cantidad 

e;¡;) a 

a a 
E 

C, 
l. 

í =1 ni 

e;¡;}:: 
-c;--a

E ci 
i =1 n. 

l. 

2 por lo que x,N-a> 

F 
tt,.N-0) 

F a. s. a 
C1,.N-a> 

se le denomina suma de cuadrados del errar del contraste >p, SCE'P, y 

a 2 puest-o que, bajo H
0

,- SCE lo -.. X , vY (1) 
se tiene que SCE'I' 

do esta notación la expresión a.e.a queda como 

CME 
tp 
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-· 

Partiendo del hecho de que 

CHE 
11' 

CHEMC 
> Ft-ot ] 

U., N-0> 
ot 

se deduce que se rechazará el contraste 11' cuando 

CME 
11' > Ft-ot 

CMEMC < 1 • N-m 

Las hipótesis a probar a través de los contrastes deben ser 

establecidas antes de examinar los datos experimentales, a fin evitar 

un incremento considerable del error tipo I, rechazar una hipótesis 

cuando ésta es cierta, pues si se observase, por ejemplo, que y
1

. es 

mayor que y
2

, podria entonces plantearse la hipótesis H
0

: µ
1 

=µ
2 

que 

tenderá a ser rechazada, sin embargo, la dir'erencia sei'lalada podria 

deberse tanto a una real discrepancia en los tratamientos respectivos, 

.. , como al error experimental, en cuyo caso el rechazo de H
0 

representará 

un error del tipo I. 

E.JEMPLIFICACION 

Supóngase que en las técnicas de mezclado de concreto se desea saber 

si 
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T1+-r3+T4 
Te 3 

lo que da lugar a probar los contrastes ortogonales 

'1'1 --r3--r4 

Los estimadores y los CME correspondientes a cada contraste, asi. 

como la P calculada en cada caso, son 

aca97D . -C2933.75)-C2666.c5) 342.00 

-Cc971)+3C3156.25)-C2933.75)-Cc666.25) 897.75 

-(2933.75)-(2666.25) 267.50 

CME (342;. ow 2 
77976.00 p 77976.000 

6.079673 
'1'1 (1/4)(6) 12825.688 

CME (897.75) 2 
c68651.69 p 268651.690 20.946376 

'1'2 C1/4)C1c) 12825.688 

CME (267. 50) 2 
143112.50 p 143112.500 11. 158c71 

'1'3 Cl/4)Cc) 1a825.688 
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" .• 

Al buscar en tablas se encuentra que Fc.<>::i = 4. 75 por lo que 
C.1.1.Z> 

las tres hipótesis planteadas son rechazadas al nivel O. 05. Las 

pruebas 

HOl' "'1 Z<l -•3-•4 o vs. H al' "'1 "' o 

Hoz' "'z -•1+3 •z-•3-•4 o vs. H a2' "'z "' o 

Hoz' "'z -•1+3•z-•3-'4 o vs. H a2' "'2 "' o 

son agregadas a la tabla de análisis de varianza como se muestra 

enseguida. 

Fuente de SCE Grados de CME F 
variación libertad 

HO 489740.18 3 163Z46.73 1Z. 7Z81 

Contrastes ortogonales 

"'1 2<1 -•3-• 4 77976.00 1 77976.00 6.0796 

'l'z -<1+3 'z-•3-•4 Z68651.69 1 268651.69 Z0.9463 

'1'3 •3-•4 14311Z.50 1 143112. 50 11. 158Z 

Mod. completo 153908.26 12 1Z8Z5.69 

Mod. reducido 643648.44 15 

Como se observa SCEHo = SCE + SCE + SCE 
"'1 "'2 '1'3. 

Puede demostrarse 

que esto sucede en general para cualquier conjunto de a-1 contrastes 
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ort.ogonales. 

La int.erpret.ación de los resultados depende de los contrast.es que 

se hayan planteado, por ejemplo, del rechazo del contraste V'
1 

de est.e 

problema se puede concluir que no hay evidencia suíiciente como para 

afirmar que en promedio las técnicas de mezclado de concreto 3 y 4 dan 

el mismo result.ado que la técnica 1. 

METODO DE SCHEFFE 

Ya se ha se~alado la import.ancia de plantear de ant.emano los 

contrastes a probar dentro de un experimento, sin embargo est.o no 

siempre es posible. Además se podria tener int.erés en más de a-1 

comparaciones entre las medias de los tratamientos, pruebas de 

contrastes. El método de Scheffé proporciona un mét.odo para realizar 

todas y cada una de las comparaciones posibles, con un nivel de error 

tipo I de, al menos, a. 

Puede demostrarse lo siguiente 

Sup <SCE > 
V' V' 

1 • utilizando esto, y el hecho de que CMEH
0

/CMEMC bajo H
0

, la hipótesis 

general de igualdad entre los efectos de los tratamient.os, se 
¡; 
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dist.ribuye como F"ca-<,N-a> puede afirmarse que, cuando H
0 

es ciert.a, 

Sup <SCE > 
'11 '11 

a-1 

por lo t.ant.o, bajo H
0

, 

Sup 
'11 

1 a=r- 2: 

lo que equivale a que, bajo H
0

, 

[ 

SCE 
p~'I' 

CMEMC 

1 

a=r-

1 
a=r- F" 

<a-1,N-a> 

para t.odo 'I'• de aqui que se pueda probar cualquier número de cent.ras-

t.es. Una nueva equivalencia de est.a última expresió;~ es, cuando H
0 

es ciert..a, 

l 2: jcME Ca-1)F" 1 -a E c~ 
MC ca-1,N-a> i=l n. 

1 

para t.odo 'I'· 

Por lo t.ant.o, se rechazará >µ O, al nivel a de significancia si 
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EJEMPLO 2. 7 

Supóngase que en el problema del ejemplo 2.1 se desea saber si 

esto implica probar los contrastes 

'1'1 T1 -T3 

'1'2 T1 -T2+T3-T4 

'1'3 T3-T4 

'1'4 -T1 +2T
3

-T
4 

El valor numérico del estimador, asi como la estadistica de prueba 

para cada contraste se muestran a continuación 

,... 
'I' Estadistica de prueba 

,... 
'1'1 . 37.25 < 259.1186 
,... 
'1'2 82.25 < 366.4491 

'1'3 267.50 > 259.1186 
,... 
'1'4 230.25 < 448.8066 

Como puede observarse el único contraste que es rechazado, al 
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J.j 
1 
i 

1: ~ ! . 
¡.,. 

! 1 

b. 

nivel 0.05, es Como en los contrastes ortogonales la interpreta-

ción de los resultados depende de las hipótesis planteadas. 

De 1 os métodos de compar aci enes múl li ples descr i los, el más 

utilizado es el de contrastes de Scheffe pues, .como se indicó, permite 

realizar cuantas comparaciones se desee, además eslas comparaciones no 

se tienen que plantear antes de realizar el experimento, como en 

contrastes ortogonales, sino que pueden ser sugeridas por la infor-

maci ón experimental. Ot.ra razón por la que el procedimiento de 

contrastes ortogonales no es muy usado es que en ocasiones encontrar 

un conjunto de contrastes ortogonales no es muy fácil. 

De las pruebas de Tukey, SNK y Duncan la más empleada es la de 

Tukey, en lanlo que la menos utilizada es la prueba de Duncan, pues a 

cada momento aparecen nuevas tablas para su realización que mejoran a 

las anleriores. 
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1' ¡ 

CAPITULO 3 

EL DISEÑO DE BLOQUES 

ll. 1 INTRODUCCJON 

El diseho que en este capit..ulo se presenta es usado cuando se desea 

saber si a distintos tratamientos, o niveles de algún factor de in~e-

rés, tienen efect.os di fer entes, es decir, se desea contrast-ar las 

hip6t..esis 

vs. H : 
a 

para alguna i "'j 

d::>nde Ti es el efect.o del i-ésimo _t.ratamient..o, pero existen fact.ores 

que, si bien, no son de fundament.al int-erés, se saoe que son 
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. ~;:'lort..ant.es, 
·- .. : .... ·:: ·, 

i nt.roducir en éllaº variabilidad .l"l2 =--deseada, ·y. se 
'--;-c'-=0'c'.='-=.;;-

¡:>re'l.enden 

Un bloque e:.'.pPrimental represent.a un conjunt.o, r el a t.i vament.e 

homógeneo, de condir.1onns o unidades experiment.ales en las cuales SP 

habrár. de aplicar diferent.es t.rat.amient.os o n: veles de algun fact.or dP 

i ~'..-erés. Ej empl os de bl oques son: las parcelas, Pn experi men~.os 

agr icol as; _ os 1 ot.e~ deo ma t.er i a pr i ma , que t.i enden a ser homogeneos , 

en la indus-~ia; y, dado que en los laborat.orios los -esult.ados suelPn 

var-iar de un dia ~ ot.r-o, los d1as podrian, en t.al caso, const.it.uir los 

bloques. 

Un problema en el que clarament.e se observa la necesidad de los 

bloques es el siguient.e: Supóngase que se desea comparar el desgast.e 

de cuat.ro t.ipos diferent.es de }lant.as para aut.omóviles: A, B. C y D 

C er est.e caso un t.!"at.;,mi ent.o consi st,e en el uso de un t.í po part.i cul ar 

de llant.a) y se ·-1enen disponibles cuat.ro aut.os para realizar la 

comparación. Un procedimient.o que en un principio podria ocurrir-se 

para hacer est.o consist.e en emplear un mismo t.ipo de 1 ant.a en cada 

uno de ellos como se muest.ra en la t.abla 

1 

A 

A 

A 

A 

Aut.omóvil 

2 3 

B 

B 

B 

B 
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P'' 

1.¡ 

Est.e- procPdl rr _ t=-n~.,o P~ muy l nad@cuado, pue~ el desgast.e de un neumát.i co 

se debe no só!o a su L1po, sino Lamb1en ó las caracLer1s~icas propia: 

de. aut.o .,... que es usaoo, lo~ di st.i nlos carru nos por 1 os que est.e 

circula. et.e y en la asignación p-opuesla no se puede saber qu~ t.ant.o 

del desga;· e de un l1po parlicular de llanla se debe a las condiciones 

d~" aut.omovil en que fue prnbada, es decir, las diferencias ent.re las 

llent.as no puedPr. spr separadas de _as diferencias ent.re los aut.os. 

S1 las divergencias ent.re l~s coches son significativas, conlribuirán 

a 1 a var l abi 1 i dad er el desgast.e, dando como resul lado qu,.. el error 

experiment.al refleje ale-roren si y a la variabilidad ent.re ellos. 

La separación de los efect.os sehalados, neumat.icos y aut.os, asi como 

la remoción de la variabilidad ent.re aut.omóviles, se puede lograr si 

se t.rat.a a E'!::t.os como bloques experimenlales y aleat.oriament.e se 

asignan llant.as a cada una de las posiciones, delant.era i=quierda, 

delanlera der~'ha, t.rasera izquierda y l-asera derecha, de cada aut.o, 

quedando, por ejemplo, la sigu,enle d1slribución 

1 

B 

e 
A 

D 

Aulomóvil 

2 "' 
e A 

A e 
D B 

B D 

4 

B 

D 

A 

e 

Una vez que 1 a respuest.a ha. si do obt.eni da, el desgasle de cada 
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llant.;;, se debl? analizar -:-omo s"' lnd1ca e-, est.e cap!t.ulo. 

~os bloques que en est . .,. modelo se ui. i 1 i =an son completos, Pst.o 

significa que en cad<- U!'lo de ellos se aplican t.odos los t.rat . .-mient.os. 

Po,- 1 o t..ant..o, s: un bloque es un conjun1.c: de unidades expe-r i ment.al es, 

ést.e debe est.ar fo-madc- por, al menos. t.ant.os elE>ment.os como t.ra-

t..am1ent..cs se deseen comparar. Est.o i mpl 1 ca qui? el modelo que se 

analiza-a es balanceado, es decir, se t.endra el mismo número de 

observaciones bajo cada t..rat.ami ent.o. Cuando en cada bloque no se 

aplican t.odos los t.r at.ami ent.os se di ce que son incom¡1letos y el 

análisis de t.al caso no se cont.empla er, est.e t.rabajo. 

Tambi en se dice que 1 os bloques son oleatnr1?-ados, ya qu11> el 

orden en el cual se aplicarán los trat..amient.os dentro de ellos es 

det.er m: -iado de manera al ea t.or i;,. 

!' Z F.:L MODELO 

Los resultados obt.enidos en un experiment.o con un disel'lo de bloques 

donde _se t.ienen a t.rat.amient.os y b bloques, pueden ser regist.rados en 

una tabla como la siguiente N~a·b. 
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Bloques 

1 3 yi. yi. 

Tra~.ami ent.os 

conde 

b 

Y11 Y12 Y1b E Y1 . 
j =1 .; 

y1 ./b 

b 
2 Y21 Y;:::;::: Y;:::b .r: Y;:::j Y;:::./b 

J =1 

b 
a yal Ya;::: Yab r: y aj Ya./b 

J =1 

a a a a b 

Y.j E y .. 
i =1 iJ 

r: y. j 
i =1 

1 
E y .. 

i =1 iJ 
y =E E y. 

i=lJ=l ij 

Y.j Y.1/a Y.;:::/a Y.b/a y y /N 

es la o~servación realizada en el j -ési mo bloque bajo el 

i-ésimo t.rat.amient.o 

yi. es e~ promedio de las observaciones ef'ect.uadas bajo el 

t.rat.ami ent.o i 

Y.j es el promedio de las observaciones realizadas dent.ro del 

bloque j. 

El modelo est.ad1st.ico para est.e dise~o es 

i=1, ... ,a 3. 2.1 
j=1, ... ,b 
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,.; 

J.•¡ 

i t 

1 ¡ 

d':>nde 

µ es la media global 

ri es el efec~o del i-esimo ~raLall\lenLo 

~j es el e~ecLo del j-esimo bloque 

eij es el error experimenLal de la observación correspondienLe. 

Los errores se supondrán variables aleaLorias independien-

Les, es decir, eij es independienLe de ekl si i .. k 6 j .. 1. 

con di~Lribución normal, de media cero y varianza consLanLe 

o 2 , varianza cons~anLe para Lodas las observaciones que se 

Lengan. 

El modelo 3.2.1 es compleLamenLe adiLivo, es decir, el efecLO del 

i-ésimo LraLamienLo Cri) sobre la respuesLa es consLanLe, independien

LemenLe del bloque en el cual es aplicado, igualmenLe, el efeCLO del 

j-ésimo bloque C~j) es el mismo no obsLanLe los LraLamienLo que en él 

se apliquen. 

Come puede observarse cada yij Lendrá una disLribución normal con 

media µ+ri+~j y varianza o 2
. 

Como se indicó en la inLroducción, el inLerés de esLe modelo es 

probar la igualdad de los efecLos de los diferenLes niveles del facLor 

de inLerés, promediados sobre los bloques. Desde luego no se planLea 

la igualdad enLre bloques ya que por consLrucción cons~i~uyen 

conjun~os de condiciones experimen~ales diferen~es. 
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!l. 9 LA CONTJfAF"TACJON DE LA HI,.OTESJS 

!"'ar" cor:t.rast..ar las hi pót..esi s 

vs. H : T .. T. 
a i J 

para alguna i..,j 

por el mét..odo de máxima verosimil,t..ud generalizado al nivel de 

significancia o, es necesario encont..rar la región ~ de rechazo que se 

calcula como 

~ • < Y 1 A S ~ > 

con A igual a 

máx L~~f Y) 

A 
~o 

máx LC~fY) 
eeí) 

donde 

~ represent..a al vect..or de parámet..ros involucrados en el 

modelo; 

n es el espacio paramet..ral, 
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L 0 represent.a al conjunt.o de posibles parámetros bajo H0 , es 

decir, cuando -r 1 =re::= ... =' º =r, es claro que 

subconJunt.o de O; 

LC~IY) es la función de verosimilit.ud. 

y k es d~ t.al forma que 

o 

Ant.eriorment.e se indicó que yij 

lo cual implica 

a b n n f(yiJ. lµ,Tl •· • • ,Ta,(31' •. • ,(3b,O'r 
i=lj=~ 

"-'o es 

2 -N/2 ( 1 a b 2) = ( 2no ) Exp --__,,,--- · E E (y. . -e µ+T . +[3 . ) ) 
20 2 i=lj=l lJ l J 

un 

Maximizar la verosimilit.ud con ~ es equivalent.e a evaluar est.a 

función en los est.imadores máximo veros1miles de los parámet.ros del 

modelo, 
·-'2' ,... ,... ,... 

que est.arán denot.ados por o , µ, Ti y [3j. 
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- -- --- _-o----=---=-
f'Uede obt.enersE- con f aci ! i dac el sigui ent.e ·;::_l?,.-lil "~ado-· 

a b ,,..~,.. 2 E r (y. . -e µ+T . -r(l . ) ) 
i=lj=l lJ 1 J 

N 

que esl.abl ece que -;¡: depende de µ, de ~ i C i =1 , .. , a) y deo ~ j ( j =l , .. , b) 

por 1 o l.ant.o, maximizar L es equi val enl.e a mi ni mi zar S donde 

s 
a b 

2 E E (y. . -e µ+-r. +fl . ) ) 
1 =1 j =1 1 J 1 J 

La solución de las siguient.es ecuaciones, llamadas normales, es 

el punt.o donde se minimiza S 

~, o 
éJ µ "' ... "' µ,Ti ,(3j 

~, ,.. ,.. ,.. o 
C" T . 

1 µ,Ti ,flj 
i=l •... • a 

~, o 
éJ (1 J 

,.. ,.. ,.. 
µ,Ti ,flj 

j=l, ... ,b 

después de derivar se obtienen las ecuaciones 

a b ,,... ,... ,... 
-2 l: l: (y .. -(µ+T. +(l.)) 0 

i =lj =1 lJ 1 J 

b ,... ,... ,.., 
-2 I: (y .. -Cµ+T. +(l.)) = 0 i=l, .. _.,a 

j =1 1 J 1 . J 

a ,... ,... ,... 
-a E (y. J-cµ+T. +fl .) ) 

i =1 1 1 J 
o j=l, ... ,b 
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y c.l simpl1!1car se obt..iene el sig•üent..e sis~ema --de ecuaciones 

normales 

,... ,... ,... 
Nµ ... bT 1 +b-:-::: ... 

bµ ... 

bµ ... 

,... 
bµ 

,... ,.. ,... 
aµ + T 1 + T"2+ 

,... ,... ,... 
aµ + T1 + T"2+ 

,... ... 
aµ + r

1 
+ T

2
+ 

,... 
+bT 

a 

,.. ... T a 
,... 

+ T a 

,... 
+ T 

a 

Y. 

+ í\ ... ~2 ... + 'j3b 

+ ~1 ... ~2 ... + ~b 

,... ,... ,... 
+ (\ ... (12+ + f!b ya· 

,... 
+ a(11 Y.1 

,... 
+a(12 Y.2 

Est..as a.,.b+1 ecuaciones no son linealment..e independient..es, pues .la 

primera de ellas es igual a la suma desde la segunda hast..a la ecuación 

a+1 y a la suma de las úl t..i mas b ecuaciones., por lo t..ant..o no habrá 

es.t..irnadores únicos para los parámet..ros del modelo. Sin embargo si se 

puede est..imar de manera única a y est..o se muest..ra al 

mult..iplicar la primera ecuación del sis.t..ema por C-1/N) C-1/ab), la 

ecuaci 6n i .,.1 por 1 /b y 1 a ecuación a.,. j +1 por 1 /a y sumar 1 os 

result..ados, obt..eniéndose: 
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¡, 

-
µ 

,.. "' 

,.. 
+-r 

l 

T~ ) 
a (] /b)(~1_+~2 + 

µ + (1/a)(T
1

+T
2

+ ..• 
,.. 

+T ) 
a + ~j 

µ~T~.+~. =y +y y 
l ,,J i• ·j- .. 

por lo tanto se puede afirmar que 

Est~ estimador es insesgado pues 

1 b 
-b I: y .. 

j =1 lJ 

1 a a b ] 
+ - I: y, . - b I: I: y .. ª i=l lJ a i=1j=1 lJ 

b f;- I: Cµ+-r. +{1 .) 
j =1 l J 

1 
a 

1 
a b 

+ - I: Cµ+-r. +{1.) - e;:¡; I: E Cµ+-r. +/1.) 
ª i=1 1 J i-=1j=1 1 J 

1
b 

1
a ab 

1
ab 

"' µ+-r i + b . I: /1j + µ+ - I: T .... (1 . - u- !___ E E T. - - E E (1 . 
J=l ªi=l 1 J abi=1j=1 1 abi=1j=1 J 

Las funciones lineales linealmente estimables en este modelo son 

las combinaciones de la forma 

a b 
!: !:_ c

1 
.Cµ+-r

1 
+f1 .) 

i=lj=l J J 

74 



est.i madas, i nsesgadament.e, por el mét.odo de máxima_ verosi mi 1 i t.ud y "de 

manera única por 

Ut.ilizando el est.imador µ+Ti+~j se dPt.ermina z a 

o b - - - 2 r E (y. . e y i . +y. J. -y .. ' ) 
i=lj=l iJ 

~~~~~N~~~~~~~~~ 

q· •e es un est.i mador sesgado, un est.i mador i nsesgado de est.e parámet.ro 

est.á dado por: 

Al evaluar la verosimilit.ud en el conjunt.o de est.imadores encon-

"' t.rados, que se represent.an con e, se obt.iene: 

LCejY) máx LC~ln 
een 

ExpC-N/e) 

Para maXimizar L con ~o· se debe que observar que el modelo 

3.2.1, o sea 

que es el modelo completo, bajo H
0

, es decir cuando T
1 

= ... =T 
0

=T, 
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i \ 

s"' t.ransforma en 

yij = µ+-ri.,.f<J+c!J 

µ+<+(1 j +ci J 

µ• +(1J +ci j 

con µM -=µ+<, el cual es el modelo reducido. 

Como se observa est.e ú1 t.i mo es el modelo compl et.o del capit.ul o 

ant..,.rior, modelo complet.ameni.,e al azar con un cri i.,erio de 

clasificación, por lo que, siguiendo un procedimieni.,o semejant.e al que 

se empleó en ese captt.ulo para maximizar la verosimilit.ud y encont.rar 
,.. 
e, se obtiene: 

y 

-'Z'-
cr 

o 

a b 
I: I: (Y 

i=1j=1 
N 

son los est.imadores máximo verostmiles de los parámet.ros que en t.al 

caso se t.ienen. 

Al evaluar la verosimilit.ud en los est.imadores calculados bajo H0 

es decir en e
0

, se observa que 
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En Pst-e modelo la su~a 
a b _ é. 
r r ( )' 1 J -y. j ) es l a suma dP cuadrados 

i =1 j =1 

del er-ror Pn el modP!o rPduci.do. SCEHR' pues se t-rat-a oe una medida 

del erro· en el que se incurre al s·~poner valido t-al modelo, en t.ant.o 

que la 
ab ___ C: 

suma r E (y .-Cv +y -y ) ) es la suma de 
i=lj=l lJ 'l· •J .. 

cuadrados del 

error en r-l modelo completo, SCEMC' pues es. a su vez. una es.t.imet.ci<"'n 

del error en el que sP incldP al suponer c1ert-o t-al modelo, t-amb1en se 

le desi gn<. como sumo dP cuadrados dPbido al error, SCE, o suma de 

cuadradas rPsidual, SCR. 

Ahora es posible cont-inuar con la obLención de A, rechazándose H0 

si 

máx LC~IY) (e C:rr) ..... º~ -N/2 ExpC-N/C::) 
~o 

A ~ k 
máx LC~IY) ( /·z-)-N/é. 

1 

0-=íl 
e é.rr) O' ExpC-N/c) 

3. 3.1 

Para conocer a la consLanLe k
2 

es necesario conocer la dist-ribución, 

!1 bajo H
0

, del cocienLe de 3.3.1, pues k
2 

es t-al que 
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"'o 

Bajo 1 a hipótesis nula y .. -Ne µN +(1. , e/') C con µN =µ+-r) por 1 o tanto 
1J J 

recordando que las yij son independientes ent.re si, puede afirmarse 

que 

1 o b 2 
2 I: I: ( y. • -( µN +(1 . ) ) 
C7 i=lj=l 1 J J 

si se estima µN+(1j con su correspondiente Y.j se obtiene 

La variable 

ij aún sin suponer H0 , por lo que 

al estimar µ+-ri+(1j' i=1, ... ,o j=1, ... ,b, con· Yi.+Y..j-Y .. se obtiene 
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ESTA 
SALIR 

TESIS 
DE LA 

tambi~n una variable aleatoria con distribución ;tz. esto es, 

1 z 
~ SCEMC ... :t' . ' 
CI 

con los grados de libertad que posteriormente se indicarán. 

HO DEBE 
B!BLID'l EGA 

De lo anterior sP. concluye que, si SCEMC y SCEMR son independien

tes, entonces su cociente, multiplicado por la constante apropiada, se 

distribuirá como una función F. Desafortunadamente tal independencia 

no existe, pues puede verse que: 

+ 

a b 

a b _ _ 
2 E E (Yi. -y .. ) 

i -=1j-=1 

+ 2. E . E C y i J -e y 1 . +y. J -y .. ) ) · C Y i . -y .. ) 
1 "'1J -=1 

ab - - - 2 ª- - 2 = I: E (Yij-Cy. +y j-y ) ) + b I: (Yi. -y .. ) 
i-=1j=1 i·. .. i-=1 

3.3.2 

a - - 2 - -
La suma b E (y i . -y .. ) es la suma de cuadrados del error de la 

1 =1 

hipótesis H
0 

CSCEH
0

) , y su distribución, bajo la hipótesis nula, es 

z 2 
X<a-u pues, cuando la hipótesis nula es cierta, yij ... NCµ"+f1j,a) y 

por lo tanto 
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¡, 

1' 

1 b 
conµ eµ• + b.t ~J., es~o implica que: 

J =1 

b ª - • 2 
~ L (Yi. -µ ) 
C1 i =1 

al es~imar con Y .. a µ se concluye que: 

Como puede verse, el ~ercer sumando en que se descompone la SCEMR es 

cero, hecho que a con~inuaci6n se demues~ra 

a b 

_t _t CYiJ-cyi· ... y·J-y .. ))·CYi.-Y .. l 
1 =-1 J =1 

ª Lb b J . t CYi. -y .. l _t CYÍJ-yi. i- _t CY.J·-Y .. l 
l =1 =1 J =1 

= o 

La iden~idad 3.3.2 simb6licamen~e es 

SCEMR SCEMC + SCEHo 3.3.3 
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('l 

e indica claramente que SCEMC y SCEMR no son independientes, y por lo 

t.ant.o el cociente SCEMC/SCEMR no se dist.ribuye como F, además, dicho 

cocient.e es, por construccion, menor o igual a uno, en tanto que una 

variable aleatoria con distribuciOn F liene dominio [Q,..,). Sin 

embargo, las variables aleatorias que se obtienen al dividir las sumas 

SCEMC y SCEHo ent.re az si son independientes. Est.a af ir maci On se 

just.ifica int.uitivament.e considerando que, dividiendo la expresiOn 

3.3.3 ent.re az, se t.iene 

y, en t.érminos de sus dist.ribuciones, y por la propiedad de suma de 

las funciones x2 est.o es 

z z 
Rest.ando a los grados de libert.ad de SCEMR/a los de SCEH

0
/a • 

se obt.ienen los correspondient.es a SCEMC' 

CN-b) - Ca-1) = ab - b - a + 1 

e a-1) ·e b-D 

Aprovechando la información an.t.es obt.enida, puede encont.rarse una 

región de rechazo equivalent.e a 3.3.1 en donde la dist.ribución de la 

est.adist.ica de prueba es conocida: 
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SCEMC 
s ke SCEMR 

.. SCEMR 
:-:: k3 SCEi.!c 

.. SCEMC + SCEHo 

SCEMC 
:-:: k3 

SCEHo 
:-:: k4 SCEMC 

SCEHo 
Ca-15 CMEHo 

SCEMC CMEMC 
:-:: k 3.3.4 

ca-l)Cb-1) 

nuevament.e, los CM se definen como la SC ent.re sus correspondient.es 

grados de libe~t.ad. Como debe suceder que 

.. 
= Ol 

¡, 

!·~ debe t.omarse k como 

le Fs-o 
e ( a-u,ca-rna-u) 

1; 

est.o es debido a que, como SCEMR y SCEHo son independient.es, se t.iene· 

ea 



1 SCEHo 
"-2 Co-1) 

C1 

1 SCEMC 

0
<: e 0-1 ) e h-1) 

CMEHo 
CME - re ca-1',CO-ll<b-u) 

MC 

En resumen: Se rechazará la hipot.esis de igualdad de los 

efect.os de los t.rat.amienl.os al nivel de significancia o si Y se 

encuent.ra en la región ~de rechazo donde 

~ = {y 1 

~ !l.' LA TABLA DE ANALISJS DE VARIANZA 

Aunque ya se l.ienen los element.os necesarios-para realizar la prueba 

de hipól.esis, principal objetivo de esl.e análisis, resulta inl.eresante 

observar que la suma 
a b _ z 
I: I: (Yij-y·.) conocida 

i =lj =1 
como suma· total de 

cuadrados- corregida por la med~a, SCT, que es una medida de la varia

bilidad toLal de las yij' puede descomponerse como a continuación se 
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1' 
1·1 

muest.ra 

a b _ Z 
I: I: (y i J. -y .. ) 

i =lj =1 

a b 
I: I: [e;;. -)- ) 1. . • 

i =lj =1 

a b a b 
+ 2 I: ! Cy. -y )Cy .-y ) + 2 I: I: Cy. -y )Cy. -y -y +y ) 

i=lj"'l 1 ' .. 'J .. i=lj=l 1 ' .. 1 j i· 'J .• 

3.3.5 

est.o sucede asi pues los t.res úl t.i mos -sumandos son cero como a 

cont.inuacion se demuest.ra. 

a b a b 
I: r: e :Y -:Y ) e :Y -:Y ) 

i=lj=l i· .. ·j .. 
I: cY.1 .-:Y .. ) E c:Y.J.-:Y .. ) 

i =1 j =1 

a 
E Cyi. -y ,,)Cby .. -by,,) 

i "'1 . 

"'º 

a b 
la demost.ración de que I: I: Cyi.-y .. )Cyij-yi·-y·j+y,.) es cero se 

i =1j =1 

encuent.ra en la sección ant.erior. 
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a b 
I: I: e Y -y )C Y -y ~:;; +y ' 

i-=ljsl "J •• lj l" •j· '' 

o b 

I: r: e Y. J-Y .. )e-Y i . +~ •• ' -+-
1 =1 j =1 

a b 
E E e y -y 'e y . -y . ' 

l"'lJ=l ·j .. lJ 'J 

~ [cY .. -y.,) E Cyi .-y .. )] 
j =1 J i =1 J J 

.. o 

a b 
E I: Cy_ .-y,.)Cyi -y.J.) 

i =1 j =1 J J 

Como se observa lé. ~ puede descomponerse en: la SCEHo' llamada 

t.ambi én suma de cuadrados debida o los tratamientos o entre tratamien-

b - - 2 
tos, S~rat.amient.os' mas la suma a_I: (Y.J·-Y .. ) conocida como suma de 

J =1 

cuadrados debida a los bloques o entre bloques, SCBloques, ya que se 

t.rat.a de una medida de las diferencias exist.ent.es ent.re las medias de 

los bloques, mas la SCEMC t.ambién ~crecida como suma de cuadrados del 

error, SCE' o suma de cuadrados residual, SCR. Est.o significa que la 

variabilidad t.ot.al es la suma de la variabilidad debida a las 

dist.int.as fuent.es, t.ant.o de t.rat.amient.os, bloques y residual. 

En t.érminos de los grados de libert.ad de las variables aleat.orias 

que se obt.ienen al dividir cada SC ent.re e/?· y suponiendo ciert.a H0 , 

t.ambién se da-·" la relación 3. 3. 5 Est.o se muest.ra observando lo 
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sj guj ent.e: 

Anteriormente s~ indicó que, bajo la hipótesis nula, 

al estimar µM+~j Cpara t.odo j) co~ Y .. se puede afirmar que 

Asimismo, cuando hay igualdad entre los efectos de los tratamientos, 

Y.j~ NCµM+~j'o2/a), por lo que, en t.al situación, 

y cuando se estima con Y .. a µM+~j' para todo j, 

_1 se 
0

2 Bloques 

~ Ya se habta· senalado que, bajo H0 , 

815 

--..-,-~.-.~. ::·_J .. ... , 



y que 

1 
ºz se~ 

Por lo t.ant..o, cons: derando los grados de libert..ad dP las variabl""s 

indicadas, la igualdad 3.3.5 es 

N-1 Ca-1) + Cb-1) + Ca-l)Cb-1) 

La iden:.ida,. 3. 3. 5 se conoce como partición fundamental en sumas 

de cuadrados y simbólicament..e es 

SCT = SCEHo + SCBloques + SCEMC 

En la tabla dP análisis de varianza se incorpora est.a part..ición, 

y t..oda la información se resume oe la manera siguient..e. 

En el modelo de bloques complet..os aleat.orizados, es decir, en el 

modelo 

i=1, ... ,a 
j=l, .. ·-· b 

¡~ 
t~ la t..abla de análisis de varianza que se obt..iene al c:ont.rast..ar las 

1.11 

'¡ 

hipót.esis 

- vs. H : -r- - >"..- -
a 1 J 

para alguna i>"j 

e~ decir, al realizar la. prueba. de igualdad de los- efect..os de los 
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diferent.es niVE"l .. s del fact.or a .. int.erés es la siguient.e. 

Fuent.e de 
variación 

Trat.am1ent.os 

Bloques 

Error 
(Modelo 

complet.o) 

Tot.al 

EJEMPLO 3. 1 

Suma de cuadrados 
CSC) 

G:-ados de 
libert.ad 

a-1 

b-1 

Ca-l)Cb-1) 

N-1 = ab-1 

Cuadrados 
medios CCM:J 

SCTrat. 
--a-1 

SCBloques 
b-1 

Ca-l)Cb-1) 

F 

c~rat. 

~ 

Se desea comparar el efect.o de cuat.ro t.rat.amient.os quimicos sobre la 

resist.encia de un t.ipo part.icular de t.ela. Dado que puede haber 

d!ferencia~-tmport.ant.es de un rollo de t.ela a et.ro, se decÍde usar un 

disei"ío de bloques en el que ést.os serán, precisament.e, los rollos. 

Se seleccionan cinco rollos y se aplican los cuat.ro t.rat.amient.os, en 

orden aleat.orio, a una part.e de cada uno de ellos. Los resul t.ados 

obt.eni dos son - - -
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... 
F:ol 1 o 

Tra.t.a.mi ent.o 
1 2: 3 4 5 yi. yi· 

qui mico 

73 68 74 71 67 353 70.ó 

2 73 67 75 72 70 357 71. 4 

3 75 68 78 73 68 362 72.4 

4 73 71 75 75 69 363 72.6 

y 294 274 302 291 274 y 1435 

Y.j 73.5 68.5 75.5 72.7 68.5 Y .• = 71.75 

y la t.abla de análisis de varianza obt.enida. a.l cont.rast.ar la.s 

hipót.esis 

Ho= T1=T2=T3=T4 vs. para. alguna i""J 

es 1 a. sigui ent.e 

Fuent.e de Suma de cuadrados G:-ados de Cuadrados F 
variación CSC) 1 i bert.ad medios CCM:> 

Trat.ami ent.os CH
0

) 12.95 3 4.32 2.374 

Rollos (Bloques) 157.00 4 39.25 

Error 21.90 12 1.92 C Modelo Compl et.o) 

Tot.al 191. 75 19 

Al buscar en t.ablas se encuent.ra que Fe.~ ., 3. 49 por lo t.ant.o no se 
CS.,1Z> 

rechaza la hipót.esis de igualdad de los efect.os de los t.rat.amient.os. 
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Est.o significa que- con los cuatl'"o t.rat..am1ent..os qu1micos se- obt..1ene 

t. .. la.con r ... sist. ... ncia s@mejan,.P., es decir, no hay .,.videncia suficient..e 

para afirmar que uno de 1 os procesos qulmicos da mejores resul t..ados, 

pron~diado sobre los diferent.. ... s bloques o rollos. 

EJEMPLO 9.Z 

Se "'st.á realizando un experiment.o ;.cerca del t.iempo de enfocamie>nt..o 

del ojo humano, medido en décimas de segundo. Se deseaba conocer el 

ef'ect.o que sobr.,. est.e t.i empo t..i ene la di st..anci a que hay en t. re el 

objet.o y el ojo. Cuat.ro diferent.es dist.ancias f'ueron de int.erés y se 

dispuso de cuat..ro personas para el experiment..o. Ya que pudiera 

haber di f'erenci as entre los i ndi vi duos, se decidió usar un di sei"io de 

bloques. Los dat.os obtenidos f'ueron 

Individuo 

Distancia 1 2 3 4 5 Yi. yi. 

4 10 15 e e e 34 e.e 
e 7 15 e 1 6 26 5.2 

e 5 3 3 2 5 18 3.6 

10 e -4 4 2 3 19 3.8 

Y.j 28 19 19 11 20 Y .. e 97.00 

Y.j 7 4.75 4.75 2.75 5 Y .. e 4.-85 
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La t.r~la d~ análisis de varianzc que se obt.íene.al probar la igualdad 

en el t..iempo de enfocamient..o oel ojo humano a las c:uat..ro diferent..es 

dist..ancias es 

Fuent..e de Suma de cuadrados Grados oe Cuadrados F 
variación CSC) libert..ad medios CCM) 

Dist..ancias CH
0

) 32.95 3 10.983 8.614 

Individuos (bloques) 36.30 4 9.075 

Error 
15. 30 12 1.275 (Modelo Complet..o) 

Tot..al 84.55 19 

En est..e problema la F calculada es mayor que Fe.= = 3. 49, por lo que 
<S.12'> 

se rechaza la igualdad ent..re los t..rat..amient..os, es decir, se concluye 

que la dist..ancia t..iene un efect..o significat..ívo sobre el t..iempo de 

enfocamient..o; promediado sobre los dist..int..os individuos. Se podria 

desear saber ahora cuál es la dist..an:::ia desde la cual el t.iempo de 

, enfocamient..o es mayor o donde hay diferencias significat..ivas en t..al 

t..iempo. 
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3.~ METODOS PAaA LA COMPARACtON DE TRATAMIENTOS 

Cuando la hipót.esis de igualdad de los efect.os de los t.rat.amient.os es 

ri!!>chazada, segurament.e se t.endrá int.erés en saber en dónde se 

encuent.ran las diferencias. A fin de responder a est.a pregunt.a 

pueden aplicar se 1 os· métodos de comparaciones múltiples expuest.os en 

la sección 2. 5, considerando que ahora se t.ienen b observaciones 

dent.ro de cada t.rat.am1ent.o, ant.eriorrnent.e se t.enian n observaciones, y 

que los grados de libert.ad de la SCEMC son Ca-l)(b-1). 

Para ilust.rar lo ant.erior se aplicará la prueba SNK al problema 

del ejemplo 3.2. 

E..JEMPLIFICACION 

L Como se t.ienen cuat.ro t.rat.amient.os, p t.omará los valores 2, 3 y 4. 
f:':!! 

Recordando que N-a e 16 y considerando un r.:vel de significancia de 
1' 

0.05, se calculan las siguient.es cant.idades necesarias para la 

realización de la prueba 



0.0!5 
p 

q<p,N-O> 
o. o5 jcHE / 

qrp,N-o> MC n 

2 3.00 l. 515 

3 3.05 1.843 

4 4.05 2.045 

las cuaLro medias del problema ordenadas de modo ascendenLe se 

muesLran enseguida 

Y3 
E 3.6 

Y4 E 3.8 

Yz 5.2 

Y1 6.8 

y de acuerdo a esLe méLodo se deben realizar las comparaciones 

Y1.-Y3. 3. 2 > 2.045 q<o&,10>. MC c.C5 JcME /4 

Y2.-Y3. 1. 15 < 1. 843 c.C5 jcME /4 
q<3,1<S> MC 

Y4.-Y3. = 0.2 < 1.515 c.C5 JcME /4 
qcz.10> MC 

Y1.-Y4. • 3. o> 1. 843 "' c.C5 jcME /4 
qca,1m MC 

Y2.-Y4. = 1. 4 < 1.515 qcz,1m. MC c.C5 jcME /4 

Y1·-y2· - 1. 6 > 1. 515 c.C5 jcME /4 qcz,1m MC 
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como se observa lo~ resultados son 

Esto significa que el tiempo de enfocamiento desde las distancias 2, 3 

y cuatro no es significativamente diferente, por el contrario, si hay 

una diferencia significativa enlre estos tiempos y el tiempo de 

enfocamiento desde la distancia 1, que, como se observa en los dalos, 

se considera mayor. 
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CAPITULO 4 

MODELO COMPLETAMENTE AL AZAR CON DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION 

SIN INTERACCION 

'· :l rNTllODUCCJ'ON 

En un experiment.o con est.e modelo se desea invest.igar si dist.int.os 

niveles de dos !act.ores di<' int.erés A y B t.ienen efect.os significa-

t.i vament.e diferent.es, es decir, se desea realizar las. pruebas de 

hip6t.esis 

vs. 

y 

vs. 
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donde 

'Ti es el @feC:t.o.deÍ i;.:ési'm6 t.rat:aniienio o nivel deí pdmer f'act.or 

T, para i=l •... ,a 

~j es el efect.o del j-ésimo t.rat.amient.o del segundo f'act:or (tpara 

j=1 •... ,b 

Además se debe considerara o t.ener cert.eza de que no hay int.eracción 

ent.re ambos fact.ores o, en caso de exist.ir, no es de int.erés. 

La no interacción signif'ica que el efect.o de A no depende del 

nivel de B que se considere y es el invest.igador quien decide, con 

base al marco t.eórico de referencia, si hay o no int.eracción o la 

import.ancia que est.a t.endrá en la experiment.ación. Cuando se sepa 

que ambos fact.ores i nt.eract.úan o se t.enga duda al respect.o, debe 

usarse el mod,.zo completamente al azar con dos criterios de clasi

ficación con interacción que en el siguient.e capit.ulo se present.a. 

Los modelos con dos crit.erios se ubican dent.ro de los llamados 

modelos fact.oriales, conocidos asi ya que cada nivel de un f'act.or, 

t.rat.amient.o, es aplicado en combinación con t.odos los niveles de los 

demás f'act.ores. Por ejemplo, para el caso de dos f'act.ores, o 

crit.erios de clasificación, si uno de ellos t.ienen cuat:ro niveles y el 

ot.ro t.res, se deberán aplicar a las unidades experiment.ales las doce 

posibles combinaciones de t.rat.amient.~s. 

El poder- probar· en un sólo experiment.o si los dist.int.os niveles 

de dos ·f'act:ores t.ienen efect:os significat.ivament.e dist.int.os sobre la 
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res:puest..a. y en caso de que Psi.o suc&d? i nVPsC.l gar cual es nivel es dan 

mejor.-s result.?.oos, implica un ahorro en la in1est.igación, pues no se 

t.iene que realizar un exper1ment.o para cada fact.or de lnt.eres. 

El modelo se d1 ce complPtamentP al azar pues es de manera 

aleat.oria como se asigna cada combinación de t.rat.amient.os a las 

unidades experiment.ales. 

"'· Z EL MODELO 

La siguient.e t.abla muest.ra los result.ados obt.enidos en un experiment.o 

que tiene un modelo completament.e al azar con dos criterios de 

clasificación, A y B ó T y~ sin interacción, con a y b t.rat.amio.nt.os o 

niveles para el primero y el segundo fact.or respectivament.e y n 

observaciones en cada combinación de t.rat.amient.os Cse analizará sólo 

el mode'.· o bal·anceado). Con yi·· se denot.a al t.otal de las observa-

cienes realizadas bajo el trat.amiento i del primer fact.or, y con Yi .. 

a su promedio: ·· Análogamente y. j. es el total de las observaciones· 

que son realizadas bajo el t.ratamient.o j del segundo fact.or de interés 

y ·es su promedio .. · N. es el tot.al de observaci enes, - est.o 

significa que N=abn. 
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.. 

i'f 

;:i 

Fact.or B 

2 

Fact.or A 
Y111 Y12: 

Y112: Y122 

1 

Y11n Y12:n 

yé:l.1 Y221 

yé:l.2: Yzzz 

Yé:l.n Y22n 

Ya11 ya21 

Ya12: Ya22: 

a 

Ya1n Ya2:n 

a n a n 

Y.j. E I: Y·11c 
i=1k==1 l 

r: E y. 2:k 
i=lk=l 1 

-
y·j· Y, 1 Jan y ·2: Jan 

b 

y1b1 

y1b2: 

Ylbn 

yeb1 

Yzb2 

Yzbn 

Yab1 

Yab2: 

a n 

--- ~ -=- ~=.-o-:o -=--o:--,_-'-=-
----- ----e:--= 

Y1.< yi .. 

b n 

I: E Y1 'k 
j =1k =1 J 

y 1 ./bn 

b n 
E E Y 

j =1k -=1 2:jk 
Yz./bn 

b n 

E E yaj" . Ya./bn 
j=11::=1 " 

a b n 

E E y. bl:: 
i=1k=1 .l 

Y .•. =E E EYijk 
i =lj =lk =1 

-
Y ... =Y ..• /N 

El modelo est.adist.ico de est.e dise~o es 
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"' 

.. 

11 

donde 

µ es la media global 

Ti es el efect.o del i-ésimo nivel del primer fact.or. 

(1j es el efect.o del j-ésimo nivel del segundo fact.or. 

&ijk es ei error experiment.al de la observación correspondient.e. 

Los errores se supondrán variables aleat.orias independient.es 

ent.re si, con dist.ribución normal, de media cero y varianza 

const.ant.e o 2
, const.ant.e para t.odas las observacio 

Como puede observarse cada 

media µ+T.+(1. y varianza o 2 
l J 

'. 3 LAS PRUEBAS DE HIPOTESIS 

se di st.r i buye como 

nes. 

normal con 

Como se mencionó ant.es, hay dos posibles pruebas a realizar en este -

modelo, sin embargo, sólo se desarrollará la prueba de HOT' es decir, 

se cont.rast.arán las hipót.esis 

HOT: T 
1
=T 

2
= •.• =T 

0
=T vs. para algún i"'j 

pues la pr'ueba de H0/1 se realiza de modo complet.amente análogo. 
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Para cont.rast.ar las hiJ'."e>'...esis sf?i"ialadas por el mi?t.odo ·de ºrazón dP 

verosimilit.ud generalizado, es necesario encont.rar la region ~ la cual 

es 

~ < Y 1 A ~ k )) 

y A se calcula ~omo 

max LC~IY) 

A"' 
~Crr 

max LC~ID 

~ 

donde 

~ represent.a al v...ct.or de paramet.ros involucrados en el modelo; 

n es el. espacio par amet.r al. est.o significa que n es igual a 

w0 T represent.a al conJunt.o de pos:.bles paramet.ros bajo HOT, es 

Tl=Tz=·· .=Ta=T 

subconjunt.o de 0); 

decir, cuando 

LC~IY) es la verosimilit.ud. 

y k es de t.al forma ·que 
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-
Como y ·;.. NCµ+T.+~ .• o 2 ), es deetr, ijk l J -

( 2rro2 ) -l /2 Exp ( 1 (y .. le-Cµ+T. +{1.) )2) 
202_ 1J -1 J· 

se t.iene que 

( 2:rro2) -N/2 Exp (- 1 
20 2 

a b n 2 ) 
E E I: (y. . le -e µ+T. +f1 . ) ) 

i"1j=1le=1 lJ 1 J 

Maximizar est.a función con ~ es equivalent.e a evaluarla en los 

est.imadores milximo verosimiles de los paramet.ros del modelo, que se 

........ 2: " " " represent.arán con o , µ, Ti y {3j. Puede det.erminarse con facilidad 

que el est.imador de o 2 es 
! • 

a b n ,...~,... 2 E E E ( y. . le -e µ+T . +f3 . ) ) 
i=1j=1le=1 lJ 1 J 

H
'i 

' ':Í 

N 

lo cual impl·ica que maximizar L es equivalent.e a minimizar S donde 

a b n _ 
2 

s "' I: E I: (y i 'le -e µ+T. +{3 . ) ) 
i=1j=1le=1 J 1 J 

Y para realizar est.o hay que encont.rar la solución a las ecuaciones 

siguient.es, llamaas ecuaciones normales: 
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o 

después de derivar se obLienen las ecuaciones 

a b n ,..,... ,... 
-2 L L L (y. jk -(µ+T.+~,)) a: 0 

Í"'lja:lka:l 
1 1 J 

y al simplificar se Liene el sisLema 

Nµ 

bnµ"' + bnT"' 
1 

"' bnµ 

bnÍ] 

,,... ,,... "' 
crnµ + nT

1 
+ nT2 + 

,,... ,,... ,,... 
crµ + nT

1 
+ n..-2 + 

"' +bnT 
cr 

,,... 
+ nT 

cr 

"' ,,.. nT' a 
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:i =1 •••. -,o 

ja:1, ...• b 

i=1, ... •ª 

j=1 •... ,b 

"' +crn~b Y .. , 

"' + n~b Y1 •• 

,,... 
+ n~b Y2 .. 

"' + n~b Ya .. 

= Y.1. 

Y.2. 

,,... 
+crn(?b Y.b.· 

- .. ' 
l 



Como se observa, es'Le sist.ema es semejant.e al que se t.enia en el 

capi'Lulo ant.erior y, como ant.es, las a+b+l ecuacion~s que lo forman no 

son lineal ment.e i ndependi ent.es, por 1 o t.ant.o, no habrá es'Li madores 

únicos para los parámet.ros del modelo. Sin embargo, al igual que en 

el cap1'Lulo 3, s! se puede es'Limar a µ+Ti+(1j de manera única, sólo que 

ahora se debe mult.iplicar la primera ecuación del sis'Lema por C-1/N) 

C -1 /abn), la ecuación i +1 por 1 /bn y la ecuación a+ j +1 por 1 /an y 

sumar !os result.ados, ob'Leniéndose 

[ ,... ,.. 
+~ ) 

,... ,... ,... ] -µ (l/a)(Tl +T
2

+ 
a (1/b)({11 +(12+ +{1b) Y ... 

+[ 
,... ,... ,... ,.. ,.. ] µ +Ti + Cl/b)C(1

1 
+(1

2
+ +(1b) yi .. 

+[ 
,.. ,.. ,.. ,... ,... ] µ + (l/a)(T l +T 2: + +T ) + (1j Y.j. a 

,.. ,.. ,.. 
µ+Ti +(1j y i .. +y . j . -y ... 

por lo 'Lan'Lo se puede afirmar que 

Fácilmen'Le puede demost.rarse que es'Le es'Limador es insesgado, es'Lo es 

EC~1 +{1J.) s ECy. +y -y ) l.. •j .• 

"' µ+Ti +{1j 

~ y con es'Lo es posible de'Lerminar a 

,..-.. z 
a = 

a b n 2 
. I: . E I: C Y i j k -. e Y i · · +y· j · -y· · ·) ) 
1 =1 J =1 k =._1 _____ N _________ _ 
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l • 

éste es un estimador s'"5gado, un estimador insesgado es 

abn - - - e 
I: I:: I:: (YiJ.k - Cyi .. .,.Y,J·. -y ... :>) 

l "'lJ "'llr =l 
N-b a+l 

Al evaluar la verosimilitud en el conjunto de estimadores 

,.. 
encontrados, que se representan con e, se obtiene 

~ ..rz··)-N/2 LC2n) o ExpC-N/2) 

Para maximizar L con ~o· es decir bajo HO-r' se sigue un 

procedimiento análogo al que se uti 1 izó en el cap1tul o e cuando se 

maximizó la verosjmilitud en el modelo completo, con un criterio de 

clasificación, pues puede observarse que cuando T 1=-r e=· .. =-r
0

=-r, el 

modelo 4. 2.1 Cmodelo completo:> se convierte en 

con µ•=µ+-r y es conocido como modelo reducido por la hipótesis HOT, y, 

como se aprecia, es semejante al modelo completo del capitulo referi-

do, obteniéndose que 
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y 

. z-
0 

OT 

o b n _ 
2 r r r CYi ·1c:-y· .. J 

i=1j=1k=1 J J 

son los est.imadores máximo verosimiles de los parámet.ros que en t.al 

caso se t.i enen. 

En est.e modelo la suma de cuadrados del error en el modPlo 

a b n _ 2 . 
reducido por lo hipótesis HO-r' SCEMRT' es I: I: t (yijk-y· .. ) , nuen-

i =1j =1k=1 J 

t.r as que la suma de cuadrados del error en el modelo completo, SCEMC, 

suma de cuadrados debida al error, SCE, o suma de cuadrados residual, 

abn ___ 
2 

. E . I: I: C Y i J. 1c: -e Y 1 • • +y· J. • -y· · ·) J 
1 =lJ =lk =1 

SCR' es 

Al evaluar la verosimilit.ud en los est.imadores calculados 

" c:onsiderandc cierta HO-r' denot.ados por e 0 T, se observa que 

(e 2n) ~ )-N/Z ExpC -N/2) 

Usando la información anterior ya es ·posible obt.ener A, 

rechazándose H
0

T si 
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¡ 1 

1, 

-(cc1!) ',,.~ )-N/2: ExpC-N/2) 

/\ 

(e 2:rr) -:-2 )-N/2: ExpC -N/2) 

.. 

.. SCEMC 
---~ 
SCEMR"!" 

4.3.1 

Al t.rat.ar de- encont.rar la d1st-ribucí6n, bajo HOT' del cocient.e de 

4.3.1, nec...,.aria para conocer a k
2

, se det.ermina lo siguient.e. 

t-omando en cuent.a que las y
1 

j son i ndependi ent.es ent-re si, puede 

afirmarse que 

z x,,.., 

si se est.ima µ•~~j con la correspondient.e y·j· se obt.iene 

1 
a b n _ Z 

2 t: I: I: (YiJ.lc -y.J. ·) 
C1 i =lj =lle =1 

Por ot.ra part.e la variable 
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por lo que: 

1 o b n 
2 

O' 
2 I: E E (y. · 1c -e µ+-r. +f1 . ) ) 

icljcllc=l lJ 1 J 

al est.imar Ci =1, ...• a j=l, ... ,b) - - -con y i .. +y . j . -y ... se 

obt.1 ene t.ambi en una variable al eat.or i a con di st.r i buci ón .:i:2 , aún sin 

suponer cie-t.a HO-r' o sea: 

1 
o b n _ _ _ 

2 
2.E .r r (yljlc-Cyi··+y.J .. -Y ... )) 
O' l =lJ clic =1 

2 

.:t: c.> 

De los result.ados ant.eriores se concluye que, si SCEMC y SCEMR-r 

son i ndependi en t. es, en t. onces su coc1 ent.e, al mul t.i pl i car 1 o por la 

const.ant.e apropiada, se dist.ribuye como funvión F. Sin embargo est.o 

no sucede pues puede verse que 

SCEMR-r 

a b n _ 
2 E E I:(y1 .1c-Y .. ) 

i=lj=llc=l J J 

a b n 
E E E 

i=lj=llc=l 

a b n 

+ 

abn _ _ 
2 E E E CY1 •• -y ... ) 

i =1j =lk =1 

+ 2:.E .E I: (yijk-cyi··+y.j·-y···))·(yi .. -y ••. ) 
l "'lJ =lle =1 

obn ___ 
2 

o __ 
2 

E E E (yiJ'lc-Cyi···y·j·-y···)) + bn E (Y1 .. -Y •.. ) 
i=lj=llc=l i-=1 

= SCEMC + SCEHo-r 4. 3 .. 2: 
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le que indica que SCEMC y SCEMRT no son jndepend1entes, la demostra

ción de que el tercer sumando, obtenido al elevar al cuadrado, es cero 

es semejante a la quP aparece en el cap1tulo anterior. Como SP 

a - - 2 
observa la suma bn l: (y 

1 
.. -y ... ) se denomi na suma de cuadrados del 

1 =1 

error de la hipótesis HOT' SCEHoT' pero tambl~n sP conoce como suma de 

cuadrados debida al primer factor, se denota SCT o SCA. La 

distribución, bajo HOT' de 

hipótesis nula ~ cierta yijk .... 

E: SCEHoT es 
C1 

NC µ• ... (1 . , a 2 ) 
J 

2 
Xra-u' ya que 

y, por lo tanto, 

2 
yi .. ..,. NCµ , a /bn) 

1 b 
conµ=µ• ... b.l: (1J., esto implica que 

J =1 

bn ª - · 2 

C1
2 E (yi··-µ) 

i =1 

al estimar aµ con Y ... se concluye que 

cuando la 

La misma identidad 4.3.2 indica, intuitivamente, que. SCEMC Y

SCEHoT son independientes, pues al sor dividida entre o
2

, se obtienP 

1 
-"2 SCEMRT 

y escribiendo esta igualdad e~ términos de las distribuciones de sus 

componentes se tiene 
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Restando a los grado~ dP liberLad oe SCEMRT loP do SCEHor 5$ obLion~n 

los corrPSpondient.es a SCEMC: 

CN-b) - Ca-1) z N - b - a + 1 

La carencia de i ndep@'ndenci a enLre SCEMC y SCEMR,.. s.. observa 

t.ambién en el hecho de que su cociente t.oma siempre valores menores o 

iguales a uno, mientras que una variable aleat.oria con dist.ribución F' 

t.i ene dominio r O, ... ). 

Regresando a la determinación de la región de rechazo y aplican-

do la información que se ha obtenido puede det.erminarse una r9ginn 

equivalente a 4.3.1. cuya est.adtst.ica de prueba tenga una dist.ribueión 

conocida: 

SCEMC 
:$ k2 SCEMR,.. 

.. SCEMR,.. 
~ k3 

SCEMC 

SCEMC + SCEH0 ,.. 
~ k3 

SCEMC 

SCEHor 
~ k4 SCEMC 

SCEHo-r 
CMEHor a-1 

~ k 
SCEMC CMEMC 

N-b a+l 
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Como ~ debE- ser ~al que 

"'o 

debe t..omarse a est..a conslant.e como 

est.o es debido a que, como SCEMRT y SCEHOT son independienles, 

CMEHoT 
CMEMC - F C <a-11,CJ••-l">-a+u) 

El r~ult.ado de est.a prueba se resume de la siguient..e forma: Se> 

rechaza la hipót..esis de igualdad de los ef'ect..os de los t..rat..amient..os 

del fact.or T de- int..erés, HOT' al nivel de significancia o, si Y SP 

encuent..ra en ~. donde: 

:!:: F•-o } e 'a-u,<N-b-a+u) 

La región de rechazo qu• se obt..i•n• al eont..ra~t..ar laa hipót.. ... i• ~ 

vs. para algún i""j 

es 
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donde: 

siendo l a sumo de cuadrados d~l orror d<> la hipó-t•.ri.r H0(1' s;c¡;:Ho(l' 

también conocida como .s-uma de cuadrados dPbida al se-gundo :factor, 

denotada SC(1 o sc
8

, igual a 

b - - 2 
SCEHo~ = bn E (Y.J·.-Y ... ) 

,, j =1 

y para obtenerla se sigue un proceso análogo al que se aplicó en la 

prueba de H
0

,... En tal proceso se ~ncont.rará que al considerar cierta 

la hipótesi~ H0 (l el modelo 4.2.1 se transforma en 

donde µ =µ+(3, y es conocido como modslo rsducido ba.:Jo la hipó-t....-i ... H0 (1 

CMR(3). 
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'·'LA TABLA DE ANALJ~JS DE VAaJANZA 

Aunque ya se t..i enen los el ement..os necesar i os par a la real i zaci 6n de 

las dos pruebas 

observarse que la 

de i nt..erés, como en el cap!t..ul o 
o b n _ 

2 
suma r: r: r: (Yijk-y· .. ) , que es 

i=lj-=llc=l 

dela variabilidad t..ot..al de las y
1

jk Y se conoce como 

ant..er i or pued.., 

una est.i maci ón 

suma total dP 

cuadrados corregido por lo medio, SCT, se descompone como 

o __ 
2 

b _ _ 
2

obn ___ a 
bn E (y i .. -y ... ) ... on E (y. J .• -y ... ) ... E I: r: (Y i J. le -y i .. -y. j . .,.y .. . ) · 

~=1 j=l i=1j=1k=1 

o b 

.,. 2n t r: cY.i .. -Y. ... )Cy,j·-Y. ... ) 
i =1 j =1 

o b n 

... 2 r: r: r: cY.1 .. -Y ... )cyiJ-.k-yi··-y·J" ... Y ... ) 
i =lj =lk =1 

o b n 

... 2. I: r: E e Y. J . -y ... ) e Y i J k -y i .. -y· J · ... y.· · · ) 
i=lJ=lk"'l 

o __ a b _ _ 
2

abn ___ a 
bn t: (Yi .. -Y .•• ) .,.on t: (Y.j.-Y ... ) ... I: .I: E (YiJ'k-yi··-y·J·.,.Y ... ). 

i_=l j_=l i=1J=lk=1 
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la demost.rac1on de que las sumas de los t.ll>rrrunos cruzados son cero,-.,,; 

similar a la que se hizo eñ el caplt.ulo ant.erjor. Est.a i d .. nt.i dad, 

que simbólicarnent.e es 

es 1 a partición fundamental en sumas de cuadrados e indica, como en el 

dise~o de bloques, que la variabilidad t.ot.al es la suma de la 

variabilidad debida a las dist.int.as iuent.es que se t.ienen Ct.rat.amient.o 

<, t.rat.ami ent.o ~ y residual). 

La tabla de analisis de varianza presenla la iniormación necesaria 

para la realizacion de las pruebas, abarcando la part.ición iundament.al 

en sumas de cuadrados, como enseguida se muest.ra. 

En el modelo complet.anient.e al azar con dos criterios de clasi-

iicación sin int.eracción, es decir, en el modelo 

i==l •.. ,a 
J=l, .. ,b 
k==1,.. , n 

al probar la igualdad de los eiec:t.os de los t.rat.amient.os de los 

vs. 

y 

vs. 
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-. 

-. 

se obtiene la tabla de análisis de varianza sigu1ente 

Fuente de 
variación 

8 or 

H0/1 

Suma d~ cuadrado~ 
del error CSCE:I 

a 
- - 2 bn I: (yi .. -y ... ) 

i "'1 

b - - 2 
an !: (Y.j.-Y ... ) 

i =1 

GrAdO• do Cuadredoa ~ 

libertad medios CCME) 

SCEHoT CMEHoT 
a-1 a-1 CMEMC 

b-1 
SCEHo/1 CMEHo/1 
b-1 CMEMC 

abn ___ z 
N-b-a+1 

SCEMC 
MC I: r: E (y i j Je -e y i .. +y. J . -y ... )) 

i -=lj 0:1Jc "'l 

Total 

EJEMPLO ... 1 

a b n _ 
2 

E E E (yiJJc-y·.) 
i=lj=llc=l 

N-b-a+1 

N-1 "' abn-1 

Los sigui ent.es dat.os corresponden a un exper i ment.o con dos cr i t.er i os 

de clasificación Co fact.ores de int.erés) en donde se sabe que no hay 

int.eracción ent.re ellos. 
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Fac:t.ol" fJ 
1 e :? v. 

• 1 ... yi.' 

Fac:t.or- ... 
570 1053 555 

1 505 1080 510 

583 j 043 500 5559 72:9.808 

520 988 5Z5 

547 102:6 538 

521 l 004 532 6210 6QO.OOO 

Y.j. 3314 6204 3Z6l )• ... 12779.000 

y·j· 552.33 1034 543.5 Y ••• 700.944 

Al probar la igualdad de los efec:t.os de los t.rat.antient.os del 

fact.or T y la igualdad de los efect.os de los t.rat.amient.os del fac:t.or ~ 

se obt.iene la siguient.e t.abla de analisis de varianza. 

Fuent.e de Suma de cuadrados Grados de Cuadrados F 
variac:ión del error CSCE) libert.ad med1 ::is e CME:> 

HO-r 7160.05 1 7160.05 16. lQQ 

H0/3 945342:.00 2 472671.00 106Q.401 

MC 0187.94 14 441.99 

Tot.al 958690.00 17 

Considerando un nivel de significanc:ia de O. 05 se rechaza la 

hipót.esis HO-r pues y t.ambién se rechaza la 
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Est..o l rnpl i ca 

quE> t..ant.o los t.rat.aJ1Ue-nt.os de-1 fact.or -r, como los t..rat.amient..os del 

fact..or 11, afect.an de mooo s1gn1í1cat.1vament.E> diferent.e a la respuest.a. 
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CAPITULO 5 

MODELO COMPLETAMENTE AL AZAR CON DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION 

CON INTERACCION 

5. t INTRODUCCION 

Cuando se ha det.er-minado que un fer-t.ilizant.e A es mejor- que un 

fer-t.ilizant.e B en la producción de un t.ipo especifico de cereal y, por

ot.r-a par-t.e, se ha observado que un al t.o grado de humedad es más 

convenient.e par-a est.e cult.ivo que una humedad media, es muy razonable 

suponer- que la combinacion de fer-t.ilizant.e A con humedad alt.a 

r- esul t.ar-á opt..i ma. Si est.e fuer-a el caso, los r-esul t.ados podr-ian 

esquemat.izar-se como enseguida se ilust.r-a. 
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produccion 
fert..ilizant..e A 

------
f'ert..i 1 i zant..e B 

-----
humedad 

media alt..a 

Sin embargo podria suceder que, cont..rariament..e a lo esperado, la 

combinacicm de fe-rt..ilizant..e- B con humedad alt..a fuese-me-jorque la 

combinacion ant..e-rior como se mue-st..ra en la grafica siguient..e 

producción 

media 

fert..ilizant..e B 
/,,-/' 

................................ 

f'ert..ilizant..e A 

--------=~ humedad 
alt..a 

si e-st..o ocurr{ese habrta ent..onces interacción, es decir, el efect..o del 

fert.ilizant..e A depende de las condiciones de humedad prevalecientes en 
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el ~erreno en que es a~licado. út.ra s1~uacion que podr1a presen~ar-

se, en donde es evident.e que el fertil1zant.e B y la humedad int.erac-

t..úan. seria 

producción 
fer t.~ lizant.e A 

. ---------------
---:_____ ------·--f'ert.i li ~-U. B 

humedad 
media alt.a 

?ara obt.ener información sobre posibles int.eracciones ent.re fert.i-

.lizant.e y humedad debe disei'íarse un experiment.o en el que ambos 

f'act.ores var1en simult.aneament.e, en vez de dejar f'ijo uno y variar el 

et.ro. ?reci sament.e esa es 1 a idea del modelo completamente al a2ar-

con dos criterios de clasificación con interaccion. En un 

e~-periment.o con un disei'ío de est.e est.ilo es posible, además de 

invest.igar probables i nt..er acciones. probar si los dislinlos 

t.rat.amient.os o niveles de los fact.ores t.ienen efect.os diferent.es sobre 

la respuest.a. En el ejemplo podr1a probarse si, en realidad, los dos 

t.ipos de ferlilizant.e t.ienen efect.os diferent.es y t.ambien si los dos 

niveles de humedad afect.an de manera dist.int.a a la producción del 

cereal. Sin embargo la primera prueba que debe realizarse es la 
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relativa a la 1nteraccion, pues en caso de existir no se puede hablar 

del mejor fert1l1zante s1n cons1derar a la humedad, nl del meJor grado 

de humedad sin tomar en cuenta el fertilizante que se aplique. 

Como en el mooelo oel capitulo anterior debe as1gnarse de manera 

aleatoria la comb1nac1on oe tratamientos que se habrá de usar en cada 

un.idad e:;..-perimental, a fln de lograr la mayor uniformidad posible 

entre los conjuntos de unidades a los que se aplicará cada combina

ción. 

!5. 2 EL MODELO 

La tabla en donde se registran los resultados de un experimento con un 

disei'ío completamente al azar ·con dos criterios de clasificación con 

i nter acción es si mi 1 ar a 1 a tabla 4. 1 , como en el caso anterior se 

~ analizará el modelo balanceado, sólo que ahora será de utilidad escri-

, ¡ bir la suma de las observaciones realizadas bajo cada combinación de 

tratamientos como enseguida se muestra. 
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Fact.or A 

1 

a 

1 

Y111 

Y112 

Y11n 

Y1 l • 

>'a11 

>'a12 

>'a1n 

yal • 

a n 

I: I: y.lk 
i =1 k =l l 

FaC::t.or 

2 

Y121 

Y122 

Y12n 

Y12· 

>'a21 

>'a22 

>'a2n 

ya2· 

a n 

:r: E >'·21: 
i=lk=l 1 

Y. 2 ./an 

B 

b 

Y1 b1 

Y1b2 

Y1bn 

Y1b· 

Yab· 

a n 

yi .. 

b n 

l: I: Y1 ·i.: 
j=lk=l J 

b n 
E E V .,,. 

j=1\::=1'ªJ .. 

-
· .. Yi .. 

Y1 . ./bn 

a b n 

E E >' bk 
i =lk =1 l 

y ... = E E E Yijk 
i=lj=lk-=1 

Y.b./an 
-
Y .•• = Y ..• /N 

El modelo est.adist.ico para est.e dise~o es 

i=1, ... ,a 5.2.1 
j=1, ... ,b 
k=1, ... ,n 

donde 

121 



;; 

µ es la media global 

Ti es el e!ect.o del i-esímo nivel del primer fact.or o faclor A 

~j es el efeclo del j-ésimo nivel del segundo fact.or o fact.or B 

r
1

j es la int.eracci6n enlre los niveles respec~ivos 

cijk es el error eA.Perimenlal de la observacion correspondient.e. 

Los errores se supondrán variables aleat.orias independíent.es 

ent.re si, con dist.ribuci6n normal, de media cero .y varianza 

const.ant.e z 
e • varian:z:a const.ant.e para ledas las observa-

ciones. 

Como puede observarse cada yijk se dist.ríbuirá como normal 

medí a µ+T. +(3 . ... r. . y varianza ,/!!. 
l J J.J 

con 

~ 5" .. s LA PJtUEB.A DE HIPOT.::sts RELATIVA A LA l'NTERACCION 

Con est.a prueba se pret.ende investigar si en un experiment.o cuyo 
¡ .. ¡ 

modelo sea el present.ado en la sección ant.erior existe, ent.re un nivel 

i del primer fact.or y un nivel j del segundo fact.or de int.erés, para 

leda i y para loda j, una interacción real. E:st.o imi:_lica que las 
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hipot.esís a--cont.rast.ar-son: 

Hor' r=i·11 =r12=· · · ='·1b 

''i~1 =r 22: = · · · =r 2b 

r a1 =r ar::.=··· =r ab 

vs. H ar 

Como ant.es la región ~ de rechazo se calcula como 

con i .. k o j,.l 

donde A es igual a 

y 

máx LC~ID 

A = ~Or 
máX LC~ID 
een 

~ represent.a al vect.cr de parámet.ros involucrados en el modelo; 

n es el espacio paramet.ral. est.o signif"ica que n es igual a 

2 2 ~ 
O=CCµ,Tl,.. ,Ta,~1•·. '~b.r11'" .• rab'ª) 1 µ,Ti'~j.rije ~;a e~> 

es w0 r represent.a al conjunt.o de posibles parámet.ros bajo HOr' 

decir, cuando r=r11=· .. =rab' donde wor es un subconjunt.o den 

y que en él no se imponen rest.ricciones para el rest.o de los 

parámet.ros); 

LC~JY) es la verosimilit.ud. 
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l' 

y k es de t.al forma que 

"'o 

Como y ..... N(µ ... -r -.(1.+r . . ,oz), es decir, 
ijk l J 1J 

se obt.iene que 

LC~IY) 
z 

LCµ, '1' · · · 'Ta' '11 • · · · ,f1b' 1'11'r12• · · · • r ab' 0 IY) 

( 2rrc/~) -N/2 Exp (-·-_--2:-
c. o 

a b n z) 
E E E (y .. k-Cµ+-r.+/1 . ..-y .. )) 

i=1j=1k=1 lJ 1 J lJ 

Ya se- ha sehal ado que- ma><i mi zar la funci on de ve-rosi mi 1 i t..ud con 

~I es equivalent.e a evaluar L e-n est.imadores máximo verosimiles de 

los parámet.ros del modelo Crepresent.ados 

Con ~acilidad puede veri~icarse que 

z por o , µ, 

lo cual implica que, nuevament..e, para encont.rar los est.imadores de los 
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et.ros par~t.ros se t._: ene qlle niiniinizar s donde: 

s 
a b n ~ 2 r r E C y. · 1:: -eµ.,., . .,.f3 ... r . . ) ) 

i=1J=H:=1 lJ 1 J lJ 

y para realiza- est.o nay que encont.rar la solución del siguient.e 

sist.ema de ecuaciones normales, obt.enido de la forma ya conocida 

.... 
+ n:r 11 + · · · .,.n:r ab Y ••• 

bn¡:; bn~. n~l +. n~b 
.... " .,. .,. . . + + n:r i 1 .... · · +n:ri b "' yi .. i =1, ... , a 

l 

" " .... 
an~j 

.... " anµ .,. n-r 1 ..... + nT + + n:rl j + . . . .,.n:raj Y.j. j=l, ... ,b 
a 

.... ,... 
n~j i =1 t ••• nµ + nT. + + n:rij e yij. ,b 

1 
j=1 f ••• ,a 

Est.as a+b .. ab+1 ecuaciones no son linealment.e independient.es pues 

la primera de ellas es igual a la suma de las a ecuaciones indicadas 

en el segundo renglón, a la suma de las b ecuaciones indicadas en el 

t.ercer renglón y a la suma de las ab ecuaciones del cuart.o renglón; 

por lo t.ant.o, no se t.ienen est.imadores únicos para los para.met.ros del 

modelo. No obst.ant.e, del cuart.o renglón se observa que, independien-

t.ement.e de la condición impuest.a para resolver el sist.ema siempre 

sucede que 

i=1, ... ,a 
j=1, ... ,b 
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!·• 

1' 

por lo LanLo, se puede aíirmar: 

EsLe esLimador es insesgado pues 

-~ --. 

E[ 
l 

n 

I: yijk n 
k =1 

= !. 
n 
I: ECy .. k) 

n k =1 l.J 

] 

i ==1_ ••• _. ·ª 
j=1 t ••• ,b 

e !. n L Cµ ... T .... (3 .... :r .. ) 
n k a1 l. J l J 

~ 
ULilizando el resulLado anLerior se deLermina o 

o b n 

I: I: I: (y. ·1c -
i=1.J=1k=1 l.J 

como anLes, esLe esLimador, máximo verosimil, es sesgado, siedc- un 

esLimador insesgado 

,._, 
2 

o 

a b n 
I: I: I: (y. ·1c-

i =1j =1k=1 l.J 
N-ob 

/,;i-. 
resulLa claro que para que pueda exisLir o2 deben haber al menos dos 

observaciones en cada combinación de LraLamienLos. 

Al evaluar. la- verosimiliLud en -los esLimadores enconLrados, que 
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" se represent.an con e, se obt.ienE': 

LCelY) 

Para maximizar L con ~ e "'or' hay que not.ar que bajo la hipó-

t.esis nula el modelo completo, es decir, el modelo 5.2.1, se t.ransfor-

ma en 

µº+.,.-, +fJ .+c. ·1: 
1 J 1J 

i =1, ... ,a 
j=l' ... ,b 
1:=1, ... ,n 

donde µº= µ+y, y se conoce como modelo reducido por la hipótesis de no 

interacción, H0r. Como puede observarse, es igual al modelo 

compl et.o del di sei"ío con dos cr i t.er i os de el asi f i caci ón sin i nt.e-

racción, por lo t.ant.o es inmediat.o corroborar que en t.al caso 

Yi .. +Y.j.-Y ... 

y que 

N 

abn ___ 2 

. E . E E (y i J' I: -e y i .. .,.Y. J .• -y ... ) ) se 
1 =1J =11: =1 -

A la cant.idad 1 e denomina, en el 

di sei"ío con dos cr i t.er i os y con i nt.er acción, suma de cuadrados del 
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··~·• 

,,,. 

1 ¡ 

n 

;~. 

i.,; 

error en PI modelo rPducido por lo hipotesis HO:y, SCEMR;v, "' di f eren-

o b n _ 
2 r E r (Yi 'k -yi .. ) que es 1 a sumo de cuadrados del 

= 1 j = 11: = 1 J J 
cia de 1 a suma 

error en el modelo completo, SCEMC' suma de cuadrados del error, SCE' 

o suma de cuadrados rPsidual, SCR. Al evaluar la veros: mili t.ud en 

est.os est.imadores, represent.ados por eOy' se obt.iene 

má::.: V~JY) 

~Oy 

(e C:rr) ~r )-N/G ExpC -N/2) 

Conoci ende ya LC e J Y) y LC ªor I Y) es posible cont.i nuar con la 

obt.encion de ~. rechazándose la hip6t.esis nula si 

máx LC~IY) (e 2rr) -:,; . )-N..-·C: ExpC-N/2) 
~Or oy 

A :f k1 
máx LC~IY) (e 2rr) ~)-N/C: ExpC -N/2) 
~ 

.. 
... 5.3.1 

A cont.inuacion se int.ent.a det.erminar la dist.ribuci6n, bajo HOr' 

del cocient.e de 5. 3.1 a :fin de conocer a Icé:. Cuando la hipót.esis 



¡·; 

nula es ci ert.~.)~1 j~.,:. iJc¡:,•;;7~;,:f!j=.~07-c donde~¡Jo'=µ..-y) por-. 1o qu~ 

1 .. •. / ~ ; ; . Z 

2 (yijk --(µ "':Ti+f3'}) -

" 
y, recordando que las yijk son independien~es ent.re si, 

afirmarse que 

puede 

1 
a b n 

0 2 2 I: I: I: (y .. k-Cµ 1"T.+(3'.)) 
" i=1j=1k=1 lJ l J 

En el capit.ul o ant.er i or se most.ró que al 

Y1 .. +Y.j.-Y ... se obt.iene el siguient.e result.ado 

a µ
0 

+T. +f3'. 
l J 

1
abn ___ 

2 
2 . I: r r: (y i j k -e y i .. .,.y . J0 

• -y ... ) ) 
1 z 

2 SCEMRr- x,N-a-b+l> 
a a i=1J=1k=1 

Por ot.ra part.e, y aún sin considerar ciert.a H
0

, la variable 

por lo t.ant,o 

1 
o b n . 

2 

ª
2 l: !: I: (yi .k::-Cµ1"T. +(3'j-t-y .. ) ) 

i=1j=1k=1 J l. l.J 

1
obn _.

2 2 r: !: !:_(y.jk-y .. ) 
a i=1j=1k=1 1 

l.Jº 
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De est.os result.ados SE' concluye que si son 

i ndependi ent.es, en t. onces 1 a est.adist.l ca de prueba de la expresión 

5.3.1, mult.iplicada por la const.ant.e aproplada, se dist.ribuye como 

f'unci ón F". úesaf or t.unadament.e t.al i ndepend€"nc i a no exi st.e, pues 

puede verse que 

abn ___ 
2 

SCEMRr = . I: . I: I: (y i J. k -e Y i .. +y. J .• -y ... ) ) 
1 =1J =1k =1 

abn _ 
2 

abn ____ 
2 = r r r (Yijk-yiJ·) + r r r: (yiJ·-cyi··+Y.J.-Y ... )) 

i =1 j =1 k =1 i el j =1 k =1 _ 

a b n 

+ E. r .r r (YiJk-yiJ .. HYÍJ .. -cY.i .. +Y..J .. -y ... )) 
1=1J=1k=1 

5.3.2 

ya que la suma de los product.os cruzados es cero como a cont.inuación 

se muest.ra 

o 
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ob _ ___ Z 

Como se observa la suma n.I: .I: (Yij·-Cy
1

_, ... Y.j.-Y ... )) es la suma de 
l"'lJ=l 

cuadrados: del error de la hipotesis Hor· La idenlidad 5.3.2 indica 

claramenle que SCEMC y SCEMRr no son independienles, y por lo lanlo su 

cocienle no se dislribuye como F', pero si lo son SCEMC Y SCEHoy· 

Est.a af"irmación puede juslificarse int.uilivament.e, como se ha venido 

haciendo. 

2 La dislribución, :r,ob-a-b+1> pues 

recordando que bajo la hipólesis 

f"ácilment.e verif"icarse que 

y por lo t.ant.o 

de est.o se concluye que 

nula NC µ 0 
.,.T .... 13., C7z) 

l J 

a b _ 
0 

Z 
~ I: I: (y .. -Cµ ... T. +/3 .) ) "' 'X.2 
a.. i e 1 j = 1 1 J . 1 J ( abi 

puede 

Al eslimar a µ
0

+Ti+~j con yi··.,.y·j·-y··· se t.iene t,ambién ur.a variable 

con dist.ribución ;r2 y cuyos grados de libert.ad se oblienen rest.ando a 

los grados de liberlad de SCEMRr/a2 los de SCEMC/a2 , result.ando: 

131 

1 2 e SCEHoy- 'X.cab-a-b+u 
a 



Regre_sando a la expresión 5. 3.1 se det,ermina que 

SCEMC 
:S k2 

SCEMRy 

SCEMRy 
?; 1:3 SCEMC 

... 

SCEHor 
CMEHoy a-1 

?; k ... 
SCEMC CMEMC 
N-ab 

Observando la expresión anl-erior result,a claro que la cons\,ant,e 1: debe 

ser 

1: F•-O 
e cab-a-b ... 11,11,¡-ab>) 

ya que, como SCEMC y SCEHor son independien\,es, enl-onces 

CMEHoy 
CMEMC ""' F C cab-a-b.,.u,o•-abi) 

En resumen: ·Se rechaza la hipót,esis de la exisl-encia de una 

real int,eraccion ent,re un nivel 1_ del pr.imer facl-or y un nivel j del 
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segunda factor~, para t.odo y para t.odo j, si Y seencuent.ra en 

5. ' LA TABLA DE ANA.LISIS DE VARIANZA DE LA ,.RUE'BA RELATIVA A LA 

XNTERACCION 

Considerando el modelo 

i=1, .... a 
j=1, ... ,b 
k=1, ... ,n 

complet.ament.e al azar con dos crit.erios de clasificación, la t.abla de 

.~ 
} análisis de varianza que cont.iene los element.os necesarios para 

cont.rast.ar las hipót.esis 

vs. con i .. lc o j .. l 

es la que a cont.inuación se muest.ra. 
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, . 

Fuen'l..e ae 
variación 

Suma de cuadrados 
del error CSCE) 

o b 
n L L (y. -Cy. -t-V -y )je 

i =1j=1 lJº l .• - •j• .•• 

MC 

abn ___ ¡: 

MR !: . I: !: ( y i J" I< -e y i .. -t-y. J .• -y ... ) ) 
l =lJ =11: =1 

Grados de 
libert.ad 

ob-o-b .. 1 

N-ab 

Cuadrados 
medl os C CME) 

SCEMC 

N-ab 

5. !5 1.AS PRUEBAS DI: HIPOTl:SIS Rl:l.ACIONADAS CON 1.0S TRATAMIE:NTOS DE 1.0S 

FACTORl:S DI: INTl:Rl:S 

Como se mencicnó en la introducción de est.e capitulo, en un 

e>-.-per i mento con un di seKo con dos cr i 1..er i os de cl asi f i caci ón con 

~ int.eracción es posible, además de efect.uar la prueba de int.eracción, 

probar si los distintos niveles o trat.amient.os de los dos fact.ores de 

int.erés t.ienen efect.os significativos sobre la respuest.a. Est.o se 

debe hacer considerando los dos posibles casos que se podrian t.ener: 

a) Cuando se determina que hay int.eracción ent.re un nivel i del 

primer ! act..of. , -r, y un nivel j del segundo f act..or , ·(1, no se puede 
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hablar del meJor nive: de T sin tomar en cuent.a el nivel de f1 que se 

aplique, y v1ceversa. En tal caso debe cons1derarse como condicion 

eA-periment..al alguno de los factores, f1 por ejemplo, y entonces 

anal i :::ar el ef ect..o de los d~ s•.1 ntos nivel es del ot.ro factor , en este 

caso (s. Esto implica que se habran de analizar b modelos con un 

criterio de clasificacion, uno para cada nivel de (s. Los resul lados 

se habr-án de reportar diciendo: "cuando se aplica el nivel j , 

j=1, ... ,b, de (s, el mejor nivel de Tes ... , con ke{1, ... ,a). 

b) Si-, por el contrario, la hipótesis no es rechazada no se 

deben, entonces, analizar 1 os da tos con un modelo sin i nter acci on, 

Cap. 4, pues si se realizó la prueba es por que se tenia duda acer~a 

de 1 a existencia de 1 a i nteracci on, esto implica que si se tenia 

interes en ella, y el no haber rechazado Hoy pudo deberse a los datos 

particulares del experimento con que se contaba, esto es, no se sabe 

con probabilidad 1 que no hay i nt..eracci ón. Además al est..1 mar se 

pierde informacion y se est..ar1a usando tal información después de 

haber l a per di do. La solucion es que, en tal caso, se realicen las 

pruebas de los efectos de los tratamientos comparando los CME de la 

hipótesis nula correspondiente CHoT o Ho{1) contra los CMEMC' obtenidos 

al considerar la SCEMC del modelo que si toma en cuenta a la 

a· b n 
)2, ·.E E E (yijlc-yij· en vez de usar la suma 

1=1J=1lc=1 
rn i nt..eracci ón. o sea 

correspondient..e al modelo sin i nt..er acción, es decir, 

abn ___ 
2 

. E E E (YiJ'lc-Cyi·· ... y·j·-y···)). 
i=1j=1Jc=1 

Cuando no se rechace H0 Y puede 

emplearse una sóla t..abla para mostrar los element..os_ necesarios para 
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t'"1: 

que_ en el_ modelo 

i==1, ...• a 
j==1 ' ... ,b 
k==1, ... ,n 

se conlraslen las parejas de hipólesis 

Hor' r=r11 =. · · =r1b vs. H : r i j"'rkl con i .. k o j .. l 
ar 

HO"r: "T="T 1 = ... =Ta vs. 

HO¡>' (1=¡>1 = ... =(lb vs. 

como a conlinuación se mueslra. 

Fuenle de 
variación 

Suma de cuadrados 
del error CSCE) 

a - - 2 
bn E ( yi .. -y ... J 

i =1 

b - - 2 
an E (Y.J·. -y ... ) 

i =1 

H 

H 

T, .. T . 
aT l. J 

a¡>' "i"'flj 

Grados de 
liberlad 

a-1 

b-1 

ab ____ 
2 

n . E . E (y i J .. -e y i .. ..-y . J .. -y ... ) ) ab-a-b+l 
1 =1 J =1 

MC 
a b n _ _ 

2 E E E (y. ·1c-Y· ) 
i=lj=1k=1 l.J l.J' 

N-ab 

Tolal N-1 

para alguna 

para alguna 

Cuadrados 
medios CCME'.' 

SCEHo(3 

b-1 

i"'j 

i"'j 

F 

La SCEHoT lambi én · es 1 a · suma de cuadrados debida al primer 
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tratamúf'nto o tratamiento T, SCE,, a su vez, 1 a SCEHo/> es 1 a suma de 

cuadrados debida al segundo tratamiento o tratamiento (1, 

Asimismo la SCEHor es 1 a suma de cuadrado.!: debtna a la interacción, se 

denot.a SCr o SCAB' V -. como ya se i nd1 có, la SCEMC se conoce t.ambién 

como suma de cuadrados del error, SCE, o suma de cuadrados residual, 

Como en los modelos ant.eriores la variabilidad t.ot.al de las yijk 

es la suma de la variabilidad debida a las diferent.es fuent.es, que en 

este caso son: t.rat.amient.o r, t.rat.amient.o f>, int.eracción y residual. 

EJEMPLO !.i. t 

Los dos más import.ant.es fact.ores que int.ervienen en un proceso quimico 

son la presión y la t.emperat.ura. Se seleccionan t.res niveles de cada 

uno de ellos y se realiza un experiment.o fact.orial a fin de est.udiar 

el efect.o que t.ienen sobre la respuest.a. Se realizan dos observacio-

nes bajo cada combinación de presión y t.emperat.ura y son obt.enidos los 

siguient.es result.ados. 
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hºesiºón" 
; 

2C>O 215 1':30 yi.; yi·· 

Temperat..ura 

580 1051 139C: 

baja 558 1055 1370 

570 1052 1376 

Y1j. 1 718 3179 4138 9035 1003.88 

580 1070 1388 

media 550 1045 1372 

579 : 049 1353 

y2j· 1709 3185 4113 8987 998.55 

545 1045 1370 

alt..a 575 1053 1401 

599 1055 1352 

Y2j· 1720 3154 4123 9007 1000.77 

Y.j. 5147 9508 12374 Y ..• 27029 

Y. j. 571.88 1055. 4 1374.8 Y ... 1001.07 

La primera prueba que se realizó fue, como se indicó ant..eriormen-

t..e, la relat..iva a la int..eracción, y en ella se observo que la 

hipOt..esis H
0

r no es rechazada. Luego de est..o, se probaron las 

hipót..esis de igualdad de los efect..os de las diferent..es t..emperat..uras y 

de igualdad de los efect..os de los t..res niveles de presión que se 

t..ienen. Los result..ados obt..enidos se muest..ran en la t..abla siguient..e, 

ya que no exist..e int..eracciOn puede usarse una sóla t..abla para las 

138 



.; 

t..res pruebas. 

Fuent..P de 
variac10n 

Ho.,. 

H0/1 

Hor 

MC 

Tot..al 

Suma de cuadrados 
dPl Prror CSCE) 

129. 33 

2943030.00 

45.99 

4860.70 

2848066.00 

Grados de Cuadrados F 
1 i bert.ad medios CCME) 

2 64.66 0.23 

2 1471515.00 5449.28 

4 11.99 0.04 

18 270.03 

26 

Como CMEHor/CMEMC < 2. 93 = Fe.""' no se rechaza 1 a hi pót..esi s de 
"' ~ 18) 

no int..eracción ent..re los dos fact..ores de int..erés en est..e experiment..o, 

es decir, no hay int..eracción entre los t.res niveles de t..emperat..ura y 

los t..res niveles de presión estudiados. 

En la prueba de H
0

.,., 0.239 no se 

rechaza la hipnt.esis de igualdad de los efeci:..os de los t..rat.amient.os 

del fact.or ' ~. es decir, las tres t.emperat.uras no afect..an de manera 

significat.ivament.e dist..1nt..a a la respuest.a. En la prueba de H0~, por 

el cont.rario, ese mismo cuant..il es menor que CMEH0~/:MEMC' por lo 

t.ant.o, si se rechaza la hipót.esis de igualdad de los efect..os de los 

t..rat.amient.os del fact..or B, est.o significa que los t..res niveles de 

presión afect.an de modo diferent..e a la respuest.a. Por supuest.o se 

deseará saber ahora donde se encuent.ran las diferencias que son 

:;ignificat..ivas y para t..al efect..o pueden aplicarse los mét..odos de 

comparaciones múlt..iples expuest.os en el capit.ulo 2. Como ejemplo se 
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aplicará la prueba de Tukey a est.e problema. 

E.J'EMPLO 5. 2 

Considerando un nivel de a=0.05, la cantidad cont.ra la cual se deben 

comparar las direrencias ent.re·los promedios es 

3.53J4860.7/9 

= 82.036 

est.o es porque se t.ienen 3 t.rat.amient.os y nueve observaciones bajo 

cada uno, es decir, 27 observaciones en t.ot.al, y al realizar las 

comparaciones se observa que: 

1 y. 1 . -y . 2 . 1 4361 > qC3,2•l. MC C.l!S JcME /9 82.036 

1Y.. 1 . -Y.. 3 . 1 = 7?.27 ~ q<3,24l. MC c.l!S JcME /9 = 82.036 

IY.2. -Y..3. I 2866 > c."' J CME /9 qcs,241 MC 82.036 

de manera resumida est.o es 

lo que signirica. que los t.re_s niveles de presión. que se est.t.n 
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analizando afect.an de modo significat.ivament.e a la resp;,;est.a~· -como-

-puede observarse en los dat.os ent.re más alt.a es la presión se obtienen 

mejores resultados. 

EJEMPt.O !!>. !! 

En un laborat.orio de microbiologia se está realizando la siguient.e 

invest.igación acerca de la fijación del nit.r6geno: Se sabe que el 

microorganismo Rhizobium phaseol fija en el suelo a est.e element.o, que , .. 
fort.al ece y ayuda al creci mi ent.o de 1 as pl ant.as. De acuerde a 1 a 

¡.; el asi fJ caci ón que se ti ene en catálogo se present.an t. res cepas de 

'l 
Rhizobium phaseol, y para su sobrevivencia y reproducción se necesit.a 

un medio favorable o medio de cul!..1vo. Este medio puede present.ar 

et.ros microorgan;~mos que compitan con el de int.erés. Una forma de , .. 
1·:¡ eliminar t.al compet.enci a es est.er i 1 izar el medio y asi evitar la 

presencia de otros microorganismos. 

Tomando en cuenta lo ant.erior, los invest.igadores llevaron a cabo 

un eA-periment.o t.omando como medio de cult.ivo a la compost.a formada a 

partir de desechos sólidos indust.rializados. Los fact.ores de int.erés 

que se cons i der ar.en :fueron las cepas, 3 diferent.es, y la 
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es~eril1~ac16n o no del medio de cul~1vo. El obJel.1 va fue det..ermi nar 

qué cepa y que t..rat..amient..o al medio de cult..1vo son los más eficient..es 

para la reproduccion de Rhizobium phaseol. 

Las cepas consideradas fueron 

1. Cepa 136 CFM 136) 

Z. Cepa 137 CFM 137) 

3. Cepa 139 CFM 139) 

y los t..rat..amient..os para la compost..a fueron 

1. Compost..a est..erilizada 

Z. Compost..a no est..erilizada 

Una vez que se est..er i l izó part..e de la campos t.. a, se i nocul 6 una 

cant..idad de microorganismos homógenea de cada cepa a la compost..a 

1f1 
est..erilizada y a la compost..a no est..erilizada. 

La variable de respuest..a fue el número de microorganismos por 

gramo de compost..a. 

Se decidió realizar t..res repet..iciones y 15 d1as después se 

obt..uvieron los result..ados que se muesiran en la t..abla siguient..e 

1 t 
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Tipo d .. compost.a 

2 yi .. o·Yi .-. 

Tipo de cepa 
3750 220 

4250 185 

2950 250 

Y1j. 10950 1555 11605 1934.16 

500 230 

2 510 215 

555 200 

Y2j· 1565 645 2210 368.33 

1985 210 

3 1790 235 

1525 250 

Y2j· 5300 695 5995 999.16 

Y.j. 17815 1995 Y ... 19810 

Y.j. 1979. 44 221.66 Y ... 1100. 55 

Como no se sabe si hay o no int.eraccion se realizó la prueba 

correspondient.e y en ella se obse-vó lo siguient.e 

Fuent.e de Suma de cuadrados Grados de Cuadrados F 
variación del error CSCE) libert.ad medios CCME) 

cepas 7448019.15 2 

compost.a 139040Z2.57 1 

int.eraccion 7435886.03 e 3717943.01 45.914 

MC 9177H5. 66 1z 80976.38 

t.ot.al Z9759644.42 17 
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para t..ener mayor información pueden agregarsE" en la t..ahla dE> la 

prueba relatjva a la interaccion las sumas de cuadrados debidas a las 

djversas fuent..es de var1abil1dad, como en este eJemplo. 

Como se puede verse en la tabla exist..ie fuerte evidencia para 

rechazar la hipót..esis de no int..eracc1on, por lo t..anto, se debe fijar 

uno de los dos !act..ores (se debe considerar como condicion experimen-

t..al) y analizar los dat..os ast obtenidos con el modelo con un crit..erio 

de clasificacion. En est..e caso el fact..~r que se decidió fijar es el 

tipo de compost..a, pues es de mayor int..erés el t..ipo de cepa. 

Cuando la composta es del t..ipo 1 se tienen los datos siguientes 

Tipo de cepa yi· 

1 3750 4Z50 Z950 3650.00 

z 500 510 555 5Z1.66 

3 1985 1790 15Z5 1766.66 

-
Y •• = Z931 

y la tabla de análisis de varianza de la prueba de igualdad de efectos 

de las cepas es 

Fuent..e de SCE Grados de CME F 
variacion libertad 

Ho 14883439. 56 z 7441719.78 46.11 

Mod. completo 96833Z.68 6 161388.78 

Mod. reducido 1505177Z.Z4 8 



·• 

fil! 

! ' ... 

Considerando un nivel de- o=O. 01 se observa que F > por 

lo t.ant.o, se t.uvo una fuert.e evidencia para rechazar H0 , es decir, se 

concluye que si exislen diferencias ent.re las cepas. 

Para 1nvest.igar en dónde se encent.ran las d1!rencias se dRcidió 

usar el mt-t.odo de Scheff é y probar 1 os conlrast.es 

e • ' 
HO: T2-r3=0 vs. H : .. 2: --r 3"'º a 

e z l 

HO: T3-T1c0 vs. H T3-T1 .. 0 a 

al calcular las esladislicas de prueba se observó que 

Cont.rasle Esladtslica de prueba 

7.2:0 

16.45 

y al comparar con el correspondienle cuant.il se obt.uvieron los 

siguienles result.ados, al nivel 0.01: 

observando esto y los datos experimenlales, se concluye que la mejor 

cepa es la primera, es decir, la cepa FM 136, mienlras que las cepas 2 

y 3 son estadislicamente iguales. 

Al considerar como condición experimenlal a la composla del lipa 

2 se t.ienen los siguientes dalos 
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Tipo de cepa. Yi. 

1 220 185 250 218.33 

2 230 215 200 215.0ü 

3 210 235 250 231.66 

Y .• = 221.66 

y la t.abla de análisis de varianza, para probar la igualdad en las 

cepas est en es~e caso, 

Fuent.e de SCE Grados de CME F 
variación 1 i bert.ad 

HO 446.668 2 233.334 0.413 

Mod. complet.o 3383.333 6 563.889 

Mod. reducido 3850.000 8 

Considerando un nivel de a=O. 01, se observa que 

por lo t.ant.o, a est.e nivel no hay evidencia suficient.e para rechazar 

la hipOt.esis de igualad de los efect.os de los diferent.es t.ipos de 

cepas, est.o es, cuando la compost.a no se est.eriliza, las t.res cepas 

son est.adist.icament.e iguales. 
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CONCLUSIONES 

Aunque exisi..en, además de los preseni-ados, oi..ros modelos muy sencillos 

de disel'lo de experimeni..os que podrian ser mai-erial para un curso 

ini..roduci-orio, se considera el mai-erial brevemeni..e expuesi..o en esi..e 

i-rabajo sirve de base para eni..ender cualquiera de esos modelos, y 

oi-ros más elaborados, y prepara al esi..udiani..e para enfreni-ar problemas 

práci..icos a los que se enfreni..e. 
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