
!J? 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXIBr· 
FACULTAD DE CIENCIAS 

;_•.: ·. 

"UN MODELO MATEMATICO APLICADO AL 

PROCESO EPIDEMICO DE LA INFLUENZA" 

T E s 1 s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE: 

A CT UA RI O 
P R E S E N T ,t.:. 

GREGORIO AGUSTIN RUIZ HERNANDEZ 

Cd. Universitaria, D.F. 1991 

it51S COlf. 
HJ.U OE OR:GEN 
.~~--=---·_..,__,. ... ·-~~-: 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INDICE 

INDICE 

INTRODUCCION •••..••.•••.•••.•.••...• , ••.....••.•.••.•.•..•.....•• l 

§
1 

DESCRIPCION DE UN PROCESO INFECCIOSO A TRAVES DE UN HODEL.0 

EPIOEHICO COtl CARAC'IERIZACIOtl CONTINUA DE !..OS ESTADOS 

MEOI CO-BI OL.OGI COS DEL. INDIVIDUO 

.•...... 5 

§z MODELO !..OCAL. DEL. PROCESO EPIDEMICO ••.••.••••••••.••••.••.•••..••. 1Z 

§• MODEl..O PARA 'TODA !..A REPUBl..ICA .••..•.••..•..•..••••.••.••••••..•. Z9 

§, EL. MOOEl..O PROPUESTO EN !..A COMPUTADORA ..•••.•••.••••••••.•••.•..• 50 

RESUI.. T ADOS •..•••••••••.••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 7 4 

APENO! CE I .•.•.....••.••••••....••.•..•.. , , .••..• , ..•••••.•.•... BO 

APE>IDI cE Il . . , . . • • . . . . . ..•.•..••..••••••••••••..••••.•.••..•.••. BCI 

REFERENCIAS .••••••.••••.••••••.•••••••••••.•••.•••.••.••.••.••.. 01 

o 



I N T R o o u e e I o N 

La ep1dem.iologta c1ent.tfica es una ciencia relat.ivament.e nueva 

que dala del siglo XIX ; época en la que se in1c16 también la ciencia 

de la rnicrobiologta . 

Sin embargo los pr1meros est..udios ep1demiol6gicos t.uvieron lugar 

cuando aun se ere1a que los olores emanados de las sust.ancias 

put.reract.as • princ1P4-lment.e de les cadáveres o del agua podrida o del 

aire c:ont.anú.nado • provocaban las enfermedades aunque se r9conoc:ta que 

los padecimient.os se t.ransmit.ian de persona a persona también se 

cre1a rirrnement.e que las ama.naciones de la suciqdad y de la m.a.t.er1a 

descomposición eran las que diCundian el rn.a.l durant.e las op1demias. A 

rinal.s del nusmo s1glo algunos invest.i9adores empe%aron a dudar de la 

vigencia de est.a t.•orb .. es decir • de la t.eoria rruasmát.ica . 

'-- ciencia dlit la m.icrobiologU. di6 gran impulso a los concept.os 

epidemiologicos relacionados con la causa y la t.ransm.ision de las 

onferm.dades inreceiosas . 1-a. ciencia de la inmunologia que empezó a 

desarrollarse desde principios del siglo cont.ribuy6 t.ambién a rerorzar 

las t.eorias •Pidenú.ologlcas • la inmunologia se ocupa de la relación 

ent.re el individuo y el microorganismo 1nvasor asi como de 1 a 

capac1dad del cuerpo para rosist.1r o sucumbir a dicha invasión t.ambién 

invest.J.ga la capacidad de un 1ndividuo para resist.ir a una {ut.ura 

invasión despues de h-bor sido at.acado por ciert.o t.ipo de organ1smos . 

A principio5 del siglo • la epiderniologta se ocupaba del orect.o dY 

las en!"ermedades infecciosas al ocurrir en forma epidémica. Pront.o se 

vi6 que el cri t.er!o op1derniol6gico podra sor t.ambién aplicado 

a enf•rmodades no epidémicas t.ales corno la t.uberculosis y la sifilis . 

Ent.re t.ant.o.a medida que se van venciendo gradualment.e las 

•nfermedades infecciosas que ya no son causas principales de muert.e 



Y a n.dida qu• la duración de la vida se prolonga y que s:obrevienen 

cambios en la dislribuc16n da la poblac16n • el concepto epidamicl6~1co 

sufre nuevas t.ransform.a.cJ.ones decir en la a.ct.ua.lid•d la 

epidemiologta puede aplJ.carse t.a~bién a enfermedades no J.nfecciosas que 

af•cl.an a grandes masas de la población . 

Modelaciones adecuadas a grandes epidemJ.as de tipo concret.o casi no 

aparecJ.an en las J.nvest.J.gaciones has~a los a~os 70 • pues no resull.aba 

claro a part.ir de que conceptos es posible conslruJ.r la leerla de t.ales 

l!'IC'ldelos .Est.o se debe a que el valor de la l'tl.Ol.lemálica aplicada depende 

de la elaborac1ón y desarrollo de los correspondJ.ent.es lenguajes 

formales y de loso: rnét.odos de descripción abslract.a de los procesos 

epi deltl.1ol6gi ces concr el.os 

En el siglo >ax se generarón los prirn&ros: modelos mat.emálJ.cos 

aplicados a los procesos epid6mJ.cos C véase 1 - 3 ) ~ se conl.inua en el 

s1glo )O(: con C 4 - e ) qua son quienes abren las puert.as a la teoría de 

lo& procesos epidemiológicos . Hasl.a anles del modelo propuesto en los 

t.rabajos de RVACHOV Cvéase 11-13) los modelos const.ru1dos: eran 

principalmente modelaciones ~&6rico-probabilisl.icas para el est..udio de 

brol.es epidémicos para poblaciones pequei\a.s Cvease por ejemplo 10 y 11) 

También aparecen invesligacionas est.adist..icas que incluyen 

a.pro::..c.1maciones forma.les a epidemias y una gama de modelos epidél'nl.cos a 

t.ravés de modelos abst.raclos C véase por ejemplo Q y 10 ) . 

Es claro que la evolución de una epidemia en una población dada 

lleva 1mplicila la dinámica del agent..e infeccio~o en la poblac16n . 

Es por ello que los mót..odo~ desarrollados ha~ estado inlimamenle 

l1gado> • la cienc1a f1sica • sobre t..odo a la mecé.nica . 

Solo después de que aparecier6n las comput..adoras est.a s1t.uac16n a 

empe::ado a cambiar . en p.a.rt..icular en la descr1pciOn formal de los 

procesos químicos • bio:6gicos económicos y sociales . 



Est.o nos da idea de la imporlancia direct.a de las descr1pciones 

for~les. para el esludio da los procesos de grandes epidemias . 

Debido a las impl1cac1ones de salud • sociales , económicas , et.e 

que las epidemias t.raen consigo se han ido lomando medidas prevent.ivas 

para evit.ar y cent.rolar las epidemias Es lo not.ado 

e)(pl lci t. amen Le el moment.o act.ual , aunque la medida en que est.o 

no exist.iera se present..arl.a.n peores brotes epidémicos que los c:¡ue se 

presentaban on la época medi•val y causarian destrozos enormes debido a 

la alt.a densidad poblacional de las grandes urbes act..uales y su vida de 

int.ensa comunicacion masiva. 

A.qui se loma en cuent.a lo econ6rnico de las medidas profilAct.icas y 

est.o depende de las ley.s de desarrollo de las epidemias . Est.o es 

pos1ble en la m.adida en que se hacen las modelaciones correspondient.es 

ya que 91: iinpract.!cable el Nt.odo experiment.al y pr.k:t.icament.e irreal 

el fenomenológico 

Ciert.as ideas de la flsica t.4K>rica en part.icular de la mecánica 

de los medios cont.inuos serJi.n el punt.o de parlida . 

M4s exact.amenl• propiedades geomét.ricas y cinemát.icas de la 

mecÁl'li ca de medios cont.i nuos lrayect.orias y flujo de part.lculas 

campos vect.oria.les C de velocidades ) y scuación de cont.inuid.ad. . En 

euant.o .a las earact.erlst.icas diná.m.i.cas , 11PSt.as se est.udiaran a t.ravés 

de las ecuaciones de los procesos inf"ec:ciosos en los individuos de 

~nera que el movim:ient.o de una parlieula ocurre en el espacio rase de 

t.odos los posibles estados de salud en que pueden est.ar los individuos 

d.cir. por un lado la enferrnodad de un individuo se considera 

un procesoo , puesot.o que qua-da deserit.o por un movimiento cont.inuo 

represent.ado por una part.tcula en el espacio de estados del individuo . 
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Por ot.ro , la epidemia para grandes masas de la poblac16n 

qu•da descrit.a comci un proceso en el medio cont.inuo donde los 

individuos queda.n represent.ados por part.lculas que llenan c1ert.a 

región del espacio fase • 

Est.e t.rabajo t.i•n• co~ mela el llegar a modelar malemát.icamente 

el proceso epidémico de la influenza • est.a modelac16n será de caraeler 

predict.ivo y dicho modelo est.a definido para t.odas las poblac16nes 

import.ant.es del t.errit.orio nacional , 

Haremos uso de la idealización y .t.bst.racción de varios aspect.os del 

proceso , aunque t.ales result.ados Por su naluraleza , no pueden ser 

obt.enidos de olra forma saber modelando las propi9dades 

cuant.it.at.ivas del fenóftleno real . 

Por su caract.er general y porque los m6t.odos profilact.icos y 

curaliVO$ escencialmenle no influy.n en el cent.rol de la epidemia , 

que nos avoc:aremos a describir rnat.ertLAt.icament.e el proceso epidémico de 

la influenza . Est.as epidemias t.ienen una frecuencia a nivel mundial de 

cada t.res af'ios y afect.an aproxirnadament.e a una t.ercera part.e de la 

población mundial . 

Además t.iene una import.ancia económica global por la baja en las 

horas laborables a t.odos los niv.rles de la población • en particular la 

pobl•ción ocon6mtcament.e act.iva . 

Su modelación se hará como monciónamos ant.es 

cont.inuo cuyos ·· 6t.omos "son lambién procesos cont..inuos 

un proceso 

C el des.arrollo del proceso iníeccioso en un individuo ) con punlo de 

part.ida en la mecánica de los medios cont.inuos . 
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9, 

DES<::RIPC!ON DE UN PROCESO HIFECClOSO A !RAVES DE Ull HODEL.O EPlDEM:!CO 

COtl CARACTI:RIZAC!otl COllTINUA DE LOS ESTADOS HEDlCO-BIOLOGlCOS DEL 

lNDlVlOUO 

En los modelos cl~1cos t.eóricos se esludian los procesos de 

difusión d• una •nferm.dad en una población a lravés de cbservar el 

comport.aw~anlo de las dist.inlas clases de individuos que conformAn la 

población Csusc•pt.ibl9$, infecciosos, y rlil'Cuperados:> part.i endo del 

supuest.o que Lodo ind1v1duo de la población perlenece a una y solo 

de esl•s clase• . 

En est.a clasificación equiparamos lodos 1 os i nd.i v1 duos 

suscept.ibles enlre si , y lo mismo hacemos con las olras clases . Ast • 

dados dos individuos de la misma clase no lenemos for~ de 

dislinguirlos ent..re sl ; por al hecho de encont.rarse en la misma clase 

se encuanlran en el mismo •slado de salud .En los modelos clásicos por 

t..ant..o • lodos los individuos susceplibles se encuent.r.an en igualdad de 

condicion•s pa.ra. p.:isar a la clase de los individuos infecciosos , al 

igual qu• lodos los individuos infecciosos se encuont.ran en igualdad de 

condiciones para pasar .a formar parle de la clase de los individuos 

removidos recuperad os Es los modelos pueden llamarse 

·compart.atn*nt.alas" por sus caract.erlst.icas: da compart.imient.os con 

clase& de indi..,iduos . 

Por lo lan~o en un modelo compart.amont.al lodos los individuos de 

un compart.inuent.o est.an en igualdad de circunst.ancias para poder pasar 

.a. ot.ro compart.irnient.o . 
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de l.a pobl•cl.6n d• forma disLJnt.A .a.l e.a.so de los modelos a.r-r1ba 

descrit.os. med.tant.e su esl.a.do m&dl.co-biol6g1co y será d.i.r;..91Co .a 

Supondremo~ que c ... d~ ind1viduo 

par.,,,.tros por ejemplo. tipo y c-.an.tida.d de gér-rnen pat.Ogeno 

c.aract.erlst.ic.as .1 nmunol 691 cas como c.a.nt.1da.d de 

cAract.•rls.t..ica.s inmunológicas gener.-les como : ni·.,.el aliment.ic1o med1do 

deficienc.t..a. v11...atninica y dérnas cons1deracion6's 

nut.ricion.a.lec 

En cua.nt.o a los posibl•s est...a.do~ en que pueden est..ar los indl.v1duos 

de l.a. poblaci6n supondremos en principio qu• un individuo queda 

O.nol.amos por F al conjunto do todos los posibl•s estados 

~dico-bio16gicos de los individuos del.a. pobl~ción es dec1r ; 

el •SLado mo>dico-biol6¡;¡1co d .. un individuo d Uempo <} 
En, ot.r.a.s pa..labr-;a~ F" .. es nuestro •spaeio ta.se ~ al cual d.ados 

• 
difunde una enfermed~d 

infecciosa •n uri• población densamente pobl'ada. supondremos que CF no 

•dmll• ni siqul•r~ agujeros punLu.alos) y lodo eslado méd¡eo-biol6gieo • 

e F tiene .asoe.&.iildc un punto de !P.,., • o s•.a F es simplement& conexo ":" F 

•~ un subconjunlo formado de una única pieza de ~~ p~ra e~eri.a n e ~ . 
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Por ello en adelante nos re!o~iremos al espac10 ías9 F no solo como 

un conJunt..o de esl•dos posibles s1 no t..amb! én como est.ruct..ura 

maLem.At1ca dada • en esle caso la de espacio eucl1deano 

Un proceso infeccioso es la descripción de la dl.nllmica del 9érmen 

pat.ó9eno en una poblac1ón dada • y en nueslro cont.e~~o supondremos que 

los cambios y variaciones que presente t.al proceso son cont.1nuos e 

incluso que r:> cont.1nuament..e diferenciable 

Por otro lado deseamos que el proceso sea det.erm.in1st.ico y 

para ello supondremos ádoma.s , que el est..ado médico-biol6g1co de un 

individuo representa la hi.st.or1a médico-biol6gica de t.al individuo 

desde su contag10 hast.a el momento t. , es decir : la dinámica de la 

enferniedad representada por el est.ado d• los. individuos depende del 

est.ado médico-biológico act..ual ~ y no de su pasado , o sea que : 

, ...... CD 

t/l T e: tR ---· (Rn C par.atnet.ros 

.. (pt.(L), 

f : F e: (Rn ------.. IRn (campo de velocidades J 

"' 

Ahora , si interpret.amos los estados médico-b1ol6gicos ~ de todos 

los individuos de la población • como puntos del espacio fase F 

t..endremos que el proceso epidénu.co de un individuo quedará descrito por 

el movimient.o del punt..o en el espacio fase . 
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As1 el proceso epidém1co complet.o quedara descr1t.o por· el 

movimient..o de t.od.as las partlculas del espac10 fase , es dec1r • por el 

mov1 m.i en to de un f l u1 do Es .a.sl q:.:e s1 ::onocemos las leyes del 

movimiento del flu1do t..endremos una descr1pc16n del proceso 

epi dem.J. ol 69 i co 

Más: concret.arnent..e cualosqu1era que sean las rM.n1fest.aciones 

cllnicas A través de las cuales se detect.e el proceso infeccioso ost.e 

quedarA det.erm1nado al menos por dos parároet.ros Q var1ables : 

1° por la d1n~oru.ca de la poblac16n patógena en est..e caso represent..ada 

simbólicame-nt..e por p , la cant.1dad do germen patógeno del individuo 

C lo. p a.'º d. lo. °'"'"•nor l'\01.0.C\.on ' • 

aº por la dinámica de las defensas del organismo en est.e casodenot.ada 

por 111 la. ca.nt.idad de defensas del lnd1viduo C1.o. p
2

<u de la. a.T'll•r"or 

Como sucede con cualquier proceso objelivament.e exist.ent.e 

introducimos una medida cuanlit.at..iva ; que para la población patógena 

la denot.a:mos por p y evident.ement.e pue<:!e tomarse como tal medida a la 

m.agnit.ud de dicho germen pat.6geno o una rnagnit..ud proporcional a est.a • 

la cual como antes lo introducimos es una ide.ali::.acl.ón del proceso 

continuo. 

Es més: diflcil encontrar una medida para las defensas del organismo 

aunque no obst.an~• las d1versas reacciones 1nmunol6gicas , es~o sl es 

posible , puea r•cuérdes• que la c.ant.1dad de defensas del organismo 

esta int.imamenLe relacionada con el gérmen p.at.6geno especifico • y por 

tant.o est..as reacciones es ra::.onable de alguna manera sumarlas si como 

tnedida de la defensa del organ1smo Lomanos : 
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~ l' =p.t.1-pttC l) 

dond• p"Ct.j nos d~scr1be la dinAmica de la. población patógena on 

un med10 adecuado . 

Aqu1 no nos J.mport.a t.ant.o la cant.idad de población pat.ógena. que 

tien• este individuo • sino que tanto se exce'de esla poblac16n de la 

i,ia.i nos est..a midiendo la. desviación con respoct.o a una situación 

normal .o $•&. nost mide l.a O.sv1.aei6n pL1 en el organismo respect.o de 

su v.a.r1ación en ciert.o medio eont.rol.ado . 

En realid•d lo que por el tnol'n9nto nos inLeresa es que esta medida 

•x.i.st.a aunque luego se concret.&rá . 

Al 1den~1ricar a c•da estado m4tdico-biol6g1co ~ con la posición de 

una. p.a.rllcula * •Fe~". obt.enemos que lodos los individuos que ocupan 

l.ln m.i$l'n0 est.ado seguiran la. misma. t.rayecloria mitdico-biológica y por 

ello •l Lr~nscurrir el tiempo se est.abl&ce un flu;o de partieulas en la 

reg:ór. F e ~~ y tal fluido li•n& por ca~Po de velocidaOes a f 

?ar~ t~l fluido podernos suponer que ~enemo$ ur.a runcion X que 

nude el número de individuos. en e-1 •st..ado t¡¡ .al t.iempo c. Y puede 

inLerpre~~rse como la dens1dad del flujo en el qst..ado ~ al ~iempo t , o 

bien la din6.nuc:.a de lot .d1st.r1bueión de l.a d&nsidad del fluido en el 

pl.ano . 

X F x (o,•o>) ---~ 01" 

X ;:o XCp. \ll• t) 
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Nuest.ra función inco9nit..a es X .para r dada y para todas las 

p,\11.t.. conoc::eremos •l proceso epidémico lo cual es: nuesl.ro obJet.J.vo . 

Resumiendo ; tenemos un espacio fase F una medida de la d:.narru.ca 

del gérmen patógeno p • un.a medida del n.=. ·.·el de defens.a del organismo 

"' y un (luido de estados médico-biol6:;:.cos pc.rL\culo.• ) en F" cuyo 

campo de velocidades es f y runci6n de densidad X • que bajo la 

idealización hecha ant.es nos lleva a la asociación del proceso 

epidémico ~on un medio continuo . 

Hacia el siglo XIX se llevan a cabo los estudios mas importantes y 

represent.ativos en cuant..o al medl.o cont.:.nuo . De hecho se formula la 

ecuación de eont.inuidad de los medios continuos que describe el 

movim.t.ent.o de un (luido en términos de su función de densidad y su 

campo de V9locidados , a saber : 

div CXf:> s 1'.cp, Y'• l:>"' 

donde 

X • .. densidad del fluido .. 

f s "' velocidad del !'luido •• 

111 • •• cant.idad de mat.eria creada o destruida por unidad de 

volumen , para una f'uent..e oli ~ O , para un sumidero 1' < O •• 

div f• .. div•rlilencia de f' •• .... 
Est.a ecua.cl.ón •rl:::;uiere 9ra.n irnport.ancia por su caract.er masivo • 

~ra grandes epidemias . 

M s-a..ro. u~ •w:p\.1.co.c\o,.. i:Mla.ll4do. V..o#• •l o.p.ndi.c• t 

M M "•~• a.p•f\cfi.c• • 1 
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la mecáru.ca de los medios cont..inuos. t.iene mét.odos tales que s.i se 

conocen las leyes individuales del mov1rru.enlo de cada part.1cula 

ent.onces la ecuac.ion de cont.1nu.idad para XC p. y, l ) descr.ibe el 

mo..,imient.o del flu1do en su t.ot..alidad 

Es decir- ~ con base en las prop1ed01des de cada una de las 

par-t.1eul.a.s a:. s.l a.das SP. puede preveer el compor t.amient.o del med.io 

cont..inuo como un t.odo y en esto radica el int.erés de la 

epidemiol6g1a Cons.ider ... ndo la ep1dem.1a como sust.anc1a 

ror~da por ·at.omos·· proc::••c.• \.r.f•.:.C\.O•Oe se puede 

const.ruir la t.eorla correspondiente 

Un punt.o clave de la t.eoria mat.er.i.at.1ca Cuo.che1or.o.t) de epl.demias 

consist.e en la discret.ización de los est.ados del .ind.ividuo • donde la 

probabilidad de t.rans1ci6n de un est.ado a olro no depende de que lant.o 

el indiv.iduo mant.uvo en su est.ado ant.er.ior esle caso se llega a 

ecuaciones. d.iferencl.ales relat.ivament.e simples 

Por et.ro lado. considerar que la probab1l1dad µ de que un 1ndividuo 

se recupere no depende de T Ct\.empo tro."•eurr\.do de•d• qu• un '""d'"v1duo 

•• eonto.g\o) es algo que cont.rad1ce a la realidad Est.a es 

restricción fuert.e , es por eso que en la leerla mat.emat.ica clásica de 

las epidemias se t.iende a investigar el mecan1smo del proceso epidémico 

en si ml.smo • como t..a.1 • es dec.ir s" t.1ende al eslud.io de las ep1demias 

abslract.as en conlraposic16n modelar los brot.es epidémicos 

concretos . Si consideramos que µ depend¡¡¡o de T se complican 1 as 

ecuac1ones que obt.ene:nos ;· cc.:r.io:-::a:"l a aparecer integrales de las 

funciones inc6gn1t.a con argument..o retardado y su consecuenlo eslud10 

anal1t.1co se compl1ca , por ello no haremos lal considerac.ión en esLe 

trabajo , aunque ese es el verdadero modelo de RVACHOV . 
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HOOE!..O LO::AL DEL. PROCESO EPI !:>EH! CO 

conl~nutdad do lo$ rnEPd~os cont.1nuos . .. 
H•mos; irid1i::a.do que •l •st.ado d• o-nferméda.d de cada indivJ..duo est..ara 

e p. y ' r1111rcorc:!.anc:Jo que p e-s la rned1da do loa. poblae.i.6n pal6gena ~ :i \W 

not..ar que s.:. 

c"ncx::eau;,:s los dalos --.nt.Err•orvs para cada. 1n.div.:.dt..10 de la pobl.aciOn 

~l l.a dinám.1c.a de-1 pro~e-so .lr;{occ1oso qued.a. das:cri.t..a el'l 

gene:-.a.l por- l• var-i.a::::16n. dEt e y \..- a lo la.r-90 del t..if1-mp::, 

F' :::< { C. p • .- ) : ~u 2: o • tptt,) ~ o } Podttmos cons1derar 

~l C:OnJunt..o de puntos C i..~~vi~oc qt.ie ll'?n.an c:iert..a reg¡l.';r; 

.. 
\r.d\.V\.:.ii..iC., 

\n/e.:::iQ.do• 

.04.h,.d 

p.or .:;..,41'\to q'4e. 
y .:Ol!\b.Qtll 

da •"'far.,.,.i,J_-,.,.. 

d•t to® •t. •fol~ d.9 ólof'.Í•r~•d~d .:!.. 

""'*\.• tn'>ditlo ~oto k4btcTn<:>a d'11' e4n.:>a 
r•e.:tr.oi::•"'.:.• d\.•hf'oli::.• ••l-::uio• 

12 

.. 



Ad.•m&s c~da. punt.o q.n F se mu•ve •n su t.rayeelori~ de ~n•r.oi 

qu• globalJne>nt.e podemos consider"'.ar es.t.a s.1.t.u•ción como el f'lujo de 

Ut'J 1 iqui do O un g.as;: C "'""'"'-""'-•nlo d. ._.n M6CÍ\.O cor.1\.~0 ) • 

.Ahor.il nos int.•res.a det.ttrnuna.r el n~ro de individuos. que ~l 

mome-nt.o l se eneuent.r.iln on el es:L.ado C p • y.. ::> es.la numero lo 

d•scribirernos por X< p. ~. t. ) 

En l.a leorla. 9e-n&ral de epidemias se h~n obtenido buen .. s 

aproxim&ciones los procesos epidémicos mediante mode-los 

Hipót.esis: 1 C hl.pót.esis: discret..a de int.eracción molecul.ar ' 

" La. r.a.:z6n de cambio en la población suseopt.ible es proporcional .al 

nUmero d• cont.act.os entre los individuos susceptibles y los 

individuos. infaiel.a.dos •• , nosot.ros t.o~rnos el número d• cont..aet.os 

proporcion&l .al producto del nWnero de susceptibles por el nWnero 

d• 1 nf.-ct..ados . 

Si denot.~mos por S al número de susceptibles y por I .al número 

d• inf'•c~ados , esa condición podemos •SC~ibirla COfl'IO; 

:~ • - r S I 2.1 

aqui r ~ O recibe el n~m.bre d• razón de inf•ccion y 91 signo menos 

apar.c~ por cuanlo que rSI ~ O pero l• función S es dec:reciento . 

población no inf8'Clada 

a la •nfertned&d . 

podemos cons: i dorar que t.od.a. 1 a 

es decir ; lodos los sanos son suseeplibles 

13 



Sea N •l t.ama..l'iio t..ot..a.l de la pobl.a..eión e COP\llto.nt• do..iro.r.l• •l 

Nu~st.ra ecuación d• eont.inuidad • deb1do a que no se crea n1 se 

dest.ru;.·• m.a.L•ri.a Ce" poblo.:1.01"1 

consl.ant.• , s•rá : 

cJXCp. yt, t) + div tXCp. \¡11, L) C-Cp. \P, U l = O 
--¡;¡:--

e 2. 2 ' 

Ya c::¡u• •n nueslro caso no exist..en ni f'uent.es n.i sumideros 

e........ •l .a.p6ndi e• 1 ) . 

O.bido .a. las di!icult.ades que involucra. para campo de 

veloc1dades r arbit..rario el poder hallar X de C 2.2 ) int.ent.aremos 

simplificacione• epidemiológicas para lo cual conviene regre~ar a 

la ide .. d• los. modelos comp.art.ament..al.s do clas•s d• indi·..-iduos 

Com.ncemos por una derinición provisional de la clase de 

susc:epit.1 bles : 

S
1
Ct.,\J') = .. nüm.ro de .a.ndividuos;: sus.ceplibles. en el eslado 

CO,yt) al t..iempo l , con p = o y 

c::¡u• ml.d• al conjunt..o de pares ordenados C p, Y' ) E F La.les que 

pCU • O y .,Ct.) 2: O 

Est.o , en .ausencia de g6rmen pat.6geno S
1 

es igual .a. l.a. 

dens1dAd dvl ~lujo X para p = O y Y'~ O al t.iempo t. , es decir : 

14 



Ss.Ct,yi) • XCt.o,\j:) • .... 1 n..:un.ro de suscept.ibles en el est..a.do 

co·. "'' a.l t.iempo t ... 

s:c t..) • •• t.ot..a.l de suscept..i bles en C O, ';') al t.i empo t. • 

independienle-menle de su nivel de defensas .. es. decir : 

s•ct:i . \Pmax 

e I se'·º·"') d\;' • I XC l,O,\¡') 
o o 

C2.4l 

donde ~rnax • ~es el nivel ma.xi.mo promedio de defensas • respect.o de la 

enfer med.a.d de un i ndi vi duo ". 

Ahora definiremos lo .a.nlerior mas precis.a.ment.e 

sea SC t .\:f) • "al número de individuos sucept.ibles, con OS p Se 

y \11 ~ O al t.iempo t. y con e fija para cada enfermedad .. 

SC:t.\I") nos mide al conjunt.o de p.a.res ordenados Cp.\11) [R•z 

t.ales que O S p ~ e , \P = \llL = const.ant.e • es decir : 

C2.5l 

15 



SNCLJ • .., el t.ot.&l de suceplibles , independienlemenle del nivel de 

defensas ~ hast.a t " 

"',..a.. V'fT\O,X 
s"Cl) • f SCL,Y') dY' = f ¡e XCl,p,.,,) dp dY' . 

D D D 

Lo que estamos haciendo con est.a derinición es poner en 

correspondencia a cada individuo suscept.ibl• con su nivel de 

de(ensas Y' • 

L...a.s clases rest.ant.es in(eccios:os y r.cuperados son un 

115 



subconjunto de F donde p ~ e • o sea 

{ 1nfecc!~sos , recuperados } e { Cp.~) E F : p ~e} 

ei.t.• subconjunto se ca.racteri::a porque cualquier individuo de 

estas clases que se encuentre en el tiempo L fué infectado hace T 

tiempo ::.on un nivel de defensas 1n1cial tpt.nt.c es dec1r : 

T • .. es •l t.1empo transcurrido desde que el individuo fué infectado ... 

1pt.ni.c "" .. es el nivel de defensas al iniciarse l.il infección en un 

.individuo de la población .. 

Por consiguiente todo indi·..-iduo no susceptible tiene asociado 

un nueve estado dado por la pareja. C T, 1pt.nt.c ) y en particular a 

cada susceptible se le asocia su ru.vel de defensas ~ . 

O. •st..a (orm.a. del flujo en •l espacio Cp, y¡) al tiempo t. se p.a.sa 

al flujo •n CT, ~0) t.amb1•n al tiempo t. donde ~o son los posibles 

valores de 1pt.nt.c • Es decir : 

del flujo en F se pasa al flUJO en H 

17 



l 1,. 9 • 

p 

Pero p.ar-a t..odo t. e C º• ... Ge ~enemo$ que en ast.e nuevo espacio 

a.e f.asas CT.g-' • &l va.ri&r l. un individuo ocupa. disl.int..os: est.o'l.dos 

pero e.ad& individuo conserva su nivel inicial de defensas"'º ost.o 

s.:.gntf"ic& que : 

/lrc1. > 
-;;~--- • l 

Es el nuevo ~ampo de velocidades 

ª"'º(l.) 
--;;¡::----- • o 

V H x ( o. +o:i )--------.. H, con V e V<t,T,yt
0

• = (1,0) 

y qu• result.~ s•r uni~ario y pa.ralelo 

18 



"'"'"' ,..., . 

""º 

Ahor• S•& Y • •• •l número da individuos inf.-ceioaos al ~i•nrpo \ •n 
•l .st.ado CT,y.') infect.ados •n Ct-T; • con ni'V911 de 
d•!"ensas inieia.1 "'º 0 

En ot.ras palabras 

Y • " es la función d• d•nsidad del flujo en H " 

Y H x (0,+mJ---------~ tO.+m) 

Por t.ant.o la veu~eión d• cont.in~idad d• los medios cont.inuos 

+ • o 

1g 



aY Y di v v • v orad Y • o 
;y¡;-

llY 
;y¡;-

To~ la forma 

peco 

y e a1 tJr + ao ayx:1 ) • 
bT" K ;fyO OJr 

CtJYtJT+b"itJ'"'° 
-sT<K ~~ 

tJY • [ ~y dT ] • O 
¡rr- bT ¡rr-

llY + llY llT o 
-;rr ,.,. <Ji:" 

ilT 
e l .asl obt.anemos -;;~- y 

llY + llY o 
<rr --¡jT [2. Il 

Ahora en H eslán mezclados los individuos inftKciosos y los 

o 

recuperados .la recuperación depende de T y de ~ y podemos suponer 

que los infecciosos y los recuperados est.lln separados por la 

gr.rica de una ciert.a función decrecien~e de 

\.ni e 

--------, 

T 

Tomemos adernA.s a 

20 
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T = •• t..:..empo mAx:lmo promedio de duración de la inrección •• 

H
1 

conjunt..o de lodos los posibles est.ados inrecciosos •• 

con O :S ':" :S T , O S 1;10 :S KT:> .. 

conjunto de los recuperados : O :S 

ICt.:> .. t..ot..al de infecciosos al l.iempo t. " 

lCt.) • C2.Bl 

Inl.roduc1endo la idea de les modelos compart.ainent.ales el 

número d• suscept.ibles S d•be ser l.al que : 

T 
- a SCL,\I') f 

o 

Por et.ro lado • 

SI hip6l.esis [2.1 l 

- o. SCl..\") ICt.:> 

.¡..,., 
J YCt.,T.~0) d1;10 dT 

o 
C2. IIl 

= .. YCt.,0,ip
0

) = "nUmetro de infecciosos recient.es 

al t.iempo l. nivel de derensas inicial V' 
0 

.. 

21 



pero por su signific~do t.~mbién ~enemos 

d• est.a forma sust.iluy..ndo en [ 2.ll J tenemos 

T .JtT> 
YCt.,0,Vt

0
::> •o. SCt..\11

0
::> f j YCl.r.\"

0
) d1p

0 
dT 

o o 

(~I "S(t,,'.¡I) ;;;:--
T 

- Q &t.,11') J 
o 

o 

.,,., "r ~ 

J YC~.r.~' d~ dT 
o 

'ltrTt 

C 2.III l 

T 
"SCt.,11') f 

o 
f

0 

YCt..T.1¡1
0

) dy.r
0 

dT 

4'lTt 

f YCt.,r,1P)á1" 
o 

nUmer-o .i.nfeocciosos al t.iempo 

~nfect.ados hace ~ Liempo 



Para facilitar 

ntm.ro de individuos al t.1empo t.. 

infectados hace T liempo entre los· cuales 

puede ya habar recuperados 

la solución del sistema. 

introduciremos una runción 

g 111 .. distribución inicial CL:o) de susceptibles respeet.o del 

nivel de derensas "' 

En general 
tf'tT> 

C g o t¡i" )tT> e g C~T>) 11: 
__ f_o ____ Y_::_,T_:~:-~~---

De ~sl-a ú1 t.i ma t.enemos 

.¡..T> 

I YCL,,,,,,, dlP 
o 

11' 
C g o .¡, ) lTI f mox 'iC t.• T, tp) d'f' 

o 
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Nclese que 

y 

Esla úllima. es •• el número l.ot.a.l de individuos al l.iempo l. • 

i n.!ect..ados: h.a.ce t.iempo •nt..r• los cual•s puede ya haber 

recuperados .. 

Int.•grando las e-cu.ac1on•s ent.re o y \Urna.x é 

inl.oduciendo de ma.nera similar a y• la Cuneión 

Z4 

lendreJnC1s 

o 

T oMT'J 

J J YCt,T,V'0 ) dV'0 dT ]d.,. 
o o 



e5t.O es. 

11~ i""""" YCt.,.,-,.,) dV' + ~ 
o 

=- - a s"'Ct.) 

YCt.,T,tp) d\lf 

T 

f 
o 

T f YM:Ct..T) gtif(T) dT 
o 

dende 

Y"ct.,o) 

Por ~ant.o • oblenemt:Js 

o 



• o 

lf JT .. .. 
S ~ l) Y C t 0 1") g (T) d'T 

3, YC 1 ,o) 

o 

T 

a s*ct) J Y"c1.TJ 9 "cT:> dT 
o 

Con las condiciones in~c1ales dadas 

s .. 
o 

S.1.2 

O :Sr S T 

OiscreLiz&ndo y ~oin.a.ndo como tne~emen~o d• lA variable según de l~ 

que se tr~Le , h ~ 1 . 

o 

T = t. ,T por lo t..anLo 

v"ct,T'-1) o T : l,T 

H W tt ~ 
S Ct+1) - S Ct:> ~ - a S Có t. 

T-D 



De 3 z 
y*ca.+t.~) ... a S~Ct.:> ~ "{*CL, T) g*CT:> 

T-0 

Igualando las dos ult.imas 2z y 

s*CL) - YMCL+a.o) 

De est.a rorma. conociendo 11 >" .¡. C!'ront.era ent.re H y H, . 
podemos conocer 11 

.. 
y t.en1endo ést.a ademas de las condiciones 

iniciales s" y ª''' podemos obt.ener s" y Yw mediant.e 1 2 o • . 
Es a.si que conocidos a(T) 

inicial y*cO.T) aCT) 

y s: . t.endremos de la condición 

O S T S T que podemos conocer en 

YWCo.T) • aCT) 

y•co,T-a) = aCT-s.) 

YtrfCo,T-z) • aCT-z) 

y"'co,a:> = aCs.:> 

YMCo,o) • aCo) 

s•co:> = sw 
o 

as1 en L s. par a o :S T S T con ayuda de 1 • 

27 
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OC T- :z) 

OC T- 1) 

y*co,i) oC s) 

aCo) 

s"c ,, ? 

SMC t.) s SMCo) - YMC t. o) 

pero s"Co) • s: y Y"ci,o) puede calcularse d• 

por lo t.a.nt.o 

.. f .. .. 
o: 5

0 
t. Y Co,'T) g (T) 

T-D 

s" 
D 

o: s: ~ YCT) gCr¡.it"To) 

':°'"'º 

2• p.ra t. 

y Asl cueesiv.a.ment.e puede ••9Uirce obteni•ndo los va.lores de 

y*CLT) y s•c"' pa.ra. t.= 1. 2.. 3. 

l, :z, •• 



MODELO PARA TODA 1..A REPUBLICA 

Cons.ider••• el e.a-.o concret.o de nuest.ro pa.ls con inira.J: a 

t.rat.ar d• hacer más convenient.es las hipótesis especificas del 

modelo epidémico utilizado o para ello únicamente espa-cificaremos 

los valores de ciert.os parAmet.ros lo cual no implica 

modificaciones escenciales en el modelo 

De ent.rada estamos considerando que est.e modelo funciona para una 

clase amplia d• paises y t.errit.orios relat.ivarn.nt.e grandes 

Por ot.ra. ~rt.e , las ecuaciones del ncdelo local nos sirven 

para analizar la.s epidemias en las ciudades por t.iirner est.as una 

gran concent.raci6n hwn.a.na • pero no admit.en una generali'Zación 

direct.a para t.odo el t.errilorio nacional 

Aunque el modelo int.uit.ivo de la me-cánica de los ...dios 

cont.inuos ~rml t.e t.ra.b.l.ja.r con grandes m.asa.s de población • sin 

•l'Db•roo •l sist.eJ:n.A de eeuaciones 1. 2, 3, del §z anterior : 

... 

b SCL.yt) • 
;;¡;-

o o S Y' S 'Y'mGX 

o S T' S T 

T 11'CTl 

- o se,."'' J J Ye, . .,. . "' d" d..­
º D 

T 11'CT'l 

YCL.o.t;t) • o SC l .y.i) f f YCt ,T',tp) dlp dT 

D D 



presupon• que la inLen.sidad de lransmisión de la infección 

de que •n relat.1v.a.menle poco t.tcrmpo se lle·J'a "" cabo una int.eracción 

eonc•nt.raci6n humana : Las ciudades 

DI F"USI ON GEOGli!Af'"I CA 

r( X. y 1.1 t.~ \. 
\.:.t.z.a. por 

incogn1Las y 3k ecuaciones del t..1po S.1 . 

sii;t..•?n.a. t.enemos que t.ornar en cuent.A l.a.s t.r.a.nsiciones: en.t.re las 

poblacion•~ de las dist.inLac ciudad•s 

Para el c~so epidémico consid•rado las t.ransiciones enLre las 

ciudades esLán doL~rminada.s por las r.-des d• t.ransporte 

Lérminos que aparecen a la derecha. en las ecuaciones deberá 

suru.rseles aquellos t.6rtninos: t.a.les que par.a cada par de ciudadvs 

Ct.,J) de-seriben la int.ens.Ldad d•l t.ransport.e dura.nt.e el inlervalo 

A~ • 

30 



En las t.rans1ciones que aslamos considerando • no basla con 

det.errrunar el número de gentes quo pasa. de un;1. ciud•d a olra : hay que 

delernu.nar lamb1én la s1luac16n epidémica .de cada una de ellas , por 

lanlo • debenos t.o~~~ en cuent.a la int.ens1dad de t.ransporle de ciert.o 

lipo de personas er. el int.ervalo l.t. ent.re las ciudades Cl..J) . 

El hecho de que en est.e modelo para lodo el pais nos reslrinjamos 

ant.e lodo a las ciudades es justificable : 

Primero por el aspoct.o socioeconómico que represenlan las 

epidemias da influeza en las ciudades . 

Segundo : porque en las ciudades podemos disponer de la información 

minima. nec:esaria para afinar el modelo o para comprobarlo a lravés de 

la inform.oaci6n diaria de las clinicas y hospit.ales . 

En est.a exposic16n consideraremos n ciudades ; además por compleles 

del rnodelo • t.rabaJaremos con regiones Can nuest.ro caso est.ados) ~ lodo 

est.o con la int.ención de establecer la influencia inversa del proceso 

epidémico en el sisle~• de ciudades el&gido . 

Por el rnomBnt.o apriori , no podemos decir nada ; es asi por t.ant.o , 

que modelan"ICls el resto del pa1s aunque sea dv forma aproximada de t.a.l 

mAnera. que generemos • por ejemplo el orden de magnit.ud del proceso 

epid6mico . 

De est.e modo se pret.ende hacer que el est.udio abarque un a.lt.o 

porcent.aJe de la pcblación del pat.s Y '~ . 

El proceso epidémico para. cada zona. se considera formalln&'nt.eo 

est.a.blecido por las ecua.c1ones dadas para las ciudades , sin prelender 

de ent.ra.da. una m..yor exact.it.ud • sino un~ idea del orden de ~gnit.ud . 
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L.a .aus•nc1.a de exactitud esta parle d•l modelo 

~oLalmenle irrelevante • puesto que todo:; los procesos e~!dénucos 

conoc1do~ se tran~m1ten de las grandes c1udades las 

rur•.les y •l revés es dec1r las zor.•s que :-esullan 

no :-esul t.an 

inlermed1as en el proceso de transmisión infecc1osa : estas ~onas 

Llenen 1nflu•nc1a en la d1serru.nac1ón dso la ep1dem:.a de 

tipo inverso; es decir. en el sentido de camb1.ar enfermos pero 

el sent1do de que haya nuevos brotes ep1dém.icos. 

Sea º•• ~t la probabilidad de que aquellas personas que 

pertenecen a c1•r~a clase A pasen 

int.ervalo de t1•mpo C t, l •At. ) : 

la clase 8 durant.e el 

o s u ~l. s l ... 
En particular definamos 

a =- '" la lnl.ensidad de transito deo ind1v1duos ent..re la ,, 
ciudades C l y J) det.ermina.da por- la red 9Specif.:.ca de transporte '" 

P L .. t.am.d\o do 1 a pobl-.c16n de 1 a ciudad i. •• 

XL " t.-.maf\o de l .a. pobl ACi On suscepLi ble de 1 a el udad 

y\ e infecciosa 

/ \ • J E /t ,:t •· • • / 

Ahora cons1derese el cociente 

a ,, 
~ 

.. proporc16n de individuos de la población i que salen de 
lA c1'.Jdad l • l& eiuda.d j º 

/ \. J = S. n 
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Por lo t..anlo 

q' ºL J b.L = •• proporei.ón de individuos suscept..iblss de la po 
~~..---'-~ blaeión de la ciudad ~ • que salen de la ciudad 

~ a la ciudad j en el int..ervalo de t.iempci 

An.it.l ogament..e 

a 
qz ~t..t • 

e"., ·~l' ·· 

?"o s o ,, 

/ L, J : 1,n / 

.. l.a probabilidad dlit que los individuos 
suseept.ibles de la ci.udad L pasen a ser 

indivi.duos igualment.e suscept.ibles , 
pe-ro ahora de la ciudad J en el int.er 
valed• t.iempo C1. ,1.•ll.t) .. 

At :S 1 / 

••la probabilidad de que los individuos infect.ados de 
la ei.udad L pase a la ciudad J en un int.ervalo de 
t.iempo Ct,1.+61.J ~· 

/ 0 :S U AL :S l / 
y y 

~.JE/'i""7°n/ 
• J 

con q
2 

coeficienle de proporcionalidad 
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Ca.be aclarar que est..o se hace considerando • con base en la 

t..eoria de conjuntos , que las personas de una nu.sma el.ase , pero 

de las d1slinlas ciudades deben encont..rarse en una nustn41. re910n 

del espacio fase. 

Res umi en do : 

a 
XX 
'1 

a t..i•qa At 
Y.Y Z \.J 

\ J -p~--

/'"•le ·"'&.n/," 

Represent..an en su conjunt..o la probabilidad de t..rans1ci6n que 

ent..relaza las ciudades en un s1slema único 

not..emos que en las 2 ecuaciones anteriores solo se consideran 

y y--· y 
' 1 

pero no las del part..iciónes del t..ipo XL~~• X
1 

t..ipo X-,-.. Y JCeslo si9n1fica y y s1mult..aneamant.e ,,_ .. J) 

y-• X 
' J 

uslo es debido a que las lransici6nes de esta indole 

durante el int.ervalo de t..iempo At • como es usual en la leerla de 

procesos est.ocokst.icos • se consideran despreciables . 

Veamos ahora como salen y ent..ran 1ndividuos ya 

suscepl.ibles 6 infecciosos a las ciudades del pais 

Supongamos " fija y 

a .. la int..ensidad de t..rAnsit..o de indiv1duos de cualquiera de 

" las ciudades J a la c1udad fiJa \. •• 

" J e i1,n} é L f1ja / 

•• proporc16n de individuos suscept..ibles de la c1udad J en 

la m1sma ciudad j 

/ J & {1,nt/ 
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Por t..ant.o el product..o 

w el t..ot.al de individuos suscept.ibles 

procedent.es de cualquier ciudad 

j que llegan a la ciudad fija 1. '" 

/ j e h.n} / 

Ahora consid•r•rn;is la t.ot.alidad de las int.ensidades de 

t.ransit..o de la ciudad J a la ciudad i. • con \. fija y j E { 1,n 

+ •.• + 

.. t.ot.al de llegadas a la ciudad 1..de individuos 

suscept.ibles de la ciudad j j E/ 1,n / 

Analicerros ahora las salidas de la ciudad 1.. a las ciudades j , 

donde " est.a fija y J e / 1,n / 

cr ~ la int.ensidad d• t.ransi t.o de la ciudad la ,, 
ciudad 1 / J lli /1, n/ / 

X 

' P-z-
.. la proporción de suseept.ibles de la ciudad ' en la 

misma ciudad ' 

Ahora el product.o 

.. la proporción de individuos suscept.ibles de la 

población de la ciudad " que salen de est.a ciudad 

hacia cualquiera de las ciudades j 



El signi(icado d• est.• product..o induce a que 

M el t.ot.al de salLdas de indiv1duos suscept.ibles 

de la ciudad L ha.cia t.odas las =~udades J 

Por t.ant..o •l incr•menlo o C decrement.o ) de la población 

sucept..ibl• de una ciudad rija L del pais est.ará dado por 

Es 

1 " X q 'J 
J ·--P, 

decir 

q. ! (~ X 
J ,_, 

PJ 

Análogament..e 

w enl.radas - sal1das 

.. el efect.o debido a la 
migración da la población 
sucept.ible en la ciudad ' 
del p.ais w • / L E {t,n} / 

u el •f•ct.o debido a la 
migración de la población 
infecciosa en la ciudad ' 
del pats •• / ' • {t."'t / 

Ya ant.es. hablamos hecho uso de la sust.it.uci6n de la clase 

de los suscepliblos S , el caso del modelo para una ciudad 

e modelo local ' por XL que nos represent.a a los individuos 

suscept.ibles de la ciudad i. /Le: h,n} /. 
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comp.art..a1t1etnl•l•$ 1.a r.at.-.:6n de c•tt.hio d• la pobla.c16n sus:cept..ible 

c:ont.act.os .-nt.r• !nd.¡.·.,.·1d~os suscept.ibles 6 in.fe-ec1osos: de l4t-

poblac1ón Es d•i::1 r 

- r XCt, ap) YCt::> e el signo menos es porque la. 
función XCt.~) es dacreeient.a 
ya que rXY ' O J 

En •l modelo loe.al r •5 una const.an~e de proporc1onalidad que 

fu•rz.a d• in(.-cción de .a.lgu:na tor-?Nl proporcional •l t.a.rn.al'\o de la. 

Est.& nuav~ fuerz.a. de lnfvc:c1ón la denota.remos per A y as la 

ciudades eonsid•radas la denotaremos por At \ E {a.n } 
~ 

R•c'ordernoc l.as ecuaciones. S.1 d•l c.aipit.ulo a.nt..erior par.a. iel 

modelo l oc.;al . 
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iJ YC l ,T, lp) 
ca•~ 

iJ YCt ,T.yr) o 

CZ> :t.. S( t ' ¡p) 

r•1 YC1,o,\P':> 

--¡;:;-

- o SCt,y.i:> 

T 

o SCt,yi:> [ 

T 'll<TJ 

J J YC t , T, \I') d\I' dT 
o o 

llt<TI 
J YCt .T,lp) dlp' dT 
o 

Donde el estado médico-biológico de un individuo lo 

caracterizaban los dos siguientes parámelros : 

pCt:> cantidad de g•rmen pal6geno en el individuo al tiempo t 

/ l E [O, •CD) / 

y.(:"1.:> nivel de inmunidad del individuo al tiempo i 

F a { Cp, \V) E CRZ 
""'' 2: o . ""'' 2: o } 

Incorporando al sislema S. l del modelo local los ef"ect.os • 

resullado del tráfico de las dist.int.as clases de personas en las 

dif'erenles ciudades del pals é incorpor-.ndo la nueva f'uerza de 

inreccJ.6n para ca.da ciudad ~~ i t = J:,Z,. , • , n } 

-¡;-;-

t.endremos •l nuevo siste~ S.2 
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tu 6 XlCt..f') 
).. {· ' XC""'' dT ~ --¡;;- T . 

q. J.[ ª· X 
J " p-;-

HCL,0,\1') 
T f I dT 

T. 

{L•&,a,. nt 

.. (TI f • y 
f'lTI • 

O'. 

" -¡;-;-

1¡SltTI f • 
"<TI • 

~ '-•T,f') dv< 

x, 

Donde t.
1 

y t..
2 

ha.f\ sido sust..ituidos poi" T
1 

y Ta y donde 

para c:ada ciudad " tenemos su x_._ • ya que c:ada uno de estos 

par.6.metros evident.ea.nte t.ambi•n tiene su coinpon•nt..e social • y 

evident..einent.e o"" • O . 

Para resolv.r el sistema S.2 se ant.oja n.ec:.sa.rio ut..ilizar la 

comput.adora pero ent.onces la red de nodos de las funciones 

i ncogni t.a. C que son mul t.i di IMtnsi onal es se hace gr a.ndlsi ma par a 

part..ieiones de paso pequo!'lo. 

Da.das las observaciones anterior.-& y puesto que la (altima de 

ellas implica ma.yores complicaciones intent.aremos una 

t.ransforlft&ci6n del sistema S.2 de tal manera que nos libremos de 

un. variable , en nuestro caso de ~ • 



~.-rrt~orio grand• 

postulado . 

Exl~~· Vh.& •quiv•l•heia inmunológi~A •n~r• 

los dtC•~•nl•s •s~a.dQt; d•l l•rrit.orio n..a.c:ion.al 

·"~ .. d•l &r-r-ibo d• l• •Pid•tflia. r•SP9"CLO 

d• la Va.t'l&nL• &nt.tg.-na d•l virt.l's qu• 

geneira dieha •Pid~a . 

P.a.ra d.li..rl• Y&lid•z & a ~t.• pos.t.ul&dc, hac:•mios vso c!•l h.c:ho 

_...,lrJ.c:o d. qv. las. •pid•tsU.a.s d• inClu•nza •n •l p.a.is provl•n•n 

del •xt.•rior .e d.ado qt.1• .,, l•rm.inos Q•h•r-.11.l*S •st.a.s •Pid•tn.l~$ d• 

1nt'luenza s• g!Wl•~•n •n el sur.-l• ••i~t.ico y ehira. ) 

Por c;,t,.,.c:ii la.do ~i •x.í.s;;t..i•r-a. r.:na. r.gión 4'fl •l pús en deind• 

hubt•ra al9W'\&s eondieion•s inmtJhOlógica.s .,,.p.eial•s , ant.~ d• la 

.pld•mia. , •xist.ir!• •nt.onc•e: una c:i•rt..a. c;:c;,rr•l.ac:ión entre las 

•p1d•Mi.as. y dic:M f"*'Qión • ••t.o i::c;,nt.rad1eo •l h•eho •tnplric:o de 

que las •pid•m.i•s proe~~n d•l •xt..•rior d•l ,,,.._1 •. EsLo Ju$tiCiea 

l• hipót.esis arriba .st1pul.ada 

Est.a t.Ált.1JU. eo"'"'ciOn lrl*t.em6~ic:Arn.nt.• puede expr•sa~s• • p•ra 

COft'IO ; 



i'" ... 
"' J nu;s.wXiC1;'~0' cfyr 

o 

Donde y.-"'4X •s •l valor snáxi. mo posi bl o del tU vel d• t. ntnuni dad 

•n las pes-sotu.s $Uscept.ibles de ser infa-ct.ad-.s • ont..Qnces gCY',,'11'
2

) 

no d•pende del lndiee \ .pue~t..o que l• relactón ncs est.a midiendo 

defensa$ •nt.r• ~, y 'Pz con r•spe<:t..o al nQmoro d• personas que al 

li•mpo C•ro s• encuvnLran en un •st.ado de defensa ent.re c@ro y el 

nivel m4ximo d~ d•f•nsa ~~ . ~do que est.amo5 $Uponiendo que en 

las c::llst..int.•~ ei~dades exist..e eq~ival•n~ia inmunológica • t..•nemo$ 

que esa r•l&ei6n no depende de ~ =olo depende de w, y w
2 

Ahora dado •l po$t.Ul&do d• ~t.eiv.al•nci~ .tninunológic• 

ac::laramcu. qu• fpmtut.es ol tiivel m6Jd,.mQ d• d•t•ns•s de eu.alquler 

e i. udad d•l. pais y por lo t.&nt.o .s •1 ni val máX..t. lTIO d• defensa!; 

Ut.ili::tando •st.a r•l•e16h rnat..em.41.t.ica que est.ablece las 

i¡llnu::u: ! XtC'Y'. 0) dyt 

""' {t.,n} 
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ytCT) 

J Xi.CL,T,tp) dyt 
hi.p 

\UCT> 

I\Um411: 

0 
Xi.Cy.-,0) d\U 

Ahora sea 

~•neim::is •n~onces 

Anüogament.• ~enemos la relación 

42 

ytfT> 
f z Xi.CL.T,y¡) dY' 

"'~ T', 

\l'fT'> 
J ::?: Xi.C1..T,yr) dyt 
ytiTl 

Y'<T> f z Y\.CL,T,yt) d\11 

Y'~ T" l 



ademas si y.o
1 

s Q y 

t.enemos que 

eon O :S T" .T" :S T {1., n} 
' z 

,. • .. al t.J. empo m.ta.xi mo de con val ecenci a en general 

o._ • .. part.e inicial de los suscept..ibles en la ciudad 1. '" 

.. la convalecencia inicial de lo5 infect.ados en la ciudad ¡, 

1. 6 {1.,n} 

Incorporando a nu•st.ro sist.ema S. 2 est.a.s t.ransformaciones 

6.demas de las condicione~ iniciales del S.2 llegamos a un sist.ema 

de 3n ecuaciones • a sabor : 

43 



T 

f 
o 

q 1 ~ (a x" 
Jf,--f- J 

J 

a" J X~ 
- --P-,-

T 

f 
o 

ccn / " • '.z. •• n / 

Donde g(T) .-- gC~,'~z' eon ~, •O y ~z • v 2CT:> y donde 

X~C t.) y Y7Ct.,T) t.ienen el mismo significado que ant.es solo 

que ahora no esl&n dislribuidos • sino integrados respect.o de ~ . 

En part.icular las ecuaciones para el modelo local Loman la rorma 
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d XCt) __ d_L_ 

6 YCT.t) 
<Z> -.rr-

cal YCO. t.:> • 

xco:; • a p 

),. 
XC t) 

p 

d YCr. t.) --,,.,.-

),. 

p 

YC T. o) aC T) 

T 

I YCT.t) ¡¡(T) 

o 

o 

T 
f YCT, t) gCT) dT . 

dT 

S.4 

Con est.o .a.parent.•ment.• ya hemos resuello ol problema. de pas.ar 

del modelo original s1st..e~ de 3n ecuaciones 

inlegro-direrenc1ales-parciales , o•nerando un nuevo sist.ema de 3n 

•cu.aciones rn4il• Kencill.a.s sin embArgo • al int.ent.ar ut.iliz.a.r los: 

si st.em.ilS: S. 3 y S. 4 • epidemias r-eal es de influenza surg&n 

di r.tcul ladee : 

l & UnJ e.a ma.ni rest.aci ón si slem*t.iea masiva conf'i able para t.rat.ar 

ost.adtst.ic.ament.e 1 a epidemia en una ciudad Ot..ra.s f'uent.es 

es:Ladlsticas con poco confiables o muy incompletas • o simplemente 

eXJ.slen en efeclo 

1° No eXJ.slen los dat.os est.adist.icos o.a.sivos relativos a la 

est.ruct..ura inmunológica de la población y de la. eslrueLura 

et.iologica de l.a. epidemia 

2° No ex.islen da.los: sobre l.a.5 ma.gniludes de 1--.s diferenLe:!i 

ni s;iquiera do la m.a.nera. 

dJ.eho virus • no obst.anl• que c:onsider.a.r las personas infocL.adas 

•s neeosarJ.o par.a c.a.lcul .ar cu.anlJ. l.a.li vamenle el desarrollo d•l 

proc•so •pid6rnic:o . 

Por t..a.nt.o • la comprob.ilcJ.ón posible del modelo propuesto en 
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las ciudad.-s podremos realizarla solo a t.ravés .de aproximaci6nes 

al regist.ro oricial d• •n(ermos 

Por ot.ro l .a.do si suponemo$ que la ra:::6n entre el 

r8>gistro oricial de enrermos y el númeoro t.ot.al de enrermos est.á 

dada por una ciert.a const.ant.e r es decir r representa la 

probabilidad de que un enrermo recurra al médico entonces 

?Xtemos decir que para los enfermos reg1st.rados Y~CT,L) e est.a 

misma not.a.ción nos represent.a arriba el número real da enfermes ) 

no exist.e la necesidad de deducirles unas nuevas ecuaciones , s1no 

que nos siguen sirviendo las ecuaciones del sist.ert\6 3 , as1 

su caso particular S.4 t.an solo modificando los parámetros o y A 

adeeuadament.e y la int.erpret.aci6n d• las funciones incognit.a X~CL) 

y Yi.CL) 

t.os sist.em.as 3 y 4 con las nuevas int.erpret.aciones en 

t.érminos de los enfermos regist.rados son el punt.o de part.ida para 

el subsiguient.e est.udio del modelo . 

Podriamos pregunt.arnos si surgirá.~ nuevas complicaciones con 

el cambio de significado de las magnitudes A~ ' '\ • 

Vale sefta.lar que la est.ruct.ura inmunol6~ica de la población y las 

posibles influencias de las condiciones met.vo~ologicas entran 

evident.ement.e en Q\ asl como lo cont.agioso de la infección y las 

p<a.rt.icula.ridades sociales de la vida de la poblac16n ent.ran ~' , 

a su ve;: ahora ent.ra la magnit..ud y lant.o en Q~ como en A\ • 

Para la runción resul la ahora menos el ara. su 

inlerprelación , son las personas suscept.ibles , las cuales por 

condiciones de conlagio consult.arian al médico. 
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Es decir • XL se convierte en una magnilud seguramente inobservable 

más sin embargo , la no observabilidad de XL no impide trabaJar con 

•l modelo , ya que dat.os esladist.icos masivos cOn los cuales 

podrla estar comparando a XL en el senlido original C lodos los 

suceplibles ) de todas formas no ex.ist.en . 

Para los cb.lculos es suficiente conocer sola 

manifost.aci6n de XL en la forma. de oL También resulta que al 

pasar a las nuevas x, las magnitudes oL se t.ransf'orman f'orma 

desconocida e se multiplican por r ) . Sin embargo • peor que 

ant.es no puede ocurrir • ya que aun con la int.erpret.ación de las 

XL el t.otal de sucaplibles , no podiamos esperanzar-nos a 

obtener de observaciones las puest.o que los análisis 

serol6gicos para la influenza en la actualidad son 

revelan más bien un cuadro eualilativo mas 

que cuanlit.ativo de la est.ruct.ura inmunológica de la población 

Est.o en contraposición • como veremos adelante , con lo sensible 

que resulta el proceso epidémico a las variaciones de las aL 

Por lar.lo , para obtener los valores de las oL es necesario 

ante: bus<::ar mé-lodos l.ndireclos para su determinación lo mismo 

puede dec1rse de las AL C tanto en el sent.ido original como en la 

nueva 1nterpret.aci6n ) puesto que di cho parámetro es lamb1 én 

i.nobservabll!!' C al menos porque incluye como uno de sus factores la 

frecuene1~ media de cont.aclos enlre la poblac16n ) 



De •sLe modc no obsLanLe que la nueva inLerpret.ación de las 

t'uncion•s Y
1 

nos; lleva a una variación nUmerica de los p.l.rá.melros 

sin err.b.a.rgo , eslo no lleva a nue·..-as complicac1onvs de 

principio , ya qu~ los parámetros incógnita lo siguen siendo y no 

aparecer.a.n nuevas i nc6gni las . 

Podemo• af"irm.a.r que los nuevos parámel.ros al ... 
' 

qu" 

c.a.raclerJ.zan la especificidad de la m.gnilud de una ep1démia 

concreta result.a.n s:er parAmet.roi. " libr&s: " en el senll.do de que 

no podemos determinar valores direct.arnente 

int.erprelación sino que .a.qui también es po~ible solo 

delermin.a.ción i ndirecla Est.e método indl. l"ecto , como ·.·ernos: del 

sen.alado cará.cl.er masivo de la. inforJN.ción númoriea sobre las 

•pidémias de i níl uen:za , queda det.erm.i nado unlvoc::amente 

Mas adelante daremos una forma adecuada de cómo ut.1l1zar &l 

regis.t..ro oficl.al de enfermos al hablar de les par~elros ·•libres " 

por lo tant.o serán determinados. los parámetros i ndi v1duales del 

pl"oceso epidémi=o , no de :u propia n•t.uralez• 1nt.r1nseca , no de 

si mismos s:.no de su manifestación .a t.ravés de los d.;r.t.os 

est.adist.icos de l.a. enfermedad . Asl entonces la n&lurale:a de los 

parámet.ro:; no 1~p".)rl.:i para el modelo no 1mport.a que n.at.ur.aleza 

tienen . El mélodo para obtener estos pará.melro:a. est.á úni·.·ocament.e 

det.a-rmJ.n•do 



No se ut.iliz.ar;an d.a.t.os da.dos por el est..udio •l.J.ológico del brot.e 

•pid6mieo • ni de la. &$tru~Lura inmunológic.a de la población ni de 

los dist.inLos factores del tiempo • ni las parlicula.rida.des soc::iales de 

la pobl.ación . 

Sin e-mb.a.rgo ast..o no s;;tgnítica que ser~ ignora.dos • sino que 

·~,..•e•n int.rins~11menle en loe pa.r*n\et.ros:. A.\. , ª1. medi.ant.e un 

t.rat.ami•nt.o d• los d.alos est.adlst.icos de l.a enf'erm.dad • de t..a.l 

manera. que lo etiológico y d•Jnás part..1cularidades se manir•st.arán en 

los ~rá.m.t.ros; >..\. •Y cr, 

Además con t.om.adas. en cuenta s:ólo .aquellas part.ieula.ridades qua 

incluyen •n la •~t.adtst.1ca d• la •nf'erme>dad • 

~o qu• ayud~ a quv funcione el modelo no son t.ant.o los da.los 

qu• ce L•ngan , sino más bi•n l.a. 9ra.n masa. a.rect..a.d.t. por la 

ep1d•mia. Aunque s• t.uvieran muehoc dalos· • pero poca cantidad de 

inf'ect.ados •l lh::ldelo no t.raba.j&rla. . 



El. MODEl..O PROPUESTO EN LA COMPUTADORA 

EL ALGORI™O DEL MODELO GLOBAL 

O.a.do lo rela.livamenle prolonga.do que suele ser el periodo 

usual de duración de lodo un brole epidémico de influen%a en 

ciudad • lom.ar como p.as.o de cá.l eul o del proceso epi dém.1 co 1 dla 

resul La ser &d9Cu&do ; mas a.un • si se loma en cuenta' que el 

cAlculo diario d• erúermos puede compararse con los dalos 

est.adis:licos m4oodicos: en las ciudades . 

Pudi eseznos usar 1 o que es usual con l a.s. 9CU.aci enes de la 

t'lsi ea-m.a t..emát.i ca. , o sea. disminuir el paco de c.iculo por 

ejemplo a. O. 01 dta. y para comp&ra.r con los dalos •mp1ric:os. Lomar 

el número acumulativo de enfermos por 100 pasos • pero en nuestro 

e&s.o la dism.inuci6n del paso de e6.lculo no E.abemos que implique 

una mayor exaet.it.ud • pues no cabernos c:6rno nos a.cercamos al caso 

real . En et.ras palabras • en es.le modelo el error ~mo respe>ct.o 

del proc•so re&l se forma •n el mismo plant.eamiento de las 

•cuaciones dir•r•neial•s: S.3 , al d&ducirla: s~ hace ~~a ~erie de 

idealizaciones y •proxJmacion•s • pu•s el proceso em.pirico es tan 

complicado y ~•m.a.s: t.ambién depende de ract.ores: aleat.orl.os • da 

suerte que es c&si imposible describirlo complet.arnente . 

Por otro l•do torn.a.r como pa~o de c:Uculo una parte de un dia 

significa contradecir la int.•rpret.ación , dado que una parte de 

dla en relación al proc•ao epidémico as no homogén&e . Un mismo At 

durant.e el dla o durante la noche da e(l!!'Ct.os dist.int.os 
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Ccnsiderense pu•s los cambios en el sistema. lu990 de 1 paso 

de acuerdo• l• es~ruclur• de las ecuaciones de S.3 .La trans1c16n del 

" vector de est.ado de la ep1demta .. C X"m . Y"cT,U :> del dla t. al 

.. vector de •st.ado •· en el dia t•1 se real 1 za en 2 etapas : 

En la primer• et.apa : en cada ciudad ce considera aquel cambio 

en •l est..ado de la epidemia que producen los procesos ocurridos 

Unicam.nt.e al interior de dicha ciudad . Para denot.ar este eslado 

auxiliar de la ep1d•tni.a le pondremos barras a las magnit.ude-s 

En la. segunda etapa : en t.odas las ciudades se est.ima. el cambio 

del •st.:..do que la ep1demia produce solo por los procesos que 

ocurren entre dichas ciudades 

discret.izando y formulando sirnbólicame-nt.a las: 2 •lapas mencionadas 

•n el sist.em.a S.3 t.enemos : 

1
4 et.a~ X Ct.) f. Y.Cr.l) lj(r) 

" "f"¡.O L 

S.!5 
Y i. Co,t. +a.:> 

L:&,Z, ••• n 

/ T:&,Z, ••• T / 

Obser·,...ese que s1 Otr.J. limos el indice " y la barra en X" y Y" 

obtenemos el modelo lccal • pero discreto 
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YCo.L•&)• + XC\) 1 YCT.tlgCr' 
T-0 

cs. !5). 

Como ~nL•$ i\.Y,son los va.lores in~ermsdios obtenidos 

luego de un paso d• cálculo en •l sist.em.a 

En i .. 

x" . t.+t::> • i\Ct•&' + ~ ( ,f. 

/ T si,z •... T,, 

- ---Y CT'.t " • J .. ) 

P, ' 

/ \:1 .z •.•. " / 

s.e 

A.qui q .ir:: l • s=-ro r•alment.• •et.• !"act.or tlo t.1•n• rol ación con el 

mc>d•lo y $ólo apa.r•c:• porque a V9C8S •n lo suc:•s:ivo s•r• '1t.il p.a..ra 

finos t.6cnieos 

L..a obt.•ne16n de las ecuaciones S.e •~ Lnrnediat.a pues al valor t.ant.o 

d• XlCl•l) como de Y"Cr.t.•l' est.an dados por los valores 

:.nt.ermedios X~Ct•1) y Y._CT,t•&) , más la part.o debida a los 

fa.et.ores extornos 

Asl • t.enetnos que suma.r respec::~ivamen~• los t.érminos debidos a los 

~a.et.ores ext.ernos Crnigraci6n) sucedidos en •l t.i•mpo t. Cdla::> . 



En llf'Sl4'. s99und;a. et..apa la ecuación sólo t..iene sant.ido par.a. 

Ahora proe&deremo~ a soluciona~ al sist..ema. resull~nt.e S.6 

su segunda et.ap.a :r·.a que recu6r-dese que en ést..a. hemos ya. 

considerado l~ pr1mera recuérdese además que las fu~ciones 

ineógntt.a X y Y ·~~an ~nlegr~das respoeto de ~ • luego enLonces 

d• l~ aº condición inicial •n t.•o y 0.ST"ST 

Y"'ca.1) • ª''' 
' 

Ylilf(o.o) • aCo) 

' 
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v7ch"' . Y~Co#T .. ' ' ¡ º,, Y"CT'. l) ~Y-Ct.T:> .. --
J-t PJ J P, ' 

a 
y"co,T) ~ y*co.T:J •a (T-1.) . ¡ ,, 

' J t-p;- ' P, ' 

a,CT ... z> + ~~a CT-t) - ~a CT-t' 
Jft. PJ J p\, " 

" " •a"Co:> +~--'-'-aCt' 
/!'t PJ J 

a 
- -'-'-a Ca:> 

P, ' 

t. • 2 c:on ayuda de a 
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a a 
a" CT-:z) -

1
-'- a CT-t.) 

P, ¡ 
-'-

1
- a CT-t.) 

pi. \. 

n a ,. 
+ '\' -'-" Y Ct,T) 

1fa PJ J 

n a ,. 
+ ' -

1
-" y Ct.T) 

J(--, PJ J 

n a ¿ l• + -- a(T-z) 
J-l PJ J 

n a ,. 
+ \' - 1-" Y .C&,T-a.) 

t:T •. • - __ ,_J y L C&.T-a.) 

Jft. PJ J P, 

n a ¡ " .. + --Y.Ct.T) 
l a. PJ J 

n a 
+ '\-1-"aca:> 

Jft. PJ J 

n a ,. 
+ '\' -'-" y C1..a) 

J"~ p J J 

a 
- --'-1 v*c l. T:> 

P, ' 

a 
-'-'- Y~Ca,z) 

P, 



,• 

pa.ra X 

x" C.:> 
' 

• a p 
' ¡ 

"' CI '1 . 
+ \_•_•_a p - -'-1- a p J"' PJ J J p" \. L 

Cl;P, - X;o\. Tt Y~Co.T:> gtt(T) + ~ a a - a a ., .. .. ?o .. j~I jL L i.j \. 

y asl sucesiv&m9nL• pueden seguirse ob~eniendo los valeres de Y y 

X par a t • 1.a.•6'·· . . y O:S T :S T 
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Y CS.fi j a los qu• h•moS llegOldO ha.r-•mos un par6nt.•sis lirico 

~rmit.irno!' hacer un.a. a.na.logia con la (.amos.a. l•Y d• NEWTON . Esta 

l•y la podemos concid•r•r de$d• diferon~es niveles de a.bst..raeei6n 

'"::> Pocle-mos cons:id•ra.rla. como una lay e-mpirica. sin ninguna 

f'"und,un•n._ación leórJ.c.11. y en esencia. s:e ent.•nderia. como la. ley 

la .ac•l•rac16n que l• produce y que ccrresponder-1a a.l 

\U Deducirla. •n forma sencilla del principio de minima. acci6n 

• impllc:it..a f"und.amri9'nl.ación • lo cua.l s:• hac• en la llama.da fls:ica 

clkica. y rn&s: cercano al .,.\.odo de>duct.ivo d• t..ipo ma.t.emát.ico o 

bi•n \Uj con ciert...as dlricult.advs d.ciucirl.a de los axioma.s de la 

mlls formal menos int.uit.ivo y empiric::o pero con un; •nt.endim.i•nt..o 

~ profundo y con una tundarnent.aeión la dada por la eslruct.ura de 

la m&-eánica. cu~t.ica misma. • est.• •nf'"oque lo •st..ila. l.a ris:ica 

(S.e) 1 Si COhCidor-&tnoS la~ int..erprelacioneC m.6-dieo-biológiC•S 

es r4':il comprob~r .a.ún bajo burdos rf!Kiondeos 

"·· " que t..a.lws 



es 1tlá.s pr-~t.ico sin t.om.a.r •n cuent.a la. l.radieional t..•oria 

mal.•ID4lt.ie.a d• las •pid•mias , est.o •e • sin siqui•r• eonsider&r las 

-.cuacion•s dif•r•ncial•• . 

Pued• uno pregunt.arse si no es más sencillo el procedimienlo 

insinu&do sobr• t.odo porque d• cualquier (or~ hay que regresar a 

las rormula.s de C S.5) y CS.6) para comprobar los d~t.os •mpirieos 

Pero pod•mos ir incluso tt1AS lajos y proponer no rundament.ar las 

t"órmulas e s. 5 ) y e s. 6 ) • sino limitarse a sólo comprob.a.rl.a.s 

em:p1rica.ment.• . 

Olitsde el punlo d• vist.a pragm.át..ico vst.o •s más que suficienle • 

peoro •l problema es m4s bien •l d• la relación ent.re la fundatnent...ación 

t.-6rica o emplric.a de cua.lqui•r rama del conoeim.ient.o y aso 

d•pend• de los fin•s que se tengan propueslos . 

En est.• t.ra.bajo •l int.ant..o cons:ist.• en lograr su implemG>nt.aciOn 

prác~ica • pero t.ambi6n cu relevancia t..-óriea 

Result.a que la tundan.nlaci6n t.oór-ica. •s. lftás pr-orunda si 

l ógi cAJMint.• ce deduce d• un vol ú:Jr9n: mayor- de conoci mi en t. os 

ci•nt.tficos , 

Asl • si la.s fórmula$ de CS. ID y CS.5) son deducidai.s sólo do 

in~•rpret~eion•s dad~c a las m.agnit.udes que in~ervienen • ent.onces 

resulL& que su Cund~ment.ae16n L•6rica •e muy prim.iliva pues 

corresponder• a una r•pr•senLaci6n ep1d•miol6g1ca muy elemenLal . 

En pa.rt.J.cul•r del tnis.mo modelo no podr~ verse las hipót.asis 

b4sicat:; d• t.ipo epidémico biológicas que le ost..•inos .asign~ndo • 

por ejemplo •l Lrala.mienlo del proceso epid4mico corno un edificio 

de a pisos: • 



Donde en •l piso superior ocurren los procesos epi.démieos; y 

el inferior ocurren los procesos in!eceiosos y los mélodos de la 

din~ea de la epidemia (mecánica da medios continuos) 

int.errelacJ.onan ambos pi.sos En otras palabra~ ocurre un proceso 

continuo en el conjunto de procesos continuos . 

El sistema discr-eto CS. 5:> y CS. 6) adnu.t.e la determ.inacJ.ón de 

alguno de los parámetros que no requieren de ningún procedl.mient.o 

especJ.al . Oigamos que Sl. 

censos de población 

n = 1.00 • las P\. = " se obtienen de los 

la gCT) di.ser-et.a puede determinarse 

promediando los valores dados en distintas fuentes • dado que gCT) 

no tiene relacl.ón con el r991st.ro de enfermos 

intervino en la reint.erpretación del mod$lo . 

pues lo que no 

Pueden tomarse por ejemplo los siguientes valores promedio de 

g(T) : 

CBJ gCD = O. g, gC2) = O. 55. gC3) = O. 3, gC4) = 0.15, 

gCSJ = O. 05. gC6) = O Cpor t.ant.o T 5) 

C por lo Lant.o el ajuste en T consiste en agregarle 2 ) 

Para qCT) pueden tomarse los s19uient.es valores 

(g) qCOJ = O. 9, qC1' = O. 6, qC2) = O. 6, qC3) = O. 4, qC4J = O. 3, 

qC5' :s O. 2, qC6) = O. 1. qC7) O • Est.a v<1.n.ación no influye 

sust.ancialment.e en el resultado . 

Por et.ro lado de grupo de personas simultáneamente 

infectadas : 91 1 •r dia Cel dia Ce la J.nfección) nadi.e infect.a 

oLros . El 2° dia todos son 1nfe~ciosos 
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El 4° di.a. 

el 55 ~-; del número or1gin.a.l de infe.::t.a.dos son inf•cc1os:os 

C3S ~ •ana) , y si seguimos 

sº 
.. 

El dia .. 1 30 :..~ sen infeee1os 25 ,. sana 

eº •l 15 " 15 " san.a J 

7º el 5 ~,~ / lO ~. s.an.a. 

eº di& ,, 5 h san.a. J 

~s condicion•s iniciales Y a. pu'1H:len dele:- minarse de qua 

cumpla Y"CT' .o:> ""Y"Co • --r:> • y como p .. ra. el ca.so d.iscret.o 

Y i. Co • L) 11:e l~ c.a.nt.idad diaria de •nfe:-mcs. ent.onc17s par a 

determ.in.ar las condiciones inicia.le$ Yt se nec:esit.an los d.a.t.os de 

la cant.idad de enfermos diar1.11. en el db . .:.rucia.l y en los 5 dias 

a.nt.eriores. 

Antes d• pasar al .a.na.lisis de les para.."lletros o"J hagamos un 

conwnta.ric final sobre la 1n~roducci6n d~ los primeros enfermos a 

un.a. ::iud•d • •n p.a.rt.icular :obre el pcr-quq las f6rniulas dE>l 

.a.lgor1tmo propuest.o no redondean• cero la~ fr•cc1ones prop1as que 

corresponden a un enfermo 

No queda claro po~qué no se t.ransfor~• en cero la suma ~n la 

prih'M3'ra f6rmul~ d6 S.S cuando tal suma es menor que 1 , pu9s ast~ 

presumiblemenl• podrla gonorar an~es de t1empo &l broLe ep1dém~co. 
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Para la 2°rórnsul& de C s.e) la la cual no se 

redondean a c•ro la.s Cr.acciones propias corr.spondient..es a un 

enf•rrno, consist..• •n la. n.c.es1d.a.d de t.rasladar ... fraccion•s: de 

enf•rmoCs) w •n la r•d de lransporle . Hay que darles posibilidad 

de sumarse en l&s ciudAdes. r.c•ploras por las vt&s: de acceso y en 

el t.1empo y lranstormarse reciproc:amenle •n enfermos •nleros: 

si l•s •• fracctones de enf•rmo ª• se anulan • ent.onces en los casos 

cua.ndo l.as •• fracciones propia.s de enf•rll'ICI .. s:• oblienen sólo 

debido a la dist.ribución en cada ciudad r•ceplora de pers.onas: 

ent.eras por dlas y en la r•d de comunic&ciones •n el periodo de 

inlroducción de la inf..cción se a.nularAln muchas unida.des inclu&o 

Debido a eslo • el brol• epid•mico se 

al.rasa • incluso no ocurre 

En ot.ros t.•rm.inos consid•rar y acumular las tracciones de 

entorno esl• condicionado por la descripción delerminisla de la 

r.d. de t.r.ansporle • par& que los primeros • imporla.nles •nf"ermcs 

qu• aparecen •n una ciudad no desaparezcan dsl modelo . 

En la r•alidad los enfermos circulan ent.re la.s ciuda.des en 

núrM>ros: ent.eros pero al azar . Por ejemplo • si en la realidad • de la 

ciudad l a la J una vez cada l•rcer dia se t.r .. nsport.a un enfermo 

enlences:. on lA forma dada por las fórmulas d• C S.el ) & lo 

An~•rior corresponderá el lra.slado diario de la eiudad ~ a la J de 

s d• enfermo • lo qu• aproximadamenle eorresponda al caso . 
real , puest.o que en lres 3 di.as se .aeumul._ preeisamenle un 

ent'errno . En cambio si r.dondear•mo• a eero el t. enlonc•s . 
habria 1n~roducci6n de enrermos a la c1ud .. d J 

lnlrodu:camos dos esquem.A.S de c.iculo el Y el II 
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El .. qu•,,.._ I ocurre cuando •l proceso epid6mic:o eni.pi•z.1. con 

fraccton•s propias d•l enfermo y d• acuerdo a l~s fórmulas de 

S. 5 ) mJ.•nl.r-&s que el esquema. Il oeur-r• eu&ndo el proeeso 

•pid•nU.co •ni.pieza con un enfermo . 

Obs•rvemc:ts qua bajo la int.•rpr•t..ación. •pidem.iológic.._ d• l.as 

fórmulas d• C S.5) •l esquema. ft'\Ás correc:t..o result.a ser el II y no 

al t , sin •mbargo para los t..amatk::is de pobl.a.ción no inmune que 

pr•t..•ndemoc mod•lar la forma. de la onda epidemiológic~ es la misma 

cualqui•ra qu• c•a •l esquema. d• c"1culo que escojamos • por lo 

t..a.nt.o al escog•r uno da es~os esquemas de cA.lculo hay que 

consid•r•r las r•i:-rcuciones 1 no de las fórmulas de C S.5) sino 

d• l.as d• e S.6 ) ... Ckber : una posible t..ra.sl.ación de la onda 

epid•tnLl6Q1ca ..,, •1 Liempo . 

s. 5 ') la. !"r&cción int.roducid.a d• enr•rn'JO inmediat.ament..e 

e~perar hast.a que s• acumule una ~gnit..ud de enfermo mayor que 1 . 

R•sull• Cinalm.nt.e que el esquema I • •n eontra de la prim9ra 

impresión • es Jnejor que el Il , lo que de alguna manera ya GS~á 

eont..ernplado •l algor-it.l'l"IC> , 

Para ilust.rar- lo dicho cons1deremos •l siguienle ejemplo 

ide.a.11:.ado dad.as 1 01 ei ud.i..d•s de i 9ual t...a.mafto J.-gual 

comunic•dac por pa.res • en 100 ciudades al principio hay gripa 

•n la. l 0 ciudad rvsla.nla oc;urrs un proeeso epidémico 

es:t.acionar-io d• t.al rnagru.t.ud que •n f'ormA adit.iva es igual a uh 

enC•rmo , o s•a qu• de est.a ciudad se refleja a las 100 rast.an~es 

Se pregunt..a •n qué orden sueesi vo ap.1.recerá el brote epidémico 

en l&s 100 ciudades Consideremos las 3 siguient.es sucesiones : 



U El r .. ult.ado obt..en1do con el .squema. de e.iculo I 

i.i.) .. " II 

lu.) U r•al , 

C:.insid•r•mos • ?Arª rij~r id•as .que el mooe-nto d• inicio del 

brot..• ~id•ttlieo •n una ciudad •s aquel d.1.a en qu• eol nümet-o 

Ha.c::i•f'Jdo los c.i.culos con •l ~quema l IPn ea.d.a ci ud.ad d.-s:de 

el prieer db. d• eont..eo &d•~ d• la int.rodueeión d• la 

.1nt.ce16n 

eomi•nza •l brot.• •pid•m.t.eo es •1 mJ.cnc para t.od~s las ciudades . 

E.xp.ril'1*n~oc con o y ~ d•l t.ipo pa.ra •l caso r•&l JnU.-s:lr&n qu• •l 

~nt.o de inicio d•l brot.• •pid6m.t.eo oscila ent..r• •l 30° y 

el eoº di.a 

Si los e.i.eulos e• hac•n con •l esquema. II • ent.onc•s el d1a 

único •n qu• com.L.02& el bro~• epid•m.ico en t..oda.s las ciodades es 

el 1oc/' dia . 

L.& suc•sión r•al d• los grupos de ciudades qoe t..ienen ~l dla l 

como •l comi•nzo d•l brot.• epid•mico •st.á d41.da.. por un.a 

v.a..riabl• aleatoria condicionada por el t..raslado de números 

ent.trrO$ d• enr•r1nc::n¡ y consider.ando los procosos epidé:iucos que 

surgen ~n olr&s eiudad•s C exx::epLo la primer• ) . Si s• calcula su 

cercano al resulLado del con~eo con el esqu•m.a. I que con el II 

Ciwr~a idea al raspe-et.o puede obtenerse si se considera como 

r•al l.a sigui•nl• suc.s16n el l•r •nf•rmo se introduce en la 1ª 

ciudad , •l 2º enrermo en la 2ª ciudad • ale . y considerar que el 

li •rnpo •n •1 que se eleva. la. •nrer nwdad h.asla su peso máxi rno 

ocurr• usualrn.nl• a las 2 semanas . 
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Ahor-a •l pasemos al análisis de los p&rJametros º1.j 

MODEl..O DE LA ~ DE TRANSPORTE DE PASAJEROS 

LA difusión de las grandes epidemias de gripa están siempre 

eondieion.adac al traslado de personas ent.re las ciudades y zonas 

incluyendo zona.s . 

En nuest.ro caso serta deseable construir la mat.riz n x n de 

valores reales del flujo diario de pasajeros , ent.re las ciudad•s 

y zonas posibles d•not.adas por los indices \ y J : 

[:u .... .... ( "•;) . .. (7 
zz 

(7 •• 
(7 .. 0 na 0 na 

] 

LA ma.yoria de las oi.J - O est.án rormadas de 4 eomponent.es 
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a • a' 
Lj L.I 

a~ " f•rrocarril 

" 
a 2 

.. .avión .. ,, 
a• • .. t1.Ut.obús " ,, 
a~ •• aut.omóvil •• 

,,• ,, 

,, . . 
a +a 

L.I LJ 

Algunos •l•a.nt.oc r.sult.an ser cero y& que magnit.udes 

pequ0>ft.a.s de los valores rea.les d•l flujo pueden cer despreciables 

puest.o que es ~ signirieat.ivo el flujo int.erno local, por ello 

est.a mat.riz t.i•n• diagonal dict.int.a d• eero y pu9'de ser, pero no es 

h9e .. ariament.• , •im6t.rie& 

Solo se .Just.ificarla la simet.ri& de la mat.riz ( ai.J ) si sus 

eleinent.os son t.omados •n proa.clic; habrla que hallar l.as 

est.adlst.icas de la Seeret.arla de Comunicaciones y Transport.es 
.. 

.. 

-.cho. de lo• vo.lor•• d• a evident•rnenl• ••ra.n cero pero loma.ri.a."'O• 

por del Ln\.CLOn a 

Lo. ma.tri.z 

i.,cj y 

'ª ,, 
una. pri.mera. a.proK\.rnGC\.Of\ 

1 la. to""4r\.o."'o• eo"'o ei.met ri.ca. 

prt.n.er \.nl•hlo d• ha.lla.r lo.l ~nforma.cion no fu• 1.1n •Ki.lo 
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CAl.CUl.O OQ. Ft.UJO EN ZONAS O REGIQIES , 

eeonóm.ieas cozno diga:nos •l &.Jlo , •le. 

zonas 

eeonóm.ieas .. , d• Alguna f'orm.a. • 

Y supóngase qv• •n cada zona ..conóm.iea la dislribuci6n d• la 

población •e uniforme . 

E.n t.a.les zot\a.s o•ogrlúicas •xist.en eJ.uda.d•s para las eu.al•s 

•l ID:Xl•lo funciona , a s:a.t:i.r , ciuda.d•s cuya pobl.;a.ci6n •xc.d• a 

los 100 .• 000 ha.b.t.t.ant.es . En •el.o ha.brla un ciert.o problema que 

depende córoo •st.4n dados los dalos *St.adislicos . 

condición puede d.scribirs• enlonc•s conx::i : 

k es una const.anle d• proporcionalidad ü.nica para c~da región del 

paJ.s: y •e calcula.da d• a.nt.em.ano 

Asimismo •l f'lujo diar-io de pasajeros en avión ent.re 2 

" p P. \.J L J 

dond• l cumple las mismas condiciones condiciones que k • 

Es claro que vn esle caso el calculo seria más rapido ya que 

•l p&is •xislen ciudades con lac caraet•ri~t.icas menéionadas que 

no cuenL~n con servicio de lransporlación ~érea . 



SJ.m.ilarJM>nt.• s•a.n M y N const.ant.os d• proporcionalidad que •n zonas 

los casos ant.eriores son t.al•s qua : 

:? HPP 
\ J L J 

o' N P P 
LJ L J 

con M ;· N Oni cas par .. cada zona o regi 6n del pa.l s y 

C S H , 11 S 

Por lo que ead.a. element.o de nuest.ra mat.r1: d• flujo est.a.r• 

dado como sigue : 

Cli::..-1..-M..-N:>PP 
' J 

L,J lli ¡ l,n f 

o ,. o 
\.J JL pO. f Q. L JI. j hJ 6 1 '·" 1 

L..a descr1pe16n de la anf•rma>dad en una Qran ciudad puede 

Pero •l t.rat.amient.o de cont.act.os •nt.r• las ciudades sobre la 

ba.s• de la migrac16n ut.ilizando el re9J.st.ro del sist.ema. 

d• t.ra.nsport.• le da realismo 

Analiza.retnes el cont.act.o ent.re grupos en t.érmJ.nos d• 

migración más que en forma de mezcla aleat.or1a. 



MODELOS COll MI GRACI ON 

t.a. m.a.n•ra mas simpl• 

Di Cu&i 6n d• la •nf er rnedad en un gr upo 

det.er mi nis t.1 co 

con un modelo 

Cont..act.os ent.re los grupos con mAn1pulación ent.r• ellos con 

base la migración 

Es neeesoa.rio precisar cues:t.iones ~ ca.t.egorlas de 1nd1· .. ·iduos 

t..odo &qu•l cujeLo enfermo serA Olisl.a.do y no part.icipa.ra en la 

migración . 

Torn.mos el "-•simo grupo • sean 

X"Ct) • "nUmero de individuos sucepLibles al Li•mpo del 

grupo " .. 

Y,Ci.) • •4 nWnero de individuos 1nfeccJ.osos circul.1.ndo al 

t.iempo i. en • 1. -ési m:> grupo •• 

µ."C,) • "nUm.ro d• individuos infecciosos .. isla.dos al t.1empo 

' del grupo " ési mo •• 

:LCL) • número de individuos recuperados C1nmunes) oa.l tiempo 

el grupo L 

n"Ct) • "'el t..arnal"lo del i..-ósimo grupo a.l t.iempo t •• 

G es ul t.ot.al de grupos 

Tenemos ahora el sist.erna de ecuaciones siguienle 

Xi.CL) z"CL:> 

" = 1 • z •••... o 
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Supóngas• una t.asa d. inreeción a , aplicable p&r& t.odoc los 

grupos . Sup6ngas• &d•rúrs un• t.a.sa. y de r9Cupera.rni ent.o apl i ca.bl• 

t.&mbi6n para t.odos los grupos .Ahora. el número d• nuevas inreccionas 

•n un int.ervialo de longit.ud ¿t. • •n el L-6s:imo grupo es : 

El nt:ur.ro d• •• recuper-a.núent.os " en un int.erv.&.lo da lcngit.ud 

¿t. • •n el L-6simo grupo Cson nuevos casos:> es ; 

•nf'•rmos: y a.isla.dos ; supondremos una. t.aca d• r.cupera.ción w ; 

eat.o •C ; el nWni9ro d• reeupeorados: de los a.isla.dos en un int..ervalo 

de longit.ud ¿t. , en el L-6simo grupo es 

est.os pasan a formar parl.e de los r9Cuperados (inmunes:> 

s•a µ'"/ªªª de migración del L-6simo grupo al r4h:irno Capl !cable 

a t.odos los individuos a. exr:epeión d• aquellos enrerrnos aislados:> 



+ 

d Y Ct) 

~ 

d µ CI) --ar 

l. •• , z •••••• Q 

H C const..ant.e) 

.~ ¡.ilJ X 
J"t. J 

Eh •l sisL•rna. d• ecuaciones S.2 

pa.r-*tnet..ros. . 

P~rA.mot.ros d• migración 

Problemas en la •st.imaci6n de p~ráznl9otros 

exis:t..•n Z t.ipos de 

,:> w est..a t..as::a. d• reeuperamient.o pu•d• nuls o menos det.erm.i na.r!;.e a 

z) 
/.ltJ se puede Erst..:.mar • & part.ir de l~ obs:ervaei6n de l.a. r•d 
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•)o.y es mAs dificil. pueslo que sólo observamos recuperaciones y no 

infeecion•s . 

Exist.en mót.odos d• aproximación aprior1 :supóngase que se puede 

ll\9dir la Lasa d• lnigraci6n •nt.r• lodos los pares de grupos 

cea. o
1

J la t.asa d• t.ransf•r•ncia del grupo \ al J , t.•nemos 

,, o"J t.asa d• t.odo el grupo 

z) µ"¡ t.asa por i ndi vi duo 

Ya que los enrermos aislados no part.ieip&n en la migración se 

t.i•n• qu• . 

de donde 

ªq • µ 11 Cni. - µ") 

" " ni. - µ" 

sea Sij la t.asa observada en un int.ervalo de t.iempo pequel\o 

ast podemos est.imar µ\.J 

s _._,_ 
n" - µi.. 

•sle est.udio de nos indica si µ ,, va.ria. con 

Cpueden aparecer muchos problemas est.adist.icos) 
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Ex.a.llú.ne-=:rs la suposición d• mezcla hoacg6nea exist..•n rest..ricciones 

para •ntermedades int9Ccios:as como Cin&l&ria • luberculosis y 

S.a la ciudad A de t..am.a.l'\o pobl&c~onal N 

y la ciudad 9 de t..am.a.l'io poblacional kN 

considérese el nWD9ro de cont..act..os de cada individuo infeeeioso en 

cada una de las ciud&des 

Podrla suponers• que la t..asa en que el infeccioso cont..act..a a 

el.ros individuos de la población 8, es k veces mayor que la de la 

ciudad A. Pero 9Tl muchos casos es ~ razonable suponer una lasa 

conct..ant..e de hacer cont..aclo para cada individuo independLent..emenle 

del la.mafto de la población Lot..al 

Supóngase que esla prirDera suposición es aceplada y analic6mosla 

t..enemoc por t..anlo 

a----. p&ra la ciudad \ 

O.pende del lam.a.fto de la población y no .s igual por t..anl.o 

para lodo individuo . 

Est..a es evident..emenle una f'orrna reslringida do pobl~eión 

homog6neament..e 1n9zclada , se Li•n• ont..onces . 
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d X.C•) l a ~ a --ar-- • --*- X"Ct.J Y._Ct.) + __ ,_;_ X.C'-' .. __ ,_;_X_Cl) 
1,. , .. n,-1-'j J J 1n" .... µ&. " 

d X\.Ct:> 1 a ~ a --ar-•-ª- X.Ct.) YCt.:> + --'-'-Y.Ctl - __ ,_;_y_(t) - yYCL) n., " \. J .. n J - µJ J j 1 n&. .. µi. " " 

intclaln.nl• int~oducida •n uo pequ•PSo grupo difundi•r'ldose 
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a) L..a oblenc:i6n y rormulaei6n de un sis~•ma s.1 de 3 

1rú•eeiOSO CObr• las 2 cl&$9$ d• indiVldUOS en que S• divid• & la 

pobl&eión C suc•plibl•s • inreccios:os ' en un~ eiodad eon al~a 

~ YCt,T,lp) 

"L 

iJ SCL,11') 
4L 

o 

T •tTI 

• -o: SC i .~) J f YC1 ,T".\1-') dyt 

T y.TT> 

"f(L,0,\1') •a se ..... , J J YCt,T,I/') d"' 
D O 

S.1 



1) Un algor1~111a de r..s.oluei6n c::t.1 ~1s~•Jn.& S.1 discr•~i:ando 

•l proc..so ep1d6m.ico de la inCluen:a (modelo local) de ~al forma 

que s1 s• conocen g Cdislribución inicial de los suceplibl•s t•o) 

obt.ener s"' Y v"' 

mediant.e el sis~em.a S.1.2 y las condiciones iniciales aCT) 

asl conocido« aCT) y s: t.endrernos de la condición inicial : 

que podemos conocer en t•o y para 

y s" 
o 

•) una formulación de la probabilidad de t.ransición que enlrela:a 

las ciudades en un sist.eru. ünico para las 2 clases de individuos 

de la población considerada . 

L • ,,.-(&, r.J 

ª ~t.•q a\ J ¿t. infecciosos 
Y\YJ I:~ 

4) la tormulaci6n de los er.-c:t.os debidos a la migración de la 

población 
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sobre 105 individuos que componen la poblae16n del pals . 

i,. • {l ,n} 

ª .. j ) - --¡;¡-XL 

'T 

f. d'T 
'T 

' 

.¡ilT1 

f • Y1CT,\¡l.t) d\V 
.¡i¡T1 
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Estos: 2 tipos de 

•Et..ad1st.ic.as nos. i=-rnú.t.iria.n c:onoc::er los: p&ramet.ros. t.a.nt..o 

*Pideftliolo¡rieo~ C:OltlO df!' m.19ra.ción . 

'l' • 1- .. 1: •••••• T 

í. ......... - - • ft 

2Q et.ap& )(L(l•t.) • ií.Cl•t.) 

....... r. 
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?)Un J'\Ue\."O s.tct.•JNL qu• modela. el ca.s:o de un.a. tola. ciud.a.d Cmodelo 

~rav6s. de un &lgorLlmo tNs.s: sanctllo , 

XC c.,j - YCo.h•~ S.7 

donde Pt y PJ las poblaciones d• la eiuda.d 

recpeet.iv.ament.e , e>::c:ed•n ..a. loe 100.000 h.a.bit..a.nt..-s 

C K + ~ + M + N ) 

y la. c:J.ud.a.d 

k,L,M,N son On1ca.s par~ cada r~gión d•l p&ls cuya diclribuctón de 

la población recult.a. ~~r unirorme . 

o :!:'. ..:.s...w .. w :S 1 

O. ~ C . 
\J JI. 

pa_ra_ LJ'lj 
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o) Un waodelo con migración que inc:orpora et.ras 2 c:lases de 

removido• 

2\Ct) aparle de sucepLibles X\Ct) é infec:c:iosos YLCl) aqui lodas 

la• c:las•s de individuos de la población solo dependen del liempo 

asimismo incorpora una lasa de 1nfecci6n o para t.odo: lo• grupos • 

Uf\& Lasa r de rec:uperam.ient.o apl1cable a Lodos los grupos una Lasa 

de recupeoraci6n w en los: individuos enfern:oi: ais:lados y una Las.a. ~_,: 

µLJ de migración del L-6simQ grupo al J-és;ilrlO aplicable a t.odos 

los individuos e;.ccept.o a aquellos enfermos aislados a es la t.asa ,, 
de migr.a.ci6n de t.odo el grupo . 

a a a 
-'-'- XJCL) \ __ ,_,_ XLCL) 
n J - µ J - ,f, n" - µ\. 

a a a a 
• 'i' --'-1

- Y Ct) - ~ --'-'- Y"Ct) - yY\.Ct:> 
j"' n; - "'¡ J jÍ-1 n" - "'" 
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APENDICE 

consid•,..•hlÓs el rrov1mient..o de un fluido de dens.id.ad pC:.:.y.:) 

supcng.unos: que el campo de '.telocidad e~t...a. d.a.do por r 

t.r .a. véc de un par-al el epi pe-do ABCDEFGH • de d.:. mensd. enes ~ , d;.t • d: 

..:h...'® f '! 
e!~ 

A dy r 

Calculemos la cant.idad de !luido que paca a t.ravés de la cara 

ABCD por unid.ad de t.il!!'mpo las componentes. X y Z de la velocidad r 

no contribuyen en forma alguna al flujo a través de ABCD . La ma;4 

del fluido que enlra por .!.BCD por unidad de t.iernpo e~La dad• por 

pv dx dz . L.a m.a.sa del fluido que abandona la cara EFGH por un1dad 

por unidad de liempo 

[ 
pv t- a(pv) ] d:.: d:;: -ay- dy 
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La p6'rc:Ud.a. de mas.a pcrr unid.ad de Liempo s.& ve que es e-nt.once!; 

igu.l .a : 

.,,.,.,) 
--ay- "'""') ] --- d:.<: dy d:z "% 

/Kpw) r•pr•s•nl.a l.a. p6rdida. d• m.a.s;a por-
az-

unid~ d• t.i•mp!:) por unid.ad d~ volUtten 

Es.La cant.id.ad es llamad.a. la. divergen~i• del ve-c:Lor p'f 

A. Cp!':> • div Cpf) • "Cpu':J ~ fK.¡::r.r) + ilCpw) • 1 dM 
-;;;¡- -,,y- -;;z- "T CIT' 

volulN!'n del fluido 

div Cpf) • A .Cpf) • p &.r + r A.p. 
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El t.eor•1na d• 1 a divergencia C de GAUSS-OS'I'OOR:AOSICY '.:> 

supondremos que V est.a .a.colada por un númeoro finit.o de superficie~ 

t.ale-s qu1t- en cada s;upe-rficie exis:t.11!!' un.a. normal cont.inua bien 

de-finida . Tambi•n supondremos queo f puede int.eograrse sobre la 

superficie> t.ot..a.l queo limit.a a V • ahora no import.ando cual sea la 

ici9niíicación fic.ica de f si e-s qutl' t.iene alguna , siempre 

pod1t>mos: imaginar .a. f como •l product.o de la densid.a.d y la 

velocidad deo algún !"luido . Hemos vi;:t.o pre..:1.a.ment.e que la pérdid.a. 

net.a de !"luido por unidad de liempo por unidad de volumen est.a 

d&da por di·.--C!") cons:e-cuenl•rnenle La pe.rdid.a. lot.al por unidad de 

t.i~mpo est.• dada por : 

f f f divCC) dL ..... Ca) 

V 

Ahora , como f y divCf) icon cont.inuaic • no puede hab.r nJ.ngQn 

punt.o en la re-gión V en la que el fluido est.e siendo fabricado o 

deict.ruido ¡ est.o e;: no aparecen ni fuenleE ni sumideros 

Conse-cuent.ement.e , la pérdida t.ot.al del fluido debe ;:er 

la conslll'C:u&ncia del !"lujo d•l fluido a lravés de la front.•ra S de 

la r•gión V . Podemos coloc.ir un gran nú.mer-o de obs.ervador-es: a.obre 

la rronlera S • y dejar que cada observador mida el flujo hacia 

afuer.a y luego sumar los da.loa. registrado• por c:..da obs.ervador En 

un punt.c sobre la super!"icie con vect.or normal de .a.rea d>.. , la 

componente de la velocidad perpendicular a la super!"icie ~s V. U 

donde N es el vec.t.or unil.ario normal hacia afuera 
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Es inmedial.a.a-nl• evid.-nl• que pV.r:D.. • f.dA r..pr-esenla el flujo 

hacia 4t"uera. de t:n.a.s.a por unidad de t.ieuipo . De a.qui que la pérdid.l. 

t.olal d• zn.a.sa por unidad de liempo esla. dada por : 

.. Cb) 

iqualando Ca) y Cb) l•nell\Qs el l~rerr.a de la divergencia 

J J J ~iv<:f) dT ........ Ce) 

V 

F , extendida por ci•rlo volumen • as igual .al flujo del v.clor a 

~rav6s de la superfici• qu• limila. a esle volumen . 

Ahora l•n.mos un flujo de p.arliculas en la región F e Rn 

simpleM9'nt.• conexa y para lal fluido leneimos su función de 

densidad X y campo de velocid&dlltS f 

Coni:.ider•s• una superficie S que lirnit.a a F la cu.a.l se 

encuent.ra complet.arnent.a denlro del fluido . 

L.a masa t.ot.al del fluido denlro de S Gst.a dada por 

M • J J J X dT 
r 

diferenciando con r•speclo al t.iempo lenemos 

dM 
-;¡¡;- J J J =~ dT . . . . . . . . . . e., 

F 

del fluido dent.ro de S : 
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cont.ribuc16n debida a est.e efee:t.o es 

f f Xf.d>.. 
s 

a.) pu*Cle est.ars• dect.ruyendo ma.t.eria e sumidero 

sea \1-'Cac.y.a.l) la cant.idad de mat.eria creada o des;t.ruida por 

unid&d de vol~ para una fuent.e V' > O , y para un sulnidero , "°' < 

O la ganancia t.ot.al da fluido es por lo t.ant.o 

f ¡ f Y'dT - Jjxt.d>...,,.,,,,,, Ca) 

igualando a) y al 

J J J =~ dT 
r 

f J J Y' dT 
F 

f f J 'I' dT 
F 

aplicando el t.eorem.a de divergencia 

f f J div CXf) dT J J J 'I' ¡:dT 
F • 

por lo que 



!~ + divCXO • 11'('.x,y,a,i.:> •••.••••.•• 4) 

Lhora ya qu• en nuest.ro proceso la población es const.ant.a es 

es .c¡uival•nle .a la aur.encia de !u•nt.es y surnida-rost es decir 

y.i(x,y,z,1.:> • O por lo que "' se reduc• a : 

div cxn o ......... a;:> 

sunUd•ros para un (luido con !'unción de densidad X y campo de 

velocidad~s r •n una r..gi6n F e Rft con lo cual vemos que nuest.ro 

rluido cumple con la a-cuac16n de cont.inuidad b.a.Jo la hip6lesis de 

que t.ant.o div r con:c r son cont.inuainent.• dit•r•nciabl•s . 
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APEHDICE II 

una función que nos det.ermJ.ne el n(imeoro de infecl.a.do• 

Prime-ro que t.odo esl.& e;; un.a. !'unción del t..i•mpo . Sin 

lenga.n que Ver con la sil.u.ación en que ~e enconlr.a.ba el infectado 

C nivel de defensas ) en el momento de la infecc1ón • al igual que 

el morne-nt.o en que fu~ infectado C en otra~ palabr.a.s : cuanto t.iempo 

lleva infecta.do ::> eont..onces •l número de individuos que .al rnornent.o 

l s• •ncuent.ran infectados y cuy.a. inf*Cción :• inicioen el momento 

l-T encont.randoce con un nivel de defencas ~o • e;;t..a.r• determinad.a. 

por Y • YCT,w
0

, L) 

conside-r•nse a. Lodos. las individuos: infectados .act.u.a.lment.e es 

dll!>Cir al rz.:::,rrent.o t , la información que se tiene de ello:;: es. en 

que moment.o rue-ron 1 nt"e-ct.ados: 

inicial . Ec deoc:ir , fijo 1. 

y cual era su nivel de defensAc 

los t.en11tmos distribuidos: en l.a 

ee 

Lnt•~:lado& •n l-T con 
) nlvol d"' d•f 4ngc:ua \!lo' Q.l 

lnl.clo d4 lQ. Lr.t•c.cfón • 



r1tsptM::t.1 · ..... ament.e de l.a re-gión S 

"'o 

~ 
i~! 
1 
1 

" ' . 
y a yi

1
(T") y 111/•' como la cot..a infl!'rior y superior ~l rno~nt.o -r 

de la re-giOn S 

\ll'TI . ------ -

-------~ 
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t.enemos ent.onces que el número t.ot.al de infect.ados en el momenlo l 

sst.a dado por : 

/z dí 
l 

' 

por t.anlo aplicando la h1pbt.trS1s y resumiendo lenerncs : 

o equivalant.eJMont.e 

/J XCp,1p,T) 
-¡;¡:---

1¡1/CTJ 

f z YCT,1p
0
,t) d1p

0 
••••• {2.H 

vi,, 

p • la canlidad da individuos da la poblaei6n en ciert.o t.iempo t. . 

t. • es el t.iempo ealendario . 

' = es al llempo ~r~nscurrido desde el inicio de la enfermedad . 

)(Cp yi l) = número da individ~os c:¡ue al t.iempo l eslán en el mismo 

est.ado . 

YCr.~0 .l) =densidad , al liempo t. • de la dist.r1buci6n respeclo de T y 

yr
0 

de indiv1duos conlagiados al t.iempo t. - T • 
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Si YCT,1¡11
0

.U nos da el n(a:Qi!tro da int'ect.a.dos al moment.o t. que 

iniciaron su 1nfrcc16n en el momento 1-:- con un nivel de defensas ""o ¡ 

tenemos ent.on.::.es que YCo,l¡U
0

,1) nos da el nU:mero de infectados al t.iempo 

t que iniciaron su inflll"Cción prec1sa.ment.e en ese moment.o • con un nivel 

qui!' YC0,1¡U
0

,1) es decir. el número de nuevos. enfermos en el 

mo~t.o t. con un nivel de defensa w
0 

; es igual a menos el cambio de 

aquellos individuos qua encont.randose sanos en el molm!nt.o t. con un 

nivel de defensas ""º y se 1nfec:t.an en ese mcnnent.o . 

suporu;amos que la función XC1¡U
0

.1) nos dica el nú:nero de individuos 

sanos que al moment.o t. se encuent.ran con un nivel de defensas w
0 

nuevam9nt.e aplicando la hipót.esis 1 , t.enei:DQE 

~ ~~p.,.,,1) • - T xcv-'o•L> 
V"'TI 

rJ• YCT,Y' bL) dyi 
0 

viiT1 

..... 2.2 



lim YCl--~,\.) - YCT,.\.) 
h _.. o h 

lita YC:T. 1.) - Y(1"-h~i.) 

h - o h 

• - dY 
OT" 

por lo t.ant.o 

IJY 
7T 

- d.-etr 

o ......... 2.3 
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