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INTRODUCCION
La eprdemiologia cientifica @s una ciencia relativamente nueva
que data del siglo XIX ; época en la que se inicid tamhién la ciencia
de la microbiologia
Sin embargo log primercs estudios epirdemislégicos tuvieron lugar

© cuande aun se creia gque los olores emanades de las sustancias

putrefactas , principalmente de ics cadaveres o del agua podrida o del
aire contaminade , provacaban las enfermedades aunque $o reconocia que
los padecimientos se transmitian de persona a persona , también sa

crefa firmemente que las emanacicnes do la suciedad y de la materia en
descompesiclién eran las que difundian @1 mal durante las epidemias. A
finales del mismo siglc algunos investigadores empezaron a dudar de la
vigencia de esta Lecrta ., ez decir , de la tearia miasmatica .

La ciencia de la microbiclogia di¢ gran impulso a los conceptos
epidemiclogicos relacionados con la causa ¥ la transmision de las
onfermedades infecciosas . La ciencia de la inmunologia que empazdéd a
desarrollarse desde principios del siglo contribuyé también a reforzar
las teorias epidemiclogicas . la inmunclogia se ccupa de la relacién
entre el individuo y el microorganisme invaser . asi como de la
capacidad del cuerpo para resistir o sucumbir a dicha invasién también
investiga la capacidad de un individuo para resistir a una futura
invasién despues de haber sido atacado por cierto Lipo de organismos .

A principios del siglo . la epidemiologia se ocupaba del efecto de
las enfermedades infecciosas al ocurrir en forme epidémica.Pronto se
vid que el criteric epidemiolégico podra ser también aplicado

a enfermedades no epidémicas tales come la tuberculosis y la sifilis .
Entre tantoc,a medida que se van vensiendo gradualmente las

snfermedades infecciosas que ya no son causas principales de muerte .



Yy a medida que la duracién de la vida se prolonga y que sobrevienen
cambics en la distribucién de la poblacién . el concepto epidemiclégico
sufre nuevas transformacionss es decir en la actualidad la
epidemioclogia puede aplicarse también a enfermedades no 1nfecciosas gue

afectan a grandex magas de 1a poblacidn .

Modelacicnes adecuadas a grandes epidemias de tipo concrets casi ne
aparecian en las 1nvestigaciones hasta los afios 70 , pues no resultaba
claro a partir de que conceptos es posible construir la teoria de tales
modelos .Esto se debe a que el valor de la matematica aplicada depende
de la welaboracién y desarrclloc de los correspondientes lenguajes
formales y de los mélodos de descripeidn abstracta de los proceses
epidemiolégicos concretos .

En el siglo sax se generarén los primesros modelos matematicos
aplicados a los procesos epidémicos ¢ véase 1 - 3 3 ; se continua en el
s1glo xx con ¢ 4 -~ 8 ) que son gquienes abren las puertas a la teoria de
los procescs epidemiolégicos . Hasta antes del madelo propueste en los
trabajos de RVACHOV (véase 11-13) los modelos construidos eran
principalmente modelacicnes teérico-probabilisticas para el estudic de
brotes epidémicos para poblaciones pequefias (veacse por ejemplo L0 y 11D

También aparecen investigaciones estadisticas que incluyen
aproximaciones formales a epidemias y una gama de modelos epidémucos a
través de modelos abstractes ( véase por ejemple 8 y 10 2

Es claro que la evolucién de una epidemia en una poblacion dada ,
lleva implicita la dinamica del agente i1nfecciosc on la peblac:ion .

Es por ello que locz métodos desarrollados han estado intimamente
ligados a la ciencia fisica ., scbre todo a la mecénica

Solo después de que aparecierdn las computadoras esta situacion a
empezadc a cambiar . en particular en la descripecisén formal de los

procesos quimicos , bicidgicos econdmicos y sociales .
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Esto nos da idea de la importancia directa de las descripciones
formales para el estudio de los procesos de grandes epidemias .

Debido a las implicaciones de salud , sociales ., econdmicas , etc
que las opidemias Lraon consigo se han ido tomando medidas preventivas
para evitar y controlar las epidemias H Esto no os notado
explicitamente en el momento actual , aunque en la medida en que esto
no existiera se presentarian pecres brotes epidémicos que los que se
presentaban en la época medieval y causarian destrozos enormes debido a
la alta densidad poblacicnal de las grandes urbes actuales y su vida de
intensa comunicacion masiva.

Agqui se toma en cuenta lo econdmico de las medidas profiladcilicas y
esto depende de las leyes de desarrollo de las epidemias . Esto es
posible en la madida en que se hacen las madelaciones correspendientes
YA que es impracticable el método experimental y praécticamente irreal
ol fencmenolégico .

Ciertas ideas de la fisica tedérica en particular de la mecanica
de los mediocs continuos ser&n el punto de partida .

M&s exactamente propiedades geomédiricas y clneméiticas de 1la
mechknica de medios continuos : trayectorias y flujo de partficulas
campos woctoriales { de velocidades D y ecuacién de continuidad . En
cuanto .a las caracteristicas dinSmicas , estas se estudiaran a traveés
de las ecuaciones de los procesos ({nfecciosos en los (ndividuos de
manera que ol mavimiento de una p;rticula ocurre en el espacic fase de
todos los posibles estados de salud en que pueden estar los individuos
es decir, por un lado la enfermedad de un individus se considera
un procesc , puesto que gqueda descrito por un movimiento continuo

representado por una particula en el espacioc de estados del individuo .



Por otro , la epidemia para grandes masas de la poblacién
queda descrita como un proceso en o)l medio continuo , donde los
individuos quedan representados por particulas gue llenan cierta
regién del espacio fase .

Este trabajo tiene como meta el llegar a modelar matemaAticamente
el procesc epidémice de la influenza . esta modelacidn sera de caracter
predictive y dichc modelo esta definido para todas las poblaciénes
importantes del territorio nacionat .

Haremos uso de la idealizacién y abstraccisdn de varics aspectos del
precess , aundue tales resultados por su naturaleza . no pusden ser
obtenidos de otra forma : a saber , modelando las propiedades
cuantitativas del fenémeno real .

Por su caracter general y porque los méLodos profilacticos y
curativos escencialmente no influywn en el control de la epidemia . es
que nos avocaremos a describir matematicamente el proceso epidémico de
la influenza . Estas epidemias tLienen una frecuencia a nivel mundial de
cada tres afics y afectan aproximadamente a una tercera parte de la
poblaclioén mundial o

Ademis tiehe una importancia econémica global por la baja en las
horas laborables a todos los niveles de la poblacién , en particular la
poblacién econdbmicamonte activa

Su modelaciédn se haréd como menciénamos antes como un  proceso
continuo cuyos » Atomos ¢ son también procesos continucs
¢ @l desarrollo del procesco infecciosc en un individuoc 2 con punto de

partida en la mec&nica de los medios continucs .
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DESCRIPCION DE UN PROCESO INFECCIOSO A TRAVES DE UN MODELO EPIDEMICO

COMN  CARACTERIZACICN CONTINUA DE LOS ESTADOS MEDICO-BIOLOGICOS DEL
INDIVIDUO

En los modelos clasicos tedricos se estudian los protescs de
difusiéon de una enfermedad en una poblacion a travées de cbservar el
comportamiento de las distintas clases de individuos que conforman la
poblacién (susceplibles, infeccicsos, ¥y recuperados) partiende del
supuestio que todo individuo de la poblacién pertenece a una y solo una
de estas clases .

En ectia clasificacioén oqui par amos a todos los individuos
susceptibles entre s , ¥ lo mismo hacemos con las otras clases . 4st ,
dadeos dos individuos de la misma clase no tenemos forma de
digtinguirlios entre si ; por el hecho de encontrarse en la misma clase
£@ encuentran en el mismo estado de salud .En los modelos clasicos por
tante , todos los individuos susceplibles se encuentran en igualdad de
condiciones para pasar a2 la clase de los individuos infecciesos , al
igual que todes los individuos infeccicsos e encuentran en igualdad de
cendiclones para pasar a f{ormar parte de la clase de los individuos
removidos o recuper ados . Estos modelos pueden llamarse
‘compartamentales: por suUE  caracteristicag de c;-mparumientos con
clasos de {ndividuos .

Por lo tantc en un modelo compartamental todos los individuos de
un compartimiento estan en igualdad de circunstancias para poder pasar

a otro compartimiento



El modelo presentadc en wste trabajo, caracileriza a los elementos
de la poblacitn de forma distinta a1l caso de los modelos arriba
descritos . mediante su estado medico-bialdgico ¥y ssra dirigade a
onf ermedades {nfecciosag |

Supondremeos due cada individue es caracterizadc por ciLerLes
parametros por ejempla tipo ¥y rcantidad de geérmen patogeno
caracteristicas inmunel dgicas especificas come : cantidad de
anticuerpos a la materfa infeccicza medida de alguna forma
caracteristicas inmuholégicas generales come : nivel alimenticio medido
par ejerplo en deficiencta ~vataminica y démas consideraciones
nutricicnales

En cuanto a los posibles estados en que pueden estar los individucs
de la poblacién supondremss en principio gue wn individuo queda
caracterizade per un conjunte de pardmeiros al tiempo L .

Denotamos por F al coanjunto de todes los posibles estados

médico~biolégicos de loas individucs de la poblacién es decair

F o= { G C pmCid, pLD, . . .,pel3 £ R” / @ caracteriza

el estado médico~biclédgico de un individuo al tiempo t }
£En otras palabras - F = @5 nuestro espacioc fase , @l cual dados
.
nuestroes objetivos de describir coms se difunde una  enfermedad
infecciosa en una poblacidn densamente poblada. supondremcs gue (F noc
admite ni siquiera agujercs puntuales) ¥ Ltodo estado médico-biolédgicn &

e F tiene asociade un punto de R" . o sea F es simplemente conexe v F

o un subconjunto formado de una anica pieza de r" para cierta n € N



Por ello en adelante nos referiremos al espacio fase F no solo comc
un conjunto de estadeos posibles , sino tamb:én como una estructura
matematica dada . en este caso la de ospa:'so euclideanc

Un proceso infecciosco s la descripcidn de la dinamica del gérmen
patédgenc en una poblacién dada , ¥ er; nuestro contextio supondremes que
los cambios y variacicnes que presente tal proceso son continucs e
incluss que ¢ es conlainuamente diferenciable .

Por otro lado , deseamos gque el proceso sea deterministico iy
para ello supondremos Adomas , que el estado médico-bioclégico de un
individuo representa la historia médico-bioloégica de tal individuo
desde su contagioc hasta el momento ¢ , 85 decir : la dinamica de la
enfernedad representada por al estado de los. individuos depende del

ostado médico-bioloégico actual @ y no de su pasade , © sea que :

b= :f [ VU T T
@ TcR - anCpiramachsﬁ

4(ptCtD .

£ iF e« R" +« R"  Ccampo de velocidades >
& - v .

Ahora , si interpretamos los estados médico-bilolégicos $ de todos
los individuos de la pablacién . como puntos del espacic fase F
tendremos que el proceso epidémico de un individuo quedara descrito por

ol mavimiento del punto en el espacio fase

~



Asl el procesc epidémico completo quedara descrito por el
movimiento de todas las particulas d;l espacio fase , os decir , por el
movimiento de un fluido . Es asi gue s: czonocemos las leyes del
movimiento del fluido tendremos una descripcion del preoceso
epidenicl égica .

Mias concretamente cualesquiera que sean las manifestaciones
clinicas A través de las cuales se detecte el procesc infecciose este

quedara determinado al mencs por dos pardmetros Q variables

19 por la dindmica de la poblacién patdgena en este caso representada
simbdlicamente por p , la cantidad de germen patédgens del individuo
{ ta P v de lo anterior notacien 2 .

o

=4 por la dinamica de las defensas del organismo en este casodenoctada
por w la cantidad de defensas del individuo (e a,m de la ontenor
notagion D) .

Como sucede cen cualquier process ohjelivamente existente
introducimeos una medida cuantitativa ; gque para la poblacién patdgena
la denctamog por p y evidentemente pusde tLomarse come tal medida a la
magnitud de dicho germen patégeno o una magnitud proporciocnal a esta .
la cual como antes 1o introducimos es una idealizacién del proceso
continuo.

Es mag dificil encontrar una medida para las defensas del organismo
aunque no obstante las diversas reaccicones inmunclédgicas , esto si es
posible , pues recuérdese gue la cantidad de defensas del organismo
esta intimamente relacionada con el gérmen patégeno especificeo , y por
tanto estas reaccicnes es rac-onable de alguna manera sumarlas si como

medida de la defensa del organismo tomamos :



L1 ==pm~p'£ (%)

donde p”CO nos describe la dinamica de la poblacién patdgena en

un medio adectado .

AQui: no nas importa tanto la cantidad de poeblacién patogena que
tiene este individuo , sino que tanto se excede esta poblacién de la
tradicronalmente tenida ¢

¥ Nos esta midiendo la desviaci6n con respecto a uha sitluacidn
normal .o sea nos mide la dtsv.ia.ci;‘m &u en el organismo respwctc de

SY variacion en cierto media controlado
”
W) & X1) - p (e

En realidad lo que por el momento nos interesa es que esta medida
exista aungue luego se concretars .

Al identificar a cada estade médico-bioldgico & con la posicisdn de
una particula ¢ « F R". obtenemos que todos los (ndividuos que ocupan
un risme estado seguiran la misma Lrayecioria médico-biolégica y por
elloc al transcurrir el tiempo sn'estable:a un flujo de particulas en la
regién F ®" y tal fluido tisne por camps de velosidades a § .

Fara tal fluido podemos suponer que ‘enemos una funcion X que
mide ol numerc de individuss en el estado @ al tiempe : . Y puede
interpretarse como la densidad del flujo en el estado ¢ al tiemps t , o

biern la dinamica de la distribucién de la densidad del fluido en el

plane .

X : F x lo,+md - K"

X = Xp, w, t2



Nuestra funcién incognita es X .para f dada ¥y para todas las
p'¥t conoceremos el procesc epidémico lo cual es nuestra cbjetivo .

Resumiendo ; Lenemes un espacio fase F una medida de la dindmca
del gérmen patogeno p , una medida del n:vel de defensa del organismo
w ¥ un fluido de estados médico-biolégicos C perticulos D en F cuyo
campo de velocidades es £ y funcién de densidad X , que bajo lLa
idealizaciédn hecha antes nos lleva a la asociacién del proceso
epidémico con un medic continuc

Hacia el siglo xax se llevan a capo los estudios mas impertantes y
representativos en cuanto al medioc cont:nuo . De hecho se formula la
ecuacion de continuidad de los medios continuos gque describe el
movimlento de un fluide en términos de su funcién de densidad ¥y su

campo de velocidades . a saber

X + div CXfI = ¥p, w O

donde

X = * densidad del fluido ™

f = * velocidad del fluido *

¥ = ¢ cantidad de materia creada o destruida por unidad de
voluren . para una fuente $ 2 O ., para un sumidero ¥ < G *

div = * divergencia de  * "o

Esta ecuacidn adguiere gran importancia por Su caracter masivo

para grandes epldemias

M para una explicacion detalleds wveass el opendice t

% % veose apendice ® }
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la mecanica de lo: medios continuos Liene métodos tales que si se
cohocen las leyes jndividuales del movimiento de cada particula .
entonces la ecuacion de continuidad para XC p, @, ( D describe el
movimients del fluido en su totalidad
Es decir ; con base en las propiedades de cada una de las
particulas aisladas se puede preveer el comportamients del medic
continuo comec un todo y en esto radica el intereées de la
epidemioldgia . Considerandoc la epidemia como una sustancia
for mada por atomos: C procescs infeccioncs 2 se puede
construir la teoria correspondiente

Un punto clave de la tecria matematica {iredicienal)? de epidemias
consiste en la discretizacién de los estados del individuo . donde la
probabilidad de transicién de un estado a olro no depende de que tanto
el individuo se mantuvo en su estado anterior en este caso se llega a

ecuacicnes diferenciales relativamente simples

Por otro lado, considerar que la probabilidad w de gque un individuo
s@ recupere no deponde oo T Ctiempe troarscurride deads gque un  individus
se contagied oS algo que contradice a la realidad . Esta es una
restricciéon fuerte , es por eso que on la teoria matematica clasica de
laz epidemias se tiende a investigar ®l mecanismo del procesa epidémiceo
en si misne , come tal , es decir se tiende al estudio de las eprdemias
abstractas , en contraposicidén a modelar los brotes epidémicos
concretos .Si consideramos que u depende de T , se complican las
ecuaciones gque obtenemcs » comientan a aparecer integrales de las
funciones incégnita con argumentoc retardade y su consecuente estudio
analitico se complica , por ello no haremos tal consideraciédn en este

trabajo , aunque ese esx el verdadero modelo de RVACHOV .
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MODELO LECAL DEL PROCESD SPIDEMICO

Para una enfermedad infecciosa como la influenza el problema lo
planteamos de la siguiente forma :

Escogemns los parametros o gue caracleriZaran la situacion
médico~biologica de log individuns v conotida su dinamica . @ sea f
wl problema consiste en hallar X tal que cumpla con la ecuac:dn de
continuidad de los medicos continuos
Hemos indicado que ol estado des on!‘armsdad. de cada individus estara
bisn definido s1 conocemos . para todo momente « . los valaores
C o ¥ 3 recordande que o es la medida de la poblacién patédgena , » w
las defensas del individuc medidas de aiguna forma , donde o ¥ ¥ sen
funciones del tiempo

La similtud que eslablecimos entre ol proceso epidémica ¥ ol

movimientc de un medio continus . Aos  ayuda a noLar gue  si
conocencs los datos anteriores gara cada individuo de la poblacién
tendremas la descripeidén de la epidemia

A%t la dirnamica del procese infecciess Queda descrita en

general por la variacion de o y v a 1o largo del tiempo

an F = {C P oy 2 1L 2 oa ., iy 2o } . Podemos cons:derar
al conjunto de puntos C iehividuos 7 gue l1lenan cieria regién

aproximadamente en farma - continua - .

” "o -E preciae dearr sal 10do -l ssr1ado -3 arfermadad de -h
induwi oo, por  cuanto Jgue on  ekls  modelo  solo  hablamon de  eanos @
wnfectados N v on amhos coROE FOCINOLPMOR distintoe satadas tants de

salud  coms  da enfarmadss




Ademas cada punto en F se nmueve en su trayectoria de manera
que globalmente podemos considerar esta situacién come el flujo de
un liquide o un gas (movimaento de un medio continue 3 .

Ahora nos interesa determinar el numero de individuos gque al
momento L e sncuentran onh el estado € p . y O este numero lo
describiremos por X p, w, t J

En la teorfa general de epidemias se hah obitenido buenasg
aproxi maciones a los procesos epidémicos mediante model os

matematicos basados on la siguiante hipédtesis :

Hipotesis 1 € hipstesis discreta de interaccién molecular 2
* La razén de cambic en la poblacién susceplible as proporcional al
numero de contactos entre los (ndividuos susceptibles y los
individuox infectados "™ , nosotros tomamos o) nimero de contactos
proporeional al producto del numera de susceptibles por el namero
da infectados

Si denctamos por S al namerc de susceptibles y por I al numera
de infwctadeos , esa condicidén podemos escribirla como

ds

db-—rSI a.1

aqui r 2 O recibe @l nombre de razén de infeccion y el signo menos

aparece por cuanto que rSI 2 O , pera la funcidn S es decreciente .
Regresando a nuestro modelo ., podemos considerar que toda la

poblacién no infectada . es deocir ; todos los sanos son suscepiibles

a la enfermedad .
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Sea H el tamafico total de la poblacién ( constants durarts el

procesoe U .

Nuestra ecuacidn de continuidad , debido a gue no se crea ni se
dectruye materia C(en eests caso poblacion D va que exta es

constante , serd :

ACz, w, 1) +div (XCo y, O fCp, w, Q] =0 ca.a>
T

Ya que en nuesirs caso no existen ni fuentes ni sumideros
Cvéase el apéndice 1 3. ’

Debido a laz dificultades que involusra para un campe de
velocidades f arbitrario el poder hallar X de € 2.2 3 intentaremos
zimplificaciones epicdemiclogicas para lo cual conviene regresar a
la idea de los modelos compartamentales de clases de individuos

Comencemos por una definicién provisional de la clase de

gusceptibles

S'C L) = * namero de individuos susceplibles en &l estado

CO,y) al tiempo L , con @ = 0o y yZza ¥

que mude al conjunto de pares ordenados € p, v ) € F tales gue

MLl =0 y wtd 20

Esto es , en ausencia de gérmen patédgenc Sl es igual a la

denzidad del flujo X para p =0 y w2 O al tiempo t , es decir :

14



sxc"") = XC Lo) = " el nuners de susceptibles en el estado

€O, ¥J al tiempo t .

»
S‘CLZ: = * total de susceptibles en €O, ¥ al tiempo t .

independientemenie de su nivel de defensas " es decir :
» wl'A‘\Gl wmnx
S0 = f SC1,0.4) dy = f XCho0,)  dy £2. 41
o o

donde LA “es @l nivel maximo promedic de defensas , respecto de la

enfer medad de un individuo *.

Ahora definiremos lo anteriocr mas precisamente :

toa SCe,p) = * ol humero de i{individucos suceptibles, con 0 £ p £ &
ywz Cal tiempo t y con ¢ fijfa para cada enflermedad *

SCu, ) nos micde al conjunte de pares ordenados Cp,yd) « R
tales que O 5 p ; € W= o= constante , es decir

SCt,yd = J'zxtl.p,w) dy (2.5
L]

15



]

h"'""""""‘J .

..

=
Zl

%

lisq' [

s =« el total de suceptibles . independientemente del nivel

defensazs w hasta o *

”" wrna- \U'MIJ( &
st = | Kuyd dy = [ J xct.muwd dp dw .
[+] o o

Lo que estamos haciends con esta definiciédn es poner en
correspondencia a cada indlviduco susceptible con su nivel de

defensas y .

Lacs clacses restantes : infecclosos y recuperados son un

186



subconjunto de F donde p 2 ¢ , O sea

{xn!‘e:c;:sos « recuperados } c { Co.¥) € F: p2«¢ }

este subconjuntoc se caracteriza porque cualquier 1individuc de
estas clases que se encuentre en el tiempo t fué infectado hace T
Liempo z=n un nivel de defensas inicial ¥ es decir
T = " es @] tiempo transcurrido desde gue el individuo fué infectado ™
Vimie = “ ws @]l nivel de defensas al iniciarse la infeccién en un
individuo de la pablagién ™

Por consiguiente todo individuo no susceptible tiene asociado

un nueve estado dado per la pareja € r, L > y en particular a

cada susceptible se le asocia su nivel de defensas y .

De esta forma del flujo en el espacio (p.yd al tiempo L se pasa
al flujo en CT, vob también al tiempo t donde ¥, son los posibles

valores de yw . Es dec:ir :
wnLe

del flujo en F se pasa al flujoc en H
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L 4 fig 2 . frg
— I ‘
/)
i
4
[ - ’ B ?
Perc para tcda t € [ o.,+*® 2 . tenemos gQue en este nuevo espacio

48 fases C?.g 2 . al wvariar ¢t , un individuo ocupa distintos estades ,
perc cada individuo conser va sy nivel inicial de defensas ¥y osta

sagntfica que :

T

& Ay o
3t =t 2

~wmnesen a0

Es »1 nuevo campe de velocidades :

V: Hx [ a.%m I==vrv-=~u H, con V = Vcr..r.wo\ = €1,00

y que resulta ser unitario ¥y paralelo

i8



hg 4

Ahcra sea ¥ ~ “ &l numeroc de individucs infeccicscs al tiempo :+ en
») estado (7,y) infectadox en Ct~73 , con nivel de
defensas inicial ¥, "o,

En otras palabras

Y = “ ox la funcidn de densidad del fiujo en H
Y : Hx {0, +ad~—cvmm—mms [0, +m]
¥ =¥ LT
Por tanto la ecuacisén de continuidad de los medios continuocs

en el nuevo wspacio C'r.wub nos queda camo

aYct.T.¥)d

r Iy + diw (YCL.?.wob Vct,r.w°)I = O
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YdivV +Vgrad Y =0

Y + Y C 3 97 + 0 Oy D +
t ¥t I Fyo I

Y + ( &Y &r ) = O
3t I ot

Toma la ferma

Y + dY . 87 =0
1% 3T T

p.rc - L | ¥ asf obtepemos ;
aY + Y = O
o e -7 (2.1

Ahora en H estan mezclados los individuos infeccicscs y los

recuperados .la recuperacién depende de T y de y y podemos suponer
que los infeccicscs y los recuperados estlan separados por la

gré&fica de una cierta funcién decreciente de T

¥ fug = v
V - ‘;m inic g

inie

Tomemos ademas a :



T=" tiompo nmaximd promedic de duracién de la infecclén *

H. = “ conjunto de todos los posibles estados i1nfecciosoz ™
zcon OS?ST,OSWDS!KTJ"
Hz = “ conjunto de los recuperados : O £ 1t £ T, 2 £ w £ wm:"'

1CL> = “ total de infecciocsos al tiempo t
T L2 ]
I1Ced = _[‘o _[o YOt 7, ¥ 0 dy, dT ta2. 81

Introducliende la idea de loz modelos compartamentales el

numerc de susceptibles S debe ser tal que :

_gf- x S1 hipétesis [2.11
-g%‘.'u‘*’ = - o SCt,ep ICLD
T Ty
ASCL, 40
e ¥ oa - asti,w jo fo YCt.T,y,> dy, dr (2.111
Por otro lado -
YCL.?.W°3 /ng = YCL.O.wﬂ) = “ numero de infeccicsos recientes

al tiempo t con nivel de defensas inicial y o"



pera por su significado también tenemos

YCL, 00w 2 = = 25 Ct,p D
o 3 -]

de esta forma sustituyendo en [ 2.11 ) tenemos

o . T %>
YL, 0,0 D = o SCL.¥ _[_[ Yot r w3 dy, dr { 2.111
- L a o

Ahora puesto que v, oF arbitrario, generalizaremos para

éualquicr v de donde obienemoas

Wi YL, T,9) + _QY¥Cr.T,yd = O o Sy X W
o ar oSt ST

T Fery
= - a Sty | j YCt. 7. 92 dy dr
[« o

[ L T
aL

w

T Frrs
YEL,0,w) = aStew f j YCt.T, ¥ 3 dy, dT
[-] o

Donde habra de distinguirse entre.

ey
J' YU, v, yady = namero de infecciosos al Liempo

° snfectados hace v Liempe



wmc x

I;YCt.r.w) dy = numero de- individuos al tiempo t,
° . infectados hace T tiemps entre los cuales

puede ya haber recuperados

Para facilitar la solucidén del sistema w 2 e 1]

introduciremos una funcién :

g = “ distribucién inicial Cw=o) de susceptibles respecto del

nivel de defensas

g: { O'Vmax e mmm e - R
& L]
aw = 2 T Lo W LS v
j-wmux max
° Sit.yd 7 v=0 dy o SCt,y) dy
En general
Yo
Jo YCt.r.wd dy

Cgo%dm=g (k) = - v

max
fn YCt,T,y)  dy

De esta tltima tenemos

L Sl LA
J' YCL, 7,90 dy = C g o ¥ i I
o o

YCt,T,yd dy

23



Nctese que

Ty - -
J' YL, 7. ¢d dypy = g (T2 . Y Ct,TD
o

Pmﬂx

* " .
Donde g =g o ¥ y Y Ct,T2 = J‘ YeL, 7. 4D dy
H)

Esta Gltima es “ el namero total de individuos al tiempo t

infectados hace T tiempo entre 1os cuales puede ya haber

recuperados .

Integrando las ecuaciones @ o entre 0 vy w

intoduciends de manera similar a ™ la funeidn

5 v
: S“Cl) = fom SCi.yd dy tendremos
vmax le
) 2 YCi,7,9> dp + J ™le_yeur,wo dw = 0
o - o r
¥ax ¥, ax T kT
I maX s Stu,w dy = - a _r [SCL.wD f J' Y i, T.w 2 dy dT ]dw.
Je - o o
o at ) o o
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Jy%ux LA T $m
3 YCL.O.yddy = a£ sct..w)a{a[ YL, Ty ddy dT ] dy

esto ef

Ld L4
9 J R {SI T dw+—.,€—- j‘"““ YCL, 7,40 dy = O

at
o -]

v T
T st dp 3 -astw |

o

e, gMerd ar

e = asfy [ ovMuo gfer ar
[=]

donde

\J
™ 1,0 dy = Y0
o

Por tantc , chtenemos -



s a Y. o+ 2 Yurd = o
2 T —

‘a ” » o "
’a! r— SC = —a S [ YiCa T g e dr
° s.1.2
- " T "
3: ¥C€i1,0) = a S Cw f Y Ci,td g €T dr
a
Con las condiciones inicirales dadas
s%o> = s Y™o.m = atr 0T £T

Discretizando y tomando como incrementc de la variable segun de la
que se trate , h =1

de 1, : YCieswd - ™ +« ™, - L1 = o
T = 1.7 por lo tanto
1. e, v -~ Your-d = 0 e

De 2, : S0 -85%0 =~ -a s%ew ? Yooy g
TR o



. T
De 3, : e = ¥Ciaod = asf'coz ™1 g
%o

Igualando las dos ultimas 21 1% 32 obtenemos

3, seo = s - iiae

De esta forma conociendo g y ¥ C(frontera entre Hl y Hz
podemos conocer g' ¥ teniendo ésta ademas de las condiciones
iniciales Si y aCr) podemos obtener S" y Y™ mediante 1, 2, 3,

Es as!{ que conocidos aCtd> ¥y S: ., tendremos de la condicién
inicial Y'(O.'r) = a7 0T =T que podemos conocer en
L=o ypara 0<tsT: YcCi.o

Y*(o.'r) = alTd
Y‘(o.’r-s) = alr-1)
™o, -2 = aCr-2>
™o, = aC1d
™o, = aCad
s"ow = s

asf en 1 = 1 para 0 £ T £ v con ayuda de 1




1% = Yot = atr-

1% .11 = Y"Co,r-z) = olr-27

Para calcular S-( 17 podencs usar 3' , dado que para ¢t = O tendriamos

5% = s™ed - YMes. 00

perc S“Cc) = S: ¥ Y‘Cn.u) puede calcularse de .2' para t = o

1,00 = aS: E o, g%cm
T=0
por lo tanto
s = S - oS i YCr) gC¥irsd

T:o

¥y asl sucesivamente puede seguirse cbieniends los valores de

¥t y s™d para Lt =1, 2.3, . .

para una ebiencion maoe rapida ¥ puramentis matematica del

sistema de ecuccionas 1, I, 5, wver el apendice &



MODELO PARA TODA LA REPUBLICA

Considereze el casc concreto de nuesitro pals con miras a
tratar de hacer mis convenientes las hip6tesisc especificas del
rodels epidémico utilizado ; para ello Gnicamente especificaremcs
los valores de ciertos parametros lo cual no implica
modificaciones escenciales en el modelo .

De entrada estamocs considerando que este modelo funciocna para una
clage amplia de paises y territorivs relativamenlie grandes

Por otra parte , las ecuaciones del modelo local nos sirven
para analizar las epidemias en las ciudades por tener estas una
gran concentracién humana , peroc no admiten una generalizacidn
directa para tedo el territorio nacicnal

Aunque el modele intultive de la mecénica de los medics
continuos permite trabajar con grandes masas de poblacién , sin
epbargo o)l Sistema de ecuaciones i, 2, 3, del §.z anterior

_8_YCr, 7. + _3_YCi,T,¥) = O oSy <y

o 3 Skt max

o TsST

T T
_8_STtLyd) = - a S,y | _[ YCu,7,y) dy dr
L o o

r $er
m YC,0) = a Stuwd) [ ¥Ce,T,y) dy dr
(-] o




presupone Que la intensidad de transmision de la infeccién
3 ——e Yy Couscapiibles Qque posar a wrdecaioscs? Sucede bajo hipdtesis
de que en relativamente poco tiempo se lleva a cabo una interaccion

uriforme de la poblacion

Esto es soclamente satisfeche en los lugares de gran

concentracion humana : lLas ciudades

DIFUSION GEOGRAFICA

&1 deseamos dicsefar el modelo para el pais ¥ tomamos k ciudades

tendreros que sl conjunto incognita

{( x Y > N [CITS % NN . . } esta formade por 2k
.

incognitas y 3x ecuaciones del tipa 5.1 .

Para poder establecer la unidad de estos modelos en un uanice
sistema tenemos gque tomar en cuenta las transicicnes entre las
poblaciones de las distintas ciudades

Para el caso epidémico considerado las transiciones entre las
civdades estan detsrminadas por las redes de transporte

Estas 3k ecuvaciones generadas ser&n medificadas . a los
téermtnos gque aparecen a la derecha en las ecuaciones debera
sumarseles aguellos términes tales que para cada par de ziudades

Cuid) describen la intensidad del transporte durante el intervalo
At
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En las transicicones que estamoss considerande . no basta con
determinar @l numero de gentes gue pasa de una ciudad a stra : hay que
determurnar Lambién la situacién epidémica .de cada una de ellas . por
tanto ., debemos tomar en cuenta la intensidad de transporte de caerto

tipo de personas en ol intervalco At entre las ciudades Cup) .

El hecho de que on osle modelo para todo @! pais nos restrinjamos

ante todo a las ciudades @s justificable :

Primerc pPOr el aspecto SOCiOecondmico que representan las

epidemias de influeza en las ciudades

Segundo ; porgue en las ciudades podemos disponer de la informacién
minima necesaria para afinar el modelo o para comprobarlo a través de

la informacion diaria de las clinicas y hospitales .

En @sta expeosicirén consideraremes n ciudades ;| ademas por completes
del modeloc , trabajaremcs caon regicnes (en nuestro casc estados) ; todo
esio con la intenci16n de establecer la influencia inversa del procesoc

epidémice on ol sistema de ciudades elegido

Por ol momento apriori , no podemos decir nada ; es asi por tanto ,
que meodelamos wl resto del pals aunque sea de forma aproximada de tal
manera gue generemos . por ejemplo el orden de magnitud del proceso

epidémico .

De este modo se pretende hacer que o1l estudic abarque un alto

porcontaje de la pecblacidén del pais Y % .

El procesoc eopidémice para cada zona se considera formalmente
establecido por las ecuaciones dadas para las ciudades , sin pretender

do entrada una mayor exactitud ., sino una idea del orden de magnitud
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La ausencta de exactitud en esta parte del modelo es
totalmente irrelevante ., puesto que todos los procesos ep:démicos
conocidos se Lransmiten de las grandes ciucades a las zcnas
rurales y noc al revés , es decir las zoras gque resultan
intermedias geosgraficamente entre las ciudades . no resultan
intermedias on el proceso de transmisidn infecciosa : estas ~onas
tienen influencia en la disemnacidn de la epidem:a ., de
Lipo inverso; es decir, en @l sentide de cambiar enfermas pero

no en el sentidc de que haya nuevos brotes opidémicos.

Sea L 4t la praobabilidad de que aguellas perscnas gque

pertenscen a cierta clase A pasen a la clase B durante el

intervalo de tiempo C t,t«AL D

0o at
an .

13
-

En particular definamos

o= *“ la intensidad de transito de individuos enire la

P = * tamafic do la poblacioén de la ciudad i

XL = “ tamalic de la poblacién suscepilble de la ciudad . ™
¥ , - " "
vo= M nfecciosa

L. 3 €L x ,. . . 7

Ahora considerese el cociente

—P-‘—,- = “ proporcidnde individuos de la poblacidn i que salen de
L3 la ciudad « a 1la ciudad j *

S a.j o= 4.n -

32
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Por lo tanto

9, au A = * propercién de individuos susceptibles de la po
Fl blacion de la ciudad + , que salen de la ciudad
Lt alaciudad j en el intervalo de tiempo
CL.ta80 ™
vy 5 Kk 7
Con a, coeficiente de proporciocnalidad 0 £ 9, <1

Peroc por su significado también

9 2 A= Txx A= *la probabilidad de que los individuos
v v susceptibles de la ciudad i pasen a ser
individuos igualmente susceptibles .
perc ahora de la ciudad j en el inter
valo de tiempo Ct,t+AtD ™

<0 s At 51
A2
Analogamente
a
9, —‘F-}— AL = " la probabilidad de que los individuos infectades de
' la ciudad + pase a la ciudad ; en un intervalo de
tiempe Ct,1+80 ™
s 0Z%a AL £1 - L.y &7 1.n /S
Y ¥
L]
con q, coefliciente de proporcionalidad 0 = a, £ 1
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Cabe aclarar que esto se hace considerando , con base on la
teoria de conjuntoes , que las personas de una misma clase , pero
de las distintas ciudades deben encontrarse en una msma reg:é6n

del espacico fase.

Resumiendo :
a AL =g o At
x X, 5__ti
P
o -
i) & TR
a At = g o A
Y.y 2 L
i -pro-

Representan an su conjunto la probabilidad de transicién que

entrelaza las ciudades en un sistema Unico

notemos que en las 2 scuaciones anteriores sclo se consideran
X r Y
- 3 ¥ N

particidnes cdel Lipe X - Yl pero nc las del

tipo X - Y)Cnst.o significa x + y y simultaneamente i-——a)2>

i
‘l‘-——- X’ . wstc es debido a que las transicidnes de esta indole

durante el intervalo de tiempo At , como @5 usual en la teoria de

procesos estocasticos . se consideran despreciables

Veamos ahora como salen Y entran indi viduocs va sea
suscepLibles &6 infecciosos a las ciudades del pais

Suponganos + fija b 3 &« {1.n }, entonces

a“ = " la intensidad de transito de individuos de cualguiera de
las ciudades ) a la ciudad fija

-

s ) & {t.n}t & i fija 7

= propo'rcxon de individuos susceptibles de la ciudad ; en

la misma ciudad j *

s 1@ {a,nls
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Por tanto el producto

a a“ x] = “ ol total de individuos susceptibles
P, procedentes de cualguier ciudad

j que llegan a la ciudad fija . *

/) & {a.n} 7

Ahora consideremos la totalidad de las intensidades de

transito de la ciudad ; a la ciuvdad i ., cen i fija y je { ¢} ,

o
qoxﬁqlznxz + .. .0

P, P P, =t P,

g, S “ % = % total de llegadas a la ciudad «de individuos
i*a

= 1 susceptibles de la ciudad i * j€ /s 1.0 7

Analticemos ahora las salidas de la ciudad i+ a las ciudades j ,

donde i estla fija y ;& / i,n /

¢:vH = “ la intensidad de transito de la ciudad i« a la
ciudad ;, * /s i & Zu,ns 7
x
pt - " la proporcién de susceplibles de la ciudad « en la
‘ misma ciudad «

Ahora el producto

o
RV A, “ la proporcién de individuos susceptibles de la
* poblacién de la ciudad ¢ que salen de esta ciudad

hacia cualguiera de las ciudades j "



El significado de este producto induce a que

»
o
Jz‘ q:-,=—“‘- X = “ @]l total de salidas de individuos susceptibles
¢ de la ciudad . hacia todas las c:iudades ; ™

Por tanto el incremento © ( decremento 2 de la poblacién

suceptible de una cliudad fija  del pais estara dado por

o . o
i Ge2d X, lz‘ ond X, = * entradas - salidas *

Es decir
T x
qQ z [ a“ xJ - a” t ] = * @l efecto debido a la
- P - migracion de la poblacidn
J * suceptible en la ciudad .
del! pais * , 7 i € {1,n} ~
Anal ogamente
< o o
q'z [ it yj - | ¥ Y. ] = “ ol efecto debide a la
”= P Py migracién de la poblacién
! o . infecciosa en la ciudad .
del pais " ~ 1 & {s,n} ~

Ya antes habiamos hechs uso de la sustituciéon de la clase

de los susceptlibles S , en el caso del medele para una ciudad

C modelo leoecal 2 , por )(L que nos representa a los jindividuos

suscoptibles de la ciudad i /v & {1,n} ~.
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Aderas recuercese que ba jo ta idea de los modelos
corpartamentales la razén de cambic de 1a poblacién susceptible
respecto al Liempo es directamente proporcional al numeroc de

contactes enitre ndivaducs  susceptibles & infecciosses de la

poblacién , Es decir
X«
FIh = -~ XCt,wd YOO { Bl signo menos as porque la

funcion X(e,y) @5 decreciente
ya que rXY > O D

En e} modelo local r ex una constante de proporc:onalidad gue
pusde llamirses razén de infeccidn o fuerza de la infedcidn local |

Para los efecics de esite capitulo necesitamos considerar una
fuerza de infeccidn de alguna forma proporcional al tamafo de la
poblacién de cada ciudad . ya que prelendemes aplicar el modeslo a
una poblacidén conpuesta de varias ciuvdades cada una do las cuales
tiene un Ltamaflo especifice donde e pl para o ® ;.

Esta nueva fuerza de infeccidén la denctaremos por A y es la
razén de infeccison genaralizada para todo habitante del paiz . La
cual para hacerla proporcicnal a la poblacidédn de cualguiera de las

ciudades consideradas la denotaremos por A: ., 1 € {s.n }
1

Por tanto: hipdtesis para cada peblacién r= L

1

Recordemos las ecuaclones S.1 del capitule anterior para el
modelo local .
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W 2 XCL,T¥d + @ ¥CLT.wd = 0 o= wsy
4 3t ar o £t £7
r YTy
mas(;.w) = - a SCt, _f J' YCt,r, %> dy dr
2N a o

T L 7% 2
m YCi,o,%) = a SCt,yw ‘r I YCt.T.¥) dw dr
a o

Dende el estade wmédico-bicldgice de un individue leo

caracterizaban los dos siguientes parametros

/K1) cantidad de gérmen patdgeno en el individuo al tiempa ¢
st @ [0, »

1) nivel de inmunidad del individuo al tiempo t

Fa{cp.weaz’ : M) 20 . KD 20 }

Incorporande al sistema S.'l dal medele local los efectes .
resultado del trafico de las distintas clases de personas en las

diferentes ciudades del pais ¢é incorporandc la nueva fuerza de

infeccidn para cada ciudad A {4+ 5 1.2
p

1

v oeen )

tendremes el nueva sistema 5.2
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ES ' r wiT)

wr & XiCe, w2 v H z
e - xce,pd [ Foar Y Cr.Tivd dy
. v . r‘ V:Tl

@ 8 YiCL,T,yD + d Yilt, T,y - . Y - @
T Fr A 2

@ Yilt,0,9d) =

{i:ss.2,. .. n}

Dande L‘ Yy ": han sido sustituidos por T, YT, ¥ donde
para cada ;:Ludad v tenemos su Av . yYa qQue cada uno de estos
pararetros evidentemente también tLiene su componente social . ¥y
evidentemnenie a, = o .

Para resolver el sistema 5.2 se antoja necesario utilizar l;a
computadora , pero entonces la red de nodos de las funciones
incognita ¢ que son multidimensionaies ) se hace gra-ndulma para
particiones de pasc peguoelio.

Dadas las observaciones anteriores y puesto que la altima de
ellas implica maAyores complicaciones . intentaremecs una
transformacién del sistema 5.2 de tal manera que nos libremozs de

una variable , en nuestrc caso de y .




Dado gue estamos Lrabajande en un procesc wpidémico en
territorio grande ¢ no local 3 introdusiremeos e siguiente

postul ado .

Existe uns squivalencia inmunal dgica sntre
los difersntes sstados del territorio nacional ,
antes del arribo de lx epidemia, respecto
de la variasnte antigena dsl virus que

genera dicha epidemia .

Para darie validezr a a este postulado hacemos uso del hecho
empirico de que las apidenias de {nfluenhza en el pais proviensn
del exterior .{ dado que en Lérminoxs goneralws estas epidemias de

influenzs se generan en o)l surests asistico y china ) .

Por otro lado xi existiera una regidn en el pais on donde
hublera algunas condiciones inmunoldgicas wspeciales , antes de la
eprdemia . existiria snionces una cierta correlacidn entre las
epidemlax y dicha region , esta contradico 1 heche emplrice de
qQue las epidemiss procedan del exierior del pals . Esto justifica
1a hipétexis arriba estipulads .

Esta ditime condicion matemsticamente pusde sxpresarse . para

todo par de constantex v’. Y Vl coms :



L]

Xilw,00 dy

= gle.w) UL YT TR
m

S¥RiCw, 00 dy

& «
-

Donde Yo ™S ol valor méximo posible del nivel de inmunidad
@n las personas susceplibles de ser infectadas , entonces g(w‘,wz)
no depende del indice \ ,puesioc que la relacién nos estd midienda
&l numerc de personas de la ciuydad i que al tiempa t * o C es
decir antes de empozar la opidemia D se enzuentran con un nivel de
defensas entre ¥, ¥ w,con respecto al numero de persconas gque al
tienpo cero se encuentran en un sstado de defensa enire cerc y sl
nivel mbdmc de defensa LA Dado gue estamss suponiendoe que en
las distintas ciudades existe egquivalencia inmunolégica , tenemos
que ®xa relazisn no depende de < scic depsnde de L W, -

Ahcra dado el pestulado de  eqguivalencia inmunolégica
aclaramas gue wm-s ol nivel méximo de defensas de cuaiquier
ciudad del pale y por lo tanto et ¢l nivel méximo de defensas

general aplicable a todo individuo del pats .

Utilizando esta relacidh matemilica <gque westablece las

condiciones menciconadas en nuestra hipétesis , tensmos que :

z
£ X1 Cy, 00 dy
5 - qut.\a:) i & {¢,n}
j‘ max
4 Xily. 02 dy
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J-wz A% &
4 XCw.0d dy g XiCL,7.v) dy hip
L = vyir: = g, pird
v ¥ 1Tz
max mox
£ Xilw,0) dw { XiCt,T.y> dy
o IR Vrnal V;T)
b S I XiCt, T, ¢) dy = J' XiCe. T, vd dy
° ¥iT
13
Ahora sea
xu - V’m E
i I XCo, T 9D dy f
o i
K
tenemcs entonces ;
i
" weT)
qu'n.w;'nD L 5N T, ) dy
: vin
i
Anal ogamente tenemos la relacién : ;
i
PR
eCpmaTd Y = f Y10, T, 90 dy
wT
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Ademas si v =0 b4 v, = v

1 x
tensmos que g = gC7d © sea que glrd = g(w‘.wz)
con 0= T, 0T, ST « & {1.n}

T= *“ al tiempo maximo de cenvalecencia en general

@ = * parte inicial de los susceptibles en la ciudad : *
a = “ la convalecencia inicial de los infectados en la ciudad i

i & {1,n}

Incorporande a nuestre sistema 5.2 estas transformaciones
&domas de las condiciones iniciales del S.2 llegamos a un sistema

de 3n ecyaciocnes , a Saber : N
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L] L) Tr h
vy S XEO A X P % g dr
at - E ‘
13
n " L]
+ 9y Z ( a)x X’ _ al] xl ]
=1 ) N .
. Her, o a v"cr.0 n o ™
T‘ * - = q it %y t
[ at 2 -
ifs P, P,
L] X L]
(33 Y‘Cu.v.J = s XL(t) j- Y?‘C‘r.y/.r.) gCradr
P, o *
cen X Cod = a p, Joumot,a, .. s
19 1 1Y
¥ Cr.0) = a (T 705 sTYs

Ponde glrd) wes g(wl.‘;«ZD cen v, = 0 ¥y ¥, * VZCrD y donde

X:(O b4 Y:Ct.r) tienen @]l mismo significado que antes sclo

que ahora no estan distribuldos , sinc integrados respecto de v .

En particular las ecuaciones para el modelo local toman la forma
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d XCtd A TR
1 R s - XC 1D ._[' YCT.d gCrd dr

@ Y¥CTd | 2 ¥CT.td
[ dr ;

; E
@ ¥CO. L) = .._-’";-. xcod fycrio gt ar
J ¥es

XCO> = ap
¥YCr.o) = of(Td

Con esto aparentemente ya hemos resuelic el problema de pasar
del modelo original : un sistema de 3n ecuacliones
integro-diferenciales-parciales , generande un nuevo sistema de 3n
ecuaciones macs sencillas sin embargo , al intentar utilizar los
sigtemas S.3 y S.4 a epidemias reales de Iinfluenza , surgen
dificul tades

El registro oficial de enfermes de influenza en una ciudad es
la finica manifestacidn sistemstica masiva confiable para tratar
estadisticamente la epidemia en una ciudad . Otras fuentes
estadisticas son poco confiables © muy incompletas , o simplemente
no exasten . enh efecto

1° No existen los datos estadisticos masives relativos a la
estructura inmunolégica de la poblacién y de la estructura
etioclogica de la epidemia .

aﬂ

No existen datos sobre las maghitudes de las diferentes
formas del virus ., ni siquiera de la manera como esx transmitido
diche virus . no cbhstante que considerar las personas i{nfectadas
®5 necesario para calcular cuantitativamente el desarrollo del

procesc epldémico .

Por tanto , la comprobacién posible del modelo propuestc en
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las ciudades podremos realizaria solo a través de aproximacidnes
al registro oficial de enfermos
Por otro lado , =i suponemos que la razén entre el

registro oficial de enfermos y e! ndmerc total de enfermos esta
dada por una cierta constante » , es decir » representa la
probabilidad de que un enferme recurra al médice . entonces
podemes decir que para los enfermos registrades YLCT.I) C esta
misma notacidn nos representa arriba el nuamero real de enfermes 2
no existe la necesidad de deducirles unas nuevas ecuaciones , sine
que nos siguen sirviendo las ecuacicnes del sistema 3 , as)l como
su caso particular S.4 tan solo modificando los parametros a y A

adecuadamente » la interpretacién de las funcicnes incognita X‘CLD
Yy Y‘(l) .

Los sistemas 3 y 4 con las nuevas interpretacicnes en
términos de los enfermos reglstrades son el punte de partida para
el subsiguiente estudio del modelo

Podriamss preguntarnos si surgliran nuevas complicaciones con
ol cambio de significado de las magnitudes X‘ . )\L A
Vale sefalar que la estructura inmunclégica de la poblacién y las
posibles influencias de las condiciones metecrologicas entran
evidentemente eon a asi{ como lo contagiosc de la infeccién y las

particularidades scciales de la vida de la poblacidn entran en Ay .

a su vez ahora entra la magnitud y tanto en ai como en X

Para la funcién XL resulta ahera Tenos clara su
interpretacién , son las personas susceptibles , las cuales por

condiciones de contagic consultarian al médico,
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Es decir Xt se convierte en una magnitud seguramente inobservable
m&s sin embargo , la no observabilidad de X‘ no impide trabajar con
el modelc , ya que datos estadisticos masivos ¢con los cuales se
podria estar comparande a }‘(l en el sentide wriginal ¢ teodos los

suceptibles D de todas formas no existen .

Para los célculos es suficiente con conocer una sola
manifestaciédn de )(l en la forma de o - También resulta que al
pasar a las nuevas )(! las magnitudes a se transforman en forma
desconocida ( se nmultiplican por y 2 . Sin embarge . peor gue
antes no puede ocurrir , ya que aun con la interpretacidédn de las
X‘ como ol total de sucepliblexs ., no pediamos esperanzarnes a
obtener de observaciones las u‘ N puesto que los analisis
serolégicos para la influenza ., en la actualidad noc son

representativos ¥y nos revelan més bien un cuadro cualitativo mas

que cuaniitative de la estructura i{inmunolégica de la poblacién .

Esto en contraposicién , como veremos adelante . con lo sensible

que resulta el procesc epidémico a las variaciones de las aL .

Por tanto , para cbtener los valcres de las a es necesarioc como
antes . buszcar métodos indirectos para su determinacién lo mismo
puede decirse de las )\l { tanto en el sentido original comsc en la
nueva interpretacidon ) , puesta que dicho parametro es también
inobservable ( al menes porque incluye como uno de sus factores la

frecuenczia media de contactes entre la poblacién o .



De este modc no obstante que la nueva interpretacion de las
funcianes Y‘ nos l1leva a una varfacién numerica de los pardmeiros
a . A‘ » sin erbargo , esto no lleva a nuevas complicaciones de

principic , ya gque los parametros incégnita 1o siguen siendo ¥ no

apareceran nuevas Lncédgnitas

Podemes afirmar gque los nuevos parametros a . .‘~.L »  que
caracterizan la especificidad de la magnitud de una epidémia
concreta resultan ser parametros " libres " en el sentide de que
no podemas determinar sus “valores directamente de su
interpretacidn , s£ino que agqui también es posible solo su
determinacién indirecta . Este método indirecto , como vemos del

seflalado carécter masive de la informacidén nuamerica sobre las

epidémias de influenza , gqueda determ: rnado univocamente

Has adelante daremos una forma adecuada de céme utilizar el

registro oficial de enfermos al hablar de lcs parametros ™ libres

por lo tantc seran determinados los parametros individualesz del

procesc epidémics , no de su propia haturaleza i1ntrinseca , no de
£i mismos , s:ino de su manifestacidén a través de los datos
estadisticos de la enfermedad . Asi entonces la naturaleca de los

parametros no i1mparta para el modeles no importa que naturaleza
tienen . E! métocdo para cbiener estos parametros estad uni-vocamente

determi nado
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No se utilizaran datos dados por el estudio etioldgice del brote
epidémiceo , ni de la estructura inmunolégica de la pablacién ni de
los distintos factores del tiempo , ni las particularidades sociales de
la poblacién .

Sin embargo asio no significa que seran ignorades , sine que
aparecen intrinsecimente en 1ok parametros X‘ vooa mediante un
tratamiento de los datos estadisticos de la enfermedad , de tal
manera que lo eticlégico y demas particularidades se manifestaréan en

lox parsametros A‘ Yooa

Adenis son tomadas en cuenta s6lo aquellas particularidades que

influyen an la estadistica de la enfermedad .

Lo que ayuda a que funcione el modelo no son tanto los datos
que £e tengan , sihc m&s bien la gran masa afectada por la
opidenia. Aunque ne tuvieran muchos datos’ , perc poca cantidad de

infectados &l modelo no tLrabajartia .
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EL MODELO PROPUESTO EN LA COMPUTADORA
EL ALGORITNO DEL MODELO GLOBAL
Dado lo relativamente prolongado que suele ser el periocdo
usual de duracién de todo un brote epidémies de influenza en una
ciudad , tomar como paso de calculo del proceso epidémico 1 dia

a

resulta ser adecuadc ; mac aun . si se toma en cuenta "que el
chlculo diario de enfermos puede compararse con los datos
estadisticos médicos en las ciudades

Pudiesemcs usar lo que o5 usual con las ecuaciones de la
fizica-mateméitica , o sea , disminuir el pasc de calculo , por
ejemple a 0.01 dia y para comparar con los datos empiricos tomar
el numero acumulativo de enfermos por 100 pasos , pero en nuestro
caso la disminucién del paso de cé&lculo no cabsmos que implique
una mayor exactitud , pues no sabemos cémo nos acercamos al caso

real . En otras palabras , en este modelo el error maxims respecto

del proceso real se forma en ol mismo planteamiento de las

ecuaciones diferenciales S .3 , al deducirlas se hace una zerie de
idealizacicones y aproximacicnes , pues e! procesoc empirico es tan
complicado y &demas también depende de factores aleatoriocs ., de

suerte que es casi {mposible describirlo completamente .

Por otLro lado tomar como paso de calculo una parte de un dia
significa contradecir la interpretacioén , dadoc que una parte de un
dia en relacién al proceso epidémico es no homogéneo . Un mismo At

durante el dia o durante la noche da efectos distintos
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Considerense pues los cambios en ¢l sistema luego de 14 paso
de acuerdo a la estructura de las ecuaciocnes de S.3 .La transicién del
4 vector de estado de la epidemia * C X‘m . Y‘:r,u > del dia t al
“ vector de estacdo “ en el dia t+l se realiza en 2 etapas :

En la primera etapa : en cada ciudad s& considera aquel cambio
en el estado de la epidemia que producen los processs ocurridos
Unjicamente al interjor de dicha ciudad . Para denctar ecte estado
auxiliar de la epidemia le pondremcs barras a las magnitudes
correspondientes

En la segunda etapa : en todas las cludades se estima el cambio
del estado que la epidemia produce solo por los procesos gque
ocurren entre dichags ciudades
discretizando y formulando simbdlicamente laz 2 etapas mencicnadas

en ol sicstema S.3 tenemas :

a

1% etapa : ¥ Co.eond =2 XCe Yylrd g
pi TSa
X Cletd =X CO = Y Coterd
1 + T

1=4,2,...N

Y‘Cr.xu) =Y Cr=a,1d s oTELE. ..t S

Observese que s1 omitimos el indice ¢ y la barra en x‘ Y Y‘

abtenemos el modelo lccal , pero discreto :
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Yooaed= 2 XCud iyu.ugcra
P &0

ACretd BXCED = YCo,teed €s.%

Yer,1010% YCT=g,t)

Como antes )-('l.f‘son los valeres intermedies obtenidos

luego de un paso de caleulo en &) sistema

En la 2° etapa :

» = Zii " T
X € tesd = X Cterd + X L) ~ ==X (D
+ L A pj 3 pi t

» S e i - i + »
¥ C Tetesd s ¥ Lr,ued v g ! oCrad - Ly,
t iTs pj 3 P *

3

T E8.Z,...T 7 ARE S I I e

Aqui g = 1 . peroc realmente extie factor no tiene relacidn con el
modelo y sO6lo aparece porque a veces en 1o sucesive serd Gatil para
fines técnicoes .

La obtenciotn de las ecuaciocnes 5.6 es inmediata pues el valor tanto
de X‘CI‘IJ como de YL(r.loD estan dados por los valores
i ntermedios i‘Ctu) Y f‘C‘!‘.hﬂ , mas la parte debida a los

faclores externos

Asf , tenemos quo sSumar respectivamente lus términos debidos a los

factores externcs (migraciénd sucedidos en @@ Liempo t Cdiad



En #sta segunda stapa la ecuacidén 58lo tiene sentido para
cuando T 2 O .

Ahora procederemcs a selucionar el sistema resultante S.8 en
su segunda etapa ya gque recudrdese que sBn  &sta hemos ya
considerade la primera . recuérdese ademas que las funciones

incédgnita X vy ¥ estan integradas respecto de y . luego entonces

sustituyendo X ¥ ¥ de 5.5 en S.6 tenemos

» " I TR VR W
IS XLChx) =X € b T KiCtD 2 YST.I.) gCra =+ ,Z.—F_— KJCL) b ak RS

TTo

E X y:Cua, T = y‘Cv-;. (] 72
¥

»
-
-

con las condiclones iniciales dadas
<
X‘Co)=a‘p‘ [+ 252 - o

Y‘Co,rb = a"(f') i & 7 aen

de 1a 27 condicidn inicial en L =o y OST ST

Y’:Co.-r) = aCr3

Y':Ca.r-x) = alr-tr

Y:‘Cu.A) = alad

Y:’Co.n) = aCod

para t*l con ayuda de 20



n o o
™ = om0 + Z-J-‘-— er, 10 - bl ¥%c
' P ) i ) .

L2t 1 1
n = N » o "
=a Crad + z Yo t™e.md - 2o ¥tom
368 PJ i L2
'
~ = N -4
- G‘Cf-l3 - Z 1 a (1) —~ L4 a‘C'rD
& P‘ 1 P,
o (-2
YCsred = Yo, r-> ¢ z 1L M - i v e
i i pj 3 p‘ i
n -2 [-4
=a Crezd> + 2 i y¥a,1es = —tie Yo -0
L P 1 R »
¥ 1 i
& Y e,
alr-2y + Z-—-— g Cr-1d - o Cr-1d
t & P] 1 P" L
a o
Y, 0 - Y'.'Ce.c)*'i LI TURT JESNS-E R o/ R
1 L3 P 2 P 1
1= 1 1]
o o
=g el « 1 Y'_‘Co.n) - R ?‘Co-a)
h Py Y b ¢ pL *

2, a
= o Cod vz 3 a C1y - —21 & T

t - i P
=R 2 s

L & 2 con ayuda de 2
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L -4 a,
™y = Yo+ S L) O S WP & MRV NS
. ' A S

‘g, N
= al(r-z) z L. aCT-l) - —;’—-—-aCt-l)

Yiear-o = ¥YiGro

- BURLES 1Y = —L—J-Y:(lf—k)
N £y .

n o f.4 )
Yea > = M o+ Tl v - Sl y™,
* 13 . P } P *
1%e 3 i
n -4 n
= acCod + Z 2 acd - 1 ac
¥ le P\.



"
para X ‘ XiCoD =a P‘

™1 =a P -xra iv“u.ra gfctr -
8 L 13 Y 8 & 18

T

¥

~

= a p -A a i\"(o.‘r) g'(r) + Sa_‘ a - o a
v L LR AR gy * I o

‘ ~
X. C2) .= ap =ka Y?(o.'r) g‘(-r) + ga - a
* [ [S N i . it i s
T 3=t
N
: i Y b
. LI P - Aa’ ¥co, > g% o.a -0 .a. v¥ci.0 gCr.
P Tl b 3 it YIRS 3
i o £ T :

+ g it oy - 2 x™cy>
i*¥s 7 ! Py *

Y asi sucesivamente pueden seguirse obteniendo los valores de Y y

X para t = 1.29,4,. . . v o< TsT



En relaclédn con la relativa simpleza de los sistemas € S.2 D

¥y €5.6 2 a los que hemcs llegado haremos un paréntesis lirice

relacionade con el estilco del presenle trabaje para le cual nos
pcrmi!,imc‘s hacer una analogia con la famosa ley de NEWION . Esta
ley la podemss considerar desde diferentes niveles de abstraccion

12 Podemos considerarla como una ley empirica sin ninguna
fundamentacién tedrica y eh wosencia se entenderia comsc la ley
comprobable de que la fuerza aplicada & un objeto es proporcional
a la acslsracién gqus Je produze Yy que corresponderta al

tratamiento que se@ le did por lo menos duranie 200 aflas .

W) Deduciria en forma sencilla del principio de minima accidn
del célculo de varlaciones lo que corresponde a cierto entsndimiento
w» implicita fundamentacidén , lo cual se hace en la llamada fisica
clasica y mks cercano al método deductivo de Lipc matematico o
bien wid con cilertas dificultader deducirla de los axiomas de la
mechnica cubntica lo que corresponde wvidentemente a un enfoque
mks formal menos intuitivo y empirica . pere con un sntendimiento
mhks profunde y con una fundamentacién , la dada por la estructura de
la mecénica cudntica misma , estes enfoque lo extila la fisica

tedrica moderna . En nuestro caso el zistiema en 2 etapas ¢ S.5 20 y

(5.6 3 , si consideramos las interpretaciones médico-biclagicas
las funciones 'J(;C«.) . ch-r,t) » 97D y de las constantes P‘ ¥y a_u,
es faci) comprobar ., aun bajo burdos redondecs , que tales

cistemas pueden deducirse directamente solamonts de las

interpretscicnes de las magnitudes mencicnadas



Todo t;t.o £in necesitar para nada la dinfmica de la epidemia ,
o mhs précltico sin tLtomar en cuenta la tradicisnal {Lecria
matemhtica de las epidemiac , esto ex . $in siquiera considerar las
wcuaciones diferencisles .

Puede uno preguntarse si no os mas sencillo el procedimiento
insinuado sobre toda porque de cualquier forma hay que regresar a
las rarmulas de € 5.5 0 ¥y (S.6) para comprobar los datos empiricos
Pero podemos ir incluse mas lejos y proponer ne fundamentar las
férmulas € S.5 2 y ¢ 8.6 3 , sino limitarse a sé6lo comprobarlas

erpiricamente .

Descde el punto de vista pragmatico esto es mas que suficients ,
pere ol problems es mAs bien el de la relacidn entre la fundamentacidn
tewérica o empirica de cualquier rama del conocimiento y esc
depende de los {ines que xe tengan propuesios .

En este trabajo el intento consiste en lograr su implemeniacién
préctica ., pero Lambién su relevancia tetrica .

.Rtsmtn que la fundamontascién tedrica e més profunda si
légicamnente se deduce de un wvolumen mayor de conocimientas
cientificos .

Asl ., si las férmulas de (8.8 y (S$,6) son deducidas sdlo de
interpretlacicnes dadas a las magnitudes gque tniervienen . entonces
resulta ques su fundamentacisén Leérica ex muy primitiva pues
corresponders a una representacién epidemiolégica muy elemental .

En particular del mismo models no podran verse las hipétesis
basicac de tipo epldémico biolégicas que le estames asignande ,
por sjemplo 9l tratamiento dai procesco epidémico como un edificio

de 2 pisas ,



Donde en el piso superior ocurren los procesos eplidémicos
en el inferior ocurren los procesos infecciosos Yy los métodos de la
dinamica de la epidemia C(mecanica de medios continuos)
interrelacionan ambos pises . En otras paltabras ocurre un procesc
continuc en el conjunto de procesos continuos

El sistema discreto (S.5) y (5.8) admite la determinac:én de
algunc de los parametros que no reqguieren de ningun proced: miento
espocial . Digamos que s1 @ n = oo ., las P\ = " se obtienen de los
consos de poblacidn * , la glvd discreta puede determinarse
promediando los valores dados en distintas fuentes , dado que g(T) -
no tiene relacidn con el regisiro de enfermes , puesto que no
intervine en la reinterpretacion del modelo .

Pueden tomarse por ejemple los siguientes valores promedio de
glrd

€8) gCid = 0.9, gla) = 0.5, g3 = 0.3, gC4> = 0.15,
glS> = 0.05. g{e» = 0 Cpor tanto T = )

C por lo Lanto @l ajuste en 7 consiste en agregarle 2 J

Para gl v? pueden tomarse los siguientes valores
€O> g0d = 0.9, gC1d = 0.8, qC2) = 0.6, g3 = 0.4, qC4d = 0.3,
ql%) = 0.2, g8 = 0.1, gC7> = O . Esta variacién no influye

sustancialmente en el resultado .

Por otro lado de un grupe de personas simultaneamente

er

infectadas : ol 1} dia {el dia de la infeccidnd nadie infecta a

or

otros . E1 2° dia todos son infecciosos . El1 3 dia
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sl 00 X% del namerc original de infectados son infecciosos

€10 % sanad . g1 4° dia

el 55 % del numers original de infectados son infecciosocs

€35 % sana> .y si seguimos
P
£l 5 dia e! 30 % son infeccios , ( 25 % sana ¥
s 7 ol 15 % » € 15 % sana >
wo_ g
7 @l " - € 10 % sana 2
8° " dia . s £ E ' sana 2

Las condiciones tniciales Y‘ pueden determinarse de Que s
sumpla Y‘C'r o) = Y‘Co y =73 , y coms para el caseo discrets

YXCn , L2 = “la cantidad diaria de enfermos ". ent.ances para
determinar las condicicnes iniciales \’l se necesitan los datas de
la cantidad de enfermox diaria en ol dia :inicial y en los 5 dias
antericres . '

Antes de pasar al analisis de los paramnetros a‘J hagamos un
comentaric final sobre la introduccién de los primeros enfermos a
una ziudad , en particular sobre el crgue las formulas  del
algoritmo propuesto no redondean a cero las frazriones prop:as que
corresponden a un enfermo . '

No queda claro porgué no se transforma on cero la suma en la
primera férmula de $.5 cuando Lal suma os mensr que 1, pues esic

presumiblemente podria generar antes de tiempo el brote epidémnuco.
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Para la aaro”aula de € 5.8 3 la causa por la cual no se
redondean a cero las fracciones proplas correspondientes a un
enfermo, consiste en la necesidad de trasladar *“ fracciones de
enformols) * &n la red de transporte . Hay gque darles posibilidad
de sumarse en las ciudades receptoras por las vias de acceso y en
sl tiempo y transformarce reciprocamente en enfermos entercs

-

si las * fracciones de enfermo s« anulan , entonces en los casos
cuando las * fracciones propias de enfermo * se obtienen sélo
debido a la distribucién en cada ciudad receptora de perscnas
enteras por dias y en la red de comunicaciones en el periodo de
introduccion de la infecciéon . se anularan muchas unidades incluseo
decenat de enfermos reales . Debido a esto , @l brote epidémico se
atrasa e inclusc no ocurre .

En otros términos considerar y acumular las fracciones de
enforms exth condicionado por la descripeliédn determinista de la
red de transporte , para que los primercs e importantes enfermos

que aparscen en una ciudad no decaparezcan del modelo

En la realidad los enfermos circulan entre las ciudades en

numercs entercs pero al arxar . Por ejemplo , 5i en la realidad , de la

ciudad + a la ; una vez cada tercer dia se transporta un enfermo ,
ontonces on la forma dada por las férmulas de ¢ S.8 3 a le

anterior correspondera el traslado diaric de la ciudad : a la ; de

“ _1_de enfermo ". 1o que aproximadamente corresponde al case

; r-al. ., puesto que en tres 3 dias se acumula precisamente un
enferme .En cambio si redondsaramos a2 ceroc el 1+ entonces no
habria introduccién de enfermos a la ciudad ; '

Introduzcamos dos esquemas de calculo el I Y el IX



El wsquema 1 ocurre cuantdo e)! proceso spidémico smpieza con
fraccicones prapias del enfermo y de acuerdo a las fdédrmulas de
¢ 5.5 ) mientrax gque el esquema JII ocurre cuando el procesa
epidémico empieza con un enfermo .

Obgervemos que bajo la interpretacisn epidemioclégica de las
férmulas de C 5.5 ) el esquema mhs correclo resulta ser el II y no
2l I , sin embarge para los tamafios de poblacidén no inmune que
pretendemcs modelar la forma de la onda epidemioldgica es la misma
cualquisra que tea w»l esquema de chlculeo que escofjamos . por lo
tanto al escoger wuneo de estos esquemas de calcule hay que
considerar las repercustones , no de las férmulas de ¢ S.5 3 , sino
de lag de { S.6 3 , a xaber : una posible traslacién de la onda
epidenilégica en ol tiempo .

Esto e , qué s mejor , considerar en la primera formula de
£ S8 2 la fraccién introducida de enferme inmediatamente o
esperar hasta gque se acumule una magnitud de enfermo mayor gue t

Resulta finalmente que &l esquema 1 , en contra de la primera
impresién , es mejor que el Il , 1o que de alguna manera ya esta
contempl ado en el algoritme |

Para ilustrar lo dicho consideremos ! siguiente ejemplse
idealizade . dadazx 10f ciudades de igual tamafio e igual
comunicadas por pares , en 100 ciudades al principio no hay gripa
en la la ciudad restante ocurre un proceso epidémica
sstacicnarioc de tal magnitud que en forma aditiva es igual a un
enfermo ., © sea que de esta ciudad se refleja a las 100 restantes

0.01 de enfermo al dia .

Se pregunta en qué orden sucesivo aparecera el brote epidémico

en las 100 ciudades . Considoremos las 3 sigulentes sucesicnes :
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> El resultads obtenido con el wsquema de chloulo I
wr - * 11,

utld La real ,

Considersmos , para fijar ldeas ,que el mnomento de lnicic del
brote epidémico sn una ciudad ss aguel dia en gue el numero
acumulativo de fracciovnes de enfermo alcanza el valor de 1

Haciendo lox chlculos con el esquema ! on cada ciudad desde
el primer dia de contec , ademks de la introduccién de la
infeccion , enmplezs @l proceso epidémicco y 1 momento en que
comienza el brole epidémico @5 &l mismo pars todas las cliudsdes

Exparimentos con a y X del tipo para el caso rexl puestran gqus el
momwnto de inicic del brote epidémico oscila enirs el 30% ¥y
el 30° dia .

Si los calculos se hacen con el esquema II , entonces el dia
anice »n que comlenza el brole spldémice en todas las ciudades es
ol 106° dia .

La sucesidn real de loc grupos de ciudades gque tienen al dfa 1
como w1l comienza del brote epldémico esta dada por una’
varjable aleatoria condicicnada por el traslado de nameros
antercs de enfermes y considerands los procoscs epidénicos qus
surgen eon otras csiudades ( excopto la primera D . St se calculaz su
promedio bajo clertas resiricciones N reculta mucho maés
cercano al resultado del conteo con el esquema I gqus con el II .

Cierta idea al respecto puede obtenerse si se considera coms
real la sigulente sucesidén el 1*" enfermo se introduce en la 19
cludad . &l 2° enferme en la 29 ciudad , wtec . y considerar que ol
tiempo en el que se weleva la wenfermedad hasta su peso maximo

ocurre usvalmente a las 2 semanas
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Ahora si pasemct al anélisis de los paréametiros LA

MODELO DE LA RED DE TRANSPORTE DE PASAJEROS

La difusién de las grandes epidemias de gripa estén siempre
condiclonadas al traslado de personas entre las ciudades y zonas
de todo un pais ;. obsérvess que a partir de ahora estamos
inciuyesndo zonas "

En nuestro caso seria deseable construir la matriz n x n de

valores reales del flujo diario de pasajeros , entre las ciudades

y zonas posibles denctadas por los indices i y j @

i1 Ta2 a0 0 0 T4

o, o . g
o 21 "2 =28 n
A2

5 “r2 “ra 0 7 " o

La maycria de las a,u # O estan formadas de 4 componentes :
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o' = % ferrocarril
2 “ M

o - avién
» .

o = “autobus *

a_‘ = “ automovil *

Alguhos elementos resuyltan ser cero ya: que maghitudes
pequolias de los valores reales del flujo pusden ser despreciables ,
pPuescto que es m&s significative el flujo interno local, por ello
esta matriz tiene diagonal distinta de cero y puede zer, perc ho es
necesariamente , simétrica . A

Solo se justificaria la simetria de la matriz ¢ au > =i sus
slementos ton tomados en promedio; habria que hallar lax

eztadizticas de la Secretaria de Comunhicaciones y Transportes

laes dé¢ aviceron civil y las de transporte carretsre para podar

conetruir adecuadamente la wmatriz t T ’li dende presumiblementa

muchos de los valores de O svidentements eeram ceroc peroc Lomariamoe

por definicion o© = _‘.q‘ i i8] y como una primera aproximacion
ai’_ = aj_ por tanto Lo matrix « alj ) la tamariamos Tomo simetrica . ot
i

prumer iniento de hallar tal informacion moe fue un exits .
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CALCULO DEL FLUJO EN ZONAS O REGIONES

Ademés de las ciudades tendra sentido hablar de zonas
scondémicas como digamos el Bajio , etc.

Dividamos pues hipotéticaments nuestro pais en Y zonas
sconémicas * , de alguna forma .

Y supéngase que en cada zona scondmica la distribucién de la
poblacién s uniforme .

En tales zonas geogr&ficas existen ziudades para las cuales
el modelo funciona , a saber , ciudades cuya poblaclén excede a
los 100,000 habitantes . En esto habria un cisrto problema gue
depende cémo sstén dados los datos astadisticos .

El flujo diaric de pasajeros en ferrccarril entre 2 zonas
esconsmicas cualestquieras del pais , tales que cumplan con la anterior
condicidén puede describirse enlonces como :

£

o . = k PP
13} L}

k o5 una constante de proparcionalidad dunica para cada regidn del

pais y es calzuladx de antezans < 0 <k 4 7

Asimismo ! flujo diario de pasajercs en avion entre 2
ciudades cualessquiera del paix tales que la distribucién de la

poblacidn en Ltales zonas geograficas resulta ser homogénea es

donde 1 cumple las mismas condiciones condiciches gque k

Es clarp gque en este caso el calculo seria mas rapide ya que

®n el pals existen cludades con las caracteristicas mencionadas que

no cuentan con servicio de transportacidén aérea .
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Similarmente sean M y N constantes de proporcionalidad que en zonas

coms las consideradas en los casos antericres son tales que

a:) = NPP
con M y N dnicas para cada zonao regidén del pais y
CSsSHM, H351
Por lo que cada elementc de nuesira matriz de flujo estars

dadeo como sigue :

¢ =  k+1 « M+ NOPP St & o}
L2 LD

a - .
4 i a“ para L * j T W) & § on |

La descripcion de la enfaermedad en una gran ciudad puede
hacerse on términos de una estricta mezcla homogénea .

Peroc sl tratamiento de contactos entre las ciudades scbre la
base de la migracién ( uttlizando ol registro del sistema
de Ltransporte 2> le da realismo

Analizaremos el contacto entre grupos en térmnos ds

migracién mas que en forma de mezcla aleatoria .



MODELCS COH MIGRACION

La manera més simple

Difusién de la enfermedad en un grupo ; con un modelo
deterministico

Contactos entre los grupos ; con manipulacién entre ellos con
bazxe on la migracién .

Es necesaric precisar cuestiones ; categortias de individucs
todo aquel sujeto enfermc sera aislade y no participara en 1la
migracién .

Tomemos el i-4Eimo grupo , sean

X\(‘) = “ pnopero de 1ndividuos suceptibles al tiempo +« del
grupo v

Y‘(;D = Y nomers de individuos i1nfeccioses circulando  al
tiempc t en @ 1-dsimo grups

HLC 12 = " nomero de individuos infecciocsos aitlados al tiempo
1 del grupo : ésimo ™

:‘.Cl) s *“ numero de individuos recuperados J{inmunesl al tiempo
L en el grupo i ™

nL('.) = “ @l tamaflico del .-ésimo grupo al tiempo t

G es ol total de grupos

Tenemocs ahora @l sistema de ecuaciocnes siguiente

XCd o+ YCO + u€d + i = andw <L
1 LY 1 . 1S

T =2 ,2,8,. . .0
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Supéngace una tasa de infeccién a ., aplicable para todos les
grupos . Supéngase ademks una tasa y de recuperamiento aplicable
también para todos los grupos .Ahora el numerc de nuevas infecciones

en un intervale de longitud AL , en el '—ésimo grupo es

o X‘Ct) YiCn) At

E! nOmerc de * recupsramientos " en un intervalo de longitud

At , on el (-ésimo grupo (son NUevVeE Casos) @F

r ¥YCO AL

También =ze presenta un recuperamiento en los individuos
enfermcs ¥y alslados ; supondremos una tasa de recuperacién w
osto @5 ; ol namerc de recuperados de los aislados en un intervalo

v

de longitud At , en el (~ésimo grupc ex

“ Ft(‘) At

estos pasan a formar parte de loxs recuperados Cinmunes)
coa yuLn:l de migracién del —ésimo grupo al j-ésime Caplicable

a todos los individucs a excepcidédn de aquellos enfermeos aicladosl

Tenemos sntonces
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4 % CLd :
—ar— *-aXco Yeo o - 2

ul-zﬂ,x
i L3 I | it 1o

d YlC\D
- "= @ xtcory'gtco + ,S; Hy Yf" - 12 . Y€
2
-] p‘.(v.‘:l R
-3 = p Y‘Ct) STl e ® w0

4 Zco - R ’
T - W ?‘C!D.'f 121 u“ ZiCD - ,‘2; y” ZiC:.D

+t ¥4, 2,08, .+ Q

Supondremncs que

Zn\- = N Leconstanted
i

- )’Y‘CL)

En el sxistema de ecuacionex S.2 , exdsten 2 tipos de

par&molros

Parametros intrinsecamente epidemioclégicas @ a . p , w

Paramotros de migracién M 1.j € “1.07

3]
Problemax en la estimacién de parametros .

1> w esta tasa de recuperamlento pusde mas @ menos delerminarse a

particr de la poblacién enferma Caisladad

2)

de tLransporte
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Da.y s mhs dificll. puesio que séle cbservames recuperaciones y no

infecciones .

Existen métodos de aproximacién apriori :supdngase que se puede
medir la tasa de migracién entre todos los pares de grupos

coa a” la tasa deé transferencia del grupe i al ; , Ltenemos :

(o] au tasa de Ltodo el grupe

2) . tasa por individuo

o

Ya que los enfermcs aislados no participan en la migracidén se

tiene que .

de donde

sea S“. la tasa observada en un i{ntervale de tiempo pequelic

azi podemos estimar Koy

s
- i

M v
"l n|. Pi.

H este esstudio de ﬂ” nos indica si “u varia con el tiempo © no

Cpueden aparecer muchos problemas estadisticos)
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Examinemos la suposiclén de mezcla homogénea existen restriccicnes
para enfermedades infecciosacr como Cmalaria . tuberculesis y
enfeor medades venéreassd

Ejemplo

Sea la ciudad A de tamalo poblacional N
y la ciudad B de tamafio poblacional kN
considérese el numerc de contactes de cada individuo infecciosc en
cada una de las cludades .

Podria suponerse que la tasa en que el infeccioso contacta a
otros individuos de la poblacién B, es k veces mayor que la de la
cludad A. Pero en muchos casos w5 mhks razonable supconer una tasa «
constante de hacer contacto para cada individuco independientemente
del tamafic de la poblacidn total .

Supéngase que esta primera supcsicidén ws aceptada y analicémosla

tenemane por tanto

o

n
t

a— para la ciudad .

Depende del tamafic de la poblacién y no es fgual por tanto

para todo individuo .

Esta ox svidentemente una forma restringida de poblacién

homogéneanente mezclada , se tLiene ontonces .
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d XiCO o 7 o,”,
- = X‘Ct) Yo 'E“ iy !,_CD ) “‘x_‘cw
1 11 W1 i T i
d XiCtb o a” a‘.j
—_—r " 5 xicu YLCL) - S“ - Hyjco -.2 e H’Y‘._CLJ - rY‘(o
. i FLy A F] FL i
4 u‘Ct)
g r Y_‘CQ -w intD
d Z,lCl) a‘j o.”_
w0 ul) + 2 < ZLW0 - z Fererrik Lt
a ¢ iy T R il T B

eEte modelc e Gtil para el caso en gque la infeccidn es
inteialmente introducida on un pequelic grupe , difundiendose

subsecuentemente a olros grupos
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RESULTADOS

Lox resultadeos mas sobresalientes de sste trabajo sen :

1) La obtencién y formulacién de un sistema S.1 de 3
ecuaciones intesgro-diferenciales-parciales con 2 incognitas S y Y
que me describe en forma aproximada la dindmica del agoente
infeccioso sobre las 2 clases de individuos en que se divide a la
poblacion ¢ suceptiblex € infecciosos 2 en una ciudad con alta

densidad poblacional ¥y una vida de gran comunicacion masiva .

& YT 92
or

-

S YC1,T,¥d
a¢

LA &)

T
3 t,
—Tgc-———ve- - -a Sti,¥) I I YCo,T.¥) dy

S.1

T Wy
YC1L,0.¢) =o S,y _[‘ j‘ YCr,1,y) dy
- o
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) Un algoritmo de retolucién del sistema S.1 discretizando
el proceso epldémico de la influenza (modelo locald) de tal feorma
que si: se& conocen g (distribucién {niclal de loc suceptibles tzod
y W7t C(frontera entre H‘ v H') podenas obtener s* y ¥
mediante ol sictema S. 1.2 y lak condiciones iniciales aC7d vy S:
agt ¢conocidok oC7d) ¥y S: tendremas de la condicién inictal

"o, = atr 0sSTsST

qua podemos conocer en L=0 Y Para 0L T<sST: Y-(L.‘l')

3) una formulacién de la probabllidad de transiclén que entrelaza
lag ciudades en un sistema Unico para las 2 clases de individues

de la poblacién considerada

a-.‘u'AL-ql dtj At suceptibles

1Y
Ly ials,n}

g
a Alsg 1y At
T F

y‘y’ infecciosos

[

4) la farmulaclén de los efectos debidos a la migracién de la

poblacién

n o o
it - y
q. z‘ [—ﬁl—. >.l, —P—_“L] suceptibles
v & e, n}

LrS-a @ .
v LR} N
a, z [ -T’T- yj-Ft__—!t ]Anftcclo:as
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6) un sictema de 3n scuaciones integro-diferenczial es-parciales con
2n incognitas . que me describe los efectos del gérmen patégens

sobre log individucs que componen la poblacisn del paix

SXiCw, Y _ _ M Xilwed Ta T :
at By - ! dr (s YiCr,yw,td) dy
a &

& Yilr,wed & HilTowitd a i 7. o,
ot L8 e (TETOY O Fo Yt sz

v A s MT
ilo,y, 1) = g XiCw, 1D _[‘ ar j‘ Yilt,w.td dw
T Ty
[ 3 [
i & {u,n} j & {1.n}

o = 'r..-rls T

oswn'wlsvma

x
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ad Un algoritoo de integraciédn del sistema 5.2 gque discretiza
el proceso epldémico de la influenza en el pais y gque blen pudiera
avtomatizarse & existieran datos estadisticos de brotes
epidémicos antericres y estadigticas de la intensidad de transitoe
entre lar cludades elegidas para el modelo . Estox 2 Lipas de
wstadisticas nos permitirian conocer los parametros tanto

wpidemiclogicos coms de migracidn .

- . T
19 atapa Y‘Co.(n) - -:E-:- Xe€ad 2 Yilrad glrd
r¥o

XCred = Xi€1d ~ YiCasews

\7‘6 Tyiesd ® YilTo1, 0

T &1,2,8,...7

i &s,2,8,...1

oy

o, . o
a” stapa X‘ChA) x i(.‘CnLD + jZ, [—Fﬁ- X,CLJ -

- ne.. o
¥ Criieed = T Criend Z( Feverio - = vic:.;)]
j&s i i

T*® Q0,640 T

Lz a,2...n



7IUn nuevo sislena que modela el casc de una zola ciudad (modelo

local 5 y que de hecho da pauta a la integracién del siztema S.t a

travaés de un algoritme mas sencililo .

I
YCaitesd = - XCO 2 Yer,0 geo
T¥c

Ciend = ReD ~— YCo,terd - rd

YT ted = WOr~i,2

22 La formulscién para el calculo de la intensidad de transito r.r”
de una ciudad { del pals a una ciudad ; también del pats . En
donde P,‘ ¥ P’_ las poblaciones de la ciludad i y la eciudad |

respectivamente , exceden a log 100,000 habitantes .

ﬂthCK+L+N+HD ty) & {a:n)
K,L,M,N Son Gnicas para cada region del palis cuya digstiribucisn de
la poblacisn resultia ser uniforme .
O X% w0 .%,n 58

er‘..j ” a“ para 1#j 1, & {s.n}

“TE .



o) Un modelo con migracldn que incorpora otrags 2 clases de
individuos infecclioscs alslados u‘C‘D recupsrados o© removidos

Z‘CO aparte de suceptibles XlCLD é& {infecclosos Y‘( t) aqui todas
lac clates de individuos de la poblacién solo dependen del tiempa
acimismo incorpora una tasa de infeccidn o para todos los grupos .,
una tasa y de recuperamiento aplicable a todos los grupos uUna taga
de recuperacidn w en los individuos enfermos aiglados y una tasa

p” de migracién del 1-ésimn grups al j-ésima aplicable a todes
los individuos excepto a aquellcs enfermos alslados a‘:j e la tasa

de migracién de todo el grupo .

d XiCud ]

3 ni

a (-4 a
XiCed Yi€1d + —_— Xt -
payrl 3

d ¥i€d a $ iy & %y, -
d Y0 Y YD Vi) o+ Z ¥YCd - Z et ¥ - pYIED

dt n . n., o= M. ) . 0 - M

L LY ] ] i¥s v i
d—-a-——“:_hb = pYiC1d) - w MLCID
a a a a

d ZiCL) - - i) - - L " s
_ = ,J‘C‘L) - Z e ._ij.J Z. “——i =h, ZtCLbi Ry

te3 @ {e,a}



APENDICE I

La divergencia de un vector
considerends el movimienic de un fluido de densidad plx,v,2)

supongamos que el campo de ‘elocidad esta dade por f

£ = wlx, ¥y, + W, 3,2 + wlx, ¥, 2dk pensemss ahara en el flujie a

través de un paralelepipedo ABCUDEFGH ., de d:mensiones dw . dy . d=

fLlg A L. 8 z
L]
A, 3
" 3 IAI
dx

Caleulemor la cantidad de fluide que pasa a través de la cara
ABCD por unidad de tiempo las componentes X v & de la velocidad
no contribuyen en forma alguna al flujo a través de ABCD . La masa
del fluido que enblra por ABCD por unidad de tiempo esta dada por

pv dx dz . La masa del fluldo que abandona la cara EFGH per unidad
por unidad de Liempo '

[ pv o+ -:ipv>dy ] dx dz
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La pérdida de maza por unidad de tiempo te ve que e&s entonces
igual a :

ica_g_v_)_ dsx dy dz

E{ tomamoes también #n cuenta lac otrac 2 carac

« @hcontraremos que

la pérdida total de masa por unidad de tiempo es

Moud + Hovd + Heowd i .
[ G a5 F.r ]da: dy dz

de tal manera gue

SMpoud =

M pavd
I

3y

M pw) reprecenta la
¥z

pérdida de maga por

unidad de tiempo por unidad de volumen

Exta cantidad es llamada la divergencia del vector pof
vemcs de inmediato que

A . Cpfd) = div Cofd = pud + Sowd + Apw) =1 dM
F-2n3 (39 CE3 L 2nir- £
puezto que :.j,.k son vectorss constantes . M ¥y V gon 12 masa y el
velumen del fluido .

div Cof) = A . Copfd) = pAf +»f A p .



El teorema de la divergencia C de GAUSS-CSTOGRADSKY O
consideremcs una regidn V scbre la cual § y div€f) son coentinuas
supondremos que V esta acotada por un numero finito de superficies
talex que an cada superficie existe una normal continua bien
definida . También supondremos gQque { puede integrarse sobre la
superficie total que limita a V , ahora no ilmportande cual sea la
stgnificacion risica de £ , xi es gue tiene alguna , siempre
podemos imaginar a f como el producte de la densidad ¥y la
velocidad de algun fluide . Hemos visto previamente que la pérdida
neta de fluide por unidad de tismpo por unidad de volumen esta
dada por div(f) consecuentemente la pérdida total por unidad de

tiempo ext 4 dada por

IJ'IdLv([)dL.‘...(QB
v

Ahora 4 como § y divi(fd gon econtinuas , no puede haber ningun

punto en la regién V en la que £l flulde este siendo fabricado o

dextruide ; esto @5 ne aparecen ni fuenter ni sumiderecs
Consecuentemante , la pérdida total del fluido debe ser

la consecuencia del flujo del fluido a través de la frontera S de

la regibdbn V . Podemos colocar un gran numero de observadores sobre

la frontera S , y dejar que cada obxervader mida el flujo hacia
afuera y luego sumar los datozs registrades por cada cbservader . En
' un punte scbhre la superficie con vector normal de area dx , la

componente de la velocldad perpendicular a la superficie es V.N en

donde N es el ~wvector unitario normal hacia afuera



Es inpediatamente evidente que oV.dh = £.dA representa el flulo
hacia afuera de maga por unidad de tiempo . De 2qul que la pérdida

total de zasa por unidad de tiempo esta dada por

j‘s‘[r.d)..........cen

igualando Ca) y (b)Y tenemos el tecrema de la divergencia
JJtan = [lfpaever>ar. .0 L. .. e
s
v

Exto et ; la integral de la divergencia de un camps vectorial
F ., extendida por cierto volumen . es igual al flujo del wvector a
través de la superficie que limita a2 exte volumen .

Ahcra tenemos un flujo de particulas en la regiédn F < ="
simplenente conexa y para tal fluido tenemos su funcién de
densidad X y campo de velocidades

Conciderese una superficie S que limita a F la cual s=
sncdentra completamente dentro del fluidso .
La masa total del fluido deniro de S esta dada per

Ne [l xar

diferenciando con respseto al tiempo tenemos :

\

dN %
d\_'f;_r.rm_d"----.....,cn

Ahora sxisten solo 3 formas en que s¢ puede cambliar la masa

del fluido dentro de S :
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O pusde estar entrando o galiendo fluido de la superficie , la

centribucidén debida a este efecto es

_[SJ' | S o8

1) puede extarce creands materia ( fuente D
1) puede estarse destruyendo materia ¢ sumidero >

sea yxyal) la cantidad de materia creada o destruida por
unidad de volumen para una fuente y > 0 , y para un sumiderc , w <

O la ganancia totsl de fluido es por lo tante

_f{f\ddf— jg[xr.ax.....,....c.;

igualando 23 y 3

ris S dr = [fJvar - [fxea

J';(;.;{._dr . Isj'xf.dk = -r;‘['j\ud-r

aplicande el tecrema de divergencia

f!f—g%—df + _[‘;('_[dzvcxnd-r = I!fw})d'r

por lo que
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24
dt

+ diviXf) = yCauyetd . . . . . . . . . . .4

Ahora ya que en nuestro procesc la poblaclén es constante es
decir no creamogs ni destruimos individuos durante el procese esto
os equivalente a la ausencia de fuentes y sumidercs es decir

wWayz) = 0 por lo que 43 se reduce a
O + div CX£> = O . . . . . .. . .08

que ex la ecuacién de continuidad en ausencia de fuentes ¥
sumidercx para un fluido con funcién de densidad X ¥y campo de
velocidades £ @n una region F < R" con lo cual vemos que nuestro
fluide cumple con la ecuacién de continuidad baje la hipstesis de

que tanto div f come [ son continuamente difersncliables .
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APENDICE II

Para utilizar la hipdtesis planteada Lendremos que definir
una funcidn que nog determine el numero de infectados

Primero que todo , esta eF una funcidén dej tiempe .Sin
embarge escogeremos una definicién en la que aparescan dates gue
tengan que ver con la situacién en gque s= encontraba el infectado
C nivel de defenzac ) en el momento de la infecci6n . al igual que
el momento en que fué infectade ¢ en otras palabras : cuantc tiempo
lleva infectado Y entonces el nimeroc de individuos que al momento
t B¢ encuentran infectador ¥y cuya infeccidn se inicicen el momento
t=7 enconitrandose con un nivel de defansag v, estara determinada
por Y = YCT,VQ.IJ
consideranze a todox lox individuos Infectados actualmente es
decir al momento t , la informaclén que se Liene de ellos es en
que momehle fueran infectados . ¥y cual era su nivel de defensas
iniclal . Es decir , fijo 1 , los tenemss distribuldos en la

regién S del planc CT,w 2 .

fig A. 2.z

tntacLtados an ter con
3 nlvel de defonoaa yw_ at
inicio do la tnfecctidn .

as



tomemos ty r..lo: extremor.las fronterax derecha & izquierda

respectivamente de la regién S .

-

v a wltr) y V‘Cr) come la cota inferier y suparior al moments T

de la region S

fg Ae3

L e s




tenemcs entonces que el numerc total de infectados en el momento t
esta dado por

J'z dr -J'* YT, v, O gy

por tanto aplicando la hipstesis y resumiendo tenemos -

1 WiT)
z XCpowatd 4 L o XCp.v, 1 f’ ar | 2 YT, 9 . 1d dy
t wiT
T 1
© eguivalentemente
a v 3 YT
.?L_ECP vt 2 XCp w12 j'z av f z ¥, v 0 dy {21}
P " v N
donde

P = la cantidad de individuos de la poblaciédn en cierteo tiempo t .
t = es el tLiempo calendario
T = es el Liempo transcurride desde el inicio de la enfermedad .

¥Cp v 1) = namero de individuos que al tiempo L estan en el mismo

estado .

Y(-r.wo.L) = densidad , al tiempo t , deo la distribucién respecto de 7 ¥y

vy de individuos contagiados al tiempeo L - v

88



=i YCT.Vn.L) nos da el nimers de infectados al momento t que
iniciaron su infeccién en el momento t—7 con un nivel de defensas L
tenemos entonces que YCn,Vo.L) nos da el numero de infectadoes al tiempo
t que iniclaron su infeccliédn precisamente en ese momento , con un nivel
de defensag ¥, - Encontraremss una exprecién para YCo,wc,v.) notese
que YCo.wa.O es decir, el numero de nuevos enfermos en el
momento L con un nivel de defenca v, : es igual a mencs &)l cambio de
aquellos individuos que encontrandose sanos en el momento t con un
nivel de defensas v, ¥ =se infectan en ece momento .
suUpohgamos que la funcidén i(wo.x) nos dice el nimeroc de individucos

EaAnot que al momento L se encuentran con un nivel de defensas \uu

nuevamente aplicando la hipétesis 1 , Ltenemos
L . W

2w L & w0 Grar OF vorw O dv
t wiT)
L .

y dado que YCo.vn.t) - - _d_o_:('_C__vo.o tenemos que
x A
YCow a3 = g XCy 0D { {.-n Yerow D gy, ... . 2.2
e H



saberos que YCT,t+8! =

a L lim

h —e 0

iilm

=~ AaY

AT

por lo tanto

aY

oY

YCTa b

Yr-s,td

+h) = Y{7T, 1D

YCL-h

h

L) = YT, )

1) =~ YCr-=h,t)
h

s . 0¥ o decir
T
Y
- Q. .
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