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Introducción. 

Las técnicas estadísticas hoy en día recurren a paquetes de 
cómputo, ya que las operaciones que en ellas intervienen llegan a 
ser tan extensas que la presencia de errorres es muy frecuente. 

El Análisis de Regresión, como técnica estadística, no escapa a 
este tipo de problemas por lo cual se ve en la necesidad de 
recurrir a paquetes de cómputo, sin embargo el uso de estos tiene 
ciertas desventajas ya que muchas veces se usan de una manera tan 
automática que se llegan a olvidar las técnicas a través de las 
cuales se obtiene la información estadística, por lo que surge la 
preocupación de crear un paquete de cómputo que proporcione los 
elementos necesarios para obtener resultados sin perder de vista la 
manera mediante la cual se llega a ellos. 

En este trabajo se elaboró un paquete de cómputo en apoyo a los 
cursos de Análisis de Regresión que se imparten en la Facultad de 
Ciencias de la UNAM. Fue adaptado para ser ejecutado en 
microcomputadoras PC o compatibles con el objeto de que todos los 
alumnos de la facultad que esten interesados en la materia tengan 
acceso a él. 

El paquete de 
necesarios facilitando de 
tratando de que el alumno 
de las cuales llega a los 

cómputo, proporciona 
esta manera una rápida 
no pierda de vista las 
resultados deseados. 

los cálculos 
interpretación y 

técnicas a través 

Debido a la naturaleza de las cálculos utilizados en esta 
tecnica se utilizó el lenguaje de programación PASCAL (Turbo 
PASCAL versión 5), el cual es muy apegado a este tipo de 
operaciones. 

El presente trabajo se encuentra estrHcturado de la siguiente 
forma : 

Los tres primeros capítulos estan dedicados a la teoría en la 
que se basa el Análsis de Regresión. 

El capítulo l describe en forma detallada la construcción del 
modelo de Regresión así como cada uno de los supuestos que lo 
componen con el objeto de relacionarlo con los ele~en~os 
estadísticos que se conocen para desptt~R t:ratarlo como una tecnica 
de inferencia estadística. 

En el capitulo 2 se presenta el modelo de 
Múltiple el cual servirá de base teórica para 
del paquete de cómputo. 

Regresión Lineal 
la implantación 

El capitulo 3 se refiere a selección de variables. Se presentan 
algunos métodos muy comentados en la literatura, mismos que podrán 
ser utilizados a través del paquete de cómputo. 
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En el capítulo 4 se presenta en íormR detallada el diseño de 
cada uno de los programas que conform~n ~l paquete así como los 
algoritmos de cada uno de ellos. 

Por último en el capítulo 5 
paquete medi~nte ejemplos. 

se muestra la aplicación del 

Es importante mencionar que no se pretende competir con los 
paquetes estadísticos comerciales y menos aún comparar su utilidad. 
Como se mencionó anteriormente el objetivo central del presente 
trabajo es proporcionar una herramientn Oirláctica a los cursos de 
Análisis de Regresión. 
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Capitulo l. Construcción Del Modelo. 

Al conjunto de métodos cuyo objetivo es la formulación de 
modelos matemáticos que muestran relaciones modeladas con 
el propósito de predecir y hacer inferencias estadísticas se le 
conoce como Anállsls de ReBres(ón. 

La aplicación de Análisis de Regresión es muy amplia y 
variada .Como ejemplo se pueden citar la~ siguientes situaciones: 

Explicar el rendimiento de alfalfa (en toneladas por acre) de 
una granja experimental a través de la cantidad de agua aplicada 
(en pulgadas por acre ),si las variables guardan cierta relación 
sería posible tratar de predecir el rendimiento a través de la 
cantidad de agua. 

Una cadena de tiendas esta interesada en abrir una nueva unidad 
para lo cual considera importante saber cómo se explican las ventas 
semanales en cada tienda, a través del número de empleados y el 
tamaño de cada tienda. Si existe una relación razonable entre las 
variables, sería posible predecir las ventas semanales en cada 
tienda a través del número de empleados y el tamaño de tienda para 
poder aaí evaluar ai es conveniente ilbrir o no una nueva tienda. 

La palabra re6resión la utilizó por primera vez Slr Francis 
Galton quien analizó la altura de hijos en terminas de la altura 
promedio de sus padres .De sus observaciones concluyó que hijos de 
padres muy altos eran generalmente más altos que el promedio pero 
no tan altos como sus padres y lo mismo para el caso de hijos de 
padres muy bajos .Este estudio se publicó en 1885 bajo el título de 
"ReBresión hacia la mediocridad en la herencia de estatura". En este 
caao, el termino regresión se usó en el sentido de que las alturas 
de los hijos tendían al promedio más que ñ valores extremos. 

En este trabajo se denotará por "y" A la característica de 
interes (manifestación del fenómeno ) y ~e le denominará variable 
de respuesta .A la(s) característica(s) M trav&s de la(s) :ual(es) 
se construirá la r'.!lación con "y". se le(s) conocera como 
variable(s) explicativa(s) (o factoreR do interes) y se denotarán 
por x

1
,x

2 
, •••. ,x 

Para establecer relaciones funcionalP.~ entre variables hay que 
tomar en cuenta el tipo de relaciones que pueden existir. Por 
ejemplo, Mendez(l977). menciona las sig11ie.11tes: 

l.Asoctación Sim.pl.e. Es cuando un fenómeno o modalidad de 
fenómeno "A" se presenta frecuentemente acompañado de "B". otro 
fenómeno o modalidad . Sin embargo puede darse "A'' sin que ocurra 
"B" y 11 B" sin que ocurra "A" .Como ejemplo considérese el hecho de 
fumar (A) y el cáncer pulmonar (B). los dos aspectos ocurren 
frecuentemente juntoG, sin embargo, hay ft1madores a los que no les 
da cáncer y hay personas con cáncer que no son o han sido 
fumadores. 



Este tipo de asociación puede servir de 
construcción de hipótesis que ligan lo~ f P.nómenos 
causalidad. 

la 
de 

Se llama causa al fenómeno o conjunt,., rfo fenómenos que preceden 
a otro y le dan origen. 

Se llama efecto el fenómeno que sigu~ n otro y es originado por 
él. 

2.Cau!'>attdad Probabitt.stíca o R'i?tación producto-productor. Este 
es el cae.o en que un fenómeno "B" es necesario para que ocurra otro 
"A'" .Pero "B" no es suficiente para gue ocurra "A ... es decir dada 
"B" es probable que ocurra "A"; y si ocurre "A .. debe haber ocurrido 
"B". Un ejemplo de ésto es observar que el aqua de un recipiente 
esta hirviendo como fenómeno "B" e inferir que la temperatura de 
ese recipiente es de 100 grados centigrados o más. fenómeno "A".Sin 
embargo puede suceder que el agua esté hirviendo sin que se eleve 
la temperatura. sino únicamente por un efecto de vacío, fenómeno 
"Al". sobre el recipiente considerado . Se dice que "A" es una 
entre variAs de las causas posibles de "f.\". 

3.Causatidad DPtermt.nístlca o Relación de causi:r. y efecto. En 
este caso un fenómeno "A" es necesario y Fiuficiente para que ocurra 
otro fenómeno "B" .Si "A" ocurre. ocurrirá o ha ocurrido ''B" y si 
"B" ocurre, ocurrirá o ha ocurrido "A".Se habla en este caso de que 
"A" es la causa única de "B" o viceversa. Como ejemplo de esta 
relación considérese la ocurrencia de un cromosoma 21 por 
triplicado en un ser humano (trisonomia 21) como fenómeno "A" y el 
síndrome de down o mongolismo. fenómeno "B". 

Se puede retomar el ejemplo del hecho de fumar. "A". y el cáncer 
pulmonar, "B". podría considerarse .. A.. como causa y "B" como 
efecto, aquí existe una probabilidad dP ']He una persona que fuma 
enferme de cáncer. sin embargo pueden existir otras causas que 
originen que una persona enferme de c~nr.Pr. 

De acuerdo al tipo de relación 
referencia sobre el fenómeno se 
establecer una relación funcional 
entre las variables. 

que f'-~ tenga y al marco de 
puede saber si tiene sentido 

e i nt.1;>nt:nr f?l ajuste de funciones 

Establecer la relación funcionRl puede ser un problema 
complicado sin embargo en ocasiones puede aproximarse por medio de 
una función matemática lo más simpl~ po~ihlP. 
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Como se vió anteriormente se trata de construir una función que 
relacione de la mejor manera posible la manifestación del fenómeno 
bajo estudio con lo factores de interé~. 

Al llevar a cabo un experimento con el 
información eKisten factores que pued1'?1l ser 
controlados y no-controlados. 

fin de producir 
de dos tipos 

factores Controlados. Variables de interés bajo control que 
afectan la manifestación del fenómeno y que toman diferentes 
modalidades .Dentro de esta categoría están las condiciones 
experimentales que son los factores que permanecen constantes a lo 
largo del experimento. 

Fa.e.Lores No-controlados. Este tipo de !Actores, como su nombre 
lo indica no se controlan debido a diversas c3usas puede ser que 
dichos factores se consideraron no relevantes al fenómeno bajo 
estudio, o ni siquiera Fe ha percatado ~11 existencia o bien no se 
pueden manipular. 

Sean 

y Variable de respuesta 

modalidades. 
A ,A , •• A 

< % n 

B,C,D,F, ... 

variables explicativ~~. es decir los factores 

de inter~s que se controlan y toman diversas 

condiciones experimentales. 

factores no controlado~. 

La manifestación y queda descrita por 1~ relación 

y s f
0

( x, .... ,xp .A,, ... ,/\~,B,C.D,F, .... ) 

Como se puede observar los ·factores controlados junto con las 
condiciones experimentales constituyen el dominio de f

0
• 

Dado que A •...• A son factores que toman la misma modalidad 
a lo largo d~ todo ªl experimento, se rP.fitringe el dominio a : 

y= f.<x, ,. .. ,xp,B,C,D,F,. ... ) .... (1.1) 

Sin embargo tanto f
0 

como f
1 

son funr.iones cuyo dominio es 

infinito y habrá factores que difícilmente se identificaran por lo 
que no es posible construir una regla de r.orrespondencia bajo estas 
condiciones. 
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Para delimitar el argumento de f2 es necesario considerar 
algunos supuestos. Seria deseable índucl r 1mn partición de tal 
forma que 

P 1:::: x" •... , yp l . . . factor~R controlados 

P;= B,C,D,F, .. 1 ••• factores no-controlados 

Para estos conjuntos sean f
2 

y f
9 

t~l es que 

y ~ f
2 

( x, .... ,xp.) + 1, ( B.C.D.F, ... ) .... (1.2) 

De lo anterior se desprende el supuesto estructural básico de 
separabilidad aditiva : Los efectos qu"!!' produce el conjunto Pl en 
ta variabte .. y.. y los ef~ctos que prod•.J~'f> el conjunto Pe: 

•n la misma va.rioble. son separable~ ~n (o~ma QdLtiva. 

Asi el dominio de f
2 

es finito, pero el de f 

infinito. 

sigue siendo 

Sin embargo hay que reconocer que aunque f 

determinarse lo que interesa es su magni t.ud. 

no podrá 

Como f representa la función que agrupn a todos los 
9 factores que no se controlan y que afectan a la 

manifestación del fenómeno en mayor o menor grado, es usual que se 
le denomine "error" y cuya magnitud se denota por e t. 

)J = f,( ",····•'¡,) + ,,, .•. (1.3) 

Nótese que si e" es muy grande podrí~ penRarse que no se ha 

considerado un factor importante o bien no se tomó en cuenta otro 
factor como factor experimental o bien l~ l·alación entre x y y ·no 
es muy fuerte. 

De (1.3) se obtiene 'r'e 

e
1
= y - f

2 
( x, •...• xP.) 

Por facilidad supóngase que se cuentn r.on un sólo factor de 
interés. x, con x E P

1
• entonces 

<=Y - ~ (x) 

&: es desconocido y representa lA m.igni tud del error .Seria 

deseable que esta cantidad fuese lo más pequeña posible. 
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Entonces el problema es determinar f t~l que e: sea mínimo. 

Nótese que la variable x puede ser cualitativa (nominal) o 
cuantitativa (discreta o continua).Si x es cualitativa se cuenta 
con una colección de posibles valores (o etiquetas) .Por ejemplo si 
la variable a estudiar es sexo. sólo admite dos posibles valores: 
hombre y mujer (h,rn) o bien "0,1" o bien "1,2". etc. Los valores 
que se asignan son arbitrarios y por tanto no tiene ningún sentido 
e?tablecer una función .La solución ~ este problema se enmarca 
dentro de las tecnicas conocidas como Di~~ffo d~ Experimentos. 

Sí x es cuantitativa. se tiene que definir una familia de 
funciones y escoger f

2 
en alguna forma. 

Sea f
2

e L. con L = { gfg es función 

Hacer una selección en L resulta sumamente dificil debido a la 
diversidad de funciones que existen.Set·i,.. conveniente delimitar una 
familia de funciones como por ejemplo : 

C = ( gl g es función continúa en i a,b] ) 

Se sabe que toda función continua en un intervalo 
acotado puede ser aproximada uniformemente por un 
(teorema de aproximación de Ston~-Weí~r~tr~ss). 

cerrado y 
polinomio 

Tomando en cuenta este resultado. se puede restringir aún más el 
espacio de funciones a elegir como 

F = 1 f : [a,b] lc,d) 1 f es polinomio 

Aún restringiendose a F iCómo elegir F ~ F? 

Sea h c F, lo cual quiere decir que h será una aprox~mación • 
~~l~~~m¡~~m~e~~ y el error de aproximación se sumara a &~ 

y = h(x) + e 

De donde e =y - h(x) 

con e= ..,;+ (f(x) - h(x)) 

El problema es encontrar una función h(x) tal que minimice a e . 

e .e:. • •••• e 
' z " 

los errores correspondientes. 

Se debe determinar un criterio 
minimice los errores. 
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Sea ,t. : F .., [Kn.., ~ donde h(x) ~ F y ,: = (c
1 

, ••• ·~ )e ~n 

Una medida de la magnitud de e podri ;a ser su norma definida en 
general como 

El criterio A consistiría en minimizar la norma de e 

Restringiendose a aquellos polinomio~ de grado k, se tiene que: 

h (x) ªo+ '\ x + ª:z x2 + • • • + ~- "'=le 

entonces 

•• • + a .Y.le +e 
k l l 

i:f,. 

entonces 

l=t, •• ,n 

Elegir h(x) tal que minimice al error, es equivalente 
loR coeficientes (a 

0
a 1 ... ,o J.: } que minimicen a 

que el valor de x está fijo}. 

Sea entonces 

a eleqir 
"t (ya 

zji. = x[ 
YL = ºo+ z + a z 

tl t :zL 
+ • • • + a z + e 

k Id 
l=t •..• n 

Que ea una combinación lineal en los parámetros (desconocidos) y 
en las z's, que son funciones conocida5 y totalmente especificadas 
de la variable explicativa. 

Hay que notar que esta modalidad permite escribir en forma de 
combinación lineal a las potenciac sucesivas de x, pero aún más, 
permite que zji no sólo sean potencias sino funciones de 

la x en cuestión e incluso diferentes funciones de varias 
variables explicativas, siempre y cuando estas esten completamente 
especificadas. 

Por ejemplo : 

W = a
0 

+ ª• ~ ( x t) + a
2 

f
2 

( ~ } + ~ 
9

f
9 

( x
9 

} + e 

Podría reescribirse como 

+az+az+oz+,;: 
t l z z 9 !I 
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Bajo esta modalidad incluso funcíones no lineales pero 
susceptibles de linealizarse se tomarán en cuenta. 

Supóngase entonces que : 

yl=f)o+fl,x,t..+ ••• +f3p-t'\,-1 + <'!:,_ 

en donde 

l~l, •• ,n 

{ x, • x
2 

•••• , x ?1 es el conjunto de variables 

explicativas o bien funciones de ellas completamente especificadas. 

y es la variable de respuesta y 

(lo ,fl, fl son coeficientes desconocidos p-• 
entonces 

Ei. =)Ji. X ) 
p-t p-t 

Para minímizar ~ es razonable pensar 

en minimizar la norma de La normR p se define como 

N [ ]

''P 

l~• ''" 1 
y el criterio 4 consistiría en minjmizar N • es decir 

p 

min l" -OI X- .• -. Ci X la .. a J I: IY, • " p-• p-li 1 o p-1 ... 

Por facilidad sea p =' 2m con lo cuRl 
" s.,...zm 

La función (i.='i e L ) es monótona no decreciente por lo 

que basta minimizar 

n ~ 

A. ( fi0 ,()t 1 • • • • /lp-t ) = t~t ( yi. - ~ .. (lt ;v.t i - · · · - (lp-1 :-t ) 
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Derivando 

n 

a t." = ,f, zm ( Y, - f,i - f1,x .. - ... - t\_, xp-t )(-1) 

{j (1 o 

n 

8 t.' r= lm ( y l- ,, o- (1 lx l l- • • • .- t1 

lqt.Jalando a cero 

~=O 

" 11, 

zm-l 
X ) 

p-1-p-l 
( -x ) 

p-1-l 

El sistema de p-ecuaciones no es sencillo de resolver ya que 
queda un sistema de ecuaciones en potencias de ( zm-1 ). Sin 
embargo si m=l, se obtiene un sistemA de ecuaciones lineales que 
preserva las condiciones originales 

-2 

-2 

n 

tf1 ( ~'i. - (lo- • · · - f1p-1xp-1 -' 

n > 
,f, ( l"t- (10- .•• - (l X 

p-lp- l 

o 

o 

Por tanto basta minimizar . 
t."((lo,(lt , •.. ,(lP_,l =,f.C Y - (l - •.• - (l p-lxp-t) 

=l~l ei. 

Al criterio anterior se le conoce como lf!nimos Cuadrados . 
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En el caso de una variable se tendrá 

cero se obtienen 

n (lo+ (itl~t '\ 
n n 

l~tyi.xL=. f1o+l~s.xl+ fiti.~1'\ 

De las cuales se obtiene 

y 

Como se vió anteriormente el error es desconocido pues 

involucra a los factores no controlados. En este sentido existe 
incertidumbre en torno a él. Es razonable suponer que el error es 
una variable aleatoria. 

Como tal la manera natural de describir su comportamiento será a 
traves de una función de distribución. 

Como es natural suponer gue & e ~ 
que se considere debe ser continua. 

entonces la distribución 

Dada la construcción del m_odelo. es rRzonable suponer que : 

E(c) =o y además que P(~ > O) = P(c e O) 

Lo cual lleva a que la distribución Rerá simétrica centrada en 
cero. 

Dado que las fuentes de variación son en principio. las mismas 
para cada observación (ya que los factor~~ no controlados son los 
mismos de observación a observación). i:;~ puede suponer q..ie 

V ( '\) 
,,. ...... •" 
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Además los factores controlados junto con las condiciones 
experimentales generan los datos por 1o que adicionalmente se hace 
el siguiente supuesto 

Cov ( c. • c. ) = O i. ~ J 
' J 

Con los supuestos anteriores sobre la esperanza. varianza y 
covarianza de los errores. se obtienen resultados importantes de 
los estimadores por mínimos cuadrados. Estos resultados se ~resumen 
en el llamado Tt!>orema dg Gauss-Ha:.rk.cn.• el cual grantiza que (30 y ('Jt 
son los mejores estimadores lineale$ ins~sgados en el sentido de 
varianza mínima. 

Aún cuando este resultado es poderoso. se requiere de un 
supuesto adicional para poder explicar tecnjcas de inferencia, es 
decir. se requiere suponer una distribución para los errores. 

Bajo las. propiedades antes descritas -:?!> razonable pensar en la 
dn Haunal para explicar el comportAmjento de los pues 

esta dn posee características que perm:i ten hacer uso de elementos 
estadísticos con mayor facilidad qu~ con otr~ dn. 

Ahora bien. tomando el vector f 
un vector aleatorio tal que 

.• .r.,. se tiene entonces 

Y la matriz de 
el l. Entonces 

varianzas 

! ,..,¿ N,... ( _o • º2 ! ) 

y covariAnzaf'; es de la 

(En el apéndice 1 se presenta una sección sobre esta 
distribución). 

Como Y =- Xt3_ + .e_ 

Entonces 

12 
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CAPITULO 2 : MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE. 

2.l. El modelo. 

Cuando se tiene más de una variable éXplicativa el 
reqresión lineal múltiple (RLM) quedA r~presentado de la 
manera : 

Y\.= f?
0 

+ q x .. + •• ,.¡.(1
9

_
1 

.XP 'i e'- 2.1.l 

En P-.LJ1 resulta natural utilizar notÑción matricial 

Y, X 

" 
X .. X no & . t.p-t 

Y, X .. X .. X n, & . :2 .1-1-1 

Yn X 
nt 

X ,. X ne & 
n "'. )'.:>- l 

es decir 

Y X !> ~ & 
- ,.,ws ruq:·-:l- p•t - n,.t 

en donde 

Y Es el vector de nxl 
- n1o1' respuesta). 

observaciones (variables 

modelo de 
si qui ente 

de 

X : Es una matriz de valores fijos n la cual se le 
~~p-i denomina matriz de datos o de diseño. de rango p. 

~ r~•~ Vector de parámetros des~onocidos. 
~ Vector aleatorio que agrupa « 
-n•:l controlados. 

los factores no 

De 2.1.1 se tiene que 
~ = °'! - X f.l 

Generalizando los resultados del cRpit.ulo 1. se tiene que 

i )E(~) = Q 

ii )V(~) = a'I 
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que 
De acuerdo a lo visto en el capítulo l. para encontrar (J tal 

minimice el error es necesario minimizar Lc 2 es decir 
l 

encontrar min(e'e) =E e•• min ~ (Y - Xfl' <! - Xfl } 
i,.~t L -

Al diferenciar con respecto a ~- las ecuaciones normales 
resultantes son 

(X'X)!! = X':f 

y se obtiene que : 

~ = ( x'x ¡-• x'y 
que el rango de X = p. 

y xt X )-'existe ya 

El estimador (J por mínimos cuadrados es insesgado y su 
varianza es o 2 ( xtx )-1. Además el teorP.mR de Gauss Harkov 

asegura que el mejor estimador line;:il insesgado_d_e llfl en 

el sentido de varianza mínima es Il~ c:nn fl el et::1timador por mínimos 

cuadrados y } e [RP vector de constante~ r.nnocidas. 

Aunque el Teoremp de Gauss Markov proporciona 
importante sobre (J, el ml!todo dP. lf(nim.os 
proporciona directamente un estimador para u 2

• 

deseable poder hacer uso de tecnicas de inferencia. 
supuesto de Normalidad. 

una propiedad 
Cuadrados no 

Además seria 
Incorporando el 

! - Nn(iy¡,,,Z 1 ). los estimadores máximo verosímiles 

de 11 y o 2 se obtienen maximizando 1'1 funr:ió1t de verosimilitud: 

L(o~!!I Y_)= ( zno'l-""exp ¡-..!._z( !-X!! J'( _Y-Xf! )} 
ZO' 

Derivando e igualando a O se tiene 0 = (~'~ ¡-•~'! 
que coincide con el obtenido por mínimo!': ru~drRdos. 

El estimador máximo verosímil de c 7 ~r. 

;,z= n Y-X[l )'( Y-Xf1). 
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El vector de observaciones ajustadas es : Y Xf1 
Si se desea predecir el valor de Y para un vector X~ (con 

~-P~e valores conocidos) se tiene que: 

A 

+ q x,. + 

Po~ otra parte, el valor esperado d~ Y cuando ~ = ~· es 

µ !. = IE ( X, j >! = !_t. ) = (1
0 

+ (l ,X , • 

El es ti mador máximo verosimi 1 d~ J.J es .. 
A 

µ~. f1º 1- 'l xi• + • • • + /1p-s. xp-1• 

2.2. Intervalos de confianza y pruebas de hipótesis. 

Ahora bien en base í\ los supuesto~ <iii=;trjbucíonales se tiene 
que; 

(! ~ N ( (! , o l X 'x ) • ' ) 

y 

l' (! 
., 

NP (.!- '(! , ,!- ' a
2 

( X ' X ) ,!-

Resulta interesante constn1ir intervalos d~ confianza para 
:t.fi con_l e ~P vector de constantes conocidas. 

En particul~r si l es el i-esirno vector r.anónico se estará 
-pX:l 

construyendo un intervalo de confianzA pAra la componente ~. del 
vector (1. \.•t 

El intervalo para l'fl al (l-~)xl00% Qe confianza es : 

15 



Con 

-· o = 
Y-Xf!l' y - X[} 

n - p 

el estimador insesgado de . o. 

Tambien ee construye el intervalo par.~ ~7.de la forma 

• [ O (n-p) ~j o"' ·----
-¡¡!'" 

n-p 

Este intervalo proporciona información rl~ que tan grande 
puede llegar a ser 0

2
. 

Si se quiere un intervalo para µ~ . ~~t-e es 

[

µ + t'- " /z ;; f + ):_.2.·_-
1( • - ro-z " I: (X. 

~=t 

;¡ ,. 

x J 

El intervalo de predicción para Y. es 

+ ~ "/2 ;; ~· 
n-2 ~ n 

J: (X - X )' 
i.::i ~ 

Prueba de Hipótesis Lineal General. 

Dado que loe valores del vector (J son desconocidos resulta 
natural hacer conjeturas sobre sus posibJes valores. 

En particular, una prueba de hipótesi5 que proporciona mucha 
información es la llamada hipótesi'.!' ,,.¡~ ~i.¡!nificancLa dlobat 
quepropone probar si los elementos (?

1 
.(1

7 
•.•• •ff,_, son todos ceros. 

Es decir 

o YS Jla alguna fl O Vi.=t.p-t 
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En caso de rechazar Ho • se tendría que Y
0

= ~ +E lo cual 

implica que ninguna de las variables explicativas se relacionan con 
Y, al menos en forma lineal, y permitiría deducir que el modelo no 
es apropiado. Por el contrario, si se rechaza Ho se tiene que al 
menos una variable explicativa guarda relación con Y. 

Es posible tambien estar interesado en probar si una parte del 
vector ~ toma ciertos valores ó incluso si uno solo de los 
componentes, digamps (1 1 es igual a un VAlor predeterminado. 

Todas lRs hipótesis antes mencionadas se engloban en lo que se 
conoce como Hipótesis Lineal General que toma la forma: 

!lo vs 

Donde ~r11p de rango r, rSp, r 
"" 

completamente 

especificadas. 

Se tiene y N(Y'.{l. 0•1¡ 

La región crítica utilizando Cociente d~ Verosimilitudes es 

tJ. ,,z) 1 :! ) 
:S 1<1 

~-.u-p~-L~(~~.-o-.,---l~l-X~~ 

HO U Ha. 

Sup L IJ• o•¡ Y 
HO QJ Ha. 

L ( IJ• ~z 1 y 

Con f1 y ~2 1oc;estimadores maximos verosÍml. les de f1 y 

Ahora 
sup D...((?,a• 1 Y) =D... ((l,;;.o z 1 y ) 

"º 

z o . 

En donde (?, a 2 son los estimadoreR m~ximo 
o 

verosímiles 

la restricción C f1 = ?:: con 

(l a - (XtX ¡-•et ( e (XtX ¡-•et) (C (!- 2'. ) 

y - X f1 ¡t ( y - X/!_) 

17 
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El cociente de verosimilitudes 

2 
.. 

-n/2 " o
0

exp 

A 

2 -. -n/2 " o exp 

A 
- 2 

"" 
·z 
e 

Se rechaza !lo si A :5 K es decir .. - 00 !f 

·z 
e 

..... y 

y 

Sea SCE 
MC 

-

-

K 

XQ 

?0 

>'e y - XQ 
:5 K 

>'e y - ~ 

resulti'I. ser: 

SCEMcrepreElenta la variabilidad de Y con respecto a Y cuando 

se ajuste el modelo completo Y_=~-~~ 

Puede interpretarse como el error que se comete al ajustar el MC. 

Sea SCEMR = ( Y - xQ ) l ( Y - xQ ) 

SCE,... representa la variabj lidad de Y ..-:on respecto a Y 

cuando el modelo es el modelo reducido. Pl modelo se reduce 
dependiendo de la forma de e y y. 
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Entonces 

A 
SCE 

MC 

SCE ... 
Este cociente. por construcción es menor o iqual que uno lo 

que implica que SCE,..~ SCE,.
0 

De hecho puede demostrarse que SCE 
MR 

"! - xá >' < x - xá > = ex - xa 1' i x - Xf! 1 

SCE + 
MC 

SCE es decir 
"o 

e c{j - l'. ) ' ( e e x' x l e' ,- • ( cfi - l'. > 

La cual se conoce como La F'art ict'.ón Tunda.mental en Sumas De 
ct.Jadrados. 

Sea sr.E,.
0

= ( cíj -¡: ) 1 
{ e (X'X) e'¡-• { cíJ - ?'. ) 

LR SCEH0 es la magnitud en variabilidad. que hace falta para 

que el modelo completo tenga la miRmR variabilidad que el 
reducido. 

-

-

SCE SCE SCE 
HO MR MC 

Se rechaza Ho si SCE :s: K 
MC 

SCE ~ K ... . 
SCE 

SCE . l 
HO 

SCE 
MC 

SCE 

~ K 

HO ;,_ K 

SCE 
MC 

Entonces e X 

Pr ( SCE 
"º 

~ K 1 
SCE 

MC 

SCE,. 0~ K 

~ 
MC 

Ho es cierta ) 
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Para determinar K es entonces neceF.arin ñP-terminar la C1st,(Cie SCEHo 

SCEMc 

Ahora 

SCE .., X' 
·NC (n-p) . 

o 

y SCEHo 

o' 

Bajo !lo. 

(ver apendice 2) 

x• 
' 
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L~s dos variables en cuestion son independientes (ver apéndice 
2). y su cociente. afectado por ciertas constantes. resulta ser una 
VAriable aleatoria con distribución " F n : 

r 
F ( r,n-p ) bajo !lo 

n-p SCE / el 
"º 

Entonces : 

F ( r , n-p ) bajo Ho 

SCF.,.c/ n-p 

Se d~notnn los cuadrados medios del en·or de ln siguiente manera 

SCE 
HO 

CME 
HO 

SCE 
MC 

n-p 
entonces lR región critica est~ dMñ~ por 

e: 1 CME ;,: F 
HO T ,,.,-r 

CME 
"e 

La tabla de análi~i,;. de varianza ANOVA para probar las 
h·:.o;:.ótcsin : 

?b CfJ = ?: VS. Ho. C,~ - r en E"1 modelo Y X/] + ~ 

con ~~Nn (Q.o7 1) es 
. -

Fuente dr g. l. SumR de Cu ad. Cuad. Medios Fe 
varillción F calcula 

lle. r cc~-.,.)[C/x'xf c'f <c;.-r) SCEHo CMEHo 
CME.to "'--;:-- ---

CME 
MC 

(~- xj )'('f -xñ) 
SCE 

Error n - p C'.ME : __ ,._e_ 
MC MC 

n - P 

Total n-p-r <1--rn~- x¡) MR 
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Como se mencionó anteriormente existen casos particulares 
para esta prueba entre los que cabe resaltat· : 

1) !lo •t\ = fl,= .. . = (1 =o vs. !lo. f\T. o i.=1 •...• p-1 
p-l 

Es decir 
!!o CI] o vs. !lo. CI] "' o 

e 
lp- t t xp [

o ... o] [(lo l [º] (1 • 
001..0 .' 1 
• • • • • • • (1 = . r = 
Q. •, •, ,l -pMt "p-t. -lp-t )MI. 

0 

A esta prueba se le conoce como Pru'!>ba d~ Sl!fnl/t:cancía 
Globat lo que índica que existe al menos un:ii (~\. ~ O i=t, ..•• p-1 

entonces el modelo tiene sentido. 
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Por lo anterior bajo H
0 

cierta el rnodP.lo reducido es 

MR ;. = 1 •..•• " 

y la numa de cuadrados del errJ or parMi ~1 MR queda como 

nY2 que es la variabilidad 

total de las y s. El modelo completo e~ 

MC y xn + ~ y la suma de cuadradnR del error para el 

MC es 

SCEMC ~t! - QtXL! 

Por lA pllrtición fundamental en m1m'1s <le cuadrados se tiene 

SCE .... 
De donde 

SCE 
"º 

SCE 

SCE + SCE 

... 

MC HO 

SCE 
><C 

Por tanto la tabla Anova es 

Fuente d~ 
..... _.i. n,..iA 

llo p 

g. l. 

- l 

Suma de Cuad. 

SCEHo = ªtxt y - n'i 

Error 
MC 

n - p SCE - Y'Y Ú' x' 

Total 
MR 

n - l 

Ne 

SCE yly -... 
donde ln re9ión crítica es 

C = 1 ! j Fe~ F,'.~~P 

nY~ 
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z SCEHo CMEHo 
CMEHo=~ 

CME 
NC 

SCE 
y r:ME : ---"-º-MC n - p 



2) 
!lo : 1 :11_ := m con m e rK' conocida dond~ ) vector de 

pXl 
constanteR 

conocidas. 

Un caso particular de esta situación es cuando 1 es canónico y 
m = O. es decir 1 es el i-esimo vector ~~nónico. entonces 

y 1 a prueba será He : f1i•1 = o 

Esta prueba se conoce como prueba r-parcial. sirve para probar 
si una f'L toma el valor cero, lo cual equivale a decir que la x 
asociada a ese coeficiente no entra ñl modelo. 

A continuación se presentan algunoF> rnr:ir:eptos importantes 

Una herramienta que sirve para medir el grado de asociación 
lineal entre dos variables x y Y efi el rnefic.i.ente de correlación 
lineal que esta dado por 

r --J ¡: (Xi-X)(Y,-Y) con -1 < r ' 1 

wv --~~-X);-;;-~·~> 2 wv 

l se tiene una asociación lineal directa. 
-1 se tiene una asociación lineal indirecta. 

O no se tiene una asociación lineal, lo cual no 
significa que x y Y no guarden una relación. 

Una medida de la bondad del ajuste d~ un modelo de regresión es 
la estadística R2

. Se define como 

SCEwo 
o" i < 1 

SCEwa 

Con SCEwR de significancia global y se interpreta como la 
proporción de la variabilidad de lR Y qu~ quedó explicada por el 
modelo. 

Residuales. Los residuales se d~finPn eomo ei Yi. Yt.. 
Sirven para hacer un análisis de los sup11o~t.os distribucionales. 

Como vector ~ 

E 
= º 

V ( e = u 2
( I - X(X'x¡-'X'l 

Residuales Studentizados. Se definen como 1·~ == e~ / o / 1- hi.i. 

donde h,i es el componente de la matri7. (X(X'x¡-•x' 
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Estos residuales son más utilizados que los ei estandarizados, 
pues las pruebas en las que se Jnvolucn:m, como Papel Hortnal, 
entre otras, sen más precisas. 

Para probar el supuesto de Normalidad es usual utilizar estos 
residuales o los el, lo cual consiste en tomar los residuales 
ordenados de menor a mayor y graíicar contra Ki..={i-v2 )/n, en papel 
Normal, si la gráfica presenta un comportamiento aproximadamente 
lineal, esto guerra decir que el stlpuesto de Normalidad es 
correcto. 

Otras gráficas de gran utilidad es tomñr los residuales contra 
las yi estimadas y contra las Xl. las cunles 5irven para analizar 
entre otras cosas~ la variabilidad de lo~ e1. 
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Capítulo 3 : Selección de Variables. 

En el an.ól lsis de re6resi6n surge un problema que consiste en 
incluir un conjunto de variables de tal manera que para este 
conjunto el modelo de regresión sea óptimo, esto es. que el modelo 
refleje al fenómeno bajo estudio. Como se vió anteriormente el 
modelo es de la forma : 

y.=(l + (lX+ •.• +(1 X+ r 
\. o t t p p 1 

Donde las x todas las variables independientes que se piensa 
ayudarán a exhlicar el fenómeno lo mejor posible. Cuando se 
plantea el modelo, se trata de involucrar el mayor número de 
variables explicativas de tal manera que existan menos factores no 
controlados y así tener un mejor control, sin embargo, es 
importante notar que el hecho de incluir en el modelo todas 
las variables explicativas que se tengan. no implica que el 
modelo sea el mejor pues puede ocurrir que existan variables 
que no aporten al modelo suficiente información. o que unas 
esten explicadas a traves de otras, añemás de que el modelo seria 
más complicado y su interpretación ~ería menos clara. Por lo 
anterior surge el problema de seleccjonar un subconjunto de q 
variables{q < p-1) a travs de las cual~s sea posible explicar 
el fenómeno, donde dicha selección se llevará a cabo mediante 
tecnicas estadísticas que seriln discutirl;:¡g más adelante~ con lo que 
el nuevo modelo sería de la forma : 

Q 

yi. == (10 + f=./~ JxJL + e~ 

Problema de multicolinealidad. 

cuando el modelo presenta variableñ tales que unas están 
explicadas a traves de otras. lo cual dificultará en un momento 
determinado precisar la relación que exif'>te entre la manifestación 
del fenómeno con respecto a alguna vRriable explicativa, este 
último hecho es lo que se conoce como multlcollnealídad 
(correlación entre variables explicatjvas). 

El tener efectos de multicolineatirl~d en un modelo or1g1na 
algunos problemas. Por ejemplo, si se desea realizar una 
interpretación de los coeficientes p;:nr:i ñlP.s de regres1on, el 
efecto de mul ticolincalidad puede conduc-i t a contradicciones. Estos 
problemas se pueden evitar mediante la eliminación de alguna de la~ 
variables que presentan tal efecto, proc~so que puede llevarse a 
cabo mediante tecnicas de selección dP. v~riables. 
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Selección de Variables. 

- Toda5 tas reeresiones posible~. 
- Backward. 
- Tor1.lll'.1rd. 
- Step1.1.1ise. 

Cabe aclarat· que ninguno de estoi:; métodos garantiza que el 
subconjunto de variables explicativas quP intervienen en el nuevo 
modelo sea el mejor. 

Todas las reqresiones posibles. 

Bajo este criterio se requí ere ajustar todas las posibles 
combinaciones de las K1.-. Para cada Xi existen dos posibilidades de 
estar o no estar en el modelo de regreñiñn. por lo tanto existen 2P 
modelos posibles a examinar. · 

Cabe mencionar que bajo est.e cri terj o "?S e} aro que si se 
un conjunto de variables explicativas grande.se obtendrán un 
número de posibles modelos. lo cuñl ~n t.~rmi11os de cálculo y 
tie11e grandes limitaciones. 

tiene 
gran 

costo 

Suponiendo que no existen limitaciones. el análisis para 
eeleccionnr el mejor subconjuto de Jh puedP hacerse a trav~s de 
diferentes criterios entre los cuale~ ~~ puede mencionar a los 
siguientes : 

1.R'. 
2.R2 ajustada. 
3. Cp-Mallows. 

Criterio de la R2
• R2 mide la proporción de la variabilidad de la 

Y que quedo explicada por el modelo. R2 es usadr:t. como una medida de 
a traves de la cual se compara la validez de los resultados que 
se obtienen bajo especificaciones ñl t.Pt·1rnt".i.Vo:\f; de las variables 
explicativas en el modelo. · 

El uso de la R7 acarrea varios prohlema~. en primer lugar es 
sensible al número de variables explicativas incluidas en el 
modelo. La inclusi6n de más variableR explicativas nunca hara que 
R2 decrezca. por lo que es posible atlñdi r más y más variables. lo 
que no necesairiamente significa que t.oñr:t.~ ,...~""~ variables tengan que 
estar en el modelo. 

Bajo este criterio se calculan las R7 pnr<'t cada modelo obtenido 
dentro de todas las posibles combinaciones. así para todos los 
modelos con q variables se elige a la R2 mayor y se toma ese modelo 
como el más significativo. En el caso de existan empates entre 
variables, se puede calcular su corr~spondiente coeficiente de 
correlación pnrcial, mismos que se defin~n más adelante, pues puede 
suceder que una de estas variables qued!:! reflejada por otra. en ese 
caso se desecha la variable que estñ ~iPndo redundante para el 
ajuste del modelo. 
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R2 ajustada. La dificultad con R2 radica en que contiene la 
variación de Y explicada por el modelo y la no explicada pero no 
torna en cuenta los grados de libertad del problema. Una solución 
natural es pensar en las varianzas (muestrales) o cuadrados medios 
y no en las variaciones (o sumas de c11i'1drAdos). Se define como : 

R.2 = 1 - Var { el) 

Var (Y) 

donde 

Var (y) = ~· "o 
con p = número de parámetros. 

Aún cuando la SCEMc decrezca. a medida que se añaden más 
variablei;. la varianza de los el no necesñriamente decr-ece. Hay que 
notar que tanto el numerador como el denominador de o 2 cambian al 
inclnir una nueva variahle en el modelC1. EF> f;icil checar que 

¡¡z = l - ( l - R') n-1 

n-p 

y resulta inmediato que 

1) si p entonce6 Rz R' 

2) si p > entonces Rz 

"' R' 

3) R.2 puede ser negativa 

Estas propiedades hacen que R7 resnl tP. unn medida más 
que R2

• 

adecauda 

Cp-Mallows. Mallows sugiere una estadística para elegir 
subconjunto de variables. la cual es comparada con el 
par~metros del modelo y se recurre a una gráfica 
intervienen la Cp y p. número de parflmPt1·n~. 

Cp ::= SCEMC / CMENC!f'l w 2¡:-l 
p 

al mejor 
número de 

en la que 

donde p se refiere a la SCEMc Q11"" t"Pf;.\11 ta al tomar todas 
las variables explicativas. 

El valor de cada Cp es muy iroportante porque es un estimador de 
la suma de cuadrados global de las discr~pancias entre el modelo 
ajustado y el modelo verdadero (descont'cido). 
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Para un modelo adecuado se tiene que E(Cp)=p . Se sigue que una 
gráfica de Cp vs. p mostrará modelos adecuados en la medida en que 
loe puntos ae acerquen a la recta Cp=p. Ajustes que adolezcan de 
carencia de ajuste. esto es. ecuacione~ sengadas, produciran puntos 
muy por encima de la recta Cp=p. Debido a variaciones aleatorias. 
puntos gue representen modelos adecuad,.,.~ pueden estar por debajo de 
la recta Cp=p. 

En la gráfica se toma el siguiente criterio, si Cp se aproxima a 
p 011errá decir que el modelo que corrt:"sprmdfl a esa Cp será el más 
si q .. ni fi ca ti vo. 

Backward. (l:"liminación hacia atrá~). F.1 método consiste en los 
siguientes pasos : 

l. Se ajusta el modelo de regresión ron lnññ.s las variables. 

2. Para cf!da variable s~ calcula la F-p;:it·r:i ;:il correspondiente. 

3. De todaa las F-parciales calculad~f: se tomn la de menor valor. 
la cual se denotara como F*, y s~ r.ompñrR con una F-tablas 
seleccionada de antemano. 

3.1.Si F* ~ F-tablas. entonces la variAble que corresponda a 
esa F-parcial se excluye del modelo d~ regresión, ajustando un 
nuevo modelo con las variables restantes. 

Es importante aclarar que 
variableynno puede volver a entrar 
paso número 2. 

una vez que , sale una 
nl modelo, despues regresar al 

3.2.Si F* > F-tablas. no sale ninguna variable y se toma el 
modelo que se ajusto para predecir ñ Y. 

Este criterio de selección en términos de cálculo y de costo 
rec;ul ta mucho más adecuado que el ante1·i nr, pues sólo se ajustan 
los modelos que sugieren las F-parciñle~ ~scogidas. 

Forward. (!:liminoción hacia adelont..,,). 

En este criterio usualmente se utili::A.n los coeficientes de 
correlación de las XL y Y. sigtdendoFP ln~ f;iguientes pasos : 

l. Se calculan los coeficientes de correl ñCión de todas las Xi. con 
Y. Se selecciona a la XL más correlaci on<'ldn con Y. de este modo la 
XL seleccionada será la primer variablr i11r:l11ida en el modelo. 

2. Se calculan los coeficientes de rorrelación de Y con las 
variables que aún no han entrado ~1 modelo de regresión. La 
variable con coeficiente de correlaciñn pnrci Rl más alto es la que 
entra al modelo. 
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El coeficiente de Correlación pare] al 
parcial entre la variable y y Xi en presenr;iR 
variables exolicativas y se definP. como ~ 

·ti' .. p 

mide la correlación 
de un conjunto de 

Donde cada R son los cofactores qu~ se determinan mediante los 
menores que resultan de obtener unn s11bmatri?. de correlaciones 
misma que se compone a partir de la eliminación del renglón 
donde se encuentra la y columna , en l F1 rnRt ri?. dP. correlaciones. 

R 

" i.j 

3. Se c;¡lcula 1"1. F-parcial correspcindiPlltf."! y se compara con una 
F-tablas. 

Si F-patcial F-tablas l<'I ~.•arl Rhle entra .::tl modelo y 
se regresa a 2. 

Si F-parclal < F-tablaE lR Vrlrirthle no entra al modelo 
terminn el proceso. 

Bajo este criterio el cálculo P.!" mucho menor que en los 
anterioren pues sólo se consideran ]Rf> VRri<1hle~ necesarias. 

Stepwise. (rt indnación paso a paso ) . Este método es una mezcla de 
los dos anteriores y consiste en lo si.gui~nte : 

1. Se seleccionan las variables sigtd l".'n,.Jo los mismos pasos de 
Forward. La diff!rencia es que una vez incluida una variable se 
calcula la F-parcial y se cc.mparrt con ''"~ F-t-.ñblas. 

Si F-parci;il < F-tablas sale de] mod1?lr'. 

El proceRo contimÍa hasta que YA 
variables. 

püedan entrar ni salir 

Es importante notar que en est~ •"T:i t~rio se cuestiona la 
permanencia de todas las variables inr:lni.-J;:r::- rm cada etapa. 
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Capítulo 4 : Paquete de cómputo. 

4.1.Introducción. 
En este capítulo se presenta el paquete de cómputo desarrollado 

para apoyar los cursos se Análisis de Regresión impartidos en la 
Facultad de Ciencias. 

El paquete ha sido desarrollado de manera que el alumno pueda 
obtener en forma clara y sencilla la información necesaria para 
interpretarla bajo el contexto estadístico y no perder de vista loe 
puntos importantes de la tcnica que generalmente se pierde al 
hacer uso de paquetes muy conocidos y ya implantados. 

Como todo sistema de cómputo. es necesario analizar la manera a 
traves de la cual será implantado. tratando que esta sea la óptima. 

La manera en la que fué desarroll~do el paquete consistió 
baaicamente en tres etapas : 

1) Análisis de Datos. 
2) Análisis de Manipulación de Datos. 
3) Análisis de Tecnicas de Cálculo F.Rtadístico. 

En la primer etapa, se analizó qu~ tipos de datos 
serían utilizados así como su forma de ~ntrada, llegando a las 
siguientes conclusiones : 

a) Datos de entrada de tipo real. 
b) Entrada de Datos a tr~ves de la creación de un archivo. 

En la segunda etapa, se analizó que una vez creado un archivo de 
datos. antes de aplicarles cualquir t~cnica estadística, es 
necesarjo verificar que estos sean correctos permitiendo 
visualizarlos y modificarlos, si es nece~~rio. 

En la etapa tres. se analizó la naturaleza de los cálculos 
estadísticos utilizados en las técnicas del Análisis de Regresión. 
con lo cual se llegó a la conclusión, junto con el analisis de las 
dos etapas anteriores, que es necesario emplear un lenguaje de 
programación lo más estructurado posible y apegado al desarrollo de 
cálculos matemáticos. por lo cual se dp~r.iñió aplicar el lenguaje 
de programación PASCAL. 

4.1.1.Estructura del paquete de Cómputo. 
La estructura del paquete de cómputo ~nnfltñ de varios módulos 

l. Módulo de Captura de Datos. 
2. Módulo de Matrices. 
3. Módulo de Cálculos Estadísticos. 
4. Módulo de graficación. 
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5. Módulo de Ayuda. 
6. Módulo Principal. 

Los módulos l a S se identificAriln cnmn módulos auxiliares al 
módulo principal. 

1. Módulo de Captura 
submódulos : 

de Datos. Se compone de varios 

1.1. Creación de archivo de datos. 
1.2. Abertura de archivo de datos. 
1.3. Modificación de archivo de datos. 
1.4. Visualización de archivo de d~tos. 
1. 5. Selección del conjunto de co]11mnns donde se encuentran 

las variables explic-at;:iva~ y ·.~;:1.riable de respueta a 
partir del archivo de datos. 

1.ó. Ayuda. 

A continuación se describen br~vr.-rnPnte cada uno 
sumbmódulos anteriores. 

de los 

1.1. Se refiere a la creación del arr::hivo de datos, el cual 
tendrá máximo 20 columnas y 50 reng1 oneF>. 

1.2. Una vez creado el archivo de <lato~. siempre será necesario 
abrirlo para despues hacer cualquier m;:inip11lación con el mismo, es 
importante aclarar que si el archivo no es abierto 
no se podrá proceder a los siguientes ~1thmódulos. 

1.3. Una vez creado y abierto el archivo de datos será posible 
hacerle las modificaciones gue se deseen pRrA evitar errores en los 
resultados. 

1.4. La visualización del archivo ñe datos permitirá darse 
cuenta de posibles errores en el mi~mn. puñ~dose modificar en el 
momento que se desee. 

1.5. Una vez que se tienen listos los datos. es decir sin 
errores. se procederá a neleccionar ~ traves de columnas. la(s) 
variable( s) explicativa ( s) y la VRriabl e dependiente que 
intervendrán en el modelo de regresión. este submódulo permitirá 
hacer tantas regresiones como se deseen. hecho que facilitará el 
empleo de métodos de selección de vari~hl~~-

1.6. En este submódulo unicamente RP p1·es~nta un texto en el 
cual se describen los pasos que deben ~0 g11i rse en el módulo de 
Captura. 

2. Módulo de Matrices. Este módulo c-onsta unicamente de 
operaciones aplicables a matrices. Como se vió en capítulos 
anteriores, para la obtención de resultados en el Análisis de 
Regresión se involucran diversas oper<"cione~ con matrices tales 
como : 
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Cabe señalar que en este paquete de ~ómputo se utiliza una 
"Uni.da.d creada fuera del mismo por otro programador cuya función es 
la de leer y verificar números realeR. enteros y caract~res. 

Para visualizar más claramente la estructura del paquete se 
presentan a continuación los siguientes ~iagrámas 

Módulo Principal 

Módulos Auxiliares 
Módulo Captura 
Módulo Matrices 
Módulo Cálculos 
Módulo Graficación 
Módulo Ayuda 
Módulo Especial 

El módulo principal está estructurAdn ri"! 1 ;¡ siguiente forma: 

M,M0-lr1~••-M.C6.1.c~u1.o•-M. orn¡; ,_..,,.,t·•• 

Inicio -.1.Datos-+ 2.AnBlisis de Regi·ef;ifm ..-,3.Ayuda _.Fin. 
~ ~ 

M.C':lrturo R•pcrt• d• R••ul.1~~"· 

M. Ayui':l-C!J.plUT o 

4.2. Instrucciones y Especificaciones. 

4.2.1. Módulos Auxiliares. A contlnuación se describen los 
algoritmos de cada uno de los módulos auxiliares, así como los 
algoritmos de los submódulos que los r.omponen. 

Módulo Captura. Este módulo está form~do por varios submódulos, 
estos a su vez estan desarrollados en procedimi~ntos que son 
jnstrucciones especiales del _lenguaje PA!=;r,Ar .... 

Descripción de Procedimientos. 
Cada submódulo tiene asociado un procedimiento en PASCAL. a 

continuación se describen cada uno dí! Pllo~. 

Submódulo ~ Creación de Archivo de DAto~. 

Asociación en PASCAL: Procl!?'dure Cr..,.o_."!T.-;l. 

Algoritmo 
Inicio 
l. Nombre del Archivo. 
2. Lee el nombre del archivo y verifica que 

efectivamente se le d nn nombre (cadena 
de caracteres). 

3. Abre y prepara el archivo pRrR ~er creado. 

34 



4. Lee las dímensjones rl.,.1 ;:;.n:hivo a crear. por 
renglón y columna. 

5. Captura los datos según ]"~ ~imensiones leidas. 
5. Graba el archivo de dator. Pn rtisco. 

Fin. 

Submódulo : Abertura de Archivo de Datos. 

Asocj ación en PASCAL : Proced•.J.T-E Abr l 1 _A, rJ1. 

Algoritmo 
Inicio 
1. Lee nombre del archivo que se desea abrir. 
2. Verifica que el archivo YR lrnya sido erado. 
3. Abre el archivo. 

Fin. 

Submódulo : Modificación de Archivo de D•tos. 

Asociación en PASCAL : Pr-oc~durlf!> Hodiffr.,.,_Areh. 

Algoritmo 
Inicio 
l. Lee nombre del archivo" modjficar., 
2. Verifica que el archivo PXita y este abierto. 
3. Lee del archivo. 
4. Pregunta tipo de modi!ícñciñn. 

4.1.En renglón. 
4.2.En Columna. 
4.3.En Celda. 

S. Lee tipo de modificación. 
6. Modifica el tipo seleccionado. 
7. Graba la modificación en arr.hivo. 
8. Cierra el archivo de Datos. 

Cabe señalar que si se entra en este módulo será necesario 
volver a abrir el archivo pues como se pudo observar se cerró al 
final del algoritmo. 

Submódulo : Visualización de Archivo de DAtos. 

Asociación en PASCAL : Procedur~ Li5'rrrr .. 4r.-fl. 

Algoritmo 
Inicio 
l. Lee nombre del archivo n ljstar. 
2. Verifica que el archivo exista y este abierto. 
3. Despliega el archivo de dntofi. 
4. Cierra el archivo. 

Fin. 
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Al igual que en Hodifica_Arch, si se entra a este submódulo será 
necesario volver a abrir el archivo pAl"?t después poder ejecutar 
cualquier otro submódulo. 

Submódulo Selección del conj. de Vñriables explicativas y 
variable dependiente. 

Asociación en PASCAL Procedure $€' l""'•; _1•ri~ 

Algoritmo 
Inicio 
1. Verifica que el archivo este abierto. 
2. Lee número de variables explicativas. 
3. Asigna l's a la primer columna de la matriz de 

diseño. 
4.f,ee columna(s) de la(s) variable(s) 

explicativa(s). 
5. Lee columna de la variablP dependiente. 

Fin. 

Submódulo : Ayuda. 

Asociación en PASCAL 
unidad Ayuda) 
Algorittno 

Inicio 

rroc'IF>dUTP 

!.Despliega texto de ayuda para 
Captura. 

Fin. 

el 

de 

módulo 

la 

de 

El módulo Captura contiene otro submódulo auxiliar, cuya 
asociación en PASCAL es Frocedur~ c~p_bat, cuya función es 
preguntar qt,é submódulo de los antes descritos se desea ejecutar, 
permitiendo así ejecutar el submódulo F.eleccionado. 

Algoritmo 
Inicio 
l. Pregunta Submódulo a ejecutnr. 
2. Desplieqa menú de opciones. 

2.1.Captura. 
2.2.Abrir. 
2. 3 .Modificar. 
2.4.Listar. 
2.5.Selección de vnrinhl~{s) 

var. dpendiente. 
2. 6.Ayuda. 

J. Lee submódulo seleccionado. 
4. ejecuta submódulo selecclonAdo. 

Fin. 

explicativa(s) y 

Módulo Matrices. Al igual que Captura, este módulo esta formado por 
varios submódulos. cada uno asociado "' un rirocedimiento definido en 
PASCl\L. 
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Descripción de Procedimientos. 

Submódulo : Inversa. 

Asociación en PASCAL Procedure ]nv~r~n. 

Algoritmo 
Inicio 
1. Inicializa. 

l.1.Verifica que la matriz A sea invertible. 
2.Jnvierte (Eliminación Gaussiana). 

2. ! .Calcula pivote ( rengJ ón ri-:i referencia). 
2.2.Carnbia renglones. 
2.3.Divide renglones en matrjz A y A-1

• 

2.4.Multiplica y suma rengl~nes P.n A y A-1
• 

2.5.0btiene inversa. 
Fin. 

ei:5te submódulo será utilizado par;:i c:ualquier·matriz que sea 
inveTtible.la cual será pasada como pnráme~ro. 

Submódulo : Transpuesta. 

Asociación en PASCAL : Proc~d~r~ TT~n~. 

Algoritmo 
Inicio 
}.Cambia renglones por columnas. 
2.0btiene la transpuesta n~ unñ matriz (pasada como 

parametro) . 
Fin. 

Submódulo : Solución de Sistemas Ax b. 

Asociación en PASCAL : B6orro. 

Algoritmo 
Inicio 

l .Calcula Bgor-ro 
inversa Y Trans. 

Fin. 

uti l i 7.::\mio los procedimentos 

Dentro del Módulo de Matrices se d~F:f\rrolló otro submódulo cuya 
asociación en PASCAL es Escrib.i.?. cuyo nhi~to es mandar a escribir 
las matrices que se requieran. 

Módulo Cálculos. Este módulo igual que los anteriores. está formado 
por varios submódulos asociados a proredjmientos y funcionesen 
PASCAL. 

Descripción de Procedimientos. 

Submódulo : Media y Desviación. 

Asociación en PASCAL : Proc@dure Hedi-:1_nº~'·'-
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Algoritmo ' 
Inicio 
l.Verifica Datos. 
2. Calcula suma de Y" . 
3. Calcula suma de Yi 2 

• 

4.Calcula suma de Yi entre totnl ñe datos Media de 
las Y". 

5.Calcula varianza de las Yt. 
6. Calcula suma de Xt para cada t • 

?.Calcula suma de Xt
2 para cada l· 

B.Calcula suma de Xt entre total de datos para cada 
obteniendo la media de Xt pan'\ carla 

9. Calcula varianza de Xt parn r.ncJ¡:¡ t. 

Fin. 

Las medias y las varianzas se imprimen a 
procedimientos E~c_m.ed@s y E$c_var. dP.~nrrollados 
para escritura. 

Submódulo : Matriz de Correlaciones. 

Asociación en PASCAL : Procl?d•J.T<? lforr-,-,; 1 .... 

Algoritmo 
Inicio 
1.Verifica Datos. 

través d~ los 
exclusivamente 

2. Calcula coeficiente de Crn·n~ 1 ñción de Y con cada 
Xi.. 

3.Calcula coefjciente de corre«~lación de Xl con xj. 
Fin. 

La matriz de correlaciones es mandada rt escribir en el módulo 
principal a través del submódulo Lscrib.t? desarrollado en Matrices. 

Submódulo : Residuales. SCEMC. CoeficientP de Determinación. 

Asociación en PASCAL : Procedur'!:' Calr'""'-=':.-;_..,.~r .. 

Algoritmo 
Inicio 
1.Calcula Yi estimadas. 
2.Calcula residuales de la formrt Yi. - Yl. 
3.Calcula SCEMC. 
4.Calcula residuales studentlzarlos. 
5.Calcula coeficiente de Oet~1mlnación. 

Fin. 

Los residuales estimados y studentizado~ son escritos a través 
de un procedimiento de escritura llamado T'""'~id_est. 

La SCEMC es escrita a tra~ del procP.riimjento Esc_SCE11C. 

Submódulo: Swna de las Yi 2 • 

Asociación en PASCAL : Function Sc_dlf'>_L 
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Algoritmo 
Inicio 
1.Calcula suma de cuadradoi::; de lRs y~ al cuadrado. 

Fin. 

Submódulo : SUJll.a de cuadrados de las y, corregidas por la media. 

Asociación en PASCAL : ruri.t ion SC_dll?_>'r;Qrt·. 

Algoritmo 
Inicio 
1. Calcula suma de las Y\ ¡:¡] cuadrado corr. por la 

media. 
Fin. 

Submódulo : Estadistica de Durbin-Watson. 

Algoritmo : 

Inicio 
1. Calcula sumade (e 

1 
- e¡_): i = z. 

2.Calcula sumade E: ... ~. 
3.Divide 1./2.obteniendo a la estadiñtic:fl rlP.Durbin-Watson. 

Fin. 

Submódulo : Tabla de Análisis de Varianza. (Para Sig. Global y 
C(l=y). 

Asociación en PASCAL : Proc"E'dtir"E' Tan'='"º 

Algoritmo 
Inicio 
1.Genera Matriz Crwp. 

;:g:~~~~av(~t~)-r~t~· 
4.Calcula Inversa de ccxtx)-'ct. 
5.Calcula e@ - r . 
&.Calcula ¡e¡, - r)'. 
?.Calcula (C& - ~ )' fC(X'X)-'r:l(c@ - r> 
8.Calcula Suma de Cuadrado~ rl~l Error bajo la Hip. Ho. 

9.Calcula Suma de Cuadradoi::; ~~1 F.rr.or bajo el modelo 
reducido. 

!O.Calcula Tabla de Análisis rje Varianza TANOVA. 
Fin. 

Submódulo F"s Parciales. 

Asociación en PASCAL Procedure r-Parc 1.n1. 
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El algoritmo es el mismo que en í"arv::o~·~. la única diferencia 
radica en las dimensiones de la matr:i z C y el vector_?"• es decir 
Ctttp Y Y1-1':S.. 

En este módulo se desarroll6 el procedimiento escribe_v~ctcr, 
para escribir los vectore que se nece~it~n posteriormente. 

Submódulo : Coíactores. 

Asociación en PASCAL : Prccedur~ Co/a~tor~~-

Algoritmo 
Inicio. 
l. Lee 1,J para calcular i~j. 
2. Obtiene matriz auxiliar de Matcorre. 
3. Calcula determinante de Matriz ñUXiliar. 
4. reporta cofactor. 

Fin. 

Módulo Graficación. Esta formado por vrtri os submódulos asociados a 
procedimientos en PASCAL. 

Descripción de Procedimientos. 

Submódulo : Ordenamiento. 

Asociación en PASCAL : Prccedure Ordena. 

Este submódulo se encarga de ordenar una serie de datos, lo cual 
es necesario en el caso de graficación de Papel Normal,el algoritmo 
utilizado para el ordenamiento fu el Quick Sort, tomado de 
Tenenbaurn and Au~enstein, C!º$f). 

Submódulo : Cuantiles. 

Asociación en PASCAL Prccedvre Cuantil 

Algoritmo 
Inicio 
!.Calcula cuantiles : lOO*(j 

Fin. 
0.5)/n. 

Submódulo : Gráfica de Cp-Mallows. 

Asociación en PASCAL Procedure Cp_lfnl 1.~ ... ~. 

Algoritmo 
Inicio 
1. Lee número de regresiones {p). 
2.Lee valores de Cp. 
3.Lee número de variables explicativas. 
4.Calcula máximos y mínimos de Cp y p. 
S.Calcula abscisas y oordenRdas. 
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6.Calcula escalas para los eje~ X y Y. 
7.Grafica Cp ve p. 

Fin. 

Submódulo : Papel Normal. 

Asociación ert PASCAL : Procedur9 PNormal 

l\lgori tmo 
Inicio 
l.Pregunta gráfica que desea. 

1. 1. Ri vs Ki. (donde Kj son Jos cu anti les) 
1. 2. Ri vs Xi. 
1.3.Ri vs Yi. 

2.Lee gráfica seleccionada. 
3.Calcula máximos y mínimos de Ri y Ki. o xi o Yi, 

según sea el caso. 
4.Calcula abscisas y oordenadas. 
S.Calcula escalas para los ejes X y Y. 
6.Grafica Rí va Ki, xi o Yi Reqún sea el caso. 

Fin. 

Submódulo ; Gra!icaci6n. 

Asociación en PASCAL ~ Procedu.re GrR.ivs>~i 

Este submódulo fuJ creado con el fin dP. l 1 amar a cualquiera de 
los anteriores. 

Algoritmo 

Fin. 

Inicio 
1.Pregunta tipo de Gráfica. 

1.1.Ki vs Ri. 
l. 2. Ri vs xi . 

1.3 Ri vs Yi 
l. 4. Cp-Mallows. 

2.Lee tipo de gráfica. 
3.Si tipo = l 2 ó 3 pregunt~ 

3.1.Ri Yi - Yi. 
3.2.Ri studentizados. 
3.3.Lee tipo de Ri. 
3.4.Despliega Gráfica. 

Si tipo = 4 
Despliega gráfica de Cp vs p. 
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Módulo Principal. Este módulo agrupa ~ todos los anteriores a los 
cuales llama a ejecutar en el momento que se requiera. 

Algoritmo del módulo Principal 

Inicio 
1.Verifica Datos. 
2.Despliega menu Principal 

1.Datos. 
2.Análisis de Regresión. 
3.Ayuda. 
4.Salir. 

3.Lee opción. 
3.1.Si 1 ejecuta Cap_dat (Módulo de Captura). 
3.2.Si 2 : Calcula 

medias 
varianzas 
Transpuestas 
Matriz de correlAción 
Inveras 
E-gorro 
Residuales 
Residuales studentizados 
Fiec"U.ta_rn.enu de Regresión 
Ejecuta Presenta Hen.tL : 
1.Matriz de DatOs y vector Y 
2.B-gorro 
3.Cofactores 
4.Matriz de Correlación 
5.Hipótesis C~ = y tabla Anova 
6.F-Parciales 
7. Residuales 
a.Matriz inversa de xtx 
9.SCE bajo el modelo completo 
10.Suma de cuadrados de Y 
11.Suma de cuadrados de Y 

corregida p0r su media 
12 .Medias 
13.Varianzas 
14.Graficación 
15.Durbin_Watson 
16.Coefíciente de Determinación 
17.Fin 

Lee opción 
Si opción es : 

1 Ejecuta t:~cr ib<P Datos y escribe 
vector Y. 

2 : Ejecuta ~sc_uector B-~orro. 
3 : Ejecuta Ca/actores. 
4: Ejecuta Escrib~ Matriz de 

Cor:r.:elación. 
5 Ejecuta Tanova. 
6 Ejecuta !"-Parcial. 
7 Ejecuta R~sid_@st. 
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Fin. 

8 : Ejecuta r~cribe inversa de XtX. 
9 : Ejecuta Esc_SCEHC. 
10 : Escribe $e v. 
11: Escribe Sc_;J~_ycorr. 
12: Ejecuta e~c_mJ?des. 
13: Ejecuta @sc_uar. 
14: Ejecuta GrRi:usKL. 
15: Ejecuta Durbln_k'atson.. 
16: Escribe coef. de Determinación. 
17: Sale de E'JP-:-•tto_menu. 

3.3. Si 3 :Despliega texto de rtyuda en el cual se 
encuentran las inE:trucciones del paquete. 

3.4. 51 4 Sale de menu principnl y del paquete. 

En el módulo principal se desarrollaron dos 
procedimientos,presenta_menu y e;'ecuta_m~nu, el primero despliega 
el menú de 1 a 16 opciones, y el segundo llama a los procedimientos 
necesarios para la ejecución de cRdA una de las opciones de 
pr•senta_~n'U. 
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Capítulo 5 

5.1.Hald. 

Aplicación del paquete 
datos de HALO. 

mediante los 

Para ilustrar el uso del paquete. se escogieron los datos de 
Hal.d, presentados en Industrial and f:n~lneerintr Chem.istry, 24, 
1932, 1207-14, tabla l, por H. Wood~.H.U St"!"'tnour and H.R. Starke. 

En estudios hechos sobre el calentamiento generado durante el 
endurecimiento del cemento de Portland (Oregon,EUA), se supone una 
función de composición química. Las VRr.i.Rbles medidas son : 

X 
t 

X 
2 

X . 
"• 

Cantidad de Tricalcio de Aluminio. 

Cantidad de Tricalcio de SilicRto. 

Cantidad de Tetracalcio de Alum.inio Férrico. 

Cantidad de Oicalcio de Silicato. 

Y = Calentamiento desarrollado en calorías por gramo de 
cemento. 

--------------- ··- ---------
"· X 

t " z 
X • X . " 5 ' 

l 7 26 6 60 70.5 
2 1 29 lS 52 74.3 
3 11 56 0 20 104.3 
4 11 31 0 47 07.6 
5 7 52 6 33 9S.9 
6 11 SS 9 22 109.2 
7 3 71 17 6 102.7 
8 l 31 22 44 72.S 
9 2 S4 10 22 93.l 

10 21 47 4 26 llS.9 
11 1 40 23 34 03.8 
12 11 66 9 12 113.3 
13 10 60 B 12 109.4 

··--------·--
Datos de Hald. 

Las variables '\a x, son medidas comf" pnrc:entajes de hulla en 

el cemento producido. 

Se supone que el calor generado durRllt.P- el endurecimiento es una 
función lineal de las cuatro variables xt R x

4
• el modelo de RLM es 

1 ..... .. 
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Como se vió en capítulos anteriores el t?n·nr ~ es un vector 
aleatorio con Dn Normal (O,la2

). 

Los m~todos de Regresión son usado~ p~r.n P.Stirnar fii y probar 
hipótesis acerca de ellas. 

5.2.Aplicación del paquete a los datos de Hald. 

A continuación se exponen los pasee: ~ !=:Pgui.r para ejecutar el 
paquete mediante los datas de Hald. 

1.Creación del archivo de datos. En esta parte se crea el 
archivo correspondiente a los datos de Hñld los cuales podrán ser 
n1anipulados de acuerdo a las necesidñ<ie!'; rlP.1 usuario. Los pasos a 
seguí r son los si guíen tes : 

i) Dentro del menú principal se debe ~ntrar a la opción Datos. 
ii) En el menú de Datos se debe entrar a la opción Crear. 

iií) Dentro de la opción Crear, se leen el nombre del archivo así 
como el n11mero de renglones y el de columnas. los cuales no 
deberftn ser mayores a 50 y 20 respectivamente, una vez que 
se proporcionaron estos datos se procede ñ la cáptura. la cual 
terminará Rutomaticamente cuando se llegu.<? nl nUrnero de renglones 
leido. En ese momento. se despliega unri lista de los datos para 
que el usuario verifique que estan coorPctos. de no estarlos puede 
modificarlos en la opción de Modifir.~r que se presenta más 
adelante. sino hubo errores el archivo queda listo para ser 
abierto, cabe recordar que como se mencionó eu el capítulo 4 una 
vez que se crea un archivo. ya no es nec~Rrtrio vol ver lo a crear 
cuando se vuelva a correr el paquete . 

2.Abriendo el archivo. Una vez que se creó el archivo de datos 
se debe abrir el a.rchivo. para poder pas<'\r a: cualquiera de las 
siguentes opciones, recordando que si f;e entrR a Listar o a 
Modificar se debe regresar a abrir el archivo, una vez que se abrió 
el siguiente paso es escoger las colnmnas que representan las 
variables explicativas y la variable de t:t?spuesta. 

3.Listando el archivo. Si se deser1 ver los datos. basta con dar 
el nombre del arcvhi vo para poderlo ver. n~cordando que despué's de 
entrar a esta opción es necesario regrP~""'. r1 abrir el archivo. 

4.Modifcando el archivo. Si existe ril9\m error- en los datos a 
traves de esta opción se pueden hecer lñs modificaciones que sean 
necesarias sólo basta con dar el nombre dPl a1·chivo, posteriormente 
aparecerá otro menú el cual se peued~n h<'\cer modoficaciones por 
renglón, columna o celda. Una vez que f".e hicieron los cambios en el 
archivo se debe regresar a abrirlo nu~vam~nt~ para asegurar que se 
tome el archivo ya modoficado con el cui'tl ,,.,,. t.rabajará a lo !Argo 
del paquete. 
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S.Selección de Columnas. Una ve7. que ~e tiene el archivo creado 
y Abierto se procede a escoger las col11mnas donde se encuentran 
lan vAriables expljcativas y la variable dependiente, en el caso de 
Hald, la variBblc de respuesta se met.i6 en la columna 5 y las 
v;¡r1 ables explica ti vas x1 a y_. P.n las columnas 1 a 4, 
reRpt!ctivamento,con esta opción se d~ por terminado lo referente a 
la opción Datos del menú principRl. Cnbe señalar que si se 
presentan dudas de esta opción dentro de lñ misma existe una de 
ayudn pnrA !Acilitar el aequmiento d~ lR mi~m~. 

UnA vez que se llevó a cabo la opción natos del menú principal 
ol AirJldente pnso es pasar a la c;pc:ión /,.!málisis de Regresión, en 
lR cuRl nntea de entrar al menu presenta algunos avisos con 
respecto a la impresión de resultados asi ~orno la salida de cada 
unn de ]Ao opciones del menU de regresión. Jnmediatamente despuéa, 
ne prcaenta en menú de Análisis de Regn'!F;ión toda la información 
qlH~ oe puede obtener a travS del mismo. ".?n el caso de Hald se 
obt.uvi~ron los resultados que a contim1Ar:iñn Ae describen. 

5.3.Resultados obtenidos a tra'\IÉ del paquete de Cómputo. 
Opción : Matriz de Diseño y vector de vnriAbles de respuesta. 

•. o 7, o 70, o 

'· n !S::, o 
•. o .. o ºº·o •. o 1.0. o t º"· !" 

'·º u.o ... o •.o •7. o R7. ('I 

t. n ?U. O d, o •• 'o .... p 

•. o u. n 0!'1, o P. O tOP. 1. 

•. o •. o 71. o 17. o to7.. 7 

'·º .. ., ••. o 17. o ''·o 72. ~ 

t. o •. o "'·o ••. o 2:r:. o PR. t 
•. o ,. . o •7. o •. o l'C'.I. o tt!l. p 

•. o t. o "º·o :i•. o .,. o 8!1. R 

•. o tt. o llCI, O P, O 12. o t lJI. 9 

'·" 10. n 

Opción :Vector de Párametroo Estimados ¡; ne la opción 2.B-gorro,se 
obtuvo : 

az. •o~• 

•. ~:i• t 

(l 
O, IOf:P 

-o. •••t 

De donde 
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Opción : Matriz de Correlaciones. ry ron n,. x2.. XB' y x ... 
y '" ,, .. '" 

y [ .. """° o ... .,., o ...... -o. ~a.7-0. ª"ª] 
Y.s o.7907 s.oooo o. :r:rao-o. :t!l•?-o. Z•~• 

7'.z O. 8tO• O. ZJ:•d s. 0000-0. S 9P7-0. 9790 

x. -o. !U•?-0. 87•s-o. t IP7 :S. 0000 o. Ol'P!I 

:Y..4 -o. 971.a-o. 2:•:t•-c. P?•o o. 02~ t.. 0000 

De la matriz de Coorrelaciones se 
variables más coorrealcionadas con Y von 
presenta una correlación negativa con 
altamente coorrelacionada con Xz. est.O!'=: 
importancia en ~elección de variable~. 

puede observar que las 
Y.;;o y Xi.. mientras que x. 
Y, así tambÚl JI: " esta 
resultados son de gran 

Es importante mencionar que la prim~1·~ columna y el primer 
renglón de esta matriz es la variabl~ Y. 

Opción : TAbla Anova 

Prueba de Siqnificancia Global. 

Se verá si r.:1 ..... f• 
global , 

medí ant~ 1 R pn1~ba de 

Ho C[l = O vs. Ha : r:I' " o 

con 

e [ ~ ' o o o ] o s o o 
o o t o 
o o o' 

Tabla de Análisis de Varianzn 

f.var g. l. SCE CME !cale. 

Ho 4 

MC 8 

MR 12 

2667.9008 

47.8623 

2715.7631 

666.ª7S?. 

5.987.8 

No. de da toe : 13 No.de parámetros : 5 
Coeficiente de Determinación : 0.987.4 
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De la tabla de Análisis de Varianz;i. se nbtuvo una F-calculada de 
111.29 y comparándola con una F de tablai:: con 4 y B grados de 
libertad con un a de O. 05 se obtuvo que 

F(4,8) = 3.84 < F-Calculada ~ 111.29 ~ = 0.05 

Del resultado anterior se puede afinn¡:¡t 
evidencia en contra de alguna ¡1i sea igu;¡l 
modelo de regresión es significativo. 

que existe suficiente 
~ cero por lo tanto el 

Opción :Coeficiente de Determinación. 

R' = =0.9824 

El co~ficiente de Determinación estil indicando que más 
de la vatiabilidad total del as Yi';, '1'1eda explicada 
modelo. 

del 98% 
por el 

Opción : Residuales. /\qui se presentan lo~ residuales, de la forma 
YL-Y\. y loe studentizados. Posteriormc-ntP. se puede pasar a la 
opción de Graficación. mediante ln r::11nl se pueden obtener 
diferentes gráficas de residuales con 1 ~~ r.1rnles se puede hacer un 
análisis de supuestos. 

<ESTIMADA FES:DUP.L FESIO .. .=iTUD 
76. 5(10(. 78.4952 (J.(·048 (l. (J(12c; 

~ 74. 3000 7:.7888 1.5112 (l .. 7566 
104. 3(•(10 105.9709 -l .. 6709 -1.0503 

4 87 • 6(l(H) 0'11. ::;:71 -l.7271 -(1. 6411 

5 '-f:..9í).);;, 9~•. [:.aC¡'] ü.25 1)8 o. 127'> 
b i1.:4. ::'(l(l(l 1(15. :27.C.6 3.9254 1. 7148 
7 1(1L_. 7(1·)(1 lf)4. 1487 -1. 4487 -0.74~5 

8 7:2. 500(1 7~.ó75ú -3. 1750 -1.6878 
9 93.10(1(1 91.7217 1.375:: (l.6708 

lü 115.Q(l(l(l 115. 6185 0.2815 0.210:. 
11 83. 8(11)(1 81. 8(19(1 l. 991(1 1. 0739 

1::: 11'3. 3(100 112. ::27(1 o .. 97:.(1 (1.,4634 

n ¡(19. 4(1(1(1 1 u .6943 -2.2c;~:. -1. 1241 
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BD 

81 

74 

&1 

Z5 

18 

11 

Ri 
-z -1 o 1 z 3 
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Selección de Variables. 

Todas las regresiones posibles. 

Para poder aplicar este 
eligiendo las columnas que 
modelos. como el número de 
modelos de regresión. 

m~todo mediante el paquete se deben ir 
vayan invol11crando cada

5
e unteºnddrea·n lo

2
; 

parámetro~ Ps igual a 5 

Para los modelos que involucran un ci~rto número de variables 
explicativas se tendrá que seleccionar en el módulo de Datos las 
columnas de la variable de respuesta y la(s) correspondiente(s} a 
la (s) variable{s) explicativa(s}. así por ejemplo si se va a 
ajustar el modelo con Xt se eligirá lñ ~nlumna donde se encuentra 
esta variable junto con la columna de la variable y. después de 
esto se regresa al menú principal para ir a li'l opc1on de Análisis 
de Regresión. donde se obtendrá la información requerida para ese 
modelo. 

CRbe aclarar gue cada vez que se dese i:t.justar un modelo será 
necesario regresar al módulo de Datos parn dar el nuevo conjunto de 
columnas que contienen a las variable~ rlP inteiás. 

'" 
X 
x' 
x' 

t 

X 
x' 
x' 

t 

X • 

variables 

X . 
X . 
X 
x• . 
X 
x' . 
X 
x• 
' 

X . 
X . 
y. . 
X 
x• 
• 

" x• 
y.• 

• 

X . 
" . 
X 
x• . 
X 
x• 

'" x• . 

a t.."ª 

57. 4Z 

s t.o . •o 
88!1. p 

5Z, 58 

7 z. .. 
t.09. 'º 

?Z.O? 

P4. td 

:19 t. za ... tP 

?s. d5 

S.t:I. dB 

ZO!I. d4 

dZ. !IB 

o. 4Pt. 

O. CSctd o. dBO 

0.285 0.220 

o. d74 o. do6o6 .. •d O. P?B O. P?' 

o. !5,8 o. ,57 .. .. O. O?Z O. Pd? 

o. 7B 

o. " -o. 45 º·ºªº O. dSCS 

-O.?Z O.PB5 O.PZZ 
t.. dP O.PllZ o. P?M 

t. ·~ -0.29 o.Paz o. P?CU 

s. 0'!5 .. -o. d• o.Pes o. 975 

-o. 97 - t. !'5 O. PdB 

-o . .. 
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Criterio de la R2 • 

De la tabla 1 se puede observar que de] conjunto de modelos que 
contienen una sola variable explicativa la R2 mayor es la 
correspondiente a la variable x,. por ]o que se escoge el modelo 
que contiene a esta. 

.674 

Del conjunto de modelos que contienen dos variables 
explicativas, existe un empate para los modelos que contienen a las 
variables X1, Xz, x. y :x1 , Xz y x.. ya que presentan una R2 de . 982, 
en este caso habría que analizar lR correlación entre esta 
variables. 

A partir de la R2 se pueden ir calculnndo las R2 ajustadas y 
tomar el modelo que tenga la R2 aJustadM mñyor. 

Opción :Graficación : Cp-Mallows. 

De acuerdo a la definición de la Cp vista en el capítulo 3, se 
tomaron algunos modelos para descrihi1- et uso del paquete. 
obtienendo los siguientes valores : 

SCEMo = 5.983 

Para x •• "' SCEwc 1265.6 Cp = 5.5 

"'. xz SCENc: 57.9 Cp 2.7 

Xz,X3,X.. SCEMc 73.B Cp 7.3 

X1,XJ,X4 SCEMc 50.B Cp 3.5 

x1.xz.x.. SCEwc 48.0 Cp 3.0 

Xs.,XZ,X!I SCENc 48.l Cp 3.0 

Para calcular cada uno de los valore~ de las Cp, se debe ajustar 
el modelo de acuerdo a las variables que ~~ est~n involucrando, es 
decir se debe ir al módulo de Datos y dar las columnas adecuadas de 
acuerdo a las variables que contenga cad<l modelo pues para cada 
uno se reportan en el paquete las SCEMc ,~orref'ipondientes. 

En esta opción el alumno deberá calcular las Cp para 
cada uno de los modelos, pues el paquetP aporta la información 
necesaria para hacerlo. Bajo este crjterln 5e llega a lo siguiente : 

51 



1 Co-11•11ous 

¡9 

¡. 
1 

1 
17 

.vi 

"1,2. 
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De la gráfica {opción Graficación-Cp Mallows) se observa que 
los mejores subconjuntos son : 

(K, K2 ) y el (Ys ,~ ,~ , y 'f' ) 

Para aplicar métodos de selección de variables es necesario ir 
haciendo regresiones con diferentes subconjuntos de variables. 
mediante el paquete se pueden obtener estas regresiones para lo 
cual se deben seguir los siguentes pasos. primero se regresa al 
menú principal dentro del cual se deberá entrar de nuevo a la 
opción Datos. una vez que se encuentra en dicha opción. se procede 
a hacer una nueva selección de las columnas donde se encuentran las 
variables explicativas según el subconjunto que se haya 
selecccionado. la variable de respuest~ • en este caso X!', sigue 
estando en la columna 5 del archivo. si por ejemplo se desea hacer 
una regresión con las variables xs. Y.7 y x~ se deberán dar las 
columnas 1,2 y 3 respectivamente. 

Back\.lard. : 

Opción : F-parcial. Con esta opci~n s~r~ posible aplicar m~todos de 
selección de variables. pues segun el modelo que se tenga se 
reportan las respectivas F's parciRlP.r. facilitando así la 
aplicación del método de selección. 

En el caso de Backward, se debe empezAr con el modelo completo, 
para lo cual se deben de proporcionar las columnas correspondientes 
que contiene dicho modelo para después pasar al menú de Análisis de 
Regresión y en este obtener las F's parci~les adecuadas. 

Paso l. 

Modelo Completo 

Variable F-parcial (¡)J 0) 

" 4.33 
t 

X o.so z 

X 0.02 • 
"• 0.04 

La F-parcial de menor valor es F 0.0'­
Comparando con una F-Tablas 

F· º' 
C4.,BI 

~ ••• , > o. oz 

Se elimina la variable x • 
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En este momento se debe regresar al módulo de Datos para dar el 
nuevo subconjunto de variables ( x

1 
• ~ y ~ ) • 

Paso 2. 

Nuevo Modelo : Y = n. º' • 

Variable 

X 

' 
X . 
X . 

F-parcial (fli 

154.01 

5.03 

1.86 

O) 

" . f 

La F-parcial de menor valor es F 1.86 
Comparando con una F-tablas 

F' O!I 
19,01 

•.ses > 1. sis 

Se elimina la variable x • 
R' = O. 982 

Despues de haber dado las columnas del nuevo subconjunto de 
variables se procede con el siguiente paso. 

Paso 3. 

Nuevo Modelo : Y = ~2. !:17 • 

Variable 

X 

' 
X . 

F-parcial Cru = 0) 

146.52 

208.58 

La !-parcial de menor valor es F ~ 146.52 
Comparando con una F-Tablas se tiene que 

E".º' 
C2,t01 

No sale ninguna variable. 

R2 = . 97 
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Para este subconjunto de variables 

El vector de parámetros estimados e~ 

~ [~•. "] f!= .... 46 

o."" 

Obteniendo el nuevo modelo 
""' A ""' ...., 

y~ = (i o i (1 /< :i .. "2 'i 
Este modelo se tomará como el más io;:iqni ficAtivo. 

CAbe mencionar que para aplicar otro~ métodos de Selección de 
Variablea, como Stepwise y Forward, el paquete proporciona los 
cofactores a traves de los cuales se calculan los coeficientes de 
correla~ión pareja!. mismos que son ntl1izñdos bajo estos metodos, 
por ejemplo si se desea calculrtr ry >\ .'x, el paquete proporciona 

los cofactores correspondientes. recordi=\ndo que para este conjunto 
de variables la matriz de correlacione~ RPrÁ : 

[ 

t.0 0.79 

o. ?JI :l.() 

-o, 8Z -o. Z4' 

RyX
1 

== ~-il 9 a 12 

-D.82 

eliminando el rengló11 1 y columna 2 

donde a 
u 

1

0.7" •0.•• 1 
-o.... '.o 

Se llega a que 

\x, = R._= -(-0.5291) = 0.5291 

De la misma forma se obtiene 

0.32 R = 0.93 .. 
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Conclusiones. 

En este paquete se intentó proporcionar elementos a través de 
los cuales se llegara de una manera ma~ rápida a los cálculos 
necesarios para el Análisis de R~gresión. tratando de no perder de 
vista la teoría en la que se basa esta t~cnica estadística. 

El paquete de cómputo se elaboró abarcando lo mínimo que se 
utiliza en un curso de Análisis de Regresión aunque cabe señalar 
que aún puede ampliarse mucho más. Sin embargo con lo tratado en 
este trabajo se puede llegar a realiz~r numerosas aplicaciones. 

Este trabajo puede tornarse como material didactico por quienes 
imparten los cursos de Análisis de Reg~esión así corno tambien puede 
ser de utilidad para quienes tienen interes en la materia. 

A tra'Jés de este paquete los alumnos cio:- Análisis de Regresión 
e incluso de otras materias relaci~nadÑS con la materia podrán 
obtener información. interpretarla y no perder de vista la forma en 
la que se llega a la misma. ya que pi-oporciona las herramientas 
necesarias para calcular las estadisticas relevantes permitiendo 
así. no perder de vista los métodos de cálculo que frecuentemente 
se olvidan cuando se utilizan paquetes reconocidos, que más bien 
son recomendables para quienes dominñn la materia y no para los 
alumnos pertenecientes a un curso de 1~ m)sma. 

En resumen se cubrieron tres objetlvos principalmente 

- La presentaci6n muy general de la teoria del Análisis de 
Regresión. lo cual puede servir en momento dado como material de 
consulta para quienes esten interesados en la materia. Si se desea 
profundizar más en la misma. la bibliogr.::1fía de este trabajo puede 
servir de referencia. 

- La aplicación de un paquete de cómputo que permita a los 
alumnos de los cursos de Jmálisis de regresión, obtener resultados 
perdiendo menos tiempo que si tuvieran que hacer todos los calculos 
manualmente y sobre todo sin perder de vista la teoría tanto 
matemática como estadística, lo cual es un.::1 de las inquietudes de 
loR profesores que imparten dichos cun::o!"l. 

- La aplicación de un paquete de córnp11to rt una de las técnicas 
estadísticas mi?s importantes que sf! conor.en,a través del cual se 
obtiene la información sufuciente pnr;:i h;\cer una inferencia acerca 
del fenómeno que se esté estudiando en 011 momento dado. 

Cabe señalar que hoy en dia la teoria de la computación crece 
a pasos agigantados por lo cual este trabajo puede ser retomado en 
el futuro y ser mejorado con las nueva~ inovaciones que esta teoría 
computacional ofrezca. 

Por último, no se pretendP. competir 
estadístico conocido y rnucho menos r::ub1·i r­
podrían enumerarse en Regresión. 
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Apéndice l. 

l. La Normal Multivariada. 
La función de densidad de probabilirlñd Normal, en el caso 
multivariado. se expresa como sigue : 

VYe[RP, y PI; definida positiva. 

Resultados respecto a la Normal MultivRr.iAdñ. 

l. E 0'.l : € y 

x• 
'"' 

3. Si '! Np (~. i:) entonces O'. - ~) ~ llp ( ~. l:) 

2. Formas Cuadráticas. 

Si Y es un vector de rui:t y A es unñ mAtriz de 
entonces la forma cuadrática 

y<A Y = ~ ~Y, Y. a 
- - \.=tJ=:l \. J 1J 

sim.;trica 

2.1.Se dice que ytA X es positiva definidA (p.d.) .. Y~A X O V '[.¡,O 

2.2.Se dice que !lA
0 

X es positva semidefínida .,. ytA J~ov J y 3 J 4 O 
tal que '!'A! -

2.3.A es positiva definida si YtA Y > O V Y 
A es positiva sernidefinida Si !fA y ~ O -V X y 3 Y~O tal que 
y'A '[ : o 

2.4.Sí P es no singular y A es positiva dP.finidn entonces PtA P 
es p.d. 

2.S.Una condición necesaria y suficiente para que A {sinitt·ica} sea 
p.d. es que exista P ~ una matriz no ~ingul ar tal que A = pt P. 

2.6.Una condición necesaria y suficiente pora que A sea p.d. es que 
los menores principales sean positivo~ (Oet A> O). 

2. 7.A es definida negativa sí los mcnnJ·p;- pi-incipales alternan el 
signo. 

2.8.Si Ar.Km es una matriz de rango ~<m P.ntonces ALA es positiva 
definida y AAl es positiv:a semidefinid~. 

2.9.Si A es positiva semidefinida entone~~ Tr(A) ~ O. 

2.10.Si A es positiva definida A-t tambíen 1o es. 
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2.11.Los elementos diagonales de un" 1n~tTi7. positiva definida son 
todos positivos. 

J. Distribución de Formas Cuadráticas. 

3.1. Si Y~N"(Q,l) una condición necesaria y suficiente para que la 
forma cuadrática Y1 A Y X2 es que A i=;f!a 1111~ matriz idempotente de 
rango k. - - cid 

3 .2. Sf y .... N.l~, J) entonces y' A ~-..X: •. ,,,con ), -; 2' /\ ~/2 .. A es una 
matriz idempotente de rango k. 

3.3. Si y..,N.,(~. 0'
2 1) entonces ytA Y/o1

tv x:
1

;¡f'=on >~ = e•A e .. A es una 
matriz idempotente de rango k. ' . - -

3.4. Si Y•Nn(Q. Z), entonces Y'B !""'x:.l.-. R} es idempotente de rango 
k. 

3.5. Si Y N, ... (~.~) entonces y•a y rvX~~fnn ·\ ~1 B f/2 y B de rango 
k .. B~ es idempotente. 

3.6. Oistrihución de Ji-cuadrada no centr::il <*ª> 
3.6.1. Si Y"'N.. {Q, I) entonces yty =-f. v,•,.,, x:,., 
3.6.2. Si Y ... N.,(~ 1 1) entonces y•y ... ${~.~. es decir, r•y es una X1 no 

central con n grados de l ihP.rtR.d y parámetro de no 
centralidad ~=e'e/2 

3.6.3. Si W.. ,w1 , ••• ,w" son independientes y si w~ 
(i.=l •..• k•. entonces w= !, w~,.,, *~.~on p= f;, J)1. y x==&, X.i. 

3.6.4. Si Y~N.,(~.~2 1), entonces y'y¡~~~ X~.JfOn A=§t~/2a2 

3.6.5. Si y...,Nll(g,D) con O diagonR1. ~ntonces yt o·' Y"" x:,,, .. con 
x. = ~· o·'§/2 "'1 

4. Independencia de Formas Cuadráticas. 

4.1. Si_Y.,,Np ~.:r) entonces_Y 1 A_Y y _Yt'R Y f:01l independientes 
.. A :EB=O 

4.2. Si y .... N{.9,a2 I) la forma cuadrática poc:i l·iv~ t:;emidefinida ytA X y 
X'B y sOn independientes si Tr(AB)~n. 
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es tan altamente 

Aplicando los métodos de selección ant~s mencionados se toma la 
variable más correlacionada con Y, y ~~ r.ontinua con el proceso 
según lo indiquen dichos métodos . 
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Apéndice 2. 

Independencia entre las variables aleatori~s SCEMc y SCEHo. 

Nótese que 

SCEHo = (C/1 - r)'(C (X'X¡-'c'))(cñ - >) 

entonces 

con ~ = (X'Xi'X'Y 

SCEHo = (C(X'x¡-•x'Y-,.-))' 1ccx'x¡- 1 c' 1-· rccx'x¡-•x'Y-y] 
ahora 

[C(X'X)-'X' )XC' = CC' .. [C(X'X)-'X' ]XC' (CC' ¡-•= I 

en donde (CCt )_, existe pues e es de rango completo. 

La SCEHo puede entonces expresarse como : 

scEHo=lccx'x¡-•x• (Y - xc' ccc' ¡-•,..¡1 1 1ccx'x1-•c1-• 1ccx'x¡-•x JY-xc' ccc'¡-'Jl 
=!Y-XC' (CC 1 ¡-;,] XfX 1 X)-'c' [C(X 1 X)-'C 1

) C(X 1 X)-'X'IY-XC' (CC' )-f] 
Sea Y• = Y - xct ccct )- 'r 

Dado que Y .. N"(X(l, "''I) se sigue que!• - N"(X(l-XC' (CC' ¡-•,.., "'2 I) 

Sea €' 

SCEHO 

Sea A 

X¡? - xct (CCt )-',... entonces"!•..., N"{~. o-2 1) 

y.'xcx'x¡-'c' 1ccx'x¡-•c' 1-•ccx'x1- 1 x'!·· 

xcx'x¡-'c'1ccx'x1-'c' 1-•ccx'x¡-•x• 
Con respecto a SCEwc se tiene que 

SCEwc = Y'II - X(X'x¡-'X'JY 

60 



además X 1 I - X(x'x¡-•x• 1 = 1 ! - X(X'x¡-'x' IX o 

La SCEwc se puede expresar tambien como 

SCEMc=(Y-XC' ccc' ¡-•,,¡ 1I-xcx'x¡-•x'1 (Y-XC' (CC' ¡-•,, 
=Y¡ll - X{Xtx)- 1 XtlY• con Y• defirdd~ ;=mteriormente 

Sea B = II - x¡x'x¡-•x• 1 

Entonces se qujere demostrar que y¡ A Y• (~CEH~) es independiente 

de y¡ BY• {SCEMc) donde Y• ~ N"{e. c 2 1). .e. ¿ = c 2 I 

Se debe demostrar de acuerdo al resultado 4. l rlel apendjce 1 que AL.B O 

Sustituyendo se tiene que 

~•x¡x'x¡-•c' 1ccx'x¡-•c1 1-•c¡x'x¡-•x• 11-xcx' x¡-•x• 1 o 

De donde x'11-xcx'x¡-•x' J =o 

Por lo tanto SCEMc y SCEHo son independiente~. 

Distribución de SCEMc 

SCEwc = ('{ - -y.ñ ¡'¡y - xñ>=CY-X(x•xtx 'y¡• (Y- X(X'xf'x"i> 
- 1(1-X(X'X)JX"¡ n:ri (1-X(X'xr'X')yl 

yl c1-x1x•xr'x)(1-x¡x•xf'X'J IY 
• 

forma cuadrática con matriz asociada • 

Ahora sea P=X(X'Xf'xtentonces la form~ c11flrirrltica se puede escribir 
como 

ti (I-P)(l-P)ly' 

(I-P) es idempotente ya que 

(I-P)(l-P) = (1-P) lo cual es facil <!P rhPc•r sustituyendo P 

P.D. que (n-p)('; 

~ x(n-p) 

es decir 

Y'( I-P)Y {l-P) ~~ idempotente 

e:? 
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De acuerdo al resultado 3.5 del ap~nñi•~ 1. en este caso se 
tiene 

Y~N (Xfi_,.o2 I) entonces e_=xa_ y L==o-2 1 Pn Pste caso Y_'B Y_ •1 
--,-"'XtK,1) 

con >.. = §'B ~/2 y B de rango k .. BL PF: idempotente 

Sea B=(I-P)/c/ 

Bl: = ~ c'I = (I-P) que es idempotene 
e 

Recordar que X de rango p. (XtX>i,_.9e r1mgo p. 

(X'xf' de rango p. X(X'Xf
1 

de rango p. X(Xtx)xtde rango p. 
pxp Mp 

( 1-P) es simetrica e idempotente. es deci ,. ~s una matriz proyección 

entonces Tr(A)=rango(A) 

rango (I-P) = Tr(I-P) = Tr(I)-Tr(P) 
n - Tr(P) 

pero Tr(P)=Tr(X(X X) X) = Tr (X X(X X) ) - Tr (l ) p 

por lo tanto el rango de (1-P)=n-p 

entonces el rango de B es n-p por lo qu~ 1 oF; grados de libertad de 
la X son n-p 

Por otro lado >-.=e B e/2 

!11=xa , B=(I-P) 

• 
>, = t(X¡l)t ( f-P){X¡J) 

- - ---,- -
e 

, <rl x' 1<1-Pl (X/1l -. -•e 
=ti ((l'X'- fl'X'P)(X (1) 
-z - - -
%C 

= •la' x' - 11•x'x<x'xf' x'Jxa 
___,. - I 
2C 

= t ((!'X'- (! 1 X'J X f1 =O por lo tanto'- O -. 
'"' 

por lo tanto t< I-PJX .. x• 
---z- (1"1-pl 

e 
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Distribución de SCEHo 

Del resultado 3.6.5 del apendice l. se ti~nP que 

SCEHo = (CQ - y¡' 1 C(X'xf'c'( (e(, - ~) ~ l.l 
- ----;;--z-- . 

come> tea - rl~N,( CQ .rl. C(Xt X)' e'¡ y segun el resultado 
3. 6. 5. Y = -(C¡j - 1·) basta probar que Et I?~ idempotente 

1 (C (X'X) (/J. el C( x•x)'°c'= 
-~--· 

B 

iaempolcnte 

entonces 

Q 

Dado que 

SCEMo~Y~~ 1)Se tienen r grad7s de libertad ya que 
' B = i IC(XtXf'c'fes de rango r . .. 

b<:JjO Ho. 

Se tjene que 

SCEHo ,, z re 

SCEHo / r 

SCEMc / 1n-p1 

Ftr. n-pl 
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