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PROLOGO 

Esn: TRABAJO SE REALIZO GRACIAS A LA VALIOSA COOPERACION 

y ESTIMtA_Q DEL DR. Luis FELIPE DEL CASTILLO. 

DESEAfAOS AGRADECER AL CENTRO DE INVESTIGACION Y 0ESARROLLO 

CoNour.1E:X, POR PROPORCIONAR LA BECA DURANTE U.~ ANO PARA LA 

TERMINACION OC TESIS. 



INTRODUCCION 

El primer modelo de relajación dieléctica, fué: planteado 

inicialmente por Debye en el año de 1929 1
• El tnisr:10 describe el 

cooportamiento de algunos liquides polares diluidos en solventes 

no polares, muchos pol1meros 2 a bajas temperaturas como el 

polictileno, tereftalato, polimetil metacrilato, acetato de 

poli vinilo, etc.. Este ¡;:¡odelo de relajación dieléctrica está 

representado por una set1icircunferencia en el plano complejo. Otro 

de los modelos de relajación dieléctrica muy conocido lo 

constituye el modelo de Cole-Cole1
'

3
• El cual es muy úti 1, que 

inicialmente se usaba para estudiar mer.ibranas y. tejidos, fué en 

1941 cuando K.s. Cole y R.H. Cole lo probaron para liquides corno 

el Agua a distintas temperaturas, Alcohol Etílico, Glycerina, 

Sol!dos corno el Hielo, 1,2,4 Trimetílo, 3,5,6 Triclorobenzeno, 

Ciclopentanol, Halo .... ax, Parafina, Pyrex, Mica, etc. , También puede 

describir la relajación de una variedad de pol1raeros en solución y 

solidos amorfos, describe arcos de circunferencia en el plano 

complejo, y en cuyo modelo aparece un parámetro a que varia de 

cero a uno. 

A inicios de los años 50 Cole-oavidson1
'' plantearon otro 

modelo de relajación dieléctrica, el cual es capaz de describir el 

glicerol, glicol propileno y n-propanol a muy bajas ternpcraturas, 

ese modelo de relajación dieléctrica en el plano complejo 

describe un arco sesgado, donde para bajas frecuencias es una 

semicircunferencia y para altas frecuencias su comportamiento es 

de una linea recta • En el cual hace la aparición un parámetro de 

ajuste /3 que varia entre cero y uno. El modelo de relajación 

dieléctrica que planteó Havriliak-?legami5 a finales de los arios 

60, puede ser empleado para una gran variedad de liquidas 



,soluciones poli:-:.éricas y poll?leros a¡:;or!os, algunos de estos 

polt~eros son: policarbonato , polir:-cloro:;tireno, laurato de 

polivinilo. policetil acrilatc y acetato de polivinilo. Este 

:codelo consta de dos parAr:i.etros de ajuste 0: 'l e, ar:ibos var1an de 

cero a uno, y en el plano co~plejo describe un arco sesgado, para 

bajas frecuencias es una ser.;icircunfcrencia y para frecuencias 

altas es una linea recta, este t:iodclo es una co~binacíón de 

Cole-Davidson y Cole-Cole , el cual es: 

En la siguiente taPla se ve coi:o la ecuación de Havriliak-Hc9at:1i 

se reduce a. los casos particulares. variando a y fJ. 

º· ~ = l 
a e 0 1 O :s f1 s l 
t3 "" l, o ~ Q :s. l 

Oebye 
Cole-Oavidson 
Cole-Cole 

Dada la importancia que ülti?:!lamente ha tomado en las 

investigaciones de relajación dieléctrica en poli:neros el modelo 

do H-N , el presente trabajo está enfocado a su estudi6. El 

objetivo de la tesls es hacer un antilisis descriptivo del i:;odelo 

de relajación dieléctrica de Havriliak-Hegarni, observar c6roo estA 

relacionado con los r.iodelos de Oebrc. Cole-oavidson y Cole-Cole. 

Cor.iparar datos cxperir.ientales para varios pol1r:icros, y la parte 

:más ieportante del trabajo, es la obtención de los parár..etros de 

ajuste a, {l y el tie::ipo de relajación 't i::e:diante una nueva 

técnica, que consideramos una alternativa para ahorrar tiempo, ya 

que qoza de sencillez en su utilización e ir'.ple:::en.taci6n en los 

equipos de laboratorio, acoplados a un procesador de datos. 

2 



Este trabajo de tesis esta dividido en tres capitulos. En el 

prir.ier capitulo se encuentran las ecuaciones básicas de relajaci6n 

dieléctrica, cOI:JO son la ecuaci6n de Oebye para un tieripo sü:i.ple 

de relajación. De esta ecuación se deduce la parte real e 

i~aginaria, las dos tangentes del ángulo de pérdida dieléctrica y 

los i::áximos de la parte itiaginaria y de la tangente del ángulo de 

pérdida. En éste capitulo se realizan los l:lis~os cálculos para el 

modelo de c-D y H-N excepto el cálculo de los ~.h.:inos de la 

tangente en estos dos últiJ::tos ~odelos. Al final de este capitulo 

se trazan las gráficas de las ecuaciones encontradas, para 

observar el comportamiento de diversos polimeros a distintas 

ter.pera turas. 

El segundo capitulo se inicia con la interpretación gráfica de 

los parámetros del modelo de H-N. se presenta enseguida 

compatibilidad fisica de cada uno de los modelos, usando el 

principio de Causalidad6
' 

7
' 

8
, las reglas de Kramcrs-Kronig y las 

reglas de Suma(SuD-RUle). Del t:iodelo de Debye es el Onico que se 

resuelven las integrales, y del modelo de C-D y H-H quedan 

indicadas ya que no son inmediatas, sino que requieren de algún 

método numérico para calcularlas. 

En el tercer capitulo se menciona coco e-o• obtiene los 

parácetro a y "t usando gráficas y ecuaciones. AdcmAs se da una 

alternativa de c6mo encontrar estos parámetros mediante un 

programa de computadora, usando las ecuaciones ya deducidas parc1. 

ese fin, continuamos en ese ti.ismo capitulo con la técnica que uso 

H-N
5 

para obtener los parámetros a, fJ y "t usando grAficas y 

ecuaciones. 

Al final del capitulo decimos cual es la técnica propuesta por 



nosotros para encontrar los paro!r:etros a, f3 y "t mediante un 

programa de co::iputadora diseñado por nosotros, auxiliándonos de 

las ecuaciones deducidas • 

El Clétodo pt""opucsto cor.:io objetivo de tesis es de r:iucha úti lidad, 

ya que sólo hace uso de las ecuaciones deducidas y de los datos 

experir.ientales. que se obtienen en los laboratorios. Esto es un 

avance, pues en la actualidad se utilizan ::iétodos gráficos para 

obtener dichos parámetros de ajuste. 



CAPITULO 1 

C>.RACTERISTJCAS DE LA RELAJACION DIELECTRICA 

l) , -ECU.lCJOHES FUNDAMEHTALES DE RELAJACIOH DIELECTRJCA 

La inmensa r:iayoria de los polir:ieros son materiales dieléctricos, 

los cuales colocados en un ca::ipo eléctrico aparece en ellos un 

mocento dipolar eléctrico es decir, la polarizaci6n eléctrica 

inducida. 

La polarizaci6n de un dieléctrico es P y puede ser representada 

por la siguiente suma: 

p = p T ¡! 
or éeí 

(l) 

donde P ores la pol a rizaci6n debida a la orientación de los 

dipolos permanentes y P der es la polarización de defornaci6n6
'

7 
1 

resultado de la distorsión de la nube electrónica del átomo. 

Los dipolos per:::ianentes son caracterizados por la magnitud del 

comento dipolar P P : q ! , donde q es la r:iagnitud de la 

carga, I es el vector de separación de las cargas. 

En ausencia de un car:ipo eléctrico los dipolos perr.ianentes son 

distribuidos aleatoriamente y el ~or:iento dipolar total es cero. 

cuando un cacpo eléctrico es aplicado, ocurre una cierta 

orientación de los dipolos un ::i.ocento dipolar eléctrico 

orientado aparece caracterizado por el vector de polarización P
0
r. 



Z.:l papel de dipolos perr..anent:~s en politeros lo realizan los 

grupos polares o cJ.denas poli:-:iéricas, pc:r eje;":'..plo, (!n e1 caso del 

clorato de polivinyl el c-CL es el dipolo. 

'En los dieléctricos no polares el ::::~cr.to dipolar eléctrico Pde! 

aparece cuando un car:po eléc~:-ico es aplicado a la r.1olé.:::ula de un 

dieléctrico, pues este ca;;.pc eléctri=c- a!"ecta los .J.to::-o~ d~ la 

:::olécula deforµando cJJbie:::-t.a elect.:r6nica, ya que san 

desplazados y aparece can esto un dipolo, es de.cir aparece 

mocento dipolar inducido. Este i:::o~cnto dipola.I: inducido es 

proporcional a la ~agnitud del car.pe eléctrico aplicado: 

(2) 

donde es cierto coeficiente lla::i.a.do coeficiente de 

polarizabilidad de la :nolécula, c
0 

es la pernítividad en el vaclo. 

La pol,.arizaci6n en un dieléctrico aparece debido al campo 

eléctrico aplicado, pero no st>lo depende del car.ipo eléctrico, sino 

de las propiedades de la molécula del dieléctrico y es por eso que 

para un tipo de dieléctrico ( excepto para tnateriales 

ferroeléctricos) el vector de polarización se puede escribir cono: 

(3) 

donde l:' es conocida como constante de susceptibj lid ad dieléctrica. 

Las propiedades eléctricas del dieléctrico son caracterizadas por 

el comento dipolar eléctrico que aparece cuando un campo el6ctrico 

es aplicado. 

La parte de defortciaci6n Pdef de este ::omento dípolar aparece muy 



r6pidamente en 10-lJ a 10-l.; segundos. El tietipo de duración del 

ti.o~ento de orientación del dipolo, depende considerablemente de 

la te1:1peratura, de la cubierta elétronica de las moléculas y de 

las fuerzas de interacción intermolecular. 

De suma ir.iportancia en la consideración de las propiedades 

eléctricas del dieléctrico lo constituye el cálculo de la magnitud 

del cawpo eléctrico i\ que actúa sobre una molécula. El valor de 

E1 (ver apéndice A } es: 

E; = "E + ( i/Jc, ¡r (4) 

siendo E la magnitud del campo macrosc6pico8
, y P la polarización 

de todas las t:ioléculas de la cuestra. La ec. (4) es válida para 

cristales del sistema cúbico o sister::ias con sitietrla esférica en 

la distribución de los dipolos. 

Un papel considerable en la descripción de las propiedades 

elóctricas de los sólidos dieléctricos lo juega tambión el vector 

de desplazamiento O • En sólidos anisotrópicos el desplazamiento 

eléctrico es un tensor. La relación entre las cantidades D y E 
conduce a determinar la constante dieléctrica de sólidos. Para un 

material isotr6pico tiene que: 

(5) 

de las ecuaciónes (3) y (5) se encuentra 



donde 

(7) 

Usando la ecuación {~) pode::ios escribir la ecuación (2} cowo 

P = a e., [ E ..,. ( l/ 3c ~ ) P ] (8) 

Entonces el ti.o~ent.o dipol'3r eléctrico po:- unidad de volu~en de un 

dieléctrico puede ser definido co::'>o: 

P = n P =na c
0

{ E - l/:Jc
0
Ji) =na i:

0
l ... no./:3 P (9) 

de donde n es el núr:-.ero de tiolóculas por unidad de volumen, 

entonces. 

P • 3 (nac }> / (l•na) (10) 

Se sabe que cuando un dieléctrico se introduce en un car.:po 

eléctrico, los dipolos se orientan, pero no instant~neanente sino 

que tardan ciert.o tiel".lpo • :Este tiempo de orientación, es estit:1ado 

m!s fácilmente para ciertos t:ateriales polares sólidos, en los 

cuales los dipolos consisten en pares r:.6viles de iones negativos y 

positivos, de carga~ separados a una distancia a.. 

LOs iones tienen cierta posición de equilibrio fijo en el sólido 

(debido a la fuerza restauradora de la energ la tén:lica !:16S qu'e a 

la energia potencial el~stica}, pero pueden efectuar sal tos"' 6 

hasta otras posiciones vecinas perr.iitidas. Por r.:edio de estos 

saltos, el dipolo puede girar hasta alinearse con un cat1po 

aplicado. o regresar a la orientaciOn aleatoria al elir.i.inarse el 



ca~po. El tiempo pro!!iedio de un sal to se le conoce cor:io tiettpo de 

relajación. se le denota cor.io 't que se conoce coc.o t.iernpo de 

relajación dieléctrica. 

Si la variación del car.ipo eléctrico con el tiet1.po es periódica 

entonces el periodo de var iac i6n será T= 2n/w, donde w es la 

frecuencia del ca:r.ipo eléctrico aplicado. cuando un ca:tpo eUctrico 

varia senoidalr.:ente con el tie?:!po se expresa co?:'!o: 

(11) 

donde l
0 

no depende del tier.:po y w/2n es la frecuencia en ciclos 

por segundo, si este car::po perdura por cierto tie::.po, a tar.:bién 

varia periodicaz::¡ente en el tiei:ipo 9 
1 en general, O y 'E no se 

encontrarán en fase, y el ángulo de desfasamiento es dado por ó, 

es decir: 

O = 0
0
cos (ut-6} == i\coswtcosó + 0

0
senutsenó (12) 

o bién 

( 13) 

donde 

O= B cesó , 
1 • 

li = li senó 
2 • 

(14) 

En la tiayoria de los dieléctricos D
0 

es proporcional a 1.
0 

pero la 

razón D/E
0 

generalr.iente depende de la frecuencia Por lo 

tanto dos distintas constantes dieléctricas que dependen de la 

frecuencia son et {u) y c 2(u). 



(15) 

usa.nao las ecuaciones {H) y (15) s.e cbt.iene 

(16) 

se puede mostrar que c
2 

dieléctricos'". 

proporcional a la pérdida de energia en 

Mientras la frecuencia se aproXit:la a cero (en el caso cuando el 

caepo eléctrico es esttstico, no hay pérdida de energ:1a), y 

entonces: 

( 17) 

'I 

c 1 ~w) --e=' cuando u_.~ (18) 

c. es la constante dieléctrica esttitica, e= para frecuencias 
altas. Las anteriores ecuaciones se pueden escribir en una 

fortia condensada# introduciendo una constan~e dieléctrica 
co:::pleja e*, que consta de- una parte real e:' y otra icaginaria 
e'', ésta (lltima conocida coco factor de pérdida dieléctrica es 

decir: 

( 19) 

donde 

. 
e = e' + e'' (20) 

10 



e" tanó == e;- (21) 

conocida cono !act.or de pérdida dieléctrica tangente. 

Ahora considerareoos la 

desplazamiento eléctrico D , 
relación que existe entre el 

)' la intensidad del campo eléctrico 

1: , en un dieléctrico poli1:1érico. El desplazamiento dieléctrico en 

un r.edio isotr6pico se puede representar mediante la siguiente 

suna: 

il = ll + il 
• 1 

(22) 

donde Om es el desplazamiento eléctrico cuando el material está. 

sometido a una frecuencia de oscilación infinita, u --J = y el 
es la parte de disipación del desplaza~iento eléctrico • El 

desplazamiento dieléctrico O= está definido como: 

(23) 

que es parecida a la ecuación (15} con e'• cotno constante 

dieléctrica cuando w -. a: La parte de disipación del 

desplazamiento eléctrico ésta dada por: 

(24) 

siendo c 1 la constante del dieléctrico6
• La representación del 

desplaza1:1iento eléctric':.I como la suma de dos términos eo 

justificado, puesto que el t:1omento dipolar eléctrico del 

dieléctrico es resultado de la aplicaci6n de un campo eléctrico el 

cual tiene dos componentes. 

11 



Se puede notar que la expresión para el desplazamiento eléctrico 

{23} es, estríctawente hablando, válida únicar.ente para car.ipos 

eléctricos que no dependen del tier.po. Si el car.:po eléctrico 

! aplicado al dieléctrico varia peri6díca::";cnte con el tiempo, el 

desplazai:i.iento eléctrico O en ese punto del r..aterial en un tiempo 

dado puede depender no ünicar:iente de la r.iagnítud del cappo 

eléctrico sino también de la respuesta anterior del dieléctrico. 

Si el periodo de variación del campo eléctrico es proporcional con 

el tiempo, para establecer el equilibrio, el proceso de relajación 

juega un papel activo en el r.:aterial. Es obvio que el proceso de 

transici6n al equilibrio ocurre de una manera en el cual el 

proceso de relajación se sobrepone. Por lo tanto en un pollri.ero 

dieléctrico real, colocado en un ca:::po eléctrico que varie 

senoidalmente, el vector de desplazar.liento eléctrico debe tor..ar en 

cuenta a las respuestas anteriores del naterial. 

As1 para describir las propiedades dieléctricas del polimero, se 

pueden usar ciertos valores no en equilibrio O, distintos del 

estado estático 0
01

, el cual corresponde a un ~ampo eléctrico 

está.tico (independiente del tiempo). 

AsUllliendo que la diferencia de O con el valor B es pequeña, se 

puede escribir la siguiente ecuac~ón de relajació~l: 

( 25) 

La ecuación anterior se puede considerar co:no un corolario del 

fen6meno que ocurre en un sister:ia térmico polarizado, para la 

tercodiná.míca de procesos irreversible. 

Es decir, para un sistet'la tén:iico polarizado en el cual no exite 

12 



flujo viscoso la conducción tércica o difusión ocurre, donde 

los efectos magnéticos se desprecian, la intensidad de la fuente 

de entrop!a está dada por7
: 

p dp 
", . - T at (f .. - l ¡ ~ o (26) 

Si el sistena tiene densidad uniforme y pen:ianece en reposo 

{ v = O, que es la velocidad del observador en el riedio ) , 

entonces la anterior expresión se convierte en: 

(27) 

La ley fénor:.enologica lineal, correspondiente a la ecuación (27) 

y para un sistema isotrópico es: 

- ;c
0 

(P - c
0
E) (28) 

se ve que la ecuación (28) es sitiilar con la ecuación (25). 

Ahora, si el campo eléctrico aplicado al dieléctrico varia con el 

tienopo E(t). Usamos las transformadas de Fourier para pasar al 

espacio de frecuencias, las transformadas ele Fourier son las 

siguientes: 

ilctl = i¡2n r. ilcwl .-iwt dw c29¡ 

E(t)• l/2n r. E(w) .-iwt dw (JO) 

13 



v ta~ién 

(31) 

(32) 

y entonces la ecuación !énonenologica (25) se convierte en 

( 33) 

6 

(34) 

con 

et (u} = 1 :o;t.rt (35) 

c 0• es el valor de la constante dieléctrica a bajas frecuencias.·• 

. . ,,i) 
En pol 1meros Comunnente se er::plea un espectro de t1e~pos de 

relajación ::As bien que un si::ple tie::-.po de relajaci6n10
• cooo 

resultado de la presencia de grandes cajenas poli-::éricas. 

Cuando se tiene un nú~ero arbitrario de procesos de 

relajación, la ecuación (J5) se pue1c escribir co::io: 

e,' 
(36) 

1 - iWT l 

14 



La SUI:la se puede explicar por el hecho de que, el vector de 

desplazamiento total , es la contribución de cada dipolo es decir: 

D • l:iD¡ • l:;<i(<.>) E donde e,= [¡<¡(u). 

De las ecuaciones (22}, {23) (24) y (36) se obtiene: 

O ~ c
0 

e (u) E (37) 

donde 

" e 
c(w) = I 1 -0~c.it -+ clll 

i~1 J 
(J8) 

Ahora usando las expresiones (19), (20) (22) y (37) se encuentra: 

e' (w) 

e" (w) = "{ ,., l +- 1.l-c2 

) 

+ e~ (39) 

(40) 

De las ecuaciones (39) y (40) se observa la presencia de un 

espectro discreto de tiempo de relajación, que aparece en los 

polimeros cuando el ca;npo eléctrico varia con el tiempo. 

Ahora pasamos del espectro discreto de tim.':lpo de relajación al 

continuo si n ----t 1&1, obteniendo las expr@siones pac-a las 

ecuaciones (J9} y (40}: 

e' (w) (41) 

15 



e'' (U) = r 
o 

~dt' 
1 + U

2 1':: 
(42) 

donde H('t) es la densidad del espectro del tier.:po de relajación 

dieléctrica, y cuando wt - =, e' (w} = e= y e"----. O esta 

condici6n corresponde a altas f!'ecuencias. El otro caso es cuando 

ur --... o, correspondiente a bajas !"recuencias, entonces si wi: -o 

entonces tenemos que: 

c'(u) = [ H(T) d< +c. 

(O) 

e'' (u) -> O 

Cor:10 resultado de la polarización del dieléctrico polirnérico, 

habrá un movii:iiento de las cadenas polir.:éricas, que será el 

responsable del espectro que aparece cuando se le aplica un car:ipo 

eléctrico variable, pero co::io en un pollrnero existen r.:.uchisirnas 

cadenas , entonces podemos considerar este espectro discreto de 

tiempo de relajación como un continuo. En co:=iplcta concordancia 

con las ecuaciones (41) y {42). 

2), - EL HODELO DE DEBYE DE RELAJACION DIELECTRICA 

Posiblemente el prir..er r.'.odelo DAs eficiente que describe la 

relajación diel6ctrica en algunos llquidos }' sólidos polares, es 

el que plantea Deb:,.•e11 
• Este n:odelo de relajación dieléctrica 

puede obtener ya sea considerando a las r.:oléculas del dicll!ctrico 

como osciladores armónicos (diel6ctrico bajo la acción de un ca!'".po 

eléctrico variable, ver apéndice B ) . La ecuación de Debye para un 

dielétrico polimérico obtiene de la siguiente for::ia de la 

ecuación (36), tor.iando un sii:ple t.ier:po de relaJación entonces se 

tiene: 
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C(U) 

Al variar la frecuencia de cero a infinito de e' {w) es decir sj 

c'(t.>---foO) "'c
0 

=e=+ c
1 

y c'(u--+ re)"' e,,. entonces. 

e = e - e 
1 o • 

de donde se encuentra que las partes real e i;:aginaria est§.n dadas 

COt:!O! 

e' (u) 
(c

0 
- C

11
) 

-_-, -+-.,-,,-,-- - c. (46) 

e'• {w) = (<7) 

Estas ecuaciones son la forca e.As usual de las ecuaciones de Debyc 

conocidas corno " foroa canónica de las ecuaciones de Debye", la 

ecuación (47) como ya se habla r:.cncionado, se conoce como factor 

de pérdida dieléctrica. Ahora usando c'(w) y c''(w) se puede 

obtener9 tan& = e'' (u) /e' (w), el factor de pérdida dieléctrica 

tangente, que ya se habla r:::encionado, usando las ecuaciones (.;6J 
y ( 4 7) se encuentra que : 

tan & c"(u)/c'(u) e (<8) 

Si se sitúa en el plano cocplejo, entonces las ecuaciones (46} y 

(47) serán expresadas en senos y cosenos. 
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(49) 

(50) 

Usando las cottponentes del plano cor.:plejo se t.iene 

tan o wr (51) 

o bien 

(5:!) 

y usando la ecuación {52) para expresar nue\.'a:r.iente nuestras 

ecuaciones en térr.iinos de wt. 

tan c5 

y además5 

{e 
0 

-c..,) sen (tan - i wt"} cos (tan - 1w't) 

(c
0
-c

111
)cosz(tan- 1 w't) +e= 

tan4 "" __ e_•_• - = w-r 
e' - c

111 

(53) 

(55) 

(56) 

Comparando la ecuación (51) con (56) se tiene que los argumentos 

~ • «i , la ecuación (56) nos será de gran útilidad posteriorr.:ente. 

El m.Sxitto de e'' tomando la ecuación (47) 6 (54) se obtiene 

cuando Wt' "" 1, y ~ == n/4 donde se encuentra: 
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Wf1Clltt.Jlfilt01 

"~---------------7 

¡ --------------.¡. 
9.ili ··, 

, ::. e' ''.....> 
8.81~ u 

' e', 

IOI• 

d l ecuaciones 53, 54' 55 y 56 cr~f lea 1, comportamiento -4 e as 

CO • 10 y e• "" 2, "t • lXlO S 

con 
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e" 
l(' -------· -------------

gráfica 2 e" (u) vs e' (w) 

con c0= 10, c.• 2 y -i: = 1 x 
io·• 

~r~--- ··--

(/ \ ¡,,..,_ > <"M •• •'M 

! \ ! con c0 "" 63.9, c...,""' 4.1, "t = 
;-·-----·---------·----~~-~~ 3-24xlo-4 temperatura de T = 
.. ~ -soºc y con f3 = 0,603 

"'~--------------------~ 
e''! 

1 
! .. , 
1 

,.j 

1 

·~ 
1 

Ji~ 
1 
1 
1 

28.i 
! 

" " ,. _,. 



(57) 

Y el máximo de tanó es cuando UL = Ce.Je=) t/z por lo que 

tan ó •• .. 
(e 

0 
- e=) 

2(c
0
c=)l/2 

(58) 

Para ver el cor.iportamiento de las ecuaciones (53}, (54), (55) 

y (56) realizarnos una gráfica (gráfica 1), donde pode:::ios 

observar los rnáxirnos de las ecuaciones e'' y tanó. 

J). -EL HODELO DE COLE-DAVIOSON DE RELAJACION DIELECTRICA 

Los modelos crnp1ricos que describen el comportamiento de la 

relajación dieléctrica en liquidas son de gran írnportancia, el 

grado de exactitud para describir tal cornportamiento tacbi6n lo 

es, pues oientras más exactos son, t1As exacta y précisa será la 

descripci6n del 1:1aterial dieléctrico. 

El codclo propuesto por Cole-Davidson en 1951, describe la región 

de altas frecuencias de una gran variedad de liqu!dos, soluciones 

poliméricas y glicolos a muy bajas temperaturas, tal modelo 

95
1,t,12: 

. 
e (w)-c""(w) 

(59) 

donde t3 es un parc1.metro positivo no mayor que uno, y que fue usado 

oriqinal1:1ente para representar la exactitud del experimento. Esta 
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ecuación describe el comportat:iento del glicerol y 1, 2 Propanodiol 

y es útil para una gran variedad de 11quidcs orgánicos similares. 

La figura que represent.a esta ecuación en el plano complejo, se 

ilustra en la gráfica J, se observa que es una curva asii.létrica. 

Para frecuencias bajas es una se'-licircunferencia, con centro en el 

eje horizontal que corta en el punto c
0

• Para frecuencias altas se 

tiene una linea recta, que corta al eje horizontal en c.,, forr.iando 

un ángulo 4' = nf3/2. 

Ayudandonos de la gráfica poder.i.os escribir la ecuación (59) de 

la siguiente forr.ia 

* e (w) - e,., 
(Reos e + i Rsen~) -fj (60) 

e" 

w< R 

e' 

Gráfica 4 

La ecuación anterior se puede reescribir ahora corno: 

* _c_(w_>_-_c_~ __ = R-fje-íf39 
(61) 
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Pe la gráfica ~ se tiene R·ti= cos13 ~ y con la ecuación {61) se 

obtiene la parte real e imaginaria : 

y 

e• (w) =(c 0-c111 )cos6~ costl'~ • c. 

e•• (w) = {c
0

-c=)cospli' senf3~ 

tan 6 = ----------

(62) 

(63) 

(64) 

En la qr!fica S(a) 'J 5{b) se observa el comportamiento de e•, 

e'', tan6 y tan~, co1:10 en el caso de Oebye c
0 

es la constante 

dieléctrica para bajas frecuencias y c. es para altas frecuencias .. 

De la gráfica 4 también se obtienen: 

tan~ :e 1..rt (65) 

es decir 

(66) 

auxiliandonos de la ec. anterior, las ecuaciones (62). (63) y 

(64) en !unción de w son: 

e" (U} ª {C
0

-cmJcos13 (tan.1W"t)sen(atan- 1c.ft) 

(co-c111} cos(J {tan-1w-r) sen (l3tan - 1w-r) tan6 = 
(c0 -c1111)cosi'l(tan·1w-r}cos(atan-1c.ft) + e= 

23 
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(68) 

(69) 



Las ecuaciones (62) y (63) se pueden escribir corno12 

e' - e= c-=c- = cosa~ cos¡3~ 
o • 

e e~' e = cosa~ senf3~ 
o • 

usando la gra.fica J podewos escribit·. 

tant =_e_•_•_= 
e' - e= 

tan '3C; 

(70) 

(71) 

(72) 

donde la ecuación (56) es similar a la ecuación (72), y de la 

antcr ior se encuentra que los ángulos. 

=M (73) 

La recta bisectriz corta a la curva cuando u't = 1, y empleando 

las ecuaciones (66) y {73) tenernos que ~ ,,. n / 4, que es el Angulo 

para bajas frecuencias {gráfica 3}. 

(74) 

Ahora si w't , y de las ecuaciones (66) y (7J) se tiene que 

~ ,,. rr/2, entonces: 

(75) 

Para observar el comportamiento de éstas ecuaciones vease la 

grAf ica 3. 

Se obtiene e;~" de (6J) haciendo Je'' /ów e O encontrando que: 
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1
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lo • 
Gráfica No. SA, nos muestra el comportamiento de las ecuaciones 
67, 68 Para el 9licerol 3

, con c
0 

= 63.9, c.,= 4.1, fl ... 0.603 y 

't = 1.1.24 x io·• a temperatura T = -soºc. 



.i!L, 

.u~ 

.u.J 

_/~ 
.i.-r-- : IU·~ 
~ _ ... .,_-

: : u.r.ó 

~:,'.~/;_""·~,,, ., 
·-::;.' 

i 
---,-----~---.,.---~-----' ti•t !ft5 5[15 

In" 

GrA!ica SB, para observar el comportamiento de las ecuaciones 

(69) y (72) usando el glicerol. 
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n 

~ •• ~ 2( µ + 1 ) 
(76) 

sustituyendo en (63) se convierte en: 

Para ver el comportamiento de las ecuaciones {67), (68), (69) y 

(72) se muestran las gráficas S(a) y S(b) . donde la variable 

independiente es u. Enseguida se presenta la curva caracteristica 

de algunos 11quidos12 a distintos valores de. c0 , cm ,"t y a 

diferentes tecperaturas (ver gráficas 6, 7, B y 9). 
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:. e' 

Ac'' 

: tana 

J tan~ 

:.&L -->~ .•. 

~ 

z.a:. 

...~-_,,...-1---1-1 tlt
.j__.--':..1·/ ··--! ...... i.. 

. .i __ ................... .,.4~:!~~~~---=---7~ 
H•l U:~Z 1(+3 H•4 1It5:[•5 

In • 

gráfica 6. donde se ve el c0111portamiento de e', e'', tan& y tant 

para el l,2-dibromopentano12 a T = -112ºc con c
0
= .4.725, c.- 2 .. 65, 

fl ... o.46J y T = 1.sex10·' • 
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~ 
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l 
1 /~ 

.11,__I -~ ___ __._\___, 

i 1 e' 

GrAfica llo.7. e' vs e'' para el Dibroaopentano 
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1.e1J 

.51~ 

CRArIO 86, PAPJI [l., ri·PY.'fi'L Hll~IJO 

-~ 
,,,/' 

------

,-

.... .--
•• 

_.,t1 J tan& · 

J,.I 1 tant 

f--- ! 
.at.;._-.--¡------··------·---:~-·-t-----------

5l•2 1[t) lft4 $i:t4 

lc11w 

qráfica BB muestra el comportamiento de las ecuaciones tanó y tant 

para el n-propilnitrito. 
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4). - EL MODELO DE HA.VRILIAK Y S, NEGA.HI DE RELAJACION DIELECTRICA 

Mostraremos otro tipo de función er.:p!rica de dispersión 

dieléctrica, propuesta por Havriliak }' Negam('. 

Ellos analizaron los parámetros de dispersión para dieciocho 

pol!meros usando datos experimentales y as! observar el 

comportamiento de e* (w) • 

En esta función de dispersión aparecen dos parámetros, a. y /3, 

estos dos parámetros no pueden ser definidos en términos de un 

modelo molecular desde el punto de vista descriptivo. a describe 

el ancho de la dispersión y varia de cero a uno. f3 describe el 

sesgo de la dispersión, y tor:ia un valor entre de cero y uno. can 

los dos parárnetros anteriores podernos describir mejor la 

dispersión de muchos polir.ieros amorfos y soluciones 

poliméricas1
' 

13
' "• l'So. 

Una función de dispersión para el proceso de relajación 

dieléctrica puede tomar cualquiera de las dos formas siguientes; 

un arco circular (rnodela de Debye) el cual es más común, o bién un 

arco sesgado (modelo de Cole-Oavidson). H-H usaron estas dos 

formas, obteniendo con ello datos muy confiables. 

Después de haber estudiado deciocho polimeros, llavriliak-tlegami 

concluyeron que, todos respondían al mismo comportamiento gráfico 

en el plano complejo, es decir de un arco sesgado a altas 

frecuencias y de un arco circular a bajas frecuencias (ejernplo ver 

gr.1.fica 11), y para representar tal cornportamicnto postularon la 

función empírica de relajación dieléctrica siguiente 1
•

5
•1

6
• 

17
: 

* _c_Cw_>_-_c_~--- = [ 1 + (Jw-r) t-a ]-(1 (78) 
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Esta función e:mp1rica coincide. con los datos. 'i adem.Ss es una 

función que puede ser considerada co:::io una función general, pues 

cuando a u O y O s /3 :s l se obtiene la funci6n de relajación 

propuesta por Cole-Oavidson, si (i e l y 0 ~ a .s 1 la L'.IU}' conocida 

función de relajaci6n dieléctrica de Cole-Cole3 y con f3. = 1 y 
a ... O se reduce a la función de relajación dieléctrica de Oi:?bye • 

La ecuací6n (78) tacbién se puede escribir como: 

Usando el teorert:a de Oe:Qoivre varias veces (ver apéndice C) 

pode~os escribir la parte real e ir.taginaria de la siguiente 

Manera: 

y también 

e' {w} = (c
0

-c.,)R ... 13cos{J~ + cea 

c''(w) • (c
0

-c.)R-,Bsenp9 

tan6 
e', (c0-c~)R-llsen,aip 

= cr .... ----------
<c0-cª>R-.ecos11~ + c. 

con ayuda de la grAfica lO tenemos que: 

(80) 

(81) 

(82) 

Los valores de a y b aparecen en el apéndice c. ne la gráfica lO 

se puede plantear. 
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(u't} 1 ·ªcos (na/ 2} 
tan~ b/a (64) 

1 • (u't) ,.ªsen(n.:i/2) 

-1 [ 
(U't) cos(na/2) 1 tan J , .. 

1 • (wr) sen(r.a/:) 

(65) 

Oe la gr.!fica 11, poder.<os escribir la siguiente ecuación. 

C" 
tant "" ~ :e tan ac (66) 

La diferencia entre la ecuación (82) y la ecuación (86), es que 

la constante c
111 

aparece en el denoninador de (86) y en (82) no 

aparece • 

.. Con la ayuda de las ecs (85) y (86) se puede plantear la 

siguiente ecuación: 

e,, -----------

b 

e' 

GrAfica 10, auxiliar para obtener R-13 y tan9 
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Usando las ecuaci6n (85) reescribi:r:ios las ecuaciones (SO}. ':I (Sl) 

y (82) en func:i6n de u • 

cf(u) ... (c
0
-c.)cos[8tan-1 ((t.rt) 1-ªcos(na/i)/(l+ 

-M• 
( 1 + 2(t.rt) 1'"ªsen(na/2) + {W't) 2 {1-a)] 

.J~ 

.z. 

(u't") l-a.sen(no./2)))] 

(SS) 

GrS.flca. No 11. e' vs e'' para el poliearbonatos c0 ... J.637, 

c.•3.128, $ •0.285 a a 0.205 't ... l.le-3 y T ~ 16.t•c. 
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e' ' (u)= (c
0 

-e=) sen [a:tan -l ( (w't) l-acos (na/z) / (l+ (Lrt) l-asen {na/2)) )] 

-~/< 

[ 1 + 2(t • .rt") 1.ªsen(na/2) + (ut) 2 (1-a) J (69) 

tan.S (90) 

donde los valores de R(w) y 9(w) estan dados por las ecuaciones 

(63) y (65). 

Para t1ostrar el con;portamiento de las ecuaciones (86), (88), (89) 

y {90) se muestra a continuación la gráfica 12. 

Calculando el máximo de e'• (w) haciendo Ce'' /ótJ = O {ecuación 81 ó 

89) se encuentra: 

tan 13:~ [ sen(na/2) + (W't) l-a ] = cosna/2 (91) 

De la ecuación anterior se deduce el máximo de e•' para el caso 

de Debyc si a:=O y ¡3:=1, quedando (tan~) 2 = 1 entonces t •. rt ..... = 1, de 

donde 9 = n/4, como ya se habia visto, para el modelo de Debye. 

Con la ecuación (91} se llega a encontrar la ecuación del máximo 

de e'' de Cole-oavidson, cuando a= O, ya que tan.G~(w't) = 1 , pero 

U't = tani:i, entonces tan(1Cltan<i = 1 por lo que tanf]~ = 1/tan9 , de 

donde se encuentra~-.= n/2(1/(fl.+1)) que concuerda con la 

ecuación (76). FinalI:1ente observenios el comportamiento de dos 

pol1mcros e" vs r' en la gráfica 13. 
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Gr4fica No.12 para ver el comportamiento de las ecuaciones 

86,88,89 y 90. 
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e'' .:_ M:t11h dt r-elí111n1: 

'· 

Gráfica 1io 13 e' vs e'' para el acetato de polivinilo con: c0 = 
e.62,ccn = 2.74, /3 = 0.45, a= o.09, "C = l.lc-J y T =- 66°C para el 

laurato de polivinilo5 c0 = 3.8, e== 2.34, f3 = o.413, a= 0.632, 

-e = l.07e-4 y T = 6.2°C, 
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5). - EL MODELO DE COLE-COLE 

Cocio prueba de consistenc1a de la ccua=:i6n {73) se presenta el 

siguien~e caso para e = l se cbtiene la ecuación siguient.e: 

C - Cao 

e 0 - e"' 
= ( l + (iwL) :-a (92) 

Esta ecuación se conoce cc7..o t:odelo de relajación dieléctrica de 

Cole-Cole, y fué propuesta inicial~ente por K.S. Cole y R. H. 

Cole3
, Este nodelo pueje describir con exactictud una gran 

variedad de cristales orgánicos en especial para pol1t:ieros 

solidos. Asi corno un gran nú=:ero de dieléctricos que sirven ceo.o 

aislantes eléctricos. 

En el plano cor:iplejo este ~odelo describe arcos de 

circunferencia, con su centro sobre una recta que forrna un Angulo 

con el eje horizontal (ver gráfica 2lc, que se encuentra en la 

pág. 74). De la ecuación (92) y usando el teorema de Oemoivre se 

encuentra la parte real e itiaginaria: 

e' (u) . (e - c.) o R cosQ + e . (9)) 

e'' (u) . {eº - c.) R sen~ (9<) 

~ 
{C

0 
-ceo) R sen~ 

tan~ = (95) 
e• (eº - c.> R cos;i + e . 

tan:: e" tan e (96) ~;; . 
donde los valores de R y O son los niscos de las ecuaciones (83) y 

(85). 



El r.iáxioo de e'' se obtiene cuando 8c' '/IJw O, y Ut' z:: 1, que al 

sustituirlo en la ecuación {94} se obtiene: 

e"._.,,=+ ( c0- cm} tan[ ( 1 - a)-¡ J. (97) 

En esté capitulo se plantearon los modelos más conocidos de 

relajacióz:i dieléctrica, el siguiente se inicia con una 

interpretación fis1ca de los parámetros del modelo de H-N. 

Continuando con un analís1s de compatibilidad fis1ca de los 

modelos anteriormente estudiados. 
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CAP II 

1) INTERPRETACION FISICA DE LOS PARAHETROS DE LA EC, DE H-N 

2) PRINCIPIO DE CAUSALIDAD Y ANALITICJDAD DE DOMINIO 
3) RELACIONES DE DISPERSIOH {REGLAS DE KRAHERS-KRONIG) 

4 J REGLAS DE SUHA ( SUH-RULE J 

1), - INTERPRETACION FISICA DE LOS PARAHETROS DE H-N 

La interpretación fisica de los parámetros de la función de 

_dispersión de Havriliak-Uegarni es como sigue: 

El par.1.metro c
0 

representa el cornportarüento del dieléctrico a 

bajas frecuecias ( wL --+ o ) ó en equilibrio, mientras que e= es 

para altas frecuencias ( wr -+ = } ( gráfica 14 ) , 

La cantidad c
0 

- e= representa el momento dipolar eléctrico 

efectivo de la cadena del pol imero { ver gráfica 14 } consecuencia 

del campo eléctrico aplicado. El paránetro L que tiene unidades 

de tiempo, y es interpretado por Kauzmann5 corno el tiempo que se 

emplea al saltar la cadena. cuando un campo eléctrico se aplica al 

pollmero , las cadenas del pollmero se aproximan al equilibrio 

mediante una serie de saltos, y el parár.ietro L es la medida del 

tiempo de esos saltos. 

Los parámetros a y (3, es tan relacionados con la forma de la 

curva, si se hace /3 12 1 y O .s a :s 1 se tiene la función de 

Cole-Cole, que describe arcos de circunferencia. Ahora si se tiene 

a = O y O :s fl :s 1, se encuentra la función de Cole-Oavidson, que 

son arcos sesgados, De donde se concluye, que el parámetro a está 

relacionado con la simetría de la curva y f3 con la 

antisimetr1a 16
' 

17
• 
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e" 

2 ~ 
l 
i 

Gr4fica Uo. 14 e' v.s. e'' para el Octanoato de polivinil y el 

polim-clorostireno5 con valores de a = O. lJl,fJ = 0.488 y a = 
0.603, f3 "" 0.422 respectivamente. 
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Gráfica No.15 e' v.s. e'' del policarbonato5 
y octanoato de 

polivinil con valores de a: º 0.205,tJ = 0.285 y a • 0.131, 

f1 • o. 488 respectivamente. 



Es decir que mientras mtis grande es el valor de f3, la 

foro.a de la curva se acerca a un arco de circunferencia, y 

si esté valor es ouy pequeño el arco se deforca {gráfica ¡.; y 15). 

Recientemente se ha llegado a la concluci6n de que, a varia con 

la temperatura y /3 es independiente de ellaª. Es decir si fJ es 
esencialmente independiente del tiempo de relajación ( o de la 

tecperatura o del solvente diluido ) entonces, la asimetr1a de la 

función de dispersión, es introducida por la conectividad de las 

cadenas. Ahora si a depende del tiempo de relajación, ya que L 

cambia al cambiar la temperatura o el solvente diluido, entonces 

el ancho de la función de dispersión describe la interacción de 

las cadenas con su alrededor. 

La constancia de /3 corresponde a temperaturas por debajo de la 

temperatura de transición vi trea T
9 
s•' 15

' 
18 Para temperaturas 

mayores a T
9

, f3 varia, 

2), - PRINCIPIO DE CAUSALIDAD Y A.HALITICIDAD DE DOHINIO 

Como consecuencia de la dependencia con la frecuencia e (w), 

existe una relación no local con el tiecpo entre el desplazamiento 

if(x,t) y el campo eléctrico l , de manera tal que las componentes 

monocromáticas con la frecuencia tJ se encuentran relacionadas por 

la ecuaci6n19
: 

(98) 

de donde se puede construir la dependencia del tiempo mediante 

superposición usando el teoreca de Fourier. Tratando como un 

parAmetro la coordenada espacial, las integrales de Fourier se 

pueden escribir como: 



ilcx,w) - l/ffi r.i!cx,t' Je1"'t' dt' c100¡ 

sustituyendo la ecuación (98) en la ecuac16n (99) se obtiene: 

si se introduce la representación de E(x,w) como transtormada de 

Fourier en la ecuaci6n anterior se encuentra: 

y como podemos interc"l&biar el orden de inteqraciOn, entonces se 

puede eacribir: 

(103) 

donde G ('t') es la transformada de Fourier c
0

-x. • e (c..1) - c., 
entonces 

(104) 

De la• ecuaciones (103) y (104) se observa que existe una relación 
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G{<) = (107) 

Siendo B('t) la función escalón unidad ( B{'t) = o para 't < O y 

B('t") = 1 para 't :. O } • Para la constante dieléctrica (105), la 

función G('t) es justamente la superposición lineal de térl:!inos 

como los de la ce. ( 107}. El míe leo G{t:} es ondulatorio con la 

frecuencia caracteristica del cedio y este! ar.'lortiguado con la 

constante de ar:iortiguaniento de los osciladores electrónicos. 

La ecuación (103) es no local en el tier.po, pero no en el 

espacio. La aproximación es v.!lida supuesto que la variación 

espacial de los car..pos aplicados tienen lugar en una escala que es 

grande cooparada con las dimensiones que inter-vienen en la 

aparición de la polarizabilidad atónica o ::-,olecular. Para cargas 

ligadas, esta Qltima escala es del orden de las dir.iensioncs 

atómicas o c:enor y, por consiguiente el concepto de constante 

dieléctrica como función exclusivaI:iénte de w poder.:ios esperar que 

sea válido para frecuencias cucho e.as allA de la región visible. 

Sin embargo, para los conductores la presencia de cargas libres 

con recorridos libres medios de tar.iat"lo macroscópico hace que la 

hipótesis de una e ((J) o u(w) sencilla falle a frecuencias mucho 

roas bajas. 

C(t'} da la conexión entre dos eventos a distintos tier.:pos es 

decir, el efecto de un evento pasado influye en un evento en el 

tiempo presente de acuerdo a la forna que posee la función C. 

Para el modelo de Cole-Davidson, usando la ecuación {59) y (104) 

tenemos: 

G(l:) = (co- c.> J" ( l + i"u<)-f3 e-iwr dw zn (108) 



Para ciertos valores de {3 y cases l1nites se obtiene una 

expresi6n para la integral20
• 

Por últir:;o, para el ::odelo de lia,;riliak-Nega::i se tiene: 

(eº -c.) r'"' [ i-a. -e ~ .. ut: 
G(t:") =" ---¡rr-- L. 1 ~ (iut) J e... dw (109) 

Las integrales (lOS) y (105) no se pueden realizar anal1tícar.ente 

sino c.ediante algún ::et6do nu::.érico, dado que los parA:::etros de 

ajuste a y f3 no son enteros (var1an de cero a uno). 

De la ecuación (107), se encuentra que para 't < O, G(t) = o esto 

significa que en el instante t s6lo los valores del ca::ipo 

eléctrico anteriores a dicho instante entran en la deterwinaci6n 

del desplazaniento, de acuerdo con nuestras ideas funda::entales 

acerca de la causalidad en los fen6::ienos !1sicos. Y entonces la 

ecuación C 103) se puede escribir cot:o: 

D(x,t) " cºE(X,t) + r G(<)E(x,t-·qd< (110) 

o 

Que es la relación causal, lineal y espacialmente local mis 

general que puede escribirse entre O y E, en un ne.1.io is6tropo y 

uniforme. Entonces la constante dieléctrica puede expresarse como: 

C(u) = C
0 

+ r G(<) elut dT ( 111) 

o 

Esta relación tiene varias consecuencias interesa'1tes. >. partir 

de que O, E y por consiguiente G(r) son reales en (110) se puede 

deducir de (111) que cuando u sea compleja. 
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(112) 

Aderna.s si se considera ( 111) cor.o una representación de e (u) es 

una función anal!tica de u en el se::liplano superior, suponiendo 

que G('t) es finita para todo 't. Es necesaI."io invocar el requisito 

"f1sícar:iente razonable" de que sobre el eje real G(T) -- O cuando 

't -- = para asegurar que e (t • .') sea anal!tica sobre él. 

La ecuación (112) nos indica una propiedad de sit:1etria, es decir 

Re (w) es par e I (u) es ir:ipar. Aplicando la ecuación { 112) al 

codelo de Debye, usando las ecuaciones (53) }' (5~) donde se prueba. 

que si satisface tal ecuación, Lo mísr.10 se reali:ó con el rnodelo 

de Colc-davidson, usando las ecuaciones (67) y (68) donde se probó 

la validez de (112) y por ültir:io se probó para el modelo de 

Havriliak-Uegami usando las ecuaciones (88}, (89), donde se vi6 

que también satisface la ec. (112). 

3) RELACIONES DE KRAHERS-KRONIG 

Que c(w) sea anal1tica sobre el serniplano superior w, permite el 

empleo del teorema de cauchy para relacionar la parte real e 

imaginaria de e (w) sobre el eje real. El teorema de Cauchy, para 

cualquier punto z que se encuentra dentro de un contorno cerrado e 
sobt"e el semiplano superiot" w, da: 

C {Z} 
r [ e (u' )-co(u)] du' 

c 0 • l/2ni 4 ( u' _ z ) ( 113) 

Si el contorno e se escoge de tal forma, que óste formado por el 

eje real y un gran semicirculo en el infinito del semiplano 

superior 1 se observa que c-c
0 

se anula de forma rápida en el 

infinito para que no haya contribución a la integral a lo largo de 

la semicircunferencia. 

escribir como: 

Entonces, la integral de Cauchy se puede 
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I
= [ccw• )- cj 

e (z) ""' c 0 + 1/2ni -= w'- z dw' (114} 

donde z es cualquier punto del sero.iplano superior, y la integral 
se encuentra extendida a lo largo del eje real. Tomando el limite 

cuando la frecuencia se acerca al ejo real desde la parte 
supet'ior, escribitios para z :::: w + i.c:, entonces la ecuación {114) 

se convierte en: 

J
m [e (u' )-cj 

c{w) =- c 0 + 1/2ní -~ u'-u-JC dw' (115) 

Para w real la presencia de :.e en el dcr.c:ninador es un 
recordatorio del hecho de la Oistorsión del contorno a lo largo 

del eje real describiendo una semicircunferencia infinitesimal por 

debajo del punto w' = w • Forrr.alrnente el denc:iminador puede 

escribirse cot10: 

w'_;-Jc • P [ ,)_ t:)l + lU.&{w'-w) (116) 

donde P es la parte principal. La función delta sirve para extraer 

la contribución de la pequen.a semicircunferencia que va en sentido 

positivo alrededor del polo en w'-w. Usando la ecuaci6n (116) y 

reajustando términos, la ecuación (115) se convierte en: 

J
111 c(w' )-e 

c(w) ... c.~ (l/nl) p -• ~ du' (1171 

donde la parte real e imaginaria es 

J
• Imc(w') 

llttt (wJ • l! • + P /'O. -• u'- CJ dw' (118) 

51 



I= Rec{w') - c.., 

Imc (w} "" --:i -~ w' _ w dw' (119) 

Estas relaciones, se conocen coeo relaciones de dispersión o 

relaciones de Kra:ners-Kronig7
'

8
'

19
, La propiedad de sit1etr1a (112) 

decuestra que Re(w) es par en w oientras que Irnc(w) es inpat". Las 

integrales (118) y (119} pueden asi transformarse de modo que 

aparezcan íinicamente positivas de la siguiente forma: 

Rec (w) 2 J"' w' Imc {w} 
el>'• - P --- du' 

rr o w'Z-1./ 
(120) 

Imc (w) 
_2_t:J_ p f • [Rec (u) - cj dw' 

Tl O w,2_ wz 
(121) 

Las relaciones de Kramers-Kronig resultan de validez muy general, 

y se deducen casi exclusivacente de la hipótesis de la existencia 

de la relación causal dé la ecuación (104) entre la polarizaci6n y 

el campo eléctrico. 

Usando las relaciones de Kramers-Kronig para el modelo de Ocbyc, 

de la ecuaci6n {47) y (120) se tiene: 

resolviendo la integral por fracciones parciales se obtiene: 

Rec (w) = e + (eº -c1111 ) 

111 l+c./"t2 
(123) 
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y para la parte imaginaria, donde se hace uso de la ecuaci6n (46) 

y (121) se encuentra: 

que, integrando nuevatJente por fracciones parciales se llega que: 

(125) 

Se observa, que para el riodelo de Dcbyc, s1 se satisfacen las 

relaciones de Krat:1ers-Kronig. 

Aplicando las relaciones Kramers-Kronig al modelo de 

Cole-Oavidson, donde la ecuaci6n (68) se sustituye en la ecuación 

(120) para encontrar que: 

Ahora para la parte imaginaria, usando la ecuación (67) y (121) se 

llega a: 

2w ¡•[cosfl(tan~1 (w'i:))cos{l3 tan-1 (w''t)} +cJ 
Imc(w)a-(c -e )P w• (127) 

n o • 
0 

w' 2 _ w2 

Finalmente, usando el modelo de Havriliak-Negat:1.i, para la parte 

real, usando la ecuación {81) y (120) se tiene; 

(128) 
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Donde se establece que, cuando ?l --+ m , el valor medio Rec (u) a 

todas frecuencias es igual a e=. 

Aplicando la prir.era regla de suma al modelo de relajación 

dieléctrica de H-n, de la ecuación {89) para frecuencias muy altas 

y con w
0 

> w se tiene que: 

ya que para altas frecuencias 

(uq
1
-ªcos(m1/2) • cot{~} 

1 + (W"t") t-asen(na/2) 2 
y cot(~) = tan(n/2 - na/z) 

y ademt\s 2 {W"t") i-o.sen (na/2) 

(132) se convierte en: 

(u"t") 2(1-a), entonces la ecuación 

e" (u} "" 
(c 0 -~m) sen~(t·a} 
(w<]~ ( 1-a) 

La primera regla de suma es entonces 

(133) 

• w • 

[f wimc(w)dw] = ~ n[J 
0

w Imc(w)dw + Jw Ime(w)dw] (134) 

o (Q o wo 

si sólo tomamos en cuenta las altas frecuencias, entonces se 

integrara el segundo término. 

(135) 
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sustituyendo (lJJ) en (135) se llega a: 

2sen~ J" 2 2 w dw 
wP = c 0n (w't)¡3{1-a) 

w, 

(136) 

de está últ.ima ecuación si se hace n t3( l - o: ) =' l es decir 

De donde se puede concluir que la integral tiende a infinito, y 

cotno el modelo de H-?l contc~pla los r:od.elos de Debye, Cole-Cole y 

Cole-Davidson, entonces la integral es para Debye cuando n = 1, 

Cole-Cole si n :::: 1 - a y Cole oavidson n = f3. 

Por lo que los Dodelos anteriores no satisfacen la pril:ier regla 

de suma , ya que la integral (137) diverge. Este cooportm'licnto de 

los modelos de relajación dieléctrica es sioilar a la 11 catastrofc 

ultravioleta". Es decir que para frecuencias muy altas las 

predicciones fallan. 

Al aplicar la segunda regla de suma, usando la ecuación (131) 1 y 

del resultado anterior w; --;o oo, se concluye nuevar:iente que,coe1.o 

el modelo de H-N es una generalización de los demás oodelos 

estudiados anteriormente 1 entonces la segunda regla diverge 

también para cada uno de los oodelos, es decir no satisfacen la 

segunda regla de suma. 

En este capitulo se concluye que, los modelos de dispersión 

propuestos por Debye , Cole-cole, Cole-oavdson y Havriliak-Negami 

si son anallticas, en el caso de Debye se verificó el principio de 

causalidad, las relaciones de Kramers-1\ronig • Para e-e, e-o, y 

H-N queda indeterminado, ya que no se resolvieron las integrales. 
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Se prob6 que ning11n t:iodelo de los estudiados anterion:1ente 

satisfacen las reglas de suma , sino que se observa "catastrofe 

ultravioleta" . 

De lo observado hasta aqu1 se puede concluir que, si se usan 

potencias fraccionarias en los modelos anteriores para ajustar 

dates expe:ri:::entale, da un excelente resultado, pero hay dos 

aspectos que hacen estas ex.presiones carecer de 

qeneralidad 21
• 

Carecen de significado fisico a altas frecuencias y además no se 

puede pasar al espacio temporal c(c} tiediante la transfon:ada de 

Fourier, s6lo por t:iétodos numer1cos de manera que el significado 

f1sico queda indefinido. 
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CAPITULO III 

TECNICAS DE AJUSTE POR HEOIO DE LAS ECUACIONES DE COLE-DAVIDSON Y 

H>.VRILI.U::-NEGAMI 

INTRODUCCIOH 

En los incisos 1 y J se revisarán las técnicas de ajusto 

usadas por Cole-Davidson y HJ.vriliat:-Hegar.d, para obter:er los 

parámetros de ajuste a, 13 y el tier:po de relajación 't", En 2 se 

hace r.:enci6n de una nueva for::;a de obter:ci6n de estos parácetros 

para el modelo de C-D, oediante un prograna de cor:putadora. En 4 

se plantea de la r:iisr:ia forr.:.a un nue\'O oetódo para encontrar estos 

paráI:ietros en el r:iodelo de H-H, y que es oediantc un prograr.ia de 

computadora, donde se usan las ecuaciones ya deducidas en el 

capitulo I. 

La ventaja de esta nueva técnica de ajuste, es que s6lo er.:plea 

valores experit:lcntales para encontrar los parái:ietros buscados. Con 

esta nueva técnica, se evita el trazado de gráficas, ahorrando con 

esto z:mcho tie::ipo • Este mistio prograna de coI:putadora es útil 

para el cálculo de a y f3 para el rnodelo de Cole-cole y 

Cole-Oavidson, 

En el inciso 5 se indica co::io calcular el valor de t, para el 

codelo de e-o )' H-N mediante el i:iisr.-.o prograr:ia de coir.putadora. 

Finalmente en 6 ciencionamos la forma de cot::o Cole-Cole encuentra a 

y T, as! col!lO la técnica propuesta. 
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1). - TECNICA DE AJUSTE COLE-DAVIOSON 

Las ecuaciones de e-o se transformara en coordenadas polares, 

para ello se define el radio vector r de la siguiente manera4
: 

[ ] 

1 /2 

r"" (c'-c=) 2 + c'' 2 (138) 

Usando la forma polar de e' y e'' dadas en las ecuaciones (62} y 

(63) del capitulo I tenemos: 

r = (c
0
-c_) [ cos(t/~l t ( 139) 

La curva correspondiente a la ecuación (139) se observa en la 

gráfica 16 que es una gráfica de e" v.s. e', para el glicerol a 

temperatura de -soºc. Aq~1 se ve que se interse,.cta con el eje e' 

en c
0

, y e=. Es decir, e ( U"t __. O ) = c
0 

)' e ( UT --t ca ) = cm 

respectivamente. cuando e' es intcrsectado en el punto c
0 

es una 

semicircunferencia, con centro sobre el eje horizontal. Ahora si 

e' es intersectado en el punto c.,, encontrandosc una recta haciendo 

un ángulo con el eje horizontal con vértice el punto e,.. El valor 

del ángulo it= es obtenido mediante un trasportador o mediante 

distancias a escala y usando funciones trigonornetricas. El ángulo 

es tm = fJn/2 (cc.75 cap.I). De esta manera se concluye que, 

utilizando la gráfica e'' v s. e' pueden encontrarse los valores 

de c
0

, e= y fJ directamente. La obtención de "t es de la manera 

siguiente. 

De las ecuaciones 65 y 73 tenemos 

tan41 = t.J"t "'tan(li/13) (140) 
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Esta ültima ecuación denota una linea recta, cuando 

ton(l'//l) =<.rt ~ l. De donde se obtiene 't" = l/W (qrcSfica 17). 

Esta técnica para la obtención de c
11

, c.,, f3 y 't" fue propuesta 

por Cole-oavidson y es totalmente qrAfica. 

e" .. 
1 .:. ,1iurtl 
1 

1 

"i 
1 

i 
.. 1 

iaj 

28 .. ~~· ,• '-:._ 
'!.. 

IOJ ¡ 
"\ 

'' '1 • 
1 

~111= /JR/2 ,1 
t i• 'F-'---r~-~-----L 34 54 " e . 

GrAfica No. 16 e'' v.s. e' para el glicerol 
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WrttA 1? 

Gráfica No.17 tan(t/ll) v.s. tJ 
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~J. - FORMA ALTERNATIVA DE AJUSTE AL HOOELO DE COLE-OAVIOSON 

De las ecuaciones (66) (72) y {73) del capitulo I para el modelo 

de Cole-oavidson se llega a: 

tan- 1 (~] 

tan-1 (w-c) 
(141) 

y como e', e'' e= y w son datos experimentales, las únicas 

cantidades desconocidas de la ecuación ( H 1) son /3 y -e , si se 

toma el valor de i: = l. Entonces nos permitirá encontrar el valor 

de f3 para una serie de datos con el auxilio de un prograr.ia de 

computadora. 

El hecho de usar el valor de 't = 1, es porque al realizar los 

calcules de e'' (w) con este valor, se encontró que tiene el mismo 

máximo que cuando el valor de -c es distinto de uno. Al cambiar el 

valor de -c gráficamente lo que se observa es corrimiento en el eje 

horizontal, pero sin modificar la forna de la curva. Es decir que 

los parámetros f3 y -c son independientes. Modificando el valor de 't 

tenemos una familia de curvas con la misna f3 ( ver gráfica 18), 

Este programa de computadora también nos ayuda a calcular el 

valor de -c. Auxiliandonos de la ecuación (66) y (76), de donde se 

tiene 12
: 

( 142) 

De esta Qltima ecuación encontramos el valor numerico de -c, 

tan[~] 
u ••• 

( 143) 
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gra.tica 18, e'' v.s. u donde se observa una familia de curvas 
para distintos valoree. de -r, y para un DÍSl!lo valor de 13. Donde se 

puedo ver que al maximo es el mismo. 



3). -TECHICA. DE AJUSTE DE H>.VRILIAX•NEGAHI 

A continuación verez:ios como Havriliak-Negarni5
'

16 encuentran los 
parámetros a,{J y "t , a partir de los datos experic:i.cntales c

0
,cm, w 

y r usando la teoria desarrollada para dicho efecto. Iniciamos 

rec~cribiendo las ecuaciones (83) y (85) del capitulo I. 

1/2 

R == [ l + 2(W"t) 1.ªsen(na/2) + (W"t) 2 (t-a)J (BJ) 

y 

(85) 

Para altas frecuencias la curva e" v.s. e' gráfica 19 ) 

degenera en una recta y el ángulo que forma con la horizontal es 

~L que tiene su vértice en c •. Es decir cuando w"t > l, y usando 
las ecuaci6nes (64) y (86) se convierten en: 

tan ( tL / P ) = cot (na/2) (144) 

Auxiliandosc de la relaciOn trigonometrlca cote "" tan( n/2 - e ) 

la ecuación anterior se transforma en: 

tan (tL/M = tan (n/2 - na/2) (145) 

De aqui 

tL = ( l - a ) Pn/2 (146) 
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Para determinar el valor de o. , se ocupa la ecuación (138) para 

H-ll con tJt = l es decir. 

1/2 

r = [ e' ' 2
(wt:=l) + [e' {wt:=l) - cJ 

2 
] (147) 

Empleando las ecuaciones (SO} y (81), la ecuación anterior se 

reduce a: 

De la misma forma la ecuación (83) es: 

1 /2 

R = [ 2 + 2sen(na/01.) ] (149) 

De la ecuación (148} y (149) se tiene: 

2 -P 
[ 6~ J = ( 2 + 2sen(na:/2) ] (150) 

tomando el logaritmo en ambos lados se llega a: 

2 log(r}Ac) e -t?log[ 2 + 2sen(na/2) ] (151) 

Con ayuda de ( 146) la ecuación anterior se convierte en: * loq(r/Ac) = rr~t-a) log( 2 + 2sen{na/2) ) (152) 

De esta t'.'lltima relación se puede observar que <ti.., Ac y r son datos 

que se pueden encontrar mediante una gráfica (gráfica 20), por lo 
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e" 

,j 
! 
1 

s: 

1 
1 

-----~·je' 
c. ' 

Gráfica No. 19 e'' v.s. e' donde se pueda observar c0, cm y los 

ángulos tL 1 7. 
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••r.---------------------
C" 

GrAflca No.20 para el policarbonato de bi&fenol. 
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que la anterior ecuación es s6lo función de a. Entonces el valor 

de a se encuentra al resolver la ecuación 

Ya conocido el valor de a, se usa la ecuación (146) para conocer 

el valor de 13. 

Por otro lado cuando w~ = 1 y con la ecuación (85} llegamos a: 

e '' (u~ = 1) [ -i [ cos {na/ 2) ] ] 
tanr .,, e' {t • .rt = 1) - CID = tan fl tan 1 + sen(na/2} (153) 

ea decir 

(154) 

por lo que 7 es el ángulo que bisecta a tL, teniendo corno vórtice 

a c
0 

(observar gráfica 20). La recta bisec:riz corta a la curva en 

el punto, w~ = 1 y entonces se puede obtener el valor de ~ con el 

inverso. 

De esta manera conocemos los 5 parAmetros útiles a la ecuaci6n de 

relajación diel~ctrica de H-H c 0, clD, ~, a y p. Como un ejemplo 

de como H-U obtienen los 5 parAmetros a partir de las ecuaciones 

anteriores, usamos el policarbonato de bisfenol a una temperatura 

de T=164°C. 

Tornando los datos experimentales del pol icarbonato de 

bisfenol5' 16
, trazamos la gráfica 20 e•' v.s. e'. Obteniendose los 

valores de c0 a 3. 637, que es el punto donde se corta la curva 

para bajas frecuencias, y e~ ... 3.128 para altas frecuencias. 

De la gráfica original el valor de r que es r = 22.1 cm., el 

valor de Ac = 25.4 cm. y tL "" 20.4º, tales datos se sustituyen en 
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la ecuación (152). La igualdad se satisface cuando a = 0.205, el 

cual representa: el valor de la a buscado. 

Una vez encontrado el \'alo:r de a con la ecuación {152), y con 

ayuda de la ecuación ( 146} se obtiene el valor de /3, el cual es f3 

"" 0.285. Es asi cor.to H-?l obtiene los parar.ietros a, ¡3, 't, c
0 

y c;:i 

útiles en su ecuación de relajación dieléctrica. 

4} ... FORMA ALTERNATIVA DE AJUSTE AL HODELO DE HAVRILIAK-NEGAHI 

Una forma alterna para encontrar los anterior-es cinco parAr.ictros 

es mediante el uso de un programa de computadora, y as1 evitar el 
uso de gráficas. 

En el programa de computadora, sólo harer.:os uso de los datos 

experimentales e' ,e'' ,w y c..,. Estos datos ser~n procesados en el 

programa que het1os diseflado y as! poder obtener los valores de o:, 
f3. y 't. La forma de como obtenemos estos valores es la siguiente: 

de la ecuación (87), sa puede ver que e' ,e'' y "= son cantidades 
experimentales, tal ecuación sólo es función de « y u, el valor de 
T es una constante desconocida, que hacernos T = 1 (como ya lo 

mencionamos anteriorrnnte) por lo que la ecuación sólo depende de a 

y w, que se puede.? reescr i Pi r como: 

{155) 

con esta ecuación realizamos los cálculos tomando e', e'' y su w 
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correspondiente, aqui eco permanece fija y a varia de O a l. El 
programa de computadora esta diseñado de tal forma que cuando a 

toma un valor encontramos un valor de f3 y cuando la f3 calculada es 
constante, entonces se interrumpen los calcules y se imprime el 

valor de a y su f3 correspondiente {ver programa en el apéndice O). 

Este programa de computadora fue diseñado no sin antes comprobar 

la validez de la ecuación (155). Con ayuda de otro programa 

(paquete). 

Para probar la validez del programa de computadora, inicialmente 
usamos los polimeros policarbonato de bisfenol y acetato de 

polivinilo. Aqui se vio como variaban los valores de a y 11 y se 

observó que para cambios bruscos de a, J3 variaba muy poco, y 

cuando tomabamos el valor de a ya conocido5 correspondiente al 

polimero, el valor de {J se volv!a constante en un rango muy amplio 

de frecuencias, desde cero hasta un Mhz. 

Los datos experimentales son almacenados en un archivo, quo 

posteriormente se sacan uno a uno (segün el na.mero de datos que 
queriamos calcular} para usarse en la ecuación (155) , donde a so 

le da un valor inicial de cero. si con este valor de a, f3 no es 

constante, entonces se incrementa este valor en 0.001, realizando 
nuevamente el calculo anterior con los mismos valores de e' ,e'' y 

w, y con el mismo nümero de datos que hayat1os seleccionado 

(seleccionamos 10 datos en todo el intervalo de frecuencias), as! 

repetimos los cAlculos hasta encontrar un valor de a el cual nos 
proporcione un valor de fJ, constante para el nQmero de datos 

seleccionados. 

70 



Aqui se observó que r.:lientras más pequeño es el increl:lento de a 

y mayor el níiz::ero de datos a calcular, ::iaj'Or será el tie::.po que se 

tarde la coitputadora en encontrar el valor de la o: y (3. Cc:::c 

ejer.::plo del buen funcionar.iento del prograna, realizanos el 

cAlculo de o: y /3 para !8 p.:ll!::eros qu-.:? aparecen en el art1culo5 • 

Para la realización de estos cc!lculos, se crearon los dates con 

la ayuda de otro programa auxiliar )' se alr:tacenaron en un archivo, 

con los valores de e' ,e'' y w, que posterion:iente son llac-.ados en 

el programa para el cálculo de o: y (j. Estos c.Uculos coinciden con 

los valores dados en el articulo. Probando con esto, el buen 

funcionamiento del prograna }" su efectividad. 

5). - CALCULO DE t 

El hecho de haber usado 't = 1 fué para poder usar la ecuación 

(87) con l:layor facilidad y encontrar valores de o: )' f3 • 

Hasta aqu1 het::os calculado los valores de los para.metros a y f3 

con el valor de t .,, l. Ahora se procedera a realizar el ctilculo de 

t con la ayuda de las ecuaciones y un programa de con:putadora que 

está integrado al anterior prog:ratia para calcular o: y f3. Este 

c~lculo se realiza de la .canera siguiente. 

De la ecuación {89) y cuando se hace Oc'' /&..J = O , obtenemos la 

ecuaci6n (91). 

tan 11~ ( sen (na/2) ..,. (ut ) -· J i:: ces (na/2) (91) 

De la ecuación (86) del modelo de H-U, y la anterior se llega a: 
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c~:~m[ sen(na/2) + (w't-•)
1-a] = cos(rra/2) (156) 

obteniendose 

[ 
cos (na2) 

e" 
C '-CID 

- sen(na/2) (157) 

Como la ecuación (91) se encuentra al calcular el máximo de e:''. 
Entonces los valores experimentales que emplearemos en la 

anterior ecuación son e'', e', u.._"(correspondiente a e~!.>, c. y 
el valor de a, ya encontrado anteriorniente y con esto obtenetios el 

valor de "t • 

Este cálculo lo realiza también en el programa de computadora 
( ver apéndice O). 

Como prueba del buen funcionamiento del prograr::a se realizaron 

los cálculos de dieciocho pollmeros ya mencionados anteriormente, 
llegándose a encontrar los mismos valores de "t del art1culo5

• 

6) TECJIICA DE AJ'USTE COLE-COLE 

Al gráf icar los datos experimentales para alqunos polímeros 

solidos, y para algunos cristales orgánicos se obtienen las 
siguientes curvas3 { ver gráfica 2l(a), 2l(b) y 2l(c)). 

De la gráfica 2l(a), se observa una semicircunferencia donde 

el vector u, es perpendicular al vector v cuando a • O (caso 
Dcbye). 

cuando el centro de la circunferencia no coincide con el eje e' 
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entonces su centro esta por debajo, cooo lo muestra la gr.ifica 

21 {b} ( entonces el Angulo vale n/0:(1-a}. Si s6lo hay algunos 

datos experimentales, entonces tenemos la grAfica 2l{c). Es decir, 

que podemos calcular el valor nur.ierico de gr.ifica::iente 

conociendo cm y varios puntos experimentales, cor.to vimos en las 

anteriores gráficas. 

El programa de cor.:iputadora funciona de la cisma forma que para el 

modelo de H-N, es decir si se proporcionan los datos 

experimentales e•, C'' w, w.,.. y cm obtendrerios el valor de a y 't 

(donde ~ = 1). 

En la siguiente tabla aparecen algunos pollr.ieros que pueden ser 

descritos mediante este modelo y con valores distintos de a. 

Para el caso donde tenemo unos cuantos datos, el prograt'.a de 

computadora s6lo funciona si cuenta con el valor experimental 

w correspondiente a e;:.· 

sustancia 

agua 

glicerol 

3,5,6 Triclorobenceno 

clorobenceno 

ciclohexanona 

cloruro de polivinilo 

plastificado 

resina glicol ftalato 

resina fenol formaldeido 

hule 

slate 

me ti lpentaclorobenceno 
vinsol 

a1 

63 

7 .85 

20.3 

10 

17 .2 

a. 25 

5. 7 

9B 

s. 54 
a. 48 
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1.8 9.4e-12 

5 6.9e-5 

e. 4e-5 

l. Se-5 

3. J l. 6e-B 

3.04 1.Je-4 

5. a 5. 7e-7 

3.4 l. le-5 

2. 7 5. Je-5 

a 2. 7e-4 

3 .1 l. 6e-6 
3 .42 i. 2e-4 

• 09 

• 21 

• 31 

• 31 

• 55 

. 61 

• 44 

• 6 

• 68 

• 53 

.1) 
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e" 

l 

I~ 
21 (•J 

C" 

e e' o e' 

21 (b) 

21 (CJ 
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CONCLUSIONES 

En la actualidad los pol1meros son materiales mu:r· útiles en la 

vida del hombre. Existen polimeros de origen natural 6 

sinteticos22
, De los sintetices se pueden mencionar los 

siguientes, los térmoplasticos, los conductoresz3
, cristales 

l iquidos, etc. , 

Es por eso la gran importancia de los modelos de relajación 

dieléctrica. Con este trabajo, pretendenos que el modelo de 

Havriliak-Uegami {H-l~) sea una alternativa14 '
16

'
17

'ie para el 

estudio de relajación dieléctrica en polimeros, corno se vi6 este 

modelo es capaz. de describir con mucha precisión una gran 

cantidad de pol1meros cuy útiles en· la industria, con este modelo 

también es posible obtener los modelos de Debye, Cole-Cole(C-C} 

Cole-Davidson(C-D) 1 que fueron los pricieros modelos de relajación 

dieléctrica que se plantearon. De lo mencionado anteriormente se 

puede concluir que el modelo de ( H-H) es un modelo m!s general 

que c::ontempla los modelos de Debye, Cole-Cole y Cole-Davidson. 

cuando se realiza el c.!lculo del valor m.!xhno de la parte 

imaqinaria del modelo de (H-H) se encuentra que este mAximo se 

puede reducir a los m~xh1os de Debye, Cole-Cole y Cole-Davidson. 

De las ecuaciones deducidas se puede encontrar el valor de 't, 

usando los valores de a y fj, esta t:r.anera de obtener es nueva, 

puesto que como lo encuentra C-C,C-D y H-?I es mediante gráficas. 

La técnica que nosotros planteamos es más eficiente por el hecho 

de que s6lo empleamos las ecuaciones de H-N y los datos 

experir.icntales u.,..<correspondiente a e;~.), e", e', w , c
0 

, c. 
y 't • 1 para calcular los valores de a y fJ, se hace 't ... 1 para 
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facilitar el manejo de las ecuaciones, se observa que la curva de 
e'' tiene un corrimiento sobre el eje horizontal sin cambiar la 
fori:ia de ésta, y con el eje vertical toi:la les mismo valores cuando 

el valor de "C' es distinto de uno. El c.1.lculo de "C' se realiza 

después de haber encontrado los valores de a y f1 ,para la 
obtención de los parámetros a, (3 y "C' se usaron valores de c

0
, e= y 

t" de los articulas consultados5
• Los cc!lculos realizados por este 

programa de computadora coincide con esos valeres. 

Los datos que nosotros usamos, los tuvimos que crear y almacenar 
en un archivo, donde este archivo bien podr!a ser el de una 

cor.:iputadora integrada a un equipo de laboratorio y queo al estar 

tomando los datos de la muestra, realice en ese mismo t1omento el 
cálculo de los valores de a, /3 y 't • Estos ciilculos los harii en 

poco tiempo, lo que permitirá que se haga una gran cantidad de 
mediciones para muchos pollmeros. 

con este programa de computadora disenado por nosotros, podemos 
variar las frecuencias ya sea a frecuencias muy al tas o a 

frecuencias muy bajas y con valores de a y fJ requeridos , puesto 

que el programa lo podemos manejar de acuerdo a nuestras 
necesidades. 

Esperamos que con este programa de computadora, el modelo de 

(H-N) sea una alternativa, ya que esté modelo contetnpla a Debye, 

Cole-Cole y Cole-Davidson que son los más usados en el estudio de 

relajación dieléctrica en pollmeros. Con el modelo de H-N y usando 

los datos exper Jmcntales en el proqraJna de computadora podemos 

decir que modelo describe tales datos experimentales. 

El prog:rama de computadora se puede complementar con un programa 
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que pueda elaborar las gráficas de e', e'', tan~ y tan~ • Adet:1.1s 

también se puede agregar a este prograr::a una parte en donde sea 

posible localizar e'' ... ,y su u'"' correspondiente es decir que 

los O.nicos datos que requeriria nuestro progratia de computadora 

serian los valores de e', c.,, e'' y las frecuencias w. 

Este programa de computadora, al obtener l~s valores de ¡). , f3 y 't 

nos facilita el trabajo en el análisis de los espectros de 

absorci6n y emisi6n en los pol 1r.;eros por la rapidez con lo que son 

calculados tales parár.;etros. 

Esta técnica de obtener los paráI:!etros a, f3 y cediante un 

prograca de co=putadora puede ser útil ta::-.bitm para el caso 

mec.1nico pues la teoria de relajaci6n dieléctrica es análoga!.' 24
• 
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APENDICE A 

El campo eléctrico responsable de la polarización que actua sobre 

una molécula E. es de gran importancia. Este campo eléctrico es 

producido por todas las fuerzas externas y por todas laS moléculas 

polarizadas del dieléctrico con la excepción de la molécula en el 

punto de consideración. E• no es el campo eléctrico macrosc6pico, 

este campo molecular se calcula quitando una porción pequeña de 

dieléctrico, dejando una cavidad esférica que está rodeando al 

punto donde se va a calcular el campo molécular. Si devolvemos una 

a una cada molécula a la cavidad, excepto la molécula del centro 

de la cavidad donde deseamos calcular el campo r.tolécular. Las 

moléculas colocadas deber6n de tratarse no como un continuo, sino 

como dipolos individuales. 

Ahora supongamos que se coloca una muestra delgada de 

dieléctrico, enmedio de dos placas paralelas y aplicarnos un campo 

eléctrico, el cual polarizará. las moléculas del dieléctrico, y 

aplicando la idea anterior, entonces el campo eléctrico en el 

centro de la cavidad será: 

E= E + E + E + E1 
• • d • 

(A.1) 

donde E. es el campo eléctrico debido a las placas para1.elas¡ Ed 
es el campo despolarizante debido a la carga de polarización en 

las superficies exteriores del dieléctrico, E se debe a la carga 

de polarización sobre la superficie de ·la cavi9dad S y E1 se debe a 

todos los dipolos que están en el interior de s. Si las 

dimensiones de las placas son grandes comparadas con su separación 

E. • a/c0, siendo u la densidad de carga superficial. El campo 
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despolarizante se produce por dos planos paralelos de carga, con 

densidad pP y como pP = Pn = !p • 

(A.2) 

Como la componente normal del desplazamiento eléctrico D es 

continua, al atravezar la zona interfacial entre el vacio y el 

dieléctrico y como D = c
0
E• en el vacio que queda exactamente en 

el exterior de la plancha dieléctrica. 

cE =cE+P (A.3) 

combinando las ecuaciones (A.l), (A.2) y (A.J) se tiene que: 

(A.4) 

donde E es el campo eléctrico roacrosc6pico en el material 

dieléctrico. 

El campo E. proviene de una densidad de carga de polarización 

upa pn en la superficie esférica s. Usando coordenadas esféricas y 

tomando la dirección polar a lo largo de la dirección de P, 

obtenemos 

donde r es el vector que va de la superficie al centro de la 

esfera. De la simctrla, es evidente que sólo la componente de dE" 

en la dirección de P contribuirá. a la integral de la ecuación 
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(A. 5) sobre la superficie completa como da == r 2senB de d{tl, 

entonces: 

m rr 

E = - 1
- P J d9 J cos

2
B sena dB = - 1

- P (A.6) 4m:0 Jc0 o o 
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APENDICE B 

En el presente apéndice se deducira la ecuación del modelo de 

relajación dieléctrica de Debye. 

Otra clase de mecanismo de absorción es conocida cor.io pórdida 

dieléctrica, que puede ocurrir a frecuencias rnuy bajas { pero no 

más altas ) . Este es frecucnteriente ir.:portante cor.io mccanisr.10 de 

pérdida para frecuencias de microondas y r.1As bajas. Este efecto es 

importante en la polarización orientacional de los dipolos 

perrnanentcs. Este caso puede basarse también en el modelo de la 

ecuación clásica del movir.dento para la fuerza unidirnensional del 

oscilador amortiguado, aunque a costa de forzar la interpretación 

f1sica de las cantidades involucradas. 

Se origina cuando el amortiguamiento y las fuerzas restauradoras 

son importantes, pero los efectos inerciales ( aceleración ) 

pueden despreciarse. En este caso, la ecuación del movimiento 

resulta ser. 

~+ex= eE. (B. l) 

6 

(B. 2) 

donde T = G/m, tiene dimensiones de frecuencia, w
0 

la 

frecuencia natural del oscilador no amortiguado, E. es el campo 

molecular, e y m con la caI."ga y la masa de la partlcula. 

La solución apropiada de (B.2) se obtiene al considerar que para 

el caso sencillo del pico de resonancia 8 se tiene. 
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u' 
K-1=-'--

u~...u2.1ru 

al despreciar r..l entonces se llega a: 

u' 
K - l =--'-

u~- i)'u 

(B.J) 

(B.4) 

cot:o el término inercial ha sido despreciado, entonces to no se 

introduce, y la eiejor forl!la de escribir la solución es: 

(B.5) 

Donde r:i queda totaleente eliminada. Usando la ccuaci6n (B.2) con 

E. • o, el restablecitiiento del equilibrio estA descrito por: 

(B.6) 

si se hace C/G = l/"t, donde "t se conoce coI:io tie:::i.po de relajaci6n. 

En t6n:dnos de este, con K
0
-l = ~:~ , se obtiene. 

(B. 7) 

que es la ecuación de Oebye. 
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i< - i 

.,2 
=-'--' '. u

0
-w-17u 

al despreciar w2 entonces se llega a: 

í( - i 
w' 

=--'-
w~- 11w 

(B.3) 

(B.4) 

como el término inercial ha sido despreciado, entonces Tll no se 

introduce, y la mejor forma de escribir la solución es: 

(B.5) 

Donde m queda totalmente eliminada. Usando la ecuación (B.2) con 

E• ar o, el restablecimiento del equilibrio está descrito por: 

-ct/G 
(B.6) 

si se hace C/G = l/T., donde T. se conoce como tiempo de relajación. 
Ne' En t~rminos de este, con K

0
-1 = CC , se obtiene. 

o 

K - l 

K - l "" i°+ lw-c 

que es la ecuación de Oebye. 
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APENDICE C 

En el r.iodelo de Havriliak-Nega~i ;· Cole-Cole, ecuación (79) y 

(92) se tiene un término cot'.plejo que es: 

1-a 
(u .. rr)1-a = {l)1-a(u-r)1-a"" [ et.n12] {wr)1-a {C.l) 

y coco 

ec.rul(t-a) cos[ nn(1-a) tsen[ nn(1-a) 

"" sen(na.1i) """ t.cos(na12) (C. 2) 

sustituyendo la ecuaci6n anterior en (C.1) tener.ios: 

( U.J"t") i-a = [ sen (na/2) + e.ces (na/2) ] ( wt ) t-a (C. 3) 

de donde 

[1+(u.tt) 1-ªr8
=z[1 + {(.rt")

1
-ªsen(na/2) + (w-rJ

1
.ªt.cos(na/2)]-

8
cc.4) 

que es una expresión de variable cornpleja y donde podemos hacer: 

1 + {u-r) 1·ªsen(na/2) (C.5) 

(C.6) 

entonces la ecuación (C.3) se puede escribir 

(C. 7) 
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entonces la ecuaci6n (79) se escribe de la siguiente forma: 
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APENDICE O 

El programa de computadora que c.ilcula los parár:ietros de ajuste 

a, f3 y 't" en los z:;odelos de e-e, c-D y H-tl se realizó en lenguaje 

Turbo Pascal }' es el siguiente: 

program alfa_beta¡ 

uses 

crt; 

var 

nomarch:=string[.20); 

archbeta, archivo: text; 

tauau, tau, aux, ereal ,eir.iag, ein, pot, fi:ien: real; 

wmax ,r.i, t ,-.·, i: i nteger; 

a,b,c,beta,firia:array[1 .• 100) of real; 

procedure inicia; 

begin 

clrscr; 

.,..riteln{'escribe einfinito,eimag max, ereal max, w ciax y 

no.de datos'); 

readln (e in, eir.iagm, erea lm, -..inax ,m) ¡ 

writeln('escribe el nonbre del archivo donde estan los 

datos'); 

readln(archivo,not:1arch); 

assign (archivo, nomarch) ¡ 

reset (archivo)¡ 

for i: = 1 to e1 do 

begin 

readln(archivo,a[i] ,b(i] ,c[i] ) ; 

fima[i]:- arctan( b(i]/Ca[i] - ein) ); 

as 



end; 

end; 
close(archivo); 

procedure calculabeta; 
var 

altal, alfa: real; 

i, j, contador: inteqer; 

timen: real; 

beta: orray [l. .100] of real; 
begin 

contador :=O; 

alfa:a 0.00000; 

vhile contador <> m=l do 

begin 
tor i:• to m do 

begin 

end; 

timen:• arctan( ( pot•cos(LS7•alfa) )/(l+pot•si 

(1.57) •alfa) ) ) ; 

beta[i):= round ((fiaa[i]/fU.en)•lE6 ); 

ror j:•l to. do 

begin 

end; 

if abs (beta (j] = beta (j+l)) < = l then 

begin 
contador:a contador + .l; 

end; 

alfa:•alfa + 0.001; 

•nd; 
vriteln; 
vriteln; 
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vriteln(' el valor de al!a e ',alfa-0.001); 

vriteln; 

vriteln; 

alfal :•alta-o. 001; 

tau:• exp( ( 1/(1-altal)J• (aux)}/•'l:lax; 

vriteln(' el valor de beta• ',beta(i)/1E6); 

vriteln; 

writeln; 

vriteln(' el valor de tau • ',tau); 

end;(• de calculabeta •) 

beqin 
inicia; 

calcula beta; 

end. 
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