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INTRODUCCION 

La poca familiaridad que tenernos con el mundo microscópico y la 

dificultad de visualizarlo, nos obligan en algunos casos a tratar 

de entenderlo haciendo analogias con sistemas macroscópicos. Asi, 

generalmente se propone un modelo del sistema fisico que es motivo 

de nuestro estudio a través del cual se espera reproducir las 

caracteristicas esenciales que muestran los datos experimentales. 

Al final lo que se tendrá es 

con la realidad dependerá 

sobresirnplificado será lo 

un modelo, una imagen, 

de su simplificación. 

que se conoce corno 

cuyo acuerdo 

Un modelo 

la primera 

aproximación y que por lo regular reproduce el comportamiento mas 

esencial. La analogia o modelo será mas aproximado a la realidad 

mientras mejor reproduzca los resultados experimentales. 

Los modelos en muchas ocasiones pueden reproducir razonablemente 

un tipo de comportar.-.iento de un sistema fisico. En consecuencia 

para explicar los fenór:ienos presentes en un sistema fisico, en 

muchas ocasiones es necesario utilizar varios modelos. Uno de los 

ejemplos en la fisica donde ésto sucede es en la fisica nuclear, 

además en ésta la utilización de modelos ha sido fundamental para 

incrementar nuestro conocimiento de la estructura nuclear. 

Uno de los primeros modelos desarrollados es el modelo de capas, 

inspirado en el modelo de capas que explica el espectro atómico, a 

pesar de que no hay como en el caso atómico un centro de fuerza 

externo que produzca un potencial en el cual se mueven los 

nucleones, se considera que éstos se mueven dentro de un potencial 

común que ellos mismos producen. 
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Este modelo reproduce una gran cantidad de información experimental 

corno los números mágicos, sistemáticas del decaimiento ex y (3 

etc.Pero no puede explicar momentos cuadrupolares de núcleos con 

un número grande de nucleones de valencia. Los valores calculados 

resultan hasta dos órdenes de magnitud mas pequeños. Además la 

versión estandard del modelo de capas no puede explicar 

satisfactoriamente espectros de energía de tipo vibracional y 

rotacional. 

otros fenómenos observados en física nuclear son aquellos en los 

que participan un gran número o todos los nucleones y que se llaman 

fenómenos colectivos. Este comportamiento de conjunto adquiere 

importancia porque permite explicar los defectos de la teoría del 

movimiento independiente. 

Los movimientos de origen colectivo, pueden clasificarse de la 

sig~ie~te ~ancra. 

1) Las vibraciones superficiales conter..plan rnovirnientos de 

nucleones de un lado a otro de la superficie nuclear, La 

consecuencia son oscilaciones alrededor de la posición de 

equilibrio,en este caso una esfera; véase fig, I.la y I.lb 
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2) Las rotaciones de un núcleo deformado constituyen otro 

movimiento importante. Queda especificado el movimiento a núcleos 

defcr=~jcs, ya que si no fuera asi, queda~:a~=s en el pri~~~ cas~ 

de la fig. (I. la). Ya que el núcleo parece una densidad de carga 

eléctrica, los excesos de materia que quedan fuera de la esfera 

señalada en la fig.(I.la), al rotar, serán la causa de un patrón 

energético cuántico del tipo rotor. 

3) Otros movimientos de tipo colectivo, que suceden a energías 

mas altas que las anteriores son las resonancias gigant~s 

fotonucleares y los procesos de fisión. El primer caso se da 

cuando un fotón que incide sobre un núcleo desplaza a los protones 

en una dirección, luego, los neutrones se moverán en dirección 

opuesta para garantizra la conservación del momento total. 
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F19. 1. 2 

En este trabajo, nos restringiremos a bajas energías, es decir 

movimientos del tipo Rotación-vibración. 

Ahora cómo distinguir un espectro rotor y uno vibrador. 

El espectro vibrador está señalado en la fig. (I.3a), 

típico rotor en la Fig. (I.3b) 
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el 

Al dar importancia al comportamiento colectivo, el núcleo pasa a 

ser conceptuelizado como un continuo de masa que puede deformarse 

y ejecutar movimientos propios de un oscilador o un sólido rígido, 

como los son la vibración o la rotación respectivamente. 

Los primeros modelos colectivos fueron creados teniendo como 

imagen una gota de liquido. Así, el modelo atómico puede 
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pensarse como una gota de fluido nuclear que por algunas de sus 

propiedades como incompresibilidad, saturación y evaporación se 

asemeja a un 1 íquido. Entonces se puede aplicar la propiedad de 

tensión superficial a la gota nuclear y que ha sido muy útil para 

explicar los fenómenos de fisión y fusión nuclear. 

Los primeros estudios utilizando el modelo de la gota de líquido 

fueron hechos por Feenberg 1 y Bohr y Wheeler 2 ,que enfocaron su 

estudio en la estabilidad nuclear y asi describir el proceso de la 

fisión nuclear. 

Al introducir el concepto de grados de libertad colectivos de la 

superficie nuclear, Flügge fue el primero en discutir las 

vibraciones y rotaciones de superficie; pero no reconoció 

la estrecha relación que existe entre la forma estática y 

orientación de un núcleo deformado con las variables de 

cuantizar la imagen 

de i.:~ 

e 1 trabajo 

clásica de 

Esto 

de Bohr y Mottelson~que al 

Flügge, construyen el modelo 

colectivo que es fundamento de subsecuentes modelos. 

El movimiento de las partículas individuales quedan fuertemente 

influenciadas por las variables colectivas cuantizadas siendo 

posible hacer una analogía mas : La comparación del núcleo con una 

molécula: Ambos pueden tener un marco de referencia intrínseco, 

determinado únicamente por la disposición de los atemos (en la 

molécula) y deformación del núcleo, entonces es posible hablar de 

orientación. Las partículas independientes en el núcleo quedan 

identificadas con los electrones en el molécula. 

Los modelos colectivos que siguieron mantuvieron la misma 

filosofía (Hamil toniano), pero evidentemente tenían que ir mas 
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allá de una simple aproximación. 

Davidov 3
' 

4partiendo del Hamiltoniano de Bohr-Mottelson, inició el 

estudio de núcleos deformados con comportamiento triaxial. 

Mas tarde Faessler y Greiner 4
'

5 estudian núcleos axialrnente 

simétricos (deformados) a bajas energias (<JMev) con bastante 

éxito. La lista de modelos continúa, cada vez mas ambiciosos, pero 

esos serán mencionados mas adelante. ******* 
En este trabajo de tésis tenernos como objetivo principal, el 

estudio de una cadena par-par de isótopos del Ruthenio, en 

particular de Ru96 - Rul08. Este estudio se hace mediante el modelo 

colectivo (GCM) desarrollado por M.seiwert, J.Maruhn, P.O. Hess y 

W.Greiner~ En particular se utiliza una rutina de este modelo para 

computadora elaborado por D. Troltenier et Al. 

Hablar del estudio de una cadena de isótopos implica mostrar las 

caracteristicas y propiedades globales como individuales de los 

nucleos de la cadena. Poner en evidencia la importancia de su 

comportamiento colectivo y en consecuencia poner a prueba la 

capacidad del GCM. 

La trayectoria que se sigue en este trabajo para lleg1U' al 

objetivo es la siguiente: 

a) Estudio de las variables colectivas a utilizar en esta teoria. 

b) Establecimiento de la estructura del Hamiltoniano colectivo. -

e) Propiedades de la superficie de potencial colectivo. 

d) El modelo vibración-rotación (RVM) de Faessler y Greiner: 

e) Aplicación del RVM 

f) Breve introducción del GCM 

g Aplicación del GCM a Ruthenio. 

h) Resultados 

i) Conclusiones. 
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Los primeros cuatro puntos de esta lista son obtenidos del 

texto: Nuclear Models Vol 1 de Eisenberg-Greiner. 
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CAPITULO 2 

COORDENADAS COLECTIVAS 

Las variables colecticas nucleares se introducen en general, 

en base a una imagen clásica del movimiento nuclear, por 

ejemplo, una gota de liquido en vibración o un cuerpo que rota, ya 

que en algunos casos no se conoce la relación entre las 

coordenadas colectivas y las de los nucleones. 

El tipo de variables colectivas para describir la dinámica 

nuclear, puede variar, dependiendo del tipo de movimiento nuclear 

que está considerándose. En este trabajo se van utilizar como 

variables colectivas aquellas que describen a la superficie 

nuclear, cuando se considera al núcleo co~o una gota de liquido. 

Las variables de superficie aAµ se introducen como sigue: 

Supóngase que R(B,~ 1 t) es la función que describe la superfjcie 

del núcleo, y se expande 

R(e,~ 1 t) = Ro~l+[ 
A=O 

en armónicos esféricos se tiene: 
A 
¿ c-1)µ ªA-µCtl YA,µ ce,~)~ 

µ=-A 
(2.1) 

donde a 1 Al= {a ~ dependen del tiempo y µ=-A,-A+l,-A+2, ... ,+A A-µ 

Si se conjuga (2.1), teniendo en cuenta que Res real ycon 

la propiedad de los armónicos esféricos: 

* YA,µ= (-l)YA,-µ 

se tiene 
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R(e,q¡,t) Ro{ 1+ [ ª~-J.l(t) Y il., -J.L (e, q¡ l ~ 
il.,J.l 

haciendo el cambio -J.l J.l • 

R(9,4J,t) = Ro{ 1+ [ 
. 

(9, q¡) } ªAJ.l (t) Yil.,J.l (2. 2) 

y en consecuencia: . 
ªA,J.l 

( 2. 3) 

Ahora si rotamos el marco de referencia de la ec. (2 .1) 

R(e;qi;t) Ro{ 1+ [ 
' . 

Y;.. ce:qii~ = ªA,J.l(t) ,J.l 

aquí las a' 
i\.J.l 

definen la superficie nuclear en el marco rotado 

Los armónicos esféricos se transforman ante rotaciones 

mediante las DA (v): 
vµ 

r (t>' e') = I: o:< (v) .,. (B ·; 
A , u 1 v vµ A, t" ' ,,_ 

::: ~:-:le 1 as v rep:-esenta n 1 os angulas de Eu 1 er que definen 1 a 

rotación.Sustituyendo esta relación en la ecuación anterior y dado 

que ambas sistemas de referencia describen la misma superficie 

nuclear: 

Ro{H[ 
µ. 

(-1)µ.cxA_J.l(t) YA,J.l(9,ef>)} ~ 

=Ro{l+[ (-l)µcx~- (t)[ 
µ J.l V 

concluyéndose: 

utilizando (2.3) y la ortogonalidad de los armónicos esféricos 

cx~,v(t)= [ D~v(v) cx~:v(t) 
obteniendo finalmente 
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ya 

ª~,µ(t)= J D~v(~) ªA,µ(t) 

que DA (~J) es unitaria. 
µv 

ªhµ 

siguiente manera: 

Las sé tranforrnan bajo el operador de paridad, 

(2.4) 

de la 

(2.5) 

Según lo visto anteriormente ,las a's se transforman corno los 

armónicos esféricos ante conjugación, rotación y reflexión. 

Analizando el significado de R(B,<t>,t)según el valor de A 

Los términos con A=D corresponden a un cambio en el volumen 

nuclear. Esto puede explicarse corno un cambio en la densidad 

nuclear, algo que se espera ocurre a al tas energías, de i! 80 

A- 113MeV1 

En este tratajc es:a=8s interes3~~s en les estajos co!ectivos 

de baja energia (~ p~r !~ que se despreciará la 

contribución producida por el término monopolar (a
00

) • Los términos 

con a 111 quedan excluidos, ya que éstos representan una traslación 

completa de la superficie nuclear, para a{Jl pequeñas. 

Por lo anterior las primeras ªAµde interés que aparecen en el de 

sarrollo de R(B,4>,t) son los términos con A=2.Asi restringiendose a 

deformaciones nucleares del tipo cuadrupolar,es decir A=2, el 

desarrollo de la superficie nuclear R(B 1 ~ 1 t) esta dada por: 

(2.6) 

Escribiendo los armónicos esféricos en coordenadas cartesianasª: 

1 
E.Bertran 1 Nuclear Phys:lcs A.354 (1981) 129c-156c 
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:¡: (arr/1s) -l/2 (xz±iyz) /r2 

(2.7) 

utilizando la relacion entre coordenadas esféricas y cartesianas: 

r =(X2+ y2+ Z2)l/2 

e arctan ( ( x2+ y2)1/2/ 
2) (2. 8) 

l{J arctan y/x 

y estableciendo la ecuación de la superficie en cartesianas: 

se llega a: 

R= Ro [ l+ axx x}r 2 + ay y y}r2+ azz z 2 /r 2 + 

+2axy xy/r2 + 2axz xz/r 2 + 2ayz yz/r 2 ] 

a = (en /J s) 1 
/ 

2 ( 1 / 2 (ax x - a y y ± 2 iaxy) ] 2±2 

(2. 8 .1) 

ªz±i +(en/ls)
1

/
2

(axz ± iayz) (2.9) 

'(2a~z - au - O.;-y) J 

donde las coordenadas colectivas en cartesianas estan sujetas a la 

condición: 

axx + ayy + azz = o . (2.10) 

Todas estas relaciones donde el tiempo no aparece 

explicitamente, describen al nucleo en forma instantánea. Para 

cada instante, la descripción de la forma del núcleo, es mas 

sencilla si se hace una transformación a un sistema de ejes 

principales, en el que: 

R= Ro[ 1+ a~x x" }r" 2 + ayy y' }r" 2 + azz 

con a.' KY' = a' xz a'yz o y de acuerdo a la ec.2.9 

a o 
2-1 

a 2-2 

11 



¿ 
V 

donde se identifica a
2
µ= a

2
µ. Las variables de forma a

22 
= a

2
_

2 
Y 

a
20 

pueden escribirse en términos de las variables introducidas 

por Bohr 

f3 cos • 

(2 .11) 

El significado físico de éstas variables puede visualizarse 

evaluando los semiejes principales del núcleo, esto es: 

R = Ro [ 1 +a• Y (e' , cp' l + a· (Y (B' ,cp') + y 2-2 (e I 1 cp I ) J 
20 20 22 22 

R1 R (e = rr/2 cp I = o ) Ro (l+órx) 

R2 R ce = rr/2 cp'= rr/2 Ro ( l+óry) 

R3 R (8 = o ) Ro (l+órz) 

con 

Ó r> = ( 4 TI/ 5) -13cos (~ -2rr}:/3) }:=x, y, z ( 2. 12) 

E::-:"::::-:::-es, el núcleo es axialrnente simétrico para 1 oº, 60°, 

120°,ya que dos de los semiejes son iguales. 

El momento canónico conjugado nlAJ de las variables colectivas 

a 1
A

1 tiene que cumplir las reglas de conmutación: 

" -
[IIAµ , ª;>.·µ-] = -ihóAA'óµµo (2 .13) 

= o (2 .14) 

De la invariancia de las expresiones (2.13) y (2.14) ante 

rotaciones y reflexiones espaciales, se pueden derivar las 

propiedades de transformación de los momentos canónicos conjugados 

TIAµ 

Considérese la ec.2.13 para el caso especial A=A', µ=µ' 

12 



A 

TI?.µ -ih (2 .15) 

esto implica que IT;>.µ actuando en ~?.µ es simplemente -ih, esto es 
A 

TI?.µ , ª;..µ) = -ih (2.16) 

Esta relación es independiente del sistema de coordenadas y 

consecuentemente TI;>.µha de transformarse bajo rotaciones de una 

manera contragradiente a es decir, por medio de la matriz 

rotación !Al• o . Como la 

transf orrnaciones de paridad y 

entonces 

ec. (2 .16) es invariante ante 

(2. 17) 

(2 .18) 

Las propiedades ante inversiones temporales de rr?.µson obtenidas si 

se tiene en cuenta que: 

(2.19) 

entonces 

. * * TIAµ=(-h/i) ~/EaA,µ 1 2. 19. 1) 

utilizando (2.3), resulta 

fr~µ= -(-1)µ fr;>.-µ (2.20) 

La cantidad n!Alfonna un tensor irreducible de rango ;>. y paridad 

(-l)A transformándose con las ol?.J* y consecuentemente si el 

sistema de coordenadas es rotado 

fr~µ = ¿ Dµ~* (~)IT?.v (2.21) 
µ 

A menudo resulta necesario introducir un conjunto de operadores de 

creación y aniquilación de fonones ~:µ y ~;>.µ , respectivamente 

(2.22) 
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112[[fv(2BAwA)J- 1 /2~Aµ- i{hBAwA)/2)-
112 

(-1)µ 

-112 µ· 1/2 
112[[h1(2BAWA) J (-1) ªt..-µ +i(hBAwA)/2] 

es sencillo derivar las reglas de conmutación 
• + + . 
~/,.•µ•~/,.µ-~t..µ ~t..µ'" 8 t..t..· 8 µµ• 

+ + . 
[ ~/,.µ '~/,.µ 1 = [~/,.µ , ~t..·µ·l =o 

(2. 23) 

(2.24) 

(2 .25) 

(2. 26) 

que son justamente las reglas de conmutación ordinarias para 

bosones. 
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CAPITULO 3 

ESTRUCTURA DEL HAMIL TONIANO COLECTIVO NUCLEAR 

Hasta el momento sabemos que el Hamiltoniano es una 

función de las variables colectivas a: 1A1 y rrlAJ, entonces en este 

capitulo utilizaremos las propiedades ante transformaciones de las 

coordenadas y momentos colectivos para determinar la estructura 

general que debe tener la energia cinética 

energia potencial V(a: 1A1), posteriormente, analizaremos el caso 

mas sencillo del Hamiltoniano propuesto (oscilador armónico) 

construyendo sus funciones de onda en términos de operadores de 

creacion y aniquilacion de bosones (para un numero de fonones 

sJO). Finalcente se cen=:=n~~~n algunas aplicaciones del modelo de 

oscilador armónico. 

ESTRUCTURA 

El Hamiltoniano nuclear colectivo debe ser invariante ante 

rotaciones, reflexines espaciales e inversión en el tiempo [ve:r 

tabla III.1). Por tanto, únicamente combinaciones de IllAIY a:IAI 

que son rotacionalmente invariantes, etc. deben ser considerados. 

Al restringirnos a movimiento de tipo cuadrupolar A=2, el 

Hamiltoniano se desarrolla en serie como sigue: 

15 



Los B's y C's caracterizan los parámetros de inercia y rigidez 

del potencial respectivamente. Estos pueden obtenerse al comparar 

con el experimento, o de un modelo mas fundamental, como lo seria 

uno de tipo microscópico. Si no consideramos términos divergentes 

como Ho: 12Jx cx 12 J]!oJ~-i es posible mostrar que la ecs. 3.1 y 3.2 

son las únicas estructuras posibles · hasta ese orden de 

aproximación (tercero para T y cuarto para V de cuarto orden del 

tipo: 

desaparecen si m es impar, de lo contrario no son independientes
7 

a (a . o 
a ] (a . 

Las ecs. 3. 1 y 3. 2 constituyen lo q-.;e po-C:::-iamos denominar el 

modelo general, y modelos específicos dependerán del número de 

términos que se consideren en el Harniltoniano. 

EL HODELO DEL OSCILADOR ARHONICO CUADRUPOLAR 

Si únicamente se toma en cuenta el primer término tanto en T como 

en V, es facilrnente identificable con un Harniltoniano del tipo de 

oscilador armónico: 

Hº = (v5/2B2)[TT 12 Jx rr 121 ¡1ºJ•(V5C2 /2)[a 12 Jx CX (2] J (O] 

A 2 
[ 1~2µ 1 

2 
-(1/2B2)[ ITT 1 + C2/2 (3. 3) 2µ 

Corno rr12iy cx 12Jpueden escribirse en término de 

operadores de creación y aniquilacipn de bosones y viceversa, 

16 



TIPO DE 
INVARIANCIA 

SIGNiflCADO COl/SECUE N C IA 

Acoplamlen lo a 

Hamlllonlano 
momento an9 u lar 

Invarancla ainte y~r~e.,fid~ da ~ ~yurar 
ro tac 1 ones espaciales. escalar. v11lor esperad o 

de H. 

• ·-1 
(-1) ;..ª;..µ 1:'ª;..µl: = 

Concerva e l Ón 
l nvar 1anc1 a ante-

P(rr;._µ)P- 1 
(-1) ;..Tl;..µ 

de Jo 
reílecclones espa.cloles. = Parldod. 

• • -1 * H dependerá so 1 o 
lnvarlancla ante T(rr;._µ) T = +rr ;..µ de la.s pote ncJas 
lnverslon del tlempo. pares de rr 

E"•to. t':"•:l ".'. -·...:•'..re. t ':'9 c•í·V'..:t·:-=:: invar•.r:.:..~·lW!l d ... ~ 11-:l-:•.1..tor.t:.:.no 
::; ..... .-.,::--.-~~---·~ ~1-~· 

T.;il;..'.~ l II. 1 
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es posible reescribir la ec 3.3 como: 

( 3. 4) 

aqui 

La ecuación ( 3. 4) puede escribirse también en términos del 

operador de número de fonones: 

(3. 5) 

que es un buen número cuántico ya que conmuta con H
00 

(3. 6) 

Para la construcción de los diferentes estados, partimos del 

estado correspondiente a cero fonones, identificado con el vacío 

1 O> y si aplicamos operadores de creación sucesivamente hasta 

crear el estado l/JH 
µ 

con N como el número de fonones de clase 
µ 

µ contenidos en este estado. 

al aplicar el 

1 l/JM ) 
µ 

H 

= ((3. ) µ 1 o ) 
2.µ 

operador de número ñ en la ec. 3.7 obtenemos - - w. 
n2µ l/IH Nµ l/IM 

µ µ 

(3.7) 

(3. 8) 

Si el estado que consideramos tiene N
11 

fonones del tipo µ, 

El operador de número se define: 

t1"' ri L 2µ 

Asi la ec. 3.6 puede escribirse como 

18 

( 3 .10) 

(3.11) 



en consecuencia 

H Vi ( N + 5 / 2) hw
2 o a N / N , N

0 
, ••• , N

2 -2 -l 
( 3 .12) 

donde N = N-2+N-1+No+Ni+N2 es el número total de fonones, 

cada con energía hw
2

• 

Antes de construir los estados con momento angular definido es 

necesario establecer lo siguiente. Como vamos a considerar núcleos 

par-par, el estado base tiene paridad positiva y momento angular 

cero. Por otra parte, el operador de cración de fonones ~;µtiene 

momento angular dos y proyección µ. Entonces es facil mostrar que 

el estado ~· 1 O ) satisface que: 2µ 

L2 (:J• !O > = 2(2+l)h2(:J• IO > 2µ 2µ 

i.zf:J. 1 o > = µhft 1 o > 2µ 2µ 

(3.14) 

Así ~;µ 1 O ) es un estado de un fonón , N=l, con momento angular 

dos , !=2 y proyeccion M 

proyección H es directamente (el factor de norr::alizacion es 1) 

IN=l, !=2 ,H > (3+ 1 o > 
2µ (3 .15) 

El estado con 2 f onones esta dado por 

IN=2,I,H > (3 .16) 
.1t.2 

donde o ~ I ~ 4 • PUede mostrarse rapidamente que 

< N=2,I,HIN=2,I,H > =1 A
1
12

(1+(-1)
1

) (3. 17) 

por tanto, los estados con momento angular I =1,3 quedan 

excluidos. 

+ • + 
o' 2, 4 . 

Entonces hay tres estados con energía 2hw a 
2 

saber 

En el acoplamiento de tres fonones se obtienen 5 estados 

degenerados 0;2;3;4•y 6+ por efecto de la normalización. Para 

estados con mayor número de fonones es necesario tomar en cuenta 
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el apareamiento de fonones a momento angular cero.Algunos ejemplos 

se dan en la tabla III.2 

o IO, 00) ~ fOj 

J l, 2 M> ~" ¡ll.,JO> 

]2,IMi f':". l·/2 }: (22/11111m1.\/J¡Í1, .. 1 ~'L)O> 
"'•·,,,l 

¡:t,6M) :-J.,')~ CZ·~6\m 1 m,.H;?_ 1 :~.4mi) 
,,,lo,,,l 

'ru 
'\"l1 

"'l·'"'l 
!.: 12.: .t ¡1•1, •·11 .\; •¡iJ-. P .. •,, .. ,,} 

~~~~r~~E:nQrgla 

l/iwi 

(l, 2, 4 (2+ ll!111J¡ 

p, J,\f) O-:" h') {\,/-~ ~ t~n¡f')¡l"t·\f:¡:,~-. 1
;, ~/'':'' (-11 ll'"·" 

"1¡,"'l 

- ,{} 1; C24.\lm 1 m 1 .\/J¡iJ .. 
1
::, 4•·: 1 '} 

jJ,2,\/) =-- J·, ~ { .. //•
0

\ (:O~¡.\f O .\/11};,,12,C•), 

+ ,l~/01\- ~ {222~m 1 m 1 \/,1 ~:' ... 
1

¡2,2111 1 ) 

,- 't. 
'·: 

,¡. ¡ 

Tabla III.2 
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CAPITULO 4 

LA SUPERFICIE DE ENERGIA POTENCIAL COLECTIVA 

En este capítulo trataremos las simetrías que aparecen cuando 

pasamos a describir nuestro sistema nuclear desde el sistema de 

laboratorio al sistema intrínseco. También mostraremos algunas 

posibilidades para la superficie de energía potencial en 

dependencia de los parámetros. 

Estas posibilidades están relacionadas con los diferentes estados 

del núcleo, ya que es posible reconocer un vibrador armónico 

anarmónico; si esta deformado en sus estado base o es esférico en 

a!~~~ estadc excitado. Es conveniente recordar que en este nodelo 

se::: ::-C'nsideraremos 2 a pequeñas, ya que para 2 a grande 

(tendiente a infinito) nuestra aproximación resultara inoperante. 

Se supondrá entonces, que la superficie del núcleo quedará 

descrita únicamente en términos de a's de pequeña magnitud. Acerca 

de los parámetros, estos son obtenidos de la comparación con el 

experimento, pero también podrían ser obtenidos de modelos mas 

básicos (como el de capas). Cada conjunto de parámetros de la 

energía potencial distinguen al núcleo del cual se habla; sus 

mínimos, su simetría, etc. 

El sistema intrínseco 

La superficie nuclear en coordenadas cartesianas es: 

• '4'2' '4'2. '2. 
R= Ro( l+ cxxx x ¡r + CXyy y ¡r + CXzz z /r ) ( 4 .1) 
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esta es invariante ante las transformaciones 

x' -x' (4.2) 

y' -y' ( 4. 3) 

Z' -z• ( 4. 4) 

entonces (4.1) es invariante ante transformaciones especulares 

La transformación que se hace del sistema del laboratorio al 

sistema de ejes principales del núcleo, trae consigo un problema. 

La transformación no es uno a uno. Esto se discute a continuación, 

ver Fig IV.l: 

{x,y,z~ 

~x' ,y' ,z' Las coordenadas en el sistema 
l ntr l ns eco rotado. Ta J rota e 1 on queda 
determinada por los anqulos de Euler 

X 

Fi.g. IV. 1 

Introduciendo las componentes esféricas 

reemplazar las coordenadas cartesianas. 

rm de (x,y,z) para 

(4 .5) 

22 



Haciendo lo mismo para el sistema intrinseco 

r; = r ( rn/J) Ylm ( 11 1 
1 <p 1 

) ( 4. 6) 

donde 11, <p y 11', <p' son los angules polares en el sistema de 

laboratorio y en el sistema intrinseco. 

Se requiere que las distancias se conserven, por lo tanto 

(4. 6 .1) 

Además !:m puede ser representado en el sistema rotado por 

= ¿ 1. 
(4. 7) r D (111) r' 

m mV V, 
V 

Para que esta ecuación conserve los grados de libertad, hay que 

definir los ángulos de Euler, de manera que en el sistema rotado 

un punto debe tener coordenadas fijas r' = ¡:: 
V V 

Entonces en la ec.4.7 se tiene tres grados de libertad del lado 

izquierdo, a saber x,y,z y del lado derecho, también tres grados 

de 1 ibertad : 11:, 112, 113. 

Los números fijos x,y,z caracterizan las coordenadas intrinsecas 

del punto. Si el punto se mueve en el laboratorio: x = x(t) 

y y(t) 1 z z(t), entonces, los ángulos de Euler quedan 

definidos en fuñción del tiempo ~1=~1(t) si imponemos que!:~= ~v 

El problema consiste en que los ángulos de Euler pueden definirse 

de manera distinta, De hecho la definición más usual, es que en el 

sistema intrinseco, los ejes x',y',z'coincidan con los ejes 

principales de un núcleo. En ese caso, la transformación de !:• a 

las nuevas coordenadas no es uno a uno, ya que para cada conjunto 

!:• pertenecen diferentes conjuntos ~1, ~2, ~J, !: ~.Para ser exactos, es 

posible escoger de 24 diferentes maneras el sistema de coordenadas 

intrínseco coincidente con los ejes principales y aún describir el 
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mismo punto en el sistema de laboratorio. Algunas de estas 

posibilidades se muestran en la fig. IV.2 

.r 
~e Y.y• 

\,. 

Fl9 IV.2 

La fig. IV. 2a corresponde a la situación normal. El sistema 

intrínseco x',y',z' es el sistema original de la fig. IV.1 y esta 

rotado a través de los ángulos de Euler ~1.~2.~J, con respecto al 

sistema de laboratorio. En este sistema intrínseco en especial el 
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punto fijo tiene las coordenadas: 

x'= x , y'= y , z'= z ( 4. 8) 

Si la misma fig.IV.2a es rotada n/2 alrededor del eje z,entonces 

se tiene otra posibilidad para el sistema intrínseco, teniendo 

entonces: 

x'= y , y'= -x , z'= z (4. 9) 

Las figuras restantes, son obtenidas al hacer una rotación 

alrededor del eje z de n y 3n/2 respectivamente, entonces se 

tiene : 

x'= -x , y'= -y , z'= z 

x'= -y , y'= x , z'= z (4 .10) 

Ademas de estas posibilidades para el sistema intrínseco, existen 

también los siguientes: 

a) Para cada caso de las figuras anteriores, la inversión de los 

ejes x', z'. 

b) El eje z puede ser escogido ya sea a lo largo del eje z', del 

x' o del y', ya siendo en ·el sentiso positivo o negativo de los 

ejes de la fig.IV.2(a). Entonces se tiene 4X3X2= 24 posibilidades 

para hacer coincidir al sistema x',y',z' con los ejes principales. 

Puede mostrarse que las 24 posibilidades pueden construirse en 

términos de únicamente tres transformaciones básicas que 

denotaremos : R1,~,RJ, definidos de la siguiente manera: 

ci,-y,-z,1'1+n,n-1'2,-1'JJ 

~(x,y,z,1'1,1'2,1'J) (y,-x, z,1'1,1'2,1'J+n/2) ( 4 .ll) 

RJ(x,y,z,1'1,1'2,1'J > = cy,i, x,f1(1'1J ,f2(1'2J ,fJ(1'J)) 

donde un caso especial puede ser (ver ref 7.1) 

" --- --- rrrr RJ(x,y,z,1'1,1'2,0) = (y,z,x,1'1,1'2+ 2•2 
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De acuerdo a los ángulos que utilizan estas transformaciones : 

( 4. 12) 

Estas tres transformaciones se representan a continuación, ver 

fig. IV.3 

,. r. 
1': ¡ 
r' ,.¡ 
z'=·1 

"" ~ . ' ' ,. 

'"'-·· 

t:' ''I r ~~·~.!'..:-¡' 

:~, 

"-. ,. 

La \.rg" lrana:formaci.oneg bo.e\co.G. 

Analizando tales transformaciones : 
A 

1':; 

{~ii 

1 ~ • 

1':i 

R1 corresponde a una reflexión simultánea de y' y z' y un 

cambio correspondiente en las coordenadas intrínsecas (x,y,z). 
" R2 representa una rotación de rr/2 alrededor del eje z y 

simultáneamente un cambio de las coordenadas intrínsecas 

x'~ y , y'~ -x , z'~ z 
A 

- RJ describe un intercambio cíclico de los ejes x' ,y' ,z' y un 

esto puede verse de la definición de los ángulos de Euler. 

La relación entre las coordenadas del laboratorio y las 
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coordenadas del sistema intrinseco ~x1} ~ ~x1 1 f esta dado por la 

matriz de rotación 

l 
co i>iJl e o st12c os't3-3-t>en'9tscn'9J Gentllcoi;.'92cos'd3•cosíJlsln1'J -cen~2cosi'l3 

-co síJl e o &~2~ 1!-n\93-i>ent11cos'\S3 -sentilcos'92sent93+coli~lcosÜ3 sen°\92s en1'3 

cosi}lscn\J2 scn1'lsen~2 co&~2 

asi 

X1 1 

3 

I RlJ (1'1,1'2,1'J)XJ 
J=l 

( 4. 13) 

i=l,2,3 (4.14) 

Sustituyendo los cambios de los ángulos de Euler de acuerdo a 

(4.11) puede checarse rapidamente la interpretación de R1,R2 y RJ. 

Por ejemplo, si se hace la substitución: 1'1 

finalmente 1'3 -ih; las componentes z' ,y' cambian su signo de 

acuerdo a (14)~ie~~ras que la co~ponene~e x' no. Est= C8~~espc~d~ 

a la transforr.:ación realizada por R:,ver Fig IV.3 

Cada una de las 24 posibilidades de hacer coincidir el sistema de 

coordenadas intrínseco x' ,y' ,z' con el sistema de ejes 

principales, puede obtenerse via el siguiente producto: 

donde ni. n2, n3 son enteros. 

Ahora se verá como estas operaciones de simetría establecidas en 

(4.11) afectan a las variables colectivas. 

Las variables colectivas con respecto al sistema de ejes 

principales son ao y a2. La superficie del núcleo en el sistema 

intrínseco en términos de coordenadas cartesianas es definido por 

la ecuación: 
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núcleo en el sistema intrínseco en términos de coordenadas 

cartesianas es dada por las ecuaciones: 

R= Ro[ 1+ axx x}r2 + a~y y
0 Jr2 + a~z '2 2 z /r (4 .15) 

" " " En consecuencia, aplicando Ri,R2,RJ a la última ecuación se 

de acuerdo a (4.13) se obtiene: 

o 

" . 
R10:xx 

" ' RHXyy 

" I 

Riazz 

R1a2 

" Rtao 

axx 

O:yy 

azz 

a2 

ªº 

" . 
R2axx ay y 

" . 
R2ayy axx 

" I 

R2azz azz 

R2a2 

" R2ao ªº 

En la representación f3-r se tiene: 

" . 
RJaxx 

" . 
RJayy 

" I 

RJazz 

Rc/3 = f3 

R17 = 1 

ay y 

I 

azz (4 .16) 

=·axx 

v6 ao/ 4 - a 2/ 2 , 

-ao/2 + v6 a 2/2 

(4 .17) 

Rc/3 = f3 

y as1 las transformaciones básicas pueden escribirse como sigue: 

" R1(f3,~ 1 "1,"2,"J) 

fu ( f3 1 t I "11 "21 "J) 

ó 

" rr rr RJ(f3,r,"1,"2,o) = (f3,r,"1,"2+ 2'2) 
Para RJ, tenemos casos especiales de "J, ya que en general es muy 

complicado. 

Supóngase ahora una única función de las coordenadas del 

laboratorio, {xi ~, { a
2
µ ~ .dada por f (x1, a 2µ) • Entonces a cada 

conjunto de variables { x1 ~, { a
2
µ ~corresponde una única función a 

saber, f (x1, a ) . Expresando esta función en términos de los 2µ 
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ángulos de Euler y las funciones intrinsecas, partiendo desde las 

variables del laboratorio 

transformaciones x1 x1' y o:2µ a 
2V 

Utilizando 

(4. 20) 

f(il1,i12,i1J,X' ,y' ,z' ,ao,a2) 

que reporta las siguientes consecuencias: Ya que r m =[ D~~ (il) r ~y 
" " " además invariantes ante R1 ,R2, RJ entonces 

f' es también invariante ante ellas, es decir, ante las 24 

transformaciones especificadas ya. 

Si se hacen cálculos con variables intrinsecas, ya sea para 

resol ver un Hamil toniano en estas coordenadas, en general las 

soluciones l/l~(il1,i12,1JJ,x' ,y' ,z' ,ao,a2) no son invariantes ante 

" " " las transformaciones R1 ,R2,RJ. 

Si se quiere tener una función que sea única en el sistena de 

laboratorio, que también sea única en el sistena intrínseco, 

entonces se necesita simetrizar de la función de onda y la cual 

automáticamente genera simetrías en las funciones de las 

variables intrin~ecas. 

Ahora para analizar tales tipos de simetría hay que partir del 

potencial superficial colectivo: 

(v'S/2 B2) [0:121x a:r21 1ro1+ C3[[0:121x o:r21lr21x a:r21lro1+ 

+ c 4[o:r21x a:r21lro1[o:r21x o:r21¡ro1 + ••• 

(4.21) 

Expresándolo ahora en términos de los ángulos de Euler y 

de las coordenadas colectivas, la forma del potencial no cambia, 

ya que este es un escalar. 
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V(ao,a2) (v'S/ 2 Bz)[al2lx a12i 110J+ CJ[[a121x a12i 1121x a12i 110J+ 

+ c 4¡al2lx a12i 1101[a12¡x a12i 110J + ... 

(4.21.1) 
escribiendo los coeficientes de Clebsh-Gordan correspondientes (en 

la notación de Rose) 8
. 

V(a ,a ) =C2(a 2+2a 2) + v'sc /5 [a J (2221ooo)a2 + (22212-2o)a2+ 
o 2 o 2 J o1 o 2 

+(222l-220)a2 + a { (222I0-2-2)a a + (2221-20-Z)a a ~ + 2 2 02 20 

+a2{ (222I022)a
0
a 2+ (222l202)a2a0 ~ ] .+ C/5(a~+2a:) 2 

2 2 ---- 2 2 2 2 2 =C/2(a0+2a2 ) + v'2/Js c
3
a 0 (6a 2-a

0
) + C/5 (a 0+2a 2) 

( 4. 22) 

Para esta función que solo depende de a 2 y a 0 únicamente 6 

de las 24 simetrias que cambian al sistema intrinseco (a 0 ,a 2). 

Estas 6 transformaciones pueden construirse a partir de las dos 

transfor.~aciones basicas: 

Tl (ao,a2) (a
0

, -a 2 ) 1'" = 1 1 

T2(ao,a2) (-a0/2 (v'6/2) v6" a/2) 
• 3 

1 (4.23) + a 2 I a - T = o 2 

O-en$ 
. 

.¡.2 = 1 y r T 1 (/3, 7) (ti, -rl 
1 

T 2 (tl,r) (ti, r-21113) T3 
= i 2 

Explícitamente estas transformaciones están dadas por 

T2(ao,a2) (-a0/2 + (v'6/2) ª2 -(v'b/4) ªo - ª2/ 2 ) 
·2 

(-a 0/2 - (v'6/2) cv6/4J ª2/2) T2(ao,a2) a a -2 o 
·3 

(ao,a2) T2(ao,a2) 
(4.24) 

.¡.1.¡.2<ª0'ª2> (-a0/2 + (v'6/2) a (v'6/ 4) ªo+ ª2/ 2 l 2 
• • 2 

(v'6/2) (v'6/4) T1T 2 (a 0 1 a) (-a 0/2 - ª2 a + ª2/2) o 
• • 3 

= T (a ,a ) T1T2(ª0 1 ª2) (a 0 , -a2) 1 o 2 
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En la siguiente figura (fig. IV.4) se da una interpretación de 

estas 6 transformaciones; las lineas a 
2 

o 

a
2
=-(v6/2)a

0
generan 6 áreas en el plano a

2
-a

0 

Por simetría, la fisica queda determinada en cada área. Ver 

fig.IV.4 

HODELO ESQUEHATICO PARA LA SUPERFICIE 

DE ENERGIA POTENCIAL COLECTIVA 

-· t 

De la ec.(4.22) poctemos darnos cuenta, que existen diferentes 

superficies de energía potencial, dependiendo éstas de los valores 

de los parámetros C2, C:J, y C4.El modelo con estos únicos tres 

parámetros, ya señala algunas de las características escenciales 

del comportamiento colectivo nuclear a bajas energias. Estas pueden 

ilustrarse encontrando los máximos y mínimos7 de (4.22) y así 
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obtener conjuntos de parámetros de interés. 

En la tabla IV. l se muestran algunos de los puntos críticos de 

interés. En las primeras tres columnas se especifica el signo de 

los tres parámetros, en la siguiente columna se da el valor del 

valor critico para el cual existe un mínimo. Las sihuientes dos 

columnas indican en que parte del plano V(a
0

,a
2
)tiene lugar el 

mínimo (en los ejemplos son prolatos). La última columna tiene la 

gráfica correspondiente, de las cuales la primera indica que para 

el signo de los parámetros ejemplificados· siempre existe un mínimo 

en el origen del plano (a
0

,a
2
). Las siguiente es un segundo mínimo, 

este se da solo si el valor critico x > 56/9. El otro mínimo que se 

ilustra solo se da si 56/ 9 < x < 7. 

bajas energías. Basta con hacer álgebra de máximos . • 7 y minimos , 

para obtener el conjunto de parámetros que nos señalan un estado 

de interes. 

En la ta~:~ =~.l se puestran algunos de los puntos críticos de 

interés, y el tipo de deformación que representa en el núcleo. 
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CAPITULO 5 

EL MODELO ROT ACION - VIBRACION 

Este modelo es útil para describir núcleos de simetria axial y 

que es tan deformados en su estado base. De tal manera que puede 

desarrolarse alrededor de la posición de equilibrio 

deformados en su estado base. 

Expandiendo la energia potencial colectiva alrededor de la 

posición de equilibrio 

tener:ios: 

ªo = f!o+ ª~ = f!o+ €; 

a
2
= o + a~ : o + ~ 

V(a' ,a') = (C a' 2)/2 + (C a' 2 )/2 =e ¡;;2+ e ~2 o 2 00 22 o 2 

(5 .1) 

(5.2) 

considerando oscilaciones pequeñas la energia cinética clásica esta 

dada por: 

La energia cinética clásica a primera aproximación es 7
: 

T=!.B[a" a 
2 µ. 2µ. 2µ. 

ó T '" Mk,
2 

B ( ·2 2a,2) 
= J.. 2Ik (a ) + -2- ªo + 2 

k V 

donde aparecen los momentos de inercia Ik: 

2 - 2 I1 (a
0

, a 2) =B ( 3a
0 
+2v'6a

0
a 2 +2a2) 

I2(a ,a )=8(3a2-2v'6a a +2a2
) o 2 o 02 2 

l3(a ,a )=8Ba 3 
o 2 2 

4Bfl
2sen 2 

(7-2rr1J) 

4B{J
2sen 2 

(7-4rr1J) 

=4B{J
2 sen 2 7 

adelante.La energía cinética (5.3) o (5.4) 

(5.3)-.. 

(5.4) 

(5.5) 

es una expresión 

clásica y tiene que cuantizarse, para esto se utiliza el método 
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siguiente: 

CUANTIZACION DE PAVLI 

Escribiendo la energia cinética corno una forma bilineal en todas 

las velocidades qv : 

T = ~ I gµv(qa) qµqv µ,v = 1,2 ... , (5.6) 

donde las gµv<qa} son funciones de las coordenadas unicarnente. 

El elemento de longitud en este espacio esta definido por la 

expresión: 

(5. 7} 

Entonces la forma cuantizada de la energía cinética (5.6} toma la 

forma: 

T ( 5. 8) 

donde g es el determinante de gµv' y -1 . 
(g ) µv denota la matriz 

inversa de gµv· La ecuacuación (5.8) puede reescribirse 

T =!.E I (a ,a) H: V ("1,"2,"J) d"1~2 + .!.B(a' 2+a' 2
} 

2 k o 2 kl dt 2 o 2 ( 5. 9) 

el término entre corchetes es la ve~ocidad angular con respecto al 

sistema intrínseco. 

Ahora identificando las coordenadas: 

"3 
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y comparando las ecuaciones (5.9) y (5.7) tenemos: 

gl I= B 

g22= 2B 

gl k = gkl =O si k "1 

g2k = gk2 =O si k " 2 

µ,V <:. 3 

Esta métrica 
r 

explicitamente esta dada como sigue: 

B o o o 

o 2B o o 

o o I 1 sen 21'2cos21'J -I1sen1'2cos1'Jsen1'J 
+I2sen21'2sen21'J 
+!3COS 21'2 

+I2sen1'2sen1'Jcos1'J 

o o -I1sen1'2cos1'Jsen1'J I1sen 21'J+I2cos 21'J +I2sen1'2sen1'Jcos1'J 

o o !3COS1'2 o 

El determinante de esta matriz es facilmente calculado: 

g = 2B2sen21'2I1I2IJ 

(5.10) 

l 

o 

=-

!JCOS1'2 

o 

!3 

(5.11) 

(5.12) 

Encontrando la inversa de la matriz (5.11) y utilizando las 

ecuaciones (5.11) y (5.12) se determina la expresión cuántica de 

la energia cinética 
" " " T Trol + Tvlb (5.13) 

" donde Trol esta dada por: 
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A 

Trol 
2 1 coso 3 a a º 2 

-h [ -21'1.Ta-~ (- 5eñij2 -81'1 +seni!J ~2 +coto2cosi!J atf"3) + 
o 2 

+ (5.14) 

En la ec. anterior, los términos dentro de los paréntesis redondos 

son las componentes del momento angular en el sistema intrínseco. 
A> A 

Lk = Lk (1'1) 

Si se define: 
A 

Mk = (1'1) = hLk (1'1) (5.15) 
A 

entonces Trot se convierte en : 

Trot 

J 

= [ 
A> 2 
Mk (5.16) 

bl 

La parte vibracional depende de la parte no diagonal de gµi• 

Tv1 b 
a 
aa o 

--a·· ~5 /2a (3a2 -a 2 )sen1'2 
+ --.-S-/-:-2---2-:---2------ Ba .. -. --0-'--<>-2 

4B a
0

(3a
0 
-a

2
) sen1'2 2 2B 

Si se hace la substitución a
0
= ~cos7 Y a

2 

sen1'2 !:. 
2 

(5.17) 

se obtiene la forma utilizada por la escuela de Copenhage 

.. 
Tvlb 
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El elemento de volumen es : 

4B512 /a //Ja 2 
- 2a"l /sen1'2/da da dl'i dl'i dl'i 

2 o 2 02123 

(5.19) 

CAMBIO EN EL ELEMENTO DE VOLUMEN 

Originalmente el elemento de volumen fue escogido como: 

donde 

dfl 1 senl'J2 / dl'i dl'J dl'i 
l 2 3 

(5.20) 

y 

di = v2 /a //Ja2 - 2a2/da da = /3 4 /senJr/d/3dr 
2 o 2 o 2 

como el elemento de volumen de la parte vibracional. Las funciones 
han de ser normalizadas como: 

Il.1 • (a , a ) ,, (a , a ) D (a , a ) da da = l ( 5. 21) 
02 02 02 o;: 

con D (5.22) 

Resulta Conveniente hacer un cambio de volumen que redefine la 

función de onda como: 

rp (a
0

,az> = vñ l/J (a
0
,a

2
J 

que se normaliza de acuerdo al nuevo elemento de volumen 

dT(a
0

,a
2

) = da
0
da

2 

Jl/J.(a
0

,a
2

)rp (a
0
,a

2
)da

0
da

2
= 1 

(5.23) 

(5.24) 

El cambio en el elemento de volumen, modifica la ecuación de 

eigenvalores 
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a la siguiente : 
A 

Tvlb(a0,a2) ip(a0,a) 

y la función de onda : ip = vñ W satisface 
A 

Tvlb ip(ao,a2) = E ip(ao,a2) 

donde 
A h2 1 a -1 
T 2 V'D ¿ o aa(g )kA vlb 

k, j\:;:-Qt 2 k • 

h2 
¿ 2 

k, A"o,2 

El potencial adicional es: 

V 
ad 

2 -1 
_h_ L ~ ~o a i g l k' A 
40 k, A • "ª >. cak 

Ahora : 
A 3 

T = ¿ 
lr-1 

A 

El operador H puede escribirse 

a -1 
aa(g )kA 

k • 

ªº éa 

entonces 

~o r 
oa A 

a 
BaA 

a 1 
BaA Y'D 

+ V 
ad 

A 3 Ao2 h2 ª2 1 ª2 (3a2 
+ 6a2) 2 Mk H = E --[- + + ~2'-

)t;l 

donde 

2Ik(~,~) 

di: = dílda da o 2 

En la representación 

2B Bao 2 

13-• tenemos: 

2ª-;;-2 2 2 2a2) 2 8a2(3a
0

-2 2 

(5. 25) 

(5. 27) 

(5.28) 

(5.29) 

+ 

(5.30) 

A A 1 2 
H = L -..,~--,-,,M_k __ 

2lk(13,, ) ~= ~ ~ ~13 {34 ~{3+ 13\ se~ 3; ~,sen3o ~,l + 

+ V(l3,'1) 
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(5. 31) 

Por otra parte, la parte rotacional y vibracional quedan 

acopladas debido a su dependencia de ªven los momentos de 

inercia. 

Por la misma suposición de que se trata con núcleos axial mente 

simétricos, se pueden expander los momentos de inercia 

términos 

donde Io 

de segundo orden en 

l 
rl 

l 
Y2 

2 1 2a• - [1+-2-+ 
Io (32 

o 

l 2a· 2 
- [1+-2-+ Io 

13
2 

o 

1 1 
l3 8Ba' 2 

a~/ (3 o , quedando: 

2v6a 1 a 1 2v'6a' 
---2-0 ---2 

(3 2 
o (3 q 

2v6a 1 a' 2v6a 1 

---2-0 ---2 

(3 2 (3 
o 3 o 

2a· 3a? 
---o-+ --o-) 

(30 (32 
o 

2a· 3a• 2 

--0- + --o-] 
(3 (3 2 

o o 

hasta 

(5.32) 

Haciendo una expansión similar alrededor de Vad' se obtiene el 

Harniltoniano del modelo Rotación-Vibración (a~= ( , a;= 71) 

H = H .,. H + H 
rot vlb vlbrol 

donde: 
A 

-H 
rot 

..... 
1 2 ""' 2 "'' 2 

1!.!_ + H2 H3 
2I

0 
2I + 16Ba ' 2 

o 2 

A 

H 
vtbrot 

"' 2 "'2 2-'-6 _,-+ H· + H- r v s7l _ ~ 
4I 0 (32 313 o o 

(5.33) 

Aqui se definió: 
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' H• = H1 + i H2 

H- = H1 - i H2 
1 ..... .., 

M:2> MI - H2 = -2- (H•"+ 

Ahora se verá la solución de tal Hamiltoniano. 

Las partes H rol y H tienen 
vil> 

solución exacta. La precisión de 

la solución completa depende del tratamiento que se le da a la 

parte HvlbrolLa solución exacta es obtenida al diagonalizar 

esta matriz. La solusión aproximada es obtenida si se utiliza 

teoría de perturbaciones. La primera es mas conveniente si se 

quiere obtener estados con espín alto. 

SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHRODINGER 

A A 

Para la solución exacta de Hrot+ Hvlb se plantea: 

(5.34) 

Utilizando el "anzats" para la función de onda: 

- ¡• 
<p(1'J,(,11) = Dak(1'J) <p(t;,11) 

Además teniendo en cuenta la ecuación de eigenvalores para el 

rotor simétrico, es obtenible la siguiente ecuación: 

PCI+l)-k
2 l h

2 
(k!!.l)h

2 
h

2 a2 
1 a2 

2! + l6B1/ - 2B [ ~2 + 2 a:ij 2 J + 
o 1 2 2 

+ 2c
0

i; + c
2

11 J cp(t;,11) =E cp(t;,11) 

(5.35) 
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Por tanto es diagonal para k y puede separarse ~ y ~ 

rp(~,~) = :tn(~) gn (0 
o (5.36) 

dando origen a dos ecuaciones diferenciales 

(5.37) 

y 

o (5.37.1) 

Esta última tiene corno solución al oscilador armónico, que en 

términos de los operadores de creación y aniquilación queda 

g m = ¡n > = (n !)-112 j¡• ... j¡• jo> no o o o o 

donde se ha considerado 

~ 
~ __ h_ }l/2 

2Bw (¡3~+ ¡30) 
o 

~ -iw ~ __ h_ }112<-fi•+ 
2Bw o 

con y - ~ 2~ } i12 

o 

e I = 3 B (3
2 

o o 

o 
o 

0 ( 3c )112 
1-'0 2E t C 

/3 

-

no veces 

y(¡3~+ ¡30) 

A 

(30) = -iw o y <-fi·+ A 

(30) o 

h( Co }112 
B 

La energía E
0 

para las vibraciones a
0 

son: 

E = (n + ...!. )hw = (n + ...!. }h ( Co ) 112= (n + ...!. } E 
o o 2 o o 2 B o 2 f3 

n
0 

o, 1, 2 ..• 
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Ahora, la solución de la ecuación (5.37) para las vibraciones 7) (ver 

Eisenberg-Greiner ,Aria A.P~º) queda ya normalizada. 

11 + 3/2> 
J A k f'( 1 + _3_ + n ) l l I 2 2 
1 k 2 2 r 112 k12 -AT) /2 
---------------- l 7J 1 7J e + 

( n ! ) i i 21( 1 + 2-2 ) 
2 k 

donde las energías son: 

donde 

E - E o 

hw = h( ~ )112 

2 B 
E 

En suma, la función de onda total buscada es: 

¡¡, (1'J,C7J) =No;; (1'J) :t:rn (7J) lno> 
2 

donde N es el factor de normalización 

SIHF:TRIZACION DE LAS FUNCIONES DE ONDA 

(5.41) 

(5.42) 

(5. 43) 

En el capitulo 3 se mostraron las simetrías que una función de 

onda, en términos de los ángulos de Euler debe cumplir. Pero la 

ec. (5.43) no tiene estas simetrías, por tanto habrá que 

simetrizarla; en otras palabras, se necesita que la función de 

onda que está bien definida en el sistema de laboratorio no sea 

ambigua en el sistema intrinseco, debido a las varias maneras en 

las cuales puede ser escogido este último. 
~ 

Aplicando el operador R
2 

a la función de onda (5.43) 
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R D 1 
• (1' ) ( ) 

2 mk J x.n 1J 
2 

De la definición de 0 1 (ver Rose 8
) se encuentra que: 

mk 

y de la función xk(1J) de la ec.(5.41) se obtiene 

x (-1J) = (-1) kt2xk n (1J) 
k,n

2 
, 

2 

Así 

" 

(5.44) 

(5.45) 

(5.46) 

Entonces iP es invariante bajo R
2
solamente si k queda restringida 

a enteros pares: 

k o, ±2, ±4, ±6 ....• (5.47) 

Luego, procedi~ndo similarmente para simetrizar la función 

de onda bajo R
1 

es necesario que: 

(5.48) 

esto se J.cgra si la función de onda en cuestión es ahora 

n1• (1'JJ = (-ll 1-Zk n1• {1'J) 
ak a-k 

" " De esta manera se determinan los eigenestados de Hrol+ Hvtb que 

" " son invariantes bajo R
1 

y R
2

: 

(-lJ1-Zk n1• (1'J)} 
ll-k 

xkn (1J) lno> 5 II M K) X~n (TJ) lno> 
2 2 

(5.49) 

donde 
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k o, 2, 4 ••• 

I 0,2,4 ... para k =O 

I k,k+l,k+2, ... para k ~O 

Las correspondientes energías quedan así: 

E 
IHkn n 

2 o 
= (I (I+l) -k2

) ~ + ( lk2
1+1+2n )E + (n + 1

2 )E{3 
2 2 7 o 

(5.50) 

(5.51) 

En la fig. V.l se muestra el origen de los diferentes tipos de 

vibraciones en el núcleo. 

Por otra parte cualquier conjunto de números cuánticos k,n
2
,n

0 

quedan especificados como una banda. Cada conjunto lleva a una 

banda rotacional, ya que para un conjunto dado k, n
2

, n
0 

el número 

cuántico de momento angular ( I) corre desde I=k "" Estas bandas 

siguen un patrón del tipo I(I+l). 

La típica estructura de bandas para un núcleo deformado se 

muestra en la fig.v.2. 

La banda del estado base queda determinada por 1 I o o o > La 

banda {3-vibracional por II O o 1 ) que lleva una energía E{3 

arriba del estado base. La banda 7-vibracional tiene los números 

siguientes 1 I 2 O O ). La energía queda determinada por la 

ecuación cor_respondiente E
7 

h( iº )112 

Ilugt.raci.on eaqugma1.i.co. del aignUicado do laa vibracioneu 

ao'l{3> a2·ty>. 

fig V.l 
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La fig.V.1 ilustra el significado de las vibraciones a~(t>) y a~(t>). 

Donde los pararnetros pueden ser obtenidos de la siguiente manera, 

ver Fig.V.2. 

__ ___,,_ 6f' 

___ ,. 

---2· 
r--º· 
1 '<•0, 

en ,,,z o, 
1 n.,,"' t 
'-------

11- Hbra/1c,1d 

---e• 

---6• 

---·· 

1-:---= ~: 
¡,.·,e "1' c. 
n: O 
g~cu.-C:s.lcrt 

---··-6f' 

------ !if' 

---H 

---)• 
,---2· 
1 K• J, 

E n,= J, 

----7• 

---- 6• 

---5• 

---·· 
J<:I.. 

n,• O, 
n

0
:0 

}nr:J r-ribrol10.i 

-----·- 6• 

----" 
---2• 
·---O• 

1(, º· n,:,, 
"o: O 

Jtd r-v1brcf1cn 

r, "e= o 
L -----------------

á~f~.;.-;;,od~tr~¿;·::.~r _do band-;ig 
p'1rO un nucl"o 

Flgurt1 V.2 

Et>: Es la dife::-e'.'\::::.=. :le OT de la banda t>-vibracional con el 

o+ de la banda base. 

E7: se obtiene de la diferencia del 2 7 con el o+ de la banda base. 
l 1 

e: Es obt:enible, al saberse que el estado l 2200 > se halla por 

encima del estado base en la cantidad en la cantidad E7+c 

t>: Es obtenible directamente de la transición cuadrupolar de o+ 2+ 
1 - 1 

APLICACION 

Con este modelo se hizo un cálculo por computadora. Los núcleos 

que se trabajaron, son los siguientes isótopos de la región 

actinida de la tabla periódica: 

2~u 23ªru 23a1 1 2341 1 2321 1 2nT 230T 
, 9 , 9~ , 92"' 1 92"' 1 9CI h, 9d h . 

46 



Los números cuánticos máximos gue se utilizaron fueron: 

k = 8 , n 
2 

4 2 

En las figuras V. 3-10 se muestran los espectros obtenidos, 

tanto como transiciones y momentos cuadrupolares del los primeros 

estados. 

A continuación se muestra una tabla con los parámetros utilizados 

para este cálculo (tabla V.1). 

111"""''"'1 .. 1 •• ,1,.,.,,r••·'''·'·· "'''""' 

'· '• .. .... : 

e~-,, t''""l "' (lt.·1 ¡a;r• '" 
º' ¡.o.r;: 

"~ 

" " " l!l 

" Htt "' 
tri• ' ~ 1 '" ~ ' ' .. 1:0 1 "' 

'·' ... 
n "' "' •~o 

Uf ·-.... l!U ,,. 
" U• 19!! "" ... 
n '" un .. .. "' "" 101• ... .. ... .... ... rn 

Tabla;.I 

Tabla l 

Los resultados no distan mucho de los experimentales.Ya que éstos 

cálculos son únicamente de prueba. Se confiaba en obtener buenas 

aproximaciones, pues se abordaron núcleos que tienen todas las 

características de las cuales parte el modelo Rotación-Vibración. 

Pensando en lo anterior, se halla un mayor acuerdo para el núcleo 

de Uranio-238. Se sabe que este núcleo es un rotor ejemplar. Para 
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los demás núcleos, las aproximaciones teóricas concuerdan 

satisfactoriamente con el experimento 11
'

12
' 

1 3
' 

1 4
' l·

5 (ver Figs. 

V.J-10). 
Vp K KK 9-+KM A \K9 Y . *K 
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E(MGV) 
2.0_ 

1,5 

1.0 

0.5 

TEO EXP 

FIG. V.3 

En esta f1qura y las demás slml lares, se presenta el espectro 

para algunos Isótopos de Uranio. La energía esta dada en HeV. 

En cada cspectr o se presentan tres bandas (base, gaina y beta) 

La banda base está al centro, la gama a la izquierda y beta 

la derecha.Se presenta en cada una teorÍa(lzqulerda) y exp. 

El nÚmero a Ja derecha de cada nivel es el momento anqular. 
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CAPITULO 6 

EL MODELO GENERAL COLECTIVO Y SU APLICACION A RUTHENIO 

En esta segunda parte, se hace un estudio de las características 

fundamentales de núcleos par-par de la cadena de Ruthenio. Para 

eso se utiliza el modelo GCM (General Collective Model) elaborado 

por P.HESS, M. SEIWERT, J.MARHUN, y W.GREINER 6
• 

Este modelo fue creado ante la necesidad de tener una descripción 

mas exacta del comportamiento colectivo de los núcleos. Exacta en 

el sentido de conjuntar los diversos comportamientos que pueden 

presentarse en el moviniento colectivo. Come ~~ e~emplo Lómese la 

aproximación estudiada en los capítulos anteriores; la de 

vibración- rotación introducida por Faessler y Greiner, donde solo 

es posible abordar núcleos deformados con simetría axial con 

movimientos de rotación y vibración. Pero no es esta la única 

posibilidad, ya que solo pocos núcleos tienen las características 

de los núcleos trabajados por el vib-rot. 

Otro ejemplo es la aproximación hecha por Davidov y Filipov para 

núcleos deformados triaxialmente. Entonces los primeros modelos 

centraron su estudio en problemáticas particulares de la dinámica 

colectiva, y aún asi existen casos de interés no abordados 

originalmente, como lo son los llamados núcleos transicionales, 

que tienen deformación estática no bien definida. 

Variedades de superficies de energía potencial con varios 
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mínimos, máximos, puntos silla; aparecen para algunas especies 

nucleares ; entonces se habla de coexistencia de forma , que es un 

concepto muy importante, especialmente en el estudio que aqui nos 

ocupa. 

Estos últimos casos se abordaron por primera vez, al tomar 

Hamiltonianos mas generales, como lo hicieron Kumar y Baranger~ 6 

Evidentemente, al tratar con Hamiltonianos cada vez más generales 

(mayor número de términos en la energía cinética y potencial) 

entonces el método para resolver la ecuación de Schrodinger deben 

ser más sofisticados . 

Gn e uss-Greiner 17 introducen una mayor 

Hamiltoniano, además de métodos de teoría 

generalidad 

de grupos 

en 

para 

su 

la 

solución de la ecuación de Schrodinger. La energía potencial en 

este modelo es un polinomio de sexto grado en la variable a. Esto 

permite obtener mucha informacion acerca de la for~3 o las for~as 

que puede adoptar un núcleo bajo ciertas ccndic:o~es. 

Para nuestro propósito utilizaremos el modelo de Gneuss-Greiner 

en el marco del GCM. 

La solución numérica de la ec. de Schródinger es hecha al 

diagonalh:ar el Hamil toniano utilizando como base las 

eigenfunciones del oscilador armónico en cinco dimensiones. 

Al aplicar el modelo, las propiedades colectivas son determinadas 

al obtener los parámetros de masa y la superficie de energía 

potencial (PES). 

El GCM es el más general de los modelos colectivos, al poseer 

una estructura capaz de describir la mayoría de los procesos 

colectivos . Es un modelo unificador, por contener en su aparato 
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modelos ántes creados para situaciones especificas y abordar 

nuevas situaciones. 

La figura VI.Id es el PES de un núcleo triaxialmente deformado. 

Tal figura es un claro ejemplo de la flexibilidad del tipo de 

potencial que se utilizará aquí, ya que representa un mínimo en 

una zona muy importante del plano a
0 
-a

2
• Dentro de la cadena de 

núcleos con comportamiento colectivo, son mas aquellos que tienen 

características triaxiales. Por tanto el tipo de potencial con 

seis parámetros ayuda a visualizarlos de una manera relativamente 

rápida 

EL MODELO COLECTIVO GENERALIZADO 

El GCM al igual que los demás modelos tiene su fundamento en el 

modelo de la gota de liquido de Bohr-Hottelson. Estudia las 

propiedades a bajas energias {<3 MeV) de núcleos par-par. Por ser 

continuación de mojeles más simples, las variables colectivas son 

las mismas que hemos revisado en los capítulos anteriores , para 

el RVM. 

El Hamiltoniano asignado 
,.. ,.. 
H=T+V(/3,7) (6 .1) 

ha de tener propiedades bien definidas como las mencionadas para 
,.. 

el H del RVM. 

a) Debe ser un escalar, para asegurar la invariancia ante 

rotaciones 

b) debe ser invariante ante tranf ormaciones de paridad 

(reflecciones espaciales). 

e) Invariante ante transformaciones temporales (inversión del 
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tiempo) 

Para la parte cinética, el GCM utiliza: 

T 

P4o 
-6-

donde ~ [ITl21X 0:121)121, ITl21)1ol t 

rr 121l101 r 

0:121 ]IOI} 

es la permutación de rrr
21 y a

121 

(6.2) 

en [[ITr21x o:r21lr21. rr121]101 y similarmente para el término 

con P
40 

Los términos que pueden considerarse fundamentales en la 

construcción de la energía potencial son: 

!2= [a r21x a r21lro1= * (32 

(6. 3) 

para expresar esta parte corno un desarrollo de potencias en es~os 

términos Una posibilidad es una serie de Taylor; se tiene 

entonces: 

V(ª,cos 3~) = ~ V aP ,. 
"' • L. pµ"' (cos 37) .. p,µ (6.4) 

p y µ varían dentro de los limites: 

y Q:S µ :S 4 (6.5) 

Esta serie incluye el potencial VGC 

utilizará en la aplicación. 

que como ya se dijo se 

LA FUNCION DE ONDA 

Para obtener los eigenestados del Hamiltoniano anteriormente 
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señalado, debe ser diagonalizado para una cierta b<ise. Para tal 

motivo, se escogen las eigenfundones del oscilador armónico en 

cinco dimensiones: 

i a 
( -4 a¡3 

(:l 

Hs = _v's [IT x ITJ 101 + v'S e'¡;;, x a ¡101 

2B' 2 2 
2 

(6.6) 

Donde i·.2es el operador de antiguedad definido de la siguiente 

manera: 

(6.7) 

Aqui Ik = 4B2sen
2
(1-2rrk/3) 

al eje k. 

es el momento de inercia con respecto 

Lk son las componentes del momento angular en el sistema 

intrinseco B2 y C2 son los parámetros usuales de masa y dureza, 

respectivamente. Para el proble~a de la clasificacio~ de !as 

funciones propias se utilizan técnicas de teoria de grupos, que 

consiste para este caso, en obtener una cadena de grupos cuyos 

operadores de casimir sean los de los números cuánticos que nos 

interesan. 

La cadena que satisface tal necesidad es: 

U<5) ::l 0(5) :;) 0(3) .'.:) 0(2) 

En el siguiente esquema se muestra la clasificacón: 
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U( 5) ::J 0(5) :::::> 0(3) '.:) o (2) 
GRUPO 

A "Z "Z "2 
OPERADOR DE CASJMIR N /\ L Lz 

NUMERO CUANTICO V A. L M 

ESTADO jvA.µLM) 

Donde los dos últimos números de los grupos 0(3) y 0(2) tienen el 

significado usual, momento angular y proyección respectivamente. 

El número v representa el número de fonones obtenido del operador 

de Casimir de UC5l : 

( 6. 8) 

con ~: y 
~ 

fJ como .. los operadores de creación y aniquilación 

mencionadaos en el capitulo uno. 

Por otra parte A es el número de fonones que no están acoplados 

por pares a cero. Este número, es obtenido del operador de Casimir 

de 0(5) • 

Para la completa clasificación de los estados, es necesario 

introducir un número cuántico adicional; este número que es 

denotado por µ, cuenta los estados degenerados, es decir aquellos 

con todos los números cuánticos iguales. Estos casos aparecen para 

1;!:6. Luego, por construcción, si A esta asociada a [al
21 x al

21 1º, 

es tentativo relacionar a µ con el otro término fundamental, que 

se utiliza en el desarrollo del potencial [[al 21 x al 2Jll 21 x al 2 JlloJ 
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y se interpretaría como el número de tripletes de fononcs 

acoplados a cero. Esto para dar significado al número cuántico 

adicional. 

El estado determinado por el ket jv A µ L M > puede separarse en 

sus partes que dependen de {3 1 7 y ~1 : 

FA(/3) [ <:>AµL(•l ¡0L"c~1) + ¡-1¡LoL·1~1iJ 
n k µk µ-~ 

(6.9) 

La parte dependiente de f3 es la radial y puede escirbirse así: 

[ 
2 (n.') ]1'2( C2 )'S•2Al/2 FAn ({3) = f3A LA+3/2 {K) e-K/2 

l(n+H 2¡ hw2 
2 

(6.10) 

donde K = ( ~~ ) 13 2 y L A•J/2 
( K) son los polinomios asociados de 

Laguerre. 

La parte en 1 es más dificil de obtener. Con apoyo en el trabajo 

de Chacón et 1 á1. se tiene una expresión para 4>~llL ( 1) como una 

función en los polinomios de creación de bosones. Debiendo ser 

este un polinomio homogéneo y bien definido con respecto a la 

aplicación del operador de momento angular. La función completa 

aparece en la referencia 6. 

APLICACION NUHERICA 

Para la aplicación numérica de este modelo se ha elaborado un 

programa para computadora por D. Troltenier, J. Hahrun, W. Greiner 

y P. Hess~ 9 Este programa calcula energias,valores transicionales y 

momentos cuadrupolares. Incluye una rutina, que ajusta los 

parámetros de la base, para crear un potencial que satisfaga la 

convergencia de energías y transiciones calculadas. En ésta, la 

63 



base son las eigenfunciones, que son parametrizadas en la base 

óptima, que es escogida por el método de diferencias finitas. 

De esto se habla en lo siguiente. 

Los parámetros que son introducidos en la función de prueba sirven 

para calcular energias, transiciones y momentos cuadrupolares. Al 

compararlas con el experimento, obtenemos un error (la función de 

error x1). El programa calcula nuevos parámetros en esa corrida y 

vuelve a calcular energías, transiciones y momentos cuadrupolares, 

que comparados con el experimento obtenemos un segundo error 

x2. Estas dos funciones de error son comparadas; si x1 >x2 el 

proceso continúa, de lo contrario el proceso es iniciado 

nuevamente. 

Es posible que después de un ajuste, exista la necesidad de 

reajustar los resultados manualmente, como multiplicar todas las 

energias por un factor o ajustar exactamente el valor de la 

transición B(E2 o· 
1 

Para e:lo se utiliza el método de 

transformación canónica, ya que con este podemos cambiar el 

valor de B(E2) sin alterar las energias. También podemos ajustar 

las transiciones sin alterar las energías. Por tanto, basta 

encontrar el factor que transforme a nuestras variables y por 

consecuencia a la función de onda para tener el cambio adecuado. 

Cabe señalar que este factor es proporcionado en los resul tactos 

para un posterior ajuste con el experimento. 

APLICACION A LOS ISOTOPOS DE RUTHENIO 

Los núcleos de la cadena de Ruthenio, ya cuenta con varios 
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estudios hechos hasta el momento~º' 21 ' 22 aunque en diferentes 

modelos. Ya sea en el marco del modelo De Gneuss-Greiner o en el 

modelo de bosones interactuantes (IBJ..}. La motivación para un 

nuevo estudio radica en el aparente desacuerdo que existe entre 

los resultados para uno y otro modelo en el estudio de· algunos 

isótopos de Ruthenio. 

Mientras que el modelo de GG predice una tendencia hacia la 

triaxialidad, por otra parte el IBA-11 no puede reproducir esta 

triaxialidad; 1 aunque existe una sofisticación de este modelo 21 que 

aporta resultados apoyando la triaxialidad para el núcleo de 

RU-104, pero es muy elaborado, sin seguir una simetría dinámica, 

es decir, sus números cuánticos no provienen de los operadores de 

Casimir de una cadena de grupos determinada. 

Este trabajo entonces servirá para poder tener una imagen más 

real del tipo de comportamiento en la cadena mencionada. 

RESULTADOS 

Los resultados que se han obtenido al correr el programa 

mencionado son los siguientes: 

En Ru-96 originalmente se encontró un ajuste donde la 

coincidencia de ni veles energéticos era buena, a excepción del 

primer seis, que quedaba muy por arriba del experimental. Mas 

tarde se hizo un nuevo ajuste, para tratar de lograr un mayor 

1 
Las caracter Ísllcas funda1aenta J es en el aodelo de 

interactuantes, 

slatema de 
viene 

bosones 

post ti va Cbosoncs 

y tamb 1 én par 1 dad 

lnleraccl Ón de uno 

s) 

el nÚmero de 

(ver rer 21 ) 

bosones sea 

de cons 1 derar 

monopolares con 

y bosones 

positiva. Estos 

a los 
aomenlo 

cuadrupolarcs 

bosones 

nÚcleos par-par 

angular cero 

con momento 

interactúan entre 

y dos cuerpos. Una condlclÓn 

f1 Jo, es decir ns+nd = H = constante. 

necesaria 

65 

bosones 

como un 

y paridad 

angular 2 

sl con 

es que 



acuerdo,pero eso repercutió en un aumento del momento cuadrupolar, 

haciendo un balance en cuanto a los acuerdos, el ajuste escogido 

es precisamente este último. Es mostrado en la fig. (VI.2). 

Los gráficos de la superficie de potencial en el plano a
0 
-a

2
y 

los cortes de esta superficie a 0 o, 30, 60 grados indican que 

tiene comportamiento de oscilador armónico con una ligera 

tendencia a simetría prolata, ver figs. VI.3 y VI.4. 

Para Ru-98 se ha hecho un ajuste relativamente satisfactorio, su 

PES indica que tiene un comportamiento de oscilador armónico.Ver 

fig. (VI.5-7). 

Los núcleos de Ru-100 Ru-108 tienen mucho en comtin. Segtin los 

gráficos de cada uno, nos atrevemos a decir que tienen un 

comportamiento tri axial, es decir tienen o tienden a formar un 

segundo mínimo en la zona triaxial. Estos cinco núcleos exhiben 

cierta continuidad 

Se aprecia en los cortes a 30 grados (el ángulo que nos da la 

máxima evidencia de triaxial idad) que tienen mínimos con 

diferente profundidad ver figs. (VI.8 VI. 22). 

El corte a o grados indica que los estados en cuestión de estos 

núcleos tienden un poco a tener simetría prolata. Tal tendencia 

difiere en magnitud de un núcleo a otro. 

Partiendo del núcleo de 100 y avanzando en dirección creciente 

notamos que la profundidad del segundo mínimo aumenta, y asi 

también su tendencia a prolato. 

Estos mínimos triaxiales se localizan para 0.3 < ~ < 0.5 siendo 

el limite inferior para el de Ru-100. 

Tenemos entonces tres tipos de comportamiento dentro de la cadena 

de Ruthenio: 
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[
------------------- ---------------] 

a} Oscilador con caracteriisticas de prolato. (Ru-96) 

b) Oscilador armónico (Ru-98) 

c) Oscilador con segundo minimo triaxial (Ru 100-108) 

----- ------ --------------~----------- ----------------

Por otra parte es necesario discutir acerca de la confiabilidad de 

nuestros resultados. Es este contexto, debido al método utilizado 

para obtener el mejor conjunto de parámetros que aproximen los 

resultados experimentales, es posible que· exista otro conjunto de 

parámetros que también describan al experimento2 

satisfactoriamente, pero que originen una superficie de potencial 

muy diferente. La pregunta es entonces: Cómo sabemos que tenemos 

los resultados que mejor describen la realidad de los núcleos que 

estamos abordando. Esto lo vemos a continuación. 

Er. la cadena que nos ocupa, estamos advirtiendo que hay 

ca~acteristicas triaxiales para los núcleos de 100 a 108 : que en 

96 existe oscilador un oscilador con características prolatas, 

siendo el 98 un oscilador más puro y por tanto divisor de entre 

los dos comportamientos anteriores. 

Para dar confiabilidad a estas aseveraciones es necesario 

establecer ciertos criterios, en particular, aplicados en el 

intervalo 100 108. 

1) Utilizar las reglas o criterios establecidos para identificar 

un núcleo triaxial (ver Eisenberg-Greiner7
). La aplicación de 

estos quedan detallados en la tabla (VI. 1 ) . Pero esta reglas 

pueden resultar un tanto ambiguas en nuestro caso, ya que si bien 

2 
Los datos experltnentalcs fueron obtenidos de las referencias 

23, 24.25, 26, 27, 28 
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Nlicleo 

~----· ------- - .. ________ ----.,--- --------- - ------:---- -----------
____________ ,,._ ----·- T __ !:_~_r:_~-~--- ---·- --~~~..=___:._!._~~~~- __ !_.:~_! _ _?.-_~--- !:~.E-5_!::~_':'._:.~ 

RU - 86 2.429 2.762 

RU - 98 2.127 2.066 2.148 2.013 
------------------~- ---------- ------·-----·-·-

RU - 100 2.046 l. 904 1.877 1.882 
--------· 

RU - 102 l. 776 l. 579 1.612 1.552 

RU - 104 1. 417 l. 251 1.310 1.242 

RU - 106 1.167 1.062 1.119 1. 092 

RU - 108 1. 086 0.950 1.034 0.970 

Tabla .'w'l.2. En esta tabla se presenta. lc.t. val Cirros (",l.oterdd0s 
~6 ~ a e f a ~ ~ P ~ i;r!~ ~ l 

0 
y t J:. ~~a ~ ~ t 121 1 ~ E \ ~ e f ~o d ~ t r i a x 1 o l 1 dad 1 e o IL pard d 0 

1 2 1 

TABLA Vl.1 
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dan un carácter triaxial a nuestros núcleos (como esperábamos) 

también lo especifican para Ru-98, donde tenemos mayor seguridad 

de que sea un oscilador armónico. 

2) Se propone también medir el momento monopolar y cuadrupolar del 

y núcleo, para tratar de inferir ciertas 

características de forma que podamos relacionar con un 

comportamiento triaxial. Un análisis simple puede mostrar (ver 

apéndice 2) que para un núcleo triaxial el valor de Q
00 

que es 

independiente del ángulo 1,es relativamente grande con respecto a Q
20 

que si depende de r. 

3) Otro criterio para apoyar nuestros resultados, consiste en 

obtener la distribución de probabilidad de la función de onda para 

un estado de momento angular dado, en el espacio de las 

cooordenadas ~-1 . Entonces si graficamos l~l 2en función de ~ y 

1, es posible localizar un estado determinado en el plano a
0
-a,, 

ver f ig. (VI. 2) . 

Si la mayor parte de la distribución se halla dentro de un 

intervalo de ángulos que son considerados triaxiales, entonces 

tendremos con mayor seguridad un estado triaxial. 
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En las gráficas de las figuras VI. 3-2 3 se muest r an las 

localizaciones de los tres primeros estados en o•y 2•para los 

núcleos que tenernos en estudio. Cabe mencionar que no se graficó 

únicamente 1•1 2 sino ésta multiplicada por ~4 sen3J para facilitar 

su localización en el plano que nos interesa. 

Unicarnente tornaremos en cuenta los dos primeros estados de o•y 2• 

En la fig. (VI.24) corrrespondiente al núcleo de 96 podemos 

observar que el primer cero guarda un carácter de oscilador 

armónico, en cambio el primer 2·es una mezcla de oscilador 

armónico con tendencia a prolato. En los gráficos correspondientes 

a los segundos o•y 2·vemos que pueden existir como parte de un 

espectro de oscilador armónico simple con tendencia o con 

características ligeras de prolato; la probabilidad para esta 

segunda posibilidad es mayor. Dejando la existencia de la otra 

corno efecto de una resonancia. 

La fig. (VI.26) que corresponde a Ru-98 contiene gráficas, que 

bien pueden pertenecer a un oscilador armónico un poco deformado, 

por encontrarse los primeros estados en {3=. o, . 2. Los segundos 

estados quedan un poco deformados. Notamos, también, que este 

segundo 2 ~ tiene buena probabilidad de estar como un oscilador 

armónico. 

El núcleo de Ru-100 (Fig.VI.26) nos inforrna una tendencia triaxial, 

ya que para los la máxima probabilidad, se 

halla entre 20 y 25 grados y a una distancia suficiente del origen 

para considerar una deformación propia de un núcleo con 

comportamiento triaxial. Es decir, la función de onda se halla 

confinada en los limites señalados (a excepción de la parte 

correspondiente a la resonancia) f3 0.4 7 25 por tanto 
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pensarnos que el mínimo triaxial debe estar dentro de esos limites. 

Para Ru-102 tenemos un comportamiento similar al núcleo anterior, 

puede considerarse con comportamiento triaxial(Fig.VI.27). 

La fig. (VI. 28) acusa un comportamiento triaxial de manera mas 

segura. Los estados o;, 2;,o; y 2; ya tienen uan deformación sobre 

~=0.4, mientras el ángulo r continúa entre 20 y 25 grados 

(Ru-104) . 

La fig. VI. 29, para Ru-106 muestra un comportamiento similar al 

del núcleo de 104. Es triaxial. En este caso, el primer o• ya se 

distingue bien por este tipo de comportamiento. 

Finalmente para Ru-108 (fig~ VI.30) se aprecian las mismas 

características, resultando que la deformación para o;es mayor 

que 0.4. 

El hecho de que los estados o; y 2;se hallen repartidos entre 

dos máximos separados, en las gráficas de distribución de 

probabilidad de la funcian de onda, se debe a que estos estados 

quedan por arriba de la barrera que se forma entre primero y 

segundo mínimo. Por tanto, estos estados pueden existir en un 

momento determinado en el ámbito de oscilador armónico o de 

comportamiento triaxial. Entonces estos estados pueden ser 

considerados como resonancias entre estos das estados. Resulta 

interesante aclarar además, que la mayor contribución de la 

distribución de probabilidad queda en la zona triaxial. Por tanto 

podemos considerar que los núcleos (Ru-100, RU-108) 

también pueden vivir en estados triaxiales. 

Los resultados anteriores confirman el comportamiento que ya 

sospechábamos. Los núcleos de RulOO a Rul08 son esfeéricos y 

triaxiales. 
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Cabe mencionar aqui nuevamente, que un núcleo en un estado 

triaxial tiene un momento cuadrupolar menor que si estuviera en un 

estado deformado (prolato por ejemplo) axial. Por tanto, para 

núcleos triaxiales, una deformación grande no implica 

necesariamente un momento cuadrupolar grande. En el apéndice 2 ,se 

hace un pequeño cálculo para un conjunto de cargas discretas, 

puestas estratégicamente, para mostrar lo anteriormente dicho. 

Entonces lo anteriormente dicho, nos ofrece un criterio para 

determinar experimentalmente la triaxialidad de los núcleos: 

Si se encuentra que comparativamente el tamaño de Q
00

es grande y 

el de Q
20

es pequño, para un estado determinado, entonces puede 

inferirse que se trata de un estado triaxial. 
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TRANSICIONES Y MOMENTOS CUADRUPOLARES 

º1 21 o 2 o 2 2 2 2 3 2 4 2 4 Q(2;) 

0.236 0.0059 0.3046 0.0398 0.0043 0.2101 0.0007 -0.4562 T 
RU- 96 0.236 0.091 0.098 -0.13 

±.007 ±o. o l 3 ±o. o 1 3 ±o. o 9 E 

0.373 .00007 0.0614 0.1378 .00004 0.2775 .00005 -0.2172 T 
RU- 98 0.373 0.147 0.194 -0.20 

±.017 ±0.025 ±0.022 :!:0.09 E 

0.570 0.0053 0.0192 0.1395 0.0030 0.4459 0.0088 -0.552 T 
RU-100 0.572 0.067 .00262 
--- - :t. o'º :!:0.00-9 :!:.0003 L 

- -
0.617 0.0082 0.0798 0.1512 0.0043 0.5106 0.0003 -0.617 ·- T 

RU-102 0.617 0.0154 0.335 -0.68 
:!:.oos :!: . 00 1 5 :!:o. o4 6 :!:O. O 5 E 

0.834 0.0064 0.0142 0.1712 0.0039 0.6016 0.0027 -0.6763 T 
RU-104 0.834 0.167 0.430 -0.70 

:!: . o' 4 ±o. o 20 :!:o. o' 6 :!:o. os E 

.9003 o. 0113 0.0097 0.1397 0.0072 0.5949 0.0018 -0.7337 T 
RU-106 

E 

.9299 0.0124 0.0186 0.1558 0.0078 0.6462 0.0012 -0.7577 T 
RU-108 0.093 

±0.0B E 

TABLA Vl.2 
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NÚCLEO C2 .... e~-- - ----~~-----·- ---~~---· ·--~¡; __ _ 
RU- 96 65.2203 623.293 1270.688 o.o o.o o.o 46.411 o.o 

RU- 98 38.1938 47.3111 39.5406 o.o o.o o.o 34.383 o.o 
-----· ----- -~----·-~ ------- -----------·-- ---------··--- ----------- ------------ --·-------- ----·--
RU-100 169.752 -63.277 -3928.04 4291.94 26407.7 26407.7 25.o5o -.0011 

,__ __ __, ________ --·-·-- ------------------- -----·- ·---- ------
RU-102 82.371 6.873 -1407.17 1450.92 8041. 55 8041. 55 28.379 0.0084 

·--- ----·------
RU-104 122.561 -75.748 -2568.16 2881. 98 14829.7 14829.7 26.289 .00098 

RU-106 100.59 -52.308 -2405.12 2882.91 15471. 9 15471. 9 32.076 .00083 

RU-108 73.8389 -36.025 -1573.81 1791.91 9258.22 9258.22 36.007 .00071 

TABLA Yl.3 
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CONCLUSIONES 

Recordemos que los modelos colectivos tuvieron su origen en la 

necesidad de explicar ciertas evidencias experimentales, que no 

abordaban satisfactoriamente otros modelos, como el primer modelo 

de capas. Núcleos con números dentro de los números magicos, 

poseen características que solamente pueden ser explicadas si se 

toma en cuenta el movimiento conjunto de los nucleones; o 

solamente si se considera al núcleo como un continuo, que tiene 

cuerpo. Entonces con eso se tiene salvado varios de los obsta.culos 

que no pudieron afrontar modelos como el de capas1 si los 

nucleones se mueven conjuntamente, es posible explicar 

comportamientos de vibración, rotación, a bajas energías; por otro 

lado, resonancias gigantes y fisión para altas energías. Al tener 

cuerpo el núcleo resulta mas facil explicar los grandes momentos 

cuadrupolares 

En consecuencia, surgieron varios modelos, de los cuales es 

considerado fundamental el de Bohr-Mottelson por su tratamiento 

con las variables dinamicas; mas tarde Davidov aborda los núcleos 

con,-· caracteristicas triaxiales, con éxito. Tiempo después 

Faessler y Greiner hacen estudios sistematices con su modelo de 

vibración- rotación a bajas energías con buen éxito. 

Posteriormente surgen los modelos que intentan generalizar el 

comportamiento colectivo, al considerar Hamiltonianos cada vez mas 

generales. 

1 

El primero de éstos fue el de Kwnar y Baranger, luego 
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el de Gneuss-Grei ner que introduce la superficie de potencia 1, 

resultando dsta muy reveladora en cuanto al estudio de las 

c;:ir;:ictcríst.icas riel núcleo. Posteriormente, surge el modelo mas 

general, que es el que da marco a este trabajo de tésis; El Modelo 

Colectivo Generalizado. 

Por otra parte, los objetivos de este trabajo, fueron básicamente 

estudiar la cadena mencionada, tomando en cuenta tanto el 

comportamiento individual, como el de conjunto en la cadena. Poner 

en evidencia el carácter colectivo de sus principles estados y por 

consecuencia, poner a prueba la capacidad de predicción del modelo 

que se ocupa. Posteriormente, como un objetivo de conjunto y a 

largo plazo, reunir toda la información posible que desde el punto 

de vista colectivo describa a la zoología nuclear. 

Cuando en este primer objetivo se habla de transiciones de fase, 

nos referimos al hecho de que un núcleo puede existir en 

diferentes estados, de distinta naturaleza, es decir puede ser un 

núcleo esférico o uno deformado, en un momento determinado ya sea 

axial o triaxialmente. La transición también puede ser 

internuclear en una cadena, es decir, el comportamiento para 

determinados estados puede variar de núcleo a núcleo. 

Para cumplir tales objetivos, primero se hizo una aplicación del 

modelo colectivo vibrot, a manera de ejercicio, ya para la 

comprensión de la técnica y filosofía, ya para valorar la 

evolución de los modelos colectivos en la posterior aplicación. 

Para tal aplicación se elaboró un programa para computadora 

basado en el modelo de Faessler-Greiner. se utilizó para núcleos 
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de la región actinida de la tabla periódica, a saber Thorio, 

Uranio y Plutonio, en varios de sus isótopos. Se escogieron estos 

este modelo y así núcleos por 

f<tcilitar el 

colectivos. 

ser ejemplo 

aprendizaje 

de 

de 

apl icac.i ón de 

los fundamentos de los modelos 

En tal estudio se comprobó que estos núcleos tienen bandas 

rotacionales de facil acuerdo con el experimento en la banda base. 

Esto se notó sobre todo para el núcleo de Uranio 238, cuya banda 

base acuerda con el experimento en grado preciso. En este mismo 

núcleo, transiciones y momentos cuadrupolares ajustan muy bien. 

De esta manera comprobamos la efectividad de predicción del 

modelo vibrot; pero ademas, estamos concientes que tal modelo no 

es suficiente, ya que sus resultados en otra región de la tabla 

periódica, resultan inapropiados. 

La siguiente tarea consistió en la aplicación del GCM a la cadena 

de núcleos de Ruthenio con números 96-108. En esta se utilizó otro 

programa para computadora, basado en el trabajo de Hess et al~ 

Los resultados pueden resumirse de la siguiente manera: 

Existen transiciones de fase a nivel nuclear, dando origen a un 

comportamiento transicional a nivel cadena. La primera, porque 

varios de- -estos núcleos tienen un segundo mínimo de caracter 

triaxial, entonces el núcleo en estado base {como oscilador 

armónico) puede saltar a otro estado con deformación, dando lugar 

a características de un oscilador anarmónico, esta característica 

se encontró en los núcleos de Rul00-108. 

A nivel cadena se encontró que existe transicón uniforme en el 

comportamiento de los núcleos, ya que el núcleo de 96 es un 

oscilador anarmónico con características de prolato; en cambio 
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Ru98 es un buen oscilador armónico. Luego, el de Ru-100 muestra 

niveles anarmónicos, es un núcleo con comportamiento triaxial. Tal 

triaxialidad va en aumento hasta el nuclco de 108. 

Encontramos entonces que en la cadena de Ruthenio, pueden 

coexistir diferentes comportamientos; y si lo vemos de otra 

manera, aumentar o quitar dos nucleones, puede repercutir 

enormemente en núcleos en las cercanías de 100 nucleones. De esta 

manera, podríamos predecir el comportamiento de núcleos vecinos, 

es decir, tendríamos justificación para aseverar que el núcleo de 

Ru-94 podría ser un 

que el núcleo de 

oscilador 

96. Esto 

con una mayor tendencia a prolato 

únicamente si confiamos en la 

uniformidad del comportamiento que hemos observado en la cadena. 

Por lo mismo, pensamos que el núcleo de 110 tiene características 

triaxiales mas acentuadas que el núcleo de 108. 

Respecto al ajuste que se hizo para Ru-102, que aunque mantiene 

el comportamiento que sus vecinos tienen, sale un poco de la 

uni formida_c;i. Pu_ede deberse a dos razones: 

a) El conjunto de· parámetros que se escogieron para representar 

este núcleo no son los adecuados, asi que es posible hallar otros 

que se ajusten bien y que queden dentro de la uniformidad de la 

cadena. 

b) Este núcleo tiene características especiales que hacen un poco 

diferente su comportamiento. Esto puede ser tomado como una 

posibilidad, ya que en un trabajo anterior a este 20
, donde también 

se aplica a Ru-102, se hallan problemas de ajuste similares. Sin 

embargo, confirmar alguna de estas posibilidades tendrá que ser 

parte de un trabajo posterior. 
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Por otra parte, se halló también, que un núcleo con algún estado 

triaxial guarda ciertas caracteristicas . 

Aunque el estado triaxial se halla en una zona ele <lefonnación 

relativamente grande (0.4,0.5) su momento cuadrupolar en cambio 

no es grande comparado con el de un estado prolato. 

deformación grande no implica necesariamente 

Es decir una 

un momento 

cuadrupolar grande. Por tanto un estado triaxial tiene un momento 

cuadrupolar relativamente pequeño (ver apéndice 1). Esto nos 

proporciona un criterio experimental para establecer cuando un 

estado corresponde a un núcleo triaxial. 

En suma el GCM puede predecir muy bien las características 

colectivas en esta cadena, tanto las características simples de 

rotor y vibrador, como la coexistencia de estados (segundo 

mjinimo). Esto lo aventaja sobre otros modelos que trabajan en 

esta área. 
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APENDICE 1 

CAMBIO EN LA FUNCION DE ONDA 

La justificación para el cambio de la función de onda, en el 

momento de obtener la distribución de probabilidad, se hace para 

facilitar la visualización de esta distribución en el plano a -a o 2. 

Por razones dadas en el capítulo cinco, acerca del cambio de 

volumen, realmente debiéramos trabajar con un Hamiltoniano 

efectivo H',la función de onda en este caso queda normalizada con 

respecto a un elemento de volumen mas simple, esto implica un 

cambio en la misma función de onda, para efectos de este trabajo, 

esta técnica solo la utilizaremos, como ya dijimos, para desplazar 

un poco la mayor parte de la distribución de la función de onda 

fuera del -origen de coordenadas. Esto facilita nuestro estudio de 

la localización de la función de onda. Por ejemplo el 

Hamiltoniapo teórico del oscilador armónico, tiene una gráfica de 

la forma indicada en la fig.A1.1 Sin embargo, para facilitar los 

cálculos, introducimos el elemento de volumen en la misma función, 

para tener otra función de onda. 

g 1
/2 = {3

4 sen37 
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E 4 
1 

Flg. Al .1 

Entonces la nueva función de onda es 

Al.2 

asi, esto carnbial el Harniltoniano de la siguiente manera: 

H'= g 11
' H 

1 

¿,1' Al. 3 

Este cambio da origen a un potencial diferente, (un potencial 

centrifugo~ (ver Eisenberg-Greiner). 

En la práctica, ésto no lo hacemos, pero si resulta necesario 

para graficar las funciones de distribución de probabilidad, ya 

que si no se introduce esta corrrección la 

gráfica queda como en la fig.Al.2; donde la línea punteada es la 

distribución sin la corrección y la línea llena es con corrección. 
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---------------------·--·------------------·--

c.crroe-ccion ___ :__ _________________ p f 

Flg al. 2 

Entonces lo que tenernos es que nuestro nuevo elemento de volumen 

recorta el tamaño de la función de onda cerca del origen, 

al grado que de hecho inicia de cero, permitiendo localizar el 

rnaxirno en las cercanías. El mencionado cambio de volumen mantiene 

a la nueva función de onda igual a la anterior para zonas alejadas 

del origen, por tanto nuestro cambio de volumen solo actua en las 

cercanías del origen. 
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APENDICE 2 

MOMENTO CUADRUPOLAR EN ESTADOS CON SIMETRIA AXIAL Y TRIAXIAL 

En este apéndice se calcula el momento cuadrupolar para un 

conjunto de cargas estratégicamente colocadas, de tal manera que 

podamos simular con pocas cargas toda una distribución de cargas 

como las de los núcleos. Evidentemente esto representa una 

idealización. 

Las cargas se colocan en un sistema cartesiano de tres 

dimensiones y variaremos su distancia al origen de acuerdo a 

nuestras necesidades, (ver fig.A2.l). 

'\- 'I 

\ 'l 
- - - - - - - - -9 - -· .... -----"-------

,· I 
•• · t 

/ ~ 1 

/ ,~ 
./ 

Flq.2.1 
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El momento cuadrupolar para un sistema discreto de cargas, 

puede ser aproximado de la siglliente manera: 

Q E (3z 2- (X2 + 2 + Z2) 
l 1 Y, 1 

A2.l 

E (2z 2- 2 X2) y -
1 1 1 

2 (2z 2 2 x2) - y - A2.2 

Ahora, dando forma al conjunto de cargas de acuerdo a las 

posibilidades de sirnetria que existen a nivel nuclear: 

a) PROLATO (x,y << z ), de acuerdo a la ec.A2.2 

A2.3 

b) OBLATO (z << x,y X y) 

A2.4 

c) ESFERICO (x=y=z) 

Q o 

d) TRIAXIAL (En este caso, pondremos un ejemplo, x=2y=4z) 

Qtrlax.= 2 2 z 2 

(2z - 4 
2 z2 ( 2 - 41 - _l_ ) 

16 
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A2.6 

Enseguida se toma un caso particular. se calcula el momento 

cuadrupolar para el núcleo de Ru-108, para una deformación 

dada,(~ ~ 0.3) a diferentes cortes (7 = oº y 30°). 

a) ' = oº 

Utilizando la expresión para Q en términos de las matrices O: 

si "1 oº 

Ya que 

Q 

y además 

A 

A a [ 02• ,.. µo cos7 

1 
<221 IQ201 l22>----

(_~ ~ ~) 
rt61I 
v~· <22llQ

2 
1122> 

A2.9 

A2.10 

·A C ~ J [ (0
2 + o2 

) 0
2 

22 2-2 ()() 
co 2 

+ 0
2 

) Jan -2-2 -22 

íl 

5 

16rr
2 
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<22IQ20122> 811AC/3 [2 (: ~ -~ ) (: ~ -~ )] 

0.98 /3 

entonces: 

3. 1 /3 A2.13 

si {3=0.3 

0.93 A2.14 

Ahora si 7 = 30° 

Procediendo de la misma manera que para 7=0º 

<22IQ
20

122> = 

";/3 J [co: 2 + o~_ 2 )(v3 o~:+ v}co~; + 0~:))(0:2_ 2+ 0:22 )Jdn 
n 

8 1! 2 AC/3 [ _,-3 1 J 
2 V + 72 A2.15 

tomando las unidades adecuadas: 

= 0.597 /3 

por tanto: 

Q = ~ (0.597) /3 
2 5 

l. 89 /3 

si f3 ~ 0.3 como se hizo anteriormente 

A2.12 

A2.16 

A2.17 

Podemos observar entonces, que el momento cuadrupolar triaxial 

es menor que el prolato, como se habia predicho en el calculo con 

el conjunto discreto de cargas. 
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