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INTRODUCCIO.N 

En la experiencia cotidiana, la naturaleza nos muestra sistemas con compor
tamiento sumamente complicado y aparentemente ernítico. Encontramos algunos 
sistemas en los que una variación pequeiia en sus condiciones iniciales produce esta
dos finales muy similares, en cambio existen otros en los que un ligero cambio en las 
condiciones iniciales origina comportamientos muy diferentes llevando a situaciones 
finales completamente distintas. Estos sistemas los denominamos caóticos. En los 
últimos aiios se ha encontrado que esta gran sensibilidad a condiciones iniciales, es 
una propiedad típica de muchos sistemas. 

Este tipo de estudios se ha hecho posible, en parte, gracias a la rapidez de 
las computadoras. Aparecen por ejemplo en la simulación de circuitos electrónicos, 
dispositivos ópticos no lineales, fluidos y gases, células cardiacas, reacciones químicas, 
sistemas clásicos ele muchos cuerpos, aceleradores de partículas, péndulos forzados 
y acoplados, plasmas, así como en modelos biológicos, meteorológicos, económicos 
y muchísimos otros sistemas dinámicos. Estos sistemas pueden ser modelados por 
distintas formas matemáticas: ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones dife
renciales parciales, ecuaciones en diferencias ó mapeos. Como el análisis de estos 
sistemas es muy amplio, se engloban estudios tanto de propiedades particulares como 
de propiedades universales de los sistemas dinámicos no lineales. 

Ya desde los aiios de 1875-1925, los matemáticos se dieron cuenta de que un 
buen entendimiento ele lo irregular o inconexo (así como de lo regular y conexo) no 
podía satisfacerse definiendo, una cualidad que los caracteriza, la "dimensión" como 
número de coordenadas. El primer paso de un amílisis riguroso lo hizo Cantor en 
junio de 1877 en una carta a Dedekind, continuó Peano en 1890 y se encuentran otros 
estudios que datan de la dccada de los 20's. Como muchos de los grandes desarro
llos intelectuales estos estudios han tenido diversas interpretaciones. La noción de 
dimensión tiene muchas formas matemáticas que no sólo son conceptualmente distin
tas, sino que llevan a diferentes valores muuéricos. Como decía William de Occam10 : 

no deben multiplicarse las dimensiones imicccsariruncnte, pero una multiplicidad de 
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dimensiones es absolutamente inevitable. La dimensión euclidea, por ejemplo, se li
mita a conjuntos para los cuales todas las dimensiones útiles coinciden, de manera 
que puede llmuarselcs conjuntos dimensionalmente concordantes¡ mientras que hay 
otros conjuntos para los cuales el valor numérico de las distintas dimensiones di
fiere de uno a otro y se les llama conjt;ntos dimensiomílmente discordantes. Ade1mís 
existe una ambigucdad inevitable y esencial entre las dimensiones de los conjuntos 
matcm1íticos y las dimensiones efectivas (apéndice I) de los objetos físicos modelados 
por estos conjuntos. A cualquier escala, desde tamaños atómicos hasta el tamaño 
del universo, la geometría de los objetos naturales es importante en los modelos des
arrollados para entender la naturaleza, como la geometría de las trayectorias de las 
partículas¡ de un flujo hidrodimímico, olas, barcos y costas¡ paisajes, montañas, islas, 
ríos, glaciares y sedimentos¡ plantas, insectos y células entre otros. La geometría de 
la naturaleza es tau central en el estudio de los campos de las ciencias naturales que 
se suele dar por hecho. En cada campo se adoptan conceptos usados intuitivamente 
por los científicos. Tradicionalmente la dimensión euclidea servía como base del en
tendimiento de la geometría de la naturaleza, pero Benoit B. Mandelbrot introdujo el 
concepto de fractal generando en los i'.1ltimos años el estudio de objetos con geometría 
poco tradicional cu muchos campos de la ciencia. Los fractales son mucho más que 
curiosidades matemáticas¡ ofrecen un método extremadamente compacto para des
cribir objetos y formaciones. Manclelbrot utilizó para definir a los fractales la noción 
de In dimensión de Hausdmff y la llamó dimensión fractal ya que no necesariamente 
resulta ser un número entero. La geometría fractal parece describir estructuras natu
rales en forma mucho 1mís eficiente que la geometría eucliclea, así como la geometría 
de las trayectorias ele los procesos dinámicos no-lineales y que son el objeto de estudio 
de la temía contemporanea del caos determinista. Este hecho ha despertado un gran 
interes por la geometría y las climesiones fractales. 

En este trabajo se elaboró un programa para calcular fa dimensión fractal 
de una serie tcmpornJ de elatos experimentales, que era el principal objetivo y se 
planteó como una buena nplicación, cletenninnr la climensionaliclacl climímica de los 
acelerogramas de un sismo en el valle ele lviéxico. Básicamente en este valle se tienen 
tres tipos de sucio y de un estudio previo en sismos puede observarse que los espe~
tros de Fourier de los aceler~grnmas difieren ele terreno a terreno, lo cmíl sugiere la 
posibilidad de encontrar una climensionalidacl distinta para cada tipo de suelo. 

El contenido del trabajo escrito es el siguiente: 

El primer capítulo es una introducción al concepto de dimensión y da un 
pru10rama del surgimiento del caos, así como de los métodos ele análisis para sistemas 
caóticos, dentro de los cuales se encuentra el análisis ele la dimensión fractal que es 
el tema ele esta tesis. 
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En el capítulo dos se expone en forma más detallada el concepto ele dimensión 
fractal. Se hace referencia al artículo de Grassberger y Procaccia 7 , quienes introdu
jeron la dimensión ele correlación y proponen su método para el análisis ele elatos ex
perimentales. Se ejemplifica con un trabajo previo -ele neurobiología- ele Babloyantz 
y Destexl1e2 sobre caos ele baja dimensión durante un ataque epiléptico. Finálmente 
se expone el método utilizado pm·a calcular dimensiones fractales en el programa 
elaborado y se presentan los resultados obtenidos para ejemplos conocidos, que se 
utilizaron para probar el programa. 

El capítulo tres está cleclicaclo a la descripción del trabajo realizado con los 
acelerogramas del sismo. Se hace aquí una breve descripción del sistema, es decir, ele 
las características del valle ele México, ele los instrnmentos utilizados para el registro 
ele los elatos y ele sn ubicación. Contiene también la discusión ele los resultados 
obtenidos ¡mra este sistema. 

El último capítulo contiene las conclusiones. 
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CAPITULO I 

DIMENSIONES. 

El término dimensión comunmente aceptado lleva en sí la definición que se 
encuentra al principio del Libro I de Euclides6 sobre geometría plana: 

l. Un punto es aquello que no tiene partes. 

2. Una linea es una.longitud sin ancho. 

3. Los elementos de una linea son puntos ... 

5. Una superficie es aquella que tiene solamente ancho y largo. 

6. Los extremos de una superficie son lineas. 

y que se extiende en su Libro XI de geometría espacial: 

l. Un sólido es aquello que tiene longitud, ancho y profundidad. 

2. Los extremos de un sólido s~:m superficies. 

Una transcripción del punto de vista de Euclides la hace Poincaré en 1903 (Poincaré 
1905, Cap.III, Sec.3) donde escribe más o menos lo siguinte: "Cuando decimos que 
el espacio tiene tres dimensiones ¿qué queremos decir? Si para dividir un continuo 
C es suficiente considerar como cortes un cierto número de elementos distinguibles, 
decimos que el continuo es de dimensión uno ... Si,... para dividir un continuo es 
suficiente hacer cortes que forman uno ó muchos continuos de dimensión uno, decimos 
que C es un continuo de dimensión dos. Si los cortes necesarios para partir un 
continuo son continuos de dimensión dos a lo más, decirnos que C es un continuo 
de dimensión tres y a.sí suscesivamente. Para justificar esta definición es necesario 
revisar como introducen, los matamáticos dedicados a la geometría, la noción de 
dimensión. ¿Qué encontramos? Por lo general comienzan definiendo superficies como 
las fronteras de los sólidos, puntos como las fronteras de las curvas y establecen que 
este proceso ya no sigue adelante. Esta es la misma idea: para cortar el espacio 
se necesitan superficies; para dividir superficies son necesarios cortes que se llaman 

- 9 -



c111·v11s¡ para cortar curvas se neccsi tan puntos y los puntos no siendo un continuo, 
no pueden dividirse. Como las curvas pneden dividirse por cortes que no forman 
coutinuos, decimos qne éstas son continuos de dimensión uno¡ como las superficies 
se dividen cou continuos de dimensión uno, estíts son continuos de dimensión dos 
y así suscesivamente." Posteriormente, en l!H3, ilrouwer construyó una definición 
topológicamcnte invariante de dimensión, que para una gran cantidad de espacios es 
ec¡uivnlente 11 la que se usa hoy en día. Una configuración se decía E-dimensional si el 
número mínimo ele ¡mnímetros reales necesarios para describir sus puntos es E. Pero, 
un estudio 111ate1rnítico ele la forma debe ir 1mís allá que la topología, una noción de 
forma contiene otros aspectos mate1míticos adenuís de los topológicos y es por eso 
que se vuelve a In. noción ele climcnsicín tal como la define Hausdorff. Por ejemplo, la 
topología cmrnidern que todas las ollas con dos agarraderas tienen la misma forma, 
por que si !ns dos son infinit,amente flexibles y compresibles, pueden ser moldeadas 
una en In ot,ra continuamente, sin necesidad ele hacer ó cerrar agujeros¡ o que todas 
lns costas son ele la misma forma, por c¡ue son topológicameute idénticas al circulo y 
por tanto son curvas ele diniensióu uno. Vemos entonces que la topología no es capaz 
de distinguir cutre distintas costas, que son curvas c¡ue forman parte de una categoría 
de fract11lcs, a saber, curvas con dimensión mayor que uno. Consideresc un pedazo 
de cost,a, es evidcnt.e que sn longitud es por lo menos igual a la longitud de una linea 
rect.a trn:r.acla cutre sus extremos. Pero una costa es irregular y está "cnrroscacla", sín 
lugar a eluda s11 lo11git11(,l es mayor que la de la linea recta. Hay varias formas ele medir 
su lougit,ud en forma nuís exacta y todos los métodos llevan a la misma conclusión, la 
longitud de las costas típicas es tan grande que resultaría mejor considerarla infinita. 
Por lo tanto, si se (¡uicrc comparar cut.re distintas costas desde el punto ele vista ele 
su extc1wión, considcrnr la longitud no resulta ser el concepto adecua.do para dicha 
comparnción. Algunos ele los métodos que se utilizan para determinar la longitud 
son: 

11'.[étoclo A: Se toman segmentos de longitud E y se recorren a lo largo de la costa, 
comenzando cada paso donde termina el anterior. El número de pasos multiplicado 
por fes la lou¡~itllll aproximada L(E) ele la costa. Se espera que L(E) se aproxime a 
un valor biéu definido, llamado la longitud veJ'c/adcrn, cuando el valor de f se hace 
peque1io. Pero lo que se espera, no sucede, en un caso típico L( E) tiende a crecer sin 
límite. La. rnz<'n1 de este comportamieto es obvia: cuando una bahía ó una península 
de un mapa a. escala 1/100,000 se examina cu un mapa a escala 1/10,000, sub-bahías 
y sub-penínsulas se vuelven visibles. En un mapa a escala 1/1,000 subsub-balúas y 
subsub-penínsulas apiu·eccn y nsí succsivmncnte, cada una de éstas se va sumando a 
la longitud. 

l\fétoclo D: Imagínese n un hombre caminando a lo hu·go de la costa, tomando el 
camino miís corto para avanzar, pero alcj¡íuclosc del agua no más que una distm1cia 
f 1 luego hace lo mismo para f cada vez nuís pequeña. En este caso la longitud L(f) 
esttí dada en función de E, el tamaüo del paso y el número de paso pm·a recorrer la 
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costa. Otra vez, cada que el caminante permanece más cernea del agua, la distancia 
que tiene que recorrer continúa creciendo sín límite. 

Método C: Cantor sugiere, una generalización del método anterior, considerar tocios 
los puntos de ambos lacios del "límite" entre el agua y la playa que estén a una 
distancia menor ó igual a e. Estos puntos van a formar una especie de salchicha de 
ancho 2e. Propone medir el área de la salchicha y dividirla entre 2e¡ si la costa es 
recta, la salchicha es un rect¡Íugulo y el cociente resulta ser la longitud exacta. Para 
costas reales, se obtiene un valor estimado L(e) que crece sín límite al hacer e cada 
vez 1mís pequeña. 

Método D: En este método se cubre el "límite" con círculos de radio E de tal forma 
que el número de círculos sea el mínimo. El área de estos círculos entre rre/2 es el 
valor estimado de longitud. Una vez más, este cálculo diverge cuando el valor ele e 
decrece. · 

Resumiendo lo anterior, se observa b1í.sicamente el mismo comportamiento, al hacer 
más pequeño el valor de e, la longitud aproximada crece sin límite. Para indagar sobre 
el significado de este resultado, consiclerense medidas anítlogas para curvas euclideas 
comunes. Para un segmento de linea recta, las mediciones son esencialmente las 
mismas y definen la longitud del segmento. Para un circulo, las mediciones crecen 
pero convergen r<Ípiclamente a un límite. Las curvas, para las cuales se encuentra de 
está manera un valor de su longi tucl, son llamadas curvas rectificables. Pero escoger 
un valor de e para ciar un valor de la longi tucl de una curva, como las costas, es un 
asunto tanto científico como filosófico. La naturaleza existe independientemente del 
hombre y de una manera u otra el concepto de longitud geográfica no es enteramente 
objetivo¡ el observador inevitablemente interviene en su definición. Sin embargo, la 
variación de la longitud L(e) obtenida con el método A, fué estudiada empíricamente 
por Lewis Fry Richardson5 1061, sus resultados (figura 1.1) publicados en un anuario, 
llevan a la conclusión de que existe un parámetro, que llamaremos D, tal que -para 
aproximar una costa por segmentos- uno necesita FcD segmentos de longitud e, que 
dan una longitud de: 

El valor del exponente D parece depender de la costa en cuestión y dife
rentes pedazos de la misma costa, si se consideran por separado, pueden producir 
distintos valores para D. Para Richardson, la D era un simple exponente sín ningún 
significado particular. Sin embargo, su valor parece ser independiente del método 
utilizado para estimar la longitud de la costa, por lo que el valor de D merecía mayor 
atención y Denoit D. 1fandclbrot se la <lió en 1067. Propuso que, no obstante D no es 
necesariamente un entero, puede y debe interpretarse como una dimensión, a saber 
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una dimensión fractal. Identificó los métodos para aproximar L(€) con definiciones 
generalizadas de dimensión usadas cu matemáticas puras, en particular identificó 
la. de Ha.usdorff y la utilizó para definir dimensiones fractales. Hemos visto que la 
noción de longitud paseé un problema conceptual y que en cambio D ofrece como 
alternativa una respuesta conveniente y mnncjablc. El análisis de los métodos para 
obtener el valor de D se deja pendiente hasta el capítulo dos, pero cabe mencionar 
en este momento que, por ejemplo, a primera aproximación D es igual a 3/2 para 
una costa, lo ctml establece que su dimensión fractal excede su dimensión topológica 
que es igual a uno. La interpretación de la D como una dimensión, fué motivada 
por un método ingenioso de Felix Hausdodf; intuitivamente, del hecho que la medida 
lineal de un polígono (su perímetro) se calcula s111rnUldo cada. uno de sus lados. Uno 
podría decir que los segmentos est1íu elevados a la unidad, D = 1, la dimensión 
euclidca de una curva. Cuando se mide la superficie interior de un polígono cerrado, 
se puede calcular identificando cuadrados y sumando sus lados eleva.dos al cuadrado, 
D = 2, la dimensión cuclidea de un plano. Para una aproximación poligonal de 
la costa, hecha por segmentos pequeños de longitud €, si las longitudes se elevan 
a la potencia D, se obtiene una cantidad que puede llamarse tentativamente una 
"aproximación de la longitud en la dimensión D", con una D independiente de € 

y no necesariamente entera. Así D representa una caracterización para. curvas 1io
rcctificables. Ivlandelbrot p1:opuso que las curvas para las cuales la dimensión fractal 
exceda la dimensión topológica igual a uno sean llamadas curvas fractales. Puede 
decirse entonces que las costas son moclelables por curvas fractales ó dicho en forma 
coloquial, las costas son fractales. Así como las costas, algunas de !ns trayectorins 
estudiadas por el caos determinista son modelables por curvas fractales, con lo cuál la 
dimensión fractal resulta ser una posible medida para. caracterizar procesos caóticos. 
No existe una noción generalmente aceptada de lo que es el caos. Pero el estudio 
de la dinámica no-lineal y su comprensión es lo que ha despertado el interés y la 
preocupación de los físicos por la evaluación de dimensiones fractales. Es por ésto 
que a continuación se expone una breve descripción del estudio del caos. 

ESTUDIO DEL CAOS. 

A fines del siglo pasado, el desarrollo de la mecánica celeste y la fundamenta
ción ele la mecánica estadística, habían revelado problemas profundos en la dinámica 
clásica. Pero el cstúdio de estos problemas implica una gran cantidad de cálculos. 
Así, sin la ayuda computacional con la que se cuenta en la actualidad y aunado el 
hecho que el surgimiento de la relatividad y la teoría cmíntica, tanto como el progreso 
de la tecnología modenm habían absorbido la atención de casi todos los físicos, los 
problemas de la dinámica no-lineal se quedaron para los matemáticos por m1ís de 
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medio siglo. Sus esfuerzos cristaliznron en la formulación del teorema de KAM sobre 
sistemas Hamiltonianos cunsi-intcgrables a principio de los 60's. Sin embargo durante 
este tiempo se llevaron al cabo trabajos como los de Poincaré (la introducción de las 
secciones de Poincaré) c¡ue se utilizan en el estudio de la dinámica no-lineal. Después 
en 1063, E. N. Lorentz publicó sus observaciones numéricas de un modelo simplificado 
de convección térmica, modelo que actualmente lleva su nombre. Encontró que en 
este sistema completamente determinista ele tres ecuaciones diferenciales ordinarias, 
toda solución no periódica estaba 11cotada pero era inestable, i. c. tenía fluctuaciones 
irregulares sin que se introdujera ningún elemento aleatorio. En 1071 D. Ruelle y 
F. Takens introdujeron el término de atractor extraño ¡mm las orbitas asintóticas 
del espacio de fases de sistemas dimímicos disipativos, sin saber que el modelo de 
Lorenz era el primer ejemplo de un atractor extraño; posteriormente sugirieron un 
nuevo mecanismo para describir el umbral de ht turbulencia. Li y York por su parte 
parecen haber sido los primeros en introducir el término caos en ht literatura ma
temática para denominar la aparente aleatoreidad de algunos mapeos. En 1076 una 
publicación ele R. May pone atención a dinámicas complicadas incluyendo dobla
miento de periodos y caos en algunos modelos simples de crecimiento de poblaciones. 
Luego vino el descubrimiento ele Feigenbmun ele las propiedades de escalamiento y 
constantes universales en mapeos unidimensionales. Pero "caos" no debe ser simple
mente asociado a desorden. Es mucho uuís apropiado considerar el caos como una 
especie de orden sin periodicidad. En ciertos regímenes caóticos uno puede observar 
patrones repcti ti vos a csc;tlas menores, si se cuenta con el poder de resolución lo su
ficiént.cmente bueno tanto munérica como cxpcrimcntií.lmcnte. Con ésto aparece, en 
lugar de la periodicidad espacial o temporal usual, una invarianza a escalas que abre 
la posibilidad de las consideraciones ele grnpos de rcnormalización para el estudio de 
transiciones ni caos. El trabajo de Feigenbaum levantó gran intere8 entre los físicos 
como puede observarse de la cantidad creciente de literatura al respecto. 

ANALISIS DE SISTEMAS CAOTICOS. 

Existen varios análisis a realizar si se desea saber si un sistema se comporta 
ó no en forma caótica. Es decir, si son procesos cuya evolución temporal admite 
las siguientes características; está determinada por ecuaciones diferenciales o en dife
rencias que clan origen a comportamientos irregulares, aparentemente acausalcs con 
un crecimiento exponencial de la imprecisión inicial. No se incluyen en caos deter
minista procesos regulares (procesos estacionarios, periódicos o cuasi-periódicos) ni 
puramente estoc;ísticos (no descriptibles por ecuaciones deterministas, sino por di.s
tribuciones probabilísticas con ecuaciones dimímicas subyacentes). Para caracterizar 
los procesos de caos determinista es indispensable distinguirlos de los procesos re-

- 11, -



guiares y estocásticos; con este fíu se estudia la evolución temporal de los sistemas. 
Como no hay una caracterización absoluta del caos -de hecho ni siquiera una que 
sea aceptada por la mayotia ele los científicos dedicados a este te1mi- existen dis
tintas formas para atacar los prnblemas. Algunos de los métodos se mencionan a 
continuaciém. 

Secciones de Poincaré. Una posibilidad para caracterizar los procesos son las 
secciones ele Poincaré, donde se obtiene una visión estroboscópica de la dinámica 
del sistema. Se trata de la consideración de los puntos de la trayectoria que inter
sectan en la dirección de incidencia con el mismo sentido un "plano" en el espacio 
fase (figura I.2). Un mapeo de Poiucaré reemplaza el flujo de un sistema continuo 
con N grados de libertad, por un sistema discreto de orden 2N - 1; las secciones 
de Poincaré estií.u limitadas en In pníctica a espacios fase tri-dimensionales debido a 
que el sistema resultante es de dimensión dos y por consecuencia lo podemos grafi
car facilmente. Las secciones no sólo reducen el níunero de coordenadas en uno, si 
no también discrctizan el tiempo, reemplazan las ecuaciones diferenciales por ecua
cionen en diferencias (el mapeo de Poincaré P ,...... T(P)) y reducen enormemente el 
número de datos por manipular, ya que la mayoIÍa de los puntos de la trayectoria 
son ignorados. Como primer amilisis las secciones de Poincaré ofrecen información 
cualitativa del comportamiento del sistema. Dada una condición inicial la secci6n 
de Poincaré nos da una imagen del flujo y una elección apropiada del plano permite 
que el sistema sea analizado con mayor facilidad; por ejemplo, si el movimiento es 
periódico, las sección de Poincaré se reduce a puntos discretos y si el movimiento 
es cuasiperiódico, la sección contendrá un conjunto de puntos que forman una curva 
continua. Sin embargo, puede darse el caso de encontrar una sección con puntos apa
rentemente desordenados y cubriendo totalmente el espacio accesible para tiempos 
suficientemente grandes y no es posible entonces establecer si los puntos de dicha 
sección provienen de un sistema de ecuaciones deterministas ó de una distribución 
de probabilidades. 

Exponentes de Lyapunov. Una medida cuantitativa para las trayectorias en el 
espacio de fases es la determinación de los exponentes ele Lyapunov, ya que se vuelve 
cada vez nuís difícil seguir la evolución de un flujo caótico mientras la divergencia de 
las trayectorias en el atractor se incrementa nípidamente (figura I.3). Lo que se acos
tumbra hacer es estinuu: dicha divergencia y el espectro de Lyapunov es justamente la 
razón exponencial promedio ele la divergencia de las trayectorias. Por cada dimensión 
del espacio de estados hay un exponente de Lyapunov independiente, definido por 
ejemplo para el caso de un mapeo (caso discreto) por: 

,\() !' !' 11 IJN(xo+ó)-JN(xo)¡ 
;ro = N~¿, 6~5 N og ó 

Donde f N significa aplicar N veces el mapeo, por lo que la expresión nos da el factor 
promedio en que la distancia entre dos puntos cercanos, crece ó decrece. Cabe men-
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figurn 1.2 - Scccio1Jcs de l'oinc.iré: n) proceso rcgu/;ir, b) proceso irregular. 

/igllra 1.3 - Dfrcrgcncia cxpo1Jc1Jci11/ (.\) ele las trayectorfas. 
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sionar que se tiene un expresión equivalente para el caso continuo y que se presenta 
la del caso discreto por simplicidad. 

Para una solución caótica, la sensibilidad a las condiciones iniciales implica 
la existencia de un exponente de Lyapunov positivo, como consecuencia directa de la 
divergencia de trayectorias vecinas, por lo trmto, encontrar un exponente positivo es 
un signo inequívoco de un regímen caótico. En cambio para en el caso de soluciones 
periódicas o cuasi-periódicas los exponentes de Lyapunov son cero. 

Espectro de Potencias y Función de Autocorrelación. Otra opción es el 
estudio de la irregularidad de la evolución temporal X(t) de una cierta variable X; 
con el espectro de potencias P( w) ó con la función de autocorrclación <.Ii{ T ). 

donde: 

con: 

El espectro de potencias se obtiene con la transformada de Fourier tal que 

P(w) =I X(w) 12 

00 

X(w) = j X(t) e-iwt dt. 
-oo 

La función de autoc~rrc/ación i[>( T) de X ( t) se define como: 

<.Ii(r) = (x(t) . x(t + r)} 

T 

= lim ?
1
T j x(t) x(t + r) dt 

T-oo - -T 

x(t) = x(t) - x y 
T 

l . 1 J x=T~2T 
-T 

x(t) dt. 

<.Ii( T) establece la correlación entre dos medidas desplazadas un intervalo T. Y según 
el teorem\i de Wiener-Khintchin3, <.Ii(r) y P(w) están relacionados por 

00 

P(w) = j <I>(r) c-iwt dr. 
-oo 

Se tiene que para X(t) periódica ó cuasiperiódica el espectro de potencias se 
compone de picos discretos y <I>( T) se mantiene distinta de cero cuando T tiende a 
infinito. Esto nos dice que el comportamiento del sistema es predecible. En cambio, 
un espectro de potencias ancho y continuo, descarta toda posibilidad de que se 
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figurn l.·l - /1'.'fJcctros <lc·¡wt.c11ci1is P(w): 11) proceso regulnr, b) proceso irregular. 

® @ 

'T 

---- 'T 

ligur111.5 - F1111ció11 de nutocorrefación <l•(r): ,1) proceso regular, b) proceso irregular. 
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trate de un proceso regular¡ permite obserV'dl' c¡ue la evolución de X es desordenada 
y errática. En un régimen caótico, el espectro de potencias de una variable X del 
sistema dinámico es continuo, sin embargo, en base al espectro de potencias no puede 
afirmarse sí X(t) proviene de un sistema de ecuaciones deterministas o no, y por lo 
tanto no permite diferenciar un proceso caótico de uno estocástico. Para estimar 
la cantidad de desorden se utiliza la función de autocorrelación, que en un régimen 
caótico tiende necesariamente a cero al incrementm· r, ya c¡ue ningún intervalo fi
nito de observación de X(t) es suficient.c para predecir el futuro comportamiento del . 
sistema (figuras I.4 y I.5 ). 

Dimensión Fractal. Los atractores extraños cst1in altamente relacionados con la 
dimensión fractal, ya que se caracterizan por tener una subestrnctura muy compleja y 
por tanto pueden curacteri<:arse con la medida de su dimensión fractal. La aparición 
de atractores extraños es una de las manifestaciones del caos que sólo se presenta 
en sistemas disipativos. Determinar la dimensionalidad dinámica de datos experi
mentales es el objetivo central de este trabajo y por lo tanto se dedica el próximo 
capítulo a introducir la definición ele las dimensiones fractales que se van a utilizm· y 
a la explicación de los cálculos. 

- 19 -



CAPITULO II 

DIMENSIONES FRACTALES. 

CARACTERIZACION GEOMETR.f CA DE UN ATRACTOR. 

Reconstrucción <le! espacio de fases. 

Dimensión de correlación. 

MIDIENDO LA EXTRAÑZA DE LOS ATRACTORES EXTRAÑOS. 

Cálculos numéricos. 

CAOS DE BAJA DIMENSION EN UN ATAQUE EPILEPTICO. 

Epilepsia. 

Actividad cerebral. 

Caracterización. 

METODO UTILIZADO EN EL PROGRAMA QUE CALCULA LAS DIMENSIONES. 

Ejemplos conocidos. 
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CAPITULO 11 

Una caracterización cuantitativa para un conjunto de datos experimentales 
que provienen de un proceso dinámico puede realizarse determinando su espectro ele 
Lyapw10v ó su dimensión fractal. Como en general, los exponentes ele Lyaptmov 
no son fáciles ele calcular a partir de resultados experimentales, se ha puesto mayor 
atención a la dimensión fractal como caracterización de estos sistemas. Ya que la 
noción ele dimensión fractal no es común, en la siguiente sección se desarrollan con 
más detalle esta idea y los conceptos matemáticos que se utilizan para su cálculo. 
Luego se expone la forma en que Grassbergcr y Prucaccia calculan dimensiones frac
tales y se menciona un trabajo que hace uso ele su método para el amílisis ele un 
conjunto <le datos experimentales. Por último, se describen los cálculos de las dimen
siones fractales efectuados en este trabajo. 

DIMENSIONES FRACTALES. 

Para definir la dimensión de Hausdorff ele un conjunto de puntos en un espacio 
p-dimensional, se cubre el espacio con hipercubos de dimensión lineal e y se determina 
el número mínimo ele cubos, H(e), necesario para cubrir al conjunto (ver figura II.1). 
La dimensión fractal D ó de Hausdotff (también llamada ele Hausdorff-Besicovitch) 
está definida entonces como el límite de la razón In H(e)/ln (1/e) cuando la longitud 
de la arista e de los hipercubos tiende a cero. Esto es 

. In H(e) 
D = hm -1 (l/ ). e-o n e 

(IJ.1) 

Otra forma <le decirlo es que el m'nnero mínimo H(e) de cubos necesarios para 
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figura JI.J - Un co11ju11to ele ¡JUutos cubierto cou cubos ele elime11sió11 linenl c. 

1, 
'" '" 

,I 

'ª---'!! !!!.__ 1 

1 1 

1 

figura ll.2 - l'rimer11s itcrnciones pnrn construir el co11ju11t.o ele C1111tor. 

figura Jl.3 - Tercera iterncióu ele in cun·n de Kocl1. 

- 2~ -



cubrir el conjunto de puntos varía como E-D. Por ejemplo, cuando el conjunto es 
simplemente un punto, tenemos que: 

H(e) =constante= l. 

Por lo tanto la dimensión de Hausdorff de un punto es igual a cero coincidiendo con su 
dimensión topológica. Si el conjunto es un segmento de línea de longitud L, entonces 

H(E) = LE-) 

de manera que D es igual a uno, mientras que para una superficie de área S: 

que resulta en D igual a dos. 

Hasta este punto la definición de la dimensión de Hausdorff no ha ruiadido 
nada que no nos dijera ya la dimensión topológica. Sin embargo consideremos ahora el 
conjunto de Cantor; que se obtiene por medio de un proceso iterativo, donde el tercio 
central de un segmento unitario es removido y la operación se repite indefinidamente, 
como lo ilustra la figura II.2. De esta manera obtenemos un conjunto infinito de 
"puntos" inconexos. La dimensión ele Hausclorff del conjunto de Cantor se deduce 
fácilmente de su construcción: para E= 1/3, el número de elementos (en este caso 
los hipercubos son simplemente segmentos) necesarios para cubrir el conjunto es 
H(l/3) = 2, de igual forma, para e= 1/D, H(E) = 4, y en general, pru·a E= (1/3)'U, 
H(e) = 2"'. La dimensión ele Hausdorff resulta 

D 
. /¡¡ 2"' 

hm -- ~ 0.63 . 
m-oo /¡¡ 3m 

Podemos obsermr que la dimensión de Hausdorff corresponde a una generalización 
de la dimensión geométrica usual, que permite la cm·acterización de objetos fractales. 

Un segundo ejemplo clásico ele objeto fractal es la llamada rnrva de Koch ó 
copo de nic·uc, que tiene la curiosa propiedad de tener un perímetro infinito pero ocu
pando tan sólo una región acotada del plano. Para construirla se toma un triángulo 
equilátero, se divide cada lado en tres, se inserta en cada segmento central otro 
triángulo equilátero y se itera esta construcción un número infinito de veces (ver 
figura II.3). Usando el razonamiento anterior, encontramos que la dimensión de 
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/igurn //,tJ -Método pnrncalculnr In dimcusión 
ele currcfodón de un conjtuJto inmerso eu un 
C'1J/111cio clu dos <liuu.mHiones. 
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h) /i11cn N(r) N r 1 

e) superficie N{r) ...., r 2 

el) conjunto ele c1111tor N(r),.., rº·º3 . 
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Hausdorff ele la curva de Koch es 

D 
In 4 
In 3 ~ 1.2G. 

Sin embargo, existen muclúsimos otros objetos cuya geometría es nuí.s com
pleja y que se c01rntruyen a partir de cálculos munéricos. Desafortunadamente en 
varios casos ele interés ¡mictico, el cúlculo directo de la dimensión de Hausdorff -
usando la definición II.1- converge muy lentamente cuando la dimensión del espacio 
fose es mayor que dos. Así, en la pníctica, se utiliza otra dimensión fractal llamada 
dimensión de conclación, 11 1 que resulta m{is f;ícil ele calcular. 

Ilustraremos primero con algunos ejemplos de geometría plana las ideas bá
sicas que se utilizan ¡mra definir la dimensión de correlación. Si se considera un 
conjunto ele punt.os en un plano, por ejemplo, la sección de Poincaré de un flujo 
en lR3 y se calcula el número de puntos N(r) del conjunto localizados dentro de un 
círculo de radio r, es posible calcular v. La dimensión de correlación se determina de 
la variación de N( r) con 7'. Pura un conjunto de puntos uniformemente distribuidos 
sobre una curva (unidimensional) y.,. suficientemente pequeña se tiene 

esto es, N ( 1·) ~ 1·1' con l/ = 1 (ver figura II.4. b ). Ahora, si los puntos están distribuidos 
uniformemente sobre una superficie (dos dimensiones¡ ver figura II.4.c): 

11 = 2. 

Con objetos generales de dimensión arbitraria, como el conjunto ele Cantor descrito 
arriba (ver figura II.4.d), el número de puntos localizados dentro de un círculo crecerá, 
en promedio, nuís lento que el radio 1·. Suponiendo N(r) ~ r" se encuentra v;:::: 0.63, 
que es igual a la dimensión de Hausdorff. 

CARACTERIZACION GEOMETRICA DE UN ATRACTOR. 

Inspirados en el enfoque que se ha descrito y que permite caracterizar un con
junto de puntos usando la dimensión de correlación, se ha propuesto un método que 
permite e:draer información geométrica y dinámica de una serie temporal, usando el 
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hecho de que el espacio fose ele un sistema puede reconstruirse. La idea central es 
tratar ele encajar la infommción contenida en la serie temporal en un (pseudo )espacio 
fose. En el caso de series temporales que provienen de observaciones físicas, se 
pueden dar argumentos para identificar este nuevo espacio de foses con el original. 
Posterionnentc se calcula la dimensión de correlación ¡mm caracterizar al conjunto, 
pero considerándolo como subconjunto ele! espacio fose rcconstruído. 

Reconstrucción del espacio fase. Las ideas que se tienen para el estudio de 
sistemas dimímicos presuponen el conocimiento del espacio fose, sin embargo casi 
nunca se tiene acceso a esta información, a no ser que se conoscan explícitamente las 
ecuaciones ele evolución del proceso. Esto es muy frecuente en el análisis de datos 
experimcntalc:;, ya c¡ue por lo general se mide la variación ele una sola propiedad 
relacionada de alguna manera con las variables de interes del sistema. No obtante se 
puede llevar al cabo el aná.lisis, ya que a partir de estas observaciones se reconstruye 
el espacio fose equivalente. 

La reconstrucción se hace de la manera siguiente: empezando con la obser
vación de la señal X(t), es posible la reconstrucción de la topología del conjunto de 
datos, tomando como espacio fose X(t), X(t+r ), X(t+2r), ... ó X(t), X(t), X(t), .... 
En ot.ras palabras, se puede considerar la seiial X(t) independiente ele hi misma señal 
un tiempo más tarde X( t + r) donde r es una constante arbitraria llamada retardo. 
O bién podemos tratar a X(t) y a su derivada del tiempo .:\."(t) como señales inde
pendientes. Esto no quiere decir que el atractor que se genern en el nuevo espacio 
sea idéntico al del espacio fase original, tan sólo que la nueva representación conserva 
!ns mismas propiedades topológicas. Este resultado es suficiente para estudiar las 
características esenciales en cuanto al amílisis que se propone. Un ejemplo mostrado 
por Packard et <Ll son las proyecciones de las trayectorias del flujo de Rossler (ver 
figurn II.5): 

:i: =-y- z 

f¡ = :v +ay 

i = b+ xz - cz. 

Se tiene entonces en la pníctica que el tiempo es discretizado para obtener 
una serie ele vectores p-dimensionales representantes de la dinámica del sistema, ver 
figurn II.G. 

Dimensión de Correlación. La posición de dos puntos a lo largo de la misma 
trayectoria pero lejanos cut.re si en el tiempo en el espacio de foses reconstruido, no 
estiín, en general, correlacionados. Sin embargo, como tocios los puntos provienen de 
la mismn serie temporal asociada con un único proceso, debe existir una correlación 
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figura II.5 - Proycccio11cs riel flujo de Roslcr. 

a) verdadero (x,y) b) reco11st.rucció11 (x,z). 

X lt+2tl 

figum Il.6 - Representación esquem,itic11 de una tmyectoria reconstruida punto a 
punto de u1111 serie de tiempo x(t). . 



"es¡ntcial" caracterizada por alguna función. Se puede escribir: 

C(1·) = lim Nl 
2 

x [número de parcja.s i, j cuya distancia 1 x¡ - Xj I< r] 
N-oo 

donde i y j son índices que ordenan los N puntos de una trayectoria. Esta función 
puede definirse de manera m1ís formal como: 

N 
C(1·) = lim 

N-oo 
N 2 ¿; 8( r- 1 x¡ - :l!i 1 ) 

i,j=l 
(II.2) 

donde 8 es la función Henviside definida por 8(:¡;) = 1 para X positiva y o en cualquier 
otro caso. El número ele parejas i, j cuya distancia es menor que r es también la 
suma ele tocios los N( r ), si se cuentan los puntos contenidos en hiperesfems centradas 
en cada punto del ntrnctor. Entonces, C(r) es proporcional a N(r) y por lo tanto 

C(r) ~ r''. (JI.3) 

Con elatos '~xpcrimentnles la validez de esta ley de potencias se limita a va
lores ele 1· rnz01uíblemente pequei1os comparados con la dimensión del conjunto¡ al 
incrementar r, N(r) necesariamente se satura cuando 1· toma valores comparados con 
el tnnuuio del conjunto. Por otro Indo, para valores muy pequciios ele 1· son pocas 
lns pnrejns i, j ele datos experimentales cuya distancia es menor que 7', dado que el 
número de puntos es finito. Bajo estns condiciones la estndística se vuelve pobre y 
la incertidumbre con que se toman los elatos dominante. Así en la práctica sólo una 
gm1m limitada de r's satisface la ley de potencias C(r·) ~ r" y puede ser usada para 
determinar 11, In dimensión de correlación. 

Aunque 11 no es en general igual a D, es siempre una cota inferior (apéndice 
II): 

11:::; D. (Il.4) 

La dimensión de correlación 11 depende de la densidad de puntos, ya que involucra 
un contéo de .puntos y es sensible ni proceso dimímico de cobertura del atractor. En 
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cumbio, hi dime1rnión <le Ifausdorff depende sólo de la composición geométrica; por 
definiciém se dct.ermina con el mínimo número de hipercubos que cubren el atractor.· 
Por otro ludo, si la dc1rnidad de puntos en mm región es baja, esta región no contribuye 
apreciablemente a la dimensión de correlación, justificación cualitatiwt de c¡ue v estít 
acotada superiormente por D. Si la densidad de puntos es uniforme se trata de 
un conjunto climensiornílmentc concordante y el valor numérico de sus dimensiones 
coincide, i.c. 11 =D. 

El método se puede generalizar a espacios p-dimensiouales definiendo N(1·) 
como el número de pnnt.os contenidos en una hiperesfcrn p-dimensional de radio 
r. Existe adc1111Ís en la. literatura otro tipo de gencrnli:;mcióu, propuesta por otros 
autores, de la noción ele dimensión fractal (apéndice III). 

MIDIENDO LA EXTRAÑEZA DE LOS ATRACTORES EXTRAÑOS. 

Este es el título del artículo de Grassberger y Procaccia, en el que estudian 
el exponente de correlación 11 que introdujeron como medida para atractores y que 
permite distinguir entre caos determinista y ruido blanco (ver apéndice IV). En él 
plantean la posibilidad de usar este método para el nmílisis de datos experimentales 
en cuya dinámica se sospeche la existenci<t de atractores. Este es el método que se 
utlizó ¡mrn auaU.mr los elatos de los acelcrogramas del sismo del 25 ele abril de 1989. 

Se sabe que muchos sistemas dinámicos disipativos no lineales no tienen esta
dos asiut.ót.icos que sean estacionarios o periódicos. Si se dan valores apropiados a sus 
par1í.metros, el sistema podría tener únicamente estados asintóticos que correspon
dan a movimientos caóticos, a estos se les llnma atractores extrmios. Una pregunta 
natural, en este caso, es la de qué obsen"<ible caracteriza al sistema de manera más 
eficiente; nuís aún, cuando se obsenit un comport¡uniento extraño, uno quisiera tener 
un procedimiento que permita saber si el atractor tiene una dinámica caótica ó si 
Ins irregulal"idades son producidas por ruido externo. Una medida que proporciona 
este conocimiento debe ser sensible a la estrnctura local del atractor. Este es el caso 
de la dimensión de correlación, por ello es que v se ha utilizado para caracterizar 
atractores. 

Sin embnrgo, para calcular la dimensión fractal es necesario conocer el atrac
tor; si se tiene una serie temporal de una sola variable {;r¡, i = 1, ... , N; x¡ E lR}, la 
idea de Pnckm·d et al. y Takens consiste en construir los vectores 
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¡i-<limensim1ales 

e¡ = ( Xj, Xi+I > ... , Xi+¡i-1 ) (II.5) 

y usar el espacio e; en lugar de X. Con ésto la integral <le correlación se convierte en 

C(1·) = lim 
N-oo 

(II.6) 

Grn.ssherger y Procaccia proponen emplear cu forma nuís general 

e.= ( .1:(t¡), x(t¡ + r) ... x(t¡ + (¡i- l)r)) (II.7) 

con r un intervalo de tiempo prefijado. La magnitud de T no puede ser muy pequeña, 
ya c¡ue se tendrfo :i:¡ ~ Xi+r ~ :1:¡+2r ~ • ·" Por otro lado, r tampoco puc<lc ser muy 
grnnde, ya que valores dist.a.ntes de una setial temporal no están correlacionados. 
Ademiís debe considerarse un compromiso con In dimensión p; ésta debe ser mayor 
que la dimensi¡Ín d" correlación del atractor ( si no, C'( 1') ~ r'' ). 

Una vei rcro11str11iclos los espacios p-dimensionales de los valores x(t¡), para 
valores crecientes de p; i. c. p=2,3,4,5, .. ., los autores proponen determinar la di
mcnsi<ín de correlitción calcnlando para cada valor ele p la integral de correlación 
C,.(1·) ¡>nrn distintos Valol'l~S ele 7' y obtener la penc\ientcc\e la gráfica /og C1,(r) V3. 
log 1· que conesponde ni valor de la dimensión de correlación (ésto presupone c¡uc la 
relación que guardan es lineal). En efecto, para un régimen periódico, la dependencia 
de C1,(r) es estrictamente lineal; en contraste con el caso de ruido blanco, donde la 
señal puede considerarse como una superposición de un número infinito de modos 
oscilniorios imlcpPndi<'n<'s. Tal comport.amiento puede describirse por un atractor 
T", con n muy grnude y trayectorias que cubren densamente cualquier espacio fase 
de dimensión ¡> ~ 11. De hecho, la fig11ra II. 7 muestra c¡uc las funciones característica 
0 1,( 1') obtenidas de ruiclo blanco tienen pendietcs en UIH\ gráfica /og - /og que con
tinúan creciendo con p, obteniendo 11 ~p. Este resultado puede extenderse: mientras 
el vulor de 11 sea igual a Jl (o continúe creciendo con p), se sabe que la dimensión 
del espacio usaclo para los dlculos es menor que (o comparable a) la del atractor 
em'l'esponcliente. Si por otro lado, el valor de 11 calculado p1U"a un regimen se vuelve 
inclepencliente de p, el valor ni cual se estanca la pendiente se conoce como "dimensión 
de conelación" y el valor de )J después del cual se observa la saturación -del valor 
de 11- cl1í el mímero mínimo de variables necesarias ¡mm modelar la dimí.mica del 
atrnct.or. 

El cuso de rnido en una señal caótica no se discute en el artículo, sólo se 
menciona que cunmlo existe un rnido externo, la gráfica log C(r) v.•. log 1· tiene 
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dos rngiones. A una ciertas escalas la componente aleatoria distorsiona la estructura 
fractal¡ ¡mm cscah~~ ele longitud mayores que éstas C'(1·) continua escalando como rv 
y para aquellas que se encuentran por debajo C(r) escala como rtl. Así el análisis 
de una señal experimental en estas condiciones permite tanto la caructerización del 
at.rnctor como una estimación de la magnitud ele la componente aleatoria. 

Cálculos numéricos. Grassbcrger y Procaccin estudian varios ejemplos de sistemas 
con dimcnsion<Js finitas e infinitas, munérica y analíticamente. Ellos introdujeron el 
muílisis basado en la dimensión ele correlación, por eso se exponen n continuación los 
ciílculos r¡ue realizaron. 

Generan primero las series de tiempo {X¡}~ 1 y se aseguran de que todas 
las a:¡ estén en el atractor descartando las primerns 100-200 iteraciones. Esta es la 
parte que menos tiempo computacional cons1une a comparación con el cálculo de las 
N(N - 1 )/2 ~ 108 pares ele distancias r¡j =1 X; - Xj 1 y su suma parn calcular la 
integral de corrclaci<)n. 

El algoritmo que proponen parn efectuar los cálculos, utiliza el hecho ele que 
los números de punto ilotante se guardan en la computadora ele la siguiente manern 

r = ± mantisa· lwsc+cx¡• 

con bnse=lG. En su caso 1/basc < mantisa < 1 y el exponente es entero. Así, 
cxtrnycuclo el exponente pueden formar las parej!IS de 1·¡j 's con una separación geomé
tricmnentc creciente. Parn escojer la separación nuíxima entre parejas toman el 
exponente de una potencia nrbitrnria rl' ele 1· y después de obtener el número Nk de 
p!lrejas (1'.,j) en el intervalo 2k-l < r;; < 2k, obtienen la integral de correlación como 

(II.S) 

El algoritmo presenta dos ventajas: Primero, la capacidad de memoria re
querida se reduce enormemente. Segundo, en un algoritmo que cuent<i cajitas se 
debe itcrn.r hasta que toda cajita de longitud lincal r no vacía sea visitada, lo que 
es im¡míctico, especialmente si r es muy pequeña; esto induce errores sistemáticos 
aunque el nlimero ele iteraciones N sea muy grande. En este método no existe tal 
problema. En el nmílisis que ellos presentan no ,;e utilizaron elatos experimentales, 
que es el tipo de análi~io que nos interesa, por ello se ofrece a continuación un ejemplo 
ele In determinación de lit dimensión fractal a partil· del muüisis de una serie temporal 
de In activiclatl cerebral. 
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CAOS DE BAJA DIMENSIONEN UN ATAQUE EPILEPTICO. 

Dabloyantz y Destexhe realizaron un estudio con series temporales obtenidas 
de electroencefalogramas (EEG) y encontraron a tractores caóticos en el comporta
miento del cerebro. Si se compara la actividad cerebrn.l durante un ataque epiléptico 
y la cliníunica normal ele! cerebro lnunano, los resnltados mnestra.n un brinco entre 
la dimensión de los atractores del cerebro para sueüo profundo ( 4.05 ± 0.05) y la 
dimensión encontrada para el estado epiléptico (2.05 ± 0.0!J). El hecho ele que atrac
tores caóticos sean identificados para varios estados de actividad cerebral, normal 
y patológica, implica la existencia de dirnímicas deterministas de naturaleza com
pleja. A diferencia de los fenómenos periódicos, caracterizados por un número limi
tado de frecuencias, los procesos caóticos muestran un espectro continuo. Por tanto, 
una dirnlmica caóticn incrementa la capacidad resonante del cerebro. Babloyantz y 
Dest.exhe relacionan esta propiedad con la habilidad del cerebro para generar y pro
cesar información, especulando ann n11ís, sugieren la siguiente explicación para un 
ataque epiléptico del tipo pctit mal: los agentes que producen el ataque tienden a 
llevar la actividad del cerebro hacia un movimiento periódico estable, en este estado, 
el procesamiento de información sería imposible y la recuperación extremadamente 
difícil sin embargo el cerebro se las arregla para permanecer en un atractor caótico, 
aunque en uno de muy baja dimensión, para poder procesar reflejos. La determi
nación del níunero mínimo <le variables necesarias para la descripción del atractor 
epiléptico es una valiosa clave para la constrncción de un modelo y corresponde a.! 
mínimo valor ele p para el cual la dimensión ele correlación se satura. De su análisis 
sugieren que al menos cinco variables distintas están involucradas en el umbral del 
petit mal. Dos variables, por ejemplo, el potencial ele las membranas de las neuronas 
exitatorias e inhibicloras, tienen la tendencia a generar un comportamiento periódico 
mientras que otrlis tres regrcs1m el atractor a un estado menos coherente. Las pro
piedades topológicas ele los atractores y su cuantificación por medio del análisis de 
dimensión fractal representan adenuls de un avance en el estudio del funcionamiento 
del cerebro, una herramienta apropiada para la clasificación de la actividad cerebral. 
Con ésto se tiene un posible método de diagnóstico, por ejemplo, varios tipos de 
ataques epilépticos podrían ser clasificados de acuerdo con su grado de coherencia. 
En seguida se encuentra la descripción del trabajo. 

Epilepsia. Un ataque epiléptico refleja un estado patológico ele la actividad cerebral 
que ocurre espontanemnente como resultado de un desorden funcional, inducido en 
forma externa ó como respuesta a una lesión. Existen muchos tipos de epilepsia: 
el único considerado en el estudio es el de ataques de duración corta ( alrrededor 
de 5 segundos) conocido como ¡ictit mal, que puede inmclir por completo la corteza 
cerebrnl y muestra una simetría bilateral entre los hemisferios. Durante el ataque, la 
actividad electrocnccfalogriífica cambia a un modo aparentemente oscilante. Se 
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observa una sucesión de ondas 1rnis o menos regulares y extremadamente coherentes 
de aproxinmchunente 3 ciclos por segundo. Estas ondas estlín separadas por picos 
menos regulares (ver fig. 11.8). 

Activiclacl ccrc b1·al. Se supone en el trabajo que la di mímica del cerebro se puede 
describir por un conjunto den varinbles {.1:o(t), x¡(t), ... , x11 _¡(t)} que satisfacen 
un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden, equivalente a una ecuación 
diferencial de orden n ele mm sola variable .'l:o, accesible de los datos experimentales. 
El ntractor se rcconst.rnye entonces como el conjunto {xo(t), xo(i + r), .. ., xo(t + 
(n - l)r)} utilizando las series de tiempo obteniclns ele medir a intarvalos de tiempo 
regulares la actividad cl(~ctrica de una porcirín de la corteza cerebral humana (figura 
Il.O); por medio de EEG's tomados a pacientes epilépticos durante un ataque y a 
personas sanas durante ciclos de sue1io. Así la ;to representa el potencial eléctrico V 
obtenido del elect.roenccfologranrn y hu; variables independientes, corrimientos en el 
tiempo, con retraso T ( r = m · t:i.t, donde m es uu número entero y t:i.t es el intervalo 
entre muestras sucesivas). La determinación de T la hacen por medio de la función 
de antocorrclación (figura 11.10). 

Caracterización. Para los c¡[\culos ele la dimensión de correlación de los atractores 
que construyen Dabloyantz y Destexhe, introducen una notación vectorial: 1f;(t) es un 
punto en el espacio fose cay1u; cooEdenadns son (V( t¡), V( t¡ + T ), ... , V( t¡ + (!i-1 Jr )). 
Escogen un punto de referencia 11¡ ele los datos y calculan las distancias 1 ''i - Vj 1 a 
los N - 1 datos restant.cs. De cota manera determinan la cantidad de puntos que se 
encuentrun a una distancia 1· del punto 1f¡. Repiten este procedimiento para todos los 
valores de i y obtienen a continuación C(r), con la ecuación 11.3. Esta función es una 
medida de que tanto afecta la presencia del punto V; a los dcmas puntos. Encuentran 
¡mm valores pequeños de r la ley ele potencias 

y In dimensión ele correlación 11 del atractor la calcularon de la pendiente de la 
recta log C( 1·) v.•. log r. P1mt ésto determinaron primero por inspección visual las 
fronterns de la zmrn liiwal, dcspnés calcularon la pendiente de los m primeros puntos 
por medio ele mínimos cuadrados. Este proceso lo repitieron a todo lo largo de la 
región line<tl recorriendo m un punto cada vez, con valores crecientes ele m. Si la 
región es lineal, todas !ns operaciones deben dar el mismo resultado para el valor de 
la pendiente (con errores aceptables de frontera). Utilizaron r's entre 17 t:i.t y 25.t:i.t, 
con \¡u; que obtuvieron regiones lineales satisfactorias o bien curvas de satmación 
bien comportadas, para p=5 y encontraron para el estado epiléptico una dimensión 
de corrclnción v, de 2.05. En un sistema biológico tan complejo como el cerebro 
unn dimensión tan bajn es realmente sorprendente, muestra la gran coherencia de la 
actividad dinámica regist.rnc\a por el EEG clnrnnte el ataque. Para los ciclos ele 
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m1c1io cnco11tmro11 c¡uc de las etapas cstudiad!L~, la cuarta -sueño profundo- presenta 
la climímica 1111ís cohcrcnt.e con una /J• de 4.05. En conclusión observaron un gran 
snlto en la cli11wnsió11, por tanto en la coherencia de la dimímica del sistema, entre el 
cuarto nivel de sueiw y el atractor epiléptico. Cabe también mencionar que estudios 
preliminares no revclarou la preccmsia de at.ractores caóticos en gente despierta para 
dimensiones de Ji menores o iguales a 10; con ésto se concluye la ejemplificación del 
método. La sig11ic11te sección está dedicada a los cálculos efcctudos en el presente 
trabajo. 

ME'l'ODO UTILIZADO EN EL PROGRAMA QUE CALCULA LAS 
DIMENSIONES. 

Teniendo en mente los c1ílculos efcctudos por Grassberger y Procaccia para 
determinar cli111cnsi01ws se elaboró un programa para calcular la dimensión de co
rrelación y la ele Hausclurff ele una serie temporal de datos experimentales, aunque 
sirve en gcueral ¡mrn uua secuencia de puntos. Se decidió evaluar la dimensión de 
corrclnció11, ¡mrn cousidernr cu el cíilculo la dimlmica del sistema y en forma paralela 
la. dimensión ck Hmrndorff, como parnmclro de control ya que 11 ::=; D. 

Pam cfcctunr los c1ílculos el espacio fase se divide en retículas p-dimensionales 
con longitud linenl r. Los valores utilizados pnrn 1· son 1/2, 1/4, .. ., 1/2" y 1/3, 1/6, 
.. ., 1/(3 · 2" ). Luego se locafümu los elatos cu los hipercubos que cubren el espacio y 
se gunrda est.1í informacic\n eu matrices, AJ,. 

Como la fnucit\11 de correlación es igual a la probnbilidad de que dos pun
tos del conjunt.o estén separados una distancia menor que 1· (ecuación II.6), ésta es 
proporcional a In probabilidad de que dos puntos del conjunto caigan dentro de la 
i-esima celda, probabilidad que podemos calcular como el número de parejas con 
rcpct.icic'in que se pueden formar con los puntos que se encuentran en cada una de las 
ccldns de In retícula. Así, para determinar In dimensión de correlación, para N muy 
grande calculamos la función de correlación como: 

(II.9) 

Donde N es el 111'n11cro total ele datos y ¡1¡(r), el número de puntos en el i-esimo hiper-
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cubo p-<linm11Hio11al. De la grMirn logC1,(1') vB. log1· <le los puntos (r, C1,) se encontró 
la rncll• c¡ue mejor se aj1rntó a los datos, obteniendo In. dime1rnió11 de correlación como 
111 pendiente de dicha recta. 

En fm·ma oimilar, ¡mm obtener el valor de la di111e118iém <le Hausdorff se iban 
cont1111<lo ni mismo tiempo el mímcro ele cclchu; que estaban ocupadas para encontrar 
el vnlor ele JI1,(r) y determinar con éste la dimensión ele Haus<lorff como menos la 
penclicnt.c <le lit recta <¡uc se ajusttL a los puntos (r, I!1,) en la gnífica lag I!1,(1·) vs. log 7'. 

Ejemplos conocidos. El valor c¡ue se obtiene ¡mrn !ns dimensiones con este método 
se prob6 con <los secuencias el<: puntos, una se obtuvo de l'llido blanco (apéndice IV) 
y ol.ra del nmpco logíst.ico (apéndice V). 

H11iclo D/11m:o. Para el caso de l'llido blanco se generó el archivo de elatos con un pro
grnmt• que ntiliza el gencrndor de números al azar de la maquina, pero que después 
!'jcc11t.11. 1111 or-<•xclusivo en modulo 21íG, permitiendo un valor 1rníximo de 216 y norma
liznmlo u. uno (ver cspa.cio fose recmrntruido ¡rnrn el ruido figurn II.11). Se obtuvieron 
l1m siguientes valores, con 1í0, 000 elatos, parn: ¡i = 1, 11 = 1 y D = 1; ]J = 2, 11 = 2 y 
D = 2; ¡i = 3, 11 = 2.D y D = 3; ]J = 4, 11 = 3.8 y D = 3.8. Estos son efectivamente los 
rcHult.1.tdoH que espcrnn ¡mrn el rnido blanco -ver la discusión ele la figura 11. 7-. Sin 
e111bnrl.(o, culic mencionar c¡uc inicialnl<'nt.c el archivo de datos se obtuvo utilizando 
clirecln111cnt.e lcrn valores del generador ele nlimeros al azar ele la mvax3D del IFUN AM 
(VAX/V'f:..'18 vcrsi1ín V1í.3-1). En este caso, parn ¡i = 1 se encontraba un valor ele 0.6 
¡mrn 11 y para. p = 3, 11 ~ 2. Después de un m1<í1isis cletallaclo del programa nos 
dimos cm·nt.a de <¡ne el problema ern la mnnern en c¡uc la nuíquina estaba generando 
!ns sccnencins y clcciclimos programar nuestro propio generador. Fué satisfactorio 
com¡irnbnr c¡uc el progrnma es muy sensible a la coberturn del espacio hecha por la 
HCCttet1cia. 

J\·fopco logi'st.ico. En este cnso se hizo el ctílculo ¡mrn dos valores del panímetro r'. 
Piu·1t r' = r:X, y r' = ,1. Con N = 30, 000, p = 3 y r' = 4 se obtuvo un valor de 
11 = O.DD y se sabl! que para este valor del ¡mnímet.ro la dimensión fractal es 1, ya que 
corresponde a lln l'st.ado caótico que cnbrc tocio el intervalo. Para N = 30, 000, Jl = 3 
y r' = 3.1íGD9'11íG se obtuvo 11 = 0.1í y D = 0.1í3 que son los valores de la estrnctura 
frnctnl en la qnc se encuentra el mapen para el panimetro r~ (gráficas de algunos 
rcwlt.nelos - Hgurn II.12). 

Como se prctl•nclía obtener un progmnrn pm·a el nmílisis de elatos experimen
tales, en la clabnrnción del mismo se consideró el hecho ele que en general en estos 
cnsos In cnntielncl ele puntos <:011 los c¡ue se cuenta es muy pequeña y encontramos pre
forible utilizar 1111 nlgoritmo con cajitas, en lugar de un método que daría resultados 
1111is precisos pero q 11c requiere de 20, 000 a 30, 000 datos ó que incluso llega a 
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figura II.11 - E~pacio fose rcco11st.ruido para ruido blanco: a)p=2, b)p=3 (proyccció11). 
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11tiliz11r 100, 000 elatos -con los que no contamos- como el que utilizan Grasbcrger 
y Procuccia ó la evaluación clirccttt de todas las distancias entre parejas de puntos 
que llevan u! cabo Dabloyantz y Destexhe en el análisis de la dinámica cerebral. 
Precisamente un sistema con cantcterísticas similares a las que presentan los ence
folognunrtS, en cuanto al tipo de datos, es el conjunto de los acelerogramas de un 
sismo en el valle de México y como se están haciendo estudios para entender mejor 
los sismos, se sugirió calcular la dimcnsionalidad dinámica a pm'tir de dichos accle
rogrnmos, yn que se observan espect.ros de Fourier distintos para distintos tipos de 
suelo. En el siguiente capítulo se presenta la descripsión del sistema y los resultados 
del t.rnlmjo sobre el sismo. 
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CAPITULO III 

SOBRE EL VALLE DE MEXICO. 

El valle de México es una zona de alto riesgo sísmico y n- partir del siniestro 
del 19 de septiembre de 1985 los esfuerzos por comprender lo que ocurre durante 
un sismo se han multiplicado. Con el afán de analizar y cuantificar los sucesos, 
para comprenderlos mejor, se realizó el cálculo de la dimcnsionalidad del movimiento 
telúrico. 

Básicamente en el valle de México se tiene tres tipos de sucio que indican 
tres zonas sísmicas: zona I, terreno firme o roca; zona II, terreno de transición o 
sedimentos compactos y zona III, arcillas lacustres. El terreno rocoso en gran parte 
se encuentra circundando el valle y la zona lacustre está en el interior; el sedimento 
se encuentra entre las dos (ver figura III.1). 

Se analizó el sismo del 25 de abril de 198!J, que de acuerdo con los datos del 
Servicio Sismológico Nacional (SSN) del Instituto de Geofísica de la UNA!vI, ocurrió 
a las 14:26 hrs (GMT) en la ciudad de México. Tuvo una magnitud de 6.9Ms y 
su epicentro se localizó al suroeste de Acapulco, en las coordenadas 16.53 latitud 
norte y !J!J.55 longitud oeste (figura III.2). Este forma parte de los sismos lejanos que 
afectan al valle de México. Ocurren generálmcnte en las costas de Jalisco, Michoacán, 
Guerrero y Oaxaca, es decir, en la zona de subducción de la placa de cocos. Se eligió 
este sismo por que es el m<Ís grande que ha habido desde el de septiembre de 1985. 
La información fué recabada en la Fundación Javier BruTos Sierrn4• 

Los datos fueron registrados con acelerógrafos de la red a cargo del Centro 
de Instrumentación y Registros Sísmicos, A.C. (CIRES,A.C.). Los instrumentos se 
implantaron a raíz de los sismos del 85. A continuación se indican las características 
de los aparatos de la red b;ísica, así como de los registros obtenidos. 
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Descripción de los aparatos. Los instrumentos de superficie son acelerógrafos 
digitales con registro magnético en cassette, que pueden captar en escala completa 
hasta 0.5g. Cada aparato utiliza un microprocesador de 12 bits que controla el inicio 
y el final de la grabación en cassette, cada vez que la aceleración detectada rebasa un 
umbral preestabledclo. El registrador toma 100 muestras por segundo ele tres senso
res ortogonales dispuestos en las direcciones vertical, norte-stU· y este-oeste, las que 
se utilizan pnra evaluar !ns aceleraciones del terreno. La información registrada se 
complementa con el número ele serie del registrador, el número progresivo del evento, 
In hora de un reloj interno y una señal ele referencia de tiempo externo (señales típicas 
para las distintas zonas - ver figuras III.3,III.4 y III.5). El microprocesador detiene la 
grabación del cassette 15 segundos después de que la aceleración detectada supera por 
última vez el umbral de disparo. Cabe señalar, que el umbral de disparo es diferente 
en cada estación, para evitar que se llene la cinta magnética con registros de eventos 
originados por ruido sísmico local. Con el fín de capturar la información completa 
del sismo, el equipo dispone de una memoria pre-evento que permite registrar los 4 
segundos previos al momento que el instrumento lo detecta. La información acele
rométrica registrada, se pasa a través de un filtro de 30 Hz para discriminar las altas 
frecuencins. SisteJJJa de ticlllpo externo. Este sistema ele referencia está construido 
con 8 transmisores distribuidos alrededor del mundo, los cuales emiten información 
codificada cada 10 seg, en mm frecuencia cercana a los 10 IiJfa. Con la recepción de 
esta sefütl se sincroniza autmmiticamente el reloj externo de cada estación. 

Información acelerométrica. Se trabajó únicamente con los datos de 15 estacio
nes, escogidas tanto por su localización como por la inspección visual de los acele
rogranms presentados en el informe. En la figura III.l se muestra la distribución de 
las estaciones. Para la Zona I se analizaron las estaciones D34, D50, D74 y D78, 
con una duración aproximada de 80 seg. Para la Zona II se analizaron las estaciones 
DlG, D30, D42 y DG2, con una duración aproximada de 80 seg. Para la Zona III se 
analizaron las estaciones D06, DOS, DIO, D58, D62, D68 y D72, con una duración 
aproximada de 120 seg. 

EVALUACION DE LAS DIMENSIONES PARA LOS ACELEROGRAMAS. 

Reconstrucción del espacio fase. La información disponible, los acelerogramas 
registrados por estacións sísmica durante el movimiento tehírico, son precisamente 
series temporales de una sola variable. Así, los espacios de fases utilizados en el 
rui;ilisis se reconstruyeron mediante los vectores ~¡ que introdujeron Grassberger y 
Procnccia, ecuación II. 7. El retardo r se determinó utilizando la función de av.toco-
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rrelación, que proporciona información de que tanto se ve afectado el valor de una 
variable, dado que un tiempo r anterior tomara otro valor. La función de autocorre
lación se calcula como 

1 n 
'11m = - LXj ·Xj+m· 

n i=l 
(II.9) 

Físicamente, la función representa el promedio del producto de los valores de la señal 
a un tiempo dado y un tiempo m · b.t más tarde. Podemos inferir entonces de lllm 
si los valores instantaneos de una señal dependen de un valor previo y si dependen, 
por cuanto tiempo lo hacen. Mientras la función de autocorrclación es apreciable, la 
señal permanece relativamente predecible; el conocimiento de la señal en un tiempo 
suficientemente largo permite calcular con cierta confianza valores a tiempos poste
riores por extrapolación. Por otro lado, si lllm tiende a cero, la similitud de la señal 
consigo misma desaparece y la predicción de su evolución se vuelve imposible. Se 
calculó de la función de autocorrelación 'llm para distintos valores de m. 

Los datos se analizaron por zonas y cada componente por separado. Los 
datos de la componente vertical no fueron tomados en cuenta por que su amplitud 
es mucho menor que la amplitud de las componentes norte-sur y oriente-peniente. 
Para estas componentes se obtuvieron los mismos resultados; para el terreno rocoso 
efectivamente los datos ya no estaban correlacionados después de 0.05 seg, en cambio 
para el lago y la zona de transición se obtienen soluciones oscilantes (figura III.6). 
Trabajando directamente con la reconstrucción del espacio fase de los datos para 
distintas r's encontramos que los patrones (figura III.7) y de hecho ni el valor de 
las dimensiones cambiaba mucho con r por lo que decidimos utilizar r = 0.05, con 
el objeto de mantener el mayor número de datos disponibles, pero descartando la 
correlación de la señal entrante (en roca). 

Resultados. Una vez reconstruidos los espacios de fases se evaluaron las dimensiones 
con el programa para distintos valores de p; primero de las estaciones por separado 
y luego juntando todos los datos. Obtuvimos que para p = 3 se satura el valor de 
las dimensiones dando como resultado para las zonas III y II, de arcilla lacustre y 
de sedimentos compactos, una dimensión de correlación, v = 1 y de Hausdorff de 1.1 
y para la zona I ó de terreno rocoso una dimensión de correlación de v = 1.3 y de 
Hausdorff de 1.3. Algunas gráficas típicas se encuentran en la figura III.8. 

Se hicieron además de los cálculos directos de los acclerogramas, cálculos 
sobre señales desamortiguadas. Se propuso considerar para la señal registrada un 
amortiguamiento exponencial después de un tiempo estimado de 60 seg que duró la 
señal entrante y se calculó el factor para desamortiguar la señal. Estos acelerogramas 
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dieron los mismos resultados que las señales originales. También se analizaron del 
lago las "colas" de los acelerogramas por separado, donde se creé que el movimiento 
de la arcilla lacustre tiene un patrón oscilatorio estacionario y que es congruente con 
la dimensión uno que estamos obteniendo. 

Discusión. Para los distintos tipos de sucio, como ya se ha mensionado, se observan 
distintos espectros de fourier (figuraIII.9 - algunas gráficas típicas). Por ejemplo para 
la arcilla lacustre se pueden distinguir picos definidos para ciertas frecuencias, con 
algo de ruido¡ a ésto se debe In hipótesis del movimiento oscilatorio que se acaba de 
mensionar y del cual se obtiene un valor de In dimensión igual a uno. En cambio, en el 
caso del terreno firme, se observa un espectro ancho y como se dijo en el capítulo I, con 
este tipo de espectros no es posible distinguir entre caos determinista y ruido blanco. 
Así que decidimos determinar la dimensionalidad dimímica del moviminto telúrico 
utilizando los acclerogramas. No se pretenden caracterizar las distintas zonas con los 
valores obtenidos, ya que debido a la cantidad de datos con los que se cuenta, i. c. para 
roca y sedimentos en promedio se tiene 1333 datos por estación, 5332 datos en total, 
lo que quiere decir que para p = 2 tenemos 2GGG datos y para p = 3 tenemos 1777 
datos¡ para el cnso de arcilla lacustre, son 2000 datos por estación, 14000 en tot.al, 
por lo tanto se cuenta con 7000 datos para p = 2 y 466G para p = 3, no se pueden 
asegurar valores preciso~ para las dimensiones fractales. Encontramos ademiís, el 
valor de la función de correlación para un rango muy pequeño de r, porque para 
cajas 1111ís chicas se saturaban los valores de las dimensiones. Los valores encontrados 
no son del todo despreciables; como se mencionó, en el estudio sobre epilepsia se 
encontraron dimensiones fractales para datos con características parecidas a las de 
nuestros datos, comparar los cnccfalogranms que presentan en el trabajo (figura II.8) 
y los acelcrogramas del CIRES (figuras III.3,III.4 y III.5 ), así como, las gráficas de la 
función de autocorrclación para ambos casos (figuras II.10 y III.G). Esto indica que al 
menos somos capaces de reportar la dimcnsionalidad dinámica de los acelerogramas, 
de 1 para arcilla lacustre y los sedimentos y de 1.3 para la zona de roca. 

En base a dimensiones fractales existen otros estudios sismológicos, como los 
presentados sobre ht falla ele San Andrés por A viles y Scholz1 y por Okubo y Aki 11 . 

Pero, sus estudios tiene que ver con el cálculo de la dimensión fractal -la dimensión de 
Hausdorff- de las fallas. A viles y Scholz estudian la irregularidad de la falla principal 
utilizando el método A descrito en el capítulo I, recorriendo la falla con segmentos 
de tamaño E y Okubo y Aki utilizan el método D (capítulo I) con círculos de radio 
e, pero adenuís de la folla principal ellos incluyen ramificaciones como San Jasinto y 
Banning entre otras. En ambos artículos se reportan dimensiones que dependen tanto 
de la magnitud de E como ele la escala de los mapas en los que se miden. Obtienen 
resultados como los siguientes; rangos en los que la dimensión varía mucho y son 
para ellos poco confiables, ó bién, reportan dimensiones mayores -como en el caso 
de Okubo y Aki- debido a que incluyen sistemas de fallas menores y utilizan mayor 
resolución en los c1ílculos. Pero estos son justo el tipo de problemas que reporta 
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Mandelbrot para determinar la longitud de una costa y concluye que este tipo de 
análisis no resulta significativo. Sin embargo en estos estudios realizados justo en la 
falla reportan como dimensión fractal el valor 1.3, que es el valor que se obtuvo para 
la zona de terreno firme o rocoso. 
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CAPITULO IV 

CONCLUSIONES. 

Basados en las ideas de Grassberger y Procaccia elaboramos un programa 
que a partir de secuencias temporales, construye un espacio fase y de éste cálcula las 
dimensiones de correlación y de Hausdorff, lo cuál nos permite determinar la dimen
sionalidad dinámica del sistema estudiado. Se comprobó que el programa funcionaba 
en forma adecuada haciendo pruebas con dos ejemplos conocidos, el ruido blanco y 
el mapeo logístico. En ambos casos los resultados fueron congruentes con los valores 
ya conocidos de sus dimensiones. 

Además se aplicó el programa a un caso de datos experimentales; para la 
evaluación de la dimensionalidad dinámica de los acelerogramas de un sismo en el 
valle de México. Encontramos un valor de la dimensión de 1 para la zona de arcilla 
lacustre y la de sedimentos compactos y de 1.3 para la zona rocosa. El valor de 1.3 
no necesariamente difiere de 1, debido a la cantidad de puntos con la que se cuenta, 
sin embargo resulta ser igual al valor reportado por Okubo y Aki 11 y por Aviles y 
Scholz1 de la dimensión fractal medida directamente de la geometría de una falla 
sísmica (la falla de San Andrés). Nos encontramos ahora recabando los datos de los 
acelerogramas registrados eil' la falla de San Andrés, para hacer los cálculos con esos 
datos y poder comparar los resultados. 
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DIMENSION DE CORRELACION. 

APENDICE III: GENERALIZACION DEL CONCEPTO DE DIMENSION. 

APENDICE IV : RUIDO BLANCO. 

APENDICE V : MAPEO LOGISTICO. 

- 61-



APENDICEI 

DIMENSION EFECTIVA. 
Mandelbrot, Tlie fractal geometry of nature,1983. 

La dimensión efectiva es una noción que utiliza Mandelbrot y no la define en 
forma precisa. Utiliza este término para hacer referencia a la dimensión que trata de 
la relación entre los conjuntos matemáticos y los objetos naturales. Es decir; objetos 
físicos como un velo, un hilo y una pelotita deben ser representados con formas tri
dimensionales, sin embargo los físicos prefieren pensar en velos, hilos y pelotas -si 
son lo suficientemente finos- como objetos que se encuentran efectivamente en dos, 
una y cero dimensiones respectivamente. Evidentemente, esta consideración depende 
de la escala a la cual se está trabajando. 
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APENDICE II 

RELACION ENTRE LA DIMENSION FRACTAL Y LA DIMENSION 
DE CORRELACION. 
Phys. Rev. Lett.50, 346(1983) 

La dimensión de Hausdorff D es la llamada dimensión fractal y v es la di
mensión de correlación. Para determinar la relación que existe entre ellas, cubrase un 
atractor con hipercubos de longitud lineal r. El número M(r) ele cubos que contienen 
parte del atractor es proporcional a ,.-D, 

Llámese µ¡ ( i=l,2 ... ) al número de puntos del conjunto {X¡}~1 que están 
en el i-esimo hipercubo no vacío. Se puede escribir la función de correlación para 
valores de µ¡ grandes como 

A~) ? - M(r) ( 2} 
C(r) N2 !--- µ, - N2 11 

•=! 

donde los paréntesis angulares denotan un promedio de todas los cubos ocupados. 

De la desigualdad de Schwartz, 

~.M(r) 2 1 
C(r) íl&. ~ (µ} = N2 M(1·) [

Al(r) ] 2 

¿µ¡ 
i=I 

donde L, µ¡ = N. De aquí se sigue: 

V s; D. 
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APENDICE 111 

GENERALIZACION D:EL CONCEPTO DE DIMENSION. 

Sclmstei·, Detenninistic Cliaos (1983 ). 

Sclmster introduce además de la dimensión de Hausdorff D, un conjunto in
finito de dimensiones D =Do, D1, D2, ... , que describe la inhomogeneidad ele un 
atractor. De la partición del espacio d!J fases p-climensional en celdas rp. La proba
biliclacl p¡ de encontrar un punto del atractor en la i-esima celda (i = 1, 2, ... , M(r)) 
está ciada por 

l
. N¡ 

Pi= 1111 -
N-oo N 

donde Ni es el nlÍmero de puntos en la celda y N el nlÍmero total de puntos. 

Para caracterizar la inhomogenciclad ele la estructura del atractor introduce 
el conjunto como potencias ele Pi como 

(AIII.l) 
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Por ejemplo, para f =O obtenemos de la ecuación AIII.1 la siguinte expresión: 

M(r) 

log I: 1 

D 1 
;~o 

1
. log.M(r) o = im = - 1m ~~~~ 

r-o logr r-o logr 

que resulta ser la defenición usual de la dimensión de Hausdorff ( i. c. D = Do). 

Para f = 2 encontramos 

Donde el numerador es proporcional a la función ele correlación y por tanto, D2 
corresponde a la dimensión de correlación. 
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APENDICE IV 

RUIDO BLANCO. 
Bergé et al., Order witliin Cliaos (1984). 

El caso extremo de una señal aleatoria es lo que se llama ruido blanco. Este 
nombre es evocativo, haciendo alución a ruido -en el sentido de sonido sin estructura 
armónica- y a la ausencia de color en la luz. Uno puede "ver" -luz blanca- y "oir" 
-sería el sonido típico de una cascada-. 

Uno puede considerar la señal x(t), resultante de ruido blanco, como "nueva" 
en cada instante, al menos a primera aproximación. Esto es; el ruido es blanco sí, 
además de ser independiente, se produce una señal que es un impulso de duración 
infinitesimal -sin autocorrelación-. Si cada una de las señales individuales tuviera 
una estructura expectral, sería el análogo a que el ruido ó la luz tuvieran color. 
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APENDICE V 

MAPEO LOGISTICO. 
Sclrnstei-, Deterministic Olmos (1983 ). 

El mapeo logístico corresponde a un modelo unidimensional ele un sistema 
disipativo¡ está definido por 

J(x 11 ) = Xn+J = rx11(l - Xn) 

y cumple la condición necesaria ele no linealiclacl para la existencia del caos determi
nista¡ incluye como parámetro externo ele control a la cantidad r. Al variar r pasa 
por determinados valores críticos (bifurcaciones), al aumentar r los intervalos de ta
les bifurcaciones son cada vez menores. Después del último punto crítico r = r 00 , el 
sistema entra en una zona de caos determinista con ventanas de regularidad. El in
tarvalo de interés es el (O, 1) y para que la ecuación se mapeé en si misma debe pedirse 
r E [O, 4]. Para el caso 1· = 4 -máximo valor permitido- se cubre tocio el intervalo. 
En este caso se tiene una solución irregular, que ejemplifica el caos determinista. 
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