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Tuvtipduceid |

El coucepto de dimenticu uniforae de wn wmsdulo W, 5¢ conoce
Lawbicu Comd <) Taugo de M, (6 tomo la dimessich de boldie de K en bo
wor de A W Goldie). Se dice que un widuls M Lie diwmensich
uhifosme tinite (8 Tanps fik), oo Guliene sumas ditectas mjwitas
de submilabs Liskinios de o, Fsilo s equivaleste Uver Cap. 3, fug.
3-2."1 o deuiv gue para uw‘%uier Sutesitn Creciaute KWy gliy S
e sumbtubos de K, existe i d blgue Koes wvendad en By Vi,

Hokivudo por ésto, Pairick Fleury [51 puppoue una mociow dual |
U wodalo M bieue fmite S,“.‘..., Limension  ( Mosokros dicemos que
WM biene dimension de Fleary *iwr’lu\, 5i dude (.un\‘m'u' suLesith ey
trickimente CYECIEUEe  HIZH YY" de subwiddlos de M existe e 4
{,u\‘u. K] es superflue en MY s
Eaxiste odru wanetn de smitentar duslizar la nocidh de Simedsioun uki-
qorme. Pata Zute propouite Yewrdemos (Vedse ol Cop. 3, Tes. 33) gue
31 I o5 de Fuge finito, el vaugo de W es ud eudero vxo Cavacetitads por
los. siquientes propiedades?
D QU CH, HED pata cadu i o kst
B) Exisle unu Suma divecka §Vz CU Con Cady Vo #O -
Dualweute, podemos cousiderar midules ) M oeon lu enpicdul gue Ho exisian
@pimotfismos M—‘*ELI covendn LiF0.  Siu cwberqo, v pidamedte
teudtewos problemas, puet existe un -usdulo cou ™ propiedad autetior para o
cud, dods un oiders keal s povible hallar un egmorpiswe n-—bi\‘.vc
tou tadn Vogo. ( Eu el cap. B dowes un ejcﬂplo). . A cusa de Esta
équ\a..l K- Vamdajau en TCT defive gue unndlals I biese Cormgo
f"“ib ¢l exisie un entero £71 4ol que W exisken epimol{smos A-Vi“ll;
ou Gdu K £0-
Ew €ule Lrabajs, estudiames ol concepio de corangn fiuito B



S velaciou eon el wncepio de dimensiou usiforme 4. con et wncepto de Limen=
s%u de Fleury finita Yeremos que s Yesulladas \crincipqigs de AV,
Galdie sobre midalos de Tango fhﬁto (Teovemas 3.49,3.12 % 3 18) Lie-
wen duales covrespoudicutes pava mgdyles de Cﬂas\zo {fnfb< Ea velaaon
ale dimension da Fleury finita, veremos que el Gucepl de wrangs fnilo
tieue a\:ltmqs Vtu*a'\as sobre <t toucepdo propuesto pov P Fleury.

Dividimos el rabajo e la viguiente mawern !

el captiuts uno preseabamos cenceplos bacicos § sus relauones gue wuti-
Liamos a b larqn dd trabajo.

%a el capitab dos preseniames las propredades CP.S%C&) 3 desaro-
Nanos los progieddodes de los madulos gue las poseen 7 que 05 Servimat pam
deviacar posteriomeente, gue en presencia de la prupiedad (Y, loy concep-
bS‘éL ﬂu%o ‘:.«;w 4 cumn.ta J"init_o son tomptelamente duales en ol Awbrle
de o5 resuliades ?rmcipa‘cs .

B ol capldulo tres, desarmllaney lus propiedades de un wblalo de vuso
fmito 4 loy Je unwsdalo de oo finils, destataunde eu la parte gl
las Fmv(edudes de un wdlalo de Coraudo fini to com ba ‘,yap}tjui [ AW

Falmente, on e capibulo tudtva, wmyparawos los onerloy de w-
Yongo Vﬂl‘nl"‘m ¥ diviension de Fleury finita . Var ewos que odo widalo de
dimesicn e Fleary Linita, s un milale de cotargo kimito. Tombich
douos un gewplo de unmidalo de wrants finito que wo Liene dimensioe

te Fleury finika,



oo Complementos, Suplementss 4 Suplementos directos,

Ew este 4rabajo todos los madulos tonsiderados son
R~misdulos ‘wqmcv&os unitarios, donde R e un anille ton uno.
Escribiremos HSM para indicar gue Hoes un subwodulo ded madalp
. Cuaudo BEM pero HEU wsarewos la nokucion H<MK . Tambidn
davotamos a lu familio de supwiddulos de B por GLMY,

Degimicigm i) Sea ESM. Direwo> gue E es esencial eu M s
¥ k&M, kag=o = k=0.
Nokadon. E<eM

Definicion L2 Un modulo (L es uniforme  3i w#o
b el ¥k %n\\%uc_ o< €U |

Ejempls 3

N s wrl, Zu es uniforme &= = e ¢o primop g pavell

Demotdracidu ® Sea 71, por tauts n=Phm para a\aw\a} Waturales
o tales gue pesprimo y (Piml=l. S¢ MEL, 2&22’,)(
P gue pep ¥
4 este preducke claramente wo es uniforme. Tor douts 2y umi forme
Peaplicn m=1 2wz . Reciprocamente, si W=P" entouces
G(Zr) eski cowstituida por la cadenat
OL P < Zpder s & Zpr

Por lo cud es mmediato comprobor que Zu=dyr o
(Ai\‘li""“e'
_.1—



2)  Pun todo primo 4, @ <3 wriforme -
Esle es tonsecwencics de que ECZw) ostw Si-crwf\u pov \a cade
e a<?lq<?qu.{.---<2,;<.~~ sl’,m

2) Sep Dundominio entero Cie. Ln dominiv Conmm!:aﬁva\, Y K

Su compe de cocientes, cudonces K ey cun Prandldlo  wniforme. -

Dewoskeacion’  Dean Wy, k; £ K on Ky #DJ S
Que pido o 0FFSVINNE KL BB e Maln o pRRO L

iaka #0 <. K e uniforme .

Proposicign VY |
AY 97 LeHeM eudpmos LU 47 LeoNLglhi.
BY S0 L gemig W Co=t2) ewdonces Lials ge MWy
) s IR-2H <3 un moffemes ¥ Afe N 2ulonces
A e M.
Q) 5! AkAba e uma familio udependiente de submidulos
de W go bude Ba S M ¥ K, antones A Haky s ane
fomilio wdependiente y 62'4 se@m

Demwstracigu:  Ver le proposicion 1.1 deT17.

Detlﬁil‘.l’p—n 1.5, ®ec L£LM. Diremss que L oes un sabmddale
5upcr+luu ew M B ¥ REW, HelsM = Bap,

Holocion ™ L zs M.

—a-



quum'w e, Ua mddule Hoes hueco si Hibo 4 ViL<h se

Yewe que L €5 H.

Ejemplos 3.
D Todn m5 o simple b simultdneamente wniforme
Y hueco.
2] siowyl Ui ey huewo T NPT pa primo p oy algi na-
tural v (Pruchba amZ.L:%A ala de 1.3 e))
EY) ?PP es hueto ¥ primo p (Dewostracdn am’la‘“ a lo
e Lsew).
¥)  si Resunanillo §5 Csemnsimple), los Gnicos Remg
dulos gue »on huecos C Renp. uniformres) son los mBddes simples.
Ed ejecto. R S5 % M ss Ve Rmod, por lo qual
si M es huewo € Resp. u.v\.'forwc\ no puede tener un subwidulo

propio pues Esie, tevin necesariamente uw sumando dicecto de M.
§) Sea UWeR-wmpd. Se dice que Hesun wsdalo lecal si tiene
un nico Subwodulo MTximo el cua coutiene a Cudquier otv submidalo

propio 42 M. Blaallo R e un anilb loead i comp R-widilo ey

local . Ew clgvo que un moddo locad oy hueto.

Proposicidn B

a) Si A LB S M entonces AssM

b) e AL &M Ci=u2) gutences AtAs S M,

-3



€Y Ac2sBL wan2) =% At Az £4 B14B2

. k.
4l Ligs csesk) > Tl e

el 5/ A=yB8sM  eulonces LagM V Lep

S IS S VP VR MOTfEMO Yy ASsM  eutouces

feaysg i,

) Sea l0:M-YU un epmor ko cou herle g M
BEwloices L s & UL gs M.

D tmaou | W) y b)) %ou umediatas de lee Ac(»m.‘mé-u.

€Y Seau A =£s B Cizhe)

o AL B+ B, s

eslo por e} . At £3814B2 Segu b).

d)  Es supicierte dowmostwmr el cato k=2, Sean Lissig
u=4,1.)’ es claw que LixD &g Wx0 y ORla &y OxH2 s
Se Srgae de <) que’

Ly xba 2 CLix O COXL) & CUux0) - (oXit )= Mix Wy
ey. Autes de pasar a la dewenbvacioi, vesal barentos el
5udu\ewlc heche que ubilizarewos frecuentemente ¥
S We ML UEL  entonces MZWVrLam Yt ayta
Sumin. @y direcba 51 Uik ey diredla.. Ew efecto, la ey
moddlar haplica gue MAQLUDTHELAM L RS RATLIRIE

Mt LOM 0 AT WELOM . S0 gdewmas L4 es ditectan te-—

_[/_,



. .

Newos que o= Lo 2 (Laddan . Ctapdan=o . MEud Lay

Pasemios o la demostraco® de €Y. 5u|-ou%nmo§, ue
AccB2M. PD. LLsM V Lah . Seaw Lop y Tzh lales
que LAT=M S LL2@LltT Y BT LATB y wwmo ksc® Cypor
@), 2o biene gque TAB=DB J. LaT, pero por hipdteiz TrLT W
o T=M S Lse W

£} sea g M=l G motfsme 3 AssBL D FCAY LN
Por ol mase @) s supidente dewosbrar §) parn Cuaudo
ﬁ M= i es un eprmoriamo, lo cual havemss.

Sew L=kl que FlAltL=U . Hacwwdo T 47LY se Liene
que FM=L Cpues g o cpmerpme) o FEMHLZGOATIZR O
AT +Rerg =M & Trhey =M Cpues Agahl) Ve 9m=n ce. L= U
SOGAEL U

L)" Bea WP NN n aprmOTvMOo  rat kertg="K s M.

Entonces Laat & ©LsL M.

Dempstaacioie &1 se wque de ) yde que gLt s por
sev L epmovisavo.

=] Sea AssM oy LeM bale que Lalim=u
St A =UCHIZU o cormo AtaW Se Liene gue ecLizh
SRS OME TR Tk, pero K&sM S LEM

es decty CTHAM Ze M .

Lewmg 14, Sea QRIM-=>W uu epimorfivimo o M0 .}_

levgz =& 2o M . Enlonces Med hueo & M <6 hueco.

Dewostmogu:  =7) Se0. L < . Por \a bapdtasis,

...5_



Lenamps gque LY g M pues e LC M felet N =Ll g Super—
fluo e B (£) det:8) 1 W es hueco.

&1 Sea LaM MRS RWIL R L e (RUNZ Lt K g5 sun
perflao en M Cineno g de LY V. LesM Cpor o de b8):

Deiinidg’u 110 Sean KL M. Diremos gue K es un toplemenis
(6 un wmplemonts relative} de L en M st kol=o w AaL#o
V\I\Ln\q,ua Keng M.

fotaciow ©
ccM)zhk=U |k escomplements eu b pa Heml
Degimicidn 1 I\ Sean HMHEM. R esun suplemento de hen W s¢
M=HtU pero M#E WU Yk .
Ko bugigy *
SCUl=h HeM

Hes un saplements en Y pa. L i§

Defitcion 112, Sea HEM. Direwos que V&M es un suplemento
divectp de Hen M s M= vehr.

M) dewotord a la {-qM‘l‘fa le submadulos de M gue

tiewen la propiedad de ser saplements directs ou M de al%aw
Submidulo de K.

Observaetoues 513

1) oM ectm) y OMeStn) ¥ ke R-mod.

-6



Lomo b1 S0 Hesun omglenesto de L en W
endovces | N HBL £, M
2) 55 RseHaMm = u=R

Demosiracibn. V) Sea LSM A (HOLIOLZO por tasis,
(HpL) + es una sumo divecta S (L HIDL T (Mel)DU
SEARINLTO . Rero Hes un cmplomendo do Loen M 4 b 2Urk
sd=o S o HDL g M.

2) Coms HgeH o HOCLARIZO Lepamos gue
LaB=0 pero H=H 4 Mes un womplemendo en Ade L /) =T,

Lema 115 Seo. Houn sup‘enen-bo de B en M. Entonces
o Haf ZeH € Y por Laato Hohss MY
B kel Yy K superfluo en W o, Kso\grxf\uo en R

Dermostymcits 2 ) Sea LgH 4‘“‘3““ RAR & L=H, enkonces
M= HeR = (OB +L 1+ R HAL O L3R cues R es un suplements
de T en B 0 KR g5 H.

b Sea LaW & gue [ HJ pot bawto :
B Rk 2 RO =RELIE R | Perp k2gM L R4LzH L L=l
pues t es un suplowmeuts de Hoew .

Leme ll6 Sea e <CM) % TaM un submbdulo que ‘-'v.usiqazi
O Boan=0 3 Y HeT g M Entonces B es un complemembo
de ™ en M.

Demosbrocipn . Sea U&M {a!qur. HaK=0 KOW#FO WY R
Con K M. Supongomos qee HWEH $ war =0

- B



Lema 1220, S<ea WS M. Eulowtes e coa) &7 U= M

Revipstwaign €] o clar. Qec‘pvo(amtnl::, Seca Ke ClM).
Cowio  WSalh, betewios que O es un @uplementn de Hoeu U,
,

pevo me ccu) Jo Nes un omplewientn de 0 eu M Clewma bo19)
VooHE M.

Lewma 121, Sugpnqawmos que H et superflue e M. EBulontes
Heson <& HEO.

Dewmostacign. <=1, B cava. Recprramente Sea HESCM),
Hee M wuphice que M oes it suplentento de Hew M. BV lema

1o aptica quea B s an suplemeanto de M en M S0 B0

Propswadiy 122 . S5 M s an mfdulo samizimple 4 WM.
Ewlouees cualquier tomplentenin & suplemenio de W oen M, €5 un

Guplemento directo de W cn M-

Demwos Eymerdin ¢ Por 1l obsevvicigh 1143 €Y, sc brenc gque
ceml =g = dCu) = 600 . Sea A un tample ev ko de Woen U
Vo AW Se . Clewma L) - Cowo ABW e O = CCU) <l bewa

120 mmplica que ABW=NM . Ft dear A eban Suplemends direc-
o de woan M.

Sea B un suplemends de W oo M v HAW ey S(kpe\‘{rlko
en B Clema 116), pero HAW e 6am) =5C) 1 HAWSD Seguh

el lema 121, 0 MW= HOW .

—l0—



P\‘ogosfcfo—v« Las CLHRY= 6V G Mees ngis\m\p\{j,

Dewostracifn:  Solo Lenentos quo demostvar la imphicucisu =1
Seo. He M 5 He GCMY=cCM) !, 4 R=M La\%ua H@ﬁﬁeM'
unevamente HKRORE GCHYIzclU) [ o lema 120 implica que
ROR=M, g5 deur todo submsdulo ¢5 um sumando direckode M.

Pyopowi igw 121 SCiy= GCMY & M oes semisimple .

Demiostracion: Solo tenemtos gue dewtoskrar 7] .

Sea WEM, por Wedtesis 3 HEM talgue W es un suplemento
de Tenw M, .\ BH+B=M. Adewas HOHZsM Clems 115ca), peto
Hoh e 6CM) N ROR=0  Clewa 1.21),.0 BBR=M | Es decir todo
submidulo de M es un samande dirgeto de U

Proposicifn 1.25  BSean He cCM) y Ksh. Buiowes
Ke CO) & keacm) .

Dompsitacign: &1 Por higrtesis 3 LM &l gue K es un complemes
tode L oeu M. Probaremos que K es un complemento de LAH
en K1 {) KA(LAM =0 pues KAL=O.

() Supongumos gue enivke ot gue reHsl
4 RaCLami=0.  Por tanto le.:_o Cpues Ash) y omo Kees
ta complemento de Loeu M com KEH, teuemos gue K=H. B3 3¢

cir Bl ticue como un complemento en Ha K.

>} Ver las proposi dones 14 § 15 de L1 .

_11__



Proposiessu LLe  Sean He sCHy 4 kKel. Entonces:
Ke SCHED Ke S .

Demostracisn 7] Sea W suplevtentode Uen A y K soplemtetbo de
Lea b s MZHew 4 HEtdk O REka(lrh). Por obve,
parke, seo. K'SK L\ que W= K'+ (LAWY, Comn K'eL g ¢ WKes
Suplemento de i en M tenemos que K+L=H 5o k=k' pues

Ri¢K y K es un suplemento de Loen H. Asi, hewos mostindo
gue K o5 un suplewtento de CL+U) an M.

&] Seo K suglemento do Pen M ke PE MR RIZK (Y Hakil .
Seo. Lg¥k 1.q. B=bL+4poh O LteatzHz Kyl U KSL4(PR0K)
& MEkEP s (L +PAHOKYE P=LAP ;. pevo LgX 4 Kes suglemento
de Pen B L LEK. el Kesunsugewendo de POR en B

Popowicity 123 Sen nsuso ute sucesivn sxacke cou ker@=K.
y Sea REUSH. 30 Hesun suplemento de oen M, entorces
PLHY o5 um 5qp|c'MEM:O de @LW) en M.

Demiostracidn: H es un suglemenio de U0 HEN=M 0 U + ooy M

Sea MU 4.q. M= K N M= O eem= @l i)

(pues € 25 epinorfismo), v M= 7ML = €L+ (UEK)

Y como UFK , tenemos ¢ H=tlery+i.  Por obva parte
PRl implica E'CEOMN= RAK PN K W KRB
EXON S A I Y A B EA R T N A LT B peve K es an

suglements de Wew M 0 eiamion=R 5% ' (nY= k¥l

N s elEe e = 9CRY - Bodo €3, hewos mostrado qus
QLW ¢S wn sudemento de @) ey M,

~f2-

2



Lo La ?ropiu\a&cs ey Y (P .

Bogosidign 2.1 B K HSH son dales que KAW=O0, aulonces
extste un owpemento A de Hen M tal que kel .

w: ke ij”’(hsul Lak=0 ba.\J/Kﬁ s %qc\\ Veri-
frear gue F sabisface las hipotesis del lewa &Ef Zovw, pox lo
sk kiewe un elementio miEximo R o KB o RAR=0

ademds R<ESH S HOAE#0, o5 decly ® aa_{_ﬁche las
Condiciones enunciadas .

Cotdarip 22 Y AEW, I biene un omplemtents en .

Dnakovkm\adwmeﬂtz, dudo un submblule Wde M no sieodpre
tiene wn suplemento en W, por epeplo 7 H=z7 H=2Z  pene
mos gue ¥ KEZ Ll que RtK=% =YZ pa red con
CHAI=L, en (onSetusnda CIN =1 por banko!

R+orZ=2Z dotde arZ<rZ=K; o decir H=32 no
Ligne un suplemedts  ex Z . Lo anterior yuiyies at

p,gpimm'n 2.3 Un wdddo M biese W popiedad LR, 8
dodo caslguier HeM, exisbe un sugemento Rie W oa M.
Diremes gue M kiene \a. ?xof'\edad %), si
dudos canlesquiern dos submddulos LW de M ocon LAN=M,
exivke un Sugemedio R de Y ey M {a(que RS

Pbservese gue i un wodale Liene la Pm'nm!nt\. (R), tam
. -1y



Lema 2.5. S0 M oes an wddulo Sewiisimple , entomces M

blee la Pyapicaad CR).

Dewwostueish: Sean L <M tls que LiuzM.  Como L
es sewimple 4 La<l 3 H=l 4l gue L=HOWLAU)
MLtz H@CLAM) +#8 SHEH . Adowas HOW= (HALAM =Ra(lan)=z O
L OHTHOU . Hes an suplemesto directs de Heew B 80 e an su—
Peweuto de Hen i €olsenadoie 111¢s)) , Lol gue Hsb 5 M b

lec propiedad CPa) -

Deustawios al vadical de Tacobsou ded madalo M por JCMY.

Proposicigu 2 6 Sea M un widalo cov TV=O0.  Eulostes
M biene lu pmpigdgd CAY &7 M es semisimple.

Dewostracigni: <1 Muiene la propicdad (P2} Clema 2-5) o',
K tene lg Pwpiedad [{AE

®] Sea usH. P hpitesis 3 L gy Lal gue L es um

Suplemento de Meu M50 M=L4n 9 Lan &sM  (Lema
Liscay) o Lok € TUREH 1R« superfluo ea M{=TON=0
S Lau=o o WSHeL M Hodo subauddulo de Moo B
do directo de M+ M es semisimple.

Obseyvacion 2 F.
(1) 5! R s un dowinio (€5 decie un awills
S dtvisores propics de Cem ) o TCRYZO, eutonces
~16— ’



R bicke la p\ny\'eéaé CRY &7 R ooy wn aniVo con divisidu -

Demostrocivn t 451 31 R esweanitlo wne divisidu, galotces R
&5 Seviisimple o R oFite {f2) (Lemwd 1-5) U0 R viewe CR)
:—‘7_3 Por la propmsititn 26 , A ey semusimple 5 cade Mdead

lzg}m‘créo es Frmci‘ad 3{\\1\!«A0 por U tdempobende, pero B es e
dowinia v tos duites clementos wdevipotentes de R sou D\;}l
o los Gwicos ideates de Roson fos dyvivindes v R ows wn awills

ton divisidn .

(2 9 B ey un anillo Wt que RITLRY  es wy Jommiu, v lontes
R Liese la pupiedud €71 9 R ooy el

[)Mosha,a&.‘ <%} R load wwrs\ﬁ.'u 4“" B oes haeto + R Leve
Dowmo stravio

la V‘DP‘“{AA (P (,E):M\glo e} R Mene la pmpidaé ).
1. Roww Ja popiedad (D) oaplie gue BRI Hene la popie
dad CpY € poposicidis 2.8 ) S0 RISCRY <y wn awldle con divisicn
€270 0 R oo bl Ver to pgoseiic 1605 de THT )

&
Popoaicign 2.8, Sea  K~¥ K0 una sccesion exacta.
S b obiee la popiedad (P) ewlonges M Lawbnidn
ticue lu ?mrl‘«da& [

Dewostwcidn Sew W', ontouces ETW)zIMa M 3 Ha ke,
Bor hipstesis 3 Ls M dal gue L o5 tun suplemesrto de hen M
SWCEY en b suplameuts de te(p = HY en W Laman popeicion

1e2F)

~{3~



e
Proposicicn 2-9 . See. W= M50 ma sucesidn exacta.
D7 W Heae g pmyaedoul ), W lasbren lo biewe |

Dewostracign,  Seanw L, H'2pn' Lyles gque Cen'sut A
CrU Y R = el =M M btene (R 4 existe

un suplemento L S €LY pame €T(W) (7 kere) e M,

Por b buwio  RCH) o wn suplemento parte elerena)= R en

'€ popmsicion 123), Al que  eh 2 elet e =1 .

Popsicide 200 S0 Lodo submddedo de M Liene lu propi< dad ()
altoncas M biene \u Prapie.dad Cf2)

Danwostructdu! Seau L, Ul lales gue L+WSH. Sea i ua

Suplemento de Lan wen L 8 Az ren Z(Hrtan)in=Heh
for obwe porte S0 RSH o3 dal que MU, enloncey
et 2H4 S L= Ribray ) Yoo Woes un Ssaplemento de

LOW < L Leuemios que W=hH . Fn wasecaencin B oes uu saple—

mento de W oen M, v o tauto M biene o rmpn‘eda:l CP).

Lewa 2.1, Las al%uieuks conditiones para s anctlo R
u

Son cq.uivu\c.u test

(1Y Vodo Mo Rmod Liewe N progiedad  CP2)
(2) Todo e R~mod Liwwe la propledad €0

Dovaostyacion | (D=7 C2) 1 9 Bliewe CF2)., W bewe CR)

N1} Sen Ke B-oviod . (2) tmplica que todo
-8~ ’



Subwddalo te M biewe \a popiedad CPY 0 M tiene la P\uplc»&aé
€t Cpoposicion 2-10) .

Dﬁ\w;a‘o—d 2.12 . Direwos gue danwille R oes un S-anillo,

o suLiuf«ce Cuulg(u-'eru de las condiciones de} lewma 2.0,

Epemplo 2-13.  Bea R un aville con TCRIZO. Por la propo
siciow 2.6 s 1nmediato que R R tiene g P"’f’\“d“‘l' (4D
&GS R oes un il semusimple . En este caso, todo MeEL-nnd.
biene la popicdad CR2) { Ver lewa 2.5) .

Obseryucion 2.14,  Sea R un adille € T wn ideal bilaberl
de R. <, He R/TL-mod ouiontes e Re-miod y los
RIT — submizdulos de M sow lo amismos que los
R-submsdales de M.
Bu 4\:({0- 2 epimafismo  Cauditico MIR—7 RIT , wmdace <u
M oume estractare da Remddalo, pr b el 50 L oes un submd
dalo de B oo RIZT—mwod | dawbien b o5 on R—miod .
Recipgoamente | We ric—~mod & TiMZ0 eu P-mod
o5 pbgo M enlowes T L2 M=o S, wL=0 LN

Le pIZ=mod o b @5 un RIT-subméduly de K

Lewa 2:15 . Sea R uw S-auille @ T un ideal bilalerd de R,
Eulonces RIT es un S-aaills-

ngas-\;\'odg‘ul Es 1nmediato r!e. [{.Me Booy wn Seanille
Y de ‘oo clservacion 214 .
-/~



k elewentos . En particalav, Cuu\;{:.u'u\" He SLHY oy celito =,

M oes ciclico-

Dewos bracion . Existe L=t {q\q"ue H+L =M ¥ o H'$H es
4ol que LiHli=l =2 H=it'. Sea R Ku e Kag un conuato de qese-
Yadores de M.  Dado gue FoeH , e hetl con ok, Loel s
Soxee | %M:\&» oo {ERm)sl=HM 0 é’;kh;:}\.

Poposrcisy 2. 14, S M posee la propiedad CB) y Hesti

enitices P brae la propiedad  (f2).

Dempsivacion: Br hipslesis T H'aM {-a‘que H4m=M 9 gl
= WHLAu, Scau X ¥ £ H dales que X+9=H A

Mo hadtz xax R o K oposee la prgiedad (R}, ), 3 x'sX tal
que X' s un suplemento de Yin'ew M Mz Ky § Gomo
Xy EH se Prgue que rleY=H . Su,:cuaumos que xlie xe! 94
x%y=hn
Lenemon gue M ("Y' YEY RS X" Y +H' | pern x"<x! g X'

xVs x'swryzH N X'Txipyax! g tomo HExtyin'

€5 un suplemento de Y+H ai MO xU=xt O es um suplemento de

Y e H .}x‘.sx SR tiewe la Fmrieéacl P2},

Lema 2.20. S @iN-TH e5un epimMIT}iAo  Con kevie =K & CCM)
<eulouces * We cm) = g(Ww)e ccm).

Dewostracidu’  For hipitess existen LCM'y U<M  Lals que
Hal'=o y u'y ' Wal#0; mik=o 4 L7k 7 Lan#o.

Por Lauto (DA ()= OOV EK Sea R YL
& wtnR=o, Demostrarenos gue CH'Y s un
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owplemento de Reu M. Sea HsH il gue H? e-'c )
SRl Y letu T R S eamial Fo G et amn ) Fxshere
ome  le-tteemial ) = Eitecm ) a et = Hip)ateilE) = Baltil)
Coues HFK) , tewewss gue Mol (r') 7K y por mudo
Hoes (Y an = HOR #0.  Remmienda ¢ 5§ L-lem)<Hsm

culontes HARZO ' €TCHY) oy un tomplemendo en M pava R .

Covdlarip 2.24 Sea “"'{-‘JM'@O U epimorhinmio gou here=k
“ sea CulM) shheccu) i Hakg, S¢ ke clM)  entokes

Hr— WCH)  eskablece una correspond entio b.‘agcln'vzx

€ CHY—r €M) que preserva clusiones.
Dewos bracioim Se e del lema 128 y de)l lema 2.20.

w
Lewma 222, Sea MrH'-90 exactn con Rerg=k & 5Cu).
B M bigne la popredad (P} 4 H'eSCu') eutonces ‘€'CHYe scul,

Dewoslvacigu: Sea W2 M Lulque e iz ! " x<h' = xenlgul gy
Sea YEM hl%“‘ H=YHE g ek = PIv#AM ... 02).

Por €1} deuemos que ety e tent st U L. )

Gwo ks XCWIEMTKEY (Esta igualdad por 21} benemos que
elaw) S k4 yaetewtl ... Cy) Coopar cu) ¢ 3) UE ket
Voo ME YateTawtE g RYY ol (5). M Wene (P2) O existe uy
Saplemento B= ') de vab'tw) ew Koo c- (6). Por touls
Rivalcw)= M2 Y 22 Ya'cw) & YS yn¥'tn') + Hoy y por €2)
Laewos M= k+yag-en') + HAY 20 UEs @MY= lks Yae tu HHay)
= elynticn) + RCHAYY € el cu) + eCHY)  Dpues ¥ARYK) St

o R'm plReHaY) | por €3) benemios gue lpCHOvY= H', puosto

—-22~



€2) = (1) . 50«‘)0.\(3(“\&0& que H es um‘goynne, ¥ Pe copd.

PD. Hoen un clemtenlominimes de CCI=40Y .
Sca. H'e ccmd-4ok Lol que ple o R'e ccn) € prop te13) 4
W'#D , pero B a3 Uiifotmie y por tawdo CCRYSAR,0f Cl3ca)

SO RERD T R e an clomento minivio de cCm) ~hok .

Proposicion 2.25.  Sea M un médalo distuto de cerd con la
Ptopieéq:‘_ ).

Las siquientes Conditiones 5o equivalentes .

1) B es un clemento aminiono  de scud —404
(2) B e hueco 94 e SCMY .

Dewestrmcgn: 1) > Q). Hescu) B Hewe ko popr -
dad (P2} Cpuyposicion 2-13) por lo gue e Sefrdente damostmy
que SCMIZhHIOL jarm pevar que | o dueco € Vedse 2.4
Tes pues O R SR bal que W e SCH) V. R'escu] Cowp. 120)
SoOWER CWes aminimio eie BCHI-EOS ) . ScrI=h w0 -
€2) =7 (1). Supongumos gue W 2y huecs 4 A& S -

Sea  H' e Scuy-hoy  tal que wlen O wescn) Cprp 1-26) 4.

REfo; pero 1 es hueco o por taulo scHYFA W0 - C v eny) O

M= 0 M oes tmn eleweulp mitninmg de SCMi-40G .

W‘ Seoe A un widalo diskimlp de cero com len
Progiedad  CP2) -
Divemos que H2M e an sughmcv.-{o Mo eu M, </

sab face r.uu\qu.‘em de lay coundiiones de L gropustigi 225,

—2 Y -



por lo gue M tewdria wna suma Urectn iufinite de submg
lalos RIKMIF0 =i Hp#0 Vi

b= ), Sea
O"’-’S‘S‘MKLM exicta en R—mod -
PO, Ma=0 W o,

Suporgamgs quc Ko 5 clerbo que Ho =0 We . existe tn
Subquuwto WEiniko I'ce T tal que Mg #0 YEET, por bauto
es posible oblewer una suma B My mnkeméu cn & M
4ol que Ma#0; al vestvingir ¢ aea Mo {;enw\ps an
maonomot{ismp  con Mg A0 lo cudl cou{—rnd.ce b) .

A D), Sea AM«Yy wna fami\ia independiente de submbdy,
o5 de M.  Como 0O— @HD\L-TM €S tna dul- ex&cw, Lene~
0% gue Mo =0 Wt . A no contiene forrilios fudepe—
dieubes wfinitas de submidalos #0.

el Sea HigHagHy €0 tna suc. crecente de sub
midalos de M. S no existe un wdmero nataval con las pip
Picda&es declaradas, e kiene gue Vel 3ky] Lq H;yo
es esencind en Hp v existe una suc. Hu, ¢ Hay< Hoy Seee
tal gue Hol wo o5 esencial en Heper 0 episte ume familia
{Mrgrelu {.q. Hedy. "My =0 con O<Mr$Ho(Hl 4 por Lanto
Mt Mg Belyy o (e e M0 Kic € Wy, (M, =0,
e decir AMcOn 25 una ﬁ.qmi\-’a. (ndependienic .

(hemos asado el criterio ! AR, A2, A2, § s uta Lami-
Y m&g‘,gv\(\,‘em{e & Ay aC Ak v A =0 VV\W

—-26—



(kerseceiou , Lok £ € 8&, heH ¥ ceCy, xs-‘au& _?nc cat-h esun
Aemento de Bad O ceBue ez B NCle=0 & czo spzh
S eeBeDizo =0, por boowd oo gues Ck os mikiows oo b pro
piedad CaiBe=0 & Br 2By, & Wee 0 YL O Hus anbie
ne suwiay dreckas jupinitan de submidulos #0 S # biewe vango
finito-

Poposicion 3.3 S R e un subwmsdulo evencial de M Y B tiene
nuao fincke, eadonces Moes de vungo fiuiko -

Domiosimeion & si ARG oy une Jumilia (udegendiente de My

LREOKG, tambidn es independicute por b cal se kiene la sug
enke Suc. exacta O ?HLOH RN b0 W pues B s de
Tougo finito SoBp=o W pues HZeM LM o tione {.ami'(as inde
pendicubes binitas, e decir Mo de vango Liwito.

Boposicam 34 S Wy MM sou de range finito, M et de rango
»‘»ini{o. .

Derostracidn:  Seo i wne. gamilio independiente de. subms
dulos de M. Dd,-im'mo& Bb;-;.;“a S denemes o wbuueuka sute
sifa crecieate de submidelos de B RaB, 2HAD, = HaBig- -
peve H de vango finite implicn gque T e £.q. BB Sp HnBrig
VL, 4 Cowo Hn[§“rﬁ)n(ﬂh%r\‘—’-0 (pues TMEYC e ondep,
Se sigue gue Vewt Hn(iof‘M..“-\zo 4 pot Lanko

P«n(§ M Y=0 N exiske un THORO BT {30

oo
O—* ‘_@Mrﬂﬁl—w’(m S M=o W, ya

—-aB—



que MIH biewe yvango finito Lo M=o Wk . cuul4uier
-‘-qmi\l'u. omdependievte de submsdulos #0 ey finika v M Liese
'mn%o {n‘m‘LO-

n
Corolario 3.5, S: dMein es ana fawilia independionte
M
¥ K es de vango finito, ewtonces @M; es de Tango fiuit,

" Dowostowiod: B onsecuenda inwtdiota de la Pop. 34 -

Lewa 2.6 Si Moy de Yungo fiuito, todo subwaduly dis
Linto de cero coubiens um submidulo uniforme..

Dewosd vatiod :
Sea O HEM . H treve rango finko
poc lo proposicion 3:1 4) , +iewe DC.c. en cCH) u como !
He =h el LeccH).} l_#ol;_g cCH)
Se ‘-‘aue que (ﬁ‘ tione un elewetto ainimo He3#0 . La
propo! Lt 2.2y maplica gue Ho es uniforme -

Propossicion ¥ Un mbduls M es de vango %mib &
M. coutiene  un submpdulo esenual ol cual

¢5 ug suwa ditecta Fini ta de submadulps uniformes -

Dompstracan @ &) 50 U®UW, O OUr =4 M, como W
s umforme, U e de Toaqy finiko, ya que 10 osbee Sumas
directas de mis de ua elewento . @KL es de vaugo f.‘uibo,

-2q~



por el covo. 3T \a,aim w14 onbenida esenciallwente en M,
M kieue Tato fiuito seg-fu la proe- 3.3
=] Es umk cesetuencia. deb lewma 3.6 ya gue 5
2= O BOUg Com WAy uniﬁa\'we ¥ (=4.-, k

g T Mo e esenvial, exiske H=M, HFO Lal que hHnZ=0
adewiis por ellewa 36 I contieue un submsdulo undfor
me Up, FO. Bs deciv Z se puede extender ZTOWpat.

Pucsto gue M o3 devungo Linito, 3 rell Ld gue:

2 Ol BBl
es esencual oy M.

Progovicion 3- 6 S exivte una ﬁ-qmilim iv\depzudieu{e f,‘,,,-{n_
de submzdulos L{M.l‘«‘-afWES ’lutan“/uuﬁ lgue -

WD Olhy S M , entonces M o Liene .ﬁ.(,p\ni\ia.s iudepeﬂ
dieutes con may de R-elemeutos.

Dewmostracion i samos iuduceion @ S¢ n=1, b ZeM donde
Uy €5 unitorme. Sew oFHSEM, Lo alu#0 5 Rolh 2. M
LR Sse M (Ver prop- Lu) S Moes bw\!-ko\'"“a

Supor\ba'MDS 4ue, 3.8 se Cu.mp‘e para w5 dulos gue coutienen
esencialwmente wia suwa directa de m-L submsdalos tnifor
mes, !3, sa‘,m%mwos q,u.L W O Py $QM, con U uv«fﬁoy:
wme VO
st 4By, Bur Y es una (,q-mil.'o. tndepeddicute de Wkl sup
mBdulos £0 , de‘-mwmos B=B® ®Bu, . Ban AB=0
LR -k«e.M (i, B uo 25 un submsdulo esencial de MY Y e par.
Fidar 8o, O @B ally é’geM , paes esta Gltima sama esta com
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para cada O Lueﬂac, como AW, B o5 una {antilia independiente
4 G- OU e M Con U uw‘fcrmc pam cada v la fop. 3%
impliea ue usk . Analosamute 5¢ Ve que keu.

k
2) Sea ‘.@HCSM v Hit 0 Bo CoARG ey Bel e wnax fomilia
iuécmh‘eu*e de submidulos £0 % ksen C Prop- 3.8).

3) Sea HSH g Reel, omo Mes éc\'anso finito K tambiét
loes N existen Bipe;Be gubmadalos uni formes de B Lal que
5D OB ZeH Pmp-S‘}\, pero HSel U D@ ®8r Ze M
Cpiop 1M @) . b= por 1)
Reciprotamenie, supmgamos gue K@ ORu <R doude Bo es upi
rme para (ada C, W Ve, Big0. Si Hw ?,ufn esencial en K,
exisve Lo M, £70  tal que ROL=0 O A cottiene a la sumon
ditectn M@ OMOL o wal wabudie 2) S Hzel.

iniciot 340 % M es de vango Cinito, el Gnito eutero K gue
Satistace las condiciowes del teorema. 3.9 ey llawads ! vango
de M ¥ se dewota l\=\'an%M . Ea ok @l duf;.«a'mos

m% NW=0D.
Observaciones 3.1

"N St WM outonees rman-s rangl;( + en o\ easo m“?“«n
Se de La\%uauad S\’&SEIO ) K 2elh.

2) Tang =0 & U=0
) ‘ran&M:l &7 Noas uniforme .

_az_.



Teorermee 3105, Sea N oun woddo de Yumau T\ui'\a 4 Re ccm).
E wionces ‘mn? (A \’unﬂ " + l’amé.hl\‘l .

Dewmostracisn®  Dea H e CM), gor o wwlario 2.21 , denemoy que
Alleqn t Ramg esid e orrespnlotda bugebin Con CLMIW,
Y @t Covrespovdentia prener e mclusiones, por fuwto Sauju'u el teo-
Yema 12, debemos bemer que Yangp > rang p Fag b - Por o-
Eee parte, dudo gue Mecoml , 3 Lel by H®L&olt

Tmu} W «mn%..L :l‘an%M »va.-?,n + “’“j"“” rclu?(,:!w!%,)v\lﬂ’

EP"““ LG_mn/n], 4 yor touto Tang# +rung i =YangfA .

Proposiciow 314 Los Guites  z-méddes umiformies, (solo tomor-
femas Y, son b diquientes | o, Zik pam culpeier primo
P *:)’ todo avuw abelawo ) Libre de lonidue cow di""t&e(®}©r‘\
L%uu\ a 1 / donde n‘.iM\Q(Qﬁ;P) deuwoter le dimansion del
®—espacio vectoral RGP .

Denestracign = sube gue Yods jrue aheliauo 11, Ba puede wxpre.
sar towmo 1= D®R, doude Des un qreage abelicime divisipie 9 R es
vedutido. W@ adu D= L@T, dowde L et Wive d¢ locsioh o T es
de “Torsign . Tenomigs  los $i3ui<‘u'\f‘- canos, pecesaviamende , $7

D ex aniforme!

Case 1) R=0 . Euwlowes TZD=LOT 4 Siends T uniforme

Pl d PET 7 Pl ey decir 8! P ws Nhre de dorsidh -

x)

et divisible, entontes  TE® pea Cowpunis T que £k Vivia,

de que T 8 umiforme, X debe beder cuydimal = 1 I TER,
Stse do <l caso T'ET , aulonces I es divisible y de tor-
—ay- :



Ai”—"—'-"‘-l.“': e kG, as deciv By emenos 1ik . Dade un
mmarfismo €M —> ?:‘I”( devolaremos Yo towpomicivh Fie por
Y dowde F;  dewsin \a qu{ezcio'\'n ‘.Z"TH“""F"H‘ S -V P
sive R denole wn swtero 71 .

Eb siquicide lemia es uns forma alvnw!‘ vada d&hil

de) teovemue Ching ded rasidup.

. .
Lema 395, Sea @IM—m TH Ll gue ¥oiWw—r B o5
s 2prmotiivme pare Grx 1. Ewlonces ¥ @3 epimeviomo &y

leerics + f“;\zerk”;:)-‘\ Vf,(\&c‘i—k&»
iebx

Uenovttweid W il sea e B V0L 3 e Mool que €X) =10 ,5¢,0m0)
S ety ) Y- ;=0 pure j& A;“ Ve amer e kerly Y-
Xe SC&“:“\"{\' , ademis M ECm-gYE A o M= kér‘«t;-\-iQAihefQ,‘ .
<1 10 € ey sobre . Baska probar  qus eqste
Xie M bad que QN = L0000, Yi0, 1,01 pata YieH,; { paes =
ye 'E‘Nf, YE Y, Ve YRV E Yoo b e A 10 000 9 por
Bawds WL Ao XS TQUKIEY T, Sen pres me M kal que
oewd = VO, por hipdhesis Lawemos gue awz kox K ou koo bardyg
¥ Xe jQAihaer{ . bgf.vnhmﬂ‘& FEEA S QLA TR e ko) = Wi Lam)
4 pore ie A’j‘ Lememon @0x) FEUI=O  u por bante !
LAY (0020, 40m), 0,0 0.0V =T, 00,0, ¥i,0,44,0), que €

1o gue se quara damigstrar.

L 3016 Sen QI Ards uw speworbivmo wn Homiod
Con AiHF0 . Budomes A;;‘-:'E’a.- con UV 1oy Cdgda)=d
y tal que Mgz hew
Deamosdyncion:  Por <! loma antevior = = kerle  + herile, s 1’
~t6



TCRYSE 3 =t . sea ame2 lal que femi =R .'_"ld‘;z,(--):o 3 i3
¢ Maa =l T mBmadds w mB0awod ] s (32, paro como Clgdp)=!
para {5, e bient que m=0 SoooZtmod L §

Observacion 318, Seau Figeery P primos distinios e Pooe B

= 2227 Vacion 9000 I v Y Wy

@uloutes Ppare Cada kol exisie wn IO s o .
Mo 3
o gtht Zy 2% W e, en Z-mod.
mt
Eolo combinudo  ton e puwposicioin  2:1T mmuestin que e

.
Vet estricto” de 2) dol deorema 3.4 wo <5 cicrie <n (a.enf.\‘n\ .

Dcimiuuu 219, Un modate M tcne farumzo?/k 5 enaaken
*
mddulos R0, 1602k o wn epemorfsmo QIM—F TR

Nokucicwn! Covang b 7 ko,
Obaervaciokes 3.20.

N e Hnsto ; Co\':ml),“ 71, pussio que C‘.J“:MQM > un

< prmorfiimio .

2} i N L0 e3 una suc. exackn ?Cornn?M}'/kJ_

Clavamen e coT«m}M?/k .

3) o kzi y CorangMz k  ewlonces Covang M7 A
Eslo 3 porgue s/ @i M— .E-H\' ey wn <eprmatfilono cou
Wdo b, Se .Ucnc ln 5-7u.ml¢. Suceilom de <cprmor fismos

M——>v|n~_..>-rrn/rr He Z TH
is

doude M e3> el eprmov fismo  Candhito Ly por abuso de
wolmc git  <3cr i bimos T"lt‘f < l“‘im' de Ox-r x0xHy 2 kW |
izt
~3g~



h '
Proposicion 3.2l Se M—3 M =0 o3 wnie sutewmon

exactea

Con kerhigg M Y LayauzJ.L\7,l< entonces  covang Wl

Dantosemeisu & Sea Rzberh L por Wipdlesis  W2g ML

(pmu? Hrk twplice o eaistenae do un wpimorpimo Y- M—)‘l'j’lL‘-
Com wida LD . Sea Frotherll! | culonces Figd M Lpues Lido)
Ve HEFS R M Cpua B S3M) 0 Sew Bz MR P At
el epimoriume canduico . Lowp M= harh < W

B migue gue eaiste

U ot faimio oy gue hace umadadive ¢l dia-

h
M »M'—s 0 avame . MdS adv comio T\ ey epomot jramio a
" - 7 Y T A
: /7 -
¢ & e =< Adrubicin es e pimg franma.
Ming

k
Cons deremos 2l miorhisme A=C4y,0re, 4410 W=¥T My
Sabemes gue WHIF0, %33 WTHINI o cpomerfimo o que
hev ¢ = heHi) . Ademds R es cpimorjomu por o cual el leme

395 famplita que Fod O F

(o8, J =R pan 1gisk ‘v priedls que

T £ NL Lenemon!
W+ O, =M e vacslk
HEEM
Por odve purte, h( r;_:u;\ = no,\«m,) Tpor <! Leovema dela covvenpo -
ixdn Jeon
doutic eutre los submisdulon de | gue ondicten o brerh o5 los

los submzddos de hody=it ] oo ts dauier

WEHD + A WY = hU= M para 120e ke
6 85%

ey deciv
bevro:+ O Jears) =g para 1=isk )
j &bl
o2 ;\‘ﬁw‘z‘wu; <5 un epworfuimp  Clemuee 30130 gl

-

guie AN #£O NS Camm) w2k

-Obaevvemios que la Pop. 320 ey Yetiproca (’aruul de

Yoo obsy, W20 ¢2) |
- 3q_



4 :('PL,_I’VLI‘\I W o WL X Hil ) @3 Ul epImoTLymo g an tense—
Cuencd B =0 pues Cormng R =1 o LM 0 Rk gy daciv

Lz o Hoes hueco

Dbvervacivin 325,  Pucde suceder que Corauy B'? cormmg b lowde W
€5 uw Subwmfdulo de W .

Eu efecly, sca K oun wwmpo s R= KUxyT \unip P e\ deak de
Lodes \os plikomins ew R cou lermung owsdaute Cers o> Miamo -«n R
€ puasio que o> el kevuit ded eprmorhiime Ry k qus aphica feR o
oy YUl Fes un tdeat primo de R dal que LRPHFLY2 =T

Seo A=Rep € La Vocahrzaciom 42 R oew P . El cowlariy

313 3e T3 wngs asequro. que o Pes un wdeud primy de R, los Ldeates
primos de Repy = A wslan en ovvespondencicc biyectiva cou Los 1deales
primos de R putenidod en P, Y pucslo gque. XY, 4vy £ P som 1deu-
Yes primeos de B, C pues X,y sow clamentor treducibles de Ry R Aie-
ne foddonzacin daice ¥, benemod adeales pumos Py P Ccatrespondiontes
A <xry<yy vespr ) en A= Repy VL Corung (PTEPM) Z A pues cla-
Yowmeude P4 P" Ho <v husco. T mavaryo Siends R oua anilly lu(a\/ A
s kaeco y por tawio corang A=1 L Pwpe »om) . Cotun?(F'ki‘“’?

commg A, Cou PHP" < A wen h-miod

observact out 526 . Hes  Me-w Mo UM Suc. exacka, Cow
Mo .

0 5 Mooy hueto eudowces W ooy huews .
Ve lo cnttrario totang Wiz S Covang WL 1o cuul cowtradice
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BY. 5P GvangM <O eulonces Corang Weeas.
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Vuﬁéauc'n 3.2%F, ¢ 0F1 4y uu sub%mrm de @ culonces
Comw? F=w.

Dews ke iow ¢ Sea Dp=LP! pes um prive o rr=p 4.
‘SuPamaamos gue Dp s tn cou)uulo ml‘um'!o .
Comp 76{ s UV\.;{QY"MA‘. , 0# TAT o APzl pu OmMa &2 .
Sea Pe P wowio moer, 3 vel lal gae mo=ex, ahond bren YEZ
U Be lotontvarip Ye PaZzmoZ 0 Yomok paded O mesevTeml
VL Ut #0 = \11\;’] . YERe oy PEel Lglican que ’iﬁ’,c\"
vieM . oyl @}th;e Tewmo 2 ; adewds PX =W =8 4
Prai=u6 ¥ o g Pef tanio
Zgp = < Xy, et 1 PH=0 y PRin= 17 £ Mok
> "62"2/@ PRy L A y oo gf’(o es )mgu-h‘vo, EJR IR que

Plomo¥ =( @‘)?rﬂ’\@B Jo% Da e mfinido (D“lm),"‘/ﬁ“—a?[ =0
Do
30 Corming M =@ ¢ obs. 3.20)

Por okra patke 30 Dp <3 wn wajuadd fiaito, DpSA0 1 pes un grine

¢ PHAT o3 un tompuste afieito s Bea Pe By DMPR SO o Tlep
. Y

o om Zpmesporio vaclorind o pan dlgde Gwjeado A#E, T e 2

Sea Ae b dal que G0 hace conmulabivg <\ s;imcu‘u. iiu&m_

e \¢ cA)
rien, § zif Como Lu#0 Lenemos gue
b

' ker@a = Wplen pa Hpe gue s
&!ﬂqce T 7, Tpuaste gue

(rren) [ keren 22, 1.

Hp

Sea. sc® S12@, $¢ afirmo riau, & Trw
Py af Gue TIANe = BT,
Demosdracign ©  Usarewes widuceign  sobre <! cardiual de .
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S0 slEl e ey nadee que demostar . Bupengamon yat b afawacon

<s vilido pam coande s'e By y is'h = n-t . denmostpreamoy que o

e Bp g Vsizn o afrrmaddn Se wwple © Jea peS fiyo . Yor la
hipfkesis de wduccish  denemos que TIO \‘\q TVl

qed-r qe 9-p
Por sbu- pacte, supengamos que  Hp Z/qg ‘:q S bememis b siguien,

te é.(m‘\'wma ton feglones <xaciss Y- Cuadyo 12q. CGonmabikivo®

QT ON sy [ ey TIN5 O
qu5-¢ Gea-p

\ L@

i
> Wp ey Py I —? O

(o}

S existe uw morhisamo € :JEFI&‘ -1 Tlhg que hate owmatnti-
vo <\ cundvo derecho o T oes u: SPIOY (1A MO . Daw KO en
rhap o oLRY= 0, aldemasy ¥=Tcy) pa o2y eq’l_;"“q
acv)i:ﬁf“:"‘ doude Bg es un<ilero 0 . Comp OCY)E=O Se snau-. que
plocy) % o ho <t Gerdo que W E\s:\q S W +q£\‘_ll1 pues
Vo s marymo en I' % por el lemm 3-15 Lenemos que

M Y"'——'V’:‘E'”“r et ~orkito  uducido por los e prmortiynioy Mpin—r T"“P
(tou pes) € un cpmoriadmo 7, f‘l(‘ He _—-'“"'l“(- . Do esds wibimo

Se deyprande que ¥V ke iu Corun?ﬂzk W Com.\,,r‘—cv .

Corlario .28 . Sea. 01 cuq\qmgr %ruw abetiono Vibve de tor—

SifK. Endlowes carnn%,f‘=oo.

Dewmostyacion & Sea 0#r el . (owo e Wbre de lowion 72X,
Monds @ es myeckivo por 10 twal L uw orfrume Liv—rQ
que hate Conwliadabive wl »iquiente amsmw en Z—mod -

( Vev ta ":i.}u.imd:.‘ \Aaik \
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Clarameate CF0 &0 T B F0 . Com;tg,(I(mQ):ﬂD por le
popsicion 3:2% o Coramg ' = pues e F—mod Lenewos ko sic
guiewte suc. < xacle ° F-E--vl‘f“\“c*—#o :

Proposicicw 3:29, W jrers abeliaws A ey hueto &2 AZEZpw &

A e oo algi privee g

Dewostyacigu: La mmplicacion & es clava .
Reaprocamente supongamos que Aoy hueto. Sea T <l subgrups de
Lorvicu de A. Bulonces AIT s Vibre de doraivie. <7 AIT H#0, por la
Observacion B-26 (a), AJT <> khueto . CoYavu‘,AlT: <, |g cund cow
tyadice <! @volario 3.28 . AlT=zo V. A=T. Por otvo lade Btbewin
que TXOOR dowde D es dinisSible o R <8 redutido. S5 DA, enlon
ces para ql:iﬁw prinmo p, Tpo es un sumande direclo e © 4 P tanig
TEZ,ODOR, pero T v hucco y por b cuul corangT=1 ' D'OR=0,
DOV 4w wmbio D=0, enlowes TER “h grupo abeliano reduddo do
Aorsicu disulivdo de O w por lo lauls kiene a Ty come seanaundo dire-
cdo pava a\qu‘v wyt { vease <\ keovama 4 Je Ez‘l\ . ReT T=2,0n
pevo CoramgT=1 y por dauln WIZO S T L n=p% pan apd

primo p € seqin <\ ejemplo 1% 1y ).

k
Tegfgma_ 3.0 | Qean ll., 2 eulevns 2 1. , f.' M—>TT V, ‘}_
2 ’ [l
g.’ M —3 n"“i <o frgmos doude Vi, Vi, Hi Wy som huecos ,
i
Supmh‘qmﬂas que Ecrf sgM 4 kcr}ssM. Enloces fa=d
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que V.XEH-X!ELVJ f\‘iﬂnxg."e‘, se bicte %“ekd MO figmao !
(go, oo O U T e un epimoefisenn
Ot ker 5,05 = M Clema 3:15), el kzrg,+‘(:\lF£=M .
Resumieado, to gue hemas wmostrado g%
Frrher @@= o Lot ker{=p.
Pero por hipdiesis kerf£s M Lzl e kerg,:“ SoHe=o ¥
Por tauto Frtker UL M N §(Fitker @) Vi, o deciv
{.C‘ze}’e"‘)#Vl Yy fow0 por higokests Vi es hueco, Lenemos que
i Cker e gV O hiCkereeyx0 =s an(l.'{‘;\?c‘) (Prop. 18 H)
Camo § es cpimorfismd y feerf<s M, la projosicisi 18 43, fmplica gue
17C H Cher @M x )= CFieLink)aft £5 M. Pero
kereW=Linh € (RthotIal, por tanlo ker eet s,

hst QC'):(Q\,('{;,--ufk'\’:M—’ H.x‘?LVc 7 €3 un epimar{ismo Con

kev @ £5M. Repitiendo ente av%ww\eu{o CYenamerando loy B si fuese
necesaric), podemds mostiar que et = (g ey g P\"’T?:lﬂ,' es an’
egiorfismo  Col kev @™ = L,av L superfluo en M 4 Gmo esiamod
supomiendo que k<g, -’: sobma,ecl::vidad de g imaglica. que

S TEUT AT H—rTTH es uu epwiortismo Yy o virkud del lema 3.5
Se tiene que (L abidthgn =M O Lpn=M 0, Bey =0 _E

Es dear R¥EL w e prible.

Prmwio'u B3 . S¢a. Koun milalo axan%!":k . Sufmw%mns
we @TRYTRE es au epimorfismo cou W#O para cda (.
Entonces lert2 en superfluo e K u A es hueto VL.

Demostratign . Si ReY@=F o o5 @pcrHuo en M existe L& M
&q FiL=HK. Sea ML’ M= RIL .l epimtol‘{l'&'ﬂo CAnGRICO.
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1 lema 115 vwmplica que }:C”KL,Q)I M—7 MIL X_T:H( , es i epl-
mprfismo o Cotang Bt 3 ket Y-
Por obr parke, si a|1u’u t wo es hueto para 417;‘« ted sk,
WO perdenios 3mcruh'dad S Suponemos que By ho e bucco, per tasts
Cohm%lh 22 . exste una s.obre?ccz.‘m'u hih—rAX® | o ABFO,
X [y
por o cual podewmos Coustruir ua eplmorfisme & 1B x TR —F AxpRTTH;
° p) jxx
EN | que Lryge,e oo Hi) 2 LRt el rd, s, e .,x..\l g e conSecucy
X
cia ,(w'.n—“foex{r;n; 3 uma sobrmj.accio'« S ca(am,,M Zzhty o -
a

cual es una coutradiceisln -

Estawos < condicintes para probuc un resullado Que puede consi-

levarse comp <! Vdual” del teorema de Goldie (Teovems 3:.9).

TeXemo 3:3%. Sen kb uu ewtero 31 4 M unwddulo de conngo ke .

Edlowces ¢

ke
[4}) Exiete un “epimox f1vmo €l I‘:‘-u‘ wn Ledo PO -
= i
Y paca cualguier dpi'm.ari-\s'mo &:M-——)HH; , Wdo vi

Se biene gue kcrg. a3 superfluo en M Yy Hi s hueco V<.

L
(2} si g M—"?EHL «s uh <pimoriismo cou \e¢rt3/ superflao
eu My Hi- hueco pam toda ¢ etonces A=t .

(») a0 he M—> " oes un epim\n\”fn’swo, anlonces horh ws Super
4luo en U & Corcui?M‘:-k .
Demos tracicn o 1Y La existencia de! CpImOr£ISMO ws por
por de‘-l'm‘cm'u del ca\'qm%D. Lo parte restaute es a proms[c.‘a’u
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(2} Fe consecuentia de CF) y del teorema @20

(&) 5upum] awmos  gue berbhes Mo PRuesio que ccmugu-‘-h, an
par Licular av‘anihlzh S coraugh'b“ ¢ Prop. 3-“), ademds
pov la observacion 3.20¢2) Coranga' kit o CorangW=k.

Reciprocamente, BupoRqamios que covangM =k . existe un

Qpimav.i—\‘swok .8 M"—V;‘IW ton Vo0 ¥4 . _Eu!a;\ces
o F M—7 TVe s un <pimorfismo y por (1) kergoh e Super-
.I-lug i M, pem leevh < bergoh =5 M bechao M .

Coplario 3.33 . (XT) %I U, § Uy Eioren Corungo lufmi{u, enlontes

Ca\‘r,\n(}, Mxmy =

(L) Saporgamos gue MxW Liene comn wilo.  Entoes Mo M Lie-
por'y % Pt ¥

hen @wngo (»:'m‘{o g Covang MM = coTang i + fOraus.H

Dewtosdracidh | CT) s sique de gue enste un epimorfismo
hei b —r by oy de \a observmcidu B 26 €4 o
) Observemos gue CF) mplica que 31 Mxit ticse CXTHGD Liui-
bo, eatouces Ryl biewen commngo fiuito »  Adewtds <s Sefrsiente
pobae TY  pam el @mso W MFO - Sea pues 'm=coruuc},l\. 4
=torangll |, aulonces exisiar Qpimmor{ivmos 47 M%EV{ )
%‘M-——?'ﬁW‘ caw Vo, Wy huccc; ve, i) ‘nl%uc_ berf Yy
kers son SMPer{,luas w1 U T W vespeckitanente . Luego enbonces,
Frg 5 hxu -—V(T‘Vt\x(““’\ 3 wa sobregeccion  Cok
lze\-fx = f'fuff!x(k""}.\ ':-uperf-luo en Mxl ¥ tomo WY,
l,\u,'ﬁ.- sou huaecos se Lreme por el teoremg 3.32 2) que
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Comut}-MX W ama = Conm:} [ C"““”&' R

Lewe. B34 . Si W e supertluo e M euntonces

CO\‘u\\g M= Comm}, Miwv

Dewentraciocn !  Cawnde corang M <60 el lema 334 5 conseaen
e del teoremie 3323 . Por olne putte, sec AIW—TMIU

<\ eprmarfismo caudniw , por bty lEermEnss g ewiortes por
e Pmro:-:u'a'w 3.2V, bekewos gue cumm},).\»k twplito Comu’Ml)\)k

o Covang W=m 1mplica  tomng ik =0

Lemo 3.35. S0 Corong W L Y WE 2M von tdes que
HtL=M Yy Hal £y M , entotces
Cm’um}“ = comng HiHOL 4 Cormii L/naL

Dawmostracidn Como WAk 25l el lema .34 tmplica que
tDruus }l:(,on.ma—MIHnL , Pov bawdo MIRAL  Licwe g0
fiuito. Por obw parke i WiMAL = CHib) fRaL = ©0wal).
o MINOL = (RIMALY X (L/ROL) | por bawlo, por 2\ Covolatio
3334, benemos que covong M) waL = CO\‘:MQ,O-\IHnL\ A

co\-mg_(LIHI\L] O Covuugl\: Corwi.HlHnL 4 Gamm},LlWiL .

Pvalgsncio’u 3.36, A9 cormg W <@ y He SCA) oudonces
5omm}M: Conm?n + coran%.Ml\-\
By porbialar, Corang L < corang M %/ Lesml g LEY .

Demosbrmcigy ! Extsle BLM dal gue Woes suplewenin de
Eaew M. % MTHByE 4 HOE s(,.fwflu\a e B Cen cxsecued
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o sapirflue e M) Comung W = Corang HINAE Clewo 3.34H)-

Por el leme 3.1 bewewos que Coreng. W = COTURG WIKAE & corng EIHAE
Mik = CH4BEHH 2 BIfHAE  tenemod gue

§ oMo Wn que

COruw),M = C::rum}r\ + (omu} Min

Cowlario 2.3%. 9 Cotang M <o y R e s5CM)  Ganzl con By & Ha

~eilowces  (ovong.Hi < covanq Ha

Pemostracign: M e SCK) Y oo kawbisn Hie 5Cu) la propesicien k26
tmplica que Wi € OCHa) - Adewds rang Ha £ comug M <o Cprop. 2.36)

v owng < Corang Hy  pues Hie HCH)) g RdBg

Proposteidie 388, S exisle Una (adens estriclomente treciente de \awtf-

tud oLtz ot e count cadu He € BCKY, autonces mmuaM» k.

Demodivacidn: S cormmgh =@, o hog tuda que demostrar -
Suporqawist que (orangH 40 w gque existe la Cadena l
D<M € Hac e < iy, L‘.Lgiu Ko e 5CU) para toda £ .
Eh vidta do\ covolurin 31 31 beanawios la siquieate cadevan de Haluvales
120040 2a < <0, <6 dode er=cotangH , por o tautp

k&€y 4 kémmn%ﬂk < corang. M -

Corolayip 3-34.
S8 comngM <@, BCM) sabispace Yas coudicioues

de cdews. € At 4 oo ).
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?Yo@a‘ua'ﬁ 340! Sea. H un wddalo con la Pxopiedad e).
S¢ ceravgH 7R, enlonces exisie una Cadenn esteichamake
trecienke de tovuti{u& ki 0<Si< <S5k om cada Do€ DO

k'_*e_mgnn S mmn*ﬁ*?k exiske un eprorpismp LRIV que
V= 71'V, 3 wida V; 440 Sea MV RV la inclusion cansp;
29 S¢ V I/‘,(V ), tenemios tua adoma estricdiomenrte
eclente ! Vi<V < <~ V2V, Dbserverags gue Vieosks, Vi es
" s«e!emw{n divecro de A cnlVadve +ALVR) en V gof quuc ke
reiek), Toe SOVY  Cobs. Livesy). S0 fo= o avi) ¥ B= zu
arowees Hirkerl y Tirker@ T opor ser € gpic Se caple que‘_
RV RUR) Yy CCRASVE & Lemenwos unu trdeva exirickamenbe Crecioy
be en B 1 0<hoclinzt.  Guo # tiene CR) podemos tostuy
iv une cadane SkEH A Spa T 2T 50 b ¥ oscsk, Skl s
un sugemento en H de Be {4 @CSES) oo un sugemonto on V de @GNV,
Chewa 1:23) ¥ oo Veest) entonces Vi esun suplemento de € CSp-¢)
en V. Clewe b )‘ﬂ, o lo gue & o witmio Vk-j £s un wflcmgu-lp o Vde
es) Vosjek, por tanio V=Elsily Viee; ¥ o2is
Suronﬁmws fug e qlauaa L se e S50= Son, Entortes
vz €Csi) + Vk.(m) = ees )t Vk-(m) , oL y=le{st Vk [T
Com  Vi-etom) < Vk-—», lo tual contrudite gae Vk-‘ €5 un Sughemen
0 de @S en V o B¢ =Sim no e ponible o

O< 1< S5 <L < Sp=H

es una cudenz eskiiclawmente creciente con cada Sie SCHY.

o consecuencin inmediate. de las pioppsiciones 3.4 ?,3 Yo
es el bl%wevﬂ:e Leoyema,
=1



co. Wwmediahy de ).

Lemea 3.44 . Sea Hun aadulo.  Dada Cuu\qsutr {nw.‘h‘u '\Hn“l;,:
de submadulos de H con EH.': H ax pruilo, existe un ‘bubh‘nlm‘_

Lo Toex tal Guet

T R
W20 oy fe swma rredasdante.
(& Fo

DemostmeidnG Rra taalquier tonjunto T, 171 devotard su cardinal,

Sea BeiTex i WEZR L, B#6 pues TeE. Sea TocE dal
i

Es mme dinio que H=2H o5 una
eXo

gue \SGl=aninfisl i Te BT,

swria wrredandaw ke,

Teorema 3-HS.  Sea H uw modalo distwb de cavo con la propie-
dad CR2). S coruu?H = eniowces !

N Egisten  resuplementos afniasuss S0 Cr en B Lales gue

v
= .
H—E:c. es uma suwme Irvedundante.

€2)  Si Dy.:yDs Sou suplementos aninimos en H dales que
H?_ﬁ} D¢, ewdouces d3v. My auw la suma ._%D-‘: H

R |rr¢_d:mrlauic & vzs,

Demostracion Probaremos (1) usawdo 1duccidin.  Cuawdo v=)

Hes husco o R oes un suplemento nmitimo y H=H €5 uma expresion

del bipo (1) - Sea vl ¥ Suponliﬂvw\os valido e resultudo pare

-1 Por 3.H2 existe un suplemendio minimio €, cu H

o3 LeH  tal que  CtL=H. Lsando o propiedad (&) de W,

existe un suplemado A de cioew H otow Agl. Ya proposicisi 248
-53



maphica que A viene CR). Ademds Aac, &3 A C progoseion -i3ea ).
camw‘h:ramnc},;.um. :wmﬁ.tﬂ&f--)l(. = covangics :cam.«gu —zo\aw;.l.
G Comwp AETeL g en pacticalar A< H (comlario b33,

Por hipdiens de mduceidin criilen soplemedtos minimos €1 ey, Cr de &
ules que A=§4“" es unn suny irredondante . Eu pardicalar parn 2&0%Y,
€ o8 hueto y  CE SCA) y towio A€ SUHY, Lenemios que C0€ SCRY Cpaop,
12e) 2 Pl czdiavY O el un suplemento nminiano en B Torubidi 3
2ec8v, ke tedi i Ce < A ¥ puesle gue A s un suplemanlo de Chan
bewamos gue CAG 4G4 ker F H etbo A N

v
tmplicn que B =ZC es umn suma irTedundante -

Dewostrccion de(2Y . Por <l lewan BHY, exiile Toc T4 a5
bl gue Z =R o una suma wredwndaute e 1Tl =M 4ITE 7T con
o
‘_:".;Df—hll Renowmbmuds lvslnéu-S, fodamor avavair quc Toeh e kY
Paree probar (21 dewosbrarewos que kzreyanght .
Dctmlmi parn Véigh | HiShacc D40k Dy L Dale que ki suma es
wrredundanie vemos que Hi<H . Tamhich s awmple DitHi=h
HaBi<di Vo BjAD £3 D) pues By e huew VI, Sy BiaD; LB .
POY ot P"‘t‘ es clavo qu_f_ by £ He  pam a-mlqu:« [
Hao; sﬂH. v ?-H‘.nu,) 2 n Hi o Tambien ¥yeH exsten dyody
tales que die O; 4 y_é.p.wdk. Supomamvcs que yc—‘_{‘ll\; o
ye B[ ¥ Gisjek) o existen Siyeee, S tules que y= Sttt T on ey

porerdi sk LU yEdae e b deE S S et e 48y s de

e 4= ,AL"; dode dp-3:=3;€0; & Cpaering) S odyel 2
die Djay; anm ua‘ 7w rcr{awb ,eé[b'nu,) hs
nu,sﬁtn,nu, A zcn an;) & nu.s,H € pues nn.-s

Y

W Sumta da Submidules 1:u,o<r(-luos en H Y.,

Mhora bids, sabemos gue  Di S OH; 4 en emdecuencia Lenewos
ieay, .
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\'\:-\-.J“‘_.H{ =H an'.usk . Vor tawio, :\ Vema 315 immphica que
S L P T T ] ;\:!'HIH; €5 un CPimr fiymy
Cdonde Mt R—TRIKG g5 G\ CPMOTHIMO  Cand ks Y.
Recordemos Gue Bo= Do WS Y Bo<W L o BRI 2 polocang y per lawio
Yo Gecml) RIRFD o5 hueco (pues DIIDR  «5 haeco por ¢} Lema v1a)
) puesto que here =§.H.‘ @5 supeviiuo e B el Leotema 3.32(2)

vaplica que [ =vovang -

Cowlarto 3-46. Saa H¥#O un mdduls cou lu ywp"f_&.«d (92) .

= Cornw%_y\:\' ., ewtonces

&) Exvien We, Bz, o0, By submddulos hueos de B bules que

-
H’%“: a5 una fuma tevedundanke .

b) 51 Ry M son submsdulos hueoss de W bales gue “=é“i

€s una Sama ivvedundauke, enlouces  L=r .

Demostraceon 2N s dara onsewencia ded Leoremol 3. 45 E1).

1
Y Por i Wrmug:»_\_ I CB), i H=Z B o3 una duma irvedundacie

¥ tada W s hucco, eulontes cada Wi SCHY & W es un suplemento

AaTWIns 2u M pars cada £, C1E0£LY o por tanto o\ Leorema 345 L2)

rmplica gue Azt
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. CW‘:g[aofO’ﬂ eutre <\ (orumao % la dimeusion de F\wr\{ .

Coms cavaen lamos < la wtroduccidu , en T57  Patrick
Fleary , miestands duulitar la wocis de Yango fiuito, in bro duce
\wncepto de ¥ fimite Spunning. dimensign (qar. wosotvos lla-
Marewmos  dimension de Fleavy fiu({&\ 4 muresti quae \os Ad-
lalos ot &immcnsich da Fleury fiuite  pueden expresarse como
une Suma i¥redudanbe de un wimeto Luito de submoilos
koecas Y que el wimers de submsdales que ocarren e cualguier
eqpresion  de H oo e Suma ivredandante de submidulos hue-
s de R s un muariaute de M (Teoremu 3.1 de [51).
El se Yefiete a este wimet®  Comeo b ¥ 'S‘,.,.M.'uf. diemension” de M
y lo abrevia 5dCHY . Tawbidn prueta gue caalguier midulo
Cou dimewsicn de Fleary fisibe Bene b pupiedad CP2) {Llemcn
2.3 de BI1). En st Seccion  daremes  am gjewpls de un midlulo
de rango Linito que o Hewe e propiedad f2), 5 dectr gue
Wo e5 de dimeusiou de Fleury fruita. S embargo Mol bl emos
Gue 3 un msdulo K brene dimension de Flecry f.mn‘{u P RERTAY

wwn3M=S~dCu) .

Deimma’n 4.0 . CFleury). Uumddalo M tiene dimensicu de

Flewry fmite @i pam toda sucesicn esiticlamedte decreciente
i Ha7Ry Do 0 de submidalos de M, exisie uu euden

&l que Hiss MV ind . Escribivemos  S.d LM} <D

pawm. iudicar que U beae dimension de Fleury {.m.'LQ.
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Obsevvacion 4.H. Seae M unm middulo dotiubb de oo com e
Popredad CP2) Y ca\'m\}bl:k.

R ccavdemon quie el tovwlario 346 a{-’ma L srﬂm‘{wh:'.

&) Existen Ry Hyory W submbdulos hueos 42 M tales
|3

que M= ZW s una suma (vredundante

b)Y & Hy, }h,.;-,f"/, son submgdulos huews de M iales
Gue M:%. He ey auna sumig veredundante, eniou.

ces L=k.

Eu olws palubmas, @\ wiolario 3-¥6  asevera que A
o Wie suma 1tredundaute de ko submidalos huews y que
Cua{;y,u't\"‘ expresién de M (owo una suwa trredaudaute
de. submpdulos luecos, hetesarimmente Hene exackam eutc
le suwaudos, DOsea que el coplatio 346 o5 2l eq,mva\eu{z
<racto del teovens 3.1 de TSI, pero su vango de vahdez
es la familin demgiulos con la puogiedad (P 4 Cowmvgo
ﬂ-lwi(ﬂ- Una, cow £ daavan de K. Vaiadajam { observucton 481
de T61) e que estn clase de m&dulos coubione @striclavaa..
te, a la cluse da madalos de dimeusisi de Fleury fmita
( Lo coudencisn o %umulm'aau el lewa 2.3 de T51 9,4\ teove,
o 4D -
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ESTA TESIS 1D DEBE
§O0F LA RIBLOTECE
A conbrmaacidn daremes c\\ﬂm\os prelimnnares gue nes 0gu-

darau o mostrar que pare cade ek e | existe un

madulo de covango W, gue wo Blote la propiedad  (f2).

UB. Sex h0,84 una purbicicn de los namewos ua Loles

—

pristos ¥ad gue 2 £ 1DVCD.

SiWHEDT sou lales que CupI=(H =1 ¥ e D eutoncey
CUR, =1 ¥ pe D, por lo cuad
L=t ﬁ‘i“,;eq* DampleT ¥ opeDf es wn subanilo de®,

Beyminkos par coda pe D, Hp=‘\‘;——‘—::e&l m,ie2 ton (0], EBs da-
Yo que Wp ed o subgup de® y que Bp=l pam cada pe ©-
Por tanto ‘%u“r < L. Por otm patke, ve pagde Yof gue

4 mEge glr ey iy ([ur:omrosizuﬁ de M en waAwens primos

ewlonces %="S“_‘,.-.+é’_‘£‘_ pam alquios pIEZ;  n Cusetucucin
4

si xel, =% cow cupd=l Vrpeb Y doude “=‘17""‘*:r, Ecnemios

=M= O L4 & ‘
fue x=R=Zre v ZE g b0, pr bado xe Zhe

-2 Zi“l’ o L’I%;Hf C oy nseCuencia 3
e

L/Z:(%W)/Z:F%;HHZ= @ 2o paes RelZ 52

945

SoRIZ/UZ (D 3e) [B2) 2 @Fe
A DUD Pco Ped

we - /L = 92@ en Z-rmod.
?
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-3 Zfo s un Lemadule V pe D.
Siendo an ciiv-‘s.‘txh:,

4" cs Auito pues = q4"

seau %&L Y t}_(:z,,co.

tal que mgznﬁ‘ .
tenemos que HCY-44}=0, pero Cip) =1

Ewn t‘—ca{g,
<exisle 3‘4‘: Zrm

<5 La\qug_ m?=»ﬁ"
Yy prlo tmuto §-4s0 ya que V x#0 € o, 00 =P% (poa leeh)
Dcflni'was 4.':4..’,:9' o Veriticar que Zq o5 L-msdulo

Con este pva&uclﬂ es  de Yubina .

u.g. R/ILE @Zw oy Leowod .
pep

consecuencicn de Wb, 43 *Jc la Fiuicate

Esto e
En efectol

Damostracva &
Obsexvaciou I Howy (A B) & Hom, cA,8) .
< we Howy(AB) , ach % mizLel tememos que!

o) = Qi) = Winika)) =ulelyoo)

Lrea) 5 o (Metral) = Bl o) = 1wie(ha) = elha) , e decic
de o cal se wique gue e (0= e eta)

En parbicular i WK

Heleay = e id0)
S YawA, PLel , elda)zAxtear .

<4 Z-wod Y WKe Lermod entonces HEK eu L-emod
Y.q Co\'m\?,Q > 1ol en L—omod.

Es comsecuandn de H'B.

Putes de oubinuar yetordewmos que S) HER autores
BIW' 22K JEH) .
Y10, Sea 0#A cudlguier L-submsdulo de ®. 0 T odaen

Sobaga 8 oxLSA Sea W Q—®R tal que eq)=«q
- 60~ :



€ €5 un momorfismo de qrups abehians, por lo cadd QIL B Q/ab n
Fowod . QAL M ®IL a0 lrewod VL Qfal 2 @2[(4) et L—wad
€ vor 48) 4 Bro RIAZ SlaLJAML  benewis qu«, N/A €5 un
codente de rs% er o L-awod .

Povr otva parke, consideremos ol au'jmeuh_ dia%mvnu e L-avod .

r:g 2 —h——-v H supﬂ‘iwmo& qui h oes an cpimOT{son0 y due
g Lot ?Jra; — ’2“'@ es o melusidn  candnice.
h, - . -
v Sea. hp=houy,  Enlewss H—;?Z‘ Tonty , pers
F Tk, ¥ Ao fkerky S Fwh 22 & Tmh, 20

En bodo casy Tamthp £ LCHY . ATambpG, o oes una fawi
lin ndepondiente Yoo HE@®Fwby M BE Il 2 TWaAp dadde
rep vep ted
Ar=0 & A= Foo,
En fmhm\ar SIA = -)TAr Con  Ap= Z'ray a Ar':b %‘ por lonts
Cormm}Q Il eu L-—ma& , esto 4. 49 Hewe oM0  Consouryy
ua’

4. 1) Cowamé,q = ibl en Lenuod.
Y. 42 Paws tevwimar, dewostyovewos que an t-mod

& wo ticve la propiedad CP2)

Pavr e3tm, Beom Y §  primed foos de D D;iln:wos H
Ve =h % eq i anrdslg Y Wi Feql )= 1§, Sean xc-h,-.:(M_

GOoxsR cou cwrdzl ?x--ﬁ; ton =1 ¥ ped, wn parkilar

ez, rYsL S Gy rds S Lxe M S0 Wy e un Leemddaton Apa~
\ovmu%c Se ve que )iq e un b-wslalp,  Se afirma, que
He+Wg=Q . Dewosimait ! Sea se§. w5 Gnrizl g

=1 es clow que e kr*‘""q R Eu ¢l cavo de que r]u%qju
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ensten 2 qp el dales gue WY con (4G ¢)ET L
1 4,062 Lales gue 1zaf faar® L msalifu b4 paa o.‘au‘
ws ateZ . %:%+% Some gt N @& Wiy
G=WetWgq

Su'mn%aws que He bieme un suplements R en & , Coonvi-
doudos como  Lomtslules), on R2fg | cnlonces HHMRSQ o
¥ wwte RA#0. Sea ofhefi £ Hq o= fon cng)EL O oexse
te ™m=nh& an.’, m#0.  Esto wes da pre pum denmpstrar que 1R R,

Pues = supomenos que GR=W | existe WeH (o Hozy -,,LH','!\=I)

el que w:ﬁlu'=‘!":‘7' <oogawizamn' O gle S. existen deM, uet
blesque cauiz1 g m=al O EE4%eh O i%zah, paheh
Soo ™= hy Cpues @ o dowinid ¢u¥cw\, proce deudo  de manem aug
logow se obuieneque qeB 1\ gzght pa ke S hrez e b
<existe hoe W, h:"'T“f Com Cuoq)=1 Lnlq,“c [EX LIS \= g0
S MHo=gate W gfHe T o taulo  debe beserse que quR< ¥ .

Pe o velucion ¢ & S BRAW, benowss dque 57 ye® ; exis
Len ho it Y xe Ve tales gue Yig = wex y por buwte Y=4hbqx , o5
decly ® SAHEW,. .. & =AW iU, . o il verpocar que qH
es un L-wmidalo por b il ew l—wmod Rz qREA. con
AR<KR [ Bsb wminudice el que B es un suplrmenls de Wi, en
Couseciencie Wy Mo tleneun suplewento \+} con H-‘-“q ; es

dear & towo L-micdulo lp blave \o pm‘ﬂedacl. {7 P
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