-2
=7

DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

ALGUNOS RESULTADOS SOBRE NUMEROS
SEUDOPRIMOS

T E S i S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE

M AT EMAT I C O
P R E S E N T A

SAUL DIAZ ALVARADO

MEXICO, D. F 199N

FALLA : CPIGIN




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



INDICE.
Phg.

INTRODUCCION. . et ettt ettt e e et ettt e e ein e 6
Capiriro 1.

NOCIONES GENERALES. .. ..ottt ettt i 8
1.1, Lemas Importantes. ... i ittt iin e o aenanncnnsasiocenionnas 8
I.2. Teoria de grupos......vivuuss e et eea e e e, 10
1.3. El grupo de las unidades m6dulo N....covvtiiiiininunrreneionann, 25
CapivuLo Il

NUMEROS SEUDOPRIMOS. . ....vvveninnei i, e P 38
11,1, Seudoprimos. . vv e ee it ettt istinsiar s sarians e iaa et 38
I1.2. Nameros de Fermat... . 50
I11.3. NGmeros de Merssene................. e st 55

CaprruLo il
NUMEROS DE CARMICHAEL
I11.1, Nameros de Carmichael...,..., civiiuivinnn,.




Indice 5

Capituno IV,

SEUDOPRIMOS FUERTES. . .ot e st ittt e e e et i ianens 67
IV.1, La prueba de Miller... ... uiiiiiniiaiiiiiiiricnienenaranens &7
IV.1. Seudoprimos LT Ty TN 77
Capimuo V.

SEUDOPRIMOS DE EULER . R -5 1
V.1. Reciprocidad cuadratica........c.iiiniiiniin i inrineriannannn 81
V.2. Seudoprimos de Euler........coiiiiiininiinunionaosraranasncennn 95

NOTACION. .......... e T e vee.. 108

BIBLIOGRAFIA. ..\t ittt ettt ettt et ettt 105



INTRODUCCION.

Unc de los problemas que desde hace mucho tiempo ha Interesado a un gran
nimero de matemiticos, ha sido el de encontrar una manera de determinar cuan-
do un nimero es primo, o equlvalentemente, cuando es compuesto; asi dedicados
al estudio de estos nimeros han encontrado resultados que parecleran dar so-

lucién al problema, sin embargo no es as{.

Fermat observé que siempre que n sea un entero primo se¢ cuaple con
a" 2 a (mod n) para cualquier nimero a entero, este resultade, Junto con
otros, podria pensarse como una forma de saber cuando un nimero es prize,pues
siempre que observirames que se cuasple con csta propiedad podriamos
aventurarnos a declr que se trata de un numero primo; pero si a™= a {mod n}
entonces n no necesarlamente es primo. Por otro lado, tenemos tamblen que si
n es primo cumple con el teorema de Euler, esto es, "' 1 (nod m) para
toda a talque {a,n) = 1 |
As{ mismo, Fermat advirtlé tamblien que si 2% 1 es primo, entonces & = 2%
esto, se podria pensar asi: “todos los numeros de la forma Zto 1 son
primos”;: sin embargo esto no es clerto,luego, a pesar de que Fermat conjeturd
que todos estos nlmeros eran primos observamos que no es asi.
En otro resultado Hersene nos dice que si un nimero de la forma 2"~ 1 es

primo entonces m es primo, sin embargo sl m es primo 2" - 1 no slempre es

primo. Hay otros resultados que de $gual manera se pudleran pensar como
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formas para saber 5! un un numero es o no primo, por cjemplo un nimero p
primo cumple para todo b con:
bzﬂ"E -1 {mod p} para alguna 0 % j < s
b'= 1 (mod n).
donde p -1 = 25t , 820 t impar:; y tambien sl p es primo cusple;
[—%—] 2 212 (pod p).

De todos estos resultados observaremos que el reslproco es falso, esto es,
existen nimeros que cusplen estos resultados y son compuestos; a estos
nigeros se les llama nuimeros scudoprimos y son el propésito de estudlo de
este trabajo. Para este hecho introduciré lenguaje de teoria de

grupos por ser este un lenguale senclllo y accesible.



CAPITULO I

NoCIioNES GENERALES.

1.1, LEMAS IMPORTANTES .

En esta pequefia secclén demostraré algunos lemas inpartantes sobre
enteros que se usardn en los slgulentes capitulos.
Lema 1.1.
Yn>1l, n<2i 1.
Demostracidn:
La demostracién se hace por induccién sobre n.
Si n=2, se tiene que 22-1 =4 -1 =3 > 2,
Supongamos que n < 2"~ 1. (1)
Tenemos que como n > 1, 27 1, entonces sumando en (1} tenemos que
n+1<20~1 420 =200 1, "
fema I.2.
Sean n y d enteros positivoes tales que d | n., entonces para toda
8, belZ ad-pi| an- b,
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Demostracidn:

Como d | n existe k € Z tal que dk = n, entonces

(a%- ba”dn-df Ay L Y o
a" + an-dbd_' L+ an—a(k-x)dbn-u
Coardpdl L gedlelipnedonedion
= 2" - AN o gn L e
es declr,

a%- 6" 1™ b .
fema 1.3.
Vnekl,
a) a4} 31,
b) 41 -

Demostracién:

1.

a)Demostraremos que 3®= 1 (mod 4).
Tenemos que;
3= -1 (mod 4).
luego:
-0 (mod 4).
pero
0P 2 (D (wod ).
(-1° =21 (wod 4).
b)Basta ver que 32 1 (rod 4).
Veamos que:
3= -1 {mod 4)
luego;
s (-T2 (-1)*(-1) & -1 (wod 4)
-1 # 1(mod 4)
Por lo tanto:

fema 1.4.
YnelN:
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a) 8 5™~ 1.
b) 8 } 5™~ 1,
¢) 16 } 5™~ 1.
Demostracidn:
a)Veamos que 8 | 5™ -~ 1 si{ y solo st 5% = 1 (mod 8).
Pero
5 = -3 (mod 8).
entonces
5= s (5% & ((-3)')
8 {9) 81" n 1 (mod 8).
b}Demostraremos que 5% 1% 1 (mod 8).
Tenemos que
521 5.5 & (595
2 ((-3)3)%3 % 1 (mod 8).
c)Esto se desprende del Inciso anterlor pue si 16 dividiera a
"'~ 1V n e Z entonces se tendria que 8 dividirfa a 5°''-1 v

ne€N lo cual no es pcslble..

|.4. TeoriA pE GRUPOS,

DEFINICION:
Sea G un conjJunto no vacfo y
«:GxG—G
una funcién, (por comodidad al elemento -(a,b) en G, se le denota ab).Se dice
que {G, -) es grupo s! cumple con las sigulentes condlclenes:
a) afbc) = (able
b} Existe un elemento distinguldo en G llamado e tal que ge = eg = g
VgeoG.
eWgeG, 3 g'% 6 tal queggl=glg=e
S1 adem&s cuaple con :
d)gh=hg V hgeG
se dice que G es abelianc o conmutativo.
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Ejemplos:

*) (1,+) es grupo, donde el elemento e es 0 vy g es -¢.

++) (N,+) no es grupe pues los elementos de N no tlenen lnverso.

OBSERVACION:

Sl G es grupo el elemento e y los inversos son unicos y en
consecuencla {(a~!)"!= a.

Demostracidn:

Supongamos que existe '€ G tal que ae'= e’a = a V¥ a € G, enton-
ces ¢ = ee'= e', es declr e es Gnlco. S1 a € G e y € G es tal que
ay = e, multiplicando por a-! obtenemos y = a”l y por lo tanto como
a1 (a"1)-1= ¢ entonces (a™1)"1= a.

DEFINICION:
) ¥ neNu {0} scdefine g” por recurrencia de la siguiente

manera:

0 o ot
£=e . E=& §.
n

++}Sin<0 definimos g™= (g "= (g™

fema 1.5
S1 g estd en un grupo y n,m € Z, entonces
a) gl’\gl= gnb.
b) (gM)" = g™ .
Demostracién:

Sea nel filo pero arbitrario.

a) Supongames que @ € R, demuestro por inducclén sobre o que g"g"=
nem .

g .
Si m = 1, entonces:
gg'= g™
por definiclén, si n e Nwu {0}. SL n< 0 entonces -n > O, y por lo
tanto -n ~ 1 2 0, por lo tanto:
BnE" (g-l)-ng = ((g-\)—ndg-l)g

= (g-l)‘n-l= (g~l)-(n0“= gnd .
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Ahora supongamos que gg = g C

Tenemos que

e = e = (g = g™ = H(ncnh:: gm(mn
Por lo tanto V¥ = e N g"g'= g"'" .
Ademas tencmos g'g%= gl = g% = g™

Ahora supongamos que . < 0, entonces

-n > 0 y notemos que
et = gy
de donde
gngl = gn*ﬂ.
En partlcular se tiene que
5= g7 = e
por lo tanto

g™"t= g™

b) La demostracién se hace por induccién sobre m.
St ma=1,

(@)= g gt
Supongamos que (g")'= gm.

Tenenos

(g").'|= (gn)ngn= (g"')g"= gmm': nimel)

g
por lo tanto

YneZ,vVvmelN, ght g™ .
Para n = Q0 es claro que

Ahora supongamos que m < 0, entonces
tenemos que

(gn)0= e = gO =g n‘o

-m > 0 y por lo anterior

I8 Y ny =1 “ g, (»n)(—-)_ na
G ((gM7) = (g " g .
fema 1.6.

St G es grupo, entonces

(xy) = yix,
Demostacidn:

12 demostracién es muy simple ya que

Gy = (xyy Nt (xe)x e = e
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En particular s! G ¢s abelleno el resultado nos dice que
(xy) = X7yt
Teorema 1.1,
Sea G grupo abellano, entences
vnel y VYxyeG (xy)"=x"y"
Demostracién:
Por induccién sobre n.
S1 n =1, entonces (xy)’= Xy = x‘y‘.
Supongamos el resultado cierto para n.
Entonces se tiene que
)™= ) ™xy) = PN yx) =
o= G Ty) = ™
Por lo tanto para todo ne N es clerto el resultado.
Supongamos que n 3 0, entonces
(xy)°= ()™ "= (™)™ =
GOy ™ = K
Entonces ¢l resultado es clerto para toda n € Z.
DEFINICION:
Sea (G,+) grupoy H&G, H=* o
Se dice que H es subgrupo de G sl (}h'lux") es grupo, (escriblmes H =
G), donde - qu“-.lml — G es la restricclén de
+3GxG — G a Hxl, {que en caso de ser H subgrupo -l Hxl — H}.
Ejemplos:

1. (G,»})=(Z,+) yH=22={nel | n=2k p.a kel}
Entonces H es subgrupo de Z ya que:
+} S1 2m,2n € 27, entonces 2m + 2n = 2(n + m) € 2Z,
*+) La suma es asociativa pues 21 es subconjunto de Z.
+++) 0 = 2.0 € 22.
*+++) SI 2n e 2%, entonces 2(-n) € 22 y 2n + 2(-n) = 2(n - n} =20 =0
2. Sea G grupo y H = G, entonces H's H implica H's G.
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3. St H 5 G entonces:
a) El neutroc de {H,-} es el neutro de (G,:).

b} El fnverso de h en H es el inversode h en G.

Teorema 1.2,

Sea G grupo y H € G, entonces H es subgrupo de G si y solo si
a) H#o
b) gg el V g.g el

Demostracion:

w)Supongames que N s G entonces (H,~I"x") es grupo por lo

tanto se verifican las dos condiciones.
«) Supongamos a) y b), entonces como H# e 3 geH yporbl e
= gg''e H. Ademas se tiene que eg '= g'c H, ¥ ge H.
Sean g,h € H arbitrarios, entonces r'eH y por b)

gh = g™ e H; asf que:

GxG ~————— G

J oo
HxH
Hxf ——————— H

conmuta.
Por Gltimo, el producto es asoclativo pues H € G.
Por lo tanto H =G.

DEFINICION:
Sa G grupo ¥ H s G, Sean g,h € G, 5o dice que g es congruente
con h médulo H st gh ‘e Hl. Escribinos
g = h (mod H).

fema 1.7,
Sean G grupo y H subgrupo de G . Entonces la relacién "= (mod H) "

es de equivalencia.
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Demostracldn:
Y g=g (nod H) pues e = ggle H.
«+) Supongamos que g & h (mod H), entonces gh"e H, de donde
-1

ngt= (gh e H

es declr
h = g (mod H)
<--)supongamos que g = h {mod H) y h = 1§ (med H), entonces
ghteH y hie H
de donde

gi7= gthit= (gnye™ty e L
Entonces g = { (mod
H)
Por lo tanto "= (med H)™ es de equivalencia.
De este lema se concluye que G puede partirse en las clases de
equlvalencia de la relacién "= (mod H) ".
DEFINICION:

Sea G grupo y H s G. Definimos para cada g € G su clase
lateral derecha come

Hg = {hg | heH)}
Del mismo mode se puede definir clase lateral izquierda.

Teorema I1.3.

Sean G grupo y H = G, entonces x € lig
8{ y solo s{

x # g {(mod H).
Demostracidn:

X € Hg « x = hg para alguna h € H ¢ xg'= h € H para alguna h

x w g {mod H).

De este teorema se desprende el siguiente hecho:

Sl  {g] denota la clase de equlvalencla de g moédulo H, entonces
igl =Hg .
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Teorema 1.4.
Dado G grupe y H subgrupe de G existe una funcién blyectiva
entre dos clase laterales derechas cualesqulera.
Demostracidn:
Sean g,,g, € G, definipos
¢ @ Hg, — Hg,
dada por
¢lhg,} = hg,
Tenemos que si hg, € Hg,, entonces h € H, de donde se tlene que
hge Hg, y por definicién ¢flhg) = hg, por lo tanto ¢ es suprayectiva.
-Supongamos que
elhg,) = plh'g,)
entonces hg,= h'g, y multiplicande per g! en ambos lados tenemos h = h'
. de donde se concluye que hg,=s h'g,. Por lo tanto ¢ es inyectiva.

Por lo tanto ¢ es biyectlva. -

Entonces dos clases de equivalencia mddulo H  tienen la misma
cardinalldad.
Un caso especlal de grupos son aquellos que tlenen una cantlidad finita

de elementos.

DEFINICION:
Sea G grupo, se deflne el orden de G, o{G), como la cardinalldad
de G . Una relaclon que guardan el orden de un grupo finito y los ordenes de

sus subgrupoc es la sigulente:

Teorema I.5.
Sea G un grupo finito, H s G , entonces
o(H) | o(G).
Demostracién:
Sea H subgrupo de G arbltrario. Como ya se dijo G es 1la unlidn
ajena de clases laterales derechas y cada clase es finita ya que estan
inclutdas en G.
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Hotemos que He = H pues he = h para toda h € . Por el teorema
anterior todas las clase laterales derechas tienen o{Hl) elementos.
Supongamos que hay !  distintas clases, entonces

o(G) =o{H) +o(H) +... + o(H),

Lrveces

de donde, o©(G) = o(H}1 , entonces
oty | ofGl.

Otro tipo de grupos muy interesante es el de aguellos en los que cada
elemento se obtiene como potencia de un elemento f1j}o. Estos grupos se llaman

ciclicos y se hablard de ellos posterlormente.

DEFINICION:
51 G es un grupo y g € G, definimos el subgrupo generado por g

@)= 1net)

A g se le llama generador de (g).

tema 1.8
Sen G grupo ¥ g € G, entonces el subgrupo generado es un
subgrupe de G.
Demostacldn:
-} Tenemos que g°= e ¢ (g), por lo tanto  (g) # a.
++)} Sean x,y € (g), entonces x = g" y y = g" para
algunos n,m € I, por lo tanto
xle 2N M= g M (o).
Por lo tanto (g) s G. .

DEFINICION:
Sea G grupo. Para cada g € G se define ¢l orden de g, denotado
o(g), como el minimo entero positivo n tal que g"= e. En caso de no existir
se‘dl:e que g es de orden infinito. )
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fema 1.9,
Sl Gesgrupoy g € G es de orden 11, entonces
() = teg.gt... 8™ )
Demostracidn:
»

Sea x ¢ {g), entonces x =g p.a. m € Z. Por el algoritmo

de la division existen cnteros q y r taies que

o =ng br 0sr<n,
de donde
= g™ g (gM1% s eg= "
pero
ge leg. g’ 8"
de donde

g% e {e.gag®. 8"
Es claro que
te.g.8%...28"" g @)
por lo tanto

tg) = egag®s. . g™")

Teorema 1.6.
Sea G grupo y supongamos que g € G es tal que olg) = n.
Entonces si n es tal que g' = ¢ 0 divide a .
Demostracidn:
Tenemos que
o=nq+r p.a. gre,0sr<an
entonces
e =gt g 2= 5T
lo cual sole es posible si r = 0, por lo tanto
n|om .
Tearema I.7.
Supongames que G es grupo finito, entonces todo elementoe g € G es

de orden finito,
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Demostracion:
Sea g ¢ G, consideremos
s = (g.gz.....gam) S G

Si todos los elementos de S son distintos entonces la cardinalidad de
S es exactamente ofG), por lo tanto S = G, de donde ¢ ¢ S, es declr g’= e
p.a. 1 s 5 = o(G).

St g“= g- con 1 = n,m = o{G), supongamos que n < @ entonces
s} hacemos ) = n - m, entonces | 5 3 s o{C) y

g 5" e,

por el principlo del buen orden existe un entero minimo nm

1 smso0(G) talque g'=e entonces  alg) = n,

Teorema I.8.
Sea G de orden finito entonces V¥V g e G se tiene
olg) | olG).
Demostracidn:
Sea g € G arbltrarlo, entonces

(g} = le,g.gn. ..M s
entonces
otg) = ofg)) | ote).
Por ultimo introduciremos la nocién de grupo ciclico asi como algunas de
sus propiedades importantes.

DEFINICION:
Se dice que un grupo G es ciclico sl existe g € G tal que

(g) =G.
Ejemplo:

G = Z esta generado por el elemento 1, es decir (1) = Z, tambien (-1)

Notemos que un grupo finito G es ciclice sf y solo sf existe g € G tal

que (g} = {e,g,g%. ...}, donde olG) = n.
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Teorema 1.9.
Sea G grupo finlto, supongamos que clG} = p con p primo,
entonces G es cicllco.
Demostracion:
Como el orden de G es mayor que 1 por ser primo, entonces
existe g € G tal que g # ¢, as{ se tlene que
olg) ] olG) = p
Come p es primo, entonces

1
olg) = {p
o{g) # 1, puesto que ¢ = e, por lo tanto olg) = p luego
(g) = {egus® .. 8" = G

por lo tanto G es ciclico. -

De la demostraclén del teorema se desprende que todo elemento distinto
de e en un grupo de orden primo es generador , es decir un grupo de orden pri-
mo p tiene p -1 generadores.

El sigulente resultado nos da la cantidad de generadores em un grupa

ciclico.

Teorema I1.10.

Sea G grupay g € G, entonces
olg)

4
olg!) = o
Demostracidn:

Sea n = o(gj) y n = olg) entonces, como

(gj)“/(),m _ (gn)’/(J.n) -

se tlenc que
n
= I (3o
Por otro lado se tiene que g" = {g')" = e , por lo tanto
nj| =
de donde

n I 3
),n} [$1:}]

%
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pero
L J =
th,n) Uy,
entonces
n
T 1 ®
por lo tanto
olg) =m= Tf%ﬁ -

Corelario [.10.1.
Sea G grupo ciclico de orden n con generador £ . entonces
existen ¢(n) generadores de G.
Demostracién:
Tenemos quec un elemento en G es generador de G si y solo si es de
orden n, ademas todos los elementos de G son de la forma g’ con 0 =

y<n, y

O(gj) = .}

entonces o(g’) =n sl y séle s1  {y,n) = 1, pero hay precisamente ¢{(n)
enteros primos relativos con n  menores que n, por lo tanto hay ¢(n)

generadores de G.

Teorema I.1%.
Sea G grupo abeliano y supongamos que g,h € G son de orden

finito, entonces existe 2z e G tal que olz) = [n,m}.

Dermostracidn:

Supongamos que n1 = o(g} y o(h) = m, supongamos que
(n,m) =1, sea s = ol{gh), entonces como
(g™ = (g")"(h")"= ¢ ya que G es abellano

s divide a nm = {n,al.

Por otro lade

n a

By = M = P =
olg’) = n,al noy olh) T

de donde
(gh)' - g'h- = gn y (gh)" - gnhl'\ P
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por lo tanto (gh)® y (gh)" tlenen orden n y m respectivanmente.

Tenewos

()= (tgm™)P= e vy

entonces

de donde nm = ln,m) | s.

De lo anterior se concluye que el orden

de z =

Ahora supongamos que Ny @ son arbltrariocs.

Supongamaos que

n=pUpet. . opl
b, b, b,
m = plpte...op,

(cam™*= {tem™)"= e

xy es in.ml.

la descomposiclén de n y m en factores primos respectivamente,

entonces
{n,ml = p;

Deflnamos n,,m, como sigue:

maxla, b ) wax(a,,b,)
P C

n= prpste.. . epl

p.--x(n..b.)_

donde
e =13 sl wax{a, b)ea .
) 0 &1 max(a,b) no cs s,
d,
m, = P?‘P.‘H o ‘P?'
donde

4 = b, st pl n.
' o =t pl n,.

Notemos que n,m, no tlenen dlvisores
1 y ademds nm, = {n,mnl
Se. =2 a=-%, enton
an m ~ an ~ ntonces
al L 2=
olg") = e i

ofh™) = -"_ =2 =g ¥ por lo anterlar

(m,m) »

comunes,

entonces (n, m,)

olg™™) = nm, = {n,m] Por lo tanto =z = g"‘h" tlene orden I[n.m}. "
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Tearema 1.12
Sea G un grupo abellans finlto. Supohgaros que la ecuacion
x = e, tiene a lo mids n coluciznes distintas, en G entontes G es ciclics.
bemostracidn:
Sea g € G un elemento de orden miximo, (dicho g existe pues el
orden de los clementos de G esta acotado por of{G}), ahora demostraré que (g}
=G,

suponganos que n = olg), entonces V | = 1

. i
1
(g'y = g1 = ¢ = e, entonces {g) = i{eg.p.....} contlere tedas las
solutlones de ¥ = ¢,
Sea h e G arbitraric v sea oth} = a, por el teorema antertor existe &

€ G cuyo orden es {mm), pera {nmml 2 n, y 0 es maxlmo, entonces n = [(n,m]
de donde

n= lom = L
* (n,a)
por lo tanto (n.m) = m, es declr, = divide a n, entonces oxkiste t € 2
tal que n = nt, de agui

A S A A

de donde h € {g), por lo tante (g} = G. "

Notemos gque para un elemento de orden finito g de un grupo G se tiene

) 1-)

g = (;’ {mplica que g ’= e, por lo tanto ofg) dlvide a I - | es decir
i =y (mod olg)).

Adends sl 0 s i,) < olg) entonces g'= g’g implica i =3,

DEFINICION:
Sea G = {e¢,g,8,....£"°}, definimos para cada x ¢ G el indice de
x para la base g, (ix)), cemo el entero 3y & {0,1,....n ~ 1}, tal que
g = x.

Teorema I1.13.

Sean G grupe cicllco de orden n y g generador de G, entonces
<) tle) = 0.
v+ g (ab) = i 02} + £,(b) {mod N}
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serd ofdatt B Rital dmed nd (ke Wy
Demostracidn:
i tet
*)}Tenemos que g7 = e, entonces
n = olg) | Lte)

y ife) <n , por le tanto

ifey = 0.
++} Se tiene que gl"m” = ab, gl'(“= a y
gx"m= b, de donde
gi_‘(nh) = ab = gi,(a)gi,(m: Atarei

por lo tanto
Llab) = Ifa) + fiyn) (mod ni
+++} La demostracién se hace por induccion sobre k.
Para Kk = 1 es obvioy k=2 es el inctso anterior
Supongamos que
(&) s kila; (mod n)
cintonces
flamy = 1laaY = i da) + idal=
kifa) + i fa) = (k+1)i (a) tmod n)
por lo tanto Vet
f{a) = ki{a) {(mod n),

DEFINICION:

Sea G grupe ¥y K entero posltive, sv  dlce que a & G tlene

raiz k-ésima sl la ecuacidn x'= a tlene solucién en G.

%, se llama rafz k-ésima de a 51 x= a.

Teorema I.14.

Si G es ciclico de orden finite n, entonces a € G

k-ésima si{ y solo s{ ah/“ = ¢ donde d = {n,k).
Demostracion:
«)}Sea g & G generador, supongamos que X, es

tlepe una rajz

raiz k-tsima
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++++) Es conmutative.
Pero no tedos los elementos tienen inverso, por ejemplo; en Z4 el
elemento 2 no tlene inverso ya gue
2% 4 2 0 (mod 4)
y 8! existlera x ¢ Zs tal que
X2 ® 1 (mod §)
entonces
x-2% (X-2)2 %2 % X:0 = 0 (pod 4)
lo cual nos indica que 2 y O son lo mismo en Zs, vy esto es falso, por lc
tanto 2 no puede tener inverso; sin embargo si x € In ecs tal que (x,n) =1,
existen r,.s el tales que
1 = xr + ns
entonces
xr w1 (mod n)
luego, el reslduo de r wmédulo n es el inverso de x.
Denotemos (Zn,) el conjunto de residues médulo n primos con n,
entoces (In,-) resulta ser un grupo llamado el grupo de unides de Zn.
Notemos que existen ¢(n) enteros posftivos menores que n vy primos con
n, entonces of(Zn,+)) = ¢(n) vy 81 n es primo el orden es n ~1.

Teorema 1.15. (Euler).
Sca n entero positivo entonces
‘o(n). 1 (mod n)
para todo a primo relativo con n.
Demostracidn:
Sea & primo relativo con n, entonces a € (In,*) Yy tenemos
que o((Zn,+)) = ¢(n), por lo tanto

et (wod n).

Teorema 1.16. (Fermat).
Sea p primo, entonces para todo a2 € Z
2% & (mod p).
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Dermstracizn:
Sea a € I, tenemos dos casos
1p| oa.
) ptoa.
S1 se cumple lo primero
a# 0 (med p)
de donde
a2 0 = a (mod p).
Si p no divide a a, a e {Zp,-)

y cono o{(Zp:)) = ¢(p) = p -1, se
tiene

et (zed p)

o blen

= a (mod p).

En los resultados sigulentes de la presente seccién se encotraremos

toedas las n para las cuales el grupo (Za,-) resulta ser ciclico.

Teorema 1.17,

{Zn, ) es ciclico si y sdlo si =n

es 2, 4, p o 2p, con p
primo impar.

La demostracion de este

teorema esta dada por los siguientes
resultados.
Teorema I.18.
Si p es primo, (Zp,-) es ciclico.
Para demostrar este teorema probaremos lo siguiente:
Lema 1.10.
Para todo n € N un polinomio  f{x) de grado n cuyo

coeficiente principal no es divisible por p tiene a lo mis n ralces

médulo n, es decir, f(x) s 0 {mod p) tlene a lo mas
Demostracion:

n soluyclones,

Para demostrar esto consideremos para cada n € N
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1(xl=a,xn‘a,,x + ...+ a ptoa
Demostrarmos usando induccién sobre el grado de f que
f{x) = 0 (mod p) tiene 2 1o mas n soluclones incongruentes.
n=1.
Come p { a,, {p.a) = 1, esto es existen x., y. € Z tales que

1= px, + ay,
multiplicando por -a, se tlene:

-a, = p(-ax,) + af-ay)

o bien
play.) = a(-ay,) *+ a,
esto es
p 1 afl-ay) +a
por tanto

f{-ay,) = 0 (mod p).
Supongamos que z es tal que
f(z) s 0 {(med p},
entonces
a,z & al~ay,) (mod p)
es declr
ploalz+ ayl
ycomo p | a, se tiene que p | 2 + ay, o blen
2z B -ay, (mod p).
Ahora supongamos que todo f de grado n -1 tiene a lo mas n - 1
soluciones Incongruentes.
Supongamos que F{x) tlene grade n vy supengamos que

Cey Cusv.y €. SOn n ¢+ 1 ralces Incongruentes, entonces tenemos gue
f(x) = (x - ¢,)hix)
con
hix) = (ax™" « (ac, + a, 04" 2+

-1
+ (ac) '+ L. va,c, va )

de este hecho tenemos que
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floy = €6, - LYl 50 (mod p}, vk = 1,...,n
es decir,
p | ‘5 - colnlel,
entonces
21 la~¢)
L]
p | hic),
pero
pi le-c)
pues
s E ¢ {mod p),
por tante
p | hie)
o bien

hiic,) &8 0 (mod p) b}
pues hi{x) 2 0 (mod p) a lo mzc tlene n - 1 soluciones lncongruentes.
Por tanto f{x) & @ {mod ;! tlene a lo mas n soluclones..

Dewmostracion (del Tecresa.:
Ahora la demostraczion es sencllla pue sl consideramos f(x} =
-1
por el fema anterior a lo mas existen n soluciones Incongruentes de
x" 8 1 (cod p)
o con el lenguaje de (Ip,-) esisten a lo mas n soluclones de
x =1

por lo que concluimos que {Zr, ' es ciclico.

Teorema I1.19.

Sea p primo impar entonces (Zp%, -} es ciclico.
Derastracisn:

Sea g generador de (Ip,-), demostraré que g o

£ + p es generador de (Zp.-%.
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Coma g € {Ip,-}, entences fg,p) = 1, entonces (g.pz) = 1, por lo
tanto g € (I, -},
Sea n = ol{g) en {Ip', -}, entonces
n | ool(ze, 2} = pip -~ 1}
ademis, como

£ # 1 {mod p°)

se tlene
2
ple g1
de donde
g™ 1 {mod p)
entonces

p-1=oig)|n
entonces 3 i,k € Z tales (p - l}k=n ¥ nk= plp - 1}, de donde se
tiene gue
(p =~ 1hk = nkex plp ~ 1),
por le tante
kk= p, es decir, k diviea p entnce Kk tlene Is siulentes posiblilda-

des: k= {;

L
" {p(p—n

Si n=plp ~ 1), entonces g genera a (Zp', ). Supongamos que n s p

Sea x = g + p, entonces
X B g (mod p)
es declr, x es generador de {Ip,-} y por la misma razdn de antes
x & {Ze*. ).
Sigulendo el misme razonaalento ofx) en (L', 7 ) es p - 1
o pilp - 1}. Supongamos que ofx}= p ~ 1, entonces
*'a ) (mod pY)
por otfo lade
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ki

x = fg .z
Pl (pa1.! PETS I
-7 Eal
T 1.
p-1
P p-2 (p-13! p-i=l 1
=g +lp-1)g p* J————3g b
s 1! (p-1-10t
= 2" e tp - 0P % (ood £°)
ya que
z T gp~l—lpl 20 (mod pz)
et thip-t-11*
por lo tante
' ag“"» P -1y pZP
e g% pgP - pg”? tmod p°)
pero
£ =1 (mod p)
entonces
121 - pgimod p?)
de donde
pg" %% 0 (mod p°)
por lo tanto 3 k € Z tal que pzk = pg"_z.es decir  pk = g
g"%2 0 (mod p)
lo cual no es posible pues g genera a (Zp,-}). Por lo
es plp - 1) = ((Z#,+)) , entonces x genera  a (Zp°, ).

Ahora encontrar un generador para (Zp',*) con k > 2

nos muestra el sigulente resultado.

Teorema I.20.

Sea p prime impar, entonces (Z',-) es ciclico
positivo.
Demostracion:
El teorema para los casos k = 1,2 ya se
entonces 3 g € (Zp5,+) tal que (g} = (B, +). Demostraremos que

{(Zp',+), para todo &k = 3.

, de donde,

tanto el orden de x

es facil como

para todo Kk

demostré antes,

(gl =
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Por Inducclién Jemaestraremcs lo sigulente:

¥ k2 P Ve (mod p)
Hotemos que

&= gV (nod pY)

pues olg) = p(p - 1}.
Supongamos esto clerto para k > 2, como g € {(Zp',-), entonces

k-1
)

(g,pz) = i, de donde (g.p = 1 para todo k 2= 3 de aqui tienemos g € (Zp"

‘.+), entonces
gw(p' N gp‘ sy (mod )
entonces existe q € I tal que
gp"(p—n= 1 ¥-1
y pltq pues st pl} q ., entonces
&Y 2 (nod p*)
lo cual no es posible, por lo tanto p no puede dividir a gq.
Entonces

- x
Pp-1) _ et =111
g =P v

Crgpe)? ;
g(gv tan = (e iR

]
L sy (1a)!

10
& 1 k-1 ¢
2y P -
LTIt a
i=0
L4 1
=1 P ‘z p! ke 0
‘_Zl!(p-l)l
pero
»
Pl Litk-ligl = ’
Z Tip-11t P q' =0 (aod prol)

i=0
pues s1 1 ¥ 2 entonces [k-[2z2k=-2>k+1
yaque k+ 1>2k~2 implica que 3 > k , pero estamos suponiendo
k = 3.

Por lo tanto

" ip~1) kel
g P )

1+ pkq (mod p
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y si

» " tp-1) kel

& =1 (mod p )

entonces

'y

qu = 0 (mod pk’
es declr, qu =p 't p.a. tecrl, de donde g = pt lo cual no es posible,
por lo tanto
Epm‘p_”‘i 1 (mod p"l)
Ahora demostraremos que g genera a (Ip,-) V k= 2.
{g.p¥} =1 pues g € (Zp',°), entonces (g.pi) = 1 para toda k = 2, es

declr g e (Zp',-) para toda k = 2.

Tomemos k = 2 arbitraria, sea n = oflg) en (Zp,-}, entonces

k-1,

n|o(zw,-)) =p 7 tp -1}

g2 1 (mod PY)
como Kk z 2, entonces
2 ¥
Plr e -1
de donde
g =1 (mod pz)
entonces
olg) = plp - 1} | n.
Por lo tanto 3 k,k, € ¥ tales que
plp - 1)kk=n y k= pp - 1)
de donde
Plp - Vkk, =k, = p7(p - 1)
es decir, kk = p*°, asf k divide a P2, entonces k = p' con 0 5t
sk-2 deaquf n=pp-1} tstsk-~1.
Supongamos f < K - 1, entonces 0 = k - 2 - t, de donde
15 g%a g" %Y (moa pt

esto es
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o
1 & (g" ”"“) (mod p")
como k = 2, entonces
Lz,
g® "Mz {pod P ¥
por lo tanto n = pk-l(p -1 .
Teorema I.21.
Sea p primo impar, entonces (22p'.-) es ciclico.
Demos tracion:
Notemos que ¢(2pk] = ¢(2)¢(pk) = Mpk) pues (Z.Pk) =1, por
lo tanto of(Zzp', )} = o(Zp'.")).
Sea g generador de (2p',+), supongamos que g es impar entonces
{g.2) =1 ycomo ge (Zp,*) (g,pk) = 1, de donde existen x.,x.¥.¥,
€ 1 tales que
1 = gx, + 2x,
x
1 =gy, *py.
entonces
1= iy, + 280y, + plgxy, + 2p%xy
1= glgny, v 20y, + PRy ¢ 285wy,
por lo tanto (g,Zpk) =1, es decir g € (Zzp'.-).
Sea n = olg)} en {Zz',') entonces

n | of(Z2¢',+)) = o(Ze', ")} = ¢(p)

ga 1 (mod 2p')
entonces

Il I WA
es decir

g" = 1 (mod p)
de donde

¢(pk) {n
por lo tanto n = g(p*), as{ que g genera a (Zzp', ).

S1 g es par entonces x = g + pk es Impar y
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es decir x es gencrador izpar de ({Zy,:), y por el razonamiento anterlor x
genera a (Z2p°,-).

Por lo tanto {Za2p',:) es ciclice.

Hasta aqui tenemos que si n es 2, 4, p a 2p', entences (In,-) es

ciclico, el recifproco se prueba en los sigulentes resultados.

Teorema I,22.
Sea k > 2, entonces el grupo (22,-) no es cfclico.
Demostracicn:

Para demostrar esta afirmacién basta probar que ningun elemento de

(z228,-) tiene orden o((Zz‘.~)) = Q(Zk) = 2“'1. Demostremos usando
induccién que
AT 1 med 2 vae (22,0, VK> 2
Sea a € (Z2,-) arbitrarlo.

k =3,
Como a € (Z2,-), (a.zk) = 1 , entonces a es impar, es decir, 3
s € tal que a =25 + 1, entonces
2= 25+ 1) =45 + 45 + 1 = 4sls + 1) + 1
Yy § o s+ 1 es par, entonces az=8t +1 p.a. t € 2, es decir
a® & 1 (mod 2°)

Supongamos que

a?* = 1 (mod 2%) k> 3.
entonces
2 a7
de aquf, 3t el tal que .:2. l= 2"[ + 1, entonces
a2m= (az‘.‘)z= (Zkt + 1)2
2k, 2 kel

=2t + 27 Tt + 1

=212 P e 1) v 1= 1 (aod 24)

por lo tanto azui 1 (mod 2¥) Vae (22,)
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K2

entunces  olal = 2 < 2‘4. de donde ningun & € 12, -3, cen A > 1

puede generar a (Zz,-}, por lo tanto {Zz,-) ne  es ciclico. -

Teorema I.23,

Sea n entero pasitiva, si (Zn,:} es cicllico, entonces n = ane’.

con p primo impary e =00 1; oblenn=4,

Demostracidn:
Supongamos que n = pipi...-p la descomposicion  de n en
potencias de primos, supongamos  que exlste £ € (Za,*) generador,

entances ol{g) = #(n)}, por el teorema de Fuler tenemos
g"vf)'ﬂ 1 {mod p?‘) ¥y=1,....k.
Sea ¥ = [¢(pf),8(p%).....0(p™)] entonces
OO RE IR CIE B0 BT

es decir, para cada 03 3 =k, 3 {, tol que ¥ = ¢(pf")t‘ de aqul que

. e\t
g = e (T 2t (ood 21 W 5=k

entonces,
g"s 1 {mod n)
de aguf que
#ta) = i = [a(p).80ply, .. . 0(pM) ]
pero

A= et 1ol 90p0] s ¢n) = ptpMigipit-... -o(pl)
por la tanto
Sprdetpl) - otpl) = lppl ) atphy, oo etp]
de aquf que los ¢(p") sean primos relativos entre si.
51 p= p, lmpares , lenemos que
elpy = e - 13y sM = PP Mpm 1)
son ambos pares la cual no puede pasar, per lo tanto n = 2"p".

Mora sl ez2y e 21, setiene $(2%) = 2% y ¢(p®) son ambos
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pares, lo cual no es posible, por lo tanto e< 2 o e¢=0 yya se probo

que e, no puede ser mayor que 2.

Por lo tantoa n es 4, o es de la forma Zp“‘.-

Con esto terminamos la dexostraclén del Teorema 1.17.



a8

CAPITULO .

E
NUMEROS SEUDOPRIMOS.

En este capftulo retomaremos la definiclén de numero seudoprimo para
estudiar algunas propledades y consecuencias de éstas.

En la primera seccidén se demostrard que exliste una Infinidad de
seudoprimog para cualquler base y una forma de construirlos; en las dos res-
tantes se estudlaran dos tlpos de nlmeros, numeros de Fermat y ndmeros de
Mersenne que bajo ciertas condiclones resultan ser seudoprimos para la base
2,

1.1, SEUDOPRIMOS.

DEFINICION:
Sea b entero positivo, s n es5 un entero compuesto positivo y
&% u b (20d n)
se dice que n os seudoprimo para la base b.
Ejemplo:
91 es seudoprimo para la base 3, pues "= 3 (mod 91),
ya que 91 = 7-13 y por el teorema de Euler
2x 1 (nod T}
3% 1 (mod 13)
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de aquf
3%= (3%)"%2 1 (nod 7)
ademas
3%= 27 = 1 (ood 13)
entonces
3%%= 3% 3*)7(3%% 1 (mod 13)
por lo tanto

3%2 1 (;mod 91). 341 es seudoprimo para la base 2, pues 2°''s 2 (mod 341).
341 = 11:31, por otro lado

2% 1 (mod 11) y 2% 32 2 1 (mod 31)
entonces

2% 21%%2 1 (mod 11)

2%%= (2%)%% 1 (mod 31)
por lo tanto
2% 1 (mod 341).
S1 consideramos el grupo multiplicativo {Zn,:), n cs seudoprimo para
la base b € {Zn,")S! n es compuesto y b"'= 1 en Zn.
S} tenemos un entero x tal que (x,n) = 1, por el algoritmo de la
divisién existen q,b € 7 tales que;
xEznq+b y 0 5 b <n
esto es, x 8 b (mod n). Por esa razbn solo se conslderardn en lo
subsecuente bases O S b <n. Ademas sl d = (b,n) se tiene que
a1d y dln
implica que d | (ng + b} = x
entonces d = 1 , es declr, (b,n) =1, as{ que, b e (In,*)
A continuacién se verd que las bases para un seudoprimo forman un

conjunto cerrade bajo el producto.

Teorema 11.1.
Sl n es seudoprimo para las bases b y b, entonces n es

seudoprimo para la base bb,.
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Demostracion:
Supongamos que n es seudoprimo para las bases b,

entonces;
pPw b, (modn) y b2 Eb (mod n)

Por lo tanto
(b,5,)" = B1bT & bb, (mod n).,

.

Teorema II.2.

Sea n entero positlvo compuesto.

a) Sea b positivo tal que (b,n) = 1, entonces;
n es seudoprimo para la base b si y sélo si
dividea n~ 1.

b)Sea b € (Zn ,* ) entonces;

n es seudoprimo para la base b s{ y sdélo sl n es seudoprimo

para 1a base b,

el orden de b en {In,

-}

c)Sean bb, € (ZIn ,+) y supongamos que n es seudoprimo para las bases

b, y b,, entonces;
n es seudoprimo para la base b‘b:’.

Demostracidn:

a)Sea b positivo tal que (b,n) = 1 ., Supongase que n

seudoprimo para la base b entonces,

" = b (mod n)
y como (b,n) =1 se tiene que;

5"'a 1 (mod n)
luego el orden de ben (Zn ,* ) dlvidea n-1,

Reciprocamente si el orden de b dividea n
que o(b)k = n -1 , entonces,
B o b ot (mod 1)

b)Sea b € (Zn ,+) y supongamos que n es seudoprimo para la base

b, esto es;
" % b (mod n)

es

-1 existe k € Z tal
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multiplicando por (6 1*" tenemos

! = " = (57N (med n)

Yy s T

As{ n es seudoprimo para la btase b}

clEste resultade es consecuencta directa del teorema [1.1

Junto con el inciso b..

Corolario II.2.1,
Sea n entero positlvo compuesto y sea
S = (b €(Za, +j | n es seudoprimo para la base b},
entonces S es subgrupo de [Zn, -).
Demostracién:
Claramente n es scudoprimo para la base 1.

Del teorema anterlor, si n es seudoprimo para las bases b,,b, €

(Zn, +) . n es seudoprimo para la base b,b:l..

Para enteros compuestos que sean el cuadrado de un  primo es muy facil
determinar si se trata de un seudoprimo para alguna base, como se ve en

el sigulente resultado.

Teorema II.J.
Sea p primo y sea b e (2,-) entonces p°  es seudoprimo
para la bagse b 51 y solo si
&' 1 {aod p7)
Demostracion:
Primero supohgamos que 4 es seudoprimo para la base b,

entonces

b7 b (mod r)
o bien

22 1 (aod p)
as{

?- -1) (pet (p=1)+(p-1
186" lnb"""”sb""‘)‘" a
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b7 FM Y (nod p?)
y comoc el orden de (Zp',-} es p(p - 1), entonces
P 2y (med p),
por lo que

1

W7 e 1 (mod p°).

Notemos que este argumento es reversible, por tanto pz es seudoprimo

para la base b sl y solo sl

"= b (mod p?)

Dade un seudoprimo sc puede encontrar otro a partir de éste como se ve

en los sigulentes resultados:

Primero considero la base 2 para posterlormente hacerlo para cualquler

base.

Teorema II.4.
Sea n entero seudoprimo para la base 2, entonces;
2"= 1 es seudoprimo para la base 2,
Demostracidn:
Sea M = 2"-1 , como n es seudoprimoe para la base 2,

particular n es compuesto.

en

Entonces 3 d divisor proplode n. Por el f£ema 1.2 tenemos que

2% | 2™
ademis 2%-1 # 1 puestoque d>1, y 291 #2"1 ya que
d # n, es declr, N tiene un divisor proplo, luego H es compuesto.
Ahora, ya que
2" = 2 (mod n),

ni2"-2
es declir, existe k € I tal que
nk = 2" - 2.
H-1=2"-2=nk

de aqui que;
nlN-1.
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Por el lema 1.2.
=21 2%,
entonces
2" 21 (wod )

Por tanto M es seudoprimo para para la base 2..

El sigulente teorema nos prueba lo anterior para cualquier base:

Teorema [I.5.

Sea n entero positivo, y b entero tal que (b-1,n} = 1 sl nes
seudoprlmo para la base b, entonces
§ o= o
es seudoprimo para la base b.
Demostracisn:
Primero notemos que N es entero pues b - 1 | " -1, (Lema

1.2). Como n es seudoprimo para la base b, en particular n es compuesto, es
decir, 3 d divisor proplo de n y por el Yema 1.2, b 4 i b"™ 1, ésto es,

existe k € Z tal que (b°- 1)k = b™ 1, de ésto se desprende que
b~ 1

b~ 1 b~ 1
por lo tanto ¥ es compuesto.
Consideremos
b1 - ~b#_ B b
N-l=gm-d b1 be 1

como n es seudoprimo para la base b tencmos que se cumple

b"% b (wod n)

es decir,
nibd-b
entonces existe un entereo 1 tal que nl = " - b, asf{ que
N-1=Este ol

b-1 b -1
y como (b~ 1,n) = 1, entonces
1
b=
niN-1.
Del Lema 1.2 se sigue que

es entero,
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B 1) B

entonces se tlene que b"'l- 1= (" U)n p.a, a ¢ I. Por tanto
b= 1

H-1
b~ 1

b 1= (b - 1}m = NLib -~ 1)al

es decir,

b)l-l

2 1 (mod N)
asf que
b'= b (aod N

N es seudoprimo para la base b..

Los numeros seudoprimos, al lgual que otros tipos de enteros,
constituyen un conjunto infinlto como se vé abajo.

FEl sigulente lema nos servird para demostrar que hay una infinidad de
seudoprimos para las bases 2, 3 y 5. Despues probaremos el resultado para

bases arbitrarias.

fema 11.1.
st n =1 e Impar, entonces

b)

Demostracidn:

a) Sea d = (4,3" 1), entonces d divide a 4 asi que se
1

tiene alguna de las sigulentes posibilidades: d ={2
4

s d =4 entonces
41 3%1
lo cual no es poslible segin el ¥ema 1.4. ya que n es impar,
Por lo tante d =1 o d =2, pero claramente 2 divide a 3™ 1,
de donde d = 2.
De aqu! que
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b) Sea d = {16,5"- 1) entonces d  divide a
16 = 2‘. asi que d puede ser
1
2
d =44
8
16
vamos a probar que d no puede ser 8,
S1 d = 8, entences
8| s™1

lo cual no puede pasar por el Zema 1.4

Por lo Lanto tencmos que d # 8. Ahora d no puede ser 16 ya que si

d =16

8 f16|s"-1
lo cual no es posible.

Por el fema 1.4
4| s™1

por lo tanto d = 4, de donde

4= (16,5 1)
as{ que

5"-1

(4.5:;—) = 1.

Corolarie II.5.1.
a) Existe un numero infinito de scudoprimos para la basec 2.
b) Existe un numero infinlto de seudoprimos para la base 3.

c) Existe un numero infinlto de seudoprimos para la base S.

Demostracidn:
a) Para demostrar éste incliso, observemos que si n > 1| entonces;
n < 2%1 {tema 1.3), y sabemos que n = 341 cs seudoprimo para la

base 2.
De esta forma se puede generar una cadena infinita de scudoprimos para

la base 2.
"
a1 < 2™y 2P oL
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b) Como antes, tenemos que sl n > 1 entonces por fema 1.5

2n + 1< 3 de donde

y usando el teorema anterior junto con el lema se tlene que si n

primo para la base 3, entonces ;il es seudoprimo para la base 3,

3"
3T -
3-1

es seudoprimo para la base 3, etc., como n = 91 es seudoprimo
para la base 3 entonces s! hacemos

n

- _3'-1
n= 91, n= ET B
entonces
n< ns o

es una cadena infinita de seudoprimos para la base 3.

es seudo-

c) De nuevo tenemos que 4n + 1 < s ¥Yne N, (segun fLema [.5) de

aqui que n(i—;l— VY neN

Tenemos que
561 = 3-11+17
5% v 1 (mod 3)
5% 1 (mod 11)
5% 1 (mod 17)
entonces

5550= ( 52 )zeo

% 1 (mod 3)
5%% (5'9)%= 1 (mod 11)
5%%%= (5')%% 1 (wod 17)
por lo tanto
5% { (mnod 561)
de donde
S = 5 (mod 561). Esto es: 561 es seudoprimo para la base 5. Por el

y lema anteriores
n,

_ _5'=1
n= 56%, n= =

teorema
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todos son seudoprimos para la base 5 y ademas
n< n< <.,

son un conjunto Infinito de seudoprimos para la base 5.

Tenemos hasta aquf una forma de construlr scudoprimos para algunas
bases a partir de un seudoprimo dado. El sigulente tcorema nos dd una forma
de construir seudoprimos para cualqulier base.

Notemos que si b = 1 entonces cualquier entero compuesto positive es
seudoprimo para la base 1. Por esta razén en el teorema sélo se consideran

bases mayores que 1.

Teorema 11.6.

Seca b entero mayor que 1 y p primo tal que

Pt b%- 1)
entonces
n= b 1
XA

es seudoprimo para la base b.

Demostracidn:

Notemoa que p =2 2, pues b o bz—- 1 es par.
Tehemos que 1 es entero ya que
21 2p
y por el fema 1.2. tenemos que
b1 | b7 1.

Adends

a1 P -1 e
-1 b-1 beri

Por lo tanto n es compuesto.

Ya que

entonces

(b3 (n - 1) = b= B°
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y como p es primo tenemos
v* =2 b {mod p)
asf{ que
b¥e b* (mod p)
es decir
p 1 6%~ b% = (8% 3)n - 1),

Como ademas

p b1
pues
p 1B 1)
se sigue que
pin-~-1
\ Ahora notemos que
(b'= 1) (B0 B%s ., + b+ B) =
b+ BT BT L. 4 B B
R A e - il - S )
IZACN N

Por 1o tanto

b 2, pass .
R R R Atk AN S )

p-1 aumsndos

Como p - 1 es par, entonces n - | es suma par de potenclas de b, por lo tanto
n -1 es par, es decir,

23n-1
y come
pin=~1
con (p,2) = 1 entonces,
2ptn-1t.,

Por el fema 1.2.
S S A
Camo

2 ¥re1 .2
R ALY

esto lmplica que
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e nel_
ns T I b 1.
Por 1o tanto
b*= 1 (mod n)

entonces

n

b 2 b (med n) .
Por 1o tante n  es seudoprimo para la base b..
Yema 11.1.
Sea x entero pogltivo, entonces exlste una infinidad de primos que
no dividen a x.
Demostracidn:
La demostracién se sigue de el sigulente hecho:
El teorema fundamental de la aritmética nos dice que todo nimero positivo ma-
yor que 1 se escribe como un producto finito de potenclas de primos de mane-
ra unlca, por lo tante la cantidad de primos que no dividen a un entero es

infinito, ya que hay una infinidad de prlmos‘_

Teorema 11,7,
Para toedo entero b positivo, existe una infinidad de enteros
seudoprimos para la base b.
Demostracidn:
Sea b>0, sl b=1 es obvio que existe una inflnidad de
seudoprimes para la base 1.
Supongamos que b > 1. Por el lema anterlor existe una infinidad de

primos que no dividen a b(d*- 1) , por el teorema anterlor
br- g
T
es seudoprimo para la base b para cada p primo gque no divida a b(bz- 1).
Por lo tanto exlste una Inflnidad de seudoprimos para la base bA-

EJenplos:
St b =2, entonces p = § no divide a 2(22~l). por lo tanto




Kimeras Seudoprimos

es seudoprimo para la base 2.
Si b=23, p=5 nodividea 3(3°-1), por lo tanto
Catto gy gter
R e
es seudoprino para la base 3.

Para fipallzar esta seccldn vale la pena notar que no todes los

seudoprimos son de la forma
b* -1
[

con p no es divisor de b(Zzh‘). por ejemplec 91 es seudoprimo para la base 3

y st
o o
entonces
728 = 8.91 = 3% §
es decir 721 = 3%
Por otro lado, tenemos que 727 = 36 = 3213, esto dirfa que 32" = Sz.: =3

2p = 2-3, asf{ que p = 3, sin embargo
3133 1) =24

1.2. NUMEROS DE FERMAT.

Teorema 1I.8,
Sea n entero positivo. S5i 2"+ 1 es primo, entonces n es una

potencla de 2.

Demostraclién:

Supongamos que 2"+ 1 es primo, si resulta que
2% § = 3, entonces n =1 = 2°
Supongames que n > 1. Sea d > 1 divisor de n y supongamos que d es im-
par, entonces, como
din

A kel tal que dk , ademi como d # 1 se tiene que 1 < k y como d es

impar
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(Z+ @)= (200 . ez (2)0)
= (2 D2 @ L e (2P e 1)
=2 (20 L (2P (2 e 2
() 2 e (20 2t

= (2 1 = 2%+ 1 = 2+ 1
po lo tanto
Fvr2 oy
a
pues estamos suponiendo que 2™ es primo, por lo tanto d es par, sl es

divisor de n, por lo tante n=2° pa. me § u {0} que es lo que se que-
ria probar.

Conclulmos que: s 2 + 1 es primo entonces es de la forma 2'2"’~ 1.

DEFINICION:
Para cada n = 0 se define ¢l n-ésimo entero de Fermat como

Fno= 284 1.

Ejemplos:
Fo=2+1=3.
Fi=2fe1 =5,

Fa -:2250 1 =17,

Fermat conjeturd que todos estos nimeros son primos, pero desafortunada-

mente ésto es falso como lo muestra el slgulente teorema:

Teorema II.9.

s
El quinto entero de Fermat Fs = 224 1 es divisible por 641.
Demostracidn:
Notemos que

641 = 16 + 625 = 2° + 5*

641 = 640 + 1 = 5128 + 1 = 5:27 + 1
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de aqui que

Fe = 2%+ 1 = 2% 1 =
227+ 1 = (641 - 52"+ 1 =
641:27- 52 Y =
641-27~ {641 - 1) 1 =
641+27- (641~ 4641+ 6°641° ~ 4-641 + 1) + 1
641(2"~ 641+ 4-641°- 6-641 + 4) - 1 + | =

641{27- 641%+ 4-641°- 6641 + 4).
Por lo tante

641 | Fs.
L

En el capftule V daré und condicién nccesaria y suficlente para que Fa
sea primo.

El siguiente resultado nos dice de que forma son los divisores primos de
un entero de Fermat.

Teorema 11.10.
Sea Fn = Zi* 1 un entero de Fermat, entonces los divisores pri-
mos de Fn son de la forma Z'MK +1, kel
Demastracién:

Sea p divisor primo de Fn, entonces

pl Fas= 27
notemos que p # 2, pues Fn es impar. Como

p1 2% 1
se tiene
2%a 4y {mod p)
de aqui que

@) = (-13* 21 (mod p)
per lo tanto
27" 51 (mod p)

Como p # 2, entonces (2,pJ = 1, por lo tante 2 € (Zp,'). entonces

of2) } 2,



Nimcros Seudoprimos 3

por lo tante of2) = 2° para alguna O < & = n + 1. Supongamos que @ < n +1,

esdecirque m=sn, asi quu n-wz0 y por lo tanto 2" gL

Como 0(2) = 2 se tiene

275 1 tmod p)
entonces
7Y 2 1 (oo p)
pero

Q7Y 2 772 2% 1 teod p)
por lo tanto
1 2 -1 (mod p) g pues p* 2.

Entonces m = n + 1, por lo tanto o(2} = Z"",

Comec p=*2 se tiene que (p,2) = 1, entonces
2= 1 {mod p) ,
entonces
=o2) {p-1 .

nel

Por lo tanto 3 k e I tal que 2 k = p - 1, de donde sc concluye que

_ an
p=2""k+1 _

En el capitulo V demostraremos que p = 2™% + 1 cuando n =z 3.

Teorema II.11.
YneHN
FoF1-...-Fa-1 = Fn - 2.
Demostracidn:
La demostracidn se bace por Induccién.
n =1,
F1 —2=2£01 —Z=3=2‘30 1= Fo
Supongamos que
FoFt+...-Fo-1 = Fa - 2
Tenemos que
FeF1-...-Fnifn = {FoFi-...-Fni)fa =

(Fa - 20Fn = 27+ 1 - 21027+ 1) =
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- 0¥ = @r -1 =
270 1 - 2= Fan - 2
lo cual completa la demostracién.

Teorema I11.12.
St n+m entonces
{Fn,Fa} = 1.
Demostracién:
Sin perdida de generalidad podemos suponer m<n.
Por el teorema anterior
F* | Fn-2 VOsn'<n,.
Como @ < n entonces
Fa | Fn ~ 2,
es declr, 3 kel tal que Fa'k = Fn - 2 .
Sea d = (Fa,Fn} entonces
d} Fe y d| Fn
por lo tanto
d | Fark=Fn-2 y d}| Fn.
Entonces d {2 luego d=1 o d= 2.
St d = 2, entonces
21 Fa=2%s1
lo cual no es posible. Por lo tanto d= 1.

Lo cual completa la dcnostraclén.-

Teorema II.13.

Sea n = 0 entonces Fn = 2?¢ 1 es primo o es seudoprimo para
base 2. .
Demostracidn:
Notemos que

29'_ - 22" t 2_22‘ -

2282 -2=20%+1)-2=
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2F,-2=F, +(F.-2 )= F 2 2 {mod Fu)
puesto que  n < 2" (£ema 1.3} y F_- 2 es dividido por Fn.
Por lo tanto
2™ 5 2 (mod Fn)

es declr Fn es seudeprimo para la base 2. sI Fn no es primo.

11.3. NUMEROS DE MERSENNE.

DEFINICION:
Sea m un entero positivo, entonces el numero
Ma = 2%- 1
es llamado ¢!  m-ésimo nimero de Mersenne.

Si para p prime Mp = 2°- 1 también es primo, entonces

a Mp se le

llama primo de Mersenne. Esta definiclén es adecuada en vista del Teorema

I1.14.

Ejemplos:
M= 21 =1,
M2 = 2% 1 = 3.
Hi=2-1 =7,
Moo= 21 =15,
En los e)emplos M2 y M3 son primos de Mersenne.

Teorema II.14,

Sea n entero posltivo, entonces My = 2"~ 1 primo 1implica

que n es primo.
Demostracion:
Haré la demostracién por contra puesta.
Supongamos que n es compuesto entonces n = ab con
l<a<n y 1<b<n, por lo tanto

n

Mno= 2" 1 = 2%~y
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Por el £ema 1.2.
2% 1) 2%,

de ésto se slgue que Mn = 2"~ 1 es compuesta
p

Desalortunadamente el reciproco de este teorema no es védlldo por
¢ jemplo:

M= 2'Y -1 = 2047 = 23.89.

es declr, Mii ne es prime, sin cmbargo, 11 es priro.

En el sligulente resultado se dara la forma que tlenen los divisores pri-

mos de un nimero de Mersenne Mp cuande p es primo.

Teorema I1I.15.
Sea p primo, entonces los divisores primos de
Mp = 2P- 1
son de la forma 2kp + 1, con k> O,
Demostracidn:
Sea g divisor primo de Mp = 2P~ 1, por lo tanto
gt 2fn
esto es
2 = 1 (pod q) .
Ademds g * 2, pues sl g = 2 tendriamos que
242F -1
lo cual no es posible, por lo tanto (q,2) = 1, entonces
2 € (Zq,-) . Como
2P 2 1 (mod q)
se tiene que el orden de 2 divide a p, pero p es primo. por lo tanto of2) = p
as{ que
plqg-1.
Ademds q - 1 es par, ésto es
21lq-1
por lo tanto
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2plg~1.. 3 kel tulque 2pk=g -1, esdecir, q:Zpk+l,-

Teorema II.16.

Sea p primo, entonces el

p-ésimo numero de Mersenne es primo o
bien seudoprime para la base 2.

Demostracion:

Tenemos que Mp = 2¥- 1, entences Mp = 1 = 2P 2, por lo tanto

2= 272 | por otro lade tenemos que
2% 2 (mod p) .
Esto es,

p{ A

de donde
Moo= 2P 1 | 27y = g

Mg g (mod Mp)

entonces

2= 2 (mod Mp)

por lo tanto Mp es scudoprimo para la base 2, sl Mp no es primo. -



CAPITULO I,

NUMEROS DE CARMICHAEL.
1111 NUMEROS DE CARMICHAEL.

El teorema de Euler nos dice que si p es primo se cumple
a*'a 1 lmed p) para todo a € (Zp,-)
lo cual nos d& una buena aproximacién para saber si un nimero es primo, ya
que st
a2 1 (mod n)

para algin a ¢ {Ia,*), entonces n es compuesto.

Por ejemplo:

n = 341.
tenemos que

2'% = 1024 = 1 (mod 341)

7%= 343 = 2 (mod 341)
as{
702 (7437 2 2" = 2Y%% = 23 £ 1 (20¢ 341)

por lo tanto 341 es compuesto.
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El reciproco de este teorema es falso. pues hay numercs campuesios
que siguen cumpllende la congruencia anterior, por ejemplo:

n = 51 = 31117 | si b e {In,'), entonces b es  elemento de
{Za,*}, {ZInr, ) y de (17, -}, de donde

blz 1 lned 3)
bleﬁ 1 {mod 11)
b =1 (mod 17}
es decir,
::2 = 2% e 1 twos )
boo ® (b ) o =1 (mad 11)
5% = (5'°)™ = 1 (wod 17)

por lo tanto

5°% 1 {mod 561).

Este tipo de enteros recibe un nombre especial:

DEF{NICION:
Sea n entero compuesto posltive, n se llama numero de
Carmichael s} cumple con

el

b= 1 {mod n) ¥V b tal que (b,n) = 1.
De nueve, como b es congruente con algin entero entre ceray n -~ 1,
restringiremos nuestra atenclon a los enteros b tales que 0 = b s n - 1.

Entonces la definiclén se puede camblar por la siguiente:

DEFINICION:
Sea n entero compuesto positive, n se llama nomero de
Carmichae} si cumple con

n-1

b w1l (modn} Vbe (2 ).

A través de los sigulentes resultados se puede observar que los nu-
weros de Carmichacl se descomponen como un producto de mas de tres primos

distintes donde cada uno de elios no aparece mds de una vez en dlcha
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descomposicisn.

DEFINICION:
-} Un entero k se llama cuadrado perfecto si
k = m2 para algun me L.
++) Se dice que el entero n es libre de

dividido por ningun cuadrado perfecto distinto de 1t.

fema 111.3.
n es libre de cuadrados st y sélo si
n=%pp-...:p
donde p,’s son primosy p, ® p, cuando 1 % 4.
Demostracidn:
«+JConslderemos a n = ¢ pl-pite. ., .pl
su descomposicién como potenclas de primes.
Supongamos que ez 2 p.a. ;e {1,...,k} , entonces
NN
lo cual no es posible, pues n es 1libre de cuadradoes,

n=3%pp. . p

cuadrados si no o5

por lo tanto

=) S1 n na es libre de cuadrades cptonces mal n , asf que & p

primo divide a m entonces p2| mzj no

Proposiciln [II.1. (Teorema Chino del residuo).
Sean m,#4,,....mn enteros positivos tales que
{m,im) = 1 siempre que 1 # j, entonces el sistema

® a, {mod m)

x
x % a, (mod o)
| {
x

%z (moél m)

tiene solucién, ademids cualquier par de scluclones  son congruentes

sodulo M = nnm:....m.

Demastracién:

Primero supongamos que Koy X son soluclones del sistema,
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entonces
X8 X, (mod m) Yy=1,....n
es decir
o) x-x Yi3=1i,..n
de donde
[m,m..com) = M | x-x
es decir,

x.2 x, (mod M}

H
Ahora, para cada 1 = 1,...,n, hacemos M= = entonces

(M,m) =1, de aquf, 3 x,y, € Z tales que
1 = Hx + my
entonces
Mx= 1 {(mod m) .,
por lo tanto
aMx= a {(mod m)
n
Sea x =Za‘n\xs. Como m;] M, slempre que ! # J, entonces
1=t
x = aMxz a (mod m) ¥ j=1,..,n

es decir x es solucién del sistemu. 2

Teorema III.1,

Si n es de Carmlchael, entonces n es libre de
cuadrados.
Demostracidn:
Por contraposicién.
Supongamos que o [ n , entonces p2 I n Y p primo divisor
de m.

Tomemos p cualquier divisor primo de m .

Sea g ¢ (Zp,+) generador, entonces ol(g) = plp - 1) en
(Zp*, +). Hacemos
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n=Tlq
q primo
qln
a*p
entonces por el teorema Chine del residue 3 & tal que
b e g (mod pz)
b &1 (pod n,) )
por lo tanto
be (Zy,'} y olb) = plp-1)
y ademas
1 =b-nt paraalguna ¢t € Z por (1)
as{ que
(b,p%) =1, (bun) = 1
poer lo tanto
b,n) =1 .
Supongamo: que n es de Carmichael, luego
5"t 1 (mod n)
y coma p° | n entonces

b™ ' 1 fmod p%)

de aqui
alb) = plp~ 1) | n -1
esto Implica que p | n~ 1, lo cual no puede pasar, pues p | n

por lo tanto n no puede ser de Carnlchael..

Teorema III.2.

Sea n positivo 1libre de cuadrades, entonces

n

es

de

Carmichael sf{ y solo sf p -1 [ n-1 para todo P primo que divida a

n.

Demostracion :

Primero supongamos que p, - 1 [ n -~ 1V § = 1,2,....k luego,

para cada j =1,2,...,k 3¢, tal que (p, - 1)t, =n- 1.

Sea (b,n) =1, entonces
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(b,p) = 1 ¥V J =12,k
de aquf
B% s 1 (mod p) V ) = 1.2,... .k
as]
-1 ip-1it -1 A
B e p'P T2 [b"' ] =1 (mod p) ¥V § = 1.2,k
es decir

5"z 1 (mod n)
por lo tanto, n es de Carmichael.
Ahora supongamos que n es de Carmichael.
Sea p primo divisorde n, y g gencrador de (Zp,-).
Como (p.E) =1 , 3b tal que
b = g (mod p)
b &1 (mod -—:— )
entonces
oflg) =alb) =p-1 y (b,n) =1
pues
(b,:—:) =1 y (b,p) =1
Como n es de Carmichael

n-1_

b & 1 {mod n}
de aqui

™= 1 (med p)

por Lo tanto

o(b)=p-1]n-l..

Teorema III,3.
Sl n es de Carmichael, entonces n es producto de mis de des
primos distintos.
Demostracidn:
Supongamos que n = pg , Y P , g son primos distintes; sin
pérdida de generalidad podemos suponer p < q .
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Por ser n de Carmichael se tlene que

g-1tfin-1

es decir
n-1=20{mod q-1)}.
Ademas
n-1=pr=-1=2plg-1+1)~-12p~-1 {(med q-=-1)
pues
g-1+1x581 (mod q-1)
de aquf
n-1=p-180 (nod g - 1)
es decir:

q-1jp-1

lo cual no es posible, pues p < q . -
En el capftulo anterior pudimos probar la existencla de una Infinidad de
seudoprimos para una base dada, desafortunadamente no se ha podido probar esto
mismo para los numeros de Carmichael, sin embargo, hay indiclos de que existe

una iInfinldad de ellos. Todos los intentos por demostralo son tambien conjetu-

ras.
Observemos el sipulente teorema:
Teorema III.4.
Sea m positivo tal que 6m + 1, 12m + 1 y 1Bn + 1 son primes,
entonces

n = {6m+ 1}{12m + 1)(18m + 1}
es de Carmichael.
Demostracién:
En vista del Teorema III.2, basta demostrar que 6a, 12m y 18m
dividen a n - 1.

Notemos que
n-13a {6m+ 1}(12m+ 1){18m + 1} ~ 1 =

(6-12m* + 18m + 1)(18m + 1) ~ 1 =
6:12:18n" + {6-12 + 18*)m* + 36m + 1 ~ 1 =
m(6-12-18n* + (6:12 + 18'};m + 36).
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Por otra lade
6-12-182° + (6-12 + 18°)m + 36
6(12-18m* + (12 + 3-18)m + 6) =
12(6-18m" ~ {6 + J'im + 3) =
18(6-12m* + (4 + 1Sim + 2 .

Por lo tanto 6m, 12m y 127 dividena n - 1. -

i

Ejemplos:
Para m =1

1729 = 7-13-19.

m =86
294409 = 37:73-109.
m =35
53164051 = 211-421-621.
m =45
118901521 = 271-541:811.
a = 51

72947529 = 307-613-919.

Es natural pensar que exlsten muchos enteros m que hacen posible que

6m + 1, 12n + 1 y 18m + 1 sean primos, pero e3to aun no estd demostrado.

Con jetura:
Existe uwna {nfinidad de numeros de Carmichael.

Sin embargo el sigulente resultado nos muestra algunos tipos de numero
de Carmichael, de los cualeg séla hay una cantidad finita:

Teorema II1.5.
Sea r entero primo [ijJo, entonces exliste sdlo una cantldad fini-
ta de numeros de Carmichael de la forma rpg , con py q primes.
Demostracidn:
Sea r primo, supongamos que rpq es de Carmichael, entonces
p-t{rpg-1 y q-1]rpg~-1, es dectr,
rpg 21 (mod p - 1)
rpg = 1 (mod q ~ 1)
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pero p=1(mod p-1) v qg=1 (wod g - 1), por lo tante
rqe 1 (mod p - 1)
rpe )l {mod g - 1)
de aquf rg =1+ kip~1) y rp=1+s(g -1), de donde
raq=rv}<(rp-r)
=r+ k{1 +s(g-1)-r)

=r + k + ksq - ks - kr,
es decir,

2 O * K= ks - kr
q O~ ks
Yy como q es enterc posltivo se tiene que r + k ~ ks - kr <0 y
P~ ks <0 oblen r + k-ks ~kr 20y ro- ks> 0, st pasa r + k - ks - kr
=0y ra—- ks > 0, entonces 0 < ks < r2 en cuyo caso existe s6lo un numero

finito de parejas (r,s) que cumplen la condicion 0O < ks < r:; si pasa r
+k=-ks - kr <Gy

ra— ks < Q, se tiene

9 re~ ks
ks tkr -k -1

ks = r*
=1+kr—k*r-_r
ks - r*

peroc q es enlera, par 1o tanto debe pasar que

ks - skr -k + - r
de donde ks - kr + k s 2r° - r, es decir, k(s ~r + 1) = ar® - y en este
caso tamblen séle hay un nimeroc finito de parajas {r,s) que cumplan la

condiclén r + k - ks - kr 2 0y ks - r2 > 0, por lo tanta g sélo puede

tomar un nimero finito de valores y para p pasa lo mismo
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CAPITULO 1V.

SEUDOPRIMOS FUERTES.
IV.1. LA PRUEBA DE MILLER.

Supongamos que p es primo y que p - 1 = 251, con S

t

entero impar, (lo cual slempre es posible ya que todo entero n se descompone

o,

de 1a forma n = 2™p7t-....p, con los p,'s primos impares}.
Por ser p primo se tiene
’'s 1 (mod p) V¥ b tal que p 1 b.
Si 2% = p - 1 es par. entonces
bz"v.:b(p—n/zs 1{mod p)
o

2't_, {p=2)/2

b° "=b =-1 (mod p)

si 2™t sigue slendo par Yy ademas

b5 = 1 (mod p)

se tlene

2%

b = b(p-—l)/is

1 (mod p)
o

P2 Tyt

-1 {mod p)



Seudaprimos Fuertes 68

y asi, s} se puede seguir el procedimiento tendriamos que

b'= 1 (mod pl.

Resumiendo: s p es primoy p -1 = 2°t, s = © y t tmpar, ‘se
tiene
bz;‘z -1 {mod p} para alguna 0 = j < s
o
b'= 1 (mod p).
De todo ésto se puede concluir lo sigulente:

Teorema IV.1.
Sea n entero positivoy n -~ 1 = 2", con sz 0 y t impar,
entonces s
i) bz"'i -1 (mdn) V jtal que0s )< s
y

i) b2 1 (mod n) para algun
b tal que (b,n) =1, implica que n es compuesto.
o

El reciproco de este tcorema es falso como lo Jndican los sigulente
elJenplos:
1. n = 2047 = 23:89, y n - 1 = 2046 = 2-1023,

Tenemos

2!!

= 2048 ® 1 {mod 2047)
por lo tanto
2198 (1% 1 (mod 2047).
2.n=25 y n-1=24=2"3, adesis
7%= 49 = -1 (pod 25)
de aqui
723 = (7% (-1)% 1 (nod 25).
DEFINICION:
Sean n entero positivo tal que n- 1 = 2%, sz0, t impar y

b entero, se dice que n cumple con la prueba de Miller para la base b si
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bt ~1(mod pl para alguna U 5 j <s
o
b= 1 (mod n).
En caso de ser n - 1 lmpar, se toma sélo la congruencia
u's 1 (sod n).
Corolario IV.1.1.
S§ p es primo impar, entonces cumple con la prueba de Mlller
para toda b € (Zp,-).
Demostracion:
La demostraclén se slgule del Teorema IV.i. va que si p no
cumple con la prueba de Miller para alguna b p seria compuesto. -

Teorema IV.2,
sl n es entero compuesio positive y cumple con la prueba de

Mlller para alguna base b, entonces n es seudoprimo para la base b.

Demostracion:
Come n cumple con la prucba de Miller para la base b se tiene
bz‘L. -1 {mwod p) para alguna 0 x5 5 < s
° :
b'z 1 (mod n).
entonces
=)
I 5 T Rt e
o

brm b e (b")z v 1201 (ood n).
Por lo tanto
b*z b {wod nl,
es decir, n es seudoprimo para la base b. -
Al igual que el subconjunto de bases b en {Zn,-) para las cuales n
resulta ser seudoprimo para la base &, el subconlunto de bases b en {In,-)
par las cuales n cumple la prueba de Miler resulta ser un grupo.
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Teorema IV.3.
Sea n entero posltlvo, supongamos que n cumple con la prueba

de Mlller para las bases b,,b,, entonces

«} n cumple con la prucba de Miller para la base 1.

*+) n cumple con la prucba de Miller para la base bb,.
+++) St b€ (In,'), entonces n cumple con la prueba de Miller para la
base b},
»+++) S8i b, be (Zn,*), entonces n cumple con la prueba de Miller para
la basge b,b:’

Demostracidn:

Sea n-1=2%, sz0y t impar.
Como n cumple con la prueba de Mlller para las bases b,b, se

tiene
i)
2t
e)by = -1 (;mod n} p.a. 0s ) <s
o
b) b,'“ » 1 (mod n)
y
u)
2t
a) by = -1 (wod n) p.a. 05 k <s
o

b) bt = 1 (mod n)
+)} Es claro que
1's 1 (mod n}.
++) Supongamos que se cumple el Inclso fa) e lnciso Ifa) supongamos
que k =, (el caso k > ) es anilogo), entonces existe

meNv {0l tal que k+am=j dedonde 2 s 2%t = 2°(2"t), de aqut que
z
(b5t b7 b7 [67Y) = 1 (ood ).

Si se cumple b} y iib) se tlene
(b= bib! w1 (mod n).

Si pasa {a) y [ib) tenemos
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2
(b,b,) = bf‘(bf) =1 (mod n),
analogamente si pasa fb) y ifa).
Por lo tanto n cumple con la prueba de Miller para para la base bb,.
+»+) Tenemos que
2 EA
(b)) ={bf ) = - (modn) pa 0s53<s
o
t a7
(b )'= (b,] £ 1 (mod n)

Por lo tanto n cumple con la prueba de Miller para la base b'.

+++) La demostraclién es consecuencia directa de ) y - ~-)A.

Coralario IV.3.1,
Sea n cntero positivo {1jo, si
Rn = {b € {Zn,-) | n cumple con }a prueba de
Miller para la base b},

entonces Rn es subgrupo de (Zn,-}.

No es féacll determlnar las bases b para las que n cumple con la
prueba de Miller, sin embargo, se puede dar una muy buena estimacién de la

cantidad de bases para las cuales n cumple con la prueba de Hiller.

Zema IV.1.
Sea p primo impar, entonces la congruencia

x"5 1 (mod p*) k21
tiepe exactamente {n .phl(p ~ 1)) soluciones Incongruentes.

Dewostracidn:
Como p es primo impar (Zy,-} es cfclico de orden p*3i{(p - 1},

sea g un generador, entonces cualquler solucién de la congruencia es de la

forma g!, pero
(g")"= 1 lmed p*)

sl y sélo st 1,((g!)") ® O (mod p-'(p ~ 1)) s y sblo si

nl_((g‘)") % 0 (mod p*~¥{p - 1))
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sl y sdlo si ni 2 0 (mod p*"!p - 1)) y esta Gltima congruencia siempre tiene
solucién y ademds tiene exactamente (n,p*~'(p - 1)} soluctones. -
Zema 1V.2.
Sip [ n, p primo, entonces
(h-1,pp- 1) =dn~1,p-1).
Demostracidn:

Scand = (n ~ 1,p-1) y d'={(n-1,p%p - 1}) , entonces d divide
an-1ya pip-1)ypor lo tanto a d'. Por otro lado d' dividea n -1
y (d',p) = 1 pues de otro modo p d* n lo cual no e¢s posible pues ,
p ! n, por lo tanto d' divide a p - 1, de donde d' d.

Por lo tanto d = d'. .
Teorema 1V.4.
Sea n  entero positivo, lmpar y compuesto, entonces n cumple

con la prueba de Miller a lo m&s para "‘;' bases b, con 1 b sn - 1.

Demostracidn:

Sea n entero positivo, compuesto e impar, por la
demostracién Teorema IV.2. s1 n  cumple con la prueba de Miller para la
base b -entonces

b"'s 1 (wod n).
Supongamos que n se descompone como potencla de primos como
sigue:
n = plpl-..opr.
Por el lema anterlor la congruencla
e 1 (mod p™)
Tlene
G- 1,p% p- 1) = (n - 1.p- 1)
soluclones incongruentes y por el teorema Chino del residuo la congruencia

1

x"'a 1 (pod n)

tiene exactamente
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r
nian- 2.7- 1) soluclopes.
(B3
Supongamos que en la descompzsicidén de n aparece p‘,’", con
6z 2.
Dado que n es impar, p, es lmpar, entonces p‘_’"" 23 yprz9, de

donde

]
s

wH

2

20f -

de aqui

entonces

Por lo tanto

r T

Min - tp-1rs gip,~ 1) =
=1 1=1

rl"

1te- Dtp- 1) <
1=1

1®K

{

neglp- 1) <
=1

(547

r
g{np“f‘} = %n-

1=1

Pero n z p,'z 9, entonces 9n - Sn z 9, de aquf

9n - 9@ = 8n, es decir, 9{n ~ 1) = 8n, por lo tanto

De lo anterlor
r T -
nin-1l,p~-1) = fnip~ 1) sn,‘l
i=1 1=1
1¥x
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que es lo que se queria probar.
Ahora supongamos que n  es de ia forma
n=pp...tp.
y supongames que para cada [ = 1,...,r
p— 1 = 2%¢,
con s> Q y ot Impar, (s5>0 por que n es lImpar, dec donde p todos

son impares).

Sin pérdida de generalidad supongamos que 5,5 5,5 ...3 §,.
Para cada { = 1,..,,r,el nimero de seolucliones incongruentes de x‘ﬁ 1
(mod p} es
(top- 1) = (2%,2% 1)
a=iel0ie0 (g
= (t,t.),
hagamos T.= (t,t.); el nimero de soluciones incongruentes de
x“ta =1 {mod p) con 0 skss-1
(t.p- 1) = (2%¢,2% 1)
P LI TP
[N
= 27,
pues k < s.
Por el Zema 1V.1 y lo anterior la congruencia
x5 1 (mod m)
tiene T,T,-...:T, soluciones incongruentes y para cada
k=1,...,5- 1 la congruencia
xz"'ﬂ =1 (mod n)
tiene
P e WUNIRY s ElP b & RS |
soluciones incongruentes, pues k < 3 55 .,.5 3,

Por lo tanto n cumple con la prueba de Miller para a lo mis
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s, -1 % -1
T, ...'T.+ { TTL L T[STT ..o Te FAU F U RO
k=0 k=0
5, -1
sTT, T+ il
k=0
s,
=TT, -T,(x + 2 ‘]
2" -1
bases b talesque 1 sbsn-1.
Por otro lado como T= {tf,t )[ t para cada { =1,...,r, tenemos que
TTo TS tite. ..ot
Yy como s5 5,5 ...S §,, entonces
re re
14200 o200t
-1 . 2" -1
2-,‘-,0...*:, 2%
L1, 2
AR A R
2
2" M2t -y ™M@ - 1)
U S 1
2™ 2N - 2™2" -
A W B |
2™t -y 2" -
_ 2 -2 1

——————————

2™ -1 2t -1
_2-2e2h
2Nt -y 2t

St rz3, r-12z2 y 2% 4, de donde

1
s, en cuyo caso
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1’Z =1
i1 > ’z‘t,-. .t
ihe PR 7
de donde
T8, _ tt,-...t,
T -T.[l + —————2r l] S 2
2 -1

2%, 2%, L2
1
{p.- p.- 1)-...-(p,~ 1)

Tt

Sl r=2 y s<s, se tlene

2%
-1 27 ' -1
—5 . 1 + —F—
POTIN 22815070
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y de nuevo

t, 1,
2™ v e ew,
L) IR

2%ve, 2%,

= —
{p,~ {p,~ 1)

e

¢t n-~-1

Bl e

Por Gltimo si r=2 y s=s

por lo tanto

"

2.y bt S
e i

2%, 2% e,

4
{p,- 1}{p.~ 1}

4
. gl n-1
[} 1
Por lo tanto n so0lo puede cumplir con la prueba de Miller para ale
mas n;l bases b tales que 1sbsn- 1.

1v.2. SeuporrimMos FUERTES.

En la anterlor seccidén vimos que todos los nlweros prilmoes cusplen
con la prueba de Miller, se dijo tamblen que exlstian enteros compuestos
que cumplen con dicha prueba de estos enteros hablaremos en la presente,

seccién.

DEFIHICION:
S1 n es entero compueste positivo y cumple con la prueba de
Miller para la base b se le llama seudoprimo fuerte para la base b.
EJemplos:
1. n = 2047 = 23-89, entonces n es seudoprimo fuerte para la base 2 ya
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que n - ! = 2046 = 2-1023 vy
2= 2048 = 1 {mod 2047)

por le tanto

02 (11,93

2 = 1 (mod 2047},
2. n = 25 es scudoprimo fuerte para la base 7 puesto que

(2

n-1=24=2"3, ademas

7%= 49 5 -1 (mod 25)
7% = (9% (-1 -1 (mod 25).

Como coreolario del Teorema Iv.3. tenemos  que todo seudoprime
fuerte para la base b es scudoprimo para la misma base b, el siguiente

lema nos dice que no todo scudoprimo es seudoprime fuerte.

Yema IV.3.
341 es seudoprimo para la base 2 pero no es seudoprimo fuerte
para la base 2.
Demostracidn:
Tenemos que n - 1 = 340 = 2°.85.
Como (2,11) = {2,31) = 1, se ticne
2'% 1 (wod 11)
2'%= (25)% 32% = 1 (ped 31)
de donde
2% (2'°)%5 1 (mod 11)
2'7% (2= 1 (mod 31)
por lo tanto

22 1 & -1 (a0d 341)
ahora
2%%= (2'°)%2% 2%1 2 (mod 11)
2%= (2°)78 1 3 32 (mod 31)
entences

2%k 32 ¢ 1 (mod 341)
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por Jo tanto 341 no cumple con la prueba de Miller para la base 2, es decir,
341 no es seudeprimo fuerte para la base 2.

Por otro lade. como

2% 1 (mod 341)
entonces
2% 1 (mod 341)
de donde conclulmos que 341 es seudoprimo para la base 2. "
Por ultimo demostrarcnros que existe una infinldad de

seudoprimos fuertes para la base 2, para ésto demostremos el siguiente

toorema.

Teorema IV.5.
Si n es seudoprimo lmpar para la base 2 entonces N = 2"- 1
es seudoprimo fuerte para la base 2.
Demostracidn:
Sea n Impar y supongamos quc n  es seudoprime para la base 2,
n = 1 claranente es seudoprimo fuerte para la base 2. Supongamos que n > 1,
entonces
2" ® 2 (mod n)
Yy como n es impar
zn-l
es decir, n divide a 2°'- 1 o blen 2"'-1 =nk para algin k € Z.

® ! (mod n),

por otro lado, 51 N = 2"- 1 se tiene
N-1=2" 2 = 2'@" - 1) = 2'm,
como n>1 nk=2"11 es impar y
202 L oM L oM oy (nod N .
ya que
=@ +1=2N+1 €1 (podK)
Por lo tanto ¥ cumple con la prueba de Miller para la base 2.
Ahora, como n es compuesto existe un entero d < n tal que d | n
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de donde 2%- 1§ [ 2"~ 1 = N, es decir N es compuesto.

Por lo tanto N es seudoprimo fuerte para la base 2.

Corolario IV¥.5.1.

S1 n es seudoprimo fuerte para la base 2, entohces N =
es seudoprimo fuerte para la base 2.
Demostracién:
La demostracién es jnmediata del teorema ya que si n es
seudoprimo fuerte para la bagse 2 en particular es seudoprimo para la base 2

y por el teorema anterlor N = 2"- 1 es scudoprimo. fuerte para la base 2,

Teorema IV.6.
Existe una infinidad de seudoprlimes fuertes para la base 2.
Demostracion:

Basta tomar n= 1387, que es seudoprimo fuerte para la base 2.

Por el corolarlc anterior n, = 2% 1 es seudoprimo fuerte para la

base 2, n, = 2™ es seudoprimo fuerte para la base 2, etc., de tal

suerte que
no<n<n <.

es una cadena Infinita de seudoprimos fuertes para la base 2. 2
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CAPITILO V.

SEUDOPRIMOS DE EULER.
¥.1. RECIPROCIDAD CUADRATICA.

DEFINICION:
Sea m entero positivo, sl a ¢ (Zs,-) a recibe el nombre de re-
siduo cuadrdtico médulo m s1 la congruencia
x%s a (wod n)
tiene solucién. Si no tlene solucién se llama residuo no cuadratico, es decir
a es residuo cuadratico si a tiene rafz cuadrada en (In,') ¥ a es no

reslduo cuadratico en caso contrario.

Teorema V.1,
S @ es primo, entonces 2 € {In, ) es residuo cuadratico
si y sb6lo si

2% 1 (nod m)

donde d = (2,¢(m)).
Demostracisén:
La demostracién es Inmediata del Teorema 1,14. pues decir que
a es residuo cuadritico es le mismo que decir que a tiene raiz cuadrada en
(In, *). -
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Teorema V.2.
Sea p prime impar y a € (Zp,+}, entonces a es residuo

cuadratico sl y sélo st a®P™%

=1 (@mod p).
Demostracion:
Tenemos que ¢fp} = p -1 y (2,p - 1) =2, pues p es impar,
luego por el teorema anterior a es residuo cuadratico si y sélo si

"M% ) tpod Pl

Nos interesa clasiflcar a todos los enteros primes con p, {p primo
impar}) de acuerdocon que sean o no residuos cuadraticos, para esto
observemos la sigulente definleién.

DEFINICION:
Sea p primo lmpar y a € (Zn,*}, el simbolo de Legendre

[—}] se deline como:

a ] . fl st a es restduo cuadratico.
~1 51 a es no restdue cundrajco.

P

En el sigulente tcorema se enuncian las propiedades Dbasicas de el
simbolo de lLegendre.

Teorema V.3,

Sea p primo lmpar y a,b € {Zp,:), entonces

2 2" V2 (mod p)  (Bnltenia de Bulen ).

-]

«+:) a® b {mod p) \implica que (%] = [_Z.]
ceve) .%'] =1
—) 71,- =1,
- -1 tp-13s2
—) |—] = (~1) .
14

- -) -1 1 %1 y sélo st p E Limod &}
P ~1 21 y s6lo st p E 1lmod 4}
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Demostracidn:
-} Como p es primey [a,p}l = 1, tencmos
2"z 1 (mod p)
es decir

p S 1= PR ) PR
por lo tanto

(p-1372
avie

P 1

L)

pi 212,
es declir

aP %5 L1 (wed p)

o
AP M5 1 (mod p}.
St

a1 Ly 2 1 (0od p)

por el Teorema V.2, a cs no residuo cuadratice, por lo tanto
[_%_] - et m 2" P00
y si
a" %2 ) (mod p)
a as reslduo cuadritlco, entonces

3

{mod pl.
”)[ ab ] & fap) TR G002 0002

a b
1! {aod
= [(HF
1 » -1 {pod p)

) - B

-++) Supongamos que a = b {wod p), entonces 81 exlste x, tal que

y como p es impar

por lo tanto

xf = 2 {(mod p) se tlene xf ® b (mod p} vy resiprocamente, es declr, a es

residuo cuadrdtico st y sélo sl & es reslduo cuadratico, por lo tanto

-6
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+-+-) Tenemos quec
.
(.ff}:[“}:[}_] 2] - ET R LR
P P P P P (1) .
——) Hacemos a°= 1, por lo tanto
0 I
P P ’
~2-) Tenemos sélo dos cusos:
0FURL g o,
supongamos que
-1)P20 4 s g (med p),
entonces de acuerde con el Teorema V.2. -1 es residuo cuadrético,
de donde
(:‘__] =
P
st (=1®"2% _) 2 1 (mod p} (pues p es impar),
entonces -1 no puede ser residuo cuadratico, por lo tanto
[:L] < -1
P
N Supongamos que
ps 1l {(mod 4)
entonces p eg de la forma p =4k + 1, con k € Z, de aqui
p;‘*Zk. por lo tanto
=1 (p~1)r2 2k
—j = (-1) = (-1} =1,
&
Ahora, si
p & -1 (nod §)
p esde la forma p = 4k - 1, de donde £ ; Lok - 1, por lo tanto
-1 (p-11/2 21
—{ = (-1} = (~1) = -1,
)
Resiprocarente, si (-_—:)——) = 1, entonces (_1)(;:-11/2 = 1, lo cual

implica que p; L, 2k para algun entero k, es decir

p =4k + 1 o bien

p B 1 (mod 4).

st [:;XT) = -1, entonces (-13"7"/% = -1, de aquf que
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p-1

i i 2k ~ 1, o bien p = 4k ~ 1, por 1o tanto
p =1 (mod 43, -

S5f p es un primo lmpar el entero 2 no siempre tiene rafz

en (Zp,*), =a continuacién veremos  que si p cumple con

cuadrada
2
Pl
que 5

sea par el 2 tiene raiz cuadrada, para este echo demostremos el Lema

de Gauss.

Teorema V.4. (fema de Fouas
Sea p primo impar y a entero positivo tal que
{a,p) = 1. Censideremos el conjunto
A = {a,2a,3a,... ,(-‘%‘-)a)
y el conjunto
=1 }

8=fa e{1,....p - 1} | a2 ja tmod p}, 1s g8 B2

fa B le llamaremos el conjunto de ninimos residuos del cohjunto A),

supongamos que hay n a,’s tales que ap % , entonces

al _ 4y
N

Demostracidn:
Suponganes que a, ,a‘., ceer 8y son mayores que
8 .

a, NI .a,‘ e gon menores o fguales que p/z , entonces

- -
Vp - a,‘< pP- 2 s% , ¥ i=1,...,n y tenemos que

p-al‘na,‘(modp) vied{l,...,nt vy Vke(n*l.....z;—l—}
pues sl

p =~ a® a lmod p),

se tendria que
~-ja & ja (mod p)

Pra y

es dectr p | J*J, de donde p s f+4s 22 o cual no puede pasar, por

2

lo tante P~ A ,...,p - a, .a, ,....a son los
T " ot ]

enteros
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1.2.....2 quizas en otro corden, por lo tanto

2
1'2-...~?‘(p-8, Jeoouo(p-a, la -...-a
= (-1)"a, a, -...ra, a, -...-a,
AR e e .
G DL ot N R N
= -1%" 2020 B2 taod p)
de aqui que
18 (-1)"a" 2% (-n“[%] {mod p)
por lo tanto

2
[-%-) = (—n“[_;] = (-1)" (mod p)
a n
de donde [7] -1".

Teorema V.5.
Si p es primo impar
2 -1
— (-1} .
[ P ] :
Demostracion:
Consideremos el cobnjunto A = (2‘1.2-2.....2(5‘2—‘)), entonces

2] = Pr2 s1 y sélo st Jf =% F/c. de aquf{ que la cantidad de elementos de A

menores que P/s e exactamente [+]. donde [+] es la parte entera de

p/u, entonces hay n = P_Tl — [P7a] elenentos de A payores que Py,
Por otro lado, cono P s primo ticne las sigulentes
posibilidades

pwtl (mod 8)
o pwnt3(sod8)
s pmw 11 (bod 8) so tlene p=B8k t 1 paraalgun k € Z, de donde
pos  fext 1it-a
a a
Cak't 16k 4+ 1 = 1
- SdkT 16k 0171
a
= gkt 2k w 0 (mod 2)
ysi pwmt 3 (pod8), entonces p=8k t 3, con k€ I, por lo tanto
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p'a1 _ (Bkt 33'- 1

2 8
L 84Kt 4Bk ¢+ 9 - )
= gk’s 61:* 121 (mod 2)
Por otro lado, s} p=8k + 1
n= 2—;—‘ - (P74}
= 4k - [2k + '74]

=2k x 0 {mod 2)
ysi p=8k-~-1

n=5§1-[’/|]

= ak-1- [2x - '/)

=4k -1~ (2k - 1)

= 2k % 0 (mod 2)
ahora 81 p = 8k + 3

n=2;—'—[’/41

4k + 1 - (25 + *74)
=2k + 121 (mod2)

y por Gltimo, si p=8k -3
n=3;—’-['/|]
= 4k - 2 - [2k - %74
= 4k -~ 2 - (Zk - 1)
=2k~ 18 1 (mod 2)
por lo tanto
g1
nl—‘—(mdz)
de donde
2 n (p"-11/8
PR oy - (-1 .
[P) 1" = 1)

Una consecuencia interesante de este teorema es el sigulente:

Teorewa V.6,
Sea n E 2, entonces los divisores primos del na-ésimo nteero de

Fermat son de la forma 2™k + 1.

Depastracién:

Sca p divisor primo de Fn = sz 1,segun el
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N+t - vax

Teorema 11.10 , el orden de 2 en ({Zp,*) es 2 y P t + 1, para al-

gin entero ¢, de agui que

ne2

+277t ¢+ )

o = PLICI ]
por io tanto
Pt = p2t
)

n-1 2(n-13 2

k= 2(2 t? . 2"

t2e 2 )

de donde
2 ) o (Lqytetave
[ B ) (-1} 1.

es decir, 2 es reslduo cuadratico, entonces

2922 3 (god p)

net

y como el orden de 2 es 2 tenemos 2‘"‘k = -p—;l para algun entero Kk,

por lo tanto

p=2™% « 1.

El siguiente teorema no facitlita el caleculo del simbolo de Legendre

para enteros compuestos, flgandonos s6lo en sus divisores primos.

fema V. 1.
Sea p prime lmpar y a 1lmpar tal que °(a,p) = 1, entonces
a Tia,p?
= -1
(&) = e
{p-1)/2
donde T(a,p) =Z Liarpl.
=1
Demostracidn:
Sea A = (a.Za.‘..,(g;—‘-)a) y
B o= {th,. .. 0¥, ud
su conjunto de minlmos residuos de A, donde primeras n  son mayores gue
pfz y los slgulentes son menores o jguales,
Para cada ] = 1...,,52—1- se tiene que la = p(la/pl + r, donde r.e
B, ademis de la demostracién del lema de gauss se tiene que los enteros p -
W, P~ Uyeouyp ~ U,V,...

otro orden, de donde

son los enteros 1.2....,?. quizas en
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tp-13/2 n ® n a
i= (p-u) +)v, =pn- u +) v
Lok Lo b L
de donde
tp-1)s2 p~u1r2 n @
ja - 1 = (p-u)+ v
l; \Zx |Zt )Zl ’
(petllr2 n -
= Y pliarpl v r) -pn+Vu -V v
lz‘\ |El J)-:x ’
(p-1)r2 n
= Z pliasp) -pn«ZZuA
1= 151
n
= pT{a,p) - pn + 2 [ u,
1=1
por lo tanto
p-1372 n
(a - 1) ZJ = p(T(a,p) -n)*Z):u‘
1=1 ye

pero por ser a impar a - 1 es par, y de le anterior
2 | p{T(a,p)- n}
ademds p es impar, por lo tanto
2| Tta,p) - n,
es decir,
n = T(a,p) (mod 2),
entonces

_a_=_n=_‘r(a.g)
(2] = o= e,

Teorema V.7. Zey de la necipracidad cuadnotica
Sean p, ¢ primes lmpares, entonces

[__p__) [1_] = (- lernr2) lanisz)
q 14

Demostraclion;
Sea A = {(x,y) € IxZ | lsxs'%’ y 1sys !.;—‘ }. notemos
que la cardinalidad de A es (";—‘)("—;l)
Sean At, A2 ¢ A, dados de la sigulente manera:

M= {{x,y) e A | qx < py }



Seudoprisos de Euler. 90

A2 = {(x,y) e A | py < qgx }.
Notemos que qx = py V (x,y) € A. pues s! gx = py para algun
(x,y) € A, entonces gq | py, de donde q | y lo cual no es posible pues y s
q-1

5 entonces Al N Az =@ y Al U A2 = A
g-11/2
Notemos que la cardlnalidad de A1 e¢s T [py/q] y la
y=1
(p=t)/2
cardinalidad de Az es Z [gqx/p) | por lo tanto la cardinalidad de A es
x=1
1y gt (q-11/2 (p=11/2
(P—z-)(q—;!—) = ¥ [pyrql + Z {qx/p).
y=1 x=1

y por el lema anterlor

5[4 o oy =Pl 3]

(q ][ q) -1 -1
- (_l)((p'lllz)(‘ﬂ‘l)/z)'

=

La ley de reciprocldad cuadritica se puede expresar tambien asf:

(L] - (i] (=1 (to1172) Camtic2)
q P

En el Capitulo Il vimos que e! quinto nimero dr Fermat es compuesto,
a continuacién doy un criterio para determinar cuando un nimero de Fermat es

primo.

Teorema V,8.
Sea n =1, entonces Fn = 254 1 es primo si y sélo si

12y 1 (mod Fal.

3
Demostracidn:
+) Supongamos que
3% -1 (mod Fa)
entonces
e 1 (mod Fn)

de aquf que (3™"' Fn) = 1, entonces (3,Fn) = 1,

Sea p primo divisor de Fn, cntonces
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5 1 tmod p)

y como (3,Fa) = 1 se tlene que (3,p] = 1, es decir 3 e (Zp,-}, por le

tanto o{3) | Fn -1 = 2% y como

Fot25 ) ¢ 1 (mod p}

3
pues p es impar, se tiene
0(3) { (wrivz) = 2771

por lo tanto o(3) = 21= Fn - 1, entonces Fan - 1 = p - 1, por lo tanto Fn =
p.
Por otro lado, como p { Fn, p S Fn.
Por lo tanto Fn = p, es decir, Fn es primo.
=} Supongamos que Fn es primo, entonces
fn 2 2 (mod 3)
pues si
Fna 1 (mod 3)
se tendria que 3 divide a Zz. 1o cual no es posible o s}
fn 2 0 (mod 3)
dirfa que Fn = 3, pues Fn es primo, de aqui Zzﬁ= 2, es declr
2°= 1, o blen n =0 lo cual no es posible.

Por otro lado
3 -z le-nse){ Fn
(3 - e 5]

- e (2) - (2
S R

- (_”(:‘-\)/s - -
y por el criterio de culer

{F,-1372

3 ® -1 {mod Fn).

Ahora generallzaremos la 1dea del simbolo de Legendre para enteros no
necaiamente primos.

DFINICION:
Sea n entero impar y supongames que su descomposicién en

potenclas de primos es n = p?‘p‘:"u .
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Sea a entero tal que (a,n! = 1, definimos el simbolo de
(8- (% “[i]“‘. .[_ﬂ]“
n P [ )

Notemos que la definicion si tlene sentide ya que

Jacobl como:

ta,n} = 1 Implica
{a,p) =1 para toda i = 1,...,k: ademis si n es primo el simbolo de
Legendre coincide con el simbolo de

notaclién.

Jacobi, por lo tanto se usara la misma

Teorema V.9,
Sea n entero impar y a,b € (ZIn,:), entonces
0 [FHE -
n n n
r+) a® b {mod n) implica que -%—-] = et

) - i

1

e [ =1
—_ [_-_-_'1_1_] = (-1)e2,
) [_—1_] ={1 1y o6lo 81 n £ tlmod 41
n -1 al y ablo sl n % 1(mod &)
Demostracién:
Supongamos que n = pi'plt-...+p>", entonces
)

++) S1 a®s b {mod n), se cumple
awb (nod p) para toda = 1,...,k
de donde

(—’] = [—b] para toda § = k,...,k,
P p.

por lo tanto
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sev} {-%‘) =ﬂ'[-%']u‘= 1, ya que [_%.] =1 Vi=1,...,k

1 R 1
ced) {T}=H[TJ] = 1, ya que [—p—] =1 ¥ i=1,...,k

- (1] -7 (:_]“Z T (2, () Blnciee
1=t
por otro lado
n=ptpte o ptE (s (1™
y como p- 1 es par para toda 1, se tlene
(1 + (p~ 1172 1 + a(p~ 1) (mod 4),
ademis
(1 + a(p~ 131 + o,(p~ 1)}
a1+ alp- 1) + alp- 1) (mod 41,
ya que (p~ 1)(p,- 1) = 0 (mod 4}, por lo tanto

n=p0 +(p- 1)"= 1+ a(p-1)+ ... +alp-1) (nod 4),
es decir
dsﬂ(n-l)—zn:.(p‘—l) p.a. se1
de donde
2s = % - Z u,((P"x)/z)
o bien

% L] m((P"’)/z) {mod 2)
por lo tanto
[:}T] - (_l)f((p.-l)la)a\= (-1) 1072

Desafortunadamente el criterio de Euler ya no es vilido

de Jacobi, por ejemplo:
n = 341 = 11:31. Tenemos que

21412 21 0% 4 (o 341)

con el simbolo
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mientras que

2o (20(2] -
341 1)1 31
(_”(u‘-n/a(_l}::n‘-n/z=

-1'5-1)1%%
por lo tanto

2 3a1-1)72
(m] z2 {mod 341).

De los numeros compuestos que cumplen con el criterio de Euler nos

ocuparemos en la sigulente secclén.
Para flnalizar esta secclén demos la generalizacién de la ley de
reciprocidad cuadratlica,

Teorema V.10. fey de neclprocidad cuadn lica pana e siméela de facabl

Sean n, m enteros impares, entonces

(L] [L] = (- letn2) le'onrz)
mn n

Supongamos que n = pipTte.

Demostracién:

o,
P

"y om= e

como

[

R

y analogamente

de donde
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3 ﬁ[ 'r*‘t%r"”

o

(- “((p- 1172) (tq- n/z)}a'ﬂ‘

Z:}._
:n 1'.:!’ -

£ (tp,=1172}o, {1q,=1)72)p,
aia

Pero

k r
): Z((p,- 1)72)e,({q, - 1)72)8,

1=t j<1

k r
z {p,- 1)/2)1,][ X ((g.- u/z)p_]
151 5=

= 2L 22 (aod 2)

{ver demostraclén del Teorema V.9. lnclso (—) ), por lo tanto

!: !: (tp,~11/2}ex, {1q,~1372)p,
L

a (~)(n-0s2) (erivz) .

V.2, SeuoorriMOS EWLER.

S1 p es primo impar y (b,p) = 1 por el criterio de Euler tenemos
(_%_) U I P
de donde, un entero positive n es tal que
[_%_] L C I S
para algun b primo con n, entonces n tlene que ser compuesto. Sin embargo
exiten enteros compuestos que cumplen con el criterlo de Euler para
algin b, por ejemplo:

$1 n = 1105, entonces =% = 552.



Scudoprimes de Euler. 96

Tencmos que 1105 = 5:13-17 y
2'2 1 (mod 5)
2'% 1 (mod 13)
2'% 1 (mod 17)

por lo tanto
QW2 552 (50138 Ly g )
Qinm1r2_ 582 (512y06, 4 oy gy
y ademas
2'=16 = -1 {mod 17),
de donde
Q11072 5552, (AL (L1338 L g (pog 17)
entonces
222 | (mod n).

Por otro lado

() - (%))

B
-1 -n/z(_”(t:x’-n/z(_l)(17‘-1)/2

= (-1 -1
= 1.
Por lo tanto
(T%ﬁ?] = 29" {(mod 1105}.
DEFINICION:
Un entero compuesto n  positivo e timpar es llamado seudoprimo
de Euler para la base b si cumple con:
[—-f-,-] 5 5™ 2 (nod n),
Como su nombre lo indlca, si n es seudoprimo de Euler para la
base &, entonces n es a su vez un seudoprimc para la base b como se indica

en el slgulente teorema.

Teorema V.11,

Sean n entero positivo, compuesto e lmpar y b en (In,-). Si
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n eos seudoprimo de Euler para la base b entonces n es seudoprimo para la
base b,
Demostracion:

Supongamos que n es seudoprimo de Euler para la base b, entonces

[%] = b2 (n0d )

de aquf que

2 2
1= [%] w (6% % 6" tmod ),

es decir

b= b (mod n).
[}

tilene scntldo darle un nuevo nombre a este tipo de nUmeros pues existen
seudoprimos que no necesariamente son sevdoprimos de Euler. Tomemos n = 341 =
11-31, como ya se vid en el CAPITULO I, n es scudoprimo para la base 2, aho-
ra Eél = 170 y

2% 32 = 1 (mod 341},

de donde
2'7%= (255 | (mod 341).
Poar otro lado, 341 = 344 - 3 = 8:43 ~ 3, de donde
31 - 1 = (843 - 3% =
8%43%- 2.8.43 + 3% - 1 =

8(8-43%- 2-43 + 1).
[t S [ 2

5 = 8~4C!2- 2443 + 1, de aqul que —— es

Por lo tanto

impar. Entonces
3
[L} e (op)ituse,
n

por lo tante

[%] e 512 (nog n),

Sin embarge, todo seudoprimo fuerte es seudoprime de Fuler, pomo lo

indica el slgulente resultado

Teorema V.12.

Sea n entero Impar compuesto, SI n es seudoprimo fuerte para
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la base b, entonces n os se.izprinmo de Euier para la base b,

Demastracidn:

Supongamos que 0 es seudoprime fusrte para la base b, suponganos

T pSt n-1=2" con sz y t \impar, entonces

.
que n = p.opye.tpl Y

p¥ts -1 {zsd n} p.a. 05 y<s -1,

1 {mod n).
Supongamos primero que
b'= 1 (mod n}
entonces = 1 - bt para alguna u € %, de donde 1 = quz ¢ b". es decir,
(b,n} = 1, entonces (b,p) =1 ¥ i1 =1,....,k, o blenb ¢ {Ip,*) VY 1 =

1,...,n. Sea 1 ¢ {1,...,k} cualqulera.

Ya que
b'e 1 (mod n),
entonces
b's 1 (mod p) ¥ =1,k
de aqui

olb} | t
por lo tanto of{b) es impar.
Como ol{Zp,:)) = p- 1 y o(b) divide a ol{Zp.,)), entonces
olb)v = p~ 1 para algun v € Z, como p- 1 es par y ofb) es impar v

1

tiene que ser par, es declr, v = 2u p.a. u € Z, por lo tanto - = ofblu,

de donde
[_%] = b2 potbluy oy oy
3

Entonces

por lo tanto
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. 2
. .t
plrr1172, 27 [bl) =1 (mod m)
es declr

[%] = 5" (g0t n).

Ahora supongamos que
sz"i ~1 {mod n} p.a. Os j =5 - 1.
entonces
b%t= <1 lmod p) Vi =1,....k
de donde
b2 = (67 -1)%= 1 (nod p)
por lo tanto o(b) divide a 2'*'t y como
b®'s -1 & 1 (mod n)
otb) § 2't.
Supongamos que
2 = olblu (uel),
s{ u fuese de la forma, u = 2v sc tendria 2l = o(b)v lo cual no puede
pasar, por lo tanto u es fmpar, de donde, (u.ZJ") =1y como
21 = o(b)u tenemos of(b) = 2"’(t/u). esto es, 20 ] a(b) y como
o(b) | olZp,*) = p~ 1,

se tiene 2

divide a p- 1, es decir

p= Zjud\é 1, con de Z (y = 1,...,K).
Por otro lado, como
Lo, (bomzz)z- 1 (nod p)

¥ p primo implican

bo(b)lZ- 1 (mod p)
o
5°®% |y (mod p)
pero el primer caso no puede pasar por que °;"’ < o(b), por lo tanto
be(b)lz. ~1{mod P.)

de aquf que



Seudaprimos de Ruler,

100
[‘_b_] s PV b(o(h)l2)(fp ~11/niby !
(-1 4, .
s (1) 7ol (L1} 7% (nod p )
<,
donde ¢ =£ y como t ¥y u son lmpares ¢ es lmpar, entonces vi-1 = -1,

d«
por o tanto (~1) /¢ = (-1)*.

Ademis
x x
n=ppTEp 0y 2l gy
i=1 ¥=3
x o
<17 (v et [ 2)(a))
1=1 A
%
e T+ 2% a)
L=t
.
e (1 o+ 2% d)TT O+ 2M%d)
V=2
x x
=77 (1 + 2%d) + Z’ﬂOgd,ﬂ (1 + Z‘Nu\d)
122 1=2

L3 » 13
=TT+ 2ad) + 2170al0 + 2P )T G v 22%d) = TTU +

122 153

13
2"aa) + 2% g+ 222 w0 d ] (1 ¢ 20 ea)
L=3

x
" ﬂ' {1+ 2’“&(1.) + ZJ"a,d,
1=2

k
B (1 + 2T (0 v 2)%ad) + 270,
=3

k X
2 TT 0+ 2Maa) + 2aa,TT (1« 21ad) + 2%%ag,
1=3 1=3

k
=TT G+ 20d) + 220, + 250
1=3

} ! |

(1 + 2M%,,d )1 « 28 xd) + 2% d, + ... + 29004, +

2’”2,(1, s
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De aqui que

entonces
22 = 2% - 2" Vod pa. rez
por lo tanto

k
2r = 2% - ) ad.,

es decir
-}-1 ¥
2! s):a_d, (mod 2) ,
1=t
-3-1 X
o bien, 2* J y ):a\d, tienen la misma paridad, entonces
=1
, P
P12 |2 [bz t]

s (107 e (o)l {mod n} ;

por otro lado

por lo tanto

n
es decir, n es seudoprimo de Euler para la base b.

(_2_) .

Esta definlcién no esta de mas pues aunque todo seudoprimo fuerte para la
base b es scudoprimo de Euler para esta misma base no todo seudoprimo de Eu-
ler es seudoprimo fuerte. Por ejemplo n = 1105 = 5-13-17, que es scudoprimo de
Euler para la base 2 “no es seudoprlmo fuerte para la base 2 como se muestra
en seguida:

n-1=1104 = 269 Yy 2%.69 = 552. Por el teorema de Euler tenemos que

2%a 1 (mod )
2%z 1 (mod 13)
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de donde

Y38 2y (mod 5)

2552= (2A)
222 (2" = 1 (mod 1),
adends como
2'2 16 = -1 (mod 17) tencmos
2% (2" = (-1)'* = 1 (mod 17)
por lo tanto
279 2% | 2 - 1 (mod 1105).
Ahora, 2°:69 = 276 = 24-11 + 12 y como
2* &1 (mod 5)
2'%% 1 (mod 13)
2*& -1 (mod 17)

tenemos
2% (2Y 8 1 (mod 5)
225 (2'%)% % 1 (mod 13)
2% = (29% @ 1 (mod 17)
por lo tanto
2*%s 1 (mod 1105)
de donde

Zz'”ﬂ 276 5 HATIINZ | 2112, 12
=2'%.4 = 1024.4 = -81-4 = - 324 = 781 (mod 1105).

Por lo tanto 1105 no puede ser scudoprimo fuerte, sin embarge s n es
compuesto y n = 3 (mod 4) 6 [—%—] = -1, n es seudoprimo de Euler para la
base b sl y sé6lo st n es seudoprimo fuerte para la base b ya que s1 n &
3 (wod 4), n es de la forma n = 4k + 3, de donde ':2—'-=?_k+l que es
impar, ademds, n- 1= 2('1;—‘) y si n es seudoprimo de Euler para la base b,
se tiene

PR {%] =1 1 wod m,
es decir, n cumple con la prueba de Mlller para la base b.

Ahora, si [—%—] = -1 , entonces
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prt 2y [—I-’—] = =1 wod n,

n
es decir n cumple con la prucba de Miller para la base b.

Teorema V.13.
Existe una infinldad de seudoprimos de Euler para la base 2.
Demostracidn:
La demostracién se sigue del teorema anterior ya que tode seudoprimo
fuerte es de Euler y sabemos que existe una inflnidad de seudoprimos fuertes

para la base 2.
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NOTACION.

z Nimeros enteros.

N Enteros mayores que cero
d | n d divide a n.

a =b (mod m)
In
(Zn,-)

H=G

g =2 h (mod H}
Hg (& gH)
o{G)

ofg)

(g)

i(a)

¢(n)

a es congruente con b médulo n.
E

El conjunto de residuos médule n

conjunto de residuos médulo n .

primos con n .

H es subgrupo de G.

& es congruente con h médulo H.
Clase lateral.

Orden del grupo G.

Orden del elemento g.

Subgrupo efclico generado por g.
Indice de a para la base g.

La funclén de Euler, para cada n > 1
el numero de enteros menores que n y
primos con n y para 1 ¢(1) =1

El n-ésime nimero de Fermat.

El n-ésimo numerc de Mersenne.

St n es primo el simbolo de
Legendre, s1 n es compuesto el simbolo

de Jacobl,
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