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INTROOUCCION. 

Uno de los problemas que desde hace mucho tiempo ha Interesado a un gran 

nW.ero de aateaA.ll.cos. ha sldo el de encontrar una .a.ancra de determinar cuan

do un nWacro e11 prl11to, o equlvalenteaonte, cuando es co•puestoo asi dcdl.cados 

al estudio de estos números han encontrado rcsul lados que paree leran dar so

lución al problema, sln embargo no es ani. 

Fermat observó que siempre que n sea un entero prlmo se cwiple con 

an • a (JDOd n) para cualquier nU.Cro a entero, este resultado, junto con 

otros, podria pensarse couao una Cona.a de saber cuando un mlmero es prlma,pues 

siempre que observáramos que ae cUJ11ple con esta propiedad podríamos 

aventurarnos a decir que se trata de un nü=.er-o prlJDO: pero si an• a (.mod n) 

entonces n no necesariamente es prlao. Por otro lado, tenemos tamblen que sl 

n es prlao cumple con el teorema de Euler. eslo et¡, a"-1• 1 (JJOd n) para 

tcxla a talque (a,n) .. 1 . 

As! 11.lsllO, Fenul advirtió tubien que si z•+ 1 as pr1ao, entonces • = 2"1 

esto, se podría pensar así: •todos los nümeros de la forua 27: + 1 son 

priaos•; sin embargo esto no es cierto, luego, a pesa.r de que Feraat conjeturó 

que todos estos nóaeros eran prhtos observ&JIKls que no es asL 

En otro rewltado Kersenc nos dice que si un núaero de la forma z•- 1 es 

prls.o entonces • es prll\O, sln c•bargo si • es prilllO z• - 1 no sle11prc es 

prlao. Hay otros resultados que de igual aanera se pudieran pensar como 
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formas para saber sl un un número es o no prlmo, por ejemplo un número p 

primo cuaple para todo b con: 

b2"'\a -1 (IJO(f p) para alguna O ~ j < s 

o 

bt.s 1 (mod nl. 

donde p - 1 = 25 t , s z: O t l111par; y ta•blen sl p es prl•o cumple; 

( : ) 11 A (p-1)/2(..od p). 

De todos estos resultados observaremos que el rcslproco es falso, esto es, 

existen números que cumplen estos resul lados y son coapuestos; a estos 

números se les llaaa nÚllleros scudoprlaos y son el propósito de estudio de 

este trabajo. Para este hecho Introduciré lenguaje de teoría de 

grupos por ser este un lenguaje sencillo y accesible. 



CAPITULO l. 

NOCIONES GENERALES 

1.1. LEMAS IMPORTANTES . 

En esla pequef'ia sección demostraré algunon leman tr.:i;...:irtantes sobre 

enteros que se usarán en los siguientes capitulas . 

.!:ema l. l. 

V n > t. n < 2n- 1. 

Demostración: 

La demostración ne hace por lnducclón sobre n. 

Si n -= 2, so tiene que 22- 1 = 4 -1 "' 3 > 2. 

Supongamos que n < zn- 1. ( 1 l 

Tenemos que co/llo n > 1. 2"> 1. entonces sUJ11ando en ( 1 J tenemos que 

n + 1 < 2"- 1 + zn = zn•t- 1 . • 
.rema I.2. 

Sean n y d enteros poslt1vos tales que d 1 n. entonces para toda 

a:. b E Z ad- IJCll a"- b". 
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Del!JOstraclón: 

Como d 1 n ex!sle k ~ l tal que dk "' n, entonce!; 

es decir, 

.tema 1.3. 

V n E ti, 

+ an-dlll:br.-1t) = 

a" + an-dbd+ •.• + an-d(K-tJdbn-.J 

_ an-dbd- ... _ an-dlk-tlbn-d_ dn-dkbn 

= a" _ a.n-dkbn = an _ b". 

a) 4 J2n- l. 

b) 4 ¡ J"'"'- l. 

De1DOstracJ6n: 

a)Dcmostraremos que 32:D.• l (6JOd 4). 

Tenemos que¡ 

J • -1 (lllOd 4). 

luego: 

poro 

(-ll"" a ([-l)2)n (JOO<I 4). 

((-02>" • 1 (lllOd 4). 

b)Basta ver que 32n•t:t 1 (ztod 4). 

Veamos que: 

luego; 

Por lo tanto~ 

:tema l. 4. 

V n E ti 

J • -1 (mod 4) 

J2n•la (-1)2n•t., (-1)2n(-1) • -1 (mod 4) 

-1 • l(mod 4) 
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Pero 

a) 8 f S"' - 1. 

bl a 1 5•·•- 1. 

el 16 1 5""'- l. 

Demostración: 

a)Ycainos que 

entonce$ 

5"' - 1 SÍ y Solo ${ 5~ E 1 (DlCJd 8). 

5 " -3 (mod 8). 

5&" 15•r ª <c-JJ'r 
• (9)" a !" • 1 (l!lOd Bl. 

b)Ocmostraremos que s20 
... 

1
i! l (mod 8}. 

Tenemos que 

52n+til S 2n·S a (S2 }n·S 

s ((-3) 2)º·3 • 1 (~od 8). 

!O 

c)Esto se desprende del inciso anterior pue sl 16 dlvldlera a 

52n+t_ 1 V n E Z entonces se tendría que 8 dividiría a 52n+l_ l V 

n e N lo cual no es posible.• 

1.4. TEORIA DE GRUPOS. 

DEFINIC:ON: 

Sea G un conjunto no vacío y 

•:GxG~G 

una función, (por comodidad al elcrncnto · (a,b) en G, se le denota ab) .Se dice 

que (G, ·) es grupo sl cumple con las siguientes condiciones: 

al a(bc) " (ab)c 

b) Existe un elemento dl&tlnguldo en G llamado e tal que ge = eg = g 

V g e G. 

c)V ge G , 

Sl adehkis cumple con 

d) gh = hg V h,g e G 

se dice que G es .nbeliano o conmutativo. 
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Ejemplos: 

·) (Z,+) es grupo, donde el clel!!ento e es O y g-1 es -c. 
· ·) (N, +) no es grupo pues los elementos de N no tienen inverso. 

OBSIBV AC ION: 

51 G es grupo el elemento e y los inversos son únlcos y en 

consecuencia {a-1 )-1= a. 

Deroostraclón: 

Supongamos que cxlste e' E G tal que ae' = e' a = a 'ti a e G, enton

ces e= ec'= e', es dcclr e es único. Si a e G e y e Ges tal que 

ay = e, multiplicando por a-1 obtenemos y = a-1 y por lo tanto como 

a-1 (a.·1 )·1= e entonces {a-1 J-1= a. 

DEFINICiml: 

ll 

•) V n E N u {O} se define gn por rccurrencla de la siguiente 

manera: 

~ema 1.5 

Si g este\ en un grupo y n, m E Z, entonces 

a) gng•=z gn•• 

b) (g"}• Ir gNA • 

Delll0strac16n: 

Sea n E Z flJo pero arbitrarlo. 

a) Supongamos que m E H, demuestro por lnducc16n sobre m que gºgª= 

51 m = 1, entonces: 

gºg'= gMl 

por dcflnlclón, si n e ~ u {O}. St n < O entonces -n 

tanto -n - 1 2:: O, por lo tanto: 

g"g= (g-1)-ng = ((g-1)-n-18-t)g 

= (g-1)-n-1= (g-1}-ln•11= 
8

n+l • 

O, y por lo 
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Ahora supongamos que g"gm = gn•m 

Tenemos que 

g"g••l= gn(g•g) (g"gª)g = g"•°'g = g(n•1:1.I•!= 8n+h•+l) 

Por lo tanto V rJ E ~ gng•= gn•ra 

Además tenemos n O n " n•O gg=ge:::.g "'g 

Ahora supongamos que m < O, entonces -m > O 

(g-1 )-n(g-1 }..._ = (g-1 )-(!\H:I) 

de donde 

En parllcular se llene que 

g"g-0 = e"-·= eº= e 

por lo tanto 

(g")-1= g-n. 

b) La demostrnclón 6e hace por lnducc16n sobre m. 

51 m = l. 

Supongamos que (g")• .. gM. 

Tenemos 

(g")••1= (g"l"g"= (g,.lg"= glVll.•n= 8nt••11 

por lo tanto V n E Z , V m e ti 1 tg">•=- grra . 

Para n "" O es claro que (g")º= e = 8° = g n·o. 

y notemos que 

Ahora supongamos que m < O • entonces -m > O y por lo anterior 

tenemos que 

~ 1.6. 

Si G es grupo, entonces 

Demstac16n: 

La demostración es muy simple ya que 

(xy)(y-•x-1 ) • (xCyy-1 J)x-1
• Cxelx-1

• xr-1= e. • 
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------------------
En particular sl G c:!i abe llano el resultado nos dice que~ 

txy)-1= x-1y-1. 

Teorema I .1. 

Sea G grupo abeliano, entonces 

V n E Z y V x,y E G 

Demostración: 

Por inducción sobre n. 

51 n = 1, entonces (xy) 1= xy = x1y 1
• 

Supongamos el resultado cierto para n. 

Entonces se t lene que 

{xy)n•1= (X) )n(xy) = (xnyn) (yx) 

x" Cy"y )x = (x"xl (yny) = xn•iyn•l 

Por lo tanto para todo n e t~ es clcrlo el resultado. 

Supongamos que n :s O, entonces 

(xy)n= ((xy)-ttn= (X-ly-1)-n = 

(x-1)-n{y-1 1-n = x"yn 

Entonces el resultado es clerto para toda n E Z. 
8 

DEFINICION' 

Sea (G, ·) grupo y H r; G , H '# 0. 

Se dlce que H es subgrupo de G sl CH,· 1Hx
11

) es grupo, (cscrlblmos H s 

G), donde · 1
1
tx

11
:H,..il _, G es la rc~lrlcclón de 

·: G,.;G --J G a llxH, {que en caso de ser H subgrupo • 1 ib:ll: H:.o:H -l Hl. 

Ejemplos: 

l. (G,.) = (Z,.) y H = 2Z = {n E z 1 n • 2k p. a. k E z } 
E.ntonces 11 es subgrupo de l ya que: 

•) Sl Zm,2n E 2Z, entonces 2m +. 2n = 2(n + m) E 2Z. 

· ·} La suma es asociativa pues 2.l. ea subconjunto de Z . 

.. . ) o • 2·0 < zz. 
· • • ·) 51 2n e 2Z, entonce~ 2(-n} e 2Z y 2n + 2(-nl = 2{n - n) = 2·0 = O. 

2. Sea G grupo y H :s G, 1rntonces H' :S H implica H' :S G. 
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3. Si JI :s G entonces: 

a) El neutro de (H, ·) es el neutro de (G, ·). 

b) El Inverso de /¡ en H es el lnvt.!r5o de h en G. 

Teorema 1. 2. 

Sea G grupo y lt !;; G, entonces H es suberupo de G sí y solo sí 

a) H ;t" 
b} g,g,-1e 11 V g, ,g, E H. 

Demostración: 

q)Supongamos que ll :s G entonces CH,· 1
1
b:tl) es grupo por lo 

tanto se verifican las dos condiciones. 

(w) Supongamos a) y b), entonces como H ;t" 3 g EH y por b) e 

= gg-1e H. Ademá.s se tiene que eg-1= g- 1e H. 'ti gE H. 

Sean g,h E H arbitrarlos, entonces h-
1 

e H y por b) 

gh = g(h-t )-1e H: así que: 

GxG -----> G 

J J 
Hxll----_,H 

conmuta. 

Por último, el producto es asoclativo pues H !;; G. 

Por lo tanto U :s; G. 

DEF!NICION: 

Sa G grupo y H ::s G. Sean g,h E G, ~o dlce que g es congruente 

con h módulo H sl gh-1E H. Escribimos 

g " h (mod 11). 

:t.wu:i l. 7. 

Sean G grupo y H subgrupo de G . Entonces la relación "~ (IDOd H) " 

es de equivalencia. 
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Demos trae lón: 

·) g s g (mod HJ pues e = g¡( 1E H. 

· ·) Supongamos que g = h (mod 11), entonces gh-1e. H, de donde 

hg- 1= (gh- 1 
)-

1e H 

es decir 

h s g (oiod 11) 

···)supongamos que g = h {mod Hl y h !! 1 (mod H), entonces 

de donde 

Entonces g ~ 1 (mod 

ll) 

eh 1 e u y 111·1€ u 

Por lo tanto "a {mod H)" es de equl va lene la. 
8 

De este lema s~ concluye que G puede partirse en las clases de 

equivalencia de la relación "e: {mod H) ". 

DEF!NICION: 

Sea G grupo y H ~ G. Definirnos para cada 

lateral derecha como 

llg ~ lhg I h o H } 

g 

Del mismo modo se puede definir clase lateral izquierda. 

Teorema 1.3. 

Sean G grupo y H :S G, entonces x E Hg 

si y solo si 

x•g(oiodH). 

De1110strac16n: 

G su clase 

x e Hg .... x • hg paro. alguna h E H 4""9 xg·1
i: h e H para alguna h 

EH .,... 

X a g (mod 11). 

De este teorema se desprende el siguiente hecho: 

Si {g] denota la clase de cqulvalcncla de g módulo H. entonces 

[g) ~ llg . 
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Teorema l. 4. 

Dado G grupo y H subgrupo de G exisle una función blyectlva 

entre dos clase laterales derechas cualesquiera. 

Demostración: 

Sean g,.g. E G, definimos 

~ ' llg, -> Hg, 

dada por 

~(hg,) = hg, 

Tenemos que sl hg~ E Hg., entonces h E H, de donde se U.ene que 

hg1e Hg1 y por deflnlclón ip(hg1 } = hgl por lo tanlo <.p es suprayecllva. 

Supongamos que 

~(hg,) = ~Ch'g,l 

entonces hg,= h'g, y multlpllcando por g;1 en ambos lados tenernos h = h' 

, de donde se concluye que hg,"" h' g 1 • Por lo tanto t,p es lnyecllva. 

Por lo tanto rp es blyectlva. • 

Entonces dos clases de cqulvalencla módulo 11 tienen la mlsma 

cardlnalldad. 

Un caso especial de grupos son aquellos que tienen una cant ldad finita 

de elementos. 

Sea G grupo, se define el orden de G, o(G}, como la cardlnalldad 

de G . Una relación que guardan el orden de un grupo f1n1to y los ordenes de 

sus subgrupos es la siguiente: 

Teorema 1.5. 

Sea G un grupo finito, H :S G , entonces 

oCH) 1 o(G). 

Demastrac16n: 

Sea H subgrupo de G arbltrarlo. Como ya se dljo G es la unión 

ajena de clases laterales derechas y cada clase es finita ya que estan 

lnclu1das en G. 
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trotemos que He = H pues he = h para toda h e H. Por el teorema 

anterior todas las clase laterales derechas llenen oOI) elementos. 

Supongamos que hay dlsl1ntas clases, entonces 

o(G) =1o(H) +o(ll)v• ... + o(ll) 1 

de donde, o(G) • oCH)l , entonces 

o(ll) 1 o(G). 

Otro Upo de grupos muy interesante es el de aquellos en los que cada 

elcaento se obtiene coino potencia de un elemento fljo. Estos grupos se llaman 

cicllcos y se hablara de ellos posterlormente. 

DEFINICION: 

Si G es un grupo y g e G, defln1mos ol subgrupo generado por g 

co.at0: 

(g) • {g" 1 n E Z 

A g se le llama generador de (g). 

tema 1.B 

Sea G grupo y g e G, entonces el subgrupo generado es un 

sub grupo do G. 

Demostacldn: 

• ) Tenemos que eº= e E (g). por lo tanto (g) - "· 

• ·} Sean x,y E (g), entonces 

algunos n, m E Z, por lo tanto 

xy-1= gn(g•)-1.:s gng~·= gn·•(;. (g). 

Por lo tanto (g) :S G. • 

DEFINICION: 

y y 

Sea G grupo. Para cada g e G se define el orden de g~ denotado 

o(g), coao el mínimo entero positivo n tal que g"= e. En caso de no existir 

se dl:e que g es do orden lnflnlto. 
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Sl G es grupo y g ~ G cm de orden n, entonces 

[g) ~ {e,g,/, ... ,g"-1
) 

Demostración: 

18 

Sea x e (g), entonces x = g" p.a. m E Z. Por el algorllmo 

de la dlvlslón existen enteros q ta les que 

O :s r < n, 1D = nq ... r 

de donde 

pero 

de donde 

Es claro que 

por lo tanto 

Teorema I .6. 

Sea G grupo y suponeamos que e e G es tal que o(eJ = n. 

Entonces si a es tal que g• "" e n d1v1de a m. 

Demstrac16n: 

Tenemos que 

p.a. q,r E l O s r < n. 

entonces 

e ::: ;t= gf'>'l+r == g~gr = gr 

lo cual solo es posible si r • O, por lo tanto 

n 1 "· • 
Teorema I.7. 

Supongamos que G es grupo flnlto, entonces todo elemento g e G es 

de ord~m f1n1to, 
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De1110straclón: 

Sea g E G, consideremos 

5 = {g,g2, ...• golGl) ~ G 

Si todos los elementos de S son dlsllnlos entonces la cardlnal1dad de 

S es exactamente o(G), por lo tanto S := G, de donde e (i S, es decir e'= e 

p.a. 1 s J s o(G). 

Si gn= g• con 1 :s n, m :s o{G), supongamos que n <. m entonces 

si hacemos J = n - m, entonces 1 :s J :s o(Gl 

gJ= gn-a= e, 

por el prlnclpio del buen orden exlste un entero rninlmo m 

1 :s m ::s o(G) tal que entonces o(g) 
" "' . 

Teorema I.8. 

Sea G de orden flnlto entonces V g E G se tlcne 

o(g) 1 o(C). 

Deeostrac16n: 

Sea g e G arbitrarlo, entonces 

{g} = {e,g,g2, ... ,gotv>·l) s G 

entonces 

o(g) = o(lgl) 1 o(Cl. 
8 

Por último introduclrcmos la noción de grupo cfcl1co así como algunas de 

sus propiedades importantes. 

DEFIHICJON: 

Se dlce que un grupo G es cicl1co sl e><lste g " G tal que 

(g) = G. 

EJe•plo: 

G = z esta generado por el elemento t. es decir (1) = z. tamblen (-1) 

~ z. 

Notemos que un grupo f1n1to G es c!cllco si y solo sí e><istc g E G tal 

que (g) e (e,g,g2 , ••• ,gn~l}. donde o(G} = n. 
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Teorema I. 9. 

Sea G grupo flnl to, supongar.ios que 

entonces G es del leo. 

Demostración: 

c(G) p con p primo, 

Como el orden de G es mayor que por ser primo, entonces 

existe g e G tal que g ~ e, así se Ucnc que 

o(g) J o(G) = p 

Como p es prlmo, entonces 

o(g) = {~ 
o(g) ._. 1, puesto que g ~ e, por lo tanto o(g) = p luego 

(g) = {e,g,g', .. .,gp-l¡ = G 

por lo tanto G es cíclico. 

De la dcmostraclón del teorema se desprende que todo clcincnto distinto 

de e en un grupo de orden primo es generador , es decl r un grupo de orden pri

mo p tlcne p - 1 generadores. 

El siguiente resultado nos da la cantidad de generadores en un grupo 

cicl leo. 

Teorema I.10. 

Sea G grupo y g e G, entonces 

Demostración: 

Sea " 
(gl)º/1¡,nl = (g"))/IJ,nl 

se tiene que 

=e 

o(g') = (J:~~~J l 

y n 

m J lJ~nJ 

o(g) entonces, 

Por otro lado se llene que g 1• = (g1 )• = e • por lo tanto 

n J ¡m 

de donde 

como 
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pero 

c,J~n) • 
_l_) 
(J,nl 

entonces 

IJ,nJ 1" 
por lo tanto 

o(g') = " = lJ,n> 

Corolario 1.10. t. 

Sea G grupo cíclico de orden n con generador g , entonces 

existen .,Hn} generadores de G. 

Demostraclón: 

Tcnemo~ que un elemento en G es generador de G si y solo sí es de 

orden n, además todos los elementos de G son de la forma gJ con O ::s 

J < n, y 

entonces o(gJ) = n sl y sólo si (J,n) = l, pero hay precisamente 'Jb{n) 

enteros primos relativos con n menores que n, por lo tanto hay r/>(n) 

generadores de G. • 

Teorema 1.11. 

Sea G grupo abel1ano y supongamos que g,h E G 

finito, entonces existe z E G tal que o[z) = [n,m). 

De¡r.ostraclón: 

Supongamos que n = o(g) y o(h) = m, supongamos que 

(n,m) = 1, sea s = o(gh}, entonces como 

{gh}nm = <1t1•ch•)n= e ya que G es abellano 

s divide a nm = {n,mJ. 

Por otro lado 

o<l'> = ln~•I = n y 
de donde 

. = -- =" ln,•I 

son de orden 
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por lo tanto (gh) 111 y (ghl" tienen orden n y m respecllvamcnte. 

Tenemos 

(tghij ·= (lghl')"= e y (lghln)'= 

entonces 

n 1 s y m 1 s 

de donde nm = ln,m) 1 s. 

De lo anterior se concluye que el orden de 

Ahora supongamos que n y m son arbitrarlas. 

Supongamos que 

m = p~'p~l .... ·p~· 

(lghl')"= e 

z = xy es 

la descomposición de n y m en factores primos respcctlvamente, 

entonces 

Definamos 11o.m.i como sigue: 

donde 

11\, = p~p~··." ·p~ 

donde 

d = {b, 
' o 

22 

(n,m). 

Notemos que 11o.m.:, no tienen di.visores comumcs, entonces (f1o Qt.,l 

y además nom., -= [n, m) 

Sean n,, = ~ I\= -i; , entonces 

o(gn,,} a _n_ = ...!!.. = n., 
<n.,n) n, 

oCh"J ~ -"- !!; ~ = m,. Y por lo anterior 
ta..•1 9i. 

o(g'lihlli) = ft.Ai = (n,ml Por lo tanto z = gn,,hm¡ llene orden ln.11}. • 



Teorema 1.12 

Sea G un gr-1..:po .:..br:l iane; f ir.l to. Supong.:ur.o~ que la ecuaci-:n 

x' =-e, tlcnc u lo más n coluci::-ics dlstlr;t:l:., en G crn,·m::es Ges cícl!c;;.. 

JJemostroción: 

Sea g E G un elemento de orden n<'lximo, (dicho g existe pues el 

orden de los clcm~nlos de G {!S~.1 a;:ota::.io F~r o(G}}, ahora demostrare que (gi 

~ G. 

supong~rr.os que n = o(c), entonces V i ::: l •.. 

' e 

soluciones de x· = (', 

e, cntonco:-s tel = \e,¡;,g;,, . ,g' ~ contiene lodas la~ 

Sea h e G arbitrarlo 'l ~t!>:l o(h) "' m, p:.>r el teorema anler1or existe k 

E: G cuyo orden es {n,m), pero {n,znl ~ n, y n es m<lxlmo, entonces n: {n,mJ 

de donde 

n = ln.m] ::=. -~mr 
por lo tanlo (n,m) =in. es declr, u1 divlde a n, entonce~ cxi!;te t e Z 

tal que n = mt, dt~ a.qui 

hn :::. h°'t= ¡¡,''')l::: ~ 

de donde h <: {g). por lo lanta (g) = C . ., 

Notemos que para un elemento de orden f1n1to g de un grupo G se tiene 

g 1 
.::: gJ implica que g 1·'= e, por lo tanto o(f,l dlv\de a i - J es declr 

i :; ¡ (moti otp,) ). 

Además sl Os 1,J < o(gl entonce~ g
1
"' ej li:.pllca i::: '· 

OEFillIC!Otl, 

Sea G ={e,¿:,¡{ .... C'L deOnlmos: p<.tra cada x E Gel indice de 

x para la base g, (i~{x)), cc:r.o el entero J f.:. {0,l, .... n - l}, tal que 

gJ:; x. 

Teorema r. 13. 

Sean G r.rupo cicllc.o d.c orden n y g generador de G, entonces 

·) 1,lel ~ O. 

· · l 1,(abl • J,(a) • l,(bl (mod nl 
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----~--------·-----~·-~--

Demostración: 

·)Tenemos que i te" g • = e, cmtonces 

n • o(g) 1 i,kl 

y J.{e) < n , por lo tanto 

J.(d =o 

.• ) Se t 1cne que glwCab) = al>, f,J,lal,,, a y 

gi,H>l~ b, de donde 

por lo tanto 

l~(ab} = lt{a) + Í•(bl tmvd nJ 

· • ·) Lil dcrr.ostr·ac1ón se hace por 1nduccion sobre k. 

Parn k = 1 es obvio y k = 2 es el lnctso anterior. 

Supongamos que 

entonces 

k({a} .;. JJa) :.. {k+l )j
0

(<1) lmod n) 

por lo tanto V ti E Cl 

DEF!NICION, 

Sea G grupo y k entero posl Uvo, se dice que G llene 

raíz k-éslma sl la ecuación X'= a tienC" solución en G. 

x,, se llama raiz k-ós1rna de a 51 x!= a. 

Teorema I .14. 

51 G es cícl leo de orden finito n, entonces a E G llene una raíz 

k-éslma sí y solo s! a~/~ • e donde d " {n,k). 

Demostración: 

q}Sca g • G generador, supongamos que x,, es raiz k-éslrna 
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• · · ·) Es conmutal1vo. 

Pero no todos los elementos llenen inverso, por ejemplo¡ en Zt el 

elemento 2 no tiene inverso ya qi.:e 

2
2= 4 a O (mod 4) 

y sl existiera x e Z4 tal que 

X·Z • 1 Ci:JO<I 4) 

entonces 

X·2
2

• (X·ZlZ • 2 • X·O • o (mod 4) 

lo cual nos indica que 2 y O son lo mlsll'IO en Z4, y esto es falso, por lo 

tanto 2 no puede tener inverso; sin embargo si x E Zn es tal que (x,n) = 1, 

existen r, s E Z tales que 

.. xr • ns 
entonces 

xr • 1 (mod n) 

luego, el residuo de r it6dulo n es el inverso de x. 

Denotemos (Zn, ·) el conjunto de residuos aódulo n primos con n, 

entoces (Zn, ·) resulta ser un grupo llamado el grupo de unldcs de Zn. 

Note•os que existen ~(n) enteros positivos menores que n y primos con 

n, entonces o((Zn, •)) = f)(n) y Bl n es prhso el orden es n -t. 

T.orecu 1.15. (Euler). 

Sea n entero posltlvo entonces 

&"' 1",• t (nod n) 

para todo a prlao relativo con n. 

Demostracldn: 

Sea a prl•o relativo con n, entonces 

que o((Zn, • l) • ;In), por lo tanto 

•"''",• 1 (mod n). • 

Teorema 1.16. (feraat). 

Sea p prlao, entonces para todo a E Z 

•••• (lllO<l p). 

E (Zn, •) y tenemos 



Nociones Cenerale!i 

!;er.nstracl.:: ... : 

Sea a E ... , tenemos dos casos 

. l p 1 a . 

.. 1 p ¡ d. 

Si se cumple lo primero 

de donde 

a .. o (mcd p; 

.iPa O a a (mod p) 

Z1 

Si p no divide a a, a<: (Zp,·J y i:orr.o o((Zp·J) 9{p) "'p - l. se 

tiene 

o bien 

.l~ a (mod pl. 

En los resultados siguientes de la presente sección se encotrarcmos 

todas las n para las cuales el grupo (Zn, ·) resulta St!r cicl leo. 

Teorema I.17. 

(Zn, ·) es cicllco si y sólo si es 2, 4, p' 

primo impar. 

La demostración de este teorema esta dada por los 

resultados. 

Teorema I.18. 

Si p es prlroo, Clp, ·) es cíclico. 

Para demostrar este teorema probaremos lo siguiente: 

tema I.10. 

2¡1, con p 

siguientes 

Para todo n e tl un pol 1nomlo f (x} de grado n cuyo 

coeflc1cntc principal no es dlvlslble por p llene lo más n ralees 

módulo n, es decir, f(x) s O (r.iod p) llene a lo m:ts n soluciones. 

Demostración: 

Para demostrar esto consideremos para cada n e N 
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J lx l 
n·l 

a,x • a .. x p 1 ª· 

Dcmostrarmos usando lnducclón sabre el grado de f que 

f(x) ;::; O (mod pl tietie 2. l:i r..ás n soluciones inconeruentes. 

n = 1. 

Como p i a., (p,a.) = 1, esto es existen :<-, y, e; Z tales que 

multiplicando par -a, se tiene: 

-a, = p{ -a,x,} + a. f -a,y_) 

o bien 

p(a_sº) = a.C-as~l + a, 

esto es 

p 1 a.(-as~> + a. 

por tanto 

f(-a,y,J a O (mod p). 

Supongamos que z es tal que 

f(z) s O (mod p), 

entonces 

;:1.z e a.C-as~l (mod p) 

es decir 

p 1 a.(z + ªn.Y"} 

y como p l a. se tiene que p / z + a~, o bien 

z & -ao}'g (rnod p). 

2B 

Ahora supongamos que todo f de grado n - 1 tiene a lo más n - i 

soluciones incongruentes. 

Supongamos que f(x) tiene grado n y supongamos que 

c0 , e,, ... , c. son n + 1 ralees incongruentes, entonce~ tenemos que 

f(x) e (x - c,Jh(x) 

con 

h(x) (a.xn-t + (a.ce + a •. 
1
)xn-z + 

+ Ca.c~-t+ ... +a,c,, +a 1 )x 

de este hecho tenemos que 



f!=.i =fe~-:,,)!\(<,_. •O lmodpi, ••=l. ... n 

es decir. 

entonces 

p (e,- e~) 

p / h(c,J, 

pero 

pues 

.= IE C. (mod p), 

por tanto 

1 h(c.l 

o bien 

h:=.l •O (mod p) 

pues h(x} a O (mod pJ a lo::~:: t.!.enc n - 1 !.ioluciones incongruentes. 

Por tanto f(x) e O {mod ;: · tlene a lo mas n soluclones .• 

De111ostraclón (del Teorc::.a;: 

Ahora la dcmos:tra,;::lon es sencilla pue sl com•lderar.ios f(:d "' 

xn- 1 

por el tema anterior a lo rr.a:s existen n rwlucloncs incongruentes de 

x" s 1 (ciod p) 

o con el lenguaje de (Zp, · J t!dsten a lo más n soluciones de 

x" =- l 

por lo que concluirnos que fZ.c, · ~ es cícllco. 

Teorema I .19. 

Sea p primo lrnpa:- entonces (Zi/, ·) es cicllco. 

Dcmstraclón: 

Sea g generador de (lp, ·), demostraré que g 

g ~ p es generador d.e IZi/.-:. 



Ccm.o g e Ci:'p. ·), entcr;.,,:;es (g.p) -= l. (.>fltonces (6,p2 ) tz l, por lo 

tanto g E" (Z11·. ·), 

Sea n = o{g) en {lp'.·). entonces 

n 1 o((Zp',·)) • p(p - ll 

a.de111á~. como 

•" ~ (mod p2 J 

se tlene 

p 1 p' g"- l 

de donde 

tt• 1 (rodpl 

entonces 

p - 1 • olsl 1 n 

entonces 3 J<,,k, E z tales (p - 1 )k,c n y nk,• p(p - l), de donde se 

tiene que 

(p - 1 )l<,k,. p nl<..~ p(p - 1). 

por lo tanto 

Jt.k,= p. es decir, J.; dlvle a p entnce k,, tlent' ls slUlt!ntei¡i posH~ltlda-

o 

doo: k,• {! 

l1. {p - 1 
p(p - !J 

Si n ;;:. p(p - l). entonces g genera a (Zp•. ·). Supongamos q:uc n "' p 

- l. 

Sea x • G ,.. p, entt1nces 

X• t (- pJ 

es declr, x es generador de (lp, ·) y por la mlsQja razón de- antes 

X 4. (tp•, · ). 

Siguiendo el rRlsmc razonaJAlento o(x) en (Zp', •) es p ... 1 

o p(p - 1). Supongamos que o{;c)a:: p - 1, entonces 

..... 1 (mod p2 ) 

por otro lado 
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ya que 

por lo tanto 

1 !! g''-t ... ~p - 1 }gp-2p 

e gp-1 + p2gp-2_ Pep-2 (mod pz} 

pero 

entonces 

de donde 

pg"- 2
• O (mod p 2

J 

por lo tanto 3 k e Z tal que p2
k = pgµ- 2 ,es decir pk g•·', de donde, 

gp-Z!!. O (mod p) 

lo cual no es posible µucs g genera a (Zp, ·). Por lo tanto el orden de x 

es p(p - 1 J = ( (lp", ·)} , entonce~ eencra a (lp', · } . 

Ahora encontrar un generador para {Zp', •) con k > 2 es fác1 l como 

nos muestra el slgulente resultado. 

Teorema l. 20. 

Sea p primo lmpar, entonces (Zµ',·l es cicllco para todo k 

posH1vo. 

Dcmastración: 

El teorema para los casos k =- l ,Z ya se demostró antes, 

entonces 3 g E (Zrl, •) tal que (g} = {lp', •). Demostraremos que (g J 

{lp', ·), para todo k ?;. 3. 



Nociones Ceneroles 

Por inducción jemn•slr:irc:·,::s lo slguient'O!: 

V k ~ 2 gp·•cp-ll,_ 1 lmod p·) 

Notemos que 

pues o(g) = p(p - 11 

Supongamos esto cierto para k > 2, como g E {Zp~,·l, entonces 

(g,p2
) = l. de donde (g,p11 -1 l = 1 para todo k ~ 3 de aquí llenemos g e (lp'· 

1
, •), entonces 

g 9 1p' ·¡= gp' tp-ll= (mod pk-1) 

entonces existe q E l tal que 

gp '!p-ll l + plt.-1 q 

y p t q pues si p 1 q , entonces 

gp'.'lp-11 1 {mod pk) 

lo cual no es posible, por lo tanto p no puede dlvldlr a q. 

Entonce¡; 

pero 

gp'''lp-1) =gplp' .,(p-111 

-=( gp' '
1

(p-1l)p = {1 .. pk-lq)p 

p 

='[ 1!1;~1)1 (pk-tq)l 
1•0 

p 

Í ttl:~IJ! pllk-tlql '"O (a1od pk•l) 

l •O 

pues si 1 it 2 entonces Jk - 1 ~ 2k - 2 > k ~ 1 

ya que k + 1 > 2k - 2 lmpl lea que 3 > k , pero estamos suponiendo 

k" 3. 

Por lo tanto 
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y sl 

entonces 

pkq s O (mod pk•l) 

es decir, pkq = pk•tt p.a. t El, de dor.de q = pt lo cu::il no es posible, 

por lo ta:ito 

gp•·11p-tli! t (mod pk•l) 

Ahora det.ostrarcinos que g genera a (!p', • l V k ;!: 2. 

(g,¡I) = 1 pues g E (Z¡I,•}, entonces lg,pk)"" 1 para toda k z: 2, es 

decir g e (Zp', ·) para toda k z: 2. 

Tomemos k ~ 2 arbl trnrla, n = o(g) en (Zp', ·), entonce!> 

y 

como k 2: 2, entonces 

de donde 

entonces 

o(g) = p(p - 1l 1 n. 

Po:- lo tanto 3 k,,~ e Z lates que 

p(p - 1 lk,= n y 

di! donde 

p(p - tlk,k, = nk, = p'"'(p - 1) 

es decir, k.)<., = pk-z, así k, divide a pk-2 entonces Je, "' pt. con O :S t 

:S k - 2, de aquí n = p'-cp - 1 J t :s t :s k - 1. 

Suponga~os t < k - l, entonces O s k - 2 - ! , de donde 

1 s gn a gp'lp-1) (mod pk) 

esto es 
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(mod p") 

como k z:. 2, entonces 

gp··~lp-t 1;; 1 {mod pie.) 

por lo tanto n = pk-l(p - 1) 

Teorema I. 21. 

Sea p primo impar, entonces (Zzp', · l es cicU.co. 

Demostración: 

Notemos que </>(2p'l = </>(2)</>(p'l = </>lp'l pues (2,p'l 

lo tanto o(cZ2p', · l) = o((Zp', · l). 

t , por 

Sea g generador de ( Zp', •}, supongamos que g es impar entonces 

(g,2) = 1 y como ge llp',·) {g,pk) '=' 1, de donde cxlstcn XpX,.YnY1 

e Z tales que 

entonces 

= gxJ + Zx, 

• = gyº + P Y 

1 = g
2

X.,Yo + 2t:XS0 + pkgxs, + 2pkx,y 

1 ::= glgxs~ + Zx,y~ + pkx 0y,) + 2.pkx,y, 

por lo tanto (g,Zpk) = 1, es decir ge {!2p', · }. 

Sea n = o{g} en (l2p', ·} entonces 

entonces 

es decir 

de donde 

n 1 o(lZ2p',.J) = o(lZp',.)) = q>(p'l 

"ª 1 (OIOd 2p') 

</>lp'l 1 n 

por lo tanto n = ~lp"l. así que g genera a CZ2r', ·}. 

51 g es par entonces x = g + pk es impar y 
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X a [; (:;:od r 

es decir x es generador l:r.par de {lp', · ), y por el razonamiento anterior x 

genera a (i2p:', ·). 

Por lo tanto {Z2p'. ·) es cicllco. • 

Hasta aquí tenemos que si n es 2, 4, p· Zp', entonces (Zn, ·) es 

cicllco, el recíproco se prueba en Jos siguientes resul lados. 

Teorema I. 22. 

Sea k > 2, entonces el grupo {Z2', ·) no es cíclico. 

Demostración: 

Para demostrar esta afirmación basta probar· que nlngun elemento de 

(Zz', ·) llene orden o((Zz, · l) 2k-l. Demostremos usando 

lnduccl6n que 

az-11.,. 1 (IOOd 2k) 

Sea a E (Z2", ·) arbitrarlo. 

k = 3, 

Va e (Z2',•), Vk>2. 

Como a e (Z2', · ), (a,2kl = 1 , enlences a es impar, es decir, 3 

s e l tal que a = 2s + , entonces 

,1
2 = (2s + 1 )2 

::: 4s2 
+ IJ.s + 1 = 4s(s + 1) + 

y s o s + 1 es par, entonces a
2 = St + 1 p.a. 

a2 
¡¡¡ 1 (mod 2J} 

Supongamos que 

entonces 

2k 1 ,/''_ 

de aqui, 3 t e l tal que 
2' l k 

a = 2 t + l, entonces 

,. .. [2•-11.¡• k z 
a = a = (2 t + 1) 

= z2kt2 + zk•1t + t 

t e Z, es decir 

= zktl (2k•t t2 + t) + 1 S 1 (mod 2k•I) 

por lo tanto (mod 2•¡ V a e (Ii,•) 



,. 
entonces e (a J :: 2"' ~ 2 ( 2k- t, de donde n ingun .¡ ~ l :2·, · ) , ccn ;.,. > 

puede generar a (¡z·, ·), por lo tanto C2', · ) no es cicli co. 

Teorema I. 23. 

Sea n entero pos1tivo, s1 (Zn, ·) es cícllco, entonces n =- 2ri- ;/ 1
• 

con p pr1rno impar y e, = o o 1; o blen n "" 4.. 

De1110stración: 

Supongamos que n =- p~•p;' .... · p~' la dcscor.:pos1clón de n en 

potencias de prlmos, supon,eamos que exlste g E (Zn, ·) generador, 

entonces o{g) = 9(n). por el teorema de Eulcr tenemos 

es decir. para cada O:S j s k, 3 t
1 

lal que N = 9(p~')t, de aquí que 

gM:::: g""''p~'lt,'= ( gfC¡1~')f'' 5 1 (mod p~·) V J • l. .. .,k 

entonces, 

de aqu.f que 

pero 

por lo tanto 

de aquí que los ~(p~') sean prlrnos relativos entre sl. 

Sl p, Je p
1 

impares • tenemo5 que 

l'J(p:·) = p:·-•¡p - 1) y ¡'>(p:') = p:·-·(p,- 1) 

son am.bos pares lo cual no puede pasar, por lo tanto n =- 2°\p•'. 

Ahora sl el?! 2 y e1 ~ 1. se tiene ~(29'} = 2"1
•

1 y ~(p:1 ) son ambos 
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pares. lo cual no es posible, por lo tanto e,< 2 o e,= O y ya se probo 

que e, no puede ser •ayor que Z. 

Por lo tanto n es 4, o es de la forma 2pe'. • 

Con esto ter11lnamos la de11ostraclón del Teorema I.17. 



CAPITU.O 11. 

NUMEROS SEUOOPRIMDL 

En este capitulo retoma.rcroo5 la deflnlcl6n de número seudoprl9'0 para 

estudiar algw\3.s propiedades y consecuencias de éstas. 

En la prlmera Decclón se demostrarfl que e~h.ote una Lnflnldad de 

seudoprlaos para cualquier base y una forma de construirlos; en las dos res

tantes se estudiaran dos tipos de números, números de F'ermat y números de 

Hersenno que bajo ciertas condlclones resultan ser scudoprlmos para la base 

z. 

11.1. SruloPRIMOS. 

DEFINICIOH: 

Sea b entero poilltlvo, si n es un entero coapuesto posltlvo y 

b
0 

• b (mod ni 

se dice que n os seudoprl11<> para la base b. 

EJeaplo: 

91 es seudoprlao para la base J, pues 391
• 3 (mod 91). 

ya que 91 • 7· l::J y por el teoreaa de Euler 

J
6

• 1 (inod 7) 

J
12

• 1 (rod IJ) 

38 
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de aquí 

además 

33= 27 a 1 (riod 13) 

entonces 

por lo tanto 

J 90
;r 1 (JOOd 91). 341 es scudoprlmo para la base 2, pues z30

s 2 (mod 341}. 

341 = 11·31, por otro lado 

z'ºe 1 (llJOd 11) y 25= 32. 1 (1110d 31) 

entonces 

2"º= cz'ºJ"• 1 Cmod u l 

y 

2340= (25
)
68• 1 (mod 31) 

por lo tanto 

2
3

'
0 
.. 1 (mod' 341}. 

51 consideramos el grupo multlpl1catlvo (Zn,•), n es seudoprlmo para 

la base b E (Zn, • )sl n es compuesto y bnwl= 1 en Zn. 

51 tenemos un entero x tal que (x,nl 1, por el algoritmo de la 

dlvls16n existen q,b E l tales que; 

xsnq+b y o :S b <n 

esto es, x a b (mod n). Por esa razón solo se considerarán en lo 

subsecuente bases O :S b <n. Además sl d = {b,n) se llene que 

dlb y din 

Implica que d 1 Cnq + b) = x 

entonces d = 1 , es decir, (b,n) .. 1 asi que, b E (Zn , ·) 

A continuación se veré que las bases para un seudoprlmo fonnan un 

conjunto cerrado bajo el producto. 

Teorema It.1. 

51 n es seudoprlmo para las bases b, y b,, entonces n es 

seudoprlmo para la base b1bi· 
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DemostJ"dción: 

Supongamos que n es seudoprlmo para las bases b, y b,, 

entonces; 

b~ a b, Cmod n) y b~ ~ b, (mod n) 

Por lo tanto 

Teorema I l. 2. 

Sea n entero posltlvo compuesto. 

a) Sea b positivo tal que (b,n) = 1. entonces; 

n es seudoprlmo para la base b si y sólo si el orden de b en (Zn, ·) 

dlvlde a n - l. 

b)Sea b e (ln , • ) entonces: 

n es seudoprlmo para la base b si y sólo si n es seudoprimo 

para la base b -i. 

c)Sean b,b, E (Zn , •} y supongamos que n es seudoprlmo para las bases 

b 1 y b1 , entonces; 

n es seudoprlmo para la base b,b;1. 

Demostraclón: 

a)Sea b positivo tal que (b,n) a 1 , Supongase que n es 

seudoprlmo para la base b entonces, 

b" • b Cmod nl 

y como (b,n) • 1 se tleno que; 

bn-l• 1 (mod n) 

luego el orden de b en (Zn , · ) divide a n - 1. 

Roclprocamente si el orden de b divide a n - 1 existe k E l tal 

que o(b)k = n - 1 , entonces, 

bn-1 =i bo<blk • l (llkld n) 

b)Sea b e CZn , •) y supongaraos que n es seudopri110 para la base 

b, esto es; 

b" • b (mod n) 



multlplicando por {b- 1 J:i•: t•!f;emos: 

(b- 1 ) <; lb-::r.~!bn <= (b-l)n•lb"' {b- 1 ) 0 (mc:i r¡l 

As! n es scudoprimo para líl t.cise b- 1. 

c}Este resultado es consecuencia directa del teorema Il.1 

Junto con el inciso h. 

Corolario I l. 2.1. 

Sea n entero posi ll vo compuesto y sea 

S = {b e(ln, ·) ! n es ~:.eudoprimo para la base b}, 

entonces S es subgrupo de lZo, ·). 

Demoslraci6n: 

Claramente n es scudoprlmo para lt! base t. 

" 

Del teorema anterior, si n es seudoprlmo para las bases b,.b1 E 

(Zn, •) , n es seudoprlmo para la base b,b:
1 
.• 

Para enteros compuestos que sean el cuadrado de un primo es muy f<lcil 

determinar si se trata de un seudoprlmo para alguna base, como se ve en 

el siguiente resul t.1do. 

Teorema II.J. 

Sea p pr lmo y sea b E ( lp1
, ·} entonces p· es seudopr lmo 

para Ja base b si y solo sl 

Demostración: 

Primero supongamos que seudoprlmo para Ja base b, 

entonces 

o bien 

así 
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bP •-llb(p·ll (mod p2 ) 

y como el orden de (Zp\ ·) es p(p - t), entonces 

bp<p-ll m. t (mod p'l, 

por lo que 

Notemos que este argumento es reversible, por tanto 

para la base b sl y solo si 

bp·t., b (mod p2 ) 

2 
p es seudopr lmo 

Dado un seudoprimo se puede encontrar olro a partir de éste como se ve 

en los slgulentes resultados: 

Primero considero la base 2 para posteriormente hacerlo para cualquier 

base. 

Teorema U.4. 

Sea n entero seudoprlmo para la base 2, entonces; 

2"- 1 es seudoprimo para la base 2. 

Demostración: 

Sea H = 2"-1 • como n es seudoprlmo para la base 2, en 

particular n es compuesto. 

Entonces 3 d divisor propio de n. Por el :tema 1.2 tenemos que 

2d-l 1 2"-1 

además zd-1 - 1 puesto que d > 1, y 2d-1 - 2º-1 ya que 

d ~ n, es decir, H tiene un divisor propio, luego H es compuesto. 

Ahora, ya que 

2" • 2 (mod nl. 

n 1 z" - 2 
es decir. existe k E Z tal que 

nk = 2" - 2. 

lf - 1 = 2" - 2 = nk, 

de aquí que; 

n 1 lf - !. 



Por el lema I. z. 
11 = 2° - 1 1 2•-•- 1 • 

entonces 

2•-t • 1 (mod H) 

Por tanto H es seudoprlmo para para la base z. • 

El siguiente teorema nos prueba lo anterior para cualquler base: 

Teorema II.5. 
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Sea n entero pos1l1vo, y b entero tal que (b-1,n) = 1 sl n es 

seudoprlmo para la base b, entonces 

es seudoprlmo para la base b. 

Detnostrac16n: 

b~-1 
N•-

b-t 

Prl•ero notemos que N es entero pues b - b" - J , (~na 

I.2). Como n es scudoprlmo para la base b 1 en particular n es compuesto, es 

decir, 3 d divisor propio de n y por el Jlema l .2. bd- 1 1 bn- l, ésto es, 

existe k E l tal que (bd- 1 )K = bn- 1, de ésto se desprende que 

:·= : k = :·= : = N 

por lo tanto N es compuesto. 

Consideremos 
N _ 

1 
= ~ _ 

1 
bº- t - b +1 bº- b 

b-t b-J "'"¡;-:-¡ 
como n es seudoprlmo para Ja base b tenemos que se CUUlple 

b"• b {rod n) 

es decir, 

n 1 b"- b 

entonces ex1ste un entero 1 tal que nJ a bn - b. as! que 

N-1=~::.~ 
b- 1 b - J 

y como (b - 1,n) = 1 , entonces 

es entero, 

nlN-1. 

Del .1:"'"'1 1.2 se sigue que 
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b"- 1 1 bH-l_ 1 

entonces se llene que bN-t_ t = (b"- l)m p.a. zn E Z. Por tanto 

bH-l_ 1 = :~= ~ (b - l}m = N[(b - lJciJ 

es dec1r, 

así que 

b'• b (mod N! 

N es seudoprlmo para la base b. 

.. 

Los números scudoprlmos, al Igual que otros tipos de enteros, 

constl luyen un conjunto 1nf1nlto como se v6 abajo. 

El siguiente lema nos servirá para demostrar que hay una infinidad de 

seudoprlmos para las bases 2, 3 y 5. Dcspues probaremos el resultado para 

bases arbitrarlas. 

:tema ll.1. 

Si n • 1 e impar, entonces 

a) c2.~:; 1 
> = 1. 

b) (4.~~;1> 1. 

Demostraclón: 

a) Sea d = (4,3"- 1), entonces d divide a 4 así que se 

tiene alguna de las siguientes posibilidades' d ={ ! 
sl d = 4 entonces 

4 1 3"- 1 

lo cual no es posible según el .fema I.4. ya que n es impar. 

Por lo tanto d a 1 o d • 2, pero claramente 2 divide a 3"- 1 , 

de donde d = z. 
De aquí que 
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b) Sea d = {16,Sn- ll entonces d divlae a 

16 = t', así que d puede ser: 

d = ¡~ 
16 

vamos a probar que d no puede ser 8. 

Sl d = B, entonces 

s 1 s"- 1 

lo cual no puede pasar por el Lema 1. 4 

Por lo tanto tenemos que d ~ B. Ahora 

d = 16 

s 1 16 1 s"- 1 

lo cual no es poslblc. 

Por el lema l. 4 

4 1 s"- 1 

por lo tanto d = 4, de donde 

4 = (16,s"- 1¡ 

así que 

Corolario II.5. t. 

no puede ser 16 ya que si 

a) Existe un número lnfinlto de scudoprimos para la base 2. 

b) Existe un número infinito de seudaprlmos para la base 3. 

c) Existe un número lnflnlto de s~udoprlmas para la base 5. 

Demostraclón: 

n < 2"-1 

base 2. 

a) Para demostrar éste lnclsa, observemos que sl n > l entonces; 

{lema I.3). y sabemos que n = 341 es scudoprlmo para la 

Oc esta forma se puede generar una cadena infinita de scudoprimos para 

la base 2. 
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b) Como antes, tenemos que sl n > 1 entonces por ;fema I. 5 

2n + 1 < 3" de donde 
J"·l n < -
J-1 

y usando el teorema anterior junto con el lema se llene que sl n es seudo-

prlmo para la base 3, entonces ~:; 1 es scudoprlmo para la base J, 

J"-t 
3J."""1 -
-~ 

es scudoprlmo para la base 3, etc., como 91 es seudopr 1mo 

para la base 3 entonces sl hacemos 

entonces 

n,< I\< n,< •••• 

es una cadena lnflnlta de seudoprlmos para la base J. 

e) De nuevo tenemos que 4n + 1 < s" V ne N, (segun .tema 1.5) de 

aquí que n < s~-l V n e tL 
5-1 

Tenemos que 

entonces 

por lo tanto 

de donde 

561 = 3·11·17 

52 
e 1 (mod 3) 

5
1º• (mod 11 l 

516
• (mod 17) 

5
560= (5

2
)

21'°• 1 (mod 3) 

5560.,. (51o)S6a: (mod 11) 

5560= C516 J35
• !mod 111 

5
560

• 1 (mod 561) 

11 5 (mod 561 ). Esto es: 561 es seudoprlrno para la base S. Por el tcorer1a 

y lema anteriores 
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lodos son seudoprlmos para la base 5 y adetná$ 

n,,< n..< n,< .... 

son un conjunto infinito de seudoprlmos para la base S. 

" 

Tenemos hasta aquí una forma de construlr scudoprlmos para algunas 

bases a partir de un seudoprlmo dado. El slgulcnte teorema nos dá una forca 

de construir seudoprimos para CUíl.lqulcr base. 

Notemos que sl b = 1 entonces cualquier entero compuesto positivo es 

seudoprimo para la base l. Por esta razón en el teorema sólo se consideran 

bases mayores que 1 . 

Teorema 11 .6. 

Sea b entero mayor que 1 y p primo tal que 

p 1 b(b
2

- 1) 

entonces 

es seudoprhio para la base b. 

De11JOstracJón: 

Notemoa que p 3t 2, pues b o b2- 1 es par. 

Tenemos que n es entero ya que 

2 1 Zp 

y por el .'tema 1.2. tenemos que 

AdellAs 

b1
'- t ti' - 1 b". 1 

n ,. tf':T "" ;-:-¡-~ 
Por lo tanto n es compuesto. 

Ya que 

entonces 

b
1
'- 1 n-l=r-¡--1= 

b .. _ 1 - b1 + 1 

b - 1 
b .. _ b1 

-¡;r:-;- ' 



y como p es pr l r.io tenemos 

así que 

es decir 

Como además 

pues 

se stguc que 

\ Ahora notemos que 

Por lo tnnto 

n - 1 

bP = b {aiod pJ 

p 1 b(b·- 1) 

p 1 n -

tt--- b'. 

,04'""+ b.~ ..... ... · .... b'+ tt, 
pwl •u111.sndo11 

•• 

Como p - 1 es par, entonces n - 1 es su.ma par de potencias de b, por lo tanto 

n - 1 es par, es decir, 

2 n -

y como 

p 1 n -

con (p,2) a: 1 entonces, 

2p 1 n - 1 

Por el .lema l. 2. 

Como 

esta lrnplica que 
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Por lo tanto 

entonces 

bn !! b (mod n) , 

Por lo to.nto n es seudoprlmo para la base b. 

:t.cma II. l. 

Sea x entero posltlvo, entonces existe una 1nf1n1dad de primos que 

no dividen a x. 

Demostración: 

La demostración se sigue de el slgulenlc hecho: 

El teorema fundamental de la ar 1lmét1 ca nos dice que todo número pos! t lvo t:ia

yor que 1 se escribe como un producto f1n1 to de potencias de primos de mane

ra única, por lo tanto la cantidad do primos que no dividen a un entero es 

lnflnilo, ya que hay una lnflnldad de prlmos.
11 

Teorema ll. 7, 

Para todo entero b positivo, existe una infinidad de enteros 

seudoprlmos para la base b. 

Demostración: 

Sea b > O, sl b = 1 es obvia que existe una inflnidad de 

scudoprlmos para la base 1. 

Supongamos que b > 1. Por el lema anterior existe una lnflnldad de 

primos que no dlvldcn a b(b•- 1) , por el tcorceia ant.crlor 

b1
•- t 

l\ o r-1 

es scudoprlmo para la base b para cada p prlzr:o que no dlvlda a b(b2- 1). 

Por lo tanto exlstc una 1nflnldad de seudoprlmos para la base b .• 

Ejemplos: 

Sl b:::: 2, entonces p = S no divide a 2(2
2-1), por lo tanto 
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es scudoprlmo para la base 2. 

51 b = 3, p = 5 no divide a 3(32 -1). por lo tanto 

Jl" ,_ l J'"-1 
n =~=-a; 7381 

es seudoprltto para la base 3. 

Para flnallzar esta sccclón vale la pena nolar que no todos los 

seudoprlmos son de la forma 

b1 ~- 1 

i7=1 
con p no es divisor de b(22

-
1), por ejemplo 91 es seudoprlmo para la b:ise 3 

y si 

entonces 

es decir 

bº- 1 b~·- 1 
91 = ~ = -8-

728 = 8•91 = 32
"- 1 

727 = 32'> 

Por otro lado, tenemos que 727 J" 3
203

, esto diría que 32
P :::: 32

"
3 

F) 

2p = 2·3, así que p = 3, sin embargo 

3 I 3(32- 1) = Z4 • 

11.2. NuMERos DE ÍERMAT. 

Teorecna 11.8. 

Sea n entero posl t 1 va. 51 zº + 1 es primo, entonces n es una 

potencia de 2. 

DeJDOstraclón: 

supongamos que Zn+ 1 es prl1r10, s1 resulta que 

2n+ 1 .. 3, entonces n = 1 = zº. 
Supongamos que n > 1. Sea d > 

par, entonces, como 

divisor de n y supongamos que d es la-

d 1 n 

3 k e l tal que dk , ademá como d ~ 1 se tiene que 1 < k y como d es 

impar 
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12·· 2J(<2T·- 12·1"• 

(2'+ 1)((2')'·- (2'}'~+ + {2' )'- 2'+- 1) 

= {?.' )•- (2' )' ·+ + {2' )1- {2' i~ + 2' 

+ (2')' - \2' )''• + (2 )'- 2'+ 1 

(2')'+ = 2'"'+ 1 = 2"+ 1 

po lo tanto 

pues estamos suponiendo que 2n+ 1 es primo, por lo tanto d es par, si es 

divisor de n, por lo tanto n = 2°' p. ,i. ui e ~l v {O} quu es lo que se qui?

rla probar. • 

Concluimos que: sl z• + 1 es primo entonces es de la forma 2 12" 1+ 1. 

DEFlllICION' 

Para cada n l= O se define el n-ésimo entero de fermat cotto 

fn=2
20
+l. 

Ejemplos: 

Fo =- 2
20 

+ 1 = 3. 

F1 ,,. 2
21 

+ = 5. 

F2 "' 2-;f + 1 = 17. 

Fcrmat conjeturó que lodos estos nUmeros son primos, pero desafortunada

mente ésto es falso como lo muestra el siguiente teorema: 

y 

Teorema II.9. 

El quinto entero de Fermat 

Demostración: 

Notemos que 

2' 
Fs = 2 + 1 

641 16 + 625 = 2
4 

+ s" 

es divisible por 641. 

641 = 640 + 1 = 5· !2B + 1 = 5·2
7 

+ 1 



MU.ero• Seudoprl~o10 

de aq'.lÍ que 

Por lo tanto 

2·2 ... 1 = (641 - 5')2'+ 1 

61\1·2.'"- S'l2-)'• 1 = 
61\1 ·2 .. - {6111 - 1 l'• 1 

641·21'0- (61\1'- l\·61\P+ 6·641' - 4·64.l + 1 l + 1 

641(2 .. _ 641'+ 4.·641 1
- 6·641 + 4} - 1 + 1 = 

61\1{2,.- 61\P+ 4.·6-11 1
- 6·641 + 1\). 

641 1 F;. • 

En el c<i.pílulo V daré uno. condición ncccsa1·1a y suficiente para que Fn 

sea prlmo. 

El siguiente resultado nos dice de que forma son los divisores primos de 

un entero de Ferina t. 

Teorema 11.10. 

Sea fn = 2-;: + 1 un entero de Fcrmat, entonces los dlv1sorcs pri-

mos de fn son de la forma zn•lk + 1, k e l. 

Dcmostn:irlón: 

Sea p dlvlsor primo de Fn, entonces 

p I Fn ::1 22~+ l 

notemos qtJc p ~ 2, pues Fn es impar. Como 

p 1 22 '+ I· 

se tiene 

22" ~ -1 (mod p) 

de aquí que 

C22"i'" <-1¡• • 1 (mod pJ 

por lo tanto 
2~"' 

2 !lii 1 (arod p) . 

Como p ~ 2. entonces {2, p) = 1, por lo tanto 2 e (Zp, •}. entonces 

o(2} 1 2n•l, 
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por lo tanto o{Zl = 2• para alguna O < n $ n + 1. Suponga.mas que r:J < n +1, 

es declr que m :s n. asi que n - 11 ~ O y por lo tanto zrr• z.; 1. 

Como o(2) = z• $e tiene 

z.,.. 1 (,,00 p) 

entonces 

pero 

por lo tanto 

1 ~ -1 (rod pl V 
o 

pues p -1- 2. 

Entonces Jl1 =- n • 1, por lo tanto o(2} = 2n"
1

. 

Colllo p -. Z se tiene que (p.21 = 1, entonces 

z•-·~ 1 lmod pi , 

entonces 

¿••'= o[Zl 1 p - 1 . 

Por lo tanto 3 k. E z \.al que zn"I k = p - 1, de donde se concluye que 

p = zn•lk + 1 
• 

f.n el capí lulo V dcm.ostraremos que p = zn•2k + 1 cuando n l: 3. 

Teorema 11.11. 

V n E ti. 

Foft· •.• ·fn-1 =Fa - 2. 

Dewstración: 

la de11tostración se hace por inducción. 

n • 1. 

S\lpongaJlOS que 

Tenemos que 

f1 - z = zz • 1 - z = 3 =2T • == Fo 

Foft• ..• •Fn-1 = fn - Z 

Foft • .•. •frrtfn = (fofl · .•• ·fn-1 )fn = 

CFn - ZIF'n = [Zt' + 1 - Z)(Z.,-+ 1l ~ 
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·- 1 )(2"" + 1 J = C22-l' - 1 

2Z''\ 1 - 2 = Fn•t - 2 

lo cual completa la demostración. 

Teorema IL 12. 

Sl n ~ m entonces 

ffn,Fa) = l. 

Demostración: 

Sln perdida de general ldad podemos suponer 111 < n . 

Por el teorema anterior 

Fn• Fn - 2 V O s. n' < n . 

Como m < n entonces 

Fm / Fn - 2 , 

es decir, 3 k e l tal que F··k = Fn - 2. 

Sea d e (F •• Fn} entonces 

d 1 F• y d I Fn 

por lo tanto 

d 1 Fa• k = Fn - 2 Y d J Fn , 

Entonces d 1 2 luego d = 1 o d = 2. 

Sl d = 2.. entonces 

21Fn=2-r+ 

lo cual no es posible. Por lo tanto d = 1. 

Lo cual completa la demostración.• 

Teorema II. 13. 

Sea n ;?;; O entonces Fn ::. 2';(' + l es prl1110 o es seudopr bio para la 

base 2. 

Demostración: 

Notemos que 

. . 
2-2"' + 2 - 2 = 2C2"' + tl - 2 e 
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2 · í Z' - 2 = Fz, -+- {F i· - 2 s f 2"'= 2 (mod f'r,} 

puesto que n < 2" {lema 1.3} y F
2
.- 2 es d!vld1do por Fn. 

Por lo tanto 

21
ft ;g 2 (mod Frd 

es declr Fn es seudc.prlmo para la base 2. si Fo no es primo. • 

11.3. NUMEROS DE MERSENNE. 

DEF!NICION: 

Sea m un entero posi Uvo, entonces el número 

H. = 2·- l 

es llamado el m-éslmo número de Mcrsenne. 

Si para. p primo Mp "' 2P- l también es primo, entonces a Hp se le 

llama prlm.o de Hersenne. Esta dcf1n1clón es adecuada en Vista del Teorema 

Il .14. 

Ejemplos: 

H1 = 2
1
- = l. 

H2 = 2
2
- = 3. 

HJ=2
3
- =7. 

H.a = t'- = 15. 

En los ejemplos H2 y HJ sori primos de Hersenne. 

Teores!Q II. 14. 

Sea n entero positivo, entonces Hn = 2n- primo Implica 

que n es primo. 

Demostración: 

Haré la demostración por contra puesta. 

Supongamos que n es compuesto entonces n = ab con 

1 < a < n y 1 < b < n. por lo tanto 

Nn = 2°- 1 = 2"'b_ 1 
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Por el :t'.cma I 2. 

2" - l 1 2ªb- 1 • 

de ésto se sigue qu~ Mn = 2"- 1 es compuesto. 
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Dcsafortunadnmcnlc el recíproco de este teorema no es vá.l 1do por 

ejemplo: 

Hu = 211 
- t = 2047 = 23•89. 

es decir, H11 no es primo, sin cmbareo, 11 es prlrr.o. 

En el slgulcntc resul lado se dara la forma que tlcncn los dlvlsores pri

mos de un número de Hersennc Mp cuando p es pr1mo. 

Teorema JI. 1 S. 

Sea p prima, entonces los divisores primos de 

Hp = zP-
son de la forma 2kp + 1, con k > O. 

Demostración: 

Sea q divisor primo de Mµ "' zP- 1, por lo tanto 

q 1 2•- 1 

esto es 

zP a: 1 (mod q) 

Adc1ná.s q '#. 2, pues si q = 2 tendrlamos que 

2 1 2• - 1 

lo cual no es posible, por lo tanto (q, 2) = 1, entonces 

2 E (Zq,·) . Como 

2• • 1 (mod q) 

se tiene que el orden de 2 divide a p, pero p es primo. por lo tanto o(2) = p 

así que 

p 1 q - 1 

Ademfu:: q - 1 es par, ésto es 

2 1 q - 1 

por lo tanto 



2p 1 q - 1 3 k e talql.le 2pk=q-1, es decir. q=2pk+ l.• 

Teorema II .16. 

Sea p prl1ao, entonces el p-éslmo número de Mcrsennc es primo o 

bien seudoprlmo para la base 2. 

Demostración: 

Tcnezos que Mp = 2P- 1, entonces Mp - l = zP- 2, por lo tanto 

2K.-l= 22'"-2 . Por otro lado tenemos que 

Esto es, 

de donde 

entonces 

2•• 2 (mod p) 

p 1 2•- 2 

Hp = 2•- / 22'-z_ 1 = 211,-l_ 1 , 

211,-lE l (mod Mp) 

211,• 2 (mod Mp) 

por lo tanto Hp es scudoprlmo para la base 2, sl Hp no es primo. • 



CAPITULO 111. 

NUMEROS OE CARMICHAEL 

111.1 NuMEROS ÜE CARMICHAEL. 

El teorema de Euler nos dice que sl p es prlmo se cu:nplc 

aP-1 a 1 (mod p) para todo a ~ (Zp, ·) 

lo cual nos dá una buena aproxlmaclón para saber si un núsoero es primo, ya 

que si 

an.-l• 1 (mod n) 

para ale.Un a E (Zn, ·), entonces n es compuesto. 

Por ejemplo: 

n = 341. 

tenemos que 

y 

así 

2IO • 1024 B 1 (mod 341) 

7
3= 343 " 2 {mccl 3411 

1"º= ¡73¡ 11J7 a 211"7 s 21102'7 ~ 28. 1 (DJCXI 341) 

por lo tanto 34.1 es compuesto. 
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El reciproco de este teorema es folso, pues hay nú.mcros compuestos 

que siguen cwnpllendo la congruencia anterior, por ejemplo: 

n = 561 = 3•11·17 • s~ be tZri,·l, entonces b es elemento de 

(Z.:J.-), (Z11, ·) y de (?17, · ), de donde 

es declr, 

por lo tanto 

b
2

• 1 !rod Jl 
b~~li l {mod 11) 
b g 1 (mod 17) 

(moJ J) 
(mod 11) 
lmod 17) 

b
560

• 1 (mod 561). 

Este tipo de enteros recibe un nombre espcclal; 

OEflN!CIOll: 

Sea n entero compuesto posl Uva, n 

Cariaichael sl cumple coi\ 

se llama nUmero de 

bn~i= l (mod n} V b tal que (b,nl =- 1. 

De nuevo, como b es congruente con algún entero entre cero y n - 1, 

restringiremos nuestra atención a los enteros b tales que O :S b :s- n - 1. 

Entonces la defin1cl6n se puede cambiar por la s1gu1ente: 

DEFH!IC!ON: 

Sea n entero compuesto posltivo, n se l laina núrnero de 

Carmlchael sl cumple con 

bn-t• 1 (DJOd n} 'V b E (ln, •). 

A través de los slgulentes resul lados se puede observar que los nU

•eros de Carm1chacl se deCC0111ponen como un producto de mfls de tres primes 

distintos donde cada uno de ellos no aparece m~!J de una vez en dlcha 



descomposición. 

OEFillIC!Otl: 

·) Un entero k se l lamzi cu\).dra.do perfecto si 

k '= u? para algun m E Z. 
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· ·) Se dlce que el entero n es l1bre de cuadrados sl no es 

dividido por nlngun cuadrado perfecto dlsUnto de 1. 

:fema l!L l. 

n es llbre de cuadrados sl y solo s1 

n = :! p,p~· ... ·p. 

donde p, • s son pr irnos y p, l! Pi cuando l ~ J. 

Demostración: 

su descomposición como potencias de prltnO!i. 

Supongamos que c1 ~ 2 p.a. Je {l, ...• k} , entonces 

p2 1 P
0

' 1 n • 
lo cual no es posible, pues n es libre.• de cuadrados, por lo tanto 

n"" :! p,p~·, .. ·p,. 

~) 51 n no es Ubre de cuadrados entonces m2{ n • así que sl p 

primo dlvtde a m entonces p2f m2 j n. 

Proposic1Cn IU. t. (Teorema Chino del residuo). 

Sean tf\,m_, •••• 111., enteros positivos tales que 

(~ 1 '1,) = 1 siempre que 1 ;e J, entonce!i el s1stel1\a 

x2a1 (modn~) 
x ii! ª• (mod in,,) 

1 i 
x a a.. (rnod m,.} 

tiene soluclón, adem~s cualquier pnr de soluctones son congr\Jcnt~s 

01otlulo M D ll\Dl, ••• ""1.· 
Dernostraclón: 

Pr 1.mero supongamos que son soluciones del sistema, 
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entonces 

x~a x, ( mod m ) V J 1 , .. , , n 

es decir 

m, 1 x,.- X1 V J = 1, .. , n 

de donde 

[m, ,m,. ... • 'l.] = H J x,- x, 

es decir, 

x~= x1 (mod M) 

Ahora, para cada 1 a:: 1, ... ,n, hacemos H.= ~, entonces 

(H_,in.) = 1, de aquí, 3 x.,y, E 1 tales que 

1 = H,x, + m..Y. 
entonces 

por lo tanto 

Sea x = [ a.K,,x,. Como m; J H.. siempre que 1 ¡ir; J. entonces 
l•I 

es decir x es solución del sistema. 

Teorema l II .1. 

Si n es de Carmlchael, entonce::. n 

cuadrados. 

Demostración: 

Por contraposición. 
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es libre de 

Supongamos que m
2 1 n , entonces p

2 1 n V p primo divisor 

de 11. 

Tomemos p cualquier divisor prlr.1.0 de 111 

Sea g e (lp', ·) generador, entonces o(g) = p(p 1l en 
(Zp•, • ) . Hacemos 
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n= n q 
q prlao 

•In 

entonces por el teorema Otlno del residuo 3 b tal que 

b e g (mod p'l 

b•](modllol (1) 

por lo tanto 

b E (Zp', ·) y o(b) = p(p - l) 

y además 

= b - n t para alguna t e Z por ( 1 ) 

así que 

(b,p
2

) = l • (b,,_) 

por lo tanto 

(b,n) = 1 • 

Supongamof. que n es de Carmlchael, 1 ucgo 

bn-I: 1 {mod n) 

y como p
2 n entonces 

de aquí 

o(b) = p(p - 1) 1 n - 1 

esto implica que p J n - J , lo cual no puede pasar, pues p ( n 

por lo tanto n no puede ser de Carmlcha.cl.• 

Teorema III.2. 

Sea n positivo libre de cuadrados, entonces n es de 

Carmlchael s! y solo sí p - 1 1 n - l para todo p primo que divida a 

n. 

Demostración : 

P r lmcro supongamos que p, - 1 f n - J V j 

para cada j = 1,2, ... ,k 3 ti tal que (p¡ - l}t 1 = n - 1. 

Sea (b,n) = 1 , entonces 

1,2, ... ,k luego, 
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lb,p_l V J 1,2, ... ,k 

de aquí 

asl 

es decir 

bn-le 1 {mod n} 

por lo tanlo, n es de Carmich~el. 

Ahora supongamos que n es de Carmlchael. 

Sea p primo dlvl~or de n , y g gL~ncrador de (Zp, ·}. 

Corno (p,;} = 1 , 3 b tal que 

b ;: g (mod p) 

b ¡¡¡¡ 1 {mod _!:._ 
p 

entonces 

pues 

olgl = olbl = p - 1 (b,n) 

(b.~) 
p 

y (b,p) • l. 

Como n es de Car111lchael 

de aquí 

por lo tanto 

o(b) = p - 1 J n - 1. • 

Teorema 111.J. 
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Sl n es de Carmlchael, entonces n es producto de má.s de dos 

primos distintos. 

Demostración: 

Suponga.s:ios que n = pq , y p q son primos dlstinlos¡ sin 

pérdida de generalidad podemos suponer p < q 



Por ser n de Cann!chael se t!enc que 

q - 1 1 n -
es decir 

n - l e O (mod q - 1). 

Además 

n- =¡x¡-l=p(q-l+l)-l•p-1 (mod q-1) 

pues 

q - 1 + 1 s (rnod q - 1 J 

de aquí 

n-tep-taO (mod q-1) 

es decir: 

q - 1 1 p - 1 

lo cual no es posible, pues p < q . • 

•• 

En el capítulo anterior pudimos probar la existencia de una Infinidad de 

seudoprlmos para una base dada, desafortunadamente no se ha podido probar esto 

mismo para los números de Carmlchael, sin embargo, hay lndlclos de que cxlzte 

una infinidad de ellos. Todos los intentos por demostraio son tambir.n conjetu

ras. 

Observemos el siguiente teorema: 

Teorema. I I 1. •. 

Sea m positivo tal que 6m + 1, 12m + 1 y 18m + l son primos, 

entonces 

n • (6m + 1) ( 12m + 1 )( ISm • 1) 

es de Carmlchael. 

Detnostraclón: 

En Vista del Teorema IU.2. basta demostrar que 6m, J2m y 18m 

dividen a n - 1. 

Notemos que 

n - 1•(6m+1)(12m+ 1Jl!8m + !) - 1 = 

(6·12m' + !Bm + l)(!Bm + 1) - 1 = 

6•1?.·18m' + (6·12 + t81 )m' + 36m + 1 - t = 

m(6·12·!Sm' + (6·12 + IS')m+36). 
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m = 6 

Por otro lado 
6· 12· lBai· ... {6· 12 + 1a~ Jm +- 36 

6(12·18m' + (12 + J·:SJm + 6) 

12(6· l8cr· • {6 ... 3' 1m -.. JJ = 

18(6·12m .. + (4 + 13lm + 2 

Por lo tanto 6m, 12m y 13m ~lviden ~¡ n - J. 

Ejemplos: 

Para m = 1 

1729 = 7·!3·19. 

294109 = 37. 73· 109. 

lU = 35 

5516'1051 = 211·421·621. 

1ll = 45 

118901521 = 271•541•Bll. 

IQ = 51 

72947529 = 307·613·9!9. 
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Es natural pensar que exlsten muchos enteros m que hacen posible que 

6m .., 1, lZm + 1 y 18m + 1 sean primos, pero esto aún no está demostrado. 

Conjetura: 

Existe Wla 1ni1nldad de números de Can:ilchnel. 

Sin embargo el siguiente resultado nos muestra algunos tipos de número 

de Car.mlchael, de los cuales sólo hay una cantidad finita; 

Teorema III. 5. 

Sea r entero prima f1Jo, enlences exlste ~óla una c~.ntldad fini

ta de números de Carmlchael de la forma rpq • con p y q primos. 

Demostración! 

Sea r primo, supongamon que rpq es de Carmlchael. entonces 

p - 1 1 rpq - 1 y q - 1 ( rpq - l, es dec lr, 

rp:¡ a 1 ( mod p - 1} 

rpq !f 1 ( mod q - 1) 
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pero p .s 1 (mod p - 1) q s 1 (mod q - 1), por lo til.nto 

rq te 1 {mod p - l l 

rp s 1 (mod q - 1) 

de aquí rq 1 .- k ( p - 1) y rp = l + s (e¡ - 1), de donde 

es decir, 

rªq = r + k{rp - r} 

= r • k(t • s(q - 1) - rl 

= r + k + ksq - ks - kr, 

r+k-ks-kr 
q = r'- ks 

y como q es entero poslt1va se llene que r + k - ks - kr < O y 
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r
2

- ks < O o bien r ,. k - ks - kr ?: O y r
2

- ks :> O, sl pasa r + k - ks - kr 

z: O Y r
2

- ks > O, entonces O < ks < r
2 en cuyo caso existe sólo un número 

finito de parejas (r,s) que cumplen la condiclon O < ks < r 2; si pasa r 

+k-ks-kr<Oy 

r"'- ks < O, se tiene 

r+k-ks-kr 
q = r'- ks 

ks+kr-k-r 
ks - r" 

1 + kr - k + r
2

- r 
ks - r~ 

pero q es cnlero, par Lo tanto debe pasar que 

ks - r
2 

:s kr - k + r2
- r 

de donde ks - kr + k :s 2r
2 

- r, es decir, k(s - r + 1) :s 2r2 - r y en este 

caso tamblen sólo hay un número finito de parajas (r,s) que cumplan la 

condlclón r T k - ks - kr ?: O y ks - r;z > O, por lo tanto q sólo puede 

tomar un número finl to de valores y para p pasa lo mismo • 
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CAPITULO IV. 

SEUDDPRIMDS FUERTES 

IV.1. LA PRUrnA DE MILLER. 

Supongamos que es primo y que p - 1 = 2st, con o y 

entero impar, (lo cual siempre cg posible ya que todo entero n se descompone 

de la forma n = 2°'1p°;'· ... ·p°:', con los p,'s primos impares). 

Por ser p pr lmo se l 1 ene 

Sl 2ªt = p -

bp·!s 1 (mod p) V b tal que p i b. 

es par, entonces 

b2.''t.::-bll•-1)/i?!!! l(mod p) 

o 

Si 2•-1 c sigue siendo par y además 

b,. ... • 1 (mod p) 

se tiene 
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y <.1sí, sJ se puede seguir el procedimiento tendriamos que 

b'• 1 (mod pl. 

.. 

Resumiendo: si p es primo y p - l 2s:t, s i.!:. O y t impar, se 

llene 

b 2't: -1 {mod p} para alguna O :S J < s 

t/a: 1 {mod pl. 

De lodo ésto se puede concluir lo 5igulenle: 

Teorema IV, 1. 

Sea n entero poslttvo y n - 1 2• t. con s ii:: O y t impar, 

entonces r.l 

J) r/'t~ -1 (111t.'X1 n) V J tal que O :S J < s 

y 

U.J bt_. 1 (mod n) para algun 

b tal qUt! (b,n) l, lmpllca que n es compuesto . .. 
El recíproco de C5lc teorema es falso como lo Indican los siguiente 

ejemplos: 

1. n = 2047 = 23·89, y n - 1 = 2046 = 2· 1023. 

Tenemos 

por lo tanto 

2
1023

= c2
11

>
93

• 1 c..oo 2041>. 

2. n = 25 y n - 1 = 24 "" 2
3 

• 3, adcmá.s 

7 2= 49 a -1 (..00 25) 

de aquí 

DEFINICION' 

Sean n entero positivo tal que n - 1 = z•t, s l! O , t impar y 

b entero, se dice que n cumple con la prueba de Hlller para la base b si 
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b'-e 1 (mod n). 

En caso de ser n - l linpar, se toma sólo la congruencia 

b's t (JDOd nl. 

Corolario IV .1. L 

S1 p es prlao 1nipar, entonces CWllple con la prueba de Hlller 

para toda b E (Zp, • 1. 

Demstraclón: 

La dcmostracl6n se slgulc del Teorema IV. t. ya que s1 p no 

cumple con la prueba de Hll ler para alguna b p seria compuesto. • 

Teorema IV. 2. 

sl n es entero compuesto positivo y cumple con la prueba de 

Hlller para alguna base b, entonces n es seudoprtmo para la base b. 

Demastraclón: 

entonces 

Como n cumple con la prueba de H1llcr para la base b se llene 

b2 Jt• -1 (!DOd p) para alguna O .:s: J < 5 

o 

o 

Por lo tanto 

bnz. b (nod nJ, 

es decir, n es scudopr lmo para la base b. • 

Al Igual que el subconjunto de bases b en (ln, ·) para las: cuales n 
resulta ser seudoprlmo para la base b, el subconjunto de bases b en (Zn, ·) 

par las cuales n cumple la prueba de H1ler resulta ser un grupo. 
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Teorema IV,J. 

Sea n entero posltlvo, supongamos que n cumple con la prueba 

de Hlller para las bases b,,b
1

, entonces 

·) n cumple con la prueba de Hl llcr para Ja base 1. 

• ·) n cumple con la prueba de Hlllcr para la base b,b,. 

···) Sl b,E (Zn,·), entonces n cumple con la prueba de H11lcr para la 

base b¡'. 

· · • ·) Si b,,b1e (Zn, · J, entonces n cumple con la prueba de Hlller para 

la base b 1b:1 

Demostración: 

Sea n - l = 2•t, s l: O y t Impar. 

Como n CWll:ple con la prueba de Hlller para }as bases b, ,b~ se 

tiene 

l) 

y 

Ul 

o 

b) b~ • 1 (mod n} 

a) b:t. • -1 (IOOd n) p.a. Q:s k <s 

b) b~ • 1 (rJOd n) 

• } Es claro que 

1 '• 1 (rJOd n). 

· ·) Supongamos quo se cumple el inciso la) e inciso lla) supongamos 

que k s J, (el caso k > J es análogo), entonces existe 

• E H u {O} tal que k + m "" J do donde 2kt s 2Jt = 2•c2kt), de aquí que 

(b,b,>"''ª b~'b~'ª b~'(b~'J""., 1 (rJOd nl. 

Sl se cumple lb) y JJb) se tiene 

(b¡b,)t.a: b~b~ • 1 (mod n). 

Sl pasa la) y llb) tenemos 
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2t .2t(t)' Cb,b,I = b, b, s 1 (1110d ni, 

análogamente si pasa lb) y IJa) 

Por lo tanto n cumple con la prueb<:i de Hl l ler pura para la base b1b,. 

• · • ) Tenemos que 

(b,'l"= (b~·tr
1

" -: (mod n) p. a. o s J < s 

Por lo tanto n cU!nplc con la prueba de Hll ler para Ja base bi'. 

· · · · l La demostración es consecuencia directa de · ·) y ··•J.• 

Corolario IV.3.1. 

Sea n entero poslllvo fljo, si 

Rn "' {b E (Zn, ·) i n cumple con Ja prueba de 

Hiller para Ja base b}, 

entonces Rn es subgrupo de {Zn, ·}. 

No es fácl 1 determlnar las bases b para las que cumple con Ja 

prueba de Hiller, sin embargo, se puede dar una muy buena eGtlmaclón de la 

cantidad df;? bases para las cuales n cumple con la prueba de HilJer . 

.tema IV. l. 

Sea p primo impar, entonces Ja congruencia 

l:nlf 1 {AJd /'J Je~ 1 

tiene e>cactamcnte (n .l'·1 
(p - 1 J) soluciones incongruentes. 

Demostración: 

Como p es pr 1 mo 111par {lp', ·) es cJ:cl leo de orden pk-1 (p - 1), 

sea g un generador, cntoncc5 cualquier solución de la congruencia ea de la 

forma gl, pero 

(gl )"• l ( mod P") 

sl y sólo sl J,((glJ") a O Crod p><·1 Cp - J)) si y sólo si 

ni,( (gl J") • O (mod ¡1<·1 (p - 1 J J 
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sl y sólo sl ni =O {mod p«- 1 {p - 1)) y esta Ultima congruencia siempre llene 

solución y ndemás tiene exactamente (n,p't-1 Cp - 1)) soluciones. 

Zml.D. IV.2. 

SL p 1 n, p primo, entonces 

Cn - !,¡}'(p - !ll = (n - 1,p - !l. 

Demostrn.clón: 

Sean d = (n - l,p - 1) y d'= (n - l,pk(p - 1}) , entonces d dlvldc 

a n - 1 y a pk(p - 1) y por lo tanto a d'. Por otro lado d' divide a n -

y (d' ,p) = 1 pues de otro modo p d' n lo cual no es posible pues , 

p l n , por lo tanto d' divide a p - 1, de donde d' d. 

Por lo tanto d = d• . 

Teorema tv. 4. 

Sea entero post tlvo, impar y cocpucsto, entonces n cumple 

con la prueba de Hlller a lo más para 

Demostración: 

Sea n entero posl tl va, 

n-1 

• bases b, con 

compuesto 

l::Sb::Sn-1. 

impar, por la 

demostración Teorema IV.2. al n cwr:iplc con la prueba de Hiller para la 

base b ·entonces 

Supongamos que n se descompone como potencia de primos corno 

sigue: 

Por el lema antcrl-or la congruencia 

xn-1• 1 (IDOd P':'} 

Tiene 

soluciones incongruentes y por el teorell3 Otlno del residuo la congruencia 

xn-ta: 1 (n:x1 n) 

tiene exactamente 



n (n ~ :.;-- lJ salucloncs. 

Supongamos que en la di:::,i.:;.:;.mp::E:: tón de n a.parece pC:', con 

,.,. 2. 

Dado que 11 es lmpar, p, es lmpar. entonces p~·· 1 ~ 3 y ;;":·~ 9, d<! 

donde 

de aqu1 

entonc~s 

Por lo tanto 

' 

1 -- . 
p,,' ~1 

p, - 1 

y - • ~ 
p~' 

1 
p(:<' :s 3 -

p,- !S ~ p"';'. 

nCn-1,p,-ll" ¡¡tp,-Il" 
t,.-1 l"l 

( 
~ lp, - 1 )] (p. -

l•l , .. 
[ ~p,J(p,- 1) < 
l•I ,., 

(:~(']e; P~" " 

1) < 

~ ( ~ p':°') • ~ n. 
1•1 

Pero n <?:. p':'~ 9. entonces 9n - Sn ~ 9, de aquí 

9n - 9 ~ Sn. es declr, 9Cn - l) ~ Bn, por lo. tanto n; l ii:; ~ n. 

De lo anterior 

¡¡ Cn - l,p,- ll s 
t=l [ ~ (p,- !)) 

,,,.t 

·~· 

n - 1 ,,_4_ 
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que es lo que se que ria probar. 

Ahora supongamos que n es de la forma 

y supongamos que pa r;:i cada 1 1 , ... , r 

p,- i = z•·t, 

con s,> O y t. l:npar, (s,>O por que 

son impares). 

l mpa r , de donde P. todos 

Sln pérdida de generalidad supongamos que 5
1
$ s,"!!. ••. ~ s,. 

Pan1 cada 1 = 1, ... ,r,cl nür.i.cro de soluciones incongruentes de xlm 

(BJOd p.} 

u.p,- 1> c2º1.2"'<,l 
e 2•tn{O,u.>(t,t,} 

(t. t.), 

hagamos T,= (t,t,); el mlmero de soluciones incongruentes de 

x2
't;i -1 {mod p,) con O .s k ~ s,- 1 

es 

(2kt,p,- ll czkt,z•·t,l 

,.. 2•lnO:,w., >(t, t,} 

= 2kT,, 

pues k < s,. 

Por el ~€11lil IV.1 y lo anterior la congruencia 

x'• 1 (l>Odnl 

tiene T1T,· ... •T, soluciones lncongruentcs y para cada 

k =- 1, ... ,s,- 1 la congruencia 

tlene 

soluciones incongruentes, pues k < s,s s 1s .. . :> s,. 

Por lo tanto n cumple con la prueba de Hlller para a lo alis 



T,T,· ... ·T,•['f
1

2•'r r, .... ·T.)=r r ... ·T ·['f 12")r. l,· ... ·T. 
k=O k=O 

=rr.- ... -r.(1. 2'"·- 1) 
2,. - 1 

bases b tales que 1 :s b !5 n - I. 
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Por otro lado como T = { t, t ) 1 t, para cada i 1, ... , r, tenemos que 

T,T1 • •• , ·T,:s t 1 t,· ... ·t, 

y como s1:s s;s ... :s s,. entonces 

1 
2r•, - 1 2r•, _ 1 

+--- . 
2' - 1 2' - 1 

2•1••,•· .. •li, 2r•, 

1 =--+ 
2rs1_ 

2
r11, 2r•, (2r - 1) 

~-1- + 
2,.., 

2
rs 1 2,.., {2" - 1) 2,.11 (2'" -
1 1 =-- + -- - -----

2,.•1 2,. - t 2'" 111 (2" - 1) 

2'" - 1 - 1 + _1_ 

2rs' (2r - 11 2'" - 1 

2" - 2 + _1_ 

2ra 1 (2" - 1J 2r - J 

2r - 2 + 2rs 1 S _I_ 

2r•1 (2,. - 1) 2r-1 

Si r ie 3, r - 1 oe 2 y 2r-li!: 4, de donde 1 r s 

1) 

en cuyo caso 
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l •--- t,tl· ... •t, 

[ 

2'" - l ) 
2r - 1 

T1T,· ... ·T, 
2
s,•a 1 • •.. •ll, 

• --4--

de donde 

T,T,· ... ·T,(1 2"• - ¡) +---. 
2r - 1 

(p, - 1 )(p,- l) ..... (p, - l l 

SI r = 2 y s,< s,, se tiene 

22v, - 1 
+--3-

22•1 - 1 
+--3-

22•12•·-·· 

_.!_ + 22a, - l 

22•, 3.z2•, 

2••-•1 
! + :!...:...,!__ 
3 3·22•, 

2·· ·•1 
! • __ 1 __ 

3 3·22•, -1 
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y de nuevo 

( 
" ) t,t~ 

T,T, 1 + ~ s -
4

- 2",."• 
2' - l 

2""• ti ·2$l t .. 
= __ 4 __ _ 

(p,- l)(p,- !) = ___ 4 __ _ 

¡;(n) n - 1 = -4-. -4-· 

Por úll1t1a si r = 2 y s 1= sJ 

por lo tanto 

2"• - !) +---
2' - 1 

4 
(p, - 1 )(p,- 1) 

4 

= 9(~) • n ~ 1. 

Por lo tanto n solo puede cumpllr con la prueba de Hlller para alo 

más n ~ 1 bases b tales que 

IV.2. SEuloPRIMOS FUERTES. 

:sb:sn-1. . 
En la antorlor sección vimos que todos lo:J números prlmos CU:tplcn 

con la prueba de ~1ller, se dijo tamblen que exlstlan enteros compueGtos 

que cumplen con dlcha prueba de estos enteros hablaremos en la presente, 

sección. 

DEFIH!CION: 

Sl n es entero compuesto positivo y cumple con la prueba de 

Mlllcr para la base b se le llama seudoprl1110 fuer-te para la base b. 

Ejemplos: 

1. n • 2047 = 23·89, entonces n es scudoprlmo fuerte para la base 2 ya 
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que n - ;. = 204& = 2 · l 023 y 

2
11

= zo•s " 1 (IJ!Od 20•7 J 

por lo tanto 

2 1023= t2' 1 }na 1 (~d Z047l. 

2. n = 25 es scudoprlmo fuerte para la base 7 puezto que 

n - 1 = 24 = 2
3
·3, además 

de aqui 
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Co1:10 corolario del TeorcDa IV. 3. tenemos que todo seudoprlmo 

fuerte para la base b es scudoprlm.o para la misma base b, el siguiente 

lema nos dice que no todo scudoprlmo es seudoprlr:10 fuerte. 

!lcJna IV.3. 

341 es seudoprlmo para la base 2 pero no es seudoprlao fuerte 

para la base 2. 

De111astración: 

Tenemos que n - l = 340 = 2º·85. 

Como (2,11) = (2,31) 1, se ti.ene 

de donde 

por lo tanto 

ahora 

entonces 

z'º,. 1 Cmod 11 l 

z1º= (25 }
2= 32

2 
A 1 (mod 31) 

z"º= cz'ºi "• Cmod 11 J 
217º= c21º1 17

!! {mod 31 l 

2 170
$! 1 ~ -t {mod 341) 

285= c21 º1ªz5
¡¡ 25 a 32 (mod 11) 

2 65= (2
5

) "• 1 a 32 (B>Od 31 l 

Zas• 32 • 1 Cmod 341 l 
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por Jo tanto 3·11 no cumple con la prueba de Hitler para la bLise 2, es decir, 

341 no es scudaprlmo fuerte para la base 2. 

Por otr-o lado, como 

2
170

:0: 1 (mod341) 

entonces 

23 '°e 1 {mod 341) 

de donde conclulmos que 341 es seudoprlmo para la base 2. 

Por úl tlmo demostrarcnt0s que cxtste una lnílnldad de 

scudoprlmos fuertes para la base 2, para ésto dcmostr·cmos el siguiente 

teorema. 

TeoretDa IV.5. 

Si n es scudoprlmo lcipar para la base 2 entonces N = 2"- l 

es scudoprlmo fuerte para la base 2. 

Demostraclón: 

Sea 11 Impar y supongarno::> que n ~s scudoprlmo para la base 2, 

n = 1 claramente es seudoprtr.io fuerte para la base 2. Supongamos que n > 1, 

entonces 

2" • 2 (mod n) 

y como n es impar 

2n-t• 1 (mod n), 

es decir, n divide a 2n-t_ 1 o bien 2n-1-1 = nk para algún k e z. 
por otro lado, si N = 2"- 1 se tiene 

N - 1 = 2n- 2 

coino n > 1 nk = 2n-l_ l es impar y 

2CM-1)/2 • 2nk • (2n)k 1! 1 (mod NJ , 

ya que 

2" = (2"- 1) + 1 = N + 1 • 1 (riod N) • 

Por lo tanto N cumple con la prueba de Mlller para la base 2. 

Ahora, como n es compuesto existe un entero d < n tal que d 1 n 
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de donde 2d- I f 2n- 1 ~ N, es decir N es compuesto. 

Por lo tanto N es scudoprlmo fuerte para la base 2. • 

Corolario IV. 5 .1. 

51 n cz scudoprlma fuerte para la base 2, cntonccl> N = 2n- 1 

es scudoprlmo fuerte para la base 2. 

De1DOstracI6n: 

00 

La dcmostn1clón e::. inmediata del tcorcm;i ya que si n <'S 

scudoprlmo fuerte para la ba~c 2 en partlcular es seudoprlmo para la base 2 

y por el tcorcnia anterior N = 2n- 1 es seudoprJmo.fucrte para li! b:::isc 2. 

Teorema IV. 6. 

Existe una infinidad de scudoprlrr.os fuertes para la base 2. 

DeJDOstracJón: 

Basta tomar n.= 1387, que es seudoprh10 fuerte para la base 2. 

Por el corolarlo anterior n,, = zrli- es scudoprlmo fuerte para la 

base 2, ni = .7.n.,,- en seudoprlmo fuerte para la base 2, etc., de tal 

suerte que 

n,<n..<f\<. .. 

es una cadena JnfJnl ta de scudoprliaos fuertes para la base 2. 
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~APITU.O V. 

SEUDOPRIMOS DE EULER. 

V.1. RECIPROCIDAD CUADRATICA. 

DEFIN!C!Oll: 

Sea m entero positivo, sl a e (Z., •) a recibe el nombre de re

siduo cuadrático módulo m sl la congruencia 

x 2a a (mod 111) 

tiene solución. Si no tlcne solución se llama reslduO no cuadrá.llco, es decir 

a es residuo cuadrfitlco si a tiene raíz cuadrada en (Zn, ·) y 

residuo cuadrático en caso contrario. 

Tcoreca V. t. 

es no 

Si m e$ primo, entonces e (h, ·) es residuo cuadrático 

si y sólo sl 

donde d = (2,4>lmll. 

Ve1JOstra.clón: 

La demostración es inmediata del Teorema 1.14. pues decir que 

a es residuo cuadráttco es lo mismo que decir que a tiene raíz cuadrada en 

(Zn, ·). • 
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Teorema V. 2. 

Sea p primo trnpar 

cuadrático si y sólo si ,,ip-ll."2= 1 (a:xl µJ. 

(lp, •), entonces a es residuo 

Demostración: 

Tenernos que q>(pJ = p - 1 (2,p - 1) = 2, pues p es impar, 

luego por el teorema anlerior a es residuo cuadrático sl y sólo sl 

alp-tl/2e 1 {mod p).a 

Nos interesa cluslflcar a todou los enteros primos con p, (p primo 

impar} de ncuerdocon que sean 

observemos la siguiente deflnlc16n. 

no residuos cuadráticos, para esto 

DEFINICIQN, 

Sea p primo impar y a E (Zn, ·}, el simbolo de Lcgendre 

[p.) se deflnc como: 

(+) = {1 SI a ea re11lduo c:u.iidrAllco. 

-1 SI a u nn resldu11 cuodr.&Jco. 

En el siguiente teorema se enuncian las propiedades básicas de el 

slrnbolo de Legendre. 

Teorema V. 3. 

Sea p primo impar y a, b e (Zp, ·), entonces 

•) ( : ) a a lp-IJIZ(mod p) Cl:'tlte!Wl de C:«le!i ). 

.. ) (: )(+) = ( ;b). 
"

0 )a&b(modp) 

.... ¡ 

-) 

....:_¡ 

implica que (+) • (+)· 

_. _•) (:.!.._) • {t •I y 111610 si p 2 ll•od O , 
p -1 :111 y sólo •I p .E 1 fmod U 
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Demostración: 

·} Como p es primo y (a,p} :::: 1, tcneJ11:os 

.... 15 1 (llOd p) 

es declr 

p 1 
por lo tanto 

es decir 

Si 

p-1 . -
p 

p 

atp-ll.12_ l 

a lp-1J/2• l 

aCp-1J/2s -1 z 1 (llOd p) 

por el Teorema V.2. a es na residuo cuadrátlco, por lo tanto 

(+) =: -1 E 4]fp-t11'2(a)Od p} 

y si 

atp-t)/2E 1 {InOd pl 

a es residuo cuadrático. entonces 

(;) s;; 1 • alp-11/2(.IJOd p}. 

··>( :b) • (ab)rp-tl'2== afp-U/Zbfp-1112 

~ (+)( : ) (lx>d p) 

y como p es impar 

1 • -1 (mod p) 

por lo tanto 

(+)( : ) ~ ( :b ) . 
· • ·) Supongamos que .t s: l> (.rxxi p) 1 entonces sl existe "~ tal que 

x! • a {mod p) se tiene x~ w b (rud p) y reslprocamente, es decir, .1 es 

residuo cuadrático sl y sólo sl b es reslduo cuadratico, por lo tanto 

(+) ~ ( ~ )· 
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· · · · ) Tene::i.os que 

( ~'J = ( ;·) = (+](+] = (+f= e:~),= !. 
-) Hacemos .l= 1, por lo lanto 

( ;') = (+J l. 

~) Tenemos sólo do5 casos: 

(-t)(p-J)/2- 1 o -1. 

supongamos que 

(-l){p-IJ/2= 1 a 1 (mod p). 

en ton ces de acuerdo con e 1 Teorema V. 2. -1 residuo cuadrático, 

de donde 

(-!)=1; 
si (-l}Cp-JJ/2= -1 ll! t (aiod p) (pues p es impar), 

entonces -1 no puede ser residuo cuadrátlco, por lo tanto 

(-~)=-!. 
-·-·-) Supongamos que 

p s 1 (mod '1) 

entonces p es de la forma p = 4k + 1, con k e Z, de aquí 

p ; 1 = 2k, por lo tanto 

(-!) (-l)Cp-ll/Z = (-l)2k =l. 

Ahoro.. si 

p & -1 (mod 4) 

p es de la fort1a pe 4k - l, de donde p; 1 .. 2k - 1, por lo tanto 

(-! ) = (-1) Cp-1l/2 = {-1)2k-1 = -l. 

(
-1 ) lp-J )/2 Resiproca11.ente, si p = l, entonces (-1) = 1, lo cual 

lmpl ica que P ; 1 = 2k para algun entero k, es decir 

p = 4k + l o bien 

p • 1 (mod 4). 

Sl (-~) = -I, entonces {-llfp-ll/2 = -1, de aquí que 
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p ~ 1 ::: 2k - l, o bien p "" 4k - 1, por lo tanto 

p a -l (mod 4), 

•• 

51 p es un primo impar el entero no siempre tiene raiz cuadrada 

en (lp,'). i::ont lnuaclón veremos que si p cumple con que p';t 

sea par el 2 tiene raíz cuadrada. para este echa demostremos el Lema 

de Gauss. 

TeoreaDa V.4.. (.t.ema de !'/Q.U4.6. 

Sea p pdmo lmpar y a entero positivo tal que 

(a,p) • L Consldercmos el conjunto 

A= (a,2a.34, ...• (P;1)a} 

y el conjunto 

B = {a, e <t, .. .,p - 11 1 a,a Ja (mod p), 1 • j s ";1 
} 

[a B le 1 lam.aremos el conjunto de lllínlsnos residuos del conjunto A), 

supongamos que hay n a 1 ' s tales que a.i> i . entonces 

(+} ~ Hl". 

Demostración: 

Supongamos que son mayores que 

aJ , •.. ,a1 son 11enores o Iguales que P¡2 entonces 
... , l~•j),11; 

P - ªJ~ < P - i :iit i , V 1 = 1, .•• , n, y tenemos que 

P - A\rt a,,(mod p) V 1 E {1, .•. ,n} y V k E {n + 1, .•• ,P;t} 

pues sl 

se tendría que 

-j,a " J,a (mod p) 

es decir p J.+J,. de donde p :s },+),'$; ~ lo cual no puede pasar. por 

lo tanto p a, ••.•. ,p son los enteros 
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1.2 •...• ~1 qulzit.s en otro orden, p-0r lo tanto 

t·2· ... ·~1 
• (p - .aJ

1

)• ••• ·(p - a, )a • •.• ·a.. 

de aquí que 

por lo tanto 

dedonde (;)-

Teorema V.S. 

• (-tJª a, 1 a,~ · ... •a, a; 

• C-tlª.a'p-U/
2 J,j,· ... ·Jt•·•l·.r 

(-t} 11a'p-ll/2'(1·2-. .. ·P;11 (mod p) 

( : ) • H 1•( : r & H l" (mod pi 

e-u• . • 

SI p es prl•o lapar 

( ! J = c-11 1
•'-

11
"'. 

Denostracl6n: 

· .... ,,,., 

•• 

ZJ s P/2 sl 

aenores que 

Ccnsldereaos el cobnJunto A 

y sólo si J :l F/•, de aquí que la 

{2•1,2•2, ...• 2(~1 )), entonces 

canlldad de e leaentos de A 

[+] ea la parte entera de 

[P/•l eleaenlos de A aa.yores que P/c. 

ph eta: exactamente 

n • p-1 -
2 

[+]· donde 

Por otro lado, p •• primo t lene las slgulentes 

poslbll ldades 
p. t (DOd 8) 

o p • t 3 (DOd 8) 

•1 p • :t: l (a:>d 8) se tlene p • 8t t 1 para algun k E Z, de donde 
pª-1 • (11r.1: .,._ 1 

• 
6U~ 1611: • 1 - 1 

• Bk
2 t 2Jc • O (DOd Z) 

Y •l p • t 3 (llOd 8), entonces p • 8k t 3, con k E z. por lo tanto 



p'-1 = ISk ! JJ 1
- 1 

• • 
6U1 i 4B1t • 9 ~ 1 

• Sk
2 

.t 6k8. 1 ~ 1 Cmod 2) 

Por otro lado. sl p = Sk + 1 

y sl p • Sk - 1 

ahora sl p • Sk + 3 

n :a !.:.!. - (P/4] 
2 

= 4k - [Zk + 
1141 

• 2k. o (rod 2) 

n=~-[•¡.J 
2 

= 4k - 1 - [Zk - 1 ¡,) 

= 41< - 1 - {2k - 1) 

= 2k. o (rod 2) 

n = •-• - [•¡,} 

= ~ • 1 - [Zk + 3¡,] 

• 2k + 1 • 1 (mod 2) 

y por últlJOO, si p = Bk - 3 

por lo tanto 

de donde 

n = ~ - (P¡4) 

= 4~- 2- [2k - 3¡,J 
= 4k - 2 - (Zk - !) 
• 2k - 1 • 1 (rod 2) 

n • •'-i (rod 2.) • 
( ! ) . (-1)º • (-1) lp'-11/8. • 

Una consecuencia interesante de este teorou es el siguiente: 

T•orttm V .6. 

Sea n ~ z. entonces los divisores prlaos del n-éslao nú&tero de 

Feraat son de la forma zD•Zk + \, 

~o:Jstrsc16n: 

Sea p divisor prlao de fn., 2Z'+ 1,segun el 



•• 
Teorema ll.10 . el orden de 2 en (lp,') es zí1•

1 y p zn" 1
t + 1, para al-

gún entero t. de aquí que 

por lo tanto 

de donde 

( +) = (-t) Cp
1

-1>/8= l. 

es decir. 2 es residuo cuadrático, entonces 

z<ri- 1112~ 1 (mod pl 

Y como el orden de 2 es ii.•t, tenemos zn•tk 

Por lo tanta 

9 para algun entero k, 

El siguiente teorema no facl 11 ta el calculo del slmbolo de Lcgendre 

para enteros compuestos, flgandonos sólo en sus d1vlsorcs primos. 

tema v.!. 
Sea p primo lmpar y a Lmpar tal que 

0
Ca,p} := 1, entonces 

(;) = (-l)Tl•,pl 

(p-tJ/2 

donde T(a,pl = l [Ja/p]. 
y., 

Demostración: 

Sea A• {a,2a, ... ,(7)a} Y 

B • Cu,,. . .,u,.,v,,. .. ,u.) 

su conjunto de mfnlmos residuos de A1 donde prlrneras n son mayores que 

p/2 y los siguientes son menores o iguales. 

Para cada J =r t •... ,~1 se Uene que la • p{la/p] r, donde r,e 

B. adem6.s de la dcmostraclón del lema de gauss se llene que los enteros p -

u,. p - u, •... ,p u.,,vn··· ·v., son los enteros 1,2, ... ,9, qulzas en 

otro orden, de donde 
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(p-1)/2 

[ j = 
l•I 

L lp - u, l + L v, = pn - L u. + L v, 
l==I J:I 1=1 J=I 

de donde 
tp-1)/2 (p-ll/2 

[ 1a -
l•t 

[ ' = ,., í (p - u.> + [ v, 
'"1 J=1 

(p-11 /2 

= ¿ cp[ 1a1p1 
l•I 

(p-11 /2 

+ r, ) - pn + [ u. - [ vJ 
l•l J .. 1 

" = [ p[ 1a1p1 - pn + 2 l u. 
l•I l•I 

por lo tanto 

a pTCa,p) - pn + 2 [u, 
1=1 

tp-1)/2 

[a - 1) L J = p[T(a,p) - n) + 2 L u, 
1•1 , .. , 

pero por ser a impar a - 1 es par, y de lo anter lar 

2 1 p(T(a,pl- nl 

además p es impar. por lo tanto 

2 1 T(a,p) - n, 

es decir. 

n • T!a,p) (mod 2), 

ontonces 

(+) = (-1)" = (-l)Tlo,pl. • 

Teorema V, 7. 1.CJJ de la ~ cuadtia'.u.co. 
Sean p, q primos impares, entonces 

( : )( ~ ) - (-1 l ( lp-ll12lC lq-1112). 

Dt:nostraclón: 

Sea A • {(.r,y) E ZxZ 1 l s X $ 7 y 

que la cardinalidad de A es (T)CTl 

Sean At. A2 e A. dados de la slgulente ~anera: 

At= {(x,y) E A ( qx < PY ) 

l s y s 

., 

} , notemos 
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A2 = { (x,y) E A / py < qx } . 

tfotcmos que qx '#. py V (x, y) e A. pues s1 qx o: py para a lgun 

(x,y} E A, entonces q 1 py, de donde q j y lo cual no es posible pues r ~ 

q;I , en tone es A1 n A2 = 0 y A1 u A2 = A. 

lq-tJ/2 

Notemos que la card1nal1dad de A1 es [ [py/q] y la 

lp-1)/Z 

cardinalidad de A2 es [ [qx/p] , por lo tanto la cardinalidad de A es 
X•! 

y por el lema antcrlor 

(+](+) ~ (-!)¡:[PY1q](-l)¡:[q<1p] 

= (-1)(<p-U/2)(Cr¡-1l/Z), 

La ley de reciprocidad cuadrática se puede expresar tamblen asf; 

( ~) = (:) (-l)(lp-1)12)((q-1l12) 

En el Capitulo 1 I vimos que el quinto número dr fermat es compuesto, 

a cont1nuaclón doy un crlterl!J para determinar cuando un número de Fen1at es 

primo. 

Teorema V.8. 

Sea n il: l, entonces Fn • 2~ + 1 es primo si y sólo si 

Jcr.-i>n• -1 (mod Fnl. 

Demostr•clón: 

•) Suponguos que 

entonces 

3•·- 1• 1 (mod fn) 

de aquí que (3r.-t ,Fn) • 1, entonces (J,F'n) "" l. 

Sea p primo divisor de Fn, entonces 
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Jr.-to:: 1 lmod pl 

y como (3,Fnl = 1 se l lenc que (3,p) = 1, es decl.r 3 e {?p, ·), por lo 

tanto o(3) J Fn - 1 = 22 
y coma 

JlF~-11125 -l ~ l (lflOd p} 

pues p es impar, se tiene 

o{3) { lí~-1112) = 2 2"-t 

por lo tanto o{3) = 2Z'= Fn - 1, entonces Fn - 1 :s: p - l. por lo tanto Fn :s: 

p, 

Por otro lado, como p f Fn , p :s: Fn. 

Por lo tanto Fn = p, es dec1r, Fn es pr1mo. 

q} Supongamos que Fn es prlrno, entonces 

Fn B 2 (mod J) 

pues sl 

Fn !!l 1 {mod 3) 

se tendría que 3 divide a 2Z' lo cual no es posible o sl 

Fn s O (mod 3) 

dlria que fn • 3, pues fn es primo, de aquí zZ'.., 2, es declr 

2ª= 1, o bien n = O lo cual no es posible. 

Por otro lado 

2•"·•(2) (2) = (-1) J = J 
(-l){Ji-1)/8 = -1. 

y por el criterio de culer 

• 
Ahora generalizareaos la idea del símbolo de Legendre para enteros no 

necalamente primos. 

DF!N!CION: 

Sea n entero impar y sllpongamos que su descomposlci6n en 

potencias de primos es n = P°:'P°:'· ... · p~·. 
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Sea a entero tal que (a,n) = 1, dcflnlmos el slmbolo de Jacobl como: 

Nolcmos que la definición si Uene senlldo ya que (a,n) = 1 lmpllca 

(a,p,) = 1 para toda 1 = t, ... ,k; adf!más si es primo el slmbolo de 

Legcndre coincide con el slmbolo de Jacobl, por lo tanto se usara la misma 

notación. 

Teorema V.9. 

Sea n entero impar y a,b e (Zn, ·), entonces 

. ) ( ~ )(+) = ( ~b). 
[+) = (+)· · •) a e b (mod n) implica que 

... ¡(~i·l. 
····) (-+) • l. 
-) (-~) = (-l)<n-ll/2. 

~) (-~) = {-: :: ~ :::: :: ~ : ~:::: :: 

Demostraclón: 

Supongamos que n = p~•p";r · ... • p°:', entonces 

·) 

( ~b l = rr (~) "'= rr (...!...)"' (_!!._)"' 
l•l p l•l p p 

= rr (...!...) "'rr (_!!._)" · 
l•l p l•I p 

• (+)(+] 
.. l 51 a • b (mod n), se cumple 

a• b (n:>d p,J para toda 1 = t, ... ,k 

de donde 

(~) = (....!!.) para toda 1 = 1, ... ,k, 
p, p, 

por lo tanto 
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(+J ·rt.(:r 
=TI(--"-]ª= (+) 

1:1 p, 

... ) ( ~') = IT,( ;:)"'= 1, ya que (4) = 1 V J = 1, ... ,k . 

... ., H+ ITJ ~.)"'= 1, Yª que ( ~.) = 1 v 1 = l ... .,k. 

-> (-~ J =TI(::!.)"'= TI Cc-1¡'•·-""J~·= c-1Ji:« •. -unl~. 
1•1 p, 1::1 

por otro lado 

n = p';•p°;" ... ·p';·= n (1 + (p.- 1))~· 

y como p,- 1 es par para toda J, se tlene 

(1 + (p,- l))~'s 1 + a,(p,- 1) (mod 4). 

además 

(1 + a,(p,- IJ)(1 + a.,(p,- 1)) 

a 1 + a,,(p,- 1) + ai(p,- 1) {mod 4), 

ya que (p,- l}(p,- 1) •O (mod 4), por lo tanto 

n = n (1 + (p,- l))~•a 1 + a.,(p,- 1) + •.. + a,(p,- 1) (mod 4), 

es decir 

4s= (n-1) -[a.,!p,-1) p.a. sel 

de donde 

o bien 

por lo tanto 

(-~) 1::. (-l)I:(lp,wtJ/2)0!,= (-l}ln~tJ/2• 

93 

Desafortunadamente el criterio de Eulcr ya no es válido con el símbolo 

de Jacobl, por ejemplo: 

n i:a 341 e 11 ·31. Tenemos que 

zllU~l}/2= 21701! 1 (mod 341} 
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mientras que 

por lo tanto 

(3¡1) = ( i1) ( ;1) = 
(-1) (l ll-1 )/8{-l l l31 ~ -1)1~= 

t-u 1•1-ll 12º= -1 

•• 

De los nUmeros compuestos que cumplen con el criterio de Euler nos 

ocuparemos en la slgulentc sección. 

Para flnallzar esta secclón demos la cenerallzaclón de la ley de 

reclprocld11d cuadriltlca. 

como 

Teorema V.10. :feq de 'leelpnoci.da<l cuad~ üca pa= d W116-0la de .jao:Jbl 

Sean n, m enteros Impares, entonces 

( ~ )(+) = (-l){ln'-tll2)(h•'-1112) 

Demostraclón: 

Supongamos que n = P°:1P':'· .. , ·p°:' y m = c/:1c/'.1
• ••• ·cf.· 

( ~ l . rr (_!:'...) • rr [p';· · · · · ·p';·¡ 
l•t p, 1•1 q, 

. r!.[[ ::r ( ::r · ..... [ :rr 
k ( p,)a,p, ( p,)a,p, ( p,la,p, ·TI- - ..... ·-

1-1 q, q, q, 

k ' ( p,

1
a,p, 

·lTlT-
1:1 J•t q, 

y analogamente 

[ 
m ) k ' ( q,)ªI'• -=·TITI-
n ¡,..¡ J"'t p, 

de donde 
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Pero 

(__!!!_) [.!'...) = rl TI [.!:.) D ,, TI TI (~) ,. p 
n m 1:1 J .. 1 q, 1=1 J=l P. 

_ k ' [ p.)~,P. ( q,J~.P. - n n - -
1 .. 1 J"'t q, P. 

· rl TI ((.!:.) (~.l]ª·ll. 
1 ~1 J:l q, p 

. rl TI (c-IJ(•p-••n)(•q-ll/2)r·Jl· 
¡ .. ¡ J::l 

I'
0 

l:• (tp,-l)/Z}o.,{(q,-ll/2}p,, 
(-1)• . .,.' 

t f ((p,- l)/2la,((q,- 1)/2)/l, 
1•1 J=l 

= [t (Cp,- IJ/2la,)( f ((q,- 1)/2)/l.) 
l•t , .. 1 

• n;t . •;t (mod Z) 

(ver demostraclón del Teorema V.9. inciso (-) ) , por lo tanto 

(~)(~) 

V.2. SrulOPRIMOS EUl.ER. 

'E.
0 

r.' ((pJ-tl/2)orJ (lq.-11/2)p, 
• (-1)"" ., 

a (-l}(Cn-1l/2JC(m-11/2), 

95 

Si p es primo impar y (b,p) ., l por el criterio de Euler tenemos 

(:) • blp-11/2 (..00 p) 

de donde, un entero positivo n es tal que 

( ~ ) • b lp-11/2 (mod n) 

para algun b primo con n, entonces n tlene que ser compuesto. Sin embargo 

exlten enteros compuestos que cumplen con el crlterlo de Euler para 

alg\ln b, por ejemplo: 

51 n • 1105, entonces ~ = 552. 
2 
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Tenemos que 1105 = 5·13·17 y 

por lo tanto 

y además 

de donde 

entonces 

Por otro lado 

Por lo tanto 

DEFIN!CION: 

2'• (mod 5) 

2 12
¡¡; (mod 13} 

2 16
1< 1 {mod 17} 

2(n-Jl/2= 2552=(2')138 = t (mod 5) 

l Cn~IJ/2= 2 5S2=fa12)4C.n; l {mod lJ) 

2'= 16. -1 (mod 17), 

(1io5) = (~ )(i3)( ~1) 
(-lJ cs 11 -1,.12 (-lJ e 1J"-1u2(-l 1 ur2-u.12 

= C-ll'C-1) 21 (-ll 30 

= !. 

( 
2 ) f! zu~ (mod 1105}. 

1105 

Un entero compuesto n posltlvo e Impar es llaaado seudoprlao 

de Euler para la base b sl cuaple con: 

( ~ ) & b Cn-tJ/2 (mod nL 

Como su nombre lo lndica, sl n es seudopriao de Euler para la 

base b, entonces n es a su vez un scudoprillllO para la base b como se Indica 

en el siguiente teorema. 

Teorema V.11. 

Sean n entero positivo, compuesto e Impar y b en (ln, •), Sl 
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n es scudoprlmo de Euler para la basC' b entonces n e!J seudoprlmo para la 

base b. 

Demostraclón: 

Supongamos que n es seudoprlmo de Euler para la base b, entonces 

(+) a b{n-U/2(mod n) 

de aquí que 

es decir 

bna b (mod n). 

tiene sentido darle un nuevo nombre a este tlpo de números pues existen 

seudoprlmos que no necesariamente son scudoprimos de Eulcr. Tomemos n = 341 = 

11·31. como ya se vió en el CAPlllJLO I. n es seudoprimo para la base 2, aho

ra n;t = 170 y 

25= 32 • 1 (mod 341), 

de donde 

2 17º= (25)"• 1 (mod 341 ). 

Por otro lado, 341 = 344 - 3 = 8•43 - 3, de donde 

341 2 - 1 = (8·43 - 3¡2 

8
2

43
2

- 2·8·43 + 3
2 

- 1 = 

8(8•43
2

- 2•43 • 1). 

Por lo tanto 

impar. Entonces 

por lo tanto 

( ~) I!: b<n-tl/2 (mod nJ. 

de aquí que es 

Sin embargo, todo seudoprlmo fuerte es seudopr lmo de Euler, pomo lo 

indica el siguiente resultado. 

Teorema V.12. 

Sea n entero l•par compuesto. Sl n es seudoprlmo fuerte para 
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la base b, entonces n <:.>s :;!:- ... ~:.¡,rl.~o de Euler para la base b. 

Demostración: 

Supongamos que n es scudopr imo fu~rte para la base b, supongamos 

que n = p':'p°;'· ... ·p'"':· y n - 1 = 2st con s <!. 1 y t lmpar. entonces 

bZ-ls -1 (c;,;d n) p.a. O s J :s s - 1. 

Supongamos pr lmero que 

t/• 1 (mod n} 

entonces ;1u = 1 - bl para alg\<na u E I, de donde 

lb,n) = 1. entonces (b,p,) = 1 V 1 = 1 .... ,f<., o 

1, ... ,n. Sea 1 E {l, ... ,Ji;.J cualquiera. 

1 = nu b\ es decir, 

blen b E (Zp,, ·) V t = 

Ya que 

entonces 

bta (mod p,) V 1 l, ... ,k 

de aqui 

o(b) 1 t 

por lo tanto o(b) es lrnpar. 

Co1110 o((Zp,.-J) = p,- o(b) divide a 

o{b)v = p,- 1 para algun v e z. como p,- 1 es par 

o((I.,., · J), entonces 

y o(b J es 1mpac 

p,-1 
tlcnc que ser par, es dec1r, v = Zu p. a. u e Z, por lo tanto 2" = o(b)u, 

de donde 

Entonces 

(_!?._) l V 1 = 1, ... , k, 
P. 

por lo tanto 

(b) '(b)"'' -n=TI-=1 
, .. 1 p, 

y 
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es decir 

Ahora supongamos que 

b2
JL= -1 (tnod n) p.a. o.:s J .:s s - l. 

entonces 

b?:'ts. -1 (l110d p,) V 1 l, ..• • k 

de donde 

b2'"'t = (bZ't) 2 s (-1 }2E 1 (mvd P.) 

por lo tanto o(b) dlvlde a 2J•lt y como 

b"''• -1 • 1 (mod n) 

o(bl t z't. 
Supongamos que 

2J•I t = o{b)u (u e Zl. 

sl u fuese de la forma, u = 2v se tendría 21t = u(b)v lo cual no puede 

pasar. por lo tanto u es impar. de donde, (u,2J•t) = 1 y como 

2J•tt = o(b)u tenemos o(b) = 2J• 1Cuu), esto es, zJ•l J o(b) y como 

o(b) 1 o(Z~ .. •) = p,- 1, 

se tiene 2J•l divide a p,- 1, es decir 

p, ... z 1• 1d,+I,con d,eZC1 t •... ,k). 

Por otro lado, como 

y p, primo lmpllcan 

o 
bo(b).12• -1 (mod p,} 

pero el prlmer caso no puede pasar por que º!bJ < o(b), por lo tanto 

bolb)/2• -l(mod P.) 

de aquí que 
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(1) s. btr.-tJ/~::: b("lbl12){1p-11/<>lbl' 

• (-1)
1
p-1l/o<bJ" (-ii"- 1 ' (,,,od p) 

donde e :::: y como t y u son lmpares e es lmpar, entonces T-1 ~ -1, 

d 
por lo tanto (-¡) .,, • (-¡)•. 

Ademhs 

• • n ::: n p~ = n {1 t- 2J•ld, }°'· 

{•I 

' • C1 • 2 1' 10,d,lTf (1 + z1' 1o,d) 
l •2 

l •2 

" rr (¡ + 21' 10,d.l + 2 1' 10,d,(l 
1•2 

k 

2'·1a...d) + 21'\11d1+ 2J•22 101a~dld~n (1 ... 2J•Ja,.d) 
1•3 

k 
+ zl•la,d) B rr ( ! + 

1-Z 

!!! rl (1 + 2''10:,.d) ... 2 1' 1<I;;d¡ • 2J• 1n,dl& 
1•3 

(1 + 21'' 1a..1d, .• )(1 + 2J•lcx.d) + 2J•1a.,_td,., + •.. + 2 1 • 1e1.id~ • 

2JU!lid1 a 
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De aqu1 que 

entonces 

por lo tanto 

es decir 

k 

zªt = n - l 5 2J•t L a.,d. {c:od 2 1• 2 ) 
lco:l 

k 

2 1•2 r = zªt - 2J• 1 [ a..d. p.a. r e z 
1'=1 

2r = 21il-J-tt - [ a..d .• 
1=-1 

2ª- J-t;¡ t a.,d. ( mod 2) , 

1°1 

o bien, z•-J-I y t «,.d, 
1•1 

llenen la misma paridad, entonces 

b(p-ll/2 = b~ 'l = (b2't) 
2··· ¡ 

a (-1)2 ' ,.,a C-1Jl:o..•. {mod n) 

por otro lado 

HH · rt,( ~.r 
= IT (c-1i•f'= C-1li:o.·'· , 

1 •1 

por lo tanto 

(+) !i b{n-tl/2 (mod n) 

es decir, n es seudoprimo de Euler para la base b. 
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Esta definición no esta de más pues aunque todo seudoprl111.o fuerte pai-a la 

base b es seudoprlmo de Euler para esta mlsma base no todo seudoprimo de Eu

ler es seudoprlmo fuerte. Por ejemplo n = 1105 = 5·13·17, que es scudoprlmo de 

Euler para la base 2 no es seudoprlmo fuerte para la base 2 como se muestra 

en seguida: 

n - 1 = 1104 == 24 ·69 y 2
3

·69 = 552. Por el teorema de Euler tenemos que 

24
• (mod 5) 

212a (mod 13) 
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de donde 

ade11~s como 

2
552= (2

4
)
138 

e 1 (mod 5) 

2552= (212}46 E 1 (mod 13)' 

24=- 16 • -1 (mod 17) tenemos 

2552= (2.f.)138 I! (-1 )13ü E 1 {mod 17) 

por lo tanto 

2
2169

= 2
252

• 1 • - 1 tmoc1 1105>. 

Ahora, 22 ·69:: 276 s: 24·11 + 12 y como 

2' • l ('1od 5) 

2
12

a 1 {mod 13) 

24
E -1 (mod 17) 

tenemos 

2
24

• (2
4 

)
6 

• t lmod s J 

z"= tz12J2 
• tmod 13 J 

224 • t2'J6 • (mod 11J 

por lo tanto 

2••. 1 (mod 1105) 

de donde 

z~69s zZ16 = zi!4•1h1Z = (Z24)11z128 212 

• z'º·4 = 1oz4.4 • -81·4 = - 324 • 781 lmod uosJ. 

IOZ 

Por lo tanto 1105 no puede ser scudoprlino fuerte, sin embargo si n es 

compuesto y n ¡¡ 3 (mod 4) 6 ( ~) = -1, n es scudoprimo de Eulcr para la 

base b sl y sólo si n es seudoprilno fuerte para la base b ya que si n E 

3 (llOd 4), n es de la forma n • 4k + J, de donde ~=2k+t 
2 

que es 

lapar, además, n - 1 = z<T> y sl n es seudoprh10 de Euler para la base b, 

se tiene 

b(n•1)/2• (+) • t 1 lrod n), 

es decir, n cumple con la prueba de Hlller para la base b. 

Ahora, si ( ~ ) • -1 • entonces 
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ln-1112 [ b l b :! n = -1 ta!Od m, 

es decir n cumple con la prueba de Mlller para la base b. 

Teorema V. 13. 

Existe una lnflnldad de seudoprlmos de Euler para la base Z. 

DemostracJón: 

La demostración se sigue del teorema anterior ya que todo seudoprlmo 

fuerte es de Euler y sabernos que existe una inflnldad de scudoprlroos fuertes 

para la base 2. 



NOTACION. 

z 
IN 

d 1 n 

a a b fll>Od ml 

Zn 

(Zn,. l 

H ~ G 

g oh (mod HI 

llg (6 gil) 

o(Gl 

ofg) 

fg) 

J,(a] 

~(n) 

Fn 

Mn 

(+) 

Números enteros. 

Enteros mayores que cero 

d divide a n. 

a es congruente con b módulo 

El conjunto de rcsJduos módulo n 

El conjunto de residuos módulo n 

pr lmos con n . 

H es subgrupo de G. 

g es congruente con t1 módulo H. 

Clase lateral. 

Orden del gr upe G. 

Orden del elemento g. 

Subgrupo cícllco generado por g. 

Indice de a para la base g. 

La función de Euler, para cada n > 

el número de enteros menores que n y 

primos con n y p::ira 1 ~(1)"" t. 

El n-éslmo número de Fcrmat. 

El n-éslmo número de Hersenne. 

51 n es primo el símbolo de 

Legcndre, si n es compuesto el símbolo 

de Jacobl. 

104 
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