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INTRODUCCION 

En el preos:P.n~ t.r-... bajo d'"' f...esis· s~ f"SLurH.;.n tres •·~•as. El 

rri~ro _. tuei pl'Opue-st,o Poi" la ft. f!'ft C. Virginia Abrifn &t.ult.-. •i 

rJi.rect.ora dP. t.e1iis, V rue el QU4!' ~t.ivñ P.et,e. t,rabejo. El pl'Qbl .... "1 

oon.ist.f• éa busc•r condicioMW M'CeSaria• v ~rici•nt.e• ""ª que· una 

~•rtca tuviere un ciert.o ntltll!'ro de arboffscencias geeeradOr~s 

aj.a.u 
10

• 8-.- 9SP"cial se- ouerta que la digrAífica •~uvi~ra ,..¡ 

[ 
IF<D>I ] ..,,1- d4t O!st.as, .... d4'Cir .JVC'.b) J -.J .. t,.oda dierllifica es 

...W.tv•rtca 9 un t.or~; -. conCl"9tÁ a l~- t.arl!'a de est.~ 

' pi'Oblll!'a9 .-ol1191!'n~· en torn«!'OS, va qtle' •i encont.rab" la~ condiciones 

DOOl!-Ariu y sutlcient.es para est.e caso. sería -.is r•cil f!"ncont .. rdr lci 

-i,c~~ ""' ....,..-r1ca· C11•lcru~. El,p~b1., .. lo •"d• re•olv.,r 

,,.,.,.-~ con un n.-ro par- de vért.iet!'S v sola19P.nt.~ e-ncont.rP unas 

condic1<>ae9 ~riu pero no &- ...t'icient.e9 para loe,; t..1.1rn~ns con un 

Tallbifln ~ P.nr.ont.raron 1·~· r.:ondidon~s 

Df!ieeWart.9 Y 8'1fl.deo.._.. pal'&,qw a: t.ornN> ~ncc. dos arborescencia• 

P•~_.,r .. •,,Jeftaa v 1• n&ceearlu para que t.P.nC-" 3. así c090 alcun;1s 

[ r1n1 r..iu.11 ... de t.or.._ que t.iHen las tVDJ ¡ _ i arboresr:•mci~s ...... -.......... . 
·Todo lo an~rior- ~st..;i eont.e.rlado en el capft.ulo de 

L - ._.,.1 .... -. -'~ •. J +..· .. un 6rbol 
H..,_..,~· lf'll.,.t.ef' uno, ••~ 
ll•ne 9rade- .. ~rr..or e•rei. 
dl.tT4hcG a -- uno ...ibd\9rAlll.oa. • 
Y . ,.,....~ tOlloe . ta. v•rHl!IMI die 
._,, fl•..-n fl"'<"M• .,.. ~o...:.n. 

"V•tll~ lla"-odo .;,.ah:. e\ e:• i."ll 
or ....... r••c•n<::HI 9•nerot1~rr.1 do9 

l..1 C•.iOl .. u~. nrbot••·~•r.r•n 

lk">• '1t'bot••<"•"'caa• eon OJ""na• 



.,¡ 

<l~ 

l•:i.-so 

1> O • dl!bil.-h~ con~xa Y sin ciclos. 

J> l> e• debll~nt,e cone)(a con n • t rlechae. 

3J D ""' 1m .fr-bol itirigido con v"t-Lice- l"aíz r, 

4l Exist.~ Uh v~rt.1cl!' r E V<O) t..al que paf'a. todo vért.ic'.!' v 

Y<Dl' ~"ist.. una tlnica tr'lV~t.or-ia dirtcida tie r a v. 

~ F<tn. 

6) O ~•• iieobihlen~ conexa v t~ne '• un v~rt.1~e .., r 

crad-Cr) • 0 V grad .. fy) • t . •4 V ,. l'. 

~al que 

7., O no t.iene t:icloe v cont.lene- un v~f't,ic.e r t.al que 

Un~ proposicidn d~bida a Cresltn e•. p. 351 asegura Q\le e-s 

pr:i~ibh .. asign<lr direi::cir..ihe• a una gr.ir lea conexa G. logrando una 

H la cual es IJpa 

at·bor~scenei., Clf>ner.idora di!> G. dit> t.Al f"oNll"' Q'll~ cualquiel' f'le<:ha Que 

uo peol't."nt.>zr.:a .., H 4!'sL-' en tJn ciclo dirigido. 

Si ieol conj1lnt.o di.!' v~rt.iO!'S' dei un-! 'Ht;·1fica O es (\o·f. •• • v,,,l. 

-.,do la ..... riz de- ¡rMo. ittterior tt • t kr-·1 1 m y la •atl'ia Phs 

•M • { 
•) r ,.,i- tvr 1 

p • ' 

r • ' 

:¡ 
1 
1 



{ 
,1, 

•plo;- D i;os: un.t i:t.J bi:iri;;os:cP.nr::ioi si .,. s•ilo si \.; 1 1 • ~1 
si p ,,. r 

111hnet·•.t <li:- "'rl""n·,...s:c•:nci .... ~ ~..:.-ni:-r • .,•J•.•1.,ts aj.::-r1,..,s ..:on vPrt ice r.-:iiz ,.r. P'!"I.~ 

p--.f.-' •i-.l•ID pnr •·\ ,\ ... t.l?'t·mih•lOl.P tita lA m.O\f.r·iz 11•r. 

{ 
l + MG) } ,.-.<rn ,,-s ~nor (-. ir;u-"l a -z- : si n es plan" E"nt.nni: .. ~ 

~ 3 y que para toda gr.llific;a n-part.it..a 1;('1mplP.t.a G • 
1
.:,cp,. l.•, .• ) 

la art'iorio;cidad 'por vértices es ri( G ) • o - ""''x( k ! I: P."- n - k lo, 

Todos esl.o'W result..ados fueron obt~nidos dP 1m ,,rt.fr:ul1.1 esn•it-i:o PO\'. 

Gary Ch~rt..rand, Hudson V-t.:.ronk v Curt.is E. Wa 11 ll."m~1dn ''Tl10:-

Nint.•A.rboricit.v of a Graph" (Rl. 

·Un t~'!'•a relacionado con la arborisc!dad p[lr vPrt.ices, es el •JUe 

t.rat.a la arboriscidad lineal por vért..ices' "''º) 

f:"ncont.ro11dos en dos art.j1;11los. el pri•ero publicado ~,.,r J..:, S. Poh 

rt71. SI'!' df!'Mt11;>st.ra QtlP. a<G> :.:: 3 si ~ es plan..... \." el -sP.g1mrio dP. 

Kakot.o lfa.t.st11toto lt31 QIJi~n deRtuP.st.ra Q11e a<.01 < 1 + [ ~ ] par"' 

"'r'".,.,r••··•d..,'1 r-~r .... rl•<"•• ,....,.n, 
,...._.., .. ,,... tr1l• ....... ~ 1• "'·~•·<:- .. ·· ... J<J"''"• qu• ·~"""r1 .... 

l.n nrhC"r1•·º\rk11t ''"•"'' t"'r 
..S.l1na CQ"'4 •l '"l"'erl') ml"'"""' r.I• •·~._,.,..,.,,.1 •• t.-.• 

.... M .. ?r"'"'""' 
1"•"'f''"'"·1 .... 1 

rumpl•n ,.,.,,.. la rropt•d.,d o» UM ~rltCt!':)r> 

rrvil'l e"""'Jl<'"•ril• r-:>,..••o d• c..,oi.., .'\'• • ~•o uno tll'Oy~L .. ~r1n. 

s 



•~od" gr4f .it:<l O Y si G i:-s conex.:t1 .·.(G) = 2ra. aun * t + [ ~ 
~i .,. sólo si G es un ciclo o isomorfa ~ (7,...1, 

G P.s conexa. t.CG> • 2n - 1 IV<G> 1 m 2n. n 3. a<G) ~] 
s:i .,. IJl)}4•cnf.t;" 9l s11cede una de las siguil"ntes r.:cint:liciones: 

1) Exi•t.~n dos -.·"rt.iceos no advacent.e. u. v • VCG> t.al Que 

c•rdinalidad t.r~s. t.Ale• iaue < V1 ) v < V• indw:ien ··un bosque 

r.uv .. • c0111ponentks r.onexss son t.ravect.ortils. 

El s"gundo "-'"S ~1 c•Hculo deo la arboriscidad lineal por v~rt.ices 

de una gr.l'lificL'l n-p1Jrt.it.a r.o.i~lP.t.a, 

Todo lo _.,.nt.er1or e~ el cont.enido lle e50t.e t.rabajo de t..P.9is, en el 

.:111!11 t.a•biP.n se in1;lt1vi:- un capct.ulo. capít.ulo 1. con las dP.finiciones 

v conciept.os b<isicos de la Teoría de las Gráficas: 

Por tllt.iftK\, aunQu~ en est.e t.rabajo no se t..ocn. el i.~11a. Qui~ro 

ll;'nunci"r por s11 i"'port.n.ncia v ~laei6n con los t.e"'ª' de arboriscidad v 

arl>oriscidad lineal por ~lfrt.i.Ce's algunos rs11lt.ados import.aftt.es acerca 

d~ lo"! •'lrboriscida.ri lineal por a!'ist.a•. la cual se define corno el 

nLimer-o •ínimo d~ s11ticonjunt.os del conj1mt.o de arist.its dP. (;, cuvas 

~r<'ific.as inducid'"'~ t.it"nen por comrt>Qnent.es: conexas t.ravi:-ct.orias. est.e 

ntl•o?>ro lo d~n .. ,t.at·e.o. por 'E(G). 

AL:iva•a. Exoo v lla!'arv l2J publicaron en 1980 

3(T) • { ~ } para lodo ~rbo! T :OCl:Cm .n)) 

1.i:•s resnlt.ados: 

{ m + 6(1n.n) } 



d• n.J.. ~cm.n, = { ~1 . 
si m w n 
~i m ,e t1 

[}Pfinen arlP.m~s O{G) como el •Pnor n1lm~ro de 

G 

··J~nas por ... ris:t,as p, ..;. G t.alr:-~ QIJE" U Al P·) • ,\CG) v nrr:1 comr.t 

U .HP•1 • A<G1. relacionan ést..os: n1l11teros cor:. la 

si Y st.1lo •i G ;; ~Cl. p) v nCG) • :=:<O> si v sólo si G :::. J.:(1.p) 

n ;. t:i:2.P): :=:ccn • f'l(LCG)) • a<L<nn donde- L<C:) es la c;r-"f'ica de 

lineas de G. '"1 

Est..e art.fculo dio piilf a oLros, h.1s c1uHe~ t.rab:.tjaron r:on un.:t 

conjii?tura dad"' por Akivaina, Exoo ..,. Hararv: E<G1 = { y } 
Si VCG) • C.v,. , • , • vn) v g:radf\·, 1 = g. diri:-mo$ q11(" 

una <r,. 
de ·grado k de- la g:rAt lea G • 

• • • , 3>•gráfic1t ent.onces Z(G) • 2; ::'.CG) .• ¿ si G es 6-1·,,.&11lar, lo 

cual t.a•bién f'ue de•ost.rado por ffikoe E;nomot.o \'" Bern1':rd f'~r•:'lch~ (9 J: 

si t.CO> S 4. f>(G) • 3 v < V.aCG) > es una <O. t>-G"rÁfica ... nt.onces: 

~<G) • 2: si G es 5-recular entonces ~((;) ..,. 3: si G ':'5 

B-re~11lar ent.oncE>s :=.<O) • 5; S'C(n ::: { ~ } si t.<G> es P·"''' 

:sun > { 5llCG~ + 3 } si t.CG> es imp~'1·. En E"St.e art. tc11l1:"1 t::oment.-, 

que la arboriscido.vJ lineal por <'lrist~as dE> l·"l'i= gráfic.-=ts .¡-rt?g1tl.:.res P.'i' 

!J. v que P.st.~ result.ado fue publicado en .l1at1h. Slovaca 20 tje ano 1080 

.;on 1m <irt.Cculo lVt.Ml'lldO "Covering '-llnd P':!Ckinr; in ~raph III: Cvclic anoi 

o;• ...... ,.~ 

.-1)... '°' AiL1nn 



En ~l '1!ftrJ •t··· 19f.V• fi lip fJuld::tn. [tn] 

P."nt.onces ¡:¡ara t.od•l 

grAfir;" I:;' 1111~ •~a <r + 5>-recular t.enemos Q11~ :=:cG') • { ~ } 

r..oi90 par• bs grAfir;as 0 5-r9C't1lares. I' • 5. Va S'i!' demostr6 Que 

-=-(0) • { ~ } ff 1;\bt.i~nil!' DOr la proposición anterior que toda 

t.i,..ne arboriscidad lineal t>Or arist.as 

• 6. Ot.ros resultados obt.enhto• por este •ismo aut.or son; 

r-r1;1g1Jlar. r i~ar, v Z(Gl • { ~ }. ent.onces Pi!lra G' 

{~ } 
Si G 

r + y 

r + 3 rP.g:ul.-,r .'.="({;') • { <r + 11 + 1 } y ?CG"> { 
Cr + 3) + 1 --z- } 

respectivuente; si G ff r-r•cular. r i•Pai- v ¡veo>¡ ~ r + 2. o. 

.r par y IV<G> 1 < r + !l {. !:-!-J. } ent.onces ECO> • ~ Ouldan 

demuestra QUP. si :=::<G) • { ~ } para las gri4"ficas r-regulares. 

donde r ~ 2n r es par entonces •i G es 2k-reog:ular t.ene.os que 

-.-.(G) -- { n •
0 

1 '- } t • - l t. d 'fl _ ~ 11; y por o .ra par~· Que s para o " grn ca 

2r-re1ul.11r, r S n. su .Jirbor iscidad por arist.as es r + entonces: 

para t.oda gr"f ica G {~} "' :SCG> "' {"~1~} si MG> 

·- par V {~} s "E:CG) S {":1~} si O(G) es 

i11Par. Utilizando est.e 1nt.imo result.ado. co•o va se ha probado Que 

:?:CG> • f' + t para las 'r.iTicas 2. '· ó. A v 10-re,ulares: se obt.iene 

Qlle para f..oda grAf"ir.a G: 

{ ~ } ~ '.'(G) ~ { ~ ~ } 

6 
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CONCEPTOS BAS!COS 

ORAFICAS 

llna. gráfic• n •:•'.'nsi'i-1-':" i:i·~ 1111 r..N1j1mt .• ;. finito n•:o n1cfo d':" obj.;i-t .. :ii: 

ll-3111.t•k•s v•rtices denot .. ·.,dr.• (•0r van v •m •:•:011j11n~.o .\ffD Qtll'!' •:-or1'i-t .. 1 

Para t.odo \' OE VCG> el grado de ~ l'?'h G -e-s "!'l nú-.ero dP. arist .. ,,s 

do:- O l'Jllf!' lncide-n ~n ,. v se- denot.a creda<v> o siMPl"!'m~nteo ~r~dC\'">, El 

arado •'nf.a 6Hn de una cr•rit:a G "'!"' "!'l tll!'nor dP. lo• credos dP. s11•~ 

vtfrt..icP.s. "AD..tlo&~t.P. SP. dP.finP. ..\(G) l!'!l grado -4xf•o. La vecindad 

o el conjunto de- vect nos dP. 1Jn vP.rt.i.clf" _M ea ·IJna cr•t1ca 

conJ1mt,o _N(v) rorw1ado Mr los vlfrt.icP.s adv•cent.f.'s a v.-

G, P.S l!'!l 

Si todOll 

los v•rticP.s de una cr.ifi~ G tiP.nen P.l 1t11MO gN'ldo r. diremos q11e 

O es r--r'°'ct.alar. 

Sea V' ·..: V((;) y A• s ACG>. G - V' P.S la s:111:tgr.ifica f:IP. G QtJP.' 

QllP. son incident.f.'S a ,\}CÚO Véri,ic., dE' V•. {\~ for-Ma .análoga Se df?'finP. 

G - 4• cotlO la tJ:tlbgr-<ific~ q11,! !!'e ot'>t.i.;-n~ .:tl q1Jit.~r- de O l~s a1·ist.ao; 

d~ A'. p~ro no Stl$ vPr-t.ice-s incid'.:"nt...;--?. 

LA •ubcr-áfica inducida por V'. < v• >. P.5 aqtJell.a ·QtJP. t.iene .a 



<V'), 

ltn c•atno vl•' v1, ••• , v •.. ~n 110.!'I &r:ifir::a G -=-~ tmn stJees:irin 

.1lf-P.rn,.lfa di:- vPrt i1~t:.,. y 1.1rí~t..Js •ton1\,:. e,·~·•' v' ~ A(G1 P·~l'·' t.t:'do i, 

t -s 1 !t- n. Un P•••o f!n una grAifka G P.'"i 11n ca11ino en e-1 c11•ü no se 

l'f'Dit.en ari•l.a1>. 1111a tr•'t•Ctori• (v1, . • • v"'l en 11n.1 ei;raric3 O ~s 

1m J'18SM ftl dt.tnd~ \', ., v 
1 

f'lara t,odo i ,. j. lln c•mino cerrado. e1i' 

•11u1 *'Ice.ido de vtilrt..ir:es v arist.a• f!'n don1J~ E"l vért.ice inicial 

t.:0inr::ide i:on •1 v"rt.ic" rlnal. Un cfclo Cv
1

, , , •• v .... V
1

) e1i" 1m 

CJ\Mift(\ t:t!'1'1"1llt1f'.' < v 
1

, , , , , V, • V 1 "l d1'nr:I" V JI. V J P41'""- t~odo i ~ J. 

L'J lon1ttud d~ 11n C"tninl".' "s ~l ntl..-..ro 11e 1trlst.at: IJU~ lo torwtan. 

En la crlifica QIJI!' 9t:' dibuja a cont,ln1Jar::idn V<G> • <P. Q, r. s, 

'·· '' v) v A(í;:"'I • «r.rl, <p, s>. '"· t.l, <p, 11l, <11. ~>. <t.1. t.l, ''L 

t1>. (Q, '"· <r. t.>. <r. t1>. <1'. v>. <•. tJ), <•. v>, <t, v)), N<p> 

<r. S, t., 11), ó(G'l • 6.(t;) • .¡, ~si l'UM t!'S ttnS Cr•tica 4-reculer. 

(l.'. r, t.. v. 11. "· 11, p) ~ un ciclo v [Q, t, p, s. v. r. ul una 

9 



L•'E- ~¡ .. ifit:·"'S: 'i'i.g1Jit:"1tt,es: l'li"Pl'>:'i-<'?Ot .. :in l:•io · 'io'tl.uHgl•rifi•: ,-:; inr!11•:i•las: 

p•:.t• ~t.•. 1·. ~. l·, 11• y (.s. b. 1::) r-es:p.;-r;t.iv .. un.;ont.•~. 

La• dos gr-'ficas sig1Jiente91 ,::on isoMQrf.:.s. 

f1mcidn f(>.:) • x '. 

llna gráfica co"'p 1 eta "!".;;. aQ•IP.11~ li"h don•:li:- t.od.a p;,r1;;>ja de vP1·t .. i1;e'i' 

s:on erJyao:"!"nt.~~. Ll'l cr~fic.J i:-omplP.t.a con v~rticl';'"S: lil do:-not.arP.MOS 

10 



•• 

.. 
Une cr4fit:".:. G "• bfpartfte •i ~'f}s!--e un~ partición de VCG) en dos 

conJunt.os V• v v, t.41 fJ'l" cada .ari•t·• ._ incidf!"nte a un vlfrt.ict?- de V• 

v e oia-o 11 .. V•. A v. v V• i .. 11•••...,..,• le llfpartlcf.6n· >1atur•l de o. 

fin• cr4rtcei G es bfpartfta ca.plet• •i ti e• bit>Grt.it.a V •i V1, V1 4'• 
le ~rt.icidn nat.ur•l de o. ced'J ytf,rt.ice de V1 es advamnt.e a t.odos: l1)S 

\'~rt.ices de V:r. "" est~e c«so G R denote K.(1t, n) si ~ 1V11 • m v 

IV•I • n. 

. .. ., 
Unai "irAfica G eta~-P•~_t.tt• si exl•t.e' una part.icidn ~e G en n 

cQnJunt.oa V• • •• , , Vr. con la r:tropie-dad de que •i (1J, v> "= ACG). u 

.. v .. .., v y)'•· .. Y, ... t .. oncee J.·• J. A v •••••• ~" le lle.•.eir&l90s 1., 

'ñ-p.iM:tctdn natural d" G. Una crAfic~ G i!!'S n-partfte comipleta si 

11 



S~l.t,2) 

Una gr~fica G es: conex• si v sdlo $.\ p.,ra c1.1alqui""r P~•r -Je 

vPrt.ic~• ,existe una t..r-avect,.o~~a Que los une. l~s cot'lponentes conexas 

de tma· gráf ice G •on las ~ubgf'.iriaa. de G 

f'~•p~ct.o a la pt'oPi'!dad de , 9er conexas. 

Un 'rbol es •Jna gf'riflca co~xa sin r::'ic11's. 

1111~ son lt<'(xi•att con 

On bosqtJe f?'S: 1ma 

gt•-'!'ica acíclica. En un <it-bol lc:w vért,ii:es de ~rat::lo 1 s,e. ll~m~n 

vértices terminales. 

La ,rAfica siguient..e ~pr~s~nt.a un Ar-bol cu\-·r.-s vlfrt.icl!!'s: t.~r-minales 

•Oh a Y b. 

12 



11••~ pa1eo euleriano. Si ~l vdirtiC<!' ink.f,'tl r i'in.,l •.i~ t.1n J'las-~o <Íl;'

..;-9t.e n•t,11,.~l"!>Z-!I r:oinl'!irj~n. P.yi~ar~• he1bl1.ln"1•> '1-:- ur1 paseo eulerfano 

IJn cfclo h••f 1toneano ~n 1m;1 cr<'ifk.;t G "='' 1.an ciclQ qt.1~ utiliz..t 

t."4o .. to -Líe<!>• <!.,. G. Uno cr•tteeo ha•lltoneena .. un• cr"fir.a <1119 

cont..1-..nil!' WI ci'.:lQ h«•ilt.oa4!>.an,,. U.. treyectort• t.-'1t9ft••n• ~n 'lft• 

Cr.tfii:.t C, '!S uae Lr..t\o'~t::l.oria 'l'Je U\.ili.z~ t.OOos: 109 Vilfrt .• j,ces 4~ «j. 

Une dfgr.éffca o consi$f.~ d~ un conj\Jn~.Q f'inU .. o no \i'<Jcío '1°" 

obJet.o• 11 ..... do. volrtlcn d-.not ... do Poi' V([I) V llft sut-oonjunto d<> 

.Y<D>WCD) dee<ll.edo 1><>r F<ll> Clll'OS <>l--.0.. 90h 11...,.dos flechao. un .. 

.... ,.,,,... a··. d9 1) M •1na dicr•fir.a 1. .. 1 411" V(ff). & V<D> v F<H> 

!i. f(p). Te.llb111fn •~ di" QUie ff ~•t-' cont.~nida ie-11 D. 
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r • <11, \') ~ rqn dire•os QtJ'.!' r incide de 11, r tncide en .... 

'.!''- 0:-1 vértice fntctal de f 1 V ':"S C!"l V_;rtfce fin1l '14!1' f. 

PaN'l t,od1> v I! VCO) i;-1 gr•do tnterfor (eJCterior) df." ,. ':"fl P 

~s e-1 nú"1e-l"o df." vlfrt.ict.?'• advacf."nt.es a v ('1dvacent.e. de 

denot~a cr·~4'.t~(V) 

h-<G> ( A•(G) el erado interior (e>xt.erior> •ínillO .... •"xi.,, 

vecinos internos (externos) o vecfnd1d interior (vectndad exterior'l 

COtlO <x -' <x. u> • F<D> pare elcdn u • S> < <x "' <11, x> ~ f'<D> r:u•ra 

e>n caso df." QIJie> S ooute> de un solo vlff't.ice 11 

Un caafno v
0

• vt, ••• , ,.,.. en 1.1na d1cr4tica O l!'S •ma s1.1c"·•i6n 
'a1t.eorn4d.ft de \.'P.rt.ices v fleot:h>Js donde •tJced~ QIJ" (yl-•, vl ') e Ff.0) o 

Cvl, vt-t) e F<O) P'Jl'a t~OOo i. 1 !i ~ :S n •. En el c.~•o de <l'J" rv
1

_ 1• 

v > e FCD> P"N1 todo. i. 1 :tz i s n. deciMos que el ca•fno es ' . 
. dfrt'9tdo. Un ~seo en· urie dicr.ilfice O e• un c&•ino 4'ft el cual no 11e 

repiten flechaa: si ._dicho ce•ino '!"S diricido ttnt.oncf."s se le denomiM 

p11eo dirigido. ~n ca•fno <P•••o> cerrad~.es •JO camino (p11seo) CU\ºO 

vffrt~icP. inici.-,1 coinr.:!de con SIJ vér-t.ice final. 

Una trayectoria Cv
1 
••••• vl'IJ f!"n •Jh3 tJicráfica D f!"S un pas:f!"o 

en donde v\11v1 ~rat.odo,~i"J· A v. Y 

v•rtic,. inicial v f'inal re•i>ect.iv ... nte. de 

,!9' SI'!" ~ 

le 1.ravec1.oria. 

uv-trayeetorfa e• un.-.. t.r-;ivE>et.or-ia con vtfrt .. ice iniciel u Y final v 

Y •e df!"not.a TC11, v>. Le trayeetorfe H dfrftfda rvt •••• , v,..1 si 

es un p.~-s:P.o dirigido en donde v\ 1111 vJ par+l •~odo i 1" J. A V 



t..ra"·~f~oria. lfn.:i: uv-trayectorfa dirigida f;"'i> 1m;;. '-·t·r.tve1;f.,_1rí.>t con 

.. ~r•.ice lnici-:.1 Q ,. rin-ll \º y .. d'?'hOf~·'l T<!i-:V). 

lln c•"'ino <pa•eo• eerr•do dfri9fdo, ~~ uu 1;Q1ttini. .. rtirigi•1i:-o <.pas~':> 

•útgi<f..,, .c1JyQ .... ,..f't,J.i:e inicial coincid~ i:ou ••! vPrt.ir.I!' final. 

pare-l.odo 1 " J. 

'1rlc!-to don~.,. v, 

Í\',, , , , • V~ V
1
), 

cie,eo lo for-.an. 

do11de 

Lh_,, ciclo dirigido- • un 

.. V 
l J . y 

La lon1ftud rf"!' un c•ino ,..,. !!'l nt.IP.-ro ,¡.,. flechas 

v•rt~ic~• i::-xiwt...e •!h-" f,f'e\>·~r.t.l)l•i-'!11 1¡11e- los· 11ne. Las c0111ponentes cone1Ca1 

.tfe- 1ina dicrJ4:fica O son las subdigr4flr.as de D CJ\le- son Mxilt<i• con 

f'~•PP.ct.o a la pr-opi'!>".lol:d d~ se-1' r.onex•. Si o.ara Utdo par d~ vlfr-t.icl!'s 

11 v Y exi.$t.e- un v.Prt.ice • *°" V(D'.\ t . .al 1:1ue exist ... ~ un~ t.ravect.oria 

T<i':"Ü> v TC~) ent.onces direaoa que D e• di:!>bflMnte conexa. v 

•i exist.le-ra T<.ü.""1> v TCV:--Ü.> l• llawar1a-.os f'u•rt.e11tent.."' conexa. 

En la gr.<flca •igqi<'n~ crad"<d> • O V grad"Cd) • 2. M•CJ> 

Ch, l>. N"<j> • fe. <ll. s .. ~ s • (a. i._k>. Ht.OP,C6'S N:<s> • <h. e, 

P. e • • , ,.,. N-f$) • <n. d). Es~ crA:ficOJ e-• dflbil•nt.e- C:OhE'X" va QIJ~ 

hd\.' uh<11 t.r-a\.·ect.ori.a dirigi.rJa di!> d a cual•llJi.er otro vPf'f.ir.:e, pl.>f'Q RQ 

~• ro~rt.etleon•·"' conP.1'• va queo no eoxistE> 't.ravect.oria dirigid•, exi:"pt.o 

la trtviel. quf!' pai-t..a de> h -º llegue- • d. 

Ca. k. •. C· n. 1, t:. j, f. PJ •• ttna f.rav-..:t.oritti dlricida V 

<c. n. l,. k. •· ¡:) es un ciclo .dirigido de loncit.ud 9 v 5 

rf!'s~t.iv~nt.e. 
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Do• disr•rtC>s P v R - feOllOrfH si v sdlo si .,.xtllt... •m• 

runcidn biv<'r.tiva r:V([I) - V(H) t..ol Q•1.,. si (a, t>.> " r<P> 

P.nt .. onr.:~s (f(e). f(b)) • FCH>. Est,o lo l!'XPrP.S·)Mós [) ~ H. 

Una dicrlific31 es un torneo si p11r~ t.od.1 p111:rf!'j., d~ \·Ei1·t,io;o;-5 

dis•~intos IJ, V .. V<D> (tJ, y) "! r<D> o ,.., .. IJ) "'! f(D). A IJR f,O['RP.•) 

con n vtllrticN 11> denotareeo9 Dn. 

A contin,M1r.:idn si!" a1Jl!'st.r.1.1n los t.,rnl!'os d-.. 3 v ' \'llifrt~icP.s, 

1~ 



nna di1r~fii:.:. O '!'• k-belenc••d• •i para todo vPrtii::f.!' 11 -= V(O) 

·Cf'11d;(1.1) • cred~(•J) • k. 

Sea [\ •Jn~ dicráfit:h, V' .;; VCO) V F, ~ F<cn. D • V' 

•~icPtic"' d" D QtJe se obt·V~ne al QUitJar lo• vlfrtice• .V' v .como 

cons~u"ncie las flech 01• Que inciden e V deo est.óe vert.tces de V'. De 

.. neNt eew jant,P. 0 - F' es la •ubdicf'illlt ica QUe ~ obt.ienf!" Quit.11ndo a D 

1.as rl~ha• deo f' pe-ro no sus: vlfrt.tce• inici.alee ni finales. 

La 9Ubclicl'<tf ica .. nduc 1 de P"r V J es áque ua QIJ" t.iP.hP. a V' COMO 

conJuntJo de vlfrtic~s '\o' s:11s rl~h.a• •on la:ss flechas de D QUP. tienen sus 

v"rtice• 'tiitr.lal v final en V'. Dicha dicr~rica. 9e expreH <V'>. 

An<iloC~IM>nt.~ foth:d~ definirsi:- la dicr4fic." inducida por f', COtRO 

aquella Q\14!' tiene .a:t f' C•.'.'110 i;onJt.ant.o de flP.Ch«S V CUV09' v.SrtJice• t=Oh 

lo• YllirtiCP.9 ini•:l"lP.~ Y fin~lee de lofts flechas d'!' f', ffst.a dicr.ifica 

se- debot.a CQlll) '' '>. 
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"'·f. g. h. 1, j " .... :.J: l·"li-" ·.1l'i$t .• 1io m. n.o. l.•. •.1. r v ,, 

A IJD "ª."'' diricido d~ o QIJI!' IJtiU•.a f.f)dl)ll lo" roJ~1H>nt .. 1)9' d~ ff[l) 

~ le 11.a•.,. pa1eo eulerfano. Si t!'l v.-rt>i1:.:- irli•.:i..11 v f'1t1°'l di!" 11n 

1>4seo de il!'st.a natural••• coincidl!'n. ~st.~r~os h11.b1.,ndo •Jf'l' 1111 pas•o 

eul•rf•no cerrado. Une diCl'Arka O ~s eulerfana si 1~i:int.iieon.:- un f1"1cl!o 

f!'1Jle1·i.'!tno cl!"rra•fo. 

Un cfclo.h••flton~ano en un-!! di¡r<tric,:, [l "' 1111 r.ti::lo diricido que-

utiliza todos lo v«'1•t,tce• de D. Una dicf'::frico!t hamf 1 toneana -:-s 11na 

h••fltoneana en une dicr4fic.. D, iei• ''""" trav~ct.ori<!! 11irir;id« QIJiei 

utiliza tOttos los v"'rt .. tces ite P. 

PireltOS Que u •lcanza a V o V es alc•nzable desde IJ id ie-:dste 

una L1v•t,ravf!'ct.oria 1Jif'iCida. Si •1;> t.i1;>hll!' q11ieo oara t .. odo ,. ,,,,, V([)) •1 

.alc<!lnza .'!t v. dir~114. ... , Q1Je IJ ~s 11n \ 0Prt.i•.:'!' fuente •) raíz. Eu €'! 1:.'1t:•:> 

de- q11e oer-?t t.odo v e V<D> \' alcanza a u. d.;o1:iMs •Jlll!' u 

pozo. 
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ARBORESCENCIAS GENENERAOOP.i\S 

O~finfcfón 

lln.1 ·h~r·ifk • [l ··~ 'Jn.J erborescencia s:i t'I es 1m .irt"o"l diri;ir.io \° 

,..., Th·n"' llf\ ,,...:rt.it:-=- r-. l.-'1l '111~ crar:1;,<r"I • o ll<'J11t.td1=' VitÍZ. 

b> . .;i u ~ ( V<[)) - ft') l enf.ohCP.'S griJd~C11) • t. 

lt '~is 1.m.1 arbor~scencia gener•dor• rfe 1m • .,,, digr.lfic~ E •i D l!'S •JO·) 

Pl'iME>ro vP.aMt)S porqitP. nos lnteres., qqe 1m t.orneo tenga ~ 

<A•, A.z, el 

cohjtrnt.o di!' dl'b,,r-esc~nci,1,1"!i a.P!-n.as en 1m t.orn~ Dr con p v4t-tice•. 

! U ff A•) 1 fCDp) ! • ~ 

i U f< A.> 1 • t j f<A•) 1 • t (p • D • nCp • 1). 
t.:t 

Ent..on•;e'§i "'f.• - 1' •· ~<ti,- i l. por t:'='nsig1dent.1?- n ·: Z 
P1:1i1' ¡,,. f ·.\11···~ n ... [ l ] ." donrf~ r X 1 es ~l sr.iximo ~n•.P.-1·0 inent;>r 

'-' ig1t.tl a x. 

I'' 



El u•lm~t·•· ,,,... -11·l .. :ot·•:-'5>•:-:011•:-i..J!:i gi:-n-:-1·.;.d1n .. i.'!i- ·~j~lt·•""' ~1\ 111• '•.•!'11•"'~ .~<'h µ 

\'~rt io::,..s ~!!- "" l•• m..is ( ~ ] . 

:: .. 1i••'."1t1n'!- 'l'll;< t ···•\•• t .-'l'h-:'O t .. i.':'llo:- .• l 

to:•I'll":"f' t'11i:ort. 0:-m~nl+:• ,-i:ill';>Xt• (11. l.' ~· ~ ~<!if.; •••Ul~lti•i•·• ••11 ju~ ri•.I•• 

Proposición 

La deiMost r.'li:iñn s~ h~r-' por 1 induccirin <s:obre 

\"ffrtice•. 

Se" p • 4. 

\" Az• <V2. fz). V2• Ví('lf). f'z • Hv,. y"), <v,. v
1
). <v

1
, 

20 
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d·:·'# ~l'br."ro:--.¡¡:-:-:-nr;i""~ .,j"':'r1.'t'!- '="N• v"'r·•·i'~""'!-> r110:-11t-~ ", v 1,o
1 

o-:-

<JiJe 0:-1 1''!'Sl1Íf .. 1tJO ~·: $ lC'IJC' J;U..\JldO .;>} 1 (•J ll~•.• r110::-M-~m~nt . .;- 1:on~X1) 

~. u ... \"l [h., y e IJft ciclo. IJ • V(C). d~ 1N1cit.11d k - 1. 

D' t:i• un 

e !.i D'. ii1:.1· l•;t 1 .. ,nt.(t [1' 'f .. ien-.. ""tt .l.lr~rescen1::i.-u. A; v A; con 

t:ll!I' \'f'irr.iC'!"S: fn~nt.~1' a·~$P~'='~h·.J~f1t.~ V -.· - !\.'• 

"' ~: U (í•. v>> 
arbQi-iescP.nci.e1 ceneroldora dt: ~ con "~rtir.:'!' tHent .. e )(, 

V 

"s lJna 

un~ •~CIJhd~ 0tu·bor'!'!!'<:°~hCi4'. Cl!'h"f'a1:tONt Aa d~ o~· •e ob•~i~n~ citando 

a A; 1'! uriht('5 la f'le-r.h., (}', V) " cv. y), S'-"C''n c•1al sea 1~1 flecho! 

rJ1tP. l'~J'f .. ~n~z.:; .. 1 ·l f'([}~ 'J, Y s1t v~rt.ic~ fct~nt.~ s~rá ~· O \' .Se'Clfn f:t:>·~ 

l·l COO,..~id.1•1 ('11~t·t.~ .;"JI 1\0 t.Qf'nl!?'o."' 0~ .1 .. --.~..;-g11r.., l" '!"Xi9"t.~nr.:ía d~ 

[ ~ ] «t'~Of'~~·::~:-r1 1·í·~· C~rt~f'-'d1)1"J!I~ .,j~h4ri 
Est.u1He111)<j; .;ol t.1:-t"n~'> iJ~ 1.-, p1'cina si111i~nt . ..;-. 

El núltf!'t'f.'t deo flf!'f:ha• i:n On ff icual al n1fllltt'f'o d& arist .. u: que 

n~C~$it.."t.llO:t= o.al"·' rr."NR~r- 3 .<Jrbo~.ceoneias c~net"0\1:tor.;,s a.jen1Js. La 

diC1"4tic& dil:t•1j~lJ,_, '?'~ ruef"•,e~nt.eo t:onex~. va 1111~ coht.i'!-n(' al eii:lo 
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' .... , . ,. , • v, '" "' ... · ...... :•. El g:r-!\rto i11t '""rl••1 •.\.: '111 .._.,;t"t·i· •4
• ...H 

Ent.oni:-o'."-s: e'·, V ) .. . ,.,,·,. '', , .... ·· . 
<v ... v~ ·1 d~t-~11 Pi:t.3r -?'n :1r\:u'.'lf'l?'i=c-::-n•:-i~s: di~t.i111 ,'4"i. l• ... rn <i•;. l•;11Mt"11I.~ 

f")•lo:-mo":- ("'rni.:1t· ·; ,q·b•'l1·-:-~Ct:>h•:i-"'~ •li$111tt.i5 ... h [l.~. , .. ,l' l•.• t ... q,,·, o;-t1 -=-~'·~ 

•• 

CQn~xo no nos ,ar.ant.iza ¡.=, i:-xist.enci., •iie-

·1·~ lo:•-:-

[ ~ 
Obs.~rv.;.cirin: 

~nt.ohCl?'S o:-1 nti111~1·0:1 di'!' vPrt.ir.I;'~ t:1Ue t.ll?'no:-n la propit;"d,.,.•1 di?' so:-1 f11~nt.~ 

en al m~n1.'s un., iie ell'.'l:t: ~ a ,h-. •ás: [ J ] ; p~.:i1· lo 11ue 1:-0 - l 
correospondl;" a ta cartt.in.,lid.ad mítiilfta d~l '=onJun1 . ., di;- v~rt.ii:o:-~ ' •l'lP. 
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cr~oJ;. c ... ) • 1. ·l~ :,.111í 'l'lf:.• c1·.~d-(\1 ) 

vPrt k.:-.s:. 

Propostcidn 3 

.. 
• A ( ~ ) ent.oni:es 

1: 1 f'(A,) 1 • 1 f'(O,.) 1 • d•.•nde h • ~ 

~t.racldn: 

f'(llp) • ~ 

F(At) • p • 1 pe~a t.or1o i. i •ni, •••• ~. 

Entonces si h • ~· 1: 1 f'<A•) I • t <t> • O • 

• h(p - 1) • ~p - 1) • 

• 1 f'(()p) 1 • 

Proposición • 

Se.i DP un t.orneo p • ~k. k -=- 01. Si Df" t.ierl''" ~ 

ceneradora• •Jen,,.s, ~nt..01tcelli: e:d•t.en .:-11 wwnos ~ ,·ez·t..ic:es CQn credo 

intfl'tor ~ • 

De90st.racidn: 

Se1t h • ( ~ ) • ~ Mr s~i· t' par. Sean las 

arboresr.:encias ceneradoras dt" ()p, 
t. 

Por la proMsicidn ant.~rior 1: 1 f'(A•' 1 F<Dr) 1 • Por lo 

por lo ._.,nt.o 

.:r~d;/'" • ~· VPrt~ice!!F f11~nt.~ e lo 111As h-'Y ~ • de n.Quí 1111~ hav.t'I ..,,¡ 

IM!'noo;: P .. ~ • ~ v'ª'r'·iC~$ con gratJo int.eri0r J si p ~• p.'lllr. • 
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ProP01ición S: 

~11 Df· 1m t.01•ne1:i, p • 2k. k -= i-1, ~1 C•: •-ieri~ i ·.1l·~ort:-!icenr.:L:ts 

cen~r«ti(.)ras .:1Jo:-n4s ~nt.oncP.s cr-!\d;.::\·) ~. ~ f."•N' v .~ V(Or-\, 

Oefll:'lst.1•41;iñn: 

Propo1fcf6n 1: 

St!~ (~ llh t.01·1&P.O, P • 2k, k 4 IU, Si Dt· t.iehP. ~ 

'"nl'!'ratior"s .ei_r.n.1s A1. A1, • . . • A!: • . 
tr • <v • V(Dr·) ¡ . , .. .,. r4 fz ein 4lclln A\ > 

v ~ .• .. crad-Cv> < ! . 
De9ot=t.racidn: 

•> erad¡, e\.·) '5 1 • pera todo i. 1. 2 ••••• i. 

3irborescencias 

3 J, J • 1. a ..... ~ . donde crad~,<v> • o 

Entonces si h - ' 
h • ~ , cr4d-(v) • \~1 1r~dAt(V) ~ ~ • 1. 

Por lo t .• .ant.o 
h 

.. , Si h • ~ , crad-<v> • t~ 1 cr-'dA1.<v) < ~ 

Ent.onc-..s -..xi••~e J. J • 1. 2, • • • , f . dond-.. cr...,d¡1cv> • o. 

t.i•M do• •r1'oresceinr.:ias ceon-..radoras: ajE'na•. Oewi:u1es dP. analiZP.tl' ~!ll.) 

Pl'Otw8icidt\ V '1~rnoe c11ent.4 di!' QUe los credos int..f'f'ioree dlf!> lOll 

nece$-?lri31 v sufir.:ient.P. par111 QlJt:o 11n t.ornei:i t .. tl?'ng.'l dos °'rbore•cenci;:,s: 
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L>:ma 1 

A• 1J-'lN1 -!!lg•in 1 ...= tt, , . . . k> >. 

lil ::: k + 1. Ct:1mo ¡n¡ > k + 1 -:-xl•t.e 1m v""1·t.ici:- u 

Por lo cu<el k • Cl"·'.\d~,,. (IJ) ~ , ~. Cl'-"d.4,t (1J) • J: 1 • k + 1 

1..1na contr.sdicciñn. 

Poi' lo t.~nt~o ~ lo U. ~xist.f;"n k + 1 

int"rior k. • 
Corol•rfo 

s~a 6-([)p) ~ Ir. 

Si Op t.i~ne k + 1 

vérticll?'$" rt" cr"do 

int~rior •{llVOI' o ig•1-!1.l ~ k + t. • 

Proposfcfñn 1 

Sr!'ó! DP 1m t.ornl'!'o con p \'4rt.¡c"• v 6-<D..-> ;;: t. 

dist~int.o si v sdlo si ~xtst.en °" lo 11;js dot1 v4f't.ir.:"s d" cro"lrJo interior 

1. 
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.. 

.. 
S'!"l'I T l~ t.1 .. ,\.':"•·t.01·i., his•llt..ont.,.na dt;> Dp • <a>. ~ "'!' V([>p) v 

cr-,dñ/"l • 1. 
S-..a11 b. c. tl.: \'(()¡;.) •~•lf!• 'l'le <t>. ;J), (c. b). <d. b) <"! FCDr>). 

e 'r' d l!:'Xisf,f!n 'r'• 1111e ,ratio¡:. Cl-o) :.! 2. Si Ce. b} e f(T) ent..on1:f!S la 

dlgroflcft A• • T U lfto, ~)) v Al • ( U <(" • v)) ) U <Ce, b)) son 
y,o;(V<Oi:- )•{ ·~, b)) 

Si Ce, b) -. f(T"l P.nt,oncf!'s (d, tt) • f(T) 

dt'90Wt..r,,cidn .-,ni'lloc11. 

. ..... ~ .......... •' ,. ·- -· 
' I ~ ......... ~ 

........... .. 
Caso 2: E'.11'. ist i:-n •fo,: vPrt,ice-s di!" inr;rado t. 

v se haría 1ma 

Sean a. ~ """ \"íOp) t..alP.s 1111~ gr·~'1;Pc.ü • gro'Jd~P(b) • 1. r.~o 

Or f'S un torneo Ca. b) ~ fCP1<, o <b. al .=. f([.>p). Sin pP.rdida d-=-
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.\1 • r U '< .. 1 , V) t ) U Hto, •:)) ,,..¡;; 11na .ubores;1:~nci.:'I :;~11.;or .. uior~ 
\· .... c.\"1 [1,)-{o:t. i:·1.1 

·1J1:-1M ,, A' • f 1J (lb . \')) ) u ((rj, r.), k . ."\)), 

·ve<V(['lr)•i:.a. b, e)) 

Sea T 11' t.-ravcct,orla haMilt.oni1.tna de (1p. S!!"a '['1 1 • ['lp - fl.T) 

y A. 1ma art:JorP.sce-ncia Maxillal POI' v.trt.l•:es '1i;- O' con vért..ice raíz 

lo cual 1-" de111ost .. 1•acidn va e•t~al'ía 11cebada. S•Jt'•)nc.l!ufto:s: :.1h•Jr:1 V<.A) 

VCP), ent.onces '°xi•t..e 110 vlfrt..ice v t..:)l q11t;- v e V<fl!") v v • V(A ). 

Sube...., 1: V(l>p) - V<A.> • (V). 

6-C[l') ? 1 POI' lo cual rrad;,<v> ~ 1. entonces l'?'Xist..e 1Jin vt!rt,.!ce 

11 -= V<[>') t..el Qt.te <u. v) e F'CD') enton•:es r:i•:w.1.emn.~ l!"Xt.endl!!"r il A 

ln. t • .e.nt.o V((')p) • V<A ), 

S11Pca!!i10 2: (11, V) • V(Op) .. V!A"I. 
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S1Jtw:J.1!':•:- '"• ; \'<f11.) • vr A ·i 1 ~ 'l. 

"""·"' '·'-t.~ .• ~.,,. ( \'<f1 .. -,. - \'f.\)·,. Si tr. ;,.), t"1·. t.·, f<C\: 1 

fl~i:flaS • .\n:'1}••g"-"llt~IJf•~ '='O t;-} •>1~o:" <.:t. 1·). <t•, ['") ..: fC[}f), 

Ati"r.._. s.1JJ:u:tu~,1M•)o:. ít· .. ~) y 'l>. r-·, ,,__ f<Or-.. $i ,.lg•m.-'t d~ ~'i'•.~s 

fl~·~h-'l'l1 no ro ... 11.;.. ••• 1 ..... o:-r1 T r»'dl' i.11••>• f!'Xt."."n•IO:-t· A. ~nr.oui:-~'i s1.u:u:ir1g~mos 

IJtf~ ft·. -!t'> .,. ') •• J•'t P~J·t.~n-:-r.'!'n '" f"<t). (•(•l' l•'.l 1 .... 1wl •:• l·:\ t·}~·::IM. tJlle-

ig11."lle• hl!ICUlO<P ¡., sig1Ji';-nt f:': Se1.tu b •• e "" VC"fü.) iic-s vtlrt..tc~s t,.,l~'!'= 

!Jllt" las r1~ch.:ts lb, r) ...; fCDp) V ft;., b) e f(T). C1:>n'i:t .. r•JYafftOS ahQr-" 

la art:tor·escenci~ A· • <T • <c. t-in U Hti. a)) 

r~ .......... 

A l.:. Pr•'t11:is:kicio ant~rior t'''':ti:orno$ dgf"ie-c.-..r q1J1?- i:n ... ,ndo t.~nE"mo• 

viPrt~ices d~ in~r.Jifo t. ffst.i:t!f: .si;-1·;io r.:,íz d~ 1m~ d~ la$ ~t'ti<)f'~si::.:inciaJJ. 

Proposición 8 

St!" .. , DP 110 t ••t•r1,...o C''n o vPrt.lCt!'!!= v 6-(Dr·) • O. 

St:o.J. r ~ V<Ilr) t_.,,¡ 'l'l~ crad-(r) • O. 

crol:d-.(vl ~ 2 P4l''-" t.Qdo v-'r-t.ic~ \.- ,,. (Ví[\p.'l • (rH si y srllo si 

O¡¡. t.i~ne d~5 :·u•t>orie-si:i:-no:i1'~ cie-u~t'4d1:tb15 ·'-jl"."r1'-'!io· 



f'rlm•:-1''' •lr.m(•~¡t1·.:n·"""m•:>'!> fl'I~ 1 •v ¿\"{[l. 1 l '.:l·•·(, í\") • ll 1 • ~. 

~11i .. ;•11g 0 1n1.-·~ ! (\ -~ \'CP1'' 1 ,r.pJ-,,., • 2·1 • -1-. 

! <v ,:: V<D1·' ! g:r.•it;,/v·• • .2) 1 • 

! fv # vcp,.1 ... f.r> 1 gr:~.1~,.- .... C.v) • 1) 1 ·- 4. 

Caso 2: V' t . .ienP. t..rP.s vPrt.ices d~ in::r;-'if•:i t. 

Si a, b. e -=? VC.Dr>. erad~. Ca> • erad:. <b' • gr,:,d;. C•:' • 1 

(t\, b"l .- f<r>1.) ~nt.oncP.s <<a. b. el- ) • Ca. P. c·1 

Ca, v>. <ts, V), (c. V) "F<Dp) si V -= <.V(Dr·) - (-l. b. e>>. 

Sean A; • ( U (."\, v·1 ) U (Cb, e)) 
\'.;V(I\p)•(a. c.l 

V 

A'•( Ucb,v) )UH.: .. ,n 
2 ,·~V<Dr)•(a ,b, e.> 

SP.en aht;1N1. A• •A: U f.r, a) V A.,• A; U «1·. t•'\, (r, !";') l-, A1 

v Az 'SOU do11 arboresr.:enci.(IS C'P.ne-rador.~s ajenas. 

En 13 P"'cin.a: si¡:t1iP.nt.."! s:~ ilu!=t.r:·m t:'f=f.i:"IS d1;1s: arb•Jr~~~P.ncil!tis. l.:t 

dibuj.:if".ta con lillea ront-i11•v1 l'epri:-'l'.:-nt . .) A1 \' la dibllj.•u1.:\ · •:•:i11 líu-:-.-'~ 



• • • • •••• 
Proposición 9 

S~ll . Df' 1111 t.1:;.t•J1~C• t.11 '1U~ ~-([lp.) • 2. 

incl'ail·i:• l • ~·01· lo t.1.\11 t.1_, D • 

~jP.nas- A• v A2. Si x V v son los vPrt.kes adv&cf1'nf.es: a ·'l si;-.;,. 

A; • A• U b:. an v A; • Ju U «v. a>>. Se.,, A la al"bor-~sc~ocencia 

di'?' Dr • r<A; U A;., con M~vor n'lMP.ro de ,·PrLic"°s v c11vo ,·~rt.kP. raíz 

P.S 8, 

Soa V' • (V 1 \' -= V(Op)•V(A) ), Sll~t:'ng.uto~ V' " O. 

Si \' """ v· ~nt.1mceis (a. V) • f([)p) l'Or lo CIJ~l <v. ~-, ;::. r<Or·), 

l.1;11 ftto.'llXÍ9'11'\lidarl •t~ ... 

'~º 



Proposfcfñn 11; 

Si ~xist,. •in vP1·t.lr;t:o "" ..., Ví(b~) t.olll Q•J'?'; 

•> erad-<1r) • o . 

.eijenas di?' l.1!1• r:11.71.l'?'~ k - t son t.rav~1:f.•.:tri.as cene>rftdor<Js dir1c1da.s:, 

sean Pst. ... ,$ A•. lv. . . . . A~-•. v 1"11 ot ... r., 1Jria est~rellis cori k vért.ir.:ie-s. 

ll"wtP.rwoS'lf;" A~. Sin pP.rdid~ d~ li:\ Cl!'ne-ralii:lad Pod~•os SUPOn~f' IJlle> el 

r.:~nt .. ro '1e l~ ~!S't.1·~11.a '?'s u.. v V(Ak) • -<1J 1 •••• , u~>. 

C090 crad-(tt) • º· • .-'l.d\-' IJ. p.;oil'ol todo IJ 4!" ve D:n· .. { "' ) ), 

A'• •A~ U-<. <w, 11
1

) 

2 ¡ ~ 1 

V A'~ • A• U Uw, 11, H. 

A r.ont..inuac.icin 

D·ll·a i • 1. , . , , k .. t. 



Proposfcfón t 1; 

SP.ll V( Ou • < " } > • "1
1 
••••• !1:0 _1 "> 

se-an Pst. ... u: A•. A:t. • • • . A~-1. v ¡., ot..ra un,:, est.f".,lla con k vért.ic~s. 

ceint.ro t1e la ~st.1·~11.,, ~• u .. v VCA~) • 4'11
1

, •••• •1.), 

Coeo erad-('"') • o. w ,'\dV IJ, para todo IJ E V( Dn - ( '"' ) ), 

A 1 1 • A~ U ( <w, Ht) l p.a1·.a i • 1. , , , . k - 1. 

:t• - 1 

v A'•• A• U Hw, 11,)l, 

A r:ont.inuaciñn ilt1st.ra110s lols o"l.l'bore-scP.ncencias QIJ~ 

12 



w w w 

•• ~ •• ~ • • , . 
I f I 

1 1 , 
I \ \ \ I 

'-Je/ ' "'~/ 
"' "'· .H .. ·-· Ua-J 

' \ I V W 1 
1 1 
1 I 
\ , .... .. .... 

-1 1 ""' 

-·· 
Proposfcidn 12: 

Si ~xist.f;" 11n vPrt.ir:e w P. VC.(lz~) t • .Jl 'lllt:": 

4) crad-(w) • 1. 

' ' ..... -<" " .. _, 

u) D:r~: - < w l t.iehP k - 1 1::icln$ h:uwilt.i:-11 i-~no$ ·'ljo:-no-s. 

Entonces 02~ t.tene k -:.rbN•P.SCP.h•::i"~ r;o:-n-:-r."Ji:>t-.\'f' ajt:-11.1s:. 

o~most.r .. ,i:iñ11: 

CóllO f:l'.'Jd-(") • 1 E'Xist.e \Jll vfl1•t.ti;:P. ... ~ V<. º'~ 

<v. •) ~ f( [)u ), 

t_. • .,1 'lit!?' 



Pr<>Po•tc:filn n: 

¡~ 
\ , .. , ......... ~ 

•• 

H ..... 
I \ 
1 ' ' , 
'-• "'' 

1\..1 " 

' 
Si exi•t.f' un vttrt.tc~ " • V<tn•> t.al qt~J!o: 

i) C1'4d-(•) ,; k. 

U) ll .. • f w > t,i.,.ne k • 1 cicl.,.·11 .. utonlano• •Jeno•. 

•"-J Exi••-~ 11n v9'irtice v e V<D•~) tel aue- ft~(w) • <v> := N·<v> 

Ent.onc,.s P» tl""n"" k nborescenci4ÍS c"'eudol'al' a.jenas • 

.,....,,t.J'8eidft: 

Se~-. rf"<•> •, <•1, ••.•• ti.> ~ ~ k. 

Consid,.,. .. .., .. 11' • < 11•• •U«u,. •»)U ( ÚHw. u,») 
L.) , •• 

D' f!S 1.-t dicrAfir.:.ft D ••lvo los sent.-it1t.>• d~ las flt?ehas <u,, wl. 

0' CtJ•Pl" •:C'lh las r:ondii:iohff ij'° 1.1 Prr:'IP09ir.:iñn 11 O 11.'1 

Pl"OP<1•icir1n ta. l'(td..,,., con•idt!inr la contruccidn h_,cha ~n 1;.pad~ •Jn~ d"' 

~-··~' f.\l'(tM•icil'.ih~s. s~ctln •~a e>l caso. t.o.andf) •1MttN> JJl \·~rt.ice v 

c090 u._. Si en ~•t• constAru•:cidn c-'•bi.,lltc'..'S" ,,.1 sentido d"' i:1.1;da fl~ch-!'t 

31 



¡~·~ 
\ / ( I 
' ~ ' , 
'•"' '·-"' 

A1 -~ 

• i..._ ..... ( ~~ .. , ' 
1 1 
\ I \ I 

..... " ' ~ .. ... 
....~ ... 

~~·· ..... 

(
. ~ .... , 

. \ 
1 

I ,"'•-t 
I V W ' 

.... H .... 
1 1 

' • I 
' I ..,,_, ..... 

·-.. .:.~o• .. •Át .. __ V. 

Unie-ndo l~ oroposicidn & v 5 ob't.enoNtO• l" profl0911:iñn ~''~ dlce l•:o. 

s11,1i~nt.e: 

SiP.iJ l\p un t.or-ne-o, p • 21c. k f! !ti, Si. o,. •.·i~nf!' ~ ~f'OOr"•c~n,:-i~s: 

c~n~r-!'ltior-.ss ajenas t::Olt cr1'd;p1'l -:: ~ p..t1 .. :. t.1)fJ•) v .s \'<P1). .;o.n1.1.lJ1•:':"'i 

~>cistiP.n al wn1;1s: ~ Yértl~~!S t:•~h l'r4di:o int,f'!'rior t . 
L.,, ~1"11?-&tJnt.a q:u~ s~ h~c" '!'thoi•i.\ ~s $1 1.-. r:•rotu:ts:icirin f'iC1lit!'ntei f!l'S 

~:1~r-u. 



,. 
I 

ín•.~•·i"I" ~ ~u1 . .-. 0 11·:-~ ... (1, t.1~ra.;o ~ .~1·1·1'.·1 ""~'.-:"11• i·•-s-. 

H:.i5f.:, ~l n1·~"'···11t1:- n•.• li"""'r)i- 1·•••1i•1•:· ':"ll-:'t:\(1tr·.•1· •111.• •i•·1t1••-i-t \·.viñn ., 1.:t 

t:Oul.inll-."i:"idh 'liOh tl'!'1:'h"''i: dit·igirt~~ hM.i-t ~t·-'J:t. 

El t.orne-o dP. iio'!- vP1·1.k~f:. 11ue ~• dnir.:t." •~,l\·1) lttl)lt0rfis111os. E'S 

I 
TORNEO ARBORESCENCIAS 



TORt-if.(l ARF.tORE$CEt-ICIA$ 

• 

Po-r t1lt imo U1J.st.r.\l'P.nK'IS los t.orn4'os de •e-ls ,·~rt.icP.s 'l'll!" c1111plí!'n 

las condi-:ionP.>s qu~ MencionaltO!t con Sl.l!fl i-~•~i:t.fv.,~ ~r-locn•o:-!f'1;t:-o•:i .. ,.s. 



30 



• 

ff:jg 

30 







42 



Neoses df!'sp11Ps de habeor e•r:.rit.o lo ant.erior, encont.rP un artículo 

el n•1~ro Mi'ixi.o deo 111rboresceonciiss pneoradoras ajenas en un t.or""o D. 

V dicen que ~St,f!' es i,ual a .ax< • 1 E .. x< º· • - crad-(v\) ) ~ m ... 
donde VCD> • fv

1 
••••• v"> v grad-Cv,> "i- grad-<v,> si i ::: J. 

Usando f!l'l rl!'sultado anterior d~st.r.-irP.9Qs la sig1Jiént.t? 

Praposición t• 
Un torneo Dn t.ieone k arborescencias cener-adoras •i v sñlo $Í 

r;r ... uJ-í\•l ~ k J.•ar-a todo v'-'rt.ice v ""' VCDu>. 

El rt?>!fult.ado 51?' 9igul!" de la pro~siciñn 5. 

C'.:MUMO·F•M. - w.11.n-cHl"NO, c. 

<\tt>or•el:eP"C'- \n ., .l·~••l"'r-G\ 



Se• V<Dn> • <v,. • • . v1k>. 

Sabeeoe PQr 11n rl!'Slllt . .,,do i:111~ 
1 

~: CN\d-Cv, ') • 2k<2~ - 1> 

, . , ~· 
C -.ixf Q. k - crad-<v, l ) • C ' k - Cf"'1rt-<v,>. ') • 1.. ' .. 

I ~: .P~I ~: Cf'Jlr:l-fY,) •' ª"' • 211<3 1r: - t) 8 2k
1 

- (2k
8 ~ k) • k 

Poi' la propoeición 1 H""""• 02ue [ ~ ] • k .,. ""xi.., Poi' lo 

oael ~· sori)b~ds la or00091cidn. • 



ARBORISCIDAD POR VERTICES 

c. \lall 1n1, 

L.1 arbortsctdad por vértices ,-Cr.) ,-fp 'llM ;;r·'t'ir., n ··-~ •-l n11m ... 1·n 

•lni1110 de subconjunto• de VCG1 Que cu•plen r:on l .. \s sir;uit"nt.es 

r.olldkio:.int!'si: 

a) roriaan IJh..t part.icidn d~ V<rn. 

b) La grllfiC•'l genef'ada por cad.\ eli:-tttent.i:• •J':' 1~ D•'tJ•t ki•'iu .:-.;. trn 

bosc:¡ue. 

Si a 1ma grilf'ica le da.o• 1m.'J color.·v:irin minim-11 por .. ·fi1·t.ko;-s. 

cada un1.11 dt- 1·1s: i::omronentes conexas dP r:.ida ~·1bg1·-'f l•-: .. r t;"'ll~l"·ld·'l t"ir 

donde a(G) es la arborisr.:idad line-al por ... ·Prt.h.~:":" v 

n\Ülero croaalt.ico i.ior v~rt.ic~• de r,. 

,<G) 

iecorde90• dos HRltadas acere~ del' ntiMero cromAt.i-:o: 

Para t.oda cráifica G xCO) <A+ 1. US, p. 25íll, 

y e 1 Teoreaa de· 81-ook•: 

•?> o.·I 

Si G e• 11na. gráfica conexa v ~in1µlo:o •:::iu"" "" es 11r1 1;io:lo 

i•par ni co•pl'!'t.a ~nt.onces \CG) ~ .· .. [5, p, 1221. 

De aquf .- dHprend4!-n los her.:hos sir;ttl~nt.es: 

d ,~CG) "5 ,\(G) + t para t.f'.'l•fa gr..irir."' n . 

• ,) p(r;) ~ ~(G) si G es conexa, si•ple v n•) P.9 r.i:•mplet.a ni 11n 

ciclo i11par. 



•. ...,) p(O) -5'. ICT) + 1 

.lCT>, ~(G) :; l(T> + 1 C7. p. 1~21 • 

. O~rv~ 'l'JP. t.odas est.as cot.as son deMasiadr:i g:rarides para la 

11rboriscid11rt pQr vPrt.ic~• en i:o•parar:ió'n de la conse~uida por 

T•oreu t 

Si t.CO> dP.n1Jt a ~l Mxi9o grado ti'!' G P.nt.onces;: 

,,.-en-;{~} 
4on* .<x> e• el 111ifnitwt0 P.nt.ero no .enor •~.X· 

~ración: 

La dMtO.-t.raci~n se harA por inducc.i6n sobre- p. el núMero de 

vPrt.ice• de G. 

Si p • 1 ent.onc"' 1 • p<G> s { 1 .. i O }'.• { 1 \ llCG>-} 

SUPonCa.as r.aue para t.od:a· sriifica M con p - 1 v~rt.ic&s. p ~ 2. 

la desigualdad es ciert.a. y ~ea G una gráifica. con 

v "' VCG>. Sea H • G - {y) 

p · · Y.rt..ic1t~ v 

Por nuest.ra hipdt.IJ8l• de- inducción - r • p(ll> S { ~ } por 

lo cual "xist.e una part.ición Vt, v, de VCH) donde cada 

COlll>Onent.e conexa de (Vi> es un• subgr-'fi..ca acíclica de H. 

C.o 1: r < { ~} 

Si r ( { ~ } ent.oncH v,. . . . . Vr • fv} • Vr•• 

bu .. a l'U't.icidn pc.ra conclUir nuest.l'O re.ult.ado. 

{ 
1 + MG> } C.•o 2: r • ~ 

es: una 

a Exi<St.e- un conjunt.o v. qu• cont.iene a lo •ás un v~rt.ice 

advac»nt.e 111 v. 

&6 



1 ~ •1. •... r•. 

{ 
1 + t.((;'\ } 

Ent.1'n1;~s gr ... c1(,..·) ~ 2r e 2 --y-- > MG). 

contradicciñn v111 'lU~ grad<v) ~ A(G), 

Ll"'m~mos V, a e-1 conjunt.o de la p4rl.icidn t.al !JU~ ¡vJ n NCv>j 

~ 1. ent.onc...-s V: U (y) o:'S <Jic;clicA y por lo t.ant.o; 

\'• ••• , , VJ U <vl , ...• Vr es un.,, p<lrt.ü:ión 01cíclic . .1 do:- G. ,.. 

,,O)•r•{~}s{~} • 
El res11lt.ado sic11ient.e •ejora 31 ant.erior eon ~l caso de ;-rrifk._,s 

pl-'lnas. 

Teorema 2 

Si G es una grAfica plana pCGl ~ 3. 

La d~most.ración s~ har<i. vor ind11ccir\n SQbre p, · P.1 n1lmero t{,,. 

vtlfrt.ices de O. 

Si p • 1 P.nt.onces pCG> • 1 ~ 3. 

Suponr;amos que para t.oda .gri'ific3 rlana H con p vért.ici;>s. b. 

desigualdad a de11ost.rar es ciert.a. 

Sea G Uha groirica plana con p + 

Como G es. 11na gr4'fica plana, eids;t.e un vt'rt.ice 

grado menor o igual a 5, [5, p. 1¿¿). • Consideremn:,: G - <v). Por 

una pl\rt.iciñn V1. Vz v v.,, no nec~saria•~ntP. cada v. •Ji$t~int.'!l •Jel 

vacío, d~ \'CG - (v)) dondP. i::adlll v. induce •ma subgrlifii:a -"r:íclic.,. de 

G - <v>. ~o•·~ grl'ld(v) -:: 5. eoxist.11!' un entero i • < 1, 2. 3 > t.al que 

J y, n VC1CV) 1 .._ 1.. Sin P"rdid4 de la geoneralirtad sxwf~ s11poner Que 

\11 ~s dicho subt:"'njunt.o. A11i piles Va U {v). v, v \'.!1 cons:t..it.IJVll!'n 

47 



inrt11cen 1111<1 

gr<if ir:a acfclir.a, por lo t.ant>o t'">(G) !· 3. • 

Teore .. 3; 

r.<k<P,, p 1, •••• P,.,» • n - •ax< k J: P• '5 n - k } 

donde •rini.,. P
0 

• O. 

-st.racidn: 

La df'eOStr<lciñn Sii!' h1'ri4 por induccitin sobrl!!' n . 
• 

Si n •l. pCk(p
1
)) • l v -x< k 1 I: P• ; n - k > • O. 

' 
l =n 

Entone..., 1 •· n - -< k 1 ¡; P• :S n - k ) • p( k(p
1 

). >. 

Por w t..nt.o la 1,ua ldad - ci.,rt.a para n • 1. 

Suponga.os QIJt!' e-1 t.eore11a se cu•Ple para k :$ n. 

~ k<P,. p:r• ••• • P,... P,...
1

) con part._~cidn V,, •• ,. , Vn•t" 

Con•ideretlos kCp
1

• P
2

, , pn) y s11pon1a.tS crue para ést..a grA'fica; 

¡; P• ~ n - t. V J: P• > n - (t. + 1) ( 1 ·) 
o o 

Por la hipdt..esi• de induccidn p(. k<Pe P:r• ••• , pn) • n - t.. 

p ))· 
n•I 

~<P,, p
1

, ••• , P,..) una subgr.ifica de k(p
1

; p
2

, 

A• •••• , An-t la part.icidn deo V< kCp,, p
2

, •••• pn) ) 

donde- cada < AL > gener• un bosque-: 

V< k(p•. p
2 
••••• P,..' > U VM• • ve lk<P,. p

1
• 

por ser 

Sea 

d" 

•a una una part.icidn de 

VC lr(p~, p
2

, ••• , pn•t)) dondeo cada < A.1 .> c•neora un bo9Cl1Je-. Por 

lo t.ant.o: 

p(. k<P,, p
1

, ••• , P,...,> l S p(. kCp
1

• P
7

, • • • , Pn)., + 1 
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E11t•:OT1•;~~ < \...(t1 1 , ro 7 , ••.• r· •• ,) 1 • .-,( \..·<1• 1 . P
7

• •• . t•r,) + 1 

•:" p( \..,(pt' p2' • ' ' ' r.•,.) ) = ,·,{ kt:P, ' Pz ' • ' ' ' Pr .. 1) ). 

Caso ! : 
1 

~0P, '> <n + 1) - rt. + l) ~ n 

Por ( 1 ) E P, S n - t. < <n + 1) - t... ~nt.oncf?s pnr l.;, hipñt.es:i~ . 
deo lll"st.e caso max< k 1 I: '" ~ <n + 1> - k l ~ t. 

o 

Por lo t.;.1nt.o: . 
fn + 1) - maxH:. 1 I: pi ~ (n + 1) - L;l • n + l - t. 

o 

por lo cual queremos det1e>slrar ~n est . .,. caso: 

f"'( l(p
1

, ,,, , Pn•t)) • p( C<p,, .,, , P,__}) + 

Supong:imos p(. [Cp
1

, •••• pn•i') • r< IC<r,. P..,). 

Considert!'"'os la gr•tica <n + 1>-part.it,a completa: 

KCp
1

• • • • , ''i, P, ... ,. . • • • P, ... ,>. la cual ~• una subgr;Cr io::,.,. rl~ G. 

t!'nt.onces: 

p( [(pi. 

p{ [(pt • P, • Pi...t' P,.,> '5 n 

j V< [(pt' ''' • P,' pt•t' ' '' ' pt•t) ) 1 

- t. 

• I: P1 + Ptt-t<n - '·'· 
1:(1 

..enos' uno t.endrlf 

I} -

cardinalidad .avor o igual -'t: 

[ P, + fn -
1 so { 
... 

(n - t> 

Como por hipritesi• 
1 

~0p1 ) n - t. 

'º 

s11bconj11nt.os "'l 

... t.)p ) 



[ 
'Í:

0 

p + (n - t.)p 1· 
, =e ' , .. , 

( 0 - l.) :." pi •I + 2 

Por lo r.UoJl ~>.:ist.~ 1m r;onjunt .. ;- r;nn dl mi:onos: P, .. , + 2 

g-P.no:-r<!lda -:on est.a cant.id'11'1 de vi:'rt.ict:",:: no induce- un... grA:r ka .•11: ír:lica 

l,;, <:•P•l .. un• cont.t'-sdkiñn, 

Por lo t.•nt.o 51 . ~r.P' > n - t •• 

' ~ t.cp 1 . . . • • P~··•) > • en + 1) - Mx< k I: pt ~ Cn + t 1 - k > 

... 
Por L.> I: P, > n - t. - 1 ent.Olce-s 

, 7,;. > n - t. - t. • <n + J) - et. + 2) . 
por Lo cual 11a:d k 1 I: P• ~ Cn + 1) - k >•t.+ 1, ent.once-~ 

1:.0 ,. 
·en + 1> - m"""" k 1 E P• s Cn + t> - k > '!°..><n + 1) ·- <t. + 1> • n - t. 

l=O 

Ent.onces en esU "ceso i::lltber.os ·deotK111t.ra1·, 

. &º•1 

ComÓ t ~.t· S n - t.-. si Vt, • .. • ·• Vn•t es la part..icidn nat.ural 

dt"Oent.onc.,. IV• U ••• UV1•tl ~ -J<Vt•z, ¡.; •• • Vn••>J .. asf pues a 

.~da con'jtJnt.o V1, t. + 2; :i J ~ ~º : 1, le PQde•os af'fadir un elMnto ·:de 

Vt U ..... ~ Vt••- ~-4aast.e acabar QOD letoe. CIÑ:&ll uno de los conjtmt.os 

VJ
0 ·u <u>. ·,. + 2 ~ j ~: n + t v u @ <V• U •••. U Vi.a). gene-ra una 

1r'4ri~~ i•C90rfa a t.:Ct,p? ent.onc"9 p( l:Cp
1 
••••• Pn_,. 1 ) 

~ro: 

..; n - •~ 

P,...
1 

l ) • n - t.. Q•Jf!" P.S lo quP. 
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q11.:-r i."\n1os rl~mo<jt.rar. • 
Corolarto 3- t 

Si K,. '!S: un~ :;r:ific,, conmlet.;;, f.'nt.,,n1;~s p( [n ) • { ~ } 

0-'!'mostr~·:ir>ll: 

K···;;; t:.<i:•, ••••• P,..) • i>, • 1. 1 ~ i < n. Entone~$: 

IMX{k J l: P• ~ h - k ) 
o 

Por el i..eoM•a ant.erior: 
• 

p( K,.. ) • n - ftl;i\X:(k 1 t p~ :S <n + t) - k > • 

{ :~ ~ o: ::.r 
{ ~ n :::ar • {l }· • 

Corolario l-2 

lleMost.ra:ción; 

P
1 

:S p
2

• es un~ grAf"ica bipart.if~,., compl~t a 

{ 
1 •i '" • 1 

2 st P, ;,, 2 

llOX( k 1 l: P< ,; 2 - k ) 
' • { 1 •i pi. • 1 

o 0 si PJ ?' 2 

Entonces por ., Te-oreu 3: 
• 

p( ICCp,. pz) ) • 2 - ... x< k i · t P• 5 2 - le > • 
o 

{ 

1 si p
1 

• 1 
• 2 -

O si P, ~ 2 

• {: •i P, • l 
~s11,,~2 • 
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ARSORISCIOAO LINEAL POR VERTICES 

4J"boriacididar.t llne".11 por vPrt..it:tl!'9 de una gr.if'if'.':d. 

"u••t.ro11 cont.ribucirin a -..st.111':!' t.eea i::onsist.e en •ncont.rar las 

c:ondlcion99 ner:H:tiri- v tNficient.P.• para Qu.;o 11na 1r-Atica con grado 

.. xieo i9P41" t.avier.11 •Jn• •rbori.cidad lineal por vl!rt.ices 11enor a 

[ ~ ] cuand'l ~CG> • 2n - 1 v V<G> • 3n. Tallbi#n .., calculó 

•• •rboriscidart liM>al por vt'rt.ice• para 1.. cr4ticas n-part.it.a• 

~1 ...... 

v .. lat... ª~°" deo.pulfs it!l erUCt1lo "9Crlt.o por a.ut.r-. Kronk v 

VaU 181 del cual - ~rnt- ..., •l c .... Uulo aat...rior. Poh, !t7!, 

N•lia6 un 11rt.fculo donde- d~t.rd qwe la arbol'19c1dad lineoal por 

v"rt.lc:e• d .. une cr-Arl.,_ plaae .._llfn .. -nOI" o lcuaf e 3. Ant... de 

t.r.a.crlblr .,_..., art.(Cqlo da....- -1cun .. d .. tinici- y\ n~nc!l""'UP• 

que ~•it.ar~. 

lief.fnfcfdn 

Un bo1que 1 f neal ff un bosque , cuyas c:O.oonente"9 coneJCas son 

t.raylll!'ct.orias. 

Oeffnfción 

Una P•rtfcfdn lineal Vi ••••• Vr. de 1ina ,r4rica G. es una 

part.icicin de V(G) donde- cada (Vi) E'S un bosque line-ail. 

Deffnfctdn 

lA •rborfscfdad lfneal por Mrtic•• •<G> de. qna cr•tica G es el 

ntl9i!!or-o aínlmo iieo •ubr.onju,nt.o• qqe- ct191Plen la propiedad de ser una 

part.icidn lin-..al. 
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Defintctón 

Una t.ravect.oria T ~n G it:s ••n•Nl si (V(T)> • T. 

Definición 

Una Cr-'fica Pl3na es NXt .. l si para r..u.al1Juier p.--r d1;1> vPrt.it.·F."s 

v v. u " v. 1le- V(G) no advac-:'nt.es G U< fu. v> > no es plana. 

DeffnlclcSn 

ff un ciclo y cada una et. sus re¡iones int.r.-riores "' un t.riángtalo. A 

109 vllfrt.ices ffl ciclo se leos llaaa exterf ores 

tnterior:••· 

DeflnlcfcSn 

\o. a los otros 

Si a<G> '5 9 entonce• exi•t.e- una pairt.ición lineal · (V1. Vt. V:1) 

deo VCO) (al 9eh09 una dist.int.o deol vacío>. Si las t.revect.oria Tt v 

,.. 90n a.poneont.e• conexas de <V•> v <V2> respP.ct.ivaMent.1;1>, a la 

part.ictd. <V•. V•. V•> le .Jl..,.N909 T•Tt-p•rtfcfón. 

Le .. 

Sea G una grllfica plana in~rnalte'nt.f!' •axiMal con cara ext.P.rior;. 

(v
1 
•••• o v.?· k ~ 3. y t.al .que para alg•in ent.e-ro r. t · r k. l;:lS: 

t.rav~t.orias P• • lv,, • • . • vr] v Pt • Cv,.
1

• son 

La dlf:tlOst.ración S:P. har.il por induccirln sobre p, P.l nli111P.ro de 

várt.ief!S de G. 

Si p • 3 P.l LNa es cierto. 

Suponca1tOs el Le•a ciert.o para 1V<G>1 ::-.: p. 
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P1í'1-1.•·'rt.1..:iñn 

1 v. \7. \.1l. 

r:.1f•4S ~)(f.~J"iQl'llP1' .;1.•h l\"
1

, ••• , ....... "'i• \º;·,· •••• V\·º V
1

) Y 

,, .. \',., s ;-i • \ " 1 r·eiip•~r:t iY.l!'llM.."nt.~. 

JV<G•)I < \Ver,.¡ •" + 1, IV<CJ•)I < ¡vcr,>J • p + t. ade11~s las 

•~r.,.,·ie-ct .. orias r; • lv 1. 

siJn "'ini•alt?s 

p1:.1· ,:~r ':iillbgr""fir.i\~ iio-!' t.ravi:oi:t.oria5- miniM:t\es. i:ant~oni;t=:>'S por nue•t.ra 

C-'SO 2: 



l.t•1.:tng1Jl;tt• V 
1 

1,· ~..) 'r' \·, \',. ... I b, rfotlf:f~ ;i 

r¡:.os:itit~m~nt.¡.;:o ... • b•. 

'Jt. ,,,·_ .. 
v.-

rP.o'f"D~ct.ivatle'nte-. Si a • b P.nt.onces G1 ~ ['! si r • 1 v G• "' 
"$'.i l' • k - 1. 

<V:. v;. V~>. .l!\fl~.lo~-'ltle-nte 02 t.iene un"l PPr-part.ir.:irin <V;'. V~', v;> 

cv; U v;. v; U v;. v; U v;» es la part.teJ.dn r~<J'Jl!'rida d~ o. • 
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Teorema 1 

Deeost.raciñn: 

Si jV((D! 

Si jVffn! 

f.3nt.o A(Q) ..; 3. • 
Kat..911110lo l13l. P.h e-1 11is1110 aho de la publicacitin 

d l. • 1 d •r1 o -<~> ~ ( ~ ] i .. os r... QllE' para ,o a cr'" i:a ... u t:. V s 

etoncP.s a<G) • [ ~ ] si y sr'ilÓ si G ~ iC.z..,..., o O 

por l., 

de Poh, 

t>(G) • 2n 

es 1Jn 

cir:lo. Dare•os 1mol.s definiciones necesarias para el 111ejor 

ent.endimil!"nt..Q ""' ello5. 

Definición 

Una n-coloracfón de O es 11na funci6n rte VCG) a {1. .•.• n>. 

Con res:pect.o a una n-coloración Vl denotará el conjunto de t.odos 

lo vért.ir:es de G coloreados con i. G• • <Vi>. deg~ (y) • 1 Vo(V) n Vk j 

Oefl nlclón 

Una n-color,,.cion Y! dP. Ges arista mini.al si J: IACGl)j es 

efniMO t:on r~t.o a todas la n-color-aciones:. 

Oeftnlcfón 

Una n-colcir.-icir.in P.S •fnfMl si P.S ·'lrist.a 11ini•al v el n•iniero 

t.ot.al d~ r:iclos coat.enid09 e• •íni•o con resp~ct.o a t.orh1s las 
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Lema 2: 

1, 

[ ~'2 ] . k = 1 ..••. n. 

9 i n • 1 no h.lY n.,-...t ..• '111.;- •l+:'m•"l-;:t r·ll' . • =..~ f p11,..~ '="'lf'•"ll:;·.tm•-.~ n · 2. 

> [ :__,•,l ~-1 ] Supong.J.mos t.<f.;~.l -- para al¡;1in k. 

Sea v _,, VL t,al Q11e gr.·v.\L(\·) ) ( ·"~n~ J 
Sea j t.~1 1111e grad1(vJ .. ;:;r~vi•ív"\ l. "· 

MG> [ t.n(l)> J . Ent..once• gradJ(v) !:: -
0
- p1:ir lo tf'tP g-r•11d1<v) ...: 

Car11bie90s el color k de v por ~l r.olor j. 

Ent..onces G~· pierde crad~(y) ari-s:t .. :.s V n1 g.:m .... ¡;t .. vl:I V), por 

l<> que I: 1ACG.>1 decrece en: 
l:' 

) d ( [Mn.m J + 1 ) - [·'n"" J .. \ grad~ <v. - t;r.J. 1 <v) "'" 

ar ist.a~ en est,;, nueva co lor<'l.i: iñn. 

hip•;t.esis de c¡ue t. era una n-coloracirin "'lnim-"'l. 

Por lo t..:t.nt..o 6((Jlt) :S ( A~G) ] paf'<\ t.odo k = 1. . . . . n . 

Le•a 

Sea ~ {1. ••.• nl. 

En una n-coloracirin •ini•c1.l df!" G. v .Ain) • 2n =1i 

1 ,; J -> n. 

Oemost,ración; 

.. 



Est.1.• cont.ro:tdko:- l~ nünim~lidad 

1 ·, j •. n. • 

Le .. • 

Si (; es 11n:, gr-"fic.ot r:one:-.A. eont.oni:.;os existe una (1 + [ o.~C:) ]) 

-color;\r:jnn ."lr\<§;t."' minitl'lal rle G t.'!111 queo cada s11~grAfica ind•1i:-ld~ Gl 

~"i•~ración: 

1 + [ ~ ] ') ·~ eot •:'OCP.'S 2 ) 
o<CD por lo t.ant.o 

+ [ ~] 

Para n • 1 + [ ~] el Letwa 2 ant.erior nos dir.e que. ~xist..e una 

( [ M G> ]) CG ) • [ o<r,l) ] < 1 1 + ,-- -coloración donde t. • "' 
1 

+ [ ~ J -. · 
Est.o i111plica que cada cOftl'ponente conexa de G\' es i.-O .. l"fa a '' 

o a t::1. • 
T•ore .. 

•CG) .;:: 1 + ( ·'~O:l ] para l..r.>da grllfica G. 

~MO•t.raciñn: 

s.. ~ un~ ( 1 + ( ~~G) ] J-coloracit'in arista minf•,.,.1 di!! G 
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fio-•flP. 

i:0mt.r·n'°'n' •?"~ -=:0111'.''·~!:>. ~ntDncfo>S por ~1 L,:;am.,, .1nt.f;'rj•:•r ~xis:t.~ 11na \'1, 

V,·[=·~) P"-rt.i.r:í•'\n liri'!'al de G, DOr lo t.anl .. o ·•<Gl..: 1 + [•,;e;-~]. 

Lema 5 

t.1·.-iy~rt ori•'l. 

Do:atnost.raciñn: 

•P. C11Mpl.,.. 

Suponc;amos \VCG)I ~: 3. 

Si T • G '!'ni onc:f;'~ n0 ha\· n-:td·' 11•1~ •l.:-n1•1..:;t.1·01r. 

Obs~rvaciñn: 

Si 11 - u 
' 1 

g-rad(u..,_> ~ t.<Gl ...: "'. 

O VCG) • V<T> 

Ent.onceos ~xist.f;' un 

vtlrt.ic& v "!'! CVCGl -V<T)) t.al q11~ fv. 11Jl -=- A<r:n. j • t. 

por ser e; conex<l. 

h·. 11 l,: ..\(G) 
J 

en•·•'.\OC~S 11 • 11 
¡ • 

T U H11r.' vl} 

n, 

o 

Como T - n -..: V(G) • V(t). exlst.e •ma airist.a '" ~11 A((n ·1•10:-

no ~~t.~ ~n A<T). Por n11e-st ra obseorvacidn no pu~de ser lncidf!lnf . .,. 

59 



a u¡. si k • 2. . . . • n - 1 , Por lo QlJ~ 

ca50 G • T U {a) la CU-3 l P.S 1m ch.lo. • 
Le•e 6 

b) La n-color-lr.'i~n d'. obt.~nida al recolorP.ar v l'Or P.l color 

" y son lo• vtfrt..ices 

u ... inal~• de 1ina t.1·.,vect..oria ~n GJ. de la cual e-s una co,..ponent..e 

con.xa. 

Delloat.raciñn: 

COOIO Y " VCC), por nuP.st.ra hi~t ... sis. l grad«v> 1 ;, 2. 

Por .. 1 ._.,;.. 2 A(G.) ,; [ t.~O> ] • [ ~) • 2. ,.nt.<>nc..s gr~d.(v). !'i 2, 

Poi" lo t.ant..o grad•(v) • 2 • con la cual Qull!'da cte.o•t..rado el inciso 

a>. 

lf"Bdl(V) • 2 t:"nt..onc~s. aplicando P.l leea 3, sradJ(V) • 2 para 

t.odo J, 1 ,; J ,; n. 

Ent.onceoe si reocolor~all09 a v Por un color k. ~~ k 5 n. 
~ 

f.' a P.st.a nueva coloracidn. 1: JACG1>I no sufriría .. , 
~· t.allbi4'n sería una coloraci6n 

•ri•t..•••ini•al. 

S.a Vn(v) O V• • <v·. v">. En 1'' ,.¡ ciclo C ff conv irt.i6 t;on 

una t.rav~t.ol"ia. r:C'llO lt era •ini .. 1 . ent.oncee en ~' debe> haber un 

nuevo ciclo. el cual debiP de Nt.ar en Gk' v adH1<4• 
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"º 
"'" ,. • Lo 3nt.erior signifir:""' q11t:> t.ant.o v" 

•loe- •.l·· L·~~ -:oh •'' 1-u:.1· lo'.' t.-\nt.•:-i .-:· ~s nünim-tl • • 

Sea 11na n-i:oloracicin r11ini1nal de un3 ~r-'fica G. :'lfr.) • 2ra. 

""'.> C es 11n t.ri<tnr;ulo, con vPrt.ic~• '' • v, v z. 

h) Para todo j, j - i. exist.P.n di:~s vPrt.ic~~ rHst.int . .,s 11, v 

eon VCOJ) los: cuales son advacent.e-5 o'J c. 

t::•. 

D~•t.ración: 

Sin p~rdida de generaiidad pod8'09 SUfU)QP.I' n . • Gt \' G1 • Ga 

Se~n <V1 U Vz > • H. V C • (v~. • • • • vn °) •m cif7"l•:" •. ti:- n. 

V 
J 

Aplicando el Lema 6 a v~. sabellOs, Q•J~ exh:t.e una ca11ponent e. 

conP.Xa E'h Gz la cual es una t.rav.;oct.ori.,.~ tle'a Psi.." [v: ••.• , v,'l~ y 

olde•.is v: v v ~' •on los tlnicos v~rt.ic~s advar:ent.P.s a v ~ en Gz. 

n Col'='r 1. • C1Jlol' 2. 
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Si ca~bi-'Jm···s- ... ¡ .;•:lló)r •.1<:> v~ pr.o1· -:-1 col•-.l 

mini11alidad. Ll<Jm'!"11os: ,,·ni a esto!\ nui;ava •;r.h1r.a•:icin y 

coloraciñn 

1·, 

~·n· 

\'~ .. 
En l~ 

~nt.r.i.nces 

"Podt-mos S'=''uir est.P. procedi•ient.o 

Suponga..,• QtJ1:• V" hP.Ml)S obt..enifjo los "·"rt.ices 

n-coloraci~n •inimal ~, .. , para t..odo k. O ...:: k < t. v 

y(l) • { ~ 

Exi~t.i:- •m ciclo f\·~ -•. 

•i / es par 
si I es i•Par 

v' 
1 

p-11r . ., 

en 

d .. H ,. 1l0·'1 

t.od .. j. o 
G'i-11 

yfl 1 
dondf!' 

obt.enetl09 una t.ravect.or la ... 
• • • • ''• ., 1 en 

Pon~~mos: ~l color vC/ + 1) a v llamemos ~'º est.a nue-va 

coloraciñn que result.ai t.ambi~n sP.r eini.al. 

Se-a L el •áxiMO de los ent.er09 L. pera los cuales los ... ·Prt..ices 

v~ de H son t.odo• dist.int.os. para t.odo k. O $ k S l, y t.odo J. O S 

Ent.onces al •enos un vt<rt.ice 

1 ~ j ~ n
1 
•• 

1
• O ·; k < L. 1 ~ J' ·.: n •.. 

Cuando aplica11os: i;:-1 ~,. 3 a v~ 
y V "1.•t 

1.•I 

es id~nt.ico a alr;lfn 
,. v,_. 

t;;oncont.ra•os una t.ravect.ori.-, 

son adyacent.l!'s a Es 

t•cil convenceornos de Qllf?' Cv~ ••••... vL~;•1 dE"be Sf':!'r icllal a 1Jna 

df!' 14' t.rav.-:t.ori"15 sic11ieont.es tv! •.. , • v:nl. (v~. v:•. . v:J • 

. . . . (v~ ••. v,.~;•. 



n 

Supong.>Jm,,s; Cv,1 
., • -~ •• v,.~;'1 

eont.once-s (\'
1

1 
., • • • • • v1_~;· l • cv:. 

k. o .; k .; L • 2. Ent.onces . ' V • V ... L•t 

difere>nt.i:-
n ... 

v¡., 

' " v,. . 
~ (\·~. 

v:,.,1. 
n 

l.•t 
v,, •• °""'' 

vL:;• .son ..,dvar::P.nt.e• a v~. v:. -:le-be> s~r -!ll•h·"'c~nt.e a 

Cnt..onces v;~ • VH(V~) • < v:._ 1 • v:. v~.,. v.,.~;• l si 
n n 

v,' • VMClt·
1
:) • f v~. ,.n n, v;, v

1

1 
) si ~ • º· 

son i•po9Jble• va Qll1"' ~staltOs suponi'!'ndo L .,. k + 2. 

v:ºl. 
p.1r.:t alg1ln . 

V 
L•O 

V 

k .. o V 



Pr>r lo t.3ntA"'I ·cv' 
l•I• 

En consPr.11enci.1 v,' Notemos qu~ 

rv; . . v, '-1 . \'7, 

r.''' obt.enid:l; .:t part~ir de 



\·.:·, E'S 

POt.onci:-s 

' ' \' son ln~ ,·,"'rt.ii::':"~ '°o ' 
\°.,l •<

1) n \·~I = ( V:). V1.I ) rl,1,J1d>; 

t.r;-rminales d.,. una t.raver:.t.oria ~n GIL) . . ¡, i::11al .... IJO,"\ 1:0mP<"•t11';"nt.e 

conex1t. Por lo t.ant.o L :a t. 

Ent.oncP.'S {v~. v 
1 
t. \.'2}. 

'-
era vPrt.ic·:o t..ermin.:il de la t.r.1\ver::t.ori.a l")r ki Q•le t.eni;-m".'I.~: 

. v:l • lv~. v:l 

Reg:r-eseMos a la coloracifin ini'=ial ~ v rer:oloree"'os: " v~ i:on 

eol color 2. En Oz se- forn1a el ciclo Cv:. v~. v~) y '!'O (';;'' se 

obt..iene la t.rav~r;t.oria Cv! .•••. vnº. v~l. <'\plicando !?'l Le9Pt 3 a v: 

obt.1tne.os Que est.e v~rt.ice sólo es advaeetJf.e a 

sabíamos df!" ~nt,::ano :u~ v: e-ra adY•D!'~t,e a 

por lo t..ant.o Vn • Vn de ;iqlJ{ '111P. "l t;lClQ C 

en G1 
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v:º. P')r •e-r v: • 
,,..ro 

L v,. 

La 

t.iene solatle'nt.e r.los 



fv~. \·~. v~. V:. v;1 ) ~ k..,, 

r.nn ~str. t.1.•J·mifl . .,m1:.-:;; }-'t •1""mr:-ast,¡:v:-iñn Q.-..1 l€>m:'\, 

" 
e 

..... ct-~~~~~~~--.,8·' 

Teor-eu 

Se-a r, Uh& g:r-.i:fica coneixa. Si A<G) es par. ent.onc'!s O es un 

ciclo o iso11tOrf'd a ~:1 .... 1 si v sólo sj 1;:. .\rbot-1scid"11d por vP.J"t.ir..~s 

(>(11> d• G es 1 • ~ 
Oe-11ost.rai;lñn; 

• 
ea.o 1; e: ~s un cicl•>. 

Si G ~s el cfolo trivial l:t ,.,(0) • 1 • 1 + ~ . 
Se• (J •<v •.... , V~), h ~ 1. 

ec.o G ~s c.m ciclo no trivial p(G) ~ 2 v por el T~orHia 1 del 

r:~píf.t1lo ant .. f!i-ior 0<0) ~ { ~} • { i} • 2. 

Po&-. lo t.ant.o "><:O> • 2. 



f'•·i· ~1 C•:or,,1.ari•.• d,~J T .... ~.·t~'!'m•.t .1 r!.:-1 •:;,r,;t.1tl•.• ;,nr ..-t·1 .. •1·. 

'i:,,.,,.{~;t ~n•t•1+:.~.'i.: 

i.:."s:o 1; .Hrn • o. 

r.J.so ~: '(0) • 2. 

,.~ conex .... l'(tl" ~l L,,..m •. , 5. n P.$ •In 

, .. ({;.) z 
0-:Ít'.':l•.t 

Cr,m, .. ,..,fG) . 1 + -r- z J + 2 = 2. t ..,.n~:imr.·~ ·1•tt-: r. 

,, 110.\ 

·kh~ 

n-mini111;..l. al menos P.X.ist..e un conjunt•:i V1. t •• ""JI •fll.<:> (Vt} •:-.•:onf.íen""" un 

<u,. v,. z). v par~ C3'1"'1 j • i. ~xíst.i:-n t:'Xi!•:t .• uw'='nt."'° d•)$ v,:;rt.ices u 

V v > t..al~s qut!' (JI • V • Z. 11 • V) ~ (•,. 
' ' I J 

j p.ara for,.ar \U\ 11uevo ciclo >:>u 

''°ne-rada <(u
1

• v,. u.
1

, v
1 
••••. •• ... • v,,. zl>.:.: (1 .... 1 

Soponga•os; qu.o exi~f.e x .r= í\'fG) - <11
1

• v
1 
••••• 11,. v,..· z"l-), 

Como G P.s conf?>:-'f o:-"íst.~ •tn.i t.rav'!'cf.of'i-t T QUI!!" 11n""' " x i:otJ 

Por lo lanto: 

grad<-" ... > • 1 Vn<11,..) 

• 2n + 1. 
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Poi" lo t...ant.o VCG> • (l.1
1

• v,. . . . . u,... vr. z) v 

• 
Corolerfo 

ciclo o i~rf'-1 ~ l.• ... -• si 1'' sdlo si 1-. ~rtv:>riscidad lih4!'•1 pot 

v<'f'f.t.,.. e(Q) ... 8 .. l • ~ • 

~rec111o: 

• 
r.-sS('t t: n ff -in ciclo. 

Sl O es •l ciclo t.rivi•l la aCO) • l • l + ~ • 

Se• O • <v, ••... v ... >. n ~· t. 

o:.> G " u r:ir:lt:., no t..l"lvtal •<O> ~ ~ v oor el T....- 3 

.•<O> < { ~ } • { ~ } • z. 

tor lo t.anto a<G> • a. 

e- 2: o"' Ion+• 

APUc:aado el T_,._ a v 9 ~: 

:. + l • p(lon+&) :S.e(Q) :S l + [ ~"],;,; t "+D • 

• 
~ l: t.(8) •O,· 

°'*> O .. .,._,.. O a. la. Por lo cual • ~le b -leida. 

e- a, ~co> • a. 

ea.o G ee coaeu. por el LetM 5. G N un ciclo o ._. 

t.raypet.ori•. C.-. a<O> • t + ~ • l + ~ • z . ...._ - O ....,_ 

•r un ciclo. y ... aciul se ~le la P"'-ir.lrin. 
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"'tín • n Frr• ... $tQ ~s; •ma r.:•>nt.r;sdi•:r:irin cnn t:"l h ... r.:ho d-:- q1v"' •'º' • 
+ ~ • t + ~ • t + n. Por lo cual -:-xitttP 1m i::ir.:l('I E'R al~1i11 O• . 

... nt.oncr.s apli.•::.m1lo ... t •is.et p~P.fti•i~n'·" '1•1P P.n el «;.,s., ·1 itel , ... .,r.-._.,, 

c.,nr:licion~ RE-C~rias·v snfir.:iP.nt.l!'s p.-.r~ Q\le .J.CG) < [ .-,~(:)] 

fVCG>I • 3n. HO> • ln - 1 ,,..ra n > !). 

Pr-•lctlln 1 

Sed ACGl • Zn - .L j\llG> ¡ • 2n. n ·: 3. 

aCOl ~ [ ~ ] • p - 1 si v aola9e'nt.e si suel!'de un." de l;,ilf 

•ipi .. n"- c<>Ddici,,_: 

ped<u> s 2n - si. crad<v> s Zn - 3 y doe vtlrt.ice-!F di•t.int.QS X V z 

._.no~ adyecent.ee • u y v "91118Ct.iv.-ent.e. 

2) Ex~n - 9'1bcoe ...... ._ a~ Yo y V• d,. VCG> d .. 

CU'dinlici.cl hes. t..1- - < V• > v < V• > inducen 

lineal. 

~eciolo: 

Sea Yo. . • • • V•. t. "·n - 1 la ....-t.tcirln U11•al •inU..01 d,. O. 

• t 
2n •E IV•! :S J:aaxCIY•I> • t.maxCIY·f> •; Cn - l>-xCIV•I> 1 .. , l., 



en1.onces aaxt!V~p ~ n2~ 1 ror lo c•Jal m-t.x<¡v.¡1:; 3. 

S4'~ V• • 11ax<jV• j>. 

V¡ 

c.\rr:linali•iad 3 ...... -, í111P. i=;on r:.:tS("• i:-ont.rarin o¡;:•1r:P.r:t~ri:\ l•.1 !!<ig11ienf.f.>; 

L 1 L 
2n • t fv ! • :• + t f v.¡ ~ 3 + t 2 • :i + 2ct. - 1 > • 2•. + 1 dP. 

.... 
aQ11f 'ltJ'?' 2t + 1 ,. 211 v t. > ~ • n - i > n - 1. lo c11al es una 

c"ntradiccinn. 

CHo l: ¡v.¡ ·, '· 

'l.) Si •Xist.P. 1ma cot11~nt.I!" con•xa en V~ Cv 1 , ••• vr). r ;..; 4., 

ent.oncff 1rad,,<v
1
> .... 2n - :l v (radn(yr)...: 2n - 3. v, v v. no son 

adv•cent.ff ad~s v
7 

V v".' no son ~dvac•nt.es • 

~ct.1va.ent.t:>. por lo QU.eo •e C1J•ple l• condici~n 1. 

V a 

b> Si exis:t.e 1uu1 COl'ponent.e conexa Cv,. v1• v,J en v~ hav un 

g:radn(v) ~ 

2n - 3. v
1 

y v no son adaya~nt.eo•. adl!tlA• v •. v v
1 

no son 

ady .. nU• a v
1 

v a v respe-ct.ivaMnt.eo. oor lo que se cu11ple la 

condición S. 

e) Si •ma co•~onent.e conexa de v~ es la t.ravect.oria 

e.nt.onCl!'S hay i:ios vPrt.ices distintos ll, V t= (V~ - (y t, V 
2
}) que no 

son advacent.es a ,,. , v grado(v
1

) -S: 2n - 3, 

gradn(v
1

) .... 2n - n, ~radn(ul ~ 2n - 3 V grad11(y) ~ 2n - 3, por lo 

que- H cu•ttlf!' Ja i:ond ición l. 

d> Si < V• > son puntv• aislad09 la condición t es in~diat..a. 

cuo 2 IV• 1 • ~ 

F.n e•t..-.o ea.o. Por lo dfftQ•t.ra.do ent.~riorl'l'l~n~. t"Xist.e J .,, k t..al 
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S"!r.i' isomorf';s a i,lcuh.!1 di!' la~ g-riific~s A. B. r.:, O. E. F. H 1:- I r:ftl~ o;.~ 

mu'!st..ran a cont.in\lacidn: . ,. .. r 
u._J• "._J' • · .• .-----··· •• 

r 
' • ' u• 

f 

•• 

e 

.. 

•• 

• 
•• 

• 

., . 
u• l, 

o 

•• •• 

• • u ' 

4.sf pues V• U< 1i. v >. Vi • •••• V".-' es 1m~ oart.iciñn lin.;ioal 

dP. G y por lo t • .,,nt.o • a<.G> 5 n ... 1. 

2) En e-st.t!' caso considerP.mos la part.icidn V1. V•. 

~1 



d,. V•<V1UV>) ~'>n<I~ IV·j•2,i•l'I;,, .•• n-1. 

C-9da < Vl >. 3 :; .i S n - 3. •~, ... ~ iso•orí'a a K:z o se.t"4n dos 

punt.oe ai81adrJ• V t.•nto < V1 ) '=°"'" < V7 > son por hir:'ót .. esis un 

A.si puoe-s. V1. V7. . • • • v .... , t!'S una rart..icidn line-al de G v p"r 

lo t .. ant,o etG.l ~ n - 1. • 

Pua r:oncluJ.r ~t...11 c•oft.ul,, v..,. a celcular la arhol'iscidad 

LeM e 

ha G • lt:P,. • p"') uha 1r.ritic•· .n-part.lt.e c:OMolet.-,. l\ 

l :i; J. . V1, • • • • Vn la n..,,_rtlci6n natural de O v lh. , •• 

una part.icldn un .. al <le o. 
Entone~ irucede una de las do• propiosicioae• •ig11ient.et•: 

a) Ut s VJ para alcdn j. 1 ~ J s n 

b)._ Exist• un 1lnico elHtento 'l •· Ut te& que Ut • .. <u> ~ V1 

... ra algtlll J. l,; J:; h, V ,¡u,¡,; 3, 

O..O•tr<11ci6n: 

Sea U• "' ( Ut; ... , Un >. Si U• Í. V¡ .,.., ... algún J, 
0

1 :S J :S n, 

no bay n•d• que- dl!90st.rar~ · Supone..,. que ' m,.: no e• INbconJunto de 

Vi para todo J. 1 s j ,; n. 

S(J.a I" • •iu;( jl.'1 n VJfl' t :"! j :; n. i -' J ), V V11: un ~l~Metnt.o de 

la p ... t.kt<ln \.al q~" 1 V• 0 U• f • r. 

t) 4fil"aaMO!S qtU~ l' :-; ~. 

Supong._ r " 3. 

SI!>& ("· v. z\ ·.=. (lh. n V•·), COlftO U1 no P.<S= sttbconJunt.o d~ .V .. 

P.td•t.• un vl!frt.ic~ u de- Ut q11e- no peol't.f!'nece 1.11 v ... P.nt.i>nc~s: 11 e• 
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..,.j•--t•-"'""'~ .;1 x. v.'z t•Ot· 11.. .... c11dl < u. x • ...-. z > .- < 1.1 

Ahora ,:rilo bast .. a prob"'r Qtlil!' lJ, - v~ • <u>. 

Supongaao• QUI!!' exi•f~t;o "" ~ º' ...... IJ, V .;JI v~. 

Entonces u v v son attvacll!'nt.lll!'e • x y v. por lo t.ant.o la 

subgráfica ce-ner'tda < u. Y, x. v > '= < Ut >. cont.iene un ciclo. lo 

cual u una cont.radicción con la linP..,.lhl"'d de 11,. 

Por lo t.ant.o exist..e un llnico vP.rt.i•:e- 11 <E lf, t.al IJ•JP. <11· - <u>> 

'i V< y JU• J :> 3, • 

LeM 0: 

Sea K(pt, •••• P..,> una crAfica n-part.it .. a CQllplet.ó!t. 1 • P, O 

p\. • 2. 

2. n l 1 

ent.oncn. si k • 1 VCltCP,, ... • p") 1 

r{~}·{~} si s. 
aCJ.:Cp,. • • • ~ pn) ) . 

{0·t2•;lJ •i I ) " 

De-909t.rac idn: 

Sll!'a Vt. • • • • V'"• Vi. • • • • Wl ~a n;-part.iciñn nat.urJ1l de ¡.,, 

grlifica en r.:11P.st..irin donde 1 V1 1 • 2 tw· ¡v. ! • 1. 

Sea lh. tia. • • . , Ut una part.iciñn •iniMP'll l inP.al por .... 41't.icH 

S~be111os por t? l te.a 8 r,w11e 111· 1 ~. f:'ntonr.:es:: 

' 
k • 1 ve 1tcp1 • • .. • P"" > > 1 • :C J U• 

l =• 
,; :C3 • 3t Por lo t..ant..o 

73 



p_) l ;I t. cn-1 ' r ' 

C<1.so 1: I !: m 

11··· 

71o,U,., V· 
:<--··· ( f 2m - >• ) l 2 m-1- ~J l. 2m - 2.' ) ···,...-. 

' 
>-~1 y, • <x •..... ~ "-,-}., .,,,. 

} 

- 1 ·'/': - 71) 1 

U· • V~·••• U 11 

·{ :· U fx l 1 . i( .. --'-{2m~2/}) 
2 (01 _ r _ { 2m ~ 2r }) + 1 ,; i , { 2m - 2_'..} 

•i l ~ i ,¡ 3(• - ' - { ~ }) + ' y 

11· "'¡:,u¡;, 

!l'i I + l + 2 (n1 - { - { 211t ; 21 }) -_:; i ·~ f + { 2• ; 2f } 

Así pue• est.a part.ición ~s linE>al. P'='r lo t.ant.o: 

. . {201-21}' ia.<. KCp
1

, • • • • P,...
1

) ) ~ l + ~ 

Un_iendo est.a desicualdad con < I ) obt.en~1t1os: 

{ ~ } ~ a<G> s l + { ~ } 

Peiro { ~ } •· t· + { -~ }• por lo t.ant.o 

a<O> • { 
211 3 ' } • { !W- } si l ~ ! . 

Caso 2: / > •· 
Sea U1. . • . . lh una ""91't.icidn linl!'al •inilMl. 

S.a u, • (U1. • • • , U1 l donde j l.I• J • 3. 

1) Si ji.'·¡ • 3. aplicando ~l Lema 6 obt.en~"'"s q11e P.xiste un 

conjunto V1 " <Va, •.•• V ... ) t."'l Que VJ ~ u,. 

Pc>r lo t.anto 1 <U· , 1U•1 • 3l \ ' m. $.,.an u .. • 11· los 



~r + 2<t, - ~) • 2t.. + r- -s 2t + m • 2a<G) • m 

tr1t.,tv:,,.-:: • + I 
""(Gl -r " 

i='f."r ¡., t .. 'lnf..o {~} ;¡,,(Ü) ( Il ' 
H~,~a11,,:r-s; -thi..,,ra la si;t.lilO'ni."!' part,.icirin .1 ... n: 

u: • \•. lJ \J1 -... 
O~,.,• Wm•1 U Wt•l-'-

U,' ~ T2 sí 

11" " ¡,:, si 

:<"l l + In f:>S P°'r + m 

Ífftpar. 

f"or k• t..=.nt,,;. U; .... , .. ,,r 

cit:d ...._rr;1 != { ~} • lfní~nd•:t .,.$1 • .,. do:-'\="1;;11:•ld.:i•i .-.-.n tt 

obt .. ent=:mos a((J) • { ~ } • { ~ } • • 

•istJi~nt.t? ,,...trie.,. 

s~a (:1. lr.a.~: .... el. b, •... \
0 

bm. e, ..... e~) 

n-partita coettlet.~. ai • 1 1 b; • 2. c1.: • 3 parot1 torto i. j, k. 

-:; 1, i --;.'. j s •. 1 ~ k s p. 

s~a A1, ••.• At. 81. , e~. Ct, • Cr· la n•ofu·t.ii:irin 

n<>~ur-d d .. G dond~ IA•I • 1, ¡a,¡• 2. ¡e,¡• 3. 

See U1, 

leN 10 

¡u.¡ -; 3. 



S01ponr;~"''" que ~~is• . .,. i " <1 .•..• t.) t .. ,¡ 'l'''' 'f!, ! ., ~. 

S'P.~ '"~x" ¡ 11 n "', 1 • 111 n ri. ; . 111 n r.. i ) s 

cont.radiccirin. 

Cuo 2: V • 2. 

En •••.-.. Ca$o ~Xilit.-..n v . .,.. •.,. ti• •~al Q'I" \' -.dv u v v' adv ll. 

"• una cont.ra•Ucci~n. 

V • 1. 

En .. t.e cuo <Ol> ~ t 111, I .,; K.• lt? cual es •.ma c:ont..radici;idn 

h lin.,aUdad d" <n• >. 

Poi' lo t,ant.o \U• 1 :> 3. • 

LeM 11 

con 

Si V • ·u -ent.c-nce• suceidei al1una di!' la11 ei1uient.ee proPo•icione-s: 

V • C• P-"1'ª .l!lilctJn i. 1 ~ i ::. p. 

k J V n e~ J • 2 para alg•in i. 1 s. i ~ •· 

\V n C• 1 • 2 pal'a alr;•ln i, 1 '' i .; p. 

Oelto•t.racidn: 

S~a V -. 11. si V •e, p~ra alcdn 1 ~ i ~ P. no hav nad" que 

det10•\.rar. •Dt.once• StJpon1a.o• V ,. C1 par• todo i. ~ P. V 

adl!PIÑ• que no sur;ll!dei ni i) ni 1i.), 

EnL.,..,.. 1v n B·I ~ t v 1v n c,1"' p«ra t.odo V t.odo J. 
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Lema 12 

part_ ir.:iñn d11;> • ., • 

D• • (V~ ·:/ ... 1v n A• 1 • 1 1v n B1I • 2 p.)rrl :Jl~tin 

D• • < V ... "U / 1v n A•I • 1 y 1v n c.1 • 2 para alctln 

0!1 • V .... ?f / 1v n ª' 1 • 1 V 1v ne,¡ • 2 P•"'.\ra ·•lr;•lu 

D• • { V e?./_.. 1v ne. 1 • 1 1v n B1I • 2 par.:.. J.lg1in 

D• • V "'"' ~·1 , 1v ne. 1 V 1v ne,¡ • 1 p.::.r<:\ . .,lg•in 

°" • V ~ '?1 ,, 1v n c.1 •. 1 V 1v n c11 z 2 P~T·'l .,lg•ln 

Sea ID• 1 • d· 

d• + d• + d~ ...; • y dz + d9 + des + d? p. 

Ade911¡j5 !•11 ¡ • d1 + d:r + d~ + d• + d• + d"' + d7 • 

¡ 

.... j l 

\.' j l 

j ) 

j• ) 

V J ) 

• íd1 + ti• + rt~) + <d., + d-. + il.-1 + .j;) ~. m + t.•. 

Por lo t.ant.o \•11\ ~ "' + I'· • 

L:eH 1:J 

[". { ~r l 
atO) • 

0 ·{~} 

si f '":- • 

si I ) • 

1 1 

3p + 211 + 1 • 1VC(J)1 • E 1u,1 ,; E 3 • 3t <'nt.onc": 
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31) + ~· • t • p + .Ztn ; f ~ f. 

Por lo t.ant.<>: p + { ~ } ' t. • aCG) < l > 
Por ot.ra tii.lrt~e- Ma J 11 1 • s ~ • + p.. 

Sin P"rdida d~ t;l!!'riei-.,,lidad twJde•os $11pone-r ~·1 ~ Uh. . . • • IJ._) . . . 
Entone•• 31> + 211 + / • ¡wm¡ • I: ¡u.¡ • i:: ¡u.¡ + i:: ¡u,¡ 

,•#f. 's' t =·· t 

~ I: 3 + t 2 • 3s + 2(t. - s) • s • 2t. ~ 

::.: • • p + 2t.. ent.onc'!'S; 

!Jp + 311 + I .. M • p • 2p + • + l • P ·+ !..-}-! ,: t.. • a(G) 

Por l<> hnt.Q p • { ~ } ~ t. < U 

Con9idf!'r~909 G'• ((e,. . . . . ªt. b, ...• b~> s G 

!'Gr el L- 8 a(G') • f {~} si l s m 

{~'} si l > .. 
l 

S4!'an () .. _,. J>art.icione• 

linealesr •ini•al~s de O' en c8da caso. 

Entonce• las part...icione• de V(O): 

U' .. .... º<~)·c ..... • 
• Cp V U~', 

llOft li••l- par., t S e V l ) a re_.,t.iveÍMGt.e. 

< ¡ p • { ~} si 

a(G) - _ P + '{ !...}--!- } •i 

'~· 
t ) • 

c. 

Por lo t.atit.o: 

Uniendo la .W.icUeld..t aat.erior con < I > v < lI ) obt.ene1110• la 

tgi¡aldad:, 

{

p'+ { ~} 
a<G> • P + { ~} 

•1 t :S. 

•1 ( >. • 
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Proposfcf.Sn 2: 

"· 1, 

1', • a. e, • 3. d, ~ '. donde- ex is~ •l .-enes un c:onJunt.o d~ la 

i-art.icidn natur-al de 

a(G) 

G con t. 2 o 3 v-'rt.jce$. ~nt..onces: 

·{"+q+ 
p + Q .. 

(~} 

(~} 

si 

si ) . 
~- <V•. • • • , Vo) .. 1 conjunto d<' el.,....ntos d., la 1>arl-ic16n 

nat.ural d'> G, dond.. IY• I • d_. 
q 

La de91:wt.l'aeidn • h•r• poi' inducci.dn sobf'e n. n • \ ~t d,. 

Si Q • O. enloncett. <V1., •••• Vq) • D. q • O. f""r lo t:11"1l en 

..U ca90 O • l.C•, • • •• 

le9a anUl'iOI': 

{ 11•.{~} aCO>• 1>+{~} 

e ) 
r 

q 

su.,.,.._ ~ tcu-ldad cierta 1>11r• l.Qdo k ,; t d, • n. 

................ le ~·per• 

Coasid<'......,. G' • G.- <v>: 

.. 
• J: d, • D +t • ... '"' 

•• 
si 

o• • ~<•, ..... 8l. b, •.•.• b"'. e, ••.•. cP. d •..••• d'l - 1) 

Poi' 111Pd ..... ie de> lnd11c:eldn: 
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:s<.0') 

Ad,.._.¡s .llfG''l • 

-{p+.,+ { '+zm} si ' ' 
{~} p + 11 • si I > m 

{ p + "+ {~} •i ¡ . 

{~} 
,; aCG) ,, + Q + si I ) m 

• b,.. e, ...• e> ·; O • • 

< r ' 

las part..iclon"1's 

lineoalt-s d~ G'' ~l"il / --.: • v L > • re-spC!'ct.ivaM>E-nt.~. 

U}!'.,-<:,.. , 0;+<1:1'" }' Vt, •.• .,.._. V1-s.· Yo - <v) son part.icioee• 

line .. 1~. dt!' G 1 si ' s • V I > • re:•Pl!'ct.iVatMnt.11!. V COMO (Vq) 

son punt.os •i•lados u,, . . . . UP•<t;•,.. » V1. • • • • Vq-t. Vq 

' _u; .•... u;+<';7'"' )' Vt, ••• ;~tt-1. Vq seirlln Uaabifln 

line•l'-"S d~ G. De- aquí qtJe: 

{ 

p + q + {~} 
{~} 

si 

a<G>.,; 
p • ... Q ... 

aCG> • { P • Q 

p + Q 

Corol•rio: 

·{~} 
•{!..p} 

si 

si 

º~~- G • kCpt, ':.., • P,.,> ••.. P' t!" S, P._. ~ '•ClJ 

St'litice n•part.if .. • i:"'9pl1!'•·"" eo-ntonce-s aCO) • n. 

l > • 

,;. . 
r > • 

si 

y 

paf'f~icioneo• 

• 
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