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INTRODUCCION 

~n los últimos 25 años el análisis de series de tiempo ha 

; un gran desarrollo, en particular, el enfoque espectral 

;nte a la descomposición de serles de tiempo en componentes 

:nclales, se ha convertido en un una herramienta muy importante 

i versas apl!caclones. El presente trabajo, presenta una 

.atlva para el análisis canónico de serles de tiempo utilizando 

nfoque. 

n el primer capítulo se desarrolla la teoría general de series 

mpo multivarladas, partiendo de las definiciones de un proceso 

stlco. Se define la densidad espectral de un proceso 

·.tlco y se discuten dos alternativas para su estimación. 

1 el segundo capítulo se presentan la teoría general para la 

i ón de componentes principales y var lables canónicas . 

. :nente es desarrollada para vectores aleatorios de datos no 

1cionados y para finalizar se utiliza el enfoque espectral 

::tener resultados similares en el caso de series de tiempo 

riadas. 

tercer capitulo ejemplifica la metodología desarrollada en 

·itulos anteriores, para ésto se creó un programa escrito en 

77 apoyado por rutinas estadlsticas de IMSL. Finalmente se 

las conclusiones del trabajo desarrollado. 

'1 



llffllODUCCION A LAS SERIES DE TIEKPO KULTIVARIADAS 

l. PROCESOS ESTOCASTICOS 

1. Definición. 

Sea (Q, A, P) un espacio de probabl l idad y T un conjunto de 

indices. Un proceso estocástico se define como una función X tal 

que: 

X T x n ----+ IRº 

(t,w) ~ X(t,w) 

Generalmente el indice t está asociado al tiempo, por lo que 

podemos referirnos a un proceso estocástico como un fenómeno 

estadlstlco que evoluciona en el tiempo de acuerdo a ciertas leyes 

de probabl l idad. 

Diremos que un proceso estocástico es continuo cuando 

pertenezca a un conjunto de valores continuos y discreto cuando 

pertenezca a un conjunto de valores discretos, los cuales 

generalmente están igualmente espaciados. A lo largo del presente 

trabajo consideraremos únicamente procesos estocásticos discretos. 

Como ejemplos de procesos estocásticos podemos mencionar: la 

temperatura diaria de una reglón, la inflación mensual de un pais, 

el precio de cierre diario de una acción bursátil en una bolsa de 

valores, etc. Para ejemplificar un proceso múltiple podemos pensar 

en la temperatura diaria de las cinco ciudades m:'ls Importantes de 

México, o bien en el precio de cierre diario de todas las acciones 

en una bolsa de . c1lores. 

. ¡ .... 
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2. Función de distribución y momentos. 

Sabemos que el comportamiento de una variable aleatoria queda 

completamente descrito por su función de distribución; en el caso de 

un proceso estocástico es muy difícil lograr una descripción 

probabllistlca completa, pues tendria~.os que definir la función de 

distribución conjunta del proceso para todo valor de t ln T. Esto 

en la práctica resulta lrr,poslble; de hecho sólo podemos definir 

distr 1 buclones rnargl na les monovari adas, bl variadas, lrl variadas, 

etc, como por ejemplo: 

fl (~) = fl (a:
1

, •.• ,a:n) = Prob { \Ct
1
,wl :s a:

1
,. • ., X

0
(t

1
,w) :5 a:

0
}, 

1 1 

etc., 

ft ,l (a:l, .. .,a:n,'fl,. .. ,'fn) 
1 2 

Prob { X
1
Ct

1
,wl :s a:

1
, .. ., X ( t , w) :s a: , 

n 1 n 

'f }, 
n 

y a través de ellas obtener Información de la distribución conjunta 

de Infinitas variables aleatorias. 

Una manera alterna de aproximarse al comportamiento de un 

proceso estocástico es a través de sus momentos y aún cuando éstos 

estén definidos en términos de la función de distribución, es 

posible obtener estimadores confiables que nos permiten lograr 

nuestro propósito. Más aún, conociendo los primeros dos momentos de 

un proceso, se obtiene la Información suficiente para lograr una 

buena aproximación de manera lineal. 

Definimos la media de un proceso estocástico como: 

E[X( t, w)] (1.2.1) 

donde 

¡ .. ~, 
j 



e Ct> 
J J u dF (u). 

IR" J l -

CX(t) existirá si y sólo si EIXJ(t,wll<m, J=l, ... ,n. 

La función de covarlanza de un proceso estocástico queda 

definida como: 

donde 

[ 

e et , t l 
11 1 2 

e et , t l 
nl 1 2 

e et , t l 
n2 1 2 

e et , t l l ln 1 2 

cnn (tl' t2) 

= J J [u -e (t ))[u -e Ct ll dFt t(~.~l. 
IR" IR" J J 1 k k 2 1' 2 

(1.2.2) 

si J=k, diremos que CJJ(t
1
,t

2
) es la función de autocovarianza de la 

componente X/t,w) y si J;tk, CJk(t
1
,t

2
J será la función de 

covarianza cruzada de XJ(t,w) con Xk(t,w). 

CXX(t
1

, t
2

l existirá si CJJ(t
1

, t
2

) y Ckk(t
1

, t
2

J son finitos, pues 

por la desigualdad de Schwartz sabemos que: 

¡e et , t l 12 
s e et . t Je et . t J. Jk 1 2 JJ 1 2 kk 1 2 

J,k=l, ... ,n 

Finalmente definiremos la función de autocorrelación la cual 

explica la relación lineal existente entre las observaciones de un 

proceso. 



Sean 

y 

[ C ( t , t )C . (t , t )) 112 

JJ . 1 1-. J J 2 2 

:s 1 

:s 1 

entonces, pJJtt
1
,t

2
) será la función de autocorrelación de X

1
Ct,w), 

la cual mide la relación lineal entre los datos de un mismo proceso 

a través del tiempo y pJkl t
1

, t
2

), será la función de correlación 

cruzada de X
1
(t,w) con Xk(t,w). 

3. Estacionariedad y ergodicidad. 

Hasta ahora hemos definido a un proceso estocástico y sus 

caracter1sticas dentro de un contexto muy general; en esta situación 

es dificil llevar a cabo las tareas de anállsis de interés para 

nosotros, como por ejemplo, la inferencia estadística. Esto nos 

lleva a imponer ciertas restricciones sobre los procesos a 

considerar, de tal manera que logremos obtener variables con las que 

podamos trabajar. 

Pediremos entonces que los procesos estocásticos a ser 

considerados cumplan los principios de eo;taclonarledad y 

ergodlcidad. 

Un proceso estocástico es llamado estrictamente conjuntamente 

estacionarlo si: 

F (<t) = F (xl 
t - l •k -

1 1 

1 · 

i 



y en general 

Es decir, cuando la función de distribución conjunta de 

X(t
1
+T,w), X(t

2
+-r,w), ,x(t.+-r,w) no depende del origen que se 

haya elegido, sino de las discrepancias entre t
1

, t
2

, t
3

, etc. 

Cuando n=l se dice simplemente que el proceso es estacionario. 

Cuando un conjunto de procesos unl variados es conjuntamente 

estacionarlo los procesos Individuales son estacionarios. Lo 

opuesto no es necesariamente cierto. 

Un proceso estocástico es llamado estacionario en segundo orden 

o débilmente estacionario si: 

cov {X(t+-r,w),X(t,wl} 

es decir, cuando los primeros dos momentos del proceso existen, son 

finitos e independientes del origen seleccionado. Observamos además 

que: 

F (oc) = F (oc) 
l - t +k -

E[X(t,w)l =ex 
1 1 

= cov {X( t +T, w), X( t, w)} 

De aqui en adelante usaremos el término "estacionariedad" para 

referirnos a estacionariedad en segundo orden. 

Denotaremos a los momentos de un proceso estacionario por: 



ElXCt,wll =ex 

Respecto al principio de ergodlcldad, podemos mencionar que 

cuando un proceso estocástico estaclonarlo es ergódlco, es posible 

garantizar la existencia de estimadores consistentes de los primeros 

dos momentos de éste, entre otros. 

Hás adelante nos Interesará obtener estimadores de los 

primeros momentos de un proceso, por lo que la aplicación de ambos 

principios será Indispensable. 

4. Representación espectral. 

Consideremos un proceso X(t,w) tal que: 

E(X( t,w)] O 

y 

X(t+s,wl X( t, w) 11 tET; 

es decir, un proceso estrictamente periódico con periodo igual a s. 

Debido a dicha periodicidad la función de autocovarlanza del proceso 

cumple con: 

Este proceso puede ser escrito como una suma de cosenoldales; 

es decir, de la forma: 

X( t,w) E exp(iAJtJ?x(j) 
J 

AJ 2nj/s, j=O, .. . ,s. 

8 



donde ?/ Jl son vectores no correlacionados para distintos valores 

de J. 
A tal representación se le conoce como representación 

espectral de un proceso o representación de Cramér. 

Al escribir un proceso en la forma anterior, logramos 

descomponerlo como una combinación lineal de variables aleatorias no 

correlacionadas, cuyos coeficientes están relacionados con 

frecuencias en el Intervalo (-n,n]. 

Resulta l nteresante observar Jo que sucede con los segundos 

momentos del proceso en relación a las nuevas variables aleatorias, 

pues la función de autocovarianza se comportará de Ja siguiente 

manera: 

E Var ?/J> 
J 

<;" ( ) -IWJT , 
1., Var ?xx J e , 
J 

w=zn/s; 

es decir, la varianza del proceso. se descompone también en la suma 

de la varianza de variables no correlacionadas. 

Podemos generalizar a procesos no periódicos la descomposición 

de Cramér, para ello definamos las siguientes funciones: 

~x<;i.) ¿ ?/JJ. 

~?. 
s 

~x/:>.> ¿ Var ?/J>. 
2Ttj:S?. 

s 

Obse!'vamos que ~XX(;\.) es una función escalonada, monótona no 

decreciente y continua por la derecha tal que: 

9 r-



es decir, ~XX(A)es una función de distribución con un número finito 

de discontinuidades en [-n,n]. 

y 

SI denotamos a: 

llm [Z(A+h)-Z(AJl 
+ 

h .. o 

d~x/A) lim .1~xx(A+h)-~XXO.)J 
h .. o 

tenemos entonces que: 

y podemos reesrlb!r a X(t,w) y CXX(u) como: 

XC t, w)] = J n exp(iht }dZ/A), 
-lt 

las cuales serán válidas Independientemente de s. 

tenemos además que: 

"' 
2n L cxx(T)exp(iAT}dA, 

T=-m 

En este caso 

Sabemos que cualquier función de distribución puede expresarse 

como 

10 
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donde F
1
(i\) es absolutamente continua, F/>.) es una dlstrlbuclón 

escalonada y F
3
(i\) es una función continua con derivada cero en casi 

todas partes. 

Supondremos en adelante que ~2 (il.J=O y en consecuencia usaremos 

para denotar a la densidad espectral de X(t,w) en [-rr,rr]. 

Hemos Introducido de manera poco rigurosa el concepto de 

densidad espectral, por lo que a continuación formalizaremos. 

Sea X(t,w) un proceso estacionarlo tal que: 

"' 
[ ICJ/T) 1 < "'• 

T=-m 

J•k=l •... ,n Cl.4.1) 

Se define el espectro de segundo orden de XJ(t,w) con Xk(t,w) 

como: 

- "' < i\ < "'• J,k 1, ... , r. 

Bajo la condición (1.4.1), ~Jk(il.) es acotado y uniformemente 

continuo y el hecho de que las componentes de X(t,w) sean valores 

reales, implica que: 

es decir, es una función no negativa, par y periódica con periodo 2rr 

respecto a il.. 



El parámetro A es la frecuencia del espectro. SI J=k, 4>
11 

(>.) 

será el espectro de X
1
Ct,u) a la frecuencia :>. y si J"k 4>Jk(;>.) será 

el espectro cruzado de X
1
Ct,ul con Xk(t,1.1) a la frecuencia>.. 

Nótese que 4>XX(;>.) es una matriz Hermltlana definida positiva, 

es decir, 

y 

para todo vector a tal que !al > O. 

5. Filtros. 

Definimos un filtro lineal como un operador lineal e invariante 

bajo el tiempo que dado un proceso X(t,1.1) de dimensión r lo 

transforma en otro Y(t,1.1) de dimensión s. 

Una clase importante de filtros es aquella que toma la iorma: 

Y( t, u) "' l a(t-T)X(T,IJ) E a(T)X(t-T,1.1), 
T=-= 't'=-co 

donde (a(T)). es una matriz de nxn. A estos filtros los llamamos 

filtros sumables y los denotamos por {a(T)}. Notemos que a(T) no 

depende de t; se dice entonces que el filtro es Invariante en el 

tiempo. 

Consideremos el proceso Y(t,1.1) dado por: 

YCt,ul E a(T)X(t-T,1.1) 
T=-co 

A(L)\ 



donde 

A(1) = [ a(T)1T 
T=-CO 

para 'f en alguna reglón del plano complejo. Además X(t,w) es un 

proceso estacionarlo con función de covarlanza CXX(T) y matriz de 

densidad espectral dada por ~XX(A). 

Nos podemos preguntar cuál es la función de covarlanza de 

Y(t,w) y si además existe alguna relación entre los segundos 

momentos de X(t,w) y Y(t,w). SI 

l, J 1 , ...• n 

Y(t,w) será también un proceso estacionarlo, es decir, sus segundos 

momentos existen. Tratar de obtener la función de covarlanza de 

YC t, w) de manera directa puede resultar no muy sencillo; sin 

embargo usando su densidad espectral la situación cambia, tal como 

se muestra a continuación. 

Sin pérdida de generalidad supondremos que Cx=O. 

E [ ( ~ a(T)X(t-T,W) ) ( ~ a(k)X(t+T-k,w) r] 
= L L a(T) E [ (X(t-T,wllCxt"Ct+T-k,w))]~ 

T k 

~ ~ a(T) E [[I_: eiA( t-T)dZX(A)) ( L: eiv( t+T-k)dZX(v) n~ = 

J n J n eiCAt-v( t-T) l L a(T)e-iAT E[dZX(A)dZxrvT'-l L ~elvk = 
-lt -lt T k 

J lt J lt e-iAT L a(T)e -P.T d~xx<A) L aO<reivk 
-lt -lt T k 

I~ 



En consecuencia Ja densidad espectral de r<t,w) está dada por: 

A la función 

se Je conoce como función de respuesta frecuencial • 

¡q 



11. SERIES DE TIEMPO 

1. Def1n1ci6n 

Sea X(t,w), teT y weíl un proceso estocástico. Para cada valor 

de w, llamaremos al recorrido de X(t,w) sobre todos los valores del 

indice t una trayectoria. 

Una serle de tiempo está constltu!da por el registro h!stórlco 

de una trayectoria de X entre t
0

y t
1

. Es decir, una serle de tiempo 

es parte de una real!zac!ón particular de un proceso estocástico, 

cuyas observaciones están hechas en un cierto Intervalo de tamaño 

finito. 

Por ejemplo el registro durante tres años de las temperaturas 

d!arlas de una reglón, corresponde a una parte de la real!zac!ón de 

un proceso estocástico. 

Una serle de tiempo será discreta o continua sl el proceso que 

observamos es discreto o continuo. Denotaremos a una serle como: 

X( t), t E {1,2, ... ,T}. 

Las serles que consideraremos en el 

serles de tiempo di?cretas y multlvarladas. 

éstas provienen de procesos que cumplen 

estaclonar!edad y ergodlcldad. 

2. Estimación de momentos. 

presente trabajo serán 

Supondremos además que 

con los supuestos de 

Basándonos 

momentos de un 

en las def!n!c!ones 

proceso y bajo 

(1.2.1) y (1.2.2) de los 

los supuestos anteriormente 

mencionados, podemos obtener estimadores consistentes de los 

primeros dos momentos de una serle de tiempo. 



Definimos el estimador de ex como: 

e = X 

T + L XCtl 
l=I 

En cuanto a eXX(-r), existen básicar..ente dos maneras de 

estimarlo: 

ªxxC•l 
1 r-1•1 -- L (X(t+-rl - eX)(X( t) - ex> 

T-1•1 t=t 

r-1•1 
CXX(T) 

T 
L (X(t+-rl - eX)(X( t) - ex> 

l=I 

Es claro que E[eXJ = eX, es decir, eX es un estimador 

insesgado. En el caso de eXX cuando ex es desconocida, ambos 

estimadores serán aslntótlcamente insesgados y en el caso de que 

ex= O, CXX será un estimador lnsesgado. 1 

3. Estimación de la densidad espectral. 

Sea X(t) una serle de tiempo de dimensión n tal que: 

E!XCtll =ex 

definimos el p~rlodograma de X(t) como la matriz IXX(A) de nxn tal 

Una 

csllm.)dores, 

448-449, 

dlscuslon • r..as 

se ~r.i:uenlra 

463-464. 

b.mptla 

en 

!(, 

sobre el comportamiento 

el l lbro de A:iderson, 
de 

1971, 

estos 

PP• 



que: 

la cual corresponde al producto de la transformada de fourler de la 

serle por el conjugado transpuesto de la mlsma, salvo por el factor 

112nT. 

El perlodogra.~a de una serle mide la asociación de tipo lineal 

entre la función estocástica X(t) y las funciones sen(At) y cos(At) 

(O:SA:Sn). 

Sabemos que el espectro de una serle queda definido como: 

donde CXX(r) es la función de autocovarianza. Esto último sugiere un 

camino para tratar de estimar ~XX(Al. para ello debemos considerar un 

estimador de CXX(r). Sln pérdida de generalidad supondremos que CX=O. 

Sea 

entonces 

1 

T 

T-1 

r- lrl l X( t+r)X( tl 
l=l 

2rr l cxx<rl exp(-iAr}. 
T=-IT-1) 

51 sustituimos el valor de CXX(r) en la expresión anterior 

tenemos que: 

11. 



T-1 T-ITI 
txx<>.J = 2rrT [ exp(-H.T-lt>.} [ XC t+T)X( t) 

T=-lT-ll l=O 

l T T 

2rrT L L exp(-I>.(t-s)} X(t)X(s) 
s=I l=I 

Es decir, un primer estimador de tXXC>.l es el periodograma de 

la serle, el cual llene las propiedades de slmetrla y no negatividad 

de la matriz de densidad espectral. Este estimador es 

aslntótlcamente lnsesgado, sin embargo es posible probar que 

Independientemente del tamano de T, no es un estimador consistente 

de txx(>.J. 

El problema al estimar tXX(>.) a través del periodograma consiste 

en l~ falta de precisión con que se estiman las autocovarlanzas 

asociadas a rezagos grandes, pues mientras que para T=l el estimador 

de CXX(T) es un promedio de t-1 productos; para T=T-1, CXX(T) resulta 

un promedio de un sólo producto y el hecho de que en !XX(>.) todos los 

estimadores de las autocovarlanzas reciban igual ponderación, 

incrementa la varianza de los estimadores de ~XX(>.) para las 

frecuencias elegidas. 

Una manera de resolver este problema es aplicando 

ponderadora w(m, T) a la función de autocovarlanza 

ponderaciones nulas a cxiTl a partir del rezago m 

Tenemos entonces que si 

donde 

T-1 

2" [ CXX(TJ exp(-1>.T} 
T=-lT-ll 

T 

T-ITI 
[ X(t+T)X(t), 

l =I 

"' 

una funclóp 

que asigné 

en I XX(>.). 



aplicando la función w(m,T) a CXX(-r) 

como: 

podemos reescribir a ~XXP.J 

"' 
2n [ w(m,-r) CXX(-r) exp{-JA-r} 

't=-= 

donde mes una constante arbitrarla y w(m,-r) es tal que: 

w(m,-r) = w(m,--r), 

y además su valor será cero cuando T ~ m. 

¡XX(A) puede ser reescrita a su vez como: 

[ w(m,-r) J_: ¡XX(w)exp{iw-r} aw J exp{-1A-r} 

sl hacemos 

11 (A) 
• 2n E w(m,-r) e;q>{-1AT} 

T=-m 

tenemos que: 

A la función 11.(A) se le conoce como ventana espectral y al 

valor de m como la anchura de la ventana. Las ventanas más 

usuales son: 

l. \'entana de Bartlet t modíf1c,1da: 

1q 

[ 
sen(;r..\/2) ]

2 

5eñ[;v2) F (A) 
m 



2. Ventana de Dan1ell: 

Ir' (;l.) 
• 

3. Ventana de Tukey: 

{ 

n/21r, 

o, 

-1r/n :s ;\ :s 1r/n 

en otro caso. 

Ir'(;\) aD (:\-rr/m) + (1-2a)D (;\.) + aD (:\+rr/m), .. 
con O<a:s0.25 y donde 

.. . . 

D (:\) 
• 

sen(n+l/2);\ 
senCV2) 

Cuando a=. 23 tenemos la ventana de Tukey-Hamm1ng y cuando 

a=.25, tenemos la ventana de Tukey-Hanning. 

4. Ventana de Parzen: 

donde m es par; y en caso de ser non, entonces se usarán m+l valores 

en 1 ugar de m. 

5. Ventana de Bartlett-Prlestley: 

Si pedimos que la función lr'm(;\) cumpla la slgulente 

restrlcc!ón: 

f"' lr'(tt) 8tt = 1 
..... 

ªº 



lograremos entonces obtener un nuevo estimador correspondiente a un 

promedio de valores del perlodograma alrededor de una frecuencia 

determinada. Es decir, logramos suavizar el perlodograma. 

De aqui que el estimador de la matriz de densidad espectral 

estará dado por: 

~xxCi\J 

el cual será un estimador consistente que conserva las propiedades 

de slmetrla y perlodlcldad de ~XX(i\), resultando una matriz deflnlda 

pos!tl va. 

Para toda ventana, el valor de m Influirá en el comportamiento 

de éste estimador. Para valores de m muy grandes el sesgo se 

reduce, pero la varianza aumenta; para valores de m menores, el 

sesgo aumenta y la varianza.disminuye. 

Una alternativa para estimar la densidad espectral de una 

serle, es usar el enfoque de Blackman-Tukey llamado "pre-blanqueo" 

de la serle. Este consiste en filtrar las observaciones de modo que 

el espectro de la serle filtrada resulte casi constante. El 

espectro de esta serle puede ser est !mado usando alguna de las 

ventanas ya mencionadas; esta estlmac!ón es corregida por el efecto 

del filtro original, para obtener as! el espectro de la serle de 

interés. Es decir, sea X(t) la serle cuyo espectro queremos 

estimar, calculamos entonces: 

Y( t,c.i) [ a(-r)X( t-·r) 
T 

procurando escojer {a(-r)} de modo que ~yy(i\) 

Y(t) estimamos ~yy(i\) y entonces 

• ~XX = ;:rrxt- 4>yy(i\) A(i\) 

-¿¡ 

cte. A partir de 



A esta última operación se le da el nombre de "recolorear". 



IHTRODUCCION A LAS COKPONElfTES PRINCIPALES 

Y CORRELACION CANONICA 

I. DATOS NO CORRELACIONADOS 

1. Componentes principales. 

Sea ~ un vector aleatorlo n-dimenslonal con matrlz de covarianza 

1:. En esta sección nos concentraremos en encontrar una 

transrormac16n lineal de ~que resuma toda la lnI'ormac16n relativa a 

la variabilidad de sus componentes. Es decir, buscaremos una matriz 

A=C!
1

, •••• ~0 ) que transrormando a~ de la slgulente manera: 

Y=AX 

resuelva los siguientes problemas: 

1.- Encontrar Y
1 

= ~~X, con !;!
1
=1, tal que su varianza sea la 

mayor de entre todas las·comblnaciones lineales de las componentes 

de X 

2.- Encontrar Y
2 

= !;x. con ~;!2=1, tal que su varianza sea la 

mayor de entre todas las combinaciones lineales de las componentes 

de ~ y que no esté correlacionada con la combinación lineal 

solución al problema 1. 

n.- Encontrar Y = a'X, con a'a =1, tal que su varianza sea la 
n -n -n-n 

mayor de entre tod~ las combinaciones lineales de las componentes 

de X under que no estén correlacionadas con las combinaciones 

lineales que solucionan los problemas l~k<n 



Una manera de solucionar estos problemas la encontraremos 

aplicando multiplicadores de Lagrange a cada uno de ellos. Por 

ejemplo, para el problema 1 tenemos la siguiente situación: 

s.a. 

Hax a'l: a 
-1 -1 

a' a =1, 
-1-1 

y la solución la encontramos de la siguiente manera: 

Sea 

e= a'l: a - 11(a'a -1) 
-1 -1 -1-1 

donde 11 es un multiplicador de lagrange. 

parciales de e está dado por: 

El vector de derivadas 

el cual debe satisfacer: 

y de aqu1 que: 

¡:r - 11 I 1 O 

La función ¡:r - 11 II es un polinomio en 11 de orden n, que 

ralees a las que denotamos 11
1

'!!:.11
2

'!!:. •• • '!!:.11n. !!
1 

vector propio asociado al valor de 11
1

, ya que 

111. 

corresponderá, al -

Var (a'X) = a':Eil'-= 
-1 -1 -:1: 

Podemos seguir este procedimiento para todo !!J• J=2, ... n hasta 

construir el siguiente teorema: 

Teorema: 

Sea X un vector aleatorio con matriz de covarlanza' t. 
Existe una transformación lineal ortogonal ...... 

:•,-v~•>.: 



tal que la matriz de co·.rarlanza de Y es: 

[ 
V o ... o 

l 

o V ... o 
N= 2 

o o 

donde v 2::v "'· •• 2::v ;eQ son los valores 
1 2 n 

r-ésima colw.na de A, a , satisface 
-r 

componente de Y, Y = a' X, tlene la 
- r -r 

comblnaclones lineales de X y 

Yl' • • • 'Yr-1" 

V 

" 
propios de la matriz :i:. La 

{:!: - v !)a = O. La r-ésima 
r -r 

máxima varianza de todas las 

no está correlacionada con 

Esto nos dice que la matriz A que buscábamos, no es otra que la 

matriz de vectores propios asociados a los respectivos valores 

propios ordenados de :i:. 

Al vector Y se le conoce como el vector de componentes 

principales de ~· 

El hecho de que las componentes de Y estén no correlacionadas 

Implica que el conocer el valor de una de ellas no nos ayuda a 

explicar, al menos linealmente, el comportamiento de las otras. Es 

decir, se reducen las influencias llneales mutuas, volviéndose más 

sencilla la matriz de covarianzas de la transformación. 

Ya que v
1
2::v

2
2:: ••• 2::vn2::0, es posible que a partir de algún valor 

de j, v
1 

sea casi ce:-o: la información que las correspondientes 

componentes de Y nos proporcionan será muy pequeña, asi si 

conslder'""°s en !'. unlcrunente aquel las componentes para las cuales 

v
1
>0, éstas resumirán casi toda la Información del problema original 

pero en dimensión más pequel\a. Siempre que en ~ haya 1nforrnac16n 

redundante, es decir, Información altamente correlacionada, estos 

valores propios muy pequeños existirán. 



2. Correlación canónica. 

Sea X un vector aleatorio n-dlmenslonal y Y un vector aleatorio 

ar-dimensional (nsm), con matriz de covarlanza 

En esta sección buscaremos las transformaciones que aaxlmicen 

la correlación entre combinaciones lineales de las componentes de 

las componentes de !!'. y !'.· Es decir, buscaremos las matrices 

A=C!
1
·····!nl y B=Ce

1 
••••• enl que transformando a los vectores~ y X 

de la siguiente manera: 

!! = A ~. 

~ B X 

resuelvan los siguientes problemas: 

1.- Encontrar aquellas combinaciones lineales de X 'I Y cuya 

correlación sea máxima. 

2. - Encontrar aquel las combinaciones lineales de X 'I Y cuya 

correlación sea lllfuciaa y que no estén correlacionadas con •la 

solución del problema t. 

n. - Encontrar aquellas combinaciones lineales de ~ y !'._ cuya 

correlación sea mftxlma y que no estén correlacionadas con 

combinaciones lineales anteriores. 

Al Igual que en la sección anterior, encontraremos la solución 

a estos problemas, aplicando multiplicadores de Lagrange a cada uno 

de e! los. Por ejemplo para el primer problema tenemos lo siguiente: 



s.a. 

a'I b 
-1 12-1 

a' I a =1 
-1 11-1 
b'I b =1 
-1 22-1 

y la solución la encontramos de la siguiente manera: 

Sea 

e a'I b - !. v(a'I a -1) - !. µ(b'I b -1) 
-1 12-1 2 -1 11-1 2 -1 22-1 

donde v y µ son multiplicadores de lagrange. 

derivadas parciales de 9 están dados por: 

ae 
I b I o aa:= - V a 

12 -1 11-1 
1 

ae 
I - µ I22!?1 o -a¡;l = a 

12 -1 

.los cuales satisfacen: 

a' I b - v a' I a = O 
-1 12 -1 -1 11-1 

Los vectores de 

Como !!;~I11 !!;1=1 y !?~I22!? 1=1, se tiene que v = µ = e~I12!?1 • La 

solución a todos los problemas consistirá entonces en encontrar 

aquellas v's tales que: 

6 

y para cada u~o. resolver 

-~ ' _- - - ,:.'..,_ ,_. 



o j=l, .. ,n 

restringidas a a':r a= b'r b= {
0

1 
-1 11-J -1 22-J 

i=J 

i~J 

De aqul que la matriz A que buscábamos corresponde a la matriz 

de vectores propios asociados a los respectl vos n valores propios 

ordenados de la matriz: 

en la métrica definida por :r>OC La matriz B corresponder a la 

matriz de vectores propios asociados a los respectivos m valores 

propios ordenados de la matriz: 

en la métrica definida por :!).y; en este caso "J =O para j > n. 

donde 

La matriz de covarianza de la transformación estará dada por: 

N = 

o 
o 

11 
n 

A las varlablés uJ y vJ se les denomina variables canónicas. 



Debido a las propiedades de las transformaciones que 

resuelven los problemas antes mencionados, ~ y V serán una nueva 

descripción del fenómeno estudiado, pero con una estructura de 

covarlanza mé.s simple. Por otro lado las relaciones que con 

frecuencia se busca establecer entre combinaciones lineales de 

variables de un conjunto con combinaciones de variables en el otro, 

adquieren ahora una representación mé.s sencilla y se caracteriza a 

aquellas que guardan una relación mé.s estrecha, es decir, se gana en 

simplicidad en el planteamiento de las relaciones, Imponiendo 

restricciones estadísticamente razonables. Más aún, es de esperarse 

que si ~y r explican el mismo fenómeno de manera similar, el vector 

de dimensión mayor contenga Información redundante, misma que al ser 

transformada, se detecta y elimina con una pérdida despreciable de 

Información. 



II. SERIES DE TIEMPO 

En esta sección general Izaremos Jos conceptos de componentes 

principales y variables canónicas al caso de serles de tiempo. 

Aplicaremos los iretodos descritos en las secciones anteriores tomando 

en cuenta la correlación existente en las observaciones, para lo cual 

será necesario utilizar la representación espectral de la serles. 

1. Componentes principales. 

Sea X( t) una serle de tiempo estacionarla de dimensión n tal 

que: 

., 
•xxl~l • "2ii L CXX!Tl exp(-J~T} 

T•-CD 

Queremos encontrar una transforinac Ión de XC t) que reswna la 

Información sobre la variabilidad de sus componentes, eliminando las 

Influencias lineales mutuas. A diferencia del caso anterior, en el 

caso de serles de tiempo las' observaciones sucesivas están 

autocorrelaclonadas. Lo anterior nos obl lga a modificar el 

procedimiento descrito en la sección 1.1. 

Consideremos la siguiente transforinaclón de X(t): 

Y(t) = L a(t-T) XCI) 
T 

Para que las Influencias lineales mutuas sean eliminadas, Y(t) 

debe ser tal que: 

'" 



A A A o 1 n-1 

A A A 
n-2 

Cov (Y(t)J " 
-1 o 

A A t.º -n•t -n•2 

donde cada una de las matrices AJ es diagonal. Es decir, 

transformación que buscamos debe ser tal que dlasonallce 

la 

no 

solamente a A
0 

sino a todas las AJ. Tratar de hacer esto de 

1118.llera directa es práctlcrunente Imposible; sin embargo utilizando 

la representación espectral de la serle es posible dar solución a 

este problema, tal como se muestra a co~lnuacl6n. 

Consideremos la representación espectral ele X(t), la cual está 

dada por: 

• 
X!tl "J exp{lAt} d~X(A), -· 

donde ~X(A) es tal que: 

Entonces si formamos el vector Z • (d2 (A
1
), .••• ~ (An)' se tiene 

que: 

Cov (Zl = 

o o 

o 
o 

El nuevo proceso tiene una estructura de covarlanzas más simple 

Y ademas para cada valor de A es posible encontrar una matriz B!Al 

tal que: 

1 
1. 



donde 6(A) es una matriz diagonal. La matriz 8(A) corresponderá a 

la r.atrlz de vectores propios asociados a los respectivos valores 

propios de la matriz ~XX(A). 

Definimos entonces a: 

11 

Y(t) • J exp{JAt} 8(A)~x(A}, 
-11 

como la serles de componentes prlnclpales de X(t); ya que su matriz 

de densidad espectral es 6(A), se tlene:gue: 

1l 

Cyy(T) • J 6(A) exp{-JAt} d>., 
-11 

le. cual es una matriz diagonal. 

En vista de que entre las coaponentes de Y(t) no existen 

Influencias lineales autuas y autocorrele.clón, es posible ajustar 

modelos unlvarlados a cada una de ellas con el fin de extrapolarlas. 

2. Correlación canónica. 

Sea 

[ 
X( tl l 
Y( t) 

un vector de serles de tiempo estacionarlas de dimensión n+m, con 

función de aulocovarlanza 

.. ej .•. 
1 



y matriz de densidad espectral: 

Por último definiremos el vector de variables canónicas de 

X'(t),Y'Ctl ), utilizando la represen\~ci6n espectral conjunta 

del vector, la cual esta dada por: 

11 

X(t) e f exp{JH} ~X(>.), 
-11 

11 

Y(t) • J exp{J>.t} ~(>.) 
. -11 

donde ~X y ~ llenen incrementos no correlacionados; es decir, 

donde 6(0)a:l y cero en otro caso. 

En consecuencia, la estructura de corre lac16n de los 

incrementos es IDAs simple y esta dada por: 

Para cada valor de >. existen Al>.) y 8(>.J tales que: 

• I·' 



~(A) A(A) ~X 

~(A) E B(A) ~ 

las cuales llenen una matriz de ccvarlanza dada por: 

donde las matrices f/i(A) son diagonales y deberán ser determinadas 

para cada valor de ;>.. 

Las serles U(t) y V(t), definidas co1110: 

11 

U(t) • f exp{lAt) ~(A), 
-11 

11 ~ 

V( t) • J exp{ JAt) ~(;>.) 
-11 

corresponden a las serles can6nlcas de X(t) y Y(t), respectivamente. 



Para ejempl1f1car la metodolog1a anter1orn:-ente desarrollada, 

utilizaremos una serie correspondiente al registro del precio de 

cierre d1ar1o de 12 acciones de la Bolsa Mexicana de Valores durante 

el pr1aer trimestre de 1990. La selección de estas acciones se hizo 

de sanera aleatoria lo cual puede causar heterogeneidad en su 

comportamiento. 

Los datos fueron analizados en un programa escrito en fortran 

77 apoyado por rutinas estad1st1cas de lMSL. Los resultados que se 

presentan corresponden a las serles de componentes principales de 

estas acciones, además de una tabla comparativa de la varianza de 

las serles originales y las componentes pr1nc1pales. 

A cont1nuac1ón presentamos el nombre de las acciones ut111zadas 

y sus gráficas, as1 coao las gráficas de las .componentes 

principales. 

Acción 1 Alfa-A. 

Acción 2 Apasco-AF. 

Acción 3 carbide-BlCPR. 

Acción 4 Celanes-A. 

Acción s Cemex-A. 

Acción 6 Clfra-ACP. 

Acción 7 Dese-O. 

Acción 8 Ericson-B. 

Acción 9 f"risco-1. 

Acción 10 San Luis-Al. 

Acción 11 Visa. 

Acción 12 Vltro. 
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Varianzas de las serles originales y de las componentes principales • 

Ser le or iglnal X com¡:>onente pral. ..:.:; 

l ' 1.256,019.12 31. &4;; 

1 
1, !%, 103.69 30. 13X 

2 40.602.23 1.02:\ 784, 101.6J 19.75X 

3 59,737.69 l. sox 341,339. J7 8.60% 

4 452,859.!0 11.41% 272,222.75 6.86% 

5 383,252.56 9.65% 270,098.00 6.80X 

6 2,939.25 0.07% 257,860.74 6.SOX 

7 179, 768.15 4.53X 213,717.98 5.3S'l. 

8 126,570.03 3.l9X 164,289.64 4.14'l. 

9 2,701.26 0.07% 150,243.84 3. 78'l. 

10 41,492.72 1.05% 123,345.67 J. 1 l'l. 

11 206,683.14 5.21% 107,617 .67 2. 7!'l. 

12 !,217,245.77 30.66Y. 88.940.15 2.24'l. 

TOTAL 3, 969,881.13 100.00Y. 3, 969, 881. 13 100.00'l. 

A contlnuac16n presentamos una lista de conclusiones 

·resultantes del ejemplo utilizado: 

- Como primer punto quisiéramos resaltar que el total de la 

varianza de Ja serle original es preservada en la serle de 

componentes principales. 

- Observat:\os que la .primera componente principal resume la 

mayor varianza de todas las serles, seguida por la segunda, etc 

- Como resultado de la a 1 calor Jedad con que se se lecc lonaron 



lo cual implica que en las serles originales haya poca información 

redundante, es decl r, aún las de varianza muy pequeña 

aportan información en el comp8rlamlento global de la serle. 

- Los resultados en las Cúo.poncnles principales. aun cuando 

acumulen 111enos varianza que las or lgina les. presentan lnformac lón 

libre de redundancia, pues obedecen a las restricciones del 

plantear.lento del problema. 

- Para un análisis global, podrlamos considerar unicamente las 

primeras siete componentes pr lnc lpa les, pues éstas resumen mas del 

80'l. de la varianza del comportamiento de las serles; sin embargo, 

para poder recuperar Información de las serles originales a partir 

de las componentes prlnclpales, tendríamos que considerar todas para 

no perder información (ninguna componente principal es 

despreciable). 

- Observando la información de las componentes principales, 

tenemos que: 

1) Aproximadamente en la 111tad del peflodo, se presenta un 

ca11blo en la tendencia del comportamiento de las series. 

2) La primera componente prlnclpal explica de manera 

inversa el comportamiento de la primera, quinta, 

séptima y decl11osegunda serles originales, es decir 

mantienen una estrecha correlación inversa. 

3) La segunda componente pr !ne ipa 1 presenta una tendencia 

inversa similar a la serle original numero dos y otra 

similar a la de la serle original seis. 

,, 



CONCLUSIONES Y RECOKDHlACIONES 

1. Podemas concluir que las técnicas presentadas a lo largo del 

trabajo, funclonan y generan resultados salisfactorlos. 

2. El enfoque espectral es en efecto una alternativa para lograr los 

objetivos dentro del análisis canónico de serles de tiempo. 

3. Al Igual que el anAllsis de componentes principales, se presentó 

el anAllsls para la obtención de variables canónicas y aún cuando 

éste no fué ejemplificado, se esperarla obtener resultados 

satlsfactor los. 

4. En el plantemlento original ~e este trabajo, se esperaba realizar 

un análisis sobre el comportamiento de todas las acciones 

bursátiles de la Bolsa Mexicana de Valores con el fin de obtener 

Indices que lo describieran de manera mas sencilla y eliminando 

toda la información no necesaria. Desgraciadamente por 

problemas de almacenamiento en computadoras, no fué pasible 

realizar este proyecto, quedando como un problema en el que 

miraremos a futuro. 

S. Una aplicación directa de las técnicas aqul presentadas es la 

recuperación de Información a través de componentes principales y 

la poslbl lldad de pronósticos certeros de la Información que se 

maneja. 
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