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INTRODUCCION

El estudio de las formas cuadraticas y mads precisamente 1la
manera de ver de cuantas formas se puede expresar un numero
entero en suma de * cuadrados , motivaron a Jacobi para el
surgimiento de las formas modulares.

Pero fue E. Hecke quien desarrollé maAs sistematicamente esta
teoria, que es usada como una herramienta eficiente para
resolver problemas clasicos de la teoria de los nilmeros.

En el presente trabajo daré una breve introduccidén a las formas
modulares siguiendo el modelo clasico.

En el primer capitulo de este trabajo se estudian; propiedades
basicas de los automorfismos de la esfera de Riemann IF, con
particular interés se estudian los automorfismos del semi-plano
superior H, se dan también algunos resultados sobre espacios
topolégicos y acciones de grupos que resultardn de gran utilidad
para el estudio de las formas modulares posterirmente; también
se clasifican las transformaciones fraccionales lineales, y se
define una métrica y una medida en el semi-plano superior H.

En el segundo capitulo se define el grupo modular G como la
imagen del grupo discreto SLZCED en el grupo PSLCRY, Y se
demuestra la existencia de un dominio fundamental bara el
grupo modular G. Aqui se da también 1la definicidén de Jorma

modular y algunos ejemplos de éstas.

Agradegco al Dr. Félix Recillas la direccidn de esta tesis y su
interés por introducirme en esta rama de 1las matemdticas. No

puedo dejar de mencionar a uno de mis mejores amigos




por su valiosa ayuda en la realizacidén de este trabajo, Mat.
Rogelio Jimenez F. De particular importancia resulta el  apoyo

que me brinddé el Instituto de MatemAticas para la redaccién de

este trabajo.



£1.1. EL GRUPO DE LOS AUTOMORFISMOS DEL SEMI~-PLANO SUPERIOCR.

DEFINICION 1.1. Denotemos por P la esfera de Riemann €T U {ao}

. =} “ .
y definimos la accidén de un elemento « = [: d] = bcha:‘J sobre

P como:

az + &

af=) =EZ’—I—& con = « P,

Este mapeo "2 +~———+ a=" de P sobre si mismo es analitico.
DEFINICION 1.2. J(a,e) =c= +d paraz & T.
AFIRMACION.1.3. Si = e C y j({«,=)*0, entonces

[ =5[]

Prueba.

= [::3) = (c= +Ad)[§i—~§]

IO i

PR Y

“f3)

n

Ahora, calculemos aﬁ[sl] (¢,7 s 6L CCY) de dos maneras

o e
y . .
aw[F) =anea[)
= j(aﬁ*’!"”")[a&ﬂz )]



AFIRMACION.1.4. (i) j(«?,=2) = j(a,B=)j(3,2) con a,’ = 6L (LD
y=z e C,

(1i) (3 )= = a(f=) con a,3 = GL2CC)y = a [P,

Prueba.
Multiplicando por j(=3,2) y j(«,P=)j(#,=) a [(“’i’z] v .[“i’?g )]
respectivamente, e igualando componente a componente se

obtiene (i) y (ii).

Por Afir.1.4.(1ii) el mapeo "= +——= a'zn eg el mapeo inverso
de "= +——— oz", 'y por lo tanto, "& ‘t+——— az=" es un
automorfismo de la esfera de Riemann F, Este automgrfismo se

llama transformacidn fraccional Llineal.
AFIRMACION.1.5. J{« ',=) = j(a«,a™'s) con &,/ = 6LLC) y = = C,

Prueba. Si hacemos @ = &' en Afir.1.4.(i) obtenemos el

resultado:
J(1,2) = jla,atz) (", 5) = 1.

LEMA.1.6, Una traformacidén fraccional lineal mapea circulos

y rectas sobre € en circulos o rectas sobre €.

Prueba. Recordemos que la ecuacién As£ + Bz + B2 +C = 0
representa una recta si A = 0, y una circunferencia si A# 0,

Y A,C son numeros reales.

b . N '
Sea 3 = E: d] & GLzCC) y consideremos el siguiente conjunto
.



r;l? ={= &P |pz]| = 1}
Queremos verificar que este conjunto intresectado con € es una
recta o una circunferencia. Sea pues = -'—-'Cﬁn ., entonces = =
Cp® |8=] = 1 estoes , |az + ] = |e= + d|, elvando al
cuadrado y multiplicando obtenemos
(la]? = |e|* )25+ (ab - de)= + (3d - d8)2 + |5 +|<4]® = 0,
de manera que, por el recordatorio que hicimos al principio,
si a = ¢, obtenemos una recta. De otro lado, como
l21%,121%,1<1%,14]> son ntmeros reales, tenemos una
circunferencia. Ahora, si partimos de la ecuaciédn

MRE + BT + BE + C =0
podermos encontrar un elemento [ de GLZCC) tal que

{2 e p27 + BC + B + C=0) =g,

Veamos ahora que, si ’:/‘? es un circulo o una recta arbitrarios,
debemos verificar que L*4(Cﬁ), la imagen de Cﬂ bajo &, es un
circulo o una recta. Sea = « aCﬂ ésto pasa si o'z & Cﬁ, por
definicidén de ':/? tenemos

TE (cf‘s)l =1 = lﬁ'a_l:l
por lo tanto =z = Cﬁu“' En consecuencia Cﬂmdes una -recta o

una circunferencia sobre €.
DEFINICION. Sean H y K dos dominios de € definidos por

H={=%=@C: Im(=) > 0}
Y . t
K={=z=¢C: |z|] <1}

a H se le 1llama semi-plano superior y a4 K disco unitartio.



LEMA.1.6'. El semi-plano superior H y el disco unitario K son

analiticamente isomorfos.

. -t
Demostracidén. Sea & = H L,]. Entonces "& t———s p=¥" g5 un

automorfismo de F, y cumple con [e=| = 1. En efecto,

w4

In(e"'w) = Im(s —=23)

o w o+ 1 w41
2t (g +¢

}

- o+ 1

(2 + 1)(1 - w) 4 (u ¥ 1)(w + 1)
V2 (w0 v 1 (= + 1)

=1/2u‘—w5+1-5-w13+5-w+1
11 - wl*

—}__;ll‘_)lz_>0 !

1 -e®

ya que |»| < 1. Por lo tanto » es isomorfismo analitico.
Denotemos por Aut(H) vy Aut(K) los grupos de todos 1los
automorfismos (analiticos) de H y K respectivamente.

PROPOSICION.1.7. 81 & = [Z‘ Z] = GL(F), y = = H. Entonces

Imfes) = —-EM(Z) det(a)

|.—::=: + d[z

Prueba._ Calculando
z(ad - bc) - =(ad - bc)
ez + d|2

- Im(=) det(«) .

|z +d]2

Im{oz) = 1/2¢

En particular si det(«) > 0, como Im(a=) > 0, entonces el

mapeo "= +——-saz" induce un automorfismo en H.



Sea
GL:(&R) ={a=6LIRY: det(a) > 0}
denotaremos por t{«) con o & GL:ZR) el automorfismo de H:

t{x) t H

+ H

B ——— a=
AFIRMACION.1.8. El mapeo

Loy Gchuz) s AULCHD

A ———— L (1)

es un homomorfismo de grupos.
Prueba. Es inmediato, a partir de Afirmaciodén 1.4.(ii)

Definimos

cos8 send . '
SO (R = {[—5ene cose]' 0 <8 < Zn}. ‘

Identificaremos « « R" con [% ﬁje GL:ZRD.

{
AFIRMACION 1.9. st « = (I J)e 6LIcR), y t(a) es la identidad de

.3
H, entonces a & R,

.



H, entonces cz" +{d - a)yz - b = 0

as

Prueba. Como =4

]+
o
1]
3
<
1M
i

=d, i.e. o & RY,

[}
b}
[}
o
<
R

por lo tanto »

existe un elemento o« en

TEOREMA.1.10. (1) Para todo = = H,

SchRD que satisface ar = =z;

{(2) E1 homomorfismo t induce un isomorfismo

~

sL e % .
GLCR) MR” 2 SL CRY A1} = AutCHS .

(3) SOCR = { & & SLARY: ol = ¢ }

Y
b . ~r F . .
R .SOZLI‘RJ =4 o e (:LZCI}Z'): al = U },

Demostracidén, Sea= € H, 2 = x + iy y tomemos o= 7 v 1[% ’{]

Entonces det{(a) = 1, yat = =, esto prueba (1}. |
|

Para probar el primer isomorfismo, sea

+,.
SLCRD /(% 1

LYy GL:CIR)

definjido por ¢ t———a ' (a) = 73—5-:—(3), obviamente t' es sobre y

det{t'{a)) = 1. Ademds ¢t' es homomorfismo:

|

LBl R ) sL R, ]
2 2 . ([

A ey LY (o) ‘}
|

1. Ademds L' es un !

obviamente t+' es sobre y det{i'(s)) =

homomorfismo:
tifa) Lv(3).

L (7)) = oo . A
‘ Y det(of3) Ydet{a) Ydet ()
Por lo tanto t' dinduce el siguiente isomorfismo, notese que

n




Ker(+') =R,
GL:CIR)/R" ———— SL_CRY /£ 1},

Para probar el segundo isomorfismo basta probar la

suprayectivig]ad. Para esto es suficiente verificar que un

elemento ¥ de AutCH’ satisface w(i{} = 1, entonces existe un

elemento 7  SOCR> tal que w = i(7). De hecho para cada

% <= Aut(H) con @(¥) == por (1) existe & =« SLCRY  tal -que

ot (#(t)) =@ (#) = 1, por lo tanto & '¢(i) = t. Como ¢ fue

tomado arbitrariamente sea t (cfl):t’ = y, entonces l-(ol_1 )b =

=u(a)¢ = w =u(7), para alguna # = SOCR), entonces

¢ = L(B)(a) = L (Am). '

Verifiquemos entonces que si w € Aut{®w con w(t) = t, entonces

existe 7 & SOZC[R) tal que t(?) = ¥. Sea pues ¥ <« AutCH», w(i) =t

hagamos e (=) =f = t

z &
)

(=&H), por Lema P~ es automorfismo de H
sobre K. Como »(t) = 0, n = Pye ' es un automorfismo de K  tal
que n(0) = (v '(0)) = P(¥(i)) = P({) = 0. De manera semejante
se ve gque n-‘(O) = 0. Por lo tanto aplicando lema de SChwartz‘ a

-1
nyn se ve que

vl = Jw] w.e x
Y

nz = cw Je] =1
Sea ¢ = 2t v0% & =2n. Como n = ene | entonces y = o e

. ) a b ) at 4+ b ,
wi =1 sly = [C d] entonces wi = 445 =t , i.e.a =d, b=—,

como ad - be = 1, a® + 5* = 1 de modo que

cosf senf

yz = [_Sena coss]"" por lo tanto w = t (k) .

cos8 send

donde ho= [—sens cosa] eSOz(. ®>.

10



fijo de g e G si gx = X.

DEFINICION.2.6. Para cada x < X, definimos la G-drdita de x

como:
Gx ={ gx: g« G} =
AFIRMACION.2.6% EIl espacio X es la unién ajena de G-6rbitas

Prueba. Sean X,y <« X, entonces Gx = Gy 0 Gx ™ Gy = O ,pues si
existiera un z en la interseccidén de Gx con Gy, tendriamos que

z = gx Yy también 2z = gy, en tal caso Gx = Gy.

DEFINICION.2.7. Si X consta de una G-6rbita, decimos que G

actua transitivamente en X

N6étese que, para cualesquiera dos elementos de X, existe un g s
G tal que gx = y .De la Afirmacidén 2.4. se sigue que si G
actia transitivamente en X, entonces todos los estabilizadores

son conjugados.

Denotamos por 7 el mapeo candnico de X en el conjunto 'de 1las
G-orbitas G\X;es decir, m es el mapeo que hace corresponder a
cada elemento x de X el elemento Gx de G\X:

t

n : X

-on
X 1T (X)=GX

12



topoldgico X, entonces todos los estabilizadores son subgrupos
cerrados de G,debido a gque X es un espacio Hausdorff.

Inversamente,sl G es un grupo topolégico y K es un subgrupo
cerrado de G,entonces K actiia en G por multiplicacién derecha.

Denotamos por G/K el espacio cociente de G por K, y lo 1llamamos
AY

el espacio de clases derechas de G por K

TEOREMA 2.10, Supongamos gque un grupo topoldégico G actia
transitivamente en un espacio topoldgico X. S1i G es un grupo
localmente compacto con base numerable y X es un espacio
Hausdorff localmente compacto, entonces para cada elemento x & X
el espacio de clases derechas G/Gu es homeomorfo a X por medio

de la correspondencia "5Gx —— X",

Demostracidén. La correspondencia

")

G/G ——= X

*
gG” ———y BN

es biyectiva:

(1) » es inyectiva:

si P(s‘G“) = P(EzGK), entonces 5, G, = 5G, de aqui se tiene que

6;16,.6” = 5;’52G" = x, Por lo tanto »,'s,* = £,G, i.e. 5, s 5G,

{ii) ¢ es sobre:

Si v & X, entonces ¥y = sx donde & es el representante de la

clase a que pertenece, Asi es suficiente 'probar que el mapeo es

bicontinuo. De la definicién de la topologia en G / G, es

equivalente a decir que el mapeo VYs+——+g§x" es abilerto vy

continuo de G en X. Por definicién este mapeo resulta ser

I8
14



continuo, y resta ver que es abierto.

Probemos que para cualquier conjunto abierto U de G, el conjunto

U<« = { s* & = U} es también abierto en X. Sea <= cualquier
punto de Uv. Tomemos una vecindad compacta V del elemento
unitario de G tal que V' =V y v’z U, tomando Vv = wv'n(v')'.

Como G tiene base numerable,existe un nimero numerable de

k-3

# V. Haciendo W, =

elementos ¢ (n = 1,2,3,...) tales que G =
[}

T

w <

Th
'

% V7,entonces X =U W . Come W es compacto en un espacio
-1

Hausdorff X, entonces W, resulta ser cerrado. Ahora supongamos

que W no contiene un subconjunto abierto. Como X es regular,

entonces existen subconjuntos abiertos U, tales que las
cerraduras U son compactas y ademas U _ - W = U (z2),
Entonces Gﬁvilb ﬁn* ... gracias a que G actua transitivamente

en X. Como f U, = ©,pues cada U =0, y H‘Q‘ no tiene puntos en
vemt

o=t

comitn con ningGn W ,esto por la regularidad de X,esto contradice
"y

el hecho de que X = LJﬁ“. Entonces existe un conjunto W = & V¥

g
que contiene un subconjunto abierto de X. Como € U es
homeomorfo a v+, entonces V- también contiene un subconjunto

2

abierto, digamos (S). Para un elemento ©» = V tal que v = 3, se
-1 2 3
tiene que &= = &k S = £VY'~ = Uv, En efecto, si v = 5, entonces
-1 ~1 .
x = h 8 de donde s~ <= «/u S, Entonces #+~ es un punto interior

de U<. En consecuencia U- es abierto.

Ahora por el Teor.1.10. se tiene que el grupo topolégiéo SLCIPY
actlla transitivamente en el dominio complejo H. Y el

estabilizador de * es 502HPJ.

15




Corolario.2.11. El espacio de clases Schmb/SOZCIR) es homeomorfo

a H, mediante la correspondencia "aSO;!Cﬂ?'J ——a oL M

16"



£1.3. CLASIFICACION DE LAS TRANSFORMACIONES

FRACCIONALES LINEALES

inducidas
de

En esta seccidn clasificaremos las transformaciones

por los elementos de GL:CRD. vamos a clasificar los elmentos
oL fcry |
2

Un elemento no escalar ¢ de GLZCR) se llama

DEFINICION 3.1.
si satisface

eliptico, parabdlico o hiperbdédlico,

tr(a)® < 4det(s), tr(~)® = adet(a), o tr(a) > ddet(x).

la clasificacion estudiaremos

Para ver la forma geométrica de
automorfismos

los puntos fijos de los elementos de GL:CRD como

de la esfera de Riemann .

si la imagen de = bajo un elemento « de GL:CRD

entonces diremos que = es .un punto fijo de o,

DEFINICION 3.2.

es £ mismo,

TEOREMA 3.3. Un elemento no escalar « de GL:(R) estéa

caracterizado por sus puntos fijos en P como sigue:

{1) o eé eliptico si y solo si a tiene como puntos fijos a P 4
Z, con =z, = H; ) .
(2) o es parabbélico si y solo si @ tiene un unico punto fijo en
R U {o};
(3) <« es hiperbdlico si y solo si « "tiene
-,
17

dos puntos fijos



distintos en R U {w},

;. a & R
Demostracidn. Sea =« = [_ d] « OLC(R) no escalar. Primero

<
supongamos que ¢ = 0., Entonces tr(a)2 - 4det(o) = (a + d)z - fad
= (a - d)z. Por lo tanto « es parabdlico si s6lo si e« = 4, en
este caso o tiene un unico punto fijo, w. También vemos de aqui
que si a # 4, entonces los puntos fijos de & son &/{d-z) e w y a
es hiperbélico. Ahora supongamos que « = 0, evidentemente el

no puede ser un punto fijo de «. Si un numero complejo = es

punto f£ijo de «, enotnces = satisface la ecuacidén cuadratica

c22+(d—a)2 -b = 0.

Como el discriminante de esta ecuacidén es tr(a)2 ~ 4det{a},
entonces los puntos f£ijos de & son conjugados conplejos si o es
eliptico, un nGmero, real si « es parabdlico, o dos reales

distintos si @ es hiperbédlico.

Notemos que, para ¥ € R U {w}, el estabilizador de x (GL:CR)x)

contiene elementos parabdlicos e hiperbdlicos.

LEMA 3.4, (1) El estabilizador de i es R',sLC(R); el

estabilizador de @, es el conjunto

fa b "
{[0 d};a,dsﬂ? ,bsﬂ?,lad >0}, \

el estabilizador de w con elementos paiabélicos es el conjunto

18



el estabilizador de 0,», es el conjunto

. o .
{[g cl]: cx,d = lP.”, ad )0} .

I ~ 4
(2) Los grupos 6LJtR>_ con = = H, 6LIc® # con » s RU(w) vy

GL:CU?) con ¥ yx's R u (w} son conjugados de GL:CU?Ji,

x %t

.y + [y +.. 2 . 2

(:LZCD?)m y GLQLIR)m o respectivamente. Ademds esta conjugacidn
- ’

estd dada por un elemento de SL:CRD .

Demostracidn., (1) no es mas que el Teor.1.3.(3)‘, la segunda
igualdad, si fija el o, entonces o« = GL:CIRD es parabdlico o

hiperbdélico, es decir, los puntos fijos estan dados por la
_—(d=a) £ ¥ (d=a)? + abe
= 5=

por lo tanto ¢ = 0. La tercera igualdad, como @ es parabdlico vy

deja fijom », tenemos que tr(« )2 = 4det(«), de aqui tenemos que
(« -d)2+4bc = 0, entonces d =a y b =0oc =0, si & = 0,
entonces o no fija =, por lo tanto« = 0. La (tltima igualdad,
o es hiperbdlico y deja fijo », luego ¢ = 0, pero también
deja £ijo a 0, entonces » = 0,

(2): Como SL CRY actia transitivamente en H, los estabilizadores
de los puntos de H son conjugados por elementos de SL2CIRJ. En
particular, GL:CIR"Jzes conjugado de Gl'-:CD?'JL. por SL_(R) :
a"GL:CIRDVL.a donde & = 1/1’37—['%) _:] Ademas para cualesquiera dos
elementos distintos x, x'= R U {o}, existe un a = SLZCIR) tal que

af(x) =w ya(x') = 0.

19



£1.4,

LA INVARIANZA DE LA METRICA Y LA MEDIDA EN H.

En el semi-plano superior H existe una métrica y una medida
cuales son invariantes bajo la accidn de

las
elementos de GLICRY .
La métrica es Gnica y se llama la métrica de Poincaré.
DEFINICION.4.1. Para una funcidén diferenciable 7{=) en H, su
diferencial se define como:
_ (9 " ey
di = (b—;) dsx ("’—;) ady
considerando a / como una funcidén de x = Re(=)} y ¥ = Im(=) \
Ademas para o = GL:ch.) \
§
\
(@7} o & = d(f » o), donde (f = a)(z) = f{a =), i
4
|
- |
Asi para a = G‘L:Cﬂ?') y para &, #, se tiene que K
dz = dx ¢+ U dy, dZ = dx - i dy, |
Y ovoeon

de o oo = (%:;?sz,

d2e o = (gggfladi.

’

DEFINICION.4.2. Definimos la métrica de® y la medids dv en H como

I8
20 o



2 2
2 dx” 4 dy s o
de”(z) = ————, du(z) = SXZY

hY v

PROPOSICION.4.3. (i) dx° + dy® = de d5

(i) dx ~ dy = %dz ~ dE

(i14) 4Le=)

d=

det (o) j(a,z)_z , con o = GL:([R) y = = H.

Prueba. (i) es obvio, (ii) se obtiene calculando

de A dz = (L dy ~dy) + (dx + 1 dy)

(-1 dxdy) + (=i dxdy)

(-2t dxdy),

b = &
para la tercera igualdad, sea o = [? d]' af=) = §ET%1§-

Ahora calculando
d{oz) _ (ad - be)dx + L (ad - de)dy
dz - 2
(c=z + &)

Sad - bcz

(e= + d)2

= det(a) j(o,=)7".

AFIRMACION 4.4. La métrica ds” vy la medida 4dv son invariantes

bajo la accién de GL:(WD.

Prueba. Calculando
dsz(az) - dga:! dgztz)
Im(a)
_ det(e)”® [j(a,=)| " d=as
det(a)® Im(=)* |3(e,=)|""

Ahora calculemos ’

21



d (o

das) ~ d(ag) = (e

Lyaz ~

d{ag), ,=-
—* )d=
In (e )2 o=
_ ld(esyfas|® de & aF
Im(a= )2

i det()® [(a,=)]| " de A a=
det ()’ Im(=)" [ila,=)]

d2 A de

0 Im(z)*

por lotanto

n

/2 dz A d=
< .
y

du (o= )

DEFINICION.4.5. Sea ¢ un mapeo inyectivo continuo del intervalo
0,1} en H, que es c® excepto en un numero finito de puntos. La
imdgen € de # se llama una curva en H. Y su longitud esta dada

por

L(C) = £ids(#(t)), donde @(t) = x(t) + iv(t)

1
N J e (e )/ )? 4 (ay (e )/a)?
b v{t)

]

Como H es isomorfo al disco unitario K meédiante & = [f 't]
DEFINICION.4.6 La métrica dSiy la .medida dv, en el disco

I8
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unitario K se definen por

[=4%) = dv o o

AFIRMACION.4.7. La métrica dsz y la medida dv en el disco

unitario son invariantes bajo la accidén Qe SUC1,1) ., Ademas

2 2
dﬁz {w) = Mdk + dy , :
1 4 2 .2
(1 ~ jw|™)
Y
dv (“’)=———~~-—-————~I”‘‘:[Xdy conw = x + 1y & K
K 2.2
(1~ b7
Prueba. Calculando

dsi (w)= de® p_1 {w)

- d(p—lw) ::l(p'lw) dwclip
Im{e ‘w)?

odet (o) Ji(ett w) |t cwdi

2
C

1 - jwl (2

D)
f1-w®

4( dwdaz
(1 - Jwi*)?®

v

de manera semejante se prueba para duk, usando la igualdad
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dv(z) = ‘ .

Denotamos por L (< ) la longitud de la curva CK en K.
AFIRMACION 4.8. Si € es una curva en H, entonces

L le(c)) = 1().
Prueba. Es inmediata de la definicidn.

DEFINICION 4.9.Sean ==, = H, de todas las curvas que unen
estos dos puntos a la mas corta de ellas se le llama una

geodesica.

Noétese que, una curva ¢ en H es una geodesica si y sdlo si p(C)

es una geodesica en K.

LEMA 4.10.(1) Dos puntos cualesquiera en H estan unidos por una
inica geodesica, que forma parte de un circulo ortogonal al eje
real o forma parte de una linea ortogonal al eje real.

(2) Dos puntos cualesquiera en K estan unidos por una fdnica
geodesica, que forma parte de un didmetro de K o es parte de un
circulo ortogonal al circulo unitario.

Demostracidén. Sean 2,2, Hy sea l la geodesica que' une a =,
con =,. Dado que. SLCR) actia transitivamente en H, podemos

suponer que = = iy, = =1y . Sea ¢ cuaquier curva que une

24



a ¥, con = parametrizada por #{t) = x(t)

= +  iy(t), con ¢ =
fo,1] y#(0) ==

,» #{1) = =, entonces la longitud de € estd dada
por

L(C) =5 ds (#(t))

¥ (e (e )/t )2 4 (ay (L)) 2 ae
, VTt

= fi yi(e) 4,

o V(D)

= log y(t).

por otro lado, tomemos la linea vertical CD que une a =, con ¥,

Una parametrizacién de ¢, es #(t) = 1v(t}), con t e [0,1]

entonces

) = [l Yldy (¢ )/de)? !
T e vi(t)
S oY)
- v{t)

= log Vv (t)

Por lo tanto l(C) =1 (€, ) siempre que € = C_ . En consecuencia

€, es Gnica.

DEFINICION 4.11. Para cualesquiera dos puntos =, =, de H o
de K, la longitud de la geodesica que une a =

=, con =, se llama

la distancia de =, y #,, y la denotamos por d(z ,=,).'

Corolario 4.12. (1) Sea 2, = H (resp: en K) yC el conjunto

25



de puntos de H (resp. de K) que equidistan de =.. Entonces

C es un circulo ortogonal a cualquier geodesica que contiene

a= .

(8]
{2) Sean g, == H arbitrarios (resp. de K} y < el conjunto
de puntos de H (resp. de K) que equidistan de = Y=, Entonces

€ es una geodesica en H (resp. de K).

Prueba. Solo probaremos para K.
(1) Sea = = K. Ccomo SUC1,1% actta transitivamente en K,

podemos suponer que = = 0, Entonces {& < K: ]S - =

r

= cte.)
es el circulo unitario con centro en origen , gracias a que 1la

distancia es invariante bajo rotaciones.

(2) Sean =, =, =Ky < la geodesica que une a # ~con =,. Sea
=' el punto medio de la geodesica €. Mapeamos =' en 0 con un
elemento de SUC 1,12, y supongamos que &, = iv' y 2, = ~iy' con O

<y' <1, para r > 0, sean € vy ¢, los conjuntos de puntos que

equidistan en r de = y =, respectivamente. Entonces C1 C2 son

circulos, por (1). Como la metrica en Kes invariante por

la transformacién (~,v) + (~,-v),entonces E; y Cz son
simétricos con respecto al eje real. Por lo tanto la intesccidn

de C1 Y C2 estd en el eje real:

Sea c = [(1) _g] = SUC 1,1, entonces -':'((S‘) = -El Yy a{x) = -x, v
af=,) ==, , a(-x) = x. Ahora, sea » = [E el eje real, d(z ,x) =
d{=,,x), en efecto, sea € la geodesica que une = con X. Como
la métrica es invariante por 1la transformacidn <,v) "

(*,=v), tenemos que L (C) = 1 (') si C'es la geodesica que une a

=, con », ya que X gueda fijo y = es cambiado por =, Y por el

lama el eje una geodesica de K.
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PROPOSICION 4.13. Sea « = SLZCP) eliptica tal que &= ). = =,

P un isomorfismo de H y K tal que P(so) = 0. Entonces
. . 16 o
P =43, conf? = [ —L'E?] (-1 ¢ 8 < rn), Ademas
0 = .

. g . . -1 .
j3,0) = jr,2 ) 3len= )il 4 0) = J(a,=,).
Prueba.

_ [cos? -sen? _f1 =2
Sea o = [sen9 coss]' yeme = [1 t)' tenemos que
af(= ) ==,, con=s, =ty p(i) = 0. Ahora calculango pdpq

tenemos que

-1 [1 -i] [cosa —senf‘][ /2 1/2 ]

PEP = 1 iflsend coseo -1/2t 1/2t
cor8+isend 0
- 0 cose—isene]
= f3.

Ahora, como o((E'c,) ==, entonces tenemos que

33,0) = Jea,pt (0))ile™,0)

3P al=,) )32, )30, 0)

n

= Jle,=)ile ", 0)i(a,=)

= jla,=). '

De la proposicién anterior se obtiene

arg(j{~,=z,)}) = arg{j(7,0)) = -8, (*)

.
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Y como » es conforme,

pasa por = Yy Ssu imdgen por « es 28,

(**)

LEMA 4.14.pPara cualquier « = SL () se tiene:

(1) (vdz)ea ~ vTes = -2id[log(ile,=))];

(2) (y—ldx)c.c( - y_ldx

= 2d[arg(j(=,=))]. N

*

* X
Prueba. (1) Sea a = [C )
Calculando

(v dzyoa = yidz = v (d(o=)fde)ds - v ida
(lez + d)® 3(e,2)7 - 1)yT"a=

i

= 2oyt o= )ty s

= =2td{log(j(a,=}))1].

(2): se obtiene tomando la parte real de (1).

LEMA 4.15. Sea D el interior de un tridngulo en H U R U {}
cuyos lados son geodesicas con angulos e, e ,8 Entonces el
4rea del triangulo D es:

V(D) =1 - (8 + 8, + 8.,
Demostracién. Sean o T R los A&pices del triéngulo D

correspondientes a los angulos & ,6

18, B respectivamente. Primero
supongamos que todos los apices =z (i =1,2,3) estan en H.
Denotemos por * ()b = 1,2,3) 1la inteseccidén de 1la

extencién £.=; con Ru{w), (ver figura No.1). Denotamos por éD

kL
28

entonces el angulo entre una geodesica que

|
|
!
|
&
|
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la frontera de D orientada en sentido positiveo. Por el Teor. de

Stokes tenemos gque

[ vy Paxay = [ y™hax

D ap !
ya gue, =
-1 -2
d(y dx) = «y dxdy
= y_adxAdy
Ahora,
z = =
- 2 2 -
JvTax = [yvTaxe[ vy dxtf v ax
‘0[) 2, 2 29 i
hYY x
12 = a2 @ 2
-t 2 - -y 2 -y : -4
=_I'y dx+fy dx + [y d>:+fy dx+J"y de
=z x = x =
1 12 2 na H

cada una de estas integrales es finita, ya que, si tomamos para

cada nimero real X,
1
2 - X = re .
o L

-t
Entonces en el circulo |z - x| = r, tenemos y dx = -df,.

Sea o  SL_CR) eliptico tal que o fija a =, y mapea X o0

b =) ==y a{x_ ) =x, ., con j(a,x‘z) > 0. Entonces por

el Lema 4.14 (2), (*) y {(**) tenemos que

x x x
1z 12 12
JyTax = [vTdx o a - [ 2d{arg{jla,z))] '
= = 2
1 i . 1
O((Xlz) x
= (j )y"dx - [2arq(3(e,2)) 1"
a(=z L
4
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x
ai
= Iv—1dx+(n-9)
3 RE

=

1

De la misma forma se obtiene
=, =, =,
JyTax = [vTax o « - [ 2d{arg(j(a,=))]
x X x
12 12

12

2

= JvTax - [2 arg(i(e,=)))]
12

12
finalmente
z = =
a a a
J v i = J‘y_td.\' o o -f 2d[arg(j({a,=))]
x 3 x
a2 82 a2

= J'y-‘dx + (n -8.).

X
19

De todo lo anterior se concluye que

§

x = ’ =
a1 2
-1 -~ -1 -t
I y dxdy = Iy dx + (n - 8)) +xfy dx - 8, +x_]'y dx 4 (rn -8)
b “1 Taz . L9
I
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x = =

a1 a 1
-1 -1 -1
:Iy ax +,J'y dx+i'y dx+2n—el—az—69,

1 “1a a

Ahora, sea *, el centro del arco que contiene a los puntos

e .
X0 B0 ®, X, Y tomemos = - x_ = re , asi obtenemos
que
‘9‘ . n
_ry dx = —_r dé = -
a0 o
19

por lo tanto

X e
a1
-1 -1
jy dxcely =‘J'y dx + (m - 8,) -8, + (7 -8
b >‘19
:ﬂ-(e‘+62+89),
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CAPITULO 2.

$2.1. DOMINIO FUNDAMENTAL DEL GRUPO MODULAR.

DEFINICION 2.1.1. Sea SL, (23 el sub-grupo de SL (R> formado por

las matrices con coeficientes en . Llamamos srupo modular al

grupo
= prid +
G = SLZC 3 /{t1}
la imagen del grupo SL:CE) en PSLRCR) = SLZCRD/{il),
AFIRMACION 2.1.2. SL2623 es discreto en SLZCR). R

Prueba. Veamos que si ¥ « R, entonces ¥ es un punto limite de

@ elemento de SL_(Z>. Sean (b ,d ) = 1 tales que bn/dn

a b
resolviendo andn - bec =1 para a .. = 2, Tomemos a = [C: d“]

non

elemento de SLQCZD, entonces & (0) + X para n € &,

DEFINICION 2.1.3. Sea D el sub-conjunto de H formado por los
puntos = tales que
1
2l =1y Ire(=)] = 3

a D se le llama dominio fundamental.

Definimos los elementos S y T de G por

5y v G
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vamos a probar que D es un dominio fundamental por la accién de

G sobre el semi-plano superior H. Mas precisamente:

TEOREMA 2.1.4. (1) Para todo = = H, existe un elemento & de G tal
que s= € D,

{2) Supongamos que dos puntos distintos =, ='s D son cc;ngruentes

médulo G. Entonces Re(s) = % —; y = =2'% 1, oz =1ya'=
{3) Sea = = D, y sea G, el estabilizador de = en G. Eﬁtonces

G, = {1}, salvo en los tres casos siguientes:

(i) = =1, en este caso G, es el grupo de orden 2 generado por S;

ami- g
e

1

(i) = = p, , en este caso G, es grupo de orden 3

generado por ST; .
nis9

(iil) = = +© = = , en este caso G, es el grupo de orden 3

generado por TS.

Demostracidén. Sea G' el grupo generado por S Yy T, Y sea= & H.

Veremos que existe s's G tal que v's « D, lo probaria {1}.

b
S1 s = [f d] es elemento de G', sabemos que

Im(gg) = .____I_IM‘_)__ H

le= + dl2
el conjunto de parejas (¢ ,d) tales que [éz + d| < k, para k dado
es finito, pues ¢ y 4 son enteros. Entonces hay una pareja
(¢',d') que hace a |¢= + <] minimo, en concecuencia -existe un
elemento s « G' tal gque Im{s=) es méximo. Por otra parte
escojemos un entero n tal que Tn'sz tenga parte enFera entre
~-1/2 y 1/2,esto se hace tomando n = —[Re'(a=)]. Ahora veamos que
=' = 'Ipss estd en D, i.e., |='] = 1; supongamos por un momento
que |{#'}] < 1, entonces -1/=' tiene parte imagiria mayor que =',

L,
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Demostracién. Es inmediato a partir de (1) y (2).

TEOREMA 2.1.6. El grupo G estd generado por S y T.

Demostracién. Sea & = G. Tomemos un punto =, en el interir de D
digamos g, = 2L, Y sea = = - Sabemos por la parte (1) del

Teor.5.4. que existe §'s G' tal que s'® = D. Los puntog =, Y &'

= §'$=, = D, y son congruentes modulo G, por (2) y (3) del Teor.

5.4., tenemos que s'gz, = £, luego £'s = 1, por lo tanto‘g = G',

(]

La otra contencién es obvia. (se da otra Dem. en [4]).
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£2.2. FUNCIONES MODULARES

DEFINICION 2.2.1. Llamamos funcién debilmente modular de peso 2k,
con k entero, a toda funcién meromorfa s definida

semi~plano superior H que satisface:

en el

FlE) = (o= 4 @) g2t l

para toda [u

S - o
- d] s SLZL&),

PROPOSICION 2.2.2. Sea / una funcidén meromorfa en H. Para .que /

sea una funcidén debilmente modular de peso 2k, es ,necesario vy

suficiente que satisfaga las dos relaciones siguientes:

(1) S(= + 1) = /(=)
(ii) F(-1=) = =22 r(=).

Demostracidn. Sea / debilmente modular de peso 2k, En particular

i
i

para 5 y s's SL_ (2> definidas como: ' |
0 ~1 1 1

[1 0] ¥ [o 1]

F(83) = 7(=y=) = 2 s(=)

tenemos

3
y slsr=s) = 177 f(=).
Para probar la suficiencia, se hace por induccién.

—ak
Probaremos que /(=) = (cz + d) " s(z), o
2k
d

probara que Jf (=) = [’5531} f(=).
Escribimos s & SL (2> como

equivalentemente se

1
’

n n il

5 = sT'st® ... sT"
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Para t = 1,

fls=) = F(sT ‘=)

= (1'=)" s(r'2)
2

" = (= +n) f(=),
d i b'-. _
como ——nggiil = 3(s1 =)
-2

= (& + n1)
Ahora supongamos que se cumple para ! = k.

h‘ hk -2 I‘\2 " . -2
f(s=) = (T8 ... 8T '=) ~.(T s ST =) .
con

" T 2 r|2 l‘vk 2 (2] 2
(T's . ST =) (TS . ST =) (T =) =
™ n
ke -
= j(sr’ st”, =)
calculando (st . ") (o -1y m,
culando ( e } = e 9 [1 d][o 1
[P TrMke T %
G Ay, ~
por otro lado
1] n n ™ bl
h +
(T's ... sT *™=)(T*s ... sT *'z) (T *z) =
n ™ ¥ 3]
j(STL ... ST k“, =) -2 1(5'1‘2 sT k"”" 2)‘.-2
Y2 "aet ) g "ieas J
j(sT” ... ST , =) j{sT ST , 2)
por lo tanto se tiene que
n T ™ " 2]
k - * -
st ...osTT, &y = (vts L. st sy (1 7S
nk+1 -2
cow (T T E)
aniz

El mapeo = +— q = e

es de gran importancia

Es decir, tenemos

en las formas

modulares. Este mapeo manda el semi-plano superior H ‘en el disco

unitario X-{0} sin el origen. Usaremos este mapeo para definir

una estrutura analitica en H-{w}.
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Dada una funcién periodica / en H de periodo 1, como en 1la

Prop.2.2.2., podemos expresar a dicha funcidén s como wuna funcién

de q, definiendo 7 (=) = s'(qg) = /'(1/27t log 4q), esta funcién

/'{gq) es meromorfa en X-{0}. Diremos que f es meromorfa en w

sl se puede expresar como una serie de potencias en la variable

d, Y que contenga al menos “un numero finito de terminos

negativos, i.e. que tenga una expancién de Fourier de la forma

fl=) = £ aq

en la que @ = 0 para n sufisientemente pequefia. Diremos que [/

es holomorfa en © si a = 0 para todo n negativo; y diremos que

f se anula en ® si f es holomorfa enw y @ = 0.
Ccuando f/ es holomorfa en el infinito, ponemos f (w)

i
= /'(0) es el |
valor que toma / en el infinito. '

DEFINICION 2.2.3. Una funcidén debilmente modular se dice que es :

modular si es meromorfa en el infinito.

DEFINICION 2.2.4. Llamamos forma modular a toda funcidén modular

que es holomorfa en todas partes, incluso en el infinito; si tal 1

funcién se anula en el infinito, se dice que es una Jforma

parabdlica CEpltzenform © cusp—yform2,

Asi una forma modular de peso 2+* estad rdada por uha

serie
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que converge para Im(=) > 0, y que verifica la igualdad
) .
F(-Y/=) = =20 f=).

En muchas aplicaciones que tienen 1las formas modulares a 1la

teoria de los numeros la funcidn & (=) tiene un papel iﬁbortante.

Ejemplos. (1) La funcidén theta definida en H, como

es una forma modular de peso 1/2. t
(2) La funcidén eta
w
Y 24

n{=) =q Ol -qg) ,

n=a

es la forma parabdlica de mayor peso posible para G, tiene peso 2

(3) La serie normalizada de Eisenstein

E (c= + a)7h,

ta b

-t - 1
Ex(®) = )

donde  es la funcion zetha y ¢, 4 distintos de cero.
Esta es una forma modular de peso 2k.
Para una exposicidén de estos ejemplos favor de consulFar [A.0gg]

*

o [N. Koblitz].
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