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INTRODUCCION

La metodologia de Superficie de Respuesta“es un
conjunto de técnicas estadfsticas y natemiticas’ éuya
finalidad es organizar 1la informacién experimental
producida durante un proceso observado y optimizar ‘el
proceso. Principalmente se ha desarrollado en el &rea

quimica y en aquellas 4reas donde se permiten’ las
repeticiones de experimentos. Una de las primeras
referencias que se tienen sobre el tema la dieron Box y
Wilson en 1951. .

Por ejemple, en guimica -un problema de Superficie
de Respuesta se presenta cuando interesa estudiar el
maximo grado de pureza de una cierta sustancia que
depende a su vez de algunos factores gque pueden ser
’ controlados (variables independientes).

En general, la metodologfa de Superficie " de
Repuesta se utiliza en situaciones en donde un gran
nimero de variables independientes afectan una o més'
variables dependientes del proceso en estudio. -

A esta variable de interés, se le denominara conio
la respuesta y se denotara por Y. Aqui la respuesta
serd medida en una escala continua. Las variables que

la - afectan denotadas por xi,x2,...%x, también " son
cuantitativas y sus niveles son determinados por el
investigador.

Dificilmente se podrian determinar todos los
factores que determinan a la respuesta Y y aunque estos
se pudieran especificar, es comun cometer errores en su
medicién.

Entonces, para poder formular matemiticamente el
problema de Superficie de Respuesta es necesario pensar
en que la relacién funcienal entre Y y xi,x2,...Xx es

Y= n(x1,x%x2,..xx) + ¢,
donde ¢ es un error aleatorio debido a las fallas en la
medicién y a la incapacidad para determinar todos los
factores que afectan a ¥. 7 especifica la forma en que



X1;%2,.7., % afectan a la respuesta. 7 es conocid'a':-u“

Como - Fespuesta promedio. :

Adicionalmente se supondrd& que n  se puedé i
. aproximar mediante un polinomic de grade menor o igual
que dos con pardmetros desconocidos que se deben
estimar.

A partir de aquf habrd gue determinar »x,x2,...xx
que proporcionen una respuesta Optima. Para lograr
esto se necesita: '

a) Determinar una zona (conocida como reg16n>
experimental) donde se pudan Qar diferentes - :
combinaciones de niveles para xi,%2,...% Yy tomar "'
observaciones experimentales de Y en estas B
combinaciones. A esto se le conoce como . construccioén
de el disefio experimental.

b) Apoyéndose en la informacién de a), hacer*
ajuste de m (denotado por 1) y verificar su calidad.
es una aproximacién de 7. A esta etapa ‘de
metodologia se le conoce como Analisls de Regreslén.

<)
den respuesta 6ptima y también para analizar
comportamiento de la superficie cerca de éptimos.

De aqui que el experimentador se enfrente a: lasa
siguientes dificultades: A

i) ¢Qué disefio utilizar?

ii) ¢Qué modelo ajustar?

Myers (1971) y Khuri y Cornell (1987) dejan ver en
sus textos la relacién de las dos preguntas planteadas.

De acuerdo al modelo se propone un disefio. Aungque el
objetivo central del este trabajo no es responder i) y
ii) se da informacién al respecto. Por el momento,

~86lo es importante destacar que las respuestas a:es
preguntas dependen del grado de avancé ”Aéﬁfirl .
investigaciébn y que algunos de los crxterzos de’’
seleccibn involucran 1la varianza de la respuesta
pronosticada. ’ i
Ootro de los objetivos de las técnléas 3§u




i aﬁiééﬁ en Superficie de Respuesta surge cuando lasii
condiciones de optimalidad en c) son inadecuadas o nho

--.se pueden determinar. Aprovechar la informacién dada

‘por el disefio y ajuste resulta un aspecto de interés.

El objetivo central de esta tesis es abordar la
teorfa necesaria para determinar condiciones de
optimalidad y dar un diagnéstico en caso de no tener
conclusiones satisfactorias.

En el capitulo I se estudian los Multiplicadores
de Lagrange (que son indispensables en todo el resto
del trabajo), comenzando con el caso que presenta una
sola restriccién y finalizando con el caso de varias
restricciones.

En el capitulo II se presenta el Analisis
Candnico, que describe al problema de optimizar un
polinomio de segundo orden. Se verd gque no presenta.-
dificultades técnicas fuera de lo comGn. Se deja en
eclaro la necesidad de desarrollar técnicas ' 'de’’
aplicacién previas y posteriores al An&lisis  Canénico -
como son el Método de Ascenso por. Pendiente ‘Maxima -
(Capitulo IXI) y An&lisis de Cordilleras -(Capitulo IV) .. ..
respectivamente. ) )

Es importante mencicnar que el Método de Ascenso
por Pendiente Maxima tiene como objetivo encontrar una
mejor regién experimental, mejor en el sentido de que
en esta se encuentren las combinaciones de las
variables independientes que maximizan 1la respuesta
promedio estimada.

El An&lisis de Cordilleras, cuyc desarrolle
matemdtico es similar al del Mé&todo de Ascenso por
Pendiente Maxima, también puede pensarse como un
procedimiento para encontrar las condiciones operativas
épti}nas; el Analisis de cordilleras muchas veces se:
emplea cuando con Andlisis cCanénico no se pudieran'
determinar dichas condiciones. El contenido de los,
capitules II, III, IV en sus secciones principales, es
lo que constituye la teorfa elemental de Superficie de




Respuesta

Se finaliza el trabajo con el desarrollo de los
Métodos de Tangentes Paralelas presentados en el
Capftulo V. Estos métodos describen algoritmos para la
bisgueda de &ptimos con la posiblilidad de ejecutarse
empiricamente.

Es importante mencionar que este trabaje intenta
desarrollar, mas que cincc? diferentes procedimientos,
una metodologia completa la cual puede resultar
provechosa si se aplica correctamente.

Sin embargo, también se elabor6 cada capitulo de
manera que pueda ser leido recurriende 1lo menos
posible a otros capitulos.

Se considera que los conocimientos previes para
hacer accesible la lectura del trabajo son: Disefio de
Experimentos, sobre todo los disefios 2* y Analisis de
Regresién Lineal Multiple. Se recomienda para su
estudio Hicks (1982), Cochran (1957) y Draper y Smith
(1981) en aspectos de regresién. Una visién global
sobre el tema de Superficie de Respuesta se puede ver
en Cochran, Box, Campbell (1968).
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CAPITULO |
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

. INTRODUCCION ) o

Uno de los problemas que se presenta . .en
matemiticas es el de optimizacién. )

Existen numerosas clases de funciones que deben
ser optimizadas, hay varios métodos para obtener 1los
puntos de respuesta 6ptima y la decisién de utilizar
alguno especifico depende de la naturaleza del problema
que se esté tratando.

En muchas situaciones se presenta la necesidad de
optimizar dos o mas funcicnes simulténeamente y es
comin que este problema no se pueda resolver
optimizando por separado, pues el Gptimo en una funcién
no necesariamente es el éptimo en las otras.

Supéngase por ejemplo, que se tienen funciones qué
describen ganancia, sueldo y gastos generales, Desde
el punto de vista de un empresario lo gque se buscaria
~‘es maximizar la ganancia y minimizar los sueldos y
gastos generales. Para resolver el problema y hacer de
lado las dificultades de optimizar las funciones una
por una, se puede intentar maximizar 1las ganancias
fijando niveles adecuados para los sueldos Yy los
gastos. Esto se sintetiza diciendo que se busca
optimizar wuna funcion objetivo sujeta a varias
restricciones.

S{ existen funciones k-dimensionales f y agi
,i=1,...a que modelen una situacién como la del
empresaric gque gquiere maximizar sus ganancias, el
problema tiene posibilidad de resolverse utilizando
algunas técnicas del cdlculo-diferencial. Como se verd
posteriormente estas técnicas de optimizacién
restringida son utlizadas en el desarrollo de los demas
métodos de superficie de respuesta. Nbte gue se parte
del supuesto de que las funciones ya existen, el como
construirlas no se discute en este capitulo.

I.1.- CASO UNA RESTRICCION EN FORMA DE ECUACION




Cuandc se presenta el problema de optimizar alguna
funcion con restricciones 1lo wmas simple gque puede
ocurrir es que la restriccién tenga forma de ecuacién.
Se desarrolla mediante un ejemplo como proceder en
estos casos.

Ejemplo I.1.1.-(Marsden y Tromba (19681)

Supénga gque se quiere minimizar la funcién
f:na——oR, definida por : :

£(x,y) =% +y
sujeta a la restricciébn
y=x + 1 .

2

Las curvas de nivel (C.N.) de £ son circules :
concéntricos, cuyo centro es el origen. Mientras los
radios de los circulos sean menores, la funcién tomars
valores m&s pequefios,

Para encontrar el punto gque satisfaga a la
restriccién y ademds que corresponda al minimo, debe
hallarse aquella C.N. cuya tangente sea la restriccién
y el punto gue corresponde al minimo, sera el punto de.
tangencia.

Para justificar esta afirmacién, supéngase que el
nminimo no es' el punto de tangencia. Entonces, podrian-,
pasar una de dos cosas: B

i) Que la C.N. que pasa por el minimo. y- laf
restriccién no se intersecten (ya que por cualquie
punto del plano pasa un circulo con centro’. er 1

origen, en particular existe una C.N. en el minimo),
bien Bt
1t) Que la restricciétn sea secante a 1a'C‘N ‘d
minimo. - g

Como el 6ptimo debe estar sobre la rescriccién,
primer caso queda automiticamente excluido.

Para el segundo caso, por ser la resﬁ:iq@ié
secante, hay dos puntos donde se intersecta ésﬁa Qvla
¢.N. del minimo. Uno de ellos debe ser el 6ptlmo
considerado, ya gque este se encuentra
restricccién y su curva de nivel,

sobre’




g ) adio an 1% centro en (0,0); est&
de la reqién ‘acotada por la.curva de nivel en la
cuél se'encuen::a e‘rminimc. ; Cmao la funcién vale
menos en ci*c\.lcs de rad:.o mas pequeno
: £(F") < £(P1) = £(Pa).

“Puesto gue PI © P2 es el minimo se llega a una
contradiccién, " ya que P’ tiene = una respuesta
estrictamente menor a la del minimo.

En conclusién, el punto gque corresponde al minimo
es un punto donde alguna C.N. y la restriceién son
tangentes. Ver figura I.l.1.

TFIGURA 111
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‘Una’:-forma para encontrar las coordenadas del
: :éptimo, es resolver simult&neamente el sistema
' x> + y*= ¢ con ©>0 (1)
y-x-1= 0 . (2)
Se debe buscar el valor de c para que exista
solucién Gnica ya que asi se garantizard la tangencia

la obtencién del minimo.
De (2) se tiene que
) y= x + 1
sustituyendo lo anterior en (1) se llega a
x*+ (x+t1)* e c e 2x* 4+ 2x + (1-c) = 0 .

. ‘antre la restriccién y la curva de nivel y por tanto i



(2y(1=c) =0
(1-¢) =0
w2
1/2 en(3)

K = X2 -1/2

Sustituyengo c=

iy evaluando en (2)
y= 1/2,

" Entonces, el punto que corresponde al minimo es

(=172, 1/2).

i Este  método no es facilmente generalizable.
cﬁan;@o el nfimero de variables independientes es mayor
que “tres resulta dificil visualizar geométricamente el
"problema Y sin importar el nimero de variables, no se
lgabg gque tan complicadas sean las ecuaciones gque
,bdefﬂinern a la restriccién y a la funcién objetivo -en:
“vias de resolver el sistema correspondiente. :
Para

~ £(x,y) = x*+ ¥

= se_denotarS con Po al punto Sptimo.

’ La restricci6én y-x-1=0 se puede ver como la C.N.
de valor cero de la funcién g(x,y)} = y-x-1.

7 El gradiente de una funcién diferenciable,
definido como el vector formado por las derivadas
parciales de la funcién respecto a cada una de las
variables y evaluadas en X, siempre es perpendicular a
la curva de nivel que pasa por x. (Siempre que dicho
. gradiente sea diferente del vector cero.)

En Po-(-1/2, 1/2) resulta que, Vf(Po)=(-1,1)#0y
por tanto Vf(Po) es perpendicular a la C.N. de f a la
que pertenece Po. Vg(Pc) también es perpendicular a la
restriccién en el punto &ptimo, ya que Vg(Po)=(-1,1)=Q.

Como las curvas f(x,y)=1/2 y g(x,y)=0 son




m vf(pw)=1Vg(pm)
+En genéial, esta propiedad de:. los gradxente
‘puntbs ccrrespondientes a éptxmos,_jsej .
i.iiclertas hipétesis, -como “lo ‘establece’
~~teoremu.~ T
7 “Teorema T.1.1 (Marsden (1931))
“TEOREMA DE LAGRANGE :
iSean - f£IUSR*SR Y giUSR-SHR™ diferenciables
‘abierto. Sea xe € U y g(xe)=0 'y:sea S el- ccnjunt g
;hivei"de valor cero de g. Supéngase que‘Vg(xu):o.bsi'
‘esta restringida a § y tiene un maximo o wn minimo en
%s, entonces existe un nGmero real A tal gque : i
: VE (Xo) =AVG(Xo) «

Este teorema da la pauta para resclver problemas
con una sola restriccién, para los cuales se puede
plantear el siguiente algoritmo.

Primero se debe garantizar la existencia del
6ptimo, posteriormente verificar que las funciones que
definen el problema sean diferenciables y que el
gradiente de g sea diferente de cero en todos los
puntos scbre la restriccién. Lo anterior es con la
finalidad de que el 6ptimo satisfaga

vE=AUg
g(x)=0 .

Asi se determinari un sistema con k+1 ecuaciones y
k+1 inc6gnitas (la k+l-ésima inc6bgnita es A, que
comdnnente se le denomina multiplicador de Lagrange). A
las soluciones de este sistema, se les llaman puntos
criticos.

10



condiciones establecidas, son’ necesa

Muchas veces la condicibr}
consecuencias de esta :
mediante un ejemplo. :
Ejemplo I.1.2 (cOutam: (1984))

supénga que se desga

sujeto a

x> +y 'representa la distancia del punto : (x,y) ‘al

En ‘este’ caso el punto mas cercano-all origen sobre -
g(x,y)=0,: -es el (1,0}, Es decir, £(x,y) alcanza wun
"minimo en (1,0) sujeto a que g(x,y)=0.

-Ahora i
@ 2
. 53 n3(x-%!
agi
de agui que ;

013



no existe A& R tal que vt:AVg ; L SR :

En conclusién, si el gradiente no es distinto ‘de
cero en  toda 1la restriccibn,‘ puede suceder que - el -
-6ptimo no sea un punfo ci-itico, aun  cuando - la funcién
objetivo f y la rastricéiéﬁ"cumplan con ‘las condiciones
restantes establecidas en el teorema I.1.1. -

Otra forma equivalente de determinar los puntos~

criticos para el problema
siguiente. : ; . i
sSe define la conocida funcién de Lagrange como

o 8f ;-Adg
E 8 VTR
.Haciendo -A =A., para
; 3 =-28g i
BXI Xy

on . una restriccxén as “lay




Sea & ;
: £(X,¥,2)= X + 2
_sujeta a
| a(x,y,2z)=0
donde
gix,y,2)=x*+y*+2%-1,

i) La funcién objetivo £, alcanza el méximo y el
minimo porque es continua ¥y la restriccién define un
conjunte cerrado y acotado.

ii) £ y g son diferenciables an todo R’. :

1i1) se tiene que Vg=(2x,2y,2z). El Gnico punto . . .
que satisface vg=0 es el (0,0,0), perc é&ste no ests :
sobre la restricciébn,ya que :

g(0,0,0) =x2+y2+z%-1 =0%+0*+0%-1=~1v0.

iv) Los puntos criticos son aquellcs_greiﬂa que

cumplen
VE (W) =AY (W)
= igualdad que determina las siguientes ecuaciones
: 1=2AX% :
0=2ay

1=2A2
Xy 2te1m0 L

: 2x =1 e X=21/V3= Z.
1098 Gnicos’ ‘puntos  criticos son (1/vZ, 0,:1/v2) ¥
T i/V—, 0 -1/v2). Como se satisfacen las condiciones
}parg que..los éptimos se encuentren entre los puntos
:criticos; uno de estos corresponde al miximo y el otro
al minimo. Para definir cull es cudl, BSlo hay que
evaluar los puntos en f y determinar en donde 1la
funcién es mayor, con lo que, (1/vZ ,0,1/YZ)

1



corresponde . alul
corresponde al }n}.piﬁ\o.
Ejemplo Z.2.4 . (U
Sea: - ;
£(x1,x2}=52, e-.-'l'.)lx
sujeta.a:’ :
g(x:,’x:)”é:

5e rﬂsolvera este problema aplicando b
Hultipli adores ‘de Lagrange. B :
Prizero se obtienen las derivadas parciales
8f/axs = 7.31 - 6.06X1 + 24692
Affoxw2 = 26,65 - 2.69x1.~ 1:\ 92x2
8g/fdx: = 21.85 - 13.40x1 - 6.26%2

5g/axa = B.59 - 6,26X1 - 10036x2° .
Geonétricamente, se ha garantizado la existencia
del Sptiz=c. Ademds, £ es continua ¥y g=0 es un compacto.
La condicién Vg0, sobre los puntos gque est&n en
la restriccién (para garantizar que el é&ptimo esté
entre 1lcs puntos criticos) se puede verificar
encontrando xi, X2 tales que 4g/oxi=3g/dxz=0 y viendo

14



gue estos valores xt, x2 no. satlstacen la
Es f4cil encontrar que valores d
parclales de g cero, vya que
resolver son lineales y:,ad'em’a
~10.43.

de esta manera, el bpt.mo*

puntos criticos.

S 9.317~-6.06x1 42 .69xz +A(21.85 ‘
SiTr26, 65 +72,69x%1-13,92x2 +A( B, 59 -6, 26xi

El manejo de alquna técnica de’ Analisis
ara- resolver sistemas: de - ecuacliones . no {_

de solucionar el

xz=(181 16+451.32A+ 21.28A% )/(77.12"159 67)‘—229.81A
51 se dan valores a A y se sustituYen en;-‘:«‘ast‘
expresiones se obtienen x1 y x2. Despues,..se_ dé e
evaluando en g hasta que se encuentre una pateja‘"y(xl,ftz)
que satisfaga la restriccién aproximadamente. G
Los ensayos dque aparecen en la tabla "I. 1.
hicieron usando una calculadora de escritorio,: l.o

muestra la simplicidad del método.
TABLA [.1.1

- R A X1 X2 £, x2) . g{xi,Xz
o | 2.281 2.8 66.85 i

-0.1 1.67 1.58 80.68

0.2 | 1,17 ] 0,92 95,46

-0.15) 1.48 ] 1,19 89.8

Aqui 1a idea




< X,27% CASO CON M RESTRICCIONES PRESENTADAS COMO
" ECUACIONES Y K VARIABLES INDEPENDIENTES (M < K)

] Suponga . que f(x,Yy,Z) representa la temperatura en
“un pun:e del espacioc. Considere el problema de cbtener
‘el éptino restringido a una curva C dada por 1las
supexrficies de nivel aqi(x,y,z)=0 y g2{(x,y,z)=0. Se
daré pa*r riecho que £, g1 ¥ g2 son diferenciables.

vgi(x,y,z2) Yy Vga{x,y,x) son normales a 1las
superficies qi(x,y,z)=0 y g2(x,y.z)=0, respectivamente,
- luego también lo son a la curva da Jinterseccién C
‘(tigura I.2.1).

- PICURA 10241

- Suponga gue € estd dada por aft)} derivable con
te[a,b]. Sobre la curva C, la funcién tenmperatura
'depende s6lo de t, es decir, g(t)=f{az(t)} denota la
temperatura sobre C. Si g tiene un &ptimo relativo en
algn t1 € {(a,b], se verifica entonces que g’ (ti)=0.

Si se utilizan las hipétesis hechas sobre a y £,

se puede aplicar la regla de la cadena, asf{ se

obtiena que

g’ (t)=vt(a(t)) a’(c),
pero X
v (a(t1)) a’ (€1)m0,




puesto que g’ (ti)=0. AR

Ya Que a’(ti1) es tangente a C en afti)- j el
producto escalar entre Vf{a(ti)) y a’(t1) es »cgip
entonces Vf(a(ti1)) es ortogenal a C en a(ti).

En conclusién Vgi(a(ti)), 9Ygz(a(ti)) y VE€(x(t:1)) son
ortogonales a C en a(ti).

Geométricamente es claro que tres o mas vectores
ortogonales a una curva en R’ se encuentran en un plano
{s6lc se puede ser ortogonal a una curva en R’ en dos
direcciones, figura I1.2.1).

Finalmente, si los vectores Vg1 y Vg2 en a(ti).
fuesen linealmente independientes

VE(a(ts))=a10q1 {a(t1})+ AVga(a(ti)).
Todos los vectores est& en un plano y VYg:, Vg2
generan dicho plano.

Bl siguniente teorema formaliza las ideas
anteriores.

Teorema I.2.1 (Apostol 1980)

Sean f, g1, g2,...,9s funciones definidas en
UsR'—R (mck), todas ellas diferenciables en U con U
abierto. Sea X e R* un punto &6ptimo de f restringida
a gi=0, gz=0,...,ge=0. Si ademds los vectores Vgi(xo),
Ug2(Xoc} ,..., Ygm(Xe) son linealmente Iindependientes,

entonces
VE (Xo)=A1Vg1 (xo) +A2Vg2(Xo) +. s « +AnVGn (Xo) .

Se acostumbra olvidar 1la verificacién de que
Ugi{Xe) ,..., Vga(xe) sean linealmente independientes.
El sigulente ejemplo ilustra los problemas gque esto
origina.
Ejemplo I.2.1 (Apostol (1980))

Se desea minimizar

£(x,y,2)=x+y*
sujeta a
gi(x,y,2)=0 y g2(x,y,2)=0
donde
g1(x,y,2)=z y gz(x,y,z)=z>-(y-1)". ,
g1 y g2 se cortan en una recta 2 "la que se .
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:v£(0,1,0)=(0,2,0) es imposible que

independientes sobre la interseccién de todés 'éScés. Lin

f(x,y,z) es la distancia de un punto (x,y,z). al -

seje’ 2. Sujeto a la curva C, se obtiene que la’’
.ﬂdistancia f se minimizar& donde C cruce al eje Y. .C.y..
‘el eje Y se intersectan en el punto (0,1, 0). Por tanto;.’
“f-sujeta a C tiene minimo en (0,1,0).

Ahora Vg1(0,1,0)=(0,0,1), Vg2(0,1,0)= (O O,

v£(0,1,0)=A199: (0,1, 0)+A2vg2(0,1, O).
~ De esta manera se obtiene un &ptimo en(0;1,0) sir
que ocurra que Vf, Ygi(Xe) ..., Vg-(xn) sean Ye&tézﬁéé
linealmente independientes. ; S
El Método de los Multiplicadores de Lagrange parar-"
una funcién f sujeta a n restricciones_gmo,_...,g-no es .
el siguiente: S R ‘

Se debe garantizar

a) que el problema tenga un &ptimo s

b) que las funciones sean diferenciables, y -

c) que los gradientes de - las  :funciones - que -
determinan las restricciones sean.’ lineé‘lm'ento‘a e

De ocurrir a), b) y c), el o los 6ptimos se
encontrarin entre alguno de los ‘llam’ados puntos :
criticos. i AR e

En este caso, un punto critico ser§ aquel que:
satisfaga el sistema, (de k+nm ecdéciqnes, ‘con. -X+m
incognitas), formado por: ’ - : S
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5:1)— Las - ecuaciones determinadas por la —1gda;da

PE=A17g1+. . . +AeVga :

donde 1las incébgnitas son X1, X2,...,  Xu,
A2ieeiy Am, Y

ii1) las = restricciones.

Un procedimiento alternativo para obtener los
puntos criticos,. similar al presentado en la seccién
I.1. se presenta a continuacién.

En primer lugar se define la Puncién de Lagrange

como
F=f+A1g1+A2g2+, , . +Aage.

Posteriormente se deben encontrar, los valores no
necesariamente fnicos, x1, x2,..., Xx Y A3,Az,..., As
tales que satisfagan las ecuaciones dadas por

OF f8x1=0 Voim, . o0,k
8F/3n1=0 Yi=1,...,8

Los puntos criticos quedan determinados por lcs
,corraspondientes vectores (xi,X2,...Xn).
La manera de demostrar gue ambos sistemas producen

las mismas soluciones es anidloga a la del caso con una. .
sola restriccién. S
Ahora se muestran ejemplos que ilustran la técnica
discuatida.
Ejemplo I.2.1 (Marsden y Tromba (1981))
Encontrar los puntos miximo y minimo para
£(xX,y,z)=x+y+z i
sujeta a las condiciones
X +y =2
x + z=1.

"En este caso las restricciones estan dadas por
g1 (%X, Y, 2)=x"+y°~2=0, ga2(x,y,z)=x+z-1=0.
i) Existencia del miximoc y el minimo.

Obsérvese que las restricciones determinan un
-cilindro, la primera, y un plano, la segunda. Su-
interseccién es un conjunto compacto (cerrado y
acotado) en R°. Como la funcién £(x,y,2) es continua,
entonces alcanza su m&ximo y su minimo sobre el dominio
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considerado.
11) La diferenciabilidad se ve clframente de las
‘funciones mismas, o

ii)se veréa bajo que condiciones
Vgi1(x,y,2)=(2x,2y,0), vga(x,y,z)=(1,0,1) son
linealmente dependientes.
Considérese
aVg1+8vgz=0,
esto es

a(2x,2y,0)+8(1,0,1)=(0,0, 0)
que da lugar a las ecuaciones
2Xa+f=0, 2ya=0, A=0
egquivalentes a :
2xa=0, 2ya=0. ) ’ ;
’ La dependencia lineal de los gradientes s6lo va a R
“ocurrir en el caso a*0, con lo gue automiticamente.
resulta x=0, y=0, pero debe notarse que cualquier punto :
de la forma (0,0,z) no satisface gi1=0.

Por lo tanto, V9gi1(x) y Vgz(x) son 1linealmente
independientes para tode x - que satisface = gi(x)=0, 5
gz(x)=0 ) Ty 'Th'%i

iv) Determinacitén de los puntos criticos.

Se debe localizar x,y,z tales gue

VE(%, Y, 2)=MVg (%, Y, 2) +A2Vg (X, Y, 2)
gi(X,Y,%)=0
g2{x,y,2)=0".

Ecuaciones que dén‘ 'lrug_ar,rg o :

C2MmeAZEL
2Ny

. sustituyendo (3) en (1)

- . 2Mx=0 o

La ecuacién (2) implica ‘que Mno
obtiene que : x=0, Sustituyendo en (4) y : s)“‘resulta’ qu
y= 2VZ, z=1i. ’ :
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“~:Fla‘+ h) > F(a) para h suficientemente pequefa.

de ellos corresponde al maximo y el otro al minimo.
Evaluando los puntos en la funcién objetivo' £ ‘5_:se :
encuentra que en (0,vZ2,1) se alcanza un m&ximo y en-:
(0,-v2,1) un minimo. R
Para finalizar esta seccién, se presentén

condiciénes suficientes para que un punto critico sea -
maximo o minimo. Estas condiciones serdn utilizadas en’:
el capitulo IV.
Teorema I.2.2.~ (Draper (1963))
ax; ax;xzaxuztk 1a
Jo%F 8% a’F
XxX1IKKX2 OXK
hessiana de F , donde F es la funcion laqrangianav
problema de optimizar £(%) sujeta a gi =0 ,¥ i=1, .
Sea a € " un punto critico, entonces si H(g)
i) Es definida positiva (es decir: y_H1 >
¥ ¥y =0) hay un minimo restringido en a.
] ii) Es definida negativa (es decixf ‘ 1‘521
. V ¥ #0) hay un méximo restringido en a.
| Se jincluye agqui una idea intuitiva ‘de ‘la prueba,
ya que este resultado no se encuentra con facilidad en -
los textos clisicos de Cdlculo Diferencial. T
Desarrollando F en series de Taylor se tiene que
F(a + h) -F(a) = - h*M(a)h + on’).
Recuerdese que todas las primeras derivadas
parciales de F son cero en x =a. '
h es un vector de incrementos pequefios  con
entradas hi. O(h’) es el residuo de tercer orden para
tales incrementos.
si  M(a) es definida positiva ocurre que

Sea M(x) =

Si se varia h de tal manera que sb6lo las’
restricciones se satisfagan entonces

. f(a + h) > £(a) .

En . conclusién, se obtiene un punto minimo local
en a, sujeto a las restriccicnes establecidas.
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8 -un punto sina de F, blen puede suceder
ue: Fl_a_ +'h) ©'no “'sea ~mayor que F(a) para algunos hL
N equenos, pero ' F(a +'h) > F(a) para todo h que haga que
‘2 +°h'esté en la restriccién. Por esto, la condicién
que . aquf ‘se establece es estrictamente suficiente y no
‘necesaria. 'Mas adelante se presentan otras condiciones

necesarias conocidas como condiciones Kuhn-Tucker.

1.3 RESTRICCIONES EN FORMA DE DESIGUALDADES

Ahora, se trata una generalizacién del problema de
optimizar una funcién f sujeta a m restricciones gi=0,
\=1,,...,a donde £, gi:R* — R i=1,...,s.

Esta generalizacién consiste en considerar las =»
restricciones como inecuaciones. Aqui puede suceder
que m<k, Wk o bien mk, es decir, no se pide que haya
alguna relacién especial entre el nGmero de
restricciones y el ntGmero de variables.

En la préictica, este tipo de planteamiento tal vez
sea el mas utilizado, pues en muchas ocasiones tan s8lo

se tienen ciertas cotas, tanto inferiores como
superiores, con las que se debe cumplir.

Por ejemple, un problema donde claramente se
aprecian este tipo de restricciones es el de 1la
dieta , cuyo planteamiento es el siguiente.

Interesa minimizar el costo de una dieta, la cual
debe satisfacer algunos requisitos nutricionales-k :
" minimos. Partiendo del supuesto de que se dispone de k"
distintos productos alimenticios »i,xz2,...,xx y. qhg' a .

cada x: se le puede asociar:

vi unidades de vitaminas.

ju oo " minerales.

hy " carbohidratos..

pr proteinas. B T

i, ci costo por unidad.
Suponiendo que los niveles nutricionales minimos . :

g1z ai
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“vitaminas en la dieta.’
* minerales " "
" carbohidratos " "

' " proteinas " "
'bg,"a':,d‘ son constantes predeterminadas.
/‘problema’” puede plantearse de la siguiente

%81 f. representa el costo total de la dieta, se
. ,debe'ninh‘nizat £ sujeta a:

gt giz a1

gz o2

gt a3

gz as
Esta clase de problemas, con restricciones en
forma de inecuaciones, se pueden transformar en otros

equivalentes , donde las restricciones son ecuaciones y

“en los que se puede aplicar la teoria de las secciones
anteriores. Esto se logra si a cada restriccién g de
la forma qgizas (giso1) se le resta (suma) una funcién
de holgura. Aqui se trabaja con funcicnes de holgura
cuadréitica.

Para la i-ésima restriccién, la funcién de holgura
cuadrética se denota por M i=,...n Y SU expresién
anilitica es . :

hi=(xxe1) 2, ;

en donde Xkt con  is1,...n, TYepresentan vari‘ab‘l‘eé S
auxiliares adicionales . L e
De esta forma, las nuevas restriccione"

g|'=q|-(xm)z=a| (gt'=g|+(xxo|)z=m) |=}V,...,
En este momento se tendrd que aplicar la técnica :
de Multiplicadores de Lagrange, descrita en la seccién
anterior, a £ y a las restriccicnes q|' CON 151,44 eme "
Para encontrar los puntos criticos, habré que

23



1 r 1*!istema L :

5 !-Man +A2vgz +oo A
donde:las ecuaciones i
Bf/ax,|=llagl Jaxy+A20g2 )% +.. +A-6q. /a»&;
1én el caso --de variables de  holgura:cu
“ transforman en

=22 )Xk )0 =1, a0 me

Se ilustra a través de un ejemplo.
‘Ejemplo I.3.1.- BER e
Se desea determinar la posible ubicacién 'del .
Sptimo de la funcién objetivo. :
f(x1,X2) =X1+x2
sujeta a la restriccién
q(Xl,XZ)IXIz-sz!-l! o.

Primero , nétese que el problema s{ tiene solucidn,”
ya que 1la funcién objetivo £ es continua y la
restriccién determina un conjunto compacto en R
Ahora, para hallar la solucion, se hace lo siguiente:

i) Se plantea la restricecién en forma de ecuacién ..
agregando una funcién de holgura cuadr&tica, esto*:
hace que la nueva restricci6n sea

g (%1, %2, X3) =g (X1, X2} +ha=x12+x2 433"~ 1=0 .
ii) Se determina el sistema vt=AVg', resultando

8£/0%1=A0g /8%1 — 1=2AX1 (1)
3L /ax2mA0g /%2 s 1=2%2 (2)
8f/8x3=A3g /8%3 ~e 0=2AX3 (3)

iii) Se resuelve el sistema para encontrar los
puntos criticos. :
. Dpe (1) (2) y (3) se obtiene que
A®0, x1=x2, X3=0 .
Sustituyendo en q'
2 (x1) %=1
L - n=ViJZ = 2,

Por lo tanto, las dos soluciones son (1/v2,1/v2) y
(-1/v2,-1/vZ). Después de evaluar estos puntos en la
tuncién objetivo, se puede deducir que la primera
solucién corresponde a un mfiximo y la segunda a un
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mlﬁiﬁo de f. = .
: Para profundizar mas en el material de esta seccién.

se. puede consultar Chow (1962).

I.4 CONDICIONES NECESARIAS (ANALISIS DE PUNTOS CRITICOS)

Una vez que se han obtenido los puntos criticoes,
surge la necesidad de determinar su naturaleza, es
decir, decidir si en realidad los puntos corresponden a
valores mdximos , minimos o bién si son puntos silla de
la funcién. La manera mas natural de hacerlo es
evaluando la funcién objetivo en algunos puntos que
pertenezcan a upa vecindad del punto critico que se
quiere analizar y basandose en la comparacién de dichas
evaluaciones obtener alguna conclusién. Sin embargo,
proceder asi tiene dos objeciones principales:

1) Tal vez no sea f4cil evaluar 1la funci6n
objetivo y

2) Podria darse el caso que aun evaluando en
varios elementos de 1la vecindad no se tuviera 1la
informacién suficiente para poder determinar gque clase
de punto es el analizado.

Por 1las razones anteriores es que surge la
necesidad de encontrar otros caminos para resolver aste
problema.

En capitulos posteriores se ver& gque existen
mitodos muy eficientes, como es el caso de 1la
Transformacién Canénica, que sirven para resolver el
problema de determinar la naturaleza de los puntos
criticos. Por el momento se enunciara , sin demostrar,
un criterio necesario pero no suficiente, para la
optimalidad de funciones con restricciones.

Dicho criterioc se conoce como Condiciones de
Kuhn~Tucker y se puede aplicar a problemas de
maximizacién (minimizacién) sujetos a mds de una
restriccién en forma de inecuaciones. .
Suponga entonces que se desea minimizar f{x)

Sujetc a
gi(x) s 0 V is,...s
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o :Mq((x) .
1=1

ST 0 gi(x) = 0 ¥ a1, .. .s

iv) a1 z 0.

Es importante notar la forma en que se plantea el
problema y el sentido de 1las implicaciones. Las
- condiciones para los 3 casos restantes que pueden darse
en la préctica son: '

1) Cuando se desea maximizar f£(x) sujeto a

qn(x') 50 VY isl,,..n

debe cumplirse

1) v F(x) = 0

34y q\(x') = 0 Vitsl,.0.n :

iii) (M)gl(x ) =0 Y e, em

iv) ar.s 0. T

2)"Si el problema fuera -minimizar: f(x) sujeta a:
gI(x) £ 0 = Wim,
Entonces x° es el punto buscado s I
)9 F(x") = 0 .
i) gl(x) 0V m,...- :

iiiy (M)gl(x) =0 ¥ i1, em

iv) a1 s 0.

Finalmente para el caso en que se desea .
maximizar f(x) sujeta a

gi(x) z 0 Y iel,...0

Las condiciones est&n dadas por

i) v Fr(x) =0 - T ERL
i1) gi(x") S OV is1,...8 :
111) (A)gI(x’) = 0 ¥V 1u1,..0e

ivy a1 = 0.

También se requiere que los puntos 'ci"iti_i:ioéisaaq
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accesibles, :Un_punto x. es acce_slblé en una regiﬁﬁ'“l‘z,':
n-dimensional, si xeeInt(R) (el interior de R), o bien
si %€3(R) (la frontera de R) y se pueden efectuar
desplazamientos infinitesimales tales que el punto.
desplazado se convierta en un punte interior de R.

Como las condicicnes son necesarias y no
suficientes, 1la manera en que debe emplearse este
criterio es negando matemiticamente las hipétesis dadas
para as{ eliminar a los puntos gque no son dptimos.

Se finaliza esta seccién mostrando un ejemplo en
el cui&l la funcidén objetivo estd sujeta a una
restriccién , presentada en forma de desigualdad (que
como se vio es el caso mas general que se pueda
resolver con el métode de los Multiplicadores de
Lagrange) Yy en el que se hard uso de las condiciones
Kuhn-Tucker.

Ejemplo I.4.1 (wismer (1978)) .
minimizar (x-a} % b sujeto a x-ce 0 -
Entonces '

F= (x —-a)™+ b + A (% =c).
Luego : .

Por 1os  puntos .3 -
Kuhn-Tucker tambien sé tlene :

ACs o‘
) Finalmente o
x'= c es una solucién
A = =2(x -a) = 2(a ~x)
o bien
A= 0
"'xs a" esla solucién-- EE i
S1.a < ¢, la solucién serd x = c, pues 7«-2(3 -c)<0

Por ~lo .tanto, si se toman puntos gque no cump‘an

estas condiciones , con seguridad no - sersn " minimos
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CAPITLLO 1
ANALISIS CANONICO

INTRODUCCION - - .

: Unc de los objetivos que sSe persiguen en el
trabajo experimental es wedir 1la relacién entre las -

_‘variables independientes y una o mas variables de

respuesta.

Un problema muy frecuente para el experimentador,
es determinar bajo qué niveles las variables
independientes proporcionan una respuesta 6ptima, es
decir, una respuesta méxima o minima.

Este estudio se puede lograr con la ayuda de un
modelo matem&tico que relacione las variables
dependientes con las independientes. El modelo se
construye © se “ajusta" utilizande wun disefic de
experimentos y de aqui se obtiene un éptimo estimado.
(Existen métodos que no requieren de dicho ajuste como
es el caso de las Tangentes Paralelas gue se plantea en
el capitulo V).

Cualquier investigador sensato trataria de obtener
su ajuste usando  una zona experimental donde
se encuentre el 6ptimo. La eleccitn de esta depende en
gran medida del conocimiento previo que del problema
tenga el investigador.

El Andlsis Canbénico (A.C.) es el segundo método de
optimizacién en superficie de respuesta que se presenta
en este trabajo y es sobre el que se discutird en éste i
capitulo. El objetivo principal es la localizacién de
éptimos para cuando la media de 1la superficie de

respuesta tiene la forma

k [ 3
Bo+ T Bix1 +T T Buxixy
1= JESET Y

es decir, cuando es de segundo orden. Aqui se supondra ) |
que se ha escogido una regidén experimental donde '
posiblemente se encuentre un 6ptimo.

La técnica de A.C., no sblo se concretard a
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ii!lcarffa :los puntos criticos (méximos, minimos‘
‘puntos’ silla), sino a hacer un anAlisis “de” 1aw
1éu§erticie en vecindades del punto de interés. En“el
‘caso que se detecte un Gptimo fuera de la regién dé .
disefio, se tratarad de aprovechar la informacidn dada;
por A.C. en vias de obtener una nueva regién. con:

mayores posibilidades de tener 6ptimos.
1I.1 EL ANALISIS CANONICO
Supéngase que ya se dispone de una  regibn
experimental de manera que sea factible que el éptimb»
esté en ella y adends, se considera adecuado ajustar un
modelo de segundo orden.
Un modelo de este tipo se puede utilizar Pc

siguientes razones: 7 :
i) cualquier superficie sin 'picos'
aproximar mediante un polinomio de vatiaS'vafiable
segln el teorema de Taylor. g
ii) cualquier superficie cercana a un 6ptimo tie
un comportamiento cuadratico.
Recuérdese que la respuesta media tiene la forma

,se‘;pdéde

X k k
m =B+ T By + LI BlaXi¥a + l: Bigxs®
=1 J=im=1 i=1
J<m

y después de realizado el ajuste la respuesta estimadn
¥ ests dada por la ecuacibn
x k
Y= bo+ [bnu + I L biaxina 4}:bux1 ‘
=i Jeimx1 =1
Jem
donde. by es el estimador por minimos cuadrados de 51.?”
= El objetivo ser4 maximizar Y en térm1nos de X1, .., Xee
Adicionalmente se supone gque ¥ es ‘un buen njuste
-de. n . Esto quiere decir gue 7 esta bien aproximada
por Y. Puesto que 7 es lineal en los parsmetros,. se-

puede aplicar la teoria para el modelo de regresidn’
lineal general en vias de verificar 1la calijdad del‘.
ajuste. (Draper y Swmith (1982)).
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sper ol prlmef:
paso en 1la técnica A:c;:: localizar ilos puntosm
criticos. :

No.toedo punto estacionario esta forzado a ser un
Gptimo Y a los puntos estacionarios que ne son Sptimos
se les denomina puntos silla. )

Para obtener los puntos estacionario primerc se
calcula ai/a; (que denota a ¢ Q;como un vector columna)
y usando gue la derivada es un operador lineal,. se
tiene

a¥/ax = a(bo)/ax + B(x'b)/ax + B(x‘Bx)/ax_ .
Note que cada una de las derivadas introducidas n
esta expresién de ay/ax -tienen’ sentido; : ae

argumento esta dado por’ funciones escalares
Se tiene que i
8{be) /3x1=0 V l—:.‘.

. e
a(x'b)/axs =-8( L xibt
s i L




(x x)/ax: n): bUXJ ¥ [ X
ST TS T j-lol

es la:entrada i-ésima del vectcr ZB
Por lo tanto .

a(x'Bx) /ox = 2Bx.
Con estas tres expresiones resulta que :

ar/ax = b + 2Bx. . e
Igualando la expresi6n II.1.2 con :
obtienen los puntos estacionarios, entonces

aY/0% = b + 2Bx = 0

o Xo = -B-‘b/Z
siempre que B! exista.
: s{ B no existe, el problema no tiene solucién o
tiene una infinidad de soluciones En este caso habria
que verificar, de acuerdo con el contexto del problema,
sl es correcto pensar en la inexistencia del 6ptimo o
en su falta de unicidad. De no ser asi, el error se
deberi a la propuesta del modelo o al disefio usado para
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- ané' situacién real el punto o6ptimo obtenido
po&?laz ser inaceptable por cuestiones presupuestales,
‘En',"_'este caso, se buscaria algin punto que tuviera
asociada una respuesta con aproximadamente el mismo
valor y ademé&s gue se considerara aceptable.

Cuando se tiene un punto silla, puede suceder gue

la verdadera relacién entre la respuesta y ‘las
variables independientes presente dos 6ptimos.: En este
caso seria de interés, detectar en gué direccién sa':
encuentran dichos &ptimos. (las direccicnes de maydi' o
~ menor decremento de la superficie).
Otra situacién que puede ocurrir en la pr&ct
la siguiente.
‘ FIGURA IL1.1

La figura’ II.1.1, muestra lo que se conoce como

- sistema '‘de cordillera estacionaria, mientras que 1la

‘£ig.IX.2.2. nmuestra unc de cordillera ascendente. El
primer caso determina que hay una regién, m&s que un
punto, en donde la respuesta se maximiza o se minimiza T ,
(aqui B no existe). Dicha regién, propercicna
condiciones alternativas para optimalidad.
La cordillera ascendente indica la direccién en la
cual el investigador debe mover la zona experinmental,
para obtener un &ptimoc que esté dentro de dicha
regién,
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Los sistemas de cordilleras serdn estudiados con

mayor detalle en el capfitulo 1IV. Por ahora s6lo se

" destaca el valor que su estudio tiene para hacer nuevas
experimentaciones.

Con esto en mente, se discute una estrategfa para
caracterizar a xe. Una forma de lograr esto podria ser
aplicar la teoria que el calculo diferencial en varias
variables ha desarrollado, especificamente los
criterios apoyados en el Hessiano.

La matriz 2B contiene la informacién referente a
las derivadas de segundo orden de la superficie Y.
Esta matriz se conoce como Hessiana y con ella se puede
detectar la naturaleza del punto Xo. Si la matriz

. Hesssiana es definida positiva, entonces la funcién
- tiene un minimo en xo, =si la patriz Hessiana es
- 'definida negativa la funcién tine un maximo en xo.

Resolver de este modo el problema podria presentar
rentre otras, las siguientes dificultades.

i) A medida que el nlmerc de variables crece, el

“cdlculo del Hessiano es cada vez mas dificil y

ii) No se puede analizar el comportamiento de 1la
funcién Y en las cercanias del punto Xa.

Por otro lado, es recomendable 'que en caso de
trabajar con tres o menos variables independientes, se
grafiquen las curvas de nivel con valores cercanos a
9(52), pues asi se puede obtener informacién adicional.

El método propuesto aqui, que es conoclido como
Método de la Transformacién cCanénica (MIC), permitird
hacer el andlisis deseado , sin importar el n(mero de
variables independientes.

El MTC consiste, primero, en trasladar los ejes
coordenados, en donde las variables son x", a un nuevo
origen que se ubica en _)_(_:=—B"b/2, obteniendo asi 1la
siguiente expresién

§= ;n + _Z_"Bi .
donde )
Yo = ¥(xe) = bo + x'b + Xo'Bxe (IT.1.3) 7
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=¥ + z'Bz . (11.1:4)
Al hacer la traslaci6n de los ejes: al punto’: &,
se transforma el modelo original en uno equivalente,\‘
que tiene una forma an&litica mas sencilla, en :la. cual:— 2
no-aparecen términos lineales. .
la segunda parte de la Transformacién Candénica se:.
logra recordando gque bajo una rotacién adecuada -se
pueden eliminar de la ecuacién (IX.1.4) . todos las,
..productos cruzados ziz) V i1#] y de esta manera llegar ‘a
una expresién con la forma

;’ = Qo +E Almz.
i=1 ; :
Con ella sers mas facil saber si en realidad el
purito estacionario xo corresponde a un naximo, 2 un !
ninimo o a un punto silla. Adem&s, las variables  w'
determinardn los ejes principales de 1las curvas ‘de:
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’ ‘nivel de la funcién de reapuesta. :
' : A continuacién “se detalla 1a". manera de obcener
dicha rotacién.

Se - determinan los valores propios (también
conocidos como valores caracteristicos o eigenvalores)
de la matriz B, Para ello se encuentran las raices del
polinomio caracteristico en A (P{A)) que resulta de
calcular el determinante de la matriz (B-AaIx). <Como B
es una matriz cuyos elementos son reales, entonces
todos sus valores propios son reales.

A medida gue el ntimero de variables del medelo sea
mayor, aumentari la dificultad para obtener los valores
propios de B, ya que el grado del polinomio- P(A)
crecerd y por consiguiente serd mas dxﬂcil encontrar -
sus raieces. - . Gt

Una vez que se hayan obtenido 'los 'k valovres*:
‘propios se ‘sique un procedimiento apoyado . sobre el“
siguiente teorema. :

TEOREMA II.1

si a1,Az,...Ax son valores propios, todos reales,
de una matriz sgimétrica B, existe una transformacidn
ortogonal z=Mw tal que la forma cuadrdtrica Q=:_<"B>_c es
transformada a la expresién canénica.

a2+ azwdH Lk el

Esto es, la forma cuadrdtica Q es transformada a
otra cuya matriz es diagonal y los elementos de 1la
diagonal son los valores propios de la matriz B, La
i-ésima columna de la matriz M es el vector propio
asociado al valor propio A1. La matriz M existe perque
para a" diferentes sus correspondientes vectores
propios son ortogonales debido a la simetrfa de B y
para cada A1 con multiplicidad j, existen j vectores
propios ortogonales.

A continuacién se nmuestra cémo llegar a la forma
cuadritica partiendo de que ya se tiene a la matriz M.

Se sabe que M=(m ,m2 ,..., mk ] es ortogenal, es
decir, MN'M=Ix. m denota la i-ésima columna de la
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3

‘ matriz M.

-~ Sea z=Mw (o ‘bien w=NM'z) la transformacién : ‘

ortogonal.  Si se sustituye en la ecuacibn II.1.4-se
tiene que
¥ o= Vo + (Mw)'B(Mw)
= Yo + w'M'BMW
A
t|m2

= ¥ + v [A1mE, d2m2, .. ARBL )W

I=1

'jquve—es “la ‘forma a 1la que se deseaba llegar. La
" “'obtencién de M se ilustrars mediante un ejemplo.

Ahora se analizard la ecuacién II.1.5 por casos
para poder especificar 1la naturaleza del punto
estacionario. De aqui en adelante se supone que el
punto  estacionario est& dentro de la regién
experimental, a menos que se indique lo contrario.

CASO 1.

81 en 1la ecuacibn IX.1.5 A0 V¥V im,...,k,
entonces xo corresponde a un valor miximo de ?;. pues

awilc o =10,k

x
+« L A <o
1zy

- Yo + ;:Muf < Yo = ‘;(ﬁ)
1=1
Es decir, cualquier movimiento que se realice a
partir de xo, sin importar la magnitud de éste,
provocaré un decremento en Y.
S5i k=2 las curvas de nivel, en términos de las
variables v*, se verin como en la figura 11.1.3.
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éi-":"}xz[ es considerablemente mayor que (A1}, en la
J’_.x;eé;ién' del eje wi hay un decrementc mas acelarado de
't’jr‘z‘e'spuesta. comparade con el descenso ocurrido al
avgﬁzar sobre wi., Esto provoca que las curvas de nhivel
se’ alérguen en la direccién de wi.

Cuande k=3 las superficies de nivel presentan la
forma gue en la figura II.1.4. aparece. Igualmente se
pueden comparar las magnitudes |A1] dos a dos y ver
-hacia dénde se alargan las superficies.

FICURA  If.1.3

A

»n'general, (An[ mide la magnitud de decrecimientc
de la respuesta Y en la direccidén wi.

Caso 2.

Suponga ¢que en 1II.1.5 existe al mencs un
subindice Je{1,...,k} tal que A; es aproximadamente
cera y ademids que AI<0 ¥ isi,...1%, entonces Xs
nuevamente corresponde a un valor mAximo ?, pero en
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préctxcos no es um.co, sino gque habra un

-, todos ellos en el hiperplano decer:uinado

1as w;" tales que sus correspondientes A)" 'on'.
ero.’ Cuando se encuentran estos casos, se dice'

‘xali/huAna cordillera estacionaria. g

Para k=2 y en el llmxte,

es decir, cuando* 1%

i Cuahdo AL Xz<d," AT=0 'ia regién de posibles maximos
tiende a-ser’el eja wi‘encerrado por curvas de nivel en : 5
forza de cilindro. (ver figura II.1.6). ‘
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requiere que B
sus . valores

Aqui. el anélisis e ,similar al caso 1.

Caso gL : ety
: si en la ‘ecuacién II. 1 -1 exisLe al menos’ un N
subindice je{l,...k} tal que Aj es aproximadamente cero

e g IS0V iR L., - entonces - se tiene: una: cordillera G

estacionaria formada por elementos c_o:respondien.es al
minimo de Y. Nuevamente, aqui se pueden escoger -les
puntos que mas convengan. : : :

Caso 5. . B B
si en 1la ecuacién II.1.S5 - hay 'alqﬁn(os)"
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: ,_Dbnde 16" gue se recomienda es deéplazarse sobre el
eje Wi, siempre que {a1| tienda a cerc,‘ para as{- poder
deterzinar nuevas zonas de experimentacién.
Cuando se estd en este tipo de casos, debe volver
a desarrollarse tode el procedimiento antes descrite
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seleccionar 1la regién de experinentacién, ajustar :un

nuevoe wmodelo de segundo orden, ~obtener el punt:o
estacionario correspondiente y finalmente bajoi* una
determinar la naturaleza del punto estacionario;‘
usando la ecuacitn I1.1.5.

Tebricamente, este algoritmo debe emplearse hasta
que el punto estacionaric que se obtenga sea un maximo
(minimo), aunque en la prictica el costo y. el tiempo: *
limitan el nGmero de experimentos posibles. :

Se finaliza el capitulo con un ejemplo de la
técnica explicada.

Ejemplo II.1.4 (Myers (1971))

Este ejemplo involucra un. experimento.en donde Vun
investigador trata de analizar “la: influencia:.de 1¢

: tehperatura'de sellado ('xx), la temperatura de la barr
que enfrfa (x2) y el porcentaje de® polietileno saditive
(x3) sobre la- fuerza de sellado. ‘.gramos,por,pu].gagl

--del: empaquetado pax:a pan de caja.' L : 5

: Las variables ,originales

utilizando.las formulas ;

TEH‘P SELLADO = 255
30 .
TEMP. DE -ENFRIANIENTO -55
9
X3 = X DE POLlL'I.'ILm - 1.1

‘;x1=

A2 =

Fuex:cn usados en el disefio experimental

- -:dlferentes niveles para las variables: Los_'__:_n'i e
para ‘las variables codificadas y oriqinales est&n dadas'
en. la tabla II.1. T '

TABLA 1I.1
1,682 =1.000 0.000 1.000 1.682

Xy| . 208.5 225 255 285 305.5 S P
Xz 39.9 % 55 & 70.1
a3 0.09 6.5 T3 1.7 Z.11

La matriz del disefio, originada de un Qaisefio
compuesto central , disefios considerades adecuados para
ajustar una superficie de segundo orden (Myers (1971)
cap. 7) y el vector de observaciones ¥ en variables
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ERRDR

CARENCIA DE- AJ.

ERROR PURO

TOTAL

. grados de libertad se puede
adecuado. ol i

. Se calculéilel:
ecuacién o

- conrespuesta-e la Yo ="11%

-Para calculat:’las rafces carac ery,
matriz ‘B, A1, Az, A3, se utiliza ‘la:ecuacién
o (-0.7602 -A}  -0.1750 0. 2500

~0.1750 1~1.843 <A} Q.O7§Qr

-0, 2500 0.0750 - .('-1-119

de donde las raices son } : :
At = =0.5630 Az = ~1,2712
dando lugar a la forma canénica’



(bz'zr+.5630)
b23/f2 (baa + .5630)

Al resolver el sistema las soluciones debeh’”ser
““normalizadas, por ejemplo para M1 debe ocurrir que - '
mi® + mad mn® = 1,

La forma de resolver estas ecuaciones es dar un
valor arbitrario a una de las incégnitas reduciendo 1la
dimensi6n del sistema. Se puede sustituir m’; =1 en

mat Yy obtener las soluciones miy = «2,0791
m'a = .9142.

Es fAcil verificar que siempre que se dé un valor
a m3t diferente de cero, se pueden encontrar m2i y mi
que sean solucién al sistema. Esto se debe a que las
ecuaciones que se desean resolver determinan un
subespacio de dimensiétn 1 generado por un vector con
tercera componente distinta de cero. De aqui que las
solucjones no sean finicas.

Para la solucién m’':s, mfa, w11, los valores
mi, w2, mi se obtienen dlvidiendo m’'n, wm'ai y m'u
antre
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83760.4.';35.-0 :o].: i
36840.0552-0,928 1
-, 40300, 89S 0.2132
s:l. xo representa condiciones de costo muyelev
se.pueden encontrar vectores ¥ que den- cas la y
espuesta Y no sean tan caros. Esto se 'lbi;z_'a
de ‘la siguiente manera . :
Al observar la ecuacién
¥~ 11.08 -0.5630w® -1.2712ws%-1.1172ws? .
se nota que al desplazarse sobre alguno de los ejes wi,
w2 o w1 a partir del punto (0,0,0), la respuesta
decrece menos sobre la direccién de wi. RAsi que si se

dan valores a wi cercanos a cero y se consideran
vectores de la forma (w1,0,0) con sus correspondientes
(x1,%2,%1), los vectores con entradas x’"son maximos
.aproximados. Dentro de estos Gltimos se seleccionan
los mas adecuados. La tabla II.2 presenta algunos
maximos aproximados.
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.2 .3

5

X ".
: SX1[=1.093 S V773 =T 2611 [ <1, 2049 ] -1, 4287
. : X2 122970 ) .3338.] . 3707 | .40756] 1143
: R = 7211 L7611 8017 48420 .a823
N R S R T
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T CAPITULO lll .
ASCENSO POR PENDIENTE MAXIMA

!NTRODUCCION.
- Antes de aplicar Anialisis canénico Se
fexperiencia del investigador para determmar una‘‘regién
. de experimentacién adecuada y posteriomen

nodelo de segundo orden . "

Al hacer AnAlisis Can6nico .. es . impbrtah’t:e_’
verificar si el &ptimo se encuentra o no dentro de 2
regién de experimentacién escogida. En caso’ que .el
punto esté fuera, se debe analizar el tipo. de
cordillera para determinar una mejor zona. Bajo est;as

circunstancias se aplica nuevamente el procedimiento
completo de ajuste y andlisis de alguna superficie de’ =
segundo orden. Como se puede observar se ha planteado
“"una metodologia, para localizar el &ptimo gue puede ser
“utilizada secuencialmente. S
Otro caso en el que se necesita localizar una
mejor regisén de experimentacién es cuando el ajuste .’
indica que el punto critico corresponde a un punto
silla. :
Debido a que, en general, en el Anadlisis cCanénico 5
se utilizan disefios que representan altos costos y no { '
pocas dificultades técnicas, resulta pocc préctico que ’
el experimentador 1lo utilice secuencialmente.
De esta manera, se requiere desarrollar una
técnica gue minimice costos y que sea Gtil para ubicar
alguna regién donde posiblemente se encuentre el

éptimo y s6lo entonces el  Anélisis Canénico seré
aplicado. Un procedimiento con estas caracterfsticas es
el Método de Ascenso por Pendiente Maxima. (A.P.M.).
I1X1.1- EL ASCENSO POR PENDIENTE MAXIMA

Supongase que se desea maximizar una funcién Y que- . ‘-
depende de k variables independientes, £i, i=1,...x,
pero que se desconoce la forma analitica de la relacién
entre las variables independientes y la variable::
dependiente. S

50



“El' ‘primer pase para optimizar una superficie -
és' proponer alguna regitn inicial de experimentacién.
g Esta servird como base para encontrar otra u otras gue
jseah mejores, en el sentido de que contengan al éptimo.
: -Ya que también se busca disminuir los costos y 105

cdlculos relacionados a los estimadores de los

parimetros, se propone iniciar con un disefio 2* o bien
" un ‘disefio factorial fraccionado. (Myers (1971)) Como
- no se tieme la seguridad de que la regién de
-experimentacién inicial determinada por un disefio de
este tipo contenga al éptimo, es conveniente pensar que..:
la superficie es mondtona sobre esta regién, por lo qué -
 se  recomienda gque el ajuste se haga utilizando’ ‘como
”medla una funcién lineal, es deecir , una funcién de b¥

k
Be + L Bixi,

: i1 i
onde x1 es la variable codificada correspondient

- “En. un disefio 2%, 1las variables e di
4v,ﬁn1camente toman uno de los dos posibles valores'
b‘rsiendo el centro del experimento el punto (D,
‘»v'decir, la codificacién se hace de manera qqe 1a .me
- de ‘cada x1 sea igual a cero. . :
Comc ejemplo, para dos variables a'’dos niveles

cada una, se tiene lo siquiente.

TABLA I11.1:3

Y13 €1, §2 toman los valores de 1a tabla
cod:.flcacién debe hacerse como sigue. S

mcao ‘ R
£1 - ( .E’ - 15 S
R LT T

z 5
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_ : iy 1 cuando’ £+’
/i 20, respectivamem’.e. Ademﬂs el promedio‘dé', ;
os’ valctes ‘de x1 vale cero. ‘Lo anilogo resulta con la’. .
variable x2, : .

; !El‘d codicicar las. variables simplificard 1los
i Rk aalculos algebraicos realizados al emplear el método de
los nminimos cuadrados, que es el medio por el cual se
‘hara- el ajuste -del nodelo.

S gea

N ¥
e Y = bo + § bixt (IIT.1.1).
: 1=1
el modelo ajustado , con bo,...,bx los estimadores de

minimos cuadrados de los parametros i, ...8k.

Para poder analizar a ‘}, se avanzardn R unidades,
“a §artir del origen, en la direccitn que muestre el
maximo ascenso. Una ventaja de trabajar con variables

" 'codificadas radica en que el incremento de R unidades
en la direccién deseada se puede expresar

X
‘como [ x1%= g,

1=3

Entonces, el problema es maximizar (para el método
de descenac por pendiente mfxima, se debe minimizar) la

funcién

- .
Y = bo+ ¥ bixi
1321

sujeta a la restriccién

: ;: xi= ®? .

si esto se resuel\;;‘para diferentes valores de R,
los vectores (xi1,x2,...,%Xsx) obtenidos determinan una
ruta de ascenso miaximo.

La restriccién se establece por dos razones:

-Maximizar \? sin ninguna condicién adicional no
produce soluciones satisfactorias. (Cuando el modelo
es  un’ plano horizontal todos los vectores X son
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ﬁptimos; cuando el plano tiene cierta inclinacién Y es
no acotada.)

“Maximizar ¥ retrigiende a la regidn del disefio
puede resultar analiticamente muy complicado.

-El valor de R es variable de tal manera gque se

puedan considerar todos los vectores X que determipan

la regién experimental. E
Solucién al problema utilizando Hultiplicadores ‘da’

Lagrange.

Sea:

1=1 1=1
la Lagrangiana asociada.

Derivando parcialmente respecto a: 1as va'iab es
x* se tiene que

Q= bo + ;:DIXI —u[r)'_‘xn -R)r

8Q/ax) = by '~ 2ux).
La derivada parcial respecto a u es
aQfon = -( ): X1 -R )

1=1
Igualando 8Q/8x) con cero y despejando %5 reaulta

x5 = by/2u 1=,k k (III 2 2)
Elevando al cuadrado ambos lados de la iqualdud y:
sunmando sobre 3=1,...,k se tiene

Lo =F tha? . , RN 1
=1 I=1 ey .
Usando la restriccién se llega a
L3
R® = [ Birad?
I=1
y despejando u resulta que
L
t ¥ b§
J=1
2R
Esta expresitn indica que son. dos los posibles .
puntos criticos. Uno corresponde a un maximo y el otro
a un minimo ya que Y es continua y la restriccién
determina un conjunte compacto.

[T
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- x
Yo=b -R / TIhby
s

Por tanto, el maximo se alcan’z‘ura cuando u >0 y
el minimo cuando y < O.

En muchos casos el experimentador quiere conocer
cual es el maximo aumento en respuesta si se da un
incremento Aj) en alguna variable §£;. Este incremento
determina un aumento x)’ en la correspondiente variable
codificada xJ. Si se sustituye xj’ en la expresién
xj=bs/24, se obtiene un valor para u. Este valor se
puede sustituir en xi=bi/2g 1s1,...x ,1#5 dando lugar a
aumentos en las variables independientes
‘x’,%2',....%' 1#5, que con xj’ determinan respuesta
méxima sujeto a que los vectores x esten en la esfera

k
de radioc R’ =T (x17)%. Los aumentos xi¢ 1=t,..kx (12})
1=1
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detetninén[{ éﬁmentbs
“‘originales. )

Se evalua 'Y en forma experimental en los puntos
g., §'+ 4, §' + 24, §.+ 34,...,que esten fuera de la
region del disefio, donde §° es el vector cuyas
componentes son los correspondientes valores de &1,
€2,...£x cuando i=xe=...=xx=0 Yy A4 el vector de
incrementos 4 =(41,...8k) o "“paso®" de la ruta. Las
evaluaciones terminan hasta notar algquna curvatura en
la funcién, es decir, cuando Y presenta un crecimiento L
'seguido de un decrecimiento En este momento habria que
ubicar una vecindad en las variables £’" donde se dié
la caida de Y para considerar a esta regién como

CAr ,:O-n_ n'"las ' variables

candidata para aplicar nuevamente todo el procedimiento
hasta aqui descrito. .
Este método secuencial se detiene cuando al_
cemparar la maxima respuesta Y obtenida en las dos
Gltimas regiones utlizadas, el cambio en Y es nulo,
casi cero, o bien negativo. En ese instante se espera

tener la regién adecuada para ajustar un modelo de
segundo orden ¥y realizar Andlisis Canénico.

Toda esta descripcién define el método de Ascenso
per Pendiente Maxima.

Tradicionalmente, este es el método mas utilizado
para localizar regiones en las que se encuentre el
6ptimo de una funcién bajo estudio Sin embargo,
existen algunas desventajas al aplicar esta
- herramienta, dentro de las cuales se puntualizan las
siguientes:

~E1l punto 6ptimo localizado en la regién obtenida,
no necesariamente es un 6ptimo global, sino gque
puede, en algin caso, ser local.

~A.P.M. depende fuertemente de las escalas de
medicién de las variables. Al respecto . se daié un
ejemplo. : o

-En la mwedida que se procede con el método, v
perdiendo p;gcisién, al ‘grado -que es necesafiq’hac }




05 términos’: de -

- pruebas de hip6tesis para saber si-
"‘pn.mer orden siguen dominando.
Ejemplo ITI.1.1 {Myers (1971))
' €1, £2, E1, € son -las varia
_Los n}veles

una cierta respuesta.

m‘atri'z 'dél

E Lat matriz anterior corresponde ala
‘.;plan experimental. .. a,b,c,d  estén asociados a los
niveles altos de  x1,%2,%3,%4 raspectxvamente. si no"
i apareqe alguna de estas letras indica nivel bajo.
. Empleando variables codificadas, se ajusta -un .-
modelo de la forma C

Y = be +£bj X3
=

"Los estimadores obtenidos por el método‘de"lps\ '
minimos cuadrados, para el anterior modelo, son G
bo=63.44, bi=1.9625, b2=2.1125, bi=-0.3125, b4=f1.612

Supéngase que se desea que cada paso en.la:
ascenso miximo sea equivalente a un cambio
unidad en la variable &i. : -

Se sabe que o
= §b 1S

2.5
si se toma un incremento’




: xx'=
%‘donde A= oaa BRI
o CEs’ decu‘, si”
024" unidades.
’ En general ‘esto prueba que s

(Ei +1)~'

25"

A1, X1 se  incrementa enzes.

Para A1 =1 sustituyendo Axs

1.9626 - _ 5 ,ea
(6.4) (2) [l
implica gque se esta deteminando un

“m&ximo. En este caso u>0, porque
positivos. = El que A1'>'0, . nec
30, .Es decir M- positiva .no. determina
‘en la.ruta de ascenso mixiimo.:

por
‘tiene que, u- :

éorici:iendo_ Hes facil"éhk:bntxfar
% de respuesta maxima.’ ' Simplemen
‘espeja en xi1= b1/2) con i=2,3;4." sty
“‘Antes = de = presentar un’. camino hde
max:.mu, considere las siguientes observacicnes ' '
- El centro del experimento, en l.a‘s, variables
decodificadas, es £9=12.5, £3=1.5, £3=30, £,=80, que es
-el. punto de inicio de la ruta. Recuerde que. son los

~.valores £' donde las correspondientes x' se hacen cero.
€2 -1.5
s

entonces
(.05)%2 + 1.5 = £z
(.05)x2 + g; =£2,
Haciendo x2 =b2/2u se tiene que:

Como. x2

(. 05)[ 5| = 882
. Lo anterior dice que si x2 cambia 2—3, entonces el
R ':,;qq:resppnqiente cambio en £z serd .5 'szz; . Andlogamente -

para decodificar x3 y %« hay gque multiplicar por 5 ‘(en
este caso coincide en ambas variables), que es el
correspondiente divisor en la codificacién.

En general, ya se vic que un incremento 41 en £
corresponder& a un incremento de .‘,A; en xi1, que puede
expresarse come AiCi.

Como
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<e,.ez.ea.e )= (1zv
b Después se’ suma. ‘a1 a 5 ,-
A'E)'Alc‘(5) as . :
{'se - -obtendrd un' - nuevo .

punt6 G

al cual se le agrega el vector
{41,A1c2(.5),8103(5), Alcl(S))
y asi sucesivamente.

Hay que evaluar la funcién objetivo en cada uno de
los puntos que se vayan construyendo siempre y cuando
esten fuera de la regién experimental. Se procede de

esta forma hasta que la funcién, después de haber
mostrado un comportamiento creciente, muestre algtn
decrecimiento.

La tabla III.1.2 muestra un caminc de ascenso
miximo para el medele ajustado en el que fueron
necesarios 12 puntos, para finalmente localizar uha
regién donde posiblemente est8 el punto gue corresponde
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: al. valor épcimo de. la funcién.

Podria pensarse en raal;zat un “experimento cuyo
‘centro t'uera el punto 11 de la tabla pues es entre' los

" elementos’ 11 Yy 12 donde se nota una curvatura en la

funcién.
E1 cambio en-la respuesta en el ensayo 11 es de

‘ 63,44 (promedio de las observaciones experimentales
Vinic:Lales) a.81: (valor obtenido en la corrida 11). Se
E esper ia Que:en un experimento posterior el incremento

‘70142 ¢
" 66,856 -
;65,213 -

A continuacibn se da un ejemplo que ilustrar& como
es que el método A.P.M. depende fuertemente de 1la
escala de medicifén de las variables. La manera en que
se desarrolla es delineando dos rutas diferentes, una
obtenida tras haber trabajado con variables codificadas
Y la otra con variables decodificadas.
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c dificand las variables.

El origen del disefio - es 3120 ¥y ¥%2=0, que ‘en las
varlahles decodificadas corresponde a t;'1=15 y ‘a Ez=7
se supone que la ecuacién ajustada esta dada por

Y= 1 +10x1 + 2x2 ;
v que se utilizb un ‘disefio’ 2° ‘para dicho ajuste.,
si el primer incremento’es calculado sobre “la- base'
Sde- un cambio de. 5 unidades en €1 (que corresponde a‘una
‘unidad en x1), entonces la ruta de ascenso. estd dada en'”"

la siquiente tabla:
TABLA .4

Xi X2
base [} a
A 1 0.2
baseed 1 0.2
baser28 2 0.4
baseeIA E] 0.5
bawes3d 4 0.8

Si x1 se incrementa en
=i =rsie st anal - implica  que “p=5. " Por "tantc}"f
corresponde un aumento de (.2)(10)'
los valores A en la tabla:

§=1+1o['




el método, consiste

Nuevame nte 3

g :anto, se requiere maxxmxzar,f
sujeta - a la restriccion i
(& -15) + (€2 -70) g
Otra vez el problema se resuelve por medi de
Multiphcadores de . Lagrange. . Sacando. :las - derf{v"adﬁsv
- 'parciales con respecto a £ y £2 de la langranq’i‘arnia’;'
‘resulta que: SR
: £1-15 = 2/2u €2 -70 = 0.2/2u
La ‘ruta de ascenso miximo esta dada en. . la:
‘tahi :7[171'.'1.75. Por supuesto, se esta considerando un:
inc.'feﬁento de 5 unidades en €1 que da lugar a-un
c "emento de .5 en £2 despues de despejar u. T
TADLA I11.1.5

£ §2
bane 15 70
[y 5 0.5 i
bamesA 20 70.5 BRSSO
basos 28 25 71.0 8 -
baxas A 30 71.5 o S
bases 4 4 as 72.0 : ;

En este momento es natural preguntar qué camino de
ascenso miAximo resulta mas conveniente.

Alternativamente unc podria quedarse con la ruta
que presente el primer decrecimiento. Sin embarge no
se debe olvidar que para la otra ruta, aungue se
realice un mayor nGmero de ensayos podemos obtener un
valor més grande en Y.

Para saber realmente gue ruta elegir, se debe
pensar en qué tan cerca se estd de obtener una regibn
experimental buena, quiz& cuando la cercanfa seas obvia
convenga tomar los menos ensayos posibles, pero cuando
se plense que se estd lejos, quiz& convenga tomar un
mayor nGmero de ensayos.

Volviendo al ejemplo, se puede ver que en una ruta
el incremento Az del paso es mayor gue en ia otra. :'ral E -

vez la de incremento m&s grande obtenya mayores hiveigs
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*de,Y,-ﬁEio’débido a la longitud del paso, la ruta puede
‘{brihcarse el Sptimo. Podria ser conveniente quedarse

-+ con:la-'ruta de incremento mas pequefio que seria la de
'*’menbr descenso.
“- Para’ ninguna ruta de ascenso mdximo existe la
seguridad de que se presente un decaimiento en Y, dery
Y tal manera  que se continuaria experimentando
- indefinidamente. e
‘En estos casos lo gque se sugiere hacer fijar un by
. ‘nivel ‘de respuesta que se considerase adecuado.v
‘f:dec1r, ‘detener la ruta hasta que Y . supere . cie

valor)
ST 1mportante hacer ver que esto ﬁltimo es una’ de
las: fallas principales en el m&todo A.P.M. "7
“'Para finalizar la seccién, a maneréfdéizgsy en

se presentan los pasos para aplicar A.P.M.:

; 1.-El experimentador debe ajustar una superfici dé
" respuesta de primer orden en alguna regién restriﬁgiéa
‘de las variables x1,xz,...x. sy
2.- La informacién del paso 1 es utilizada: par
localizar un camino de ascenso mdximo. ol
3.- Se conduce una serie de experimentos a- lo .
largo del camino hasta que haya un decrecimiento en la
.respuesta.
] ~ Los pasos 1, 2 y 3 se repiten usande la nueva -
IO S regién, lo cual parace ser prometedora como lo indica
el paso 2.
5.~ 81 la curvatura es evidente y el
experimentador estai convencido de que puede obtener muy
poca o ninguna informacién adicional de este método, un
““experimento més elaborado se lleva a cabo Yy completado;ﬂ
con An&lisis Canénico.
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XI1.,2.-ASCENSO POR PENDIENTE MAXINA MODIFICADO.~

Ya se sabe que el Método de Ascensc por Pendiente
“M&xima-es un procedimiento secuencial que sirve para
.'determinar una posible mejor regién de experimentacién.

Con esto se quiere decir que la zona de operacién .o
que el procedimiento arroje, debe proporcionar niveles. -

altos en la respuesta y caracterizarse por contener al
punto maximo de ¥, si éste existe. : o
7 Es clare gque se pueden determinar fam111as de'
regiones con esta cualidad, por ejemplo se:puede pensar
“‘en la familia de esferas con radio R e R y con centxo
en el punto que corresponde al éptimo; es por ello que‘
se habla de una mejor regidén y no de la mejor regioén.
También es posible que la zona experimental
obi;ehida con-‘ascenso por pendliente maxima, no contenga
;al—éptimo de Y aun cuando éste exista. Esto entrre—'
otras cosas puede ser debido a la regla de decisién que
haéta' ahora se ha adoptado para detener el::’
p ocedimiento secuencial ya gue
‘i) 81 ¥1 > Yi-1, se obtiene el punto “i+1 de 1a
ruta de miximo ascenso pero k

’11) Si Y1 < Yi-1, se determina una nueva regién de
'experimentacibn gque contenga (entre otros) a los puntos

Aungue parece muy "légica” esta regla para
detener el procedimiento, tiene, entre uno de sus
N defectos, el no considerar las variaciones en Y debidas
alyerror experimental. De esta manera podria suceder
'qﬁé Y1 < ¥i-1 sin gqgue en realidad se hubiése pasado
carca de un maximo.
7" ""En esta seccién, se esbozar& una mejor forma de
parar el proceso de ascenso por pendiente m&xima, gque
81 considera 1las fluctuaciocnes de la respuesta Y
debidas al error experimental.

Sea Y=n(x1,x%2,...%) + C, la respuesta que se
desea optimizar, donde n{xi,x2,..xs) es una funcién
continua y el error € cumple con los siguientes
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‘4supues§:os '_E}(L‘lt])f“o fV lﬂ)
= H(n,o‘ )

Suponga nuevamente  que ‘las variables xn'
codificadas y. ' por otro. lado ‘que . W puede aproxim rse

localmente por una funcién de la forma -

po + ):alxl.

: Lé\f ‘ruta’ ‘de  ascenso ' miximo

diferentes valores 'de R, por

2 “RZ.

Ahoi-é’hien, ise. sabe que para u

escrita’ como '

‘,j,‘x‘l'-ymt:' ’p-x,..i, donde A= [M,;\z...h]u‘
: ‘ [ biR bR o }
Kok

{ 1 e..A es el vector normalizado de (bx b2, .

'y t= X1%=R,

Las expresiones x|'=Mt, 1=1,. ..k, 5€ conocen cono
ecuaciones paramétricas. ;
51 t1 es la norma del i-ésimo punto en la ruta, se

denotars por Y(ti) a la respuesta obtenida con radio t:

(to = 0). Recuerde que la ruta se puede obtener dando
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dj,ferentes valores a ti o bien dando valores-a -y
qbéépiando los respectivos valores de ti.

L sea tno el primer valor para el cuil
Y(tno) > Y(tno+1). Para determinar si ese decremento
en:. la respuesta es real o es causado por el “error
experimental (las fluctuaciones en la varianza) se |
debe discriminar entre las hip&tesis.

Ho''': 7(t) = m'

Hl“': n(t) = m'

pi—'uébasf serd:
T pceptar Ho' sl oSi m oo (090) it UEIITIZ.1

M g s = a (a<0) : LLITT.2L20

Rechazar Ho

Observar Si1'''si a < 81 < ¢ SII1.2.3°

Posteriormente se especifica como determinar los -
valores de a y c.

En resumen, se ha propuesto una prueba de
hip6tesis  secuencial donde la zona de preferencia por
aceptacién ests& determinada, por IIX,2.1, la zona de
preferencia por rechazo por III.2.2 y la zona de
indiferencia por II11.2.3.

si Ho'" es aceptada, entonces quiere decir que el e
decremento en 1la funcién Y es debido al error
experimental, en este caso se debe seguir avanzando en

la ruta (A.P.M.). Pero cuando Ho'"

es rechazada, la
ruta debe abandonarse para empezar una nueva.
Cuando se cae en el caso I11.2.3 se debe sequir

muestreando hasta que se de el caso IIX.2.1 © bien el
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a=-c=ao.
#(as)V 3 G)=1/2k’
2 es la varianza estimada de ¢ en el modelo. 8
"es, la funcién de distribucién de - una’ ‘
ibi’.\cién Normal con media p=0 y varianza r’=1. iepi
- /Lla ' constante k’ se determina pensando cuéntas |
ohservaciones serian necesarias para gque se incremente
“lo  suficiente la respuesta si es creciente, esto en
~:vias-de reducir el error tipe I (Rechazar Ho, cuando Ho
es cierta). Se fija con base a la experiencia que deli
problema tenga el experimentador. '
El procedimiento para probar Ho

' queda como:

Aceptar Ho"’si Y(tnoe1) z Y(tno) -ao
Rechazar Ho'''si Y(tnoer) = Y(tno) +. a0
Observar ¥ (trotier) si:

Y(tro) + ao < Y(tnoti) < Y(tno) S+ .ac
Con este nuevo procedimiento:el experzmento no se .
'detiene. debido a fluctuaciones 1 :

e




“efectividad  “del. ' método . serd notablement

comparada con : la del’ procedxmxento “oon

como ‘se .verd .en el siguxente e)emplo. e '
Ejemplo III 2.1 (contxnuacxén E]enplc ITI.

(1)

i Aceptar Ho si Y(tnnn) E Y(tno) i 2 Y 3412843

" Rechazar Ho™ B Y(twe1) 5 Y(tn): ~1.3412842

'Hobservar Y (tnoets1) 8i

Y(tno) -1.3412843 < Y(tmoe1) < Y(tmo) +1.3412843

Considérese que se continuo observande Y sobre mas

"'puntos en la ruta de Ascenso por Pendiente Maxima para

el ejemplo III.1.1 y que de la corrida 11 a 21 se
obtuvierén los valores en respuesta dados por la tabla
IIX.2.1

e



un:-decaimientoien :

»7'se - obgerva

se ‘observa - g
o1 (porque

g Ahora se'realiza: 1a prueba : :

‘2" si‘y(m..) = ¥(tw) + 153412843

Si0Y (tniar) " = Y(tm) -1, 3412843

Observar Y (tmsren) siinon e

Y(trn) -1.3412843 ¢ v(t..m) < Y(tm) + 1. 3412543

Tdonde Y (tm) + 1:3412843°=788. 841284 . . .
¥(tn1) ~ 1.3412843 = 86.158716

; ‘Aceptar Ho
‘Rechazar Ho'":

como B85.3 < B6.158716 se rechaza Ho'™®' y se debe

pensar en construir un nuevo experimento. tomando como
origen el ensayo 20. Se observa una ganancia ‘en
respuesta de 4.3 unidades del método modificado con
respecto al método original.
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‘11(1,3 ESTIMACION OPTIMA DE LA DIRECCION DEL GRADIENTE °
E'J&'EL METODO DE ASCERSO POR PENDIENTE MAXIMA
) Suponga nuevamente que la relacién entre 1la
" respuesta y las variables independientes es
s Y= Bo + Bix1 + B2Xz +...+ Puxk + €
-y que el objetivo es buscar la zona de respuesta mixima
con el método (A.P.M). Como siempre, se hace siguiendo ;
la direccién del gradiente de la funcién
? = bo + biX1 + baX2 +...+bxXx
donde bo,b!,..,bk son estimadores para 8o, £1,...,8k.
.. . Puesto que el modelo original involucra un error
aleatorio el gradiente de la funcién ajustada puede no. ..

" “estar apuntando en la direccién de mSximo ascenso, ‘es

decir puede estar desviado del gradiente del modelof_i"
verdadero, -
El objetivo de este parridfo serd entonces definir:
una medida para la desviacién del gradiente.  (Esa_
medida dependeré del nfimero de ensayos-utilizados en e‘l'_
disefio experimental.) g
Suponga ahora que la direccién del gradiente'’
estimado por el conjunto de datos difiere del yerdaderq"
gradiente en un angulo 8. e .
Se esperaria que mientras mas ensayos ‘sé"

ejecutaran en el experimento, 8 fuese mas pequefio.

Sea S el tapafio del paso dado en el camin“omdg
Ascenso por Pendiente MAxima, entonces Scosé “esila’
componente del gradiente estimado en la direccién’ del’
verdadero gradiente. L

Si cos O fuese cercano a 1, el gradiente estarfa
bien estimado. Si cos & fuera negativo estaria
estableciendo un descenso y no un ascenso maximo, ya
gque en este caso 6 perteneceria al intervalo
{njz, amj2). Si cos 8 fuera cercano a cero, se tendria
una estimacibén pobre del gradiente.

Con todo esto, se puede pensar que Scos6 mide la
mejoria en posicién del gradiente estimado.

S1 se define un ensayo como la unidad de esfuerzo
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en-la bﬁsqueda de respuesta maxima, ntonces ‘Scos .8/t
mide. el mejoramiento por unidad de esfuerzo, cuando se
tienen t ensayos.

Se debe buscar t de tal manera qu'e se maximice el
valor esperado del mejoramiento por unidad de esfuerzo,
o sea que se maximice E(S cosp/t). Esto es equivalente
a maximizar (1/t)E(cosg), donde E(cosg8) debe pensarse
como una funcién de t. & se puede ver como aleatorio.

Bl resultade principal en esta seccién es que el
m&ximo se alcanza cuando t es uno mas que el nGmero de
variables independientes del modelo. Invertir en un
mayor nimero de ensayos con la idea de mejorar 1la
‘medida de precisién del gradiente estimado que aqui se
' propuso, puede no proporcionar beneficio alguno.

Este resultado se puede aplicar sin tener que
determinar la magnitud de 1la variabilidad y es
desarrollado bajo la hipétesis de gue el disefio arroja -

estimadores de las componentes del gradiente no
correlacionados, normalmente distribuidos y cuya

varianza es constante. Se requiere ademds que la
superficie de respuesta esté bien aproximada por un
plano en cualquier localidad.
IXI.3.1 OBTENCION DE E(COS 0)

A continuacién se desarrolla a- grosso-modo, i1a
idea empleada para obtener E(cos 8). Un tratamiento:
mas detallado se puede ver en Brooks y Hickey (1961) :

Se tiene que

Y=go + an: + ﬂzxz +...+ kak + c>

donde ¢ ~ N(O,c )
Se pueden construir estimadores b:. de ai Cales q
bi~ N(B1,0°) donde o es funcién de t. . - e
El 4ngulo entre el verdadero gradiente B - (con
componentes fi) y el gradiente estimado b ( ‘con . 2
componentes bi) es & (0s8sm/2), de donde

cosg= ;:bnpm/ ol at.

1=t
E(cos8) se determinard de la distribucién con]unta
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de’:la'magnitud y el &ngulo del error 8 del vector

aleatorio b.

Bl conjunto que determina el rango de los valores
‘de las variables independientes se puede rotar para
que, sin pérdida de generalidad, B se exprese en
unidades de ¢ como (p,0,0,...,0).

Bajo este mismo cambio las componentes de b son
21, 22,...,2x, donde 2zi se distribuye normalmente con

Vet
E(z1)=
. 0 en otro caso 3

E(cose); i

i _pnf(r;é) dada . por.. . .

Clegli R
" Lo =172 e =2rpcosBepT).
. (seng)™ 2e L

f(r,9)
l'u/z)]"l 1,822

donde I' es la funcién analitica Gamma.

Esta densidad se obtiene de 1a_densid$d ,éonjnnta
~de z1,22,...2c la cual se expresa Como

~k/2 -1 z1= g2
£(21,22,...,2s)=(2m) 2 121 'P'.‘ ®

rp:oue

‘expresando ‘e en su seri

gue




(k=1)0P= (p+n) 0,

estan estimadas ordinariament‘.e a

Bajo estas circun ta cia

ser: propo ional a ¢ /t.

‘Esta ~derivada’ es . T
cualesquiera positives T,
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Afuncibn (1/:) 7(cose) es’ decrecxente.
o camo ‘el nﬂmero mlnimo de ‘ensayos requeridos para

Cestimar al gradiente, a través de estimadores ‘con
componentes no-correlacionadas, debe ser igual al”
nimero de factores en el modelo mas uno, entonces T=K+1

es el nGmero 6ptimo de ensayos por conjunto.

La importancia de este resultado radica en que no
depende. de ningin disefic especifico, ni de 1la ’
variabilidad que esté presente.

Ccon esto se antoja a investigar mas sobre disefios. @
con k+1 puntos (como es el caso de los disefios simplex,
Khuri y Cornell (1987), Mendez(1977) y Myers (1971)) y
ver mas a fondo sus propiedades.

Este resultado en ningun momento dice que en un - g

- problema especifico donde se tenga un muy buen disefio
- con mas de k+1 puntos, éste no se utilice. i

Lo que agquf se presenta va més enfocado‘a. 1a5
Ve:tapas iniciales de experimentacién en donde se buscan
. .propuestas de disefio. L
i Finalmente, cuando se escoge un disefio. con k+1‘
'puntos Yy al momento de experimentar se cumplen
hipétesis que aqui se presentaron el gradxente sé .hi
estimado en forma 6ptima y 1la ruta ‘de ascensc
construida con el gradiente estimado es efectivamente
una ruta de mayor crecimiento en la funcién.
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_CAPITULD *
: ANALISIS . DE. %
INTRODUCCION. - R o

En los cédpitulos precedentes se:]
de

' CORDILLERAS

procedimientos gque forman - parte:
empleada para optimizar superficies®
son complementarios de otros. :

“El- An&lisis de chd111eras es similar al Asc nso,
por Pendiente Méxxma ya'que tambien se busca maxxmizar\

,varlante. Sin embargo , el Anéllsls de CQrdillera

: lo 'general se aplica post- An§1i51s Canbnico :y ISA
funcién objetivo es de segundo orden.,4 Hientraquﬁé~f
Ascenso por Pendiente Mixima- es pre-Anél;sxs Can&nico yﬂ

la funcién a optim1zar es lineal.
El Andlisis de Cordilleras:se. utilizaré cuando el
Andlisis Canénico muestre ‘que’ 7la  supe;ticie de
respuesta ajustada tiene una co;dilieré ascéndénte o
descendente, o bkien que la superficie sea una ‘silla de
montar.
Es decir este método permite localizar éptimos que
con Andlisis Canbnico no se puedan determinar, aunque
tambien puede ser aplicado directamehte. - -
IV.1 EL ANALISIS DE CORDILLERAS, -
Supéngase que después de aplicar el Andlisis
Canénico se localizé un punto critico que resultd estar
alejado de la zona de experimentacién o bien resulté ser
un punto silla. El problema sigue siendo optimizar Y
(superficie de respuesta ajustada) sobre toda la regién
de experimentacién.
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: 3)'-4 ci1é'ﬁiese‘n =

.(para saber a qué rad o‘
CAY .- L\'alﬁese ¥ ca



- que ’sea un punto silla segﬁn el valor de A
dado." Por 1o que se. debe:. desarrollar un.j‘

qi;e permita caracterizar

3577517 Av > v sk,

un miximo local -en ¥. < (Bl
plante mxento analogo se puede hacer para el caso de
1minimo, 1oca1 )

Resultado IV.1.4.-Supongése que en la medida que R- -~ T e
§ inﬁzv:;;x;enta, se traza un lugar geométrico de puntos
estacmnanos del mismo tipo (m&ximos, minimos & puntos

silla), entonces‘ pasa alguna de las siguientes cosas

(considerando a Y funcién de R):

a) {' decrece mon6tonamente.
b) ;! crece monbtonamente. .
c) ¥ llega a un maximo y posteriornente decrece
mon&tonamente. o
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ETHOTESS MO DEBE
SAUR DE Lh BLIOTECH
‘p’os,t‘:fx-‘icfx"mem:e crece

ugar geométrico
o estacionario del

el [P ha pasado a través‘, de
: : sistema cuadratic
Demostracién de

‘Resultado IV.1

Se sabe que:

os:cuatro resultados.

Yaax:an +x1h+bo

Yz— xz sz + X2 h + :
Hultiplicando )y - (2)
espectivamente y restando se obtien
ot —xe'Be v L (0 mxa) iR (A
Sustrayendo (4) de (3)
Ya— = X1 Exx -X2 B_xz + (x'
1

=x'Bo -x'Bxz + 1 (0 -w)'p’ Fied

= (At —Az)R +% (xx X2 b
-Ahora se multiplica (1) por: 'x
Lk 'enseguida se resta y queda :
(A2 =AnXi'xe =1 (x0-
Para obtener (6) se utiliza
%2'BEr = X%1'Bye 'y 2"

1 -Yz = (AI_TAZ)R -

= (Ax'-;\z)(gz"

2 o xz = llxlll del -()51 .;z) 50

ya que X %2 < lelll {ixd |, por 1u desigualdad
'Cauchy-SChuartz de donde resulta que Yx > Yz.

Resultado IV.1.2. : ; i

Puesto que M(Xx1) es definida posltivu par todo

vector de kx1 - usC, se tiene que :
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‘l=bo+7\xx sz+1$b bn+7\xx+-xh,

= bo gty v A 'x ¢ (Sk)x:x
AR e0 + BN + (31 (3

(¢]

. en donde < 8A, 625, GY denotan 1ncrementos
v Y respectivamente. SR
- 'Sustrayendo la ecuacibn (1) de (2) se llega
3Y = 2ax"(8%) + (8MIK'K + 1 (6&) b +: Qz

con
Q= (51} (sx)‘x+x(ax)‘(ax)ﬂmx‘(sm«» (82 (6x)?(5x)
gue denota términos de segundo orden en 6 >;' y}éx

La ecuacién (6} del Resultado IV.1.i g -]
para cualesquiera X3 (con el cortespondient L
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e

esﬂ‘de minimos ' o
1i'problema’de optimizar ¥ .




geométrico pasa
: Una -
_rééultados, :
-(minimos)

"(:RJ{O 'Y es cero cuando R ti



.el-resultado IV, 1.

5 (BmaT X o= 1 by =0

g T

Y3 (BU=AT)X L Liiva g
Tex T x (B. "I’;a;,

b (Bim AI)B =X
’Haciendo lo mismo con  (2) -se llega a:




'g;érs a'( txlvz_
'Q‘A v d A

(x_x)"’z[ gt 5% ] - x4 /(z~:):.)"2
Hultlplicando (8) por R® se obtiene

t
¢ L83 )

aa

- Sustltuyendc {9) en (10)

(mwwnuﬁwn

(5 ({52

‘entonces Rno.




aracterlsticas, R :viene _de

e ,A,;_es dec‘- 2
. a que enlos’ 'intervalos’ (-s,g:)
abzin una Ay en  (u1,uie) . podria hahe. dés
“rotal’ quedaz!an 2+ 2(k-1) = 2k. :

E El nimerc de A’s 'y por 10 tant:

de
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“mlnimo por arriba del’ valor de
‘Numérense estas A’y como’
: supéngase que ya estén ordenadas d

se desea el miximo global de Y

fija).

Los Gnicos puntos estacionarios en fe‘s:t’a,
generados por A1,12,...28 " al siistiﬁﬁj.ifi
(B-AI)X = -% b. Dichos puntos ’es{:Vacvib‘ha:'f'io
denotados por xi,Xx2,...XH. : :

El problema de maximizacién aquI's em
:solucién ya que ¥ es continua“ y 1aix
detemina un conjuntc compacta. Ahora”::

alguna ist,..H.-

“wos POX el resultado - iv.1.1,
rV e H=1T ya que AR > ALY in 1,...u-

Entonces, dentro' de  los puntos estacionatios
_es ‘el de :respuesta maxima y como entre, ellos debe
‘estar el ‘punto’ maximo, ¥ alcanza un maximo - absoluto
Arestringiendcse a un esfera de radio R en xu.
: i Puesto que-AH > pux, entonces Xy es el méximo localr
'del resultado IV.1.3. ;
Un" razonamiente andlogo se puede seguir para
concluir que X1, es un punto donde se alcanza respuesta
ninima.

La discusién anterior es la base del siguzente;
procediniento. : o
PROCEDIMIENTO DE BUSQUEDA DE MAXIMOS O HINIHO'S,:;' ;
ABSOLUTOS. iy

Se desea conocer el lugar geométrico de ‘los :
niximos (minimos) absolutos de 9 cuando ‘R’
incrementa. Se debe entonces:

1) .- Conocer todos 1los valores propios 4¢_i-f
matriz B. (Se supone gue ellos sON w1, M2, .. lk

ar



) nto est:ac:.onano sera un maxmo absoluto de
a-esfera de ‘radio R{A)}.'’ (Para e1 caso .de minmos h
que tomar Al u). . 3 :
i 3) - Hacer k + 1 graficas en R® , donde 1la absbisa"
“'es R: 1a ordenada para la i-ésima qréfica (t=t,..x) es
"xl y-1a ordenada para la grafica k+1 es Y.

b “Con unos cuantos valores de A serad posible.
determmar aproximadamente el lugar geométrico de los
g&x;mos absolutos de Y lugar geométrico que podra ser
utilizado como una ruta de ascenso maximo.

La jdea del apartado 3) de este procedimiento es
que con unos cuantos  puntos Yy aplicando las
conclusicnes del resultado 1V.1.4 se puedan determinar
condiciones de optimalidad para valores de R que sean
‘de interés.

Si la R que se tonmd proporciona puntos fuera de la
regién de experimentacién, la informacién obtenida es
poco confiable.

Si se escoge A entre dos valores caracteristicos
se puede caer en dos diferentes lugares gecmétricos
dependiendo si ge estd a la derecha o a la izquierda
del valor A para la cual R es estacionaria. Si se
quiere maximizar o minimizar ¥ estos valores de A no
son de interés.

Se concluye esta seccién con una breve explicacién
del objetivo en términos del problema de superficie de
respuesta, de'loé'procedimientos agui expuestos y un -
ejemplo de. los mismos.

El Andlisis de Cordilleras es un nmétodo que -
permite transformar un problema de optimizacidn cuya . ”
representacién gr&fica estaria en nk+' a uno en R%. :

_El procedimiento de busqueda de miximos y minimos:
absolutos 'y las formas que adopta la grafica ¥ contra R

son. las' principales consecuencias del An&lisis  de .
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- corﬁillqraé.
“ih7 Cabe  aclarar que se toma como ~ variable
independiente a A, es decir al multiplicador  de
Lagrénqe, lo culdl parece ser contradictorie al tipeo de’
gradficas que se estan proponiendo, ya que R depende de '

A. Esta eleccién es s6lo por facilidad en los
_célculos. Es claro gue los puntos 6ptimos que se
obtengan dependen basicamente de la esfera a la gue se
esté restringiendo 1la funcién ¥. Por esto, R es
variable independiente en las gréficas contra Q, X,

K2ye0e XKoo
i Se centra la atencién en la gr&fica que se elabora

con ¥ pues no se debe olvidar gue la respuesta es 1a
© gue interesa Optimizar. Gracias al resultado Iv‘l 4
'_se sabe que la curva que describe ¥ cuando cambia

sera

a).- Mondtona creciente,

b).- Mon6tona decreciente,

c).- pasarS8 por un miximo y luego decrecer‘a,

d).- pasard por un minimo y luego creceri::-

3 Suponga que esta curva se construyb - considerand

puntos de respuesta méxima, que ain no se ha realizado

“Analisis canénico Y que es de interes ver si !l tien

~m&ximo o no. :
Si se presenta el caso c), Y tiene un méxim

“.global. Entonces lo que habria que ver ésksi',e“ v

“de R correspondiente a este miximo global, ‘es ‘tal’

el punte x donde ¥ alcanza el miximo, permite qu

esté dentro de la zona experimental. . RN
8i cae dentro se tienen las cohdicibnes‘ de_’

respuesta méxima, en caso contrario se - presenta una

i+ gordillera ascendente.: . il." -
Si ocurre a) 1o mas que se puede hacer es tijar un
cierto  nivel.: Y "y buscar: las. “condiciones = xo que

determinen ese: n1vel (con apoyo de las gréficas X1 vs.




3 sba“{: face lé'gcuatibh :

Bxs -3 lp

: entonces b=0, es decir, si xo maximo es igual al vector‘
cero, el estimador por minimos cuadrados de. . leos

términos 1lineales vale exactamente cero. Esto por

supuesto dificilmente ocurre en la practica e implica:
que un modelo de segundo orden no es adecuado.

Notese gue la exposicibédn anterior se hizo pensando
que no se habia realizado An&lisis Canénico y que las
conclusiones obtenidas sobre el sistema fuerdn muy |
similares . 2 las que se obtuvieron con  Anilisis

“‘canépico, :
Sin. embargo en la introduccién se ‘mencions. que’:
“.Analisis de Cordilleras por lo general se apl_ica"pést":f

Andlisis Canénico, Se ilustrars esto cuando-la:grafica
¥ V8. R es construlda ‘utilizando un lugar geométrico de E
puntos. maximos Y- que Jel; interés sobre la respuesta

fmaxmuzarla. En. este caso se recurre al Analzsis de
o cOrdllleras cuando el. Analisis Canénico. ha' presentado
un‘punto silla, un’. punto minimo o +algfin tipo ‘de
cord:.llera (ascendente 3 descedente)
: ’Si ‘ocurriera rayiyeoed)y nuevamente “se: deber&a
4selecc1onar an ‘nivel adecuado de ¥ (adecuado e

‘sentldo de gue produzca ivalores grandes de’ Y"
tendria ‘que volver. a expermentar cons.tderando e
'}zona del disefio puntos’ x'* gue den respuesta est‘

\1ta i

ocurriera- ‘e)--el radio. R* donde ¥ alcanz
~méa:1no absoluto’ seria tal ‘que- la esfera de rad

"contendtia a. la zona del dlseﬁo.» En esteb_ cas
podria tratar de maximizar ‘¥ para valores™de RY sln,?'

salirse . de  la regién . experimental, b,uscrax.-., 1a

_condiciones 'y que dieran este maximo -y’ tomar estas;::
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se;padria replam:ear dic*e dc i gu

m %imizar ¥ se desea cptiaizar ¢ ..

: Af_n\'._és‘ de Analisis’ Candnics se. :e--*‘a
;.‘analr.'izand:o simulténeamente las graficas

.. geométrico de maximos restringides y a dell -luga
" geométrico de minimos restringidos. K

Sf por ejemplo, 1la grifica de maxii:\os& )

correspondiera al caso c), como s6loc hay un punto: i

estacionario sin restricciones, la de minimos :
corresponderfa al caso b) y ¢}, después se tendria que‘
ver si la R que produce a la ¥ méxima pernite que-el
punto 6ptimo esté dentro de la regién experimental.

Si las gra&ficas se hacen post Andlisis Canénico y.
se obtiene un punto silla o alguna cordillera, “lasi:
graficas serfan como las de la figura IV.i.Z. i

FICURA 1V.1.2

mmm.mm\ CORDILLEAA
W}"’I

aE]ElﬂplO IV 1. 1 - . .
.Del ejemplo T.1.4 se tenla que )
£(%1,%2) '=55.84+7.3151" +26. 65%2" =3, Oaxx +6. 9—.:}52 +2. 6951252
Cg(¥r.xa) =85:.72 +21.85% +8.52%2 -9, 22X -:..az\z -6 zﬁmxz
£(x1,%2) Y g(x,%2)  son' ' superficies’ - ajustadas

“la t:ec-uca planteada en” esta: secs :Lén., .
con t(x ,¥2). donde ; : .
£, %2) =b°+x‘h+xaz.'

S eon

de’ Vsegundo orden.” “se” apl'i'caramﬂa ‘cada unaide.ellas: .

:mero” se hard . .



Las solucmnes de Xy xz paracualquie :

Xi= 343.3609 JBSS“

z
[ X TR S 19,2798

o 452908 7 12, 33811

M e 999 e 19.2798

Despues de obtener 1 y x2 se evalGian R y f., ;
\ tabla IV.1.1 muestra valores de x1; xz y £ para'
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S TABLA IV,

p3}

‘ : x2 ®
0..1801 0. 5036 20.0
0. 2031 0. 5341 18.%
0.2207 | ©.5685 17.0
0, 2414 0. 6077 15.5
0.2662 | 0.6528 14.0
0. 2964 0. 7052 12.5
0.3330 | 0.7669 11.0
©0,3819 | 0.8407 9.5
0. 4449 0. 9307 8.0
0. 5307 1.043 6.5
0. 6541 1.1877 5.0
0.8445 1. 2625
EEIE] 1, 6630
1.8426 | 2.1184
2.2490 | 2.3491 |,

3. es88 | 0,1065;

‘para’ wia'rlrores de u mayores q
Las. soluciones del sistema son

ncuentran resolviendo el

-9.2 -|
=3.13

=3.13

-5.18-1

93
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ue Al.

respuesta  méxima para una esfera de

sistema
-10.925

- 4.295




14915 ¢ 10,9258 <1

7143048 ¢ 778591

'5.3187 o " 4.295M

B ey o ansse :

“tabla: IV.1.2 muestra la misma informaci

_la tabla IV.1.1 pero para la funcién g. 'Los va
e esﬁgn'encre -5y 20,

TAPLA 1v,3.2

x1 x2 [’ R
0.3607 | 0.1257 20.0 038
; 06,3796 | 0.1:12 8.5 G. 40
0.%006 | 0,137 17.0 0.42
0.4241 | 0.1435 15.5 0. 45
©0.4506 | 0.1%508 14.0 0.48
0.4807 | 0.1578 12.5 0,51
0.5152 | 0,158 11.0 0.58
0.5851 | 0.1742 9.5 0. 58
0. 6019 | O, 1829 8.0 0,63
0.6577 | 0.1915 6.5 0.68
©0.7255 | 0.1988 5.0 0.75
0,8103 0, 2026 3.5 ;—0' 84
0.9204 | 0.1970 2.0 0,94
1.0 0,1648 0.5 1. 09/ 2
11397 | 0.1408 0.0 1.15 :
1.2188 | 0.1926 -0.8 22 | 98,73 0

§ Si se intenta maximizar £ y g en forma similtanea
. se observa que valores de respuesta alta para estas
' 'tu'nciones se alcanzan en vectores (x1,x2) diferentes.
s N6tese que si la respuesta en f crece los valores
de 'x2 también crecen, pero si g crece los
correspondientes valores en xz decrecen.

Este ejemplo ilustra las dificultades de
optimizacién para multirespuesta. La solucién
propuesta en el ejemplo 1.1.4 resulta mas conveniente.

Las gr&fica f contra R con sus correspondientes
gra&ficas x: contra R, x2 contra R y la grdfica g contra
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R. con sus correspondientes gréficas x
contra R, se presentan en  las, tiguras, Vil
respectivamente.

T FisuRa 1¥.1.307
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“en ~general el método usual puede
: produclr estimacxones muy malas de la respuesta maxima
< (minima) y de las condiciones sobre las variables
indepéndientes que determinan esta respuesta. Dichas
“dificultades se presentan principalmente en disefios que
no son rotables. (Un disefio rotable es aquel en el gque
~la varianza de la funcién estimada depende
exclusivamente del radic de la esfera).

La idea de esta seccién es presentar
modificaciones al procedimiento gue usualmente sigue el’
anslisis de cordilleras para obtener las x'" que dan
origen a las ¥'" 6&ptimas. :

Agui se estudiardn dos casos:

I).- Cuando los niveles de varianza fija. ‘=

determinan curvas elipsoidales y g

I1).- cuando el disefio se ha realizado de manera
no sistematica, es decir, cuando no se ha seguido un
plan experimental.

En el sequndo caso se lograrid reducir la varianza
de ;, restringiendo tnicamente una parte de ella, la
parte que contribuye en mayor grado a que esta crezca Yy
gue como se ver3 es la correspondiente al valor propio
mas pequefio de la matriz x'x.

CASO 1

Se tiene un modelo de la forma

Y=7+c donde E(¢) =0 y E(c't) =7l
con esperanza

k-3 X
ﬂ-ﬂn+):81x1+[ Zm-x:x—o[Buxn.
1 1=1 wry 1=l

Las variables que agqui se manejan estén
codificadas y el centro del disefio es el (0,0,...0).
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_z_l= [1,x1,...,x§,xi2,'.‘..‘
a'= (0,81, a0 B Bty L 1y Bre, 8

Puesto que el medelo es 1rinea17,co -respecto
parimetros e
var(y) = of(x'%)"
con X la matriz de disefio. '

Por 1o gue Var(¥) = o’z'(x'x)7'z

X= [23,22,..,20)
donde n es el nGmero de corridas experimentales (nzk)
v _z_i"=- [1,xu,...xu,xnz,...nlz, NIIX21 4 o o0 Xu—1IXRS ]

para 1= 1,...n

Este @ltimo vector denota 1la i-ésima corrida
experimental en las variables independientes.

Con el procedimiento usual de Anélisis de
Cordilleras, lo que se hace es maximizar ¥ sujeta a la
restriccién x'x = R® (x vector k- dimensional).

Se desea afiadir la condicién adicional de gque 1la
varianza sea constante y mias o menos pequefia en toda la
esfera de radio R.

Cuando el disefio es rotable, esto no tiene mayor
problema , ya que como antes se menciond la varianza
s5lo depende del radio de la esfera y bastar& con ir
restringiendo Y a esferas de radio suficientemente
pequefio.

Pero si el disefio no es rotable, la varianza puede
comportarse de manera no uniforme sobre la esfera y
come consecuencia, acarrear8 malas estimaciones del
néximo ¥ y de las condiciones de x para obtener dicho
méxino.

Se debe intentar minimizar el papel de la var(‘;)
en la creacién de incertidumbre en la estimacién. La
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Es decxr se opumxza Y- ujet
: : z (x* V) z =1
Se dara un tratamxentu para',dlseﬁos el1psoxdal

no sin’ antes mencionar que -en 1a’ préctxca, cuando
plan del disefio es modificado o slmplemente ‘se car
- de ' algGn plan, es dificil obtener diseﬁos rocables -o_
“'elipsoidales. .
Un disefio es elipsoidal si var (i’) = (
/'donde ¢ es una funcién de xAx, A es definida posxtlva‘
y simétrica.
; Los disefios rotables son casos especiales de 1os
--disefios elipsoidales cuando A es la matriz identidad.
Usar An&lisis de Cordilleras Estindar cuando el
disefio es elipsoidal pero no rotable, puede llevar a
salir répidamente de la regién experimental usada para

calcular los estimadores de los parametros sobre todo
cuando esta regién es muy angosta, produciendo graves
trastornos en la varianza de la respuesta. AGn mas, al
estar fuera de la regién experimental dificilmente se
podria conocer esta varianza.

Ya se habia propuesto optimizar ¥ sujeta a que
var(ft) =021? en diseﬁos elipscidales, esto es
equivalente a optimizar Y sujeta a que xAx =a® , donde
a’.es una constante. Para el caso en que Se trabaje
con un disefio rotable, el método modificado de An4lisis
de Cordilleras coincide con el método estindar.
NES T ""En el capitule II se menciondé que existe unha
) matriz ortogonal P tal que

A =P'Diag(ai)P.
P es una matriz formada por vectores propios de A,

cada uno correspondiente a un valor propio de A.
Diag(Ai)} es una matriz diagonal formada con los
valores propios de A.
Sea w =Diag(v A1 )Px, ¢ =Diag(1/v" Ai )Pb ¥y
C =Diag(1/v A1) PBP'Diag(l/v AT )
antonces

28 e S e e




)Duq(l/v’T )pap Diag(l/f'—)mag(m—
be+ x'P'Pb +;3‘p‘«yap‘p§
b- + X ‘oo x Bx - Y.

Tam).nén se tiene que
“Cw'w = %'P'Diag (VA1 )Diag(v Al )Px = xPDiag(M)Px =0

X Ax = az . :
“Logradas estas expresiones no hay més *que

aplicar el método de Anadlisis de Cordilleras usual a
Y=o+ wc + w'ow sujeta a w'w =a%,

Ejemplo IV.2.1 (Khuri y Myers{1579))
L Considérese un modelo ajustado en dos variables
_x1,x2. Las variables del disefio y los correspondiehtes
valores obgservados de Y se dan a en la tabla IV 2 1.

TABLA IV.2.1

x'p D.\.ag(t/ Ay ) Px

X3 X2 Y

-5/‘V 2
—JIIV

. El modelo-ajustado-es : . S
Y= 15-1.99K1+, 99%2+42,97x1°43.97x2" —4.94x1%2.

(1)
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Se gigue gque
1 o
Diag{a1) = y

o 16
de tal manera gue

wi,w2] = = x|+xz —nn+axz]
[ ]fE[ 7]

X La. .respuesta estimada evaluando (1)

las m'- queda como = §
LR e 15 —0707wi. 527wt Wi, 371w sztz ST(4)
que es. una forma cuadritica en C donde ’

1 :128 SRR
€= lis.m i
Después de estos cambios. ,” hay que aplicar el
Andlisis de Cordilleras usual. Es decir considerar la-
~funcién F con
F=v -u@w wl ~ad) . ‘
Los puntos estacionarios satisfacen la ecuacién:

8 F _
Tw=- 0. - R

Las soluciones est&n dadas por

164086 -.3534)t :
Wi = By
HT-1,374 ¢ L355FTS e : !

. J076875 - 28354
w2 o=

(6)

Wi~ tamn e 3ss3rs

que surgieron del sistema de ecuaciones dado por
(C -uI)w= - ;[-;g].

Recuérdese que si se desea obtener niximos de ;,
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. entonces ¢ debe escogerse mas grande que el mayor valor
caracteristico de la matriz C.
Los valores propios de C son: .34707 y 1.‘02393.
Se escogieron diez diferentes u’s todas mayores
que 1.02393. Para cada una de é&stas se encontrd el
correspondiente méximo absoluto (wi,w2) sobre el

circulo

Wil ws az, {7)
utilizando las ecuaciones (5) y (6). Se obtuvieron
ademés las x1'‘y x2*" de (3). Las a’* y o var(¥) se
calcularon de (7) y (2) respectivamente. La respuesta
estimada en términos de las wi’® esta dada por (4)

Los resultados se presentan en la siguiente tabla.
TABLA 1v.2.2

u 40 3.5 a.o0 2.5

w1 =0.1149729 | —0. 1374639 | -0. 17009938 | -0, 2264607

we 0. 06864917 0.0787206] Q.092098 0. 1104708

X1 -0.0934384 | -0.1111232 ] -0.13719856 | ~0. 17956697

x2 -0. 0691660 | - 0.0832897 | -0.1046354 { -0. 1406104

bt 15. 130456 15.157161 | 15.197874 15.2676882

0.133%08 0.158408¢4 | 0.1942185 0.2519686

~2 *| 0.9884206[ 0.978259%] 0.9674B13 0.9454335

m 2.0 1.50 1.40 1.20

w1 ~D.3365082 | -0. 6671172 | -0. 8358414 ~1.1231169

w2 0.1359339[ 0.1595308 | 0.1545857 0.1325192

xR ~0.2619904 | -0. {99949 | -0.6181052 } ~0.8176316

X2 =0.2139496 | -0. 4425444 | -0.5634478 [ -0. 7707765

- 15.418205 | 15. 983602 16.346664 17.094578

0.3629266 | 0.6859266 0.84962325 1.130908 i : L i

-2 +10.8907125 |0.6844111 0.5474945 0. 4431958
o wiy
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120‘:

=1.7320725

wa ; Jo. 1062461 | 0. 0566038 {

e X1 [-0.9B1111T |11, 234838 7

1. X2 [+0.9435516 -l.zuao:i

- 17.838156 | 19.231169;

1.365018 1.732

-2 *| 0.5630631 II'IZISSSJ

i ~Ahora se maximizarad la funcién de respuesta en
[térmmos de las variables originales sujeta a 1la
" condicién  x? +4x2°= R*. para verificar de manera

experimental que el método modificado produce. mejores
resultados que el método usual. Considere entonces
I-‘= Y -9(x1+ x2%e R)

La. ‘solucién de CaE 0 esta ‘dada ‘por . las

L Tx
ecuaciones -

2.7275° - . 9958

LA 2 e ‘2,47

_B= ;

i -2, 47 g 3,97 .
son .95 y 5.99, entonces valores de 6 mayores que 5.99 ‘7
deben ser considerados.” La tabla 1IV.2.2 presenta “las -
respuestas méximas, los correspondientes valores de R,

los de Y Y aquellos de o var(Y) para 5 diferentes.
valores de 8’"
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< |o.29354 | 0. 301338 ‘0674580

Lo]i2 <" o.asean | o seo246 | 1.108137 | 3i24800 7 | 12,8516
O vy - PN

Nétese que el valor mds grande de ¥ en IV.2.3 es
de 19.124547 obtenido en el punte (-.4787664,.4752275)
que cae fuera de la regidn experimental. También note
el ripido incremento en o Var (¥) de .4464172 a
12.851665. Este resultado es causado por la magnitud
de los elementos de (x'x)~'.

En el procedimiento modificado, el .valor mas
grande de ¥ es de 19.2312169 en el punto
(~1.2348435,-1,2148028) (ver tabla 1IV.2.2) que se
encuentra cercano a la periferia de 1la regién
experimental con una varianza muy pequefia
de 1.4726584.

CASO II.-

En muchas ocasiones el disefio experimental sufre
algunas modificaciones, es frecuente que se le agreguen
puntos que son de interés o bien que el ajuste de una
superficie de segundo orden se realice sin 1llevar a
cabo un plan de disefios especifico. El costo que se
paga en estos casos es gque la Var(\}), por lo general
crezca mucho. Aqui se desarrollard un procedimiento
con el cual se podrd controlar el término de Var (Q)
que contribuye mis a que esta sea grande.

si m,nz,...,m» con p=(k+1)(k+2)/2, son  los
valores propios de %' Y utilizando que
var(Q) =az_z_"(x'"X)"5 , se puede probar que

2\ N 2.t
-—‘:Tf—l% < var(Y) <_%:—|§T

Esta doble desigualdad refleja la dificultad que
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£0.674580

‘| Fo.s0819

270, sese1 | 0.560246 | 1.10037° | 3. 24000 | 12,8516

" Nétese que el valor mis grande de Y en IV.2.3"es’
e,1,9.124547 obtenido en el punto (~.4787664,.4752275)
‘que’cae fuera de la regién experimental. También' notve‘f
el rapido incremento en o *Var (¥) -.de...4464172 .2
12.851665. Este resultado es causado por la magnitud
de los elementos de (x'x)7'.

En el procedimiento modificado, el valor méis
grande de Y es de 19.231169 en el. punto
(-1.2348435,-1.2148018) (ver tabla 1IV.2.2) que se
encuentra cercano a la periferia de la regi6n
experimental con una varianza nuy pequefia
de 1.4726584.

CASO II.~
En muchas ocasiones el disefio experimental sufre

algunas modificaciones, es frecuente que se le agreguen
puntos que son de interés o bien que el ajuste de una
superficie de segundo orden se realice sin llevar a
cabo un plan de disefios especifico. El costo que se
paga en estos casos es que la Var(‘?), por lo general
crezca mnucho. Aqui se desarrollard un procedimiento
con el cual se podrd controlar el término de Var (§)
que contribuye m&s a gue esta sea grande.

si wm,m2,...,me con p={k+l) (k+2)/2, son los
valores propios de xtx b' utilizando que
var(¥) =0%2"(X'X) 'z . se puede probar que

2t N 2.t
%:—lf—‘ < var(Y) <%:T:-l-

Esta doble desigualdad refleja la dificultad gque
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: An.aloqamente resulta que

T 7 E (z'v1)? i

. : - L et . = 22 N
- nlnl'nl win T
de ' donde se desprende la desigualda
_propuesto para la varianza de Y. :

: Llas componentes de vi se denot: ra
Val, V11, sees, VRI,VII1, V221, . . . VEKI, V121, VI3
para 1=1,2,...p. :
Entonces E
2= v+ x'Tn
Donde: ti‘= [vxl,vgl;" 3
Vit viaif
vz
Csim

Ti =




R g B G e 2
Swovar (YY) = et L(ver 4+ X+ x TiX) T/
: -Dei esta Gltima ig:.laildad se ‘ve que ‘si se trata de
.optiniizar ¥ sujeta a curvas de nivel de varianza
_constante se tendrén dificultades al aplicar la técnica
de Multiplicadores de Lagrange porque  apareceran
términos no lineales en las variables independientes.

Se va a adoptar una solucién un tanto comprometida
que Tecupera el espiritu del Analisis de Cordilleras y
también considera un control sobre la var(\:‘).

Nétese que valores pequefios de v+ contribuyen a
producir varianzas grandes en la respuesta. Entonces
se va a restringir la parte de var(\?) correspondiente
al valor propic mis pequefic de X'X, denotadoc por Teis.
De esta manera 1la varianza de la respuesta se
controlard en la regién en la gue se aplique el
An&lisis de Cordilleras.

Sean vos, Tm, Ta los valores de Vo, T, T

correspondientes al valor propio mas pegquefio, T7ain, -

respectivamente.
Se va a éptimizar ¥ sujeta a gque

voa + x'Ta + X"Tux =T, S (1%
donde r es una constante positiva lo suficientemente i7"’

pequefia como para anular el efecto del valor propio‘ mas
pequefio. .

cuando Ts es indefinida las curvas de nivel de la
forma cuadratica (1) no son ni elipses ni esferas. De
esta manera la restriccién solo controla a la varianza
pero no tendria que considerar x en la regi6n de disefio
entonces se afilade la restriccibén adicional 5‘5 s R%,
donde R es lo suficientemente grande para contener al
disefio experimental.

Utilizando el método de Multiplicadores de
Lagrange

L= Y =pi(vos + Xta + X'a x -~ T ) - A(x'x -R%)
donde ¥ es algGn valor deseable para
Vou + X'Ta + X'Tax.
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yor' que todas las raices caracteristicas de
u'r-, las A’s con esas propiedades proporcioparén un
méximo de Y es decir cada punto X que se obtenga daré -

respuesta éptima para un nivel r= ves + X ‘Ta + X' Tax -y
l/Z i

por,supuesto para un radio fije R= (x 5)
Ejemplo IV.2.2.-(Khuri y Myers (1979))
Se elaboré un experimento para una respuesta que'’

aépende de tres variables. El primer intento 'fué
‘conscruir y usar un disefio compuesto central.: Sin-
"em‘bargo, dificultades experimentales impidieron:el y
del disefio como se hablia planeado inicialmente y el
finalmente se utilizé condujo a problemas  de
acondicionamiento con respecto al ajuste:  de

superficie de segundo orden. Los datos se presentan en:”
la tabla IV.z2.4. :

TABLA 1V.2.4

Xt X2 X3 Y
-1. 020 -1.402 -0.998 13.5977
0. 900 0.478 ~0.818 12.7638
0.670 T1.282 ©.882 16. 2780
0,950 0.458 0.972 13,1678

T - -=0.930 =1.242 ~0.868 9.2461 7

0. 750 0.498 <0.618 17,0167 T
0.830 -1.092 6.732 13.4252
-0.950 0.378 0.832 16.0967
1.950 ~0.462 0.002 14.5438
-2.150 -0.402 ~-0.038 20.9534
-0, 550 0.058 -0.514 11,0411
-0, 450 1.378 0.182 21.2088
0.150 1.208 0,082 25.5514
0,100 1.768 ~0, 006 33.3793
1,450 -0.342 0.182 15. 4341

En este ejemplo, el valor propio més pequefio Vde“
X'X es wmin = 0.321. R
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N (‘X’l.)(z.‘x&l)’ ;obw;: iy L1382 ’- o148 ][ X2

TUETi21007 -.0148 0 6453 3

o ., Puesto que Ta es indefinida ( sus valores proplos - »
SOn .759,- 0.0008, -0.1398) se afiade la restriccién

o 0%+ x4 x® s R

Para tener una idea de que valores de r que son
razonables, se calculd (o°(vos + X'Tax + X'Tex)?} /ein
para cada uno de los 15 puntos del disefio. (Esta es la
porcién de la estimacién de Var(‘}) correspondiente a
Tsin = 0.0321.) El valor mas grande que s& encontréd
fué 0.66, correspondiente a un valor de 0.087 para
vom + x'Tax + x'Tax.

Con esta informacién v no deberia ser mucho més
grande que 0.09 y R no exceder 2.0 Esta cota para R
fué obtenida de evaluar la ecuacién xi? +x2® +xa® =R?
sobre cada punto del disefio experimental. El valor .09
sirve como una guia para lo que podrian
considerarse valores deseables de r.

El método de An&lisis de Cordilleras sin
modificacién se aplicé. La tabla IV.2.5 proporciona
valores de ¥ para diferentes x que son soluciones de la
ecuacién
(B -AI)x = - %b

i “107




1,48361°:1.3945

L 4p.197] .37, 640

1803

42,475

‘0.899

{0,749

o9tz

0;_&}79

6.7048

0,5856 o.100

10.71| 3.543 0.337 9.477 1.808

N =in

Agqui, por supuesto, los valores de A fueron
escogidos mayores gue el valer propio m&s grande de B
para waximizar Y scbre una esfera de radio R. Para
jlustrar la precisién de ¥ en lo que ordinariamente se
podrian consliderar condiciones de operacién
recomendables, también se proporcionan valores
estimados de a’zVar(Q) en cada punto x.

Posteriormente se encontraron las condiciones que
maximizan ¥ sujeta a las restricciones del An&lisis de
Cordilleras Modificado., Se tuvo especial atencién en
Rs 2.0 y rs 0.09, aunque con el objeto de generar mss
resultados, fueron considerados valores de r mayores ,
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pero no- mucho mayores que ".09. Los; "res’ultadu, se
presentan en la tabla IV.2.6. . v
En dicha tabla aparece la varianza estimada de Y
para hacer posible una compatacién con el An&lisis de
Cordilleras usual. T -

TABLA IV,2,6

R 2,098 | 2.000 1.9345 11,9039 -1,85°]: 1,795

163871517

i|0.7845| 0.7734 | 0.563, | o.410

e | ezt ] 1,320 1.015 | o.7387

x3 0.011| 0.01B6 0.0632} 0.0972

r‘ 0.1391 0.1357 0.0744| 0.0062

Comparando entre las dos tablas se puede ver que
la  restriccion extra sobre 1la “porcidén mayor de
varianza" mejora la precisién de Y en el Sptimo
estimado.

Para un radic especifico, el Andlisis de
Cordilleras sin modificacién proporciona una respuesta
; mayor que la obtenida con el método modificado, sin
embargo al comparar las r’* y 1la vnr(?) de anbos
procedimientos se observa una gran mejorfa del segundo
método con respecto al primero.
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: mayor contra una varianza pequefia se puede apreciar una
: superior;dad de las coordenadas proporcionadas por el

Aunque no - es - f&cil decidir entre una respuesta' .

método modificado que aparecen en la tabla IV.2.6.
Por -ejemplo, dificilmente se podria escoger
cualquier condici6én de operacién en la Tabla IV.2.5 que
indique ¥ = S0 debido a las varianzas tan grandes que -
presenta la prediccién. Por otro lado la tabla IV.2.6 ;
revela que en un radio aproximadamente igual a 2,
Se obtiene Y = 49.143 y ¢ ’var(¥) = 6.602.
Es interesante notar cuil es el impacto de la
componente r de la Var(‘}) en el Andlisis dé i
Cordilleras. El dltimo renglén en la tabla IV.2.5 ‘
proporciona rln-ln=r:/0 0321, el cuil deberia 'ser
comparado con el renglén etiguetads con Var(¥)/c®.  Se :
puede ver en este ejemplo que r’/vain determina un
mayor valor de Var(;{) /uz. i
El minimizar el efecto del valor propio mas
pequefio de x'x ayuda a prevenir el problema de
multicolinealidad en Regresién. Var(;!) seri grande
cuando T7ein €S cercanc a cero, pero Si alguno de los
valores propios de X'X es cercano a cero existen
dificultades para determinar la inversa de esta matriz
Yy la de la matriz X. Esto se debe a que alguna de las
columnas de X es casi un multiplo escalar de otra.

Algunas veces, aparece una matriz de disefio con estas
caracteristicas, si es que este no es planeado.
Precisamente el objeto de esta seccién es abordar el
Anilisis Qe Cordilleras cuando el disefio presenta
dificultades como las que aparecen en
nmulticolinealidad. i RS,
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CAPITWO V
TANGENTES PARALELAS

: INTRODUCCION. -

Hasta donde se ha desarrollado este trabajo, los
métodos de optimizacién planteados han atacado el caso
que més comGnmente se presenta en la pr&ctica, para el
cual la funcién objetive (denotada por ») no estd bien
determinada, sino gue incluye la existencia de un error

aleatorio.

Con los métodes de Andlisis de Cordilleras Yy
An&lisis c¢anénico, cuando n se supone cuadritica, la
bGsqueda del 6ptimo se apoyaba en gran medida en que 7
fuese un buen ajuste, que los puntos estacionarios
siempre se podian calcular resolviendo el sistema de
ecuaciones correspondiente, que los valores propios de
una cierta matriz se pudieran encontrar o bien que 5 se
encontraba sin cometer errores de tipo numérico.

Se presentan ahora, de manera general, otros
procedimientos para la bGsqueda del ¢ptimo cuyo
desarrollo no se apoya en cllcules como los mencionados
antes, .

-E1 Método de Descenso (Ascenso) por Pendiente
Mixima Iterado.

-E1 Método de Descenso (Ascenso) por Pendiente
Maxima de Tangentes Paralelas o Método de Descenso
(Ascenso) Maximo TANPAR.

-E1 Método General de Tangentes Paralelas o Método
General TANPAR.

A todos estos procedimientos simplemente se les
llaman "Métodos de Tangentes Paralelas" y se estudian
bajo la hipétesis de que se tienen condiciones ideales,
es decir, la funcién objetivo n y sus derivadas estan
bien especificadas y no interviene error alguno, debido
a experimentacién o a fallas numéricas.

Posteriormente se mencionard cémo funcionan estos
métodos, cuando las condiciones ideales no se cumplan.

Se discutird sobre un caso de reiterado interés,

112




“en el que W es una funci6n cuadritica y w®uy
especificamente el caso en que las curvas de nivel de 7
tienen forma elipsoidal, alrededor de algtn punto.

La importancia de suponer que 7 es cuadrdtica
radica en que las funciones bien comportadas se pueden
aproximar con una funci6n de este tipo en las zonas
caercanas a los puntos Sptimos. La mayor parte de la
discusién que aqui se presenta es seglin las ideas de
Buhler, Shah y Kempthorne (1964).

V.I.-DESCENSO POR PENDIENTE MAXIMA

El problema que aqui se plantea es encontrar un
vector x tal que minimice a 7. Se hace el desarrollo
para la wminimizaciétn dejande en claro que los
razonamientos para maximizacién se pueden plantear en
forma ané&loga.

En el capitulo III, para resolver el problema de
maximizacién, se tomaban desplazamientos en cada una de
las coordenadas xi1 del vector x iguales a cg—g‘ {si c<0
se tiene un descenso y cuando ¢>0 se considera un
ascenso). En otras palabras, el movimiento es en . la
direccién dada por el gradiente. )

Los métodos que aqui se presentan van a utilizar
la direccién del gradiente para tomar desplazamientos
que no sean demasiado grandes con la finalidad de
optimizar a 7. El gradiente depende de 1las escalas
elegidas por lo gue los procedimientos gque se van a
desarrollar, en general, serin afectados por -la
selecciédn de escalas. Mas adelante se discutird sobre
esto.

V.1X METODO DE DESCENSO POR PENDIENTE MAXIMA ITERADO EN

CASOS IDEALES

Este método aplica iteraciones sucesivas en .la
direccibébn del gradiente. Por iteracién se entiende el

el avance en la direcci6n de un cierto gradiente antes ~~ 77

de calcular un nuevo gradiente y entonces cambiar de
direccidn.
Una seleccién que se acostumbra hacer es noverse

113



L-se.’ permitan i déépi;?am entos
"dete;miﬁada por - “algfin .. .gradiente”

(se”dice‘en'esfe
caso que se minimiza. sobre la *linéa"),_h'esta forma de
proceder se le llama método del gradiente éptimo.

Se puede ver con relativa facilidad que . proceder
por gradiente ©6ptimo genera pasos sucesivos que son
ortogonales.,

Supéngase que la ecuacién g¢g=0 determina 1la
direccién de algn gradiente (entonces g=0 es la
ecuacién de una recta) y que ademids se ha ubicado en el
minimo de m sujeto a g=0. En el siguiente iteracién se
hace un desplazamiento sobre la recta que pasa por este
minimo y donde un vector de direccién serd Vn evaluado
en el minimo (se denotar& por Vmum). Del capitulo I se
sabe que Vnmin=AVgnin, .

; Ahora, Ygnis es ortogonal a la recta g=0 (pues4e1'
- gradiente es ortogonal a la curva de nivel), por lo
tanto Ungmiv es ortogonal a g=0. De donﬁg se conclhyéA
‘que la recta donde se efectuara un nueve désplazamiehtoh

. es ortogonal a g=0. N RS

En el caso bidimensional los "pasos" alternantes
resultan ser paralelos desde un punto de - vista
geométrico usual
V.III DESCENSO POR PENDIENTE MAXIMA ITERADO EN DOS
DIMENSIONES CUANDO LAS CURVAS DE NIVEL SON ELIPTICAS (7
CUADRATICA)

En este caso se supone que se dispone de un punto
sobre una curva de nivel eliptica conocida. a partir de
este punto se empieza a iterar en vias de alcanzar el
minimo, que estd en el centro de la elipse.

Para cualquiera de los cuatro puntos Jlocaljizados
en los ejes principales de la elipse, con una sola
iteracién se llegard al minimo. Esto se debe a que el
gradiente en estos puntos tiene la misma direccién que
los ejes principales y por lo tanto determina una
direcciébn que pasa por el centro de la elipse.
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Si se mide el éxito de una sola iteracién por,el“-"-
qué tanto ha decrecido 71, entonces estos cuatro;
puntos son llamados puntos iniciales m&s favorables. ‘

Es 16gico que ahora surja la pregunta de cudles’
serfan los puntos menos favorables. Por un argumento
geométrico se puede Ver que son aguéllos cuya tangente::
forma &ngulos de 45° con los ejes principales. En estos
puntos es donde serid necesario el mayor - nfimero de-
desplazamientos en la direccién del gradiente para
llegar al centre de la elipse.

Suponga que mMm, W2, M3, ... Son 1los valorkeks
obtenidos de la respuesta en iteraciones sucesivas (m
es la que corresponde al punto inicial). Ahora se -
definiri una medida de &xito para cada iteracién.

Sea pk=—i:—:‘-‘—‘_%:%}— , que es el cociente de lasr
distancias a la respuesta 6ptima de 1la (k+l)-é&sima
iteraciébn respecto a la de la k-&sima iteracién.

Se tiene que para todo k, Ospxspmax. Donde cero se
alcanza en los casos en que se parte de las puntos més
favorables y pwx en el caso que se inicie la iteracién
en los menos favorables.

pmx puede expresarse como pmx={A2-1)2/(a%+1),
donde A es la razén de las longitudes del eje principal
mayor entre el menor. Este resultado se debe a que el
método de Descenso por Pendiente Maxima Iterado siempre
converge y la razéon de convergencia es precisamente
pmax. (Luenberger (1984)).

También se tiene un resultado que hace gue el
namero de iteraciones para llegar al minimo disminuya
notablemente. Existe un punto tal que si la segunda
iteracién no se inicia en el minimo sobre la linea sino
en un punto mas cercano al punto inicial, el minimo
global serid alcanzado en esta segunda iteracién. En la
prictica no van a estar dadas las condiciones para
daterminar exactamente dénde se tiene que realizar esta
segunda iteracién. Lo que se recomicnda hacer es
calcular el minimo sobre la linea y retroceder un
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“~al final de los ejes principales de la hiperelipsa.

Povte 8 partr dul send 20
s of miume.

. ;.El' dibujo ademis de mostrar la propiedad ya’ .
conocida de que pasos alternantes son paralelos Yy pasos R " o i
sucesivos son ortogonales, también muestra que los o
puntos” en pasos alternantes estdn alineados 'y ademéas
5es;£n alineados con el centro de la elipse.
“y.Iv " 'DESCENSG POR PENDIENTE MAXIMA ITERADO EN
N-DIMENSIONES

Con las mismas condiciones (m cuadratica y curvas

de:--nivel - elipsoidales), en el caso n-dimensional se
tigne nuevamente quelos puntos m&s favorables se ubican

Los puntos menos favorables resultan ubicarse en
',el.subespacio que contiene al eje principal, mas large
'y "al eje principal wmas corto de la hiperelipse.

(Kanta:ovich {(1948))}.

Poax cincide con pasx para el caso, de  dos
dimensiones. Sin embargo, en n-dimensiones ya. no.es:
cierto gque las p’s ceinciden. ‘

Se ha visto que pnspup:.... Y que :I.i:n pk-pu

decir, mientras mas iteraciones se L
Descenso pcr Pendiente MAxima

favorables. :
Debido a que la convergen




xi'y xw-2. De. aqui que Xui=fxu+(1-B)xx-2. "

5o/ En el caso de dos dimensjones se vio” que BT

'y el origen estdn alineados, de esta ‘matera’ xz~1 Vs‘g._‘*.a’?-
‘el centro de la elipse.

Para n-dimensiones, si xw-2 cae en un subesapacio
dos-dimensional que contiene a los ejes principales mas
largo y mas corto, los siguientes puntes también caerin
en este subespacio, con 1lo que xx1 serd un punto
correspondiente a un minimo. Si xx-2 estd cerca de este
subespacio entonces xx+t debe estar cercano al minimo.

Esta modificacién recibe el nombre de Mé&todo de
Descenso Maximo de Tangentes Paralelas o Méatodo de
Descenso Maximo TANPAR.

En dos dimensiones este procedimiento resalta
mucho por la valociad de convergencia. Un mecanismo que
tambi&n converge a gran velocidad es el siguiente:

Se trazan dos cuerdas paralelas sobre la elipse
dada, se minimiza 7 sobre cada una de ellas y resulta
'que el minimo se alcanza en el punto medio de 1la
cuerda. La siguiente iteracién serfa minimizar 7 scbre

la recta gue pasa por los puntos medios.

Por el Teorema de Cuerdas Paralelas, esta recta
pasa por el centro de la elipse, por lo que la Gltima
iteracién planteada 1lleva al nlnimo global. (ver
figura v.4.1).

FIGURA Y.4.%

.
Este procedimiento conocido como Métcdo de Finkel,

117




PLANTEAMIENTO DE 'LOS ALGORITMOS DE TANGENTES PARALELAS
‘}jsuﬁéhgallqge' después 'de' dos. descensos méximos

iiniqlalg;jw§§m;gjeéuta un paso acelerado. S5i n es

‘cuadratrica Yy sus curvas de nivel son circulares, el

camino. . de ascenso por pendiente maxima caerad
completamente en el planc que contiene al punto inicial
y al eje de simetria circular, aquif un argumento en dos
dimensiones muesira que es posible alcanzar el minime
en tres dimensiones.

Para n-dimensiones se puede probar que si m
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TP ge sustituye por un paso de descenso 'po
maxima denotado por M. i
Hasta este momento se han calculado m, .

T4=Tmin) . (N=Tmin) (N3-Tain ng:n-ln;
T =Tmin) (Ma-Tmin} (N2-Mmin) (N -Tmin
Ya que . g
= 2 .

Aremn) < o227/

Por lo tanto ; !

%?,t—if,'lhf (1)) (3%

Comparando (A -1) /(A +GA +1) :
para valores de A=2,3 y 10 se obtiene en el primer caso
0.0483, 0. 221, 0.853 respectivamente y “en- el segundo
~"caso '0.0467, 0.263 y- 0.884. Se .ve. que el,método
acelerado es mejor para los. casos A=3 y A=10 .y el
método normal para A=2. <Cuando A es cada vezmayor, el
método acelerado se compara favorablemente con el
método normal.

Por estos argumentos Yy por la convergencia rapida
en dos dimensiones, para un mnétodo general resulta
razonable iniciar con deos descensos maximos via
gradiente y un paso acelerado seguidos por una
continuacién légica.

Se inicia con Po; luego se obtienen Pz y P3 por
descenso por pendiente maxima, es decir, con base en la
direccién del gradiente (P1 no aparece por comodidad en
el manejo de subindices), P« se calcula a través de un
paso acelerado, esto es, como el minimo en la linea que
pasa por P2 y Pi.

Se calculan Ps, Ps y P7 de la misma manera que se
calcularon Pz, P1 y Ps respectivamente.
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a mis-tardar en Ps‘

Desde cualquiet punto Po proceder a lo largo de 1la

1lnea pc’.xgonal Po, P2, P3, Pi... en donde Px es el

minimo de M en la linea extendida que une a Px con su
fpuhto pracedente.

! En puntos con subindices pares, proceder en la
direccién 'del gradiente (Descensc por Pendiente
‘M&xima). ~ En puntos con subindices impares, Pua
(k=1,2,..,n-1) proceder en la direccién determinada por
la linea que unen Pa-z ¥y Pwel. Ver figura V.5.1

T!GIMA ¥.5.1

Se puede demostrar que si n es una funcién

' cuadritica con un minima (esto es, que sus curvas de

nivel alrededor de un punto son elipticas) y con las

condicicnes antes mencionadas, entonces el minino se

alcanzari en P2n 0 antes sin Importar el punto inicial

que se haya tomado. Ver Shah, Buhler y Kempthorne
{1964) .

El algoritamo anterior, es la generalizacién del
caso 2-dimensional donde se toman dos descenscs miximos
Y un pasc acslerado.

La generalizacién para el algoritmao de Finkel,

120



“basado” ‘en el Teorema -de - Cuerdas Paralelas .es ‘el =

aigori:mo general TANPAR que no necesariazente coincide

. con los intentos de generalizacién antes expuestos.
ALGORITMO GENERAL TANPAR

Partiende de cualquier punte Ps, proceder a lo
large de la linea poligonal Ps, P2, Pi,... en donde Pu
es el minimo de 7 sobre la linea extendida que une a
este punto con su precedente. La direccién del segmento
PoF: es arbitrario, FaP3a es cualquier direccién
paralela a no (donde n; denota al plano tangente a la
superficie de nivel en Pj).

De aqgul en adelante para k=1,2,..,n-1 Pz es
colineal <con los puntos Pa-z y Paa y para
k=2,3,...,n-1 PPl es paralelo a
nmo, M2, MNé,...,Tx-2. Aqui se refiere nuevamente a
Shah, Buhler y Kempthorne (1964).

Se puede demostrar que si 7n es cuadritica, el
minimo se obtendrd en Pzn o antes (n= nGmero de
variablaes). ]

Por ejemplo, cuandc n=3, la direccién de Po es
completamente arbitraria, la direccién de Pz debe ser
paralela al plano tangente en Po y la direccién en Ps
debe ser paralela a dos planos tangentes, uno aen Po y

el otro en Pz. Esto permitird cierta flexibilidad en
algunas direcciones durante el procedimiento. Ver
figura v.5.2

FICURA V.5.2
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 para5un§ cier 1 Método . de Descenso Maximo
Iteraao’aléa
-supuesto no

rre'cuando es el caso ‘en gque las curvas

1 minlmo en’ un solo paso. Esto por"

de "nivel son ellpses (excepto si se é&sta en alguno de .~

~los cuatro'’-ipuntos mas favorables ' mencionados
antes).

De .esta manera si la escala determina curvas de

nivelzelipticas, serin necesarias mi&s iteraciones. Esto

‘implica gque la velocidad de convergencia del Descenso
M&ximo Iterado, no es invariante ante escalas.

: El experimentador deberia buscar una escala que

determinara curvas de nivel esféricas. Se trata de

“=-adivinar qué escala determina derivadas parciales con

- casi la misma magnitud alrededor del 6&ptimo, buscando

7'de” esta manera que la superficie decrezca con la misma
velocidad en todas las direcciones. Con .esto se

- ‘esperaria que fuesen necesarias pocas iteraciones para
alcanzar el minimo.

Se ha tratado de generar el mismo efecto alrededor
del punto inicial ya que el 6ptimo no estd bien
determinado. Sin embarge, tratar de llevar a cabo esta
alternativa, sin importar si se toma el 6ptimo o el
punto inicial es poco factible que se logre.

Desgracjadamente el experimentador frecuentemente
se verd en la necesidad de seleccionar una escala. Una
buena seleccitn, en general 1lo 1llevard a un buen
desarrollo de los métodos que aqui se presentaron (por
ejemplo, convergencia veloz).

Una mala seleccitn de escalas puede acarrear
problemas aungue parece ser gue los algoritmos Partan
son menos sensibles a esta seleccién que el algoritmo
de Descenso por Pendiente M&xima Iterado. Un argumento
para pensar esto es el caso dos dimensiocnal en el que
aunque las elipses sean muy alargadas Descenso por
Pendiente M&xima Partan converge en 3 pasos sin
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Jrimportar qué punto inicial se haya considerado.

; Estas argumentos perderdn fuerza en los casos no
jdeales (que han sido los mas abordades en los
capitulos anteriores de este trabajo), en los cuales la
respuesta 7n podria ser estimada por 7; al hacer esta
sustitucidén, guiz& en el punto P2 no se logre aGn el
minimo. Una opcién cuando se use TANPAR GENERAL, es
poner a Pan como Po y aplicar nuevamente el algoritmo
con este nuevo punto inicial.

Cuando se aplica TANPAR CON DESCENSO MAXIMO, lo
que se debe hacer es continuar moviéndose en 1la
direccién del gradiente e ir tomando los
correspondientes pasos acelerados.

Existe cierta evidencia de que en estos casos
donde las condiciones no son ideales, ni siquiera

cuadrfticas los algoritmos Partan tienen una ejecucién e

aceptable siempre que los errores en calcular a. 7 y a
gus derivadas se mantengan pequefios.
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N,EN LA LINEA

“rexposicién de los métodos de Tangentes R

no.resulta muy claro como se podria llevar a

a minimizacién de la funcién en una cierta

1iécc¢16n. Note que esta direccién puede estar dada

‘por un’ vector (caso Descenso por Pendiente Maxima

 fTanpar) o bién por ciertos planos (Tanpar General).

- “En ‘la préctica un método muy utilizado es el
Descenso por Pendiente Maxima Tanpar. En esta seccién
se esbozar& una propuesta de como se podria minimizar
en la linea cuando se aplica este método.

El problema entonces es cémo determinar los puntos
minimos (maximos) sobre las direcciones de descenso
(ascenso) maximo o sobre los vectores PaPa-3, cuandoc se
da el paso acelerado. Para resolver esto, se presenta

un algoritmo que se apoya en la conocida BGsqueda de
la Seccién Dorada.

Paralelas

Considere un intervalo (0,P) y suponga que en el
interior de éste se encuentra el punto donde se
ninimiza la funcién.

El primer paso en la busqueda dorada es determinar

A, B y C socbre OF de tal manera que se cumplan las
siguientes. relaciones:

e
B “A+E
Yy ademas:
a=1Y8 cireec B -1*‘/-A=1 618A°°

“EL nimero 1+¢— ‘es. conocido como U Este ‘es. el

Vr‘limite de la sucasién de Fibonacci.
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“ Sobre cada uno de los puntos O,y P, 1y 2 de ‘figura
Vi7.17se debe obtener el valor de la respuesta (ya sea
ekperimentalmente o si se conoce analiticamente 1la
-funcién, con tan sblo evaluarla). Si se supone que el

“minimo es Gnico, que en 2 o en P resultd un valor menor
‘'que en en los demds puntos, entonces el minimo debe

f “encontrarse en el intervalo (1,P). La razén de esto es
T .fue siempre que se tenga un procedimiento de busgueda”

o=

para el minimo en donde se hayan tomado k observaciones
- X, 1al,...k, C€CON X1 S X2 S.,., SXx y tales gue para’
algdn j con j e {1,2,..k} suceda que f(x))s f(x1) para

toda "1a1,2,...k, 81 £ es continua y el minimo es fGnico .

“:entonces el minimo debera estar en el intervalo
[x)-1,%xJs1}. (Luenberger (1984)). -
De esta manera queda desechado el intervalo (0,1]
(figura v.7.2) y el préximo paso en la bGsqueda dorada

"V'v'sera determinar un valor D tal gque %—5-%“)% con
1*‘2’50, posteriormente experimentar en el punto .3
(Ver figura V.7.2), comparar el resultado con el de
los puntos i, 2, P y desechar el intervalo
correspondiente.

Es decir se procederi exactamente del mismo modo =
gue la primera vez, pero ahora el segmento 1P Jugara Gl,v”';, =

papel de OF, "CP el de "A" y "D" el de “C" y as{ se
continuaria sucesivamente si se quisiéra acotar ‘el .’
minimo con mayor precisién. ERS
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‘Enel  caso que,
resultados de los experimentos en 0, 1; 2 y ‘P8
: fobtuviera gue la respuesta menor se alcanza.en 1o

por ejemplo, al comparar

Rt -] desecharia al intervalo (2,P] para trabajér
0;2)- de ' manera andloga a como se. hizo.con. (1 P
-deecir. se tendria que determinar un valor -E-tal’que

C = 1+/35 E
2.

‘AAOOVVV//+

— ]

— A

= . . Después  en el punto 3 de la figura V.7.3 se hucéi"vf ';'ﬂW"
: un experimento y se comparan las respuestas en 0, 3, 1 =
¥y 2 en 3. Permanece el intervale {0,1) si el valor de
la respuesta en 3 o en O es la menor o bien con [3,2]
si la respuesta de 1 o la de 2 fue menor.
Note gque en cualquier paso de la Basqueda de la
Seccién Dorada el intervalo en el que se esté
trabajando tendrd exactamente la misma estructura que
el intervalo [O,P] tiene al ser dividido por los
experimentos 1 y 2.
La pregunta que ahora surge es: ¢ Cérno se aplica
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la bGsqueda de 1la seccién dorada al problema de
minimizar una funcién a lo largo de una direcci6n dada
por algfin vector?

Primero, se debe tomar una observacién a una
distancia arbitraria del origen del vector. si el
valor de la respuesta en la observacién resulta ser
menor que la funcién evaluada en el origen del vector,
la distancia inicial se multiliplica por ¢ y se mide la
respuesta en este nuevo extremo.

Si después de haber seguido multiplicando por p y
de haber llevado a cabo varias observaciones la n~ésima
observacién resulta en un crecimiento de la funcidn,
entonces el minimo se encuentra en el intervalo dado
por la observacién n-2 y la observacién n. La forma de
eate intervalo seria como se muestra en la figura V.7.4

FIGURA V.7.4

Dicho intervaloc esti dividido exactamente como el
intervalo (0,P), por lo que se puede aplicar el método
de la busqueda por seccitén dorada hasta que se obtenga
el grado de precisitn que se considere conveniente.

Si en la primera obsevacién tomada se tiene un
crecimiento de la funcién en lugar de un decremento,
entonces 1a distancia inicial se divide entre p° hasta
que se tenga una cafida de la funcién. En este momento
ya se podria intentar usar la bfsqueda de la seccién
dorada.

Una desventaja de aplicar el procedimiento de la
bGsqueda de la seccibn dorada al problema de minimizar
en la 1linea, es que se requiere un gran ndmero de
experimentos para obtener exactamente el éptimo
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~buscado.  Esto ocasicna que todo el método de ‘descenso
por pendiente ma&xima Tanpar sea m&s lento. De -hecho,
se puede probar que la convergencia de  la busquéda

dorada es 1lineal con radio de convergencia 1/¢ 'Lry‘;

dentro de los métodos que generan un intervalo para el .

minimo, el de la busqueda dorada genera un intervalo de
menor longitud. (Luenberger (1984}).

Cuando uno se encuentra en condiciones ideales
(funcién objetivo cuadrética, que se puede evaluar sin
errores al igual que sus derivadas,), se debe tratar de
aproximar los minimos en la linea con un buen grado de
precisibn. Sin embargo cuando las condiciones est&n
alejadas de un caso ideal 1la experiencia ha indicado
que errores en el cédlculo de minimos en la linea van a
'ayudar a que el método tenga una mayor velocidad de
convergencia global. Claro que para dar s6lo una
aproximacién al minimoe no es necesario tomar muchas
observaciones al aplicar la secclén dorada.

Para funciones no lineales se ha visto gue después
de haber ubicado el intervalo donde se aplica 1la
seccién dorada son necesarias de wuna a cinco
observaciones. (Por ejemplo F =100(x2—-x1)2 + (1-x1)2
“Harkins (1964)).

Para el nfimero de observaciones que se deben tomar
no se ha dado una regla general, pero se han presentado
casos en dos dimensiones, cuando las condiciones son
lejanas de un caso ideal, en que con un experimento es
.mas gque suficiente. Esto sobre todo se ha visto cuando
la funcién objetivo tiene una cordillera; al tomar una
sola experimentacién el error tan grande cometido en
calcular el nminimo en la linea ha hecho que el paso
acelerado determine una mayor disminucién de 1la
funcién.

En cascs donde hay mis dimensiones y la funcién
objetivo tiene curvas de nivel suaves (es decir 1la
funcién objetivo tiende en cierta forma a condiciones
ideales), se han llegado a usar 5 cbservaciones para
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calcular el minimo en la linea.
j’ ~Tamhién se debe mencionar que la distanc a in
para. tomar la primera observacién tiene’" ; peso
importante en el namerc de experimentaciones necesanas
antes de obtener un intervalo donde se locallce,el
minimo. s

El Método de Descenso por Pendiente Maxima Tanpar -
involucra el cdlculo de la direccién de méaximo
descenso. S§i las derivadas son conocidas y se pueden
evaluar sin error, esta direccién de miximo descenso se
puede cohocer sin problema.

Por supuesto la mayoria de los casos de interés no
presentan esta posibilidad.

A continuaci6n se presenta un procedimiento que

servir& para encontrar la direccién de m&ximo descenso :

que no depende del cé&lculo de las derivadas (para

_obtener la del méximo ascensoc solo hay que camb;gr é]:{

signo a la de m&ximo descenso). e

Este procedimiento se debe a Zellnik,
consiste en lo siguiente.

1) Establecer un rango R: para cada variabl Xt

2) Evaluar: B

AFL = F(X1, Xz,..,X|~aR|,...,xn) -F(x)

donde « es un nGmero real pequefio y Al-‘l

pensar .como una aproximacién a8 F .
X : .
3) Las perturbaciones iniciales a lo largo de1~

" vector de descenso por pendiente méxima son evaluadas de

(1962)

‘:l_a relacién:
3= ﬁ/lAFllnx - e
donde B es un escalar usado para determinar el
tamafio del paso. Por lo general 8 =i1/10.
4) Se hace un desplazamiento a 5-6_,* (primer
paso) .
Si el primer paso resulta exitoso, es decir, que
en verdad la respuesta disminuye con respecto al valor

obtenido tras evaluar en el origen del vector, entonces
se debe calcular g =pf y continuar con este proceso
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1 valor de la;; funcién evaluado en ‘el oriqen del vector’
tonces' Bt =B/w .~ Se debe proseguir asi:hasta que ’ el
lpa\so»resulte en una caida del valor de la funcién. '
: B no se disminuye tanto como se aumenta. Esto
“'tiene la ventaja de que si los valores de la funcién se
acercan al minimo cuando se divide B entre ¢° 1la
'longitud cada vez menor de los pasos dar& una mayor

aproximacién al mismo.

El criterio de decisién para no tomar valores
de 8 mas pequefios es :

Si B<t donde ¢ >0 una constante escogida de
manera conveniente, el 6ptimo seria el vector x inicial
(algunos de los valores mas utilizados son, cuando las

curvas de nivel son suaves, c=10"2, ¢=107").

Por otro lade si 8 no crece muche cuando se
multiplica por ¢, entonces se pueden tener problemas de
convergencia, si el &6ptimo est& lejos de donde se
estiaplicando el método. El valor f=.1 tiene indicios
de salvar este problema.

De manera natural uno se podria preguntar como
proceder si Be da un paso acelerado. A partir del
punto Ps (m-impar) se suma el vector %(P- —Pm-3) . En
el extremo final de esta suma se toma una ohservacién,
s8i hay un decrecirmiento con respecto a Pu se empieza a
multliplicar por ¢ hasta que se genere un intervalo que
contenga al minimo. A partir de aguil se aplicaria 1la
BGsqueda de 1la Seccién Dorada. Si la primera
observacién tomada resulta en un crecimiento de 1la
funcién, como m&ximo se pueden hacer dos contracciones
(es decir dos divisiones entre pz). 8i adn asf no se
tiene algin exito se reinicia Tanpar a partir de Pe-1.

Harkins (1964) creador de este algoritmo para
aplicar Descenso (Ascenso) Méximo Tanpar, menciona que
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su. experiencia ‘1o ‘ha ‘1levade 'a preferir  reiniciar:’
{Tanpar -a- partir de Ps-1 que .a tratar de averiguar que
‘‘ocurre, en el vector que va de Pw-d a Ps. (Es decir no
se hace bGsqueda de Ps-3 a Pa).

Por la forma en como aqui gse planted el minimizar
a lo largo de una direccién de descensc por pendiente
m&xima o una direccién dada por algfin paso acelerado,
uno podria pensar gue Descenso por Pendiente M&xima
Tanpar tiende a tener ciclos sin fin.

Por ejemplo, al minimizar sobre un descenso por
pendiente maxima, podria ser que al estar multiplicande
por ¢ la funcién decrezca sin cota. Esto, claro,
depende de la funciébn objetivo gue se esté tomando,
pero es 16gico gue si ésta tiene minimo no va a poder
decrecer sin cota en alguna direccién dada por algln
vector. Si por el contrario se tienen puros aumentos
de la funci6n al estar dividiendo entre s>, se llegaria
a la contradiccién de que en la direcciédn de méximo
descenso la funcién s6lo crece. (De tcdos modos
cuandog < ¢, el proceso se detlene.) Si se toma un
paso acelerado y se quiere minimizar, uno esperaria no
tener crecimientos de la funci6n en forma indefinida al
multiplicar por ¢, si es que la funcién objetive tiene
minimo. Note que al dividir entre p° cuando se
minimiza en el paso acelerado, a 1o m&s se permiten dos
contracciones.

El procedimiento de Descenso por Pendiente Maxima
Tanpar se ha ensayado en casos lejanos de ser ideales.
Por ejemplo, en funciones de la forma

Y

F =] s
=1

Con r) =f)(x1,X2,...,%) donde f; se ha escogido
de tal manera que F no sea cuadritica.

El cosportamiento del Descenso por Pendiente
Mixima Tanpar en estos casos ha sido un tanto errstico
ya Que en las primeras {iteraciones se muestra un
decrecimiento muy pequefio de F, sin embargo, sl que no
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- acelera 16
,vacicnes buenas del éptimo y del valor
(Harkins (1964)).

PT ced mxento conocido c¢omo técnica Gaussiana. Aun
g c técnica resulta ser mis sofisticada
.requiere de un menor nGmero de evaluaciones de la
“"funcidn para lograr resultados equiparables a Tanpar; a
l,'peéar de esto, parece ser dificil encontrar otra
“técnica tan simple como Descenso por Pendiente Méaxima
_Tanpar y que ademds arroje buenas aproximaciones del

1;6pt1mo.
- %8, = OBSERVACIONES FINALES A LOS METODOS TANPAR.=-
" 'Los procedimientos Tanpar tienen posibilidades de

> de segundas derivadas.
Cuando se dan condiciones ideales los métodos
Tanpar convergen en a lo mds 2n iteraciones. $1 uno
“estd cerca de tener condiciones ideales se esperaria
que el nimero de iteraciones para calcular el &ptimo

fuese cercano a 2n.

Un caso de interés de condiciones ideales
aproximadas es aquel que surge cuando se va a aplicar
Andlisis Candnicoe, en donde se considera a Y cuadrética
Y ¥ un muy buen ajuste a Y. Serfa interesante
averiguar gque resultados. se obtendrian si se aplicara
Tanpar a ; cuando es imposible aplicar Ané&lisis
Canénico por «cuestiones técnicas (por ejemplo,
dificultades con las invérsas de las matrices).

Tanpar tiene la ventaja de que se puede trabajar
sin necesidad de plantear un modelo para la funcién de
respuesta. Esto ocurre cuando todas las evaluaciones
de la funcién objetivo se obtienen en forma
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'experimehtal. S
El no proponer un modelo evita por completo’ la "
necesidad de tener gque hacer una regresién, pero a
cambio de esto se tendrd que hacer un experimento cada
vez que se necesite evaluar la funcién.
Una de las criticas que se hace , por ejemplo a

Descenso por Pendiente Mixima Tanpar es que los casos
ideales con que se desarrolld se piensa que se manejan
lo suficientemente bien con Descenso por Pendiente
Maxima Simple.

En opesicién con este punto de vista,
empi{ricamente los algoritmos Tanpar tienen un
comportamiento regularmente bueno en casos no ideales,
algo que no ocurre con Descenso por Pendiente Maxima
Simple.

En la seccifn siete de este capitulo se propuso el
método de la Blsqueda de la Seccién Dorada también
conocido como Método de Fibonacci para encontrar el
"minime en 1la linea", otra alternativa que se ha
propuesto es que cuando se tenga ubicado el intervale
para el valor mninimo de la funcién se ajuste una
funcién cuadritica y se encuentra el minimo de esa
funcién cuadratica. (Burden (1985), Luenberger (1984)).

Se puede dar unc cuenta que cuando hay casos
cercanos a tener condiclones ideales, la alternativa de
ajustar una funcién cuadr&tica puede resultar mejor que
l1a aplicacién del método de Fibonacci.

En presencia de casos extremadamente no ideales
{(que la funcién cbjetivo presente exponenciales, sumas
de exponencliales, términos lineales y cuadriticos
juntos) resulta mejor continuar iterando de acuerdo a
las reglas de los algoritmos de Tangentes Paralelas que
detenerse y volver a inicializar todo el procedimiento.
La gente que ha trabajado Tanpar en forma pré&ctica
opina que Tanpar continuo involucra una especie de
error aleatorio que depende de todas las iteraciones
que se han llevado a cabo. Empiricamente parece ser
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que este error, unpide, al aplicar los procedimientos
que éstos presenten alguna especxe de "loop'
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‘CONCLUSIONES

> describe una metodologia general -al’:
):V';l',e'ma de Superficie de Respuesta en donde se
incorporan las técnicas explicadas en este trabajo.

; 1,~ Definir los objetivos de la investigacién. En
: este punto se debe estar seguroc que el problema por
‘resolver Involucra el estudio de una variable Y
(éuantitativa) que depende de las variables xi,X2,...%s
(también cuantitativas) y es de interé&s el conocimiento
de condiciones sobre X1,X2, 400Xk que determinen

respuesta Sptima en Y.

Si la relacién entre la respuesta y las variables
independientes es completamente conocida, se
deben aplicar técnicas de optimizacién dentro del campo
del C&lculo Diferencial, de 1la Investigacién de
Operaciones o guiz§ del An&lisis Numérico.

Si la relacién a estudiar involucra un error
aleatorio, lo primerc que se debe hacer es seleccionar
las variables independientes que tengan mayor efecto en
la respuesta. Es posible aplicar algunas técnicas
estadisticas para lograr esta seleccién si con
anterioridad se ha ajustado algGn modelo lineal de
Regresién que relacione la respuesta con todos las
variables de interés (Draper y Smith (1981)). En caso
de no disponer de un ajuste de este tipo, sélo se
dispone de la informacién gque da el contexto del
problema en vias de lograr esta seleccién. Después,
hay que especificar los rangos tanto de la respuesta
como de las variables independientes y verificar que la
escala sea continua.

2.~ Construir un diseflo de primer orden,
experimentar, recoger datos y ajustar un mnodelo de
primer orden.

¢Porqué un disefio y un modelo de primer orden?
Recuérdese gue, por lo general, la regién inicial de
experimentacién no contiene al 6ptimo y suponer un
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zona resulta ‘conveniente.

monétona en esta
e’ la clase de todas las funciones monbtonas,
los modelos de primer orden resultan ser de 1los més'
g sencillos, lo cual es adecuado en etapas iniciales de
experimentacién

ST ¢Cual disefio de primer orden? Se podria usar un
2", una fraccién de un 2" o bien un disefio simplex. En
..los 2", X% es una matriz diagonal (esto gulere decir
que el disefic es ortogonal), con X la matriz de disefo.
Si las componentes qQel vector de parémetros se estiman
via Minimos Cuadrados estas son no correlaclionadas y de
varianza constante. Esto permite que los calculos para
desarrollar pruebas de hipStesis sobre el vector de
parfmetros (bajo normalidad) se simplifiquen, (Myers
{(1971) Cap. III). Los diseflos Simplex formados por K+1
observaciones, son tales gue al trazar lineas k
dimensionales Que unan a los puntos del disefio se
obtiene una figura regular k-dimensional o simplex.
Estos resultan interesantes debido al resultado del
capitule III, Seccién 2 de este trabajo que tiene que
ver con la estimacién &ptima del gradiente. Tambien
son disefos ortogonales y heredan las propiedades
respecto a ortogonalidad que presentan los 2%, (Méndez
{1977)).

Repecto al ajuste, caba wmencionar gue no
necesariamente se debe realizar por Minimos Cuadrados.
Existen métodos alternativos de estimacién, que se
comparan favorablemente respecto a Minimos Cuadrados,
por ejemplo estimacién a través del criterio del Error
Cuadratico Medio Integrado (Integrated Mean Square
Error) presentado en Khuri y Cornell (1987), Cap. VI.

3.~ Realizar prueba de Carencia de Ajuste. Si se
esta usando un disefio 2* o un disefic simplex, ser&
necesario que ai experimentar se tomen repeticiones.
Usualmente lo que se hace es incluir el centro del
disefio como un punto del mismo y tomar varias
cobsevaciones en &1 para poder calcular el error puro.
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{dnr una prodiccxén.
. : 4.- Si 1la prueba del punto 3 da evidencia. de

"carencia de Ajuste, se podrian ‘intentar
transformaciones en las variables y/o respuesta. Estaé;

transformaciones deben ser mondtonas para gque sea. -
equivalente optimizar el modelo transformado Yy - el.:

modelo original, En caso de no haber Carencia de
Ajuste se aplican las técnicas estadisticas descritas
por 6.

5.~ Se ajusta el nueve modelo (sin volver ' a
experimentar) y se verifica Carencia de Ajuste. . Si la..
Carencia de Ajuste es evidente, se recomienda usar una
estrategfa de segundo orden, su descripcién se hace en
8. Si no hay se pasa a 6. )

6.~ Aplicar 1la teorfa usual del An&lisis de
Regresién que incluye entre otras cosas la verificacién
de los supuestos sobre los residuales, construccién de
intervalos o regiones de confianza y la elaboracién de
pruebas de hipbtesis para el vector de par&metros. La
teorfa de Regresion m&s conocida se apoya en el
supuesto de normalidad sobre los residuales y esto
implica que las estadisticas para las pruebas de
hip6tesis sobre los pardmetros tengan una distribucibn
F. Cualquier desviacién sobre 1la hipétesis de
normalidad hace que las estadisticas de prueba no
necesariamente tengan una distribucién F, pero en
muchos casos la aproximacién a una F puede ser buena.
El grado de aproximacién depende en parte del disefio
usado para hacer el ajuste. Un disefio seleccionado con
la finalidad de que est& aproximacién sea adecuada se
dice que es un disefio robusto contra la no normalidad y
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10 satisface.n Esto. da cierta flexibilidad
: manejo de la teoria de Regresibn. .
Cuando todas esta técnicas dejan ver que el modelo
‘noi’es  adecuado kabria que regresar a la. etapa ‘de

; seleccién de variables independientes y construccién de: -
un. disefio de primer orden. Se debe considerar- la

‘. posibilidad de tomar mas observaciones experimentalesr-“
y/o expander el disefio. Si el modele es Gtil habria -
que iniciar con 1la aplicacién de 1los métodos de
Superficie de Respuesta como se explica en 7.

7.~ Usar método de Ascenso por Pendiente Mixima.
Se sugiere el método modificado del capitule III ,
seccién 2. si no se detecta curvatura evidente se
‘vuelve a utilizar una estrategia de primer orden como
en 2. En caso de curvatura evidente hay gue utilizar
la estrategia de segundo orden que se describe en 8,

8.~ Se plantea un disefic de segundo orden, se
experimenta, se recogen los datos y se ajusta el modelo
correspondiente.

pPodria usarse un 3" que presenta tres niveles en
‘cada variable independiente y permite la estimacién de
los parémetros correspondientes a los términos de
segundo orden. Sin embargo, no se debe olvidar que uno
de los criterios para la seleccibtn de un disefio es la
reduccién de cdlcules en la estimacién . Por esto con
k grande un 3* resulta inadecuado.

Ccomo alternativa se tienen los disefios Compuestos
Centrales con menos observaciones y poca pérdida de
precisiébn en la estimacién. Estos disefios estan
formados por un 2" con 2k + 1 puntos que son: el origen.
del disefio y los puntos de la forma (o,..,?,...O),
(0,...=q¢,.-.0), =1,...x, 1llamados axiales. pPara
algunos valores de a estos disefos

resultan sé;




: stimadores debidos ‘a que el modelo verdaderoAsea
de tercer orden y no de segundo.’ Tambien se acostumbra?

‘- tomar- repiticiones en el origen para verificar carencia
j de Ajuste (Méndez (1977) y Myers (1971)). Concluida la
S etapa de disefio, experimentacién y ajuste se pasa a 9.
S.- Probar Carencia de Ajuste para el modelo de
segundo orden. Debido a que un modelo de segundo oxden
es 1lineal en 1los parémetros, 1los comentarios al
respecto hechos anteriormente para el modelo de primer
orden son validos en este caso. Si hay Carencia de
Ajuste se pasa a 10, si no a 12.
10.- Intentar transformaciones, ajustar modelo y
pasar a 11.
11.- Nuevamente verificar Carencia de Ajuste. Si
hay evidencia de Carencia de Ajuste pasar a 16 e
intentar estrategias que quiz& no esten dentro del
contexto de modelos lineales. Si no ir a 12.
12.~ Hacer inferencias sobre el modelo. Si este
no presenta ninguna dificultad pasar a 13, en case
e contrario regresar a 8.
13.-~ Aplicar An&lisis canénico y construir curvas
de nivel de Superficie de Respuesta. Ir a 14.
14.~ Si el punto estacionario se encuentra fuera
de la regién experimental o es un punto silla se pasa a
15. En caso contrario la investigacién ha concluido y
se pasa a 17.
15.- Aplicar AnSlisis de cordilleras e ir a 8.
16.- Aplicar Tangentes Paralelas. Haber 1llegado
al punto 16 significa que la respuesta corresponde a la
de un modelo de orden superior no lineal. Un anélisis
similar al presentado en los capitulos II, ITI, 1V para
modelos de orden mayor gque 2 no se conoce. In el
capitulo 8 de FKhuri y Cornell (1987) se hace un
tratamiento para modelos no lineales abarcandc los
aspectos de disefio, ajuste y optimizacién para este
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,La metodologia explxcada de los. puntos 1 a

puede tener - variantes de acuerdo ‘a cada sxtuacxén[‘;r"’

concreta.

‘'Se finalizan estas conclusiones con algunos
‘comentarios sobre el problema de optimizacién
simultanea de varias respuestas o problema de
multirespuestas. Una posiblidad para resolverlo es
aplicar las técnicas del capitulo I, fijando niveles
"convenientes" en todas las respuestas excepto en una y
optimizar respecto a esta cen Multiplicadores de
Lagrange. Este procedimiento no se puede aplicar en el
caso en que se desconozcan niveles convenientes de
respuesta. En el capituloc 7 de Khuri y Cornell (1987)
se trata el desarrollo b&sico para estudiar este tipo
de situaciones. Se plantean disefios, métodos de
estimacitn y técnicas de optimizacién. En esta frea
los estudios apuntan sobre todo a 1la biisqueda de
disefios adecuados, ya que un diseflo eficiente para una
respuesta puede no ser eficiente para otras. La
experimentacién secuencial propia del problema de
Superficie de Respuesta resulta un reto en el caso de
multirespuestas: la decisién para hacer un cambio de
disefio experimental no s8lo depende de una sino de
varias respuestas, Otro trabajo enfocado a
multirespuesta es el de Hoerl (1953).

A continuacién el diagrama de flujo gue ilustra la
metodologia de los puntos 1 a 17.
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