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INTROOJCCION 

La metodolog1a de super!icie de Respuesta es un 

conjunto de técnicas estad1sticas y matemáticas cuya 

finalidad es organizar la información experimental 

producida durante un proceso observado y optimizar el 

proceso. Principalmente se ha desarrollado en el área 

química y en aquellas áreas donde se permiten las 

repeticiones de experimentos. una de las primeras 
referencias que se tienen sobre el tema la dieron Box y 
Wilson en 1951. 

Por ejemplo, en química ·un problema de Superficie 

de Respuesta se presenta cuando interesa estudiar el 

máximo grado de pureza de una cierta sustancia gue 

depende a su vez de algunos factores que pueden ser 

controlados (variables independientes) . 

En general, la metodolog1a de Superficie de 

Repuesta se utiliza en situaciones en donde un gran 

número de variables independientes afectan una o más 

variables dependientes del proceso en estudio. 

A esta variable de interés, se le denominará como 

la respuesta y se denotará por Y. Aqu1 la respuesta 

será medida en una escala continua. Las variables que 

la afectan denotadas por x1, x2, ••. xa, también son 

cuantitativas y sus niveles son determinados por el 

investigador. 

Dif icilmente se podr1an determinar todos los 

factores que determinan a la respuesta Y y aunque estos 

se pudieran especificar, es comun cometer errores en su 

medición. 

Entonces, para poder formular matemáticamente el 

problema de superficie de Respuesta es necesario pensar 

en que la relación funcional entre Y y x1,x2, •.• Xk es 

Y= 1J(Xt,x2, .• Xk) +e, 

donde e es un error aleatorio debido a las fallas en la 

medición y a la incapacidad para determinar todos los 

factores que afectan a Y. ~ especifica la forma en que 



Xi,xz, ..• ,Xk afectan a la respuesta. lJ es conocida 
-·· cCmo respuesta promedio. 

Adicionalmente se supondrá que '11 se puede 
aproximar mediante un polinomio de grado menor o igual 
que dos con parámetros desconocidos que se deben 

estimar. 
A partir de aqu1 habrá que determinar x1,xi, ... Xk 

que proporcionen una respuesta óptima . 
esto se necesita: 

a) Determinar una zona (conocida 

experimental) donde se pudan dar 

Para lograr 

como región 
diferentes 

combinaciones 

observaciones 

de niveles para 

experimentales 
x1,x2, ... xk y tomar 

estas de y en 
combinaciones. A esto se le conoce como construcción 

de el diseno experimental. 
b) Apoyándose en la informaci6n de a), hacer un 

ajuste de '11 (denotado por ;;¡ y verificar su cal:i.dad·;:
es una aproximación de ~. A esta etapa de 

metodolog1a se le conoce como Análisis de Regresión. 
e) ~ es utilizada para predecir xi ,x2, .. ·.Xk 

den respuesta óptima y también para analizar :,_ei·c; · 
comportamiento de la superficie cerca de óptimos. 

De aqu1 que el experimentador se enfrente a las 

siguientes dificultades: 
i) ¿Qu6 diseño utilizar? 
ii) ¿Qué modelo ajustar? 
Myers (1971) y Khuri y Cornell (1987) dejan ver en 

sus textos la relación de las dos preguntas planteadas. 
De acuerdo al modelo se propone un diseño. Aunque el 

objetivo central del este trabajo no es responder i) y 
ii) se da información al respecto. Por el momento, 

sólo es importante destacar que las re_sp~es!-~s a _e_~t~-~-

preguntas dependen del grado de avance en ia 

investigación y que algunos de los criterios- de 

selección involucran la varianza de la réspuest'!' 
pronosticada. 

Otro de los objetivos de las t_écnicas _,Q':le; .se· 



--plantean en superficie de Respuesta surge cuando las 

condiciones de optimalidad en c) son inadecuadas o no 

se pueden determinar. Aprovechar la información dada 

por el dise~o y ajuste resulta un aspecto de interés. 

El objetivo central de esta tesis es abordar la 

teor1a necesaria para determinar condiciones de 

optimalidad y dar un diagnóstico en caso de no tener 

conclusiones satisfactorias. 
En el capitulo I se estudian los Multiplicadores 

de Lagrange (que son indispensables en todo el resto 

del trabajo) , comenzando con el caso que presenta una 

sola restricci6n y finalizando con el caso de varias 

restricciones. 
En el cap! tul o II se presenta el Anlllisis 

Can6nico, que describe el problema de optimizar un 

polinomio de segundo orden. Se ver& que no presenta 

dificultades técnicas fuera de lo comen. Se deja en 

claro la necesidad de desarrollar técnicas de 

aplicación previas y posteriores al Análisis Canónico 

como son el Método de Ascenso por Pendiente Máxima 

(Capitulo III) y Análisis de cordilleras (Capitulo IV) 

respectivamente. 
Es importante mencionar que el Método de Ascenso 

por Pendiente Máxima tiene como objetivo encontrar una 

mejor región experimental, mejor en el sentido de que 

en esta se encuentren las combinaciones de las 

variables independientes que maximizan la respuesta 

promedio estimada. 

El Análisis de Cordilleras, cuyo desarrollo 

matemático es similar al del Método de Ascenso por 

Pendiente Máxima, también puede pensarse como un 

procedimiento para encontrar las condiciones operativas 

óptimas; el Análisis de Cordilleras muchas veces se 

emplea cuando con Análisis Canónico no se pudieran 

determinar dichas condiciones. El contenido de los 

capitulas II, III, IV en sus secciones principales, es 

lo que constituye la teor1a elemental de Superficie de 



Respuesta 

Se finaliza el trabajo con el desarrollo de los 

Métodos de Tangentes Paralelas presentados en el 

Capitulo V. Estos métodos describen algoritmos para la 

bCisqueda de 6ptimos con la posiblilidad de ejecutarse 

emp1ricamente. 

Es importante mencionar que este trabajo intenta 

desarrollar, mas que cinc~ diferentes procedimientos, 

una metodologla completa la cual puede resultar 

provechosa si se aplica correctamente. 
Sin embargo, tatñbilm se elabor6 cada capitulo de 

manera que pueda ser leido recurriendo lo menos 

posible a otro• capltulos. 

Se considera que los conociaientos previos para 
hacer accesible la lectura del trabajo son: Diseno de 

EXperimentos, sobre todo los disenos 2• y An6lisis de 

Regresión Lineal Multiple. Se recomienda para su 

estudio Hicks (1982), Cochran (1957) y Draper y Smith 

(1981) en aspectos de regresi6n. Una visi6n global 

sobre el tema de Superficie de Respuesta se puede ver 

en cochran, Box, Campbell (1968). 
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CAPITl.A..0 1 
M..l TIPLICAOORES DE LAGRANGE 

. INTRODUCCIOll 

Uno de los problemas que se presenta en 

matemáticas es el de optimizaci6n. 
Existen numerosas clases de funciones que deben 

ser optimizadas, hay varios métodos para obtener los 

puntos de respuesta Optima y la decisión de utilizar 

alguno especifico depende de la naturaleza del problema 

que se esté tratando. 

En muchas situaciones se presenta la necesidad de 

optimizar dos o mas funciones simultáneamente y es 

comün que este problema no se pueda resolver 

optimizando por separado, pues el Optimo en una función 

no necesariamente es el óptimo en las otras. 

Supóngase por ejemplo, que se tienen funciones que 

describen ganancia, sueldo y gastos generales. Desde 

el punto de vista de un empresario lo que se buscarla 

es maximizar la ganancia y minimizar los sueldos y 

gastos generales. Para resolver el problema y hacer de 

lado las dificultades de optimizar las funciones una 

por una, se puede intentar 1Da>cimizar las ganancias 

fijando niveles adecuados para los sueldos y los 

gastos. Esto se sintetiza diciendo que se busca 

optimizar una funcion objetivo sujeta a varias 

restricciones. 

Si existen funciones k-dimensionales f y g1 

,1•1, .• ,• que modelen una situación como la del 

empresario que quiere maximizar sus ganancias, el 

problema tiene posibilidad de resolverse utilizando 

algunas técnicas del cálculo diferencial. Como se verá 

posteriormente estas técnicas de optimización 

restringida son utlizadas en el desarrollo de los demas 

métodos de superficie de respuesta. Nóte que se parte 

del supuesto de que las funciones ya existen, el como 

construirlas no se discute en este capitulo. 
I.1.- CASO UNA RESTRICCIOll EN FORMA DE ECUACIOll 
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cuando se presenta el problema de optimizar alguna 

tuncion con restricciones lo mas simple que puede 
ocurrir ea que la restricci6n tenga forma de ecuaci6n. 

Se desarrolla mediante un ejemplo como proceder en 

estos casos. 
Ejemplo I.l.1.-(Marsden y Tromba (1981Í 

Sup6nga que se quiere minimizar la funci6n 

f:R2~R, definida por 

f(x,y) = x 2 + y2 
sujeta a la restricci6n 

y=x + l • 

Las curvas de nivel (e. N. ) de f son c1rculos 

concéntricos, cuyo centro es el origen. Mientras los 

radios de los c1rculos sean menores, la funci6n tomar! 
valores más pequeftos. 

Para encontrar el punto que satisfaga a la 

restricción y ademfls que corresponda al minimo, debe 

hallarse aquella c.N. cuya tangente sea la restricción 

y el punto que corresponde al m1nimo, será el punto de 
tangencia. 

Para justificar esta afirmación, supóngase que el 

m1nimo no es· el punto de tangencia. Entonces, podrian 
pasar una de dos cosas: 

i) Que la c.N. que pasa por el m1nimo y- la 

restricci6n no se intersecten (ya que por cualquier 

punto del plano pasa un circulo con centro en' el 

origen, en particular existe una c.N. en el m1nim0), O 
bien ,-< 

11) Que la restricción sea secante a la C.N •. dei:: .. , 
m1nimo. 

Como el óptimo debe estar sobre la restricci6n,_·_. ~Í,~---~ 
primer caso queda automáticamente excluido. 

Para el segundo caso, por ser la restricción· 
-·' '..' 

secante, hay dos puntos donde se intersecta ésta. Y. la. 

C.N. del m1nimo. Uno de ellos debe ser el 6ptimo. 

considerado, ya que este se encuentra 

restriccci6n y su curva de nivel. 

7 



~ --,~ , .. ·- - '"" ,, _,s:;,;· :.;,~. .-.'*'-" :-::·,' í~; ·. : - · 

-.-,,l, '~----~·--_:·-.J~:f:) ~~;. -.;.:.<, ---~:t··- ~---- - ,· 

' · s'e~n/~, \; .¡-.·;. .:los•·' .. pu~tos de intersección y 

' co~sidérase' el,:, punto' medio, p> del' 'sec;ma,nto :¡;¡¡>;, que 
-tai:Dt)iéf0·s~~}~~-é~'ent~a -s·~br·~---.1a : rest-=icc.i6n por ser esta 

~. ' - -:.:· :.·>·· 
. una--re'7~ª~'-.;:'.· .-. · ::' · - . :, · 

'. El.'c!rculci•·de··radlci''np'n y centro en (O, O). estA 
de~:~ro·:·de ·1~ ·Z.é9ión··'acotada por la curva de nivel en la 

Cuál se encuer.-:=a el 'minimo. Cor.io la función vale 

menos en circules de radio mas peque~~ 
f(P

0

) < !(PI) • f(P2). 

Puesto que P1 o P2 es el minimo se llega a una 

contradicci6n, ya que p• tiene una respuesta 

estrictamente menor a la del minimo. 
En conclusión, el punto qua corresponde al mini.me 

es un punto donde alguna c.N. y la restricción son 

tangentes. Ver figura I.1.1. 

F'ICUJU. I.1.t 

,.,_. ..... 
............. ,.. •• 1 

Una -forma para encontrar las coordenadas del 

óptimo, es resolver simultAneamente el sistema 

x2 + y2• e con c>O 

y-x-1• o 
(1) 

(2) 

Se debe buscar el valor de c para que exista 

solución ünica ya que as! se garantizará la tangencia 

entre la restricción y la curva de nivel y por tanto 

la obtención del m!nlmo. 

Da (2) se tiene qua 

y• X + 1 

sustituyendo lo anterior en (1) se llega a 

. x 2 + (x+l) 2 • e 2x2 + 2x + (1-c) • o 
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(2) 

Y• 1/2. 
Entonces, el punto que correspcnde al m1ni11<> es 

Este método no es U.cilmente generalizable. 

cuando el níimero de variables independientes es mayor 
':-q;,¡,':=tres resulta dificil visualizar geométricamente el 

problema y sin importar el número de variables, no se 

sabe que tan complicadas sean las ecuaciones que 

definen a la restricción y a la función objetivo en 

v1as de resolver el sistema correspondiente. 

Para 
f(x,y) • x2+ y2 

se denotar! con Po al punto óptimo. 

La restricción y-x-1•0 se puede ver como la e. N. 

de valor cero de la función g(x,y) • y-x-1. 

El gradiente de una !unción diferenciable, 

definido como el vector formado por las derivadas 

parciales de la función respecto a cada una de las 

variables y evaluadas en x, siempre es perpendicular a 

la curva de nivel que pasa por X· (Siempre que dicho 

gradiente sea diferente del vector cero.) 

En Po·(-1/2, 1/2) resulta que, Vf(Po)•(-1,l)•.Qy 

por tanto Vf(Po) es perpendicular a la C.N. de f a la 

que pertenece Po. Vg(Po) también es perpendicular a la 

restricción en el punto óptimo, ya que Vg(Po)·(-1,l)•~. 

Como las curvas f(X,y)•l/2 y g(x,y)•O son 



'i•• ' •. ,· }' 

tangenfeS ·_:.·~~ :····1·.~.·a·~~~ .. ~.·t~a •.. ~.~n~g~·se.~~:~n.~~-tteh.c,Jo./m-J=~uu;·~n.·:.i~.q;._u>~ev .. '..·.~ ..... P<.ª.~ºsila> ort09aria.1e~,~a _ -º~C>,(:::~~~~/,-~º~- _1_~ 
que Vf (Po)~AVg.(Po)é '·(E~~ d!'Ci~; los· •g~a~iimtes : .. sóñ 

par~le1o'~¡:'.•; '' · ·.¡O ''' {/ 
-Este,_pa·re·1~ii'snto·- Se ·-p.ued~,:'_~fi~~~~~-~r · ~'Ori-· f:;c.¡~l~d:~~:. ·. 

en él. ¡,j~;;r:;l.6 ya' qÜe. ,: · ·· 

. ''· V~(Po) (-Ll) y <:g(l'G)•(-1, :, 

Vf(Po)•lVg(Po). 
esta propiedad de 

correspondientes 

hip6tesis, como 
a óptimo~, 

lo 

·-Teorema 1.1.l (Marsden (1981)) 
TEOREMA DE LAGRANGE 
Sean f:U<:ll!•-1111 y g:urn•-· 

abierto. sea xo e u y g(xa)=O y sea s -01---_c;:o~tunto --de~ 

.nivel de valor cero de g, Sup6ngase que Vg(xa)•D. ·si 'f.•·· 
esta restringida a s y tiene un máximo o un m1nimo en 
xo, entonces existe un nómero real A tal que 

Vf (Xo) =?.Vg(Xa). 
Este teorema da la pauta para resolver problemas 

con una sola restricción, para los cuales se puede 

plantear el siguiente algoritmo. 
Primero se debe garantizar la existencia del 

6ptimo, posteriormente verificar que las funciones que 

definen el problema sean diferenciables y que el 
gradiente de g sea diferente de cero en todos los 

puntos sobre la restricción. Lo anterior es con la 

finalidad de que el 6ptimo satisfaga 

Vf=;\Vg 
g(X)•O 

As1 se determinará un sistema con k~l ecuaciones y 
k+l inc6qnitas (la k+l-6sima inc6qnita es ;>., que 
comQnmente se le denomina multiplicador de Lagrange). A 
las soluciones de este sistema, se les llaman puntos 

critico•. 
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No todo punto critico será 'óptimo.' 
criticos pueden ser máximos, minirn~s ··~-:'Pu~t·~s·-:~i-11as.· 

Es importante hacer énfasis erÍ q·u·e·'~~da --~~~ -ae"-las 

condiciones estaC-lecidas, son_· n~C~sa~·ias·-·*_'pa~a h~1lar 
los óptimos dent.ro de los p~ntci-S~ :'.~~'i t-~~66~ 

Huchas veces la condici6n·;v~~o ¡;s:· ignorada. Las 
consecuencias de est:.a actitud '-;~- s'C ;_ -Pt:e':ier\' ilustrar 

mediante un ejemplo. 

Ejemplo I.1.2 (Courant (1984fl. ..• ••,: ,::: ··-
sup6nga que se desea. minimizar' 

. tcx,}'>"'x~+i~> 
sujeto a ,,., ·~<:e·;~'.·:~., écl;:_'é.· .... :ce;,·; 

... :.:l:Ji~~~1~~~~f ~f~~Lt:~~: ~ 
figura i.i':2~';' •· '•-ó• ,, :•\;:.•;e~~'; ;:: ••...... ···· .: .. 

·>,,-;"e ~-~- •.;o~ ·--~,-- ~:,~, 

x2 +y2. represente la distancia del punto (x,y) al 

orige_n_. ~ 
'En· este.caso, el Punto más-cercano al-origen sobre 

g(x,y)=o, es el (l,O). Es decir, f(x,y) alcanza un 

m1nimo en (l,O) sujeto a que g(x,y)•O. 

Ahora 

de aqu1 que 

~ •J(x-1>2 

~ --2y ay 

11 



En conclusi6n, si- el gradiente no es distinto de 

cero en toda la restricci6n, puede suceder que el 
óptimo no sea un punto critico, aun cuando la función 
objetivo f y la restricci6n·cumplan con las condiciones 
restantes establecidas en el teorema l.1.1. 

Otra forma equivalente de determinar los puntos· 
criticas para el problema _con. una restricción es la 
siquiente. 

se define 1a· con.ocida furicfOn de Lagrange como -
. F•f+Ag. 

Post;~r;_orm~nt".! .. :;_~_e ::_P!~n)~:~-~~\las.~~cU~~~<?~~~--/ 

*=O / .; J 
t finalmente se - resuelve el sistema - dacio': po.:0 - ...... tas·-· 

··dar i vadas ·parciales·. 
' . ' . :_ "-'-'..~- .• -='.·:,. __ ·: 

'Los puntos criticas obtenidos al - resol\¡er 
sistema o el sistema Vf =AVg coinciden puesto que: 

~,= ~,+*?=O• ~I .. -A~I • . 
Haciendo -A =A , para toda i=l, ~ ;·~ k se obtiene 

con lo que se cumple que Vf. = A ·vg: , La 
-~ecuP-~rada·,~~·1,- ha-c~r 

técni~a cJ::::_:ª:t~6:-:f :1~~;:q .. ~~gu~0os __ -·~u~.-'iiustran·•·· la 

-- Ejemplo 1;1,3;"' (Mar·sd~rí:y •Tromba 



•. \ 
sea.(,· 

f(x,y,z)• x + z 
sujeta a 

g(x,y,z)•O 

donde 
g(x, y, z)•x2+y2+z2-1. 

i) La funci6n objetivo f, alcanza el m6ximo y el 
m1nimo porque es continua y la restricci6n define un 

conjunto cerrado y acotado. 
ii) f y g son diferenciablea en todo R3

• 

iii) Se tiene que Vg•(2X, 2y, 2z). El linico punto 

que satisface Vg•O es el (O,O,O), pero éste no est6 
sobre la reetricci6n, ya que 

g: (O, o, O) •x2+y2+z2-l •02+0ª+0ª-1--1•0. 

iv) Los puntos cr1ticos son aquellos !! 
cwaplen 

Vf (!!) •AVg (!!) 
igualdad que determina lea siguientes 

l•2AX 
0=2Ay 

l•2AZ 

x2+y2+z2-l•O 

.ºe .11) 

~or {~ t:ant:~ de 1 ~; • 
· '" • •. ~~;;;, · '"" t;~~ ~; , 3·~d~ •O.· 

·• De.:(1)'y(3) C':i' 
. -.~¡:·· . 

. susd.tuyendo' ª11. (4) 

2x2•1 '"' x•H/v"i• z. 
Í:Oll'~Ciiifcos puntos cr1ticos son (l/v"i, o, .l/v'2) .Y 

(-1/v"i, o, -1/v"i). Como se satisfacen las condiciones 
para que los 6pt imos se encuentren entre los puntos 
cr1ticos, uno de estos corresponde al m~ximo y el otro 

al m1nimo. Para definir cu6l es cu6l, s6lo hay que 

evaluar 

funci6n 

los puntos en f y determinar en donde la 

es mayor, con lo que, (1/./2 ,o ,1/./2) 
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correspo:-:.;e 

correspon'1e 
Ejemplo : . :_,.4 

Sea: 

f (Xl, X2)•53. s.;,..0.7. 

sujeta a: 

Se resolvera este problema aplicando. 
Multiplic~~ores 'de Laqrange. 

Pri:ero se obtienen las derivadas parci~les 
Bf/ax1 • 7.31 - 6.06x1 + 2.69X2 
Bf/BX2 • 26.65 - 2.69X1 - 13.92X2 
aq/ax1 = 21.85 - ia.40x1 - 6.26x2 

óg/BX2 • 8.59 - 6.26X1 - l0.36X2_ 
Geo'Cé':ricamente, se ha garantizado la existencia 

del 6pti==· Adem~s, f es continua y q=O es un compacto. 
La condición Vg•O, sobre los puntos que est!n en 

la restr~cción (para garantizar que el óptimo estA 
entre les puntos criticas) se puede verificar 

encontrando xi, x2 tales que aq¡ax1•Bq/ax2=0 y viendo 

14 



que estos valores x1, xz no satisf~ce-~·:./ia'·:: ~~~~~:z¡'~·~i~~-:~:· .. '~·- <<~·._ .. 
Es fácil encontrar que valores de-._. x1 ty"·_:-.")b'.··:_h:~~~ffL1.~~'~,:: 
parciales de g cero, ya ~e ,¡lú;·:;·ec;u~ci~nes::'por-· 
resolver son lineales y .ad·e~áS\.:·s_u.:~ ··a·ef~~~1·~·~:nt~·-~~-tis:··_ . . ·· · 
-10. 43. -"" ('"-· _:;ff'" <'o. -

Las funciones f y q son c¡{~~~~n~:; élii'.;r~dC:1aiJi.is 
de esta manera, el óptimo Se .'.'encJirit·~~"'- ·d~~·t}~·-:~·-d~~:-.:"1ó~·.-;~:-,.~,, 

punto:l c:~:!:::. que determina los i~-nt~~ Zf a¿~s:fa , 

7.Jl - 6.06x1 +2.69xz H(21.B5 .: 1a.4 x1. - 6.26xz)~o. ··::: 

26.65 + 2.69x1-1J.92X2 H( 8.59 - 6.26Xl - 10.:ÍGxz);=O .· 

85.72 +21.85xi+ a.59xz -9.20(x1¡2-s.1acx2¡2-6.26x1x1,;;o;· ---,_·i.',.: Pi'.:. -, .. 
E¡--;'manejo de alquna técnica de AnáliSis-··:-N'ü~éilci~·~:-; e: __ ··-~·-

. ~--~-Para. resolv~r sistemas de ecuaciones: no --~~~tj~~~i~~; ·eri :~:- .. ~-~-;.~~, 
taima simultánea, es muy Qtil en este caso. ,__,.. ,, __ 

Una forma de solucionar el sistema ~-. e·s- ·_"- tr 
3

, __ ! 
' ' '' ~e_ ;ó,; 

siguiente: . ... -_., '!) .. " 
- Utilizando (1) y (2) se puede expresar a·: x1''y'.

0 X2' .. 'en':'.":'''· 
-ténlinos de A_ como _ : .. ;:,,;,."-_~'-:t=:--.;~-,t~~.'~;~ 

x1=c11J .44+236.16>.+112. 99A2> / en .12-159. 6n-229':a'ú.2> _:,,,, .• 

xz=(lBl .16+451. J2A+ 21. 2BA2> I (77 .12-159. 67A-229. 8n:2r.'::-
Si se dan valores a A y se sustituYen en-'BstaS d.6~:-_:·· 

expresiones se obtienen x1 y X2. Oespues, se deb~_:·J~. 

evaluando en g hasta que se encuentre una parejcl -(~·1,X2)"~:·" ;'"' 
que aatistaga la restricci6n aproximadamente. 

Los ensayos que aparecen en la tabla I ~-1·.-1 

hicieron usando una calculadora de 
auestra la simplicidad del aétodo. 

TABLA f.1.1 

Xl X2 

2.25 2.35 

~0.1 t.67 l.58 so. 6 a 

-0.2 1.11 0.92 95. '6 

-0,lS l.48 l.19 89. 8 

>- .:;·· 
seo;_'·,-=· 

Aqu1 la idea geométrica inicial fué muy !~portante, 
ya que conjuntamente con l~s .c·á1cui~s"· pe·~~itE!~-~-ségura~ 
que las condiciones 6ptimas son aproximadamente (l. 67, 
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I,2 CASO CON H RESTRICCIONES PRESENTADAS COMO 

ECUACIONES Y K VARIABLES INDEPENDIENTES (H < K) 

suponga que !(x,y,z) representa la temperatura en 

un pun~o de! espacio. Considere el problema de obtener 

el ópti~o restringido a una curva C dada por las 

superficies de nivel gl(x,y,z)•O y 97(x,y,z)•O, Se 

dará pctr hecho que f, g1 y g2 son diferenciables. 

Vg1(x,y,z:) y Vg2(x,y,x) son normales a las 

superficies qi(x,y,z)•O y g2(x,y.z)•O, respectivamente, 
luego ta:ibién lo son a la curva da intersecci6n C 

(figura I.2.1). 

rJCUIU. 1.2.t 

o 

Suponga que e esti dada por a(t) derivable con 

tE[a,b]. Sobre la curva e, la funci6n temperatura 

depende s6lo de t, es decir, g(t)af(a(t)) denota la 

temperatura sobre e. Si g tiene un óptimo relativo en 
algl'.ln ti E [a ,b], se verifica entonces que g• (tl) =O. 

Si se utilizan las hip6tesis hechas sobre a y t, 
se puede aplicar la regla de la cadena, asl se 

obtiene que 

9• (t)•v!(a(t)) ·a' (t), 

pero 

V! (a(tl) ¡,a• (t1)•0, 
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puesto que g•(t1)•0. 

Ya que 11' (t1) es tangente a e en 11(t1) y el 

producto escalar entre Vf(11(t1)) y 11'(t1) es cero 

entonces Vf(11(t1)) es ortogonal a e en 11(t1). 

En conclusi6n Vg1(11(t1)), Vcp(11(t1)) y Vf(11(t1)) son 

ortogonales a e en 11(t1). 

Geométrica.ente es claro que tres o •as vectores 
ortogonales a una curva en R3 se encuentran en un plano 
(s6lo se puede ser ortogonal a una curva en R3 en dos 

direcciones, figura I.2.1). 

Finalmente, si los vectores Vg1 y Vg2 en a(t1) 

fuesen linealaente independientes 

Vf (a(t•) )•A1Vg1 (a(t•) )+ A2V92(a (t1)). 

Todos los vectores estS en un plano y v91, vcp 

generan dicho plano. 

El siguiente teorema formaliza las 

anterioraa. 
Teorema I.2.1 (Apostol 1980) 

ideas 

Sean f, 91, 92, ... ,g. funciones definidas en 
ug¡•~R (m<k), todas ellas diferenciables en u con u 

abierto. Sea X• E R• un punto 6ptimo de f restringida 

a g1=0, g2aO, ..• ,g.=O. Si ademá.s los vectores Vg1 (Xo), 

Vg2(Xo) 

entonces 
Vg.(xo) son linealmente independientes, 

Vf (Xo)•A1Vg1 (Xo) H2Vg2(X•) + ••• +A.Vg.(xo). 

Se acostumbra olvidar la verificaci6n de que 

Vg.(X•) sean linealmente independientes. 

El siguiente ejemplo ilustra los problemas que esto 

origina. 

Ejemplo I.2.l (Apostol (1980)) 

Se desea minimizar 
f (x, y, z)=x2+y2 

sujeta a 

91(x,y,z)•O y g2(x,y,z)•O 

donde 

g1(x,y,z)•z y g2(x,y,z)•z2-(y-1)'. 

gi y g2 se cortan en una recta a la que se 
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··~···· ~·ll" . 

. . .... 

. 
" . 

f(x,y,z) es la distancia de un punto (x,y,z) al 
eje z. Sujeto a la curva e, se obtiene que la 
distancia t se minimizarA donde e cruce al eje Y. e y 
el eje Y se intersectan en el punto (0,1,0).) Por tanto 
f 0 sujeta a e tiene m1nimo en (O,l,O). · 

Ahora Vg1(0,l,O)•(O,O,l). Vcp(O,l,O)•(O,o;o) 
Vf(O,l,0)•(0,2,0) es imposible que 

Vf (O, l, O) •;\.1Vg1(O,1, O) H2Vg2(0, l,.O) • .. 

De esta manera se obtiene un 6ptimo ·~-~ .. J~~A,,~) . . 
que ocurra que Vf, V91 (Xo) , .•• , vg.(Xo) 'sean vectores 
linealmente independientes. 

El Método de los Multiplicadores .de. Lagrange para 
una función f sujeta a m restricciones·g1~0, .•. ,g.-o es 

el siguiente: 
Se debe garantizar 
a) que el problema tenga un 6ptimo 
b) que las funciones sean diferenciables, y 
c) que los gradientes de las funciones que 

determinan las restricciones sean linealmente 
independientes sobre la intersecci6n de todas:estas. 

De ocurrir a), b) y c), el e/ los 
0

6pÜmos~se 
encontrarán entre alguno de los llamados puntos 

cr1ticos. 
En este caso, un punto critico será aquel que 

satisfaga el sistema, (de k+m ecuaciones con k+m 

incoqnitas), formado por: 
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i) Las ecuaciones determinadas por la 
Vf•A1V91+ ••• +AoVc;¡. 

donde las inc6qnitas son Xt, X2, ..• , 

A2, ... , A•, y 

ii) las • restricciones. 
Un procedimiento alternativo para obtener los 

puntos criticos, . similar al presentado en la sección 

I.1. se presenta a continuaci6n. 
En primer lugar se define la Funci6n de Lllqranqe 

coa o 
F•fH191H292+ ... +Aoqo. 

Posteriormente se deben encontrar, los valores no 
neceaariaaente tlnicos, x1, xz, ... , Xk y At,A2, ... , A• 

tales que satisfagan las ecuaciones dadas pcr 
8F/Bx1aO V 1•1, ••• 1k 

8F/8At=O V 1-=1, ••• ,. 

Los puntos criticas quedan dete'rminados pcr los 
correspondientes vectores (x1,x2, ..• n). 

La manera de demostrar que ambos sistemas producen 
las mismas soluciones es análoga a la del caso con una 

sola restricci6n. 
Ahora se muestran ejemplos que ilustran la técnica 

discutida. 
Ejemplo I.2.1 (Marsden y Tromba (1981)) 

Encontrar los puntos máximo y mlnimo para 
f(x,y,z)~x+y+z 

sujeta a las condiciones 
x2+y2=2 
X + z=l. 

En este caso las restricciones estan dadas por 

q1 (x, y, z)=x2+y2-2=0, q2(x, y, z) ~x+z-l=O. 
i) Existencia del máximo y el mlnimo. 
Obsérvese que las restricciones determinan un 

cilindro, la primera, y un plano, la segunda. su 
intersecci6n es un conjunto compacto (cerrado y 
acotado) en R3

• Como la funci6n f(x,y,z) es continua, 
entonces alcanza su máximo y su mlnimo sobre el dominio 

19 



considerado. 
ii) La diferenciabilidad se ve cl&ramente de las 

funciones •ismas. 
ii) Se verá bajo que condiciones 

Vg1(x,y,z)=(2x,2y,O), 
linealmente dependientes. 

Vgz(x,y,z)=(l,O,l) son 

Considérese 
aVgt+f:iVg2•0 1 

esto es 
a(2x,2y,O)+P(l,O,l)•(O,O,O) 

que da lugar a las ecuaciones 
2xa+f:i•O, 2ya•O, f:i•O 

equivalentes a 
2xa•o, 2yaao. 

La dependencia lineal de los gradientes s6lo va a 
ocurrir en el caso a-o, con lo que automáticamente 
resulta x=O, y=O, pero debe notarse que cualquier punto 
de la forma (O,O,z) no satisface g1=0. 

Por lo tanto, Vgl(x) y Vgz(x) son linealmente 
independientes para todo x que satisface g1(x)=O, 
gz(x)=O 

iv) Determinaci6n de los puntos cr1ticos. 
Se debe localizar x,y,z tales que 

Vf (X, y, z)=AtVg (X, y, z) +A•Vg(x, y, z) 
gl(x,y,z)•O 
gz(x,y,z)•O. 

Ecuaciones que dan lugar a 

sustituyendo (3) 

La ecuaci6n ( 2) 
obtiene que x=o. 
y• !fl, z•l. 

2A1X+A2al 

2Aty=l' 

20 



Los puntos criticos son 
de ellos corresponde al máxb10 y el otro al minimo. 
EValuando los puntos en la funci6n objetivo - f 

encuentra que en (O,V2, 1) se alcanza un máximo y.- .en· 

(0,-11':!,lJ un minimo. 
Para finalizar esta sección, se 

condici6nes suficientes para que un punto 
presentan 

critico sea 
máximo o minimo. Estas condiciones serán utilizadas en 
el capitulo IV. 
Teorema 1.2.2.- (Draper (1963)) 

sea K(x) = ~:~ 2 a!:~.a!:~. ] la 
- a2 F B

2F B
2 F 

Xki1Bxki2 an2 

hessiana de F , donde F es la funcion laqrangiana 
problema de optimizar f (ll) sujeta a g1 =O , V t•t,. 

Sea A e 11• un punto critico, entonces si M(ll)_: 
i) Es definida positiva (es decir -y_'Ky -~-,;,;·:,--;;~º:·:~:;::;_;;c;::cc-

v Y. ~O) hay un minimo restringido en !· 
ii) Es definida negativa (es decir 

V Y. ~a) hay un máximo restringido en !· 
Se incluye aqul una idea intuitiva de -la 

ya que este resultado no se encuentra con facilidad 

los textos clásicos de Cálculo Diferencial. 
Desarrollando F en series de Taylor se tiene que 

F(A + IJJ -F(Jl) = i ll'K(J!.)h + O(IJ'¡. 

Recuerdese que todas las primeras derivadas 

parciales de F son cero en ! ~~. 

h es un vector de incrementos pequeftos con 
entradas h1. O(h3

) es el residuo de tercer orden para 
tales incrementos. 

Si H(Jl) es definida positiva ocurre que 
F(Jl + h) > F(Jl) para h suficientemente pequefta. 

Si se varia h de tal manera que s6lo las 
restricciones se satisfagan entonces 

f(Jl + hl > f (Jl) • 
En conclusi6n, se obtiene un punto mlnimo local 

en .!!_,:sujeto a las restricciones establecidas. 
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un:; punto silla de F, bien puede suceder 

h) ·no sea mayor que F(l'.\) para algunos h 
pero F(l'.I + h) > F(l'.I) para tod~ h que haga que 

·ií +·h esté en la restricci6n. Por esto, la condici6n 

que aqui se establece es estrictamente suficiente y no 

necesaria. Más adelante se presentan otras condiciones 
necesarias conocidas como condiciones Kuhn-Tucker. 

I.3 RESTRICCIONES EN FORMA DE DESIGUALDADES 
Ahora, se trata una generalizaci6n del problema de 

optimizar una tunci6n f sujeta a m restricciones g1=0, 
1•1, ••• ,. donde t, g1:Rk _ ... R 1=1, ••• , •• 

Esta generalizaci6n consiste en considerar las m 

restricciones como inecuaciones. Aqu1 puede suceder 
que m<k, m-k o bien m>k, es decir, no se pide que haya 

alguna relaci6n especial entre el ndmero de 

restricciones y el nümero de variables. 
En la práctica, este tipo de planteamiento tal vez 

sea el mas utilizado, pues en muchas ocasiones tan s6lo 
se tienen ciertas cotas, tanto inferiores como 

superiores, con las que se debe cumplir. 

Por ejemplo, un problema donde claramente se 

aprecian este tipo de restricciones es el de la 

dieta , cuyo planteamiento es el siguiente. 

Interesa minimizar el costo de una dieta, la cual 

debe satisfacer algunos requisitos nutricionales 

m1nimos. Partiendo del supuesto de que se dispone d~ k 

distintos productos alimenticios x1,x2, ..• ,xa y que a 

cada x1 se le puede asociar: 

son: 

v1 unidades de vitaminas. 
ji ti 

ht " 

minerales. 

carbohidratos. 

pi " proteinas. 

c1 costo por unidad. 

Suponiendo que los niveles nutricionales m1nimos 

91it: Cl1 
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,g1 ,·es: 
92.-,'u __ 

: g~ " 
'., .. 9•. "· ·.·--=.~-:~ 

vitaminas en la dieta. 
" minerales 
" carbohidratos 11 

" proteinas 
y af,a~,aJ,a4 son constantes predeterminadas. 

El "problema puede plantearse de la siguiente 
manera: 

__ Si f_ representa el costo total de la dieta, se 
debe minimizar f sujeta a: 

g1t: ª' 
g21t: a2 

g3t: aJ 

gct: ac 

Esta clase de problemas, con restricciones en 

forma de inecuaciones, se pueden transformar en otros 
equivalentes , donde las restricciones son ecuaciones y 
en los que se puede aplicar la teoria de las secciones 

anteriores. Esto se logra si a cada restricción g1 de 
la forma g1•a1 (g1•a1) se le resta (suma) una función 
de holgura. Aqu1 se trabaja con funciones de holgura 
cuadrlltica. 

Para la i-ésima restricción, la funci6n de holgura 
cuadrática se denota por h1 1•1, •• ·• y su expresión 
anAlitica es 

h1=(Xll•l) 2, 

en donde Xktl con 1•1, •••• , representan variables 
auxiliares adicionales 

De esta forma, las nuevas restriccione~_s9~~-
g1· ... 91-(x11+1)2=a1 (g1.=91+(x1c+1) 2=a1) -~=1, •.• ,~'·· 

En este momento se tendrá. que aplicar la técnica 
de Multiplicadores de Lagrange, descrita en la secci6n 
anterior, a f y a las restricciones 91 • con l•1, •• ••• 

Para encontrar los puntos crlticos, habr6. que 
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J•l, ••• , •• 

Se ilustra a través de un ejemplo. 
Ejemplo I.J .1.-

se desea determinar la posible ubicaci6n ~ del 
Optimo de la funci6n objetivo. 

f (x1 ,X2) •x1+x2 

sujeta a la restricci6n 

ya 

9(x1,X2)•x12+X22-ls o. 
Primero , n6tese que el problema al 

que la funci6n objetivo f es 
tiene soluci6n, 
continua y la 

restricci6n determina un conjunto compacto en R2
• 

Ahora, para hallar la solucion, se hace lo siguiente: 

i) se plantea la restricci6n en forma de ecuaci6n 
agregando una funci6n de holgura cuadrática, esto 
hace que la nueva restricción sea 

q • (x1, x2,xJ) =q(x1 1 x2) +hJ=x12+x22
+>0

2-1-o. 
ii) se determina el sistema Vf=Avg', resultando· 

Bf/Bx1zABg' /BXI lm2Ax1 (1) 

Bf/Bx2aABg '/ax2 .... 1=2Ax2 (2) 

(3) 

iii) se resuelve el sistema para encontrar los 
puntos criticas. 

De (1) (2) y (J) se obtiene que 
A •O, x1=x2, X3=0 

Sustituyendo en q 

2 (x1>2=1 
XJ~tVf"/2 • X2 • 

Por lo tanto, las dos soluciones aon (l/./2,1/"2) y 
(-1/../'i,-1/i/2). Después de evaluar estos puntos en la 
tunci6n objetivo, •e puede deducir que la priaera 
•oluci6n corresponde a un a6xiao y la segunda a un 
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Para profundizar aas an el material de esta sacci6n 
se puede consultar Chow (1962). 
I.4 CONDICIONES NECESARIAS (ANALISIS DE PUNTOS CRITICOS) 

Una vez que se han obtenido los puntos cr 1 ticos, 
surge la necesidad de determinar su naturaleza, es 

decir, decidir si en realidad los puntos corresponden a 
valores máximos , mínimos o bién si son puntos silla de 

la funci6n. La manera mas natural de hacerlo es 

evaluando la funci6n objetivo en algunos puntos que 
pertenezcan a una vecindad del punto critico que se 

quiere analizar y basandose en la comparaci6n de dichas 
evaluaciones obtener alguna conclusi6n. Sin embargo, 
proceder as1 tiene dos objeciones principales: 

1) Tal vez no sea fácil evaluar la funci6n 
objetivo y 

2) Podria darse el caso que aun evaluando en 

varioa elementos de la vecindad no se tuviera la 

informaci6n suficiente para poder determinar que clase 
de punto es el analizado. 

Por las razones anteriores es que surge la 

necesidad de encontrar otros caminos para resolver este 
problema. 

En cap1tulos posteriores se verA que existen 
m4todos muy eficientes, como es el caso de la 

Transtormaci6n Canónica, que sirven para resolver el 
problema de determinar la naturaleza de los puntos 
criticas. Por el momento se enunciara , sin demostrar, 

un criterio necesario pero no suficiente, para la 

optimalidad de funciones con restricciones. 
Dicho criterio se conoce como Condiciones de 

Kuhn-Tucker y se puede aplicar a 

maximizaci6n (minimizaci6n) sujetos 
restricción en forma de inecuaciones. 

problemas 
a más de 

Suponga entonces que se desea minimizar f(X) 
Sujeto a 

g1 (.11:) s O V l•t, •• ·• 
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Ü)- g1ex°) •o v 1•1, •••• 

iii) eA1)g1ex°) =O V l•t, •••• 

iv) Al • O. 

Es importante notar la forma en que se plantea el 

problema y el sentido de las implicaciones. Las 

condiciones para los 3 casos restantes 
en la pr6ctica son: 

1) cuando se desea maxiaizar rexl 
q1cx·> :so v ,.,, ...• 

debe cumplirse 

i) V Fe21;") • O 
ii) 9 1 ex"> • o v ,.,, •••• 
iii) eA1)g1ex") •O V l•t, •••• 

iv) A 1 • o. 

2) si el problema-fuera minimizar texP 

g1exl •O V1•1,.::~ 
Entonces x" es el punto buscado si 

i) V Fex"l • O 

H> g1 ex"> • o v ,.,, •••• 
Hi> CA1)g1 ex"> = o v ,.,, •••• 
iv) Al • O. 

Finalmente para el caso en que se desea 
maximizar f(X) sujeta a 

g1 (X) • O V l•I, , • ·• 

Las condiciones están dadas por 

i) V F(¡¡
0

) = O 

iil g1 ex"> • o v ,., , •••• 

iii) (>,1) g1 (¡¡
0

) a O V l•l, •• •• 

iv) Al • O. 

Taabi6n se requiere que los puntos criticas sean 
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- accesibles. Un punto Xo es accesible en una re9i61'Í R, 

n-dimensional, si ><oelnt(R) (el interior de R), o bien 
si ><•<B(R) (la frontera de R) y se pueden efectuar 
desplazamientos infinitesimales tales que el punto 
desplazado se convierta en un punto interior de R. 

Como las condiciones son necesarias y no 

suficientes, la manera en que debe emplearse este 

criterio es negando matemáticamente las hipótesis dadas 

para asl eliminar a los puntos que no son óptimos. 

Se finaliza esta sección mostrando un ejemplo en 

el cu61 la función objetivo est6 sujeta a una 
restricción , presentada en forma de desigualdad (que 
como se v 1o es el caso mas general que se pueda 

resolver con el método de lo• Multiplicadores de 
Laqrange) y en el que se har6 uso de las condiciones 
Kuhn-TUcker. 

Ejemplo I.4.1 (Wismer (1978)) 

minimizar (><-a) 2+ b sujeto a >< -c ~ o 
Entonces 

F= (>< -a) 2+ b +A (>< ~c). 
Luego 

B F 
F'"i a 

: ~ -" 
Por los puntos 3 , y 

Kuhn-Tucker tal\lbien se tiene 
>-(>< ~c) 

A s· O._ 

Finalmente . 
x =- c es una solución 
A= -2(>< -a) = 2(a -><) 
o bien 
A= O . -- --
X =- a es la soluci6n 

Si a < e, la solución ser& x •e, pues A•2(a 

Por lo tanto, si se toman puntos que no cumplan 
estas condiciones con seguridad no ser6n m1nimo• 
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CAPITLtO 11 

ANALISIS C~ICO 

IllTRODUCCIOll 

Uno de los objetivos que se persiguen en el 

trabajo experimental es medir la relaci6n entre las 

variables independientes y una o más variables de 
respuesta. 

Un problema muy frecuente para el experimentador, 

es determinar bajo qué niveles las variables 

independientes proporcionan una respuesta 6ptima, es 

decir, una respuesta mAxima o m1nima. 
Este estudio se puede lograr con la ayuda de un 

modelo matem&tico que relacione las variables 

dependientes con las independientes. El modelo se 

construye o se "ajusta" utilizando un diseflo de 

experimentos y de aqui se obtiene un 6ptimo estimado. 

(Existen métodos que no requieren de dicho ajuste como 

es el caso de las Tangentes Paralelas que se plantea en 

el capitulo V) . 

cualquier investigador sensato tratarla de obtener 

su ajuste usando una zona experimental donde 

se encuentre el 6ptimo. La elecci6n de esta depende en 

gran medida del conocimiento previo que del problema 

tenga el investigador. 

El An!lsis Can6nico (A.C.) es el segundo método de 

optimizaci6n en superficie de respuesta que se presenta 
en este trabajo y es sobre el que se discutiré en éste 

capitulo. 

6ptimos 

El objetivo principal es la localizaci6n de 

para cuando la media de la superficie de 

respuesta tiene la forma . . . 
flo + I: 1l1X1 + L I: 1l11x1x¡ 

1 •1 J•ll •l 

es decir, cuando es de segundo orden. Aqui se supondra 

que se ha escogido una re9i6n experimental donde 

posiblemente se encuentre un 6ptimo. 

La técnica de A.C., no s6lo se concretar! a 
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,_ ),'·,':'.-. -C ;· , • 

. ,caüri'é:ar a .los puntos cr1ticos (mbimos, 
·puntos silla), sino a hacer un an&lisis 
.superficie en vecindades del punto de interés. 
caso que se detecte un 6ptimo fuera de la región de 
disen.o, se tratará de aprovechar la información dada 

por A.C. en vias de obtener una nueva regi6n con 

mayores posibilidades de tener óptimos. 
11.1 EL AJIAL1S1S CAllON1CO 

Sup6ngase que ya se dispone de una 

experimental de manera que sea factible que el 
esté en ella y ademAs, se considera adecuado ajustar 
modelo de segundo orden. 

Un modelo de este tipo se puede utilizar 
siquientea razones: 

i) cualquier superficie sin •picos• 
aproximar mediante un polinomio de varias 
segan el teorema de Taylor. 

ii) cualquier superficie cercana a un óptimo 
un comportamiento cuadrático. · -·.-.. -

Recuérdese que la respuesta media tiene la forma · 

• 
'IJ ª ¡lo + L #lJXJ + 

J• I 
I: I: #3J•XJXa + I: '3JJXJ

2 

J• 1•• 1 jet 

J<o 

y después de realizado el ajuste la respuesta 
Y est& dada por la ecuación 

Y • ba + i. bJXJ + i i bJaXJX.. + r bjJXJ
2 

1 

J• t J•la• 1 J•l 
J<o 

donde b1 es el estimador por m1nimos cuadrados de f31. 
El objetivo será maximizar Y en términos de x1, ... ,xk. 

- Adicionalmente se supone que Y es un buen -ajUSt-e-o

de 7J • Esto quiere decir que TJ esta bien aproximada 

por Y. Puesto que '1J es lineal en los para.metros, se 

puede aplicar la teor1a para el modelo de regresión 
lineal general en vias de verificar la calidad del 
ajuste. (Draper y Smith (1982)). 
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paso en 

cr1ticos, 
No todo punto estacionario está forzado a ser un 

6ptimo y a los puntos estacionarios que no son 6ptimos 
se les denomina puntos silla. 

Para obtener los puntos estacionario primero se 

calcula aY¡a! (que denota a V Y como un vector columna) 

y usando que la derivada es un operador lineal, se 
tiene 

ay¡a~ = a(bo)/B~ + a¡~'b)/a~ + a¡~'ex¿¡ax_. 
Note que cada una de las derivadas introducidas en 

esta expresi6n de BY/B! -tienen- -sentido, ___ yac, _q\Je, _su ____ _ 

argumento estll dado por funciori~s ~sc.a~ar~.~ ! 
Se tiene que 

a(bo) /Bx1=0 V 1=i.,,.k, ~rit~'iié:e~ BC~J/at;;o: _ 
• 

a¡~'b)/ax1 •a( E x1b1 :i1a~'i,-""',1>1_ 
l •1 .. 
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Perlo tanto 

8(~'8~)/8~ = 28~. 
Con estas tres expresiones 

8Y/8Jf. = b + 28!• 

Igualando la expresi6n II. l. 2 con cero se -
obtienen los puntos estacionarios, entonces 

8Y/8~ = b + 28~ = O 

~ = -B~ 1 b/2 
siempre que 8"1 exista. 

51 8-1 no existe, el problema no tiene soluci6n o 
tiene una infinidad de soluciones En este caso habr1a 
que verificar, de acuerdo con el contexto del problema, 

si es correcto pensar en la inexistencia del 6ptimo o 
en su falta de unicidad. De no ser as1, el error se 
deberá a la propuesta del modelo o al disefto usado para 
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· ·-ii~L~.· ~~-'.
-:·~~-~:·::-:·_,:·,\:."_, :·:'.:'::;. ;.' -, -._.-._._ 

:!·:cOiístrUir i~. 
" ·'"--""';-cUandO ·--~-- es ·un Optimo muchas veces as de interés 

:con~éer ·1a diiecci6n de menor o mayor decrecento, ya 
""ºC¡uE,~' e;; "~ª situaci6n real el punto 6ptimo obtenido 
· ·podr1a- ser inaceptable por cuestiones presupuesta les. 

En ··este caso, se buscarla al90n punto que tuviera 

asociada una respuesta con aproximadamente el mismo 
valor y adem~s que se considerara aceptable. 

cuando se tiene un punto silla, puede suceder que 

la verdadera relación entre la respuesta y las 

variables independientes presente dos 6ptimos. En este 
caso serla de interés, detectar en qué dirección se 
encuentran dichos 6ptimos. (las direcciones de mayor o 
menor decremento de la superficie). 

Otra situaci6n que puede 
la siguiente. 

nCUJU. u.1.1 

La figura II .1.1, muestra lo que se conoce como 
sistema de cordillera estacionaria, mientras que la 
f ig. II .1. 2. muestra uno de cordillera ascendente. El 
primer caso determina que hay una regi6n, mas que un 
punto, en donde la respuesta se maxi~iza o se minimiza 

(aqu1 a·• no existe). Dicha regi6n, proporciona 
condiciones alternativas para optimalidad. 

La cordillera ascendente indica la direcci6n en la 
cual el investigador debe mover la zona experimental, 
para obtener un 6ptimo que est6 dentro de dicha 
regi6n. 
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Los sistemas de cordilleras serAn estudiados con 

mayor detalle en el capitulo IV. Por ahora s6lo se 
destaca el valor que su estudio tiene para hacer nuevas 

experillentaciones. 

Con esto en aente, se discute una estrategia para 

caracterizar a ~· una forma de lograr esto podría ser 
aplicar la teorla que el cAlculo diferencial en varias 

variables ha desarrollado, específicamente los 

criterios apoyados en el Hessiano. 

La matriz 28 contiene la intonnaci6n referente a 

las deriva das de segundo orden de la super! icie Y. 
Esta matriz se conoce como Hessiana y con ella se puede 

detectar la naturaleza del punto !!!!· Si la matriz 

Hesssiana es definida positiva, entonces la funci6n 

tiene un minimo en ~, si la matriz Hessiana es 
-definida negativa la función tine un mAximo en ~· 

Resolver de este modo el problema podrla presentar 

entre otras, las siguientes dificultades. 
i) A medida que el nfunero de varia.bles crece, el 

cálculo del Hessiano es cada vez mas dif 1cil y 

ii) No se puede analizar el comportamiento de la 

función Y en las cercan1as del punto !!· 
Por otro lado, es recomendable que en caso de 

trabajar con tres o menos variables independientes, se 

grafiquen las curvas de nivel con valores cercanos a 
Ye.~>, pues as! se puede obtener información adicional. 

El método propuesto aqul, que ea conocido como 

Método de la Transformaci6n canónica (MTC), permitirá 

hacer el análisis deseado , sin importar el numero de 

variables independientes. 

El MTC consiste, primero, en trasladar los ejes 

coordenados, en donde las variables son x•, a un nuevo 

origen que se ubica en ~:-B-1 b/2, obteniendo asl la 

siguiente expresi6n 

donde 
Y :z Yo + !_

1
8!_ 

(II.1.3) 
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= Yº + !lª! . 
Al hacer la traslaci6n de los ejes al punto 

se transforma el modelo original en uno equivalente, 
que tiene una forma análitica mas sencilla, en la cual 

no aparecen términos lineales. 
La segunda parte de la Transformaci6n Can6nica se 

loqra recordando que bajo una rotación adecuada se. 
pueden eliminar de la ecuación (II.1.4) todos los 

productos cruzados ZIZJ V t•J y de esta mafiera llegar' a 
una expresión con la forma 

Y = Yo + [ A1w1 2 • 
1• I 

Con ella será mas fácil saber si en realidad el 

punto estacionario !!! corresponde a un mAximo, a un 

1111nimo o a un punto silla. Además, las variables wª 

determinaran los ejes principales de las curvas de 
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~ivel de la !unción de respuesta. 

A continuación se detalla la manera de obtener 

dicha rotación. 

Se determinan los valores propios (también 

conocidos como valores caracter1sticos o ei9envalores) 
de la matriz B. Para ello se encuentran las ratees del 
polinomio caracter1stico en A (P(A)) que resulta de 

calcular el determinante de la matriz (B-AI•l· Como B 

es una matriz cuyas elementos son reales, entonces 

todos sus valores propios son reales. 

A medida que el ntímero de variables del modelo sea 

mayor, aumentará la dificultad para obtener los valores 
propios de B, ya que el grado del polinomio P (A) 

crecerá y por consiguiente será mas dificil encontrar 

sus ra1ces. 
Una vez que se hayan obtenido los- k valores 

propios se sigue un procedimiento apoyado sobre el 

siguiente teorema. 
TEOREMA II.l 

Si A1,A2, ••• Ak son valores propios, todos reales, 

de una matriz simétrica B, existe una transformación 

ortoqonal !=M~ tal que la forma cuadrátrica Q=~tB~ es 

transformada a la expresión can6nica. 
Atwt

2 + A2W2
2+ ..• + AkWk~ 

Esto es, la forma cuadrAtica Q es transformada a 

otra cuya matriz es diagonal y los elementos de la 

diagonal son los valores propios de la matriz B. La 

i-ésima columna de la matriz M es el vector propio 

asociado al valor propio A1. La matriz M exista porque 

para Atª diferentes sus correspondientes vectores 

propios son ortogonales debido a la simetr 1a de B y 

para cada :>.1 con multiplicidad j, existen vectores 

propios ortogonales. 

A continuación se muestra cómo llegar a la forma 

cuadrática partiendo de que ya se tiene a la matriz M. 

Se sabe que M~[m1 ,m2 , •.• , mk ] es ortogonal, es 

decir, M'M=I•. m1 denota la i-ésima columna de la 
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matriz "· 
Sea !•"!! (o bien !!'""'!) la transfonaaci6n 

ortogonal. Si se sustituye en la ecuaci6n II.1.4 se 

tiene que 

Y • Yo + C"!!l 'BC"!!) 
ª Yo + !!lMLBM!! 

• 
= Ya + I: >.1w~ 

1•1 
(II.1. 5) 

a la que se deseaba llegar. La 

obtenci6n de " se ilustrará mediante un ejemplo. 
Ahora se analizar<\ la ecuaci6n IX. l. 5 por casos 

para poder especificar la naturaleza del punto 

estacionario. De aqu1 en adelante se supone que el 

punto estacionario está dentro de la regi6n 

experi•ental, a menos que se indique lo contrario. 

CASO l. 

si en la ecuaci6n II.1.5 A1< o V 1•1, ••• ,•, 

entonces ~ corresponde a un valor mAximo de Y, pues 

Es decir, 

partir de ~' 

AIWI 
2< O Y 1""1 ••••• k 

~ E AIWI 
2

<0 
l • 1 

• Ya + r A1wf < Yo - y(!!) 
l •1 

cualquier movimiento que se realice a 

sin importar la magnitud de éste, 

provocarA un decremento en Y. 
Si k•2 las curvas de nivel, en términos de les 

variable• v•, •e verán como en la figura 11.1.J. 
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la 

de 

comparado con el descenso ocurrido al 

Se alarquen en la dirección de w1. 
cuando kz=J las superficies de nivel presentan la 

forma que en la figura II.l.4. aparece. Iqualmente se 

pueden comparar las magnitudes 1 A1 I dos a dos y ver 

hacia dónde se alargan las superficies. 

ncuru.. u.1.' 

~·· 

~-. 
~ . . ..... .. . ' 

En general, IA•{ mide la magnitud de decrecimiento 

.de la respuesta Y en la dirección w1. 
Caso 2. 

suponga que en II.1.5 existe al menos un 
sub!ndica jo{l, .•• ,k} tal que A.J es aproxillladamente 

cero y ademAs que .\1<0 Y ,., •...• :., entonces Xo 

nuevamente corresponde a un valor m!ximo Y, pero ;;; 



~e~~1r:?,~~; p·rácticos· no es cm1co, sino que habrá una
.. infinidad . de puntos que aproximadamente dan el : valor 

,:náxl::io .'de : Y , todos ellos en el hiperplano dete..,.inado 

.. po~<)as WJ ,• tales que sus correspondientes .\j 1 • so!' 
cas'i: cero. cuando se encuentran estos casos, se· dic;:e· 

~a·y. una cordillera estacionaria. 
Par·a k=-2 y en el limite, es decir, 

l~;r~qi6n de posibles máximos tiende a 
II.l.l). 

cuando :>.1, :>.2<0, :>.:i-O la re9i6n de posibles m'1ximos 

tiende a ser el eje Wl encerrado por curvas de nivel en 

for::ia de·cilindro. (ver figura II.1.6). 
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Si en la ecuación II.1.5 existe al menos un 

sub1ndice je{ l, ••• k} tal que AJ es aproximadamente cero 

-.¡-- -Al>O- V l•1, ... ,1r., , entonces se tiene---una"'"_-cordill~r~_ 

estacionaria formada por elementos correspondien~es al 
minimo de Y. Nuevamente, aqul se pueden escoger les 
puntos que mas convengan. 

Caso 5. 

Si en la ecuación II.1.5 hay alq(\n(os) 
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.{:i~r::;e::eL c;:::L~;I~ºit~~~t~ri~t1~~i~~-Z~i~t~c '--~-;. :r., -.'-· ___ -_:.-_._-
al menos un sublndicéÚe{1i":.':'jléf;f~t~lYq;ec:~·Jc~;~--:i'__ca,,':i) .L -- _-
cero-;=- ..... -~"--=--- ·.o·_c;;.f.-;--:_'¡o: '-=----.:~·.:~·,,,-.,~:f}:-"-~---::['"'-\~~=t~:,--~;- -~T - ~º · -f-:: 

Los . 'ca_s~s :~ª~:'.,_:·_~:~~-~~:-~~:~:~e'.:~;~,~~~;::~'~-~~;:~ d~-~~~'<=-~€d.f1i~,~~~:··'.; 
en forma 9rá~ica;• son-1a·s·s~9uientes:: ··- - - -

. '·':\'; :.·-=FICriR.{ffr.-1~+~:~:: ,_~;'.~~:> -, "·"· _. >-' ._.,_. -·· · 
~---------~-~· ,-<---::-~~- :>·" 

-:-.~~;.!" . " >" -~~-~-::· ~.·;;~,.;-;/_ .. '.-.<:~--·.~~.; ·"·'~~-.. ;~~:~-
:·;\{:-.'._ ,.,.:5:'._._ 

Donde lo q~e se recomienda es desplazarse sobre el 

ej.e Wl; siempre que p.1 ¡ tienda a cero, para as1 poder 
deter.ninar nuevas zonas de expericentaci6n. 

cuando se es~á en este tipo de casos, debe volver 

a desarrollarse todo el procedi:oiento antes desc:-i to 
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seleccionar la región de experimentación, aj¡;star 

nuevo modelo de segundo orden, obtener el punt~ 

estacionario correspondiente y finalmente bajo 

determinar la naturaleza del punto estacionario, 

usando la ecuación II.1.5. 

Te6ricamente, este algoritmo debe emplearse hasta 

que el punto estacionario que se obtenga sea un máximo 

(m1nimo), aunque en la práctica el costo y el tiempo 

limitan el n(1mero de experimentos posibles. 
se finaliza el capitulo con un ejemplo de la 

técnica explicada. 

Ejemplo II.1.4 (Myers (1971)) 

Este ejemplo involucra un experimento 

investigador trata de analizar la influencia de 

temperatura de sellado (XI) , la - temperatura -de --1a 

que enfr1a (x2) y el porcentaje_ de polietileno· 

(Xl) sobre la fuerza de sellado- en gramos 
del empaquetado para pan de-caja. __ ; 

Las variables .oric_ii'nales fueron 

utilizando las formulas 

Xl 
11 

TDIP. Sfl.U.00 - 255 
30 

X
2 

"' TEKP. DE DfJ"RUKIOfl"O -SS 

• 
XJ 11 X DE POLlETILEHO - 1.1 

0.6 

Fueron usados en el disefto experimental· 

diferentes niveles para las variables· . -·- Los rii.Yeles 
para las variables codificadas y originales estAn -dad.as -

en la tabla II.l. 

TABLA Il.1 

-t,682 -1.000 0.000 1.000 1.682 

XI 20•.s 22S 2SS 285 305. s 

X2 J9.9 •• SS •• 70.1 

X3 0.09 o.s 1.1 1.7 2.11 

La matriz del disefto, originada de un disefto 

compuesto central , diseftos considerados adecuados para 
ajustar una superficie de segundo orden (Myers (1971) 

Cap. 7) y el vector dB observaciones Y en variables 
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grados de libertad se 

adecuado. 

punto Se calculó el 

ecuación 
.• i€. s,~:~:b/;s~> . ' ' .. · .. 

llegando a que . - :~ ,', . 
-·:i 

··· .. ~ .. ~·~:IT]:Q:EO. 
___ cori .-respuesta eStin;ada,-Yo·_ ='--:11:os-:-·2~:..·~~:- .-. .-"' '''~"'-

Para calcular __ l,as rafee~ - ~~~a~terÍst.Í~a"S de )a 

matriz B, Ai, Az, Al, se utiliza la ecuación 

1 

e-o. 7602 -Al -o.11so 
-o.1750 t-1.00 -AJ 
-o. 2500 0.0750 

.. 
de donde las ralees son -; ~;~;' 

A2. -1.2712 A>·:;:· :-1,1112, 
. ~' 2: 

dando lugar a la forma canónica .<• .. :.,:•••.•.·>~<; 
Y • 11.os -O.S6Jow.2-i.2112;,;,2 -l.ll72WJ .• 

A1 • -0,5630 

Puesto que todas las i\1 1 • son ~~·~~~-i~·~;-~f: el -PUnto 
--~ !'=. 
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c~n yáiOr ~·'~.b~:ci~·~·~?f)?~~~.; __ ;)iPécJ~,~-:fi~?~ La respuesta-· ·e~:· 
ig~~lm~~~e. _ ~~-~s._~.-~-i-~-~,'.Te~~~-~-~·a_~b.~~s~:'ª --·.10· láigo' de -10S'.: ejeS .. ~' -, 
wz y wJ ya qU"e··¡:;2¡;~;'¡ ~·~¡', ;T; · ' · 

, Algo 'híu~ ·c,P~~~ej¡f,r~~Hit~i: dec . interés ; P":J::.ª ·. ~,1 . 
· '. ~J;l"'..e_~~i?_~~-~:;-::-~-~\~o-~~c~r< ·l~.\r~-~~~~~n :: ~.ntr~:~}~~.~: ;:~~.~~-~-~~-~-~ 

'" · · ··.··• . · · .w' ~~r:~~?aif:$;~1r~t;\~¿:E~f¡:{:t~tª:~~qt:?J~~~7fü1.;.;~~~~~;, \:,~ · ·.· · .· 

~: :~ ,r'q~;~~~?!!t~~¡jf I!Ei~~-;:::~. iiHtlt!i~fa~, ;;, f • 
-~~~'. ,~-~~--~~·-- ~·:::.·~~-"-~~0"7~~1:~r~~~~~-~~~i'~ - - :-.: -· -~~--~~-'.-~~~-,_, ~~rr ··'.·~-=~ -~~· - ~ 

, . :/ ····· :~· '!W;:~.;~; ... :::;:.,,, ,,,::: ::,.,,,] ~0· : ': :, . : , ; 
Al resolver el sistema las soluciones deben 

normalizadas, por ejemplo para Mt debe ocurrir que 

m11
2 + m21

2+ m1
2 = l. 

La forma de resolver estas ecuaciones es dar un 

valor arbitrario a una de las inc6qnitas reduciendo la 
dimensi6n del sistema. Se puede sustituir 11•31 • 1 en 

y obtener las soluciones m'u • -2.0791 

111'21 J;I .9142. 

Ee fAcil verificar que siempre que se dé un valor 
a mJt diferente de cero, se pueden encontrar mz1 y mu 

que sean solución al sistema. Esto se debe a que las 

ecuaciones que se desean resol ver determinan un 

subespacio de dimensión l generado por un vector con 

tercera componente distinta de cero. De aqu1 que las 

soluciones no sean ünicas. 

Para la soluci6n m.'31, m. 1 21, m'11, loa valores 

Jllt, 1121, wi11 se obtienen dividiendo m'11, a'21 y 11 1 11 

entre 



encontrar vectores x que 
·respuesta y no sean tan caros. 
de la siguiente manera . 

Al observar la ecuación 
i- ii.os -o.s6Jo1112 -i.21121122-i.111211.2 • 

se nota que al desplazarse sobre alguno de los ejes w1, 
112 o lll a partir del punto (O,O,O), la respuesta 

decrece menos sobre la direcci6n de w1. Asl que si se 
dan valores a w1 cercanos a cero y se consideran 
vectores de la forma (wi,D,O) con aus correspondientes 
(x1, x2, XJ), los vectores con entradas x' •son máiximos 
aproximados. Dentro de estos últimos se seleccionan 
los mas adecuados. 
mAximos aproximados. 

La tabla II. 2 presenta algunos 
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XJ , 7211 . 7611 ,8017 ,8420 .8821 

11,074 11.057 11.029 10.989 10,939 
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de experimentación adecuada y 

modelo de segundo orden . 

Al hacer Análisis canónico 
verificar si el óptimo se encuentra o no 

región de experimentación escogida. 
punto esté fuera, se debe 

cordillera para determinar una mejor zona. 

circunstancias se aplica nuevamente el procedimiento 

completo de ajuste y análisis de alguna superficie de 
segundo orden. Como se puede observar se ha planteado 

una metodologia, para localizar el óptimo que puede ser 

utilizada secuencialmente. 
Otro caso en el que se necesita localizar una 

mejor regi6n de experimentación es cuando el ajuste 

indica que el punto critico corresponde a un punto 

silla. 
Debido a que, en general, en el Ani\lisis Canónico 

se utilizan diseftos que representan altos costos y no 

pocas dificultades técnicas, resulta poco prActico que 
el experimentador lo utilice secuencialmente. 

De esta manera, se requiere desarrollar una 

técnica que minimice costos y que sea Otil para ubicar 
alguna región donde posiblemente se encuentre el 

óptimo y sólo entonces el Análisis Canónico seri\ 
aplicado. Un procedimiento con estas características es 

el Método de Ascenso por Pendiente Máxima. (A.P.M.). 
III.1- EL ASCENSO POR PENDIENTE MAXIMA 

Supongase que se desea maximizar una función Y que 
depende de k variables independientes, (l, ,.,, .. ·"• 

pero que se desconoce la forma anal1tica de la relación 

entre las variables independientes y la variable 
dependiente. 
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primer paso para optimizar una superficie 

proponer alguna regi6n inicial de experimentaci6n. 

servirá como base para encontrar otra u otras que 
sean mejores, en el sentido de que contengan al óptimo. 

Ya que también se busca disminuir los costos y los 

cálculos relacionados a los estimadores de los 

parámetros, se propone iniciar con un diseno 2k o bien 
un diseno factorial fraccionado. (Myers (1971)) Como 

no se tiene la seguridad de que la regi6n de 

experimentación inicial determinada por un disel\o de 

este tipo contenga al óptimo, es conveniente pensar que_ 

la superficie es monótona sobre esta región, por lo que 

se recomienda que el ajuste se haga utilizando como 

una función lineal, es decir , una función de la~ 

k 

ll• + E /llXI, 
l • 1 

es la variable codificada 

En un disefio 2", las 

ünicamente toman uno de los dos 

siendo el centro del 

decir, la codificación se hace de manera 

de cada x1 sea igual a cero. 
Como ejemplo, para dos variables 

cada una, se tiene lo siquiente. 

Si (1, ~· toman los válores de la 
codificación debe hacerse como sigue: 

XI• 

1 O•ro 

(t - <-.-) 
20 -10 --.-
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re_specti vamente. 
Lo análogo resulta con la 

x2. 
El codificar las variables simplificará los 

é::Alculos algebralcos realizados al emplear el método de 
los m1nimos cuadrados, que es el medio por el cual se 
hará el ajuste del modelo. 

Sea 

Y • bo + i: blXI (III.1.1). 
1 •1 

el modelo ajustado , con bo, ... ,bk los estimadores de 
m1nimos cuadrados de los parámetros ~1, ••• ~k. 

Para poder analizar a Y, se avanzarán R unidades, 
a partir del origen, en la dirección que muestre el 
máximo ascenso. Una ventaja de trabajar con variables 
codificadas radica en que el incremento de R unidades 

en la direcci6n 
k 2 2 

como E Xl =R. 
l •1 

deseada se puede expresar 

Entonces, el problema es maxiaizar (para el método 
de descenso por pendiente mAxiea, se debe einiaizar) la 
función 

Y • bo + i: blXI 
l •1 

sujeta a la reatricción 

• I: x1
2

• R2 

l • 1 

si esto se resuelve para diferentes valores de R, 
los vectores (x1,X2, •.• ,Xk) obtenidos determinan una 
ruta de ascenso •áximo. 

La restricción se establece por dos razones: 
-Maximizar Y sin ninguna condición adicional no 

produce soluciones satisfactorias. (cuando el modelo 
es un plano horizontal todos los vectores ! son 

52 



6ptimos, cuando el plano tiene cierta inclinaci6n Y es 
no acotada, ) 

-Maximizar Y retri9iendo a la reqi6n del diseno 
puede resultar anal1ticamente muy complicado. 

-El valor de R es variable de tal manera que se 
puedan considerar todos los vectores ?f que determinan 

la regi6n experimental. 
Soluci6n al problema utilizando Multiplicadores de 

La9range. 

sea: 

Q= bo + i: blXI - 11( l: x1 2
-R

2
) 

l• I l •1 
la Laqran9iana asociada. 

Derivando parcialmente 
x• se tiene que 

8Q/ BXJ • bJ - 21lXJ. 
La derivada parcial respecto a µ 

BQ/8µ = -( E x1 2 -R"I . 
l •1 

Igualando 8Q/BXJ con cero y despejando XJ 
XJ = bJ/2µ J•1, .. .,k • (III.1';2) . 

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad y·. 
sumando sobre j•l, ••. ,k se tiene 

E xi • i: bf/cµ• • 
J•I J• 1 

Usando la rastricci6n se llega a 
• 

R
2 

• !: bj/4µ2 

J• 1 

y despajando µ resulta que 

~ µ • ___ _,J_•..:.1 __ 

2R 

Esta expred6n indica que aon dos los posibles 
puntos cr1ticos. Uno corresponde a un 116~!110 y el otro 
a un m1nimo ya que Y es continua y la restricci6n 
deteraina un conjunto compacto. 
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Yo= bo - R ~ 
J•l 

Por tanto, el máximo se alcanzará cuando µ >O y 

el m1nimo cuando µ < o. 

En muchos casos el experimentador quiere conocer 

cual es el máximo aumento en respuesta si se da un 

incremento 6J en alguna variable l;'.J. Este incremento 

determina un aumento XJ' en la correspondiente variable 
codificada x¡. Si se sustituye xi' en la expresión 

XJªbJ/2µ, se obtiene un valor para µ. Este valor se 

puede sustituir en xa=b1/2µ 1:.1,. •• k ,1•1 dando lugar a 

aumentos en las variables independientes 
Xt' ,x2', •••• Xk' ,1•J, que con xJ' determinan respuesta 

máxima sujeto a que los vectores ! esten en la esfera 
• 

de radio R' =l: (X•' ¡2. Los aumentos x1' 1 .. 1, •• 11 (11tJ) 
'•l 
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Se evalua Y en forma experimental en los puntos 

f, f + t., s:· + 2t., s;º + Jt., .•. ,que esten fuera de la 

región del diseno, donde s;º es el vector cuyas 

componentes son los correspondientes valores de ~1, 

~2, ••• (k cuando x1=xz= ... =Xk=O y ó. el vector de 

incrementos A z(tu, .•. Ak) o "paso" de la ruta. Las 

evaluaciones terminan hasta notar alguna curvatura en 

la funci6n, es decir, cuando Y presenta un crecimiento 

seguido de un decrecimiento En este momento habrla que 

ubicar una vecindad en las variables ('ª donde se di6 

la calda de Y para considerar a esta región como 

candidata para aplicar nuevamente todo el procedimiento 

hasta aqu1 descrito. 

Este método secuencial se detiene cuando al 

comparar la máxima respuesta Y obtenida en las dos 

líltimas regiones utlizadas, el cambio en Y es nulo, 

casi cero, o bien negativo. En ese instante se espera 

tener la región adecuada para ajustar un modelo de 

segundo orden y realizar Análisis Canónico. 

Toda esta descripción define el método de Ascenso 

por Pendiente Máxima. 
Tradicionalmente, este es el método mas utilizado 

para localizar regiones en las que se encuentre el 

óptimo de una función bajo estudio Sin embargo, 

existen algunas desventajas al aplicar esta 

herramienta, dentro de las cuales se puntualizan las 

siguientes: 

-El punto 6ptimo localizado en la región obtenida, 

no necesariamente es un óptimo global, sino que 

puede, en algún caso, ser local. 

-A.P.M. depende fuertemente de las escalas de 

medición de las variables. 

ejemplo. 

Al respecto se dará un 

-En la medida que se procede con el método, 

perdiendo precisión, al grado que ea necesari~ 
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pruebas de hipótesis para saber 

primer orden siguen dominando. 

Ejemp~~. r~:."\~. ~«M:::s ~~:71~~rlables \~¡; :det~Li~~n 
una cierta respuesta. Los niveles-..'l_toí!( ba.jÓ 

una están dadas en la siguiente tabla; ... , . '.·:·:;~;. : , 

p~an ex~erim~ntal. a,b,c,d están asociados 

niveles altos de x1,x2,XJ,X4 respectivamente. 
aparece alguna de estas letras indica nivel bajo. 

a los 

Si no 

Empleando variables codificadas, se ajusta un 

modelo de la forma 

Y = bo + i: bJ XJ 
J•I 

Los estimadores obtenidos por el método de los 

m1nirnos cuadrados, para el anterior modela, son 

bo=63.44, bt=l.9625, b2=2.1125, bJ=-0.3125, bc:a:-1.~_12 •. 

Supóngase que se desea que cada paso en la ruta·de 

ascenso máximo sea equivalen te a un c~mbio ·. ae 
unidad en la variable ~1. 

Se sabe que 

XI = 

Si se toma 
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.·.~;.:-·_,·-·:e: - - ·; .. · .. :.· ·.'·~ . ~ 

correspondiente. vaii~bl~ x1• ·~~~á 'ci~d~ po,i:'h~ 
,0 1_~·CS1·+~~~ - 12

·
5 =':S1 ·;~:· 5>+·: .·t>=· x..:t.·:·dx1 -~º-~', . 

. . );:.:'. ::2:~:-donde. Ax1 = o.•. 
Es decir, 

0.4· unidades. 

sl ~1 

En general esto prueba que si ~! ·:.~e_- i~c·~~m~~t~-

ó1, x1 se incrementa en 2~5 • :':· _-··.~ 
Para Al =1 sustituyendo Ax1 por ;XI.· eh'. 1Ú=b1f;Íi.í se 

. 1.9625 . . ,· ,. · .. , .. ,, .. ,... ' 
tiene que, µ. (o. 4 ) (2 ) = 2.453. ELhec.ho •'de:cíu.é µ>o 
implica que se está determinando_ una·:· ru~~--~--~-:~'-_-:·_ ~·~~~-~SO
máximo. En este caso 11>0, porq~e_.-_búltO·-;::_i;,(.:··comC?.-~: *- ·aa·n 
positivos. El que Al > o, no nec~s~ria~~rit~ l.~piic~ 
µ > o. Es decir A1 positiva no det~rmi~~fü~ue{se:~;.;ari~~ · 

la ·ruta de ascenso máximo. '"-,"· 1
-: 

Conociendo µ- eB fácil - encO~tr~ér-/i-Os;'.~~~~-6'~~-~:!.~~\X~~~>- __ 
xc de respuesta máxima. sim¡)1emen.~e--6:~--susti~~ye~:·~ .· 

se:--despeja en x1= b1/2µ con 1""2,3,4. 

Antes de pres~ntar un camino =.de a~~~~~o 

,:~á?C~mo, considere las siguientes observaciones_-

El centro del experimento, en las variables 
decodificadas, es (;=12.s, (;=1.s, (;=JO, ~:=so, que es 
el punto de inicio de la ruta. Recuerde que oon los 

valores (• donde las correspondientes x• se hacen cero. 
Como x2 E'z ~~ · 5 entonces 

(.05)x2 + 1.5 • (2 

(.05)X2 + f;; •(2 

Haciendo x2 =b2/ 2µ se tiene que: 

( • 05) [ ~~ ) = Af;2 b
2 Lo anterior dice que si x2 cambia 2ii' entonces el 

correspondiente cambio en f;2 sera . 5 [~) · Análogamente. 

para decodificar Xl y X• hay que multiplicar por 5 (en 

este caso coincide en ambas variables), que es el 

correspondiente divisor en la coditicaci6n. 

En general, ya se v!o que un incremento tu en (1 
corresponderA a un incremento de 2~~ en xi, que puede 

expresarse como 61c1. 
Como 
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. . , -., ··." '·. ' ~.~: 
~~ ·'"' 

--__._· 

'·» .... 

>/ • '.- xz= ~~'= 2c1.~b~c2.5) 
·se ~pu-éde reescribir como x2=ó1c2. 

?,:/-:_:-.. ~;(-~i)i_~-~r·~~.~n~~,:~ ~a~~-~ ~1_-<·.fuese k'tii (e~to: _es·¡ ··se·:_dá 

eÍ k::.ési;,;o paso.- en i~ '.ruta) _ .· .... · 
c.:'_dependeréiii de ·' k; de;·_ manará, que-~ xir:=k41c1;" 

~;~~d;·cl·~.:;:x-~;~tiic•-~. '" -:··:.:- _.'_.·._:.:.: · ·· _ ·-'"·-\:.~~-· .,~.-.. 
Entonces ~~, •• c"~il,,; ú;2'='iiít.ié2co''.5¡; ··· 

. t.~3 "'. }Ct.1c3(5)
0

, 't.(; .. l<~J,~~i~> >: qt1e ,.., pi{~.den;o; s~r '~, 
reescritos dé'la siguiente fo~a·: "=.!. "" '·"'·' -

·· ····.-." ·t~6~~Pf'1~m~~~~;t;~·}i~,-Aic.~=ºi5~,'i~-};l.·•~--~ ....... {~~·'.-, ·-
....... · '< :~; :é-~t.t.(~{:i:(w~N~f:.wn:~-~r i}1N~- -\;~ .g; ~1~ · •• .·.· ·-:~, · t 

El·, camino . d;;. a~~en~°,.:' mAxima•' Íle~ip.:Íe_deS ~ar~--~¡;,~].~ -:-; . ";./ .' .... · . 

' sígui:t:ª:::e::~cc~Ici ~li -!ti>~~1~r:f:~~~ -~~~ ~),••, .·l(~ ,::· . ;-D 
0 

·

< ~; '~; '~; '-~~ > ~ <!-~·~s ~--~--~--~ .: ~,q·,.-~-~X{:. o>.::~.'·: /-~~:-r;-~;~~~j;,_ -:: 
Después se suma tu a.,~ 1 , A1c2(0.S). ~i.~2·,;:~.A~C:J,J~>:.:ra-;~f)~~- · ·' 

(;Y t.1c4(5) a(:. ,¿ > '' .; -,;-'· 
Se obtendrA un nuevo punt;, ((1'.ti;/t;;,Ü;.j / 

al cual se le aqrega el vector 

(t.1,t.1c2(. 5), litC3(5) ,t.1cc(5) )·· 
y as1 sucesivamente. 

Hay que evaluar la funci6n objetivo en cada uno de 
los puntos que se vayan construyendo siempre y cuando 

esten fuera de la regi6n experimental. Se procede de 
esta forma hasta que la función, dcspuós de haber 
~ostrado un comportamiento creciente, muestre algún 

decrecimiento. 

La tabla III.1.2 muestra un camino de ascenso 

mAximo para el modelo ajustado en el que fueron 
necesarios 12 puntos, para finalmente localizar una 

regi6n donde posiblemente estA el punto que corresponde 
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al valor óptimo de la función. 
Podria pensarse en realizar un experimento cuyo 

centro fuera el punto 11 de la tabla pues es entre los 

eleioentos 11 y 12 donde se nota una curvatura en la 

funci6n: 
El - cambio en la respuesta en el ensayo 11 es de 

63 .. 44 (promedio de las observaciones experimentales 

iniciales) .a 81 (valor obtenido en la corrida 11). Se 
esperar1a que-. en un experimento posterior el incremento 

. no .. f1iese :.tan" grande. 

65,213 - 70. 7 

A continuación se da un ejemplo que ilustrarA como 
es que el método A.P.M. depende fuertemente de la 
escala de medici6n de las variables. La manera en que 

se desarrolla es delineando dos rutas diferentes, una 
obtenida tras haber trabajado con variables codificadas 
y la otra con variables decodificadas. 
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cr-í1;,r~ ;'1;111). 

--- ·-··-·· va~ia:i::~?~nd~~=i~::rfe:~~p¿ett;• 
·.·· con~·1a·~·raa-ó< ióS' 

variables: 

= "' -15 --5-
X2 = (2 -70 

_l_O __ 

del diseno es x1=0 y x2=0, 

--·::varia.bles- decodificadas corresponde a: t;1a15 

la ecuaci6n ajustada 

Y= 1 + lOXt + 2X2 

qu.e. ·~~.::.~'.as_
y•_-- a ·¡;;i.;70¡.." • 

se utiliz6 un diseno 22 para dicho ajuste.
Si el primer incremento es calculado ~ob~e -1a-bá.?e 

un cambio de 5 unidades en (1 (que corresponde a una 
unidad en x1), entonces la ruta de ascenso está dada en 

la siguiente tabla: 
TABLA Jtl. t.' 

XI X2 ~I H 

b••• IS 70 

'A 0.2 2 

bHe•A 0.2 20 72 

bHe+2A o.• 25 74 

bas11r•3A 0.6 30 76 

bHe•4A o.a l5 78 i o .. -.:. 

~i x1 se incremen~a en l se _ tie~e _ q~~- ~}'.'\~µ __ .~-,~-~- t~-~ ~~~ 
cual implica que µ=S. Por tanto :xz= 2 µ-= 5·:='.'-2.':"~en;'~2 

corresponde un aumento de (.2) (10) =2• Esto ·explica_' 

los v~~:~:: dl:n e~:a~::~ª·ajust~da ;en\:¡~Iinb~ i~ 1L~ -
variables decodificadas, se ·tí.en~'i<!Ue?:_:!i._-·;-;:-- _:,_;:-~ _ ),::•--' ·--

Y= 1 + 10 [ ~:t ~1,~-: 1:-;·y·?¡fá1n;(2';'~~of 



Nuevamente, el-_ -~ét-~é:t'c>:, 

coordenadas (1, (2 que maximizan 
esfera con centro en el. órigen 
_tanto, 
sujeta 

se requiere maximizar -
a la restricci6n 

((1 -15) 2+ (1;2 -70) 2•R2 

Otra vez el problema se resuelve por medio de_ .. los 
Multiplicadores de Lagrange. sacando las derivadas'-

parciales con respecto a ~1 

resulta que: 

(1-15 - 2/2µ 1;2 -70 = 0.2/2µ 

La ruta de ascenso mAximo esta dada en 
- ";;tabla'- :i:J:I.1.5. Por supuesto, se esta considerando 

--incremento de 5 unidades en ¡;1 que da lugar a 

-c-dncremento de • 5 en (2 despues de despejar µ. 

TABLA 111.1.s 

<• 1;2 

ba•o 15 70 
fl 0.5 

ba•e+4 20 70.5 

base+2~ 25 71,0 

ba•e+JÓ 'º 71.5 

base+4 6 ,. 72.0 

En este momento es natural preguntar qué camino de 

ascenso máximo resulta mas conveniente. 
Alternativamente uno podr1a quedarse con la ruta 

que presente el primer decrecimiento. sin embargo no 
se debe olvidar que para la otra ruta, aunque se 

realice un mayor número de ensayos podemos obtener un 

valor más grande en Y. 

Para saber realmente que ruta elegir, se debe 

pensar en qué tan cerca se está de obtener una rcg i6n 

experimental buena, quizá cuando la cercan1a sea obvia 
convenga tomar los menos ensayos posibles, pero cu~ndó 
se piense que se está lejos, quizA convenga tomar un 
mayor nümero de ensayos. 

Volviendo al ejemplo, se puede ver que en una ruta 
el incremento ~2 del paso es mayor que en la otra. Tal 
vez la de incremento más grande obtenga mayores niveles 
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de Y, pero debido a la longitud del paso, la ruta puede 
" brincarse el óptimo. Podr1a ser conveniente quedarse 

con ·la ruta de incremento rnas pequef\o que ser 1a la de 

menor descenso. 

Para ninguna ruta de ascenso máximo existe la 

seguridad de que se presente un decaimiento en Y, de 

tal manera que se continuarla experimentando 

indefinidamente. 
En estos casos lo que se sugiere hacer fijar un 

nivel de respuesta que se considerase adecuado .. 

decir, detener la ruta hasta que Y supere 

valor). 
Es importante hacer ver que esto ültimo es 

las fallas principales en el método A.P.M. 
Para finalizar la sección, a maner~ de_. 

se presentan los pasos para aplicar A.P.M.: 

1.-El experimentador debe ajustar una 
respuesta de primer orden en alquna regi6n 

de las variables x1,x2, ... Xk. 

2. - La información del paso 1 es utilizada 
localizar un camino de ascenso máximo. 

3. - Se conduce una serie de experimentos a lo 

largo del camino hasta que haya un decrecimiento en la 

respuesta. 

4.- Los pasos 1, 2 y 3 se repiten usando la nueva 

regi6n, lo cual parece ser prometedora como lo indica 

el paso 2. 
5.- Si la curvatura es evidente y el 

experimentador está convencido de que puede obtener muy 

poca o ninguna información adicional de este método, un 
experimento má.s elaborado se lleva a cabo y completado __ 

con AnAlisis Canónico. 
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III,2,-ASCEHSO POR PENDIENTE llAXIllA MODIFICADO.-
Ya se sabe que el Método de Ascenso por Pendiente 

M~xima es un procedimiento secuencial que sirve para 

determinar una posible mejor regi6n de experimentación. 

con esto se quiere decir que la zona de operaci6n 

que el procedimiento arroje, debe proporcionar niveles 

altos en la respuesta y caracterizarse por contener al 

punto máximo de Y, si éste existe. 

Es claro que se pueden determinar familias de 

regiones con esta cualidad, por ejemplo se puede pensar 

en la familia de esferas con radio R E IR y con centro 

en el punto que corresponde al óptimo; es por ello que 
habla de una mejor regi6n y no de la mejor regi6n. 

También es posible que la zona experimental 

óbt.enida con ascenso por pendiente máxima, no contenga 

al 6ptimo de Y aun cuando éste exista. Esto entre 

'otras cosas puede ser debido a la regla de decisi6n que 

hasta ahora se ha adoptado para detener el 
e;. procedimiento secuencial ya que 

i) Si Y1 > Y1-1, se obtiene el punto i+1 de 

ruta·de mAximo ascenso pero 

ii) Si Yi < Y1-1, se determina una nueva regi6n de 

e><perimentaci6n que contenga (entre otros) a los puntos 
_:i, i-1. 

Aunque parece muy "lógica• esta regla para 

procedimiento, tiene, entre uno de sus 

d'éf e~tos, el no considerar las variaciones en Y debidas 

-al error experimental. De esta manera podria suceder 

que Y1 < Y1-t sin que en realidad se hubiése pasado 

cerca de un m~ximo. 

En esta sección, se esbozar! una mejor forma de 

parar el proceso de ascenso por pendiente m&.xima, que 

s1 considera las fluctuaciones de la respuesta Y 

debidas al error experimental. 

Sea Y•11(x1,xz, .•• n) +e, la respuesta que ae 

desea optimizar, donde 11(x1,x2, •• >0i) es una funci6n 

continua y el error e CUlllple con los siguientes 
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E(c1c¡)•O V 

suponga nuevamente que las variables xi'• 
codif !cadas y por otro lado que 7J puede 
localmente por una función de la forma 

n 

flo + r fl1x1. 
l•I 

De esta manera Y esta. dada 

b1 es el estimador de minimos cuadrados de 
La ruta de ascenso está 

dife~entes v8lores de R, por 
, -· ·: - - - ··"' ---- - - n 2 2 

_, _ maximi_Z"J'I ;"Y SUj eta a¿ XI •R • 
""···:. ~,- ,,- - . ,_- - l • 1 

.~--~<-· ,,·,' ~ºJ;~-- bien, se - sabe 
, , óptimo;_ llamado 

-·_:¡.:o: 

' 
: •• :..o.:_ 

,'-,_-- -~-J;:·~:-: ~es 

. ·; '> ~-i-·-·---·-·--··-- ~· -- s~r igual.:a "2R' 
-, que•"x~{~~a m'!~im~). 

x·~c~··;~* ... Y,x>*¡ - ~.~; •••• 
--É~t-¡;;;c~s 

. 
x1 •A1t l•t, •• 1t, donde!• [At,Az ••• A11:]a 

( _ b1R .~, ••• ., ~ 

6.25.2 G· 
i. e. ~ es el vector normalizado de (b1, b>, ••• , b•)). 

y t=~2•R. 
Las expresiones x1·=A1t, 1~1 •••• 11, se conocen como 

ecuaciones paramétricaa. 
Si t1 e• la noX'IUl del i-6simo punto en la ruta, ae 

denotar6 por Y(t1) a la reapueata obtenida con radio t1 
(to• O). Recuerde que la ruta ae puede obtener dando 



valores a t1 o bien dando valores a µ y 
los respectivos valores de ti. 

Sea tn0 el primer valor para el cual 
Y(tna) > Y(tn0+1). Para determinar si ese decremento 
en la respuesta es real o es causado por el error 
experimental (las fluctuaciones en la varianza) se 
debe discriminar entre las hipótesis. 

donde 

Ho 111 : lJ(t) "'mo111 

H1"
1

: l}(t) $ m1
1
" 

t > tno 

. mo"'=; lJ(i:..,¡ 

D-Jc_~Ja-·Mº~+~11 ·con' A'·< O 

se pued:~\:f ;;~f~t~{r~{Hi~~<~if~~~f:t_4~·; 
HaCiendo 51 7 Y(b.o _+1)·· '..:.y(t~{-~- .-,~,~-;~-~; )~~:-· 
La regla de decisión para' lÍ-,;:v~~ .,.á 

ser.1: 

Aceptar Ho
111 si S1 "' c (c>O) 

Rechazar Ho 1" si S1 $ a (a <O) 

Observar 51•1e 1 'si a < St < e 

III.2.2 

III. 2. J 

Posteriormente se especifica como determinar los 
valores de a y c. 

En resumen, se ha propuesto una prueba de 

hipótesis.secuencial donde la zona de preferencia por 
aceptación est! determinada, por III. 2 .1, la zona de 
preferencia por rechazo por 111.2.2 y la zona de 

indiferencia por III.2.J. 
si Ho 1u es aceptada, entonces quiere decir que el 

decremento en la función Y es debido al error 

experimental, en este caso se debe sequir avanzando en 
la ruta (A.P.M.). Pero cuando Hocu es rechazada, la 

~ta debe abandonarse para empezar una nueva. 

cuando se cae en el caso III.2.J 11e debe seguir 
muestreando hasta que se de el caso III.2.l o bien el 
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·,·::,:>:.··e·.· 
};~" - ;t-;~.-.: -:: .:~- ;:·:~. --~· -

, : .. ;,··ui'_:: -c::_· -:.,: ."- .:·,::, :-~ · ---.: • · :~:>·.: . ." .. ',, · ·:.· .... ". ·. 
_-,: s.1, ):lo::-~-.·~_-_es,>~,~~~~,~~-~/ ... -. d~~~~.~~ '.°>~e: ._s_e~-u~:i;' -~_vanzando 

por la. ~uta·~:ci:¡,;¡¡·;¡, .. ~ pÚ~cié·e~contr~r un punto tnl 
·Con :: ~1--\;'u'~if.·~,~6.éd~,:~: que'~~Yét~~~~:, j··~~":Y.c'tn1·) -;\ · ~~·eva~~nte se 

tien¡; q~~ ciI!i~~l~iri~; éKtri>\ia~ 'ÍiipÍítesi~ . ·. :~>'•; ·. "ilo121;;7J(f¡~· ~0'21 
:'.>:·;·~ , _ .. -.Ü.1'-~·~t~:;.;J'c~Y,~-~ ~~1·(21 
,,_,_·~ ~i~'{_ ·· .. · :~:\:~~- ~'~ri·::t~,.-~ ... t~1 

.: ',.,, .. : >; -..... '( .:.:~~--·:;;;;;~ :<.~: .''._·:./< ~~·~~f~:~ (t~t )~ ... ! 

.. :-.\-.":_ ~~~L:. . .. -::·~,~·~'.~\;10 1. 2 ~+_·:¿ : °cA -·f_o) 
~-::._Lá·.~~eg~~~:_d'e~d-~h~si~n~ ;~rA -·~n -~~:ta ~ocasl.-6n· i·-·_-

~: · -. {~tI6e:zE•~°¡~~··~ª/~1:~~.1cr~0l 
· Obs.Br~ar s-1.+1 12 ~~_.i a < s1 1.21 ~·:~ c :· 

--··:·J~~~::~·es -~~á.Í.~·ijª .. a-' i~:~-~~·~ei·for. 
-,--,- · «--r:'.'i.;fl::-.,.cúest16n-~qüe- ""'"'~·.·~"'"'~'"~''P••· 

-_ ·~é.' .. ~~~~:~.--~~\6f·e~~-~-a:~. ~~~-y·:;~-~ 
. My~~s y 'i<huri . 

tales que 
,·::::· ,· ... 

'>a:_~umple que : '(a:~-;:t;,J=l/2k' 
::~ do-~d·e_·;,z·.es :la Varianza estimada de cr en el modelo. 

' es la función de distribución de una 
-~u'~fribUci6n Normal con media µ=O y varianza r 2=1. 

La constante k' se determina pensando cuántas 

observaciones serian necesarias para que se incremente 

lo suficiente la respuesta si es creciente, esto en 

- -v1as-de reducir el error tipo I (Rechazar Ho, cuai:i_d_o Ha 

es cierta). se fija con base a la experiencia que del 

problema tenga el experimentador. 

El procedimiento para probar Ho 111 queda como: 

Aceptar Ho 111 si Y(tn0•1) • Y(tn0) -ao 

Rechazar Ho' 0 si Y(tno•1) :1; Y(tno) + ao 

Observar Y(tn0+1•1) si: 

Y(tna) + ao < Y(tn0+1) < Y(tnO) +.ac 

Con este nuevo procedimiento no se 

detiene debido a 
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efectividad del método será 
comparada con la del procedimiento, 
como se verá en el siguiente ejemplo. 

de 
el 

'Aceptar 
Rechaz.ar Ho'º 

Observar Y(tn<><1't) si 

Y(tn0) -1.3412843 < Y(tnO•I) < Y(tnO) +1.3412843 

Considérese que se continuo observando Y sobre mas 

puntos en la ruta de Ascenso por Pendiente Máxima para 

el ejemplo III.1.1 y que de la corrida 11 a 21 se 
obtuvier6n los valores en respuesta dados por la tabla 

III. 2 .1 
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Yc]9;6s87.l~<'79.)< 82.34Í.2843. Por tanto, 
é ~Útho+2j:, ..;''.áo ;Ú e ,e:: <' 

~-:' ~:~~~:. -~-'-'-º;.,.""'- ~;-~ ~-" 'C'~ -..é<~=- - - - . 

-X 'conió'', -''-79'. 65S7Ü'''<' 8Ó;l ,<82 .3412843' 

•• ,-,_':';~~~:º~t;~1'4~;!::)~r~·,-~ie:e:ui: ob::::::o 
(porque 

valores en la 
_:,:.ruta:.·_·cie···,asCenso máximé)-hasta que se de otra ca1da en el 

-·v~1:~~\:d·e .. i~-.-z:~·SPuest.a." se ve que hasta la corrida 20 

/s'e• pr~~enta,'.esta ,situación , de donde Y(tn1) =87.5, 
-y(t.;~., =as.;; -

Mora ,se ~eaHza la p•rueba 

Ace~t~r:-Ho121 ''~.i ,Y(tn1•1) "Y(tn1) + 1.3412843 

R~chazar Ho121 :si Y(tni•1) ·~_Y(tn1) -1.3412843 

Observar Y(tn1+1.+1) ._si 

Y(tn1) -1.3412843 < Y(tn1+1) < Y(tn1) + 1.3412843 
~donde _Y(tn1)- +- 1';3412843'= 88.841284 

Y(tn1) - 1.3412843 = 86.158716 

como 85.3 < 86.158716 se rechaza Hom y se debe 

pensar en construir un nuevo experimento tomando como 

origen el ensayo 20. Se observa una ganancia en 

respuesta de 4. 3 unidades del método modificado con 

respecto al método original. 
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IÚ, 3 ESTlllACIOll OPTIMA DE LA DIRECCION DEL GRADIENTE 

EH EL METODO DE ASCENSO POR PEllDIEllTE llAXIMA 

Suponga nuevamente que la relación entre la 

respuesta y las variables independientes es 

"l= f3o + 01x1 + 132xz + ••• + 1311.n + e 
y que el objetivo es buscar la zona de respuesta máxima 

con el método (A.P.M). como siempre, se hace siguiendo 

la dirección del gradiente de la función 

Y e bo + b1X1 + b2X2 + ••• +bi..Xk 

donde bo,bt, •• ,blt son estimadores para Po, ¡31, ••• ,pk. 
Puesto que el modelo original involucra un error 

aleatorio el gradiente de la función ajustada puede no 

-estar apuntando en la dirección de mAximo ascenso, es 
decir puede estar desviado del gradiente del modelo 

verdadero. 

El objetivo de este parráfo será entonces definir 

una medida para la desviaci6n del gradiente. (Esa 

medida dependerá del nümero de ensayos utilizados en el 

disefio experimental.) 

Suponga ahora que la dirección del gradiente 

estimado por el conjunto de datos difiere del yerdadero. 

gradiente en un ángulo e. 
Se esperaría que mientras mas ensayos se 

ejecutaran en el experimento, a fuese mas pequeno. 

sea s el tamaflo del paso dado en el camino de 

Ascenso por Pendiente Máxima, entonces scosa es la 

componente del gradiente estimado en la dirección del 

verdadero gradiente. 

Si ces 9 fuese cercano a 1, el gradiente estar1a 

bien estimado. Si cos 8 fuera negativo estarili 

estableciendo un descenso y no un ascenso máximo, ya 
que en este caso e perteneceria al intervalo 

(n/2, 3n/2]. Si cos 0 fuera cercano a cero, se tendria 

una estimación pobre del gradiente. 

Con todo esto, se puede pensar que Scosa mide la 

mejor1a en posición del gradiente estimado. 

Si se define un ens~yo co~o la unidad de esfuerzo 
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~.- ·.: ,,-~~-,:· ·-· -, ' 

en la bQsqueda ae· respUe~t-~---- ~á~Í.ma,~--~,·en:toncCs sCOS .. 8/t 
mide el mejoramiento por unidad de esfuerzo, cuando se 
tienen t ensayos. 

Se debe buscar t de tal manera que se maximice el 

valor esperado del mejoramiento por unidad de esfuerzo, 
o sea que se maximice E(S cose/t). Esto es equivalente 
a maximizar (l/t)E(cose), donde E(cose) debe pensarse 
como una función de t. B se puede ver como aleatorio. 

El resultado principal en esta sección es que el 

máximo se alcanza cuando t es uno mas que el número de 

variables independientes del modelo. Invertir en un 

mayor ntlm.ero de ensayos con la idea de mejorar la 

medida de precisi6n del gradiente esti•ado que aqu1 se 
propuso, puede no proporcionar beneficio alquno. 

Este resultado se puede 

determinar la magnitud de 

aplicar sin tener que 

la variabilidad y es 
desarrollado bajo la hipótesis de que el diseño arroja 

estimadores de las componentes del gradiente no 

correlacionados, normalmente distribuidos y cuya 

varianza es constante. Se requiere ademAs que la 

superficie de respuesta esté bien aproximada por un 

plano en cualquier localidad. 

III.3.l OBTENCION DE E(COS 0) 

A continuaciOn se desarrolla a 

idea empleada para obtener E(cos 0). 

mas detallado se puede ver en Brooks y 
Se tiene que 

Y=llo + (l1x1 + ¡¡2xz + ••• + (lkXt< + e 

donde e - N(O,u~). 
Se pueden construir estimadores bi de (Ji tales 

bt- N(1l1,u'¡ donde u2 es funci6n de t. 

El ángulo entre el verdadero gradiente ¡¡ (con 
componentes fl•) y el gradiente estimado b ( con 
componentes bt) es e (0•0•rr/2), de donde 

cose= i: b11l1// r bf r ¡¡~ • 
t •t 

E(cose) se determinar! de la distribuci6n conjunta 
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de la magnitud y el 6ngulo del error 9 del vector 

aleatorio b. 

El conjunto que determina el rango de los valores 

de las variables independientes se puede rotar para 

que, sin p6rdida de generalidad, ~ se exprese en 
unidades de u como (p,o,o, ... ,o). 

Bajo este mismo cambio las componentes de b son 

z1, z2, ... ,zt, donde z1 se distribuye normalmente con 

J p l •1 

E(z•)= ] o en otro caso 

var(z1)=l 1•1, .. ,n. 

sea r la magnitud_d~_ b_,_~ed_~do eri unidades de 
decir .~~:.- :/.:~L ;· __ > .. -· _-_ 

.. ----- j: -;2~t -
-__ ·-s'e-; tie~e ·entonces -: que:=-=--~-- -~ ~~~ ~ --.--< :~~;: 

-é-~,;-:·;:-._· - .-~-:~- -'~ --}':: ~rr_: -~~~-~-~ ~,~-~~ --->'-:·--·_-- ;t~- -. ·- · · ----~:"¡;-. --:~~-~-' 

~(co~e>~J J cosii~f(r,eid.rdlÍ' ' 
e.o r=D 

- con f(r;e) dada por _' _:· _--\_-, 

-112 l~2-2rp~~.e~p2~-
r•-•. (sene¡"-2e _ - : 

f(r,8) 
re 112, r11c;1,211.-zn 

donde r es la funci6n anal1tica Gamma. 

Esta densidad se obtiene de la densidad l::onjtinta -_ 

de z1,z2, ••. zk la cual se expresa ccao 

:._ -\-:\ <.-:/;": .,._.:_·. 
Desarrollando las integrales que d~finen, E'(l::ci-se) "y · 

expresando erpco•9 en su s~rie' ,"de T~y~"~;~.'. -~~ ~:"~CO~Cluyé 
que 



-':_·_' .•. ·:.'; - . .,•' ,;· o·, •• •-«<-}.' .. -•.- ·,,' 
,: .···~·-'- '. · ... :··::· : <'··'· - : ,.·,,~-,. .;i~.l:~~ ,c}J, __ ;.;:,-~~ 

. <,i~~~ ~~prE!s16n _re~~1~~(~~~Dii1cÚ cié :~9¡1uák en.· . 
91-ari_' .. : m~Y~r·1a:~::~~; ;_·. f~~;~~ .. -~-~-~os~L-P'O~~;~;l'~:~·~:~qu~ '.~· una 

aproximaci6·~-'a ~~:;~~.J;UHJ;t;~;~f ~·~=~:.'0 . ;'f:/ ,\ •.... 
. y_'· e~~~ ,-1~~ ;· ~-~7:11'ª .!·~~·?J~~~~~~-h~:·uii.f~~~'-~~-;.~~·~~~;~~·3~:~?~-.:;- ~é~on;;-e-5: 

,, ;.·:. .~: '" t,13i:~•é1 '>> >' ••. 
. --.· -.. ~·::.: .. : ·-·. ~'- •t 

" iue96, 
-,<_ .. _ :-;:5·:~:· k :-.~,}::·';:---.. };=·'.·/·,o--~.~-~--~\ k·->· 'º-;- ·_:·· . ' - -

'·>Écr·b~>=E<i:i1 2 r+ r E(b~l=<Í+p2 ),r2+ck-1J<r2=(p2+n> cr2 

.:;·;-.... ::: 1 :--Jf" ·.·.: . . 1•1 
·porrlo ·que . · 

E(~o,;e¡' a 
p 

__ .. _ ~ -:)iJ~·~ I n2+p2 

-<;-l ~~~O 186 ,131 1 •- est~n estimadas 
·traV.éS. ~:;·de : funciones lineales de las observacionSs,: ... 

¿.; .• ~s1entr·~.'--10,nª·.;·;··.-._-.-~e'. ...•. •.ª.·lu ... -.~m2'ibsd.?_._m:o1;rmn~:1·.t:iepe2r1·o~::dae::_"~c~/~m:loqaupde1:c:~~ in veces ;;;,;2 > _:- . . -
-~ ._ _ "' a .. · s,..- ~ve·z;~ ·del;er1a'~~~ ·º :;.-:~o:·· 

ser·:t,proporcional· a u /t. Bajo estas c:f~curicst~~c:Í~~ -¡¡.:(·' 

s~~1a: p~opo~~ional a ~/t. . -·· •• ;> ;; ' •::. 
. ' . ·:::.-co,~6'-·-p~}- está·- ~n·' ~riici~de~- '-~~~.·,;:~2 ,\;~:~·~nf~h~,~~~;:i,·b~\. es·-: ' 
propcirclbri~Í ~\,; '..< ..• ~.·' ···'··'··- •0 

' ' - 'i' { 
· ~/s~~~ Ti\M, li•c-ri definídas:de ia ,¡i9~i:iil~;'."f6..:i;~:l'' · ·· 

" ~~.:·'..:.·. - '·. ,_:.. :.':'~::._Ü_:~. ·_;;.~~-~~':.~.~:.T. _'.._/_'1.~.~-·.~-:~M··· .~ .. :_:f.~_ .. _f.'. ~ .•. •.,_· .. t.' ~.-/~c.:'.i: .•. '.'.: :_ >-::/, ::-,~:;:_;: ;: ·;~,-:~.-. ':·ú:· . . ~~.~.. - - - - - - ,_;,}:1_~~~!~(-._-'.~_;-$;, :.·_-,-·; 

. f~i~~~l~~f 'iJ~;~•••:•c•L; 
Esta derivada es k y 

cualesquiera positivos T, t, 'p2 r·. por'.·lo'.'timto. la 
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decreciente. 

, _ ·. _ .. __ come:> el na.mero mlnimo de ensayos 
·estimar al gradiente, a través de estimadores con 

componentes no-correlacionadas, debe ser igual 

número de factores en el modelo mas uno, entonces T=K+l 

es el número óptimo de ensayos por conjunto. 

La importancia de este resultado radica en que no 

depende de ningún diseño especifico, ni de la 

variabilidad que esté presente. 
con esto se antoja a investigar mas sobre disenos 

con k+l puntos (como es el caso de los disef'ios simplex, 

Khuri y Cornell (1987), Mendez(l977) y Myers (1971)) y 

ver •As a fondo sus propiedades. 

Este resultado en ningun momento dice que en un 

problema especifico donde se tenga un muy buen diseno 

con mas de k+1 puntos, éste no se utilice. 

Lo que aquí se presenta va más enfocado a 

etapas iniciales de experimentación 

propuestas de diseño. 

Finalmente, cuando se escoge un disef'io con 
puntos y al momento de experimentar se cumplen 

hipótesis que aqui se presentaron el 

estimado en forma óptima y la ruta 

construida con el gradiente estimado es efectivame~t~ 

una ruta de mayor crecimiento en la funci6n. 
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·:·~T-. 

ANALISIS 
CAf'ITULO 

DE 
1 y_ .... <;':. .\J }•' 

CORDJLLE_R¡\S 
·:7-::· .. -~\>• INTRODUCCION.-

En los cápitulos precedentes se>h~~ .. ''.~~-~,~:~~i~l~d·;: 
procedimientos que forman parte de-'::-·; Ía · '=~·~'_t~d"oió91a' _·: 

empleada para optimizar superficies :_:d~'-::.r~,~~G~s·t·~:~;~_ :: Uño~·: 
son complementarios de otros. .. - ::(~', '''.:::>> 

se observa que los Mul tipli~ad_?-~e-~:~.~~·y~~-~·~.-~9e'._~-~o~::·· 
herramienta necesaria para' de6árr-ó1~a·r/t-e-_i-~~:_Mé~Oa_o_·_;~iae;:,-· 

Ascenso por Pendiente Máxi~a'. ~Y.'.·q~~>:--~-~.~~~~::_~-~-~~:inb'- ··debe··· 
aplicarse antes que el Análisls i ca~~nlc~. para 

obtener mejores resul ta_d?S ._ -_-: '.~_,- : ___ :,--·:: _ 
En el caso de. ,Análisis .de co;ÚU~;;,;~ _-'.-ta;;;blén 

se hará uso de· los M1Útiplicadores- de Lagrange~·,~c 

El Análisis de CordiHeras es ~imilar; al. :·Ascens.o -

por-Pendiente Máxima ya que tam~ien se busca ma~i~;za~· 

la_ ·r~~puesta ajustada restrin~ida _ .!3- ~~fer~s de r:~d~~ 
_variante. sin embargo , el Análisis .de- CorciilleraS-:po-r" 

lo general se aplica post- Anállsis Can6niccl •y, -1~ ~' 
funci6n objetivo es de segundo orden.. Mientras ·que· 

Ascenso por Pendiente Máxima es pre~~nálisis-Can6nico y 
la funci6n a optimizar es lineal. 

El Análisis de Cordilleras se utilizará· cuando el 

Análisis Can6nico muestre que la - superficie de 

respuesta ajustada tiene una cordillera ascendente o 

descendente, o bien que la superficie sea una silla de 

montar. 

Es decir este método permite localizar óptimos que 

con Análisis Canónico no se puedan determinar, aunque 

tambien puede ser aplicado directamente. 

IV.1 EL ANALISIS DE CORDILLERAS.-
Sup6ngase que después de aplicar el Análisis 

Canónico se localizó un punto critico que result6 estar 

alejado de la zona de experimentación o bien result6 ser 

un punto silla. El problema sigue siendo optimizar Y 
(superficie de respuesta ajustada) sobre toda la región 

de experimentación. 
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.- ,> .:-:\~'.'~ .. x!-:~::-" , . - ; 

~6:~~~:;~~e,el punto· que se obtiene depende. 

val~r' :qll~ :\:orne A. ·.Puede ocurrir .. que el punto 
e~tacionari~'s~a un 6ptlmo global o local d~ la tunci6n 
Y;~;bien, ~e sea un punto silla segQn el valor de ;>. 

· q~~::'s'e h~y1(.:da'do. Por lo que se debe .desarrollar un 
···e;;;i1:·.;;,:i6·'. ·que permita cáracterizar a los puntos 

obt~ri.i.aéli.; con· el. ~lgor1tmo. 

·~--Searij ~1:~~2, .. -. ,µk'.: .. sus-' )¿-:·va1Ó're;·: ~rO~ioS- cest~s · son 
real~ii·-- ~·liest·C»_-~ que"_ s __ eS _ Siméf~i~~-;-:d¿~~ ~ntrada~·, r'e;il'7_~) : y ~·-- - · .. "'- '·· ,, __ -,_ 

- ª~¡,(),;::ª~:.~~·~.~:a'.1::nq~:··;:~?',._-·:.>;,Z; E :., >;f . • } 
--::_:-__ _:--e •' ·?~> ,.,,, .. ,-· :_~~~~j_L~?;":- "-~--~?:-'.~. _,,-;e· 

&~trs~~je~\.~ª--~w1:5c;~~8~iJJ~;:~~·~~J::{~~;~~~~ti<~ <~~~-::··. 
global·de· y; xi es ún··-mi!.ximo 'glóiiál:'de .. 'i}restringido:a:· .·, 

los r~:~:s r:i1::I:vº.'1--·: •. e1R.• ~.e_:_·.·-··u·~Si=1···· :. i Jb~{:~f:~"!~::.~·e~~n~ntto:en·~~c·e,:s¿~.•~· ~ 
-_-R.eS'Ultado. - · ---; -__ - Rt~~Ra-;1:·-.:·:~A:i;-;.>~A:~ __ -'º:=-,é - -~---

Yi'. >Y2~esultado IV.1~2.- 'Si\l1=~, M(X;) '···~t d~~¡ftL i , .. , 
positl~a yM(X~) ;,s Ú1def.i~fcl;,i;,ntonC:~~ Y1 < Y2'. ; 

' Una matri~ Mcde ~ .Í.ndi:tinicla es ai¡ueÚa p~;ana< 
que existe·--al- ·menos . un ~e~tó~'- zo E R\ tal-- ·que' 
zolMzo·,;.- o'.-:Y'·u~<~~Ci~~~ ~·~:tal qu~ z1~;; ·< o. 
- .·--Res-úl~ad~:~--IV.1°{;:.;--'S1 .,.,:>-;1 v , .. ,, ••• ,k, 
er;'t·oné:es:. Xv -~'lca.~za un máximo local en Y. (El 

Pl~rite'~mi~rlt.o: análogo se puede hacer para el caso de 

minimo ~ioc~l.) 
.ii=su~_~ado IV.1.4.-Supongáse que en la medida que R 

Se· ·incrementa, se traza un lugar geométrico de puntos 

estacionarios del mismo tipo (máximos, mlnimos 6 puntos 

silla), entonces pasa alquna de las siguientes cosas 

(considerando a Y funci6n de R): 

a) Y decrece monótonamente. 

b) Y crece monótonamente. 
c) Y llega a un máximo y posteriormente decrece 

monótonamente. 
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morÍ6t0namente. 
~ ~·lin<.m1Íúmoy pÓsteriormente 

'.'1 _; 

NO. DEBE 
B+BLJOTECA 
crece 

r_.,-

Sl(c) y (d¡ ~cu~~;,,¡ e~ porque el lugar geométrico 

ha pasado a través del ;-.;;~nÚo'k pÚnto ;;stacionario del 
-sistema cuadrático~·!· -< -_--.:~_,-\ .:·:· 

Demostración de Íos.CÜatro resultados. 

Resultado IV. L l.-'' 

se sabe que: 

:''1·_:.: 
(B -1l2I)E = -_; b 

2s/x1_-= x2t42-·.:::· 
... t - t" ·- -.-
'l1= x1 Bx1 .+-x1 b + bo 

y.., p'Bp + p'b + bo 

Multiplicando (1) 

,respectivamente y restando se 

--.- º---~. -x1'Bx1 -X>'Bp + i (X• --X>)'b 
sustrayendo (4) de (3) 

Y1- Y2 = x1tax1 -ptBX2. + 
= Xl tBXt -pt82'2 + i (Xt _ -,x2)_-tb 

(111 -1l2)R2 + i (¡¡1 -XÓJ'b- .,;.~•-•c•''c•'•é'c-''-(5f" 
Ahora se multiplica ( l) por 

enseguida se resta y queda 

c112 ->.1Jx1'p -

Para 

que surgen 

transpuesto. 
Sustituyendo (6) en 

Y1 -Y2 • 

Pero 
R2 

-x1lx2 

ya que X• ·X• < por la 

Cauchy-Schwartz de donde resulta. que Y1 > '{2. 

Resultado IV.1.2. 

Puesto que M(X1) es de!lnida positiva pó!ra todo .!! 
vector de kxl !-o, se tiene que 
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-ix'b + x'b = bo + >.x'x + ~ x'b , 
est(L en función de ;>. y de_i. ___ _ 
;>. varia infinitesimalinerite, _ l! 
cantidades muy pequef\as (por 

cambia en proporciones mínimas) y seqG.n 

expresi6n para Y, ésta debe modifica~~e· :~u)'__~?-~~-~« 
Anal1ticamente se tiene que 

Y+ 6 Y abo+ (;>. + 6;>.) (¡¡ + 6¡¡)'(X + 6~l-+ !(X :+>ax)'b 
. . . ·-. .-. _2 

= bo + ¡;>. + a;>.)(x' + (axl'l-!x + ax>(+ f1ó;_+:i!ax)'b -

= bo + ;>.x'x + >.(ax) 'x + ¡a;>.ix'x + !~~-¡¡á~i' xh Ax ¡a¡¡¡'+ 
;>.¡ax)' (axi + (a;>.)x' ¡a¡¡¡ + (a;>.) (axí '<ax>-":'ix'b + ~ (ax¡ 'b 

_,.,- - (2f_ 
en donde 6A, ~x, r5Y denotan increme'ritoS "·en· .. · A; . .x 

, _____ Y_~Y r_espec_tivamente. __ _ __ . _ . 

con 

sustrayendo la ecuación (ll de- (2j--iie-Üega'°a-

6Y = 2;>.x'1ax) + ¡a;q¡¡'x + i ¡ax) 'b + Q2 

0•=(6ól.l 1axi 'x+A(axi '<ax)+(a>.ix'<ax)+ (6ól.l <ax> '<axr. · 
que denota términos de segundo orden en ax y 61{. 

La ecuación (6) del Resultado 1v.1.1. se obtuvo 
para cualesquiera x• (con el correspondient~ __ -ól.i_),_/-~::>--
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, --- - ·-='.~=--·;¿;=-~-· '...<"-

:'-;,·-"·}<'·-- »>·· ~:_::'.~"-; '.:)~,;:. :-::o:::~c~--""---'~ .. -·"~?<~---~~;-~~~: ~--:~¿: ·.:> ,:__~..:_ ~,,,_,,;,:~;¿_., ·,.:. ; '.tr -~-:~:..::. ', :,~,~;. ::.!-"-.'.'' : ·''- ~ .:- ·<. ''·<J~.:· :.'..~:';'~- _:,'.:-(< .. -·· - -;~'f· ·,:: ., .... 
0

2;; ·.'. .. -.:;•;,' e-,;~~--.:~_·;,~:~-~=:.~.-{--
: -._ : •. ~. . - , _,, - • ''· . , • • ,: "' ; _>-:-.•,' '. - • i ' ' 1 : ., '·.· -

' '"·'' -~· .•. ·:.-.-~:-""· ---· \~..':~ .... ·.·.·.-,,''-• ' - .-· •--, ·-"· . ,., ,,__ - ~( ':':~~ ·;:{)- ~t:::· .::;:f---~ >.,· .. ~ ·:_ .... :.-~:: . . :'~;··; ·'t{~; 
-·;·:. -·-,¡~¡~:- · y·:l.,.: :~:E:º:: :. ;;:; .:_~::_ ·<~:-- _,-_ ~ '-;,!·-~:-' _._.,_< ---.. ~:::1·;:- -- -- · ~,··,;;:: <;·:;:.< : .. :-.~.:::~---: 

,, ¡ 9u.i'·h' cCiindide'bt~~~ ~k;~i:1?;(.~~., ·. e~t~cioná~i;; ;\'si;,' '. ' .¿ · .. ·· .••. ;;_j~ 
•;r ,7'e~3n~~~f~~~is~~~~Y~~~·:?·f~:r~\~;t'td;~;;xJ?~~~:rp~t~; .~·· fiic i·· .·<} 

'< :¡;5:º~:=~~:~ti10f :;k~0 R:t 11 ~i r1:s,t;~~tf ~~esyc~f~; s1Í~ s;r ·. ·~! : . .. ~3 . • 
. ·~e 1: i.iu~ci~ : ¿~,,¿~f éí decreéer. '(5610 úe~e. uAfü~Ico ;;¡;unt·~ > .'·~" i;f> ·:·"· •'t : 

'criticó: ;::e.n. R~. ¡¡;,): ':LO. misíii6'oé~r~~ si•'R:?:'Ro;~~ .ó;;í.:.~ ':e•';:······ e• 

.... ;·.,·. ; u11c, dfl?~;¡>U~tos;pr1;~cos•a ."..ºn.side~¡¡l; .s~aR f'.o•,'.;q~~. P' ·. ; '<· ;;. ' 
.. : •• ··~ :~:~; ~~=r~~J;;:~ti:i::eJ.1:"t:::¡!~:(~(i¡~e ;~'irit\'yestá .. j''. } '. •:; 

cuando el luga~•geométrÍ.co ~6.i;a~a•.;o~ ~;".;¡~~;,\'fo .}~•'. "' 
·¡,~: ,;,_~>;::·' .·;. . 

·.• ~=~,~~;~:tJ~~f ~} t~i*Z~~~~f ~i~s~· ;:;@ ~e· 
se·::_ cumplen ··y~ __ por·. _fo-·:~~-~ ,:~'~.'_ ·;·~~~if;n¿·:·~··en~-~,-e¡::· ·c11-ti:mO:~'y·': -·.· 
Párrafo, s1 CC> y-·· (d)~--- ocurren :· ~nt:~~Ce~ ·:~el :~;-1Ug~l: · .·'_::.: -:t::j~· 

geomé~~~co;::sa :uº: ~;: ce,~:~~~'~:t~~::tª· Í~: ·• ·cü~;J~S ~ .~L ::~ ~-
resultados, . se ; ~~g~me.~tará' .-~.~.~. :: Cjué:_ · 1os. ":>m·áx'imos·':·~ 
(m1nimos) locales···· d ... F i::esu.ltado IV :1.3 ··t:ai'nbién '·son :· 

1116xi111os (m!nimosi .. global<is .. :· · ·'<> · ·.;•_,_· .. "' ''.'.Y 
se divide· e( ri.'n~o ;d.; ,'A i~eris~CÍ~ ~~,',,6 ,~~;,iii'bi.~),éil 

k + i interváros .uüizanilo ilos válore1Ccárácter1sticos ,• 
de la- matr i Z-l- B :~:;··suPOiiiéildo".:·~ijue-: :"Ya-tes-tárf' Ordena_~~s ;~:;'. es-~~ 
decir µi :·::s _µ_.¡::_-~ ::.~:;~_-;· 1 Y?~--~-::~~-: , ·~' .· 'O:.~~-:i>-0-'·" o)¡~¿ s)L- ::.:_::'i~~;;, ~:~';~~~~ ( -.L'' 

Estos.·1ht:e~~16~ i6ri «1t·1~;.'fo~~JE· :1' . .> . , 

•• ¡,:¡¡~ -~~i:1~·~~'.~~~!~~f~;:~f~;;l~.i±.:_.' 
que :R tie~d~;-a \~~ - . --·--·- .. -.··::-,~~:<};;;:· .. ·~ ''·'~ ... ,<-«:":>. -~\:~~--(./< ~-~ 

por 1:1 
q:e t:e:~:n~e=am O~~tb:{~li.djf~J:fK~'/\JJ~~:~;tt~t~:}~ 

º· .-.:,, .:._<¿:,,:·.:, .. ,.:;:.:, -<~::. (::}'i/" '.,~·)· ~.;_~.~{I/-.i).-·,:_ 

Ahora se demostrará áfe,,:•:t~.~ ~~~1é1'1~;tfaf~ t~d~> 
R•O y es cero cuando .R tiende~, a cero·: "i't:~to consÜtUye •·" 

,. . <~:::;~.:'.·"· '/ '_.·>':.:t ·-"'s.'·: 



que 

respecto a >. se obtiene· 

"-.>.;;.--,..o>-.o.:I:..i)_,,¡¡ = a ( - i b) = O >. _a_>. __ 

Por la regla de la derivada de un 

(~ ~>.I)x = -¡¡ + (B ->.I) : ~ 

"' (B - H): ~ = ¡¡ 

lo mismo con (2) se llega a 
, a ¡¡ a x' - _ a R 

-~¡¡ __ 0 +_ a¡ll,- 2R B:X• 



!!..B = ~"·= ~ ¡¡¡'¡¡¡-""[. (!UI. )'¡¡+ x~ 
ÜA ÜA 2 ÜA ÜA 

~ <x'11> -112 ( 2¡¡' : f ) = ¡¡'H I cx'x> 112 

Multiplicando (8) por R2 

R' Ll = JRª( Ll )'( iUI l 
8 A2 ÜA ÜA 

sustituyendo (9) en (10) 

.. R3Q..2R2 (!!J) t (Ll) +R2 
[ (!U1) .' 

.DA2 ÜA a>. BA 

- =2R3 (~ f)' (: f)+¡¡'¡¡rn f) '[: ~]-

entonces RaQ; 



- - •v • .,_ ~·'·:_> :.; ' 
. ', e :·;-~r,'.! .'.~';:~.:.;~- - '·· ~~;~i_:;-: ;~;{;;. .._;_ ~- •' .,:O:: .L~": .·~':of,,.-:: ;;~ik:·. :C-;;!;,~.:_:~:., ;;~:' :. ~·:_'•,-.j .. ;'-· -,- ~.' ~ -~·-'.! .. ,: D~·-';,,,_-k ::::;>·-·,, 

;::'0,~---: <\·~~: · .- .. ~, :,-<-~ ··;:?L·" ·- _·{i?;'?r: ·-:; .. · .-· ,_ -"·-· ·-'-···----·-.,·-----~-~-- /in~-~ái~t6·-::· ... ,- _,_:;;:~Je_ 
'--=- - - ·-~~:;~:~ ~~<~~pe11:0-~~~0~~~~:~-~d~;?t1,~,Q: .. ~~73\~r)f ... ~.::c·-~o-~n;{c::.f1~u~:-.r.-:~-~~;.:~:-: .. ,. . 

?·~n~erio!-{ a1~t_mts:n~\~~-;:_.---s~ ·_~Jea·~:~ - ·:·/~~~--~~-/ ;~~~ -~ ~:~~<. -.=._·\-:-~~(-
~ 1· ~--'¿~,:.;_';'._._ : ·- -~-;'.¡_·-~,_ ·-·::,; ;:~:_;;--··;::::-:< -:; .. ::" ·:. 

<-<-· --:y~: que ~~,H._~ª~ ;~_~,?-~:,~~.e\;,~t /~~:[.;;· ~s,· -)~~;;}' 
-~~:Vir-

-·"·" -
!- ...... 

.,,-.. ':-:e_.-;./• 
-_,·,,-. 

~-:.ni6ri6f¿;~;~rit·e~::~6ri:~ 6~n6a~ld~d· hacia arriba,- tendiendo ··a_ 
• Í~Úriit6í!~:C::J~;;cl~ ·:1.· it{~-~de · a. lll El :ienor 

: :'c:a:r>.-c:itérfsticol·: ,,;,. 

. ; /0~tÍ~~~~f ::~~-t;;.r~:~ic.:s ::::::c::rí:;i;;;,~º 
:.:2 {<s~rá;;w;-~puri~o_,míriimo lÓcal por la concavidad) 
-:,_-y::~" ~~~=~::~;~:~-~C-~~T~c~,;~:~ ,~-~.f_i~i~~_,·,~~~"~-~ se:. ac~_i;c_a ~ . ". ~~~:.i·~f~0·;~i!n~l:n1~ñta"i'Pái~t A--~~~y,;r -a -"" pero. ::ii:}r ------- ·· 

.· . ·.• . eÜa';; infinito y· en la 
·· :_ ·.: __ ---~~_ece .-

·>' .· ¿;_d~ ;:~~Tor:. 'ci',; R. propoéiona 
• ~'.~.~· - -> • - ' •n ·:· • • •• • ' • • • - • ' '• 

~-i~~ c_O~_!!_~P_?_!l~!!;~~~-~.Ya~Or_e~ ·~~~de--c_:_ >. 1 -co--es ----deC!:- ~-~~~-2k-é.PUJ1tó-s+ -.;,-;'--"°'"~--' ·--''---· 

. estacionados; ya que en los inte:-1alos (-' .. ;u:)•: ,µ..~.;.¡ ..... . 
·habría. una A y en (¡.i1,1ti•1) podría hal:er dos _.Eri· ... • · 
total quedarían 2 + 2(k-l) • 2k. 

El nWnero de ~' • y por lo ta:i:::> de . x~·. 
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algÜnas de las curvas 

'mlnimo por arriba del 

supóngase 

se desea el máximo global de Y 
fija). 

Los Qnicos puntos estacionarios 
generados por A1,A2, ••• AH al 

(B-AI)X = -i b. Dichos puntos 
denotados por x1,x2, ... .x;u. 

El problema de maximización 
solución ya que Y es 
detertnina un conjunto compacto. 
Lagrange en el caso de una sola rescriccic'n 
ecuación dice 
alquna 1.1, • • H. 

Por el resultado 
v.1 •·.t; •• H-1 ya que i\H > i\1 V t• t, ••• H-1 • 

. Entonces, dentro· de los puntos estacionarios,:~:·: 

es el de respuesta máxima y como entre. ellos debe. 
estar el punto máximo, Y alcanza un máximo absolut~c, , , 

'restring,iendose a un esfera de radio R en !"· 
Puesto que AH > ¡.lk, entonces XK es el máximo local 

del resultado IV.l.J. 
Un razonamiento análogo se puede seguir para 

concluir que xi, es un punto donde se alcanza respuesta 
mínima. 

La discusi6n anterior es la base del siguiente 

procedimiento. 
PROCEDI/fIENTO DE BUSQUE.'DA DE lfAXI/fOS O 

ABSOLUTOS, 

Se 

mliximos 
desea conocer el lugar 

(mlnimos) absolutos de 
incrementa. se debe entonces: 

g:ométrico de 
Y cuando R 

1).- conocer todos los valores propios de 
matriz a. (Se supone que ellos son J.1.1,u2, ••• µ1r 

87 



R(A). 

l gráficas en R2, donde la absCisa 

es R , la ordenada para la i-ésima gráfica (1=1, •• 11.) es 

x1 y la ordenada para la gráfica k+l es Y. 
Con unos cuantos valores de A será posible 

determinar aproximadamente el lugar geométrico de los 

J?.áximos absolutos de Y, lugar geométrico que podrA ser 

utilizado como una ruta de ascenso máximo. 
La \dea del apartado J) de este procedimiento es 

que con unos cuantos puntos y aplicando las 

conclusiones del resultado IV.1.4 se puedan determinar 

condiciones de optimalidad para valores de R que sean 
- de interés. 

Si la R que se tomó proporciona puntos fuera de la 

región de experimentación, la información obtenida es 

poco confiable. 

51 se escoge A entre dos valores característicos 

se puede caer en dos diferentes lugares geométricos 

dependiendo si se está a la derecha o a la izquierda 

del valor A para la cual R es estacionaria. si se 

quiere maximizar o minimizar Y estos valores de A no 

son de interés. 

Se concluye esta sección con una breve explicación 

del objetivo en términos del problema de superficie de 

respuesta, de los -procedimientos aquI expuestos y un 

ejemplo de los mismos. 

El Análisis de Cordilleras es un método que 

permite transformar un problema de optimización cuya 

representación grAfica estarla en ~k+t a uno en R2
• 

El procedimiento de busqueda de m&ximos y mínimos, 

absolutos y las formas que adopta la gráfica Y contra R 

son las principales consecuencias del Análisis .de 
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··cordilleras. 

Cabe aclarar que se toma como variable 
independiente a A, es decir al multiplicador de 

Lagrange, lo cuál parece ser contradictorio al tipo de 

gráficas que se están proponiendo, ya que R depende de 

A. Esta elección es sólo por facilidad en los 

cálculos. Es claro que los puntos 6pt imos que se 

obtengan dependen básicamente de la esfera a la que se 

esté restringiendo la función Y. Por esto, R es 

variable independiente en las gráficas contra Y, x1, 
p, ... p. 

Se centra la atención en la grAfica que se elabora 
con Y pues no se debe olvidar que la respuesta es la 

que interesa óptimizar. Gracias al resultado IV. l. 4 

se sabe que la curva que describe Y cuando cambia R 

será 

a).- Monótona creciente, 

b).- Hon6tona decreciente, 

e).- pasará por un máximo 

d).- pasará por 

Suponga que 

puntos de respuesta máxima, que aün no 

Análisis canónico y que 

m·áximo o no. 

Si se presenta el 

global. Entonces lo que habría que ver es si 

de R correspondiente a este m:!.ximo global, es 

e1 punto X donde Y alcanza el máximo, pennite 

esté dentro de la zona experimental. 

Si cae dentro se tienen las coñdicioneS de. 

respuesta máxima, en caso contrario se ·presenta una 

cordillera ascendente. 

Si ocurre ~) lo más que se puede hacer es fijar un 

cierto nivel Y y buscar las condiciones xo que 

determinen ese nivel (cori·apoyo de las grAficas x1 vs. 

. en mente que para el nivel 

. debe estar dentro de la zona 

Nótese que extrapolar puede 
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B)l= - ~ b 

entonces b=O, es decir, si ~o máximo 

cero, el estimador por minimos cuadrados de los 

términos lineales vale exactamente cero. Esto por 

supuesto dificilmente ocurre en la pr!ctica e bnplica 

que un modelo de segundo orden no es adecuado. 

N6tese que la exposici6n anterior se hizo pensando 

que no se habla realizado Análisis Can6nico y que las 

conclusiones obtenidas sobre el sistema fuer6n muy 

similares a las que se obtuvieron con Análisis 

Caii.6nico. 

Sin embargo en la introducción se mencionó qU.e" 

Análisis de Cordilleras por lo general se aplica post 

Análisis canónico. se ilustrará esto cuando la gráfica 

Y vs. R es construida utilizando un lugar geométrico de_ 

puntos. máximos y que el. interés sobre la respuest.a_:e~ 
maximizarla. En este caso se r~curre al Análisis de 

·Cordilleras cuando el An&lisis Can6nico ha presentado 

un punto silla, un punto m1nimo o alg\in tipo .de·.·· 

cordillera (ascendente o descedente). 

Si ocurriera a) y d) nuevamente se deber1a 

seleccionar .un nivel adecuado de y (adecuado en el;,"' -
Sentido de c}~e pri;;duzca valores grande~ - de y,, r-: ·Y-~~ se0 -

téndr la_ que vol ver a experimentar considei'ando en l~·~· -

zc;>na del diseño puntos ~' • que den respu~sta estiriiaa,a··~- · 

alta. 

Sf--O:Clit'riera- -e) el radio R ___ donde- i-- alcanza',.un.:., 

máximo absoluto seria tal que la esfera de.·· radiO ~ ·R~~ 

·contendria a la zona del diseño. En este. caso· se 

podria tratar de maximizar Y para valores· -de· R -sin 

salirse de la reg1on experimental, buscar laS 

condiciones ~ que dieran este máximo y. tomar ··estas 
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Análisis Can6n!co se 
simultAneamente las qrA!icas 
de máxi~os res~rinq!dos y 

geométrico de mini~os restringidos. 

51 por ejemplo, la 9rá!ica de máximos 
correspondiera al caso c), como s6lo hay un punto 

estacionario sin restricciones, la de minimos 
corresponder1a al caso b) y c), después se tendr1a que 
ver si la R que produce a la Y m!xima per:nite que el 
punto 6ptimo est6 dentro de la regi6n experimental. 

Si las grá!icas se hacen post Análisis can6nico y 
se obtiene un punto silla o alguna cordillera, 
gráficas serian cono las de la !iqura IV.:.¡. 

FlCURl IY,1.,2 

.Ejemplo IV.l.l 

Del ejemplo I.1.4 se tenia que 
f cx1 ,x2l =55. B4+7. 31x1 +26. 55212 -3. oJx?+G. s5x:l.2+2. 69211212 
9(21:.¡¡2) =as.12 ... 21.05~1 +a.s2xz -9.221:2-s.:0¡¡22 -6.26¡¡1¡¡2 

f(;i;1,¡¡2) y 9(¡¡1,xz) son superfic~es ajustadas 
-d;;- s~9'ündo orden.--- - se- clplicar~---n -caC.a-,,--una~:_de_ ellas· __ 

la técnica planteada en esta secci6n~ ?=~~ero se hará 
con f(¡¡:,212) donde 

t ex:, ¡¡2) • bo. + x'1> + ii'n¡¡ 
con 





O. 1881 o. 5036 20.0 

o. 2031 o. 5341 18,S 

o. 2207 o. 5685 17.0 

0.241' 0.60TI 15.5 

o. 2662 o. 6528 14.0 

o. 2964 0.70!12 12.s 

o. 3340 o. 7669 1 t.0 

o. 3819 o. 8407 ... 
o. 4'49 o. 9307 e.o 

o. 5307 t.0'30 ... 
o. 65'1 1. 1877 s.o 

o. 84'5 1. 3BZS 

1. 1713 t. 6630 

1. 8426 2.1184 

2. 2490 

3. 8588 

respuesta máxima para una esfera de 

sistema 

¡ ~:::,-" .. :::'.: ) [ :: )- [ ~·::::: ) 
valores de u mayores que Al. 
Las soluciones del sistema son 
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tabla IV .1.1 pero para la funci6n g. 
µ·estan entre -.5 y 20. 

TABLA 1'1, t .2 

Xl )C2 µ R 

o. 3607 0, 1257 20.0 o. 31 

o. 3796 0, 1312 u.s o.'º 
o. 1006 0, 1371 17.0 0.12 

0.12.i o.tus 15.5 Q, 15 

o. 1506 0.150C te.o o.1e 

o. 1907 o. 1578 12.s o. st 

o. 5152 º· 1658 tt.0 0,51 

o. 5551 0.1742 9.5 o. 58 

o. 6019 o. 1829 e.o o.63 

o. 6577 0, 1915 6.5 o. 68 

o. 7255 0, 1988 s.o 

o. 8103 o. 2026 0.5 

o. 920fi 0.1970 2.0 

t.0'731 0, 16t8 o.s 

1.1397 0, ltoS o.o t.15 

1, 2188 o. 1926 -o.s 1. 22 

g 

Si se intenta maximizar y g en forma simultanea 
se observa que valores de respuesta alta para estas 

funciones se alcanzan en vectores (x1,x2) diferentes. 
N6tese que si la respuesta en f crece los valores 

de X2 también crecen, pero si 9 crece los 

correspondientes valores en x2 decrecen. 
Este ejemplo ilustra las dificultades de 

optimizsci6n para multirespuesta. La soluci6n 
propueata en el ejemplo I.1.4 resulta mas conveniente. 

La• grAfica f contra R con sus correspondientes 
grAficaa x1 contra R, X2 contra R y la grAfica 9 contra 

94 



R '(On sus correspondientes-'' qráfic~s X~.· 
contra R; se presentan en laS fiquras 

respectivamente. 
ru;URA JY.t.l 
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en general el método usual puede 

estimaciones muy malas de la respuesta máxima 

y de las condiciones sobre las variables 

independientes que determinan esta respuesta. Dichas 
dificultades se presentan principalmente en disenos que 

no son rotables. (Un disefto rotable es aquel en el que 
la varianza de la funci6n eatiaada depende 
excluaivaaente del radio de la esfera). 

La idea de esta secci6n es presentar 

modificaciones al procedimiento que usualmente sigue el 

An6lisis de Cordilleras para obtener las x• • que dan 
origen a las y,• óptimas. 

Aqu1 se estudiarán dos casos: 

I) .- cuando los niveles de varianza fija 
determinan curvas elipsoidales y 

II) .- cuando el disef\o se ha realizado de manera 

no sistemática, es decir, cuando no se ha seguido un 

plan experimental. 
En el segundo caso se loqrarA reducir la varianza 

de Y, restringiendo tl.nicamente una parte de ella, la 

parte que contribuye en mayor grado a que esta crezca y 
que como se ver~ es la correspondiente al valor propio 

mas pequefto de la matriz x'x. 
CASO I 

Se tiene un modelo de la forma 

y ª 11 + E donde E(El = ~ y 
con esperanza 

11 11-1 11 11 

1J • #Jo + E llJ XJ + E E IJJ• XJXo + E IJJJ XJ
2 

J•l J• 1 •>! J•I 

Laa variables que aqul •• aanejan estAn 
codificadas y el centro del diaello ea el (O, o, ••• O). 
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adeniás 
zt= 

7t= [Jlo,131, ••• 1#1k,1Ju, •• 
Puesto que el 

par:imetros 
Var (T) = ,,.. cx'x¡-• 

con X la lllltriz de diseno. 
Por lo que var(Yl = u 2,!'cx'x¡-•! 

Xt.2 [!1 1 !_2 1 •• 1 !n) 

donde n es el nQmero de corridas experimentales (n~k) 

y !_tt= [l,xu, ••• x11r.1,x11
2

, ••• n1 2, x11x21, ••• n-11x10] 

para ,., 1, ••• n 

Este 6ltimo vector denota la i-ésima corrida 
experimental en las variables independientes. 

Con el procedimiento usual de AnUisis de 
Cordilleras, lo que se hace es maximizar Y sujeta a la 

restricci6n !'! = R2 (!vector k- dimensional). 
Se desea aftadir la condici6n adicional de que la 

varianza sea constante y más o menos pequena en toda la 
esfera de radio R. 

Cuando el disefto es rotable, esto no tiene mayor 
problema , ya que como antes se mencion6 la varianza 
s6lo depende del radio de la estera y bastará con ir 
restringiendo Y a esferas de radio suficientemente 
pequeno. 

Pero si el disefto no es rotable, la varianza puede 
comportarse de manera no uniforme sobre la esfera y 

como consecuencia, acarrear& malas estimaciones del 
úximo Y y de las condiciones de x para obtener dicho 

aAxillO. 
Se debe intentar ainimizar el papel de la var(Y) 

en la creaci6n de incertidumbre en la estiaaci6n. La 
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no 
pian del diseño es modificado o simpleiaente 'se carece 

de alg(ln plan, es dificil obtener diseflos rotables . 
elipsoidales. 

Un diseño es elipsoidal si 
donde ~ es una funci6n de ~·A~, A es definida positiva 
y simétrica. 

Los disenos rotables son casos especiales de los 

diseflos elipsoidales cuando A es la matriz identidad. 
Usar AnUisis de Cordilleras Está.ndar cuando el 

diset'io es elipsoidal pero no rotable, puede llevar a 

salir r4pidamente de la región experimental usada para 

calcular los estimadores de los parámetros sobre todo 

cuando esta región es muy angosta, produciendo graves 

trastornos en la varianza de la respuesta. Aún mas, al 

estar fuera de la región experimental dif1cilmente se 

podría conocer esta varianza. 

Ya se habla propuesto optimizar Y sujeta a que 

var(Y) =o-2 12 en diseños elipsoidales, esto es 

equivalente a optimizar Y sujeta a que xtAx aa2
, donde 

a2 es una constante. Para el caso en ;ue- se trabaje 

con un diseflo rotable, el método modificado de Anlilisis 
de Cordilleras coincide con el método estándar. 

En el capitulo II se mencionó que existe una 

matriz ortogonal P tal que 
A =P'Diag(A1)P. 

P es una matriz formada por vectores propios de A, 

cada uno correspondiente a un valor propio de A. 

Diag(A1) es una matriz diagonal formada con los 
valores propios de A. 

Sea w =Diag(,,,--x;-)Px, c =Diag(l/,,,--x¡-)Pb y 
C aoiag(l/....-ri)PBP';iag(l/r;;¡- ) 

entonces 
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be 

También se tiene_ que 

w'w - x'P'Oiag(.rri )Diag(,.r-xi-)P! - !'P'Diag(>.t)P! = 
;t.~x =-ª2 . 

- -Logradas estas expresiones 

aplicar el método de Análisis de 

n o hay más que 

cordilleras usual a 

Y :s. bo + wtc + •,/cw sujeta a wtw =a2
• 

Ejemplo 1v.2.1 (Khuri y Myers(1979)) 

Considérese un modelo ajustado en dos variables 

x1,x2. Las variables del diseno y los correspondientes 

valores observados de Y se dan a en la tabla IV.2.l. 

Xl 

.. 3/4,¡-;:

_51,,,....-

51412"'. 

TABLA IY.2.1 

La matriz ,de varÚlnii(y covarianzas del vector de 

estimado~ei.:para 16.~ co~fidentés de regresi6n es 0'
2(X'x¡·• 

donde 

<x'x¡·•. 1.06 o 
7.] 
-~3 .•• 
.. 43. e 
11,3 

1~06 -.~94 o 

24.8 22.8 

•I• 24.e-

El modelo ajustado ea 
y - 15-1. 99Xt+. 99X,.2 .97xt 2+J .97xz2 -4 .94XIX2 (1) 
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A= [ ... -7.S 

se sigue que 

Diag(At) = [ 
1 

o] 
o 16 

de tal manera que 

[w1,V2]t= !. v. ···. . 
que se calcul6 utlizando la expresi6n w =di'1gc.i'Aí{P>c. 

La respuesta estimada evaluando (l) en tér..'in~s de 
las- wt'• -queda- como 

Y a 15 -.707Wt+.527W2+ W12+.37lw22
+.25WtW2 

es una forma cuadrática en C donde 

[ 

l .... ] 

e = .1zs .371 

Después de estos cambios , hay que aplicar el 

Análisis de Cordilleras usual. Es decir considerar la 

funci6n F con 

F = Y -JJ(W1
2+ W2

2 
- a2

) • 

Los puntos estacionarios satisfacen la ecuación: 

: ~;,, o 

Las soluciones est4n dadas por 

• 164086 -. 3534U 

"'' --------
JJ2-1.371J • .35sns 

-. 3076175 • • 26l5f.I 

u2
- t.371J •. 355J75 

que surgieron del sistema de ecuaciones dado por 

{C -111)- • i["::;]. 
Rec:utrdeae que ai se desea obtener n3.xiaos de Y, 
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entonces µ debe escogerse aas grande que el mayor valor 

caracter1stico de la matriz c. 
Los valores propios de e son: .34707 y 1.02393. 

Se escogieron diez diferentes µ'• todas mayores 

que 1. 02393. Para cada una de éstas se encontró el 
correspondiente m!xi•o absoluto (v1, vz) sobre el 

circulo 

utilizando las ecuaciones (5) y (6). Se obtuvieron 
adeaás las x1 ••y X2' • de (J) • Las a•• y .,.-"var (Y) se 

calcularon de (7) y (2) respectivamente. La respuesta 
estiaada en términos de las w1•º está dada por (4) 

Los resultados se presentan en la siguiente tabla. 
TI.BU. l't'.2.2 

j.l "º 3.S 3.0 2.s 

WI -0.1149729 -0.1374639 -0.17009938 -0.2264607 

W2 o. 0686493 o. 0787206 0.092098 0.1104708 

XI -o. 0934384 -D.1111232 -0.1371986 -0.1796697 

X2 -o. 0691660 -0.0832899 -0.1046351 -0.1406104 

1 s. 130156 lS.157161 tS.197871 tS.267682 

o. 133908 0.1S84081 0.1912185 0.2519686 

-2 • 
U v(Y 

o. 984'206 0.9782599 0.9671833 0.9450335 

j.l 2.0 !.SO '"º 1.30 

WI -0.3365062 -0.6671172 -0.9354416 •S.123U69 

W2 0.1359339 0.159SJ08 0.1545867 0.1325192 

Xl -o. 2619904 -o. 499949 -0.618lOS2 -o. 8176316 

X2 -o.2139496 -0.443514& -0.5634'78 -o. 77aT765 

15.418205 15.983603 16. 34666& 17.091578 

0.3629266 0.6859266 0.8496Z325 1.130908 

-2 • a vCY 
0.8907125 Q.664'111 0.51749&5 0.4'31951 
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U-2Y(; 0.56J0631 1.'12658.&¡ 

Ahora se maximizará la función de 

téi-minos 
condición 

de las variables 

x12 +xi= R2 para 
originales 

verificar 

respuesta en 
sujeta a la 

de manera 

experimental que el método modificado produce mejores 
resultados que el método usual. Considere entonces 

F·= Y -e(x12+ xi- R2) 

La solución de ~ ~· = O está dada por las 

2.7'Z7S .. ,9956 

-0 2 ..:6.;949, ~ 5;6~-

-: 9~5 •. <~4959·-, .·. . . . ·: . 
_e2.:_~.·94~\ 5 .'69: .·: 

-Los valores propios -de -l_a matriz 

B= [ '2;97 -•·"] --

-2.47 3,97 

son .95 y 5.99, entonces valores de B mayo~~s que 5.99 

deben ser considerados. La tabla IV.2.2 presenta las 
respuest~s m4ximas, los correspondientes valores de R, 
los de Y y aquellos de u-2var(Y) para 5 diferentes 

valores de e'• • 
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0.293S4 0.341336 0 • .40814?. 

-2 a 0.44641 o.S60246 1.104137 
tT v (YI 

3.24800 12.8516 

N6tese que el valor más grande de Y en IV.2.3 es 

de 19.124547 obtenido en el punto (-.4787664,.4752275) 

que cae fuera de la región experimental. También note 

el rApido incremento en u-"var (Y) de .4464172 a 

12.851665. Este resultado es causado por la magnitud 

de los elementos de cx'x¡-•. 
En el procedimiento modificado, 

grande de Y es de 19.231169 

(-1.2348435,-1.2148018) (ver tabla 

encuentra cercano a la periferia 

experimental 

de 1.4726584. 

CASO II.-

con una varianza 

el valor más 

en el punto 

IV.2.2) que se 

de la regi6n 

muy pequel'la 

En muchas ocasiones el diseno experimental sufre 

algunas modificaciones, es frecuente que se le agreguen 

puntos que son de interés o bien que el ajuste de una 

superficie de segundo orden se realice sin llevar a 

cabo un plan de diseflos especifico. El costo que se 

paga en estos casos es que la Var(Y), por lo general 

crezca mucho. Aqu1 se desarrollarA un procedimiento 

con el cual se podrá controlar el término de Var (Y) 

que contribuye más a que esta sea grande. 

Si m,112, .•• ,11. con p=(k+l)(k+2)/2, son los 

valores propios de x'x y utilizando que 

var(Y) =u2!'CX1X)- 1! , se puede probar que 

O'ZZlZ ---< 
••• ¡ YI 

var (\') < cr2zlz 
aln

1 
YI 

Esta doble desigualdad refleja la dificultad que 
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/.o. 2~'4.61 A. :~~.~2j~í'~:~· ,e,¿~~ J~:~!.~l 

«16._4155 ;, :~:~·6~:~2~~.'·; ~·11~~~6'3 

ió.:i4il36 0,408U7 0,50819 

0,4464\ 0.560246 1.104137 3.24800 

.N6tese que el valor más grande de Y en IV. 2. 3 es 

de.19.124547 obtenido en el punto (-.4787664, .4752275) 

que·cae fuera de la reqi6n experimental. También not~ 
-·¡,1 rApido incremento en cr-"var (Y) de .4464172 a 

12.851665. Este resultado es causado por la magnitud 

de los elementos de (X'X) 0

1
, 

En el procedimiento modificado, el valor mas 

grande de Y es de 19.231169 en el punto 

(-1.2348435,-1.2148018) (ver tabla IV.2.2) que se 

encuentra cercano a la periferia de la región 

experimental 

de 1.4726584. 

CASO II.-

con una varianza muy pequef\a 

En muchas ocasiones el diseno experimental sufre 

algunas modificaciones, es frecuente que se le agreguen 

puntos que son de interés o bien que el ajuste de una 

superficie de segundo orden se realice sin llevar a 
cabo un plan de disef\os especifico. El costo que se 

paga en estos casos es que la Var(Y), por lo general 

crezca mucho. Aqu1 se desarrollarA un procedimien;.o 

con el cual se podrá controlar el término de Var (Y) 

que contribuye más a que esta sea grande. 

si TJl,TJ>, ... ,TJP con p=(k+l) (k+2)/2, son los 

valores propios de x'x y utilizando que 

var(Y} =cr'!'<x'x¡·'! , se puede probar que 

a2zlz < var(Y) < a-2ztz 
•••

1
•1 •ln

1
v1 

Esta doble desigualdad refleja la dificultad que 
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resulta que 

Í: cz'v•>' 
1 .. 1--

•ln, lJI 

de donde se desprende la 

propuesto para la varianza de 
Las componentes de !!. se denotadn~como:;1;:i';c~ 

para 1•1,2, •• •P• 

Entonces 

Donde: T1"c [v1t,v21, ~. ~ 

TI = 
[

VIJI. 



• var (Y) 

De esta última 
optimizar Y sujeta 

... Í: (~DI + "''t• + x'T•><) 
2 

/VI 
1.-1 - - -

igualdad se ve que si se trata de 

a curvas de nivel de varianza 

constante se tendrán dificultades al aplicar la técnica 
de Multiplicadores de Lagrange porque .aparecerán 

términos no lineales en las variables independientes. 
Se va a adoptar una solución un tanto comprometida 

que recupera el espiritu del Análisis de cordilleras y 
también considera un control sobre la var(Y). 

N6tese que valores pequeños de v1 contribuyen a 

producir varianzas grandes en la respuesta. Entonces 

se va a restringir la parte de var(Y) correspondiente 

al valor propio más pequef\o de XLX, denotado por ll••r.. 

De esta manera la varianza de la respuesta se 

controlará en la región en la que se aplique el 

An6lisis de Cordilleras. 

Sean vo., "t'•, T. los valores de Vo, i:, T 

correspondientes al valor propio más pequef\o, 'TJ•ln, 

respectivamente. 

Se va a 6ptimizar Y sujeta a que 
(1¡ 

donde r es una constante positiva lo suficientemente -
pequefia como para anular el efecto del valor propio mas 
pequet\o. 

cuando To es indefinida las curvas de nivel de la 

forma cuadratica (1) no son ni elipses ni esferas. De 

esta manera la restricción solo controla a la varianza 

pero no tendr1a que considerar x en la región de disefto 

entonces se añade la restric~i6n adicional !'-~ :s R2
, 

donde R es lo suficientemente grande para contener al 

diseno experimental. 

Utilizando el ml!todo de Multiplicadores de 

Lagrange 

donde r es algún 
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las A'• con esas propiedades proporcionarán un 
de Y, es decir cada punto x que se obtenga dará 

. _ ·:, respU~Sta óptima para un nivel r= vo. + xtT• + xtT•X y 
- -- -po~ _supuesto para un radio fijo R = C!'!l 112• - -

Ejemplo IV.2.2.-(Khuri y Kyers (1979)) 

Se elaboró un experimento para una respuesta que 

depende de tres variables. El primer intento !ué 

construir y usar un disei'lo compuesto central. Sin 

embargo, dificultades experimentales impidieron el 

del disel\o como se habla planeado inicialmente y el que 

finalmente se utiliz6 condujo a problemas de mal 

acondicionamiento con respecto al ajuste de una 

superficie de segundo ord~n. Los datos se presentan en 

la tabla IV.2.4. 

TABLA. lV.2.t 

Xl X2 X3 

-1.020 -t.•02 -0.998 13.5977 

0.900 0.478 -0.818 12.7838 
0.870 -t.282 0.882 16. 2780 

-0.9S.0 o.•sa 0.972 U.1678 
-0,930 -1.242 -0.868 9.2461 

0. 750 O. t98 -0.618 17.0167 

O.BJO -1.oq2 0.732 13.4Z53 
--0.950 0.378 o.eJ2 16.0967 

1.9S.O -0.462 0.002 u.sus 
-2.150 -0.402 -0.039 20.953• 
-0.550 o.osa -o.s1e lt.OUt 

-o.•so 1.178 0.192 21.2088 
o. 150 1.208 0.082 25.SStt 
0.100 t. 768 -o.coa 33.3793 
l.tSO -0.3t2 o. 182 1s.nu 

En este ejemplo, el valor propio más pequel\o de 

x"x es "ll91n s 0.321. 
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.······.:,:_ W'.v~:Yi,)1~6·!·-~·, 
;',:_\~: ;;·29~s"'.t·=~ o'•~9Jú '._+'.<•eoelu .+:-: ;•07·¡ >(3. +,-: 

IXl,X2,:JI ¡::: .::: .:::l.[_:: ··1· • -
.2709 -.0148 .6453 XJ 

Puesto que To es indefinida ( sus valores propios 

son .759, 0.0008, -0.1398) se aftade la restricción 

x1
2+ xl+ XJ

2 
:1 R

2 
• 

Para tener una idea de que valores de r que son 

razonables, se calculó (;2 (vo. + .~{r•! + !tT•!) 2
) /Tt-ln 

para cada uno de los 15 puntos del diseno. (Esta es la 

porción de la estimación de Var (Yl correspondiente a 

lJ-ln • 0.0321.) El valor mas grande que se encontró 

fué 0.66, correspondiente a un valor de o. 087 para 

va. + ~{t•! + !lTa!. 
Con esta informaci6n r no deberia ser mucho m6s 

grande que O. 09 y R no exceder 2. o Esta cota para R 

fué obtenida de evaluar la ecuación x1
2 

+x2
2 +xJ 2 

... R2 

sobre cada punto del diseno experimental. El valor .09 

sirve como una gu1a para lo que podr1an 

considerarse valores deseables de r. 

El método de AnAlisis de cordilleras sin 

modificación se aplic6. La tabla IV. 2. 5 proporciona 

valores de Y para diferentes ! que son soluciones de la 
ecuación 

(B -Al)!• - ~b 
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z3f .'&96 l\8,0J 

BJ.38 42,475 

..... 0.899 

0.845 0,749 

1.074 0.912 

~~5S3J ~·_08'5 

r 
1}";tn 10.71 3,543 0.337 0.4T7 S.80& 

Aqu1, por supuesto, los valores de ~ fueron 

escogidos mayores que el valor propio m!s qrande de B 
para maximizar Y sobre una esfera de radio R. Para 

ilustrar la precisión de Y en lo que ordinariamente se 
podrlan considerar condiciones de operación 
recomendables, también se proporcionan valores 

estimados de u-"var(Y) en cada punto ~· 
Posteriormente se encontraron las condiciones que 

maximizan Y sujeta a las restricciones del Análisis de 
Cordilleras Modificado. Se tuvo especial atención en 
R~ 2.0 y r~ o.09, aunque con el objeto de qenerar ús 
resultados, fueron considerados valores de r aayores , 
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pero no mucho mayores q11e • 09. 
presentan en la tabla IV.2.6. 

Los· resultados se 

En dicha tabla aparece la. varianza estimada de Y 
para hacer posible una comparaci6n con· el Análisis de 
Cordilleras usual. 

TAllU JV.2.6. 

2.098 2.000 1.9345 1.9039 1,85 1.795 

H.14 '6,26 u.i1'~ ;~42.83 40,22 

YAR T 111.34 1'.828 u;607 9,754·: 

a-zv ; 6.602 5.336 ':&••'.17 ~-3.s_tÓ 

XI' ,.:·é6ó , o;?SÓ·: 

~:,-·1.750 

o. 7845 o. 7734 o. 563 

1.421 S.320 1.015 0.7367 

o.ott 0.0186 o.0632 0,0972 

0.139 0.1357 0.0744 0.0062 

Comparando entre las dos tablas se puede ver que 

la restricci6n extra sobre la "p~rci6n mayor de 
varianza" mejora la precisión de Y en el óptimo 

estiaado, 
Para un radio especlf ico, el Anlilisis de 

Cordilleras sin moditicaci6n proporciona una respuesta 
Y aayor q11e la obtenida con el método modificado, ain 
embargo al comparar las r" y la var(Y) de aabos 
procediaientoa se observa una gran aejorla del segundo 
•6todo con respecto al primero. 
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mayor contra una varianza pequena se puede apreciar una 
superioridad de las coordenadas proporcionadas por el 

método modificado que aparecen en la tabla IV.2.6. 

Por ejemplo, diflcilmente se podrla escoger 

cualquier condición de operación en la Tabla IV.2.5 que 

indique Y ;r: so debido a las var lanzas tan grandes que 

presenta la predicción. Por otro lado la tabla IV.2.6 

revela que en un radio aproximadamente igual a 2, 

se obtiene Y= 49.143 y a~ 2var(Y) = 6.602. 

Es interesante notar cuá.l es el impacto de la 

componente r de la Var (Y) en el An;ilisis 

Cordilleras. El tlltimo renql6n en la tabla IV.2.5 

proporciona r 2/'qaln = r 2/0.0J21, el cual deberla 

comparado con el renql6n etiquetado con VarcY) /o-2
_. 

puede ver en este ejemplo que r 2 /v.1n determina un 
mayor valor de Var(Y)/a2

• 

El minimizar el efecto del valor propio mas 

pequello de x'x ayuda a prevenir el problema de 

multicolinealidad en Reqresi6n. VarcY) sera grande 

cuando 7Jmtn es cercano a cero, pero si alguno de los 

valores propios de XtX es cercano a cero existen 

dificultades para determinar la inversa de esta matriz 

y la de la matriz X. Esto se debe a que alguna de las 

columnas de X es casi un multiplo escalar de otra. 

Alqunas veces, aparece una matriz de disef\o con estas 

caracteristicas, si es que este no es planeado. 

Precisamente el objeto de esta sección es abordar el 

Análisis de cordilleras cuando el diseno presenta 

dificultades como las que aparecen en 

rnulticolinealidad. 
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CAPITU.O V 
TAl'lJENTES PARALELAS 

IllTRODUCCION.-

Hasta donde se ha desarrollado este trabajo, los 

métodos de optimización planteados han atacado el caso 

que más comúnmente se presenta en la práctica, para el 

cual la función objetivo (denotada por ~) no está bien 

determinada, sino que incluye la existencia de un error 

aleatorio. 
Con los métodos de Análisis de Cordilleras y 

Análisis Canónico, cuando lJ se supone cuadrática, la 

bQsqueda del 6ptiao se apoyaba en gran medida en que ~ 

fuese un buen ajuste, que los puntos estacionarios 

siempre se pod1an calcular resolviendo el sistema de 

ecuaciones correspondiente, que los valores propios de 

una cierta matriz se pudieran encontrar o bien que ~ se 

encontraba sin cometer errores de tipo numérico. 

Se presentan ahora, de manera general, otros 
procedimientos para la bQsqueda del 6ptimo cuyo 

desarrollo no se apoya en cálculos como los mencionados 

antes, 
-El Método de Descenso (Ascenso) por Pendiente 

Máxima Iterado. 

-El Método de Descenso (Ascenso) por Pendiente 

Máxima de Tangentes Paralelas o Método de Descenso 

(Ascenso) Máximo TANPAR. 

-El Método General de Tangentes Paralelas o Método 

General TANPAR. 

A todos estos procedimientos simplemente se les 

llaman "Métodos de Tangentes Paralelas" y se estudian 
bajo la hipótesis de que se tienen condiciones ideales, 

es decir, la funci6n objetivo ~ y sus derivadas estan 

bien especificadas y no interviene error alguno, debido 

a experimentación o a fallas numéricas. 

Posteriormente se mencionará c6mo funcionan estos 

aétod.oa, cuando las condiciones ideales no se cumplan. 

Se discutirá sobre un caso de reiterado interfls, 
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en el que lJ es una función cuadr&tica y 11111y 

especif icamente el caso en que las curvas de nivel de ~ 
tienen forlla elipsoidal, alrededor de alqdn punto. 

La importancia de suponer que l) es cuadrA tica 

radica en que las funciones bien comportadas se pueden 

aproximar con una función de este tipo en las zonas 

cercanas a los puntos 6ptimos. La mayor parte de la 

discusión que aqu1 se presenta es seqCm las ideas de 

Buhler, Shah y Kempthorne (1964). 

V.I.-DESCENSO POR PENDIENTE MAXIMA 

El problema que aqu1 se plantea es encontrar un 

vector ~ tal que minimice a ~· Se hace el desarrollo 

para la •inimizaci6n dejando en claro que los 

razonamientos para maximizaci6n se pueden plantear en 

forma anliloga. 

En el capitulo III, para resolver el problema de 

maximizaci6n, se tomaban desplazamientos en cada una de 

las coordenadas x1 del vector ?f iguales a c~1 (si c<O 

se tiene un descenso y cuando c>O se considera un 

ascenso). En otras palabras, el movimiento es en la 

dirección dada por el gradiente. 

Las métodos que aqu1 se presentan van a utilizar 

la dirección del gradiente para tomar desplazamientos 

que no sean demasiado grandes con la finalidad de 

optimizar a 1J. El gradiente depende de las escalas 

elegidas por lo que los procedimientos que se van a 

desarrollar, en general, serán afectados por ·1a 

selección de escalas. Mas adelante se discutirá sobre 

esto. 

V.II METODO DE DESCENSO POR PENDIENTE MAXIMA ITERADO EN 

CASOS IDEALES 

Este método aplica iteraciones sucesivas en la 

dirección del gradiente. Por iteración se entiende el 

el avance en la dirección de un cierto gradiente antes 

de calcular un nuevo gradiente y entonces cambiar de 

dirección. 

Una selección que se acostumbra hacer es moverse 
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se permitan 

determinada 

caso que se minimiza sobre la "linea"). A'esta forma de 

proceder se le llama método del gradiente óptimo. 

Se puede ver con relativa facilidad que proceder 

por gradiente óptimo genera pasos sucesivos que son 

ortogonales. 

sup6ngase que 

direcci6n de algún 

la ecuaci6n g=o determina 

gradiente (entonces g=O es 

la 

la 
ecuación de una recta) y que además se ha ubicado en el 

minimo de ~ sujeto a g=O. En el siguiente iteraci6n se 
hace un desplazamiento sobre la recta que pasa por este 

mínimo y donde un vector de dirección será V11 evaluado 

en el minimo (se denotarA por V~•1•). Del capitulo I se 

sabe que VTJHJK=i\ Vg"1". 

Ahora, VgHIN es ortogonal a la recta g=O (pues el 

gradiente es ortogonal a la curva de nivel), por lo 

tanto VTJHIH es ortogonal a g=O. De donde se concliiyS 

que la recta donde se ef ec~uará un nuevo desplazamieñ~o 
es ortogonal a g=O. 

En el caso bidimensional los "pasos" alternantes 

resultan ser paralelos desde un punto de vista 

geométrico usual 

V, III DESCEllSO POR PEllDIEllTE MAXIMA ITERADO EN DOS 

DIMENSIONES CUANDO LAS CURVAS DE NIVEL 5011 ELIPTICAS (~ 

CUADRATICA) 

En este caso se supone que se dispone de un punto 

sobre una curva de nivel el1ptica conocida. a partir de 

este punto se empieza a iterar en v1as de alcanzar el 

m1nimo, que está en el centro de la elipse. 

Para cualquiera de los cuatro puntos localizados 

en los ejes principales de la elipse, con una sola 

iteración se llegará al m1nimo. Esto se debe a que el 

gradiente en estos puntos tiene la misma direcci6n que 

los ejes principales y por lo tanto determina una 

dirección que pasa por el centro de la elipse. 
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Si se mide el éxito de una sola iteraci6n por el 

qué tanto ha decrecido 'rJ, entonces estos cuatro 

puntos son llamados puntos iniciales más favorables. 

Es 16gico que ahora surja la pregunta de cuáles 

serian los puntos menos favorables. Por un argumento 

geométrico se puede ver que son aquéllos cuya tangente 

forma ángulos de 45° con los ejes principales. En estos 
puntos es donde será necesario el mayor ntlmero de 

desplazamientos en la direcci6n del gradiente para 

llegar al centro de la elipse. 

suponga que 7Jt, TJ2, '1J3,... son los valores 

obtenidos de la respuesta en iteraciones sucesivas (1lt 

es la que corresponde al punto inicial) • Ahora se 

definirá una medida de éxito para cada iteraci6n. 
( 'T)k•l-l}mln) i 

Sea p• ¡ TJ• -TJ•ln) que es el coc ente de las 
distancias a la respuesta 6ptima de la (k+l)-ésima 

iteraci6n respecto a la de la k-ésima iteraci6n. 

Se tiene que para todo k, O::spk:Sptu.x. Donde cero se 

alcanza en los casos en que se parte de las puntos más 

favorables y pMAx en el caso que se inicie la iteraci6n 

en los menos favorables. 

pttu puede expresarse como pKAx=(A 2-1) 2/(A2+1), 

donde A es la raz6n de las longitudes del eje principal 

mayor entre el menor. Este resultado se debe a que el 

método de Descenso por Pendiente Máxima Iterado siempre 

converge y la razón de convergencia es precisamente 

P-•· (Luenberger (1984)). 

También se tiene un resultado que hace que el 

na.mero de iteraciones para llegar al minimo disminuya 

notablemente. Existe un punto tal que si la segunda 

iteración no se inicia en el minimo sobre la linea sino 

en un punto má.s cercano al punto inicial, el m1nimo 

global serA alcanzado en esta segunda iteración. En la 

práctica no van a estar dadas las condiciones para 

determinar exactamente dónde se tiene que realizar esta 

segunda iteraci6n. Lo que se recomienda hacer es 

calcular el m1nimo sobre la 11nea y retroceder un 



El dibujo adem6s de mostrar la propiedad ya 

conocida de que pasos alternantes son paralelos y pasos 

sucesivos son ortoqonales, también muestra que los 
puntos en pasos alternantes están alineados y además 

est6n alineados con el centro de la elipse. 

V. IV DESCE.'150 POR PENDIENTE MAXIMA ITERADO EN 

N-DIMDISION:!:S 

Con las mismas condiciones (ll cuadrática y curvas 

de nivel elipsoidales), en el caso n-di:nensior.al se 

tiene nuevamente quelos puntos más favorables se ubican 

al final de los ejes principales de la hiperelipse. 

Los puntos menos favorables resultan ubicarse en 

el subespacio que contiene al aje principal, mas largo 

y al eje principal mas corto de la hiperelipse. 

(Kantarovic~ (1948)). 

pux ccincide con P-• para el caso de dos 
dimensiones. Sin embarqo, en n-di:nensiones 
cierto que las P'• coinciden. 

Se ha visto que p1~p2~pl.... y 

decir, mient=as mas iteraciones se 
Descenso pe:- Pendiente 

comportarse como si se 
!avor:sblas. 

Debido a que la 



En el caso de dos dimensiones se vio 

y el origen están alineados, de esta :iar.era 

el centro de la elipse. 
Para n-dimensiones, si !1'-2 cae en un subesapacio 

dos-dimensional que contiene a los ejes principales mas 

largo y mas corto, los siguientes puntos también caerán 
en este subespacio, con lo que ~·1 será un punto 

correspondiente a un m1nimo. Si !k-2 está cerca de este 

subespacio entonces _!k•l debe estar cercano al m1nimo. 

Esta modi!icaci6n recibe el nombre de Método de 
Descenso Máximo de Tangentes Paralelas o Método de 
Descenso Máximo TANPAR. 

En dos dimensiones este procedimiento resalta 

mucho por la velociad de convergencia. Un mecanismo que 
también converge a gran velocidad es el siguiente: 

Se trazan dos cuerdas paralelas sobre la elipse 

dada, se minimiza ~ sobre cada una de ellas y resulta 

que el m1nimo se alcanza en el punto medio de la 

cuerda. La siguiente iteraci6n serla minimizar ~ sobre 
la recta que pasa por los puntos medios. 

Por el Teorema de cuerdas Paralelas, esta recta 

pasa por el centro de la elipse, por lo que la dltima 
iteraci6n planteada lleva al mlnimo global. (ver 
figura V.4.l). 

Este procedimiento conocido como Método de Finkel, 
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v.s PLANTEAMIWTO'DE LOS ALGORITMOS DE TANGENTES PARALELAS 
Suponga que después de dos descensos máximos 

:,-:inic-iales_ se __ ejecuta un paso acelerado. Si TI es 
cuadrá.trica y sus curvas de nivel- son circulares, el 
camino de ascenso por pendiente máxima caer! 

completamente en el plano que contiene al punto inicial 

y al eje de simet~ia circular, aqui un argumento en dos 
dimensiones mues~ra que es posible alcanzar el minimo 
en tres dimensiones. 

Para n-dimensiones se puede probar que si TI• 
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~' se sustituye por un 

máxima denotado por ~·· 

l~~lJo...!.!!l 
(~l -l)aln) 

Por lo tanto 

Comparando 

para valores de 

0.0483, 0.221, 0.853 ·respectivamente 

caso 0.0467, 0.263 y 0.884. Se ve que 

acelerado es mejor para los casos >.=3 y A=lO y el 

método normal para A=2. cuando A es cada vezmayor, el 

método acelerado se compara favorablemente con el 

método normal. 

Por estos argumentos y por la convergencia rápida 

en dos dimensiones, para un método general resulta 

razonable iniciar con dos descensos máximos v1a 

gradiente y un paso acelerado seguidos por una 
continuación lógica. 

Se inicia con Po; luego se obtienen P2 y p3 por 

descenso por pendiente máxima, es decir, con base en la 

dirección del gradiente (P1 no aparece por comodidad en 

el manejo de subindices), P• se calcula a través de un 

paso acelerado, esto es, como el m1nimo en la 11nea que 

pasa por P2 y PJ. 

Se calculan Ps, P6 y P7 de la misma manera que se 

calcularon P2, PJ y P4 respectivamente. 
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·<~> ~~'.¡. - .. 
F-~-·: ;;.:o.~~_;}: ·~~L ·._ .,...:·. \. -·:~--

::~j~ ~~~¡~;{:-~i ,._.,:·:·:::'.'.-c. ··:r;~f:'"~~}c,,: 

;.f ~~~~~!~1%~~~~~::;~· :;:~=~:.:::·~ 
.-~~:->0.:_:'~,.-~~¿~~~~·e;st-1:,·-~i~~-va. ~.l siquiente algorit:o: 

· ··-Álgorit=.c- ,TA.'l?AA Descenso por Pendiente M&xi:na Iterado. 

Desde· -cualquier punto Po proceder a lo largo de la 

linea poligonal Po, Pz, Pl, P.a... en donde Pk es el 

m1nimó de 1J en la linea extendida que une a P• con su 
punto precedente. 

En puntos con subindices pares, proceder en la 

direcci6n del gradiente (Descenso por Pendiente 

MAxima) • En puntos con sub1ndices impares, Pl>+1 

(k•l,2, •• ,n-1) proceder en la dirección determinada por 

la linea que unen P21<-2 y P2l<•t. Ver figura V. 5 .1 

-·· ·----!~!:.!:.!..-_. ____ ·---

, -. ¡'·.---.:[· ............... [''.._ -- .. \····· .. .. . .. 
... l.. . ........ .. t ................. ·--l -' r.- -· --- ' =. '• • 

llW.·0.......--. 

Se puede demostrar que si 1J es una tunci6n 

cuadrlt!ca con un minimo (esto es, que sus curias de 

nivel a::-ededor de un punto son el1pticas) y con las 

condiciones antas mencionadas, entonces el m1ni:no •• 

alcanza:-~ en P2n o antes sin importar el punto inicial 

que se haya tomado. Ver Shah, Buhler y Kempthorne 

(1964). 

El al9ori t:no anterior, es la qeneralizaci6n del 

caso 2-dimensional donde se toman dos descensos m&ximos 
y un paso acelerado. 

I.a 9enerali:aci6n para el algorit3o de l'inkel, 
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basado en el Teorema de cuerdas Paralelas es el 
algoritmo general T:..~PAR que no necesariamente coincide 
con los intentos de generalizaci6n antes expuestos. 

ALGORITl!O GENERAL TANPAR 
Partiendo de cualquier punto Po, p!:'oceder a lo 

largo c!e la linea polic;onal Po, P2, P", . . . en donde Pk 

es el minimo de lJ sobre la linea elCtendida que une a 
este punto con su precedente. La direcci6n de! segmento 

POP2 es arbitrario, P,P, es cualquier direcci6n 
paralela a no (donde nJ denota al plano tangente a la 
superficie de nivel en PJ). 

De aqu1 en adelante para k•l, 2, .. , n-1 Pn+z es 

colineal con los puntos Pa-z y Pa-1 y para 
k•2,3, ... ,n-1 es pa!:'alelo a 
1T0 1 Tl'Z 1 TI'•,••. 1Tr2k-2. Aqui se refiere nuevamente a 
Shah, Buhler y Kempthorne (1964). 

Se puede demostrar que si "IJ es cuadrAtica, el 
m1nimo se obtendrA en Pzn o antes (n• n1lme!:'o de 
variables). 

Por ejemplo, cuando n•J, la direcc!.6n de Po es 
completamente arbitraria, la direcci6n de ?2 debe ser 
paralela al plano tangente en Po y la di!:'ecci6n en P• 
debe ser paralela a dos planos tangentes, uno en Po y 
el otro en Pz. Esto permitirA cierta tlexi::>ilidad en 
algunas direcciones durante el procedi::liento. Ver 
fiqura V.5.2 

FZCUIU Y.s.z 

"• .............. '• ~. 

'K. 

1 -¡ 

1 
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·:, .;;;- COMENTARIOS RESPECTO A·. LA : DEPENDENCIA 

Si n~:Z·y/:1as.'curvas.de nivel de TJ son circulares 
para un~ ··~i~ft:~- ::~~~~i~, --e1 Método de Descenso MáximO 

Ite-rado· _cl1é::a!l_~·ará-: ei _·-~inimo en un solo paso. Esto por 
supu·esto no ·-o·CUrre cuando es el caso en que las curvas 

de ·nivel son elipses (excepto si se ésta en alguno de 

los cuatro puntos mas favorables mencionados 
antes). 

De esta manera si ta escala determina curvas de 

nivel elípticas, serán necesarias más iteraciones. Esto 
implica que la velocidad de convergencia del Descenso 

Máximo Iterado, no es invariante ante escalas. 
El experimentador deberla buscar una escala que 

determinara curvas de nivel esféricas. Se trata de 

adivinar qué escala determina derivadas parciales con 

casi la misma magnitud alrededor del 6ptimo, buscando 

de esta manera que la superficie decrezca con la misma 

velocidad en todas las direcciones. Con esto se 

esperarla que fuesen necesarias pocas iteraciones para 

alcanzar el minimo. 

Se ha tratado de generar el mismo efecto alrededor 

del punto inicial ya que el 6ptimo no est~ bien 

determinado. Sin embargo, tratar de llevar a cabo esta 

alternativa, sin importar si se toma el 6ptimo o el 

punto inicial es poco factible que se logre. 

Desgraciadamente el experimentador frecuentemente 

se verá en la necesidad de seleccionar una escala. Una 

buena selección, en general lo llevarA a un buen 

desarrollo de los métodos que aqu1 se presentaron (por 

ejemplo, convergencia veloz). 

Una mala selección de escalas puede acarrear 

problemas aunque parece ser que los algoritmos Partan 

son menos sensibles a esta selección que el algoritmo 

de Descenso por Pendiente H&xima Iterado. Un argumento 

para pensar esto es el caso dos dimensional en el qua 

aunque las elipses sean muy alargadas Descenso por 

Pendiente H&xima Partan converge en pasos sin 
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importar qu6 punto inicial se haya considerado. 

Estos argumentos perderán fuerza en los casos no 
ideales (que han sido los mas abordados en los 
cap1tulos anteriores de este trabajo), en los cuales la 

respuesta lJ podr1a ser estimada por lJ; al hacer esta 

sustitución, quizá en el punto P2n no se logre a1ín el 

m1nimo. Una opción cuando se use TANPAR GENERAL, es 

poner a P2n como Po y aplicar nuevamente el algoritmo 

con este nuevo punto inicial. 

cuando se aplica TANPAR CON DESCENSO MAXIMO, lo 

que se debe hacer es continuar 

dirección del qradiente e 

correspondientes pasos acelerados. 

moviéndose 

ir tomando 
en la 

los 

Existe cierta evidencia de que en estos casos 

donde las condiciones no son ideales, ni siquiera 
cuadrAticas los algor1tmos Partan tienen una ejecución 

aceptable siempre que los errores en calcular a 11 y: a:. 
sus derivadas se mantengan pequenos. 
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·c'I'.~:~,·,_,. ·._<· -·~--~ 
:·:,.¡' ,_-,e~·; .. :~~-¡ 

'v:-?."'."·MINÍ~izÁC:loN EN LA LINEA 
· ·::.Dé la'· . exposici6n de los métodos de Tangentes 

Pará\lelas, no resulta muy claro como se podrla llevar a 

ca.bO. -·la ·minimización de la función en una cierta 

· direccci6n. Note que esta dirección puede estar dada 

-·por - un vector {caso Descenso por Pendiente Máxima 

Tanpar) o bién por ciertos planos (Tanpar General). 

En la prActica un método muy utilizado es el 

Descenso por Pendiente Máxima Tanpar. En esta sección 

se esbozará una propuesta de como se podr1a minimizar 

en la linea cuando se aplica este método. 

El problema entonces es cómo determinar los puntos 

minimos (máximos) sobre las direcciones de descenso 

(ascenso) máximo o sobre los vectores P•P.-:1, cuando se 

da el paso acelerado. Para resolver esto, se presenta 

un algoritmo que se apoya en la conocida BClsqueda de 

la Sección Dorada. 

Considere un intervalo [O,PJ y suponga que en el 

interior de éste se encuentra el punto donde se 

minimiza la funci6n. 

El primer paso en la busqueda dorada es determinar 

A, B y e sobre OP de tal manera que se cumplan las 
siguientes relaciones: 

~ ......!!.... .s _A_ 
B A+B A A+C 

y ademAs: 

A= l+v'S e a l.618C B= l+v'S A a l.618A 
2 2 

El n<lmero l+v'S es conocido como 'I'• Este .:es 'el 
-2-

11mite de la sucesi6n de Fibonacci. 
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Sobre cada uno de los puntos o, P, l y 2 de figura 
V.7.1 se debe obtener el valor de la respuesta (ya sea 
experimentalmente o si se conoce ana11ticamente la 

función, con tan sólo evaluarla). Si se supone que el 
mínimo es Qnico, que en 2 o en P resultó un valor menor 
que en en los demás puntos, entonces el mínimo debe 

encontrarse en el intervalo (1,P]. La razón de esto es 

que siempre que se tenga un procedimiento de busqueda 
para el mlnimo en donde se hayan tomado k observaciones 
x1, 1 .. 1, •• • k, con Xt :s x2 :s •••• :SXk y tales que para 

algtln j con j E {1,2, •• k) suceda que f(xJ)s f(x1) para 
toda 1.1,2, ••• 11., si f es continua y el minimo es Qnico 
entonces el m!nimo debera estar en el intervalo 

(x¡-1,XJ•1]. (Luenberger (1984)). 
De esta manera queda desechado el intervalo [O,l] 

(figura V.7.2) y el próximo paso en la btlsqueda dorada 
será determinar un valor D tal que g D~C ¡ con 

C= l+~o, posteriormente experimentar en el punto 3 

(Ver figura V. 7 .2), comparar el resultado con el de 
los puntos l, 2, P y desechar el intervalo 
correspondiente. 

Es decir se procederá exactamente del mismo modo 

que la primera vez, pero ahora el segmento TP jugará el_ 
papel de OP, "C" el de "A" y 

continuarla sucesivamente si 
m1nimo con mayor precisión. 
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En el caso que, por ejemplo, 
resUitadOs de los experimentos en O, 1, 

-o~tuviera que la respuesta menor se alcanza en 
se desecharla al intervalo (2,P] para 

· . :..[O, 2] -de manera anUoga a como se hizo 
decir se tendria que determinar un valor E-tal 
_ ~ C~E i ::°i'i:--'iét;t.:-,;0

:-"" 

l 1 2 

+--·=·---*//////////+ º-- , __ l-c-1-•--IP 

Después en el punto 3 de la figura V.7.3 se hace 
un experimento y se comparan las respuestas en o, 3, 1 

y 2 en J. Permanece el intervalo [O,l] si el valor de 
la respuesta en 3 o en o es la menor o bien con [J,2] 
si la respuesta de l o la de 2 fue menor. 

Note que en cualquier paso de la BQsqueda de la 
Secci6n Dorada el intervalo en el que se esté 
trabajando tendrá exactamente la misma estructura que 
el intervalo [O,P] tiene al ser dividido por los 
experimento& l y 2. 

La prB<JUnta qua ahora surge as: ¿ C6mo se aplica 
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la bdsqueda de la secci6n dorada al problema de 

minimizar una funci6n a lo largo de una direcci6n dada 

por algdn vector? 

Primero, se debe tomar una observación a una 
distancia arbitraria del origen del vector. Si el 

valor de la respuesta en la observación resulta ser 

menor que la función evaluada en el origen del vector, 

la distancia inicial se multiliplica por ~ y se mide la 

respuesta en este nuevo extremo. 

si después de haber seguido multiplicando por p y 

de haber llevado a cabo varias observaciones la n-ésima 

observación resulta en un crecimiento de la función, 
entonces el m1nimo se encuentra en el intervalo dado 

por la observaci6n n-2 y la observaci6n n. La forma de 

este intervalo seria como se muestra en la fiqura V.7.4 

rJCUAA Y,7,t 

n-2 n-1 

Dicho intervalo está dividido exactamente como el 

intervalo (O,P], por lo que se puede aplicar el método 

de la busqueda por secci6n dorada hasta que se obtenga 

el grado de precisión que se considere conveniente. 

Si en la primera obsevaci6n tomada se tiene un 

crecimiento de la función en lugar de un decremento, 

entonces la distancia inicial se divide entre ~2 hasta 

que se tenga una calda de la función. En este momento 

ya se podr1a intentar usar la bdsqueda de la secci6n 

dorada. 

Una desventaja de aplicar el procedimiento de la 

bdaqueda de la secci6n dorada al problema de minimizar 

en la linea, es que se requiere un gran nQmero de 

experi•entos para obtener exacta•ente el 6ptimo 
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" buscado. Esto ocasiona que todo el método de dE!Sc:etaso 

por pendiente máxima Tanpar sea mAs lento. De 

se puede probar que la convergencia de la busque~a 

dorada es lineal con radio de convergencia l/rp 

dentro de los métodos que generan un intervalo para el 

minimo, el de la busqueda dorada genera un intervalo de 

menor longitud. (Luenberger (1984)). 

cuando uno se encuentra en condiciones ideales 

(función objetivo cuadrática, que se puede evaluar sin 

errores al igual que sus derivadas.), se debe tratar de 

aproximar los minimos en la linea con un buen grado de 

precisi6n. sin embargo cuando las condiciones están 

alejadas de un caso ideal la experiencia ha indicado 

que errores en el cálculo de mlnimos en la linea van a 

ayudar a que el método tenga una mayor velocidad de 

convergencia global. Claro que para dar sólo una 

aproximación al mínimo no es necesario tomar muchas 

observaciones al aplicar la sección dorada. 

Para funciones no lineales se ha visto que después 

de haber ubicado el intervalo donde se aplica la 

sección dorada son necesarias de una a cinco 

observaciones. (Por ejemplo F =100 (x2-x1) 2 + (l-xl) 2 

Harkins (1964)). 
Para el nGmero de observaciones que se deben tomar 

no se ha dado una regla general, pero se han presentado 

casos en dos dimensiones, cuando las condiciones son 

lejanas de un caso ideal, en que con un experimento es 

más que suficiente. Esto sobre todo se ha visto cuando 

la función objetivo tiene una cordillera¡ al tomar una 

sola experimentaci6n el error tan grande cometido en 

calcular el m!nimo en la linea ha hecho que el paso 

acelerado determine una mayor disminuci6n de la 

funci6n. 

En casos donde hay más dimensiones y la funci6n 

objetivo tiene curvas de nivel suaves (es decir la 

funci6n objetivo tiende en cierta forma a condiciones 

ideales), se han llegado a usar 5 observaciones para 
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También se debe mencionar que 
tomar la primera observaci6n 

importante en el nümero de experimentaci~nes 
antes de obtener 

mlnimo. 
El Método de Descenso por Pendiente Máxima Tanpar 

involucra el cálculo de la direcci6n de máximo 
descenso. Si las derivadas son conocidas y se pueden 

evaluar sin error, esta dirección de máximo descenso se 

puede conocer sin problema. 
Por supuesto la mayor1a de los casos de interés no 

presentan esta posibilidad. 
A continuaci6n se presenta un procedimiento que 

servirá para encontrar la direcci6n de máximo descenso 

que no depende del cálculo de las derivadas (para 
obtener la del m!ximo ascenso solo hay que cambiar 

signo a la de máximo descenso). 
Este procedimiento se debe a Zellnik 

consiste en lo siguiente. 
l) Establecer un rango Rt para cada variable 
2) Evaluar: 

flFI - F(X1,X2, .• ,x1.aR1, .•• ,Xn) -F(!,) 

donde a es un nCi.mero real pequeno Y t1.F1 se 

pensar como una aproximación a 8 F ~ 
FX1 

3) Las perturbaciones iniciales a lo largo del 
vector de descenso por pendiente máxima son evaluadas.de 
la relaci6n: 

ó'= ¡¡.R' .A1/ J 6Ft I~· 
donde ll es un esca lar usado para determinar el 

tamano del paso. Por lo general ¡¡ •1/10. 
4) Se hace un desplazamiento a ! - ~ (primer 

paso) • 
Si el primer paso resulta exitoso, es decir, que 

en verdad la respuesta disminuye con respecto al valor 
obtenido tras evaluar en el origen del vector, entonces 
se debe calcular ll ~.pll y continuar con este proceso 
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la respuesta mayor·. qué 
evaluado en el origen del vector 

Se debe proseguir as1 hasta que el. 
resulte en una calda del valor de la función. 
13 no se disminuye tanto como se aumenta. Esto 

tiene la ventaja de que si los valores de la función se 
acercan al mlnimo cuando se divide 13 entre , 2 la 

longitud cada vez menor de los pasos dar6 una mayor 

aproximación al mismo. 
El criterio de decisión para no tomar valores 

de p más pequeftos es : 
Si P< e donde e >O una constante escogida de 

manera conveniente, el óptimo seria el vector ~ inicial 
(alqunos de los valores mas utilizados son, cuando las 
curvas de nivel son suaves, c•l0-2

, cml0-4
). 

Por otro lado si 13 no crece mucho cuando se 

multiplica por ,, entonces se pueden tener problemas de 

convergencia, si el óptimo estA lejos de donde se 

estáaplicando el método. El valor p~.1 tiene indicios 
de salvar este problema. 

De manera natural uno se podr1a preguntar como 

proceder si se da un paso acelerado. A partir del 
punto P• Cm-impar) se suma el vector i<P• -P.-3). En 

el extremo final de esta suma se toma una observaci6n, 
si hay un decrecimiento con respecto a P. se empieza a 
multliplicar por f hasta que se genere un intervalo que 
contenga al mlni•o. A partir de aqu1 se aplicarla la 
Bllsqueda de la Sección Dorada. Si la primera 
observación tomada resulta en un crecimiento de la 
funci6n, como mAximo se pueden hacer doa contracciones 
(es decir dos divisiones entre ,.2¡. Si alln as1 no se 
tiene al91ln exito se reinicia Tanpar a partir de P...1. 

Harkin• (1964) creador de e•te algor1tao pare 
aplicar Desceneo (A•c•n•o) 116xiao Tanpar, aenciona que 
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llevado a preferir reiniciar 
que a tratar de averiguar que 

ocurre, en el vector que va de P.~3 a P •. 
se hace bQsqueda de Po·> a Po) • 

(Es decir no 

Por la forma en como aqu1 se planteó el minimizar 
a lo largo de una dirección de descenso por pendiente 
m!xima o una dirección dada por alc;¡ún paso acelerado, 
uno podr1a pensar que Descenso por Pendiente MAxima 

Tanpar tiende a tener ciclos sin fin. 
Por ejemplo, al minimizar sobre un descenso por 

pendiente m!xima, podria ser que al estar multiplicando 
por ' la tunci6n decrezca sin cota. Esto, claro, 
depende de la función objetivo que se esté tomando, 
paro es lóqico que si ésta tiene a1nimo no va a poder 
decrecer ain cota en alguna dirección dada por alqún 
vector. Si por el contrario se tienen puros aumentos 

de la función al estar dividiendo entre f 2
, se llegarla 

a la contradicción de que en la dirección de m!ximo 
descenso la función s6lo crece. (De todos modos 
cuando,:3 <e, el proceso se detiene.) Si se toma un 

paso acelerado y se quiere minimizar, uno esperarla no 
tener crecimientos de la función en forma indefinida al 
multiplicar por f, si es que la función objetivo tiene 
m1nimo. Note que al dividir entre ~· cuando se 
ainimiza en el paso acelerado, a lo m!s se permiten dos 
contracciona•. 

El procedimiento de Descenso por Pendiente H!xima 
Tanpar se ha ensayado en casos lejanos de ser ideales. 
Por ejemplo, an funciones de la foras 

r •E r/ 
J•I 

Con r¡ •fJ(x1,X2, ••• ,Xn) donde fJ se ha escoqido 
de tal manera que F no sea cuadr!tica. 

El coaportaaiento del Descenso por Pendiente 
M6x1-a Tanpar en estos casoa ha sido un tanto err6tico 
ya que en las pri•eras iteraciones me muestra un 
decrecilliento auy pequefto de F, sin embargo, el que no 
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.-·:=-,_~; ,,,_ J-'-• • ··-

·~·~~f;· .~:~:~-;.., "-'~ ';. ,. · ~-~·.-.:~ .. r ~.,.J. "· ';:o <·'{, 

••se ;c~i~ufk l~~ ~tl;o~ ·;n la linea -e~ forma ex~~t~ ha 

.. ~~~t~'Í:btllcl~ . a: ;;,ejÓral:" • ia convergencia ·global del 

';=:~~::f;jjt:i},·t~::~ u:es:~::n:: :: :ue40e1ev:::::::n:: 
'-·;~'.;··optrmfZaCiCS-ri°'·'· se: -·e: acelera lo suficiente como para 

. · ·.i-~.--:P~.·~~~-~~l.~it~r_-:\!~-tiÍiÍaciones buenas del 6ptimo y del valor 

. :•mÚíi;;,6•de la:funci6n. (Harkins (1964)). 

:· . ., '--La~-- ·funciones como F se han manejado con otro 

: p~66~d~miento conocido como técnica Gaussiana. Aun 

. cuando esta técnica resulta ser más sofisticada 

.-reQuiere de un menor número de evaluaciones de la 

funci6n para lograr resultados equiparables a Tanpar; a 

pesar de esto, parece ser dificil encontrar otra 

técnica tan simple como Descenso por Pendiente Máxima 

Tanpar y que además arroje buenas aproximaciones del 

6ptimo. 

US.- OBSERVACIONES FINALES A LOS METODOS TANPAR.-
Los procedimientos Tanpar tienen posibilidades de 

ser programables, en ningün momento involucrAn cálculos 

de segundas derivadas. 

cuando se dan condiciones ideales los métodos 

Tanpar convergen en a lo más 2n iteraciones. Si uno 

está cerca de tener condiciones ideales se esperar!a 

que el número de iteraciones para calcular el óptimo 

fuese cercano a 2n. 
Un caso de interés de condiciones idea les 

aproximadas es aquel que surge cuando se va a aplicar 

Análisis Canónico, en donde se considera a Y cuadrática 

y Y un muy buen ajuste a Y. Serla interesante 

averiguar que resultados. se obtendr1an si se aplicara 

Tanpar a Y cuando es imposible aplicar Análisis 

Canónico por cuestiones técnicas (por eje~plo, 

dificultades con las inversas de las matrices). 

Tanpar tiene la ventaja de que se puede trabajar 

sin necesidad de plantear un modelo para la función de 

respuesta. Esto ocurre cuando todas las evaluaciones 

de la función objetivo ae obtienen en forma 
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experimental. 

El no proponer un modelo evita por completo la 

necesidad de tener que hacer una regresión, 

cambio de esto se tendrá que hacer un experimento cada 
vez que se necesite evaluar la función. 

Una de las criticas que se hace , por ejemplo a 

Descenso por Pendiente Máxima Tanpar es que los casos 

ideales con que se desarrolló se piensa que se manejan 

lo suficientemente bien con Descenso por Pendiente 

Máxima Simple. 

En oposici6n con este 

emp1ricamente los algoritmos 

punto 

Tan par 
de vista, 

tienen un 

comportamiento regularmente bueno en casos no ideales, 
algo que no ocurre con Descenso por Pendiente Máxima 

simple. 

En la secci6n siete de este capitulo se propuso el 

método de la Belsqueda de la Secci6n Dorada también 

conocido como Método de Fibonacci para encontrar el 

"m1nimo en la linea", otra alternativa que se ha 
propuesto es que cuando se tenga ubicado el intervalo 

para el valor m1nimo de la función se ajuste una 

funci6n cuadrática y se encuentra el minimo de esa 

funci6n cuadrlltica. (Surden (1985), Luenberger (1984)). 

Se puede dar uno cuenta que cuando hay casos 

cercanos a tener condiciones ideales, la alternativa de 

ajustar una funci6n cuadrAtica puede resultar mejor que 

la aplicaci6n del método de Fibonacci. 

En presencia de casos extremadamente no ideales 

(que la funci6n objetivo presente exponenciales, sumas 

de exponenciales, términos lineales y cuadrAticos 

juntos) resulta mejor continuar iterando de acuerdo a 

las reglas de los algoritmos de Tangentes Paralelas que 

detenerse y volver a inicializar todo el procedimiento. 

La gente que ha trabajado Tanpar en forma prActica 

opina que Tanpar continuo involucra una especie de 

error aleatorio que depende de todas las iteraciones 

que ae han llevado a cabo. EJnp!ricamente parece ser 
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que este error, impide, al apliCar.loS.procedimientosc 
que éstos presenten· alguna espécie de. n100j> 11 • 
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describe una metodologia 
Superficie de Respuesta en 

incorporan las técnicas explicadas en este trabajo. 
1.- Definir los objetivos de la investigación. En 

este punto se debe estar seguro que el problema por 
resolver involucra el estudio de una variable Y 

(cuantitativa) que depende de las variables x1,x2, ... Xk 

(también cuantitativas) y es de interés el conocimiento 

de condiciones sobre x1,x2, ... X1t que 

respuesta óptima en y, 

determinen 

Si la relación entre la respuesta y las variables 

independientes es completamente conocida, se 

deben aplicar técnicas de optimización dentro del campo 

del C6lculo Diferencial, de la Investigación de 

Operaciones o quiz6 del An~lisis Numérico. 

Si la relación a estudiar involucra un error 
aleatorio, lo primero que se debe hacer es seleccionar 
las variables independientes que tengan mayor efecto en 

la respuesta. Es posible aplicar algunas técnicas 

ostad1sticas para lograr esta selección si con 

anterioridad se ha ajustado alglln modelo lineal de 

Regresión que relacione la respuesta con todos las 

variables de interés (Draper y Smith (1981)). En caso 

de no disponer de un ajuste de este tipo, s6lo se 

dispone de la información que da el contexto del 

problema en vias de lograr esta selecci6n. Después, 
hay que especificar los rangos tanto de la respuesta 

como de las variables independientes y verificar que la 

escala sea continua. 

2.- Construir un disef\o de primer orden, 

experimentar, recoger datos y ajustar un modelo de 
primer orden. 

¿Porqué un diseno y un modelo de primer orden? 

Racu6rdaae que, por lo g•neral, la regi6n inicial d• 

experiaantaci6n no contiene al Optimo y suponer un 

136 



zona resulta 
clase de todas las funciones monótonas i' 

, los - modelos de primer orden resultan ser de los mAs · 
sencillos, lo cual es adecuado en etapas iniciales de 

experimentación 

¿cual diseno de primer orden? Se podr1a usar un 
211

, una fracción de un 211 o bien un disef\o simplex. En 
los 2•, x'x es una matriz diagonal (esto quiere decir 
que el diseno es ortogonal), con X la matriz de diseño. 
Si las coaponentes del vector de par6metros se estiman 
via H!nimos Cuadrados estas son no correlacionadas y de 
varianza constante. Esto permite que los calcules para 
desarrollar pruebas de hip6teaia sobre el vector de 
parAaetros (bajo noraalidad) se siaplitiquen. (Myers 
(1971) Cap. III). Los diseftoa simplex formados por k+l 
observaciones, son tales que al trazar lineas k 
diaensionales que unan a los puntos del disello se 
obtiene una fiqura regular k-diaensional o sb1plex. 
Estos resultan interesantes debido al resultado del 
capitulo III, Secci6n 2 de este trabajo que tiene que 
ver con la eatimaci6n 6pti11a del gradiente. Tambien 
s~n disellos ortoqonales y heredan las propiedades 
respecto a ortogonalidad que presentan los 2•. (Méndez 
(1977)). 

Repecto al ajuste, cabe aencionar que no 
necesariamente se debe realizar por Minimoa cuadrados. 
Existen métodos alternativos de estimaci6n, que se 
co1Dparan favorablemente respecto a Minimos Cuadrados, 
por ejemplo estimaci6n a través del criterio del Error 
CUadrAtico Medio Integrado (Integrated Mean Square 
Error) presentado en Khuri y cornell (1987), Cap. Vl. 

3.- Realizar prueba de Carencia de Ajuste. Si se 
esta usando un disei'lo 2• o un diaello si11plex, ser6 
necesario que ai experimentar se tomen repeticiones. 
Usualaente lo que ae hace es incluir el centro del 
diaello como un punto del aisao y toaar varias 
obaevaciones en 61 para poder calcular el error puro. 
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se alcanza eSte 

que se 

prueba del punto 

Carencia de Ajuste, se podr1an intentar. 

transformaciones en las variables y/o respuesta. 

transformaciones deben ser monótonas para que 

equivalente optimizar el modelo transformado y el 

•odelc original. En caso de no haber Carencia de 

Ajuste se aplican las técnicas estad1sticas descritas 

por 6. 

5.- Se ajusta el nueve modele (sin volver 

experimentar) y se verifica Carencia de Ajuste. si 

Carencia de Ajuste es evidente, se recomienda usar una 

estrategia de segundo orden, su descripci6n se hace en 

a. Si ne hay se pasa a 6. 

6.- Aplicar la teor1a usual del Análisis de 

Regresi6n que incluye entre otras cosas la verif icaci6n 

de los supuestos sobre los residuales, construcci6n de 

intervalos o regiones de confianza y la elaboraci6n de 

pruebas de hip6tesis para el vector de parámetros. La 

teor1a de Regresión mAs conocida se apoya en el 

supueatc de normalidad sobre les residuales y este 

implica que las estad1sticas para las pruebas de 

hip6teais sobre les parámetros tengan una distribuci6n 

F. cualquier desviaci6n sobre la hip6tesis de 

normalidad hace que las estadlsticas de prueba no 

necesariamente tengan una distribución F, pero en 

muchos casos la aproxirnaci6n a una F puede ser buena. 

El grade de aprcximaci6n depende en parte del diseno 

usado para hacer el ajuste. Un disefto seleccionado con 

la finalidad de que está aproximaci6n sea adecuada se 

dice que es un diseno robusto contra la no normalidad y 
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de Regresi6n. 
cuando todas esta técnicas dejan ver que el modelo 

no es adecuado ~~br1a que regresar a la etapa de 

selécci6n de variables independientes y construcci6n de 
un diseflo de primer orden. Se debe considerar la 
posibilidad de tornar mas observaciones experimentales 
y/o expander el diseflo. Si el modelo es Qtil habria 
que iniciar con la aplicaci6n de los métodos de 
superficie de Respuesta corno se explica en 7. 

7. - Usar m6todo de Ascenso por Pendiente Máxima. 
se sugiere el método modificado del capitulo III , 
secci6n 2. Si no se detecta curvatura evidente se 

vuelve a utilizar una estrategia de primer orden como 
en 2. En caso de curvatura evidente hay que utilizar 
la estrategia de segundo orden que se describe en e. 

s.- Se plantea un diseno de segundo orden, se 

experimenta, se recogen los datos y se ajusta el modelo 
correspondiente. 

Podr1a usarse un 3111 que presenta tres niveles en 

cada variable independiente y permite la estimaci6n de 
los parAmetros correspondientes a los términos de 

segundo orden. Sin embargo, no se debe olvidar que uno 
de los criterios para la selecci6n de un diseno es la 

reducci6n de cAlculos en la estimación • Por esto con 
k grande un J• resulta inadecuado. 

como alternativa se tienen los dise~os Compuestos 

Centrales con menos observaciones y poca pérdida de 

precisión en la estimación. Estos disenos estan 

formados por un 2ª con 2k + 1 puntos que son: el origen 

del disel\o y los puntos de la forma (O, •. ,'i'•···º>• 
(0, ••. -~, ... o), 1'•1, ••• 11., llamados zuciales. Para 

algunos valores de a estos disenos resultan ser 
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como' los posibles sesgos··· que pued.en· pres,enca.r 

estimadores debidos a que el modelo verdadero .. 
de tercer· orden y no de segundo. Tambien·se·aCostumbra 
tomar repiticiones en el origen para verificar Carencia 
de Ajuste (Méndez (1977) y Hyers (1971)). Concluida la 
etapa de diseno, experimentaci6n y ajuste se pasa a 9. 

9. - Probar carencia de Ajuste para el modelo de 
segundo orden. Debido a que un modelo de segundo orden 
es lineal en los parámetros, los comentarios al 
respecto hechos anteriormente para el modelo de primer 
orden son válidos en este caso. 
Ajuste se pasa a 10, ai no a 12. 

Si hay carencia de 

10.- Intentar transformaciones, ajustar modelo y 

pasar a 11. 
11.- Nueva•ente verificar Carencia de Ajuste. Si 

hay evidencia de Carencia de Ajuste pasar a 16 e 
intentar estrategias que quizA no eaten dentro del 
contexto de •odelos lineales. Si no ir a 12. 

12 .- Hacer inferencias sobre el &odelo. Si este 
no presenta ninguna dificultad pasar a 13, en caso 
contrario regresar a 8. 

13.- Aplicar AnAliais Can6nico y construir curvas 
de nivel de Superficie de Respuesta. Ir s 14. 

14. - Si el punto estacionario se encuentra fuera 
de la región experimental o es un punto silla se pasa a 
15. En caso contrario la investigaci6n ha concluido y 
ae pasa a 17. 

15.- Aplicar AnAlisis de cordilleras e ir a e. 
16. - Aplicar Tangentes Paralelas. Haber lleqado 

al punto 16 significa que la respuesta corresponde a la 
de un llOdelo de orden superior no lineal. Un anilisis 
similar al presentado en los cap1tulos II, ITI, IV para 
•odelos de orden aayor que 2 no se conoce. En el 
capltulo 1 de rJ\uri y Cornell (1987) se hace un 
trata•iento para •odeloa no lineales abarcando loa 
aspectos de diseno, ajuste y opti•izaci6n para este 
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concreta. 

puntos 1 ' a 17 -,. 

de acuerdo a cada situación 

Se finalizan estas conclusiones con algunos 

comentarios sobre el problema de optimización 

simultanea de varias respuestas o problema de 

multirespuestas. Una posiblidad para resolverlo es 

aplicar las técnicas del capitulo I, fijando niveles 

"convenientes" en todas las respuestas excepto en una 1• 

optimizar respecto a esta con Multiplicadores de 

Lagrange. Este procedimiento no se puede aplicar en el 

caao en que se desconozcan niveles convenientes de 

respuesta. En el capitulo 7 de lthuri y Cornell (1987) 

se trata el desarrollo bhico para estudiar este tipo 

de situaciones. Se plantean disel\os, •ttodos de 

esti•aci6n y ttcnicas de optiaizaci6n. En esta Area 

los estudios apuntan sabre todo a la bQsqueda de 

disenos adecuados, ya que un disefto eficiente para una 
respuesta puede no ser eficiente para otras. La 

experimentaci6n secuencial propia del problema de 

superficie de Respuesta resulta un reto en el caso de 

multirespuestas: la decisi6n para hacer un cambio de 

disel\o experimental no s6lo depende de una sino de 

varias respue•tas. Otro trabajo enfocado a 

aultirespue•ta es el de Hoerl (1959). 

A continuaci6n el diagrama de flujo que ilustra la 

aetodologta de lo• puntos 1 a 17. 
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