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INTRODUCCfON. 

El actual jesarrollo, en F151ca At6mtca, d• proar•••s de 

computo sumamente eficientes y !a disponibilidad de co•putadoras 

para correrlos per~i~e r&altzar lnve!ti1aciones que en otro 

:onleKto seria i•~ensable llevar a cabo. De acuerdo con la 

disponlbtlida1 actual de recursos de c6mputc en la UNA", que 
parece ser ill•itada para estos propOsitcs, se espera corretatt

vam~nte ~btener muchos resulta~os e•pleando tle~poa ra:onables, 

lo que en otras palabras 1t1ntf lca bajo costo. 

No obstante, el objetivo de esta lnve1tl¡actOn se concreto 

en un co~ento anterior. previamente a la apariciOn de dichas 

poslbtlldodes de cO~puto: ese ~bjetlvc fue calcular la enerafa no 

relati~l1ta del estado fundamental 1s 1 2s ('S> del Litio, de la 

manara mjs precisa posible, con una función var!aclonal expresada 

como una lntera==ión de Confl¡uraci~ne1 tlC>. Tal funciOn 

ccnslste en una c~mbinac16n lineal de functone1 de N electrones 

independientes, funciones que, para ••tisfacer •1 requisito de 

•imetrla p•rmutacional, son det•t~inantes de Slat•r con•truldoe a 

partir de un conjunte de emplnorbitale1, o co•blnaclonea lineal•• 

de determinante• de Slater, para ••tl•facer requisito• de •l•e

trfa rotacional y de paridad e~ la tuncl6n de onda. 

¿forqu~ e•co1tmo1 el Litio co•o ••pecte a e1tudlar? Ocurre 

que las especies con tres electrones parecen con1tltulr el 

partea1ua1 entre 101 sistema• que pueden abordar•• claramente con 

funciones Ce r 1 ,· 1 , y aqu•lto• con N ~ 4, para lo• cual•• no hay 

por ahora mas remedio que abordar con m•todos orbltates, en 
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teoria menos poderosos. como ser el de IC. Sur1• 1 entone••• el 

inter~s por comparar lo que 1e lo¡ra con el pri•er ••todo, que 

poaee el potencial, aunque no necesariamente la capacidad actual, 

de dar resutta~os muy precisos, con resultado• obtenido• con JC 

para, de al¡una forma, probar exh~ustlvamenta tanto los alcance• 

de IC en ta búsqueda de alta precl110n como la efectividad actual 

de lo• m~todos <r 11 >· 1 • El "menor poder" de lo• m•todos orbital•• 

•• refiere en ¡eneral al número de functon•• de ba&e requerida• 
para lo1rar la alta prectalOn en un e61culo y, con1ecuentemente 

al alto requerimiento de recurso• co•putaclonales, ya que la 

matriz Ha dia¡onallzar resulta, con mucha aproxi~aciOn, propor

cional al coeficiente binomial entre el n~•ero de funciones d• 

ba1e y N. 
El otro elem•nto de comparacl6n es la existencia, p•ra 

sistemas con tres electrones, de resultados semiemp1ricos para la 

enerela no relativista, obtenidos a partir de la energla ••perl

••ntal Crelattvt1ta> y rest4ndole a este valor estlmaclones •b 

lnltlo de t6r•inos relativista1. El 1rado de confiabilidad de los 

métodos sem1emp1rtcos es poco conocido y esta auJeto tanto a la 

validez de la leerla utilizada como a Ja calidad de la1 tuncione1 
de onda empleadas. 

Para aspirar a obtener resultado• cercano• al valor ••acto 

con JC habra necesariamente que encontrar la terma de •t•ular el 

empleo de una base infinita y de una infinidad de conft1uraclo

nes. Esto puede hacerse mediante el ajuste de patronea d• conver

gencia a los datos emplricos que va arrojando el cAlculo al ir 

incrementando el número de funciones de base. Estos patrones de 

converaencla son obtenidos en su forma analltlca ~partir de 

investigaciones previas con datos emplrico• <pero no •xp•ri••nte-
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les>, y a veces con ar¡umentos te6ricos. 

lncorporand~ esta po1ibili~ad, un cAlculo con IC puede 

arrojar números muy cercanos al número exacto, que desde lue¡a no 

se conoce a priori. Además, el método FfO~ee un margen de error 

bien determinado. 

En contrapartida, los cálculos ccn r, 1 , potenclalm•nt• ••• 

precisos, no brindan de manera natural criterios para e1tlaar 

estos mir¡enes de error. 

Hay que aceptar que la precisión en lo• resultados de un 

cAlculo •• lo¡ra, por desgracia, casi siempre a costa de una 

fAcll vt1uatlzacl6n de "slgnltlcado flslco• en la 1oluclOn, 

·1irtud que parece reservada exclusivamente a los ••todos de caapo 

autocon1lster.te c~mo sér Hartree-Fock, en Parttcula• Independien

tes. 

Los c~~1tulos estan agrupados por pares con unidad temitioa. 

En los Capit~tos 1 y 11 se intenta ¡losar los diferentes n!veles 

de aproMimaciOn para buscar resultados en el estudio de un átomo, 

constituyen, por lo tanto, una suerte de introducci6n 

Los Capitulo• 111 y IV ••ponen en t•rmlnos cenerales CÓllO •• 

construyen los constituyentes de la IC, funciones con valores L y 

S definidos. Se d•ja pendiente la cu••t16n de tndole "practica", 

pero de ¡ran dificultad, de c6mo se calculan los elementos de 

matriz de H y su posterior dia&onalizaci6n. 

Finalmente, los resultados concretos de la investi1aci6n y 

tas conclusiones se encuentran en los Capitulos V y Vt, en los 

que inicialmente se expone el par de resultados que motivaron el 

c•lculo, 



CAPITUL.0 

1. H••iltonlano no r•lattvist• 

Para encontrar la enerata y otras cantidad•• f laicas de un 

statema de parttculas •• necesario re•olver la ecuac10n de 

Schrodin1er, aiempre y cuando los efecto• relativistas no •ean 

deeaslado 1rande1 y se deba entone•• recurrir da•de el inicio a 

ta acuacSOn de Oirac. 

Ahora bJen 1 panaar en resolver la ecuactOn da Schrodtn1•r 

para un hamiltonlano que solaaente Incluya la anercta cln6tlca y 

la• interaccionas electrostAtlcaa no raaulta de nin&ún aodo una 

tarea de•precJable. Para Atamos, eate haatltonlano no r•l•tivl•t• 
H~~ viene dado por: 

• • • 
·-· -.!.1" .,, -1" ..!. + 1" ..!.. 

1 t:f f:I • • "' ,., 

<l.•ll 

<En unidades atómlcas o h•rtrees, donde 1 hartrae = •'I•• eV y se 

hace~ = • • •• : 1) 

La considarac16n de H"p supone obvias apro•i•aclona1 y por 

lo tanto la adopc16n de un aodela cuyos •l•••ntos san: 

al H.p no contl•ne ninaon t•rmino d• oria•n relativlsta, ni 
siquiera eJ ••1 si&nlf icattvo, a saber ta intaraccl6n espln 

Orbila. E1te t•rmlno se vuelve indispensable para 6toao1 pe1ado1 

<Z crandel. Con l&ual razón, las interacciones entre aoaento1 

an¡ulares orbitales y de esptn de 101 electrones corren la aisaa 

suerte. 



b1 Usualaente se desprecia el t•rmino de pol•rlz•ciOn de 

••••• dado por: 

e> De iaual manera, •• supone que el núcleo no tiene ••ten

sión espacial, es decir que se considera puntual. Por lo tanto, 

lo único que no• interesa del nócleo es su masa Y •u caria z. 

5 

El objetivo del presente trabajo •• deter•lnar el el1envalor 

y la •i&•nfuncl6n, para el estado fundamental del litio, d• la 

ecuación: 

R .. 1'1 (1, .• . ,JI) •n,11, •.• ,#1 

( 1. 2l 

Los indices l, •• ,N denotan las coordenada• espaciales y d• esptn 

de l~s electrones: 

() .3> 
El primer obsticulo que se presenta para aspirar a resolver 

<1.2> es el t•rmino repulsivo coulombiano que aparece en H.p para 

sistemas que conten1an mis de una partlcula. No 1e ha hallado 

sistema de coordenadas que permita la ••paracion de la ecuaciOn 

(l.2>. Afortunadamente, los métodos de aproKimaciOn a los que me 
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refiero m~s adelante ccnstityyen una herramienta poderosa que 

permite, en auchos casos. encontrar sotuci~nes a <l.2> con arados 

de prec1si0n satisfa~torios. 

2. t1étodos aproximati:;o~ 

Para obtener s~!uci~nes apr~ximad~s de la ecuación d• 

Scradtn¡er se utilizan esencialmente dos m•todos: la t•otla de 

perturbaciones y el método variacional. 

En teorta de perturbaciones se utilizan soluciones conocidas 

de otro1 sistemas y se tléne en cuenta la peculiaridad del 

sistema a estudiar como ~~a perturbación V. En es~• persp•ctiva, 

hay que resolver 11.2> suponiendo q~e H = Ho •V y V<< Kr y 

que se dispon• de la col~cci6n de tun:iones I'º, y eS1envalores 

E,'º', que son solu=ión del caso sir. Ferturbar o• orden cero: 

(l.~) 

Una •pllcación burda seria to•ar para el Atoac de Helio un 

producto de dos funciones hidrogenoldes, coco 1i la repul1l6n 

electtostAtica no estuviera presente, • tnco~porar a e1t• 61tiaa 

como 1a perturbae16n a Ho. la teor1a de p•rturbacione1 de aucho1 

cuerpos resulta muy efectiva para ca1cu1ar desdoblaeientos de 

enargta a causa de interaceiones 1 aunque no pos•• la aeneralldad 
del método variactonal en cuanto a funciones de onda. 

El métojo q~e vamos a empl•ar, de apllcacl6n 1eneral, es el 

llamado "métc~o variacional" (fundamentado independlente••nte por 
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R•'ll•l&h, SchrOdlnc•r y Ritz>, adaptable a protlemas d• diverso 

erado de compJejldad. Su filosofta ••simple y ccnslste en Ja 

proposición de una solución f !denominada tunciOn d• prueba} para 

la ec~aci6n <t.2>, que depender• de uno o varios p•r&metr~s. 

reap~cto a los cuales se busc•r& el ~1nimo de1 funcional 

<H,~E(fl, •• decir E, la ener¡ta d~J sistema. 

La primera apro•imaclon a la soluc16n d• un protlema re•l 

parte de la eJecclón de H =H ... [elementos a>, b> y c>l. Ya 

establecido ~•rte ~•l modelo f l11co desde tales el•m•nto1 s~rce 

otro nivel de aproxiaaciOn en la elección de f. Esta elecciOn 

con1tttuye ~ambl•n un problema de criterio fislco y su éxito se 

aid• por la precislOn de les resultado• obl•nldos. 

Para ••pezar, las fvncion•s d• pr-u•ba tienen que ser norma-
1 lzabiet y ~uad:Atlc~mente inte¡rables. AdemAs, t tiene que 

cu~pJir con~iclones a::ordes con las si¡ulentes pro~iedades 

cenera les de H,, .. , y de !a solución •xacta,,: 

a> H .... r.o :!stlncue a. r.tn¡ún elt-::trC:n en particular, en ~a 

suposición d• q~e sen parttcul1s id•ntlcas. E1to i~pllea que 

1#(1, .• ,#), H.,1 •O 

donde P<1,.~.-N> ••el operador q~~ intercambia a toda• 1a1 

partleulaa. Su con•utacsen cor. H •• lm~llca 1'<1, •. ,tof •pf, 

(l. 5 l 

•• declr que 1' •• tuneiOn prcpta. de 1'<1,, ••• tl1 con autovalor p. 

~atee•t¡zamente, 1610 para N = 2 se carantiza que p •• restrinja 

a 1 o -t. es decir que ••caracterizan todas 1a1 t~nctor.9s ••c~n 
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sean slmttrlcas •nte el inlerca•blo <p•t> o ant1•l••tr1ca• ante 

la misma operaci6n <p=-1>. Aunque esta re1trlce10n no•• aplica

ble a N > 2,1 Ja confirmaeiOn observacional de que 1610 hay en la 

naturaleza bosones y fermiones, hace que se lapon1an funciones 

que sean necesaria•ente sim6trlcas o antl1l••trlca1. En el caso 

de electrones vamos a leponer que taabl6n la funciOn de prueba 

••• antisim•trica y •• 1atl1fa1a el Prlnclpla de Paull. 

b> H~. •• invariante ante •l cambio de la• coordenada• 
e1paclales tx, y, z> por <-a, ·y, -z>. Esto l•plica que 

[P,•.l•O, •1 l''l'C.ir,y,a)•'l'(•.ir,-y,•a) 

donde F el •1 operador de Paridad. 

Se l11pl lea que 

( 1.6) 

11.7) 

lo cual 1l1nlllca que 'f tiene paridad definida; Hr6 par I•> o 

lapar I • >. 

el La lnvarlancla de H •• ante rotaclone1 l•pllca que L, 
•omento an1ular orbital total del slste•a y S, ••ptn total. •• 

conserven. Por lo tanto 1' cu•pl• con 



z.*9•.t(.t•1)9 y .. 9•S(S•1)9 

e t. e> 
Por supuesto, el •omento an1ular total J : L • S, st va a conser
var, aun st H incluye lnterac~iOn espin crtita. 

Todas ••t.&1 propi•dad~s de 'f se tradwcEn en eKiC•ncias •obr• 

Ja función de pru•ba f. 
En el eap1tulo JI se conslderarAn Jas impo1lclone1 b> y e> 

en tora• m&1 exten1a. 
En cuanto al ••todo variaclonal, hay que encontrar la 

func!On 1 tal qu• 

••• 'Un tKtr-•ao resp•cto a 1, la funcl6n de ~rueba. 

(l. 9) 

(La ó1nomtnac16n t •• para dlst1n1uirla d• la tunci6n Psi, 
1olucl6n exacta de <J.2>>. Si 1 dlfi•r• dt 'j' en una vatiaciOn de 
a priatr orden: .. ., .. ., 

(1 .101 

reaul ta que 
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c:.11> 

lo cual implic& que la ene:gia obte~ida E<I> sclo difiere de la 

enercta exacta a se¡undo orden &n st. 
El principio variactonal implica entonces que E<I> es 

estaci~narta ante pequeñas variaciones en 1: 

(J. 12) 

Ette hech~ tiene como c~nsecuencta final que 1 satisface 

necesariam~nte la ecu~c16n ~~ Sc~rbjin¡er: 

(l. 1?) 

y puede identificarse a lambda. el mult!plicador de Lagran¡e 

asociado, con E(f>. 

Sin p•rdi~a de ¡eneralidad, se puede suponer una 1 expresada 

en la base de funciones propias ;fe H <exactas}. t'f1 }: 

'!. 14) 

Si :atculamcs E<fl con esta f propuesta se tiene 



¡r:#1d~-•I' • 

'";., .. , .. ,. 

'I• que {~) es un conj...:r.t: et ~cr.ot:::&L 

11 Eo •s la 1ner11a ••acta deJ estado base. 

11 

(l. 15) 

( J .t6J 

S• saca de aqu1 •l c:tterio de qu• sl•apte hay qua bu•car 
funciones da pru•b• talas qua la •n••1ta obtenida E<t> ••a lo ato 

baja ~osl~!~. ya QV• •• busca precl••••nt• catcular la ener1ta 

del estado base. 



Dado que la funciOn de prueba es ccnocida en su torca 

anadillca, se puede obtener un minimo para. el funcional EC·I>, 

haciendo valer la condici6n 

12 

( 1.17) 

donde 1 es algOn o algunos parámetros contenidos en {. 

La ecuación CJ.2) puede ser traducida en una ecuación 

matricial si se quiere hallar un estado~ expresado en cierta 

ba•• del espacio de Hlltert de N particulas. En efecto, se 

plantea 

"" '1, • 21 •aeu 

(l. 18) 

que resulta equivalente al producto de matrices 

(l. 191 

donde 
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••IH··· .. ·' '°•rn 
( 1. 20> 

Si definimos la lnte¡ral de traslape 

(l. 211 

sustituimos <1.19) en (J.~> y mu1tlpltca•os la ecuactOn por 1• ·se 

llene 

s,•a,&c, 

(l. 221 

donde H e& 

••••• 
( 1.231 

y constituye la representaclOn del hamlltonlano en la ba•• <t.> 
que suponemos finita para tener una •atrla cuadrada tlnlta. 

La soluc16n no trivial de ll.22l se lo1ra 11 
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't.2•> 
llevando a la necesidad de resolver una ecuac10n caracterl~t1ca 

para encontrar los •l1envalores E,. Ya que a cada E, corre1ponde 

en aeneral un elaenvector columna e, diferente, •• puede r•••pla
zar el 1l1tema de ec•;aclcnes <l.22> por una 1ola ecuact6n •atrl· 
clal 

••• 
11 la base <t.> •• ortonormal; donde 

a-1cr_c:¡ .•. e, . . 1 

.. o o 

y •·º .. o o o .. 

La ecuación Cl.19} puede reeacrlblr•• como 

<1.25> 

(1.26) 

(1.271 
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< l .Ze> 
El c!arc que 

< 1.Z9> 

Le q•Je •i&nlfiea qu• encon-:.rar los eiaenv•otores cie tf •• equiva

lente a dla1cnallzar la matriz h~miltoni•na H. 
La ecuaclOn Cl.12> ••aplica a1 funcional E<f>, siendo 1 

nu•Yamente la función de prueba. expr•sada en una base ortonorma1 
truncada de f uncicnes 

(1.30> 

Nue•1am&-nte, si 

•·e•·•·· ..... t.1 

y 



1'5 

...... y 

t l. 3Z> 

Etll puede escr1C1rse com~ 

i r. :;~ 
La ap11cacf6n del prln:i;!o ~ar!a:ional deriva entonce& e~ 

que d•be satl•facerse, an~lo¡amente a ll.13>, la ecuación de 

Schrodin1er CJ.26>, pero ¡:.ara. la f.:nci6n de prueba t 

(:. 34) 

Se concluye de el lo que la ~:lución de la ecuación secular y 

la consiguiente d1a¡onal1zaci0n de H satisfacen el principio 

varlacl.:r.al, y lc.s parilrnetros l lneales c. soluc10r. son precisa

mente aq~ellos que mlnim!~an al funcional E<f>. 
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En ¡eneral, se puede deaostrar qu• natura1eente puede 

disponerse de un llmite inferior en la bú•queda de la enerata de 

estados ••citados'&, n > 1. Aunque la relaciOn 

( 1.35> 

siempre se cumplaª en la obtenciOn de los e11envalore1 de H tal 

resolver la ecuaciOn secular>, se van a obtener resultado• defi

ciente• en la ener¡ta a •enes que •• propone• una funclOn de 

prueba IR que mini•i=e el enésimo ei¡envalor de la ecuación 

secular. 

La• funcicr.es de ~rueba en ttrainos generales •• pueden 

dividir en dos clases.' Aquella~ cuyo ar¡umento :or.liene las 

distancias interel~ctrónica~ r,,, y otras que =onslsten en 

••pansiones infinitas de funciones de base que sólo dependen de 

las coordenadas individ~ales 1, 2, •. ,N de los electronea, inclul

dAs en los llamados "métodos orbitales~. eKtensivos taabi~n a la 

teorla de perturbaciones de muchos cuerpos. Los ~étodo1 con 

funciones con r,, presentan complicaciones prActlcamente inabor

dables para ~temes de más de 4 electrones, p•ro resultan auy 

efectivos para dos •l•ctrone1•, y como se ver& en el capitulo v•, 
para especiea con tres electrones. 

En el secundo caso se tienen ••pansionea de la loraa 



(J. 3€} 

LcE =onstituyentes naturales de estas e~panslcnes ser¿n produ~tos 

de :unciones ~e un 9Jectr6~: 

r,·IJ•• 
< L ?71 

Est9 ~nf o~ue, en tant~ se t!ene c~mo component•1 d• las 

expa~siones producto1 d9 espinorbltales o, como veremos, d•~ermi

nantes de Slater, esti sustentado en un mod•lo de part1culas 

ir.de~end1en~es e de Campe ~e~:rol y conviene ••tudiar tales 

~=nstituyente~. El modelo co~stituye una primera aproximaciOn, a 

ni·1el d&l hami ltonlar.o, para c~nstruir con 1u1 •lcenf".Jnciones 

exactas las funciones aproximadas de H~r, manifestadas en las 

expansiones !1.3> y <l.4>. 



CAPITULO 11 

1. Hod•lo de campo centr•I 

Es claro que &liminar operadores de d~• cuerpo• en et 

Hamlltoniano <l.1J implica que la ecuacion <I.2J sea perfectamen

te separable en ecuacione1 para cada electrón sl la solución es 

el producto de funciones monoelectrOnicas, o espincrbltale1. Este 

producto de densidmdes volua•tricas de probabilidad•• anilo10 a 

la pr=babllidad clásica de cierto suceso, definido como la 

ocurrencia simult~nea d• varios evento1 independientes, en cuyo 

caeo •• tendrA una probabilidad que es el producto de las proba

bilidade• de los eventos independlente1. 
En la ecuación <J.2>, cna soluciOn ¡eneral puede escribirse coao 

"'·llf'l.r,, ............. ·~ 
( J J, I) 

cuyo ar1umento contiene las coordenadas espacial•• y de espln de 

todol 101 •lectrones, y la pri•a 1nd1ca que e1 una fynci6n •n 

1eneral ain 1l•etrla ante la operación de intercaabio. Si se toaa 

el Hamlltonlano definido por Cl.1>, H~~• puesto que no depende de 

espin, se puede separar CJ.2' en coordenadas espaciales y d• 

esptn, de lo que resulta que¡• puede ••pre1ar1e co•o 

,,, .. , .. , .... ··~· ,., .... ··~ 
( 11.2) 

Si se supone que Ja& particulas son independientes (que no 

interactúan>, es decir que la tunciOn de onda e• 1oluclón de una 

ecuaclOn de valores y funciones propias para un Haalltonlano que 
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a 1u vez sólo sea una suma de operadores mcno•le:tr6n1ccs, ••iste 

separabllldad en la1 coordenadas espa:ialts y de esptn d• caja 

electrón y!f• adquiere la forma de un producto de Hartree: 

(( l .3l 

donde 

, 1l.41 

•• una función :te 'Jn electrón, es decir 'JTI espinorbital. L.a 

anti1imetrta de 'f fext1er.cia <•>> se satisface 

aplicando A, ~p•rador qye antislmetriza cualquier estado. A•• 
denoelna:lo antisimetrizad~:-, enton~es: 

< 11.SI 

Oe este modo, •• obtiene un determinante de Slater ccn1tru1-

do con e1plnorblt•l•s: 



s, (l) s, (1) s, (l) 
S.C2l 

<11.El 

y como sOlo pue~e haber cos funciones de espln, G Y-· el deter

~lnante se p~ede ~x~resar alternativamente en la notaclOn 

ls,.111 
• Is, (1) •••.•.. .r.tlllll•lt. (1)• !tl •••• ·•a<k>J lk •• 

<ll.7l 

donde l& tarra horizontal indica que hay una tunclOn de espln • 

q·.;e rnultli;lica ei! :irb!ta1. La a•.;sencla di: barra horl:ontal indica 

fu~~10n ~e esp1n ~. 

La funclOn ''· qu~ no ~~~ple reque:lmlentos de simetrla ante 
lnterca~blo de particulas ldéntlcas 1 es por supuesto soluct6n de 

l1.2J y es pos!ble es~rlblrla fac~~ri=an~o la ~arte orbital y de 

esptn, según tlt.2L Fero; conviene a~vertlr que sl se ei.pllca a J'' 
el an•.izlinetrlzad.:r 1 según ~11.~l ;~!lega para t'<antlslm•trlcal 

a una eY.presltn que por lo ¡eneral no es s~par&:te en un producto 

<11.81 
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en el que 101 supertndlces alternados sl1nlflcan que para obtener 

una funciOn total antl•l••trlca hay que adoptar una tunclOn 

orbital antislm•trlca y una funciOn de esptn sl••trica o vtcever

u. 
Por este motivo •• absolutaaente nece1ario to•ar eaplnorbl

tales desde el comienzo y a partir de ellos construir funciones 

antlsl••tricas de N partleula1 como deteralnantea d• Stater. 

Hay que recalcar que to•ar un deteralnante de Slater en vez 

de un producto de Hartree co•c funclOn d• prueba es irrelevante 

si se tiene un Haalltoniano de parttculas lndependiente11 •• va a 

se1uir cumpliendo E= te,, donde E1 •• la •nerita del l-•stao 

orbital constitutivo del detaralnante. 

Sin e11bar10, sl incorporamos el teralno <r 11 >· 1 al ha•llto

nlano y •• calcula la ener1la 

•• < "'11,,JY> 

tll.9l 

la 1nte1ral diferirá en un t•rmino de lnterca•blo al •er evaluada 

con un producto de Hartree o un deter•lnante de Slater. 
1 

Lo• productos d• Hartre• y det•r•lnantee de Slater constitu

yen entonces aoluclon•• ealrlcta• para un Ha•lltonlano d• N 
parttculas en el que no •e conalderen operador•• de do• cuerpos. 

Esta caracterlstlca abarca, por supue•to, desde el punto de vtata 

matemit1co, cualquier haatlloniano que••• una •u•• de operador•• 

moncelectr6nicos. Cualquiera de estos Ha•lltonlanos y •u• eolu

ciones conf crman lo que se denomina •odelo de partlculas Indepen

dientes. 



La elección del mejor Hamiltoniano de particula1 indepen

diente• •• hace considerando la repulsión coulo•biana intere
lectrOnica, auponiendo que •sta •• puede apro•i•ar de una •anera 

pro••dio coao una ener1ta potencial central v. tr> que actúa sobre 

cada electrón. Eata apro•l•aciOn de Caapo Central, •antendr• 
producto• •onoelectr6nico1 y deter•lnantea de Slater per•ltiendo 

••lanar, ha1ta donde 1ea po1lble, un •lenificado a loe n4aero1 
cuantico1 de cada elactr6n. Se puede suponer que eato1 n'111ero1 
corre1ponden a •cua1ielectrone1•. 

En el ato•o de hidr6ceno •• tiene un centro de tuerzas que 
esta en el núcleo y un electrOn que e1ta 1ujeto única•ante a un 
potencial central Coulo•biano -Zlr. Esto p•r•lte la separación de 

la ecuación de valor•• propios en una parte radial y en otra 

ancular que lleva a la aoluclOn para la ener1S• y 101 a1tado1; 

101 números cuantlcos n, l, m1 aparecen por fuerza 11 •• buscan 
1olucione1 univaluada1 y cuadr•ttca•ent• lnte1rabl••· En 1eneral, 

para cualquier campo da fuerzas centrales, la parte an1ular de la 
1olucl6n sera nece1arlaaent• un araontco e1t•rtco, de aodo que el 

resultado tra1clend• el caso particular del caapo coulo•blano del 
hldr61eno. 

En la apro•imaclOn central •• plantea un hamlltonlano 
definido co•o1 
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( 1l.10 l 

si 

( 1l.11) 

si se tusca una solución para la ecuación de valores propio• 

( 11.12> 

resulta eYldente que el producto 

•·JJ•, 
( 1 l. I~) 

•• aoluclOn, cumpli•ndose necesaria•ente 

•·Jt·· 
( 11 .141 

y 1epar6ndo1e la ecuac16n en expre1lone1: 

( 11. I~ l 
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a re1olver para 11 y € 1 d• cada Electrón 1 1ujeto a un caapo 

central v .. • <r, ). 
Esta ecuacl6n es si~ilar a la del Atomo de hldróceno, en la 

cual la energta potencial proviene de un campo coulombiano; 

t 11. le> 

En coordenadas e1t•rica1, la sclucl6n •• expresa: 

., ... _,,<r1> Y,,..
1 
(11 •• 11 

!11.171 

Se puede emitir 101 indices recordando que <11.15> 1• 

resuelve par~ cada electr6n. La ener¡fa •• encuentra re1olvlendo 
para la parte radial de <JJ.1S>•i 

< 11 .1e1 

Se puede deflnlr una en•r1ta potencial efectivas 

<11.19> 

y, sin conocer la fer•• exacta d• v. <r>, •• puede cualltativ•••n
te predecir la relacl6n entre v •• lr> y la enercla para cada 

orbital. Dado que v. Cr> corresponde a un potencial atractivo 
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( 11.20> 

Si se ¡r•flca v.,<:-> v•. r se obtienen curvas, qu• ••&ün l~ 

f11ur~ ti. !J> pt•rde~ prefund1dad a ••did• que 1 cr•c•, ya que •1 

tecundo t•rmino de !l J.!9) es positivo. ~os ••tados tendr4n •ayer 

•ner¡ia a ••Y~r J y •5tar•n menos li&adoa. 

.. 

Fl1ua 11.11 >. GrAflc• d• v •• contt• r. 

O•itlmo• al esp1n en esta discu11tm por no d•pender el 

hamittonlano ~· es~a1 •variables•, pero pod••o• lncorporatlo 
directamente ya que todo lo dicho el vAlidc para eaplnotbttalel 
~ l. ? ) • 

Oe todo ello•• concluye que en un aodelo de partlculae 

tnd~pendlen~e1 ccmo c•mpc central Ja ener1ta depende d• n, r. a 



dlferencia del Atomo de hidr61eno, taabl•n depende del valor de 

l. 

Se puede asociar un deteralnante de SJater a cierta confi

curac16n electrónica, que debe entenderse coaa una partlción 
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Cw 1 ,w2 , •• ,w.l particular de los N electronea en cierto conjunto 

de" orbitales, '1 ~ N, o, lo que es lo mis•o, la de•l&naclón del 

par d• núaeros cuAntlcos n, t para todo• 101 electrones1 s 

( 11.21) 

_En cada wsubcapa~ n, 1 pueden acoaodarse 2<21•11 electrones. 

Et prlnclpio de construcciOn tAufbau>, vAlldo hasta 20 

electrones aproxim•damente <en el cual se van llenando subcapas 

de acuerdo cor. el principio de Paul1 en orden creciente de 

enar¡ia>. est& sustentado en 101 elementos de la precedente 

exposlclOr.. Se cumFI• en aste ca10 que la ener1la de un electrOn 

•11tuado• en ~n orbital 1., s•r• aayor a aedtda que la suaa n • 

sea •A• arande. 

Por 1upu•1to, cuando ya •• conoce el Ha•iJtonlano central 

qu• proaedla •obre cada •l•ctrón las lnteracclones electro•t6tt

ca• y su autofunctón <un deteralnante de SJater>, ta enerc&a •• 

debe calcular con eJ hamlltonlano correcto, H•r• 
La mejor 1oluclOn ant1slmttrica en e1te aodelo, en cuanto •• 

optimiza la ener¡ia, ser• la d• Hartree-Fock, de Ja cual, a 

partir de un principio varlacional r un calculo autocon1S1t•nte 
de tos potenciales centrales, se encuentra lo• R,,<r,) 6ptlaoa 



~~e co~fcraan !os •sFinorbitales rS,7> ~~un deter~!n~nte de 

Slater. 

z. D•sdobl••i•nto d• Jo• niv•les de CBmpo Centr•I 

5• puede recurrir a la teor1a de pert~rbaciones y analizar, 

a primer orden, cu&l es el efecto da la ir.cl".Jslein del t•rmino 

re?ulsivo lnterete~trOnico y del término es;1n ortita al mejer 

hamlltoniano de ~~rti:ulas inde~end!en~~s. Hcc. P~de~os entcnce3 

conside:>r el ~3~t1~cniano exptes&jo pcr 

( 1t.22> 

donde 

<11. 23l 

y 

( 11. 24) 

es la lnt~racciOn esp1n Orbita, cuyo ~ri¡en relativista a baja1 

vetocida~es en e no sera detallad~. 

E1ta1 lntera~ci~n•• poseen ma1nitude1 opue~tas se1ón z. En 

á~o~~• l!¡eros el t•rmino c~ulcmblano es Fredcmir.ante, mientra• 

que en it=2os p~s~~os es el tér~ino esp1r. 6rtit3 e~ ~~~ domina. 
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Esta divercancla define, co•o veremos, Ces esque•as ••tremes de 

acoplamiento de •omentos an¡ulare1, LS 'I jj. En el prlaer caso, 

el an~lisis de espectros enseña que los niveles de ener1ta estAn 

re~átlvamente muy separados para Clferentes coñfi¡uraclones. Cada 

uno de estos niveles aparece a su vez se~arado en subniveles muy 

definidos, correspondientes a valores diferentes de L y s. Estos 

1ubnlvele1 LS se desdoblan, por último, coao con1ecuencia de la 

pequeña perturbaci~n v,, de aedo que la dlatancla entre e1to1 

Qtlmos subniveles •• ~ucho aenor que la distancia entre cada 

subnivel LS. 

Para estud;o11r la lncluslOn de 1/r,, ail ha•i ltoniano H,,, 

cr11formando H .. ~, puede con1iderar1e a V1 ccmo par turbación a H,,, 

y ?os re1ul~ad~s !~n apllcables cualitativamente a la dia&onall-

Hay que dlaaonallzar Va en el •ubespaclo V cn 1 .1 1 ,m 1 .,111. 1 ; 

n,,1., 1r.,,, m •• ; ••• > de estados propios de Hcc, perteneciente• al 

nivel deaenerado Ecc, que es la ener¡1a de cada confiauracien en 
partlcula1 lndependlente1 1 dada por 

( 11.251 

recordando que el potencial central efectivo, ecuación <11.19>, 
por no ser coulombiano v. <r>, provoca que la ener1ta no 10lo 
dependa den sino también de 1. 

Los valores propios obtenidos al resolver la ecuaciOn 

secular en la dia¡cnalizaciOn de V,, constituyen los diferentes 
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incrementos de ener¡1• respecto a E •• , que estar&n por encimad• 

este valor, ya que la repulaiOn interelectrOnica tiene si1no 

positivo. Entonces la deaenerac16n 1• rompe parclalaente ante ta 

presencia de vl. 
Cada nivel E<n 1 1 > ••tA 2<2l•l> vece• d•&•nerado, a causa de 

los diferentes •• y •· para un par n, 1 dado y la• dos po1lblea 

proyecciones de esptn. Es claro que eeta sltuaclOn •• para un 

solo electrOn, la de&•n•raclOn total para una contl1uracl6n n1, 

11; n,, !a; ••••• ; "•• t. 1erl 2<211 •1> x 2<21s •2> •·······• 

2<21. + 1. >, 11 101 n,, 1, son lodos· difere~te1. 
Si w es el núaero de electrones con en•rata E<n. ll, ••decir 

electrones equivalentes <ccnfi&uraclones lnl>•l con decen~raciOn 

1 • 2<21 •1> 1 •• tienen capas c•rradas para w=¡, y capa• ablerta1 

para ~ < C• En este caso la d•C•n•raciOn tot•l •s 

(!) 
(!l. 28> 

que •• •l núm•ro total de determinantes de Slat•r que •• pu•den 

construir a partlr de un conjunto de e ••plnorbltale• po1lble1 

<•In repetlc!On, por Paul 1 > con la al Ha ener1&a E. <n, 1 l de Caapo 

Central para ••• conficuraciOn. 

La •anera de realizar uno de esto• c6lculo1 en la b••• de V 
formada por 101 deterainante1 que son funcione• propia1 de H •• 

consiste en que, dado que los determinante• de Slater son 1ie•pre 

funciones propia• des, y L,, hay que a1ruparlo1 ••16n 1u1 

valores de M. y"~· ya que bloques con diferentes el1envalore1 
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dan el•••ntos de matriz de V1 nulos. Se pued• entonces diaeonalt~ 

zar V1 en cada uno d• estos subespacio1, par~ obtener como 

valor•s prop1os a 101 subniveles da Ec•· 

El desdoblaml•nto •parece naturalment• 11 se tiene en cuenta 

de antemano la simetrla d• V1, y por lo tanto es conveniente 

construir una b••• del 1ube1paeio V con funciones propias de L', 

L.., s•, s. , es decir,< fL 1"1. S "•>l. Pebido a que ••tos operado ... 
res conautan con Vl, au aatriz es d1a1onal en esta base: 

(J l.27) 

•l 

ni. :ze, 
y, por lo tanto, Jos eleiu·ntos de matrl:: Oi.• dta¡onalea ser&n 101 

subniveles de ener¡ta. caracterizados un1camente por L y S, pero 

no por 11. ni M,, porque v, con•uta con L., L., S~, s .. 
Los ar1u•ento1 son •~tensibles a la dla1onalizacl6n directa 

de H- .. , pues H_. conmuta con L•, L,, 511, y S,, en e1t• ca1ci 

CI 1.21> 
<~~• •s •l elemento de matriz no nuloJ. 



Los niveles de la ener11a de H .. r en acopla•lento LS •• 

caracterizan entonce1 por un t•r•lno <LS>. definido por 

51 no !le desea construir la base lll. "" S M.>> en la cual 

32. 

H .... o V1 son dlaaonal•• se puede aplicar, para dos electrones, la 

re1la de suma de Slater•·•, en la base de los deter•lnantes 

compatibles con la conflcuraclOn. Debido a que se puede dlaaona

llzar V1 o H .. ~ en cada bl~que de determinantes con tauale1 

valores de"" y"• 1• van a poder obtener, en el c•10 de H •• , 1u1 

funciones propia• y por lo tanto taabl6n funelonee propl•• de L1 , 

L.,, s•, y S, en 101 aube1paclo1 que definen a cada bloque. Sl •• 

conocen 101 t•ralno1 po1lble1 de la conf l1uracl6n habr6, ••16n lo 

anteriormente ••pue1to, muchos bloques dlferente1 de l X 1, lo 

que implica que estos deter•lnant•• de Slater por 11 1olos son 

funcione1 propias de L', L., S', y s, con valor•• propio•~. S, 
~~ y"•• 11 M~ y"• son compatibles con al1uno da 101 valor•• L y 
S po1lbla1. La ra11a de Slater •• ba•• en e1 taor••• de que la 

traza de una matriz no depende de la repra1entacl6n, lo que 

implica qua puede evitar•• la dta1onallaact6n del bloque carac

terizado por 101 deter•inantes con valoras de M~ y "• co•patlble1 

con todos 101 t•r•lnos LS po1ible1. En efecto, 11uala•o1 la su•• 

de los ele••nlos dla¡onale& de la •alrlz respecto a estos deter

minantes, a la trazad• la matriz en la representaclOn CJL "~ S 

M.>J, que es evidentemente la suma de la enercla de todos 101 

t•rmlnos LS posibles, que no se conoce, pero, a partir d• 101 

bloques 1 x 1 mencionados conocemos ta ener&la de lodo1 ••c•pto 



ta de un t•r•lno, que pod••o• de5pejar de la i1ualdad de la• 

trazas. 
Por ejemplo, para una contl¡uraclón p•, se puede conocer 

directamente la ener¡ta de 101 t•rmino• •p y •o avaluando 
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( 11. 30> 

De la 1uma de los •l•••nlos de matriz dia1onale1: 

( 11. 31) 

••despeja el valor de la ener11a de 1 5: 

<11.32> 

La bí&1queda de autotunctones de L', J..• S', y S, y de 1 o• 

n"9ero1 cuAntico1 t.. y S correspondiente• l•pllca que 101 aoaentoa 

an1utares orbitales 11, 12, .. , IN y sl, a2, •• ,1N est&n tuerteaente 

acoplados para conformar respectivamente L y S, o, lo que es lo 

mismo, se sigue la secuencia de acoplamiento 

11 la •• 1. Ct..l 1, ••·. ·'• CSl J, 

Secún <Jt.29>, se tiene que la matriz H~r ea dia1onal en 
bloquea caracterizados por diferentes pares L S. De este modo, 

cada bloque está lambl•n caracterizado por un valor propio que 

será la enarcta corre1pondlenle a ese par, con d•generac16n 



C2L•l>C2S•l>, a causa de 101 difer•nt•• valor•• de "L y"' po•l
ble• para Jos valores d•t•r•inado1 de L y S. 

Se puede d••ostrar que 

~ (ZL•l) (26•1) ·~ (Z.1•11 •( !) 
Clf.331 

lo que •n••fta qu• V y •I conjunto de la• tuncion•• LS con1truid•• 

a partir d• 1u1 •l•••nto1 tienen, co•o debla esperarse, la •i••• 
di••n110n. 

La tJ1ura <2.JJ> •ue1tra cO•o •• de1dobla, en el acopla•ien
to LS, un nivel de campo central, Ja en•rata de la contiauraciOn 

p1 del Carbono. 

Fiaura C2. JJ>. d••dobl•al•nto d• lo• nivel•• d• •n•r11• d• C••po 

Centr•l al incorporar inter•ccJon•• •I hamiltonl•no. 

p' 
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Cada nivel LS, bien definido •I to•ar H •• , ae de•doblar6 a 
su vez, por el efecto de Va, en •ubnivelea caracterizado• por 

diferentes valores de J=L+S, L+S-1, ••. , 1L-SI. 51 •• toaa para 
diaaonallzar Va una ba•e de vectore• propios de un operador que 

conmute con V1 <y con H •• >, Va resulta ser dla¡onal en e•a ba••· 

E•t• ••el caso de J 1 y J,, que conmutan con H.,, ~· y 51 , y la 
base compuesta de •u• ei¡envectorea •e puede construir a partir 
de la base (IL S M~ M1 >l. La nueva Lase o repreaentaclOn aer• 

lf L S J M,>J. Esto sintetiza el acoplamiento LS. Las dlferenctaa 
de ener¡la son ¡randea entre niveles LS y cada uno de esto• 

niveles se desdobla en multiplete• cercano• entre al. Por e•ta 

razón, hay que buscar primero la representación <fL M~ "•>>, 
funciones propias de operadores que conmutan con H •• y a partlr 

de ah1 construir llL S J M,>J. 
Para atemos con Z ¡rande se vuelve v61ldo otro eaque•a de 

acoplaalento, et acoplamiento jj, ya que el t6rmlno eap1n Orblta 

<Va> 1e vuelve decisivo y la repulal6n couloablana puede 1er 

cor.slderada como una peque~a perturbaclOn. ~a secuencia que •• 
si¡ue en este caso es 11 11 Cj, l 11 s 1 [J. J J. 

3. H•rtr••-Fock 

La apro•1mac16n ~e Hartr•e-Fock <HF>, como •• menclonó, 
constituye et limite d• preclsiOn a que puede aapirar el aodelo 

de Campo Central o particula• lndependientea. Por eeta razon 

cuando se habla, en te•tos espectallzado•• de •partlculaa lnde
p•ndlentes• se e1t& refiriendo a HF. Se aupone tntctal•ente un 
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hamlltoniano Hu CIJ.10> que •otiva una scluc16n en for•a de 

producto de espinorbitale1, o. ••• generalmente, un determinante 

de Slat•r construido con tales funciones, ya que H •• es, al i¡ual 

que H.~, invariante ante perautaciones de 101 N electrones. En 

cualquier solución de HF se establece como requisito primario que 

los esptnorbitales con1titutlvos del determinante sean orto1ona

le1, sln ••l1ir necesariamente que las partes radiales lo sean. 

Una determinación precisa del estado requiere tamb16n que la 

functOn de onda sea función propia de los operadores L2 , L,, s•, 
y S,, aunque esta condlciOn no pueda cuapllrse, en 1•neraJ, para 

un solo determinante de Siater y •• necesite una combinaciOn 

lineal de ellos <Ver capitulo 111>. Los espinorbltales van a ser 

de la forma 

( 11.34) 

sin que 1• forma de P~r> se conozca hasta re1olver la• ecuaciones 

de HF. 

Las exi1enclas de dependencia en la parte radial de diferen

tes conjuntos de nú~eros cu&ntlcos define diversos modelos de 

HF•. El aodelo mas común supone que la parte radial d•p•nde 1010 
de n y J, es d•ei r P < r J • P. 1 < r > y se conoce en la 1 i teratur• 

coao RHF <r••trJct•d HF> o aiapJement• HF y va a r•querir d• 

tantas funciones radiales coao subcapas n,l. St1uiendo e1ta ltnea 

•• lle1a al modelo en el cual se supon• qu• R<r> tiene d•p•nden-



cia en Jos 4 nlJ••ros cu•ntlcos n. J, ••, m,. Es decir, PCr):=P 

• •• <r>. Este modelo ••conocido como UHF <unrestricted HF>. 
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Se puede proponer una función de onda expresad• como un solo 

determln•nt• de SJater o, constituido por espinorbttales ocupa

dos, lo cu61 supone, en RHF, que Ja ener¡:ia que arrojar6 •I 

••todo va a ser un prom•dio de las enereta1 de 101 t•r•lnos LS 

que produce la conti1uractOn representada por el deter•inante. En 

el •cdelo UHF ••natural la po1ibilfdad de un solo deter•inante. 

En 1eneral, las ecuaciones de HF para encontrar Ja parte 

radial PCrJ se obtienen de la condlcfOn estacion•ria en <H-.> 

ante variacJonea de los esplnorbitales la, ea decir ¡<H •• > = o 

con el a1re1ado de orto1onalidad en los esplnorbltate•. En el 
marco de RHF donde PCr> • P. 1 Crl representa I• parte radial de 
cada subcapa la condic!On se manifiesta comot 

( 11.35> 

1 •• la función antisim•trica de los N electrones, y puede a•r 
una co•binactOn lineal de deter•tnantes de Slater. 

Las ecuaciones fntearodfferencial•• resultante• no per•ften 
una solución directa para P. 1 <r>, pues los operador•• ta•bt•n 

dependen de Ja aolucton. En con1ecuencfa •• requieren ••todos 
autoconsfst•nt•• 1teratlvo1 para obtener loa orbital•• en foraa 

nua•rlca.. El potencial central v .. • Cr 1 > de la ecuación CIJ.11> se 
puede identificar con operadores monoelectrOnicos que re•ultan de 
pseudo ecuaciones de valor•• propios para cada electrOn, obt•ni-
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das al transformar las soluci~nes de las ecuaciones ori¡inales 

con transformaciones unitarias. 

M•todos de tipo Roothaan 1 • permiten resolver las ecuaciones 

de HF expresando los R11 <r 1 > de la solución en una base de 

funciones primitivas apropiadas: 

( 11. 36) 

Para itoaas estas funciones primitivas son 1eneralmente orbita

les de tipo Slater COTS>: 

( 11. 37) 

donde n, y z~ 1 son para.metros a optimizar. 

4. na.s al/& d• Hartr••-Fock 
La aproximaciOn de Hartree-Fock permite disponer de una 

funciOn de onda que -:on·1alida plenamente el modelo de partlculal 

independientes, ya que los valores esperados de en•r11a obtenidos 

est&n bastante correlacionados con los niveles observados, •• 

decir que a cada ni·1el corresponde, grosso modo, un determinante 

de Sl•t•r <o una comblnacion lineal de ello1 11 se trata de 

Hartree-Fock con restricciones de 1imetrla). En consecuencia, 

tienen sen!ido, como se mencionó, las confi¡uraciones electrOni

cas y los ~eterminantes asociados pueden ser considerados como 



39 

funciones de onda a orden O, que i•pondrAn una dlstrlbucibn 

electr6nica en capas - estados etiquetados con diferentes valores 

de n -, a causa del principio de excluslOn. 

Hablar de orden O presupone la posibilidad de considerar 

f•Jnclones de onda a ordE:nes mayores, lo cual impl lea la sujeción 

de un modelo mas allA ~~ Hartree-Fock to •más ali! d• parttcutas 

inde~endientes"l. Este se justifi~a en la medida en que, aunque 

la ener¡ia de Hartree-Fcck E., va a diferir d• la ener¡ia exacta 

~o relativista solamente en la "ener¡ia de correlaci6n" Ec•rr=E .. r 

-E .. ,, las diferencias de er.er11a <lo que frecuenteaente ma.1 

interesa> pueden acarrear un error mayor. Entonces, lo que se 

busca, al ir mAs all6 de HF, es cubrir esta en•r1ta de correla

ci6r. lo más posible y aproximarse al •1alor exacto de E ... , canti

dad que 1•neralmente no se conoce, ni siquiera a partir de 

c61culos semiempirlcos eonociendo el valor experl•ental <que 

incluye efecto• relativistas>. 

Se puede demostrar 11 que todos los determinantes d• Slater 

construidos desde un conjunto infinito de esplnorbltales consti

tuyen un conjunto completo de base para una función de onda de N 

electrones 'f antisimétrica, solución exacta de tl.2>. 

ti l. 36 l 

Los determinantes de Slater constitutivos f•,, donde k etiqueta 

al determinante construido obedeciendo una per•utaciOn particular 
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k de un conjunto de eEplnorbitales, 1arantizan la antlsl•etria de 

~ 
Ya mencionamos en •1 capitulo 1 tunclone1 variacionale1 con 

r1,, y, en el contexto de Jos m•todos orbitales, la función 

<l.AO>. En este caso, para aspirar a un c•lculo mA1 allA d• HF 

hay que, e~identemente, sustituir <J.40) por la expan~lOn <Jl.38> 

como función de prueba f. Es claro que se debe necesari••••nte 

in~luir en la expansión Ja función a orden O, es decir HF y una 

diversidad de daterainante1 de Slater construidos con orbitales 

de HF y orbitales virtuales ortoaonales a los HF y, finalaente, 

determinantes construidos con puros orbitales virtuales. Este 

tipo de funciones es denominado JnteracciOn de Contl1uracione1 y 

constituye la herramienta del presente cAlculo. A partir del 

sJ¡uiente capitulo se ir~ detallando el mftodo, empezando por Ja 

necesidad de que las expansiones sean conver¡ente1 y co•putacio

nalmente manejables, lo cual se puede 101rar si •• satisfac•n las 

exigencias b> y c>. Este punto sera analizado con precisiOn en el 

Capitulo IJJ, aunque ya se anticiparon las ~causas• que provocan 

el desdoblamiento de la ener11a de Hartree-Fock al recuperar 101 

operadores de dos cuerpos en el hamiltoniano para ju1tlflcar, de 

al¡una manera, la ext1encla e> d• 1.2 sobre la función d• onda. 



CAPITULO 111 

El1•nlunclon•• d• •i••trla 

1. SimBtrias y con•tant•s de movi•i•nto 

Para obtener una buena apro•i•acfón a la aoJuctón de la 

ecuación d• Schrodtn1er para un sJste•a de N •l•ctrone1, •• 

nece1ar10 1 coeo vi•o•, 101rar en la tunciOn d• prueba el •6xt•o 

detall• en la con1lderacl6n de la1 propiedades del lllt•aa 

contenidas en el ha•lltonlano. 

Esta caractertzacfón va a peraltlr, entre otra• co1a1, una 

slapltfJcactón con11derabl• del probl•••· Por 1J1aplo, en 11 ca10 

del hamiltonlano no relativista que no1 ocupa, 11 d1b1 1ap1zar 

por ext1tr el cumplimiento de las condtcion11 a> bJ y e> del 

Capitulo J <Para1. 1, •f'16todo1 aproxtaattvo1•>. Toda1 11la1 11tan 

relacionadas con una particular simetrta de H~r· 

La aecAnlca cuAntlca PO••• la peculiaridad d• que a cada 

real• de slmetrta corresponde una l&y d• conservación, referida a 

constantes d• movimiento e•presada1 como operador•• que con•utan 

con el h••i 1tonlano. 1 : 

Re•ulta, pues, un obJ•tivo encontrar la •ayor cantidad 

po•lbl• d• 1tmetrl~~ y la1 correapondient•• con•tantea da •ovt

•l•nto. De eate modo, •• puede reatrln1lr, ••1~n ver••oe, al 

espacio de Hllbert; ba1tara entonce• re•olver la acuacl6n da 

Schrodtn1•r en el subespaclo corre•pondl•nt• a ••tado• con al 

mismo conjunto d• el&•nvalores de loa operadore1 que encarnan a 

las constante• de •ovlmlento. A a1to1 operador•• loe Jla•are•o• 

woperadores de ••••tria~: •us autovalore1 seran por eupueato 
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"buenos n6meros :ulntlcos~ y van a servir para cJasif icar a les 

estados propios :e H. Por ejemplo, en un mcdelo de partícula3 

inde~endientes cver ~apitulo lt, 2>, n, l, m1 y m, constituyen un 

conjunto suficiente de r.úweros cuánticos pero arrojan poca 

infcrmac!On si Ja de!:ripcior. del sistema está s~jeta al hamilto

niar.o ~ue ln~~rrora, adem~s del ter~ir.o repulsiv~ coul~mtlano, a 

:a interaccitn 9sp1n-Ort!ta, en c~yc :aso los ~uenos n~meros 

cu1ntlcos ~-~a ser J y H1 , ~3\cres ~:opios 31octad~s al ~omento 

an¡ular total del A.tomo J. 

En cuanto a 1=! cperadores, sea A u~ ~parador q~e :epresenta 

~na constante je mc~!mient~. je modo ~ue 

( 111. 1l 

'/ .......... 
( 11l.21 

La~ eige-:-:!· ... n:i.:nes de A, t., son orto¡onates entre si y no 

s:n in:er~=~ua~:es c~n respecto a H, es ~~:ir 

( 111. ~' 

Ademas, constitu¡en ~n c~nj~nto coz~letc. de m~nera que una 

funciOn de pru~ta 1 ~uede e~p:~sarse ~orno: 



43 

··~·· 
( 111."' 

Z1 =•l=ulamos ~H> c~n esta 1 se tiene 

( 111. s l 
siempre q~• deflnaaos el v•lor esperado de •n~r¡la E, asociado 

con 1 a componente f, 

y el factor de peso 

.. ~ 
·~ 

••,Je,, ... .,.., 
q~e es slempr• positivo, por Ja tanta 

<111.6) 

( 111. 7> 
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<111.Bl 

con t. W11 = 1, Jo que l ndica que <H>1 es un proaed lo p•sa.do de 

las componentes E. sin interferencia entr• t•t•ino1 con diferen

tes valore! de a,. 

E1to lmpltca que hay al ••nos un vaJor de Ja1 •n•r1fa1 E,, 
aencr que <H>. En efecto 

1••a-t••a-t•· •• .... -t 
(111.91 

Si supon••os que tedas las E. son m~s altas que <H> 1 =E se obtiene 

que 

e 111. 10> 

De 1o que •• eonelvye tel razonamiento es anAlo&o sl se supone 

que todas 1~• ener¡tas E, son mAs bajas que E> que al menos una 

de las ener¡la1 E, es ~~s baja que la enerat• obtenida como valor 

esperado de un• función de prueba con simetrfa mezclada. 

Por lo t~nto, tl una func10n de prueba 1 no •1 una et¡enfun

ct6n pura de A se puede bajar la ~nergta si se locra discernir la 



componente t. que tenca la enerc1• E. mas baja de la expanalOn 

<111.4), 

Este diicernlmiento est~ aparejado, adem~s, al hecho de que 

sl se buica dia¡onallzar la •atrlz hamlltonlana, el cumpll•lento 

de <llJ.3> per•ite que la dia¡onal1zac10n se haca para cada 

bloque, que repre&enta a los subespacios etiquetados por loa 

dlferentes ••· En c•neral, esto va a l•plicar un diferente valor 

de ener¡ta para cada bloque. La matriz hamlltonlana presenta 

entonces el slculente aspecto: 

H • 

/!. . 
';-~/ .·.111/I< 

o 

o 

o 

, 
o 

o j 
· .. 

Este desdoblamiento en submatrlce1 conlleva la 1oluclón de 

una ecuaclOn secular <I.29> para cada bloque o submatrlz k y por 

lo tanto se obtienen diferentes e1pectros para cada valor de k. 

Esto •• advierte claramente cuando se uaa un aperador de proyec

clOn Ok, que llene la propiedad de seleccionar de la ••pan1l6n 

< 111.4> la componente a •. 

o.•··· 
( 111.111 
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•! 

Clll.12) 

Es claro qua cada uno de los factores <A - a 1 > .ar.1-:¡ut l•rA a 

Jas correspondient•• tunc1on•a f 1 con eigenvailor l. El t•riDino 

que va a sobrevivir de una manera inalterada &erA t •• debido a Ja 

,fcrm~ del denominador en <111~12>. En eteeto 

( 111 .131 

Se¡ún se vló en el Capitulo 1, para resolver la ecuación 

sec•Jlar C(.29> e• propone la tunci6n de prueba como una expanslón 

en un conjunto finito o lnflnit~ de func!cnes ~~ bas~. 



<111.14) 

Teniendo preeente que va•o• a buscar una componente especifica t. 
••puede proponer eo•o función de prueba varlactonal 1 =t •• en 

el entendido de que para que <H> 1 ••• e1taclonarla •• tlene que 

cu11pl ir para 1=11 que Hl•EI, lo que lmpl lea que l•f, ••• •l&•n

!unclOn •l•ultAn•a d• H y A. 

Entonces ••tiene, 1e1ún la ecuactOn <111.14), 

( 111. 15 l 

lo cual implica que si {f 1 J es un =onjunto completo, se puede 

expander f en 1u1 proyecciones, es decir en la b••• (0, t, l. en 

la que dta1onallzaremo1 H, para que se cumpla Hf=Et. 
En resumen, habr• que resolver única••nt• la ecuaclOn 

secular en el subespacto del e1paclo de Hllbert 1enerado por el 

conjunto lO, fa >, es decir el "espacio••"• Esto e1 v6lldo para 

cualquier k, y por esta ra:ón, reiterando, la po•ibllldad de 

resolver una ecuación secular para cada bloque k, para cada uno 

de los cuales se obtendrA un espectro de ener1ias. Las ener1tas 

que hay que considerar son, deade luego, la m&s bajas de cada 

espectro. 
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E•tendiendo los ar&umenlo• anteriores a varios operadores de 

simetrta A, B, C, que conmutan entre si y con H, •• tiene 

•·.J; ........ . 
( 111. 16> 

si los constituyentes de la expansión son el¡entunclone1 •l•ult6-

nea1 d• A, B, c. 
Se puede decir, por lo tanto, que estamo1 en la r•presenta

c16n de a, b y c. Los elementos de matriz de H estin dados por 

( 111. 17) 

El claro que a mas ~onstantes ~e ~o~imlen~o se red~ce cada vez 

m6s el espacio de Hiltert. 

Hay que hacer notar que no toda tunciOn propia de un opera

dor que conauta con H •• función propia de H, aunque lo contrario 

se puede observar. 

Er. suma, si 'f •• una función propia exacta de H con autova

lor E y A un operador que conmuta con H •• implica 

lf IA'fl •• IA'fl 

Clll.1!1> 

Lo cual quiera decir qua A'f 1l1ua siendo, en 1eneral, autofunclOn 

de H con el mismo autovalor E. 



51 la ener1la E as un valor propio de H no d•1•nerado ocurre 

que 

( 111.19> 

lo que implica que'.t' es simultineaaenle funclOn propia de H Y A. 

Pero, en &•neral, E e&ti de¡enerada y no•• puede l•Pllcar 

Clll.19>. Sln embar¡o. puede demostrarle que o,'f es funciOn 

propia slmultinea de H y A.is 

2. nom•nto an1uJar y parld•d. 

Si se espera que 101 fenómenos t11lco1 permaneican tnvarl3n

tes anl• rotaciones en el e~pacio alrededor de un eje orbitrario, 

se debe eKi¡ir esta lnvariancia en et hamllloniano1 •, y esta 

particular slm~~r1a, que refleja las cara:terlstlcas de isotropta 

del espacio, implica que •l •o•ento ancular total ' del sistema 

es una con1tante de movlaianto, sieepre que no exlata lncldencla 

de campos e1tern~1. 

De este modo, sl se considera únicamente •I •o•ento an1u1ar 

orbital total 

.. ·Ja•J,,• ...• J. 

ti 11.20> 

ocurre que 
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1111.21) 

y es posible encontrar ei¡enfunclones 1 simultaneas de H.r, L• y 

L,. 

AnAl01amente, debido a que H •• no contiene coordenada• de 

e1pln, ocurre CH,1, l=O ca, ••el e1ptn del electrón 1>. E1to no 

quiere decir que •1 pueda dia1onalizar1• 1iault6n••••nte con H •• , 

pues tos espines lndlvlduales •• acoplan nece1arlaaent• cuando •• 

requiere que la func16n de onda ••• antl1lm•trlca. 

Stn embar10, s~t 1,, el e1pln total, que ta•bl•n conauta con 

H •• , ••un operador 1lm•trlco que puede dla1onalizar1e con H ••• 

Para encontrar una función propia de J• y J, 11 pueden 

1e1ulr do1 e1quema1 de acoplamiento extremos: acopla•l•nto ~S y 

acoplamiento jj, 11 decir co•o •• sumaron los aoa1nto1 an1ulare1 

para conformar el •omento •ncular total J <ver Capitulo JJ, 2>. 

En cualquier 1l1lema en el que interese con1lderar un 

hamllloniano no ralatlvi1ta, el acoplamiento LS es una buena 

aproxl•ac16n para la función da onda, L1 , l.,, S•, y S, aon 

operadores atm•trlcos que conmutan entr• 11 y con H ••• Secua

plen, en este caso, las si1uiente1 relacione• <en unidades de 

hartree>; 

L' I L<L•l> f, L, } 

S• 1 = SIS•!> t. S, 1 

<•i tes funcien propia de H> 
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y para dos mo•entos an¡ulares orbitales las re¡las de suma de 

momentos an¡ulares tRSMA> son 

L • 11 • 1, - 1, •••• ' ¡ 1. -1, 1 
5 • 11 ... - 1, ...• ,,s 1 ~s1J• 

Y, en ¡eneral, 

1. • s, J = 1... s. 1.. • s -1 •••••• ¡1..-s¡ 
Ademas, H ... tiene simetrta ante reflexiones, lo cual quiere 

decir que permanece Invariante ante la transtoraaclOn de x, y, z 

por -x, -y, -z, y esto•• refleja en la re1la de conmutación 

tH ... ,Pl•O, 1ien~o P el operador de Paridad, L.01 e1tado1 propios 

de H ... tienen, en consec~encia, paridad def inlda. Se puede 

entonces incorporar el operad~r de paridad Pal conjunto anterior 

de operadores. 

,. ..• 
( 111.22> 

El valor propio n: puede ser 1 <estados pare1l, o -1 <estados 

impares>. Ese valor no es arbitrarlo, sino que depende de los 

:nomento1 orbitales individuales de los electrones 11 , e• decir de 

la ~onflaurac10n 

1111. 23) 
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Se tiene, en consecuen=la, que en la representación de 

funciones propias stmultilneas Ce L2 , L,, S•, S, y P¡ <J" l. S 11 .. 

M.> Ja matriz H .... es dta¡onal por bloques, e1 decir 

Se puede demostrar, ade~&s, ya que H ... con•uta con L., L., 

s., s. 1 t, que ni los •l•••nto1 de ~atrlz ni la enerata E depen

den, come era de esperarse, de"~ y M •. Entonces: 

( 1 11. 25) 

Esto tmpllca que la ecuación de Schrodtn¡er puede resolverse en 

uno Ce ll!·~~s !·..:bespaclot. :..s " eso::c¡i~o. L. S, "• son cases 

particulares de les números cu~ntlccs a,b,c de la ecuación 

1111. 16). 

La matriz hamlltonlana, acorde con <JJl.llJ, lo•a la torea 

~~; o o 
/l~~~.l .. 

H • l o t!_~r/ o 

o o 

y basta dia¡onal l::ar H en un bloque LS " definido. 



La en•r&la obtenida ser~ por supuesto la del t6r•lno LS, 

correspondiente a la confi1uraci6n particular. Por ejeaplo, la 

lnvesti1ac10n presente, Tér•lno 1 5 <Par> de la conf 11uraclOn 

11 1 2s. 
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Los e1tado1 •• caracterizan en acoplaaiento LS por 101 

nÚllero1 cuinticos L, HL, S, "• y ft aunque la ener1ta 1010 dependa 

de L y S. Se puede relacionar por 1upueeto el concepto de t•rslno 

LS, asociado••• bien a un nivel de ener1ta en el Capitulo 11, 

con el de e1tado ILS ML M.>, cuya enerata est• <2L • 1> <25 • l> 
veces de1enarada, al eonslderar todos los valores ML • -L, •. ,L y 

H, • -S, •• ,S po1ible1. 

En consecuencia, un t•rmino LS serA un e1tado con L y S 

definidos. 

La dependencia de la ener&la en L y S puede justlflcarse 

tt1lcamente•, en la medida en que diferente• valores d• L l•pll

can dif•r•nte• d11tribuclon•1 espacial•• de loa electrone• y par 

la tanto 1• interacclOn •lectroet6tlca pro••dlo en el 1l1t••• 

varia. La dependencia •n 5 ti•ne qu• ver con 1• torea de la1 

funciones propia• de ·s• ante Ja e•i1encla de 1imetrla o anti1i••

trla en •1 lntercaablo de parttcula1. Funclone1 propia• de S' con 

5 mA1 ¡rand• ion "m61 11metrlcas•, y ya que eato obll1a a que la 

parte espacial sea •aa1 antist••trlca•, •• perelte ••no• q.- 101 

electrones 1e acerquen y, por to tanto, la repulal6n entre ,., •• 

•• en proaedio aenor. E1t• razona•lento, alntetlsado en la• 

recias eaplrlcaa de Hund, el v61ldo 6nlcaaente para doa electro-



nes, pero nos da cierta idea ffsica de la dependencia de la 

ener¡1a en L y S. 
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Las eigenfunciones de slmetrta para N electrones tienen por 

fuerza ~ue satisfacer el requisito de anli•i••tria ante el 

intercambio de particulas. Esto provoca que el principio de 

exclusión de Pault aniquile muchos términos LS aparenl•••nte 

posibles 1e1ún la1 rectas de adición de mo•entos an1utara1 <RS"A> 

a partir de confi1uraclones confor•ada1 con electrones equivalen

tes. 

Para ccnfi¡uractones de mAs d• dos electrones puede ocurrir 

un término LS varias veces, lo que implica que hay mil de un 

estado con l&uales nómero1 LS y por consi¡uienta ••te ~nivel LS• 

est~ ~e¡enerado. En la si&uiente sección de este Capitulo retoea

rem~s este punto. 

En resumen, •n el caso de contar con un hamiltoniano no 

relativista donde resulta una buena aproxi•aciOn el acopla•lento 

LS, es necesario y conveniente restrinclr el espacio de Hllbert a 

valores definidos de L, S y paridad y resolver la ecuación 

secular en el bloque que interese. 

3. ConstrucciOn de •i1•nluncion•s LS. 

A partir di! cierta conft1uraciOn <n1l1>• 1 <n1 11l•ª···•• 
obtienen término& LS, y es preciso construir la tunclOn IL "• S 

M1 > para cada uno de ellos. 
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E1 posible constr+.Jir funciones simultáneas d• L1 , L., 51 y 

S, como un producto ¡L M~>K¡s M,). A su vez jL ML) puede cons

truirse a partir ~e las funciones propias de 11
1 , 11 ., 11

1 , 

'2 ••... ,1. 1 , 1 •• 'I aná.lo1am&nte ¡s l'lt>. diaaonali:ando L.ª y s• en 

bloques ~aracterizados por un v•lor defir.ido de ML "/ t11 respecti

vamente, o, lo que es lo mismo, para dos electrones, encontrar 

tos coeficientes de Clebsch-Gordan apropiados para expresar por 

ejemplo JL HL> como comblnaclOn lineal de ~reductos de funcione• 

prcplas de 11
1 , 1111 11

1 , 11 , con valor de pt._ constante, si l11. •• 

cocpatlble con L. 

El requerimiento Ce un valor fijo de Mi. se explica en ra:On 

de que si se dia¡onallza L2 , bloques con diferente valor de 111. 

dar•n elementos nulos de matriz, por~ue L. conauta con L1 ; 

( 111. 26> 

Todo lo dicho para L., resulta válido para 5 1 ; 

( 111. 27> 

y las co&binaclones lineales para dos electrones resultan 
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( 111.26) 

<111. 29) 

Los co•f1ciente1 en ambas ecuacicnes son los Cleb1ch-Gordan. 

Para construir fL H~> y fS M,> para tres y m&• electrone1 

hay que acoplar primero dos electr~nes y los momentos an1ulares 

<orbital y de espin> resultantes se tier.en que acoplar con 11 y 

Is del tercer electrOn; 

11 la l 11;) h L 

y 

Esto lleva a la necesidad de evaluar s1mbolos 6j o 9j <para 4 

electrones> con las correspondiente complicactOn algebraica. 

Oesafortunada••nta, las tunciones LS IL M~>xfS M.> no 

tienen, en general, &imetr1a definida ante el intercambio de 

electrones de manera ~u• hay que imponer esta caracteri•tica en 

la función total t. 
La primera forma posible serta 
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( 1l1.3Cl 

donde, nu•va~ente, loa superindlces a y s alt•rnados denotan Ja 

necetldad de qu• ~no d• los factores sea antis1mttrico cuando el 

otro factor ••a 1!métric':) y 'llceversa. Pero, como se vt6 en el 

Capitulo ll, ecuac16n lf.6, la función total a.ntistm•trica no 

puede en 1•n•r•J factcrlza:se en ~na parte espacial y ~na de 

espin, y la r•str1~ciOn es aún mayor en est• caso debido a la 

extc•neia ••~ra de slmettia referida a conatant•I particular•• de 

•~vlmiento. En 1•n•ral 

( 111. 31) 

A pesar de ~•s dit!~ultaó~s ~ue acarrEa la aplicac16n del 

z,ntisl~etriz).::!':lt a Jn proC.·;c .. ::; p .. M">xfS f"lt) éste ha sido el 

ca•i~o ~•sutilizado: dlve:sos softw•r•s se hsn lmplem•ntado al 

res¡:ecto. 1 • 

Dichas dificultades aconsejan considerar otro camino para 

ccnstruir JL "" S H.~ anttate•trlca, con det•rmin•nt•• de Slater 

construido• con los esptnorbit•I•• que oonror~~n una conti¡ura

c16n •l•ctr6n1ca. 

tea1ln•mos un• determinada conticurac16n, por •Jemplo p•. En 

vez de acrupar productos de funoiones ¡i, lfl.11 >•f1 1 m11 >, con 

l&uat valor de M~ =- m\, • m1,, par• h•l lar JL. t1":... con 101 coefi-



cientes de Cleb1ch-Gordan y hacer 10 mi1•0 para encontrar IS"•>, 
se toma los determinantes de Slater construidos c~n e1plnorbita

le1, que son s1mu1 t.1neamente funciOn propia de 11 
1 , 111 , 11 • • 

11 ,, ••'• 1, 1 , 11
1 , 1, 1 , L, y S,. E1to1 deterainante1 coapatlbl•• 

con la confl1uraclOn se aarupan en"• y"~· ••16n •• vl6 en el 

Capitulo 11 para hallar el efecto de una perturbaciOn al h••llto

nlano H,,. La razón de este a1rupamlenlo •• •iaple: 11 

••llene un operador A que conmuta con S, y L,, 1u dla1onaliza

ci6n en la base de ei¡enfuncione1 de S, y L,, coao le son 101 

determinantes coapatlble1 con cierta contl1uracl6n, lapllca <ver 

111.27 y ltl.28) que sólo sobreviven eleaento1 de aatrlz d• A con 

t1uale1 valores de M1 y"~· 

'% :. 
~~í ': .. ,, :. o o 

" . o lf I f'l 1 
• 

: ~~. L . 
o 

• • ~ .. ... .. 
Esto 1i1nltlca que puede dta1onall1ar1e A en cualquiera de 

eslos subespacios y, por lo tanto, obtener 1u1 •l1enfunclone1 con 

dlferent•s v~lore1 propio~. En particular, para A• s•, ••pueden 

construir sus funciones propia• a partir de uno de e1to1 1ube1pa

clos. para los diferentes valore• de S que pueden haber dado 

lu¡ar al M, del sube!pacto. Resulta analo10 para A•L•. D• estae 
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conslderacion•• se laplica qu• ~lempre es posible encontrar 

•l1•nfunclone1 de 5 1 y L1 como coablnaclones lineal•• d• los "• 

determinantes de Slat•r de la conti¡uraclOn con 11ual valor de M. 

y"~· E•ta1 comblnaclone1 lineal•• son por fuerza antlsta•tricas, 

y tienen coeticlente1 relaclonado1 con Jos coeflclentes de 

Clebech-Gordan !29J y <30>. De haber con•lderado únicamente 

det•r•lnante1 con1truldo1 con orbitales, sin e1pin, para la 

conatrucc16n de '.Jna autofunciOn de L' en vez de 101 productos 

<lll.29J, la• ••panslone1 lendrlan id6ntlcos coeficientes de 

Clebsch-Gordan. 

Los n. ~eteralnante1, P•rteneclentes ~ una conf t1uraclOn, 

coinr.¡denl•• en 1u1 valor•• de M, y M~. sirven para encontrar una 

ei¡entunclOn IL M~ S M.) an~13!~•~rica y simult4nea de 51 y L; 

con o; 1,1tova.!crf& definidos -:!e !.. y S. El problema ea t::davla 

•ncontrar los co•fi:ient'es apropiados de la combi:-:acl~n lineal 

101 "• determinantes ti, 

( 111. 32> 

para que ••ta sieultaneldad 1e sati1ta1a. 

•· D•1•n•r•cJOn •n LS 

Cuando aparece en cierta contl1uractOn m61 de una vez un 

t•r•lno LS ••p•cltlco ••o qul•r• d•cir, correlatlvem•nte, que 
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e~iste mAs de una f~nciOn posible con estos valores propios ~y S 

particulares. 

ta forma de enc~nlrar !a je1eneraciOn •n LS de una contl1u

raci6n consiste en ccnstderar l~s diferentes acoplaaient~s 

!~~erno~ entre electrones su1etos a ~na partición parti:ular ~\Je 

pue:h.n, se¡ún !os P.SMA, cor.tortea:- e! U~rminc. 1 ' Dicha partic10n 

resulta de raun!r !os N electrones en ¡ru~cs a,b, .•• para l~s 

cuales hay que obtener a su vez lo• t•r~incs L.S., L.s., ... y 

despu•s acoplar de todas las •anera1 posible• L..s. con i..s. , ... 
de manera que se obten¡a !..S, con la restrtccl6n de que electrones 

equivalentes deben formar parta del alsao crupo. Para aclarar el 

punto prasentamvs al¡unos ejecplot: 

a> T•rmlno 2 F de la contlcura::iOn p:H. Sea el electrOn en el 

orbital p •l ¡r;po ~y al par df e! crupo ti. El crupo .a ccnstitu

Y• un t6rmin~ 1 P mientras que eJ 1rupo b &•nera t•rainos con L. s 

5, .. 3, 2, 1 ; y s. = 1, o. Entonces tenemos: 

.. b 

p di 

•p 1, sp • SPD 1 SPO .•spo 
'•'t. •PDF 'PDF , 1 PDF 

1 • Sf 'DFG 1 PFG , 'DGF 

1. SG 'FGH 'FGH , 1 FGH 

, , 'H ªGHI 'GHI , 1 GHI 

Se puede ver que 1 F aparece 6 ·1eces <n. = 6~. 



bl Términc 'F confi¡uraci6n p 2 d2 : 

b 

P' d' 'SDG 

'5 'SDG 'PF 

•p 'PF 'P 

'º t. s, 1 D 

'.,.to 
•o 
'FDP 

El t•rmino 'F aparece 6 veces. 
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'FDP 'HGFD 

'.'' 1 p '. ' .• s 
•''. t F '• '' i G 

'GFDPS 'DFGHI 

'HGfr1p 

Para confl¡uraciones q~• no tengan ntn1ün par de electrone1 

equivalentes, es decir nl n'l' •.• se advierte del ejeepto pdf que 

la de¡eneracl6n del término 2 F puede obtenerse coao el prod~cto 

de la ~e1eneraclér. en L, n, <t..>•3 y la de1eneración en S, n, t5l:c2, 

Como ne hay electrones e~•Jivalentes no 1e prohibe nin&ún t.•rmino 

interno 1e16n las R~MA. 

Sl hay electron•& equivalentes no •• aplica la reala, pues 

el principio de exctuslon l•pidE la exl1tencia de muchos t•rmino1 

que ~odr1an aenerarse secún RS"A an los grupos de electrones 

equivale:1tes. 

En ambos casos se pueden ¡ene~ar al¡oritmos para calcular 

todos les términos posibles de una confi&uraciOn y pcr supueEto 

hallar las veces que aparece cada uno. 1 • 

Hay <:¡ 1Je señalar que térein-:is 1dent1cos obti:r.idos a partir de 

parti~1~n&s diferentes no constituyen un indice de degenera~lOn, 
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ya que ambos acop1amientos ••tAn relacionado• por transtor•aclo

nes unitarias a trav•• de coeficientes de Racah <para tres 

aomentos an¡ulares>.• 

51 en una conti1uract6n •• tiene d•&•naraclOn en LS, hay que 

conatrulr todaa las funciones LS para disponer de la base orto

nor•al coapleta del aube1paclo LS con "• eleaantoa. Lo coapleto 

de la baae nos va a ase1urar po1terloraente, en un calculo ••• 

all6 de parttculas lndependlent•• con IC, que•• tiene la enerata 

•••baja poalbl• para un cierto n<mero de confl1uraclonea cona

trutda1 con determinada cantidad da prlmlttva1 para la axpreaiOn 

de la parte radial de cada orbital. SarvlrA la•tt•n para lnvestl-

1•r la importancia de determinado acoplaalento interno de la 

contl1uraclOn. 

S. Con•truccJOn del esp•cio LS d•t•n•r•do. 

la construcctOn del espacio LS de1enerado puede hacerse conven

clonaleenta, con todas Ja1 dlflcultades que presenta o utilizando 

co•blnaciones lineales de deter•inantes de Slater, co•o vi•o• en 

el Capitulo 111, secclOn 3, y el conaecuente ••pleo de operador•• 

de proyecc16n, Al• Lovdln.•• 

Un operador de proyección OCL•, Sª> tiene, acorde a 

(JJI.12>, Ja propiedad de proyectar una co•panente arbitrarla t... 
d• cualquier func16n que ••t• lapltclta•ente e•pre1ada coao una 

••pans!6n <!ll.26l. 



( 111.33> 

entonces 

( 111. 34 l 

donde OCL1 , 5 1 > ea un producto de operadores de proyecciOn para 

L' y para 51 respectivamente: 

( 111.35) 

En 1•neral, ••define el operador de proyección para un 

aomento an¡ular arbitrario"' <que puede ••r J•, 5 1 o L'> sec~n 

<IJl.12,, es decir 

( 111. 36> 

donde kCk • 1> •• el elcenvalor de " 2 1obre cuyo subespacio 

queremos proyectar una runclOn arbitraria. 

La apltcaciOn de O<L1 , 5 1 > a uno de 101 determinantes de 

Slater pertene:ientea a cierta confl1uraclOn cuyos valor•• de"~ 

y "• sean compatibles con los valúres L y S sobre los cuales 



deseamos proyectar y obtener la función JL S 11~ t11 > corr••pon

diente, 1•nerar6 una combinación lineal toreada por lodo• lo• 

deterainantes po•ibles con estos valores de t1~ y 11 1 • Este conjun

to de determinantes contendrA ns eleaento1. De•lanare•o• ••l• 

conjunto coao t P~ l; i =1, ... ,n •• 

Una función LS, que podemos d••i¡nar O, •• ••pre•• entonce• 

como 

111 l. 37) 

Cuando •enclonaaos la d•&•n•raci6n en LS de una contt1ura

ciOn la definimos solamente en t•rmino1 del valor de l de cada 

subcapa ocupada. Por ejemplo, hablamos de la conttauracl6n pdt 

aln hab•r aclarado 2p 3d 41 o 3p 3d ~f. ea decir que oaltlaoe 

deliberadaaente el nómero cuintico principal d• la subcapa en la 

desianac16n. La raz6n e1 que la con1trucclOn de una función LS 

depende ••clu1lvaaente de la parte anaular y ••plnorlal d• 'º' 
••pinorbital••• pues 101 operadores de proyeccl6n no actuan •obre 

al. parte radial. Acoplar en LS ta conflcuracton 2• 2p1 darA 

evidenteaente los mismos coeficiente• da Cl•b•ch-Gordan que 

hacerlo con la confl¡urac16n 2s 3p1 , o, lo que•• lo al1ao, 101 

coeflctente1 d<i> serin id•ntico• en aabo1 ca101, pu•• 0(L1 ,81 > 

sólo actúa sobre m1 y m, manteniendo 11~ y "• fijo•. 
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En conclusi6n 1 los coeficientes de acopla•lento pueden 

calcularse de una manera común para muchas conf i¡uracicne1 tque 

ser6n necesarias en cAlculos de IC>; e1 cAlculo requiere conocer 

única••nte el valor de l de cada •spinorbltal, y disttnauir, por 

supuesto, si las parte radiales son diferente• <spp' no se acopla 

de lcual •anera que 1p•>. 

Obvlaaente, al final d•b• recuperarse la parte radial de 

cada espinorbital expllcltamente, manifestada como factor•• 

aultlplicatlvos incorporados a cada termino de la ••pan1l6n 

antlsi••trica en coor~enadas an¡ular•• y de e1pln que resulta del 

acoplamiento. 

Si ••tite dec•neraclOn en LS d• orden"•• conviene acr•car 

un lndl~e 1 en ta ecuac16n <111.35>, que etiqueta cualquiera de 

los eleaenlos decenerados ¡=1, 2, .•. ,n •. De etla aanera: 

( 111.38) 

El operador de proyecciOn aplicado a cualquier determinante 

P, de tP 1 > 1enerar6 una función LS, pero hay que eatablecer un 

crllerlo, cuando ••l•l• de1•neraciOn, para dlstln1uir las dlt•

renles comblnacionet lineal•• correspondientes a lo• el•a•ntol de 

lD.}. 

La clave est• en la ldentlticacion de un subconjunto de tP,l 

que de1l1naremos <P.>;1•1,.,n.: subconjunto que consta de deter-



~inant•I ée Slat9r compatibles con tos diferentes acoplami•ntos 

int•rno• que causan Ja de¡eneraciOn. 

Por •je~pla, •n la búsqueda de una tunclon ~S con L=O y 

S•t/2 a partir de !a confi¡uraclOn spp's• tiene de1eneraci~n 

~.=~ 1 prcductc del acoplamier.to del dob:ete S con trlpl•te F o 

1in&t.Jlete P ::1.tl ¡rupo pp': 

oon 

)f 

p p' 

•s •s 
•s 

En est• ca5~ pueden esco1er1e dos determlnant•• de tP, >. que 

CI 11. 39l 

( 111.40! 

Se ad·lierte qu• P, es un determinar.te que. -:fados t1a.• :: 1 y 

M,_ 3 l sólo puede a~arecer en la ~Y.pansión dei prlmer acopla

miento. correi-¡::cndiente al t•rmino 2 F' pata el grupo pp'. 

O• la apl icaeiOn { 111. 361 de OtL1 ,st > a P,,,. ,P ... resulta ta 

obtenc16n der •• t• .. rnei-:..nes <tr,l = lO P,l. La ú~i:a manera de 

aarantlzar que g¡ conjunte tP,> es l~~eaimer.t~ independient• e¡ 



someterlo a una orto¡onatizacion y verif lcar si esta resulta 

•xi tosa. 
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Por lo tanto. se trata de obtener un conjunto orlonor••l 

<c.> a partir de loa D, • Si esto 1• 101ra1 ••obtienen cterto1 

eoeflctentes cli.1> )' b<1 1 1> 1 obtenld~s a partir de 101 d!l,a> de 

<IJl.3e>, de manera que se cumple que 

( 111. •t) 

E1to •i&nifica que ••l••o• orto1onallzando, para obtener <Ca>, 
1uce1iva1 proyecclone1 de 101 determinantes de Slater P9 : 1• 

proyecta P1 y •• obtiene C1; lue¡o •• proyecta Pa y •• hace 

orto1onal a C,, para tener ya el conjunto fC,, Ca> ortonormal1 y 

••1 1uce1lvaaente.i• 

Si el proceso de orto1onallzación falla, e1to •• 11 el 

conjunto co.1 no •• llneal••nt• lndopondl•nt•, hay que •u•tltulr 

aquel los deteralnantes P, re1poneable1 del probl••• por otro• 

adecuados. Esto, en prictica pu•d• no ser almple, pero ai¡ulendo 

una estrat•&la de prueba y error, la obtención de (C•) alempr• 

lle¡a a f•llz t•rmlno. 

Para concluir, ••obtuvo una baa• d• tunclon•a carreapon

dlente a un valor de&enerado d• LS para cierta conf l1uracl6n K, 

te,}. Sin inconveniente, podemos redefinir a e, coao L•t.•." 



se 
El uso natural de determinantes de Slater y operadores de 

proyecciOn tu• desechado por mucho tiempo a causa de enor•es 

dlflcultades computacionales, sobre todo a causa del aran nú~ero 

de determinantes involucrados en el cilculo de la matriz hamilto

nlana res~Jtante. 12 Sin embargo. se reenfocO la cuestiOn con el 

advenlmlento de las comparativamente 1rande1 capacidades actuales 

de cO•puto • impleaent•ndcse pro¡ramas de u10 muy ¡eneral co•o 

WONfSE ••, que calcula entre otras cosas, para el caso particular 

de slmetrta LS, todos Jos coeficientes mencionados en tlll.SJ. 



CAPITULO IV 

l. FunclOn de anda 

Vimos •n el capitulo 11 que toaar un sOlo detereinante de 

Slal•r en una expanslOn t11.10> de la funclOn de prueba l•plica 

que se trata de un modelo de particulas independientes, aón 

cuando se utilice H~. para calcular la ener11a. El aejor deter•l

nante de Slater posible para efectos de ener1ta •• el Hartre•

Fock, ya que en el cAlculo de sus orbitales es preclsa•ente esta 

cantidad flsica la que se busca bajar. "''aún. 11 con1ideraao1 

como funclOn de prueba una funclOn L~ que describa determinado 

t•rmlno de cierta c~nfl1uracl6n Y., es decir una ~•t.•, que 

podemos llamar confl&uraclon proyectada, seautaos en partlculas 

independientes a pesar de que la funclOn de onda con1lste en mAs 

de u~ determinante 1e Slater. Pcr supuesto, una func10n de prueba 

de aste tl~o satisface las tres condl:iones a), b> y el del 

Capitulo 1, pero no puede cubrir mu~ha mAI correlacl6n que la 

101rada sl los orbital•• ion Harlree·Fock. 

Para cubrir toda la corre1ac16n eleclrOnlca en una funcitm 

de prueba d• N electrones, se raquerta d• una eapan1lOn tnf lnlla 

( 11. 38> 

11 V, l l 

que no1 indicaba, en t•r•lnos aenerales, que todo• lo• deter•l· 

nante• de Slatar que representan infinidad de confl1uraclone• K 

constltulan un conjunto de base. 



70 

Si pedl•os que 1 sea funclon propia de L' y 51, co•o caso 

particular de kzL,S en la expreslOn <llJ.4>, a~licaaos O<L1 , 5 1 ) 

a la •Kpan•10n <J 1 I.14) y se tiene, a.ni&lo¡a•ente a fl J J.15> 

C IV.2l 

en donde •• ha incorporado &I indice 1 para cubrir et espacio 

de1enerado de cada conft1uractOn proyectada. 

A ••t• tipo de expansión se la llama •JnteracclOn de Conf!-

1uracione1• CICJ y sirve para resolver en este •es~aclo de 

confl&uraclonea~ Ja ecua~10n matricial <J.27>. Loa c. son los 

par6metro1 vartaclonales que se optimizan auto•6tlcaaente al 

resolver la ecuaclOn. 

2. ConstruccJ&n de un• /Jst• de •it•nfuncion•s d• sl••tria 

Ea obvio que para que el ••todo resulte una aproxlmaciOn ••• 

all• de parttcula1 independientes, la primera confi1uraciOn 

proyectada de la expanstOn CK=ll tiene que ser Ja función de onda 

• ord•n O, •• decir de Hartree-Fock, la mejor en particula1 

independiente•, o al10 cercano a ello. Se Ja llaaa RcontiauraciOn 

d• referencia• y puede consl~tlr en uno o varios determinantes de 

Slahr. 

En 1a practica hay que ••Pl•ar una base truncada de contl1u

raci~ne1, con1trulda1 a 1u ·1ez a parl! r de un n'1•ero tambi•n 

finito de e1plnorbltale1 o d• estados a1equltles Jndlvidualmente 

por 101 electrcne1. E1to1 e1plnorbftale1 son Hartree-Fock para 

conft1uracione1 que conlencan •lcuno de los e1pinorbitalas que 
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conforman la confi¡uraci6n de referencia, y si éste no es &l 

caso, son sl.aptement• espinorbltales con n'1meros c'..:~ntlcos 

correctos <adaptados a cierta slmetr1al, or~ocona.~s entre sl y 

con los Hartree Foz~. Zon dencminados espinorbitates virtuales 

<Cap1t.ulo ll>. Por ejemplo, en el conteKto de este trabajo, se 

tiene como confl&uracl6n de referencia para et Litio ls<Hf> 

lstHF> 2s<HF>· y al1una confi&•Jracl6n Kt 1 puede ser repre1entada 

co•o 2stHfl 2p 3p •l•ndo 2p y 3p esplnorbitale1 de tipo p. Co•o 

•• vlO en el Capttulo 11 los esplnorbltal•• estin representados 

en 1u parte radial P~, <rl por un conjunto base de primitivas. 

El pr:¡rama ~ONPSE re~~iere ~amo entrada los valores de L,S, ML, 

y"•• el número de ortit•le1 di•p~nible1 para cada sirnetria, el 

determinante de referencia <funciOn a orden cero, Hfl y una lista 

de deter~inantes ~e 31~ter que forman parte, en grupos de "• 

determinantes, de ~:i•rta subclss•. def ini::la como •Jn conjunt.'j de 

deteTminante1 de Slater con los mismos orbitales ocupados y 

orbitales virtuales correspondientes a difErentes partes radiales 

ccn Ja mis•a dlstrlbuc10n de valores de 1. 1 '· 2 ' La ocupaciOn 1• 
refiere a los orbitales del determinante en cuestlOn que e1t6n 

l~cluldos ~n la confi&urac10n de referencia, y por supuesto 

incluye el caso de q~e la ocupación sea cero, es decir datar~i· 

nantes de Slaler que no ten¡an ningún crbital de la conf l&urac16n 

de referencia. 

El pro1raaa va a ¡enerar autoaitlcaaente todas la conf l&ura

clones pertenaclente1 a todas las subclases. Una úlll•a versión 
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1•nera inclusive las subcla1e1. 1 

3. El•••ntos d• ••triz 
LI tunci6n de onda varlaclonal ya ••tA con1trulda. 5610 

falta dt11onallzar Ja matriz hamiltonlana y encontrar la •n•rata. 
loa elementos de •atriz a calcular van a ser <ver IV,61 

H. r. = <l. '• , 1 H,. ,. f Ir. t 1 1 > 
! IV.3l 

Obvlazo1 por •1 coeento la manera de realizar e1to1 cAlcu· 

101, 111 coao el problema de encontrar 101 el1envatore1 de una 

•atriz hereitlana d• srand•• ~i•en1lo~es. 

4, ContrlbucJOn d• c•d• contl1ur•ci6n a /• •n•rfl• 
Se puede conocer, a partir de teorla de perturbaciones••·••, 

la contribución aproximada que hice cada lac 1 1 al •11envalor 

final de H con la f6rmula 

!IV. 4 > 

<t. •• la conttauracl6n de r•f•rencta>. 

luna•. C.F., lnedtto, 1991. 



CAPITU~O V 

1. lntroduccJOn 

1.1 CAlculo• previos 

Recientemente, Kinc realizó c&lculos de alta preclsiOn para 

obtener la ener1ta no relativista del estado ba1e •s para •to•o• 

da tres electrones, con funciones de prueba de tipo Hylleraa1-

1c.• Los valores de la enera1a que resultan de sus cAlculoa 

parecen converaer al au••ntar la baee, pero, como sucede en 10'6 

truncaalentos no 1istemAtlcos de una expansión de Hylleraas, no 

suraen criterios natural•• para estlaar, del propio cAlcu\o, un 

limite para la eneraia. Esto ta~blén afecta la posibilidad de 

estimar la precisión de \01 c&tculos y reporta: una incertidumbre 

en 101 resultados f lnales. 

En un trab&jo ~revlo, Buna• obtuvo la energia no relativista 

empirlca para ~! Litio, a partir de la enerala experimental y 

restAnd~le • este valor térmir.os relativistas, corrimiento Laab, 

t•rmlnos radiativos y de pc1arlzac10n de ~asa. 2 • El resultado•• 

un valor 14 x 10·• harlree •A• bajo que el valor de Kina. 

La contradiccl6n entre a•bo1 estudios puede deberse a una 

converaencia espuria en el cAlculo de Kin& Cy/o) a que los 

valores de los mencionados t•r•inos utilizados por Bun&• no ion 
101 correctos. 

En consecu1ncla 1 parece necesario arrojar al&o de luz sobre 

esta diveraencla e intentar calcular la en•rata no relatlvlsta 

del estado base del Litio, confl&uraciOn 1•1 21, lndependlente .. n· 
te de los trabajos anteriores, con una runcl6n varlaclonal 

e•presada coao ••P•nsl6n de conttauraclone• <lCl, ••Ión <IV.lt>. 
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1.2 E~cita=iones presentes en la IC. 

Es ~~idente que una IC para el Litio s61~ puede conte~er 

::nfigura:!~nes hasta triple excitadas. se¡ún el n~~ero de 

c:bi~a1es q~e difieran d~l conjunto de ort!tal~s de la confi¡ura

:i6n de referencia !! 1 .:!s:. A :u ·¡ez, 1..!r.a =or.f!guracicn s!rr.ple 

eKcitada puede correspond•r a un determ!r.ante de Slater dobl~ 

••citado¡ en este ~aso se ref lere al número de esplnorCitaies que 

difieren del detero!n¡nte ¡1s a !s J 2s ~¡. Para evitar confusio

nes, nos •Ja•oi;: a referir ¡."excitaciones"' solamente en •1 primer 

sentido, esto es ••citaciones de orbitales y no de espinorbita-

1 ~s. 

1.3 CJnfi¡uraci~~es per~!tidas. 

:..z. :e¡ la para •;n cali:•..:l ~ ~e IC ei" construir una lista de 

confl¡uraci?nes a partir de l~s cuales se puedan obtener las 

funciones '" 9 1. partlc1;;.es ':le la e>:pansi6n de IC. Esta tarea, corno 

••ha men~ion•d~, puede ser r~alizada ~or el programa YONPSE, 

r•quiriendo ccmo entrada una lista de determinan~es de Slater 

compatibles con los ~alores de L, S y Paridad que se desea 

pro:¡eetar. 

Esta compatibilidad, co~o se ~i6 en el Capitulo 11, requ!ere 

~e ~eterminantes con e! mis:rno valor fijo de Mi. y M., correspcn

dlentes a cualquiera de los valores -L, -L • 1, ••• 1 L; y -s, 
·Z • 1, •• , S respectivamente. En pr.ictica. conviene al&ún "1.=L y 

M1•S para reducir al m•xlao el número de determinantes de Slater 

involucrados. En el ca10 que nos ccupa, L = O, S =1/2 , Mi. = O y 

e1co1emo1 M1 • 1/2. 
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Las eac1taciones stmples y dobles pueden a¡ruparse en 

excitaciones del carozo (C) o de capa K y en excJlaciones fuera 

del carozc. <FC>. Las primeras son las excitaciones de ls 2 (do

bl~sl y de ls <sl•ples1. En J&s excitaciones FC hay en realidad 

dos cl.,ses: las excitaciones simples de 2s tde la capa L>, y las 

q~e pertenecen a la cate1or1a de •tntraeapa•, e1citacJone1 dobles 

del piio.r lsZs. 

La ~en~~tr.aciOn •excf ta~iones del carozo• !e debe a que son 

aquellas que aparecen en una JC para un atomo de 2 electrones en 

confi¡uraciOn de referencia 1•ª· Por esta razOn se llaean ta•bt•n 
•excllaciones de la capa K•. Este conjunto de eacltaciones 

representa, en una JC, la funclOn de onda del par electr6nico 

1s 2 • 

Por ejemplo, 121<!> G<l> 2s~ZlJt2l 3s<3>4<3>J ••un deter

minante GUe constituye una de las excitaciones de! carozo, de 

111 , porque este par se sustituyó por los espinorblt•I•• 2s f# y 

3s •· 
A contlnuac10n, va•o• a detallar los determinante• que 

sirven de entrada y de los cuales, de cada uno de •llos, 1e 

1enerarA una confl1uraciOn LS <1 S>, •apresada co•o cierta co•bl

naclón lineal de deter•lnantes, con los mis•os valores de "~zO y 

M1=1/2 que el detereinante de referencia. 

Asimls•o, el pro¡ra•a cenerar4 autoa•tlca•ente todas la1 
conficur3~1ones correspondientes a eacitaciones sobre todo• loa 

orbitales ortonormalizados a partir de una base de primitivas. Ya 

se ~io que estas excitaciones pueden acrupart• en subcl••••· 

Las excita=lones siaples son eacitaciones de ls y 21, conf l1ura-
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clones en tas que estos orbitales han sido sustituidos por 

cualq~l•r ns del conjunto de orbitales, n > 2. Por sl•etrla, las 

excitaciones simples sólo pueden ser determinantes construldo1 

con orbitales tipo s, de ah1 que 1s o 2s sean sustituidos por 

cualquier ns y no por cualquier ni. E~tas cor.f!¡uraclones son del 

tipo: 

1s:!sn~. n>l tC>;y 

1s 1s ~s m>2 IFCJ. 

Las e~citaciones dobles son excitaciones del par 1•ª y del 

par 1s2s y son del tipo: 

1s ns ms 

1s ni mi 

2s ns ms 

2s: ni ml 

11 ns 1 

ls ni• 

2s nsª 

2s niª 

tn:m> 

tn•m> 

n,• >2 
n,mst,2, 3, •• <FC> 

n,•>2 

n, m z 1, 2, .. lC) 

En este caso, 1 puede sel" 1, 2, ••• , 1.: donde 1, es el 

mAxlmo valor de 1 en la base utilizada. Hay que hacer notar que 

los indices n, m denotan diferente• orbital•• y no diattn1uen 
entre orbitales con diferente valor de 1, lo cual estarla denota

do por 1s ni mi'. Pero este tipo de contl1uraclone1 est~ prohibi
do para 1 =/ I'. Re•ulta f~cll ver que a partir de tal det•r•l

nante es imposible obtener un t•r•tno •s. Por eJe•plo, la contl

¡uraciOn spf satisface paridad, pero, al su•ar 101 ao•ento1 

angulares orbitales del par pf, soto •• pueden obtener t•rmtno• 
1 0 o 'D, que, a¡re¡ados al '5, dan 1 0 o •o pero no •s. 
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Se puede ad~ptar una nueva notac16n para desi¡n&r un orbital 

ni donde se r•e•ptaza el nú~ero cu~ntico principal n por un 

subfndic• t •si1nado a l que etiqueta los diferentes orbitales 

virtuales, es decir orbitales orto¡onales a los orbitales consti

tutivos ~e la conf i¡uracton de refer~ncia, construidos a partir 

de una base de prfi:iitivas <Cap1tulo f 1, :3J. De esta manera, :a 

ccnfi¡uraci6n de referencia ls' 2s se p~ede representar como saª 

12 ~ la c~ntl1ura~IOn ls2p3p cómo s 1 p 1 p,; en tanto las excltacio

ne? FC se pueden r~p:esentar como excttaci~nes de s 1 s 1 y des,. 

St ••tiene en cuenta que las conti¡uracionel 1 1 1.1,, 

••••••• 1, J, J,, s:r 1, 11 , son doblemente de¡eneradas <Capitulo fVl, 

conviene saber =u&J ser~ el número total N, de conf icuracione• 

ceneradas hasta Incluir las doble excitadas. Si N. denota el 

namero de orbitales con J=O, es decir de tipo s, y N1 denota el 

n~ero de orbital•• di~ponibles para cada l a partir da 1=1, 

orbtlales de tipo p, •1 número resulta: 

CV. ll 

Por ejempl~. si vamcs a di~poner de una base de 10 orbitales 

tipo •• 9 de tipo p, e de tipo d, 7 de tipo f, 6 de tipo ¡, s de 

tipo h, S de tipo i, 5 ~.tipo k y 4 orbitales de tipo 1 1 el 

nQmero r1, de conftauractones ea f¡ual a 604. 
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l.• Bas• de priaitlva• y t:uncamlento. 

La patl• radiaJ de cada ott ita 1 Rn, l, t r, ) puede e.:presarse 

en una base truncada de primitivas '0TSi. En ~1 proceso de ir 

•1re1ando prleltlvas a la base se refl•ja un avmento de orbitales 

ortoaonales y. en consecuencia, un in~remento de c~r.fi¡uraciones. 

Si •n ••t• proceso s• va calculando la enercta cada vez, •• puede 

adv•~llr que Jos lncr•••ntos d• enercta .. , .. ,-., .. 
IV.2> 

••hacen cada ve~ ••nores (en v•lor absoluto>. En 1•n•tal, puede 

ajustarse una ••Pt•stOn anaJStlca paraAE, en funclCn de f., _que 

peraite estlaar cu•l sert• Ja contrlbuc16n de enerc1a para ~n 

núeero infinito de pri•itivas y orbitales. A estas exprestcnes se 

les Jlam• •patrones de conver1enela". 

Dl~pcner de lnflnita n~••ro de orbitales ortc¡onale~ i~pli

carta disponer de 1• base coapl•la y se lendria en este caso I~ 

tunci6n de onda •eaacta•, si s• Incluye la intlnidad d• contl1u
racion•• posibles. 

El procedielento en este tipo de cAJculoa serta entonces 

encontrar la •n•r1t• con cl•rta b•s• tlnJta, E<bas• tinitaJ, y 

••tlaar el •error por t~unca•i•nto•, al que 11a•ar•mos d• ahor• 

•n ad•lante6E~ dlferencia entr• Etba•• infinita> y E<base 
finita>. 

<V.3> 



78 

l!.E es, pue•, la d•f iciencia de •n•r1ia por haber trunoado la 
base de OTS, y que hay que co•p•nsar a la enercsa que •• puede 
calcul•r, E<b••• finita>. E•ta co•p•n•aclOn puede a au vea 
calcul~r•• anaJizando el coaportaaiento de la enerata al Ir 

agr•1ando OTS a l~ ba•• y ••trapolando patrones de conver1encta. 

1.5 Hipótesis sobre trunca•i•ntoa. 

De ••tudlos de convercencla en e6lculoa con tt••, .. •• coa· 

prueba la adltividad aproataada de ••toe error•• por truncaalento 
asaetado• con porciones invariantes de 1• functón de onda, c090 

Jas funciones de los pares electrOnlco1. De acuerdo con ello•• 
puede adaltlr la hlpóte111 

..... Jl' ......... .. 

tV.•> 

~·e resulta de no considerar atcunas e1cltaclon•• trlpJea en 
,. IC lver Vl.31. . 

Entor.cea, la enercta del l.ltlo no retatlviata •• expresa 

co•oi 

.... u.u.) .. «' ........... . 

IV.SI 

t.,1 ·i• •• •I error por truncaatento considerando •n la IC 6nlca• 
••nte la confl1urmclOn de referencia IHartree-Fockl ~ ••ottaclo-
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nes de 2s y del par 1• 2s. An•lo¡amente,4 ... , represer.ta el error 

por truncamiento en una IC que sólo conten¡a la conti1uración de 

Hartree-Fock y excita~iones de la capa K. 

La relativamente -buenaw conver1encia de la ener¡ia al 

incrementar orbital•• en •l primer caso <para la ccnf i¡uración de 

referencia y la ••citaciones FC>, faclllta el ct.lcuJo de6 1 • 2 • y 

•u1lera Ja convenlencla de optimizar una base de orbitales sólo 

para eeta1 confl1uracione1. La lenta conver¡encia en el an•ltsts 

de las excitaciones del carozo obli1a a qua /lfJ/- se tenca que 

evaluar de otra for•a <ver Vl.1>. 
Ya di1ponlendo de la base opli•izada para dichas conft1ura

cJones, se incluyen las excitaciones del carozo y las excitacio

ne1 triples y se hace un c~lculo de IC completo con esta ba1e 

para obtener la enercta, E<ba1e>. 

2. OptJmiz~ciOn del• b••• y cA/cu/o de tl 1 • 2 •. 

2.1 Lo• parámetros variacionales lineale1 de la expansiOn 

<JV.11>, ce.>, 1e optlaizan automAtlca:r.ente al d1a1onallzar H, 

co•o •• vi6 en el Capitulo l. sección 2. La tarea consiste, pue1 1 

en encontrar Ja base óptima de primiti'./aS <J 1.37> a trav•1 de 

parAmetros var1acJonale• no lineal••• los ••ponente• z, 1 y 

coefJcientes n, 1 de 101 OTS 1 sOlo para una IC que Jncluya única

aent• la conf l1uracJOn de referencia y las e~cltaciones simples y 

doble• ••Ralada1 en el lnci10 anterior por •fC". 

Esto se hace para cada armOnico por separado, es dectr que 

se optimizar. tndeper.dlentemente los orbitales s, los orbitales p 
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y asi hasta orbitales con 1=8, conservando aólo la cont11uraclOn 

da referencia y las contlcuraclones que involucran al ar•ónlco en 

cuestión. 

E•ta independencia se toaO coao hlpOtests de trabajo y IU 

validez se comprobO a posterior/, comparando patronea de conver

c•ncia en la optiaizaclOn de loa orbital•• p. ~a co•paracl6n •• 
hizo entre c6lculos con la conf icuraclOn de referencia y la• 

contl1uraclon•s con orbitales p, y cAlculoa dOnde ad••A• •• 
incluyen las ••citaciones FC entre dlferentea orbitales a. Loa 

incrementos E,, de ambos coinciden aslnt6tica••nte, cO.o ••puede 

apreciar en ta tabla 1. La independencia entre dlferente1 araOnl· 

cos se hace aún m~s evidente al aumentar I; se coaprobO, otra vea 

mi•, e1peclflcament• para los orbitales &• 

Tabla l. ComparaclOn de patrones de converaencta de la ener1ta 
entre Interacciones de contiauraciones solo con orbttale1 p y con 
el a1re1ado de orbitales 1, •in contar con la contl1uracl6n de 
referencia. Ener11a en hartree. 

base - OE,, base AE,, 
7p 
Bp 0.608 10s,8p 0.586 
9p 0.272 10a,9p 0.256 

10p 0.147 lOa, lOp 0.1•& 
llp 0.077 IOa,llp 0.073 - - - - - - - - -

2.2 SaturaclOn, y obtenclOn d• la b••• final. 

Vaeos a considerar optimizado un conjunto de OTS cuando la 

variaclOn de cualquiera de 101 par•metro1 no afecte a la ener11a 

-



en 10· 1 • harlree. 

Para obtener la base final &I criterio •• el 1t1ulente. Se 

optimizan bases para cada l, con la contl1uractOn de referencia 

de Hartree Fock Iª'º s,. l1«J y la1 contt1uractone1 hast• doble 

••clt•das FC construidas con orbitales de tipo 1 y, ••1ún la 

tabla 1, el orbllitil 1s<HF> = •1. 

92 

La parte radial de los orbital•• 1 1 s ls<HF> y &1 • 21<HF> 

eatA expresada en una basa de S OTS 1 '. En el caso particular de 

lsO se podr~ en consecuencia construir a lo a&s S orbitales 

orto1onales S1, 11 , ••• ,1. <11 no estaaos dl1pue1to1 a auaentar el 

n6mero.de prlaitlvas), cada uno da 101 cual•••• una coabinac16n 

lineal diferente de los 5 QTS. Si queremos por ejeaplc 6 orbita

les de tipo • se a¡re¡a un sexto orbital expresado como un sólo 

OTS, de manera que después de la ortogonalizacl&n r•1ulla un 

conjunto de 6 orbitales ••presados como 6 coabinacicnes lineal•• 

diferentes de los mismos 6 QTS. Para manten•r inalterada la 

confi1uraclOn de Hartree-Fock es absolutamente necesario que 

estos prie•ro1 5 CTS ya no participen de nincun• variación y 

permanezcan fijoa. Er.tonces, •• variara en la optl11izactón 

únicamente et se•to OTS, en el caao de 101 6 orbital••· D• 

acuerdo con e1to para 10 orbitales • •• optlatzaron 1ola••nte loa 

últimos 5 OTS. 

Al opti•lzar la baae para araOnlco1 dltere~t•• a l•O •• 

conservan 1olamnete 101 2 orbital•• a, •• y•• <HF>, de la 

conflauraclOn de referencia y •• conatruye a partir de• pri•itl· 

vas, m orbitales de la 1iaetrla 1 en cue1tl6n. Se 1eneran enton
ce• toda• la1 conti1uracione1 de toda• la• 1ubcl•••• perteneolen-
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te• al ¡énero FC. 

Se dispone de cierto núaero de orbital•• con •i•etria 1, y 

en sucesivos cAlculos se vartan las prialtivas ha•ta que este 

conjunto de orbitales est• optl•izado, y •• t•naa una ener11a 

correspondiente E1 1, donde l indica •1 nímero d• prialtiva1. A 

partir de ah1 se van incluyendo una a una ••• prialtlvas y •• van 

reoptlalzando las base resultantes. Este proceso se repite hasta 

1aturar la base y obtener una ener¡ia correspondiente Ei.l . 
Se dice que un conjunto de primitivas eat• saturado sl el 

a1re1ado de una prialtiva a6s ya no contribuye en cierto uabral 

de enerata. Si •• alcanza la saturaciOn en ••• umbral para cada 

arm6nico eso quiere decir que se conver1l6 para esta clase de 

sleetrla. Se detiene entonces •1 proceao de lncremento de prl•i

tlvas. 

El umbral fué del ord•n de lO-'· hartree para armOnicoa can 

bajo, aunque para orbitaies c~n 1 alto el umbral se tomo mis 

pequeño, del orden de 10-• hartree. 

Se realiza la optimlzac16n y 1aturaclOn para todos los 

•r•Onlcos, y se rescatan las bases 9aturada1 para cada uno d• 

ellos, a fin de constituir la base final, que resulto de 

I019pBd7tB1ShSISk41. 

Los resultados estAn conslanado• en la tabla 2, para cada l. 

Lol datos separado• corre1pond•n a un au•ento e•tra d• pr1•ltlva1 

y orbitales, que no fueron incorporado• en Ja base final para 

mantener el cilculo dentro de ltmlt•• razonables de cO.puto, pero 

sirvieron para encontrar lo1 •ejore1 patrones de conver1encla. 

Flnalaente, en la misma tabla 2 ••t• la base final, con 101 



v•lor•• Opti•o• d• Jos parametros n, J Z,1. •as=3.1S4• debe 

entenderse cb•o el OTS de tipo s, con número cuAr.tico principal 

n 1 = 3, y con el eai:ponente z,, :: 3. !54. 
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TA9LA z. Enercta1 • incteeentos de ener¡tas <en)lhartree> para el 
e1tado ta• Jitlo con una función ls x y lc:orrelacJOr. FC> al 
aueentar la b••• de OTS. 
- - - - - - - - - - - - - -
Nu1erc de ptleltlvas En.r¡h - A E;, -At 

71 -7.433 197 111 
81 98 761 1.650 
91 99 381 o.e20 

101 6&7 0.286 
•111 802 0.141 
1121 871 0.063 

• 1 951 o.284 

base final. 10 orbtt~les tipo st 
t1~4.6SS, ls•2.47e, Zss 1.77, ::s=0.91, Zs=0.643, 3s=A.65. 

•••3.675, 5s=9.1e4, 6t=6.72•, 7s~9.~o. 

ep -7. 434 475 670 
7p 77 192 1.876 
8p 800 0.608 
9p 78 072 0.272 

•IOp 220 0.147 
•llp 2Qfl 0,077 

• p 410 0.339 

b••• final, 9 o<bltal•• llpo p: 
2p•2.53t, 3p•2.901, 3p=4.97, •p=l.46, 4p~9.SO, Sp=J.668, 
$p•I0.863, 6p•l.863, 7p•l3.398, 

1752.717 



es 

Nllll1ra d1 prl•ltlvu En1r11a - ÁE¡1 -A1 - AE1 

Sd -7.•32 898 293 
6d 900 168 1.87• 
7d 901 007 o. 839 
6d •06 0.399 

• 9d 599 0.192 
•lOd 732 0.133 

• d 992 o. ses 176.300 

ba•• f lnal, 8 orbital•• tipo d: 
3d•3.711, 4d:s3. 07, 4d= 12. 60, 5d•13.07, 6d=3.69, 7d=7. ISB, 
8d•17.3•. Bd•2,6S 

41 -7.432 761 916 
SI 3 755 l. 839 
61 4 570 0.615 
71 5 006 o. 436 

•61 ;?3J 0.227 
•91 365 0.132 

• 1 591 O, 584 39. 696 

b••• final, 7 orbital•• tipo 1: 
4f•2.29, Sl•lS.65, 61•6.06, 7f•S.le, 81•2.1.32., 91•16.47, 91 •5, 7!1. 

21 -7,432 734 260 
31 736 364 2.12• 
•1 737 •68 1.064 
51 738 176 o. 710 
11 588 0.•09 

1 71 121 0.233 
• 11 18• 0.143 
1 •1 7311 050 0.01111 
•l01 107 0.057 

• 1 2.a 0.680 13.55' 

b••• f lnal, e orbltaln tipo 1: 
51•10.676, 6&•3.51, 71=13.09, 61•6.23, 91•7.796, 10¡•16.658, 



es 

Número de prhltha1 Ener1ta - AE;t -Ac - AE1 

2h -7.432 729 199 
Jh 30 036 O.B38 •t. 515 0.495 
51\ 869 0.337 

•61\ 31 oa• o. 215 
•7h 216 o. 132 
•8h 306 0.090 

'. h 
5•5 0.674 s.es 

b••• f lnal. s orbitales tipo h: 
6h•13.96, 7h•6.42, llh=16.32, 9h•6.56, lOh•ll.10. 

11 -7.432 726 744 
21 7 357 0.613 
31 757 0.400 
4i za oo• 0.201 
51 \76 0.112 

•61 300 0.12• 
•71 381 o.oeo 
•81 ••2 0.061 

• 1 677 o.soo 2.985 

b••• t inal, s orbitales tipo 1: 
71•16.72, Bl=S.33, 91=6.36, 6!=17.38, 101•7.70. 

lk -7.•32 726 Z47 
2k 565 0.318 
Jk 77\ 0.206 
n 913 0.1•2 
5k 27 026 0.112 

•6k 099 O.OH 
•7k 146 0.046 

• k 261 o.236 !.596 

base final, S orbitales tipo k: 
6k=1B.16, 9k=6._027, 10k=7.032, 9k:.!9.42S, llk•S.157. 
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NÚllHO de prtaltlvas Enor&I• - AE;, - 41 
11 -7. 02 721 OOI 
21 191 0.183 
31 318 o.12s 
•1 •03 0.087 

•SI •68 0.063 
•61 512 0.046 

• 1 700 0.296 1.008 

ba•• f lna 1, • orbltal•s tipo 1: 
91•20. 521, 101•6.573, 101=21.8•1. 111•7.673. 

•2• -7. 432 725 9851 
•3• 28 06911 o.oe• 

••• 12•9 o.oss 
•5• 11128 0.038 

•• 2793 o.517 

No d• incluyeron orbltal•• tipo m en la base final. 
En ••ta tabla worbltales• •• r•f lere a OTS. 

2.3 Trunca•lento de la ••panslOn radial 

0.587 

La• ••cltaclone1 FC, ad•••• de ••r utlltzada1 para la 

obtenciOn d• ta base final optlalzada, sirven para e1tl•ar A'••• 
hasta cierto valor aixlmo de 1~1•; Aa.•• C l.>. 

Coao no consideramos infinito n6mero de prl•ltlva1 coaa 

funciones de base para la parte radial, habra que coapensar la 

cantidad 

IV.61 

donde l. es el número mixl•o de prlaltlvaa para cada 1, en la 

base para la parte radial de cada orbital. 



La tercera entrada de la tabla 2 corresponde a los valores 

absolutas de la diferencia entre la energia calculada con i 

primitivas y la ener¡ta calculada con 1-1 pri•ltlvas, •• decir 

AE, 1, La o::•.Jarta entrada constcna los valores de A,, que se 

repiten en la tabla 3. 

Tabla 3. Truncamientos para el par 1s2• para I~ 8, ener1las •n 
hartree. 

o 
1 
2 
3 

• 
5 
6 
7 
e 

i:, •• A. 

-0.264 
-0.336 
-o.ses 
-0.564 
-o. 660 
-o. 674 
-0.500 
-0.234 
-0.296 

-4.155 

Supusimos para obtenerA, que los lncreaento• AE., •l&uen 

patrones del tipo 

ee 

IV,71 

A, P, y D son par~metros a optimizar que se ajustan a loa ~E. 1 
••ptrlcos de las listas d• la tabla 2. Para cada 1 •• tendr&n 
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diferentes parámetros y a partir de la fórmula CV.6>, se obtienen 

los truncajes para cada l. Finalmente, 1e suman todos los ~1 
para obtener el error por truncamiento hasta 1.=B: 

J·J ... 

6,_(la•I) • ~ 4j•-4.15511butrH. 

(\'.6) 

donde l,se es el m•xtmo ~alar de len la base. 

~o• parAmetros A, P, O optimes •• encuentran con el pro1ra•a 

SJMPLEX, para minimizar cualquier tipo de funcional. En nuestro 

caso minimiza el funeional l'u) daflnldo como 

IV.9> 

Este funcional es una suma de fterrore1 relativosft de 101 

puntos teOrico1, cenerados por V.7. respecto a loa puntos emplri

cos 6 E, 1 , 1. es el indice de un orbital tal que 1. - 1., sea un 

conjunto de puntos empfricos de los cuales se obtenca el mejor 

patrOn <V.7>, con el criterio de que 'tct> sea lo menor po•1ble. 

El indice i=• si1nif lca tomar en la fOrmula <V,5> un l tal 

que A1 ya no 1e •edifique en to·u hartree. Este "infinito" no 

pasa entonces, en 1eneral, den = eo. 
Un patron de conver1encia refleja el comportamiento de la 

ener¡ta, o mAs preci•••ente de los incrementos de ener1ta al 

aumentar el número n de prl•itivas, a través de fOrmula1 como la 

<V.7>, aunque otra podrla haber sido la expreslOn analttica que 

ajuste correctamente los dalos empiricos. 

FOreulas similares a <V.7> se han utilizado en cAloYlos 
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alOmlco• pr•vlos.•• 

2.A Trunca•iento de la expansión ancular. 

Se define a la ener¡la extrapolada para cada 1 co•o E, ••• 1 

y a la contrlbu=i6n de ene:¡la que hace cada •rm6nlco 1 a la 

ener1ta de Hartree-Fock o de referencia como A E, : 

IV. !Ol 

En la tabla 2 •• con111nan ademis de 101 valores de las 

•n•rctas eictrapol¡;,das E, •• , 1 y AE1 en la secunda y quinta 

entr&~a1 reE~ectlva•ente. 

S• plantea ahora la obvia cuestlOn de cuinto se e1ti per

diendo al consi:~rar en la IC solamente orbitales hasta 1.=B. 

Podemos defi~ir esta =antldad coao 

<V. lll 

Supusl•os, nuevaaente, una expre110n para ~E, en funclOn de 

l, para ajustar 101 datos emptrlco1 A E,, enll1tados en la tabla ... 
A•1•rU•1)-t•Q(l••l-t 

<V.12l 

donde f,r, G y • aon, nuevamente, par~metros aju1tatles. 
E•ta ••preslOn ••apoya en araumentos te6rlcos 1 • d•sarro:la· 

do• para •1 par 1•1 del h•llo. 
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Se1ún los resultado• se advierte que para l. 1 •ª• el t•rmino 

de tV.12> can la potencia<-•> es una peque«a correcciOn al 

t•r•lno con potencia <-6>, que resulta do•lnante en la ••preal6n. 

Tabla •· ContrlbuclOn <en>ihartree> d• cada ar•6nlco a 1a 
enerala de la confl1uracl6n de referencia. 

.. 

o 
1 
z 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

t, ·• AEt 

A•·•· 

AE, 

- 474.259 
-1752. 717 
- 176.300 

39.898 
13.556 
5.853 
2.943 
l. 553 
l.OOB 
0.567 

2.077 

6.232 

La necesidad de disponer de ••• datos ••ptrlco1 para e1te 

nuevo tipo de ajuste l•puso la b61queda d• un patr6n de conver-

1encla para 1•9, •• decir excltaclone1 FC con orbltale1 toreado• 

por prlaltivas <OTS> de tipo •m•. S• optlalaaron ba••• con doa. 

tres y finalaente cuatro primltlvaa y se obtuvieron, 11ual que 

para 101 ~rmOnlcos con menor l que efectlva•ente se incluyeron en 

la base final, unos pari•etros A,P,D idóneos y una •nerita 

eatrapolada, y de aqut ta contrlbucl6n a la •n•r1ta de la• 



Su•ando los error•• de truncaalento de la parte radial y 

an1ular tenemos finalmente, a partir de la• ecuaciones <V.7> y 

cv.10> 
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CV.13> 

2.6 Estratectaa d• optimtzaclOn 

La búsqueda de lo• parAmetros no lineales Optimo& tu• en su 

•ayorla hecha •a mano•, •• declr por ensayo y error, haciendo un 

ctlculo por variación de alcuno de los par•metros, aunque buscan

do •i••pre aquellos que bajaran la ener11a. 

Fue una tarea dif lcll, que constituye una de las ll•ltaclo

nes •As tan11bles del m•todo de IC. La dlf lcultad radica en la 

escasa independencia, a trav•s de <H>, de la vartaciOn de la 

ener¡1a ante la varlaclOn de cada parAmetro. Otro efecto a 

seRalar ••que la enercta podla estabilizarse de una ••nera 

aparente, coao re•ultado d• locallzacion•• en wmtnlao• localesw. 

Un crlt•rio •ucha• vec•• utilizado fue el de ir optimizando 

par&metros por pares de pri•itivas, donde cada par tenla una 

primitiva con Z,, erande y una primitiva con z,., pequelfa, 

relacionados con la distancia proaedlo de los electron•• al 
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n~cleo secón tV.14>, En 1ran número de ocasione• resulte conve

niente comenzar con pariaelro• que dieran tos ~adioa proaedtos de 

los OTS doalnantes en Jos orbitales HF: 

z .... 111 ... 
IV. t•> 

Afortunadaaente, •• cont6 en la etapa flnal del cA1culo can 

la subrutina AUTOPT d• NCIATO"''• qu• p•r•ltlO hacer eata optl•l

zacl6n d• un modo autoa6tico. 

7. computo 

El sott~•re empleado con1lstl6 e1enctalmente de lo• pro1raw 

••• WONPSE•• y NCIATOM10 • El prtaero tiene coao objetivo cone
trulr el espacio de elcenfunclones de 1lmetria de N electrones (3 

en nuestro casal, que servlr6 de ba1• para desarrollar ta tunclOn 

de prueba variacional, expreaada coao una espan1i6n de IC 

lfV.11>. ~ONPSE pld• como dato1 •l n"8•ro de parllculas, I• 

conftcuraciOn de referencia, la 1laetrta y una ISsta de deter•t

nant•• de Sl•t•r, cada uno de los cual•• repr•••nta diferente• 
subclases, y el número de orbltate1 para cada valor de 1 en la 

base. Se ceneran entonces todo• la1 funcione• proyectadas, 

coaponente1 de la e•pan1lón <IV.111. 

E! proarama NClATOM 1lrve para calcular y dla&onall&ar H en Ja 

base de conf11uraclone1 y encontrar la •n•r1ta y el el1envactor 
caracterizado por todos 101 coaf lciente1 de la eapanel6n de tC. 



Los par&metros variaclonal•s se buscan a •ano o auto••ttcaaente; 

para esto el pro¡rama evalúa primero los elementos d• aatriz 

entre la1 confl¡uraclone1 proyectadas 1•n•rada1 por WONPSE, con 

el empleo de f6r•ulas y el conoci•l•nto previo de una bu•na 

cantidad de eleaentos de m•triz que r•1ult•n nulos. Lo• el•••nto• 

de matriz vienen dados en tér•lnc1 de intecralea de un cuerpo y 

dos cuerpos, ••Pte1adas •n t•r•lnos de 101 orbital•• orto1onal•• 
de la base y de coe!lclente1 de acoplaaiento que 9on esenclalaen· 

te inte1rale1 de tres arcOnicos est•rlcos11 • La• lnt•aral•• sobre 
Ja basa de orbitales se obtienen a partir de inte1rale1 de uno y 

dos cuerpos sobre laa funciones prtattivas, en este caso particu

lar orbital•• de tipo Slater fOTS). usando Ja tranafarmacltm d• • 

tndlees.' 1 Ya obtenidos loa ele•entos de matriz•• utiliza los 

pro¡ramas DVDSON' 1 o HQRIJt 1 • para. ahora si, obtener los •lc•n

valores de H. 

Los c~lculos •• realizaron en el JFUNAH inielataente con la 

VAX-11/760; sl1u1eron con la VAX-3900 y para •I cAlculo final 

con la IC co•pl•ta •• dlapuso de una IB" Rtae 60001520, que 
empleo aproximadamente 21 minuto• pata con•trulr y obtener el 

e11envalor más bajo de la aatrlz final de orden 3653, con la 

subrutina DVDSON. 



CAPITULO VI 

l. E•tl111aci6n de ~. 
Se podrla, en principio, optimizar una base de orbitales 

para el par 1s 2 <referencia y eKcitaciones del carozo>, tal como 

•• hizo para el par 1s2s. Sin embar¡o, el número requerido de 

funciones primitivas de base para la parte radial impedirla, por 

falta de recursos computaclonale•, evaluar 1:,:.
1 
.. del modo en que se 

hizo para 4..u en CV.21. Esto es debido a que la ener1la de 

correlacl6n del par 1s 2 presenta un conver1encla muy lenta al 

auaentar las funcione& de base, y en consecuencia no puede 

advertlr1e, con relativamente poc~s OTS, un patrOn suficlente•en

te preciso para los lncre~entos de energta. 

La razón es que de una manera u otra estamos superponiendo 

funciones determlnanlES de Slater que son correctas para particu

las independientes y que en su a1re¡ado se acercan a la funciOn 

••acta, cubriendo cada vez mayores porcentajes de corre1aci0n, 

pero precisamen~e pierden aproKlmaciOn cuando tienen que repre

sentar a un par tan li&ado como 1s 2 , donde la correlación elec

trOnica et de conslderaciOn. 

Podeaos calcular la enerata del litio para el par is 2 y la 

•nerita del L.i• con una base reducida en número de prlmltivas, 

pero con l•• •l•••• funciones de la base final obtenida en cv.21. 
Si va•o• aumentando la base hasta llegar a la base final y en 

cada paso calcula•os la enerata, advertiremos que 101 incre•entos 

de enerata (tabla 5> se parecen cada vez mA1, previendo en el 

lt•ite asintOtico, un coaportamtento coincidente en ambo1 patro

nes de convergencia. 

Esto qui•r• decir que si la len;encia persiste, se puede pre·1er 
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que 

tV!.1 l 

Pero EL,• (b••• •> tiene que ••r la ener1la no 

relativi1ta del ~l· considerada •••eta en 9 clfra1, •• decir la 
ener1ta obtenida par Pekerl1 utilizando coordenadas perla•trlcaa 

en la func16n de prueba.•• 
Se justlftca entonces la hlp6te111 sobre 

Este tipo~. ecuaciones fueron utilizadas en c6lculo1 

previos con re1ultado1 po1ttivoa.•• 

tVI. 2l 

Tabla 5. CapaHclOn dt las en1r1ta1 de la 11pan1iOn d1 IC para al capa 1( d•l 
J..lt.to y 111 1ntr&l11 del l.i• calcul1d11 con la tase final • .. .. - ...... - .. - - .. .. .. . - ........ 
T-llo de lo bnt E l.llcapo Kl - Al E(l.it) - AE 

115,SdHJ1Zh212kl 1 -7.H4 935 913 -7.279 293 945 
Bs1pU5t•13hJl3k2J 5 172 652 236. 739 520 921 2311.993 
918p7'615f4h410JJ 354 305 191.153 702 741 181.822 
J0s9~d7t61Sh515UJ 415 551 61.253 714 013 61.282 

• -7.271 913 399 149.373 

El error ~ts-conttene co•p•n1acl6n para dos •defectos•: et 

truncaalenta d• una ••pan•l6n radl~I, v el efecto de que la b••• 



final •• opt1•1z0 •Olo para las excltaclone1 FC, excluyendo las 

e1citaclone1 del carozo. 
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lA detlclencla por optlelzaclOn •• compensa del 1l1ulente 

•oda. Supon1a•o1 que la ba1e d• crbitale1, optl•lzada para la 

conflcuraclOn de referencia y e1cltaclone1 FC reaulta deficiente 

para las del carozo. Esta deflclencla se reflejar• por supuesto 
en el cAlculc de E~,• lbaaeJ, ya que en •1 por deflnic10n todas 

las excltaclones son del •carozo•. En el calculo de la ener1ta 

del Ll• •• obtendrj un valor ••• pequeño <en valor absoluto> que 
aqu•t obtenido con una ba1• opti•lzada eapeclalaente para la capa 

r.. Al hacer la dif•r•neia <Vl.2>, •• tendra en con1ecuencta un A'~ 
•61 1rande Cen valor abaoluto> y lo que representa una coapen1a
cl6n mayor. 

1. 2 RHul l1do1. 

E~.• <P•k•ri1> ~ -7.2799133ee hartr•• 
E~,• <baee> • ·7.Z797e4013 h1rtr•• 

De la ecuación VJ.2 

JJ."' • ·149.3732 h1rlr•• 

2. lnc•rtldumbr• IC>. 

Una de la• ventaJaa coapfementarla1 con la• que cuenta el 
••todo de IC, •• la naturalidad con la que 1e puede eatl•ar la 
lncertidu•bre del c61culo o el erado de preci1i6n en el resultado 
final de la ener1ia. 

La incertidumbre •• 1•n•rada neee1ariaaente en el •o•ento en 
que datos emptrieo~ son empleados para extrapolar dato1 •te6ri-
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co1• 1 con un patrón como tV.7>. 
Vamo• a definir a 'co•o la 1uma de tre1 t•ralno1: 

a> un error e, d•flnldo como la 1uaa sobre todos lo• 1 de la 

altad de la diferencia entre valores , obtenidos con diferentes 

patrones de conver1encla <V,7J para diferentes 1rupo1 de puntos 

E11 emplrlco1, para cada t. Supon1aao1 que para cierta l se 

enconlr6 un buen patrón para los últl•o• tres E11 emptricos Y 

•• ltaa6 a esto •patrón A•. Lueco ••trata de buscar un buen 
patr6n de conv•r1encla para 101 tres puntos aenclonado1 ••s 101 

puntos E,, eaplrlcos ••tra 1eftalado1 en la1 tablas con aaterls

co <•>. Si •• con1l1ue un buen patrón, •• toaa coao •patrOn e• . 
Si no •• el ca10, •• decir que no •• tenia para el patrtm C un 
valor)' ti> <Ec V.9> menor a 0.20 habr• qua llaltarse a un patr6n 

que aju1te correctaaent• •Olo 101 puntal ••tra <patrón I>. E1to1 

patrone1 A, ,B, y C 1er&n dlterente1 y deflnl•o• al error E1 <l> 

como 

<Vl.31 

a 

<Vl.41 

en ta notac16n en la que fl., <patrón X> •• •I el valor de A 1 

obtenido a partir de un patrón X. 

La se1unda opclOn corresponde al caso en que resulto lmpo11-

ble conse¡uir un buen pJtrOn C. 
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flr.ala:ente, 

.. -~•1<Jl 

<VI. 5> 

b> El otro tipo d• error •• Ei y es la incertidu•br• relacionada 

con ta disper•16n de los datos eapiricos de eneret• respecto a 

los datos teOr!co1 <o viceversaJ. Suponemos que se conserva a 

tnflnlto1 puntos un ~rror relativo promedio, definido eoao 

!VI .6l 

donde U : 1. - t. • 1 es el número de puntos empfrtcas con los 

que S• encuentra determir.ado patrón y r (() e1l~ definida en la 

eeuac16n tV.9J. 

Hay que consld•rar la suma de todo• los errores ab1olutos 

para c•da punto, 1 partir de los f(f). Entonce1, •• tiene pera 

cada l un el'ror 

.. (11. -r .. ,,y, 
e\ 

por lo t•nto el error total de eet• tlp? resulta: 
<VI. 7l 
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IVl.l!l 

e> Por ~ltlmo 1 hay que considerar un Es definido coac la altad 

de Ja varlaclOn •~xl•a entre do& d .. , .. , ... <ver V. 2.•> obteni

do• con diferente• patrones <V.12>. 

Flnal11ente, 

IV! .91 

3. /nc/usiOn de e•cftac/on•• triples y cAlculo de E<base>. 

Para calcular E<ba1e> hay que incluir en la lista de confl-

1uraclones todas las excltacione• 1iaple1 y dables, y adeai1 ,,_ra 

que la IC sea coapleta, todas las excitaciones triples. 

Conviene cla1lficar las excitaciones triples ••16n el 

orbital con aayor 1 involucrado en los deteralnante1. Habra aal 

triples hasta l=O, hasta laJ <que incluyen triple• con l=O>, 

etc6tera. 

Las ••Citaciones triples aon aquellas contl1uraclone• en la• 

que no aparece nln1uno de 101 orbital•• que conforaan el deterat~ 

nante de la cont11uracl6n de referencia. Genertca•ente •• pue•en 

definir co•o ••citaclone1 de ••ª s 1 a •y z. donde •• y~ z son 

orbital•• necesariaaente diferentes a los que confor .. n la 
contl1uracl6n de referencia. 

Dado que la• ••cltaclon•• triple• no Interactúan con la 



101 

conflguraclon de referencia, no contribuyen a la ener¡ta a orden 

cero en la tunclOn d• onda. Pero si lo hacen a prl••r orden, 

teniendo eleaentos de matriz no nulos con la funciOn de ond• a 

este orden, es decir una IC que incluya todas la• excitaciones 

simples y dobles. Entonces va•os a ir calculando la •n•r1la con 

la base final, incluyendo toda• las excitaciones 1i•plas y doble• 

• incorporando la1 excitaciones triples con cada vez mayor valor 

de l. 

Por fin, al tener el valor de la en•r1ta calculada con la IC 

mA1 ¡rande, que incluye excitaciones con orbitales 1 1 se tiene, 

en definitiva, E~baseJ. 

Las excitaciones triples incluidas son, con orbitol~s s; 

Ccn orbitales p: 

s pª 1 s p p' 

Con orbitales d: 

s dª, 1 d d', s:r d, s s' d, d p1 
1 d p p' 

Can orbitales f: 

sfl·, 1ff 1
, pdf 1 dfl, d f' 

Can orbital•• ¡: 

s 1ª • 1 g •• 1 1 5 1 ' 1 • •'' d •ª' 
p f 1 ' 1 f' ' • f ,. 

Con orbital•• h: 

de•'• 1 dª, 1 d d', 

s hª. s h h', t e h, d h', d h h', 1 hª, 1 h h'. 

No se incluyeron ¡ f 1 ni ¡ t t• en el crupo final de las 

excitaciones con orbital•s 1 porqu• practica•ent• no contribuyen 

• la ener1t•. 
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La tabla 6 eue•tra la sucealOn d• ener1taa del Litio al Ir 

incluyendo las e•cltacione1 trlpl••· 

Al disponer de la1 triple1 hasta f •• obtuvo una IC con 4740 

t6raino1 o contlcuraciones, lo cual hacia esperar una IC deaa1ta· 

do 1rande 11 •• querla incluir ara6nicos mayores. 

La estrateata tu• ellalnar, para las ••cltaclonea triple• 

hasta 1=3, al1una1 confl1uractonea de la ll1ta de entrada que 

aportaran una envr1ta despreciable, y adea&a, truncar, para 

efecto ~nlcaaente de las excltaclonea trlplea, la base de prlal

tlvas dónde era notorio que las contrtbuctonea al1nttlcattva1 

eran aportadas nada m•s que por las cont11uraclonea con loa 

prtaeroa orbitales. De esta manera, ••encuentra que ta1 triples 

con f requieren d• una base de S•4p2d4f, lo que da una IC de 

únicamente 2158 ttralnos. 

La dlf•r•ncla entre la •nerita calculada con ••ta IC y la 

ener1ta calculada con Jos 4740 t•r•inos, es precl•amente~1cr y 

habrA tambl•n que sumarla a Etbase>, ya que •Ita incluye para lo• 

f el conjunto de conf l1uracione• correwpondiente al IC de 2158 

t•r•lnos. 

O• lo• c•lculo• •• observó que pueden o•ltlr•• la• e1clta

clone1 triples que involucren ar•6nlco• altos de la b•••• •• 
decir orbitales de tipo '• k. o l, pues son contl1uractonea que 

aportar•n menos enerata que aquella• triple• con orbital 

cual•• contribuyeron O.l• hartree. 

Rescata•o• de la tabla 6 eatos i•portanl•• reeultados: 

E<base> • E<trlples, hasta hl • -7.477110eee2 u.a. 

~1c • -0.15 hartr••· 



-------------
Tabla s. Procr••10n del calculo IC con 1• base tinal de QTS. 

Elnll 
E<1lmplea y doblosJ 
E<lrlple1, heela pJ 
E<lrlples, huta dJ 
Ettriplea, ha•t• f) 
ECtriples/trunc.haata t> 
41c • 
E<trlplH, hHt• 1> 
Eltrlpl••• hasta h> 
ElbHel • />" 

Ener¡la& 

-7.432 725 692 o 
-7.477 850 886 7 
-7.477 890 255 o 
-7.477 904 4 
- 7. 4 77 1105 25 
-7.477 905 10 
-0.000 000 IS 
-7.477 906 52 
-7.477 906 662 
-7.477 906 81 

E<base> • E<triple•, ha1ta h> a -7.•77906662 u.a. 

4. Cor rece ion•• 

Ta•allo IC 

1 
804 

1620 
2948 
4740 
2158 

2778 
3653 
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Presentamos un par d• correcciones a la ener1ta final por 

••ro formali••o, porque la correc:16n total es del orden de 10-• 

hartree y el 1rado d• precisión resulto d• 10-' hartree. 

•· Al calcular la en•r1la El x=9, 1•1 con los 9 orbitales p que van 

en la ba•• •• obtuvo un valor •~• alto que un c&Jculo po1terior 

que •• hizo con el fin de encontrar un buen patrOn de conv•r1en

cla para 101 p. La diferencia entre ••la• dos ener1ta1 •• perd16 

en el calculo de E<b•••>, pu•• no •• to•O la mejor b••• po•lbl• 

para los p, ~ •• n•c•••rto reincorporarla al final. 
E1ta cantidad).•• d•fin• 
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<VJ.10 l 

b. Por un E:r~r de transcrlpciOn, se puso en la base final el 

quinto OTS de tlpo k, 10k=8.1~7, cuando era en realidad 

ltkzB.157. Esto 1 leva a otra co11pen1aclOn de ener¡1a, ::tada por 

<V 1.11 l 

Su•ando ambas =orrecclor.es se tiene aproximadamente 

<VI .12> 

5. R•sultado final 

A1re1ar.::t: tod;s:s las comyensaclc.nes ya calcu!adas, de 13.s 

cuales s61o /ij4no ¡:::J·.dene t~talmente del propio cAlculo e 

incorporar.~o las c~rrecclones de la sección anterior se tiene de 

la ecuaclOn tV,Sl: 

Enr -7.478 062 45(72> 

6. Concluslon11s 

El r•sultado final E .. ,. puede ser co•parado, en la tabla 7, 

con los result~dos previos que motivaron esta tnve~tlgaciOn. 

Se tiene que la ene:cta obtenida resulta 3}lhartree m~s baja que 

la mencionada de r.tn1 utilizando IC ccmbinada ce~ funciones de 

r, 1 pero 11}4.hartree por arriba de la estimaci6r. emptrica que 



utiliza el resultado experlaental y diversas correcclone1 <ver 

Blbllo1ralla, 7l, 
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Tabla 7. Ener1la no relativista del estado base del Lt, en u.a., 
y co•paraclOn con re1ultado1 previos. 

Especlttcaci6n En•rata <u.a.> 

~(base> • Aac 
o··ª· 

-7,477 906 Bl 
-o. 000 OOll 23 
-o.ooo 149 37 
-0.000 000 05 Car rece tones 

E •• -7.476 062 46 ~ o.ooo 000 72 
E<Kln1> 
E.,• 

·7,476 059 
·7.476 073 

• estl•ación ••mle•plrlca, referencia 25. 

51 no1 atenemos a la •veracidad• de nuestro re1uJtado, •• 

advierte que el resultado de Klng cubre el 99.993 •de la ener1ta 

de correlación en vez del 99.97 • reportado, donde el porcentaje 

d• •nerita de correlaciOn •• def lnlda como 

<Vt.13> 

suponiendo E'=E<Ktna> y E<exacta>•E teste trabajo>. 

Se concluye que el resultado de Ktn1 aQn puede ••Jorar•• d• 
••n•ra 1t1nltlcatlva en uno• 3 hartraa. 

Como •1 m•todo Hyll•raaa-IC pu•d• utilizar•• ta•bl.., para 

otros 1l•t•••• de tre• parltculas, en ••paclal cuando la• partt-
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cula• tienen masas co•parobles a la masa total del sl1tema, es de 

lnteres establecer la confiabilidad de sus resultados en sistemas 

como el Ll ls'2s, dond• un método como el de IC pueda proporcio

nar cotas de error pequeAas. 

Taabi•n resulto interesante conocer la energ1a de correla

clCn del litio en su estado fundamental para poner a prueba la 

teorla relativista y los efectos de la electrodinA•ica cuantlca. 

El error ••P•rlaental en el potencial de ionlzaclOn del litio es 

de 0.01 e•·• y el error en el c~lcul~ presente •s de 0.13 cm·•, 

por lo tanto la teor1a puede ser puesta a prueba con este grado 

de pre~islOn. 
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