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INTRODUCCION

En la breve historia de las computadoras de electrdnica
digital, los afos 50 vy los 60 fueron décadas de Aardware. Los
afios 70 fueran un perfodo de tLransicidn v un  lLiempo de
reconocimienta de oefiware, La ddcada de lox 80 v fo aue
llevamos de los 00 se puede decir aue Pue v nos encontramos en la
de cefiwarez. De hecho, los avances de la informdtica pueden llegar
a estar limitados por la  ineapacidad de producir  seftwaas  de
calidad que pueda hacerse wcon  la  enorme  capacidad de  los

procesadores de estos iiltimos aios.

Durantz las tres primeras décadas de la  computacidn, el
principal desafio era desarrolliar el Aaadwars de las computadaras
de farma que se redu jera el cost.o de procesamiento v
almacenamiento de datos., A lo large de la década de los A0, ins
avances en microelectrdnica han dado como resultado una mavar

patencia de cdleulo a la ves que una reduscicn del casto,

Hov el principal problema es dilerenie, El principal desaf'io
es reducir el costo v mejorar la calidad de tas solucinnes basadas
en computadoras,

La potencia de las grandes computadoras de aver ests hoy
disponible en un simple circwite  integrade,  las  imponenies
capacidades de procesamiento v almacenamiento del fordware moderno
representan un  gran potencial de cdleule, Bl coftimas es el
mecanismo que nos facilita utilizar vy explotar aste potencial.

Desde hace algunus afios por primera vez en la historia de la
informitica, el osofluaars ha sobrepnasado al Aardiass como elemento

clave del €xite de muchos productos vy sistemas,

En esencia, 21 seftware es normalmente el  factor que marca
la diferencia. La suficiencia v  oportunidal de  la  informacivn

dada por el sofluane, diferencia & una vompaiiia  de  sus



légica, del dlgebra vy de otras disciplinas de las matemit.icas,
LLa algebraica es una de las principales especificaciones
formales mds populares,

La finalidad de esta Lesis es dar los fundament.os matemdticos

en los cuales se basan las especificaciones algebraicas.

Este trabajo estd compuesto por las siguientes secciones o
capitulos;

~INTRODUCCION.

~MOTIVACION PARA EL DESARROLLO DE LAS CSPECIFICACIONES
FORMALES,
En este punt.o se explicard por que son necesarias las
especilicaciones formales, en narticular las

algebraicas. en «1 dasarrollo de programas.

=CONCEPTOS BASICOS,
Aqui se definen los conceptos fundamentales para el
desarrollo de las especificaciones algebraicas.

~TIPOS DE DATOS ABSTRACTOS,
En esta parte se define el concepto de TIPO DE DATOS
ABSTRACTOS v sy importancia en las especificaciones

formales.

[



~SEMANTICA DE LAS ESPECIFICACIONES,

En esta parte se define la semdntica de

una

esprcificacidn algebraica como el dlgebra inicial de la

clase de todas las «lgebras que cumplen con

la

especificacién, Y se hard un estudio formal del porque

de la definicidn,

~ESPECIFICACIONES PARAMETRIZADAS,

En esta seccidn se extendera el cancepto

de

especificacidnes al de especificaciones parametrizables,

4 se introducirdan conceptos bdsicos de la TEORIA

DE

CATEGORIAS v su vinculacidn con las especificaciones

paramet.rizables,

~LENGUAJE DE ESPECTFICACION ACT-ONE,
En esta parte se dard una introduccidn al lenguaje

especificacidn ACT-ONE. Asi como e jemplons de su uso.

~APENDICE A,

=CONCLUSIONES,

=BIBLIOGRAFIA,

de



CAPITULO i

MOTIVACION PARA EL DESARROLLO
DE LAS ESPECIFICACIONES FORMALES

Desde hace algunos afios e ha visto que las computadoras son
una herramienta esencial para el desarrollo de las distintas
actividades de los hombres, desde las [ldbricas automatizadas de
ensambla je de autdmoviles hasta nuest.ra propia casa.

Actualmente estamos viendo como wsstas computadoras estdn
invadiendo muy rdpidamente todos los campos de trabajo y diversidn
del hombre, las podemos epeontrar en las [dbricas, controlando
algin procesn de extrema exactitud o llevando la contabilidad de
la misma; en la educacién; en los  videojusgos y en una infinidad
de actividades.

Debido a este creciente usoc de la computacién han surgido una
gran cantidad de hombres dedicados al desarrolio de los programas
de aplicacidn, Estos programas se van volviendo cada vez mds
complejos a fin de que cualquier usuarie piueda sacar pravecho de
ellos y pueda confiar en su <alidad para avudar a resolver sus
problemas,

Sin embargo, se ha visto que en muchoes de los casos, estos
programas no son del tLodo confiables como podriamos esperar y sus
causas son diversas.

Por un lado usuario y experto en computacicn t.ienen “formas
de hablar" diferentes v a veees  suceden  conflictos de
comunicacidn, malos entendidos o ambigiedades en el planteamiento
de lo que se requiere que haga el programa. Ademds, los sistemas
complejos de programacidn no siempre son desarrollades por una
sola nerson.): lo que ocaciana también problemas de comunicacidn
ent.re las personas del equipo.

Otro faclor mas, es que al Lener un programa ya  funcionando
"bhien”, no hay forma de probar que cumpla con lo gue  exactamente
se requeria de €l, v es dificil verificar que dé resultados

correclos, para Lodos los casas posibiles,
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prucha sistemilica v tecnicamentc completa del softiware,

Debido a estas razones, muchos cientificos dal munds, se han
dedicado a encontrar meétados de  programacidn  gue  ayvuden a
probar que las implementaciones sean las correctas de acuerdo a

los modelos de la solucidn del problema,

1.2 EL PAPEL DE LAS ESPECIFTCACIONES EN FL PROCESO
DE PROGRAMACION DE COMPUTADORAS,

1,2,1 FACES EN EL DESARROLI.O DE PROGRAMAS,
Ahora bien en el proceso e desarrallo de programas existen

cual.ro Fases principales, las nuales cong

= ANALISIS DE REQUERIMIENTOS.
- DISENO DEL PROGRAMA.

- IMPLEMENTACION.

= MANTENIMIENTO.

En general el usuario al plantear su problema al analista Io
hace de manera vaga, ambigita, incompleta, sin claridad, eta,, bsto
debido a que la forma en comunicarse ez en lenguaje natural, v el

lenguaje natural es ambigijo.

Asi, el primer problema del analista es desarrollar un modelo
Formal del problema con base en cual disculird con el asuario
hasta que satisfaga sus necesidades, Eslo implica la necesidad de
formalidad matematica en el lenguaje con que Se presentard la
especificacion de los requerimientos, qne debari ser
suficientemente formal pero también entendible por el usuario a
fin de aceptarse o modificarse.

De esta forma dada la especificacidn Pormal del problema, las
siguientes fases del desarrolleo  estaran libres  de las

incertidumbres asociadas a la especificacidn del problema.



i,2,2 DEFINICION DE ESPECIFICACION,

& Qué eo la especificacidn ?

¥a  esnecificacidn de nequenimuentss e el paunen dscuments
fanmad necesards en el desannslle de nrogramasc, Descaide  lad
funcisnes que oe requizie que of pregrama @ ocefluare  efecliie nara
ed  uosuanie. SFu  paincpal paescupacidna es  condestan el Qudé Lard
un pregrama P ae Cédme  y a4 pardin de Sade decumends, ol Adwelodsn
prenara la oclucidn ol nasdlema.

Podemos decir que la especificacidn se requiere para;

= Saber exactamente qué va a hacer un programa.

=~ Entender come se unirdn los programas
de un sistema complejo.

~ Permitir ver gque tan correctc es up programa, va sea
al probarlo, o por medio de métodos de verificacidn

formal.

No hay duda de que la forma de especificar tiene mucho que
ver con la calidad de la solucidén. Los programadores que se han
esforzado en trabajar con especificaciones incompletas,
inconsistentes o mal establecidas han experimentado la frustracidn
vy confusidn que invariablemente se produce. Las consecuencias se
padecen en la calidad, oportunidad v completitud del programa

resultante.

l.a especificacidn, independientemente del modo en que se

realice, puede ser vista como un proceso de 1eprssentacidn,

Ahora bien, & Cudles podrian ser los principios para una

o

buena especificacidn 7

1.2,3 PRINCIPIOS DE UNA ESPECIFICACION.
Baltzer v Goldman [79) proponen varios principios para una
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buena especificacién, en seguida enunciaremos algunos:

~SEPARAR FUNCIONALIDAD DPE IMPLEMENTACION,
Por definicidn. una especificacidn es una descripeidn
de lo qué se desea, en vez de cémo se realiza. Las
especificaciones pneden adoptar formas muy
diferentes, Una de estas formas es la de funciones
matematicas; dade algiun conjunto de entrada, producir un
conjunto particular de salida. en tales
especificaciones, el resultado a ser obtenido ha sido
esxpresado enteramente en una forma sobre el Oud C en vez
de €éme Y. En parte, esto dehido a que el resultado es
tna funcidn matemitica de entrada ( la operacidn tLiene
puntos de comienzo y parada hien definidos) v no estd

afectado par el eoatorno que le padea,

UKA ESPECIFICACION DEBE ADARCAR EL STSTEMA DEL CUAL EL

SOFTWARE ES UN COMPONENTE,
Un sislema nata compuesto de componentes que
interactidan. Sdlo dentro del contexto del sistema
complet.o v de la inleraccidn entre sus partes puede ser
definido el comportamiento de una componente especifica,
En general, un sistema puede ser modelado come una
coleccidn de objetos pasives y activos. Estos objelos
estin interrelacionados v dichas relaciones entre los
objetos cambian con el tiempa.
Estas relaciones dindmicas suministran los estimulos a
los cuales responden los objetas acltivos, llamados
agentes. Las respueslas pueden causar posteriormente
cambios vy, por tanto, estimilos adicionales a los cuales

los agentes deben responder.

UNA ESPECIFICACION DEBE SER UK MODELO COGNITIVO,
La especificacion de un sistema debe ser un modelo

11



de andlisis empleadas para ayudar a los especificadores
y para probar especificaciones, deben ser capaces de
tratar con la incompletitud.

Y debide a la incompletitud se necesita que nuestros
métodos de aspecificacidn tengan cont.emplado
mecanismos que  pucdan aumentar nuevos  modulos o la

especificacidn,

1.3 ESPECIFICACIONES ALGEBRAICAS,
Las especificaciones algebraicas fueron desarrolladas en la
década de los 70 vy fueron foce de estudio para varios
investigadores. Conceptualmente este Lipo de  especificaciones

estdn basadas en ideas del dlgebra clasica y universal.

Las especificaciones algebraicas definen a través de
ecuacivnes e igualdades algebraicas, relaciones entre funciones,
las cuales establecen propiedades y caracleristicas de un Lipo de

dato abstracto.

Este tipo de especificaciones se desarrollaron con las bases
que se tenian de los conceptos de Tipos de Datos Abstractos,

Los cuales fueron desarrollados a partir de un arliculo de
Liskov, B. v Zilles, 8. escrito en el afioc de 1974. El articulo
consist{a en explicar la programacidn de Tipos de Datos Abstractos
v se basa en la idea principal de que un Tipoe de Dato Abstracto
puede ser definido a partir de la caracterizacién de las

operaciones para ese tipo.

Y a partir de ese momento muchos investigadores se dieron a la
tarea de desarrollar ésta novedosa tdcnica para el desarrollo de
sistemas computacionales. Actualmente vya han sido muy estudiados
varios tipos de datos abstractos por medic de esta técnica de
especificacidn. Entre estas estructuras podemos encontrar a las

pilas, colas, listas y tablas Hash.



Ahora bien, tna de las principales preacupaciones, de
las especificaciones algebraicas, es hacer especificaciones que
sean independientes de una representacién en particular,

Las especif'icaciones algebraicas, para mostrar esta
independencia de representacion, hace uso de conceptos del
dlgebra abstracta como son los homomerfismos v los isomorfismos. A
la vez estos isomorfismos y homomorfismos son una herramienta
que se utiliza para dar tna formulacidon c¢oncisa a conceptos

propiedades y demostraciones.

En el presente trabajo, se mostrarin los fundament.os
matemdticos en los cuales se basa este tipo de especificacidn.

14
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elementos v una operacidn binaria llamado producto - v que ademds
satisface el siguiente axioma:
«) Xe(Y22) = (XaYDa2

este axioma indica dque la operacidn « es asociativa.

Un sistema mias es el wmeneide, 2] cudl coonsisle de (M...e),
donde M es un conjunto, - e una operacidn hinaria entre los
elementos de M, ltamadoe producto vy an elemento distingaido o de Y
1lamado el elemento identidad, ademds este sistema cumple con

algunas reglas gue enunciamos a continuacidn

) Xe€Y2) = (X+¥D+2Z con X.Y2 « H ( lay asociativa )
) X = Xee = X

ejemplos de tal sistema son (M 40>, las nalurales con la
operacidn biparia +, la suma, v con el elemento distingido 0,
cero; v (Z2,40), los enteres con la suma y ¢l cero.

Un iiluino ejemplo &5 el de grups el cual consiste de
£G,e," @) g sea un conjunto G, una operacidn binaria llamada
J

producto, una operacidn wnuaria lamada el inverso
multiplicative y un element.o distinguide 2 llamado neutvo
multiplicativo. Este sistema ademis cumple con las siguientes

leves:
#) XNel¥a2) = (X.Y).2 { ley asociativa )}
) eX u Kup = X

D XX =2 XX =@

como sabemos existen muchos ejemplos de este tipo de sistema

algebraico.
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distintos tipos, asi pues demos olLra definicién para estas nuevas
formas de sistemas algebraicos.

2.1.3 ALGEBRAS HETEROGENEAS,

Definwcidn, Un Algebra MHelerogénea es un par €3, en donde 3
consiste de una familia de tipos diferentes Al G € ID junto con
una colecion {3 de operaciones definidas en estos Lipos de la
siguiente forma, asociada con cada operacidn w € O de grado n se
puede escribir como

w:A XA X .. XA —— A

81 12 wn v

donde yw & I v yell.,.nd, e I una familia de indices.

Un ejemplo de este tipo de sistema algebraico es el concepto
de autdmata,

DefiniciGn, Un Autémalta es un dlgebra heterogénea que
consiste de una quintupla ( S.A_é.qo.z) en donde S, A v 2
son los Lipos del sistema vy signilican lo sigulente;

S es el conjunto de estados.
A es el alfabeto de entrada,
2 < 8§ es el conjunto de estados finales.

v los simbolos de operacidn

qo: (M) — .y § que llamaremos estado inicial.

6 : 8 x A ——————> § es la funcidn de siguiente estado.
65 .x) es el siguiente estado que
resulta cuande la miaquina esla en
el estado s v recibe de entrada el
simbolo x. Se dice que & es la
operacidén heterogeénea,

Observemos que a qo("') lo ident.ificamos con la constante L

donde (¥} es un conjunta, cualquieris, con un sélo  elemento; de

19



Otro ejemplo de estos sistemas son los tipos de datos
abstractos que estudiaremos en el capitulo siguiente.

2,2 SICNATURAR
Después de haber visto algunos e jemplos de
estructuras algebraicas y de establecer la  definicion de 1o aue
se entiende por un Sistema Algebraico desde el punto de vista del
dlgebra cldsica, pasaremos ahora a definir este mismo concepto

pero gue sera mas acorde para puestros ines.,

Para definir sighatura es necesaric ver antes algunos
conceplos,
Sea S el conjunto (s‘.sl.....sn) con n <« I, en donde 1 Bs una
familia de indices, ent.onces se construven dHos conjuntos:
5" que serd el conjunto de todas las posibles cadenas,
no vacias, de les simbolos que representap a los

elementos del conjunto S,

S gque sera el conjunto de Undas las posibles cadenas,
incluyendo la cadena vacia, de los simbolos que
representan a los elementos del conjunio S.

Teniendo lo anterior en cuenta, pasamos a definirt lo gque es
uyna signatura,

Definaidn Una STGRATURA 7 =(S5F) consiste de un conjunto
s -(s‘.sz.....sn) de tipes, dondse cada s es un Lipo.lan « » I
una familia de indices,

Y de una familia de conjuntos:
F el conjunto de los simbolos de operacidn entre  los

‘elumentos de S,

21



i) TRID
TRIDmL_ ={-1.01

cer\omm i — TRIDahL ¥ cero"m - 0
suC : TRID_ —— TRID__. y
suc - { &=1,03,<0,13,41.~1> )
TRID
predTmn ¢ TRID ., ————— TRID__ ¥
pred = { =1,1><K0,~-1><1.0> }
TRID

Es ¢laro que para hueslra experiencia el primer ejemplo 1) es
el representante exacto de la signatura §, donde S representa a
los enteros. Sin embargn, e@! ejemplo iid también tiene la misma
estructura que la signatura.

Podemos decir que una signatura representa la abstraccién de
la estructura de un sistema algebraico.

Los ejemplos i)} v ii), de nuestra signatura L . no son mis
que una interpretacién de la estructura, en éllos hablames de
Lipos v de funciones bien deflinidas v no de simbolos, a los
ejemplos que cumplan c¢on  una cierta signatura se les llamarad
dlgebras.

2.3 ALGEBRAR DE UNA SICNATURA DADA,
Definicidn., Dada una signatura S-tipificada I=SF),
diremos que un ALGEBRA A es una [=dlgebra (sigma dlgebra 3 sf

sucede lo siguiente
A=( F donde
A A

i SA es una familia S~indicada de conjuntus. SA-(AS) se8 a

cada conjunto /\S se e denominard el portador del tipo s.



A las variables de una signatura las interpretaremos, al
igual que las constantes, como funciones 0O-arias y cuyo tipe es el

correspondiente al de la varjable,

2,4,2 DEFINICION DE TERMINOS,

Los términos en huestros sistemas algebraicos son los
nombres vy pronombres; son las expresiones que se pueden
interpretar que nombran un abjeta, Los términos se pueden definir
como aquellas expresiones que se pueden construir a partir de los
simbolos de constante y de las variables mediante los simholos de
funcidn. 1a definiciodn formal de término s5e¢ da

a conLinuacidn.

Supongamos que § = (SF) es una signalura.
Definicidn. Los conjuntos Tr 9;()0 de tdrminos del tipo secS se

definen recursivamente como:

1. X Ue 2T D won X = Conjunto de variables del tipo s
& 5 5 s

v Cs = Conjunto de constantes del Lipo s

2.FCt ..ot ) e T (XD
i n F.5

donde F ! BE 5 LN
fond F.-_-Pws ,'S‘bl =

n

y con (.‘ e T F._()() Vie { 0o )
t

¥,
3. No existen mis términos que los definidos popr 1y 2,

Al conjunto definido por el punto § lo  1lamaremos conjunto
de Féamunes dfowso, Y los Lérminos delinidos por el punto 2 serdn
los Féamines campuesiso.

A los términos sin variables los represent.aremos por Tr,s Yy
los llamaremos Téamines elemendales del Lipo S.

Asi es que si ¥ =(SF) es una signatura s-tipificada entonces
el conjuntn de términes de T es la unidn de los términes con
variable de todos los Lipos con los términos sin variable de todos
los tipos.

TF(X) = Uee§ Tr,s(X) u Uscs Tr,s



Ejemplos:
Sea la signatura T definida anteriormente |, X?_D&ﬂx) vy s=gni

entonces los términos de T son

Tr sw{ cero,suclcerod.. .. . suc"(cerad ,pred{cerol,.., pred™Ccarol,

pred(suclcero)), pred{sucilceral)l,,.. predisuc”(cerod?d,
suc(pred{cero)) suclpredi{suclcero)) .. ... }

n . n,
Tr,s(X) = Tr,s U € suctxd.., suc”(x) pred(xd ... pred™xd ... 3
donde si I < Fy s (XY es la aplicacion de f a X, n-veces,
Y . T =UT V] ur a0
¥ Fs F.S

26



2,4,3 EVYALUACION DPE TERMINOS.

Ahora nuestro siguiente paso es definir 1la evaluacién de
Lérminos con vy sin varjables en  un  dlgebra A,

2.,4,3.f DEFINICION DE EVALUACION DE TERHINOS,
Defiricidn. Sea TF el conjunto de términos, sin variables de
una  signatura Y = (SF> v A una  pedlgebra.  La EVALUACTION

eval; TF — A se define recursivamente como sigue;

2wallK)= KA ¥ K = Constantes de
ewad(FCL oa0 U DD @ F O ewadll, >0, ewad(t > D
1 n A 1 n

VI ,...L3aT
1 n F
Obsgervemos gue la evaluacidn, para el caso de las constantes,

no es mas que la inberpretacidn que tendremos de ellas en el

dlgebra.

2.4,3,2 DEFINICION DE ASIGNACION EXTENDIDA.

Dado un conjunto de variables X, de la signatura [={&F), vy
una asignacién asig : X —— A, donde a cada elemento de X le
damos un cierho valor de A, o sea, asig(x) = X, con X € Xs. s 8
y "', < As. Definimos la asighacibn extendida como sigue:

aslqg TF(X) ————t A Lal que

as1glx) = asig(x)d ¥ xeX

asig(k) = !:A ¥ K < Constantes
_n__s_i_g(F(l'.‘,'.. R -FA( a,_;_,l_,q(l.l),...,é.ié.g(tn) bl

¥ P .. b ) e T KD
4 n ¥
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Ejemplos:
De nuestro ejemplo tenemos lo siguiente:
]
w1 walz { suc(suc({cerol) } = suc:(waI(suc(cerc)))

= sucz(suczCeual(cero)))
= suc{suc (03>
= suc:(l) -
= 2 -

i 2w pre redlcerol)) = pred . G (b ]
eval < d{p jlcero pre Cenallpredlcerod}]
r pr Ccero)))
= nred {pred Cevadlcwrn)

03>
D

1

- 2 (pre
PPed o P

~1)
= Dr-ednm( 1

=1
Sea X={x} v la asig : X ———— & dada por asiglx)=10
entonces asigisucisucixl)I= sucz(asiq(suc(x)))

= suc:(sucz(asig(x)))

= suc,(suczﬂ(\”
= suc-{11)
= 12

En el capitulo correspondiente a semdnlica inicisl! de las
especificaciones se presentardn las principales propiedades de
las funciones de asignacidn, avaluacidn v asighacidén extendida,
asi como la importancia gue estas tienen sobre el concepin de

independencia de la representacidn de datos,

2.9 IKBUCCION ESTRUCTURAL.

Para demostrar que e} conjunto de leos Uldrminos de una
‘signatura 3, complen con una cierta propiedad, ulilizaremos un
métode inducLivo sobre el large del término, donde rl larga de
un término se define con respecto al nimero de veces gue se
aplica un simbolo de Puncidn a una constanle o a una variable,



Escribiremos I=D donde cada uno de los términos I y D
Ltienen variables en X v estas variables estdn
cuantificadas universalmente.

W) Una ecuacion e=(X.I.D) se dice que es VYALIDA en una
T-dlgebra A si para toda asignacida asia:X ——— A se tiene
que

asig€I) = asiqlD).
Si e es vdlida en A diremos que A SATISFACE ».

i) Una ESPECIFICACION ESPEC = (S,F.E) consiste de una
signatura §§ = (S§,F) y un conjunto E de ecuaciones en la
signatura §.

w) Una ALGEBRA A de una especificacidn ESPEC., ESPEC-dlgebra,
es un dlgebra A de la signatura [ gue satisface Lodas las
ecuaciones E.

De nuestra definicidon anterior se puade ver que una
especificacidn estarid constituida por:

1. Algunos conjuntos de objetos, que representan los Lipos.

2. Un conjunto de descripciones sintdclicas de las funciones
u  operaciones que podemos realizar con  los  objetos
anteriores.

3. Una descripcidn semantica. 0 sea, un copjunto suficiente-
mente completo, de las relaciones que especifican B me
las funciones interactian con cada una de las demds
funciones del sistema.

Observemos que la definicidn de especificacicon, es idéntica
al de sistema algebraico.



2,7 SINTAXIS DE LAS ESPECIFICACIONES ALGEBRAICAS,
Con base en el parrafo anterior veamos una forma de escribir
una especificacidn algebraica para un sistema.

nom-sist, =
tipos:
< Lipo‘ >

< Linoz >

< tipo >
n

1

-1a8

opl:d.ipo > X ((.1‘[101 > X...X <Lipo‘ > —— (l.ipol >
lL [S3% n h

op_ ;(Lipom > X (Lipom > X,..X (Lipom > ——s (l,;'po‘ >

l ) I ] \

var,_.....var_ & {tipo >
1 1m 1
VAT . e VATND s <tipo >
nt nm n

ocuac;

Fip nom-zist.
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De donde

nom sist:

Es el nombre del sistema que estamos definiendo.
tipos:
Es el conjunto de los Lipos utilizados en
nuestro sistema,
GEQF:
Las operaciones definidas en nnestro sistema junto con
su dominio v su contradominio.
var:
Son las variables, con su respective tipo que serdn
utilizadas en las ecuaciones
pcuac!
Nuestros axiomas o ecuaciones que cumple el sistema v

Fia nom-sist.

Fin del sistema.

Obgervemns que la sighatura de la especificacion es la parte

correspondiente a la declaracicon de i

v oper. La parbe de var

significa las variables, cuantificadas universalmente, con  su

respeclivo Lipa, que aparvecen en las ecnaciones. Si existen varias
‘variables del mismo tipe se pueden escribir separadas por
comas. Adicionalmente en nuestras especifigaciones, especialmente
en los =sistemas compulacionales, utilizaremos  una funcién
condicional la cual consiste de ST a ENTONCES b SINO «,
equivale a la siguiente funcidn:

b si a es cierta
fix) =

N

< si a4 es falsa

En seguida se dan algunos e jemplos de espacificaciones ;

naturales =
tipos: nat
oper: 0 —— nat.

suc; nat ——-— nat

a2



S % 8 ——m— S

- §x 8 e g

aal.a2.a3 € 5
FCUAC]
Cal + a2) + a3 = al + (a2 + ad)
al + a2 = a2 + ail
at+te=a
a+ (~a) = e
Cal + a2) ¥ a3 = Cal ¥ a3) + (a2 % add)
al w (a2 + ad) = Cal W a2) + Cal * add
Ein antllo.
bPel dlgebra moderna sabemos que cuando definimos una nueva
estructura tratamos de dar una axiomatizacidn lo mds completa
posible, pero el trabajo de un matemdtico no se acaba aqui sino
que ahora tiene que enconlrar mis propiedades o Leoremas, esto con
el propdsito de enriquecer a la estructura. Para la demostracidn
de los ULeoremas, el algebrista uliliza un cdlculo ecunacional o
una reescritura de términcs. La cual consiste en ir sustituyendo
Lérminos por otLros términos que sean iguales, Este métode es el
que utilizaremos para demostrar o encontrar propiedades de las

especificacicanes  algebraicas,

2,89 ESPECIFICACION ALGEBRAICA DE UN SISTEMA COMPETACIONAL.
Para finalizar este capitulo veremos un ejemplo de una

especificacidn algebraica de un sistema computacional.

El ejemplo consiste en dar la especificacidn de un mane jador

de bases de datos.

Definichr. Desde 2% punt.o de vista del usuario de
computadoras, UN SISTEMA MANEJADOR DE BASES DE DATOS provee
fdacil acceso interactivo a un banco de informacidn., Ademds, ésta

informacidn es mantenida por medio del sistenma,
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Vamos a suponer gque nuestro bance de datos estd compuesto por
registros que contienen datos personales de gentes. Las
cperaciones que podemos realizar con nuestroe banco de informacidon

son: agregar, borrar, consultar. etc

La especificacidn informal de npuestro sistema es la

siguiente:;

arca;d

crea una nueva base de datos

agregal(hd, nombre, dalos):
retorna la base de dates (bd> agregdindole el nuevo
registro compuesto por el nombre de la persona <nombre)

vy sus daLos {datosd.

borralbd,nombre):
borra de la base de datos <bd> el registro de la perscna

cuyo nombre es <{nombred.

vacialbd):
esta operacidn regresa cierto si la base de dalos <bd>

se encuenl.ra vacia de lo contrario regresa falso.

pertencecel(bd, nombre):
regresa cierto si el registro de la persona <nombre) se
encuentra en la base de datos <bd>, de lo contrario

falso.

consultaCbd, nombre):
esta operacién retarna el registro de la persona cuvo
nombre es <{nombred.

A continvacidn se da la especificacidn algebraica de nuestro

sistema.
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SisManBD =

tipos;.
BasoDatas
Nenbreos
RegPer,
Bool ean
CIERTO . am—1 Boolean
FALSO . ———t Boolean
crea B ———+ DasebDatas

inserta; BaseDatos Hombres RegPer —+ BaseDalos

agrega : BaseDatos Nombres RegPor ———+ BaseDataos
U € error ¥

pertenece: BaseDatos Nombres —— Boolean
consulta: BaseDatos MHombres ——— RegPer
U < error

bopra ; BaseDatos MHombres —_— BaseDalos

U ¢ error )

vacia : BaseDatos ——-» Boolean

variables:

bd e BasaDatos
noml € Nombroz
nomZ & Hombres
dat < RaegPer
ﬁccuac :
1 vacialcrea) = CIERTO
2 vacialinserta(bd.noml ,dat)) = FALSO
3 pertenecel{crea,noml) = FALSO
4 pertenece{insertalbd.nom2.dat.) ,noml1d =

8T nomi = nom2
ENTONCES CIERTO
SINO pertensce(bd.nomid
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3 borralcrea.noml) = ERROR
& borralinserta(bd nom2 dall nomi) =
ST nom! = nom2
ENTONCES bd
SINO insertal(borraCbd.noml) nom2.dat)
7 consultalerea.nomi? = ERROR
a8 consultalinsertalbd,.nom2 dat) nomld =
SI nomi = nom2
ENTONCES dat
SINO consultalhd.nomi?

0 agregalhd ,nomi dat.) =
SI pertenece(bd .nomi?}
ENTONCES ERROR
SINO insertaCbd,noml.dat)
Fin SisManBD,

En la especificacién formal del manejador se definid una
funcidn, inserta, la cual nn se encuent.ra en la especificacidn
informal. Inserta es idéntica a la funcién de agrega sd5lo que no
verifica si se encuentra el registro en la base de datos.

Obseryvemos que existe una copnstante llamada ERROR |, esta
constante nos indica gue la operacidn que estamos efectuando es
incorrecta.

Por convencidn, cualquier funcidn que tenga como argumento un
valor ERROR regresard como resultado ERROR. Tomando en cuenta que
ERROR represent.a a una clase de errores de distinlos Lipas.

El uso de los axiomas o ecuaciones en nuestras
especificaciones algebraicas determinard el resultado de aplicar
una operacidn a un término en particular. En base a esto, nosotros
podemos inferir el comportamiento de nuestras operaciones al
aplicarlas., Para inferir nuevos resultados de nuestras ecuaciones,
utilizaremos un calculo ecuacional, eslo lo veremos en seguida

ut.ilizando nuestro ejemplo del sistema manejador de base de datos.



crea, Representa la base de dalos vacia y ademds estamos
creando un objeto llamado base de datos,
Podemos insertar . . la base de datos a Juan lLopez vy a sus

datos personales dat de la siguiente forma
agregalcrea, Juan Lopez . dat)

= insertalcrea, Juan Lopez, datd ~por la ecuacidn 9

e.i. la base de dalos con un registro.
Podemos agregar ahora a Teresa M. v a sus datos datTer
agregadtnsertalcrea, Juan lopez,dat>, Teresa M ,datTer2
={nseritalinsertalcrea, Juan Lopez,datd,Teresa H. ,datTerd

~ €sto utilizando la ecuacién 9.
Podemos preguntar por los datos de Julia Zeta.
consultal insertalinsertalcrea,Juan Lopez,dat),
Teresa M. ,datTer>, Julia Zetas.

=consul tal insertalcrea,Juan Lopez,datd, Julia Jetad por 8.
mconsul taCerea, Julia Zetad por la ecuacidn 8.

=ERROR por la ecuacidn 7.

Y podriamos seguir viendo el comportamiento de las
distintas operaciones de nuestra especificacidn anterior de la
misma- forma, utilizando nuestras ecuaciones como axiomas.

A continuacidn se presenta la especificacion formal del
mane jador de bases de datos.
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Caja 1. Especificacicdn formal
del manejador de bases de datos.

SISTEMA  MANEJADOR DE BASES DE DATOS
Sea la signatura S-tipificada [ = (5,F) donde
S = { nombres, regper, basedatos:, boolean }

v F esta compuesto de las siguientes funciones

= { cierto, falsn }
A.boolean
F = { crea ?}
A basedatos

F

basedateos pombres regper , basedates = {agrega.insertal

= { eopsulta ¥
bazodales pombrus | ragper U (o 3

F = { pertenece }
basedatas nombres , boplean

F

basoedatas , boslean = { vacin )}

Definamos les siguientes conjuntos de variables;

= { noml.,nom2 } X = { bd ?
nombres bazwedatos

X = { dat. }
[Mlei 0

Sea el conjunto de variables de §oigual o X donde

X =X U x (VIR

nombros basedatos FltLe) It

Sea pues la especificacidn T's € TE) donde T es la
signatura anterior v con el conjunto de variables X,

E igual al siguiente conjunto de ecuaciones:
vaciolcrea) = cierto

vacio(inserta(bd,noml .datd) = falso
pertenecel(crea,noml) = falso

ae



pertenecelinsert.albd nom2 dat} nomt?

Si noml = nom2 Entonces cierto
Sing pertenecelhd nomi)d
borralcrea.nomt) = o

borralinsertaChd nom2,dat) nom1?
Si nom! = nom2 Entonces hd

Sino insertalborrathd nomid nom2.datd
consultalecrea,noml) = o

consultalinsertalhd . nom2 dat.y . nomld
Si noml = nom2  Euntonces dat,
Sina  eonsultalhd nhoml)
agregalbd . nomt daty =
Si pertenpecedbd naml) Entonces
Sino insertathd noml daty

En nuestra especificacidn existe un ierto simbolo <
el cual representa al error, esta cons

anter hasta
cierto punto sin tipo o de todos luos tipos v significa
que  cnande  en alguna  operacidn nes  regrese

eptonces estamoas realizandn un trabajo invdlide,

Ahora bien &Qué serfa un dlgebra de la especificacidn
anteprior?

Un dlgebra de la especificiacidn anterior puede ser
la implement.acidn,

en  alglin lenguaje, de nuestra
esprciflicacidn,

Caja 2. f§=dlgebra.
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CAPITULO I
TIPOS DE DATOS ABSTRACTOS

En el capftulo anterior se definieron los conceplos basicns

para el desarrollo de las es ificaciones algebraicas vy se

presentaron algunos ejemplos tanlo de tipo numérico como  de
sistemas computaciconales,

En 21 presente capitula veremns los Lipos de datos abstractos

(TPAY, los cuales son el antecedente de  las especificaciones
algebraicas. Los tipes de datos abstractos fueron desarrollados en
1a década de los 70s v actualmente existen una gran variedad de
articulos que tratan este tema. Entre los principales articulos
encont.ramos  los escritos por  Liskev, 2illes, Gutlag, Horning
v Hoare.

El principal ebjetive de los tipos de datos abstractos es,
construir t.ipo=s de datos  que sean independientes de Ia
representagidn,

Comenzaremos este capitulo definiendo lo gque entenderemos por
tipo de dato, estructura de datos v tipo de date abstracto,
ensegiuida  construiremos un  dlgebra  distinguida par«a  una
especilicacidn dada, la enal tendrd por nombre dlgebra de Lérminos

cocientes y veremos por aqie asta dlgebra es tLan importantes,

3.1 TIPOS DE DATOS.

Generalmente al resalver un problema creamos algin tipo de

ifn.  Si la

_representacidn  del mismo v le  aseciamos  informa

solucidén del problema llega a ser programada en una computadori,

tendremos que disefiar  represenbaciones de los objetos v de sus
operacicnes, para la mAanuina. Esta reprasentasion, Lendrd que ser
lo mis apegada a como nosobros concebimos el problema v o osn

solucion., Esto nos lleva a la =iguiente definicidn;

Delinicidn: Un Tipo de Dalo o5 una coleccicn Jde e=lementus vy

las operaciones ane los Lransforman,
Ejemplos tipicos son  los  enteras con  sus operaciones
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est.ructuras, de acuerdo o sus necesidades y a como &1l concibe los
objetos con los cuales estd intimamente  relacionada su
representacién de la solucidn del problema,

Asi pues, la organizacidn v complejidad de una estructura de
datos sclo estd limitada por la ingeniosidad del disefiador,

Sin embargo, existe un  mimero  limitado  de estructuras
clisicas, aue forman los blogques con los gue se  consLruyen
estructuras mis sofisticadas,

Estas estructuras clasjcas se muestran en la siguiente

figura,

L]

Un alemento

=
g

Anlazada

LI I

vaelor linanl

N S | [
A I {
N N O | A

vaclor  budimenaional
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7.3 TIPOS DE DATOS ABSTRACTOS,

En los itimos anos los tipos de datos abstractos, han cobrado
gran importancia, debido tal vez al origen de una gran cantidad de
lengua jes de computacion v a la  necesidad de contar con programas
confiables,

Si contamos con cierta variadad de lenguajes, nos gustaria
que a partir de una misma especificacidn solre un problema, se
sidad de

pueda programar en cualauier lenguaje disponible, sin nen
cambiar nuestra especificacidn. Ademas, es muy importante poder
demast.rar que nuestra implementacidn corresponde B la
especificacidn, esto por consiguiente nos da programas confiables.
De aqui que sean tan importantes logs Lipos de datos abstractos

v las especificaciones de los mismos.

3.3.1 DEFINICION DE TIFOS DE DATOS ABSTRACTOS,

Para el diseiio de algoritmos vy sistemas compulacionales, uneo
no se interesa en la representacion concreta de un tipo de dato
sino mas bien en un nivel mds abstracto, en el cual vamos a
distinguir claramente como interactuan nuestros objetos con otros

ob jet.os vy consigo mismos.

Detinicidn, Un Tipo de Dato Abstraclo (TDA) es una clase de

tipo de dato el cual es independiente de la represeniacidn.



Actualmente existe una gran variedad de especificaciones de
varios tipos de datos abstractos, en este capitule desarrollaremos
el TDA Pilas y sobre éste ejemplo se desarrellard la teoria.

3.8.2 EJEMPLO DE UK TIPo DE DATO ABSTRACTO.
TDACPILAS),

Se constLruirda la especificacidn  de  Pilas ulilizando los
conocimientos intituivos sobre esta estructura de datos Lratando
de captar sus propisdades en forma abstracta, y sin importar una
forma particular de representacidn, En pocas palabras, lo que se
desea hacer es expresar QUE es upa pila v no dar un ejemplo de

una representacidn de pila, en particular.

Conceplo,

En ciencias de la computacidn existe una estructura may
conocida, cuyo nombre es pila, Las pilas se ublilizan para guavdar
objetes o elemenLos, como  por  ejemplo: mimeros,  acaractares,
registros, ventanas. archivos ¢ incluse pilas. pero, se verd mas
tarde, que el tLipo de #éstos objetos no influve de ninguna manera
sobre el comportamiento de las pilas. Por ssta pazdn vamos a
llamar Elemento el tipo de los objetos guardados en la pila v se
cohsiderara como un pardmetro de la especificacion.

La principal caracteristica de una pila es que rpl acceso de
los elementos a 1a pila es de Lal faorma que el idlbimo en entrar es
el primero en salir, las pilas =o utlizan en gran cantidad de
programas ( siendo su principal  aportacisn en  programacicn  de
sistemas).

En la literatura a la pila se le considera comn un ohjoto, el
cual se modificard por las operaciones de meter vy sacar eolementos
de ¢€lla, pero., para niesLro caso veremas a la pila como un
valor el cual serd modificado o transformado por una serie e
funciones.

Asi pues un primer valor que podrda tomar una pila es aquel

en donde la pila no contiene elemento alguno Y qQue 1a
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ronsideraremos <omo una operacidn constante
crea _pila: s Pila

la cual generd una pila vacia,

Dada una pila p se puede transformar en una pila p' metiendo
un elemento a4 . Asi que a la accidn de meter un elemento a la
pila se le puede considerar como una funcidn que dado un elemento
2 y una pila p  devuelve como  valor una  pila  nueva. La

especificacicon de esta operacidn queda como sigue

mete: Elemento Pila ———— Pila
Con estas dos operaciones se puede copstruir cualquier valer
posible para una pila, Es por ssta prazon que a las funciones de
crea_pila vy mete se les 1llaman constiucderas  a  generaderss  del
t.ipo de dato aque estamos construyendo, que en este caso es Pilas.
Pern, para los praoblemas en los que se utitizan las pilas, se

necesit.an de otras Punciones para modific una pila; entre estas

operaciones encontramos una que nos regresa cierto si la pila esta
vacia v falso en otro caso, Esta Puncidn lendrd como argumento a
una pila y regresarda un valor de cierta o falso, asi que su

especificacidn queda como sigue:
es_vacia; Pila  —e———— ( cierto.falso ?

En ciencias de la computacicdn al tipo de dato cuves positles

valares son: cierto o Calso, Licne por nombre Booleano, asi que

reescribiendo la especilicacidn., anterior, queda como:
e vacia: Pila ————mm— RBooleann.

v las propiedades que debe cumplir esta funcidn son las sigerientos
es_vacialcrea_pila) = gierto

es_vacin(mnt,p(em)) = falso
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en donde e es del Lipo element.o v p es una pila,

Para la especilicacidn de las siguicntes operaciones se asume
que e € Elemento v p = Pilas,

Como siguiente operacidn teaemos aguella que nos permite
obtener el 1iltimo elemento metido a la pila, es claro que #sta
transformacidn tendrd como argumento una pila v regresard un valor
de tipo elemento, esta operacidon no  altera a la  pila. su

especiflicacion v sus propiedades a continuacidn se preseptan:

Lope; Pila ——w— Elemento
tope(crea pila) = eisr

tope(mete(e.p)) = &

Por 4ltimo se¢ necesita de una operacidh que sague el elementlo
que se encuent.ra en el bLope de la pila. Esta operacidn tiene como
parametro un elemento del tipo pila ¥ nos regresa a la pila va
modificada, la especificacidn de esta operacidn vy sus propiedades

quedan como  sigue:

saca: Pila ————— PPila
sacalaorea_pila) = oo

saca(moeteloe p)) = p

Observemos que
tope(erea _pilad = ainan

sacalecrea_pilad 3 eanmm

esto o gque nos  indica es o gue las aplicaoziones apleriores sop
indebidas, la existencia del valor orae, lo supennlremos, asi conme
también vamas a suponer que ersr perbonece A Lodas los Lipos
incluyendo al tipo Pila. La existencia del valor ewmer nos lleva a
la siguiente <convencidn: si alguno de los  argumentos de  una
funcidn es evwea entonces la operacidn devaelve el valor de errsa,
Las operaciones con esta propiedad se llaman estrictas, y on

2l caso de nuestra especificacién vamos a suponer (que las
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3.3.4 ALGEBRA PARA LA ESPECIFICACION DE  PILAS,
Un ejemplo de dlgebra para la egpecificacidn de Pilas es la
siguiente;

Pil = (44" .B‘a“. IRt Srpor . Vacia, Mete fuvacia , Jope Facad
de donde A es el conjunta cuyos elementos son R N -
el capjunto de Lodas las posibles cadenas. incluvendo la  cadena
vacia de los elementas de A |, v B es el canjunto de los valores
de verdad. verdadero v Failso, Y las operacioses se definen  coma

sigue:

Yacia; ————— A
¥acia es la cadena vacia en A’
Hete 1 AAT e A

Mete(ac) = ac

Ssvacia; A’ + Boglean
Ssvacialed)= Si e=Vacia Enlonces verdadero

Sino false
Faca ; A’ — A

Facale) = 81 Asvacialc) EBulonces drror

KLino Si c=ac' Enlonces

Tope ; A" ———————— A
Topelc) = 8i Ksvacialo) Entonces Scrop

Sinn 8 owas’ Entonces a

Hasta este momento  vemos que la especificacion de Eilas v el
Algebra Pil, represenltan el mismo  Lipo  de datos  abstractus
THA(PILASY, asi como de Lodas tas digebras “isomorfas” a PILAS.
incluyendo #) dlgebra de  Lérminos cocientes el cual definiremos
mis adelante, primero vamns a definir una relacicn de congruencia
entre log términos elementales de  una  aspecificacion, vy mas
adelante veremos como podemos demostrar  que  Fijlaz v Pil
representan el mismo objeto.
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5. Para cada derivacidn L‘b Lz via E, entre t.‘. Lz = TF

implica l, = L
6, Si existe una ESPEC-algebrn B con eua.l (L ) = w.zl (45 ) para
L‘.Lz =] TF entonces t,‘ = Lz

Damestracidn:
Sea la especificacién ESPEC=(S,F.E>, A una ESPEC-algebra y

la evaluacién -waIA;TF —— A entonces

1, Sea t.a T_ entonces evald CL dmanal (4L ) va que  t =t
i F A1 A 1 1
s b=t
1 1

2. Sean L‘ v Lz < Tr Y supongamos que t.la I.zenLonces por
la definicién de = tenemos gue
uzal (L bL eual . ) conmutando la igualdad Lenemos

>w<u,’ Ct )- eual (L > LbsE b,
At 2 1
3. Sean i‘ . Lz .L; L] TF v tal que se cumple lo siguiente
t,‘ = "z \4 "25"3 entonces tenemos las  siguientes
igualdades

evald (L) w vl L) v ewal (LD = cval (LD entonees
A a2 Az A2

w.u!A(L I - wd (t. por las propiedades de la igualdad y
L La.
Hasta estas tres propiedades se ha demostrado que = es una

relacidn de equivalencia.

4, Sean t L' € sl y a la vez términos elementales V i=1.,.,.n
1 t
tal que se cumplen las siguientes equivalencias LLE l."
Vi=i,,.n vy sea Gef', con la aridad de G igual a n 21 .
PD.
GL .. L) = GQL' L.l o que
1 " t n
ewald COCL oo b D) ™ owwal € GCLT oa, Wt DD,
A 1 n A 1 n
Dem.

ewal (GCL .. L3 = G € avad (L)L, eval (L))
A 1 n A At A n
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Las
demostracidn
ecuacional o

olros

Y la propiedad &

3.8 ALGEBRA DE TERMINOS COCIENTES(CT

Defuntcid n

propiedad

términos.

G € ewal (L' ). evad (L7 D)
A A 1 A n
macal (GCLT 0007 ),
A [l n

L1 RAPORP P | [214 PRI AR
1 n 1 n

5 no se demostrard, pues pava realizar esta

se necesita haber definido  algin cdlceuln

algunas reglas para derivar términos a partir de

Y en realidad no definimos nada de ésto.

es  la contrapositiva de la definicién.

D
ESPEC

Dada la especificacidn ESPEC(S,F.EY «1 4lgebra de

Lérminos cocientes,

T a Q) AN ) ) estd definida como sigue:
ESPEC 9 wes’ O oef
t. Para cada sa% se Liene un conjunte base
Q = {{L1” tLeT_ 1}
E] F,8
donde la clase de equivalencia [L] esta definida por
ftl a (L°7 t.’z LY, donde = es la congruencia entre
términos elementales,
2. Para cada simbolo de constante K; —— s en F
la constante KQ es la clase de equivalencia generada
por K.
K =[K]
a
4. Para cada simbolo de operaciin G;s‘...s“———- 5 con

GeF, Lenemos que

[¢] :O' Revr o X On — Og

A ssta definido por

G C[td....[tD = [GH ... L]
a 1 n 1 n
con «={,..n,

para todos los Lérminos del Lipo 5,
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Observacidn. La operacidén GO est.d bien definida, para cada
clase de equivalencia [t1, estn es censecuencia directa de la

propiedad mimero cuatro, de la relacién de congruencia =,

Ejemplo. Continuando con nuestro njemplo dei TDA FPilas,
construimos la siguiente dlgebra cociente,

Comenzaremos construyendo  los  siguienbes conjuntos de
Lérminos para la signatura (SFY de  la especificacidn Pllag

cllaz,

T s T . T =T v T = T
Elamanto F.Elemanto Pilas F,Pilas Hoolean F,Bolban

Receordemoes que Trs es igual al conjunte de términus del tipo

s, sin variables, asi gqiue estos conjunlos son les siguientes;

T, s construye de la siguiente manera;
Elemanto
=
TElomenlo
v ¥ ip s T entonces
Pilas

. t’l"--

. tope 3
opelted = Tl—:lnmonln

El conjunteo T esta delinido como sigue;
Aaclean

verdadero,falso & T

Boolean

. v ) ) i 2 ]
tp = Tmlag se Liene que

es vacialtp) « T
- Bootean

Y por idltimo el conjunto Tmlug esta definido por

crea pila @ T
- Filag
Vie « T vy YipeT

Elamanto Pilaw

met.elle bLp) saca(te bp) = T
Pilas

54



3,6 HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS,

Cuando, en matemdticas, estudiamos las estruct.uras
algebraicas tales como grupos, anillos v otras estructuras, nos
encontramos con los concephtos de homomorfismo < isomorfismo.

Los homomerfismos son Lransformaciones que nos relacionan
estructuras., v son ademds, una herramienta poderosa para el
estudin formal de coneepltos utilizados en las especificaciones
algebraicas. Mds adelante hablaremos de éllos.

Los isomorfismos son  homomorfismos Aque cumplen ciertas
propiedades adicionales.

Cuando en dlgebra deciamos que dos grupos fuesen isomorfos es
que hasta cierto punte son iguales, Lo dnico en que difieren
es que los elementos se denominan en forma distinta.

El isomorfismo es el que da la clase de ésta diferencia de
denominaciéh, vy <con €1, conocciendo un determinado cdlculo en un
grupo, podemos efectuar el cdlculo andlogo en el otro. Asi
pues, podemos pensar en el isumorlisme como un diccionharie dque nog
permite traducir una frase de un idioma a otro idioma.

En forma andloga, el isomorfismo on  las dlgebras de una
especificacidn , nos indicarda que las estructuras de ambas
dlgebras son identicas salva por los nombres de los simboelos.

Pero & Cual es la  importancia de  los  homomorfismos o
isomorfismos entre la  especificaciidn de un sistema de cdmputo v
sus posibles impiement.aciones. 7 Los homomorfismos e isomorfismos
entre dlgebras de una especificacion son la Pormulacidn algebraica
para el conceplo de  independeniea fe 4 acpasocndasddn’, que es

el principal abjetivo de losg tipos de datos absLractos,

Sean A v B dos dlgebras de la misma signatura SI1G=(S.F) o de
la especifiicacidn ESPEC = (SF.BE), Se define lo siguiente;
Definicadn,
1.In Homomorfismo :A —— B o SIG-o0 ESPEC-homomarfismea,
es una familia de funciones

f A — Bg ¥eaS  Lal que se cumple lo siguiente;
-]
a) para todo sf{mbolo constanbe ki —s s e2n F vy sa8
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f(kd>= Kk
a A ]
b) v para cada operacidn G-_s‘. ves s en
Ya A para i=l,....,n
19 E\
tenemos que
fW@ea. . ...aM =06 ad,....rf an
a A i n B 9 L]

1 n

F oy

2. Un Isoworfismo es un homomorfismo ;A — B, tal aue

t.oda funcicdn I‘Q;Aa > BB Vst es bivectiva,

Si existe tal funcidn diremos que A es isomorfo a B,

v lo denotaremos por A 2 B.

Recordemos que una funcidn [:A——B es:

D Invectiva cuando Vab € A se tLiene que a=b o
f(a) = b)),
W) Sot-e si YbeR | FaeA  Lal gue se cumple (ad=h,

W) Bivectiva si [ es invectiva y sobre,

Ejemplos.

En el capitulo anterior se definid la signatura SIG-para

los

enteros, a continuacidh se escribe la especificacidn algebraica

para esa signatura,

ent =

Lipes:
ent

ORer:
cero — g0l
sas  : enlh ————-  ent
pred ; ent, —————  ent.

var
z ; ent

ecuac:
suclpred(z)) = 2
predisuc(z)) = z

Fin ent.




También en ése mismo capftulo se presentaron dos dlgebras
para la signatura, ahora bien las das dlgebras a la vez son
ent~ dlgebras, es fdacil demostrar que T y TRID cumplen con las
ecuaciones de ent. Pero ¢ TRID y I son isomorfos, o al menos
existe un homomorfismo de TRID a Z.7

La respuesta a la pregunta anterior es que., no existe un
homomorfisme de TRID a T v por consiguiente no son isomorfos.

La demostracidn de que no existe un homomorfismo de TRID o O
es por contradiccidn.

Dem. Supongamos que existe L TRID ——s I, notesd aque comu
existe un sdélo tipo en nuestra especificacidn entonces tenemos una

s6la funcidn, tal gue { es un homomorfismo v por consiguiente debe

i ; ent B 2nt
cumplir que f; en atD +ento oy
h] f(cerorn‘b)-ceroz o rC0I=0

W) fCSuCTRlD(L)) - suc:,(f(h)) ¥t & TRID vy
flpred 1)) = pred(PULY) ¥t = TRID,
TRID -

observemos que podemos definir a f(0)sD v no existe problema, pepro

taué sucede con las otras dos propiedades?, pues tLenemas lo

siguiente;
“(SUCTRID(—i'))sr(O) pero f(0)=0 por coma se definio, <
sucz(F(-l))-n pues {f es lumomor{ismo -+
Flr1Immy por como se deflinio & . o PC=1)mt

También tenemos lo siguiente
P(Drden;n(1))'r(0’ y fM=0 v

pred{(f(11)=0 ya que f ax un homomorlCisma v por 1o anterior
o fC1dmy pero observemos lo siguiente
f(sucrnln(t))-F(-13=-i y esto debe ser igual a suc (f(1))

[ AN
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sucz({‘Cl))-suczﬂ)-Z v 2 +1 9
un homomorfismo de TRID a 2,

. por lo tanto f no es

Por lo tanto no existe un homomorfismo de TRID a 2.

Construyamos ahora el dlgebra de términos cocientesT
la especificacidn de ent;
T = (0

ant

ony Para
snL' ,sucn.r\reda) de donde

Ount = ([suc™(021’n 2 1} U 01 VU ((pred™B¥i/n 2 1}

o, = tol
suc:Q((suc"(n)])=[suc""(0)] vYn 2 0
sucQunred"(o)1)=rpred"“m)1 ¥n >0
predo([suc"m)]):[suc""lD)] Vn 2 0
predo([pred"(ﬂ)])=[pred“"(0)} VYn 2 @

ahora bien r:Tent —_— definido de la siguiente

forma es un isomorfismo:
f(Isuc"031) n neM
CClpred®™M = -pn neld

Recordemos gue como T tiene un sdélo tipo entonces f consiste
de una sdéla funcicn, v la denotaremos como [, entonces en realidad
£:0 —_—Z

ent ont

Demosiracidn.

PD. O £ es un homomorfismo.
) f es bivectiva.

Dem.

¢} Sea f‘TenL ¢ Z donde T

snt °F el dlgebra de

Lérminos cocientes.
L) 1‘(00)-1‘([0)) por definicidn de 0
£OOD=Csuc®®D  paro

B pero
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feisuc®Od1) = 0 por la definicidn de f.

y como 00 es la Unica constante se cumple la primera
parte de la definicién de homomorfismeo.

i)

a) r(suco([suc“(O)])) = fUsuc™™ O  por def. de suc

v FClsuc™0>1) = n+1 ¥oow Bo. Y

sucz((‘(Isuc"(O)l)) = sucy(nd = n+l.

<

w Plsuc Clsuc™0313) = sucy(fsuc™OX1). Vo < B,
) (‘(suca([bred"((])l)) = PCpred™ 021> por def. suc, v

£Cpred™ €031 = 1-n por def. de f. Y
sucx(r(pred™0313) = suco{-n) vy

SUC5(~n) = 1-n pap» def. suc ¥n > 0.

s
I‘(suca([wred“(ﬂ)l)) = sucz(f‘([pred”(m]))

I‘(suca(X)) = sucy(FIXI, vX=29

ant'

En farma andloga se puedn probar que
f'(prcdnfx)) = predz(f'(x)) VX e OG L

v por lo tanto ' es un homomorfismo,

(v) ' es bivectiva. E

Por la forma en gue se define f se ve que [ es invectiva v
sobrevectiva, v por lo tanto bivectiva.

Y por v} v it}  es un isomorfismn, Por lo que T )

ant Yy <«
son dos representaciones vdlidas de los enleros,

3,7 PROPIEDADES DEL ALGEBRA DFE TERMINOS COCTENTES Trwr‘«"
Teorema. E)l algebra de términos ococientes TESPEC de  una
especificacicn ESPEC=(SF.E), cumple con las siguienles propiedades
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1. La funcidn de evaluacidén ev:«l;']"__ —_ T es ighual a la

ESPEC
funcidén natural nat: T, — T donde nat.{t)=[t] v ademdis
F ESPEC
es sobreyectiva.
2. V8 e E v 8=(L. t.) con L L < T es vdlida en T L =
1z 1z F ESPEC
3 es vilida en todas las ESPEC-dlgebras A.
3. TESVEC #s una ESPEC-dlgebra,
Demaciracid n.
Sea la especificacidn ESPEC=(S,F.EY v T dlgebra de

ESPEC
términos cocientes de ESPEC entunces:

1. Pd. eval(td=npat(L) VLeTr puesto que estamos demestrando
una propiedad de los términos elementales, utilizaremos
induccidn estructural, la cual fue intraducida en el capitulo
anterior,

tY Pd. Para todn =simbolo de constante K se cumple la

igualdad.
Asi que sea N ¢ TF. con N una constante enlonces
eval(N)-Nu esto por la definicion de eval.
pero
nat(N)=[N] v Nﬂ=[N] esto por la definicidn de NQ.
o eval(N)=nat(N) para toda N constante en TF.
1t) Sea G < PF" coh G:Si.....s —— v s e SF .

n
donde Fr v SF son el aonjunto de funciones v de los
t.ipos, respeclLivamente, de la dlgebra T’_. Y

supongamos dque Yh e s se cumple que evalll I=pal.tt ) «»

L 1 i 1

Pl eval(GOh oo b M=aabfG, .. L 2,
1 n 1 n

t.enemos lo siguiente;
eval(G’(L‘,. . ,I.n)) = Go(evaltt‘)_. e .eval(l,n)) por def,
de la funcién eval, pero como r,-v;nl(!.k)-naut,t) Viml.,.na
G _Ceval(h ), .. . evallt D) = G (nat.Ct. d,,.. . .natdt ) vy
[=] 1 n Q § n

G _(natlt. .. patlt IY = G ([t ).t 1D por def'. de
Q 1 n Lrl 1 n
nat,, pero

GQ(“'.]"" .[Lnl) - [G(L‘... ‘Ln)l por def. de G.;‘ v
[GCL yivv b d]e natdGCL ouo e D por def. de nat.
1 n 1 n
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Lgx(T La > sigw N
astgx(I) = asiqx(D) donde asigr TF(X —— TESPEC

es la asignacidn extendida de asigx.

Domasiracidn, Sea la ecunagidn (IDY, con 1D e TF(.\’) v
sea la asignacidn asigx; X —— T entonces

ESPEG
SiI1vpDa TF entonces por 2 se sigue la igualdad,

Si no es cierto gue T v D & TF Lepemos 1o siguiente, veamos
el siguiente diagrama conmutativo, el cual nos puede dar una

tdea de la demostracidn:

asigx
asigw
Toe T
ESPEE eval F
asigR; K - T:sprc . 2§ una funcién de asignacidén vy eval
es la funcidn de evaluacidn evn]:’r'__ ey TESPEC del segundo

inciso de este lLeorema, tenemos que eval es una  funcidn
sobreyectiva, asi que vamos a delinir wuna nueva funcidn  de

asignacion de X a Tr‘ v estd dada como sigue:

asig X ——s TF| tal que ¥YxeX
asig(xda=t,’, donde L' es el elemento de Tr' tal que
asigx{xl) = eval(iL'), t.' esta bien definido por que eval es

sobre. Asi gue tendremos la siguiente igualdad

asigx = evalsasig,

supongamos que I_‘sg;-',_j'q( n v : donde l.‘.t.zs Tr"

Tomemos  una  ESPEC-dlgebra A, v sea evu\A 1la fupcidn  de

evaluacion de TF a A
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CAPITULO v

SEMANTICA DE  LAS  ESPECIFICACIONES

En este capitulo comenzamos definiendo la semdntica de  una
especificacidn  como la clase de todas las dlgebras isomocfas al
Algebra de Lérminos cocientes de la especificacidn.

Tambidén, en el presenke capitunio estuadiaremos mds A fando las
propiedades e los homomorfismas, esto es debido a que por media
de homemorlismos se puede realizar un estudio mas formal sobre las
evaluaciones v las sustituniones de Lépmines abstractos por
tépminos aspecificas.  Ademdis se enunciardn v ose  demostrardn
mis propiedades del dlgebra de términes cocienles vy del porgue

esta dlgebra representa la semintica de una especilicacicn,
4.1 SEMANTICA DL UNA ESPECIFICACION,

Defrardn, La semintica de¢ una espocilicacidn ESPEC es la
clase

TOACESPECY = ¢ A v A = T 7.
ESPEC

de todas las  dlgebras
isomorfas al Algebra de términos conientes de la especificacidn.

Definicada, Dada una SIG-dlgebra A, la especificacicn ESPEC

es llamada Correcta , s A 2 T .
ESPEC

Defiricidr. La Semintica Ciseica o disbhil, e ura

especifijcacidn ESPEC es la clase
Alg(ESPECY = { A ~ A ¢s una ESPEC-dlgebra 1}

A conbintacidn estudiatremnos o los homomorfimoss,

4,2 PROPIEDADES [DE LoS HOMOMORFISHOS,
En la seccidn 3.6 se vio la definicidn de homomorfismn e
isomorfismo, ahora veremos algunas propiedades  importantes gque

cumplen.



4.2.2 PRINCIPALES PROPIEDADES DE LOS HOMOMORFISMOS,

En esta seccidn se presentardn algunas  propiedades
importantes de los homomorfismos, debido a que los hamomorfismos
los ulilizaremos como una herramienla descriptiva para dar una
formulacidon concisa de conceptos, propiedades y demosiraciones,

Feorema. (Propiedades de los homomorfismos.) Sea SIG=(5.F)
una signatura, vy sean A.B.C v D SIG-dlgebras. Enlonces se cumplen
las siguientes propiedades:

1. La composicion de SIG~hompmorlismos
A smomms B vy gl e © denotado por
gf:A ——— C
y definida por gqf‘afx) = gs(l‘a(x)) para x € A-;' s5€S, es

también un homomorfismo vy ademds esta composicién  es
asociativa.

2., Si f:A — B es un SIG-homomorfismo., entonces cualguier
eguacién e, sin variables, que sea vdlida en A enlonces

tambifén es vdlida en B.

3. Si A ~~ B es un SIG-homomorfisma y si ademds es
subrevectivo entonces cualquier ecuacidn ¢ que es vdlida en A
también lo serd en B,

Demastascadn,

1. Para todo simbole de ronstante Kc.Fn v saf tenemos que

R O 1.
gDPB(K‘) - gs(f's(}.") por def. de gf
= 59(KB) por prop, de los homomorfismos,
- ¥ por prop, de 1os homomorfismos,

<

Para toda GeP, G:Sl...s"

Yiwml, . 0 ULenedos que
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gf Gla. . ...ad = glf(6Ga,....a) por def, de gf
e A 1 n ;] -] A 1 n
= € G tad....f Ca
| W % 1 an n
por def. de los hom.

=8 (g (fF aM,.,. g (F Lad)
[ a9 1 L3 2 n

i 1 n n

=G (g © Cad,..g [ CaM
c Te 9 1 8 s n
11 nn
Por lo que gf es un homomorfismo, La asociatividad se sigue

inmediatamentie de la asociatividad de las funciones £, FE % hg.
i [ T

Para la demostracién de las otras dos propiedades se necesita
de up resultado que no se ha demnstrado, asi es que se dejan para

mds tarde.

4.3 ALGEBRA DE TERMINOS,

En el capitulo 2 se definié el concepto de término, con
variables vy sin variables, para una =signatura dada, asi como
también se definid lo que entenderiamos por la evaluacidn de
términos. en esta seccidn se demostrardin algunas de las
propiedades mds importantes sabre evaluacidn de términos v
asignacidn de variables., Comenzamos viendo 1o que &s un dlgebra de
términos, para enseguida dar paso a las principaies propiedades de

esba dlgebra distinguida,

Anteriormente definimos a los términos de una signatura  come
sigue:

Si SIG=(S.F) es una signatura v X el conjunto de variables
entonces TF(X)= UgesTrgCX) es el conjunto de los tLérminos de
SIG.

Ahora definiremos el dlgebra de términos, esla dlgebra es muy
importante para nosotrus ya gue es igual a TF(X) vy a partir de
esta dlgebra se definen los conceptos de evaluacidn, asignacidn
y asignacidn extendida, los cuales nas permiten interpretar
objetos de una estructura abstracta a objetos especificos o tal

vez abstractos.



2) Existe solamente un homomorfismo avalA:TF — A, que
es igual a la funcidn de evaluacidn derinida antes.

3 Si f:A —— B es un homomorfismo. entonces evaln =f evalA

o equivalentemente, el siguiente diagrama es conmutativo.

TF
eval eval
A n
by
A—————— 3B
£

4> Si A ——— B es un homomorfismo, y asigA;X —_— A v

asig;: X —— B son asignaciones, enlonces

SI asi = [ asi entonces asi = f asig
&y Ea =ia, A

d
asigA
N asig
A
e {
Demectracidn,

1), Sea asig;X ———— A una funcidn de asighacién sobre las
variables de la signatura, cntonces definimos a Ia  asignacidn

extendida asig :Tr(x) w——s A, de asig como sigue:

2 agiglx) = asig{xd ¥xeX.



W) asigCk) = kA para todo k constante.
4d) asi g(G(L’.. ‘e .L“)) 13 GA(-‘ISLQ(L!) URPEN-1-51 g(l,n)) para

toda término de la forma G(L‘.. s .Ln) = TF(X).

Obsetvemos que, por la forma en que esta definida asig es un
homomorfismo, asi pues existe el homomarfismo. vy por el punto O
es claro que

VxeX, asig(xd=asig(x>= as1qli(x)), donde ;X — X vy (xd=x
por lo tanto

asig = asag {.
Basta con demosirar que asig es tinico.

Supongamos que existe un homomorfismo A& de TF(X) a A, tal
que se cumple lo siguiente

asig = A 1 entonces probaremos que & = asig.

La demostracidn se hard por induccicn sobre los términos
I asigl¥) = KA s ACK) para todo simbolo de constante K, esio

por definicidn de los homomorfismos.
W azigqlx) = asig(x) como  suponemos que A es  olra
asignacidn extentida entonces se cumple que

asig = A | asi pues az1glx) = A(x) VYxaX.

{4 Supongamos  que G“‘x"' . .Ln) = TF(X) y que para todo
L‘e’[‘r()() Jd=1...n se cumple que asig(l. ) = ACL) entonces
' '

aslg(G(L‘.., Wi s GA(asxg(l.‘),., Lawsiglt 32
n n

= GA(.’L(L‘),. ‘. .h(t.n)) porr hipotesis
= -‘.(G(\.‘.. . J.“)) pues A es  un
homomorfisma.

s oasig ® A por lo tanto asiyg eg dnico,

2), Recordemos gque TF son los términos sin variables, asi pues
sea X=0 y sea la signacidn vacia asig:X——A, la cual manda al
vacio en el vacio, entonces por uno existe un  solo homomorfismo
2sig la cual extiende a asig v tenemos lo siguiente



L‘A&:TFCXS —— A tal que cumple con las propiedadas
O,i) y Ud de la parte uno, como X=@ enlLonces ) no cuenta v
como para cada L‘e TF(X)-TF , para todo i=1l...n. en £l punto iid
tenemos la definicidén de ev:ﬂ‘ definida en el capitulo 3.

3> Sea f:A —— B un homomorflismo, entonces por el punto dos
tenemos que existe un homomorfismo nico, ev:-lA~ de Tr en A vy
también existe un iinico homomorfismo, F'v:nln. de Tr a B,

Sea la composicidn de homomorfismos r »‘ev.ﬂ'\ . el cual por
las propiedades de homomorfismos tenemos que (f ev;:lA) es a la vez
un nomomorfismo de TF en B, pero como evaln es ainico, entonces no
queda otra opcidn mds que evaln = r evaLA.

s evalB = f evalA

4> Sean A —— B un homorfismo . asigA Yy asign asignaciones
para X en A v B respectivamente, vy supongamos ademds que se cumple

:.:sx'gB = f asil;A tenemos las siguientes igualdades
asig, = asigl v asig = amad entonces

asign = (f asng " pero de la parte uno sabemos
que el iinico homomorfisme con esta propiedad es
asig .
ooasy = f axig .
RELG, A

Ya demostrado este teorema, pasamos a demostrar los incisos
2 v 3> del teorema correspondiente a las propiedades de los
homomorfismos.

2) Esta parte pide demostrar que si A ~—— B s un
homomorfismo , entonces cualquier ecuacidn., e < TF. que es vilida

en A también lo es en B.

Demsotracidn. Sea «=(I1D) < TF. una ecuacidn elemental, para
demostrar que es vdlida debemos de probar que para Loda asignacidn
se cumple que la asignacidén extendida de 1 es igual a la
asignacidn extendida de D. Como en este caso tenemos que ¢ = TF.

w4



4.4 CONCEPTO DE ALGEBRA INICIAL Y ALGEBRA LIBRE,

Definicidn. Sea & una clase de SIG-dlgebras, una S8I1G-dlgebra
3 se dice que es INICIAL en @ si 3 & & v para cada SIG-dlgebra
s A

Aclf existe uno v solamente un  SIG-homomorfismo £
a f 1lo llamaremos el HOMOMORFISMO INICIAL a A.

Otro concepto también muy importante es e}l del dlgebra
libre:

Def.  Sea @ una «clase de SIG-dlgebras | Xn un conjunto de
variables de la clase s, para seS, vy X= uﬁsxi. llna SIG-dlgubra
FC(X) se dice que es LIBRE SOBRE X ¢n € si F(X) € 8 v X c F(X), sea
;X —— PN la funcidn de inclusidn, v para toda asignacidn
h:X—— A, con Ae®, enlonces exisle solamente un  homomarfismo h

tal que el siguiente diagrama conmula, je. h = h i

X A
h=hi /
‘ / b
o
FCXD
& Qué trae de fondn el conceptn e Algebra inicial v libre?

Para responder esta pregunta recordemos que, el principal
objetivo del presente trabajo es presentar toda 1a herramienta
matemdtica bajo la cual se Cfundamentan las especificaciones
algebraicas.

Una de las principales tareas a resolver por las
especificaciones algebraicas es poder hacer especificaciones gue
sean independientes de una representacién en particular.

En si. la idea primordial es que dada una caracterizacidn de
una akgebra, poder dar upa interpretacidn de los operadores para

que tLengamos un Unico valor para cada expresidn.
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por lo tanto h{i) = f{1d. en forma andloga se hace para

el paso inductivo,

Supongamos que se vale para -1, demostraremos que es
cierto para n,

hi{nd= hisucin=-{I> = sul:‘(h(u—-l))
- suc‘(t‘(n-l)) hip, inducliva
= {{sucln=13>
= f{inl.

Por lo tanto hind=ftad Vb,

En forma andloga se puede demostrar para cuando n £ O,
Cambiando suc por pred. eon la  demostracién  anterior,
tendriamos la demostracidn.

Por lo que h es el dnico homomorfismo,

Come h es el dpico homomorfismo de & en A, esto

indica que, & es inicial el Alglent).

3,- Otro ejemplo mds es que el adlgebra de Lérminos cocientes
de una especificacidn es inical y esto se demostrard en la
siguiente seccion.

4.8 INICIALIDAD DEL ALCEBRA DE TERMINOS COCIENTES,

El siguiente teorema declara que el dlgebra Tusvn* es inigial

en AlgCESPECY, v  ademds nos muestra ol homomorfismo inicial.

Fesnema.Sea la especificacidn ESPEC=(SF.E}. v sea Tssnzzc el

slgebra de términos cocientes, definida en el capitulo anterior.
entonces la siguiente proposicicn es verdadera:

inicis 1] adema i
TESPEC es inicial en Alg(ESPEQY y ademis el homomorfisme

injeial €0 T . o ———= A. para A = Alg(ESPEQ) estd dado por

rLEL)Y = eval‘( )



ESTA TESIS MO DpEBE
SALR DE LA BiBudiEch

Demostracidn, En un teorema anterior se probd que TESPEC es
un ESPEG-dalgebra. Asi es que sea la funcidn
eI = evalA(L)
vamos a demosbrar que es una funcidn bien definida , que es

un homomorfismo vy que este homomorfismo es iinico.

En la demostracidn suponemos que A es una ESPEC-dlgebra.
O Pd. f esta bien definida.

Sean t.t’ & (L] , entonces por delinicidn de las clases de
equivalencia tenemos que ev:.l.h(l.) = eva]AH.’), por lo que =i
Lttt « [t]), entonces

£eitd= evalA(L) = eval‘(t’) = PCIL'D
por lo tanto

£ClLI) = pCL™
por lo tanto P esi.d bien definida.

@) es un homomorfismo.
r:T —_— A
ESPEC
a) Sea N un  simbolo de constante entonces
PN D> = PCIND» evaldN ) = N
a A A

blSea G:s‘...sn - s un simbolo de operacidn y l.‘ un
término del tipo s, . para i=1.....n. Entonces

£C6_(tL ..., [L D) = PUGL .., L D]
il 1 (2} 1 n
= eval (GCHL ... L 1)
A ' n
= 0§ Ceval (LD, .. eval (L))
A A A n
= G (L b, .. flL 1),
A 1 n
Por lo tantoe f es un homomorfismo.
widBasta probar que es tlnico.
Para demostrar la unicidad utilizaremos induccion estructural.

Asi gque supongamos que existe otro homomorfismo

S:Tcsm:c A



aue es TIPICA si se cumple la siguiente condicidn:
Cualquier ecuncidn elemental ¢ sobre SIG es vdlida en A

si v solamente si es vdlida en toda Be@.

El siguiente Leorema muestra la relacidn existenle entre

tipica, generadora e inicial.

Tesaema. Sea § una clase de SlO0-dlgebras v Ael, entonces:
D A es inicial en & implica que A es Lipica en ®&.
) 81 A es generadora vy tipica en § enbonces A es inicial.

Pero a la inversa no se cumple.

Por el momento es tode lo aque vamos a decir sobre estos

Lérminos,

4.7 COMENTARIOS SOBRE INICIALIDAD,

El término de inicialidad es muy estudiade por un grupo
de genite dedicada al estudio de las especificacivnes formales,
2l nombre del grupo es ADJ, v el concepto lo utilizan para hacer
una teorfa de especificaciones de Lipos de datos. La  importancia
de este concepio raidica en las siguientes razones.

" Primero , el Algebra  inicial comn  semdntica de una
especificacidn estd caracterizada idnicamente, salvo isomorlismo,
por la simple propiedad de gque existe un dnico homomorfismo para
cada dlgebra de la especificacidn , v ademds, esbe homomorfismo,

se conoge explicitamente en todos los cases,

Segundo, el atgebra inicial como semintjca de una
especificacidn refleja los siguientes hechos:

Una especilicacidn es una declaracidn concerniente a la

existencia de datos, operaciones v propiedades,
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Ademss es generadora, lo cual indica que no tenemos mas
elementos que los resultantes de aplicar las operaciones a los
términos elementales, o que todos los dalos existentes. provienen
de un Lérmino.

Tercera, FPor atra parte el dlgebra de tdrminos cocientes
T:spzc‘ es un dlgebra que perrmite una buena idea del significado
de la especificacion v, poar su constiriuccidn, provee herramientas

para discutir la semdntica de una esnecificacidn,
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CAPITULO 5.
ESPECIFICACIONES PARAMETRIZADAS.

En ciencias de la computacidn nos epcontramos con  varios
ejemplos de Lipos de dales abstractos, por ejemplo las pilas, las
colas, drboles, listas | ete,, los cuaales se aplican en una gran
variedaded de problemas.

Y dependiende del problema en particular podemos Lener, por
ejemplo, pilas sobre cadenas  de scaracteres o tal vez pilas sobre
los enteros o, lo mds posible, pilas donde los elementos sean
registros con varios campos de distintos tipos,

Es claro. que podemos hacer una especificacidn  algebraica
para las pilas sobre cadenas de caraclberes o la especificacion
para las pilas sobre registros, pero, seria mis dpt.imo tener una
especificacidén  para  pilas. la cudl pueda estar parametrizada,
t.al aue para tadas las variantes de pilas  pueda ser obtenida pop
actualizacidn del papdmetro. A este Lipo de  especificacién la
1lamaremos Sopscibicacidn Paromaetrizida

Asf pues, el principal objetivo del ppesente capitulo, es
estudiar las especificaciones parametrizadas,

Comenzaremos por decir que entendemos por especificaciones
paramet.rizadas v continuaremos con nna pequena introduccidn a la
teorfa de categorias, esto con el fin de dar una definicidn formal

de la semantica de las especificaciones parametrizadas,

G.t ESPECIFICACIONES  PARAMETRIZADAS,

5.1.1 IMPORTANCIA DL 1.AS ESPECTIFICACIONES TPARAMETRIZADAS,
a Cuial es la importancia de las especificaciones
paramet.rizadas 7,
pet.ris del concept.o de  especificacidn parametrizada nos
encontramos con dos conceptos que son de suma importancia  para el
desarrolle de sistemas compulacionales, estos copceplos son el de
-Medudanidad v Reusadididad,

Modulonidad: significa dividir una especificacidn muy grande
en pequefias partes, donde cada una de édllas este bien definida en
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si misma, y ademds la estructura v la semdntica de cada una de
est.as partes, conlienen una subparts que estd abierta,

Esta subparte es la especificacion del pardmetro formal el
enal puede ser considerade como "una  interfaz importante" de las

especificationes parametrvizadas.

Reusadilidad; signiftica poder usar un mddule, va

definido, en la especificacison  de 1nun sistema. Fste mdduln

puede ser ulLilizado Lantas veoes cnmn Sea pecesarin, sin pecesidad
de volver a especificarla,
Mdas tarde regresarsmos a estas dos definiciones, que para el

desarrolle de programas son muvy importantes,

5.1.2 ESPECIFICACIONES PARAMETRIZADAS,
Las especificaciones parametrizadas las definimos coms un par
ESPECP=(PAR.ESPEC). de especificaciones, donde, la especificacion
el parametro Cormal PAR es  una subespecilicacidn de la

especificanidn  dest.ine ESPEC.

Defirucidn: Una ESPECIFICACTON PARAMETRIZADA
ESPECP(PAR .ESPEC)Y consiste de un par de especificacicnes
PAR = (8’ F'E’ llamada especificacidn del parimetro
formal, v
ESPEC=PAR * (S,F.E} llamada especificacidn destino.

Notaciéin, comentarios y mis definiciones,

1.= Dada una especilicacidn ESPECO=(S0 . F0.E0) decimos que
es ana Subespeaificacidn de ESPEC=(S F.E) si sucede jgue

s es, FO 2 F Y EO0O £ E

también nos podemns ref'erir a (S0 F0) como una  sudsgratua de
(S.F3.

2.~ Supongamos que  SIG0=(SOF0) eas  ana  subsignatura  de
SIG=(S.F) vy sea

Al=( (Aw') Ny AF D> ; 3} n dlgebra de la

signatura SIG,

Entonces diremos que el dlgebra
Ao=( (Au)gesn‘ (Ps)gssu } es un  sgli-reducds de AI
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3. Por definicidén, de la especificacidn parametrizada,
ESPECP=(PAR .ESPEG), PAR es una subespecificacidn de ESPEQ.

4, Para indicar que wna especificacion ESPEC o5
parametrizada, con el pardmelro PAR, la  escribiremos de  la
siguiente manera ESPEC(PAR), Donde de  alguna manera estamos
abusando de la nolacidn, va gque ESPEC es la especificacidn destino
v no exactament.e el nombre de la especificacidn parametrizada.

Un ejemplo, es £l Lipo de datp abstracto Pilas , el cudl Tue
definide en el capitulo correspondiente, a los tipos de datos
abstractos. Agui el paramet.ro Formal es Eleaenlos. Asi que la
notacidn para la especificacisdn parametrizada Pilas, queda como
sigue: PilasCElementos).

9.4.,3 EJEMPLOS DE ESTECIFICACIONES PARAMETRIZADAS,
{,~ Comenzamos definiendo la especificacidén para el parameiro
formal y es la siguiente:

Elemantas =
tipes = Elementos

Ein Elementos.

La clase de todos los Elsmontos-ilgebras consiste de Lodos

los conjuntos, El dlgebra inicial T es e]1 «onjunta

Elemwentas
vacfo, puesto que no tenemes simbolos constantes.
La especificacitn para pilas, con parametro Farmal

Elsmentes es ddentieca a la especificada en el capituloe

correspondionte a los Lipos de datos abstractas.

Pilas(Elementos) = Elsmgntas +

tipos = Pila

Booleann

oper =
cierto Falso; e e S 1 (1739 FLFY T3
crea pila v Pila
met.e ;Elemento, Pila s Pila
sana Pila + Pila

as



mete :Elemento Cola ——— Cola

resto :Cola —— Cola

primero :Cola s Eloment.n

es_vacia :Cola ~——s Boolano
Yar

e ; Elemento

c : Cola

ecuac =
restofcrea_cola) = error
restolmetele.c)) = 8i es_vacialc)
Enlonces crea_cola
Sino metale restoled)
primero{crea_colad = error
primero(metele,c?y = 8i es_vacin(c)
Enlonces e
Sino primerolc)
es_vacialecrea_pilad = cierto
es_vacialmetele.c)) = falso

Fin Colas,

3.Un ejemplo més, es el correspondiente a la esnecif'icacidn

de cadenas con parimetra formal especificado por Elementos.
Las operaciones sobre cadenas serdn las siguientes:
Una operacion que area una cadena vacia.
Ina operacidn que convierta un elemento en una cadena,
compuesta por ese elemento.
Una operacién que una cadenas.
Un par de operacicnes que conviertan un elemantc en una
cadena \ luego la pegue a otra cadena una por la
parle izauierda v otra por la derecha.

Asi que la especificacidn queda como sigue

Cadenas(Elemontos) = Elementos +

tipos =

Cadena

an



rcad_vacia : ————s Cadena
P.‘lftl"‘vl_l:vlf‘_' Elemento —— Gadens

concatena: Cadena.Cadena ———— Qadena

elem_cad_izq; Elemento,Cadena ——— Cadena
+ Cadena

eplem_cad_der: Cadena.Elemento

var
e: Blemento
cad cardl .cad2 ; Cadena
Scliacws

cohcatenaleoad .ead vaciad = cad
concatenalead _vaciacad) = cad
concatbenalcad concatenalcad] cad2)) =
concabenalconcatenatoad .cadl ¥ cad2)
elen_cad_izqle cad)=
concatenalelem_a_cad{ed cad)
elem_cad_der(cad.e)=
concatenalcad elem_a_cad(ed)

Fin Gadenas.
En la siguiente secgidn estudiaremos un poco de tecoria de

categorfas, la cual es una herramienta indispensable, para dar la

semant.ica de las especificaciones parametrizadas,
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8.2 CATEGORIAS Y  FUKTORES,

En esta seccidén se dardn los conceptos bdsicos de la teoria
de calegorias, como son la definicidn de CQCategoria v la de
Funtores. ademds se proporciondn ejemplos, En la siguiepte seccidn
se enunciaran algunas de las propiedades de la  teoria  de
categorfas, que seran de gran dtilidad, para delinir la semdntica
de las especificaciones paramelrizadas. Algunas e eshas
propiedades no se demostrardn, puesto que e] objelive de este
trabajo, no es hacer un tratade Formal de Leopia de categorias,
sino de la aplicacidn de los conceplos v algunas propiedades de
esta teorfia, en  la delinicidn Cormal de la  gemdnbica de  las

especificaciones algshrajcas.

8.2,1 BEFINICION DE CATEGORYA,
Deficucidn; Una CATEGORIA & consiste de lo siguiente;
) lna clase de gbistos Obj.. {(Pasiblemente conjuntosd
@) Dade cualguier par de abjetas en &, AR & Obje . Lenemos
urta colececidn de maperos 1 A ~—— B, llamados MHORFISHOS
de A a B, a asta eooleccidn la denolaremos por Hura(A.B).
i) Dados r = HurGU\.B) v g = Horp(nad tenemos una
COMPOBICION de morfismos:
. Horﬁ(A,B) N HovG([l.C) — HO[‘G(A.C).
ademds esta composicisn cumple con ser asociativa.
w) Para cada objeto A existe up morfismo ir!‘:A — A,
llamado IDENTIDAD de A,  tal que para Lodo
£ e Hor (ARD v g = HOPN(C,A). con BC & Obje
tenemns que se cumple lo signieonte:
I’-di = v di.g = g
Antes de dar algunos ejemplos de mategorias, primero vamos a
definir lo gue es un objeto inicial en las categorias v lo que es

un isomorfismo.

Definicidn; Un morfismo C:A —+ B en upna vategoria & es un
ISOMORFISHO si existe un morfismo g:B —— A en 0. tal aue
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gl = idA v g = idn.
en este caso diremos que A v B son isomorfos.

Mefanicidn; Se dice gque un objeto I, en una categoria &, es
un OBJETO TNICIAL en &, si para cualguier otro objeto A de @

existe axactamente un morfismo £ [ — A,

Ejemplos de calegarfas.

t. Comenzamos con una categoria que hemos estudiado mucho, en
nuestros cursos de cidloulo, la cual consiste de la categoria de
los conjuntos, a la cual denotaremos como ® . vy gue  consiste de

+ B

todos los conjunt.os como objetos v todas las Cunciones A

como morfismas. La operacicn de compesicidén es la usual entre

funciones v la funcisn idA;A - A es la funcidn identidad,
claramente la composicidn y la identidad satisfacen los axiomas de
asnciatividad y los de la identidad., Los isomorfismos en ® son
las funciones bivectivas. El objeto inicial en B es el conjunto O
puesto gue la funcidn vacia, 000 === A, o5 la dnica funcidn de

@ al conjunto A,

2, Un ejemplo mds, es Ia categoria Cal.CESPEC) de  las
ESPEC-Algebras, que consiste de todas las ESPEC-dlgebras como

objetos v todos los ESPEC-homomorfismos f:A » B como
morfismos de A a H, La composicion es la  composicidn  de
ESPEC-homomorfismos e id‘;A — A es e} ESPEC-homomorfisme
identidad, los cuales satisfacen los axiomas de la identidad v de
composicidn. Los isomorf ismo en Cat{ESPEM son los
ESPEC-homomorfismas bivectivos v el dlgebra de términes cocientes
es un objeto inicial de CAl(ESPEQ) ésto es consecuencia de

T
ESPEC
un teorema demostrado en el capitulo anterior.

R La siguiente grafica aon nedos zomo objetos v aristas como

morfismos define una categoria
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5.2.3 PROPIEDADES DE LOS FUNTORES.

12 Gada funtor F‘:G‘ —— ﬁ"z preserva el isomorfismo, i.e..
para cada isomorfismo A —— R Lambién P FCAY — F(B)
es un isomorlismo.

2) La compasicidn  G.F; l‘i| e (‘l-3 de funtores F v G es

tambisn un funtor,

Dearastrandn,

13 Sea ;A ~— B un isomorfismo en € . entonces tenemos una
g:B —— A tal que se cumple que g.f = idA v f‘-,;=irl" entonces
por definicidn de Funtaves Lenemos due;

FCEI-FCMD = FegafIsFiid d=id,

FCEIF(gd = F(f‘-s)ﬁ?(idsﬁﬂrl“ o eual prueba aue F(C)

1]

%
[

un isomorfismoe en @,
2). Esta propiedad ws trivial, por la definicidn de funtor.

8.2.4 EJEMPLOS DE FUNTORES,
1, Comenzamas con el Functor identidad !DG;S —~— & y estd
definido poy IDG(IUBA v IDIM2=f, con AeF vy  un morfismo de @,

2. Definicidn, Un HONOIDE =s un copjunta € equipada <on una
funcidn 0 x € —— € (la multiplicacidn del monoided vy un
elemento distinguido e (el monoide identidad) sujeto a las
siguientes dos leves

X «CY 2 =0 XYY » 2 VXYZ2 00
X+ +easp .« X=X vXeC.

Y sean los mapeos £; A —— B con A v B monoides, que
cumplen la propiedad Flxas’) = F)Cx'Y, a los cvales  Jes
Ilamaremos homomorfismos entps aonoides.

Ahora bien sea la categoria Mon gue consiste de aonoides
camo objetos v homomorfismos. entre monoides, como marfismos, Y
sea la calegaria T de  conguntos  como  objetos v funciones como
morfismos. Entonces sea el funtor hMon — It definido como
sigue:

U:Mon —v W
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El cual envia al conjunto de elementos del monoide al mismn
conjunto, en la categoria de los conjuntos y a cada morfisme entre
monoides lo manda al mismn morfisme pere ahora interpretado coma
funcidn en la categoria de los conjuntos. Observemos que este
funtor se olvida de que los morfismos en los monoides cumplen

ciertas propiedades, asi como del] elemento distinguido e,

q. De una forma similar podemos construitr un funter de la
categoria de los grupos (la cual Liene como objetos a los grupos vy
como morfismos a los homomorfismos entre grupos) a la categoria de
los conjuntos, de Lal manera que al conjunto base de un grupo lo
mande a &l mismo, en los conjuntos, vy a los homomorfisme eotre
categorias lo mande al mismo. sélo que ahora interpretado como

una funcidn entre conjuntos.

4,.3ea la especilficacidn parametrizada de PilasCElementos),
con pardmetro formal definido por la especificacidn dada en el

primer ejemplo de éste capitulo. Entonces podemas censlruir un

funtor que vava de la  recategovia de  los PiiasCElemontos)
Catf PilasCElsmantosY ), a la categoria de Elomentos,

Cat.(Elementasld, definido de la siguiente forma
U:Cat(PilasCElementos) ) ——— Cutl{Elementos)

tal que para cada Pilas(Elementosd-dlgebra,

PacP P

Elgmentos® Pilas ‘P[iuule.]n .(:U_'rl.np.falsop.

crea pila ,mete saca Llope ,es vacia )
rea_pila . prtope o8 vacia
la definimos como:

U(P)upElonanos_

a cada PilasCElementos)-homomorfismo £P ——s P’

uced=1

Elemontos

o sea, f bajo U va a dar al homomorfisma definido

[Elament,os
para el tipo Elementos. Recordemas que un homomorfismo [ entre

dlgebras, esti definido por una clase de homorfismns.
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ojemplo 4 el funtor se olvida de los tipos Boolean y Pilas, as{i
como de las operaciones definidas para estos tipos,

A eslos tipos de funtores los llamaremos olvidadizos.

A primera vista, el concepto de funtor olvidadizo nos parece
trivial v completamente inidtil, Sorpresivamenie, vamos a ver que
est.a impresidn es complelamente falsa.

Por ejemplo, en la siguiente seccidn, exploraremos 1la
posibilidad de asociar a cada funtor G otro funter F, llamado
ad junto izquierde de G, Y veremos enlonces que el adjuntn
izquierdo al funtor olvidadizo, ILCat{Brupas) —-—— Catl{Conjunl.os)
nos enviard al grupoe libre generado por un conjunto. Y este
adjunto izquierdo de un funtor olvidadizo representard la
semdntica de una especificacidn parametrizada.
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5,3 CONSTRUCCIONES LIBRES Y FUNTORES LIBRES.

En esta seccidn vamos a  introdiucir los  conceplos  de
copstrucciones libres v a partir de esta construccidn btendremos un
funtar 21 cual liamaremos funtor libre y este idltimo representari
la semint.ica de nuestras especificaciones parametrizadas,

Comenzaremos esta  seccidn viendo  algunos  ejemplos,  para
daritos una  idea  intuaitiva de  las  definiciones gque mis  Larde

formalizaremos.

9.3.1 EJEMPLOS DE OBJETOS LIBRES,

1. COomenzaremos construvendo un monoide libre. Sea X un
conjunte, al cual  Jlamaremos conjunto de generadoves, v sea X
2]l conjuntn de todas las cadenas finitas de los elementos de X,
incluyenda la cadena vacia . definimos una operacidn en X',
llamada  concatenasisn, aue consiste  en pegar dos cadenas de X©
una seguidad de la otra

l'x‘.. .. .x")afx"... . .x‘m’ = (,\".. Ve .xn.x“.. ‘e .x'mv

claramente, esta operacidn es asoc

tatava,
Ademds % es la idenbidad, pues se cumple
Bow = W = Wolt v owax’
A la terpa (X°,.50, la  llamaremos monoide libre generado
por X. Ademdas este mopoide  libre  cumple  con 1la siguiente

propiedad;

Dade un monoide (S0 v algin mapeos X ———s 8, visto
como fancidn entre los congjuntas X v S, entonces existe  uan dnico
homomnrfismo w ; €X7,60) —— (§,. ) el oual extiends a T,
i.e,, que wlxd= £ VxeX

WANRTIE e x'Y Wy ek v

Wl Ymez
es claro que esta p es Gnica . v para que canpla lo anterior basta
que nosolros defipamos a y como sigue;

WA m o

w(x‘.. . .x"\ = f'(x‘)-. easaflCx Y

- 1 . ] -
Y si ademds utilizamos un mapeo X + X', aue depota la
tnclusion de “generadores", es decir  plxd=x, Podemos representar

Lo anterior en una forma calegorica, La cual veremos en seguida:



DEFINICION DE CONSTRUCCIOR LIBRE,

5.3.2
. un funtor V.8 —— o

Delinicide, Dadas las categorias @ v ¥
llamaremos a un objeto F(H) en ¥ la construccidn

¥ un objeto Hex,
exist.e  un mortismo

respeclto a Y, si

libre sobre H con
tlamado morfismu universal el cual

pCLylh ——— VLY en &,
salisface la siguiente propiedad;

Para cada objeto L v cada morfismo (GH -—— VLY existe un

VICD (W = |, esLto

rinico morfismo €1;FCH) —— L Lal que

indica aue el siguiente diagrama es conmutativo:

£ > VPO Fad

vy 1

vaLy L

§,3,3 DEFINICION DE TRANSFORMACTON E TSOMORFTSMO NATURAL,
+ 4 funtores, una transformacidn

a toda He¥  un

Defivdcidrn, Sean F.G; ¥
T : F —— G es una regla aue asigna

natural
Lal que para teoda f:H —— H',

morfismo T
con Hy H’ &%, el siguiente diagrama conmuta.

FCHY —— Q) en ¥

Fai> ? GCHd H
Flr G f
FCH™ PG D i
7

"

natural TP 3 es un

Definicidn.,  Una tLransPormacidn
t.odo

ISOMORFISHO NATURAL. si J'x es un ismorfismo en en ¥, para
objeto X e 2.

oo



5.3.4 DEFINICION Y PROPIEDADES DE LOS FUNTORES LIBRES,

1. Si upa construccidn libre P sobre B con respecto de V
existe para alguna V vy todo aobjeto H en ¥ entonces esta
construenidn libre puede ser extendida a un morfismo en & Lal que
para cada morfisma h: H = G en ¥, Fh) estad tdnicamente

determinado por la conmutatividad del siguiente diagrama,

u h y G

ulH> pl@y

VPR Ui

de esta forma obtenemas un funtor Fi: & e 5 . oel ocual

1lomaremos FUNTOR LIBRE con respecto de V, vy una transformacicon

natural u: ID}, —s VoF, a la cual la llamaremos TRANSFORMACTON
UKIVERSAL,
2. Un funtopr fibre Foesainice, safvo (somoplismn natuaral,

3. Los funtores libres preservan las dlgebras iniciales, i.e.. si
1 es un eohjeta inicial en & entonces PI} es an objeto ipicial

en 2,

A continuacidn veamos un ejemplo  de fantor libye,

£ jemplo,
Como
el dadoe en la seccidn 5.3.1 en el cual construimos el monoide

libre a partir de un conjuntn X. wl aonjunta  generador  eel

un ¢ jempla ez construccion tibre encontramos

monoide. El funtor libre on este caso es ol siguiente;

F:CatlCon juntos) ——— Cat.CHond el cual envia a cada

conjunto A al monoide libre .00,
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operacidn  PLAY san dados por FUAY= P 4 ConstlA)
v la evalA:TF(“ — A es la evaluacidn de los térainos
elementales de F(AY en A, donde A es considerada una

FCAd-dlgebra.

3. Asi pues, consbruimos uga nuteva  aespecificacidn
ESPECCAD = ESPEC + ( 0 Const.(4) Ecuac(A) )

4. La ESPEC-algebra

T (A) = V(T 3 se  le  llama A-ALGEBRA DE

ESPEC A TESPECAr

TERMINOS COCIENTES. donde T as el dlgebra de
ESPECAS

téprminos cocientas papra ESPECCAY v \‘A os o}l funtor

olvidadizo de las ESPECCA}~idlgebras a las ESPEC-algebras.

En seguida veremos una propiedad importante de esta A-dlgebra
de Lérminos cocientes.

T ear2aa., Dada una especificacion paramed e izada
ESPECP=C(PAR ESPECY. <on Cuntor olvidadizo
V:Cat.CESPERY —s (AtIPARY  eptonces
para carda PAR-dlgebra A =1 A~dlgebra de Lérminos cocientes
FCAD> = TESPEC(A) ag
una construccidn  libre sobre A con respecto a V, Y ésxta

construccidn libre se extiende a un funtar libre F
F:Cat(PAR) —— Cab(ESPEQ)
Veamns un ejemplo de una  A=dlgebpa  de términos cocientrs,
Ejemplo,

Consideremos 1a especificacion parametreizadae
ColastElementos), la que definimos en la seccidn 5.1.3 en ol

e jempla 2: 14 sea Alfabeto un Elsmontos=ilgebra con
Alfabetos{a.b,... .z} i.e., el alfabetn para las lebLras mindsculas,
entonces hara censtruir 2l Alfabeto-ilgebra de Léeminos cnsieates

tenemos los sigulentes conjustos;



especificaciones. ¥ a partir Jde ésta dlgebra de Lérminos cocientes
podemos definir un funtor que es libre, Asi que pasemas a ver lo
que entenderemos por la semintica de una especificacion
parametrizada,

Defirucadn, La SEMANTICA de una especificidén parametrizada
ESPECP=(PAR.ESPECY con (untor alvidadizo
V:Cat.{ESPEC? —— Gat(PAR> es la clase

TDAPCESPECPY={ F.Cat(PAR)—Cat.CESPECY ~» F es un funtor libre
con respecto de V )

de tLodos los funtores libres con respecto de V., los cuales son
llamados TIPOS DBE DATOS ABSTRACTOS PARAMETRIZADOS definidos pur
ESPECP. Por la propiedad de upicidad, salvo isomorfismo natural,
podemos decir que la semintica de ESPECP es eualquier funtor
libre F < TDAPCESPECP).

EJEMPLOS;

t. Tomemos la especificacidn paranelrizada Cadenas(Elemontos)

definida en la seccion 5.1.3, ejempla 3, entonces podemos
construir un funtor
STR : CablElenentos) ——— Oal{Cadenas(Elementos))

el cual en seguida se da;

Para cada Elvmentas=-dlgebra A, la Gadenaz(Elementasd=dlgebra

STRCAY va a estar definida por
STRCAY = (A.A° vacia.elemcad concatena aiiateizg afiadedn s

donde A" es 2l monnide libre sobre A v las operaciones son las
siguientes;

"vacfa” crea una nueva cadena vacia:

“elemcad" es la opepacidn que convierte un elemento de A en

una cadena que consiste de ese elemento,
“goncatena® es la operacidn Jde concalenacicon entre cadenas,

“afiadeizn” es la aperacicn de afiadir on elemento a una cadepa
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por la izquiersa.
“anadeder” es andloga a la anterinr sdlo que el elemento se

anexa por la derecha.

Estas operaciones las podemos definir formalmente como sigus;
.
Sean acA ¥y u,veA

vacia; JE——

elemsad; A ——s AT : elemcadlal=a

concatena ;: AT A —o AT : concatenalu,vd=uy

afiadeizq ;. A AT — A" 5 anadeizqla.id=au
.

ahadeder A A — A ' afiadeder(y ,ad=ua

Ahora bien &Gdmo vamos a delinir  STR(, con £ un morfismo
en la Qat(Elementoz=) 7
Para cada Elementos—morfismos f:A —— B, tenemns que

STRCEI=Af: con {:STRCAY — STRCBY donde

f: A" — 8", por definicidn de STR, es la extensidn
de f definida por

fa...ad = Flad.
1 n 1

fevaciad a v..xcfau

cefCa ) Va ....a Ay
" 1 n

El objetivo ahora es probarr gque 1 fuator STR 25 la semdntica

de la especificacidn paramelrizada Cadenas(Elementos), Asi pues lo

que debemos de ver es que STR es un fantor libre con respecto del
funtor olvidadizo V.Cat(Cadonaz(Els

et os)) —— Cabt(Elongntos)

Para demostrar que STR es un funtor libre, lo que debemns de
ver es que STRCA), para  todo Elenentos-dlgebra A es una
consbLruccién libre, con respcto de V. y probando esto por la
propiedad § de la sececidn 5.3.4 tenemos que STR es un funtor
libre.

Asi pues demostremos que STRCAY e&s una construccidn libre,
para todo objeto A de la categoria de Elemwntos,



Demaosiracid n.

Sea A un conjunto , tomemos el morfismo universal uCA) que es
igual a la identidad para A, idA;A ——s V.STRLAY , con V &)
funtor olvidadizo correspondiente, entonces para cada

Cadenas(Elementos)d~dlgebra € v cada fancidn A — VDD

P.d, existe un inico Cadenas(Elementosd-homomor ismo

g:RTREAY —— 00 tal aque ol siguiente diagrama es
conmutativo
A e A e VLSTROD STRCAY
f Vigd g
S vem a
A ! Ve

Para tener estd conmutatividad definamos a g como sigue
glad=rdcal VaaA
Y para que g sea un homomorlismo. continvames su definicidn
comn sigue:
glad=flad YacA
glvacio) = cad_va«:iac
Supongamos Que !IEI\' tal que u=a, .. "‘n entonces
g(u)-g(n‘. e nn)

gla .. a dmelem cad (a3 « ,,.,. elem cad (Fla 3}
1 n - < 1 < < - [»4 n
donde ‘o &8 la operacidn de concatenacitdin en C.

Demostremos ahora que g es un GCadenasCElemontusd=-homomorfismo

Es claro, qgue por definicién de g, ¢sta cumple con  ia
propiedad de ser homomorfimo para la cansbante “vacin", v para las
operaciones “elem_cad” vy ‘concatenacién", asi pues basta probar
para las coperaciones “aiadeizq” v "afadeder”, Pero sea acA vy

L]
aeeal <A entonces
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INTRODUCCTION
AL
LENGUAJE ACT ~ ONE.




=Y permite el uso de bibliotecas,

6.2 DESCRIPCION DEL LENGUAJE,
ACT-ONE estd basado, principalmente, en 5 conceptos
fundamentales para e]l desarrolleo de las especilicaciones, y a
Lravés de dstos, podemos facilmente realizar especificacionos

algebraicas., Estos conceptos son;

Especificaciones bisicas: Doande podemns ascribir

paranet.rizadas v

especilicaciones, especificacjone

especificaciones de  pardmelros Pormales,

2 podemos

Combinacién: Lo que nos indica este ocopcepla, es o
Ltomar varias especificaciones, va hechas v juntarlas,

para orear una nueva especil'icacidn.

Renombrado: En ncasiones vamns a desvar especificaciones que
pasiblemente ya havan sido definidas, con anterioridad,
silo que  ahora nos convenga que Lenggan otreo nombre los

conjuntos de los tipos o los nombres de los simbolos de

macepto vamos a poder

aperacion, v por medio de dsle
dar nuevos noabres a los objetos de unan especilicacidn.
De alguna manera, con el repombramiento vamos a poder

t.ener especificaciones rentilizables.

Aclualizacidn: Con eshe copcephto va ha ser posible actualizar

e] pardamet.re Formal en upna especificacidn parametrizable,

Modularizacidn: Por [o general cuando creamos un sistema de
computo, no lo jmplementamos de una sola parbe, si no
que mds bien, dividimos «] sistema en varias partes
funcionales y por \iltimo creamos un silo madulo que neos

mande llamar a los demds.
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En este dltimo capitule , veremos la primera parcte, la
correspondiente a las especilicaciones bhisicas. §i se desea
ampliar un poco miAs los conocimientos en este lenguaje se
recomienda el libro de H. Ehrig v B. Mahr (851,

6,3  ESPECIFICACIONES RASICAS,

Para especilficar un sistema, en AGT=-ONF, se comienza por
definir el nombre del sistema precedido de la palabra def vy
despuds del nombre sigue la palabra reservada i3, que nos indica
que aqui comienza la definicidn del sistema, a contipuacidn viene
el cuerpo de la especificacidn v se Pipaliza con las palabras

reservadas end of def.

Una especificacidn bdsica en ACT-ONE esti dividada eon 4
secciohes principales;
1) Un encabezado, en donde se indica el nombre del sistema:

2) Una seccidn de declaracién de tipos, (sorts?

4) Otra para la declaracidn de funciones. (gprsd)

4) Y una seccidn mis para la definicidn de las enuaniones y

de las variables utilizadas,

“Un esquema para las especificaciones bLusicas es @] siguiente;

daf NombreEspec 15
zorts listatipos
apns, listafuncs
eqns. listaecuas

ond of da

Como un ejemplon, veamos la especificacian de grupo,

daf Grupo L3
sorts  Conjunto
©RNS.
e —— Con junto

W Qongunta  Congjunt.s —— Conjunto
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Aquf  estamos dando, esplicitamente la  especil cicn  del
pardimetro formal, pero no es la iinica forma sine que podemos Lener
una esspecificacidn  para un parametro  formal ulilizandn el
signiente esquema:

def NombreEspeaFormal L%

formal zerts listatipns

formal opns listafuncs
formal oqns listaecuas

and of dut,

v hacer la combinacion de 1a espocificaion del poardametea Formal oy

ion paramet.reizoada

1A especific

Obseprvemos que ana signatapa § =S F) estard representada por

las s prespondicntis a s y opr,  de domde las listas

de tipos v funciones son los elementos de los conjuntos & v F,
A cont.inuacicsn vamns a dap algunns e jemplos de

especificaciones en AGCT-ONE, ubtilizando los esquemas anteriores,

6.4 EJEMPLOS DE FESPECIFICACIONES EN ACT-ONE,

1. Comenzamos haciendo la especificacidn del pardametra formal
Elementos, que hemos utilizado an las especilicaciones
paramet.rizadas,

def FElementos i3

formal sorts Elemento

end of dof
de donde la semdntica para esta especificacidn es ia clase de

t.odos los conjuntos, lo que llamamns semantica déhil,

2. Ahora pasemos a definit la especificacidn paranebrizada de
un arbol binario.

A los drboles vamos a delinirlos como un tipo de dato
abstracto, que sirven para guardar vy organizar datos. Por lo
general un drbol es utilizado para la busqueda v ardenamiento de
datons., Los daltos que se guardan en los drboles pueden ser de

diferentes tipos, un arbol para cada tipe de elementos, por lo que
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NodolNodoNulod = srror
Nodoal{CreaNadalai,e,ad)) = e

f sort Boolean

—

. all ai.ad 1n Arbol;
e in Elemento
EsNulo(NodoNulo) = cierta

EsNulal{CreaNodolai,e.add) = falso

De donde la semant.ica de la especificacidn
ArbolesBinCElementlos) estard dada por ol funtor libre, gque manda

a <cada Elemenlos-dlgebra A a

. . )
A Boolean.nodonu lo ereanodo hojaizg hojader nodo,esaulod

3. Para finalizar este capitulo, veremos un e jemplo mds, el

cual consiste en hacer la especilicacidén de un analizador léxico.

En la construccion de un compilader, para un languaje de alto
nivel, suele describirse en funcidn de una pramdtca.  que
especifica la forma, o sintaxis, de las proposiciones legales del
lenguaje. Por ejemplo la gramdtica puede definie una propesicidn
de asignacidn como un nombre de variable seguide de un operador de
asignacidn (=) v de una expresisn.

Asi, el problema de la compilacidn consiste en comparar las
proposiciones esacritas por el programador con las  estructuras
definidas por la gramdtica, v en generar el oddiga objeto
apropiado para cada proposicion,

Es conveniente considerar a una  proposicidn  de  programa
fuente como una secuencia de comparaeniss ldzicss (whans),

Los componentes léxicns pueden supoperse como lns undamentos
del lenguaje.

Par ejemplo, un componente  1éxice  podria ser una palabrea

reservada, un nombre de variabte, up entero, etc,

La tarea de examinar la preopogicidn fuente con el fin de

reconocer v clasificar los distintos componentes léalios se conoce
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CONSTRUCCION DE LA ESPECTFICACION FORMAL DE UN ANALIZADOR LEXICO

Para la creacidn de la especificacidn del analizador léxico,
utilizaremos »1 concept.o de modularidad, por lo que vamos a
dividir la especificacidn del sistema. en varias especificaciones.

La forma en coma vamos a dividit el analizador, es epn arear
varios tipaos de datos abstractos, los cuales consisten dal tipo de
datos ‘"cadenas'”, el cual utilizaremos para construir la cadena de
los cddiges, rorrespondientes a los womponentes léxicos: el de
"tablas de simbolos"™, un mddule para la  especificacion  del
pardamatro formal llamado lLexto, aque ropresentard o las cadenas e
caraclteres de que estd compuessta ol archivae a analizar: otro
médulo, para la especificacidn de los archives., y por iltime  un

médulo mds, el correspondicnte al cuerpo del anal izador.

Comenzaretos con la especificacicon del parametro texto, esta

especificacidn contendrd una tn funcicn, llamada iguales, la

cual nos vaerificari si son jdenticos dos cadenas o no.

dut Textos

fornal zot b
Boolean

farmal opns
verdadero fialsa; ——» Roolean
iguales; Texto Texto — Boolean

formal

Brolean

1l in Texto

ignates(cad,cadd=verdadern,

end def

Como se habia dicho antes, la salida del analizador consicte
de una secuencia de los cédigos, correspondientes a cada uno de
los componentes léxicos del programa fuente, asi pues para  la
construccion de esta lista utilizaremos el Lipo de dala abstraclo

cadenas.
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La especificacidn para el Lipn cadenas es andloga a la gue se
vio en el capitulo anterior, v eserita en leaguaje ACQT-ONE queda
como sigue:

def Cadenas{Elementos) iz
Elementos
formal sort
Eiemento
sonLs
Cadena

D

opns

l

cadvagia; ~—— Cadena

elemcad: Elements —— Cadena
concatena; Cadena Cadena -~ Cadena
ahadeizn: Elemento Cadena —— Catdena
afiadeder: Cadena Elemento —— Cadena

i
2

of szart Cadena
for al cad.cadl cad2  in Cadena

e:Elemento

concatenalcadvacia cadl)scad
cancatenaload cadvacia)=cad
concatenalgad woncatenadaid! cad2d)r=
soncatenaleancatanalcad ,cadld cad2)
anadeizale cadd=concatenalelemcadle ) cad)
afiadederlcad @)=concatenalcad e lemcan(e))
end of def
Para reconccer el cddigo de un identificador o de una
constante numdrica, utlilizaremos, las tahlas de simbolos, de donde
si el componente léxico gue estamos viondo va se encuentra en la
tabla, mandaremos escribir su cddigo v An caso de no ensontrarse
. se apade a la tabla de simbalos con su respective cddige v se
retorna el eddigo.
na tabla de simbolos estara compuesta por dos campos, une
que indicard el nombre del componente léxico v el otro gue
representard su cddigo.
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entablalcad,insertalcadl cod,tabd) =
si_en L_sino_bo Lligualestead,cadl),
verdadero entablaCead t.ab)]
si_ent._sino_bolCverdadero.bi b2) = bi
=i_ent_sino_bol(falso,bl b2) = b2

0

f sort Cddign

[

.y

cr att cad.eadl 1n Texto,
t.ab 1n Tabla;

cl.c2.cad in Codign:

cidigotoklcad creatab) = error
cddigot.oklcad,insertalcadl .cod. tabd)=
si_ent_sino_codl iguales(cad.cadl),
cod add igot.okCoad tab) )
si_ent_sino_codCverdadero.cl,c2) = ot
si_ept_sino_vod(falsoct.c2) = c2

end of def

Observemos las Jdos funciones, que no hablamos de nsllas en la

especificacidn informal, éstas son
si_ent._sino_hol v si ent._sino_cod; que se pueden
interpretar comn proposicicdnes condicionales, donde la primeca

retorna  nn  booleano v la segunda es del Lipo cddigo, es la razdn
de las teminaciones bol v cod en el pombre de las funciones,

De alguna forma désta #s una de las principales desvenlajas
del lenguaje AGT-ONE, pues esta proposicicn no se sncuentra dentro
de la gramdtica del lengnaje, v es papr eso que el disefiador de la

especificacidn la escribe explicitamente,

Recordemns que el objetive del woennea es analizar el archivoe
fuente gue contiene al programa, asi pues necesitamos de an mddulo
que nos maneje operaciones con archivos. Asi que definiremos un
Lipo de dat.e  abstractn ttamado archivo ol cual estard
parametrizado por el Lipo Lexto,

Las operaciones aque Lonemos para bLransf'ormar un archive son

las siguientes:
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archvacio; nos creara un nuevo archivo.

escribe: con esta funcidn escribiremos en el archive wna
cierta cadena de caracteres, Un isker.,

lee: con esta funcidn vamos a poder leer el sjiguiente
elemento del archivo en el cual estamos posicionados.

esvacio: esta funcidn nos regresard cierto si el archive
no contiene texto, o false de lo contrarin,

resto: que Liene como fin borrar el componente léxico

en o] cual nos encontramos.

La especificacién formal en lenguaje ACT-ONE, queda como

sigue;

v

dof Archivaos(Textos) i

f

Texlos
sorts
Archivo
opns.
archvacin; —— Archivo
escribe; Texto Archivo —s Archivo
lee: Archivo -—— Texto
rest.o: Archivo -—— Archivo
esvacio: Archive —— Boolean
si_enL_sino_arc; Boolean Archivo Archiva
——— Archivo

Boulean Texto Texto

+ Texto

g v
arc 1n Archivo;

cad in Texto

restolarchvaciod=error
restolesaribelead arad)=2
si_ent._sino_aralesvaciolarce),

archvacio.,arc)
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x
¢ in Archivo;
e

T
cad in Texto

leeCarchvaciod=FDA
leelescribe(cad.arc?)=
si_ent._sine_texCesvaciolara) cad,

leelare))

£

1

ort Boolean

.,
I3
I

all arc in Archivo

cad in CQadena

esvaciolarchvacio)=verdadero
esvacialescribelcad.arad) s falso
end of defl
La coastante ulilizada FDA corresponde al fin de archive,
esta constante no es pecesariamente de Lipo Texto, sino que mas
bien es una marca ldégica, que se deja en un dispositive externo,
como podria ser un disco, o cinta magnetica., vy asta marca  la
coloca el sistema operativo de la computadora que estemos
utilizando para la implementacicn del sistema. Asi que supondremos

que FDA es una constante sin tipo.

Para finalizar la especificacidn del analizador leéxics, se
escribird primero una especificacidn informal sobre las funciones

que utilizaremos v su respectiva tarea,

analiza: esta funcidn recibe un apchive fuente, v
retorna una lista de los cddigos, correspondientes
a los componentes léxicos del programa.

retornacod: est.a funcidn retf.ornard el cidigo
correspondiente a un ¢rdan especilicardo,

essimbesp: regresard cierto si un érden especif'icadn es

un simbolo especial del lenguaje.



espalres: regresard cierble si un when especificadoe es
una palabra reservada del lenguaje.

esnum: regresard cierto si un {eden especificado es
un nimero.

esidentl: regresard cierto si un (sken especificado es

un identificador vdlido del lenguaje.

def Analizador is
Archivos{Textios) and Tablas{Textos)
Cadenas(Codigos)

o
2
1

l

g
H

analiza; Archivo —~—— Cadena

retornacod;: Texto — Cidiga

essimbesp; Texto —— Roolean

espalres; Texto —— Boolean

espum; Texto -~— Boolean

esident.; Texto -—— Roolean

si_ent_sino_cod : Booiean Gddign Qédigo —— Cddigo

si_ent_ : Boolean Cddiga —— Qidigo

2
el
=)
U

!

of sort Gadena

~

or al arch in Avrchivo;

card in Texto

analizaCarchvacio)=FDA
analijzaCarch) =
concatenal retornacod(leelarch)),

analizaCrestoCarch)) )

for all arch in Achivo;
cad in Texto;
cl,c2.cold 1n Cidigo:
Lahsimbesp.tabpalres. t.abident

tabronst. in  Tabla



retornacod(cadl=
si_ent_cod( essimbesp(gad),
cddigotok(cad t.absimbespd 3
retornacod{cad)=
si _enL_n:nd( espalres(cad),
codigot.ok{cad Labpalres) >
retornacadfaad)=
si_ent_codl esmimerolaad),
si_ent_sino_codCenf.ablalcad tabconst),
cédigot.ok(cad,.tabconst) .,
codigotok(cad . insert.alcad .cod . .tabconst.>d)
retarnacodCcadd=
si_ent._cod( esidentlcadd,
si_ent._sino_cod(entablalead t.abident),
codigotok(cad. tabident),
cddigotok(cad,insertalcad . cod .tabident.>))

si_ent._cod(verdadero,codd=cod

si ept cod(lfalso coedl=vacio

[
l

K]
=
0
0
ol
e,

En esta iltima especilicacidn utilizamos una palabra
reservada que no explicamos su funcidn, esta os and v lo que nos
indica es que vamos a combinar las especificaciones para
crear una hueva:; por medio de la combinacidn podemns utlizar los
Lipos v funciones definidas en las otras especificaciones, para
definir las propiedades en la  especificacidn que estamns

construyendo,

En varios de los modules especificados aqui. nos enconbramoas
que algunas funciones regresan error, este valor no necesariamente
tiene que tener un tipo bien definido, sino que mas bien no tiene
tipn, v lo que representa es que la evaluacidn que estamos
realizando es invalida, De ahi que no se defina como upa

constante con su respeclivo dominio.
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En la introduccidn de la tesis, se menciond que el abjetivo
del presente trabajo es  realizar una  visidén de los fundamentos
mat.emat.icos en los cuales se basan las especilicaciones

algebraicas.

En el primer capf{tula vimos la necesidad e tepner métodos, de
tal forma que sean suficientemente confiables en la creacidn de

sistemas de cdmpulo, utilizando especilicaciones formales.

En los siguientes cualro capitulos se present.aron las
fundamentos ba jo los cuales, podemos decir que las
especilicaciones algebraicas son modelos para los sistemas de Lipe
algebraico.

Vimos de gue forma, cenceptos Lan importantes comn ohjetns
iniciales o los homomorfismos entre dlgebras, las podemos utilizar
para explicar formalmente ideas sabre la  independencia de  la

representacidn v validacidn de un sistema,

Por otra parte, el uso de las especificaciones aslgebraicas
provee las definiciones ahsbpactas de las operaciones usadas papa
establecer la comunicacian entre los  distintos modolos de an

sistema de admputo,

Actualmente, geonle dedicada ol estaudin sle Las ospecil icasiones
formales, esperan gue  las  especilicaciones  de Lipos  de dabos
abstractos tepgan un impacte substancial, para la demostracidon de

las propiedades sobre los programas v su verificacion,

Después de la experiencia  propia, en las especificacion
de tipos de datos  abstrachtos v de algunos  sistemas
computagionales, puedo decir, que las especilicaciones {formales no
pueden reemplazar a ias  informales, sino  mis  bien  pueden

vciles  de

ser complementarias, mientras gue las  infPormales son T

leer 'y de entender, las formales Lienden a set alaras, preci

v no ambiguas.



Por otra parte, algunas de las principales desventajos de las
especificaciones algebraicas, es que no ofrecen caracberisticas
sobre los requerimientos de la memoria que se swolicita para un
sistema de cémputo. ¢ los requerimientos de entrada v salida de
datos, ni sobre otras propiedades gue son importantes, como por
ejemplo. el problema que se encontrd a la hora de especificar el
mddulo de archives, con la constante de fin de archive, gque no
tiene un Lipo bien definido.
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SINTAXTIS DEL LENGUAJE ACT-ONE

Cact textd ;= act text <defd’ [uses from library listnoml end text

ddef>

::= def nombre i1s pexpr end of def

{pspecd ;= [formal sarts listaliposl

{formsel opns listaoper]

{formal sgns  listaecnac)
[sorts listatipl]
lopns  listaopert]

[eqns listaecuact)

pexpr> ;= [Knombreexpr>Wpspecd
{pexpr> ;:=2 nambre renamsd by {repld]

<nombreexpr) ::= [<nombreexprd and 1 pombre

<repl) ;= [zortrnames sortpairlist.]

{opnanes oopairlist]

Donde  los simbnlos no terminales  tienen el siguiente

signilficado;

anes v mambre para fa

Cact.  text> : Texto  de defini
libreria,

{pspecd . Presentacion  explicita  de una especilicacion o
parte de ésta,

(pexprd ; Expresidn para una especificacidn parametrizada,

{nombreexpr> : Nombre de expresidn para una combinacién de
aspecilicaciones paramet.rizadas,

{repl> ; Lista de reemplozamiento para nombres de bLipos v

operaciones.
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