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OBJETIVO

Esta tesis ha sido elaborada con el objetivo de servir como --
libro de texto , para los alumnos de Matemfiticas del tercer semes
tre del Colegio de Ciencias y Humanidades , ya que no existe nin-
glin libro que conjunte todos los temas relativos a su programa .

De étsa forma se quiere evitar la gran difucltad que para el -
alumno representa , el tener que consultar distintos textos , que
en algunos casos contlenen lenguaje y una exposisibén elevadas , -
para su nivel de conocimjentos.

Por eso es que con €sta tesis he tratado de hacer un texto que
conjunte : Claridad en el lenguaje aunado con una sencillez y pro
fundidad adecuada para su nive! . Ejemplificando cada tema , y de
manera inmediata realizando peguntas acerca de &1 , con el objeti
vo de que el alumno razone cada tema y lo pueda aprender con -

mayor rapijdez.




GEQMETRIA _EUCL IDIANA

METODO DEDUCTIVO.

Plat8n (427-347 A.C.) discfpulo de Sécrates pensaba que la abs
traccién matemitica debTa hacerse de ia manera mas clara posible,
ya que sus predecesores no hacfan una argumentaci6n deductiva des
de las premisas hasta la conclusion del problema .

Es por esta inquietud que Plat6n desarolla el Metodo Deductivo
que consiste en encadenar proposiciones o premisas verdaderas ,--
argumentandolas hasta obtener como consecuenclia lSgica una concly
sién , de tal manera que no exista ningun error en la argumenta--
cibn

¢ En que consiste el Método deductivo ?

Euclides afirmaba que : Si premisa es el principio del razona-
miento , se debe proporcionar en las matem8ticas el principio de
su razonamjento.

A estos principios les 1lamb : Definiciones , Axiomas y Postu-~
lados .

DEFINICION .- Es una proposici6én que expresa con claridad tas
caracterfsticas de una persona o cosa que se pretende definir,

Ejemplos .

PUNTO.- Es la extensién mis pequeda , no tiene dimensiones ,no
tiene tiene largo , no tiene ancho ,nitampoco alto.

A

RECTA.~- Es la sucesibn de puntos alineados en una misma direc-
cién , y solo tiene una dimensibn que es el largo .

————————— e}
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PLANO.- Es el area limitada por dos rectas perpendiculares -
entre si que se cortan , y sblo tiene dos dimensiones que son el

largo y el ancho.
Enl

RECTAS PARALELAS.- Son dos rectas que no tienen ningGn punto -
en comin , es decir que nunca se cortan , ni forman ningfin dngulo
Para simbolizar que la recta que pasa por los puntos C,D es pa
ralela a 1a recta que pasa por los puntos E,F se utiliza el sTmbo
lo // , es decir : D//EF .
) cC E

’

s

/

D _F
D/ /EF

RECTAS _PERPENDICULARES.- Son dos rectas que al intersectarse -
forman un &nguio de 50°¢ .

Para simbolizar que la recta que pasa por los puntos A,B es --
perpendicular a la recta que pasa por los puntos C,D se utiliza--
el simbolo | , es decir : AB 1 D .

>
——0o
w
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RECTAS_CONVERGENTES-D)VERGENTES. - Son dos rectas que al prolon
garse , por un lado se acercan y por el otro se separan .Por el -

lado en que se acercan son convergentes , por el lado en que se -
separan son divergentes .

S

convergen divergen

EJERCICIOS:
Da la definicién de :
a) Superficie.

b} VolGmen.

AXIQMA .- Es una premisa tan obvia que no necesita ser demos--
trada .
Efemplos:
Todo nCGmero es igual a si mismo.
Cualquier cosa puede substituirse por su jfgual .
Euclides enuncié en su libro ELEMENTOS , los siguientes axio--
mas o noclones comunes
Al.- Dos cosas iguales a una tercera , son iguales entre Si.--
Que actualmente se le conoce con el nombre deopropiedad transiti-
va de la lgualdadf
Si a=b y b=c entonces a=c .
Ejemplo: Si 2=1+1 y 1+122{(1) entonces 2=2(1) .

Completa las siguientes proposiciones aplicando Al .

a) Si 4u22 y 22-(2)(2) entonces 4=

b) Si 27-___ y 3%=(9)(3)entonces 27= (9)(3)

c) Si x+y=z , Z= 10 entonces Xx+y=s

d) St {& ,%x ,0) = y {o ,#,¢}=[¥,o,¢}
enlonces{#,*'o'}_{%,o'ﬁl. .




A2.- Si @a centidades iguales se suman cantidades iguales , los
resultados son iguales .
Si a=b entonces a+c=bs+c .
Ejemplo :
Si x=3 entonces x+2=3+2 .

EJERCICIOS

Completa las siguientes proposiciones aplicando A2 .
a) St 5+6=10+1 entonces (5+6)+4=

b} Si x=5 entonces = 543

c) Si = y+x entonces (x+ylsz={y+x)+z

d) Siv=d/t entonces v+x=

A3.- Si a cantidades iguales se restan cantidades iguales,los-
resultados son iguales .
Si a=b entonces a-c=b-c .
Ejemplos:
Si y=15 entonces y-8=15-8 .
Si 4+1=5 entonces (4+1)-2=5-2 ,

EJERCICIOS :
Completa las siguientes proposiciones aplicando A3 .

a) Si 15=45 entonces =45 -5
3 3

b} Si x+y=x(y) entonces (x+y)-z=

c) St = YX entonces 9-i= VX' -1
d) Si 8= entonces 8-2=(6+2)-2
e) Si h =h, entonces h-h,=

Actunlmente a los axiomas A2 y A3 se fes conoce con el nombre
de propledad de adicion de la lgualdad.

Ad.- Las cosas que cotnclden mutuamente son iguales ,y se les-
conoce con el nombre de congruentes :

Ejemplo :

Si los cuadrados de 1a siguiente figura coinciden en todas sus
partes , al sobreponerlos son iguales o congruentes



EJERCICIOS :

Completa las siguientes flguras para que sesn congruentes .

a) (}:Eb

b} ij g

c)

A5.- El todo es mayor que cualquiera de sus partes.
Ejemplo :

En la siguiente figura , si se considera al rectfingulo como el
todo , al trifngulo I y al trifngulo 11 , partes del recténgulo ,
se puede decir que el rectingulo es mayor que el triéngulo 1 , y-
también mayor que el tri&ngulo 1§ .

-

EJERCICIOS :

Sea el conjunto U= { {a,b] , { c,d} R { e,f} } .

a) iCuBl conjunto corresponde al todo ?

b) éCuales son las partes del todo ?




POSTULADO. - Es una premisa no tan obvia como el axioma , pe-

ro que se acepta como clerta .

Ejemplos:

a) Toda figura puede camblar de posicién , sin alterar su for-
ma ni sus dimenstones .

b} Existe una {nfinidad de puntos .

c) Dos rectas no pueden cortarse en mas de uw punto .

Euclides también enunci6 los siguientes postulados :

_P1.~ Dos puntos cualesquiera determinan una y sb6lo una linea -
recta .

EJERCICIO : .
Determina las rectas que pasan por los puntos AyB , ByC ,AyC .

P2.- Cualquier segmento de recta puede prolongarse en ambos --
sentidos, y determinar una recta,

Un segmento de recta (recta finita) que tenga como extremos a-
los puntos A y B se simboliza como: AB .

Prolongacibn A B Prolongacibn

EJERCICIO :
éCufl es la diferencia entre segmento de recta y recta ?

P3.- Todos los &ngulos rectos son iguales .



T/B\<L

AA A
A=B=C=D=90°

EJERCICIO :
En el sigulente trapecio recténgulo indica cuales son los angu

los rectos ,

A B8
C D

P4.-Se puede trazar una circunferencia ,si se dan un centro y

un radio cualesquiera .

EJERCICIO :
Traza una circunferencia con el centro y radio que se da .

8) b)




P5.- Si se tiene una recta y un punto exterior a &sta, por €s-
te punto se puede trazar una y sbfo una paralela a Ja recta dada.

E£,ERCICIOS :

Traza la recta paraleta a fa recta R , y que pasa por el punto
AL

a} . b}

Si la recta que pasa por el punto exterior A, no es paralela-
a Is recta R, ni tampoco a la recta S , entonces , la recta que
pasa por el punto A corta a las otras dos rectas de manera que -~
ia suma de los &ngulos interiares formados sobre el mismo lado de
la recta gque pasa por el punto A , son menores que dos fnsulos -
rectos , entonces las dos rectas Ry S se cortan del lado de ja -
recta que pasa por el punto A, en que la suma de los &ngulos in
es menor de 909 .




Ejemplo :

Si la recta Ll no es paralela a la recta L2 y R es transversal
entonces Ll y L2 se intersectan .

81°30'+86°30' = J80° , por o tanto L, y L,no son paralelas .

EJERCICIOS
a) éCuanto suman los Bngulos interiores que se forman sobre el
lado de R en que las rectas Ll y L2 divergen ?

R

/

b} ¢CuBnto suman los &ngulos interiores que se forman sobre el
lado de R , cuando las rectas Ll y L2 son paralefas ?

R
Ly

Ly

c} En cuales de las siguientes gr&ficas , las rectas Ll y L2 -

son : i} Paralelas
ii} No paralelas



(1) (1 S )

e

Patalelas
No paralelas

TEOREMA es una proposicién que debe demostrarse .Los teore--
mas se demuestran basandose en razonamientos que se justifican --
mediante los axiomas y postulados .

Ejemplo :
Teorema .- Los &ngulos opuestos por ei vértice son iguales .

A

Es necesario hacer hincapi& que para demostrar un teorema , se
debe de tener muy claro lo que es la hip6tesis y 1o que es la te-
sis.

La HIPOTESIS es todolo que se supone cierto , como pueden ser-
los postulados y los axiomas .

La TESIS es lo"que se tiene que demostrar , es decir , lo que
se esta afirmando que es cierto .

En el teorema anterior la hip6tesis es : Los Sngulos som opues
tos por el vértice .

La tesis es : Los #&ngulos son jguales .

EJERCICIOS

Diga cufl es 1s hipbtesls y cufl es la tesis de el siguiente -
teorema .



Si una gr&fica admite un paseo euleriano cerrado , entonces es
conexa y la valencia de todos sus vértices es par .

Hipbtesis :

Tesis

ANGULOS
Para poder proseguir con €T estudio de }a geometrfa euclidiana

es necesario definir algunos otros elementos que se utilizargn -
en el curso , como son

Apgulo,- Es la medida de la abertura que se forma entre dos --
rectas que se intersectan en un punto (O) lilamado vértice del &an-
gulo .

(o}

Si las rectas que forman el 8ngulo , son las que pasan por los
puntos O,A y G,B respectivamente , el f&ngulo formado se puede sim
bolizar de las siguientes formas

A

B

o
A0B ,£A0B , 0, <0, BOR, < BOA

EJERCICIOS :
& Como se simboliza el siguiente &ngulo ?




Un &ngulo se dice que se encuentra en posici6n NORMAL , cuando
estd sftuado en un plano bidimensional , su vértice coincide con
el origen y su lado inicial coincide con el eje de las abscisas -
Y) . sy

1

-

t
H X

Se ha convenido arbitrariamente que los &ngulos que se engen--
dran en sentido contrario a las manecillas del reloj son positi--
vos (+) , y si el &ngulo se engendra en el sentido de las maneci-
1las del reloj , seré negativo (-) .

Ejemplos

+ A\
EJERCICIO :
«Cudl es el sentido de los siguientes &ngulos ?

AN LN

Para medir los &ngulos se usa el transportador .



Las unidades que se utilizan son las siguientes :
GRADC , MINUTO , SEGUNDO Y RADIAN
GRADO .- Es la medida de Ia abertura que se obtiene al dividir
un circulo en 360 partes jguales , se simboliza por 2 .

12 = 1/360
MINUTO .- Es la sesentava parte de un grado , se simbolfza por
(') .
SEGUNDO .- Es la sesentava parte de un minuto , se simboliza -~
por (") . El segundo también equivale a la trscientos sesentava
parte de un grado . S

§12260"=360""

EJERCICIOS : o

a8} ¢ A cuantos grados corresponde la mitad de un cfrculo ™ ? __ -
b} & A que parte del cfrculo corresponden 909 ?

c) & Cuantos minutos tiene 82 2

d} &

e) &

Cuantos segundos tiepe 1% 10' ?
Cuantos grados forman 1200" ?

RADIAN .- Es }a medida del &ngulo que se {orma , con un arco -
que mide un radic de la circunferencia , es decir , es el cocien~
te entre la la longitud de arco y el radio .

fongitud de arco a r
A=

A AK

= 2]

Longitud de radio T ¢

A es la medida del &ngulo que se forma con un arco que mide un
radio de la clircunferencia y a fa longitud de arco.
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Ejemplo :
St 1a longitud de un arco de una circunferencia mide 20 unida-
des , y el radio 13 unidades iCuanto mide el &ngulo que se forma?

A-20 _ 1.54 rad.

13

EJERCICIOS :

&Cubnto mide el &ngulo si:
a) La longitud de arco mide 10 cm., y el radio mide 5 cm.
b) La longitud de arco mide 28 cm. y el radio mide 28 cm.

CONVERSION DE GRADOS A RADIANES .- Se sabe que la circunferencia-
mide un fingulo {A) de 360° , y la longitud del arco de la circun-
ferencia (a) mide 2 ' r , entonces 2 W r es igual a 360° .

82 W« t
r

A sprT = 211

Por tanto para convertir grados a radlanes basta con multipli-
car los grados pors W/186° .

Ejemplo |

Convertir a radianes el &ngulo que mide 25° 30' .

Para poder operar con el &ngulo , hay que tenerlo expresado --
con la misma unidad , en este caso hay que expresar los minutos -
como grados , esto se hace dividiendo los minutos entre 60 .

3

30'=32. 0,50

por tanto : 25° 30' = 25.5°



X_ W 25.5)  _3.1416(25.5) _ 80,11
) 180 150 = 0-445 rad.

EJERCICIOS

éCusntos radianes mide un &ngulo de 270° ?

Conversibn de radianes 8 grados .- Para convertir radianes a -
grados , basta con multiplicar los radianes por 180°/47 .
Ejemplo : '
Pcd
Convertir a grados /3 rad,
X= (W /3 180° = 180° = 60°
K)

EJERCICIO :

iCuantos grados mide 2U1/3 rad. 7

OPERACIONES ENTRE MEDIDAS ANGULARES . ‘ - .
SUMA. - Para sumar Ja medida de dos &ngulos , se coloca um su--

mando debajo del otro , de manera que coincidan las unidades del-
mismo orden . Despu€s se suman grados con grados , minutos con mi
nutes y segundos con segundos .

Si ta suma de los segundos es mayor o igual a 60 , &sta se con
vierte a minutos dividiendolsa entre 60 .El cociente es la canti--
dad de minutos , y el residuo es }a cantidad de segundos .

Estos minutes se suman a los obtenidos en la suma anterfor .

De la misma forma , si la suma de los minutos es mayor o igua}

a 60 , estos se caonvierten a grados dividiendo la suma entre 60 .

El cocinte es la cantidad de grados y el residuo 1a cantidad de ~
minutos.



Ejemplo. :
Sumar 3° 15' 45" y 8°50'25”

30 }5° 45"
* go 50' 25"
11 65' 70" .
. ///1 s0 [ 707
1" 10 10"
1310 86 10" 12
Y e 60 [ 66"
120 6' 10" . 8!

Por ‘tanto : -
3% 15" 45" + 8° 50' 25" = §2° 6' 10"

EJERCICIOS :
éCuanto mide 1a suma de los &ngulos AY B -?
a) A=41926'42"
B=58°39'29"
b) A=63°59'18"
B=35°18"'45"

RESTA. -Para restar la medida de dos &ngulos , se coloca el sus
traendo debajo de*el minuendo , de tal forma que coincidan las u-
nidades del mismo orden .

Si en e! minuendo los minutos son menores que los del sustraen
do , se transforma un grado del minuendo en sesenta minutos , y -
se les suman a los minutos del minuenco .

De igual forma , si en el minuendo hay menos segundos que en -
el sustraendo , se transforma un minutc de! minuendo en sesenta -
segundos , y se les suman a los segundos delmjnuendo .

Después se restan grados con grados , minutes con minutos y se
gundos con segundos .
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Ejemplo :
Restarle a 39°;g115" la cantidad de 15°20'30" .
39 18 15"
“15° 20' 30"

39° 18" 15"
- 1° + g0'

38 78' 15"
38° - 1' +60"
38° 77' q35n

38° 77' 715"
- 15° 929v 30"
23° 57' 45"

EJERCICIOS :
éCuanto mide la resta de los &ngulos Ay B ?
a) A= 125° 28' 10" y B = 39° 45' 21" .
b) A= 345° 18' 20" y B = 29° 30' 45" ,

PRODUCTO. -Para multiplicar un ingulo por un nGmero, se multi--
plica dicho nlmero por cada una de las unidades . Si en el resul-
tado los segundos®son mayores o iguales que sesenta , 8stos se -
transforman a minutos , y estos minutos se suman a los del produc
to . Si esta suma es mayor o igual que sesenta , estos minutos se
transforman a grados , y se suman a los grados del producto .

EJEMPLO

Multiplicar 10 por 15° 20' 15" .
10(15°) 10{20') 10{15"}= 150° fOO' 150"

2' 30" 6011§§
150° 202' 30"
+t 30 22' 30" GOFTUQ

22°
1532 22' 30"

+



EJERCICIOs:

Efectua los sigujentes productes :
a} 12 (21°15'19") ' . i I

b) 18 (13°16'21") —_—

COCIENTE. - Para dividir un &ngulo entre cualquier nGmero , bas
ta dividir cada una de las unidades entre el nfimero dado .

Si el cociente de los grados no es exacto , el residuo se con-
vierte a minutos , multiplicando &ste residuo por sesenta , y se-
le suma a &ste producto los minutos del dividendo . Estos minutos
se dividen entre el nfimero dado , si el cociente no es ex&cto , -
el residuo se convierte a segundos , multiplicando éste residuo -
por sesenta , y se le suma a este producto los segundos del divi-
dendo .E! resultado se divide entre e! nfimero dado , y de &sta --
forma se termina la operacibn .

Ejemplo :

Dividir 122° 19' 30" entre 4 .

30° 34" 52"
4 V122° 19" 30"

2° 2°(60)=120"
+ 120'
139"
i 3 3'(60)=180"
+ 180"
“210%
2'!

Por tanto :
122°19'30"/4=30°34'52"

EJERCICIOS
Efectua las siguientes divisiones



a) 345720'16"/15
b) 56°319'25"/89
c) 218°t0'21"

[UUUTURNUIURE SSS IR

CLASIFICACION DE ANGULOS SEGUN SU ABERTIRA.
ANGULOS AGUDOS. - Son aquellos cuya abertura es menor a -

a0° |
<:::ZEE:::::_
o° A s0°
EJERCICIO :

¢Cusles de los siguientes Sngulos son agudos ?

\ / \
R

ANGULOS RECTOS.- Son jos Angulos f{ormados por dos rectas per--
pendiculares entre si y cuya abertura mide 902 .

|
b

~
A= 90°

EJERCICIO :
iCuales son los &ngulos rectos de la siguiente figura ?



/A‘ i\
c D E F
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ANGULO OBTUSO .- Es aquel . cuya aberiura es mayor que 90°
y menor que 180° .

EJERCICIO :
(Cuales son los &ngulos obtusos de la siguiente figura ?

A

ANGULO LLANO .- ES aquel en los que sus lados pertenecen

a la misma recta , miden 180° .,

A
—N\

A = 180°

EJERCICIO :
¢Cuales son los &ngulos llanos de la siguiente figura ?



2y

A B
E
c D
ANGULO _ENTRANTE .- Es aquel cuya medida es mayor gque ---
180° y menor que 360°
A

180°. A 360°

EJERCICIO : e
Localiza un &ngulo entrante en la siguiente figura . ’

ANGULO PERJGONAL™ .- Es aquel cuyos lados se sobreponen-~
al dar uno de ellps una vuelta completa , mide 360° .

A = 360°
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EJERCICIOS :
a) (Cuantos &ngulos de 45 2 forman un Angulo conjugado ?

b} éCuantos &ngulos rectos forman un ingulo conjugado ?

CLASIFICACION DE ANGLLOS SEGUN LA RELACION EX)STENTE ENTRE ELLOS.

ANGULOS ADYACENTES O CONSECUTIVOS .- Son dos angulos que solo

tienen en comiin un vértice y un lado .

. v
- ~

A
v S

P
A es consecutivo a’B

EJERCICIO :
Localiza dos &ngulos consecutivos menores de 90° cada uno en -
la siguiente figura .
[of

A D B

ANGULOS _OPUESTOS POR EL VERTICE .- Son los &ngulos que tienen-
el mismo vértice y los lados de uno son la continuacibn del otro.

A es opuesto a B

EJERCICIO :
¢Cuantos pares de &ngulos opuestos por el vértice hay , y cua-

les son , en la siguiente figura ?
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CLASIFICACION DE ANGULOS POR PAREJAS SEGUN EL VALOR DE SU SUMA

ANGULOS COVPLEMENTAR]OS. - Son dos &ngulos que forman un &ngulo

es decir que suman 90° .

recto ,
AB=90°
Ejemplo:
iCuBinto mide el Bngulo que es la mitad de su complemento ?

(1/2)x
x+1x=90°
2
- 3x=90°
2
x=60°
1x=30°
z 300

EJERCICIOS :
a)localiza los &ngulos complementarios de la siguiente figura en

donde A B C D son los vértices de un cuadrado .
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\

A E B

bléCus}) es el complemento del Sngulo que mide 15° 10' 2* ?

c) 4Cusinto mide el &ngulo gue es el triple de su complemento ?

ANGULOS SUPLEMENTARIOS .- Son dos &ngulos que forman un fngulo
tlano , es decir que suman 180°

L

AsB=180°
Ejemplo :

iCubl es el suplemento del Sngulo que mide 35° 20' 15" 2

x : 352 20° 158"

x+35°20'15"=180°
x=180°-35°20'15"
x=144°39'45"

144°39°45"

EJERCICIOS :

a)iCuBl es el suplemento del &ngulo que mide 131°15'1¢" 2
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b}éCusnto mide el &ngulo que es la cuarta parte de su suplemen
to ?

ANGULOS CONJUGADOS. - Son dos &ngulos que forman un perfigono ,
es decir , que suman 360° .

EJERCICIOS : . PRI
a) Localiza dos &ngulos conjugados en la siguiente figura .

A B

b)éCufinto mide el &ngulo conjugado, del &ngulo-qgue mide 176°5"

c)iCulinto mide el &ngulo que es las tres cuartas partes de su-
conjugado ?




EJERCICIOS

1. -ENUNCIA

a) Un axioma .

b} Un postulado .

¢} Un teorema .

2.-Convierte los siguientes &ngulos que estan expresados en --
grados a radianes .

a} 20°

b} 15°10'

c) 60°40'15""

d) -15°

e) -10°20"

3.- Convierte los siguientes &ngulos que estfn expresados en -
radianes a grados .

a) 0.5 rad.

b1 71/2 rad.

c) 3Ti/2 rad.

4) 517 rad.

e} 3TV/4 rad.

4.- De 1a sigufente figura cufiles son los &ngulos :

a) Agudos . A

b) Rectos . \<

c) Adyacentes .

d) Supiementarios .

e} Obtusos .

f) Llanos . . D

5.- Obtener el complemento de los siguientes &ngulos :

a} 20°30'10"

b} 16°15'20"

c) 84°10"

d} 15°20°'

e) 8g°13"

6.~ Obtener el suplemento de los siguientes &ngulos :

a) 23°15'10"

b) 90°45'23"

c) 125°14'18"

26
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d) 182°12°10"

e) 135°20"

7.- Obtener el conjugado de los siguientes &ngulos :

a) 30°16'15"

b} 24°25°

c) 120°18'23"

d) 45'36"

e) 215925%16"

8.~ Si ﬁﬁt=90° , encontrar el valor de cada uno de los siguien
tes &ngulos :

a) b) c)
A A A
x/ 2x x-35,
: - x+20
® c B c

9.~ Si ?Ezfes un &ngulo llana , encontrar el valor de cada uno
de los siguientes &ngulos .

a) b)

4x
: 4x x
x . 2x

0.~ Si ﬁ55¥360° , encontrar el valor de los sigufentes &ngu--

los : .
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CLASIFICACION DE ANGLLOS FORMADOS POR DOS RECTAS PARALELAS
Y _UNA TRANSVERSAL { SECANTE )

PARAY

Los &ngulos que se forman en la regidn interna son :

Los &ngulos que se forman en la regibn externa son : T,

ANGULOS ALTERNOS INTERNOS.- Son los &ngulos intermos no ady
centes , sttuados en Jados distintas de 1a secante .

~Ogv

3
2

oy -

3
27Ty’

6
y
a-

Los &ngulos ﬁ‘y'@ son alternos internos

EJERCICIO :
iCuales otros &ngulos alternos internos hay en la flgura ante-
rior ?

ANGULOS ALTERNOS EXTERNOS .- Son los Angulos exterpsos no adya-
centes situadas en lados distintos de la secante .

,{2

3

7

7

Los &ngulos y 7 son slternos externos
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EJERCICIO 3 e k i ,
iCuales otros &ngulos alternos externos: hay-en la fligura ante-
rior 2 R e

ANGULOS CORRESPONDIENTES .- Son los &ngulos no adyacentes , -~
uno alterno y e! otro externo , situados del mismo lado de 1a se-
cante . f

1 2
I
3 /4

— 53¢ 6

Los éngulos’l\ y/s\ son correspondientes

ZJERCICIOS :
En la figura anterior , cuales son los fingulos::

a) correspondientes
b) Opuestos por el vértice

c¢) Suplementarios

TEOREMAS SOBRE ANGULOS .

TAl.-Los &ngulos opuestos por el vértice son iguales .

Hip6tesis : AB//CD
‘EF es una secante
/l\yﬁ\son Sngulos opuestos por el vértice
N

Tesis : /l\-4



o/ 2
A B
3LrE
c. .3/.% __p
7 8
Demostraci6n : F

“T42-180%por ser &ngulos suplementarios .
“F+4=180° por ser &ngulos suplementarios .
T43=244 por Al .
1=3 por A3 .

TA2, -Los &ngulos alternos internos son iguales .

Hipétesis : AB//CD
EF es una secante
/3\ y % son alternos internos
Tesis /3\ =?
Este teorema se demostrarf en forma indirecta o reduccibn a lo
. absurdo . Esta forma consiste en suponer cierta la negacién de la
conclusi6én deseada , con ésta nueva premisa y junto com las premi
sas dadas (hipdtesis) , se deduce una contradiccién ,y por fo tan
to se establece la conclusién deseada , como una inferencia 16gi-
ca deducida de las premisas originates .
Demostracitn :
?ﬁé\hipétesis contradictoria de la tesis
Sed1800 por ser Sngulos supiementarios
‘é\Z\HSO" ya que ?#€
Por el postulado 53 se sabe que si la suma de los &ngulos intex
riores formados sobre el mismo lado de la recta secante es mayor-
o menor a 180° , las rectas AB y CD se cortan de lado en que la -
suma de Jos &ngulos interiores formados sobre el mismo Jado de la
secante es menor a 180° .Esto quiere decir que las rectas AB y OO
no son paralelas .



Esta contradiccibn se obtiene por suponer que los &ngulos 3 y 6
no son iguales . Por tanto los &ngulos 3 ¥ 6 son iguales , que es

lo que se querfa demostrar .

Ejemplo :

Los &ngulos internos opuestos de un paralelogramo son iguales.

Hip6tesis : AB//D
AC/ /8D

Tesis :

Demostracién :
ACB-CBD
BD-ABC

ACB+BCD-CBD-ABC

“ACD-ABD

AD-ACBBD

“ABD-ABC+CBD
.. ACD-ABD

TA3,.- Los sngulos alternos externos son lguales .

por ser Angulos alternos-internos .
por ser &ngulos alternos

por A2
por Al
por Al
por Al

A Lt o B
P
3 // 4
- H
- 7 78 b
F

Hipbtesis : AB//CD
EF es secante

~ A
1y8 son &ngulos alternos externos

~

TESIS : -8
Demostracidn :

=Y o) =) ) =)
3 o) ) Gy a)

3
o

por
por
por
por
por

ser opuestos por el vértice
ser alternos

Al

ser opuestos por el vértice

Al

internos



Ejemplo:
Los &ngulos externos opuestos de un paralelogramo son iguales

A B C
p—* S COEE G
E L7 F
Hipétesis : AC//DG H

AE//8H
@y@ son &ngulos externos opuestos
Tesis : AED-EBH
Demostracién :
ﬁ=@ por ser alternos externos
@sﬁ por ser opuestos po el vértice
@=ﬁ por At
@=ﬁ por ser alternos internos
ﬁ=@ por Al
TA4 - Los &ngulos correspondientes son iguales .
- A Y2 B
3 4

D Sl 8 c
1/ s
F

Hip6tesis : AB//CD
TF es una transversal
5 son correspondientes

)

y
=5

—y

Tesls :
Demostracibn :

Y )
Y o) o)

por ser opuestos por el vértice
por ser alternos internos

=) o
o

=5 por Al
Ejemplos :
3)Si 2-130¢ ,AB//CD y EF es una transversal, obtener el valor de

los demas fngulos .



Desarrollo :

T+%=180° por ser suplementarios
T+130°=180" por sustitucién
T=30° por A3
Tefes50° por ser opuestos por el vértice
'2=8=130° por ser opuestos por el vérrice
AN
1=5=50° por ser correspondientes
3=T=130° por ser correspondientes
B=T=1300° por ser opuestos por el vértice
1=8=50° por ser c%espondlentes

bl Obtener el valor de los angulos AJE ygj\b' .Si AB//IDy ----

—_— N

EF//GH ,s1 TK1=3x y HDL-x

A °\

B
§

I

»

C o \l3x — b
, N,
K\ L< X
Desarrolio : F H
ﬁq’[ﬁ por ser correspondientes
_{LBO@:IBO“ por ser suplementarios
BRiR=180° por sustitucidn
“4x=180° e
X=180°/4
“X=45°
5R=1350
J. FiLD-ase
m-lGS“

/\ e

AlE=1KC
P

‘/H-E=DLH por ser alternos externos

RIE-BLT

por ser correspondientes

por Al
“RIE-450



34

N
ﬁhﬂw por ser correspondientes
'J/LD=LK por ser correspondientes
B/J'a=ﬁ(\l porAl
EE
. )G=135° por Al
EJERCICIOS

1.- Si AB//CD y EF es secante , y los angulos estdn colocados-

s
A

Obtener el valor de los siguientes &ngulos :

a) 'T,"?,?,?,Ig.?.?, sise sabe que B=1389°.

b} Ty  si se sabe que T=2x y ‘S=bx.

¢) Elvalor de 2 si T=2x+15° y B=4x+30

2.-¢Cufinto miden los 4ngulos X yY del siguiente paralelogramo?

ST

X - y 7

de la siguiente forma:

3.- &Culinto mide el &ngulo x si ABCD son los vértices de un pa
ralelogramo ?

4.-iCuBnto miden los &ngulos X y Y de la siguiente figura ?

>~

50



TRIANGULO.

-El trifngulo es una superficie plana limitada por tres lados -

Es el polfgono con el menor nimero de lados

Para simbolizar que un trifngulo es el formado por jos vérti--
ces A,B,C se usa la sigulente notacién : A ABC

Los triéngulos se clasifican de acuerdo con sus lados y con --
sus &ngulos .
CLASIFICACION DE TRJANGULOS DE ACUERDQ CON LA MEDIDA DE SUS LADOS

Jrizngulos equjlsteros .- Son aquellos en los que todos sus {2

dos son iguales

Ejemplo :
P 3cm. Q
PR=PQ-R
Trifngulos jsbsceles .- Son aquellos que sblo tienen dos lados
tguares .
AC=BC#AB
Ejemplo :

PQ-PRER
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Tri%n~nlo escaleno .- Es aquel que tiene sus tres lados desigy
ales A

AB#BCLAC

Ejemplo:

EJERCICIOS
Clasifica los siguientes trifingulos de acuerdo con !a medida -
de sus lados .

a)
3 3
3.5 ———
b)
* 2 2
2 e
c)
4 2
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CLASIFICACON DE_TRIANGULOS DE ACLERDO CON LA MEDIDA DE SUS ANGULOS

los .
Trifngulo regténgulo .- Es el que tiene un &ngulo recto y dos-

agudos
El lado opuesto al &ngulo recto se denomina hipotenusa , y los la

&ngulo recto se denominan catetos .

C
AL::i::::::::::> a8

A=80° , B, 90° , C,90°

dos adyacentes al

Ejemplo :
C

B A A

A=90° , B=30° , C=60°
Trifipgulo acutfngulo .- Es al que tiene sus tres &ngulos agu -

dos .
C
e
A B

Az 90° , By90° , C 90"

Cc
Ejemplo :
A/ \ B

A=60° , B=80° , C=40°
Jrifngulo obtusipgulo .- Es el que tiene un &ngulo obtuso ,

los viros dos &ngulos agudos .

C
AEB

A>g0° , B 90" , C790°

y



de

Ejempilo :
B
///
Cc - A
A=100" , B=60° , C=20°
Ejercicio:

Clasifica a los siguientes trifngulos de acverdo 2z la medida -

sus fngulos .
aj)
Oﬂ
100° 3p°
i
b)
/Gov
50° 60°
c)
80°
60° 40°
d)

38
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RECTAS Y PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO

MEDIANA .- Es el segmento de recta que va desde el punto medio
de un lado de un trisngulo al vértice opuesto .

ENTRO .- Es el punto donde se intersectan las tres media-
nas .

Baricentro

EJERCICIO :

Traza las medianas y el baricentro en el siguiente tridngulo .-

R

P Q

MEDIATRIZ .- Es el segmento de recta perpendicular a un lado -
en el punto medio .

CIRCUNCENTRQ .- Es el punto donde se intersectan las tres me--
diatrices , y ademis es el centro de ia circunferencia circunscri
taal trifingulo .

Circuncentro Mediatrices

EJERCICIO :

Traza las mediatrices y el circuncentro en el siguiente trién-~
gulo .
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BISECTRIZ.- Es la recta que parte en dos &ngulos iguales , a -

uno de los &ngulos interiores del tri&ngulo .

INCENTRO. - Es el punto donde se intersectan las tres bisectri

ces , ¥ es el centro de la circunferencia .

Incentro - Bisectrices

EJERCICIO :

Traza la bisectrices y el incentro en el siguiente trifingulo .

P

Q R

ALTURA .- Es la recta perpendicular a un lado del tridn--
gulo , que va al vértice opuesto .
_ORTOCENTRO .- Es ‘el punto donde se intercectan las tres alturas

Ortocentro Alturas

Ay
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EJERCICIO :
Traza las alturas y el ortocentro en el siguiente tri&ngulo .

A

B o

TEOREMAS SOBRE TRIANGULOS

TTl.- En todo tri&ngulo la suma de sus 4ngulos interiores miden

180°
Hipétesis ; A,B,C son vértices de un triéngulo
Tesis : AB+C-180°

Demostracién :
Si se traza una recta paralela al lado AB se tlene que :

C
a b
B
A
845+C = 180° E4 todo es igual a la suma de sus partes .
As2 por ser &ngulos alternos internos
B : por ser Bngulos alternos internos
.. 'R/ﬁé}lso" cualquier cosa puede substituirse por su igual

Ejemplo :

Obtener el valor del sngulo x en la siguiente figura




x+45°+120 =

180°

x= 180° -165°

x=15°

EJERCICIO :

¢Culnto miden cada uno de los &ngulos interiores del’ sl,suie‘me_
trisngulo ? s T

~ X {

e

1\ 2x 3x

2.~ En todo tri&ngulo la suma de sus éngu!os exteriores mide
360 ° [ Angulo externo es el que se forma con un lado , ¥

la projongacibn del lado adyacente , para obtener
maés Sngulos externos , Jos lados se prolongan en el mis-
mo sentido ).
/s
Hipbtesis R.B,/(? son &ngulos externos de! :riapgulo
-3/5,% son &ngulos internos de} triéngule
Tesis A+B+C=360°

Demostracién :

Sumando las

N
Pero B+b+e = 180° porque la suma de i{o0s &ngulos interiores de-

A= 180° por ser &ngulos suplementarios
6+<B=180° por ser &ngulos suplementarios
€+C~180° por ser &ngulos suplementarios
igualdades anteriores se obtiene :

BATDBecC-540° St a cantidades iguales se sy
man cantidades fguales los resultados ~

son iguales .

un trifingulo mide 180°

~
180°+A+B+C = 540° cualquier cosa puede substity

42
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1809+A+B+C-180°=540" cualquier cosa puede substituirse-
por su jgual
180° «A+B+C-180°=540"~ 180" Si a cantidades lguales se restan
cantidades iguales los resultados -
son iguales.
.T. A+B.C=360°
Ejemplo :
éCuanzo miden los &ngulos exteriores de un tri&ngulo isdsceles
cuyo &ngulo desigual mide 80" 2

= AN

80" +x+x=180" x+x'=180" xT+x'+y=360°

2x+80" = 180" 50%x=180" 130° +130° +y=360°

2x=180" -80" x'=180° ~50° 280° +y=360°

2x=100* x'=130" y=360" - 260°

x=100° /2 y=100°

xe50° x'=130°
y=100¢

EJERCICIO :

{Cutinto miden los &ngulos exteriores del siguiente srifngulo ?

TT3.- En todo trifngulo wn anguio externo es igual a la suma -
de los dos &ngulos internos no adyacentes a &l .
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Hipbtesis: d es un &ngulo externo
a y b son &ngulos interiores no adyacentes

Tesis : d=a+b

Demostracién :

a+b+c=180" porque }a suma de los &ngulos interio-
res de un triédngulo mide 180 .

d+c=180° por ser suplementarios

a+b+c=d+c dos cosas iguales a una tercera sonm i-
guales entre si

a+b=d si a cantidades iguales se restan can-
tidades iguales los resultados son igu
ales .

Ejemplo :

Obtener el valor del &ngulo ¢ de la siguiente figura

Are 5 130°

c+70° =130°
c=130° -70°
. . c=60°

EJERCICIOS :
a} ¢ Cufinto mide el &ngulo A de la siguiente figura ?



w s

b}  Cufnto mide el &ngulo B de la siguiente figura ?

¢} Utiliza la siguienten figura para obtener e! valor del &n

gulo x ?
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CONGRUENCIA DE TRIANGULOS.

Dos trisngulos son jguales o congruentes , si sus lados ¥ sus

&ngulos son respectivamente iguales . P
A A,
/A\\ / ‘\\‘
/ \ /
/S y
/ N /
A & A &
)5 C Q R
AP -7
B-Q AC=FR
A — =
C-R BC-QR
A ABC= A PQR
Ejemplo :
A P
i
B (o] Q R
A=40° AB=3 P=40"  PQ=3
“B=90° AC=3.9 0=90° PR=3.9
€=50° BC=2.5 RL50°  QR=2.5
EJERCICIO :

Cuales de los siguientes trisngulos son congruentes ?

b)

c) d)
la a
3 3
2. 3
a
3 2.5 3




TEOREMAS SOBRE CONGRUENCIA DE TRIANGULOS.

TEOREMA LAl .- Dos trifingulos son iguales , si tienen respecti
vamente iguales dos lados y el &ngulo comprendido entre los lados

iguates . A Al

..

/C /C-
B B'£

Hipétesis : AC=A'C'
BC-B'C’
o
Tesis : A ABC=A A'B'C'
Demostractén
St se enciman los dos rifngulos se tine que
AC coincide con A'C' ya que AC=A'C'
. BC coincide con B'C' ya que BC=B'C' y -8
. . El vériice A coincide con A'
E} vértice B coincide con B'
AB coincide con A'B' ya que por dos puntos pasa un
solo segmento de recta

... A ABC=A A'B'C' Dos cosas que coinciden son -
iguales

Ejemplo :
Las diagonales de todo rectingulo son iguales .

A D

B [o
Hipdtesis : AB(D son vértices de un rect&ngulo .
Tesis : AC-BD

Demostracidn :
AD=BC por ser lados paralelos del recténgulo
AB=AB Por ser lado comfn
1\‘=’é=’é por ser 8ngulos rectos
A ABD=A ABC por teorema LAL ya que AB=BC , AB es lado co
min y D:\BJ\B\C



por tanto ; AC=BD

EJERCICIO :

a} Si A,B,C,D son los vértices de un trifngulo recténgulo y P,
Q,R,S son los puntos medios de sus lados . Demuestrese que
P,Q,R,5 sen vértices de un paralelogramo .

A S D
~. j

P iR

B Q Cc

TEORFMA T1 .- En todo trifngule isbsceles los &ngulos opuestos
a los lados iguales son jguales .

A
B D C
Hipbtesis : A,B,C son vértices de un trifingulo isdsceles
o
Tesis B=C

Demostracion :
St se traza la bisectriz AD al énguloﬁ entonces-
D es comfin en los tridngulos ABD y ACd
“BAD-CAD por ser CD bisectriz al énguloﬁf
AB=AC por se el /AABC isésceles
2 ABD= Z'DAC  por teorema LAL

NGRS

48
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TEOREMA ALA .- Dos trisngulos son iguales si tienen respectiva
mente iguales un lado y los &ngulos adyacentes
a ese lado .
A A'

/\\
Hipotesis : AB=A'B'

Tesis : A ABC=4A'B'C’

Demostracién : Si se enciman los dos tri&ngulos se tiene
AB coincide con ATB' por ser AB=A'B'
El segmento ac queda encima del Ac porque Q=?‘
El segmento BC queda encima del B'C' porque B<BY
El vérticef\coincide con el/C\' ya que dos rectas
se cortan en un sb6lo punto .

. . AC coincide con A'C'
BC coincide con B'C'

.". JABC= A A'B'C' Dos cosas que coinciden son iguales .

Ejemplo :
En todo trifngulo jsb6sceles la altura al lado desigual divide-
al triéngulo en dos tridngulos iguales .

A

: N\

",

B D C
Hipbtesis : ABC es isbsceles
AD es altura al lado desigual
Tesis : A ABD= AACD

Demostracién :/B!é po{ TI
ADB=ADC por ser angulos rectos , ya que la alta
ra AD es perpendicular al lado BC
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/E‘g\o@nso" por TT1

C-CAB+ADC=180° por TTI

@»@‘KD\BJ:\‘C/-\\B*Q por Al

fDC\dgsB por A3

AD es lado comin en el A ABD y en el | ACD
.. A ABD= A A por teorema ALA

JEOREMA LLL .- Dos triéngulos son iguales si tienen respectiva
mente iguales sus tres l?dos .
A A

AN
s A

B' c'
Hip6tesis : A,B,C y A'",B',C' son vértices de dos tri&ngulos -
respectivamente
AB-A'B'
AC-A'C'
BC-B'C'
Tesis : A ABC = A A'B'C’
Demostracién : Si se colocan los triangulos de tal forma que -

uno de sus lados sea comin a ellos , entonces se -
forma el paralelogramo de vértices A,B,A'C
A

/

BB'

A

/A\-ﬁ' porque en todo paralelogramo los angulos opu-
estos son jguales

como A—B=‘F§

Lokl

> ¥
2

.. AABC = AA'B'C' por teorema LAL



Ejempio :

En la siguiente figura AD-DC y AB=BC . Demuestrese que DB es -

bisectriz del éngulo/AD?
D
A C
B
Hipbtesis AD=IC
AB=BC
Tesis : DB es bisectriz de ADC

Demostraci6én : BD es lado comGn en el A ABD y en el A BOD
A ABD= A BCD por teorema LLL
“ADB-ADC
.". DB es blsectriz de ADC

EJERCICIOS

a) Demuestra que la altura en cualquiera de los lados de un --

51

tridngulo equiibtero , divide a éste en dos triéngulos igua

les ( La altura es un eje de simetria del tri&ngulo }

b} Demuestra que si A,B,C,D son vértices de un recténgulo y P

punto medio del lado BC , entonces AP=DP
A D

8 P C

c
E,F son puntos medios de sus ladsos ,demuestrese que los

Si A,B,C son los vértices de un trifngulo equilstero , y D,

cuatro trifngulos interiores que se forman son también equi

lateros .




d) Demuestre que los lados opuestos de un paralelogramo
guales .

son I
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SEME JANZA

Dos figuras son semejantes , cuando tienen sus Angulos congru-
entes y sus lados homblogos proporcionales . P

El simbolo que se utiliza para indicar que las figuras son se-
mejantes es v o o :

Lados Homblogos son los que se oponen a Sngulos iguales .

EJERCICIOS : ST A A
¢ En las siguientes figuras cuéles 'son los lados -homblogos ?
a) C

R
b} at -
P Q
i P S
4 bj
Q¥
R

© FORMA PARA DETERMINAR QUE LOS LADOS HOMOLOGOS SON PROPORCIONALES.

: En el numerador se colocan los lados de la primera figura y en
el denominador los lados homblogos de la segunda figura . Si los
cocientes de cada una de las parejas de los lados homélogos son -
iguales , quiere decir que todas las parejas guardan entre si la-
misma proporcién , a esta proporcibn se le denomina razén o cons-
tante de proporcionalidad {r}.



Ejemplp H -
”~~ -
Si A=A' ,"BsB' , C-C' , DD
guras son semejantes

A K
= A = H
Bl.// 1 2.25 {1.5
D v 7 D
4 B
3 e
\\
4.3 3.6
C
1.5 3 2.4 1

= = = 0.6 C'

2.25 4.5 3.6 1.5
Como los &ngulos son iguales respectivamente , y los
dos homblogos son proporcionales entonces

la-

ABD ~ A'B'C'D'

EJERCICIO :

Demuestre gque los trifingulos de fa sigulente figura son seme -
jentes , y obtenga el valor del

lado BD .§i AB//(D.




w
2]

Todas las figuras semejantes cumplen con una relacién de equi-

valencia .
Propiedad reflexiva .- Toda figura es semejante a si misma .

A
/
x/ z x \\z
{ by
B, c 8 ¢
A4 ,BB , e
Xsvszo
xyz

Propiedad simétrica.- Si la figura | es semejante a la figura-

11 , entonces la figura 1] es semejante a la figura [ .

FEara
.. AABC™aA'B'C!
. 0 e
AA L, BB, B0
xyz 1
a’bc
oA A'B'C' o 4 ABC

la figura | es semejante a la figu-

Propiledad transitiva .- Si
, entonces la

ra Il , y la figura 1] es semejante a la figura [l

figura | es semejante a la fugura IIl .
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A

e

éi tyicnl

_ _ _ eon TErLeET, T
ATV AT O B e 2 : 312

oyl ) -
ATTBT T ATCO BroT T2

"BXCY conrer,

EJERCICIOS :

Los trifngulos de los siguientes ejercicios son semejantes en-
tre si . Obtener jos lados faltantes .

a)
25 X, ¥ 20

20 20 x=

y=
b)

x 55 y
20
40

80 x=
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TEOREMA DE PI1TAGORAS

En todo tri&ngulo recténgulo , la suma de los cuadrados cons--
truidos sobre los catetos es equivalente al cuadrado construido -
sobre la hipotenusa .,

L
. 2% JA
L/
v ¥
)
Y, o)
a=3u. C/ % y o
o, £d
x o %, .
W
A, =B w T
y
Al B
Al=16

b=4u.

Ya que se ha estudiado semejanza de tri&ngulos , se demostrar$
el teorema de Pltagoras utilizando las propiedades de semejanza ,
Hipbtesis : E! trifngulo ABC es rectéingulo , a y b son catetos
y ¢ es su hipotenusa .
Tesis : a2+p2-c2
Demostracifn : Sea H la altura construida sobre la hipotenusa,
x e y las partes en que 1a altura divide a la -
hipotenusa
La ajtura divide a] trifingujo ABC en dos trifingulos semejantes
entre s y semejantes también al trifingulo ABC , ya que tienes un
Jado homologo proporcional y los tres &ngulos interiores comgruen
tes.



7

At b

A ABC QU A ahx v Abhy

S| se. separan los tres trifingulos y se acomodan los lados de -
tal forma que los lados hom6logos sean paralelos entre si , se -
A tjene : .
>\

LN

b
En donde la relacibn de proporcionalidad entre los ladyos del -
trisdngulo ABC y el trifngulo ahx , se representa como sigue =

a ,b _c.

x h a
escoglendo la igualdad a.c

x a
obteniendo az = cX

Analogamente la relaci6n de proporcionalidad entre Ios lados -
del trifngulo ABC y | tri%ingulo bhy se representa como Sigue :




b

y

o0

2
"
obtentiendo : b2=cy
sumando los valores obtenidos de a2 y b2 se obtiene :
32+b2=cx¢cy
sacando como factor comn a ¢ en el segundo miembro de la igu-
aldad
a2+b2=c('x+ y)
como la hipotenusa c=x+y , substituyendo se tiene :

32+b2=c(c)
2

.« . a2+b2= [

Con las relaciones anteriores de la proporcionalidad entre los
trifingulos ABC ,ahx , bhy se pueden obtener las relaciones entre
los lados y la altura

x h a
de la igualdad x h se obt?e%eb:
hy
n- x(y)
e B=VEY
de la igualdad a ¢ se obtiene :
h b

h=ab
(4

de la igualdad .S se obtiene :

Y

2
x=a’
c
de la igualdad b ¢ se obtiene :
y =0

y=b?
c

Ejemplos :

Si a y b son catetos de un trifingulo rectfngulo y ¢ la hipote-~
nusa , obtener los valores que se piden en cada ejercicio .
a) a=5cm.

b=10cm.
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Substituyendo los valores en la f6rmulia del teorema de Pitago-
ras 32+b2=c2 se obtiene :
52,1022
25+100-c2
125=c2
VIZ5=c
7. c=11.18cm

b} a=7cm.
¢=12cm.
Obtener el valor de b
724622192
494622144
b2a144-49
bZ=95
b=VI3
.'. b=9.75cm
ec) a=6
b=5
c=7.81
Obtener el valor de la altura construida sobre la hipotenu-
sa.
h=ab
[
h=6(5}/7.81
h=30/7.81
= h= 3.84
d) x=9.
y=11
Obtener el valor de la altura construida sobre la hipotenu
sa .
h=Vxy
h=VITTTT
h=VTY

. h=9.95

.
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EJERCICICS
Utiliza |a siguiente figura para obtener fos valores que se pi
den en cada ejercicio .

2

3

4

5

6

)

)

Si a=8
b=10
Obtener
Si a=5
b=z
c=22
Obtener
Si a=9
b=15
Obtener
Si{ a=16
b=12
Obtener
Si x=2
y=5
Obtener
Cbtener

el valor de ¢

los valores de b y ¢

el perTmetro del tri&ngulo [,

el area del trifngulo

la altura h del trisngulo
la altura de un tetraedro cuyo lado mide 10 em.

——
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TRIGONGMETRIA .

La trigonometrfa plana , es aguella rama de las matemiticas .
que trata sobre las relaciones que conciernen a lados y &ngules -
de un trisngulo llano cuaiesquiera que sean los méfodos que se a-
dopten para deducir de algunas partes , otras gue se buscan .

La palabra trigonometria deriva del griego Trigos {tridngulo)
y méiron (medida) , y significa medida de tres &ngulos .

FUMCIONES TRIGONOMETRICAS O RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LN -,
ANGULO AGUDO EW UW TRIAHGULO RECTANGULO

Seno: Es la razbn entre el cateto opuesto y la hipotenu
sa y se abrevia seh

Coseno (Cos): Es la razin entre el cateto adyacente y -
la hipotenusa

Tangente (Tah): Es la raz&n entre el cateto opuesto y -
el cateto adyacente

Cotangente (Cot): Es la razén entre el cateto adyacente
y el cateto opuesto

Secante (Sec): Es la razén entre la hipotenusa y el ca-
teto adyacente

Cosecante {Csc): Es la razén entre la hipotenusa y el -
catefo opuesto.



Funciones Trigonomé&tricas del &ngulo agudo x* del sigui-
ente Tridngulo recténgulo. -

Come se observa en la figura, el cateto opuesto al &ngulo
"x" es el lado "a", el cateto adyacente es el lado "b", y la hipo
tenusa, que es el lado opuesto del &ngulo recto "y" es el lado -
"e", por tanto .

Sengd =

CosK =

Cot %X

SecX =

2.
c
b
c
a
Tan & = ——
b
a
=
b
Csek = <o
a
Como se puede observar, la cotangente, la secante y la -
cosecante son las funciones recfprocas de la tangente, coseno y —
seno respectivamente.
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1 1 [=]
Cscw= —gg— =5 = =
c

Ejemplo: Obtener las funciones trigonométricas del &ngu-
lo agudo mayor del trifingulo rectangulo cuyos catetos miden 5 cm
¥ 12 cm respectivamente,

>

Dem

1Zew

Por medio del teorema de Pitigoras podemos obtener el va-
lor de la hipotenusa :

32 + 122 = &2

81 + 144 = 2
c =Yz25

Joe = a5

Sabemos que a mayor lg_’do se opone mayor &ngulo, por lo -
tanto el Angulo agudo mayor es el angulo P ..

Substituyendo en las funciones se obtiene :

.8 0.75

Senp=—%—§—= C°tF=—§1—‘

15 1.8

2]
o
wn
“®
I
4
)
»
1]
©
[¢]
™
]
4
1
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TS - 15 :
tan p = - =13 esc p = 33~ = 1,25

OBTENCION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA ANGULOS
DE . 30°, 45°, 60,

Para obtener los valores de estas funciones se utilizarén

figuras en las gue alguno de sus &ngulos sea el &ngule buscando,
o bién se dividirs la figura en trifngulos rectingulos para obte
nerlo.
Para obtener los valores de las funcicnes de un &ngulo de 30° se
utiliza un tri&ngulo equildteroc ya que éste tiene sus tres &ngu-
los iguales a 60°, y bisectando algunoc de ellos se obtendra un -
&ngulo de 30°, y si ademas el trifngulo es de lados unitarios -
se tendré:

Por tanto la ﬁipotenusa del tris&ngulo rectingulo sombreado
es una unidad, el cateto bpuesto al &ngulo de. 30° es 1/2 unidad,
y el cateto adyacente se obtiene mediante el teorema de Pitfgoras
de la siguiente forma:

2 2

wa? s+ 2=

1/4 + %2 =1
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x
|l

1-1/4
x = 3/4
x =37
3" /2

0.866

X

"

x

n

Sustituyendo - los valores se tiene gque :

Sen 30°= _0_-_15_ = 0.5

cos 30° = 0866 _ 0.8666

tan 30° = 5 BEE ~ 0.577

0.866 = 1.732

o o
cot 30 =3

sec 30° = -t = 1.155

1
cse 30° =

0.5

Ejercicios:

Obtener las funciones de un dngqulo de 45° (se puede utilizar
un cuadrado de lados unitarios, el cudl se divide formando -
dos tridngulos rectangulos mediante la diagonal como se mues
tra en la siguiente figura.}

o ud




68

2) Obtener las funciones de un dngulo de 60°(utilizar el mismo
triangulo equilatero que se utilizé para obtener las funcio

nes de un &ngulo de 30°)

FUNCIONES TRIGONGMETRICAS DE LOS ANGULOS QUE LIMITAN LOS
CUADRANTES EN UN SISTEMA DE EJES CARTESIANOS

Para obtener estos valores,utwlizaremos un cfrculo unita-
rio, es decir gque la medida del radio es igual a la unidad. El -
cuil se girar8 hasta obtener el ;ngulo buscado (X) con este ra--—
dio y el eje de las abscisas (x) se forman triSngulos rectangulos
de hipotenusa igual a la unidad como se ilustra en la siguiente
figura.

Ya que cualguier distancia de un punto al origen es siem-
pre positiva tendremos gue OB sera siempre positiva e igual a uno,
Por tanto si el &ngulo ¢=0° tendremos que el cateto oéuesto A ~
igual a 0, y el cateto adyacente OR coincidiré con la hipotenusa
5 .. gx=0° AF =1 0B = O& = 1



sen 0°= 0 = 0 cot0°=}_}
1 Q
cos 0°= 1 =10 secO'=é.__1
1 I~
tan 0°= 0 = 0 cscO“:}_}
0

Si se hace girar el &ngulo OB hasta que el &ngulo oc mida
90°, entonces OB coincidiri con el eje y se tendrs:

OB = 1 = 1
por tanto:
sen90‘=%—=l cot 50° = L= 0
_0=0 _l#
cos 90° = ¢ sec 90‘—-6-
tan90°=%:“ csc 90"=%-l

Si se sigue girando OB hasta que el &ngulo oc mida 180°
se tendra gue:

OR = -1
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por tanto:
sen 180° = % =0 cot 18Q° = %— ;
cos 180° = f = 71 sec 180° = .__i =-1
tan 180° =% =0 csc 180° = % %
E,xduu'ﬁ Sigue girando el radio hasta obtener un &nqulo de 270° -

otro de 360° y obten las funciones respectivas.
Los valores obtenidos para las funciones las podemos resu

mir en la siguiente tabla

0° 90° ig0° 270° 360°

sen 0 1 0 -1 0
cos 1 0 -1 [ 1 i
tan 0 # 0 El 0
cot 7{ 0 A 0 A
sec 1 ? -1 ? 1
cs¢ "f 1 # - ] F

Observando la tabla anterior se deduce gque:

El seno y el coseno toman valores entre -1 y +1 La tangen
te no esta definida para valores de 90° y 270°, de cero a 50° es
positiva y varia en un intervalo de [0,e0), de 90°a 180° es ne-
gativa y varia en el intervalo (-co ,0] . De 180° a 270° vuelve
a ser positiva y varia de [0, «0)} y de 270° a 360° es negativa
y varia en el intervalo (- oo ,0] .

Las dem{s funciones varian analogamente) ademds los signos
de las funciones en los cuadrantes, se representan en la siguiente
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tabla :

T IT XIITU IV

sen + + == ‘
{ cos + - Do

tan + - ; S
cot + - u f: o <
sec + - -:"4 ‘+
csc + + R

Para facilitar la memorizacibn podemos utilizar las si--
glas CUST, gque tolocadas en los cuadrantes corresponden a:

En donde en el cuadrante I, todas las Eunciones (Univer-
s0) son positivo.

En el cuadrante II sSlo el seno y su reciproca -
{(cosecante)} son positivas

En el cuadrante III s6lo la tangente y su recfproca (co-~
tangente) son positivas.

EJERCICIOS:

1,- Calcular las funciones trigonométricas de los &ngulos agudos
del tri&ngulo cuyos lados miden 6 cm, 8 cm y 10 cm.



2.-

Obtener los valores de las siguientes expresiones

a} 3 sen 60°+ 2 cos 60°
b) 5 cos 30°+ 7 sen 60°
c) 2 c052 45°4+ 3 sen2 90°

d)} 3 tan 60°+ 4 sec 30°

e) cotz 302 + 3 cos2 60°

f) (sen 45°+ csc 60°) / ({(cos 60°+ tan 307

g} (tan230° - sen2 30°) / (cos 60°+ sen 45°}

h) (cscz 30°+ senz 45°) / (cos 60°+ csc 30°)

2 60°+ tan 30°) / (sen2 60°+ cos2 30%

3) lesc? go° - sec? 30) / (cos 60° + sen 60°)

i) {cos

Obtenexr los signos de las siguientes funciones:

a) cos 30°
b) sen 45°
c) sec 60°
d) tan 130°
e) cot 275°

£) csc 300°

72
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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

IDENTIDAD TRIGONOMETRICA : Es una igualdad algebraica entre ra-
zones de un mismo &ngulo, que se ve-
rifica para cualquier valor gue se -
asigne a dicho &ngulo.

En el sigquiente tridngulo rectdngulo

Se tiene gque:
a _b
sen f = = yocos fp ==

elevando al cuadrado estas dos igualdades
igualdades se tiene:

2 2 2,2
sen2/3 +c052/§ =E§-+—}2'3=—2——a*b
c c c

por el teorema de PitSgoras se tiene :

a2+b2=cz

por tanto:
2
sen2 JZI cos2 /_” = 9-2-
. : c

por tanto :

sen2 /3. + t:os2 ﬁ =1



Si se divide miembro a miembro sen ﬁ y cos 3 se obtiene:

R f .a o
sen _C. a P
= = -
€05 ? 5 5 que corresponde a tan /
c

b
= —>- aque corresponde a cot f>

n

3

Ay
n‘m’nlb‘

.. tan/issenﬁ’

cos F
oot p = Egos ﬁ

senlﬁ
secﬁ =—§—ycscléz_?

Elevando al cuadrado y substituyendo c2 por a2+b2 se tiene que:
2 2,2 2 2 2
2 - a’+bh” _a b tan + 1
secﬂ ;2.=_?__;2+b7= ﬂ:

0

2 2 2.2 2 2
=s=ﬁ= .._z=9__‘”;_=iz+-t-’7=1+cotz/‘_’>
a a a

a-
si se construye un trifngqulo rect&ngulo con los valores obtenidos

tendremos :

seap
Cos (b

tan (3 :gx; p = cot




cs¢ P‘ 1

sen Fs

Dado cos a calcular las demas funciones del ingulo a

Ejemplo :

2 2
sec a _ 1 como sen” + cos = 1 tendremos
cos a

a = Jl-cos“a
tan a= ql—cos a

2

cos  a

sen

cot a = cCOSs &
q1-co§2 a
cse = 1
2
1

~cos
Ejercicios :

1) Dada csc a calcular las depas funciones del Adngulo a (CSC=§E;ﬁ
2) dada tan a calcular las demas funciones

3) dada cot a calcular las demas funciones

4) dada sec a calcular las demas funciones

5} si sen a = 0.35 ¢cufl es el valor de cos a y csc a?

6} si sec a = 6 calcular el valor dé cos a tan a cota

7) comprobar gue sen a = {(tan a) (cos a)

8) comprobar gue tan a = sen a sec a

-
W



9) comprobzr que sec a = tan a csc a

10) comprobar gue csc a = cot a sec a

Férmulas de sumas y diferenciag de fngulos

XYa+ X¥Xb <5%0°

[4
o
E B
o 2. > A
T 1 oA CB ) OB BA L FBF
Sen a+b = sen {DOC_IE (1)
) )
cos a+b*__§_|:_,}_ (2\
- Co

De la figura se observa gue:

PC =DBF +FC = AB + F

e BELE )

ot 0

. . sen (a+b)

[}

Como & ABO , ABFC y ACBO son trifngulos rectangulos se tiene

que:

AB BO sen a

CF BC cos a

76



BO = €O cos b

% = ;:_0 sen b

"' EB = € cosb sena
CF =C0 senbcos a

substituendo (3 en (Y se obtiene :

sen (atb) _ ©TO cos b sen a + co sen b cos a
€o
sen (a+b) = cos b sen a + sen b cos a

analogamente se obtiene cos {(a+b)

RO-AD EO - BF

co

cos (a+b} =

818l
Ql

A0 = BO cos a

B—F=-B_<-:sena

Substituyendo
A0 =C0 cos a cos b

BF =CO sen a sen b

sustituyendo en(4) y en(2)se obtiene:

fele) - CO "
cos (a+b) CO COS a cos b ~ co sen a sen b

o

Cos(atb)=cos a cosb ~ sen a sen b
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senacosb . senb cosa sena | senb

Tan fa+b)_ _€O0s a cos b~ cos a cos b cos a’cox b
= — = T
coc-a ¢ces b - sen a sen b l1-senasenb
cos a2 cos b cos a cos b cos a cos b

Tan (a+b)= tan a + tab b
I—H:an a tan E

La tangente de (a-b) se obtiene susbtituyendo b por (-b) en la -
£6rmula anterior

tan (a-b) _ tan a + tan (-b)

I - €an a tan (-b)

como tan - b = - tan b se obtiene

tan a ~ tan b

tan (a-b) = TS %ana tan b

Esta f6érmula es importante ya que en geometrfa analftica se utili
zar8y

EJERCICIOS

1) Calcular tan 30° , haciendo 90° = 60° + 30°

2) calcular tan (a-45°) sabiendo que:

=12
a) tan a = 3
b) cos a = —%
3) calcular tan (a+45°) sabiendo que:
1
a) tan a = 3
b) tan b = %

LEY DE LOS SENOS

Para obtenerla se consideran dos casOs.
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ESTA TESS MO DfgE
SR DE LA BIBLOTECA

si ABC son los vértices de un triSngulo acutéingulo y CD

ler. caso si el trifngulo es acutingulo

y 3 dos de sus alturas

N e 4
En el triingulo ACD % . cenn
b
v CDh =b sen a --- (1)
Eé_'g = sen b
.. ©=asens (2)

comparando 1 y 2 se tiene que

b sen A = a sen B

SEN A SEN B = ===emeea (3)

En el tridngulo ACE AE _ sen C

En el triingulo ABE

.. RE=CsenB ——————— {5) .
comparando 4 y 5 se tiene que:

b sen ¢ = sen B
senB senC  -=-=--~-=-- (6)




Ccrﬁperando 3 con 6 se tiene que :

a b TSN e

:
PO - LSOty S
senA ®sen 8 senC -

2° caso si el tridngulo es obtas&ngulo:
SI 2ABC son los vértices de un trifingulo cbtuséngulo y CD
y RE, las alturas

En el tridngulo CDB g_l_)‘ = sen B
.. Th=asenB ..... ()
En el trifngulo CDA %12 = sen (180-A) = sen A

" T =bhsenA --~--mm-  (2)

comparando 1 y 2 se tiene gue 1

a sen B =D sen A

L2 =b —_— e {3

°* EnA  sen B

En el trifngulo AEC sen ¢

.
v

AE =
_Ei_
AE = D gen € ~wmmema~ (§)

En el triingulo AEB

&

= sen B

80
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"
" AE = cC Sen B meee~~m  {5)

comparando 4 y 5 se tiene gue:
b sen c = ¢ sen B

: b _c
“* Snb 58 C 0 emeee- - 61
comparando 3 con 6 se tiene que :

a - b - C
sen A sen B sen C .




GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

La medida de un &ngulo puede expresarse en términos de la longitud de érco_y
no solo en grados como se ha estado haciendo.

Un &ngulo central formado por un arco igual en longitud 2l radio del circulo
mide un radian.

El ntmero de radianes es fgual al cociente de la longitud de arco {a) entre
el radio.
. -3, -
0(1:-«’-;-—:1 o(z- r"'3 X =
Conversi6n de grados a radianes.

Sabemos que la circunferencia mide un 3609, y que la longitud de arco --
(a) de 1a circunferencia mide 2 r por lo tanto.

wotoo Lo

Por tanto 2W radianes es igual a 3609, lo que implica que:

’B’ radianes = 180% Yy 12 = fi".—- radjanes

EJEMPLOS:

1) Obtener la medida en radianes del §ngulo ©¢=60%.

82



Como

T
12 = ~eties radianes
180
Y
60¢ = 60% w~ovan = -~~~ radianes
1802
2 T
2) Obtener la medida en grados del &ngulo o= ---g~- comoﬁ{radianes =180¢

X = -3-?-'- = -2 (1a0e) = 3800 L g2

EJERCICIOS:
1.~ Caleular la medida en radianes de los dngulos.

a} 30%
b) 459
c) 90%
d} 180°
e} 270¢
)} 3150

II.~- Calcular 1a medida en grados de los angulos.

3} z‘Tf
vy U
) W
d) /3
e} Wr2
) Tre
g) 3



Para gréficar las funciones trigonométrica es necesario tabular los valores

correspondiente 3 los principales &ngulos de la siguiente forma.

GRADOS RADIANES

r=1

sen

VALORES DE LAS FUNCIONES
seg cosq

cos

tan

cot

i}
302
452
602
90¢

1202
135¢

150?

180¢
210®

225¢
2402

2700
3000
L 3462

330¢
3602

0
Ve
T
i3
'’

k)
3G /4

590 /6
i

7™ /6
5% /a
A% /3

3N 2
5% /3
E1o ool

1% /6
z Y

0.87
0.71
0.50

0.87

-0.87

-0.71

-0.87

-0.58

-0.58

1.15

-1.41

1.4
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Los valores anteriores representados en un sistema de ejes cartesianos quedan
de 1a siguiente forma.

Grifica de f(x)=sen &

L Amplitud 1
;.periodcn 21

Gréfica de f{x)=2 sen ©

Om P“\"A 2
Tanodo  a¥




Cuando una funcién toma todos sus valores posibles da “o" a "b" se dice que -
el periodo de la funcibn es "b".

Si  y= a sen b(8+c) entonces “a" corresponde a la amplitud. “b" al perjodo -
de la funcitn en radianes y e al desplazamiento de fase

EJERCICIOS:

Trazar las grificas de las funciones.

1) cos @ 6) tan, 2(a+ W)
2) cos 29 7) 3 tan 5(0+ fl;g )
3) sen 0 +.1L 8) cot 8

2
4) tan © 9) sec @

5} tan 3@ 10) csc @
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PLANO CARTES JANO.

El plano cartesiano también llamado sistema de ejes rectangu--
lares , es la representacibn grafica del producto cartesiano RxR
est8 representado por dos ejes reales perpendiculares entre si
que se cortan en un punto ilamado origen (O).

Las parejas (x,y) que pertenecen al producto cartesijano reci--
ben el nombre de coordenadas del punto , el primer valor de la --
pareja (x) recibe el nombre de abscisa , el segundo valor de la -
pareja (y) recibe el nombre de ordenada .

El valor de la abscisa se focaliza gr&ficamente en el eje ho--
rizontal (X), denominado eje de las abscisas

El valor de la ordenada se localiza en el eje vertical (Y},
denominado eje de las ordenadas .

[ J) R ~ (29

PORN -

344

Las coordenadas de un punto , se escriben siempre encerradas -
dentro de un parértesis redondo y separadas mediante una coma ,la
tetra que se le asigna al! punto para nombrarlo siempre se escribe
con mayfiscula , y le antecede al paréntesis

Ejemplos :

Al5,1)
B(-3,2)
C(rl,rz)
Pix,y)

Para localizar un punto cuyas coordenadas son los valores{x,y)
en el plano cartesiano , se localizan dichos valores en sus res--
pectivos ejes , y se wazan imaginariamente dos rectas perpendicu-
lares a los ejes en estos valores .

En el punto donde se intersectan las rectas se encuentra situa
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do el punto P .

Pix,y)

3¢t

Recuerdese que los ejes a partir del origen (punto donde se -~
fntersectan ) , son positivos hacia la derecha y hacia arriba , y
son negativos hacia la izquierda y hacia abajo respectivamente .
Tambié&n recuerdese que se debe colocar la escala numérica en cada
eje .

Y o+
1
35
4z
41 +
(-J——J-—L—-—A—l—a.—q-_-—b—ﬁ
R N NI
-2
-3
-4
J

Ejemplo :
Localizar en el plano los siguientes puntos.
A(5,2) b2t
E.S
B(3,-1) c T4
. -n
Ct-4,3) 15 A
D{-2,-2) ¥ .
L i s + s
E{0,5) EYE I e '°‘:‘ 2 LS )2
F(5,0) b a
0(0,0) -
-4

Ejercicios :

8) Localice los siguientes puntos en el plano cartesiano .



b)

c

d)

R(4,2)

s{-1,-4)

T(8,-3)

u(s,5)

v(-3,8)

W(-6,0)

Si un punto esta situado sobre e! eje de las abscisas , a -
la ordenada siempre se le asigna el valor de

Si un punto est& situado sobre el eje de las ordenadas , a-

la abscisa siempre se le asigna el valor de :

En el punto O denominado origen , sus coordenadas siempre -

reciben los valores numéricos de
X=

Y=
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS .

Supongase que se quiere obtener la distancia entre dos puntos-
cualesquiera A yB , cuyas coordenadas son para A(xl,yl)y para -
B(xz.yz)

Graficando a los puntos A y B, y a la distancia que hay entre
ellos, &sta estd representada por el segmento AB , como lo mues-
tra la sigulente gr&fica .

Si se forma un tri&ngulo rectingulo con los puntos A,B y otro~
C que se escoge de tal manera que el segmento AC sea paralelo al-
eje de Jas abscisas , y el segmento BC sea paralelo al eje de las
ordenadas , entonces e] punto C tendrd como coordenadas a los va-
tores (x,,y,). y

\33 (e
A
Y -_-fﬁfi::lc
1 t
1 ]
] ] Y
| x X2 %

La distancia que hay entre los puntos AC es Xg=X), que es el -
valor de la proyecci6bn del segmento AC sobre el eje de las absci-
sas .La distancia que hay entre los puntos ByC es y2-yl , que es-
el valor de la proyeccibén sobre el eje de las ordenadas del seg--
mento BC .

Aplicando el teorema de Pit&goras , en donde AC y BC correspon

den a los catetos , y AB corresponde a fa hipotenusa se tiene que:

(AC)2+(BC) 2= (AB) 2
Despejando a AB , y sacando rafz cuadrada en ambos miembros se

tiene que :
AB=V (AC)Z,(BC) 2

20



Substituyendo los valores de los catetos se obtiene finalmente
la f6rmula para encontrar la distancia que hay entre los puntos -
AyB.

4=V ix,mx 0% 4 (yy-y )t
Para simbolizar la distancia existente entre los puntos A y B,
se pueden utifizar cualguiera de las siguientes notaciones .
A5 . Dgp » 9B
Siendo la més usual la tercera notacién .

Ejempios :
1} Obtener fa distancia que hay entre ios puntos A(-2,5) y -~
B(4,-1}
Datos Férmula Substiticibn
e e 12 2 V-2t 1
A(-2,5) dp (xy-x1 20 lymy 02 @B -2 (-1-5)
B(4,-1}

Desarrollo
DXB‘ v 1;02)! ;(-1-5)
<V 6%i-5)
=y 36+36
= 72
= 8.5
. . dKB’ 8.5
2) Obtener e! area del cuadrado cuyos vértices son los puntos
Al{1,2),B(3,4),C{5,2) y D(3,0).

Datos Formula Substitucién
Al1,2) dgge (xz-x!)zoéyz-yl)z agg=V (3-17(a-2)?
B(3,4) A=11)={dzg)
C{5,2}
D{3,0)
Desarrollo
dzp= V 2%.2? A=(2.828)2
= V4+7 A=8 unidades
- VE
=2.828

3) Hallar las coordenadas de un punto , gque se encuentra situa
do sobre el eje de las ordenadas y que equidista de los pun
tos A(0,5) y B(6,-7).



Datos
Al0,5)
B(6,-7)
P(0.y)
dzp=dpp

Desarrollo

(Volay-512 )

0+y2-10y+25
-10y-14y
-24y
y
y
.. PL0,-5/2)
Gréfica :

Férmula
2
dA"ﬁ=\/ (xz-xl) + (yz-yl

Substitucibn

V (0-0124(y-51% = ¥ (0620 (y-(-7)) 2

2 (« ( _6)2'(y¢;;7')2

36+y2e1dy+49
36*y2~49-y2-25
60
60/-24
-5/2

123 85

4) La distancia del segmento ST es de cinco unidades , el pun
to T tiene coordenadas (4,7) . Obtener la abscisa del pun-
to S si su ordenada es 3 .

Datos

Desarrolio

Férmula Su?}.LLLH_LLg_u____T
2 5= - N
dgpes d [y ey oy1) (x-4)%(3-7)

52* (V (xZ Tgx+16 )2
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x2-8x +32-25:0
x2-8xv7=0
(x-7)(x+1)=0
x-7=0 ; x-1=0
x=7 5 x=l
Como se obtuvierdn dos valores distintos para x , existen dos
puntos que satisfacen las condiciones dadas , y son los puntos --

S, 17,3) ¥y 5, (1,3) .

5
sard
et

-M W oae

EJERCICIOS.

1} Obtener la distancia que existe entre los puntos cuyas coor
denadas son :

a) A(3,2)
B(5,-1)
b) P(E,§)
Q(4,0)
c) T(-3,0)
U{o,-3)
d) v{0,0}
w(4,4)

2

La distancia que existe entre los puntos F y G es de 8 m.
el punto F tiene coordenadas (5,-1) . Obtener la ordenada -
del punto G si su abscisa es 2 .

3) Obtener las coordenadas de un punto que equidista de los -~
puntos P(-1,3) ,Q(2,-4) y que se encuentra situado sobre el
eje de las abscisas .



4) Demostrar que los puntos (2,2} , (4,2} y (-5,2}) son colinea
tes .

5) Demostrar que los puntos {(2,2), {3,-5) y (4,2) son vértices
de un trisngulo is6sceles.

6) Obtener la abscisa de un punto B gue se encuentrasituado sg
bre el eje de las absciss .Si se sabe que la distancia que-
hay entre el punto A y el punto B es de 6 unidades, A(3,63).

94
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COORDENADAS DE UN PUNTO QUE DIVIDE A UN SEQENTO EN UNA RAZON DADA

Sean (xl.y]) y (xz.yz) las coordenadas de los extremos del seg
mento AB respectivamente , sea P(x,v) el punto que divide al seg-
mento AB y r la razbn o constante de proporcionalidad que nos in-
dica que tan grande o pequefio es el segmento AP con respecto al -
segmento AB .,

r=AP/PB
Y

x
O U
¥ D
-
g

La razbn r no cambia si los segmentos se proyectan sobre el e-
je de las abscisas o el eje de 1as ordenadas , ya que la propor-
ciébn en que el punto P divide al saegmento se conserva en ambos -
ejes .

r=(&P) /(FB) = (AF) / (FB)

Substituyendo los valores de las proyecciones se obtiene :
v o= (BP),/(PB) = (x=x;)/{xy-x)
despejando a x :
r(xz-x]= x-%,
TXpoTX = X-X,
X+rX = Xl'bl‘xz
x(l+rj) = Xytrxg
x= {x;4rx )/ L1ar)
Analogamente se obtiene el valor de y .
r=(i«P)y / (FB)y = ly=y ) /o dyy-y)
Despejando a y
tiyg-yl=y-y,
Y, CTY = ¥-Y,
y+ry * Y+TYo
yller) = Y Yy
y=lysry, i/ (ier)



Por io tanto las coordenadas del punto P que divide al segmen-~
to AB , en la Razén r son :

{ (xl¢rlel(l+r) , (y‘«ryz)/(l’r) }

Si el punto P divide al segmento en dos partes iguales , la ra
z6n es igual a la unidad , ya que las longitudes del segmento AP
es }a misma que la del segmento PB .

dﬁ—"— d}sB
r=(d§P)/(dFB)=l

Consecuentemente las coordenades del punto medio Pm(xm.ym) del
segmento AB son:

Polix +x,0/2 Dy ey, l/2)

Ya que al substituir r=1 en las coordenadas de punto interme--
dio se tiene :

. Xm=(xl+lX2)/(l+I) , ¥ =(yl*ly2)l(lw\l)
.. xm=(x]¢x2)/2 , ym=(y1¢y2)/2

Ejemplos :
1) Obrener las coordenadas del punto medio que divide al seg~~
mento cuyos extremos son los puntos A{-1,3) y B{4,-2}) .

Daros Férmula Substitucién
A(-1,3) X0 =(xlox2)/2 xm=(-!*4)/2
B{4,-2) Ym =(yl~y2)/2 ym=(3+(-2))/2
Desarrollo Resultado

xm=312 Pm(3/2 , 1/2)

y m=(3-2)/2

ym=l/2

2) Obtener las coordenadas de Jos puntos que dividen al segmen
to cuyos extremas son los puntos C{5,0) y D(-6,8) en tres ~
partes {guales .

Para cbtener las coordenadas del primer punto P1 12 razén -

es 1/2 , ya que la longitud del segmento CP1 es la mitad de
la distancia que hay entre el punto P‘ y el punto D .

o Py P2 D

—jy—t———2u {
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v ory=EP /(P DI=1/2

Datos Formula Substitucién

C{5,0) x={xpexy 3/ {her}  x={5+(1/2}(-6))/{1+1/2)
D(-6,8}

ry=1/2 yely rry M lier} y=(o+(1/2})/(1+1/2)
Desarroljo Resultado
x={5~(6/2))1/3/2 =(4/2)}/(3/2)=4/3 P (4/3,8/3)

y={8/2}/13/2} = 8/3
La razén del segundo punto P2 es r2=2 , ya que }a longitud del
segmento CP, es el doble de la longitud del segmento P2D .

C Pl PZ D
e 2U e U

1= TP/ (FyD) =2/1 = 2

Datos Férmula Substitucién

C{5,0} xelx erx )/ {ler)  x=(5420-6)1/(1+2)

D(-6,8)

r,=2 yely sry b lder)  y=10+2{8)}/(1+2)
Desarroilo Resultado
x={5-12)/3=-7/3 P2€-7/3,IG/3)
y=16/3

R I S O B AR
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3) Obtener las coordenadas del extremo R del segmento QR
Si el punto S{3,-1) divide a QR en dos partes iguales , y -
las coordenadas de Q son (-2,3)

Datos Férmula Substitucién

5(3,-1) xp= (% +x,) 72 32(-2+x,/2 )
Ql-2,3)
R(xz.,\'z) ym=(yl<y2)/2 -l=(3+y,)/2

Desarrollo Resultado
6=-2+% R(8,-5)

ety
RIS TR PANS 45 o Y2

- .

B)

-1

]

-

-5 )

4) . Si un punto P divide al! segmento AB con una razbén Y=BP/PA=3/4
y los extremos del segmento AB tienen coordenadas (5,-3) ¥y
(2,-2) respectivamente .Obtener las coordenadas de P .

Datos Férmula Substitucibn
r={BP)/(PA}=3/4 xe{X erxy)/(1er)  x={2+(3/4)(5))/(1+3/4)
A(5,-3)

B(2,-2) y=(y1~ry2)/(lvr) y=(-2+(3/4)(-3))1/(1+3/4)
Plx,y)



Desarrollo

x={2+15/4)/(7/4) = 23/7
y=(-2-18/4))17(7/4) = -17/4

>

PR A

29

Resultado

P(23/7 , -17/7)

IR B SRR S

-ty

B e T e e e e R AL

1

L

& o2



EJERCICIOS :

1)

2)

3)

4

5

6

7)

Obtener las coordenadas del punto medio del segmento cuyos
extremos son los puntos A{-2,5) y B(3,-4).

Obtener las coordenadas de los puntos medios de los lados
de un triadngulo cuyos vértices son los puntos A(3,3) , --
B{-3,-3) y C(5,-5).

Obtzner las coordenadas de los puntos gue dividen al seg--
men:io cuyos extremos san los puntos Q(—S,l)y R(2,-4) en---
cuarro partes iguales

Obtener las coordenadas de los puntos que dividen al segmen
to Al5,2) y B(8,-1) en la razén r=(AP)/(P\B)=1/2 y en -
r2-2 respectivamente .

Obtener las coordenadas del extremo B del segmento AB si -
el punto M(1,4) divide al segmento AB en dos partes lguales
y las coordenadas del punto A son (-3,61).

Obtener el redio de la circunferencia , en 1a cual uno de -
sus cifmetros tiene como extremos a los puntos R{-2,-3) y-
S5(4,3) .

Demuestre que si e) trifngulo cuyos vértices son los puntos
A(-2,0) ,B(2,0) y C(0,/¥3) , son vértices de un tridnguio -
equilitero , entonces los puntos medios de los lados del -

triéngulo | tambi&n son vértices de un trisngulo equildtero




PENDIENTE DE LA RECTA .

Definicién : Pendiente de una recta es la tangente trjgonométrica

del fngulo Ze inclinacién (%X ) que dicha recta forma con el eje -
de las abscisss {X)

El 8nguls ¥ se mide partiendo de! eje de las 2bscisas y en sen

tido contrzrio a las manecillas del reloj , hasta la recta R .

Supongase que los puntos A(xl"'l) y B ( "2'3'2) se encuentran -
sobre la recta R, y se forma un trifngulo recténgulo con los pupn
tos A,By C xz,yl) como se muestra en la siguiente gréfica

o~ / X, %, X

El angulo BAC que se forms en el triéngulo rectingulo es igual
a por ser correspondientes , ya que e) segmento AC es paralelo-
al eje X y 3B es la transversal .

Aplicando la funcibn trigonométrica de la tangente al &ngulo
se obtiene :

tngd =BC/ACT
L Tagds (vg-y M ixyex,)

La notacibn que se utiliza para designar a la pendiente de la

recta que pasa por los puntos AyB es mg -

.. mege (yg-y )/ {xg-x;)

Ejemplos :

1) Obtener la pendiente de la recta y e! &ngulo de inclinacién

que dicha recta forma con el eje X , si pasa por los puntos A(5,7)
y B(3,-1).
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Datos " Férmula Substitucién Desarrolto
Al5,7) meg=(ypoyy ) /(xpox))  mgg=(~1-7)/(3-5) mig=(-8/-2)=4

Una vez que se obtiene la pendiente de la recta , este valor -
se busca en las tablas trigonométricas , en la secci6én de tangen-
te natural .

TANGENTE NATURAL

- ~ -
Firu Preporcicmales
N 0 100 200} 30 400 50 (Se suman)
rPry| ¢ 56 v E ¥
45° TN 206 112 112 23 4 4 5
46 1038 1047 12 112 S 3 4 4 €
7 102 12y s 112 33 4 4 €
“ L RNy LN 11213 3 4f 38 6
9 LIS> 0157 L4 [ I 3 3 4 5 6 ¢
s20 ff e 1123 4 4 5 6 €
5 1238 122 3 4 5 5 6 3
2 25 122 I 1 5 6 7
i3 1337 HED i 4 3 6 7 7
54 1.3% 123 3 45 6 7 E
123 4 55 6 7 ¢t
Vil e s 6 1 &9
123 4 5 6 T e 9
123 4 5 6 iy
123 5 6 7 8 91
124 5 6 1 5 11
134 s 6 5 912
T34 5 78 11 e
P34 & 79 101213
235 € 5 9 u 34
235 B 10} 12 118
145 9 U 15 16
246 oo
247 1 13
157 joa )
356 1818
3609 FLNT
3610 15 19
471 b4
4 512 AN
£ 3 s
[N 5 6
Pam=s Proporcionales
Fan wires no coande
radcs o e pane, vease
2 nEa complemennaris
espondieme.
99° =
N o 100 20 300 400 50

El &ngulo cuya tangente es 4 es :
angtngd=75° 58"
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Si la pendiente es de signo negativo , se busca el valor abso-
luto de la pendiente en las tablas de tangente natural , y é&ste -
se le resta a 180" , ya que el &ngulo negativo y el &ngulo de -

su valor absoluto son suplementarios .

Y

T

180~ ac\f

\\\\4j~{f .

|

<© +(180°-<C)=180° por ser suplementarios
si m=-1
angtngl=45°
angtng-1=180° -45°
angtng-1=135"

2) Demostrar que los puntos A(l,0), B(3,2) y C(5,4) son colineales

Como los puntos estan situados sobre la misma recta , la pen ~
diente del segmento AB es la misma que la del segmento AC , y tam
bién es igual a la del segmento BC , ya que la inclinacidén de la-
recta no cambia si ésta se mide con respecto a cualquier par de -
puntos que pertenezcan a ella .

Datos Férmula Substitucidn Desarrolio
Al1,0) myp-Yo~Y) mp.2-0 mA5=2=]
B(3,2) Xpmx, 3-1 2
cl5,4) My 4-0 )
AC 5-1 Macs 421
4
M. 4-2 Mg 2.
5.3 BC-2 1

... Los puntos A,B,C son colineales , ya que tienen la misma pen-
diente, tomados de dos en dos .
3) Una recta pasa por el punto A(6,2) y por el punto B, cuya -
abscisa es 3 . Calcular la ordenads del punto B, si la rec-
ta tiene una pendiente igual a 1/3 .



Datos Férrwmla . Substitucién Desarrolio
Al6,2) map= (¥g-y H/(xg-xy ) mgmp={y-2)/(3-6} (y-2)/{-3)=1/3
n : y-2=-3/3
y-2=-1
y=-142
y=1
.. B (3,1

EJRCICIOS :
1) Obtener el &ngulo de inclinacién que la recta que pasa por-
los puntos A(-1,1) y B(4.-1) forma con el eje de las abscisas.
2)Demostrar que los puntos A(2,1) ,B{(3,3} ¥y C(6,2) son vérei
ces de un triangulo .{demuestrese que no son colineales).
3) Obtener el &ngulo de inclinacién de la recta que pasa por -
el origen y por el punto (2,-1) .
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ANGLLO FORMADO ENTRE DOS RECTAS

Y = =
Sea® el &ngulo formado por las rectas Rlsz ¥ sea“ﬁl y &

L

2
los &ngulos formados con el eje de las abscisas y laas rectas ,cQ
mo se muestra en {a siguiente gréfica :

S

-

Obteniendo la tng @ se tiene que :
tngl=tng(® 2-31\))
como tng (Qz- &\l] a (tng?‘fz-'éc\l ¥ (lnngé?zmg’&! y o=

. My -m
L engde2 L

1 mymy

Nota : Para obtener el &ngulo , primero se grafican las dos -~
rectas , ya que la recta Rl corresponde & la recta en ~
que se emplieza a genérar el &ngulo q s ¥ la recta R2 £
rresponde a la recta en la cufii se té&rmina de generar -
el &ngulo .

Ejemplo :

Qbtener los &ngulos que forman las rectas que pasan por les -~
puntos Af-1,4] B{3,5) y C(6,4) D[ 5,0) respectivamente .

Datos Formulas Substitucién

5-4 0-4
al-1.4) "R T " =55
B(3,5) P
c(6,4) tngd =21

D(5,0) I+ mym,




-t 3
/ X
Para obtener el &ngulo 91 » m; corresponde a Mg ¥ M, corres--
ponde a Mg+
1
mir =
AB 4
RN R
ko T
- |
tngo, - D "4B
v
4-(1/4) (16-1)/4 15/4 15/4 15/4 15
tngd = = = 2= =—=1,875
1+(1/74)(4) 1+4/4 1+1 2 2/1 8

Buscando en las tabias de tangente natural el f&ngulo cuya tan-
gente es 1,875 se obtiene el f&ngulo 91 .
angtng 1.875 = 61°55'39"
<o B- 617550 39"

EJERCICIOS :

1) Obtener el &ngulo 92 de ejemplo anterior y verificar que el
&ngulo 02 corresponde al suplemento del &ngulo 91 .

2) Obtener los 8ngulos interiores del tri&ngulo cuyos vértices

son los puntos A(3,4) ,B(6,-1) y C{5,-3) , ademss verificar-

que la suma de éstos Sngulos es 180°

CONDICION DE PARALEL1SMO

Definicién,- Dos rectas son paralelas si sus pendientes son --
iguales.
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Y
RIZ
=, x“&
| /7
Esta concicién se fustifica , porque ambas rectas tienen el --
misno &ngulo de inclinacibn con respecto al eje de las--

abscisas , como se muestra en la gr&fica anterior .

_eC
* =%

tRgE =rnga ,
e =m
R, "™ R,
Ejemplos
Demostrar que !a recta que pasa por los puntos A{l,!) ,B(3,3)-

es paralela a la recta que pasa por los puntos C(1,-2) y D(3,0)

Datos Férmulas Sub.stizuciﬁn Desarrollo
Afl1,1) MmN 3-1 =0-(-2) 2= 2
B(3,3) 3-1 3-1 2 2
cl1,-2) mey =222 121
D(3,0) X27%) .. AB/IED

EJERCICIOS :

1) Demuestre que los vértices A(-4,-2) , B(-1,0) , C(!1,-2}) y -
D(-2,-4) son los vértices de un rectidngulo (recordar que un
recténgulo es un paralelogramo ).
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paralela z la recta que pasa por los puntos C(-2,y} y D{(-1,2)
Obiener lzs coordenadas de} punto C .

CONDICION DE PERPENDICULARIDAD

Definicién.- Dos rectas son perpendiculares si el producto de

sus pendientes es igual a -1 , o bién sus pendien

tes son reciprocas v _de signo contrario

— ey

R] 4 Ry st mR)’mR2=-l ] m.R‘=-IlmR2

Como la recta Rles perpendicular a ia recta R2 , el &ngulo que
forman entre ellas es 8290 . Si la recta Rl tiene pendiente mp oy
la recta R2 tiene pendiente my entonces al substituir estos va-
lores en la f6rmula para obtener el &nguio entre dos rectas se -
tiene que :

tngd = M2°™
I+m, m

2
Como tng80%=e, el valor de l»m:!m1 =0 , ya que a/80~»x [que se-
tee a/0 tiende a Infinito o, a/0 se acerca a infinito).
l+smym, = 0
Despejando a ml se obtiene
m, = -l/m2
Es decir m, y m, son reciprocas y de signo contrario .
Si se despeja al producto mm, se tiene :
mym, = -1
Es decir que el producto de las pendientes es lgual a menos uno.
Ejemplo :
Demuestre que la recta que pasa por los puntos A{-2,-2) y ---
Bl-1,-1} es perpendicular a la recta que pasa por los puntos -
C{2,0) y D{-1,3) .



DATOS Férmulas Substitucibn Desarrollo

S1-(- =1L
B(-1,-1)
C(2,0) _ ¥y 30 Mep=2, =-1
D(-1,3) TAB P D =y -3
LA LD
Ll
Y
N\ /
ol 7
\r\ /
e 100G
SN X
1\
P |
4 +
EJERCICIO :

Utilizando la condicién de perpendicularidad demuestre.que los
puntos Al(-4,-2) ,B(-1,0) ,C(-2,-4) y D{ 1,-2) , son vértices -
de un recténgulo.




ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO.

Uno de los problemas m&s importantes en geometrfa analftica ,
es el de poder obtener una ecuacién que satisfaga alguna o algu--
nas condiciones preestablecidas de algin problema .

Para poder obtener dicha ecuacibn se sigue e} criterio sigujen
te :

12 Se establece una igualdad que satisfaga la ecyacidn del lu-
gar geométrico , considerando siempre a un punto P{x,¥} que
pertenezca al lugar geométrico .

22 Se substituyen Jas coordenadas del punto P y los datos del-
problema en Ja igualdad anterior .

32 Se efectuan las aoperaciones correspondientes, y se obtiene-
as? la ecuacion buscada .

Ejemplo :

Obtener la ecuaci6n del lugar geométrico de un punto gue se -

mueve en el plano , de ta} forma que equidista de los puntos -

A{2,5) y B(-1,3) .

12 dip=dp

20 V (x-2)l*(y-5)‘ = Vr(x‘lllt(y-S)2

30 (Vix-21+0y-512 )2 = (Vixe1)2e(y-212) 2
{x-2124(y-5)2 = (xe1)%4(y-3)2
x2—4x¢4»y2—10y +25 = 12»2x¢l+y2—6y49
6x+4y-19=0

GRAFICA DE LA ECUACIONDE UN LUGAR GEOMETRICO.

La gréfica de la ecuacibn de un lugar geométrico es la repre--
sentacién en el plano de todos {os puntos que satisfacen a la  --
ecuacibn .
Para graficar la ecuacién del lugar geom&trico se realizan los
siguientes pasos
{2 Se despejs alguna de las variables ge la ecuacibn , la cual
se denomina variable dependiente .Por convencidbn se despeja
a la ordenada .

2% Se substituyen valores arbitrarios en la variable independj
ente (abscisa) , ya sea en orden creciente o decreciente .
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32 Se resuelven las operaciones y se obtienen asi las coordena
das de los puntos pertenecientes a la gréfica .

4% Se jocalizan en el plano todos los puntos obtenidos uniendg
los ordenadamente .

Ejemplo :

Graficar la ecuacién 3x+y+3=0

Paso 12 Paso 2% Paso 3¢

y=-3x-5 Jx [ y=-3x-5 |y |P/{x,y) |

y=-3(-1)-5{-2 [P (-1,-2)
y=-3( 0)-3[-5 [P,(0,-5)
y=-3(11-5 | -8 P,(1,-8)
¥=-3(2)-5 [~11P,(2,-11)

B =] ©Of =

. . . . [

: : : |

Paso 4¢ ~

LY
B R
Py

P2 L

P
B
4

EJERCICIOS :

1) Obtener la ecuacién del lugar geométrico de un punto que e-



quidista de los puntos A(3,5) y B(4,2) .

2) Obtener la ecuacién y la grafica de! lugar geomEtrico de un
punto que se mueve en el plano , de tal forma que su distan
cia 2] efe de las ordenadas es siempre igual a su distancia
al punto A(5,0).

3) Obtener !a ecuacién y la gréfica del lugar geométrico de un
punto que se mueve en el plano de tal forma que su distan--
cia 2l punto fijo (2,4) es siempre igual a tres.
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ECUACION DE LA RECTA .

Definicién .- Se da el nombre de recta , al lugar geom&trico -

del conjunto infinito de puntos alineados de tal

forma _que la pendiente de cualgujer segmento que

pertenezca @ la recta es siempre_constante , €S-

decir , la misma_ .

A

IHA"EB ma-'@ mtqc

Formas de la ecuacibn de fa recta .

12 Forma de la ecuaclbfn de ta recta conocidas un punto y su pendi

ente.
Sean P(x,y) ¥y Pl(xl.y!) puntos que pertenecen a ta recta , y -
sea m }a pendiente de la recta .

ﬂ\F-P:LZLL: m
H x-xy

Eliminando denominadores se obtiene :

| y-yy=mix-xy)

Ejemplos :
i} Obtener la ecuacidén de la recta que pasa por el punto A{5,-2)
y que tiene una pendiente igual a tres

Datos Formula Substiticién Desarroilo
A(5,-2) Y-y =mix-x,) y-{-2)=3(x-5) y+2=3x-15
me=3 L. 3x-y-1720

2) Obtener la ecvacibn de la recta que pasa por el origen y cu
yo 8ngulo de inciinacién mide 45°.
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Datos Férmula U _1sqbstjguc16n

0{0,0) y-y =m{x-x,) y-0=tng
o= 45° . : S

EJERCICIOS:

1} Obtener las ecuaciones de Jos lados de un recténgulo cuyos-
vértices son los puntos A(-1,0), B(1,-2) ,C(5,2} y D(3,4).
Notz : Obtener sélo la pendiente de uno de los lados con la

férmula respectiva y para obtener la pendiente de -
los demés lados utilice la condicién de perpendicula
ridad o la de paralelismo .

2} Obtener las ecuaciones de las alturas de los lados del tri-

&ngulo cuyos vértices son los puntos A{-3,4) ,B(5,6) y C(7,0)

2% Forma de la ecuacibn de Ja recta conocidos dos puntos que per-

tenecen a ella.
Sean Pl(xl,yl),Pz(xz,yZ) ¥P(x,y) puntos que pertenecen a la recta

por lo tanto :

Substituyendo los puntos y el valor de la pendiente del segmento-

PlP2 en la forma de la ecuacién de la recta conocidos un punto y-
su pendiente se tiene :

y-yl=mp7p2(X-xl)

Seyeyp yptyy (xexg)

X27%)

obién : y-y2=mFTP2(x-x2)

. )'-y2:)'2'yl (x_xz)

yoxy

Ejemplo :
Obtener la ecuacién de la recta que pasa por los puntos Q{(-1,4)
¥ R(-2,-3).
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Datos Férmuia Substitucidn
YUYy (xex,) Y4 3 ()

Qt-1,4) x,m%, ! -2-(-1) :

R{-2,3}

Pix,y} ?Y

T,
Desarrollo Q//fi/
R i :
Yoo e / SRl
-1 WA oy
yo4 = 1{x+1) S i X
y~4 = x+] (T
. x-y+5=0
EJERCICIO:

Obtener las ecuaciones de )as medianas del tri&ngulo cuyos ve&r
tices son los puntos A(-3,4),B{1,2)y C(-4,~3}) . Recordar que -
ia mediana es Ja recta que une el punto medio del lado del tri

dngulo con su vértice opuesto .

32

de

Forma de la ecuacién de la recta conocida su pendiente v su or
denada al arigen .

Esta forma es llamada Forma tangencial o Forma simplificada.
E] punto cuya ordenada al origen es b , corresponde al punto -

coordenadas(0,b) .Substituyendo el valor de la pendiente y las

coordenadas del punto en Ja f6érmula para obtener la pendiente de-

la

recta , se obtiene la forma simplificada de la recta .
m_3-b
T x-0
m _y-b_
x

mx=y-b

,'.Iy=mx+b;

1} Obtener la ecuacién de la recta cuya pendiente es -} y su -

Efjemplos :

ordenada al origen es 5 .
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Datos Férmula Substitucién Desarrollo

m=-1 y=mx+b y=-1x+5 y=-x+5

b=5 x+y=3
x+y-5=0

2) Determinar la ecuacibén de la recta cuya ordenada al origen-
es 6.5 y su &angulo de inclinacidén es de 135°

Datos Férmula substitucibn Desarroilo
b-6.5 v=mx+b y=tngl35°({x)+6.5 y=-1(x)+6.5
=135° y=-x+6.5

. Xx+v=6.5

.. Xx+y -6.5=0

EJERCICIOS:

1) Obtener la ecuacibn de la recta cuya ordenada al origen es-
3 ,y que es paralela a la recta 2x+3y-5=0 .

2) Hallar la ecuacién de la recta de ordenada al origen igual a
6 , v que es perpendicular al eje de }as abscisas .

4% Forma de la ecuacibn de la recta conocidas su abscisa y su or-
denada a} origen . Esta forma es |lamada Forma simétrica de la
ecuacidn de la recta .

Sean a2 , b la abscisa y la ordenada al crigen respectivamente
por consiguiente los puntos formados son A{a,0) y B{(0,b) . Lz pen
diente del segmento AP es la misma que la del segmento BP de tal
forma que :

Mxp<tigp

Substituyendo las coordenadas de A y de B se tiene que

x{y)=(y-b){x-a)



xy=xy-ay-bx+ab
xy-ay-bx+ab-xy
-ay-bx-ab=0
bx+ay=ab
Dividiendo todos los términos entre zb se tiene :

Ejemplos:

1) Obtener la ecuzcitn de la recta que pasa por dos puntos ,u-
no cuya abscisa al origen es 5 ,
gen igual a -3 .

y otro de ordenada al ori-

Datos Férmula Substitucitn Desarrollo

axs x & £.5, SIslx, v )L

be-3 857! 5:3 ] 3¢ T3 =-1stn)
-3x+5y=-15

-3x+5y+15=0

.". 3x+5v-15=0

2) Los segmentos que una recta forma sobre los efes cartesia--

. nos X,Y miden -4 unidades y -2 unidades respectivamente

Obtener la ecuaci6n de dicha recta .

Datos Férmula Substitucién Desarrotllo
- 8(x
a=-4 XY X+ ¥, 22D a0
b=-2 a b -4 -2 -4 -2
-2x-4y=8
2x+42y+4=0

Ejercicio:

Obtener la ecuaci6bn de la hipétenusa del trifngulo formado por

los ejes coordenados , si la abscisa al origen es -6 , y la or
denada al origen es 8§ .
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2

3

1)
5)

EJERCICIOS

Obtener la ecuacibn de la recta que pasa por el punto {4,-2) y
por la intersecci6n de las rectas 2x+3y-5=0 .

Obtener la ecuacioén de cada una de las mediatrices del triéingu
lo de vértices A(5,2),B{0,1) » C{-4,-6}.

Obtener la ecuaci6n de la recta paralela al eje de las absci--
sas ,ci:a ordenada al origen es C.

Obtener la ecuacion del eje de las ordenadas.

Obtener la ecuacibébn de la recta que divide al cuadrante 11 en

dos par:es jguales .
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SECCIONES CONICAS.

Definicibn.-Se denominan secciones cdnicas a las curvas gue pue--

den obtenerse de la interseccidn de un plano , con u-

ne_o_dos conos circulares rectos . Estas secciones pu

eden ser

Circunferencia Parébola

Hiperbéla
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ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA.

Definicién .-Es el lugar geom&trico de un punto que se mueve en -

el plano , de tal

forma que su distancia a un punto -

fijo !lamado centro_de la circunferencia es siempre.
constante .

A estd distancia se le denomina radio de
fa circunferencia .

i 7
X
Existen dos casosde la ecusci6n de la circunferencia.

12 Circunferencia con centro en e} origen (0,0)

Como ta distancia del punto P(x,y)} al centro C{0,0) es cons--
tante (r}

dp = Vix-0)74(y-0)%

re Valoy?

elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad



A esta forma se le conoce como Forma estandar , Forma cénica o -~

forma ordinariade la ecuacién de la circunferencia

Si la ecuacién se desarrolla y se iguala a cero se llama Forma
general de la ecuacibn de la circunferencia.

]—x-zT)_ -r©=0

Ejemplos:

1) obtener la ecuacién de la circunferencia que tiene su cen--
tro en el origen , y que pasa por el punto {3,5).

Datos Férmula Substitucién Desarrollo

C(0,0) x2+y2-r2 32052=r2 9.25:1-2

P(3,5) 34ar?
x2¢)‘2=34
2,2

x“+v"-34=0 .
2} Obtener la ecuaci6n de la circunferencia con centro en el o
rigen y de radio igual a cinco.

Datos Férmula Substitucién Desarrollo

C(0,0) x2+y2=r2 x2¢y2:52 x24y2=25

o5 o xBay?aes-0
EJERCICIOS:

1) Un punto se mueve en el plano de tal forma que su distancia
al origen es siempre siete unidaes »

2) Obtener la ecuacibén de la circunferencia con centro en el -
origen , en la cual uno de sus difmetros tiene como extremo
a los puntos A(0,2) y B(0,-2) .
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2%Cas0.Ecuacién de la Circunferencia coOn centro fuers del origen,

Cith,k) .

d =r
: . r=V(x-h)2~()'-k)z
Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacibn se obtiene :
"_“—_7
(rst(V(x h) *() k) 2

r2e(x-mZly-x)?

‘. ltx=n 2, v-k)2=r2

Si se desarrollan los binomios y se iguala la ecuacién a cero ,
esta toma la Forma general de la circunferencia .

x2¢y2-2hx-2ky¢h20k% rz=0

que corresponde a :
x2¢y2~Dx~Ey¢F=0

en donde :
D=-2h
E=-2k
F-h2.k2-¢2
L. Cor-2,E/-2) y ¢ o= VhPex?oF
Ejemplos :

1) Obtener la ecuacidn de {as circunferencia con centro en el
punto (2,1} y cuyo radio mide 3 unidades .

Datos Férmula Substitucibn
ctz, ) x-n 2y 2ar? (x-2)2aqy-1)2232
r=3



1

Desarrollo

'2-2y¢1=9
.. xzov -4x-2v-4=0

x2—4x*4»

ot

2) Obtener la ecuacibn de la circunferencia con centro en el -
punto (-3,2) ¥ que es tangente al eje de las ordenadas

Datos Formula Substitucién
c(-3,2) (x-n) Zugyok) 2or 2 (x-1-3)) 2a(y-2) 2-32
Y\ Desarrolio
¢ rPT (x+3) % (y-2) 20
t x2o6x49«y2-4y‘4 -9=0
X - - x2~y2~6x-4y'4=0

Ejercicios:

1) Obtener la ecuacibn de la circunferencia en la cual uno de
sus difmetrso tiene como extremos a los puntos Q(-4,-8) y -
R(0,1}.

2) Obtener la ecuacién de la circunferencia con centro en el -
punto {5,-3) y que es tangente al eje de las abscisas.

3) Obtener el centro y el radio de la circunferencia de ecuaci
x2¢y2¢4x-8y05=0

23



124

ECUACION DE LA ELIPSE .

los pun-

Definicibn.-La elipse es el lugar geométrico de todos
fijos

tos cuva suma de sus distancias a dos puntos
llamados focos de la lipse es siempre constante .
segmento formado por Jos focos-

E] punto medio de}

se denomina centro de la elipse .

-

Casos de la ecuacién de la elipse .

origen y focos sobre el eje de

12 Caso . Elipse con centro en el
las abscisas .
F, y F2 son focos

oY
3 0,biP{x,y) V, y v, son vértices
C es el centro

——

La suma de las distancias del punto P que se encuentra sobre -
igual al doble de a , ya que si se hace

la elipse a los focos es
coincidir el punto P con el vértice V, {0,a) de la elipse , se

tiene que

dg—p +d

L M eVia-012410-012 + Viasc)2+(0-0)2
= Vi{a-c)® + Viasc)
= a-c+a+c
=2a
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Cono ésta suma de distancias es siempre constante para cualqui
er punto situado sobre la elipse entonces :

dF?T + dFF;= 2a

VQx-c)z‘(0~y)2 + V«x+c)2¢(0-y)2 = 2a

Vﬁx—c)2¢y2 + VQx¢c)20 y2 = 2a

(x«:)zw2 = 2a - V(x-c)? + )’2

elevando al cuadrade ambos miembros

2 2

(xoc)20y2=4a -daV{x-c)+y® + (x-c)2+y

x2¢2xc‘czoy2=432-4aV(x~c)2¢y2+ x2-2xc¢c2~y2
4xc-4a°% - -4aV(x-c)2oy2

dividiendo entre 4 ambos miembros

xc-al =-aV(x-c)2‘y2

elevando al cuadrado ambos miembros

4

x2c?-2a%cxats az((x-c)24y2)

2.2
x C-Zazcx +a4=a2(x2-2cx~c2)+a2y

x2c2-2a2cx¢a4=a4x2-2a2cxoazc2~azy2

2

2 2
34-32c2=a2x2-c2x2¢a‘y'

2
a2(a2_c2) - (az_czlx2¢a.y2
dividiendo entre az(a2-c2) ambos miembros

2 ¥ lo tanto :

pero como az-c2=b




NOTA :Los focos estan sobre el eje X si el denominador de x2 es -

2
mayor que el denominador de y“ y viceversa , llos focos es-
2

tan fituados sobre el eje Y , si el denominador de y~ es ma
yor que el denominador de x2

La excentricidad de |la elipse se simboliza por la letra e , ¥
es la relacibn que hay entre el valor de ¢ y el valor de a ; Esta
relacién nos da la configuracién de i1a elipse .

e_c az7¢c70--07ze71
a

si cfa que equivale a : V(az-b2 /a , es un valor cercano a uno ,
entonces b es pequedo, comparado con a2 , y por lo tanto la elipse
es larga v angosta

Si c/a es un valor cercano a cero entonces , a Se acerca al valor
de b , y la ecuacibn (x2/a2)+(y2/b2)=1 se convierte en x2+y2=a -
que es la ecuacién de la circunferencia de radio a , y de centro-
en el origen.Por lo que se puede considerar a la circunfrrencia -
como uny elipse ce excentricidad cero

Ejemplo:

1) Obtener la ecuacibén de la elipse cuyos vértices son los puntos
(0,9) .(0,-9) , (12,0} y (-12,0).

Datos Férmula Substitucibn Desarrollo
{0,9) 2y x? 2 2 2

' X Ee —2~—}—-=l R DU A
{0,-9) a2 p2 12 2 (.9)2 144 81
(12,0)
(-12,0)

2) Obtener la excentricidadde la elipse del ejemplo anterior .

Datos Férmuia Substitucién Desarrollo

a=12 e=c/a 12229%.¢2 144281+c2

b=9 azcbzvcz c=VT44-81
c=V63
c=7.93

e=7.93/12 . . e20,66
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Ejercicios:

1) Obtener la ecuacién de la elipse de centro en el origen que
satisfaga que un foco es el punto (0,5) y e=1/2 .
2) Obtener la ecuacién de la elipse de centro en el origen , -
vértice (9,0) y e=2/3

22 Caso Ecuacién de la elipse con centro fuera del origen {h,k) .

(a+h,k)

—
h+c X
x

En este caso el valor de !as coordenadas (x,y) del punto que -
se encuentra sobre la elipse corresponden a (x-h,v-k} por tanto -
si el eje mayor es paralelo al eje X , la ecuacidn toma la forma:

2 2
(x-g) ‘sv-;) -1
a b

Si el eje mayor es paralelo al eje Y , la ecuacibn toma la for

lx-g)2+(v-§)2=l
b a
Si se desarrollan los binomios y la ecuacién se iguala a cero-
esta toma la forma general! de la ecuacibn de la elipse .
32(x2-2hx4h2)4b2(y2-2ky¢k2)=a2b2
a?x?-2a%hx+a?h2.b2y2-202ky+b2k2-a%b2=0
a?x2-20%hx+b2y2-2b2kyea?h?eb2k2-a202=0
Esta ecuacibén se puede escribir de la forma general



Ax2.Cy 2 Dx+Ey+F=0

en donde la correspondencia es
Azaz
cap?
D=-25%n
E=-2b%k
FaaZn2-p%k?-a%p?

Ejemplos :

1) Obtener la ecuacidn de la elipse cuyo centro es el punto

{8,2) y sus vértices son (10,-2) , (8,-1} .

Datos Férmuta Substitvcibn

c(8,-2) em)? e seast0

V(10,-2) a? b2 “2+b=-1

ye, Vihea, k) (x-8)% (y-t-20)%
Yih,keb) 22 12

Desarrollio

a=2
b=1
2 2
(x-8)° {y+2) 1
4 1

x2-16x+6403(y2edyed) =4
x2-16x460¢4y24)6y‘16=0

Lt 2244y 16x+16y+7620

2) obtener e} centro, focos y vértices de ia elipse :

9x244y2.54x+8y+49:-0

Asazzg ~3 a=3

Cebeq =+ b2

D=-2a%h=-54 — h=-54/-2(9) - h=3
E- -2b2k=8 — k=8/-2(4] — ke-1

F+ 32h2+b2k2~32b2=49
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C{h,k} — C(3,-1})
Fylhec,kl = F (34V5, -1}
Folh-c,k) — Fy{3-V5,-1)
\’)(h~a,k) — Vl 6,-1)
\/Z(h-a.K) — V2(0.-l)
V3(h,k‘b) —4V3(3.1)
V4lh,k-bl -$V4(3,-3)

Ejercicios:
1) Obtenerla ecuacién de la elipse con centro {(4,4) y vértices
Vil 47), V2(-l.4). Vs(d.l) y V4(9,4).
2) Obtener el centro , focos y vértice de la elipse’:
4x245y2+24x-36y+36=0
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ECUACION DE LA PARABOLA.

lugargeométrico de todos los puntos
| iamada ditectyriz{D}

Deflniclén.-Parabgla es el
equidistantes de una recta fija

y de un punto fijo llamado foco (F}.

(-p/2.y.___j;: jj Plx,y)
\. >
f\\\flfif;f) X

|
1

la ecuacion de la parébola.

Casos de
12 Caso.~ Parfboia con vértice en el origen , v eje parabblico en
el _eje X,
d
PD = dpp
Vixepr2)Zety-y)? = Vix-p/2)2+ (0-y)?
x2¢pxt22 = xz-pxt22+y2
4 4

...;2=2px§

Ejemplo:
Obtenerla ecuaci6n de la parab6la cuyo foco es el punto (-2,0)

y su vértice esta en el origen .
Datos Férmula Substitucién Desarollo
(p/2}=-2 pe-4

y2=2(-4) y2=-8x

F{-2,0) y=2px

v{0,0)



»

EJERCICIO :

Obtener la ecuacibn de la parfbola de vértice en el origen y -
foco en (3,0) .

2% Caso.- Ecuacibn de Ia parfbolis con vErtice en (h,k) y efe para
lelo a uno de los ejes coordenados .
Sise escogen ejes paralelos a los cartesianos, por translacibn
se tiene que :

Vih, k)
P Fh+p/2,k)

por tanto la transformacién es :
x'=(x-h) , y'={y-k)
<o ty-k)2e 2p (x-h)
S1 se desarrolla &sta ecuacién y se iguala a cero se obtiene -
la forma general de ia par&bola



y24Dx+Ey+F=0
y2-2ky+kZ=2px-2ph

y2-2px -2ky ¢k2‘2ph=0
en donde la correspondencia es:
D=-2p
Ea-2k
2
F=k“+2ph

Ejemplo :
Obtener las coordenadas del foco , y la ecuacibn de la direc--
trfz de la siguiente parabola :
y2 -6x-6y+39=0
D=-2p=-§ ~» p=3
Ee-2k=-6 ~ k=3
Fek2+2ph=39 —h=5
(y-k)2=2p(x-h)
L Uy-3)2e6(x-5)
F{h+p/2 ,k) — F(5+3/2,3) .'. F{13/2,3)
Directriz x=zh-p = x=5-3/2 ., x=7/2

EJERCICIOS:

1) Obtener las ecuaciones de las parabb6las que satisfacen las-
siguientes condiciones
a) Eje paralelo a! eje X ,y que pasa por el punto (8,7} y -

vértice en {4,2) .

b} Vértice en (3,-2) y foco en (3,4) .

2) Obtener las coordenadas del foco , la ecuacibén de la direc-
trfz y dar la ecuacién en forma estandar de la par&bola :

y2-8y-3x+22=0
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ECQUACIO DE LA HIPERBOLA .

Definicibn.- Es el lugar geométrico de todos los puntos tales gue

la diferencia entre }as distancias desde dos puntos -

fijos llamados focos , 8 P es siempre constante.

y
Y V’(-a.O)
Vq Vyla,0)
V3(0,b)
v, v, ) , Valoson)
F F,ooX Fylc,0)
2 F,(-c,0)
v
4
/

Asintota.- Es una recta tangente a una curva en e) infinito .
VlV2 Es el eje transverso
V3V4 Es el eje conjugado

1¢ Caso.-Ecuacidn de ]a hipérbola con centro en el rigen v eje -
transverso igual al eje X,

La distancia del punto F2a P menos }a distancia de! punto P a-
cuando P9x,y) es igual a! vértice V(a,0) corresponde a :

LR | = Jtemc | o

por tanto
1 d -d I =2a

P Fop
l (x+c) ey -Vix-c)“+y l=2a

efectuando operaciones anilogas a Ia deduccibn de |

a elipse se ob
tiene : B
X2 . Vz
- =1
a € -a
como a z ¢ entonces C2'32

2

) 20, y ademfs si se substituye a
c®-a® por b

se obtiene la ecuacibn estandar de la hipérbola
.53_y2=1
a? b?

Y se cumple con la relacién :
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Ejemplo:

Obtener 1a ecuaclén de la hipérbola con centro en el origen
vértices (8,0) y (-8,0) , facos {10,0) y (-10,0} .

Datos Férmula Substitucibn Desarroilo
vits, 0 2 y2 L shalae? 64+b2=100
V,(-8,0) a2 p2 p%=100-64
F,(10,0) 236
Fol-10,0) 52,522 b=6
2 .2 2 2
x .Y X"y =
s Poliovi
; 64 36
36x2-64y2=~576
T v 36x2-64y2-576=0
>
X

-2%Caso.-Ecuacibn de la hip&rbolas con centro en (h,k} v eje trans-
verso paralelo al eje X .

0%
rY FY' C{h,k)
Vl(hm,k)

= \ Vz(h-a,k)

X F(hec,k)
F,lh-c,X)
P(x+h,y+k)
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Si1 los ejes de la hipérbola son paralelos a los ejes coordena-
dos , la transformacién por translacién es :
x'=(x-h) , y'={y-k)
e em? yen?

32 h2

Desarrollando ésta ecuacién e igualando a cero se obtiene la -
ecuacibn general de la hipérbola,

b2 (x-h)2-a2(y-k)2=a?b?
b2(x2-2hx+h?)-a%y2i2. ky- k%- bl-0
b2(x2-2xh4h2) -a2(y2-2kyok2)‘azb2=0
b2x2-2b2hxeb2n2-a2y242a%ky-a2k2-a%p 20

Esta ecuacibn tiene la forma de :
Ax2+Cy2+Dx¢Ey+F=0

en donde :
A=p?
C=—a2y2
p=-2b%h
Ezazk

FebZnZ.aZk2.2%p2

Ejemplo:

Obtener la ecuacibn de la hipérbola que tiene un foco en (-2,3)
y vértices en {(-2,3} y (6,3) .

Como : F(-4,3) corresponde a los valores (h-c¢,k)
Vl(-2,3) corresponde a los valores (h-a,k}
V2(6,3) corresponde a los valores {(h+a,k)




h-c=-4
2-c=-4
c=6
azob2=c
16+b%=36
b2e35-16
b2-20

2

Jooxen? | en?
15 20
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Ejercicio:

Obtener las coordenadas del centro , los vértices yrlos focos
de la hipérbola cuya ecuscibn es :
9x2-4y2-36
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TEORIA DE GRAFICAS.

Definicibn.-Se da el nombre de gr&fica al modelo geométrico ~--

que _representa a un problems.

Las graficas nos permiten apreciar visualmente las caracteris-
ticas del problema que representan , como podrfan ser sus simetri
as y Ssu estructura,

Las gr&ficas pueden estar representadas por

a) un diagrams de f{lujo.

no

b) El plano de una ciudad.

L1 I|

TTIT Z
)

c)Las rutas de transporte o de repartidores
d) Electrocardiogramas
e) Organigramas

f) Diagramas de Venn Euler , etc.

Las graficas constan de vErtices y aristas.

Vértice .-Es aquello que no tiene dimensiones .

Arista .- Es la sucesi6tn de puntos alineados , las aristas pue
den ser rectas o curvas .

Las gréficas se pueden clasificar en :
a)Conexas .- Que son las que constan de una sola parte .

-

conexa no conexa
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bjCompleta.-Es la que tiene unidos todos sus vértices mediante
todas las aristas posibles de dibujar .

VAR | @

Graficas completas Gréficas no completas

Ejercicios:

Cuales de las siguientes gr&ficas son :
a) conexa

b no conexa
¢} completa

d} no completa
e) completa y conexa

n . o aNallo A

RN

PASEOS_EULERIANOS,

Definicibn .~ Se da el nombre de psseo Eulerfano al trazo con-

tinwo que recorre toda la grifica , que se hace
sin levantar el }fipiz vy sin pasar por una misma a

rista dos veces .
Se denomina abjerto si el paseo no términa donde se inicié
se denomina cerrado s§ el trazo termina donde se inicid .

v

é La siguiente gr&fica puede admitir alguno de los paseos eule-
rianes ? -
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La respueta es si , ya que si se ilega a un vértice con una a-
rista , se sale de &ste con otra arista diferente , formando pa--
res de aristas , las de entrada y las de salida .

Si al final se llega al punto de partida , todos los vértices -
van a tener valencia par {(Valencia de un vértice , es el nlmero-

de aristas que entran o salen del vértice ) , y si no es asi en--
tonces habr& sbélo dos vértices de valencia impar , el del inicio
y el del final .

El matem&tico Leonard Euler enuncib dos teoremas acerca de los
paseos , Y som-n

Teorema 1.- Una gr&fica admite un paseo Euleriano cerrado si y
56lo st es conexa y la valencia de todos sus vértices es par .

Teorema 2.- Una grafica admite un paseo Euleriano abierto si y
s6lo si es conexa y dos de sus vértices tienen valencia impar .

En est& capitulo se debe de hacer hincapié sobre la importan--
cia de Jas demostraciones de teoremas , de no confundir hipbtesis
y tesis , ademés de lo importante de la generalizacién , como lo
es el caso de las graficas que admiten un paseo euleriano , se -
pueden verificar las condiciones pedidas para una o m&s , pero es
tardado hacerlo para cada gréfica , por eso es gue se obtienen --
las caracterfsticas comunes en todas las gr&ficas , y se generalj

za mediante un teorema, que se demuestra una sola vez .
Demostraci6n del teorema | de Leonard Euler .

Como ya se estudid en un curso anterfor de Légica el conectivo
Si v s6lo_si _es 1a bicondicional P — Q = (P—Q)JA (Q—P)} , por
tanto se divide en dos partes la demostracibn .

1® Parte .- Si una gr&fica admite un paseo euleriano cerrado en--
tonces es conexa y la valencia de todos sus vértices
es par .

HIPOTESIS ._ La gr&fica admite un paseo euleriano cerrado .

TESIS .- La grafica es conexa , y la valencia de todos sus --
vértices es par .

DEMOSTRACION .- Por hacerse la grafica sin levantar el 1&piz es -
conexa , y a la vez , al ser el trazo continuo si se
sale del prier vértice con una arista y se llega a -



Por tanto
conexa y la

2® Parte .-

HIPOTESIS .-

TESIS .-
DEMOSTRACION

Por tanto si
tices es par
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otro , se sale de éste otro con una arista distinta ,
como no se pasa por ninguna arista dos veces se --
forman vértices de valencia par , por ser un paseo cg
rrado se termina donde se empezb , formando asi el Gl
timo vértice de valencia par .
si la gréafica admite un paseo euleriano cerrado , es
valencia de todo sus vértices es par .

Si la gr&fica es conexas y la valencia de todos sus --
vértices es par , entonces admite un paseo euleriano-
cerrado.

La gré&fica es conexa y la valencia de todos sus vér-
tices es par .

La gr&fica admite un paseo eulerfano cerrado .

.- Por ser la gr&fica conexa estd formada de una so-
la parte , y adem&s por tener sus vértices de valen-
cia par el trazo que recorre toda la gréfica es con-
tinuo , ya que de no ser asf se tendrfa que regresar
por la misma arista , o levantar el l&piz para dibu-
jar otra arista , y se formarfan vértices de valen--
cla impar , también por tener todos sus vértices de
valencia par , el vértice final coincide con el ini-
cial , formando un recorrido cerrado.

la grafica es conexa y la valencia de todos sus vér-
, entonces admite un paseo euleriano cerrado .

Ejercicio *

dCuales de

las siguientes graficas admiten :

a) Un paseo Eulerfano abierto?

b) Un paseo euleriano cerrado}

c) ninguno de los paseos !

o A§




2) Demuestre e] segundo teorema de Leonard Euler .
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