
Facultad de Ciencias 

MATEMATICAS PARA EL COLEGIO DE CIENCIAS Y 
HUMANIDADES TERCER SEMESTRE 

TESIS PROFESIONAL 

Que para obtener el título de 

AC'.l'UARIO 

p r e s e n t a 
SOFIA BLANCA ESTELA SALCEDO MARTINEZ 

México, D. F 
TESIS CON· 

F.Al.LA f-E CR1GEH 
1991 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 





ll-DICE 

I.- GEO~-U:T?..IA FL.;RA {E~:-liCc:.::a} 

Definicio~es cle~entalcs {punto, línea, ••• etc.) 
P.):ic:r.as y postu!~=.os. 
Oerncs':.racic.:?~.s y :.i;:or~1.:is b5sicU!: • 
.t.;i~ulos o~u·.:.!..~C1s f.O!:" el v~rtic:?. 
,;nqulos fu::n,..::.t:o~ pe:.- dvs pu=.o.le!as intersectadas por una 
:-ranEversal. 

l l. - CONGR'J!:NCIA Y S~EJANZA 

~e:ir.ici6~, Co~u~~en=ia y Semejanza. 
1'ri5n;~lo3 ':!C!'"J!]rucntes. 
Proporcionalidad. 
Tri§.ng"..llos semejantes. 
?corcrnas y d~~ostrüciones b~sicns. 
'J'r;:or..:::n:i. de Pit5gora!:i. 

ÁII.- ?~!GONOMETRlA 

Jefiniciones b&sicas (funciones, seno, coseno, tangente ~ 
inversas) . , 
Identidades trigonorn~tricas b&sicas. 

pag. 
1 

46 

63 

'N .- GEOl'.ETRIA A!:ALITICA (Las cónicas) 87 

Plano cartesiano (9r~fica de puntos). 87 
Distanci~ ent=c ~os p~ntos. 
CoordcnJd~~ de un punto que divide a un segmento en una 
razOn conocida y un punto medio. 

IV.l - Lugares gcornét=icos y gr§fica de una ecuaci6n. 
Gr~f ica de una t='~"":U ac i6n. 

LV.2 - Recta 113 

Fer....::ién!:l: <le una rec: ta y ecuación de la recta (punto pendiente, 
orden~d~ ~l origen, ecuaci6n general). 
C-:>!idiciones de perpendic1.1laridad y paralelismo entre dos rectas, 

rV.3 - Circunf~rcncia. 

Lugar seométrico (d~finici6n). 
F.cuaciones (ordinaria, can5nica, genet'al). 

:v. 4 - Pa=abola. 

120 

130 

Lugar geom~trico (definición). 
Ecuaciones respecto a los ejes X y Y con el v~rtice en el jrigen 
y fuera del origen. 
Eclipse e Bip~bola. 
Teorías de gráficas. 
Cr~ficas conexas. 
Gráficas co~pletns. 
Paseas Eulcrijno~ abiertos y cerrados. 



OBJETIVO 

Esta tesis ha sido elaborada con el objetivo de servir corno -

J Jbro de texto , para Jos alumnos de Matem§t leas del tercer seme.! 

tre del Colegio de Ciencias y Humanidades , ya que no existe nin

gún libro que conjunte todos los temas relativos a su programa. 

De étsa forma se quiere evitar Ja gran difucltad que para el -

alumno representa , el tener que consultar distintos textos , que 

en algunos casos contienen lenguaje y una exposisf6n elevadas , -

para su nivel de conocimientos. 

Por eso es que con ésta tesis he tratado de hacer un texto que 

conjunte: Claridad en el lenguaje aunado con una sencillez y pr~ 

fundldad adecuada para su nivel . Ejemplificando cada tema, y de 

manera inmediata realizando peguntas acerca de él , con el objetl 

va de que el alumno razone cada tema y lo pueda aprender con 

mayor rapJ dez. 



GECMETRIA E\JCLIDIA.'lA 

METODO DEDU:TIVO. 
Platón (427-347 A.C.) dlscfpulo de Sócrates pensaba que Ja abl 

tracc16n rnatem§tlca debla hacerse de Ja manera m§s clara posible, 

ya que sus predecesores no hacfan una argumentaci6n deductiva de2 

de las premJsas hasta Ja concJusfon del problema • 

Es por esta inquietud que Platón desarolla el Metodo Deductivo 

que consiste en encadenar proposiciones o premisas verdaderas 1 -

argumentandolas hasta obtener como consecuencia 16gJca una concJ~ 

sl6n de tal manera que no exista ningun error en Ja argwnenta-
clón . 

En que consiste el h~todo deductivo 

Euclides afirmaba que : Si premisa es el principio del razona
miento , se debe proporcionar en las matem§tlcas el principio de 

su razonamiento. 

A estos principios les llamó: Definiciones , Axiomas y Postu
lados • 

DEFINICION .- Es una proposición que expresa con claridad I•• 
caracterfsticas de una persona o cosa que se pretende definir. 

Ejemplos : 

~--Es Ja extensión m§s pequena, no tiene dimensiones ,no 

tiene tiene largo, no tiene ancho ,nitampoco alto. 

A 

~.-Es la sucesión de puntos alineados en una misma dlrec
ci6n , y soJo tiene una dlmensf6n que es el largo • 



PLANO.- Es el area limitada por dos rectas perpendiculares -
entre si que se cortan , y s6lo tiene dos dimensiones que son ,el 

largo y el ancho. 

RECTAS ~<\RALELAS.- Son dos rectas que no tienen ningún punto -
en común , es decir que nunca se cortan , ni forman ningún §ngulo 

Para simbolizar que la recta que pasa por los puntos C,D es p~ 

ralela a la recta que pasa por los puntos E,F se utiliza el sTmbQ 
lo // , es decir : éi:J//Ef • 

C E 

/' 1! 
D F 

r:f)¡ /'éJ' 

RECTAS PERPENDICULARES.- Son dos rectas que al lntersectarse -

forman un §ngulo de 90º • 
Para simbolizar que la recta que pasa por los puntos A,B es -

perpendicular a la recta que pasa por los puntos C,D se utiliza-

el slmbolo 1 , es decir : AB 1 CD 

A 

D 

e 
AB J.. en 

B 



RECTAS CXNVERGENfES-DJVERGENTES. - Son dos rectas que al pro Ion 
garse , por un lado se acercan y por el otro se separan .Por el -

lado en que se acercan son convergentes 1 por el lado en que se -

separan son divergentes • 

----e oovergen 

EJERCICIOS: 
Da la deflnlcl6n de 
a) Superficie. 

b) Vof Qmen. 

divergen 

~ - Es una premisa tan obvia que no necesita ser demos--

trada • 

Ejemplos: 
Todo nQmero es Igual a si mismo. 
Cualquier cosa puede substituirse por su Igual • 
Euclides enuncl6 en su fibra ELEMENTOS, los siguientes axlo-

mas o nociones comunes : 

Af.- Dos cosas iguales a una tercera , son Iguales entre si.-

Que actualmente se 1e conoce con el nombre de~propiedad transiti

va de Ja Igualdad: 
Si a=b y b=c entonces a=c • 

Ejemplo: SI 2•1+1 y 1+1•2( l) entonces 2=2( 1) 

Completa las siguientes proposiciones aplicando Al 
a) SI 4•22 y 22.(2)(2) entonces 4• 
b) SI 27•_ y J 3•(9)(J)entonces 27= (9) (3) 
e) SI x+y•z , .z = 10 entonces x+ya· 

d)Sl{*.~··O}• YlQ •*•*)=l*•º•~1 
entonces{*.~, O)={* ,O,*) 



.f!l·- SI a cantidades Iguales se suman cantidades Iguales , los 
resultados son iguales 

51 a=b entonces a+c=b+c 

Ejemplo 

Si x=3 entonces x+2=3+2 

EJERCICIOS : 

Ccmpleta las siguientes proposiciones aplicando A2. 
a) SI 5+6=10+1 entonces (5+6)+4= 
b} Si x=S entonces ___ = 5+3 

c) Si = y+x entonces (x+y)•z•(y+x)+z 

d) Slv=d/t entonces v+x=---~ 

~.-Si a cantidades Iguales se restan cantidades lguales,los

resultados son iguales 

Si a=b entonces a-c=b-c • 

Ejemplos: 

SI y=l5 entonces y-8=15-8 

SI 4+1=5 entonces (4+1)-2=5-2 

EJERCICIOS : 
Completa las siguientes proposiciones aplicando A3. 

a) SI 15=45 entonces •45 -5 3 ---3 
b) Si x+y=x(y) entonces (x+y)-z• ___ 

c) SI • rx --- entonces 9-1= IT -1 
d) Si 8= entonces 8-2=(6+2)-2 

e) SI h¡=h2 enta.nces h
1

-h
2

= ___ 

~ctualmente a tos axiomas A2 y A3 s7. les conoce con el nombre 

de propiedad de adlcion de la Igualdad. 

~-- Las cosas que coinciden mutuamente son iguales ,y se les
conoce con el nombre de ""congruentes'' 

Ejemplo : 

SI los cuadrados de la siguiente figura coinciden en todas sus 

partes , al sobreponerlos son iguales o congruentes 



EJERCICIOS : 
Completa las siguientes figuras para que sean congruentes • 

a)~~ 

::** e<0> 
AS.- El todo es mayor que cualquiera de sus partes. 
Ejemplo : 
En la siguiente figura , si se considera al rect&ngulo como el 

todo , al trl&ngulo 1 y al trl&ngulo 11 , partes del rect6ngulo, 
se puede decir que el rect§ngulo es mayor que el trl&ngulo 1 , y
tambl~n mayor que el trl&ngulo 11 • 

cs:;;:1 
EJERCICIOS : 

Sea el conjunto U= { \. a,b) { c,d 1 , le, f}} 
a) ¿cuAI conjunto corresponde al todo 
b) ¿cuales son las partes del todo ? 

5 



POSTIJl.ADO.- Es una premisa no tan obvia como el axioma , pe
ro que se acepta como cierta • 

Ejemplos: 

a) Toda figura puede cambiar de poslcl6n , sin alterar su for-
ma nl sus dimensiones • 

b) Existe una Infinidad de puntos • 
e) Dos rectas no pueden cortarse en más de vw'\ punto 

Euclides también enuncl6 los siguientes postulados 
..f!.- Dos puntos cualesquiera determinan una y s6lo una linea -

recta . 

A B 

EJERCICIO 
Determina las rectas que pasan por los puntos AyB , ByC ,AyC • 

e 

A 

_El.- Cualquier segmento de recta puede prolongarse en ambos -
sentidos, y determinar una recta. 

Un segmento de recta (recta finita) que tenga como extremos a
los puntos A y B se simboliza como: AB 

Prolongacl6n A B Prolongacl6n 

EJERCICIO : 
¿cu61 es la diferencia entre segmento de recta y recta 

f!I·- Todos los 6ngulos rectos son Iguales • 

6 



EJERCICIO : 

< 
............. ,,,,.._ 
A=B=C=D=90º 

L 
En el sJguJente trapecio rectángulo indica cuales son Jos ang~ 

los rectos • 

A B 

[ 
e 

P4.-Se puede trazar una circunferencia ,si se dan un centro Y 
un radio cualesqulera • 

G 
EJERCICIO 

Traza una cJrcuníerencla con el centro y radio que se da 

a) b) 

e e 

7 



~.- SI se tiene una recta y un punto exterior a ésta, por és
te punto se puede trazar una y sólo una paralela a la recta dada. 

E,ERCICIOS : 

Traza la recta paralela a la recta R , y que pasa por el punto 

A • 
a} b} 

R 

A A 

SI la recta que pasa por el punto exterior A , no es paralela
ª Ja recta R , ni tampoco a Ja recta S , entonces , Ja recta que 

pasa por eJ punto A corta a Jas otras dos rectas de manera que -

la suma de Jos ángulos Interiores formados sobre el mismo lado de 
la recta que pasa por el punto A , son menores que dos án~ulos -

rectos , entonces las dos rectas R y S se cortan del lado de la -

recta que pasa por el punto A , en que la suma de los ángulos i~ 

es menor de 90• 

A 

R 

s 

8 



Ejemplo : 
Si Ja recta L1 no es paralela a Ja recta L2 y R es transversal 

entonces L 1 y L2 se tntersectan . 

___l--s 
-=== ~ 186º30' r2 

81"30 1 +86°30' 180° , por lo tanto L1 y L no son paralelas • 

EJERCICIOS 
al iCuanto suman los 5ngulos interiores que se forman sobre el 

lado de R en que las rectas L1 y L2 divergen? 

~ / 
b) ¿Cu5nto suman los 6ngulos Interiores que se forman sobre el 

lado de R , cuando las rectas L1 y L2 son paralelas 

R 

el En cuales de las siguientes gréf lcas , las rectas L1 y L2 _ 

son 1) Paralelas 

11) No paralelas 

9 



(1) \(ti) 
---'<--\-. ___ Lt 
__ _.:~---L2 

\ 

(111) 

Para1e1as 
No paralelas 

~ es una proposlcl6n que debe demostrarse .Los teore-
mas se demuestren basandose en razonamientos que se justifican -

mediante los extornes y postulados • 
Ejemplo 
Teorema .- Los §ngulos opuestos por el vértice son Iguales • 

Es necesario hacer hincapié que para demostrar un teorema , se 

debe de tener muy claro lo que es la hlp6tesls y lo que es ta te
s 1 s. 

La HIPOTESIS es todo-lo que se supone cierto 
los postulados y los axiomas • 

como pueden ser-

La TESIS es to"que se tiene que demostrar , es decir , lo que 
se esta afirmando que es cierto • 

En el teorema anterior la hlp6tesls es : Los §ngulos son opue~ 
tos por el vértice • 

La tesis es : Los §ngulos son Iguales • 

EJERCICIOS 

Diga cu§I es la hlp6tesls y cuAI es la tesis de el siguiente -
teorema 

10 



Si una gr§fica admite un paseo euleriano cerrado , entonces es 
conexa y Ja valencia de todos sus vértices es par • 

Hlp6tesls 
Tesis 

A'-QJLOS 
Para poder proseguir con ef estudio de la geometrta euclidiana 

es necesario definir algunos otros elementos que se utilizaran 

en el curso , como son : 

~- Es la medida de la abertura que se forma entre dos -
rectas que se intersectan en un punto (0) llamado vértice del 6n-

gulo • 

Si las rectas que forman el Angulo , son las que pasan por tos 

puntos 0,A y O,B respectivamente , el 6ngulo formado se puede sim 

bollzar de las siguientes formas : 

A 

~ ,&:.AOB , 1)', ¿_ O , ~ , 4 BQo\ 

EJERCICIOS c 
¿Como se simboliza el siguiente 6ng<Jlo 

A o 

11 



Un ángulo se dice que se encuentra en posic16n J\DR\i>.L , cuando 
estA situado en un plano bidimensional , su vértice coincide con 

el origen y su lado Inicial coincide con el eje de las abscisas -

(YJ • tY 

Se ha convenido arbitrariamente que los ángulos que se engen-
dran en sentido contrario a las manecll las del reloj son poslti-

vos (+) , y si el ángulo se engendra en el sentido de las maneci
llas del reloj , será negativo (-) • 

Ejemplos : 

EJERCICIO : 
<Cuál es el sentido de los siguientes ángulos ? 

L~ 
a) b) e)__ d) 

Para medir los ángulos se usa el transportador • 

12 



Las unidades que se utilizan son las siguientes: 
GRADO , MINUTO , SEGUNDO Y R~IA'l 

~.-Es la medida 
un ctrculo en 360 partes 

de la abertura que se obtiene al dividir ·u::··º .... ,, .. 
1 • = 1 /360 

MINUTO - Es la sesentava parte de un grado , se simboliza por 
(') . 

SEGUNDO.- Es la sesentava parte de un minuto , se simboliza -
por (") • El segundo también equivale a la trsclentos sesentava -
parte de un grado • 

1~=60'=360"" 

EJERCICIOS : 
a) A cuantos grados corresponde la mitad de un c!rculo? 
b) A que parte del circulo corresponden 90• 
c) Cuantos minutos tiene B• ? 

d) Cuantos segundos tiene 1• 10' 
e) Cuantos grados forman 1200" ? 

~ .- Es la medida del §ngulo que se forma , con un arco -
que mide un radio de la circunferencia , es decir , es el cocien
te entre la la longitud de arco y el radio. 

longitud de arco a r G:""·""" ...... º .. C3. 
~es la medida del §ngulo que se forma con un arco que mide un 

radio de la circunferencia y~ la longitud de arco. 

13 



Ejemplo : 

SI la longitud de un arco de una circunferencia mide 20 unida
des , y el radio 13 unidades óCuanto mide el §ngulo que se forma? 

EJERCICIOS : 

A~ .1Jl 
13 

¿cu5nto mide el §ngulo si: 

1.54 rad. 

al La longitud de arco mide 10 cm. y el radio mide 5 cm. 
b) La longitud de arco mide 28 cm. y el radio mide 28 cm. 

a::r.-.'VERSIO~ DE GRADOS A RADIA~'ES .- Se sabe que la circunferencia
mide un §ngulo (Al de 360° , y la longitud del arco de la circun
ferencia (al mide 2 'ÍÍ r , ent0nr.e.s 2 íi r es Igual a 360° • 

a2'il'r 2 11 A =-;::--r--· 

Por tanto para convertir grados a radianes basta con multipli-
car los grados por 'Ít/180° • 

Ejemplo : 

Convertir a radianes el 5ngulo que mide 25° 30' • 

Para poder operar con el §ngulo , hay que tenerlo expresado -
con la misma unidad , en este caso hay que expresar Jos minutos -

como grados , esto se hace dividiendo los minutos entre 60 • 

30'·~g. 0,5• 

por tanto 25° JO' • 25.5° 

14 



EJERCICIOS 

¿cuantos radianes mide un §ngu!o de 270º 

Conversl6n de radianes a grados .- Para convertir radianes a -
grados , basta con multiplicar los radianes por 180º/'iÍ • 

Ejemplo : 
Convertir a grados 'iÍ/3 rad, 

EJERCICIO 

X=(iÍ/J)~= 180º = 60° 
-3-

lCuantos grados mide 211'/3 rad. 

OPERAC!CNES ENffiE MEDIDAS Al\JGULARES • 
~·-Para sumar la medida de dos 5ngulos , se coloca un su-

mando debajo del o•tro , de manera que coincidan las unidades del
mismo orden ~ Después se suman grados con grados , minutos con ml 
nutos y segundos con segundos 

SI la suma de los segundos es mayor o igual a 60 , ésta se con. 
vierte a minutos dlvldlendola entre 60 .El cociente es la cantí·
dad de minutos , y el residuo es la cantidad de segundos • 

Estos minutos se suman a los obtenidos en Ja suma anterior • 
De la misma forma , si la suma de los minutos es mayor o igual 

a 60 • estos se convierten a grados dividiendo Ja suma entre 60 
El coclnte es la cantidad de grados y el residuo Ja cantidad de -
minutos .. 

15 



Ejemplo : 

Sumar 3• 15' 4s• y 8º50'25" 

30 15' 45" 
+ go SO' 25" 

11 • 65' 70" 

,,/1 
I' 10" 

11º66' 10" 

+ 1~6' 
J2º 6' JO" 

Por tanto 
3º 1s• 45• + a• so• 25" • 12• 6' 10" 

EJERCICIOS : 
¿cuanto mide la suma de los &ngulos A Y B 
a) A•41º26 1 42" 

B•58º39 1 29" 
b) A•69ºS9' l8" 

B•35º18 1 4S" 

l' 
60 f7i1" 

JO" 

1• 

60 166' 
6' 

~.-Para restar la medida de dos 6ngulos , se coloca el su~ 

traendo debajo de"el minuendo , de tal forma que coincidan las u

nidades del mismo orden • 
Si en eJ minuendo los minutas son menores que los deJ sustraen 

do , se transforma un grado del minuendo en sesenta minutos • y -

se les suman a Jos minutos del c;,inuendo . 

De Igual forma , si en el minuendo hay menos segundos que en -

el sustraendo , se transforma un minuto del minuendo en sesenta -

segundos , y se les suman a los segundos delminuendo 

Después se restan grados con grados , minutos con minutos y S.!:_ 

gundos con segundos • 

16 



Ejemplo : 

Restarle a 39º15•15" la cantidad de 15º20'30" 

39 18' 15" 

15° 20 1 30" 

39° 18 1 15" 

lº + 60' 

38° 78' 15" 

38º - l' +60" -------
38° 77' 75" 

38° 77' 75" 

- 15º 20 1 30" 

23º 57' 45" 

EJERCICIOS : 
¿cuanto mide la resta de los §ngulos A y B 

a) A• 125º 28' 10" y B • 39º 45 1 21" 

b) A= 345º 18' 20" y B 29° 30 1 45" 

PRODUCTO.-Para multiplicar un §ngulo por un número, se multl-
pllca dicho número por cada una de las unidades. Si en el resul

tado los segundos•san mayores o iguales que sesenta 7 ~stos se -

transforman a minutos 1 y estos minutos se suman a los del produc 

to • Si esta suma es mayor o igual que sesenta , estos minutos se 

transforman a grados , y se suman a los grados del producto • 

EJEMPLO 

Multiplicar 10 por 15º 20' 15" • 

10(15º) 10(20 1
) 10(15")· 150°1200' 

+l 2' 

150 11 

30" 
--------
150° 202 1 

.{ 3° 22 1 

30" 

30" 

153• 22' 30" 

sorrrl 

somtl 
22' 

17 



EJERCICIOS: 

Efectua los siguientes productcS 
a) 12 (21º15'19") 

b) 18 (13º16'21") 

COCIENTE.- Para dividir un ángulo entre cualquier número, bas 
ta dividir cada una de las unidades entre el número dado • 

SJ el cociente de los grados no es exacto , el residuo se con

vierte a minutos , multiplicando éste residuo por sesenta , y se

Je suma a éste producto los minutos del dividendo . Estos minutos 

se dividen entre el nfimero dado , si el cociente no es ex§cto , -

el residuo se convierte a segundos , multiplicando éste residuo -

por sesenta , y se le suma a este producto Jos segundos del divi

dendo .El resultado se divide entre el nDmero dado , y de ésta -
forma se termina la operacl6n • 

Ejemplo : 

Dlvldl r 122• 19' 30" entre 4 

30° 34' 52" 

4 \ 122• 19' 30" 
2• 2º(60)•120' 

120' 

139' 

3' 3' (60)=180" 

+ 180" 

210" 
2" 

Por tanto 
122º19'30"/4=30°34'52" 

EJERCICIOS : 
Efectua las siguientes divisiones 

18 



a) 345°20 1 16"/15 

b) 56°19'25"/9 

e) 219º10'21" 

CJ !ISJfIC\CIQS DE A\,G!,llOS SEQ¡':'-1 SU ABERn:RA • 

. A.'>QJL_.QS AGUDOS.- Son aquel los cuya abertura es menor a -
90° • 

o• ::\ so• 

EJERCICIO : 

¿cuales de Jos siguientes §ngulos son agudos ? 

19 

\ / 
\el 
t/ l\~ 

A.'-GULOS RECTOS.- Son Jos §ngulos formados por dos rectas per-
pendlculares entre si y cuya abertura mide 90• • 

EJERCICIO : 

1 

b 
A 

A= 90° 

LCuales son los §ngulos rectos de la siguiente figura 1 



A 

/l 
C D 

A."lGULO OBTUSO.- Es aquel 
y menor que 180° • 

EJERCICIO : 

E f 

cuya abertura es mayor que 90° 

¿cuales son los §ngulos obtusos de la slguiente figura 

A 

.~, 

Al'G.JLO L_l..Ai'IO • - ES a que 1 

a Ja misma recta , miden 180° 

D 

en los que sus lados pertenecen 

A • l 80° 

EJERCICIO : 

¿cuales son los §ngulos llanos de la slguiente figura? 

20 



A'JGULO ENTRANTE 
180° y menor que 360° 

A B w 
C D 

- Es aquel cuya medida es mayor que ---

180° A 360° 

EJERCICIO : 

Localiza un 6ngulo entrante en la siguiente figura • 

e e 

.- Es aquel cuyos lados se sobreponen-
al dar uno de ellos una vuelta completa, mide 360º • 

A 

A = 360° 
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EJERCICIOS : 

a) ¿Cuantos Gngulos de 45 R forman un §ngu1o conjugado 

b) lCuantos Gngulos rectos forman un 5ngu1o conjugado 

CLASIFICACICN DE A\GULOS SEG<N L'- RELACIO'I EXISTE!\TE E:-.'TRE ELL~ 

A\GULOS ADYACE.'\TES O CCNSEClffl\'OS - Son dos ángulos que solo 

tienen en común un vt:rtice y un lado 

EJERCICIO : 

/ 
/ 

~B 

~es consecutivo a"B 

Local Iza dos 5ngulos consecutivos menores de 90º cada uno en -

la siguiente f lgura 

A D B 

A'JGU'LOS __ OPl;'!;;STOS POR EL VERT!CE .- Son los ángulos que tienen

el mismo vértice y los lados de uno son la continuaci6n del otro. 

\# 
;:\ 

A es opuesto a B 

EJERCICIO : 

¿Cuantos pares de ingulos opuestos por el vértice hay , y cua

les son , en Ja siguiente figura ? 

22 
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CL.l\Slfl0\CJO:-.J DE A.'OJLOS POR P.~JAS SEG\.;'.'( EL VALOR DE SU Sl.MI\ 
AN:NLOS CO'>!PLE\!ENTARJOS.- Son dos ángulos que forman un ángulo 

recto , es decJr que suman 90º . 

Ejemplo: 
¿Cuánto mide el ángulo que es Ja mitad de su complemento 

30º 

EJERCICIOS : 

a)Locallza los ángulos complementarlos de Ja siguiente figura en 
donde A BCD son Jos vértices de un cuadrado 
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b)¿Cuál es el complemento del ángulo que mide 15º !O' 2• 

el ¿Cuánto mide el ángulo que es el trlple de su complemento 

ANGULOS SuPLEl>1E.,~ARIOS .- Son dos ángulos que forman un ángulo 
llano, es decir que suman 180° 

Ejemplo : 
¿cuál es el suplemento del ángulo que mide 35º 20' is• ? 

EJERCICIOS 

:zé~· 20' 15" 

x+35º20'J5fl'=l80() 

x•lB0º-35°20'15" 
X•l44º39'45" 

a)¿Cuál es el suplemento del ángulo que mide 131º15'10ª? 
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b)¿CuAnto mide el Angulo que es la cuarta parte de su suplemen 
to 

~~Q)NJ~S.- Son dos &ngulos que forman un perfgono 
es decir , que suman 360° . 

~+'6'=360° 

EJERCICIOS : 
a) Local Iza dos §ngulos conjugados en la siguiente figura. 

b)¿Cu§nto mide el Angulo conjugado, del Angulo-que mide 176º5" 

c)¿Cuánto mide el §ngulo que es las tres cuartas partes de su

conjugado ? 



1 • ·ENUNCIA : 
al Un axioma 
bl Un postulado 
e) Un teorema . 

EJERCICIOS 

2.-Convlerte los siguientes 6ngulos que estan expresados en --
grados a radianes 

al 20° 

b l 15°1 o' 
c) 60°40' 15"" 
d) -15º 

e) • 10°20" 
3.- Convierte los siguientes 6ngulos que est§n expresados en -

radianes a grados 

al 0.5 red. 
bl\1/2 rad. 
c) 3ÍÍ/2 rad. 
d) s1í rad. 
e) 3íÍ/4 rad. 
4.- De la siguiente figura cu6les son los 6ngulos : 
a) Agudos • A. D C 

b) Rectos • -,,.,..'Z__,..\v_.,..,,.".

1 

_,.---__,_,... 
c) Adyacentes 
d) Suplementarios 
e) Obtusos . 
fl Llanos • 

D 
5.- Obtener el complemento de los siguientes 5ngulos 
a) 20°30' 10" 
b) 16°15'20" 

el 84º10" 
d) 15°20' 
e) 89°13" 

6.- Obtener el suplemento de los siguientes §ngulos 
a) 23°15' 10" 
b} 90°45'23" 
e) 125º14'18" 

26 
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d) 182°12' JO" 

e) 135°20" 

7.- Obtener el conjugado de Jos siguientes §ngulos 
a) 30º16'15" 

b) 24º25' 

c) 120º18'23" 

d) 45'36" 

e) 215°25' 16" 

B.- Si ~=90º , encontrar el valor de cada uno de los sJguie.n. 
tes §ngulos 

a) b) c) 

'lt_ Al ~~ ~ x-5 

~ 4x x+20 

e> c. .B c. B e 

9.- S l 1J3C" es un §ngulo 11 ano , encontrar el \'alor de cada uno 
de los siguientes §ngulos • 

a) b) c) 

10.- SI 1'.'íiC=3~0° , encontrar el valor de los siguientes §ngu--
1 os : 

X 
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CLAS!FlCACl<N DE A'XÑ1.0S fOR.\\-'.DOS Pffi 005 RECTAS P~~ 

Y U."'<o\ TRA\¡SVERSAt. 1 SEO.,TE ) 

Los &ngulos que se forman en la región interna son : 1':4:'5)·6' 
Los ángulos que se forman en Ja regi6n externa son : 1",'2,7' y ·8" 
_,~1.0S_ALTER'\'OS l!'.TER.'JOS.- Son los Angules internos no adya--

centes • situados en Jades distintos de la secante • 

Los Angulo• 

EJERCICIO : 

,... ,,. 
3 y 6 

1 2 

7 8 

son alternos internos 

¿cuales otros §ngulos alternos Internos hay en la figura ante
rior ? 

A.'l:;Ul.05 ALTER'JQS EXTER'\105 .- Son los §ngulos externos no adya

centes situados en lados distintos de la secante . 

31 4 
5 6 

Los &ngulos "2' y 1' son al ternos externo• 
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EJERCICIO : 
¿Cuales otros 5ngulos alt~rnos externos hay en- la figura ante

rior ? 

ANGULOS CORRESPO:>DIENTES .- Son los 5ngulos no adyacentes , -
uno alterno y el otro externo , situados del mismo lado de la se
cante . 

--~..¡- _2 
3 ¡' <'! 

_5 .r. 6 

7 / 8 

Los §ngulos 1' y"S' son correspondientes 

<:JERCICIOS : 
En la f lgura anterior , cuales son los §ngulos_ 

a) correspondientes 
b) Opuestos por el vértice 

c) Suplementarios 

TEOREM4.S SOBRE Al'GJLOS 

TAl.-Los 5ngulos opuestos por el vértice son iguales 

Hlp6tesls : Af!J//CT:J 
-Er es una secante 

'í' y -4' son 5ngulos opuestos por el vértice 
Tesis 1'. '4' 



Demos t r ac l 6n : f 
;1+2•t80°por ser ~ngulos suplementarios • 

-'2..4':r1so' por ser ángulos suplementarios . 

1' +i='2"'..-~4' por Al 

f.? por A3 

~.-Los §ngulos alternos internos son iguales • 

l /2 
A __ 3_}/~· -ª 

c ___ s _¿¡ __ s ___ _ D 
7 ,/ 8 
/ 
f 

Hl plltes 1 s Af3¡ /CD 

Tesis : 

Ef es una secante 
'J'y '6son alternos Internos 

"' ""' 3 • 6 

Este teorema se demostrar§ en forma indirecta o reducci6n a Jo 
absurdo • Esta forma consiste en suponer cierta la negación de la 
conclusf6n deseada , con ésta nueva premisa y junto con las prem! 

sas dadas (hipótesis) , se deduce una contradicción ,y por lo ta.!!. 

to se establece la conclusión deseada , coma una inferencia 16gi

ca deducida de las premisas originales • 
Demostración : 

A. " 3~6 hipótesis contradictoria de la tesis 
'$'."4"=180º por ser fingulos suplementarios 
"6'+4;!1so• ya que '3~6' 

Por el postulado 5 se sabe que si la suma de los §ngulos ínte~ 

rieres formados sobre eJ mismo lado de la recta secante es mayor
º menor a 180° , las rectas AD y CD se cortan de lado ea que la -
suma de los 6ngulos Interiores formados sobre el mismo lado de Ja 
secante es menor a !80º .Esto quiere decir que las rectas AB y a> 
no son paralelas . 
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Esta contradlccl6n se obtiene por suponer que los 5ngulos 3 y 6 
no son iguales • Por tanto los ~ngulos 3 y 6 son iguales , que es 

lo que se querta demostrar • 

Ejemplo : 

Los ángulos internos opuestos de un paralelogramo son iguales. 

Hlp6tesls 

Tesl s : 

Demostraci6n 

Ñ3/ IÜJ 

AE.1100 
-A(D.AíID 

-ACB.-coo por ser 5ngulos alternos-internos 
13(D.AfiC por ser 5ngulos alternos internos 
.--.. .,,,..-__ - ---ACB+ &D=CBD•ABC por A2 
..-.. -------ACD=ACB+BQ) por Al -----~ ...-.. ABD=ABC+CBD por Al 
-A(D.@ por Al 

TA3.- Los 5ngulos alternos externos son iguales 

l\ ____ ¡_¿_ '.J._ ____ 5 

3 / 4 

e ---1~; __ Y"'1""a~--- D 

Hl pótes 1 s Afj//CTJ f 

Ef"'es secante 

Íy8 son ángulos alternos externos 

TESIS : 1='8 
Demostracl6n : 

'1·4 por ser opuestos por el \'ért lee 

4.5 por ser alternos internos 

i"=S por Al 

"5=8 por ser opuestos por el vértice 
/" A 

1•8 por Al 
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Ejemplo: 

Los Angulas externos opuestos de un paralelogramo son Iguales 

/;.;--A -~-;:..,.,_B - _e 

,cz/ / 
o-....v..~E'------------,..-, - - - - - G 

/ F 

Hip6tesls : AC//00 
Af./ /l'lR 

H 

-::\tI> y 1J3H son 5ngulos externos opuestos 

Tesis : Afi;.éBH 
Demostración : 

'Afi)=Gfi:r por ser al ternos externos 
~..--
GFH=BFE por ser opuestos po el v~rtice 

m=ITT por Al 

'CBH'.'BfE por ser al ternos internos 

;\ill.Cffii por Al 

~-Los 6ngulos correspondientes 

A----'-1__,h'.,,__--=.2 __ B 

D ------=5f'-'3';!.'7 __ G::_4 ___ c 

son iguales . 

Hip6tesis 

Tesis : 

7 / 8 
F 

7\Bttm 
If:" es una transversal 
l y 5 son correspondientes .... ~ 
l=S 

Demostraci6n : 

Ejemplos : 

1=4 por ser opuestos por el vértice 

4=5 por ser alternos internos 

1=5 por Al 

3)51 'Í'·l30• ,AI3/IC!í y EF es una transversal, obtener el valor de 

los demas 6nguios • 
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Desarrollo 

'\~ 
A ___ ,_\,..1_3_u_· ___ e, 

3 \ 4 

e __ _,,__\_,_,s,___·, 
1 \s 

'¡: 

í\·2'=180° por ser suplementarios 

t+t30º=1BO•por sustitución 

1'=50° por A3 

'f=4=50• por ser opuestos por el v~rtlce 

'Z=5'=130º por ser opuestos por el vértice 

1=5'~50° por ser correspondientes 

'3'="f=J30º por ser correspondientes 

°6="Í'•l30° por ser opuestos por el vértice 

4'='8'=50° por ser correspondientes 

b) Obtener el valor de los ángulos~ y~ .Si Ñ3!/CD )' 

E.f¡¡rif ,si "LKt=3x y 'HDL=x 

E\ G\ 
A \ B 

c __ 

1 

___ \--~3~x,__ __ ~-J~ - 1) 

K\ L'\ X 
Desarrollo : 

1Kl..íLIJ 
JLU+ m:;:;-. 1 SO° 

~.~180° 
~=180° 
'i'= 180° / 4 

"'X=45º 

~=135° 
-hí:D.45o 

-rK!.¡35• 

F H 
por ser correspondientes 
por ser suplementarios 
por sustituct6n 

por ser correspondientes 

por ser alternos externos 

por Al 
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por ser correspondientes 

por ser correspondientes 

porAI 
por Al 

EJERCICIOS 

l.· SI N3//éD y U es secante , y los ángulos estan colocados· 
de la siguiente forma· E/ 

e~;;:;'--: 
-----:¡;:;¿ .. ~s-· ----

r / 
Obtener el valor de los siguientes 5ngulos 

a} "l ,~,".;',4,5'.~.7, si.se sabe que "8"=138º. 

b) í' y t si se sabe que '3'·2x y ·o=>x. 
el El valor de 'i' si "J.t.+15° y 1'=4x•3º 
2.-lCuánto miden los ángulos X yY del siguiente paralelogramo? 

3.- ¿cuánto mide el ángulo x si ABCD son los vértices de un P1!. 

ralelogramo ? 

B E 

4.-¿Cuánto miden los ángulos X y Y de la siguiente f lgura 
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TR IA'OJ!..O. 

El trl5ngulo es una superficie plana limitada por tres lados · 

Es eJ poligono con el menar número de lados . 

Para simbolizar que un tri§ngulo es el formado por los \'i!rti-

ces A,B,C se usa la siguiente notaci6n : fj . .6J3C 

Los trlfinguJos se clasiftca.n de acuerdo con .sus lados y con -

sus ~ngulos • 

CL.O..S!FICACICN DE TR!A'\IGULOS DE Aa.JEROO CO'I L.O.. ~1EDIDA DE SUS L:'.OOS 

Trl~n,uJos eoull~teros .- Son aquellos en los que todos sus 1~ 

dos son iguales • 

Ejemplo 

p 3cm. 
PR•PQ=~ 

TrJ§ngylos Js6sceles .- Son aquellos que s61o tienen dos lados 
lgua1es • 

A B 

Ejemplo 

3.2 
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Tri~ ... ,,.11!0 f:..S..k.a.Le.rut ... Es aque} que tiene sus tres lados desig~ 

a les A 

Ejemplo: 

2. 5 ,/:' ,z-:m· 
4 cm. 

PQIPiMiR 

EJERCJCJOS : 
Clasifica los siguientes tri~ngulos de acuerdo con Ja medida -

de sus lados • 
a) 

3.5 
b) 

2 

el 

4 



37 

CLASJFICAC0:-1 DE TRIA'Gl!LOS DE ACLIEROO C0:-1 L.\ ~iEDIDA DE SUS ANGULOS 
los , 

Tr!finguJo rect6ngulo .- Es el que tiene un 5ngulo recto y dos

agudos . 

El lado opuesto al 5ngulo recto se denomina hipotenusa , y los 1,! 

dos ad)'acentes al fiingulo recto se denominan catetos . 

Ejemplo 

A•90º , 6=30° , C=60° 
Tri§ogulo acut6ngulp .- Es al que tiene sus tres 5ngulos agu -

dos • 

Ejemplo 

e 

AL 90° , BL90° , CL90" 
e 

AjO 
A=60º , B=BOº , C=40º 

Tri5nguJo obtus5ngulo .- Es el que tiene un 5ngulo obtuso , y 

los utros dos 5ngulos agudos • 
e 

~B 
A':>.90º , BL90º , CL90° 



Ejemplo 

B 

Ejercicio: 

Clasifica a Jos siguientes triángulos de acuerdo a Ja medida -

de sus §ngulos 
a) 

b) 

e) 

d) 
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RECTAS Y PUNTOS 1'0TABLES DE l.N TRIA."JGULO 

MEDIA.'<>\ - Es el segmento de recta que va desde el punto medio 
de un lado de un triángulo al v~rtjce opuesto • 

13ARICE,TRO - Es el punto donde se Intersectan las tres media
nas . 

tro /'' Barlcen~ ~ledlanas 

e 1 ' 

EJERCICIO : 

Traza las medianas y el barlcentro en el siguiente triángulo • 

R 

~Q 
~1EDIATRJZ .- Es el segmento de recta perpendicular a un lado -

en el punto medio . 

CJRQJNCE"{[RO .- Es el punto donde se Jntersectan las tres me-
dlatrlces , y además es el centro de la circunferencia clrcunscrl 
taal triángulo • 

Ci rcuncentro Medlatrlces 

EJERCICIO : 

Traza las medlatrlces y el circuncentro en el siguiente trián
gulo • 
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R 

/~. 
BISECTRIZ.- Es Ja recta que parte en dos ángulos iguales , a -

uno de Jos ángulos interJores del tri~ngulo . 

1:-.CB.TRO. - Es el punto donde se intersectan las tres bisectrl 

ces , y es el cenrro de Ja circunferencia 

lncentro 

EJERCICIO : 

Traza Ja bisectrices y el Jncentro en el siguiente triángulo • 

ALTIJRA .- Es Ja recta perpendicular a un lado del trlán-

gulo , que va al vértice opuesco. 

ORTOCE\IRO .- Es "el punto donde se intercectan las tres alturas 

Or tocent ro f?~l turas 

~·'.· 
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EJERCICIO : 
Traza las alturas y el ortocentro en el siguiente triángulo • 

TEQREM:\S SOBRE TRIA'lGULOS 

.I!.!_.- En todo triángulo la suma de sus ángulos Interiores miden 
180° 

Hipótesis; A,B,C son vértices de un triángulo 

Tesis : 'A'+B+C= I 80° 

Demostracl6n : 

Si se traza una recta paralela al lado AB se tiene que 

B+b+C 
A=S 
'B='b 

i80º 

. P:+B+C=tson 

Ejemplo 

~ 
A~B 

E~ todo es Igual a la suma de sus partes • 
por ser ángulos alternos internos 

por ser ángulos alternos internos 

cualquier cosa puede substituirse por su igual 

Obtener el valor del ángulo x en la siguiente figura 
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x+45°+J20 = 180° 

X= 180° -165º 
xsJ5º 

EJERCICIO 
¿Cu§nto miden cada uno de los ángulos interiores del. siguiente 

triángulo ? 

/\ 2x 

----------- - ----·--·--· -----
.J.:!1...- En todo trlbngulo la suma de sus ángulos exteriores mide 

360 ° ( Angu 1 o ex terno es e 1 que se forma con un lado , )' 
la prolongación del lado adyacente , para obtener los d~ 

m§s ~ngulos externos , los lados se prolongan en el mis
mo sentido ), 

Hipótesis 

Tesis : 

Demostracl6n 

b e 
B 

... ~~ 
'A,B,C son ángulos externos del rrlá~gulo 

·a;b,C son :inguJos Internos deJ triángulo 

A;B+C=360º 

ii'+'A=l80º por ser §:nguJos suplementarios 

ii:B•J80º por ser ángulos supJementarios 

"C~C°-180º por ser ángulos suplementarios 

Sumando Jas igualdades anteriores se obtiene : 

~.;A:b:B+c:C=540~ SJ a cantidades iguales se $.!:!_ 

man cantidades iguales los resultados -
son Iguales • 

~" ~ Pero a+b+c • 180° porque la suma de los ángulos Interiores de-

un triángulo mide 180º 
1so 0 

... A .• :5+·C = 540º cuaJquler cosa puede substit!! 
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cualquier cosa puede substituirse-

por su iguaJ 

180º +A•B+C-1 so•.540'- 1 so• S ¡ a cantidad es 1gua1 es se restan 

cantidades iguales los resuJtados -

son Iguales. 
A•B•C=J60• 

Ejemplo : 
¿Cuanto miden 

cuyo ángulo 
los ángulos exteriores de un triángulo isósceles 

'"'""~~ 
x' e\~ x")-., 

so· +x•x=-1 so"" 
2x+80' = 180' 

2x•I80'-80' 
2x• I oo• 
x•I00'/2 

EJERCICIO : 

""°"' x+x'=180• x'•x'+y=36o• 

50"x=ISO' 130 .. 130°+y=360º 

x ' 0 1so· -so· 2so• •y•360º 
x'=l3o• y=36o• - 260º 

y• I 00° 

¿Cuánto miden los ángulos exteriores del siguiente triángulo ? 

y 

TT3 .. - En todo tri§ngulo un angulo externo es Igual a la suma -

de los dos ángulos Internos no adyacentes a él 
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d 

e 

a 

Hip6tesls: d es un ángulo externo 
a y b son 5ngulos interiores no adyacentes 

Tesis : d=a+b 

Demostraci6n : 

Ejemplo 

a+b+c=JBO~ porque la suma de los 5ngutos interio

res de un triángulo mide iSO 
d+c= 180' 

a+b+c=d+c 

por ser suplementarios 

dos cosas iguales a una tercera son I· 

guates entre si 

si a cantidades iguales se restan can

tidades iguales los resultados son ig~ 

ates 

Obtener el valor del ángulo~ de la siguiente figura. 

c+10•.¡30• 

c=l30•-10• 

c=60' 

EJERCICIOS : 

\30° 

a) ¿Cuánto mide el ángulo A de Ja siguiente figura ? 



b) Cu6nto mide el 6ngulo B de la siguiente figura 

<::::) l"º . 

··~ 

e) Utiliza la slgulenten figura para obtener el valor del 6.!). 
gulo x ? 
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COl.GRUEJ\'CIA DE TRIAl\'GULOS. 

Dos tri§ngulos son iguales o congruentes 

Angules son respectivamente Iguales . 

si sus lados y sus 

Ejemplo 

A 

/\ 
// ' ¡, ____ ·~\ 

p 

B 

A=4o' 

í'!.90• 

'é=SO"' 

°A=P' 
B=Q 
C=R 

e 
AB=3 

e 

AC=3.9 

BC=2. 5 

EJERCICIO : 

p 

/.e\ 
/\ 

/ \ 
/ ..&. 

Q 

.'J!."PQ 
AC=PR 
OC=QR 

Q 

~=40° 
·'q.90' 

'R-=50' 

R 

PQ=3 

PR=3.9 

Qlh2.5 

R 

Cuales de Jos siguientes tri§ngulos son congruentes ? 

a) b) e) d) 

2.5 3 

46 



TEORE\1.\5 SOBRE ~l-E\CIA DE TRl.'°'''GULOS. 

TEOR.E\i~ LAL .- Dos triángulos son iguales , si tienen respectl 

vamente iguales dos lados y el ángulo comprendido entre los lados 

Iguales 

Hipótesis 

Tes 1 s : 

AC=A'C' 

BC=Ei'C' 

-c.0 
t::. ABC=Íl A'B'C' 

Demostración 

Si se enciman los dos riángulos se tine que : 

AC coincide con A'C' ya que AC=A'C'° 

OC coincide con B'C' ya que BC=B'C' y C::'.2 
El vértice A coincide con A' 

El vértice B coincide con B' 

AB coincide con A'B1 ya que por dos puntos pasa un 

solo segmento de recta 

Ll ABC=ll.A'B'C' Dos cosas que coinciden son -

iguales . 

Ejemplo : 

Les diagonales de todo rect~ngu!o son iguales 

Hipótesis 

Tes J s 

Demostración 

·A D 

C><J 
B C 

A.BCD son vértices de un rectángulo • 

AC=BD 

AD=OC por ser lados paralelos del rectángulo 

AB=AB Por ser lado común 

1:.-S."t por ser 5ngu los rectos 

2 ABD• :i ABC por teorema LAJ. ya que AB=BC , AB es 1 ado cg_ 

mú n y úAB;,t;Bc 
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por tanto 

EJERCICIO : 

al Si A,B,C,D son los vlrtlces de un tr!§ngulo rect§ngulo y P, 

QtR,S son los puntos medios de sus lados 

P,Q,R,S son vértices de un paralelogramo 

Demuestrese que 

TEOREM.\ TI - En todo tri§ngulo isósceles los §ngulos opuestos 

a los lados Iguales son Iguales 

A 

fil 
B D e 

Hipótesis : A,B,C son vlrtlces de un trl§ngulo isósceles 

Tes l s : 'Íl=C 
Demostración : 

Si se traza la bisectriz AD al §ngulo~ entonces

CD es comfin en 1 os tr 1§ngu1 os ABO y ACd 

13Ai).@ por ser CD bisectriz al §ngulo--BAc 

.iiJJ=AC por se el óABC isósceles 

ABD=.:::D.>.C por teorema LAl 
-a~~ 
•• B=C 
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TEORE\I'\ AL\ - Dos tri§ngulos son iguales si tienen respectlV.!! 

mente iguales un lado y los §ngulos adyacentes 

Hipótesis 

Tesis : 

a ese lado 

B 

AB=.~· 
~;:.~ 

'B'.B-

e 

~ ABC=4A'B'C' 

A' 

B' C' 

Demostración : SJ se enciman Jos dos triángulos se tiene 

AB coincide con~ por ser AB=.~ 

El segmento AC queda encima del A'C' porque~=-~ 
El segmento BC queda encima del B"'C' porque'ff;B~ 
El vértice'C'coincide con el'? ya que dos rectas 

se cortan en un sólo punto • 

AC coincide con A'C' 

BC ca i ne I de con B"'C' 
• • • ...::.ABC=~A'B'C' Dos cosas que coinciden son iguales . 

Ejemplo : 

En todo trl§ngulo isósceles Ja altura al lado desigual divide

al trJ6ngulo en dos triángulos iguales • 

B D e 
Hipótesis ABC es Isósceles 

AD es altura al lado desigual 

Tes 1 s : i\ ABD•!)ACD 

Demostración : '5.c por TI 

~--' ADB=ADC por ser ángulos rectos , ya que la alt.!!. 

ra AD es perpendicular al lado BC 



'6.BAf).::\06.1 so• por TTI 
,....c~C~.AOC.1so 0 por rr1 
....... ......-...~ ......... _......~ 
B•BAD•.:..DB•C•CAB+ADC por Al 

..--.... ----ADC:aAJJ por AJ 

AD es lado común en el j ABO y en el .JA()) 

,_l ."JlD• /j A()) por teorema ALA.. 
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TEORE\\"" LLL .- Dos trl§ngulos son Iguales si tienen respectlv~ 

me~te Iguales sus tres lrdos 

/ ;·\ 
. __ \ / -~ 

B e B' e• 
Hip6tesfs : A,B,C y A',B',C' son vértices de dos trl§ngulos 

respectivamente 

AB=A'B' 

AC=A'C' 

BC=B'C' 

Tes 1 s : !; ABC = !;,. A'B'C' 

Demostract6n : Si se colocan los triángulos de tal forma que -

uno de sus lados sea común a ellos , entonces se -

forma el paralelogramo de vlirt Ices A,B,A'C 

A 

BB'<=_~ 
~ce• 

A' 

'AmA• porque en todo paralelogramo los angulas opu

estos son iguales 

como Aá:A'B 

AC=¡:rc; 

"i\ .. At 
.l ABC = .e:. A' B 'C' por te o rema LA!. 



Ejemplo : 
En la siguiente figura AD=OC y AB=BC. Demuestrese que DB es -

bisectriz del §ngulo 1iX: 

Hipótesis 

Tes Is : 

AD=OC 
AB=BC 

D 

B 

DB es bisectriz de 1JX' 
Demostración : iID es lado común en el tJ. ABD y en el fJ BCD 

~ ABD• ~ BCD por teorema LLL 
-Af)B-.W;-
DB es bisectriz de :AJX' 

EJERCICIOS : 
a) Demuestra que la altura en cualquiera de los lados de un -

triángulo equil5tero, divide a éste en dos triángulos igu~ 

les ( La altura es un eje de simetrla del tri§ngulo ) 
b) Demuestra que si A,B,C,D son vértices de un rect5ngulo y P 

punto medio del lado BC , entonces .:.,J'=DP 
A D 

M 
B p c 

c) Si A,B,C son los v~rtices de un trl§ngulo equll5tero , y D, 

E,f son puntos medios de sus ladsos ,demuestrese que los 

cuatro trl5ngulos interiores que se forman son tambi~n equl 

l§teros • 

B E c 
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d) Demuestre que los lados opuestos de un paralelogramo son.!. 
guales . 
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SE\1EJA~ZA 

Dos figuras son semeiantes , cuando tienen sus ángulos congru· 

entes y sus lados homólogos proporcionales • 
El slrnbolo que se utiliza para Indicar que las figuras son se

meJantes es~ o~ 

Lados Homólogos son los que se oponen a §ngulos Iguales 

,,,----....,_ 
¿_··--·--~ 

EJERCICIOS : 

¿ En las siguientes figuras cu§les son los lados_ homólogos 
a) AV' 
b l 

B 

B c 

p 

PflS 

Q~~~ 

R 

R 

Q 

. FORMA. PARA DETER~11NA.R QL:E LOS LADOS HClll'.)LOGOS 50'.'I PROPORCIO:-<A.LES. 

En el numerador se colocan los lados de la primera figura y en 
el denominador los lados homólogos de Ja segunda figura • SI los 
cocientes de cada una de las parejas de los lados homólogos son -
Iguales , quiere decir que todas las parejas guardan entre si la
mi sma proporción, a esta proporción se le denomJna razón o cons

tante de proporcionalidad fL)• 
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o: ---
A~-1 A~ n 

Ejemplo : 
,,,.....,,.... .,,..........- _..,._ ~--

Si A=A' , B=B' , C=C' , D=D' , demuestre que las siguientes fl 
guras son semejantes 

A 

e 

A' 

~1 

2.2s.· l J.5 

B'( f' 

~~· 
l_d=_L=1.:..f=_I_= 0.6 C' 
2.25 4.5 3.6 J.5 

Como los 6ngulos son iguales respectivamente 

dos homólogos son proporcionales entonces : 

ABCD ~ A'B 1 C'D' 

EJERCICIO 

y los la-

Demuestre que los tr16ngulos de la siguiente figura son seme -
Jantes , y obtenga el valor del lado B5 .Si AB//CD. 

-------------=-' 
D E 



Todas las fJguras semejantes cumplen con una relacf6n de equi

valencia . 

Propiedad refJeXl\'a .- Toda figura es semejante a si misma • 

A A 

6 6 
B C B C 

y 

'A=°A . '8.8 . -e.e; 
.!:.Y:l.r= 1 
X y Z 

Propiedad slm~trlca.- SI Ja figura es semejante a la f Jgura-

11 , entonces la figura JI es semejante a Ja figura 1 • 

·~ 
b e B' y C' 

-A~, , --a.:f3\ , '"C::éS 
.!:k=.E= r 
X Y Z 

/)ABC:;,;>liA'B'C' 

------ o ------
°A=A· , 'fi=Bl , °f=fl 

i=~·~=t 
¿; A'B'C' ot A ABC 

Propiedad transitiva.- Si Ja figura 1 es semejante a Ja figu
ra 11 , y Ja figura J J es semejante a la figura J 11 , entonces la 

figura 1 es semejante a Ja fugura 111 • 
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A 

D A' 

A'' ~ ~ 1 

B b c B' c•• B' 'y C"' 

A ABC:. A A'B'C' con r•r_r 

~. A'L = F"'r =r 
A"""i31' Au C'' B'' C'l 2 

A' 131 A' C' B'Ci" 
A"B"1 A' 'C' ,= ~ ·•2 

~~.;:,.'.·~~ ·"::/_ . :: _:,-:_.= 

A A'B'Cº ·~61Á,"B"C" eón r=r2 

EJERCICIOS : 

Los trt§ngulos de los siguientes ejercicios son semejantes en~ 

tre si • Obtener los lados faltantes 

a) 

20 20 x= 
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e) 

2~ 
20 

40 

y 80 

z_= __ 



.• 
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TECREM>. DE PITAGOR.~S 

En todo tr15ngulo rectángulo , Ja suma de los cuadradot cons-

truldos sobre Jos catetos es equivalente a) cuadrado construido -

sobre la hipotenusa • 

a=3u. 

A =161 

Ya que se ha estudiado semejanza de trl6ngulos , se demostrará 
el teorema de Pltagoras utilizando las propiedades de semejanza, 

Hlp6tesis El triángulo ABC es rectángulo , a y b son catetos 
y e es su hJpotenusa • 

Tesis : a2+b2=c2 

Demostracl6n : Sea H la altura construida sobre la hipotenusa, 
x e y las partes en que la altura divide a la -
hipotenusa 

La altura divide al triángulo ABC en dos triángulos semejantes 
entre sf y semejantes también al triángulo A5C , ya que tienen un 
lado homologo proporciona! y los tres ángulos interiores congrae.!!. 
tes. 



a 

! 
i l (3 ~ 

h 

A----- b -----<B 

A ABC 0;! t:;. ahx t::,¿ ó,bhy 
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SI se separan los tres trl6ngulos y se acomodan los lados de -

tal forma que los lados hom6Jogos sean paralelos entre si , se 

r, 1~ ¡~ 
j ~J ·~¡ ,, 

B b C 1- h ------< <----- Y -----< 
En donrie la relacl6n de proporcionalidad entre los lados del -

trl§ngulo ABC y el trl§ngulo ahx , se representa como sigue : 

.!. .B. ,...L 
X h 

escogiendo la Igualdad .!!as_ 

X a 

obteniendo a2 • ex 
Analogamente la relacl6n de proporcionalidad entre los lados -

del trl6ngulo ABC y 1 trl§ngulo bhv se representa como sigue : 



a b e 

obteniendo 

sumando los valores obtenidos de a y b2 se obtiene : 
a 2+b2=cx+cy 

sacando como factor común a ~ en el segundo miembro de la igu
aldad 

a2+b2=qx+ Y) 
como la hipotenusa c=x+y , substituyendo se tiene 

a2+b 2=c(c) 
a2+b2= c2 

Con las relaciones anteriores de la proporcionalidad entre los 
triAngulos ABC ,ahx , bhy se pueden obtener las relaciones entre 
los lados y la altura 

de la Igualdad X h -.-
h )' 

de la Igualdad a c -=-
h b 

de la Igualdad .!! .s 
X 

de la Igualdad b c 
y •o 

Ejemplos 

.!)!=!. 

se obtYe~eb: 

h 2
= x(y) 

h=V-XV 
se ob t 1 ene : 

h=ab 
e 

se obt lene 

2 
x~.!!. 

c 
se obtiene 

y=b2 
e 

SI .!!. y k son catetos de un trl6ngulo rect6ngulo y~ la hipote
nusa , obtener los valores que se piden en cada ejercicio 
a) a•Scm. 

b•IOcm. 
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ras 
Substituyendo los valores en la f6rmula del teorema de Pitago

a2+b2=c2 se obtiene : 

b) a•7cm. 

c• l 2cm. 

52+102=c2 

25+100=c2 

125=c2 

Y"IE=c 
••• c=ll.18cm 

Obtener el valor de b 

e) a=6 

b•S 
c=7.81 

1 2+b2-122 

49+b 2•144 

b2•144-49 
b2·95 

b•ffi 
• •• b=9.7Scm 

Obtener el valor de la altura construida sobre la hipotenu
sa. 

d) x=9 

y•l l 

h=ab 
c 

h=6(S)/7.81 
h=30/7.81 

h• 3.84 

Obtener el valor de la altura construida sobre la hlpoten.!!_ 

sa • 

h·V'XY 
h•VITITT 
h=~ 

h•9.95 
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EJERCICIOS : 

Utlllia la siguiente figura para obtener los valores que se P.i 
den en cada ejercicio • 

b-

1) Si a=8 
b•IO 

Obtener el valor de .f 
2) Si a=5 

b=i 
C•2z 

Obtener los valores de k y .f 

3) SI a=9 
b=IS 

Obtener el perTmetro del tr!§ngulo 
4) SI a=16 

b=12 
Obtener el area del tr!§ngulo 

5) Si X=2 
y=S 

Obtener la a 1 tura h del trl§ngulo 
6) Obtener la áltura de un tetraedro cuyo 1 ado mi de 10 cm. 



63 

1RIGN::ME:lRIA • 

La trigonometrfa plana, es aquella rama de las matem&ticas, 

que trata sobre las relaciones que conciernen a lados Y Angulas -

de un tri&ngulo llano cualesquiera que sean los m~fodos que se a

dopten para deducir de algunas partes , otras que se buscan • 

La palabra trlgonometr!a deriva del griego Trigos (triángulo} 

y métron (medida} , y significa medida de tres ángulos• 

FUNC!OilES TRIGOíiOViETRICAS O RAZONES TRIGONOMETRICAS DE liN 

ANGULO AGUDO Eti UN TR!AllGULO RECTANGULO 

Seno: Es la razón entre el cateto opuesto y la hipoten~ 
sa y se abrevia sen 

Coseno (Ces) : Es la razón entre el cateto adyacente y -
la hipotenusa 

Tangente (Tan): Es la razón entre el cateto opuesto y -
el cateto adyacente 

Cotangente (Cot): Es la razón entre el cateto adyacente 
y el cateto opuesto 

Secante (Sec) : Es la razón entre la hipotenusa y el ca
teto adyacente 

Cosecante (Csc}: Es la razón entre la hipotenusa y el -

cateto opuesto. 



Funciones Trigonom~tricas del Sngulo agudo 'b<" del sigui

ente TriSngulo rectSngulo. 

~~e 
~ 

b 

Como se observa en la figura, el cateto opuesto al ángulo 

"«" es el lado "a", el cateto adyacente es el lado "b", y la bi~ 

tenusa, que es el lado opuesto del ángulo recto ·~· es el lado 
"e", por tanto 

Sen o( = a 
c 

Cos ot = 
b 
c 

Tan«= a 
-¡;-

Cot OC b 
a 

secc:< c 
-¡;-

Cscl'( = ....s.. 
a 

Como se puede observar, la cotange~te, la secante y la 
cosecante son las funciones recíprocas de la tangente, coseno y 

seno respectivamente. 

Col<I( = !an 
1 
a 

b 
a 

¡; 
Sec~ 

1 1 c cc;s-- = -¡;- = -¡;-
e 
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Ejemplo: Obtener las funciones trigonométricas del &ngu
lo agudo mayor del triángulo rectangulo cuyos catetos miden 9 cm 

y 12 cm respectivamente. 

Por medio del teorema de Pitágoras podemos obtener el va

lor de la hipotenusa 

81 + 144 = c 2 

c 

c 15 

Sabemos qu~ a mayor l¡:_,do se opone mayor ángulo, por lo -
tanto el lingulo agudo mayor es el angulo p .. 

Substituyendo en las funciones se obtiene 

sen¡;=*= o.a 

cos p 9 0.6 -rr = 

Cot p 

sec {J 

9 0.75 
"""12 = 

15 i.6 
-9-F 
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~ 12 tan r = --9- 1.3 p, 15 
ese r = ~ = 1.25 

OBTENC!ON DE LAS FUNC!OHES TRIGONOMETRICAS PARA ANGULOS 
DE 30··, 45··. 60• . 

' Para obtener los valores de estas funciones se utilizaran 
figuras en las que alguno de sus ángulos sea el ángulo buscando, 

o bién se dividirá la figura en tri~ngulos rectángulos para obt:, 
nerlo. 

Para obtener los valores de las funciones de un ángulo de 30° se 
utiliza un triángulo equilátero ya que ~ste tiene sus tres ángu
los iguales a 60°, y bisectando alguno de ellos se obtendra un -
ángulo de 30°, y si 4demas el triángulo es de lados unitarios -
se tendrá: 

& 
t-i-1-k-4 

Por tanto la hipotenusa del triángulo rectángulo sombreado 
es una unidad, el cateto ~puesto al ángulo de. 30º es 1/2 unidad, 
y el cateto adyacente se obtiene mediante el teorema de Pitágoras 
de la siguiente forma: 

(l/21 2 
+ 

l/4 + x2 = l 
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x2 l - 1/4 

2 
= 3/4 X 

X (3i4 

X f3' /2 

X 0.866 

sustituyendo' los valores se tiene que 

sen 30 º= º"/! = o. s 

cos 30º = ~ = 0.8666 

o.s 
tan 30° o-:866 = o .577 

cot 30º - 0 •866 
-~ 

1.732 

sec 30° = ~ = l.155 

ese 30° = 

Ejercicios: 

1 

0.5 
2 

ll Obtener las funciones de un ángulo de 45° (se puede utilizar 
un cuadrado de lados unitarios, el cuál se divide formando -
dos triángulos rect.angulos mediante la diagonal como se mue~ 

tra en la siguiente figura ... l 

llSJ 
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2) Obtener las funciones de un angulo de 60º(utilizar el mismo 
triangulo equilatero que se utilizo para obtener las funci~ 

nes de un ángulo de 30º) 

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS QUE LIMITAN LOS 
CUADRAl'iTES EN UN SISTEMA DE EJES CARTESJAHOS 

y 
:or. qo• r 

1eo• 

.Ilf .'.fil:• ·no' 

Para obtener estos valores,ulilizarernos un circulo unita
rio, es decir que la medida del radio es igual a la unidad. El -
cuál se girará hasta obtener el ~ngulo buscado txl con este ra-
dio y el eje de las abscisas (x) se forman triángulos rectángulos 
de hipotenusa igual a la unidad como se ilustra en la siguiente 
figura. 

Ya que cualquier distancia de un punto al origen es siem

pre positiva tendremos que OB sera siempre positiva e igual a uno. 

Por tanto si el ángulotx=Oº tendremos que el cateto opuesto iüí 
igual a O, y el cateto adyacente CA coincidirá con la hipotenusa 
OB • ..¡: cx=O 0 AB = 1 OB = OA = l 
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sen Oº= o o eot o• 
= * j I 

ces 0°= l o sec 0° = í" 1 I 

tan Oº= o o ese o• ~j I 

Si se hace girar el lingulo OB hasta que el ángulo oc. mida 

90º, entonces OB coincidir~ con el eje y se tendrá: 

l l 

por tanto: 

90° 
l l eot 90° o o sen r= ·r= 

cos 90° o = 
I sec 90° l i o 

tan 90 ° H ese 90° } - l 

Si se sigue girando OB hasta que el ángulo oc mida 180 • 

se tendrá que: 

-l AB = O OB = l 

,Y 

l • 
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por tanto: 

180° ~= o cot 180° 
·1 l sen o 

-1 -1 sec 180° 1 -l 
cos 180' ""T -l 

tan 180° o 180° 
l j r ese = o 

F~~(Qu.'.~ Sigue girando el radio hasta obtener un ángulo de 270ºy -

otro de 360º y obten las funciones respectivas. 

Los valores obtenidos para las funciones las podemos res~ 

mir en la siguiente tabla: 

Oº 90' 180° 270° 360° 

sen o l o -l o 

ces l o -l o l 

tan o ~ o 1 o 

cot :j o p o ~ 
sec l j -1 j l 

ese ' l ~ -1 '} 

Observando la tabla anterior se deduce que: 

El seno y el coseno toman valores entre -1 y +l La tange~ 

te no esta definida para valores de 90° y 270º, de cero a 90º es 

positiva y varia en un intervalo de (O,oo), de 90ºa 180º es ne
gativa y varia en el intervalo (- oo ,o] • De 180' a 270º vuelve 

a ser positiva y varia de Co, ...o) y de 270° a 360º es negativa 
y varia en el intervalo (- o1> , o] • 

Las demás funciones varían analogamente1además los signos 
de las funciones en los cuadrantes, se representan en la siguiente 
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tabla 

I .. n·· :i:n· . IV' 

sen + + 

cos + + 

tan + + 

cot + + 

sec + + 

ese + + 

Para facilitar la memorizaci6n podemos utilizar las si-
glas CUST, que Cotocaclas en los cuadrantes corresponden a: 

*
y 'I 

s u 

T e x 
fil N. 

En donde en el cuadrante I, todas las ~unciones (Univer

so) son positivo. 

En el cuadrante II s6lo el seno 
(cosecante) son positivas 

y su recíproca -

En el cuadrante III s6lo la tangente y su recíproca (co
tangente) son positivas. 

E J E R e 1 e 1 o s 

l.- Calcular las funciones trigonométricas de los ángulos agudos 

del triángulo cuyos lados miden 6 cm, 8 cm y 10 cm. 
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2.- Obtener los valores de las siguientes expresj.ones 

a) sen 60 11 + 2 ces 60º 

b) CDS 30°+ 7 sen 60. 

el cos
2 

45°+ 3 sen
2 

90º 

d) tan 60°+ sec 30° 

el cot
2 

30
2 

+ cos2 
60° 

f) (sen 45º+ ese 60°) / (ces 60°+ tan 301 

q) (tan23oº - sen 2 30 º) / (ces 60 •+ sen 45°) 

h) (csc2 30°+ 
2 45°) / (ces 60°+ 30 º) sen ese 

i) (cos 2 60°+ tan 30°) / (sen 2 
60°+ cos2 30 2) 

j) (csc2 60 o 
2 - sec 30) / (ces 60° + sen 60°) 

3.- Obtener los signos de las siguientes funciones: 

a) ces 30º 

b) sen 45° 

e) sec 60 o 

d) tan 130° 

el cot 275° 

f) ese 300° 
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I D E N T l D A D E S T R l G O N O M E T R l C A S 

IDENTIDAD TRIGONOMETRICA Es una igualdad algebraica entre ra
zones de un mismo ángulo, que se ve

rifica para cualquier valor que se -

asigne a dicho ángulo. 

En el siguiente triángulo rectángulo 

G. ~ 
se tiene que: 

¡, 

sen f' a y cos ~ 
b 

e e 
elevando al cuadrado estas dos igualdades 

igualdades 

+ cos
2 ¡9 

por el teorema de Pitágoras se tiene 

por tanto: 

por tanto 

sen
2 f-' + cos

2 (!' 

2 
sen f-' 2 

+ cos /3 

c2 
=-z 

c 

l 



Sí se divide mi.embro a miembro sett (3 y cos [f se obti,ene; 

Elevando 

sen que corresponde a tan {) ces 

ces F = ~ = b d (J, -S-e~n~~~~- _E_ a que correspon e a cot ¡-
a 

e-

tan f 
cot (3' 

sec f' 
al cuadrado y 

2 c 2 

sec '13 = bi = 

sen fo 
cos f' 
cos fo 
seD fJ' 

e 
by eser = 

substituyendo c 2 

a2+b2 ª2 b2 
~=i7+i7= 

e 
a 

se tiene que: 

+ l 

si se construye un tri~nqulo rectSngulo con los valores obtenidos 
tendremos : 

~ 
<:os{-> 

~=-1 __ _ 
cos (:> cot {!J tan @ 



cot A=~= 1 
i sen r tan f' 

sec f = 
,., '''· 

l 

ce~ /1' .. 
l 
sen r ese {'= 

Ejemplo : 

Dado cos a calcular las dernas funciones del ángulo a . 

sec a _l __ como sen
2 + cos

2
= l tendremos 

ces a 

sen a = ~1-cos 2a 

tan a=~ 
ces a 

cot a ces a 

~l-cos2 
a 

ese l 

~l-cos 2 
a 

Ejercicios : 

l) Pada ese a calcular las de mas funciones del ángulo a 

2) dada tan a calcular las demas funciones 

3) dada cot a calcular las demas funciones 

4) dada sec a calcular las demas funciones 

5) si sen a 0.35 ¿cuál es el valor de cos a y ese a? 

6) si sec a = 6 calcular el valor de cos a tan a cota 

7) comprobar que sen a = (tan al (cos al 

Bl comprobar que tan a = sen a sec a 

(ese=!__) 
sen 
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9) comprobar que sec a = tan a ese a 

10) comprobar que ese a cot a sec a 

F6rrnulas de sumas y difere~c1as de án9ulo5 

~a + :t b < 90º 

e 

k1?:1· 
o !> .. 

Sen a+b = sen ~ DOC 

ces a+b =~ (. 2) 

De la figura se observa que: 

sen (a+b) = DC = AB + CF ( 3 ) 
oc Cci 

Como A ABO , 4 BFC y A CBO son tri&ngulos rectángulos se tiene 

que: 

AB iiO sen a 

CF BC ces a 
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BO CO ces b 

BC CO sen b 

AB CO COS b sen a 

CF CO sen b ces a 

substi tu¡:mdo {3) en(~ se obtiene 

sen (a+b) ca cos b sen a + co sen b ces a 

co 

sen (a+b) = cos b sen a + sen b cos a 

analogamente se obtiene ces (a+b) 

cos(a+b) =DO AO-AD AO - BF 

co Ca co 

AO BO ces a 

iiF BC sen a 

Substituyendo 

AO =CO ces a ces b 

BF =CO sen a sen b 

sustituyendo en (4) y en( 2) se obtiene! 

cos(a+b) co cos a cos b - ce sen a sen b 

COS(a+b)=cos a cosb - sen a sen b 



senacosb 
b.,. 

senb 
Tan ¡.+b) =• cosa-éOs 

::o:: ·ü -::es b -
cos a cos ¡, 

Tan (a+b)= tan a + tab b 
!+tan a tan b 

cos 

sen 
cos 

cosa 
a cos 

a sen 
a cos 

-~ + ... ~ ¡, cos a CC•LJ b 

b 1 - sen a sen b 
b cos a cos b 

La tangente de (a-b) se obtiene susbtituyendo b por (-b) en la 
fórmula anterior 

tan (a-b) tan a + tan (-b) 
1 - tan a tan (-b) 

como tan - b tan b se obtiene 

tan (a-b) = tan a - tan b 
1 + tan a tan b 

Esta fórmula es importante ya que en geometría analítica se util~ 
zará• 

EJERCICIOS : 

1) Calcular tan 90º , haciendo 90º = 60º + 30ª 

2) calcular tan (a-45°) sabiendo que: 

a) tan a g 

3) 

b) cos a 

calcular 

a) tan a 

b) tan b 

3 
4 

tan 

1 

2 
1 
3 

(a+45°) 

LEY DE LOS SENOS 

sabiendo que: 

Para obtenerla se consideran dos cosOs. 
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ler. caso si el triángulo es acutángulo 

ESTA 
SAUR 

rrsrs 
DE LA 

79 

nn DrBf 
BliLJDTfCA 

si ABC son los v!rtices de un triángulo acutángulo y CD 
y AE dos de sus alturas 

e 

,. 
c. & 

En el triángulo ACD CD = sen A 
b 

CD = b sen a --- (l) 

ce= sen b a 

co = a sen B (2) 

comparando l y 2 se tiene que 

b sen A = a sen B 

-ª-- = b SEN A señ1i (3) 

En el triángulo ACE 1: = 
sen c 

iiE "' b ?en c --------- l4) 

En el triángulo ABE :AL sen B e--
.AE = c sen B (51 

comparando 4 y 5 se tiene que: 

b sen c = sen 8 .. 
_.D..:::_ •-"----
senB sene ----------(6) 



Comparando 3 con 6 se tiene que 

_á __ b_. __ = ~ ,, l 1·1,· 

'senA"senB senG 

2° caso si el triángulo es obtasángulo: 

SI ABC son los vértices de un triángulo obtusángulo y Cii 
y AE. las alturas · 

~ b ' 
tf!?:A' 

t> A C: & 

En el triángulo CDB CD = sen B 
a 

CD= a sen B ••••• {ll 

En el triángulo COA = sen (180-A) = sen 

Co • b sen A 

comparando l y 2 se tiene que 

a sen B = b sen A 

A 

(2) 

a b . ---C~}i señ' A sena 

En el triángulo AEC AE 
!)" = sen e 

Ar b sen e 

En el triángulo AEB 
sen B 

(4) 
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31 

e sen B -~----,.. LSl 

comparando 4 y 5 se tiene que: 

b sen e = e sen B 

-------- 6l 

comparando 3 con se tiene que : 

_b __ =e 
sen B sen e . 



GRAF!CAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETR!CAS 

La medida de un Angulo puede expresarse en términos de la longitud de arco.y 

no solo en grados como se ha estado haciendo. 

Un Angulo central formado por un arco igual en longitud al radio del circulo 

mide un radian. 

je~-\" f 

\ 
........ -......: __ _ 

El número de radianes es Igual al cociente de Ja longitud de arco (a) entre 

el radio. 

D('.1=+=1 

Conversión de grados a radianes. 

o( = -~r 

Sabemos que la circunferencia mide un 360•, y que la longitud de arco --

(a) de la circunferencia mide 2 r por lo tanto. 

Q( = -~- = J~-~ = 21f r r 

Por tanto 211' radianes es igual a 360•, lo que implica que: 

y 
<l!' 

1 • = ---- radl anes rr radianes = 180• 

180• 

EJEMPLOS: 

1 l Obtener la medida en radianes del angulo 0(=60•. 
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Como 

'ir 1• = ------ radianes 
180' 

'it 'ti 
60• = 60• ------ = ---- radianes 

180• 3 

2 'il '1f 
2) Obtener la medida en grados del Angulo ó( = ------ como llradianes =180• 

5 

o<.= .qc = + (1so•) = -~§~~- = n• 

EJERCICIOS: 

1.- Calcular la medida en radianes de los 6ngulos. 

a) 30• 

b) 45• 

cJ 90• 

dl 180• 

el 270• 

f) 3.15• 

JI.- Calcular la medida en grados de los 6ngulos. 

al 2'ií 

b) t¡( /6 

e) 't( /4 

d) 'tf /3 

e) 11' /2 

f) '11' /6 

g) 3'1( 
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Para grAflcar las funciones trigonométrica es necesario tabular los valores 

correspon!liente a los principales Angules de la siguiente forma. 

GRADOS RADIAHES r=1 VALORES DE LAS FUNCIONES 
X V se• cos ta co sec cos 

º' o 1 o o 1 o ; 
1 ~ 

30' fl/¡5 0.07 0.5 1.15 

45' 'i(¡4 0.71 0.71 1.41 

60' 'if ¡3 o.so 0.07 1. 73 

90' 'tÍ/2 o 1 1 ~ 
120• 2 íl' /3 0.07 -0.50 

135' 3 lj( /4 0.71 -1.41 

150' s'I( /6 0.07 

-J J 100• 'il' o 
210• 11" /6 -0.07 

225' 5'1{ /4 -0.71 

240' 41( /3 -0.07 

270' 3'!1' /2 o ;4 o -; 
300• S't( /3 2 
~ '7-'i( .µ,. .. ~ 

330' 11 'il' /6 -0.58 

360• 2 'U' 1 ~ ~ 
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Los valores anteriores representados en un sistema de ejes cartesianos quedan 
de la siguiente forma. 

l~ 

~~ .'i:' .,. ,,. 
"f ' '· ~-.· ¡· T " ' 

Gr!flca de f(Jt)=sen G 

GrHica de f{x)=2 sen O 

. ., JI! "" 
'i~ 1~ •fil ~ z 

' 
l!.!t ,~ . o X 

(}n,pl;\v.!, :t 

'r.<!"ºº" :i.W 



Cuando una funcl6n toma todos sus valores posibles de "o" a "b" se dice que -
el periodo de la funci6n es "b". 

Si y= a sen b(Q+c) entonces "a" corresponde a la amplitud. "b" al periodo -
de la funci6n en radianes y e al desplazamiento de fase 

EJERCICIOS: 

Trazar las gr~ficas de 1 as func Iones. 

1) cos 6) tan, 2(Q+ 'if ) 

2) cos 2Q 7) 3 tan S(Q+ 11: ) 
2-

3) sen Q +]L 8) cot g 
'2. 

4) tan 9) sec g 

5) tan 3Q 10) ese g 
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PLA'ú o.RTES JA.'ú. 

El plano cartesiano también llamado sistema de ejes rectangu-

lares , es la representación gr§.fica del producto cartesiano RxR 

est5 representado por dos ejes reales perpendiculares entre si ,

que se cortan en un punto llamado origen (0). 
Las parejas (x,y) que pertenecen al producto cartesiano reci-

ben el nombre de coordenadas del punto , el primer valor de la -

pareja (x) recibe el nombre de abscisa , el segundo valor de Ja -
pareja (y) recibe el nombre de ordenada • 

El valor de la abscisa se localiza gr5!1camente en el eje ho-
rlzontal (X), denominado eje de las abscisas 

El valor de Ja ordenada se localiza en el eje vertical (Y), 

denominado eje de las ordenadas • 

!l -------¡ (r,~) 
1 

o X X 

Las coordenadas de un punto , se escriben siempre encerradas -

dentro de un parértesis redondo y separadas mediante una coma ,la 

letra que se le asigna al punto pera nombrarlo siempre se escribe 

con mayGscula , y le antecede al paréntesis • 

Ejemplos : 
A(S, J) 

B(-3, 2) 

C( r 
1

, r
2

) 

P(x,y) 

Para localizar un punto cuyas coordenadas son los valores(x,y) 

en e) plano cartesiano , se localizan dichos valores en sus res-

pectivos ejes , y se ~azan Imaginariamente dos rectas perpendicu

lares a los ejes en estos valores • 

En el punto donde se lntersectan las rectas se encuentra sltua 
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do el punto P • 

P(x,y) 

e 

Recuerdese que los ejes a partir del origen (punto donde se -

intersectan ) , son positivos hacia la derecha y hacia arriba, y 

son negatiros hacia la izquierda y hacia abajo respectivamente • 

Tambt~n rec~erdese que se debe colocar la escala numérica en cada 
eje • 

Ejemplo : 

l
. _, . 

., 
_, 

-· 

... 
' ) 

,_ 3 ' X 

Localizar en el plano los siguientes puntos. 
A(S, 2) 

6(3,-1) 

C(-4, 3) 

D(-2,-2) 

E(O, 5) 

f(S,O) 

0(0,0) 

Ejercicios : 

<, 

ff 
E. 5 
¡~ 

i~ 
I~ 
T ~ 

·~ ., t'º' -· o • -1 

_, 
-~ 

' X 

a) Localice los siguientes puntos en el plano cartesiano 
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R(4,2) 

s ( -1. -4) 

T(S, -3) 

U(S,5) 

V(-3, 8) 

11'(-6, o) 

b) St un punto esta situado sobre e1 eje de las abscisas , a -

la ordenada siempre se le asigna el valor de 

e) Si un punto est§ situado sobre el eje de las ordenadas , a

la abscisa siempre se le asigna el valor de : 
d) En el punto O denominado origen , sus coordenadas siempre -

reciben los valores num~rlcos de : 

X= 
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DISTA"VCIA El\'JRE DOS Plll\TOS • 

Supongase que se quJere obtener la dJstancJa entre dos puntos

cuaJesquJera A yB , cuyas coordenadas son para ACx 1,y 1 )y para 

B( '2 • Y2) . 
Grallcando a Jos puntos A y B , y a la distancia que hay entre 

el los, l:sta estti 

tra Ja siguiente 
representada por el segmento .AJ3 

gr§llca 

1
. ~--,;--~]! 

---r ; 
1 1 
1 1 

1 : 
1 1 

x, x. X 

, como Jo mues-

Si se forma un trlAngulo rectAngulo con Jos puntos A,B y otro
C que se escoge de tal manera que el segmento AC sea paralelo al
eje de las abscisas , y el segmento BC sea paralelo al eje de Jas 
ordenadas , entonces el punto C cendr6 como coordenadas a Jos va
lores (x

2
,¡·

1
). 

x. 

La distancia que hay entre Jos puntos AC es x
2

-x
1

, que es el -
valor de Ja proyección del segmento AC sobre el eje de las absci
sas .La distancia que hay entre los puntos ByC es y

2
-y

1 
, que es

e! valor de la proyección sobre el eje de las ordenadas del seg-
r.iento BC . 

Aplicando el teorema de PltAgoras , en donde AC y BC correspon 
den a los catetos , y AB corresponde a Ja hipotenusa se tiene que: 

(AC) 2+(BC) 2•(AB) 2 

Despejando a AB , y sacando rafz cuadrada en ambos miembros se 
t lene que : 
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Substituyendo los valores de los catetos se obtiene finalmente 

le f6rmula para encontrar la distancia que hay entre los puntos -

A y 6 • 

A6= y (x2-xl)2 + (y2-yl)2 

Para simbo1izar la distancia existente entre los puntos A y B, 

se pueden uti 1 izar cualquiera de las sigujentes notaciones 

Aii , D,¡;a , dA8 
Siendo la m§.s usual la tercera notaci6n . 

Ejemplos : 

1) Obtener la distancia que hay entre Jos puntos A(-2,5) y 

6(4. - 1) 

Datos 

A(-2, SI 

6(4. -1} 

f6rmula 

Des a rrro-"l-"1-"o-~---~ 
ºAT:i" v t4•2>

2 
•t-1-s1

2 

= .¡ 62+(-6}2 

= ..¡ 36+36 

. vrr 
8.5 

dAS• 8. s 

Substltlcl6n 

2) Obtener el area del cuadrado cuyos vértices son tos puntos 

A(J,2),6(3,4),C(S,2) y D(3,0). 

Datos 

A( 1,2) 

6(3, 4) 
C(5, 2) 

D(3,0) 

Desarrollo 

d;;a· i/ 22.2 2 

• n+.r 
• V8" 
•2.828 

f6rmula Substltucl6n 

dAB= V (3-1)
2+(4-2) 2 

A•(2.828) 2 

A=8 unidades 

3) Hallar las coordenadas de un punto 1 que se encuentra sltua 

do sobre el eje de las ordenadas y que equidista de Jos pun 
tos A(0,5) y 6(6,-7). 
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Fl'rmula Datos 
A(O, 5) 

B(6, -7) 

P(O, y) 

dAP•d¡;p 

d~·\}'-¡,-2---,-¡-l-,,--+-(y_2 ___ Y_¡~ 

Substitución 

V10-oi 2+ty-5)2 = V!o-61 2 .cy-1-111 2 

Desarrollo 

~~ ) 2 =(V ( -6)2+()+7)2 )2 

O+y 2-10y+25 36+y 2+14y•49 

-10y-14y 36oy 2+49-y 2-2s 
-24y 60 

P(0,-5/2) 

Gr6f lea : 

y 60/-24 
y • -5/2 

y 
A s 

~ 

'1 2. '! ~ !i " -----l _, X 

!' -l. 

-~ 

-· -. 
-1 B 

4) La distancia del segmento ST es de cinco unidades , el pun 

to T tiene coordenadas (4,7) • Obtener la abscisa del pun
to S si su ordenada es 3 • 

Datos Su~J11 tuc l~n 
5= (x-4)o(3-7)2 

Desarrollo 

52• (V (x2 -8x+l6 >2 

92 



x2-sx +32-25=0 

x2-Sx+7=0 
(x-7) (x+l )=O 

x-7=0 x-1=0 

X=7 x=l 

Como se obtuvier6n dos valores distintos para x 1 existen dos 

puntos que satisfacen las condiciones dadas , y son los puntos --

si ( 7' 3) y 52 ( 1, 3) 

X 

EJERCICIOS. 

l} Obtener la distancia que existe entre los puntos cuyas coor 

denadas son 

a) A(3, 2) 

B( 5, -1) 

b) P(E, S) 
Q(4, O) 

c) T(-3,0) 
U(o, -3) 

d) V(O,O) 

W(4,4) 
2) La distancia que existe entre los puntos f y G es de 8 m. 

el punto f tiene coordenadas (5,-1) Obtener la ordenada -

del punto G si su abscisa es 2 • 
3) Obtener las coordenadas de un punto que equidista de los 

puntos P(-1,3) ,Q(2,-4) y que se encuentra situado sobre el 

eje de las abscisas • 
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4) Demostrar que los puntos (2,2) , (4,2} y (-5,2} son colines 

les • 
5) Demostrar que los puntos (2,2}, (3,-5) y (4,2} son vértices 

de un trl§ngulo Isósceles. 
6} Obtener la abscisa de un punto B que se encuentra.situado s2 

bre el eje de las absclas .Si se sabe que Ja distancia que

hay entre el punto A y el punto Bes de 6 unidades, A(5,3). 
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COORDENADAS DE UN P~'TO QUE DIVIDE A UN SEalE!\'TO E.'l lNA R.>.ZO:>: DADA 

Sean (x 1,y 1J y (x 2,y 2 J las coordenadas de los extremos del seg 
mento AB respectivamente , sea P(x,y) el punto que di,·ide al seg

mento AB y r la raz6n o constante de proporcionalidad que nos in

dica que tan grande o pequeno es el segmento AP con respecto al -

segmento AB • 
r= . .IJ>/l'B 

p 
~---~---- !> L p . 9¡-----, 1 

1 1 

u, ~- -~ : : 
J 1 i 1 

1 1 1 

X, X x,, )( 

La raz6n r no cambia si los segmentos se proyectan sobre el e

je de las abscisas o el eje de taj ordenadas , ya que la propor

ci6n en que el punto P divide al saegrnento se conserva en ambos -

ejes • 

Subst 1 tuyendo los valores de tas proyecciones se obt lene 

r • (A!'Jx/(l'llJx • (x-x 1J/(x2 -xJ 
despejando a x : 

r(x
2

-xJ= x-x
1 

rx 2 -rx = x-x 1 
x ... rx = x

1
+rx 2 

x(l+rJ = x
1
+rx

2 
x= (x 1+rx 2 J/(l+rJ 

Analogamente se obtiene el valor de y 

r=!Al'ly I (!'B)y • (y-y 1J I (y
2
-yl 

Despejando a y 

r(yz-yl•y-yl 
ry 2 -ry • y-y 1 
y+ry • Y¡+ry2 
y( l+r) • y

1
+ry

2 
y•IY¡+rYzll(l+r) 
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Por lo tanto las coordenadas del punto P que divide al segmen
to AB , en la Razón r son : 

lx 1+rx 2 l/ll+r) ly 1+ry 2 )/{!+r) l 

SI el punto P divide al segmento en dos partes iguales , la ra 
zón es Igual a la unidad , ya que las longitudes del segmento AP 
es la misma que la del segmento PB • 

dilJ>= d¡sn 
r=(d;¡;¡s)/{dJSB)~I 

Consecuentemente las coordenadas del punto medio Pm{xm,ym) del 
segmenlo AB son: 

Pm((x 1-x 2 ll2 , ly 1+y 21/2) 
Ya que aJ substituir r=J en las coordenadas de punto interme-

dlo se tiene : 

•m=Cx 1+Ix 2 l /( l+l) 

•m=lx 1+x 2 )/2 

, ym=ly
1
+Iy2)/(l+I) 

Ym=IY¡•Y 2 l/2 

Ejemplos 
1) Obtener las coordenadas del punto medio que divide al seg-

mento cuyos extremos son los puntos A(-1,3) y B{4,-2) 

Datos 

A(-1, 3) 

B( 4, -2 l 

Desarrollo 

•m=3/2 

y m=(3-2)/2 

Ym•l/2 

fórmula 

•m =(•¡••2)/I 
Ym =Cy 1+r2l/2 

Re su 1 tado 

Substitución 

xm=(-1+4)/2 

Ym=l3•(-2) )/2 

2) Obtener las coordenadas de los puntos que dividen al segmen 

to cuyos extremos son los puntos C(S,Ol y D(-6,8) en tres -

partes iguales • 
Para obtener las coordenadas del primer punto P1 la razón _ 

es 1/2 , ya que la longitud del segmento CP 1 es la mitad de 

la distancia que hay entre el punto P1 y el punto D • 

C P1 P D 

1-1u-1--2u--1 

96 



Datos 

C(5,0) 
0(-6, 8) 

•¡=l/2 

Desarrol Jo 

fórmula Substitución 

X•(XffX2)/(J+r) x=(5+(l/2)(-6))/(l+!/2) 

y=(y 1+ry 2 J/(l•r) y•(o+(l/2))/(1•1/2) 

Resultado 

X•(S-(6/2))/3/2 =(4/2)/(3/2)=4/3 
y•(S/2)/13/2) = 8/3 

P
1
(4/3,8/3) 

La razón del segundo punto P2 es r 2=2 , ya que la longitud del 
segmento CP2 es el doble de la longitud del segmento P2D • 

e p p o 
>--2U ----1-1 U --i 

Datos f6rmula Substltucl6n 

C( 5,0) 
0(-6,8) 

'2·2 

Desarrollo 

x=(5-12)/3=-7/3 
y=l6/3 

y=(0+2(8) )/( 1+2} 

Resultado 

,. 
?, 

i _, 
1 ., 

t 

t. 1 'i'" X 
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3) Obtener las coordenadas del extremo R del segmento QR 
Si el punto S(3,-1) divide a QR en dos partes Iguales , y -

las coordenadas de Q son {-2,3) • 

Datos fórmula Substitución 

S( 3, -1) 

Q(-2. 31 
Rlx

2
,¡·

2
) 

Desarrollo Resultado 

R( 8, -5) 

.~" ~~'~ 
., " 

-¡:.y 

·{ 

4) Si un punto P divide al segmento AB con una razónf=BP/PA=3/4 

y los extremos del segmento AB tienen coordenadas (5,-3) y 
(2,-2) respectivamente .Obtener las coordenadas de P • 

Datos 

r•(BP)/(PA)•3/4 

A(5, -3) 
B( 2, -2) 

P(x,y) 

Fórmula Substitución 

x=lx 1+rx 2 )/I l+r) x=(2+(3/4) (5) )/( 1•3/4) 

y=ly 1+ry 2 )/(l+r) y=(-2+(3/4)(-3))/(1+3/4) 
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Desarrollo 

X•(2+J5/4)/(7/4J 23/7 

y•(-2-(9/4))/(7/4) • -17/4 

'?/ 
~' 
~ 1 

~ ' 1 

Resultado 

P(23/7 , -17/7) 

f 1 l'h 
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EJERCICIOS : 

1) Obtener las coordenadas del punto medio del segmento cuyos 

extremos son los puntos A(-2,5) y 8(3,-4). 

2) Obt•ner las coordenadas de los puntos medios de los lados 
de ~n tri5ngulo cuyos vértices son los puntos A(3,3) 

8(-3,-3) y Cl5,-5). 

3) Obtener las coordenadas de los puntos que dividen al seg-

mento cuyos extremos son los puntos Q(-6,l)y R(2,-4) en--

cuarro partes iguales 

4) Obte:ier las coordenadas de los puntos que dividen al segmen 

100 

to . .0.15,2) y 8(8,-1) en la raz6n r=lAP 1l/lP 18l=l/2 y en -

r2 .. 2 respectivamente • 

51 Obtener las coordenadas del extremo B del segmento AB si -

el p"nto Mll,4) divide al segmento AB en dos partes iguales 

y la• coordenadas del punto A son l-3,61. 
6) Obtener el radio de la circunferencia , en la cual uno de -

sus Clfunetros tiene como extremos a Jos puntos R{-2,-3) y-

5( 4, 51 • 
7) Demuestre que si el tri!!ngulo cuyos vértices son los puntos 

A(-2,0) ,8(2,0) y C(0,/'13) , son vértices de un trl§ngulo -

equil~tero, entonces los puntos medios de los lados del 

triángulo, también son vértices de un triángulo equilátero 



PENDJB-;TE DE L~ RECTA 

Definici6n : Pendiente de una recta es la tangente trigonométrica 

del 6ngulo-:e incltnacl6n I~ l que dicha recta forma con el ele -

de las absc1'as IXI • 

El 6ngulJ ~se mide partiendo del eje de las abscisas y en sen 
tldo contrG:io a las manecillas del reloj , hasta la recta R. 

/R 
_....,....._..,,/?_ ------4 

/ X 

Supongase que los puntos A!x 1,y1 l y B ( x 2,r2 l se encuentran -

sobre la recte R , y se forma un tri6ngulo rect6ngulo con los pun 

tos A,B y C ( x
2

,y
1

) como se muestra en la siguiente grAfica : 

X 

/ x x
2 

X 
El anguJoii:;:c que se forrrla en el trl§ngulo rect§ngulo es Igual 

por ser correspondientes , ya que el segmento AL es paralelo

al eje X y .'Ji es Ja transversal • 

Aplicando Ja función trigonom~trlca de la tangente al §ngulo 

se obtiene : 

tngd. =li<::/ • .\l: 
TngcC= !y 2-y

1
)/(x 2-x

1
) 

La notaci6n que se utiliza para designar a la pendiente de la 

recta que pasa por los puntos AyB es mAB . 

• •• mAB• ly2-r 1l/!x 2-x
1

) 

Ejemplos : 

1) Obtener la pendiente de Ja recta y el §ngulo de lncl !nación 

que dicha recta forma con el eje X, si pasa por los puntos A(S,7) 
y 8(3, -1). 
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Datos f6rmula Substltucl6n Desarrollo 
A(S, 7) mÁB•ly 2 -y 1 l/lx 2-x 1 ) m . .;;a·l-1-7)/(3-5) m,.;;a=l-8/-2)=4 

Una vez que se obtiene Ja pendiente de la recta , este valor -

se busca en Jas tablas trigonometricas , en Ja sección de tangen
te natural • 

~. 

s o· JO' ZO' zo· 40' ~ . ,. l ... "\"X' J.:..\"t l.:'J: i.:1s ¡_-.;'4 1.:x 

" l!'ji;i 1.:.i: !Y! l.~ l.~ '""' •l ¡.:;i 1-"'79 1.;.~S 1.:91 1.~5 1.l~ .. 1.111 1.117 u~ .. 1.13:< 1.13; U'-' 

" J.JS.:" l ¡5; t:!• l.lil l.li5 l.lE5 

( .... !.;e; t.:!17 1..:.."C t:JJ 1.::: i.::: Sí 1.23~ 1..:,: t ·~\ 1:s; 1.:'!5 1.:~: 

~= i..:s.~ l.:H 1;:c5 u:J 1.~: 1 1.::;: 
!l u:; 1...m 1 ~j l !~l ¡;;y 12f! ,. JJif l.fü ).!9J !.&:? i."i.l 1'19 ,,. 1 .. c~s l ... ,; ·~ 14~S !."~ 1 .a;~ 

" H!J i..;9; Í.!:'i l.5il T3:.:i l.!.~:i 1 

~~ l.!t·:' 1..53; !.!~· u:; i.:s.:i J.!;· 
1.6..'"'(I l.!11 l.CI H!-! ,,,., u~; 

" ..... l.CS l.t.56 It;~ l.i.:'9 1.:::-
50º 1:;~: J.:H 17~ l.7fl 1.7~~ 1.:~: 

~! l.!.."'4 l.!!f 1.~:íl l.~2 llSS l.E55 
LE.SI 1r...i J.ro.:¡ 19:1 1.9JS ¡3.:;i 

¡j l.Yfj u1;; t~l :..~"'6 1:::1 2.{\.IS 

" :.es= ::..."'6 :.m =-~1 2.111 :.i:s 
f5' :.m 2.!Sl :.17i :.i94 :.:11 - ~~Q 

" ~'6 2.:~ ::.::: !J .. ""'C' l.!I! ~3i 

" 2..356 .:.:i:s :._:;;, :._4¡4 :.o~ l.455 

"' : . .a;s :...:% :Jli :...Sjíl 2.56J :;~; 

" :.t.."'S :..:::.s :..t:SI :t:-:-s :.f?íl ¡_-;:.; 

;::· :..-;.a; .!.~! ~~' :.5:4 :.B: !..'Eii 

" :_9_:14 :.;:: :.%:" :.;is; 3.C'lS j,:.i; 
;: 3.1:•;5 J.l~~ J.I+:i ;.m , .... ;.:3; 

" .3.!il H:s 3.}4:? .!J~f; J.412 J . .as: 

" 34~; J.!:f J.5:.6 3.6.."tfi J.6-47 .HH 

~ ;:a: '.!."iif H:l 3.Sfi l9H 5 •.tll .a,:tt 4.HJ '.lt5 C19 

" •J31 .:·:;.::-
·~· •.sn 45:~ .a.6J3 

;s .a.;:s .:.-:; ·~J H15 4.;l!:J 5 .• "':>6 

" S.J45 ~.::6 !.::9 5.:~ 5.a!S S.576 

..,. 5671 ~ -f; ~ ~il ~ 0~.( !~' é ~ 9 i 
!I 6314 f4J5 ti~':il fifll ~ ~:; '"" El ;.JU "i.1~ ;_,:;i i.5~ ;.:"i.'.l i.9SJ 

" .5!44 !.}4~ E~S5 ~ ;;; 9:1: 9.:~s 

" 9.5l4 9.:r.! J.:'.CS !CJíl 1:.:1 11.:.S 

]:-5• 11.H ll.!l l~S l?...~I n.:~ ]~_:J 

" 1.a.J,:1 l4:: 15.to.'." l6JS 1;.¡; IE.C'";" 
fl 19 . .:'S ::;1 :?.•7 ''C.• =~ ~' :~n 

" :s.~ J:..:.a ;.a..r. 351; Cyt; 4i.l.'.' 

" s;.:;i b~ :J B.l_:.4 uu lil.9 3-IJ.S 

,,. 
~ 

:s O' 10' ~o· 30' 40' 50' 

El §ngulo cuya [angente es 4 es : 

angrng4=75° 58' 

¡• 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

1 

1 
! 
1 
1 
1 

1 
1 

: 

J 
J 
J 

' ' 
! 
I' 

i::-:u m~enale:a 
cs. r.i.:r.m) 

: ,. .. ,. 6' e • y 

l J • • ' ' 1 J • 4 ' • 1 J J • • ' ' 1 J J • ' 5 • 1 J J 4 ' • f 

1 J . • 5 • ' ' J . 5 5 • J . 5 l • J • 5 • l J 
J J • 5 • ' 

l j • 5 5 • 7 ' . ' ' 7 ' ' i . , • ' ' . 5 ' J ' " J 5 • l • ' lC 

j 
4 ; ' 1 ' " IJ 

' ~ ' ' 
,, 

" J ' í • ,, IJ J: 
J • • ' 'º 12 1l 
J 5 ' ' ' IJ 1l ,, 
J l ' " " 14 1.5 • 5 ' 11 1l 1.5 " 4 

~ 
! " 12 14 " " . ' IJ IJ " ll ii 5 ; !2 " " " 

5 ' IJ " " " l4 • ' ¡: ,. 17 "' " 1\5 

"º ¡; " " " "' 
,. 

711 ,, 
" :¡ " " j2 

61::? :e " J1 JJ 

914 :;; :J -· JJ ~ ., 
;· " • J' ,. 

' !'u-:1:1 P:.-¡'11.:'rm•raln 

tm ..-¡",:-t"f N tt:aoéc· 
~=~ r::: ~· r"'""· ..¡,~ .. nr·, =rdtm.=uu 

~::-rt-1p..•n.:lor.rr: 
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SJ Ja pendiente es de signo negativo , se busca el vaJor abso

luto de Ja pendiente en las tablas de tangente natural , y éste -

se le resta a 18~ , ya que el ~ngulo negativo y el ~ngulo de -

su valor absoluto son suplementarios 

s 1 m=-1 

r ~! 
"'-;-! 

180- oc 1 -----.___ ce 

- "'' ~ ) ~- ~ 1 ~ 
CL +( 180' - 0<.)=180' por ser suplementarios 

angt ngl =45' 

angtng-1=180' -45' 

angtng-1=135' 
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2) Demostrar que los puntos A(l,0), 8(3,2) y C(S,4) son collneales 

Como los puntos estan situados sobre la misma recta , la pen -

diente del segmento AB es la misma que la del segmento AC, y tam 

blén es Igual a la del segmento BC, ya que la Inclinación de la-

recta no cambia si ésta se mide con respecto a cualquier par de -

puntos que pertenezcan a ella. 
Datos fórmula Substitución 

A(l,0) mAB_Y 2-r 1 mAB=2-0 
3-1 B(3, 2) 

C(S,~) 

moc.4-2 
5-3 

Desarrol Jo 

mAC~ 4.¡ 

4 

moc.2=1 

2 

Los puntos A,B,C son colfneales, ya que tienen Ja misma pen

diente, tomados de dos en dos • 

3) Una recta pasa por el punto A(6,2) y por el punto B, cuya -

abscisa es 3 • Calcular la ordenada del punto B, si la rec

ta tiene una pendiente Igual a 1/3 • 



Datos f6rmula 

A(S,2) m,iJ¡=(y 2-y 1l/(x 2-x 1l 

B (3, 1 l 

EJRCIC!OS : 

Substitución 

mAB•<y-2)/(3-Sl 

Desarro 1 Jo 

(y-2)/(-3)=1/3 

y-2•-3/3 

y-2=-I 
)'=-1+2 

Y=I 

l) Obtener el §ngulo de Inclinación que la recta que pasa por

los puntos A(-1,1) y B(4,-l) forma con el eje de las abscisas. 
2)Demonrar que los puntos A(2, l) ,B(3,3) y C(S,2) son v~rtl 

ces de un triAngulo .{demuestrese que no son collneales). 

3) Obtener el §ngulo de Inclinación de la recta que pasa por -

el origen y por el punto (2,-1) • 
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A\G..1.0 fOR\1-\DO ~'TRE DOS RECTAS 

Sea i' el énguJo formado por las rectas R1yR2 , )" sea~ 1 y°22 
los 5ngu1os íormados con eJ eje de las abscisas y Jaas rectas ,e~ 

mo se muestra en la siguiente gréf ica : 

Obteniendo la tng '9' se tiene que : 

tnga•tng(c:i': 2-"$1 l 
~ ...... 

como tng ("" 2- cc1 l • (tng-OC:- 2 -0:-t )/ (t+tngé?2 tngt:z1 

Nota 

' m2-ml 
tng9-

l+m2mt 

Para obtener et ángulo , primero se graf lcan tas dos 
rectas , ya que la recta R1 corresponde a la recta en -

que se empieza a generar el ~nguJo -0- 1 y Ja recta R2 e~ 
rresponde a la recta en Ja cu5l se térmJna de generar -

el ángulo • 
Ejemplo : 

Obtener los ángulos que torman las rectas que pasan por los -

puntos A(-1,4) 8(3,5) y C(G,41 D( 5,01 respecth·arnente 

Datos 

A(-t, 4) 

8(3, 5) 

C(6, 41 

0(5,0) 

fórmulas Substltuci6n 
5-4 

m;;s ª3-(:'Jj 
0-4 

meo ·s:s 

105 



~· 

y 

D 

X 
Para obtener el 5ngulo e1 , m1 corresponde a mAB 

pande a ':'en . 
mAf¡ .l 

4 

"'CD • .:.i • 4 

- 1 mco-mAB 
tng9 1 

!S/4 !S/4 15/4 15 

m2 corres--

tng9 1 •-----
1 + ( 1/4) ( 4) 

( 16-1) / 4 

1+4/4 
= --=--=--,,;-=-1.875 

l+l 2 2/1 8 

Buscando en las tablas de tangente natural el 6ngulo cuya tan

gente es 1.875 se obtiene el §ngulo 91 • 

angtng l.87S = 61' S5'39" 

-Q',= 61° SS' 39" 

EJERCICIOS : 

1) Obtener el §ngulo 9
2 

de ejemplo anterior y verificar que el 

§ngulo 9 2 corresponde al suplemento del §ngulo 9
1 

• 

2) Obtener los §ngulos Interiores del trl§ngulo cuyos vértices 

son los puntos A(3,4) ,6(6,-1) y C(S,-3), adem§s verificar· 

que Ja suma de éstos §ngulos es 180' . 

CQ:\DIC!CN DE PARALEL15.\0 

Deflnici6n.- Dos rectas son paralelas si sus pendientes son -

Iguales. 
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X 

Esta conC1ci6n se JustJfJca , porque ambas rectas tienen el -

mls~o ~ngulo de fncJinaci6n con respecto al eje de las-

abscisas , co~o se muestra en la gr~f ica anterior 

Ejemplos 

Demostrar que 
es paralela a 

Datos 

A(l,I) 

B( 3,3) 

C( 1, -2) 
D( 3, O) 

EJERCICIOS : 

Ja recta 

1 a recta 

cC :oC 
1 2 

tnga:1=tng«. 2 

"'RI •m R2 

que pasa por 
que pasa por 

los puntos A(l,J) ,8(3,3)
Jos puntos C(l,-2) y D(3,0) 

fórmulas Substitución Desarrollo 

mAa""'cr> l.:.L 0-(-2) 1= 1 
3-1 3-1 

mAB • 2:..z.2J l • I 
•2-•1 Ñ3/ IEÍJ 

1) Demuestre que los vértices A(-4,-2) , B(-1,0), C(l,-2) y -

D(-2,-4) son los vértices de un rect§ngulo (recordar que un 
rectfingulo es un paralelogramo ). 
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/" 

paralela a la recta que pasa por los puntos C(-2,y) y D(-1,2) 

Obtener las coordenadas del punto C . 

CG.\.UICIO:-.i DE PERP8'.DICL:LA.RIDAD 

Deflnlci6~.- Dos rectas son perpendiculares si el producto de 

sus pendientes es igual a -1 , o bién ses pendJen 

tes son reclprocas v de signo contrario . 

1 y 
1 

9 

X 

o 

Como la recta R1es perpendicular a la recta R2 , el ángulo que 
forman entre ellas es 9•90. Si la recta R1 tiene pendiente m1 y 

la recta R2 tiene pendJente m2 , entonces al substituir estos va

lores en la f6rmula para obtener el ángulo entre dos rectas se 
tiene que : 

Como tng90':.oo, el valor de l+m2m1 =0 , ya que a/O~"<- (que se

lee a/O tience a Infinito o, a/O se acerca a Infinito) • 
• •• 1 +m2m

1 
= O 

Despejando a m1 se obtiene : 

m1 = - l /m2 
Es decir m1 y m2 son recíprocas y de signo contrario. 

Si se despeja al producto m1m2 se tiene : 

m1m2 • -1 

Es decir que el producto de las pendientes es igual a menos uno. 

Ejemplo : 

Demuestre que la recta que pasa por los puntos A(-2,-2) y 

Bl-1,-1) es perpendicular a Ja recta que pasa por los puntos -
C( 2, O) y D( -1, 3) • 

108 



DATOS 

A(-2,-2) 

B(-1, -1) 

C(2,0) 

D(-1, 3) 

F6rmulas 

ffi,\B" 

EJERCICIO : 

Substltuci6n 

_-1-(-2) 
mÁB -1-(-2) 

Desarrollo 

m-=l =-1 
UJ -3 

Aá .L m 

Utilizando la condlcl6n de perpendicularidad demuestre que los 
puntos A(-4,-2) ,B(-1,0) ,C(-2,-4) y D( 1,-2) , son vértices -
de un rect6ngulo. 
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ECU.o,C10:-; DE L':-J LLG'IR GECMETRICO. 

Uno de los problemas m6s importantes en geometría anal!tica 

es el de poder obtener una ecuación que satisfaga alguna o algu-

nas condiciones preestablecidas de algún problema ~ 

te 
Para poder obtener dicha ecuación se sigue el criterio siguien 

lº Se es[ablece una igualdad que satisfaga la ecuación del Ju

gar geométrico , consjderando siempre a un punto P(x,y) que 

pertenezca al Jugar geométrico ~ 

2• Se substituyen las coordenadas del punto P y los datos del
problema en la igualdad anterior • 

3~ Se efectuan las operaciones correspondientes, y se obtiene-

as1 la ecuacion buscada • 

Ejemplo : 
Obtener la ecuacl6n del lugar geom~trlco de un punto que se 
mueve en el plano , de tal forma que equidista de los puntos -

A(2,5) y B(-1,3) 

1 • d.w=dBP 
2• V (x-2) 2•(y-5) 2 = J (x•ll 2•(y-3) 2 

3• N<x-2)•(y-s> 2 ) 2 = (v'ixo1J 2o(y-3) 2} 

(x-2l 2+(y-5J 2 = (x•IJ 2•!y-3) 2 

x2 -4x•4+y 2 -1oy •25 = x 2 •2x•l~y2 -6y•9 
6x•4y-19•0 

GR<\FICA DE LA ECUACIO:©E u'N LUGAR GEO.IETRICO. 

La gr§ílca de la ecuacl6n de un lugar geom~trlco es la repre-
sentacl6n en el plano de todos los puntos que satisfacen a la 
ecuac l 6n • 

Para graflcar la ecuación del lugar geom~trlco se realizan los 
sJgulentes pasos 

1• Se despeja alguna de las variables de la ecuación , la cual 

se denomina variable dependiente .Por convenci6n se despeja 
a Ja ordenada • 

2• Se substituyen valores arbitrarlos en la variable lndependl 
ente (abscisa) , ya sea en orden creciente o decreciente • 
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32 Se resuelven Jas operaciones y se obtJenen asi las coorden~ 

das de los puntos pertenecientes a la gr5fica • 

4R Se localizan en el plano todos los puntos obtenidos uniend2 

Jos ordenadamente 

Ejemplo : 

Graflcar la ecuaci6n 3x+y+5=0 

Paso 4• 

EJERCICIOS 

Paso 12 Paso 22 Paso 32 

y=-3x-5 x / y=-3x-5 y J p;Tx.y): 

: 1 1 

tiJ y-- 3 (-~)--_51~11_'.'._t_~~·~ 
-3( 0)-5_ -5 P 2 (0,-5) 

1 y=-311)-5 ¡-s P3 (i,-8) , 

2 j y=-3(2)-5 -11¡ P 3 t2,-ll) 

y 

\ 
·~·--· ·--·-~ 

X 
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1) Obtener la ecuacl6n del lugar geom~trlco de un punto que e-



quldlsta de los puntos A(3,5) y B(4,2) • 

2) Obtener la ecuación y la gr§flca del lugar geométrico de un 

punto que se mueve en el plano 1 de tal forma que su distan 

cla al eje de las ordenadas es siempre Igual a su distancia 

al punto A(S,O). 

3) Obtener la ecuación y la gr§fica del lugar geométrico de un 

punto que se mueve en el plano de tal forma que su dlstan-

cla al punto fijo (2,4) es siempre Igual a tres. 
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EQl.O.C 10:-1 DE LA RECTA 

Deftnlci6n .- Se da el nombre de recta , al lugar geom~trlco • 

del conjunto infinito de puntos aJJneados de tal 

forma que la pendiente de cuaJguJer segmento que 

pertenezca a la recta es siempre constante , es~ 

decJr • la misma 

X 

formas de Ja ecuación de la recta . 

JI! Forma de la ecuacJ6n de la recta conocidos un punta y su pendi 

~ 
Sean P(x,)') y P 1(x 1,y 1) puntos que pertenecen a la recta, y -

sea m Ja pendiente de la recta • 
lllp:"J> : Y - )' J : m 

1 x-x 1 

Eliminando denominadores se obtiene: 

y-y 1=m(x-x 1 Jj 

Ejemplos : 
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1) Obtener la ecuacl6n de la recta que pasa por el punto A(S,-2) 

y que tiene una pendiente igual a tres . 

Datos 
A( 5, ·2) 

m=3 

fórmula 
y-y

1
=m(x-x

1
) 

Subst i t Jcl6n 
y-(-2)=3(x-5J 

Desarrollo 
y•2=3x-15 

3x-y-17=0 

2) Obtener la ecuacl6n de la recta que pasa por el origen y e~ 

yo 6ngulo de inclinacl6n mide 45°. 



Datos 
0(0,0) 

OC= 45° 

F6rmula 
y-y

1
=m(x-x

1
) 

EJERCICIOS: 

Subs t 1tuc16n ·. · 

y-Oz t ng4 5º (i-0) .··• 

· ::oe·sarrol lo. 

. y~'1 (~) 

114 

1) Obtener las ecuaciones de los lados de un rect5ngulo cuyos

vértices son los puntos A(-1,0), B(l,-2) ,C(5,2) y D(J,4). 

Nota : Obtener sólo la pendiente de uno de los lados con la 

fórmula respectiva y para obtener la pendiente de 

los dem§s lados utilice la condicl6n de perpendicul~ 

rldad o la de paralelismo. 
2} Obtener las ecuaciones de las alturas de los lados del tri

§ngulo cuyos vértices son los puntos A(-3,4) ,8(5,6) y C(7,0l 

22 Forma de la ecuación de la recta conocidos dos puntos que per
tenecen a el la. 

Sean P1!x 1,y 1),P2!x 2 ,y 2 ) yP(x,y) puntos que pertenecen a la recta 
por lo tanto : 

mp 1p2=mp1 p=mi9'" 

Substituyendo los puntos y el valor de la pendiente del segmento

~2 en la forma de la ecuación de la recta conocidos un punto y

su pendiente se tiene 

oblén 

Ejemplo : 

y-y2:Y2-Y¡ (x-x2)' 

x2-x 1 

Obtener la ecuación de la recta que pasa por los puntos Q(-1,4) 
y R(-2,-3). 



Datos 

Q(-1'4) 

R(-2, 3) 

P( x,y) 

Desarrollo 

f6rmu 1 a 

Y-l'1"Y2-Y1 (x-x
1

1 
x2-•1 

y-4 -1 (x-(-l)) 
-1 

y-4 = l(x+I) 

y-4 = X+) 

x-y•5=0 

EJERCICIO: 

Substitución 

y-4 3-4 (x-(-l)) 
-2- (-1) 

/ .!. 
1 

T 
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X 

Obtener las ecuaciones de las medianas del tri§ngulo cuyos vti!_ 

tices son los puntos A(-3,4),B(l,2)y C(-4,-3) • Recordar que -
la mediana es la recta que une el punto medio del lado del trl 
ángulo con su vErtlce opuesto . 

3g Forma de la ecuación de ta recta conocida su pendJente v su or 

denada al origen . 

Esta forma es llamada forma tangencial o Forma simplifJcada. 
El punto cuya ordenada aJ origen es b , corresponde al punto -

de coordenadas(O,b) .Substituyendo el valor de Ja pendiente y las 
coordenadas del punto en Ja fórmula para obtener la pendiente de

la recta , se obtiene la forma simplificada de la recta . 

Ejemplos : 

m y-b 
=7-0 

m =r.:.E_ 
X 

mx=y-b 

- • . j y==mx+b ~ 

1) Obtener la ecuaci6n de la recta cuya pendiente es -l y su -
ordenada al origen es 5 • 



Datos 

m=-1 
b=5 

fórmu 1 a 

y=mx•b 

Substitución 

y=-lx+5 

Desarrollo 

y=-x+5 

X+y=S 

x•y-5=0 
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2) Determinar la ecuacJ6n de la recta cuya ordenada al origen-

es 6.5 y su ~ngulo de lncl lnacl6n es de 135° 

Datos 

b-6.5 

•135° 

fórmula 

y=mx+b 

EJERCICIOS: 

substltuci6n 

y=tngl35°(x)•6.5 

Desarrol Jo 

y=-l(x)+6.5 
y=-x+6.5 

X+V.:.6.5 

X'"'Y -6.5=0 

1) Obtener la ecuación de la recta cuya ordenada al origen es-

3 ,y que es paralela a la recta 2x•3y-5=0 • 
2) Hallar la ecuación de la recta de ordenada al origen Igual a 

6 , y que es perpendicular al eje de las abscisas • 

40 Forma de la ecuaci6n de la recta conocidas su abscisa y su or

denada al origen. Esta forma es llamada Forma simétrica de la 

ecuaci6n de la recta • 

Sean_!, ..2, la abscisa y la ordenada al origen respectivamente 

por consiguiente los puntos formados son A{a,O) y 8(0,b) • La pen 

diente del segmento AP es la misma que la del segmento BP de tal 
forma que : 

ml\P''"BP 

Substituyendo las coordenadas de A y de B se tiene que 

y-O y-b 
x:a::.x:o 
y y-b 

x-a 
x{y)=(y-b) {x-a) 



xy•xy-ay-bx+ab 

xy-ay-bx•ab-xy 

-ay-bx·ab=O 

bx+ay=ab 

DJvldJendo todos los t~rminos entre l!J2 se tiene 

bx av ab 
ab·ab=ab 

Ejemp 1 os: 

I} Obtener Ja ecuaci6n de Ja recta que pasa por dos puntos ,u

no cuya abscisa al orJgen es 5 , y otro de ordenada al ori

gen Igual a -3 

Datos 

a•5 

b·-3 

f6rmu 1 a 

.! 
a 

V 
b • I 

Subst 1 tucl6n Desarrol Jo 

X V 
- ·- •I 5 -3 

-3x+5y=-15 

-3x+5y•l5•0 

. ·. 3x+5v-l5•0 

2) Los segmentos que una recta forma sobre los ejes cartesia-

nos X,Y miden -4 unidades y -2 unidades respectivamente , 

Obtener Ja ecuación de dicha recta 

Datos 

a•-4 

i>·-2 

f6rmuJa 

.! • .i: • ¡ 
b 

Ejercicio: 

Substitución Desarrollo 

8(.;_ Ll•8(1) 
-~ -2 

-2x-4y•8 
2x+2y+4=0 

Obtener la ecuación de la hlp6tenusa del trlfingulo formado por 

Jos ejes coordenados , si la abscisa al origen es -6 , y la DL 
denada al origen es 8 • 
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EJERCICIOS 

1) Obtener la ecuación de la recta que pasa por el punto (4,-2) y 

por Ja intersección de las rectas 2x+3y-5=0 • 

2) Obtener la ecuación de cada una de las mediatrices del triAng~ 

lo de ,;r11ces AIS,2),B(O,I) y C(-4,-6). 

3) Obtener la ecuación de ¡a recta paralela a 1 eje de las absci --

sas •et.:· a ordenada a 1 origen es ~· 
4) Obtener ¡a ecuacion del eje de i as ordenadas. 
51 Obtener 1 a ecuación de la recta que divide a¡ cuadrante 11 en 

dos par:es Iguales • 
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SECCJO:-.:ES CO~JC~S. 

Deflniclón.-Se denominan secciones cónicas a las curvas que pue-

den obtenerse de la Intersección de un plano , con u

no o dos conos circulares rectos • Estas secciones p~ 

eden ser 

\ 
\. ,. 

Ci rcunferencl a Elipse Par§bola 

Hiperb6la 
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ECUl\C 10:-l DE Lo\ C 1RCU:-<fERE,'-'C1 A. 

Deflnlci6n .-Es el lugar geométrico de un punto oue se mueve en -

el plano 1 de tal forma que su distancia a un punto -

fl jo llamado centro de la circunferencia es siempre

constante . A est~ distancia se le denomina radio de 

la circunferencia 

YQP 
u p 

1 

X 

Existen dos casos de la ecuacl6n de ta circunferencia. 

1• Circunferencia con centro en el origen (0,0l 

y 

~~~-+-~--Jr-.---l_j______,, 

X 

Como la distancia del punto P(x,y) al centro C(O,O) es cons-

tante ( r l 

r=IP 
elevando al cuadrado ambos miembros de la Igualdad 



A esta forma se le conoce como forma estandar , forma cónica o 
forma ordlnarlade la ecuación de la circunferencia 

Si la ecuación se desarrolla )' se Iguala a cero se llama Forma 

general de ta ecuación de la el rcunferencla. 

Ejemplos: 

J) obtener la ecuación de la circunferencia que tiene su cen-

tro en el origen , y que pasa por el punto (3,SJ. 

Datos 

C(O,OJ 
P( 3, 5) 

f6rmula 
2 2 2 

X +y =r 
Substltucl6n 
32.s2=r2 

Desarrollo 

9+25=r 2 

34=r 2 

.2.)'2=34 

x2+\· 2-34=0 
2} Obtener la ecuación de Ja circunferencia con centro en el~ 

rigen y de radio Igual a cinco. 

Datos f6rmula 
X2+)'2=r2 

Substltucl6n 
X2+/=52 

Desarrollo 

.2.y2=25 

x2+y 2-25=0 

C(O,OJ 

r=S 

EJERCICIOS: 

IJ Un punto se mueve en el plano de tal forma que su distancia 
al origen es siempre siete unldaes . 

2) Obtener la ecuación de Ja circunferencia con centro en el -

origen, en la cual uno de sus diámetros tiene como extremo 
a los puntos A(0,2) y B(0,-2) • 
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2•Cas0.Ecuacl6n de la Circunferencia con centro fuera del origen, 
ru.....u._,_ 

y 

k 

X X 

r=Vlx-hl 2+(y-kl 2 

Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacl6n se obtiene 

( r 12• ( \/
1

( x- h 1 2 + ( y-k 12 ) 2 

r
2-Cx-h) 2+ly-k) 2 

Si se desarrollan los binomios y se Iguala la ecuaci6n a cero , 

esta toma la forma general de la circunferencia 

que corresponde a 

en donde 

Ejemplos : 

x2+y 2-2hx-2ky+h 2+k 2- r 2 =0 

D=-2h 

E=-2k 

f=h 2+k 2-r 2 

C(D/-2,E/-2) )' r = 

l) Obtener la ecuación de la circunferencia con centro en el -

punto (2,1) y cuyo radio mide 3 unidades 

Datos 
C(2, l) 

r=3 

f6rmula 
(x-hl2+(y-kl2=r2 

Substltucl6n 

(x-2)2+(y-1)2=32 
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Desarrollo 

2) Obtener Ja ecuación de la circunferencia con centro en el -

punto (-3,2) y que es tangente al eje de las ordenadas 

Datos 

C( -3, 2) 

Ejercicios: 

fórmula 

(x-h) 2+(y-k) 2=r 2 

\t'Y 

~"X 

Substitución 

(x-(-3))2+(y-2)2=32 

Desarrollo 

(x+3J 2+(y-21 2=9 

x 2 +6x+9+y 2 -4y•4 -9:0 

. •. x 2+y 2+6x-4y+4=0 

1) Obtener la ecuacl6n de la circunferencia en la cual uno de 
sus difunetrso tiene como extremos a los puntos Q(-4,-8} y -

R(O, l ). 

2) Obtener la ecuación de la circunferencia con centro en el -

punto (5,-3) y que es tangente al eje de las abscisas. 

3) Obtener el centro y el radio de la circunferencia de ecuacl 
x2 +y 2+4x-8y+5:Q 
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EOl~CJO~ DE L~ ELIPSE . 

DeffnicJ6n.-La elipse es el lugar geométrico de todos Jos pun

tos cu\'a suma de sus distancias a dos puntos fJ tos 

llamados focos de la Jipse es siempre constante. 

El punto medio deJ segmento formado por Jos focos

se denomina centro de Ja elipse. 

¡ 

p 

,,,,-~ 
~E--~_!j 
~_./ 

____, __________ _., 
'f. 

Casos de Ja ecuaci6n de Ja elipse 

Iª Caso • El lpse con centro en el origen y focos sobre el eje de 

las abscisas 

Íy fl y f2 son focos 

1 v, y ''2 son vértices 
i e es el centro 

1 
V· 

X 

La suma de las distancias del punto P que se encuentra sobre -

Ja elipse a los focos es igual al doble de a , ya que si se hace 

coincidir el punto P con el \'értlce v1 (O,a) de Ja elipse, se 

tiene que 

dV¡f¡ +dVJl'2.v'ta-c) 2+(0-0) 2 • Vta+c) 2+(0-0) 2 

=V~+~ 
=- a-c+a+c 

=2a 
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Cono ésta suma de distancias es siempre constante para cualqul 

er punto situado sobre la elipse entonces 

elevando al cuadrad0 ambos miembros 

(x•cl 2•y 2=4a 2-4av'cx-c) 2./ + (x-cl 2+y 2 

4xc-4a 2 = -4a/ix-c) 2.y 2 

dividiendo entre 4 ambos miembros 

xc-a 2 =-av'cx-c) 2.y2 

elevando al cuadrado ambos miembros 

x2c 2-2a 2cx•a4= a 2 ((x-c) 2+y 2 ) 

x 2 c~2a 2 cx +a 4=a 2 (x 2-2cx+c 2 )+a 2y2 

x2c 2 -2a 2cx•a4=a 4x2-2a 2cx+a 2c 2+a 2y2 

4 2 2 2 2 2 2 2 2 a -a e =a x -e x +a y 

8 2( 8 2_c2) = (a2-c2)x2•a2y2 

dividiendo entre a 2 Ca 2-c 2 l ambos miembros 

.2 ,2 
I=~·~ 

a a -e 

b210 la ecuación 
-2-""2---, 
_.:__+ 1'.... = 1 

ª2 b2 

es por lo tanto 



i\OTA :Los focos estan sobre el eje X si el denominador de x2 es -

mayor que el denominador de y 2 y viceversa , l los focos es

tan Eítuados sobre el eje Y, si el denominador de y2 es ID.! 

yor que el denominador de x 2 • 

La exce-;itrlcldad de la elipse se simboliza por la letra~ Y 

es la relacl6n que hay entre el valor de e y el valor de a Esta 

relación nos da la configuración de la elipse 

e=~ a 1 e 7 O -- O 1 e 1 1 

si c/a que equl\'ale a : ~fa es un valor cercano a uno , 

entonces es pequei'lo, comparado con a , y por to tanto la elipse 

es larga y angosta 

Si e/a es un valor cercano a cero entonces , a se acerca al valor 

de b , y la ecuación tx 2ta 2 )•iy 2tb2 )•l se convierte en x2+y 2-a 2 -

que es la ecuación de la circunferencia de radio a 1 y de centro

en el origen.Por lo que se puede considerar a la circunf1 rencia -

como uní..I elipse Ge excentricidad cero 

Ejemplo: 

1) Obtener la ecuación de la elipse cuyos vértices son los puntos 

(0,9) .10,-9) • (12,0) y (-12,0). 

Datos 

(O, 9) 

(O, -9) 

112,0) 

(-12,0) 

Fórmula 
,2 y2 
-+-=I 
ª2 b2 

Substitución Desarrollo 

_i_.1.1 
12 2 (-9) 2 

~ +-1_2 •I 
144 81 

2) Obtener la excentricidadde la el lpse del ejemplo anterior • 

Datos Fórmula Substitución Desarrollo 
a•l2 e•c/a 12 2-92+c 2 

144•81•c2 

b·9 a2c:b2+C2 c • 'fí.f.1-81 
c•VOJ 

C•7.93 

e•7.93/12 e•o.66 
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Ejercicios: 

1) Obtener la ecuacl6n de Ja elipse de centro en el origen que 
satisfaga que un foco es el punto {0,5) y e=l/2 • 

2) Obtener la ecuacl6n de la elipse de centro en el origen 
v~rtlce (9,01 y e•2/3 . 

2v Caso Ecuación de Ja elipse con centro fuera del origen {h,k) 

y 

(h. b+k l 
)' 

~~-~(a+h,k) 
~ 

( h' k·-b J 

h+c 

En este caso el valor de las coordenadas (x,y) del punto que -

se encuentra sobre la elipse corresponden a (x-h,y-k) por tanto -

si el eje mayor es paralelo al eje X , la ecuacl6n toma Ja forma: 

(x-h) 2.tv-ki 2• 1 
ª2 b2 

Si el eje mayor es paralelo al eje Y la ecuación toma la foL 
ma 

(x-h) 2.tv-ki 2_ 1 
b2 ª2 -

Si se desarrollan tos binomios y la ecuación se iguala a cero

esta toma la forma general de la ecuación de la elipse 

a2 tx 2-2hx+h 2 )+b 2 ty 2-2ky+k 2 )=a 2b2 

a 2x2-2a 2hx+a 2h2+b 2y 2-2b2ky+b 2k2-a 2b2=0 
a 2x2-2a2hx+b 2y 2-2b2ky+a 2h2+b 2t 2-a 2b2=0 

Esta ecuación se puede escribir de la forma general 
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en donde la correspondencia es : 

A•a 2 

C=b 2 

D=-2a 2h 

E=·2b 2k 
f=a2h2-b2k2-a2b2 

EJempl os : 

1) Obtener la ecuaci6n de la elipse curo centro es el punto 
(8,2) sus vértices son (10,-2) , (8,-1) 

Datos 
C(8, -2) 

V,( 10, -2) 

\i( 8. l) 

Desarrollo 

a•2 
b=I 

f6rmula 

(x·hl 2.ly·kl 2• 1 
.2 b2 

\~(h•a,k) 

\~(h, k+b) 

(x-8)2. ly•2l2 •I 

4 1 

x 2-J6x+S4•4(y 2+4y+4)=4 

x2-16x+S0+4y 2+1Sy•l6•0 
• •• x2 +4y 2-16x+l6y+76=0 

SubSt J tuci6n 

8+a=10 

·2•b•-I 
(x-8)2.(y-(-2))2=1 

22 1 

2) obtener el centro, focos y vért Ices de Ja el lpse 

9x 2+4y 2-54x+8y•49=0 

A•a 2=9 -; a=3 

C•b2•4 -; b=2 

D•-2a 2h=-54 -; h=-54/·2(9) -; h=3 
E= -2b 2k=8 -; k=S/-2(4) -1 k•-l 

f+ a2h2+b 2k2-a2b2=49 
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C(h,k)-. C(J,-1) 

F 1 1h•c,kl 

F2 (h-c,k) 

vi (h+a,kl 

V2 (h-a,K) 

V3 (h,k•b) 

V4 (h,k-bl 

...., f¡ (J+V'0,-1) 

f2(J-V!,-1) 

..-, V 
1 

6, -1) 

v
2 

(O, -1) 

....,v3 < J, 11 

_,y 4 ( 3. -3) 

Ejercicios: 
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1) Obtenerla ecuacl6n de la el lpse con centro (4,4) y vértices 

V
1

( .i,7), V
2
(-l,4), V

3
(4,1) y V

4
(9,4). 

2) Obtener el centro , focos y vlirtlce de la elipse 

4x2+9y2+24x-36y+36=0 



EQ.l.\CI0:-.1 DE L.\ PARABOL.\. 

Deflnlcl6n.-Parab61a es el lugargeom~tríco de todos los puntos -

equidistantes de una recta fija llamada ditect\'riz(Dt 

v de un punto fijo 11 amado foco (f). 

·f· 
D 1 Y 

X 

Casos de la ecuación de la par§bola. 

Iª Caso.- Par§bola con vértice en el origen 

el e Je X. 
vele parab6llco en 

Ejemplo: 

dPD = dl'F 

V(x•p/2J 2+(y-yJ 2 
= V(x-p/2J 2+ ( O-y) 2 

x2•px•..E_2 x2-px+..e_2+y2 

4 

• • V=2px ¡ 

Obtenerla ecuación de la parab61a cuyo foco es el punto (-2,0J 
y su vértice esta en el origen • 

Datos 

f( -2, O) 

V(O,O) 

fórmula 

y=2px 

Substitución 

(p/2)=-2 

y 2•2(-4) 

Desarol lo 
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y 

X 

EJERCICIO : 

Obtener la ecuacl6n de la par§bola de v~rtlce en el origen y -

foco en (3,0) • 

20 Caso.- Ecuacl6n de la par§bola con v~rtlce en (h,k) y ele para 
lelo a uno de los eles coordenados • 

Sise escogen ejes paralelos a los cartesianos, por translacl6n 
se tiene que : 

y Y' 

por tanto la transformacl6n es 

x'=(x-h) , y'•(y-k) 

(y-k) 2• 2p (x-h) 

V{h, k) 

F(h+p/2,k) 

X 

SI se desarrolla ~sta ecuacl6n y se Iguala a cero se obtiene -
la forma general de la par§bola 



y2 +Dx+Ey+f=O 

1
2-2ky+k 2·2px-2ph 

y2-2px -2ky +k 2+2ph•O 

en donde Ja correspondencJa es: 

D•-2p 

E•-2k 
f·k 2+2ph 

Ejemplo 

Obtener las coordenadas del foco , y Ja ecuación de la dlrec-
trfz de Ja siguiente parábola : 

D·-2p•-6 --. p•3 
E•-2k•-6 -. k•3 
f•k 2+2ph•39 --.h•S 

,2 -6x-6y+39•0 

(y-kJ 2•2p(x-h) 
(y-3) 2•6(x-5) 

f(h+p/2 ,k) --+ f(5•3/2,31 f(l3/2,3) 

Directriz x=h-p-. x=S-3/2 • •• x•7/2 

EJERCICIOS: 

l) Obtener las ecuaciones de las parabólas que satisfacen las
siguientes condiciones 

a) Eje paralelo al eje X ,y que pasa por el punto (8,7) y -

vértice en (4,2) • 

b) Vértice en (3,-2) y foco en (3,4) 

2) Obtener las coordenadas del foco , Ja ecuación de la direc
triz y dar la ecuación en forma estandar de Ja par~bola : 

r 2-8y-3x•22=0 
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EOJACIO DE U. H!PERBOLA • 

Definición.- Es el lugar geom~trico de todos los puntos tales que 
Ja dJferencia entre Jas distancias desde dos puntos -

fitos llamados focos . n Pes siempre constante. 

v
1 
(-a,o l 

V
2

( a, O) 

v
3
¡o, bl 

V
4

(0,-bl 

F
1 

(c,O) 
F

2
(-c,O) 

Asintota.- Es una recta tangente a una curva en eJ infinito 

V1v2 Es el· eje transverso 
v3v4 Es el eje conjugado 

t• Caso.-Ecuacl6n de la hipérbola con centro en el rigen v ele -
transverso igual aJ eJe X. 

La distancia del punto F2a P menos la distancia del punto P a
F1 cuando P9x,y) es Igual al vértice V(a,O) corresponde a : 

por tanto 
1 F2P-PF1 j • l Cc+2al-c 1 •2a 

1 dr,p-d¡:-;:p 1 •2a 

(x+c) +y -Y(x-c) 2+y 2 =2a /.¡ 2 ~ 2 1 

efectuando operaciones an§logas a la deducción de la elipse se ok 
tJene : 

x2 v2 
·;;rc-z:;z=1 

como a z e entonces c 2-a 2 z O , y adem~s si se substJtuye a 
c

2
-a

2 
por b2 se obtiene ta ecuación estandar de la hipérbola : 

x2 )'2 
-;r b2·1 

Y se cumple con la relación 



Ejemplo: 

Obtener la ecuacl6n de la hlp!rbola con centro en el origen 
v~rtlces (8,0) y (-8,0) , focos (10,0) y (-10,0) • 

Datos 

vi (8,0) 
V2 (-8,0) 

F
1 

( 10,0) 

F2 (-10,0) 

F6rmula Substltucl6n 

x2 2 
-;]! -~ =l 

8 6 

X 

Desarrollo 

64•b2=100 

b2=J00-64 

b2 =36 

b·6 
x2 2 

- -.L =l 
64 36 

36x 2-64y2 =576 

36x 2-64y2-576=0 
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2•Caso.-Ecuacl6n de la hlp!rbola con centro en (h,k) y eje trans
verso paralelo al ele X 

C(h,k) 
v1 (h+a,kl 
V

2
(h-a,k) 

f 1(h+c,kJ 
f 2lh-c,k) 
P{x+h,y+k) 
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Sl los ejes de la hipérbola son paralelos a los ejes coordena
dos , la transformación por translaci6n es : 

x'=(x-h) , y'•(y-k) 

_(x-hl 2_(y-k) 2• 1 
ª2 b2 

Desarrollando ~sta ecuación e igualando a cero se obtiene la -

ecuacl6n general de la hipérbola, 

b2 (x-h) 2-a2(y-k) 2=a2b2 

b2 (x2-2hx+h 2 l-a2y2+2. ky- k2- b2=0 

b2(x 2-2xh+h 2) -a 2(y 2-2ky+k2 )-a2b2=0 

b2x2-2b 2hx•b2h2-a2y2+2a2ky-a 2k2-a 2b2=0 

Esta ecuacl6n tiene la forma de : 

en donde 

A=b 2 

C=-a2y2 

D=-2b2h 

E=a 2k 
f•b2h2-a2k2-a2b2 

Ejemplo: 

Ax 2+cy 2+Dx+Ey+f=O 

Obtener la ecuacl6n de la hipérbola que tiene un foco en (-2,3) 

y vértices en (-2,3) y (6,3) 

Como : F(-4,3) corresponde a los valores (h-c,k) 

V1(-2,3) corresponde a los valores (h-a,k) 
V2 (6,3) corresponde a los valores (h+a,k) 

+h-a=-2 
h+a.,.. 6 

2h =4 
h•2 

2-a•-2 
B•4 



h-c•-4 

2-c•-4 

~ 

a2+b2•C2 

16+b2·36 

b2·3o-16 

b2 -20 

(x-2) 2 

16 

Ejercicio: 

(y-3)2 •• 

20 

Obtener las coordenadas del centro , los vértices y los focos 
de la hipérbola cuya ecuacl6n es : 

9x2-4y2•36 
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TEORIA DE GRAFICAS. 

Deflnlcl6n.-Se da el nombre de gr6fica al modelo geométrico -
que representa a un problema. 

Las gr~ficas nos permiten apreciar visualmente las caracterts

ticas del problema que representan , como podrtan ser sus simetrl 
as y su estructura. 

Las gr5ftcas pueden estar representadas por 
a) un diagrama de flujo. 

b) El plano de una ciudad • 

• c)Las rutas de transporte o de repartidores 

d) Electrocardiogramas 

e) Organigramas 
f) Diagramas de Venn Euler , etc. 

Las gréf tcas constan de ~ y .!..!..!.!!...!· 
Vértice .-Es aquello que no tiene dimensiones 

Arista.- Es ta sucest6n de puntos alineados , las aristas pu~ 

den ser rectas o curvas 

Las gr§flcas se pueden clasificar en : 
a)Conexas .- Que son las que constan de una sola parte • 

conexa no conexa 
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b)Completa.-Es la que tiene unidos todos sus vértices mediante 
todas las aristas posibles de dibujar • 

L LJ 
Gr§f lcas completas Gráficas no completas 

Ejercicios: 

Cuales de las siguientes gráílcas son 
a) conexa 

bl no conexa 

c) c.ompleta 
d) no completa 
e) completa y conexa ~-

l) 2i n 3) EJ 4) A 

PASEOS EULER!ANOS. 

Definlci6n •• Se da el nombre de paseo Eulerlano al trazo con

tinuo que recorre toda la gr§flca , que se hace 
sin levantar et J§piz v sin pasar por una misma a 

rista dos veces . 

Se denomina~ si el paseo no términa donde se inició ,y 

se denomina cerrado si el trazo termina donde se inició • 

¿La siguiente gráfica puede admitir alguno de los paseos eule· 

rianos ? 



--, 

La respueta es si , ya que sl se llega a un vértice con una a

rista, se sale de éste con otra arista diferente , formando pa-

res de aristas • 1as de entrada y las de salida. 
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Si al final se llega al punto de partida , todos los vértices -

van a tener valencia par ((Valencia de un vértice 1 es el número

de aristas que entran o salen del vértice ) , y si no es asl en-

tonces habr~ s6lo dos vért Ices de valencia Impar , el del Inicio 

)' el del final • 

El matem5tico Leonard Euler enunci6 dos teoremas acerca de los 

paseos , y som-n : 

Teorema l.- Una gr5fica admite un paseo Euleriano cerrado si y 
sólo si es conexa y la valencia de todos sus vértices es par 

Teorema 2.- Una gr5fica admite un paseo Eulerlano abierto si y 

sólo si es conexa y dos de sus vértices tienen valencia Impar • 

En esté capitulo se debe de hacer hincapié sobre la Importan-

eta de las demostraciones de teoremas , de no confundir hipótesis 

y tesis , adem§.s de lo Importante de la generalizacl6n 1 como lo 

es el caso de las gr§.ficas que admiten un paseo eulerlano 1 se 

pueden verificar las condiciones pedidas para una o m~s , pero es 

tardado hacerlo para cada gr5fica , por eso es que se obtienen -

las caracteristlcas comunes en todas las gr§flcas, y se general!. 

za mediante un teorema, que se demuestra una sola vez 

Demostración del teorema l de Leonard Euler • 

Como ya se estudió en un curso anterior de Lógica el conectivo 

SI y s61o si es la blcondlclonal P ~ Q = {P->Q)A {Q->P) , por 

tanto se divide en dos partes la demostración • 

11 Parte 

HIPOTESIS 

TESIS .-

Si una gr5fica admite un paseo eulertano cerrado en-

tonces es conexa y la valencia de todos sus v~rtices 

es par 

La gr&flca admite un paseo eulerlano cerrado • 

La gr5f lca es conexa , y la valencia de todos sus 

vértices es par • 

OaOSTRAClo:-1 .- Por hacerse la gr5flca sin levantar el 15plz es=. 

conexa , y a la vez , al ser el trazo continuo si se 

sale del prier v~rttce con una arista y se llega a -
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otro , se sale de éste otro con una arista distinta 

como no se pasa por ninguna arista dos veces se 

forman vértices de valencia par , por ser un paseo e~ 

rrado se termina donde se empez6 , formando asl el fil 
timo vértice de valencia par • 

Por tanto si Ja gráfica admite un paseo euleriano cerrado , es 

conexa y la valencia de todo sus vértices es par • 

21 Parte - SI la gr§flca es conexa y la valencia de todos sus -
vért lces es par , entonces admite un paseo euleriano

cerrado. 

HlPOTESlS - La gr§flca es conexa y la valencia de todos sus vér
tices es par • 

TESIS - La gr§flca admite un paseo eulerlano cerrado • 
DEl\DSTRAClO~ .- Por ser la gr§flca conexa est§ formada de una so

la parte , y además por tener sus vértices de valen

cia par el trazo que recorre toda la gr§f tca es con

t lnuo , ya que de no ser ast se tendria que regresar 

por la misma arista , o levantar el f§plz para dibu
jar otra arista , y se formarian vértices de valen-

cla Impar , también por tener todos sus vértices de 

valencia par , el vértice final coincide con el Ini
cial , formando un recorrido cerrado. 

Por tanto si la gr§flca es conexa y la valencia de todos sus vér
tices es par , entonces admite un paseo eulerlano cerrado. 

Ejercicio • 

<Cuales de las siguientes graflcas admiten 
a) Un paseo Eulerlano abierto? 

b) Un paseo eulerlano cerrado? 
c) ninguno de los paseos 1 
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2) Demuestre el segundo teorema de Leonard Euler • 
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