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INTRODUCCION 

Desde hace tiempo les flsicos crelan que todo movimiento 

periodico compL1estc de un punto· <oscilación cornpleja.1~ la 

osci !ación mecar11ca ce .._r: punta de una cuerda sonora o 1 a 

oscil3c1°:11·1 electrom5.·:¡n€•t:·.:.:i. o bien la oscila.c1or1 1-f;:llacio1-1-J.d·.:> i:c. 

es deci1- , el rnov:n.ento pe:-1-:idico compuesto visto como la sur:·.¿;, 

!finita o infinita) de oscilaciones armonicas simples 

miSl!lO pertodo. La sepe;:-~.r.icn de una oscilac1on armón~ e¿. 

correspondiente a la fi-ec ..... encia. aada ~., que forma oarle ce 

movimento peri0d1co compuesto tiene gran 

Los f1s1cos obt1enen ~al seoarac1on de la oscilación armónica 

a partir de un movimiento 1-eal con ayuda de aparatos especiales 

llamados resonadores. El matemático, si tiene dado el movimento e~ 

cuestión con ayuda de la función periódica s=f(t), obtiene esta 

separación por medio de cálculos. Calcula simplemente los 

coeficientes de Fourier a~ y bk de esta función y entonces el 

k-ésimo armónico respectivo tendra la forma siguiente: 

Es por esto que el presente trabajo pretende describir 

algunos aspectos numéricos para el cálculo de los coeficientes 

antes mencionados. 



Para plantear un panorama .11ás e:-:plicito de las aplicaciones 

de los coefici8ntes de FouT1er cabe mencionar un ejemplo prActico~ 

tal es el caso de las pruebas de vibración y estimación de 

propiedades dlnamicas del PUENTE DE TAMPICD, TAMAULIPAS. 

Se describe el dipositivo instrume11tal empleado durante el 

i::.3Í 

el prercedimiento num..?1--:.co utili:;:ado para el procesamiento de la 

De los resultados del an~lisis especial 

SE:· identificaron va1-1os periodos naturales de vibrai- su 

caníigurcic1on. 

Ccnsicer~ndo como el puente m..;.s i mpor tant e de! el 

Puente Tampico se proyect·~ para da1- co11tinu1dad 

Costera del Golfo. el P ... ;nuca. La 

designaciori del sitio del c1-uce del r!..o íue el 1-esul tado del 

estudio exhaustivo de varias alternativa~, el igienclose el sitio 

denominado como el 106 1 ya que representaba la menor longitud y en 

consecuencia la opción más económica; la elección una 

estructura mixta atirantada se debio a las ventajas estructurales 

que representaba. 

Dada la escacez de información relacionada con el 

comportamiento real de puentes atirantados, la SECRETARIA DE 

COMUNICACIONES Y TRANSPORTES, a través de su Dirección General de 

Carreteras Federales, decidió relizar un conjunto de pruebas en el 

Puente Tampico con el objeto de evaluar su comportamiento dinámico 

a partir de la medicio11 de vibraciones ambientales y vib~aciones 

libres produ~idas po~ la libe1-acio11 repentina de una masa sujeta a 

la superestructura del pµente. 
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Los resultados de las p1·u~~as ~1 un adecuado prog1·ama de 

monitoreo de la estructura permitirAn estimar los cambios que se 

generen en las propiedades de la misma co1no resutado 

fenomenos de corrosión, fatiga, perdida de tension 

de 

el 

los 

los 

tirantes, p~rdidas de preesfuerzo , ·otr·os factore~ 

su compo1·tdmiento estructui-al. 

qut:i :nod ! f ii:on 

estudia1· ics r·esultados Lle las medicio11es dentro oei e un t E'·.~ tri 

un an-?t.l1sis di.2- f1·ec:u2ncia.s, tt>cnica que basa sus ;:'rocedimientos er1 

la decümposici,_:in de una seiíal en sus diferentes componerites.. las 

causas e~ estudian por separado o a partir de se 

construye1·on funciones que p1·oporcio\1e1¡ informacir:cn ni.as- 1-e1e~1dntr.:. 

Particularmente, la información obtenida de de 

trace ion 1-esuta ú11ica ei, su ge11ero~ debido a al dispor1ib~ l1dad d& 

acceso a obras de esta magnitud para 

par~metros estructurales. 

la identificac1~~ de sus 

Entre las caracleristicas estructurales más relevantes del 

Puente Tampico, cabe mencionar su longitud de 1543 mts y un claro 

central de 360 mts con una altura maxima de 50 mts sobre el nivel 

del mar; destaca también su estructuración mixta, unica en su 

género en construccón de este tipo, constituida con tramos de 

concreto presforzado en los accesos y el 85X de su calro central 

con develas de acero ortótropico con sección trasversal, tanto en 

el acero como el concreto; el sistema de apoyo fo1-mado por 19 

pilas y dos caballetes extremos; destacando la altura de las pilas 

y la profundidad de su cimentación que llega a 

sobre el nivel del mo1- y una. profundidad mayor· 

124 

que 8(1 mts, 

mts 

asl 

como las 44 ti~antes en c!1sposici2n de seniabanico. constituidos 



por toranes galban:~adc~ oe 1.6·:J cn1 de diametro v anclad1Js de 

manera permanente en los m~stiles ü pilones, per1~itiendose el 

tensado desde los puntos de anclaje en Ja linea media de la 

calzada; el tirante 1n~s largo supera los 200 mts de longitud. 

La de esta 

1-equ1erL~. pcr una. p01·tt::. de u11;-:; soi i.r.:1 toc.:.on 

de µe- ot~-i~ Oci.rt~ 

ldent1fic~:i~11 oe los 

pa1-.á.met1-os est1-ucturalEs de 11itf::·,-.:..,.:;:.. 

tipos dí:? sc•l1c1f.;ac1ones: la pt'·irr1e1-o se tibtu'/O de l" e:-;citacii.:in 

ambient¿1l p1oducido r:,¡- ! -.c.ip.;;Jl<r1ente por el t1·.:1nsito dt.: vs-h1 1:uio=. v 

el viento dominatE ei·¡ 1::. 201-12. del puente: la segunda se genei-o con 

la descarga instantanea de una masa de 

--previamente sujeta al puente por medio de un cable al centro de 

la estructura met~lica del tablera-- acasici1~T~dose en consecuencia 

la vibración de Ja superestructura. A esta 

denominará prueba de tracción. 

úl ti na pi-ueba 

El dispositivo experimental que se utilizo consta 

servoacelerómetros, un acondicionador de seKales, 

analógico digital, un analizador de espectros 

microcomputadora personal. 

se le 

de dos 

y una 

Los servoacelerómetros captan directamente los movimientos 

vibratorios en los puntos de medición seleccionados y los envian a 

través de cables a Jos acondicionadores de seHa! en donde se 

ajustan a niveles de medicion apropiados. Del acondicionador SE 

transmiten las seftales 2 un analizador de espectros y directamente 
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i:s la computadora a traves dl un convert1do1- ¿¡r1aióg1co digitdl. 

El utilizai- un anal:zador de espectros prese11ta la ve11taja ce 

observar las se~ales procesadas en diferent~s pu11tos de medición ~, 

e11 co11secuencia estima1- algu11os pa1-~metros est1-ucturales dura~te 

la •1er1t =:tja ue 

ti em¡..:o, informacit.'.:.·r-, C.;:;;-

resulto d~ grcin utilidac .:..~n el cL:...lcul..:., del arr-ort1guam1entv. 

de Ja señal c:onocirJo como T1~ansforma.d.:: 

R~p1da de Fourier 

x(f 1 ( J) 

donde x<t) es la ser'íal registrada, define la vibración ce 

medición, es la frecuencia de análisis. 

Esta expresión define la forma que una señal se distribU}'e 

con la frecuencia. Si al resultado de esta expresión se le 

calcula su módulo y se eleva al cuadrado se obtiene el espectro de 

potencia de x<tl. 

Por otro lado, durante el proceso de medición se pueden estar 

registrando varias señales simultáneamente por lo 

calcular su función de correlación cruzada, esto es: 

R ( rli 
xy 

!/T J x<t)y(t+n) dt 

(l 

(2) 

que se puede 

donde y(t) represent¿¡ otra de las se!"!ales registradas, y .. es ·~n 



tiempo de retra:o. Esta func~~,, permite estimar en que orden una 

sefia! se correlaciona can otra, en que medida las seña:!es fu12ron 

originadas por la misma fuente ¡con que retrazo, y detecta1 .. la 

pi-eser.e ia de ruido o señales extraf~as. Cuando la e e uación (2J se 

ap 11 ca sobre lo misma sefíal se obtien<= 

autocorrelac1ón: 

!/T J Mlt)K(t~R) dt 

... 

funcicn 

( 3) 

Utilizando el concepto de la trnsformada de Fourier ( l)' 

las ecuaciones (2) y (3) se obtienen: 

F (f) 
xy 

F Cfl 
XX 

J Rxylt) e-J 2nft dt 

o 

t 

J Rxx<t> e-j 2 nft dt 

o 

(4) 

(5) 

de 

en 

las que se conocen como las transformadas de las funciones de 

correlación y autocorrelación, respectivamente. 

Una aplicación de la función Fxylf) consiste en el cálculo 

del ángulo de fase entre dos señales, el que se define de la 

siguiente manera: 

tan-! ( O:qdfl/C,:y-lfll (6) 



donde Qxylfl y Cxy(f) represenlan la pa1-te imagina1-ia real, 

respectivam<0nte, de Fx\'lf). La f 1 si e o dt· es te 

concepto se basa en el hecho de que para cada frecuencia 

el ángulo de fase correspondiente es cercano a O o a 180 qrados. 

La;, transfoi-rnadas d9 las f'unc1ones de 

au tocor-1- el ac l '::1n resultan de L1tilidad en el e .:1 l cu l ,-. \JE 

... :·: ,. ' f 1 F' :'.y ( f \ I F :-· " ; i ~ F' ,. ·• é f ) 1 ~-') 

Hxylfl F~y(f) FHxlf) (8) 

la funci':'.:n-1 de 

tronsfe1e11cia la 

seflal ¡\l:•. 

La priincipal utilidad de la función de coherencia radica en 

que proporciona una medida de grado 

señales. 

de 1 inealidad 

Los valores de esta función van de O a l. Cuando 

entr·e dos 

SE 

el valor de 1.0 se dice que existe una 

entre las señales. 

perfecta relación lineal 

Lo realizado abre una nueva etapa en Jo que respecta a los 

programas de Mantenimiento y Conservación de Puentes, ya que con 

ayuda de técnicas de análisis de señales y programas de monitoreo 

adecuados, se pueden estudiar los cambios que suf1-en las 

propiedades el~sticas de este tipo de es true iui-a.s ~ ).' en 

consecuencia tomar 

fallas estruc~urales. s•n olvldac que sG pur:>den 
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ot 1-c., 

tipo de obras civiles. 

Con el ejemplo anteriormente dado se observa la importa.neta 

de los result6dos obtenldos a los coeficie11tes de 

Four-ier nuevas de opoi-tunidad los 

estudiantes en las a1-eas Fi-=:ico-M0tl?mat1cas: .• 
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GENERALIDADES 

Sea f(tl una func10n dada, con periodo 2l. supongamos que 

f ( t ) I [ ( J) 

'.=l 

es decir, ella )"5 es l~ sums d~ cierta serie trig0nornetrica oara 

toda t, excepto tal vez pat·a algunos v2<lo1·es. La pregunta es: 

Se obser~ar~ que 

trigonométrica quE 

ios coeficientes b 
l 

de 

)¿ funcio11 per1od1ca 

la 

periodo 2l. pueden ser calculados por las siguientes fórmulas. 

CDS 

- 1 J bk --l 

-1 

sen 

~t f(t)dt 
1 

~t f<t>dt 
l 

k=O, l ,2, ••. 

(2) 

k=O, 1 ,2, ••• 

de 

Los números ak y bk que se calculan por éstas fórmulas se 

llaman coeficientes de Fourier de la función f(tl la serie 

trigor1om~trica (lJ Is cual ve:: de cc.nt ient.- los 

coeficiente-3 respect1v:::. d€: F0ur·1er i-ecibE· el non:t,1-E dE· 

Fourier de la func1011 ~:t· 

9 



Se deduci¡-,in las fu,-n1ulas (2) consider¿,.ndG que l ¿¡ funclon 

pe1-iodica f<t> de periodo 2l s~ desari-olla En SE1·ie trigonon1ét1·ic6 

la CL1al conver·ge a ella. 

10 



CONJUNTOS ORTOGONALES DE FUNCIONES 

Sean q, ( x) 
m 

y <P ( x) dos 
n 

fu11ciones de valor real que 

estan definidas en un inter~alc :ó b son tales que la 

integral del producto sobre e:e inte1·valo 

e:{iste. ~enotaremos esta ii1tegral poi· ·1' • 'P ¡. m .n 

Poi~ tanto 

tJ 

( l ) -;t·m .1, J t/1 ( ;-:) rf.·n (>.) d·· 'n ¡T• 

3 

Se dice que las funcio11es son 01·togonales ~obrE el i nt:er va lo 

a:Sxs;b si la integral (J) es igu¿>\ a cero, es decir 

b 

(2) ( </Jm ' q,n l .r 

Se dice que un conjunto de funciones de valor real 

<t>
2

<x>, <t>
3

<x>, <f;'+Cx~, ••• es un conjunto ortogonal de funciones 

sobre un intervalo a S x S b si estas funciones están definidas 

sobre ese intervalo y si todas la integrales e if.'m , q,n ) e>:isten y 

son cero para todos los pares de funciones distintas en el 

conjunto. 

La ralz cuadrada no negativa de < </>m ' <Pn ) se llama norma 

de rpm (;:) y generalmente se denota por 11 4•m 11 de donde 

C3) / . .¡ 
( ·'P 

m 
i, ) 

'n 

11 

2 ,¡, 

.,.,"' ()() d:< 



EJEMPLO 

Las funciones 1, cos x, cos 2x, ... , cos n,r, sen X' sen 2x 

1 ) 

2) 

3) 

2rr 

sen n>\ forman un conjunto ortogonal 

O ~ )~ 2: 2rr. 

2n J sen mx cos nx dx 

o 

2rt J sen mN sen nx dK 
(l 

2rt 

f ces 
o 

mx cos nx dx 

Demostración ll 

o 

{ 
o 
ll 

{

o 
rr 
2rr 

n ;é m 

íll ;X 

m 
m 

Aplicando la identidad trigonométrica 

n ?' O 
n O 

sen m ces n 1 /2 [ sen ( m+n) + sen ( m-n) ] 

2rr 

sobi-e 

J sen mx ces nx dx 

o 2 
J [sen lm+nJx + sen <m-nlx ] dx 

o 

13 

el 



2n 

- J_ r sen (m-+n)>. dx + 
- 2 .. 

u 

ces <m+11)1: 

$1 

Si m = n >' O, e~ ulili:.:a 

2n } J sen (m-n) x d,. 

o 

121T 
1 (l 

cos 

identldad ti-igonome-tc ica 

sen 28 = 2 sen 8 cos 8 se obtiene 

2rr 

2n 

J sen mx ces n• d• 

(J 

Demostración 2> 

2n J sen m• cos mx dv 

>) 

sen 2mx dx 
2 

4m 1

21'1 cos mx 
o 

Utilizando la identidad trigonométrica 

o 

sen m sen n 1 /2 [ - ces <m+nl + cos (m-n> ] 

2n I sen mx sen n~ dx 

o 2 
J [ -cos (m+ni>< + cos <m-n)y ] d>: 

(' 



2rr 

Si 

2n 2rr 

J cos <m-n>>: d>~ 
2 J CDS 

o 

l 
2 ( m-·,~1) sen 

o si n1 ;;r= n 

2n . J sen mx sen n,. d;; 

o 

o 

( m·-r1) x I ~" '-' 

2n J sen
2 

m:·: d'' 

o 

2r. 

(m+n) t-: d>: 

sen <m·t·n) >-

1 J' 2 1 - cos 2mx ) dx 

(l 

dx -
2 

cos 2mx dv. 

n 

Demostración 3> 

Utilizando la identidad trigonométrica 

ces m cos n 1/2 [ CDS (m+n) + CDS <m-n) ] 

J CDS mx CDS nx dx 

-o 
r [CDS (m+n)H • CDS (m-n)H] dH 
- (; 

15 



- J' C: (l S ( HH- ¡-, ) :·; d ,-
2 

(1 

(m+n) .·: 

Sl 1ll ~ \¡ 

l ~n (} 

2n 

l. cos {m-r-1) ;. dv 
·2 . 

(\ 

J +----sen (m-·n);. 
2( m-·n) 

Utilizando !a ide 11tidac! tr igonomE>tric~ 

y haciendo m 

2 
ce::; e 1 /2 ( 

n ~ O se obt1e11e 

2n I cos mx cos n" dx 

o 

+ cos 28 

2n I cos
2 

m>: 

o 

21T 

2 I 1 - cos 2mx ) dx 

o 

1 
2 dx 1 +---

4m 
sen 2mx 

n 



En un espacio euclidiano ru, todo conjunto ortogondl de 

elementos no nulos F.s indep211diente. 

Demostrac1ór •• 

Sea {f-r.(,~:>) un conjdntc· or-togrJnal de elementos no 

V, y supongamos que e~~s~e ~-~ c~·nbinac1ón 1i:iea1 

Formando el siguente p1-oducto &scala1-

+ ••• + ªn</>n (~), fi 

( ~)' 

(Xi, 

f. 
l 

f. 
l 

> + 

Como son diferentes de cero 

ortogonales se tiene 

a. < 1'-
1 l 

entonces 

d o 

17 

f. 
l 

los elementos 

> ?' o 

de 

(>:)' 

t""'tUlúS dé' 

elementos 

o 

o 

>= () 

y 



SERIES DE FOURIER 

Por serie trigonométrica entenderemos una serie de la forma 

l a cosn·. - b sennx ( l) 
n n 

dor1de las a,b y A so11 co1·1sle11le~. 

b 
n 

Si la serie de la foi-ma (1) cc•11ve1·ge pa1-a cualquier valoi- de 

ªn y 

Pe~o si converge e11 c~alqu121 1i1te~~alo cerrado longitud 

2n. deb~ por la periodicidad a~ las senn.-, '/ CúS1l:·~ 

converger p.:i1·a cada ',/éJ.}üJ" dE X y en con<:~.ecuenc i a 

periodo 2n. Por lo tanto es necesario unicamente con el 

intervalo 2rr, el comportamiento de la serie para otros valores de 

se conoce completamente cuando sus propiedades para este 

intervalo están determinadas. 

Para observar Ja naturaleza y comportamiento del las series 

del tipo <1>. haremos uso de las siguientes fórmulas. 

L 

I sen 

-L 
[ k~x J dx 

L krrx - -¡m- CDS -L--

kr; 
CDS <krr) 

L 

18 

L 

'-L 

"'- _L_ CDS (-krr) 
krr 



L 

J C05 

-L 

f L [ mnr, ) [ nnx ] cos -L-- cos -L--

-L 

I L [ mrrx ] ( nrrx ] sen -L-- sen -L--

-L 

o 

L luo: -r:r;- sen -L--
l L 

l_L 

L -r:r;- s2n < ~~n) ~ 
L 

--¡-;;--

() 

(m-n}rL.: 
L 

+ l:OS 

m "' n 

dx ;: + J L(cos 

-L 

<m-n)rrx 
L 

- cos 

(l 

19 

sen (-kn! 

/.m4-n)n}·: 

L 

(rn+nlrrx 
L 



L 
n •. rr. ;~: 

I 

CDS 
nnx 
-L- d,: 

L 
2 nnx 

sen -L--

-L 

L 

o 

-e-

L 

I 2 nrrx 
cos -L-- - 1 dx - -

2
-

-L 

L 

(m-nlrn·. (m+; .. 1) ;I.H 

L 
.¡.. se·n ----L---

.f
. L f 
-L . 

2n"'' l 1 - CDS--,-.... -~. •...: 

I_) 1 + 

m (l 

2n,,-;-. J cos --L--

m n 

dx 

2(• 



Si la serie A + \_).J <a casnx + b sennx> es uniformemente 
L.-1=1 n n 

convergente en el i11tervalo -L S >: ::, L y tiene la suma fC><l. 

entonces para 11 o~ 1'2 ... 

a 
{4 -7---

L 

J (;v.) 
nrr:-: 

dY a -e-·- CDS --L-n 
··L 

(2) 

L 

b J f (X l 
nnr. 

d> -L- sen -L-n 
-L 

Como la serie <l> es uniformemente convergente oara -L S ~ S L 

y debido a la periodicidad de las funciones sennn~/L y cosnnx/L, 

tenemos a <ll uniformemente convergente sobre el intervalo real 

de x por tanto la serie puede integrarse término a término. 

Por definición de convergencia uniforme tenemos, que dado 

cualquier e > O 

para n suficientemente grande y para cualquier x. 

21 



Si multiplicamos ( 1 ! cosnx, la serie tambien es 

uniformemente convergente. Forque. tenemos como leos nnx/~JS 1, 

- s ( ;-: ; 

En consecue11c1~ ) ú J1Ut-:. ..:..[:• • 1_;. 

integ¡-ada lr::2Tmino a lérmli•G; h.;.:..1E1HJulo !.L-1lE·mos 

L 

I f (" 1 
mn>-: 

dv cos ¡::-
-L 

L 

J 
a 

-- 2 

-L 

\"' {" 
L.-.=1 . 

L 

a 
n 

+ b 
n J cos 

a L 
m 

-L 

22 

cu:.: 

L 

rr,n, ... 
-L-

mnx 
-L- CDS 

sen 

si 

nrrx 
-L-

m "' O 

1.~u.:.:l1i1f:' 11\ ;.:, 

nn:>. 
-L-- d>< 



Finalmente si multiplicamos Cl) por sen nx , 11as dara 

serie uniformemente convergente e integrarnos, encontramos 

A 

L 

J f '· '·) 
nrr>: 

d>' sen -L-

-L 

L I f(x) dx 2AL 

-L 

L 

~ J f(x) dx 

-L 

L 

a 0 { J f < x > d x 

-L 

J 

+ 

L 

-L. 

a 

~ 

\'' f 
L,-,=1 l 

L 

rnrr)·: 
sen -L--

r 
'°n J sen 

r 
j 

-L 

mn:~-. 
sen -L--

b L 
m 

23 

si 

-L-

L 

m ~ n 

e.os 
rin :-~ 
-L-- d>: 



En la demostraci~r) anterior las tr igonometr icas 

fueron dadas como uniformemente convergentes cor; alguna función 

Se cbseC\.'D qdE los co~f icientes Ue dada están 

a ,b 
n1 m 

f l.,,}. poi- medie de l~s ec~acione~ (2) 

( 1). Una 

se co11oce cotno serie de fourier que pe1·tene~E a f ·.!. 

Cuando una fu11cion pa1- fCx> se desarrolla E~ L111a serle de 

Fourier sobre el inter·~alo 

serie estarán dados po~ 

a 
n 

2 
-L-

L 

f ( x) 

-L ~ :--: :5 L. 

cos 
nnx 
-L- dx 

lüs c~E~icientE~ 

b 
n 

o 

Sea f(x) par de modo que fl-x> f (X). Tenemos 

L 

I f(x) nnx 
dx a -L- cos -L-n 

o 

o L 

I f (y,} 
nn>-: 

-L- CDS -L- d>< + +J f (X) 

-L (¡ 

sea }; = -u -du 

de 

nrrx 
CDS -L-- dx 



Entonce= 

a 

a 

sea 

= 
n 

= n 

a 
n 

o 

+J 

--L-

X 

2 

L 

b 

= 

-L 

L 

J 
(l 

n 

-u 

Entonces 

b I --L-n 

f ( -'..)) cos 

f ( . . ~ CC·::: 

L 

f i _, cos 

L 

nrrx 
C-dul -L-

nn>: 
( -L-

nr: ~.; 
-L-d:.: 

dul 

+I f ( ><) nrrx sen -L-

o 

o 

+I f(x) nrrx 
sen-L--

-L 

dx -du 

o 
nrr>-: 

(-dul fl-u) sen -L-

-L 
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L 

+ +J f (U) 

.:. 

nrp: 
cos -L- dU 

l_ 
1 

.r 
llf7}-'. 

du -L-- f (u) cos 
L 

d>< 

L 

dx ;- +I o 
f(xJ 

nnx 
sen -L-

L 

;- -L- I f Cu' sen 
111r J~ 
-L-- du 

(' 

dx 



b (J 
n 

Es deci i-

a 
f ( ,e) 
~ 

ü 
f (- .. : i ----+ 

2 

Por lo tanto 

a 
---+ 2 

Entonces 

I 
00 [ a CDS 
11~ ! 

n 

2_ 
·.l' [ a cos 
,-,=! 

,., 

L
(l) 

n=l 

nrrx 
bnsen-L--
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] mnx 
+ b 

nnx 
-L- sen -L-,-, 

] ffdT 1. - b 
nn.·· 

-L- sen 
n L 

a 
---+ 

2 

o 



CONVERGENCJ A 

Teorema de Parseval 

L ·-

J )2 
a 

--e- f ( '· d., -y-- + 

-L 

Apii...:.andü las. fói"n1uicis 

y como 

L 

J
. 

a
0

L f{:-:) d¡· 

a 

a L 
n 

b L 
n 

-2-- + 

-L 

L 

I f(Y.) cos 

-L 

L 

I f(X) sen 

-L 

a 
n 

27 

CDS 

¿ .:n ,, 
\ a 

n::.:l 
:-1 

nrrx dx --L-

nnx dx -L-

mrri: 
-L-- + bn 

2 . b l-., 

sen nrr>-: ] 
-L 



Entonces 

L 
2 

L 
¿; 

J f (X) d .. : 2·-J f ( .-: ·' d,. 

-L 

·• 

por lo tanto 

L 

I f<x>
2 

dx -L-

-L 

-·l. 

b J -;-('Y,> 
n 

-L 

2 
¿; 

~ 
L + 

-2--

28 

l
. 

f ( ,·; ¡ 

.. -L 

CDS 

nrr:··, 
::eci 

'-

¿ ·~) 

L 
n=l 

+ 
\ 00 

L n=1 

d:• 

2 
a 

n 

} 

b2 
n 



Sea 

sen ( n + --}- ) t - sen ( n -- } ) t 
i 

cosnt sen 2 

Entonces para r1 1, 2. 3, ... , M \' sumariza11dc 

senf{(cost + cos2t + ••• + cosl"lt>} (

. ·:i 
sen-;;.- t ·

e: 
....'.:-)· 
2 

( sen ~ t - sen 2 t ) ..,. . . . + 

Por lo tanto 

cos t + cos 2t + ••. + cos Mt 
sen<M+l/2) t 

2sen t/2 
1 

2 

l 
2 + cos t + cos 2t + ..• + cos Mt 

sen<M+l/2lt 
2sen t/2 

Ahora integrando la igualdad ante1-ior 

29 

sen~) 



I (} + cos t + cos 2t + 

o 

Entonces 

n 

rr J 
(.l 

• • • + cos f'1t J d t 

sen<M+l/2lt 
dt 

2sen ti2 

J 

2 

n 

o 

sen<M+l/2lt 
2sen t/2 

Si f es una función continua En [-n . n J entonces 

rr 

lim J n_,.cu 
-n 

Como 

2 a 
-2-- + \'" 

L n=1 

es convergente entonces 1 im a 
n 

30 

lim J n-)'Cú 
-n 

1 
-L-

1 im b 
n n...,.ro 

f(>:) cos n:.: di: 

L I f<x>
2 

dx 

-L 

o 

dt 



Sea 

f (X) -2-- + ~
a,. 

a 
n:::t n 

CDS nx + b 
n 

sen n>-: 

dado /{ hac1a el ·/a.lar de !a ~··_Jnci~.•ri ~· er1 ese punto tenen~o~ 

-2--

Demos tr ación 

a cos nx + b sen nx 
n n 

s 1 ,", ·' 
•T• 

ll 

J f ( t+«) 
senCl1+1/2J t 

/l 

-rr 

n ( + I f(u)cos nu du)cos nx 

-rr 

n 

2sen 

+ ( + J fCu>sen nu du)sen n>: 

-n 

rr 

l/2 
dt 

IT1J r· ) f(uJ i:os nu cos nx + sen nu sen nx 

n 
1 J" f(u)cos n lu-xl du 

" 

31 



a 
corno -2--

Entonces 

" 
-
1-J. f<u> du 
21t 

-rr 

rr 

-;-• \' (a
1
_,cos n;: 

Ln=1 
+ b sen ''"]~ ~--¡· f(u)du n ~rr . ' 

Haciendo u - x t 

s (X) 
rn n 

o 

J 
-ri 

S (X) 
rn 

f < t +xi 

Tl 

-"i1. 

-1._J. f(u)cos u-.<l du 

" 
-lt 

f (U ; [ ~ + \~"- C O 5 n "-' - ><i] d LI L ... -1 

rrl Jº f(u) 

-rr 

sen(M+1/2lt 
2sen t/2 

dt 

J dt 
sen<M+l/2lt 

f(t+xl 2sen t/2 Tl 

-rr 

o 
sen ( M+ 1 / 2 ) t 

.f f ( t+;, \ 
sen<l1+1/2lt 

2sen t/2 
+ 

t/2 .. 2sen 
-o 

32 



Entonces 

" 
SM <" > - f ( >< l ¿-J f[ t + X ] - f(x) 

-n 

De esta n1ane1-a el problema de convergencia 

sen<M+l/2lt 
2sen t/2 

de ~. ( >:} ,, 

dt 

hacia 

Obteniendo los l:.mites a la izquierda y a lo dei·echa de la 

funci·:•n f E·n ~l µunto y 

f l ~; t ')) f(;. - (l) 

s (Y.) -
m 2 

la cual puede ser repi-esentada en 

n 

¿-J (1( t + .•; 

-rr 

n + J (f( t +X ) 

-Tl 

1 im 

Entonces li1r, r g<.-·. 
J 

- f( 

- f( 

x + OJJ sen(M+l/2!t 
2sen t/2 

x + OJJ sen<M+l/2lt 
2sen t/2 

f(x + 01 + f(x - O> 

2 sen t/2 

f(x + Ol + f(x - Ol 

sen < l"l + 

33 

t 

l 
-2-

dt + 

dt 

t/2 

sen t/2 



Si g es continua, entonce5 

f(~ + Ol + f(x - Ol 
S (X) -

m 2 ->o 

f(:-< + I)} +f.(>; -- (i.l 

l 1m 

periodo L con un nume¡-c f1n1t.:J de disccit-·t1;1u1dade~. qui:;: 

serie de Fou1·ier con·~~i ~e ~n Lodo ~unlo y a fe~> y e11 Jos puntos. 

·f ( i( + !) ) 

de disco11tinuid~d a 



Sean 

FORMA COMPLEJA DE LA SERIE DE FOURIER 

f (X) 

b los co~f1cie•1les de Fourier de la 
n 

11) 

n=l 
a 

n 
cosnw • .-:. ,_, 

func i•:-in 

en virtud de las fórn1ulas de Eule~ 

obtenemos 

f(x) 

l nw >< -i nw :< 
E O + E O 

COSllWO~ 2 

ir1w ,~ -inw x 
E O + e O 

sennwox 2i 

+ L= 
1 

[a n [-e-i _n_w_0_x __ ;_e_-_i _n_w_º_Y_. _ 
i nw x -i nw x J+bn[-e º~2:e-o ]] 

si e 
n 

a 
n 

a -ib 
n n 

2 

2 

ib 
n 

e o + 
]

irn•JX [ 
a -ib 

n n 
2 

a + ib 

':: 
-n 
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n n 
2 

y 

] 

-inw x 
e o 



entonces 

poi- tantc 

de aqui 

e ,-, 

+ \ "° 
L n"1 

e 
n 

,~,.::,_l) 

e 
n 

t/2 -t-[ r f( tlcos(m·ic,t)·jt 

. -t/2 

-t- [ J t/2 1 ( t) [ 

-t/2 

t/2 

[ I f(tJe-inwot dt --t-

-t/2 

analogamente para 

t/2 

c_n- -t-[ I f<t>einwot dt 

-t/2 

Es importa11te sefiala1- que si f( ,: ) 

entonces ªi y b son numei-os 1·eales y los 
k 

36 

-m 

e -n 
n=-1 

es una funcic.n i-eal. 

numero:= e~.'/ e_~ 2.Uflque.. 



en general, sean complejo5, son rnutuamente conjugados, es decir: 

c e: -n n 

Es evidente que la n-esima suma de la serie de Fourie1- de la 

función f se puede escribir en la forma siguiente 

"' 
+ L l=I 

i k~·J :-< e e n 
n 

cosn~·i :1 
•> 

+ b 
k 

y la misma sei-ie de íou.-ie¡- de la funcíon f(x) 

serie 

f (X) -I: k=l 

Las funciones complejas 

ikx { e + + + + 
k= o, - 1,- 2,- 3,- 4, .•. 

forman un sistema ortogonal sobre [-t/2,t/2J. 
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Como consecuencia de los resultados de la seccion anterior, 

se concluye que: Si f es derivable en ( TT, TT) , entonces su se1- ie 

de Fou1-ier co11vei-ge en todo el inte1--..,1alo. 

Es natu~al p\·eguntarse si esta convergeGcia es unifo~me, 

se vera que ~sto ~0C~de s~ cor1tinuan1ente diferenciable en 

[ n:, n J • F'::, ,- a. .Jemo;;ti-ar lo, se u ti l i z eir· .,_;¡ 

f i1-\legt"andcla '.-:-,-¡r,i1·10 d. t·::.·1·mino par·¿;, obtener· 1~ se1·ie de- Fou1-ier 

de f 

termino si es unif~i-mernente con~ergenle. 

En 11ues~ro caso particular de las series de Fourle1·, la 

es necesaria, es decir~ ter.ernos el 

sit-:.imprE 

es posible. 

TEOREMA: 

Supongamos que f (X) E L2 -n,11 J y sea su serie de 

<..."to Q) 

[ Fourie1- fo1-ma 1 f(:.:)= -2- + 2 °'k CDS kx + ('k cos· h: 
k=l 

hacemos g(xl = I f(yldy , entónces la serie que se obtiene de 

-TT 

integrar término a término f(xl, converge uniformemente a g(xl en 

E -n , n J, entónces la expresión explicita de g<x> es: 

g (Y.)= 

°'o 
-2- ~: +n. 

x+n ) 

I· =l 

Q) 

k=l 

X 

kydy + l\ I sen 

-TT 

kydy 

[ [~--]sen I" -[ 
- ( ·-.1) 1: ] 

. 
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Obse1·vacio 1es: 

Es importante hacer notar que tampoco se necesita usar la 

convergencia puntual, para la serie de Fourier f. Esta última 

expresión de g<x! no es la serie de Fourier de g<x> si no una 

serie ~ue converge uniformeniente a g\1;). 

[ -n.n ], existe una 

funciones 5 (;-.) 
n 

auE convsrgE a f(~:> en la r1orma cuad;át1cs. 

Sean q (>:) =f s (y) d1 - n n 
-rr 

entonces 

2 
l gn ( >-: l - g< ;o1,) 1 ::= [( 

.'< 

g ( ") = J f (y) dy 

- n 

5 ( ;; ) - f Í X) 

Pa1· a poder uso de la desigualaad 

introduciremos las funciones h(xJ=!Sn<x1 

entónces por la desigualdad de Schuarz 

X 

[ ( ''"' h(x) p
2

<x>dx I h
2

(x) dx 

-rr 

X )( 

I s (x) - f (X) ¡2 d>< J p2<xl dx 
n 

-rr -n 

X 

= I s (X) - f(x) ¡2 dx ( X + n ) 
n 

-r. 

la última expresión de la derecha está acotada por 

2 
2 rr 11 5

11 
- f 11 

finalmente (X) g (X l 
:·. 1 
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como el lado derec: 'º tiende a cero solamente can N, es dec) t-. 

depende d., X t entónc:es { gi_I } c:onve1-ge unlfor-me-mente- a g \ r: ; ~ 

Ahora surge de manera natural la siguiente pregunta: 

¿Cuándo la serie anterior es la serie de ro~!-ie:· de g<x>? 

El principal problema que sur·ge r:•reser'lc i a 

función h +~l. Una p0sibil1dad es desa1·~oll.1r la 

caso E::"spec:ial, cuando .:--.1.
0 

~ O, y calculem:is 

no 

er-

_, 
""' 

Fourier oe g <x> , observaremos que ésto5 sorr e~actam~nte lus que 

Sl 

¿¡ 

g(:d 
C• 

b
1 
sen 

" 
entonces formalmente a

0
=-,y- J g(;.) dx, como se dedujo del 

-rr 

teorema anterior, la convergencia es uniforme, entónces es posible 

integrar la serie 

( 
-1\ 

--~-:- cos kx 

término a término, ésto es 

I 
-11 

g (X) dx 211 
[ 

rr -¡5 ( I -i!'- cos kxd>< J 
-11 

+ (J °'¡,; 
-k- sen kr. d:·: ) ] 

-n 

como 
-t\ n rr 

.f 
cxk 

f --1- CDS ln:d~ --¡,- sen k>:d "'· C• 

-n -n: 



entónces J 
-n 

(211; 
•.l.1 \ - 1 > P.1? 

l. 
f = 1 ---¡_---

una vez identificado el término constante identifiquemos los 

l-estantes coeficientes de Fau1·ic=1- qe g(>·): 

" -· r''1 
11 

. (:~ 

J ··¡ J ~· 
- " 1 

c.·-·~'-¡ ., 
" " 

-··1 -11 

... rr. 

b I .. ) lc.·:tL 
'"1. J sen2 k).:d:·: 

º1 
y \ ;: sen -,-,-¡- -e-k 11 

~ 

-rr .. T! 

por Jo tanto 

[ 
k 

] ·] 
(l) '· -1) 1\ ctl [-=2 C\k 

g (X) ¿ ¡. ¿ cos k sen 1: 

1-~1 
k 

¡.~1 
k i·. 

TEOREMA: 

Supongamos que f<x> es continuamente diferenciable, [-11,11 J y 

fl-nl =fin). Entonces la serie de Fourier de f(X) converge 

uniformemente en [-n ,n J. 

Demostracion: 

1 
Consideremos la serie de Fourier de f <x>: 

f I ( >') =2 + \ OO ( e< I CDS kr: + (/: sen kY ) 
' 2 l k=l k r, 

1 
C< 

o 
o pues 

11 

I 
-rr 

1 
f (X) dx f (11) - f(-11) 

X 

1 

O, entónces 

f (X) f ( -17) + f (X ) - f<-rr> = f (-rr) + I 
-rr 

f (yldy , de donde 

fL:I f(-n) g (X) 



Usando el r1sultado anterior, la serie de Fourier de glxl: 

k 
a 

- o gCxl -~ 
(tJ [ -¡~ 
k=l --k-

converge uniformemente. 

cos kx 
ªk 

+--
h 

sen 

Ahora pa1-o log:-;.;1- E-1 resultado que desE·amc·s s.::::ilo necesi f:a.11":~;;. 

obse1-vac que f ( .•.) ) ~ ( "· ~je11E:f1 la misma se1-ie de Foui-ief·, e,:cep~~::: 

Si ;.e! O 

--J· .. .::~ ~ 
l. :¡ 

f(;.:) C05 l-'xd· r 
J 

-n 

r¡ 11 

J f 1 -n > k.-<d« 
1 J g {X) k>:d:·: cos +-- cos ,., 
" 

-'! -rr 

" J g( :< > rr 
cos ~'. >·:d ,•. 

- -f\. 
-·-f.-

-r¡ 

analogamente 

COROLARIO: 

Si f (X) satisface las condiciones del teor·ema anterior, 

entónces los coeficientes de Fourier de flxl cumplen con: 

y 

ro (tJ 

l 1 ªk < ro l 1 
k=l k=! 

kak - o kl\ -
Demostracion: 

Por la desigualdad de Bessel 

Hagamos o 
n l n . 1 '"¡ 

I·= J 

<-+2 

1\ ( 00 

o 

1 00 ,2 
para f (X) 

k= 1
1
'\ 

converge. 

, entónces 



1 e 

I n 

l~I 
n 

¿ ¿ Q = 
n 

k=l 1 = l 

por la desigualdad de Schwar:. 

\' 

Como 

11 m 
\1 __ , Q) 

Q 
n 

¿ 
(U 

l.:=l 

a 
k 

,r;·C. 
··1. 

a1·i~logamente, obtenemos que 

'"' ¿ ¡~ ·~ (1) 

~: = l 
k 

como dL ~ c.i /:i'k 
__ , 

(> 

1" 
r; 
··¡, 

7 
(¿ 

'·º 
r.n ¿ -2 !_1) 

k=l 1. 

1 .,. •. C< 
l. -r\ ' 1·:('¡, C\ 

concluimos que las sucesiones { ªk } y { ~k }• tienden a cero más 

rápidamente que la sucesión { ~k- } . 

Observación. 

Los resultados anteriores son validos cuando la función f(x) 

sea diferenciable, excepto en un número finito de punto [ l, pero 

a nosotros no nos interesa tanta generalidad. 

Es natural preguntarnos si el hecho de que las funciones 

tengan s-derivadas continuas nos garantiza que las sucesiones 

}· { fk } tienden a cero mas rápido que la sucesión { }· 
Con el siguiente teore1na contestaremos a la p1·egunta 

anterior. 



TEOREMA. 

Sea ftx> e p
5

[ -rr , "]•y la s+l deri'•ada es cont1nua por 

pedazos, entónces los coeficientesª~:' ~I de sus series de FoL1rier 

tienden a cero como 

Pai· a demo·;tr ar pr1rne1-o int.i·odu:c3mos la 

El .í n:jir:..e 

'.-:C.·1·.'1•· .._:· I i ·.: i ~ ,·, ' .. _:-:,:,. dL-
'. ! ) 

~( l ) l . t f\.. os coe1icien·es de su Ueri·.-ada •••••• et.e. 

Aplicando sucesivamente el tc:.101-emd anterior, lenemas 

(s.\ 

,.1. l} (2) 

j 
,_, 

-z51 s ! 5 GS p::::i-
o -r., o 

'-=-<r .. k k \ --1-.-- =-~ -r~{ s 
k ----¡s;· si s es impar 

¡; 

,ts> 
( 1) ./2> 

{ 
-r k 

si "' -1 k __ <_s_> 5 es pa1· 
(3º 

¡, 

k --k-
k2 

,, 
C<k 

si s ES impar 
ks 

A partir de las relaciones anteriores se puede sintetizar el 

resultado que se quiere, sin embargo, vamos a dar otra 

demostración. 

Demostracion: 

La idea es trabajar simultánemaente con ºk y (3k. Esto es 

posible usando la representación compleja de las series de 

Fourie1-. 

Como hablamos visto a11tes, en la representación compleja de 

los coef"ic ientes de Fourier, la relacion entre su repi-escntac i.ón 

real y compleja es Lle la for1f1~ 

,,,, 



> o l. 

De las 1·elaciones anteriores entr·e los coeficientes de la 

función y los óe la derivada. te:."'nemos 

la di·-ecta como 

indi-:aremcs a cnnti11uacic•11. inlegi-ando 001· psr tes. r~02cordemos. que 

la e>:presi~n compleja de los coeficie11tes nos quec!a cDtTI!): 

f ( ,, ) 'o) 

~. =-i:tlc¡, 

i k H 
E 

<o> 
donde 2ri ck J f 1.t} E-ik;tdt 

Al 

f ( t) ___ i_I. __ e - í f: t 1· 
--p 

tenerr.os 

f 1 ( t i e - i >: ·; d \ 

-n 

el primer termino de la de1-echa se anula. va que supusimos 

continuidad v periodicidad en la función f(r-.> , obteniendo 

ahora bien 

21T C~O) 

n 

fj( J f
1

<t> e-iktdt 

-n 

puede ser inversamente i nteg1-ado por partes después de 

s-integraciones, obtenernos 

n 

21T (1kf<º) J f(S) ( t) e-iktdt 

-n 

2n 
( s) 

ck 

Entónces por el lema de Riema11n-Lebesgue. conforme k crece 

(s) 
Ck tiel1de a cero como o [ -~ ] 
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Ilustraremos el teorema co11 algu11os ejemplos, y 

observa1-emos algunas consecue11c1as importantes. 

Ejemplo O l 

La funcion ''onda cua.d1·ada" e ( :-: ) dada por· la regla de 

coi-respondenc ia 

{ 
si (1 T1 

C (Xi (l si ;~: (J 

-¡ si -n ;..: (1 

su serie de Fourier es 

clJ sen ( 2k -
l¡ 2 1T k=O 2k - 1 

ésta función tiene discontinuidad de salto en x=O , como se ve en 

su gráfica 
C( X.) 

X. 

por lo tanto, el orden de convergencia de sus conjuntos es 

o [ -r- ) 

4é 



Ejemplo 11 2 

Para la función que tiene por regla de correspondencia 

\" 
[ ,, 

J " si o ::,; 

. ;_ 
e: :·~ )•; n 

f ( ~~ ) 

e~ ) si -n ' ~ 1) 

su serie de Fourier e= 

CDS X + 
1 cos 3>< + -;2 1 cos 5x .; ...• 

7 

en x=-0 tiene disconti11uidad en la dei·ivada. 

-iT 
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La función que tiene por regla de correspondencia 

' " ( {- 7l ,' ~ 
8 l 

f ( >:) 

-a 1 rr ,\ + )'. 

l. 

su serie de Fourie1· es 

sen .-: 

2 ) si () 

2 

J Sl -n 

~ -- sen 5:·: 
53 

n 

;.; -

esta funcicn tiene discontinLJidad en la segt1nda deri~ada. 
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entónces el orden de conve;·gencia de sus coeficientes es O ( -
1
-) 

k3 

48 



L 

J J [ /f :;un nv;:·:) ---L-. d:·: j_ 

-L L 

L L 

L entonces J J ( /) 1-.:0;:; rr!p.:J d:·: 
L " -L -L 

L 

2L ent.:.onc1.::~.: J 1 

~L 

c:ntcnces 

1 



2··· 
.-:. 1. 

en ( :: ¡ - ( :·~) d:: 
ll 

r'tl 

f (X) ¿n~l·-n 

b b 

J 
'.1: 

f J } f { :-: ) ,_pm t ,. ) d::-: ·' ~ I (:·:) ·-f n { :·: ) dx 
1 l m E;-, 

¿;, ;. 

··· si rn:::n 
ll 

:::i l. (;.:) 

cnt:.~:~nct:•S 

l:· 

J [ f(:.;) 



[ 
~ <--) 
i. '-·'· 1-( ~·:. ) 

j 

[ f ( •,· l -. . ~ ' ] 
:; 

t;-:) 
M .. ~2 - t { ;-: ) 
n l r. 

ent6n1:s·.s 

b b 

r [ J :;/·1. <_.·.; 

.1

. 
ti_;-:) :b: 

b 

J f ( X ) .-\, !_ :< ) d:-: 

b 

{ o .si "" J 
m n 

rJ1[\«, (;-:) (/; (:-:i d;.: 
L:. 

~ -- m n 

por lo tantc• 

b b {'¡ J [ ] ,_ d;-: J -, 
f (:-;) - sM (:d f(;\.)" 

'" él 
,_,n '1 

n !'·l 2 
·-~ 

n:,::1 n 
¿, a. 

S.1 



1: ¡.¡ ~·' 

J f ( \ 
:~ ~\ ,., 

\";·.1. ., J }: '."I 

2:.," L,j'¡~ .. n 
l " 

" 

52 

L 
e ; 

' 1 .. 
:... 

·-~ n 

_ .... 2 
r.; 

.. 
•., 

l 

·.,.;1 
n 

t 
r. 

t•' r (1_·,n .. e r: 
[ ~ 



SPLINES CUBICOS 

i. f. ··1 r: 

í:..:'n 

c,~_1nti nua.me1·1tE: 

::·..:. l·.:.• tun.ción que: 



r1•.)C!(;;:-.:, :::.11,-;r:: -· 1 1J ·.·~ -.:.-- •.-

'l ~.;J. j l.:, . ¡_ •• :<.i 

L:'c.nt.: nu.:i ·:.•n [ ;:r.
1

• ::r
1
]. L_i -:lif :. ::~.i. ;_ ;- .:-~i:: ,_L: 

cun,:.i,Jr:> ha·y L.:-1 r::~c~i:-;:;j_d,:-:d d(:: i-<;r1<_.i.f:i .:.:11: '.!U·~· ]..,, 

_'wL l_ ::.l .J·:: 

:{"',J(: 

s.::i.ti~ifact:n. 

Tt.Í_ lo:'; 



o 

X ~ 
l :.:: 

... 
' 

•... :\.k 

·_:. 

n 

para f i~·s una f11nci6n. c!ut:: sati::;f .:.:cr-:: l.~::-. :-.; igu i.1.:n ti::[:; ::·ond :Lciont?S: 

a) 

b) 

e) 

d) 

::.ubintei:·v:::-il(: 

[ 1 '< 
·'1: ·J. 

l - ,,_, \ 

i· l: ... , i:: 

nes a~ frc·nt~r~: 

11 11 
1) pn (XO 

" 
r· ( "l 

J:..n 

1 1 n p (V 
'"f) 

) f ( ::º 

) 

) 

55 

·:.tL c. 

Y¡~ l 

"'· '· 

y 

i?:n e.L 

U, J, ... n 1; 

f-"·:r:::»:-1 (.":.tdz.:: 1: ÍJ 
' 1 ' 

n- 1 ; 

' 
,:;,tr¿·, c.-:..i.d.:i._ l: o ' 1. ' ' fl 

1 ; 

0, 1, .. ,n ·.L; 

r:iar.:i c.::.da !~ !:°: 0,1., .. ,n··l; 

1 
P (X ) 

n 
1 

f (X l 
n 



o 1 

p(O) 

[.>( 1) 

t:.-ntt:ince::; 

b 

p(s) 

p(s) 

p !I l G) 

pi (o) 

pi ( 1) 

,, 
_J l Y--. 

....... , rr· 
::; 

._;,::; 

'e 

d 

+ 

t ( :1 ) ' ~. ' .•. ·1,-.3 Y 
0 

· Y 
1 

- Yo ·· e ·· , e ,. es · º 

• l J-;
n 

Yo ( l ·· 5 ) + Y l S + e ( s ( S ·· l ) ) + d ( .3 ( ::; '.2 - 1 ) ) 

., 
.l 1 

yl - Yo G - d p!I (Ü) 2c 

Y1 Yo + e + 2d pi\ ( 1) 2c + 6d 

56 



p 

p, (xJ 
J. 

!! {r)/ 

[ .J) 

[ (\ 1 l 

1

, (S) 
¡:· f·· •• 

'' "·i' ''ii 1 1 

Tencmo;::. 

pi'(;.:) 
.L 

··L~ [ 
.J.-1 

e 

d. 

pi'· 

'·' 1 

ó 

(;•.: 

[U': 1 

'1 

~o 

(, 
( Js 

:r'o 

•; l o t s ( 5 •¡ 1 

:';) -

? • 

f :::.:; ·-]s..:. ·-2s) 

- 1) 

( :;.:; :; - 1) -



l [ --h-.- y 
i 

l." "· 
:i· i -l + 

,_," 

"" 

Entonce..s seó 

. , (Jj_.j i + 1 

pll (0) ~ O, 

,·, 
- .i. 

12 

í:3) 

yil·1:-Y1 

b ~ 

r.~- i-1 

};~t-~; ~--+·-- 111 [ .• J . 

··o .:: rr o . 

'""i hi. - ----"--··-··-. -

' :·:i 



f<iJ:ma: 

·' i·-1 
i¡. 

,:_·r.i + -~ 
Á i. 

P.:::tr.-J i l,~ ' "·' .n ..:;e tii~D<:;; . .:_p_¡..:.: 

1 ,") (J r o 

1 

I¡ o o 1:1 (_I 

1 
1 ít l 0. (! 

1 '~ 1 

l '• .L 1 

1 
1 1 : 
1 
1 r 

1 
1 

¡ 1 
Íj n- 1 I '· 1 ....... n- l 

1 :) t' !J 
.. ! 

L n L. 

59 



--- O , 1 , 2 , 3 , .•. , rt 1 

Entonce;;; 

:::: . ( ;.;. ) 
l. l. 

si 1-1(:·:i11 > 

,;,ii , i 

3 i + 1 < =-:1.1- 1 l 

de modü ,:ruc.· dr:.·rivarnc .. ;:;. 

entc:·ncE:s 

60 

,j_ h~ 
J.. l. 

para 



~J ( ... ._. i ·. ~·i 1 l 

Tenemi.-J.S 

31 i(".i•li 

h. + 
]_ 

s 1 i ' - í :·:1 ' 1 

b. + :?.e. ( :·: 
J_ :L 

para la segunda derivada 

2c i + Gd i (;.;: 

2c i+l 

e . + •. d .l1 . 
l l .l 

d. 
J. 

61 

Xi J ·! .3d i {X 

b i+ ~ 

;.: ii 



b. 
l 

1-. 
'"i 

Entonces 

11 

)·, 

''i + 1 

b l-1 

\ .. ¡., 
. i".i. 

L .. b. 
J. l 

.l.. 

-. 
f 3<:1.11.-:' .¡ 

.L .l 

' ¡¡ 

-+ bl·l(ci~1 ;. e.) 
l. 



'.J( 

63 

l-- ,~~ L i. - { e i. - 1 i- ¡_· :i ) 

- bi·lt'.:;t';i·l ~. e . ) 
l 

2i.::.) 
l. 



L::;.:.: r-·1.;.~it.ü::· y~~ •ar _-:j_ I~. 
J. 

Ento1ice.s 

sll 
l 

l ;: i t :: l. ~-1 

h,_ 
J, :·:kl 1 

1:: i ( J (;-:) }i·.- .... Í--l 1 
;.: 

J. 

c. ~011 connt~ntcs, en 
:l. 

fj l¡ 

+ ):. . X 1· 

e 
l· l 

+ 
]_ 

--¡:,---·-
i 

=·~ 

.,. d. 
¡ 

•'•i ) 

e i por d<:tc:rminar. 

, n--1. 



Tenemos 

Y~ 
.L 

yi+l 
T~-----

i 

¡-,-· 

e i-> 1 

)-:i) 3 f· 

' J_ [

y. 

65 

·:·i !·lb l 
b 

e .h. 
l. .l 

:·;1) 

:-;) 



f._. 
••• !_¡ 

31. i:d 
J. 

: , :l::..:i:~;:rn,:·.;. C .·ú-:: .,_. L 
¡, 

y hacien.do i 

h. 
.J. 

h. + 
l. 

/•· .. •: 

-n.: ._J_ 

~t _. 

:.: í+ 1 
···;:","(''" 

,:,1L 
;. 

\. + 
bi·· 1 

- J. '~i} 

{;: 

+ 

ci 
'"! 

G6 

f .... 
'""i 

h i l 
!¿ 

h 

1"_• f;' '.~ ·n 

.,, 

[ 
.ti 

. 

(c. 
1. ·•· 1 

Yi+l- yl 

(;.h. J 1. l 
f_1 

[·~i1·"'1] 

·~1) si. b:. 
.l. l. 



e 

.)·._: l 

doncl": 

Para i = 1,2, 

+ + 

s igu.ientJ-.; f i)rrna: 

·i· l¡':!. + 
J. 

, n~1 

·-· . ., 
,) 

·~ l 

- "' J ·- j_ 

+ en. 

67 

] 

~ J 

G3 

·' l.'n-1 



i) e (, ~ ; -
1 i¡, 1 o o - ' . 

1 L:r :;. 

G 



APL!C;\C!ON DE LOS SPLINES CUB!COS 

CALCULO NUMERICO DE LAS INTEGRALES DE FOURIER 
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Esta ev..;J ua1-
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INTEGRACION 

Una forma de desarrolla1 >1 111Lt 1 as de in tegr ac i,..·_.n num.!:.1 i e a e:= 

pasar un pol1nom10 a trave2 dE u11 conjunto de ountos de un¿; 

funci!)n f(~}~ e integrar este poii11omio de aprox1rnac1011es. De tal 

manera que nos permite lnte-91-ar una runc1•.:.:-n conocida sola1ne-nte El• 

c1ectos ounto:=.-

Cur\do los ountos son 1gualu1ente espaciados podemos ut.1lí~a1~ 

el pol1nom10 de i11terpalacior¡ de !\!ewton Gre9orr~ eE o~cJ1 
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Integrando esta func1c')n y el polinomio de aol'o>nmaci·:n e11 !JI• 

intervalo [x
0

,xnJ con subintervalos de longitud h 

í = 0,1,2, ... ,n-l obtenemos 
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. xv 
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lP \X) dx 
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''¡ +l l .. 
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Existen varias formas en las cuales se puede utilizar esta 

relacion. Cuando el intervalo de de integración 

los puntos del polinornlo en 

Newton. 

81 

se obtiene 

[a,bJ iguala 

la f·~rmula dE 



Par~ nuestro caso podemos obtener reglas de l ntegrac 1•n1 

correspondientes a los g1-ado<; de interpolaci-.'n del oolinom1c. 

r'a1-a un oolinom10 de grado ::3 tenemo~ 

- -< n 

.1.. f (X 1 d' 

"(· 

J 

J f \ }',) d: 

l• 

-

J f ·: >:Jd>. 

•J 

3 

J f (X) d>; 

o 

3 

J f (X )dY. 

(J 

La cual es 

-'" n r 

.1, l· 
'·· 

3 

"' h J [· 1: .,._ 
o 

3 

·- hJ·;" o J 1 " :, 
•) 

~ h [ 3v
0 

9 
2 

:::: 3 
8 h [ Yo ·I 

conocida como Ja 

l. ( 1, 1 ¡ ¿ 
--.--c. 

L'. 

1: (l. l í ( 1: 2: -' J ., -------:.1 .. 
(.;: . ;, 

l.il; 1 } 2 k (l. J i, ,. 2) _. 
·---.--c. ·'. 

e:'. L 

3 3 

~e J ( ,3 ¡e J 1 J¡r\c..'. 
,. -;.;- J lo 

\) ;_i 

::! 
j ' I·:" 

~ 

1 11·\ ·r , l 271· I; ,, 

.. ) 
9 

( y2-2yj '\o' ( ~ 1 '0 4 

~ iy3-3y2+3y]-y(Jl] 

3}' J 1 3y2 ·• ] '> .. 
.;J 

1 eg la de 3/8 de simpson. 
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Fa1-a un pal inomio dE gr adc .:..: 

2 2 

.r t (") d:; ·- 11 .r [v • t l. ,~\ '> ::o ~-·,°'·J di-e . , 
() (J 

- 2 

~~ J 
-

~2JJ J ,] . 1·"" 
t '" ld·: >: hf: _. 1 h '. l -i-

1) (J 

(! 

J f ( >: > dx :.:: h [ 2v 21 
j 

' .¿-,.¡ " 'l 3 :>2 
+, 

. 1) ._, 
~· 

o 

¿ 

J t \ }; ) d:-: -~ 
h [ 1 J "T \' 'i y j . l> " (J 

la cual es conocida como la 1egla de 1/3 de simpson. 

Para un pol inom10 de g1 ado J 

I f(xldx ~ h J [v. 1 kOy 0 ] di. 

o 

J f(x)dx 

o 

1 

hky.] 

ú 

2 j 

I· ] h~y. ~ 

0 
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EJEMPLO: 

Dado la tabla :.1guiE11te. e·.ia!uat- la integi-al uti l i;:ar1do la 

regla de S1mosor;. oble11e) las dite1Enc1a:=: d1 -1d1de.::. pa1-c 

encontrar El ooli11om10 hacer une; comoroba.cJ.'''· 

.r ~· 
r 

l ' \X 't :.b l 'I + ,. e 01-denadas dE 01-dEn ºª' ..J ,, 
(1 

" \' ur denad1...=t s dE e r dE 1-. :moa; ] L. 

'" o y 
l:l 2( :2 't 6 

~ ~ .. __, '5 

r 
• I V8)] l " !32 ¿¡ 18 1 't8 -t-86) - 4l6 ' 32 t-66 

.; 

:3 (12so] 'ti:e6.61:;,· 

.. y .. 1 .. '."~ 
e t. J" 

XÓ . " l (i 
2 

xl 2 6 
12 

o 
2 

x2 3 18 
l Lt 

ú 
2 

x3 e¡ 32 
16 

o 
2 

X. 5 48 
18 o ... 

2 
"5 o 66 

20 
o 

2 x. .. 86 22 o 
o 

2 x ... 8 108 
24 I 

x8 9 132 

ª" 



.e 
.< H :-: 

A 1 l:.i L 

2 4A + 28 • C 2A 

(i 

3 ~A • 38 + C 2A 

•.,,) 

2A 

1) 

~ 25H + 58 + C cA 

•) 

;:;.A 

() 

2.A 

l5oo 1 B 

8 o4H • 88 + C 

-12 

3H 1 l.i l• Ll 

Sustituyendo estos valo,-es en ~x~+ Bx + e se obtie11e la 

cuadr~tica buscada. es decir 

Integrando aste polinomio en el intervalo Cl,9J tenernos 

'7 

.f 2 
X 1 7x - 12 d>: 

)<3 

3 

.'29 
-s-

2{13 1 

7~:2 
Q 

12x l ~ 

567 
l (ltl 

l 

~ 3 2 

di3. 5 lüU 
.3 ¿ 

8'.::: 

1~ 

12 q26 .. o6'/ 



FORMULA IJE FILON' 

Hemos observado auE lc:-1 intEg1 ac1·""n num-:=-.-ica ES un oi obJemE 

1-e1ativa1nente f~cil. Sin emba1·go. e~1sten cas~s e~ceoc1011ales. 

una de tales casos es la integrac1··n dE una runc1·.:n ascjliJnte:;. 

Fil~~n ha obtenido una 1•Jrmu1a de cuadratura como s1gL1e: 

J 

donde 

-~ ( ~} 
SE!1 r._.--' 

siendo 

b 

:'.?(f:j) 

,V (8) 

s_ 
c:r 

J f(X)C:O:Sk:-:d;::h[«(C'){f (b)SE'Jll;b 

a 

•} 
- COE 

1 ( "- • ! sen k x _. 
el := 1 

.l 

.::1 

u-') L . ] 
C...:11 ! 



por lo tantu 

a b r 

V como l \ 

entonces t 1 

es dEC i ·.- : vi 

sustituye11d~ b e 

tenemos 

ahora como fl(xJ 

entonces 

sustituyendo b v e 

tenemos que 

V · r-t 1 i- - 1 
;;:h e 

" ' º' ' b \" X ) 
¿ 

; e\>: ~! 

\i:} b r..!c 

r 1 ' r ,-

T 1 ' r-·i-1 1·i·l 

\' -
. í -t-1 ,- -1 

b 

' 1 

ch 

2c ( ,: 

TI ( :• 

\' ·r+ 

-1 

211 

Yr 1-1 ' 

1 • l 

1 

'· 

8f.J 

r ,-

)' 

r 

,. 
c-.-1 ··-1 

2h 

L; ' ~et. 

e l-·v_r_• _1 __ r_-_,1 __ 2_. - j r· 
2h~· 

2 ~ ¡-1-1 

ch 

'-1· .. ·,-

b 

•1 \ 

cch 

2yi-+l - 2~-i--1 

2h 

1 '-1\ 
·r 

,-



C!Jr lo tanto 

.r 
'"r-1 

cos l<x ,, f 1 { )~ i 

i .-< r' 
sen l.:. 1 -----

1 
:::· 

1 .. ,- -1 

:-: 
l 

J 
r1 

f 11 
sen l.:· 

\ :~ i 

1 
2 

): 
r-1 

l ; 5Elli (:, . J 

1 SE ni 
,- - ¡ 

ahora calculando de la misma ma1·1era la ~1gu1entc :i1teg1·aJ 

~ 

J 
r1 

dondt: 

obtenemo=. 

u 

ull 

sen In: J 
k..:. 

f 111 (X) 

xr 1-l I senkx .f(xl dx 

"r·-1 

J 
'1 ¡ 

:1 H 
cosk(x 

r+l ' 

-:.:• 1 ' 
l SEllk '· >:

0 • I 

¿~ l casi:\",-,.¡ ::, 
l. 

'/U 

1 + 

k 

-

sen kx 

CDS kx 

1:3 

yr-1 

vi 
r-1 

¿ 

cask ~ ;:. 

co-=:J· · 1 ' <! ... :::.. 

'. 

cosk<x 1·-1) 

senL (:-í 
1 

l ·] 



ahora sustitU·,/Endo 
'' l 

ante1-1ar tenemos 

.i 

.f 
,- f 1 'i 

'l 
t:l"JSk (X 

), 

r · l 

l .:i ~ r 1 J 
1. 

..:l. 

r 
r 1 J 

.J. 
1 

¿11 
L 

, ... I r 1 1 

~l 21-/2 1. j 

e 
i 

er· Ja j ntt:g1 ü l 

,- 1-1 J "',- -1 cosl· '· :: 
' - J 

¡, 

. .. 
J. [ 

SE, ni· \ ~- ] ,- r ' J 

L._ 

'i·., j. [ sen!.¡: ] I~ 

e:. 

J·[cosl: ... "r•l J • J casi. 1 .. 
1 

reduc1endo y agrupando tenemos que 

I 
~r·•-1 

senl<x f(,.;l dx 

"r-1 

+ 

:'r·lcosldx, .. 1 > - yr+lcosk(xr+I> 

k 

hl 

':ll 

senk\:·:r .. J,] [->·r_•J -
1

] 
2111

2 

senk~:r- l 

)' 2\. ] 

1
_
1 

-cosl~;: 1 
hl· 



Observemos lo siguientE 

como4 

entoncE·:s 

1 como: 

entonces 

oor Jo tanto 

Es decir 

xr·t-1 I senl<xf<xldx 

"r-1 

+ 

+ 

1 r+l --,1-- 1 

2hlc 2=1~9 

+ sen~coskx 
¡-

e as k \ >.: 1~ 1 
1 = e os le \ x . _.. h > 

casi< 1 .. 
r 

senk1r. > 
r > l 

sen\; 1" 
r• 

sen\<<>: 
1 

CCS\kx t kh) 

cosl:~~ cc:-~1 ,-

+ h) 

,-

:ent k:-: '!"' kh 1 

se1n k.· · ·':' · 

senl.~; e::-:·: 
r 

:::Jsl: ;; SEi ·-:' 

:::usl:~: :eT:.•_J ,-

yr_ 1 cosk<x
1 1 > - vr+lcos~:<xr+ll 

¡, 

sen~.~coskx ·- sen1< x cos 1.1 
r 1 

sen•.:'cosl-:>:
1 
J 

[senlo<
1 

cos"' ·· se1-,..>cosk:·. 

se1ll~ ·"· sen·.:,- ce= i·: 

hk-'" 

senl(~ ca:~ 
l 

ca:·."' 5€'111 .• SE'l"~ J 



pero comu 

:ir 1 1 y 1 

2hk 2 =1_,, 

es igual a 

· .. 

lsenkx cos~ ,-

1 -·¡ 
r 1 1 i-

SEll~COSL;. 

2. 
r f senkx, co='' 

L 

1 
senl~x cost:J 

r 
SEn!-'cosl j 

1 -

sen\c;: cc:M 
l 

-t serdcosl< r, ., ,-
cos\.: :-: co::;":"' 

r 
SE11I: 5e11--:< cosl:x cos0 

1 r 
hl:=':' 

senl .. ·. 1 s¿1."" J 

1 

V ~ V é::' 

J 
f >' 

2senl<r. 
¡- 11 r J l 

e: se ni:~. 

1 

i-• l 
1c,,i 

ca::·' 
1 H ¡· 

- -

COS'' 
SEll~ 

2senl<x ,. [Y r+l l 
----,;¡----

1 " yr-1 2 J .~ ) . 1:0 J 

Obtenemos que la 

", +1 J senkxtlxldx 
Y,_ 1coskx,_ 1 Yr+lcoskxr+l 

"r-1 

+ coskx l. 
r 

+ 2senl::: 
1 

l l \ 

l.·1 1 1 
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k 

., r -1 ) 
senf.I 
kir 

,-
l ce=·~ ::iEJi..:, 

I· ,, 
-., _l 

SEL -:4 
H 



Te11e111os llUE' Je 

por lo tantu 

b J senl< x1" ',, l tJ:· ·J 
a ;. 

'\ ., 

li:::11h 
\) 

·~· 

,, 
L r=l 

n L ,_J---1 c_o_s_"-_"_r __ ~-. _,_ .. _,_l_c_o_=_1_, '_' _, _, _1 

• csenk>: lv 
1 1 1 J 

Obtengamos la sumatoria cara r 

siguientes relacion 

yr_ 1 coskMr-l - yr+lcoskhr+l 
¡.-, 

senkx f(y;) d;·. 

:-: 

J 
C:l 

se ni-::~: ) (j:. 

.:;, -2 

cosk).:r t.'·, r 1 J 

- 2v J ·r 
l co:"' 

J.-" 

SEl1c; j ,., J 

1 ,2, ll dE la 



l::.s dec11 

Al fin 

b 

J sen ""' t (Y.) dx 

a 

11 

LOSk~< 
1 

,-~1 

- cosl~1{ ~.Y 
e: e 

...:osk )·: 
1

-/ 
1 

LOSI. 

{ cosi<ay<al 

{ ( 
cost~ 

+ 2 

,, 
r 
¿_, l 

coskx
1

;·! .. 
1 1 1 

coskx .... '. 
J . .;.: 

cosl~ >: • 
'-t ... 

j .;:! 

k 

LUSkx211 .¿:.; ll~·2 - L:..OSkX ~llv 21: ., 
1· 

ces kay<ai cosl<b.,·(b1 
k 

} coskbv<bi ,, 
J 

A 

se11 -is 
J l l:tl J 

J coskx ¿r· 1 ¡_, ~' • C;1 
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igualme11Le pa1 d 

cosk>: l) 1 1) ,- .i] 

¿ ,, 
sei_i8 

\·.H cask~\~r 
J ~: j 

coskx .. 
el 

l\' 1 . ¿, 

1 

1 casi.>: .. ¡, . j 
;:¡. (._1 "-;-' 

1 C...1J Sl'i>... j l'. C11- CI 1 

;.:¿, cJ = [ "(_.cosl·.: 

•¡ LUSkX. -
'• ;:i 

'._ J 

Jj 

LDSI : . · l·,. 
~ . 'I 

,. . . COS}t,;, 
e:. 

· ... casi~"--"' .;) 

~ •,¡ t.:COSk>-;~ 

:; 
6
Loskx.

1 
+ ••• 

\.~ 
,, 

! 
I 
'--' 1 .. J 

,_ coskr.,_, 
1

] 
C'I 1 c. r1-

··2, 

se11.i-J 

~ 

cosl· 
¿, 1 iJ] 5~11~ -,-.,..:,--



sabemos uuc. 

c.uskx
21

. 

entonces cosl:xc
1 

. cosk .. 21 
l - j 

' . e: 1 

<..:uslc l "21 

casi l "' 

cosi 
.__¡ 

·' 21 

1 ,, J cos l 
LOE/~ t se11\~:-. 2 i 

+ 2sen8 

analogamente se puede p1·oba1 que 

11 

seok "21· -1 (Y 2r 

··= l 

\.\• J 

'"· .. ., l "' 

se11L-I 

c.u:.i·. •·é.:1 'lj 

l ~i::'I i\· 



sustituve11Ua todo lu ea11lt:1 1u1 1:211 

u 

J se11 

ob te11r::mc..:: 

b 

J setl k¡.; ,. {¡:1 d;: 

d 

coska,\aJ cosl<bv ( b' 

L~::,; SC:.:'11-;:::.¡ 

(.--'·'' J J 
\"" '· ' 1 St:-'1 d '·21 L ¡ c.. ,___, 

1 .• J 

JI 

l 
J 

se:-11~ -¡-,,-,- \ 
L 

·-usk;"; 
21 

' ~ J 
1 ¡ ' '• ·. ~ 

{ coska,,.\a.J coskl.Jv (u.· l 
J 

Sé:?ll2~/t:/ 

{ lt ( COSf_4 senH/l;l) /k':< • 

11 

) ';-', .. 
C::\2 

L., = J 1 

+ { 2 cose - sen&/8)/kA (y(a)senk<a+hl - v<b>se11k<b+h>J 

+ sen<'4/l-::R) 

'18 



y despues de otras tra11sfot 1naL:Jo/1e-s s~ llega1 cs 

L 

J 

SC:11 '-'" 

¿.-1-

¿l 
e ,, 

1 e os se11 ,,(,_,; ----
c.: 1 H , 

'i "' J 
y(H) .. St:11 cu: 

~ 8.:. l 

dondE· 

JI 

5
2r 

\ 1 ( x2i) sen kx2i L. 
l" l 

5 2r-1 l í(x2i-1) sen kx2i-1 
i e J 

siendo esta la ecuaci<'>n oue remplaza la formula de Simpso11 par·a 

este tipo de integral. 

Haciendo el desari·ol lo e11 pu te11cias de ¡.:¡ oar a ¡· oble11e111os Jo 

siguie11Le: 

r {;.:.J > <l l SEll cos 
J 



sabernos 

.. -

." - " 

b 

cos ,.:, -

"'.J " 

l 
,_,- ,:.¡· 

¡:, 
""]!"" 1 

3T -.-, 

:.; 
" 

l':f2 "' l~ 
,_, 

""3T 1 <;! .. 
H~ 

·-] 2! 

[ 
l A

2 

3- 30 i .... ] 

e: 
,.J 

' ·J 

-4'.:.J -- ., 
~! 

l 
l ~~ 

(Í ~ 213 ~ •· --t- '1/3 

e: 
H .-, 
ci ¡ ---

Jj 
L¡ 1 - . 

, 

'- 1 ,_, ., 
1 .. 

¿~ ~ 1 - 1 
.J 

7! 

J t<xlsenkxdx=h[::<(t'll{t(aJcosl~a l'(bJcoskb} i /?<1-'»521· i r<i:>l521 1] 
a 

se reduce a la formula de Simoson. es decir: 

-4-f 
·L 

JQ(., 



'ie1 emes que si se tiE·ne ou11tos igualmente espaciodos. que es 

una parte fundamental en la ap1 0~~1111ac1011 de l·our1e1 SE u:.a\·c 

siguiente notaci•)n oor COll"vEnencls. 

~ ( X) 

taJ OUE 

sabemos oue 

porque 

sen:-: 

lX 
e 

"'v 
~ 1 a

1
co5:.: 

1 b 
1 
sen~~ 

a :::; ,, 

b 
1 

11 J 

I! J 

i X -1 ~< 
E E 

2i 

C:OSl< isenx 

entonces, en esta notación 

r \ ;; ' 

a ,cos2x ,. .......... 1 a r~,cosl',, 

1 b ·~sen2:..: 
'-' 

....... • • 1 b ~SE ni:;,; 

( ;.; J COSki;dL 

.::" 

•\) 

(;..;; senl:::.-:d;. 

i X -i }{ 
E E 

C:OS>: 

-·~ l X 
E cosx 

2 

isen>. 

la 



dondE 

' 

Sea -..·<ti 

e,, 

e, 

~·l }t,.J", 
E 

L' 

! 
1 

' l 

y
11 

en p
11 

a y(tl obtenemos 

LJ.y 11 Yn•l-yn 

iw\ t+ l 1 iwt 
~y· E E 

n 

i wt l 'w 1J= .·~, E E 
¡, 

L 

J 1 ~ ;t 'e < 211 i IL J lo. 
d>< .. 

~I lb\. 

2 
:5l \·. (.1 

;, lb :, 
51 I·; \,. 

c.: 

"' ,! s l I·; ;} 

Sl t..:'''' \.J entonce=: 

iwt ilrJ ü;t 
E e 

lld l .. , - l <V 2 e<V'ZJ] E E E 

lo.::: 



poi- lo tantu 

11 

Hepresentemos el polinomio de la,Jor para . f 1: ·· J )1 t 1: 1 l, 

de:: i1-: 

., 
k . j 

t 11 \:· 

1
1: 1 l 1 ht l ( '\.) 

sumando )1 agrupando f ¡,.¡ 

t" 1 j - t k 1 

por tanto 

f 1 ( "1, )= 

f -t 
k t 1 I" 

2h 

f 
L 

si tk=hk=k 

iw(k1!J iwlk 11 
e E 

2 

iWI: lW j t..·JI: 1 ~J 
e .e e .e 

2 

lú'< 

t: 

si h=l entonces 

es 



e: orno i \: 

entonces 

analogamentE 

f ;; 

f 11 ,, 

r 11 
k 

t 1 
1: 

e 

e 

i.UL 
l 5t:ni·J E 

l blk 
ll·' E 

1 1 

lW(klll UJ\ 
c..E 

UJk i \..J U.JY. 
.e ~E 

1 

1 

e e lWkl HJ 2 ¡ 
E Í "J 

. .: í l. l 

c.' 

" 

l i,J ( k 
i? 

lHk 
e 

f 
l. 

l. 

", .e 

e iwl: [ 

de donde 

-~ ·I E 
l 1.-' 

t 11 
k 

e -2 + c:osw iwk [ J e 2 l - COS\.J iw\:[ [ ]] 

Sl f 
1
, 

f 1 
k 

fil 
k 

Í\11: 
e 

. i 1...ik 
l trJE 

2 iwk -w E 

obtenemos nuevamente otra raz~,n~ es decir: 

...!t 1 COSl;U 

!U::; 

abtEneino: 

E J\'J 

;.: itJ\ 
~ .. J e 



observemos lo s1gu1entE 

COS'~ 
¿ 

~ ( 1 ~cosvJJ 
2 

"' 

l SEi ~ t 
l ~ r 

la serie de la tunc1•Jn seno esta det1n1da de la s1gu1ente mo11Era 

.J ::.; 
:'{ " se1-1 X "°JT 5~ ""7T 0 

oor lo tanto 

[ "' ] 
[ 

[ -5-f l ~ r [ ~ r [; t ... j sene 

1--- 1 -;y! 3! 
--;:-¡-- ~ [ ~ ] 

[ SEll · ~ r 
l ~ r 

2 '+ w ., 
24 -i• 1920 r la razon es igual a 

La regla del trapecio esta dada por: 

,, 
........ 1¿-
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¡L E 

l\·Jk 
E 

iv...iL 

1.:. 1 • l.::. • •.••.•. 1) 

t.! ~ 1 lJ I 
e 

_11. J l~, •. n .l•. 

sumando ~ re5tando 

l lt.J L ( l \.-J) ,] ( 11.·J I 
t e 1 E l E 

como 

e : ........ 1 E 

1111.iJ 
e 

2. 
tenemo~ 

2 
1 1 q t q \ n 

q 

entonce:; 

1 + iw 2< iwl e 1 e 

es 

3( iwl 
+ e 

E 

l\1-J 
E 

t· • 
n--1 ( iw l 

1 e ·I 
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n( iwl 
e 

j 

2 

1 1 l ~...¡ 

E 

lllld 
E 
--2-



pero 

es dec:11 

2 1 ·-e . [ ntJ"ü"J 

n1 l \ ll·J, 
2E 

1111 ( ll-J) 
CE 

1 1 e li.J llllJ 
E 

la raz·~n es igual a 

l j . El''] • [ J .¡ en'· l" ; ] 

\ l E l n l"·JI l .... . 1 1 t:: 

E 

!Ol::l 

n \ l ~,J 1 

e 

~ 11 ¡ l J ¡ "''" 

i 1r • < n 1 J l ~ 1 1 J • 
E t 9 

llJ 111 "·' 
1 1 'e .1 ( 1 "e J 

\ l t-e 1
"" J < l·-e 11 i~J J 



haciendo 

e 

E 

sustituyendo 

l\"112 

iw/2 

w 
2 [ 

l IJ 
111 e J 

.r -.:2 \ 1 el l·J > 

¡ ,, 
\ 1 IE iHJ 

2 l 1 El l: ~ 

l 
Jl!. ,, 

l\.··1 -
..: 

: 
:¡\¡,•,;_' 

l 
1 ~ .. J ~· 

1" .¡; 

'~ ll-J, ~· 

2 

l·I 
cos ¿ l 

i..i 
cos 

2 
1 

\ 1 1 ElH 
0 

llrl 
e 

l lJ <.:'. 
\E E 

l ~·J ' 'i. 
i¡::: E 

l\.J..'1 .. : 
.; 

1 L-J .~ ;_· 
E 

" :.ei. ¿ 

w 
SEll 2 

2 C:OSl«,"2; J 
2i sentt-J.'2; 

llL ~ 

1 lJ ~ 

J 

Jl, 

J 

[ , .... 2 col 

.O,ste resultado nurn-?r1co es conoc1do como la 1 egl::: de 

rrapezoideal. 
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APROX!MACJON DE UNA F UNCION UTlllZANDO LA 

fRANSFORMADA RAPIDA DE FOURJER 
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l J 

b \ I; 1 

Observemos 

11 J 

se1111I;>. 

6 

l ~·~ {l.: hl l J ¡. 

IJh 
;: l k 1 hl·j} 

l '\ . 
~-' tlnl E 

i·-: L 

¡ .2..•, Lli 
--!.-,- jL."••1:1. 

E11L0;1CES 

;;(¡.;¡ ;: ( I; t r.t'J: 
1 \--~ 

=---' J·!L., 

Sea k=J, n=k, por lo tant~ 

11 1 
. 1 \-. 

X( .l) = -,.-J-f_, 

1 l 1 

n=ú 

¡.¡ 1 

f ( i<I E 

l2.irf:¡ __ l_J __ 

Í2H ( .ik) 

l'l 

f(k)w (,il<l 

" 

la cual representa las rai ces 11 es1mas de la unida.o 

Entonces 
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t ( Ü) , f' ( 1 ) , t ( 2) , t ( 3) , f ( 't ) , t ( ~' , T \ 0 i , T ( '/) , t (U. , f ( 'l) , ¡' ( J '.l: • t 1 1 

los necesito agrupar de la :::1gu1EntE mane1-a 

t (0) , t (l) , f <°2> , 1 ( :::J) , t <'i l , T (°'S: • f i ~-

,-. 1 l ,~ 
/., 

C:.C~.o! l.:. 

L L T : ;.-; --::--
o !~; 

\~ 11 
co:; .. I;;. L ti);j i: 

\~ 
l 1 

) 
.:, 

\:.ü5·11. 
T (Jo:} 

L ,_; '--' (J " L 1: L 

sEa la trastormac10n 

;.; l ;_ 

paro ··-··· tenemos 

para .:=8 tenemos 

para >;='/ tenemos 

para >:=10 tenemos 

para x=l l tenemos 

por lo tanto 

;-;I 

>: 1 

,,1 

>: 1 

>: 1 

._; 

" 
.J 

-, ... 

t<O>, t(ll, f<2l, f(3l, f<'t>, f(5), ft6J, f('!J 

f l J l 1 , t l 1O1 , f ( 'I l , f' l 8) , t l '/ > 

f\:;; 

J 1 ;:_ 

t (Xi 

i ~11 l-.11 
--,~--



l...: 
i2Hl~11 ,-- [ : 

J= 
--,--.¡-

.:\ i) íT 
1 t : .:) ¡·(;,¡ lt=o 

L <,.) 

A cada inter\.:alo !o DuedCJ dJ . .idli eii el n 1 1me1 e dE pu11tc~ que: 

yo eli.ia de preterencia muJti1Jlos de.::. 

Es d<?c11· 

IJ J 
\ ~/~ 

J ~- l ;.:u .il. ·11 
) ~ 11. = IT l. '· \ ,. " L <,.: 1 :.,:.;-\ 

r ( ·-:) de 

acue-1-do a l=ss cai-actE1-1::.t1c:a3 ·.:12 0121 ic,cic1dcu. 

implica que el numero de variables se reduce a lo mas a la mitad. 

Para cada xCk) tenEmos ªi: \.· bL por determinar, obser·.;e que 

[ne> - f<-e>]cos 

los puntos son simetricos 

Las ralees n-esimas de la unidad de un numero par. 

Los puntos fCBJ,fC281,fC3BJ, ••. fC(n-llBI geometricamente son 

simétricos respecto al eje x, poi· lo tanto fCo9) y f(--8J tienen las 

mismas coordenadas trigonomatricas, salvo el signo + en el seno. 
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Es decir fl91 y f( ·91 tienen el mismo valor de x, por tanto 

el mismo valor coseno aunque 110 sea el n1ismo angulo-

fl91 y fl-91 tienen el mismo valor de y excepto el signo, es decir 

puedo agrupar [f<9J-f<-8>]sen8 ~ agrupo. esto implica que podemo3 

reduci1- o la mitad estos \.-0101-e:;; de ;...;(I,;. 

l 14 



CONCLUSIONES 

En el presente estudio se considern el oroblema de ac¡· a:: i ma.1 

una funcl•)n a1-bitrar1a po1- una combinacit'"Jn 1 i nea l de f une i )riES 

ortogonales { y
1

,..-
2

• ···.' 1,} en un espacio '.1ecto1ial '·.'. cun un 

p¡·oducto interior definido de la s1gu12nte n1a11era. e~ dec11 

f \::' 

donde los '-~!.= < f. r¡_" los cuales Je llamemos lo~ coeficientes 

de Fourier v estan determinados de la siguiente manera 

b 

J f ( "'V •••• 1: 

a 

Dichos coeficientes se pueden calcular como se oobservo de 

alguna manera numérica, desde el punto de vista de minimos 

cuadrados el spline cúbico es un amejor apro~imacior1. 

Como también se observo estos coeficientes pueden ser 

determinados por la fórmula de 1-ilon, pero la des·.·entaja est.'1 e11 

que hay que obtener todos los t~rminos de la serie; esto 

que se presentó el estudio de la transformada rapida de r=ourier 

ya que solo dado cierto n•Jmero de puntos se pueden conocer Jos 

coeficientes, esto es poi· la pe1·iodicidad de la iunCl"n. 
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