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INTRODUCCION

DPesde hace tiempo lcs Tfisicos creian gue todo movimiento
perigdico compueste dg o punto (oscilscidn compleial, la
oecilacidn mecanica e o punteo de una  cuerdga  senora o 1a

gscilacidn electromagnetiza, o bien la pscilecion relaciorads =

o]

Hi

la preopagacidn del scrniac =g descompore en oscilaclones srmonica

es decir , €l movimento periodico compuesto viste como la  sums
(finita o infTinrital) de ez oscilaciones armonicss simples del
mismo per:iodo. La sepsracicn de una oscilaciaon 3rmAnNIca,

correspondiente a la Treceencia oada i, que forma parte ge
movimento perindico compussto tiene gran importancis practica.

Los fisicos obtiener tal sepsracion de la oscilscian srmonics
a partir de un movimiento real can ayuda de apsratos especiales
llamados resonadores. El matemitico, si tiene dado €] movimento en
cuestidn con ayuda de la funcion periddice s=fit}), obtiene ests
separacién por medico de chlculos. Calculs simplemente log
coeficientes de Fourier a3, yv b, de esta funcion vy entonces el

b k

k—ésimo armdnico respectivo tendra la forma siguiente:

Es par esto que el presente trabajo pretende describir
algunos aspectos numéricos para el caleculo de los coeficientes

antes mencionados.
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Para plantear un panorama Ak explicito de l1as aplicsasciones
de los coeficientes de Fouvier cabe mencionar. un ejehplo Dr&&tice,
tal es el caso de las pruebas de vibracidn y  estimacidn de
propiedades dinamicas del PUENTE DE TAMPICO, TAMAULIPAS.

Se describe el dipesitivo instrumental empleado. durante el
programa de pruebas de vibvacian ambiental Y tracoion YTorsada

Tealizada en la super sstructurs del Fuente de Tampico. asi fefatats!

0

I procedintento numdyrico utilizedo para el procesamienic de la
1aformacion registrada. De 1b% resuliados del snilisiz especisl
se iderntificaron varios periodos naturasles de vibrar y su

configuracion.

Considerando como &l puente mas impovrtamte  del pais, el
Puente Tampice se proyect® para dar continuided & la carretera
Costers del Golfo, interrumpida  por el rig Paruco. Ls
designacion del sitic del cruce del rio fue el resultado del

estudic exhaustivo de varias alternativas, eligiendeose el <citio
denominado como el 104, ya que representaba la menor longlitud y en
consecuencia la opcidn mas econdmica; la eleccion de una
estructura mixta atirantada se debio a las ventajas estructurales
que representaba.

Dada 1la escacez de informacion relacionada con el
caomportamiento real de puentes atirantados, la SECRETARIA DE
COMUNICACIONES Y TRANSPORTES, a traves de su Direccidn General de
Carreteras Federales, decidi® relizar un conjunto de pruebas en el
Puente Tampico con &) objeto de evaluar su comportamiento dinimico
a partir de la medicion de vibraciomes ambientales y vibraciones
libres produgidas por la liberscion repsntins de uns mass sujets o

la superestructura del puente.



i
Los resultados de las pruesas y un  adecuade programa de

monitoreo de la estructurae permitiran estimar los cambivue Qque seg
generen &n las propiedades de la misma cowo resutado de los
fenomenps de corrosidédn, fatiga, perdida de tension 1 los

tirarntes, pardigdes de preesfuerzo vy otlros Tacsores qus wWifican

SU Comportamiento estructural.

La naturaleza de sz  excitaciones wtilizadas obiligavon s
estudiar los resultados de lag mediciones dentroe Sel  contewtio  de
urt snalisis die Trecusncias, tecnica que basas sue procedimientos en

la decomposicion de una selal en sus diferentes  componentes, las

w

causas s2 estudian por separado o a p&artir de ellas e
construyeron funclovnes que proporcionen informacion mas velevante.

Particularmente, ls informacion obtenida de laz pruebss de
traccion resuts Unice en su generc, debido 8 el disponitbilidad de
acceso a obras de esta magnitud para la ldentificecion de sus
parametros estructurales.

Entre las caracteristicas estructurales mas relevantes del
Puente Tampico, cabe mencionar su longitud de 1543 mts y un claro
central de 360 mts con una altura maxima de 50 mts sobre el nivel
del mar; destaca también su estructuracidn mixta, unica en su
género en construccdn de este tipo, constituida con tramos de
concreto presforzado en los accesos y el 854 de su calvo central
con develas de acero ortdtropico con seccidn trasversal, tanto en
el acero como el caoncreto; el sistemea de apoyo Tformado pov 19
pilas y dos caballetes extremos; destacando la altura de las pilas
y la profundidad de su cimentacicn que llegs a alcanzar 124 mte
sobre el nivel del mar y una profundidad mayor gue 83 mis, ani

como los 46 tirantez en disposicisn de seniabsnico, constituidos

93]



por teronez galbarnicadess de 1.65 cm  cde diametrn ¢y ancladeas  de
manera permanente en los maéstiles o pillones, permiti9ndose el
tensado desde los puntos de anclsie en la lirnea media de 1s
calzadas; wl tiramte mis largo supers los 200 mits de longitud.

La realizacicrn de un experimente  de esta naturalaza

4

reqguiere, por una parte. de uns solicitacidn y de un di1ERoSIt1ve

instrumental

genzradas dursinte lax Sacilacion

de la po obtva Dar ta (=28 MECes31 10 Contar SO
algoritmes de anzlislis gus  psrmitan ls ident =153 los
parametros estructurales de 1nters=s,

Para excitar ie ztructura del puente se utilizaroen dos

tipos de sclivcitacionsz: la primers se obtuvo de ls excitacion

ambiental producids ov:scipalmente per =1 transite de vehlcoulo

n

v
el viento dominate &n 12 zona del puente: la segunda se genevod coan
la descargs instantanes de uns masa de aproximadamente 20 1
-—-previamente sujeta al puente por medio de un cable &l centro de
la estructura metilice del tablero-~- ocasicnandose en consecuencia
la vibraciéon de la superestructura. A esta dltina pruebs se le
denominars prueba de traccidn.

€1 dispositiveo experimental que se utiliza consta de dos
servoacelerdmetros, un acondicionador de csefales, un  convertidor
analdgico digital, un analizador de espectros Y una
microcomputadora personal.

tos servoacelerdmetros captan directamente los movimientos
vibratorics en los puntos de medicidn seleccionadeos y los envian a
través de cables s los acondicionadores de sefial en donde se
ajustan a niveles de medicion apropiados. Del acondicionador ce

transmiter las seflales ¢ un analirzador de espectros y directamente



& la computadors a traveszs du un convertidor araldgico digital.
El utilizar un analizador de espectros presenta la ventala ce
observar las sefiales procesadss en diferentes puntos de medicion y

en consecuencia estimar algunos parametros estructurales durants

i

la realiracion del experimento. Adernas SE Liens la wventaja d

"

registiar jses sehales en =l domivio del tiempo, informacidy: Q.
results de gran utilidac on el calcule deil amortiguamiento.

Formaga Tinitts de Fourier

Como primer pasc se& gvalua L&
de le sefial empleado e. algoriimo conocido cemo Transformads

Riapida de Fourier medizrmte la <wiguiente exprssion:

T

wify = [ ((trg WERTE

dt €1}

donde x(t?) es la sefial registradae, t define la vibracisom gcs
medicidn, § = v - y f es la frecuencia de anilisis.

Esta expresion define la forma gque uns sefial se distribuys
con la frecuencia. Si al resultado de esta expresion se le
calcula su médulo y se eleva al cuadrado se obtiene el espectro de
potencia de x(t).

Por otro lado, durante el proceso de medicion se pueden estar
registrando varias seflales simultaneamente por 1lo que se puede

calcular su funcién de correlacidn cruzada, estoc es:

t
R (m) = /7 [ xit)y(t+m) dt (29

Xy
O

donde y(t) representa otra de las sefales registradas, v n es  un

Lh



tiempo de retrazo. Esta func:3n permite estimar en Que orden una

sefial se correlacions con ctra, en que medids las sefiales fusron

originadas poar la misma Tuente y con que retrezo, vy detectar la
presencia de ruido o sefiales extrafas. Cuando la mcuacion (2) se
aplica sobre la misma seflal se obtiens ls furcicn de

autocorrelacidm;

t
Hyy(n) = /T J s{g)uwl{t+) dt 2
i1 :
Utilizando el concebtu della trnsformada-de Fourier (1), en

las ecuaciones (2) y (3) se cobtieren:

¢
F oy () =J- Rxy(ty e JETTL 44 4
Q
t
Fl, () = J Rux(t) e 57Tt g4y (5)
o

las que se conocen como las transformadas de las Tfunciones de
correlaciédn y autocorrelacidn, respectivamente.

Una aplicacion de la funcidn Fxy({f) consiste en el calculo
del &ngulo de fase entre dos sefiales, el que se define de la

siguiente manera:

Sxy(f) = tan—l ( Dy fI/0uyf)) (&)



donde Qxy(f) v Cxy(f) represen;an la parte imaginaria v reael,

respectivamente, de Fxvy{(f). La interpretacion fisics de este

concepto se basa en el heacho de gue para cadse frecuencia natural

el a&ngulo de fase correspondiente es cercarw a O o & 180 grados.
Las transformadas dg o las funciones de corrslacioan

autocorrelscion resulten. de utilidad en el caloule de !

&
g

funciornes de coherencla y. transferencilas

AT = (Fay c-r,\i ;
Hyxy () = Fay(f)  Fxx(f) (8)

donde wa(f> gs lsa Tuncidn de coheremngis, Hey eg la funcioan de
transferenciae vy Fyy denota la funcidn de autccorrelscion de la
sefial p(tr.

La priincipal utilidad de la Tuncidn de coherencia radica en
que proporciona una medida de grade de linealidad entre dos
seflales.

lLos valores de esta funcidn van de 0 a 1. Cuando se alcanza
el valor de 1.0 se dice gue existe una perfecta relacidn 1ineal
entre las sefiales.

Lo realizado abre una nueva etapa en lo que respecta a los
programas de Mantenimiento y Conservacidn de Puentes, ya Que con

ayuda de técnicas de analisis de seflales y programas de monitoreo

adecuados, se pueden estudiar los cambios que sufren las
propiedades elasticas de este tipo de estructuras, ¥ en
consecuencis tomar medidas pertinentes parsa la prevencion de
fallas estructurales. Sin olvidar gue estas prusbss  se  pueden



hacer exiensivas a pusntes “on eztructuracicon diferente a oitro
tipo de obras civiles.
Con el ejemplo anteriormente dado se observa 1a importancia

ge los coeficientes de

in

de log resultsdos obtenidos & travé

0

Fourier oariginando nuevas arsa ds oportunidad pPars los

estuciantes =n las sreas Fisico-Mataematicas.



GENERALIDADES

Sea f(t) una funcian dadsg, con periodo 21, sSUupoNgasmMDs QuUE

¢sta puede ser dessrrolisds =20 sSu serie trigonom#iricse como sigue:

2s decir, elia ys =s¢ 1: sums d= giertes serie  bvigenometyica cars
tode t, excepto tal ve: pars  algunos velores. L& pregunta es:

i comdo determiner & pe-tiv de la funcidn T7({) los coeficientez: s

A
Kk
Se obssrvard gque los coeficientes 3, y bl de la ==rie
trigorométrica gue csgrezenta la  TFunclion periodice {0t:. de

periodo 2!, pueden ser calrulados por las siguientes formulasz.

t

a, =__%j cos i’” t flt)dt k=0,1,2,...
-1

@
1
_ 1 bort =

bk '-MZ-J\ SEen 7 t f(t)H)dt k=0,1,2,...

-1

lLLos numeros a, v bP que se calculan por éstas fdrmulas se

llaman coeficientes de Fourier de la funcién f(t) y 1la serie

trigonomstrica (i) la cual a1 ve: de a vy b, contiens los

coeficientes regpectiviz de Fourler recibe =1 noasbrs de Ser i d

(43
lid

i

Fourier de la furmcicn Titi.



i
Se deducivin las furmulas (2) considervande gue ls  funcion

periodice f(t) de periodo &€l se desservolls en secie trigonometirics

la cual converge a ella.

10



CONJUNTOS ORTOGONALES DE FUNCIONES

Sean $m () y ¢n (%) dos funciones de valor real que
estan definidas en un intervalc = % . % b v son tales que s
integral del producto mm (S ﬁr [ sobre ece intervaln

)

eriste. Denotaremos este integral pov [ S I

Pov- tanto

Se dice que las funciones son ortogonales sobre el  intervale

a = x =b si la integral (1) ec igual a cero, es decir

(2) (o , ¢ ) = & x) ¢ (w) dwu

0

Se dice que un conjunto de funciores de wvalor real ¢1(x),
¢E(x), ¢3<x), ¢q(x>, ... @5 U Cconjunto ortogonal de funciones
sobre un intervalo a = »x £ b si estas funciones estan definidas
sobre ese intervalo y si todas 1s integrales ( ¢m , ¢n ) existen y
son cero para todos los pares de funciones distintas en el

canjunto.

La raiz cuadrada no negativa de 4 ¢m f ¢n ) se llama norma
de ¢m (%) y generalmente se denota por || ¢} || de donde
i
s - —
() e N= /i .+ = b
. 3 m o m n J -]a ¢m {(x) d=n

i1



EJEMPLO

Las funciones

SEN laked

3 e N

1ntervalog [T

Por demostrar

an

1) J Sen mx
%}
a2

2) sen mx

an
N j cCos mx
o]

Demostracicdn

1, cos

X

COS C¥, eisey

H forman

[

I\

n.,

cos nx o dn

sen nx ds=

cos mx

1)

ar

it

cos nx, sen

conjunto  ortogonal

[ n o#® m

n m = n & Q
O m X

b m=n&Q
emn m n =0

Aplicando la identidad trigonométrica

sen m Cos n =

2n

J sSEeNn mMx €os nx dx =

Q

1

2

/2 [ sen (m+n) + sen (m—n) ]

¥, sen 2%

sobtre el

f sen (m+m)¥ + sern (m—-nlx ] d»



0

n

27

san (m4ndx dx + -é—! sen (m-~nkx d-

o1
=)
4]
=14
e TGS (@40 K
Cimtcil
i
N o %1 [ S Y

Sim=n=x Q, vy

sen 25 = 2 sen # Cos &

2rr

O

Demostracidn a2

0

—mmeeen COE M) N ]

se utiliza 1& identidad trigonometcrica

se obtiens

a2

[ sen my cos nr ds o= J sen mx cos mn cdx

= *i~ f sen 2mx dx

4

Utilizando la identidad trigonométrica

sen m sen n

2n

j sen mx sen nx dx =
Q

e

1/2 [ - cos (m+n) +

an
J\ [ ~ toyw imEngx
%

2n
o

cas (m-n) ]

+ cos (m—m)u ] dx

1



S @ = n o= 0

?ﬂ

J cen

(o]

Demastracidn 3)

2 ' 2n
1 1
= e cos (m-nlx dxn - —= cos (m+n)x d»
c o
Q G
= ! sen (m-n)x an ! sen (mbkn)
- - T m—— 1 £ - s r———ne = It B
etm~) ' ln e tin+n) ! L
= 0 =1 TR ]
zn
mx sen nx du = l ser mx  dx
<
an
= A— ( 1 - coe 2mw ) dx
a2
0
2 am
- 1 1
= = dx - = cos Zmx d»
2 c
(&} o]

Utilizando la identidad trigonométrica

Cos m cos N

a2

[ Cos mx cos nx dx =
To

172 [ cos (m+n) + cos (m-n) ]

cos fm+ndx ¥ cos (men)n ] d»



=5 cn

=5 J coe Un+ndx de 4 ?IJ— cos (m-vda gy
o T
! an ] e
T e ) e sev (me0)o |
Frmimy e (mra): i(_) Frmomy SET el
= S1 M #
Utilizandn la identidsd trigovometrics
2 . .
zoes @ = 1/s2 (1 + cos @€ ¢
haciendo m = n # O se obtiene
2 =324
2
€os mx €OS nx dy = cos  m»  d¥
o] (0]
2
=-é~-[(1—-cc152mx)dx
To .
a2n
= L dr + ! sen amx an
2 Gm o
(0]

e



Ev um espacioc esuclidians U, tods conjunto ortogonal de

elementos no nulos =s independiente.

Demostrscidn.
no auloce de

Sea {?rﬁﬁ)) un coenrnjuants artogenal de elementos

lete u-s cavbinacient lineal de elementas

U, v supongamos que ex

t{p _(w)2 ques es cero, sienduo:
n 9 *

Como son diferentes de cerao los elementos {¢n(x)) Y

ortogonales se tiene

entonces

~J



SERIES DE FOURIER

Por'serie trigonomeétrica enternderemos una serie de la forma

o
Ao E € a cesns ~ b sennx ) 1)
LA} tai

.
T

donde lag a,b y A son constantes.

51 la serie de la forme (1) converge para cualguier valor de
X, ¥ Ia serie gue esta reprasenta, dependera de loc:z numeros an ¥

bn . Pero s1 converge en cualguisi 1nte-~vale cevrado . de longitud

2n, debe por le periodicidsd o las TUNCiones Senns Y o Losan
converger pava ceda valor real de X v en consecuencia
representara una funcion deiinide gars Todos los valores de #4  con

periodo 2n. For lo tanto es necesario tratar uriicamente com el
intervalo 2n, el comportamiento de la serie para otros wvalores de
x se conoce completamente cuanda sus propiedades para este
intervalo estan determinadss.

Para observar la naturaleza y comportamiento del las series

del tipo (1), haremos uso de las siguiemtes férmulas. N

L L
j sen UL dx = - L cos-ﬁﬂi—
L krn L
~-L -L

= - —£~—»cos (k) PN cos (-bm7)
r7 5324



hn ¥

] o

' L
s
] gy = —= ser R !
. (523 [
~i
= b sén (k) + L s (~hm)
b b
= O
L
- 1 ' coe AmmodEE o e ay
g e= C = L
~L
= 0 m * n
L -
{(m+m)ax
COS

= 1 c (m-roax
E] o= C
-t

= O w2 N

‘19

L

] ax



T

S mms
sET —— COs

Cmdy iy

= ()
. L
e 2 oTinw He = 1 | - cos enmr |,
- L i e} (= R=3 L -
-L ~L
= | m = n
L L
2 nnx 1 2nrx
c = + ]
J’ oS T dx J [ 1 cos T dx
-L -t
= L m = n



A
5i la serie A + E (a coans + bjsennx) ec  uniformemente
i
=1

c
- mn
convergente en el intervalo  ~L £ » <L vy tiema la suma f(x),
entonces para n = 0,1,2 ..
a B
A = ~..__C_?.___
L
] 3 . nre -
B = e ) S g
a4 n l f i co: T =
~L
[4=3]
. .
L ¥ . [uiz 4%
= e [ —ee »
bn C J fix) sen C d
-t
Como la serie (1) ez unitormemente convergente paras —-L £ 4 = L

y debido s la periodicidad de las funciones sennnx/L y cosnax/L,
tenemes a (1) uniformemente convergente sobre el intervale real
de x por tanto la serie puede integrarse término a término.

Por definicidén de convergencia uniforme tenemos, que dadoc
cualquier & > C

| f(x) = 8§ (x)]| < ¢
n

para n suficientemente grande y para cualquier x.

a1



Si multiplicamos (12 por  COSNK, la serie tambien es

uniformemente convergente. Forque, tenemos come lcos wnw/k|

A

1£0x0 casns — S _{ws cosvn) $ 1fix) - G “
i
En cons@cuentla  la nue.s: Sooae foutde [

integrada termino a ltérmiaot hatiendole twnemos

" Lo
MK s s
fix) cos . dyx = = Co3 T
-L -L
o L
.0
- 5 cos AE ooy DM g
= " =L L ‘
Tk -L
L
mirx nx
+ 3
bn j cos T sSen T dx
-L
= a b si m# O

22



Finalmente =i

multiplicamos

serie uniformemente convergente

L
J fir) =sen l%;iﬁ dx»
ToL

[

I fix) dx = 2AL
-

L
A = i J FIx) dx
aC
-L
L
a = L I fix) dx
0 2

-l

1}

integramos,

ser nNx , NOs

par

encontramos

Lo
=]
“ - mrry
z = C
-L.
w N
}: | cen ruT
it n J ’ [N
_L
mre. Ak y
bn l sen —- SeN . dn }
b b si m = n
m
a
1 _ %
ar ¢ %k ) T3 ’

dara

~—— gx

otra



En la demostracisn anterior las geries trigonometricas
fusron dadss comc urniformemente convergentes cor alguns  fTuncidn

LR RN

Se cbesrvo que los coeficientes Ue la serie dads estéan

relscionsgos con ls Tuncid fle),

Ahorz dads la funcisn fix) ze deses ercontrar Ja s la
represents, balio este considevaciaon & CoTnruED2O los PLImEr O
an’bw con s, por medic de les ecuacions:s (2} y

T Hil
entaorces formealmente contrulicr. la ‘serie (1. Una ssrie  asi
se Ccaonoce como serie de fourier que pertenese & 7740,

Cuandc una Tuncion gar fx) e desarrolla &n una  serig de
Fourier sobre el intervale -L % x =L, los coeicientss de ls
serie estaran dados pov

L
’ 2 niTx N
a =T fi{x) cos dx b_ =
n L L n
o]
Sea f(x) par de modo que T(-x) = fix), Tenemos
L
1 nity
a_ = ———— f(x) cos ——— dx
n [ L
0
0 L
1 Ny 1 ' nax
= ——— fir} cos dx + f{~x) cos -—
L L L |
-~ O
sea . X. = -u dx = -—du

=]

dw



Entonrces

0 ) L
= 1 lakigd _ 1 -
n T f f(-u} cos T { dg) + . J f{u) cos —ta—-du
1 M
L L )
o f . ___ nax 1 ) N :
&= -~t——1 fo ot cos T ¢ du) < ~TTM, f(ul cos T du
0 Cl
L
= & fis) cos 2BE_ g«
] 0 [
4
L
_ 1 _ nTX
bn = T I fix) sen X dx
¢
0 L
_ i . M 1 i N .
= ”TT_J- fixn) sen . dx + _t__J fix) sen T dx~
~L PR ¢
sea X = ~U dx = ~du
Entonces
9] L
bn = ! J fl-u) sen (-du) + I iyl sen nr“ du
-L ¢



s, w
L ) 5 e+ 34 € m
0% ——— =
. a © T -~ Sen
—

Por lo tenta

Entonces

26




CONVERGENCIA

Teorema de Parseval

Demostrac i

Apilrcandy las formylas

st

L
atL = J' fix) cos DX 4
n T

-L

L
bt = J fix) sen LI dx
n L

-t

y como

N
i

& v i it
@ mrrs »

(M) = e+ 5 g i & ——
il 2. E &, =9 L t:'r» " L

27



Entonces

por lo tanto

28




1 1
sen[ n + ?T]t sen[ no- =

Entonces pavra n = |, 2, 3, ..., M

it

Sen—%—{(ccst + cosdt + ... * CDSNt)}

4+
Por lo tanto
cos t + cos 2t + ... + cos Mt =
1
= + cos t + cos 2t + ... + Ccos

Ahora integrande la igualdad anterior

29

¥

E

_ t
= cosnt ser =
2
sumar i zando
3 ¢ Lt
en - T
= a2
e =
S c
en -t - sen 5t ] Foee. *
o =4

1 1
= [sen [M + —é—]t sen ‘é]
sen(M+is2yt 1
ésen t/2 2
ME seni(M+l/edt

2sen t/2



i

sen(M+1/2)t

2sen t/e at

J [%T + cos t + cos 2t -+ .., + cas Mt] dt-= J

Entonces

n
A [ mem@iri/@t 1
" 2een L2 2
Q ’
Si f es uns funcidon continua en [-n , 1 entonces
Hd k24
lim J Fixd serm mx O y 1im J Tlx) cos nu dr 7
M=»0 =00
- -
Camo
BE 0 L
—_— o+ BB < FO® dx
2 n=1 n n [
-L
es convergente entonces lima_ = limb_= 0
T30 N>
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Sea

&, W
FlXR) = e+ E a_ cos nx + b sen nx
2 " n
n=}
Para determinar la comergencia de ssta <evie &n un punto
dado »x haczia el valor de la Tuncion {1, Bn ese purto {Enemos

i)

&, w .
+ a_Cos mx + b sen nxl= B (k)
J— n " i

24

" )
-1 F (bt EEra(l’Hl/E‘,t_ at
I3 2oen /2

-

Demostracidn

n

3
ancos nx + bnsen ny = [ —n-I flulcos nu du]cos nx

hat2 4

n
+ [ —f;J flulsen nu du]sen 2]

-n

iz

' .
= ?J f(u)[cns nuy Cos nNx + sen nu sen nx]

-

b

= —,lI-J {f{ulcos n {u-=) du

-n



como

Entonces

Haciendo u - % = ¢t

S (%) =L J Tit+n)
m 7

0

J Flt+x)

badb 14

L

S (x) =

ER _ 1

2 a2
nx o+ boseEn -‘i-

o . 2

n

-

sentM+1/2) ¢

"

J fiu) du

-~

2sen (/&

32

f(ul[ L—+§i cogn‘u—xl] du
. g e )
1 [ sen(M+1/8)¢t )
TJ T Zsen t/2 Ot
-1
sen(M+1/2)£_ dt
2sen t/2
O
1 " ] "
1 f(t+h>_§En(H4l/L)t
Il 2sen t/2
I,



Entonces

s
1

-n
De esta marnera el problema de ‘uonvergencia
f{x) se reduce a la convergencia de la integral a
Obtenienco los limites & la izgulerda v a la
funci<rn T en el punto =, vy

Considerando la difsremcia

fou + D)y + f(x - 03}

la cual puede ser representada en

S (x) = f (x) = ?TJ FC ot + x 1 - fexy cSeniiri/sedt

cocen t/2

de S (x)

cerc.

gevechs

e
1 - sen(M+1/2) ¢t
- - 5 ) - - e +
= J £fe ¢t + x|} TC & 4+ G31] Seen t78 dt  +
-
n
1 sen(M+1/2)t .
p ch(t*’)’-) f(ﬂ*o)]mdt
-n
fix + Q) + f{x - 0O)
lim + =
t » 0 2 sen t/2
flx + 0) + f(x - 0) ts2
lim
€ O+ ¢ sen t/2

)

Entonces 1im [ gix? sen ¢ M + 5
J

3

!

33
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Si

g &8s continua,

sntonces

adema

th

izguierds: su

punto&A

fi{x + 0) + T(x = O}
S  (x) - — O
m 2
fiw + 0) + fiw -~ GI
- ' - -
Ee decin Tim By Dw) =
Mo
De ects maners zo ve gque =1 f ez ouna funcion
periodo L corm un numerce Tirnito de discortinuidades qu=
existen en cads punts lzs derivadas por lea derechs e
serie de Fourier converge en Lodo punlo y a fix) y en los
Tex + DY 4+ iy - 0y
de discontindidad o = .



FORMA COMPLEJA DE LA SERIE DE FOURIER

s

Sean s los coeficientes de Fourier de la fumcidnm o} )
_ &=
Yo T OTT
n
0
Flnr) = gt g cosnw.x + . b sennw, x )
2 Il (5] ] 8]
n=t
en virtud de les formulas de Euler
1nw X ~inw x
= =
cosnw._ = =
[}
inw % —=inw_x
o e [u]
» o=
Sennn,
obtenemos
[ inw x ~inw inw_x it »
4 e o e o e o]
fix) = — + a + b -
E 2] n 21
=1
a a_-—ib X -ib
_ Q + n n inw x n n_| minw x
2 2 ) 2
=1
- ib + ib a
o an " ~ _ n y Qo c
e, T E] ' Ten 2 e o]



entonces

© ire » e Trie m
fix) = g. + c_et™o™ c e o
. 0 F -n
n=1 - - rm==1

- y _1Tiw r
L) = c = Q
Tt
T

de aqui
. t/e t/2
an - lbr I -
. LI 5 . = o — % cef i "
€, = 5 T~ 1([>co=(nwot)dt i fitlserin Ot)dt
T-tse —trE
tse
=1 ) , . ey -
= — J (L) co:(nwou) 15en(nwot) dt
-t/2
t/2
=—% e ™ot gy
-t/
analogamente para
t/s2
e =0 rere!™ot ge
-n t
-t/2
Es importante sefialsr que si fix esg wuna Tuncian resl,
entonces ak v bk son numeros reales y les numeros éty cn} AUNQUE .,

34



i

en general, sean complejos, son mutuamente conjugados,. es decir:

c =
-n n

Es evidente gue la n=ecsima suma de la seris de Fourier de l1a

funcion f se puede escribiv en la forma siguiente

(=
5 (x) = omde { &, cosnw % + b setrnw % )
=4 ” ! 2 k =

y . la misma sevie de Fourier de la funcion fix) -en forma . de la
serie

0

fimy = ( g, cosky + b senkr )
K K k

(=1 )

e

C g
B
T

Las funciones complejas
ikx + “+ + +

{ e 3 k= 0, 1,= 2,2 3,- 4,...

forman un sistema ortcgonal sobre [-t/2,t/21.

37



Como consecusncia de los resultados de la  seccion anterior,
se concluye que: 21 f es derivable en (n,ml, entonces su  serie
de Fourier converge en todo el intervala.

£s matural preguntarse  si 2gta convergencia o es unifbrme,
=g vera que st saceds s T 23 comtinuamernte diferenciable en

[r,nd, Psr-a degmostivarlo, s & ufilizaras la s=rig de Fourier

i intearandela b

Mo a termino para obtener la serig de Fourier
tde f.
Ern general ura serie de funcioves puede integrsrse termine &

termino €1 &

[ul

unifarmemente convergente.

En nuestro caso particular de lag series de Fourier, la
convergencia uniforme no  es necesaria, es . decir, rensmos €1
notable resultado de gue la integrscion termino s termino  siemopre

es posible.

TEDOREMA:
Supongamos que f(x) = LE £ -n,m ] y sea su serie de
Ay Y]
Fourier formal f{(u)= —f4— + Z a cos ks o+ [ cos kn
2 oo K k
k=1
X
hacemos gi(x) = j f(y'dy , entdnces la serie que <=e obtiene de
-n

integrar término a término f(x}), converge uniformemente a gix) en

L -n, 1, entdnces la expresidn explicita de gix) es:

0(0 @ A X
gix)= 5 oxm )4 E oy, J cos kydy + 3 j sen kydy
b= n —r
_ .:XG C o ‘ X o a":_ o tu - (?l‘ e be i )l:
SIS een e o| “feos

38



Observacio\esz

Es importante hacer nolar gue tampoco se: necesita wusar la
convergencis puritual, pars la serie de Fourier f. Esté ulfima
expresion de gix) no es la serie de Fourier de g{z) i no . una
serie que converge uniformemente a gixl.

Demostraciovinn:

Fuesto cue T0z) & L? [ -n.n ], existe  unag sucesid  de

funciormes $_{(x} aque converge a f{=! @0 la norms cuadratics.

“ R
Sean gn(x) =[ Sj(y) dy g(w =J fiy) dy
“en -
entéonces
z2
c .
| 9,00 = gix) | = l | 8. tw) = £ | g~
Para poder hacer use de la desiguslaad de Schwear o,
introduciremas las funciones h(x)=[Sn(x) - f(x)], piv) = i,

entédnces por le desiqualdad de Schuarz

2 N
r b »

J pix) hix) dy] = J pa(x)dx j ha(x) dx

- - -

]
—
4]
<
[}

-h
X

n
o
B4
ey
kel
z
o
x

]
e

o
x

I
Y

o8
a8

<

x
+
a

la dltima expresidn de la derechs estd scotads por

2
2 n | s, - T it

2
- T . @n

31}

finalmente L g (xy = g (x? 1 < ” -
]



- i
~como el lado derecaso tiende a cero sclamente caow N, es decir, no

dJepende de x, entdnces { Q. } converge uniformements & gixi.
IR )

Ahora surge de manera natural la siguiente pregunta:

;i Cuando la serie anterior es ls serie de Fourles de @lx)?

El principal problema gque surge agui, 28 ls presencis o ls
funci1on ¥ + n, Una posibilidad es dessrvoilar la Tums o Yt e,

serie de Fourisr v sgrapar tarmin tonsideremos &l

Q
5
w
-
i
3
I
e
hal
Wi
G

ces0 especisl, cusandy nc = G, v calculemos los geoeficientes . de
Fourier oe g (%) , gbssrvaremcs gue <stos son #xsttaments los  gue
aparecen en gl desarvollo anterior de g (21,

Primerg 1genti1figuencs &) t#rming constante. 51 formalmente

i

la serie deg Fourier de g (sl e

5 o
giud = z ( a, cas hx + b osen ko }
t }
b=}
n
entonces formalmente ao=-%~ I gtx) dx, coms  se dedujo del
-1

tecrema anterior, la convergencia es uniforme, entdénces es posible

integrar la serie

® <~}>k.¢'3L ot
gix) = z 0" cos kw ¥+ sen ke ]
k=1 * E
término a8 térming, @sto es
7 o t—l)‘:ﬁ-“, - "B,
gi{x) dx = 2n 2 - + E ~ cos krdx
.k K
k=1 p=1
—-Fr -m
e
=
como —— [ cos kadx =~r—-j sen kwgs = 0O

[y



" -k

. [ (~1) ‘ﬁ‘ v i
entonces [ gix)ldx = z —wﬁjf—é- tgny , 8 _= SE e A
- k=1 ’

-1 r
una vez identificado el término constante identifiquemos los

restantes coeficientes de Fouriaer de g(»):

had - b2 .
N -3 ~ -
i o y : H bl Ui 1 - r '
T [ L i e 1 T
Ten -
n o
b ! - e nel S f
o A sen b =
¥ \ P ] = ol
- - 7Y
por lo tanto
k
w (-1 ﬁi' ] ——;‘?L, &
gix) = z _— 3 z L cos kn 4 —— sEN R
1 | k i
Pz} b=1

ez la serie de Fourier de gta).
El resultedo snterior vios permite obtener el siguiente:
TEOREMA:
Supongamnos que f(x) es continuamente diferenciable, [-n,n 1 y

f{-m) = f{n)., Entonces la serie de Fourier de fix) converge

uniformemente en -7 ,m 3.
Demostracion:

H
Consideremos la serie de Fourier de T (x):

1
® 1

1 s i
f () = + Z o, wos kx + 3 sen ky .
2 k=1 k S !

n

l .
a =0 pues J f {x) dx = f(n) -~ f(-n) = 0, entdnces

-n
bad

1
Fix) = f(-7) + f(x) - f(-m) = f(-m1) + [ f (y)dy , de donde
Yen

Flw) = fl-m) + gi(n}

4



Usando el risultado anterior, la serie de Fourier de g(=x):

[= w -2 =]

gi=) =—§3 + Z Pk cos kx + Pkréen fex
k=t ) )

converge uniformemente.
Ahors pars lograr el resultado que deseamcs solo necesitawcs
observar que T(x) 3 gixn} tienen la misma serie de Fourier, escaptic

por 2l primsr t2cminc.

Si ko= 0
< 23
s ozt J Tewy oo kyde = ‘ [f(-n= + g(w)] cos kwd
+ I LI | 3
—_rr -
n EH
=—%— I fi-n) cos kadn +— [ Qixn) cos hkrdx
- -
7 )
i Sk
e J giuy cos kxd. zmﬂf"
-n
analogamente
!
&
_ b
By = %

CORDOLARIO:
Si f(x) satisface las condiciones del teorema anterior,

entdnces los coeficientes de Fourier de f(xr) cumplen con:

w ow
Yoole |cw Yol l<w
k=1 K ' k=1 K
14 key — 0 ’ kék - 0©

Demostracion:
I @ 42
Por la desigualdad de Bessel parsa T (x) , 2 ﬁp converge.
k=1 "

Hagamos G
= r

1
N1

a | . entonces

G



gl ﬁh a n i€ N .
@:Z i ‘Z ' ~[Z ﬁ][} “]
n b= : k=1 2 k=1 " k=1 15 J
por la desigualdad de Schwarz.
Ay - ) '
Como S' ,-?;: . o S‘ — 0
= ok=1 7 k=1 kT
¥ Dr 25 oreciente, entonces
1im 0 = ] aL] S,
n > @
an&dlogamente, obternemos que
)
z ‘ I 3, I <o,
k=l
1 R 1 1
camo o ———— O, ”p —_— O, y  ho o= _RP , k{3 = o«

5 ko,

concluimos que las sucesiones { ap } ¥ { ﬁk }, tienden & cerec mas

rapidamente que la sucesidn { —é—:}.

Observacidn.

Los resultadoes anteriores sonm validos cuando la funcidn f(x)
sea diferenciable, excepto en un numero finito de punto [ 1, perc
a nosotros no nos interesa tanta generalidad.

Es natural preguntarnos €i el hecho de que las funciones
tengan s—derivadas continuas nos garantiza que las sucesiones

: . 1
[a} 1, FES 1 tienden s cero mi&c rapido que la sucesidn { —_— 1.
k J k f L)
Con el siguiente tearems contestaremns a la pregunts

anterior,



TEOREMA.
Sea f(x) = p"[ -1, 7 ], y ls s+t derivads es continuas pev
pedazos, entdrnces los coeticientes aP, B‘ de sus series de Fourier

tisnden & cero como O[ LTS ].

Paira demostirar wste  tegrema . urimero introduscamos la
siguients notscion i los  coeficientez de  Foucieo. £ Indice
supe~tor ndicacd el oirdaen de  deriveoidnr de s Tums i, Py

S .. w13
soemplo: . e nye bon oot fo e Do Y aamny o .
;
L0 c s .
N los coeficientes de su derivada...... etc,
Aplicando sucesivamente el tecrema anterior, tenemos -
[ i) GE par
(=] —f3 I pai
I~ = b t ~
[ & cre 7 .
[N S &S i1mpar
=)
. I
(g)
_[3
J(l) ?(EJ k si s e= par
bt e —m—na— = = (=%
ﬁo _ I _ " _ _ P(S) P
K P = PN :
Kk ak
sl s es impar
)
k

A partir de las relaciones anterieores se puede sintetizar el

resultado que se quiere, sin embargo, vamos a dar otra

demostracion.

Demostracion:

La idea es trabajar simultdnemaente con oy ﬁk. Esto es
posible wusando la representacidén compleja de las series de
Fourier.

Como habiamos visto antes, en la representacicnm complejs de
los coeficientes de Fourier, la relacion entre su representacicn

real y compleja es de la forms -

44



De las relaciones anteriores entre los coeficientes de la

funcidn y ioe de la derivada, tenemos

1)

la cusl = puedes obteasr par subystivuciog. directs came
indicaremce a continuacion, integrandc por partass. Recordenos que

la expresizn compleja de los coeficientes nos queda come:

o

Phon i -ilt
Fny = z O G yonde an c;°’ = J fier e g
b= =i ) o :

(o

Al irtzgrar por partes cy . teremcs
T bed

- ~ikt | i —i
g ¢ 7 = L TLEL kR - ey e TN at
v ik il

el primer terming de la derecha se anula, y3 qQue supdsimos

continuidsd v periodicidad en ls funcidn f(x) , obteniendo

(o) 1 (1}

et e T TR Sk v
ahora bien
n
SR L
e T I
1 ik
-n

puede ser inversamente integrsdo por partes ... después de

s—integraciones, cbhtenemos

red
S .
2n [ ik ] cé“’ = J £05) (4 e ik
-
= 2n C(5)

Entonces por el lems de HRiemann-Lebesgue, conforme k crece

= )

(s) . ( -= 7
[=4 tiemdz a cero como O L I J

k.



Ilustraremos el tecrems anterior con algunos

observaremos algunas consecuencias importantes.

Ejemplo # 1 :

ta funcion “onds cuadrsds” ciw) dada por
corvespondencis
1 si @ 4 "
clixi = ) el w o= O
-1 ' si -n pa [\

su serie de Fourier esg

ésta funcidn tienme discontinuidad de salto en x=0 ,

A LX)

su grafica

T

ejemplos, ¥

le regla de

coma se ve en

por lo tanto, el orden de convergencia de sus conjuntos es

° [+)

ue



Ejemplo # 2

Para la funcidn que tieme por regla de covrrespondencis

I3 n
el -l si 0 £ v hid
(o4
i)y =
n I .
- [.;_ 4y i —; ¢ <0

su serie de Fourier =

—_ oS Sx +

P

i
cos ¥ + —z cos 3x
3

]

en x=0 tiene discontinuidad en la derivada.

Su gratica es:.

y £0)

Enténces sus coeficientes de Fourier tienen un orden de

convergencia de O [ - ]-

lfe



Ejemplao # 3 :

La funcidn gue tiene por regls de correspondencis

,

4 = P .
= r Y ) 2 0 <y £ @
& L

fixy = ) ﬁ
7 < . -
— ' I I } 21 -rrod w0,
fd
su serie de Fourier es

s@n ¥+ e SET) 3N v e SEN O v L.
=}

G
8]

esta funcion tiene discontinuidsd en la sequnda devivada.

f
/
. -1 Tl T'—/l T
r
enténces el orden de convergencia de sus coeficientes es O [ ~L§ ]
ke
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Ty
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M 00
: nel
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. W
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SPLINES CUBICOS

Una cara obtensy funclon

s

idis el

interpolant

subint

FOOME

ol antmiea

se 1la interpolacion
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con una sevie de

S Euns lon:

subintay noiabilid

5 Loa \

1o cund, &n un e lu funeidn
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I
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1 i
. Lero.
oL
X h N P 4 X i R 4 by

<} 1 - I3 Ler T kez k-3 n

Definiaisn.

Do una Luneidn £ v oouan o conjunto

O ¢ y, un zpline oubiloo

reimeTos 11 amac

lentes condiciones:

para £ 28 una funcidn gue satisface 1

ol e dens T, BT

[+

Topava cads s 0,1, ...

-
i
3
Il
T
i
o7
L
ey

N
[
o

e

o
5
<
N

czda

£) Bz watiaface une del siguiente

%]

t
2} p (XQ) = (?‘I“) 3 po (X = £ (X

1

i

o= 0,1,..,.n-1;

'

O I T Ve A
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grijunte de condicie-



suave, De

e le llamars

Lo biantoe

Puor

pl0; = a = vy,

i
1
e

(1) =

cntunces

sustituvends  =n a +

o
"t
@

Evaluands plis
(o)

(i) = vy vyt

B! (0)

ey

ohtanen
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1.

ande P’l‘.{“l) & p’javi} v oagrupando

multiplicande pol

Entonces sea

S

R4

ii-1 i A ] . i-1 0 i il ]

2i utilize

puntos igualmsnie

y las  condiciones
e {0) = o, p' (R ) = 0 enten
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DHTR

relacionar

1 imi arn
- o
2 3
CTU =1 @, b oL X8 ;
i i i i
pacra 3 = 0,1,2,3,...,01
dndas las condiciones
Sor, b o7 £l = ovg
[SP Yo G [$H
ERR I EE A
st oqn, o= ot (2, ., 3
3 +1 TLAFL el
LN ) an {:: )
S T § THLTTTRAL
Entonces
Slux) = oa, 5oy,
i i ti
! 3
) o= + - o,y 4 el (m REEP P S S VN O\ PR S

i
i
Y

hhora la primera 3y seganda devivadas para

v curvaturas de lez  poelinomics  unidos,

de modo gue derivamos.



LI 7 T P b
i
sho(w Vo= gl i )
R R i R T
Tenamos
st () = I,
i 7 i
ol ( prs ) = b +
o o
4 1+ i
s (= pom b, b 2o, 4

vara la segunda derivad
-4

ELONES] = 2o, + Bd, (=
i

-

b, =
ol,}»)

<, <,
' :
R itl i

b 3d.
ORI B
i

541 2
3 3 1 i




Come e = ox, o+ bbb,

i, i 3 o33 nT o+ o
“aaq 3 Agiy 5
W= ke 4 by Ao, o, )
41 k3 3 ] 1
ETSIUE S v )

radnoiendo un indi

i Y Pieg
[ It -

b . I
N N e R L-1 (oo
R I PR 5 265

G



h.

3{a;

3! :

B



pun k]

noillo as

untos v, I RS V]
Fe
”
pe)
G s s azgunda

deriva

(ry sz, ]
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R

Entonaoss

sl (x) = ¢

=
[ N

ey

Denotemos &l incremsnito de = a x o

Entoneces

[:':i4~1 R

Donde hi vy c. zon constanktes, en o. por determinar.
e €L



Evaluando

Tenamos

Sustituy

=7vY5 0







multiylicands poy

1

P

pe
:

s

Ll

[}
P

Jdonds ATy T oy - Ly oty

Pars 1 = 1,2, ... , n-1

[ b s =

4 <, -
[ foox = 4.
v 3

la

1o tanto astas

siguliente forma:



3 {
F— 3
1
SR : =
A R

e}

i
i
L
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APLICACION DE L.OS% SPLINES CUBICOS

1L NN

doncde

numerLoaa o

Lol inomic

la  fanolon

conecida dorndd

intererlante,

G

solamente

funsicnes,

CALCULO NUMERICO DE LAS INTEGRALES DE FOURIER

Aokl

cerme s 1l spline

la

[&]

integrales de Fourid

resmplanay

El procedimiento para

la funcicn fix) por un spline s{x).

Los  walores Jda £l ZOTL dados [21s) & t 1 puntosn

5

= = e

SR rl..,,i n ¥gT b v son denotades por VeV Yy




Como se obserw: anteriorments la Tuncioorm zolines

funcion cudica

lingal en ta.,bl:

interoolante con  ceagunda

derivada

e interpolis s [ S
-1 a1
intervale ([ (o J. De modc ouz =3
3o 3
el ) = 40 = . =
A ' o1 Tay P
Entonces pard 3 2 U,l.l0e el
sﬂj<w =M ”1[ - -
i L :,
\ RIS [ i
i= 1.2,3.
Denotemos el incremente n, = », - .
i ) a-
Entonces
b # .'1.
sl (x) = M, [ ..
] i-1 ; 3 h,

Donde h, vy
4

Integrando

Mj son constantes, en Hj por detevrminsv.

dos veces con respecto a

5.(x) =
3

”

i == uing
continrua, ¥
L) gn &l
3 g

H

. e . i

Toov ki,
1 2 i



Come

Rt Y=y
RN Y-
Entonces evaluando en
"L
v, = B,i{n,; = : he
J ] i =] 1
Por loc. tantc
‘o -1
|l = h 5 i
3
Ahora en o,
j-1
M.
s (8% = 3
-1 i~1 7731 &
Tenemos (L, = izl - ?—1 bl
2 hi & 3
Sustituyendo LY Bnosg
3
: - %) M, (x - .
_ MJ"1 (% x I‘1 X thi)
& &




Esta formula puede ser  usatds pavys  evaluar ={u} pars

23

i £ x = g una veEIr que hayamos cenocido los «alores de a"i(x)

v 5"i~1(xjhl)' Por lo tante para poder usar =(x! v aproximar 7(x)

=n [xO « %1, debemos conccer lss segundas derivadas Hl' i ""HI
e C

las cuales ceorresponden a tas M incconitas.

oy o tantc

Agrupando toermincs

" _ M . ; ;o
st (x) = 3oL - E 1 (s s Pl ! L
3 Ehj J Bhi i-1 h‘

Evaluando en »

_ Mo nH vy = v
gl = - 1
5 J(YJ ) hJ = 3 1 no
N
. M, n, Vv
sl .o(x. " = JP{ ! il I : i+1 ‘
J J 3 o Sl ]



Dornde las HI estan definidas
“,oopars 3 F 1. 2,.... M-i
Para j = 1.2,....N-} tenemos

incognitas. Mara nuestiro cazo &

QUET 1MDS

que

i

o

M-l egquaciones

con

it '

por las contiruidad o=

tew

zga valido para 3 = M. Por lo tanmto hagamos “a = o, HH = H“ y
s13 yN+l = yl, rh+l PH‘ h! hH*J obhtensnos ) siguiente
sistems
Egta ecuacion se pusds repvresentar en la siguisate Ttorma:
[RFHENE I o
I i
th t 1
My hythe R ! ;
& 3 < : !
l |
n L . H
L 1 1 P g
LT & i - - }
i
‘
1
i
1
t
i
2l 4 ot t
hn~E ' ~a' N o) '
! = < i
[ 7 I }
M g Yy ‘1 X
1 hE t’\; -
» 37 Yz Y 1
[
e ha "1
¥o= - b =
* 1 Y-l ol YL
i [§) r
L ™ L n ol




AhLrs obtendremos la iermuls de cusdraturs
fenemoz
1 x T, w7 < "
; 3l i i ' 3
(¥ = ! ¢ —_ —h 1 s
sitr & R z R [ F = j
Lo, v 3 ! ! ’
il
N 't
"5l i " .
r =3 1 T
3
Obtengamos la primera, seguns, tercera derivads  deE &i.x}  €E
decir:
L U - ‘) [
by = 3 o O e U s a2 LI
=t TR ! an g y- 3 [h B
i 3 3
i’ ]
T ol
e ———— T
b [ 3
B
l (>:j H [ 3
Ho(y =M R S
=3 3 /J= 'j"‘l h. “_l Iy
[ o] ! )
-1
Mj 1 MJ I'lj - I“'Ij 1
ti () = = = _
st (x) o " 5
J 3 b}
b
Evaluando [ si{x) coswx dx obtenemos lo siguiente
=]
b ) b
(%7 senus | . SETH
]— sS(x) coswx dx = —E—i———b——‘——l ! { 5‘()1)[ -———i—] dse
w W
. by
& &



Sea u = 3ix) vi{s = cosands

ZTEN WA

b ] b

a :
zen WX
Sea u = 3hix) vhog, = AL
u
. 0z w
ut = sy, vin: = =
N
t & jd
. cos wr Ten ! 1 C .
- [ glhiy) —Z20 dx = - oslin —— ——,—l sl¥ oy senun
_ W it i W
& z
Gea u = si(x) vh e = o
ul = siil(y, vl = :EI’Jqﬂ
(9]
b I S
' ] — 3 Hi - Hi .
—TJ sil(x) senwx dx = —— z‘ [ —h—————' senx dx
w w” . . F .
a i=1 AL
il

]
H
:..l_ |‘ “’—l - 2 !
wq i Cos W
i=1 ! .
11
2
] -
I o i Mo
= Ty ™ cos wx o O3 wr
W 3 ’



Enionces

b
EISRIFE Sien .
[ S(x} coswx dn = [ o)== gk, CO:: sy
N - I'JL‘
[=}
K]
14} ]
RN 3 il B
T ) = casw co=en '
W L“ ‘} !
=1
b
[ S(xicoswy dr = s(b) =80k ., B&8nws s‘(a,fﬁﬁiﬁL
= w W‘-
a
=i senwb Shia, senga
v \.‘d
N
M.~ M,
AN J i~ ) -
5/ T COSWX coswe ,
w 3 )
1=1
b
4 ¥ v =y &+
C ¢ : v 3l
J s{x)coswy dr = senwb Y senws 0[ n ‘n ! 1 [ il N' j}h}cuswb
] 2 <
w h 5w

a

ya que para el intervalco [xn

sl (x)

. le se tiene

I
~J



I

For lolCantc

¥ -
C (x5 o= T h . T n ! [ ™ 3 J}h
n & m 2] & I}
]

n o VT‘ i n, 1

sd (w5 o= ! = MR i t
[a} hr S fa iy =) 7
t
1 I} P IR
G PS j o F IR {
=1 (. = - 3 ‘ f
E} (..)[\. | =5 [xl » 3 ' 5 i 3 [ = ] L : i .
oty

1 = } i O [§]
=1 = & Vl (&)} ‘ﬁ \ ’U R R 1 I iy .
s "01 = ..._’.....h1 = j x)l 3 = T y ; -—--—H,I:)

[ N [ 1 i 1 d
Entonces
i Y Yo i mYhoy E‘Hn‘Mr»J
[s(x)coswxdx = e BRNIWD v - gRNWES [ J +[ — ]hJcoswb

w W e
a L W h‘ ow

- g4 (b senwb el (ar sSernwa
3
w w
8]
M. -
] § 1 , e
* — COSWY | COShs
s [ . !
w LA . T
3=



obtengamosz

'w) - ) (g = xj “
s (o = M - [T
% ' i=1 h1 b h)
L oxd
p-1 T
\n] - i v - {l‘ ‘)
sl N7 = M . i i !
o I"i"l hl_ In hr
- N t \
L%n-l"n]
st (i = [
[}
x - A&) % A .
sil. ;= M 1 "y \ ¢
XO.AI 9] hl |ni
el -
\xolcy Y s ”0
‘9t %

~}
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Por 1o tantc

321

b
= . B - vn ¥ 4] Yoo -1
Sixcpswads = — senwh —— SIS LA
) v ) I
s L W h
. ] E vk
. ! ) L J [ =
~ R
. -
L P ] Poyee
ze 02
H! ‘ m;b . E-‘:E’ni-_
)
) w”
8]
f e AN 1y,
x\ J R
Q
e
1=

8O

[cosw:u .

co

1y -3 J J
=T njcaswb

B,
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INTEGRACION

Una formas de desarrollsy 1iimulas de integraciin num* ics ez
pasar un polinomio & travez de un conjunto de ountos de wne
funcisn i), & integrar este polinomio de aproximaciocnes. De tsl
maners Que nos permite integray una TUunNcioanN conocida solsmente  €n
ciertos puntos.

Lundo los puntos son 1gusluwente espacisdos  podemes wiilliczar

el poclinomio de 1nterpclacion de Newton Uregory, 88 JEC I

entances
(RS Sl O] & kthk=1)eh~2) 3
ToMms = v oAy [ ——— [ e RS
T voa o T a & 3

k1 e

\

Nt (i n) T

Integrando esta Tuncion v el polinomio de aproximacitn B uli

intervalo [x ,x.J con subintervalos de longitud H = x, 3,
o' "'n i+ 3
i =0,1,8,...,n~1 Dbtenemos
X X
m n
{ tix) d - f Pn\x) dx g
*u Y

Existen varias formas en las cuales se puede utilizar esta
relaciaon. Cuando el intervaslo de de integracion Lla,b3 iguals &
los puntos del polinomio en [xu,xnl se obtiene la formuls de

Newton.

B1



Fars nuestrc  caso podemos obtener reglas de  integvacicn

correspondientes 3 los grados de interpolsci-oan del polinemic.,

Fara un polinomio de gredo 3 tenemo:

< ~
& N A
r ] RS R ]
l Fixogr I [. Vo, R N 2 S S = A ]
. N ? * [ » & >
e i
3 3
& (X8 IR -
] fix)d > h [ [ oAy f I\I, l’.xr_, ' 1o ] di
- - ‘:' 3 o
Y N
= 3 ,k:’j _ 2 ‘: 3
]- finid = hl.J Vb, '—J vonnty [—’— —~J
B P s PN 0
) v} V] ]
14 '1:3 < 3
3 :
e R |
L)
3
T(xn)dx X h 3y.. o :9—(3. v -i(v -2y, bty i
] = I S ] &4 2 ‘1 8]
¥
LS, - - )
- RAR AR A ’u]
3
Fix)dx» 1 2 h Y. % 3y, + 3y, +
! G V] 1 = 3
]

La cual s conocida como la 1egla de 3/8 de simpson.

g



Fara

i

l f{xidx
T

[ tixMigsx

un polinomic de grvade

hk,)] t

h [?'
LA
CAN 1 (W]

&

la cual es conocida como la regla de 1/3 de simpson.

Para un polinomio de g ado

1

i

J fixldds = h j [yQ 1 kqu] dl.

o

I3
f fix)dx
)

Q

1



EJEMPLG:

Dade la tabla siguiente. evaluar fa inteagral utitizando la

regla de Simpsorn, obiener las diterenciasz divididez pare
encontrar el polinomio v hacer urie comor chacs o,
1
n I 5
tix) dx = — [ v + . v c ) prdenadas de orden cas v
V]
o
v Y ordenadas de crden Zvax]
- . . ISR : [N \ [N N !
Yo 'Yg ' Hha g s T 3 5 7
T - p L : .
= ——-l- @ o 132« 2018 v 4B +8o) - uils ¢ 32 b FIUB)
= —,‘,—[xaao! = qiEb.be
3 J
> v vy ﬂé 533
XO 3 ) 1 -
*y = =) “ia ] Q
x 3 18 2 U
2 14 e
Xy ) 32 le & Q
xq 3 48 18 : v}
x5 = &6 20 e Q
X 7 86 - o]
(-] 22 2
Py 8 108 24
Xg .9 132

84



R & v By 0 {
3 & 4] 8
gk B
2 4A g8 .+ C 2/
Gie v B [§)
3 A+ 4B + O 3R
5+ B X
4 16A af « O 2R
i 4 o+ B w
ol cdn + 3B + C© [=22]
i3 o+ B 2
= 36n sB ¢« ¢ =2
13e4 v B O
EE st TE + C 26
S v B
8 EET g8 + O
IR v D= - o o= -12
3m ¢ b = I =
i = & f o= )

Sustituvendo estos valores en Bx + Hx + c© se obtiene la

cuadr 2tica

Integrando

buscada, es decir

2ste polinomio en el intervalo (1,7] tenewmos

3 9
= é? 1 139
1
29 567 1 .
= L1 BL s 5 5 oz
= 243 1 263.5  loy v 12 = aBa.osT
= " 3 ]



FORMULA DE FILON:

Hemos observado gue la 1ntegrac>n numayica €5 un Dl oblame

relativamente Tacil, Sin embargo. exi1sten casss e-cEBClIOnales,

uno de tales casos e5 la integraci i de uns Tunciwn oscilante,

Filon ha obtenido una 1oormula de cuadratura COmMc S1QUE!

c
[ L ) 1
tixisenbsdesh{{w#id{tlascosiz 7ut»c05kbj N R :\“‘:41 JJ
P [
&
donde
et ]
i) = i—: AR o -
1 -
- —
o :‘:.-1 = ~ed
2wy = 2l F9F T, ERl s
'_91: .:I-
. o
yi®y = 4i sen - cos
2]
siendo
! o
=
5. =) Pix_ ., » sen kx._.
cr I =]
1=
it
S = 2 [ 3 Y sen kx_.
ar—1 in 2i-1 2i-1

h[4(ﬂ)1f(bisenkb fta)senkal BN Sl M ' [ DT ‘]
l J ARl <yl

m
[



por lo tanto

v como

entonces

es deEclvi

sustituyendo

tenemos Flix

ahora como flix)

entonces

sustituyendo

tenemos gue

Tra1” Y ey Sy 5T
b = - v c = .
=h : -4
city
L] = & b by - ox )4 Cixn M
)
Thys) = b o oo o
-
“1‘*—1 =
) = tv i = { = L
¥ r [ t zh
Wb = tho = o Bt
Torrl ]
[= I
X el e P Yeat Y B
rel’ AT = T r
L ch
. . = ;- e
R R U A "
<h
3y . oy
_ Yeer oY ! e
£n
= b 1 2ed .
i
Wi = (0 y = b 2cthi
Tr-l [ |
b v ¢
. - + 2y
Flox s = _rel e o| Jrrl” Yroa” °Y
r-1 Zh a2
2h
= Vel Yoo Y e dyl -1 "
N ch
i Yovr T IR
h at




cpr lo tanto

ahora ctalculando d

donde

ull
obtenemos

%
r+l
[ senk»x -f(x) d

NI’"'I

[N I v
N ] U sen Iy
i £
e ¥
-l r—1
L 1y rzenl U
- Al o 5
- )
L2
v send ! seni
7 crp e rd v !
[:
e la misma maners ls s:igulente 1ntegval

k:—:J _ ] et _[ z=t b J _ coslk:r
= [ e - . -—
" L 1<
N 1
£1 (5, ol o= sen gx
1=
£ (n) . . L£os k=
3
B
; 3 )t ek )
- Yokt cosV(xr+11 yr*l c0=P(xr_1
i k
v zenkex o= ovd senl: ,
T T Ve BETETY
N -
48
+ - cosl:( : coskt:
= rorl [



. i .
ahbors =zustituvendoc 1 - - Vv [« er’ Ia Integr s]

anterior tenemos

senhkx fixi dw =

“

i ' “ ’ sent L
¥l | T { vy

v A oy ot
v il e sen v
cs * l:
[ o
= i i l
e jcoshi s : cosho .
., il vl
| oy
reducaendo y agrupando tenemos Que
Kr'l v cosk(x Y - cosk(x }
-l RS Yray reed
senlkkx f{x) dx = m
xr—l
+ {senk(x ] senkix ’ el vl
AT | Tred e
chi
[ coshkx coshs
+ |senkx | senkx 4 rid A
vl r-1 hit
4 5 i o
LA T T T
hi-




Observemos lo siguiente i

Comno . cosk({x Vit = coskix + h)
r 3

= ccs«er t kb

= cosiki, + ) b = A
entonces ccsk(ar.la = coskmrcceﬂ s oEeab. 5€07
- i
cosk\hr PR coehmrc:5* ¢+ ozenic sever
v como: Senk\xr']) = senk(n + h)
= + kb
= oo
entonces Senktxr']r = seanrccsz vozosi ser A
por lo tanto senl(x }J = senercczﬁ © zosky _serd
V- -
Es decir
x
r+l yr lcosk(x l) - yr+1cosk(xr+l)
- ' -
[ senkxf(x)dr =
I
“r—1

nenﬁcoser - senkxlcosﬂ + senﬁcoskx,J

+ — senkx‘cosﬁ “ senﬂcoskx' ' senlcnlcosg

cosercosﬁ senlx _sers senlnlsenu
.

+ seanosero




pero comu

I sEnHCosk;.
+

- senkx _coss b
-

seanoslH

’ -
41 3 ril i
es 1gual a =
J
[ AR
Yei1! Yy 1T Sr
= t::Ehl':x‘CCrE*J senwcoshx] [ 5enh:\cos~
z .
hk™ = L& 1
cosercosﬁ SEnkx}seue cosercosﬁ Cosenks =&
+ sendcoshky 4
r hi=2
v + v cv Lo [ = . )
= 2 I vl r v s el { D! A | o El
= senw.r % coz csenli l T 5
o SE
asenix | 3 @y - L
= Zgenkx _|y -y sE
7 r+1 Yoy ’rJ 2] 3
Obtenemos que la
RS Y coskx v/ coskx
_ r—1 r-1 e+l r+i
senkxf(xidx = ”
»
r—1
+ coskx send
v vy Tr-1 [
. CosE~ EEwu
+ Zsenla . [ =4
e ll vl vl SI'J [ |-} |



Tenemos gue la

] < denh
A%
l- senlkxtin) U [ senkxzr fF{x} J=x
& S
[
‘- P -~ .’.L’)
Y senliy ) dy
Lor=y

por lo tanto

\ v Jcoser ) - \'IJLDEL.I'j s
> 4 coshks [. i =A-D A
f ril i}
=]
se Y
cosz® ;£¥%~.
4 3 . oy - —
esent It‘l‘] Yl E’r) { 1:a J
Obtengamos la sumatoria para » = 1,2, . . 1 de le

siguientes relacion

Y coslox, -y

coskx
1 r

1 r+1 +1

k



b

[ sen lkx T(x) dx =

a

\ coshkx coskx
! [T 1 11"|41
} |4
Lo oy
coskavia) — cDskx.y
. o=
fc
coshk v - cosky, v
171 a7
i
coshi
= “+
‘ |
coslia @ LQShﬂcyS
is
cosh 5 cosl,
— Y a o
le
4 » - - . .
coskx v N =1 4
, g2 el M on i
B
coe kayla) coskby (s

13

Al fain

cosikay(a?

coskbv(b) }
Iz

s

costd

+ . .: { ngﬁse”—é] }

i .
. senlon,, V.. oy, o
zr»: & --1['1-:. tEr e '

"
- se Sq coskx
[l VA 2

m

r- ll_‘lLfl -



igualmente para

. . -
coshks y v s
[ ro-1 fikt

sens " ook l K ) ’
——— Y v ' = skx - "t =i g
B , :j'o 2r 1 Ve o coes ’1[*;‘ ‘J co=i ';.3[-‘». ‘e
|5

-
e
[=E R | [
[
serd as} ] } i
e c >, Y v o, ., - =1- N g o - LA N + LR Os kS (SR 88 & 3=% 19 N
R - SIS el gl e i TE ! a 3

s=A TN S oy coskx. + v cosk
) pep o Fer-ia T T EJ YEOSEX T Y FO8KX gy,

AN ’ 11 sered
] v oskx J0E) .
b L 2 [(.o:-,h,c’ -1 cozl o ’JJ} e
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sabemos aue

cost:xa‘_ L F uusk(‘ %) h J = cos[ k;—.a‘ W )
= (31 AR . 3y
cosliuy a cos senkxal SE 1y
v cosl.r, . = cosl [ toh ! = COS[_ 13 v
S o )
= Cosi.: COBY b osenks, sent
() ]
entonces coa\:x‘___,l : cc;al..\:aI vy Esenl«:x& Seted
Hur o tanto
\_ 1" .
Sl . . Ty L. - Y, [$43 + - Loshy .
L, ).CD =2 -l[ =t Tar e ) YOC05| i Yau© AT
%“" ; ) )
ya t COShxn. COE0 o, J
1 2y - [
Loy
= - + 4 H
yC)‘:Q":'kxl YEUCDSV 2n 1
n
+ Zsend E v seuke,
=4y v
v
analogamente se puede probay que

i X
Z r=l5enk xE‘_”‘ [yar

yEr—

o 7 EY"?J_,_IJ.-=A‘yoﬁ::enkr.l - yange“],_y_
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sustituvendo todo lo anter 1 en

0 .
t
La,lal bhv (b
{ sen hx fFini dn - { cosks, (s coskbv il l

b l

= =

J (S5-I ] l
- [ K ] |
} .
T e |
- > S v oy o
L = ]L [ ey & & JJ
11
- —
- =e”~ A cushki,, ! . .l
s ya Ve < 1 < ESIR
obtenemcsz
b
2 ta Kb i
[ sen kx filx: dx = coslza, tal | coskby (L }
’ S
- I
1+ [ 8 cos? (cos ~ senH . R), L3 4 sente, o J? £ senln
2 =1 . L b = L., a, Sy
iy
{ bR 17 4 < Ty senl o,
{a(cosk sen/H ) /ka . Z e posEulag
| =
+ { 2 cosh - sent/g)/k8 )} [yla)senkta+h) — y(blsenk(b+h)}]

+ sen(</kA) [ vy(alcoski{a+th) + w(bjicoskibth) + h))



y despues de otras transiovmsciohes se llegar s &

L
f(x)senhxdx=htx(H){l(s)guaha r(b)coskh} 4 BKH>5“‘ 1 :!“:ba| )J
I
=
dorde
P ‘.—I St i_“' c SEH:"‘
~ Lol 3
oy -
RIGE =3 B l
bd—‘ '
AN rd
'
v I
M) = 1, S0 — cos
t = n-
donde
Y i
S, = fOx_.) n kx_,.
Sar Lo Yay? S€ 21
1=}
- e
S. = fix,,. ) n okx..
er-1 = 2 Loy eiel SS ei-1
siendo esta la ecuacion gue remplaza la formula de Simpsonn para

este tipo de integral.
Haciendo el desarvollo en potencias de R para p oblenemos lo

siguliente:

PR B SE

cos
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sabemos i

| . Y
sEn e EIE T I
R Pﬁﬂ oe
cos - i — i — — e
= fl ot
. '
S e e P ! o
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se reduce a la formula de Simpson. es decir:
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YEremos que si
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par lo tanto
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entonces

1wk IR
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tuwh
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APROXIMACION DE UNA FUNCION UTILIZANDO LA
TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

b 1enkitb.
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, . 3dirjan
. O : : I
R t) Feeo e o 00 H=&
¥ £_4 L& .
A cada intervalo lo puedo di.i1dii & el namerc de DUnics | gue

yo €lija de preterencia multipleos ds <.

Es decir
. )
13 " .
A 1 s SRETRINGY
) TH..-=—E—‘— 3 Bibe: &
/ 4
[ L. b=t
de scuesrdo con lo gue acabamoz de J&e cuedo agrupar los T Ly de
acuerdc 8 1s3s cavacteristicas Jde pe. 10Sicidad.
1] periodc se divide & €1 oumeErs JuE o &lilaa, entences esto

implica gque el numero de variables se reduce & lo mas & 1a mitad.
Para cada %(k) tenemos s, v b, por determinar, obserwve gue

i 1.

[f(g) 4 f(wBJ]cos

[f(e) - f(-B)]cosv

los puntos son simetricos

Las ralces n-~esimas de la unidad de un numero par.
tos puntos f(8),f(28),f(38),...f((n~1)8) geometricamente son
sim&tricos respecto al eje x, por lo tanto f(9) y f(-6) tienen las

mismas coordenadas trigonometricas, salvo el signo + en el seno.



Es decir f(8) y f(-8) tienen el mismo valor de «, por tanto
el mismo valor coseno aungue o se&a €l mismo anqulo.
(&) v f(~-8) tienen el mismo vslor de y excepto el signo, es decir
puedo asgrupar [f(6)~f(~8)]sen6 vy agrupo. esto implica gque podemos

reduciy & la mitad estoz vaslores de «<(L}.
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CONCLUSIONES

Ern e] presente estudic se considern el problema de zorosiima

una funcion arbitraria por una combinacioun lings) de TUNC 1 ONES
Fedpe

ortogonales { > > ...rl} EnN uUn espscio vecterial Y Coin o oun
. !

producto interior definido de l& slguisnte manera. &= dec:it

donde los o= 1 f. . > los cusles le !lamamoz log coeficientes

Dichos coeficientes se pueden calcular como se oobserve de
alguna manera numerica, desde el punto de vista de minimos
cuadrados el spling cubico es un amejor aproximacion.

Como tambien se observo estos coeficientes pueden ser
determinados por la formula de Filon, peroc ls desventala esta en
que hay que obtener todos los términos de la serie; es por esto
que se presentd el estudio de la transformada rapide de Fourler
ya que solo dado cierto numero de puntos se pueden conocer los

coeficientesz, esto es por la periodicidad de la Tunciin.
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