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La Taoria de Juegos nos proporciona medios para analizar un Sis-

tema Econdmico con Eaternalidades. Tn estes sistemas, interesa estable-

c¢er acuerdos sociables estables, tendientes a repartir los costos, &

beneficios que se derivan de las externalidades.

En su trabajo, Bayart, Collomb, y Ponssard estudian un Sistema

Econdmico con Externalidades; a través de un jueqgo S-personal. Este

juego, ademds de ser un buen tmodelo tedrico, perinite realizar experi-
mentos para clasificar y evaluar las conductas de los “"productores”.
AdemAs on relacidn con 21 estudio tef6rico, las autores conslide-

ran el juego de dos5 maneras:

1. NO COOPERATIVO. Encuentran cierto tipe de equilibrio (Hash}.
1I. COOPERATIVO. Encuentran distribuciones gue corresponden a

acuerdos estables (Core).

Prueban ademis que ambos tipos de solucidn (Nash y Core) coinciden
en el caso de una infinidad de estados, También se estudia la relacién

entre la contaminacién y la tasa de interés.

En lo que se reficre a la utilizacién experimental del juego, di-
remos que &ste ya habla sido probado por psichlogos en varias ciudades
(camo Suecia, USA, etc.). En la sequnda parte de su trabajo BCP, des-
criben detalladamente el experimento que realizaron con un grupo de

escolares franceses.



Los resultados de este experimento coinciden esencialmente con a-
quelles de los psicédloyes. Estos rasultados evidencian conductas poco
cficientes, que se derivan del desconocimiuvato; teniendo en cuenta que
este juego simula un conjunte de productores que comparte un medio am-
biaente, Se reoconocerd la importancia de egte juego con propbsitos di-

décticos.

En el capitnlo 0, se trata de lo que ¢s up juego bipersonal de su-

ma _coro, el ¢ual e caracteriza por un conjunto de reglas gue tienen u-

na estructura formal, la cual gobierna el comportamiento de los jugado-
res gue intervienen en &l. Y los cuales se encuentran en una situvacidn
de conflicto, an donde lo que uno gana el otro le pierde, y viceversa,
Las reglas permiten dos clanes de movidas: pe:sonéips, y de azar;
llamadas la eleccién, y el resulrado & loteria resp. Se estudia la for-

ma extensiva del juege, lot conjuntos de infarmacién, y los jueges con

informacidén perfecta.

En segulda el concepto de estrategia, que se purde considerar, como
un conhjunto de acciones, & instrucciones que puede hager un determinade
jugador en toda circunstancia que se le presente a través del juedgo.

Finalmente se trata ia forma normal de un Jueqgo, gue ¢s una matriz
de pagos. En &ste caso para algGn  jugador; para aobservar i hay punto

silla notando si las estrategias maximin, y minim8x coinciden. Este ca-

pltulo esta basado en ¢l libre: The Game Theory hnd Statistical Deci-

sions de Dlackwell ¥y Girshick.



rados se sustiruye el valor esperado, y se resuslve la nua=~
va matriz; es decir se usa una ecuacidn de racurrencia, la
cual puede & no ser resuelta. Si lo es se ehcuculran las cos-

trateqgias Optimas, y el valor; sl no entonces so hallan a~
proximaciopes razonablec., Se ilustran estos conceptos en ci
juago de la lnspeccidn.

Estocédstico 1 Hay un nfimers finito de posiciones distineas, es posible
ragresar a una posicidn preavia, as!i que los juegos pueden
contipuar indefinidamente, parc hay una probabilidad de  juego
infinito igual a cero, y el pago esperads finito.  Puede ovu-
rrir una estrategia estacionaria { cuends se usa ol misme os-
quema  aleatorio cada vez que aparece ol mismo elemantoe de
juedn)., Pucde haber truncamiento parda cohvertifse en juego
de sxhaustidan. Se analizan &stos congeptos en jueqa con cine
co unidadaes, o1 lanzamiento de una moneda y condiciones ipi-
ciales.

Recursivo:Es un jueqe que posee a-elementos de juego, los cuales puu-
den ser repetidos. Cada upo del cual tiens su propia so-
lucifn. Hay un page solo cuando termina, aunque puede haber
un pago estipulado en casc de juego intoncluso. La posi-
bilidad de truncamients no es factible, ya gue  1a probabi-
lidad de juego infinite ¢s positiva. No hay ¢ tal que log
efectos de truncamiente después de r pakos sea desprecisble
La sulucidn es aproximads con las llamadas estratenias g i

timas,



El resto de los conceptos esta en los apéndices. En el apéndice A

s¢ trata el algoritmo de Lemke-Howson. El cual sirve para resolver jus-

gos bimatriciales. Este esta basado en el libro: The Theory Of Games

and Markets, por J, Rosenmiller {1981},

En el apéndice B, te trata los juegos n-personales de suma general

desde el punto de vista de J, Hash ol mude de Voroebtev {en Game Theory}.
Se siguid esta linca debido a gque &ste autor da conceptos de kolucibn

para jueqgos n-personales con dos estrategias para cada jugador,

En el apéndice €, vstén los clemmentoe de los juegds n-p

sonales

cooperativos, coma coalicidén (cualquier subconjunto del conjunto de

log jugadores); el Core [ que es un conjunts de distribuciones social=-

mente estables, las cuales no pueden ser derribadas por ninguna ceali-

cién que trate de actuar en su propio interds).  lwmputacién { una dis-
tribucidn de pagos pusible}. Y las condigiones ragonables para las im-

putaciones:

i. Racionalidad Individual (R.I1,).

x5 2 yiji}) para toda : el

decir cada individuo no formard parte de ninguna coali-
¢ibh, si fo recilie por lo menns Jo que él por si mismo es capagz
de ohtener.

1t. Kacionalidad QU Grups [(R.GLY

Fx o= winny.

wr f



JUEGOS DE slih CERO,

-0.1. INTRODUCCION,

Un juego es caracterizado por un conjunto de reglas que tienen una clerta
estructura formal, la cual gobierna el comportamiento de clertos individuos, que
se encuentran en una situacidn de conflicto. El ajedrez v el bridge son dos jue-

gOs en este sentido, y serdn ugades para propdsitos ilustrativos.
Informalmente hablando, las reglas estipulan que el juego consistiri de una
sucesidn finita de movidas en un orden especificado, v las cuales serdn viglladas

por un drbltro; ademfis la naturaleza de cada movlida estd preescrita.

Las movidas son de dos tipos: MOVIDAS FERSONALES Y DE AZAR.

Una movida personal es una eleccidr por alguno de los jugadores, de un conjunto
especificado de alternativas pasiblemence infinite. Por ejemplo la primer movida
en el ajedrez es una movida persegnal; la cual es una eleceidn por las blancas de

1 de 20 alternativas.

La decisifin hecha en una jugada particular de un juepo, desde el punto de

vista de movida personal la llamaremes LA _ELECCION en era movida.

La movida de azar, tamblén resulrta de la seleccidn de un conjunto especifi-
cado de alternativas. Aqui 1a alternativa es seleccionada por un mecanlspe de azar
y no por algin jugador. Y per consiguiente existe un conjunto de probahilidades
con las cuales el mecantsmn selecciona, las warisg alterrativas especificadas por

i+t reglas del juego.



Por ejemplo, la primer movida en el bridge consiscte en distribuir la primer
carta al primer jugador, el cual tiene 52 alternativas de seleccidn; y cntonces

las reglas estipulan, que tenga probabilidad de 1/52 de ser escogida,

La seleccidn real hecha en una Jugada particular de un juego, de una movida

de azar la llamaremos el RESULTADD en &sa movida.

En tdrminos de movidas, las reglas de un juego tieren la siguiente estructuy
ra. Para la primer movida las reglas especifican, si es una wovida personal
(eleccidn), las reglas enlistan las posibies alternativas y especifican cual ju-
gador hard su eleccidn. §1 es una movida de asar {resultado), las reglas enlis -
tan las posibles alternativas, y especifican las probabilidades con la cual ella

serd selecclonada.

Para mover después de la primera, digamss la k-ésima ( k = 1 }.
Las reglas especifican como una funcidn de las elecciones y resultados, de las

k-1 movidas anteriores que:

a). 81 la k-8sima movida es personal o de azar.

b). 51 es de azar, las alternacivas y sus probabilidades de seleccidn.

c). §1 es personal; las alternattivas y el jugador que hard la eleccidn,
adends de la informacidn concernients a las elecciones y resultados en

tas primeras k-1 movidas, antes de hacer su eleccidn.

Finalmente las reglas especifican cuando el juego terminard, y el marcador

asignado a cada jugador no necesarlamente nunérico.



0.2, DESCRIPCION FORMAL DE LA FORMA EXTENSIVA DE UN JUEGO.

0.2.1. un Juego, r n-personal en forma extensiva; puede ser observado como
un drbol de la teorfa de grdficas., De vértices y arlstas con clertas propleda-

des

1). Tiene un vértice distinguido )} liamado e) estado infcial
i1). Hay una funcldn de pago, la cual asigna a cada eleceidn o resultado

una n-ada { Pl,...,P“ ). Donde P denota el pago para el jupador .

i
141). Cada vértice no terminal de I . le es puesto una de n+l posibles

eriquetas. De acuerdo a cual jugsdor hard la eleccidn en se vértice; st el

vértice corresponde 8 un resultado (jugada de azar), sec ctiqueta con la letra N

{ Haturaleza ).

iv). Cada vértice etiquetada con una N, serd equipado con una distribucidn

de probabilidad #¢ , sobre las aristas que se alejan del vértice.

v}. los vértices de cada jugador, son partidos en gubconjuntos conocldos

come conjuntos de informacifn; y son tales que :

a). Para cualquler par de virtices en ¢l mismo conjunte de infarmacidn,

deben tener igual niimero de aristas que se alejan de €sos vértices.

b). Ningln vértice puede seguir a otro vértice en el mismo conjunto de

informacidn.

El jugador £ (1 € 1 € n ), se dice que tiene informacién perfecta en T
st cada conjunto de Informacidn para &ste jupador comsta de un elemento.
Et juego [' en forma extensiva, se dice que tiene informacidn perfecta;

st todo jugador en [ tiene Informacidn perfecta.



Yhan
te

El juego del Kim . Un conjunto de cerillos son arreglados en mon-
tones, el nlmero de elementos de cada montédn, y el total de montones
a8 arbitrario, Hay dos jugadores X,Y. El primer jugader toma cualquier
cantidad de carillos de alguh montdn (solamente de uno), inclusive to-
dos los cerillos del montdn elegido. El otro jugador hace lo propio con
las mismas condicionas; asl continua el juego alternadamente hasta gue

el jugador que tome al final gana.

Este juego es de informacidn perfecta, ya gue cada vertice etique-
tado can X & Y estd contenido en un solo conjunte de informacicn; ea

decir cada jugador sabe an que posicién est4.



0.2.3. LA RULETA RUSA.

Considérese este juego con {nformacidn perfecta con jugadas alestorias y

personales, cuya forma extensiva se representa en la figura 0,2.3.1,

Dos guardias sovi€ticos} on capltén y un cabo. Deciden jugar la ruleta rusa
la cual consiste en lo sigulente: de entvada cada jugador deposita una cajetillas
de ecigarros. Cada uno tiene dos elucclones; el capitdn juega primerc debido & su
rvango, £l puede tomar uma pfstola para seis balas; pevro cargada con una solaj
glrar del ciwlindro y apretar del gatillo en su propia cabeza. (Aunque previamen
te dejd otra cajetililn de cigarros}. O bifn paga con dos cajetillas de cigarros

y sin probar le'pann la pistola al cabo.

El cabo tiene las misnag opciones. En spguida el juego termina; el pago es:
i ambos sobreviven se reparten las cajos de clgarvilles, y st alguno sobravive

ge gqueda con todo.

Los conjuntos de Informacidn, astdn represdentados en la figura 0.2.3.1, con
c{rculos., En dotide el Jugador X { el ¢apitdn ), tiene un conjunto de informacidn;
y el jugador Y { el cabe ), tlene das.

Los vértices etriquetados con N corresponden a la natursleza, y de sus alternativas
gie se alejan; se asocla un nimerc que es la probabilidad ¢on la cual ae seleccio-

na. A saber /6 y 5/6. 51 no sobrevive y svbrevive respectivamente.

En log vértices finales, se did un par de coordenadas que corresponden; a8 cada

pago de cada jugador.



Eig, 0.2.3.1. Este juege cuya forma extensiva se presenta, es de
informacion porfecta. Aungue hay dos vertices etiquetados con la letra
N (naturaleza, resultado o lotezfah los cuales representan jugadas de
tipo aleatorio, en donde las aristas que sc alejan tienen probabilidad
5/6 y 1/6 de sobrevivir, y no sobrevivir respectivamente. Al final de
cada trayectoria hay una pareja de niheros que ¢errespondeh a log pagos
da los jugadores en cajotillas; por sjemplo (-2,2} significa que el
primer jugador pierde 2 cajetlilias y el segundo gana 2. Cuando el juego
tiene esta caracteristics para cada vertice del juego se 1llama de suma
céroc, ¥y anh este caso bipersonal, Deapuuh s¢c cstudiaran formas de solu-~
cidn sin embargo ahora se dan las estrategias Zzptimqs para cada Jjugador:

para X, apratar del gatillo, y para Y, siempre disparar,
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0,3, EL _CONCEPTO DE ESTHATEGIA

0.3.1.

Imdgina que vas a Jugar las blancas en un juego de ajedrez, y te ves lmpo
sibiiitado de estar presente en la ocasifn. Hay la posibilidad de un represen-
tante, quidn llevard tus instrucciones exactamente; pero es incapaz de hacer

alguna decisidn por si mismo.

Entonces a fin de parantizar que tu delegado padrd conduclr las blancas, a
través del juego con tus fnatrucciones. Se debe presentar a €l toda posible ciy
cungtanccia en la cual €1 estard necesitado a mover, una vez presentada tal -
situacidn; por lo cual se debe eapeciffcar para cada circuastancia, que eleccidn

hard. Tal concepto de instrucclanes constituye lo que se llamard wna estrategla.

Entonces una estrategla para las blancas, debe especificar uas primer movida.
Y para cado posible respuesta por las negras; upna correspondiente movida siguiente.
Y en general para cada posible sucesidn de elecciones o movidas LISERRRTE O k>0;
una eleccidn E(ml ""'m2k)' para Bu (k+1)-Eaima movida {la 2k+1 &afma del juego)d.
entre las alternativas posibles para &1, como uma respuesta a la sftuacide
IR TREL S
Naturalmente que la especificacidn de wna eatrategia, que requicra de una
oportunidad razonable de ganar, contra un oponente que realmente esta presente;
serf{na de una tarea formidable, principalmente porque tendrfa que hacer una des-
eripeidn enorme de decis{omes muchas de las cusles resulcarfan irrelevantes, en
cualquier movida particular del juego. Ya que muchas situaciones que fueron des-

critas para el delegado no se presentarfin,
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Por ejemplo, el jugador que ticne las blancas; y que supondremos que real
mente estd presente, debe hacer dos decisfones a fin de hacer sus primeras dos
wovidas, mientras que uno que estd actuando por representatividad; debe descri-

bir 20 decisiones para garantizar que su representado podrd hacer una movida.
De todos modos el de estrategias harfa la partida real, de un salo juego
de ajedrez una mejor garantfa; por lo cual se verd que el concepto de estrategia

lleva a una grata simplificacidn en teorfa.

En_general, una estrategia para un {ugador dado en un juego; consiste de

una egpecificacidn. Para cada situaeidn que pudiera surgir, en la cual &l esta-

rfa requerido a hacer su movida personal en esa situacidn.

Se enfatiza que la eleccidn de una estrategia no impone ningin estorbo
tedrico sobre un jugador; concrotamente &L no hard ninguna decisidn sobre la base
de menos informacién que lo que &1 dispone en el juego veal , en que éata
decisién fuese requerida, ya que las decisiones cuya totalidad constituye una
estrategin; gson condicionales de la forma: S1 una situacldn surgiera en la
cual yo estoy informado que me toca tlrar, y estoy dando informacidn z; acerca
de los resultados de las movidas previas (azar y personal). Y estoy decidiendo
sobre el conjunto de alternativas ablerto para mi que es denotado S; nl eleccidn

serd s ¢ 5

Hablando propiamente, la informacidn z acerca del resultado de movidas pre
vias {ncluye la informacidn de que es mi turno mover y la especiflcaciGn de las

alternativas ablertas para mi, podemos describir una estrategia de un jugador
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como una ltista de posibles zetas y una asignacidn para cada z de una s e S de
posibles alternativas, es decir si Z vs el espaclo de posibles zetas (en térmi-
nos del drbol, el espacio de todos los conjuntos de informaeifn ¥ con la etique
ta del jugador) y Stz,es el conjunte de alternativas especificadas por z (el
conjunto de aristas que nos llevan fuera de un vértice del conjunto de informa-

cién parcricular).



La estrategia de un jugador es una funcidn { tal que f(z)g S{z} para
toda z € Z(es decir f es una regla que especifica, para cada conjunto de infor

macién cual arista serd seleccionada).

El espacio de todas las posibles estrategias [ para un Jugador dado serd

simbolizado por . el nimero de clementos de F gs :

n donde n es el afimero de conjuntos de Informacin con

t= la etiqueta del jugador.

r, esel niimero de alternativas para el i-ésimo
conjunto de informacién.

Sea Z‘,Z los ¢ - espacios para las blancas y negras en el ajedrez y sea

2

[‘ ) fz cuslquler par de egtrategias para las blancas y negris respectivamente,

Un rbitro conducirfa ¢l juego sin posteriores instrucclones de cada juga
dor y anunciarfa el resultado una vez dicha fl f,.

, 2

Para la Informacidn 2z, que ninguna movida previa ha sido hiecha, y que ¢s el
turno de las blancas y que S(z), consiste de 20 movidas lepales para las blancas
as{ es como mo= fl(g) € S3(&). es una muvida de aperturid para las hlaacas.

La Infoemacidn 1., de que lz movida de apertura de las hlancas fué my de
que ninguea otra mevida na slde hecha por el otro jugador. y que es vl turng
mover para las negras y que S(z,) conslsate de 20 movidas togales; as? que

15(27) * m, Serd unid respuesta, eto,

Entonces el resultade de! juego c¢std determinado finfcamente por las estra

teplas £y, £, escogldas por los juiadures 4l menos tedricamente
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0.3.]. TEOREMA. Todo juego finito n-personal con informaciSn perfecra tiene una

asclucién

El hecho notado antes por el ajedrez, que el resultado del juego estd deter
minado una vez que cada jugador ha seleccionado una estrategia, se cumple ¢lara-

mente en funcifn del teorema.

Pero para el bridge no se puede afirmar lo misme que con el ajedrez, ya

que las movidas de azar ocurren mas frecuentemente.

Al discutir las movidas de azar, se hace la sigulente simplificacién concep
tual. Sea W el conjunto de toda posible circunstaneia w en el cual una movida de
azar es requerida. Cada v incluye una especificacidn de la naturaleza de la movi
da de azar para ser ejecutada, es decir del conjunto S(w) de lag alternativas
entre las cuales una es selecclonada, y para cada w la distribucidn de probabili-
dad p en S (w) de acuerdo a la cual la seleccién de sg S(w) se hari conforme

a la distribucidn p.

Lag selecclones para diferentes w's siendo independientes.

Ahora una selecci6n particular de una s ¢ S{(w) para cada w constituye una
funci6n h definida en W con h(w) € S(w).
(En términos del &rbol, h es una regla la cual especifica, para cada conjunto de

informacién eciquetado "movida de azar™, cual arista es selecciomada).
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Tambi&n las distribuciones p junto con las requerimientoa de seleccibn inde
pendiente, determinan una distribucidn sobre todo P en las funclones h., Conse -
cuentemente, la totalidad de los experimentos ejecutados por el rbitro pueden
ser vistos como un solo experimento; a saber, seleccionando una funcidn h g }{;

Conforme a la funcidn de probabilidad P.

Entonces como la totalidad de las decislones van a ser hechas por un solo
jugador, éstas pueden ser dese¢ritas por und sola decisidn: la eleccidn de una
estrategia, asf que 1a totalidad de los experimentos de azar a ser ejecutados

gean sustituidos por un solo,
Se puede describir ahora entera y simplemente la estructura de un juego:

Supdéngase que hay k jupaderes, y sea Fi el espacio de posibles estrategias

f1 para el jugador 1.
}C as @l espacio de resultades h sobre todo el azar.

G el espacio de (k+l)-adas; 8-(£J""’fk'h) donde [L € FLShE }Ccualquier

(k+l)-ada, g € G determina el curso del juego.

Para cada jugador las reglas determinan yn {inico resultado r, pertencciente
al eapacio de resultados R. Y consecuentemente para cada jugader hay una funcién

q definida en el espacio 6 en R es decir qz G -+ K.
Para f fijo la distribucidn de probabilidad de P, couforme 2 la cual h
es selecclonada, determina una distribucién de praobabilidad Q en G y entonces

una distribucisn de probabilidad 17f en R .
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0.3.1.l.EJEMNPLO .
Congideramos el sigulente ejemplo que ilustran los conceptos introducidos
en esta seccidn :
la = El jugador X mnueve primerc y selecciona une de los enteros 1, 2.
24 - El drbitro lanza una moneda, si el resultado es dguila, €l informa al juga
dor Y la elecciSn hecha por X, y no le informa en caso contrario.
3a - El jugador Y mueve y selecciona uno de los enteros 3 y 4.
4a - La sigulente jugada es aleatoria otra vez y consiste en selecclionar uno
de los tres enteros !, 2, 3 con probabilidades 0.4,0.2,0.4 respectivamente.
Los niimeros seleccionados en la la, 3a y 4a movidas son sumados.esa cantidad

es pagada por ¥ a X £{ la suma es par y en caso contrario X a Y.

El &rbol de este juego se muestra en la fig.0311 Los niimeros en los vérti
ces terminales representan las gananclas posibles del jugador X, ya que es de

suma cero. El simbolo N es usado para designar movidas de azar

En términos de los dos espacios Fi' F, las estrateglas de los dos jugadores

pueden ser descritas como sigue:

Fp= ULduk) ¢ Lgak = 304 f

Bonde la la. posicién en la triada estd condicionada a que la moneda caiga

dguila y el jugador X escoja I.

La segunda posfcidn de la trdada estd condicionada a que la moneda calga
dguila y el jugador X escofa 2.

La tercera posicidn es cuando cae sol.
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El eapacio}{; de sventos y los valores de In distribucidn de probahilidad P

para cada h¢ Mson dados por :

Fomo LA 1) a2y, (A3, 08, 1), 08,20, (8 2) )

Donde la letra A siguifica &guila y S Sol.

P o~ \0.2, 0.1, 0.2, 0.2, 0.1, o.z}

El egpacio G de tadas las triadas g = (£44 €, h}j contiene 96 elementos.

El eapacio de resultados R consiste de los 5 elementos ¢ 5, 6, 7, 8, 9.

Algunos valores de ta funeldn q @ 6 ., R sont

q {g) ~~3 34 g« (1. {3,3,43, (a1},
q (g~ 38 51 g« 1y (4,8,3), (A3}).
q (g} =~ 7 st g« (2, (3,4,4), (5,1))

q (g} ~-39 81 g~ {2, (4,3,4), (5:0))

81 se observa el Arbol del juego se pueden calcular f3ci{lmente las valores

de Tt )R —+lo.2. 0.3, 0.6, 0f
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Para resolver este juego se recurre a los teoremas y definiclones
que Be ven en ol apéndice B sin embargo aquf se encontrard la
matriz de pago porque hay una manera muy sencilia de resolverio y es la sig.:
se calcula ¢l producte escalar del vector columaatranspuesto de resultados con
cada vector columna de la distribucidn de probabilidades de la tabla anterior.

por ejemplo:

(=3,6,-7,8,-9 0.4 ©e2,0+1,2-2,B4040 = - 3. ¢

Haclendo todos los productos se obtlere la matriz 2xB.

2 estrateglas puras para el jugador X ep la columna y 8 estrategias puras del

jugador Y. en el rengldn).

X Y (3,3,3) (3,3,4) | (3,4,3) (3,4,4) (4,3,3) (4,3,4) C4,4,3) 1 (4,4,8)
1 |~3.06 0.3 - 3.6 0.3 .3 4.2 0.3 4,2
It 4.2 0.3 - 0.3 -4.8 4.2 ~0.3 =0.3 4.8

El método general para resolver este Juego se verd en el apéndice B
pero por la forma de la matriz empleard en ésta ¢l método geomltrico que analiza
E.S.VENTT SEL[G] Ya que la matriz puede ser reduclda a otra de tamaiic 2X2 por

dominancia de estrategias.

[ (3.4, (3,4,4)
1 - 3.6 0.3

11 - 0.3 - 4.8
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Esta matriz se puede representar por M donde

CIB} 812
Hn

21 d22

AsY pués cl wétodo se puede ver en el diagrama sigulente

FIG. 0.3.1.¢

4

x

-En donde N el punto de Interseccidn de las rvectasydefinen 1la solucién
al juego de matriz M gwse intepreta asf{ @

Para el jugador x

El obtendrd un valor v si juega su primer estrategia
con probabilidad jr ¥ su segunda con praobabilidad Bye

Resolviendo con los valores reales de la matriz se obtiene la solucidn
con dos digitos aproximados ver figura

0.3.1.4 para el caso 2xn.
p

L 0.46 Pl -T%_
P, = 0.53 P, =8
< 15
Va2, vE =201
Andlogomente para el jugador ¥:
q = 0.6 9 "2
1 13
q, = 0.4 9, =

] —
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La interpretacifn es fsta @

Con algin mecanisame de azar determinade por cada par de estrategias. Ei
jugador X jugari mis frecuentemente su primera ecstrategla pura que la aegunda

obtenfenda como ganancia pyromedio - 2.1

El jugader Y. tiene a su disposicidn lay estrategias, (3,4,3) y (3,4,4)

que se interpretan asf ¢

13,4,3) ¢+ St es dguila el sabe 1o gue X puso : si fud 1 el elige 3; si

fud 2 el elige 4. 51 es aol £1 elige 3. Con frecuencia 0.6 de todas lza veces.

{3,4,4) : S1 es dguila le dan informaci{n : 81 X elige 1 &1 elige 3; si
X elipe 2 &L elige 4, Si es aol np hay informacldén y entonces 8} elige 4, con

mepor frecuencia (0.4); obteniénde tambifa un pagu prouwedio de-2.1.
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0.4.FORMA NORMAL.

0.4.1. VALOR INFERIOR,VALOR SUPERIUR Y PUNTO SILLA.

Sea '= { X,Y,M) un juecgo donde el primer jugador tiene m-estrategias
puras, y el jugador tiene n-estrateglas puras representadas en X e Y respec-
tivamente. Al juego que origina se llama de mxn. Ey decir los elementos de

X PN los de su contrarto e
son Xl Xn Y 3 e u rar y]

Supdngase que cada bando adopta una estrategia definida, digames :
xi,yJ entonces astas estrategias determinan el resultado nu = M(xi,yj).
que quedard indicado en una matriz de tamaflo mxn., A tal matriz se le llama
matriz de pagos del jugadar 2 al jugador 1, para quedar ¢omo ¢n la siguien-
te tabla: 0.4.1.1.

2] vy vy P,
1
x [a
1Pt e |
%2 | %21 | %22 "t [Pan |
nd ®mr | ®a2 0 %0n | 4w
X
Fl P; Pn B

E) propésito de la teorfa de los juegos es claborar curses de accidn
racionales para los Jjugadores en una sltuaclén antagdnica. Si un juego se
repite muchas veces, una estrategia dptima para el jugador es la que garan-
tiza la ganancia media maxima posible. La hipdtesis mds importante que se
establece es que el oponente es por lo menos tan racional como el mismo ju-

gador, ¥y hard lo posible para evitar que aleance su objetive.

En la tabla 0.4.1.4 supdngase que lau sestrategias disponibles para 1}

si se elige x, sc¢ debe considerar lu posibilidad de que el oponente contes~

i

te con la estrategia yJ cuyo pago es a” que sea tan pequehio como sea posible,
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DE modo que para un § fijo debe coensiderarse el menor de los némeros au

en el renglén {. Este nimero se denota por:

&£, = min a
t FAEN]

Si elegimos la estrategia xi entonces no se puede esperar ganar mas
de e(‘ . Pero entonces se puede elepir en esta situacién , de los nimeros ii
el maximo , denotado por % = m?x di .

A este valor se le llama valor inferior del juego & maximfn ya que:

o = —z:x m}n BU

Y la estrategia que se obticne e le llams estrategia maximin, que es
la mds cautelosa o conservadora.

Analogamente para el jugador 2 ,. como esta interesado en minimizar
las genanclas del contrario y como se consldera que el pago es el negativo
de la matriz de las entradas aj Asi que p = mx aU . ¥y el valer

p = m}n pj . Be le llama el valor superjor del juego o el minimdx,

donde:

= min mdx
<] nj r-|i ai_]

Que es la eatrategla més conservadora para el jugeador 2.

Cuando en algunos juegos el valor inferlor y superior coinciden , las
eatrategias maximin y minimdx son estables. El valor comin se le llama
valor del juego. %ue es lo que cada quicn esperarfa obtener al jugar muchas
veces s8i emplean sus estrategias maxim{n y minimdax., Al punto en donde coin-

ciden se le llama punto silla. Y al juego se dice que tiene punto silla.
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0.4.2, Extensifn Mixta.

Entre los juegos finites con punte silla ge encuentran muay raramente
en la practica , y por lo general les valores purss inferior y superier
gon diferentes.

Y ea as{ como se¢ tieme que resolver el juege para este caso por un
método aleatorio que conhalate en usar las estrateglas puras en una propor-
aidn definfda {por un mecanismo aleatorie] . 4 toles estratepgias se les

conoce como mixtag.

Por ejemplo en e} juego U.3.lse puede usar una ruleta come se indica
en la fig.0.4.2.ke gira la ruleta y donde para al indicar la flecha se
Jjuega la estrategia seflalada.

£19.0.4.2.1

El resultado principal de este cap{tulo e5 conocido como el teorema
fundamental de fa teorfa de juegos enunciado y demostrado par primera vez
por John Van NHewmann en 1928 y que afirma que todo juego bipersonal de su-

ma cero tlene soluclén en estrateglas posiblemente mixtas.

La ganancia promed{n obtenida siguiendo la estrategia solucién se lla~
ma valor del juego ¥ , y Se encuentra entred y p .

Es asf{ como se ha llegado al punto en que se puede describiv la necusn~
cla de solucidn de un juego bipersomal suma cere comn:
1°. Se clasifican las estrategias puras para cada jupador. 2° Se encuentra
la matriz de pago pa}a alguno de los jugadores. 7° Se observa si ticne
punto silla , si lo tiene se interpreta si no se procede en base n lag re-
ferencias {4 ] { 6],



28

RESUMEN DEL CAPITULO O

Este estudio proviene del excelente libro " The Game Theory and ata-
tistical dectsions ' de Blackwell and Girshlek, Ya que a pesar de ser un
texto anterior, haoce un estudio riguroso de los juegos bipersonales de su-
ma cero.

Un juego se caracteriza por un canjunto de reglas que tienen un catruc-
tura formal; la cunl goblersa el comportamiento de los individuas que inter—

vienen en el. ¥ los cuales se encuentran cn una situactfn de confllicto.

Log movimientos que sc¢ hacen en el Jjuepo son de dou tipos: perscnalen

¥ de azar, llamados "la eleccién" y el "resultado 6 loterin™.

La forma extensiva de u  juego em un drbol como en la teorfa de grafi-
cascon ciertas reglas en donde aparece la fdes de conjuntos de informacidn.
Cuando todos loa jupadores tienen informacién perfecta, el juego se di-
ce que es de informacidn perfecta,
Unn estrategia, e¢s un conjunto de acclones 8 instrucciones que
puede hacer un determinndo jugador en toda circunstancia que se le presente

en el desarrollo del juego.

El espacio de todas lag pooibles cu}rategina f ne simboliza por F, Fl1

niimerc de elementos que tiene F es TY LA donde n representn el nimero
i

de conjuntes de informacldén del jugador, y vy es ¢l numerc de aristas gue

se plejan de cualquier vértice de cado conjunto de informacidn,

La eatructura de un juego se puede deascribir en funcidn de loas aiguien-~
tes elementoa, suponiendo que hay k jugadores, y oea F1 el espacio de las
poaibles eatrategins pars el jugader 1:

1), }(: ca ¢l enpacio de resultados h sobre todo el azar,

2). G es el espacio de (kel)-adas g = ( f,,...,f ,h) donde r e Fy

y he o .
3). Para cada jugador las reglas determinan un dnico recultado re R

4), Para cada jugador hay una funcién q : G --—= R wver ejempla 0.3,1
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S}, Para I fijo, la diatribucién de probabilidad P, conforme o la
cual h en seleccionada, determina una digtribucidn Q en G,
y asf{ er: R o= R (del conjunto de resultados, al conjun-

te de los nimeros reales).

Para flustrar estos eclementos sc puede ver el ejemplo 0.3.1. En don-
de pe ilustrn tamblén un método geométrico para resgolver juegos 2x2 Tra-

tados también en 4] y [8] |

Finalmente sc trata la forma normal de un jucgo que et una matriz de
pagos para algin jugador, y que es convenliente con el propésito de re-
solver el juego observendo ai tiene punto silla , ea decir sl la estrate-
gla maximin y minimax coinclden. 51 no entonces se procede a resolvers
1o por las técnicas de propramacién lineal (algoritmo de Tucker) ver (4]

0 el artfculo {2]] en donde sne plantea el juepo con ayuda de lps 1lama-
das estrategina mixtas, que es un mecanismo alestorio que resulta del and-
1iein de solucidn citado en [3] y [4] .



CAPLTULO 1

L  JUEGOS MULTIESTADO.

L1 Los tftulos descriptivos de supervivencia, ruina, desgaste estocistico, recur
sivo exhaustidn y multiestado nacen con la publicacidn de un grupo de matemiticos

de la RAND Corporation en 1951.

Se puede encontrar un tratado de estos juegos en ANNALS OF MATEMATICS STUDLES

No. 39. Contribution of the Theory of Games. H.W.Khun and A,W. Tucker.

Solamente nos interesan tres tipos de juegos de los mencionados por su gran
parecido con el jucgo tratado en la parte central de la presente tesis " El juego
de la Polucidn ", Estos tres tipos son : Exhaustion, Estocdstice y Recursivoe; den~
tro de los liamados juegos multiestado, también travados e¢n el libro: Game Theory

autor G. Owen.

Cuando se constderan jucgos con muchas movidas. Aunque sea un Juego tan simple
como el tic-tac-tee (gato). Si se desea contar el ndmero de estrategias para el
primer jugador se nota que &1 tlene 9 elecclones para la primer movida. Entonces
para cualquiera de las ocho pesibles rdplicas, el tendrfa siete elecciones en su
segunda movida; si se consideran solamente sus primeras dos movidas del primer

jugador, encontramos que tlene 9.7B = 51,883,209 estraregtas puras.

Cualquier intente para clasificarlas, estd fuera de lugar.
Como upa estrategia pura es una funcidn definida sobre la coleccidn de los
conjuntos de informacién del fugadur, asigndndole a cada conjunte de informacidn

un niimero entre | y k (donde k es el nimero de elecclones en el conjunto de infor-

macidn dado).
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Asf{ 51 un jugador tiene N conjuntos de Informacifn y k elecclones en cada

- L}
uno, el nimero de estrategias purag es W el cual es muy grande.

Regresando al ejemple del gato, encontramos que ninguna jJugada del juego en
realfdad al jugarle se considera toda posible estrategia pura (es decir, toda
posible sucesién de movidas de la primera a la Gltima). Sino mids bién es jugado,
considerando en cada movida todas las posibles elecciones para esa movida solamen

te. Y decidir de la experiencia o de otra manera cual es la mejor.

Entonces el ndmero de estrateglas se simplifica bastante, ya que como el juga
dor tiene N conjuntos de Informacidn €l tendri N estrategias y es asf como se

tiene la sigufente definicidn :

DEFINICION. Una estrategia de comportamiento, es una coleccidn de N distri-
buciones de probabilidad, una para cada conjunto de {nformacidn en las posibles

elecciones.

Ejemplo. A un jugador se le di una carta de un paquete de 52; después de ver
su carta, el tienc una eleccidn de una de dos; pasar o apestar una cantidad fija,
E! niémero total de estrategias puras es 252; entonces el conjunte de estrategias
mixtas tendrd dimension 252 ~ 1, Por otro lado una estrategia de comportamiento

simplemente d4 la probabilidad de apostar con cada mano. Entonces la dimensidn

del conjunto de estrategias de comportamiento es 52.

En general, el conjunto de estrategias del comportamiento es de menor dimen-
sidn que el conjunto de estrategias mixtas. Por otro lado serd puntualizade que
bajo clertas condiciones, no toda estrategla mixta puede ser alcanzada, usande

estrateglas del comportamiento, como puede verse en el sigulente e}emplo :
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Ejemplo. En el juego con drbol se etiquetan las estrateglas puras del juga
dor Y comp II, ID, DI, DD, Upa estrategla mixta e¢s un vector (xl. Xg1 Xq» ”h)
satisfaclendo las restricciones usuales : Una estrateglia de comportamiento es un

par de nimeros ( L) y2) satisfaciendo solamente 0¢ Y, £
A la estrategia de comportamiento (yl. Yz) le corresponde la estrategia mixta:
¥y oy =y by (1 e )y, s (H-y WY -y ), It
La estrategis Sptima para el jugador ¥ es el vector (0, $/7, 2/7, 0) que no

es de la forma E.1,1 Por consiguiente el juego no admite solucidn en t&rminos de

estrategles de comportamiente,

; 7. |

D
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La dificultad con el anterior ejerplo es que el jugador Y no sabe en su
segunda movida que hizo en la primers movida. Tales juegos sec dice que tienen
recordacidn imperfecta. Esca dificultad complica las cosas y no se llega a toda

estrategla mixta por medio de una de comportamiento

El tipo de juego el cual nos proponemos estudiar, vs muy cercano al de Infor
maci8n perfecta: Despufs de un ndmero dado de movidas a ambos jupadores se les di
la informacién simultdneamente (los cuales no tlenen que olvidar para que el juego

pueda ser recomenzado desde una posicifn dada.

El modelo general serd :

PRIMERG. El jugador X tira
SEGUNDO. El jugador Y tira (igmorando lo que tird el otro jugador).
TERCERQ. Una movida zleatoria es hecha (un resultado).

CUARTA. Se les dd informacién a ambos jugadores.

Cada uno de estos ciclos serd llamado un Stage (estado, perfodo, etapa, etc)

del juego.
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1.2, JUEGDS DE EXHAUSTION

En este juego cada jugador empieza con un conjunto finlte de recurses eu cada
estado del juego un recurso de algfin jugador es disminuido en una unldad. El pana=

dor serd el que rermine con el recurso del opouente

Alternativamente en cada estado el otro jugador poadrd sumar up punto o su

recurso; o bién :

El ganador serd el que primero alcunce un nimere fijado de puntos. Entonces

estos juegos terminardn siempre; despuds de un cleren nfimere de estados.

Es recomendable resolver esros juegos en reversa,

la 1dea general es que cada estadeo puede aer cratado come un juege sepavado.
Cuando lgs estrateglas para este estado son escogldas, el page serd una contidad
veradera {en caso que ei juego multiestado termine) o bidn una obligacifn de jugar

un estado subgecuente del juego.

Como se rrara com jueyos separados se puede sustltulr en lugar del juego su

valer esperado y reselver la nuevns matriz como se ve en los siguientes pirrafos :

Ejenmplo: Considérese el juego con matriz

Lo, I.1.12.
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Donde las entradas l‘l ¥ rz representa la obligacidn de jug&r otros

dos Juegos con sus respectivas matrices :

i,2.,7,

S1 los valores de F! ¥ r2 som vV, oy V2 respectivamente. 5S¢ puedén

sustituir sus valores en la matriz {(1.2.2) quedando :

Al regolver (1.2.3) pademos congeguir las estrateglas dptimas y el valor pars

(1.2.2).

Para juepgos de exhaustidn; se pyede empezar con obtener la solucidn para el
juege final (es), el cual tienc una unidad de recurse y como este juego termina en
un solo estado se resuelve dlrectamente. Denpués se resuelve el juego en el cuval
entre ambos jugaedores tlenen tres unldades de recurso. Estas soluciones ayudardn a

resolver los Juepos con cuatrg unidades, cinco ete,

En general, para juegns con pocas unidades de recursos se resuwelven direcca~
mente. Para juegos mas prolongades, una ecwacidn de recurrencia se obtiene, 1a cual
puede v no puede ser fdcilmente resuelta. 8t lo es entonces dicha ecuacidn nos dard

lag estrategias Sptimas y el valor del juegu. Si nu puede ser fdrfimente resucita
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La matriz del juego se parece a &sta : Para el primer estado.

v
X INSPECCIONA | INSPECCIONA
ACTUA -1 !
NO ACTUA
! Myey
1.2.%
La cual nos d3 la definicidn recursiva :
-1 1
Yy ¢ VALOR
3 f Y,
M-l 1.2.8
donde v, .« 1 ; ypor lo cual la matriz anterior ne tiene punto silla.

L3}

Resolviendo el juego con matriz : (].2.6)

Se tiene que :
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1.2.0,

I.2.9.

Ahora se puede definir una nueva ecuacibén en diferencias con la sustitucidn

v,

1
N'.—.. . t
‘N

¥ que al sustituir en la ecuacldn sclucién (1.2.9) se encuentra que ;

1
w0

para toda

1.2.10.

T.20.38,

Wz 2

r.an.
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Resclviendo esta ecuacién en diferencias

- . L. LI 2 S IRN
LR T R al B P Rt B s sl S N R
- Nl o ’
=t - —_ e - -
Sustituyendo en la ecuacidn (I.2. 9} obtenemos :
1 2 LS
WOEET R TR W
2
N
T —— L2 14,
Por tanto Yy T 1

(1.2,14) es la solucién en

X aoh §

Para el jugador Y

1.2.,16.
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1.3 JUEGODS ESTOCASTICOS

Estos juegos son casi iguales a los anteriores, aunque son importantes sus

diferencias.

Como hay un ndmero finito de posiciones distintas, es posible para el juego
regresar a una posicidn previa, asi que los jueges pueden continuar indefinidamen
te, Ademds hay realmente un page después de cada estado del juego, as{ que por un

lado y otro, un pago infinito es tedricamente posible,

Existe sin embargo ura probabilidad positiva para toda eleccidn de estrate -
glas; tal que la probabllidad de juego intinito e¢r cero y el pago esperado es

finito,

Egpecfficamente, un juege estocdstice 2§ un conjunte de ¢ ' Elementos de

" o posiclones [y . Cada elemento del jucgo es representado por una matriz

LI

juego

m % n, cuyas entradas son de la forma.

[
qf=0 3 Za < 1.3.2.
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&
Una estrategla se dice ser estaclonaria si para toda K los vectores X

son independientes de ! .

Una estrategia para el jugador Il ¢s una coleccidn de n -vectores "
es decir el nimero Xr' es la probabilidad de que el jugador I usard su estrategla
i-8gima, asumiendo que en el t-&simo estado del juego, él se encucntra jugando
el elemento l"k del juego. Gomo  elemento f’k puede ser jugade varias veces, &1
no necesariamente usari las mismas probabilidades cada vez que es jugado. No obstan
te si &1 usa el mismo esquema aleatorfo cada vez que el elemento es jugado, la
estrategia se dice ser estaclonaria. Desde el punto de vista de la simplicidad se

prefiere estas estrateglas.

Dado un par de estrateglas, un pago esperado puede ser calculado para k=!,...,p
sobre la hipStesis de que el primer estado del juego serd el elemento del juego I,
Entonces el pago esperado para un par de estrateglas puede ser pensado como
un P-vector. Como con matrices de juegos ordinarios, conduciendo a la definicidn

de estrateglas Gptimas y un valor, el valor siendo un P=-vector v: (v, v,, .. Y )

Es claro que, si el valor del vector existe uno debe poder sustitulr el ele-

mento de juego n por el valer V, de la componente.

Se sigue que podemos tener :
v, 3z vali8) 1.1.5.

k
Dande B.l es la matriz M ¥N_ cuyas entradas son bil donde 3

g e Xqg v 1.3,6,

_—
R !
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Se ve que :
x T wl
[ - BIIFEa Ly, - wlce
Se sigue del lema anterlor que

vauB) eval(B). ¢

Pero como Vv y w satisfacen (I.3.5) y (I1.3.8); esto significa

pero hemos asumido que :

Existenci{a. Construiremos una sucesidn de vectores los cunles convergen al

vector deseado. Definamos inductivamente

v': (0,0, ..,0)

oz a Z Qi

vsovall B:) = val( S::)

L T t
Debemos demostrar que la sucesidn de vectores VY 5(‘4, 3 ;V,) converge,
y segundo, que el lfmite tiene las propledndes deseadas (1.3.5) y (1.3.6), Sea.
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por consigulente vV, T W, .

La segunda parte de 1a prueba es constructiva en aquella que nos permita
aproximar los valores de los elementos del juego ru en una manera vazonable y
eficiente. 51 asumimos que el juego continuard como un juego estocdstico hasta
que se haya jugado f ~ veces y entonces necesarlamente termine obrenemos un jue
go de exhaustién (el juego truncade) en lugar de un juego estocdstico. Si resol
vemos este juego de exhaustiSn por los mEtodes descritos, cbtenemos los valores

- - ’ -
' tambi&n como las estrategias dptimas para las matrices 8, . El nimero

v
como se definid antes es tal que la probabilidad que el juego continue mas alld
de r-estados, en cuanto que las estrateglas deban ser empleadas, serd a lo mds

s' .

Entonces, si r es muy grande asl que 5" g5 desprecizble, podemos aproximar

el juego estacdstico, truncando después de ¢ - estados.

Esto es lo que precisamente la sucesidn de vectores v" hace. Ademis las

estrategias Sptimas x*' y yh*

para los juegos truncados convergl ', en el
Ifmite a estrateglas Sptimas estaciomarias para el juego estocdstico.
1.3.1, Ejemplo.

Considérese el sigulente juego: Los jugadores Xavier ¢ Yvette tienen entre

ambos 5 unidades.

En cada estado del juego, Xavier elige cara o cruz e Yveite sin saber la movi

da de Xavier hace una eleccién simflar

S8i las elecciones coinciden, Yvette le paga a Xavier una de dos:

3 unidades, si es cara o bién | unidad si es cruz.



48

81 las elecciones no coinciden Xavier le paga a Yvette 2 unidades.

Después de ecada estado, una moneda es lanzada para determinar si el juego
continuard o finalizard; ademds el juego terminard a algin jugador e¢s "Aniquila
do. Hacemos la estipulacidn adicional que ningin jugador puede pagar wis que lo

que €l tiene.

Este jucgo puede ser representado por los cuatro elementos del juego l';

donde k es la cantidad que tiene Xavier al principio de un estado.

3. lr‘ -1 r 3 .2
0 q °
1
- 1e =T, .
1 7l 1 e s
1
2 2. ,',_f" ' St
ri H . f:‘ : \
1 2 - - 1
-2, 147 0 70
Si damos las condiciones inictlales :
vz {o.0,00)
y regolvemos cada elemento de fuego: f, ke 1,2,3,4

¢on las formulas para matrices bipersonales suma cero!

v 2l T %% (L3.3)
Oy Oy ™ Qp7 Gy

(1.3.19

R il (L300



49

Para T..
1
[EEITE RN BT 1
¥V ee————— 1
Vvt -2 3
N (-2%-2) - 21 1
¥, 2 ———————— I —
2 220311 8
| =2%-29 « 201 I
W Ta2-2-0 T
. t~2K-2) - 141 1
vl Y/
4 22 -1 - 2
. 1. 1 1
iA VIOV s (.}..:;.._3’_.;-)

2
Si sustituimos V' en los elementos de juego obtencmos V' al resolver de la

migma manera.

Usando dos dfgitos en cada representacidn,

Pz (L26,m08,m 31,783 )

51 sustitulmos este valor nuevamente von cada elemento de juego obtenemos el

3
vector V¥
Vil - 19,2 01 -5 )
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Repitiendo el proceso hasta encontrar un vector en donde convergfa la secuen

cia, se obtlene el vector vl‘.

v‘:(,n_-.w,-.n,- 55)

Que es el vector buscande {correcto o dos digitos).

Para encontrar las estrategias Sptimas para cada elemento de juego Fk se

usan los valores de v‘h y con las formulas (1.330) y (I.3.11).

1
21 = (.36, .66) v o= (.36, .65)
x? = (.38, .62) v2 = (.38, .62)
x3 = (.40, .60) v3 = (40, .60)
% = (.50, ,30) ¥4 = (.30, .50
Ya que :
< s LT - I
0‘100“'022'0” =1 -1=27-91 - 5.4
1 Q,,- 9y, “1-2n =173
Y Y iaara, T Gowmem ¢ TRE LA
12 S 2z : - .
donde h
1+ 5= 5% -1 2Mm -1

-1 15009 -1 a1
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Anilogamence para : [ r

2 s y T',‘_
3 2 N
it :

2 LRI PO -2

-2+ %26 N
2450261 1+ .5¢584) - 1e7

=24 5009 )

-24.4-,19) 1 .21

.84

-1.87

)
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Este jucgo recursivo puede ser presentado por un solo elemento de juego

Una estrategia para un jugador (para una operacidn nocturana) congiste simﬁlg
mente de una particidn de sus unldades en fuerzas atacantes y defensoras. Si se
denota con A {ataca}) y D (defiende) la matriz para este juego as :

ENEMIGO

A 0 1 2
0 l 2 1o
A ]
o 3 ] r o T
BLOTTO i 2 i r r ]
z ! [ r T
3 o osr

Para la resolucidn de este juego se puede consubtar EVERETT [20].
El valor de este juago ©s5 +1, con estrategias de la forma;
(0, 1-¢ - ¢, ¢ &

para Blotto, y toda estrategia éptima para el enemigo



CAPITULO I, UN JUECO DE POLUCION.

1. INTRODUCCLON.
El presente escrito investiga un juego S-personal,
multies[ad&, no—coopcrativozdesarrollado en la teoria psica-
légica{ Este juego Se presenta agqul ©omo un Sistema econdmico

con externalidades®
La Primera Parte.

Se hace un estudio tedrico para apalizar la estructu-
ra basica del modelo, y sus conexiones en otras representa-
ciones econtmicas tales como la POLUCIONi En particular se
caracteriza el equilibriec de NASQ, y el CORE del juegot Ade-
mds se exhibe que estos dos conceptos de solucidn, generan
1os mismos puntos para el juego con un numerc infinito de

estades. Y el factor de descuentd es también investigado,

La segunda parte,

Se analiza en funcion de estos conocimiientos tedricos,
1os resultados de un experimento, el cual fué realizado entre
una poblacion de escolares franceses. Se estudia cohesivi-
dad de grupo y comportamiento individual en cuatro situaciones
distintas: dos tipos de externalidades combinadas con dos
diferentes situaciones iniciales. Se comparan los resultados

e . R 10
significantes con otros obtenidos previamente

Se piensa que gste trabajc puede ser de algin interés,
para psicélogos, economistas y otros, quienes han estado de-

sarrollando modelos de poluciin en sus propios campos,

Ver capftalo 7

Ver apemdicel grege Aoonanire il v

Fo Nubemstorn, {, Bl jho 4imbtur 5 v,

SOAPFR rrATmaCi G0 ARG A, v G aeda s teat de peia o ) G G ceitd ufer 3 0L Drenvadas e ool ataos
@ peaar de min clrsens,

S Foduriwn fy Goadonumscaon,

S0 vrud nis odvdinde en eale 0 tuli, pean Lomisen S TS var 0 Bi QReNLiae Judpnd Mo cosplaufiieia,

Veu apvindice gueyor coupetats v
¥, L laitue do dancuent,
V. 4 Taben

el

hid

te s vt ia daw de anteriv,
dad Atly, B Biprer. LB Yomsarnd,

10, Se ache av ae hon Labvado @ it cidiee geperemen iy on f5A PIIRT NPT PR RN
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Antecedentes,

Este escrito es devoto a un estudio tedrico y experimental, de
w juego de la poluridn, el cual ha sido intreducido en la literatura
peicologica por Dana, Rubenstein, Informalmente ostablecido, se puede
decir, que el juego simula un medio amiente econcmico, ¥ dinamico con re-
cursos limitados. Estos recursos son cummmente apropiades por la comuni-

dad, y cada agente continuamente usa alguno de ellos para su consumo pri-
vado, Una vez usado{s) se degrada(n), vy el agente econcmico tiepe la elec-
cion emtre regenerarlos o no; Entonces cada agente puede contribuir a
1a presecvacion o al peiocamiento del medio avbiente (a wun cierto costo)

o a su dgmgx_qg Esta situacion ha sido abstraida por las siguientes
reglas:

ELl juego es una sucesion de estados. Cada estado ampieza con wna
distribucion de gjete cartas a cada jugador de un paquete de cipcuenta
cartas azules o rojas. Si un jugadar pegibe monos de tres carias rojas.
el gana Cuatro unidades, Do otra forma el pierde una widad, En seguida
el jugader tiene la opcifm de entre tres elecciones camo cbserva la carpo-
sicion dal pagquete central:

QPCION ROJA. EL repartidor hace un cavbio asutomitico de wha carta
azul por una roja a pinaun costo.

QPCION _STATUS. Eliminar el cambio anterior a un costo de dos uni-

go?  dodes.

13
OPCION AZUL,, Ordenar th cambio de una carta roja por una azul
a un ¢osto de cuatro unidades,

La carposicién del pagquete central para el siguiente estado es
el resultado global de cada movida personal.

11, Mg A kabonadesh b " TAE Pagriidigy af Paliutiman sthen Engaenaiitssa” SIAY O OUUNATE SZ8x (F #INSY

12 da ei pogeets centaols
17, &2 costa 4 debardy d w1 cambip . Prakens qut A 42 WRLIER 10 A Eanin auyd y dutga 0t comua 42 avn e Bpal
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Este juego ha sido extensamente experimentado en diferentes paises
y algunas hipotesis especificas concernientes a la polucion parecen ser
verificadas (W.D.R.D. )"

En estas condiciones parecid interesante investigar el modelo,

desde un punto de vista tedrico comparando Sus aspectos; con economias
con externalidades't

o Cotands purds G Ljmdn comy an caseb nlesiable oo cvartiiles folas
N o T -t i RS

S prmsrnses

Upss A pobensi disds o wale il in buloyen @020 IRABARES T farda duo iacorpnady, Hrtoade 3 O
e A iy 5 I T e e s i ot L el 10 i

ccspedampnts i gy (- porvasatindes } hakichss Srgameiss A fin aie ufinidecrea e b gva sdas o€ pas
D A v o e N A g WE SR Sl N o W Rl
Bt shas s daachanar § rhmpnidint tnliloses (BT (28 pidales o)
s ;:runmnu: o A-:Ev e tr'ow pre prouast mefinehy  (pepbo utas! Gl y diciindx.
Tivede dd Ly Emmearointol Stitnce An Faliadiconen 7§ Tyhy Muhe. Te wossabmte GuBLFarpes fo
pags taist
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59

P30 3. Canbia el niwero de cartas en al paquete:

. i
rh_‘ = rn + EiEIxﬂ .
{ Excepto en los limites de (0,50), ddnde se tiene:

5i £t Eiel

i +
si I, =

X < 0 entonces LI 0,

1
n
i

> = R
ie1 *n 50  entonces Epay ™ 30

Pase 4, Sin - 1 = 0, el juegy se termina: de otro meda se juetp
el estado n - 1.

1.2, LOS COJUNTOS DE INFORMACION,

Se considera que cada jugador concoe N {el namero de estados
2 jugarse), y al principic de cada estads, antes de cada reparticidn el
numero de cartas rojas en el paguete central; es decir £y - Sin embargo
cada jugador i , no conoce x}‘,ix;‘ , es decir, lo unico que conooe es

cuanto se contaning, o regenerd el ambiente, pero no quisn lo hize.
1.3, LOG PAGKS.
El pago final del juegn para cada jugador, puode ser visto

oG 54 pago acumlative? sobre 1os N-estados aungue puede haber varias
otras variantes.,

B Lo que s€ ve sefibiends en cadd e Vnly ex le ve asanda,
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2, ANALISIS DFL JUECO CON HORIZONTE FINITO Y NO COOPERATIVO.

2,1. FORMULACION,

Si el nurero de estados N es finito, se puede temar ventaja de
1a estructura wsando programacion dinamica; junto con el juego I-perscnal,
en un programa de cmputadoraz.ohderm's se tendra en cuenta la consideracicn
de partida final, ya que se desarrollara wna tendencia directa para el
caso infinito. A fin de derivar el equilibrio de Nash, se hard usp de
una ecuacion de recurrencia,

Sea X, = { x: )ie P vector de decisiones en el estado n. Enton-
ces si o ( o X, ) denota el pago a:mulati.vo"del jugador i, en el

n-esimo estado, que depende del nutero de cartas rojas Iy , Yy de las
decisionas de los jugadares Ry -
Y es asi como:

P"(rn,xn) =
i 22 i
Paso 1. 4prob(rn<3/rn)-1prob(rn§3/rn)+
Paso 2. S22ty s

i
Estado p-1 %—.\( It zielxn ’ xn-l)
{en el cudl: r;=o {ie1 )).

Camo tal, el jusgo aparece cam un juege de Ma‘rkov!l y puede
ser yesuvelto usardo un prograna de camputadora, el cual combina una
carponente dindmica con un juego matricial para cada estado.

M. 3o dveuedve un canguntu de jusgua en cada ealod,

Y. Alguastea de Leako-thaenn pita el caw Fopessnold.

1o 3¢ desade en segucda

e i L S P L

2 Visda como catena de Mdekov oo L (DU IARIAT IS gue w oratan,



61

2. EL BEQUILIBRIO DE NASH.

A pesar de la simplicidad de)l juego, es wna tarea dificil
de calcular el equilibrio de Nash. Se presenta aqui un resultado cbtenido
para el caso bipersonalz.‘ Se espera que estos resultados infammen scbre
la problemdtica general, y tambign dan una idea de su complsjidad,

Se¢ recuerda que un equilibrio de Nash en este contexto eg
un vector:
X = (X )3 n=N..,l;re=0,...,5

En el cudl X £ es ua distribucicn de probabilidades sobre | -1,0,+1} .
La cuAl especx.fh:a la movida del jugador i, en el n-esimo estado si r
£, =T tal que cada jugador no tiene incentivo para cambiar por si mis-
mo sus propias decisicones.

Se representa un equilibrio de Nesh, como un conjunto de
trayectoriss en un diagrama (r,n). {Ewpezando en algun {r,n), hay 5 posibles
posicicnes s:;ig\.licr\tesz,s de las cudles solarente algunas son parte de un
equilibrio.

Las decisiones aleatorias’® seran tomadas en cuenta con li-
neas punteadas. Se etiguetaran los vertices deperdiendo de cudl jugador
tiene los pagos acumilados mas altos en ese vertice. En caso de igual-
dad no habra etiqueta,

Hay ciertamente un gran nomerc de puntos de equilibrio,
En la figq. se han representado alqunos en dorde I = JA,Bj .

. Mamat vaciad,
5 e S04 oA Lotaah g,
_/— o catauna 10005 10, 1
PRN Ty w6 Ao cmbasong 000 6 (=101 G T8, o1)
I uny deacimtanng Fod 60 10,214
ey sdecontomnin (1,111

M. Alyin dearvsctov adraton .
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Por ejemplo: en el punto (7,11}, A juega +1, y B, -1, asi que A estd

en mejores condiciones por 4 unidades; en el punto (8,11); A juega 0O,
vy B, -1 as{ que A estd mejor por 2 unidades; no cbstante en el punto
{9,11) amos jugadores juegan -1. Bs muy sinple representar las movidas

de los jugadores desde cw lguier vertice del diagrama, excepto aquelles
pocos en los cudles se incluye aleatorizacidn’

Si el nmero de estedos, antes del fin del juego, es menor, o igual
a 10, arbos jugadores juegan +) (es decir, agregan upa carta roja al pa-
quete centralj. Sin embargo, si el miwro de estados es mayor que 10,
entonoes dependiendn de r , los jugadores pueden jugar +1 o -1 .

Dos caninos (14,13) hagta {7,10) y (0,13} hasta {6,10}; tienen la
propiedad de que anbos jugadores obtienen el mismo pago en equilibrio,
Es de interés notar qua entre estas dos trayectorias, las btrayectorias
de equilibrio no son simétricas. Un jugador teniendo uh pago mis alto
es inestable ya que ese mismo jugador es incapdz de conservar ese pago
alto para dos estados sucesives, Ademds parece que estos equilibrios se

. . e .
mueven hacia las dos trayectorias simetricas,

Una interpretacicn del carportamiento de estos resultados puerde ser
asl: se ompieza en algon véretice {(r,n), puede tener sentido contaminar
{+l) ya gue el par de novidas {+1,-1) es un equilibrin, ¥y hay dos buenas
razones para hacerlo asi; primero es un modo de consequir un pago mas

alto que el otro jugador; segunde (-1,11) es tanhién u  equilibrio.

5i los dos jugadores son *dificiles”, el nimero de cartas rojas se
juntan hasta algin punto en donde no tiere sentido mas contaminacion,
Adn a pesar de que el otro este descontaninando, [ro es su propio interés
descontaninar , loego entonces se juegs simdtricamente,
7. ¥ex muta L.

T i eate pisaufa fens
AA G e vaald dr L

cawsdintng ded aaliculi (ada vi ae jrimden wioa lssmar,

veusfariine cunnde s beagn swcementod €5 4l in de Lendes M o0 da compasdadosd,
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Fig. 2.2.2. En oata grdfica sc pintan loa puntos {r,n) donde r es el
nlmaro de cartas rojas {en &l columna), ¥y n repreésenta el estade. Los ni-
meros on las lineas representan los pagos acumulativos en sentido regre-
sivo hasta llegar al estado 10 en donde los posibles saltos son lus pun=
tos; =,4,%, 85,

Para encontrar el equilibrio de Nash, en estos puntos 5o analiza
uho por une, encontrando la matriz de page para cada jugador(dos jugado-
res}. Desde cada punto hay 5 posibles alternativas para ambos jugadores

25 con tres estrategias para cada quien, por consiguiente en cada
punto se encuentra una matriz Ix3, y siempre iqual para los dos. Se va
a mostrar que el punto {7,10) proviene de =« . Asimismo p,r, § 3¢
pasan por el punte (7,10).

Que = pasa por (7,10} se debe a guer
Si el jugador 1 emplea sus tres estrateqgias -1,0,+1; y el 20

jugador también: se obtiene la matriz A,



A -1 0 +1
-1 | 13,69 t7.115.2
o) 19.1] 17,215,098
+1 15.2 { 17.0514,95

i i
Esta matriz se obtiene usando la fungibn Flltrll‘xll)' Y ?10

donde xll corresponde a las decisiones {x ) sobre las estrategias

11'*1
-1,0,+1 cuando LT 9 (= = {9,11), La prcbablilidad de ganar es .9
ver tabla 3.1.1.

Usando la férmula Fi(r K )-4P(rx ]|r )-lplri-llr J*(-Z)(l-xilo

N na''n n n n n n

Fam1 $Fnopeaay )

Para estos valores se encuentra la matriz dada, donde las estrate-
gias que se usarlan son: (-1,-1}, con pago esperado de 19.65, llagando

al punto {7,10).

Las matrices para los puntos Pu*,95t son respectivamente:

A B -1 0 +1
-1 21.3 119,35}17.2%5 cuando rn-B, p*0.93, n =11
0 21.35| 19.25]|17.35
+1 | 21,25]19%.35{17.2
el -1 0 +1
-1 23,35}21.4 §19.45 cuando rll- 1T pe=0,9
[ 23.4 121.45|19.35
+1 23,45 2;.]5 19.45
N o | «t
=1 25,25 23.7457 ZIT cuando rl]. =6 p = 0.97
L) 25.45}}_.?« 2_1;_';5
+1 25.57_723.55[‘21.@
- o 1
.._:.}-.._29'_‘1_.,2.94.] 24.;—* cuando T 5 p = 0.98
0 2B.3126.6 | 24.5%
"_:l__mif.S 26.55] 24.6
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Estos jueqos se resuclven usandc el algoritmo de Lemke-Howson (a-
péndice A); excepto para aquellas matrices gque tienen dominancia de estra-

tagias que son muchas,



3. AMALISIS DEL JUEGO OON HORIZONTE INFINITQ.

Mientras la seccich precedente estuvo apegada a consideraciones
de partida final, el interés de ahora en el caso con horizonte infinito
para el juege, serd usada wna tendencia directa en lugar de una indirecta
{la cual consiste en hacer que N tienda al infinito ). Esto conduce a
tna reformulacion del juege, el cuil conserva salamente los aspectos so-
bresalientes en un modelo simplificado. Asi que el modelo estuliard el
uso de conceptos cooperative, ¥y no cooperativo.

3.1, Seleceidn de un criteric, El Factor de Descuento.

El criterio previo, la maximizacién del pago esperado, no resul-
ta operacional en wm modelo con horizonte infinito. Y sera sustituido
por la maximizacidn del pago promedio por estado. Otro criterio el cudl
es convenientemente usado, es la maximizacidn del pago dascontado.

Esta seccion inwvestiga el factor de descuento para el juego con

uwn jugador.

22

Sea p (0 <P €1), el factor de descuento, y sea plr) la pro-
babilidad de ganar cuando hay r cartas rojas, en un cierto estado n .
En la tabla se tiene lds provabilidades correspondientes al tenrer

r cartas rojas en cada distribucion . Entonces la politica cptima se
; ?

puxde determinar covparando los valares descomados’asociadoﬁ con cada

decisidn.

Carparandc en dos estados sucesivos, la transicion de r a r ¢4
cuando r £(0,50).
Las eleciones posibles del jugador son doss

Tree H E
B R etV S APV UR Y NP (AT Lol DRRLT L IR I S =
. 'a Ty RN A S A
« 04 Lo peodesilidod do ”
@O B 7 cartae o gl :
S 4T cania ds e i AN T 4 0 140 6 by g0 03wty S aupan do

Mo Cn focton de dintueats,
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1* (0,+1). No hacer nada en el estado n ; y contaminar en el n-{.

2' (+1,0) . Contaninar en el estado n ; y no hacer nada en el
n-1,

El pago que el esperarfa obtener :

Efc) = -2 ¢+ p(r) 4p + (1 -p(£))(-1)p + 0 = -2 + 5pp(r} - 7

Epp(r+l) = 0 + p(rel) 4p + {1 - plrel)(-l)lp + (2)p =
=5pplr+l) - 3p,

En(rfl) - EI(r) =5p(plr+l) - plr)) ~2p + 2 =
= 3p(ptr+l) - plr)) - 2(p - 1) > 0,

A plr) - plrel) < 2(1 - p)/Sp

Andlogamente camparando dos estados sucesivos, la transicién de
r a r-1 se tienen dos tarbicn:

1* (0,-1). No hacer nada en el estado n , y descontaninar en el
n-1.

2° (-1,0). Descomtaminar en el estado n , y no hacer nada en el
n-l.

Efr) = -2 +p(r) 4p + (-1)p(l - pir}) - 4 p = Spplr) - 5p- 2.
Epg(r-1) = =4 ¢ p(r-1) 4p + (-1)P (1 - p(r-1} - 2p =

5pp(r-1) - 3p -4
Eu(r-l) - Elr) = S5p(plr-1) - p(r}) + 2P - 2> 0.

[

S plr-1) - plr) > 2(1 - P}/5P.

J0- L8 primean 0eciin aa da peesende, y o acpeda comsemide ol futucn; y e conaecuencia Lleva od foctss de deacunts
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Y as{ se obtiene que para toda r ¢ (1,50) quer

i). §i plr) - ple-1) < 2{1 - pV/op, y r =0
entonces se juega x = +1.

ii). 8i pl{r-1} - plr) > 2(1 - f )/5p,entonces
se juega X = -1,

iii). De otra mapera , se juega x = O.

Se sigue que despuss de un nirero finito de estados, el numero
de cartas rojas resulterd estacionario ( rp ). asi s¢ tiene que

si P =1 entonces Iy = 2
Si f = p* entonces T =T*
5i p < p£* entonces Ty, =50,

Par 1o cual la funcion T (§), no es continua en p ¥ (ver fig. 3.t.1).

'.
50 "
1
I
1
u '
a 1
- 1
o 1
o 1
FR ] !
E 3
. '
vooag H..--------_.._____-
o
° 1
§ :
1
c ; tasg de de_degcouento
1Y -
¢ i ' -r'ui

Fig.J.l.1, El aGmerc Optimo de cartas rojas como una funcién de la
tasa de descuento.
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cartas prodadilided  (ncrementa da la cota parn #1 interis aanciase
rojaa. de gacar. provati . Faclar 3e desc. coa Ik tots,
r ple) A - wisl-plrent i 1
e 1o 1. 2.0
1 1.0 a, 00 1.0 0.0
2 1.0 4,00 0. 995545931 0.0044
bl 0.9962143 A5+ 0.0m7ST 0. 5970832217 0.0122
4 0.293112) Ay = 0.0043012 C.T7MII444S 0.0223F
& 0.964363 &g * 0.0089501 0987139501 0.0339
[ o.971722 L = 001358 0.95323229 0,047
7 0.9581385 by 00100337 | M. 94E088Y8 0,088
L 0. 5287058 9.913732093 0.0703
] 0,5001184 0.92031E748 8.0423
10 0.85673789 0.91521 44045 0.0978
1 0,8303241 1. 9077%9307 01016
12 0. TBM788 0.901829515 G 1090
13 ., 7460178 Q, BFT4457001 DR
14 Q.7003338 Q.malBd 1324 2,119
13 0.8521047 7.691262519 a.1tis
18 0.00350%7 0. 82074943 o 129
17 0. 55442449 Q.09 3603 C.1T24
12 0.30%4877 ULBY2464279 0.170¢
19 G.457283% 0.€95021376 2.1372
20 04103488 0.850514576 0.1123
2 0.36318% - 0.59072835343 @.1076
2 U.1221724 - - S0TOT I ©.1014
z3 02818350 » 0.913318776 C.oa4n
28 02436877 - 0.919064954 ©.0a73
bl 0.2087287 . 0.920079629 0.0798
20 01767984 - 0722800499 0.072
7 0.1479981 . 0.937%€16928 0.0047
e 0.1222009 . 0.94m410902 0.0%68
Ead 0.0mE15 - 0.999384454 0,0423
0 0.07993a1 . 0. 95050851 00422
N 0.0830% . 0905810072 0.0354
» 0.048128 - 0.9271301878 0,0298
” 0.038u4 Ay 0,011818% 0.978%12911 0.0240
M Q. 0273732 A'M- U, w0 0, 313194187 0.0151
35 a.810%0d7 Q3" 9.0076405 G.B85311525 0.0143
20 0,0137433 Ayg” 00050620 0, 208230000 0.0108
3 0,00935% £ 3y7 90003543 0.99143305 ©.000¢
3 0.0059308 &3 T/00S4334 0.994227228 0,005
19 0.0030111 Ag7 0.007I2 0.99612030 0.0033
“ 0.0020532 &g~ 0015579 0.977548708 0.0024
a 0.0010691 @ 4" 00009033 0,291267058 0.0G14
42 0,000453 A" 0-0003740 0995244321 0.0007
a 0.0001828 Bgym 00003025 0.999881115 0, 0003
s 0.0000872 B ggn 0000135 0.9981784 ©.0001
as :X & 44 0-0000€72 0. 02367, ., booa
- c.0 & ea" 0-0000P9 1.0 0.0
o c.0 A 00 1.0 0.0
an 0.0 Bag® 0-0 1.0 0.0
o 0.0 Qy* 00 1.0 c.0
= c.0 Ay, 0.0 1.0 c.o

Tabls.].1.1. €0 L4 Frimer coloma as tiane &l rfeafs ds caftes ro-

BT e r Mtz goe en ik
[

i A peota

CArths rajas wa el estals 0. waseds la

Trece el snuwmant.og s Rl

qréfice 1,101,

sty

a4 48 enad cuandy hap x

Sreola lnote 1%;, 2o la ®ap

La cota pars o) fecter Je tevcomcta e ae 33 gur e TArrain b, ad

dn d3ta wecey

4l daapeyer p

s im asocia el intezde a0 des

1 tiraizents &0 funcidn de ss1a

cuante |

con la Chrwmler P o= L{ie,
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Fig. 3,1.3. Esta gr&fice ce encuentra en funcitn de los valores de
ia tabla 3.1.l1 eptre la primera y tercera columna. Se pucde observar loé
valores Sptimas Cooe T, ¥ ia direccidn del rovimiento de estado a ¢s5-

tado, Aqui ne hay coincidencias con los autores an p* = (89 ellos na-

cuentran  p* = 77 [ ir= 28¢).

Por otro lado si el fastorpse ubtiecne lu suficrentemente mis alte
a f*, entonces la situacidn se gonvierte completamente dereriorada;

fes decir la tasa de interés mayor a 12+ 1 watla 3.1.1),
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Intemtaoioﬁ H

Esto se puede interpretar en terminos de la polucidn; cano se
esperaria, a lo mas el futurc es descontado, y el presente contaminado.
Aemas si el factor de descuento se obtiene lo suficientemente alto a
P* en le mdelo), entonces la situacion se obtiene campletamente de-
terioradal.

3.2, Formulacion de un modelo simplificado,

A fin de facilitar el estudio del juego con harizonte infinito,
solamente los dos estados extremos (r = 0, y r = 50 ) serdn conservados
en el modelo.

Una posible justificacién para hacerlo asi es que, en una solucidn
estacionaria los otros estados del juago de Markov seran transitarios,

Este modelo simplificado esta descrito en la fig. 3.2.1. (para es-
pecificidad sz asume que los jugadores empiezan en el estado ganador,
pero resultara de poco significado)!

£ig.3.2.1 . xl <0
(BT
Perdiendo
i x<0 \ ]
LtI Eulx;)o Elt]x 0

e Pod and un gatade bumest funiv,
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3.3, EL, CORE bF1, JUEGD D LA POLUCION

El andlisis presente esta motivado por un interés tedrico, y
no esta directamente relacionado con el juego ya que la posibilidad de
acverdos conjuntos, no estd recenocido explicitamente en las reglas.
Sin embargo se argumenta que los puntos del core son tawbibén puntos de
equilibrio de Nash. Esto es asi porgue ahora se considera el juego con
horizonte infinito.

Se recuerda que el criterio es la maximizacién del pago pramedie
por estado. En estas condiciones la funcion caracteristica v, se encuen-
tra cano sigue:

Suptngase que 1 es el conjunto de jugadores, |I] es la cardina-
lidad de I. Sea S un subconjunto de I. [S] es el ndmero de jugadores de
la coalicion S,

Camo fuera de la coalicicn S estd la minarfa I - S, entonces
la coalicicn S debe programar descontaminar para contrarestar a la minoria.
Por tanto al contrarestar se tiene :

¢ |1] - |s] )(~4) . Los restantes miemoros dentre de la coalicidn
son S - {I - S) cuya accién es preservar{ no hacer nada),y por consi~
guiente reciben un pago de : ( [S| - (]I} - [5]))-2).

Y fipalmente todos los mierbros de la coalicion disfrutardn del
medio ambiente en la formwa ; 4([S[). Para tener en suma:

(]I} - is]=4) + (Is] - (]z] - [spit-2) + || 4 =
= =2]1]| + 4]s|.

v(8) = 2{2]s] - |1]].
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La funcich caracteristica v para este jmgn es

-|sl si Is] < (i
v{S) =

2(2]s] - 1}y si {s] 2 j1|s2

Sesigue que no hay incentivo para unirse a una coalicidn, exocepto
si el tamano de la coalicidn es exactarente [I|/2 + 1, si |I| es par.
Y (]I} +1)/2 si |1} es impar.

M

Sea w ERI' . El core de cste juego, es el conjunto de pagos prane-—
dio por estado, los cuales son factibles, y no dominados via ninguna
coalicién.

Core vl = | w | E we21], Z vt 21] -4 f
e A 1)
En vista del andlisis de Juegos cooperatives n-perscnales, se tiene:
core D(v) = | werl| = whsvi1), B oW w(s) |
X3

48
Entonces se va a demostrar que C = D.

Poostracicn.
DC.
wieg v es tal que X W os () = 21|
25 wi_! v(S) para § o

(3]
= oWty r-i )=
Vai-tied ®

y cano

-t

~|i,t se tiene
1] - 4.
D C.

[

ccp

we /' tal que EI \';vt 2 2|1] - 4 sumando W'
(LRt

a cada lado de la desigualdad se tiene que:

2f1] * 2{1| - 4 + w'™.  por tento -t Y g,
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Sea S una coalicion cualquiera. Se cumple que:
i i
W= 2{I - = 2{1] - (1] - |8])(-4) =
F =] - Bt oe2in] - ] - s
= 2j1| - a.

o ccD

De las dos se tiene C =D,

Para el caso |I] = 2 la fig. 3.2.1 mestra el core,

Y
}I'
" Core
P
’
.
,
-
-
g
P
Ol wl
” ‘I 14,910
< ’
ety -
\ ,
. ¢
~ e
\ . .
. .7 Ceajunis g
~ . Resuliados
. L
N A
e
e
v Fi
ig. 3.3.1
0 9

Analizando el caso |I| = 3 se tiene v(@) = 0, v(i1}) = -1,
viiat) = -1, v(13}) =

~1, v(|1,21) = 2, w(11,31) = 2, v(12,3}) = 2,
v(i1,2,34) = 6.

Seaw = (w ,w,,w;) una imputacion., Cam la racionalidad de grupo”
implica que:

12, Lo ancionolidad dr g e que cada empetucign (e da pos Lo e L que jusds ceneepua # eodd toalitiin.
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woo+ ow,  2u{il,21) =2
L twﬁ vi{1,3}) =2
wot Wy v(§2,31) = 2
Y tarbieh
W, +w, o+ wy, o= v({1,2,3}) = 6.

Se pueck_: ver en la £ig.3.32el core de este juego.
El punto ( wh o= 2)j  yestd stempre en el core, y se le asocia oon
{ xt =0 )iGI , no cbstante los puntos asimétricos, también pertenecen
al core; por ejenplo el punto ( w' = 4, w? =2, w? = 0 ), el cudl estd
asociado con ; (¥ = +l, x? =0, x* = -1 ),

Fig 1.3.2. w)

|

[0,8,8) {2,0,4)

-

D

i

10,4,2) 14,0,21

v (3,4,01 t4,2,00

Interpretacibn:
Shapley y Shubik (1969) presentaron un ejemplo de un sistema eco-

namico con externalidades llanado "el lago”, el cual tiene una funcién
caracteristica mry similac”
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Ciertamente, sus obsarvaciones sobre la asimetrfa, y amplitvd del care
tambien se aplica agquf, Estas conexiones pueden dar algun sostdn a la
interpretacidn del juege en un contexto de la pelucidn.

13 vore. Lazs tuncibn cersrcmcletics obedrva gue R bay [rCantive gadd tormar

COALICIDNEA PALA CHONIUSCOS FATLENTN, PALG pare Tonjuntos whe gqrandes {a
CouPSIALitn ke Canvicre

D e beteiiiinie: ¥ adrnks poads coelcalar en

@2 crigen ura PIACCEAr B SIgGNLISLCRRtE 44 CONtMmInArEAn.

SR M ATUL w1 Cire 8% TS0 grATde Gue GiTe 10Cn BCATES S8 Come ARige

nar loa coetoe de rercgol 48 18 cLRTAMIARTUERL 1ago mn Shaplay
Y EPBSN A Ln The Tuea GF An ESaROmIe Svatew Witk Inversslltiss).

Luar
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3.4. El Equilibrig de Nash v el Corg.

El presente analisis, mientras se motivo por un interés teorico
no estd directamente relacionado al experimento, ya que la posibilidad
de acuverdos legales no estdn reconccidos en las reglas. Sin arbargo,
se argumenta que 108 puntos del core , son tanbhién equilibrios de Nash.
Asi quo realmonte pueden ser obtenidos por acuerdos sc"nilega_Les’:l Oue
esto es asl , es debido al hecho de que el juego es ahora oon horizonte
infinito.

Se demuestra que el punto w = (2,2,...,2) es un equilibrio de
Nash. Un razonamiento similar pusde ser usado con cualquier otro punto
del core. La siguiente estrategias:

£=0 fien, x =0

r=5 (te1), xt=+ o xl=0,
Estan en equilibrio y el pago asociado, es precisamente

W= {2,2,...,2), Notese que si ningin jugador se dasvia, entonces el

juego estara en el estado ganador. Asi que la segunda parte de la estra-

tegia { r = 50, x‘1 =+l o xi = 0 ) es solamente un acuerdo. Una vez que

un jugador se desvia, entonces el juege estard o una de dos; en el es-

tado perdedor { x% = +1 ) o se estard “encima” del jugador qua se desvid,

hasta hacerlo reqresar al estado ganador ( xi = 0 ),

Fuera del care , hay otro equilibrio de Mash que ess

r=90 {Le 1y = 1
T = 50 {ie 1) x =D

El pago asoeiado w = [-1,-1,...,-1} no es"racional de grupa”.

Wo. Cate Ligo dy neuenly £4 connds £ ae ublipn al cpemte sonimirn g actuse desls el pody de viats ded deencatoe pe-
aal.

e
 Dud inplda enfuceadie.
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Interpretacidh. .

Este (ltino pirrafo sugicre gue la falta de commnicacidn entre 10§
jugadores, ne prevee la realizacidn de algun punto en el core. El resulta-
do simétrico w = (2,2,...,2) se interpreta como sigue: cada jugador no
astd contaminando porgue el esta convencido que los otros jugadores lo
"castigaran” si el as{ lo hiciera. Lo extrafio de tal convenio parece
may cucsticonable en el contexto del juego, v clertarente depende de ac-
titudes psicologicas. Un posible modo de cxplerar ésta direccion puede
ser permitiendo comunicacidn directa de tierpo en tienpo.

El punto de equilibrio w = {~1,~1,...,-1} va a ser cumparado con
una "sociedad blogueada* yeéndose a la ruina por falta de confianza en
sus miembros.

Finalmente, las conexiones entre la sclueidn cooperativa, y nc coope-
rativa puede en algin grado ilustrar el papel de la ley en la sociedad,
como se chserva la contaninacidn. Aunque si bien los puntos del core son
realmente 'semi?hzgales"’,s el riesgo de desviacion puede ser alto, de ser
sostenido sin el curso de algin convenio legal contralde por la leyf‘

25, Ves pola ansesisn.

36, Tumonds en cuenda @ lua oeporcemos nteanacionales sobae do Juht eonlas Lo talomoscedn adesntals vee The Tnies-
aslinad low of Pullutiom; Peotecting ke Globol (avitmmratod in a Suedd of Suvrecpn Stalea fiy didm L Sprungen o,
Cuaseae Jooka . Pags. 17461, '
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Se Parte.

INTRODUCCION, En esta parte se van a tratar los resultados cbtenidos en
el experimento del juego de la “polucidn®.

Las condiciones precisas del experimento, el cudl fue realizado entre una
poblacidn de estuwdiantes franceses de 16 anos, se describe en la primera sec—
cioh,

En la segunda seccidn, se presenta un andlisis cualitativo de dos "corridas”
tipicas del juego.

En al tercera seccidn, se estudia el significado estad{stico de algunas
hipdtesis da conpertanmniento,

Finalmente, en la dtima seccidn se dan conclusiones generales, en parti-

cular acerca del interds del juego camo una herranienta pedagdgica.

Primera Seccidn,

DESCIIPCION DEL FXPERIMENTO,

El nfrero de cartas serd de 0 & 2531 y al final del juego; J una de dos:
cada jugador recibird una cantidad de dinero de acuerde a su propio marcador
(condicidh Keep). O todos los marcadores serdn sunados, y divididos por igual
entre los jugadores (condicidn Pool}. Es asi como se obtienen cuatro distintos
grupos:

1}. O-Keep. El paquete tiene inicialmente 50 cartaz,l: y cada jugador conser-
va sus propias ganancias.

2}. 0-Pool. El paquete con cero rojas, y al final del juego las ganancias
de todos son divididas por igual entre todos

3). 25-Xeep. El pagquete central contiene 25 cartas azules, y cada jugador
conserva sus propias ganancias?’

4). 25~Pool, El paquete con 25 cartas, y la ganancia se suma y es dividi-
da por igual entre todos.

Camo no s& permite cammicacidn verbal entre los jugadores, dstos fucron
puestos en grupos de 5 personas en cfrculo con la cara hacia afuera. A todos
se les informaba del estado en que estaban, v cuantas cartas rojas en el paque-
te central. Originalmente plancado a 40 estados, aungue fue parado sorpresiva-
mente en el estado 25 para prevenir contaminacicn de consideracicnes finales,

7. Carvas royan,

s

. Carvan atulen.

H

. Tritardo f» Luscar conductas da cooperaciin.

40. Mad)10 amoienie it contamaradi, y #in coapararita,
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Cada jugador recibid 30 unidades de entrada, y al final de los 25 estados
una cantidad de acuvardo a 1a tasa lu.=.20(fraccidn de franco).

Al final de la sesidn las siguientes preguntas escritas, se les pidieron
a los jugadores: .

1). 4Cufl fue tu estrategia al principio del juego?.

2}. ¢Que’ pensaste acerca de la provable evolucidn del ndnero de cartas

rojas en el paguete?.

3}. ¢Tienes alguna idea del corportaniento de los otros jugadores?. ¢En

qus grado?.

4). {Carbiaste tu propio camportamiento en algun momente?, ¢Porgqud?,

5). ¢ Te carportarias del mismo modo si jugaras otra vez?.

Las regpuestas a este mzestinnario"f\xarm muy Ytiles, y con el obijeto de
conseguir un apdlisis cualitativo del juego.

41, Taxe 11po de curstiGRATIo ae ol Goe &8 Pueda Aplicas mn algin sxperi-

MaN1Q, ¥ pueds fesuiter de interés en el cacgo de 18 pricologia.
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5.1, UN ESTUDIO DETALLADO DEI, COMPORTAMIENTO DE DOS CORRIDAS DEL JUEGD.

Dos ejermplos tIpicos (25-Keep y 0-Pool); serviran ¢ono una ilustracidn
del tipo de reacciones, las cuales pueden ser originadas en cierta situacidn
implicadas por las actitudes de los jugadores. La primera grdfica, muestra el
nirero de cartas rojas r, cam una funcidn del nimero de estados K, Esta curva
r{k}, ilustra la evalvacidn de la situacidn resuitante de la conducta de los
jugadores; tambidn mustra con que probabilidad"los jugadares pueden marcar +4
con una buena mano {la probabilidad de ganar con 10 cartas rojas es .88, con
20 cartas rojas es .42, atc.).

Fig. 5.1.1.
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tejos
30 °
L1 00

L o7
g3

u\_/ &1

18 K1Y
O n 1., Geupe 1.
[
s 10 15 28 25 & estsdes sere
Mymere du coftas Probadilidad de
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43, Temrin sw poeSe ver en (4 table 1.0.0.
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La figura 5.2.vepresenta para cada estado del juego, el nifmvero de cartas
rojas las cuales fueron agregadas por cada jugador; desde el principio del
juego, y es as{ cam se dibuja una curva para cada jugadar. En cada estado
la suna algebraica de esta variable, sobre todos los jugaderes nos da el ni-
mera real de cartas rojas en el paguete.

5.2, DESCRIPCIOH DE LOG RESULTADGS PARA EL GRUPD L (25-KEED).

Cam la actitud del grupo, fig. moestra que el desarrollo del paquete
de cartas fue claramente bien controlado; a pesar de que la alta proporcicn
de cartas rojas, no permitid a los jugadores hacer beneficios sustanciales:
ya que cada jugador gana en praedico de 6 a 8 veces, que es iy cercano a 35
unidades, v se puede conparar a un costo pranedio individual de 47 unidades;
sus gastos so distribuyeron mal sobre el tiempo ya que con estas 47 unidades
correctamente ampleadas, habrian ganado por lo menos 13 weces: 20 unidades
gastadas sobre las primeras 5 distribuciones habria indueide el nivel de cartas
rojas a 0, y este nivel padfa haberse mantenido por 13 reparticiones, gastando

2 unidades pero ganando 4 al misno tiempo en cada reparticich.

En el coarportamiento individual fig.5.2,laparece una clara distincidn
entre dos actitudes: contaminar, (es decir jugar +1) contra descontaninar! jugar
-1 0 0); varios jugadores carblarcon sus estrateqias por lo menos una vez en
el juego.

Las diferencias individuales entre les jugadores, estdn bien sefalados
por la accidn que ellos tuvieron en los costos totales, se puxden observar
en la tabla con el porcentaje.

Jugador g'{’;mm ’:(;lcfdnﬂn&i.mﬂo to- | tabla. 5.2.1.
1 22 4.3
2 70 29.6
3 18 33.1
4 o 12.7
) § 8 18:1
Toral 236 100.0
Modia 1.2 0.0
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La primer columna indica el nGmero de eatado, mientras que la segun-
da columna indica el nfmaro de cartas rojas que van teniendo los jugadores
En el renglén se indica el nimero de cartas rojas paroe observar inmedia-
tamente la jugada del jugador 1, i = 1,...,5%. Empezandc desde U, se obser-
va la conducta contaminante de los jugadores 1,4 y 5. Y descontaminante
de 2 y 3. Se puede leer ensequida de esta fiqura, que el jugador 3 des-
contamind hasta -14; el jugador 2 hasta -9,etc, Masta tenar al final

32 cartas rojas en toral,
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La figura5.2.lmestra que los jugadores 2 y 3 descontaminaron, mientras
que los jugadores 1,4 y 5 contaminaron; estos resultados estdn de acverdo con
1o dibujado en las figs.

Acorde o los cuestionarios, los jugadores describen  sus propias estrate-
gias como sique:

-el jugador 1 establece gue el actud de acvardo al ndmero de cartas rojas
que recibid en cada reparticidn, jugando -1 o 0; cuando recibid’ menos de 5 car~
tas azules. Sin cagbiar su camportaniento a lo largo del juwego, 1o cual lo in-
dujo a jugar -1 muy frecventerente,

-los jugadores 1,2 v 5 enterdieron gue el interds del grupo, fue adminis-
trar el mimero de cartas rojas, y camentaren que capesaronh a jugar de ese modo,
en el cual se tenfa por cbjeto posterior ganar mis. Aungue todos declararon
gue carblaron su actitud en algun manento, porge: tuvieron la sensacidn
individual de que eran los Unicos gque descontaminaban, y no querian dejar la
ventaja a los otros.

-el jugador 4 quiso “alcanzar el muwcador mds alto posiblie”, manteniendo
al miswo tiewpo mds cartas azules que rojas en el paquete. Por lo cual jugd
~) desde la 13 a 1a 20 .

5.3. DESCRIPCION DE [0S RESULTADCS DARA £l GRUPQ 2 (0-POOL}:

£l mimero de cartas rojas alcanza un mdximo de 18 {en la distribucicn 13},
entonces bajof hasta el final de -5 (los jugadares no notaron que no habia car-
tas rojas).

El praomedio de gastos fue de 52 unidades ; con un promedic de 19 manos
ganadoras. En la tabla se presentan los repartos de los jugadores y del gasto
total.

Unidades Accidn del costo to-
Jugador consunidas tal. En %, tabla. 9.3.1.

54 20.8

é 16 17.7

3 28 10.8

4 62 23.8

S 70 26.9
Total 260 100.0
Media 52, 70.0
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Figuca 5.3 1, Sopurtauento Individual, Gngo (0-Paoll,

e n e w0 e wa3 e

Egta figura presenta en las columpnas y renglén las mismas caracte-
risticas que la anterior, pero sc puede obscervar el cambio de actitud
de los jugadores 1,2 ¥y 3,4; hasta llogar a una situacién de =5, en

N ‘
donde no se dieron cuenta que no habfa cartas rojas

11, Parate bor Gue astu acrstud en jfraciohel v que me netesdric ganer

nhy on Bidn comin, ain ensra Ja cosperaciln puede dar origen 4

conductan no resonacies: en qonds be tearia Juesa un papel muy aa.

partants,
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5.4.DISCUSION DE LCS EJEMPLOS.

Las daclaraciones de los 105 jugadores involucrados en el experimento,
nos permitieron establecer las siguisntes clasificaciones; de acuerdo @ su ni-
vel de cavprensicn de la situacidn, al principio del juego, se puede checar

esta clasificacidn con los ejerplos de antes:

1}, Los jugadores quienes no entendieron que un aunento en el mirero de
cartas rojas, disminuirian con certeza su probabilidad de ganar; algunos juga-
dores de este tipo confiaron al azar recibir una mano ganadora, aun a pesar
de las leyes probabilisticas.

2). Los jugadores que entendieron la conexidn bdsica entre el nimero de
cartas azules en el paguete y la probabilidad de ganar, pero quienes no se die-
ron cuenta que su eleccidrde -1 ¢ +1, tiene un efecto sobre el paquete,

(€sto fue notado del siguiente comentario en el grupo 0-Pool: “nosotros tenfa~
mos qua ganar lo mdfs que pudidramos al principio de la corrida, desde que el
paquete era azul hasta que este se convertirf{a muy rdpidemente  en rojo".

3). Los jugadores quienes entienden que las cartas rojas generan pérdidas
y que ellgs pueden controlar la evolucich del paquete.(Es decir que no deben
permitir que el mimero de rojas se incremente mds alld de un cierto nivel).
Sin embargo estos jugadores no coinciden en la situacidn de ese nivel; se en-
contro tres tipos de actitudes:

1. Estimacidn intuitiva del nivel, el cual puede ser entre 20 hasta 35
cartas rojas.

2. Determinacion implicita del nivel. Aungue si bien reaccionando al mi-
mero de cartas rojas cn la mano.

3. Estimacidn razonada, la cual es relativamente cierta (0 o 2 cartas

rojas) ¢ falsa {2/7 cartas rojas contra 5/7 cartas azules).

Entonces se ve que las actitudes de los jugadores pueden variar considera-
blemente, Una consecuencia general de este estado de cosas es que no ohservara-

el mismo conportamiento, sebre un grupo en total por mds de unas pocas
distribuciones, a menos que un acuerdo tdcito tenga lugar entre los jugadores.
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Ahora examinaremos algunas consecuencias de esta diversidad, sobre el
carportamiento de los jugadores en ambas condiciones (Keep ¥ Pool).

En la condicidn Keep, el conflicto surge entre el interds individual y
de grupo; por el hecho que si un miembro del grupe permanece jugando ~1 y no
los otros, solamente las perdidas son gnryaradés por este jugador. Cono una con-
secuencia, 1os jugadores tonderdh a ser prudentes, y Si su intento de desconta-
minar no produce resultados rdpides y perceptibles, ellos pensardn gue los
otros tamaran wentaija de ellos, y miy pocos continuardn haciendelo.

Ahora considerande el amlic rango de posibles reacciones do los jugadores
en algin mamento del juego, rara wer suonderfa que el pumro de cartas rojas
bajarf{a, por mds de 2 unidades de wpa distribucidn a la otra; la fig, 3.1.3
mestra que esta cantidad tienc poca influencia sobre la probabilidad de ganar.
Reacciones similares a aguellos jugadores 1,2,5 en el grupo 1, los cuales fue-~
ron decepcionades aun cuando el ndmero real de cartas rojas del paguate, fue
levemente disminuido, MNo ohstante que alomos jugadores parecidos al jugador
3 en el grupo ! no se sintid explotado, el cual les ensefia el ser descuidades

en su interds individual.

En la condicidn Pool por el contrario, no habrfa tal conflicto de interds
de grupo contra individual; alqunos jugadores permanecieron contaminando, se
puede inferir que cada wno de ellos no tiene clara la situacidn del juego.

Es decir pertenccen a las primeras dos clases, d ellos tolerarian wn alto nival
de cartas rujas)., Si tales jugadores son de la minoria, los otros teoricamente
pucden balancear sy acgidn contaminante jugando -1, ningdn obstdculo es surgi-
do por el interds individual, para un jugador quien esta descontaminando, esta
contribuyendo al beneficio total el cual serd dividide; aungque su score sea
bajo canparado con los otros. Sin arbargo observemos oque n'mg\in Jjugador, en
condicidn Pool gastard mds de 70 unidades pata mantener al recurso{el mdxino
siendode 100 unidades). Ver tabla 6.2 aln cuando el mal estado del paquete es-
tuvo demandando tal accidn.

Entonces parece que un obstdculo esta en el modo de un comportamiento des-
contaminante de principio a Ein: cam se establecid en el cuestionario algunos
jugadores descontaminantes reaccionaron con encjo hacia otros en el grupo que
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Estuviercn contaminando: "La siguiente wez, yo dejare’ que los ctros hagan la
tarea (es decir agregar cartas azules). Y yo conscrvare el score”,

Esto lleva la hipétesis que el juego @5 visto cowo un juego donde, se desprecia
el beneficio monetario final, la satisfaceidn y el sentimiento de triunfo es-
tan estrechamente ligados con el score individual. La frustracidn de los ju-
gadores descontaminantes puede surgir dal techo que enterado de su superiori-
dad al enterder la sitvacidn del juego, no alcanzarian un alto score y a los
cuales los pondrfa en forma real no recibiends un reconocimienta por sus sacri-
ficios. Por consiguiente el obstdculo principal para un camportamiento cooperati-
vo en la condicidn Pool; parece se:': que alqunos judgadores no entienden clara-

mente las consecuencias de_sus clecciones y piensan en terminos de minimizar

al _corto plazo las pfrdidas, lo cual en el jusgo no es equivalente a maximi-

zar_a largo plazo el beneficio. Este cbstdculo para la cooperacidn resulta na-

turalmente cierto en condicidn Keep, pero sumado a equella falta de confianz
entre los jugadores.
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Condictones | Ggn | Mimero final | Total de untdac | Mds alto pasto | Mds baje
externra As cartas ro- | deu pastadss nuldes) 4 widaare
148
Fol 9 232 kN 1.5 §2
o 10 23 [ 26.1 X
9-racl fcl M te2 L3 3.9 0
Fol i 178 3 8.2 2
Fo5 -5 €0 "o 269 6
Promedin 1.8 6.1 61.2 | 289 n.2
P11 1 Itk L0 26 18
rL2 2 21 10 25.4 42
25-Paal (333 0 240 “ .7 4
PH4 4 232 &4 3.3 3
2% n 39 1 20.7 58
Prometio 12.6 278 t4.2 4 2.9 UX)
xo1 b2 05 58 28.2 B
¥e2 22 A 205 5l 1.1 22
0-Keep Fal 4 a2 62 25,5 36
Fot H 134 40 2%.9 16
25 12 22 v 1Ay b
Proredio 5 00 t0 30.12 5.2
411 3t 238 60 5.2 w
a2 28 244 7 30.3 38
25-Yoep [33] 3 288 62 28,4 1
K14 2 23% 7. 334 2
K15 P s 12 8.4 2
Ki6 8 283 b 28.2 44
Pramaio 2.8 257.0 T 90 1.0

Tabla. §. 7 [Low cates exgmoieniales,

Condlouin probada ko ipiclal G cartas rojad Recrryensa

Tootacidn 1 O-Fual -bevp 0-boal 25-Fool H
foblacich 3 25-Panl I5-tocp O-Foep 15-tomp H
varisble probadss
~total de unidadey 1<) pe,008)ie2 pC.09? | nuvpuns a- | I>2 peall
Gastadan, fersnciy,
-1 final de cartas nuvpra di- minTsa dife- LET e (U g 1<? p<.id
TRIAG ferenc . rencia ferracia.
Hi9 alta consum mpoa difare (1€ 2 pe Bl | aingquna - [ 1<2 p<2dd
an unidades encia frrereia
;M bais cxeuo 1€2 pe.028fle2 pe.itl Rinpna di- L>»2 pelied
en wnidatans frpomin
Dispersicy en u- I>: p<.uls BURGEA i 1€ 2 peuid
nutaies Terery: i
Min alto conmuo 1> 2 p<.048| ningna dife- ninguna die | 1< 2 p<lud?
en paresntaje rercia ferencia
M Ba)e cnsrn 12 p< 1L ] nuvpuns didne 1€2 pe il ]l »2 pe.d0y
en porceatale 2
» Disprrsiin en 12 pe UM mnena e ns e A 1€ 1 pauMy
| poscentaye ferencin

Tanla B.3 Mrestra los resultala e La prcba de Me-ebitoey . Nta, 1Cd; ped g
tica Qe los valores oe 14 varisdie probads sohee la peolacidn 1 en iy pequal
bre L4 poblacidn 0 2 un aavel do S1gnificancia « . HIngda diferencla” sigufica qua
€l nvl de significancia o ex nis qanie que .20,
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L0s poBos para usar la prucba de Mann-Whitney* son:

1. Se detrminan log valores de "y n donde n1 es el nimero de casos

at

en el grupo min pequeflo; n_,, es el nimero de casos en el grupo mis gran-

2!
de .
2. Se ordenan los puntajes juntos de ambos grupos del orden menor al mayor.
3. Se determina el valor de U contando come en el ejemplo.
4, E1l métoedo para determinar lasignificancla del valor observade de U, de-
pende del tamaflo de L

a) Si n2 es 8 8 menor, la probabilidad exacta nsociada con un valor
tan pequefio como el obpervado de U aparecc en la tabla J{ ver ejemplo).
Pars una prucba de doos colas, se duplica ¢l valor de p obtenido en la
tabla. S! 1la U observada no aperece en la tsbla J, en U', y deberd
tranaformarse en U usando la {6rmula U = an, - ur .
5. 54 el valor observado de U tiene una probabilidad asociada igual &

mener que oL , Be rechaza H,, y se acepta 1\1 .

Ejemplo: Total de unidades gastadas se clasifican en doa poblaciones A, B.

en este cato O-pool y 25-pool.

A 232 230 182 178 260
B 266 276 240 292 300

1768 182 230 232 240 260 266 276 292 300
A A A A B A B B B B

Hl : Pob. 1 « Pob, 2 ; n =5, n=5 U=1

1 2

Observando en ia tabla J paran éstos valeren da @ p<.008
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Se aplicd sucesivamente la prueba de r-'ann-wmtney‘f a estas variables para
cada pareja de condiciocnes externas: 0-Pool y 25-Pool; 25-Keep y (-Pool:
O-Keep y 0-Pool; 25-Pool y 25- Heep. Una conclusidh positiva a la prueba, tiene
la siguiente forma con probebilidad de error pe o,
los valores de la variable probada sobre la 1 poblacidn, son mds pequefics
(respectivamente mds grandes) que scbre ia 2 poblacidn. Una poblacidn es el
conjunto de todog les grupos jusando en las mismas condiciones externas, de

lo cual la presente cbservacidn oo constituye una muestra.

Los resultados para la pruebal estan en la tabla6.3,,

6.1.DISCUSION DE LOS RESULTADOS ESTADISTICOS.

Las primeras dos variables son representativas del camportamiento de grupo
las unidades gastadas en total scn una evaluacidn de los esfuerzos del grupo
para mantener el recurso; mientras que el ndmero final de cartas rojas represen-
ta los resultados que estos esfuerzos han producido durante 25 distribuciones,
Otros investigadores (W.D.R.D.fscmbién han usado estas variables e¢n el mismo

sentido; por eso se canparan anbos resultados.

Carparando las condiciones todo-azul, mitad-azul. Se cbservo que en condi~
ciones Pool y Keep, los grupos que empezaban con 25 cartas rojas gastaron signi-
ficativarente mds; ¢ue aquellos que empezaron con 0 rojas,

Por otro lado no hay tal diferencia en el nuimero final de cartas rojas.
Llegando al camntario siguiente: los grupoes que enpezarcon con un medio semi-
degradado, finalizaron en la 2% en situaciones las cuales pudiercn sor genera-
das por grupos que cempezaron con unl medlio purn. Se sigue quo los primeros
gastaron mas para mantener el recurso.

{W.D.R.D.) llegaron a la misma conclusidn, observando ademis que esos gru-
pos que empezaron con 25 cartas rojas, finalizaron en wna mejor situacidn que
los grupos que iniciaron con un paquete todo azul,

44, Ver ia prueca de racn-Wnaroer

4%, Watzie, Doty Hubenetein ¥ Cara. weta (18F.
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Al camparar las condiciones Pool y Keep, las pruebas produjeron ninguna
diferencia para los grupos con 0 rojas, y solamente una tendencia (p <.123)

para 25-Pool que gastaron mas que los grupos 25—Keepf6

Los resultados de (W.D.R.D.,) son que los grupos Pool gastaron mas que los
grupos Keep, ambos con 0 y 25 cartas rojas.

Las diferencias entre todo-azul y mitad-azul en condiciones iniciales es
claramente establecido. Ahora se enfocard sobre la comparacidn en cordiciones
Pool y Keep, a fin de especificar las diferencias de conducta o comportamiento
las cuales no aparecen si se usan solamente las variables descritas. Se estu-
dian entonces las actitudes extremas en cada grupo (es decir alto y bajo con-
suno), el cual sera expresado en unidades vy en porcentaje del consuro total
del grupo.

Empezardo desde 1la idea que a causa de sus intereses de corto plazo, los
jugadores individualmente gastarfan mencs en una situacidn campetitiva, que
en una cooperativa. Se propondrfa probar las siguientes dos hipdtesis:

i,- de los contaminadores mds reacios en situacidn Keep, contaminarfan

mds que los contaminadares mds reacios en situacidn Pool.

ii.~de los descontaminadores mds reacios en la situacidh Keep, no desconta-
minan tanto com los descontaminadores mds reacios en situacidn Pool.

Las variables probadas son:
(1) El consum mds bajo en unidades.
(2) E1 consumc mis alto en unidades.
La tabla 6.3 mestra que la grimera hipdtesis es confirmada para los grupos
que empezaron con 25 cartas rojas, pero no para los grupos que empezaron con

0 cartas rojas. | segunda hipdtesis, no es confirmada para ningin tipo de

grupo por el contrario, la hip<5tesis opuesta es justificada a un nivel de sig-
nificancia {p< ,033), para grupos que empezaron con 25 rejas.

46, Lo miamo 1os grupos Dopoel gestarne =AS gua fos Grupid U-Rasp.
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6.2. CONCLUSION DE LOS AUTORES,

Se pueden resumir leos resultados de este estudic en los siguientes
comentarios:

1.- El ndrero inicial de cartas rojas aparece cano un factor secun-
dario, cono se punde observar en la determinacidn de la situacidn al ter-
mino del  juego. Ciertamnte, censiderando la gran variacidn sobre el
ndrero final de cartas rojas entrc los grupos jugando en las mismas con-
diciones externmas.

Parece que otros factores prevalecen; taleg como un amplio sen-
timiento de confianza, ¢ un cierto nivel de camrehensicn o algunas con-

diciones intermas adn no explaradas.

2.~ La influencia del tipo de recampensa es un poco mds tangible,
para los grupos que empezaron cof 25 cartas rojas; sin arbargo los resul-
tados son mucho menos significativos que log obtenidos por (W.D.R.D,).
aquf se puede observar la influencia de algin factor cultural, el cual
confirma la tendencia ya mencionada por (W,D.R.D.) con respecto al dato
Sueco.

3.~ Finalmente, se puede agregar que los jugadores en general fueron
bastante entusiastas al experimento, opingndo que el juego fue demostya-
tivo y mal jugodo. El mismo jucgo fue tambidn experimentado con altos
erpresarios con caracter educativo; con la finalidad de introducic ele-

mentos  econdnicos, y para mostrar la insuficiencia de tales considera-
ciones para generar un comportamiento racional de grupo. A pesar de que
todavia no se han examinado diferencias significantes con los escolares.
donde podrﬁa.n ser observadas. Las situaciones finales fueron mds con-
taminadas y los jugadores dificilmente se desviaron de su estrategia

del principic.
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CONCLUSION.

- Una medida tendiente a disminuir la contaminacidn es la educacidn
de la poblacibn de acuerdc a un espiritu puiblice, y responsable
con cooperacign formal e informal, Y para esto ¢l modelo puede
resultar de utilidad: con el objeto de que la gente tenga preseate
del peligro de contaminar indiscriminadamente, incluyendo por supuesti-
to a los productores.

- Ep necesario que para cada espacio flsice se haga un andliis, ya gue
la polucidn depende del tiempo, forma y lugar ain mds que en su volu-

man. Y que también para la gente gue comparte un cierto medio, gue su

motive la comunicacidén de cuando en cuands para investigar l1os puntos

del core que son estables, ¥ a la vez equilibrios competitivos.

- En la educacién de la gente se pueden usar cartas rojas y azules
como 10 hiciercon estes investiqudores, 6 bién con atrps jueges al-
ternativos.

- Es necesario tener datos confiables sobre el control de la conta-
minacidn, para poder usar el modely en cada situacién ambiental, no
golo de los disponibles del pasado; sino gue llevar un registro de
los futuros debido a que la polucidn no se puede evitar totalmente,
En caso de no existir dichos datos, se puede estudiar lo que ser ha
hecho en otros pafses en cuestidn del combate & la contamingeidn
como us el case de Suecia, Suydcorea, Japdn ¥ USA, cuya poblacidn
tiene caracterfsticas ya imencionadas en el primer pdrrafo.

= Si se tiene una medida de contaminacidn medis-ambiental en cadas
aspacio fisico, se puede decidir snbre los li{mites realmente per-
misibles con ayuda del modelo tebrico. Esto también  se da para

informar a la poblacidn del tipou de contaminante y grado de conta=
minacién, y se pueda hacer un reclamo gobre tal peligro.

- El punto anterior nos lleva a decir gque son necesarias las leyes
que regulen la protaccidn ambiental en funcidn de las limitantes
hasta el grado posible,tomandc en cuentq la naturalera, y el yra-
do de los danos { suele flora, fauna), Estes leyes deben ser f[le-
xibles para no perderse en trdmites largos que tienden a olvidar
& desviar el problema.

~ As!{ tambiénse debe implementar la tecnologia para para abatir
las descargas ambientalas, y los costas de abatiniento.

- Otro dato que ue obtiene de Aste  trabajo es la relacidn entre
tasa de interés y polucidn, dectir para cada tasa de interds
la corresponde cierta contaminacidn, de ah! la importancia de
bajar la tasa de interés.

- ¢ Si se hace un cambio de contaminacién por corxrupcibén en el mo-
delo quo resultaria?.



A. EL ALGORITMO DE LFMKRE-HCWSON,

A.1.DEFINICION, Un juego bimatriz IB , es una tetrada (I,J:;A,B) donde;
t=11l,...m}. J=11,....,n} . Sen comjuntos finitos y , A= (aij)ier

jed
B = (bij)ie I Son matrices reales. I y J son conjuntos de estrategias
jed

puras; A y B son matrices de pago.

Notar que A y B puaden ser consideradas camo funciones,
A IxxJ-—R B:IxJ-—R
Definidas por A{i,j) = aij . B(i,j) = bij .

A.2 DEFINICION. Sea I“j un juago bimatriz. Entonces (i,j) € I x J es un punto

de equilibrio de I‘o si:

a3 2 a5 (ieI) , (1)
N .
b.l:_I 2 bij (3eJ), (2)

1,5 son llamadas estrategias en equilibrio del jugadar 1,2 respectivasente.

A3 cX= d xeR™ .=1,Y=‘ R c=1

DEEINICION. X = | ) Ex; =1 yer™ | =y, = 1f
entonces I' {X,Y;A,B) es llamada la extensidn mixta de I;= (£,J,A.B).
XEeX y yeY se llanan estrategias mixtas del jugadar 1 y 2 respectiva-

mente. Por contraste iel se llama estrategia pura del jugador 1.
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Silelige xeX y 2 elige ye¥ en I'(X,Y,A,B) los pagos que les corres-

ponden son XAy para 1 y xBy para 2.

A4, DEFINICION. Un punto de equilibrio de I (X,Y,A,B) es un par {%,¥) €
XxY tal que:
¥AY 2xAT (xeX) (3)

EBY 22By (yeY) (4)

Sea Ay = { Agyreeeidgy ) el i-€simo rengldn de la matriz A,

A j’ { alj"“'amj } la j-ésima columa de la matriz A,

A.5. Lama. (R,¥) es un punto de equilibrio si y s8lo si

LAY ALY (ie1) (5}
:‘cavéxa_j (3ed) (6)
pPemostracidn. Si (R,¥) es un punto de equilibrio
%Ay 2 e*Ay=Ay. Y xBy2rxBel 2 ;7
Par otro lado, si (5) se satisface, entonces para xeX
XAT = ( % )XAT= x, A, §=xhA¥.
¥ gx ¢ v % 1 ALY ¥

Y similarmente para yeY.
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Nétese que al jugar la extensidn mixta de T, no se tiene pérdida de alguna

elaccidn estrategica de 1‘0 , esto es , se puede sienpre escoger ele x

el e Y y entorces, se obtiene e” A e’ = a.. un pag también obtenible es-

ij
coglendo i¢ I, jeJ cuando se juega I‘o .

En otras palabras, la i.ldenr.ificacidn da iely eie X sugisre que 1‘0
estd " encajado" en T, entonces cbservando la igualdad ei A y=A .y
el significado del lama es, que es suficients camparar el pago x Ay de 1
en (x,y), contra el pago de solamente el use de estrategias puras, dado

que 2 jusga yeY; a fin de asegurar que un punto de equilibrio estd a la

vista.

A.6.Camo un ejemplo notar que;

T FRIP N

tiene un punto de equilibwio x = (¥/3,%/,) ;¥ = (%/5,%/3)

Sea GIT ), ¢{T") denotan los conjuntos de puntos de equilibrio de I

y I respectivamente.

A7, QOROLARIO. 1.~ (1,5} e GIIZ )y siy sdlo si ( el ,ej ) e (T
2.~ (X% € GIT) siysdlo si:
XAy = ;r?ic Ax-
J.- (%§) e 8T ) siysélosi;
%, >0 implica Ak_')?=m:ix A9 (kel)

Yl>0inplic“.|3?ﬂ_l=méj( xB‘j {1ed).
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Demostracidn. Si (1,J)e 9(1“0) entances

N .
aij.— ai}" iel es decir
einejéeIAeJ=A.'eJ (ie I).

Similarmente e’ B e 2 &* B (ied) y el lema nos in-

dica que (el,ej)e G{T" ). La reversa es inmediata.

2. Si (X,¥)eG(I ) entonces par el lema A.S
3 md = x .
x Ay Er?ithi.y (E:lxi)mixhi_y E{xlAL‘y
=X AY.

la inversa se sigue del lema A5, Asimisoo para el

segundo jugador.
.o -
J.XAY S %Rkhky~mnlcl\ly
¥y notando que 51 la desigualdai estricta se satisface
entonces se viola la condicidn 2. Par otro lado si la
cordicidn 3, se satisface entoncas x Ay = méic A,
1€ 1

se sigue por 2 que {X,7} & §{I" ), (Similarmente para 2).

Ejemples . LOs tres puntos son de equilibrio para el ejemplo A.6
(ZF)=(e'.e'):  (R,¥) = (e?,ed); (F.¥) = (( 303030062 5, 3 Y)
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La siguiente notacidén serd de utilidad. Sea I'= (X,Y,A,B} y sea

K= {yeY | Aj vy 2 Ay (keD | (iely,
= by 5
Lj-1xex| xB 2 kB, (led) | (e
Kp = Nk (re1, T4 8)
ieT
L= D u (rRou, RE g
jeRJ
Memds sea,
X ={xex| x;=0(ienw} (W Uuf D
Y, ={yey | yjaocjev)i (vea ve J).
Ki es el conjunto de estrategias mixtas yeY, contra la cual i es
dptima.
XU es el subsimplex de X generado por (ei)ieuc .

A.8, Camo un ejenplo considdrese I' (X,Y,A,B) donde m = n = 3,
1 00 01 ¢
A =0 I 0 B=10 0 1

0 01 1 00
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Ky = lyevl v, 2 v .vd

)

Fig. 1

7
1
. e{1,8,0)

<)

t

129 Ynat
Fig. 2

Nitese que ¥ ¢ Ky 2 3) ¥ R Ly;3 preducen un punto de equilibrio
(%,9).

A9, Teorema, Sea (K. Ple X x Y y pdngase

Ta {i]%>0) ve{il® =0}

R={317>0} U= {3179 -0]

Entonces (R,¥) ¢ xv X YU , es claro de la definicidn de U
y de V. El resto se sigue del corolario A.7 . Par ejem
pPlo, s8i {R,¥) &€ G{(I ) entonces yck>0 (keT) implica que

FeK v as{ sucesivamente.
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En el ejenplo anterior considérese xt( '/ , '/, , Y.by vy =%, '3 . Y5)
escribiendo’r=1=\l,2,3} 3 R=J=il,2,3], V = U = g se encuentra

Re LJnxo. 7 e KInYO .y por consiguiente (%,§)e G{IT').

Para abreviar notacidn, sea;

H’I‘,U=K’I'nYU (TSI ;g J)

GR,V= LenXx, (RQJ,VQI).
DEFINICION
A.10, 1. Un juege bimatriz I"( X,¥Y,A,B) se dice ser no degenerado,

6i para cualquier TS 1 , T # @ y para cualquier UZJ , U £ J se tiene
que H'l‘,u’“é implica
dim Hy = n - fT| ~ {uj (W3}

yparaGy o (RGC Jy RE@; V CI; V{I)se sostiene una condicidn
.

semajante.
dim Gp y = m - 1R} - vl
2. Una matriz A mxn se llama no~degenerada, si toda submatriz

cuadrada de

-1

A

-1

1...1 0

es no singular { excluyendo, naturalmente el cero de la dltima columa y

rengldn.
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Nétese que por convencion se asigna cualquisr dimensidn negativa
al conjunto vacio. Por tanto (7}implica en particulat que HI‘ U= @ siem-
'

pra que |T] + ju]>n

{001}
Fig. 3

V-Y'

11,0,0) /_ to,,0!

KInainy,
’ LYTFIL *y

A.ll.Teorens. 51 A y B son no degeneradas entonces asi es It
Pamostracidn.

Paso 1 . Si ¥ ¢ K’!‘ n YU entonces

L N R W A

para toda i,...,keT, Por consiguiente (?,X) es una solucidn

del sistemét lineal en las variables Yyerer ¥y A dado par

A, y-A=0  deT
yy=0  jeu (8)
Yy*eeot¥, = 1

con matriz de coeficientes:
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-1

A
-1

0

e] .
1...10

ieT, jeu (9}

Ahara si n < |T| + |U|, entonces se considera la sutmatriz de

dada por:
-1
Ai .
~1
e:j ]
ieT jeU (10}
Claramente, el rango de(10)iguala
-1
U] + rango B
a;, -lj . e ot
13 ieT,je

Cam |t = {3 ~v] =n - |u|l<|T|, se puede seleccicnar wa subma-
triz (|US] + 1) x (|U®] + 1) de 1a anterior, la cual en vista de la con-
dicidn de no-degeneracidn tiene rango |UC| + 1, Par consiguiente(lg)tiene
rango [U] + |U%} + 1 = n + 1. Esto significa que el sistema {8)corres-
pordiente a{l0)admite la solucidn trivial (¥, ) = (0,0) solamente; asi
que (8} no tiene ctra solucidn. Concluyendo que H’I‘,U £ @ implica

n2|t| + |ul.
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Paso 2. Astimase ahora que Hp ; # B vy por consiguiente Tl + Juf| £n,
L]

Escdjase § € Hy ). Sea ﬁ’ru = l (y,A)e_(RnH | Yelp 4o A=ay (iET)}.
entonces la dim i‘.ru=diml{.ru.

Derotemos por EI‘ y €l espacio de soluciones da (8) . Entonces
.

dim f, = dim A, (1

cao fl, =y Ny A e’y o,

Ahora otra vez el rango d= (9) es

|u} + rango Ay

-1
1...10 X
ieT, jeu®
Yeawo |T| 4 n - |ul = {US|, se puede seleccionar una submatriz
{17 + 1) x (7] + 1). Por consiguiente, el range de {9) es U] + |7] + 1
y dim"aru=(n+1)-(|q'|+[u|+1)=n-|T|-|u| (12)
por (ll)sa tiene
dim ﬁr,uﬁ n- 7| - |ul.

Paso 3. Dada Y eH i X=Ai'§7 (ieT) se define

T'=liliEF.Ai_7=1‘,U'=SjleUC,'§j=0}

Sa va a demostrar la existencia de ¥ eHy , tal que T' =U' = 9
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Ciertamente si T' U' # @, es suficiente demostrar que el tamafio de

digamos T' puede ser reducido propiamente escogiendo un aproplade ¥ .

Para este fin sea i,& T'. 5Se tiene que (¥, K)F:H,NT. usyr  Segqura-
.

N -
mente se encuentra (y*, )\.? € HT“"-li,\ TR tal que
AL Y= b i eT T - i,
ALY %A,

asi que Fpope e 2 g o yiy, usue ¢ Ontradiciendo (12) .
$in pérdida de generatidad se puede asumir que
Aj_. Y < >\.
De otro modo tdmese (-y°,- )A.) y pdngase
(9, Ad = (1 -eNT A+ ely, b ) (@=E=1)

entonces

={l1-g)A+ ed, =%  (ieT+T - ji} ) (13)

Y similarmente

yje=0 { JeU +u' } {14)
Ademds

£ o - - 3 o
Ai“y=(1-E)Ai-lyf E‘.Ai..y = (1 B),\*SAL_)

(L -8)% +EA = A {0 ¢cECl), (15)
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Por otro lado
ALY <h e maTi®iy §>0 (Ge@eu®
implica
A via A (ietrym)®
3. Y < Ag LT ¥ ) (18}
y]?:»o (3 e U+ un)%
Para & suficientemente pequefio, corbinando {13)-{16 pe encuentra
e

2 ¢
R A & Hyp o o 0% ded £ M o

Para cualquier i ¢ {7 +7'1%y Vi . Por tante 9 = v* servicd

para el propdsito de "reducir T' " pencionade antes.

Paga 4. Se puede asunir poar el resultado previa , e se paede encon-
trar  (F. X) ¢ B, satisfaciendo
‘

AL F=d ierS ¥y> 0 { 1eS) (17)

Fero chviamente, {17jimplica que una vecirdad comleta de (¥, S }

relativa a H, ., esté ad contenida en ﬁr w
. ,

Consecwentemente, carparando otra vez {Il}) ¥ (12)
dimuru=dimﬁru=nu fr ~ jul.
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A;IZ.M. Sea I = {X,Y.A,B}) no-degenerado.
1. £l ndrero de puntos de equilibrio es finito.
2. Si(R¥Ple (T ) y
T={i}®>0} rR={3{ srj>u}
entonces {T| = (R} vy.

Jixaydf= (L BXe) x 1Ky N yped,

31, 81 (%, ¥)eQ{I), entonces existe un Wnico mitere real
1 tal que [P, A) es la dnica solucidn del sistema
ALY - Aao tiem
vy =0 ey {18}
Yyteeoty, = 1
(Es decir todos los puntos de equilibriec de I" pueden ser
encontrados colocando alguna submatriz cuadrada A. Resol-
viendo un gistema parecido (18) , procediendo similarmen-
te para B, y finalmente cbservar si un punto de equilibrio

ha side obtenido).

Demostracidn. Por el teorema Allsi (X,9)e §(I"}, entonces
(E.9h e Ly N Xped ¥ (Ko N Yged
¥ por no-degeneracidn se concluye que;
IRl + 1% £ m gl + 8] £
surando avbas desiguldades resulta

IR} + 1% + jr| + IR°] €+ n.
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Sin embargo el lado izquierdo iguala m + n, paor consiguiente se tie-
ne la igualdad, es decir
IR} =m- 119 = i1],
demostrando la prirera parte de 2, la 2 parte de 2 se sigue otra vez por
la no-degeneracidn, ya que:

dimLp N Xc = m=- [R| - {7} = 0

3. es covio, por consiguiente,¥ es la tnica solucidn de (18)que co-
rresponde unicamente a la submatriz;
Cag5)iem, jer®
{ es decir a la pareja de subconjuntes (T,R). Cowo hay solo un nimero

a..
1]

finito de sutmatrices cuadradas {i,e. parejas (T,R)). 1 es una consecuen-
cia directa.

En lo que sigue se empleard la notacidn T + i, T - 1 en lugar de

T +1if T - fif.

A.13.TEQORFMA. (LEMKE-HOWSON) . Sea I'= (X,Y,A,B) no-degenerado. Entonces
giTY=Fy [§r)] es inpar.
Demostracidn., Se llamara un conjunto ne-vacio,
S (L R R
un vértice en Y. ¥ un conjunto no-vacio
HT'U ydrl s U sn-1

una arista en Y. ( Similarmente para X).
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Pasg 1 Ndtese que tode vector bdsico es un wértice. Se demmestra que
para toda j , el & ¥ estd contenido en exactarente n - 1 aristas
mientras cualquier otre vértice esta contenide en exactanente n
aristas., {19)
La proposicidn es casi inmediata para los vectores bdsices
Sea un conjunto:
Hop= vifrl+ ul =n, f7i>2
'
para cualquier ie¢T
H’I‘-i,U y -t +ul =n-1
es una arista conteniendo {'ﬂ, y similarmente , para cualquier
jeu,
“’I‘,U—j Tl lu-3)=n-1
Entonces se han encontrado, al menos n aristas conteniendo \¥§
Si hubiera mds, la interseccidn de todas ellas constituirfan wn
conjunto HI"

o S [T (U= a poser de e yety .

contradiciendo no—degeneracidn.

Formalmente: si {9jG Hre U° entonces

[7IS By g N Hpe e @ Hpyge e 5 B

y |t} + |U| = n implicaT' =T, U' = U; T°CT, U*CU.



114

NOTA. La dnica diferencia entre vectores bdsicos e y otros vértices
es que |T| = 1 en el primer caso y por tanto no se debe suprimir un indi-
ce de T con el objeto de cbtener una arista conteniendo el | Aparte de
esto, si Hy yes vértice, entonces para alqin ieT y je U le corres-

'
ponde exactamente una arista en ! Hy " ', que es cancelar un {ndice
de T uU entendidndose una arista bidn definida en H'I‘ u-
Paso 2. Sea Z = X x Y. Supdngase HT,U =iyl oy Sa,v ” | ®ison
vértices en Y y X respectivamente, entonces identificando-
&2 con sus elementos, sea
E=(X.¥P)e GR’V X HT,U < 2
un vértice en Z, Analogamente, los conjuntos del tipo
Gy ® Hpyt i | xeGyy vt= g o)

{ G

R,V una; asista H’I‘,U un-punto )

Gpy * Hpy* jey | == Gpy I Ye"r,u&'

(GR,V un punto, y H’I‘,U una arista ).

Son llamadas aristas de 2. Ademds dendtese
B, =Y ={zez | x;>0 implica ye K; (ieI),

y4> 0 implica x € Ly (je.x-n))}

Se va a demostrar

Si Ze G(I'), entopces e v 2 es un wirtice en 2
{20)



115

P ﬂ L solamente debilitamos la condicidn para puntos de equilibrio.

{ cotddese igualmente con el corolarioy,; ). Para dewostrar la segunda

parte , nos referimos al covolariop tz.z el cual nos dice que;
Te{i|R>0), R={j| yj>0}
Tienen aquella propiedad a saber,
FeGp e o T+ |8 =l v~ [R] =n

¥ similanrente para .

Pago 3. Hay exactamente wn i, €% tal que (e, e") & .
Para ver esto elfjase i€ I tal que:

n n
A e 2 Al e (lel)

.

entoncas clertamente enel':,i Y te*,e" ¢ & . adends

n .
el g s fJifl + 3 -nf =n

es as{ cano i, estd nicatente determinado, pava "
{i# i,), implicar{a que

ST TN R TR LR

(21)

e!(i

contradiciendo la no-degeperacidn. Esto demumstra (211

Brpezames por

z° = (e“.e“) coro se definid por 51y es ¢ una de dos

un punto de equilibric vy no hay arista en & contepiendo
a z° ¢ hay exactamente una arista en 4f contenisndo 2°.
(223
Para uno u otro et € L. Entonces camo 2% #f , Se tione:
e.;' >0 inplica e e K, liel)

eg > 0 inplica olee Lj (jedy
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¥ por consiguiente z°¢ G(I') (corolario A.7.3. Ahora de acuerdo
a {(19)hay exactamente m + n -~ 2 aristas en Z conteniendo z*, a sa-
ber los conjuntes:

i,
Vet % Hish,omned (ded-n)

n .
Siny L1-i,-1 ¥ et Clel- i) (23)
Ninguno de estos estd contenido an .M  :por ejemplo si se tama:

i, i
(™, y) e le7} x Mgy ,3-n-j

para alguna j ¢ J - n entonces yj es factible. Pero el‘e Ln ,el"g [’j
(j # n)(por nodegeneracidn). Asi que las condiciocnes de  son vio-
ladas.

O alternativamente e'° 4 Ly hay algquna k definida ‘nica k £ n,

tal que ei'e Lk. Entonces las aristas en Z que-contienen a z° estdn
dadas por:
ia ; _
je™t x H|i-}, Jon-j ({jed-n)
n < :
G“q , Teig-i % et (iel- 4i,) (24)

Ahora ello nes dice que:

i,
et x Hiyy o gonex
es una arista en . conteniendo z°, y naturalmente (el'

STY ivE



Paso 4. Se va a demostrar:
Supdngase Z e 4, Z # z* , es un vértice entonces, acorde a

siZ¢ G(I)o ze G(I) hay exactamente una o dos aristas

en o conteniendo Z. (25)
Sea
T=liel | x>0}, R=ljeJ|yj>o}.
Y supdngase que 9, = 0. Esto implica Z¢@iT ).

Por el corolario A.12
ZeG e x Hype o R+ [T =m, IRI = 7],
1Tl + chi s .

Camo n € R, se puede cancelar n de R° , as{ que se obtenga

wa arista % % Hyce 18 cual estd contenida en &f
Ninguna arista mas = alld estd contenida en 4 por ejem.

LIRS

Para alguna ie T, contiene puntos (X,¥), )'(i

0, ¥ £ K, ypar
tanto no estd contenida en Jf . Supdngase ahora que 3, >0
y Re Ln. Entonces Z es otra vez un punto de equilibrio. Cla-
raamente neR. SL |R} = 1, entonces |T| = 1 {corolario A«12)2
ye= (ei' ,en) un caso que se excluye de la presente conside-
racidn. Por consiguiente |R] 2 2, es decir se puede obtener
una arista

GR—n,Tc ® !9‘

Cancelando n de R, Esta arista estd ciertamente en 4f y se

prueba facilmente que es 1a Unica contenierdo Z.
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Finalmenta supdngase ¥,> 0 les decir neR) y X ¢ L, es de-

cir 2 ¢ HI"). De que Z ¢ & se sigue que:

zZ € GR-n,TC x HT,RC
Ahora z es un punto, Pero las ecuaciones;
IR-nf + |1 =m, f1} + 8% =»
no pueden sostenerse simultdneamente{lo cual se ve al sumar-
las }. Por consiguiente se tiene ¢ una de dos jle i, jlﬁ n,
tal que RELJ.I ¢ se encucntra i, iieTc, tal que ysl(i
En el primer caso

fz} = Gl?—m-j'1 Jgc X H'I‘,!'!c
Y las dos aristas

GR-n+j1,TC * P oy F Spen, 1 F Pt
estdn contenidas en & . En estos

Bt = Spn,1® % Mpay 1 -

Y las dos aristas

N Mg B Spena® X Mp®
estdn contenidas en §f . En ambos casos aristas no

GR-n,TC-i

alejadas de 2 estdn en & , asi se ha demostrado(25),

Paso 5. Se ha hecho hasta agui el trabajo principal., EL argumento
procede camo sigue:

Siz* = (ei‘,en) £ G{I ), entonces hay justo wna arista

en sf conteniendo z® (por 22 ). Esta arista es un poli-

hedro convexo de dimensidn 1, teniendo dos puntos extremos,
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uno de ellos siendo naturalmente z°. Dejando 2° se alcan-
za el otre extremo el cual naturalmente un vértice. Si
este vértice no es punto de equilibrio se puede abandonar
scbre una arista interior a f la cual no es la aerista
de llegada( por(25)), asi lleqando a un vértice nds alld
parteneciendo a f . La trayectoria construida de dste
modo nunca se cerrard ya que constituirfa un vértice de

tres aristas de incidencia (cotcjese la fig. {4) ).

Cam hay finitamente vértices, la trayectoria debe
eventualmente terminar, es decir hay un punto { no siendo
(ei‘,en) = z*) teniendo solarente una arista en
{la arista de llegada). Este punto en necesariamente un pun-

to de equilibrio {por (25) ).

Entonces la trayectoria genera un punto de equilibrio
su punto final (el cual coincide con el punto inicial si

y sdlo si z* es ya un punto de equilibrio).

Posiblemente, haya mds puntos en &f que no se han
encontrado por la trayectoria de dsta manera. Entonces
se pueden construir otras trayectorias , empezando en un

punto arbitrario de & .
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Se buede observar qu2 tales trayectorias son disjuntas,

ellas p veden ser o una de dos con dos puntos extremos o

ser cerrxlas,., Por tanto, ellas generan; una de dds, dos
puntos de equilibrio o ninguno. En cualquier caso tepemos un nurero impar

de puntos de equilibrio,

T v

Fig. 4
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Ejemplo. A.l4(fig. 5 -6). Sea

1 00 10
A=14j0 1 0O B=14i0 0 1}
0 0 1 100

1. Obviamente Y 3eleK,. es decir i, = 3y 2° = {el,e?} , es el punto ini-
cial, z* ¢ G(I') ya que Xse? ¢ L,.

2. Por consiguiente hay exactamente una arista en f dejando z°, dsta es
fed x (K NY,) By g2y ¥3NY, es marcada por 7)), La arista fina-
liza en (e*,yl), el cual no es un punto de equilibrio. (e? ¢ Ly, )

3, a8l que hay otra arista en . que abandena (e3.y1), esta es

(LN} x {¥'y dirigidndose a (xl,y0

1 d GT ). (L NX, es marcada
par Pyl.

4. El siguiente paso, es ejecutado movidndose sobre 3\:1 x (K“HnYo&)
hacia (x1,y2) € (T).

5. Finalmente, movidndose sobre (Xﬁn L) hacia {x2,y7) se obtiene (x2,y?)

que pertenece a §{I ).
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Se ve facilmente que
Ly ={xex Béx, ¢ nt=]xex |hdx £y,
Wy

L, =|xeX| %éx, 41} =|xex|0o€x £

L,={xexlk5xzéhi=!xex I £ x

[N
at

l
L4=]xex|Oﬁxiéhi=lxexlk5xlle}.

Por otro lado Y es un tetrahedro y se verifica qua al menos los pun~
tos:
v = (0,408 ¥ = (5.0,0,%)
y' = (4,0,4,0) ¥ o= (0.4,5,0)
son elementos del hiperplano l yeR‘1 I ALY = A, y} .
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10 -1 0 -1-455\

>
[]

s}
u

-1-2 1 2 3 4-3-6/’

Aquf m=2, n =4, por consiguiente X es wmidimensional yYes
tridimensional.

Camo x B ; = )by, + x,b,,

2j = xlb

li+ {1 - xl)bz};, es una funcidn
affn en X ,s e puede dibujar una grdfica calculando dos valores, es decir
= 2 =
elB_i bli ’ e B.i bli N
Por ejerplo, B, = Xyt 3%, tiene una gréfica cam la que se
indica par la figwra (7) . Asi que dibujando x B ys.e0XB 4 5G OD-

tiene un cvadro camo en la fiqura (8} .

Fig. 7

Fig, 8
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Obviamente e]',e2 3 Kl ; e ,eqe K, ¥y el hiperplano divide a Y en dos pie-

zag, la situacidn esta representada en la figura (10)

Fig. 9

L

Fig, 10

El algoritmo procede como sigue:
L. z* = (et,e') cam e'e K,
2. 2t = (er,y!) com eren, (y! = (0,5,0,5),
3. 22 =yl eomovle Knap ( x = (4,0 ),
4. 23 = (x!,y?) camo Le Lygp (¥?* = (5,0,0.%)),
5. z% = (x7,y?) camo y? e Ky (% = (L)),

(x2,y%) & GIT) cam x?e Ly (v = (4,0,5,0)).
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El proceso se mueve alternativamente, es decir si en un cierto esta-
do del algoritmo, un vértice en X ha sido fijado, y uwna arista en Y es
sequida. Con objeto de encontrar el siguiente vertice. Entonces en el

siguiente estado un veértice en ¥, va a dejarse fijo, y el movimiento

tiene lugar en X.



APENDICE B, FORMA NORMAL DE UN JUEGO N PERSONAL MO CCOPERATIVO.
B.1
Para nosatros un juego r , n~personal no-cooperative gserd una trfada
de conjuntos ! n~jugadores; conjunto de estrategias puras para cada unoj y

pagos esperados también para cada uno,simbélicamente :

r-<' {sif ien "\Eil‘xel>

Se considera que el juego es finito cs decir que el conjunto de estra-

teglas puras es finito para todo jugador i.

Una estrategia mixta arbitraria 0’1 para cada jugador 1 es una clerta
distribucidn de probabilidaddefinida en el conjunto \Si‘[ .
Ademfis la probabilidad asignada por 0’1 a la estrategia pura I oerd denotada
por (t(,ai) y el conjunto de estrateglas mixtas para el jugador 1 serd denotade

por zi.

Supbngase que cada uno de los jupadores 1 € I aplican su estrategia mixta
&1, Ademis sean las egtrategias mixtas de todos los jugadores vistas conjunca
e independientemente es decir la probabilidad de llegar a la situacidn X ~
(01, Az vers ;On)se considera como el producto de escoger sus componentes :

6, (0 )6, (9,) ...0 (8 ).

Entonces se llega a la diastribucton de probabilidad o definida en el con-

junto de todas las situaciones en el Juego['; tal que :

T@) = G (8 dyseem) ~ T (8 ) 0,00,) ...0 (0)
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Estas tipos de distribuciones de probabilidad son llamadas "situaciones

de juego 7 en estrategias mixcas”.

Una situacidn del juego I en estrategias mixtas, es la reallzacidn de
varlas situaclones redales en estrateglas puras, cada wna ocurriendo con cierta
probabili{dad. Por comsiguiente el valor de la funcidn de pago para cada jugador
es una variable aleatoria. En la teorla del juego el valer de la funcifn de pago
para ¢l jugador £ en una siruaciln en estrateglas mixtas nos lleva a introducir

el concepto Ei de esperanza matemitica de esta variable aleatoria, y asf :

B (e s B ) e oS B, B A
. wEs veS

o, 2,0 .
i

Por conveniencls introduciremos la n@tacidn de suscitucidn (0’”03 )

para indicar en el }-&simo lugar de @ la sustitucidn ,ﬂj’. Y asf 8.1

EL(ul‘u;)=Z X 24 ZE(m;)o)Ho-m)

PES, \o,..e S ”j'ﬁs,., LESD

a.lt,
NOTA: En la parte derecha de 1a fgualdad debe ir Ei(lb it 03) que eg la
esperanza con la que se sigue una traye:torr.;‘qlie conduce el hecho de
j.ugnnog .

Definicidn. La extensién mixta * del juego I* es la trfada :

pto- 1.1‘11}‘61' $E‘1151
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donde T es el conjunta de jugaderes

Evﬁs

i [0,11 donde & { es el conjunto de estrategias

i=1
mixias del jugader i.
n
E, : Los pagos E, del jugador i = i,..,n
i I' Ei — i Sass
{=f R

Se sabe que si para cualquler estrategia pure\O’ del jupador i y algin

nlmerc & se cumple la desigualdad E, (o llﬂi) £ @ entonces para cualquier

3
estrategia mlxta 0’; de este jugador la desigualdad también es veradera.

1

| (0’110‘;)5 o

NOTA: Comoo-{ (61)30 pero menor o igual que 1. Implica &ste resultado.

Una situacidn de equilibrio en un juego no-cooperative [* donde

r -< bsbyer \Ei&xe>

Es una situacidna* tal que para cada L€l yaOiES

E (4% 1101 ) % E (A%

Definlcidn. Una situacidn de equilibrio en una extensidn mixta fr* del
juego [ es llamada una "sltuaciSn de equilibrio del juego en estrategias

mixtas".

Entonces una situvacién g* es uns situacién de equilibrio en el juego p¥
gl para cualquier Jugador i y para cualquier estrategla mixta 04 para este

jugador la desigualdad es vilida.

B, et HT N E (g%) B.1.8
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El siguiente teorema es a menudo muy dlcil.

B.1 TEOREMA. Con el objero de que una sitvacidng* en el juegorsea una gitua
c¢idn de equilibrio para este juego (en estrateglas mixtas) es necesario y
suficiente que para cualquier jugador i y cualquier estrategia pura,

381 para este jugador la desigualdad se satisfaga.

E, (g* 11D

. Y E (o) B.1.7

1 i

Demostracidn:

NECESIDAD Es obvia, ya que una estrategia pura es un caso particular de
una mixta y asf cada una de las desigvualdades B.1.7 {para cada 1) es un

caso particular de B.1.6.
SUFICIENCIA
Elfjase una estrategia mixts arbitrariamente & 1 para el juga-
dor { multiplfquese la desigualdad B.1.7 por 01 (4 i) y siimese con respecto
a¥i € S1. Esto resulta en :
2 E, (g* 1100, (D)% 2:' T E, (o*)
0i€S; ¢ 1?9 WIF 54eG; .
AplicandoB .1.1 y B1.2 en el lado fzquierdo de esta desigualdad y tomando

fuera el signo de suma con respecto a Zi {g* ) se obtiene la desigualdad

B .1.6.
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B.l LEMA. Para cualquier situacidn en estrategins mixtas &= (0,,...,0n )
cada uno de los jugadores 1 € I posee una estrategia puraﬂz tal que las

siguientes dos desigualdades se sarisfacen :

0'1 (101)>0 B.1.13

E (ol o"i)s,a1 (o)

Demostracidgn: Por contradiccidn, supdngase que todas las estrateglas puras

101 para el jugador 1 satisfaciendo B.1.3 se tiene :

m

(o'll)dl)> E; (0)
entonces para todas estas estrategias,

E, ((111*01 )CI’i (’01 IDE (@) ). B.l.4

esta desigualdad se cumple para toda ’di tal que <J‘i (0 )> 0. Sin embargo

para las otrasw{ tenemos:
E (git0 )0, (9) - E M0, (9) =0 Bls

Sumando las desigualdades B.l.4 y las ecuaclones B.1,5 sobre toda estrategia

A1 del jugador { obtenemos :

SE L @, ®,)
E, (c:'u)-oi)o‘l (.oi),biesiz1 g Wy

81€9;
Y cuando B.1.1. y B.1.2 se obtiene

E, (@) > E ()

lo cual es una contradiccién
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TEOREMA DE NASH* En cualquier juego no-cooperative {*= <,\SA ‘e 1,\E1& 1€>

existe al menos una situacidn en equilibrio en estrateglias

mixtas.

Demostracidn. Si el jugador § en el juego posee A estrategias puras y'zi
representa sus estrategias mixtas, Geumétricamentez 1 es un
i
(my = 1) ~ simplejo (S( ) denotari este simplejo} Asf que
g = (T, ..., 0 ) puede ser visto como un punte del producte
1 o
cortesians S(l)x ”5(‘1) de los simplejos en estrategias

mixtas. Claramente este producto es convexe cerrade y acotado

en el espaclo enclidianc de dimensidn Oyts o tm o -n.

Definamos ahora para una situacidn arbitrarlac’y alguna estrate

gla )41('“ 51 para el jugador {i.

BU {g) = mix{o, E1 (n‘llloi“)) - gx (,_f)} B.I.8

Las funciones ﬁu definidas asi toman valores no~negativos.
Estas funciones miden el incrementa en el pago para el jugader
i en una situacibn & debido a la sustitucidn de su estrategiadi

por una clerta estrategia pura ’q (3 .

El poeible decremente debido a tal sustitucifn no es indicada
por la funclén ﬂij'

Ahora sea para toda i*l,...,n y _j-l.“..mi nimeros de la forma

1
! (’? )+ @8i4 (o)

L e o
8 (@)
&0y
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Today estas fraceiones son no-negativas y suman uno en simbolos

a, o B9 ) ray, )

Rl b+ ﬁi By ()

1
Yo que @ Fm a4, (,QL(3) y o~ 1
=]

i

Consecuentemente, para & e L [ijos las fracclones pueden ser vistas como
prohabilidades de las correspondientes estrateglas puraa)ai(j) para el
jugador £, Ura coleccidn de &stas fracciones para todas las estrategles

puras puede ser interpretada como una estrateglia mixta para el jugador 1.

Ya que las fraccionesB .1.9 son construidas para cada i, su totalidad
deteraina un slatemn de estrategias mixtas para todog los jugadores y
entonces una situacidn en el juego £, Tal situacidn es una funcién de
la situaciSn iniclal &, (Denotsda f (o). La funcidn f, mapea los
conjuntos cerrados convexos y acotados de todas las aituaciones & en af

mismo.

Ademig, esta funcidn es cotitf{nua sobre las situaciones, Clertamente cada
componente de la situacidn que es ¢l valor de la funciSn { es uns fraccidn
de la formaB.1.9. E) primer sumando en ¢l numerador de esta fraccidn es
la componente de la sltuacldn inlefal y por consiguiente la dependencia

aqul es continua. Como 91 en e] segunde sumando depende de las funciones

3
Uneales E, (0) y E, (0'11’01(‘” } de la constante cero y del operador
méx {obsérvese que la funcifn mdx ! 0,;4 es contfnua ) entonces ﬁu son

continugs ex O, Finalmente el denominador de la fracelénB.1.9 es conti-

nua y no se anula. Y es asf que la funcidn f es clertamente una funcién

cont {aua.



133

En vista de lo anterlor, las condiciones del teorema del punto fijo de
Brouwer son satisfechos. Este teorema afirma que un mapeo continuo £ de un
sub-conjunto convexo cerrado y acotado de un espacio de dimensidn finita en
s{ mismo, posee al menos un punto fijo, es declr un puntoe® tal que f (o”) =g°,

Slendo g ° uno de tales puntos.

Esto implica que para toda i y j.

ap(0r) + d.la”)
1.3 (o)

[H}

C!J;(sb('tp Yz

o
Por el lemaB .l existe para cualquier jugador i una estrategia pura¥i
.
tal que'ﬁ (2 1)>0y ﬂlo ( ¢r®) = 0. Para esta estrategia particular la igual
dadB 1,10 ge convierte.

0’1.(50: ) = o (w;) + g (0°)

Por consiguiente: Vs % du("'.)

k) ¢ 0] Z A(00) = oflay) + B (o7)

y como 910 {og®) =0 en vista de la elececldn de x); se obtiene
™
[ ]
o (e3) Zg,(%) =0

lo que implica que :

%aw'; =0

"
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Y como qij {or®) ason no negativos, se sigue de csta igualdad que
uij { g°) = 0 para cada uno de elles. Entonces en este caso no hay nG-
meros positives en gij { G° . En otras palabras:

E,(0° 11 41) & E (%)

Ya que esta desigualdad e¢s satisfecha para cada jugador i, y cual-
quier estrategia pura .-A(i) para este jugador, el teorema B.,! implica

que la situacidn O es de equilibrio.
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En juegos no-cooperativos de suma general no existen nociones simples y
convenientes tales como estrategia dptima para un jugador o el valor del juego.
Ademiis una coleccidn de estrateglas en equilibrio para diferentes jugadores no
slempre forman una sitvacién en equilibrio (sclamente c¢lertas combinacliones de
estrategias en equilibrio lo hacen). Estos hechos disminuyen la importancia de
una situacidn en equilibrio en juegos no-cooperativos de suma general y por con

siguiente tambifn impiden su determinac{dn.

En segulda se da sin demostracidn el teorema.

Teorema. Si una estrategla en equilibrio 91 para el jugador i aparece en
°
una situacidn en equilibrio¥y si para alguna estrategla pura Q para este

jugador la desigualdad estricta se satisface

Ei((rllwdi)< Ei (g}

Entonces ¢ (%; ) =0

Este teorema puede ser visto de manera diferente como:
“81 una estrategia en equilibrio 01 para el jugador 1 aparece en la situacién
en equilibrio 6y la estrategla pura JO: esencial en la estrategia mixta LA

entonces ¢

°
E!. (dll-ﬁi)" E.t (9) B.l.I}
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B.2 JUEGOS BIMATRICIALES

Algunos tipos de juegos no-cooperativos de suma general son solubles para

situaciones en equilibrio como es el caso de los juegos bimatriciales.

Sea el jugador X (Xavier) poseé m estrategias puras e Ivecte (jugador II)
poseé n estrategias puras y sca aij el pago para X en la situacidn f, j y res-

pectivamente bL Yvette.

3

Los pagos para ambos jugadores son convenientemente expresados por un par

de watrices.

bjp ... b
Az B=| . .
bml bmn

“de aquf su nombre bimatriz*

S{ X y ¥ sen sectores representando estrategias mixtas para cada jugador

(Xavier e Yvette respectivamente} entonces su pago esperado para cada uno es !

Ex(x.Y)-xAv‘; Ey(x.y)-z;u‘rt

Una aituacifn en equilibrio en un juego bimatriz puede ser definido de la
siguiente manera : Una situacién (X, ¥) en un juego bimatriz con matrices de pago

A y B es de equilibrio si :

AL YW E X ay' Lol eee wm B.2.1

X B X8 Y =1, «e. , 0 B.2.2



137

Para el caso particular de que A =-B el juego bimatriz se reduce en las

relaciones B.2.1 y B.2.2 a su correspondiente :

AY £ XAY' N T
-XA; £-XAY e LY

Lo cual nos di la condici@n de punto silla de los juegos de suma cero

1= 1,c0eym

AY £ XAY £ XA J =1,
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Soluciones de los juegos bimatriz.

El primer caso de juegos bimatriz son del tipo 2x2 (en los cuales cada juga

dor posee 2 estrategias puras),

Entonces sus matrices correspondientes son :

q, by by,
A=z B:-
@ o b, b,

Para los jugadores X y Y respectivamente, sea x la probabilidad con la cual
Xavier elige su la. estrategia pura entonces la probabilidad con que juega su 2a.
estrategia pura es 1-X. Andlogamente (y, l-y) son las probabllidades con que juegan

s

£y ¥ 02y#; cualquier situacifn en un juego

sus estrategias puras Yvette. Comocfx

bimatricfal 2x2 estd perfectamente determinada por un punto del cuadrado unitario.

Los pagos como antes son denotados por: Ex(x,y) B EI {x,y) respectivamente

vy asf.

Ex("»Y)=XAY'= unxycun(ht)y. ax{1-y) » 9t~ x)1-y)

simplificando esta igualdad

B0y = (a- a0, 0,00y . (Q)5 @)% + {0,-0,,)y s a,,

By s (0 =By - byye bplxy « (b, - Bpdn o (b -Dly « by
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Usando las desigualdades B.2.! para Xavier se tiene :
'
E lruyd s AY £ xay'z Elx,y)

Exloy)z ay'e xav': Extx,y)

Como una situacién en un juego no cooperative representa una situacidn que
es admisible para cada uno de los jugadores. Se describird en segulda en cl cua~-
dro unitario de todas las situaciones la geometrfa de las situaciones, las cuales
son admisibles para cada jugador separadamente y asf{ usando estas desigualdades

explicativamente se tlene que :

N R P VAN LIRS AP
{0y, -0y, Gy GYXs {Gm 0% ¢ (@ym Qply Oy
y ademas (0,-a)y + O &

(G, - Gpm Qe @)Xy » (a7 050X o {8y 0)Y + Oy
Simplificando estas desigualdades queda que :

h

@
=
~
w

{8y = Gp- @y ¢ 051 Xy Jo(8; - S0 - x)
(g, - 0y Oy ¢ O AY » (0,- @x = o B.2. 5

Para simplificar la notacidn sea :

Az loy -g- 0 v o)



Entonces el conjunto de todas las soluciones del sistemaB.2.6 yB.2.7

en la franja (0,1] =x (~x, +& ) consiste en :

a) Todas las situacfones de la forma (0, y) donde Ay -a &0
b} Todas las situaciones de la forma (x, y) donde x ¢{0,1) ;s Ay -a= 0

c) Todas las situaciones de la forma (1, y) donde Ay-a >0

La estructura de este conjunto depende de los valores de los invariantes

A y a. En seguida sc hace un anilisis de estos invariantes.

St A = a =0, todas las soluciones son del tipo b y su solucifn es toda la
franja [0,]1] x (-oC , +&) por consiguiente las situaciones admisiblee son todos

los puntoas del cuadrado pnitarfo.

S1 A = 0 pero a 2 0, las soluciones en la franja son O uno de dos del tipo
a) ¢ ¢) dependiendo del signo de a, En este caso el conjunto de golucicnes del
aistema 8.2,6 y3.2.7 es & una de dos el secgmento de lfnea x~l J el segmento de

1{nea x = 0, en el cuadrade unitario,

Finalmente sea A # o, £n este caso todas las solucipnes del sistema B .2.6

yB.2.7 de la forma (0o, y) satisfacen :

yf-%—:f*- st A>0

y -2 - = st ALO
A

Esto significa que el conjunto de valores "y'" es ¢ una de dos la semirecta

(~a,ot] 6 lo semirecta (%, ),



142

Soluciones de la forma (l,y) son simétricas a las dadas en la forma (o,y)

estas satisfacen

y: o~ & A >0

y £ % s AL O

Es decir el conjunto de y en este caso es otra vez las semirectas [e,0C )
o (-, «]

Y soluciones de la forma (x, y) con 0<x ¢ | se tiene

-

a
Yz —
A
Es decir el conjunto de estas soluciones representa el segmento unlendo los

puntos (0, =)} y (1,=)

Por tanto el conjunto de todas las soluclones deB .2.6 yB .2,7 para AZQ

es un zig-zag. Todavia mis si A >0 este zig~zag es representado en la figura

B.2.1 y para AZ {0 en la figuraB .2.2

y ¥
1
!
& ol
0 1ox 0 "

fig.82.4 fig.822.
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Recordemos que el conjunto de todas las situactones admisibles para el jupa
dor X es la intergeccidn de este zig-zag con el cuadrado unitario. Se puede veri-
ficar directamente que para %<0 el conjunto de sltuaciones admisibles es uno de
los lados verticales del cuadrado unitario; para :zCel conjunto cansiste de dos
lados que forman un dngulo recto; para << ¢r es un zig-zag; paras= | es otra ve:z
un fingulo recto y pasa « ¥}es otro lado vertical del cuadrado unitario de las

situaciones.

La enumeracidn de las situaclones admisibles para Ivette son obtenidas simi-
larmente. Primero las invariantes B y b tales que

B=b -b,, +b B b,, =~ b,, = b B .2.10

117 Bra T By T by, 22 " by

El conjunto de todas las situaciones admisibles para Ivecrte consisten en :

a) Todas las situaclones de la forma (x,0) donde Bx -~ b < O
b) Todas las situaclones de la forma (x,y) donde Bx = b = 0

c) Todas las situaciones de la forma (x,]) donde Bx - b >0
Si B=1b = o0, entonces toda situacién en el juego serd admisible para Ivette.
Si B = o pero b # o el confunto de todas las situaclones admislbles para

Iverte serd O una de dos el lado inferior o el lado superior del cuadrado unita -

rieo de las situaciones dependiendo del signe de b.



§1 B # o, entonces el conjunto de situaciones serd un zig-zag. Para B > o

se observa en la figuraB.2.3 y para B < 0o en la figuraB.2.4
¥ ¥
1

1

0 [ T 0 R B
tig.B.2.3 tq.B.2.4
Una situacidn admisible para un jugador en un juego depende del pago para

este jugador solamente. Por consiguiente, en nuestro caso todas las situaclones
admisibles para Xavier dependen solamente de Ay a ¢ bién de su matriz de pago
A, y el conjunto de todas las situaciones admisibles para Ivette depende de los

pardmetros By b ¢ de la matriz B,

En particular, la matriz A completamente determina el ndmero o que indica
la posicién de la 1fnea media cn las situaclones admisibles para Xavier. En el
contexto de la teorfn de juegos =, representa la probabilidad en la cual el
jugador Y escoge su la. estrategla pura en una cierta estrategla mixta para este
jugador. Con otras palabras, si ol cae en el intervalo ((, 1 ) ésta debe ser inter
pretada como una estrategia mizia para Ivette. Analogawmente la matriz de pago B
para lvette determina un nimero B. el cual si se localiza en el intervalo (0,1 ),

debe ser visto como una estrategia mixta para Xavier.

Supbngase que el juego pesee una situacidn em equilibrio en estrateglas
completamente mixtas (no en estrateglas puras). Se sigue de lo anterlor que las
estrateglas mixtas en equilibrio para Xavier en este juegoe cstdn completamente

determinadas por la matriz de pagos de lvette e inversamente.
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La expresifn explicita para o ¥ g es:

o - 22 12

8y - 8, - a8, B.2.11
?_ oy 12

By By By b

Se observa que un juego 2 x 2 bi-matricial, bajo las condiciones de las situa
ciones de equilibrio en estrateglias completamente mixtas, el comportamiento de
lvette coincide con el juego matriclal cuya matriz es A, mientras el comportamien-
to de Xavier cojngide con el comportamients Iverte en la matriz de juego con matriz

de pago B.

Consecuentenente, el comportamiento enequilibrie de les jugadores estd dirigf
do hacia la minimizacidn del pago para el aparente en lugar de la maximizacidn de

su proplo pagoe.

Definicifn, Un juego bimacricial con matrices A y B es llamade casi antagdnico
sl las relaciones 0.,( 8,9 9,10, implica que b”< bkl o b“: b,, respectiva

mente.

Considérese el sigulente ejemplo de un juego casi-antagdnico.
Xavier intenta vender una gran cantidad de mercancia en uno de los dos mercados que
es controlado por el otro, para este propdsito se cwprende una accifn especffica en
uno de los mercados (por ejemplo lleva una campafa intensiva). lvette quién domina
el mercado, puede i{ntentar prevenir esta campafa tomando clertas medidas preventi-
vas. Xavier si no encuentra resistencla de la marca, captura ¢l mercado, mie tras;
mientras que sl se le oponen,el mercado se plerde. Las estrategias para los jugado-

res son las posibles elecciones por las firmas.



Cons{dérese que Xavier tiene una gran ventaja para penetrar el primer mercado,
pero la lucha por este mercado es costosa. Por ejemplo, una victoria para Xavier en
primer mercade le puede producir un doble pago compensado con el segundo, perc una
pérdida del primer mercado le arruinarfa completamente (pierde 10 unidades), mien =~

tras que para Ivette una victoria en el primer mercado resulta en la mera eclimina -

cién de un competidor {ganancia de 5 unidades).

El juego bimatriz correspodiente puede ser definido por las sigulentes matrices

de pago !

1
o
[X})

Para este juego se calculan los pardmetros

A w14

a = -3

o, = _Q_ - _2_
A T4

Esto implica que las situaciones admisibles para Xavier son todas las situacio-

nes de la forma.

{o,y) para -%-fyfl
(x,%) para o fx€1
{t,y} para oy T -

Lasg cuales se presentan en la figura B.2.5,

como %

B = >0

9
2

Lo
B

[r-11X)
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Las situaciones admisibles para Ivette son todas aquellas de la forma 3

(x,0? para 0--_'5_x£--,§——-
(f») para oEy& 1
(x, 1) para AL £

EL conjunto de estus sitwacipnes es indicada con lfneas punteadas en la misma

flgurah.2.s,

El zig-zag de situaciones admisibles se lntersectan en el dnico punte (2/9,

3/14) el cunl es la Onica situacidn en equilibrio del juego.

Y
1,—1_ ———————
i
'
1
1
« D
ot f 1
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B.3 El dilema del prisionero

Dos hombres sospechosos de cometer un crimen juntos son detenidos y situades
en celdas separadas. Cada sospechoso puede confesar o permanecer sllencloso, y

cada uno conoce las posibles consecuencias de su accidn. Estas son

1) 54 un sospechoso confiesa y su cduplice no, el que confiesa queda libre y el otro
va a lu carcel por 20 anos.

2) Si ambos confiesan, los dos valn a la cdrcel por cinco ahos.

3} $1 ambos permanecen silenciosos, armbos van a la cdrcel por un afio por cl delito
de llevar armas ilegalmente (¢argo mener). Supondremos que no hay honor entre
ladrones y que lo que a cada sospechoso concierne es su proplo interés. Bajo

estas condiclones ; Que harfan los criminales ?

El juego bimatriz queda determinadg por :

505?60,050 ' fiesa
&EC”OSa i confiesa no conties
confiesa (-5,-9) (0 -20)
no confiesa (-20,0) (-1,-1)
Consecuentemente;
Az14>0
az= -1
PR
T-qe <o

Las situvaclones admisibles para el jugador 1 son de la forma (I, y)

Lag situaciones admisibles para el jugader 11 mon de la forma {x, 1)
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La Gnica situacidn en equilibrio para este juego es por tanto (l,1) en la cual
cada jugador confiesa. Y as{ cada jugador sufre una condena de 5 afios ver la flgura

B.3.1

Por otro lade es evidente que la situvacldn {o,0), donde cada jugador escoge su
segunda estrategia pura y donde cada jugador obtiene 1 afio de prisiom es muy inesta
ble: 51 uno de los jugadores cambia su propia estrategia arbitrariamente entonces

el pago para el jugador aumenta. Y es donde se presenta el dilema.

f1g.B.3.1
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B.4 Juegos no cooperativos con dos estrategias puras para cada uno

Las simplificaciones que se originan para el caso en que cada jugador tiene sola
mente dos estrategias puras pucde ser utilizado en el estudio de jueges con un nime-

to finito pero arbitrario de jugadores.

Consfderese un juego ne-cooperativo de suma general
r=< 1 Asy {EY >
tel icl

En el cual S':&\,Qipara todo 1€ L. En este caso toda estrategia mixta para el
jugador i estd completamente descrita por la probabilidad xy de elegir su la. estra
tegla pura. Por tanto, el conjunto £ ¢ de todas las estrateglas para el {-Esimo
jugador puecde ser representado como el segmento (0, 1] ¥ el conjunto de todas las
situaciones en estrateglas mixtas como el cubo unitario n-dimensional. Situaciones

en estrategias puras obviamente corresponden a los vértices de aste cubo.

Cada vértice del cubo pucde ser representado como una n-ada de unos y dos. A fin
de identificar un vértice en el conjunto de todos los vértices, es suficlente espe~
sificar el conjunto de todes los jugadores quienes eligen su la. estrategla pura en

la situacidn correspondiente al vértice.

La descripcidn del conjunto de todas las situaciones admisibles para el jugador

1 en el juego [ :
2 1 1-1
Escéjase un arbitrario K C 2 (dunde [-1 es5 el comjunto excluyendo {)
y sea { o | K' ) la situacidn en la cual el jugador i escoge suel estrategla pura

(alll es o una de dos { w *1 : . 1), los jugadores pertenecienda al conjunto K

eligen su la. estrategla pura y todos los restantes selecclonan la segunda.
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Ahora sea ¢ una situacifn arbitraria en estrateglas mixtas y denotemos por xi .

la probabflidad de elegir su la. estrategia para cada § e I- 1

ol k') :ﬂ—xl W(‘l-xl)

le k' lent
i

Y tambidn

i ' 1 i
Efor=x 3 E 0k otk 1o (1ox) IE(2, kol x)
KI KI
Si la situacidn o es admisible para el jugador {, entonces las desigualdades
Eyffone) fE (o) (e = 1,2) son satisfechas e {nversamente.
]

Sustituyendo los valores de las funciones de pago E1 ottt )y Ei(O')

EE.“" K'Io(K )

K

WE (¢ KoK £ 0 JHE (K I ) 1= x)
Kt K

Sustituyendo las valeores ety = 1,2 en la parte fzquierda de esta desipgualdad

se tiene :

(1= x120E 1, K ) oK )fH-xI)EEI(?,K' YUK ) g2
K K’

X,ZEi(s,K')fI(K') $ x, Zel(z.K')c(K') B3
- o

Para xi = o la desigualdad B.4.3 se satisface automiticamente y la otra se

reduce a :

PEC KoK ) £ D E2,K 6K )
' K

B .4.4
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Para xi = 1 la situacién es simétrica y queda igual.

Denotemos por A'< el conjunto de combinaciones de estrateglas para los jugado
res I - 1 tales que las situaciones de la forma (1.61) dondeV‘eA; v la desigual
dad B.4.4 es estrictamente satisfecha. Por A. el conjunto de combinaciones de
estrateglas tales que para las correspondientes situacionesB .4.4 se obtiene la

iguwaldad, Y por A'> £l conjunto de todas las combinaciones restantes.

Se sigue de la discusibn anterior que las situaciones admisibles para el juga

dor 1 son todas las situaciones de la forma :
1 . ' 1} L
(2,0 donde G'¢ Ag (1, ') donde T & A, B .4.5
Y también todas las situaclones de la forma :

(xl,di) para toda X, ¢ [¢,1] Y ol e A': B .4.5.
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Haciendo un anilisis de cada elemento presentado antes se tiene !

peoynzay s kOdTTO

LT
it
K'
Kz 2.3 LK) 2 %%, E1Kz 0 (1, 1)
K1z 2} GUKI 2 x,lT-x,) E L1, KD =0 (,1,2)
Ki= {11 K = x(1-x,) B, K)=0 (1.2,1)
Ki: @ glRII=t- x,M0-x)  E{t, K):=0 €1,2,2)
Por consigulente :
TLECHL KD CUKYY 5 (ot
K
y como! E(2, K‘!): (2,1,1)

g2, k)= 0 (2L
Ef2, K30 (2.0

Ejfz, iz 0 (222,

0 ]
Estz,mm K iz 2xyx,

La desigualdsd B.4.4 para el jugador [ se reduce en este juego a

(= xy (1-x3)52!2" ooblén (1 #X,) () +xyy 2

3



B.5 Falsa publicidad

Tres firmas (jugadores 1,2 y
a una cierta clase de compradores
artfculo en temporada de Navidad.

cancfa de un comerclal televisivo

154

3) ponen 3 articulos en el mercado para complacer
oconsumidores a quienes les agradaria comprar ese
Los consumidores obtienen la fnformacidn de la mer

y ¢ada firma publica su proplo producto como el

mejor. Cada firma tiene dos estrategias de publlicidad :

1) Durante la programacidn de la mafiana y

2) Durante la programacidn del atardecer

Si al menos dos firmas promueven
consumidores sofisticados califfcardn
to. La firma que capture el suditorio

ventas y sl se anuncla en la noche de

su producto simultdneamente como el mejor, los
el mensaje como false y no comprardn el produc
de la manana, ganard una enidad de utilidad en

manera dnlca la utllidad en ventas serd de 2

unidades.

El cubo de situaciones para este juego con las pagos para los jugadores (calcu~

ladas de las reglas del juege) para situaciones en estrateglas puras en los vérti -

ces del cubo se presentan en la figura .5.1
3
(2,23
T
(1.2,2) ¢ 2
100 B
(1040} {2.5.1)
o0 200
1
ih20 1 2,2,1)
ade’ oo’
2
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Haefendo una tralsacifn de ejes en la ecuacidn anterlor se observa el compor

tamiento de la griftea para X2 X3 +Xp+% - | =0,

Le cual es una hipérbola equilitera.

)13

< Fig.B.S. 2

[s] XZ

Por tante el conjunto {:1, de todas las situaciones admisibles para el jugador

1 consiste de ¢

a} Situaclones de la forma (0, tz,x}) donde (xz,xa) € AL

1
b) Situaciones de la forma (xl,xz,xsj donde (xz,x” € AL ¥ xy arbitraria

c) Sttuaclones de la forma (1 ,%X,, %) Far¥yy e AL

Flo. B8, 3,
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Los conjuntuq 2 ¥ q 3 de todas las situaciones admisibles para los jugado
res 2 y 3 son obtenidos con permutaciones adecuadas de las coordinadas y el conjun
to % r de todas las siruaciones en equilibrio en este juego es determinado por

la interseccidn.
§ 0848, = &

La descripcidn de esta interseccifn geomdtricamente es: Primero para puntos
interiores del cubo pertenecientes a %r . Obviamente estos puntos son los interio
res & cada %; . Esto significa que todas las coordenadas son positivas y satis -

facen las ecuaciones :
(L+x2) (1+x3)-2 (1+x3) (1+x1)-2 (1+xz) (l+x2)-2
Multiplicando estas tres ecuaciones se obtiene
(LX) (1 4x,) (L+xg) =V
De donde : l+x1-V/T ; l+x2-\/—2‘, l+x]-ﬁ
Y consecuentemente

X =%, -xj-\fz—'—l (y come X, Xp0 X3 >0)

Se toma la raiz de 2 positiva :
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Puntos de %1 \ %2 1% , pertenecfentes a las caras del cubo son localizades
sobre las diferentes pares de caras opuestas, el interior de las diferentes caras
del cubo son disjuntas por pares y as{ en este caso no hay sltuaciones de equili-

bric correspondientes a los puntos Interiores fuera de la ya encontrada.

Finalmente cada uno de los conjuntos %l, 6,, %, contiene 6 aristas del cubo
junto com loy vértices localizados en estas aristas los cuales se muestran en la

figura y que forman parte de las situaciones de equilibrio.

X;
[ R (2,1,2)
112,21
.
,
p
.
»
0 LALLM 1
X
1
(g% AT (22,1
Xy

fig.B.s.e.
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B.6 Preservacidn de la ecologia

Considérese que cada una de tres enpresas {jugadores 1, 2 y 3) usan agua de
un clerto recurso natural (di{gamos un lago) para propdsitos de produccidn cada

empresa tlene dos estrateglas :

1) Construir un dispesitivo quimico de purificacifn de las aguas residuales

2) 0 arrojar de regreso el agua sin purificacién. Se considera que el recurso y los
procesos tecnoldgicos son tales que si una empresn regresa el agua al tago, esta
accidn no afectarfa sustanclalmente la calidad del agua del lago y ninguna pérdi
da ocurrirfa para las empresas. No obstante, si al menos dos usuarios derraman
el 1¥quido de regreso al lago, cada uno de los tres usuarios sufrirfa una pérdi-
da de tres unidades. El costo del dispositivo quimico de purificacidn del agua

es estimado en una unidad por cmpresa.

El cubo de situaciones por el juego, el cual indica en cada virtice la estrate-
gla empleada por cada jugador y su correspondiente pago, se muestra en la figura

B.6.1,

0,2,2) (2,2
~he3 237
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Las relaciones para el jugador { = 3 en este caso se convierten:

- X . - - . - . - < . - - - -
IXZ ll(l 12) G- x 0%, (X X 1 XQ)-JX‘(I X,“l ](|.x‘)x I =Xy - X

2 1 3)

Simplificando y agrupando términos se obtiene :

(1-3x)¢ 1-3x2)23xlx2

Dande Ag es una hip&rbola en el cuvadrado unitario y el conjunto de todas las
sltuvaciones admisibles para el jugador 3 se ven en la f{gura B.6.2 y B.6.3.

X3

fig. B-0.2.

tig.B.s.2.

i

i 4

7, 4

||u|mm

|

/

X3
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Los conjuntos de situaciones admisibles para los otros dos jugadores son cons-
truidas anflogamente. La interseccidn de los conjuntos de sitvaciones admisibles
para cada uno de los jugadores de el conjunto de siruaciones en equilibrio del

juego; este conjutito consiste de puntos aislados como se indica en la flgura I1.6.4

*3

X3

Nétese que a la situacifn de equilibrio ecoldgicamente irresponsable, en la
cual todas las empresas contaminan el lago. Existen tamblén otras dos situaclones

en equilibrio simétricas mas aceptables desde el punto de vista ecoldgleco.

Estas son:

(17037114 14030431 4 1 743403

(V7 03-¥31 , 121330 vz ey
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ndlisis rds cercano mostrard que no es asf. En efecto la coalicich |2,3|
ahora se convierte en casi imposible de formar, a menos que haya alguna di~

ficultad externa gue complique la comunicacicn entre 1 y 3. Ya que si 1la coa-

licidn | 1,3} se forma, cada uno gana una unidad lo cual hace que 2 este en
una peor situacidn. En efecto, una de las dos coaliciones posibles en las
que €l se puede juntar; son muay inestables, Sin ambargo €l puede remediar
la situacidn ddndole a 3 un pago colateral de 0.1 unidades,{asunighdose gue

tal cosa se puede hacer}. Pero esto reduce el juego, al sentido previo,

El ejenplo anterior puede servir para ilustrar, la umportancia de los
pagos colaterales del juego y tarbién la necesidad de algdn tipe de estabili-
dad entre los diferentes pagos en wna solucidn,

Par consiguiente asvimase Ja existencia de una coamdided linealmente trans~
ferible. La teoria asi desarrollada basada en esta hipdtesis se la llama

1 al S .

En esta teoria colateral de pagos, las funciones de utilidad para los
varios jugadores puede ser elegida de tal forma que la tasa de transferencia
de utilidad sea 1:1

Esto significa que si un subconjunto 5 (coalicidn) de los jugadores,
puede cobtener una utilidad total de v. Esta utilidad puede ser dividida entre

los miembros de S de cualquier forma posible.
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JUEGO N-PERSONAL CON FUNCION CARAMCTERISTICA.

C.1.1. Defipigidn. Para un juego n-personal, se denota N= 1,2,.,.,n’
el conjunto de jugadores. Cualquier subconjunto de N { incluyendo N mismo

y todos los subconjuntos de un elemento) , se le llama COALICION.

C.l1l.2. inicidn, Por la FUNCION CARACTERISTICA de un juego n-personal,
se entiende a una funcidn v definida en los subconjuntos de N. Tvmando valores
reales, la cual asigna a cada S N el valor maximin del juego biperscnal ju-

gado entre S y N-S, considerdrdoss que estas des codliciones se forman.

Asf que v(S) es la cantidad de utilidad quo los miembros de S pusden
obtener del juego, siempre gque los restantes jugadores lo permitan. De esta
dltima definicidn so sique que v(89=0 c.1.

Ahora 81 S y T son coalicjones disjuntags , es claro que si unen sus
fuarzas pucden conseguir mds que si actuan de manera aislada.

Por lo cual se tienc la propiedad SUPERADITIVA O SUPERADITIVIDAD.

v{SUT) & v(S) + v(T), siSAT =0 c.2.

Myvra la esencia de los juegos n-personales no es la aleatorizacida;
sino que es la formacidh de coaliciones. Por consiguiente se tratara no de la
forma normal , sino de la funcidn caracteristica.

En efecto la funcidn caracter{stica nos dice las capacidades de los

diferentes coaliciones, camo parte del juego.
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C.1.3. pefinicidn. Por un juego n-personal , en forma de funcidn caracteris-
tica se entiende cano una funcidh v , definida en los subconjuntos de N la

cval satisface las condiciones. C.1.1. y C.1.2,

Algunos autores que hanh estudiado juegos cooperativos, los tratan desde
el punto de vista de la condicighC.l.1los cuales son Llamades IMPROPIOS.

Mientras que aguellos que satisfacen C,1.2 son llamados juegos PROPICS.

Como se menciond antes, la cantidad v(S) es el vator maximin del juego
jugado entre S y N-S. Supdngase gue la fonma normal del juego es de suma
constante {es decir la suna de la utilidad de todos les jugadores es siempre
la misma }. El juego entre § y N-S es entonces estrictamente coypetitivo,

v 8e sigue gue si es finito el teorema minimdx se satisface.
Asi se tendrd que:

v{S) + v{N-S) = v(N). c.3

Arora que cvando algidn tipo d2 entendimiento se haga factible, los ju-
qadores tendrdn una utilidad total v(N} para dividirsela en cualquier forma.
Pero claro que ninguin jugador aceptard penos del minimo que ¢l por si mig~

o puede obtener.

C.1.4. Pefipicidn. Una [MPUTACION { para el juego n-personal v), es un

vector X = (X,,...,%,) satisfacierxo:

= x,= v(N). c.4

teN

x> vilij) ieN c.5



Sa usard la notacidn E(v) para el conjunto de todas las imputaciones
de dste juego. A la primera propiedad se le conooe como racionalidad colectiva

y a la sequnda racionalidad individual.

c.1,5. Definicidn. Un juego v es Esencial si:

viNy  >Ev(fil ). c.6.
[LH]

y es Inesencial en otro caso.
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C,2. DOMINACION. EQUIVALENCIA ESTATEGICA, NORMALIZACION. -

Dade un juego v , sean x,y dos imputaciones. Supdngase que los jugadores
estdn confrontados por la eleccich entre x e y. ¢ Se puede encontrar algin
criterio para determinar cuando una de &stas sea seleccionada en lugar de
la otra?. Es claro que a menos gue x=y, habrd algunos jugadores quienes pre-

fisran x a y ( aquellos 1 tales que LR AR
. t

Puesto que los dos vectores son imputaciones , habrd tambidn algunos
jugaderes quienes prefieran y a X.

As{ que no es suficiente establecer que algunos jugadores preferirdn
x a ylya que la sua de las canponentes de cada na x oy es vw(N)).

Lo que es necesario es que los jugadores quicnes prefieran x a y sean
real y suficientemente fuartes para forzar la seleccidn de x.
C2.7.nefinicidh. Sea x e y dos irputaciones, y sea S una coalicion. Se dice

que x domina a v via § (notacidn: x Ey), si:

x>y ¥ ies. c.7.

T x < v(s). C.8.
s
Se dice que x damina a y , si existe alguna coalicidn S tal que xE—s Y.

Entonces la condicidn €.7 establece que los miembros de S todos prefie-
ren x a y: la condicidh C.8 establece que ellos son capaces de chtener
1o que x les da.

En cualquier juego la daminancia no puede ocwrrir via la cealicidh de
l-persona, o vfa la gran coalicidh porque si S=li{y xE's ¥y entonces,

Y, € X< v(}i}}. Pero en este cas0 y no es jmputacidn. (No se cumple R.I.)
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SiS= N y x E yentonces x,_ > y,para toda i € Nasi que :

Sx>Ty = vin, c.9
N ey
Entonces x no puede ser una imputacidn  ya gue no satisface la racionalidad

colectiva,

Las siguientes dos definiciones son para analizar en cierto mamento,
los juegos con la misma estructura de daninacidn via una transformacidn li-
neal.
C.2.8. pefinicidn. Dos juegos n-personales u y v se dicen ser isamorfos
81 existe una funcidn f 1-1, mapeando E{u) sobre E(v) de tal modo que para

®yeE() y SCN; x By = f0O0EE(y).

c.2.9, Definicidn. Dos juegos n-personales u y v son S-equivalentes, si
existe un mimero real positivo r , y n constantes reales *iv-n%n  tales que,
para todo S C N.

v(S}= ru(S) + Es g c.10.

€.2.10. Teorema. Si u y v son S-equivalentes, entonces son isamorfos.

Es obvio que S-equivalencia es verdaderamente una relacidn de equivalencia
de agqui la importancia de elegir un juege particular de cada clase de equi-
valencia. La cual nos conduce a la siguiente definicidn.

c.2.11. Definicidn. Un juego v se dice estar en normalizacion (0,1) sis

vil{iy) = 0 para toda i €N, C.11,

viN) = 1, ¢.12,
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C.2.12. Tearema. Si u es un juego esencial, es S-equivalente a exactamente

uwn juege en normalizacidn (0,10,

Resumiendo lo anterior en lo siguiente:
El conjunto de juegos n-personales en normalizacidn {0,1) es tal que.

viB) = 0, c.l
vi{i{} =0 para toda i N. c.11.
C.12.

v(N) = 1,
v{SUT) = v(S) + v(T), sisnt=8&, C.2.
Si adands el juego es de suna constante, se tiene 13 condicidn adicional

v{N-S} = v{N} - v(8). Para tcda SCN. c.3.

Un juego v se dice ser simftrico si v{S} depende solamente del ndrero

de elamentos de S.
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C.3. EL CORE. CONJUNTOS ESTABLES.

C.3.13, DPefinicidn. El conjunto de todas las inputaciones no dominadas pa-

ra un juego v es llamado el CORE., La notacidh para el core es C(v),

C.3.14, Teorema. El core de un juego v s el conjunto de todos los n-vec-

tores x satisfaciendo:

Esx > (S} para toda SC M. C.13.
€

=X = v(N), C.14.
(33

Este tearema muestra gque C(v) es un conjunto convexo cerrado(es carac-
terizado por un conjunto de desiguwildades lineales desligadas). Esto es lo
mds interesante ya que la teorfa econdnica cldsica realmente da el core camo
una solucidn a nmds problemas de teorfa de juegos. Cualquier imputacidn en el
core es estable, en este no hay imputacidn con ambas cosas 3 el deseo y el

poder para cambiar el resultado del juego.

Naturalmente, el core puede contener mds de wn punto, lo cual simplenente
significa que mis de un resultado es estable. Una dificultad mayer con el

core, es que puede no existir( es vacfo).

El siguiente tecrema nos informa acerca de esto.
C.3.15. Teorema. Si v es un juego esencial de suma constante, el core

Cl{v) = &
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C.3.16. Ejemplo. EL jugador ! (un vendedor) tiene un caballo el cual es
inftil para €l a menos que €l pueda venderlo. Los jugadores 2 y 3 (comprado-
res), evaluan el caballo en 90 y 100 respectivarente.

Si 1 vende el caballo a 2 a un precio x, ¢l tendrd un beneficio efective
igual a x, mientras que el beneficio para 2 es 90-x. El bencficio total de

la coalicidn 1,2 es entonces 90, Asf que :

v(}1,21) = 9.

v({1,3f) = 100.

Par otro lado un solo jugador, o los dos jugadores juntos; no obtienen

ningdn beneficio.
vilib)=v{{2,3y)=0.

Finalmente la coalicidn de los tres jugadores no puede hacer ninguna
mejorfa, que asignar el caballo al jugador 3 ( con posiblemente alqunos pa-
gos colaterales, los cuales no cambian la cantidad total de la utilidad).
nsi que:

v(11,2,3}) = 100,
Se observa de esto que el core consiste de todos los vectores (xl ,xz,x])

que satisfacen;

x + x + x =100,
[ 2

X, +x,* 100,
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Esto implica que x, ® 90, x,2 0, x, +x, =100, x; > 0,
Por tanto:

Clv) =4(t, 0,100t )] 90<e <00},

Heur{sticamente, esto dice que el jugador 3 carprard el caballo a wn
precio de por lo menos 90. El jugadar 2 es depreciado del mercado pero no an-
tes de ofrecer al menos 90.
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C.3.18. Ejemplo. Supdngase que A,B,C; son tres jugadores en un jusgo tri-
personal en el que cualquier coalicidn con dos o tres jugadores puede obte-
ner 2 unidades, un jugador solo no consigue nada. Este juego tiene muchas

soluciones (un nurero infinito). Pero considdrese dos de ellas.

La primera solucidn, que consiste sclamente en tres inputaciones:

(1,1,0);(1,0,1) ¥ (0,1,1), se indica en el diagrama.

(11,0}

Para demostrar que estas tres imputaciones, tomadas en conjunto son
realmente wna solucidn, deben camprobarse dos cosas:

{1). No debe haber daminio entre imputaciones en la solucidn Y,

(2). Cada imputacion fuera de la solucidn debe ser daminada por una im-

putacidn dentro de ella.

La primera es fdcil de ver, la segunda se tiene ya que una imputacidn
fuera de 1a solucidn, debe haber dos jugadores que cbtengan menos de 1. Esto
se sigque del hecho de que ningdn jugador obtiene un pago negativo, y la suma
de los pagos es 2 . As{, cste page estarfa daminado por el pago en la solu-

cion en la que ambos reciben 1 .
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Los dos jugadores que eriginariamente recibieron menos de 1 estar{an desde
lvego en la coalicidn.

Otra solucidn consiste en todas las dmputaciones en los que un jugador

recibe 1/2. La figura senala tal solucidn.

La primera solucidn puede ser interpretada del siguiente modo: eén cada
caso dos jugadores ee wnirdn; dividirdn 2 por igual y, no dejardn nada para
el tercer jugadar (sin embargo nada se dice acerca de cuales dos se unirdn).
Tarbidn son los nds eficientes en el sentido de que la ganancia por jugador
es 1, mientras que en una coalicidn de tres la gonancia por jugadar seria
de 2/3,

fn 1z sequnda solucidn {na solucidh discriminatoria) , se unen dos ju-
gadores, dan &l tercer jugador algo mehos que Su parte justa de 2/1, y taman
el reato para ellos, que jugadores se wnen, yguf se da al tercer jugadon,,,
viens determinado por facteres tales caw tradicidn, caridad,temor de wna re-
volicidn,etc, Una vez que se determina, gud se da a un cierto jugador, el juo-
godegenera en wno esencialmente bipersonal de regateo; con el resultado de-

perdiente de la personalidad de los jugadores,y un tanto indeterminado.



174

C.4. COLECCIONES BALANCEADAS.

Ahora se debe determinar la estructura de los juegos n-personales en los

que exista el core.
Supdngase que v Yy w tienen cores oo vacios, con w6 C{v); yeCwl.

$e puede demostrar que:

x + sy € C{xv + sw) con r,5 escalares no negativos,

Cemo los coves C(v) y C(w) son conos convexos entonces C{rv + sw) es

W OONe  fonvexn,
Camo C[v) # & entonces el programa Lineal:

n
Min & n,= 2z C.15,
avf
P.L. sujeto a,
F x, = v(S) pera toda SEN. C.16,
<3

Tiene wn ndnimo z* € v{N}. Pero en tal caso algi min x
estd en el core. Inversamente, 8i x € Clv) ent, satisface C.16.y ademds
. as{ que el min debe ser z¥ £ w{N)

= X o= vi Ny
el

Considdrese el programa dual a P.b.

Mix E y v(S) =g C.17.
scH §

P.D. sujeto &
Y, * 1 para toda iéN. c.18,
v, = 0 garh toda BN,
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Arbos programas primal y dual son factibles, vy asl el mfn z* debe iqua-
-
lar al mix g*. Entonces C{v) # & s{ y sdlo si el adx q* ¢ v(N}. Lo cual ori-

gina el siguiente resultado.

C.4.19. Tegrema. Una condicidn necesaria y suficiente para que el juego
v tenga un core no vacio; es que para tode vector no negative (yS )
SCN

satisfaciendo se tenga,

=y, vI(s) £ v(N). c.19,
SeN

€.4.20. pefinicidn. Sea C ={S.5,,...,5 | una coleccidn de subcon-
juntoa no vacfa de N ={1,2,...,n] . Se dice qua ( es N-balanceada ( o sim-
plemente balanceada cuando no haya confusidn para especificar N), si existen

m néreros positivos LAPRITE A tales que , para cada i € N,

=y = 1l c.20.
o
atS,

)

Aasfy = (}; peena¥ ) es el vector do balanceo para C : los y son

coeficientes de balanceo.

Ejemplos, c.4.20,
a). La coleccids N es claramente balanceado, y cualquier particidn

da N es balanceada. Los coeficientes de balanceo aquf son todos 1.
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b). Sea N ={1,2,31 entonces la coleccidn;
G=Vial: Yoty Y asil
Es balanceado, con vector de balanceo (1/2,1/2,1/2).
El caso mas geperal, para cualquier N; es la coleccidn de todos los con-
juntes { ? } con S elementos es balanceado; con todos los coeficientes igua-

leg a g ney 7!
( $-1

c). Sea N ={1,2,3,4| entonces,
C =“ L2 st el ﬁz.x,q{}

es balanceado, con vector de halanceo y = (1/3,1/3,1/3,2/3).
¢.4.21. Tegrema. La unidn de colecciones balanceadas es balanceada.
C.4.22. Lema., Sea, G y @ colecciones balanceadas tales que OC@ pero
O% @ . Entonces existe una coleccidn balanceada GB tal que LQ v 6/ = @

paro@ ¢ @ . nends, el vector de balanceo para@no es vinico.

C.4.23. Definicidn. Una coleccids balanceada minimal es una coleccidn balan-

ceada 1a cual es tal gue ninguna subcoleccidn propia es balanceada.

C.4.24. Teorema. Cualquier coleccidn balanceada es la unidn de colecciones

C.4.25. Teorema. Una coleccidn balanceada tiene un dnico vector de balanceo

si y sSlo si es minimal.

C.4.26. Tporema. Los puntos extremos del programa dual P.D. son los vectores

de balanceo de las colecciones balanceadas minimales.
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¢.4,27, Corolario. Una coleccidh N-balanceada minimal tiens a lo mds n

conjuntos.

C.4.28. Toorema. Una condicidn necesarim y suficiente para que el juego
n-personal v tepgd un core no vacio, es que para teda coleccidn N-balanceada
mx.mmal@ =18 ,....8,] con vector de balanceo y = { Y, seeer ¥, )

se curplar

y; vig; ) = v, c.21,

q..Ms

c.3,29, Edemalos.
Sea N = 1 1,2,3f . Aparte de las particiones hay solamente una coleccidn
balanceada minimal, a saber:

¢ <{iuzl:|uafs fz,:”
Coa vector de balanoceo (1/2,1/2,1/2). Entonces un juego v, tripersonal

tiene un core no vacio, si, y sblo si;
vitizhysetd2a ]y v vifaalr = 2 vim.
b}. Sea N = 31,2,3,4§ . Las colecciones N-balancesdas minimales diferen~

tes de las particiones som:
N \ ' ‘ : ' { [
iy, G- \ PL23 gy LAy JR34A 5 2,34 }E .
¥y = (1/3,1/3,173,1/3).
1 !
i), (s Hl,zi s el ey }2.3,4“- .
¥y o= (1/3,1/3,1/3,2/2).
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iy, =12} fuaf s faaf, 54”
y = (1/2,1/2,1/2,1).

iv). C/=H L2f {1,3,4} ; ;2,3,4f§ }
y = (1/2,1/2,1/2).

Aparte de estas colecciones, otras pueden ser obtenidas por permutacidn,
dando un total de 15; una del fipo ip cuatro del tipo ii y iii; seis del tipo
iv. Si se supone el juego en forma de normalizacidn (0,1) y superaditividad

nos da un sistema de desigualdades:
1. vi§n2,30) v {1,240 ) s {2,3,40) +v(}2,34() € 3
iyovtdr2f )y e v 1,30 ¢ vbrafy s 2vif2,340)r € 3
idd). vib 1,29 e w{11,30 ) v v(i2,31) & 2
ivi. vV 1,200 » v §1,3,44) vl 42,3,41) € 2.

Por superaditividad iv implica iii. Tenidndose once desigualdades; una
del tipo i; cuatro del tipo ii y seis del tipo iv, las cuales deben ser ga-
tisfechas por v, para que tenga un core no vacfo.

En el caso en que v sea un juego eimétrico 4-personal con

vis) = v,
Dorde s es la cardinalidad de S, estas desigualdades se reducirdn a una de-
sigualdad:

vy € 374,
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