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La Teor1a de Juegos noG proporcion<l medios para analizar un Sisp 

tema Econ6mico con Ex.tero~~~· F.n elitos ~i;;tf~mas, intere1H1 estable

cer acuerdos sociablet; estables, tendicnle.6 a rep,'\rtir loB costos, 6 

beneficios que Be derivan de la'> cxternalidadcs. 

En su tra.ba.ja, Oa.yart, Collomb, y Ponssard estudian un~ 

Económico con Externaltd<Jdc&: " trav~~; Je un )Ue~¡o 5-pi!rr.onal. Este 

juego, adem!i.s de ser un buen modelo teórico, permite realizar experi

mentos para cli\sif.a.car y Bv,11uar Lrn conductas de los "produi;torcs". 

Ademlls on relación con f.!l estudio te6rico, los autores consido-

ran el juego de dos maneras 1 

I. NO COOPERATIVO. Encuentran cierto tipo de equilibrio (Naoh). 

1I. COOPERATIVO. Er\cuentran distribuciones que corresponden a. 

acuerdos estables (Corc). 

Pruebon odem!s que nmbos tipos de solución (N;1sh y Carel coinciden 

en el caso de und infinidad de estados, También s1~ t?studia la rcloción 

entre la contamina.c16n y la tasa de intcrl:tL 

En lo que se ref1crc a la utilización experimental del Juego, di

remos que 6ste ya hab1a sido probado por psic6loqos en varias ciudades 

(como Suoci•l, USA, etc.). En la segunda parte de ñu traba.Jo UCP, des

criben detalladmncnte el experimento que rc3lizaron con un grupo d1~ 

escolares franceses. 



Los resulta.dos de este uxpcrimento coinr.iden er.encialmonte con a-

qucllrJs de las psic6loyos. Estos ro?oultüd05 evidencian c::onductí:Hi poco 

eficientes, qu& !'3e deriviln del de~conocimitinto¡ tct1iendo en cucnt~ que 

este juego simula. un conjunto de ¡iroductores qui! co:npdrtu un medio am

biente. Se n?conocerA La importancia. de este ju~go con propósitos di-

dáct icos. 

En el cap1tlllo O, se trata de lo que es un Juego bipcrsonal de! nu-

~. el cual se caracteriza por un conJunto de reglas que tienen \J

na estructura (orm.:il, la cu,11 gobH!rn,1 el cornport .1r.11ento d•~ 101; juqado

rea que intervienen en l!l. Y loB cuales Be onl:uentr.:in en un.:i !;it\li1c16n 

de conflicto, en dando lo que uno gana el otro lo p.wrde, y viceversa. 

LaB reglas permitun dos clafil?S de mrJVid,;s: personalo.s, y de azc1r: 

llamadas la clecci6n, y el resultado 6 lotcrl<J. res¡;. Se estudia i,.., far-

ma extensiva del Juego, lou conjunt<iH de inform.ición, ·¡ los )UCIJO!i con 

información perfecta. 

En seguida ol concepto de ~, que se puP.de considerar, como 

un conjunto do accionca, 6 instruccioner. que puede hacer un determ1ni1do 

jul)ador en toda circunstilnCld c;ut• ne le pnisentc <i tr.ivl!u del JUegu. 

Finalmente se trata la (arma normal de un Juego, QUI: út• unu ir:atri.! 

do pngos, En éste caso paril algún Jug,1dor: para obr.crvar r;i_ hily ~ 

~ not<lndo s1 las estrategias maximtn, y~ coinc1dcn. Este c11-

pltulo eGta bc:rnado en ol l.lbro1 The Garne Th1!ory f,nd ~iu.1ti1;tical f)t;c.1.-

aions do Dlackwell y Girshick. 



rados se sustituye el V<tlor esperado, y se resuelve la nueR 

va fll.iltrizr e& decir t>e usa una ccu;1ci6n c!c rec:urrencid, la 

cui.\l puedo 6 na ner resuelta. Si lo es se eri.cunnlr<in 1¡111 

tratcql,Js óptima~. J' el valor; c.i no entonces s.;, halldn a~ 

proximacionc~• r.:i.zonuble!;. 51~ ilustrall e>>tor, conceptos (!n él 

i uega de la 1 nupecc i6n. 

E:stochstico i 1l11y u1, nfüncrr, finito de posicion~s dil;t1nt,1U, en por;iblu 

regrc1:1ar a uon por;ic.16n previd, ds! •1ue lc1s JUégo~; pued(in 

continuiu indetinid<llr.tmte, per-o ha}' una rrobabilid<1d de juego 

infinito igual ,1 cero, y el pd<JO e>_;¡,.:rach fit1Ho. Puede ocu~ 

rrir una cstcatcgia estacionarl.:i 1 c1rnndo ::ie ui;..1 el m1t;mo c.o

quem.a aleatoria cüt\<1 Vl!7. qUf! apatcic~ t!l rn1Hmo •:lcmontn d•~ 

juego), Puada haber trunc11m.l.<:!nto par<l cor1Vt?rtírin~ f~n Juego 

de exhoueti6n. Se analizan /.!stoi; conr.:e¡;tof; en )U<oHJO con Cif\

co unídade.fi, t!l lanzamiento d•i un..i rnorwda y condic.l.ow .. !,; ini-

ciales. 

~tE!l un juaqo que posee n-elem.~ntos de Jticgo, 101> cuales pul!

den ser rep~t1dos. Cada uno del cual tienl'.l :.u ¡icopia 

lución. HilY un pago solu cuando tcrmin;>, aunqut:! puede haber 

un pago c6tipulado c:n cmrn· do 31.mgo inconcl\Jfi(J, Lll po:;1-

bilidad de trunca:ni1!r\t'J 110 ~H ftict ibk•, ya que lil prnbabi

lidad de 3uego infin1te; t!n pn~ittV<'J. Nü tt<1y r t<Jl r¡Uf! lo!l 

efectos de truncam1eot<1 do~;;pu~" rl•! r pa1;01> !i~í1 d~spreci.ablo 

La 1;:.1luc1l;n Cfi .iµroxn11<1dd con 1~:; JJamaddti ufift'411~r¡i.u; f·r'.sp-



El resto de lou conceptos e~;ta. en los aplindices. En el apóndice A 

qoo blmatriciales. Est•! estd bas<Hio en el 1Lbro1 The Theory Of Grunes 

dnd Marl-.f)ts, por J. Roi;e11müllc.·1- l l 1J81), 

En el a.p6ndicc B, uc trata los Juego!'- n-pcraonalca de suma general 

Se oiguió t:!i>t.i 1 lnca d~bido d que óste autor da conceptoi; de r.;ol1:c1ón 

cooperilttvos, como coallcitrn (cu.ilqu1er subcou¡unto do1 con]unto de 

len; ju•1,1dorP•;Jr el Corl' ( r¡Uf~ f'S tm con)unt•l de d1:;tribucioncr. t;oc1.il-

mente est,"lblcw, !lis cualns 110 pueden ser dcrriba.da!J por ningun11 coali-

tribución de p,1gou p()!ittile). Y tas condic1on•~<.i rd~onables para las im-

putacionc~; t 

i. Rdcionalid11d Individu.11 {H.t,). 

I::; decir cddd ind1v1dll') no fClrrnarli parle di) r1inguna coa.ti-

ción, sl no rec11Je poc la rncno~; lo que él por s1 mismo cr. c<.1pdZ 

de obterior. 

:Z:x '·di!\). 
ttl i 



JUEGCS DE SU<A CER:l • 

. 0.1. mrROOO:Croo. 

Un juego es caracterizado por un conjunto de reglas que tienen unn cierta 

estructura formal, la cunl gobierna el comportamiento de ciertos individuo~, que 

se encuentran en una situación de conflicto. El n.jedrez y el bridge son dos jue

gos en este sentido, y serán uJ¡ndoc p.ir:i propósitos ilustrntiVoH.. 

lnformalmente hablando, las rer,lns e!>tipulan que ~l juego consistirá de una 

sucesión finita de movidnf-1 en un orden especific<'tdo, y las cuales serán vigiladas 

por un árbitro; ademlis la naturaleza de c,'lda movida ci;t.Í precscritn. 

Las movidas son de dos tipos: MOVIOAS PERSm<ALES \'DE AZAR. 

Una movida personal es una elecció1: por al¡;;.uno de los jur,ndores, de un conjunto 

especificado de alternativas posibleclL'ntc infinito. Por ejerr1plo la primer movida 

en el ajedrez es una movida personal¡ la cual en una elección por las blancas de 

1 de 20 alternativas. 

La decisión hecha en una ju¡;ada parti=ul.1r de un juc¡;o. <lci>de el punto de 

vista. de movida personal la llaoarei:;ioJ; IA E! fCClON en c~a movida. 

t.a movida de azar, también resulta de la selección de un conjunto especifi

cado t.lc ,\lternativns. Artui la alternativa es selecctor.ada por un mecanhmo de azar 

y no por algún jug;ulor. Y por cor.siguiente existe un c:onjunt0 de probahilidade!i 

-:•~¡, las cuales el mecnnlnmn <;clrctfona, l:n. ·::?r1oi; :olti:rr.·lt!·.•a:; e;i;iec1ficadas por 

1.u n¡¡¡:las del juego. 



Por ejemplo, la primer movida en el bridge con:Jiste en distribuir la primer 

carta al primer jugador, el cual tiene 52 alternativas de selección¡ y entonces 

las reglas estipulan, que tenga probatdl!dad de Ii52 de ser cüc:ogidn, 

La selección real hecha en una ju~ada particular d.; un juer.o, de una movida 

de la llamaremos el RESULT1\DO t!ll é~11 ruovid.i. 

En términos de r;llVldtH>, la!:: reglíl!i de un juego lier.en la siguiente estruct.!;!, 

ra. Para la primer movitl.i lns regla~; especifican, ¡;i e:c; una movida per'ional 

(elección), las reglas enlLitan L1s posibles alternativas y especifican cual ju

gador hnrá su cl~cciún. Si e!; una movida de .nar (rc:.ultado), L.is reglas cnlis -

tan las posibles alternativas, y es~ecificnn las proh3bilidildcs con 1.1 cual ella 

será seleccionadD.. 

Para mover d~spués de la primera, digamJs la k-i!sirn,1 k > 1 ). 

Las reglas especifican como una función de las elecciones y resultados, de las 

k-1 movidas anteriores que: 

a). Si la k-1!sima movida es personal o de 

b). 51 es de az:ar, l.u alternativas y sus probabilidades de selección. 

e). Si es personal¡ las alternativas y el jugador que hará la elección, 

además de la informnc1Ón concerniente a las elecciones >· resultados 

las primera~ k-1 r:iovidas, antes de hacer su elección. 

Finalmente las reglas especifican cuando el juego ten:itnará, y el II!llrcador 

asignado a cada jugador no necesarL1mentc nur.iérico. 



0.2, DESCRIPCION rDRMAL DE LA FORMA EXTENSIVA DE l!N JUEGO. 

0.2.1. Un juego, r n-pcrsonul en fort:ia CXlenslvn¡ puede ser observado como 

un 5rbol de la t~orfo de gr.H icJ.s. De vértice~ y aristils con cicrt.'.ls propiedn

des : 

1). Tiene un vértice distinguido O llamado el estado inicial 

11). Hny llnl\ íum:ión de pago, la cual nBignn a cada elecci5n o resultado 

una n-ada ( P 
1

, ••• ,P
0 

) • lJonJI.! Pi di.;nor.--1 el pa[;o para el ju¡::idPr i. 

iU). Cada vértice no terminal de f , le es puesto una de n+l posibles 

etiquetas. De acuerdo n ciial jugador hará la elección en Gsc vértice; si el 

vértice corresponde a un resultudo {jugada de azar), se cliquctn can la letru ?l 

Haturnleza ) • 

iv). Cada vértice etiquet.-ida con unn N, serií equipada con unn distribución 

de probabilidad 'f( , sobre las aristas que se alejan del vértice. 

v). Los vértices de cada jugador, son partidos en subconjuntos conocidos 

como conjuntos de información; y son tales que : 

,a). Para cualquier par Je vértice5 en el mi<Jno conjunto dp inforrnnción, 

deben tener igual número de aristas que i>e alc.Jnn de é'r.os vértices. 

b), Ningún vértice puede seguir a otro vértice l•n el mi0imo conjunto de 

información. 

El jugador i ( 1 ' 1 ' n ) , se dice que tiene infort1aci6n perfecta en f 

si cada conjunto de información para éste jugndor con!Ha de ~ elemenlo, 

El juego r en forma extensiva, se dice que tiene información perfecta; 

si todo jugador en r tiene información perfecta. 



119 .• l.J 1 ... 
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El juego del Nim • Un conjunto de cerillos son arroglados 

tones, el número de elementos de cada montón, y el total de montones 

es arbitrario. Hay dos jugadores X,Y. El primer jugador tofM cualquier 

cantidad de cerilloo de a!gu'h montón {solamente de uno), inclusive to

dos los cerillos del montón elegido, El otro Jug~dor hace lo propio con 

las mismas condiciones; asI continua el juego <ilternddamente hasta que 

el jugador que tome al final gano. 

Este juego es de información pf'.'rfecta, ya que c,idd •;tfrticc eu.que-

tado con X 6 Y eotd contenido en un solo conjunto do informacio"n1 ea 

decir cada jugador sabe en que posición cstA. 



0.2.3. LA RULETA RUSA, 

Considérese este juego con informnción. perfecta con jugadas aleatorias y 

personales, cuya forma E'Xtens.ivn se repres.cnta en la figura. 0.2.3.1. 

Dos guardias soviéticos; un capitán y un cabo. Deciden jugar la ruleta ru1;i1 

la cual consiste en lo siguiente: de entrada cada. jugador deposita una cajetillo. 

de cigarros. Cada uno tiene dos chcciones; el cnpitán juega prit:iero debido a su 

rango, él puede tomar una pistola para seis balas; pero carg,1da con unn sola¡ 

girar del ci•lindro y apr..?t.:ir del gatillo en su propin cnbcz11. (Aunque previnmeE_ 

te dejó otra cajetilla de cigarros). O bién paga con dos cajecillas de cigarros 

e.in probar le paaa la pistola al C<tbo. 

El cabo tiene las mismas opciones. En seguida el juego termina¡ el pago ea: 

si ambos sobreviven se reparten las cajns de cigarrillos, y si alguno sobrevive 

se queda con todo. 

Los conjuntos de inforwlción, están representados en la figura O. 2. J .1. con 

círculos. En donde el jugBdor X ( el capitán ) , tiene un conjunto de informnción; 

'I el jugador Y ( el cabo ) • tiene das. 

Los vértices etiquetados con N corresponden a la naturaleza, y de su1> alternativ.11s 

que se alejan; se asocia un núoera que es la probabilidad con la cunl se seleccio

na. A saber t/6 y 5/6. Si no sobrevive y sobrevive respectivamente. 

En los vértices f 1nales 1 se dá un par de coordcnoóas que corresponden; a cada 

pago de c!ldA jugador. 



0,01 

fig. 0,2,3. l. Este juego cuya forma extensiva se presenta, es de 

información perfecta. Aunque My dos v~rticee etiquetados con la letra 

N (naturaleza, resultado o loter Ía J 1 los cuales representan jugadas de 

tipo aleatorio, en donde l:rn aristas que i;e alejan tienen probabilidad 

5/6 y 1/6 de sobrevivir, y no sobrevivir respectivamente. Al final de 

cada trayectoria hay una pareja de nÚmeros que corresponden a lol' pagos 

de los jugadores en cajctillas1 por ejemplo (-2,2} significa que el 

primer jugador pierde 2 cajetillas y el segundo gana 2. Cuando el juego 

tiene cata c;iracteríst~ca p.'lrn cada vértice del juego se llama do Ruma 

cero, y en este caso bipersonal. Despue
0

s se cutu'1iara'n formzts de solu

ción sin embargo ahora se dan las estrategias Óptim.J.s para cada )ugador1 

para X, apretar del gatillo, y para V, siempre disparar. 
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0,J. EL CONCEPTO OE ESTRATEGIA 

0,J. l. 

lm.1gina que vas a jugar las blan~as en un juego de ajedrez, y ti! ves imp~ 

sibilitado de estar pt"esente en la ocasión. Hay la posibilid'1d de un represen-

tnntc, quién llevarli tus instrucciones exactamente; pero t!B inca.paz di'! h11cer 

alguna decisión por s! mismo. 

Entonces a fin de garantizar que tu deleg,1do padrá conducir las blancas, a 

travi?s del juego con tus ini;truccioncs. Se debe presentar a él toda posible ci!. 

cunstnnccia en la cual él cst.irá necesitado a mover, una vez presentada tal -

situación; por lo cual se debe eapecif!c:ar para cad.1 circunstancia, que elección 

hará. Tal concepto de instrucciones constituye lo que BC llamará una estratcv.fn.. 

Entonces unn eatrategla pnra la!> blancas, debe e!ipeclficar un11 primer movida. 

Y para cl\da posible respuesta por laa negras; una conespondiente movida. siguiente. 

Y en general para cnda posible suces16n de elecciones o movidas m1 , ••. ,m
2
k. k>O¡ 

una elecci6n E(m
1 

, ••• ,m
2

1r..), para su (k+t)-IS'si!M roo vid;:¡ (la 2k+1 éatma del juego). 

~ntrc laa alternativas posibles para '11 1 como una rcspueEJta a la situ<JciÓn 

Naturalmente que. la especificación de una catratcgin, que requiera de una 

oportunidad razonable de ganar, contra un oponente que realmente esta prl:!sente; 

sería de una tarea formidable, pdncipnlmcntc porque te-nclrfa que hac:<er una des

cripción enorme de decisiones muchas de lus cunlei; resultarían irrelevantes, en 

cualquier movida particular del juego. Ya que mue.has situacloncu que fueron des

critas para d delegado no ae presentarán. 
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Por ejemplo, el jugador que tiene las blancas; y que supondremos c¡ue rea! 

mente está presente, debe hacer dos decisiones a fin de hacer sus primerds dos 

movidas, mientras que uno que est.'i actuando por reprcsentativid.:Jd; debe descri

bir 20 decisiones para garantizar que su i::epresentad<J podrá hacer una movida. 

De todos modos el de estrategié!s haría la partida real, de un solo juego 

de ajedrez una mejor garantfa¡ par lo cual se verá que el concepto de estrategia 

lleva a una grata simplificación en teor!a. 

En general, una estrategia para un jugador dado en un 1uego¡ confli!'lte de 

espec1ficac16n. P.nrn cada s!_tuación que pudiera surgir, en la cual él estn

r!a requerido n hacer su movida personal en esa situación. 

Se enfatiza que la elección de una estrategia no impone ningún eRtOrbo 

teórico sobre un jugador; concretamente él no hará ninguna decisión sobre la base 

de turnos infortilaciÓn que lo que él dispone en el juego real , en que ésta 

dec1si6n fuese requerida, ya que las decisiones cuya totalidad constituye una 

estrlttegia¡ son condicionales de la forma: Si una situación surgiera en la 

cual yo estoy informado que me toca tirar, y estoy dando información z; acerca 

de los resultados de las movidas previas (azar y personal). Y estoy decidiendo 

sobre el conjunto de alternativas abierto para mi que es denotado S; mi elección 

será s ir S 

Hablando propiamente, la información z acerca del resultado de movidas pr! 

vi.as incluye la infonruición de que es mi turno r.mver y la especificación de las 

alternativas abiertas para mi, podemos describir una e1;1trategia de un jugador 



12 

lista de posibles zetas y una asignación para cada z de una sé S de 

posibles alternativas, es decir si Z es el espacio de posibles zetas (en térmi

nos del árbol, el espacio de todos los conjuntos de información 'f con la etiqu~ 

ta del jugador) y Sc:qes el conjunto de altcrr.atlvas espccific.:ad.'.J.s por z (el 

conjunto de aristas que nos ll~van fuera de un vértice del conjunto di.! informa

ción particular), 
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La estrategia de un jugador es una función ! tal que f (z) E S(z) para 

toda z E. Z(es decir fes una regla que especifica, para cada conjunto de info! 

mación cual arista será seleccionada). 

El espacio di.; todas L1s po!>ibles estrutcgi.:Js i pJra un jugador dado üer.í 

simbolizado por F. el núr.iero de clcr.Jentos di: Fes 

TT 
!•1 

r 
j 

donde n es td númcrv de {'.onjuntos de infonnación con 

la etiquctn del jt1g.1dor. 

r
1 

es el número de alternativas parn el i-ér;irr.o 

conjunto de información. 

Sea z1 ,z2 
los Z - espacios p.:lra las b1,1ncas y negras en el •1Jedrez y sea 

Í J 1 f
2 

cualquier pc1C de c:;trategias para las blancas y negr;IS rcspcctiV<tm1Jt1tc, 

Un árbitro conduciría el juego sin postcriures inbtruccioncs de cada jug!!_ 

dor y anunciaría el resultado una vez dicha f l, r
2

. 

Para lél información :t1, que nfogun.1 mov!Ja. previ.1 ha. sido hecha, y que 1..'6 el 

turno de lus bl.1ncas y que S(<;), consiste Je 20 movid<1~ lcg;df!s p.::11·,1 las blanc.h 

as! es c:omo r:i
1 

'"f
1

(.;) E 5(;;). t:» una rnuvfda de .ipertur.i p.1r,1 l.,.; hlanc11s. 

l.:i inform:1ción z.~ de que l.:i movida de ;1pertura de las hlanc.1!> fuf m
1 

y de 

que n!ngun,¡ utr.1 muv1d,1 na sido hcch.i por t•l otro ju;-;.id11r, ;· (jlJt: l""' t:I 

mover para Lis negra:> y •¡ue S(:.
1

J cun•.;l"-tl' dl' 20 r-p•:id:1~; lt 1 ~.1l1•-;¡ ,1.,j que 

Entonces el resultado Je! jue~~o <:c;t,í dC'tcr::iin:ido 1ínJr:;1::icnte pnr !ao.; c•,tr~ 

tegias r 1 , [~ C'><-'o¡.;IJ.1-; por ]o-; ju,:.idurt:-. .il mcr1u'. tt<rii"W"!!tt• 
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0.3.l. TEOREMA, Todo juego finito n-personal con 1nformaci6n perfecta tiene um 

SQ1Uc~6n 

El hecho notado antes por el ajedrez, que el resultado del juego está dctc!. 

minado una vez que cada jugador ha seleccionado una estrategia, se cumple clara-

mente en func16n del teorema. 

Pero para el bridge no se puede afinnar lo mismo que con el ajcdrc:=, >'ª 

que las movidas de azar ocurren mas frecuentemente. 

Al discutir las movidas de azar, se hace ln siguiente simplificación conce_E 

tual. Sea W el conjunto de toda posible circunst,1ncia w en el cual una movida de 

azar es requerida. Cada w incluye una eRpecificación de la naturaleza de la mov.!_ 

da de ai:ar para. ser ejecutada, es decir del conjunto $(\o') de las alternativas 

entre las cuales una es seleccioiiada, y para cada ~ la distribución de probebJ!i-

dad p en S (w) de acuerdo a la cual la selección de ,. E S(w) se harú conforme 

a la dietribució~ p. 

Las selecciones para diferentes w's siendo indepcndientl!s, 

Ahora una selección particular de una~ E. S(w) para cada w constituye una 

func16n h definida en W con h(w) ( S(v). 

(En términos del árbol, h es una regla la cual especifica, para cadn conjunto de 

información etiquetado "movida de azar", cual arista es seleccionada). 
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También las distribuciones p junto con los requerimientos de selección ind! 

pendiente, detet"lninan una distribución sobre todo P en las func:iones h. Canse -

cuentemente, la totalidad de los experimentos ejecutados por el 5rbitro pueden 

ser vistos como un solo expcric::iento; a saber, seleccionando una función h E J-C· 
Conforme a la función de probabilidad P. 

Entonces como la totalidad de las decisiones van a ser hechas por un solo 

jugador, éstas pueden ser deacrita!l por una sola decisión: la elección de una 

estrategia, as! que la totalidad de los experimentos de azar n ser ejecutados 

sean sustituidos por un solo. 

Se puede describir ahora entera y simplemente la estructura de un juego: 

SupóngasP. que hay k jugadores, y sea F
1 

el espacio de posibles estrategias 

fi para el jugador t. 

re •• el espacio de resultados h sobre todo el nur. 

Gel espacio de (k+l)-adas: g•(f
1

, ••• ,fk,h) donde í 1 €: Fi;h€ J-ccualquier 

(k+l)-ada, g E G determina el curso del juego. 

Para cada jugador las reglas determinan un único resultado r, perteneciente 

al espacio de resultados R. Y consecuentemente para cada jugador hay una funci6n 

definida en el espacio G en R es decir q: G - R. 

PaC'a f fijo la distribución de probabilidad de P, conforme n la cual h 

es seleccionada, determina una distribución de probabilld,1d Q en G y entonces 

una distribución de probabilidad 1T í en R • 
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0.3.J.1. EJE H P LO. 

Consideramos el siguiente ejemplo que ilustran los conceptos introducidos 

en esta sección : 

la - El jugador X ciueve primero y selecciona uno de los enteros l, 2. 

2li - El árbitro lanza una moned11, si el resultado es águila, él informa al jug~ 

dar Y la elección hecha por X, y no le informa en caso contrario. 

3a - El jugador Y mueve y seleccionn uno de los enteros 3 y 4. 

4a - La siguiente jugada es aleatoria otra vez y consiste en selecc1onnr uno 

de los tres enteros!, 2. 3 con probabilidades Q,!1,0.2,0 . .'.. respectivamente. 

Los números seleccionado:; en la la, Ja y 4a movidas son sur.indos.esa cantidad 

pnga.da por Y a X Gi ln su¡;¡;¡ es p.:1r y en cuso contrario X u Y. 

El árbol de este juego se ouestn r:n la f!g.0.Jl.l. Los núr.:ieros en los v€!rt,! 

terminales representan las ganancias posibles del jugador X. ya que es de 

suma cero. El símbolo N es usado parn. designar movidas de azar. 

En términos de los dos espacios F
1

, F
2 

las estrategias de lofi dos jugadores 

pueden ser descritas como sigue: 

F I • \ 1, 2 l 
F2 • \O.J,k) ¡ ,j ,k - 3 ,4 1 

Donde la la. po~ición en lu tríada está condicionada a c¡ue la moneda caiga 

águila y el jugador X escoja 1. 

La segunda posición de la tria.da est.í condic tonada a que la r:mneda caiga 

águila y el jugador X escoj.1 2. 

La tercera poste Ión es cuando cae sol. 
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11,. 11.J.l.1. C..4• •irtl•• lh~• ""' ul~"•U ti<>~. 1, l"·!• orhu 1hno "" 

nJ .. 1a •• .,,teJa <on lo 1h«liin" he<I'>• p,•r 11 ••C•n\ty..• •l•.il"•J~ (10 0 p<>r 

011,>11 l"ll<lurl SI ll•no nlquou IC •~•Ú• Jo! ro•,dUda 10 •l•no .. na rabobl· 

IJJod cun he,,.¡ u• .. lt6 '"luclnr.•d~. 



19 

El espacio}{; de eventos y los valores de la d1stribuc1ón de probabilidad p 

para cada hE M:son dado.a por : 

}C • \ (A, l ), (A, 2 ), (A, J), ( S, l ), ( S, ), ( S, J) l 
Donde la letra A significn .'iguiln y S Sol. 

r • \o.z, 0.1, 0.2, 0.2, 0.1, 0.2) 

El espacio G de todas las tdadns g .. (f
1

, r
2

• h}; contiene 96 elementos. 

El espacio de resultndos R candstc de los 5 elementos : S. 6, 7, a, 9, 

Algunos valores de la funciOn q : G~ R son~ 

q (g) si g • ¡, (J ,J,4). (A,!))• 

q (g) • si g • ¡, (4 ,4,J). (A, J)) • 

q (g) ni g • z. (3,4,4). (S, l)) 

q (g) • - 9 si g • 2, (4,J,4). (S,J)) 

Si se observa el árbol del j1Jego se pueden calt::ular fácilmente las valores 

do Tir : IR -\0.2. o.J, 0,4, o.¡ 
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•u••IJu114orY. 

Tabla.0.3.1.1 

f
11

·•f
1

,1
1
l-11, 11.1,JlJ 

111'"º1•12J•(I, \l,J,l.)I 

t ~ 1 ' (f Z'.1 1) 0 L l. (J' J'))) 

'•1. (fl.fil. 0.0.1.~)l 
r!

1
•11l'IJJ•{l,(J,4 0 Jl) 

1:
0

•(1¿,f¡,)•C!.(J,,,¡,¡) 

'n • cr 1 ,1~J • U,(.,J,J)l 

l:b • <r !'I") • ILl~,J •• )) 

11). º1·l¡l. tl.14,4,JJ) 

f
16 

• (1 1 ,f~) • (l,lo,4,q) 

1h - u 1.1 41 ·o. o.~.¡,¡1 
11\ - 41 1• 1 -. 1 • \!, (:0.),))) 

'11 • \tt,tlJ • p, ¡., .. ,IJJ 

'a• u 1 ,1i11 • (1, !>.•,•P 

~. • (f, ,t, l • ( ' • ¡. 1 •• 1 

CAlt:L'LOct'lf't: 

' ' 1
11 

•!I, tl,1.llJ; 

fT1 (·U• O.l•il.l•íl.~ 

lf f J~J • u. 1•0. t•O. l 

"• 

1

11,,.,,.,, 
~.' (fil ... 4 .. o.2+o.2 

1T1¡.I)• .i-0.1•0.1 

,:rns) ... •.o.:~.: 

11((-f)•O 

•., (l,\l.•,)IJ 

11 1 ( -)) •. 4•0. l<-0. l 

•rfl-11·.••0.:•o.1 

tTftnJ •.:-~. 1•0.1 

!'1111¡ ., 
rr, (-~)· o 

' ' . ., ll,ll,4,l)) 

1111-H- .1 

irttfll• o.1<-0.1-0.J 

·rrft-n-o.1•u.2-o.1 

!/l(!l •íl.J 

lift-91-u 

1 

1, ~ . tl.tl.~,4)) 
1T r e.~ ~ ·' 
rrf,bl•o.1-r.1•0 1 

!!t\·1t•O. l•0.1•V.I 

¡. f (~) ·' 
'l 1 ¡-~)· o 

... IJ,( .. ,4,41) 

TTl(.)J• o 

Hte6l• ·' •0.2..0.l 

1r11-n-.: •0,ltO,I 

Trt¡8J ~.ó•U.l•O.l 

/lt(-9)-0 

1u11,¡i.,1,i11 

lfl!-)1 .1 

1ftJ•.)•.l•O ?ttl.1 

11n-IJ•O.l•O.l•O,: 

i(t(8) oU,l 

7f ft·~J· CI 

112·(1,IJ,).lJ) 

" ft-})• .1 

'fff(6J• ,}•0.\l-0.2 

Tfrc-11 ... 1-0.2•0.1 

11¡¡5¡ _., 
11f1-i)•0 

~-~-~~~ ....... --~-.....J,---~-~-'-~~----
111 • o.o.J.lll 1~• .. f/l.ll.J.4n 11J - 1:.n,:.ii! 'H • n,(l,:.:n 

1Tfl·H •o 1tr(-lJ .. o '11'f!-5l •o Trr1-sJ .. o 

7rtu1 .. o.~·c.2-.:i.. 7tt10 .. J,1.....i.~...;¡.l 1'r1u1 - o.!--<i.1w-0.1 ·l}'nu .. o.1t1J.1-o.2 

,.., .. •l,1•,.,JJ) 

1 

"· _,,. ' 

1T' fl"J 11'11~1 .. 'J 

'1'11(-)J. o.;«1.1..ti,¡ ,fl-'j ... ,,J•'l 1T1( '¡ .. A'•> \>tj ¡ ¡ 1"j( 1) - •l ¡ .. , .• , 

~-=_::._·:_. -_-._:_,._,._I·_"·_· ~:_:_: ~--~)_:_:_._;··_,._'"_'·_· _,_-_~_: :_'.:_. _ .. _::_:._.": _ l_·· ' 1 :: :::, : :::·~·~ .. :' 
Tabla. 0.3.1.2 
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1t'1: 11.-(0,1) 

rr,: 1- ),b;l,a, - ¡j-¡o,o.i,o,),c.4j 

().l º· 1 o.~ 1 l),l 0.1 1 o.} 

0.4 j 'Ll 
1
: o.~ 1 o.J ! ~-j , 

(,!. .. i o. ~ ~ o. l j o . ! o '.. 1 o. ? 

o.: ¡ e.: o. 1 : o. l ¡o.~ ¡ o.! jo. J ¡ o. 1 j o,~ ¡·' 
o.lo.: o., O.? le.: o.4 j o.- ; ·:..1 o. l ¡ o.i ¡ o.~ i 0.1 0.1 0.1 

'----º·_,_I _'_· _.i_º_· _:_º_· _!~º-·-'-! º_·_,_ __ º·_' _º·___,_ __ º·~~-~ _: _º·_,_' º_· '-'-~-~ 



22 

Parn resolver este juego se recurre a los teoremas y d!:!finiciones 

que eo von en el opóndicc O :sin embargo .1qu! se encontrará ln 

matriz de pago porque hny una m.anera muy sencilla de refóolverlo y es la sig.: 

se calcula !!l producto e5cal.1r del \o'cctor colum11.atranspuesto de r~sultadoa con 

cada '>Jector colt1mna de la distribucUin de probnhilidade!S de ls tnbln anterior. 

por ejemplo: 

(-5,6,-7,B,-9) 

Haciendo todos los productos se obtler.C? la m.'.l.trlz 2x8, 

2 estrategias puras para el jugador X en la columna y 8 eotrategias puraA del 

jugador Y. en el renglón). 

•i--Z (), 3,3) (J,3,4) (3, 4, 3) (3,4,4) (4, J, 3) (4,3,4) (4, 4, 3) (4,4 ,4) 

l - 3.6 0.3 - 3. 6 o. 3 .3 4.2 o. 3 4.2 

11 4.2 -o. 3 - o. J -4. B 4.2 -o. J -0. l -4.8 

-

El método general para resolver este juego se verá en et ,wl:ndice O 

pero por la forma de la matriz emplearé en éstu el método geométrico que analiza 

E.S.VENTT SEL[G] \'a que la matriz put!dt! ser i·cJucldn :t otra de ta111aiio 2X2 por 

dominnnctn de estrntei~ias. 

(J,4,J) (J,4 ,4) 

- J.ó o. J 

11 - o. J - 4 .B 
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Esta matriz se puede repre!>cntnr por H donde 

M• f11 d¡l 
b1 ª2J 

As! pués el método se puede ver en el diagrama siguiente 

FIG. 0.3.1.1 

... 
pt P, 

En donde N el punto de intersección d~ las rectas,ydefincn la solución 

al juego de matriz M ~se intepretn as! : 

Para el jugador X : El obtendrá un valor v si juega su primer estrategia 

CCflprobabilidad ~· y su segunda con probabilidad p2• 

Resolviendo con los valores reales de la ciatriz se obtiene la solución 

con dos dígitos aprodmados ver figura 0.3.1.i para el caso 2xn. 

v'•·2.1 v* •·2.L 

Análogamente para el jug.:idor Y: 
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La interpretación es ésta 

Con algún mecanismo de aiar determinado por cada par de estrategias. El 

jugador X jugará miis frecuentemente su primera estrategia pura que la segunda 

obteniendo como ganancia promedio - 2.1 

El jugador Y. Llene a su disposición las estrategias, (),4,3) y (J,4,4) 

que se interpretan as! : 

(J,4,3) : Si ea águil.'l el sabe lo que X puso : si fué 1 el elige 3; 6i 

fué 2 el eUse 4. Si es sol él elige 3. Con írecucncia 0.6 de todas Isa veces. 

(3,4,4) : Si en águila le dan inforeadón : si X elige l él elige J; si 

X elige 2 él elige 4. Si ea sol no hay información y ent.onces él elige q, con 

me!'cr frecuencia (0.4) ¡ obteniendo también un pago promedio de ~2.1. 
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Q,l,.FORMA NORMAL. 

0.4.1. VALOR INFERlOR,VALOR SUPERIOR Y PUNTO SILLA. 

Sea rr ( X,Y,M) un juego dondt! el primer jugador tiene m-estrategias 

puras, y el jugador tiene n-cstrategias puras representadas en X e Y respec

tivamente. Al juego que origina se llamo de: mxn. E!.! decir los elementos de 

X san x
1
,.,. ,x

0 
y las de su contrario y

1
, .•. ,ym. 

Supóngase que cada bando adopta una estrutegin definida, digamos : 

x
1

,yj entonces estas f'strategins determinan el resultado élij "M(x
1
,yj). 

que quedarfi indicado en una mntriz de tar.iai'\o mxn. A tal matriz se le llama 

matriz de pagos del jugador 2 <il jugador l, para quedar como en la siguien

te tabla:o.1.1.1. 

'~ Y¡ y2 ••• yn 

" . ml m2 

a 
In 

a 
2n 

El propósito de ln teor!a de los juep,os ea elaborar cursos de acci6n 

racionales para los jugndores en una si tunc16n antagónica, Si •m juego se 

repite muchris Vt'!CCS, unn estrategia óptima pura el jugador es la que garan

tiza la gan::rncia media mitxirn.;: posible. La hipótesis más import1mtc qlle se 

establece es que el oponente es por lo menos tan racional como t>l ::iisr.-.o ju

gador, y hará lo posible para evi.t:ir que .:tlr..1nr:e !;u cbjeti•10. 

En la tabla 0.1.Ll supóngase que la!:! tt5lrntcgias disponibles para 1 

si ulige x
1 

se debe considrrar 1:1 posibil lr:L1d de que el oponente cc.r1lr.s-

te con la estrategia yj cuyo pago es aij que sea tan pequeño como sea posible, 
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DE modo que pura un i f.1.jo debe considerarse el menor de los números aij 

en el renglón 1. Este número se denota por: 

Si elegirnos la estr;:it.•"'gia x
1 

entonces no se puedl:' esperar gannr más 

de c(i • Pero entonces se puede elegir en esta s1 tuación , de los núm('ros Cl(.i 

el máximo , denotado por o\ :;:: m~x DI 
1 

• 

A este valor se le lla~a valor inferior del juego ó maxim!n ya que: 

Y la eotrategia que se obtiene Ge le llama estrategia maxim1n, que es 

la más cautelosa o conservadora. 

Analogamente para el jugador 2 , . como esta interesado 1 . ..n minimizar 

las ganancias del contrario y como :;e considera que t:l pago es el negativo 

de ln matrh de loa entradas a 1J • Así que J3 "" mf ªtJ , y el valor 

f3 = m3n J3J , se le llama el valor superior del juego o el minimáx, 

donde: 

Que es la !!Strategin más conservadora paro el jugador 2. 

Cuando en algunos juegos el valor inferior y nuperlor coinciden , ln~ 

estrategias maxir.i!n y minimáx son estables. El volor común se le llama 

valor del juego. Que es lo que cada quién esperada obtener al jugar muchas 

veces si emplean sus estrategias maximín y f'lfnimáx. Al punto en donde coin

ciden se le llama punto silla. Y al juego se dice que tiene punto silla. 
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0.4.2. Extensión Mixtn. 

Entre los juegos finitas con punto silla ~e encuentran tnlly raramente 

la prnctica , y por to general lo~ valores puros inferior y sup!"rior 

son di fcrentes. 

Y es así corno se tiene qut! r!.!:>olver el JU("bO p<ir<l este coso por un 

método aleatorio que consiatc en usnr lns e~trateBian puras en una propor

sión definida (por un mecanismo aleator1o) . A tales cntratcgias se les 

conoce cor.m ~ 

Por ejemplo en el juego 0.3.lse pu2de us;ir una ruleta como se indica 

la fig .0.4 .. 2 .. lse gira la ruleta y donde porn al indicar la flecha se 

juega la estr<ttt:gia señalad'1. 

El resultado principal de este capítulo c1:> conocido como el teorer1a 

fundamental de la teoría de Juegos enunt:iado y d'itmostrado por primero vez 

por John Van tfowmann en 1928 y que afirma que t:odo juego bipersonal de su

me. cero tiene solución en estrategiaa posiblemente mixt13s. 

i.a ganancia promedio o'otcnlda siguiendo la estratl'!gia soltJción se lla-

ma valor del juego -V , y se encuentra entre ce.. y ~ • 

Es e.si como se hn 1 lcg.::ido al punto en que :;e puede dt-scribi.r la secuen

cia de solución de un juego bipersonnl suma c~ro como: 

1º~ Se clas1f1can las eslr3tq~1as pura!> pOJrtt r:,1d., jlJ('.;}rtor. ?i> 5l'! encuentrn 

la matriz de pago para alguno de lo!l jur,ador,~s. "l" Se observa si Ucne 

punto silln , si lo tiene se l.nterpret.a si no ne procedl~ en basv n l;w re-

ferenclas (4 J { 6}. 
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RESUMEN DEL CAPITULO O 

Eoto estudio proviene del excelente libro " Thc Grune Theory nnd ota

t1oticnl dccieiono " de Ulackvell nnd Girshlck. Ya que n pennr de aer un 

texto anterior, hoce un estudio rigurooo de loa juenos bipernonalen de ou

ma cero. 

Un juego oc cnrnctcrizti por un conjunto de reglna que tienen un cotruc

tura formal; lo cunl RObierria el comportamiento de loo individuoo que inter

vienen en el, Y loa cunlcn ae encuentran en tma oi tuac16n de conflicto, 

Loo movimientoo que se hocen en el juego aon de don tipon: pcraonnleo 

y de nznr, llnmndoo "la elección" y el "reaultndo ó loter!n". 

La forma extensivo de u juego en un árbol como en ln teor{.n de ~riifi

caacon ciertas rcglna en donde aparece la idea de conjuntan de informoci6n. 

Cuando todos loo jugadores tienen 1nformac16n perfcctn, el juego oc di

ce que eo de lnformnc16n perfecta. 

Unn estrntcglo, ea un conjunto de nccionea 6 inRlruccioneo que 

puede hacer un determlnodo jugndor en todu clrcunetnncin que ne le presente 

en el deoarrollo del juego. 

El eapocio de todn=:i lau paaiblen eD
11
trateRloa f ne simboliza par F. f.1 

número de elementos que tiene F ce : Y,; r l donde n represento el número 

de conjuntos de lnformnclón del jugador, y r
1 

es el número de nriatao que 

so alejan de cunlquler vértice de codo conjunto de infonnnción. 

Ln estructura de un juer,o se puede dencriblr en función de loa siguien

tes clcmenton, suponiendo que hay k jugndoren, y oca F
1 

el eopncio de lno 

posibles eotrntcgtos pnrn el jugndor 1: 

l}. re ce el cnpnclo de reoultadon h sobre todo el nzor. 

2}, G CD el espacio de (ktl)-a.drm P."' ( f
1

, •.• ,fk,h) donde fi E: Fi 

y h<J{;. 

3). Pnrn cad11 juf~ndor lnn rcglaa determinan un 1ínico reaul tado r E R 

4). Porn cndn jugador hay una funci6n q : G --- R ver r.jcmplo 0.3, l. 
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S). Pnra f fijo, lo dh1tribuclón de probabilidad P, conforme o la 

cual h ea ooleccionndn, determino una diotribuci6n Q en G, 

y no! 'lr'f: R -- n (del conjunto de rcaultadoa, al conjun-

te de loo números reales). 

Paro Uuotrar estos elerncntoo oc puede ver el ejemplo 0.3. l. En don

de ne iluatrn también un método geométrico para rcoolver juegoo 2x2 Tro

tndoo tnmbién en (4) y í6J , 

Finalmente ac trota la forma normal de un juego que ca uno matriz de 

pagoa para algún jugador, y que eo conveniente con el propóoito de rc

oolver el juego obucrvondo oi tiene punto oilln , ca decir oi lo eatrate

g1o mnxJmin y mlnlnmx coinciden. Si na entonces ne procede o. reoolver

lo por loe ti!cnicna de proP,ramnci6n lineal (algoritmo de Tucker) ver [41 

O el artículo {231 en donde ue planten el juego con nyudn de los llamo-

dao estrnteg1nn mixtas, que ea un mccnniomo olee torio que reo'.Jl tn del aná-

lisio do aoluc16n citado en [3J y [41 • 



CAPlTULO l 

L JUEGOS MULTlESTADO. 

Ll Los títulos descriptivos Je supervivencia, ruina, desgaste cstocñstico, reCu!. 

sivo elthaustión y multiestAdo nacen con la publicnción de un grupo de matemáticos 

de la RAND Corporation en 1951. 

Se puede encontrar un tratado de estos juegos en ANNALS OF MATEMATlCS STUDIES 

No. 39. Contribution of the Thcory of Games. H.W.Khun and A,W, Tucker. 

Solamente nos interesan tres tipos de juegos de los mencionados por gran 

parecido con el juego tratado en la parte central de la presente tesis " El juego 

de la Polución 11
, Estos tres tipos son : Exhnustion, Estocástico y Recursivo; den-

tro de los llamados juegos multiestado, también tr..itados en el libro: Gamc Theory 

autor G. Owen. 

Cuando se consideran juegos con muchas movidas. Aunque sea un juego tan simple 

como el tic-tac-to11 (gato). Si se desea contar el número de estr.itcgias para el 

primer jugador se nota que él tiene 9 elecciones para la primer movida. Entonces 

para cualquiera de las ocho posibles réplicas, el tcndd:a siete elecciones en su 

segunda movida; si se consideran solamente sus primeras dos movidas del primer 

jugador. encontramos r¡ue tiene 9. 78 • 51 ,883,209 estrategias puras. 

Cualquier intento para clasificarL:is, está fuera de lugar. 

Como una estrategia pura es una (unción dcíinid11 sobre 1.:1 colección de los 

conjuntos de in(ormación del jugador, asignándole a cada conjunto de información 

un número entre l y k (donde k es el número de elecciones en el conjunto de infor-

mación d3do). 
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As{ si un jugador tiene "4 conjuntos de información y k elecciones en cada 

uno, el número de estrategias puras es "N el cual es muy grande. 

Regret.ando <tl ejemplo del gato, encontr,1mos que ninguna jugada del juego en 

realidad al jugarlo se considera toda posible estrategia pura {es decir, toda 

posible sucesión de movidas de la primera a la última). Sino más bién e_s jugado, 

considerando en cada movida toda's las posibles elecciones para esa movida Bolame~ 

te. 'i decidir de la experiencia o de otra manera cual es In mejor. 

Entonces el número de estratl.!gias se simplifica bastante, ya que como el jug! 

dar tiene N conjuntos de inforr.iación él tendrá H estrategias y es as! como se 

tiene la siguiente definición : 

DEFINICION. Una estrategia de comportamiento, es una colección de N distri-

buciones de probabilidad, una para cada conjunto de información en las posibles 

elecciones. 

Ejemplo. A un jugador se le dá una carta de un paquete de 52¡ después de ver 

carta, el tiene una elección de una de dos¡ pasar o apostar una cantidad fija, 

El número total de estrategias puras es 252 ¡ entonces el conjunto de estrategias 

mixtas tendrá dimensión 252 - l. Por otro lado una c!'>trategia de comportar.lfcnto 

simplemente díi la probabilidad de apostar con cada mano. Entonces la dimensión 

del conjunto de estrategias de comportamiento es 52. 

En gencr.11, el conjunto de estrategi.1s del cr>mpDrtamirnto c~i de n:en.ir dJmcn-

sión que el conjunto de cstr;itcgi;is mixtas. Por otro lado ~erá puntualizado que 

bajo ciertas condiciones, no toda estr;1tegla mixta puede ser alc.1nzada, usando 

estrategias del comportamiento, como puede verse en el siguiente ejemplo : 
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Ejemplo. En el juego con árbol se eciquet.:in las estrategias puras del jug!!_ 

dor Y como II. ID, DI, DD. Una estrategia mixta es un vector (x
1

, x
2

, x
3

, x4 ) 

satisfaciendo las restricciones usuales : Una estrategia de comportamiento 

par de números ( Y 11 Y 
2

) satisfaciendo solaciente O! Y,~ 1 , 

A la estrategia de comportamiento (y
1

, y
2

) le corresponde la estrategia mixta: 

ty,y, 'y,(1 -y,)' (1 - y,ly,' (1 - y,)(1 -y,)). 1.1,1, 

La estrategia óptima para el jugador Y es el vector (O, S/7, 2/7, O) que no 

es de la forma I .1.1 Por consiguiente el juego no admite solución en términos de 

estrategias de comportamiento, 

' \ 
o 
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La dificultad con el anterior ejemplo es que el jugaJor Y no sabe en su 

segunda movida que hizo en la primera movida. Tales juegos se dice que tienen 

recordación imperfecta. Esta dificultad complica las 

estrategiü mixta por medio de una de comportámiento 

y no se llega a toda 

El tipo de juego el cual nos proponemos estudiar, es muy cercano al de lnfo.! 

mación perfecta: Después de un número dado de movidas a ambos jugadores se les dá 

la información simultáneamente (los cuales na tienen que olvidar para que el juego 

pueda ser recomenzado desde una posición dada. 

El modelo general ser.'Í : 

PRIMERO. El jugador X tira 

SEGUNDO. El jugador Y tira (ignorando lo que tiró el otro jugador). 

TERCERO. Una movida alentada es hecha (un resultado). 

CUARTA. Se les dá información a ambos jugadores. 

Cada uno de estos ciclos será llamado un Stage (estado, período, etapa, etc) 

del juego. 
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I. 2. JUEGOS DE EXllA!J2!.l2~ 

En este juego cada jugador empie7.n con un conjunto finito d~ recursos en cada 

cst11do del juego un recurso de alr,ün jugndor es disminuido en una unidad. El gana-

dor será el que termine con el recurso del oponente 

Altcroacivnmente en cada estado el otro jugador podrá sumar un punto a su 

recurso; o bién : 

El ganador será el que primero alcunce un número fijacl<.i de punto9. Entonces 

estos juegos terminarán tiiernpre¡ despui!s de un cierto nút'lero de estados. 

Es recotnendable resolver estos juegos en reversa. 

La idea general es que eada estado puede ner trntndo como un juego sepnrndo. 

Cuando las estt"atcgias par.'.l este estado son escogidas, el pago será una canti.dad 

veradera (en caso que el juego multiestado termine} o bién un.1 obligaci6n de jugar 

un er.tado subsecuente del juego. 

Como se trata con juegos separadas se puede sustituir en ltJRar del juego su 

valor esperado y resolver l.:t nuevn matri:z: corno Sl! ve en lo!:> siguientes p5rrafus : 

Ejemplo: Considérese el juego r.on matriz 

( 
"" r; ) >t' 
r, a,' l.>. l. 
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Donde. las entradas f l y f 
2 

representa la obligación de jugar otros 

doa juegos con sus respectivas matrices : 

[. 2. l, 

Si los vlllores de r l y r 2 son v1 y v
2 

rcspectiv11mente. Se pueden 

sustituir sus valores en la mntriz {t.2.:'::.) quedando 

( 

a,, 

v, 

v, ) 

a,, 
l. 2' '· 

Al resolver (¡.2.3) podemos t.oneegu!r las estrategias óptimas y el valor para 

(¡. z. 2). 

Par.n juegos de exhnustión; se puede cmpe;rnr con obtener la solución panl el 

juego final (es), el cual tiene una unidad Je recurso y como este juego cermin.1 en 

un solo estado se resuelve directamente. fl(;r,pu~<; r.e rcsucJve el juego en el cual 

entre. ambos jugadores tlencn tres unldade!\ de recurso. Estas s-olucfones ayudo.ríín ¡¡ 

resolver los Juegan con cuatro unidades, cinco etc, 

mente. Pnrn juegoti r.tas prolu11gadn~, una ('CU:ictún <le recurrenci;i •·~ obt1ene, la c:uni 

puede. o no puede ser fát.ilmcnte reau~lta. Si lo en entonces dicha ccu.11...iún nor, dará 

las estrategias óptimas y el valor del juego. Si 1111 pucdl' ser ffídlt:i(!ntc rcsueit..1 
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La matriz del juego se parece a ésta Para el primer estado. 

~y 
INSf'lCCIONA. IN SPECCI Ok 

..t.c ru A 
_, 1 

NO A CTU A 
1 rN .. I 

r.2.s. 

La cual nos dá la definición recursiva 

VN VACOR [' l ] 

1 VN _ 1 
I.2 .fi. 

donde VN•t'< t ; y por lo cual la matriz anterior no tiene punto silla. 

Resolviendo el juego con matriz (1.2.b) 

Se tiene que 
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' x,:---
) .. v,..,~1 

YH:~ l 1 - vtl·1 

con condiciones iniciales "r • O 

1 • '2 ·' • 

1 . Z.•. 

I.2 .L 

Ahora se puede definir un.:t nueva ecua.ci6n en diferencias con la sustitución 

I.1.10. 

1.2.11. 
O bién 

Y que al sustituir en la ecuación 50lución (¡.2.9) se encuentra que 

para toda "'~ 2 J. 1.12. 
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Resolviendo esta ecuación en diferencias : 

Sustituyendo en la ecuación (1,2. 9) obtenemos 

·2-"~ol N ·1 
-.-.-,- -¡;-:--¡--

Por tanto 1 .1 .14, 

(1.2.14} es la solución en cada C!itado. Y las estrategias óptimas para t!l jugador 

X son : 

Para el jugador Y 

1 • 
( ¡;-;-¡- ' -¡¡-;-¡- ) 

1 

•• 1 
'-"-) 

N • 1 

Y.1 que el jugador tiene la m.:ttriz 

(., 1) 
•· , 

1 -¡¡-

l • 2. IS. 

J .2 ,IG. 

I . 2.11, 
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I. 3 JUEGOS ESTOCAST!COS 

Estos juegos son casi iguales a los anteriores. aunque son importantes sus 

diferencias. 

Como hay un número finito Je posiciones distintas, es posible para el juego 

regresar a una posición previa, a:;{ que los juegos put!dcn continuar indeíinidame~ 

te, Además hay realmente un ¡rngo despui!s de cada estado del juego, así que por un 

lado y otro 1 un pago infinito es teóricamente posibl~. 

ExiHte sin embargo una probabilidad positiva para toda elección de estrate -

glas¡ tal que la probabilidad de juego infinito es cero y el pago esperado es 

finito. 

Específicamente, un juego estocástico es un conjunto de p 11 Elementos de 

juego 11 o posiciones rK. Cada elemento del juego es representado por una matriz 
'lh\, ... ,, 

N\ 1. nk cuy ns entradas i>on de la fonnn. 

k k ~q~:r. 
"'' 1 

a ,, t. l. I, 

' q'' .. o ;?:q" < 1 
I. l. 2. ,, 

\;I 11 
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Una estrategia se dice ser estacionaria si para toda k los vectores X
111 

independientes de t • 

Una estrategia para el jugador 11 es una c:olccdón de nk-vectores ~ltl 

es decir el número X~ 1 es 1.1 probabilidad de 1¡ue el jugador I usará su estrategia 

i-ésima, asumiendo que en el t-ésimo estado del juego, él se encuentra jugando 

el elemento r" del juega. Como' elemento rk puede ser Jugado varias VCCt!l:i1 él 

no necesariamente usará las mismas probabilidades cada vez que es jugado. No obsta_!! 

te si él usa el mismo esquei::a aleatorio cada vez. que el elemento es jugada, la 

estrategia se dice ser estacionaria. Desde el punto de vista de la simplicidad 

prefiere estas e.strategi;15, 

Dado un par de estrategias, un pago esperado puede ser calculado para k .. l,,,, •P 

sobre la hip6tesis de ql!e el primer estado del juego será el elemento del juego r
11 

Entonces el pago esperado para un par de estrategias puede ser penflado como 

un P-vector. Como con tlll.trices de juegos ordinarios, conduciendo a la definictón 

de estrategias 6ptim.as y un valor, el v.1lor siendo un P-vector V.: (V1 , v2 1 •• 
1 

VP 

Es claro que, si el valor del vector existe
1

uno d~be poder SU:Jtituir el ele-

mento de juego rlt por el valor vk de la componente. 

Se sigue que podemos tener 

v,: val( B,) 

Donde Bit es la matriz mi!. X nlt cuyas entradas 

t.>" = 0 11 

., •J 

t} donde 

" 

J,l,5. 

I.]. 6 • 
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Se ve que 

Se sigue del lema anterior que 

Pero como V y W satisfacen (I.3.S) y (¡.J.6); esto significa 

pe ro hemos asumido que 

'V 
o 

~. Construiremos una sucesión de vectores los cuales convergen nl 

vector deseado. Definamos inductivamente 

v•: (0,0, ... ,O) 

r : 1,2,. .. 

Debemos demostrar que? lo sucesión de vectoret> v': l '-'1
1

, • • J v;) converge, 

y SeKundo, que el lfmite tiene las propiedades deseadas (1.J.)) y (¡.J,6). Sea. 
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por consiguiente v., : W11 • 

La segunda parte de la prueba es constructiva en aquella qua nos permita 

aproximar los valores de los elementos del juego r 11 en una manera razonable y 
eficiente. Si asumimos que el juego continuará corno un juego estocástico hasta 

que se haya jugado r - veces y entonces necesariamente termine obtenemos un juE_ 

go de cxh.:i.ustión (el juego truncado) en lugar de un juego estocástico. Si resol. 

este juego de exhaustión por los métodos descritos, obtenemos los valores 

v' también como las estrategias óptimas para las rnatrices a~ • El número 

como se dcfini6 antes tal que b probabilidad que el juego continue mas allá 

de r-estados, en cuanto que las estrategias Jeb.in ser empleadas, será a lo más 

' s . 

Entonces, si r es muy grande así que s' es d~iOOle, podemos aproximar 

el juego estaciistico, truncando después de r - er.tndos. 

Ento es lo que precisamente la sucesión de vectores vr hace. Además las 

estrategias óptimas xkr y ykr para los juegos truncados convergi en el 

límite a estrategias óptimas estacionarias para el juego estocástico. 

I.3 .l. Ejenplo. 

Considérese el siguiente juego: Los jugadores Xavier e Yvette t1enen entre 

ambos 5 unidades. 

En cada estado del juego, Xavier elige cara o cruz e Yvette sin saber la mov! 

da de Xavier hace una elección similar. 

Si las elecciones coinciden, Yvctte le paga a Xnvier un.1 de dos~ 

J unidades, si es carn o bién l unidad si es cruz. 
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Si las elecciones no coinciden Xavier le paga a Yvette 2 unidades. 

Después de cada estado, una mont?da es lnn..:ada pura detcrcinar 51 el juego 

continuará o finalizará¡ además el juego terminará a algún jugador ea 11Aniqui.l_2 

do. !lacemos la estipul3ción adicional que ningún jugador puede pagar más que lo 

que él tiene. 

Este juego puede ser representado por los cunero elementos del juego ~ 

donde k es la cantidad que tiene Xavier al principio de un estado. 

r,, ( 
>. +r,, _,) ( .. ) r, 

_, 1. +r2 . ' ,. tr1 

r,' ( 
·'. ~r,) ( 

.,. tr2 

) r 
' ' ·2+ ~r, 1+- r4 -2• 2 r2 

Si damos las condiciones iniciales : 

vº: ( o .o ,o ,o 

y res o 1 vemos cada elemento de juego: rk k. 1,2.J,4 

con tas formulas para matrices bipersonules suma cero: 

v:º11ª12 ~ 
0,2· 0 21- 0 2i a,, 

( I. 3.9) 

( ¡, 3.l'l 

( ¡. 'J.11) 



Para r1. 

yl 
t· 11· 1 I 

' ·1 1 . 
v' 

(· 2X • 21 

' -¡ . ' 
•' 

1·2)(-2) 

l ., 
' 

y1 
l- 2){- 21 

' 
_, 

2 . 

'" 
' l 

,., 

' 
. 1 

,., 
2 1 

"' 1 1 
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' 
• 
2 =·--
' 

' 
t ~ ,.!.. .1...l.¡ 

J a 1 2 

Si sustituimos ._,, en los elementos de juego obtenemos V
2 

al resolver de la 

misma manera. 

v
2

: ( v1
2 

1 vi 1 v~ ,v¡): { ;~~ ,-*·· 2~1 ,-,:~) 

Usando dos dígitos en cada representación, 

Si sustituimos este valor nuevamente un cada elemento de juego obtenemos el 

3 
vector V 

v1: ( . ª· - .1'~. - . l 1, •• ~~ } 
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Repitiendo el proceso hasta encontrar un vector en donde convergía la secue.!! 

cia, se obtiene el vector v 
4

. 

Que es el vector buscando (correcto o dos dígitos). 

Pat'a encontrar las estrategias 6ptirnas para cada elemento de juego f k se 

usan los valores de v~ y con las !órmul.1s (¡.3JO) y (I,J. l·l) . 

,1 . ( .34. .66) . ,1 . (.34, .65) 

,2 • ( .38, .62) v2 • (. 38, .62) 

xl • (.40, .60) vl . (.40, .60) 

,4 • (. 50, .SO) v4 • (.SO, • SO) 

Ya que 

1 ª21 • ªn _, 
- .91 - l.'1 x,:. 0.14 

0 u• 0 21- 0 2i 0 11 
_, 

-1 - U']·.91 ·?.34 

X~: 
0 12' 0 11 ·1 2.1) - ),7] 

0 12• 0 n- 0 22- 0 11 • I • 1 ·.91- 2-71 :-T,¡¡- 0.'6 

donde r, 
_, 

) ·• ... 
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Análogamentepara: r2; r) y r4. 

( 

' ' ) ( l _, ) 

r, = 2 ....... ,,, : - 2 .84 

( 

' -2+.'42•1 ) ( 2 -1.87 ) 

r, : ' 

2+'lt.26) 1•.'lt·.'l~) - t,87 .71 

r:. = ( 1 - ••• ,, .... ,) : ( 1 -2.1 ) 

• 2+.~- ,1QJ 1 - 2.1 1 
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Este juego recursivo puede ser pre~entado pnr un solo elemento de juego 

Una estrategin para un jug.1dor (partt una opcrnción nocturna) conslste simpl~ 

mente de una partición de sus unidades en fuerzas atacantes y defensoras. Si se 

denota con A (ataca) y U (deffontlc) la o:itrL: para este Juego es : 

ENEMIGO 

BLOTTO 

-1 

-1 -¡ 

Para la resolución de este juego se puede consultar EVERE'tT [20], 

El valor de este ju<Jga es +l, can estrategias de la formil: 

1 o, 1- E - et. E • tt 1 

para Ulotto, y toda estrategia 6pt.i.mu parc:s el enemigo 



CAP l'IULO II , UN JUEGO DE FOLUCIO!< '. 

l. INTRODUCClON. 

El pres en te eser i to i nvcst iga un j ucgo 5-personal, 

multiestado1
, no-coopcrativo 2 desacI"ollado en la tcur la psico

lÓgical. Este juego se presenta aqui corno un sistema económico 

con externalidades~ 

La Primera Parte. 

Se hace un estudio teórico para analizar la estructu

ra ba.sica del modelo, y sus conexiones en otras representa

ciones económicas tales como la POLUClONs. En particular se 

caracteriza el equilibrio de NAsd', y el CORE del juego
7
. Ade

más se exhibe que estos dos conceptos de solución, generan 

los mismos puntos para el juego con un nuÍncro infinito de 

estados. Y el factor do descucntJ es también investigado, 

La segunda parte, 

Se analiza en función de estos conocimiientos teóricos, 

los resultados de un experimento, el cual fué realizado entre 

una poblac io"n de escolares franccscs11
• Se estudia cohes iv i

dad de grupo y comportamiento individual en cuatro situaciones 

distintas: dos tipos de externalidades combinadas con dos 

diferentes situaciones iniciales. Se comparan los resultados 

significantes con otros obtenidos previamentd 0 

Se piensa que este lrahajo puc<le ser de algún l.nterés, 

para psicólogos, economistas y otros, quienes han estado de

sarrollando modelos de poluciún en sus propios campos. 

1.11-•rtu••t".'"1 

l. }"~\::::~"!::~~. '4~"'~.;,·: ~~ '. /;::;;,:: ~;.' '"'"'· 
~. l•·•tr., ,,_.,,.,,..,., ,...., hU•~.i·'•d•hl~• ,., ..,,., ,,., ........ ~ .1~ ¡ .... :.,,,,.~, ,¡ ............. :., '""' uf~,1~ •l ¡,,~,,~ .. , ... .,~ ~·••,¡;t. 11 

" ,..,...,., J~ ..... "•··~··. 
S. t'<>lur,.,,. .. ,,,.,,,..n..1 .. ,. .. ,,,, 

~: :~•;:2~Y.~; ~;:~~::~:~~:·:~~:::'•~:':¡;·;.~~·:~.::·:''~•··,:,,ro:::: ~:·.:·;~ :: '~;~11.t., r; JU•~·• ~.~c~~"'l••·•A. 
v. ~.2.'.~.!~".'.-~~e:_:~~!'.'..'..'.':'~'0:.'-'-; .. ~"'.<1!•!"''"'"·"-'-.!'-·'''-_11 . //. 1J.:.,.•"'· ;.r. ,.,.., ...... t. 
ti) • . \ ...... ~ ........ Ar f>M J,~o<l./<' fJ "'"'' ,.,,, .. ~·l ... l<MrA/"' •'I •,·,.i ,., «), ,¡ ,,/.,., f<i;A~o. 
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Antecedentes. 

Este escrito es devoto a un estu1io teórico y ~:iJrental. de 

un juego de la poloción. el cuál ha sido intrcducido en la literatura 

psio::>lÓgica !X)r Da.na, Rut.cnstein1~ lnform:i.l.Irente establecido, se puzde 

decir. que el Eegg sirrula un rredio a-miente econánico. y dinániCD oon re.-. 

cursos limita:fos. E:stos recursos son cctnurm:mte apropiados p;ir La canuni

dad, y cOOa agente continllélrente usa alguno de ellos para su consuno pri

vado. Una vez usado(s) oo degrOOa(n}. y el ag~nte econánico tiene la elec

ción entre reg?nc..rarlos o no; Entonces cada agente ¡>\:ede rontribui.r a 

la ~servaciOO o al rreiorfJDiPoto del rrcd.io anbicnte (a un cierto costo) 

o a su dccmyia.ciÓn. Esta situaciÓo M sido abstraída p.:::ir las siguientes 

reglas: 

El juego es una su:esiÓn do estOOos. Ca::la estOOo m{lieza con una 

distribucí~ de ~ cartas a ca:1a jugador de Wl p;3.quete de cinc~nta 

cartas azUles o rojas. Si un jugad.ar recibe m:>noa de tres cartas rojas, 

el gana ~ unidades. ~ otra forna. el pje.rde \.!:00 unid.00. En seguida 

el jugador tiene L:l opcién de entre tres elecciones caro observa la o:.npo

sición del ~te centralt 

oe;;roo OOJA. El repartidor hace un carbio autarútico de una carta 

azul p;:>r una roja a ningÚn costo. 

OPC!Qi SJ'Al!JS. Eliminar el carbio anterior d un costo de dos uni

W~' ~· ,, 
OPCICN AZUL. Ordenar t..m caibio de una carta roja ¡;ar un.1 azul 

a un costo de Ct.E.tr-o uni.rl~es. 

La o:IT{X)SiciÓn del ¡::equete oontral para el siguiente esta:lo es 

el resultado global de cada rrovida (X!rsonal. 

11. tu.a J.I'. . .1c,,..~.......,.u.,, ', ¡J, " 11'.<' r..yr:i.,l •• "~ ,,( t .• 0 .. 1,..,.....,: ,,o.,~ l•-l•ULJ:tL. Ju .. ~ .H~'f1()~? ~1',.t.JJ.fTI .. ',,":JK.Ot_ f1 ¡iJ\ h'5l 

;~: t ;~~:'~,,~::r.~:J:.. ,.,.,~, ... ,..,_,._,,,. 'i"~ ,,_, ·" .,t;1-Ju" ¡,, "''""' ~"Jll y¡.,,~,...,<....:.."'~ 4»JQ ¡rn11 i>J-'-L 
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Este juego ha sido extensarente ex¡::erirrcntado en diferentes paises 

y algunas hipÓtesis específicas concernientes a la p:>lución parecen ser 

verificadas (W.D.R.D. )1 ~ 
En estas o:mdiciones pareció interesante investigar el m:xielo, 

desde un punto de vista teórico carp:rrando sus aspectos; con econanlas 

con externa.lidades 1•1 

·~ ~~ l;~ ~"':t ~: ... ,:~J...:·~;~. ':':r:r· ... : .... ;,-~.~.~'..,:·· t~~;L.r.~·~Z':~ :~~:':~·, ~· 
.:-t..n.·J~~~ 

'°°tfa" ,¿~J...J1.Íf-!"...1,,.,.,:.o,,J,;.. ~t<.w. <.l•~JIJ"-""'•*•t•(~~ ~H ,~.....,...,.i,,.--kt" ~ 
-"'~<l.~ <V.J.fi.J._.J ,¡-., ,L JK,, r>~~- ...,,"(...,,J..¡," -...-t.,l.t.:i,.J>M. :..t_ f,-IJ.,.,,¡ (,.l..., •.. -.. 
1-. ~!..-~~c--~t-.!...i ...v..1...~~ '"J·~ ~~· .. -..""'rJ..--'··"'1"'··~P"'r' 
~.; '"'""~; :..;:~~::,·;::-¿.:;::, 7;~ }~'r~.-::~~~~l~~";mkY~· i ~•"4w -t""-, ,..,... 
"• "''~UJOCUIUI ~ "• 11-<4.v ....... ·T•'•v f'tt fº~ ... t...J.1.1 . r,._,,,¿._, --~ ¡:.1-r~., ~,/,Jc., ;...,...._.¿. J,J J..>.r t~"''""º'.J"J,J .:iro1 .. ,.r ,.a., J.,:..,,.L~_,,"'" / ~ 11'• AL.tl.•. ],. IV.O~";.,_V._r,. '1'ul8l1~"1"' _, .. 
P'd~ •"U~ 

1•. 111.. [l/tr..t 11( ,_,, 111cm1""'" "'11,,...,. ""'"' ,;.,, (,""' .. ...,.,, .. ,. ul .Vln.trsf """"""•r,. 51 Fn,,.,,,...,..,, <,...,...,p.HJ..n'IJ,m.Af1/A!Juv 
ML~ucr.IV'J~,;;;--:--r;;rrrrrf'"'J/i'CJ1s. 

rs. la...,~ ll'•l"Ma.t. "'"'""""""·a....; ., ................... : .. 1. 
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fll¡¡¡¡_j. carbia el. núrero oo cartas en el paquete: 

rn-1 = rn + ~ie1 >;~ • 

Excepto en los límites de (O, 50), 

ai rn + :E. i e. 1 ><~ < O 

si 

dónde se t lene: 

entonces 

entonces. 

P&o 4. Sin .._ l = o. el joo9=1 se tecm.ina; de otro tT'Oio se j~ga 
el estado n - l. 

l • 2. tPl W!JWro5 Re U!BJR-V.:IQN. 

Se CX>nsidera que cada jugador conoce N (el nÚrero de estados 

a jugarse), y al principio de cada estado, antes oo cada repru:tición el 

nt..Írru:'o de cart:AS rojas en el paqtJ3te central: es deeir rn • Sin errbargo 

c4da j~or i , no C()Ooce x~.iti , ea decir, lo único que conoce es 
cuaflto se oontaninó, o :reg;maró el mbiente, pero no quién lo hizo. 

1.3.~. 

El pag:¡ f1nal. del joog:¡ para cada jugador, puede aer visto 

c()TO su pag:> acurulativti 1 sobre los N-estados al.lOqt.Je puede haOOr varias 

otras variant~s. 
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2. ANALISIS [EL JlIDXl COO f!ORIZCNl"E F"INI'JO Y NO CCOPERATIVO. 

2.1. FOIMILAC!Cl'l. 

Si el nÚre.ro de estados N es finito, se pu:rle temu- ventaja de 

la estru:tura usando ¡rograoo..ciÓO cti.náni~? junto con el jueg:i I-persooal, 

en un prograna de catpJtadora~0 ~ se terrlrá en coonta la consideración 

de partida. final, ya QtE: se desarrollará una terrlencia directa para el 

caso infinito. A fin de derivar el equilibrio de Nash, se hará uso de 

una ecuacicii de recurrencia. 

Sea x = { xi ) . 
1 

un vector de decisiones en el estado n. Enton-
_i n n ie 11 

ces si ~ ( r
0

, x
0 

) denota el pag::> acuru.lativo del jugador i, en el 

n-eSirro estado, que depen::le del ntirm-o de asrtas rojas r 0 , y de las 

decisiones de los jugadores x
0 

• 

'l. es así caro: 

~-

i:.:stsrlo n-1 

(en el cuál: 

4 prob ( r~ < 3/ r
0 

i" - l prob ( r~ ~ 3/ r
0 

) + 

-2 1-x~) + 

Caro tal, el jooi:p aparece caro un joog? de Markov!l y ¡xede 

ser re.suelto usaa1o un prograna. de carputOOora, el cual ccnbina una 

carp::>nente dincinica con un jueg:¡ rra.trici.al para cada estado. 

"· 51 O..,rJ.~r "' l•"'J"'ld tÜ >""'JU~ '" UJ</.~ 1-<la/..J. 
,'IJ. ~··~ J,, 1.-111-M._,,, p;.-og 1J. ra .. , 1-pu . ..,,u.J.. 
·''· j, .u-~u.bl' en. •1'9'"túl.. 
.'.~. (.,_~Jr,,.l._.~ ...,.i.,. ... ." ... 11 
~J. V,....t4 r..-• t.r.JHW d1 ,"loJdu .. ¡¡ u .... LJ.• <aW!/~1_,;_._¡,_._,_, ..,u ·~ <>'l<•lurc. 
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2. 2. EL EQUILIBRIO CE NJIS!I. 

A pesar de la sitrplicidirl del j~go, es una tarea difÍ.Cil 

de calcular el equilibrio de Nash. Se presenta aquí un resultado cótenido 

" para el caso biperscoal. Se espera que estos resultados infanren sobre 

la problemitica general, y t<nt>ién den una idea de su CCll'{llejidal. 

Se recuertla que un equilibrio de Nash en este contexto es 

un vector1 

X . ( xi ) ' n "' N, ••• ,l; r '1 O, ••• ,50 n,r 
i• 1 

En el cuil x~,r es una distribociOO de p:t"obabílidades sobre l -1,0, +l \ • 

La cuAl especifica la rrovida del jugador i, en el n-eSino estado si r 

rn • r, tal que cadll jug<Xlor no tieoo incentivo para cmbiar por si mie

rro sus propias dec.is iooes. 

Se representa un equilibrio de Nash, a:rro un conjunto de 

tra}'CCtorias en un diagr«M (r,n). (fup:!zarño en algÚn (r,n), ha.y 5 posibles 

posiciones siguicntes2
; de las cuáles solamnte algunas son parte de un 

equilibrio. 

Las decisiones aleatorias! 6 sc.rañ tarada.e:; en cuenta con li

neas punteadas. Se. etiqu?tarán los vértices cleperdien::lo de cuil. jugador 

tiere los [Xlgr.JS acunulerlos n\35 altos en ese vértice. En caso de igual

dad no habrá etiqLeta. 

Ha.y ciartesrente un gran núre:ro de puntos de equilibrio. 

En la fig. se han representado algunos en dón:lc l = 1 A, B \ • 



62 

Por ejenplo: en el punto (7,11), A j~ga +l, y ll, -1, asi que A está 

en rrejorcs coOOiciones por 4 unidade:3; en el punto (8,11): l\ juega O, 

y B, -1 así qi.c fl. está rrcjor por 2 uniciodcs: no cbstnnte en el punto 

(9,11} arbos jugadores juegan -1. Es m.ry sin'{)le representar las rrovidas 

de los jugudorcs desde cu lquicr vértice del d i.agr..Í-n:l, c.xc:epto aquellos 

pocos en los cuilcs se inchr¡e alcatorización2
•
7 

Si el númro de estados, antes del fin del jtEtp, es rrenor, o ig\liÜ 

a 10, 3100s jugodorcs j~cpn + l (es decir, a.gr-cgan una carta roja al p.::i.

C}l.X!te central). Sin C'IfbargJ, si el mire.ro de estOOos es m:iyor ~ 10, 

entonces dep.ll:.iierdo de r , los jug<J.do?·cs pu:!dc.n jug.:ir i 1 o -1 . 

Dos caninos (14,13) hasta (7,10) y (0,13) hasta (6,10); tienen lo 

propiedad de ~ mbos jugadores obtieren el misn:o pago en equilibrio. 

Es de interés notar qua entre estas dos tr,lyectorias, las trayectorias 

de equilibrio no son si.rmtricas. Un jllg¿ii:lor tenier'do un {).190 rrús alto 

es inestable ya que ese rrti.sro jugad.oc es inca[)iz de conocrvar ese pügo 

alto pe.ira dos estOOos s1.X;:Csivos. f<lern.Í.s parece qoo estos equiUbrios Fie 

nl!X!ven ha.cia las dos trayL>ctorias sirri~tl."ica.s: 

Una interpretw~ioh del curp:n--tanicnto de c~tos i-esultJdos ptK'íJe ~r 

así: se errpiezu en iJlgún ·.-éreticc {r,n), pLWc tenc.r sentido contiJil\.Í.nilr 

{+l) ya que el p..J.r de rrovida.s (-tl,-1) es un equilibrio, y hay dos buc.Ms 

razones para h..1cerlo a.si; prirrei:-o es un rrolo de conseguir un p.-'lg:J rrás 

alta fl\.C el 0tro jugador; segun.Jo (-l,11) ~s t:anh!én u equilibrio. 

Si los dos jugadores son "difíciles", el m'.ncro de car:-td.S rojas St! 

juntan hasta algún punto en dorrlc n0 tiene sentido rrus contaninaciOn, 

Aún a ~sar de que el otro este dcsconta.:ni.n.:i.n:-lu, r••.ro r~s su propio interés 

denrontaminiJr , lwgo entonces s.1 jtcg.1 smé.tric .. "Jtcnt1! • 

• 7. \'H ''""' 0 't>, 

• ;.,.¡., eo,lr ¡•i•••ifot ''"''"' 'i-"' •r<•f.,, ..... ""'"'~· .. "~~··• '"''"'""ml..,,J,• ,,; ..,¡,,,.,.,,,.., .µ, ,_,_ ;...,......, M l4 ,_....1....t"'!"~"• 
...... -1>.iO¡¡o• M ~•A/d 11' [,,, 4<• .... f/,;.._t.., J;j U</.""''" f~, /J '-' t~ /O.•J~/I U-''-"" ~1.~ ... 
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t a d o 

Fig. 2.2.2. En osta gr&fica se pintan loe punto6 (r,n) donde roe el 

nilmero de cartas rajas (en al columna), y n representa el estado. Loa nO· 

me.ros en las lineas representltn los pagos acumul.itivos en sentido regre

sivo hasta llegar al estado 10 en donde los posibles saltos son los pun· 

toe: "'-•f!,r, S,1 
Para. encontrar el equilibrio de Nash, en cotos puntos G'..I analiza 

uno por uno, encontrando la matri.z de pago para cada jug1tdor(dos jugado· 

res). Desdo cada punto hay 5 poniblcs alternativas para ambos jugadores 

25 con tres estrategias para cada quien, por consiguiente en cado. 

punto se encuentra una mt1triz Jx3, y nicmpre l'Jual pora loa dos, Se va 

a mostrilr que nl punto { 7, 10 l proviene de o. • Asimismo f" r'_ O 3 C 

pasan por el punto ( 7, 10). 

Que,-.._ pasd por {7, 10) !l'~ dobe <l q1m1 

S1 el JUg<ldor 1 <?mplua sus tres estr-.at1~g1ali -1,0, +l 1 y !!l 20 

jUgoldor tamb1&n: sf! ribt1cnc ld rn,,triz A, 
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IX -1 •l 

-1 19.6 1?. l 15,2 

19. 1 17. 2 15.05 

•I 15.2 17 .o~ 14. 95 
--~ 

Esta matriz se obtiene Ullando la función F~ 1 ( r 11
,x

11
), Y F~0 

donde x
11 

corresponde a las decisiones {x~ 1 ,x~ 1 ¡ sobre las estrategias 

-1,0,t-l cuando r
11 

• 9 ( ~ • (9,11). Ld probabilidad do ganar es .9 

ver t4bla 3.1.1. 

Usando la fórmula 

F~-1 (rn-l'xn-1 1• 
Para estos valores se encuentra la matriz dada, donde las estrate-

gia.s que se usarlan son1 (-1,-1), con pago esperado de 19.65, llegando 

al punto (7, 10 l. 

Las ?Mtriccs para los puntos p1 ~, S '$ [ aon respectivaroonte 1 

'N -1 o 

.¡ 
-1 21.3 19.35 17 .25 

o 21.35 19.25 17.35 
.¡ 

21,25 19. 35 11.2 

N -1 •l 

-1 23,35 21.4 19 .45 

23 .4 21.45 19.35 
--- ----

.¡ 
23,45 21. 35 19 .45 

B -1 -----;-- .¡ª 
-1 28, l 26. 3- ·~~·;---

- - --- ~- - ·----º 28.J 26.6 24.'JS 1 
- -:-i--- -·-j 
~ 1~:2_1 .. ~~~ 24.(¡ 

cuando r
0
•8, p • 0.93, n • 11 

cuando r 11 • 7 p . o. 95 

CUd.OdO ["ll • 6 p • 0,97 



66 

Estos juegos se resuelven us.:'l.ndo el algoritmo de Lemke-Howson (a

péndice A): excepto para aquellao matrices que tienen dominancia do estra

tegias que son muchas, 
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3. l\NALISIS DEL JUE(X) CCN !KlRIZCN!'E INF!NI1tl. 

Mientras la seccioÍl precedente estwo apeg<lda a consideraciones 

de p:irtida final. el interés de ahora en el caso con OOrizonte infinito 

para el jueg::>, será us<X!a una terrleocia directa en lugar de una irrlirecta 

{la cual consiste en hacer qt:c N tie.rrla al infínito ). Esto cond.u::c a 

una refonrulacioñ del joo~. el clki.l conserva solarente los aspectos so

bresalientes en un m.xlelo sirrplifica::lo# Asi ~ el rrcrlelo estu:iiará el 

uso de conceptos cooperativo, y no coopc.rativo. 

3.1. Selección de un criterio. El factor 00 D=scLento. 

El criterio previo, la rMXimi::ación del ¡::eg:i espered.o, no resul

ta operacional en un m.:delo con OOrizonte infinito. Y será sustituido 

p::>r la lM.Ximi.zación del pag:i prQT'Cd.io p:ir estado. otro criterio el cuál. 

es conveniente.rrente usOOo, es la nuxjmización del pago descontOOo. 

Esta secciOO investiga el factor de descoonto ¡:ura el joog:, con 

un jugador. 

" Sea )' ( O < .P < 1 ) , el foctor de descuento, y sea p( r) la pro-

babilidad de ganar cuarrlo hii~r c.art:as rojas, en un cierto estOOo n • 

En la tabla se tiem lóS probabilidades corresp:::>ndientes al tener 

r cartas rojas en cada diatriboción . Entonces Ja política óptirra se 

puede detenninar C01'paran::lo los valores descontados:i, asociados con cada 

decisión. 

Ccrr¡::a.rarxlc en dos estados socesivos. la transición de r a r + 1 

cuan:lo re(0,50). 

Las eleciones p::lSibles del juga:lor son das: 
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i• (0,+l). No hacer nMa en el estado n ; y contmrl.nar en el n-1. 

2• ( +1,0) . Contaninar en el estOOo n ; y no hacer nocla en el 

n-1. 

El pa.g3 qoo el esp?rarÍd obtener : 

E¡(r) = -2 + p(r) 4¡ + (1 - p(r))(-1).f +O• -2 + Sfp(r) - /
0 

EII(r+l) =O+ p(r+l) 4.f + (1 - p(r+l)(-1).P + (-2).J' 

= 5J'p(r+l) - 3f. 

EII(r+l) - EI(r) = 5.f(p(r+l) - p(r)) - 2.f' + 2 = 

= 5J (p(r+l) - p(r)) - 2(j - 1) > O, 

•• p(r) - p(r+l) < 2(1 - .P )/5.f 

Análogarrente ca:rparan:io dos estOOos su:::esivos, la transición de 

r l1 r-1 se tie.oon dos tarbión~ 

r (0,-1). No hacer n.:xia en el estado n, y dc.Gcontaninar en el 

n-1. 

2" (-1,0). i:cscontmúnar en el estado n , y no hacer nada en el 

n-1. 

E¡(r) • -2 + p(r) 4j + (-1).f'{l - p(r)) - 4f' = 5.fp(r) - Sj- 2. 

EII(r-1) = -4 t p(r-1) 4]' + (-ll.f(l - p(r-1) - 2.f' 

= s,¡p(r-1) - 3J - 4 

EII(r-1) - S(r) = 5_P(p(r-1J - p(r)) + 2.f' - 2 >O. 

p(r-1) - p(r) > 2(1 -,f)/5.f'. 
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Y así se obtiene que para tcxia r • (1,50) que• 

i). Si p(r) - p(r-1) < 2(1 - .f l/5j, y r =O 

entonoes se juega x = + 1. 

ii). Si p(r-1) - p(r) > 2(1 - .f' )/Sy,entonces 

se juoga x • -1. 

iii). re otra marera , se juega x = o. 

se si~ que después de W1 núrcro finito de estados, el núrero 

de cartas rojas resultará estacionario ( res: ) . Así se tiene ~ t 

Si .f' = l entonces 

Si ~ = J' • entonces 

Si f' < f • entonces 

roo 

r.,. 

rcx. 

= 
= 
= 

2 

r• 
so. 

Por lo cuál. la funci.Ón r O:. ( J' l. no ea contínua en J' • (ver fig. 3.1.1 ) • 

.. 

Fig.J.1.1. El nClmcro 6pti:no de cartas rojas 
tasa de descuento. 

función de la 



70 
,~ ... proba!lllld.d lnc..-ta da lo i~'tS~ ~!.c. ~~"r!·c~:: 1 ...., n>Jqi. deaai-.ar. p~lll~. 

pfrl A, •p(rJ-11tr•ll ' ' 
"º "º o.o 

"º A¡• o.o "º o.o 

"º ~~ : g:~l17tl57 0,<n6214.) o . ....,1w,!...11<J 
O,'XllJlll 6 ,..o.oo.&9012 0.'171111«-45 0.0~21 

:;!>:~:~~!~ O.O:w'J 
º· '.i">.)11 2~"\I 

O.'l'ltllll"> 6~ • O,Ol'>dlH '1. ¡.&(,/J<J!',6.)"> o.o~ 

O.'i;>o70M .0.11·0.r.-21.QP' '·""" 0,900)1/W ~')=~:~~ ().'l.:'J'.illP~'I 0,01123 
lO G.915UM'l4'1 O.OOM 

" c.!~· ó,Ol70'1~ rJ.oon".9.,'l? 0.1()\6 

" C.12· 0·~~ 0.9016.."9515 O.lO'cll 

" 611
.o.o.t.l6<117 0,tt'.l7.W57001 

" 0.700l33l! ~:::6::;:~~ 
o.rl'1;'tieU21 

" 0.65.lll'l'J .. t:i.ie•0.04dl">12 0.69':.l2•9M"> 

" O.!>~.C.?«'.I ~i~: ~:~~::;~ 
o.~·~3Ull .. º·"""" 

" C.¡9•0.CW31972 o.un 

"' Aiu• O,O<'ó'll67 o.un 

" ó.n•º-~">t:nz 

" imi.~~;: 
0.~1{1'/t\1111 (,.\Ol• 

" O,!ll)~16n6 O.Q<J.u\ 

" 0.2•l6477 

" 0,20flr.'67 

"' 0,176791l-1 0.012 
n 0.147'.ll'ldl ó~• O.Oll'JH2'1 º·""" 
"' O.Ir.'~ ~~:g:~;~ o.o~ 

" O.O'l'ilC!.315 

" 0.01'9'J)!ll 1;,,30• O.OJ!ld'l'.l-4 o.~'Jo'iltl'.>)l º"'"' 
" Q,()15.)0'..tl 

~~= ~:6!~~~ 
O.'le5610'J'J'l 0.0.3~ 

" 0.00!!1~ o.VIJOlt.16 º"'"' " ¿,
13

• o.Oll8111'.'I O.IJ7Ml~ll 0.0140 

" ¿,"· o.oo·~.lf1 o.'.UU'J..'llll 0.0L!il 

" ~~=~:~! 
0.'JoMJH!;".!:i 0.010 

" O.Oll7.t3'J O,'liCWJCt'OJO O.Ol<:IS 

" 0,00'<)119 Ó37"' 0.()04.J!'.4~ o.OOM 

" o.~lM ei. 33• O.OOJ.t!I~' 0,'.iil-4.'2'1~..!I 0,00'!.t) 

" 0,00leUl ~~= ~:~~~~~ 
ú,'1'.l<ll,'OY.-0 O.OOY.l ., 0.00~ 0.(l?'l~;>M 

" O.OOlOMl 11..u· o,ocú96.n o.o::u 

" o.~~ A~(g:=~ º·""" ... 0.00011l2B 0.'>9YMlll!:i º"""' .. o,o:xmn ~:!· O.ro.Jll">ll 0.9"l"A'.'!ll7M O.Cl(Kll 

" o . .,,,.,. A,'.'>• o.ocr;o.nl 0,0-)"',r:7"~ º·""' .. o.o ¡:,,66• O.ro::.tJO'i'9 l.O o.o ., o.o A,J o.o o.o .. o.o 

~~= ~:~ 
o.o ., o.o o.o 

"' o.o o.o 

¡ .. < • r,. "ª·':''" ~"" .,, ~ •. · :. r<~W.:.:; •. h.l :o l•"u c ..... ,,,i~ t""r 1 

,·uuo <'Ju•~ •l u\8!, "· ~uc~, 1~ r~··~I• (:volt H,, fr. h f'u 

da '•U ucc•~~. al du¡: .. Jar .f 1 tir.ol""'nu •~ !~ne¡.•,~ ~. a•U 

.. ia u<>cL• •1 l"U''" <t• '1 .. <.Ant<> 1 e~~!~ t'rtul•t J' • 1/1\•it. 
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::: 
~ 

i .1 \'. 

"'·J"'' ,,,,11 ti•'''•' 

:~ 
1: 

( :• - !1 ¡¡ . 
' 

;;. 

! 

~ 

•.ti\ 

/ 
•I U lt 11 1\ o U h ,_ ,. 

r t r o J 

fi';J. 3.1.3. Est<1 9rAf1>:d Ge cncucntrd en (unción de los valores do 

la tabla 3.1.l entre. la primera 'i tercera columnt1, Se. pued<? obi;.ervnr 1011 

valores 6ptirrK1s r'°'°. r•, J' l.:i ílirr:cci6n del 1""ov1rn1cnto rlc entado,"} es

tado. t\qu1. no r.ay co1ncid.('nc13;, ccn los nutor~:. t:!n 1• " .89 flll(¡r, •in-

fes decir 111 tas,, de interf:!; in;1yrir <"l 12• ! t.iLln 3.1.lJ. 
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Interpretacioñ 1 

Esto se puede interpretar en terminos de la p::>loción; caro se 

esperaría, a lo nOO el futuro es descontado, y el presente contaminOOo. 

Memás si el factor de descuento se OOtiene lo sufici..cnterrente alto a 

}' • en le rrcrlelo), entonces la situacion se obtiene carpletaroonte de

tcriori>dal. 

3.2. Fornulación de un rrcxielo sirrplificérlo. 

A fin de facilitar el cstu:iio del juego con lurizonte infinito, 

solarcnte los dos estados extrcrros ( r = O, y r = 50 ) serdn conservados 

en el m:delo. 

Una ~ible justificación pura hacerlo asi es que, en una solución 

estacionaria los otros estados del j~go de Markov seran transitorios. 

Este m:xlelo sirrplifica<lo esta descrito. en la fig. 3. 2 .1. (para es

pecificidad sa asure ~ los jugaclores errpiezan en el estado ganador, 
l1 

pero resultara de po::o significad.o). 
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3.3. EL <XlRE DEL JUEGO DE LA fDLOCICN 

El análisis presente esta rrotivado por un interés teórico, y 

no esta di.rectMente relacionado con el joogo ya que la rosibilidad de 

acuerdos conjuntos, no está reconocido e.xplícitarrente en las reglas. 

Sin errbarg:> se argurenta qtn los puntos del core son tarrbién puntos de 

equilibrio de Nash. Esto es asi i:or~ ahora se considera el joogo con 

horizonte in.finito. 

Se n..--cu.:.rda q-,:e el criterio es la nax.imización del pa9J prai:e:Iio 

p::>r estado. En estas condiciones la funcion característica v, se enr:tEn

tra caro sigue: 

SupÓngase que I es el conjunto de jugadores, / I / es la cardina

lidad de I. Sea S un subconjunto d~ I. Is! es el mire.ro Je jugadores de 

la coalicioñ s. 

Caro fu?ra de la coalición S está la minar !a I - S, entonces 

la coalición S debe prograrar dcsconta:ni..nar para contrarcstar a lll minar !a.. 

Por tanto al contrarestar se tiene : 

( /I/ - /s/ )(-4) . Los restantes ntlmbros dentro de la coalición 

son S - {I - S) CUy¡t acción es preservar( no hacer nada),y p:>r con5i

giJicnte reciben un !>l!1' de: 1 !si - 1 lrl - ¡s¡ )Jl-2). 

Y f.inalrrente todos los rnierrbros de la coalición disfrutará'.n del 

rrcdio arbiente en la forna : 4( /s/ ). Para tener en sura.: 

(/I/ - /S/)(-4) +(\si - (/I/ - /S/J)(-2) + 1s1 4. 

• -2jl/ + 4ls/. 

v(S) 212lsi - 1r1 J. 
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La funcioh característica v p:1.l"d este joogJ es 

1
-lsl 

v(S) = 

2¡2 lsl -

sl lsl < 11112 

1ll1 

Sesigue que no hay incentivo para unirse a una coalición, excepto 

si el tama.no de la coalición es exactarrcnte IIl/2 + 1, si lrl es par. 

Y (III t 1 l/2 si lrl es .iJrpar. 

)I' 
Sea w E R 

1 
• El core de este juego, es el conjLmto de pag:is prare-

dio p:ir estado, los C\.2.les son factibles, y no dcmin.J(!os vía ninguna 

coalición. 

Core C(v) = \ w 1 ¡:¡:= • .)= 2111, ;::'i . .,!.• 2111 - 4 f 
En vista del ancil.isi.s de J~g:is coeiperativos n-~sonales, se tiene: 

Core D(v) = \ weR"I ¿ w
1= v(I), :Z w1

• v(S) 1 
14 t .. ,, 

Entonces se va a dem.Jstrar qt.e C = D. 

Denpstración .. 

occ. 
w i e R" y es tal quo :Z .) = v( l 1 = 2II1 y caoo 
~ wi ~ v(S) para S ~·\ - 1 i..I se tiene 
~-~ . 
~~\•~l. ~ V( ! - ig :: 2 ! ! j - 4, 

DC C. 

eco 
wie Rn tal quo ;:E; wi • 2111 - 4 stmmdo wi, 

,.1~0.1 

a cada l.OOo de la desigu:ildad se tiene que: 

2II1 ~ 2II1 - 4 + wi• por tanto -wi• • -4. 
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Sea S una coalición cualquiera. Se curple que:: 

¿ wi • 2IIJ - ¿ wi • 2lrl - ( lrl - lsl lHl 
••s = 2lrl - 4';s 

CCD 

De las dos ~ tiene C =- D. 

Para el caso 111 = 2 la fig, J.J.l rrwstra el core. 

/ 
/ 

•' 

Cort 

,u,11 

:>\' 
,,/ C1t1junlocl'1 

,'' Rt111\1ados 

fig. J.J.l 

l\nalizardo el caso 111 = 3 se tiene v(0) =O, v(illl • -1, 

v(j2ll = -1, v()3fl = -1, v(¡I,21) = 2, v(ll,31) = 2, v(l2,31l = 2, 

v(ll,2,31! = 6. 

Se.a w ., (w
1 

,w
2

,w3 ) una inputación. Caro la racionalidad de qrup:] 1 

inplica qoo: 
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w1 +w2 ~v(\1,2\) .. 2 

w1 + w,i> v(\ l,31) = 2 

w,+ w,~ v(\ 2,3\) = 2 

y tarrbieh 

Se p.iede ver en la fig.J,J.lel oorc de este juego. 

El ~to ( wi = 2 )i e I está sierrpre en el core, y se le asocia con 

( xi .. O ) i t I , no obstante los puntos asirrétricos, tarbién pertenecen 

al core; por ejerrplo el punto ( w1 "' 4, w2 = 2, wJ = O ¡ , el cuál está 

asociado con; x1 .. .,.1, xJ .. O, xl ""-1 ). 

fig 3.3.2. wl 

Interpretación: 

Shapley y Shubik ( 1969) presentaron un ejerrplo de un sistenu. cco

nánico con extcrnalidades 11.arado "el lag:>", el cuál tiene una función 

característica nuy similar" 
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Ci.crtarrente, sus observaciones sobre la as.irre.tr!a, y arplitu.1 del. core 

tanbién se aplica aqu!. F..stas conexiones pueden dar algÚn sostén a la 

inte.rpretaciÓn del juego en un contexto de la p:>luciOO. 

))·::::.:e::::. ':::~:n:::::::r ~:~;"'::·::: ~:.~·:~::~:::·::v:r::::. !:~~ 
COO!l41•~1lill •• t<>'>•UI•• .,, N.o ~·'·•l>Ci"U· ~ ,., ..... 1 "'-í• tr,~fr<.IU .... 

•l CflQ•f'I .,,. h•<:tH' -.h •l<;~•J~Cut• 4• C<>ht .... ,,.n..,n. 
,,,, •N.•·~·- •I u •••• '"" 9un:t.o ,. .. <H'"• ,,,~~ •<•U• º• e~" ···1-

"~"'" <l• <<"'f<rl ~. h <~r.f'""•~•~•'"· l'u •l h~o •'1 l,,..f'lft' 

y~,, ... ~._•~:,,~ l•~ '"•u,,,,.,.,. i,.,,,,_,..,~ ~tH ... Vlt1' tn•rr>•lUu1\ 
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3.4. El F,quilihrio de N._;..<;h y el Coro. 

El presente análisis, mientr.;is se rrotivo por un intei-és teorice 

no está dire-ctmcnte relacionado al e.xp;ui..rrento, ya que la posibilidad 

de a:::ue.rdos lega.les no están reconocidos en las reglas. Sin errhargo, 

se argun~nta CJlX! le~ puntos del core , son tanbtén equilibrios de. Na..o:;h. 

Así que realm:mtc puec:!.en ser obtenidos p::ir ;1c:LC.rdos Sl'~'Tlilega.les'." Que 

esto es a.ni , e.s ~bido al t~cho de que el jt.v.:'ip ~s ahora ron l'"Drizontc 

infinito, 

se dcm.lestra qte el punto w = ( 2, 2, .•• , 2) e~; un equilibrio de 

Nash. Un razonamiento s.iiiul.:u:- pu.:<.c. f'.r!r 1_1sodn c0n cu::Uqtlif>.r otro p..I.nto 

del coro. La siguiente estrategiat 

r = O ( i E 1) XJ. = 0 

r=50 (iEl) xi = + l o x1 ::.. O , 

Están -en equilibrio y el pe~ asociado, en pc~iswente 

w = (2,2, .• , ,2). Nótese CJU1 si ningún jugador se desvL.i., entonces el 

jueg.J est.ru-á ~n el estado ganador. Mi ~ la seguo:ja µ::u-te de la estra

tegia { r -= 50, x1 ~ ..,1 o x1 
= O ) es solarrente un acuerdo. Una ve:: que 

un jugador se desvía., entonces el jwi;p esto.rá o una de dos¡ en el es

tado i;:erdedor ( xi = 11 } o se estu.r.-:i "cncüm" del jugador CJll2 ~..e desvici, 

hasta OOcerlo regresar al estado ganador ( xi •· O ) . 

t\.era. del ccrc , t-...1y otro equtll.bt'.io Lit:! ;J.J:.h ~ es: 

r = O 

r " 50 

( i e I) 

( i E l) 

El püg::J asocindo w = (-1.-1, .•. ,-1) no c.s"racional de grupo". 

!~. t...J.• 4¡u dt <U:4U<Í.J f'.f r,,.a.~> l"AU .f~ <J~t.¡¡o aJ .;::¡;n.Jt ,,,...,;..u<.• Q a<:J""' útw:I• ~:. f'l'-1•' di "''·°""' <J~J b•Ol<;'.Ala.t pt~ 

"-'-º lll./ ui¡;llA. M(,;.<l.C.f'Q.\.{t, 
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Interpretación. 

Este Últ.ino párrafo sugiere qoo la faltu de ccrmmicac.ión entre los 

jugadores, no provee la realizacicin de algun punto en el oore. El resulta

do sirrétrico w = ( 2. 2, ••• , 2 l se interpreta caro si~: ca.:13 jugador no 

está contaminando porqm el estn convencl.do que los otros jugadores lo 

"castigarnn" si el así lo hiciera. Lo extraMo de tal convenio ¡u.rece 

Jfl.IY coostionable en el conte.'rto del j03g:>, y ciertarentc dep:m::le de ac

titu:ies psicológiCJS. Un fúsible m::::rlo de c.xplorar ésta dirección pl.t)(}e 

ser ~tiendo canunicaci&n rlirccta de ti..crrp::i en tiem¡:t). 

El punto de cquílibrio w = ( -1, -1, •.• , -1 ) va a ser ci:r¡parada con 

una "sociedad bloqu:aja" ytindose a la iu.iI.a [Dr falt<l de confianza en 

sus rnietrbros. 

Fina.lJrentc, las conexiones entro. la soloción coop:!:rativa, y ne cnopc

rativa p\.Ede en algún grado ilustrar el [Xlp:!l de la ley en la sociedad, 

caro se observa la contooti.nación. Aunq\X! si bien los puntas del core son .. 
realrrente •setrrilegales", el riesgo de dc.svi.acié:Q p~ ser alto, de ser 

sostenido sin el curso de algún convenio legal contraído por lt1 ley~' 

Jd. ¡~ M ( .. IWll.t., ,foA ... """"~'" ,J\,fN\4".......,.aJ,jt .• ....,6u Ja J,,,A;t. C•#'\()l•J ".r(..,oit~&. a-tl<MUtiú ... ..,. 1M 1"tu~ 
~ lL- .,¡ P .. J,c,.,.,,,.: p..,tuJ.MI} l/t# t;,Wb.li r.,v.,..,..,...un1 '" "i;,,v:J .,, ~"~"'"~ Stnl•• l\t .t1-1,,. L. S,1"1.,, 11 -'A' ,,.-f. '""'-Jl, ... ~~. "~·· J1•"1, 
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Segunda Parte, 

Il'fI'R'XUXIál. En esta prrte f.o van a tratar los resultad.os cbtenidos en 

el expe.rirrento del joogo de la "poloc.1.dn". 

Las conclicioncs precisas del e.x¡:er imento, el cuál fu! realiza:lo entre una 

p.:iblación de estu::liantcs franceses de 16 años, se describe en la pr.irmra sec

cidh. 

En la. segun:Ia secci6n, se presenla un aruil1sifl cua.lltutivo de dos "corridas" 

típicas del juego. 

En al terce.rü sección, se cstu:U.ll el significado estadístico de algunas 

hip:j'tesis de canporta:n.iento. 

Fi.nal.rrente, en la Última sec~ión se dim conclusiones gJnerales, en parti

cular acerca del interés del juego cerro Lnla h~rramicnta ¡xxlagó:Jica. 

Pr.i.rrera ?ección. 

DESCIUPCIÓ'/ DEL EXPERIHENID. 

" El núre.ro de cartas oorá de O cf 25, y al final del joogo; ú una de dos: 

cada jugador recibirá una cantidad de dinero de ncuerdo u su propio rrarcOOor 

(conclición Keep). o tcdos los tmrcadores serán sunados, y dividirlos p.:1r igual 

entre los jugadores (condición Pool). Es así caro se cbtienen cuatro distintos 

grupos• 

1). 0-Kcep. El par¡oote tiP...ne inici..alrrcnte 50 carta.J~ y cada jugador conser

va sus propias ganancias. 

2). O-Pool. El pa.qtcte con ~o rojas, y al final del joogo las gana.ncfos 

de te.dos son divididas p::ir igual entre tcdos1~ 
3). 25-Keep. El paqtX!te central contiene 25 cartas azules, y Cüda jugador 

conserva sus propias ganancias~º 

4). 25-Pool. El paquete con 25 cartas, y la ganancia f'..G mma y es dividi

da p.::ir igual entre tedas. 

Caro no se {X"...rmitc carn.micación vurbal entre los jug..1dorcs, c!stos fueron 

puestos en grup:>s de 5 ~rsonas en c..lrculo con fo. cara hacia afoora. A todos 

se les inforrruba del estado en que estaban, y cuantas cartas rojas en el paque

te central. Originalm~nte planeado a 40 estados, aunqu.; too parado sorp1·csiva

rrente en el estado 25 para prevenir rontéml.Ilación de consideraciones finales. 
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Cirla jugador recibid 30 unidad.es de entrada, y al final de loo 25 estados 

una cantidad de acue.rdo a la. tasa lu.=.20(fracción de franco). 

Al final de la sesión las siguientes preguntas escritas, se les pidieron 

a los jugadores: 

11. ¿ Cudl foo tu estrategia al principio del j~go?. 

2). ¿Que" ~osaste acerca de la probable evolución del núrcro de cartas 

rojas en el paquete?. 

3). t Tienes alguna idea del a:JllXlrtirn.iento de los otros juga.:iores?. l En 

qlli grado?. 

4). tCmbiaste tu propio ccrrp.1rt~nto en algun rrc.rrento?. tPorqui1. 

5). l. Te carp::>rtarías del rnismJ rn:rl9 si jugaras otra vez?. 

Las respuestas a este eoo:stionario
041

fueron muy Útiles, y o::m el objeto de 

conseguir un análisis cualitativo del juego. 

U, lUe 111><' d• C<Mrot>~t>Ulo •• •1 q..e •• p,.&o •Fh<U en •l9tln ••Pf'rl• 

.. nto. 1' 11_,,• ru.1u.r d• 1nu·rt• en •I e""'"' d• h p .. c..,t<>1I•. 
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5.1. UN ES'!UDIO DETN..LA!Xl OCL CCMPOITTN-IIENro OC ro; CORRIDAS OCL JUEGO. 

Dos ej('{f()los típicos ( 25-t<ecp y O-Pool); servirdn caro una ilustraci6n 

del tip:> de re.acciones, las cuales p.:eden re.r origi.rladas en cierta situación 

implicOOas p::ir las actittrles de los jugadores. La prirrera gráfica, rnu:stra el 

núrero de cartas rojas r, caro una función del mírero de estados k, F..sta curva 

r{k), ilustra la evaluación de la situaci6n resultante de la corrlocta de los 

" jugadores; tarrbién mustra con ~ probabilidOO. los jugedores pueden narcar +4 

con una bu:!na rruno {la prcbabilidad de g::inar o.m 10 cartas rojas es .88, con 

20 cartas rojas es .42, ate.). 

Fig. 5.1.1. 

1o1.:.rnt ro dt CGJ1a• 
SO ,.¡o' 

" 

11 

!LW.L!· 

Fig. 5.1.2. 

·ºº 
·" 
·" ·" 
·" 

M!Jl'T'lllO d1 cono• 

u 'º'º 

•• 
11 

10 

... 

rroba••lidoof dt 
tGfHlf 

·ºº 
.07 

.2l ... ... 
, .... , .... 
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La figura 5.2.\:'epresenta p:rra cada estOOo del joogo, el núrero de cartas 

rojas las cuales fueron agrega:l.as p:::ir cada jugador; desde el principio del 

j\Eg:>, y es cisi'. caro se dibuJa una cu..,....1a potra cada jugador. En cada estad.o 

la suna algebraic<l de esta V'drl.<lble, sobre tOOos los jugadores nos da el n~

rrcro real de cartas rojas en el p.:i.quete. 

5.2. DESCRIP.:'.ICtl DE ILG RESULTAOCG PARA EL GRUI\J l (25-KEEP). 

Coro la actitu:i del grupJ, fig. rm:cstra ~ el des~rollo del pa.quete 

de cartas fm clurarcnte bien contr-olado; a ¡:esar de que la altu propJrción 

de cartas rojas, !!2. ~tid a los jugadores lucer beneficios sustanciales: 

ya que cada Jug_'líior- gana en prc1rcdío dt"! G a G \'Cces, qu:; es IT".J'/ mi:cano a 35 

unidMes, y re p.JCde emparar a lll1 c."(r.-:;to pnr.ccho indJ.v.tdual de ·l7 uni.d.xies; 

sus gastos se distribuyeron nul sobre el timp.J ya que con estas 47 unidOOes 

correctarrcnte mplcOOM, tiabrÍ..-m y.:i.n¡rlo ¡.:or lv m.:ncs 13 veces: 20 unidades 

gastOOas sobro 1.)..5 prfoeras 5 distnboc10ncs h._l.bría iilltY..:ido el nivel de cartas 

rojas a O, y este nivel p:dÍ8 ha.b.!rSf_• mmtenido px 13 reparticionús, ga.stardo 

2 uní.dales ~ro g.;Jn.:1ndo 4 al n-µ1;iro tiarp:i en cala rep._"'lrt ic1Ón. 

En el ccrrp:::irtaniento irx!ividu.:.1.l fig.5.2.lap.._'lrccc una clara distinción 

entre doo actitLrl~s: conta11t1nur, (es dL"C.tr jugar t 1) contra descontuninar{ jugar 

-1 o O); var.lOS juga!ores o.-sr.biarcn SU!J estrategiilS p:ir lo rrcnos una vez en 

el jueg;>. 

I..as diferencias 2.rrlividualcs entre les jw_p.jorcs, están bién scñaliXlos 

p::ir la acción que ellos tuvieron en los costos totales, se pi.;_~.len observar 

en la tabla con el p::ircentaje. 

Jugador 
Un.ldadea Acción del COfitO to- tabla. 5.2. l. 
coosuru.d...u; tal. En'!. 

22 9.3 

70 29.6 

78 33. l 

~2 ~~. ~ 
4 . 

"""tal 236 100.0 

·0.2 ·'º·º 
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" 21 

• 21 

'20 
• 18 

8 11 

'11 
10 l') 

11 22 

12 21 

ll 26 

14 26 

l5 26 

16 )1 

17 JO 

U )O 

19 l2 

20 34 

21 12 

22 J2 

ll ll 

H lJ 

2'} 34 

" 

La primer columna indica el nCunero de ('rilado, mientras que la segun

da columna indica el nómero de c11rtas rojas que van teniendo los jugadores 

En el renglón se indica el núrnüro de cartas roja5 para ob!:iervar inm<!din

tamente la )Ugadu dül ]Uga.dor l, l"' l,,,,,'.:i, t:rnpc.:dndo dc~Jc U, h~ obbcr-

va lo conducta contaminante cfo los jugndores 1,4 y 5. Y desconta.rninante 

de 2 y J, Se puede leer enseguid.'l de est.:i figura, que el Jugador 3 dcs

cont.amin6 hasta -14; í!l JUg.Jdor 2 hasta -9,Htc:. llilsta tcnnr al final 

32 cartds ro]as en tÚt<.11. 
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La figura 5. 2 .1 tntestra qoo. los jugadores 2 y 3 doscontam:ínaron, mientras 

que los jugadores 1,4 y 5 contarninaron; estos t·csultados esté.fu de ocuerdo con 

lo dibujaio en las figs. 

Acorde a las coostionarios, los jugadores doscrü:len sus pt"opias estrate

giru; caro sigue: 

-el jugador 3 establece que el actuó de ocoordo al núrero dt:! cartas rojas 

que recibió en coda repartícidn, jugah.J.o -1 o O; cuardo recibió rrenos de 5 car

tas azules. Sin o.1rrbíar su carp::irtaniento a lo la.rgo del jwgo, lo cual lo in

dujo a jugar -1 rmr¡ frecoonten~nte. 

-los jugadores 1,2 y 5 entC'rrlieron '1'00 el interés del gn1po, foo t~drninis

tx-aL el mÍT1~ro de rartas roja.s, y caa~ntaron qt~ crr-rc:-:nron il jugar de ese rrcdo, 

en el c:ual se tcnÍB r:or obJeto p::istedot:' ganar nús. 1\Uf1~ to:i.os d.l!clararon 

que carbiaron su actitu::l en algun m.:mrnto, ¡:orq<...!:! t'l.r ... :cron la sensación 

Wividual de q\X! eran los ú:i.icos CJU! desconterninal.:i.:m, y no querÍ.:!.fl deJí:!X la 

ventaja a los otros. 

-el jugador 4 qui.so "alcanzar el rn.1r:c.ador 1\ÚS ulto p:i~-;:21;lc", m:mtcniendo 

al misio tierrp:J nú.q cartas azules CJUD' rojas en el p.:iqmte. Por lo cual jugó 

-1 desde la 13 a 1a 20 • 

5.3. DESCRIPCICN DE t.CS RF5UL1'lúD> Pfuo\ SL GRUfD 2 (O-POOL), 

E.l núrc.ro de cartas rojas al01n.Za un 1n:íxirro de 18 (en la distribución 13}. 

entonces bajó hd.sto el final de -5 {los jug.ldores no nota.ron ~ oo h:lbía car

tas rojas). 

El praredio de gastos f~ de 52 unidades ; con un praredio de 19 rMnOS 

gan¿rlorilS. En la tabla se p!:esentan los rcpJrtos de les jugadores y del gasto 

total. 

UnidOOes Acción del cooto to-

Jugador coosuniclas tal. f.n ·~. tabla. 5.3.l. 

l 54 20 .8 

2 46 17. 7 

3 28 10.8 

4 62 23.8 

5 70 26.9 

'l'otal 260 100.0 

t-nli<l 52. 20 .o 
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'l 
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10 15 

11 17 

u 17 

1J 18 

u 15 

15 1) 

16 ll 

17 12 
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"' "l 

o 
2~ -2 

25 -~ 
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o olO • • • • IJ 

Esta figura presenta en las columnas y renglón liHJ mismau caracte

rtsticas que ld anterior, pero ;;e puede ob\H..'rvar el c<imllio dP. .ict1tud 

de loe jugadores 1,2 y 3 ,4; hasta !logar a una situación de -5, 

donde no so dicron cuent.J que no h,lb!ri. cartas rojas
41 

U, rauc• ur q.,. ••1~ •c~HW •• uuoon•I Y• Q,,.. •• r .• eeuuo 9•~•r 

""'' "" ll1tn c...,~,. .. 11~ •"'ltl•l1'' I• e°""~:1c1er. ""d• <:l•r or1gon • 

eonduc1u "" ruonnlor on <:1ond• l• u~rh J.,.~~ ""' poi.el ~~t ••· 
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5,4. DISCUSICN DE LCS EJ!MPLCS. 

Las daclaraciones de los 105 jugadores involucrados en el experirrento, 

nos [:ermiticron establerer las siguientes clasificaciones; de acoordo a su ni

vel de canprensión de la sl.tua.c1ón, al principio del j1.:ego, se pued.e checar 

esta clasificación con los ejemplos de antes: 

1). Los jugadores quienes no entendieron que un aurento en el núrcro de 

cartas rojas, di.sninuirlan con certeza su probabilidOO. de ganar; algunos juga

dores de este tip:J confiaron al azar recibir una nuno ganadora, aun a ¡::csar 

de las leyes probabilisticas. 

2). Los jugadores que entendieron la conexión básica entre el núrcro de 

cartas azules en el p<:'.lqtrJ.te y la probabilídad ~ ganar, [)"_ro quienes no se die

ron cuenta que su elecci.Ó'\de -1 ó +l, tiene un efecto 5obre el paquete, 

(ésto foo notado del siguiente carentar10 en el grU[X> O-Pool: "nosotros tenía

rros que ganar lo mis que p..x.liérffi'O!l al principio de L.'1. c:orrlda, desde que el 

pa~te era azul h:l.sta que este se convertiría rm..r¡ rápidarcnte en rojo". 

3). Los jugadores quienes ent ierden ~ lur; cartas rojas ~~ran pfrdidas 

y que ellcP pueden controlar la evolución del paquete. (Es decir que no deben 

¡;er:mitir que el núrero de rojas se increm:mte mis allá de un cierto nivel). 

Sin enbargo estos jugadores no coinciden en la situ-1ción de ese nivel; se en

centro tres tipos de actitu:!es: 

l • Estllffición intuitiv.J. del nivel, el cual p..o:le ser entre 20 hr."illta 35 

cartas rojas. 

2 • ~terminación iITq:>lÍcita del nivel. Aunqu:~ SJ bum reaccionardo al nú

rre.ro de cartas rojas en la nuno. 

3. Estimación razonada, la cual es rolativarcntc cierta (O o 2 cartas 

rojas) ó falsa (2/7 cartas rojas contra 5/7 mrtas azules). 

Entonces se ve que lus act1tu:ies de los jugador~s pueden variar considera

blerrente. Una consecuencia ~neral de este estado de cosas es que no ohservara

el mi.srro canportc:wniento, sobre un grupo en total px nuS de unas ¡xx;as 

distribuciones, a irenos que un ac\.X!rd.O tácito tenga lugar entre los jugadores. 
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Afx)ra exaninarerros algunas conse.cooncias de esta diversidad, sobre el 

Catp:lrtamiento de los jugadores en aribas condic1on~s ( Keep y Pcol). 

En lzl COOOición Keep, el conflicto sui:.-ge entre el intcn!s individual y 

de grup:i; p::>r el hecho que si un mieni.)ro del gru}:ú ¡:::crn\."tnCOO ju']3nd.O -1 y no 

los otros, solai-ente las r-érdidas son ~ne.i:üdas p:::ir este jugOOor. Cerro una con~ 

secmnf7iiJ., los jugarlorcs t1.HYJe.rán a ser pn.rfontes, y si S\l intento de desconta

minar no pro:Joce resultados rJpidos y t:crceptibles, ellos ~nsru·án quo los 

otros tc:rnara'n ventaja de ellos, y ITTJY rocos contiJ1ITTrán h1ciérrlolo. 

Ah:ira con.~i.derando el <l:ripllo rango de füSibles reacciones de los jugad0res 

en algún rrarento del joogo, r-aru v~:~z ::;~··d~ !.J ~ el númro de cartas rojas 

bajar.fu, p:::i.r r.'ás de 2 un.ldadeG de una distribución a L:l otru; la fil). 3.1.3. 

Jruestra que esta cantidad ti.ene poca inflwncrn !;obre la probabllirlad de 9311ar. 

Fe.acciones similares a aQU!llos juga1oi:-es 1,2,5 en el gt1.1pJ 1, los cuales fue

ren deccpciooodos aún cu.:m::io el mhcro real de cartas rojw; del paquete, fw 

leverrcnte disninuido. r.fo ciJstante qm algunos j1.1'J_likires p ... u:ecidos a.l jugador 

3 en el grupo 1 no se sintió' e.xplotüdo, el cual les cnscfu el ser df.!Scuidados 

en su jnte.rés individua.1. 

En la roodición Pool p;:ir el oontrario, no habría tal ccnflicto de interés 

de grupo contra i.OOividual: algunos jugudores ~cicrcn contaminarrlo, se 

puede inferir qua ca:la uno de ellos no tieoo clara la situación del joogo. 

Es decir pertenecen a las pri.rreras dos clases, ó ell0<.J: tolerarÚtn un. alto nivel 

de cartas rojas}. Si tal.es jug..JdO!."c~-; ron de la mi.nori.n, los otros tcoricarente 

pueden balancear s;u .:u;ción contmtiru.mte ju')an1o -1, nu-.gÚn obt;táculo es surgi

do p:Jr el interés individual, p.;ira un jugador quien esta descontmúnando, esta 

contribuyendo al beneficio total el cual se.r<Í dividido; aunqtx! su score sen 

bajo canparOOo con los otros. Sin crrbarg:i observc.1u:is qoo ningÚn JUgador-, en 

condición Pool ga5tarn" m:Í.s de 70 tmidnrle;:; fllLü l'T'o'.'lnt,..,nr~r n,l r-ec:ur$D(c-l rn.::-ÍXü:n 

siendcdc 100 unidades). Ver tabla b.2 aún cua.ndo el m-·11 est00') del p:.:lquctc cs

t\NO dcrrandando tal acción. 

Entonces parece que un obstáculo esta en el iroJo de un ccmp:irtamiento des

contooúnante de principio a fim caro se establccid en el cuest10nario algunos 

jugadores descontaninantes reaccionaron con enojo h:lcia otros en el gru¡:o <flX! _ 
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Estwicrcn contaminando: "La siguiente vez, yo dejare• qü} los otros hagan la 

tarea (es decir agregar cartas azules). Y yo cornY!tvaré el score". 

Esto lleva la h.i~tesis que el juego es V.l.!::itO caro un juego dorrlc. se desprecia 

el beneficio rronctario final, la satisfacción y t..!l sentimiento de trümfo es

tan estrecha:rcnte lig~tdos con el scon~ 1ndiv1du..:il. La frnstrJc:iÓn de los ju

ga.dores descontumimmte~ p.x."<lP ~;urgir ck.!l tY~cbo que enterado de su superiori-

dad al entender la sitwciÓn del joogo, no alc.:in~ar.ían un alto score y a los 

cuales los p:mdría en fornu real no recibiendo un reconocimiento ¡:or su.s sacri

ficios. Por consiguiente el obstáculo princip.:ll p.:u-.:i tm CCTP{XJrt.::rnllmto eoópc..r:ati

vo en la conclicidn Pool; pgece se~ ~_lf..!OS juqadores no entierden clara

rrente las ccnsec~ncias de sus elecciones y piensan en térm..inos de minimizar 

al corto plazo las pÍrdidas, lo cual en el ju;oo no es cauivalente a rreximi-

zar a largo plazo el l:cncficio, Este OOstJ'culo prra la CCXJperación resulta na

turdl.rrente cierto en condJc1dn Koop, p:!ro sUTUdo a aquella falta de confidnza 

entre los jugadores. 
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CCl'dú:1ones """ N\\"erO(l.n.\l Total"""' ml.M· '!J..111.ltorJ.llto H.W tiaio ~~to Oi•~•a100 

-.~ ,y, can.u r:o- <1'>11 '}'l.'it&.1.u ~"'""'"· m~·• tZlUUll' 

M 

ful ' i:i2 '° H.'l " 16,1 ' '·' '°' 10 "' óO 26.l " 10.4 " 15,7 
,_l'ocl "'' " "' ~-~ ll.'J o o.o " ll.1 

h>I ''· m " l6.: " 
.., 

" 11.5 
r·.-,S ., '" •o U.'I " 10.a .. ltd 

"°"'w 1•,.6 ll~ .1 Ll.2 W.'1 H.~ '-' 40.0l'l,7 

ell " 2tl; w 22,t· " 16.0 ll '·' ru " "• " 25,4 " 15.2 " 10.2 
25-Pool Pll " ''° " 2b. 7 " 10.0 '° lb,1 

Pl4 ' 2 .. 2 " 21.";l " 17.I l• ... 
Pl~ e l·J'.l f.2 rn.7 " 19.l . l.• 

~w 1.:.6 ~7(.~ L4 ,:l 2).5 H.4 15.') 19.t '·' 
"'l " ;¡o~ " 26.2 'º 12.~ " 15.t> 

"" " lOó "' Jl.l " 10,7 " 211.4 
o-,_? '"' . lC " 15.!; " H.9 " 10.7 

'"' '" '" '° 2'1.'J " u.~ ,. 18.0 
hS " :'1~ " 1'>.S " 12.l '° 1l.':> 

""""'" " <O-J '° 1 l0.!2 25.Z 12.46 3Le \J.b' 

_,;11 " n: '° J':>.2 " lb.e 

1 

20 ... 
m " '" " )0.) l8 1~.6 " l4.7 

25-r-1, '" ' "' " 26.~ " lb.O " tz.'.'I 

'" " lh lB 33.1 " '·' " 23,11 

.:15 " .:'~2 ;: ;:E,l º·' " 27,h 

n•. ' '"' "' 16.2 .. 15.5 " )}.1 

Prc:rmc110 2l.5 ~~7 ·º '• .. i:J,0 12.G 12. ~ 42,J !(;,7 

CcniU::lrtl pn::b.-.:1.:a ~tlrr-"" u1u::W út! cart"-~ l"O~f'.:I ~"T"r,14 

~!.b01c~., l 0-fU:il O· ~"'-'P 2S-1'=1 

t't:tl~ld:\~ JS-?a::il ~!1-r.nep o-~ae., 2~-l"""p 

Vari&Jlt~t 

-t.:rtllldofl..-i~., 1 < l p < ,OOfl 1< ' p<.c·:n nU'l·~rH- 1 >; p-<.llJ 
c¡;ut.s11n. !erP.r.:.1-1. .. !J.r..tl 00 c.u':.tL~ r-l.!>'J<l'"-3 , .. ni:"'J'r.S clit"- nuq.J"'-" 1•- ~·<;. :iJ 

ff'~tlC..4 !f't":J<:;.1. 

Kú a.J.t:i CO!\:l\S'D nJ..."V]r.1"1d1!11r· 1 <' pc:..OU n11l•JIS'lo"J .u- p<.~·H 

en U116<'rlea !r.t"l'lnc:.ii 

KU bltj:> CT.1>\J"O pe:: .. 0211 !< ¡ p< .. !&2 n:n<1J>4'11- ,,, p-< .. J!,) 

en<n~• h•trr...·iA 

Du~s.~enu- p< ,OI':, nu::;.:~'I <!:.! .. - rHl1'jW"'"" •)l• J....; l t-< .. :1,J 
nl.4 ... ~• u•r.·;.i fH"'f~.l,l 

Kll alto o:r111ULJ !> ' p< .04B n~dt!!'l- nuvr-r"" <h· p<.vn 
en p~nta¡e !u.,:-o.1a 

Kú t>.l)" ".lm.11\Ml p< .. lll nL'"l'J\.fU'Jl!f!· l<Z p<.Jll 1 > ¡ p<.009 
enp:-.:urnta)"' 

Oupr.ruj\••n l > ~ p< .111 ""•fl"•I h- p<. l~l 
¡:r..rnmta¡ .. h:rer,_,,, 

-- ---~-·-· 

T.ll>la 6.J ~r1>tr.1 L-'c, 1-.l\<.H·•I '"' •:<' l.\ ~n.I"t..1 <!" "l.'llt··•1 .• ··•·,. 'o,tl!, "!< 1: p< • • ~!'f1!

f:c.1 q..r. los vaL.:.ru <Y. 41< v<V1&1l,. prclJ.,ri., s:,t¡f"f' 14 p-J:1l...,,,:Yi 1 ~..._fa i.--<r...,r,. qc.i &0-

tJ:.i 1.1 p:;tilttCiÚl'l .'a tZ1 nlwl. <kl 111,Jfltfl;_.v.,aa • , "!Hfl,t-1">4 ,¡¡l.,renc.l4" U'1HfU-11 qc.i 

<!) :u ..... l""' •1<FH!1C4!><::1a • e& l"IÚ <;1'.M11c q".l!!I .<O. 
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LOa pnooa para uanr la prueba de Mann-'•'hltnoy• aon: 

1. Se detrmlnnn loo valoren de n
1

, n
2

, donde n
1 

ca el número de cnaoa 

en el grupo rnño pequeño; n
2

, ea el número de cnson en el grupo mña gran

de • 

2. Se ordenan lon punto.jea juntos de nmboa grupoa del orden menor al mayor. 

3. Se detenninn el valor de U contando como en el ejemplo. 

4. El método para determinar lnoignificoncla del valor obnervndo de U, de

pende del tamaño de n
2 

: 

n) Si n
2 

es O 6 menor, ln probabilidad exnctn naocinda con un valor 

tan pequeño como el obnervndo de U aparece en la tabla J{ ver ejemplo). 

Pnrn una prucbn de don colon, ec duplica t!l valor de p obtenido en lo 

tablo. Si lo U observada no npnrecc en lo Ulbln J, ca U', y deberá 

trnnafonnarnc en U uanndo ln fórmula U "' n 1n
2 

- U' • 

5. Si el valor obaervndo de U tiene unn probnbilidnd aaocindn igual ó 

menor que o(. , se rechaza !1
0

, y ae nccptn 11
1 

. 

Ejemplo: Total de un1dndea r,natadao ae clantficnn en don poblncioneo A1 B. 

en este cnoo O-pool y 25-pool. 

A 232 230 162 170 260 

B 266 276 240 292 300 

178 162 230 232 240 260 266 276 292 300 

A A A B B B 

Observando en lo tnbln J poro éstos valoreo da. p < .008 
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Se aplicó sucesi.varrente la p!l..leba de Mann-Whitney~1, a estas variables para 

cada pareja de condiciones externas: 0-P~l y 25-Pool; 25-Kecp y 0-Po:il; 

0-Keep y O-Pool; 25-Pool y 25- Kecp. Una conclusién {X>sitiva a la p.n.lCba., tiene 

la siguiente form:i con probabilidad de error p"" c.< , 

los valores de lu variable probada sobre la 1 p:iblación, son nús pequ2ños 

(respectivurmnte mís grandes) qt~ sobre la 2 población. Una r.obladl{n es el 

conjunto de tcdos los grupos jugan:lo en J.us misras ccndiciones c..xtemllli, de 

lo cual la presente cbservacién f'.C constituye_ una 11n..i.~r:;ti·a. 

Los resultados para la ~ba· estan en la télbla 6. 3 .. 

6 .1. DISCUSICN CE LCS RESULTAIXXi ES"~ADrsrrcos. 

Las pri.rrera.s dos variables son representntivus del C.'ClTlf-úrtamiento de grnIXJ 

las unidades gastOOas en total sen un¿-i cvalu:icid'n de los esf1X!rzos del grup:> 

para m:intener el recurso; mientras que el núreru final de cartas rojas represen

ta los resultados qoo estos esfoor:-zos hm prr:duc.ido durante 25 dLstribuciones. 

otros investigadores (W.D.R.D. >"\c.nbién han usado estas vai·iubles en el misrro 

sentido; pJr eso se canparill1 arnt:os resultados. 

Crnp.:rrando las condiciones tcdo-azul, m.it<ld-üzul. Se c.bservo que en condi

ciones Pool y Keep, los grup:is que a-np2!zaban con 25 c<l.rtas rojas g.istcrron signj

ficativarrente ;n.:Ís; que aqoollos qoo ('f~zaron con O roja~. 

Por otro lado no hay tal diferencia. en el mÍTero flnal de cartas r:ojas. 

LlegaOOo al ca~ntario t;L<JUJ.ente: los grupos qt~ errpczaron con un rrcdio senu

degradado, fínali::o:Mon en la 25 en situ;1C'jon~s las c1.:..~lcs ptxjícron ~;.cr i:rnerJ

das p:ir grup:>s que cmp!zaron con un m...x.110 puro. Se sigue ~ los prirreros 

gastaron iras para rre.ntener el recurso. 

(W.D.R.D.) llegaron a la misM. conclLLsic~n. obscrvan:.Io ooem.í.s CJU'=! esos gru

pos que ~zaron con 25 cartas rojas, final izaron en una rrejor situación ~ 

los gr:upos que iniciaron con lll1 P'llJUCte todo a:.~ul. 
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Al canparar las condiciones Pool y Keep, las pruebas prcdujeron ninguna 

diferencia para los grup::>s con O rojas, y solarrente una terrlencia ( p < .123) 

para 25-Pool que. gastaron mas que los grup::>s 25-Keep~t 

Los resultados de (W.D.R.D.) son que los grupos Pool gastaron irás que los 

grupos Kccp, arrOOs con O y 25 cartas rojas. 

Las diferencias entre to::lo-azul y mitad-azul en condiciones iniciales es 

clara-rente establecido. Ahora se enfocará sobre la ccmparación en condiciones 

Pool y Keep, a fin de es¡:ecificar las diferencias de conducta o carp:>rtamiento 

las cuales no aparecen si se usan solarrcnte las variables descritas. Se estu

dian entonces las actittrles extren'd.S en ca.da grupo (es decir alto y bajo con

smo), el cual sera expresado en uni.dOOes y en porcentaje del censuro total 

del grupo. 

Eirp;!zando desde la idea que a causa de sus intereses de corto plazo, los 

jugadores i.rrlividua.lirente gastar!an rrenos en una situación ccrn¡x!titiva, ~ 

en una cooperativa. Se prop::mclrf.a probar las siguientes dos hipÓtesis: 

i.- de los contaminadores m:ls reacios en situac.idn Kcep, contam.inarían 

m'Ís que los contaminadores ITtás reacios en situa.cic!n Pool. 

ii.-de los descontaminadorcs rrás reacios en la situa.ción Keep, ~ desconta

minan tanto caro los descontaminüdorcs mis reacios en situación Pool. 

Las variables probadas son: 

( 1) El consuro mis h"ljo en Lmid<Jdcs. 

(2) El conslmJ mis alto en unidades. 

La tabla 6.3 rruestra que la prirrera hipStesis es ronfi.nla::ia para los grupos 

que empezaron con 25 cartas rojas, pero no para los gt1.lIX)5 que E!f'Tl)ezaron con 

O cartas roja<;. La segunda hl{:<ltcsi.5, no es confi..rnrna ¡::ara ningún tii:o de 

grupo IXJr el contrario, la hi¡:Ótesis oplX!sta es justifieüda a lU1 nivel de sig

nificancia {p< .033). Para grupos qt_Y.? GT{)ezaron ccn 25 rojas. 
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6.2. =.usrCN DE LOS ,\ITTORES. 

Se pueden resunir los resultados di; este estu:::Uo en los siguientes 

carentarios: 

l.- El núrero inicial de cartas rojas aparece cono un factor secun

dario, caro se pu:rle observar en la determinación d¿ la. situación al ter

mino del j1..Cgo. Ciertamnte, considcrarrlo lG gi·a.n var.ia.ci.óh sobre el 

mire.ro final de cartas rojas entra los grupos jugando en las misnus con

diciones externas. 

Paree.e que otros factores prevalecen: tales cam un amplio sen

timiento de confianza, ó tm cierto nivel <le can¿1retcnsión o algunas con

dicionen internas aún no explorad.as. 

2.- La inflwncia de.l tip::> de recar{'(mSa cs un p.:x::::O más tangible, 

para los grupos ~ en¡::czaron con 25 c.Jrt:as rojas; sin enba.rgo los resul

tados son mu:ho imnos significativos qlX' los OOtenidos por {W.D.R.D.). 

AquÍ se puedo obseIVar la influmcia de algÚn factor cultural, el cual 

confinro la tendencia ya ncncionada por (W.D.R.D. l con respecto al dato 

SI.ECO. 

3. - F:inalrrentc, se puede agregar que loo jugadores en ~neral fueron 

bastante entusiastas al expc.rilronto, opin4)ño ~ "1 juego fm clcm:Jstra

tivo y 11>1\ jugado. El mimo jll'.?go íoo t0!1bwn cxp;r:immtado con altos 

crrprl!Sarios con caracter cducat ivo; con la finalida:i de intrcdocir ele-

R'Elltos econárdcos, y para. rrostrar 1a insuficiencia de tales consiñera

ciones para generar \ID carp:>rtamiento racional de grup:>. A JX!SM de que 

todavía no se han exaninado diferencias significantes con los escolares. 

donde p:::.drÍan ser observadas. Las situaciones finales fueron wás con-

taminadas y los jugadores dificillrentc se desviaron de su estrutcgia 

del principio. 
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CONCLUS!ON. 

- Una medida tendiente a disminuir la contaminación es la educación 
de la poblacibn i1e acuerdo a un esplr i tu pl1blico, y rP-sponr;able 
con coopcracid'n form<ll e in[orrn<Jl. 'f par..i esto el modelo puede 
resultar de utilidad; con el obJClto de que la gente tenga presento 
del peligro de canta.minar ind1scrimin,1damentc, incluyendo por supues
to a los productoreB, 

- Es necesario que p<lra cada espdc10 r!síco se haga uo anlil1ü;, Y<l que 
la poluc16n dcpf.::nde del tiempo, forma y lugar aún más que en ou volu
men. Y que tambi6n para la gente qun comparte un cierto medio, que Be 

motive la comunicación de cuundo l!n cuand•J p,1r.::i investig,1r los puntoti 
del coro que son est<Jbles, i. a L1 voz equilitJrior• ¡;nmp•~t .ttiVO!>. 

- En la educación de la. g•rntc oe pueden usdr c.:fft.:is rojas y azuleli 
como lo h1cil!ron e!lton investig,1düros, 6 bi(·11 con (.itro<i juegos ul
ternat h:os. 

- Es neces;1rio tener dütOti conf ictbl1~1.> :;obre Pl control dn lll contd
minaci6n, p.::u-.:i poder 11sar el m0delu en c<1dll Hitu,1ción nrnbil!nt<.11, no 
solo de los disporublt!B dcil p·1f;m1o; !i ino qu~ llt..!•.1<1r u11 regi&tro de 
los futuro¡; debido 11 que l.3 polución no se puede uvitdr tot.:ilmentc, 
En caso de no oxintir dichoo. ddtor., He pU1!r:lc cstud~ar lo r¡ue 1;e ha 
hecho en otroG p¿11~~er. en cu12;,t1t;n d.::1 c·~r.itJill" <.i 1,1 crJ11t •. nn.1.nLtc.:ióri 
como es el C.J.So de SueCJ.<l, 5udcoreü, Jap6n y us;,, cuy,1 potilac1ón 
tiene cardcter!1aic.:w ya mencionadas 1!n el prur.er p~rrllfo. 

- Si se llene un.:i mcd1da de cnr,t,1r:nn,icit'Jn f':ed1r,-,1rr<!1t•:nt.1l (~:¡ (~ada 

ospacio fls1co, se puede decidir sobre los 11rn1tP.~-' realmente por
misibles con clYUdtl del modelo tu6r1cu. F:sto t,\rnb1l-n ¡;e da ¡,,ira 
informar d la poblac.lón del t1pu de cont<.1tn.ln.inte •¡ grt:1do du conta
minación, y se pueda hacer un reclamo ~obt"f! tal peJ igro. 

- El punto antf'.!rior nou llevd a decir que son neCC'frn.ri<'Hi lns leyes 
que regulen la prot~cci6n .imbient.:il en función de las limit;,ntf!li 
hasta el gr,1d0 po!>tble,tom,,m1o en cucnt<..1 Id 11aturalf~v1, y el gra
do de los danos ( suelo flora, fauna). Einu~; i,~yc>s dehen Ger fle
xibles p.:ira no perdersl! <?n trámites largos que tienden d olvidar 
6 desviar el problema. 

- As! tnmbiénse debe 11nph!fncntur la tucn11log!r1 p!trn para <1balir 
lafl descnrgao c1mbiontal·~s. y Iris .-:nr,t<')S q,~ al;dtllnlenlo. 

- Otro d .. 1to qui! i;1J ohtir.~1f! de ~!;l'.! tr,\ll<.lJo eB liJ rel,1c1<"in entre 
tasa de int1~r~H y polución. E.s dec.lr paru cdd<1 liJ!i<l d1~ int'!rés 
la correfjpandP- cierta c0nt<1minación, de ahl la import.Jncia da 
bajar la tasa de interés. 

- l Si r-,e hace un cambio do contaminaciOn por corrupción en el mo
delo quo reflultariaf. 



A.1.~. Un joogo binatriz r
0 

, es una tetrada (I,J;A,B) dorrle; 

I = ll, •• .,m\. J = \l, ••• ,n\. SOn conjuntos finitos y, A= (aij)iE I 

j E J 

B=(bij)HI 

j' J 

son m:itrices reales. I y J son conjuntos de estrategias 

purasi A y B son rratrices de pag:J. 

Notar que A y B pooden ser consideradas caro ftmciDnes, 

A: IX J -ll B:IxJ---ll 

llofini<las por A( i, j) = ªij B(i.j) = bij 

A.2 DEF"INICIOO. Sea r0 tm jwgo b:Urotriz. Entonces (i,j) • I x J es un punto 

de equilibrio de r
0 

si: 

alj ~ aij (iEI), 

bij ~ bij (j < J), 

( 1) 

(2) 

l,j son l.l&radas estrategias en equilibrio del jug<Xlar 1,2 respectivooente. 

A.J [)EF"IN!C1aJ. X = j x ellf"" 1 ~ x. = l I · Y = \ yE!Rn+ \ '5'. y. = l f 
1•J l. Ii'J J 

entonces r (X,Y;A,B) es !Urnoda la extensi6n mixta de r
0

= (I,J,A,B). 

x E X y y E Y se llan.:m estrategias mixtas del jugcrlar 1 y 2 respectiva

rrente. Por contraste i E I se llc:ma estrategia pura del jugador l. 
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Sil elige x•X y 2 elige Y< Y en r (X,Y,A,B) los pagos <J'-"' les corres-

ponden son KAy para l y KBy para 2. 

A.4. PEFINICilli. Un punto de equilibrio de r (X,Y,,\,B) es un par (x,y) i: 

X X Y tal que: 

'il.A'/ ~KA'/ (xlX) 

'i1. B y ~ 'i1. B y (Yt Y) 

(3) 

(4) 

5ea Ai = ( ªil' .•. 'ªin el i-ésirro renglón de la rutriz A. 

A f' ( ªlj, ... , ªmj la j-énina col\ltna de la rratriz A. 

A.5. ~· (~,y) es tm punto de equilibrio si y sólo si 

'i1. A Y ~ Ai.Y 

xBy~RB.j 

(i<I) 

( j. J) 

DeupstraciÓn. Si ('l., "J) es un punto de equilibrio 

;¡ A'/ ~ ei A'/ = A. y, Y ¡¡ B '/ ~ ¡¡ B ej • B . y. 
1' ·J 

Por otro lado, si (5} se satisface, entonces para x E X 

;¡A y = ( ~l xi ) ;¡A y= ~xi Aioy = "A y. 

Y similanrente para y • Y. 

(5) 

(6) 
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Nótese que al jugar la extensión mixta de r;, no se tiene pé.rtlida de alguna 

elección e.strategica. de f'
0 

, esto es , 1:.-.e pt.n:k~ sierrpre escoger e i E X 

ej €: Y y entonces, se obtiene e 1 A ej = '\j un pag:i tar.bién obtenible es

cogiend.o i €. I, j e. J cuando se jooga r
0 

. 

En otras palabras, la i.dentificaciún de i f:. I y e1
E. X sugiere qoo r

0 

está " encajOOo" en r, entonces observundo la igualdad e 1 A y = A1 , y 

el significado del lcnn es, flOO es suficient•! carpctrar e1 r~g'.J x A y de 

en (x,y), contra el pago de solCJTCnte el uso de c.Gtratcgi.as puras, dado 

qm 2 jooga y E Y; a fin de asegurar CJU3 un punto de equilibrio está a la 

vista. 

A.6. Caro un ejerrplo notar qoo; 

I = ( X Y, ( ~ ~) ,( ~ ~)) 

tiene un punto de equilibrio x = ( 1/ 3 , 2/,l y= ('/ 3 , 1/ 1 ) 

Sea \)( I'o). g( r ) denotan los conjuntos de puntos de equilibrio de ro 

y r respectivamnte. 

A. 7, CQIPl.J\RIO. 1.-

2.-

3.-

( I,j) E g(i:;, ) si y sólo si ( e i ,ej 

<x.Y-1 E '.)(r) si y sólo si: 

;¡A y = !MX A,. y XBY=nl:!X 
"1 ¡<J 

(X,y) • 9(r 1 si y sólo si; 

"J< >O inplica 1\. y = ~ Ai• 'J 

y1 >o inplica :!1 B. 1 = J"'ti ;¡B. j 

) E 9cr ¡, 

XB .j 

(k E I) 

(l E J). 
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I:errpstración. Si (i,j) E. Q{r
0

) entonces 

ªIf ~ ªij i t I es decir 

e i A ej" ~ e iA ej "' A i. ej ( i < I). 

Simi.lanrente e I B ej ~ e i B . ( j E. J) y el lerra nos in-
• J 

dica que (ei:e)) • (¡(r ). La reversa es inrediata. 

2. Si (X,y) t:(i(r) entonces por el leITa A.5 

X l\ y;~ /\i• y= (~¡Xi) m§x l\i• y ·~¡XlAi• y 

=X A y. 

la inversa se si~ del lenu A.5. Asimillro para el 

segundo jugador. 

3. ;¡A'{= fu ~ 1\ y < ~"ff '\. y 
•.>o 

y notando CJlE si la desigualdad estricta se satisface 

entonces se viola la condición 2. Por otro lado si la 

condición 3, se satisface entonces x A y = ~ Ai y 

se sigue por 2 que (x,y) < g¡r ). (Similanrente para 2). 

EjeJT1)lOS • LQs tres puntos son de equilibrio para el ejenplo A. 6 

(X,y) .. (e 1 ,e1 l; <X.Y>= ce 2 ,e 2 ); <X.Y>= (( 1
/ 1 , 2 /J),<2/1 , 

111» 
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La siguiente notaci6n será de utilida::l. Sea r = (X,Y,A,B} y sea 

(i El). 

X B ~ 
.j (llJ) 1 ljtJ). 

K.r = íl K. ( T \;; I, T I ¡j ) 
i c.T 

1 

L = íl L. ( R 1:: J, R f ¡!! ). 
R j E R J 

lldemís sea, 

\¡ = l l<E X j xi = O ( i E U) \ (U \;; I, U -f. I) 

Yy = 1 Y E Y j Yj = 0 ( j E V) i (V \;;; J, V 1 J). 

Ki es el conjunto de estrategias mixtas y e. Y, contra la cual i ea 

ÓptJma. 

\, es el subsinl>lex de X g>nerado ¡::cr (ei) iE uc • 

A.8.COTD un ejerrplo considérese r (X,Y,A,B) donde m = n = 3, 

(

o i º) 
B = : : 
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Kl • 1 Y E Y J Y1 ~ Y2 , y, 
,, 

Fig. l 

'• 

Fig. 2 

•1·l1,l,Ol&'¡ 
'1tnl ' ' 'MI 

., •a 
NÓtese que Y E: K¡ 1 2 3 ¡ y 5? ¡;_ L tinlpro:lu::en un punto de equilibrio 

(51,y). 

A.9. ~·Sea (51,9)E X X Y y póngase 

V • \ i J xi •O 1 

u = 1 j 1 yj = o 1 

Entonces (l'!,9) E Xv x Yu , es claro de la definición de u 

y de V. El resto se sigue dc.l corolario A. 7 . Por ejem-

plo, si (l'!,YJ E 9(r) entonms ~>O (kE TI implica qoo 

y i: ~ y así sucesivarente. 



105 

En el ejerrplo anterior considérese X'( '/ 3 , '/ 3 , '/ 3 } y y= ( '/
3

, 
1
/ 3 , t¡ 3 ) 

escribiendo T = 1 = \l,2,3\ , R = J • l l,2,3/, V= U=~ se encumtra 

X• LJ íl \¡ , y é 1'¡ íl Y0 y por consiguiente (l<,Y) • 9(r). 

Para abreviar notación, sea; 

T <;;; 1 U<: J 

RC:J VC:I ). 

OOFINICION 

A.10. l. Un ji:ego bimatriz r ( X,Y,A,Bl se dice ser no degencra1o, 

si para cualquier T S 1 , T 1 ¡! y para cua:tquie.r uc;; J , u I J se tiene 

dim l-lr,u = n - ITI - lul (7) 

y p:u:a GR,V (R t;;: J~ R 'f.~ ; V e; I ; V/. I} se sostiene una coodiciÓn 

seirojante. 

dim G¡¡,v • m - IRI - \vi 

2. Una rm.triz A mxn se U.arra no-<iege.nererla, si teda sul::rmtriz 

-1 

A • 

-1 
1. .. 1 o 

es no singular ( excluyerrlo, natura..lrrcnte el cero de la ÚltiIM columa y 

renglón. 
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Nótese que p:Jr convención se asigna cualquier di.rrensión negativa 

al conjunto vacío. Por tanto (7)i11plica en particular <l'-" "r,u = f<Í simt

pre <l'-" \T\ + \u\ >n 

10.D,l) 

'1.0,0J 

A.11.~. Si A y B son no deg;neradas entonces así es r. 

Dwpstración. 

Paso l . Si 'J E ~ íl \'U entonces 

Ai• y = ••• • 1\. y =1 >. 

para teda i, ... ,ke T. Por consiguiente (y,¡} es una solución 

del sistema linea..l en las variables y1 , ••• , y n, ..\ dado por 

A1 • y - Á = O 

y. = o 
J 

Y¡+ .• ,+yn = 

con watriz de coeficientes: 

iE: T 

je U (8) 
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-1 

-1 
o 

1 o 

i•T, j• U (9) 

Ahora si n < ITI + lul, entonces se considera la sutrnatriz de 

dada poro 

Claranente, el ran9J de( 10 ¡iguala 

-1 

-1 
o 

iET,j• U (10) 

¡u¡ + ran9J 1 ~
1

1 
6 ij -l HT,j•tf' 

Caro llfl = IJ - u¡ = n - IUI< ITI, se puede seleccionar una suhna

triz ( lucl + 1) x ( ¡uc¡ + 1) de la anterior, la cual en vista de la con

dici6n de no-dcgeneraci6n tiene rango llfl + l. Par consiguiente(lO)tiene 

ran9J lul + lucl t l = n t l. Esto significa que el sistenu (S)corres

pondiente a(lO)admite la solu::ión trivial (y,>:) = (0,0) solarrente: as! 

que (8) no tiene otra solu::i6n. Concluyendo que H.r,u f ¡¡! implica 

n:, ITI + lul. 
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Paso 2. Asúnase ahora que flr,u ; ~ y por consiguiente ITI + ¡u¡ • n. 

Esc6jase y <flr,u· Sea !\.,u= j (y,XJE IRº"\ Ytflr,u, A= l\,Y (ioTJI, 

enton=s la dim í\,u = dim ''r,u· 

Der.ote.rros por Rr, U el espacio de soluciones de ( 8) . Entonces 

dim ~.u= dim íi,.,u 111¡ 

caro !lr,u = ilr,u n l (y, .1) t nf+l 1 y~ o \. 

Ahora otra vez el rango d~ ( 9) es 

-1 

-1 
l ... l o 

Y caro IT\ ~ n - \u\ = \tf\, "" puede seleccionar una sul:m3triz 

1 IT\ + l ) x 1 \T\ + 1). Por consiguiente, el run!JO de (9) es \ul + \T\ + 

y dim ~.u= (n+l) - (\T\ +\u\+ l J = n - \T\ - \ul (12) 

por 111 )se tiene 

dim íl,.,u < n - ITI - \ul. 

Paso 3. Dada l'<flr,u' "X= Ai· y (i<T) se define 

T' = 1i1 iET", Ai· v=:\j. u•= 1j1 j<W 'yj =o¡ 

Se va a dem:istrar la existencia de y < 1-1¡. ,U tal que T' = U' = '/J 
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Ciertmente si T1 U' F 9Í· es suficiente derrostrar que el tam:ti"ío de 

dig.3'l'qi T' p.iede ser reducido propiarrente escogiendo un apropiado Y . 

Para este fin sea i 0 E T'. Se tiene qoo (y, A)~ H.r+T' ,U+U' segura

nente se encu:mtra {yº, ). 0 ) E ~+T'- \i.,\ , u+u1 tal que 

Ai• yº= ~ • , i E T + T' - \ i., \ , 

Ai, y• ; ~. 

as!. qoo fiT+T' ,u+u• ~ ~+T' _ \i.,¡ ,U+U' , contradiciendo (12) 

Sin pérdida de generalidad se puede asunir que 

Al., y'< A, 

lle otro m:xlo tárose ( -y' , - A. ) y pÓngase 

(y<, A,)= (1-E )(y,Á) +<(y',).,) (0 = t 1) 

entonces 

Ai• y' (1 - e) Ai.'J + t '\.Y' 

= ( l - E) :Í. + ')., = ~! ( i € T + T' - \ i, \ ) ( 13) 

Y similarrrente 

Yj = O ( j E U +U' l ( 14) 

Ai, y'= ( 1 - E ) Ai,· y + ¡¡ Ai,· y' ( 1 - e ) A + ¡¡ Aio' y' 

-:: 11 - e J 1 + e .1. = ~. 1 o < e < 1 J • 11s, 



qoo 

Por otro lodo 

irrplica 

Ai· yt <. ..\e 

y; >O 

HO 

( í e (T + T' )e) 

(j ~(U+U')C) 

(16) 

Para i: suf icienteimnte pequeilo, corbinando ( 13) ·( 16 ¡;e encU>ntra 

(ye,A,l" flr+T'-li,l,U+U' ' (yt, )El t 11r+T'-\i.\ +\i\,U•U' 

Para cualquier i e (T +T' )e U \ í. \ . Por tanto y " y1servirá 

para el propósito de .. reducir T' .. rrencionado ante.s. 

Paso 4. Se puede a..5unir por el resultado previo • qtn se puede encon .... 

trar (y, :>; ) f í\.,u satisfaciendo 

(17) 

Pero oov:iarrente, (l7)Jmp1ka qoo una vecindad cmpleta d<> (y. -,¡: 

relativa a 'R.r,u está al.!n contenida en flr,u· 

Conse.;:oonteirente, carparando otra wz ( 11 l y ( 12) 

dim H.r,u = dim Rr.u = n - !TI - ¡u¡. 
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A.12.~. Sea r = (X,Y,A,B) no-<leg;merado. 

l. El m.Írero de puntos de equilibrio es finito. 

2. Si (x,Y)t !}(!") y 

T = \ i i lli:> O 1 R = 1 j j Kj >O ! 
entonces !TI = IRI y, 

j<x.y)\= (LníllYol x !K.¡. n Yncl. 

3. Si (l?.'i'l • ¡;l{!" ), entonces existe un único núrero real 

A tal que (Y. X ) es la única soloción del sis tena 

A1.y-A=O (í<Tl 

Yj =O (jtRc) 

Y1+· •• +yn • 1 

( 18) 

(Es decir todos los puntos de equilibrio de r pueden ser 

encontrooos colorando alguna sul:rretriz cuadrooa A. Resol-

viendo un si.aterre parecido ( lB} . procediendo si.mil.anren-

te para a. y fina.lirente observar si un punto do equilibrio 

r.a sido obtenido). 

Cetrostración. Por el teorema A.11 si Or,g} t: 9( r}. entonces 

(x,'fl • {LR n "rcl " ( K.¡. n Yncl 

'i por no-degeneraci.dn se concluye ~; 

stltando arrbas desiguldades resulta 
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Sin errbargo el 100.o izquierdo iguala m + n, por consiguiente se tie-

ne la igualdad, es decir 

derrostrando la prirrera parte de 2, la 2 parte de 2 se si~ otra vez p::ir 

la no-degeneración, ya ~: 

J. es obvio, por consiguicnte,Y es la Unica solu::iÓn de (18Jque co-

rresporde tuücarrente a la sul:matriz; 

( 8 ij } i ET, j E Re 

( es decir a la pareja de subconjuntos (T ,R). Caro hay solo un núrero 

finito de suhMtrices cuadradas (i,e. parejas (T,R)). 1 es una consecuen

cia directa. 

En lo q¡..e sigi.e se errpleará la notación T + i, T - i en lugar de 

T+\i\T-ji\. 

A.13.~.(Lll'IKE-fO'ISOO). Sea I'= (X,Y,A,BJ no-degenerado. Entonces 

g(r ¡ = f<1 y lg!r ll es inl=· 

[)em;)stración. Se llarre.ra un conjunto no-vacío, 

H.r,u=\i'\, ITI + 1 u¡ =n 
un vértice en Y. Y un conjunto no-vacío 

flr,u , !TI + lul = n - 1 

una arista en Y. ( Similanrente pua X}. 
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fM.Q..J. Nótese qoo tcrlo vector básico es un vértice. Se derm:estra ~ 

para teda j , ej E: Y está contenido en e.xa.ctLJrente n - 1 aristas 

mientras cualquier otro vértice esta contcni:io en e.'l\actoo"Bnte n 

aristas. ( 19) 

La proposición es casi imediata para los vectores básicos 

Sea un conjunto: 

H.r,u Y ITI + lul n , ITI ~ 2 

para cualquier i e T 

H.r-i,U l'r - i 1 + lul = n - 1 

es una arista conteniendo \Y\, y similarnente , para cualquier 

j E U, 

ll.r,u-j ITI+ IU-jl=n-1 

Entonces se han encontrOOo, al nenas n aristas conteniendo \Y~ 

Si hubiera mls, la intersecci6n de todas ellas constituirían un 

conjunto 11¡., ,U' con IT' I + IU' 1 > n , a posar de qce y E 11¡., ,U' 

contradiciendo no-de9='ne.ración. 

Fornalrrente: si \Y\>;;; H.r• ,U' entonces 

\y¡s;; H.r,u n H.r· ,u• = 11.ruT· ,uuu• " 11r• ,u• 

y ITI + lul = n .iJit>lica T' = T, U' =U; Tº<;;T, U'<;;U. 
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N:Jl'A. La única diferencia entre vectores básicos ej y otros vértices 

es qoo ITI = 1 en el prin'er caso y p:>r tanto no se debe suprimir un indi

ce de T con el objeto de obtener un.a arista conteniendo ej . Aparte de 

esto, si H.¡. ,U es un vértice, entonces para algún i E: T y J t U le corres-

p:>OOe exa.ctarrentc una arista en 1 1-f.r. U 1 
, qte es cancelar un índice 

de T uu entendiéndose una arliita bién definida en H,r,u . 

Paso 2. Sea z = X x Y. sup6ngaoe ''r,u =\y\ y GR,V = \R\son 

vértices en Y y X respectivarrente, entonces identificando-

se con sus el.aren tos, sea 

z = (x,y) E GR,V X H.r,u <;; z 

un vikticc en z. Analogarrente, los conjuntos del tip::> 

y 

GR,V X ''r.u = \ (x,y) 1 "e GR,V • \Y\ = 11.r,u 1 . 
GR,V una.:avi.sta H.r,u un-punto ) 

GR,V X H.r,u = 1 (51,y) 1 X = GR,V ; y El'r,u 1. 
(GR,V un punto, y H.r,u 1.U1a arista ) • 

son lJ..arrOOa.s aristas de z. Mcm:Ís dendtese 

~n = ./j = \ zE z 1 xi> O ÍJll'lica y e Ki (iE I), 

yj>O ÍJll'lica XE Lj (jeJ-n))f 

Se va a derrostrar 

Si 2 e g( r ). entonces z E ,¡j y z es un vértice en z 
(20) 
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Z í: lJ , ool.aTente debilitaros l.a condici.Ón para puntos de equilibrio~ 

( cotéjese igualrrente con el corolarioA.7.1). Pru:a de!fostrar la segunda 

parte / nos refe.rirros al corolarioA.12.l el cual nos dice que; 

T•\ilxi>O\, R•jjlyj>Of 

Tienen aquella propiedad a saber, 

hG.¡.,Rc 

Y simi..l.lttnente para X. 

~ 3 .. Hc1.y e.xac:tarronte un i., E: I tal ~ {eiº, en) t JJ. 
Para ver esto el!jase í. E- I tal ~: 

1\. en~ A. en (i¡¡¡) 
i. i 

(21) 

entonces cíertan:mte e" E. Kd., y (ei• ,eº) E .JJ . Además 

en • Hí .. J-n , l li. \ 1 • 1 J • n 1 • n 

es as! cerro i. eotá únicarrcnte determJ.naclo, para e" • 1<1 

{i ~ i,), JJrplicar!a qw 

eº•H¡i,i.\ ,J-n ,Jli.i.¡ J t JJ - ni • n • l > n 

contradiciendo la no-de(1>neraci6n. Esto dentJestra ( 21) 

Enpez<llOS por 

z• ~ (eiº .e"} coro se definió p:ir 21 y es Ó una de dos 

un punto ele equilibrio y no hay arista en JJ conteniendo 

a z• ó hay exactarente una arista en J.J contcní.endo z•. 

(22) 

Para uno u otro ei• e Ln. Entonces coro zve. ¿¡ se t.íl?:ne: 

ei• > O iJ1lllica e0 
• Ki ( iE l) 

ej > O .iJlt>lica e
1
•• Lj {j • JJ 



116 

Y p:>r consiguiente z• E l;i(r} (corolarioA.7.'.l. Ahora de aeu!rdo 

a ( 19) hay exactarrente m T n - 2 aristas en z conteniendo z•, a sa-

ter los conjuntosi 

\ ei•¡ x H li,! ,J-n-j 

Gin! ,I-i,-i .x \en\ 

j<J-n) 

i < I - i,) 
(23) 

Ninguno de estos está contenido en .l1 :por eje.rrplo si se tara: 

(ei• ,y)< \ei\ " 11\i,\ ,J-n-j 

para alguna j E J - n entoncen yj es factible. Pero ei" E L
0 

,ei• ~ I.j 

(j /. n) (por no-degeO(!I"aciÓn). .A.si que las condiciones de J:J son vio-

ladas. 

O alternativarrente cí" ~ L
0 

y hay alguna k definida única k .¡. n, 

tal CJU9 ei" E Lk. Enton~s las aristas en Z que· contienen a z" están 

dadas por1 

1 ei'f x H \i,\ • J-n-j 

Glki • I-i.-i X ¡en\ 

Alxlra ello nos dice qoo : 

l ei'f x H li.¡ ,J-n-k 

j<J-n) 

i E I - i.) (24) 

es una arista en 1J conteniendo z•, y natural..rrente (eiº, e"l í/ g¡r). 
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Paso 4. Se va a dcrrostrar: 

Supóngase 2 E: M , f F z• , es un v&rtice entonces, acorde a 

si z f 9( r ) o i E !f! r ) hay exactmcnte una o dos aristas 

en JJ contenierrlo z. ( 25) 

Sea 

Y supóngase que 'i'n = o. Esto irrplica z o g! r ) . 

Por el corolario A.12 

z • GR.Te X 11.r.Rc • \R\ + \r\ = m • \RI \T\. 

\Ti + \Re\ = n. 

Caro n E: Re, se poode cancelar n de Re , as! que se obtenga 

una arista x x 11.¡, e la cual está contenida en ,/J • 
Ninguna arista irás .R -n allá está contenida en JJ p::ir ejem. 

ji¡\ X ~-if 

Para alguna i E: T, contiene puntos (X,y), Xi O, Y /. Ki y por 

tanto no está contenida en .,,¿¡ • su¡x:{ngase ah:ira ~ y n >O 

y ~ t L
0

. Entonces !! es otra vez un punto de equilibrio. Cla

ramente n E R. Si \R\ = l , entonces \TI = l (corolario A.12)2 

y % = (ei• ,e0 ) un caso qoo se excluye de la presente consicie

ración. Por consiguiente \R\ ~ 2, es decir se puede obtener 

una arista 

~-n,Tc x \ '1\ 
Cancelarrlo n de R. Esta arista está ci.crtarente en .rlJ y se 

prueba facilm:mte que es la única conteniendo Z. 
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F.inalnente supÓngase Yn >O (es decir n E Rl y X~ L
0

, es de

cir z i fj(I'). De que z • J! se sigue qoo, 

z E GR-n,Tc x H.r,Rc 

Ahora z es un pL01to. Pero las ecuaciones; 

no p~n sostenerse simultáneanente{ lo cual se ve al st.nar-

1.as ) . Par consiguiente se tiene ó una de dos j
1 

E Re, j 
1

1' n, 

tal que ltEL. ó se encmntra i 1, i 1 • T", tal que y eK, 
J1 ~ 

En el priner caso 

jz} = GR-n+jl ,T" X 1i.¡.,Rc 

Y las dos aristas 

GR-n+jl,Tc X H.r,Hc-jl GR-n,T X H.r,Rc 

están contenidas en .t1 En estos 

¡z¡ = <i¡,-n,T" x l'r+il,Rc 

y las dos aristas 

GR-n Tc-.11 X H.r+i1 ,Re GR-n,Tc X flr,Rc 

están contenidils en .<ll En mi::os casos aristas no 

alejadas de 2 están en "1 , asi se ha demostrado ( 25 l. 

fM¡;¡ S. Se ha hecho resta aquf el trabajo principal. El argurento 

procede caro sigoo: 

Si zº -= {ei• ,eºJ /. G{I }, entonces hay justo una arista 

en slJ conteniendo z• (por 22 ) . Esta arista es un p::>li-

1-edro convexo de d.i.m:msión 1, tenierrlo dos ptmtos e.xtrem:JS, 
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uno de ellos siendo naturalrrente z". Dejando zº se alean-

za el otro extrem::> el cual naturalrrente un vértice. Si 

este vértice no es punto de equilibrio se plede abandonar 

sobre una arista interior a ,)1 la cua.l no es la arista 

de llegada( por ( 25 )) , as! llegando a un vértice wás allá 

perteneciendo a )! . La trayectoria construida de éRte 

m:do nunca se cerrará ya qt:e constituiría un vértice de 

tres aristas de incidencia (cotéjese la fig. (4) ). 

Caro hay finitanente vértices, la trayectoria debe 

eventua.J.rrente tenninar, es decir hay un punto ( no siendo 

(el. ,e") = z•) tenicrrlo solarente una arista en JJ 

(la arista de llegada). Este punto en necesariarrente un pun-

to de equilibrio (por ( 25) ) • 

Entonces la trayectoria C}:!ncrü un punto de equilibrio 

su ptmto final (el cual coincide con el punto inicial si 

y sólo si z• es ya un punto de equilibrio). 

Posible-rente, haya más puntos en Ji CJill no se han 

encontrado por la trayectoria de ésta rranera. Entonces 

se pueden construir otras trayectorias , errpczru'rlo en un 

punto Mbitrario de '1J 
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Se poo.de observar qoo tales trayectorias son disjuntas, 

ellas p mden se.r o una de dos con dos puntos extresros o 

ser ce.rr.00.as. Por tanto, ellas g=neran; una de d<ls, dos 

puntos de equilibrio o ninguno. En coolquier caso tenerros un nurcro irrpar 

de puntos de equilibrio. 

Fig. 4 
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Eje¡¡plo. A.l4(fig. 5 -6). Sea 

o o o o 
A= o B = O 

o o 

cial. z• t g(r) ya c¡W Xo e' é L,. 

2. Por consiguiente hay c.xactarrcnte una arista en .JI dejando z", ésta es 

\e'! X (K,ílY,l { HP•,\21= K,nY, es 11\-llCElda por Pl). r..a arista fina

liza e.n {e 1 ,y1), el cual no es un punto de equilibrio. (e 3 e Lt 1 2\}. 

3. Así que hay otra arista en .Ji ~ abandona (el ,y1 ), esta es 

(L1nx,l "\y1\ dirigiifrd<Y".>e a (x1,y1l é g<r ). (L1nx, es marcada 

par P,J. 

4. El siguiente paso, es ejecutado nuviéndose sobre x1 x (K 1 ., 1nY~) 
hacia (x1,y2l É lf(I'). 

S. Fina.lrrente,movi..éndosc sobre {X
0

nLu) ha.cia (x.2,y2} se obtiene. (x2,y:;i:) 

que pertenece a (;( r ) • 

•' •' 
Fig. Fig. 
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x, 

L, ~ 
l, 

X 

L, 

x, 

Se ve fkilmmte que 

tos: 

L1 =\xexJ ~ < x2 < "-,\ = \xeX I~ O:.x1 < lif, 
L, =\xeXI ;J¡< x, < 1 f =\xeX Jo <x1 < ~\. 

L 3 =\xeX I > <x,' lil=!xeX ili<x1 < ~I 

L, • l X E X 1 o • x, ;; ~ f • IX E X I~,; "1 ' 1 f . 

Por otro lado Y es un tetraredro y se verifica que al rrenos los pun-

y1 = < o.~.o.~J y' = 1~.0.0.~¡ 

Y' = ( ~.0,~,0) y
4 • (0,1¡,l¡,O) 

san elerrentos del hiperplano \ y e R4 1 A1• y • A,. y\ • 
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2. Sea 

A _ ( 1 O -1 O) 
-1 -2 1 2 

B = 
-4 5 6 \ 

-3 -6 J 

AquÍ m = 2, n = 4 , p:Jr consiguiente X es unidirrensiona.l y Y es 

tridisrensional. 

Caro x ª·i = x1b1i + x:;ib 2 i = x1b1i+ (1 - x1)b2 i, es una funci6n 

afÍn en X ,s e poode dibujar una gráfica calculando dos valores, es decir 

e1s.i = bli, eis.i = b2i . 

Por ejenplo, xB •1 = -x
1 

+ 3x2 tieoo una gráfica caro la CJlE se 

indica par la figura (7) • AsÍ qtE dibujando x B,
1 
.... ,xB,

4 
se ob

tieoo un cuodro caro en la figura ( 8 ) • 

,...; .. , .. ,. . 
/ 

•' ,.. •• 

Fig, 7 / 

. ·"'--,/ 11,J 

Fig. 8 
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Obvianente e1 ,e2 E K
1 

: el ,e 4 E K2 y el hiperplano divide a Y en dos pie

zas, la situación esta ropresent&:la en la figura ( 10) 

Fig. 9 . •' 

'• .., '• '• 
•' 

Fig. 10 

El algaritno procede caro Si<J"": 

l. z• = (e 2 ,e"} caro e4 E K2 

2. z1 • (e2 ,y1 ) caro e'eL 2 ( y1 = (0,~,0.~)J. 

3. z' = (x1,y1) caroieK¡12 ¡ ( x1 =<>,')J. 

4. z' = Cll1,y2) caro x1 e L¡12¡ (y' = (~,o.o.~) l. 

s. z4 
;s:: (x2,y2} caro y2 e K¡12¡ ( x2 = (1,,J,)), 

6. z' = (x',rl e gcrl carox2 eL1,,1cy' = c;,o,;,011. 
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El proceso se ttlleYe alternativarente, es decir si en un cierto esta

do del algoritrro, un vértice en X ha. s~o fijado, y una arista en Y es 

seguida. Con objeto de encontrar el siguiente vértice. Entonces en el 

siguiente estOOo un vértice en Y., va a dejarse fijo, y el novimiento 

tiene lugar en X. 



APENDICE B. FO!WI N'.l!WIL DE UN JUEGO N PERS'.JNl\L N'.l COOPERllTIVO. 

B,¡ 

Para nosotros ur. juego r , n-personal no-cooperativo t;ierií una trÍndn. 

de conjuntos : o-jugadores¡ conjunto de estrategias puras para cada uno¡ y 

pagos esperados también para cada uno 1 sirnból icamente 

r -(r. 

Se considera que el juego es finito ea decir que el conjunto de estra-

teg1as puras es finito para todo jugador 1. 

Una estrategia mixta arbitraria '1"'1 para cada jugador i es una cierta 

distribución de probab1lid.1ddefinidn en el conjunto \Si\ 
Además la probabilidad asignada por 0"'1 a la estrategia pura .Di.. ocrá denotada 

por c:f"1ci0
1

) y el conjunto de estrategias mixtas para el jugador 1 será denotado 

por% i. 

Sup6ngase que cada uno de los jugadores 1 ( I aplican su estrategia mixta 

<ft. Además sean las estrategias mixtas de todos loa jugadores vistas conjunta 

e independientemente es decir la probclbilidad de llegar a la situación JO • 

(i0
1

, .<1
2 

••• , .i0
0

Jse considera como el producto de escoger sus componentes : 

Entonces se llega .ª la distribución de probabilidad (J' definida en el con

junto de todas las situaciones en el juego r; tal que 
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Estos tipos de distribuciones de probabilidad son llamadas 11situaciones 

de juego r en estrategias mhtna". 

Una sitUilción del juego r en estrategi<rn mixtas, es la realización de 

varias situaciones reales en catrntegias purns, cada una ocurriendo Goa cierta 

probabilidad. Pot' consiguiente el valor de la función de pago po.ra cada jugador 

es una variable aleatoria. En ·1a teoda del juego el valor de la función de paga 

para el jugador i en una situación en estrategias mixtas nos lleva a introducir 

el concepto E
1 

de esperanza matemática de cst.n variable aleatoria. y asr : 

Ei ( O' ) • :f. E i (<>) 

• "'€5 
lT a'1 (J<li) D, 1, 1, 

1:\ 

Por canvenienciB introduciremos lo. n11itactón de sustitución (<J"Jll)j ) 

para. indicar en el j-ésimo lugar de d la sustitución .i>j. 't así : a, 1 • ? . 

EJ 0"11 "')) "~ ••• E l: ... l:: E¡Cl011 ,,:i; ilT Cí;.(!ll¡} 
,o,e.s, -DJ·1E'.S1..J"°j•iE5;., ,ol'l.e5" ·"=·' 

A.Jlj 

NOTA: E.n la parte derecha de la igualdad debe ir ~ E
1

(\O11 llj) que ea la 

~; 
esperanza con la que se sigue una trayectoria que conduce el hecho de 

Definición. La extensión mixta f-11 del juego r ei; la trfada 
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donde I es el conjunto de jugadores' 
n 

:t1 · lTs 
i•l i _.. (0,1) donde Xi es el conjunto de estrategias 

mixtns del jugador i. 

Los pagos E
1 

del jugador 1 • 1, •• ,n 

Se sabe que si para cualq'uter estrategia pura\o0
1 

del jugador 1 y algún 

número O. se cumple la desigualdad Ej ( (]" 111) 
1

) 'fa. entonces para cualquier 

estrategia mixta O'"! de este jugador ln desigualdad también ea venidera. 

NOTA: Como crt (~1 )?. O pero menor o igual que 1. Implica éste resultado. 

Una Bitunc1Ón de equilibrio en un juego no-cooperativo r donde 

Es una situación'°* tal que parn cnda t E' I y l:J
1
E 5 

Definición. Una situación de equilibrio en una extensión mixta f • del 

juego r eB llamada una 11eituaci6n de equilibrio del juego en estrategias 

mixtas". 

Entonces una situación f!* es una situación de equilibrio en el juego r * 
si para cualquier jugador 1 y para cualquier cstrnteg1a mixta c:r1 para cate 

jugador la deeigus.ldnd es válida. 

B. l. 6 
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El siguiente teorema es a menudo muy últil. 

B. l TEOREMA. Con el objeto de que una situación <f'"" en el juego f sea una si tu!!_ 

ción de equilibrio para este juego (en· estrategias mixtas) es necesario 

suficiente que para cualquier jugador i y cualquier estrategia pura, 

~i para este jugador la desigualdad se satisfaga. 

8.1.7 

Demostración: 

NECESIDAD Es obvia, ya que una estrategia pura es un caso particular de 

una mixta y así cada una de las desigualdades B. l. 7 (para cada i) es un 

caso particular de a.1.6. 

SUFICIENCIA 

El!jase una estrategia mixta 11rbitrarinmente el i para el juga-

dor i multiplíquese la desigualdad e. l. 7 por <f 1 (lÓ 1) y súmese con respecto 

a lli e: 5 i. Esto resulta en 

AplicandoB .1.1 Y, a 1.2 en el lado izquierdo de esta desigualdad y tomando 

fuera el signo de suma con respecto a E
1 

( r¡ * ) se obtiene la desigualdad 

B .1.6. 
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8.1 LEMA. Para cualquier situación en estratcgins mixtas <f'• (0"'
1

, •• ,, rín 

cada uno de los jugadores i E. I posee unn estrategia pura lÓ~ tal que las 

siguientes dos desigualdades se satisfacen : 

cr1 e.o¡ J> o B.1.3 

Demostración: Por contradicción, supóngase que todas las estrategias puras 

~i para el jugador i satisfaciendo B.1.3 se tiene : 

entonces para todas estas estrategias. 

esta desigualdad se cumple parn todax'
1 

tal que a'
1 

(.(1
1 

)>O. Sin embargo 

para las otras-di tenemos: 

Sumando las desigualdades 8.1.4 y las ecuaciones 8.1.5 sobre toda estrategia 

>il i del jugador 1 obtenemos : 

x\1~h Ei ccr11i01¡ct1 '"1>~~s1E1 <a>ct1 '"'1 > 

Y cuando a.1.1. B.1.2 se obtiene 

lo cual es una contradicción 



131 

TEOREMA DE NASH• En cunlqu1er juego no-cooperativo r- (.\51 \ lE: l' \E1 \ iE: ~ 
existe al menos una situación en equilibrio en estrntegi.1s 

mixtas. 

Demostración. Si el jugador 1 en el juego posee m
1 

estrategias puras y":i. i 

representa sus estrategias mixtas. Geométricamente Xi es un 

(mi - 1) - simplejo ( 5 (1) denotará este simplcjo) As! que 

Cf • (o" l' ••• , O" n) puede fler visto como un punto del producto 

CO!'tCSianO 5(1)X ••• X5(0) de los SimplCjOS en CSttateginB 

mixtas. Claramente este producto es conver;o cerrado y acotado 

en el espacio enclidiano de dimcnsió1t ny+ •.. +m0-n. 

Definamos ahora para una situación arbitrarla c(y alguna estrat!!. 

gio >O 
1 
(j) 5 

1 
pHa el jugador L 

0ij (O'). máx\o. El (o'!!IÓi(j)) - Ei (o')~ B .!.8 

Las funciones ~ij deíinidas asi toman V.Jlores no .. negativos. 

Esta.a funciones miden el incremcnr.o en el pago para el jugador 

i en una situación <t debido a la sustitución de su estrategia. c'1 

por una cierta estr.:1tegia pur4 4_ (j) 

El poBible dccremenr.o debido a tal sustituc16n no es indicada 

por la función 01j. 

Ahora sea para toda i•l •.•. ,n y j•l, ••• ,m1 números de la forma 

o"i (lljl (j» + 0ij {<:f) 

mi 
l + l:: \l (O') 

]-1 lj 

B. I.9 
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Todas estas fracciones son no-negativas y suman uno en símbolos 

mi o'. (Á (j) ) + \l (CT) 

~ i 1 !J 
• l 

J•l l + ~: \l1j ( cr l 

Ya que mi 
et'¡ ( .>Ql {j) ) • l 

r..=1 

Consecuentemente. para <fe i fijos las frnc.ciones pueden ser vistas como 

probabilidodes de las correspondientes estrategias purasx1
1 
(j) para el 

jugador i. Una colección de éstaa fracciones para todas las estrategias 

puras puede ser interpretada como una estrategia mixta para el jugador L 

Ya que las fracdonesB. l.9 son construidas para cada i. su totalidnd 

determina un sistema de estrategias miXtns para todos los jugadores y 

entonces una situación en el juego r . Tul situación ea una función de 

la situación inicial a'• (Denotada f {a"). La función í, tMpen los 

conjuntos cerrndos convexos y acotados de todas las situaciones l:. en a! 

mismo. 

Además, esta función es continua sobi-e las situaciones, Ciertamente cada 

componente de 1ll situación que es el valor de la función f es unn fracción 

de la forruaB.1.9. El primer sumando en el numerador de esta fracción ea 

la componenttl de la situación inicial y por consiguiente la dependencia 

aquí es continua. Como ~ij en el segundo sumando depende de las fundoneR 

lineales E1 (O") y E
1 

(a'U .1!)
1 

{j} ) de ln constante cero y del operador 

m8x (obsérv,..se que la función máx \ 0,x\ es contínua ) entonces ~ij son 

contfouos •a. tr. Finalmente el denominndor de l<l frncción 8 .l.9 es contf-

nun y no se anul.:i ~ Y es asf que la función f es ciei;tamente una func16n 

contínua, 
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En vista de lo anterior, lns condiciones del t~orema del punto fijo de 

Brou'oler son satisfechos. Este teorema aíirr.i.a que un napeo continuo f de un 

sub-conjunto convexo cerrado y acotndo de un espacio de dimensión finita en 

s{ mismo, po5ee al menos un punto fijo, es decir un puntoO'" t.ul que [ ( d'
0

) • crº. 

Siendo a- 0 uno de tales puntos. 

Esto implica que para toda i y j. 

Por el lemaB • l existe para cualquier jugador 1 una estrategia pura~i 

tal queoÍ (.>6•1)> O y 010 ( O"º) •O. Para esta estrategia particular la igua! 

dada .1.10 se convierte. 

<J,º ( ·1/ l = __.cr._=-~ ""'( ió::...¡'""'") __ 0..._, "'"(_a"-"-) ... ,, :t 
Por consiguiente: 

1 
1, 1 lll',J (o'º) 

y como ~io ( 0"1;1) • O en vista de la elección de :O~ se obtiene 

lo que implica que 

m¡ 

ffi 0,,( cr') = O 
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Y como 11 ij {O"º J son no negativos, se sigue de estiJ igualdad que? 

11ij f O"º) • O para cada uno de ellos. Entonces en este caso no hay nó

meros positivos en '1ij ( üº) • En otrd!l 'pal.:ibras1 

Ya que esta deoigualdad es satisfecha para cada jugador i, y cual

quier estrategia pura .d f ¡) para este jugador, el teorema. B. l implica 

que la situac10n (]"•es de equi.lJ.br10. 
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En juegos no-cooperativos de sut:'la general existen nociones simples y 

convenientes tales como estrategia óptima para jugador o el valor del juego. 

Ademiis una colección de estrategias en equilibrio para diferentes jugadores no 

siempre forman una situación en equilibrio (solamente ciertas combinaciones de 

estrategias en equilibrio lo hacen). Estos hechos disminuyen la importancia de 

una situación en equilibrio en juegos no-cooperativos de suma general y por CO!!, 

siguiente también impiden su determinación. 

En seguida se da sin de.mostración el teorema. 

Teorema. Si una estrategia en equilibrio 0"1 para el jugador i aparece en 

una situación equilibrio O"y si para nlguna estrategia pura J01° para este 

jugador la desigualdad estricta se satisface 

Entonces <11 (>O i ) • O 

Este teorema puede ser visto de manera diferente como: 

11 51 una estrategia en equilibrio O"'i para el jugador 1 aparece en la situación 

en equilibrio 6y la estrategia pura .ió~ esencial en la estrategia mixta CT"i 

entonces : 

B • l.11 
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8.2 JUEGOS BIMATRICIALES 

Algunos tipos de juegos no-cooperativos de suma general son solubles para 

situaciones en equilibrio como es el caso de los juegos bimatriciales. 

Sea el jugador X (Xavier) paseé m estrategias puras e lvette (jugador II) 

paseé n estrategias puras y sea a ij el pago para X en la situación 1, j y res

pectivamente bij Yvette. 

Los pagos para ambos jugadores son convenientemente expresados por un par 

de matrices. 

-[ª'.' .. 'ª'"] A- . . 

a m! Qmn 

"de aqu! su nombre bimatriz"' 

Si X y Y son sectores representando estrategias mixtas para cada jugador 

(Xavier e Yvettf: respectivamente) entonces su pago esperado para cada uno es : 

Ex (X, Y) • X A yl E y (X, Y) • X B } 

Una aituaci6n en equilibrio en un juego bimatriz puede ser definido de la 

siguiente manera : Una situación (X, Y) en un juego bimatriz con matrices de pago 

A y B ea de equilibrio si : 

1 • l 1 ••• , m B.2. ! 

j " ¡, .. , • n s.2.2 
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Para el caso particular de que A •·B el juego bimatriz se reduce en las 

relaciones a.2.1 y s.2.2 a su correspondiente 

A, Y f XAY
1 

-XA¡ ~ -XAY' 

1 • 1,, •• ,m. 

j • l,.,. ,n, 

Lo cual nos dá la condición de punto silla de los juegos de suma cero 

1 • 1,.,. ,m. 
AY~ XAY f XA 

' J 
J • l, ... ,n 
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Soluciones de los juegos bimatriz. 

El primer caso de juegos bimatriz son del tipo 2x2. (en los cuales cada jug!!_ 

dor posee 2 estrategias puras), 

Entonces sus matrices correspondientes son : 

~\\ ºJ ,,~· bJ A= 
o,, o,, b2l b,, 

Para los jugadores X y Y respectivamente, sea x ln probabilidad con la cual 

Xavier elige su Ja. estrategia pura entonces la probabilidad con que juega su 2a. 

estrategia pura es 1-X. Análogaaente (y, 1-y) son las probabilidades con que juegan 

sus estrategias puras Yvette. Como e ~ll : 1 y 0 ~ 1 f 1 cu.1lquicr situación en un juego 

bimatricial 2x2 está perfectamente determinada por un punto del cuadrado unitario. 

Los pagos como antes son denotados por: ~(x,y) ~ (x,y) respectivamente 

y as!. 

simplif !cando esta igua tdad 

fy(x,y): (a,,-a,2-a21 •a, 2)xy.(a
12
-a,2)x • <a,,-a

22
)y. 

022 

E.¡(x, y): ( b11 - b12 - b,,• b2l)xy • (b, 2 - ti,,lx • (b,
1 

- b
22

)y • IJ, 2 
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Usando las desigualdades B. 2, l para Xavier se tiene 

E X ( t 'y) ' A, y' ~ X A y'' E,< X' y) 

E,( o 'y) ' A, v' ~ X Av'' ~(X' y) 

Como una situación en un juego no cooperativo representa una situación que 

admisible para cada uno de lop jugadores, Se describirá en seguida en el cun-

dro unitario de todas las situaciones la geometría de las situaciones, las cuales 

son admisibles para cada jugador separadamente y así usando estas desigualdadl!s 

explicativamence se tiene que : 

(a,
1
-a

11
)y ·a,, 

y además ( a11 • a,t y • a,, ~ 

(0
11

• a
11

• a,,•a,,)xy • (0.;a12 )x (011 - a12 )y • 0 22. 

Simplificando estas desigualdades queda que : 

(a11 - a, 1 -a11 .a,,i x'y)•(0, 2 • 011)(1. x) !, D .2.5 

B .2. 5 1 

Para simplificar la notación sea : 

A , ( °'' ·a,,· a,, • a21 ) 
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Entonces el conjunto de todas las solu<:fones del sistema B .2.6 yB .2.7 

en la franja (O,lJ (-a:, +et) consiste en: 

a) Todas las situaciones de la forma (O, y) donde Ay - a <o 

b) Todas las situaciones de la forma (x, y) donde x e [O,l) ; Ay -a: O 

e) Todas las situaciones de la forma (1, y) donde Ay - o >O 

La estructura de este conjunto depende de los \•alares de los invariantes 

A y a. En seguida se hace un análtsiR de estos invariantes. 

Si A • a • O, todas las soluciones son del tipo b y nu solución es toda la 

franja [O,l] x (-ce , +m) por consiguiente las situaciones admisibles son todos 

los puntos del cuadrado ,un1t.1rio. 

Si A - O pero a ;t O, las soluciones en la franja son o' uno de dos del tipo 

a) & e) dependiendo del signo de a. En este caso el conjunto de soluciones del 

sistema 8 .2.6 y B .2. 7 es 6 una de dos el segmento de !!nea x•l ó el segmento de 

!!nea x • O. en el cuadrado unitario. 

Finalmente sea A i- o, En este caso todas las soluciones del sistelllB 8 .2,6 

yB .2.7 de la form.a {o, y) satisfacen 

y ! ..!!._.: 
A 

o<. SI A> O 

y:..IL: si A< O . A 

Esto significa que el conjunto de valores "y" es d una de dos la semirecta 

{-a:,o1...J d lo semirecta (ae..,•o: ). 
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Soluciones de ln forma (l,y) son simétricas o las dndas en la forma (o,y) 

estas satisfacen 

51 A> O 

SI A< Ü 

Es decir el conjunto de y en este caso es otra vez los semi rectas [ cJ.., OC ) 

(-0:, o..] 

Y soluciones de la forma (x, y) con O!; x:. 1 se tiene 

y - _!L -- l\ -

Es decir el conjunto de estas soluciones representa el segmento uniendo los 

puntos (o, o<..) y (1,o() 

Por tanto el conjunto de todas las soluciones deB .2.6 yB • .2.7 para AtQ 

es un zig-zag. Todavía más si A >0 este dg-zag es repre,;cntado en la figura 

B • 2 .1 y para A< O en la figura B • 2. 2 

o 

t1g.B2.1 tig.1!22. 
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Recordemos que el conjunto de todas las r.ituaciones admisibles p.:i.ra el jug!! 

dor X es la intersección de este zig-zag con el cuadrado unitario. Se puede ver!-

ficar directamente que para d..<O el conjunta de situaciones admiuibles uno de 

los lados verticales del cuadrado unit,1rio; pnr;i c<.=OeJ conjunto consiste de dos 

lados que form,1n un ángulo recto; para 0<.0.:.<I es un 7,jg-zag; para e<_ .. l es otra ve;c 

un 5'.ngulo recto y pasa <i. }) es otro lado vertical del cuadrado unit<irio de las 

situaciones. 

La enumeración de las sicuadones admisibles para Ivette son obtenidas simi

larreente. Primero las invariantes By b tales que : 

B • 2. !0 

El conjunto de todas las situaciones admisibles para Ivette consisten en 

a) Todas las situaciones de la forma (x,o) donde Bx - b <O 

b) Todas las situaciones de la forma (x,y) donde Bx - b • O 

e) Todas las .situaciones de la forma (x,1) donde ílx - b >O 

Si 8 • b •o, entonces toda situación en el juego será admisible para ?vetee. 

Si B • o pero b ; o el conjunto de todas lns situaciones admisibles para 

Ivette será o' una de dos el lado inferior o el lado superior del cuadrado unita -

rio de las situ:tciones dependiendo del signo de b, 
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Si B ;. o, entonces el conjunto de situaciones será un zig-zag. Para B >o 

se observa en la figuraB.2.3 y parar: <o en la figuraB.2.4 

t1q. 9.2 .3 t¡qJl.2.4. 

Una situación admisible para un jugador en un juego depende del pago parn 

este jugador solamente. Por com>iguicnte, nuestro C.:l.!.iO todas Ll!i situacioneR 

admisibles para >:avier dependen solamente de A y a ó bién de i:;u matriz de pago 

A, y el conjunto de todas las situaciones admisibles para lvette depende de los 

parámetros B )' b o' de la m;itriz B. 

En particular, la matriz A completamente detcn:1ina el número o{ que indic.1 

la posición de la U.nen media en las situaciones admisibles para Xavier. En el 

contexto de la teoría de juegos e{, representa la probabilidad en la cual el 

jugador Y escoge su la. estrategia pura en una cicrt.1 estrategia mixta para este 

jugador. Con otras palabras, si u{ cae en el intervalo (Q, 1 ) ésta debe !ier inte_r 

pretadn. coco una estrategia mi;:ta para l•:ctte. Analo¿;arr.cnte la nntriz de pago B 

para Ivette determina un núcero p. el cua~ si se localiza en el intervalo (O, 1 ) , 

debe ser visto como una estrategia mixta para Xavicr. 

Sup6ngase que el juego posee una Bituaci6n en equilibrio en estrategias 

completamente mixtJ.s (no en estrategias puras). Se sl¡¡,ue de lo anterior que las 

estrategias mixtas en equilibrio para Xavicr en este juego están completamente 

determinadas por la matriz de pagos de lvette e inversamente. 
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La expresi6n explicita para et y ? 

Q Q 

"- a - a - a . a,, B .z. ll 
11 12 11 

? : b,, b,, 

b\1 b,, b,, b" 

Se observa que un juego 2 x bi-r.1.:itricial, hnjo las condiciones de las situ!! 

e iones de equilibrio en estrategias completamente mbtas. el comportamiento de 

lvette coincide con el juego matricial cuya matriz es A, mientras el comportamien-

to de Xavier coincide con el comportamiento Ivette en la matriz de juego con matriz 

de pago B. 

Consecuentemente, el comportamiento en-equilibrio de los jugadores está dirig.! 

do hacia la minimización del pago para el aparente en lugar de la maximiznción de 

propio pago. 

Definición. '\Jn juego bimatricial con matrices A y B es llnm.ado casi antagónico 

mente. 

Considérese el siguiente ejemplo de un juego casi-antagónico. 

Xavier intenta vender una gran cantidad de mercancía en uno de los dos mercados que 

es controlado por el otro, para este propúaito se emprende º"" ncción cspecHica en 

uno de los mercados (por ejemplo lleva una campaña intt!nf;iva). lvctte quién dominn 

el mercado, puede intentar prevenir esta campaña tomnndn ciertas medidas prevcnti-

vas. Xavier si no encuentra resistencia de la marca, captura el meren.do, mie tras¡ 

mientras que si se le oponcn,el mercado pierde. Las estrategins para lo~ }ugndo-

res son las posibles elecciones por las firmas. 
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Considérese que Xavier tiene una gran ventaja para penetrar el pri¡;¡er mercado, 

pero la lucha por este mercado es costosa. Por ejemplo, una victoria para Xavicr en 

primer mercado le puede producir un doble pago compensado con el scgunJo, pero una 

pérdida del primer mercado le arruinar!a completamente (pierdl! 10 unid;1des), m!en -

tras que para Ivette una victoria en el primer ml:'rcado resulta en la r.icra elimina -

ción de un competidor (ganancia de 5 unidades). 

El juego bimatriz correspodiente puede ser definido por las siguientes matric;es 

de pago : 

A. [ lO l 
l~ 

B .G -1 
Ll 11 

Para este Juego se calculan los parámetros 

A • -14 

a . -J 

... - ..!!... - J 
A T4 

Esto implica que las situaciones admisibles para Xavier son todas las situacio-

nes de la forma. 

(o ,y) para ' ' ~ 1 ".y 
(X ,¡1¡-) para O ! X ~ 1 

( 1 • y ) para o : y: _L 

" 
Las cuales se presentan en la figura B.2.5. 

como : 

B • 9 > O 

b • 2 

p=...ll...s. 2 
9 



147 

Las situaciones admisibles para Ivette son todns aquellas de la forma 

(X, O} para o~x~+ 

<-f-,-t> para o~y~ 

( X , 1 ) parn _LL: .~ ,-

El conjunto de estas sicuacipnes es indicada con líneils puntend11s en la misma 

figura B. 2. '5.. 

El zig-z.ag de situaciones admisibles se 1.ntersectan en el único punto (2/9. 

J/14) el cual es la única situación en eGU1librio del juego. 

1 r¡------
1 

o 

1 
1 
1 

l(L,fl-l 

1 

tig.P,,,1, 
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9,3 El dilema del prisionero 

Dos hoc.bres sospcchooos de cometer un crfoen juntos son detenidos y situados 

en celdas separadas. Cada sospechoso puede confesar o permanecer silencioso, 

cada uno conoce las posibles consecuencias Je su acción. Estas son : 

1) Si sospechoso confiesa y su cómplice no, el que confiesa queda libre y el otro 

va a la cárcel por 20 años, 

2) Si ambos confiesan, los dos vnn a la cárcel por cinco años. 

3) Si ambos permanecen silencioso$, ambos van .n la cárcel por un mlo por el delito 

de llevar anna!i ile~uln1entc (<.:;irgo r:t.'nor). Supondremos que no hay honor entre 

ladrones y que lo que a cada soRpechoso conchrne es su propio interés, Bajo 

estas condiciones ¿ Que har!iin los criminales ? 

El juego bimatriz queda determinado por 

sos5:r~c~ºso 
tr ""0so I 

confiesa. 

no confiesa 

Consecuentemente: 

confiesa 

A=14>o 

a: -1 

(- 5, - 5) 

(-20, o) 

al..= -rr < º 
Las situaciones admisibles para el jugador 

no confiesa 

(o ,-20) 

(-1,-1) 

son de la forma (1, y) 

Las situaciones admisibles para el jugador 11 son de la forma (x, 1) 
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La única situación en equilibrio para este juego es por tanto (1,1) en la cual 

cada jugador confiesa. Y as! cada jugador sufre una condena de 5 años ver la figura 

[l. J. l 

Por otro lado es evidente que la situación (o,o) _. donde cada jugador escoge su 

segunda estrategia pum y donde cada jugador obtiene 1 año de prisión es muy incst!!_ 

ble: Si uno de los jugadores cambia ~u propia estrat~gia arbitrariamente entonces 

el pago para el jugador aumenta. Y es donde se presenta t.•l dilema. 

l!g.lJ.3.1. 
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B.4 Juegos no cooper,1tivos con dos estrategias puras para cuda uno 

Las simplificaciones que se originan para el caso en que cada jugador tiene sol!! 

mente dos estrategias puras puede ser utilizado en el estudio de juegos con un núme-

ro finito pero arbitrario de jugadores. 

Cons!derese un jut!go no-cooperativo de suma general 

r=< 1 

En el cual 5
1 

::\1,2(para todo i E. l. !'.:n est~ C.l!-W toda c.strategia mixta para el 

jugador i está complt.>tamente descrita por la probabilidad :<1 de elegir su la. estr~ 

tegia pura. Por tanto, el conjunto ~ 
1 

de todas las estrategias para el i-ésimo 

jugador puede Sf;'f representado como el segmento [O, l) y el conjunto de todas las 

situaciones en estrategias mixtas cooo el cubo unitario n-di'"'ensional. Situaciones 

en estrategias puras obviamente corresponden .:i los vértice:. de este cubo. 

Cnda vértice del cubo puede ser representado como una n-ada de unos y dos. A fin 

de identificar un vértice en el conjunto de todos los vi!rticcs, es suficiente espe-

sificar el conjunto dl! todos los jugadores quienes eligen su ln. estrategia pura en 

la situación correspondiente al vértice. 

La. descripción del conjunto de todas las situaciones admisibles p<1ra el jugador 

en el juego r : 

Escójase un arbitrario K i e 2 I-i (donde l-i C!> el conjunto excluyendo i) 

sen ( ol..
1 

, K' ) la situación en l<t cual el jugador i escoge su°"-, estratcgh pura 

(nll{ es o una de dos ( <::><. 1 : 1 Ó ~ 1 : 2 ) , los jugadores perteneciendo al conjunto K
1 

eligen su la. estrategia pura y todos los restantes seleccionan la 51.!gunda. 
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Ahora sea a una situación arhitrnria en estrategias mixtas y denotemos por X¡ • 

la probabilidad de elegir su la. estrategia para cada j (; r ~ 

Y también 

a' l K' ) Tr x, IT1 
JE K1 IE H1 

1¡, 

1 • X ) 
1 

E {<r) =x"'°'E (1,K') cr( K') • (1-x, 
1 I~¡ 

K' 

Si la sicuación rf es admisible para el jugador i, entonces las desigualdades 

E
1

{o'!lc<.,) ~E 1 { o') (b!i • 1,2) son satisfechas e inversamente. 

Sustituyendo los valores de las funciones de pago E 1 ( cJ 11 ot.
1

) y E 
1 

( Cf) 

l: E, ( "°',o K' ) cr ( K' ) .. X,:!;E,(1,Ki)cr(K' )•(1-x,lJ:E,<2,K')<>(K') 
~1 Kl 

Sustituyendo los v.ilores t>4i • 1,2 en la parte izquierda de esta desigualdad 

se tiene : 

(1-x,>!:E,(1,K')v!K')~(1-x,>l:E,!2,K'W(K') B.4.2 
K' K' 

x, .!: E,( 1 , K' ) cr l K' ) x, ,!;E,(2,K'Jcr(K') !J,4, J 

K' K' 

Para x
1 

• o la desigualdad B.4.3 se satisface automáticamentl'.! y la otra se 

reduce a : 

~E, ( 1 , K' ) cr( K' 
K' .. 

B .4.4 
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Para x
1 

• 1 la situación es simétrica y queda igual. 

Denotemos por A'< el conjunto de combinaciones de estrategias para los jugad.2_ 

I - 1 tales que las situaciones de la [arma ( 1. 0"
1 ) donde a'c A< y la desigual 

dad B.4.4 es estrictamente satisfecha. Por A~ el conjunto de combinaciones de 

estrategias tales que para las correspondientes situacionesB .4.4 se obtiene la 

igualdad. Y por A; el conjunto de todas las combinaciones restantes. 

Se sigue de la discusi6n anterior que las situaciones admisibles para el jug!!. 

dar 1 son todas las situaciones de la forma : 

(l. cr') donde (j'~ E A~ B • 4. 5 

Y también todas las situaciones de la forma 

B .4.6. 
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Naciendo un análisis de cada t!lemento presentado antes se tiene 

\ 1, 2. 3 \ 

K' 

K: = \ 2,3 \ 

K; = \2 ¡ 

K1= fi5 

Por consiguiente 

y como: 

cr ( K' l:Tfx,Tf< 1-1
1

) 

1€ ~ 1 ! fK~ 
d• 

<r( Ki):: x2x1 

u( K~): x,( 1-x1 ) 

o ( K:l = x,l 1- x,l 

cr( K:)=(1- x
2
)(1-x

1
) 

E1( 1,K1
1) = O 

E, ( 1, K;l: O 

E
1

( 1 , K;): O 

E
1 

( 1 , K!>= O 

EE,( 1, K'l G"( K1
) ( 1-x 1)(1-x1) 

•' 
E,( 2, K~l= 

E 1 ( 2 , K~) = O 

E, ( 2 , Kil: O 

La desigualdndB .4.4 para el jugador [se reduce en este juego a 

(l,!,l) 

( 1, ¡. 2) 

(l, 2, !) 

( 1,2 ,2) 

(2,l,l) 

(2, l, 2) 

(2,2, !) 

(2 ,2, 2). 
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B.5 Falsa publicidad 

Tres firmas (jugadores 1, 2 y 3) ponen 3 artículos en el mercado para complacer 

a una ciert¡¡ clase de compradores oconsumidores a quienes les agradaría comprar ese 

.1rtfculo en tempor:ida de Navidad. Lo~ consur:iidores obtienen la información de la me!_ 

canc!a de un comercial televisivo y cada firma publica su propio producto como el 

mejor. Cada firma tiene dos estrategias de publ1dd,1d : 

1) Durante la programación de la mailana y 

2) Durante la programación del atardecer 

Si al menos dos firmas promuevt!n su producto simultáneamente como el mejor, los 

consumidores sofisticados calificarán el t:1ensaje como falso y no comprarán el produ~ 

to. La firma que capture el auditorio de la mañana, gan;irfí una unidad de utilidad en 

ventas y si se anuncia en l.'.; noche de manera única la utilidad en vcnta5 será de 2 

unidades, 

El cubo de situaciones para este juego con los pagos para los jugadores (c;1lcu-

ladas de las reglas del juego) para situaciones en estrat\!gias puras en loa v6rti -

ces del cubo se presentan en la figura .5.1 

' 

11.1,2' f---1----r( 1,1,2) 

100 ººº 
( 1,1 ~' J { 2, 1, 1 1 

>--º-º-º~+-~~~· º' 

F 1 Ci. U.S. l. 

( 2,2,11 
00 1 
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Haciendo una tralsación da ejes en ln ecuación anterior se observa el compo!, 

tamiento de la gráfica parn x2 )( 3 + X2+ 1 3 - l • O. 

a) 

b) 

e) 

l..a cual es una hipérbola equilátera. 

F j 1.:3• B.~. 2. 

Por tanto el conjunto ~ 1 de todas las situaciones admisibles para el jugador 

consiste de : 

Situaciones de la forma (0, x 2 ~x 3) donde (Xz, X)} E A~ 

Situaciones de la forma (xl'x 2 ,x 3) donde (X¡, X)) e A~ y x, nrbitraria 

Situaciones de la terma (l 'x2';.; 3) ("'2 'X 3) € A' <' 

fltj.A,s_ l. 
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Los CQOjtuitos ~ 
2 

y ~ 
3 

de todn.s las situaciones admisibles para los jugad~ 

res 2 y 3 son obtenidos con permutaciones adecuadas de las coordinadas y el conjU,!! 

to ~ r de todas las situaciones en equilibrio en este juego es determinado por 

la intersección. 

La descrirctón de esta intersección geométricamente es: Primero para puntos 

interiores del cubo pertenecientes .:l ~r . Obviamente estos puntos son los interi_9, 

res a cada ~¡ • Esto significa que todas las coordenadas son positivas y satis -

facen las ecuaciones : 

Multiplicando estas tres ecuaciones se obtiene 

De donde 

Y consecuentemente 

(y como X 
1 

, x 
2

, x 
3 

> O ) 

Se toma la raiz: de positiva 



157 

Puntos de ~ 1 , ~ 2 , ~ 1 pertenecientes a las Clras del cubo son localizados 

sobre las diferentes pares de caras opuestas, el interior de las diferentes c.:iras 

del cubo son disjuntas por pares y así en este c.1so no hay situaciones de equili-

brio correspondient\!S a los puntos interiores· fuera de la ya encontrada. 

Finalmente cada uno de los conjuntos ~ 1 1 ~ 2 , ~l contiene 6 aristas del cubo 

junto con los vértices localizados en estas aristas las cuales se muestran en ln 

figura y que forman parte de las situaciones de equilibrio. 

tig.a.1.•. 
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B. 6 Preservación de la eco lo¡; fo 

Considérese que cada una de tres empresas (jugadores l, 2 y 3) usan agua de 

un cierto recurso natural (digamos un lago) para propósitos de producción cada 

empresa tiene dos estrategias : 

l) Construir un di~positivo químico de purificación de lns <tguas residuales 

2) O arrojar de regreso el agua sin purificación. Se considera que el recurso y loio 

procesos tecnológicos son tales que si una empresa regresa el agu.1 al lago, esta 

ncción no afectaría sustancialmente la calidad del agua del lago y ninguna pérdJ; 

da ocurriría para las empresas. No obstante, si al menos dos usuarios derraman 

el líquido de regreso al lago, cada uno de los tres uauarios sufriría una pérdi-

da de tres unidades. El costo del dispositivo químico de purificación del agua 

es estimado en una unidad por empresa. 

El cubo de situaciones por el juego, el cual indica en cada vértice la estrate-

gia empleada por cada jugador y su correspondiente pago, se muestra en la figura 

B .6.1. 

¡ 2 ,1.l) 

,¡.-------~·l,-4.-l 

11,1,n 12,1,11 
-1,·l,·1 0.-1 •• 1 
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Las relaciones para el jugador 1 ª 3 en este caso se convierten: 

Simplificando y agrupando términos se obt lene 

Donde A; es una hipérbola en el cuadrado unitario y el conjunto de todas las 

situaciones ad1:1isibles para el jugador 3 se ven en la figura B.6.2 y s.6.J. 

x, 

A', 

fig. n.o.'· 
x, 

fig.n.u. 
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Las conjuntos de situaciones admisibles paru los otros dos jugadores son cons

truidas anSlogamente. La intersección de los conjuntos de situaciones admisibles 

para cada uno de los jugadores de el conju11to de situaciones en equilibrio del 

juego; este conjunto consiste de puntos aislados corno se indica en la figura I.6.4 

x, 

Nótese que a la aituación de equilibrio ecológicamente irresponsable, en la 

cual todas las empresas contaminan el lago. Existen también otras dos situaciones 

en equilibrio simétricas mas aceptables desde el punto de vista ecológico. 

Estas son: 

( 1/f) • {] l ' 1 lfl •/J 1 , 1 I { )+./3) 1 

{ l t ( ]•Íl 1 , 1 I {l·.fl 1 , 1 I 1 ~-./] ¡ ) 
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nálisis mís cercano m:>Strará que no es así. En efecto la coalición\ 2,3\ 

ahora se convierte en casi i!Pposible de fo.rm:ir, a nenas que haya alguna di

ficultad externa que ccnplique la canunicación entre 1 y J. Ya que si la coa-

lición \ l, J 1 se fama, cada uno gana una unidal lo cual hace que 2 este en 

una ~or situación. En efecto, una de las dos coalicioxs r-osibles en las 

que E!'l se pu?de juntar; son mJy inestables. Sin eJT'bargo él f)\X!de rerredi.ar 

la situacidn dárrlole a. 3 un pago coL'lteral de O .1 uriidMes, { asuniérrlose que 

tal cosa se pt.X:!de hacer}. Pe.ro esto :redu:::c el j1>3g::J, al sentido previo. 

El ejenplo anterior puede servir p..u-a ilustrar, la urp::>li:ancia de los 

pagos colaterales del juego y tanbién la necesidad de algún tipo de estabili .... 

dad entre los diferentes pag:is en una soh:.ci6n. 

Por consiguiente asúrase Ja existencia de una ccm:::d.idad linealrrent~ trans

ferible. La. teoría a.si desarrollada basoda en e¡:¡ ta h.ipótes is se Ja llillru 

teqrtl colateral de paoos. 

En esta teor!a colateral de pa.gos, las funciones de utilidüd PJXU los 

varios jug<Y.iores p..cle ser elegida de tal foana que la tcmil de tram;fe1:cnc.ia 

de utilitlad """ l : l 

Esto significa qi:e si un subconjunto s ( co.J.lición l de los jugadores. 

puede obtener una utilidad total de v. Esta utilirlad puede ser divirlida entre 

los rn.ientlros de S de cualquier forna p'.)Sible. 
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JtJEro N-PERS:tl.\L CUl FUJ.CION CAJW:'l'ER!STICA. 

C.1.1. r&finición. Para un juego n-~rsonal, st-! denota N= j 1,2, •.. ,n J 

el conjunto de jugadores. Cualquier subconjunto de N { incluyerK.lo N misrro 

y tcx:los los subconjuntos de un eh'm?!ntol , se le !larra CO..\J,ICICN. 

C.1.2. ~. Par la FU!ClCN C1\RAC'IERJ:srICA do un juego n--personal, 

se enti.errle a. una función v definida en los subconjl.DltOS de N. Tarando valores 

.reales, la cual. asigna a C<lda S 11 cl Villar ffi3JtimÍn del juego bipersanal ju

ga:to entro s y N-S, coosid&árrlir.>0 qm estas dos coa.lici.oocs se forman. 

As! que v(S) ea la c.ontidi>l de util.idad quo los mi.eTbros de s pu;.rlen 

obtener del juego, sien'pro quo los restantes jugadores lD ¡:erntitan. n. esta 

lil.tiira definici6n se sigue que vWJ=O C.!. 

Jllilra ei s y T son coal..iciones disjuntan , es claro qt.X! si unen sus 

fuerzas pueden coosegui.r m!s quo si actuan de l1'<l!Xlra ais!Ma. 

Por lo cual se tiene la propiedad SUPERADITIVA o S!JPE!lADITIVIIYlD. 

v(SVI');:. v(S) + v(T), si snT •.ir. C.2. 

Atora la esencia de los jueg::>s o-personales no es la aleatorización; 

sino ~ es la foJ."TOOCión de coaliciones. Por oonsiguiente se tratara no de la 

fonra normal , sino de la función característica. 

En efecto la funcidh característica nos dice las capacidades de los 

diferentes coaliciones, caro parto del joocp. 
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C.1.3. ~finicioh. Por un j~go n-~rsonal , en fome de función caractcrís-

tica se entiende caro una función v , definida en los subconjuntoo de N la 

cual satisface las condiciones. C.1.1. y C.1.2. 

Algunos autores que han estu:iiado ju:!g:is ccoperativos, los tratan desde 

el punto de vista de la. condiciónC.1.l los cuales son llanadas lMPOOPIC§. 

Mientras que aquellos qt~ satbf<:H ... "Cn C.1.2 son llara:::los juegos PFOPIOS. 

Caro ise 1rcnciond antes, la cantidad v{S) eG el valor rn:l.X.imÚl del juego 

jugado entre S y N-S. Supóngase que la fama not.1T"dl del joog::;i es de sum. 

constante (es decir la slma de la utilidad de te.dos los jugudores es sierrpre 

la m.i.sma ) • El joogJ entre S y N-S es entonces estrictarmntc o::npctith•o, 

y se sigue que sí es finito el teorerm minirníx se satisface. 

A.si se tendrá que: 

v(S) + v(N-S) = v(N). C.3 

Ahora ~ cuarrlo algún tipo 00 entendi.m.i.cnto se haga factible, los ju

gadores tendrán una utilidad total v(N) para dividírsela en CUllquicr forna. 

Pero claro que ningún jugador aceptará ncnos del uúnlrro qill él por si mis-

rro puede obtener. 

C.1.4. Definición. Una IMPtJI'ACiaJ { para el joo9) o-personal v), es un 

vector x = (x,, ...• x,...l satisfac.ierdo: 

:::E:x,= v(N) . ... 
X; ;, V( \ i \ ) i •N. 

C.4 

C.5 
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Se usará la notación E(v) para el conjunto de tcrlas las ifl{>utaciones 

de éste juego. A. la pri.rrcra propiedad se le conoce caro racionalidad colectiva 

y a la segund.a racionalidad individual. 

C.1.5. D::,finíción. Un j~go ves Esencial si: 

v(N) >::¡:V( 1i1 ). C.6. 

"" 
y es Inesencial en otro caso. 
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C.2. IXl1INl\CIOO. Eg.l!VALEN::Ih ESTATF.GICA. 1".J!WILIZN:IOO. 

Dado un juego v , sc.:.1.0 x,y dos invutaciones. Sup:ingase ~ los jugadores 

estáh confrontados r:or lu elección entre x e y. ¿Se puede encontrar algún 

criterio para determinar cuando una. de ésta.s $.e..:1 seleccionada en lugar de 

la otra:. Es cJaro que a rrenos CftX! x=-y, Mbrd algunos jug.-:idores quienes pre-

fieran x a y { aqtx:!lloo i tales qw x, > y
1 

) • 

?\:esto que los dos \."ectorcs son irrputac iones , habrá tarrbién algunos 

jugadores quienes prcfi.er:an y a x. 

Así ~ no es sUficiente establecer qu:? algunos jugadores preferirán 

x a y{ ya que la suJD. de las crnifx>ncntes de cada una x ó y es '.'{ N) ) . 

Lo que es necesario es que los jugadores quienes prefieran x a y sean 

real y suficienterente fuertes p.?.ra forzar la selección de x. 

C2. 7 .Definición. Sea x e y dos imputaciones, y sea S una coalicion. Se dice 

que x dcmina a y vía S {notación: xEs y), si: 

x., > Y. , V- i E S. c. 7. 

¿ x, ,,¡; v(S). C.8. 
6.cS 

Se dice que x danina a y • si existe alguna coalición S tal que x E; y. 

Entonces la coOOiciOO e. 7 establece que los m.ierrbros de S tcdos prcf ie-

ren x a y; la condición e. 8 establece que ellos son capaces de OOteoor 

lo que x les da. 

En cualquier joogo la dcminancia no puede ocurrir vía la coalición de 

1-persona, o v!a la gran coalición porque si S= \i\ y xE-
5 

y entonces, 

Y, -<. ><." v( 1 i \ ). Pero en este caso y no es .irrputacioo. (No se curple R.I.) 
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Si S = N y x E-s y entonces xt. > y4 para tcxla i e N así.. que : 

2x,_>2:y,_ = v(N). C.9 
t.(N Lf N 

Entonces x no pxrle ser una irrputnción ya q\Y.! no satisface la racionalidad 

colectiva. 

Las siguientes dos definiciones son p:ira analizar en cierto m:::rrcnto, 

los jueg:m con la mism:J. estructUt:"a Lle dan.inación vLl tma transfornuci6n li-

real. 

C.2.8. P:finicid'n. Cbs joog:is n-personalcs u y v se. dicen ser isarorfos 

si existe una función f 1-1, rM.~ando E(u) sobre E(v) de tal nu:io que para 

x,y<E(u) ySCN; xE-
5 

y - f(x)E-5 t(yl. 

c.2.9. ~finición. [bs joogos n-~onales u y v son S-equivalentes, si 

existe un núrero real (X)Sitivo r , y n constantes reales .(" ... ,.-." tales que, 

para tcxlo s e N. 

v(S)= ru(S) + C.10. 

C.2.10. ~· Si u y v son S-equivalentes, entonces son isarorfos. 

Es obvio CI\:.e: 5-equivalencia es ve.rdOOerarrente una relació'n de equivalencia 

de aqui la inp>rtancia de elegir un jueg:> particular de cada cu.se de equi-

valencia. La cua.l nos corxluce a la siguiente definición. 

C.2.11. tbfinicid'n. Un jm:g.:l v se dice estar en norncli.zacion (0,1) si: 

v( {i\) =O para tcxla iGN. C.11. 

v(N) l. C.12. 



168 

C.2.12. ~· Si u es un joog:;> esencial, es S-equivalente a e.xa.ctllT'ente 

un jueg:> en nonnilizaci6n (O, l) • 

Resunierrlo lo anterior en lo siguiente: 

El conjunto de juegos n-~sonalcs en nonntlizaciOO (0,1) es tal cp3. 

v(.IJ.J = o. 

v! \ i \ ) = O para toda 

v(N) = l. 

N. 

C.l 

C.11. 

c.12. 

v(SLll');,. v(SJ + v(TJ, si SnT = '1-. c.2. 

Si a::lená.s el jue\1) es de sura constante, se tieoo la condicid'n adicional 

v(N-S) = V(N) - v(S). Para toda se N. C.J. 

Un joog:::> v se dice ser si.rrétrico si v{S} dcperrle solarente del mire.ro 

de elelrentos de S. 
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C,3. EL CORE. CGIJUNroS FSl'ABLES. 

c.3.13. I&finición. El conjunto de tedas las inputaciones no daru.nudas pa-

ra un joogo ves llam.~o el Q1ES. La not~ción para el core es C(v). 

c.3.14. ~· El core de un joogo ves el conjunto de todos lns n-vec-

tares x satisfaciendo: 

::!: X -,, v(S) ¡uro toda S C N. C.13 • 
.-s 

:E:x = v(N), C.14. 

"" 
Este teorffM rnt:estra ~ C(v) es un conjunto convexo cerrado(es e.ara.e-

ter izado p:ir un oonjunto de desigualdad.es linea.les desligadas). Esto es lo 

rrds interesante ya que la teoría econánica clásico realm:mte da el c:ore caro 

una solucioo a m'Ís problrnus de tcorfo de juegos. Cualquier irrputaci.6n en el 

core es estable, en este no hay inputación con iinbas cosas ; el deseo y el 

pxler para carbiilr el resultado del j~go. 

Natural!rente, el core puede contener nús de un p.mto, lo cual siJTplemmte 

significa que mis ñc un rcsult.:rlo es cBtablc. Una dificultad m1.ym ... con el 

core, es que pl.lf.rle no existir( es vacío). 

El siguiente teorem3 nos :infonra acerca de f'~5to. 

C.3.15. Tuor:-aTia, Si ves un juecp esencial de suiu constante. el core 

C(v) • .IJ' 
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C.3.16. ~· El jugador 1 (un vendedor) tieoo un caballo el cual es 

inútil para él a rrenos que él pueda venderlo. Los jugadores 2 y 3 ( canprado-

res), evaluan el caballo en 90 y 100 respectivanente. 

Si 1 vende el caballo a 2 a un precio x, él tendrá un teneficio efectivo 

igual a x, mientras que el. beneficio p:lra 2 es 90-x. El beneficio total de 

la coolición 1, 2 es entonces 90. Así. que : 

V( \ 1 0 2 \ ) = 90 • 

v( \ 1, 3 \ ) = 100, 

Por otro 100.o un solo jugador, o los dos jugadores juntos; no obtienen 

ningiln beneficio. 

v( 1 i 1 ) = v( \ 2. 3 \ ) = O • 

Finalrrente la coalici&n de los tres jugadores no puede l<1cer ninguna 

rrejor!a, que asignar el caballo al jugador 3 ( con JX>Síblem:::nte algunos pa-

g:>s colaterales, los cuales no carrbian la cant ídOO total de la utilidad) • 

As! que, 

v( \ l,2,3 1 ) = 100. 

Se observa de esto que el core consiste de tOOos los vectores {x
1 

,x
1 

,x3) 

que satisfacen; 

x1 + x
2 

~90, 

X + X + X "100, 
1 1 l 

x, +x1 ~ 100, 
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Esto irrplica que XI ~ 90, X,= 0, x
1 

Por tantos 

+ X 
l 

100, x, o. 

C(v) =\( t, 0, 100-t) l 90<t 100\. 

Heur!sticarente, esto dice ~ el jugador 3 car¡:u-ará el caballo a un 

precio de ¡x:ir lo renos 90. El jugador 2 es depreciado del rrercado ¡;ero no an

tes de ofrecer al nenes 90. 
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C.3.18. !>j!:!!i!l9. Su¡rlngase que A,B,C; son tres jugadores en un juego tri

personal en el que cualquier coalició'n con dos o tres jugadores puede obte

ner 2 unidades, un jugador solo no consigue nada. Este juego tiene rru:ha.s 

solociones (un nurero infinito). Pero considérese dos de ellas. 

La prirrera solocióo, que consiste sol.mente en tres irrputaciones: 

(l,l,0);(1,0,1) y (0,1,1), se indica en el diagrare. 

Para derrostrar que estas tres imputaciones, tcrredas en conjunto son 

~nte una soloción, deben ccmprobarse dos cosas: 

(1). No debe haber daninio entre irrputaciones en la soloción y, 

( 2). Cada inl>utacion fuera de la soluciOO debe sc.r danimrla [X)r una im

putacioo dentro de ella. 

La prirrera es fácil de ver, la segunda se tiene ya que una inputación 

fuera de la solocid'n, debe haber dos jugadores qu9: obtengan rrenos de l. Esto 

se sigue del hecOO de que ningdn jugador obtiene un pago negativo, y la suna 

de los pagos es 2 . As!, este pago estaría danínado p::ir el pago en la solu

cion en la que mbos reciben 1 • 
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Loo dos jugadores que origínariarrente recibieron nenos de l estarían desde 

lueg:> en la coalición. 

Otra solución consiste en tedas las llrputaciones en los CJl.E un jugador 

recibe 1/2. La figura senala tal sollx:ioo. 

La prismra soluci6n p.>ede ser interpretada del siguiente rrcdoi en cada 

caso dos jugadores se uniri!n; dividirán 2 por igu.:ll y, no dejaroo M:la para 

el tercer jugador (sin enbarg:> n00a se dice acerca de cuales dos se llllirán). 

T..Wi.én son los rus eficientes en el sentido de que la gonancía por jugador 

es 1 , mientras que en una coalición de tres la g.:mancia par jugador sería 

de 2/3. 

En la. segunda solociOO {una solu::iOO discr~toria) , se unen dos ju

gOOores, dan al tercer jugador algo rrenos que su p;trte justa de 2/3, y tanan 

el reato para ellos, que: jugadores se unen, yqu{ se do al tercer jugadoa,,, 

viene OOte.r.minOOo ¡:x:,r factores tales caro tradición, caridad, terror de una rc

volu:;ión,etc. Una vez que se detenni..na, qué se da a un cierto jugador, el joo-

9'<1egenera en uno esencial!rente bipersonal de regateo; o::n el resultado de

pendiente de la pen¡onalidi>l de los jugadorcs,y un tanto indeternlinado. 
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C.4. COLECCIO<l'S ~. 

Atnt'a se debe determinar la estru::tura de los j~gos n ... personales en los 

que exista el core. 
Supdngase ~ v yw tienen cores no vac.íos. con xtC{v); yt:C{w}. 

Se puede dem>strar que, 

rx + sy E C(rv "" sw} con r ,s escalares no rogativos. 

Caro loo cores C(v) y C(w} son conos convex.05 entonces C{rv + sw) es 

un cono convexo. 

Cc:rra C( V) ~ -6" entonces el progrOO"a lineal• 

n 

Mín ~ xJ..= z ... 
P .. t.. sujeto a. 

::i: x º v(S) para to:la scN. 
i..S '4-

Tiene un minino z* t v(N). Pero en tal casa algún nJn x 

C.15 • 

C.16. 

estd en el carc4 Invcrsooente, si x E C{v) ent. satisface C.16,y adc.m1s 

• l\sÍ qi:e el m!n debe ser z* " v{ NJ 

considérese el prograna duiil. a P .L. 

M.ix L y v{S) º q 
SctiJ s 

P.D. sujeto a 

f Y, = l para toda i ~ N. 
.. ,SC::N 

y
5 

° O para toda S<: N. 

C.17. 

C.!8 • 
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Mbos progrM'a.S priiral y dw.l son fa:._tibles, y ac! el nún z* debe igua

lar al rráx q*. Entonces C(v) F 15 sí y sólo si el ná;: q* f: v(N). Lo cual ori

gina el siguiente resultado. 

C.4.19. Teorecrn. Una condición necesaria y suficiente para que el j~go 

v tenga un core no vac!o; es que para tcd.o vector no negativo {y ) 
s se~ 

sa.tisfacícrxio se tenga, 

'~" y5 v(S) é v(N). C.19. 

C.4.20. p:finicidn. Sea e . 1 s, • s, •.••• sm f una colecci&n de subcon-

jlD1toa no vacía de N = \ 1,2, ••. ,n} • Se dice que (/es N-balanceada ( o sim

plesrente balanceada cuando no Mya c:onfusión para especificar N) , si existen 

m núre.ros positivos y , ••• , y tales que , para cada i e N, 
1 "' 

l. C.20. 

As! y = ( ~ , ••• , yrn ) es el vector de balanceo para C, los y son 

coeficientes de balanceo. 

a). La colecciOO N es clarmente balanceado, y cualquier particiÓÍl 

de N es balanceada. Los coeficientes de balo.nceo aqu! son tcrlos 1. 
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b). Sea N = \ 1,2,3 \ entonces U1 colecci&n, 

Cl=\\1,2\, \1,3\; 2,3) f 
Es balanceado, con vector de balanceo (1/2,1/2,1/2). 

El caso (1la5 g:=neral,. para cualquier N; es la colecci6n de tcd.os los con

juntos { ~ ) con S elerrentos es balanceado; con tOOos los coeficientes igua-

e). Sea N = \ 1,2,3,4 \entonces, 

e, =\11.2\; ¡1,3j; \1,.1/; \2,3,41) 

es balanceado, con vector de balanceo y= (1/3,1/3,1/3,2/3). 

C.4 ,21. ~· La. unión de colecciones balance.Jdas es balanceada. 

c.4.22. l.d.'!oo· Sea, C. y Q) colecciones b.:l.lanceadas tales que {)c(J) ¡;ero 

V/> Q) . Entonres existo una colección balanceada {J3 tal que ..f3 U & = {]) 

¡;ero (8 I (f) . Mcmís, el vector de balanceo para (j) no es único. 

e .4 .23. ~. Una colección balanceada minirral es una colecci6n balan-

ceada la cual es tal quc ninguna subcolecci6n propia es balanceada. 

C.4.24. ~-Cualquier colección bal.a.nc:eOOa es la unión de colecciones 

baLonoeadas minimales. 

C.4.25. ~. Una colección balanceada tiene un único vector de balanceo 

sí y sólo si es mininal. 

C .4 .26 • ~- Los ptll1tos extrem:ls del progrma dual P.D. son los vectores 

de balanceo de las colecciones balanceadas mínirrales. 
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C.4.27. Corolario. Una coleccioo N-balanceada ntinimll tiene a lo mols n 

conjuntos .. 

C.4.28 .. ~· Una cotrlición necesaria y suficiente para que el juego 

n-parsonal v tenga un core no vecío, es que para ttda colección N-001-anc.cada 

minimal 8 • 1 51 ., •• ,Sm 1 con ve<;tor de bal.anc<>o y • ( Y, , ••• , Ym ) 

se curplar 

C.21. 

c.~.29.~· 

sea N • \ 1, 2, 3 I . Aparte de las particiones my solammte uoo colecc!oo 

balanceada tninJ.mtl _ a saber: 

Ccn ve<::tor de balanceo (l/2,l/2,1/2). Entonces un juego v, tripersonal 

tiene un core no vac!o, s!, y sólo si: 

v( \ 1,2 \ ) • v( j 2,3 / ) + v( j 1,3 f) • 2 v(tl). 

b). sea N • \ l, 2, 3, 4 \ • Las colecciones N-bal.anceada$ minimlles dtieren-

tes de las particiones soni 

i). &· \ '1 l,2,3 ¡ ' ¡ 1,2,4 { 

y. (1/3,1/3,1/3,l/3). 

ii). e;. \ \ l, 2 1 ' \ 1, 3 l 
y. (l/3,l/3,1/3,2/3). 

i 1,3,4 ¡ ¡ '' 1 2,3,4 ¡ 1 

1 1 

i 1,4 1 j 1 1 
2,3,4 ¡ ( 
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iii). C/ = 11 l,2 1 : j 1,3 f : ¡ 2,3 f 
y= (l/2,l/2,1/2,l). 

iv). C/ = j j l,2 ! 1 ¡ l,3,4 j ; i 2,3,41 i 
y= (l/2,l/2,1/2). 

Aparte de estas colecciones, otras pueden ser obtenidas por perml.1:tación, 

darrlo un total de 15; una del ti[X) i: cuatro del tipo il y iii; seis del tipo 

iv. Si se sup:me el juego c.n form.:1 de normllización {O, 1) y supe.raditividad 

nos da un sisten'a de desigualdades; 

i), v( \ l,2,3 \ ) + v( 1 J,2,4 I ) + v( \ l,3,4 \ ) + v( \ 2,3,4 j ) ~ 

ii) • V( \ l,2 \ ) t V( \ 1,3 f ) t V( \ l,4 l ) + 2 V( ¡ 2,3,4 ¡ ) ~ 

iii). v( \ l, 2 \ ) + v( \ l, 3 1 ) + v( 1 2, 3 1 ) ,, 

iv). v( \ l,2 1) + v( \ 1,3,4 \) t v( \ 2,3,4 f ) ~ 2. 

Por supe.raditividad iv iqüica iii. Teniérxlose once desigualdades; una 

del tip:J i; cuatro del ti¡x> ii y seis del tipo iv, las cuales deben ser sa

tisfechas ¡x:ir v, ¡ara que teng3 lDl core no vacío. 

En el caso en que v sea un jueg::> smé'trico 4-personal con 

v(S) = v5 

D:mde s es la cardinalidad de S, estas desigualdades se reducirán a una de· 

sigualdad: 
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