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Introduccion

Debido a la gran demanda de servicio dg telefonia celular, fas compafifas se han
visto en la necesidad de optimizar sus recursos. Uno de éstos recursos es e
espectro radiceléctrico, el cual para obtener una concesién se da a un muy alto
costo a pesar del limitado nimero de frecuencias que contiene. Esta situacién did
pie a hacer uso de la Investigacion de Qperaciones que con sus técnicas de
optimizacién y la utilizacién del término “reuso de frecuencias” da alternativas de
solucién al problema de Asignacién' de Frecuencias. A continuacidén se mencionara
una breve descripcion dei contenido de este trabajo.

En el Capitulo 1 se presentan los conceptos de telefonia celular que serdn
utilizados durante los siguientes Capitulos.

En el Capitulo 2 se presenta el Problema de As_;ignacic’)n de Frecuencias mediante
un modelo matematico. Dependiendo de las necesidades de la compafiia telefonica
se puede manipular un poco con la estructura del modelo, es decir, un modelo
puede ser planteado para minimizar el nimero de frecuencias a utilizar y otro
puede ser planteado para minimizar el costo de la asignacion haciendo uso de
algunas restricciones del primer planteamiento. Lo anterior puede ser un tanto
“practico” y es una de las ventajas de fa programacidn lineal como método de
solucién del Problema de Asignacidn de Frecuencias. En este capitulo se presenta
un ejemplo representado mediante distintos modelos.

Para terminar, el Capitulo 3 muestra uno de los casos mas -importantes en la
Asignacion de Frecuencias “El Problema Filadelfia” que sirve como método de
evaluacion de los algoritmos que dan solucidn a los Problemas de Asignacién de

Frecuencias.




El Anexo 1 menciona algunos conceptos y caracteristicas adicionales del sistema
GSM.

En el Anexo 2 se presentan algunos conceptos basicos de Teoria de Gréaficas.

En el Anexo 3 se da un breve panorama sobre un modelo con Teoria de Gréficas
para el Problema de asignacién de Frecuencias.

El Anexo 4 proporciona una introduccion sobre la Programacién Entera.
Cabe mencionar que este trabajo recopilé informacién de diversas fuentes y tuvo

como propdsito mostrar aplicaciones actuales de la Investigacién de Operaciones
que apoyen los cursos que se imparten el la Facultad de Clencias.




1. TELEFONIA CELULAR

Una aplicacién que ha revolucionado el negocio de la telefonia en afios redientes y
estd haciendo que tenga un significante impacto en los afios que vienen es la
telefonia celular. También en la aplicacién especial del problema de la asignacion
de frecuencias el cual no tiene un modelo matematico universal. Nos enfocaremos
en el estandar GSM! “Sistema General de la Comunicacién Maévil”, que ha estado
en uso desde 1992, GSM es la base de la mayoria de las redes de telefonia
celular, Este sistema es empleado en cientos de ciudades y sirve a millones de
clientes.

1.1. Antecedentes

A continuacién se da una cronologia® de la comunicacién inalambrica:

s 1876 - El teléfono fue inventado por Alexander Graham Bell.

» Década de 1880 - Invencién del radio por Nikolai Tesla. _

* 1894 - Se presenta formalmente el radio por Guglielmo Marconi.

* 1973 — Martin Cooper introdujo en EEUU el primer radio teléfono, yesaéla
quien se le considera “el padre de la telefonia celular”.

. 1979 - €n Tokio, Japén aparecen los primeros sistemas comerciales de
celulares por la compafiia NTT.

» 1981 - Los paises Nordicos introducen el sistema de telefonia celular.

+ 1983 —Chicago es la primer ciudad en EEUU en la que se introduce el servicio
de telefonia celular,

! Bl modelo GSM és revisado en el Apéndice A
2 Los datos cronoldgicos pueden ser encontrados principalmente en eveliux.com v Noticiasdot.com




+ 1987 — En EEUU ya operan 312 redes celulares en 205 ciudades.

* 1989 - En México se convoca a empresas de telecomunicaciones a que
presenten solicitudes para ofrecer el servicio de telefonia celular en nueve
regiones de México.

e 1990 - Se inicia en México el servicio comercial de telefonia celular, cabe
mencionar que la implementacién del servicio fue mas facil debido a que la
tecnologia celular ya habia sido probada en varios paises.

e 1992 — En México el némero de suscriptores del servicio asciende a 314,000.

» 1998 - Los suscriptores, en México, se han incrementado un 34% en relacién a
los que existian en 1992,

e 2005 — A nivel mundial el nimero de suscriptores se ha incrementado a 931
millones de usuarios.

e 2007 — Se estima gue el nimero de usuarios ascenderd a 1600 millones de
usuarios en todo el mundo.

Era de esperarse que un dia las tecnologias del teléfono y del radio iban a ser
combinadas para crear un mismo aparato: el teléfono celular.

En la época predecesora a los teléfonos celulares, la gente que realimente
necesitaba comunicacién mévil tenia que confiar en el uso de radio-teléfonos en
sus autos. En el sistema radio-telefénico tradicional, existia solo una antena central
para cada ciudad, y probablemente 25 frecuencias disponibles en la torre de
transmision. En este tipo de servicio la estacion realiza las funcibnes de transmitir v
repetir 12 sefial. Para las transmisiones se utilizan potencias extremadamente
grandes creandose una gran zona de cobertura., Sin embargo, si durante una
conversacién el usuario se sale de la zona de cobertura, la conversacidn se

interrumpe ya que este sistema no tiene la capacidad de conmutacién. En este tipo
de comunicacion cada usuario tiene asignado un canal de radio con una frecuencia

———fija-para-acceder a lared, ocual-hace ineficiente el uso del espectro radigeléctrico,




ya que si uno de los usuarios con frecuencias asignadas en algin momento no las

usa, las frecuencias estarian desocupadas creandose asi un gasto innecesario.

A diferencia del servicio radio-telefonico, un sistema celular se forma al dividir el
territorio al que se pretende brindar servicio, en dreas mds pequefias llamadas
celdas, las cuales son atendidas por una estacién base que restringe la cobertura a
la celda, la Figura 1 muestra la divisién de un territorio en celdas. Este concepto de
sistema celular fue disefiado por investigadores de los laboratorios de teléfonos
Bell en 1947 cuando subdividieron un drea relativamente grande en secciones
pequefias (celdas) y donde se utilizb el concepto de reuso de frecuencias para
incrementar la capacidad de un canal.

celdas

Figura 1: Division de un territorio en celdas

Con lo anterior la telefonia celular empezd a tener auge en varios paises como una
alternativa a la telefonia convencional inalémbrica. Debido a que esta tecnologia
fue muy bien aceptada empezaron a darse los primeros problemas de saturacién

£en el servicio.

La evolucidén en los sistemas de telefonia celular ha hecho que las compaiiias de

teléfonos celulares tengan como objetivos:

~~ "« Aumentar fa calidad de los setvicios ofrecidos.

+ Aumentar, compartiendo frecuencias, la utilizacién del espectro radioeléctrico.




Minimizar la interferencia.
¢ Gran capacidad de suscriptores.

e Compatibilidad nacional®.

» Adaptacion a la densidad del trafico.

« Servicio telefénico regular y servicios especiales.

» Soportar gastos, es decir, que sea econdmico y accesible para los usuarios.

Para cumplir con estos objetivos se han desarrollado una gran variedad de
estrategias fas cuales se pueden dasificar en fijas o dindmicas. Dependiendo del
tipo de estrategia que se utilice serdn las caracteristicas del sistema,
particularmente, la forma en que se gestionan las llamadas cuando un usuario
pasa de una celda a otra.

Se dice que un sistema es de asignacion fija de frecuencias si cumple que:

« Se asigna un conjunto predeterminado de frecuencias a la celda.

* Las llamadas producidas dentro de la ceida sdlo pueden ser servidas por
frecuencias que no estan siendo utilizadas dentro de esa celda en particular.

* Si todas las frecuencias de la celda estdn ocupadas, la llamada se bloquea y el
usuario no recibe el servicio. Puede darse el caso de que la celda vecina preste
frecuencias, siempre y cuando no se interfiera en ninguna de las llamadas en
progreso de la celda donadora, esto es regulado por el Centro de Conmutacidn
Mdvil, CCM.

Una asignacion de frecuendias se dice que es dinamica si:

« Las frecuencias no se asignan en las celdas de manera permanente.
» Cada vez que se produce un requerimiento de llamada, la estacién base
T servidora pide una frecuencia al CCM vy éste la asigna en fa celda que Ia pidié

¥ Roamming Automatico




siguiendo un algoritmo que tiene en cuenta diversos factores como son e

préstamo de frecuencia, la distancia de reutilizacién y otras funciones de costo.
» Requiere que el CCM tenga una gran cantidad de cédmputo en tiempo real,

"Dado que el nimero de usuarios es mucho menor que el nimero total de nuevos
usuarioé, las frecuencias bidireccionales solo se asignan si se necesitan. Esta es la
principal diferencia con la telefonia estindar, donde cada terminal estd
continuamente unido a un conmutador haya o no haya llamada en proceso.™

1.1.1. Consecuencias de la movilidad

A diferencia de sistema de asignacidn de frecuencias dina’micq, el sistema fijo tiene
problemas cuando el usuario se mueve de su regién. Una red puede enviar una
llamada a un usuario fijo simplemente conociendo su direccién de red (su nGmero
telefénico) dado que el conmutador local no cambia. Sin embargo, en un sistema
celular la celda a donde se va a establecer el contacto cambia cuando el usuario se
mueve. En este tipo de casos, primero se localiza al usuaric mévil para asi
determinar la celda en la que éste esta actualmente.

Generalmente las compafias de teléfonos celulares utilizan tres métodos de
localizacién.

Método 1: La estacion mdvil indica los cambios de celdas en la red y al recibirse
una llamada se envia un mensaje de blsqueda en la celda donde esta el mévil.

Método 2: Se envia un mensaje a todas las celdas de la red cuando llega una
llamada, evitandose asi la necesidad de que el mavil esté continuamente avisando
a la red de su posicion, —— -

* Proyecto GSM, “Estudio y Simulacidn con Matlab de 1a interfaz de radio de GSM”, pag. 3




Método 3: Cuando una estacién movil cambia de celda se pueden dar dos casos: la
estacién mdvil no envia informacion a la red o la estacién movil informa a 1a red el
cambio de ubicacién. Este método soporta los dos métodos anteriores v utiliza

convenientemente alguno de ellos.

1.2. Elementos basicos de la telefonia celular

Las palabras frecuencias de reuso y division de celdas resumen las caracteristicas
esenciales del concepto celular. En esta seccidn se definen estos términos.

El concepto de frecuencia de reuso no solo se aplica para la telefonia celular,
actualmente se utiliza en 1a mayoria de los servicios de comunicacién inaldmbrica.

1.2.1. Frecuencia de reuso

La idea de usar la frecuencia de reuso en el servicio de telefonia celular en un area
geografica nos da la idea de concepto celular. En lugar de cubrir un rea con altas
antenas para cubrir grandes regiones (areas) se pueden cubrir pequefias regiones
con antenas de bajo poder. Estas regiones son las que llamaremos celdas. Por
celda se designa al area en la cual un transmisor respectivo con determinado
conjunto de frecuencias brinda servicio de telefonia a esa celda. En la Figura 2 se
muestra un mapa celular de una regién. En principio el drea que cubre un
transmisor no necesita ser regular (uniforme geométricamente) por lo cual las
celda no necesariamente tiene una forma especial. Si le asignamos a cada regién
un nombre, al cual lamaremos etiqueta, regiones con distintas etiquetas pueden
atender a un mismo conjunto de frecuencias, evitando problemas de escasez de
" frecuencias. Aquf cabe hacer notar que el objetivo es utilizar el minimo nUmero de
etiquetas de tal manera que regiones lo suficientemente lejanas puedan utilizar la
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misma etiqueta. Donde suficientemente lejano es un parametro definido por el
problema especifico sobre el que se esté trabajando. En este ejemplo se
considerard que A y H estan lc suficientemente alejados por lo que podrian utilizar
las mismas frecuencias, de hecho se podria renombrar A con H o viceversa.

Figura 2: Mapa celular y Reuso de Frecuencias

1.2.2. Division de celdas

Cuando en cierta region (celda) la demanda se incrementa, existe la necesidad de
dividir dicha region en subregiones para que se pueda brindar un buen servicio; en
estas subregiones se puede usar el concepto de frecuencia de reuso. La Figura 3
muestra el caso en que la regién G se divide en otras subregiones y donde se
pretende reutilizar algunas frecuencias.

Las técnicas de frecuencia de reuso y division de celdas permiten un sistema

celular que conoce la importancia de servir a un gran ndmero de clientes usando

una pequefia banda de espectro radioeléctrico.

11




Figura 3: Subdivision de una region

1.2.3. Propiedades geométricas de las celdas

El proposito principal de 1a telefonia celular es delimitar las areas en las cuales las

frecuencias especificas o celdas especificas sean usadas de manera exclusiva.

Si se tuviera un ndmero infinito de sitios de transmision para la asignacion de
frecuencias se podria trabajar con la divisidn celular amorfa pero como influyen
factores de demanda continua se forza a que se muevan los sitios y las frecuencias
establecidos, es por esto que se trata abstraer a una forma geométrica. mucho mas
manejable.

No esta de mas mencionar que la ausencia de orden y estructura podria provocar
un uso ineficiente y costoso del espectro radiceléctrico.

Dado que la transmisién de ondas cubre zonas circulares, la primera forma en que
- se visualizaron las celdas fue en forma de circulos pero amalizando bien esta




representacion es impractica ya que quedan espacios ambiguos como se puede ver
en la Figura 4. Cabe mencionar que esto es un adoquinamiento del espacio.

Figura 4. Representacion de las celdas con circulos

Los poligonos regulares se aproximan al circulo, asi que buscaron representar las
celdas con este tipo de poligonos de tal manera que el plano se adoquinara. Los
candidatos fueron: tridngulos equildteros, cuadrados y hexdgonos. La Figura 5
muestra las mallas formadas por la unién de tridngulos equilateros, cuadrados y
hexagonos.

Por razones econdémicas se decidié utilizar los hexagonos ya que at poner una
antena en el centro de estos poligonos se cubre una mayor area con el menor
numero de antenas, ademés de que se vio que el ndmero de celdas requeridas es
menor que el de los otros tipos de celdas. Una ventzja adicional es que se puede
hacer uso de otras herramientas para colocar las antenas, como es el caso de

analisis vectorial®.

Se tiene, ademds, que el dual de una malla hexagonal es una malla triangular, por

lo cual se podria trabajar con ellas indistintamente con teoria de gréficas al
representar las antenas como vértices.,

* Mc Donald V.H., “The ceiular concept”
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Figura 5: Mallas de poligonos regulares

1.2.4. Interferencias y Capacidad del Sistema

El principal factor que limita el desarrollo de los sistemas celulares es la

interferencia.

Dos celdas se superponen en sus fronteras por 1o que si usan el mismo canal en
esta zona, la interferencia ocurre. Los calculos del nivel de interferencia es una
tarea dificil. Calcular el nivel de interferencia depende no solamente de las
frecuencias, sino también del clima. Existen métodos tedricos y formulas con los
cuales la interferencia puede ser.cuantificada. La mayoria de las compafiias de
teléfonos mdviles basan sus andlisis de interferencia en modelos matematicos
tomando en cuenta poderosos transmisores, la distancia entre estos, asi como
también factores que desvanecen vy filiran la calidad de la voz. Los datos para

estos modelos normaimente se obtienen de bases de datos que contienen
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informacion de ubicacion y forma de los terrenos y construcciones, asi como
también de vegetacion de las regiones.

Caracteristicas de la interferencia

« Provoca que los usuarios escuchen las conversaciones de otras Hamadas.

» Induce a llamadas perdidas ¢ blogueadas.

» Es mads fuerte en édreas urbanas a causa del ruido de radio frecuencia y al gran
nimero de estaciones base y de estaciones méviles.

» Es responsable de formar cuelios de botella en el servicio y de las flamadas
entrecortadas.

1.2.4.1. Tipos de interferencia

Dado que una antena puede atender varias llamadas y una antena se ubica en una
celda es necesario definir interferencia & distancia cero, se define interferencia co-

canal.

Interferencia co-canal

Las celdas en las cuales se utiliza la misma frecuencia se llaman celdas co-canal y
la interferencia producida en éstas es llamada interferencia co-canal. La
interferencia co-canal no se puede atacar incrementando la potendia de un
transmisor va gque si se hiciera este incremento aumentaria la interferencia en las
celdas co-canal vecinas. Para que la interferencia co-canal disminuya, {as celdas
co-canal deben de estar lo suficientemente separadas de tal manera que se dé un
suficiente aislamiento.
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Interferencia de frecuencias adyacentes

Este tipo de interferencia se produce debido a la impetfeccion de los filtros en ios
receptores que permiten que una frecuencia cercana invada a la banda pasante.

1.2.5. Espectro del sistema

La manera en que normalmente GSM planea fa asignacién de frecuencias se
describe a continuacion:

e Una compaiiia de teléfonos (el operador) ha adquirido el uso de un cierto
espectro de frecuencias 0 espectro radioeléctrico [fus , fmae] €N UNA region
geogréfica particular, por ejemplo, una ciudad.

+ La banda de frecuencia es particionada dentro de un conjunto de frecuendias,
todas estas con el mismo ancho de banda A, dependiendo de la tecnologia
utilizada.

» Las frecuencias disponibles se denotan por 7, 2,...., N, CON N = (fouax — fruin / A.

Por ejemplo, un operador de una red de teléfono mdvil maneja aproximadamente
100 frecuencias. En cada canal disponible, uno puede comunicarse de un
transmisor a un receptor. Para trafico bidireccional se reguiere de un segundo
canal. En realidad, si un operador adquiere un espectro [f,m, ] automaticamente
obtiene un espectro en pares de igual tamafio para la comunicacién bidireccional.
Uno de estos espectros es usado de un mévil a 1a estacién base (up-fink), el otro
de la estacidn base al mévil (dowri-ink) en la comunicacién.




1.2.6. BTS, TRX y Celdas

Un operador para brindar un buen servicio a sus clientes tiene que resolver un
gran nimero de problemas nada triviales. En un paso inicial la distribucion
geografica de la demanda de comunicacién para el periodo de planeacion es
estimada, es decir, se requiere de una infraestructura de comunicacién que al ser
instalada sea capaz de servir anticipadamente la.demanda.

El dispositivo que mantiene la comunicacion de radio con los teléfonos maviles de
los clientes es llamado Estacion Base de Transmisores o BTS®. En esta estacién se
tiene un radio de transmisidn y un equipo de recepcién, incluyendo antenas y
todas las sefiales necesarias para procesar. La estacibn base tipica usada
actualmente opera tres antenas, cada una con un &ngulo abierto de 120 grados.
Cada antena define una celda. Estas celdas son las unidades bésicas de la
planeacion y que es por la cual los sistemas de teléfonos méviles son también
llamados sistemas de telefonia celular,

La capacidad de una celda es definida por e nimero de unidades de
transmisidn/recepcion, llamadas TRX, instaladas en su antena. La primera TRX
maneja la sefial y ofrece la capacidad hasta seis lamadas, por division de tiempo.
Una TRX adicional puede tipicamente manejar 7 u 8 ilamadas, dependiendo de la
sefial adicional. No més de doce TRX pueden ser instaladas en una antena, es
decir, la maxima capacidad de una celda esta en el rango de 80 llamadas. Cuando
hay mucho trafico (por ejemplo, aeropuertos, centros de negocio de grandes

ciudades) las celdas tienen que ser subdivididas dentro de varias celdas.

8 BTS de sus siglas en inglés: Base Transceiver Stations
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1.2.7. BSC, MSC, y la Red Central

En la planeacién de frecuencias, el operador tiene que localizar e instalar la
flamada en la Estacién de Controladores Base, BSCs’. Cada BTS tiene gue ser
conectado (en general via cable) tal como un BSC, mientras un BSC opera varios
BTS en paralelo.

Cada BSC es conectado al Centro de Servicio Mévil de Intercambio, MSCS8. Los MSC
son conectados unos con otros a través de la llamada Red Central. La planeacion
para la localizacién de BSC y MSC, la designacion de la topologia de la red, la
optimizacion de las capacidades de enlace, ruteo, manejo fallido, etcétera,
constituye la mayor tarea que un operador tiene que manejar. Con lo anterior
notamos que la planeacion de la red de telecomunicacién es una tarea compleja.

1.2.8. Asignacion de Canal, Ceder

Un teléfono movil emite sefiales que permiten a la red ubicar donde est4 localizado
éste en cualquier momento, el teléfono mévil es asignado a uno de los TRXs de Ia
celda. Si el teléfono se mueve (por ejemplo, en un carro) fa comunicacién con su
actual TRX puede Wegar a ser pobre. E! sistema monitorea la calidad de la
recepcion y puede decidir usar un TRX desde otra celda. Entonces se realiza un
intercambio de celda y se cede un TRX.

El resultado es un modelo de prediccién de “interferencia el cual es Wamado
interferencia co-canal, el cual ocurre cuando dos TRXs transmiten en el mismo
canal v esto es cuantificado. Puede también ser interferencia de frecuencias-

7 BSCs de sus siglas en inglés: Base Station controllers
# MSC de sus siglas en inglés: Mobile Service Switching Center
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adyacentes cuando dos TRXs operan sobre frecuencias que son adyacentes; es

decir, un TRX opera sobre un canal i, el otro canal en i+/ 0 i-].

La realidad es todavia mas complicada. Varios TRXs, no solamente dos, operan
sobre las mismas frecuencias adyacentes y pueden interferir en cada uno al mismo

tiempo.

1.2.9. Frecuencias separadas y bloqueadas

Si dos 0 mas TRXs son instalados en la misma ceida (sitio) hay restricciones de
cédmo se pueden aproximar sus frecuencias. Por ejemplo, si un TRX opera una
frecuendia 7, otro TRX al mismo tiempo no le es permitido operar sobre frecuencias
i-2,.., i+2. Esta situacién es llamada restriccibn co-sitio de separacion. Las
restricciones pueden ser muy estrictas si dos TRX no estdn solamente en un co-
sitio, pero también sirven a la misma celda. Los requerimientos de separacitn
pueden aplicarse también a TRXs que estan muy préximas.

Ademds, regulaciones gubernamentales, acuerdos con operadores de regiones
vecinas, requerimientos para fuerzas militares, etcétera, un operador no puede
tener permiso para usar todo el espectro de frecuencias en cada locacién. Esto
significa que, para cada TRX, puede haber un conjunto llamado fecuencias
blogueadas.,
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1.2.10. Un primer modelo matematico: La grafica de

interferencia

Una asignacion factible de frecuencias para TRX claramente satisface todas las
restricciones de separacién entonces équé podria uno hacer en relacién a la
interferencia?

Un camino sobre una representacién matemdtica de todas las restricciones
técnicas, consiste en definir la grafica de interferencia G = (¥, £) donde el conjunto
¥ de vértices de la gréfica representa el conjunto de TRXs y el conjunto E de
aristas representa la adyacencia entre estos TRX. Para cada arista vw e E, dos
valores de interferencia, denotados por ¢“fw) y ¢™(vw), estan asociados; el
namero <“(vw) es la interferencia co-canal que ocurre cuando dos TRXs v y w
operan en la misma frecuencia, mientras que <“aw) denota el valor de
interferencia que aumenta cuando v y w operan sobre frecuencias adyacentes. En
general se cumple que c”fw) 2 ¢*(w). Si una restriccidn de separacion aplica a
los vértices v y w entonces se permite asignar un nimero grande a las

restricciones ¢ (w) y ¢ vw).




2. MODELOS Y TECNICAS DE
PROGRAMACION MATEMATICA
PARA PROBLEMAS DE ASIGNACION
DE FRECUENCIAS

En esta seccidn se presentard el problema de Asignacion de Frecuencias cuando
éstas son Fijas, FCA®, es decir, modelos estdticos donde los conjuntos de antenas
permanecen fijos en el tiempo.

2.1. Modelos y Aplicaciones

Los modelos encontrados en la literatura generalmente difieren en la seleccion de
frecuencias para las antenas. El conjunto de frecuencias disponible difiere entre
aplicaciones distintas, al igual que en las opciones para tratar la interferencia.

2.1.1. Modelacion del Problema de Asignacion de

Frecuencias

La disponibilidad de las frecuencias del espectro radioeléctrica es regulada por los
gobiernos nacionales y la Unién Internacional de Telecomunicaciones, ITU', Las
compahias de telefonia celular estdn autorizadas a usar una o mas bandas de

® FCA de sus siglas en inglés, Fixed Channel Assignment
0 ITU de sus siglas en inglés, International Telecommunication Union

21




frecuencia en regiones especificas del pais. La banda de frecuencia (fm fial
dispone de alguna parte provista para la comunicacion inalambrica gue es
usualmente dividida en un conjunto de frecuencias, todo en la misma banda 4 de
frecuencias. Por esta razdn las frecuencias son etiquetadas del 1 a », donde el
valor N se define como: (fuar - fmin)/4. Las frecuencias disponibles son denotadas
por F = {1,...., N}. Si mas de una banda de frecuencia estd disponible, cada
banda tiene su propio conjunto de frecuencias numeradas. En el caso de dos
bandas de frecuencias, éstas pueden ser numeradas de la siguiente forma:
F={1, .., Ny, N+ 1, ..., N5}, donde usualmente N, es menor que N, de tal
forma que las dos bandas no tienen influencia entre ellas. Para una antena en
particular no fodas las frecuencias de F pueden estar disponibles. Por ejemplo, si
una antena estd muy cerca de la frontera de un pals, o de las divisiones entre las
ciudades ésta puede estar restringida en la disponibilidad de frecuencias. Por lo
tanto, las frecuencias disponibles para una antena v forman un subconjunto F¢v)
de F.

La interferencia de frecuencias es medida en relacién a la cantidad de ruido, o
interferencia de radio, en la recepcién final de la conexién. Generalmente el ruido
se origina por otras sefiales de radiodifusion en lz interferencia de frecuencias. En
general, el nivel de la interferencia decrece considerablemente con la distancia
entre frecuencias.

Las senales de ruido dependen no solamente de la seleccién de la frecuencia, sino
también de la fuerza de la sefial, la direccién en que es transmitida, el estado del
ambiente y las condiciones del tiempo.

Por lo anterior es dificil obtener predicciones exactas de la sefial de ruido que serd

recibida. Una primera simplificacién es ignorar el ambiente y asumir una antena

~omni-direccional. Consideremos dos sefiales, una original y alguna ofra sefial

transmitida en el mismo canal de frecuencia. Entonces la interferencia de la
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segunda sefial en el receptor de ia primera sefial son calculadas con la siguiente
férmula: P/dy, donde P es el poder de la interferencia transmitida, 4 es la distancia
de disturbic del receptor, y es un factor de desvanecimiento que depende de la
frecuencia usada con valores entre 2 y 4. Por ejemplo, los 1800 MHz de banda de
frecuencia se desvanecen mas rapido que la banda de frecuencia de 900 MHz
ambas usadas en redes GSM.

Puede haber mas de un origen en el que se transmite la misma frecuencia y esto
contribuye al total de ruido experimentado por el receptor. El hecho de que
miltiples sefiales puedan perturbar la calidad de la comunicacién es ignorado en la
mayoria de los modelos donde sélo se mide la interferencia entre cada par de
antenas. Por lo anterior tenemos una relacion binaria: sélo dos conexiones o dos
antenas estan involucradas.

En la telefonia mévil y la radio/TV difusién, los receptores estin separados dentro
de cierta drea. La aproximacion normal de sefiales fuertes para todas las
ubicaciones dentro del area es la siguiente:

i) Una malla cuadricutada de tamafio predeterminada es disefiada para
sobreponerse en el area. Los cuadrados de fa malla son denominados
pixeles.

i) Para cada pixel, los niveles de las sefiales recibidas generados por el
transmisor, son determinados con modelos de propagacién de microondas.

ii)  Para un transmisor A, y un transmisor interferente B, el ruido generado por
B en cada pixel del drea de servicio de A agrega un valor, el cual representa
la interferencia de B sobre A.

Modelos de predicciones mas simples fueron usados previamente. Se utilizé una

- matla de hexdgonos como aproximacion estdndar, agui los transmisores eran
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ubicados en el centro de cada hexdgono. El caso mejor conocide como Filadelfia®!
tiene esta estructura y el cual fue visto en el capitulo anterior. En el modelo basico
de las mallas hexagonales la interferencia de las celdas estd caracterizada por un
co-canal de reuso a distancia d. La no interferencia ocurre si y sblo si los centros
de dos celdas tienen una distancia mutua mayor o igual a d. En el caso en el que
las distancias entre estas dos celdas sea menor que d, no se permite fa asignacion
de la misma frecuencia para ambas celdas. Este caso bdsico de co-frecuencias es
generalizado por el reemplazo de fa distancia de reuso d por una serie de valores
no crecientes 4°,..., &'y sus correspondientes conjuntos prohibidos 7°c....c T* Por
lo cual se obtiene la siguiente relacién:

To=T""donde ¢’ <d., < d*,j e {1, ..., k}

Donde d,, es la distancia entre los centros de las celdas v ¥y w, T,. denota el
conjunto de diferencias prohibidas entre las frecuencias asignadas a las celdas v v
w, es decir, | f,- £, | ¢ T... En el Capitulo anterior en lugar de d,.. se manejaba el
valor ¢; tal que 7 indicaba que todos los vértices a distancia 7 sus frecuencias tenian
que estar separados en al menos el valor de ¢ para que no existiera interferencia

entre los ellos.

Un aspecto importante es el trafico cuando se consideran dos-direcciones. Excepto
por la radio y fa TV todo el tréfico de radiodifusion es bidireccional, y uno necesita
dos frecuencias, uno para cada direccién. Por lo general en la Iifemtura el sequndo
canal es siempre ignorado, con la notable excepcion en las aplicaciones militares.
En la mayoria de las aplicaciones dos bandas de N frecuencias estan disponibles:
uno con las frecuencias {1, ...., M}, y otro con las frecuencias {s + 1, ....., s + A}
donde s » N. De esta manera, la conexi6n contraria usa un canal el cual es
cambiado s frecuencias arriba. La seleccion de s previene cualquier interferencia en

! £n el Capitula 4 se presentara el problema de Filadelfia
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las frecuencias anteriores con las frecuencias siguientes. Ademas, la simetria de la
solucidn de las frecuencias anteriores, con las frecuencias siguientes (s frecuencias
mas), van al mismo patrén de interferencia que de las frecuencias anteriores. Si
estas condiciones no se satisfacen, las dos-direcciones de trafico poseen un
probiema, hace que la interferencia no necesite ser simétrica.

A continuacién se muestra un ejemplo donde las condiciones mencionadas
anteriormente no son suficientes para la interferencia simétrica. Considere 1a
posicidn geografica de los transmisores en la Figura 6. Supcnga que la pareja
transniisora (a, b) transmite frecuencias fde aa by (f + s) de b a a, y otra pareja
transmisora (¢, d) transmite frecuencias gdecady(@+s)dedacdonde fyg
interfieren, y (f+ 5) y (g + 5) interfieren. Ahora la fuerza de la sefial de g a a es
mucho mas alta que la fuerza de la sefial de ¢ + s) a 5, entonces los receptores
tienen diferentes distancias a ¢ y 4. Pero este aspecto no es tomado en cuenta.

En las redes de telefonia mdvil, la interferencia retrograda no es empleada por
otras razones suplementarias: la ubicacién de los transmisares (los usuarios
moviles) no es estdtica ya que varia a través del tiempo, lo cual hace casi
imposible dar una prediccion exacta de la interferencia a la recepcion final
{estacién base).

Figura 6: Interferencia Simétrica
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En particular para las redes de GSM, la técnica de la frecuencia esperada ha sido
introducida para reduclr fa influencia de la interferencia. La frecuencia esperada
permite al transmisor cambiar la frecuencia de la sefal de acuerdo a la secuencia
de la asignacion. Para el cambio rapido de la frecuencia de la transmision, el nivel
de interferencia total puede ser reducido [Bj 00, Gm 86, Tf 00].

2.1.1.1. Telefonia movil, una aplicaci(in

« En esta aplicacion uno de los puntos finales de la conexién es una antena fija y
el otro punto final es un teléfono movil.

« Cada antena cubre una cierta area, donde esta puede tomar sefiales de
teléfonos mdviles.

« Cada. antena cubre una region especifica (celda) y puede servir a varias
unidades méviles simuitaneamente. .

« En particular, en TDMA, cada frecuendia seleccionada puede ser usada para
servir a » diferentes unidades maviles; ademas, varias frecuencias pueden ser
asignadas a la misma antena para el uso de transmisores multiplesfunidades
receptoras, TRXs, asi que el nimero de diferentes unidades mdviles que son
servidas puede ser muy grande. Mas antenas son entonces montadas en et
mismo soporte fisica (sitio) para cubrir un n(imero de regiones adyacentes.

+ Las frecuencias asignadas a cada antena podrian satisfacer requerimientos que
dependen de:

« Disponibilidad, especialmente en los bordes de las ciudades;
« Nivel de interferencia;

= Requerimientos tecnologicos; y

« El tamafio del drea con interferencia inaceptable.

2 TDMA de sus siglas en inglés, 7ime Division Multiple Access, Division de Tiempo de Acceso Miltiple
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Restriccion de separacién co-celdas. Las frecuencias asignadas a una misma

antena v podrian diferir en por lo menos 4 s, v) unidades, generalmente en este
tipo de aplicaciones se toma & (i, v) = 3.

Restriccién de separacidn co-sitio. Si  y v son antenas co-sitio, para este tipo de
aplicacién entonces se toma & i, v) = 2.

Restriccion de interferencia. Se refiere a la interferencia “suficiente”, a la

separacion adicional que puede ser requerida entre dos pares de antenas que no
estén en el mismo sitio. Generalmente, las parejas u y v podrian tener diferentes
frecuencias, es dedir, & (». vj = 1, o frecuencias a distancia de al menos 2.

2.1.1.2. Filadelfia, el reto.

El ejempio mds utilizado es el Problema Filadelfia el cual estd caracterizado por 21
hexagonos indicando las celdas de una red de teléfono celular de la ciudad de
Filadelfia. A este problema se le han dado costos y restricciones tedricas para
“provocar” situaciones extremas que dificultan fa. ejecucion de algoritmos. Este
problema es muy importante ya que todo algoritmo de asignacién de frecuencias
debe ser probado con Filadelfia y los resultados obtenidos comparados con las
asignaciones dptimas de este. En el Capitulo 3 se vera con detalle este problema, a
continuacién la Figura 7 muestra a !a ciudad de Filadelfia representada con
hexagonos.
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Figura 7: Ciudad de Filadelfia representada como una malla de hexdgonos

2.1.1.3. Otras aplicaciones

El problema de asignacién de frecuencias no solamente es de interés para las
compafias de telefonia celular muestra de eflo son las aplicaciones que se
describen a continuacién:

Movilidad Bell. La empresa telefonica Bell ha hecho uso del problema de
asignacidn de frecuencias para dos areas urbanas en Canadd y estos ejemplos son
descritos en “Frequency assignment benchmarks Canadian urban areas”.

Radio y Television. Estas aplicaciones esencialmente se parecen a los ejemplos
de telefonia movil. La mayor diferencia se encuentra en las distancias de
frecuencia usadas. Resultados de estos ejemplos son presentados por Mannino y
Sassana [Mn&Ss 01].

Aplicaciones militares. El uso de teléfonos militares en campo (o teléfonos por
aire) se pueden ver como problemas dinamicos de asignacion de frecuencias, en
tiempo y lugar. Estos problemas tienen la propiedad de gque cada conexidn consiste
de dos teléfonos méviles. Por to tanto a cada conexién podriamos asignar dos
frecuencias a una distancia fija para cada una, uno para cada direccidn de
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comunicacién. Por esto, todas las frecuencias son dadas en pares con esta
distancia fija entre ellos.

Comunicacion satelital. Un problema de planeacion de frecuencias en la
comunicacién satelital es discutido por Thuve [Tv 81]. En esta aplicacion, tanto los
transmisores como los receptores son terminales terrestres. Elios se comunican
con la ayuda de uno o mds satélites. Cada sefial es primero transmitida via un
enlace satelital y después transmitido por el satélite via downnlink a la terminal
receptora. La frecuenda uplink y downiink son separadas a una distancia fija,
mucho mas grande que el ancho de la banda, fo cual implica que se tengan que
asignar frecuencias al uplink. Un conjunto de frecuencias consecutivas tienen que
ser asignadas a cada transmisor. Para evitar interferencia, cada frecuencia debe
ser usada una sola vez,

2.1.2. Formulacion y Clasificacion

B problema basico de asignacion de frecuencias consiste en restricciones de
asignacion, usualmente paquetes de restricciones, y una funcidn objetivo. Este tipo
de problemas tienen las siguientes caracteristicas:

» Los modelos asignacién de frecuencias mencionados generalmente tienen un
conjunto de frecuencias predefinidos o frecuencias, denctados por £.

e Para cada antena o conexién v, un subconjunto Fi < F de frecuencias
disponibles es especificado, para el cual un subconjunto m¢v) de frecuencias
deberian ser asignadas a v.

« Generalmente la multiplicidad es igual a uno.

La multiplicidad en aplicaciones de telefonia mévil significa gue una antena que
representa a una celda puede contener maltiples TRXs. Cada TRX podria ser

29




asignado a una frecuencia. De esta manera, una antena es asignada a tantas
frecuencias como TRXs existan. Desde una perspectiva de modelacion esto es facil
para reducir las multiplicidades a uno, viendo a cada TRX en una antena como una
unidad separada. De cualquier mode, el tamafio de un problema puede
incrementarse sustancialmente y los métodos de solucién pueden no ser capaces
de usar una estructura especial, inducida por el TRXs. Hay que tomar en cuenta
que un TRX es una antena que tiene altas restricciones de interferencia.

Algunas veces las frecu'encias asignadas a una antena son producto de ia union de
conjuntos pertenecientes a una familia de subconjuntos predefinidos en la banda
seleccionada. Estos subconjuntos son llamados bloques y una asignacion de
frecuencias es obtenida al asignar a cada antena uno 0 mas de estos blogues. De
esta manera una solucidn es flamada asignacién de blogue. '

2.2. Representacion Grafica Extendida

Una representacion conveniente de la interferencia estd dada por una gréifica de
interferencia o la grafica con restricciones G = (¥, E), donde:

+ Cada antena es representada por un vértice v € V.

« Dos vértices v y w para los cuales la correspondiente sefial puede intetferir para
al menos un par de frecuencias transmitidas, son conectados por una arista
{v, w} € E.

s Las mdltiples frecuencias son asignadas a antenas individuales que pueden ser
representadas por una division de los vértices de la antena dentro de un
numero de copias requeridas. Claramente, esto puede incrementar el tamafio
de la interferencia en la gréfica, y por lo tanto en algunos métodos se prefieren
trabajar con la multiplicidad sobre los vértices de la antena directamente.
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A esta gréfica extendida se le conoce como la grifica de interferencia particionada.
Hay que mencionar que un lazo en este modelo significa que los requerimientos de
distancia de TRXs deben estar sobre la misma antena.

Para cada par de frecuencias f € F(v} Vg € Ftw) se penaliza la eleccidon con una
medida que depende del nivel de interferencia. Esta penalizacion es denotada por
Pow (f 8) O Pww . EN la mayoria de los modelos esta‘penalizacién tiene varias
estructuras especificas: esto depende sdlo de v, w ¥y la distancia entre las
frecuencias 1y g se describe como |/ — g|. A los Prablemas de Asignacién de
Frecuencias con esta estructura seran llamados de ahora en adelante como
distancia FAPs. Para este tipo de estructuras dos variantes ocurren frecuentemente
en la literatura. En la primera variante, una distancia 4., es introducida tal que se
incurre en la penalizacién p.. si la seleccion de fy g es tal que | — g| < 4.
Notemos que la seleccion de penalizaciones altas p,., hace que los requerimientos
de la distancia puedan volverse restricciones duras o restricciones  dificiles de
satisfacer. En la sequnda variante, sélo se incurre en penalizaciones co-canat p, (si
If - gl = 0) y un canal adyacente p, (si if— g| = 1), donde py > p; > 0.

En varios estudios las matrices de penalizacién no son usadas a detalle, pero se
permite un valor umbral p,.,, de interferencia. El valor umbral corresponde a una
sefial de ruido aceptable. Esto reduce las restricciones de interferencia para
prohibir ciertas combinaciones de frecuencias. Mas adn el problema se reduce a un
Problema de Satisfaccién de Restricciones Binario, CSP™. En el caso de que
pwff; g) sélo dependa de la distandia |f - g1 nos lleva a combinar un valor umbral y
un conjunto de distancias pr'ohibid'as Tw- Roberts [Ro 91] menciona que este
problema es equivalente al problema de la T - coloracién, donde los colores son
nimeros y ciertas diferencias entre los nGmeros son prohibidas para vérlices
adyacentes (como se vid anteriormente). Generalmente, pero no necesariamente,

13 €SP de sus siglas en inglés, Constrait Satisfaction Problem
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las distancias prohibidas forman un conjunto de nlmeros enteros positivos
consecutivos {0, 1, ......, dw, — 1}. Nos referiremos al problema como distancia FAP.

La formulacién en programacién matemdtica del Problema de Asignacion de
Frecuencias consiste en un conjunto de variables, restricciones, y una funcién
objetivd. Una eleccion directa de las variables es usar variables binarias que
representen la eleccién de la frecuencia para un cierto vértice. Para cada vértice v
y una frecuencia disponible 1 e F{v), se define: '

1 si la frecuenda f € F@v) es
asignada al vértice v € 1;
Xor
0 en otro caso.

Este tipo de variables son usadas en problemas de Programacion Lineal Entera.
Este problema se puede resolver con meétodos de Ramificacién y Cortes. Una
desventaja es el nimero de las variables. Formulaciones mas simples se obtienen
usando variables f, para la eleccién de frecuencias para el vértice v ¢ V. Este tipo
de formulacién {simple) se dirige a fa Programacion No Lineal la cual raramente es
usada. Mas aln, se tiene la desventaja de que no solamente una frecuencia puede
ser asignada a un vértice; por lo tanto, la gréfica particionada o dividida es
esencial.

Los requerimientos de que m(w frecuencias sean asignadas al vértice v es
modelado con las siguientes restricciones, a las que llamaremos restricciones de

multiplicidad:

vaf =m(y) VYvelV (1}
feFiv)
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Las matrices de penalizacion p, son usadas en combinacién con un valor umbral
DPmax- Para parejas de frecuencias con un excedente de penalizacion este umbral es

prohibido. Esto es modelado por el siguiente paquete de restricciones:
x‘:‘f+xW351 V{v,w}eE,feF(v),geF(w):pw(ﬁg)>pmax (2)

Cuando no hay funcién objetivo a ser optimizada, se obtiene asi el llamado
Problema de Asignacidn de Frecuencias Factibles (F-FAP). Aqui, simplemente
encontraremos  una sblucién factible para el FAP, es decir, una solucin que
satisfaga las restricciones (1) y (2). Y como su nombre lo dice el problema con la
restriccién (1) garantiza que cada vértice tenga las frecuencias requeridas y la
restriccion (2) garantiza la no interferencia entre frecuencias.

5i no existe una solucién factible para F-FAP, pademos tratar de asignar tantas
frecuencias como sea posible o minimizar [a probabilidad de gue una llamada sea
bloqueada. Otros objetivos tratan la optimizacion de costos operativos
minimizando el nimero de frecuencias usadas o la minimizacién de la amplitud
usada (la frecuencia mas alta menos la mas baja). Todos estos modelos usan,
junto a las restricciones de multiplicidad, paguetes de restricciones. En el casa de
las matrices de penalizacidn estas son usadas directamente, se intenta entonces
minimizar el total de la penalizacién incurrida. En este modelo el paquete de
restricdones es reemplazado por una versién que incorpora la penalizacion para

ciertas elecciones de combinaciones de frecuencias.
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2.2.1. Problemas del Maximo Servicio y Minima

Asignacion de Frecuencias Bloqueadas, Max - FAP

Si las soluciones factibles del F-FAP son dificiles de encontrar, podemos decidir
encontrar una solucidn parcial que asigna frecuencias como sea posible a los
vértices. Este probl.ema es conocido como el Servicior Maximo FAP o Max-FAP.
Basicamente, este problema es un F-FAP extendido con el objetivo de asignar
tantas frecuendias como sea posible. Para modelar el problema introduciremos los
ndmeros a(v) (v € ), los cuales denotan los nimeros de frecuencias asignadas al

vértice v e V.
maxz;n(v)
vel

sa.

Zx‘f =n(v) YvelV
feF)
nWVym(vy = YveV (3)
x\f +Xwg S] V{V,W} € E:f € F(V),g € F(W) : Pvn(f’g) > pmax
x, {01} Vvel,feF(v)
n(yv)e Z, YveV

En contraste a la formulacion de F-FAP, las restricciones de multiplicidad en la
formulacién (1) no necesitan satisfacer Ia igualdad. El objetivo de la formulacién
{3) asegura que tantas frecuencias como sean posibles son asignadas. Jaumard
[Jau 98] observd que las soluciones 6ptimas del Max-FAP tienden a asignar
algunas frecuencias a algunos vértices “dificiles”, mientras més de otros vértices
obtienen toda la frecuencia demandada. Tales soluciones no son deseables, por lo
que se incurre extremadamente en el escaso servicio de algunas areas. Para hacer
frente a este problema, se introduce una cota minima v} para el ndmero de
frecuencias a ser asignadas a cada uno de los vértices v para asi abterer fa

garantia de servicio minimo: /(v) < n(v), ¥ v € V. Un camino mas realista para
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hacer frente a este prablema es calcular las probabilidades actuales del bloque
como una funcién del ndmero de frecuencias asignadas n(v). Esta aproximacion ha
sido modelada independientemente por Mathar y Mattfeldt [Mth&Mtt 93], y Chang
y Kim [Ch&Kim 97], quienes usan una combinacién de probabilidades cargadas en
la funcion objetivo. Este problema es conocido como el Pioblema de Asignacion de
la Frecuencia Minima Blogqueada (MB-FAP).

Ejemplo

Cierta compaiiia de teléfonos necesita establecer las frecuencias que utilizard en
seis regiones, la grafica de la Figura 8 representa tales regiones.

Las frecuencias para cada vértice se definen:

Ffaj = {0, 4, 8, 10, 12}; Fb) = {4, 8,10, 12, 14};
Flg)= {01 2: 6, 8, 12}! Fd)=4{3,7,9, 10, 11};
F(e)={3,7,9, 10, 11}; Fn=4{3,7,9 10, 11}

F={0,2,3,4,6,7 8,9, 10, 11, 12, 14}

Los conjuntos de distancias prohibidas para cada par de vértices son los

siguientes:
T,,[,=Tb£= T,,c={0, 1} TM=Tbe=Tq’={0,2}
Tee=Ty=Ty={1,2} Tor = Tae = Tea = {0}

Twe ={0, 13V weV
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Feg) = {0, 2,6, 8, 12}
mic) =3

Fra) = {0, 4, 8, 10, 12}
mia) =2

fe) = {3,7,9, 10,11}
mfe} =3

Fbj = {4, 8, 10, 12, 14}

=2
o) =3 "o

Fin = {3,7,9, 10,

mid) =2
Fid) ={3,7,9, 10, 11}

Figura 8: Ejemplo
Planteamiento
Definicidn de variabies
a(v) = Namero de frecuencias asignadas a v, v € {a, b, ¢, d, ¢, f}.
xy = 1 5i la frecuendia f es asignada al vértice v, v € V, f € Fv)
x,y = 0 en otro caso.
nvieZ,ve{a b c doef}
xye{0,1}, ve{a, b, c d e [}, fe Fy.
Max = nfa) + r(b) + n(c) + nid) + nie) + n(f)

s.a:

Restricciones del tipo > x, =a(v)  VveFl:
SfeF{v)

36




Xoot Xt XagtXo19FXa12=0(01); Xpahxpstxg gt xp b, =nb);
XegFXeztXegtxesFxer2=n(c); Xz txXgrtXgotxaigtXa r=n(d);

Xez+XertXogtXepgtxe 1 =nle); xatxrtxptxgetxn=ni).

La primera restriccion indica que para el vértice a se le van a asignar a(a)
frecuencias pero siempre y cuando estas estén en el conjunto de frecuencias
definidas.

Restricciones del tipo nfv) £ m¢v):
n{a)<2; n(c)<3; n(e)<3;
n(b)<3; n(d)<2; n(f<2.

Este tipo de restricciones dice que del conjunte de frecuencias que se le puedan
asignar a algn vértice no deben sobrepasar la demanda establecida.

Restricciones para los vértices a v b, T = {0,1}:
Xnatxp<=1; Xart xS

xagtxpe<=1; Xaiztxpn =1,

Las restricciones anteriores se refieren a que a los vértices a y # no se le pueden
asignar frecuencias iguales o consecutivas, estos es, para ellos dos a lo mas a uno
se le puede asignar la frecuencia que tienen en comdn o la que sea consecutiva

pero no a los dos. Esto aplica igual para las restricciones que se muestran a
continuacioén:

Restricciones para los vértices a ye, T, = {0,1}:

Xagtxs=<1; Xaptx =], Xairtxo<1.

Restricciones para los vértices a y 4, T,, = {0,2}:
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x,,3+Idel; xnlﬂ+xd1051;

Restricciones para los vértices a y e, T, =

Xaiotxee<1

Restricciones para los vértices & Y, Toe =

Xpptae<l;

Restricciones para los vértices by ¢, Ty =

xpstree<1; Xprg+Xxer051;

Restricciones para los vértices b y £, Ty =

Xapotxme=1

Restricciones para los vértices c y f, Tef =

Icg+IfmS 1;

Restricciones para los vértices d y ¢, Ty, =
Xartxo=1; Xgo+xe051;
Xaotxe <1 Xgrotxesl;
XarHxesl; Xgritxe 0=l

Restricciones para los vértices dy f, Ty =

Xartxp<l; Xaotxpe<l;
x,g”']')c]gS 1, x49+xf,—5 1;
Xargtxg <1, Xartxae<l.

Restricciones para los vértices ey f, 7., =

xey+x/9$ 1; ;\:Eg+xﬂ051;

Xaiz+xa105 1.
{0}:
{0,1}:
Xprbxea=1.
{0,2}:
Xepprtx.0=].
{0}
{0,2}:
xc;2+x,'1051.
{1,2):
Xaot xS 1,
Xarotxen 51,
{12}
Xaotap<1;
ng'*‘Xf” < 1;
{1,2}:
Xeiotxpsl;,  —
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Xeritxpesl; Teotxz=l, Featxy €15

Xerotxp <1, Xeritxmp=l,

Restricciones para los vértices v e ¥, T, = {0,1}:

Xgpotxaesl; Xegtxe01; xptxgesl;
xgrotxgn=<1; Xerotxen<1; xj10+xf1151;
nivje Z+,v=a, b, c, d, ¢, .

wfe{0,1},v=2a,b,cd e f

Solucion
Este PPL resuelto en LINGO 6.0 proporciona los siguientes resultados:

Xad = Xag = Xpio = Xpj2 = Xpj4 = Xed = Xeg = X8 = Xz = xpp = 1

Koy = X7 = Xep1 = X3 = Xpyp = 1

Xag = Xalo = Xai: = Xpg = Xp3 = X0 = Xepz = Xdo = Xg10 = Xq13 = 0

Xeo = Xojo = X7 = Xpp = x79 = 0

niaj=1, n(b) = 3; nfch = 3;
nidj =2; n(e) = 3; n{) = 2.

Por lo que 1as frecuencias asignadas por region son:
a = {0, 4} b=1{10,12, 14} c={2,6,8}
d=1{3,7} e={3,7, 11} =431}

En la Figura 9 podemos observar que a los vértices « y » se les asignaron las
—  frecuencias 0, 4 y 10, 12, 14 respectivamente. Las frecuencias asignadas alvértice

a tenian gue tener al menos una separacién de 1 cosa que se respetd en la
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asignacion, al igual que la asignacién para &, y entre las frecuencias asignadas
para a y b tenia que haber también una separacion de 1 lo que se respeta en la
asignacion final.

Fig)={0,2,6,8, 12}
m{c) =3

Ffa) = {0, 4, 8, 10, 12}
mia} =2

te) = {3, 7,910, 11}
mie} =3

Fb) = {4, 8, 10, 12, 14}

mif) =2
mb) =3

@ ={3,7,9,10, 11}

m{d) =2
Fdj=1{3,7,9 10, 11}

Figura 9: Asignacion de Frecuencias de los vértices

La Figura 10 muestra la pantalla de salida de la generacién de la solucién en
LINGO 6.0.

e 0. Goneoan
xaiz ©_nocogon
Tra [Pyt

BEBGBOS

Figura 10: Solucidn en Lingo 6.0, Max FAP
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2.2.2. El FAP de Orden Minimo, MO - FAP

Si las soluciones factibles del F-FAP existen, entonces podemos utilizar la que
cueste menos. Un primer intento para hacerlo, penaliza el uso de las frecuencias.
Este objetivo regresa a la introduccidn de los teléfonos mdviles a principios de los
70’s, cuando las frecuencias eran vendidas por unidades y eran demasiado caras.
El modelo es llamado FAP de Orden Minimo o MO-FAP. '

Para formular el objetivo, necesitamos variables adicionales que denotan si una
frecuencia ha sido usada o no.

1 si la frecuencia f e Frv) es usada,

0 en otro caso.

Entonces el MO-FAP es formulado como sigue:

min Z ¥y
rer

s.a.

vaf =m(v) Yvel
TEF(v)

X, <y, VYveV,feF(v)

X +x,, 21 Viv,wie E, fe F(¥).g e F(w): p (/.8) > Py
x, {01} VeeV, fcF(v)

¥, €01 VfeF

Al introducir x,, < y, forzamos a que la variable y sea 1 en el caso de que la
correspondiente frecuencia sea usada. La funcién objetivo determina el niimero de
frecuencias usadas. Las restricciones del tipo x,; < y, representan las restricciones

sobre los vértices: usando el complemento de las variables y tenemos x,r + y, < 1.
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La distancia MO-FAP se reduce al problema estdndar de coloracion de vértices si
todas las distancias son iguales a 1 vy todos los vértices del dominio estan en el
mismo conjunto de enteros consecutivos.

Ejemplo

Tomemos el ejemplo planteado anteriormente y que se muestra graficamente en
la Figura 8 de la pagina 36. '

Planteamiento
Definicién de variables

mfv) = Nimero de frecuencias asignadas a v, v = q, b, ¢, 4, ¢, f.

xy = 1 si la frecuencia f es asignada al vértice v, v € ¥, f e Frv) 6 0 en otro casa.
= 1 sila frecuendia f es usada, f € F(v) 6 0 en otro caso

xyed{0,1}, v=a,b,c, d e fec Fp).

yre{0, 1}, ¥ fe F).

Min = ytyrtystytystystytystyetyigty v bty
s.a.

Restricciones del tipo > x,, = m(v):
feF ()

Koot XaatXestxarotng =2;
XpatXpatxpiotxn o txe =3;
Xeotxes +xc6—"xc8+xc12=3;

xaytXart Xgobxaotxgi=2;
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Xe3tXertXoot Koot xe=3;

xtx ﬂ+xjg+xﬂ0+xﬂ 1=2.

Restricciones para los vértices a y b, T, = {0,1}:
Xpatxp<=1; Xaotxe10=1;

Xagtxpe<=1; Xairtxps 1.

Aligual que en la seccién anterior se manejan restricciones del tipo:
X, +x,, <1 VivwleE, f e F(v),ge F(w): p, (f-8)> p... POr o que ya no

las describiremos pero se tomaran en cuenta en la corrida de LINGO 6.0.

Restricciones del tipo x.r < y;, entonces x,r- yr < 0:

Vértice

Xaoyve<0; x(,4-y4S0; Xag7¥5<0,;
xaio'y.roso,' Xarzy 1220,

Vértice b

X ye20; xpsye=0; Xp10yi10=0;
xpiyr 20, xp1a-y150.

Vértice ¢

Xeovo20; xcg'ygﬂo; X520
xegye=0; Xery <0,

Vértice d

xrya<0; xary7S0; Xarye<Q;
Xaroy10=0; X4y S0,
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Vértice e

Xesy3=0; x.7y:50; xeoye<0;
Xergy1050; Xeryi =0,

Vértice f

yi<0; x7y:<0; Xpye<0;
xpom¥10<0; ryn<Q.

Xy € {0, 1}1 vea bye doe f; fe Fv.
Yre {01 1}1 YV fe ).

Solucion
Xo0 = Xaf2 = Xpio = Xpts = Xpt = Xez S Xeg = Xeg = X3 = g7 = 1

Ien=X23=Xg7=Xﬁ=Xﬁ=1

Xa10 = Xgg = Xag = Xpiz = Xpg = Xep = Xei2 = Xdjo = Xaq11 = %a9 = 0

Xeto=Xeo = Xpo=Xp = xp =0

VoS Y SYuSyn=yu=y:1=ys;=ys=ys=yr=ys=1
Yi=yn=ys=yp=0

Por lo que las frecuencias asignadas por regién son:

a={0, 12} b=4{4,10,14} c={2,6,8}

d={3,7} e={3,7,11} =13 11}

La Figura 11 muestra las frecuencias asignadas a cada vértice, resultado obtenido
al aplicar LINGO 6.0.




F(e) ={2,6,8}

=3
Fea = {0, 12} l

i) =-2 o ° ° (:;)(; {:3; 7,11}

Ry = 410,14 O (1) mp =2

=3
" Fo = {3, 11}
m(d} =2
= (3,7

Figura 11: Asignacién de Frecuencias de los vértices

La Figura 12 muestra una parte del resultado obtenido con LINGO 6.0 asi como

parte de la formulacion del problema.

“PPL Mo-PAP:

Min = Y1tyZy3ErayEeyhiyTyAtyS by l0tpilegiZ eyiseyias
txwe = g
XaO+xmi+xafexalOexnitnl;
HBA+HBE+ ¥R 10 +xb 12 +xb14—3;
HEDLXCD+XEEHHEEH L=
HAT X AT+ AB e 1) AL =2 2
REI+xa&T+xeF+xn LOFxe L1=3
HLI+RLTHRED+REACIHL LT
‘{m.0) Tem = (0,17
Hatubac=1z

HAE HDE =12

*mADarD 1QCmL s
xAl24xbiTc=iz

fla.s)  Tas - 0, 13:
HABxCOmL

e cOcmd

BOIUTION TOWMRA AL ATED: 158
Objecriue veiue: 10.90000

Branch count: 1€
Variable Tmlue Reduced Casc
0. 0060090 1.0D0000
2 1. 000600 1.650000
Tz 1.ococon 1.Do0008
¥a 1. 000000 1.000D0Q
s o.Do0o0oe 1. 000000
Y6 1. 080000 1000000
had 1, 000006 1. oannoa
Yo 1. onog0g 1.000000
s A _AOOO00G 1. 000000
10 1. 000008 1. 000000
YLz 1. DGOGON 1.000060
vz 1000808 1.00000C
¥13 _a.a00a808 1. 000000

Figura 12: Solucidn en Lingo 6.0, Mo FAP
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2.23. La Amplitud Minima del Problema de Ia

Asignacion de Frecuencias, MS - FAP

En la Amplitud Minima del Problema de la Asignacidn de Frecuencias (MS-FAP), se
propone con el supuesto de pagar por el conjunto repleto de frecuencias entre el
mas alto y el mas bajo usado. Esto es, la diferencia entre el méaximo y el minimo
de la frecuencia usada, la amplitud, determina el costo y es lo que se quiere
minimizar. Para modelar este problema se introducen dos nuevas variables
enteras, comparadas a MO-FAP, el cual denota la frecuencia mas alta usada zpg, Y

la frecuencia mas pequefia usada z,,. El MS-FAP entonces se plantea como:

minz,, -z
st
va =m(v) Yvel
JeF)
Xy tx, <1 VivwieE, fe FW,ge F{w):p, {/.8)> Prox
T 2 IV VfeF
Zoin < S +fmax(1‘}’f) VfeF
X, <y, Yvel,feF(v)
x, {01} YveV,feF(v)
y; {01 VfeF
Zinins Zaan € £,

donde fo.e. = max o, f€s la frecuencia méxima obtenida. Las restricciones z,,, = b
Y Zmin € fiy + fuaxfl — yg garantizan que estas variables estdn en el conjunto de
valores correctos. Note que el segundo término en el lado derecho de la restriccién

Zmin S f¥r + fuad(1 — yg €5 para el desuso de las frecuencias en F que pertenecen a

Zmine
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Una formulacién alternativa fue presentada por Giortzis y Turner [Gtz&Turn 97]
quienes introducen variables binarias en lugar de z,u Y zme Junto con las
restricciones estandares (1) y (2) las nuevas variables introducen restricciones

adicionales al conjunto de ellas con los valores de la derecha.

: 1 si la frecuencia f € F es usada y
de fas més altas
U =

0 en otro caso

1 si la frecuencia f € F es usada y
de las mas bajas

0 en otro caso

Con estas variables, MS-FAPS se presenta como:

min quf -3,

e feF
S.a

3 x, =m(v) Yvel
Feli{v)

X, +x,, <1 vivwieE,fe F(v),ge F(w):p..(f.2)>P,..
=1

fei

Si=1

Jer

X, +u, sl VveV.feF(vlgeF:f>g

X+, <1 wel,feF),geF:f«g

%, € 0.1} YvelV, feF(v)

w, {01} VieF

1, o]} VieF
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Las restricciones > u,=1,» {, =1 aseguran que existe una Unica y mas grande
feF f=&Ff

frecuencia asi como una Gnica mas pequefia frecuencia. La restriccién Xy +u, <1

prohibe la asignacion de frecuencias mas altas que el méaximo, mientras que
x,, +1, <1 prohibe asignar frecuencias mds pequefias que el minimo.

En el FAPs de Amplitud Minima algunas veces el conjunto de frecuencias {1,.., fue}
es asignado para todos los vértices, es decir, Fiv) = {1, ..., four} ¥ v € V. LO que
nos da un conjunto de cotas inferiores a 1, es decir, zpym = 1 0 1y = 1. Por lo que,
minimizar la amplitud es equivalente a minimizar el méximo de la frecuencia
asignada. En otras palabras, f... queda determinada como la minima frecuencia
para la cual el MS-FAP tiene soluciones factibles. Haciendo esto con la bisqueda
binaria o técnicas relacionadas los F-FAPS o Max-FAPS ocurren como

subproblemas.

Para el caso F(v) = {1, ..., fuar} €5 posible otra formulacion. Esta formulacion se
basa en la formulacién del MO-FAP y se agrega la siguiente restriccién:

Y < yr Vftalquef+ie F

Entonces la minimizacién de la amplitud es equivalente a:

Min Xy

Esta formulacién fue propuesta por Baybars [Bayb 82] y fue probablemente la
primera formulacion de programacion lineal entera para el MS-FAP. Esto esta

basado en la formulacién para gréficas coloreadas introducidas por Christofides
[Chr 75].
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En el caso de la distancia MS-FAP (MS-FAP solamente con restriccicnes duras de
distancias), un orden lineal de los vértices pueden ser asociados con cada
asignacion de frecuencias. En particular, sea o un orden lineal de los vértices de G.
Entonces la asignacidén candnica de o = {v;, ..... , Vap BS UN2 asignacién de
frecuencias con la propiedad de que Ia frecuencia asignada a v es la frecuencia
mas pequefia factible después de que v;,......, v.; han sido asignados. En particular,
denotando por 4¢v. w) la minima distancia requerida entre la frecuencia asignada a
v y una frecuencia asignada a w, entonces la asignacién candnica f,..., f,
corresponde al orden lineal ¢ = {v,, ....., v,} pueden obtenerse de las siguientes
ecuaciones recursivas:

fi=1
f=mn{fzl:lf-flzév,w),r=1, .., k1, k=2, ..., n

Nitese que a lo largo de todos los ordenes lineales, existe uno para cada
asignacidn candnica que provee la solucién dptima para MS-FAP, desde cada
asignacion da un incremento en el orden de los vértices andlogo al orden de las
frecuencias asignadas.

Ejemplo

Apliquemos el algoritmo a la Figura 8, pagina 36. ‘

Planteamiento

Definicién de variables

m(v) = Ndmero de frecuencias asignadas av, v=a, b, ¢, d, ¢, f.

xy = 1 si la frecuencia fes asignada al vértice v, v € ¥, f € Ffv) 0 0 en otro caso.
¥y = 1 siia frecuencia fes-usada, ¥ € #v) 6 0 en otro caso.

xye{0, 1}, v=a,b,c,d e f fc F).
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yre {0, 1}, ¥ fe Fv.
Zmax = denota la frecuencia mas alta usada.
zmm = denota la frecuencia mas baja usada.

Zmaxs Zpin € L

Mln = Zmax ~ Zmin
S.a:

Restricciones del tipo thf = m(v) 52 mostraran aqui ya gue son iguales a las
JeF{v)

descritas en el ejemplo de la seccién anterior.
Al igual que en la seccién anterior se manejan restricciones del tipo:

Xy + X, <1 vivwie £, f e F(vl,ge F(W): p, . (f.g)> P.... POr lo que ya no

las describiremos pero se tomaran en cuenta en fa corrida de LINGO 6.0.

Restricciones del Lipo z,q = fHr:

Zmae = Gy} Zmax 28 ys; Zmax 210 y,0;
Zoay 2 14 314 Zmax 212 yp3; Zmax 26 yg;
Zmax = 2 V2, Zmar 27 V3; Zmax 23 ¥3;
Zmar = 9 yo; Zmax Z11 yy;.

Restricciones del tipo zuir < fy + fnar (1-37), finar = 14

Zmin <0 yo+(14-14) v, ' 2 S4 yH(14-14) y,
Zoin S8 yet(14-14) v, Zmin S10 yro+(14-14) yyo
Zunin 12 y124(14-14) v, Zmin 14 y14+(14-14) v,
Zain 2 yr+(14-14) y; Zin 6 yst+(14-14) y5
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Zmin 3 y3+(14-14) y; Zoin 7 y7+(14-14) 3
Zmin $9 yo+(14-14) 5 Zoin £11 y1i+(14-14)

Las restricciones del tipo x,r < yr que equivalen a x.; - y, < 0 no se describiran aqui
va que pueden verse en la seccién anterior.

Solucion

Xai2 = Xa8 T Xpig T Xpjd T Xpd S X = Xp S Xes = Xgz = X7 = 1

Xell = Xe3 = Xe7 = Xj11 = X3 = 1

Xat = Xatg = Xag = Xpi2 = Xpg = Xe2 = Xeg = Xdig = Xy = Xag = 0

Xero = Xer = X0 = X7 =xp = 0

Yo=Y =y =yu=yu=y1=ys=ys=ys=yr=ys=1
yi=yn=ys=ys=0

Zmax = 14 Zmin = 0

Por lo que las frecuencias asignadas por regién son:

a=4{8, 12} b= {4, 10, 14} c={0,2, 6}

d={3,7} e={3,7 11} f=4{3,11}

La grafica de la Figura 13 muestra fa asignacién de frecuencias obtenida para este
problema.
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Fier =40, 2, 6}

mic) =3
Fa) = {8, 12}

m(a).:2 ° ° (Z(; i3; 7,11}

= $4,10,19) o (1) mip=2

-3

) Fp = {3, 11}
mid) =2 h
Fd)={3,7}

Figura 13: Asignacion de Frecuencias de los vértices

La Figura 14 muestra parte de la solucién obtenida para este problema con LINGO

Hin = zmax ~ Eming

xalexodrradexallinall=2 ;
A ARSI L0 XD txR1=2 3
ROO+HC2 +HCE+UEB+RE1Z=T 1
RAIAAT +XHT +3ATORALL=2 ¢
REFIRET LD+ X e 104l lnd 2
HET AT +x EG+x L 104N LL 12 ;
tia,by Tab = (0,1b;

PEE e R

xaBexoB el

HelD+x10amly

xWAZ4RPLZ =1

tim.c)  Tae = (0,137

HAB IUSE <=1

HOO+RODC=1

XALZ4cc12 L=y

2=\ natlion Repart -

MS-F g widn =IOl ]

Global optimal solution found ac =cep:

Ohjective valus:s 11.00000
Brancn count: a1

Variable Vealue Reduced Cost

PNAR 14 . 00000 1.000000

IRIN Q. 0000000 -1.000000

Xa0 €. 00000Cc0 0. 0OOE0U0

Xaq 0. 000000 0.0800000

xae 1.000000 0. 0000ona

xaio ©.onooonn o0.noonooa

a1z 1.000000 0.0006000

xB4 1.000000 0. 0000000

L] ©_6000000 ©. 0000000

XB10 1.006000 ©.0600000

K1z ©.0b00000 0. 0000000

xe14 1.00G000 U.0R000GD

xc0 1.c0v000 0. 0606060

Figura 14: Solucidn en Lingo 6.0, MS FAP
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2.2.4. La Minima Interferencia en el Problema de la

Asignacion de Frecuencias, MI - FAP

Todos los modelos han simplificado los datos de la interferencia en las matrices de
penalizacion, usando para ello la prohibicién entre ciertas parejas de frecuencias
elegidas. Un camino para usar los datos de penalizacién completamente es
introducir una funcion objetivo que minimice la suma de las penalizaciones
incurridas de las frecuencias elegidas. Esto es hecho en el llamado Problema de la
Minima Interferencia de la Asignacién de Frecuencias, (MI-FAP).

Min Z szfg X Tug
fuplel  fel(v), gel(w)

En algunos ejemplos del proyecto CALMA, esta funcidn objetivo es extendida a las
penalizaciones de la eleccidn de dertas frecuencias 7 para v, denotadas por g,

Esto crea un término extra en la funcidn objetivo Min > q,.x,x,. .
vel feF(v}

Observemos que la funcién objetivo tiene términos cuadraticos x,yx.,, resultando

en una formulacion cuadratica estandar. Para transformar esto en términos

lineales se definen las variables z,. = x,x., Obteniendo:

1 si Xy = Xyg = 1

Zvufg
] en otro caso

Para asegurar gue z..., obtenga el valor correcto se agregan las restricciones de la

siguiente formulacion.

Tt xug S 1 4 zme VAV WHC E f€ Fu), g e Ffw)
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Y si €5 necesario que

Zywy S Xy Xug v{v.wrec E, fec Fv,gc Fiw)

El problema con esta transformacién lineal es de una relajacién débil. Para las
variables x fraccionales, la correspondiente variable z puede ser pequefia.

Afortunadamente, usando las restricciones de multiplicidad podemos reemplazar
estas desigualdades con: |

2 g =mwhx,, v {v,w}e £, fe Fv

geF(w)

Estas restricciones son validas por la definicién de z.., y fa multiplicidad de las

restricciones:

ZZWJS = wagx‘ﬂ’:[ zxngxuy‘ :m(w)xg

zeF(w) gsFw) gef (W)

En otras palabras esto implica la definicion de las variables z, cOMO z,g = X x4 Si
xwg = 0 6 x,r = 0, entonces la correspondiente variable z..;, también es igual a cero.
Supongamos que x,, = 1. Para w, existen m(v) frecuencias de tipo g con x,, = 1.
Par lo anterior se satisface que z..4 deberia ser uno.

Ejemplo

Apliquemos el algoritmo a la grafica de la Figura 8.

Planteamiento

. Min = 0.8 Zap t Zae ¥ Zag + Zge + Zpe + Zpe t+ be+ Zed T Zq"" Zgo + 0.8 Zygr -ljzzf
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S.a:

Restricciones del tipo  x, =1:

feF(v)
XaoFXagtXagt a0t xa =1
Xps+xpgtryiotxptxg=1
Xeotxertxestaegtae ;=1
XgztXartxgetXarotxg =1
X3t XertXegtXergtxg =1

xﬁ+xﬂ+xfp+xﬂg+xﬂ;=1

Restricciones del tipo x,y+ xu, £ 1 + 25!
Vérticesa y &

XaatxpaS 1+ 20, XagFxps= 14z,

Xarztxp 2 14z,

Vértices a y ¢

XagtacsSl+z,; XaotxenS 14z,

Vértices ay d

XagtxaroS 14z, Xarg¥xaoS14za4,

Vértices a y e

XargtxepS 1+ z,,.

Vértices by ¢

Xarotxp10S 14205

Xaprtae ;S 14z,

Xara X105 L4z,

XpatxgS<l+zy; xpiztxe S 1+zy,.

Vértices b y &
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XpgtpgS L+ zp,;

Vértices by f

Xbm'l"xﬂos 1 +be.

Vértices ¢ y f

XegtxmpSltzy,

Vértices dy e
Xgr¥xeaS1+z;
Xgotxe 1= 1 Fzge;

Xgritxeo< 1+ng;

Vértices d y f
xd7+XJyS 1 +z47
Xaortxg S 142y,

xd”'i'JCﬁS 1+z,1f;

Vértices ey f
xertxpSltz,y;
x59+}ff”£ 1+Zef;

XenrtxpoS 14z,

Restricciones para los vértices v € ¥, T,, = {0,1}:

Xaotxg=<l;

Xerg¥xen=1;

Solucion

XpigtxernS1+z; Xprrtxe o< l+zp..
XerrtxpaS 1tz

Xyt xS 1424, XaotxesoE 14z

XaiotxepS 1 +2g; Xapgtxes 514z,

XairFxes0S 14 zge

XagrxgSl4z,, xaotxpeSltzgs

Xajg¥x ng 1+Zdﬁ Xarotxmg s 1 +zu;

x,,u+xﬂa£ 1+de.

XeotxpS 1tz XegtXpS 14z,

Xesotxms 1+zef; Xeig xS 1+Zef;

Xzt 1+).‘fps 1 +Zef.

Xgr0+Xarr=1; XegFxo051;

Xf9+x_ﬁof 1; Xrrobxg < 1.

Xa) = Xpd = Xe2 = Xgpo = Xefo = Xjp0 = 1
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Xat = Xa8 = Xaift = Xai2 = Xpg = Xpig = Xpsz = Xplg = Xe0 = Xe6 = Xeg = X2 = 0

Zab = Zac = Zod = Zae = Zbe S Zhe S Iy T Zeg T Zf = Zge = Zgp = 2y = 0

Por lo que las frecuencias asignadas por regién se muestran a continuacion y son
representadas en la gréfica de la Figura 15:

a = {0} b={4} c={2}
d = {10} e = {10} f={10}
Ffe) = {2}
mic) =1
F(a) = {0}

mia) =1

Fp) = {1}

mif) =1
m) =1

F) = {10}

mid) = !
Fed) = {10}

Figura 15.Asignacion de Frecuencias de los vértices

A continuacién la Figura 16 muestra parte del planteamiento del prablema y su
sotucién.
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22 11%G12 - Solution Report - Mi-Fap v
Flle Edt.. LINGD * window  Halp

DiciEls| «]u(@lvie o Ol ima] Sk e

SHUINGD Motlat S0 o s et e : = |
1PPL MI-FAP; -
Min = D.84zab + zac + zad + ZRE + THE + Zbe + bf + zod + kol + zde + 0.8 * zdf szef;
1nve w15 '

xel+xadtrad tRaldRaI2=L;
X R4bB4xh 1042k 12 +xblde1;
XCOHKCZ HRCE+REB +ae12=12
*xd3 S T4nd+xdlO0+xdli=1;
XEBEREPIRETHHSITHE 1171
XEI+HIT+xLP+xLIO4xE11=12
f{a,b) Tan = (0,1};
xdsxbicatsznb;
HABXBS-Ivlfzeb;
xall+xbid<=L+zany
ABLZ4xBI2ENLSTAD;
to.ci Tac = (0,1);
XBBREGL=]+xa
Aal+xcO<=~1+zac:
XMLZHRC1Zawlbzac:
tim,d] fadt = {(Q,2):
WAA LAY N deranrd -

X Solulion Repurt - Mi-Fap wdn

Global optimel solution found ac steps i

Uojective vatue: 0. 0000000 E+00
Brench count: [1]
Variabie Vaiue Reduced Cost
zaB ©.0006000 0.8000000
8¢ 0.0006000 1.000000
AP 0.0008000 1.000000
2aE 0.0000060 1.00000C
zBC 6.0000000 1.000000
zBE 0.000C000 1.000000
IBF 8.0000000 1.000800
zcp 0.00000n0 1.000000
k- 4 0.0000000 1.000800
ZDE 8. CO0D0a0 1.000006
r Q. 6000000 0.8000800
2FF .- nhannnnn A ANOHON

Figura 16: Solucién en Linge 6.0, MI FAP

2.2.5. Variantes de la Formulacion

Formulaciones alternativas de la programacion matematica han sido propuestas en
fa literatura. Normalmente, los heuristicos se inspiran en la formulacién ¥y son
explorados para resolver este tipo de problemas.

2.2.5.1. Generacion de la columna

Jaumard {Jau 01] desarrolié-dos-formulaciones de generacion de columnas para el
Max-FAP. En esta formulacién se considera la restriccion de la distandia co-celda, y
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las restricciones de de co-canal y de canal adyacente. Todos los vértices tienen el

mismo dominio de frecuencia.

La primera formulacién estd basada en una formulacion de la generacion de la
columna para colores, tal como lo muestra Mehorotra y Trick [Meh&Trick 96]. Las
variables corresponden a conjuntos independientes en la gréfica de interferencia,
es decir, los vértices pueden obtener la misma frecuencia simultdneamente. Para
cada frecuencia f estos conjuntos independientes son denotados por 7. Como
estos conjuntos pueden diferir por la frecuencia, entonces el dominio de la
frecuencia para los vértices puede diferir. Sea z, una variable binaria denotando si ¢
estd o no esta en 7 Para modelar las restricciones y la funcidn objetivo de Max-

FAP con estas variables, se usa la relacién x, = >z . Para asegurar que la

lET[;vEl

frecuencia f es elegida a lo mas una vez se agrega Zz, <1. Esta formulacion

el

puede también ser usada para el MO y MS-FAP.

= Para MO-FAP la restriccién seria 3z, =y, .

1T,

Jaumard [Jau 01] resuelve el LP-relajado de esta formulacion con las técnicas de la
generacién de la columna, los precios de los problemas son el conjunto de pesos
independientes los cuales describen estrategias de ramificacién tan buenas como
la generacion de cortes.

L2 segunda formulacién estd basada en conjunto de frecuencias permisibles para
celdas separadas. Las variables corresponden a conjuntos de frecuencias que
pueden ser asignadas a ciertas celdas. Para cada celda v, subconjuntos de F
denotados por T, que satisfacen las restricciones co-celdas y las cotas inferiores y
superiores en la multiplicidad son dadas. Otra variable binaria z, especifica si T, es
elegido 0 no. Los autores-muestran la LP-relajacion de la formulacion basada en
estas variables, como la mejor, igual al valor de la LP-refajacién de la formulacién
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basada en estas variables es, la mejor, igual al valor de la LP-relajacion de la
formulacién del programa lineal previo. Por otro lado, los precios de los problemas
son resueltos en una aproximacién de la generacién de [a columna que estd
restringido por problemas de rutas més cortas.

2.2.5.2. Orientacion de la formulacion

Bornddfer [Born 98] considera MI-FAPS con co-canal e interferencia de frecuencias
advacentes. Aqui se modela la interferencia con penalizaciones de combinaciones
de frecuencias. Mas aln, prohibe la combinacién de frecuencias con penalizaciones
por arriba de un cierto valor umbral. A lo largo de las asignaciones factibles ellos
buscan una penalizacion minima. Para cada vértice en la grafica de interferencias
donde elios introducen una variable y, que corresponde al ndimero de frecuencia
asignada a v. Para cada par (v, wj se denota la penalizacidn de co-canal por p,, v la
penalizacién de canal adyacente por g,,. Ahora, tres variables binarias mas son
declaradas:

1 siw-=3l =1
0 en otro caso
1 sipp-yl =1

0 en otro caso
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1 Siy, = Y

0 en otro caso

Las variables 4., determinan un orden parcial de las frecuencias asignadas a los
vértices. Con estas variables uno puede modelar todas las restricciones v la funcidn
objetive en términos lineales. El mocelo asf definido contiene muy 'pocas variables
en comparacion a las formulaciones dadas anteriormente. El precio para estos es
una formulacion débil. Si los 4., son dados, !os autores muestran que el problema
es resuelto en tiempo polinomial, hasta que la matriz de restricciones es
totalmente unimodular. Este resultado es usado en dos etapas heuristicas, donde
las variables 4,,, se ajustan iterativamente y entonces se determina una solucién

con los nuevos valores.
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3. UNA SOLUCION OPTIMA AL
PROBLEMA DE ASIGNACION DE
FRECUENCIAS “FILADELFIA”

3.1. Introduccion

El rapido avance de la tecnologia inaldmbrica y la escasez del espectro
radioeléctrico ha estimulado a la investigacion en el uso eficiente del espectro
radioeléctrico desde los afios 70's. Una parte considerable de esta investigacidn, y
en una gran mayorfa, la tecnologia operacional de los transmisores se basan hoy
en la Division de Frecuencias de Acceso Mdltiple, FDMAY, donde el ancho de
banda disponible se divide en frecuencias. Estos frecuencias podrian ser asignados
al transmisor mientras se minimiza el ancho de banda y se mantiene la
interferencia con niveles aceptables.

El problema “Filadelfia” es un problema de asignacion de frecuencias basado en
una hipotética, pero real red de telefonia celular que cubre ia regidn alrededor de
esta ciudad. El problema ha sido usado varias veces como prueba de métodos
heuristicos para encontrar una buena asignacién de frecuencias, y evaluar
tedricamente las cotas inferiores obtenidas para eficientizar al espectro
radioeléctrico. En esta seccidn se resuelve el problema Filadelfia presentando una
nueva cota inferior para un nimero consecutive de frecuencias que cualquier
asignacion de frecuencias valida deberia usar y asi exhibir una asignacién que se

* FDMA de sus siglas en inglés, Frequency Division Multiple Acces
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asemeje a esta cota. La sofucidn hard que el problema Filadelfia se valore como
patron para la investigacion en la asignacién de frecuencias.

El método usado para establecer la cota inferior es parte de una teoria mas
general desarrollada por Janssen y Kilakos [J&K 96].

3.2. El problema Filadelfia

La red celular del problema Filadelfia se basa en una malla regular hexagonal que
se muestra en la Figura 17. Cada hexdgono representa la regién o celda que es
servida por un transmisor. El conjunto de celdas serd denotado como a
continuacion: ¥ = {v;, v, ..., vs/}, donde la numeracidn también es indicada en la
Figura 17. El vector demanda m < 2" es un vector de enteros no negativos que
indica. la demanda de frecuencias en cada celda: el componente m; de m indica la
demanda en la celda v.. Para el problema Filadelfia

m = (8, 25,8, 8, 8,15, 18, 52, 77, 28, 13, 15, 31, 15, 36, 57, 28, 8, 10, 13, 8)

Figura 17: Malla que representa a ia Ciudad de Filadelfia
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En este problema, las restricciones de interferencia enfre cualquier par de celdas
pueden ser representadas por un entero, el cual determina el minimo espacio que
tiene que existir entre las frecuencias asignados a dos celdas de tal manera que se
evite la interferencia. El entero ¢, representara a fa restriccion de interferencia
entre las celdas v; y v

Las restricciones c; para el problema Filadelfia pueden ser obtenidas como a
continuacién se describe. Sea dfv, v) quien represente la distancia entre los
centros de las celdas v; y v, donde la unidad es fa distancia entre los centros de fas

celdas adyai:entes. Entonces se define

5, sii=j {la restriccidn co-sitio)
ey = 2, sidl<dm, v)<1
1, sil<d,v) <25

Hay que notar que existen parejas de celdas que no tienen restricciones entre
ellas, fa correspondiente c; no estd definida. Una agrupacién de celdas tal que

entre cualquier par de éstas existe una restriccion es flamada agrupacién completa.

Una asignacion valida es una asignacion de conjuntos de frecuendias

{representado por enteros no negativos) a los vértices de (7 tal que se satisface la
condicidn que sigue. Esta asignacidén puede ser representada por /: ¥V — P(Z) del
conjunto de vértices V' a P¢Z), el conjunto de todos los conjuntos enteros no

negativos. Las condiciones son las siguientes:

Vopl = my (vie¥)
kefwpylefivy= k=il z ¢ (c;; definida, i =)
klefwykzl=|k=1]|2¢ (vie V)
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Recordemos que la amplitud es el numero de frecuencias usadas fas cuales
determinan el ancho de banda de 1a asignacion de frecuencias, vy en esta seccion
se establecera la amplitud del problema de Filadelfia.

3.3. La solucién

La cota inferior de la amplitud se basa en una configuracién local de siete celdas
de la grafica mostrada en la Figura 17, la cual constituye un bloque’® completo y
es derivada del minimo costo de un tour cerrado.

Un tour en un bloque completo con un vector de demanda m el cual es una
sucesion de celdas tal que cada celda v; es visitada m; veces. Un tour es cerrado si
éste se inicla y termina en la misma celda. Ef costo de un tour es la suma de las
restricciones sobre las aristas entre dos vértices consecutivos.

Cualquier asignacién valida de un blogue completo corresponde a un tour en dicho
bloque — la sucesion de celdas esta dada por el orden creciente de las frecuencias
asignadas. La amplitud de una asignacion es al menos tan grande como el costo
del tour correspondiente, la banda entre las frecuencias de dos celdas sucesivas
deberia ser al menos tan grande como la restriccién entre estas celdas. El costa
minimo de cualquier tour da por lo tanto una cota inferior para la amplitud. La
siguiente proposicion muestra como el costo minimo de un tour cerrado puede

también ser usado como cota de la amplitud.

Lema 1. Sea G un bloque completo v F el conjunto de celdas de ¢, y sea m el
vector demanda de G. Sea y(m) quien denote el costo minimo de un fouwr cerrado

'¥ Se usara bloque como traduccién literal de cluster
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de G con un vector demanda m. Entonces la amplitud del blogue es al menos el
minimo de £, y L., donde:

Ly = y(m) — max {Cul L, vy v € V}
Ly =min{ypm)” | Vitalquevie ¥ym>1, m@ =m 1, mj(ﬁ =m (=i}

Demostracion

Toémese cualquier asighacién bptima, es decir, una asignacion de amplitud minima
de G con vector de demanda m, y sea T el tour correspondiente a esta asignacion.
La amplitud de esta asignacion, vy por lo tanto la amplitud del blogue, es acotado
inferiormente por el costo de T

Si fas frecuencias con los mas bajos y altos niveles son asignadas a diferentes
celdas (v vy v;), entonces el costo de T es igual al costo del four cerrado obtenido
en T que conecta a v; ¥ v; menos el costo de esta nueva conexion, flamada, c;. Por
lo que en este caso, el costo de T es acotado inferiormente pou; L;.

Si fas mas altas y mas bajas frecuencias son asignadas a la misma celda (sea v;),
entonces T es en realidad un four cerrado, pero un four cerrado en el cual se pasa
solamente m; — 1 veces é través de v, Ei costo de T es por lo tanto igual al costo
minimo de un fowr cerrado a través de G con un vector demanda 2, el cual es

acotado inferiormente por L,. +

La siguiente propaesicién muestra como encontrar una cota inferior para el costo
minimo de un tour cerrado.

Proposicion. Sea x ¢ Q" un vector de niimeros racionales no negativos indexados
por las celdas de un bloque completo que satisface las condiciones:
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xitx < gy paratoda v, v e V
Entonces cualquier tour cerrada tiene costo de al mengs m.x.
Demostracion

Sea x un vector que satisface las condiciones de la proposicién. Se toma cualquier
tour cerrado y sea £ la coleccién de pares de celdas consecutivas que forman el
tour. De acuerdo con la definicién, el costo del tour cerrado es la suma de las
restricciones entre los pares de celdas de E. Pero como el tour cerrado visita cada
celda m; veces, por lo tanto cada celda esta contenida en 2m; parejas de E, se
tiene que:

Zc&. > Z(x,. +x;) =22m,.xi =2m-x

{v,».vj)eE (v .vj)sE v;eV
Lo que completa la prueba. «

La desigualdad del sistema x; + x; < ¢y paratoda v, vy e ¥yx; 2 Qparatoda v, e ¥
describe un poliedro en Q. Por lo tanto, cualquier vector que satisface estas
desigualdades puede ser escrito en términos de 'los puntos extremos det poliedro.
Ademas, el valor maximo de m - x, y por lo tanto 1a mejor cota inferior sera siempre
obtenido por un vector x que representa un punto extremo.

En el documento “Andlisis poliédrico de los problemas de asignacién de
frecuencias: (I) Tours” [J&K 96] una descripcién completa de los puntos extremos
del poliedro, definido por las desigualdades de la proposicion anterior, es dada por
un nimero de diferentes tipos de restricciones en los vectores ¢, incluso la
restriccion del vector del problema Filadelfia. Se asume que ¢; toma a lo mas tres
valores. Por lo tanto, la familia de puntos extremos obtenida para este caso
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generaliza la mayoria de las restricciones dificiles. Se sospecha que para la mayorfa
de los vectores en las restricciones dificiles o de muchos valores, serd dificil
obtener una descripcién completa, por lo que muchas cotas inferiores importantes

pueden no obtenerse.

Regresahdo al problema de Filadelfia. Sea V' = {v;, v3, vs, vs, V7o, vig, vi7} €l
conjunto de celdas que completan un blogue gue serd usado para determinar la
cota inferior. El bloque consiste de solamente siete celdas, es ficil abtener una
descripcion completa dé los puntos extremos del poliedro definido por la igualdad
de la dltima proposicion. Sea x¥, j= 1,....., 8 los vectores en ¥~ definidos por:

[ 3/2, sii=09;
xiw =

L 1/2, e.n.c.

2, sii=9;

(

J' i, sivie ¥;
xi =
L 0, e.0.c.
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Vr = {vs, vie, vt ¥ Vo = {vo, vs, v2}.

Los puntos extremos del poliedro descrite por las desigualdades de la Proposicion
corresponden exactamente a los vectores x* ya que algunos coeficientes son cero.

Sea m' = (25, 8, 52, 77, 28, 57, 28) &l vector demanda del problema Filadeffia
restringido a ¥, Usando la descripcidn dada de los punfos extremos, es facil ver
que el maximo de m - x, donde x es un vector qué satisface las desigualdades de la
Proposicién y son obtenidos por x™™. Por lo que la mejor cota inferior para el
problema Filadelfia puede ser obtenida por este método. Por lo tanto, el costo del
tour cerrado del bloque completo definido por ¥ es al menos m’ - »” = 429,
Cuando se aplica el lema, seve que 1, =429 -2 =427y L, =y (m’) = 426. Por lo
tanto, la amplitud del bioque cerrado, y por lo tanto la amplitud del problema
Filadelfia, es al menos 426.

La mejor cota conocida fue 414, publicada por Gamst en 1986 [Gamst 86], con el
desarrolio anterior Jansen y Kilakos encuentran €l error y muestran que 426 es la
mejor posible [I&K 96].

La cota dada es en realidad la mejor posible: La Tabla 1 describe una asignacion
vdlida con amplitud 426. Hurley y Smith (comunicacién privada) obtuvieron una
asignacion con la misma amplitud haciendo usoe de calculos heuristicos. Estas
asignaciones mejoran por uno a las antetiores asignaciones obtenidas por Leese
[Leese 96].
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U Xy Colores

i 8 220+ 6k(k=0,.,7)

2 25 [118+5k(k=0,.,19), 332+ 7k (k =0, ..4)

3 374+ 7k(k=0,.,7)

4 341 + 7k{k=0,.,7)

5 216 + 6k (k= 0,..,7)

6 15 218 +6k(k=0,.,14)

7 18 [268+6k(k=0,.,11), 34l + 7k (k= 0,.,5)

8 52 [2+5k(k=0,..18),217 +6k(k=0,..,19),337 + 7k (k = 0,..,12)
g 77 |5k(=0,.,43),215+ 6k (k=0,..,20), 335 + 7k (k = 0,...,13)
10 28 [3+5k(k=0,.3),98 +5k(k=0,.,3),218 + 6k (k = 0,...19)
1 13 336 + 7k (k=0,..,12})

12 15 219+ 6k(k=0,.,14)

13 31 |5k{k=0,.,30)

14 15 [184+45k(k=0,.6),357 +7k(k=0,.7)

15 36 |4+S5k(k=0,.,35)

16 57 |97 +5k(k=0,.,23),219 +6k{k=0,.,19),390 + 7k (k=0,.,12)
17 28 [23+5k(k=0,.,14),338 + 7k {k = 0,...,12)

18 8 220 +6k{k=0,.,7)

19 10 [2949+6k(k=0,.,6),336+7k(k=0,.,2)

20 13 216 + 6k (k=0,.,12)

21 8 |268+6k(k=0,.7)

Tabla 1: Asignacién de frecuencias del Problema de Filadelfia con amplitud 426




Conclusiones

En la realidad existen algunos problemas que pueden modelarse matematicamente
y resolverse de manera optima y en tiempo polinomial con hetramientas de
Investigacién de Operaciones, esto es Programacién Matemdtica ¢ bien Teoria de
Gréficas pera en la mayoria de los casos esto no sucede y es por ello que se deben
utilizar herramientas que si bien no nos proporcionan la mejor solucién esta se
obtiene en un tiempo razonable y hace que en general el resultado sea aceptable.

Este trabajo intentd mostrar el Problema de Asignacion de Frecuencias y su
solucién utilizando Programacion Matemdtica, especificamente Programacion Lineal
Entera Binaria, la cual es una herramienta que puede en el mejor de los casos
otorgar una solucién dptima aunqgue esta depende mucho del tipo de restricciones
de distancia y del nimero de frecuencias que se quieran asignar a fa regién de
analisis, razén por la cual aungue puede ser un método exacto también puede ser
un método algo engorroso. En el Anexo 3 se trata el Problema de Asignacién de
Frecuencias con Teoria de Graficas por lo que con este metddo puede resultar méas
practico, para casos pequefios, obtener una.solucic'm al problema. En la préactica, la
mayoria de las restricciones de separacion de frecuencias son restricciones co-sitio,
y las restricciones inter-sitio de valor 1 6 2. Esta situacidn corresponde a una
grafica restringida con pardmetros ¢y, ¢, ...., ¢x donde estos cumplen ¢; = ... = G =
2y ¢+l = ... = ¢ = 1. Muchos de los trabajos sobre etiquetamiento de gréficas se
enfocan en restricciones 1 y 2, mas especificamente, restricciones ¢; =2 ¢, = 1y

=2, c=1c=1

Para el caso grafico, el cual se detalla en el Anexo 3, la parte dificil es encontrar
una muy buena coloracién de la grafica. En este caso en especial se pueden
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obtener varias soluciones para un mismo problema dependiendo de la coloracion
base elegida.

Como vimos en este trabajo el Problema de Asignacién de Frecuencias fue tratado
en un plano dimensional pero en la actualidad se estan haciendo estudios y
obteniendo resuitados para un caso mas real: la tercera dimension, en la que no
s6lo se consideran obstdculos de interferencia o distancias si no que ya existen
otros factores a considerar.
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Anexo 1. Sistema GSM

Este material esta basado principalmente en el documento
Un poco de Historia de GSM

La historia la podemos ‘situar cuando en 1982 en un Congreso de administraciones
de Correos y Telecomunicaciones (CEPT) se tomaron dos decisiones.

La primera fue establecer un equipo con el nombre de Groupe Special Mobile (de
aqui viene la abreviatura GSM), que desarrollara un conjunto de estandares para
una futura red celular de comunicaciones moviles de ambito paneuropeo.

La segunda fue recomendar la reserva de dos subbandas de frecuencias préximas
@ 900 Mhz para este sistema. Estas decisiones fueron tomadas para tratar de
solventar los problemas que habian creado el desarrollo descoordinado de sistemas
méviles celulares individualmente en los diferentes paises participantes del CEPT y

que eran incompatibles,
Dos de estos problemas eran:

« No poder disponer de una misma terminal al pasar de un pais al otro;
+ No disponer de un mercado prapio suficientemente extenso que dificulta una
industria europea de sistemas mdviles competitiva a nivel mundial.

En 1984 empieza a surgir otro factor adicional, los sistemas celulares de la primera
generacion, en particular en los paises del norte de Europa experimentan una

aceptacion y penetracion en et mercado extraordinariamente superior a la prevista.
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En 1986 las cifras indicaban la saturacion de la capacidad de estos sistemas para
principio de la década de los 90's. Ante esto surgié la intencidén de utilizar parte de
tas subbandas de frecuencias destinadas al GSM como ampiiacién de las usadas
por los sistemas méviles celulares de primera generacién (Sistema 900).

En consecuencia la Comisién de la Comunidad Europea emitié una Directiva en la
que reservaban dos subbandas de frecuencias en la banda de 900 Mhz, para el
sistema europeo, que émpezan’a a funcionar en 1991, pero mds pequefias que las
recomendadas por la CEPT. Asimismo contemplaba que las frecuencias en estas
subbandas que estuvieran siendo utilizadas por sistemas méviles celulares de la
primera generacidn {analdgicos), deberian abandonarlas en los siguientes diez
afios (es decir, hasta el 2001) que es la vida gue les quedaba a los TMA

(analdgicos).

Mientras tanto los miembros del GSM realizaban excelentes progresos en el
desarrollo y acuerdo de estédndares.

Se adoptd la decisidn de que el sistema serfa digital, en lugar de analdgico 1o que
redundaria en mejorar la eficiencia del radio espectro, mejor calidad de
transmision, posibilidades de nuevos servicios y otras mejoras como la seguridad.

También permitiria la utilizacién de tecnologia VLSI, pudiendo fabricar terminales
méviles mas pequefios y baratos; en definitiva el uso de un sistema digital que
complementaria el desarrollo de ia Red Digital de Servicios Integrados (RDSI) con
1a que GSM deberia tener un interface.
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Se siguieron haciendo pragresos y en septiembre de 1987 trece operadares de red
europeos farmaron un MoU™ para continuar con el proyecto v lanzarlo en julio de
1991. Esto fue seguido con la invitacion simuitanea hecha en de febrero de 1988 a
todos los operadores de red involucrados en el sistema.

Pronto se dieron cuenta de que habian mas problemas de los previstos. Por lo que
se acordd gue se efectuaria el desarrollo de la especificacion en dos fases. Ademds
la implantacién en términos geogréficos vislumbraba que debia realizarse en fases,
empezando por ciudad'es importantes y aeropuertos; se seguirfa con autopistas,
calculando que se tardarian afos en lograr un servicio completo a todo Europa.

En 1988 se inicio una intensa actividad en pruebas de validacion particularmente
en relacién con el interface Radioléctrico. Como resultado se ajustaron ligeramente
las especificaciones GSM y se pudo comprobar que el sistema funcionaba.

No se alcanzo la fecha acordada para julio de 1991 para el lanzamiento comercial
del sisterna GSM. A ello contribuyeron el retraso del desarrollo y acuerdo de
pruebas de certificacion, la necesidad de modificar algunas especificaciones GSM
ya que la complejidad técnica del desarrollo de terminales portatiles se tardé en
resolver mas de lo previsto. Fue en junio de 1992 cuando aparecieron los
portatiles. ’

El servicio comercial del sistema GSM llegd en 1992, si bien el tamafio de las
dreas de cobertura y el nimero de usuarios era bastante dispar. Las redes que
estaban funcionando se basaban en las especificaciones de fa fase 1 y no todos los
servicios cantemplados en la fase 1 estaban disponibles,

A finales de 1993, el nimero de operadores gue habian firmado el Mol habia
aumentado de trece a cuarenta y c_ini:o, entre los que estaban la mayor parte gel

16 Mou por sus siglas en inglés, Memorandun of Understanding
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mundo excepto América del Norte y Japon. Treinta redes GSM estaban en servicio

con cerca de un milldn de abonados en todo el mundo.

A finales del 1994 el nimero de miembros del MoU habia crecido a 102 operadores
de red y Administraciones reguladores de Telecomunicaciones de 60 paises.

E! mercado de rzdes y equipamientos GSM se ha extendida més alld de las
fronteras de Europa occidental. Europa del Este, la Commomwealth, Oriente, Asia,
Africa y Oceanla sdn -regiones donde existen sistemas GSM operativos.
Actualmente la mayor parte de los firmantes del MoU no pertenecen a paises
eurcpeos. Esta amplitud del mercado es la razén por la que tas siglas GSM han
tomado otra acepcién como Global System for Mobile comunications que es
diferente de la original de 1982.

Novedades introducidas

El sistema GSM permite la conexidn con la red conmutada (Telefénica) vy con la
RDSI (Red de servicios integrados) y permite ofrecer al usuario- telefonia,
transmision de datos (hasta 9.600 bit/s), faxsimil del grupo III, conexion a
sistemas de correo electrénico (X-400) y envio de mensajes cortos (alfanuméricos)
que permite tanto su envio como su recepcion desde una terminal movil,
leyéndolos en este ultimo caso en el visor correspondiente.

Ademas el sistema GSM soporta otras prestaciones adicionales, como: desvio de
llamada, restricciones de llamadas entrantes o salientes, conferencias a tres,
llamada en espera 'y otras mas.

La terminal a su vez, ofrece prestaciones adicionales como marcacién abreviada,

repeticion del dltimo numero_marcado, hloqueo del terminal, entre otros.

76




El tema de la seguridad ofrece en este servicio navedades importantes respecto a
los actuales (TMA), el uso de tarjeta de usuario para la autentificacion de la validez
de la llamada; encriptado, que facilita una confidencialidad total (voz, datos e
identidad del abonado) e imposibilidad de utilizacién de equipos robados mediante
la asignacion previa de un nimero de serie a cada estacién maévil.

En su componente radio se utiliza la banda de frecuencias de 900 Mhz con el
método TDMA (Acceso por multiplexacién en el tiempo), que proporciona ocho
frecuencias telefdnicas' en una misma portadora y una cedificacion de voz a 13
Kbps, destinandose un octavo de tiempo a cada canal. Esta prevista para un futuro
una codificacion de voz a velocidad mitad, lo que permitiria la utilizacion de 16
frecuencias por portador.

Estructura GSM

En lo que se refiere a la estructura bésica del GSM el sistema se organiza como
una red de celdas radioeléctricas continuas que proporcionan cobertura completa
al area de servicio. Cada celda pertenece a una estacién base (BTS) que opera en
un conjunto de frecuencias de radio diferentes a los usados en las celdas
adyacentes y que se encuentran distribuidas segdn un plan celular.

Un grupo de BTS's se encuentran conectado a un controlador de estaciones base

(BSC), encargado de aspectos como el handover (traspaso del movil de una celda
a otra) o el control de potencia de las BTS's y de los méviles.

En consecuencia €l BSC se encarga del manejo de toda la red de radio vy supone
una autentica novedad respecto a los anteriores sistemas celulares.

. Uno o varios controladores. BSC's se conectan a2 una central de conmutacion de
méviles (MSC). Este es el corazén del GSM como responsable de fa inicializacion,
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enrutamiento, control v finalizacidn de las lamadas, asi como de la informacion
sobre tarifas. Es también la interface entre diversas redes GSM o entre una de ellas
vy las redes pdblicas de telefania o datos.

La informacién referente a los abonados se encuentra almacenada en dos bases de
datos que se conocen como registro de posiciones base (HLR) y registro de
posiciones de visitantes (VLR).

El primero analiza Ids niveles de subscripcion, servicios suplementarios y
localizacién actual, o mas reciente de los méviles que pertenecen a la red local.
Asociado al HLR trabaja el centro de autentificacidn (AUC), que contiene la
informacién por la que se comprueba la autenticidad de las lamadas con el fin de
evitar los posibles fraudes, ta utilizacién de tarjetas de abonado (SIM's) robadas o
el disfrute del servicio por parte de impagados.

El VLR contiene la informacion sobre los niveles de suscripcién, servicios
suplementarios y red de localizacién para un abonado que se encuentra o al
menos se encontraba recientemente en otra zona visitada. Esta base de datos
dispone también de informacion relativa a si el abonado se encuentra activo o no,
lo gue evita el uso improductivo de la red, envio de sefiales a una localizacion que

se encuentra desconectada.

El registre de identidad de los equipos (EIR) almacena informacion sobre el tipo de
estacion mavil en uso y puede efudir que se realice una llamada cuando se detecte
que ha sido robada, pertenece a algin modelo no homologado o sufre de algiin
fallo susceptible de afectar negativémente a lared.

En cuanto a las comunicaciones en la red, se ha desarroliado un nuevo esquema
de sefiatizacion digital._Para la_comunicacion entre MSC's y registros de posicién se

utiliza la parte de aplicéciénﬁ para moviles del Sistema de Sefializacién nimero 7 del
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CCITT, formula casi imprescindible para la operacion de redes GSM a nivel
internacional.

Entre las diversas entidades de fa red se encuentran definidos interfaces estandar
que aseguren un método comin de acceso para todos los moviles, tanto los de
diferentes paises como los de diferentes suministradores.

La arquitectura funcional del sistema GSM

La norma GSM (nicamente especifica entidades funcionales e interfaces
normalizadas. Con ello se consigue la utilizacion de cualquier sistema por cualquier
estacién mdévit, aunque no pertenezcan al mismo suministrador v la interconexién
de equipos de distintos suministradores a través de los interfaces normalizadas,
evitando influir de forma excesiva sobre los desarrcllos particulares de cada uno de
los fabricantes de equipos.

Elementos del sistema GSM
Estacion Movil (MS) Una estacion movil se compone funcionalmente de dos partes:

» El equipo terminal (ET). El equipo terminal realiza funciones semejantes a las
de una terminal RDSI y realiza las siguientes funciones: '
- Transmision radio
- Gestidn de frecuencias de transmision radio.
- Capacidad de la terminal, incluyendo la interfaz hombre-maquina.
- Codificacién de voz.
- Proteccion de errores.
- Control del flujo de datos de usuario.
- Adaptacion-de-velocidad-de datos de usuario y velocidad del-canal.
- Soporte de terminales mdltiples.
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- Gestion de movilidad.

= La terminacién movil (TM). Hay tres tipos de TM:

- TMO Realiza las funciones anteriormente mencionadas, sin incluir ninguna
interface.

- TM1 Incluye ademds una interfaz RDSL.

- TM2 Incluye ademas interfaces CCITT series Xy V.

Utilizando estos tres tipos de TM se pueden establecer las configuraciones
necesarias para acceder al sistema GSM.

Una estacion mdvil puede ademas clasificarse en distintos tipos segin varias
caracteristicas:

a) Por su utilizacion: Equipo mévil, Equipo portatil y Equipo transportable.

b} Por la potencia de salida:

Clase 1 20 W - Movil y transpartable.
Clase 2 8 W - Vehiculo vy transportable.
Clase 3 5 W — Poriatil.

Clase 4 2 W — Portétil.

Clase 5 0.8 W - Portatil.

Las caracteristicas de las estaciones méviles se dasifican en tres tipos:

* Caracteristicas Basicas obligatorias de la estacion movil:

Visualizacion del numero llamado;

Indicacidn de sefiales de progreso de la llamada;
Indicacidn de pais/sistema;.

Gestion de la identidad de suscripcidn (SIM);

80




« Indicador de PIN (clave de acceso) no valido;
» Identidad internaciona! de equipo de estacion movil (IMEI);
= Indicador de servicio,

* Caracteristicas basicas opcionales:

« Indicacién y reconocimiento de mensajes cortos;

« Indicacién de seturacion de memoria para mensajes cortos;
« Interfaz para equipo terminal de datos;

« Interfaz para terminal RDSI;

» Funcidn de acceso internacional (tecla + };

« Conmutador encendido/apagado;

» Interfaz analdgica;

s Auto prueba.

* Caracteristicas suplementarias:
« Aviso de tarifas;

» Control de servicios suplementarios.

* Caracteristicas adicionales:

» Marcacion abreviada;

» Limitacion de llamada a ndmeros fijos;

» Repeticién del Giimo numero marcado;

o Operacibn manos libres;

» Restriccion de todas las llamadas salientes;
¢ Bloqueo electrénico de la terminal;

« Indicador de calidad de recepcidn;

« Indicador de unidades de tarifas;

« Estacion movil multi-usuario.
Maodulo de identificacion del usuario {SIM):
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Para que una estacion mévil GSM pueda funcionar necesita tener introducido el
mddulo de identificacién del usuario.

Existen dos tipos distintos de modulo de identificacion del usuario:_

« Una tarjeta intefigente que puede ser retirada de la estacién movil cuando el
usuario termina de utilizarla. ‘

¢ Un mddulo que es incorporado dentro de la estacion movil, con el fin de
estar instalado permanentemente, aunque siempre seria posible retirarlo
abriendo la carcaza de la estacién mévil.
Este modulo es el que contiene toda la informacion necesaria para realizar
la funcién de autentificacién del usuario, ademds de ofras informaciones
necesarias para el sistema.

El SIM debe contener la siguiente informacion:

« Numero de serie;

» Estado del SIM (bloqueado o desbloqueado);

» Clave del algoritmo de autentificacion;

= Algoritmo de Autentificacion (A3);

» Identificacién internacional del usuario mévil (MSI);

* Identificacion temporal def usuario mévil (TMSI);

¢ Algoritmo de generacién de claves de cifrado (A8);

¢ Clave del algoritmo de cifrado de sefializacion y datos (A5);
« Numero de secuencia de la clave del algoritmo de cifrado;
+ Clase de control de acceso del usuario.
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Sistema de Estacion Base (BSS)

Es la entidad responsable del establecimiento de las comunicaciones con las

estaciones mdviles que se encuentran dentro de su area de influencia.

Esta area de influencia puede ser constituida por una o mas celdas radio cada una

de ellas con una estacion base.

Hay ocho clases de estaciones base en funcion de la potencia que van desde los
320Wa2s5w.

Un sistema de estacién base esta constituido por un controlador de estacidn base
BSC del que dependen una o mas estaciones base BTS.

Una estacion base estd constituida por un conjunto de transceptores (TRX) que
cubreh la misma drea. La estacion base incluye ademas de los tranceptores un
mddulo que realiza la funcién de controf comun de estos - transceptores(FCC).
Tomando como base esta estructura existen dos tipos de sistemas de estacién
base:

« E sistema de estacion integrado donde el BSC y una BTS estin

integrados en un mismo equipo.

» FEl sistema de estacién base separado donde el BSC es una entidad
distinta de las estaciones base, a las que se conecta mediante una
interfaz normalizada, denominado interfaz A-bis. Esta ultima estructura,
es la mas general.

.. El ranscodificador es un elemento que pertenece funcionalmente al BSS pero que
puede estar situado fisicamente en la BTS, en el BSC o externo al BSS {junto a la
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central de conmutacian movil). La funcion de transcodificador es convertir la
velocidad neta utilizada en las frecuencias radio (inferior a 16 kb/s) a la velocidad
normalmente utilizada en la red fija (que es de 64 khit/s).

El que esta conversidn no se realice hasta el final posibilita que se puedan
multiplexar 4 frecuencias de 16 kbit/s en uno de 64 kbit/s ahorrando capacidad de
transmision, en el interfaz entre la BTS y el BSC y en el interface entre el BSC y la
central de conmutacion (interface A).

A partir de los tipos basicos anteriormente definidos pueden distinguirse 7
estructuras finales distintas, teniendo en cuenta ademas la situacién del
transcodificador, y la utilizacion de submultiplexaci¢n en el interface A-bis. (BSS
del 1 al 7).

Ademas de esta clasificacion existen otras caracteristicas funcionales, opcionales
dentro de la especdificacion GSM, que determinan dentro de cada uno de estos
tipos diferentes sistemas de estacion base. Hay unas caracteristicas funcionales
que son fundamentales, funcién de salto de frecuencia (SLF), funcidn de control de
potencia (CP) y 1a funcion de transmision discontinua (TXD).

La interconexién del BSS con las demas entidades del sistema GSM se define
utilizando un modelo basado en el modelo de interconexién de Sistemas Abiertos
(0S1) recogido en las recomendaciones CCITT X200 y X210.

Dentro de cada capa estan las entidades. Las entidades de distintos sistemas que
pertenecen a la misma capa, pueden intercambiar informacion entre si,

Las entidades de un mismo sistema situadas en capas adyacentes interact(an
entre ellas a través de su frontera.comin. De esta forma las capas inferiores

prestan sus servicios a las capas superiores.
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Todos los sistemas del BSS: El interface radio, la interfaz A y el interface A-bis se

han definido utilizando un modelo de tres capas:

La Capa 1 coincide con la capa inferior del modelo OSI, y soporta todas las
funciones necesarias para la transmisién de una secuencia de bits sobre un
canal establecido en un medio fisico de transmisién.

La Capa 2 es la capa de enlace de datos, y tiene como misidn permitir el
intercambio de tramas de informacidn entre dos entidades conectadas a
través de un medio fisico.

La Capa 3 en realidad comprende las capas 3 a 7 del modelo OSI, legando
por lo tanto hasta definir la naturaleza de la comunicacién requerida para
satisfacer las necesidades de los usuarios de la comunicacién. '

Para definir totalmente la interconexion del sistema, ademas de esa estructura de
capas es necesario también utilizar funciones de gestién del sistema. Estas
funciones pueden incluir funciones que son comunes a varias capas.

Funciones del BSC
= Gestién de frecuencias en ef enlace BSC-MSC;
« Gestién de frecuencias radio;
» Configuracién de las frecuencias radio (recibe del OMC);
» Gestidn de secuencias de salto de frecuencia(BSC,OMC), estas
secuencias son enviadas por el BSC hacia el BTS;
+ Seleccién de canal, supervision del enlace y liberacion de canal;
+ Control de potencia en el mavil;
+ Determinacion-del nivel-de potencia necesario en el mavil;

= Control de potencia en la BSS;
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Determinacién de la necesidad de realizar cambio de canal.

Funciones de la BTS

Gestién de frecuencias radio;

Supervision de frecuencias fibres, y envio de informacion de estos hacia
la BSC;

Temporizacién de bloques BCCH/CCCH. Edicion de mensajes de aviso;
Deteccién de accesos al sistema por parte de mdviles;

Codificacién y entrelazado para proteccién de errores;

Determinacidn del avance de temporizacion é|ue hay que utilizar para
una comunicacion con el movil;

Medidas de intensidad de campo y calidad de ias sefiales recibidas de
los moéviles. Recepcién de medidas enviadas por los méviles sobre
condiciones de intensidad y calidad;

Opcionalmente la BTS puede realizar un pre-procesamiento;
Construccion de los mensajes de aviso a partir de la informacion
recibida desde la BSC;

Deteccidn de acceso por traspaso de un movil, y comprobacion de la
identificacion de referencia de este traspaso de acuerdo con la
informacién recibida desde BSC;

Encriptacion de la informacién de sefializacion y trafico.

Central de Conmutacién Mévil (MSC)

Es una central de conmutacion encargada de todas las funciones de conmutacion

para las estaciones mdviles situadas en su area de influencia, area MSC. .

Las principales diferencias de esta central respecto a una central de la red fija,

consisten en que esta central debe tener también en cuenta el impacto de las

funciones de asignacion de los recursos radio y la naturaleza mavil de los usuarios.
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Por lo tanto, este tipo de central implementa ciertos procedimientos adicionales a
los de una central de red fija, como pueden ser por ejemplo la actualizacién de la
posicidn de las estaciones méviles, y lo que tienen que ver con las funciones de
traspaso de llamadas en curso, cuando los mdviles se van desplazando entre las
celdas de la red movil.

Central de Conmutacion Mévil de Cabecera "GATEWAY" (MSCC)

Es una central de conmutacion mévil que ademas es utilizada para dirigir hacia ella
las llamadas originadas en la red fija.

Esta central se encarga de interrogar al HLR, adecuado para conocer la posicidn
del mévil al que va dirigida la llamada, y posteriormente de encaminar la liamada
hadia la central de conmutacidn mévil correspondiente.

La eleccién de las centrales de conmutacion mdvil que van a ser ademds centrales
de cabecera depende de la organizacion de la red movit.

Bl sistema GSM introduce respecto a los sistemas analdgicos de segunda
generacion una mayor descentralizacion de las funciones de ja central de
conmutacion maévil, pasando parte de ellas a ser realizadas dentro de los propios
sistemas de estacidn base. De esta forma se consigue descargar de trabajo a la
central de conmutacidn y agilizar en muchos casos algunos procedimientos
caracteristicos de una red moévil, como puede ser por ejemplo el traspaso de las
llamadas en curso, al pasar el mévil de una a otra celda.

Unidad de Interfuncionamiento (UI)

Es una entidad funcional-aseciada con la central de conmutacién mévil. Esta

unidad es la encargada de proporcionar la funcionalidad necesaria para permitir el
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interfuncionamiento del sistema GSM con las redes fijas (RDSI, RTC, y RTPCP). Las
funciones incluidas en esta unidad dependen por lo tanto de los servicios que se

implementen y de fas redes fijas a las que se conecten.

Su principal cometido es convertir los protocolos utilizados en el sistema GSM a los
utilizados en las redes fijas.

Registro de Posicion Base (HLR)
Es una base de datos cuya mision es la gestion de los usuarios moviles.

Una red GSM puede tener uno o varios HLR, dependiendo del nimero de usuarios
mdviles, de |a capacidad del equipo y de la organizacidn de la red.

El HLR almacena dos tipos de informacion:

= La informacién de suscripcion de los usuarios;

= la informacién de localizacidén de fos abonados, permitiendo de esta forma
la funcién de seguimiento es decir la actualizacién automética de la posicion
del mévil para que se e pueda encaminar las llamadas que reciba.

Todas las funciones de administracién de los abonados se realizan sobre esta base
de datos.

La informacién de suscripcién de un abonado consta de los siguientes pasos:

e Dos ndmeros de identificacion;

+ El identificative internacional de fa estacién mévil IMSI;

« El numero RDSI internacional de Ia estacién MSISDN;

« Servicios portadores y teleservicios que el usuario puede usar;
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« Restricciones de servicios por ejemplo limitacién de seguimiento;

« Servicios suplementarios que el usuario puede usar y las tablas de par
metros necesarios para dichos servicios;

= Caracteristicas del equipo mdvii utilizado por el usuario.

Centro de Autenticacién (AUC)

Es una base de datos, con la mision de controlar a los mdviles que se encuentran
en su region o area de influencia. Este drea de influencia puede comprender una o
varias MSC.

Cuando una estacion movil aparece en un drea de localizacién lo primero que hace
es iniciar un proceso de registro comunicando a la MSC local su identidad. La MSC
comunica este registro hacta su Registro de Posicidn Visitado. Si el mdvil no estaba
ya registrado en otra area de localizacion dependiente también del mismo VLR es
necesario enviar también esta informacion hacia el HLR del movil, para indicarle
que actualice su posicidn y encamine las lamadas recibidas hacia el drea donde se
encuentra actualmente el movil.

El VRL contiene también la informacion necesaria para gestionar las llamadas
originadas ¢ recibidas por los mdviles registrados en su base de datos. Esta

informacién incluye los siguientes elementos:

]

El identificador internacional de la estacién mévil (IMSI);

El nimero RDSI internacional de la estacion mévil (MSISDN);

El identificador temporal.
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Anexo 2. Teoria de Graficas,

Conceptos Basicos

Una grdfica G = (¥, E) consiste en un conjunto finito, no vacio, de objetos
llamados Vértices o Puntos y un conjunto de pares ordenados llamadas Aristas. Los
vértices de G se denotan como V(G) y las aristas como E(G).

Una grdfica se dice trivial si consta de un solo vértice.

Si los elementos de E tienen una direccidn, representada con una flecha, se llaman
arecosy se dice que la grafica G es dirigida, Si no tienen direccion se llaman aristas
y G es no dirigida.

Un arco puede representarse como ia pareja (i, j) donde 7, j <€ ¥ son los vértices
que une dicha arista. Sia = (i, j} € V, i es el extremo inicialde a y j es el extremo
final de a. Si varias aristas tienen el mismo extremo, inicial y final, se dice que son
aristas muftiples. Cuando los dos extremos de una arista son iguales entonces se
tiene un lazo.

Sea G = (¥, E) una grafica dirigida y sea i € V. Se llama sucesor de i a todo
vértice j e V tal que existe (i, j) e E. Se llama predecesorde i a todo j € V tal que
existe (j, 7) € E.

Un vértice j es vecino de un vértice i si existe la arista (;, j) e E. Si la grafica es

dirigida j € ¥ es vecino de i e ¥ sij es predecesor o sucesor de i. Algunas veces se
dice que i y ; son adyacentes.
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Un camino es una secuencia de aristas o arcos en la cual el vértice final de uno es

el vértice inicial del que le sigue en secuencia.

Un camine es simple cuando en éste no se repiten aristas o arcos. Un camino se
dice elemental si en la secuencia no se repiten vértices.

Un aiclo es un camino cerrado. -

El grado exterior de i es el nlimero de arcos que tienen a i como vértice inicial, se
denota como g'¢i). El grado interior de i es el nimero de arcos que tiene a i como
vértice final, se dencta como g'¢i).

Una coloracidni de G es una asignacion de elementos de un conjunto (a los que
llamaremos colores) a los vértices de G, de manera que a cada i ¢ ¥ le
corresponda un color y sélo uno. Una coloracion en la que se emplean £ colores es
una k-coloracion.

Una coloracidn propia o buena coloracion de G es una asignacion de colores a los
vértices de G de manera que para cualesquiera i, j € ¥ con (i, ) € £ el color de i
es distinto al de 5. La coloracion propia induce una particién del conjunto de
vértices £; a cada particion se le Hlama clase de color.

El minimo nimero de colores que son asignados a los vértices de una grafica de tal
manera que es una buena coloracién se le llama numero cromaético y se denota
como y(G).

En relacién al nimero cromatico se pueden mencionar los siguientes resultados:

+ Para una grafica completa de » vértices su nimero cromatico es ¢(G) = ».
« Para una gréfica bipartita y(G) = 2.
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» Para un ciclo par #Cn) = 2.
« Para un ciclo impar »Cn) = 3.

En una gréfica G = (¥, E) su nimero cromdtico es menor o igual al nimero de
vértices.
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Anexo 3. Asignacién de Frecuencias

y etiquetado en Graficas

La asignacidn de frecuencias en redes celufares estd sujeta a restricciones de
interferencia. La interferencia en las frecuencias depende de la proximidad en el
espectro radioeléctrico. Por lo tanto, el problema de asignacién de frecuencias es
uno de los que optimizan el espectro radioeléctrico bajo condiciones de proximidad
entre las restricciones.

Introduccion

Debido al rapido incremento en el uso de los servicios de comunicacién
inaldmbrica, asi como la escasez y el alto costo de la banda del espectro
radioeléctrico, se ha incrementado la importancia de utilizar eficientemente el
espectro radioeléctrico. La eficiencia puede ser lograda con un éptimo reuso de
frecuencia, es decir, el uso simultdaneo de la misma parte del espectro
radioeléctrico con enlaces de comunicacidn en diferentes zonas o regiones de la
red. Una frecuencia de reuso dptima es restringida a niveles de ruido.

El prob!emé de asignacion de frecuencias que minimiza el uso del espectro
radioeléctrico satisface las restricciones de interferencia en la forma mas simple.
En esta forma, cada pareja de celdas en la red, puede usar 0 no el mismo canal
simultaneamente. Esto implica que ia distancia entre las celdas que usan
frecuencias muy cercanas deberia estar a mayor distancia que aquelias teldas que
usan frecuencias lejanas. Las restricciones de la asignacion de frecuencias
resultante de esta consideracion son referidas como restricciones de separacion de

frecuencias.
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Un modelo en teoria de gréficas puede ser usado para el problema de asignacién
de frecuencias. Los vértices de la grafica corresponden a las celdas o estaciones
base vy las aristas representan la adyacencia entre celdas contiguas. Asumimos que
una demanda fija es dada para cada celda, es decir, estamos considerando
situaciones estaticas. Desde otro punto de vista, la demanda estdtica podria
representar el promedio o la demanda maxima posible de frecuencias en esa
celda. En este modelo, la demanda esta representada por un valor entero positivo
w(v), asociado a cada vértice v de Ia gréfica. '

Una asignacion de valores enteros a los vértices de fa grafica, tal que ciertas
condiciones son satisfechas, es referida como un etiquetamiento de la grafica. Una
grafica etiquetada puede por lo tanto ser vista como un caso especial de una
coloracién de una grafica, satisfaciéndose la condicién de que las etiquetas de
vértices adyacentes deberian ser distintas. La estructura de la gréfica etiquetada
nos da la posibilidad de incorporar restricciones de separacion de frecuencias.
Representamos estas restricciones con una secuencia no decreciente de
parametros enteras positivos cy, c;,...,c,; de tat forma que ¢, = ¢;2...2¢, donde r es
a lo mas el didmetro de la gréfica. Suponiendo que la distancia'” en la grafica
relaciona la distancia fisica entre las celdas, requerimos gue las frecuencias
asignadas a los vértices (celdas) a distancia i deberian tener una separacién de al

menos c.

La restriccion ¢, representa la separacidn entre frecuencias asignadas a la misma
celda y es referida como la restriccion co-sitfo. Las restricciones entre diferentes
celdas son referidas como restriccidnes inter-sitio. Mientras la restriccidn co-sitio es
algunas veces alta comparada con las otras restricciones, en las restricciones inter-
sitio la mayoria de las veces toman valores pequefios, especialmente uno y dos.

¥ Distancia en una grafica es la longitud del camino entre dos vértices.
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Modelos con Teoria de Graficas

Una gréfica restringida G = (V, E, ¢y ¢1,-6,) @ una grafica G = (V, E) y
pardmetros enteros positivos cg, ¢;,...,¢ ¢ = ¢i2...2¢, llamadas restricciones. Las
restriccicnes representan el espacio prescrito de frecuencias para las parejas de
frecuencias asignadas al mismo vértice o a diferentes vértices. La distancia de
reuso de G igual a r + 1 es la minima distancia entre vértices de la grafica que
pueden usar la misma frecuencia. La restriccion entre vértices para quienes la

distancia es al menos la distancia de reuso es definida como cero.

Una grdfica restringida con pesos es una pareja (G, w), donde G es una gréfica
restringida y w es un conjunto de pesos enteros positivos asignados a los vértices
de G. Los componentes de w que corresponden al vértice « se denotan como wiw)
y se le llama peso del/ vértice u. El peso del vértice « representa el niimero de
llamadas que pueden ser servidas en el vértice u. Usaremos w,,, para denotar
maxfwv)| v € ¥} ¥ wa, denota el pese minimo correspondiente de cualquier vértice
en la grafica. Para cualguier conjunto T c ¥, usamos w(7) para denotar la suma de

los pesos de todos los vértices en T.

En el contexto de este modelo, una asignacion de frecuencias para una grafica
restringida y con pesos (G, w) donde G = (¥, E, ¢ c1,...,,) €5 LNA
correspondencia f de conjuntos de enteros no negativos, gue representan a las

frecuencias, a los vértices de ¢ que satisface las siguientes condiciones:

) = wi), VueV;
iefwyjefvi=li-jlzey, VuveFtalqueds{uv) =1
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Ef ancho de banda usado por una asignacion de frecuencias es representado por la
amplitud'®. La amplitud S¢) de una asignacién de frecuencias / de una gréfica
restringida y con pesos se define como la diferencia entre la mayor y la menor
frecuencia asignadas por f. La amplitud de una grafica restringida con pesos (G, w)
denotada por S{G, w), es la minima amplitud de cualquier asignacion de

frecuencias para tal gréfica.

El tipo de gréfica usada cominmente para modelar las redes celulares es el
hexagono. Las gréﬁcaé hexagonales modelan las adyacencias entre celdas en un
disefio regular parecido a un panal. En redes que representan zonas urbanas, Ias
redes hexagonales no se pueden siempre obtener por las limitaciones del terreno.
Por otro lado, las redes basadas en sistemas satelitaies operan casi perfectamente
en las redes de forma hexagonal.

Los algotitmos para la asignacion de frecuencias son régularmente construidos
sobre.un etiquetacion inicial que considera una frecuencia por vértice, esto es
conocido como Etiguetacion de Gréficas. La etiquetacion satisface las restricciones
Co, CiyemnngCy Sipara todo par de vértices u y v la distancia dgu, v}’ se define como:
duwyv) = de (u, v) S k, |fiw — ftv)] 2 co. La amplitud S(/) de la etiquetacién f es
definida como S(f) = max f{V) — min f{¥} , es decir, la diferencia entre el valor de la
etiqueta méas alta y la mas pequefia asignadas por £

La amplitud ciclica de una etiquetacion £ es el nimero mas pequefio Af tal que,
para todo par de vértices u, v a distancia d (d < &) se cumple: |fiw) - fivil = M - ca.

El caso especifico de una gréfica etiquetada con ¢; = 2, ¢; = 1 es llamado
coloracion de radio, o A - coloracion. La graficas etiquetadas v con restricciones de
laformac, =r,c;=r-1,.,c =1 donde r es el didmetro de la grafica, son

'8 Usaremos amplitud como traduccicn literal de span
'9 En futuro utilizaremos d




flamadas graficas de etiquetacic')_n de radio, la cuales son estudiadas por Chartrand
[Chart 00].

Un modelo refacionado con esto se basa en la representacién de las restricciones a
una distancia minima que debe existir entre parejas de celdas a las que le son
asignadas frecuencias a una distancia fija del espectro radioeléctrico. En otras
palabras, dado un conjunto de pardmetros no decrecientes dy, d;, ..., d. ¥ una
asignacién de frecuencias f se debe satisfacer la condicion de que, para cualguier
par de vértices (celdas) uyv

ief)yjefyli-jl=l=d@wv) >4

La distancia dru, v) es usada para medir la distancia fisica entre estaciones base, o
la distancia entre los vértices de la gréfica.

Otro manera de modelar las restricciones asume que, para cada par de vértices
adyacentes », v una restriccién de separacion ¢,. es dada. Una asignacién de
frecuencias f debe satisfacer la condicién de que, para cada par de vértices «, v:

fefyjefv)=li—jl 2 e

Lo anterior es muy Otil si la distancia geografica no es la Unica causa de
interferencia, un caso visto con frecuencia en ambientes urbanos, donde ios
factores adicionales son por ejemplo las estructuras que obstruyen el espacio fisico
y a antenas que afectan el nivel de interferencia. En tales casos, la informacion de
interferencia es regularmente obtenida de medidas y es reportada en la forma de
una matriz de interferencia con entradas para cada par de vértices « vy v.
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Métodos algaritmicos

La version del problema de asignacién de frecuencias considerado por Janssen
[Jans 02] es una generalizacidn del problema de coloracidn de vértices. Una
version con paseos Hamilttonianos muestra que 13 asignacion de frecuencias es NP
completo para gréficas de didmetro dos con restricciones ¢; = 2, ¢; = 1. Esto fue
probado por Griggs y Yeh [G & ¥ 92].

McDiarmid y Reed [Mclﬁiarm & Reed 97] han probado que la multicoloracion es un
problema NP duro para graficas hexagonales, lo cual implica que la asignacion de
frecuencias para graficas hexagonales con restricciones generales es también NP
duro. La prueba reduce el problema de multicoloracion a un problema de

coloracion en una grafica plana.

Todos los algoritmos aqui descritos son estdticos. Esto significa que tales
algoritmos intentan encontrar la mejor asignacién de frecuencias para una grafica
restringida en particular y un vector particular. En redes que representan casos
reales esto no sucede ya que la demanda de llamadas cambia continuamente. En
este trabajo se considera una red celular como un sistema dinamico, donde las
decisiones de asignacién de frecuencias se hacen de manera local v ademds estas
se deben actualizar continuamente para ajustar los parametros. Una red celular se
trata de tal manera que cada base es un servidor y los algoritmos de asignacion
son tratados como si se ejecutaran de manera simultdnea en cada base. Dado que
la demanda puede cambiar los servidores deben adaptarse a estos cambios

haciendo modificaciones minimas a la asignacion existente.
Algoritmos

Un punto de vista general es dado con algoritmos de asignacidén_de frecuencias
con restricciones generales. Algunos de estos algoritmos son adaptaciones de
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algoritmos de multicoloracién de graficas, mientras gue otros estan basados en el
etiquetamiento de graficas.

La mayoria de los trabajos se han desarrollado para el caso con solamente una
restriccién co-sitio y una restriccion ¢, sobre la arista. Coma en la multicoloracion,
una coloracién base de una grafica G con un color por vértice puede ser usado
para generar una coloracién para el problema de la asignacién de frecuencias
pesado teniendo a G como su grafica principal.

A continuacion presentamos y ejemplificamos algunos de estos algoritmos para los
cuales los datos de entrada tienen propiedades o estructuras especificas como el
ndmero cromatico, graficas bipartitas o ciclos impares, entre otras.

Graficas con nliimero cromatico &

En esta seccion se describe el Algoritmo A, para graficas & — coloreables y que

requiere una coloracién base inicial,

Algoritmo A, para graficas con namero cromatico &

Sea G = (¥, E, ¢y, ¢;) Una grifica restringida, y w un vector arbitrario de pesos.
Sea una coloracién base inicial f3: ¥—{0, 1, ....., k - 1} de los vértices de G es dada
y ademas satisface ¢y, ¢;. |

Asignaciorr.
Sea s = max{ cy, k e}

Cada vértice v recibe las frecuencias fiy) + is, i =0, 1,...., wv} - 1.

E) algoritmo A encuentra—el-0ptimo si ¢y 2 ke, y también es un- algoritmo
completamente distribuido (cuando se conocen los datos de la red), entonces cada
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vértice puede asignarse sus propias frecuendias independientemente del resto de
la red. La Unica informacion necesaria de cada vértice para ser capaz de calcular
su asignacién es la coloracién base inicial.

Aqui el problema se encuentra en como encontrar la coloracion base inicial. En
realidad el desempefio Gptimo de este algoritmo depende de que tan buena sea la
coloracién base.

A continuacién ejemplificaremos este algoritmo.

Sid)=0 fud) =1
w(d) = 2 wB) =2

F) =1 .
wiF) =1 p) D=2
wiD) =3

ME)=2
wE) =1

Figura 18: Ejemplo de una gréficd 3 — coloreable

Considere la grifica G de la Figura 18, donde G es 3 coloreable y ademas
supongamos que se tienen las restricciones: ¢, = 2 ye,=1.

Los resultados obtenidos al aplicar el Algoritmo A sobre G son dadas en fa Tabla 2.
Aplicando el Algoritmo se tiene:
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[ A B C D E F
K 3 3 3 3 3 3
i 0,1 0,1 a1 0,1,2 [¢] 4]
s 3 3 3 3 3 3
wv) 2 2 2 3 i 1
e 0 1 0 2 2 1
) 0 1 0 2 2 1
v 3 4 3 5
Jv) 8

Tabla 2: Asignacion de Frecuencias para la Figura 18

La coloracién base usada en el Algoritmo A puede ser vista como una gréfica
etiquetada que satisface la restriccion ¢; = 1. Una versién modificada del Algoritmo
A, basado en la gréfica etiquetada, puede ser formulado como sigue:

Algoritmo A’, para graficas etiquetadas

Sea G = (¥, E, ¢y, ¢y -4 ¢} UNA gréfica restringida, y w un vector de pesos
arbitrario. Sea f; : ¥ — N una etiquetacion dada y que satisface las restricciones
o, Ci-..,¢ ¥ tiene una amplitud ciclica M.

Asignacior.
Seas =max{co, M}.

Cada vértice v recibe las frecuencias fiv) + is, i = 0, 1,...., w(v) - 1.

El Algoritmo A’ encuentra el dptimo si ¢; = M. Al igual que el algoritmo A, éste es
completamente distribuido, donde solamente la informacion local de cada vértice
determina €l valor de su etiqueta.

La grafica de la Figura 19 tiene amplitud cidica 2, sus restricciones de distancia

sonice=5e=3yc=2. . o
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£t =3 fifCj=6
w(B) =5 wC)=3
sy =0 {5) B
wid) =4

JHC)=0
wC} =4

MG} =86
WG =7
JF) =9

wij=3 FD) =12
whl=5

5t =15
wH) =5

Figura 19: Ejemplo de grafica etiquetada con amplitud ciclica 2

La Tabla 3 muestra la asignacion de frecuencias para cada vértice, después de
aplicar el Algoritmo A’.

v A B C D E F G H

M 5 5 5 5 5 5 5 5 |
W) 3 5 3 4 5 3 7 5

: 0.1.2.3.4,

i 0,,23 |0,1,234] 012 0..23 [0.1.23.4] o012 s 6 0.1,2,3.4

s 4 2 4 4 4 4 4 4
Ji 0 3 & 0 12 g 6 15
S 0 3 3 0 1z 9 6 15
T 4 7 10 4 16 13 10 19
v 8 11 14 ) 20 7 1a 23
v 12 15 12 24 18 37
fvl 19 78 22 3
fv) i} 26
S 30

Tabla 3: Asignacidn de Frecuencias para la Figura 19

Graficas Bipartitas

Para graficas bipartitas con restricciones ¢, y ¢;, et Algoritmo A da una_asignacidn

de frecuencias 6ptima si ¢p 2 2,63- Si co < 2 ¢y, las graficas bipartitas pueden ser
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coloreadas dptimamente, usando el algoritmo B, dado por Gerke [Gerke 99].
Parecido al algoritmo A, este algoritmo usa una coloracidn base de los vértices,
pero si un vértice tiene demanda mayor que cualquiera de sus vecinos entonces
inicialmente se obtienen ciertas frecuencias que estan 2 ¢, separadas mientras que

fas Gitimas frecuencias estan separadas a c;.

Algoritmo B, para graficas bipartitas cuando ¢; < ¢y < 2¢;

Sea G = (¥, E, ¢y, c;) una grafica bipartita restringida de » vértices, donde se
cumple que ¢; £ ¢p £ 2¢;, ¥ w €5 un vector arbitrario de pesos. Se asume una
coloracién base f: ¥ — {0, 1}.

Para cada vértice v, se define p(v) = max {w(v) | uv € EQ u = v}.

Asignacicrr.
Inicialmente, cada vértice v recibe las frecuencias:
Stvley + 2ic; ' i=0,1,. .., pw-1.

Si wv) > p(v), entonces v recibe las frecuencias adicionales:
Jtveir + 2pfv)e; + ico i= 0., wv) —pv) — 1.

La amplitud de la asignacién anterior es max, ., - ¢ {cow(w) + (2c; — cow(v)}, y este

valor es el maximo que la amplitud puede tomar.
Ciclos impares

La asignacion de frecuencias para ciclos impares fue estudiada por primera vez por
Griggs y Yeh [Griggs&Yeh 92]. Hlos dan una etiquetacion para cuando las
restricciones c,, c; = 2 y se tiene una amplitud de 4 y una amplitud-ciclicade 6. La

etiquetacion repite las frecuencias 0, 2, 4 a lo largo del ciclo, con una pequefia
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adaptacion cerca del final si la longitud del ciclo es no divisible por 3. Esta
etiquetacion puede ser usada para restricciones generales ¢,, c; Si todos los valores
asignados en el etiquetado son maltiplos de max{c;, c;/2}.

Algoritmo C, para ciclos impares

Sea C, un ciclo con » vértices y restricciones ¢, ¥ c;, donde » > 3 e impar, y w es

un vector de pesos arbitrario. La gréfica tiene una amplitud ciclica de ¢, =£75'—.

Fijemos s = max{co, cz}. Sean los vértices del ciclo {1,., »} numerados, en orden
ciclico, donde el vértice 1 es el vértice de peso maximo del ciclo. Sea m con m > 1

2m

el entero impar mas pequefio tal que s> IC"

m—

Asignacior.
Para cada vétrtice i, el algoritmo le asigna las frecuencias:

b(i) tjsj= OI"'I wii —1,

y el etiquetado de la grafica »: ¥ — [0, s - 1] se define como:

(i-1)c;mods dondel <i<m;
bi) = 0 donde i > m y es par;
(m - 1)c; mod s donde i > my es impar.

Note que este algoritmo puede ser implementado solamente de una manera
distribuida, para cada vértice se deben conocer todos los pesos para calcular m, y

asi determinar el valor de la asignacion inicial.
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Graficas hexagonales

La primera etiquetacién para graficas hexagonales fue dada por Van den Heuvel,
Leese y Sheperd [VdH, Lees & Shep 98] con progresiones aritméticas. Las
etiquetas, como se definieron par sus pardmetros a;, o; ¥ n son dadas a

continuacién:

Parametros | - N a; ax
[o]] > 2C2 3C1 + 302 261 + e <)
(3/2) e2 £ ¢; € 2¢4 Se; 5¢; 2¢;
c; £(3/2)c; 4c; + 3e; 2¢; + ¢; o]

Esto puede verse ya que las graficas hexagonales admiten una coloracién reguiar
con tres colores. Como consecuencia el Algoritmo A sera optimo para las
restricciones ¢, ¢; tal que ¢ = 3¢,. Un algoritmo de asignacion de frecuencias para
graficas hexagonales con restricciones ¢; = 2 ¥ ¢; =1, €l cual fue dado por Ubéda
[Ubéda 971].

Janssen [Janssen 99] proporciona mas algoritmos para graficas hexagonales con
todos los valores para ias restricciones ¢, c¢;. Los resultados se aobtienen
combinando un nlmero de algoritmos basicos péra graficas hexagonales y graficas
bipartitas. Un algoritmo parecido asi descrito se puede ver en {Ubéda 97].

Algoritmo D, para graficas 3 coloreables

Sea G = (¥, E, ¢ ¢;) una gréfica con restricciones, y w un vector de pesos
arbitrario. Sea s = max{c;, cs/2} un valor fijo ¥y T = 3wy, T es un miitipio de 6.
Sea f: ¥ — {0, 1, 2} una base de coloracién de G. Denote una base de colores 0,
1, 2 como rojo, azul ¥ verde; -respectivamente.
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Un conjunto de frecuencias rojos es dado, el cual consiste de un primer conjunto
R, y un segundo conjunto &;, donde:

Ry = [Ol 251----1 (T/3 - 2)5] Y.
Ry = (173 + 1)s + o (T43 + 3)s + co.oey (2773 - 1)s + c0]

Las frecuencias azules consisten de un primer conjunto 4, y un sequndo conjunto
A; donde:

A =[(T/3)s + co, (TI3 + )5 + oy (2 T/3-2)5 + 0] ¥,
A =[(2T/3 + 1)s + 2¢4, (T3 + 3)s + 2¢p,0ee, (T - 1)5 + 2¢4]

Y por Ultimo las frecuencias verdes consisten en un primer conjunto ¥; y un

segundo conjunto ¥;, donde:

Vi =1(21/3)s + 2¢cp, (2713 + 2)s + 2cp,eey (T - 2)s + 224] ¥,
¥y =[s, 3s, ..., {713 = 1)s]

Asignacion:

A cada vértice v se le asigna wv) frecuencias por cada dase cromética, donde el
primer conjunto es agotado antes de iniciar con el segundo conjunto y las
frecuencias de menor valor son siempre usadas primero en cada conjunto.

Se puede observar que el espectro radiceléctrico es dividido en tres partes, cada
uno contiene 7/3 frecuencias, con una separacién de s entre frecuencias
consecutivos. La primera parte del espectro radioeléctrico consiste en la
alternacién de frecuencias de R, y ¥, la sequnda parte alterna frecuencias de 4; y
— R, y la tercera parte alterna frecuencias de V; y A,.
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La amplitud usada por el algoritmo D es igual a sT + 2¢5 = max{e), cof2}T + 2¢5,
donde T es al menos 3wpa.

Para obtener algoritmos dptimos en gréficas hexagonales y valores diferentes de
los pardmetros ey, ¢;, el algoritmo D se modifica haciendo una combinacién de los
algoritmos A y B pero esto no seré visto en este trabajo.

Ejemplo

Considere Ia grafica G presentada en fa Figura 20. G es una grafica 3 coloreable y
con restricciones: ¢y =3y ¢ = 2.

Figura 20: Ejemplo de malia hexagonal

Los conjuntos quedaron: )
R; ={0,4,8,12, 16, 20} » R; = {29, 33, 37, 41, 45, 49}

4; ={27,31, 35, 39, 43, 47} A; = {56, 60, 64, 68, 72, 76}
¥, = {54, 58, 62, 66, 70, 74} v, = {2, 6, 10, 14, 18, 22}

Las Tabla 4 y Tabla 5 muestran la asignacién que resulta de aplicar el aigoritmo D

para gréficas hexagonales a la Figura 20.
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v 1 2 3 4 5 [ 7 F] 9 in
wfv) 4 5 4 5 3 7T (3 9
T 0 T 2 ) z o [ B
. 3 3 3 3 3 =
€5 2z 2 2 F 2z 2 2
x 2 2 2z F3 2 2 2
W ey 1" 11 11 1 1 11 11 11 11 1
Twom 2] S R 3 ] 3 ) R ) X
T 36 % D 5 E3 % 36 % 36 3
Color R 4 ¥ R A ¥ R A [2 3
R Al ¥ Rl Ar Fi RI Al Vi Ri
R2 A2 ¥2 R2 A2 v R2 42 [Z] R2
Fase I
T 12 12 12 12 12 n R 12 [H 12
i 22 M 1 2 34 1 2 34 12
a3 35 M 23 J5 1 23 35 [ 25
v 11 12 I3 14 i5 i3 "7 18 19 29
wiv) B E] 10 11 5 3 7
7.0 7 3 [ 0
[N 3 3 E] 3
T, B Z E 3
L] 2 2 2 2 2
W 11 1 11 11 11 11 1 1" 11 11
Jwo,, 33 33 <] a3 X 33 3 33 33 33
T 36 36 38 36 26 36 % 36 368 35
Color 4 |4 R v R A R A ¥ R
Al ¥t Rf [ 43 R Al RI A ¥ R
A2 ¥2 R2 [#1 R A2 [H A2 V2 H
Fae 1
773 12 2 12 12 It n 5] 12 12 12
22 M 10 34 10 2 1o 2 34 6
35 I 27 123 23 J5 27 35 1 23
Tabia 4: Asignacion de Frecuencias para la Figura 20
¥ i 2 E] 4 5 [3 7 [3 [ 1o
) 4 El 3 4 5 3 T I 5
5.4.6.72 %.%,10, 14,
" o 27, 31,38, 27,31, 35, it 27,31, 38, e o mg | O 812,
Asignaciin as61z | N5 seseee | ez | LS | sese e | ez | 005 | e 15?50
= 56,62
v ir 12 13 I4 i5 Is 7 i il 22
) 3 3 36 11 3 B 3 € B 7
P 31, | 28000 1§50 0 2{;';;‘;:' odsrz |z [ o (281,35 280,80
39, 43,47 |18, 2254, 58 33 37 41 58 &6 16, 20 36, 43 39,43, 47 74 18. 20, 20

Tabla 5: Asignacidn de Frecuencias para la Figura 20

Un ejemplo especial

Aplicaremos el Algoritmo A’ a la gréfica mostrada en la Figura 21, la cual

representa un mapa de la ciudad de Filadelfia; problema que se revisa con detalle

en el Capitulo 3.

m=1(8, 25, 8,8, 815, 18,52, 77, 28, 13, 15, 31, 15, 36, 57, 28, 8, 10, 13, 8),

donde m: es el vector que muestra la demanda de cada celda:
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Tomando en cuenta que las restricciones de distancia entre las regiones se definen
como ¢y = 5, ¢; = 1, ¢; = 2 se calculard primero la amplitud ciclica de la red y asi
podremos saber si el algoritmo A’ se puede aplicar.

Figura 21: Mapa Filadelfia

19

N

Figura 22: Grafica asociada al mapa

A continuacidn se muestra la coloracién base para cada vértice respectando las

restricciones ¢y = 5, ¢, =1, ¢2 = 2.
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fth) =0 Sz =2 13 =4 fu#) =0

He) =2 fie) =2 . =4 fi(8) =6
£9) =10 S(10) =8 fll) =6 fii2) = 4
f(13)=0 fif14) = 10 f1s5)=8 fi(ig) = 12
fi17) =14 f118) = 16 19 =10 fi(20) = 2
ney)=4

Y haciendo los calculos para encontrar la amplitud ciclica de la grafica con la
coloracion antes mencionada y asi saber si puede ser aplicado el Algoritmo A’ se
tiene que la amplitud ciclica es 3 y como ¢, = 5 y este valor es mayor que 3
entonces se aplica el Algoritmo A’y en las Tablas 6 y 7 se muestra la asignacidn de
frecuencias para cada vértice.

La Figura 21 es una malla hexagonal pero el algoritmo D visto en este Anexo no

considera 3 restricciones, es decir, en este caso especial tenemos ¢; = 2 y el

algoritmo de la seccidn anterior solo resuelve un problema con dos restricciones.
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3 4 5 I
3 3 3 3 3 3
8 B [ 15 77 28
; L2,3,4,10,1,2,3. 4, 2,3,4,[0.1.2,3,4,]0,1,2.2.8, 0.1.2,3.4.|0.1.2.3 4,
7. 56,7 56,7 56,7 {56 7. . 765, 6, 7,..., 27]
<@ 5 5 5 5 5 5 5 5
s 5 5 5 5 5 5 5 5
1w [ 2 4 [] F 2 10 )
v o Fl 4 0 2 2 10 3
v 5 7 ] 5 7 7 15 13
o} 10 12 4 10 12 12 20 18
fvl 15 17 1% 15 17 17 25 b2
1) 20 22 24 20 3 22 24 20 6
vl 25 27 25 25 27 F 29 35 a3
Il 30 32 34 30 32 32 34 40 38
fw 36 37 38 35 37 37 39 a5 43
Jtv) 42 42 44 50 48
S 47 a7 [T) E5 53
v 52 E5 54 60 56
i) ET 57 59 [
Fic] 62 62 64 70 68
v 67 &7 €9 75 73
Iz 7z 72 80 78
v 77 79 85 B3
v 62 [ 90 68
fo 87 89 95 23
) 92 100 a8
™ [ 105 103
) 102 i1e 108
) 107 115 113
[t 112 120 118
) 117 125 133
) 122 130 128
) 135 133
i) 140 138
Jv 145 143
S0 150
Jw 158
Stv) 160
S 185
) 170
b1z 175
Jo) 180
T 185
vy 150
S 198
Jo) 200
Joy 205
Fi) 210
Ji0 218
S 220
S 225
i) 230
v 225
Jw 24G
m 245
il o0
¥ ] 258
m 260
Fii] 265
b i/] 27¢
il 275
im 28G
_f 285
Fi) 290
i) 295
) 300
it 305
Fil] 310

Tabla 6: Asignacion de Frecuencias para la Figura 22
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13

0,123 45
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7

72

3|2 F) %] BRI R [ 75|~ |ra

B 4 E R F R P I b

2l2|8(E
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~
s

87

a7

102

107

112

N7
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Y

ol e e o o
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Tabla 7: Asignacidn de Frecuencias para la Figura 22
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Anexo 4. Programacion Entera

Investigacién de Operaciones (IDO)

La Investigacion de Operaciones (IDO) se remonta al siglo pasado, a principios de
la “Segunda Guerra Mundial”, cuando se empezd a utilizar para asignar “recursos
escasos” a las operaciones militares y a las actividades de cada operacion de este
tipo de tal forma que esta asignacién fuera lo mas efectiva posible. Por lo anterior
las administraciones militares americanas e inglesas recurrieron a los cientificos
para que estos resolvieran este tipo de problemas asi como problemas de tipo
estratégico y tactico.

El éxito que tuvo la 1DO en et campo militar hizo que la industria, los negocios vy el
gobierno se interesaran en este campo y fue para 1951 cuando se introdujo por
completc en Gran Bretafia mientras Estados Unidos se encontraba en el praceso
de introducirla a estas dreas.

Cientificos que habian participado en la Guerra en el drea de IDO se dedicaron a
buscar resultados sustanciales en este campo, de lo que se obtuvieron grandes
avances. Uno de los mas importantes ejemplos'es el método simplex para resolver
problemas de programacién fineal, desarrollado en 1947 por George Dantzig.
Aunado al desarrolfo tedrico, la aparicion de las computadoras facifité el
crecimiento de esta disciplina, debido a que las computadoras podian hacer los

caleulos mucho mas rapido que ltos humanos.

La IDO se ocupa de la toma de decisiones Optima y del modelado de sistemas

deterministicos y probabilisticos que se originan en la vida reaf®.

2 Frederick S. Hillier, Introduccidn a la Investigacién de Operaciones, 5 Edicién, pag. 5.
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Generalmente la investigacidn de operaciones considera las siguientes etapas para
la solucién de un problema:

Formulacion del problema.

Construccién de un modelo matematico que represente el sistema.
Obtencién de una solucion a partir del modelo.

Prueba del modelo y la solucion obtenida.

Establecimiento de controles sobre la solucian.

S T A

Implantacién de la solucion.

Los modelas mateméticos tienen muchas ventajas sobre una descripcion verbal del
prablema. Una ventaja obvia es que el madelo matematico describe un problema
en forma mucho mds concisa. Esto tiende a hacer que toda la estructura del
problema sea mas comprensible y ayuda a revelar las relaciones importantes entre
causa y efecto. De esta manera, indica con mds claridad que datos adicionales son
importantes para el andlisis. También facilita simultaneamente el manejo del
problema en su totalidad y el estudio de todas sus interrelaciones. Por: (timo, un
modelo matematico forma un puente para poder emplear técnicas matematicas
poderosas, ademas de las computadoras, en el andlisis del problema. Sin duda,
muchos de los componentes de un modelo pueden quedar vinculados al uso de

paquetes de computacion.

Por otro lado, existen obsticulos que deben evitarse al usar modelos matematicos.
Un maodelo es necesariamente, una idealizacion abstracta del probléma, por lo que
casi siempre se requieren aproximaciones y suposiciones de simplificacion si se
quiere que el modelo sea manejable {capaz de ser resuelto). Por 1o tanto, debe
tenerse cuidado de que el modelo sea siempre una representacion vélida del
problema. El criterio apropiado para juzgar la validez es verificar si este predice o
no con suficiente exactitud los efectos relativos de los diferentes cursos de accion,
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para poder tomar una decision que tenga sentido. En consecuencia, no es
necesario incluir detalles sin importancia o factores que tiene aproximadamente el
mismo efecto sobre todas las opciones. Por lo que, lo que se requiere es que
exista una alta correlacién entre la-prediccion del modelo y lo que ocurre en la vida
real.

Métodos Cuantitztivos que estudia la IDO

Los problemas que se presentan en la vida real, y que frecuentemente se recurren,
llegan a tener ciertas similitudes y es por ello que pueden pertenecer a alguno de
los problemas prototipos que a continuacién se mencionan:

« Teoria de Probabilidades.

* Técnicas matematicas.

s Modelos de secuenciacion.

¢ Modelos de reemplazo.

« Madelos de inventario.

» Modelos de asignacion.

» Modelos de programacion dinamica.
s Modelos competitivos.

« Modelos de lineas de espera.

» Técnicas de simulacidn.

+ Modelos de ruta.

+ Métodos de bisqueda v heuristicos.

» Métodos combinados de investigacidn de operaciones.
Programacion Lineal

La segunda etapa de la IDO para resolver un problema es la “Construccién de un
modelo matematico que represente el sistema”. Los modetos mateméticos son una
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representacion idealizada de la realidad pero expresadas en términos de simbolos
y expresiones matematicas, por ejemplo, el modelo matematico de un problema
industrial es el sistema de ecuaciones v expresiones matematicas que describen la
esencia del problema. Asi, se pueden tomar n decisiones cuantificables
relacionadas unas con otras, se representan como variables de decisién (x,, x;,...,
Xn) paré ‘las que se deben determinar los valores respectivos. La medida de
efectividad (ganancia para el problema industrial) se expresa entonces como una
funcién matemdtica de estas variables de decisidn (G= 3x; + 2x; + ... + 5x,).
Esta funcidn se IIama'funcic')n objetivo. También se expresan matematicamente
todas las limitaciones que se puedan imponer sobre los valores de las variables de
decision, casi siempre en forma de ecuaciones o desigualdades (x;+3xx,+2x;<10).
Tales expresiones matematicas de las limitaciones, con frecuencia reciben el
nombre de restricciones. Las constantes (los coeficientes o el lado derecho de las
ecuaciones) en las restricciones y en la funcién objetivo se llaman parametros del
modelo. E! modelo matematico puede expresarse entonces como el problema de
elegir los valores de las variables de decision de manera que se maximice la
funcién dada, sujeta a las restricciones dadas. Una clase importante importantes
de este tipo de problemas los son los modelos de programacién lineal, en los
cuales las funciones matematicas de la funcidn objetivo v las restricciones son
lineales.

Modelo general (Forma estandar)
Maximizar (Minimizar) z = ¢/x; + ¢ + ... + CyXp
Sujeto a:

anxy+ a;per + ... + apx, £ by

azixy) + azx: + ... + axx, £ b;
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i=recurso,i=1,2,..n
Jj = actividades, j =1, 2, ..., m.
z = medida global de efectividad.

¢; = coeficiente de utilidad (maximizacion) o coeficiente de costo {minimizacion).
X; = nivel de actividad y, representa la variable de decision.
B =

cantidad disponible para asignar a las actividades (requerimiento minimeo que
debe satisfacerse), se le llama lado derecho.

Ay = cantidad del recurso i que consume cada unidad de la actividad ;.

Algunas veces el modelo anterior no se ajusta a nuestra realidad por lo que otras
formas legitimas son:

« Algunas restricciones de las siguientes formas:
apx; + a0+ ... + a,,,x,,>b;
6

apx; + apx: + Lt apxe = by

+ Cuando las variables de decisién no tienen la restriccién de no negatividad:

X; no restringida en signo, _para algunos valores de ;.
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Cualquier problema que incluya una o varias de las formas mencionadas con

anterioridad es considerado como un problema de programacion lineal.
Terminologia para las soluciones del modelo

Algunas; veces podemos estar acostumbrados que la palabra solucidn significa la
respuesta final a un problema, pero en programacion lineal esto =5 muy distinto.
Es por esto que cualquier conjunto de valores especificos para las variables de
decisién se llama solucion, sin que esto sea una posibilidad deseable o siquiera
permitida. Es por ello que hay que identiﬁcar los tipos de soluciones usando un
adjetivo apropiado.

Una sofucidn factible es aquella en la que todas las restricciones se satisfacen.

La region de soluciones factibles es la coleccidn de todas las soluciones factibles.
Es posible que en un problema no se tenga region de soluciones factibles. Dado
que existen soluciones factibles, la programacion lineal tiene como objetivo
encontrar a la mejor de tal forma que esta sea la que en realidad maximice o
minimice la funcién objetivo.

Una solucidn dpiima es aquella solucidn que es factible y ademds lleva al valor mas
favorable de la funcion objetivo. El valor mas favorable es el valor mas grande o
mas peguefio dependiendo si la funcién objetivo es de maximizar o minimizar,
respectivamente, sobre toda la regién de soluciones factibles.

Las soluciones de un problema de prograimacion lineal pueden ser:
* Una (nica solucion éptima.
+ Varias soluciones 6ptimas {soluciones multiples).

+ No tener soluciones Gptimas.
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Métodos de solucién de Problemas de Programacion Lineal

El método utilizado para la solucion de problemas de programacion lineal es el que
desarrollé George Dantzig en 1947, el método simplex, el cual hoy en dia ha
probado ser exfraordinariamente eficiente que se usa como rutina en las
computadoras para resolver problemas muy grandes.

Cabe mencionar que ctros de los métodos muy utilizados siempre y cuando el
problema de programacion lineal sea de dos variables es el método grafico.

Existen varios software que utilizan como rutina a este método, v que
frecuentemente son utilizados para resolver problemas de programacién lineal, de
los cuales se mencionan: QSBC, LINDO®, LINGO®, CPLEX®, TORA®.

Programacion Entera
“Si puedes evitarte la programacion entera mucho mejor?

Muches prablemas de la vida real las variables de decision solo tienen sentido si su
valor es entero. Por ejemplo, problemas de asignacion de personas a actividades.
Por lo que el sdlo hecho de exigir en un problema el que las variables tomen
valores enteros hace que un problema de programacion lineal se transforme en un
‘problema de programacidn entera.

El modelo matematico de progfamacién entera es igual que el problema de
programacion lineal sélo que con la restriccién adicional de que todas las variables
deben de tomar valores enteros. Para el caso cuando sdlo aigunas variables deben
_.ser_enteras y las otras son lineales se dice que es un problema de programacion

u Hamdy A. Taha, Conferencia en DEPFI Ciudad Universitaria, UNAM, 2003, Méxice D.F.
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entera mixta. Cuando en un problema de programacién entera sdlo existen dos
posibilidades para las variables (0 — 1) estas son llamadas variables binarias v al
problema cominmente se le nombra como problema de programacion entera
binaria.

Maximizar (Minimizar) z = ¢x; + ¢z + oo + CoXn
Sujeto a:

apx; ¥ app; + ... + apx, £ by

axx; +oane + ... + axx, £ b;

Xy + dgaxy + + apx, £ b,y
x20,x 2 0,...,x = 0y ademas enteras.

A los problemas de programacidn entera se les considera dentro de los problemas
de optimizacion combinatoria. Un problema combinatorio es aquel que asigna
valores numeéricos discretos a algin conjunto finito de variables X, de tal forma
que satisfaga un conjunto de restricciones y minimice o maximice una funcién
objetiva.

La programacion entera trata de resolver problemas de: Distribucidn de bienes,
Planeacién de la produccion y secuenciacién de maquinas, Problemas de inversién
de capital, Localizacién de servicios, Seleccion de cartera, Disefio de redes de
telecomunicaciones y transporte,
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Algunos problemas representativos de la programacion entera.

» El problema del agente viajero.

» El problema del cartero chino.

» El problema de la mochila.

» Planeacién de maquinas en paralelo.
« Coloracién de vértices.

s Apareamiento o Acoplamientos.

« Cubierta de conjuntos.

» Problema de Cargo Fijo.

Métodos de solucidn

Métodos exactos

« Método de planos de corte.

« Método de ramificacion y acotamiento
+ Método de la teoria de grupos

e Métodos de la brogramacién dindmica.

Métodos heuristicos

« Métodos constructivos

s Métodos de descomposicion
s Métodos de reduccion

+ Manipulacitn del modelo

= Métodos de blisqueda por entorno
Se han desarrollado numerosas aplicaciones de programacion entera en las cuales

se utiliza como herramienta principal a la programacién lineal, es decir, nos -
_.. olvidamos de la condicidn de integrabilidad y se resuelve el problema como un

121




problema de programacion lineal continua, esto se conoce como “relajacidn”, es
decir se relaja el problema.

Ejemplo

Debidoc a una escasez de gasolina, fa demanda de boletos de Aeroméxico ha
aumentado mucha en los Gftimos meses. La demanda ha crecido tanto que ahora
la aerolinea estd analizando la posibilidad de adquirir varios aviones nuevos.
Existen tres tipos de aviones de entre los cuales se pueden elegir el DC-33, el
Boeing 797 y el Lockheed Bi-Star. En la siguiente tabla se muestra el costo,
capacidad y tiempo de mantenimiento requerido para cada tipo de avion.
Aeroméxico desea adquirir los nuevos aviones al minimo costo posible, sujeta a los
requerimientos de capacidad y mantenimiento.

Los nuevos aviones deben transportar un total combinado de cuando menos 3,400
pasajeros y deben tener un tiempo combinado total de mantenimiento gue no
exceda las 250 horas mensuales. Se complica ain mas fa decisién de que aviones
adquirir porque sdlo existen disponibles para su compra cinco aviones Bi-Star.

Avion | Costo Capacidad | Tiempode
E (millones) f ] E mantenimiento
| o
fﬁéfﬁ" ] 10 — 350 25
, Boeing 797 ; 15 450 15
wLockeedB|Star o 5"”“ 12 400 % 15
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Planteamiento

Variables:

x; = nimera de DC-33 que se compran

x; = nimero de B-797 que se compran

x; = n0mero de Bi-Star que se compran
Min z = 10x; + 15x; + 12x;

Sujeto a:

350x; + 450x, + 400x; = 3,400

25X/ + 15X2 + 15123 < 250

X3 < 5

x5, X2, x3 2 0 y enteros.

Solucidn

15]:4YX3=5

Por lo que la decisidn que debe tomar Aeroméxico es comprar tres aviones del tipo

DC-33 y cinco aviones tipo Lockheed Bi-Star.
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5 LINGE - Sofution R?pmt - prog entera

Fle Edit LINGD Window Help

Min

8507x1 + 4507"%2 + 400~x%3 >= 3450;
25%%Z 4 15%%Z + i5*x3 <= 507

x3 < 5

Sgin(xl):

Gginix2):

Bgin(xdy;

= selution ftepait - prog entera

Giobel optimal =0jution £OORS AT step: 3
Qriectlive valwe: 14%.a000
Braoch counz: 12

Variable Vajue Bedoted Cost

X1 4.000000 10.00000

b+ 2.900G000 18.00000

R3 5.206000 12.00000

Row 3lack or Surplus Dusl Price

1 180.8000 1.000000

F4 2.0008000 0.0000050

3 75.00000 a.0020060

4 2.58020000 0.0080000

Figura 23: Pantalla de solucidn del problema con LINGO 6.0

Pueden parecer que los problemas de programacion entera son faciles de resolver.
Estd garantizada que los problemas de programacidn entera tiene un nimero finito
de soluciones factibles. Pero existen dos falacias en este tipo de razonamiento:

1) H tener un namere finito de soluciones aéegura que el problema se puede
resolvery,

2) Eliminar algunas soluciones factibles (las no enteras) de un problema de
programacion lineal serd mas facil de resolverlo.
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