
FACULTAD DE CIENCIAS 
UNAM 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 
DE MEXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

"LEYES CONDICIONALES DE LOS GRANDES NUMEROS Y 

SU APLlCAClON A LA MECANICA ESTADISTICA" 

T E S I S 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE: 

MAT E M Al e o 

P R E S E N T A 

JUAN MARTIN BARRIOS VARGAS 

DIRECTORA DE TESIS: ORA. ANA MEDA GUARDIOLA 

2005 

FAC~' .. 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



VNIVER'oDAD NAcpNAI. 

AVFN"l'1A DE 

ME1JC,O 

Autorizo a la Dirección General de Bibliotecas de ,. 
U~ e dlfm'k1lr Ii!l fOflílSlo elscl&.iioo e ImprelD ., 
contenido de mi trsJ¡gio fecepcional. 
N. O~RE: J:t;'Ot;;5'" . .. 'C<)" 11 ~ 
FECHA: \ I 13- 10 
FI~A: 1*' . 

ACT. MAURICIO AGUILAR GONZÁLEZ 
Jefe de la División de Estudios Profesionales de la 
Facultad de Cieucias 
Presente 

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito: 
"Leyes Condicionales de los Grandes Números y su Aplicaci6n a la Mecánica 

Estadística" 

realizado por Juan Martín B~rr ios Vargas 

con número de cuenta 09904560-5 , quien cubrió los créditos de la carrera de: Matemáticas 

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio. 

Atentamente 

Director de Tesis 
Propietario Dra. ~. Ana Meda Guardiola 

Propietario Dra. 

Propietario Dr. 

Suplente Dr. 

Suplente Act. 

María Asunción Degoña Fern5ndez FernándeZ~ ~ 
~/f1ad·~L. ~ 

/ tJ>.-...-. '7 f; 
Javier Paéz Cárdenas ~_.- ./..,. I 
Ramón Peralta y Fabi 

Nelson Ornar Muriel 

,~,!!~,~!\~< :~ ;~':':::! 

Consejo Departamental:~,~.:·:M~t~iticas 
(i:'~¡~~r: : 

M. en C. 

U IlUAII CU 



Quiero agradecer a mis padres, que me han 
apoyado en todas mis decisiones y dado un 
jalón de orejas cuando lo necesito. 
Agradezco a la Dra. Ana Meda por su 
amistad, la cual me hizo mantener la calma a 
lo largo de este trabajo, y por el tiempo que 
dedicó en las discusiones surgidas. 
A todos los sinodales que se molestaron en 
leer la tesis y que me hicieron comentarios 
para mejorarla. 
A mi hermano que me ayuda a entender 
conceptos físicos. 
A mi hermana por las sonrisas que tanto me 
ayudan. 
A mis tíos, Rubí y Jorge, que al igual que mis 
padres me han apoyado en mis estudios. 
Ya todos mis amigos que han hecho mi paso 
por la Facultad, más agradable. 



" Indice general 

1. Preliminares de Grandes Desviaciones 

1.1. Principio de Grandes Desviaciones . 

1 .2. Teoremas Centrales de la Teoría de Grandes Desviaciones 

1.2.1. Teorema de Cramér para medidas en R 

1.2.2. Teorema de Cramér en Rd 

1.2.3. Ley Condicional Débil 

2. Teoremas de convergencia. 

2.1. Distribuciones microcanónicas, canónicas y empíricas. 

2.2. Convergencia a la distribución canónica 

3. Distribución canónica y gran canónica. 

3.1. Distribución canónica para el gas ideal. 

3.2. Convergencia a la distribución gran canónica y el gas ideal. 

Bibliografía 

3 

3 

9 

9 

18 

25 

29 

29 

31 

37 

38 

41 

49 



Introducción 

En la tesis nos concentraremos en dos temas principales: las Grandes Desviaciones y la 

Mecánica Estadística. También expondremos una relación entre ambas teorías. En particular 

hablaremos de un concepto básico para ambas, la entropía. 

Las Grandes Desviaciones se centran en propiedades sobre la convergencia de sistemas es

tocásticos. A lo largo de la tesis consideraremos uno de los ejemplos más conocidos de la 

teoría de la probabilidad: La media muestral S .In de una sucesión XI, X2, ••• de variables 

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, donde S. corresponde a la n-ésima 

suma parcial de la sucesión. Es bien sabido, por la Ley Débil de los Grandes Números, que 

esta media muestra] converge en probabilidad a su esperanza x. 

Las Grandes Desviaciones muestran que, bajo ciertas condiciones sobre las variables, la con

vergencia de la probabilidad de los eventos (IS .In - xl > E) es exponencial (en particular 

nos permite garantizar una convergencia casi segura de S. In, utilizando el Lema de Borel

Cantelli). Uno de los aspectos importantes es que este decaimiento exponencial es calculado 

con base en funciones de entropía (Funciones de Grandes Desviaciones). 

El nombre entropía tiene sus orígenes en la Mecánica Estadística. Éste apareció en los tra

bajos de Rudolf C1ausius y Ludwig BoItzmann en la segunda mitad del siglo XIX, quienes 

estudiaron la relación entre la entropía y las características macroscópicas de sistemas físicos. 

IU 



IV ÍNDICE GENERAL 

Esta tesis está dividida en tres capítulos. 

En el primer capítulo nos concentramos en presentar algunas definiciones de la Teoría de 

Grandes Desviaciones. siguiendo con un teorema que explotaremos en los capítulos pos

teriores. Este último es la Ley Condicional Débil de los Grandes Números (E. Nummelin, 

1989). y se basa en el concepto de punto dominante, el cual tiene relación con la entropía. 

En el siguiente capítulo presentamos teoremas de convergencia para las distribuciones empíri

cas, microcanónicas y canónicas. Los resultados de este capítulo son los que usaremos más 

adelante para la aplicación a la Mecánica Estadística. También cabe destacar que estos teo

remas son consecuencia del punto dominante y de la Ley Condicional Débil de los Grandes 

Números. 

Por último, en el tercer capítulo, utilizaremos todas las herramientas antes desarrolladas para 

aplicarlas a un ejemplo clásico de la Mecánica Estadística. el modelo del gas ideal. Serán de 

nuestro interés dos problemas: el primero es un sistema de partículas estacionario que sólo 

sufre cambios en la energía; el segundo es más complicado y corresponde al estudio de una 

pequeña subregión de un sistema más grande. En ambos casos calculamos la distribución de 

probabilidad con la cual se puede obtener información sobre las variables macroscópicas del 

problema. Aunque en este capítulo nos concentramos en resolver los problemas para el gas 

ideal, es fácil ver que se pueden extender los resultados a modelos más generales. 

Esperamos que al final de la tesis se vea una relación más cIara entre las Grandes Desvia

ciones y la Mecánica Estadística, además de presentar un método para abordar problemas de 

esta última. 

La principal referencia de la tesis es el artículo de E. Nummelin y T. Lehtonen [LN90]; en 

éste se basan los Capítulos 2 y 3. La parte introductoria a las Grandes Desviaciones se basa 

en el libro de A. Dembo y O. Zetouni [DZ98]. La Ley Débil de los Grandes Números es 

der:\Ostrada en [Num89]. mientras que la existencia del punto dominante y sus propiedades 

fueron consultadas del artículo de P. Ney [Ney83]. 



, Notación 

lP 
lE 
c.r.a 
i.i.d 
óy(dx) 
x 
M,(X) 
(-.-> 
Ixl 
IIxlloo 

B(x, r) 
EO 
E 
IEI 
r 
13x 
'P¡(a) 
g¡ 
[,¡(x) 

I(E) 
VE 

M(A) 
A(A) 
['(x) 

Probabilidad. 
Esperanza. 
Con respecto a . 
Independientes e idénticamente distribuidas. 
Distribución de Dirac. 
Espacio, X =]R o X = ]Rd. 

Espacio de todas las medidas de probabilidad sobre X. 
Producto interno en X. 
Norma euc1ideana de X. 
Norma definida por IIxlloo = máx i IXil, donde Xi es la i-ésima 
coordenada del vector x. 
Bola abierta centrada en x y radio r, B(x, r) = {y : Ix - yl < r}. 
Interior del conjunto E. 
Cerradura del conjunto E. 
Volumen (área) del conjunto E. 
cr-álgebra del espacio X. 
cr-álgebra de Borel de X. 
Conjuntos de nivel Ix : I(x) ::; a} de la función l. 
Dominio efectivo de 1, g¡ = Ix : I(x) < oo}. 
ó-Función de Grandes Desviaciones. 
I(E) = ínfxEE l(x). 
Punto dominante del conjunto E. 
Función Generadora de Momentos. Transformada de Laplace. 
Logaritmo de la Función Generadora de Momentos. 
Transformada de Legendre-Fenchel de l. Conjugada convexa de l. 



Capítulo 1 

Preliminares de Grandes Desviaciones 

Las Grandes Desviaciones tienen un origen relativamente reciente. La Teoría de Grandes 

Desviaciones forma parte de los problemas clásicos de la probabilidad, ya que al igual que las 

Leyes de los Grandes Números y el Teorema del Límite Central, analiza el comportamiento 

asintótico de los sistemas estocásticos. 

En el presente capítulo presentamos las Grandes Desviaciones y teoremas clásicos de esta 

teona. En la última parte del capítulo veremos la definición de punto dominante introducido 

por Peter Ney [Ney83] y su relación con la entropía de conjuntos. A continuación presenta

remos la Ley Condicional Débil de los Grandes Números, que se basa en la existencia del 

punto dominante y sus propiedades. 

1.1. Principio de Grandes Desviaciones 

Un problema clásico de la probabilidad es investigar qué pasa con los promedios o sumas 

de Cesaro de una sucesión de variables aleatorias. Este problema, para el caso de variables 

aleatorias independiente e idénticamente distribuidas, es resuelto por las Leyes de los Grandes 

Números las cuales nos aseguran una convergencia a la media de las variables. Una pregunta 

natural, después de haber resuelto este problema, es qué tan rápida es esta convergencia. 

3 



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE GRANDES DESVIACIONES 

El principio de grandes desviaciones (PGD) es un acercamiento en esta dirección. Nos da 

información del comportamiento asintótico de la probabilidad de los eventos. 

Esto se hace por medio de cotas superiores e inferiores sobre la medida de los conjuntos en 

r, las cuales dependen de una función, llamada lafunción de grandes desviaciones (FGD). 

En esta sección definiremos el principio de grandes desviaciones y también daremos algunas 

equivalencias a éste, dependiendo del espacio en que estemos trabajando o cómo sea la suce-

sión de medidas. 

Definición 1.1. Una función de grandes desviaciones [ es una función { : X --> [0,001 que 

es semicontinua inferiormente (es decir que los conjuntos de nivel 'I',(a) = {x : {(x) :5 a} 

son cerrados). Además diremos que [ es una buena función de grandes desviaciones si los 

conjuntos de nivel 'PI (a) son compactos en X. 

Basta ver que en sucesiones se tiene que dada {x.} una sucesión que converge a x, enton-

ces lím infx.~x [(x.) ;:o: {(x), para verificar que les semicontinua inferiormente. 

Definición 1.2. Decimos que una familia de medidas de probabilidad en X, {p,J,>o, tiene la 

propiedad de grandes desviaciones para la FGD 1, si para todo E E r tenemos 

-{ceo) :5 lím inf dogp,(E) :5 lím sup Elogp,(E) :5 -1(E), 
(-+O E~O 

donde I(F) = ínfx€F I(x). 

Notemos que si PE cumple la propiedad de grandes desviaciones con FGD 1, Y tenemos 

que 

[ceo) = [(E) = [(E), 

para algún E E r, entonces 

límElogpE(E) = -/(E). 
,...o 



1.1. PRINCIPIO DE GRANDES DESVIACIONES 5 

A los conjuntos con esta propiedad se les llama conjuntos de continuidad de l. 

Como p,(X) ~ 1, basta [(X) ~ O para que tengamos la cota superior de la Definición 1.2. Si [ 

es una buena FGD existe al menos un punto x tal que [(x) ~ O, esto porque n"EN 'PI( Iln) * lb 

por la compacidad de estos conjuntos de nivel y que 'P1(llm) (;; 'P¡(lln) si m 2: n. También 

tenemos que las cotas se tienen trivialmente si I(E') ~ 00 y I(E) = O. Otra caracterización de 

la PGD la podemos dar apoyándonos en los conjuntos de nivel 'PI (a), antes mencionados. 

(a) (Cota superior) Para todo a E lR. Y cualquier conjunto medible E tal que E (;; 'PI (ay 

tenemos que 

lím sup dogp,(E) S -a. 
,->o 

(b) (Cota inferior) Para todo x E ::gl Y todo medible E tal que x E E" se tiene que 

Hm inf E 10gp,(E) 2: -l(x), 
,~o 

donde ::gl = {x : I(x) < 00 J es el dominio efectivo de l. 

(1.1) 

(1.2) 

Es fácil ver que las condiciones anteriores son equivalentes al hecho de que {P,J tenga la PGD 

con FGD l. Otra cosa que es importante hacer notar es que la segunda condición resalta la 

naturaleza local de la cota inferior. 

Algunas veces para demostrar la cota superior resulta más fácil trabajar con funciones cuyo 

rango es acotado, es por ello que definimos una función de rango acotado y equivalente, desde 

el punto de vista de validez de la cota, a la función l. 

Definición 1.3. Para cualquier FGD 1 yo> O, definimos la o-FGD como 

IO(x) = mín{I(x) - o, ~ J. (1.3) 

Vemos que la función 1° no necesariamente es una FGD. Sin embargo tenemos que 

lím fnf ¡"(x) = I(E). 
6-0xeE 



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE GRANDES DESVIACIONES 

Es por esto que la cota superior puede ser reformulada, haciendo uso de esta función, como 

lím sup f logp,(E) ~ r'(E). 
HO 

para todo E medible y cualquier ó > O. 

Ahora. si tenemos que la o--á1gebra de Borel de X está contenida en r. podemos enunciar 

otra caracterización para el PGD: 

(a) (Cota superior) Para todo F c;; r cerrado 

lím sup f logp,(F) ~ - ínf [(x). 
lE_O XEF' 

(1.4) 

(b) (Cota inferior) Para cualquier G C;; r abierto 

líminf f logp,(G) 2:: - ínf [(x). 
f~O ..lEG 

(1.5) 

A lo largo de la tesis trabajaremos con un fanúlia numerable de medidas {P. l. donde P. será la 

ley de la media muestral l de una sucesión de variables aleatorias. En el caso de familias 

numerables de medidas el PGD con sucesión (a.l.eN, lo podemos enunciar como 

- ínf l(x) ~ lím inf a. logp.(E) ~ lím sup a.logp.(E) ~ - ínf l(x), 
..leE" n_oc IJ-HlQ xeE 

donde E E r y la.} es una sucesión que converge a cero. En nuestro caso usaremos a a. = ~. 

En varias ocasiones demostrar la validez del PGD es complicado, es por esto que es necesario 

definir condiciones equivalentes que resulten en la práctica mucho más fácil de trabajar. 

Definición 1.4. Supongamos que todo compacto de X está en r. Decimos que una familia 

de medida de probabilidad {P,l satisface débilmente el principio de grandes desviaciones con 

función de grandes desviaciones 1, si la cota superior 

lím sup f logp,(K) ~ -O'; K C;; 'P/(ar 
,~O 

1 Si {Xn } es una sucesión de variables aleatoria la media muestra!, es ~ 1:7",. Xi. 
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es válida para todo a < 00 y todos los subconjuntos K compactos de 'P,{a)C, y además la cota 

inferior 

lím inf Elogp.{E) 2: -/(x), 
,-.o 

vale para cualquier E E 'T y X E EO. 

Definición 1.5. Supongamos que todo compacto de X está en 'T. Una familia de medidas de 

probabilidad {p,} tiene tensión exponencial si para toda a < 00, existe un compacto Ka tal 

que 

límsup Elogp,(K~) < -(j(. (1.6) 
,~O 

Claramente estas dos condiciones son más relajadas que las pedidas por el PGD. Ahora 

veremos cómo nos ayudarán a probar el PGD. Antes demostraremos un lema técnico que nos 

servirá más adelante. 

Lema 1.6. Sea N un entero fijo. Entonces para toda a~ > O, tenemos que 

IfmsuPElog(i>~) = máx límsup €loga~. 
E-tO ;=1 1=1 ... N E_O 

(1.7) 

Demostración. Para toda 10 tenemos 

Ahora, como N es fijo, dogN -> O si 10 -> O Y 

lím sup máx 10 log a~ = máx lím sup 10 log a~, 
E_O r=1 ... N 1=1 ... N E_O 

(1.8) 

de donde se tiene el resultado. D 

Lema 1.7. Sea {p,} unafamilia de medidas de probabilidad con tensión exponencial. 



8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE GRANDES DESVIACIONES 

(a) Si la cota superior (1.1) se tiene para alguna a y para todos los compactos de 'P(a)', 

entonces se tiene para todos los medibles E tales que E ~ 'P(a¡C. 

(b) Si la cota inferior (1.2) se tiene para todos los medibles, entonces 1(·) es una buena FGD. 

Demostración. (a) Primero demostraremos (1.1). Tomemos E E r y a < 00 tal que E ~ 

'P(a)'. Sea Ka como en (1.6). Notemos que E n Ka E r y K~ E r, entonces 

p.(E) ::; p,(E n Ka) + p,(K~). 

También tenemos que E n Ka ~ 'P/(a)', y por lo tanto ínfxEEnK" ¡(x) <: a. Ahora por 

cómo se tomó Ka, la hipótesis para el compacto E n Ka, Y del Lema 1.6 tenemos que 

lím sup c'logp,(E) ::; máx {lím SUp E 10gp,(E n Ka),lím SUp E 10gp,(K;)} ::; -a. 
E-O e-o E-tO 

(b) Notamos que K~ E r es abierto, y como (1.6) se cumple, tenemos que ínfxEK;; I(x) <: a. 

Por lo tanto 'P1(a) ~ Ka, de donde se tiene la compacidad de 'P/(a), y por lo tanto 1(-) es 

una buena FGD. 

o 

Observación. 1. Si en la proposición anterior tenemos que ff3x ~ r, ésta se puede refor-

mular como: 

(a) (Cota superior) Si la cota (1.4) se tiene para los compactos, en particular se tiene 

para cerrados. 

(b) (Buena FGD) Si para todo abierto se cumple (1.5), entonces lO es una buena 

FGD. 

n. Cada vez que digamos que una familia [PE} cumple el principio débil de grandes desvia

ciones o tiene tensión exponencial inferiremos que todo compacto de X está en r. 
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1.2. Teoremas Centrales de la Teoría de Grandes Desvía-

ciones 

En la sección anterior vimos algunas definiciones de la Teoría de Grandes Desviaciones. 

También enunciamos algunas equivalencias de este principio dependiendo del tipo de medi

das o de la O"-álgebra 'F. 

Ahora nos abocaremos a presentar tres teoremas que son de los principales en la teoría. El 

Teorema de Cramér en su versión para medidas en IR y en IRd
; presentamos el de la versión 

en IR ya que nos ilustra la existencia de un punto en el cual veremos que la FGD alcanzará el 

ínfimo sobre conjuntos suficientemente decentes (convexos). Esta idea se puede generalizar 

a cualquier espacio IRd
• El último teorema de la sección corresponde a la Ley Condicional 

Débil de los Grandes Números, en la cual basaremos mucha de la teoría que desarrollaremos 

para la Mecánica Estadística. Este último teorema fue demostrado por Nummelin [Num89). 

A lo largo de la sección tomaremos XI, X2, • •• una sucesión de variables aleatorias indepen

dientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) en IR o en IRd , con ley P y Pn la ley de la media 

muestral de estas variables. Denotaremos por 

(1.9) 

al logaritmo de la función generadora de momentos de XI' También es importante decir que 

trabajaremos con la O"-álgebra de Borel, siempre que no se diga lo contrario. 

1.2.1. Teorema de Cramér para medidas en IR 

El teorema de Cramér para medidas en IR es un de los primeros para la teoría de Grandes 

Desviaciones, también se le conoce como Teorema de Chemoff, y es el que mejor nos ilustra 

varios de los conceptos que usaremos a lo largo de la tesis. 
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Definición 1.8. Sea f : lR --+ IR una función convexa. La transformada de Legendre-Fenchel 

de f (o conjugada convexa de J) es 

f'(x) = sup{Ax - feA)}. (1. \O) 
JeR 

Aplicamos esta definición a la función A, de modo que 

N(x) = sup{Ax - A(A)}. 
,teR 

También denotaremos al dominio efectivo de A por 

'PA = {A E R : A(A) < co}. 

Como la transformada de Legendre-Fenchel sólo la definimos para funciones convexas, por 

supuesto verificaremos que A es convexa. Presentamos este resultado y algunas propiedades 

más en el siguiente Lema. 

Lema 1.9. Sea X una variable aleatoria con ley p. 

(a) A es una función convexa y A' es una función de grandes desviaciones convexa. 

(b) Si 'PA = {O}, entonces A' '" O. Si A(A) < 00 para alguna A> O entonces i = EX < 00, y 

para toda x 2: i 

N(x) = sup{Ax - A(A)}, 
J~ 

(1.11) 

es una función no decreciente. Análogamente, si A(A) < 00 para alguna ,1 < O entonces 

X > -00, y para toda x S i, 

N(x) = SUp{AX - A(x)}, ( 1.12) 
A:s;O 

es una función no creciente. 

Si x es finita, N(x) = O Y siempre ínfxeR A 'ex) = N(i) = O. 
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(e) A(·) es diferenciable en ~~ con 

, _ I ["Xl A ('1) - M(r¡) E Xe , ( 1.13) 

donde M(A) '" E[eAX ] es lafuneión generadora de momentos o transformada de Laplace. 

Más aún, si N(r¡) '" y se tiene que 

A'(y) '" r¡y - A(r¡). (1.14) 

Demostración. (a) La convexidad de la función A es consecuencia inmediata de la desigual

dad de Holder, tomando como exponentes conjugados + y ¿, con t E (O, 1), tenemos 

La convexidad de la función A' es consecuencia inmediata de la definición y de la con-

vexidad de A. 

Sólo nos falta demostrar que A' es una FGD. Para esto notemos que A(O) '" log E[ 1] '" O 

y por lo tanto para cualquier x E lR tenemos A'(x) ~ Ox - A(O) '" O. Falta ver que A' es 

semicontinua inferiormente; para esto tomemos {x"} que converja a x, entonces para toda 

A E lR 

líminf A'(x") ~ lím inf{Ax" - A(A)} = ,Ix - A(A), 
x,,-tx -,",,-u: 

por lo tanto 

líminf A'(x") ~ Sup{Ax- A(A)} '" A'(x), 
x,,-+x A 

(b) Si ~A '" {O}, entonces A'(x) '" A(O) '" O para toda x E lR Y por lo tanto A' =' O. Ahora, si 

A(A) = 10gE[eJx] < 00 para alguna A> O, 

[ 
E[eJx] 

o xp(dx):<=; -,1- < 00, 
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porque Áx $ el" y por lo tanto x < 00 (tal vez x = -(0). Aplicando la desigualdad de 

J ensen tenemos 

Entonces si x = -00, A(Á) = 00 para Á < 0, y por lo tanto tenemos 

A"(x) = suplAx - A(Á»). ( 1.15) 
,./;::0 

Ahom, si x es finita es claro que 1\ "(x) = 0, y en este caso, para toda x ;>: x y Á < ° 
ÁX -1\(..1.) $ Áx - 1\(..1.) $ I\"(x) = 0, 

de donde se sigue (1.15). Observemos que (1.15) implica la monotonía de 1\" en (x,oo), 

ya que para toda Á ;>: 0, la función ..l.x - A(Á) es una función monótona con respecto a x. 

Si tenemos que A(A) < 00 para alguna Á < 0, tenemos que todo lo anterior es válido para 

-x, Y por lo tanto 

I\"(x) = suplAx - A(Á»), 
,.150 

yA" es decreciente en ( -00, x). 

Sólo resta ver que ínfxER A"(x) = 0, lo cual ya vimos en el caso de que :::&" = 10], y 

también cuando x es finito (donde tenemos que A "(x) = O). Consideremos el caso x = 

-00, es decir 1\(..1.) < 00 para alguna Á < 0, entonces por la desigualdad de Tchebyshev y 

por (1.15) tenemos 

logp([x,oo)) $ ínflog lE[el(X-x)j = - suplAx - A(Á») = -I\"(x), 
,.120 A>O 

entonces 

lím I\"(x) $ lím -Iogp([x,oo)) = O . 
.1'-t-oo X--J--OQ 

y análogamente hacemos el caso cuando x = oo. 
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(e) La fórmula (1.13) es una consecuencia inmediata de intercambiar el orden de integración 

y diferenciación, esto observando que f,(x) = ~(e(ÁH)X - e"X) converge puntualmente a 

xeÁX y que podemos aplicar el Teorema de Convergencia Dominada, ya que si A E '7?A, 

• 1M e.l(e'lx_l) 
eXiste <5 > O tal que A + ti E ::DA Y por lo tanto If,(x)1 ::; -q- para E E (-r¡, r¡). 

Sea N(r¡) = Y Y tomemos g(A) = Ay - A(A), observamos que g(.) es cóncava y que 

g'(r¡) = O, de donde concluimos que g(r¡) = sup "eR g(A). 

o 

En el lema hemos visto propiedades importantes de las funciones A y A'. Como éstas 

dos son funciones convexas se les puede aplicar toda la herramienta que existe de Análisis 

Convexo; como éste no es el fin de la tesis nos quedaremos por ahora con estas propiedades. 

Teorema 1,10 (Chemoff--Cramér). Sea (X.l E IR una sucesión de variables aleatorias i.i.d., 

y tomemos P. la distribución de la media muestral. Entonces {P.} satisface el principio de 

grandes desviaciones con FGD A', es decir. tenemos: 

(a) Para cualquier conjunto cerrado F ~ IR 

I 
lím sup -logp.(F) ::; ínf A" (x). 

tl_OO n x.EF 
(1.16) 

(b) Para cualquier conjunto abierto G (;; IR 

lím inf ~ 10gp.(G) :::: ínf A'(x). 
n_oo n XEG 

(1.17) 

Obsérvese que A' en general no será una buena FGD, y esto es consecuencia inmediata 

del Lema 1.9. 

Demostración. (a) Tomemos F un cerrado no vacío. Claramente la desigualdad (1.16) se 

tiene si IF = ínfxeF N(x) = O, por lo que suponemos que IF > O. Supongamos que existe 
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A ~ O tal que 1\(,1) < 00, por la parte (b) del Lema 1.9 se sigue que x < 00 posiblemente 

x = -oo. Entonces, dada x E IR tenemos, aplicando la desigualdad de Tchebyshev, 

lE[en.!S"ln) 
p.,([x, (0» :::; lE[l _ ) < = lE[e"·I(S"I"-x)) = 

S"ln x>O - enJx 

" e-n.!xlE[e.ls") = e-".!x n lE[e.!x,) = e-nPx-A(.l)j. 

i=1 

Por lo tanto, como x < oo,para todo x > x 

(l.18) 

Análogamente, si existe A :::; O tal que I\(A) < 00, entonces x > -00 y para todo x < x 

(1.19) 

Si suponemos que x es finita entonces I\'(x) = O Y por lo tanto, como lF > O, tenemos 

que x ~ F. Sea (x_, x+) la unión de todos los intervalos (a, b) ~ F' tales que X E (a, b). 

Tenemos que x_ < x+, y que x_ o x+ deben ser finitos, porque F no es vacío. 

Si L es finito, entonces x_ E F, Y en consecuencia 

Por la misma razón i\'(x+) ~ lF siempre y cuando x+ sea finito. Ahora por (l.18) y 

(1.19), tenemos que 

Pn(F) :::; Pn« -00, L)) + Pn([x+, 00)) :::; 2e-n',. (1.20) 

Ahora bien, si x = -00 entonces, por ser 1\' no decreciente, se sigue que límx~-oo I\'(x) = 

O, Y por lo tanto x+ = ínf{x : x E F} es finito. Como F es cerrado, x+ E F, Y por lo tanto 

i\'(x+) ~ IF' Por último, notamos que F ~ [x+, 00) de donde tenemos lo deseado. 

Análogamente hacemos el caso donde x = oo. 
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(b) Ahora probaremos que para toda o > O Y toda distribución marginal p E MI (R) 

líminf ~ logp.«-o, o)) ~ ínf A(,l) = -A'(O). 
n_DO n AER 

(1.21) 

En efecto como la transformación Y = X - x cumple que Ay(A) = A(A) - AX y entonces 

A~O = A '(. + x), se sigue de la desigualdad anterior que para toda x y toda o > O 

lím inf ~ 10gPn«x - o. x + o)) ~ -A'(x) 
n ...... oo n 

( 1.22) 

Entonces para todo abierto G, para todo x E G Y para toda o > O tal que (x - o, x + o) <;; G, 

se tiene lo deseado. 

Para demostrar (1.21), primero supongamos que p«-oo, O» > O Y p«O, 00» > O, Y que 

p tiene soporte acotado en R.. Bajo estos supuestos tenemos que A(A) tiende a infinito si 

hacemos IAI tender a infinito y también tenemos A(A) es finita para cualquier A. Entonces 

tenemos que A(·) es diferenciable y por lo tanto continua. Por la convexidad de A existe 

r¡ finito tal que 

A(r¡) = ínf A(A) y A'(r¡) = O. 
A.R 

Definimos ahora para esta r¡ fija 

fJ(dx) = e"x-A(')p(dx), 

entonces fJ es una medida de probabilidad, conocida como medida de Gibbs con dirección 

r¡. 

Sea fJ. la ley que gobierna a S ./n, donde las Xi son variables aleatorias i.i.d. con ley p. 

Notemos que para toda E > O, 

Pn«-E,E» = 1 p(dxI)P(dx2) ... p(dx.) 
lí:i"'l xij<1U' 

~ e-n'I.ll" exp (ti L XI)P(d XI)' .. p(d x.) 
I¡;;~, x;I<·' 1=1 

e-·'I.Ie"A(.)p« -E, E». (1.23) 
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Por (1.13), Y la elección de 71, tenemos 

- 1 L IE[X.J = -- xe"Xp(dx) = A'(r¡) = O. 
M(r¡) R 

entonces, por la Ley Débil de los Grandes Números, 

Por lo tanto de (1.23) tenemos que para todo O < E < 6 

Iíminf .!.Iogp.« -6, 6) ~ Ifm inf .!.Iogp.« -E, E» ~ A(r¡) - EI71I. 
n_oo n n-HICI n 

Haciendo E tender a cero, tenemos que 

Iíminf .!.logp.«-6,6) ~ A(r¡) = N(O). 
n-too n 

Ahora, si p no tiene soporte acotado, y p«-oo, O» > 0, p«O, 00» > 0, fijemos M tal que 

p([-M, O» > ° y p«O,M]) > O, Y sea 

Sea v la ley de X condicionada a que [lXI ~ Mj, Y sea Vn la ley de S.ln condicionada a 

B = {lX;1 ~ M: i = 1,2, ... ,nI. Entonces, para todo n y 6 > ° 
p.«-6,6) p(S .In E (-6,6) 1 B )II'(B) + II'(S .In E (-6,6) 1 Ir )1I'(Ir) 

~ vn«-6,6)p([-M,M])·. 

Notemos que la prueba anterior de la desigualdad (1.21) se aplica para v., con la función 

de momentos logarítmicos de v, AMO - 10gP([ -M, M]), entonces 

líminf .!.logPn« -6,6) 
1I-lo00 n 

1 
~ log([-M,M]+líminf-logvn «-6,6) 

n_ce n 
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Si definimos 1M = - ínfAER AM(A) el' = lím SUPM~oo 1M, tenemos que 

líminf~logpn«-6,6)) ~ -l'. (1.24) 
'1---->00 n 

Podemos ver que A;' ~ A~ si M ~ N, es decir las funciones AM son no decrecientes en 

M, y entonces también -1M es no decreciente en M, más aún, -1M :<; AM(O) :<; A(O) = O 

por lo cual -1' :<; O. Por lo tanto los conjuntos de nivel lA : AM(A) :<; -I'} son no vacíos, 

compactos y decrecientes con respecto a M, y entonces existe al menos un punto, que 

denotaremos como .lo, en la intersección de estos. Ahora por el teorema de convergencia 

monótona, A(Ao) = límM~oo AM(Ao) :<; -J' y por lo tanto tenemos la cota deseada para 

medidas de soporte no acotado. 

Por último si p es una medida tal que p« -00, O» = O o p«O, 00)) = O, tenemos que A(-) 

es una función monótona con ínfAER A(A) '" 10gp(lO}). Entonces la cota se sigue de 

Pn« -6, 6) ~ Pn(lO)) = p({O))". (1.25) 

o 

Observación. (a) En la demostración de la primera parte del teorema se usa la desigualdad 

de Tchebyshev, además de la geometría de R. 

(b) En la segunda parte de la demostración tratamos de simplificar las cosas trabajando con 

medidas de soporte compacto, ya que esto nos daba un punto en el cual podíamos hacer 

un rwist (giro) de nuestra medida, y al igual que en la primera parte, usamos la geometría 

deR. 

Estas dos observaciones nos hacen ver que no es trivial la extensión de este teorema a 

dimensiones mayores. 

Otra cosa que podemos notar es que a lo largo de la demostración usamos el Lema 1.9, en el 

cual teníamos las principales propiedades de la Transformada de Lengendre-Fenchel, de las 
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cuales algunas podremos rescatar para ]Rd. 

Debemos tener en cuenta que todas las cotas pueden ser triviales y no necesariamente útiles. 

Podemos notar que, si nuestras variables aleatorias tienen transformada de Laplace finita en 

una vecindad del cero, estas cotas sirven. 

1.2.2. Teorema de Cramér en IRd 

N uestro interés es tener el PGD para Rd ; es por ello que necesitamos la generalización a 

estas dimensiones. Como vimos en la sección anterior la extensión del Teorema de Cramér a 

dimensiones mayores no puede ser demostrado usando las técnicas que usamos para el caso 

en lR. 

La primera parte la dedicaremos a enunciar y demostrar el teorema de Cramér en Rd , el cual 

exige que las variables tengan transformada de Laplace finita (!ílA = Rd). En la última parte 

de la sección nos dedicaremos a debilitar esta hipótesis. Al debilitarla no tendremos el PGD 

sino sólo la cota superior de grandes desviaciones. Esto no es del todo malo ya que con esto 

basta para demostrar la Ley Condicional Débil de los Grandes Números. 

Lema 1.11. Supongamos que !ílA = ]Rd. Entonces 

(a) A(·) es unafunción convexa y diferenciable en lodas partes y A'O es una función de 

grandes desviaciones. 

(b) Si Y = VAl,,) se tiene que 

A'(y) = (",y) - A(lJ). (1.26) 

Demostración. (a) La prueba de la convexidad y diferenciabilidad de A es idéntica a la hecha 

en el Lema 1.9. 
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Como A(O) = O tenemos que A" es no negativa. Ahora si tomamos {x,,} una sucesión que 

converja a x tenemos que 

líminf A"(x,,):e: Iíminf{(A,x,,) -A(A)} = (A, x) -A(A), "_00 n_ce 

para cualquier A E IRd, de donde 

Iíminf A" (xn ) :e: A"(x), 
n~ro 

y por lo tanto A" es semicontinua inferiormente. 

Notemos que para toda x E IRd Y r > O, 

A"(x):e: r(x,x) -supA(A). 
IAI=r 

En particular se tiene que los conjuntos de nivel '1' A.(a) son acotados y por la semiconti-

nuidad inferior son compactos. 

(b) Sea y = V A(r¡). Fijemos un punto arbitrario A E Rd Y sea 

g(a) = a(A - '1, y) - A(r¡ + a(A - '1» + (r¡,y), a E [0,1]. 

Dado que A es convexa y A(r¡) es finita, g(-) es cóncava y Ig(O)1 < oo. Entonces 

, . g(a) - g(O) 
gO) - g(O) S hmmf = (A - r¡,y - VA(TI» = O. 

alO a 

Por lo tanto para toda A, 

g(l) = (A,y) -A(A) S g(O) = (TI, y) -A(r¡) S A"(y), 

y tomando supremo sobre A E lRd de ambos lados, se tiene lo deseado. 

o 

Observación. Si en este último Lema sustituimos la hipótesis sobre el dominio efectivo de A 

tenemos que los mismos resultados se valen, sólo que en el interior de q}A. 
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Este Lema es útil otra vez ya que nos caracteriza el comportamiento de la función A', 

el cual nos ayudará en la demostración del teorema de Cramér. Algo más que es importante 

destacar es que los conjuntos de nivel 'f' h.(a) son compactos, por lo que al demostrar que (Pnl 

cumple el PGD con FGD N, automáticamente tendremos que es una buena FGD. 

Teorema 1.12 (Cramér). Supongamos que '11h = JEl.d. Entonces Pn satisface el PGD con FGD 

A'. 

Demostración. Demostraremos que para toda 6 > O y para cualquier cerrado F ~ JEl.d 

I 
lím sup -logPn(F) :5 6 - ínf 16(x), 

n_oo n .xeF 

que es equivalente a demostrar la cota superior de GD y tiene la ventaja de que 1,1 es acotada. 

Fijemos r ~ Rd• Para todo q E r tomemos aq E IRd tal que 

Esto es posible dada la definición de ¡6. Ahora para cada q tomemos rq > O tal que rqlaql :5 6. 

Observemos que para todo n y todo'! E JEl.d Y cualquier conjunto medible G ~ JEl.d se tiene, 

por la desigualdad de Tchebyshev, que 

P.(G) = E[l{s.lnEGI] :5 E[exp«'!,Sn/n) - ínf('!,x})], 
xEG 

en particular, para cada n E N y q E r 

Pn(B(q, rq» :5 E[exp(n(aq, Sn/n» exp (- ínf n(aq, x» , 
XEB(q,Tq ) 

también para cada q E r 
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Como r es compacto. podemos extraer una subcubierta finita de la cubierta UqEr B(q, rq} que 

consiste de N = N(6, r} bolas y sus centros q¡, q" ... , q, en r. Como p, es medida y por la 

desigualdad anterior se tiene que 

~logp,(r) ~ ~IOgp,(0.B(qj,rq)) ~ ~IOg(tp,(B(qj,rq)}) 
~ ~logN+6- mín {(Aj,qj)-A(Aj}). 

n J=I,. .. ,N 

Por la elección de O<q 

lím sup ~ logp,Cr) ~ 6 - . mín ¡'eqjl, 
1'1---)00 n J= I , ... .N 

de donde tenemos la cota superior para compactos. 

Ahora para extender esta cota a conjuntos cerrados en Rd, mostraremos que {p,} es una familia 

de medidas con tensión exponencial y aplicando el Lema 1.7 tendremos el resultado. 

Sea HM = [-M, M]d, como H~ = U1o¡{x : IXjl > MI. Tenemos 

d d 

p,CH~) ~ 2..:~([M, col) + L>~«-oo, -M]), 
j=1 j=l 

(1.27) 

donde p~, j = 1,2, ... ,d, son las leyes marginales de los vectores S,/n. Aplicando las 

desigualdades del caso unidimensional para cualquier M ;:: Ixl, 

donde Aj es la transformada de Legendre-Fenchel de logE[eJxt], j = 1,2, ... ,d; además 

es fácil ver que A jex) tiende a infinito cuando hacemos Ixl tender a infinito. Aplicando la 

cota anterior y la desigualdad (1.27), y haciendo tender n a infinito y después M, tenemos la 

siguiente identidad: 

lím lím sup ~ logp,CH~) = -oo. 
M_oo n-+M n 

Por consecuencia {p, I es una familia de medidas con tensión exponencial ya que los cubos 

HM son compactos. 
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Para la cota inferior es suficiente probar que para toda y e q?", y toda ó > 00 

Ifm inf ~ logp.,(B(y, o» ::: -A'(y)o 
fj-too n 

Supongamos primero que y = VA(r¡) para alguna r¡ e Rd ; definamos la medida p como 

sea Pn la ley de S nln, donde las Xi son i.iodo con ley po Entonces 

I 
-logPn(B(y,o» 
n 

= A(r¡) - (r¡,y) + ~ I e('oY-')Pn(dz) 
n keB(y,6)1 

I _ 
::: A(r¡) - (r¡, y) - 1r¡lo + -logp,(B(y, 0»0 

n 

Aplicando el Teorema de Convergencia Dominada para intercambiar el orden de diferencia-

ció n e integración 

De esta relación y la Ley Débil de los Grandes Números tenemos que Ifm,~ooPn(B(y,ó) = I 

para todo o > 00 Más aún, como A(r¡) - (r¡, y) ::: -A'(y) por la desigualdad anterior se tiene 

la cota inferior 

Entonces 

Iím inf ~ logp,(B(y, ó» ::: Iímlíminf ~ logPn(B(y, o» ::: -A '(y)o 
1i-t1Xl n 6--+0 11--'*00 n 

Para extender este resultado para cubrir y e q?N tal que y ~ (VACa) : a e ]Rd), regulariza-

remos p: agregaremos a cada Xj una variable aleatoria Normal. Más específicamente fijamos 

M < 00 y sea y la ley marginal de los vectores aleatorios i.iodo Yj = Xj + VJ ..¡¡;¡ donde las Vj 

son variables aleatorias normales multivariadas (O, Id) en IRd e independientes de X" X2, o o o o 

Sea AMO la función generadora de de momentos logarítmicos de Y¡. mientras que Yn denota 
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la ley de S~M) In = ~ L'j=, Yj • 

Recordando que la función generadora de momentos de cada V j es e1JI'12, se tiene que 

y entonces 

A '(y) = sup('!, y) - A('!) ~ sup('!, y) - AM('!)· 
,1ERd JeRa 

Ahora, como !J&,. = ]Rd, se sigue que x = IE[X,) es finita; entonces aplicando la desigualdad 

de Jensen se tiene que A(a) ~ (a, x) para toda a E ]Rd. Por lo cual la función 

g(a) = (a,y) - AM(a), 

es finita y diferenciable; además satisface 

lím supg(a) = -oo. 
"----1"00 111'1>" 

En consecuencia, el supremo de g(.) en ]Rd es alcanzado en algún TI finito, para el cual se 

cumple 

0= Vg(r¡) = y - VAM(TI)· 

Entonces, por la prueba anterior, la cota inferior para (v.) se tiene para todo ó > O, es decir 

lfminf ~ log vn(B(y, ó) ~ -A"(y) > -oo. 
n_oo n 

Notemos que S~M) In tiene la misma distribución que S .In + VI '>/ñM donde Ves una normal 

multivariada (O, Id) Y es independiente de S nln. Por lo tanto 

Pn(B(y, 28)) ~ v.(B(y, ó)) -1P(1V1 ~ VnMó). 

Por último, como V es una variable normal multivariada estándar se tiene que 

l A1ó2 

límsup -lag 1P(IVI ~ VnMó) 5 --2-. 
n ..... oo n 

Combinando las desigualdades anteriores, haciendo tender n a infinito y después A1 conclui-

mos la prueba. o 
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Observación. Es importante notar que para demostrar la cota superior para compactos no 

utilizamos el hecho de que!?)" ~ IRd
, sin embargo sí lo hicimos para incluir el caso de cerrados 

y también para demostrar la cota inferior. Ahora queremos mejorar nuestra demostración. 

Debilitaremos la hipótesis sobre el dominio tan sólo pidiendo que O E !?)~. 

Proposición 1.13. Sea {X.} E IRd una sucesión de variables i.i.d con ley P Y sea P. la ley de la 

media muestra l. Además supongamos que O E !?)~. Entonces para cualquier F E 'T se tiene 

que 

lím sup ~ 10gPn(F) .$ - Ínf A'(x) ~ -A'(F). 
n-+oo n Xf:.f 

(1.28) 

Demostración. La demostración para conjuntos compactos es idéntica a la hecha anterior

mente por lo cual no la hacemos aquí. Extendemos la demostración a los conjuntos cerrados, 

mostrando que Pn es una familia con tensión exponencial. Denotamos por ej al j-ésimo vector 

canónico de Rd. En particular como tenemos que O E !?)~, se sigue que existen T]j > O Y (Jj > O 

tales que A«(Jjej) < 00 y A(-T]jej) < 00, para j = 1,2, ... ,d. Ahora aplicando la desigualdad 

de Tchebyshev a las leyes marginales de los vectores S .In tenemos que 

de donde 

~«-oo,r]) .$ exp(-m¡¡r+An(-nr¡jej»), 

¡y'([r,oo)) .$ exp(-n(Jjr+An(n(Jjej»). 

lím lím sup ~ log~«-oo, -r]) 
,-+00 n-+oc n 

-00, 

1 . 
límlímsup-log¡Y.([r,oo» = 
r-u)(} n-+oo n 

-00, 

y como ([-r, r]Y = U1=1«-00, -r) U [r, 00)), 

lím lím sup logll.«[-r, r]dn = -oo. 
p-+oo n-too 

(1.29) 
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Por lo tanto se tiene que (Pn} es una familia con tensión exponencial, y por el Lema 1.7 se 

tiene el resultado. O 

Observación. Se puede demostrar con las mismas hipótesis de esta proposición que (Pn} no 

sólo cumple la cota superior sino que cumple la PGD con FGD /l.' (ver por ejemplo [DZ98]). 

1.2.3. Ley Condicional Débil de los Grandes Números 

La Ley Débil de los Grandes Números nos dice que, dada una sucesión de variables 

aleatorias (Xn} independientes e idénticamente distribuidas con media X, y E > 0, se tiene que 

Pero ¿qué pasa si condicionamos a que nuestros promedios estén en un conjunto B tal que 

x <1. in ¿Existirá un punto que juegue el papel de la media? 

Este problema se resuelve por la Ley Condicional Débil de los Grandes Números [Num89], 

la cual muestra la convergencia en probabilidad de la media muestral a un punto, el cual se 

conoce como punto dominante [Ney83, Ney84]. 

Lo primero que haremos es discutir un poco sobre el punto dominante. Antes de seguir ade

lante denotemos por 

.5" 

H+(a, v) 

la cerradura convexa del soporte de P 

(x E Rd : (x, a) ;:: (v, a)} 

Notemos que H+(a, v) correponde al semiespacio derecho delimitado por el plano (x, a) = 

(v,a). 

Definición 1.14. Un punto vB E Rdes un punto dominante del conjunto B y de la función /1. 

si 
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(a) VB E aBo 

(b) La ecuación en A, VA(A) = VB tiene una única solución A,. E 9JA Y 

Puede que no exista un punto dominante para un conjunto dado. Por esto, es necesario 

buscar condiciones que garanticen la existencia del mismo. El siguiente Teorema da condi

ciones suficientes aunque no necesarias para la existencia del punto dominante. 

Teorema 1.15. Supongamos que 9JA es un abierto que contiene una vecindad del origen, B 

es un conjunto convexo tal que [B n.5"r '" 0 y i = f xp(dx) ~ B. Entonces existe un único 

punto dominante VB para A y B. 

La demostración de este teorema la podemos consultar en los artículos de Ney [Ney83, 

Ney84]. En el primero se ve de una manera constructiva y en el segundo se ve que la exis

tencia del punto dominante es una consecuencia de la convexidad de A. En el primer artículo 

también se presenta la siguiente propiedad: Si para un conjunto B existe el punto dominante 

entonces N(v8) = A'(B), Y en este caso a N(v8) lo llamaremos la entropía de B, es decir, VB 

es el punto cuya entropía es igual a la entropfa de B, o el punto donde la entropía es mínima. 

Teorema 1.16 (Ley Condicional Débil de los Grandes Números). Sea B ¡;; IRd un conjunto 

boreliano tal que [B n 9JA ]O '" 0 y sea i ~ 8. Entonces para toda E > O existe una constante 

I(E) > O tal que 

si n es suficientemente grande. (1.30) 

A lo largo de la demostración usaremos la norma IIxll~ = máxl~<d IXil que define la misma 

topología que la métrica euclideana. 
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Demostración. Dada E > O; definimos d') = B n Iv E )Rd : Ilv - vBlloo > El, Y 

Tenemos que d') = uf=, Bi, donde Bi = Bi. U BL ; también cada Bi es un convexo. Por otro 

lado, como Bi e B y de la unicidad de VB se sigue que 

(1.31) 

por la misma razón se tiene que A'(v¡¡<,,) > A'(vBl. 

Por último 

límsup ~lOgp(l~n -vBI > EI~n E B) 
. 1 P (I~ - val> <', ~ E B) 

hm sup - log ( ) 
n--+()O n ]p &EB • 

1 p(~ E d')) 
lím sup - log (n ) 

n-,HlO n P~EB 
n 

::; límsup ~ 10gp(Sn E d')) -límsup ~ log p(Sn E B) 
11_00 n n 1'1---1000 n n 

::; -A'(lf') + A'(B) < O. 

donde la útima desigualdad se tiene por la cota superior de grandes desviaciones (1.28). o 

Decimos que {W.lneN, una sucesión de variables aleatorias converge exponencialmente 

rápido a la variable aleatoria W 00 con respecto a las medidas {p.l, si para cada <' > O existe 

un constante [ = [(<,), tal que 

si n es suficientemente grande, y lo denotamos por W. ~ Woo (c.r.a p.). Notemos también 

que si (W.) converge exponencialmente a Woo , se tiene que 

lím P.(lW. - Wool > <') = O. (1.32) 
.~oo 
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esto da lugar al siguiente resultado. 

Lema 1.17. Sea {Wnl una sucesión de variables aleatorias uniformemente acotadas que 

cunverge exponencialmente rápido a Woo con respecto a las medidas {1P.1. Entunces 

(1.33) 

Demostración. Primero notemos que como la sucesión {W.l es uniformemente acotada, exis· 

te K > O tal que 

de donde se deduce que p.(lW. - Wool > ~) = O para E > K. Por otra parte también se tiene 

que 

[ lím 1P.(lWn - Wool > E)df = (K lím IP.(IW. - Wool > E)dé = O; 
o ~~OO Jo n~oo 

por (1.32). Como lPn es una medida de probabilidad, para toda n, podemos intercambiar el 

límite y la integral (Teorema de Convergencia Dominada) 

O = (K lím 1P.(lW. _ Wool > é)dé = Iím (K 1P.(lW. - Wool > E)dE Jo ,,~oo n_oo Jo 
= Iím [1P.(lW. - Wool > E)df. 

11_00 o 

Recordemos que si Y ~ O es una variable aleatoria entonces 

E[Y] = [ IP(Y > y)dy. 

Por lo tanto 

O = lím [lPn(lW. - Wool > E)dé = Iím EpJIW. - W 001]. 
,,---lOO o ft-+oo 

o 

Podemos ver que la convergencia exponencial es muy parecida a la convergencia en pro

babilidad (es claro que la convergencia exponencial no es precisamente la convergencia en 

probabilidad) de una sucesión de variables aleatorias y al igual que en ésta, si tenemos manera 

de dominar la sucesión tenemos algo parecido a la convergencia en L,. 



Capítulo 2 

Teoremas de convergencia para las 
distribuciones microcanónicas y 

, . 
canonlcas. 

En este capítulo presentaremos una serie de teoremas y propiedades que nos ayudarán en 

el trabajo posterior: la aplicación de la teoría a la Mecánica Estadística. Todo el trabajo que 

haremos en esta sección es consecuencia, principalmente, de la Ley Condicional Débil de 

Nummelin [Num89]. 

En la primera sección definiremos que es una observable, así como también otra serie de 

conceptos que usaremos en la parte de las aplicaciones. 

En la segunda sección nos enfocaremos en la convergencia de cierto tipo de distribuciones a 

lo que llamaremos la distribución canónica. Cabe destacar que la distribución canónica es-

tará estrechamente relacionada con el concepto de punto dominante [Ney83]. 

2.1. Distribuciones microcanónicas, canónicas y empíricas 

Tomemos XI, X2, ••• una sucesión de variables aletorias independientes e idénticamente 

distribuidas con ley P, con valores en un espacio de medida (E (;; IRd , 'F); pensaremos que 

29 
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cada X; representa el estado de la i-ésima partícula de un sistema. Podemos interpretar a una 

función de E en ]Rd como una observable. 

Definición 2.1. Una función f : E -> ]Rd medible se le llama observable. 

Ahora supongamos que tenemos una observable f tal que f = (g, u) donde g : E -> ]Rdl 

Y u : E ...... Rd
" d = di + d2 • Supongamos que lo que podemos medir es la media muestral de 

una observable; bajo este hecho obtendremos información acerca de los estados XI, X2, ••• 

tan sólo ocupando esta medición, es decir 

Un = ¿:7ol u(X,) E e 
n n 

Para ser más exactos, si tenemos un convexo no vaCÍo e E ]Rdl podemos preguntarnos qué pa_ 

sa con las siguientes probabilidades 

Pn,c = IP( . I Unln E C). 

A estas medidas las llamaremos probabilidades microcan6nicas. Entonces tenemos las dis

tribuciones condicionales inducidas 

Pn.ddx) = IP(XI E dxl U.ln E e), 

que llamaremos las distribuciones microcan6nicas (de los estados). Notemos que p •. ddx) = 

IP(X; E dx I Unln E e) para cualquier i = 2,3, ... , n porque las variables ¡X;} son intercam-

biables, a consecuencia de ser ij.d., por lo cual se tiene que 

I • 
Pn.ddx) = ;; ¿ P(X; E dx I Unln E e). 

,=1 
(2.1) 

Dado f3 E Rd
" podemos evaluar la función generadora de momentos de u(XI ) como 

M(j3) = lE[exp«(j3, u(XI»)], 
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entonces tenemos que M : Rdl -> R. Ahora, si M es finita podemos definir la distrihución de 

Gibbs con dirección p como 

I 
PfI(dx) = Z exp«f3, u(x))P(dx). 

A PfI le llamamos la distribución canónica y a Z = M(f3) lafunción de partición. 

También consideraremos la ditribución empírica 

donde ox, es la Delta de Dirac. 

Al" 
P,,(w,dx) = - LOx,(w)(dx), 

n i=1 

En la siguiente sección veremos, bajo ciertas condiciones de regularidad, que 

lím ?,,(dx) = PfI(dx), 
n~oo 

exponencialmente con respecto a las probabilidades microncanónicas. Es importante notar 

que la distribución empírica es una medida aleatoria, es por eso que la convergencia de ? es 

con respecto a ciertas medidas de probabilidad. Después veremos que 

Jím P".c(dx) = P,,(dx) 
n~oo 

donde p es la misma que en el caso anterior, y además especificaremos de modo único quien 

es p. 

2.2. Convergencia a la distribución canónica 

Sean XI, X2, ••. los estados de las partículas y sea f = (g, u) una observable. Para cada 

v E Rd podemos partir a v = (v" V2) E Rd, X Rd
2, d = dI + d2• En esta parte aplicaremos los 

resultados del capítulo anterior a las variables fi = f(Xi ) y a su función generadora de mo

mentos A(A) = loglE[e<J,M], A E Rd , Y también a u(X¡) y su respectiva función generadora de 
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momentos, /l.u(f3) = log lE[e,",,(X'»j. Pero antes de hacer esto presentamos una breve discu-

sión sobre un tipo de medidas de Gibbs que nos servirá más adelante; en particular podemos 

ver que la distribución canónica es una medida de Gibbs. 

Recordemos que en el Lema 1.11 vimos que 11.0 es diferenciable, al menos en ~A según la 

observación, por lo cual 

-(A) = ---- é"x) P(dx) = -- x-él,x) P(dx) aA I a I I I 
aA, M(A) aA, M(A)" 

(donde el intercambio de la derivada y la integral lo podemos hacer por el Teorema de Con-

vergencia Dominada) y así tenemos que 

V/I.(A) = -1- Ixe(A,X)p(dX) = fXe<A,X)-/\(A)P(dX) 
M(A) . 

donde la penúltima igualdad se da si X tiene a P A como ley. Escribiendo con esta notación el 

Lema 1.11 tenemos que 

(2.2) 

siempre que exista m-I(y); en particular dado una conjunto B donde el punto dominante exista 

se tiene que A". = m-l(vB). 

Supongamos que el dominio efectivo de A., ~., es abierto y que g es una función acotada. 

Entonces el dominio efectivo de A es ~A = lid, X ~., que es un abierto de Rd • 

Sea a E IRd2 tal que,6 = m: I (a) exista, definimos ta = (O,,6)(E ]Rd) Y Va = m{ta), entonces 

/I.'(Va) = A~(va) = ínf A'(v). 
1I: v2=a 

Ya que v E IRd , tal que V2 = a, se tiene que 

A'(v) 2! (ta, V) - A{ta) = (,6, a) - Au(f3) = A~(va) 
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y se da la igualdad cuando v = Va. 

Ahora tomemos e E ]Rd2 un boreliano convexo tal que [Yu n er '" 1') y murO) = IE[U(X,)] rt 

C. Entonces existe ac un punto dominante para Au Y C. 

Sea B = ]Rdl X e entonces 

A'(B) = Ínf A'(v) = Ínf ínf A'(v"a) = ínf A'(va ) = ínf A~(a). 
lIES aEe VI EIRdl aEC aEC 

Pero el ínfaEC A:(a) = A:(C) = A:(acJ, por ser ac el punto dominante. Entonces 

V8 = vac = m(tac) = m(O,f3), 

donde f3 = m~' (acJ que sabemos que existe, por lo cual 

ac = miJ3) = IEp(u(X,)) = J u(x)Pp(dx). 

Por último 

y 

(v8h = IEp[g(Xil] = J g(x)Pp(dx). 

Teorema 2.2. Supongamos que !p. es abierto y no vado. g es una función acotada. y e es 

un boreliano convexo tal que [e n Yo]' '" 1') y m.(O) = lE[u(XIll rt C. Sea Pp la distribución 

canónica con f3 = m-' (ae). o<c el punto domilUlnte para Au Y C. Entonces 

Gn "p J -; ----> g(x)Pp(dx) = IEp[g(XIll (2.3) 

con respecto a las probabilidades microcanónicas p •. c ( .) = lP ( ·1 ![;o E C). donde U. = 

l:?=, u(Xi ) y Gn = l:7=, g(Xi ). 
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Demostración. Si ~ E C se sigue que f; = ~ 1:7=¡ ~i E B = ]R,J, X C. Entonces por la 

LCDGN (Teo. 1.16), tenemos que f; converge exponencialmente a Va, el punto dominante de 

B, con respecto a P( . 1 f; E B). Es decir (G.~U.I converge exponencialmente a VB con respecto 

a P( ·1 ~ E ]Rd" ~ E e), de donde ~ converge exponencialmente a (VB)¡ y ~ converge 

exponencialmente a (vaho ambos respecto a P( ·1 ~ E ]Rd" ~ E e). 

Por lo tanto (VBh = ac y entonces ~ converge exponencialmente a Ep[g(X¡)] con respecto a 

P ( ·1 ~ E e), donde f:I = m~¡(acl. o 

Definición 2.3. Sean p,p¡,p" ... medidas de probabilidad en (X, n. Decimos que la su

cesión {Pnl b-converge a p si la sucesión {I gdp.1 converge a I gdp conforme n tiende a 

infinito, para toda g : X -> ]Rd medible y acotada, y lo denotamos por Pn ~ P 

Definición 2.4. Sean 11"¡, 11"" ••• medidas aleatorias de probabilidad en (X, n. Decimos que 

la sucesión {1I"nl converge exponencialmente a la medida 11" (no aleatoria) si la sucesión de 

variables aleatorias I gd1l"n converge exponencialmente a I gd1l" con respecto a (P.I, para 

toda g : X -> ]Rd medible y acotada. 

Recordemos que en la sección anterior definimos las distribuciones empíricas de una 

sucesión de variables aleatorias, P.(dx) = ~ 1:;'.¡ c5x,(dx), las cuales son medidas de probabi

lidad aleatorias y discretas. Dada g : E _ Rd r - medible se tiene que 

f g(X) Pn{dx) = 1:7=¡ g(Xi ) = Gn. 
n n 

Entonces por el Teorema 2.2 sabemos que bajo ciertas condiciones sobre la función g y el 

conjunto e, 

f · Gn exp f g(x) P.(dx) = -;; ---> g(x) Pp(dx) (e.r.a p.,e< . », 

donde f:I = m~¡(acl yac el punto dominante para Au Y C. Por esta breve discusión tenemos 

el siguiente Corolario: 
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Corolario 2.5. Supongamos que t¡gu es abierto y no vacío. C un boreliano convexo tal que 

[Cn.Y"r * 0 y mu(O) ~ lE[u(X1 )llt t. Entonces ¡Pnl converge exponencialmente a Pp donde 

fl ~ m~1 (acJ con respecto a Pn.e( . ). 

La demostración es consecuencia inmediata del Teorema 2.2 y la discusión antes hecha. 

Por último, veremos qué pasa con las distribuciones microcanónicas P.,e(dx). Esto lo hare-

mas en el siguiente resultado: 

Corolario 2.6. Supongamos que t¡gu es abierto y e es un boreliano convexo. Entonces las dis

tribuciones microcánonicas Pn,e(dx) ~ IP(X1 E dx I~ E e) i>--convergen a la distribución 

canónica Pp confl ~ m~l(acJ. 

Demostración, Por el Corolario 2.5 se tiene que 

I g(x) P.(dx) ~ I g(x) Pp(dx) (c,r.a p.,c ( . », 

para toda g : E -> Rd acotada. La acotación de g nos implica existe K > O tal que 

II g(x) Pn(dx) - I g(x) pp(dX)1 :5 K. 

Por lo tanto, por el Lema 1.17 se tiene que 

si n ----+ 00, 

de donde 

o :5 !~"2, IlEp,,c[ I g(x) P.(dx) - I g(x) Pp(dX)]1 

:5 !~"2, lEp,c[ II g(x) P.(dx) - I g(x) pp(dX)I] = o. 

Por último notemos que 

~ lE [1::'-1 G(X¡)] = ~ ~ E [G(X)] 
P,.,C n n L...J P".c 1 

i=1 

~ tI g(Xi)Pn.c(dx¡) = I g(x)P •. c(dx). 

donde la última igualdad se da por la relación (2.1). o 
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Resumiendo, lo que hemos visto: si tenemos u : E .... Rd tal que 9" es abierto y no vacío, 

y C un boreliano convexo, entonces 

e,p f (a) G.ln....... g(x)PfI(dx) = EfI[g(X¡}] con respecto a p •. c, para toda función g : E .... RP 

acotada 

" e;.;:p 
(b) P.(dx) ....... Pp(dx) con respecto a p •. c 

b 
(e) P •. ddx) .... Pp(dx) 

donde.B está definido de manera única como.B = m~¡ (ae) y ac el punto dominante de (C, A). 



Capítulo 3 

Distribución canónica y gran canónica 
para el gas ideal. 

En este capítulo aplicaremos los resultados de grandes desviaciones antes expuestos para 

analizar un modelo básico de la mecánica estadística. Esta rama de la física aplica la teoría de 

la probabilidad para estudiar propiedades de sistemas en equilibrio que consisten de un gran 

número de partículas. Aquí se presentará un modelo muy simple llamado el gas ideal. Este 

modelo, en el cual se supone que no hay interacciones entre las partículas, es el equivalente 

físico a que las variables aleatorias sean i.i.d .. 

La descripción macroscópica de un sistema físico como el gas ideal lo da la termodinámica. 

La termodinámica reúne las propiedades del gas en términos de sus variables macroscópicas 

como presión, volumen, temperatura y energía interna. Pero esta teoría no tiene en cuenta 

que el gas está hecho de pequeñas moléculas. La mecánica estadística tiene como objetivo 

obtener las propiedades del gas a partir de una distribución de probabilidad que describe el 

comportamiento microscópico de éste. 

37 
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3.1. Distribución canónica para el gas ideal. 

El modelo del gas ideal es una idealización del comportamiento límite de gases suficien

temente diluídos. Un imagen microscópica del gas ideal es la siguiente: es un gas hecho de 

moléculas que no interactúan entre si y cuya energía es sólo cinética. Nosotros estaremos 

interesados en calcular la distribución canónica de este sistema. la cual contiene información 

del comportamiento de las moléculas que conforman el gas. 

Lo primero que haremos es considerar un sistema físico estacionario con un gran número de 

partículas indistinguibles con estados X,. X2 • •••• X". Supongamos que tenemos una obser

vable u escalar y no negativa. Intepretaremos u(X¡) como la energía de la i-ésima partícula. 

Supongamos que tenemos una observación del promedio de la energía del sistema. es decir 

U,,/n E (a" a2) que supondremos contenido en (.9'.)" s (O. (0). 

Consideraremos a E \: 1R6 el espacio de estados y P la tomaremos (esencialmente) como la 

medida de Lebesgue, ya que aunque ésta no es una medida de probabilidad. tiene muchas 

de las características que necesitamos como la invarianza temporal (Teorema de Liouville) 

y espacial. Además, si nos restringimos a un conjunto de medida finita tendremos en cierto 

sentido una distribución uniforme. También observemos que independientemente de la me

dida p. las medidas de Gibbs p. son medidas de probabilidad. 

Notemos que la función A: es decreciente en (.7,.)". ya que si tomamos a E (Y.)" tenemos 

que 

(A:)'(a) = (am~'(a»' - (A.(m~'(a»)' 

m~'(a) + a(m:' )'(a) - m.(m:'(a»(m:')'(a) 

m~'(a) S o 

porque mu define un homeomorfismo entre 'JJu y (.7,.)" (ver por ejemplo [Roc971. Teorema 

26.5). 
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Sea e = (a" (2) como arriba y además muCO) = fe u{x)PCdx) ~ C. Entonces sabemos que e 

tiene un punto dominante y por el cálculo anterior es ac = a2. Por comodidad denotaremos 

ac = ay e = (a -o,a). 

Entonces si U.ln E e, la distribución empírica converge exponencialmente a la distribución 

canónica 

Pp(dx) = ~ePu(X) P(dx), 

donde f3 = m~'(a) y Z = Mu(f3) = e"·(fi,. También se tiene que las distribuciones micro-

canónicas p •. c b--convergen a la distribución canónica. Aunque en el problema el número 

de partículas es fijo, se tiene una convergencia en el sentido de que el número de partículas 

es muy grande y, como la convergencia en ambos casos es exponencial, se tiene algo muy 

parecido al límite. 

Una de la cantidades físicas importantes es la entropía; esta la obtenemos como sea) 

-A:(a), con lo cual 

ds = d(A:) = f3da. 

Concluimos que la temperatura absoluta correspondiente al nivel de energía a será 

1 
Ta =--

f3 
f3 = m~'{a). 

Para el gas ideal tenemos que E = r x IR3 ~ R6 , donde r e IR3 lo interpretamos como un 

contenedor, es por eso que supondremos que Ir¡ < 00; también tendremos que 

dqdp 
P(dx) = Ti' 

Como habíamos dicho anteriormente, en el gas ideal no hay interación entre las partículas y 

estás sólo poseen energía cinética por lo cual u(x) = u(q,p) = Ip12/2. Por lo tanto tenemos 



40 CAPÍTULO 3. DISTRIBUCIÓN CANÓNICA Y GRAN CANÓNICA. 

que 

AuI./3) logLe~p(dX)=log rr et!fdpdq 
lO JJrxR3 ir¡ 

log 1 e~ dp = log [f; f r2e'f. cos ¡pd8dif>dr 
IR) o -} o 

= IOg4Jl"[r2e'f.dr = IOg(-f3)-3/2 = _~ IOg(-f3) 
o 2Jl" 2 2Jl" 

y entonces tenemos que 

• 3 
mu(f3) = A.(f3) = - 2f3 

para todo f3 E ~. = (-00, O). Ahora, si tomamos a E (S")" = (O, (0) 

por la fórmula (2.2) se sigue que 

3 
f3 =f3a =--

2a 

a (_2.) + ~ log (..2...) = -~ (1 - log (..2...)) 
2a 2 4Jl"a 2 4Jl"a 

3 (4Jl"ea) -2"log -3-

de donde se concluye que la función de entropía para el gas ideal está dada por 

• 3 (4Jl"ea) s(a) = -AuCa) = 2"log -3- . 

y por la discusión antes hecha, si tenemos que U,ln E C = (a - 0, a), tenemos que las 

distribuciones microcanónicas b-convergen a 

l (IPI2) dqdp 
Pf3(dq, dp) = Z exp - 2T Ti 

donde T = -! conf3 = -i;, que se le conoce como distribución de Maxwell-Boltzmann. 
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3.2. Convergencia a la distribución gran canónica y el gas 

ideal. 

En la sección anterior resolvimos el problema de encontrar la distribución canónica para 

el gas ideal, que describe un sistema de partículas en equilibrio en el cual sólo puede haber 

cambio de energía y el número de partículas está fijo. Otra posible situación es que se puedan 

intercambiar partículas con el entorno, es decir tenemos un sistema abierto. Por ejemplo, si 

estudiamos sólo una pequeña región de un gas, quisiéramos poder obtener información acerca 

de su temperatura, presión, etcétera, y si este gas fuera lo suficientemente homogéneo, estas 

características se preservarían para todo el sistema. 

Supongamos que tenemos un sistema de partículas estacionario en R3 . Además, supongamos 

que cada partícula está en la posición Qi( E IR?) la cual es aleatoria y en el estado Xi (en un 

espacio de estados E), también supondremos que {Qn 1 y {Xnl son dos sucesiones independien

tes, es decir (Xn!, X.
" 

... , X •• ) U (Qm" Qm" ... ' Qm) para todo k, j; además supondremos que 

X" X2, • •• son variables aleatorias i.i.d. con Ley P. Dado un conjunto f E 2J(lR?) denotaremos 

por 

Nr = ¿ 1, 
i:Q¡Er 

es decir el número de partículas en f. 

Supondremos además que 

(a) Nr tiene una distribución Poisson de parámetro Yolr¡, siempre que Ifl < oo. 

(b) Si f" f 2, ... , f n son conjuntos disjuntos tales que Ifil < 00 para todo i, entonces NrI'Nr,. .. . ,Nr• 

son independientes. 

De forma abreviada [Q.l da lugar a un proceso Poisson espacial de parámetro Yo. 

En lo siguiente diremos que f es un contenedor si Ir¡ < 00 y para no complicar más adelante 
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la notación, denotaremos a Nr = N Y a los estados de las partículas en r como Xl, X2 , ••• , XN • 

Llamaremos a X = (X), X2, ... , XN ; N) el gran estado del contenedor unitario de r (lfl = 1). 

Entonces X toma valores en E = (01 U (U:;"=l EX" x (nI), donde X = O si N = O; también 

podemos calcular la distribución de X la cual está dada por 

v;; 
P(dx) = P(dXI ,dX2,' .. ,dx,,; n) = -e-VOP(dxIlP(dx2)'" P(dx,,). 

n! 

Sea u : E -¡. IR la energía observada. A lo largo de este desarrollo nos interesa estudiar tanto 

la energía de las partículas como su número, por lo que definiremos la gran energía como una 

[unción u : E -¡. IR x (N U (O)) dada por 

n 

u(x) = u(x), X2, •. " X n ; n) = (¿ u(x¡); n). 
;=1 

Tomemos un contenedor r muy grande y sea r l,r2, ••• una partición de éste en contenedores 

unitarios; para evitar cualquier indefinición tomaremos siempre In E N. Denotaremos al 

estado gran canónico en f; por Xi. Por las propidades del Proceso Poisson espacial y la 

independencia entre las variables X I ,X2, ••• podemos concluir que las variables XJ,X2, ••• 

son independientes; además podemos ver que tienen la misma distribución P ya que Iril = 1 

para toda i. 

Nos gustaría poder aplicar los resultados anteriores de convergencia a los contenedores f;; 

recordemos que anteriormente los habíamos usado sólo para el número de partículas. Lo 

primero que haremos es calcular la función Au, que llamaremos la función de energía libre 

Au(8, A) = loglE[exp/«(8, A), u(X1)}}] = 10glE [exp {p t u(Xi ) + ,IN} J 

log lE [lE [ exp 0 t u(Xi ) + ,IN }HJ 
= log ~ P(N = n)lE [exp {p t u(Xi ) + ,In} J 

00 JI.! 
log ¿ ..2e-"'[M.(8)eAl" = -Yo + voM.(8)eA

, 

11=0 n! 
(3.1) 
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donde M.(j3) = 1E[Jl"(X¡)j. 

Si suponemos que 51. es abierto, tenemos que 51. = 51. x IR es también abierto. Por lo cual 

podemos derivar (3.1). y obtenemos 

Entonces para (j3, Al E 51. tenemos que m.(j3, A) = lEp~",[XJl donde 

P(j3, A) = exp{ -A.(j3, Al + «(j3. Al, u(x» }P(dx), 

que es la distribución gran canónica; como en ocasiones anteriores demostraremos la conver-

gencia a ésta. 

Tomemos (a, v) E ri(Y'.) Y consideremos la ecuación m.(j3, A) = (a, v) y resolvamos para 

(j3, A); entonces 

(3.2) 

de donde se tiene que 

~ = M~(j3) = /\.' (j3) = m (j3) 
v Mu(j3) u • 

por lo tanto, tenemos que,B = A.(a/,B) y por (3.2) tenemos que 

..1= log(v/vo) - A.(j3) = log(v/vol - A.(m~l(a/v». 

Calculamos la función conjugada de Au para (a, v) E ri(.9"), la cual llamaremos la función de 

gran entropía 

AuCa, v) «a, v), (j3, A» - A.(m~I(j3, A)) 

-Yo + voM.(j3)exp{log(v/vo) - A.(j3») 

afJ + Av + Vo - v. 

Ahora bien, si suponemos que hicimos una observación de la gran media 

(Ir¡ = n), 
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es decir, tenemos una observación de la energía media y la densidad de partículas en el con

tenedor r. Supongamos que esta observación de U./lfI está en e ~ IR' un conjunto convexo, 

por ejemplo un rectángulo (a" a,) x (v" v,). Supongamos además que (e n Yu)" "* 0 y que 

E[u(X,)] = (voE[u(X,)], Vol r¡. t. Ahora, si consideramos una función g : E ..... R,d medible y 

acotada, y consideramos la gran media asociada a g 

¿¡¡Q,er¡ g(X¡) 

Irl 

bajo las condiciones anteriores y el Teorema 2.2 tenemos que 

Gr cxp I 1Il--+ g(x)P(8)(dx) 

conforme IfI tiende a infinito. con respecto a IPn.c = P('I Ur/lfI), donde P(8.J) es la distribu

ción gran canónica de (f3, A) = m;'(a, v) y (a, v) es el punto dominante de e y Au. 

Si definimos 

l 111 
Pr(dx) = r¡ 2)x.(dX) 

I i~' 

tenemos que bajo las mismas condiciones de arriba sobre UII1 /lfI podemos aplicar el Corola-

rio 2.5 con lo cual 

si IfI ..... 00 

con respecto a IPr.c, Y P(8.J) como arriba. 

Por último podemos considerar las distribuciones microcanónicas 

las cuales bajo las condiciones sobre e de arriba y el Corolario 2.6 se tiene que b-convergen 

a P(8 .. l). 
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Por último consideremos la distribución gran canónica 

expf-Aulft, A) + «(/3, Al, u(x»}P(dx) 

exp {-Aulft, A) + tPU(X;) + An} P(dxJ, dX2, .. . ,dx,; n) 

Y-! 
evo e-(",oM,(Jl)e"')[Mu(/3)e"']"e- vo ...QP(dxll ... P(dx,) 

n! 
v" .! -,e Pp(dx¡)Pp(dx2)'" PfJ(dx,) 
n. 

donde Pp es la distribución canónica con p = m~¡(alv). Entonces podemos ver que en el 

límite el número de partículas en el contendor unitario tienen una distribución Poisson de 

parámetro v, y dado este número, los estados de las partículas en el contenedor son ij.d. y se 

distribuyen de acuerdo con la distribución canónica Pp; en este caso podemos interpretar a a 

como la energía media y a y como la densidad de las partículas observadas en el contenedor. 

Lo siguiente que haremos es considerar el problema anterior para el gas ideal, es decir 

u(q, p) = IpI2 /2, Denotemos por qi a la posición de la i-ésima partícula y por Pi al mo

mento de la misma. Supongamos que las ubicaciones de las partículas q¡, qz, ... dan lugar a 

un proceso Poisson espacial con intensidad Yo Y además que son independientes de PI, P2, ... 

las cuales son variables inpendientes con la medida de Lebesgue como distribución (veáse 

sección anterior). 

Supongamos que observamos la gran energía, es decir, medimos la energía media de nuestro 

sistema y también la densidad de partículas, y tenemos que 

Ur ¡r¡ E C = (aJ, a 2) x (VI, VI). 

Sea (a, v) E (.9'ut el punto dominante de e y A:; entonces, por 10 hecho anteriormente 

de modo que 

o A: 3v -o (a, v) = p = m:l(alv) = -- < O 
a 2a 
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y 

{j A~ 3 ( 3v ) -{j (a, v) = ,1 = log(v/vo) + -Iog -
v 2 4rra 

donde esta derivada es positiva si v > v(a) = v¿/5(4rra/3), es negativa si v < v(a) y es igual a 

cero si v = v(a). 

Por lo tanto, (a, v) el punto dominante de C = (a" (2) X (v" V2), es 

y 

v, si v, > v(a) 

v = v(a) si v, :5 v(a) :5 V2 • 

Entonces, tomando (a, v) como corresponda y haciendo ¡3 = -~ tenemos que la distribución 

Pp es igual a 

Pp(dp) = .!:.e-1P1'/2T 
Z 

] 2a 
donde T = -- = -, ¡3 3v 

con Z = (21TT)3/2, Y por lo tanto la distribución gran canónica está dada por la fórmula 

Ahora bien supongamos que tenemos un contenedor r, con volumen V, entonces la distribu

ción gran canónica del estado X en r 1 se obtiene reemplazando a ven la fórmula anterior por 

vV. 

Si consideramos la pareja (Q, X) = (Q" Q2, ... , QN; X, l, X2, .. . ,XN; N) y tratamos de calcu-
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lar la distribución condicionada a que Ur/r esté en C, se tiene que 

P(dq"dq2,'" ,dq.;dp¡,dp2'''' ,dp.;n I Ur/r E C) 

~ P(dp¡, dP2'" ., dp.; n I Ur/r E C)(dq¡ IV)(dq2IV) . .. (dq.IV) 

b 
->~ (v" In!) exp(-vV)(1 12)" 

x exp {-t Ipil2 
12T }dP¡ ... dp.(dq¡ IV)(dq2IV) ... (dq.IV) 

para Pi E IR) Y qi E r¡, i ~ 1,2, ... ,n y n = O, 1,2, ... , donde la primera igualdad se da por el 

siguiente Lema: 

Lema 3.1. Sea N un proceso de Poisson espacial de intensidad v. Si El ~ r entonces 

Demostración. 

P(Ne =IINr =l) 

= 

IElI 
PeNe = 11Nr = 1) = ¡rj' 

PeNe = 1 nNr = 1) PeNe = 1 nNrn0' = O) 
Nr = 1 Nr = 1 

vIElle-vlele-vlrne<1 IElI 

vlflel- vrl Ifl . 

o 
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