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Prefacio

Podemos decir que el ser humano empezé a crear teselaciones desde el momento en que se
levanté el primer muro, al estar escogiendo y acomedando las piedras adecuadas para darle forma
posteriormente . fue perfecclonando cada vez mAis su manera de sus construcciones hasta
"convertirlas en todo un arte, como son las g;randas p1rém1d&e, los mausoleos, grandes palaclos
murallas, etc., pero siempre jugando un papel muy importante en estas las teselaciones.

Al pasar de los afios las teselaciones estuvieron presentes también porque fuefon utilizadas para
darles lujo y majestuosidad a todas las construcciones, ya que hacian formidables figuras para
adomar todas sus construcciones en general,

Figural ' Figura Il

vit



Figura Il FiguraIV

Podemos asociar las teselaciones con muchas cosas que nos rodean. Seguramente en tu nifiez,
jugaste con teselaciones, al armar rompecabezas, las teselaciones son una parte importante de
nuestras vidas, las vemos en todas partes: en los muros, en los tejados, en los tejidos, en los pisos,
en las rejas, a cualquier lado que veas, seguramente existe una teselacién.

Las teselaciones juegan un gran papel en la Naturaleza, por ejémplq en los panales de abejas, en
las celdas formadas por células, en la corteza de los arboles, en algunos animales como en el
caparazdn de las tortugas, en la piel de los cocodrilos, en la piel de los tigres, leopardos, etc.

- En todos los balones que se usan en diversos deportes, las teselaciones estén presentes, como en
un balén de fitbol, de basquetbol, de béisbol, o de lo que sea, seguramente ese balén, tiene una
teselacién. ) '

Como te habras dade cuenta, hay una infinidad de teselaciones y como en esta tesis se dara una
clasificacién de las teselaciones de acuerdo con la simetrias que tengan, solamente estudiaremos
aquellas que tienen simetrias

Resulta que las simetrias de una teselacion forman un grupo, al cual llamaremos grupo de
simetria de la teselacién, ademas a cada teselacidn le asociaremos un dominio fundamental y
con ayuda de unas herramientas de Topologia, de cada dominio fundamental obtendremos un
orbifold, a estos obifolds la daremos un nombre y un valor que dependera de unas caracteristicas
topolégicas que tenga y el nombre es el que le dara su clasificacién.

Todo esto se trabajara en el plano euclidiano, en la esfera y en el pla.lio hiperbélico.

Este trabajo trata de ser un texio introductorio al estudio de las teselaciones visto desde el punto

de vista de los orbifolds.
vili



Introduccion

1.1 Introduccién.

Una teselacion 7, del plano es cualquier particién de éste en regiones ty, t,...a las que llamaremos
teselas, cada tesela debe ser topolégicamente igual a un disco cerrado.

Existen teselaciones las cuales tienen teselas que son la misma, en la figura 1.1, las teselas son
recténgulos y tridngulos; entonces podriamos decir que esta teselacién tiene dos clases de teselas.
A cada clase se le llamar4 tesela tipo; entonces en el ejemplo tenemos dos teselas tipo

~
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Figura 1]



A continuacidn se dardn unas definiciones necesarias:

Una isometria de X es una transformacion f: X & X tal qued (x,y)=d{f (x), f(y)} Vx,y e X.
Con una isometria no se puede deformar el espacio, estirindolo, encogiéndolo, doblindolo, ni de
ninguna manera gue ho sea tratando el espacio como si fuera un cuerpo rigido. Intuitivamente una

isometria manda una figura (la que sea), en otra figura congruente.

Una simetria de A ¢ X es una isometria f tal que f (A) = A como conjunto, no necesariamente
punto a punto.

Entonces una simetria de una teselacién 7, es una isometria ftal que f( 7)=T.

1.2 Isometrias del Plano Euclidiano.
Si tenemos dos figuras cualesquiera congruentes en el plano euclidiano, existe una tnica
isometria del plano con la que podemos llevar una en la otra, y lo haremos de la siguiente

manera:

Tomamos tres puntos @, b y ¢, en una de las figuras y los tres puntos equivalentes a’, b’ y ¢’, en la
otra figura y entonces podemos tener los siguientes casos

Caso 1.- Si los puntos que son equivalentes tienen !a misma orientacién y las lineas que los unen
son paralelas. Entonces la simetria que lleva una en la otra es una traslacion.

a

Nb ' C'Nb,

Figura 1.2

Caso 2.- Si los puntos que son equivalentes tienen la misma orientacién y las lineas que los unen,
no son paralelas. Entonces la simetria que lleva una en la otra es una rotacién . El centro de la
rotacién que lleva una figura en la otra es el punto de interseccién p de las mediatrices de los
segmentos que unen a cualquier par de puntos equivalentes.



Figura 1.3

Caso 3.- Si los puntos equivalentes no tienen la misma orientacién y las lineas que los unen son
paralelas. Entonces la simetria que lleva una en la otra es una reflexion por la mediatriz del
segmento que une a cualquier par de puntos equivalentes.

\K})

Figura 1.4 -

Caso 4.-Si los puntos equivalentes no tienen la misma orientacién y las lineas que los unen no son
paralelas. La simetria que lleva una en la otra es una reflexion paso.




La construccién de la reflexion paso que manda una figura en la otra es la siguiente:

Prolongamos dos lados congruentes be y b'c’ llamamos p, al punto de interseccion, tomamos una
bisectriz'del angulo que forman; trazamos una paralela a la bisectriz por a y otra por @/, trazamos
una perpendicular a esas paralelas y corta la paralela por a en 4 y a la paralela por a’ en d",
sacamos la mediatriz de dd” y sobre esta mediatriz, se hace la reflexién paso; que consiste en
reflejar y luego trasladar en forma paraleta a la reflexién.

Y como ya agotamos todas las posibilidades de tener tres puntos con sus congruentes; resulta que
éstas son todas las simetrias del plano euclidiano. -

Entonces, dada una teselacion del plano euclidiano, las simetrias que puede tener son algunas de
las anteriores.



Grupos de Simetrias
de Teselaciones
Euclidianas

2.1 Simetrias de Teselaciones Euclidianas.

El orden de una rotacién es el nimero de veces que tenemos que aplicar la simetria para
obtener la identidad. Si tenemos una rotacidén de un 4ngulo 27/n, n en los naturales, necesitaremos
aplicar n veces la transformacidn para tener la identidad y entonces ésta sera de orden #.

En una teselacién no puede haber rotaciones de orden irracional, ya que los mosaicos se
encimarian.

En ocasicnes tenemos mdas de una linea de reflexién en un punto, es decir, dos o maés lineas de
reflexién se intersecan en un punte con un 4ngulo de 2n/2n = w/n. Estos puntos se llamarén
puntos caleidosc6picos (kal).

P9
b|d

Figura 2.].- Punto kal de orden 2.

Los puntos kal también tienen orden y este es el nimero de lineas de reflexién que se intersecan
en ¢l punto. En a figura 2.1, el orden del punto kal es dos.



Analicemos un ejemplo, Las simetrias que tiene un cuadrado son:

Una reflexion /; por la linea que une los puntos medios de sus lados verticales, una reflexién /;
por la linea que une los puntos medios de sus lados horizontales; una reflexién {; por una de sus
diagonales; por la otra diagonal también hay una linea de reflexion I un punto kal de orden 4 en
donde se cortan todas las reflexiones y una rotacién que tiene como centro el punto kal. En una
teselacion, cuando una rotacién esté en un punto kal, no se tomaré en cuenta, porque se trata de
un pupto kal.

{3
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Is I
Figura 2.2

Tomemos entonces ¢l cuadrado y formemos una teselacién, pero antes nombremos las esquinas,
el centro y los puntos medios, como muestra la figura 2.3a.

a [ b a_f bpa S b
i e g il e gif e g
[+ h d < h ac h d
Figura 2.3a Figura 2.3b

Entonces si tomamos otra cuadrado y lo ponemos al lado, como muestra la figura 2.3b, se
identifica el punto b del primer cuadrado con el punto a del segundo cuadrado, podemos decir
que ese punto es a. Lo mismo sucede con el punto 4 del primer cuadrado y con el punto ¢ del
segundo; y podemos decir que ese punto es c. Igualmente con el punto g del primer cuadrado y-
con el punto i del segundo; y podemos decir que ese punto es i (Figura 2.3¢).

a S _ap S p a S a I b a S a J a I b

o €. j1g e g i €. i e- & ir e e | e. 4

¢ h cd h d € h ¢ h d ¢ h € A € h d
Figura 2. 3c Figura 2.3d

Si ahora pegamos otro cuadrado al lado, pasaré lo mismo: el punto & serd a; el punto 4 serd ¢ y el
punto g serd ¢ (Figura 2.3d).Y si hacemos una banda infinita, sélo tendremos puntos a arriba,
puntos ¢ abajo y todos los puntos medios de los lados verticales serdn i

Pero como queremos una teselacion del plano tenemos que pegarle a la banda otros cuadrados u
otra banda como muestra la figura 2.3e.



a f _a J_a f a
1 € i €. i € i

i € i €. i e i
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[ h C h ¢ A C

[ B C PR h C
Figura 2 3¢ © Figura 2.3f
Y tenemos que los puntos ¢ de la primera banda s¢ identifican con lo puntos a de la segunda

banda entonces podemos decir que todos son a y los puntos k de la primera banda se identifican
con los puntos f de la segunda banda entonces resulta que todos son f (figura 2.3g)

a_ S a f a [ a a S a f & f a
i € i € i 4 i i e i € i € i
dl S a4 S 4 S a a / d S a S a
i € i € LAN i e. i e j e. i
¢ K ¢ h © A ¢ a [ o [ a L g

Figura 2.3g ‘ Figura 2.3k

Asi de ésta manera llenamos el plano (figura 2.3h} y todos los puntos de las esquinas son a y
todos los puntos medios son f o son {; todas estas identificaciones fueron por las traslaciones.
Ahora los puntes f'y los puntos i se identifican por la rotacion en ¢l punto e si rotamos 90°, asi
que podemos pensar que todos los puntos medios son f {figura 2.3i)

a [ S a f a

A e A e f e 7




A las lineas sobre las cuales hay reflexiones o reflexiones pase y a los puntos sobre los cuales hay
rotaciones o son puntos kal, los llamaremos elementos de simetria.

Ya que tenemos esto, podemos decir que dos elementos de simetria de la teselacién de la figura
2.3i estan relacionadas si estén sobre los “mismos” puntos; entonces todas las lineas de reflexién
sobre los lados de los cuadrados estin relacionadas, porque todas pasan por los puntos a y forman
la clase c;. Tedas las lineas de reflexidn en las lineas que pasan por los puntos /'y por los puntos e
estan relacionadas y forman la clase c; y todas las lineas de reflexién que pasan por los puntos a y
los puntos e estin relacionadas y forman la clase c; y todas las lineas de reflexion paso estdn
relacionadas porque todas pasan por los puntos £, formando la clase cs. Los puntos kal sobre los
puntos a forman las clase cs, los puntos kal sobrc los puntos ¢ forman la clase ¢, y los puntos kal
sobre los puntos f forman la clase c;.

De manera natural podemos relacionar a las simetrias por sus elementos para formar clases, es
decir, dos simetrias estan relacionadas; si est4n relacicnados sus elementos de simetria. De aqui
podemos observar que si tomamos dos elementos de simetria de la misma clase existe alguna
simetria en la teselacién que “lleve una en la otra” es decir que lleve una linea de reflexién en
otra linea de reflexitn, o que lleve un punto de rotacién en otro punto de rotacién, etc.

En lo sucesivo cada vez que se hable de simetria, nos referiremos a la clase de la simetria de
alguna teselacion.

Las simetrias de una teselacién forman un grupo, a este grupo se le llamard “El grupo de
Simetrias de la Teselacién™. Para que un conjunto forme un grupo debemos tener una operacién
binaria, que en este caso serd la composicidn de las simetrias. La operacidn tiene que ser
asociativa, tener elemento neutro y que cada elemento debe tener su inverso.

Primero veremos que la composicién de simetrias es una simetria.

Sean f'y g dos simetrias de T, entonces.

XX gX-oX X x A X
A
f((T)=T g(T)=T f(g)

fg(T)=f(T)=T
Por lo tanto la composicién de simetrias es una simetria.
La asociatividad se cumple para todas las funciones.
(f=(g-M) (x)=f{(g by (x))=f(g (b (x)))
((f-g) ) (x)=(f-g)} (b (x)) = £ (g (h (x)))

El elemento neutro es la identidad, ya que si f es una simetria de T entonces



f(T)=T fad(T)=~1(T)
WA (TH=£(T)
Sélo falta ver que cada simetria tenga su inversa.

La inversa de una traslacién, serd una traslacién de igual magnitud, pero en sentido contrario:
cambia ésta por ésta «

a . -a
La inversa de una rotacién es otra rotacién del mismo angulo, pero en sentido contrario.

548

Figura 2.4.- Rotaciones en sentidos opuestos.

El inverso de la reflexién es ella misma, ya que si reflejamos dos veces en la misma linea
tenemos la identidad, y por ultimo para encontrar el inverso de la reflexién paso, (que es la
combinacién de una reflexién con una traslacién), primero debemos hacer la inversa de la
traslacién y después la de la reflexion.

paso = traslacién (reflexién (x))  paso’ = reflexién (traslacién™ (x))
Por lo tanto las simetrias de una teselacién forman un grupo.
Existen muchos tipos de teselaciones, pero las que estudiaremos aqui son las que tienen un
mimero finito de teselas tipo y en cuyo grupo de simetrias hay dos traslaciones {en realidad hay
muchas traslaciones, pero todas ellas se pueden generar tomando dos linealmente independientes,
es decir no paralelas, porque estamos, trabajando en un espacio de dos dimensiones). A este tipo

de teselaciones se les llama teselaciones peri6édicas.
En lo sucesivo, cada vez que s¢ mencione teselacién, se estard hablando de teselacién periddica.

Dada una teselacién nos fijamos en sus simetrias y en la érbita de un punto. La érbita de un
punto es el conjunto de puntos del espacio a los cuales podemos it a dar bajo las simetrias de la
teselacién, partiendo del punto dado, es decir:

or{Xe)={x€e X | 3 g€ G, g(x,)=x} donde G es el grupo de simetrias de la teselacién'
Ty, )

A A A

Figura 2.5.- Los puntos marcados son la 6rbita de X, bajo el grupo de simetria de la teselacién.



El dominio fundamental de una teselacidén es una regién en cuya cerradura, hay al menos un
punto de cada 6rbita; en el interior de 1a region no puede haber méis de un representante por cada
orbita, si hay dos de la misma 6rbita estin en la frontera, es decir, es la parte més chica del plano
que con las simetrias del grupo genera la teselacién. En una teselacién hay muchas regiones que
funcionan como dominios fundamentales, (aunque todas son equivalentes como conjunto), por

PIPP|P
PIP|P|P
plplplP

Figura 2.6.- Una tesela es III y es igual a una regién que es un dominio fundamental.

Pero si tomamos 1a mitad de uno y la mitad de otro, (figura 2.7a), también se tiene un dominio
fundamental; los dos cumplen con las condiciones para ser un dominio fundamenta!, de hecho,
cualquier cuadrado sobre la banda del tamafio de la tesela es un dominio fundamental.(figura

2.7b).
T —T

) [P Pl

a b

Figura 2.7.- a) mitad de uno y mitad de otro. b) cuadrado del tamafio de un mosaico.

Dado un dominio fundamental y sus simetrias, tenemos toda la informacidn de la teselacién. Con
estos dos elementos podemos generar la teselacién completa, pegando dominios fundamentales
de la forma que mandan las simetrias.

2.2 Como encontrar dominios fundamentales.

Lo primero que tenemos que observar es si en el grupo de simetrfas de la teselacién hay
reflexiones, porque las reflexiones siempre marcan la frontera del dominio fundamental, ya que
por cada punto de un lado de la linea de reflexién hay otro (su reflejado) del otro lado, y los dos
pertenecen a la misma drbita bajo la reflexién. Entonces podemos considerar sélo un lado de 1a
linea de reflexidn.

q | p

Figura 2.8.-Debemos considerar que se encuentra a un lado de la linea de reflexion.
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Por lo anterior un punto kal no puede estar en el interior de un dominio fundamental, ya que es la
interseccién de las lineas de reflexién.

Un punto de rotacién de orden n tampoco puede estar en el interior de un dominio fundamental,
porque por cada punto que esté en cualquier vecindad de él, hay n-/ copiasas de ese punto, y
entonces los 7 puntos pertenecen a la misma 6rbita. S6lo nos quedamos con uno de ellos y no

consideramos los otros n-1.
P &

Figura 2.9.- Debemos tomar sdlo una seccién de la rotacién.

Las lineas de reflexion paso, pueden estar en el interior de un dominio fundamental, debido a que
reflejan y trasladan; y los puntos de la misma érbita por el paso, no estén tan cerca (figura 2.15b).

El dominio fundamental no puede ser méas largo (enm esa direccién) que la magnitud de la
traslacién, ya que, cn el interior, tendria mas de un punto de la misma drbita, bajo la traslacién,
pero si puede ser mas corto que la traslacién, ya que los puntos que no alcance a tomar bajo la
traslacién, los puede tomar por otras simetrias (figura 2.15b).

Si el vector de la traslacidn atraviesa una linea de reflexidn, entonces €l dominio fundamental no
puede ser més largo (en la direccién de la traslacién) que la mitad de la magnitud de la traslacién,
porque si no tendria a la linea de reflexién en el interior del dominio fundamental, y ya vimos que
€s0 no puede pasar.

Los tamafios de los dominios fundamentales con respecto a las teselas pueden ser: méis grandes,
mas chicos o coincidir. Por ejemplo: en una cuadricula, donde las teselas son los cuadrados, la
teselacién tienen un punto kal de orden cuatro en el centro del cuadrado; entonces si busco un
dominio fundamental dentro del cuadrado es a lo mis un cuarto de cuadrado; de hecho el dominio
fondamental es la mitad de eso, porque tiene una linea de reflexion.

B ‘

linea de reflexiéon . dominio fundamental

Figura 2.10.- E] dominio fundamental puede ser mis pequefio que la tesela.



Se puede dar el caso en que el dominio fundamental coincida con la tesela, en este caso la tesela
no tiene simetrias en el interior, por ejemplo:

PIPP P
d|d|d|d

PIPIPIP

Figura 2.11.- Latesela es ‘_EI y también es un dominio fundamental.

También puede pasar que los dominios fundamentales sean mas grandes gue cualquier tesela, por
ejemplo:

Figura 2.12

El cuadro pequefio es un dominio fundamental de la teselacion y esti formado por varias teselas.

2.3 Orbifolds.

En esta seccion analizaremos los orbifolds de 17 ejemplos de diferentes teselaciones del plano
euclidiano.

Cuando tengamos los dominios fundamentales, haremos las identificaciones de los puntos que
son equivalentes bajo las simetrias, es decir, uniremos los puntos que pertenecen 2 la misma
orbita. Como en el interior de cualquier dominio fundamental sélo hay un elemento de cada
orbita, los “pegados” serdn sobre la frontera, que es donde puede haber mis de un elemento. A lo
que resulta de estas identificaciones se les 1lama orbifold (esta palabra es una fusién entre orbita
y manifold, que en inglés significa variedad) que es una variedad con puntos singulares (puntos
de rotacién y puntos kal).



Figura 2.13.

Las tmicas simetrias que tiene la teselacion de la figura 2.13 son dos traslaciones.

& e

T
Figura 2.13a.- Este es un Figura 2.13b Figura 2.13c
dominio fundamental.

Tomamos el dominio fundamental y pegamos sus lados en la direccién marcada en la figura
2.13b, ya que.con la traslacién podemos llegar de un lado del dominio fundamental al otro. Ahora
pegamos sus otros dos lados, como se indica en la figura 2.13¢, porque pertenecen a la misma
Orbita bajo la otra traslacién. Entonces tenemos que pegar como se indica en la figura 2.13d.
Pegando un par primero, lo que tenemos es un cilindro. Identificamos ahora los extremos del
cilindro, como se indica en la figura 2.13e y queda un toro (fig. 2.131).

Figura 2.13d Figura 2.13e. Figura 2.13f.- El orbifold es un toro



Figura 2.14

En la figura 2.14, tenemos dos reflexiones diferentes: {en las rectas [ y m). Y como las reflexiones
marcan la frontera de los dominios fundamentales, entonces ¢l dominio fundamental debe estar
entre las dos reflexiones; para acabar de determinarlo, nos fijamos en la traslacién en direccidn
horizontal y tenemos un dominio fundamental (figura 2.14a).

Figura 2.14a.- Este es un Figura 2.14b Figura 2.14c.- Orbifold de la
dominio fundamental teselacion

En ¢l dominio fundamental de la figura 2.14b, sélo pegamos el par de lados marcados, que son
equivalentes bajo la traslacién, los otros lados no se pegan, sobre ellos hay lineas de reflexién y
como ya habiamos visto, las lineas de reflexién, marcan la frontera del dominio fundamental y
ahora vemos que como no se pegan, también son la frontera del orbifold. Entonces pegando,
tenemos un cilindro. (figura 2.14c).

14
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Figura 2.15

En la teselacion de la figura 2.15 hay una reflexién en / y una reflexién paso en m; con la
traslacion podriamos generar un dominio fundamental. (figura 2.15a), pero para los pegados, no
. Tos conviene porque es relativamente dificil de pegar; nos conviene més el dominio fundamental
de la figura 2.15b, que esté acotado por la reflexién y la traslacién.

{ o 3

Figura 2.15a.- Este dominio fundamental es Figura 2.15b.
més dificil de pegar

En los iados horizontales del dominio fundamental de la figura 2.15b hay lineas de reflexion,
entonces serdn frontera tanto del dominio fundamental, como del orbifold. La identificacién de
los: lados verticales no es en el mismo sentido (figura 2.15¢) porque pertenecen a la misma orbita
por la reflexién paso, que da como resnltado una banda de Mébius (figura 2.15d)

Figura 2.15¢.- Banda de Mdbius sin pegar Figura 2.15d.- Banda de Mbius orbifold de
la teselacién

Si queremos hacer el pegado del dominio fundamental de la figura 2.15a, por la traslacién se
pegan los dos lados verticales en la misma direccion. (figura 2.15¢).

Fl lado de abajo no se pega porque es una reflexién, es frontera y el lado de arriba se pega
consigo mismo por la reflexién paso (figura 2.15f).

N
v

N & F i o
Figura 2.15e Figura 2.15f Figura 2.15g.



Los pegados quedan indicados como se muestra en la figura 2.15g, pero no se ve tan claro que es
una banda de Mdbius, sin embargo, si lo es, ya que pegando los lados verticales, tenemos un
cilindro (figura 2.15¢), donde ia parte de arriba se pega come un plano proyectivo (un plano
proyectivo se obtiene al identificar los puntos diametralmente opuestos en un disce) y la parte de -
abajo no se pega. Entonces eso es un plano proyectivo con un agujero, (figura 2.15h), mismo que

es una banda de Md&bius.

Figura 2.15h.- (a) Plano proyective con un agujero. (b) Cortamos €l plano proyectivo.
{c) Acomcdamos las partes. (d) Tenemos una banda de Mé&bius

Otro ejemplo:

QGQGQGQCQC
ggcdqdf@dgﬂaﬂ;
1'_c:'c.‘;:5:.15::s.T_c:-,_g_:_{cgc_-.fc',-,_,c.{e::_L__
KO0K: oy 'c-'gc X

. Figura 2.16.

La figura 2.16 tiene dos lineas de reflexidn paso diferentes, / y m, entre dos reflexiones paso
consecutivas de€ la clase de / estd un dominio fundamental; sélo hay qué acotarlo -ahora
horizontalmente (lo mismo se puede hacer con las reflexiones paso m), ¥ lo acotamos con la
traslacion en ese sentido y obtenemos un dominio fundamental (figura 2.16a).

GY GY

Figura 2./6a.- Un dominio fundamental Figura 2.16b.- El orbifold es una botella de
Klein

Tomamos un dominio fundamental que nos conviene (figura 2.16a), los lados verticales son
equivalentes bajo la traslacion, entonces pegéndolos, tenemos un cilindro, ahora los lados
horizontales son equivalentes bajo la reflexién paso que atraviesa por el centro del dominio
fundamental, como ya habfamos visto en la figura 2.15¢, las reflexiones paso se pegan cambiando
el sentido, entonces tenemos la figura 2.16b que es una botella de Klein.

Una botella de Klein se obtiene pegando las orillas de un cilindro en sentido opuesto.
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Figura 2.17

En la teselacién de la figura 2.17 tenemos cuatro puntos de rotacién de orden dos diferentes, los
cuatro tienen que estar en la frontera del dominio. fundamental, como ya habfamos visto. Ahora
unimos los puntos de rotacién con unas lineas, mismas que seran fa frontera de nuestro dominio
findamental, s6lo nos tenemos que fijar que tomemos un punto de cada érbita. Hay varias formas
de unir los puntos, cada forma determinar4 un dominio faondamental. Esta es una de las formas en
las que se puede unir y es uno de los dominios fundamentales. (figura 2.17a)

o &

Figura 2.17a.- Un dominio fundamental

En el dominio fundamental de la figura 2.17a, hacemos las identificaciones doblando cada uno de
los lados sobre si mismo, esto es porque en cada lado hay un punto de rotacién de orden dos y 1a
rotacién lleva a la linea sobre s{ misma. Haciendo todos los pegados, da como resultado’ una
esfera, (figura 2,.17b) pero no es una esfera comiin y corriente, sino que es una esfera con cuatro
puntos de rotacién de orden dos (figura 2.17¢). :

2
2 2
Figura 2.17b. Esfera sin pegar Figura 2.17c.- Esfera con cuatro puntos de

rotacion y orbifold de la teselacién
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Figura 2.18

En esta teselacién de la figura 2.18 tenemos dos puntos de rotacién de orden dos, una reflexién en
! {es la vertical) y dos reflexiones paso en m y n (son las horizontales).

En la franja que determinan las reflexiones, estd un dominio fundamental y como los puntos de
rotacién estin en la frontera, uniendo los puntes de rotacién encontramos un dominio

fundamental (figura 2.18a).

Figura 2.18a.- Un dominio fundamental
Por los puntos de rotacién de orden dos se doblan sobre sf mismos los lados horizontales y queda
como si fuera una “bolsita” (figura 2.18b). Los otros lados tienen la reflexién (no se pegan) y si

ahora aplastamos la “bolsita” desde arriba, lo que tenemos es un disco con dos puntos de
rotacion. (figura 2.18c).

& G5

Figura 2.18b. -Figura 2.18c.-Es el orbifold
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Figura 2.19
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Esta teselacién tiene dos puntos de rotacién de orden dos y dos reflexiones paso en [ y m si
unimos los puntos de rotacién determinaremos parte de la frontera del dominio fundamental y
con la reflexién paso en { acotaremos los otros dos lados y obtendremos un dominio fundamental

de esta teselacion (figura 2.19a),

Figura 2.19a.- Un dominio fundamental

Como tenemos otra vez dos puntos de rotacién de orden dos sobre dos de los lados del dominio
fundamental, entonces esos lados s¢ van a pegar sobre si mismos doblandose y la reflexién paso
por la linea que cruza al dominio fundamental por en medio (la horizontal) hace la identificacion
de los otros dos lados en sentido opuesto. Entonces pegando los lados por las rotaciones tenemos
una “bolsita”, que al aplastarla se convierte en un disco, y la orilla se pega uniendo antipodas, lo
que tenemos es un plano proyectivo.

Entonces ¢l orbifold es un proyective con dos puntos de rotacién de orden dos. (figura 2.15b).

2 S
Wl
b) )

Figura 2.19b.- {a) dominio fundamental despegado. (b) una “bolsita”. (c) el plane proyectivo
con dos puntos de rotacién que es el erbifold.

)
”
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Figura 2.20

En esta teselacidon hay una rotacién en p de orden dos, dos reflexiones paso en ! y m, dos
reflexiones en I’ y m” que se intersecan en dos puntos diferentes, en ¢ ¥ r, que son dos puntos kal
de orden dos.

Con las reflexiones acotamos gran parte de lo que ser un dominio fundamental y uniendo los
puntos de rotacién, determinamos el alimo lado de nuestro dominio fundamental. (figura 2.20a)

2 2 2 2
Figura 2.20a.-Un dominio fundamental Figura 2.20b

E! lado inferior del dominio fundamental se une consigo mismo por la rotacién de orden dos.
(figura. 2.20b). dando como resultado la figura 2.20c, que si oprimimos desde arriba, queda un
disco (figura 2.20d), En la frontera de este dominio fundamental tenemos puntos kal de orden

dos.
2
i;
2 2

Figura 2.20c Figura 2.20d.-El orbifold es un disco con
dos puntos kal en la frontera.
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Figura 2.21

Ahora tenemos en la figura 2.21 cuatro lineas de reflexién que se intersecan en cuatro puntos
diferentes, y cada uno es un punto kal de orden dos, con las cuatro reflexiones tenemos ya
determinado un dominic fundamental (figura 2.21a).

BB

Figura 2.2ia.- Un dominio fundamental

En este caso las reflexiones si nos determinaron toda la frontera de nuestro dominio fundamental,
no hay nada que pegar, de modo que ¢l orbifold es un disco que tiene cuatro puntos kal de orden
. dos en la frontera (figura 2.21b). :

Figura 2.21b.- El orbifold es un disco con cuatro puntos kal.

21



Figura 2.22

Las simetrias que liene la teselacion de la figura 2.‘22, son tres rotaciones de orden tres.
Para obtener nuestro dominio fundamental s6lo tenemos que unir los puntos de rotacién (de una
de tantas formas) para marcar la frontera. (figura 2.222). '

gd ¢ 1

Figura 2.22a.- Un dominio  Figura 2.22b.- Pegamos estos  Figura 2.22c.- Pegamos estos
fundamental lados por la rotacién de orden  lados por la otra rotacién de
tres orden tres

Pegando todos los lados tenemos una esfera (figura 2.22d) y el orbifold es una esfera con tres
puntos de rotacién de orden tres (figura 2.22e). (Notando que dos puntos de rotacién en el

dominio fundamental son el mismo, bajo las otras rotaciones, por eso sélo quedan tres en la

esfera).
3
3
3
Figura 2.22d - El orbifold despegado Figura 2.22e.- El orbifold
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Figura 2.23

En la teselacién de la figura 2.23 tenemos una rotacién en a de orden tres, una reflexién paso en /
una rotacién en /m y un punto kal en 5 de orden tres a pesar de que s6lo hay una reflexidn; esto es
porque con la rotacién, la linea de reflexién, también se rota y se interseca con ofra (que es
equivalente bajo la rotacién).

Ahora del tridngulo que determina la reflexién (figura 2.23), como tiene en el centro un punto de
rotacion de orden tres, nos tomameos la tercera parte de ese tridngulo y ese serd nuestro dominio
fundamental. La figura 2.23a es una forma de partir el tridngulo en tres, pero hay una infinidad de
formas de hacerlo. (figura 2.23b).

LY Iy

Figura 2.23a.-. Un dominio fundamental Figura 2.23b.- Otras formas de tomar un
‘ tercio de un trifngulo.

Aqui observamos que como la teselacion tiene reflexién, entonces este dominio fundamental
tiene frontera (figura 2.23a). Hacemos las identificaciones por la rotacién y en la vanedad se
pegan los dos puntos kal que tiene este dominio fundamental (figura 2.23c)

Queda entonces un disco con un punto de rotacién de orden tres (que debe ir en el interior} y un
punto kal de orden tres. (figura 2.23d).

3

3

Figura 2.23c.- Los dos puntos kal, son Figura 2.23d.- E!l orbifold es un disco con un
equivalentes, bajo la rotacién punto kal y un punto de rotacién, ambos de
orden tres
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Figura 2.24a.- Un dominio fundamental

3

Figura 2.24b.- El orbifold

En la teselacién de la figura 2.24 hay una reflexién paso en /, una reflexién en n1 y tres puntos kal
de orden tres, con la reflexién tenemos totalmente determinada la frontera de nuestro dominio
findamental (figura 2.24a).

Aqui como en el ejemplo de la figura 2.21, la frontera del dominic findamental quedé totalmente
determinada por las reflexiones, no hay nada que pegar entonces el orbifold es un disco con tres
puntos kal de orden tres. (figura 2.24b).
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Figura 2.25

En la teselacién de la figura 2.25 tiene un punto de rotacién en a de orden doswy dos puntos de
rotaci6n diferentes de orden cuatro.

Uniendo 1os puntos de rotacién para determinar la frontera del dominio fundamental, obtenemos
un cuadrado, que es uno de los dominios fundamentales de esta teselacion. (figura 2.25a).

4
Qj 2 :"
q

Figura 2,25a.- Un dominio fundamental Figura 2.25b.- Pegado por una rotacién de
orden cuatro’

Y
I

Por una de las rotaciones de orden cuatro, se pegan dos de los lados, como se muestra en la figura
2.25b y por la otra rotacién de orden cuatro, se pegan los otros dos lados. (figura 2.25¢). Entonces
el pegado total tiene que ser como lo muestra la figura 2.25d y les dos puntos de rotacion de
crden dos, son equivalentes.

Haciendo todos los pegados queda una esfera con tres puntos de rotacién: dos de orden cuatro y
uno de orden dos, que ¢s el orbifold (figura 2.25¢).

< e
¥ A ¥
4——42
Figura 2.25c.- Pegado Figura 2.25d.- Esfera sin Figura 2.25e.- El orbifold
‘por la otra rotacién de orden pegar
cuatro
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Figura 2.26

La teselacién de la figura 2.26 tiene un punto de rotacién en @ de orden cuatro, una reflexién en J,
dos reflexiones paso en i y n y un punto kal en & de orden dos.

Con las reflexiones determinamos un cuadrado que tiene un punto de rotacidon de orden cuatro en
el centro, entonces podemos tomar la cuarta parte del cuadrado que queramos y tendremos un

dOminiO ﬁlndamenta.l (ﬁgura 2.263)
.
w J 2

Figura 2.26a.- Un dominio fundamental
S6lo pegamos el dominio fundamental por la rotacién de orden cuatro (figura 2.26b), los otros

dos lados tienen reflexion y por lo tanto no se pueden pegar .Entonces queda un disco con su
punto de rotacién de orden cuatro y su punto kal de orden dos, que es el orbifold (figura 2.26¢).

4
4

s

\

Figura 2.26b.- Tenemos que pegar la rotacién de Figura 2.26¢.- El orbifold
orden cuatro
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Figura 2.27

La teselacién de la figura 2.27 tiene dos lineas de reflexién en / y m, que forman tres puntos kal:
uno de orden dos que esta en a; y dos de orden tres que estin en & y . También tiene una

reflexion paso en n.

Con las reflexiones queda totaimente determinado el dominio fundamental (figura 2.27a).

& p”

Figura 2.27a.- Un dominio fundamental

Como en toda la frontera del dominio fundamental hay reflexiones, entonces no se pega nada y el
orbifold es un disco con tres puntos kal; dos de orden cuatro y uno de orden dos (figura 2.27b).

2

Figura 2.27b.- El orbifold
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Figura 2.28

En la teselacién de la figura2,28 tenemos tres puntos de rotacidén: en g que es de orden seis, en &
que ¢s de orden tres y en ¢ que es de orden dos.

Para obtener un dominio fundamental, imicamente unimos los puntos de rotacién. (figura 2 28a)

BB\ z

Figura 2.28a .- Un dominio fundamental Figura 2.28b.- Pegado por la rotacién de orden dos

Ahora pegamos los lades del dominio fundamental con las rotaciones que tiene, por la rotacién
de orden dos pegamos el lado que indica la figura 2.28b consigo mismo y por la rotacién de
orden seis pegamos los otros dos lados, como muestra la figura 2.28¢c. Los dos puntos de orden
tres son equivalentes bajo las rotaciones.

Pegando todo (figura 2.28d) tenemos una esfera con tres puntos de rotacién de drdenes seis, tres
y dos (figura 2.28e).

RVAN AN

Figura 2.28c.- Pegado por la Figura 2.284d. Figura 2.28e.- El orbifold
rotacion de orden seis
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Figura 2.29
Ahora tenemos en la teselacién de la figura 2.29 dos lineas de reflexién en [ y m, que forman tres
puntos kal: en 2 que es de orden seis, en b que es de orden tres y en ¢ que es de orden dos.
Adems tiene dos lineas de reflexién paso en [y g.
El dominio fundamental queda totalmente determinado por las lineas de reflexién. (ﬁgura 2.29a)
W sws
2
Figura 2.29a.- Un dominio fundamental

Otra vez las reflexiones no dejan pegar nada y el orbifold es un disco con sus tres puntos kal de
ordenes seis, tres y dos. {figura 2.29b).

Figura 2.29b.- El orbifold
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2.4 Una manera de nombrar a las teselaciones.

Ahora que a cada una de nuestras teselaciones le hemos asociado un orbifold, vamos a darles un
nombre dependiendo de las caracteristicas que tiene el orbifold. Todos los orbifolds son una
esfera con algunas alteraciones, por ejemplo: un toro es una esfera con un asa; un cilindro es una
esfera con dos fronteras (es decir dos hoyos); un plano proyectivo es una esfera con un hoyo, el
cual esta identificado por sus antipodas; a un hoyo identificado por sus antipodas, lo Hamaremos
“torcedura™; una banda de Mdbius es una esfera con dos hoyos y uno de ellos est4 identificado
por sus antipodas, etc. También pueden tener puntos de rotacién, puntos kal. Estas caracteristicas
son lo que les va a dar su nombre.

Por cada asa, pondremos o .

Por cada torcedura que tenga el orbifold, pondremos x..

Por cada frontera que tenga el orbifold, pondremos un *, que es equivalente a una linea de
reflexion.

Si tiene un punto de rotacién de orden #, pondremos una n.

Y por cada punto kal de orden n, pondremos *n.

YV VYVV

Asf que con estas instrucciones podemos nombrar a cada ura de nuestras teselaciones.

» El orbifold de la teselacién de la figura 2.13, es una esfera con una asa (un toro). (figura
2.30). Asi que esta teselacion se llama o.

DO C.CCCL

Figura 2.13 Figura 2.30.- Un toro o

¢ El segundo orbifold (figura 2.14), es una esfera con dos fronteras (dos hoyos), entonces
marcamos un * por cada frontera. {figura 2.31), entonces la teselaci6n se llama **.

MM e oM oW e

Figura 2.14 Figura 2.31.- Un cilindro **
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El orbifold de la teselacién de la figura 2.15 es una esfera con una torcedura y una frontera;
(es una banda de Mé&bius). La esfera con una torcedura es un plano proyectivo y con ¢l hoyo
(la frontera), se hace un plano proyectivo con un hoyo. Eso ya es una banda de Mobius,
porque una banda de Mdbius, pegada por la frontera con un disco, produce un plano
proyectivo, ese disco es el hoyo. (ver figura 2.15h) Entonces le corresponde una x por la
torcedura y un * por la frontera; por lo tanto el nombre completo de la teselacién es: x*

(figura 2.32).
\ )

Figura 2.15 Figura 2.32.- Banda de Mbbius x*

¢ Como vimos en el ejemplo anterior, una e¢sfera con un hoyo y una torcedura es una banda
de M&bius, entonces si tomamos la esfera y la dividimos en dos y a cada mitad le
ponemos una torcedura, cada mitad sera una banda de M&bius, ya que es una torcedura
con una frontera. (figura 2.33) Y si pegamos dos bandas de Mébius por la frontera nos da
una botella de Klein, asi que una esfera con dos torceduras es una botella de Klein, y le
toca una x por cada torcedura; entonces el nombre completo de la teselacién de la figura
2.16 es: xx. (Figura 2.34).

Figura 2.34.- Botella de Klein xx.
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¢ E! orbifold de la teselacion de la figura 2.17, es una esfera con cuatro puntos de rotacién
de orden dos, entonces ponemes un 2 por cada punto de rotacién de orden dos, por le
tanto €l nombre completo de la teselacion es; 2222. (figura 2.35).

Ses

996 %6°6°

Figura 2.17 Figura 2.35.- Esfera con cuatro puntos de
rotacién 2222

+ El orbifold que le toca a la teselacién de 1a figura 2.18, es una esfera ¢on una frontera (un
disco), con dos puntos de rotacién de orden dos; como tiene una frontera, ponemos un * y
por los puntos de rotacién, ponemos 22, as{ que el nombre completo de la teselacién es
22* (figura 2.36).

XJILL é@)@_@
SoedC:
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Figura 2.18 Figura 2.36.- Disco con dos puntos de rotacién
de orden dos 22*,

» . El orbifold que le corresponde a la figura 2.19, es una esfera con una torcedura (un plano
proyectivo), con dos puntes de rotacién de orden dos; asf que a la teselacién le toca x, por
la torcedura y 22 por los dos puntos de rotacién de orden dos; asi que el nombre de esta
teselacion es 22x. (figura 2.37).

Figura 2.19 Figura 2.37.- Plano proyectivo con dos puntos
de rotaci6n de orden dos 22x.
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e Como el orbifold que le asociamos a la teselacion de la figura 2.20 es un disco, (una
esfera con una frontera), con dos puntos kal de orden dos, colocamos * por la frontera y
*2 por cada punto kal y por el punto de rotacién de orden dos, ponemos un 2; entonces
queda 2**2*2, pero como no tienc més que una frontera, en la que viven todos tos puntos
kal “factorizamos” los asteriscos y el nombre de la teselacidn es 2*22. (Figura 2.38).

(3

'Figlz-;rd’}.ZO - Figura 2.38.- Disco con dos puntos kal de orden
dos y un punto de rotacién de orden dos 2*22

e El orbifold que le corresponde a la teselacién de la figura 2.21, es una esfera con un
hoyo (un disco) con cuatro puntos kal de orden dos, asi que escribimos *2 por cada punto
kal y * por la frontera, entonces queda **2*2*2*2 ¢ igual que en el anterior es un disco,
tiene sélo una frontera, por lo tanto todos viven en la misma frontera y es entonces que
podemos “factorizar” los asteriscos y ¢l nombre de la teselacion es *2222. (figura 2.39).

Figura 2.21 Figura 2.39.- Disco con cuatro puntos kal de
orden dos *2222.

o El orbifold que le corresponde a la teselacién de la figura 2.22, es una esfera con tres
puntos de rotacién de orden tres, entonces escribimos un 3 por cada rotacién y el nombre
completo de la teselacién es 333. (figura 2.40).

Figura 2.40.- Esfera con tres puntos de rotacién
de orden tres 333.
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El orbifold que le corresponde a la teselacién de la figura 2.23, es una esfera con una
frontera, entonces apuntamos *, un punto de rotacién de orden tres, escribimos 3, un
punto kal de orden tres, escribimos *3; entonces ¢l nombre de la teselacidn es 3*3. (ya
“factorizado” el asterisco). (figura 2.41).

\

Figura 2.23 Figura 2.41.- Disco con un punto de rotacién
de orden tres y un punto kal de orden tres 3*3.

El orbifold que le comesponde a la teselacion de la figura 2.24, es una esfera con una
frontera, marcamos * por la frontera también tiene tres puntos kal de orden tres, ponemos
*3 por cada uno; quedando entonces el nombre completo de la teselacion *333. (figura
2.42).

Figura 2.24 Figura 2.42.- Disco con tres puntos kal de

- .orden tres *333.

El orbifold que le corresponde a la teselacion de la figura 2.25, es una esfera con tres
puntos de rotacion; uno de orden dos, lo marcamos 2, y dos de orden cuatro, los
marcamos 44; entonces el nombre completo de 1a teselacidn es 442, (figura 2.43).

Figura 2.25 Figura 2.43.- Esfera con dos puntos de
rotacion de orden cuatro y
uno de orden dos. 442
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E! orbifold que le corresponde a la teselacion de la figura 2.26, es una esfera con una
frontera (un disco), ponemos * por la frontera, un punto kal de orden dos, lo marcamos *2
y uno de rotacién de orden cuatro; entonces el nombre de la teselacién es 4*2. (figura

2.44).

Figura 2.26 Figura 2.44.- Disco con un punto de rotacién de
orden cuatro y un punto kal de orden dos 4*2.

El orbifold que le corresponde a la teselacién de la figura 2.27, es una esfera con una
frontera, marcamos *, dos puntos kal de orden cuatro, marcamos *44 y un punto kal de
orden dos; entonces se llama esta teselacion *442. (figura 2.45).

e o
PCP%

096D
P02

Figura 2.27 Figura 2.45.- Disco con dos puntos kal de
orden cuatro y un punto kal de orden dos *442.

El orbifold que le corresponde a la teselacién de la figura 2.28, es una esfera con tres
puntos de rotacién; uno de orden dos, otro de orden tres y el tltimo de orden seis. Asi que
se llama a esta teselacion 632 (figura 2.46).

Figura 2.28 Figura 2.46.- Esfera con tres puntos de
rotacion de 6rdenes tres, seis y dos 632.
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« El orbifold que le corresponde a la teselacion de la figura 2.29, es una esfera con una
frontera, ponemos *-y tres puntos kal de 6rdenes tres, seis y dos; entonces se le da el
nombre a esta teselacién de *632. (figura 2.47).

Figura 2.47.- Disco con tres puntos kal de
drdenes seis, tres y dos *632

2.5 Lo que vale cada teselacién

Hasta ahora, a cada teselacién le hemos asignado un orbifold y un nombre (que se compene por
los simbolos o, *, x, n, *m ) que depende de las asas, fronteras, torceduras, puntos de rotacién y
puntos kat que tenga el orbifold.

Lo que vamos a hacer ahora, es darle un valor a cada simbolo y asi sumando los simbolos del
nombre de una teselacién dada, tendremos el valor de la teselacion; la manera de asignar el valor
digamos a ¢, (donde o. puede ser o, *, x, n, *m) es la siguiente:

Valorde o= % (S2)-%(S?+a) dondey ( x) es el nimero de Fulerde x y S’ + o es una
esfera con un asa o una torcedura etc.

Pero antes necesitamos unas definiciones:

Una celda es topoldgicamente igual a un poligono y una divisién en celdas es lo que se obtiene
al dividir una superficie en celdas; es como cubrir con una red de varios poligonos la superficie.
A los cruces de la red se les llama vértices, las lineas entre los vértices se llaman aristas vy los
poligonos que forman la red se les llama caras. Y el mimero de Euler es:

4

y(x)=v-etf

donde v es el mimere de vértices, e es el mimero de aristas y f es el nimero de caras en una
division en celdas de x.

A continuacion obtendremos el valor que tiene un asa, una frontera, una torcedura, un punto de
rotacién y un punto kal:

Sabemos que para cualquier divisién en celdas dé la esfera tenemos que x (S ) =2y S 2 +o,

que es un toro y como x ( T 2) = 0; entonces %, ( S 2+0 )= 0; y el valor de un asa es:
1 (S2)-x (S2+0)=2-0=2
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Ahora S 2+ * esfera con una frontera, es un disco y como % ( D 2) = 1; entonces el valor de una
fronteraesy (S2) -y (S2+*)=21=1.

Ya sabemos que S 2+ x, es um plano proyectivo y % ( P 2) = 1; por lo que tenemos que el valor
de una torceduraes g (S2)-% (S*+x)=2-1=1.

Ya sdlo nos falta calcular el valor de un punto de rotacién- dc ordennr, y el de un punto kal de
orden m ky. Para esto, debemos calcular primero ¥ (S 2+ 1, ) y % ( S ? + km ), que no es
propiamente la caracteristica de Euler normal, ya que no son variedades, sino que S*+r,y S 7+
km son orbifolds, pero lo vamos a calcular de la misma manera v — e +f de una divisién en celdas
dada, sdlo hay que tener cuidado en como afecta el punto de rotacién y el punto kal.

Para saber cuinto vale un punto de rotacion r, que e¢s de orden #, tenemos que calcular:
% (S?Y-% (S ?+1,), como ya sabemos que  ( S 2) = 2, nos falta saber ¥ (S 2+ 1,) y lo haremos
de la siguiente manera:

Tomamos una esfera y una divisién en celdas de ésta, observamos que la diferencia entre
S2yS?+r, esun punto; entonces de la esfera con su division en celdas escogemos un vértice
cualquiera, lo quitamos, y en su lugar colocamos un punto r,. Entonces en la cuenta de los
vértices para la caracteristica de Euler, restamos 1, porque quitamos un vértice y afiadimos un
valor a;

x(St+r)=v -e +f. vi=v-l +a.

Para saber cuanto vale a recordaremos que 1, es un punto de rotacién de orden nA(ﬁgura 2.48)

S

Figura 2.48

Si tomamos cualquier vecindad pequefia del punto vamos a encontrar que cada punto se repite
n veces; entonces para no contar muchas veces el mismo punto, tomamos 1/n parte; y como cada
.vértice vale 1, entonces el valorde a= 1/n
vi=v-1+1/n=v+(1-n)/n.

Otros puntos que pudieran ser candidatos a tener un valor distinto, pudieran ser los que estin en
el dominio fundamental cerca de la rotacién, pero como para esos puntos existe una vecindad, la
cual no tiene puntos repetidos, entonces su valor no cambia.
As{ que al momento de contar para obtener fa caracleristlca de Euler, sélo se ven afectados los
vértices; por lo tanto
x(S2+r)=v+(l-n)/n-e+f
=v-e+f+ (1-n)/n.
=2+ (1-n)¥n.

Entonces X (S?) -1 (S%+r)=2-2+(-1Vn= (n-1)/n.
De lo que concluimos que un punto de rotacién r, que es de orden n, vate (n-1)/n.
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Ahora para obtener el valor de un punto kal de orden m ky, €l procedimiento es parecido.

Los puntos kal viven en fronteras (ya que son la interseccion de lineas de reflexién). Entonces
tenemos que considerar una esfera con una frontera y un punto kal; en realidad es un disco con un
punto kal

(8% +* +kn)=%(D*+kn)

Y como sabemos que las fronteras valen 1; a su resultado le restamos 1 y ese serd el valor del kr,
Entonces tomamos un disco y como con cualquier divisién en celdas del disco tenemos que

% (D %) = 1; entonces tomamos una divisién en celdas que nos facilite hacer la cuenta con el
punto kal. (figura 2.49).

O

Figura 2.49.- Division en celdas Figura 2.50.- Es un k; y hay 6 copias

Esa division tiene un vértice, una arista y una cara; ahora ese vértice lo cambiamos por wn punto
kal de orden m y como para cualquier vecindad, por muy pequefia que sea del punto kal, tenemos
que cada punto se repite 2m veces. (figura 2.50); entonces para no contar muchas veces el mismo
punto, tomamos 1/2m parte de su valor original; entonces tenemos que v = 1/2m,

Para la arista, como vive en la frontera, vale la mitad ya que para toda vecindad de los puntos en
la linea de reflexidn (que es la frontera del disco) los puntos se repiten dos veces. (figura 2.51);

entonces e =1/2 .

Por ultimo, la dnica cara no se ve afectada, ya que estd en el interior y los puntos del interior
tienen vecindades en las cuales no se repite ningiin punto. (figura 2,52); entonces f=1

w™ | wi™

Figura 2.51.- Los puntos se repiten porla Figura 2.52.- No hay puntos repetidos
. reflexién
Por lo tanto
Y (D +kn)=v—e+f=12m-1/2+1=(1+m)/2m y

% (S%) -5 (D?*+kpn)=2- (1+m)2m = (4m -1-m¥2m = (3m -1)/2m =
=2m/2m + (m-1)/2m = 1+ (m-1)/2m

que es el valor de una frontera con un punto kal de orden n y como ya vimos que cada frontera
vale 1; entonces podemos concluir que ky, vale (m-1)/2m.
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2.6 ;Cuantas formas hay de sumar 2?

Acordémenos que...

asa a - 2 Tn n — n-l/m

frontera * 5 1

torcedura x - 1 Km *m — m-1/2m
Y observemos que...
Orbifold | Nombre Valor
esfera con un asa, toro 0 2
esfera con dos fronteras, cilindro = 1+1=2
esfera con una frontera y una torcedura, banda de Mébius x* 1+1=2
esfera con dos torceduras, botella de Klein XX 1+1=2
esfera con cuatro r; 2222 12+1/2+1/2+1/2=2

| esfera con dos r; v una frontera 22* 12+12+1=2

esfera con dos r; y una torcedura, Proyectivo con dos r; 22x 12+12+1=2
esfera con un 1, una frontera y dos k; 2%22 122 +1+1/4+1/4=2
esfera con una frontera y cuatro ko *2222 | 1+1/4+1/4+1/4+1/4=2
esfera con tres r; 333 23+2/3+2/3=2
esfera con un r3, una frontera y un k; 3*3 23+1+2/6 =2
esfera con una frontera y tres k; *333 1+2/6+2/6 +2/6 =2
esfera con dos 1y, yunr, 442 3/4+3/4+1/2=2
esfera con un 1y, una frontera y un k 4*2 J4+1+1/4=2
esfera con una frontera, dos ks, yunk; *442 1+ 3/8+3/8+1/4=2
esferaconunre, unr yunr, 632 5/I6+2/3+12=2
csfera con una frontera, un kg, un k; yun k; *632 1+5/12+2/6+1/4=2

Unas herramientas.

En una teselacién euclidiana no pueden haber puntos de rotacién de orden 5.

Supongamos que tenemos una rotacién rs de orden 5 entre las simetrias de una teselacion,
entonces hay una infinidad de copias de rs . Tomamos un rs", tal que sea el mis cercano a rs.
Rotamos 72° a 15" desde rs y tenemos a r;”" que vive en la misma érbita de 1s'(y de rs). Abora
desde r5”" rotamos 72° ars” y dars””’, que también es un punto de rotacidn de orden 5 y vive en la
misma 6rbita de todos los anteriores, pero este punto estd méas cerca de 15 que los otros. (figura
2.53), por lo tanto no hay puntos de rotacién de orden 5 en una teselacion euclidiana.

Figura 2.53
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En una teselaci6n euclidiana no pueden haber puntos de rotacién de ordenm, n27.

Supongamos que existe un punto de rotacién de orden n, n = 7 ,, en una teselacion, tomamos un
I, que sea el mas cercano a r, (figura 2.52). Ahora a partir de r,,’, rotamos a r,, un angule n/n =
o. y obtenemos a r,”". Observamos que a < 60°. Por lo tanto 1,”’, estd més cerca de ry, que 1y, lo
que es una contradiccidn, entonces no hay puntos de rotacién de orden n, n 2 7 en una teselacion
euclidiana.

'

m>

m
Figura 2.52

El valor de todos los ejemplos que hemos visto es 2. Veamos si éstas son todas las formas de
sumar 2, ¢s decir, si tomamos todas las combinaciones de simbolos para surnar 2, y como vimos
que rotaciones solo podemos tener de 6rdenes 2, 3, 4 y 6 y puntos kal de 6rdenes 2,3,4 y 6 (a los
puntos kal de ordenes 5 y n, n 2 7 no los consideramos porque generan rotaciones de 6rdenes 5y
n, n > 7, respectivamente) entonces podemos ver el problema como todas las formas de sumar 2
con los siguientes niimeros:

o Xx* n T3 T4 . k k; ka ke
2 1 12 23 344  5/6 1/4 173 3/8 SN2

Con la condicidn de que para usar los ultimos cuatro {(que correspondcn a puntos kal), antes
debemos usar un uno para la frontera donde van a vivir.

2 equivaleao

1+..

| 1+1= 2 equivale a xx, x*, **

141/2+...

1+1/2+1/2 = 2 equivale a x22, 22*
1+1/2+2/3=13/6>2

1+1/2+3/4 =9/4 > 2

1+1/2+5/6 =7/3 > 2
1+1/2+1/4+1/4 = 2 equivale a 2*22

1+1/2+1/3 =11/6 ) el 1/6 que le falta nadie se lo puede dar.
1+1/2+3/8 = 15/8 el 1/8 que le falta nadie se lo puede dar.
1+1/2+5/12 = 23/12 el 1/12 que le falta nadie se lo puede dar.
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1+2/3 +...

142/3+2/3=7/3>2
142/3+3/4 =29/12> 2
1+2/3+5/6 =5/2> 2
1+2/3+1/4 = 2312
1+2/3+1/3 =2 equivale a 3*3
142/3+3/8 = 49/24 > 2
1+2/3+5/12=25/12>2

el 1/12 que le falta nadie se lo puede dar

1+3/4 +...

143/4+3/4 =5/2 > 2
1+3/4+5/6 =31/12> 2
1+3/4+1/4 =2 equivale a 4*2
1+3/4+1/3 =25/12 > 2
1+3/4+3/8 =178 > 2
1+43/4+5/12 =13/6 >2

1+5/6 +...

145/6 +5/6 > 2

1+5/6 + 1/4 = 25/12 > 2
14+5/6+1/3=13/6>2
1+5/6 +3/8 = 5324 > 2
1+5/6 + 5/12=9/4>2

1+1/4 +...

1+1/4+1/4=3/2

1+1/4 +1/4 + 1/4 +1/4 = 2 equivale a *2222
1+1/4 + 1/3 = 19/12
1+1/4 + 1/3 + 5/12 = 2 equivale a *236

1+1/4 + 3/8 = 13/8
1+1/4 +3/8 + 3/8 = 2 equivale a *244

1+1/4+ 5/12=5/3
1+1/4 + 5/12 + 1/3 = 2 equivale a *263

El 1/2 que le falta (como nos hemos estado
acabando las opciones), s6lo se lo puede dar

1/4 +1/4, ya que con ki, ki, ¥ ks (que son
nuestras opciones), no podemos hacerlo.

Estas son todas las posibilidades de poner
1+1/4+1/4 + ...

Los 5/12 que faltan, s6lo se los puede dar un k,,
ya que con k3 ¥y k4, no podemos.

Los 3/8 que le faltan, s6lo se los puede dar un kg,
ya que con un kg, no podemos.

Le faita 1/3 que se lo da un k.
Que ya lo teniamos.
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1+1/3+ ...

1+1/3+1/3=573
141/3 + 1/3 + 1/3 = 2 equivale a *333

1+1/3 +3/8 = 41/24
1+1/73 +3/8 +3/8=25/12>2
1+1/3 +3/8 + 5/12 = 17/8 >2

1+1/3 + 5/12=7/4
1+1/3 + 5/12 + 1/4 = 2 equivale a *362

El 1/3 que le falta, se lo va a dar un k3, ya que ky,
¥ kg, no pueden.

Le faltan 7/24 para sumar 2, que como hemos
terminado con las opciones deberia de obtenerlo
de un k40 un ke, lo cual no sucede.

El 1/4 que le falta, se lo da un k3, que como ya
habiamos agotado las posibilidades, se repite.

143/8 + ...

143/8 +3/8 =7/4
1+3/8+ 3/8 + 1/4 = 2 equivale a *442

1+3/8+ 5/12 =43/24

El 1/4 que le falta, se lo va a dar un k;, (éste estd
repetido).

Le faltan 5/24 para sumar 2, y nadie se los puede
dar. :

1+5/12 + ...

[145/12 + 5/12=11/6

|'Y nadie le puede dar el 1/6 que le falta.

Con éste dQltimo terminamos con todas las posibilidades de tener no s6lo 1 + 5/12 + ..., sino que
también de tener 1+ ... Entonces, ya tampoco podemos usar puntos kal, porque ellos requieren de

un 1 para poder estar.

Entonces vamos a ver nuestras opciones, pero ya sélo con 1/2, 2/3, 3/4 y 5/6.

172+ ...

172+ 172 +...

172+ 1/2+ 172 =372
1/2+ 1/2+ 1/2 +1/2 = 2 equivale a 2222
172+ 1/2+ 2/3 =5/3
172+ 1/2+3/4=7/4

El 1/2 sélo se le puede darun r;,

El 1/3 que le falta, nadie se lo puede dar.
El 1/4. idem.

1/2+ 1/2+5/6 =11/6 El 1/6. idem.

172+ 2/3 +...

172+ 2/3+2/3 =11/6 El 1/6. idem.

172+ 2/3+ 3/4 = 23/12 El 1/12. idem.

1/2+ 2/3+ 5/6 = 2 equivale a 236 Uno de nuestros gjemplos

1/2+3/4 +..

1/2+ 3/4+ 3/4 = 2 equivale a 244
1/2+ 3/4+ 5/6 = 25/12 > 2
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112+ 5/6+...
[ 1/2+ 5/6+ 5/6 = 13/6 > 2 |

2/3+ ...
2/3+2/3=4/3 Y los 2/3 que le faltan se los vaadarunr,.
2/3+2/3 +2/3 =2 equivale a 333
2/3+3/4=17/12 Los 7/12 que le falian se los deber{a de darunr; 0
23+3/4+3/4=13/6>2 un 14, lo cual no sucede.
23+3/4+5/6=9/4 >2
213 +5/6 =372 El11/2 que le falta se los da un r. (por lo tanto, se
2/3+5/6 +1/2 =2 equivale a 362 repite).
34+ ...
3/4 +3/4=3/2 El 1/2 que le falta se los da un r;, entonces, se
3/4+3/4+1/2 = 2 equivale a 442 repite.
3/4 +5/6=19/12

Los 5/12 que le faltan nadie se los puede dar,

5/6+ ..
5/6 + 5/6 =5/3 El 1/3 que le falta nadie se lo puede dar.
p

Con esto hemos terminado con todas las opciones de las combinaciones de simbolos (de
simetrias), para que sumen 2, y vimos que los ejemplos que teniamos desde el principio, que son
17; son todos los que suman 2.

Teorema:
Las teselaciones del plano euclidiano, cuyc nombre vale 2, son 17.*

*No se dio una demostracion de este Teorema, sdlo se ilustrd mediante ejemplos.

Una demostracion de este Teorema se encuentra en The orbifold Notation for Surface Groups, In: M.W. Liebeck and J. Sax}
(eds.): Groups Combinatorics and Geometry, Proceedings of the LM.S. Durham Symposium, July 5-15, Durham, U.K., 1990,
L.M.S. Lecture Notes Ser. 165, Cambridge University Press, Cambridge, 438-447, 1992,
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Teselaciones en
la esfera

3.1 Teselaciones en la esfera.
Veamos qué pasa con las teselaciones sobre la esfera.

Podemos pensar a los sdlidos platénicos (tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro, ¢ icosaedro)
como teselaciones en la esfera, sélo hay que “inflarlos” para que tomen la forma de esfera.

Por gjemplo: St tomamos el cubo y lo “inflamos™ queda la esfera dividida en seis “cuadrados”
- iguales, que es la teselacion que tiene un baldn de veleibol, tal vez la teselaciém mis conocida
sobre la esfera es la que tiene el balén de fiitbol que est4d formada por pentdgonos, rodeados de
hexagonos.

Analizaremos a continuacion estos ejemplos:
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Tetraedro

Tiene un k3 en el centro del trigngulo, otro kj (diferente) en el vértice, un k; a la mitad de 1a arista
y una reflexién paso por los k. (figura 3.t). Uniendo los tres puntos kal, tenemos el dominio
fundamental que es 1/6 de la cara y el orbifold es un disco. Entonces concluimos que se llama
*332ysuvalores 1+ 1/3+1/3+1/4=23/12<2

e e k3
;", ‘ ) ‘\_\ X e .I'._ . 12
{ : \ /'K l .
—___” L
Cubo _

Figura 3.1 Figura 3.2

Tiene un k4 en ¢l centro de la cara (del cuadrado), un k; en el vértice, un kj a la mitad de la arista
y una reflexion paso por los k. (figura 3.3). El dominio fuindamental lo obtenemos uniendo los
puntos kal que es 1/8 de la cama, el orbifold es un disco. Asf que su nombre es:
*432 ysuvalores 1+ 3/8 + 1/3 + 1/4 =47/24 <2,

k3

Figura 3.3 Figura 3.4
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Octaedro

Tiene un ks en el vértice, un ki en el centro de la cara, un k; a la mitad de la arista y una reflexién
paso por los puntos medios de las aristas (figura 3.5). Uniendo los tres puntos kal, tenemos el
dominio fundamental que es 1/6 de la cara y el orbifold es un disco. Entonces concluimos que se
ama *432 igual que e! cubo, esto pasa porque ambos tienen las mismas simetrias; si al cubo y al
octaedro, ya en la esfera, les marcamos todas sus simetrias, se harfan indistinguibles

x4

Figura 3.5 Figura 3.6

Dodecaedro

Tiene un ks en ¢l centro de la cara, un k3 en el vértice, un k; a la mitad de la arista y dos
reflexiones paso. (figura 3.7). Uniendo los puntos kal, tenemos el dominio fundamental que es
1/10 de la cara y el orbifold es un disco. -

Y sunombre es *532 y su valores 1+ 4/10 + 1/3 + 1/4 =119/60 < 2

Nl

Figura 3.7 Figura 3.8
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Icosaedro

Tiene un ks en el vértice, un kj en el centro de la cara, un k; a la mitad de la arista y dos
reflexiones paso. (figura 3.8). Como tiene las mismas simetrias que el dodecaedro, entonces
también es un *532.

k3

)

Figura 3.9

Bal6n de Fitbol

En el centro del pentagono hay un ks, en el centro del hexagono, un kj, un k; a la mitad de la
arista entre dos hexagonos y dos reflexiones pasos. Al unir los tres puntes kal, tenemos el
dominio fundamental y el orbifold es un disco. Entonces tenemos otra vez *532

Esto significa que si en un dodecaedro, en un icosaedro y en un balén de fiitbol, marcamos todas
sus simetrias y todas las lineas que forman la teselacién de un solo color, serian indistinguibles,
uno del otro.

Veamos ahora otros ejemplos de teselaciones en la esfera, generdndolos a partir de los frisos.

Se sabe que el mimero de grupos de simetrias de teselaciones con una traslacién en el plano
euclidiano (los llamados frisos) son siete* y con cada uno de ellos podemos generar una
teselacion para la esfera.

Tomamos un friso, entonces tengo teselada una banda infinita, cortamos la banda de modo que
los extremes pertenezcan a la misma 6rbita bajo sus simetrias. (figura 3.10); pegamos los
extremos para tener un cilindro teselado. (figura 3.11). Ahora podemos deformar el cilindro para
que se parezca a una esfera (figura 3.12).

[ OO

Figura 3.10 .Figura 3.1 Figura 3.12

*Una referencia estd en Tilings and Partterns Grunbaum, Branko New York: W.H. Freeman, C 1987
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De manera que le faltan dos puntos para ser una esfera y resulta que esos puntos se los podemos
poner con un k;, o un 1, y n serd el nimero de dominios findamentales del grupo original que
tenga la banda cortada.

PPP Pro

Figura 3.13 Figura 3.14

En la figura 3.13, se pusieron dos ry, ¢l dominio fundamental es un gajo y el orbifold una esfera
con dos 1, entonces se llama nn y su valor es (n-1Yn + (n-1Yn=2- 2n < 2.

) EAC

Figura 3.15 Figura 3.16 -

En la figura 3.15, las lineas de reflexion en la banda, al hacer la esfera, se juntarcn en el polo
norte y sur, por lo que tenemos dos k,; el dominio fundamental es un gajo y el orbifold es un
disco con.dos k,, su nombre es *nn y su valor es (n-1)/2n + (n-1)2n=2- 1/n < 2.

PP/ A
T A

Figura 3.17 Figura 3.18

Tiene un punto de rotacién, ya que por la linea de reflexién que tiene en el ecuador, el polo norte
y sur, son el mismo, figura 3.17, su dominio fundamental es la mitad de un gajo y el orbifold es
un disco con un r, y su nombre es n* y su valores (n-1)/n+1=2-1/n<2.

48



U v
0O _N

PIAL/TNY évk“u
bl k2 K2 T2

Figura 3.19 Figura 3.20
En la figura 3.19, las lineas de reflexién se juntan en el polo norte y el sur, que son ei mismo por
la otra reflexidn, la del ecuador y forman un k, ¥ los dos kz, que estaban en la banda se preservan

en la esfera. El dominio fundamental es medio gajo y el orbifold es un disco con tres puntos kal,
su nombre es *22n y su valor es 1 + 1/4 +1/4 + (n-1)/2n=2-1/2n < 2.

D &6
d|b|d|b 2"“’

Figura 3.21 ‘ - Figura 3.22

En la figura 3.21, las lineas de reflexi6n se juntan al formar la esfera en el polo norte, que con el
r2, que tenia desde la banda, es el mismo que el polo sur, el dominio fundamental es medio gajo,
el orbifold es un disco con un k,,, y un r; su nombre es 2*n y su valor es:

172+ 1+ (n-1)/2n=2- 1/2n<2.

"‘f N m :
P ID . ~Ar2 o,
d1d r2 2
r'2

Figura 3.23 Figura 3.24
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Los dos r; que estdn en la banda, se heredan a la esfera y con esas rotaciones el polo norte y ¢l
sur, son el mismo que es un ry, {figura 3.23). El dominio fundamental es medio gajo y el orbifold
es una esfera con dos r; y un r,, se llama 22n y su valor es 1/2 + 1/2 + (n-1)n = 2- 1/n < 2.
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Figura 3.25 Figura 3.26
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En la banda, hay una reflexién paso qilc se hereda a la esfera que hace que el polo norte y el sur,
sean el mismo, que €s un . (figura 3.25). El dominic fundamental es medio gajo y el orbifold es
un plano proyectivo con un ry,, su nombre es nx y su valores (a-1/n+1=2- I/n<2.

Hey mas teselaciones de la esfera que podemos deducir de las que ya tenemos; si temamos un
tetraedro que es un *332 y a cada cara la dividimos en tres y la “marcamos” (figura 3.27),
tenemos un 332 ysuvalores 2/3 +2/3+ 1/2=11/6 <2.

Del cubo que es un *432 dividiendo cada cara en cuatro y “marcéndola” (figura 3.28), tenemos
un 432 y su valores 3/4 + 2/3 + 1/2 =23/12 <2,

Y del dodecaedro que es *532 las caras las dividimos en cinco y las “marcamos” (figura 3.29),
tenemos un 532 y su valor es 4/5 + 2/3 + 1/2 =59/30 < 2.

Figura 3.27 Figura 3.28 Figura 3.29

Otra teselacion de la esfera es 3*2 y su valor es 2/3 + 1 + 1/4 = 23/12 < 2. (figura 3.30).

Figura 3.30.- Las aristas son lineas de reflexién.
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Y por ultimo las tres mas sencillas:

Figura 3.3].-*ysuvalores1 Figura3.32-xysuvaloresl Figura 3.33.- No tiene
simetrias y vale cero

nombre valor nombrg valor
- 0 nx 2-1/m
* 1 2nn 2-1/n
X 1 nn 2-2n
*332 23/12 *nn 2-1/mn
*432 47/24 n* 2-1/n
*532 119/60 *22n 2-1/2n
332 11/6 . 2*n 2—1/2n
+ 432 23/12
532 59/30
3*2 23/12

Estos son todos los grupos de simetrias sobre la esfera (ésto no lo demostraré) y tados valen
menos que dos.

Teorema*
Las teselaciones sobre la esfera valen menos que dos y son diecisiete (si contamos cada familia

generada por los frisos eomo uno).

* Una demostracion de este Teorema se encuentra en The orbifold Notation for Surface Groups, In: M.W. Liebeck and J. Saxl
(eds.): Groups Combinatorics and Geomerry, Proceedings of the L.M.S. Durham Symposium, July 5-15, Durham, UK., 1990,
L.M.S. Lecture Notes Ser. 165, Cambridge University Press, Cambridge, 438-447, 1992.
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Teselaciones en el
plano hiperbolico

4.1 Teselaciones en el plano hiperbdlico.
Por ultime vemos unos ejemplos de teselaciones de plano hiperbélico.

Como en el plano hiperbdlico “hay mds espacio” que en el euclidiano entonces podemos tener
mis lineas de reflexién (lo que genera puntos kal de orden mayor) o rotaciones de orden mayor.
Esto sugiere que el valor de los grupos de simetria serd mayor que el valor de los euclidianos,
para entenderlo mejor analicemos unos cuantos ejemplos.

Figura 4.1.-%238
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La teselacién de la figura 4.1 tiene un kz, un kg y un kg y una reflexién paso por los ks, uniendo
los puntos kal tenemos el dominio fundamental y como el orbifold es un disco, entonces se Hlama
*238 ysuvalores 1 + 1/4 + 1/3 + 7/16 =97/48 > 2,

Figura 4.2.-*852

La teselacién de la figura 4.2 tiene un kz, un ks y un kg y una reflexién paso por los ka, uniendo
los puntos kal tenemos ¢l dominio fundamental y como el orbifold es un disco, entonces se llama
*258 y suvalores 1 + 1/4 + 4/10 + 7/16 = 167/80 > 2.

En el plano hiperbélico existen trisngulos “infinitos” (como el de la figura 4.3) donde todos sus
4ngulos son cero y con éste podemos generar una teselacion reflejandolo en sus lados (figura
4.4), éste tiene un k; en el centro del tringulo, un k; en €l punte medio del tridngulo, y un k. en
el “vértice” del tridngulo. El dominio fundamental es 1/6 del tniangulo y como el arbifold es un
disco se llama *23 o y su valores 1 + 1/4+ 1/3 + lim (n-1}/2n = 25/12 > 2.

n—+w

Figura 4.3.-Sus “angulos” miden cero Figura 4.4.-Teselacion a partir del tridngulo
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En realidad podemos tener cualquier poligono regular con todos sus “4ngulos” midiendo cere y
con éste generar una teselacién, reflejindolo sobre sus lades como le hicimos con ¢l tridngulo.
Entonces tendriamos un kz,, €n €l centro del poligono, un k;, en el punto medio del lado y un k.
en el vértice del poligono. El dominio fundamental serfa 1/2n parte del poligono, el orbifold seria
un disco, su nombre: *2 2n oo y su valores 1 + 1/4 + (2n —-1)/4n + lim (n-1)/2n=%4 - l/dn y
como n 23 = 9/4 -1/4n>2 noe

Lo que quiero mostrar con estos ejemplos es que el siguiente teorema vale

Teorema*
El valor de las teselaciones sobre el plano hiperbélico es mayor que dos.

Resumiendo podemos decir que las teselaciones sobre la esfera valen menor que dos, las
euclidianas valen dos y las hiperbélicas valen mayor que dos.

*Una demostracién de este Teorema se encuentra en The orbifold Notation for Surface Groups, In: M.W. Liebeck and J. Sax|
(eds.): Groups Combinatorics and Geometry, Proceedings of the LM.S. Dutham Sympesium, July 5-15, Durham, UK., 1990,
L.M.S. Lecture Notes Ser. 165, Cambridge University Press, Cambridge, 438-447, 1992.
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