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Introd ucción 

DivemoB fenómenOB en la uaturaleza Be pueden uwdel6' con la ayuda de 
ho"amJentas matemátlclIB, como por ejemplo, de 1811 ""\lacion"" diferenclaleB 
parciales, Dado un cierto problema que d"ptmcle do \lna o más variableB, Be 
trata de 8uconLrar una, fuucibn que "modelA" 18. rwluci6n. Aquí efJtudlaremoo 
la ecuacl6n de PoiflBOn mn cnlHlici6n d" Diric.hl"t a la frontera: Sea rl e RN 

abierto, lU:ot"do, con en li"", fE C"(l1). S\l"'UmOB una fund6u " E C'(l1) 
que HH.tit.¡fH.RI1 

{ -~"+,, = f 
1L = O 

en rl 
en en 

Fffl6 ecuación "irve para modelar problemas de reacción-difu"ión, potenclaleB 
el<'ctrico" cu""tione" de aeronáutica, ° cuestlones binlóp;ic: .. tal"" como la 
fonnaci6n de patronea enLre otrOB. Aún euanuo p8.r6 cicrtol5 CaBOS Be puede 
encontrar una solución explkita al problt:'lIll6 d('! PoiM"on, en la mayoría. dA 
lo. """''' "e ,.",mc al UBO de mHodo" numéricOB para aproxim6r la eolución. 
PllrtL tlHto ~e requiere, antes que nada, demoBtrar que este problema tiene 
solución y <¡Uf') dichu. l901ución ('fl único.. 

Esto IllOtivó Al dH..'tH.Trnl1o dt'J IllltlVOt-l rn~torlO!:l y troTIalI matemáticM, fm 
partlcular, lOE! método1-j VH.riH.(~üma.les. LOH principio!!! varlacionrueB COllftifrl.An 
en expresar a lfU.¡ Iml1H~ione8 dt:'J llllH. eClll\ci6n diferencial con condlción H. 11:\ 
frolltera Como IIlínimc.~ (o mM p;en~nLl, eomo puntos crítIcos) de un func.~ion!.\1 
en uIl espacio dt-l Hilhcrt. 

Eu el presente tr~b~j() HA plantea una tevi,ión de 1M herramientllB qUA 
se deaarrollaroIl plHH. re~olvt:'Jr (~iAdoo proLIAUlM que tienen una formulación 
vH.rilt.(~ionH.1. Rn el capítulo 1 Be c!:It.lldiH. t-lJ problema. de PÚia.'hlll y fm formu­
lación débil, en .1 ""pftulo 2 "e r"p""an algun .. propIedades interesante. de 
Jo¡=¡ fflpH.eio.~ rtp. Hilbcrt. En el sip;lli~llt~ (~H.pít.ulo Be introdueA la n()(~i6n de 
dAriv..d~ nébil y BC cnunclan al"un .. propiAnad", lntere'lUlt",,_ Rn 01 c:apítulo 
4 "" definen lo. c,pacios de SobolAV .v .s dlU' algunoo teorem .. ~l r""I'II<:­
to_ MM adelante, 00 revisan al¡¡un", t"oremae de extemión y BC definen a 
lo. e,pacio, W~,P(!l) para llega' "11 el capítulo 6 al". tcorem,," d •• nc:ajo 

¡ 
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de Sohülev y finalmente en el último capitulo Be abord~ 1" obtención de la 
",lución c1á1Jica a partir de la .olu<:ión débil. 



Tho goorl Ohritlti&I1 8hot4Jd bf¡Wfir(: of nra~llo.J1]Atlc1ll1l11', 
IlIld alJ Ibooo who mM. empty prophocltllf. 

Tho dlillJl'lr nlready oxil1tIJ Ihal the malhom"tici"". 
bavtl mooe II COilemlJlt witb tbe deviJ to darken the 8pirit 

and to c.onllne man In th" bondJJ oi Hon. 
SI Augu.t1no. 

CAPÍTULO 1 

Problema de Poisson 

1.1. Notación 

A lo largo del presente trabajo denotareIIlOB para k = O, 1,' .. ,00 como: 

c'(n) al espacio de funcione" contiuu68 ¡ : Il --) IR que oon k- yac,," 
eont.inUH.mtmttl cliferencia.bles en n. 

C'(n) a.I espacio de funcione" continu"" ¡ : n --) R <¡l1e 1\011 k-veces dlfer­
.nci"bleM en O y 'll1A pRra cada derivada p>Hei,,1 d. orden menor Q igual 
o. k cxi~t{" unH. f-lxtAII.Ñión continua a O. 

supp f = (x E Ill¡(x) # O} 

ct(O) ~ {<p E C*(O)I."'w<P es compacto y 'uw<P e O}. 

Deflnlclón 1.1.1 Decimo, que O •. , d. ela. .. C ' .,i VI E r _ <10 <xúte .. na 
vecindad Ur er, IRN y .. na ¡"nción J{ : Q --) U. biyodiua tul quo: 

JI E C'("iJ) Ir l E C'(!J~) H(Q+) = U.nO H(Qo) = U.nr 

En g",eml, decimos que af¡ c. d. el"., C', k = 0,1" ... ,i pum lodo x E aS! 
txi.9tt: url.a función h ; liN - 1 -~ 1R de cla,,~ ele tal qUf.! "alvo una r~..oTd~naci6n 
y una .'COnentaci67l de los eje, 8e ti",. que 

an es de clase 0 00 o 81.WtJC si (,,' df.! cla.9t C IG para loda k. 

:1 



4 1. Problúma el. Poi,,"oll 
----------,---

1.2. Motivación 

SupongamoH que tenemos el Hi¡¡;uicnte problem~: Se" !l e lRN abierto, aco­
tado, con frontera li. ... , f E C"(fil. BUf«;"mo" una función" E C'(fi) que 
satiBfaga 

{ 
-t,." +" = ! 

" = O 
en n 
en on (Ll) 

A ""te problema Be le elenomina Pmb/"na de Po;"on. L"" Nolucionea ele 
(!.I) "on conoei(l"" eumo "oludan"" fue.rt"" dcll'rabl"IlI~ rlc Paillson o COmo 
soludoüe. dáJ;icM_ Multlpllcanelo (Ll) por <p E C"(ií) obtellemos: 

~ int~l\nmdo obteneIJl()~ 

Si <p E C'(ll), usando el teorema de la di""r¡¡;encia tenemoa: 

donde 71 es la normal exterIor. Aho", bien, si <p E c¿(n), donde cJ(n) es el 
conjunto ue fllnC;OnCfl i.p E 0 1(0) eon ~oporte comptl.cto obtcnsm09 

A este proLleIlln He le llama lom",/",:i611 d~bi/ de (1.1) Y un" "oluclóll de (1.2) 
es una solución elébil de (1.1) (eü un "ntido ampllo '1U" prcci"aremos en .. t.n 
tesis). USUf:l.hntmtc¡ es más fá.cil tmeontrn:r .!Iolucione..:¡ d¡:;bil~ que Bolllcinn('~ 
fuertes. 
La lni,queda de eatA tipo de "olucion,," dIo lugar" la erea<:i6n de nuevas 
herramlentae y técn1ca.'4 pan\ entondN qué chl.Be de (~..,.:racterIflticOl!l poseen 1M 
flln(~ioncs que son flolllCiorl{'1!l débiJc.~. 
Por ejemplOt UOH gl1.'~taría que dichM funciones t'vivan!! en cepaciaB jtbani· 
tos!! I es decir t que tengan una estructura vectoria.l, que tengo.n algún tipo de 



1.3 El pro blollla var!~::lo:.::n:.:~-,-I ___ _ 5 
~-" ._. '--- ._-----=-

métrica (noci6n de di.l"ncla entre da. funcionoo), que sean complet.o, y que 
tengan H.lgún Lipo de producto intArior. 
Ya conocemmt ~ tipo de oopacioo: 
El espacio de 1M funcione" contlnulI1l COla, bl form" un e"paclo vcctorial ,obrA 
l0" r"~le", y WIl completo. ° HO depelldiendo de 1 .. mélrica que le dcmOll. L06 

espacios II "OH olro ejemplo de c¡;pll.(,io, dA funclon ... complot"", y 01 P = 2 
son adcmri..~ ('MpneioB con producto int~rioL 

1.3. El problema variacional 

Definición 1.3.1 Producto ""ca/ar Un producto ""ca/ar (o int,rior) en un 
"'pacio vectorial X ,ob,.. R e8 "na ¡'mci6n 
(.,.); X " X --t lR que ,at.,face /"" .iguientll9 propiedad"", Vr, y, z E 
X¡ (j E RI 

i) (r+y,z) ~ (x,z) r(V,z) 

ii} (ax, z) = ,,(r, z) 

iii) (x,z) = (z,r) 

;'1) (";, x) ~ O 

(x,x) =0 x-o. 

Un producto "Bcalar en X el.fine una norma y por onde llila métrica dad"" 
por: 

I1 X 11= J(r, r). 

y 

d(x,y) = 11.17 - y 11 ~ J(x -y,x - y) 

reHpf"l(~t.i Vf1..IIlen te, 

En virtnel ele lo 'Iue obtuvlmoB en (1.2) poclem08 definir un produclo luterlor 
\fu, 'P "n e' (O) (;(lIllO sigue: 

Vcrifiqll~IJl()~ que (1.3) ('.'9 en Cf~Ctl), un producto int.~riol'. 
Demostración: 

(13) 



ti 

1) 

ii) 

iil) 

iv) 

(u + v, '1') = r ('1(" + v)V'P + (u + V)'P) dx 
J" 

= lo [(v" + Vv)V'P + (1t + v)'Pl dx 

= 1 (V1tV'P+!I'P) d:r+ lo ('1,,'1'1'+11'1') dx 

("U, '1') = lo ('1(,,,,)'1'1' + (au)'P) dx 

= '-' lo ('1,,'1'1' + U'P) dx 

(u, '1') = 1 (VuV<p + u<p) dx 

~ lo (V<pVu + <pu) lb: = (<p, u) 

(u, u) = lo (1'17"1' + 1t') el:!: ~ 11 

Y tii 1L = O entonces: 

(u,1t) = r (lVul' + 1t') dx = O Jn 

Invenm,müllte, sI 

r 1'1,,1' ti" + r!l' dx = 11 Jn in 
entonces 

11'17"1' dx = O Y lo ",' eL" = O (ya '111e cada término e" no lIegHtivo) 

en p~rticular, IVul' ~ O Y u' ~ O c,t,p. 

y por lo tanto u = O e.t.p. en n, 

Pero 'U "" continua en n, Mí que u = O en n. 



1-3 El prohlemn varladonal 

Propoalcióu 1.3.2 Si f E L'(fl) d funoional definido por 

Lp ~ In fip 

7 

• 

es un !uTwúmal lineal y amtado t-:TL CJ (n) con la norma inducida por d 
pmdudo t-:,'u;ulur (1.:1), 

Demo8traci6n: Claramente L "" lineal. Para ver que ea acotado, basta ntlll"ar 
la deaigualdad de Holder. En efecto, al <p E CJ(H} entonces ip E L'(fl) Y 

tenemos que; 

• 
Viendo (1.2) d" ,,"tn manen., "nmntHIf ,aluciono" débil"" equivale entollces 
ij. encontrur funcionc~ u Que ~ati"fngan: 

(u, <p) = L(<p} V<p E Cri(fl) 

Esto n[)~ lhwn. ti IH. ¡.;ip;llü.mt~ pTf:'RUntl\: riMo lIn cl'Jpncio vectorial V con pro­
elndo ",enl"r y 1, : V -+ IR una fnnción lineal y continua, exlBtlrá v, E V lal 
'lile (110, v) = T,(v) Vv '" V ?¡.Y"i exi"tc, c" único? 
Para contC'.Btarla, podemos pensar primero en lo que IDUs (~onoccmoo, CJIJ decir, 
en RN

. Sabcmoo que toda fUllclón llneal tl ; RN -+ RM 
He expr""" como un" 

matriz de M x N. Ahora bien, ,1 lo que tenemos", nu" fnnción lineal" lo" 
reales t entoucoo LenflIIlOS ¡1Ilf:L IIlA.tri:li de 1 )( N que podemos peMar como 
un vedor HU el el-lpH.l:io IRN . Et-l deeir, t.riviH.lrntmtf:'l Me I'5nti~faco que exista un 
1Iu E R:"J tf1l que 

De mnncra más general) lliesz demooLró en 1935 que, I·¡j ~l cl!lpacio V Cfl de 
Hilbert t dicha reprA..'ul¡nr.H.I'ión ~x¡füe. E::ltü dio lllgtu 1:" un trorema muy bonito 
que veremofl. en ~l pr6xlmo co.p(t1l1o. Pero la. fespue~ta a la pregunta anterior 
no sIempre ~~ poJ-litiwL 

Ejemplo: 



8 l. Problema de PolBaon 

Sea CJ( -1,1) (:On el producto """alar (<p, v/J) - f~, <p'(t)'¡/(t) dt. Es claro que 
estl\ definición cumple con 1118 propleda.cles del producto escalar 1), 11) Y 111) 
dad"" en (1.3.1). Resta checar qUA Ai ('P, 'P) = O entonces <p = O. Ahof(' bien, 

"1 

('P, 'P) = { <p'(t)'P'(t) di - O 

entOnCes 'P'(t) ~ O vt E (-1,1) 

lo cual a "U vez Implir .. que 'P(t) = e C E IR 

Pero i..p t.if:me soporte compacto, así que nO le qllf'loa mM que Ber cerO. 
Por otro lado, 

L<p = - (' 'P'(t) dt + [' 'P'(I) dt 
1-1 Jo 

"" 11M función lineal y continua en CJ (-1,1) pero no exIBte ningún 'Po E 
CJ ( - 1, 1) tal Que 

V'P E C~( -1,1). 

Dcmo.lfllción: El hecho de Que L ce un fUllclollalllnea.l .., obvio ya que .... Le­
mOH que derivar e integrar flon opera.ciOlle~ linAH.]e8. Tcnemoo que deIIlO~trl\r 
que L el!! continuo, o equlvolentemente1 que L at!I acotado. Es decir, t~nem05 
que- demootrar que t:'Ixi~t~ uno. CODstanto e tal que 

donde 

En efecLo, LeIl~mOK que 

11 l' 11- V (1',1') 

111'11= U>rp'(t)I'( 

IL<PI = 1-[ rp'(t) di + [rp'(t) dtl ::: [ l<p'(t) 1 di + [11"(1)1 di ::: { 1<p'(t)1 dt 
, 

< V'i ({ 1'P'(t) l' di)' 

Donde la de,igu"ldud anterior"" obtiene u""ndo la dooiglll\ldad de H5IdA'-
Por lo tant.o 

VI' E C~(-l, l). 

ABí, L e8 acottui.o y por tanto continuo. 



1.3 El problema vnriaclon":::I'----_________ ~. _______ 9 

Veammt que 110 exiHtt-l ninglÍn <.00 E CÓ( -1 , 1) ud que 

ya que Hi flxiHt.ü·mt.¡ debArút. cumplir que 

J: rp~(t)<P'(t)dt = - J: rp'(t)dt + [rp'(t)at Vrp E C~(-l,l) 
de donde, tondrlamo" que 

{ 
-1 

rp~(t) ~ 1 
si -l:O:t<O 
slO<t:O:l 

"" decir, la función rp~(t) "erfn necc~"ri~m"nte dillContinua en t = 0, y por 
t"nto no pertenecería [\ C,l ( -1, 1). • 

Como v~remoo en el sip;uicnto c~tpftlllo! ~l prübl~m", n\dica en que CJ(-l, 1) 
no "" un I'1<PUÓO de Hilbcrt. 8n CfCí.:to, 

Propo.ición 1.3.3 CJ (-1, 1) con la norma 

no C9 compldo. 

D~m()Jjtmci6n: Con~idercmo~ llt~ funcioIl~H In : (-1 , 1) --t IR doo8lJ por 

y 

si Ixl :o: 1 - ~ 

Ni 1r,1 :> I - ~. 

Ni Ixl :> J - ;; 

~:s claro por ,u definIción que f" e CJ( '1,1) VII e N. 
Además, 

II f .. - JnH 11
2 = 21'-;;t.- 1J:,cr,) - J~H("'W dT. 

11 

11 .:..!", I -4x ( x
2

) - Ax ( X
1

) 1

2 

= 2 o (l~,;}.)' J - (1 -;;}.)l + (1- !l' 1- (1 - kF 
---t () ~i 11. --t oo. 
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---------------------

para cada k lija. Por lo t""to, (Jn) es de Cauchy eu CJ(-I, 1)_ 
Por otro lado, ,¡ TI -t 00, entonces J.(x) ----> J(x) donde J e.tá dada por: 

{
(1 _ :c2)' 

J(x) = 
O 

01 Ixl $ 1 

si Ixl > 1 

Pero J no tiene "oporte compacto en (-1,1), por lo t,¡'nto J no pertenece a 
CJ(-I, 1), y .. te cJJpacio por ende, no M completo_ _ 



CAPÍTULO 2 

Espacios de Hilbert 

2.1. Espacios de Hilbert 

En t'l!!Ita !!l(!(x~ic)n rlan~mOH un r~pMo rá.pido ti. rugmHL.'l propiH<lH.dml de lo~ e8pll­
cio" de Hilbcrt, que no" permiten entender mejor 16 el<tnlcturn de loo ""poc.ioa 
Inftnlto-dlmellEionalee, en particular lOIl ,,"pacia. de funcion,,". 
D,,/lnición 2.1.1 E.pacio .• do nana,,}, 

Un "'Facio vectorial normado completo" llamado .. pacio de Banac". 

Definición 2.1.2 Un t;;"pacio de Banach cuya nDrma ~~'1tá indu(;ida POf" un 
producto ".calar '.' llamado •.• pacio do IJilb,ri. 

8jemplOll de CIlpado" de Hilbert: 

1) El espacio euclidiflJlo IRN con el producto eBcalar uaual: 

(x, y) = X1111 I ... "" "'»Un 

11) El espacio da a"ceaiones l' con el producto cacalar dauo por: 

00 

((x,), (y;)) = L ""U,· 
)_1 

NoU:I.: 109 etlpH.eiOH [P eon p 1- 2 nO flOn espacios COn prodll(~t.o ~MeIll6r! 

por lfl.IlLO 110 K{)J) ~~plu:i()ft ue Hilhtlrt .. 

iii) BI C!lpllcio de funciones L'(rl) cOn el producto CBCIIlar dado por: 

(:r:, y) ~ j~ x(t)U(t) dt 

11 
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2.1.1. Alguna.s propiedades interesa.ntes de los espacios 
de Hilbert 

Deflnlcl6n 2.1.3 Orto,Qonalidad 
Sro JI un r..3pacio de Hilbcr-l. St-: dú;t! q'IU~ .T E H ~ o1"logonal (1 un elemento 
y E JI "i: 

(x,y) - O 

11 lo denotamos po.' x .1 y, 

De ma.n~r" "n6.loglI, decimos que dOA "ubconjunto" A y B "orl ortogonales sI 
"" ellmplc que (o, b) = O V" E A, Vb E H, 

Proposlci6n 2.1.4 De.sigualdad de Sch1Uarz 

Todo producto escalar sati"¡u':f' la d"igualdad de Schwarz: 

1 (:,.,11) I:Jlxll "yll 

Dcmostracirin: Si JI = O entonces (x, y) - O Y 111 desiguald.d '" cumple 
trivialmente, Supongamos entollce" y ¡. O entonc,," Va E IR AA tiene que 

o sllx - ayll' = (J: - "y,x - a1/) 

= (~, x) + (r, -"V) + (-ay, x) + (-"y, -ay) 
= (x, x), a(x, 'Y) - ,,(y, x) + ,.,'(y, y) 

= (x, x) - "(L, y) - ,.,( (x, y) - <>(y, y)) 

Si escojelIlOtt (l = i!Jrl la expresIón eI1tr~ par~ntcei1l ('B igual ,1. O <ic manera (ti,,,) 
que obLentm)().~ 

o < (x, x) _ I(L,1/)I' 
- (¡¡,11) 

l(x,JI)I' sllx 11'1111 11' 

sacando ra.ícet:l) obtt-ln~mo~ lu rlcAiguoldo.d destlau/i. • 

Corolario 2.1.!! Continuidad del producto e,wllar H/ producto '",colar e8 
una funcú5n mnti71ua de X x X ---+ ~ f:.'j dtu:ir, "i Xn --+ x y Yn -4 

y, w/rmc", (Ln. y,) ,} (,T, y), 

rhmo,'~mc;6,,: 



--_. _._---------

2.1 E"p""io" de Hilbürt -----'-------_. -_ .. _ .. _-------

Sean (x") y (y") do" "ucr~ion"" ele X t"l"" <]\1. T,n --t I, Y 11" --t y. En­
tonces: 

1 (.ro, Yn) - (T" y) 1 ~ 1 (:t", 11,,) - (x,,, y) + (x", y) - (x, y) 1 
:S 1 (x"' y") - (x"' y) 1 + 1 (x"' y) - (x,1I) 1 
:S 1 (xn, y - Yn) 1 + 1 (x - X n, y) 1 

y 1l1-ilimlo IH. deaignftldo.d de Schwarz¡ 

Propo.ición 2.1.6 R"!Ila del 1J(lralelo9ramo 

• 

Una nOffila "" inducida por un produclo ,,",calar si y 9610 .i .ali:Jfac" la r"!lla 
del paralelogramo, flue C8.' 

11:t + Y 11' + 11 x y 11' = 2(11 xii' + 11 TI 11'). 

Demostrac1ón: 
=» Supongamos Que la norma ~f ~tá induCida por un producto e~c6Iar. 
EntoncCll 

11 X + 11 11' + 11 x - 11 11' - (:c + y, x + y) + (x - y, x - y) 

= (x, x) -1 (x,1/) ¡ (y, x)f- (y, y) 

¡ (x,x) + (7:, -y) + (-y,.1;) + (-y, -y) 

y como (x, -y) - (-y, x) entonces 

~ 2(llxll' + Ilyll') . 

.:=) Supongamoo ahora que la norma ,"td",," I~ m~l" del pnrnldop;ramo y 
definamos el producto escalar como ~igue: 

('''' y) - ~(llx+yll' -llx- 1111") 

Resta proba¡- que Be saLlsfaren 1,,, propiedades del producto üscalar. 
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1) 

2. E.pacioo de Hilb_ert 

(x, 11 + » - «", y) + (x, z» = ~(l1 x + y + z 11' - 11 x - (y + z) 11' - 11 x" 11 11' 

+ 11 x .- 11 11' - 11 T + Z 11' + 1/ x - z ji') 

ele elond. 

= ~(~ Ilx + 11 ji' +2 // z ji' - 1/ x + 11 - _ ji' 

- [2//." - -//' +211yll' -lIx + 11 - >/1' 1 
- 11 x + y 11' + // x - 11 ji' - 11 x + z /1' + // x - t ji') 

= ~(21Ixll' +~ I/Y//' +2//z/l' 
- 2//v//' -211xll' -211_//') 

=0 

(x, 11 + z) ~ (x, y) + (x, z) 

L~ demo"tración de que (x + y, z) = (x, z) + (y, x) "" .máloga a éBta. 

ll) Daelo que 1/ x + 1/ //=11 11 + X ji, eA el""o que (x, y) = (y, x). 

iii) QueremOA proh~r que (x, >'v) = >.(x, y) \/,\ E lit Para eAto, empczaremoB 
por prohl'r1o para >. E Q. 

iv) 

~i fijllmor9 x y pensamos en nl1f~tro producto Interior <.~omo flólo una fun­
eión de 'JI I entonces poJeIIl()~ IwnlSnr en una Jluevlt función T:r : H --t lR 
t~1 que T.(y) = (x,y). Por el inciBo anterior, .~hemos que T. "" un" 
[unción aditivo, y u""ndo la propooiclón (A.]) ,abemos enton<,", que 
T.(>.y) ~ >.T.(v) v>. E IQ. Ahor~ bieIl, como el prod1H:t.o ,,"calar 
está e11 8fHfl CI1.'to nado en términos de IH. normal que es IlIHt función con­
tinuo,.v IQ AA <len '0 en IR, entollee" He .ip;ue que T,(>.y) ~ >.r.(U) V>' E 
IR, eH d"",ir, (x, Ay) = >.(x, y) V>' E IR. 

(x, x) = ~ //2" 11'=1/ x 11' 
4 

11 x //'2: 0.v ademM, por las propied~d". de la norma, (x, x) = O ,i Y 
sólo si x ~ o. 

• 



Teorema 2.1.7 (·v~ctor minimi:ador ll 

Sea H un espacio vectorial co" producto escalar 11 Y ¡< 0 tm 8ubco"j .. "to 
convexo cerrado. J::ntoncC8 para cada x E H existe ""a '¡,¡ica 11 E Y talque: 

inf Ilx - lill=llx - vii· 
1I¡::;Y 

(2.1) 

M"," aún, si Y "" un ,,,be,'pacio vectorial cerrado de H, mtonct3 tambil" 8e 

cumple que x - 11 es orto.Qonal a Y. 

Demostmció,,: Sea J = inf 11 x - 11 11 . 
~"Y 

Por deflnic1ón de ínfimo, existe una sucesión (Y.) ¡; y tal que 11 x - Y. 11-+ /j. 

Buocamo" demootrar que (Y.) es de Cauchy en H. 
Sea tl" = 'lIr¡ - x, y Be tiene que 

11 v. f V rn 11 = Ily. - x +!Jm - xii = lIy.+ Ym - 2x 11 
1 

= 2 11"2(11. + 11m) - X 11 ~ 20 (2.2) 

ya Q1U\ eúmO Y es convexo) ! (Yn + I!JR) E y" 
P()r otro IlirIo, 'Vn - 11m = Un - X -Ym + X = Yr. - '!1m" Aaí que 

11 y" - Ym 11' = 11 v" - 'V'" 11' 

usaudo l~ regla del ]>Malelogrluno 

_ - 11 V n + 11m 11' + 2(1111. 11 ' + 11 11m 112) 
:S -26' + 2(11 v" 11' + 11 V m 11') 
--+ O ya que 11 Vn IH O 

lo cual impllca que Yn ee de Cauchy eu JI. AJem'" como Y "" completo, 
enLonces y" converge 8. y) Y E Y. AsJ tenemOA que 

Por otro lado, 

d~ dOIHI~, 

liT. - yll:S 11. 

ó ~ ¡nf Ilx-ylUlx-yll, 
>EY 

11 x - y 11 = 8. 

Reata probar ahún\ IH. llIlicidtul. 
Asumimo" que exlEten y¡ Yu E y talea que: 

Ilx -lIll= ó y Ilx-lIoll= Ii 



16 2. F .. p"eio. do Hilbert 

11 y - Yo 11' - 11 (y - x) - (Yo - x) 11' 
2 11 y - xii' +2 11 Yo - xii' - 11 (y. x) j (Yo - x) 11' 

28' + 28' - 2' 11 ~(y + Yo) - xii' 

1 1 
pero 2(Y + Yo) E y Mí que 11 2(u + Yo) - x II'~ J' 

d~ donde, 

lIy - Yo 11' S O 

10 cual Implica 

11 y - Yo 11- O Y '!I = Yo· 
FInalmente, qu~rcm~ ver que !le cumple que x - y ea ortogonal n Y_Es decir I 

(x - u, f¡) - O V ii E Y 

Supong8.lllo, <]"" no, entone"" cxi"tc 111 E Y tal que 

(x - 1/, Yl) = {i COll {i > O 

Para aUgerar 1 .. nOI,u,ión, """ z = X - y, ,abemos entalle,," qU" 11 z 11= /j y 
supolleulO' que (z, VI) = {l. 

11 z - "01 11' ~ (z - "y" Z - "'Yl) 

= (z, z) - "'(z, VI) - "(U1, z) + ",'(y¡, Yl) 

=11 Z 11' -",{I - '" I{I - ",(y" 1/1) 1 

I ., ti' fJ a exproolOll en r~ con..: ltlt~fI tl.li cero MI ~~(~ogcmoB (y = -( --)' 
11r,Yl 

Corno 11 z 11= J la ecuación Be vuelve 

!J' 11 z - "'Jllll' = /j' - __ o < J' 
(y" 111) 

pero el9to CB imposIble porque y erA. t'll vt'J[~tor qll~ ~~ttll!lfada ser el mÍIlimo. 
Por lo tanto, 

(x - y, Y) - O \f ii E Y 

• 
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Deflnlclón 2.1.B So dic"" que un ,,-,pacio de Hilber/ es la suma directa de 
do" .m,b~"paci.o., Hl y /I'l. d~TWla.do como 

JI = JI,$JI. 

si pam cada ce E JI existe una única r.pr"",tación 

ce = h, + h, 

Definimos el complemeTlto ortugonal de un subeapaclo Y de HllbArt como el 
conjunto de todos los vector"" ortop;on~l"" " Y: 

yJ. = {x E X 1 x 1. Y} 

A6f como p.n lRN podemo~ hH.t:8r proyecciones sobre SUB 9ubeapa.cioB) en loa 
,,"p~cioa el. Hilb~Tt tAllAmO' Ull resultado análogo dado en el Bigulente teore­
m!\. 

Rccordcm~ que una funóón linflal P ; II --+ Y ea unf:\. proyeeeitSll Hi p'J - P. 

Teor.,ma 2.1.0 T.o",mIL d, la Proyección Ortogonal 
Sea Y '" 0 un suhespacio cerrodo propio de UTl e.'puáo do Hilb.rt H. Entonc",. 
exi .. t, una proyección 

!'y: JI -+ Y tal que 11 P,c 11 = 1, yJ. = kerl'y, 

Id·· !'y : JI > yJ. es una proy,""""i6n, con II'd - Py 11 = 1, 

y 
JI = YffiY.L. 

f'y se llama la proyección ortogonal .• obro Y. 

Demostmdón: Corno JI es completo y Y e" cerrado, entonces Y C8 completo. 
Además Y ea un Bubeapaclo vectorial, entonc"" ." cumple que '1.7; E JI eKillte 
una única y E Y tal que 

z = (.c - y) 1 Y 

x = z + y COn z E y.l) Y E Y. 

Por otro lado , si y e Y y Z E Y l. entoncffi eH dluo filie 

11 y + z 11' -11 y 11' + 11 z 11' 

A"l, podemO>l definir un~ proyección !'y : II -+ Y c1&ua por IV,-¡; = y. Se 
tit·mr ql1P. Py ~'!:l lino",', y H.demáa 
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ya quc el "upremo "c alcaoza cUlilldo 11 y 11'= 1 Y 11 z 11'= O. 
Ahora bleD, "1 x E y.L, l.e, x = z, entalle"" x = 0+ z y Pyx = O. n" donde 

kerPy = y.L, 

l'illHllllente, Irl- Py : H --> y.L yu <]1)" 

(Id - Py)(x) = (Id - IY)(y + z) 

= 1I + Z - y = z E y.L 

Y (ld-j·V)'(x) = (Id-· Py)(z) = z, por lo tanto, Id-Py "" una proy"c:(:ión 
y claramente, 

11 Id IY 11= 1. 

• 

2.2. Teorema de representación de Riesz 

Teorema 2.2.1 Toor,ma do R,p"",,ontación d. Ri.sz. 
Todo juncionallinwl acotado L m un espacio de Hilbert H puedo ,,"r ""pro· 
",mtado ~n t~rmin03 del producto escalar, CB acei,', e.:ti.de un únir.,o 110 E H 
tal que 

L(v) = ('UD,V) '/11 E JI, (2,3) 

donde Vo depende exclu.'livumenlt; d~ L Y túmf-: norma: 

11"011 = 11',11 . (2.4) 

Más a'¡n, Vo mi,.imiza el problema 

!~t U 11"11' - 1'1I} . (2,5) 

E,,!, • • ', d llamado Principio de Dirichlct, 

DemlJ.'Itm(;ián: 

EmpeCAm()f¡ por pre&IlIlt.l1nH) .. ~ ¿c:omo tt~ndrio. que SCT vo? 

1) al L == O enlOllCflft t\'i muy fácil, tom~mOl5 Vo = O Y se cumple qUA 

('/lo. '/1) - () - L(1I) '/11 EH}' trivi"lmentc 11 "o 11 = 11 L 11, 

ll) sl L(v) ¡< O entone". "0 no puede "er igu,,1 " () ("i no tendríamos ex· 
aCLRUlfmt.t-l tll co..qO H.Iltt-lrior). Aclt-lIIlH.H, ~(l t.iene Que (vo) 11) = O p8.r1:L 

todA. 'IJ t.al qUf:~ L(11) = O, o sea !:li v E kcrL, Cflto implleA. qll~ lIuootro 
Vo -l kc.r L. ~~~to nos ~ugiere con~irle.rt\l' a. kcr L y 8. ~m c.:omplf:'lmento 
ortogon,,1 (kerL)L 



2.2 Teorcma de repr5":.:c:.:n:.:ta",c::.:,i",ó,:.:,::.:d::.:e::.:lli::.::.:' ""=z ____________ ----=1=--=-9 

En efecto, COmO L 00 c:ontinuo" k(";T L ea un aubespacio r.f'lIT~O de H y por 
bmto podeIIloH tll«:rihir: 

H = kerL III (kt-rL).l. 

Ahora bien, como L(u) ¡< O Be sigue que kerL ¡< H Y por ende (ktrL).l.¡. {O}. 
Luego, exlBte un elemento z -f O E (ke!·L).l. 
Se" x ~ [,(,,)Z - D(z)" donde v EH,," ""bitrfl.rio, Aplic~m"" L ,,] elemento 

"': 
L(x) ~ L(v)L(z) - L(z)L(v) = O 

POT lo t,:tnto, elCOI1;CT ~ ,7; de e!IJtl). ml'n~r", m.m p~rmito ~ncontrar a un elemento 
de k" L, Ahora bien, como ,abomo, que z -1 k.r L, entonc,,": 

o ~ (:r,z) 

(I(v). - L(Z)l1, z) 

- L(v)(z, z) - L(z)(v, z) 

Notemos que (z, z) > O ya que z ¡< O, luego, deBpeJamoo L(II) de la última 
ecuación para obtener 

L(z) 
1,(v) = -( -) (v, z) I;/v E H 

z,z 

",,¡ que si tomamos va = ('-('lz ,e cumple que L(v) = (vo, v) 1;/1J E H. 
~IJ, 

Unicidad: 
Supongamos ahora que pa.r8. toda v E JI, exiBLflIl Vn y VI tl:tle~ que: 

L(v) = (v, vol = (v, v,) 

Enton<.:f"l~ (v, Vo - 'lit) = O "Iv E H. B~cop;icndo ti = va - Vl tenemos que: 

(vo - ,,], 'UQ - v,) ~ 11 110 - v, 11' ~ O 

y o,to implieu por la definición del producto ,,"calar que VD - Vl - 11 d. 
donde Va = 1Jl-

Probemos (2.1): 
De la. deilnlc1611 nIisJIlI1 d!:'J nOITIlH. de uU fuIl(~ionallin~H.1 H.Cotado BO sigue que: 

1 L(v) 1 ~ IILllllvll, 

Loma.ndo v - 170 trncmos que: 

L(IIO) (VD, vu) - 11 Vo 11' 
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de ahí que 

11 Vo 11' :<ó 11 L 1111 Vo 11 
y por tH.nto, 

11 Vu 11 :<ó 11 L 11 . 
Por otrl\ parte, uBando (2.3) y la de"lgufllcll\cl de Schwarz tenelnO" quo 

1 I-(v) 1=1 (v,vo) l:<óllvllllvoll 
y 88tO Iml'li,,~ que 

11 LII = "UP 1 (v, Vu) l:<ó Ilvo 11. 
I~I_I 

11 L 11 <; 11 vo 11 . 

11110 IHIT. 11 . 

Prohemo" por último el Principio de DiTichl"t. 
Se" T(v) =! IIvll'-(vo,v). 
Queremo" ver que 1(vo) :<ó 1(vu + u) V,. E H. 

/(vo + u) = ~ 11 Vo + u 11' - (v" VD + u) 

1 
= ::; (vo + It, Vo + u) - (vo, u) - (Vo, "0) 

1 1 1 1 
= 2(vo,Vu) + 2(vlI,") + 2("'vo) + :.;:(u,u) - (110, u) - (vo,vo) 

= ~ 11" 11
2 

- ~ 11 "0 11' 

- ~ 11,,11' + [(vol ~ {(vol Vu E H. 

Por lo tanto! Vo rniuimi7.ft. ~l prohlt-lffil\: 

lnf{~ Ilvll" -T,v}. 
(!GIl 2 

• 
Nota: Es 11ILer""".llt. rom,"!.'", una de 1M bellezas tle ""te teorema: no "610 
lloa dIce que Hf ~xiHt~ dicho elemento VOl 19ino que aUtlrnM nO,1J da la forma 
explícitA. p8.f6 encontrarlo. 
Exil~ten otrae variantes del Thorema. de representa.(;i(~n de IUooz <}1l~ no n~:~­
Htuiu,mentc requieron que el ~paclo 008. un espacio dt-l Hilbert, f'lll p""rt.i(~uhH 

exietc una para espacios LP, pero en gtmArA.lloB resulbt.no'3 SOn tl1mbién mcn~ 
fucrtc..!!, 
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Con elite teorema, ~abcmoo qUf:' un"" dtl l~ condicione~ Que tl!:l'udnín Que 
cumplir nue..tr"" C"P"ÓO, de Holudone. débilAA AA el de .er AApodoo de Hilherl. 
Pero é6ta no e~ lo. únú;lt, cOlloiti6n, como vereIl108 eu el fliguieute cBpítulo, 
108 ~paciN de wlueionctl tií..~nen ohM propiedBdea intAreft8.ntA..'1. Aftí que ~i 

tOOlomOO como eepodo de Hllbert la cerradura de el (11) bajo la norma in­
~ucid" por el producto eorolor que deflnimo. B.Dteriormente, entonces el teo­
rema de r("lpr~~ent"-ci<'>n de Ri~tiz nos aaegura la existenc1a. y unicidad de uua 
H"luei(¡n 1L "i prohlema (1.2). 



CAPÍTULO 3 

Derivadas débiles 

3.1. Definición 

Sea cJ(n) el espacio de funciones de clase Cl(n) con soporte compacto sobre 
n. A este conjunto le llamaremos en lo sucesivo el conjunto de funciones de 
prueba. 
Lema 3.1.1 Sea n e ]RN abierto, y 1 ~ i ~ N. Entonces para toda funci6n 
cp E CJ( n) se tiene qu.e: 

r aaCPdX = O Jn x, 

Demostraci6n: Podemos extender cP a todo R N definiendo cp(x) = O "Ix E 

RN 
\ n y suponer entonces que cp E CJ(lRN

). Así, el soporte de cp queda con­
tenido en un cubo N-dimensianal de lado M, es decir, S1J.pp cp e [-M, M]N. 
Sin pérdida de generalidad supongamos ahora que i = N. Entonces para 
(Xl, ... , xn -¡) E RN - l fija, usando el Teorema fundamental del Cálculo ten­
emos: 

O 

Por lo tanto, usando el teorema de FUbini, 

• 
Ahora bien, si f E Cl(n) y rp E CJ(n) (de manera que fcp E C6(O)), y 
usando el Teorema de Green tenemos: 

1 af I 1 arp 1 arp -rpdx = frp - f-dx = - f-dx. 
n aXi &fl n ax; n ax; 

Iterando este resultado, si ahora consideramos una función f E C 2(0) y rp E 
cg (n) se tiene que 

23 
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{()2{<pdx=_ {81 8<p = (1()2~dx. 
Jo 8x; in 8x; 8x; Jn 8x; 

Sumando sobre las ¡'s: 

1n(f1f)rpdX=- In VI ·V<pdx= Inf(f1rp)dx. 

Aquí usamos el hecho de que I E C2(n). Ahora nos gustaría generalizar este 
resultado a funciones que no necesariaruente son continuas. Es decir, podría 
suceder que exista una cierta función v que satisfaga que: 

r 1
8

8
<P dx = - ( vrp dx 10. Xi Jn 

Definición 3.1.2 Una lunci6n lE Lloc(n) si les integrable en todo subcon­
junto w acotado y medible de n tal que iiJ e n. 
Lo anterior sirvió de motivación para definir un nuevo concepto en el análisis: 
el de derivada débil. 

Definición 3.1.3 Derivada débil 
Sea luna funci6n en LI"Jn). Si existe una funci6n v E Lloc(n) tal que: 

r f
8

8rp 
dx = - r vrpdx Jn x, in (3.1) 

entonces decimos que v es la derivada débil de f en la direcci6n Xi y se 
denota v = Dd. Si f tiene derivadas débiles Vi = 1, ... , N entonces decimos 
que I tiene derivada débil Df = (DI!, ... , DN 1). 

Proposición 3.1.4 La derivada débil de f (si existe) es única c.t.p en n. 

Demostraci6n: Supongamos que existen dos funciones v y w que son derivadas 
débiles de I en la dirección Xi. Entonces se cumple que 

y por densidad 

{ f
8

8rp 
= - r vrp = - (wrp Vrp E có(n) in x, Jn in 

!n(v-w)rp=o vrpECó(n) 

v-w=o 

v=w 

c.t.p. en n 
c.t.p. en n 
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• 

Proposición 3.1.5 Si f E Lt",,(n) es débilmente diferenciable en n y no e 
n es abierto entonces fino E Ll",,(no) es débilmente diferenciable y 

DMlo{,) = (D;J) loo 

Demostraci6n: Sabemos que cualquier abierto acotado de no también lo es 
de n, así que de manera trivial se cumple que f E Llo.,(no). Sea '{J E CJ(no). 
Podemos extender a '{J en todo n de manera tal que '{J E có(n) (esto es 
muy sencillo, sólo definimos '{J(x) = O si x E n \ no). De aquí que cualquier 
función de prueba de no también lo sea de n. De esta manera, se tiene que 

¡ 8ip 1 8ip ¡ f-dx = f-dx = - v'{Jdx 
00 8Xi n 8Xi n 

= - r V'{J ya que ip tiene soporte compacto en no 
Jno 

y además 

• 

Definición 3.1.6 Multiíndice y derivada débil de orden superior: 
Sea a = (al,'" ,an ), ai entero, ai ~ O Vi = 1,'" ,N. a se llama un 
multiíndice. 
Definimos lal := L~l ai ~ O, Y denotamos la derivada parcial de orden lal 
de f por 

Resulta natural introducir las derivadas débiles de orden superior: 
Sea f E Ll",,(n). Una función v E LJ",,(n) es llamada la a- ésima derivada 
débil de f, denotada como v = Daf si cumple que: 

Decimos que f es k-débilmente diferenciable si existe Daf para todo mulo 
tiíndice a con lal :::; k. 
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3.2. Ejemplos 

Ejemplo 3.2.1 

Claramente, toda función f de clase CI(O) pertenece trivialmente a LIoc(O) 
así como sus derivadas parciales usuales, por lo tanto tiene derivadas débiles 

que coinciden con las usuales: D;f = ~f . 
VXi 

Ejemplo 3.2.2 

Sea 0= (-1,1) e IR y f(x) = Ixl· Como In Ixl < 00, I~I(-l) y foIl < 00 

entonces f y D f pertenecen a LIoc(O) y f tiene derivada débil dada por: 

Df(X)={ 1 s~O::;x::;l 
-1 SI - 1 ::; x < O 

ya que, si tomamos cp E CJ(-l, 1) tenemos que: 

¡: Ixlep'(x) dx = - rO xep'(x) dx + 11 

xcp'(x) dx 
J-I o 

- (xep(x)I~1 - ¡: lcp(x) dX) + (xcp(x) I~ - [ lcp(x) dX) 

-cp(-l)- ¡:(-l)CP(X)dx+CP(l)- [lip(X)dx 

= -{Df(X)CP(X)dX. 

De manera más general, se cumple lo siguiente. 

Proposición 3.2.3 Si f : [a, bJ ---+ lR es continua y f es continuamente difer­
enciable en [a, eJ y en [e, bJ, a < e < b, entonces f es débilmente diferenciable 
y D f(x) = f'(x) para todo x E (a, e) U (e, b). 

Demostración: Sea cp E CJ([a, bJ). 

[ f(x)cp'(x) dx = [f(X)CP'(x) dx + t f(x)cp'(x) dx 

y en cada integral podemos usar integración por partes, 

= - [ j'(x)cp(x) dx - t j'(x)cp(x) dx 

=- ¡bDf(X)CP(X)dX 
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por lo tanto, D f(x) = f'(x) para todo x E (a, e) U (e, b). • 

Proposición 3.2.4 Sean 0 0 y O abiertos acotados de RN
, 0 0 e O con 00, 

000 de clase el y 0 0 e O. Sea f : n -+ lR continua, tal que fino E 

e1(00) y fln\no E e1(0 \ 0 0). Entonces f es débilmente diferenciable en 
Oy 

Demostraci6n: 

of 
D;f(x) = OXi (x) 'Ix E 0\800. 

{ f°'P dx = { f°'P dx+ { f°'P dx 
Jn\8f1o OXi JO\fIo OX, J fIo OXi 

en cada una de estas integrales podemos usar la fórmula de integración por 
partes 

=- {_~f 'P dx + {_(J'P)1J;dS- { ~f 'Pdx+ { (!'P)1J;dS 
h\fIo VXi J8(n\no) JfIo VXi J8f!o 

donde 1J; denota la normal en la i-ésima dirección 

Ejemplo 3.2.5 

Sea O = (-1,1) e lR y f dada por: 

f(x) = {01 si O :::: x < 1 
si-1<x<0 

• 

No tiene derivada débil. Supongamos que sí la tiene, por la proposición (3.1.5) 
fes diferenciable en [a,,8], para todo a,,8 E (-1,0) U (0,1) Y su derivada 
ahí es cero. Entonces tendríamos que D f(x) = O 'Ix 1= O lo cual implicaría: 

0= t Df(x)'P(x) dx = - t f(x)'P'(x) dx = - t 'P'(x) dx = 'P(O) V'P E e¿( -1,1). J-1 J-l Jo 
Esto es una contradicción. 
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Ejemplo 3.2.6 

Sea n = RN Y f dada por: 

f(x) = { _~ 
Tanto f como D¡J están acotadas y de aquí que para todo subconjunto 
acotado no de IRN

, f y D¡J son integrables sobre no. Usando de nuevo la 
proposición (3.1.5) tenemos que si f fuese débilmente diferenciable, su deriva­
da tendría que ser O. Supongamos que sí lo es, y sea rp E CJ(RN). Entonces 
supprp e [-M, M]N para M suficientemente grande y 

L 1 ~w 1 10 ~~) - Orp(x) dx = f(x)-- dx = --- dXI ... dxN + 
IRN IRN 8xI lII N- 1 -M 8xI 

1 rM 8rp(x) dXI ... dxN 
II.N - 1 Jo 8xI 

= r -rp(0,X2'··· ,XN)+rp(-M,X2,··· ,xN)dx2···dxN 
lRN-l 

+ r rp(M,X2,··· ,XN)-rp(0,X2,··· ,XN) dx2··· dx N. 
lRN-l 

Como rp tiene soporte compacto, entonces rp( -M, X2,· .. ,XN) = rp(M, X2,··· ,XN) = 
O Y la integral queda: 

.0= r -2rp(0,X2,··· ,XN) dx2··· dxN 
lRN-1 

Claramente, no se cumple que para toda rp E Có(IRN
), rp(O, x2,··· , XN) = O, 

por lo cual la derivada débil en este caso no existe. 

Ejemplo 3.2.7 

Sea f(x) =llxll" con ex < o. 
Esta función es diferenciable en el sentido usual para todo subconjunto de 
IRN que no contenga al origen. Así que el problema interesante es alrededor 
del cero. Investiguemos bajo qué condiciones f es débilmente diferenciable 
en n, donde n = B(O,l) = {x E ]RNlllxll< l}. Primero que nada, dado 
que necesitamos que nuestra función viva en el espacio Ltoc(n) averigüemos 

para qué valores de ex se tiene 11 x II"E L1(n) y 8 ~:ill" E L1(n). (En este 

caso, dado que el único problema está alrededor del origen, da igual investigar 
cuando fE Ltoc(n) o cuando f E L1(n)). Usando el teorema (A.4) se tiene 
que 
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1. 

2. 

10 II xii" dx = NWN 11 

r"· r N- 1 dr = NWN 11 

r,,+N-l dr = NWNr<>+NI: 

(donde W N es el volumen de la bola unitaria en dimensión N), y esta in­
tegral es finita sólo cuando O+N > O. Se sigue que Ilxll" E L1(O) si a+ 
N> O. 

o II xii" = ~ (t IXj 12) 0(2 = aXi (t IXj 12) 0(2-1 
ox. ox. j=1 j=1 

=} I o ~;}I" I ~ lalll x 11"-1 y usando lo anterior, o ~:ill" E L 1(O) ~ (a-1)+N > O. 

Sea v dada por: 

{
~ 

v(x) = 08Xi 
si x # O 

si x = O. 

Afirmamos que v es la i-ésima derivada débil de f cuando N + a > 1 
Demostración: Sea ep E CJ(U) y sea t: > O fija. Entonces usando el hecho 
de que f es una función diferenciable en todos lados excepto en el origen, y 
usando la fórmula de integración por partes en dimensión N, (teorema (A.2)) 
se tiene que: 

1 oep 1 of 1 f-=- -epdx+ (Jep)r¡i ds 
O\B(O,<) OXi O\B(O,<) OXi an\B(O,,) 

Donde Tli es la normal exterior en la i-ésima dirección. 

= - r :/ ep dx + r (Jep)1Ji ds - r (Jep)Tli ds 
Jn\B(O,<) Xi Jan JaB(O,E) 

1 of 1 =- -epdx+ (Jep)Tlids 
n\B(O,<) OXi /JB(O,<) 

ya que ep se anula en OO. 

Ahora bien, si (a - 1) + N> O, entonces -Jt E U(O) y podemos aplicar la 
desigualdad de Holder para obtener: 
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11); 1 :S 1 por definición de la normal, y IJI =11 x 11"= E" porque estamos sobre 
8B(O,E). Así que la desigualdad queda: 

I r J<PT/idsl :S11<pIIL~ r Ea :S CE,,+N-l 
J 8B(O,<) JaB(O,,) 

---+ O si a + N - 1 > O, o bien si a + N > 1. 

De donde, si tomamos el límite cuando E -t O 

r J~<p dx=- r v<pdx 'v'<pECJ(n)sia+N>1. Jn uXi Jn 
Así, J es débilmente diferenciable si a + N > 1. 

Ejemplo 3.2.8 

Sea J : ]RN -t R dada por 

J(x) = {~n(11 xii) si x i- O 

si x = O 

Afirmamos que J sí tiene derivada débil en la dirección Xi y está dada por: 

{
~ 

v(x) = O &xi 
si x i- O 

si x = O 

• 

Demostración: Lo primero que hay que revisar es bajo qué condiciones J y D¡J E 
Ltocln). Observemos que para todo subconjunto acotado no de RN que no 
contenga al origen, esta función tiene derivada usual y es integrable. Por lo 
tanto, el caso interesante es aquel donde O E no. Sea n = B(O, M) \ B(O, E) 
y tenemos lo siguiente 

donde WN denota el volumen de la bola unitaria en dimensión N 

( NI v) 1

M 
= wN ln r . r - -;¡r J 

f: 

C ( NI N) = - wN InE' E --E 
N 
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usando la regla de L'H6pital se tiene que 

N Ino 
lno·é = --N --t O si é -t O. 

e 

Por lo tanto f E Lloc(n). 
Tenemos que 

In D;f = In 11:112 ~ In II~II 

31 

y sabemos que esto es integrable si N ?: 2. Por lo tanto, D;f E Lloc(O) si y sólo si N?: 2. 
Para ver que la derivada débil sí existe, tomamos una función que suaviza la 
discontinuidad en el origen como sigue. Sea T/m E C(lR) dada por: 

Sea cp E CJ(n), por la proposición (3.2.4), podemos usar integración por 
partes de manera que: 

r In(11 xii) ,,0 (r¡".(11 x II)cp(x)) dx = - r ¿¡¡n~" x 11) T/m(11 x Il)cp(x) Jn uX" ln x t 

ysim-too 

Ahora bien, 

lln(llxll)8~i (1JmUI x lI)cp(x)) dx = In In(llxll) (8r¡".8~iXll)cp(x)) dx 

+ Inln(llx ll ) (1Jm(llxll)8~;~)) dx 

Queremos probar que 

Para esto, observemos que 

L In(11 x 11) ( T/m(11 x 11) 8~;~)) dx --t In In(11 xii) 8~;~) dx si m -t 00 
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y por otro lado, haciendo el cambio de variable r =11 x 11 se tiene que: 

IIn in(lIxll)a~i1lm(lIxll)(¡?(x)dxl ~ C In Iln(llxll)a~i1lm(llxll)(¡?(X)1 dx 

~ C ~~I'pjI~*lln(l1 xii) a~i 1}m(1I x lI)(¡?(x) I dx 

(*I a I = CNWN J?;; in r &r 1}m(11 x 11) r N- 1 dr 

2 

=cmNwN LmllnrlrN-ldr 
m 

2 

= -cmNWN 1m 
InrrN- 1 dr 

m 

n(l 1)¡? = -cmNwNr nr --
N .!. 

m 

--+ O si m -+ oo. 

de donde, obtenemos (3.3). 
y juntando (3.2) y (3.3) finalmente podemos concluir que 

( In(1I xii) aa(¡?(x) dx = - ( v(x)(¡?(x) dx. 
Jn Xi Jn 

Por lo tanto, si N ~ 2, f sí tiene derivada débil. 

Ejemplo 3.2.9 

Consideremos la [unción f, definida sobre n = B(O, 1) dada por: 

f(x) = {~ si x f. O 

si x = O 

• 

(3.4) 

Afirmamos que f sí tiene derivadas débiles y que éstas están dadas por: 

{ 

& -'S. 

D;J(x) = ;Xi l¡.jl 
si x f. O 

si x = O 
(3.5) 

El único problema en esta función es alrededor del origen. Revisemos de 
manera rápida cuándo f pertenece a LtocUJ). 
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De la misma manera, tanto para i = j como para i op j 

In IDdl dx ::; In II ~ II dx. 

Por lo tanto, f y Dd E Lt.",(O) si N 2: 2. 
Usando la fórmula de integración por partes tenemos que: 

1 a<p 1 a¡ 1 f- = - -<p dx + (J<p)1Jj ds 
n\B(O,,) aXi n\B(O,,) aXi 8(n\B(0,,» 

=- { aa
f 

<pdx+l (Jrp)lJjds-l (J<p)r¡i ds 
) n\B(O,,) X¡ 8fl 8B(0,,) 

= - -<pdx - (J<p)1]¡ds 1 af 1 
n\B(O,,) ax¡ I:lB(O,,) 

ya que rp se anula en ao y donde lJj es la normal exterior en la i-ésima 
dirección. 
Ahora bien, si N 2: 2, entonces lt E L1(O) y podemos aplicar la desigualdad 
de Holder para obtener: 

como Ir¡; I ::; 1 por la definición de la normal, entonces nos queda 

::; II rp IIL~ 1 Illxilll ds ::; 11 rp IILOO 1 1 ds 
8B(0,,) X 8B(0,<) 

::; CWNé
N

-
1 

--t O si é --t O. 

donde WN es el volumen de la bola unitaria en dimensión N. Así, cuando 
é -t O Y N 2: 2, 

3.3. Propiedades de la derivada débil 

Proposición 3.3.1 Si f, 9 : O -t IR son débilmente diferenciables, entonces 
f + 9 es débilmente diferenciable y 

D¡(J + g) = Dd + Dig, i = 1, ... , N. 
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Demostración: 
Sea rp E CJ (O). Entonces 

1 o<p 1 orp 1 orp 1 1 (I+g)-= f-+ g-=- Dd<p- Di9<P 
¡¡ OX, ¡¡ OXi ¡¡ OXi ¡¡ ¡¡ 

=-l(Dd+ D;g)rp 

= -1 (D;(f + g))<p. 

• 

Proposición 3.3.2 Si f : O ---+ R es débilmente diferenciable y A E lR, 
entonces Af es débilmente diferenciable y 

Di(AJ) = A(Dd), i = 1,'" ,N. 

Demostración: 
Sea rp E eÓ (O). Entonces 

r (AJ) ~<P = A r f ~<P = -A r (Dd) <P = - r A(Dd) rp. Jn uI: Jn UX I Jn ln 
• 

Proposición 3.3.3 Fórmula de Leibnitz 
Si f : O ---+ IR es débilmente diferenciable y (, E el(O), entonces (,f es 
débilmente diferenciable y 

D;((f) = ~(, f + (,(Dd)· 
uX, 

Demostración: Sean (, E el (O) y rp E CJ (O). 

1 o((,<p) 1 0(, 1 o<p f-",-. d.7: = f<p~ dx + f(, ~ dx 
n uX: n uX¡ n UI¡ 

de donde 

1 o<p 1 o((,<p) 1 0(, f(,- dx = f-- dx - frp-, dx 
¡¡ OXi ¡¡ OXi ¡¡ OX, 

= - L ((,Dd + f:;J rpdx 
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por lo tanto 

a( 
Di((J) = aX,! + ((Dd)· 

• 

Proposición 3.3.4 Sean a = (al,··· ,an ) y fJ = (fJI ... ,fJn). f es (¡fJl + lal)-débil­
mente diferenciable si y sólo si f es IfJl-diferenciable y D~f es lal-débil-
mente diferenciable y además 

D,,(D~J) = D~(D"J) Y D,,(Df!J) = D~+"f 

Demostración: Sea 'P E C¿"I+IIlI(n). 

Proposición 3.3.5 Fórmula de Leibnitz 

Si ( E 06"1(0) y f : n -+ lR es lal-débilmente diferenciable entonces (f es 
lal- débilmente diferenciable y 

(3.6) 

d d (
a) - (Ial)' fJ < . fJ· < .W· -1 ... 

on e fJ - (lfJl)!(lal-I¡3ll' y _ a Sl • _ a. v2 -, ,N. 

Demostración: (por inducción sobre lal). 
Si lal = 1 la afirmación coincide con la de la proposición (3.3.3). 

Si lal > 1 escribimos a = , + ¡3 con 1,1 = 1 Y IfJl = lal - 1. Por hipótesis de 
inducción, la fórmula de Leibnitz vale para fJ. Así, 
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Da((J) = D..,Dp((J) por (3.3.4) 

= D.., (~(~)DJ(DP-Jf) 
= L (~) D.., (DJ(DII-JJ) por (3.3.1) y (3.3.2) 

5«,fJ 

= L (~) (D..,+J(DfJ-Jf + DJ(DfJ-J+..,J) por (3.3.3) y (3.3.4) 
J«,fJ 

= L (é ~ )De(Da-.J + L (!)DE(Da-d 
..,«,e«,a 'Y es,fJ 

= L (;)D.(Da-ef, 
e-:S.a: 

ya que (;) = (!) + (é ~ 'Y) si 'Y ~ é ~ ¡J. 

• 
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I keep secret spaces 

Around me ro 511 up those 
Spoces with many 

Special thoughts so 
To 511 many pockets 

In the air MOund me 
Locked to me Boating 

Like tiny invisible kites 
And intricate c1ockwork 

R.e. Abbekka 

CAPÍTULO 4 

4.1. Definición y propiedades elementales 

Definición 4.1.1 Sea rl e ]RN abierto, k E N, 1 ::; p ::; oo. Definimos el 
espacio de Sobolev wk.p(n) como sigue: 

Wk,P(rl) = {J E LP(n) I D"I existe y D"I E LP(rl) Vial::; k}. (4.1) 

En particular, nos interesan los espacios w1oP(n) dados por: 

w 1.P(n) = {I E LP(n) IDd existe y Dd E LP(rl) Vi = 1,"', N.} 

Denotamos 
w 1,2(n) = H1(n). 

Nota: Podemos utilizar indistintamente a cJ(n) o a cO'(n) como conjunto 
de funciones de prueba, ya que si 'P E cJ(n), entonces podemos tomar una 
sucesión regularizante (Pn) tal y como está definida en (C.6) y, si extendemos 
por O a 'P fuera de n, entonces la convolución Pn * 'P E cO'(n) para n sufi­
cientemente grande. Además, sabemos por (C.8) que Pn * 'P -+ 'P en lJ'(n). 

Lema 4.1.2 I E Wk,p(n), k 2': 1 si y sólo si I es débilmente dilerenciable y 
1, Dd E wk-1.P(n), donde Wo.P(rl) = lJ'(rl). 

37 
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Demostración: 

=}) Como / E W k oP(l1) entonces Vial:::: k existe DOo/ E V(l1). En particular, 
Vial:::: k - 1 existen las derivadas débiles D Oo ! y están en V(l1) Vial:::: k - 1 
Y además, para lal = 1 obtenemos que! es débilmente diferenciable. Por 
lo tanto, ! E W k

-
1,p(l1). Aplicando la proposición (3.3.4) con lal :::: k - 1 Y 

/3 = e; (donde e; es el i-ésimo vector canónico de IRJV
) tenemos que D{3/ = D¡J 

así, 

D¡J E W k- 1,p(l1). 

{=) Sea <p E CÓ(l1). Tomamos un multiíndice a = "1+/3 con lal = k = l"II+If31 
con 1"11 = 1 Y 1/31 = k - 1. 

usando de nuevo la proposición (3.3.4) se tiene que 

DOo! = D{3+7! = D{3(D¡J) Y como D¡J E W k
-

1,p(l1), entonces 

D{3(D¡J) existe y pertenece a V(l1). 

Si u E W k oP(l1) definimos una norma en este espacio dada por: 

sil::::p<oo 

si p = oo. 

donde Dou = u y esssup f = inf{a E IR U 00 I/(x) :::: a c.t.p en l1}. 
!l 

• 

(4.2) 

Teorema 4.1.3 W koP (l1) = (WkoP(l1), 1I·llw,.p(!l») es un espacio vectorial 
normado VI :::: p :::: oo. 

Demostración: El hecho de que el espacio W k oP(l1) es un espacio vectorial se 
hereda de las proposiciones (3.3.1) y (3.3.2) Y del hecho de que V(l1) es un 
espacio vectorial. 
Revisemos que (4.2) cumple con las propiedades de norma: Para 1 :::: p < 00: 
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i) 

11 AU IIW,.P(íl)= [ L ¡ IDoAUIP] ~ = 
O~lol~k íl 

1 

= IAI [ L lIDou'P] P = IAlllullw,.P(íl) 
O~I"19 íl 

ü) Claramente, si u = O entonces 11 u IIW',P(íl)= O. Por otro lado, si 

11 U IIwk,p(íl)= O 

entonces ( L lID"u
,p
) * = O 

O~I"I~k íl 

y como cada sumando es positivo 

In ID"uIP = O para cada a 

y esto implica ID"ul = O c.t.p. y '10 ~ lal ~ k. 

iii) Desigualdad del triángulo: 

[ ]
l~ 

11 u + v Ilwk,p(íl) = L 11 Dou + D"v lIip(íl) 
1019 

~ [L (1ID"uIlLP(íl) + IID"VIIV(íl)y]I/P 
l"l~k 

~ (L 11 D"u 11i.(íl))l/p + (L 11 D"v lIip(íl))llp 
1"19 lol~k 

=11 u Ilwk,P(íl) + 11 v Ilwk,P(íl) 

39 

donde la primera desigualdad se obtuvo aplicando la desigualdad de 
Minkowski para espacios lJ' y la segunda usando la desigualdad de 
Minkowski para RN 

. 

El caso p = 00 es análogo a éste. • 
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El espacio W 1,2, que es de hecho, el que más nos interesa, hereda de L2 un 
producto escalar dado por: 

N 

(U,V)WI.2 = (u,v)L' + L(D;u,D;v)L' 
i=l 

y la norma inducida por él: 
l 

lIullwlF (IIUII~2 + t IID;UII~2)' 
En lo subsecuente, denotaremos por II . IILP en lugar de 1I·IILP(n) siempre y 
cuando sea claro el conjunto en el cual estamos trabajando. 

Teorema 4.1.4 Wk,p(n) es un espacio de Banach 11 1 :::; P :::; oo. 

Demostración: 
Sea (un) una sucesi6n Cauchy en Wk,p(n). Entonces, para todo lal :::; k, 
(Da un) es de Cauchy en LP(n). 
Como LP(n) es completo, entonces existen funciones ua E V(n) tales que 

Daun -t U a en LP(n) IIlal :::; k 

y 

Un -t U en LP(n). 

Resta ver entonces que u E WkoP(n), con Dau = ua Vial :::; k. Sea i.p E 
cJ(n). 

1 uDai.p dx = lím r UnDai.p dx n n-too Jo 
= (_l),al lo Uai.pdx 

ya que la funci6n u f-t In Ui.p es continua en V (n). 
por lo tanto, 

un ~ u en Wk,p(n). 

Así, Wk,p(n) es un espacio de Banach. • 

Corolario 4.1.5 El espacio W k,2(n) es un espacio de Hilbert con el producto 
escalar 
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4.2. Espacio W 1,P(D) en dimensión 1 

Antes de ver ejemplos de espacios W k,P(!1) con!1 e IRN , nos interesa ver cómo 
se comporta el espacio W 1oP(!1) en !1subsetlR. En particular, nos interesa una 
caracterización importante para estos espacios, que no se da para dimensiones 
mayores a 1. Empezarnos con dos lemas, que nos servirán para dar dicha 
caracterización. Consideramos un intervalo l = (a, b) e IR, acotado o no. 
Definirnos el espacio Lloc(I) corno el conjunto de funciones localmente inte­
grables en l, es decir, I E L}oc(I) si I es integrable en todo subconjunto 
acotado de l. Definimos el espacio C(I) corno el conjunto de funciones con­
tinuas en l, y Co(I) como el conjunto de funciones continuas con soporte 
compacto en l. 

Lema 4.2.1 Sea I E Lloc(I) tal que: 

l lep' = O Vep E CJ(I). 

Entonces, existe una constante e tal que I = C c.t.p. 

Demostración: Fijamos una función 1/1 E Co(I) tal que J 1/J = 1. Ahora bien, 
considero la función h = w - (JI w)1/J, donde W E Co(I). Como h es continua, 
tiene soporte compacto y JI h = O, entonces, h tiene una antiderivada con 
soporte compacto. Es decir, para toda función W E Co(l) existe una ep E 
CJ (1) tal que: 

Se deduce entonces que: 

1 I [w - (1 w) 1/1] = O Vw E Co(I) 

1[1-I N ]w=o VWECo(I) 

y esto implica I - JI 11/1 = O c.t.p., Le. I = C c.t.p. con C = JI I1/J. • 

Lema 4.2.2 Sea g E LloAI). Paro Yo fija en l definimos: 

v(x) = J: g(t)dt, x E l. 

Entonces, v E C(I) y: 

1 vep' = - 1 gep Vep E CJ(I). 
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Demostmci6n: 

1 V(X)~'(x) dx = 1 [1~ g(t) dt] ~'(x)dx = - [0 ([0 g(t)~'(X) dt) dx 

+ 1: (f g(t)~I(X)dt) dx 

aplicando el teorema de Fubini nos queda: 

1 v(X)~'(X) dx = - [[0 g(t) ([ ~'(X) dX) dt] + 1: g(t) ([ ~'(X) dx) dtx 

= -1 g(t)~(t) dt. 

-
Este lema nos da una propiedad bonita de los espacios W1,P(I): toda primitiva 
v de una función 9 E lJ'(!) pertenece a Wl,p(!) siempre y cuando v E V(I). 

Teorema 4.2.3 Seo. u E W 1,¡>(!), entonces existe una funci6n Ü E e(l) tal 
que: 

u=ü c.t.p.enI 

¡¡(x) - ü(y) = [ Du(t) dt x,y E 1. 

Demostmci6n: Fijamos Yo E 1 Y definimos ¡¡(x) = r Du(t) dt. Por el lema 
Yo 

(4.2.2) tenemos que: 

Por lo tanto J¡(u - U)~' = OV~ E eJ(!). Ahora bien, por el lema (4.2.1) 
tenemos que u - u = e c.t.p. Tomando la función ü como ü(x) = u(x) + e 
se tienen las propiedades deseadas. _ 

Es importante remarcar que el hecho de tener un representante continuo es 
una propiedad que sólo es válida en dimensión 1. 
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4.3. Ejemplos 

Retomemos ahora los ejemplos del capítulo anterior e investiguemos bajo 
qué condiciones pertenecen al espacio WloP(O). 

Ejemplo 4.3.1 

Sabemos que toda función f de clase C I (!1) es débilmente diferenciable. Si 
además es t.al que f, -u: E V(O) entonces pertenece a W l oP(!1). En particu­
lar, CJ(!1) e WloP(O). 

Ejemplo 4.3.2 

Sea!1 = (-1,1) e IR y f(x) = IxI- Ya vimos en (3.2.2) que f es débilmente 
diferenciable. Como además f y D f E V(!1) Vp, entonces f E W I ,p(!1). 
Los ejemplos (3.2.5) y (3.2.6) no tienen ni siquiera derivada débil, así que no 
pertenecen a WI,P(O). 

Ejemplo 4.3.3 

Sea f : RN --t R dada por f(x) =11 x 11" y 1 ~ p < oo. Separaremos el estudio 
en dos casos: 0= B(O, 1) = {x E RNlllxll< l} y!11 = RN 

\ TI. 

Para O: 

Haciendo un estudio análogo al hecho en el ejemplo (3.2.7) se tiene que: 

Sea v dada por: 

Ilxll" E LP(!1) si ap + N> O 

y a IIxll" E V(O) {o} (a -l)p+N > O. 
ax¡ 

{
~ 

v(x) = 08X; si x "" O 
si x = O. 

Vimos en (3.2.7) que v es la i-ésima derivada débil de f. Por lo tanto, 
fE W I ,P(!1) si (a-l)p+N > O. 

Para 0 1: 

En este conjunto, la derivada débil coincide con la usual. Por otro lado, 
usando lo hecho en el ejemplo (3.2.7) se tiene que 



44 4. Espacios de Sobolev 

y por tanto, 
¡ E LP(n¡) <=} ap+ N < O 

y se sigue que 

a¡ 
ax; E LP(n¡) <=} (a - l)p + N < O 

donde WN es el volumen de la bola unitaria en ]RN. En conclusión, 
¡ E WI,p(n¡) si y sólo si (o: - l)p + N < O. 

Ejemplo 4.3.4 

Sea (rk)~1 un subconjunto denso y numerable de n = B(O, 1), la bola abierta 
en ]RN y u la función dada por: 

00 1 
u(x)=L

2
k Ilx-rkll-" a>OyxEn 

k=1 

Dado que esta serie converge uniformemente, podemos derivar término a 
término, y lo único que tenemos que revisar es bajo qué condiciones u y 
:::¡ E W1,p(n). Si nos fijamos en cada uno de sus términos corno funciones Uk 
independientes, éstas "se parecen mucho" a la del ejemplo anterior. Se trata 
de la función "norma" trasladada. Así que, basándonos en el ejemplo (4.3.3) 
tenemos que: 

1. 

2. 

Uk E LP(n) si y sólo si - o:p + N > O 

aUk E LP(n) si (a + l)p - N < O, es decir, si (a + l)p < N. 
aXi 

Por lo tanto, podemos concluir que cada una de estas funciones Uk E W1,p(n) 
si y sólo si (a + l)p < N o sea, si a < N;p. Esto implica que u E w1J>(n) si 

y sólo si O < a < N;p. 

4.3.1. Otras propiedades interesantes 

Proposición 4.3.5 Si ( E C~(n) y u E Wk,p(n) entonce.9 (u E Wk,p(n). 

Demostraci6n: Sabemos por la proposición (3.3.5) que (u es lal-débilmente 
diferenciable \llal :S k. Corno además ( y D,,( son continuas y tienen soporte 
compacto y u E Wk,p(n) por hipótesis, entonces 

D,,((u) = L (;)D¡¡(D,,_¡¡u E LP(n)\llal:S k 
/350" 
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de donde, 
(u y Do((u) E U(O) Vial::; k. 

Por lo tanto, 

Proposición 4.3.6 Sea u E V(O) con 1 < p < oo. Son equivalente.s: 

i) u E Wl,p(O) 

ii)Existe una constante e tal que: 

ILu;~I::;CIIIOIIV>'(o) VIOECO'(O) 

donde ~ +? = L 

45 

• 

Demostración: i) =} ii) Esto es muy fácil, basta tomar la desigualdad de 
Holder, como u E W1,P(0) se tiene que 

IL u;~1 = 1- L(D¡U) 101 ::; LI(D¡U)IOI 

::; (L ID¡u IP ) * (L 11011" ) :r 
:s: e 11 lO 11V>'(o) . 

ii) =} i)Considero la forma lineal 

L : (CO'(O), 11· 1 ILJ" (!l) ) -+ R 

dada por: 

LIO = r u ~IO . Jn UXi 

L es continua ya que, por hipótesis, L está acotada: 

con! +? = L L es lineal ya que la derivada es lineaL Sabemos por el teorema 
de Hahn-Banach que existe una extensión de L lineal y continua, 

L: U'(O) -+ IR. 
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Usando el teorema de representación de Riesz para espacios V tenemos que 
existe un elemento 9 E V(n) tal que: 

Lv=lgV VVEV'(n) 

Así que en particular, Vep E cJ(n), 

r u oep = Lep = Lep = r gep in oX¡ in 
de donde, D¡u = -g y por lo tanto 

u E W 1,p(n). 

4.4. Regularizaciones y espacios Wk,p(n) 

• 

Dadas pE L1(RN
) Y I E V(RN

) definimos la convolución de p y 1, p * I 
como sigue: 

(p * I)(x) = r p(x - t)/(t) dt. iRN 
Entonces se tiene que p* lE V(RN

). Las propiedades de la convolución que 
utilizaremos aquí se enuncian en la tercera sección del apéndice. 
Notación: Dada una función I definimos j(x) = I( -x). 

Lema 4.4.1 Sea p E V(RN
), sea f E W1,p(RN) y 1 :::: p :::: oo. Entonces 

p*fEW1,P(RN )y 

D¡(p*f)=p*Dd Vi=l,"·,N. 

Demostración: Supongamos que p tiene soporte compacto. Como f E V (lRN ) 

entonces por el teorema (C.2) sabemos que p * f E V(RN ). Sea ep E CJ(lRN
) 

y usando el lema (C.5) se tiene que 

r (p * f) ~'P = r I(¡h ~x'P) 
JR,N uI, lfF(N u t 

= r ID¡(fí*ep) (usandoelteorema(C.3)) JRN 
= - r DdU'1* 'P) iRN 
= - r (Dd * p)'P. iRN 
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ya que f E W 1,p(RN
) y por el corolario (C.4), p * 'P E CJ(RN

). 

Porlo tanto, P * f E W 1,p(RN
) Y D;(p * J) = p * (D;f). 

47 

Ahora bien, si p no tiene soporte compacto, introducimos una sucesión Ón E 
CO(RN

) tal que Ón -* P en L 1(RN
) (sabemos que dicha sucesión existe por el 

teorema (B.6)). Se tiene por lo anterior 

Ón * f E W 1,P(lRN
) Y D;(ón * J) = Ón * (D;f). 

Como Ón * f -* p * f en V(lRN
) Y D;(Ón * J) -* D;(p * J) en V(RN

) (por 
el teorema (C.2) ) entonces usando el teorema de convergencia dominada se 
tiene que p * f E W 1,P(RN

) y 

D;(p * J) = p * D;f Vi = 1,'" ,N. 

• 
En muchas de las demostraciones que hemos visto, y aún más en las que ver­
emos, tratamos siempre de trabajar en dominios compactos (¡es más fácil!). 
En caso de que esto no suceda, inventamos algo (como hacen a veces los 
matemáticos) para que así sea. En este caso, introducimos una sucesión de 
funciones que "truncan" nuestra función original, formalmente, 

Definición 4.4.2 Sea ( una función tal que ( E CO'(lRN ) con O :<::: ((x) :<::: 1 
y: 

((x) = {1 si Ixl :<::: 1 ° si Ixl 2: 2 

Definimos la sucesión ((n)(x) = ((~), n = 1,2, oo., y llamaremos a ((n) "suce­
sión truncante". 

Definición 4.4.3 Una sucesión regularizante es una sucesión de funciones 
(Pn) de clase COO(lRN ) con las siguientes propiedades: 

i) Pn(x) 2: ° "Ix E ]RN 

ii) supp Pn e B(O, ~) 

¡ii) r Pn(x) = 1 JRN 

En este trabajo, utilizaremos la llamada "sucesión regularizante estándar": 
sea P la función: 

p(x) = {eXP(lizlIL) para Ilxll:<::: 1, 
O parallxll>1. 

(4.3) 
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y para cada n E N, definimos: 

Pn(X) = CnN p(nx), con C = (lN p) -1 

Dada una función ¡definida en n definimos: 

¡(x) = {~(X) 

Lema 4.4.4 Sean u E W1,p(n) ya E cJ(n) entonces: au E WI,P(RN ) y 
oa 

Di(au) = aDiu + ,,----U. 
UXi 

Demostración: Tomamos rp E CJ(RN ) y se tiene que: 

1 - orp 1 orp 1 [o oa ] au- = au- = u -arp --rp 
RN OXi n OX, n OX, OX, 

1 oa 
= - (D,u)arp + u (,,----)'P 

n UXi 
ya que a'P E cJ(n) 

= -1 (aDiu + oa u) 'P. 
RN OXi 

• 

Corolario 4.4.5 El mismo lema sigue siendo válido si tomamos ahora a E 
CI(RN

) n LOO (IRN ) y Va E Loo(lRN)"'v y suppa e ]RN \ r donde r = ano 

Demostración: Como a E CI(lRN ) n LOO(RN) y Va E Loo(]RN)N entonces 
tanto a como :::. están acotadas para toda i = 1," . , N. De ahí que, usando 
el hecho de que tanto u como D,u E V(n): 

de donde au E V(IRN). Análogamente, Di(au) E V(]RN) Vi = 1,'" , N. 
Por otro lado, como la función a es de clase CI (RN ) Y supp a e RN \ r, 
entonces se tiene que alrededor de r existe una vecindad tal que a = O. 
Entonces, suppa!n e w de tal forma que w ce n (es decir, w es un abierto 
tal que w e n y wes compacto). Así, podemos repetir exactamente la misma 
demostración que la del lema anterior. _ 



4.4 Regularizaciones y espacios WkoP(O) 49 

Teorema 4.4.6 Sea u E W 1oP (0) con 1 :s p < oo. Entonces existe una 
sucesión ('Pn) E C8"(RN ) tal que: 

'Pnln --t u IJ'(O) 

Y''Pnlw --t Du en LP(w)N paro todo w ce O. 

Donde w ce O significa que w es un abierto tal que w e O y w es compacto. 

Demostración: Sea 

u(x) = { ~(x) 

y sea 

9n = Pn * U 

donde Pn es una sucesión regularizante (definida tal y como en (4.4.3)). Sabe­
mos por el teorema (C.2) que 9n E coo(]RN) y que 9n --t U en IJ'(IRN ). 

Tenemos que probar que Y''Pnlw --t Dulw en en IJ'(w)N para todo w ce O. 
Fijamos una función a E Có(O) , O :s a :s 1, tal que a = 1 en una vecindad 
de w. Entonces se cumple lo siguiente: 

supp (Pn * au - Pn * u) = supp (Pn * (1 - a)ü) 

e Supp Pn + Supp (1 - a)u 

e B (O, ~) + Supp (1 - a) 

e]RN \ w 

para n suficientemente grande. De donde, 

Pn * au = Pn * u en w. 

Ahora bien, usando el lema (4.4.4) y el lema (4.4.1) es fácil ver que: 

o oa 
-,,-(Pn * au) = Pn * (aDiu + (-,,- )u) 
uXi UXi 

Y entonces: 

(4.4) 
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Observando el hecho de que oc = 1 en w, de donde :::. = O en w: 

Con esto tenemos ya una sucesión de funciones 9n E GOO(lRN ) tales que 
'il9n --+ D11. en V(w)n. Resta encontrar ahora una sucesión que haga lo 
mismo pero que tenga soporte compacto. 
Para esto, truncarnos la sucesión 9n como sigue: definimos 

donde (n está definida como en (4.4.2). Tenemos que probar que 'Pn -t 

U en V(fl) y que 'ilcpnlw -t D11. en V(w)n para todo w ce fl. 
En efecto, tenemos que 

usando la desigualdad del triángulo 

Usando de nuevo el teorema (C.2) se tiene que el primer sumando del lado 
derecho tiende a O si n -t oo. El segundo sumando tiende a O ya que la 
sucesión (n(x)u(x) -t u(x) puntualmente. 
Así que 

Por otro lado, 

se sigue que 

11 'Pn - U IILP(Il) --+ O si n -t oo. 

Finalmente, 
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Entonces, usando la desigualdad del triángulo 

11 ~~; - DiUIIv(w) = 11 ~~: (Pn * ü) + (n(Pn * DiÜ ) - Diu IILP(w) 

::; 11 ~~: (Pn * ü) Ilv(w) + 11 (n(Pn * DiÜ ) - Di11. IIv(w) 

e 
::; - 11 Pn * U liLp(w) + 11 (Pn * DiU) - Diullv(w) 

n 
e 

::; - 11 Pn Ilv(w) 11 Ü 11 LP(w) + 11 (Pn * DiÜ) - Diu Ilv(w) . 
n 
e 

::; -+ 11 (Pn * DiÜ ) - Di11. IILP(w) . 
n 

Usando de nuevo el teorema (C.2), se tiene que(Pn * D¡ü) --+ Diü en lJ'(w) 
como además Diu = Di11. en w, entonces el lado derecho de la desigualdad 
tiende a O si n --+ oo. 
De donde, V'rpnlw --+ D11.l w en IJ'(w)n para todo w ce ll. • 

4.5. Otras propiedades 

Con las herramientas que hemos desarrollado hasta ahora podemos dar al­
gunas propiedades útiles de estos espacios, es decir, queremos saber bajo 
qué condiciones una composición de funciones en Wk,J>(ll) sigue estando en 
Wk,P(ll), cuándo el valor absoluto o las partes positiva y negativa de una fun­
ción de este espacio se quedan en este espacio, qué significa que una función 
tenga derivada débil idénticamente cero, etc. A estas cuestiones respondere­
mos en esta sección. 

Proposición 4.5.1 Sea G E C 1(R) tal que G(O) = O Y IG'(s)1 ::; MVs E IR. 
Sea u E W1,P(fl), entonces 

Go11. E WI,P(fl) y Di(GoU) = (G' o11.)Diu. 

Demostración: Usando el teorema del valor medio se tiene que 

G(s) - G(O) = G'(~)s para alguna (E IR 

así que 

IG(s)I::;Ms VsER 
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en particular, 

le o u(x)1 ~ Mlu(x)1 Vx E O. 

Ahora bien, como u E V(O), se sigue que e o u E V(O). Así mismo, 

le'(u(x))IID;u(x) I ~ MID;u(x) I Vx E O 

y esto implica que (e' o u)D;u E V(O) para toda 1 ~ P ~ oo. Consideremos 
dos casos: 

i) 1 ~ P < oo. 

Por el teorema (4.4.6) podemos tomar una sucesión de funciones (u,,) E 
C(j"'(RN ) tales que un -+ U en V(O) (y extrayendo una subsucesión 
convergente, Un -+ u c.t.p. en O) y Vunl w -+ Dul w en V(w)n Vw ee 
O. Entonces se sigue que 

Por el teorema de convergencia dominada, tenemos que 

e o u" -+ e o u en U(O) 

y (e' o u) ~~ Iw --t (e' o u)D;ul
w 

en LP(w) Vw ee O 

de donde 

11) P = oo. 

Para cada cp E CHO), tomamos un abierto 0 ' tal que suppcp e 0 ' ee 
O. Entonces u E W1,P(n') VI ~ P < 00 y se deduce entonces (4.5) por 
el caso anterior. 

• 

Corolario 4.5.2 Si / E W1,P(0), 1 ~ P ~ 00 entonces 111 E W1.P(0) tam­
bién y: 

{

Dd(X) 
Ddf(x) I = O 

-Dd 

si /(x) > O 

si/(x)=O 

si/(x) <O 
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Demostración: Para E> O, sea 1/!,(J) = (F + E2)~ - E. Esta función cumple 
las hipótesis del lema anterior, por lo tanto V<p E eJ(n): 

r 1/J,(J(x)) o<p (x) = _ r J(x)Dd(x} <p(x). 
Jn oX; Jn ((J2+E2). 

y usando el teorema de convergencia dominada tenemos que cuando E ~ O: 

r IJ(x) 1 O<p (x) = _ r J(x)Dd(x) <p(x) 
Jn oX; Jn IJ(x)1 

= - In DM(x)I<p(x) con la definición que dimos de DMI· 

Además sabemos que si J E V(n), IJI E V(n) también. Por otro lado, por la 
definición que dimos de DMI, como Dd E V(n), se sigue que DMI E V'(n). 
De donde si J E W 1.P(0) se sigue que IJI E W 1J'(0). • 

Teorema 4.5.3 Cambio de variable 
Sean O y n' dos abiertos de RN y sea F : n' --+ O una funci6n biyectiva, 
x = F(y) tal que 

IJacF(x)1 :-:::: e'Vy E O' y IJacF-1(x)l:-:::: evx E O 

Sea u E W1'p(0), entonces u o FE W1J'(O') y además 

Vj = 1,··· ,N 

Demostración: 
El hecho de que 1 JacF(x) 1 :s: e' y que lJacF-1(x)1 :-:::: e nos aseguran que 
D;(u o F) E V(O') Vi = 1,··· ,N. Por otro lado, escogemos una sucesión 
(un) E eij(RN

) tal que Un --+ u en V(O) y VUn --+ Du en V(W)N Vw ce O. 
Tenemos que: 

r (un O F)IJacFI = r Un(x) 
~n' ~n 

de donde 

r (u o F)IJacFI = ( u(x) 
Jnl Jn 
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ya que podemos usar el teorema de convergencia dominada. De manera análo-
ga, 

r (Diti o F) aaF¡ = r D¡u(x). 
Jn' Yj Jn 

Se sigue que Un o F -+ u o F en V(!1') y 

({)u,.) aF. aF. 
-oF -' --t (D¡uoF)-' 
ax¡ ayj ayj en V(w') Vw' ce 0'. 

Así que, dada una función 1/J E eH!1') se cumple que 

y en el límite, obtenemos el resultado. 
Como u E V(!1), se tiene que 

L lu o FIP = i lu(x)IP < 00 

de manera que (uoF) E V(!1). De forma similar, el hecho de que IJacF(x) I ~ 
e' y que IJac F-l(X)1 ~ e nos aseguran que Di(uoF) E V(!1') Vi = 1,'" , N . 

• 



CAPÍTULO 5 

Extensiones y Espacio W~,P(n) 

5.1. Operadores de extensión 

El objetivo de esta sección es estudiar bajo qué condiciones podemos extender 
una función ti E WI,P(O) a una que viva en WI.P(RN). Observemos que en 
general, si ti E WI,p(O) y extendemos a ti como cero fuera de O, la extensión 
no tiene porqué vivir en WI,P(lRN

). 

Notación sea x E RN denotamos: 
x = (x',XN) con x' E RN

-
I , Ilx'lI= (E:':II;¿)L 

Qo = {x = (X',XN) I Ilx/ll< 1, XN = O} 

Recordemos una definición que ya babíamos dado en el capítulo 1: 

Definición 5.1.1 Decimos que O es de clase el si 'Ix E r = &D. existe una 
vecindad Ux en lRN y una función H : Q --+ U", biyectiva tal que: 

En general, decimos que 80 es de clase ek
, k = O, 1,'" si para todo x E &D. 

existe una función h : RN - 1 --+ lR de clase ek tal que salvo una reordenación 
y una reorientación de los ejes se tiene que 

80 es de clase ero o suave si es de clase ek para toda k. 

55 
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Lema 5.1.2 Sea u E W1,P(Q+). Definimos en Q la función u* extendida por 
reflexión, es decir: 

entonces, u' E W 1,P(Q) y 

si XN ~ O 

si XN < O 

11 u'IIV(Q) ~ 2 11 u IILP(Q+) 

11 u'lIwl,p(Q) ~ C 11 u Ilwl.p(Q+) 

Demostración: Afirmamos que: 

i=1,···,N-1 

DN(U') = (DNU)" = {DNU(x"~N) 
- DNU(X , -XN) 

si XN > O 

si XN < O 

si XN ~ O 

si XN < O 

(5.1) 

(**) 

Definimos también r¡k(t) = r¡(kt) con t E IR, k = 1,2,'" donde r¡ es una 
función fija de clase COO(R) tal que: 

r¡(t) = {~ 
Demostración de (*) : 

si t < ~ 
si t > 1 

Tomamos tp E CJ(Q).Para 1 ~ i ~ N - 1 se tiene que: 

(5.2) 

donde t/J(x',XN) = tp(X',XN) + tp(x', -XN) e hicimos el cambio de variable 
y = -XN· 

Observemos que en general, t/J no tiene por qué ser una función de clase 
CJ(Q+), así que debemos suavizarla. Para esto, definimos una nueva función 
ií : lR," -t R tal que iík(X) = r¡k(XN) donde XN denota la proyección en la 
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N -ésima coordenada. De esta forma, iik1/; E CJ(Q+) , y ahora sí, podemos 
usarla como función de prueba: 

y usando el teorema de convergencia dominada 

Así que combinando (5.3) y (5.4) se obtiene 

r u· ~(P = r u r:! = - r (Diu)1/; = - r (Diu)*<p JQ vX, JQ+ vX, JQ+ JQ 

que es (*). 
Resta probar (**). 
Sea <p E CJ{Q). Haciendo de nuevo un cambio de variable, obtenemos 

donde X(x', XN) = <p(x', XN) - <p(x', -XN). 
Usando el teorema del valor medio tenemos que: 

(5.4) 

(5.5) 

para alguna ~ E (O, X N). Ahora bien, si pensamos por un momento a X(x', .) 
como una función de [-l,lJ -t R (esto es, dejamos fija la variable x'), se 
tiene que X es diferenciable en [-1,1], Y su derivada es continua, así que 
alcanza un máximo M. Como además X(x', O) = O entonces 

Además iikX E CJ(Q+) así que 

r u" [} (iikX) = - r (DNu)(iikX) JQ VXN JQ+ 
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ahora bien, 

aa íj.X(x) = a8íjk (x)X(x) + ií.(x) aaX (x) 
XN XN XN 

= kr¡'(kxN )x(x) + ií.(x) aaX (x) 
XN 

así que queremos probar que 

de donde 

1 u(kr¡'(kxN)x) -+ O si k --t 00 

Q+ 

Ik+ U kr¡'(kxN) xl ~ k k Mlullr¡'(kxN lllxNI 

~ k { Mlullr¡'(kxN)llxNI 
Jo<zN<l 

~ kCl lul 
o<xN<í 

-+ O si k --t 00 

y pasando al límite (usando el teorema de convergencia dominada) 

pero ahora 

Además, se cumple que 

11u'IP ~ 21 lulP 

Q Q+ 

lIu'lb(Q)~ 2 11 U I!L.(Q+) 
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y se cumple lo mismo para las derivadas débiles, de donde, 

• 
Nota: Si cambiamos Q+ por IR';' la demostración es análoga. 

Teorema 5.1.3 Supongamos que r! es de clase el con r = an acotado (o 
bien r! = lR';'J. Entonces existe un operador lineal P : WI,p(r!) -+ WI,p(R") 
tal que Vil. E WI,P(r!) 

i) puln = u 

ü) 11 Pu IILP(R.")~ e 11 u Ib(n) 

üi) 11 Pu IIWl.P(II.")~ e 11 u IIWl,p(n) 

donde la constante e depende únicamente de r!. P se llama un operador de 
extensión. 

Demostración: Como r es compacto y de clase el entonces existen abiertos 
Ui de RN tales que r e U~=I Ui y existen funciones biyectivas Hi : Q -+ Ui 
tales que: 

Podemos tomar entonces una partición de unidad subordinada a esta cu­
bierta, sabemos por (D.1) que existen funciones (Jo, (JI,'" (Jk E eoo(IRN ) tales 
que: 

i) O ~ (Ji ~ 1 Vi = 0,1,'" ,k Y L~=o (Ji (x) = 1 'Ix E lRN 

ii) SUPP(Ji es compacto y SUPP(Ji e Ui Vi = 1,'" k 
supp (Jo e ]RN \ r 

y si r! es abierto y acotado, entonces (Jo I n E eO'. 
Más aún, podemos escribir 

k k 

U = ~ (JiU = ~ Ui, donde U; = (JiU. 

i=O i=O 

Vamos a extender a cada U; como sigue: 
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a) Extensión de U o : 

Uo(X) = { ~o(X) 

Observemos lo siguiente: 

00 E C1(RN ) n LOO (IRN) por construcción. 

\lOo E LOO(RN) ya que: 

k 

\lLOi = \l1 = O. 
i::;;O 

Por lo tanto, 
k 

\lOo = - L \lOi 
i=1 

(5.6) 

pero cada una de éstas tiene soporte compacto, así que \lOo tam­
bién. Como u E Wl,P(fl), se sigue por el corolario (4.4.5) que fio E 
Wl,p(RIV) y DiUo = OODiU + ~fi. 
Por otro lado, 

y además, 

de donde, 
11 Uo IIw1,p(RIV)::; C 11 U Ilwl,p({l) . 

b) Extensión de Ui, i = 1, ... ,k. 

Consideramos la restricción de u a Ui n fl y "trasladamos" esto a Q+ 
con la ayuda de Hi. Es decir, sea Vi(Y) = u(Hi(y)) con y E Q+. 

Sabemos por el teorema de cambio de variable que Vi E W1,P(Q+). 
Ahora extendemos a Vi por reflexión a todo Q usando el lema (5.1.2). 
Formalmente, sea vi la función dada por: 

*(' ) _ {Vi(X"XN) si XN;::: O 
viX,XN- (' ) 

Vi X, -XN si XN < O 
(5.7) 



5.2 El espacio W¿,p(O) 

y sabemos por el mismo lema que vi E Wl,p(Q). 

Ahora, regresamos vi a U; con H;-l es decir, definimos: 

w;(x) = V;(H;-l(X)) con x E U; 
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Se cumple que w; E W1,p(U;), w; = u en U; y además 11 w; IIWI,p(u;):S: 
C 11 U IIwl,p(u;n!l)' Así que finalmente, para x E RN , definimos: 

11;(x) = {~;(X)W;(X) si x E U; 
siXERN\U; 

de manera que, usando de nuevo el lema (4.4.4) se tiene: 

y 

Ú;(x) E WI,p(RN
) 

u;(x) = U;(x) 'Ix E O 

11 ú; Ilwl.p(RN):S: C 11 u IIwl,.(U;nn) 

En conclusión, tomando el operador Pu = fin + L~=I 11; se cumple lo 
que queríamos. 

• 

5.2. El espacio W¿,P(O) 

5.2.1. Definición y ejemplo 

Definición 5.2.1 Definimos a W¿,P(O) como la cerradura del subespacio 
C8"(O) en el espacio W1,p(O). 
Denotaremos en particular, 

La definición de arriba puede reescribe como: 

I E W¿,P(O) si Oj(Jn) E Cg"(O) tal que Iím 11 In - I Ilwl.p= O. 
n~oo 

Para darnos una idea más clara de cómo son las funciones que viven en el 
espacio W¿,P(O) empezamos esta sección con un ejemplo. 

Ejemplo 5.2.2 
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Sea 0= B(O, 1), f una función tal que fE C1(0)nCO(fi) y sea f = O en an, 
entonces f E W¿,p(O). 
Demostraci6n: 
Sea A < 1, tomamos 1>, (x) = f(>-X). Entonces 1>,. E CJ(O) ya que I>,(x) = O 
si AX > 1. Se sigue por (C.8) que 1>, E W¿oP(O) ya que es el límite de las 
regularizaciones que sabemos que son clase CO"(O). 
Ahora bien, como f es continua, entonces 

lún 1>, (x) = lím f(AX) = f(x) puntualmente. 
A---+1 >"-+1 

Df(AX) "' .... ¡ Df(x) ., 
y D;I>,(x) = A Dx; -7 Dx; tamblen puntualmente 

De donde, usando el teorema de convergencia dominada: 

lírn r I>,(x) = r Iím f",(x) = r f(x) 
)..~1 Jo. in ).--*1 Jo. 

y lím r D;j>.(x) = r lím D¡I>,(x) = r D;j(x). 
>. .... llll lll"' .... l ln 

Así, 1>, -t f en la norma WloP(O). Como f>. E W¿,p(O) y W~oP(O) es por 
definición, cerrado, entonces f E W~,P(O). • 

¿Será cierto que toda función que se anula en la frontera vive en W¿,P(O)? 
¿Qué condiciones tiene que cumplir una función que vive en este espacio? 

5.2.2. Caracterizaciones del espacio W5'P(O) 

Lema 5.2.3 Sea u E W l ,P(O),1 ::::: p < 00 con supp u e O y compacto. 
Entonces u E W¿,P(O). 

Demostraci6n: Fijemos un abierto w tal que suppu e w ce O. Elegi­
mos a E CJ(w) tal que a = 1 en el suppu. Por otro lado, sabemos por 
el teorema (4.4.6) que existe una sucesión (Un) E CO"(lRN

) tal que Un -t 
u en 0'(0) y V'Un -t Du en V(w)N. 
Por un lado, 

aUn -t au en LP(O) 

y como supp u e w entonces supp Du e w y 

L 1V'(aun ) - D(au)IP = L 1V'(aun ) - D(au)IP 

::::: L lV'alPlun - ulP + lalPIV'un - DulP 

-7 O ya que V'un -t Du en LP(W)N. 
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Por lo tanto, aUn -+ cm en WI,P(O). 
Como aUn E CorO), se sigue que au E W~oP(O), pero a = 1 en suppu. De 
donde U E W~'P(O). • 

Ahora estamos en condiciones de dar dos caracterizaciones importantes de 
estos espacios. 

Teorema 5.2.4 Sea O de clase C l , r = ano Sea U E WloP(O) n C(O) con 
1 :'S p < oo. Son equivalentes: 

i) u = O en r 

ii) u E W~'P(O) 

Demostración: i) '* ii) Supongamos primero que suppu es acotado. Fijamos 
una función 9 E C l (IR) tal que: 

g(t) = {~ si Itl :'S 1 

si Itl ~ 2 
con Ig(t) I :'S Itl V't E IR. 

Definimos también a 

1 {o un(x) = -g(nu(x» = ) 
n u(x 

si lu(x)1 :'S ~ 
si lu(x)1 ~ ~ 

Queremos ver que Un E WloP(O). Es claro que las funciones Un son débilmente 
diferenciables, ya que son composición de funciones débilmente diferencia bIes 
(esto se sigue de la prueba de la proposición (4.5.1)). Así que sólo resta probar 
que tanto Un como D¡un viven en V(O). 

1 1 
lunl = l-g(nu(x))I:'S _. nlu(x)l:'S lu(x)1 

n n 
y como u E V'(O) entonces un E V(O). 
Por otro lado, DiUn = ~g'(nu(x)) . Diu. Notemos que g'(x) = O excepto en 
los intervalos [-2, -1] Y [1,2]. Pero estos intervalos son compactos y como 9 
es de clase CI(lR), g'(x) alcanza su máximo en [-2, -1] n [1,2]. De manera 
que 

lID¡UnIP :'S M lID¡UIP Vi = 1,' .. N 

de donde D¡un E V(O). 
Gracias al teorema de convergencia dominada, se tiene que Un -+ U en 
W1,P(O). Ahora bien, resta ver que Un E W¿oP(O). Observemos que sUPPUn e 
{x E O Ilu(x)1 ~ ~}. 
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Como estamos suponiendo a suppu acotado, entonces suppu,. es compacto, 
y por el lema (5.2.3) Un E W~,p(n) de donde se sigue que u E W~,p(n). 
Por otro lado, si suppu no es acotado, entonces "truncamos" a la [unción u 
de la siguiente forma: Definimos la función ( E CO' (lRN ) como sigue: 

((x) = g si Ixl ~ 1 

si Ixl ::::: 2 

y sea (n(x) = ((~). Proponernos Un (x) = (n(x)u(x). En este caso, claramente 
el suppUn es compacto en n para cada n, de donde Un E W~,p(n). Corno 
además Un ~ u en Wl,p(n), entonces u E W~,p(n). 
ü) => i) Sabemos que u E Wl,p(n) n cCO) y n de clase Cl. Usando el mismo 
método que el del teorema de extensión (5.1.3), demostrar que 

si u E Wol,p(n) entonces u = O en r 

equivale a demostrar que 

Sabemos que existe una sucesión Un E C,l(Q+) tal que Un ~ U en Wl,P(Q+). 
Para (x', XN) E Q+, usando el Teorema Fundamental del Cálculo se tiene 
que 

y entonces, para O < E: < 1: 

y usando el teorema de convergencia dominada, cuando n -t 00 Y é fija 
tenemos 

Ahora bien, por un lado, 

1 r IDNu(x', t)1 dtdx' --+ O si é ~ O 
11<11<1 Jo 
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por el otro, usando el teorema de diferenciación de Lebesgue se tiene que: 

~ 1< r lu((x', xN)1 dx'dxN ---+ r lu(x', 0)1 dx' si é -+ O 
é o Jllx11<1 J11<11<1 

de donde lu(x',O)1 = O'v'x' con 11 x' 11< 1, es decir, u = O en Qo. • 
Este teorema nos revela el importante papel que juegan los espacios W~,p (1) 
en ecuaciones diferenciales y particularmente en nuestro problema inicial 
(1.1): dado que en (1.1) pedimos a nuestra función que se anule en la fron­
tera, sabemos que cualquier solución de (1.1) vivirá en el espacio W~,p(O). 
De ahí que nos resulte vital el conocer a profundidad dichos espacios, para 
poder decir propiedades útiles de nuestras funciones solución. 

Teorema 5.2.5 Sea O de clase el y u E V(O) con 1 < p < oo. Son equiv­
alentes: 

i) u E W~,p(O) 

ü) Exi.ste una constante C tal que: 

IIn u ;~ 1 ~ C 11 rp 1Iv'(rJ) 'v'rp E Cg'(IR
N

) 

iii) La funci6n definida por: 

u(x) = { ~(x) 

Demostraci6n: 

i) =} ii) Sea Un E CJ(O) tal que un -+ ti en WI,P(O). Tomamos rp E Cg'(IRN ) 

y usando la desigualdad de Holder 

11 Un;~1 = 1-1 :;rpl ~IIDUnIlLP(rJ)lIrpllLP'(rJ) 
Tomando limites, por la continuidad de la función ti >-+ J tiV, V E 
V' (O) obtenemos H). 

ii) =} iii) Sea rp E Có'" (IRN ) , se tiene (de nuevo usando la desigualdad de 
Holder) 

liN u;~ 1 = 11 u;~1 ~ e IIrpllL>"(rJ)~ e IIrpIlLP'(RN) 

Esto implica, por el teorema (4.3.6) que u E WI,p(JRN). 
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iii) =} i) Así como hicimos en el teorema anterior, podemos ''trasladar'' este 
problema al siguiente: 

Sea u E V(Q+) y suponemos que la función iL dada por 

u(x) = {U(X) si x E Q, XN > O 
O si x E Q, XN < O 

(5.8) 

pertenece a W1,P(Q+). Tenemos que demostrar que au E W~oP(Q+) Va E 
CJ(Q). 

Sea (Pn) una sucesión regularizante tal que: 

1 1 
sUPPPn e {x E aN 1-

2 
::::; XN::::; -l· 

n n 

De manera que si extendemos a aiL como cero afuera de Q, por el lema 
(4.4.4) aiL E W1oP(RN

). Como Pn * (aiL) -+ aiL en ll(n), y D(Pn * 
(aiL» -+ D(aiL) en V(n), se sigue que Pn * (aiL) -+ aiL en W1oP(RN) . 
Por otro lado, 

supp (Pn * aiL) e supp Pn + supp(aiL) e Q+ 

para n suficientemente grande. De ahí que: 

• 

Corolario 5.2.6 Sea 1 ::::; p < oo. Sea no e n, 9 E w1oP(n), h E w1oP(no) y h- 9 E 
W~,P(rlo). Entonces: 

¡(x) := {h(X) 
g(x) 

si x E no 
si x E n \ no 

está en w1oP(n) y su derivada débil Vi = 1, ... , N está dada por: 

D;J(x) = {D;h(X) 
D;g(x) 

si x E no 
si x E n \ no 
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Demostraci6n: Considerando a f - 9 y h - 9 en lugar de f y h podemos 
pensar que 9 == O. Desde esta perspectiva, el problema se vuelve el siguiente: 
si h E WJ'P(Oo) entonces tenemos que probar que: 

f(x) := {~(x) 

está en W1oP(0) y que su derivada es: 

D;f(x} = { ~ih(x) 

si x E 0 0 

sixEO\!lo 

si x E 0 0 

sixEO\Oo 

Pero esto se sigue inmediatamente del teorema anterior. • 



CAPÍTULO 6 

Teoremas de encaje de Sobolev 

6.1. Caso N = 1 

Sea 1 un intervalo abierto en lR. Consideramos una función u E Wl.l(I), sabe­
mos por el teorema (4.4.6) que u es el límite de alguna sucesión de funciones 
(un) E CO'(R) bajo la norma W 1

•
1(I). Esto implica que(un ) -t u en Ll(I) y 

sus derivadas débiles Diun -t Diu en Li(I') VI' ce l. Entonces: 

lím llun(x) - u (x) 1 dx + l ldd
Un 

(x) - Du(x)ldx = O 
n--+oo l' l' X 

Como Un es suave, entonces para toda a, b E 1 Y e: > O, usando el teorema 
fundamental del cálculo obtenemos 

I 
t du I t d'Un IUn(b) - un(a) 1 = la dxn(x)dx ::; la 1~(x)ldx 

(b e: 
::; la IDu(x)1 dx + "2 para n suficientemente grande 

Como Du E Li(I) entonces tenemos que: 

l
b e: 

IDu(x)1 dx < -
a 2 

si la - bl < 8 y n suficientemente grande 

en conclusión, IUn(b) - Un(a)1 < E: si la - bl < 8 y n suficientemente grande. 
Más aún, tomando límites en una subsucesión convergente si fuese necesario, 
tenemos que por un lado, 

lu(b) - u(a) 1 ::; e: si la - bl < 8, Va, bE 1 

de donde, si u E W ' ·
1(J), entonces u es uniformemente continua sobre l. Por 

el otro, 

lu(b) - u(a) 1 ::; [IDU(X)I dx Va,b E l. (6.1) 

La pregunta natural ahora es ¿se podrán generalizar este tipo de resultados 
a dimensiones más altas? ¿Qué tipo de relaciones existen entre los espacios 
de Sobolev y los espacios lJ'? 

69 
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6.2. Desigualdades de Sobolev 

6.2.1. Motivación 

En los capítulos anteriores hemos visto algunas propiedades importantes de 
los espacios W1,P(!1) y el espacio WJoP(!1). Ahora, tratamos de dar estima­
ciones que nos permitan decir más cosas acerca de estos espacios, por ejem­
plo, nos gustaría que estos espacios se "encajen" en algún espacio lJ', para 
así poder usar toda la teoría que conocemos acerca de los espacios lJ'. En 
particular, en base a lo que obtuvimos en (6.1) nos gustaría poder decir que 
si u E W1oP(RN

) entonces 

(6.2) 

para alguna q y alguna constante C que dependan únicamente de p y de N. 

En el resto de esta sección asumiremos que 1 ~ p < N. Podemos investigar 
primero qué condiciones tendríamos que establecer sobre q para que una 
desigualdad del estilo de (6.2) se cumpla. Para ver esto, tomemos una función 
lo más bonita posible, es decir, sea u E CO'(RN

) y definamos una nueva 
función reescalada de la siguiente manera: 

u),(x) = u(ke) con A > 1, x E RN 

Si q es tal que (6.2) se cumple para toda u E W1oP(IRN
) entonces, en particular, 

(6.3) 

Ahora bien, 

y por otro lado, 

Substituyendo esto en (6.3), se obtiene 

y entonces 

(6.4) 

Como nos interesa que esta desigualdad sea válida para toda A E R, necesi­
tamos pedir que 1 - !'!.. + !'!.. = O, ya que de otra forma podríamos mandar A a 

p q 
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o o a 00 en (6.4) y obtendríamos una contradicción. Así que si queremos que 
.. NN 111 Np 

(6.2) sea cIerta, neceSItamos 1 - - + - = O, o bien - = - - -, q = --o 
p q q P N N-p 

Esto motiva la siguiente definición. 
Definición 6.2.1 Si 1 ::::: p < N, el conjugado de Sobo/ev de p es 

1 1 1 
De manera que - = - --, 

p' P N 

p' 
Np 

N-P 

y p' > p. 

6.2.2. Desigualdades de Sobolev 

Teorema 6.2.2 Desigualdad de Gag/iardo-Niremberg-Sobolev 
Sea 1 ::::: p < N. Entonces 

donde p' es el conjugado de sobolev de p. Además existe una constante e que 
depende únicamente de p y de N, tal que 

(6.5) 

d d e ~ on e = N(N-p). 

Es decir, la inclusión WI,p(lRN
) e V' (RN

) es continua. 

Demostmción: 
Empezaremos con el caso p = 1. Consideremos por ahora u E CJ(IR.N ) , en­
tonces para cada i = 1,· .. ,N Y x E ]RN tenemos por el teorema fundamental 
del cálculo: 

lu(x)l::::: i: I~~~) I dYi 

Para aligerar la notación utilizaremos u en lugar de u(x). Se sigue que: 

Por lo tanto, 
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Integramos respecto a la primera variable y obtenemos: 

{+oo roo (N (+oo 1 au 1 ) *' J-oo lulb~l:'SJ_oo !JJ-ex> oX; dx; ~1 

¡ +oo (¡+oo 1 au 1 ) ~ ( N ¡+oo lo I ) ~ :'S a dXl - rr o u (x) dx; ~1 
-00 -00 Xl i==2 -00 XI 

y el primer factor ya es constante respecto a 6, así, 

1:00 lul~~l :'S (¡:oo 1:;: (X)I dx1) ~ 1:00 (f!/:00 I:(X)I dx;r~l ~1 
y usando la desigualdad de Holder generalizada (dada en (B.4)) para el se­
gundo factor de la derecha se tiene que 

¡ +oo (N ¡+oo I au 1 ) ~ (¡+oo (¡+oo 1 au I ) ~ ) ~ rr ox. (x) dx; ~1 :'S OX dx2 ~1 
-00 i:=2 -00 , -00 -00 2 

( rOO (1+00 
I au 1 ) ~ ) ~ ... J-oo -00 OXN dXN ~1 

Metiendo este resultado en la desigualdad anterior se obtiene 

Iterando este proceso, 

+00 

JJ lul~ ~1d{2 :'S 
-00 

(i]l:;, 1 d<,"" ) .L, . (iJI;' 1 d<'d<') .L, 

f¡ (@I::I d<'d<'d<f 
Así, después de N veces obtenemos: 

(6.6) 
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Por lo tanto, elevando ambos lados a la NN 1 , 

y usando la desigualdad de Young se tiene que 

Este es el resultado para p = l. 
Supongamos ahora p > 1 Y u E CJ(RN). Aplicarnos la desigualdad (6.6) a la 
función lul"Y con 'Y > 1, por determinar. 

usando la desigualdad de Holder 

Queremos escoger a 'Y de manera tal que (*) sea igual a la integral de la 
izquierda (excepto por las potencias). Esto implica escoger a'Y tal que: 

'Y_
N

_ = ("( -l)-P-
N-1 p-1 

Por lo tanto, 

p(N - 1) 
'Y= >1 

N -p 

N P Np • 
Y entonces, 'Y-- = b - 1)-- = -- = p . De manera que (6.8) se 

N-l p-1 N-P 
vuelve 

Es decir, 
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con C = ~ = tC(:,-=-;) que no depende más que de p y de N. 

Este es el resultado para u E CJ(RN
). Sea ahora una funci6n u E W1,P(RN ), 

sabernos que existe una sucesi6n de funciones (un) E CJ (RN
) tal que Un -+ u 

en W1.P(RN
). Podernos extraer una subsucesi6n de manera tal que Un -+ U 

c.t.p. Por un lado, sabernos que para toda n: 

11 Un 110" ::; C 11 VUn 110' (6.9) 

Por el otro, como Un -+ u en W1.p(RN
) podemos usar el lema de Fatou para 

obtener: 

así que combinando (6.9) y (6.10) 

r luIP·::; lim r lunIP·::; lim C r IVunlP 

lRN n-+oo JRN n--+oo JRN 
Pero 

ya que sabemos que Un -+ u en W1,P(RN
) de donde, 

r luIP·::; C r IDulP 

JRN JRN 
Ilulb'::; C IIDullv 

donde la constante C depende únicamente de p y de N. 

Corolario 6.2.3 800 1 ::; p < N. Entonces: 

con inyección continua. 

Demostraci6n: Dado p ::; q ::; p. podemos escribir: 

1 O< 1- O< 
-=-+-- 0::;0<::;1. 
q P p. 

(6.10) 

• 
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Usando la desigualdad de interpolación dada en (B.5) se tiene que 

Ilullq ::::: Ilull; Ilull~:-a 

Ahora bien, por un lado, 

lIull; :::::11 u 11 "".p 
y por el otro, por el teorema (6.2.2), 

se sigue que 

11 ti Ilq ::::: 11 ti 11"",p C 11 Du II!-a::::: C 11 ti lIíi/l,.11 u lI~l~P 
::::: e 11 U IIW1,p 'tu E wlJ>(r). 

Corolario 6.2.4 Caso límite p = N 

WI,N(RN
) e Lq(RN

) 'tqE[N,+OO) 

con inyecci6n continua. 

Demostraci6n: 

75 

• 

Modificando un poco lo hecho para la demostración del teorema anterior, 
considerando la función lul"l'-IU (con 'Y 2': 1) en lugar de u en (6.6), donde 
u E Có(R.N) tenemos que 

IIlul"l'-IUllpb ::::: TI 11 e~i (lul"l'-IU) 11: 
i=l 

que puede reescribirse como 

(6.11) 

Para cada uno de los factores de la derecha podemos usar la desigualdad de 
Holder, por ejemplo, para el primero se tiene 

Il lul"l'-1 Bu 11 k ::::: (r lulh-I)P') & (r 1 Bu IP) tr< 
eXI L' JRN JaN eXI 

1if &u. tr 1 1 
< 11 u 11 11-11 donde - + - = 1. - LP'C,-l) eXI Lp ¡f P 
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De manera que la desigualdad (6.11) se vuelve 

y usando la desigualdad (6.7) 

11 u II:~ ~ ~ 11 u 11 :~:~-l) 11 Vu 11 L' 
(6.12) 

substituyendo p = N obtenemos 

Ilull:~ ~ ~llull:~ IIVull LN (6.13) 

sacando ~-raíz de ambos lados se tiene que V, :::: 1 

(6.14) 

Escogemos, = N Y la desigualdad anterior se convierte en: 

IHILA ~ IHI:IIVull~ ~ IHI:NIHI!l.N (6.15) 

lIullw'.N. 

Ahora bien, Vq E [N, :~lJ, usamos la desigualdad de interpolación exacta­
mente como en la demostración anterior para obtener 

Con esto tenemos el resultado para q E [N, :~lJ y u E CJ(RN), y como 

:~1 > N + 1, de manera trivial lo tenemos para q E [N, N + 1J. 
Para q E [N + 1, +00) se prosigue de la siguiente manera: substituimos en 
(6.13) p = N + 1 en lugar de p = N para ahora obtener 

de nuevo, sacamos ~-raíz para obtener 
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y substituimos I = N + 1 como en (6.15) y obtenemos 

1I 11 ( N + 1) *' 11 11 N"t., 11 V' 11 N~' u L NW_V) ~ -N- U LN+l ti LN+l 

Finalmente, usando como antes la desigualdad de interpolación Vq E [N + 
1, N~,;l)l se cumple el resultado. Reiterando este argumento para I = N + 
2, 1= N + 3, ... etc, se llega a que: 

con e una constante que depende únicamente de q y de N. El argumento se 
generaliza para ti E W 1,N de manera análoga a como se hizo en el teorema 
(6.2.2). • 

Teorema 6.2.5 Marre¡¡ 
Sea p > N. Entonces 

con inyección continua y además, Vu E W 1,p(lRN ) se tiene que: 

(6.17) 

lu(x) - u(y)1 ~ Clx - ylQ II Du Ilv x, y E RN (6.18) 

con a = 1 - Ji. Y e una constante que depende únicamente de p y de N. 
p 

Demostración: Empezamos de nuevo por demostrar (6.18) para una función 
u E CJ(lRN

). Sea Q un cubo abierto, que contiene al origen, de lados de 
longitud ". paralelos a los ejes coordenados. Para x E Q tenemos por el 
teorema fundamental del cálculo: 

¡td 
u(x) - u(O) = Jo dtu(tx)dt 

Por lo tanto, 
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Integrando sobre Q obtenemos: 

I~I ~ lu(x) - u(O)1 dx :S I~I ~ ~ [1: (tx)1 dtdx 

Definimos u = I~I ~ u(x) dx y como Q tiene lados de longitud r la desigualdad queda 

lu - u(O)1 :S )-1 [ dt ~ ~ 1:: (tx) 1 dx 

y haciendo el cambio de variable y = tx 

1 11 1 N 1 fJu 1 dy lu - u(O)I:s N-I dt L -f) . (y) ti 
r o tQ i=1 X, t 

Ahora aplicamos la desigualdad de Holder en la integral de la derecha y 
obtenemos 

ya que tQ e Q si o :S t :S 1. Por lo tanto, incorporando este resultado en la 
desigualdad anterior 

1 t ItQI*' lu - u(O) I :S rN - 1 Jo """tN 11 V'u IILP(Q) dt 

pero ItQI es la medida del cubo tQ en RN así que 

ItQI ~ :S Itl iJé r ~ de donde 
N N 

rP' t tP' 
lu - u(O) 1 ~ rN - 1 Jo tN 11 V'u IILP(Q) dt 

~-N+l 
rp N n+1JI :S N tr 11 V'u IILP(Q) 

pr-N+1 o 
l-t!. r P 

:S --N· 1I V'u IILP(Q) 
1- -

p 

1 1 
ya que - + - = 1 

¡I p 
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Este mismo procedimiento se puede hacer con un cubo de lados de longitud 
r paralelos a los ejes y centrado en cualquier punto x, de manera que 

1_l! 
r P 

lit - u(x)1 S --N IIVuIIV(Q) 
1- -p 

y usando el viejo truco de sumar y restar ü se tiene que 

lu(y) - u(x) I = lu(y) - ü + -a - u(x)1 S lu(y) - ül + lü - u(x)1 (6.19) 

Esta última desigualdad junto con (*) implican 

1-l!. r P 
lu(y) - u(x)1 S 2--N 11 Vu IIv(Q) V x, y E Q. (6.20) 

1- -
p 

Ahora bien, para cualesquiera dos puntos x, y E RH
, existe un cubo Q de 

lados paralelos a los ejes de longitud 21x - yl que los contiene. De ahí que: 

2(21x - yl)l-% " 
lu(y) - u(x)1 S 1 _ !:i 11 Vu IIv(Q) S Glx - yl 11 Vu IIv(RN) 

P 

donde C depende sólo de p y de N, y ex = ~. 
Con esto probamos (6.18) para u E GJ(RN

). Para u E Wl,p(RN ), hacemos 
como en el caso p < N, es decir, sea una sucesión (un) E GJ(RN

) tal que 
Un -t U en W1,p(RN

) y Un -t U c.t.p. se sigue que 

lím lun(y) - Un(x)1 S Clx - YI" lím 11 VUn IILP 
n-too n-+oo 

y como las funciones valor absoluto y norma son continuas, podemos meter 
los límites 

donde C depende únicamente de p y de N, y ex = 1 - If. 
Resta probar (6.17). 
Sean u E q(!Rn, x E ]RN Y Q un cubo de lado r = 1 que contiene a x. 
Notemos que por la desigualdad de Holder se tiene 

1 r 1 r 1 
-a=TQ¡JQu(x) S TQTJQlu(x)1 S TQ¡1I111LP'(Q)lIullv(Q) 

l-al S 11 u IIv(Q) (6.21) 

donde ~ + ~ = l. 
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Por otro lado, por (*) tenemos que 

lu - u(x)1 ~ e 11 Vu Ilv(Q) 

Por lo tanto, 

lu(x)1 ~ lul + e 11 Vu IIv(Q) 

y usando el hecho de que e > 1 Y la desigualdad (6.21) 

lu(x)1 ~ e(IIUllv(Q) + IIVullv(Q» 

~ e 11 u IIW1"(Q) 

~ e II u IIW1"(RN) 

Donde e depende sólo de p y de N. Entonces 

IluIlL~(RN) ~ e lIullwl.P(RN) Vu E eJ(RN). 

Para u E WI,p(RN
) se hace de manera análoga al párrafo anterior. _ 

Corolario 6.2.6 Sea 1 ~ p ~ 00, y O e RN abierto de clll.'le el con frontera 
acotada (o bien O = R~). Tenemos 

i) si 1 ~ p < N, entonces WI,p(O) e V
O 

(O) donde p' es el conjugado de 
Sobolev de p, 

ii) si p = N, entonces WI,p(O) e UrO) Vq E [p, +(0), 

iii) si p > N, entonces WI,P(O) e LOO(O) y además, para toda u E WI,P(O) 

lu(x) - u(y) I ~ elx - ylQ 11 U IlwI,p para cll.'li toda x, y E O 

donde e depende únicamente de O, p Y N, Q = 1- f; Y todll.'llas inclu­
siones son continuas. 

Demostraci6n: Consideramos el operador de extensión dado por el teorema 
(5.1.3): 

P : WI,P(O) ----+ W' ,P(IRN) 

Como (Pu) 111 = u, aplicando el teorema (6.2.2) se tiene que 

lI u IIVO (Il)=1I (Pu) 111 11v°(Il) ~1I(Pu)IIlIIv°(RN)~ e IID(Pu)IIL'(RN) 

y 11 D(Pu) IIV(RN) ~ e 11 Pu IIWl"(IRN) 
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así, 

Por otra parte, por el teorema (5,1.3) sabemos que 

De donde 

Para demostrar ü) y üi) se repite exactamente el mismo procedimiento us­
ando el corolario (6,2,3) y el teorema (6,2,5) respectivamente, 

• 
Dado que en el capítulo 5 vimos que una función u E HJ(n) se puede extender 
canónicamente por O en RN 

\ n, y esto para n e RN abierto cualquiera 
(teorema (5,2,5)), entonces resulta que los incisos i) y ii) del corolario anterior 
siguen siendo válidos para n e RN abierto cualquiera, Si además pedimos 
que n sea acotado, entonces también se cumple iii) dando lugar a la siguiente 
desigualdad: 

Corolario 6,2,7 Sea n e RN abierlo y acotado, u E W~,p(n) y p < N, 

Entonces existe tina constante e que depende únicamente de p y de n tal que 

11 ti 11u(!l) ~ e 11 Du IILP(!l) , 

Demostración: Sea u E W~,p(n), Por el teorema (5,2,5) definimos a u como 
la extensión canónica de u en ]RN , es decir, 

u(x) = {~(x) si x E n 
si x E RN 

\ n 

sabemos que u pertenece a W1,P(]RN) y además D,u(x) = D,u(x), Usando la 
desigualdad de Sobolev (6,5) se tiene que 

IluIIL'"(!l)=llulb"(RN) ~ e 11 DUIIL'(RN)= e 11 Du IILP(!l) 
11 u IILP"(Il) ~II Du 11u(!l) 

pero como p < p', sabemos por el corolario (B,3) que 



82 6. Teoremas de encaje de Sobolev 

así que 

11 U IIv(o) :::: C 11 Du IIv(o) . 

• 
U na versión más general del resultado anterior es la siguiente: 

Teorema 6.2.8 Desigualdad de Poincaré 
Sea n e IRN abierto acotado en una sola dirección, y u E W~,p(n). Entonces 

11 u IIv(!l):::: C 11 Du IIv(o) 
donde la constante C depende únicamente de p y de n. 

Demostrnci6n: Basta probar el resultado cuando u E CHn). Podernos exten­
der corno O a u en IRN \n de manera que u E CJ(RN

). Podernos además asumir 
sin pérdida de generalidad que n está entre los hiperplanos Xl = a y Xl = 
a + /. Entonces tenernos que para X E n, usando el Teorema Fundamental 
del Cálculo, 

lu(x)1 = 11.: ::1 (t, X2," . ,XN) dtl :::: 1.:1 ::1 (t, X2,'" ,XN)I dt 

:::: [+lj:~ (t,X2,'" ,XN)j dt 

y usando la desigualdad de Holder 

1 au 
lu(x)1 :::: ¡17 11" IIV([a,a+l]) . 

uXl 

De donde, 

lu(x)IP :::: ¡;r [+lj :~ (t, X2,'" ,XN) jP dt 

Ahora bien, integrando y usando el teorema de FUbini se tiene que 
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en conclusión 

r lu(x)IPdx ~ lP r I~IP dx in in aXl 
1 

11 u IILP(n) ~ 1 (lo lV'ulP dx) ¡; 

11 u 11 LP(n) ~ lllV'uIILP(n) 

Para u E HJ(n) se hace por densidad, como hemos visto en las demostra­
ciones anteriores. _ 

Una consecuencia importante de este corolario es que en el espacio HJ(n) 
las normas lIullw1.2 y IIDullL2 son equivalentes. 



Alice laughed: "There's no use trying," she said; 
" one can't believe impossible things. " 

"I daresay you haven't had much practice," said tbe Queen. 
"Wben I was younger, I a1ways did it for balf an hour a day. 

Wby, sometimes I've believed as many as six impossible tbings before breakfast." 
Lewis Carroll 

CAPÍTULO 7 

Obtención de la solución clásica 

7.1. Regreso al problema de Poisson 

Con las herramientas que desarrollamos en los capítulos anteriores estamos 
ahora en condiciones de volver a nuestro problema inicial. 
En el capítulo 1 enunciamos el siguiente problema, llamado Problema de 
Poisson: 
Sea n e ]RN abierto, acotado, con an lisa, y sea f E 00(0). Buscamos una 
función u E C2(0) que satisfaga 

{ 
-Llu+u = f 

u = O 
en n 
en an 

También vimos que este problema tiene una formulación débil: 

{ 
fn\1u\1cp+ucpdx = fnfcpdx VcpECJ(n) 

u = O en ano 
y que este problema tiene una única solución si tomamos corno espacio la 
cerradura de cJ(n) bajo la norma inducida por el producto interior: 

(u,cp) = In \1u\1cp + ucpdx 

Pero este espacio no es más que HJ(n). Así que la formulación débil del 
Problema de Poisson puede reescribirse: 

In \1u\1cp + ucpdx = InfCPdX VcpEHt(n) 

u E HJ(n) (7.1) 
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Proposición 7.1.1 Toda solución clásica es una solución débil 

Demostraci6n: Si u es una solución clásica, entonces u E C2 (IT) y además 
u = O en ano Se sigue que u E L2(rl) y luego u E W1.2(l1). Por el teorema 
(5.2.4), u E HJ(rl). 
Si v E Có(l1) se cumple que: 

lo VuVv + lo uv = lo fv 

esta igualdad sigue siendo válida por densidad para toda v E Hó(l1) , de 
donde toda solución fuerte es débil. • 

7.1.1. Existencia y unicidad de la solución débil 

El teorema de Representación de Riesz nos asegura, tal y como lo vimos 
en el capítulo 1, la existencia y unicidad de la solución débil, pero además, 
podemos dar una caracterización de nuestra solución: 

Teorema 7.1.2 Si u es solución débil del problema de Poisson, entonces u 
satisface que: 

l(u) = mín{I(v)I v E H¿(l1n 

donde l(v) = ~ lo IVvl2 + v 2 
- lo fv 

Demostración: Esto no es más que el resultado (2.5) del teorema de Repre­
sentación de Riesz aplicado al funcional Lv = In fv con el producto interior 
definido por 

(u,ep) = lo VuVep+uepdx. 

• 
Lo que querríamos ahora es tratar de recuperar una solución clásica de nue­
stro problema, y si u es solución débil, u es una buena candidata. 
Pero nada nos asegura que una solución débil u sea una función suficiente­
mente bonita como para ser también solución fuerte, es decir, no sabemos 
nada acerca de la diíerenciabilidad o de la continuidad de u. Sin embargo, si 
imponemos algunas condiciones extras tanto a nuestro dominio como a nues­
tra función f, se demuestran entonces ciertos teoremas de regularidad acerca 
de la función solución débil u. A continuación enunciaremos uno, aunque no 
lo demostraremos. 
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Teorema 7.1.3 Regularidad de Schauder 
Si n es acotado, an es suave y f es Holder continua, entonces la solución 
débil u del problema (1.1) satisface u E C2(n). 

Definición 7.1.4 Se dice que una función f : n --+ R es Holder continua si 
existe O < a < 1 Y una constante e tales que 

If(x) - f(y)1 < Clx - YI" 'Ix, y En. 

7.1.2. Obtención de la solución clásica 

Teorema 7.1.5 Si 00 es suave, f E CO(n), u es solución débil del problema 
(1.1), y además, u E C2(n), entonces u es una solución clásica de (1.1). 

Demostración: 
Como ti es solución débil de (1.1) yen es suave, entonces ti E HJ(n)nCO(n), 
y se sigue por el teorema (5.2.4) que u = O en OO. Ahora bien, podemos usar 
la fórmula de Green de manera que 

Pero entonces -~u + ti = f c.t.p. en n ya que cJ(n) es denso en L2 (n). Por 
otro lado,tanto f como -~tI + U son continuas en n, entonces 

-~u+u=f enn 

Por lo tanto, ti es una solución clásica. _ 

Estos dos resultados nos dan inmediatamente el siguiente corolario: 

Corolario 7.1.6 Si n es acotado, an es suave y f es Holder continua, en­
tonces el problema (1.1) tiene una única solución. 





ApÉNDICE 

Todo lo que voy a usar 

A. Cálculo 

Proposición A.l Seo. X un espacio vectorial y seo. T : X -7 lR una función 
tal que T(x + y) = T(x) + T(y). Entonces se cumple que 

T('xx) = 'xT(x) V,X E Q. (7.2) 

Decimos que T es una función aditiva. 

Demostración: Observemos que T(x+y) = T(x) +T(y) implica que T(nx) = 
nT(x) si n E Z. Tomamos ,X E Q, es decir, ,X es de la forma ,X = ;; con 
m, n E Z entonces 

T('xx) = T (:x) = nT (!x) 

Probar (7.2) equivale entonces a probar 

T (!x) = !T(x) 

pero 

de donde, 

T(!X) = !T(X). 

• 

Teorema A.2 Fórmula de integración por partes 
Seo.n U e lRN abierto, acotado y con BU de clase el. Sean u y v E el(U). 
Entonces 

r ~vdx = - r u~ + r (UV)1'/idS i=l,"',N Ju uXi Ju uIi Jau 
donde 1'/i denota la normal exterior en la dirección Xi. 

89 



90 Apéndice: Todo lo que voy a usar 

La demostración de este teorema se puede encontrar en [2, Teorema C.2]. 

Lema A.S Desigualdad de Young 
Sean a y b 2': O, p > O entonces 

1 1 
ab < -aP + -I? 

- p ¡I 

donde ¡I es el conjugado de p, es decir, ~ + ? = l. 

Para la demostración de este lema véase [4, Teorema 8.4]. 

Teorema A.4 Sea O :S r¡ < r2, f : [rI, r2] -t R continua. Entonces tenemos 
para la integral en dimensión N: 

¡ f(11 x 11) dx = NWN ¡r, f(r)r N -¡ dr 
rl ~ lizll ~r, rl 

donde WN es el volumen de la bola unitaria de dimensión N. 

Una demostración de este teorema viene en [3, Teorema 13.21]. 

B. Integral de Lebesgue 

En esta sección !1 es un subconjunto abierto de ]RN. 

Teorema B.l Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue 
Sea (Jk) una sucesión de funciones integrables en!1 tales que fk -+ f c.t.p. 
en !1. Si existe 'P E L(!1) tal que Ifkl :S 'P c. t.p. en!1 para toda k, entonces 

Una demostración de este teorema está en [4, Teorema 5.36] 

Teorema B.2 Desigualdad de Holder 

Sea 1 :S p :S 00 con ~ + ? = 1. Si f E LP(!1) Y g E V(!1) entonces f 9 E 

V(!1) y se cumple que Ilfgll¡:Sllfllpllgllp', es decir 

Para la demostración de este teorema véase [1, Teorema IV.6]. 
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Corolario B.3 Sea n e RN abierto y acotado, y 1 ~ P ~ q ~ oo. Entonces 
se tiene que u(n) e v(n) y para u E Y(n) se cumple que: 

Vol(n)-~ Ilu IIV(I1) ~ Vol(n)-! lIu IIL.(n) . 

Para la demostración de este corolario véase [3, Corolario 19.7]. 

Corolario B.4 Desigualdad de Holder generolizada 
Sean J¡, 12, ... , !k funciones tales que 

1 1 1 1 
con - = - + - + ... + - < 1. 

P PI P2 Pk -
fi E Vi(n) 1 ~ i ~ k 

Entonces el producto f = J¡12 ... fk pertenece a V(n) y 

Para la demostración de este corolario véase [1, Nota IV.2]. 

Corolario B.5 Desigualdad de interpolación 
Si f E V(n) n Lq(n) con 1 ~ p ~ q ~ 00 entonces f E L'(n) paro toda 
P ~ r ~ q y se tiene 

IIfllu ~ IIfIIMflll-;" 
1 a 1- a 

con - = - + -- y O ~ a ~ 1. 
r P q 

Una demostración de este corolario también está en [1, Nota IV.2]. 
Notación: Denotamos por Go(n) el conjunto de funciones continuas con so­
porte compacto en n. 

Teorema B.6 Sea n e RN abierto. El espacio Go(n) es denlJo en Ll'(n) 
para 1 ~ P < oo. 

C. Convoluciones y sucesiones regularizantes 

Una muy buena referencia para todos los resultados de esta sección es [1, 
Sección IV.4]. 

Definición C.I Sean f y g funciones integrables en RN
• Su convolución 

es tá dada por: 

(f * g)(x) = r f(t)g(x - t)dt lRN 
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Teorema C.2 Sea 1 ~ P ~ 00, 1 E V(lRN
) y 9 E L1(lRN

). Entonces 1*g E 
V(RN ) y 

Notación: Sea a = (al, ... , aN) con al + ... aN ~ m y denotamos la parcial 
de orden a de 1 como 

aa 1 (aal ()C'N) 
D,,1 = ox" = oxrl··· ox';!' 1 (x). 

Teorema C.3 Sea 1 ~ p ~ 00,1 E V(lRN
) y K E Có"(RN

) entonces 1*g E 
cm(lRN

) y 

D,,(J * K)(x) = (J * D"K)(x). 

Corolario C.4 Sea 1 ~ p ~ 00,1 E V(IRN
) y K E C¡)'(RN

) entonces 
1 * 9 E COO(RN

). Si además 1 tiene soporte compacto, entonces 1 * K E 
C¡)'(IRN

). 

Lema C.5 Sean 1 E L 1(RN ), 9 E V(RN ) y h E v' (R"). Entonces 

r (J * g)h = r g(f * h) iRN iRN 
donde ](x) = 1( -x) y ~ + f; = 1. 

Definición C.6 Una sucesión regmarizante es una sucesión de funciones 
(Pn) de clase COO(RN ) con las siguientes propiedades: 

i) Pn(x) ~ O'v'x E lRN 

ii)supp Pn e B(O, ~) 

¡ii) r Pn(x) = 1 ilRN 

En este trabajo, utilizaremos la llamada "sucesión regularizante estándar": 
sea P la función: 

p(x) = {exP(¡IzI¡L) para Ilxll~ 1, 

O para IIxll> 1. 
(7.3) 

y para cada n E N, definimos: 

Pn(x) = CnN p(nx), con C = (!aN p) -1 
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Teorema C.7 Soo fE C(]RN) y K C RN compacto, entonces Pn * f ~ f 
uniformemente. 

Teorema C.S Soo f E V(]RN) con 1 :S p < oo. Entonces P .. * f ~ f en 
V(]RN). 

Corolario C.9 Soo 11 C RN abierto. Entonces C,r(I1) es denso en V(I1) 
para 1 :S p < oo. 

D. Partición de unidad 

Teorema D.l Sea n alnerto de RN cubierto por {Ui};E¡ abiertos, 11 = 
UiEI Ui' Entonces existe una partici6n de unidad subordinada a {Ui}, es de­
cir, un sistema {'Pj};El de funciones en C,r(RN) que satisfacen: 

1. Para cada j E J, supprpj C Ui para alguna i E J. 

2. O:S 'Pj(x) :S 1 Vj E J, 'Ix E ]RN. 

3. L 'Pj(x) = 1 'Ix E 11. 
]El 

4· VK c 11 K compacto, hay sólo un número finito de 'Pj,j E J que no 
son idénticamente cero en K. 

Demostraci6n: Para cada bola U(x, r), x E ]RN podemos reescalar y trasladar 
la función p(x) que dimos en (e) para obtener una nueva función p%,r(X) que 
cumple que: 

i) 
p%,r(x) > O si x E U(x, r) 

ii) 
Px,r(x) = O si x E IRN 

\ U(x, r). 

Definimos para n E N, 

Kn = {x E 11 IlIxll:S n, dist(x,al1) ~~} con Ko = K_l = 0. 

Se tiene que Kn es compacto VnEN y además KnCKn+l 'In y 11 = U Kn. 
nEN 

o o 

Definimos ahora a n.. = Kn+l \Kn-2 Y An = Kn \Kn-l' y se cumple que: 
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1. On es un conjunto abierto, 

2. An es compacto, 

Ahora bien, todo compacto K E O está contenido en algún K n , Y por tanto 
intersecta a sólo un número finito de On' Más aún, para cada x E An , pode­
mos encontrar una bola U(x, r) e On Y tal que U(x, r) e Ui para alguna 
i E l. Como An es compacto, se puede cubrir con un número finito de estas 
bolas: 

A su vez, cualquier compacto K e n intersecta a un número finito de estas 
bolas U(x~, r~) v = 1," . ,k,., n E N. {U(x~, r~)} forman una cubierta de 
n. Simplificando la notación sea {U(Xj, rj)}jEN = {U(x:, r:)}. 
Para cada j, tomamos la función: 

Como Pj = O afuera de U(xj,rj), entonces se tiene que para todo compacto 
K e n sólo un número finito de Pj son distintas de cero. Por lo cual, cp(x) = 

LPj(x) es convergente para cada x E n y no negativa ya que {U(Xj, Tj)}jEN 

JEN 

cubre a n y Pj(x) > O si x E U(Xj, rj). 
p(x) 

Tomamos entonces cpj(x) = ~(x) y se cumplen todas las hipótesis que 

buscábamos. • 
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