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I 

Introducción 

El presente artículo constituye una exposición de los elementos básicos 

de la teoría de invariantes cuánticos de nudos, orientada a la construcción de 
los invariantes Jones-Conway y Kauffman. 

En esta teoría los nudos se definen como morfismos de las categorías de 

marañas orientadas y normadas, de manera que cada representación de al­

guna de las dos implica la existencia de un invariante isotópico de nudos. 

Las representaciones a través de los cuales se obtienen los invariantes 

Jones-Conway y Kauffman, se definen mediante las soluciones R.., y R., de la 

ecuación Yang-Baxter cuántica, correspondiente a las álgebras A; y B~. 

El artículo consta de cuatro capítulos y dos apéndices. En el primer 
capítulo se presentan los conceptos categóricos necesarios. 

En el segundo capítulo se definen las categorías de marañas orientadas y 

normadas, y una presentación por generadores y relaciones para cada una. 

III 



IV 

En el tercer capítulo se define una representación de las categorías de 

marañas, empleando las presentaciones del capítulo anterior y los operadores 

Rw y Rv. Además se incluye una breve relación de resultados sobre las ecua­
ciones Yang-Baxter clásica y cuántica. 

En el cuarto capítulo se definen las categorías Hecke y Kauffman, y se 

establecen las propiedades mediante las que se definen los invariantes Jones­

Conway y Kauffman. 

En el apéndice sobre las álgebras Lie se establecen los antecedentes de la 

ecuación Yang-Baxter. 

En el apéndice sobre las R-matrices funcionales se incluye una demostración 

directa de que la solución Rw, es un operador cuántico. 

Marzo 16, 2004 



Capítulo 1 

Categorías Cuánticas 

Este capítulo contiene los elementos categóricos de la teoría. Las cate­

gorías y los grupos cuánticos constituyen los conceptos centrales del capítulo 
y de todos los resultados principales de la teoría. 

Como conclusión se establece un método para definir una clase de cat­

egorías cuánticas, empleando la clase de" las álgebras Hopf llamadas grupos 
cuánticos. 

1 
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1.1. CATEGORÍAS 3 

1.1. Categorías 

El concepto de categoría y los diversos ejemplos incluidos en esta sección 
conforman los elementos básicos de toda la exposición. 

DEFINICIÓN 1.1.1 Sea A una clase. Una A-rotegoría es una terna de clases 

K =(MA, h, FA) con las siguientes propiedades. 

Paro cada pareja A, B E A, existe un conjunto A(A, B) e M A . Paro cada 

terna A, B, C existe una aplicación 0ABe E FA, de A(B, C) x A(A, B) en 
A(A, C), con las siguientes propiedades. 

Paro cada 'P E A(A, B), existen idA, idB E h e 

idB ° 'P = 'P = 'P ° idA (1.1) 
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Para cada terna 'P, 12, 'I/J, si 'P ° (12 ° 'I/J) y ('P ° 12) o'I/J existen, entonces 

'Po (eo'I/J) = ('Po 12) D'I/J (1.2) 

Por simplicidad la clase A y la categoría K se consideran idénticas. 

Los elementos de las clases A y M A se llaman objetos y modismos respec­

tivamente. El modismo 'P E A(AE) suele representarse por A 2.. E, Y los 

objetos A, E se llaman dominio y codominio de 'P. 

Las aplicaciones 0ABe se llaman composiciones y por simplicidad se omite 

su subíndice. Si es necesario indicar su relación con A se emplea la notación 

DA· La composición 'P o 'I/J usualmente se denota por 'P'I/J. 

El conjunto A(A, A) también se denota por En<:i(A) y sus elementos se 

llaman endomorfismos, en particular idA se llama identidad de A, y ocasio­
nalmente se denota por Ü ó l. 

DEFINICIÓN 1.1.2 El morfismo 'P E A(A, E) es un i.somorfismo si, existe 

'I/J E A(E, A) con las propiedades 

El morfismo 'I/J se llama inverso de 'P Y se denota por 'P-1 . 

DEFINIClÓN 1.1.3 Los objetos A, E son isomorfos si existe un isomorfismo 

'P E A(A, E). 

La relación de isomorfismo entre los objetos de A es de equivalencia y se 
denota por ~. 

El subconjunto de isomorfismos de End(A) se denota por Aut(A), y sus 
elementos también se llaman automorfismos de A. 
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DEFINICIÓN 1.1.4 Una subcategoría de la categoría M, es una categoría 
A e M con las siguientes propiedades. 

Para cada pareja A, B E A 

A(A, B) e M(A, B) 

Para cada A E A, las identidades de A respecto A y M son iguales. 

Para cada tema de objetos de A, su composición 0l!. es una restricción de la 

correspondiente composición o M. 

NOTACIÓN 1.1.5 Si los conjuntos A, B son objetos de alguna categoría, la 

notación A -< B indica que A ~ B, Y si existe una estructura definida en 

cada uno, entonces la de B es una extensión de la definida en A. 

Si A Y M son categorías, la notación A -< M indica que A es una subca­
tegoría de M. 

Por otra parte, si para el objeto A está definido su rango ó dimensión, 
A (n) denota que su rango es igual a n. La clase de los objetos de rango finito 

° de una categoría A, se denota por A. 

La categoría de los conjuntos se denota por C. Para cada A -categoría K, 
si A e C se supone que K -< C. 

EJEMPLOS 1.1.6 Sean R un anillo conmutativo con uno, F un campo y K 
el campo real ó complejo. 

1. Categoría CO 

Los objetos de CO son espacios topológicos y sus morfismos son aplica­
ciones continuas. 



6 CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS CUANTICAS 

Para cada pareja A, E E CO la clase de los homeomorfismos de A en E, 
se denota por Hm(A, E). 

2. Categoría cco 

Los objetos de coo son variedades lisas, respecto alguna K-estructura, y 

sus modismos son aplicaciones lisas. 

Para cada variedad A, y cada punto a E A, el haz tangente y el espacio 
tangente en a se denotan por T A y TaA. Si A -< E el haz normal y el espacio 

normal en a se denotan por N(A, E) Y NaA. 

En el caso de que variedad A sea de dimensión uno, el vector tangente 

unitario en a se denota por Va. 

Para cada pareja A, E E coo las clases de los difeomorfismos, isotopías, 

encajes e inmersiones de A en E, se denotan por 

D(A,E), !seA, E), Em(A,E), In(A,B). 

3. Categoría G 

Los objetos de G son grupos de Lie y sus morfismos son homomorfismos 
lisos. 

Por defirrición, un grupo de. Lie es un grupo (A,·) con las siguientes 

propiedades. A E coo, la operación· pertenece a la clase COC(A x A, A) 
y la aplicación cpa = a-1 pertenece a la clase COC(A, A). 

Para cada a E A, se define el automorfismo llamado traslación izquierda 

La componente conexa del elemento neutro del grupo A se denota por 
AO. 
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Grupos Lineales 

Sea Mn(K), n E N el conjunto de K-matrices cuadradas de orden n. El 

grupo general lineal GLn(K) se define como el subgrupo de (Mn(K),·) que 

contiene las matrices invertibles. Los subgrupos de GLn(K) se llaman grupos 
lineales. 

Grupos Clásicos 

Así se llama a los grupos lineales SL(n), O(n) y Sp(n), donde Sp(n) se 
define para cada forma antisimétrica ( I ) no degenerada de J<2n. 

El grupo especial lineal SL(n) contiene las matrices A EGL,.(K) , con 
detA = 1. 

El grupo ortogonal O(n) contiene las matrices A EGL,.(K), con N A = In. 
El subgrupo SO(n) =O(n)nSL(n) se llama ortogonal especial. 

El grupo sirnplético Sp(n) contiene las matrices A EGL(2n), 

(Aa I Ab) = (a I b) Va, b 

4. Categoría M(R) 

Los objetos de M(R) son R-módulos y sus morfismos son homomorfismos 
de módulos. 

Para cada A E M(R), se definen las trasposiciones y las evaluaciones. 
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Para cada R, se definen las clases 

TR = {PA I A E M(R)} 

Subcategorías lF'(R) , P(R) 

Los objetos de estas categorías son R-módulos libres y proyectivos. 

Por definición, un módulo es libre si contiene una base, y si es finita el 
módulo se llama de rango finito. Por otra parte, un módulo es proyectivo si 
es sumando directo de un módulo libre, si además el módulo libre es de rango 
finito, entonces el módulo proyectivo se llama de rango finito. 

Categoría ~v 

Sea V = ViEJ una colección de módulos. Para cada sucesión finita S <::::; J, 
sea 

Los objetos de ~v son los módulos Vs y 

Categoría E 

La categoría de los espacios lineales E(F) se define por M(F). 

Un endomorfismo u operador se llama semisimple si es diagonalizable. 

El operador 'P se llama nilpotente si 
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y en tal caso, se define la exponencial 

5. Categoría R[A] 

Para cada categoría A, se define la A-categoría libre R[A]. Para cada pare­

ja A, B E A, R[A](A, B) es el R-módulo libre generado por A(A, B), Y sus 

composiciones son las respectivas extensiones lineales de 0A. 

6. Categoría L 

Los objetos de IL son álgebras Lie y SUB morfismos son homomorfismos Lie. 

Por definición, un álgebra Lie es una pareja (A, [ ]), donde A E IE(K) Y 

[ lA es una aplicación bilineal con las propiedades 

[a, lb, eJ] + lb, [e, aJ] + [e, [a, b]] = O 

[a, bl + lb, al = O, Va,b,e 

Un homomorfismo Lie entre las álgebras A y B, es una aplicación cp E 

E(A, B) con la propiedad 

cp[a, bl A = lipa, cpblB, Va, b. 

La aplicación [ 1 A se llama paréntesis ó corchete Lie, y si es igual a cero 

el álgebra se llama abeliana. 

En el apéndice sobre [, se incluyen los conceptos y resultados necesarios 
para la exposición. 

7. Categoría A(R) 

Los objetos de A(R) son R-álgebras y SUB morfismos son homomornsmos 
de álgebras. 
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Por defirtición una R-álgebra es un anillo (A, +, .) con uno, donde A E 
M(R) Y la acción de R sobre A tiene la propiedad 

r(a· b) = ra· b = a· rb 

Un homomorfismo de álgebras es un homomorfismo de anillos y módulos. 

Algebras Lineales 

El álgebra general lineal gln(R), n E N se define como el anillo (M,,(R) , +,.), 
donde la acción de R sobre Mn(R) es el producto escalar usual. Las subálge­
bras gln(R) se llaman álgebras lineales. 

Algebras Clásicas 

Así se llama a las álgebras lineales sl(n), o(n) y sp(n). 

El álgebra especial lineal sl(n) contiene las matrices A Egln(R), trA = O. 

El álgebra ortogonal o( n) contiene las matrices A Egln (R), A t = - 8 AS-I 

donde 8 es la matriz con coeficientes iguales a uno, en la diagonal auxiliar y 
cero en el complemento. 

El álgebra simpléctica sp(n) contiene las matrices A E gl2n(R), At 

-BAB-1 donde 

B=( O 8) 
-8 O 

El álgebra ortogonal especial so(n) se define como el álgebra lineal que 
contiene las matrices A Egln(R), Al = -A. 

8. Categoría III(R) 

Los objetos de Ja(R) son álgebras Hopf y sus morfismos son homomorfis­
mos Hopf. 
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Un álgebra Hopf es una pareja (A, e(A)), donde A E A(R), Y la estructura 

Hopf e(A) = (ti., E, s) tiene las siguientes propiedades. 

ti. E MI(A, A 2®), E E MI(A, R) 

s E End(A) 

(idA 18It1.)tI. = (ti. 181 idA)tI. 

m(s 181 idA) ti. = m(idA 181 s)tI. = E . lA 

(E 181 idA) ti. = (idA 181 c)tI. = idA 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

En (1.3), (A 181 A) 181 A y A 181 (A 181 A) se consideran idénticos, así como 

A 181 R, R 181 A y A, en (1.5). La aplicación m E M(A 181 A, A) es una extensión 

del producto del anillo A. 

Un modismo 'P E A(A, E) es un homomorfismo Hopf si 

• A 181 A A---~ A ---~'A 

'I'®v> .j j. 
t>. • E 181 E E ------,:--- E ----·E 

9. Categoría Rep(A) 

Para cada álgebra Hopf A, la. categoría de representaciones Rep(A) es la 

clase de A-módulos de rango finito y sus modismos son A-homomorfismos 

lineales. 

Por definición, E es un A-módulo de rango finito si 

o 

E E M(A)n IP' (R). 
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1.2. Categorías Monoidales 

Ahora se introducen los conceptos de categoría monoidal y categoría 

monoidal estricta, y mediante el teorema de coherencia de MacLane se es­
tablece la relación entre ambos. 

La existencia de las álgebras cubrientes universales, así como la relación 

entre los grupos y las álgebras clásicas se incluyen solo por completez. 

DEFINICIÓN 1.2.1 Un Juntar F entre las categorías A, M es una aplicación 
de A en M, con una extensión 

F E C(A(A, B), M(F A, F B)) (1.6) 

para cada pareja A, B E A, con las siguientes propiedades 

(1. 7) 
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F<p o '1/; = F<p o F'I/;, 

La clase de [untores de A en M, se denota por <P(A, M). 

EJEMPLOS 1.2.2 Funtor ( 

Este funtor pertenece a la clase <P(A, lL) y, para cada álgebra (A, +,.) su 

imagen es el álgebra Lie (A, []A), donde 

[a, b] = a . b - b . a, Va, b 

Usualmente A y (A se consideran idénticos. 

Funtor U 

Este funtor, llamado cuhriente universal, pertenece a la clase <P(L, A), y 

para cada álgebra Lie L su imagen es el álgebra cubriente universal de L. 

Por definición un álgebracubriente universal de L es una pareja (U(L), aL), 

donde U(L) es un álgebra y el homomorfismo 

aL E L(L,(U(L)) 

tiene la siguiente propiedad. 

Para cada B E Aya E lL(L, (B), existe un homomorfismo,8 E lL((U(L), (B) 
con las propiedades 

,81 = 1, 

Del siguiente teorema, debido a Serre, se concluye que U está bien definido. 

Teorema 1.2.3 Paro cada L E lL, existe un álgebro cubriente universal 

U(L), yes única salvo isomorfismo. 
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Demostración. [JS]. 

Además U(L) es un álgebra Hopf respecto a la estructura definida por 

b.a = a 0 1 + 1 0 a, sa = -a Va 

10=0 

Funtor Lie .\. 

Este funtor pertenece a la clase cI>(IG, L) y, para cada grupo Lie G, su 

imagen .\.G es el álgebra tangente (TeG, [ la), donde el paréntesis se define 
como sigue. 

Para cada u E TeG se define el campo vectorial x = x(u) por 

Entonces, para cada pareja u, v E TeG, se define 

[u, v]a = [x, y] 

x = x(u)' y = y(v). 

Corno una propiedad inmediata del funtor Lie, y sólo por completez, se 

establece la relación entre los grupos y las álgebras clásicas. 

Teorema 1.2.4 

y en particular 

.\.SLn ~ sin 

.\.SOn ~ SOn 

,\,SPn ~ SPn 
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La importancia de los funtores de la clase 01>(11., MI), llamados representa­
ciones lineales de A, se debe a su aplicación para interpretar en la categoría 

de módulos, las propiedades de la categoría A. 

DEFINICIÓN 1.2.5 Una representación lineal de la categoría A, es u.n/u.ntor 

de la clase <I>(A, MI(R)), para algún R. 

El concepto de categoría monoidal, que se define en seguida, junto con 

algunos conceptos previos, no sólo tiene su origen en la categoría de módu­

los, de hecho representa una axiomatización de las propiedades básicas de la 

composición y el producto tensorial de módulos. 

Para cada pareja de categorías A, M, se define la A x M-categoría pro­
ducto A . M por 

A· M((A, B), (C, D)) = A(A, C) x M(B, D) 

(<p, (]) o ('1/1, 'Y) = (<p o '1/1, (] o 'Y) 

i~A,B) = (idA, idB) 

DEFINICIÓN 1.2.6 Un producto tensorial en la categoría A es unfuntor· de 

la clase <I>(A . A, A), con las siguientes propiedades 

(<p o '1/1) . (<p' o '1/1') = (<p' <p') o ('1/1 . '1/1') 

idA' idB = idA.B 

(1.8) 

(1.9) 

Si X, Y representan morfismos u objetos de alguna categoría su producto 
X . Y se denota por XY. 

Un isomorfismo natural entre los funtores F, G E 01>(11., M), por definición 

es una clase de isomorfismos 

tA E M(F A, GA), VAEA 
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con la propiedad 

F B -----,t-B --+, G B 

para cada <p E A(A, B). 

La existencia de un isomorfismo natural entre los funtores F, G E <l>(A, M) 
se denota por F ~ G. 

DEFINICIÓN 1.2.7 Una categoría monoidal es una pareja (A, (., llA)), forma­
da por una categoría y una estructura tensorial. 

La estructura tensorial (-, llA) consta de un producto tensorial y un objeto HA 
con las sigu.ientes propiedades. 

Para cada terna A, B, C E A, existen tres isomorfismos naturales 

a E A(A. B) . C, A . (B· C)) 

J.L E A(A . lA, A), v E A(][A . A, A) 

con las propiedades 

(A· B) . (C· D) 

~ ~ 
(A· B) . C) . D O A- (B . (C· D)) 

al la 
(A. (B· C)) . D ___ ....::a ___ • A· «B· C) . D) 
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A·B 

Por simplicidad la categoría monoidal (A, (-, lA)) se denota por A. 

Es inmediato que la pareja (M(R), (0, R)) es una categoría monoidal, 

donde los isomorfismos a, ¡.L y 11 están definidos por 

a((a 0 b) 0 c) = a 0 (b 0 e) 

Dado que en la categoría de módulos tanto (A 0 B) 0 C y A 0 (B 0 C), 
como A 0 R, R 0 A y A, usualmente se consideran idénticos, como una gen­

eralización de esta consideración se define el concepto de categoría monoidal 

estricta. 

DEFINICIÓN 1.2.8 Una categoría monoidal (A, (-, ][A)) es estricta, si la es­
tructura tensorial tiene las siguientes propiedades 

A . ][A = A = 1[A • A 

<p • id¡ = <p = id) . <p, 

(A· B) . e = A· (B . C) 

(<p .1/1). º = <p. (1/1. º) 
para cada A, B, e y, cada <p, 1/1, º. 

(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

A continuación se demuestra que, salvo equivalencia, toda categoría mo­

noidal es estricta, y por tanto la consideración que se hace con la categoría 
de módulos es válida. 
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DEFINICIÓN 1.2.9 Sean A, M categorías monoidales. El juntor F E <l>(A, M) 

es homogéneo, si tiene las siguientes propiedades. 

FX·Y=FX·FY 

FTIA = TIM 

donde X, Y son objetos ó morfismos. 

(1.14) 

( 1.15) 

DEFINICIÓN 1.2.10 Las categorías monoidales A, M son equivalentes si, 

existen dos juntores homogéneos F, G E <l>(A, M), (A1, A), con la propiedad 

(1.16) 

Para denotar que las categorías monoidales A, M son equivalentes, se 

emplea la notación A ~ 1',,[. 

Teorema de Coherencia 1.2.11 Cada categoría monoidal (A, (-,TIA)), es 

equivalente a una categoría monoidal estricta. 

Demostración. Sea ~A la clase de las sucesiones finitas de objetos de A, in­

cluyendo la sucesión vacía 0. 

Para cada pareja A i , Bj E ~A, se define 

donde 

·0=k 

Para cada pareja 'P, 7j; E ~A(Ai, Bj ), (Bj, Ck ) su composición se define por 

Sea PE la clase de las composiciones 0E. 

Para cada sucesión Ai , sean 

idA, = id. A, , 
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e, lE la clase que contiene los morfismos idA,· 

Es inmediato que U.h, lE, FE) es una 2:1>.-categoría. 

Para cada pareja Ai~m, Bj~n se define la sucesión A V Bj por 

y por otra parte, para cada pareja <p E 2:1>.(A, Bj ), .,¡; E 2:A (C., DI) se define 

el morfismo <pV"¡;, como el único que hace conmutativo el siguiente diagrama 

o a 

donde Q es el isomorfismo natural. 

Entonces, (2:1>., (V, 0)) es una categoría monoidal estricta. 

Sea F la inclusión de A en 2:11., y G la aplicación de 2:11. en A, definida por 

GA i = ·Ai . 
i 

Entonces, F y G son funtares homogéneos con 

y por tanta, 11. y 2:11. son equivalentes. 

En virtud de este teorema en lo sucesivo se supone que toda categoría 

monoidal es estricta. 
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1.3. Presentación de una Categoría 

Continuando con las categorías monoidales estrictas, aquí se define su 

presentación por generadores y relaciones, y se demuestra la existencia de un 

representante llamado forma normal, para cada morfismo. 

Los métodos de definición y demostración son similares a los que se em­
plean en la teoría de grupos. 

Sean (A, (-, ][A)) una categoría monoidal estricta y L una subclase de MA. 
Por inducción se definen las L-palabras, y para cada una se definen su mor­

fismo asociado, rango y subpalabras. Por simplicidad en vez de L-palabra se 

emplea el término palabra. El morfismo asociado a la palabra a, se denota 
por a, y su rango por r(a). 



22 CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS CUÁNTICAS 

Las palabras de rango uno, son los elementos de la clase L U lA, Y tanto 

el morfiBmo asociado como su única subpalabra son la misma palabra. 

Las palabras de rango menor ó igual que n + 1 son las sucesiones 

a, ',b y a,o,b 

donde a es de rango menor ó. igual que n, y b es de rango uno, ó viceversa; 

pero en el segundo caso se supone que la composición a o b esta definida. Sus 

morfismos asociados son a· b y a o b respectivamente, y sus subpalabras son 

las mismas palabras y las subpalabras de a y b. 

En lo sucesivo una palabra y su morfismo asociado se consideran idénticos. 

La clase de las L-palabras se denota por W(L), y en esta se define la 

relación 

a ~ b sii a = b, Va, b 

y se denota por RL. 

Proposición 1.3.1 1. Pam cada sucesión de morfismos ep, ep', 7/1, 7/1', (] E 

LulA, 

(ep o 7/1) o (] ~ ep o (7/1 o (]) 

idB o ep ~ ep 

ep ~ ep o idA si ep E A(A, B). 

idA o idA ~ idA 

(ep o ep') . (7/1 o 7/1') ~ (ep. 7/1) o (ep' ,7/1') 

idA' idB ~ idA.B 

id¡ . ep ~ ep 

ep~ep·id¡ 

Demostración. Inmediata. 

Estas relaciones se llaman triviales y la clase que las contiene se denota 

por T(L). 
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2. Para cada 'P E A(A, E) n L, '1/; E A(C, D) n L 

Demostración. 

'P . idD o idA· '1/; ~ ids . '1/; o 'P . ida 

'P. idD o idA· '1/; ~ ('P o idA)· (idD o '1/;) 

~ 'P. '1/; 

~ (ids o 'P) . ('1/; o ida) 

~ idB . '1/; o 'P . ida. 

La clase que contiene estas relaciones se denota por no. 

3. Para cada sucesión 'PiSn E L, con 0'Pi E L, Y cada pareja A, E E A , 

Demostración. Por inducción, para n = 2 

idA'PlidB o idA'P2idB ~ (idA'PI o idA'P2) . idB 

Suponiendo su validez para n - 1, 

~ (idA o idA) . 'PI o 'P2 . idB 

~ idA· 'PI o 'P2 . ids 

La clase que contiene estas relaciones se denota por neo 

23 

El concepto de presentación de una categoría, al igual que en el caso de 

la teoría de grupos, se define mediante los conceptos de base y sistema de 

relaciones. Para la categoría A, un sistema de relaciones puede considerarse 

como una base de la clase RL. 



24 CAPÍTULO l. CATEGORÍAS CUANTICAS 

DEFINICIÓN 1.3.2 Una base de A es una clase LeMA con la siguiente 
propiedad. Para cada morfismo '{J, existe una L-palabra a, con 

'{J=a 

Los morfismos de una base se llaman generadores y, si '{J = ti la palabra 

a se llama representante de '{J. 

Sea S una clase con la propiedad 

En W (L) se define la relación ~ por 

a ~ bmodS 

si existe (p, q) E S, p es una subpalabra de a, yal sustituirla por q, se obtiene 
la palabra b. 

DEFINICIÓN 1.3.3 Un sistema de L-relaciones, es una clase S con las si­

guientes propiedades. Para cada pareja (a, b) E R L , existe una sucesión 

a;~n E W(L) con 

al = a, a,. = b 

y 

DEFINICIÓN 1.3.4 Una presentación de A es una pareja (L, RL), formada 

por una base de A, y un sistema de L-relaciones. 

El siguiente teorema de extensión muestra una aplicación del concepto de 

base. Sean A, M categorías monoidales estrictas, y (L, RL ) una presentación 

de A. Sea F una aplicación de A en M, con las propiedades 

FA·B=FA·FB, VA,B 

FnA = nM 

Para cada morfismo '{J E L n A(A, B), sea F'{J = 7/J algún morfismo del con­
junto M(F A, F B). 
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Teorema 1.3.5 Existe una extensión homogénea G E iP(A, M) de F, si y 
solo si 

Demostración. Supóngase que existe la extensión G. Si a E F R L entonces, 
existe b E RL , y 

a= Gb 

Por la homogeneidad y la covarianza de G, la imagen Gb es una relación de 
la clase F L, Y así 

Gb E RFL 

Por tanto 

FRL e RFL 

Ahora supóngase que la inclusión es válida. Sea G la extensión de F, 
definida como sigue. Para cada L-palabra a, la imagen ca se define por 
inducción. Si ra = 1, 

Ga=Fa 

Supóngase que ca está definida para r(a) ~ n. Si r(a) ~ n+ 1, por definición, 

existen b, e con 

a=boe ó b·c 

donde ambas palabras son de rango menor ó igual que n. Entonces, se define 

Ga = Gb o Ge ó Gb· Ge 

En virtud de la inclusión F RL e RFL , el funtor G esta bien definido y, por 

definición, es covariante y homogéneo. 

Otra propiedad básica de las categorías con una presentación definida, 
es la existencia de una forma canónica para sus morfismos, llamada forma 
normal. 

Sea L una base de la categoría A. Una forma normal de ep E MA es un 
representante 

donde epi E L, para cada i. 
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Teorema 1.3.6 Para cada morfismo <p E Mil. - lA, existe una forma normal. 

Demostración. Sea a E W(L) un representante de <p. La demostración es por 
inducción sobre el rango de la palabra a. 

Si r(a) = 1, entonces <p E L. Por tanto 

es una forma normal de <p. 

Supóngase que la propiedad es válida si, el rango de a es menor ó igual 
que n. 

Si r(a) :s n + 1 entonces, existen b y e, con 

pero en ambos casos, una de las dos palabras es de rango menor ó igual que 
n, y la otra es de rango igual a uno. 

Supóngase que <p = b . e 

1. r(b) :s n, r(c) = 1 

Entonces c E L U lA y, por hipótesis 

donde 1/Ii E L, para cada i. Sean C el codominio de e, y B el dominio de 
idA. 1/11 idB •• Entonces 

<p = (C o idA .1/I;idB.) o idB) . C o ida o e) 
t.~m ,~m 

= (oidA.1/I i idB.) . ida o (idB . e) 
• 

2. r(b) = 1, r(e) :s n 
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Entonces b E L U h y, por hipótesis 

donde 1/Ji E L, para cada i. Sean B el dominio de b, y C el codominio de 
idAm 1/JmidBm. Entonces 

'P = (b. o idB)· (ida. o idA,1/JiidBJ 
t'::;m t':sm 

= (b· ida) o (oidB . idA.1/J;idB.) 

= (id, . b . ida) o (oidB.A• 1/J;idB.) 
• 

Ahora supóngase que 'P = b o e 

1. r(b) S; n, r(c) = 1 

Entonces e E L U h y, por hipótesis 

donde 1/Ji E L, para cada i. Luego 

2. r(b) = 1, r(c) S; n 

La demostración de este caso es similar a la del caso anterior. 

Teniendo en cuenta este resultado, en lo sucesivo se supone que, todo 
representante de un morfismo es una forma normal. 

De la demostración del teorema 1.3.6 además se obtiene el siguiente pro­

cedimiento para definir una forma normal del producto de dos momsmos. 
Sean 

'P = oidA• 'PiidB • 
• 

Si A es el codominio de 'P, y B es el dominio de 1/J, entonces 
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P='P·1jJ 

= (oidA o idA, 'PiidB.) (oidc; '!/JjidDj o idB) 
J t J , 

= (oidAidcj'!/JjidD;) o (oidA,'PiidB,idB) 
] , 

Si oidA, '!/JiidB, es una forma normal de 'P, el morfismo idA, '!/JiidB, se llama 
renglón iésimo y se denota por 'Pi, Y el morfismo '!/Ji se llama núcleo del renglón 

y se denota por CPi. 
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1.4. Categorías Cuánticas 

Para concluir la recopilación de los elementos categóricos se introduce el 

concepto de categoría cuántica. 

Mediante el teorema de Drinfel'd, llamado construcción doble, y otro teo­

rema debido a Reshetikhin y Thraev se establece un método para definir una 
clase de estas categorías. 

DEFINICIÓN 1.4.1 Una categoría cuántica es una pareja (A, Q(A)), que con­

tiene una categoría monoidal estricta y una estructura cuántica de la cate­
goría. La estructura 

Q(A) = (*,T,¿,b') 

esta formada por una aplicación * de la clase C(A, A), dos clases T, ¿ de 

isomorfismos naturales, y una clase b' de isomorfismos, con las siguientes 
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propiedades. 

Para cada pareja A, B E A, existen 

donde 

XAB E A(A. B,B· A), LA E Aut (A) 

bAEA(]A,A·A*), dA E A(A*·A,][A) 

y satisfacen las propiedades 

XA,B·C = idB . XAC o XAB . ida 

XA-B,C = XAC . idB o idA' XBC 

idA = idA' dA o bA . idA 

idA- = dA . idA- o idA- . bA 

(1.17) 

(1.18) 

(1.19) 

Debido a la última igualdad se dice que L y Ó son compatibles. La apli­

cación * se llama dualidad, y las clases r, L, Ó se llaman torsión, involución 
y evaluación. 

Los antecedentes del concepto de estructura cuántica son algunas propiedades 
básicas del funtor dualidad, las trasposiciones rR Y las evaluaciones ÓR. 

En particular, salvo equivalencia 

es una categoría cuántica. 
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El propósito de asociar una estructura cuántica a una categoría monoidal 
estricta es generalizar los conceptos conocidos en MI como la dualidad, di­
mensión y traza. 

DEFINICIÓN 1.4.2 Sean (A, Q(A)) una categoría cuántica y 'P E A(A, B). El 

morfismo dual 'P' E A(B', A') es la composición 

Lema 1.4.3 Para cada A E A Y 'P ° 1/; E MA 

('P0!/J)' =!/J' 0'P' 

DEFINICIÓN 1.4.4 Sean (A, Q(A) una categoría cuántica Y'P EEnd(A). La 

traza tnp es la composición 

La dimensión de A es la traza de idA. 

Proposición 1.4.5 1. Para cada pareja 'P ° 1/;, 1/; ° 'P 

tr 'P0!/J= tr 1/;0'P 

2. Para cada pareja de endomorfismos 'P, 1/; 

tr 'P'!/J = Ir 'P' tr 1/;. 

S. Para cada 'P EEnd(nA ) 

tr'P='P 

Con respecto a la existencia de las categorías cuánticas, a través de la 

siguiente sucesión de resultados se establece un método para definir una, por 
o 

cada objeto de la clase JH[ (K). 
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Cada álgebra Ropf de dimensión finita, implica la existencia de un álge­

bra semitriangular que se extiende en un álgebra Thraev, y precisamente su 

categoría de representaciones se extiende en una categoría cuántica. 

En los capítulos II y IV se definen otros ejemplos de categorías cuánticas 
pero empleando métodos topológicos. 

Sea (A, e(A)) E H, donde e(A) = (t:., e, s). Para cada a E A, se define 

y, para cada R E A 0 A, se definen 

donde lA es el uno de A, y PA es la trasposición de A. 

DEFINICIÓN 1.4.6 Un álgebra semitriangular es tma pareja ((A, e(A)), R), 
donde R E A ® A es un elemento invertible con las siguientes propiedades 

idA ® t:.(R) = R1,3 . R 1,2, t:. 0 idA(R) = R1,3 . R 2,3 

t:.'a = R· t:.(a)· R-1
, Va. 

Los productos en A 0 A y (A 0 A) 0 A son inducidos por el producto de A. 

o 

Sea K un campo y (A, e(A)) EH (K). Entonces A* es un álgebra respecto 

a la suma de K, el producto t:.., y su uno es e. Además es un álgebra Ropf 
respecto a la estructura 

Sean 

e(A*) = (m*, e', SO) 

e'(a)lA = a(lA). 

o 
AO = (A*((m*)DP,e' , (S*)-I)) EJH[ (K) 

dA E E(A* 0 A, K), dAa' 0 b = a*(b) 

bA = dA y tiA = bA(lA). 
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° Teorema 1.4.7 (Construcción Doble). Para cada álgebra Hopf(A, e(A)) EH 
(K), existe una 'Única álgebra semitriangular ((D(A), e(DA)), R), igual a 

A 0K AO como coálgebm, con la siguiente propiedad. 

Las inclusiones 

son homomorfismos Hopf y R es la imagen de OA, bajo la inclusión de su 

producto tensorial 

A 0 AO e D(A) 0K D(A). 

Demostmción.[Dl], [D2]. 

DEFINICIÓN 1.4.8 Un álgebra Thraeves una pareja ((A,e(A)),R,v), que 

contiene un álgebra semitriangular y un elemento v del centro de A, con las 

propiedades 

b.v = PA(R) . R· (v· v), sv = v. 

Teorema 1.4.9 (Reshetikhin- Thraev) Cada álgebra semitriangular se extiende 

en un álgebra Thraev. 

Demostración. [RT]. 

Teorema 1.4.10 Para cada álgebra Thraev ((A, e(A)), R, v), existe una ex­

tensión de la categoría Rep(A) en una categoría cuántica. 

Demostración. El producto tensorial 0 de la categoría Rep(A), se define por 

u0 v = U 0K V 

y, la acción de A sobre u 0 v, se define por 

donde 
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Con el producto tensorial de morfismos llBUal, (Rep(A), @, K) es una cat­
egoría monoidal y con la estructura que se define enseguida, por el teorema 

de coherencia, se extiende en una categoría cuántica. 

Para cada pareja u, v se define 

donde 

Para cada módulo V, 
¡va = va 

La dualidad es la usual, y la acción de A sobre V· se define por 

a· <p(b) = <p(s(a)b) 

El morfismo dv es la evaluación, y bv = 4. 

o 

Corolario 1.4.11 Pam cada álgebm A EH (K), existe una categoría cuánti-
ca. 
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1.5. Grupos Cuánticos 

La teoría de grupos cuánticos originalmente fué creada como método para 

hallar soluciones de la ecuación Yang-Baxter, y esta ecuación tuvo su origen 

en la mecánica estadística. 

Para concluir la unidad se define la clase de las álgebras Hopf llamadas 

grupos cuánticos, de donde por el corolario 1.4.11, se concluye la existencia 

de una clase de categorías cuánticas. 

En el apéndice sobre la categoría lL se presenta una relación completa de 

los conceptos previos a la definición de los grupos cuánticos, que además en 

varios casos se encuentran vinculados a la ecuación Yang-Baxter. 

o 

Sean L E§ un álgebra del tipo A, D ó E, y aiJ~n su matriz Cartan. Para 
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cada número complejo q E e - {±1}, sea Uq(L) el álgebra Ropf definida por 
los generadores 

y las relaciones 

La comultiplicación t., la counidad E, y su antípoda s, se definen por 

t..E¡ = E¡ 0 1 + K¡ 0 E¡ 

t..F¡ = F¡ 0 K¡-l + 1 0 F¡ 

t..K¡ = Ki 0K¡ 

EE¡ = O = EF¡ 

EK¡ = 1 

SKi = K¡-l 

Teorema 1.5.1 Pam cada L y q, Uq(L) es un álgebm Hopf 

Demostmción. La demostración de la propiedades 1.3, 1.4 Y 1.5, para los 

generadores es inmediata, y la demostración general se concluye de la homo­

geneidad de las aplicaciones. Como ejemplo se demuestra 1.5. 
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(f 0 id)f'lEi = (f 0 id)(Ei 01 + Ki 0 Ei ) 

= fEi 0 1 + fK; 0 Ei 

= Ei 

= Ei 0 1 + Ki 0 cE, 

= (id 0 f)(Ei 01 + K, 0 Ei ) 

= (id0 f)f'lEi 

(f 0 id)f'lF, = (f 0 id)(Fi 0 K i-
1 + 10 Fi) 

= fF, 0 K i-
1 + 1 0 Fi 

= Fi 

= Fi 0 fKi-
1 + 1 0 fFi 

= (id 0 f)(Fi 0 K,-l + 10 Fi ) 

= (id0f)f'lFi 

(f 0 id)f'lKi = (o 0 id)(Ki 0 K i ) 

= fKi 0K, 

= Ki 

= Ki 0fK, 

= (id 0 f)(Ki 0 K¡) 

= (id 0 f)f'lK, 
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Las álgebras Uq(L) se llaman grupos cuánticos y su notación se debe a la 
siguiente propiedad. Eligiendo 

las relaciones y la estructura Hopf de Uq ( L), en el límite h --> O, son iguales 

a las relaciones del álgebra cubriente universal U(L), y su estructura Hopf. 

En [T2], teorema 1.2.5, se establece un método para definir una categoría 
cuántica para cada álgebra Uq(L). 
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• Capítulo 2 

Categorías de Marañas 

En ésta UIudad se definen las categorías de marañas orientadas y nor­

madas, y para cada una se define una presentación. 

Las demostraciones de diversos resultados dependen del teorema de ex­

tensión de isotopía de R. Palais. Este teorema junto con los conceptos básicos 

de la teoría de Morse y el teorema de Reidemeister constituyen el soporte de 
la unidad. 

39 
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2.1. Marañas 

Las marañas se definen como las clases de isotopía ambiental de ciertas 

l-variedades compactas, anidadas en la variedad 

Las trenzas, los enlaces y los nudos, en particular, son algunos ejemplos 
de marañas. 

DEFINICIÓN 2.1.1 Sean M E 0 00 Y L -< M. La variedad L está anidada en 

M, si 

aL e aM, L rh aM 

DEFINICIÓN 2.1.2 Sean M E 0 00 Y L,N -< M. Una isotopía ambiental de 
L en N, es una isotopía h Els(M, M), invariante en la frontera y 

ho = idM , h1L E D(L, N) 
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Además, si L y N son orientadas entonces h1L preserva la orientación. 

DEFINICIÓN 2.1.3 Una subvariedad normada de M E C= es una pareja 
(L, v), donde L -< M, v E CJ(L, N(L, M)) y 

vp E Np(L) - O, Vp 

La aplicación v se llama norma de L, y la pareja (L, v) se denota por Lv. 

Dos normas de L son equivalentes si, existe una homotopía h entre ambas 

y, cada aplicación ht es una norma de L. 

DEFINICIÓN 2.1.4 Sean LI",Nv -< M Y'P E Hm(L,N). La aplicación 'P 

conserva la norma si, la aplicación W-l es una norma de N, y además es 
equivalente a v. 

DEFINICIÓN 2.1.5 Sean M E C=, LI"' Nv -< M Y h .una isotopía ambiental 

de L en N. La aplicación h es una isotopía ambiental de LI" en Nv, si h1L 

conserva la norma. 

Para cada M E C=,la relación de isotopía ambiental entre BUS subvarie­

dades orientadas y normadas es de equivalencia. En ambos casos la clase de 
L se denota por [L], y la notación 

L~ N mod 'P 

indica que 'P es una isotopía ambiental entre L y N. Por simplicidad L Y la 
clase [L] se consideran idénticos. 

Sea SeR) la clase de las sucesiones reales, crecientes y finitas, incluyendo 
la sucesión vacía 0. 

DEFINICIÓN 2.1.6 Una orientación, norma de la sucesión a¡ E SeR) es una 
sucesión W¡ = ± 1, Vi E S2 respectivamente. 

Para indicar que la sucesión a consta de n términos se emplea la notación 
a(n), y en particular la sucesión i ::; n se denota por [n], ó simplemente n. 
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DEFINICIÓN 2.1.7 Una sucesión orientada, normada es una pareja (a, CI), 
donde a E S(lR) y, (J es una orientación, norma de a. 

La sucesión (a, (J) también se denota por a", y las clases que contienen 
las sucesiones orientadas y normadas se denotan por n y II. 

Para cada pareja a(ml , b(n) E S(lR) , sea ::::(a,b) la clase que contiene las 

l-variedades compactas 1>1 anidadas en :::: con la propiedad 

8M = {(a¡, O, O)(bj , O, 1) I i ~ m,j ~ n} 

Para cada al"' bv E II, sea II(a, b) la clase que contiene los objetos [L~], 

donde L E ::::(a, b) y 

Análogamente para cada a", bw E n, sea n(a, b) la clase que contiene los 

objetos [LJ, donde L E ::::(a, b) es una variedad orientada con 

V(a."o,O) = (O, O, (Ji), V(bj,O,l) = (O, O, Wj) 

para cada i,j. 

DEFINICIÓN 2.1.8 Una (a,b)-maraña orientada, rwrmada es un objeto de la 

clase n(a, b), II(a, b) respectivamente. 

Por simplicidad en vez de (a, b)-maraña se emplea el término maraña. Las 

clases de las marañas orientadas, normadas se denotan por Mn, MIT • 

A continuación se definen algunos ejemplos, pero primero se define la 
sucesión de componentes de una maraña. 

Para cada representante L de una (a, b )-maraña se define la sucesión Ln de 

sus componentes. Sus primeros términos son las componentes que contienen 

los puntos (a;, O, O), luego figuran las que contienen los puntos (bj , O, 1), y por 
último las componentes cerradas. 
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Marañas identidad 

Para cada pareja a~n>, b~n) E fl se define la maraña identidad id~ E fl(a, b). 

Si a = b la maraña irf.: se denota por ida. 

La componente iésima es una curva contenida en el plano XZ, que une 

los puntos (a.;, O, O), (bi , O, 1) Y está compuesta por segmentos lineales y arcos 
rectos de radio (n + 1)-1. 

La primera componente está definida por una de las variedades de la figu­
ra 2.1, dependiendo del orden entre al Y b1 . 

~ 
1'" 

L ,.,] 
Figura 2.1: Primera componente 

Suponiendo que se ha definido la componente (iif.',)k la componente (i~)k+l 

se define como se inruca en la figura 2.2, dependiendo del orden entre ak, ak+l, 

bk y bk+l. 

--Ji í (~/ 

Figura 2.2: Componentes consecutivas 

La clase que contiene las marañas identidad se denota por In. 
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Marañas Orientadas Básicas 

Para cada sucesión a(2), se definen 

n~ E l1(aw, 0), n;;- E 11(a_w , 0) 

U~ E 11(0, a_w), U;;- E 11(0, aw) 

donde (J, w son las sucesiones 1,1 y 1,-1. 

45 

Si a = [2] los representantes de las marañas xt l se definen como las 
subvariedades del cilindro (2x - 3)2 + 4y2 = 1, como se muestra en la figu­

ra 2.3, donde además se incluyen sus proyecciones sobre los planos xz, yz. 

En este caso los representantes de nt, n;;-, ut y U;;- se definen en la figura 2.4. 

Figura 2.3: Vistas de la maraña X 

Figura 2.4: Marañas n, U 

Para completar la definición se emplea la siguiente notación. Si A e 1R3 

y r E IR 

A+r = {(al,a2,a3+r) I a E A} 

rA = {(al, a2, ra3) I a E A} 

Entonces, por definición 
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n+ = 2-1(id[2[ U n+ + 1) 
a a [2[ 

y, análogamente se definen las otras marañas. 

La clase de las marañas orientadas básicas se denota por ro. 

Marañas Normadas Básicas 

Con las variedades de los ejemplos anteriores, para cada norma constante 

se definen las marañas normadas identidad i~, y las marañas normadas 

básicas X;\ na y Ua' Las clases que las contienen se denotan por In y r n . 

Para cada r E R, sea cp;l la maraña llamada bucle, definida por la varie­
dad y norma, de la figura 2.5. 

: KJ'-'" \ " , v , 
"_ ~ 1 
, \ , 

/ '. , '-
\ , , 

. kJ-" , " 

"----r .'\ ¡ / " , '-, , , , 

Figura 2.5: Bucle 

Respecto a las demostraciones de las relaciones de marañas solo se em­

plean el método directo y el corolario del siguiente teorema de extensión de 
isotopía, debido a R. Palais. 

Teorema 2.1.9 Soon h E Is(M,N), Y K e M un conjunto compacto, con 
la propiedad 

hoKnBM = ht,Kn&M, Vt 

Entonces, existe HE Is(N, N) que es invariante en la frontera y 

Ho = id, Htho,K = ht,K Vt. 

Demostración. [RP]. 
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Corolario 2.1.10 Sean M, N marañas, K e M "Un conjunto compacto y 

hE Is(M,3) con las propiedades 

ho = id, h I E D(M, N) 

ht,8MU(M -K) = id, Vt 

Entonces, existe H E Is(3, 3) que es una extensión de h con 

M ~ NmodH. 

Demostración. [RP]. 

Las condiciones de este corolario se representan en la figura 2.6. 

I 

\ 
\ h,M 

N J 
\~~ 

Figura 2.6: Imagen local de M y N 

Relaciones Rn 

Aplicando 2.1.10, a las parejas de variedades de las figuras 2.7- 2.13 se 

definen las relaciones ni :s9 . La clase que contiene las relaciones ni se denota 

por Rn. 

En el artículo [EA], con lbs argumentos de la demostración del Teore­

ma 6, se obtiene un método equivalente para demostrar estas relaciones. La 

diferencia es que en este artículo algunos calculos son explícitos. 

Por otra parte, empleando las relaciones de la figura 2.14, y las relaciones 

ni :S7 se define la clase R'n. 
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Figura 2.7: nI 

Figura 2.8: n2 

Figura 2.9: n3 

Figura 2.10: n4,5 
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Figura 2.11: f4,,7 

Figura 2.12: ns 

Figura 2.13: rlg 

Figura 2.14: n~ 
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Figura 2.15: Relaciones Il5,6 

Relaciones Rrr 

Con las variedades de las relacciones 111 - 4 , y las normas constantes se 

definen las relaciones Ili:54. Adicionalmente en la figura 2.15 se definen las 

relaciones Il5 ,6. Estas relaciones también se demuestran mediante el corolario 

2.1.10, y la clase que las contiene se denota por Rrr. 

La utilidad de las clases Rn, .Rf¡ y Rrr se demuestra en las secciónes tres 
y cinco, de este capítulo. 
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2.2. Categor'ía O 

La categoría de las marañas orientadas n se define mediante las clases 

Mo, Po e In, donde la clase de las composiciones Po se define en seguida. 

Además se definen una estructura monoidal estricta y una estructura cuánti­
ca de n. 

Para cada r E !R, sean Sr, Pr las aplicaciones definidas por 

Srx = (X¡,X2,X3 +r), Prx = (x¡,X2,r· X3) 

para cada terna (Xl, X2, X3) E !R3. 

DEFINICIÓN 2.2.1 Sean L E n( a, b) Y M E n(b, e). La composición M O.oc L 
es la clase de la variedad orientada 
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con la orientación inducida po.,- las aplicaciones SI y P2-1. 

Lema 2.2.2 La composición 0abe está bien definida. 

Demostración. Sean L, L' E 0.(a, b) y M, M' E 0.(b, e), donde 

L ~ L 'mod1jJ, M ~ M'modg 

Sea rp E Is(M ° L, 3), definida por 

Entonces, por 2.1.10, 'P se extiende en una isotopía ambiental con la propiedad 

MoL ~ M' ° L'modrp 

Sea Pn la clase que contiene las composiciones 0abe, para cada terna de 
sucesiones a, b, c E D. 

Teorema 2.2.3 (Mo, In, Po) es una D-categoría. 

Demostración. (1.1) En esta parte se demuestran las igualdades 

M ° ida = M = id¡, ° M 

donde M E D(a, b). Para cada componente Mi y J e I, se define 

~ = {x E M' I X3 E J} 

Por principio se demuestra que, existen N ~ M Y E > O, con las propiedades 

N[O,'I = Ui~m(lli, O) X [O, El 

N[I_.,II = Uj~n(bi, O) x [1 - E, 1] 

Y la distancia entre las componentes de N es mayor que 2E. 
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Sean M k Y !vIl las subsucesiones de Mi, con 

V(a.,O,O) = (O, 0,1) 

V(a¡,O,O) = -(O, 0,1) 

Sean '0 k , '01 sus parametrizaciones. Entonces, existe fO > ° tal que, la distan­
cia entre las componentes de M es mayor que 2fo, para cada t E [O, fO], los 
conjuntos 

son unitarios y 

Mt = UM; 

Sean fl < 2-1fO, Y (! E coo(I,1) una aplicación decreciente con la propiedad 

(!x = { 1 x E [0,2-1fl] ° x E [f¡, 1] 

Para cada i, sea Li la imagen del encaje 

y 

No = (M - UM') U L' 

En la figura 2.16, se representa la relación entre M y No. Aplicando un 

procedimiento similar a las componentes N6 se obtienen N y L La relación 

entre las componentes de No y N también se muestra en esta figura. 

(b. 0, 1) 

(a. 0,0) 

Figura 2.16: 

Para concluir se definen las isotopías 

M ~ Nmod(~) 

id¡, o N ~ Nmod(() 

No 
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Sea € E Is(M, N) definida por 

{
X X3 E [E, 1 - El 

€,x = (1 - t)Mi,j - tNi,i Xa < E Ó Xa 2': 1 - E 
X3 X3 

Entonces, por 2.1.10, esta isotopía se extiende en una isotopía ambiental. 

Para definir (, sea (J la aplicación definida por su gráfica contenida en la 
figura 2.17. 

1 - e 

2.1(1 -e) 

Figura 2.17: 

Entonces 

('x = (Xl,X2, (1- t)X3 + ta(Xa)) 

es una isotopía de la clase Is(id¡, o N, N) y, por 2.1.10 se extiende en una 
isotopía ambiental. 

La demostración de la igualdad 

Moida = M 

es similar. 

(1.2) En esta parte se demuestra la igualdad 

L o (M o N) = (L o M) o N 

Sea L o M o N la maraña definida por la variedad 

3-1 (LU (M + 1) U (N + 2)) 
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y tp E Is(L o (M oN), Lo M o N), 'l/J E Is((Lo M) oN,L o M o N) definidas 
por 

{ 

Pl_3-1tX X3 ::::: 2-1 

'Pt X = S P X3 ~ 2-1 
_3- 1 1+3-1 t X 

.1. { PI+3- 1t X X3 ::::: 2-
1 

o/tX = 1 
S3-1tPI-3-1tX X3 ~ 2-

Entonces 'P, 'l/J se extienden en isotopías ambientales, tambien por 2.1.10. 

Por induccón y asociatividad en lo sucesivo la composición oMi'Ón se con­

sidera definida como la clase de la variedad 

n-l Ui (Mi + i - 1) 

Para definir una estructura monoidal a continuación se define un produc­

to entre los objetos de la clase n. 

DEFINICIÓN 2.2.4 Sean a;;', b~ E n. El producto a· b;;;in es la sucesi6n 

con 

y 

al, ... , a"., ~ + p, ... , bn + P 

g' a(a;) = g(a,) 

g . a(bj + p) = a(bj ). 

Para definir el producto de marañas primero se define el caso en que 

alguno de los factores es una identidad. Para cada A e IR3 y r E IR se define 

DEFINICIÓN 2.2.5 Sean M E n(ab) y c(n) E n. Los productos 

id" . M Y M· id" 

son las clases de las variedades 

'd U (' .b(e) M . fi(e)+,) 
Z e zab(e)+, O p + r + O zaa(e) 
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3-1 [(id¡, U irt;:i:j+r + 2) U (M U ide(a)+r + 1) 

U(ida U id','itr
)] 

donde r > O se elige de modo que las uniones son ajenas. 

Las variedades de esta definición se representan en la figura 2.18. 

Figura 2.18: 

Lema 2.2.6 Los productos ide . M, M . ide estan bien definidos. 

Demostraci6n. Es inmediate empleando el mismo método de demostración 
de 2.2.2. 

DEFlNIC¡ÓN 2.2.7 Sean M E S1(a,b) y N E S1(c,d). El producto M °0 N E 

S1(a . c, b· d) es alguna de las composiciones 

(M· ido.) o (ida· N) 6 (id¡,. N) O (M . ide) (2.1) 

Las marañas de esta definición se representan en la figura 2.19. 

Figura 2.19: Producto M ·0 N 
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Lema 2.2.8 El producto·n esta bien definido y tiene las siguientes propiedades 

id . (M o N) = (id· M) o (id· N) 

(M o N) . id = (M· id) o (N . id) 

(2.2) 

(2.3) 

Demostración. De 2.2.6 se deduce que esta bien definido. La igualdad (2.1), 

Y las propiedades (2.2), (2.3) son inmediatas empleando el método de de­
mostración de 2.2.2. 

Lema 2.2.9 ·n es un producto tensorial. 

Demostración. (1.8) Sean M E l1(ab), N E l1(bc) y M' E l1(a l b' ), N' E 

l1(b'c'). Entonces 

(N o M) . (N' o M') = (N o M) . [e' o [o. . (N' o M') 

(1.9) Por definición 

= (N . [ o M . I) o (I . NI o [ . M') 

= N . [ o (M . [e' o [o. . N') o [ . M' 

= N· [o (h· N' o M· [b') 0[· M' 

= (N· [ o [ . N') o (M· [ o [ . M') 

=N·NloM·M' 

Teorema 2.2.10 (11, (-,0)) es una categoría monoidal estricta. 

Demostración. (1.12) Por definición 

a·0=a=0·a 

M·0=M=0·M 

para cada a E 11, y M E Mn . 

(1.13) Sean M E l1(a, b), N E l1(c, d) y L E l1(e,!l. Por definición 

a· (b· e) = (a· b) . e 
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y por 2.2.8, 2.2.9 

(M· N)· L = (MN) . lI o lae· L 

= (M· Id o la . N) .11 0 la.e . L 

= M· h, O (JaN 1,) O la.e . L 

= M· h, O la(N· 1, O le· L) 

=M·h,ola(N·L) 

= M· (N· L) 

Finalmente se define una estructura cuántica sobre n. 

DEFINICIÓN 2.2.11 La sucesión dual de aa es 

Para cada pareja am , bn E n, se definen las marañas 

Xab E n(a· b, b· a) 

na E n(a· a*, 0), Ua E 0(0, a· a*) 

Si a, b son las sucesiones [m]' [nJ BUS representantes se definen en la figura 2.20. 

En general 

\y) 
((\\ 

Figura 2.20: Marañas X ab , na y Ua 

X . ba X . Jm+nJ 
ab = ta¡m+nl o [m]·[n[ o ta~.b 

na = n[m] o ial;:;:J 
Ua = idf2~] o U[m] 
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Sean 

Tn = {Xab I a,bE íl} 

Ón = {Ua , nb I a, bE íl} 

Teorema 2.2.12 (*, Tn, In, Ón) es una estructura cuántica de n. 

Demostración. (1.17) Por inducción y 2.1.10 

Xa.b,c = X ac . idb o ida· X bc 

(1.18) Por inducción y 2.1.10 

(1.19) Así mismo 

ida = ida na o Ua ·ida 

idao = naidao o idaoUa 

59 
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2.3. Presentación de n 

Empleando las clases rn y Rn como una base y un sistema de relaciones 
se define una presentación de la categoría n. 

Las demostraciones de sus respectivas propiedades se basan en el teorema 

de Reidemeister y en algunos resultados básicos de la teoría de Morse. 

Sean M una maraña orientada y <pi una parametrización de Mi, donde 

dependiendo de si la componente Mi es cerrada ó no. 

DEFINICIÓN 2.3.1 Un punto a E M es un máximo ó un mínimo si, existe 

una única pareja (i, j), y la coordenada aj es un máximo ó un mínimo de la 
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respectiva aplicación coordenada <pj. 

Sea p E C(IR3, JR2) la aplicación definida por 

DEFINICIÓN 2.3.2 Un punto a E M es doble si, existe un único punto b E 

M, con la propiedad 

pa =pb 

DEFINICIÓN 2.3.3 Un punto critico de M es un punto máximo, mínimo 
ó doble. 

Si a es un punto crítico de M, su coordenada a3 se llama valor crítico de 
M. Como los puntos críticos de una aplicación de Morse son aislados, de los 
siguientes lemas se concluye que, para cada maraña M, existe una maraña 
N ~ M que contiene un conjunto finito de puntos críticos con valores críticos 
diferentes. 

La aplicación 7/J E coo(L(m) , R) se llama Morse si, sus puntos críticos son 

no degenerados; esto es, si I//a = O implica que el Hessiano 7/J"a es de rango 
m. La aplicación 7/J E COO(L, IRn) se llama Morse si sus coordenadas 7/Ji son 
Morse. 

Lema 2.3.4 Si 7/J E COO(L, IR) es una aplicación Morse entonces, para cada 

E > O, existe una aplicación Morse ( E COO(L, lR) con los mismos puntos 
criticos qUE 7/J pero con valores críticos diferentes y 

Demostración. Sean X¡ los puntos críticos de 7/J. Entonces, para cada Xi, 

existen dos vecindades U¡ e Vi tal que, el único punto crítico de 7/Jv, es 
Xi, V; es compacto y 

V; n Vi = 0, Vi, j 

Sea º E COO(L, I) definida por 

ºx = { ¿ x E UU¡ 

x E M - uV; 



2.3. PRESENTACIÓN DE n 63 

Entonces, existen c, d > O con 

c <1 ¡jJ~v¡-u¡ 1, 1 ev¡ 1< d 

Sea Ci una sucesión real con las propiedades 

O < e; < E, C - Cid > O 

y 

<PXi + e; f. <pXj + Cj 'Vi, j 

Entonces 

tiene los mismos puntos críticos que ¡jJ, pero sus valores críticos son diferentes 

entre sí. 

Sea ~ E Coo(L, ]Rn), con L <;;; Rm. Para cada punto a E Rffi, se define la 

aplicación 

~aX = (6x +a· x, ... ,~nx +a· x) 

Lema 2.3.5 Para casí toda a E ]Rffi, ~a es una aplicación Morse. 

Teorema 2.3.6 Para cada maraña M, existe una maraña MI ~ M que con­

tiene un conjunto finito de puntos criticos, los puntos dobles no son máximos 

ó mínimos, y sus valores críticos son diferentes entre sí. 

Demostración. Sean N, E Y a como en la demostración de 2.2.3; y sea <p = <pi 

una parametrización de N . 

Suponiendo que <pi E D(I, Ni), se define 

fE c oo(I,3) 

~i(t) = <pi(t) + a(t)t(a, a, a) 

donde <p~ es Morse y 1 a 1< 2-1E. 

En caso de que <pi E D(Sl, Ni), la aplicación t- se define como <p~. 
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Entonces, por 2.3.5, cada ~i es un encaje sobre 3, y dependiendo del caso 

ci 'ci 
'>[',1-'1 o <,. 

son aplicaciones Morse. 

Sea L la maraña definida por la unión de las imagenes de los encajes e. 
Entonces L ~ N, Y contiene un conjunto finito de máximos y mínimos. 

La equivalencia se deduce de 2.1.10, y las homotopías 

<pi + O" • id· t . (a, a, a), <p;" 

donde <pi E D(I, Ni) ó D(I, Ni), respectivamente. 

Luego aplicando 2.3.4, a las coordenadas de cada t: se concluye la exis­
tencia de la maraña M' ~ L. 

Teorema 2.3.7 ra es una base de n. 

Demostración. Sean M una maraña, y M' la que se obtiene aplicando el 

teorema 2.3.6. Sean Cj los valores críticos de M', y sin perdida de generalidad 
supóngase que existe n E N con la propiedad 

Entonces la intersección de M' y los planos z = in- I es transversal, y 

aplicando 2.1.10, se concluye que es ortogonal. 

Para cada i :-:::: n, sea Pij el punto de intersección de la componente M'j y 

el plano z = in-I, y sean Xi; las abscisas de estos puntos. 

Sean 'I'i>1 Y Ai<n las curvas definidas en la figura 2.21, y sean Li las 
marañas definidas por las variedades 
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Figura 2.21: 

Entonces Li E n(X(i_l,j), xii), la composición aLi es una forma normal de 
la maraña L = aL i , y 

M/~L 

Además, si Ci es un valor máximo entonces Li es una maraña del tipo n+ 
Ó n-; si es un valor mínimo entonces Li es del tipo U+ ó U-; y si es un valor 

doble entonces Li es del tipo X ó X-l. 

Categoría de Diagramas 

A continuación se demuestra que Ro. es un sistema de relaciones respecto 

rn , como parte de la demostración se define la categoría de diagramas Ll, y 
se establecen algunas de sus propiedades. 

Sean pE In(L, M) ya E L. El punto a se llama doble si, existe un único 
punto b E L, con la propiedad 

pa = pb. 

La notación L rh L indica que, cada punto de L es simple o doble, y si a es 

un punto doble entonces, existen dos vecindades V(a), V(b) e intL con las 
propiedades. 

V(a) n V(b) = 0, Pv(a) rh Pv(b) 

Por simplicidad L y p(L) se consideran idénticos. 
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DEFINICIÓN 2.3.8 Considerando la notación anterior, L(n) es un n-diagrama 
contenido en M si 

8LC8M, Lm8M,L 

DEFINICIÓN 2.3.9 Sean L, M dos diagramas en N. Una isotopía ambiental 
de L en M, es una isotopía h E Is(N, N) invariante en la frontera, con 

y h1 aplica L en M. 

Además, si L y M son orientadas entonces h1L preserva la orientación. 

Para cada M E coo, la relación de isotapía ambiental entre SUB diagramas 

es de equivalencia, y la clase de L se denota por [LJ. 

Para cada pareja am , bn E n, sea 3o(a, b) la clase que contiene los 1-

diagramas compactos M contenidos en IR x I con 

8M = {(a¡, O)(bj , 1) I i ~ m,j ~ n} 

Para cada a", bw E n, sea l!.(a, b) la clase que contiene los objetos [M], 
donde M E 3 o(a, b) y 

V(a.,O) = (O, a(a;)), V(bj,l) = (O, w(bj )) 

Los objetos de l!.(a, b) se llaman (a, b)-diagramas. Sea MA la clase que con­

tiene los (a, b)-diagramas, para toda pareja a, bE n. 

Diagramas Identidad 

Para cada pareja a, b E n se define el diagrama i~. Su representante 

es la proyección de la maraña orientada iJ:, sobre el plano xz. La clase que 
contiene los diagramas identidad se denota por h. 

Diagramas Básicos 

Para cada sucesión a(2) se definen los diagramas 
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n~ E .6.(aw , 0), n;;- E .6.(a_w , 0) 

u~ E .6.(0, a_w ), U;;- E .6.(0, aw) 

donde (J y w son las sucesiones 1,1 Y 1,-1. 

Sus representantes son las proyecciones de las respectivas marañas orien­

tadas. La clase que contiene los diagramas básicos se denota por f.6.. 

Relaciones R.6. 

Empleando las proyecciones de íl1,2,8,9 se definen las relaciones .6.1 - 4 . 

La definición de la composición de diagramas 0.6., así como la demostración 

de que está bien definida son similares a [as de 0n. Sea P.6. [a clase que con­

tiene [as composiciones de diagramas. 

Teorema 2_3.10 (M.6., 1.6., PiJ,) es una. íl-categoría. 

Demostmción. Inmediata. 

El producto tensorial de diagramas '.6. se define con métodos similares a 

[os empleados con el producto de marañas. 

Teorema 2.3.11 (.6., CiJ" 0)) es una categoría monoidal estricta. 

Demostmción. Inmediata. 

Teorema 2.3.12 (f.6., R.6.) es una presentación de la categoría.6.. 

Demostmción. La demostración de que f.6. es una base es similar a la de­
mostración de 2.3.7. 

Para demostrar que R.6. es un sistema de relaciones, sean Iv!, MI dos dia­

gramas equivalentes. Por 1.3.6 se puede suponer que ambos estan en posición 
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nonnal, respecto la base r"". 

Entonces !v!' se obtiene de M, mediante una sucesión finita de isotopías 
de los siguientes tipos. 

1. una isotopía en la clase de los diagramas en posición normal. 

2. una isotopía que intercambia el orden entre dos puntos críticos (no). 

3. una isotopía que crea ó elimina dos puntos críticos, como en las rela­

ciones pn¡,2,8,9, (ne). 

4. una isotopía en la que una componente crU2a un punto crítico, como 
en las relaciones pn~, (ne). 

Es inmediato que mediante isotopías del tipo 1, se obtienen diagramas 

equivalentes. Por (1.3.1, 2), mediante las isotopías del tipo 2, se obtiene dia­

gramas equivalentes; y por (1.3.1, 2), (1.3.1, 3) empleando las relaciones 

R"", de las isotopfas de los tipos 3 Y 4, tambien se obtienen diagramas equi­

valentes. Por tanto, R"" es un sistema de relaciones respecto a la base r "". 

La relación entre las categorías ll. y n se establece en el siguiente resulta­

do, debido a Reidemeister, y con él también se concluye que Rn es un sistema 
de relaciones respecto r n. 

Teorema 2.3.13 Las marañas M, N son equivalentes si, y sólo si, existe 
una suseción de marañas Mi$n, con las propiedades 

M= M¡,N = M n 

y 

Demostración. [KR]. 

Corolario 2.3.14 Rn es un sistema de relaciones respecto rn. 
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Corolario 2.3.15 (r¡¡, R¡¡) es una presentación de la categoría <:2. 

Además de esta presentación mediante la clase Rh se define otra, que 

emplea la misma base. 

Teorema 2.3.16 (ro, Rh) es una presentación de la categoría n. 

Demostración. Inmediata. 
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2.4. Categoría II 

La categoria de las marañas nonnadas II, se define mediante las clases 

Mn , Pn e In, donde la clase de las composiciones Pn se define en forma sim­
ilar a la clase Pn. 

En general los métodos de definición y demostración de esta categoría, 
así como los de sus estructuras monoidal estricta y cuántica, son similares a 
los que se han empleado en la categoría n. 

DEFINICIÓN 2.4.1 Sean MI'- E II(a, b) y N v E II(b, c). La composición N 0abe 

M" es la clase de la variedad 
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donde 

Empleando los mismos argumentos que en la demostración de 2.2.2, se 

concluye que la composición 0abe está bien definida. 

Lema 2.4.2 0abe está bien definida. 

Demostración. Idem 2.2.2. 

Sea Pn la clase que contiene las composiciones Cabe, para todo a, b, cE 11. 

Teorema 2.4.3 (Mn , In, Pn ) es una II-categoría. 

Demostrncwn. (1.1) En esta parte se demuestran las igualdades 

para cada MI" E lI(ab). 

Aplicando el mismo método que en la demostración de 2.2.3, se obtienen 
E> O y N~ ~ M, con las siguientes propiedades 

N[o,,] = U'$m(a" O) x [O, EJ 

N[l-<,l] = Uj$n(bj , O) x [1 - E, 1J 

la distancia entre las componentes de N es mayor que 2E, y para cada i, las 
normas 

son constantes. 

En virtud de esta última condición, el resto de esta parte de la de­
mostración es idéntico a la de 2.2.3. 
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(1.2) La demostración de la igualdad 

es idéntica a la de 2.2.3, (1.2). Primero se define la maraña normada 

Entonces empleando las isotopías definidas en la demostración de 2.2.3, por 

2.1.10, se concluyen las igualdades. 

L>. o (MI' o N y ) = LA o MI' o N y 

= (LA o MI') o N y 

Por inducción y asociatividad la composición oMj~n de marañas nor­

madas también se cOllBidera definida por la clase de la variedad 

Siguiendo la secuencia empleada en la definición de la categoría cuántica 
n, ahora se define una estructura monoidal para n. El producto de dos suce­

siones normadas se define como el producto de las sucesiones con la norma 

producto, y el producto de morfismos es idéntico al producto de los morfis­

mos de n. De hecho, los resultados 2.4.6 y 2.4.8-2.4.12 se demuestran con los 

mismos argumentos que los respectivos resultados de n. 

DEFINICIÓN 2.4.4 Sean a;:', b~ E n. El producto a· b;tn es la sucesión 

a¡, ... , a."., b¡ + p, ... , bn + P 

donde 

p = am + 1- b¡ 

y 
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La subsucesión bj +p se denota por b(a), yen general, se define la suseción 
(a + r)¡t por 

(a+r),=ai+r, j.1.(a+r),=j.1.ai 

para cada r E lit 

DEFINICIÓN 2.4.5 Smn MI' E rIla, b) y c~ E TI. Los productos idc . M Y 
M . ide son las clases de las variedades 

·d (. ,b(c) M . -",(e)+r) 
Z c U wb(c)+r o p + r + o wa(e) 

3-
1 [(id¡, U i<:l+r + 2) U (M U idc(a)+r + 1) U (ida U ür.;¡:t)] 

donde las uniones son ajenas, eligiendo r > O convenientemente. 

La representación gráfica de esta definición, salvo por las normas, se mues­
tra en la figura 2.18. 

Lema 2.4.6 Los productos idc . M Y M· ido estan bien definidos. 

Demostración. Idem 2.2.6. 

DEFINICIÓN 2.4.7 Smn MI' E TI(a, b) y Nv E TI(c, d). El producto M ·TI 

N ¡t.v E rI( a . e, b . d) es cualquiera de las composiciones 

(M· idd) o (id • . N) 

(idb . N) o (M . ido) 

La figura 2.19 es una representación gráfica de las variedades de esta 
definición. 

Lema 2.4.8 El producto de marañas normadas ·TI está bien definido. 

Demostración. Idem 2.2.8. 
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Lema 2.4.9 Pam cada M, N E Mn 

(M o N) . id = (A1. id) o (N . id) 

id( M o N) = (id· M) o (id· N) 

Demostración. Idem 2.2.9. 
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La demostración gráfica de 2.4.8 y 2.4.9, está representada en la figura 

2.20. 

Lema 2.4.10 ·n es un producto tensorial. 

Demostración. (1.8) Por analogía, la demostración de la propiedad 

(N o M) . (N' o M') = (N . N') o (M . M') 

es inmediata de 2.4.9 y la definición de producto de marañas normadas. 

(1.9) Por definición 

para cada pareja a,b. 

Teorema 2.4.11 (II, (·n, 0)) es una categoría monoidal estricta. 

Demostración. Idem 2.2.10. 

Por último se define una estructura cuántica de la categoría II, consideran­
do como antecedente la estructura cuántica de n definida en la sección ante­

rior. 

Para cada pareja de sucesiones a, b E II se definen las marañas 

X!,l EII(a.b,b.a) 

na E II(a· a, 0), Un E II(0, a· a) 
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Sus representantes son las mismas variedades que definen las respectivas 
marañas orientadas con las normas constantes. 

Sean 

Tn = {X!/ I a, b E II} 

<lrr = {na, Ua I a E II} 

Teorema 2.4.12 (idn , rn,!rr, <lrr) es una estructuro cuántica de II. 

Demostroción. Idem 2.2.12. 
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2.5. Presentación de I1 

Con un procedimiento similar al que se ha empleado en la definición de 

la presentación de la categoría 0, mediante las clases r TI y RTI se define una 

presentación de la categoría rr. 

Esta sección propiamente es una relación de los resultados que se han 
empleado en la presentación de 0, que también son válidos para rr. 

Sea Mil una maraña normada. Para cada parametrización de M se de­

finen los conceptos de puntos máximos, rníIÚmos y dobles de M, como en las 

defiIÚciones 2.3.1 y 2.3.2. Claramente IÚnguno de estos conceptos depende de 

la norma de M. 
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DEFINICIÓN 2.5.1 Un punto crítico de la maraña M es un punto máximo, 
mínimo o doble. 

Si a es un punto crítico de la maraña !vI, su tercera coordenada a3 se 
llama valor crítico de M. 

Empleando los lemas 2.3.4 y 2.3.5, se obtiene el siguiente resultado equi­
valente a! teorema 2.3.6. 

Teorema 2.5.2 Para cada maraña MI" existe una maraña 

que contiene un conjunto finito de puntos críticos con valores críticos dife­
rentes entre sí, y sus puntos dobles no son máximos ni mínimos. 

Demostración. Idem 2.3.6. 

Análogamente a! caso de n, a través de este resultado se concluye que la 

clase rrr es una base de la categoría n. 

Teorema 2.5.3 rrr es una base de n. 

Demostración. Esta consta de dos partes, y la primera consiste precisamente 
de la demostración de 2.3.7. 

Segunda parte. Para cada i, se agregan los renglones Lij entre Li-l y L i , 

de manera que las normas de Li sean constante e igual a (1, O, O), pero por 
otra parte 

- ±1 
Lij = 'P , Vj 

Luego, el resto de la demostración es idéntica a la de 2.3.7. 

En cuanto a la relación entre las categorías t:,. y n, esta se establece en 

el siguiente resultado que se obtiene del teorema R.eidemeister, de donde se 

concluye que Rrr es un sistema de relaciones respecto rrr. 
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Teorema 2.5.4 Las marañas M, N son equivalentes si, y sólo si, existe una 
suseción de marañas A1iSn , con laS propiedades 

y 

Demostración. [KRJ. 

A diferencia del teorema 2.3.13, aquí las proyecciones se consideran como 

morfismos de la categoría de diagramas no orientados. 

Corolario 2.5.5 Rrr es un sistema de relaciones respecto rrr. 

Corolario 2.5.6 (r rr, Rrr) es una presentación de n. 
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Capítulo 3 

Representaciones de O y TI 

En esta unidad se define una sucesión de representaciones, para cada una 
de las categorías de marañas. 

Dado que en ambos casos los representantes de las marañas X, son solu­

ciones de la ecuación Y B-cuántica, en las primeras dos secciones se incluye 

una breve introducción a las ecuaciones Y B-clásica y cuántica. 

81 
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3.1. Ecuación Y B-clásica 

Esta ecuación se originó en la mécanica estadistica, precisamente en la 
teoría de sistemas integrables. 

Aquí sólo se establece el método de solución de Drinfel'd, y se concluye 

con la definición explícita de las soluciones trigonométricas correspondientes 
a las álgebras clásicas. 

o 

Sean L ElL un álgebra Lie simple e ¿., una base ortogonal definida me-

diante su producto Cartan. Por simplicidad el producto tensorial ¿¡.< <81 ¿y se 

denota por ¿/W. 

Para cada vecindad V e e del origen, sean M(V), E(V) y R(V) las clases 

de las aplicaciones r E C(V, L20), cuyas coordenadas r¡.<y respecto a la base 
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¿IlV, son aplicaciones meromorfas, elípticas y racionales. Las composiciones 
exp(<p), <p E R(V) se llaman aplicaciones trigonométricas y la clase que las 

contiene se denota por T(V). En particular, si rE M(V) el conjunto de sus 

polos se denota por r( r). 

Para cada álgebra A con uno, con la propiedad L -:: A, por ejemplo para 

A = U(L), se definen las aplicaciones pi j E lL(L2®, A3®) por 

pl2a ® b 
pl3a ® b 

r3a ®b 

a®b® lA 
a® lA ® b 
lA ®a® b 

Aquí el paréntesis de A30 es una extensión de []A, Y se define por 

[x, y] = ®[Xi, Yi]A 

En general, para cada r E M(V) se definen las aplicaciones 

DEFINICIÓN 3.1.1 Sea V e e una vecindad del origen. Una solución de la 

ecuación YB-clásica es una aplicación r E M(V), con la propiedad 

paro cada u,v,u+ v E V. 

La igualdad en esta definición se llama ecuación Y B-clásica, asociada a 

(V, L, A), y sus soluciones usualmente se llaman soluciones clásicas. 

En la búsqueda de soluciones clásicas explícitas las soluciones no degen­
eradas constituyen una clase sumamente accesible. 

DEFINICIÓN 3.1.2 Las soluciones clásicas r, s son equivalentes si, existe una 

aplicación <p E C(V, (AutL)2®) con la propiedad 

r = <ps 
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DEFINICIÓN 3.1. 3 Una solución clásica r es, no degenerada si 

detr¡tv =1 O 

Aunque la ecuación clásica se define en una vecindad, una conveniencia 

de las soluciones no degeneradas es que se extienden a e, y dependiendo de 

su grupo de polos pertenecen a una de las clases E(C), R(C) ó T(C). 

Teorema 3.1.4 Si r es una solución no degenerada entonces, existe una ex­

tensión a e, con polos simples y, r(r) es un subgrupo discreto de (e, +), de 

rango 0, 1 ó 2. Además 

ranI'(r) = O =} rE R(C) 
ranr(r) = 1 =} rE T(C) 
ranI'(r) = 2 =} rE E(C) 

En lo sucesivo toda solución clásica se considera no degenerada. 

Teorema 3.1.5 Para cada L, existe una solución elíptica sii, existe n E N 
con 

L ~ sl(n). 

El artículo [AB] muestra todas las soluciones elípticas. 

A diferencia del caso elíptico, la existencia de soluciones trigonométricas 

depende del grupo Dynkin de L. Específicamente, para cada automorfismo 

Dynkin, existe una solución que depende de su automorfismo Coxeter asoci­

ado. 

En seguida se establecen los puntos básicos de este método y como con­

clusión se muestran las soluciones correspondientes a las álgebras clásicas. 

Sean a E Dyn(L) y Ca- su clase respecto el lema A.23, del apéndice sobre 
la categoría L. 
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DEFINICIÓN 3.1.6 Un automorfismo c E ca es Coxeter si 

U={aELlca=O} 

es un álgebra y, c es el automorfismo de menor orden con ésta propiedad. 

Lema 3.1.7 Para cada (J E Dyn( L), existe un automorfismo Coxeter c, y es 

único salvo conjugación respecto Int( L). 

El orden de c se llama índice Coxeter de (L, (J), Y se denota por he. 

A través del sistema de generadores Weyl de L se define un automorfismo 

Coxeter como sigue. Sean ei, Ji, h i el sistema de generadores Weyl de L, y 
w = exp(27l'ih;1). Entonces, el morfismo c definido por 

cei = weai) Cfi = w-1 fui 

eh; = hu. 

es un automorfismo Coxeter. En este CaBO (J se considera corno una per­

mutación de los subíndices de los generadores. 

Para las álgebras clásicas, por el lema A.23, existen siete casos y los 

resultados correspondientes se muestran en la siguiente tabla 

L he ex T 
Al n n+l TxT 1 w2 -'(n+1)dg(1, W 1 2 1 n) ,W , ... ,W 

A~n 4n+2 -TxtT -1 Sdg(l,~, . .. ,~.n), ~- -w 

A~n+l 4n+2 -Tx'T -1 Sdg(1,~, ... ,~-:l,~ -\~-1 ,~, ... ,en -~), ~= -w 

Bl 
n 2n TxT 1 w2 -'(n+l)dg(l, W 1, W 2, ... , Wl - 2n ) 

C~ 2n TxT-l dg(1, w -1, W -., ... , W,·-2n , 1) 

D1 
n 2n - 2 TxT ·1 dg(1,w -1 ,W -", ... ,v.?' n,W l ' n,W1 n,W n, ... ,w,-·n, 1) 

D' n 2n TxT ·1 d (-1 -, ,l' n-l· n i-:ln) 9 w 1 W , ... , W , T, W , ... ,w 

La matriz T está definida por 
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Para definir una solución trigonométrica asociada a la pareja ((L, 0"), e), 
se emplea la siguiente descomposición de L, muy similar a la que se emplea 

para definir sus raices. 

Sean 

Li = {a EL I ca = w'a} 

L~ = {a EL I adax = o:(x)a, \Ix E Lo, o: E L~} 

Entonces 

dirnL<'> < 1 . -
Lema 3.1.8 Sea t = ¿ iw. Entonces 

e0e(t)=t 

Por tanto 

Sea ti la proyección de t sobre el sumando iésimo. Sean ITo el conjunto de 

raíces simples de Lo, Y Xi<> E L~ con la propiedad 

Sean 

y 

definida por 

Xi<> . X-i,-e> = 1 

ro = ¿ ,,(o:)xo,e> 0 xO,-e> 

e>EIlo 

h-l 

~x = ro - t+ 2(1- xh)-l ¿tixi 

donde ,,(a) es el signo de la raíz ct. 
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Teorema 3.1.9 La aplicación r E R(IC, L 20) 

ru = ~(euh-l) 

es una solución clásica. 

Para definir explícitamente esta solución se emplean las siguientes reali­

zaciones de las álgebras clásicas. 

sl(n) = {M E gln(1C) I trM = O} 

o(n) = {M E sl(n) I M = -stMS} 

sp(n) = {M E sl(2n) 1M = _(B-1 )tMB} 

donde las matrices S y B se han definido en 1.1.6,7. 

Los automorfismos de orden dos, para sl(n) y o(2n) son 

ux = -stxs 

y 

donde 

1 

T= 

Para las álgebras de los tipos 

se emplean los subíndices 

ux = TxT- 1 

1 
O 1 
1 O 

1 

a, f3 :::; N, al = N + 1 - a 

1 
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donde 

N = n + 1, 2n + 1, 2n, 2n, 2n + 1, 2n, 2n + 2 

respecti vamente. 

Sean e; la base canónica de eN, y E~ el operador definido por 

E~epq = ek! (i, j) = (p, q) 

Con estas consideraciones se obtienen las siguientes soluciones. 

Para A~: 

(1 - x)r(x) = (1 - x) 2)e;:~ - N-1 I) + 2(¿ +x ¿)E~; 
a<{i a>{i 

Para B~, C~ y D~: 

(1 - x)r(x) = (1 - x) ¿(E~~ - E~;;') + 2(¿ +x ¿)(E~; - ec>e{iE~~:) 
a<fJ a>{i 

donde 

ea = 1 1::; a ::; n 

ea = -1 n + 1 ::; a ::; 2n 

para C~, y Ca = 1 en los otros casos. 

Para A~n, A~n_l: 

+2(1 + x)(¿ +x ¿)E~; 
a<{i a>{i 

+2(I-x)(-¿+x¿)~~ 
a<{i a>{i 

(1 - x2 )r(x) = (1 + X2) ¿ e;:~ - e;:;;' 
a#+1,n+2 
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+2x(En+l,n+l - En+2,n+2)2® 

2( L +x2 L )(E~; - E~~:) 
a<fJ 

a,fJ¡fn+l,n+2 
a>fJ 

a,fJ¡fn+l,n+2 

+(1 + x)( L +x L fJa fJfJ' "" fJ' E'i, a )(EafJ - Ea"" + E{J'a' - fJ'fJ) 
a<n+l a>n+2 

/l=+1,n+2 /l=nH,n+2 

+(1- xl( L -x L )(~;, - E~~, - E1;, + Et~,) 
a<n+l a>n+2 

/l=n+l,n+2 /l=n+l,n+2 

La referencia general de los conceptos y resultados de esta sección es [ED], 

Y otra referencia con resultados similares es [VB]. 
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3.2. Ecuación Y E-cuántica 

El único objetivo en esta sección es establecer la existencia de las cuanti­

zaciones de las soluciones clásicas definidas en la sección anterior. 

o 

Sean V En<: (iC) y B e e una vecindad del origen. Para cada aplicación 

rE M(B, EndV2°), se definen 

T12 = r 181 idv 

T13 = idv 181 PVr12 

T23 = idv 181 r 

DEFINICIÓN 3.2.1 Una solución de la ecuación YB-cuántica es una apli­

cación rE M(B, EndV2°), con la propiedad 
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para cada u, v, u + v E B. 

La igualdad en esta definición se llama ecuación Y B-cuántica, asociada 

a (V, B), y sus soluciones usualmente se llaman soluciones cuánticas. 

Por su semejanza con las relaciones 0 4 y II4 , puede considerarse como 

su representación algebráica pero propiamente constituye un método para 

hallar representantes de las marañas X. 

EJEMPLOS 3.2.2 Sean V = (:2 Y r¡, (! E C. Las siguientes aplicaciones son 

soluciónes cuánticas, asociadas a (V, q. 

1. 

ru= 

2. 

3. 

donde 

(~(HU) O O 

~JJ O sen(u) sen(r¡) 
O sen(r¡) sen (u) 
O O O 

ro~cr 
O O jJ u 1 
1 11. 

O O 

C" 
O O 

un ru = ~ bu cu 
cu bu 

O O O 

au = Bo(r¡)Bo(u)B¡(r¡ + u) 

bu = Bo(r¡)B¡(u)Bo(r¡ + u) 

cu = Bl(r¡)Bo(u)Bo(r¡ + u) 

du = B1(r¡)el(U)B¡(r¡ + u) 
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y 
Bou = IIOO(l- 2¡F1(n+l)cos27l"u + g2n-l)(1_ gn) 

B1u = 2g8-\en7l"uIIOO (1 - 2gncos27l"u + g2n)(1 _ gn) 
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Como una generalización de las soluciónes clásicas se define el concepto 

de solución semiclásica. 

DEFINICIÓN 3.2.3 Una solución semiclásica de la ecuación Y B-cuántica, es 

una solución cuántica R E M(B, EndV2®) con la siguiente propiedad. 

Existe una extensión RE M(B x e, EndV2®) y una vecindad del origen D, 
donde 

00 

R(u, h) = k(idV'® + hr(u) + LA;(u)hi
) (3.2) 

2 

con 

y, para cada h E D 

es una solución cuántica. 

La aplicación r se llama límite clásico de la solución R, y el complejo k 
se llama constante Planck. 

Proposición 3.2.4 Las soluciones de 3.2.2 son semiclásicas. 

Demostración. [J2]. 

El térrrlino semiclásica de la definición 3.2.3 se debe a la siguiente propiedad 
de la aplicación r. 

Proposición 3.2.5 El límite de una solución semiclásica, es una solución 
clásica. 
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Demostración. Sustituyendo 3.2 en 3.1, y derivando dos veces respecto ah, 
al evaluar en cero, se obtiene la ecuación clásica. 

La relación entre las soluciones clásicas y semiclásicas se explica mediante 

el concepto de cuantización, y se ejemplifica con las soluciones de la sección 
anterior. 

DEFINICIÓN 3.2.6 Una representación de L E L, es una pareja (V, e) con 

V E E(e) Y º E E(L,AutV) 

DEFINICiÓN 3.2.7 Sean R una solución semiclásica sobre la pareja (V, B), Y 
r su límite clásico. R es una cuantización de r si, existe una solución clásica 
s E M(B), para alguna vecindad B, y una representación º E E(L, AutV) 
con la propiedad 

e®e(s)=r 

Teorema 3.2.8 Pam cada solución de 9.1.9, existe una cuantización R. 

Para A~: 

R(x) = (x - k2
) L E~~ + k(x - 1) L E:g - (k2 

- 1)(L +x L)E!% 

donde 

a<{j a>{j 

R(x) = (x - k2 )(x -~) L E~~ + k(x - l)(x -~) 
0.#0.' 

L E;;g - (k2 
- l)(x - ~)(L +x L)E!% 

trf.{j,/3' a<{j a>{j 
trf.{j a#3' 

+ L aa{j(x)E~!', 

Wx -~)(x -1) 
k(x - ~)(x - 1) + (~ - l)(P - l)x 
(k2 

- l)(EaE{j~k1i-/i(x - 1) - 8all,(x - Ol 
(k2 

- l)x(EaEIl~k1i-/i(x - 1) - 8a/3'(x - m 

a = (3,a i- a' 
a=a'=(3 

a<(3 
a>(3 
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para C~ 

y en los otros casos 

1::::: a::::: 2-1(N + 1) 
Q = 2-1(N + 1) 
2-1(N + 1) < Q ::::: N 

af/3,/3' 
a Ó /l;ln+l,n+2 

E"'''' aa 

a</3,a#/l' 
a,/l;ln+l,n+2 

a>/l,a#fJ' 
a,fJ;fn+l,n+2 

+x 
o:<n+l a>n+2 

/3=n+l,n+2 /3=n+l,n+2 

+(x - 1)( L +x L )(E~~, + E,;:~)) 
a<n+l a>n+2 

fJ=n+1,n+2 /3=n+1,n+2 

+ 
a,/3;ln+l,n+2 

+2-1 L (bt(x)(E~~: + E$:;) + b~(x)(E~~, + Ep~a)) 
a>n+l 

/3=n+l,n+2 

donde, para Q, ,8 i' n + 1, n + 2 

95 
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a<n+1 
a>n+1 

1F(x) = ±T1 (k2 - I)(~ + I)x(x ± I)(x ±~) 

a = { ~~ ~ 
a-I 

Demostración. [JI]. 

a<n+1 
a=n+l,n+2 
a>n+2 
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3.3. Operadores Completos 

A través de este concepto se precisan las propiedades de los representantes 

de las marañas X, necesarias en las representaciones de las categorías n y 11 
que se definen en las siguientes secciones. 

Los dos ejemplos de operadores completos que se tratan en la sección 

se definen mediante las soluciones cuánticas correspondientes a las álgebras 

clásicas A~ y B!. 

o 

Sean A un anillo conmutativo con uno, V EM (A), y Vi una base de V. 
Los productos Vi ® Vi se denotan por Vii, y los productos Vi ® vi, vi ® Vi se 
denotan por Vij., Vi.j respectivamente. 
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Sea h E EndV2®, con 

hVij = l: h~]Vk¡ 
La traza parcial tr2h se define por 

tr2hvi = l:(l: h~)Vk 
k j 

Sus morfismos semiduales 

h·1 E M(V'V, V'V), h,2 E M(VV', VV') 

se definen por 

Entonces 

DEFINICIÓN 3.3.1 Un operador cuántico es un morfismo R E AutV2®, con 
la propiedad 

RIv oIvRo RIv = IvRoRIv o IvR (3.3) 

Proposición 3.3.2 Sean Ao = Z[q, q-lj y v(m) E F(A), m ~ 1. Entonces 

~ = -q 2: E:: + 2: E{f + (q-l - q) 2: Ef! 
itfj i<j 

es un operador cuántico. 

Demostración. En 29, si k = q entonces 

R., = q-l R(O) 

Es inmediato que R~ = Iv> - (q - q-l )R." y por tanto 

~ _ R~l = (q-l - q)Iv> (3.4) 

R~l = _q-l l: Et: + 2: Efj + (q - q-l) l: E,} 
i>j 
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Sea v(m) E IF(A¡), m:::: 1 donde 

2[q, q-l] m E 22 
2[ r ' -2-'] m E 22+ 1 q , q 

Para cada i ::; m, sean 

i' = m+ 1- i 

i - 2-1v 1::; i::; 2-1 (m+ 1) 
z i = 2-1(m+ 1) 
i + 2-1v 2-1 (m + 1) ::; i ::; m 

C' = {1 1 ::; i ::; 2-1(m + 1) 
• -v 2-1(m + 1) ::; i ::; m 

{
1 mE 2 v-

- -1 mE22+1 

Proposición 3.3.3 

Rv = q ¿ Eff + ¿ Efi + ¿ El; + q-l ¿ Ef:: 
ifi' i=':' it-iJ' if;i t 

+(q - q-l) ¿(Ef;- CiCjqi-Y El;!) 
i<j 

es un operador cuántico. 

Demostración. En 29, si k = q entonces 

El inverso de Rv esta dado por 
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+(q-1 - q) 2)Eij - CiCjqi-J E{j) 
i>j 

Entonces 

R R-1 - ( -1) ""(Eij '-JEj'j) 
v - [1 - q - q L...J ij - CiCjq ii' 

ij 

El apéndice sobre R-matrices funcionales contiene una demostración di­

recta de que R." es un operador cuántico. 

DEFINICIÓN 3.3.4 Un operador cuántico completo es una terna ((R, j.l, (o:, (3)) 

formada por un operador cuántico R, un morfismo /l- E Aut(V), y dos 
unidades ex, (3 EA', con las siguientes propiedades 

Por simplicidad, en vez de operador cuántico completo se dice operador 

completo, y la terna se identifica con R. Si /l- es semisimple se obtiene la 
siguiente caracterización de R. 

Lema 3.3.5 Sean R un operador cuántico, ex y (3 dos unidades de A, y 

J.l E AutV con 

j.lVi = J.L;Vi, J.L; EA' 

Entonces (R, J.l, (ex, (3)) es un operador completo si, y sólo si 

Demostración. Inmediata. 

(J.L;j.lj - /l-kj.ll) R7j = O 

L(R±1)7;J.lj = ex±1(3oik 
j 

(3.5) 

(3.6) 
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Proposición 3.3.6 

es un operador completo. 

Demostración. De la definición 

(R,.)~; - { 

-q 
1 
q-l _ q 

O 

i=j=k=l 
i=l1ok=j 
i=k<j=l 
otros 

3.5 es inmediato pues, si (Rw)~ 10 O entonces 

J.L;¡.tj - ¡.tk¡.tl = O 

3.6 es equivalente a 

Si i 10 k ambos términos son iguales a cero y, si i = k entonces 

¿)Rw):;q2j -m-l = (_q)q2'-m-l + (q-l _ q) L q2j -m-l = _qm 

La demostración para R;;l es similar, y se basa en la igualdad 3.4. 

Proposición 3.3.7 

(Rv,¡.t, (_vqm+v, 1)), J.L; = _vq2i-m-l 

es un operador completo. 

Demostración. De las igualdades 

EjE.' = -v, 1, + 11 = m + 1 

se obtiene 

O i>j 
q i = j 10 i' 
1 i = j = i' 
q_q-l i=<j1of 
(q - q-l )(1 + vq2i-m-l) i < j = i' 

101 
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Luego, (R" )~j =f. O implica que 

{i,j}={k,l} ó, j=i' y l=k' 

ó ambas. 

3.5 es inmediate pues, si (Rv )~j =f. O entonces 

3.6 es equivalente a 

J.liJ.lj - J.lkJ.l1 = O 

'2)R
V

){fq2J-m-l = qm+v 
j 

y su demostración es por casos 

Si i > i' , entonces i > 2-1 (m + 1) 

j j>i 

Si i = i ' , entonces i = 2-1 (m + 1), m es impar y v = -1. Luego 

j>i 

j>i 

= 1 + (q - q-l) L q2.-1 = qm+l 
8<m-i 

Si i < i', entonces i < 2-1 (m + 1) 

L(Rv);;lJ-m-l = q. qii-m-l + (q _ q-l)(i + vq2i-m-l) 

li'-m-l + L (q - q-l)lJ-m-l 

j>i,j=li' 

= li-v-m + (q _ q-l) Lq2j-m-l + v(q _ q-l) 
j>i 

y de esta expresión existen dos cases. 
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Si m es impar, v =-1 

L aijq2j-m-1 = q2i+I ·m + (q _ q-l )(q2(i+1)-m+ 

+q2(i+2)-m + ... + q-1 + q + q3 + ... + qm-2) = qm+1 

Si m es par, v = 1 

"'(R )jj 2J-m-l = 2,-1-m + ( _ -1)( 2i-m+ L..,¿ v"q q q q q 

+li+2-m + ... + q-2 + l + l + ... + qm) = qm+1 

Para demostrar que R;;l también tiene esta propiedad, sea <p E AutA, 

Entonces 

Por tanto 

"'( p-1)jjq2']-m-l _ '" (R )i'i' 2J-m-1 
L...,¡ .J. Lv ii - ~ r.p V i1i' q 

= L <p((Rv){:f,' qm+I-2) 

= cp L(Rv){{q2Ji-m-1 

= <pqm+v = vq-m-v 

103 

El siguiente par de propiedades de los operadores Rw y Rv son de especial 

interés debido a que representan las relaciones n6,7 y II4,5' 

Lema 3.3.8 

Demostración. Por simplicidad Rw se denota por R. Por definición 

y considerando 3.4 
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Ahora se procede por casos. 

Si i 01 j, entonces P~j = O Y 

Por tanto 

Ril _ {1 (i,j) = (k, 1) 
jk- O (i,j) 01 (k,l) 

. {1 (i,j)=(r,s) 
R';j = O (i,j) 01 (r, s) 

(pR- 1
)"1 o I . /l. o (Rp)"IVi • j = 2: Rj!k/l.l L R:;.~VT*' 

kl rs 

Si i = j, entonces PI.~ = 1 Y 

Por tanto 

(pW1)*1 o I . /l. o (Rp)oI Vi• i = L R:~/l.j 
j?:.i 

(2: ~~Vkok + (q - q-l) L Vkok) 
k9 k 

j'?,i k>j 

= j.L¡Vi.i + (q - q-l) [2:Ctfk-m-2 - q2i-m)V"k 
k>i 

+ L(lk-m-2 - q2k-m) L Vjoj] 
k>i j>k 
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pues como se demuestra a continuación, la suma entre los paréntesis cuadra­
dos es igua! a cero. 

[( 2i-m 2i-m) q - q Vi+hi+l 
(q2i-m+2 _ q2i-m)v_ . + (q2i-m _ q2i-m+2)v_ _ 

1-+2.1+2 t+2*1-+2 

(q2i-m+4 _ q2i-m)v_ _ + (q2i-m _ q2i-m+2)v. _ + (...2i-m+2 _ q2i-m+4)v_ 
1-+3*t+3 ,+3.,+3 CJ 1+3*i+3 

(qm-2 _ q2i-m)Vm•m + (q2i-m _ q2i-m+2)vm.<m + (q2i-m-2 _ q2i-m+4)Vm•m + ... + 
+(qm-4 _ qm-2)Vm<ml = O 

Es obvio que los términos de la primera columna corresponden a! primer 
sumando. 

Lema 3.3.9 Sen. a E M(V', V), con 

Entonces 

Demostración. Por simplicidad el operador El" se denota por R. 

1. Es inmediato que 

* .-2- 1-7 a Vi,. = ei<J. Vi' 

-1 ,_2- 1 
a Vi = ci,q Vi'. 

a'a-Iv, = _ lIq2i-m-IVi 

Por otra parte 

Por tanto 

Ro Iv· (a'a-I)vij = RVi(-IIc/J-m-IVj) 

= L -1Ic/J-m-1 R7;Vkl 
kl 

tr2(R o Iv(a'a-I))vj = LCL _lIq2J-m-1 R~])Vk 
k j 
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Entonces, de la demostración de 3.3.7, 

y análogamente 

2. Sea 

Q = Iv . a o (pR)*2 o Iva- I o PU'j 

'"'" i' k i-F = ~ Rjl f"flq Vkl' 

A continuación se demuestra por casos la igualdad Q = R-1v'j. 

Si i = j = i', entonces 

Por tanto 

R~= { 

1 k=i=i 
q - q-I k = l > i 
O otros 

+ ( -1) '""' .-p = Vii q - q ~ f,'fkq VkJ¿ 

R- 1 
= Vij 

Si i = j =f i', entonces 

R"k _ {q-I (k, 1) = (i, i') 
.1 - O otros 

(
R-I)kl = {q-I (k, l) = (i, i) 

" O otros 
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Por tanto 

Q -1 ,-, 
= q ci/éi'q Vii 

-1 = q Vii 

= R- 1
V,j 

Si i < j = i' , entonces 

Por tanto 

{ 

q k = 1 = i' 
R::~ = qo ~ q-1 k = 1 > i' 

otros 

{ 

q (k,l) = (i',i) 
(W1)~/, = qo ~ q-1 i' < k = l' 

otros 

k>i' 

+ ( -1) '" i-P = qVi'i q ~ q L cicWq Vkk' 

k>i' 

R- 1 
= Vij 

Si i < j =f i' , entonces 

Rik ~ {l (k,l) = (j,i') 
JI - O otros 

(W1)kl={1 (k,l) = (j,i) 
'3 O otros 

Por tanto 

Si i' = j < i, entonces 

R- 1 
= Vij 

k = 1 = i' 
k=l=i 
k = 1> i' 
k = 1 =f i' 

107 
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(k,l) = (i', i) 
(k,l) = (i, i') 
k> i',l = k' 
k el i, 1 = k' 

Q = qéiléilql~IVi'i + (q - q-l)(l + vq2i'-m-l)cilciql-ilviil+ 

(q _ q-l) L€,,€kqi-k'Vkk' 
k>i' 
k¡6i 

= qV"i + (q - q-l)(l - vl"-m-l)Vii' 

+ (q _ q-l) L€i,€kqi-FVkk' 

k>i' 
k¡6i 

R- 1 
= Vij 

Si i el j < 1, entonces 

Por tanto 

(k,l) = (j,i') 
(k,l) = (i,j') 
otros 

(k,l) = (i,j) 
(k,l) = (j, i) 
otros 

Q = €i'€i,i-iVji + (q-l - q)€i'€j'qi-JV'i 

= Vji + (q-l - q)v'j 

R- 1 
= Vij 

La demostración de 

es similar. 
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3.4. Representación de [2 

Empleando el operador cuántico R..., como representante de la maraña X, 
o 

para cada módulo V ElF (Ao) se define una representación de n sobre la 

categoría E(vv-). Como puede advertirse, la elección de los representantes de 

los otros generadores es meramente intuitiva. 

Sin perdida de generalidad, en lo que resta del artículo, se supone que los 

generadores de n y II estan definidos mediante la sucesión 1,2. Además se 

supone que cada sucesión orientada ó narmada con n térnúnos es igual a la 

sucesión natural 1,2, ... , n. 

Sean A un anillo conmutativo con uno, y Vi, Wj algunas bases de los 
o 

módulos V, W ElF (A). Para cada Do E M(W, V) se definen los homomorfismos 
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éi E MI(WV*,A), éiw· v = v(aw) 

a E MI(A, W'V), al = ~Wi" aWi 

Sean RE AutV20, y 

bE M(A, W . V), bl = ~ b,jWiVj 

E E M(A, V· W), El = ~EijVjWi 

dE M(V . W, A), dViWj = d¡j 

dE M(W . V; A), dwivj = d;j 

Sea F E C(O U ro, L:(V,W)) la aplicación definida por 

Fai = V aai = 1 

Fa¡=W aai=-l 

Lema 3.4.1 Existe una extensión F E <1>(0, L:(V,W)] si, y sólo si 

1. Existen dos isomorfismos a E M(W', V), f3 E M(V', W) con las 
propiedades 

2. (R, ¡.t = f3*a-1 , (1, 1)) es un operador completo. 

Demostración. Por 1.3.5, es suficiente demostrar que las relaciones F Rn son 

equivalentes a las condiciones 1, 2 Y 3. 

Ffh: dIvo Ivb = Iv 

es equivalente a d¡jbjk = 1, Y así 
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es un isomorfismo. Por definición 

Fn1 : (lIw o Iwb = Iw 

es equivalente a d;jbjk = 1, Y así 

f3v;+ = L b;jwj 

es un isomorfismo. Por definición 

Con Fí!2 se obtienen los mismos resultados. 

es equivalente a 

Fn3 : R-1 R = IV', RR-1 = IV' 

Fí!4: RIvoIvRoRIv=IvRoRIvoIvR 

Fí!s: Ivd o R±l Iv o Ivb = Iv 

tr2(R±l o Iv . J.l) = Iv 

y su demostración para R se basa en las siguientes igualdades. 

Ivd o RIv o Iv/,v; = Ivd o RIvv¡ L bjkvjWk 
jk 

= Ivd L bjk(L R';JVr.)Wk 
jk 

= Lbjk(LR:"Jd.kvr) 
jk T9 

= L(LbjkdskR';j)vr 
TlJ jk 

R o Iv . J.lv;j = Rv¡ L J.lkjVk 
k 

= L J.lkj L RikVrs 
k TS 

= L(L J.lkjR:"nv" 
rs k 

111 
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tr2(R o Iv· J.l)v¡ = 2)¿ ¿:>kjR;t)vr 
r j k 

= ¿(¿¿¿bksdjsR~DVr 
r j k 

= ¿(¿bksdjsR~lJvr 
rj k~ 

Ff16 : Iwvd O Iw RIW O bIvw O (lIvw O Iw R-1 Iw O Iwvp = Iwv 

es equivalente a 3. 

Análogamente 

Iwvd o IwRIw o bIVWV¡Wj 

= Iwvdo IwRIw LbklWkVIV¡Wj 
kl 

= Iwvd L bklwdL Rí;'Vrs)Wj 
kl rs 

= L bkl L Rí¡"wkvrdsj 
kl re 

= LLRí:bkldsjWkVr 
re kl 

= a" Iv o p L dSj L RítVrl" 
8 rl 

= a" Iv L L dsjRí¡svlor 
rl 8 

= L L dSj Rít L bklWkVr 
rl k 

= L ¿ Rítb¡,¡dsjWkVr 
rl sk 

dIvw o IwR-11w o Iwvp 

= a"Iv o po (Rpr 2 op oj3-1Iv 
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Por tanto 

Pero 

y 

Luego 

y 

a'Iv opo (Rp)*2 o (Iwa-1)* oIvf3 

o(pR-l)*2 o f3- 1I v = Iwv 

po (a')-l . Iv o f3. Iv o p = Iv.¡.t' 

Fn7 también es equivalente a 3. 

113 

Fns : IW2d o IW2vd1w o IwzR1w' o Iwb1vw' o b1w2 = dlw' o IwdIvwz 

es equivalente a 

Aplicando el término de la izquierda, de Fns, a Wij resulta 

L L L bpqbkjIf,jd •• d,.jwkp 
rs pq kl 

y, por otra parte 

T 

= p o a*2 L d,.Ai L R;¡v;¡ 
rs q! 

= p L L d,.AriR;i L bpqWp L bklWk 
TlJ ql p k 

= L L L bpqbklR;idsid,.jWkp 
rs ql pk 
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Por tanto, el morfismo de la izquierda es igual a 

y, análogamente, el de la derecha es igual a 

Así 

p o 00'2 o R' o (00-1) '2 o P = po ;32 o R' o (;3-1)*2 o p 

R' o (00- 1),2 o ((,6-1)*2)-1 = (00,2)-1 0,62 o R' 

¡.t2 o R = R o ¡.t2 

F!1g también es equivalente a esta última igualdad. 

Por tanto F!14 ,5,8,9 son equivalentes a 2, FD1,2 son equivalentes a 1, y 

F!16 ,7 son equivalentes a 3. 

Sean v(m) EF (Ao) y b, b, d, d, Fm defiIÚdas como sigue. 

b1 = LVi,., 

d .. _ qm+I-2.< .. 
UoiJO+: - U¡) 

Fa" = 0Fai 

Fa; = V aa¡ = 1 

Fa; = V' aai=-l 

+ - + - ±l - - ±! FU , U , n , n , X = b, b, d, d, Rw 

Teorema 3.4.2 Existe una extensión Fm E <I>(D, ~(V.v'))' de F. 

Demostración. Sean a = Iv, ,6 = ¡.t' con 

¡.tVi = q2i-m-1 

Entonces Rw y (0<,;3) satisfacen 1-3 del lema 3.4.1, por 3.3.6 y 3.3.8. 



3.5. REPRESENTACIÓN DE JI 115 

3.5. Representación de rr 

Con un procedimiento similar al que se emplea en la sección anterior se 

define una sucesión de representaciones Gv,n de la categoría JI. 

A diferencia de las representaciones de n, estas se definen sobre diferentes 
categorías dependiendo de la paridad del subíndice n. 

o 

Sean A un anillo conmutativo con uno, V EF (A) y, Vi una base de V. 
Sean R E Aut(~) y 

bE M(A, V 2®), bl = L bijVij 

dEM(V2®,A), dVij = d;j 

Sea G E C(JI U r IT , ~v) la aplicación definida por 

Ga(n) = V n® 
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Gu n X±l = b d R±l , , , ) 

Lema 3.5.1 Existe una extensión G E <I>(Il, I:v ) si, y sólo si 

1. Existe un isomorfismo a E M(V*, V) con 

b=ii, d=&-l 

2. ~l = Iv . a o (pR'f1 )*2 o Iv· a-lo p 

3. R es un operador cuántico. 

Demostración. Por el lema 1.3.5, es suficiente demostrar que las relaciones 

G Rn son equivalentes a las condiciones 1-4. 

Gil 1 , Il2 : 

d· Iv o Iv . b = Iv 

Iv· do b· Iv = Iv 

son equivalentes a la. existencia. del isomorfismo a, definido por 

con 

y 

b = ii, d = &-1 

GII3 : R- l R = IV', RR- l = IV' 

~: RIv o IvRo RIv = IvRo RIv oIvR 

GIIs : d· Iv, o IVR±lIv o lv,b = R'fl 

es equivalente a 2, pues 

d· IV' o IvRIv o Iv,bv;j 
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= d . IV2 o Iv RIvVij L bklVkl 
kl 

= d· Iv> L Vibkl L Rj%Vpql 
kl pq 

= L L bkIRj%d,pvpI 
pq kl 

= Iv . a o (pR)*2Vj L d,pvp* 
p 

= Iv . aL d,p L Rj%VqVk+ 
P qk 

= L L Rj%d,pvq L bklvI 
qk p 1 

= LLbklRnd,pVql 
pq kl 

La demostración del caso R-1 es similar. 

GII6 : Ivd o R-1 Iv o Ivb o Ivd o RIv o Ivb = Iv 

es equivalente a 4. De hecho 

e 

En seguida se demuestra la primera igualdad. 

Ivd o R-1 Iv o Ivbvi 

117 
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Por otra parte 

Por tanto 
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= Ivd o R-11VVi ¿, bjkvjk 
jk 

= Ivd¿,bjk(¿,(Wl)fjVpq)Vk 
jk pq 

pq jk 

= ¿, ¿, bjkdqk(R-l );jqVP 
pq jk 

R-1 o Iv' a*a-1v¡j = R-1v¡(a* ¿, djkv .. ) 
k 

= R-1Vi(¿, djk ¿, b1kVI) 
k 1 

= Ldjkb1k ¿)W1):¡Vpq 
Ik pq 

= ¿,¿,djkblk(W1):¡Vpq 
pq lk 

= ¿,(L(Ldjkblk(Wl);!))v¡, 
p j lk 

= ¿,¿,djkblk(Wl)¡!Vp 
pi lk 

La prueba de la segunda igualdad es similar. 

Por tanto GII1•2 son equivalentes a 1., GII5 es equivalente a 2., GI4 es 

equivalente a 3., y GJL¡ es equivalente a 4. 
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Sea G = Gvm definida por 

Gu, n, X±l = b, d, ~l 

Teorema 3.5.2 Existe una extensión G E <I>(II, Ev) de la aplicación G. 

Demostración. Sea Q E M(V+, V) definida por 

Entonces, por 3.3.7 y 3.3.9, la pareja Rv, Q satisface 1-4 del lema 3.5.1. 

Propiedades de G 

Las siguientes propiedades constituyen algunos métodos para calcular los 

representantes de ciertas marañas. 

Proposición 3.5.3 GrjJ = _vqffi+V 

Demostración. Por 3.5.1, 

y, por 3.3.9,1 

De este resultado se concluye que, si M E II( m, n) y 

M' = Mo Im-1rjJ 

entonces 
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DEFINICIÓN 3.5.4 Una maraña Kauffman es un cuarteto (L, M, N, P) de 
marañas normadas con la siguiente propiedad. 

L = AolaXhoB 

M = A o IaX-1 h o B 

N = A o IaI2 h o B 

P = A o Ia(U . n)h o B 

para algunas sucesiones an, bm E II, Y A, B E MIT • 

Proposición 3.5.5 Si (L, M, N, P) es una maraña KaujJman, entonces 

GL - GM = (q - q-l)(GN - GP) 

Demostración. Por (2) de la tercera sección 

Entonces 

GX - GX-1 = R" - R;;1 

= (q - q-l)(Iv2 - bd) 

= (q - q-l) (GI2 - G U n) 

CL - CM = GA o Ivn(GX - GX-1 )Ivm o GB 

= (q - q-l)GA o Ivn(GI2 - C(Un))Ivm o GB 

= (q - q-l)(GN - GP) 

Para cada maraña normada M se define la maraña 1\1 como la reflexión 
de M sobre el plano z = 2- 1 con la norma inducida por la reflexión. 

Sean no, nI los números de componentes Mi con la propiedad 

iJ~ lo 0, iJMi e Z = o, 1 

Proposición 3.5.6 
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Demostración. A continuación se demuestra la propiedad para X y U, Y su 
validez general se concluye por inducción. 

Si M = X, entonces X = X- I , nI - n,¡ = O Y 

1 CX 1=1 R;;l 1=1 R~ 1=1 CM" 1 

Si M = U, entonces Ü = n, nI - no = 1 y 

Por tanto 

{ 
qi_rl c. j = i' 

CÜVij = O J j =1 i' 

(-vqm)n1-noCU(1) = -vqmLCiq2-1_i'Vii' 

= L Eiql-2-1 Vii' 
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Capítulo 4 

Invariantes Cuánticos 

Para definir los invariantes cuánticos Jones-Conway Je , y Kauffman K 
se definen las categorías Hecke HAn, y Kauffman KAII y se demuestra que 
el nudo trivial 8 es un generador libre de torsión de los módulos HAn(</J) , 
KAII(</J). 

Entonces, para cada nudo N los invariantes Jones-Conway y Kauffrnan 
se definen como los polinomios Laurent de dos variables con la propiedad 

N = Jc(N)8, K(N)8 respectivamente. Ambos son invariantes isotópicos y 
empleando alguna forma normal de N, sus cálculos son inmediatos. 

123 
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4.1. Categorías Hecke 

Estas categorías se definen mediante las marañas Conway, y sus mortis­
mos son clases de combinaciones lineales de marañas orientadas. 

Sea M una maraña orientada. Para cada forma normal de M se define 

su forma normal extendida, agregando el morfismo identidad respectivo en­

tre cada pareja consecutiva de renglones. En lo sucesivo se supone que toda 

maraña esta definida por una forma normal extendida. 

Para cada componente Mi se define una cubierta ordenada Mij como 

sigue. Cada elemento de la cubierta, llamado segmento, es una componente 
de la intersección de M con las variedades 
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donde n es el número de renglones de M. 

Si 'Pi E C(I,3) es una pararnetriza.ción de M', Mil es el segmento que 

contiene el punto 'Pi(O), y Mii, ]vIii+! son segmentos con un único punto 

común. 

Dos segmentos fonnan una cruz si, su unión constituye alguna de las 

marañas X±l. Además se dice que el segmento contenido en la variedad 

X2 ~ O cruza o pasa sobre el otro. 

Los segmentos de las componentes cerradas están numerados a partir de 

cualquiera de ellos siguiendo la orientación de la componente. 

DEFINICIÓN 4.1.1 La componente Mi pasa sobre Mi si, para cada cruz que 
forman, el segmento de Mi cruza sobre el de Mj. 

DEFINICIÓN 4.1.2 La componente Mi es anidada si, para cada cruz Mi} U 

M ik
, con j < k, el segmento Mil< cruza sobre Mil. 

DEFINICIÓN 4.1.3 La maraña M es anidada si, cada componente Mi es 
anidada y pasa sobre Mi-l. 

Lema 4.1.4 Si M E n(4)) es anidada, entonces 

3n, M = ()n 

Demostración. Por inducción en el número de cruces de M, y el corolario 

2.1.10. 

En el caso del grupo de trenzas de n fibras, se obtiene un resultado simi­
lar, pero abora los generadores son las marañas X". 
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Para cada permutación 7r E Sn, por inducción se define la maraña x." con 
las siguientes propiedades: es anidada sin componentes cerradas y su compo­

nente iésima une los puntos (i, 0, O) Y (7ri, 0, O). 

Lema 4.1.5 Si M E n(an ) es anidada y sin componentes cerradas, entonces 

Demostración. La demostración es inmediata por inducción en el rango de a, 

y el corolario 2.1.10. 

DEFINICIÓN 4.1.6 Una maraña Conway es una tema. de marañas orientadas 

(L, M, N) con la siguiente propiedad 

L = AolaXho B 

M = A o laX-1 h o B 

N = A o la ¡2 lb O B 

para algunos a, b E n y A, B E Mu. 

En la figura 4.1, se muestra una representación local de la maraña Con­

way (L, M, N). 

Figura 4.1: Maraña Conway 

EJEMPLOS 4.1.7 Las temas (e,e,tP), (j, t, ¡ e) son marañas Conway. 

En las figuras 4.2, 4.3 se muestran las formas normales que lo demuestran. 
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Figura 4.2: Maraña (e, e,(p) 

CJ 
Figura 4.3: Maraña (l, l, i e) 

En lo sucesivo A denota un anillo conmutativo con uno, y que contiene 
al menos dos unidades. Para cada pareja x, y de unidades de A se define la 

n-categoría HAn por 

HAn(a, b) = A[n(a, b)llT 

donde T es el submódulo libre generado por los morfismos 

xL -x-1M -yN 

para cada maraña Conway (L, M, N), con L, M, N E n(a, b). 

Las composiciones de HAn se definen como las extensiones lineales de las 

composiciones de n, y los morfismos identidad son las imagenes de In bajo 

las proyecciones 

La n-categoría HAn que se define con estos elementos se llama categoría 

Hecke. 

El producto tensorial de n también se extiende linealmente en un pro­

ducto tensorial ®H de HAn, y como resultado se obtiene el siguiente teorema 

análogo al teorema 2.2.10. 
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Teorema 4.1.8 (HA O,@H,0) es una categoría monoidal estricta. 

Demostración.(1.12) Por definición 

M @H 0 = M = 0 @H M 

para cada objeto de a E HAO, Y cada morfismo M E MHAfl • 

(1.13) También por definición 

y, por 2.2.10 y linealidad 

para cada terna de morfismos L, M, N. 

La categoría Hecke también es una categoría cuántica, por ejemplo, res­

pecto la estructura definida por la imagen, bajo la proyección p, de la estruc­

tura cuántica definida en n. 

La propiedad principal de esta categoría es que sus morfismos son com­

binaciones lineales de marañas anidadas y sin componentes cerradas. 

En efecto, si AI E HAO(a, b) entonces sustituyendo en su forma normal algún 

morfismo X por X- I y ji, se obtienen MI, M2 con 

Esto implica que, si en M un segmento cruza sobre otro, al intercambiar­

los para que el segundo cruce al primero, se obtiene una combinación de 

marañas en la que el primer término presenta la cruz conveniente y en el 

segundo término, incluso se ha eliminado la cruz. 

Luego aplicando el mismo procedimiento a MI y M2 , hasta obtener sola­

mente marañas anidadas, por inducción, resulta que M es una combinación 
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de marañas anidadas. 

De la siguiente propiedad se concluye que ninguna maraña de la combi­

nación obtenida contiene componentes cerradas. 

Proposición 4.1.9 Para cada n E 1'\1, 

Demostmción. Inmediata. 

en =yl-n(X_X-l)n-1e 

¡e = y-l(X - X-l) i 

En algunos casos esta propiedad implica la posibilidad de calcular el rango 

del módulo H",Í!(a, b), ó de definir su estructura. Por ejemplo, si a y b son la 

sucesión vacía, por 4.1.4, se concluye que el nudo trivial es un generador del 

módulo H A n(0). Empleando esta propiedad, para cada enlace N, se define 

su polinomio Jones-Conway Jc(N) por 

N = Jc(N)8. 

En la última sección de este capítulo se define un invariante de nudos 

mediante este polinomio. 
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4.2. Módulos HAD(a, b) 

Como se ha indicado al final de la sección anterior, en esta se demuestran 
varias propiedades de los módulos Hecke HAn(a,b), y en algunos casos se 
calcula su rango y se definen sus generadores. 

Sea A el anillo de polinomios Laurent en dos variables Z[x, x-1 , y, y-ll. 

Considerando el isomorfismo natural 

para demostrar una propiedad de HAn es suficiente hacerlo para HAn. 

Sea nD(a, b) e n(a, b) la clase de las marañas desanidadas y sin compo­
nentes cerradas. 
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Lema 4.2.1 Para cada a, b E !1, !1D (a, b) es un conjunto de generadores del 

módulo H"n(a, b). 

Demostración. Sección anterior. 

Así como en el caso del grupo de trenzas Bn e !1(a~), donde a = id, es 

posible definir su rango y su estructura [JB], como subgrupo de HA!1(an
) se 

obtiene un resultado similar. 

Teorema 4.2.2 Sea a~ E !1, con a = id. Entonces HA!1(a) es de rango nL 

Demostración. Sea M E H A !1(a). Por 4.2.1, M es una combinación lineal de 

marañas anidadas y sin componentes cerradas. Sea N una maraña de esta 

combinación y supóngase que 

8Ni = {(i, O, O), (ji, O, In 

para cada i. 

Sea 71' la permutación de la sucesión 1, ... , n con la propiedad 7l'ji = i. 

Por inducción se define la maraña X" E !1(a) con las siguientes propiedades: 

es anidada, sin componentes cerradas y su componente iésima une los puntos 

(ji, O, O) e (i, 0,1). Además, si N k cruza sobre NI, entonces X; cruza sobre X;.. 

Entonces 

X" o N = ida 

Por tanto X"' 71' E Sn es un conjunto de generadores de H,,!1(a). 

Para demostrar que las marañas X" son linealmente independientes, sea 

F m>'(x, y)M = >.(q"', q - q-I)FmM 

donde V es un Q-módulo de rango m ~ 2, Y Q es el campo de cocientes del 

anillo de polinomios Z[q, q-l]. 

Por definición F m está bien definida y es un Z-homomorfismo. 
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Luego, si 

entonces 

Pero como FmX" son linealmente independientes en M(V"~;\ para m 2': 2 

Por tanto .Á" = O, Y HAO(a) es de rango n!. 

Corolario 4.2.3 X"' 7r E Sn es una base del módulo HAO(a). 

Teorema 4.2.4 Sean a~, b~ E O Y n = 2-1(p + q). 

1. Si ¿ai ~ ¿Tj entonces HAO(a,b) = O 

Demostración. Supóngase que a es la sucesión i ::; p, y b es j ::; q. 

1. La demostración de la implicación, si HAO(a, b) ~ O entonces ¿ ai = 
¿ Tj, es inmediata. 

Si ai = 1 entonces, la componente Ni, para algún N E HAO(a, b), une el 

punto (i, O, O) con algún punto (j(i), O, O) ó (j(i), 0,1). Por tanto 

aj(i) = -1 Ó Tj(i) = 1 

Sean J el conjunto que contiene los subíndices del primer tipo y, K los del 
segundo tipo. 

Análogamente se definen los conjuntos J' y K' para la orientación T. 
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Entonces 

K 

K' 

2. Si (]'P = -1, se define el isomorfismo 

donde las orientaciones de. i :S p - 1, j :S q + 1 son ai, Tj y Tp+l = 1. 

Si en la sucesión i :S p - 1, existe io con orientación negativa, se define el 

isomorfismo 

1/J: H¡.J;l(p - 1, q + 1) ~ HAO(P - 2, q + 2) 

1/JM = 'P(X" o M) 

donde 7r es una permutación de 1, .. . ,p - 1 que aplica p - 1 en io. 

Así, por inducción, existen Su, t r E O, con (J = 1 Y 

Análogamente, si Tt = -1 se define el isomorfismo 

'P' M = id • . n- o M· i 

donde las orientaciones de i :S S + 1, j :S t - 1 son ai, Tj y as+! = 1. 



4.2. MÓDULOS HAn(A, E) 135 

También en este caso, si jo < t + 1 tiene orientación negativa, se define el 
isomorfismo 

?/JI: HAn(s + 1, t - 1) ~ HAn(s + 2, t - 2) 

?/JIM = 'P(M o X;l) 

donde 7r es una permutación que aplica el número jo en t - 1. 

Entonces, por inducción 

donde º = 1. Por tanto 

Corolario 4.2.5 HAn (a, b) es A·módulo libre de rango n! 

Demostración. 4.2.3 Y 4.2.4,2. 

Corolario 4.2.6 Sean a~,bi E n, con la orientación (j constante y ¿Tj = 

palo Entonces HAn(a, b) y HAn(b, a) son HAn(a)-módulos libres de rango 
n!(p!)-l, donde n = 2-1(p+ q). 

Demostración. La demostración que se presenta en seguida es para el módulo 

HAn(b, a), con (j = 1, Y las de los otros casos son similares. 

Para cada subsucesión c de b, con la propiedad Te = 1, se define 

'Pe E M(HAn(a) @ HAn((f,:;p, 0), HAn(b, a)) 

'PcM @ N = (M @ N) o X", 

donde 7r es la permutación de bj , con las siguientes propiedades 

7rbj < p sii bj E c. 

La sucesión dr, = b - c tiene la mitad de sus términos orientados positiva­

mente y la otra mitad negativamente. 
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Sea C el conjunto que contiene las subsucesiones c. Entonces, cada mor­
fismo 'Pe es inyectivo y los módulos irn'Pe, c E C generan el HAO(a)-módulo 

HAO(b,a). 

Por otra parte 

y 

Por tanto 

cardC = n'(p!(n _ p)!)-l 

::; ~ ranHAn(b - c,0)p! 
e 

= cardC . (n - p)!p! 

= ranHAO(b, a) 
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4.3. Categorías Kauffman 

El método de definición de estas categorías es semejante al que se emplea 

en las categorías Hecke, pero en vez de las marañas Conway se emplean las 

marañas Kauffman. 

Del mismo modo que para las marañas orientadas, por principio se de­

finen los conceptos de marañas normadas que contienen una componente que 
pasa sobre otra, y en general el de marañas normadas anidadas. 

También en este caso se obtienen dos resultados inmediatos, uno sobre el 

nudo trivial y el otro sobre las trenzas. 

Lema 4.3.1 Si M E II(0) es anidada, entonces 

3n, M = (J" 
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Demostración. Idem 4.1.4. 

Lema 4.3.2 Si M E II(n) es anidada y sin componentes cerradas, entonces 

Demostración. Idem 4.1.5. 

DEFINICIÓN 4.3.3 Una maraña Kauffman es un cuarteto (L, M, N, P) de 

marañas normadas con la siguiente propiedad 

L = AolaXho B 

M = A o laX-1 h o B 

N = A o lal2 h o B 

P = A o la(U . n)h o B 

para algunos a,b E II Y A, B E MIT • 

En la figura 4.4, se muestra una representación local de la maraña Kauff­

man (L,M,N,P). 

Figura 4.4: Maraña Kauffman 

EJEMPLOS 4.3.4 Las cuartetas (O, O, 02
, O) y (lO,!, 1, I) son marañas Kauff­

mano 

En las figuras 4.5 y 4.6, se muestran las formas normales que lo demues­

tran. 
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C>{J [}{] o o D-] 
Figura 4.5: Maraña (O, B, 02 , O) 

Figura 4.6: Maraña (lB,!,I,!) 

Para cada maraña M se define su derivada M', agregando un bucle a M, 
esto es 

para algunos a, b E TI. 

En los sucesivo A denota un anillo conmutativo con uno, y que contiene 

al menos dos unidades. Para cada número 11 = ±1, Y cada pareja x, y de 

unidades de A se define la TI-categoría KATI por 

KATI(a, b) = A[TI(a, b)l/T 

donde T es el submódulo libre generado por las combinaciones 

L + 11M - yN - lIyP (4.1) 

y 

Q'-xQ (4.2) 

para cada maraña Kauffman (L, M, N, P), y cada maraña Q. 

Sus composiciones son las inducidas por las de la categoría TI, y los mOT­

fismos identidad son las imagenes de In bajo las proyecciones 

pE C(TI(a, b), KAII(a, b)), \fa, b E TI 



140 CAPÍTULO 4. INVARIANTES CUÁNTICOS 

La II-categoría KAII definida por estas clases se llama categoría Kauff­
mano 

En este caso el producto tensorial de II se extiende en un producto ten­
sorial 0K de KAII, y como resultado se obtiene el siguiente teorema análogo 
a 4.1.8. 

Teorema 4.3.5 (KAII, 0K, 0) es una categoría monoidal estricta. 

Demostración. Idem 4.1.8 

De hecho KAII es una categoría cuántica respecto a la estructura definida 
por la imagen, de la proyección p, de la estructura de II. 

La propiedad básica de los morfismos de la categoría Kauffman es que 

son combinaciones lineales de marañas anidadas sin componentes cerradas ni 
bucles. 

Esta propiedad es consecuencia de las igualdades 4.1 y 4.2, Y su méto­

do de demostración es similar al de la respectiva propiedad de la categoría 

Hecke. Para anidar alguna componente de la maraña M E KAII(a, b), si en 
su primera cruz pasa por abajo de alguna componente, se sustituye esa cruz 
por la otra, y se obtiene la igualdad 

donde M2 , M3 Y M4 se obtienen de M sustituyendo su primera cruz X, por 

X-1 , ¡2 Y u· n . 

Aplicando este mismo procedimiento a M2 , y luego a M3 y M4 , se obtiene 
una combinación de marañas anidadas. 

Además empleando las igualdades de la siguiente proposición se concluye 

que ninguna maraña de la combinación tiene componentes cerradas ni bucles. 
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Proposición 4.3.6 Para cada M E M rr y n E N 

en = yl-n(l + V _ vy)n-18 

18 = (-v + y + vy)l 

M'=xM 
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(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

Demostración. (4.3) Por inducción, para n = 2, considerando el primer ejem­
plo de 

Por tanto 

82 = y-18 + vy-lg - v8 

= y-l(1 + V - vy)8 

= yl-2(1 + v _ vy)2-18 

Suponiendo que el resultado es válido para n-1, y empleando el resultado 
para n = 2 

(4.4) Por 4.3.4 

Por tanto 

(4.5) Por definición 

en = 8. 8n - 1 

= y1-(n-1)(1 + V _ vy)(n-l)-I82 

= y-(n-1)(1 + v _ vy)n-18 

= y1-n(1 + v - vy)"-18 

18+vl-yl-vyl=O. 

18= (-v+y+vy)l 

M' -xM= O 

Esta propiedad implica, en algunos casos, que es posible describir ex­
plícitamente la estructura de los módulos KAIT(a, b) ó de calcular su rango. 
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Por ejemplo, si a y b son la sucesión vacía, por 41, se concluye que el nudo 

trivial es un generador del módulo K"II(0). Entonces, para cada enlace N, 
se define su polinomio Kauffman K(N) por 

N = K(N)e 

En la última sección de este capítulo se define un invariante de nudos 

mediante este polinomio. 
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4.4. Módulos KAIl(ab) 

Los resultados de esta sección conforman una descripción completa de la 

estructura de los módulos Kauffman KAII(a, b). 

Lema 4.4.1 Sean am , bn E II. Si m + n es impar, entonces 

Si m + n es par, entonces 

donde p = 2-1(m + n) 

Demostración. La primera parte es inmediata y, la segunda se demuestra con 

el mismo método que 4.2.4,2. 
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Para cada n, sean Jn el conjunto que contiene la sucesión i ::; 2n, y 82n 

el conjunto de las involuciones libres de Jn , esto es las permutaciones idem­

potentes sin puntos libres. 

Para cada a E 82n , sea n" E II(lfn ,0) la maraña anidada con norma 
constante cuyas componentes i y j, con i < j, se definen mediante la gráfica 

de la figura 4.7. Sea ~n el conjunto de marañas n", a E 82n . 

Figura 4.7: Componentes i, j 

Teorema 4.4.2 ~n es un conjunto de generadores del módulo ~AII(d, 0) 

Demostración. Es inmediata, con un método similar al que se emplea en 4.2.2. 

Para cada a E ~, con a(2n) = r, sean a' E 8 2n- 2 y L" E II(2n, 2n - 2) 

con la propiedad 

donde L" se define mediante la gráfica de la figura 4.8. 

···kl 
Figura 4.8: Maraña L" 
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Por otra parte, para cada J E S2n, y cada m ~ 2n + 2, se definen el 

conjunto S,,, y la sucesión a; = a( a) por 

S" = {i E Jn I i > a(i)} 

ai = { 
e + card{j E Su I j < i} i E S" 
m + 1 - au(i) i E Jn - S" 

donde e = [2-1m] + 1. 

Lema 4.4.3 Para cada a(J), J E S2n 

1. {a;} = {e + i I i ::; n} U {m + i - e-n I i ::; n} 

aj = aj sii, i = j 

2. Si e < a; < aj entonces i < j 

S. Si a; ::; m - e y aj + ai = m + 1 entonces i < j. 

Demostración. Inmediata. 

Sean An el conjunto de las sucesiones a(a)' y 1/J E C(S2n, An) definida 

por 

1/Ja = a(a) 

Proposición 4.4.4 La aplicación 1/J es biyectiva. 

Demostración. Es inmediata de 4.4.3. 

Para demostrar que:En es una base de KAIT(d, 0), además de los conceptos 

que se han definido se emplea el vector Va definido como sigue. Para cada 

sucesión a E An y, V definido como en 3.5.2, se define 

y teniendo en cuenta 4.4.4, Va se denota por Vq, si a; = a(J). Si J(2n) = r, 
los vectores va,n' Va.,. no dependen de a pues 

a2n = e + n, a,. = m + 1 - (e + n). 
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Sea V,,, definido por 

donde la cuña sobre las componentes indica que estas se han omitido del 
producto. 

Teorema 4.4.5 :8n es una base del módulo :8AII(d, 0). 

Demostración. Por 4.4.2, es suficiente demostrar que los morfismos 

G ,uT(V02n '71 [ 2-1 2- 1]) m,-ln" E lVK , ¡¿, q , q-

son linealmente independientes, Entonces, por 4.4.4, es suficiente demostrar 
que 

G n" V" = O sii, (J f= 7r. 

La demostración es por inducción sobre n = 1, ... , [2-1m]- L Para n = 1 Y 

m = 4, la única involución de J1 es (J = (1,2). Luego 

y 

Supóngase que el resultado es válido para n = h - 1, Y sea (J E :8h , con 

(J(2h) = r. Entoces, existe (J' E 82n- 2 con 

Considerando que 

Gn(V.®Ve+h)f=O sii, s=m+1-e-h 

se concluye que 

GL" = O si a,. f= m + 1 - e - h 

y 

GL" = av,,' si a,. = m + 1 - e - h 

Pero por hipótesis 

por tanto 

Gn" (v,,) = O sii, (J f= 1['. 
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Corolario 4.4.6 ranKAII(d, 0) = 2n!! 

Demostración. card~n = 2n!! 

147 
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4.5. Invariantes Cuánticos 

En esta última sección se completa la construcción de los invariantes 

cuánticos Jones-Conway y Kauffman, y para concluir se establece un método 

de cálculo para cada uno. 

Considerando que el nudo trivial () es un generador del módulo HII.0'(0), 
para demostrar que el polinomio Jones-Conway es un invariante isotópico es 

suficiente demostrar que () es un generador libre de torsión. 

Teorema 4.5.1 () es un generador libre de torsión del módulo HII.0'(0). 

Demostración. Sea Q el campo de cocientes del anillo de polinomios Z[q, q-l]. 

Para cada n ;:::: 2, se define el morfismo 

'P E M(HII.0'(0), Q) 
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Este morfismo esta bien definido porque, para cada maraña Conway (L, "'J, N) 

<p(xL - x-1M - yL) = qnpnL - q-npnM - (q - q-l)PnN 

= Pn(qnL - q-nM _ (q _ q-l)N) 

Luego, si ),.() = O entonces 

Pero 

y por tanto 
),.(qn, q _ q-l) = O, Vn::::: 2. 

Entonces por el teorema fundamental del álgebra),. = O. 

Corolario 4.5.2 El polinomio Jones-Conway le es in invariante isotópico 

de nudos. 

Análogamente, como el nudo trivial () con alguna norma constante es un 

generador del módulo K A Il(0), para demostrar que el polinomio Kauffman 

es un invariante isotópico es suficiente demostrar que () es un generador libre 

de torsión. 

Teorema 4.5.3 () es un generador libre de torsión del módulo K A Il(0). 

Demostración. Para cada n E 2N Y v = ±l, se define el morfismo 

<p E M(KA Il(0), Q) 

<p(.~(x, y), M) = ),.( _vqn+v, q - q-l )GvnM. 

Este modismo esta bien definido porque, para cada maraña Kauffman (L, M, N, P) 
Y RE Mrr 

GL + vGM = (q - q-l)(GN - vGP) 
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y 

CH! = _vqn+v R, 

de donde 
rp(L + vM - yN - vyP) = O 

y 

rp(H! - xR) = O. 

Puesto que CO es el polinomio L cii"-l_i', la igualdad .>-(x, y)O = O implica 

y así, por el teorema fundamental del álgebra, .>- = o. 

Corolario 4.5.4 El polinomio Kauffman K es in invariante isótopico de 

nudos. 

Proposición 4.5.5 JeO = 1 Y KO = 1 

Demostración. Inmediata. 

Las siguientes relaciones son necesarias y suficientes, para calcular el in­

variante Jones-Conway de un nudo. 

on = y-l(X _ x-1 )on-l 

L = x-2 M + x-lyN 

JeO = 1 

donde (L, M, N) es una maraña Conway. 

Por otra parte, para calcular los invariantes Kauffman se emplean 

on = yl-n(l + V _ vy)n+lo 

L=-vM+y(N+vP) 

KO=l y KH!=xKR 
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donde (L, M, N, P) es una maraña Kauffman y RE Mn . 

En ambos casos, para efectuar los calculos, primero es necesario hallar 

una forma normal del nudo. 

EJEMPLOS 4.5.6 En la figura 4.9 y 4.10, se muestran los nudos e, T y i, o 
y a continuación sus polinomios Jones-Conway y KauJJman. 

o 
Figura 4.9: Nudos e y T 

Los polinomios de e son 1,1 Y los de T son 

Figura 4.10: Nudos i yo' 

Los polinomios de i 

y los de o son 
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El método para calcular estos invariantes se ejemplifica con el nudo T. 

Por principio, en la figura 4.11 se definen las marañas T+, T D 

Figura 4.11: Marañas T+ y TO 

Entonces 

Ahora, en la figura 4.12 se definen las marañas (TO)+ Y (TO)O 

Luego empleando las relaciones a y {J, de la figura 4.13, se concluye que 
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Figura 4.13: Relaciones a y f3 

Por tanto 

T = X2() _ X3 y ()2 + x 2y2() 

= X2() - X3 y (y-l(X _ x-1)6) + x 2y2() 

y así 



Apéndice A 

Categoría IL 

La siguiente relación de resultados sobre la categoría de las álgebras de 
Lie constituye un antecedente esencial en la teoría de grupos cuánticos, la 
ecuación de Yang-Baxter y la representación de las categorías de marañas. 

1. Algebras Simples 

En este apéndice A denota un álgebra Lie de dimensión finita. Para cada 
pareja de conjuntos B, e c:;;:: A se define su conmutador [B, e), como el sub­

espacio generado por los elementos lb, el, donde b E B y cEe. 

Por definición B es un ideal de A, si B es una subálgebra de A, y el 
conmutador [B,A) está contenido en B. 

DEFINICIÓN A.1 El álgebra A es simple si, no es abeliana ni contiene ide­

ales propios. 
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DEFINICIÓN A.2 El álgebra A es semisimple si, no es trivial ni contiene 
ideales abelianos propios. 

Las clases de las álgebras simples y semisimples se denotan por § y S. 

Entre los conceptos propios de la categoría 1L, las derivaciones son defini­

tivas en la clasificación de las álgebras simples. 

DEFINICIÓN A.3 Una derivación de A es una aplicación O E IE(A, A), con 

la propiedad 

o[a, b] = [oa, b] + [a, ob], Va, b 

En particular, las derivaciones 

ada(b) = [a, b], Vb 

se llaman derivaciones internas. 

Las álgebras definidas por las derivaciones y las derivaciones internas se 

denotan por Der(A) y Ad(A). Entonces 

Ad(A) -< Der(A) -< Aut(A) 

DEFINICIÓN A.4 El punto a E A es nilpotente ó semisimple si, ada es nilpo­
tente ó semisimple. 

DEFINICIÓN A.5 El automorfismo r.p E Aut(A) es interno si, existe una 
sucesión finita ai de puntos nilpotentes y 

r.p = n ead." 

El conjunto de automorfismos internos de A se denota por Int(A)j este 

conjunto es no vacío porque, si a E A es nilpotente entonces 

ead., E Int(A) 
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Lema A.6 Si A E § entonces 

Int(A) = AutO(A), Der(A) = Ad(A). 

2. Subálgebras Cartan 

Mediante los conceptos de subálgebra Cartan y forma Cartan, la clasifi­

cación de los objetos de la clase § se deduce de la clasificación de los objetos 
de la clase S. 

Para cada n E N, se definen los ideales 

Ao = A, An = [A, An- 1] 

Si An = 0, para algún n, el álgebra A se llama nilpotente. 

Teorema A.7 (Engel). El álgebra A es nilpotente si, y sólo si cada punto 
a E A es nilpotente. 

Para cada subálgebra B -< A, se define su normalizador NA(B) por 

NA(B) = {a E A I [a,B] ~ B} 

La subálgebra B se llama autonormal si 

DEFINICIÓN A.S La subálgebra B -< A es Ganan si, es nilpotente yautonor­
mal. 

Teorema A.9 Para cada álgebra A, existe una subálgebm Ganan. 

Además, si A E lL(C) entonces, cada pareja de subálgebras Cartan son 
conjugadas respecto el subgrupo de Int(A), generado por los automorfismos 

e""', donde a es un punto nilpotente. 
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DEFINICIÓN A.lO El rango de A es la dimensión de alguna de sus álgebras 

Carian. 

Para cada álgebra A, se define la forma KA por 

Esta forma se llama forma Canan de A. 

Teorema A.l1 A E § si, y sólo si la forma KA es no degenerada. 

Corolario A.12 A E § si, y sólo si, existe una sucesión finita A; de ideales 

simples y no abelianos con la propiedad 

A = EBA; 

Además, cada ideal de A es la suma de algunos términos de esta sucesión. 

Teorema A.13 Si A E § Y B -< A es un álgebra Carian, entonces B es 

abeliana, cada punto b E B es semisimple y KAIB es una forma no degener­

ada. 

3. Diagramas Dynkin 

Para cada A E S, y H -< A una subálgebra Canan, se define 

AdA(H) = rada I a EH} 

Entonces AdA(H) es un álgebra abeliana y sus elementos son semisimples. 

Lema A.14 Si L -< Aut(A) es abeliana entonces, existe una base a¡ de A, 

donde cada ai es un eigenvector de los elementos de L. 
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Sea ai la base de A que se obtiene del lema A.14, y AdA(H). Para cada 
i, se define ai E H* por 

Para cada a E H*, sea 

Aa = {a E A I adh(a) = a(h)a, Vh E H} 

DEFINICIÓN A.15 El elemento a E H* es una raíz de A, si 

dimAa 2': 1 

El conjunto de raíces de A se denota por ll.H(A) y se llama sistema de 
raíces, además es no vacío porque cada ai es una raíz. 

Lema A.16 ll.H(A) es un conjunto de generadores de H*. 

Sean rH(A) e ll.H(A) una base de H*, y E su espacio lineal real gene­
rado. Supóngase definido en E el orden lexicográfico, respecto la base rH(A). 

Lema A.17 ll.H(A) e E. 

DEFINICIÓN A.lB Una raíz es simple si, es positiva pero no es la suma de 
dos raíces positivas. 

En lo sucesivo IIH(A) = {ai:;:r} denota el conjunto de raíces simples de 
A. 

Lema A.19 La aplicación v E L(HH*), definida por 

v(a)b = K(ab) 

es un isomorfismo. 
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Para cada a E H*, su preimagen v-la se denota por tao Sea [[.[[v la norma 

definida por el producto 

(a{3) = K(t", t{3) 

y sea aij la matriz definida por 

Esta matriz se llama matriz Cartan de A. 

Teorema A.20 

[deta;j[ > O 

aij=0,-1,-2 Ó -3 ya;i=2 

a;; = O sii aji = O 

aji=-l si aij=-2 Ó -3. 

DEFINICIÓN A.21 El diagrama Dynkin de A es el polígono orientado Dy(A) e 
E, cuyos vértices son.las raíces simples de A. 

Si [a;j[ > 1 Y [aiajl > O, el lado aij que une los vértices ai, aj está orien­

tado de aj hacia ai· 

El producto mij = a;jaji se llama multiplicidad del lado aij, Y el lado y 

su multiplicidad se representan mediante mij - 1 segmentos, como en figura 

A.l, donde mi; = 3. 

• • 
Figura A.l: aij 

DEFINICIÓN A.22 Un automorfismo Dynkin de A es una aplicación cp E 

Aut(E), donde 'PnH(A) es una permutación de IlH(A) y 

(a, b) = (cpa, cpb), \;fa, b 
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El grupo de automorfismos Dynkin de A se denota por Dyn(A). 

Lema A.23 

Dyn(A) ~ Aut(A)j AutO(A) 

El orden de Dyn(A) es 1, 2 ó 6, y si es 6 entonces 

Dyn(A) ~ S3. 

Entonces, por A.6 

Dyn(A) ~ Aut(A)jInt(A). 

Luego, para cada 'P E Aut(A), existen '!/J E Aut(A) y f2 E Int(A), con 

'P = f2 o '!/J, '!/J. E Dyn(A). 

Lema A.24 El automorfismo '!/J es único salvo conjugación Int(A). 

4. Esquemas 

Sean E(n) E lE y S = {a¡:Sn} cE. Para cada pareja a¡, aj se define 

DEFINICIÓN A.25 Un esquema es un conjunto S con las propiedades 

El número n se llama rango de S. 

Un esquema S se llama compuesto si, existen dos subconjuntos SI, S2 e S 

con las propiedades 

Si un esquema no es compuesto se llama simple. 
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DEFINICIÓN A.26 El diagrama Coxeter del esquema 5, es el polígono C(5) e 
E, cuyos vértices son los puntos a;, y que tiene las mismas propiedades que 

un polígono Dynkin. 

Proposición A.27 Si A E § entonces IIH(A) es un esquema simple y 

Dy(A) es su diagrama Coxeter. 

Teorema A.28 El diagrama Coxeter de un esquema simple pertenece a al­

guna de las tres clases de la figura A.2. 

---.. ,---====--... ~-~ 
~ ... , 

---- "'~ ~-~ 

Figura A.2: Clases I,II,I1I 

Los diagramas de la segunda clase pueden ser de alguno de los tres tipos 

de la figura A.3. 

• • • 
• • • • • 

• • • • • • 

Figura A.3: Clase II, tipos I,II,III 

Los diagramas de la tercera clase pueden ser de alguno de los dos tipos 

de la figura A.4. 
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0----------4-0 ".--< 
• o 

I 
o 

Figura A.4: Clase III, tipos I,II 

Para cada esquema S se define un álgebra g(S), mediante la construcción 

de Serre [S], con las siguientes propiedades. 

Si C(S) tiene n vértices y pertenece a la clase I, su álgebra se denota por 

Si C(S) pertenece a la clase II, y es del tipo 1, II ó III, g(S) se denota 

por Fn, En Y Cn, y n = 4, n 2: 2, n 2: 3 resp. 

Si C(S) pertenece a la clase I1I, y es del tipo 1 ó II, g(S) se denota por 

Dn y En, Y n 2: 4, n = 6,7,8 resp. 

Teorema A.29 

An ~ si (n + 1) 

En ~ so(2n + 1), Cn ~ sp(2n) 

Dn ~ so(2n) 

5. Clasificación de las álgebras simples 

La clasificación de estas álgebras es inmediata de A.27-A.29. 

Las álgebras de las clases An, En, Cn y Dn se llaman álgebras clásicas, y las 

de las clases E6 , E7 , Es y G2 se llaman excepcionales. 

Para cada pareja (L, u), fonnada por un álgebra Lie y un autorfismo 

Dynkin del álgebra, la notación Ln indica que el orden del automorfismo u es 
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n. En la primera sección del tercer capítulo se incluye una tabla con algunos 

propiedades de varias parejas (L, J), donde L es un álgebra clásica. 

Las referencias de las demostraciones de todos los resultados de este 

apéndice son [JH] y [JS]. 



Apéndice B 

R-matrices Funcionales 

En este apéndice nuevamente se demuestra que R,., es un operador cuánti­

co, pero ahora el método de demostración se basa en el concepto de R-matriz 
funcional. 

Sean A un anillo conmutativo con uno, K un conjunto, y A(K) el con­
junto de aplicaciones de K en A. 

Para cada pareja rp, 'IjJ E A(J(2), se define 

Rf(a,b) = rp(b,a)f(b,a) +'IjJ(b,a)f(a,b) (B.1) 

En general, para cada 1 :s: i :s: n, se definen 
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DEFINICIÓN B.1 Una R-matriz funcional, sobre el conjunto K, es una apli­

cación RE C(A(K2),A(K2)) con la propiedad 

(B.2) 

para n = 3. 

Si R es una R-matriz funcional, de B.2 se concluye que 

para cada í < n. 

Proposición B.2 Si el conjunto K es finito, entonces los módulos A(~) y 

A(K) 0A A(K) pueden considerarse idénticos y, B.2 es equivalente a 3.3. 

Demostración. Inmediata. 

Proposición B.3 Si 1/J(a,b) = O para a # b, entonces R(<p,1/J) es una R­

matriz funcional, para cada aplicación <p. 

Demostración. Inmediata. 

Debido a la importancia que tienen las R-matrices, por su relación con 

los operadores cuánticos, en el siguiente teorema se establece un método de 

construcción. 

Sea K un conjunto ordenado linealmente, q E A' y r E A. Sean <p,1/J E 

A(K2) con las siguientes propiedades 

<p(a, b)1/J(b, a) = r a # b 

{

O a < b 
1/J(a, b) = -q - <p(a, b) a = b 

rq-l - q a> b 
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Teorema B.4 R(cp'IjJ) = R es una R-matrz funcional, inverlible y 

(B.3) 

Demostración. Sea 6. la resta de los operadores de B.2. Entonces 

6.f( a, b, e) = f (a, b, e) ['IjJ( c, a)( cp(b, a )cp( a, b) -cp(b, e)cp( e, b) ) +'IjJ (b, a )'IjJ( e, b) ('IjJ(b, a) -'ljJ( e, b: 

+ f(b, a, e) [cp(b, a)( 'IjJ( e, a)'IjJ( a, b) + 'IjJ(b, a)'IjJ(e, b) - 'IjJ(e, b)'IjJ(e, a))] 

+ f(a, e, b )[cp(e, b)( 'IjJ(b, a)'IjJ( e, a) - 'IjJ( e, a)'IjJ(c, b) - 'IjJ(e, b)'IjJ(b, a))] 

Sean JI, 12 y 13 los coeficientes de f(a, b, e), f(b, a, e) y f(a, e, b), y 

Entonces 

Por tanto 

a = rq-l - q 

(3b = a(r + a'IjJ(b, b) - cp(b, W - 'IjJ(b, b)2) 

í'b = cp(b, b)(2a1/'(b, b) - a2) 

{ 

(3b e = b > a 
J¡ = -(3b e > b = a 

O e>b=a 

{ 

í'b e> b = a 
12 = cp(b, b)'IjJ(b, b)2 e = b = a 

O e=b=a 

{ 

-,b e = b > a 
J¡ = -cp(b, b)'IjJ(b, b)2 e = b = a 

O c=b=a 

6.f = O sii f3b = "lb 

Pero empleando la igualdad 

'IjJ(b, b) - cp(b, b) = -q 

la demostración de f3b = "lb es inmediata. 

Por otra parte la demostración de B.3 es inmediata de B.l. 
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Para concluir se define una R-matriz funcionalR¡, que bajo ciertas condi­

ciones sobre 'P, coincide con el operador ~. 

Sean V un A-módulo libre, ViSm una base de V, y 'Pij, 'l/Jij las matrices 

con las propiedades 

'Pij'Pji = 1 i lo j 
'Poi = O Vi 

'l/Jij = { ~q 
q-l _ q 

Sea R¡, E M(V2®, V2®) definido por 

i < j 
i=j 
i>j 

R¡, = L <{Jji E{; + 'l/JjiE;J 

ij 

Corolario B.5 R¡, es un operador cuántico con 

¡::¡ R-1 -1 
''''P - '" = q - q. 

Además, si 'Pij = 1 para i lo j, entonces 

Demostración. Es inmediata de B.2 y B.4. 
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