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Introduccion

El presente articulo constituye una exposicién de los elementos bdsicos
de la teorfa de invariantes cuanticos de nudos, orientada a la construccién de
los invariantes Jones-Conway y Kauffman.

En esta teoria los nudos se definen como morfismos de las categorias de
marafnias orientadas y normadas, de manera que cada representacién de al-
guna de las dos implica la existencia de un invariante isotépico de nudos.

Las representaciones a través de los cuales se obtienen los invariantes
Jones-Conway y Kauffman, se definen mediante las soluciones R, y R, de la
ecuacion Yang-Baxter cudntica, correspondiente a las dlgebras Al y Bl

El articulo consta de cuatro capitulos y dos apéndices. En el primer
capitulo se presentan los conceptos categdricos necesarios.

En el segundo capitulo se definen las categorfas de marafias orientadas y
normadas, y una presentacién por generadores y relaciones para cada una.
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En el tercer capitulo se define una representacién de las categorias de
marafas, empleando las presentaciones del capitulo anterior y los operadores
R, vy R,. Adems4s se incluye una breve relacién de resultados sobre las ecua-
ciones Yang-Baxter clasica y cudntica.

En el cuarto capftulo se definen las categorias Hecke y Kauflman, y se
establecen las propiedades mediante las que se definen los invariantes Jones-

Conway y Kauffman.

En el apéndice sobre las dlgebras Lie se establecen los antecedentes de la
ecuacién Yang-Baxter.

En el apéndice sobre las R-matrices funcionales se incluye una demostracién
directa de que la solucién R, es un operador cudntico.

Marzo 16, 2004



Capitulo 1

Categorias Cuanticas

Este capitulo contiene los elementos categdricos de la teorfa. Las cate-
gorias y los grupos cudnticos constituyen los conceptos centrales del capitulo
y de todos los resultados principales de la teoria.

Como conclusién se establece un método pars definir una clase de cat-
egorias cuinticas, empleando la clase de las dlgebras Hopf llamadas grupos
cuanticos.
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1.1. CATEGORIAS 3

1.1. Categorias

El concepto de categoria y los diversos ejemplos incluidos en esta seccién
conforman los elementos basicos de toda la exposicidn.

DEFINICION 1.1.1 Sea A una clase. Una A-categoria es una terna de clases
K =(My, 15, Pr) con las siguientes propiedades.

Para cada pareja A, B € A, erxiste un conjunto A(A, B) C M. Para cada
terna A, B, C eziste una aplicacion oapc € Pa, de A(B,C) x A(A, B) en
A(A,C), con las siguientes propiedades.

Para cada ¢ € A(A, B), existen ida,idp € I, e

’l:dBO(p=QD= LpOidA (11)
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Para cada terna @, ¢, ¥, si po(po ) y (pop) o eristen, entonces

po(goy)=(pogoy (1.2)

Por simplicidad la clase A y la categoria K se consideran idénticas.

Los elementos de las clases A y M} se llaman objetos y morfismos respec-
tivamente. El morfismo ¢ € A(AB) suele representarse por A - B, y los
objetos A, B se llaman dominio y codominio de .

Las aplicaciones o4p¢ se llaman composiciones y por simplicidad se omite
su subindice. Si es necesario indicar su relacién con A se emplea la notacién
oax. La composicién ¢ o1 usualmente se denota por ¢,

El conjunto A(A, A) también se denota por End(A) y sus elementos se
llaman endomorfismos, en particular id4 se llama identidad de A, y ocasio-
nalmente se denota por 4 6 [.

DEFINICION 1.1.2 El morfismo ¢ € A(A, B) es un isomorfismo si, eriste
i € A(B, A) con las propiedades

Yop=ids, ot =1idg.
El morfismo ¢ se lama tnverso de ¢ y se denota por ¢™!.

DEFINICION 1.1.3 Los objetos A, B son isomorfos si existe un isomorfismo
v € A(A B).

La relacién de isomorfismo entre los objetos de A es de equivalencia y se
denota por ~.

El subconjunto de isomorfismos de End(A) se denota por Aut(A), y sus
elementos también se llaman automorfismos de A.
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DEFINICION 1.1.4 Una subcategoria de la categoria M, es una categoria
A C M con las siguientes propiedades.

FPare cada pareja A, B € A
A(A,B) c M(A, B)
Para cada A € A, las identidades de A respecto A y M son iguales.

Para cada terna de objetos de A, su composicidn oy es una restriccion de la
correspondiente composicion ops.

NOTACION 1.1.5 Si los conjuntos A, B son objetos de alguna categoria, la
notacion A < B indica que A C B, y si eziste una estructura definida en
cade uno, entonces lo de B es una ertensidn de la definida en A.

St A y M son categorias, la notacién A < M indica que A es una subca-
legoria de M.

Por otra parte, si para el objeto A estd definido su rango ¢ dimensidn,
A™ denota que su rango es igual a n. La clase de los objetos de rango finito

de una categoria A, se denota por A.

La categoria de los conjuntos se denota por C. Para cada A-categoria K,
st A CC se supone que K < C.

EJEMPLOS 1.1.6 Sean R un anillo conmutative con uno, F' un campo y K
el campo real ¢ complejo.

1. Categoria C°

Los objetos de C° son espacios topol6gicos y sus morfismos son aplica-
ciones continuas.
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Para cada pareja A, B € C° la clase de los homeomorfismos de A en B,
se denota por Hm(A, B).

2. Categoria C®

Los objetos de C*° son variedades lisas, respecto alguna K-estructura, y
sus morfismos son aplicaciones lisas.

Para cada variedad A, y cada punto a € A, el haz tangente y el espacio
tangente en a se denotan por TA y T,A. Si A < B el haz normal y el espacio
normal en a se denotan por N(A, B) y N, A.

En el caso de que variedad A sea de dimensién uno, el vector tangente
unitario en a se denota por v,.

Para cada pareja A, B € C* las clases de los difeomorfismos, isotopias,
encajes e inmersiones de A en B, se denotan por

D(A,B), Is(A,B), Em(A4,B), In(4,B)

3. Cétegon’a G

Los objetos de G son grupos de Lie vy sus morfismos son homomorfismos
lisos.

Por definicién, un grupo de Lie es un grupo (A4,-) con las siguientes
propiedades. A € C™, la operacién - pertenece a la clase C®(A4 x A, A)
y la aplicacién pa = a™ pertenece a la clase C*(A4, A).

Para cada a € A, se define el automorfismo llamado traslacién izquierda
Lbh=a-b

La componente conexa del elemento neutro del grupo A se denota por
A®,
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Grupos Lineales

Sea M,(K), n € N el conjunto de K-matrices cuadradas de orden n. El
grupo general lineal GL,(K) se define como el subgrupo de (M,(K),-) que
contiene las matrices invertibles. Los subgrupos de GL,(K) se llaman grupos
lineales.

Grupos Clésicos

Asi se llama a los grupos lineales SL(n), O(n) y Sp(r), donde Sp(n) se
define para cada forma antisimétrica { | ) no degenerada de K2*.

El grupo especial lineal SL(n) contiene las matrices A €GL,(K), con
detA = 1.

El grupo ortogonal O(n) contiene las matrices A €GL,(K), con A*A = I,,.
El subgrupo SO(n} =0(n)NSL(n) se llama ortogonal especial.

El grupo simplético Sp(n) contiene las matrices A €GL(2n),

(Aa| Aby=(a|b) Va,b

4. Categoria M(R)

Los objetos de M(R) son R-mdédulos y sus morfismos son homomorfismos
de médulos.

Para cada A € M(R), se definen las trasposiciones y las evaluaciones.
pa € AWtA%®, pa®b=b®a

ds EM(A*"®r A, R), diaa®b=a})
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Para cada R, se definen las clases
TR = {pa | A € M(R)}

6 ={da,ba =d | A € M(R)}

Subcategorias F(R), P(R)

Los objetos de estas categorias son R-mddulos libres y proyectivos.

Por definicién, un mdédulo es libre si contiene una base, y si es finita el
médulo se llama de rango finito. Por otra parte, un médulo es proyectivo si
es sumando directo de un mdédulo libre, si ademés el mddulo libre es de rango
finito, entonces el médulo proyectivo se llama de rango finito.

Categoria Ly
Sea V = Vic; una coleccién de mddulos. Para cada sucesién finita S C J,

sea
V:S' = ®HESV57 V'ﬂ =R

Los objetos de Ev son los médulos Vs y

Ly (Vs, V1) = M(Vs, V)

Categoria E
La categoria de los espacios lineales E(F') se define por M(F).
Un endomorfismo u operador se llama semisimple si es diagonalizable.

El operador ¢ se llama nilpotente si

In, wt=0
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v en tal caso, se define la exponencial

e¥ = Z(i!)”lgai

5. Categoria R{A]

Para cada categoria A, se define la A-categoria libre R[A]. Para cada pare-
ja A, B € A, RIA|(A, B) es el R-mddulo libre generado por A(A, B), y sus
composiciones son las respectivas extensiones lineales de oy,

6. Categoria L
Los objetos de L son dlgebras Lie y sus morfismos son homomorfismos Lie.

Por definicién, un dlgebra Lie es una pareja (A,[]), donde 4 € E(K) y
[ ]a es una aplicacién bilineal con las propiedades

[, [b, c]] + [b, [¢, a]] + |e, [a, b]] = O

[a,b] + [b,a] =0, Va,b,c

Un homomorfismo Lie entre las dlgebras A y B, es una aplicacién ¢ €
E(A, B) con la propiedad

(P[al b]A = [(PCL, (,Ob]B, Va: b.

La aplicacién | |4 se llama paréntesis 6 corchete Lie, y si es igual a cero
¢l dlgebra se llama abeliana.

En el apéndice sobre L se incluyen los conceptos y resultados necesarios
para la exposicién.

7. Categoria A{R)

Los objetos de A(R) son R-dlgebras y sus morfismos son homomorfismos
de dlgebras.
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Por definicién una R-dlgebra es un anillo (A4,+,-) con uno, donde A €
M(R) y la accién de R sobre A tiene la propiedad

ria-b)=ra-b=a-rb

Un homomorfismo de dlgebras es un homomorfismo de anillos y médulos.
Algebras Lineales

El slgebra general lineal gl,(R), n € N se define como el anillo (M, (R), +, -),
donde la accién de R sobre M, (R) es el producto escalar usual. Las subélge-
bras gl,{R) se llaman 4lgebras lineales.
Algebras Clésicas

Asi se llama a las algebras lineales sl{n), o{n) y sp(n).

El digebra especial lineal sl{r) contiene las matrices A €gl.(R), trA = 0.

El dlgebra ortogonal o(n) contiene las matrices A €gl,(R), A' = —SAS™!
donde S es la matriz con coeficientes iguales a uno, en la diagonal auxiliar y

cero en el complemento.

El élgebra simpléctica sp(n) contiene las matrices A € gly,(R), At =
~BAB™* donde
0 S
5=(% 1)

El algebra ortogonal especial so(n) se define como el 4lgebra lineal que
contiene las matrices A €gl,(R), A* = —A.

8. Categoria H(R)

Los objetos de H(R) son dlgebras Hopf y sus morfismos son homomorfis-
mos Hopf.
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Un élgebra Hopf es una pareja (A, e{A)), donde A € A(R), y la estructura
Hopf e(A) = (A, &, s) tiene las siguientes propiedades.

A EM(A, A®®), ¢ cM(A,R)

s € End(A)
(1da @ A)A = (A ®ida)A - (1.3}
m{s @ida)A =m(idaQs)A=¢-1a (1.4)
(E ®’I,dA)A = (ldA ® E‘)A =idy ‘ (15)

En (1.3), (A®@A)®@ Ay A® (A® A) se consideran idénticos, as{ como
A®R, R®Ay A, en (1.5). La aplicacién m € M{A® A, A) es una extensién
del producto del anillo A.

Un morfismo ¢ € A(A, B) es un homomorfismo Hopf si

A A®A A
@ O PRp ¢ O 4
B B® B B

9. Categoria Rep({A)

Para cada dlgebra Hopf A, la categoria de representaciones Rep(A) es la

clase de A-médulos de rango finito y sus morfismos son A-homomorfismos
lineales.

Por definicién, B es un A-médulo de rango finito si

B e M{A)N P (R).
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1.2. Categorias Monoidales

Ahora se introducen los conceptos de categoria monoidal y categoria
monoidal estricta, y mediante el teorema de coherencia de MacLane se es-
tablece la relacién entre ambos.

La existencia de las dlgebras cubrientes universales, asi como la relacién
entre los grupos y las digebras cldsicas se incluyen solo por completez.

DEFINICION 1.2.1 Un funtor F entre las categorias A, M es una aplicacion
de A en M, con una extensidn '

F e C(A(A, B), M{F A, FB)) (1.6)
parae cada pareja A, B € A, con las siguientes propiedades
Fidy = idpa (1.7
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Fpoy=FpoFy, Voot
La clase de funtores de A en M, se denota por ®(A, M).

EJEMPLOS 1.2.2 Funtor ¢

Este funtor pertenece a la clase ®(A, L) y, para cada dlgebra (A, +,-) su
imagen es el dlgebra Lie (A, [}4), donde

[a,b]=a-b—b-a, Va,b
Usualmente A y (A se consideran idénticos.

Funtor [/

Este funtor, llamado cubriente universal, pertenece a la clase ®(L, A), y
para cada dlgebra Lie L su imagen es el dlgebra cubriente universal de L.

Por definicién un lgebra cubriente universal de L es una pareja (U(L), ar),
donde U(L) es un dlgebra y el homomorfismo

ar € L(L,¢U(L))

tiene la siguiente propiedad.

Paracada B € Ay a € L(L, (B), existe un homomorfismo 8 € L(¢U/(L),(B)
con las propiedades

Al=1, a = fay,

Del siguiente teorema, debido a Serre, se concluye que U est4 bien definido.

Teorema 1.2.3 Para cada L € L, eziste un dlgebra cubriente universal
U(L), y es unica salve isomorfismo.
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Demostracién. [JS).

Ademds U(L) es un algebra Hopf respecto a la estructura definida por
Aa=a®14+1Q®a,sa=—a Va

e=10

Funtor Lie A

Este funtor pertenece a la clase ®(G,L) y, para cada grupo Lie G, su
imagen AG es el algebra tangente (T.G,[ ]), donde el paréntesis se define
como sigue.

Para cada u € T,G se define el campo vectorial z = z(u) por
Tp=dLyu, Vp
Entonces, para cada pareja u,v € TG, se define
[v, vle = [z, 9]

z=x(u), y=ylv)

Como una propiedad inmediata del funtor Lie, y sdlo por completez, se
establece la relacion entre los grupos y las dlgebras cldsicas.

Teorema 1.2.4
AGL, ~gl,, Vn

y en particular
ASL, ~ sl,

280, ~ so0,
ASp, ~ sp,
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La importancia de los funtores de la clase ®(A, M), llamados representa-
ciones lineales de A, se debe a su aplicacién para interpretar en la categoria
de maédulos, las propiedades de la categoria A.

DEFINICION 1.2.5 Una representacion lineal de la categoria A, es un funtor
de la clase (A, M(R)), para algin R.

El concepto de categoria monoidal, que se define en seguida, junto con
algunos conceptos previos, no sdlo tiene su origen en la categoria de mddu-
los, de hecho representa una axiomatizacion de las propiedades bédsicas de la
composicién y el producto tensorial de médulos.

Para cada pareja de categorias A, M, se define la A x M-categoria pro-
ducto A - M por '

A- M((A, B),(C, D)) = A(A, C) x M(B, D)
(w,0) 0 (¥, 71) = (poy,o07)
idea,py = (ida, idp)

DEFINICION 1.2.6 Un producto tensorial en la categoria A es un funtor - de
la clase (A - A, A), con las siguientes propiedades

(o) (¢ o) =(p-¢)o (b ¢ (1.8)
idy - idg = idap (1.9)

5i X, Y representan morfismos u objetos de alguna categoria su producto
X Y se denota por XY

Un isomorfismo natural entre los funtores F, G € ®(A, M), por definicién
es una clase de isomorfismos

ta € M(FA,GA), VAcA
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con la propiedad

ta

FA GA
Fp O Gy
rB GB

para cada ¢ € A(A, B).

La existencia de un isomorfismo natursl entre los funtores F, G € ®(A, M)
se denota por F' ~ G.

DEFINICION 1.2.7 Una categoria monoidal es una pareja (A, (-, 1)), forma-
da por una categoria y una estructura tensorial.

La estructure tensorial (-,15) consta de un producto tensorial y un objeto I
con las siguientes propiedades.

Parg cada terna A, B, C € A, ezisten tres isomorfismos naturales
a€A(A-B)-C,A-(B-C))

JINS A(A . [A,A), Ve A(]IA . A,A)

con las propiedades

((A-B)-C)-D O A-(B-(C-D)

al Ta

(A-(B-C))-D x A-((B-C)- D)
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(A-14) B o A-(Ix- B)

peidp idyv

Por simplicidad la categoria monoidal (A, (+,14)) se denota por A.

Es inmediato que la pareja (M(R), (®, R)) es una categoria monoidal,
donde los isomorfismos @, u y v estédn definidos por

a(e®@b)@c)=a® (b®¢)

HIRr=r-a=uvr@a

Dado que en la categoria de médulos tanto (A® B)®@Cy A® (B®C),
como AQ R, R® A y A, usualmente se consideran idénticos, como una gen-
eralizacién de esta consideracion se define el concepto de categoria monoidal
estricta.

DEFINICION 1.2.8 Una categoria monosdal (A, (-,1p)) es estricta, si la es-
tructura tensorial tiene las siguientes propiedades

ATZ=A=1,-A (1.10)
w-idp = p=1idy- g, (1.11)
(A-B)- C=A-(B-C) (1.12)
(p-¥)-0=9¢-(¥-0) (1.13)

para cada A, B,C' y, cada 9,9, p.

A continuacién se demuestra que, salvo equivalencia, toda categeria mo-
noidal es estricta, y por tanto la consideracion que se hace con la categoria
de modules es valida.
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DEFINICION 1.2.9 Sean A, M categorias monoidales. El funtor F € ®(A, M)
es homogéneo, st tiene las siguientes propiedades.

FX.Y=FX-FY (1.14)
FIp =Ty (1.15)

donde X, Y son objetos ¢ morfismos.

DEFINICION 1.2.10 Las categorias monoidales A, M son eguivalenties si,
emisten dos funtores homogéneos F,G € ®(A, M), (M, A), con la propiedad

FG ~idy, GF ~idy (1.16)

Para denotar que las categorias monoidales A, M son equivalentes, se
emplea la notacion A ~ M.

Teorema de Coherencia 1.2.11 Cada categoria monoidal (A, (-,1a)), es
equivalente a una categoria monoidal estricta.

Demostraction. Sea X4 la clase de las sucesiones finitas de objetos de A, in-
cluyendo la sucesién vacia .

Para cada pareja A;, B; € X4, se define
Ea(A, By) = A(;Ai,}Bj)
donde
B =1,.
Para cada pareja ¢, ¢ € Bx(A;, B;), (B}, Ci) su composicién se define por
Yopp=yPorp

Sea Pr, la clase de las composiciones og.

Para. cada sucesién A;, sean

ida, = id.g,
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e, Iy la clase que contiene los morfismos id4;, .
Es inmediato que (Mg, Iy, Pg) es una ¥j-categoria.

Para cada pareja Aicm, Bjcn se define la sucesion A; v B; por
Ay .. A By, B,

y por otra parte, para cada pareja ¢ € Ep(A;, B;), ¥ € Ea(Ck, Di) se define
el morfismo oV 1}, como el unico que hace conmutative el siguiente diagrama

(A V) — 2% (B;V D)

A C
izk k provs p 1

donde « es el isomorfismo natural.
Entonces, (X4, (V,#)) es una categoria monoidal estricta.
Sea F la inclusién de A en La, y G la aplicacion de Xp en A, definida por
GA; = ;A;.
Entonces, F' y G son funtores homogéneos con
GF ~idy, FG~idy,.

y por tanto, A y £, son equivalentes.

En virtud de este teorema en lo sucesivo se supone que toda categoria
monoidal es estricta.
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1.3. Presentacion de una Categoria

Continuando con las categorias monoidales estrictas, aquf se define su
presentacién por generadores y relaciones, y se demuestra la existencia de un
representante llamado forma normal, para cada morfismo.

Los métodos de definicién y demostracién son similares a los que se em-
plean en la teoria de grupos.

Sean (A, (-,T4)) una categorfa monoidal estricta y L una subclase de M.
Por induccién se definen las L-palabras, y para cada una se definen su mor-
fismo asociado, rango y subpalabras. Por simplicidad en vez de L-palabra se
emplea el término palabra. El morfismo asociado a la palabra a, se denota
por @, y su rango por r(a).
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Las palabras de rango uno, son los elementos de la clase L U1y, y tanto
el morfismo asociado como su 1inica subpalabra son la misma palabra.

Las palabras de rango menor 6 igual que n + 1 son las sucesiones
a,- b vy a,0b

donde a es de rango menor 6.igual que n, y b es de rango uno, ¢ viceversa;
pero en ¢l segundo caso se supone que la composicién @ o b esta definida. Sus
morfismos asociados son @- b y @ o b respectivamente, y sus subpalabras son
las mismas palabras y las subpalabras de a y b.

En lo sucesivo una palabra y su morfismo asociado se consideran idénticos.

La clase de las L-palabras se denota por W(L), y en esta se define la
relacién
a~b sii a=b  Vab

y se denota por Fr.

Proposicién 1.3.1 1. Para cade stucesidn de morfismos o, ¢, ¥, ¥, g €
LUl,,

(potp)og~ o (¢op)
tdgpop~ ¢y
p~poids si e A(A B).
idg 0idg ~ id4
(pog) (o)~ (p-9)o(y )
id4 - idp ~ ida.p
idi-p~op
P~ p-idy
Demostracidn. Inmediata.

Estas relaciones se llaman triviales y la clase que las contiene se denota
por T(L).
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2. Para cada ¢ € A(A,B)NL, ¢ € A(C,D)N L

@ -idpoids - ~idg - o p-ide
Demostracion.

(PZdDOldA ’l,[)N ((,DOZdA) (‘ldDOd))
~p
~ (idpo ) - (¢ o ide)
~idg -1 oyw-ide.
La clase que contiene estas relaciones se denota por .
3. Para cada sucesion @i<p, € L, con op; € L, y cada poreja A, B € A
Q(’idA TP idﬂ) ~ idA(Qtpi)idB
Demostracion. Por induccidn, paran = 2
idap1idp o idapaidp ~ (idap) 0 idaps) - idp

~ (idAOZdA) '] Ogog'idB
NidA-tplotpz'idB

Suponiendo su velidez paran — 1,
OidA s Pign ZdB ~ z'dA:pnz'dB [e] (_(0 lidA(P,"idB)
i<n—
~ idA(pnidB o (‘l.dA o Yy ng)
i<n—1
~1ida © iidp
i<n
La clase que contiene estas relaciones se denota por £2,.
El concepto de presentacién de una categorfa, al igual que en el caso de
la teoria de grupos, se define mediante los conceptos de base y sistema de

relaciones. Para la categoria A, un sistema de relaciones puede considerarse
como una base de la clase Hy.
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DEFINICION 1.3.2 Una base de A es una clase L C Ma con la siguiente
propiedad. Para cada morfismo o, existe una L-palabra a, con

w=a
Los morfismos de una base se llaman generadores y, si @ = @ la palabra
a se llama representante de .
Sea S una clase con la propiedad
T(L)CSCR,
En W{(L) se define la relacién ~ por
a ~ bmodS

si existe (p,g) € S, p es una subpalabra de a, y al sustituirla por ¢, se obtiene
la palabra b.

DEFINICION 1.3.3 Un sistema de L-relaciones, es una clase S con las si-
guientes propiedades. Para cada pareja (a,b) € Ry, eriste una sucesidn
aicn € W(L) con

a=a, a,=25b

a; ~ a;yy modS, Wi

DEFINICION 1.3.4 Una presentacidn de A es una pareja {L, R.), formada
por una base de A, y un sistema de L-relaciones.

El siguiente teorema de extensién muestra una aplicacién del concepto de
base. Sean A, M categorias monoidales estrictas, v (L, By} una presentacién
de A. Sea I' una aplicacién de A en M, con las propiedades

FA-B=FA.-FB, VA, B
Flp =1

Para cada morfismo ¢ € L NA(A, B), sea Fp = 7 algin morfismo del con-
junto M(FA, FB).
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Teorema 1.3.5 Eriste una extension homogénea G € (A, M) de F, si y
solo si
FR; C Rpr

Demostracion. Supdngase que existe la extensién G. Si a € FR; entonces,
existe b€ R, v

a=Gb
Por la homogeneidad y la covarianza de G, la imagen Gb es una relacién de

la clase FL, y asf
Gb € Rpy

Por tanto
FR;, C Rpp,

Ahora supéngase que la inclusion es vélida. Sea G la extensién de F,
definida como sigue. Para cada L-palabra o, la imagen Ga se define por
induccién. Si ra=1,

Ga=Fa
Supdngase que (Ga estd definida para r(a) < n. Sir(a) < n+1, por definicién,
existen b, ¢ con
a=boc & b-c
donde ambas palabras son de rango menor 6 igual que n. Entonces, se define

Ga=GboGe 6 Gb-Ge

En virtud de la inclusién F Ry, C Rgy, el funtor G esta bien definido y, por
definicién, es covariante y homogéneo.

Otra propiedad basica de las categorias con una presentacién definida,
es la existencia de una forma candnica para sus morfismos, llamada forma
normal.

Sea L una base de la categorfa A. Una forma normal de ¢ € My es un
representante
O,idAi(piidB.‘
1

donde ; € L, para cada 1.
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Teorema 1.3.6 Pare cada morfismo @ € My — Iy, eriste una forma normal.

Demostracion. Sea a € W (L} un representante de . La demostracién es por
induccién sobre el rango de la palabra a.

Si r(a) = 1, entonces ¢ € L. Por tanto
tdypidy
es una forma normal de .

Supéngase que la propiedad es vélida si, el rango de a es menor 6 igual
que 7.

Si r(a) < n + 1 entonces, existen b y c, con

w=b0T 6 b-¢

pero en ambos casos, una de las dos palabras es de rango menor 6 igual que
n, y la otra es de rango igual a uno.

Supéngase que ¢ = b - T
1L.r(b) <n,r(c)=1
Entc;nces ¢ € LU I, y, por hipdtesis
b= . Som‘idA.- Piidp,

donde 4; € L, para cada i. Sean C el codominio de ¢, y B el dominio de
id 4,1 idp,. Entonces

= ((igmidAi‘!piidBi) 0 ‘l.dB) . (i<0midc o C)
= (QidAiwgidB‘) . 'idc o] (idB . C)
= (C_)‘idAi‘!/J.-idB‘c) o (’idB rC ’id])

2.rby=1,r(c) <n
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Entonces b € L U I, y, por hipétesis
c= 0 idA‘.'l,b,;‘idEl.
i<m

donde y; € L, para cada 4. Sean B el dominio de b, y C el codominio de
ida,, Ymidp,,. Entonces

@=(b 2 idg) - (idc o idaiidg,)
= (b . ch) © (OidB - idAiT,b,'Z'dB‘.)
= (Zd[ . b . ch) o (?‘idB.Ailb.;idB‘)

Ahora supéngase que ¢ = boc

Lrib)<n,r(c)=1
Entonces ¢ € L U I vy, por hipétesis

b= ?z'dAl.w,-idBi
donde ; € L, para cada 1. Luego
0= ?'iqu,b,-idgi o (idy ¢ idi)

2rd)=1,r{c)<n
La demostracién de este caso es similar a la del caso anterior.

Teniendo en cuenta este resultado, en lo sucesivo se supone que, todo
Tepresentante de un morfismo es una forma normal.

De la demostracién del teorema 1.3.6 ademés se obtiene el siguiente pro-
cedimiento para definir una forma normal del producto de dos morfismos.
Sean

® = oida,piidp,
¥ = oidg,;idp,

Si A es el codominio de ¢, y B es el dominio de %, entonces
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p=w-3
= (?id,q o ida, cp;idgi)(?idgjquidgj o idg)
= (?ld,qldc]t,bj’l,dpy) o} (?idAi(,D,‘?;dBiidB)

= ?idAc,ﬂi’jidD,- ° ida, piidp,B-

Si oid a4, ¥iidg, es una forma normal de @, el morfismo id4,¥;idp, se llama.
renglén iésimo y se denota por ;, y el morfismo 1; se llama nicleo del renglén
y se denota por ;.
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1.4. Categorias Cuanticas

Para concluir la recopilacién de los elementos categéricos se introduce el
concepto de categoria cudntica.

Mediante el teorema de Drinfel’d, llamado construccién doble, y otro teo-
rema debido & Reshetikhin y Turaev se establece un método para definir una
clase de estas categorias.

DEFINICION 1.4.1 Una categoria cudntica es una pareja (A, Q(A)), que con-
tiene una categoria monoidal estricta y una estructure cudntica de la cate-
goria. Lo estructura

Q(A) = (x,1,.,8)
esta formada por una eplicacion * de la clase C(A,A), dos clases T, ¢ de
isomorfismos naturales, y una clase & de isomorfismos, con las siguientes
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propiedades.
Para cade pareja A, B € A, etisten

Tap €T, ta €t y ba,da€d

donde
:CABEA(A-B,B-A), tq € Aut (A)

bac Ay, A-A%), da € A(A"- A1)

y satisfacen las propiedades

IA’B.C=idB-QSA00$AB-1—dC (1.17)

TABC =TAc -tdgoidy - Tpc
LAB = LA LB OTRAOCTAR (118)

idA = ‘idA . dA o bA . ‘idA (119)

id‘qt = dA - ’idA- o idAt . bA
tatdgs 0by = idA .U obA

Debido a la iittima igualdad se dice que ¢ y & son compatibles. La. apli-
cacién * se llama dualidad, v las clases 7, ¢, & se llaman torsién, involucién
y evaluacion.

Los antecedentes del concepto de estructura cudntica son algunas propiedades
basicas del funtor dualidad, las trasposiciones 75 y las evaluaciones dp.

En particular, salvo equivalencia

(M(R), (*,Tr, Im, dR))

es una categoria cudntica.
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El propésito de asociar una estructura cudntica a una categoria monaidal
estricta es generalizar los conceptos conocidos en M como la dualidad, di-

mensién y traza.

DEFINICION 1.4.2 Sean (A, Q(A)) una categoria cudntica y ¢ € A(A, B). El
morfismo dual ¢* € A(B*, A*) es la composicidn

dB . ‘leAv O‘idB-(p’idA- O’idB- . bA
Lema 1.4.3 Para cada A€ A yypoiy € My
'l:d:t_—"id‘q-
(poy) =7 oy’

DEFINICION 1.4.4 Sean (A, Q(A) una categoria cudntica y o €End{A). La
traza try es la composicion

dA OQZTAA © ((LA o (p)idA—) (o} bA

La dimension de A es la traza de idga.

Proposicién 1.4.5 1. Para cada pareja po ), Yo
ir poth= ftr Yoy
2. Para cada pareja de endomorfismos o, 3
tr o= tr ¢ tr Y.
3. Para cada ¢ €End(Iy)

tr p=¢

Con respecto a la existencia de las categorias cudnticas, a través de la
siguiente sucesién de resultados se establece un método para definir una, por

cada objeto de la clase H (K).
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Cada élgebra Hopf de dimensién finita, implica la existencia de un dlge-
bra semitriangular que se extiende en un &lgebra Turaev, y precisamente su
categoria de representaciones se extiende en una categoria cudntica.

En los capitulos II y IV se definen otros ejemplos de categorias cuénticas
pero empleando métados topoldgicos.

Sea (A,e(A)) € H, donde e(A) = (A, ¢,s). Para cada a € A, se define
Al = pala
y, para cada R € A ® A, se definen
RBip=R®14, Res=14®R

ida ® pa(Ry2) = Rig = pa ®ida(Ry3)

donde 14 es el uno de A, y p4 es la trasposicién de A.

DEFINICION 1.4.6 Un dlgebra semitriangular es una pareja ((A, e(A)), R),
donde R € A® A es un elemento invertible con las siquientes propiedades

ida ® A(R) = R13-Ri2, A®ida(R)=Ry3- Rys

Aa=R-Aa)-R™', Va.
Los productos en A@ A y (A® A) ® A son inducidos por el producto de A.
Sea K un campo y {4, e(A)) cH (K'). Entonces A* es un dlgebra respecto
a la suma de K|, el producto A*, y su uno es . Ademaés es un algebra Hopf
respecto a la estructura
e(AT) = (m" ¢, 5°)
e'(a)la = a(la).
Sean .
A® = (A*((m")™, €, (s")7")) €H (K)
dyg CE(A*® A K), daa"@b=a*b)
ba=dy y 6a=0bs(ly).
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Teorema 1.4.7 (Construccidn Doble). Para cada dlgebra Hopf (A, e(A)) eH
(K), existe una dnica dlgebra semitriangular ((D(A),e(DA)), R), igual a
ARy A° como codlgebra, con la siguiente propiedad.

Las inclusiones
A® 14 C D(A), 14® A° C D(A)

son homomorfismos Hopf y R es la imagen de 84, bajo la inclusion de su
producto tensorial

A® A° C D(A) @k D(A).

Demostracion.[D1], [D2].

DEFINICION 1.4.8 Un digebra Turaev es una pareja ({A,e(A)), R,v), que
contiene un dlgebra semitriangular y un elemenio v del centro de A, con las
propiedades

Av=pa(R)-R-(v-v), sv=u.

Teorema 1.4.9 (Reshetikhin-Turaev) Cada dlgebra semitriangular se extiende
en un dlgebra Turaev.

Demostracion.|[RT].

Teorema 1.4.10 Parae cada dlgebra Turaev ((A,e(A)), R, v), existe una ez-
tensidn de la categoria Rep(A) en una categoria cudntica.

Demostracidn. El producto tensorial ® de la categoria Rep(A), se define por
URUV=UQRx v
¥, la accion de A sobre u @ v, se define por
a(u®@v) = iju ® cjv

donde
ACL = Z bj ® Cj.
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Con el producto tensorial de morfismos usual, {Rep(A4), ®, K) es una cat-
egoria monoidal y con la estructura que se define enseguida, por el teorema
de coherencia, se extiende en una categoria cuédntica.

Para cada pareja u, v se define

Tuwa @0 = Zq,-b@p,—a

donde
R= E 7 Qg
i

Para cada médulo V,
lya = va

La dualidad es la usual, y la accién de A sobre V* se define por

a - p(b) = p(s(a)b)

El morfismo dv es la evaluacién, y by = d},

Corolario 1.4.11 Pare cade dlgebra A €l (K), eziste una categoria cudnti-
ca.
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1.5. Grupos Cuanticos

La teoria de grupos cudnticos originalmente fué creada como método para
hallar soluciones de la ecuacién Yang-Baxter, y esta ecuacién tuve su origen
en la mecéanica estadistica.

Para concluir la unidad se define la clase de las dlgebras Hopf llamadas
grupos cudnticos, de donde por el corolario 1.4.11, se concluye la existencia
de una clase de categorias cudnticas.

En el apéndice sobre la categoria L se presenta una relacién completa de
los conceptos previos a la definicién de los grupos cudnticos, que ademés en

varios casos se encuentran vinculados a la ecuacién Yang-Baxter.

Sean L €S un algebra del tipo A, D 6 E, y a;;<» su matriz Cartan. Para
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cada mimero complejo g € C — {%1}, sea U,(L) el dlgebra Hopf definida por
los generadores

Ei',Fi,Kiil ZS'H

y las relaciones

K:K; = K;K;, K K'=1=K"K;
K.E; = ¢™E;K,, KF;=q %FK,

E.F; - FiE; = 6;(K; — K7 g~ q )™
EE;=F;F, FF;=FF si a;=0
E!E; — (q+ ¢ WEE;E,+E;E*=0 si ay=-1
FF;—(q+ ¢ WEFFi+ F;F} =0 si az=-1

La comultiplicacién A, la counidad ¢, y su antipoda s, se definen por

AL =E®14+ K, E,

AF,=F, K '+18F

AK, = K;® K;
el; =0=c¢F;
EKi=1

SE,‘ = Ki—lE,', SF:' = —F‘iK,'
SK,' = Ki—l
Teorema 1.5.1 Para cada L y q, Us(L) es un digebra Hopf.
Demostracion. La demostracién de la propiedades 1.3, 1.4 y 1.5, para los

generadores es inmediata, y la demostracion general se concluye de la homo-
geneidad de las aplicaciones. Como ejemplo se demuestra 1.5.
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(e®id)AE; = (e @id)(E; @1+ K, @ E;)
=eEi®1l+eK QF;
=E;
=Eol+ K ®ckE,
=(dee)(Ei®l+ K E)
= (id @ e)AF;

(e®id)AF, = (e ®id)(F;o K[' +1Q F)
=cF®K'+1®F
=F
=FcK '+ 1®eF;
=(dee)(FeK ' +1®F)
= (id @ €)AF,

(e ®@id)AK; = (e ® id){K: ® K;)
=eKi® K,
=K,
= K, ®ckK,
= (id®@¢)(K: ® K;)
= (id® e)AK;

Las algebras U,(L) se llaman grupos cudnticos y su notacién se debe a. la
siguiente propiedad. Eligiendo

K; =exp(—27'hH;), q=exp(—271h)

las relaciones y la estructura Hopf de U,(L), en el limite h — 0, son iguales
a las relaciones del algebra cubriente universal [/(L), y su estructura Hopf.

En [T2], teorema I1.2.5, se establece un método para definir una categoria
cudntica para cada algebra U,(L).
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Capitulo 2

Categorias de Maranas

En ésta unidad se definen las categorias de marafias orientadas y nor-
madas, y para cada una se define una presentacién.

Las demostraciones de diversos resultados dependen del teorema de ex-
tensidn de isotopia de R. Palais. Este teorema junto con los conceptos basicos

de la teoria de Morse y el teorema de Reidemeister constituyen el soporte de
la unidad.

39
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2.1. Maranas

Las marafias se definen como las clases de isotopia ambiental de ciertas
l-variedades compactas, anidadas en la variedad

=E=R2x17

Las trenzas, los enlaces y los nudos, en particular, son algunos ejemplos
de marafas.

DEFINICION 2.1.1 Sean M € C*® y L < M. La variedad L estd anidada en
M, si
oL c OM,Lth oM

DEFINICION 2.1.2 Sean M € C® y L,N < M. Una isotopia ambiental de
L en N, es una isotopia h €Is(M, M), invariante en la frontera y

ho = idpr, hyp € D{L,N)
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Ademds, si L y N son orientadas entonces hyp preserva la orientacion.

DEFINICION 2.1.3 Una subvariedad normada de M € C™ es una pareja
(L,v), donde L< M, v e CLN(L M)y

vpe Ny(L)-0, Vp
La aplicacion v se llama norma de L, y la pareja (L,v) se denota por L,,.

Dos normas de L son equivalentes si, existe una homotopia h entre ambas
y, cada aplicacién A; es una norma de L.

DEFINICION 2.1.4 Sean L,,N, < M y ¢ € Hm(L,N). La aplicacidn
conserva la norma si, lo aplicacion pp™' es una norma de N, y ademds es
equivalente a v.

DEFINICION 2.1.5 Sean M € C®, L,, N, < M y h una isotopia ambiental
de L en N. La aplicacion h es una isolopia ambiental de L, en N, si hiy
conserva la norma.

Para cada M € C, la relacién de isotopia ambiental entre sus subvarie-
dades orientadas y normadas es de equivalencia. En ambos casos la. clase de
L se denota por [L], y la notacién

L~N mod ¢

indica que ¢ es una isotopia ambiental entre L y N. Por simplicidad L y la
clase [L] se consideran idénticos.

Sea S(RR) la clase de las sucesiones reales, crecientes y finitas, incluyendo
la sucesién vacia @.

DEFINICION 2.1.6 Una orientacidn, norma de la sucesion a; € S(R) es una
sucesion w; = x1, v; € 8% respectivamente.

Para indicar que la sucesién a consta de n términos se emplea la notacién
a™, y en particular la sucesién i < n se denota por [n], 6 simplemente n.
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DEFINICION 2.1.7 Una sucesicn orientada, normada es una pareja (a, o),
donde a € S(R) y, o es una orientacidn, norma de a.

La sucesion (a, o) también se denota por a,, y las clases que contienen
las sucesiones orientadas y normadas se denotan por Q y II.

Para cada pareja o™, 4™ € S(R), sea =(a,b) la clase que contiene las
l-variedades compactas M anidadas en = con la propiedad

aM = {(a’i)oio)(bj10; 1) I i S m:j S Tb}

Para cada a,, b, € I, sea Il(a,b) la clase que contiene los objetos [L,),
donde L € Z(a,b) v

Q(afr010) = b, Q(bJ)O’I)zyJ

Analogamente para cada a,,b,, € €0, sea Q(a,b) la clase que contiene los
objetos [L], donde L € Z(a,b) es una variedad orientada con

Ve 00 = (0,0,0:), v, 01) = (0,0,w;)

para cada i, J.

DEFINICION 2.1.8 Una (a,b)-maraiia orientada, normada es un objeto de la
clase Q(a,b), 11(a, b) respectivamente.

Por simplicidad en vez de {a, b)-maraiia se emplea el término marafna. Las
clases de las marafias orientadas, normadas se denotan por Mg, M.

A continuacién se definen algunos ejemplos, pero primero se define la
sucesion de componentes de una maraiia.

Para cada representante L de una (a, b)-marafia se define la sucesién L* de
sus componentes. Sus primeros términos son las componentes que contienen
los puntos (a;, 0, 0), luego figuran las qué contienen los puntos (b;,0,1), y por
ultimo las componentes cerradas. ‘
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Marafias identidad

Para cada pareja ac(,"), b € ) se define la maraia identidad il € Q(a, b).

Si @ = b la marafia id® se denota por id,.
La componente iésima es una curva contenida en el plano zz, que une
los puntos (a;,0,0), (b;,0,1) y estd compuesta por segmentos lineales v arcos

rectos de radio (n + 1)1,

La primera componente estd definida por una de las variedades de la figu-
ra 2.1, dependiendo del orden entre a; y b,.

_ -
- L

Figura 2.1: Primera componente

Suponiendo que se ha definido la componente (d%)* la componente (id?)k+!
se define como se indica en la figura 2.2, dependiendo del orden entre Oy Qktl,

U
| lu | ‘g -~

Figura 2.2: Componentes consecutivas

La clase que contiene las marafias identidad se denota por Iq.
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Marafias Orientadas Bésicas

Para cada sucesién a®, se definen
XE € Qa,, aq)
Mt € QawB), N € Nay,0)
Uf e Q0,a-.), U; €0, a)
donde o, w son las sucesiones 1,1 y 1,-1.
Si a = [2] los representantes de las marafias X*! se definen como las
subvariedades del cilindro (2z — 3)? + 4y? = 1, como se muestra en la figu-

ra 2.3, donde ademéds se incluyen sus proyecciones sobre los planos zz, yz.
En este caso los representantes de N}, N7, U y U7 se definen en la figura 2.4.

=g

Figura 2.3: Vistas de la marafia X

S RN

Figura 2.4: Maranas N, U

Para completar la definicién se emplea la siguiente notacién. Si A ¢ R®
yrelR
A+r={{a1,a2,a5+ 1) |a € A}

TA = {(al,az,rag) | ac€ A}

Entonces, por definicién

Xo =371 (d? U Xig) + LU idfy + 2)
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NG =27EdA ung +1)

y, andlogamente se definen las otras marafias.

La clase de las marafias orientadas bésicas se denota por I'q.

Maranas Normadas Bésicas

Con las variedades de los ejemplos anteriores, para cada norma constante
se definen las marafias normadas identidad id?, y las marafias normadas

bésicas Xt1, N, y U,. Las clases que las contienen se denotan por Iy y I'yr.

Para cada r € R, sea ¢¥! la marafia llamada bucle, definida por la varie-
dad y norma, de la figura 2.5.

1

Figura 2.5: Bucle

Respecto a las demostraciones de las relaciones de marafias solo se em-
plean el método directo y el corolario del siguiente teorema de extensién de
isotopia, debido a R. Palais.

Teorema 2.1.9 Sean h € Is(M,N), y K C M un conjunto compacto, con
la propiedad

hokrom = e krom, Vi

FEntonces, eziste H € Is(N, N) que es invariante en la frontera y
Ho=id, Hhox =hix Vi.

Demostracion. [RP).
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Corolario 2.1.10 Sean M, N maraiias, K C M un conjunte compacto y
h € Is(M,Z) con las propiedades

ho = id, by € D(M, N)

heonvrunm-ky = id, Vi

Entonces, eriste H € Is(Z,Z) que es una extensién de h con
M ~ NmodH.

Demostracion. [RP].

Las condiciones de este corolario se representan en la figura 2.6.

Figura 2.6: Imagen local de M y N

Relaciones Fq

Aplicando 2.1.10, a las parejas de variedades de las figuras 2.7- 2.13 se
definen las relaciones ;<9. La clase que contiene las relaciones £, se denota

por Rg.

En el articulo [EA], con los argumentos de la demostracién del Teore-
ma 6, se obtiene un método equivalente para demostrar estas relaciones. La
diferencia es que en este articulo algunos calculos son explicitos.

Por otra parte, empleando las relaciones de la figura 2.14, y las relaciones
Q<7 se define la clase Hg,.
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Relaciones Rp

Con las variedades de las relacciones ,_4, v las normas constantes se
definen las relaciones Il;<4. Adicionalmente en la figura 2.15 se definen las
relaciones I 6. Estas relaciones también se demuestran mediante el corolario
2.1.10, y la clase que las contiene se denota por Ryp.

La utilidad de las clases Rq, Rf; y Rn se demuestra en las seccines tres
¥ cinco, de este capitulo.
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2.2. Categoria {2

La categoria de las marafias orientadas Q se define mediante las clases
Mq, Fq e In, donde la clase de las composiciones Py se define en seguida.
Ademads se definen una estructura monoidal estricta y una estructura cuanti-

ca de €.
Para cada r € R, sean S,, P; las aplicaciones definidas por
S,z = (21, 22,23 +7), Pz = (z1,%2,7" 13)

para cada terna (z1, T, 73) € R3.

DEFINICION 2.2.1 Sean L € $¥{a,b) y M € Q(b,c). La composiciin M og. L
es la clase de la variedad orientada

2"HLUM+1)
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con la orientacion inducida por las aplicaciones S\ v Py-1.

Lema 2.2.2 Lo composicion oy, estd bien definida.
Demostracion. Sean L, L' € Q(a,b) y M, M’ € Q(b, c), donde
L ~ L'mody, M~ M'modp
Sea p € Is(M o L, Z), definida por
P Pr 3 <271
peE = { Py-15108_1Px 33> 27
Entonces, por 2.1.10, ¢ se extiende en una isotopfa ambiental con la propiedad

MoL~ M oL'modp

Sea Py la clase que contiene las composiciones og, para cada terna de
sucesiones a, b, c € 0.

Teorema 2.2.3 (Mg, Iy, Pn) es una Q-categoria.
Demostracion. (1.1) En esta parte se demuestran las igualdades
Moid,= M —idyo M
donde M € Q(a,b). Para cada componente M* y J C I, se define
My={zeM|z3¢eJ}
Por principio se demuestra que, existen N ~ M y ¢ > 0, con las propiedades
Npog = Ui<m(ai, 0) x [0, €]

N[l—s,l] = U_—,‘Sﬂ(bj,O) X [1 — €, 1]

y la distancia entre las componentes de N es mayor que 2e.
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Sean M* y M' las subsucesiones de M?, con
V(ag,0,0) = (O: 01 1)

U(ah(),(]) = —(0, 0, 1)
Sean %, 9! sus parametrizaciones. Entonces, existe ¢; > 0 tal que, la distan-
cia entre las componentes de M es mayor que 2¢p, para cada ¢t € [0, ¢g], los
conjuntos
My, M,
son unitarios y
M, = UM}

Sean €; < 27'¢g, y o € C*°(I, I} una aplicacién decreciente con la propiedad

T = 1 SEE[O,Z_]Q]
=10 zele]

Para cada i, sea L' la imagen del encaje

(a:o(¥3) + (1 — o(W3))t, (L — o(ws) Wi, ¥5), i=k,l

No= (M -uM)U L

En la figura 2.16, se representa la relacién entre M v Ny. Aplicando un
procedimiento similar a las componentes Nj se obtienen N y €. La relacién
entre las componentes de Ny y NV también se muestra en esta figura.

(4. 0, 1)

N, N
¢ M No

(@,0,0}

Figura 2.16:

Para concluir se definen las isotopias

M ~ Nmod(€)
idyo N ~ Nmod(()
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Sea £ € Is(M, N) definida por

fr=4 7 N 3 z3 € e, 1 — ¢
t (L—t)ML —tNY 23<e 6 z3>1—¢

Entonces, por 2.1.10, esta isotopia se extiende en una isotopia ambiental.

Para definir {, sea o la aplicacién definida por su grafica contenida en la
figura 2.17.

21 -¢) 1

Figura 2.17T:

Entonces
Cgl‘ = (321,.'132, (1 - t):Cg + tO‘(Ia))

es una isotopia de la clase Is(id, o N, N) y, por 2.1.10 se extiende en una
isotopia ambiental.

La demostracién de la igualdad
Moid, =M
eg simjla.rT
(1.2) En esta parte se demuestra la igualdad
Lo(MoN)=(LoM)oN
Sea L o M o N la marafia definida por la variedad

3ITHLUM + 1)U (N+2)
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yoels(Lo(MoN), LoMoN), ¢ €Is((LoM)oN,LoMoN) definidas
por

P]_g—ltl' Ts S 2_1

Pl = -1
8_3—1P1+3—1t$ I3 Z 2

’Ij) 7 = P]_+3‘lt.'l',' . T3 S 2-1

v Sg—ltpl_;;—ltﬂﬂ T3 > 2-!

Entonces ¢, ¥ se extienden en isotopias ambientales, tambien por 2.1.10.

Por induccén y asociatividad en lo sucesivo la composicién oM;<, se con-
sidera definida como la clase de la variedad

TL_l W5 (M‘ +14— ].)

Para definir una estructura monoidal a continuacién se define un produc-
to entre los objetos de la clase Q.

DEFINICION 2.2.4 Sean a7, b} € Q. El producto a- 7™ es la sucesidn

al)"')a7n3b1+p1"'ibn+p

con
p=an+1-bh

0-o(a;) = ola;)
0-o(b; +p) = a(b;).

Para definir el producto de marafias primero se define el caso en que
alguno de los factores es una identidad. Para cada A C R3 y r € R se define

r+A={(r+2,3:,13) | v € A}
DEFINICION 2.2.5 Sean M € Q(ab) y ¢™ € Q. Los productos
id, - M y M-id,
son las clases de las variedades

id, U (id28+r op+r+ Mo zd‘;g”)
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37 (1, Uidee),, + 2) U (M Uideiaysr + 1)
U(id, U idZa*)]

donde r > 0 se elige de modo que las uniones son ajenas.

Las variedades de esta definicién se representan en la figura 2.18.

r—l
X

Figura 2.18:

Lema 2.2.6 Los productos id, - M, M - id, estan bien definidos.

Demostracion. Es inmediate empleando el mismo método de demostracién
de 2.2.2.

DEFINICION 2.2.7 Sean M € Qa,b) y N € Q(c,d). El producto M -q N €
Qa-c,b-d) es alguna de las composiciones

(M -idg)o(ide-N) 6 (idy- N)o (M -idy) (2.1)

Las marafias de esta definici6n se representan en la figura. 2.19.
2

Figura 2.19: Producte M g N
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Lema 2.2.8 FElproducto - esta bien definido y tiene las siguientes propiedades

id-(MoN)=(id- M)o (id- N) (2.2)
(MoN)-id= (M -id)o (N -id) (2.3)

Demostracion. De 2.2.6 se deduce que esta bien definido. La igualdad (2.1),
y las propiedades (2.2), (2.3) son inmediatas empleando el método de de-
mostracién de 2.2.2.

Lema 2.2.9 .g es un producto tensorial.

Demostracién. (1.8) Sean M € Qab), N € Qbc) y M’ € Qa't), N' €
Q') Entonces

(NoM) (NNoM)=(NoM)-Iyol, - (N o M)
=(N-ToM -I)o(I-N'oI M)
=N-ITo(M -Isol,-N)oI.M
=N-To{ly NoM -Iy)ol-M
—(N-Tol-N)o(M-ToI-M)
=N -NoM-M

{1.9) Por definicién
idy - 1dp = 1dgs

Teorema 2.2.10 (Q, (-,9)) es una categoria monoidal estricta.
Demostracion. (1.12} Por definicién
a-b=a=0-a

M-d=M=0.-M
paracadac € Q,y M € My.

(1.13) Sean M € (¥{a,b), N € Q(c,d) y L € Qe, f). Por definicién

a-(b-c)=(a-b)-c
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y por 2.2.8, 2.2.9

(M-N)-L=(MN) Ifol, L
=M -Ijol, N)-Ifol, - L
=M Iygo(INlf)olse L
=M Igpol(N-Ifol,- L)
=M Iggol(N-L)
=M-{(N-L)

Finalmente se define una estructura cuantica sobre 2.

DEFINICION 2.2.11 La sucesion dual de a, es
at=a_,
Para cada pareja a™, ™ € 2, se definen las maraiias
Xob € a-bb-a)

N, € Ya-a*0), Uge QB a-a*)

Si a, b son las sucesiones [m)], [n] sus representantes se definen en la figura 2.20.

A

Figura 2.20: Marafias Xz, Ne ¥ Us

En general
Xu=1 [1:+n] 5] X[m][n] o] Zld[:;-‘-n]
Na = Ny © 2]
Ua = idfi::] 0 Uy
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Sean

o = {Xw|a,be R}
5ﬂ:{Ug,mb|a,b€Q}

Teorema 2.2.12 (*, 7o, Ig,0q) es una estructura cudntica de €.
Demostracion. (1.17) Por induccién y 2.1.10
Kape=1dp - Xge 0 X id,
Kabe = Xo - idp 0idy - Xpe
(1.18) Por induccién y 2.1.10
tdgp = tdaidy 0 Xpg 0 Xop

(1.19) Asi mismo
idy, = 1dg Ny © Uy -1d,

ida- = ﬂaida- o ’L.da-Ua

59
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2.3. Presentacion de (2

Empleando las clases I', ¥y R como una base y un sistema de relaciones
se define una presentacién de la categoria (2.

Las demostraciones de sus respectivas propiedades se basan en el teorema
de Reidemeister y en algunos resultados bdsicos de la teoria de Morse.

Sean M una marafia orientada y ¢' una parametrizacién de M, donde
PeDU M), J=8 61

dependiendo de si la componente M* es cerrada 6 no.

DEFINIGION 2.3.1 Un punio a € M es un mdximo 6 un minimo si, eziste
una unica pareja (1,5}, y la coordenada a; es un mdzimo 6 un minimo de la
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respectiva aplicacidn coordenada o

Sea p € C(R3,R?) la aplicacién definida por
pT = (21,13), Vz

DEFINICION 2.3.2 Un punto a € M es doble si, existe un dnico punto b €
M, con la propiedad
pa = pb

DEFINICION 2.3.3 Un punto critico de M es un punto mdrimo, minimo
¢ doble.

Si a es un punto crftico de M, su coordenada az se llama valor critico de
M. Como los puntos criticos de una aplicacién de Morse son aislados, de los
siguientes lemas se concluye que, para cada marafa M, existe una marafia
N ~ M que contiene un conjunto finito de puntos criticos con valores criticos
diferentes.

La aplicacién ¢ € C*°(L™), R) se llama Morse si, sus puntos criticos son
no degenerados; esto es, si ¥'a = 0 implica que el Hessiano 1”a es de rango
m. La aplicacién ¢ € C*(L,R") se llama Morse si sus coordenadas ; son
Morse.

Lema 2.3.4 i+ € C™(L,R) es una aplicacidon Morse entonces, para cada
€ > 0, existe una aplicacidn Morse ( € C™(L,R) con los mismos puntos
criticos que Y pero con valores criticos diferentes y

¥ —Cl<e

Demostracién. Sean x; los puntos criticos de 1. Entonces, para cada z;,
existen dos vecindades U; C V; tal que, el tnico punto critico de Py, es
zi, V; es compacto y

wnV; =0, Vij

Sea ¢ € C*(L, I) definida por

_ 1 zeUl;
=30 ze M-V,
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Entonces, existen ¢, d > 0 con

"
c<| Yoyep, b levl<d
Sea ¢; una sucesién real con las propiedades

O<ey<e, c—cgd>0

| or; o F# prjt+ce; Vg
Entonces
(=v¢+> e
tiene los mismos puntos criticos que ¥, pero sus valores criticos son diferentes
entre si.

Sea £ € C=(L,R"), con L C R™. Para cada punto @ € R™, se define la
aplicacién

& € C¥(L,R™)
Lz =(6T+a -z, ,5x+a- 1)

Lema 2.3.5 Para casi toda a € R™, &, es una aplicacion Morse.

Teorema 2.3.6 Para cada marasia M, eriste una marasia M* ~ M que con-
tiene un conjunto finito de puntos criticos, los puntos dobles no son mdrimos
6 minimoes, y sus valores criticos son diferentes entre si.

Demostracion. Sean NV, € y o como en la demostracién de 2.2.3; y sea ¢ = ¢
una parametrizacion de N .

Suponiendo que ¢* € D({, N¥), se define
& e C(1,5)

§'(t) = ¢'(t) + o(t)t(a, a, )

donde ¢} es Morse y | a |< 27 %€,

En caso de que ¢* € D(S*, N*), la aplicacién & se define como .
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Entonces, por 2.3.5, cada £ es un encaje sobre =, v dependiendo del caso
gfe,l—e] 6 é_i

son aplicaciones Morse.

Sea L la marafia definida por la unién de las imagenes de los encajes &
Entonces L ~ N, y contiene un conjunto finito de maximos y minimos.

La equivalencia se deduce de 2.1.10, y las homotopias
w'+o-id-t-(a,a,a), @,

donde o' € D(I, N*) 6 D(I, N*%), respectivamente.

Luego aplicando 2.3.4, a las coordenadas de cada & se concluye la exis-
tencia de la marafia M’ ~ L.

Teorema 2.3.7 I'q es una base de Q.

Demostracién. Sean M una marafia, y M’ la que se obtiene aplicando el
teorema 2.3.6. Sean c¢; los valores criticos de M”, y sin perdida de generalidad
supdngase que existe n € N con la propiedad

G+)nt<c<in™, Wi

Entonces la interseccién de M’ y los planos z = in~!

aplicando 2.1.10, se concluye que es ortogonal.

es transversal, y

Para cada i < n, sea p;; el punto de interseccién de la componente M* y

1

el plano z = in™', y sean z,; las abscisas de estos puntos.

Sean Yis1 ¥ Aien las curvas definidas en la figura 2.21, y sean I, las
maraiias definidas por las variedades

TiU M[’(i—l]n'l,in_]'] U Ai
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Figura 2.21:

Entonces L; € Q(z(;—1,5), Zij), la composicién oL; es una forma normal de
la marafia L = ol;, y
M~
Ademas, si ¢; es un valor maximo entonces E,- es una marana. del tipo Nt
6 M~; si es un valor minimo entonces E,- es del tipo Ut 6 U™; v si es un valor
doble entonces I; es del tipe X 6 X1

Categoria de Diagramas

A continuacién se demuestra que Rgq es un sistema de relaciones respecto
I'q, como parte de la demostracién se define la categoria de diagramas A, y
se establecen algunas de sus propiedades.

Sean p € In{L, M) y a € L. El punto a se llama doble si, existe un tinico
punto b € L, con la propiedad

pa = ph.

La notacién L th L indica que, cada punto de L es simple o doble, y si a es
un puntc doble entonces, existen dos vecindades V(a), V(b) C intL con las
propiedades.

Via) NV (d) =0, PV(a) h V(s

Por simplicidad L y p(L) se consideran idénticos.
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DEFINICION 2.3.8 Considerando la notacion anterior, L™ es un n-diagrama
contenido en M si

OL COM, LhaM, L

DEFINICION 2.3.9 Sean L, M dos diagramas en N. Una isotopia ambiental
de L en M, es una isotopia h € Is(N, N) invariante en la frontera, con

ho = idwy
v ki aplica L en M.

Ademaés, si L y M son orientadas entonces hy; preserva la orientacién.

Para cada M € C, la relacién de isotopia ambiental entre sus diagramas
es de equivalencia, y la clase de L se denota por [L].

Para cada pareja a™,b" € , sea Zg(a,b) la clase que contiene los 1-
diagramas compactos M contenidos en R x [ con
M = {(a;, 0)(b;,1) | i <m,j <n}

Para cada aq, b, € (2, sea A(a,b) la clase que contiene los objetos [A],
donde M € Zo(a,b) y

V(a,,0) = (O,U(a,')), Ul;,1) = (O)w(bj))

Los objetos de A{a,b) se llaman (a, b)-diagramas. Sea M, la clase que con-
tiene los (a, b)-diagramas, para toda pareja a,b € Q.

Diagramas Identidad

Para cada pareja a,b € § se define el diagrama id®. Su representante
es la proyeccién de la marafia orientada id® sobre el plano zz. La clase que
contiene los diagramas identidad se denota por 1a.

Diagramas Baésicos

Para cada sucesién a® se definen los diagramas

Xc,il € Alag, a,)
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Ny € Alaw,8), N; € Ala_,, )
Ut e A, a_,), U; € A(D, a.)

donde ¢ y w son las sucesiones 1,1 y 1,-1.

Sus representantes son las proyecciones de las respectivas marafas orien-
tadas. La clase que contiene los diagramas bdsicos se denota por T'a.

Relaciones Ra
Empleando las proyecciones de {1 259 se definen las relaciones A;_g.
La definicién de la composicion de diagramas oa, asi como la demostracién

de que esta bien definida son similares a las de og. Sea Pa la clase que con-
tiene las composiciones de diagramas.

Teorema 2.3.10 (Ma, I, Pa) es una §2-categoria.

Demostracién. Inmediata.

El producto tensorial de diagramas -a se define con métodos similares a
los empleados con el producto de marafias.
Teorema 2.3.11 (A, (-a,0)) es una categoria monoidal estricta.

Demostracion. Inmediata.

Teorema 2.3.12 (s, Ra) es una presentactén de la categoria A.

Demeostracion. La demostracion de que T'a es una base es similar a la de-
mostracién de 2.3.7.

Para demostrar que Ra es un sistema de relaciones, sean M, M’ dos dia-
gramas equivalentes. Por 1.3.6 se puede suponer que ambos estan en posicién
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normal, respecto la base T'a.

Entonces M’ se obtiene de M, mediante una sucesién finita de isotopias
de los siguientes tipos.

1. una isotopia en la clase de los diagramas en posicién normal.
2. una isotopfa que intercambia el orden entre dos puntos criticos ().

3. una isotopia que crea $ elimina dos puntos criticos, como en las rela-
ciones p€); 259, ().

4. una isotopia en la que una componente cruza un punto critico, como
: /
en las relaciones p{Y;, (Q,).

Es inmediato que mediante isotopias del tipo 1, se obtienen diagramas
equivalentes. Por (1.3.1, 2), mediante las isotopias del tipo 2, se obtiene dia-
gramas equivalentes; y por (1.3.1, 2), (1.3.1, &) empleando las relaciones
Ra, de las isotopfas de los tipos 3 y 4, tambien se obtienen diagramas equi-
valentes. Por tanto, R es un sistema de relaciones respecto a la base [,.

La relacidn entre las categorias A y (2 se establece en el siguiente resulta-

do, debido a Reidemeister, y con él también se concluye que Ry, es un sistema
de relaciones respecto .

Teorema 2.3.13 Las marasias M, N son equivalentes si, y sélo si, ewiste
una susecién de marafias Mi<n, con las propiedades

M=M,N=M,

PM; ~ pNipymod Ra UpSQls_7, Vi

Demostracion. [KR].

Corolario 2.3.14 Rg es un sistema de relaciones respecto I'q.
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Corolario 2.3.15 (T'g, Rg) es una presentacion de la categoria §2.

Ademas de esta presentacién mediante la clase R se define otra, que
emplea la misma base.

Teorema 2.3.16 (T'g, R,) es una presentacion de la categoria Q.

Demostracion. Inmediata.



70

CAPITULO 2. CATEGORIAS DE MARANAS



2.4. CATEGORIA 11 71

2.4. Categoria II

La categoria de las marafias normadas II, se define mediante las clases
Mp, Py e Iy, donde la clase de las composiciones P se define en forma sim-
ilar a la clase F,.

En general los métodos de definicién y demostracién de esta categoria,
asi como los de sus estructuras monoidal estricta y cudntica, son similares a
los que se han empleado en la categoria §2.

DEFINICION 2.4.1 Sean M, € Il(a,b) y N, € II(b,c). La compasicion N ogs
M, es la clase de la variedad

7Y MUN+1)
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donde

phez rz <271
agr = ~1
US_1P25L‘ T3 Z 2

Empleando los mismos argumentos que en la demostracién de 2.2.2, se
concluye que la composicidn og. estd bien definida.

Lema 2.4.2 oy, estd bien definida.

Demaostracién. Idem 2.2.2,

Sea P la clase que contiene las composiciones Oabe, Para todo a, b, ¢ € I1.

Teorema 2.4.3 (Mn, It, Pri) es una II-categoria.

Demostracién. (1.1) En esta parte se demuestran las igualdades
M, oid, =M, =idyo M,

para cada M, € Ii{ab).

Aplicando el mismo método que en la demostracién de 2.2.3, se obtienen
€ >0y N, ~ M, con las siguientes propiedades

Nog = Uicm(ai, 0) x [0, ¢]

N[l—c,l] = Uan(bj: O) x [1 — €, 1]
la distancia entre las componentes de N es mayor que 2¢, y para cada i, las
normas
UNED,:J" UN[&-;,;]

son constantes.

En virtud de esta dltima condicidn, el resto de esta parte de la de-
mostracidn es idéntico a la de 2.2.3.
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(1.2) La demostracién de la igualdad
Lyo(MyoN,)=(LysoM,)oN,
es idéntica a la de 2.2.3, (1.2). Primero se define la marana normada
LyoM,oN,

Entonces empleando las isotopias definidas en la demostracién de 2.2.3, por
2.1.10, se concluyen las igualdades.
Lyo(M,oN,)=LyoM,oN,
={LxoM,)o N,

Por induccién y asociatividad la composiciéon oM<, de maraiias nor-
madas también se considera definida por la clase de la variedad

n UM +i—1)

Siguiendo la secuencia empleada en la definicién de la categoria cudntica
2, ahora se define una estructura monoidal para II. El producto de dos suce-
siones normadas se define como el producto de las sucesiones con la norma
producto, y el producte de morfismos es idéntico al producto de los morfis-
mos de §1. De hecho, los resultados 2.4.6 y 2.4.8-2.4.12 se demuestran con los
mismos argumentos que los respectivos resultados de €.

DEFINICION 2.4.4 Sean al}, b} € I1. El producto a - b'¥™ es la sucesidn
ali"-aafn:bl +P:=bn+P

donde
p=am+l_bl

o ve; = pa;

p-v(bj + p) = vb
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La subsucesién b;+p se denota por b(a), y en general, se define la susecién
{a+7), por
(a+r)i=ai+r, wla+r)=p

para cada r € R,

DEFINICION 2.4.5 Sean M, € Il{a,b) y ¢} € II. Los productos id. - M y
M -id. son las clases de las variedades
id. U (ic;l'!;EZ;Jrr op+r+ Mo idﬁg“)

37! (i U i, + 2) U (M U idetayr + 1) U (ida U i)™

donde las uniones son ajenas, eligiendo r > 0 convenientemente.

La representacién gréafica de esta definicidn, salvo por las normas, se mues-
tra en la figura 2.18.

Lema 2.4.6 Los productos id. - M y M - 1d, estan bien definidos.

Demostracidn. Idem 2.2.6.

DEFINICION 2.4.7 Sean M, € Il(a,b) y N, € M(c,d). El producto M g
N,, € {a-c,b-d) es cualguiera de las composiciones

(M -idg) o (ids - N)
{(idy - N) o {M -id,)
La figura 2.19 es una representacion grifica de las variedades de esta
definicidn.
Lema 2.4.8 El producto de marasias normadas -p estd bien definido.

Demostracidon. Idem 2.2.8.
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Lema 2.4.9 Para cadea M, N € Mp

(MoN)-id= (M-id) o (N -id)
id(M o N) = (id - M) o (id- N)

Demostracion. Idem 2.2.9.

La demostracién grafica de 2.4.8 y 2.4.9, estd representada en la figura
2.20.

Lema 2.4.10 - es un producto tensorial.

Demostracion. (1.8) Por analogia, la demostracién de la propiedad
(NoM) - (NoM)=(N-N)o(M M)

es inmediata de 2.4.9 ¥ la definicién de producto de marafias normadas.

(1.9) Por definicidn
idy - idy = idas

para cada pareja a,b.

Teorema 2.4.11 (II, (-, @) es una categoric monoidal estricta.

Demostracion. Idem 2.2.10.

Por dltimo se define una estructura cudntica de la categoria II, consideran-
do como antecedente la estructura cudntica de 2 definida en la seccién ante-
rior.

Para cada pareja de sucesiones a,b € II se definen las marafias
XE €T(a-bb a)

Ny €lfa-a,®), U,ecll(Ba-a)
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Sus representantes son las mismas variedades que definen las respectivas
marafas orientadas con las normas constantes.

Sean
= {X3 | a,b eI}

0 = {MNe,Ue | a € TI}
Teorema 2.4.12 (idy, T, I, 6n) es una estructura cudntica de I1.

Demostracion. Idem 2.2.12.
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2.5. Presentacion de I1

Con un procedimiento similar al que se ha empleado en la definicién de
la presentacién de la categoria 2, mediante las clases I'n y Ry se define una
presentacion de la categoria IL

Esta seccion propiamente es una relacién de los resultados que se han
empleado en la presentacidn de {2, que también son vdlidos para II.

Sea M, una marana normada. Para cada parametrizacién de M se de-
finen los conceptos de puntos maximos, minimos y dobles de M, como en las
definiciones 2.3.1 y 2.3.2. Claramente ninguno de estos conceptos depende de
la norma de M.
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DEFINICION 2.5.1 Un punto critico de la marefia M es un punto mdzimo,
minimo o doble.

Si a es un punto critico de la marafia M, su tercera coordenada az se
Hlama valor critico de M.

Empleando los lemas 2.3.4 y 2.3.5, se obtiene el siguiente resultado equi-
valente al teorema 2.3.6.

Teorema 2.5.2 Para cada marafia M, existe una marafia
Ny, ~ M,

que contiene un conjunto finito de puntos criticos con valores criticos dife-
rentes entre 57, y sus puntos dobles no son mdrimos n: minimos.

Demostracicn. Idem 2.3.6.

Anédlogamente al caso de £, a través de este resultado se concluye que la
clase I'm es una base de la categoria II.

Teorema 2.5.3 I'n es una base de II.

Demostracion. Esta consta de dos partes, y la primera consiste precisamente
de la demostracion de 2.3.7.

Segunda parte. Para cada ¢, se agregan los renglones L;; entre L;_1 y L;,
de manera que las normas de L; sean constante e igual a (1,0,0), pero por
otra parte

Lij=¢*, Vj
Luego, el resto de la demostracién es idéntica a la de 2.3.7.
En cuanto a la relacién entre las categorias A y II, esta se establece en

el siguiente resultado que se obtiene del teorema Reidemeister, de donde se
concluye que Ry es un sistema de relaciones respecto ',
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Teorema 2.5.4 Las maranas M, N son equivalentes si, y sdlo si, existe una
susecion de maranas M,<,, con tas propiedades

M=M,N=M,

pM; ~ pNiymodpllcg, Vi

Demostracion. [KR].

A diferencia del teorema 2.3.13, aqui las proyecciones se consideran como
morfismos de la categoria de diagramas no orientados.

Corolario 2.5.5 Ry es un sistema de relaciones respecito I'y.

Corolario 2.5.6 (I'n, Ry) e5 una presentacién de II.
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Capitulo 3

Representaciones de € y I1

En esta unidad se define una sucesién de representaciones, para cada una
de las categorias de marafias.

Dado que en ambos casos los representantes de las maranas X, son solu-

ciones de la ecuacién Y B-cudntica, en las primeras dos secciones se incluye
una breve introduecién a las ecuaciones Y B-cldsica y cudntica.

81
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3.1. Ecuacion Y B-clasica

Esta ecuacién se origind en la méecanica estadistica, precisamente en la
teoria de sistermnas integrables.

Aqui sélo se establece el método de solucién de Drinfel’d, y se concluye
con la definicién explicita de las soluciones trigonométricas correspondientes
a las algebras clésicas.

Sean L €L un &lgebra Lie simple e ¢, una base ortogonal definida me-
diante su producto Cartan. Por simplicided el producto tensorial ¢, ® ¢, se
denota por ¢,,.

Para cada vecindad V' C C del origen, sean M(V), E(V) vy R(V) las clases
de las aplicaciones r € C(V, L?®), cuyas coordenadas r,,, respecto a la base
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iy, son aplicaciones meromorfas, elipticas y racionales. Las compaosiciones
exp(p), ¢ € R(V) se llaman aplicaciones trigonométricas y la clase que las
contiene se denota por T(V). En particular, si r € M(V) el conjunto de sus
polos se denota por I'{r).

Para cada algebra A con uno, con la propiedad L < A, por ejemplo para
A = U(L), se definen las aplicaciones p* € L(L?®, A3®) por

pPa®b = a®b®R1,4
pPa@b = a®1,4Q5b
pPa®b = 1,®@a®b
Aqui el paréntesis de A%® es una extension de [ |4, y se define por
[I) y] = ®[mi: yi]A
En general, para cada r € M (V) se definen las aplicaciones
™ = plr

DEFINICION 3.1.1 Sea V C C una vecindad del origen. Una solucidn de la
ecuacidn Y B-cldsica es una aplicacion r € M(V), con la propiedad

[F2(w), rB(u + v)] + [F2(n), rB(0)] + [3(u + v), rB(v)] =0
pare cada w,v,u+veV.

La igualdad en esta definicién se llama ecuacién Y B-clasica, asociada a
(V, L, A), y sus soluciones usualmente se llaman soluciones clasicas.

En la biisqueda de soluciones clésicas explicitas las soluciones no degen-
eradas constituyen una clase sumamente accesible.

DEFINICION 3.1.2 Las soluciones cldsicas v, s son equivalentes si, existe una
aplicacion ¢ € C(V,(AutL)?®) con la propiedad

T = (§
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DEFINICION 3.1.3 Una solucidn cldsica r es, no degenerada si

detr,, # 0

Aunque la ecuacidén cldsica se define en una vecindad, una conveniencia
de las soluciones no degeneradas es que se extienden a C, y dependiendo de
su grupo de polos pertenecen a una de las clases E(C), R(C) é T(C).

Teorema 3.1.4 Sir es una solucidn no degenerada entonces, eriste una ex-
tension a C, con polos simples y, T'(r) es un subgrupo discreto de (C,+), de
rango 0, I 6 2. Ademds

ranl'(r) = 0= r e R(C)
ranl'(r) =1= reT(C)
ranl(r) =2= re E(C)

En lo sucesivo toda solucién clésica se considera no degenerada.

Teorema 3.1.5 Para cada L, existe una solucidn eliptica sii, existe n € N
con

L ~sl(n).
El articulo [AB] muestra todas las soluciones elipticas.

A diferencia del caso eliptico, la existencia de soluciones trigonométricas
depende del grupo Dynkin de L. Especificamente, para cada automorfismo
Dynkin, existe una solucién que depende de su automorfismo Coxeter asoci-
ado.

En seguida se establecen los puntos basicos de este método y como con-
clusidn se muestran las soluciones correspondientes a las dlgebras clésices.

Sean ¢ € Dyn(L) y ¢, su clase respecto el lema A.23, del apéndice sobre
la categoria L.
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DEFINICION 3.1.6 Un automorfismo c € ¢, es Coxeler si

Lf={a€ L]|ca=0}

es un digebra y, ¢ es el automorfismo de menor orden con ésta propiedad.

Lema 3.1.7 Para cada o € Dyn(L), eziste un automorfismo Cozeter c, y es

inico salvo conjugacién respecto Int(L).

El orden de ¢ se llama indice Coxeter de (L, @), y se denota, por he.

A través del sistema de generadores Weyl de L se define un automorfismo

Coxeter como sigue. Sean e, f;, h; el sistema de generadores Weyl de L, y

w = exp(2mih; ). Entonces, el morfismo ¢ definido por
cei = wegi, cfi=w fu

Chizzhm

es un automorfismo Coxeter. En este caso ¢ se considera como una per-

mutacién de los subindices de los generadores.

Para las &lgebras clasicas, por el lema A.23, existen siete casos y los
resultados correspondientes se muestran en la siguiente tabla.

L he cx T
Al n+1 | T2T71 [ 0Hdg(lwt w2, ... wi™)
AZ ldn+2 | —Ta*'T 1| Sdg(L,&,...,6), €= -w
A%n+1 dn +2 | —T2'T1 | Sdg(L,€,... ,en 2 en -l gn-t en 6070 €=—u
B} 2n TzT-! | w? 0 dg(1,w ™t w2, ... W™
C. n TzT 1 [dg(l,w 1w . ™1
DI [2n—2] ToT71 [dg(l,wt,w® . W w™ w2 ])

D2 on T2T 1 [ dg(w w2, .., w " rw

=-I-n

yon

W

1—2n)

La matriz 7 estd definida por
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Para definir una solucién trigonométrica asociada a la pareja ((L, o), c),
se emplea la siguiente descomposicién de L, muy similar a la que se emplea

para definir sus raices.

Sean
Li={ae L] ca=u'a}

L} = {a € L|adsz = ax)a, ¥z € Lo, a € L}

Entonces

L=@oL, ichdZ
Li = @apol?, diml® <1

Lema 3.1.8 Sea t = 3 i,,. Entonces
c®c(t)=t

Por tanto
ted(Li®Li1), i€hZ

Sea. t; la proyeccién de t sobre el sumando iésimo. Sean II; el conjunto de
raices simples de Ly, y ;e € LT con la propiedad

Lig " T, = 1

Sean
9 = Z e(a)zoa ® 20,-a
aglly
Y
£ € A(C, L)
definida por

h-1
fx=ro—t+2(1 -2yt

donde e{a) es el signo de la raiz a.
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Teorema 3.1.9 La aplicacién r € R(C, [?9®)
ru = ()

es una solucion cldsica.

Para definir explicitamente esta solucién se emplean las siguientes reali-
zaciones de las dlgebras clasicas.

sl(n) = {M € gl (C) | trtM =0}
o{n) = {M €sl(n) | M = —S'MS}
sp(n) = {M €5l(2n) | M = —(B~1)*M B}
donde las matrices S y B se han definido en 1.1.6,7.

Los automorfismos de orden dos, para sl(n) y o(2r) son

or = =525
y
oz =TzT™?!
donde
( 1
1
01
T = 10
1
\ .

Para las dlgebras de los tipos

1 1 1 1 2 2 2
Am Bm Cn’ Drn A A2n—1v Dn+1

2ny

se emplean los subindices

a)IBSN7 al=N+1_a
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donde
N=n+12n+12n2n,2n+1,2n, 2n+2

respectivamente.
Sean e; la base canénica de C¥, y Ef el operador definido por
Efepg=en (i,5) = (p,q)
Ejepg=0 (i,5) # (9,9)
Con estas consideraciones se obtienen las siguientes soluciones.
Para AL:

-2yl =(1-2)) (B - NN +2> +2) El:

a<f a>f

Para B}, Cl y D.:

(1 - ‘(E) (1 - T Z( mua - aa’) + 2(2 +z Z)(Eﬁa - EaEﬁEaa )

o>B
donde
Ea=1 1<a<n

Exa=—-1 n+1<a<2n

para Cl, y £, = 1 en los otros casos.

Para Agm A%ﬂ—].:
(1 —z*)r(z) = (1 + z)? Z (1-2z) ZE:G’ 4xN~'T

+2(1 + I)(Z +z Z)E‘gg

a<f a>f3
+2(1 — z)(— Z +z Z)Eff,'
a<f a>f
Para D2 _,:

(1-ar(e) = (1+2%) > FE2X-EW

oo’
a¥n+1n+2
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+2I(En+1,n+1 - En+2,n+2 )2®

o8t S+t Y WEN-EX

a<f a>f
a,f#Fn+lnt2 a,f#n+1,n+2
B’ af s
Hibe)( Do w3 )EG - B+ ERl - Eg)
a<n+l a>n+2

B=n-+1,n+2 B=n+1n42

+1-2)( Y. -z > )Ehy - BY - Eys + E5L)

a<n+l a>n+2
A=n+1n+2 f=n+1n+2

La referencia general de los conceptos y resultados de esta seccién es [BD],
y otra referencia con resultados similares es [VB].
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3.2. Ecuacidn Y B-cuantica

El vinico objetivo en esta seccidn es establecer la existencia de las cuanti-
zaciones de las soluciones cldsicas definidas en la seccién anterior.

Sean V E]E (C) y B C C una vecindad del origen. Para cada aplicacidn
r € M(B,EndV?®), se definen

T12 = T ® tdy
T13 = idv ® pvTi2

T3 =idy ® T

DEFINICION 3.2.1 Una solucidn de la ecuacidn Y B-cudntica es una apli-
cacion r € M(B,EndV?®®), con la propiedad
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ria{u)ria(u + v)raz(v) = ros(v)ris(u + v)riz(w) (3.1)

para cada u,v,u+ v € B.

La igualdad en esta definicién se llama ecuacién Y B-cuéntica, asociada
a (V, B), y sus soluciones usualmente se [laman soluciones cudnticas.

Por su semejanza con las relaciones Uy y Tl4, puede considerarse como
su representacién algebrdica pero propiamente constituye un método para
hallar representantes de las marafias X.

EJEMPLOS 3.2.2 Sean V = C? y 5,0 € C. Las siguientes aplicaciones son
soluciones cudnticas, asociadas a (V,C).

1.
sen{n + u) 0 0 0
= 0 sen(u) sen(n) 0
0 sen(n) sen(u) 0
0 0 0  sen(n+u)
2.
(14z) 0 0 0
- 0 u 1 0
0 1 u 0
0 0 0 (14w
3.
au 0 0 O
S 0 bu cu O
0 cu bu O
d 0 0 au
donde

au = o(n)do(u)6:1(n + u)
bu = Go(m)f1(u)bo(n + )
cu = 61(n)fo(u)o(n + u)
du = 01(n)61 (w)6:1(n + u)
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fou = MI°°(1 — 202 () og90y + (1 - o)

fru = 205 senmull®(1 — 20 cos2mu + ¢°n)(1 — g™)

Como una generalizacion de las solucidénes clasicas se define el concepto
de solucidn semiclésica.

DEFINICION 3.2.3 Una solucidn semicldsica de la ecuacion Y B-cudntica, es
una solucion cudntica R € M(B,EndV?®) con la siguiente propiedad.

Eziste una extension R € M(B x C,EndV?®) y una vecindad del origen D,
.. donde

R(u, h) = k(idyse + hr(u) + iA,- (w)hi) (3.2)

con
Ai(u) € EndZ®, Vi

y, para cade h € D
Ri(n) = R(u, h)

es una solucion cudntica.

La aplicacion r se llama limite cldsico de la solucién R, y el complejo &
se llama constante Planck.

Proposicién 3.2.4 Las soluciones de 3.2.2 son semicldsicas.

Demostracidn. [J2].

El término semicldsica de la definicidn 3.2.3 se debe a la siguiente propiedad
de la aplicacidn r.

Proposicién 3.2.5 El limite de una solucidn semicldsica, es una solucion
cldsica.




94 CAPITULO 3. REPRESENTACIONES DEQ Y II

Demostracién. Sustituyendo 3.2 en 3.1, y derivando dos veces respecto a h,
al evaluar en cero, se obtiene la ecuacion clasica.

La relacién entre las soluciones cldsicas y semicldsicas se explica mediante
el concepto de cuantizacidn, y se ejemplifica con las soluciones de la seccién
anterior.

DEFINICION 3.2.6 Una representacidn de L € L, es una pareja (V, ¢) con
VeE(C) y o< E(L,AutV)

DEFINICION 3.2.7 Sean R una solucidn semicldsica sobre la pareja (V, B), y
r su limite cldsico. R es una cuantizacion de r si, existe una solucidn cldsica
s € M(B), para alguna vecindad B, y una representacion p € E(L, AutV)
con la propiedad

e®o(s)=r

Teorema 3.2.8 Para cada solucidn de 8.1.9, existe una cuantizacidn R.

Para Al:
R(z) = (z— k)Y B +kz-1)) ER~# -1 +a S ES

a<f a>f

Para B, C1, DL A2 AL ..
R(z)=(z - k) (z~ &) > B2 +k(z—1)(z -¢)

aFa’
S B 0= e - % +o X)E

a#f 4 a<f a>f

ai#f a#G

+ Z aag Eﬁﬁ’
donde

(Kz — &)z - 1) a=Batd
ke - &)z — 1)+ (€ - )& — 1)z o=d=p

98(T) =Y (B~ ) (eatpth™P(o — 1) —bop(z —€)) o< g
( — 1)2(catsth®P(z — 1) — bup(z— &) > 4
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Para B}, C, DL, A2 ,6 A2

2n> “12n-1°

f — k2n~1, k2n+2, an—Z’ _k2n+1’ __k2-n

para C}
_ Ja-2"" 1<a<n
“Tl a+2t ntl<a<m

y en los otros casos

a+2! 1<a<21(N+1)
=4 « a=2"1N+1)
a—-2"1" 27N+ <a<N

2
Para Dy,

R(z) = (= - k) (2* - %) Y B

aFn+1,n+2

+h(e? —1)(=* - &) Y. B - (K -1 -2
, a#B,0'
a O P#n+ln42

(> +* Y EEL

a<fatf’ a>6,07#p
a,f#n+1 n+2 ad#n+1,n+2

27N - D -+ Y 4z Y WES+ESE)

a<n+l a>n42
f=n+1,n+2 B=n+1n+2

He-D( > 4r Y NESG+EL)
a<n+tl a>nt2
A=n+1,n+2 B=n+1n+2

+ Z aag(z)Eg,‘g:

a,f7#En+1n+2
+270 Y, (LNED + Byg) + b5 (e)ED, + E5P)
a>n+l
B=n+1,n+2

+ ) (@) B + ¢ (2) B2 + d¥ (2)BZS + d™ (2) EEY)

donde, para @, 3 #n+1,n+2
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(K — 1)k P(2? —1) — bop(z® - %))  a<f

{(k“ )22 — 1) a=8
aQB
(k2 — 1)22(€2k7P(2® — 1) — bu(a? — £2)) a > 8

b () = { k“"”(kﬁ D2 -1z +€) a<n+l
Rk = 1)@ - Dz £ €) a>n+1

c*(x) = £271 (K = D) + Dz F 1z £ £) + k(z® - 1)(«® - &)

df(z) = £27 1K - D)+ VDx(z £ 1)(z 2 §)
E=k"y

a= n+§ a=n+1n+2

a+l a<n+1
a—1 a>n+2

Demostracion. [J1].
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3.3. Operadores Completos

A través de este concepto se precisan las propiedades de los representantes
de las maranas X, necesarias en las representaciones de las categorias Q y I
que se definen en las siguientes secciones.

Los dos ejemplos de operadores completos que se tratan en la seccién
se definen mediante las soluciones cuénticas correspondientes a las dlgebras
clésicas A} y B}

Sean A un anillo conmutativo con uno, V €M (A), v v; una base de V.

Los productos v; ® v; se denotan por v;;, y los productos v; ® v, v ® v; se

denotan por v;j., vi.; respectivamente.
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Sea h € EndV?® con
hv.;j = Z hfjvk;

La traza parcial treh se define por
trohv; = Z(Z hfj)vk
k7
Sus morfismos semiduales
Rt e M(V*V,V'V), R e M(VV*, VV?)

se definen por

kl
Uk*] Z h'jvirl

2 kl
A i = E h,‘jvkjt

(htl):d — ht — (h:Z)zl

Entonces

DEFINICION 3.3.1 Un operador cudntico es un morfismo R € AutV?®, con
le propiedad
Rly o IyRo Rly = IyRo RIy o IyR (3.3)

Proposicién 3.3.2 Sean Ay = Z[g,q7"] y V™ € F(A), m > 1. Entonces

:—qZE“ SN Ef 4+t -9 ) EY

i) i<j

es un operador cudniico.

Demostracién. En 29, si kK = ¢ entonces

R, = ¢"'R(0)

Es inmediato que R2 = Iz ~ (g — ¢"!)R,, y por tanto
Ry~ R'=(¢" - )n (34)

R;l — _q—lz Z EJ' q.,l) ZE‘J

ity i>j
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Sea V(™) ¢ F(A;), m > 1 donde

[ Zlg,q7Y] m e 2%
YTl ZI¢ e me2Z+1

Para cada ¢ < m, sean
{=m+1-—1i

i—27y 1<4<27 (m+1)
i=4 i i=2"Ym+1)
i+27w 27 m+1)<i<m

1 1<i<2imt)
Yol —r 27Ym+ 1) <i<m

o 1 meZ
Tl -1 me22Z+1

Proposiciéon 3.3.3

Ry=q) Ei+) Ei+ Y Ej+q'> Ei

54 =t/ i#j g itil
+a—a7) D (B - eiesa B
i<y

es un operador cudntica.

Demostracion. En 29, si k = g entonces

R, = q"'R(0)

El inverso de R, esta dado por

R zq—leg§+ZE§§+ Z E{f+qZE§f"

kil o 5.5 iif

99
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g™ - a) Y (B - eie;q 7B

i>j
Entonces

Ro— R ' =(g—q") D (B - cie;d 7 EL)
i7

El apéndice sobre R-matrices funcionales contiene una demostracién di-
recta de que R, es un operador cuéntico.

DEFINICION 3.3.4 Un operador cudntico completo es una terna ((R, p, (e, 8))
formada por un operador cudntico R, un morfismo u € Aut(V), y dos
unidades o, 8 € A*, con las siguientes propiedades

Rou*® =14®oR

tro(R ol -y =0o*t- 8.1

Por simplicidad, en vez de operador cudntico completo se dice operador
completo, y la terna se identifica con R. Si i es semisimple se obtiene la
siguiente caracterizacion de R.

Lema 3.3.5 Sean R un operador cudntico, o y 8 dos unidades de A, y
B € AutV con

BU; = pivi, 5 € A*

Entonces (R, u, («, 3)) es un operador completo si, y sélo si

(Hapj — prpr) REf = © (3.5)
Z(Rﬂ)f}m = o' By (3.6)

Demostracion. Inmediata.
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Proposicién 3.3.6
(Rt (g™ 1)), =g}
es un operador completo.

Demostracién. De la definicidn

—q i=j=k=|

ki 1 i=l#k=3

(Ru)ij_ ¢l l—q i=k<j=1
0 otros

3.5 es inmediato pues, si (R,,)¥ # 0 entonces
ety — ey =0
3.6 es equivalente a
SRS = g,
Si i 3 k ambos términos son iguales a cero y, si 1 = k entonces
DRI = ()T (g =) ) T =

La demostracién para R_' es similar, y se basa en la igualdad 3.4.

Proposicién 3.3.7
(Ru;#, (_qu"‘“’ 1))’ i = _Vq27—m—1
es un operador completo.

Demostracion. De las igualdades

gigy =—Vv, i+i=m+1
se obtiene
0 1>
e i=j#i
(R,,):j- =41 t=gj=1
7-q i=<j A

(2—a N1 +vg® ™) i<j=4
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Luego, (R,,) # 0 implica que
iy ={ki} 6 j=1 y L=F
6 ambas.
3.5 es inmediate pues, si (R,)}; # 0 entonces

pipty — paepr =0

3.6 es equivalente a
Z(R JJ 2] m— 1=qm+u

y su demostracién es por casos

Sii> 4, entonces i > 27{m + 1)

Z(R )_;lz_'lq2_7 m—1 q2i—m+u + (q _ q-l) Z q2j—m—1+u - qm+u

J J>i

Sii =1, entonces i = 27'(m + 1), m es impar y v = —1. Luego

D RYHT =14 (g g )Y P!

i>i
=1+(g—-q ")) g ™2

i
=1+4(g-q¢Y) Y ¥ l=g""

a<m—i

Si¢ < ¢, entonces 1 < 27 (m + 1)

Z(R )JJ 2j-m-1 _ q_q2T~m—1 (q _ )(z—{-qu'_m— )

’
21m1+§:q_ 2]m1

F>i g

=@ (@ —g )Y ¢ (g ¢7Y)
F>i

y de esta expresidn existen dos casos.
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Si m es impar, v = —1
Zaijqz;_m_l — q2i+1~m + (q _ q—l)(qZ(i+1)km+
+q2(i+2)~m+.__+q—1+q+q3+_”+qm_2) = gt
Simes par,v =1

Z(R JJ 2_7 m-1 qu—l—m+(q_q—1)(q2i—m+

+q2i+2~m+._.+q—2+q0+q2+“.+qm)=qm+1
Para demostrar que R;! también tiene esta propiedad, sea ¢ € AutA,

Entonces

Por tanto

Y (BT =N w(RY
= S (B
= ¢ S (R

m+v m-v

= ¥q =vq

El siguiente par de propiedades de los operadores R, y R, son de especial
interés debido a que representan las relaciones (s 7 y Iy 5.

Lema 3.3.8
(PRZY)" 0 Iy~ - po (Rup)™ = Ivevp.

Demostracién. Por simplicidad R, se denota por R. Por definicién

(Rp Viej = Z R kvktl

y considerando 3.4

(pR U:r] = Z Rijvk*l + Z pk_—,vktl
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Ahora se procede por casos.

Sii# j, entonces py; = 0y

Por tanto

(BR)™ ol - po(Rp) vies =Y Rl Y Rifvea,
ki s

- Ers ZH r! .UzUr.s
= HjVisj
= (I : P')'Ui-j
Sii=j,entoncesplt =1y
REA£0,i<I=k; RE#0, k=1<i

Por tanto

(p‘R_l)“1 of- K O Uui = Z Rt]

j2i

(Z kjvktk‘i" 9—q ka-k

=D RIm(—a v+ (@ - ¢ Y vewt)

j=i k>j
= pivini + (g — Gl_l)[Z(qﬂ’"m_2 — ™ Ukk
k>i
+ Z(q2k—m—2 _ q2k—m) Z 'thj]
k>i ik

= piviei = (Jvev + 1)V,



3.3. OPERADORES COMPLETOS 105

pues como se demuestra a continuacidn, la suma entre los paréntesis cuadra-
dos es igual a cero.
[( 2i—m __ 21 m)Ui+1n‘+1
Z-m2 %
(g%t T Migaeirs + (g Viguit2
2-mtd _ 2 2%i- 2i—m+2 i—m+2 _ 2i-
(q i—m+ i— m)vi+3-i+3 4 (q i-m q i—mt )'Ui+3-i+3 + (q21 m+2 __ q i MH)U1'+3...‘+3

2i—-m 2i-m+2
—q )

(qm—Z _ q2: m)vm*m + (q2i—m _ qu—m+2)Umm + (q2i—m—2 _ qzi_mH)Um*m +...+
(@™ = ") Umam]| = 0

Es obvio que los términos de la primera columna corresponden al primer
sumando.

Lema 3.3.9 Sez @ € M(V*, V), con

2-1.37

Vi = €49 L
Entonces
1. to(Ryoly - (a*a™)) = (trz(R; o Iy - {a*a™'))) !
2. Iy-ao(pRf"Y)*?0a™!. Iyop= RI.

Demaostracidn. Por simplicidad el operador R, se denota por R.

1. Es inmediato que

-1_3
a'v,—, = E;‘q2 * Uy

_ r_a—1
(24 I‘U,'_=€|'rq" 2 Uirn

a*aly; = -—uqﬂ""'lv,-
Por otra parte
Roly - (a*a Yu; = Ruy(—vg¥ ™ 1))
= z —qu‘?_m_]Rf;Ukl
Kl
Por tanto

tre( Ro Iy{a*a™t Z(Z —yg¥-m-1 gM 3 )k
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Entonces, de la demostracién de 3.3.7,
tl‘g(R o IV . (Q‘C!_l))t).' = —qu+y'v,;
y anglogamente

tra(R7 o Iy - (e ))ui = —vg ™ v

2. Sea

G=Iy-ao (pR)*2 o Iva™! o puy;

= E 151’51‘1 'UH'

A continuacién se demuestra por casos la igualdad @ = R™'w;;.

Sii=j =1, entonces

R¥={ g—q ' k=1>1
0 otros
1 o k=1=3
(R = (g— ¢ Neewd™ K=Ii<i
0 otros

Por tanto

Q=coaid va+(g-a7)D_ everg Fuw

k>t
=v+(g—q ") ZE:"Ekqi_k'Ukk'
k>1
= R_IU,’J'
Sii=j #1, entonces
1 (k1) = (i,1)

R —{

q
0
R—lkl { - kl—(ZZ)

otros

otros
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Por tanto

-1 i-i
~Q=q EvEiq Vi

=q vy
= R_I’U,‘j
Sii < j =14, entonces
q k=l=1{
RE={0 g—q' k=I>14
0 otros
q (k, 1) = (¢,7)
(RYE =49 q-q" i<k=Ll
0 otros

Por tanto

Q= geverq “vei+ (g — 7)) cveng T v

k>:

= QUi + Q —-q E 51Ek’q vkk‘
k>i’

_ p-1

=R Vij

Sii < j#47, entonces

Por tanto

""I
.-!

Q - 51’51‘(] UU

— Uij
= R_I'Uij
Sii' = 7 < 1, entonces
q i k=1=1
Rk _ (=g DH1+vg® ™) k=Il=1
v g—q! k=1>1
0 k=144
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q _ BD=("9)

(R = (7 —q) + (g — g Neewg™ (k1) = (4,7
N (¢ — g Neewg™ k> l=k

0 ki l=k

Por tanto

Q = gevenq v+ (g — a1+ 06" ™ Neved v+
(g—q7") Zai’gkqf-k’vkk’
k>i'
[
= quii + (g — ¢ (1 — g™ ™ vy
+(g—q™) Zfi’fkq{_kak’
k>’
ki

-1
= R ’U,;j

Sii # j < 1, entonces

’ 1 (kD) =0,7)
Rif =1 (¢ —qesed™ (k1) = (3,5
0 otros
g —q (k1)={(i,7)
(R =41 (k,0) = (4,9)

0 otros

Por tanto

Q =everq v+ (371 — q)evepq Iy
=vi+ (g7 — q)vy
= R_I'U,;j

La demostracion de
Iv-ao(pR)?cly-alop=R

es similar.
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3.4. Representaciéon de Q2

Empleando el operador cudntico R, como representante de la marafa X,
para cada médulo V E]lF)' (Ap) se define una representacién de Q sobre la
categoria Yyy-y. Como puede advertirse, la eleccién de los representantes de
los otros generadores es meramente intuitiva.

Sin perdida de generalidad, en lo que resta del articulo, se supone que los
generadores de (1 v Il estan definidos mediante la sucesién 1,2. Adema&s se
supone que cada sucesién orientada é narmada con n términos es igual a la
sucesion natural 1,2,...,n.

Sean A un anillo conmutativo con uno, y v;, w; algunas bases de los
moédulos V, W €F (A). Para cada o € M{W, V) se definen los homomorfismos
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& e M(WV* A), dw- v=vlow)
& EM(AWV), 41=) wi-ow
Sean R € AutV®®, y
beEM(AW V), bl=) bjwu;
b S M(A, V. W), bl = Zgij'l}ju}i

de M(V - W, A), d’U,‘UJj = d-gj
de M(W -V, A), duw; =dy

Sea F' € C(Q U T, Zv,w)) la aplicacién definida por
Fa{” = @Fa,
Fa; =V ocag;=1
Fa =W oa;=-1
FUt U, NN, X =0,b,d,d, R
Lema 3.4.1 FEziste una extension F' € ®(Q, Evw} 51, y sdlo st

1. Ezisten dos isomorfismos a € M(W* V), 8 € M(V*, W) con las
propiedades

b=a,b=08,d=a"1,d= "1
2. (R,p=pa"1,(1,1)) es un operador completo.
3. (pR—l)tl o IV ‘o (Rp)-l — IV‘ -

Demostrecion. Por 1.3.5, es suficiente demostrar que las relaciones F Rg son
equivalentes a las condiciones 1, 2 y 3.

FQ1: dIvofvb=Iv

es equivalente a d;bjx = 1, y asi

Oy = E bi;jv;
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es un isomorfismo. Por definicién

b=a& d=a!

FQli R[Wofwz—_—fw

es equivalente a d;;b;, = 1, v asi

B = Zgijwj

es un isomorfismo. Por definicién
b=3, d=p"
Con F§2 se obtienen los mismos resultados.
FQi: RR =1, RR7' =12
FQu: RIvolyRoRIy =IyRoRlyoIyR
FQs: Iydo R¥ Iy o Iyb=1Iy

es equivalente a
t(R oIy -p) = Iy

y su demostracién para R se basa en las siguientes igualdades.

Ivdo RIV o Ivgvg = Ivdo Rfv‘l)" Zgjkvjwk
ik
=Tvd > Bi(Y | Rifvrs)wi
ik
=> b R davr)
ik rs ’
= Z(Zgjkdskm;)vr

-
Roly - pv; = Ry > pajve
= zk: .u:j > R,
= Z(g ki B¢ Yo
o
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tro(Ro Iy - ) Z}Ej}j#@ i)
O S
r 3 k 3
= (3 brsds R
ri ks

FQg : Iwvdo IwRIw o blyw o dlvwy o IwR ™ Iy o Iwyp = Iy

es equivalente a 3.
vad Q IwRIw Led bfywvlij

= Iwvdo Iy Rlw Z Briwy viviw;
= Iyvd Z briwi Z R v Jw;
= Zbk, Z RPuiv,dy;

= Z Z ;ch *biidsjwivr

a*Iy opo (Rp)*2 o (Iy-a~")vw;
= oIy opo (Rp)*2y; Z dyjVse
=a*ly OpZ dog Z Rifvn.
=a'ly Z Z d; R Vter

= Z Z do B! Z briwiv,
=2§@mmw

Anédlogamente
dlvw o IwR 1w o Iyvp

=a'lyopo(Rp)®opoflly
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Por tanto
a*Iy epo (Rp)? o (Iwa ") o Iyv@
o(pR™")? e g7y = Iwv
Pero
(IWa_l)" o IV,B = [Vt.l,’,*
h
po(a")_1 slyofB-Iyop=Iy.u'
Luego
(Rp)**(Iy-ps)* (PR71) = (v~ - )"
)7

(pPR™")" o Iypo (Rp)* = Iy-ps

F{); también es equivalente a 4.
FQgs : Iyedo Iyzydlw o Iy2RIwz2 o Iyblywe o by = dly: o Iwdlywe

OIszIWq o Iwzvg (=2 Iwzg

es equivalente a

Ro‘u,2=‘u,20R

Aplicando el término de la izquierda, de F§lg, a w;; resulta

Z Z Z bquklR;{ Jldfjwkp

ra  pg

¥, por otra parte
po anZ o Rt o (a—l)t2 olx‘-)ij

=poa" oR‘Zd,,v,.st.vs.
—poa*QZd,-_,d Z R

=p> Zd”d R mew,,Zbk,wk
=ZZwabu ey

rs gl pk
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Por tanto, el morfismo de la izquierda es igual a
po a?o R*o (a_l)*z op
y, andlogamente, el de la derecha es igual a

pefBfoR o (8 ) 20p

poa®oR o(a)Pop=pofoR o (f ) ep
R o(a)2o (7)) = (@) o fo R
PEoR=Rou
FQ)y también es equivalente a esta tiltima igualdad.

Por tanto F'Q4559 son equivalentes a 2, F(; 2 son equivalentes a 1, y
FQg¢.7 son equivalentes a 3.

Sean V(™ F (Ao) y b, b, d, d, F,, definidas como sigue.

bl = Z Vi, Bl = Zqzi_m_lvm
dvije = i, dija = ¢ TGy
Fa, = @Fq
Fa;=V oga;,=1
Fa,=V" ogag;=-1
rut Ut Nt N, XE = b, b, d, d, R

Teorema 3.4.2 Eriste una extension F,, € ®(Q, Evyvy), de F.

Demostracidn. Sean a = Iy, f = p* con

2i-m—1

BUi=gq

Entonces R, y («, ) satisfacen 1-8 del lema 3.4.1, por 3.3.6 y 3.3.8.
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3.5. Representacion de II

Con un procedimiento similar al que se emplea en la seccién anterior se
define una sucesién de representaciones G, , de la categoria II.

A diferencia de las representaciones de (2, estas se definen sobre diferentes
categorias dependiendo de la paridad del subindice n.

Sean A un anillo conmutativo con uno, V eF (A) y, v; una base de V.
Sean R € Aut(V2®) y
beM(A,V™®), bl=> byvy
d e M(V*®, A), dv;=d;
Sea G € C(I1UTI'y, Zy) la aplicacién definida por
Ga™ = ym®
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GU,N, X* =b,d, R*
Lema 3.5.1 Eziste una extension G € ®(IL, Xv) si, y sdlo si
1. Egiste un isomorfismo o € M(V*, V) con

b=&, d=a"

2. R'=1Iy -aoc(@R™)2oly -alop
3. R es un operador cudntico.

4. trp(Ro(ly - {a"a™)) = (trz( R o (Iy - a*a™1))) ™!

Demostracion. Por el lema 1.3.5, es suficiente demostrar que las relaciones
G'Ry son equivalentes a las condiciones 1-4.
GHl, ].-[2:
d'IVoIV'bZIV
IV'dOb‘IV—_—IV

son equivalentes a la existencia del isomorfismo e, definido por

Vi = E bij'l)j
con

-1

a v = E dij Vi

b=a&, d=d& !

Gll;: R 'M=1IL:, RR'=In
GH4! RfvovaORfv=IvRORIVOIvR
GOy : d-Fyp2olyR Iy oly2b = RY

es equivalente a 2, pues

d- Iv‘z o IVRIV o Ivzb'l),‘j
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= d . Ivz o vaIVvij Z bkwk;
ki
=d - Iy2 Yy vbu Y Riveg
ki pa

= D2 buktfldyuy

pq ki

Iv-ao(pR)*? o Iva™! o puy

= Iy -ao(pR)?v; Y digvp
=I-a dy Zk: I;T”qvk*
= Zk Z;i!;’gdfpiq Xl: bsvy
= qz i b R dipvg

pg kil

La demostracién del caso R~! es similar.

Gllg: IydoR IvolybolvdoRIyolyb= Ty

es equivalente a 4. De hecho

Ivdo Ry o Iyb = trpR 7 o (Iy - ™)

Ivdo RIV Ofvb = tl‘zR o (Iv . 0!‘0!_1)

En seguida se demuestra ]a primera igualdad.

Ide R_IIV OIVbUI'

117
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= Iydo R 1y Z bixvsk
= Ivdz bjk(z Yo pg )
= Ivdz > bj,, Vi g

rq gk

= Z Z bindgi (R zJ Up

pqg gk

Por otra parte
R'oly- oo vy = R u(a" Z a5k Vi)
x
= R“lvi(z djk Z bivr)
= Z djicbik Z )i vpg
= ZZ djkbzk(R M0q
T

Por tanto
tl‘z(R_l o} IV . (a*a—l))vz-j

= Z(Z Zdﬂcbik i)
= Z Z djkb;k(R I Up

La prueba de la segunda igualdad es similar.

Por tanto GTI; 5 son equivalentes a 1., GII5 es equivalente a 2., GIL4 es
equivalente a 3., y Gllg es equivalente a 4.

Sean V™ €F (A4;) y
be M(A, V2®), bl = ZEiqz_l_i_’Ui,-t

-1

deM(V?® A), dvy;=q % ¢



3.5. REPRESENTACION DE TI 119

Sea G = G, definida por
Ga™ = V™® vg™ eI
GuU,N, X* =b,d R
Teorema 3.5.2 FEriste una extension G € ®(II, By) de la aplicacion G.

Demostracion. Sea a € M(V*, V) definida por

7
vy = €90

Entonces, por 3.3.7 y 3.3.9, la pareja R, « satisface 1-4 del lema 3.5.1.
4

Propiedades de G

Las siguientes propiedades constituyen algunos métodos para calcular los
representantes de ciertas maraiias.

Proposicién 3.5.3 G¢ = —vg™+
Demostracién. Por 3.5.1,
G¢ = Iydo RIy o Iyb =tryRo (Iy -a’a™")

v, por 3.3.9,1

trzRo (v -a'a™!) = —pg™t

De este resultado se concluye que, si M € II{m,n) y
M =Moln1d

enfonces
GM' = —vgd™"GM
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DEFINICION 3.5.4 Una maraiia Kauffman es un cuariete (L, M, N, P) de
maranas normadas con lo siguiente propiedad.

L=Acl,XI,oB
M=Aol,X'IyoRB
N=AoI,I’l,o B
P=Aocl,(U-MLoB

pare algunas sucesiones a™,b™ €11, y A, B € My.

Proposicion 3.5.5 Si (L, M, N, P) es una merefia Kauffman, entonces
GL-GM =(qg—q¢ 'Y (GN — GP)

Demostracion. Por (2) de la tercera seccién

GX -GX'=R, - R’
= (g —q¢7")(Iv2 — bd)
=(g-¢ )G’ -Gun)

Entonces

GL—~GM =GAolya(GX —=GX')Iym 0GB
= (g — ¢ " )GA o Iy~ (GI* — G(UN)) [ym 0 GB
=(q—q¢ "GN - GP)

Para cada marafia normada M se define la marafda M como la reflexidn
de M sobre el plano z = 27! con la norma inducida por la reflexién.

Sean ng, 7, los ndmeros de componentes M* con la propiedad
OM*#£0, aMcZ=0,1
Proposicién 3.5.6

| GM |= (~vg™™ ™™ | GM" |
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Demostracion. A continuacién se demuestra la propiedad para X y U, y su
validez general se concluye por induccién.

Si M =X, entonces X = X1, ny —ng =0 y
| GX |=| B! |=| R} |=| GM" |

SiM=U,entonces U=, ny —np=15y
- q2—2—1€, ] — ?:l
GU”"":{ 0 A
Por tanto
(g™ G U (1) = —vg™ Y eig? v

T_9-1
= E g 2 iz
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Capitulo 4

Invariantes Cuanticos

Para definir los invariantes cudnticos Jones-Conway Jc, y Kauffman K
se definen las categorias Hecke H, (2, y Kauffman K,II y se demuestra que
el nudo trivial § es un generador libre de torsién de los mddulos H,{¢),
KAll().

Entonces, para cada nudo N los invariantes Jones-Conway y Kauffman
se definen como los polinomios Laurent de dos variables con la propiedad
N = Jo(N)8, K(N)6 respectivamente. Ambos son invariantes isotdpicos y
empleando alguna forma normal de N, sus calculos son inmediatos.

123
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4.1. Categorias Hecke

Estas categorias se definen mediante las marafias Conway, y sus morfis-
mos son clases de combinaciones lineales de marafias orientadas.

Sea M una marafia orientada. Para cada forma normal de M se define
su forma normal extendida, agregando el morfismo identidad respectivo en-
tre cada pareja consecutiva de renglones. En lo sucesivo se supone que toda
marana esta definida por una forma normal extendida.

Para cada componente M* se define una cubierta ordenada M* como
sigue. Cada elemento de la cubierta, llamado segmento, es una componente
de la interseccion de M con las variedades
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{zeR|kn <o <(k+1)n?t k<n)
donde n es el ndmero de renglones de M.
Si ¢; € C(I,E) es una parametrizacién de M*, M es el segmento que

contiene el punto ¢;(0), y M¥, MYl son segmentos con un ¥nico punto
comun.

Dos segmentos forman una cruz si, su unién constituye alguna de las
marafias X*!. Ademaés se dice que el segmento contenido en la variedad
zg 2 Q cruza o pasa sobre el otro.

Los segmentos de las componentes cerradas estan numerados a partir de
cualquiera de ellos siguiendo la orientacién de la componente.

DEFINICION 4.1.1 La componente M* pasa sobre M7 si, para cada cruz que
Jorman, el segmento de M* cruza sobre el de M.

DEFINICION 4.1.2 La componente M* es anidada si, para cada cruz MY U
M*, con j < k, el segmento M™* cruza sobre M¥.

DEFINICION 4.1.3 La maraia M es anidada si, cada componente M’ es
anidada y pasa sobre M1,

Lema 4.1.4 S5i M < §¥(¢) es anidada, entonces
dn, M=6"

Demostracion. Por induccién en el mimero de cruces de M, y el corolario
2.1.10.

En el caso del grupo de trenzas de n fibras, se obtiene un resultado simi-
lar, pero ahora los generadores son las marafias X,.
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Para cada permutacion « € S, por induccion se define la marana X, con
las siguientes propiedades: es anidada sin componentes cerradas y su compo-
nente iésima une los puntos (¢,0,0) y (7z,0,0).

Lema 4.1.5 Si M € Q(a™) es anidada y sin componentes cerradaes, entonces
dr € Sn, M=X,

Demaostracidn. La demostracion es inmediata por induccién en el rango de a,
y el corolario 2.1.10.

DEFINICION 4.1.6 Una marafia Conway es una terna de maranas orientadas
(L, M, N) con la siguiente propiedad

L=Aol,XI,oB
M=AocLLX'I,oB
N=AoIl,1*I,cB

pare algunos a, b€ N y A, B € Mg.

En la figura 4.1, se muestra una representacién local de la marafia Con-
way (L, M, N).
Figura 4.1: Marana Conway

EJEMPLOS 4.1.7 Las ternas (6,6,6%), (1,1,1 6) son marafias Conway.

En las figuras 4.2, 4.3 se muestran las formas normales que lo demuestran.
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FOUOUC

Figura 4.2: Marafia (6, 6, 6%)

Figura 4.3: Marada (1,1,1 6)

En lo sucesivo A denota un anillo conmutativo con uno, y que contiene
al menos dos unidades. Para cada pareja z, y de unidades de A se define la
{}-categoria H4{) por

HxQ(a,b) = A[Q(a, b)])/T
donde T es el submédulo libre generado por los morfismos
zL —z7'M —yN

para cada marana Conway (L, M,N), con L, M, N € §(a,b).

Las composiciones de H £} se definen como las extensiones lineales de las
composiciones de 2, y los morfismos identidad son las imagenes de I bajo
las proyecciones

pe C(Q(a, b), HAQA(G, b))

La Q-categoria H 42 que se define con estos elementos se llama categoria

Hecke.

El producto tensorial de €} también se extiende linealmente en un pro-
ducto tensorial ®y de H 48}, y como resultado se obtiene el siguiente teorema
andlogo al teorema 2.2.10.
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Teorema 4.1.8 (H4Q,®p,0) es una categoria monoidal estricta.
Demostracidn.(1.12) Por deléinicic')n
a@rl=ec=0%ga
MRgd=M=00y M
para cada objeto de a € H4{}, y cada morfismo M € My, q.
(1.13) Tarnbién por definicién
a®g (bRuc)={a®ub)@uc
¥, por 2.2.10 y linealidad
(M@ N)®gL=M®y (Noy L)

para cada terna de morfismos L, M, N.

La categoria Hecke también es una categoria cudntica, por ejemplo, res-
pecto la estructura definida por la imagen, bajo la proyeccion p, de la estruc-
tura cuantica definida en 1.

La propiedad principal de esta categoria es que sus morfismos son com-
binaciones lineales de marafias anidadas y sin componentes cerradas.

En efecto, si M € H40(a,b) entonces sustituyendo en su forma normal algin
morfismo X por X! y 11, se obtienen M;, M, con

M=2z"2M, — z"yM,

Esto implica que, si en M un segmento cruza sobre otro, al intercambiar-
los para que el segundo cruce al primero, se obtiene una combinacién de
maranas en la que el primer término presenta la cruz conveniente y en el
segundo término, incluso se ha eliminado la cruz.

Luego aplicando el mismo procedimiento a M) y M;, hasta cbtener sola-
mente maranas anidadas, por induccidn, resulta que M es una combinacién
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de maranas anidadas.

De la siguiente propiedad se concluye que ninguna marafia de la combi-
nacién obtenida contiene componentes cerradas.

Proposicién 4.1.9 Pare cada n € N,

o = yl_"’(:l: _ :C—l)n—lg
To=y (z-27)1

Demostracion. Inmediata.

En algunos casos esta propiedad implica la posibilidad de calcular el rango
del médulo HaQ2(a, b), 6 de definir su estructura. Por ejemplo, si a y b son la
sucesion vacia, por 4.1.4, se concluye que el nudo trivial es un generador del
médulo H,Q(0). Empleando esta propiedad, para cada enlace N, se define
su polinomio Jones-Conway Jo(N) por

N = Jo(N)8.

En la dltima seccién de este capitulo se define un invariante de nudos
mediante este polinomio.
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4.2. Mobédulos HxQ(a,b)

Como se ha indicado al final de la seccién anterior, en esta se demuestran
varias propiedades de los médulos Hecke HaQ(a,b), v en algunos casos se
calcula su rango y se definen sus generadores.

Sea A el anillo de polinomios Laurent en dos variables Z{z,z !, y,y71].
Considerando el isomorfismo natural

HaQ(a,b) ~ A®y HxQ(a,b)

para demostrar una propiedad de H 4§} es suficiente hacerlo para Hy (L.

Sea Qp(a,b) C (a,b) la clase de las marafias desanidadas y sin compo-
nentes cerradas.
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Lema 4.2.1 Para cada a,b <€ Q, Qp(a,b) es un conjunto de generadores del
médulo HaS2a,b).

Demostracidn. Seccidén anterior.

Asi como en el caso del grupo de trenzas B, C (al}, donde o = id, es
posible definir su rango y su estructura [JB], como subgrupo de HxQ¥{(a") se
obtiene un resultado similar.

Teorema 4.2.2 Sea a® € §), con o = 2d. Entonces HaSd(a) es de rango n!.

Demostracidn. Sea M € HyQ(a). Por 4.2.1, M es una combinacién lineal de
marafas anidadas y sin componentes cerradas. Sea N una marafia de esta
combinacién y supéngase que

AN* = {(3,0,0), (5:, 0, 1)}

para cada 1.

Sea 7 la permutacién de la sucesién 1,...,n con la propiedad =nj; = i.
Por induccién se define la maraiia X, € {}(a) con las siguientes propiedades:
es anidada, sin componentes cerradas y su componente iésima une los puntos
(5:,0,0) e (3,0,1). Ademds, si N* cruza sobre N?, entonces X# cruza sobre X}.

Entonces

XroN =1id,
Por tanto X,, m € S, es un conjunto de generadores de H(a).
Para demostrar que las marafias X, son linealmente independientes, sea
Fpn € C(HAQ(a), M(V"™®))

Fo(z,y)M = Mg™ g — ¢ ") FuM

donde V es un @-médulo de rango m > 2, y @ es el campo de cocientes del
anillo de polinomios Z[q,g™}].

Por definicién £, estd bien definida y es un Z-homomorfismo.
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Luego, si
Z ’\-an' = 0, Ar € A

entonces
E /\ﬂ'(qm: q-— q_l)Fer =0

Pero como F, X, son linealmente independientes en M(Vﬂg), para m > 2
Alg™a—-q ) =0, Vm>2

Por tanto A; = 0, y Hxf2(a) es de rango nl.
Corolario 4.2.3 X,, 7 € S, es una base del médulo HyQ(a).

Teorema 4.2.4 Sean a?,b2 € Q yn=2"1(p+q).

1. 8y 0i# Y 7; entonces HyQ(a,b) =0

2. Si)y o;=73%7; entonces HyQ(a,b) ~ H\Q(c")
Demostracion. Supdngase que a es la sucesién i < p, ybes j <gq.

1. La demostracién de la implicacidn, si HaQ(a, b) # 0 entonces ¥ o; =
2.7, es inmediata.

Sio; = 1 entonces, la componente N*, para algin N € Hx$(a,b), une el
punto (¢,0,0) con algin punto (5(2),0,0) 6 (5(¢),0,1). Por tanto

oim=—196 mun=1

Sean J el conjunto que contiene los subindices del primer tipo y, K los del
segundo tipo.

Anélogamente se definen los conjuntos J' y K’ para la orientacién .
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Entonces

-%
KF

=ZTj+ZTj :ZTj
J K’

2. Si op = —1, se define el isomorfismo
QW HAQ(CL, b) ~ HAQ(p— 1,q+ 1)

oM = M- 1 oid,_ U

donde las orientaciones de.i S p—1,j<g+1sono;, 7j ¥ Tp41 = 1.

Si en la sucesién ¢ < p — 1, existe 4, con orientacién negativa, se define el

isomorfismo
YM = p(Xr 0 M)
donde 7 es una permutacién de 1,...,p — 1 que aplica p — 1 en ;.

Asfi, por induccién, existen s,,t; € Q,conoc =1y
HyQ(a,b) ~ HyQ(s,t)
Anélogamente, si 7t = —1 se define el isomorfismo
¢ HyQs,t) ~ HaQs 4+ 1,t — 1)

eM=id, - N~ oM 1

donde las orientaciones de i < s+ 1, 7 <{—1s0n i, 73 ¥ 0,41 = L.
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También en este caso, si jp < ¢ + 1 tiene orientacién negativa, se define el
isomorfismo '
W HaQ(s+1,t — 1) ~ HaQs +2,t—2)

WM = (M o X;)
donde 7 es una permutacién que aplica el nimero j; en ¢ — 1.
Entonces, por induccidon
HAQ(S,t) ~ HAQ(CE)
donde g = 1. Por tanto
HaQa,b) ~ HaQ(c).
Corolario 4.2.5 HsQ(a,b) es A-mddulo libre de rango n!

Demostracicn. 4.2.3 y 4.2.4,2,

Corolario 4.2.6 Sean a?,b2 € §, con la orientacidn o consiante y 3 1; =
po1. Entonces HaQa,b) y HaSd(b,a) son HaQY a)-mbdulos libres de rango
nl(p!)~!, donde n =21 (p+ q).

Demostracion. La demostracidn que se presenta en seguida es para el médulo
HxQ(b,a), con o = 1, y las de los otros casos son similares.

Para cada subsucesion ¢ de b, con la propiedad 7, = 1, se define
we € M{HxQ{a) ® HAQ(dL T, 0), HAQ(b, a))
Y M@N=(M®N)o X,
donde 7 es la permutacién de b;, con las siguientes propiedades
wh; < whe sii by < by
mh; <p sii b; €c.

La sucesién d, = & — ¢ tiene la mitad de sus términos orientados positiva-
mente y la otra mitad negativamente.
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Sea C el conjunto que contiene las subsucesiones c. Entonces, cada mor-
fismo ¢, es inyectivo y los médulos ime,, ¢ € € generan el HyQ(a)-mddulo
HiQ(b,a).

Por otra parte
cardC = n!(p!(n — p))~!

Z ran(imy.)ran Ha2(a)
< Z ran Hy (b — ¢, @)p!
c
= cardC - (n — p)!p!
= ranH; (b, a)
Por tanto

HAQ(b, a) ~ HafY(a) @4 Y HAQ(b — ¢, ).

Luego HAS)b, a) es un HoQ(a)-médulo de rango ni(p!)-1.
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4.3. Categorias Kauffmman

El método de definicién de estas categorias es semejante al que se emplea
en las categorias Hecke, pero en vez de las marafias Conway se emplean las
marafias Kauffman.

Del mismo modo que para las marafias orientadas, por principio se de-
finen los conceptos de marafias normadas que contienen una componente que
pasa sobre otra, y en general el de marafias normadas anidadas.

También en este caso se obtienen dos resultados inmediatos, uno sobre el
nudo trivial y el otro sobre las trenzas.

Lema 4.3.1 5i M € I1(B) es anidada, entonces
In, M=
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Demostracion. Idem 4.1.4.

Lema 4.3.2 Si M € II(n) es anidada y sin componentes cerradas, entonces

Ire S, M=X;

Demostracién. Idem 4.1.5.

DEFINICION 4.3.3 Une marafia Kauffman es un cuarteto (L, M, N, P) de
maranias normadas con la siguiente propiedad

L=Aocl XI1oB
M=AocI, X 'I,oRB
N=AoI,I*I,o B
P=Aol, {U.-NMI,0oB

para clgunos a,be Il y A, B € My.

En la figura 4.4, se muestra una representacion local de la marana Kauff-

man (L, M, N, P).
N

]|

Figura 4.4: Marana Kauffiman

EJEMPLOS 4.3.4 Las cuartetas (8,0,6%,8) y (18,1,1,I) son marasias Kauff-
man.

En las figuras 4.5 v 4.6, se muestran las formas normales que lo demues-
tran.
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000000

Figura 4.5: Marafa (6,6, 67,6

O @@

Figura 4.6: Marafia (I6,1,1,1)

Para cada marafia M se define su derivada M’, agregando un bucle a M,

esto es
M = M o ILp*'],

para algunos a,b & II.

En los sucesivo A denota un anillo conmutativo con uno, y que contiene
al menos dos unidades. Para cada nimero v = +1, y cada pareja x, y de
unidades de A se define la II-categoria K4II por

Kall{a,b) = A[ll{a,b)]/T
donde T es el submddule libre generado por las combinaciones

L+vM—yN —vyP (4.1)

Q - zQ (4.2)
para cada marafia Kauffman (L, M, N, P), y cada marafa Q.

Sus composiciones son las inducidas por las de la categoria II, y los mor-
fismos identidad son las imagenes de Ii; bajo las proyecciones

p € C(Il(a,b), Kull(a,b)), Va,bell
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La Tl-categoria K4II definida por estas clases se llama categorfa Kauff-
man.

En este caso el producto tensorial de II se extiende en un producto ten-
sorial ®k de K4lIl, y como resultado se obtiene el siguiente teorema analogo
a4.1.8

Teorema 4.3.5 (K4Il, ®k, D) es una categoria monoidal estricta.
Demostracidn. Idem 4.1.8

De hecho K4II es una categoria cudntica respecto a la estructura definida
por la imagen, de la proyeccién p, de la estructura de II.

La propiedad bésica de los morfismos de la categorfa Kauffman es que
son combinaciones lineales de marafias anidadas sin componentes cerradas ni
bucles.

Esta propiedad es consecuencia de las igualdades 4.1 y 4.2, y su méto-
do de demostracién es similar al de la respectiva propiedad de la categoria
Hecke. Para anidar alguna componente de la marafia M € K,Il(a,b), si en
su primera cruz pasa por abajo de alguna componente, se sustituye esa cruz
por la otra, y se obtiene la igualdad

M= —vM, +yMy + vyM,
donde M, My y M, se obtienen de M sustituyendo su primera cruz X, por
Xty un.

Aplicando este mismo procedimiento a M,, y luego a Mz y M., se obtiene
una combinacién de marafias anidadas.

Ademés empleando las igualdades de la siguiente proposicién se concluye
que ninguna marafa de la combinacidn tiene componentes cerradas ni bucles.
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Proposicion 4.3.6 Paracada M e MpyneN

=y "1l+v- Vy)"_le (4.3)
I9=(—v+y+vy)l (4.4)
M =M (4.5)

Demostracion. (4.3) Por induccién, para n = 2, considerando el primer ejem-
plo de

6418 —y6* —vyf =0

Por tanto

=y 0 +vy 16— 18
= y'l(l + v —vy)d
=y *(1+v-vy)* '

Suponiendo que el resultado es vélido para n—1, y empleando el resultado
paran =2

" =6-6"

— yl—(n—l)(l +v-— yy)(n—l)—loz

=y DA v -y 0

=y " (L+v—wy)"'e
(4.4) Por 4.3.4

16+ vl —yl — vyl =0.
Por tanto
I8 =(—v+y+uvy)l

(4.5) Por definicién
M —zM =0

Esta propiedad implica, en algunos casos, que es posible describir ex-
plicitamente la estructura de los modulos K 4I1{a, b) 6 de calcular su rango.




142 CAPITULO 4. INVARIANTES CUANTICOS

Por ejemplo, si @ y b son la sucesién vacia, por 41, se concluye que el nudo
trivial es un generador del médulo KAII(®). Entonces, para cada enlace N,
se define su polinomio Kauffman K(N) por

N =K(N)

En la iltima seccién de este capitulo se define un invariante de nudos

mediante este polinomio.
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4.4. Moébdulos K,Il(ab)

Los resultados de esta seccidén conforman una descripcién completa de la
estructura de los médulos Kauffman K,II(a, b).

Lema 4.4.1 Sean a™,b" € Il. 5i m +n es impar, entonces
Kall(a,b) =0
St m+n es par, enlonces
KiIl{a,b) ~ KAIl(&, B)
donde p =271 (m + n)

Demostracion. La primera parte es inmediata y, la segunda se demuestra con
el mismo método que 4.2.4,2.
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Para cada n, sean J, el conjunto que contiene la sucesién ¢ < 2n, y Son
el conjunto de las involuciones libres de J,, esto es las permutaciones idem-

potentes sin puntos libres.
Para cada 0 € San, sea N, € I1(d**,0) la marafia anidada con norma

constante cuyas componentes iy j, con i < j, se definen mediante la grafica
de la figura 4.7. Sea Z, el conjunto de maranas N,, o € Son.

s

& q, f )

Figura 4.7: Componentes 2,

Teorema 4.4.2 ¥, es un conjunto de generadores del mddulo 411(d, B)

Demostracion. Es inmediata, con un método similar al que se empleaen 4.2.2.
Para cada ¢ € L, con a(2n) =, sean ¢’ € Son—2 y Ly € II(2n,2n — 2)

con la propiedad
Ny = Ngr 0 Ly

donde L, se define mediante la grafica de la figura 4.8.
\
\
A 1

Figura 4.8: Marana L,
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Por otra parte, para cada 0 € San, y cada m > 2n + 2, se definen el
conjunto Sy, y la sucesién a; = a(o) por

Sy ={t € Ju|i>c{d)}

o etcard{j€8,]|j<i} €S,
T m—+1— as) 1€ Jp— Ss

donde € = [27'm| + 1.

Lema 4.4.3 Para ceda a(o), o € Sy,
1. {a}={eti|li<n}u{m+i—e—n|i<n}
ai=a; 84, 1=j
2. Sie <a; <a; entonces 1 < J
8 Sia;<m—-eya;j+a,=m+1 entonces i < j.

Demostracion. Inmediata.

Sean A, el conjunto de las sucesiones a(c), y ¥ € C(Saq, As) definida
por
o = a(o)

Proposicién 4.4.4 La aplicacidn ¢ es biyectiva.

Demostracion. Es inmediata de 4.4.3.

Para demostrar que I, es una base de KxII{d, @), ademas de los conceptos
que se han definido se emplea €l vector v; definido como sigue. Para cada
sucesion a € A, y, V definido como en 3.5.2, se define

Up = @y, € e

y teniendo en cuenta 4.4.4, v, se denota por v,, si a; = a{g). Si ¢(2n) = r,
los vectores v,,,, V. N0 dependen de ¢ pues

agn=€e+n, a=m+1-{e+n).
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Sea v, definido por
Ut =Ugy ® ... @y, @ ... D0 Uy,

donde la cufia sobre las componentes indica que estas se han omitido del
producto.

Teorema 4.4.5 I, es una base del mdodulo TpI1(d, 0).
Demostracion. Por 4.4.2, es suficiente demostrar que los morfismos
Gom, 11 € M(VE Z[g* ", ¢77))

son linealmente independientes, Entonces, por 4.4.4, es suficiente demostrar
que
GNyur=0 sii, o #m.

La demostracion es por induccién sobre n = 1,...,[27'm] - 1. Paran=1y
m = 4, la tinica involucién de J; es o = (1, 2). Luego

Sa = {2}, Vg = V3 ® V3

GNy {vs) =g

Supdngase que el resultado es vdlido paran = h— 1, y sea ¢ € &4, con
o(2h) = r. Entoces, existe ¢’ € S,,_5 con

Ny =Ng 0 L,
Considerande que
GN(Us®Veyn) 70 sli, s=m+1—e—h

se concluye que
GlLe =0 s a,#m+1—e—-h

GL,=avy si g =m+1—e—h
Pero por hipdtesis
GNg (v,) =0 sii, o’ # 71
por tanto .
GNg(ve) =0 sii, o #£7.
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Corolario 4.4.6 ranK,I1{d, #) = 2n!!

Demostracicn. cardZ,, = 2nr!!



148 CAPITULO 4. INVARIANTES CUANTICOS



4.5. INVARIANTES CUANTICOS 149

4.5. Invariantes Cuanticos

En esta iiltima seccién se completa la construccién de los invariantes
cuanticos Jones-Conway y Kauffman, y para concluir se establece un método
de célculo para cada uno.

Considerando que el nudo trivial # es un generador del médulo HxQ(#),
para demostrar que el polinomio Jones-Conway es un invariante isotépico es
suficiente demostrar que # es un generador libre de torsién.

Teorema 4.5.1 8 es un generador libre de torsion del médulo HoQ().

Demostracion. Sea @ el campo de cocientes del anillo de polinomios Z[g, ¢7}].
Para cada n > 2, se define el morfismo

S M(HA‘Q(@L Q)
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e(Mz,y), M) = Xg", g — ¢ ) Fa(M).

Este morfismo esta bien definido porque, para cada marana Conway (L, M, N)

(el —~ 7'M —yL) = ¢"F,L — g "F,M — (g —q 1) FuN
= Fo(q"L — ¢ "M — (g — 9" 1)N)

Luego, si A8 = 0 entonces
Mg g— g V)F0=0, V¥n>2

Pero
F,.,B = Zqﬂi—ﬂ—lj
y por tanto
Ag*g—-gq')=0, Vn>2.

Entonces por el teorema fundamental del dlgebra A = 0.

Corolario 4.5.2 El polinomio Jones-Conway Jo es in invariante isotdpico
de nudos.

Analogamente, como €l nudo trivial € con alguna norma constante es un
generador del médulo KAII(), para demostrar que el polinomio Kauffman
es un invariante isotépico es suficiente demostrar que 8 es un generador libre
de torsion.

Teorema 4.5.3 0 es un generador libre de torsion del médulo KATI(B).

Demostracicn. Para cada n € 2N y v = 1, se define el morfismo
¢ € M(K,I1{(0), Q)

(,D(/\($, y)! M) = )\(—Vqﬂ-H/r q— q_l)GunM-

Este morfismo esta bien definido porque, para cada marafia Kauffman (L, M, N, P)
vy R e Mp
GL +vGM = (¢g— ¢"){(GN ~ vGP)
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y
GR = —v¢"*R,
de donde
o(L+vM—-yN —vyP)=10
Yy

w(R — zR) = 0.

Puesto que G es el polinomio Y e;¢° ", la igualdad A(z,y)6 = 0 implica
Mg"q—q7)GE=0

v asi, por el teorema fundamental del dlgebra, A = 0.

Corolario 4.5.4 E! polinomioc Kauffman K es in invariante isdtopico de
nudos.

Proposicién 4.5.5 Jof=1y Kf8=1

Demostracion. Inmediata.

Las siguientes relaciones son necesarias y suficientes, para calcular el in-
variante Jones-Conway de un nudo.

" = y_l(z: _ 1;"1)9"'1
L=z"2M+ 2 'yN
Jof =1

donde (L, M, N) es una marafia Conway.

Por otra parte, para calcular los invariantes Kauffman se emplean

" =y (1 + v —wvy)"o
L=-vM+y(N+vP)
Kf=1y KR =zKR
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donde (L, M, N, P) es una marafia Kauffman y R € Mp.

En ambos casos, para efectuar los calculos, primero es necesario hallar

una forma normal del nudo.

EJEMPLOS 4.5.6 FEn la figura 4.9 y 4.10, se muestran los nudos €, 7 y 7, 4
¥ a continuacion sus polinomios Jones-Conway y Kauffman.

/}

Figura 4.9: Nudos 8 y 7

Los polinomios de # son 1,1 y los de 7 son

2r% + $2y2 -zt

2y — oyt + 27 1+ ) -

(\

Figura 4.10: Nudos 7 y 6 -

Los polinomios de 7
92 4z 2y% _ 34,
z(l+y") —a7ly? - a7y + 4

y los de & son
214122 —
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—ry? — g+l (L + ) ot

El método para calcular estos invariantes se ejemplifica con el nudo 7.

Por principio, en la figura 4.11 se definen las marafas 7+, 70.

9

Figura 4.11: Marafias 7+ y 70

Entonces

T =z — gyt

Ahora, en la figura 4.12 se definen las marafias (r%)* y (r)°

ol

Figura 4.12: Maradias (7%)* y (°

Luego empleando las relaciones o y 8, de la figura 4.13, se concluye que

2= .’1:2(1'0)+ _ _,Ey(_’_o)o
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N e
Figura 4.13: Relaciones a y 8

Por tanto
T = 220 — %y6* + %0
= 2?8 — Py(y (= — =7)8) + 7y%6

y asi
Jor = 222 + 2%y? — 2,



Apéndice A

Categoria L

La siguiente relacién de resultados sobre la categoria de las dlgebras de
Lie constituye un antecedente esencial en la teoria de grupos cudnticos, la
ecuacion de Yang-Baxter y la representacion de las categorias de maraiias.

1. Algebras Simples

En este apéndice A denota un dlgebra Lie de dimension finita. Para cada
pareja de conjuntos B, C' C A se define su conmutador [B, C], como el sub-
espacio generado por los elementos [b, ¢, donde be By ce C.

Por definicién B es un ideal de A, si B es una subdlgebra de A, y el

conmutador [B, A] estd contenido en B.

DEFINICION A.1 E! dlgebra A es simple si, no es abeliana ni contiene ide-
ales propios.
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DEFINICION A.2 Fl dlgebra A es semisimple si, no es trivial ni contiene
ideales abelianos propios.

Las clases de las algebras simples y semisimples se denotan por S y S.

Entre los conceptos propios de la categorfa L, las derivaciones son defini-
tivas en la clasificacidn de las dlgebras simples.

DEFINICION A.3 Una derivacidn de A es una aplicacidn § € E(A, A), con
la propiedad
dla, b] = [6a,b] + [, 8b], Va,b

En particular, las derivaciones
a’dﬂ-(b) = [av b]; Vb

se llaman derivaciones internas.

Las dlgebras definidas por las derivaciones y las derivaciones internas se
denotan por Der(A) y Ad(A). Entonces

Ad(A) < Der(A) < Aut(A)

DEFINICION A.4 FElpunto a € A es nilpotente 6 semisimple si, ad, es nilpo-
tente 6 semisimple.

DEFINICION A.5 El automorfismo ¢ € Aut(A) es interno si, existe una
sucesion finita a; de puntos nilpotentes y

o= [[e

El conjunto de automorfismos internos de A se denota por Int(A); este
conjunto es no vacio porque, si @ € A es nilpotente entonces

€= & Int(A)
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Lema A.6 Si A €8 entonces
Int(A) = Aut®’(A), Der(A) = Ad(A).

2. Subdlgebras Cartan

Mediante los conceptos de subdlgebra Cartan y forma Cartan, la clasifi-
cacién de los objetos de la clase S se deduce de la clasificacién de los objetos
de la clase S.

Para cada n € N, se definen los ideales
AD = A) Aﬂ = [Al An—l]

Si A, = 0, para algun n, el dlgebra A se llama nilpotente.

Teorema A.7 (Engel). El dlgebra A es nilpotente si, y sélo si cada punto
a € A es nilpotente.

Para cada subdlgebra B < A, se define su normalizador N4(B) por
Na(B)={a< A|[s, B] € B}
La subdlgebra B se llama autonormal si
Na(B)=8B
DEFINICION A.8 La subdigebra B < A es Cartan si, es nilpotente y autonor-
mal.

Teorema A.9 Para cada dlgebra A, existe una subdlgebra Cartan.

Ademss, si A € L(C) entonces, cada pareja de subalgebras Cartan son
conjugadas respecto el subgrupo de Int(A), generado por los automorfismos
e*d donde a es un punto nilpotente.
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DEFINICION A.10 El rango de A es la dimensidn de alguna de sus digebras
Cartan.

Para cada dlgebra A, se define la forma K4 por
Ka(a,b) = tr(ad, oady), Va,b.

Esta forma. se llama forma Cartan de A.

Teorema A.11 A €8 si, y s6lo si la forma K4 es no degenerada.

Corolario A.12 A € 8§ 31, y sdlo si, eriste una sucesidn finita A; de ideales
simples y no abelianos con la propiedad

A=0A

Ademds, cada tdeal de A es la suma de algunos términos de esta sucesidn.

Teorema A.13 Si A € § y B < A es un digebra Cartan, entonces B es
abeliana, cada punto b € B es semisimple y K p es una forma no degener-
ada.

3. Diagramas Dynkin

Para cada A € §, y H < A una subélgebra Cartan, se define
Ads(H)={ad, |a € H}

Entonces Ada(H) es un dlgebra abeliana y sus elementos son semisimples.

Lema A.14 S§i L < Aut{A) es abeliana entonces, eriste una base a; de A,
donde cada a; es un eigenvector de los elementos de L.
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Sea a; la base de A que se obtiene del lema A.14, y Ada(H). Para cada
i, se define a; € H* por

a.dhai = a,-(h)ai

Para cada o € H*, sea
Ay ={a € A|adp(a) = a(h)a, Vh € H}
DEFINICION A.15 El elemento a € H* es una raiz de A, si
dimA, > 1
El conjunto de raices de A se denota por Ay{A) y se llama sistema de
raices, ademés es no vacio porque cada a; es una raiz.

Lema A.16 Ag(A) es un conjunto de generadores de H*.

Sean I'y(A) C Ag(A) una base de H*, y E su espacio lineal real gene-
rado. Supdngase definido en F el orden lexicografico, respecto la base Ty (A).

Lema A.17 Ag{A) C E.

DEFINICION A.18 Una raiz es simple si, es positiva pero no es la suma de

dos raices positivas.

En lo sucesivo [1g{A) = {oi<,} denota el conjunto de raices simples de
A

Lema A.19 La aplicacién v € L(HH"*), definida por
v(a)b = K(ab)

es un isomorfismo.
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Para cada @ € H*, su preimagen v~ !« se denota por ¢o. Sea ||.||. la norma
definida por el producto

(af) = K(ta)ls)
y sea a;; la matriz definida por
ai; = 2oy, a)lou]| 2

Esta matriz se llama matriz Cartan de A.

Teorema A.20

|detay;] >0
a; =0,-1,-2 6 =3 y azy=2
a;; =0 st a; =0
a;=-1 st a;=—-2 6 —3.

DEFINICION A .21 Eldiagrama Dynkin de A es el poligono orientado Dy(A) C
E, cuyos vérlices son las raices simples de A.

Si |ay;| > 1y |esey| > 0, el lado 045 que une los vértices a;, a; estd orien-
tado de o; hacia ¢;.

El producto m;; = ajja; se llama multiplicidad del lado ayj, y el lado y
su multiplicidad se representan mediante m,; — 1 segmentos, como en figura
A.l, donde mi; = 3.

Figura A.1: ay;

DEFINICION A.22 Un automorfismo Dynkin de A es una aplicacion ¢ €
Aut(E), donde ¢, (1) s una permutacién de Ilg(A) y

(a,b) = (pa, pb), Va,b
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El grupo de automorfismos Dynkin de A se denota por Dyn(A).

Lema A.23
Dyn(A) ~ Aut{A)/Aut’(A)

El orden de Dyn(A) es 1, 2 6 6, y si es 6 entonces
Dyn(A) ~ Ss.
Entonces, por A.6
Dyn(A) ~ Aut(A)/Int(A).
Luego, para cada ¢ € Aut(A), existen ¢ € Aut{A) y ¢ € Int(A4), con
@ =go%, e Dyn(A).

Lema A.24 Fl automorfismo ¢ es inico salve conjugacion Int(A).

4. Esquemas
Sean E(™ € Ey S = {0i<a} C E. Para cada pareja o, o; se define
ai; = 205 - oiftosl} =
DEFINICION A.25 Un esquema es un conjunto S con las propiedades
|detai;| > 0, ai; € Z°

Ll nimero n se llama rango de 5.

Un esquema S se llama compuesto si, existen dos subconjuntos Sy, 5; C S
con las propiedades

S=5U Sz, 515

Si un esquema no es compuesto se llama simple.
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DEFINICION A.26 El diagrama Cozeter del esquema S, es el poligono C(S) C
E, cuyos vértices son los puntos oy, y que tiene las mismas propiedades que
un poligono Dynkin.

Proposicion A.27 5i A € S entonces IIg{A) es un esquema simple y
Dy(A) es su diagrama Cozeler.

Teorema A.28 FEl diagrama Cozeter de un esquema simple pertenece a al-
guna de las tres clases de la figura A.2.

Figura A.2: Clases [.ILIIL

Los diagramas de la segunda clase pueden ser de alguno de los tres tipos
de la figura A.3.

Figura A.3: Clase II, tipos I,II,ITI

Los diagramas de la tercera clase pueden ser de alguno de los dos tipos
de la figura A 4.
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e

Figura A.4: Clase 111, tipos LI1I

Para cada esquema S se define un algebra g(.S), mediante la construccién
de Serre [S], con las siguientes propiedades.

Si C'(S) tiene n vértices y pertenece a la clase I, su dlgebra se denota por
An.

Si C(S) pertenece a la clase I, y es del tipo I, II 6 III, g(S) se dencta
por I, By Cp,yn=4,n2> 2, n > 3 resp.

Si C(S) pertenece a la clase III, y es del tipo I 6 II, g(S) se denota por
D,yE,yn>4, n=6,7,8 resp.

Teorema A.29
Ay ~sl(n+1)
Bp ~so(2n+1), C,~sp(2n)
D,, ~ so(2n)

5. Clasificacién de las dlgebras simples

La clasificacién de estas dlgebras es inmediata de A.27-A.29.

Las algebras de las clases Ay, By, C, y D, se llaman algebras clasicas, y las
de las clases Eg, FE7, Eg y Go se llaman excepcionales.

Para cada pareja (L,o), formada por un dlgebra Lie y un autorfismo
Dynkin del 4lgebra, la notacién L™ indica que el orden del automorfismo o es
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n. En la primera seccién del tercer capitulo se incluye una tabla con algunos
propiedades de varias parejas (L, o), donde L es un dlgebra clésica.

Las referencias de las demostraciones de todos los resultados de este

apéndice son [JH] y [JS].



Apéndice B

RE-matrices Funcionales

En este apéndice nuevamente se demuestra que R, es un operador cudnti-
co, pero ahora el método de demostracion se basa en el concepto de R-matriz
funcional.

Sean A un anillo conmutativo con uno, K un conjunto, y A(K) el con-
junto de aplicaciones de K en A.

Para cada pareja ¢, 9 € A(K?), se define
R(yp,¥) = R € C(A(K"), A(K?))
Rf(a,b) = ¢(b,a) f(b,a) + (b, a) f(a,b) (B.1)
En general, para cada 1 < i < n, se definen
R; € C(A(K™), A(K™))
Rif(a) = plai, @) flar, .-, @imy, @isty @i iz, - 0n) + ${0501, 05) fa)
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DEFmNICION B.1 Una R-matriz funcional ,sobre el conjunto K, es una apli-
cacion R € C(A(K?), A(K?)) con la propiedad )

RiRyR) = R B o (B.2)
para n = 3.
Si R es una R-matriz funcional, de B.2 se concluye que
RiRi 1R = Rii RiRin

para cada ¢ < n.

Proposicién B.2 Si el conjunio K es finito, entonces los mddulos A(K?) y
A(K)®4 A(K) pueden considerarse idénticos y, B.2 es equivalente o 3.3.

Demostracion. Inmediata.

Proposicién B.3 Si ¥(a,b) = 0 pare a # b, entonces R{yp, ) es una R-
matriz funcional, para cade eplicacion .

Demostracion. Inmediata.

Debido a la importancia que tienen las R-matrices, por su relacién con
los operadores cudnticos, en el siguiente teorema se establece un método de
construccion.

Sea K un conjunto ordenado linealmente, g € A* y r € A. Sean p,y €
A(K?) con las siguientes propiedades

wla, b(ba)=r aFtb
0 a<bh
11)(0', b) = -q— ‘10(&: b) a=b

rg ! —q a>b
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Teorema B.4 R(¢g¢) = R es una R-matrz funcional, invertible y
R7=r""R+(rlg—g)id (B.3)
Demastracion. Sea A la resta de los operadores de B.2. Entonces
Af(a,b,¢) = f(a, b, c)[(c, a)(@(b, a)e(a, b)—p(b, c)e(c, b))+ (b, a)i{c, b) (¥ (b, @) —¥{c, b

+£ (b, a, c)[i(b, a)(¥(c, a)i(a, b) + (b, a)¥(c, b) — ¥(c, b)¥(c, a))]
+f(a'.' c, b)[‘,O(C, b)(d) (br G.)”(/J(C, a) - TJJ(C: Cl)'lp(c, b) - TIJ(C, b)’lfi(b, a’) )]
Sean fi, f ¥ fs los coeficientes de f(a,b,c), f(b,a,¢) y fla,e,b), ¥

a=rq"—q

b = a(r + onp(b,b) = (b, 4)* — (b, b))
'Yb = ‘P(ba b)(2a’¢'(b: b) - a2)

Entonces
G c=b>a
fi=<{ —Bb c>b=a
0 C>b=a
b e>b=a
fa=< ob,bw(d,b)? c=b=a
0 c=b=ag
—vb c=b>a
=L —pb,bybb)? c=b=a
0 c=b=a
Por tanto

Af=0 sii gb=+b
Pero empleando la igualdad

w(bs b) - (p(b, b) =—q

la demostracion de Gb = b es inmediata.

Por otra parte la demostracién de B.3 es inmediata de B.1.
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Para concluir se define una R-matriz funcional R, que bajo ciertas condi-
ciones sobre ¢, coincide con el operador f,.

Sean V un A-médulo libre, vicm una base de V', y @i;, 9i; las matrices
con las propiedades

Qijipji =1 1# ]

‘Pu’=0 Y1

0 i< g
Py =4 —¢ i=J

gl—q i>]

Sea R, € M(V?® 1V?®) definido por
Ry =Y ¢uBl +viE]
i
Corolario B.5 R, es un operador cudntico con
R,-R}'=q"'—q
Ademds, sip;; =1 parai # j, entonces
Ry = Re.

Demostracién. Es inmediata de B.2 y B.4.
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