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RESUMEN

En esta tesis doctoral se investiga el problema de modelacién de Discontinuidades
Interiores con el Método de los Elementos Finitos. Los modelos emplean modos incom-
patibles para simular la presencia de discontinuidades y no requieren remallar durante la
propagacién de la discontinuidad. En este trabajo se estudian tres tipos de aproximacién
de discontinuidades: Discreta, Continua con Discontinuidades Fuertes y Continua con
Discontinnidades Débiles. La Aproximacién Discreta estd caracterizada por el empleo de
relaciones constitutivas de tipo discreto: salto de los desplazamientos y tracciones. La
Aproximaciéon Continua esté caracterizada por el empleo de relaciones constitutivas de tipo
continuo: deformaciones y esfuerzos.

El trabajo se imicia presentando algunos conceptos bdsicos de las Teorfas de Falla y
los antecedentes relativos a las herramientas computacionales para simular numéricamente
discontinnidades en sélidos. Se desarrolla la Formulacién Tedrica del problema,, consistente en
la Formulacién Variacional y la definicién de la Cinemadtica, para cada tipo de aproximacién;
esta formulacién proporciona las ecuaciones necesarias para su implantacién numérica. Se
desarrolla un modelo de Dafio Isotrépico para la Aproximacién Discreta y un modelo de
Dafio Anisotrépico para la Aproximacién Continua, cuya equivalencia ests garantizada al
satisfacer las ecuaciones que relacionan sus parametros; estas ecuaciones son obtenidas a
través de un Anélisis Energético de los modelos.

Las ecuaciones necesarias para la implantacién numérica de estas aproximaciones
se obtienen al emplear un método nombrado “Imposicién Fuerte del Equilibrio en la
Discontinuidad”; el método se aplica a las Aproximaciones Discreta y Continua. Los
desarrollos abarcan elementos finitos planos que aproximan el salto de los desplazamientos
como constante dentro de los elementos. La evaluacién de la ecuacidn constitutiva se
realiza por medio de una formulacién total de los desplazamientos. Se identifica y evalda
cualitativamente el problema de Deformaciones Falsas, las cuales producen errores en
la aproximacién. Se propone y desarrolla un algoritmo modificado de propagacién de
discontinuidades, €l cual permite disminuir los efectos de las Deformaciones Falsas.

Este trabajo se finaliza con la simulacién numérica del proceso de agrietamiento de
elementos de concreto simple. Se presentan cuatro ejemplos: dos que fallan en Modo 1
y dos que fallan en Modo Mixto. Del andlisis de los resultados se observa que la simulacién
numérica reproduce satisfactoriamente las observaciones experimentales.

Se concluye que este tipo de desarrollos tedricos y las correspondientes herramientas
computacionales son de gran utilidad para la ingenieria estructural al permitir reproducir
todas las etapas del comportamiento de las estructuras y de los elementos en los que se
presentan grietas aisladas (dafio localizado). Este tipo de herramientas tiene aplicaciones en

el andlisis, disefio y evaluacién de elementos y estructuras, tanto para la investigacién como
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para la préctica profesional. Esto se debe a que éstas proporcionan informacién valiosa, por
ejemplo: cargas de agrietamiento y méxima, energia necesaria para producir la falla y modo

de fallar, entre otras.
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ABSTRACT

In this dissertation the problem of modeling Embedded Discontinuities with the Finite
Element Method is investigated. The models use incompatible modes to simulate the
presence of discontinuities and remeshing is not required during the discontinuity propagation
process. In this study three types of discontinuity approximations are analyzed: Discrete,
Continuous with Strong Discontinuities and Continuous with Weak Discontinuities. The
Discrete Approximation is characterized by the use of a discrete type of constitutive
relationships: displacement jumps and tractions. The Continuous Approximation is
characterized by the use of a continuum type of constitutive relationships: strains and
stresses,

In the first chapters of this work, some basic concepts of Failure Theories and
the background concepts of the computational tools for the numerical simulation of
discontinuities in solids are presented. The Theoretical Formulation of the problem,
constituted by the Variational Formulation and the definition of the Kinematics, is developed
for each type of approximation. This formulation gives the necessary equations for its

numerical implamentation. An Isotropic Damage model for the Discrete Approximation
< and an Anisotropic Damage model for the Continuous Approximation are developed. The
equivalence between these two models is achieved by the fulfillment satisfaction of the
equations which relate their parameters; these equations are obtained by an Energetic
Analysis of the models.

The equations for the numerical implementation are obtained by the application of a
method called “Strong Enforcement of the Equilibrium at the Discontinuity”; this method is
applied to the Discrete and Contiuous Approximation. The developments of this work cover
plane finite elements which approximate as a constant the displacement jump within the
finite element. The evaluation of the constitutive equation is carried out by means of a total
formulation of the displacements. The Spurious Strains problem is identified and evaluated
qualitatively; these strains induce errors in the approximation. A modified algorithm for
the discontinuity propagation (tracking) is developed for the minimization of the Spurious
Strains. -

This work finishes with the numerical simulation of the cracking process in plain concrete
elements. Four examples are presented: two of them fail in Mode I and the other two fail
in Mixed Mode. It is observed from the results analysis that the numerical simulations
satisfactorily reproduce the experimental data.

It is concluded that this type of theoretical developements and the corresponding
computational tools can be very useful to structural engineering because they allow the
prediction of the behavior ranges in structures and elements with single cracks (localized

damage). These tools can be used for research purposes and professional practice in the
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analysts, design and evaluation of elements and structures. This fact 18 due to the valuable
information that is given by them, for example: cracking and maximum loads, energy needed

to produce failure and mode of failure, among others.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1 Generalidades

Durante las tdltimas décadas se ha incrementado el nimero de trabajos cuya finalidad
es el completo conocimiento del comportamiento de las estructuras y de los materiales.
En general, muchas de las estructuras y de los materiales cominmente usados en la
ingenierfa civil poseen un intervalo de comportamiento inicialmente eldstico, posteriormente
comienza la degradacién {intervalo de endurecimiento por deformacién) y en algunos casos
(materiales cuasifrdgiles) se alcanza una carga médxima a partir de la cual se produce un
ablandamiento por deformacién. Il completo conocimiento del comportamiento estructural
permite establecer disefios econdémicos, calcular con precisidn los factores de seguridad y la
energia necesaria para hacer fallar a una estructura, conocer los mecanismos de falla y la
resistencia asoclada a éstos, entre otros muchos aspectos.

Para reproducir tedrica v numéricamente los primeros dos intervalos, mencionados en
el péarrafo anterior, existen muiltiples herramientas de uso comin. Sin embargo, para el
intervalo de ablandamiento por deforrhacic’m, la tarea resulta en general dificil de realizar.
Esta. situacién ha dado Iugar al desarrollo de teorfas de falla, métodos y modelos numéricos, y
estudios experimentales que permiten analizar el proceso de falla en estructuras y materiales.
A este respecto, este trabajo estd orientado hacia €l desarrollo de métodos y modelos
numéricos capaces de simular el proceso de falla.

La iniciacién y evolucién de la falla se estudia por medio de teorfas de falla, entre las que
se encuentran las Teorias de Continuo y las de la Mecanica de la Fractura. Se reconoce
ampliamente la importancia sobre el empleo de estas teorfas; no sélo para los estudios
académicos sino también para la préctica profesional. Por ejemplo, el Comité 446 del ACI
(ACI Committee 446, 1992) establece cinco razones para la utilizacién de la Mecdnica de la

Fractura en los cédigos de diseno de estructuras de concreto:



1. Requerimiento energético para el crecimiento de la grieta.- Se requiere un criterio

energético para determinar la formacién y propagacién de grietas en el disefio.

2. Anslisis objetivo.- El andlisis numérico de la estructura debe ser independiente de
aspectos tales como la eleccién del tamano del elemento finito, de tal suerte que siempre

se produzca la misma disipacién de energfa durante el proceso de agrietamiento.

3. El material no es pldstico perfecto.- Materiales como el concreto presentan un
comportamiento de ablandamiento por deformacién, por lo que los andlisis pldsticos no
son del todo adecuados debido a que se produce una sobreestimacién de la capacidad

de carga.

4. Capacidad de absorcién de energia y ductilidad.- Para muchos problemas es necesario

conocer la energia absorbida, lo cual no es posible con un anélisis pléstico.

5. Efecto del tamano.- El esfuerzo nominal de falla disminuye con el incremento del

tamatio de la estructura.

El auge en el empleo de teorfas de falla y sus correspondientes métodos y modelos
nuinéricos, en la préctica prbfesional se hace patente con el creclente uso de programas
de cémputo como el ATENA, antes SBETA, (Cervenka consulting, 2001) y DIANA (TNO,
1998). Estos paquetes ban sido empleados para simular numéricamente el dafio en estructuras
por medio del Método de los Elementos Finitos.

Con las ideas presentadas en esta seccién, se busca sehalar la importancia y la necesidad
de desarrollar métodos y modelos numéricos capaces de simular el proceso de falla en
estructuras y. materiales. Fl desarrollo de estas lineas de investigacién permite alcanzar
una mejor comprensién sobre el comportamiento de las estructuras y de los materiales (de
maners conjunta con las observaciones y resultados experimentales) y abre un abanico de
posibilidades para el estudio de miiltiples casos, que sin estas herramientas desarrolladas ad

. hoc no seria posible o factible realizar.

1.2 Antecedentes

Fisicamente el proceso de falla puede ser localizado (el dafio se concentra) o distribuido (el
dafio se distribuye sobre una regién, como ocurre con el concreto reforzado). Este trabajo
estd orientado hacia la simulacién del proceso de falla localizado, €l cual se caracteriza por
la concentracién del dafio a través de la formacién de bandas de ancho pequefio {donde se

localizan las deformaciones o se produce una concentracién de microgrietas) o de grietas



(discontinuidades en el cuerpo). Este fenémeno ocurre en una gran cantidad de materiales
como es el concreto, las rocas, las arcillas, los metales, entre otros.

A este respecto, los modelos de Grieta Discreta y de Grieta Distribuida, los cuales
han sido implantados en el Método de los Elementos Finitos, son los dos métodos més
empleados y conocldos para simular numéricamente el proceso de falla (agrietamiento) en
slidos. El primero modela la grieta como una discontinuidad en la geometrfa por medio
de la separacién de los bordes de los elementos, lo cual conlleva un proceso permanente de
remallado durante todo el andlisis. El segundo modela el agrietamiento como un conjunto
de pequefias grietas distribuidas sobre una cierta zona a través de la modificacién de las
propiedades constitutivas de dicha zona. Mientras que el primero posee la capacidad para
modelar fallas localizadas, el segundo no es, en general, capaz de hacerlo satisfactoriamente.
Por otra parte, el primero posee un costo computacional adicional por el continuo proceso de
remallado, mientras que el otro no. Esta situacién dié lugar a la creacién de un nuevo tipo
de aproximacién: Discontinuidades Interiores, la cual posee las dos caracteristicas fuertes de
estos dos modelos: capacidad de localizacién del dano y no requerir remallar.

La aproximacién de Discontinuidades Interiores surge a finales de la década de los ochenta
y se caracteriza por el mejoramiento de la aproximacién de los campos de desplazamiento y
de deformaciones, de tal suerte que sean capaces de simular adecuadamente la presencia de
discontinuidades en sdélidos. Las aproximaciones de discontinuidades pueden ser clasificadas
como: {1)Aproximacién Discreta.- La discontinuidad, dada por una superficie (3D) o linea
(2D), corresponde a un salto en los desplazamientos y su comportamiento estd definido por
relaciones de tipo discreto (“salto de los desplazamientos - tracciones”); (2)Aproximacién
Continua.- La discontinuidad, dada por una zona de localizacién de deformaciones {drea en
2D y volumen en 3D), tiene un comportamiento definido por relaciones de tipo continuo
(“esfuerzo - deformacién”); si el ancho de dicha zona es muy pequefio la aproximacién se
denomina Discontinuidad Fuerte {(posee desplazamientos discontinuos), de lo contrario se
denomina Discontinuidad Débil (posee deformaciones discontinuas).

En la literatura técnica reciente se puede encontrar una gran cantidad de trabajos
sobre el tema de Discontinuidades Interiores, siendo més numerosas las aportaciones con
relacidén a las Aproximaciones Discretas (e.g. Dvorkin y Assanelli, 1991; Lofti y Shing,
1995 y Klisinski et al.,, 1991) y a las Discontinuidades Fuertes (e.g. Simo et al., 1993 y
Oliver, 1996a). Sin embargo, no todos los métodos publicados de Discontinuidades Interiores
tienen un comportamiento del todo satisfactorio. En particular, Jirasek (2000) realizé un
estudio comparativo entre muchos de los trabajos sobre el tema, senalando que existen
algunas aproximaciones (a las cuales él denominé: Formulacién No Simétrica, Estética y
Cinemdticamente Optima -SKON-} que tienen un mejor desempefio; entre estos trabajos se
encuentran los de Dvorkin y Assanelli (1991), Klisinski et al. (1991} y Simo et al. (1993).



Estos antecedentes fueron la motivacién para realizar un trabajo que desarrolle una visién
completa del problema (desde la Formulacién Variacional hasta su implantacién en el Método
de los Elementos Finitos) y que sea unificadora de las aproximaciones de Discontinuidades
Interiores, pero particularizando en la formulacién no simétrica que ha demostrado tener
un desempeno satisfactorio para simular la presencia de discontinuidades. FEste trabajo
debe cubrir los distintos tipos de discontinuidades: Aproximacién Discreta, Discontinuidades
Débiles y Discontinuidades Fuertes.

1.3 Objetivos

El objetivo general de este trabajo es:

Desarrollar una formulacién general del problema de Discontinuidades Interiores que
abarque los distintos tipos de aproximaciones de discontinuidades. Adicionalmente,
desarrollar los procedimientos y algoritmos necesarios para la implantacién numérica de
dicha formulacién en el Método de los Elementos Finitos y emplear esta implantacién en la
simulacién numérica del proceso de agrietamiento en elementos de concreto simple.

Para la realizacién de este objetivo general se establecieron los siguiéntes objetivos

particulares:

1. Desarrollar la Formulacién Variacional del Problema de Discontinuidades Interiores
para cada tipo de aproximacién: Discreta, Discontinuidad Fuerte en la Aproximacién

Continua y Discontinuidad Débil en la Aproximacién Continua.

2. Desarrollar Modelos Constitutivos, dentro del contexto de los Modelos de Dafio Clésico,
que scan adecuados para la modelacién de Discontinuidades Interiores de acuerdo al

tipo de aproximacion.

3. Establecer metodologias para la implantacién numérica de las Discontinuidades
Interiores en el Método de los Elementos Finitos, con base en los desarrollos realizados

en los objetivos particulares 1y 2.

4, Desarrollar los algoritmos numéricos necesarios e implantarlos en un programa de

Elementos Finitos para crear una herramienta computacional de utilidad préctica.

5. Emplear la herramienta computacional desarrollada para simular numéricamente el
proceso de agrietamiento en elementos de concreto simple; emplear informacién

experimental para verificar la calidad de los resultados numéricos.



1.4 Contenido
A continuacién se hace una descripcidn global del contenido de la presente tesis doctoral:

e En el Capitulo 2 se presentan los conceptos basicos de la Mecdnica de la Fractura y de
las Teorias de Falla de Continuo, ya que a través de éstas es posible estudiar el proceso
de falla. Para el primer caso se profundiza en la Mecdnica de la Fractura No Lineal, la
cual es adecuada para modelar la falla en materiales cuasifragiles. En el segundo caso
se presenta el andlisis de bifurcacién que estudia las condiciones necesarias para que se
produzca ésta (en estas teorfas el problema de localizacién de deformaciones se trata
como un problema de bifurcacién del camino de equilibrio) y se justifica la necesidad de
emplear “Limitadores de la Localizacién” sl se desea emplear una formulacién continua.
Este capitulo finaliza presentando las propiedades del concreto, el cual es un material

cuasifragil y se emplea en las aplicaciones de este trabajo.

o En el Capitulo 3 se realiza una discusién sobre algunos métodos numéricos empleados
en la simulacién numérica de la falla. Se inicia con los modelos de Grieta Discreta
y de Grieta Distribuida, los cuales son empleados actualmente y son los antecesores
de la aproximacién de Discontinuidades Interiores. Se resumen las aportaciones de
los principales trabajos de la aproximacién de Discontinuidades Interiores. Al final se
comenta brevemente sobre los métodos libres de malla, los cuales han tomado auge

recientemente, y su aplicacién a la simulacién numérica de la falla.

e En el Capitulo 4 se desarrolia la Formulacién Variacional del problema de Discon-
tinuidades Interiores para cada uno de los tres tipos de aproximacién: Aproximacién
Discreta, Discontinuidades Fuertes y Discontinuidades Débiles. Para todos los casos
se parte de la aplicacién del “Principio de los Trabajos Virtuales”. Se obtiene una
ecuacién relacionada con el equilibrio global y otra con el equilibrio (continuidad de

tracciones) en los bordes de la discontinuidad.

e El Capitulo 5 se inicia describiendo la Cinemética de cuerpos con discontinuidades
y se complementa con unos comentarios sobre las caracteristicas del salto de las
deformaciones. Se desarrollan los modelos constitutivos especificos para cada tipo de
aproximacién de Discontinuidades Interiores. Se aborda la familia de modelos de Dafio
Clésico. Para la Aproximacién Discreta se desarrolla un modelo de Dano Isotrépico
y para la Aproximacién Continua uno de Dano Anisotrépico. Se realiza un anélisis
energético entre las distintas aproximaciones, el cual permite establecer relaciones entre

los parémefros de cada una de ellas.



e En el Capitulo 6 se desarrolla la implantacién numérica de la aproximacién de
Discontinuidades Interiores en el Método de los Elementos Finitos. Esta implantacién
puede realizarse por medio de dos metodologfas: (1) el Método Mixto de Deformaciones
Mejoradas y (2) el Método de Imposicién Fuerte de la Continuidad de Tracciones en
la discontinuidad. Se desarrolla la segunda metodologfa ¥ se obtienen tres Grupos de
Ecuaciones distintos que permiten resolver el problema, Los Grupos son desarrollados

para las Aproximaciones Discreta y Continua.

e En el Capitulo 7 se discuten algunos aspectos algoritmicos y computacionales relativos
a la implantacién numérica. Se describe el método desarrollado para la evaluacién de
las ecuaciones constitutivas. Se define y discute el problerma de Deformaciones Falsas,
el cual se presenta en la aproximacién de Discontinuidades Interiores. Se finaliza el
capitulo presentando un algoritmo de propagacién de discontinuidades modificado, que

tiene como objetivo minimizar el efecto de las Deformaciones Falsas.

e En el Capitulo 8 se presentan cinco ejemplos ilustrativos. Kl primero es tedrico y tiene
como propdsito verificar la capacidad del método para modelar discontinuidades. Los
cuatro restantes corresponden a ejemplos relacionados con el agrietamiento y la falla

de especimenes de concreto para los cuales se cuenta con la informacién experimental.

e Se finaliza el trabajo con las conclusiones, apéndices y referencias bibliogréficas. En el

~ Apéndice A se presenta la notacién y la simbologia empleada en el presente trabajo;

se recomienda al lector revisar este apéndice antes de leer €l trabajo. En el Apéndice B
se presentan las matrices constitutivas del modelo de Dafio Anisotrépico para los casos
de deformacién plana y esfuerzo plano. En el Apéndice C se presenta informacién
necesaria para la implantacién numérica de las aproximaciones en el Método de los

FElementos Finitos.

Las implantaciones numéricas de los desarrollos de este trabajo se realizaron en el
programa FEAP (Finite Element Analysis Program - versién 7.3; Taylor, 2001), desarrollado
en la Universidad de California en Berkeley, EUA. El lenguaje de programacién empleado es
Fortran90 (Chapman, 1998). Los desarrollos y las simulaciones numéricas se realizaron
en una computadora persomal, con un procesador AMD Athlon 1.10 GHz, operando
bajo el sistema Windows XP. El preproceso y posproceso de& los modelos numéricos se
realizé empleando el paquete de graficacién GiD (CIMNE, 2000), desarrollado en el Centro

Internacional de Métodos Numéricos en Ingenieria.



Capitulo 2

TEORIAS DE FALLA Y EL
CONCRETO

Durante las tltimas tres décadas muchos investigadores del 4rea de ingenieria han conducido
sus esfuerzos hacia el desarrollo y profundizacién de Teorfas de Fallal. Los desarrollos de
esta drea se han orientado hacia el estudio de la degradacién de los materiales y de las
estructuras. Entre las aplicaciones particulares de estas teorias estd la determinacién de la
resistencia o carga méxima que soporta un material o estructura, asi como la descripcién del
comportamiento posterior a dicho punto méximo y el modo y patrones de falla del mismo.

La Mecdnica de la Fractura es quizé una de las Teorias de Falla més conocida y recurrida
para modelar el proceso de falla. La Mecédnica de la Fractura ve el proceso de falla como la
formacién y propagacién de discontinuidades en un cuerpo, ya sea como macrogrietas o como
un conjunto de microgrietas. Las bases de la Mecdnica de la Fractura se establecieron en
los trabajos de Inglis (1913), Griffith (1921, 1924) e Irwin (1957), los cuales fundamentan la
Mecénica de la Fractura Eldstica Lineal. Posteriormente, la Mecdnica de la Fractura continué
su desarrollo dando lugar a la Mecdnica de la Fractura Elasto-Pléstica y a la Mecénica de la
Fractura No Lineal. A pesar de que la linea de investigacién de este trabajo estd asociada
a la Mecédnica de la Fractura No Lineal, se consideré importante hacer una revisién general
de los conceptos fundamentales de la Mecénica de la Fractura y de los modelos bésicos de la
Mecdnica de la Fractura No Lineal.

TLa falla de los materiales no solamente se presenta (o puede modelarse) como discon-
tinuidades?® en un cuerpo, sino también como zonas donde se presenta una concentracién de
deformaciones (zonas de localizacién de deformaciones) en las que los desplazamientos no

presentan saltos. Las Teorfas de Falla basadas en Teorfas de Continuo ven el problema de

LEn este trabajo se hace referencia a la falla del material inicamente, excluyéndose el efecto de la geometria
y de las condiciones de frontera (i.e. inestabilidades geométricas, e.g. pandeo).
2Saltos de los desplazamientos



la falla precisamente como un fendmeno de localizacién de deformaciones. El fenémeno de
localizacién de deformaciones es un problema de bifurcacién del camino de equilibrio, por
lo que en este capftulo se presenta una breve descripcién sobre el andlisis de bifurcacién.
Adicionalmente, se presenta una discusién en torno al ancho de la zona de localizacién y a
Ja necesidad de emplear “Limitadores de la Localizacién”.

Al final de este capftulo se realiza una breve presentacién de las propiedades mecénicas
del concreto, que es el material de los ejemplos de aplicacién de esta tesis. El objetivo de esta
seccidn es el de presentar los pardmetros més sobresalientes que deben ser considerados para
la definicién de un modelo constitutivo representativo del comportamiento del concreto. En
particular se presenta una discusién sobre los pardmetros asociados a la falla del concreto.
Es importante mencionar que los desarrollos presentados en esta tesis no son de aplicacién
exclusiva para el concreto, sino generales para todos los materiales con comportamiento

cuasifrégil.

2.1 Mecdnica de la Fractura

2.1.1 Introduccién a la Mecdnica de la Fractura

La fractura es un problema que la sociedad ha enfrentado por mucho tiempo, desde que
Jos hombres comenzaron a construir sus propias estructuras. A la fecha podemos observar
una gran cantidad de estructuras que, funcionando satisfactoriamente, han durado varios
centenares de afios, lo que sélo puede ser justificado si tienen factores de seguridad elevados.
Estos factores respondieron a la necesidad de evitar la falla de dichas estructuras, dado el
gran desconocimiento que existia en relacién a su comportamiento y a los mecanismos de
falla de los materiales y de las estructuras.

El comportamiento y la falla de las estructuras como consecuencia de la formacién y
propagacién de grietas se estudia a través de la Mecdnica de la Fractura. La Mecénica
de la Fractura es la parte de la Mecdnica que estudia la falla de los materiales y de las
estructuras por medio de un criferio energético en posible conjuncién con un criterio de
esfuerzos. Algunas de las principales aplicaciones de la Mecdnica de la Fractura son (Shah
et al., 1995):

1. Determinacién de la resistencia residual como funcién del tamahio de la grieta.

2. Determinacién del tamafio de la grieta que es aceptable estructuralmente, dadas unas

condicicnes de carga.

3. Descripcién cuantitativa del efecto de los pardmetros que intervienen en la fractura:

nivel de esfuerzos, dureza del material, tamano de las imperfecciones, etc.
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Se considerara que la Mecdnica de la Fractura tuvo su origen en el articulo de Inglis
(1913), en el cual se obtuvo la solucién eldstica para el estado de esfuerzos en un sélido
infinito con una cavidad eliptica. Inglis observé que cuando uno de los gjes de la elipse
se hace tender a cero, es decir, la elipse aparenta ser una linea, los esfuerzos en el vértice
tienden a infinito. Con base en este resultado, Griflith (1921, 1924) concluyé que el valor
de los esfuerzos en la vecindad del vértice no puede ser empleado como criterio de falla y
propuso un criterio energético, en el cual el crecimiento de las grietas estd controlado por
un balance energético entre la energfa de deformacién disponible y la energfa requerida para
propagar la grieta.

Més tarde, Irwin {1957) resolvié varios problemas de agrietamiento en placas empleando
soluciones de la elasticidad lineal (fig. 2.1) y demostré que el estado de esfuerzos en la

vecindad de la punta de una grieta tiene siempre la misma forma:

K
A/ 2rm

donde o es el tensor de orden 2 de esfuerzos en un punto (r,8); r y @ son las coordenadas

o(r,6) =

£* (6) (2.1)

polares con origen en la punta de la grieta; f* (f) es un tensor de orden 2 cuyos términos
contienen funciones trigonométricas; K es una constante, la cual se denomina Factor de
Intensidad de Esfuerzos. Con base en esta ecuacién, se establece un criterio de falla en
donde si el factor de intensidad de esfuerzos es superior o igual a un factor de intensidad de

esfuerzos critico, el cual es una propiedad del material, la grieta crece.
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Figura 2.1: Distribucién de esfuerzos en una placa eléstica con una grieta y sistema de referencia

Irwin demostré que la aproximacién al problema de la fractura por medio del “balance
energético” es equivalente a la aproximacién por medio del “Factor de Intensidad de Esfuerzos

Critico”. Los desarrollos de Irwin fueron de suma importancia para la fundamentacién teérica
de la Mecdnica de la Fractura Eldstica Lineal (MFEL). El postulado fundamental de la MFEL



establece que el comporfamiento de las grietas estd determinado solamente por el valor del
Factor de Intensidad de Esfuerzos {(Aliabadi y Rooke, 1991).

La MFEL identifica tres modos bésicos de deformacién en un cuerpo agrietado, los cuales
estén caracterizados por el movimiento relativo entre las superficies de la grieta. Estos modos
son cominmente referidos como (fig. 2.2): Modo I (modo de abertura), Modo II {modo de
deslizamiento o cortante en el plano), Modo III (modo de deslizamiento o cortante fuera del

plano).

MODO II

Figura 2.2: Modos Fundamentales de Deformacién

i

La MFEL es altamente simplificada debido a que considera que todo €l cuerpo es eldstico
antes y después de la fractura y que el proceso de fractura (definido en la signiente seccién) se
realiza en una pequefia zona ubicada en la punta de la grieta. De hecho, la MFEL reconoce
que el estado de esfuerzos alrededor de la punta de la grieta es muy elevado por lo que acepta
que debe ocurrir un comportamiento no lineal (plastificacién) en la vecindad de la punta.
Lo simplificado de la MFEL hace que su intervalo de aplicaciones sea limitado, por lo que se
han desarrollado otras aproximaciones dentro de la Mecénica de la Fractura que permiten

cubrir otros casos.

2.1.2 Clasificacién del Proceso de Fractura segiin el Material

En la clasificacién del proceso de fractura es importante identificar el tipo de comportamiento
del material, ya que éste caracteriza al fracturamiento. La mayorfa de los materiales
empleados en la Ingenierfa pueden ser clasificados en tres grupos, con base en su respuesta

“esfuerzo-deformacién” a tensién (fig. 2.3):

a) Frégiles. En estos materiales los esfuerzos rdpidamente se reducen a cero cuando el

material se fractura.

b) Ductil. En estos materiales los esfuerzos se mantienen constantes o aumentan
gradualmente con el incremento de la deformacién cuando el material ha alcanzado

un esfuerzo de fluencia.
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¢) Cuasifragil: En estos materiales los esfuerzos gradualmente van disminuyendo después

de que el material alcanza su esfuerzo méximo.

°A °4 °A

> = =
£ g €

FRAGIL DUCTIL CUASIFRAGIL

Figura 2.3: Tipos de respuesta en los materiales

La MFEL permite que los esfuerzos se aproximen a infinito en la cercanfa de la punta
de la grieta (ec. 2.1). Como el estado de esfuerzos no puede ser infinito en la realidad,
se debe formar una zona inecldstica alrededor de la punta de la grieta, la cual tendrd un
comportamiento caracterizado por el tipo de material. El estado de esfuerzos alrededor de
la grieta y el tipo de material da lugar a la formacién de tres zonas: (1) zona de Proceso
de Fractura, (2) zona Pléstica y (3) zona Eldstica. En la zona de Proceso de Fractura se
lleva cabo €l proceso de fracturamiento, es una zona caracterizada por un ablandamiento
progresivo, para el cual los esfuerzos diérninuyen con el aumento de las deformaciones; en
ella se produce la grieta. La zona de Proceso de Fractura estd rodeada por una zona Plastica
caracterizada por un endurecimiento a la deformacién, para la cual los esfuerzos aumentan o
se mantienen constantes con el anmento de las deformaciones. Para efectos de esta discusién
se puede considerar que el material que estd fuera de ambas zonas es eldstico lineal. A partir
del tamaiio relativo de dichas zonas es posible identificar tres tipos de Fracturamiento, como
se muestra en la fig. 2.4 (Bazant y Planas, 1998; Karihaloo, 1995):

a) Eldstico Lineal
b) Elasto-Plastico

c) No Lineal

En la Fractura Eldstica Lineal, la zona de Proceso de Fractura y la zona Plédstica son muy
pequenas en comi)aracién con el tamarno de la estructura. En particular, se considera que la
zona de fractura ocupa un punto (la punta de la grieta). Este tipo de problema se analiza
a través de la Mecdnica de la Iractura Eldstica Lineal. FEsta aproximacién es adecuada

para materiales fragiles como son los metales frégiles, los cerdmicos fragiles y el cristal;
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(a) Elastico Lineal (b) Elasto-Plastico (c) No Lineal

I8 Zonade Proceso de Fractura [ ZonaPlastica  [_] Zona Eléstica

Figura 2.4: Tipos de Fracturamiento. Adaptado de Bazant (1985)

ademds, es adecuada para el andlisis de presas de concreto, donde la zona de fracturamiento
es pequena en comparacidn al tamafio de la estructura. La MFEL no es aplicable a los tipos
de fracturamiento (b) y (c), 2 menos que se emplee una aproximacién lineal equivalente en
la que se considere que las zonas de Proceso de Fractura y Pléstica no son muy grandes.

Cuando la zona Pléstica es relativamente grande, la MFEL deja de ser aplicable v se
recurre a la Mecdnica de la Fractura Elasto-Pldstica. En esta aproximacién la zona de
proceso de fractura se mantiene pequefia, pero la zona Pléstica es relativamente grande (ver
Anderson, 1995, para una descripcién més detallada de esta aproximacién). Este tipo de
aproximacién es adecnada para materiales dictiles, como son los metales diictiles.

Este trabajo est4 orientado hacia el tercer tipo de fracturamiento: Fractura No lineal. En
esta aproximacién la zona de Proceso de Fractura es grande y la zona Pldstica es pequena
en comparacién con la primera. Algunos de los materiales que poseen este comportamiento
son: concreto, roca, hielo, arenas cementadas, arcillas duras, algunos cerdmicos y materiales
compuestos, entre otros; esto es, los materiales cuasifrigiles pueden ser adecuadamente

modelados por medio de la Mecédnica de la Fractura No Lineal.

2.2 Mecanica de la Fractura No Lineal

2.2.1 Generalidades

Una gran cantidad de materiales que se emplean en la Ingenieria pertenecen al grupo de
los materiales cuasifragiles. Por ello se puede encontrar en la literatura técnica una gran
cantidad de trabajos asociados a la modelacién del comportamiento constitutivo y a los
procedimientos de andlisis del fracturamiento de dichos materiales. En particular, ha sido

de gran interés el estudio del Concreto por su empleo e importancia en la industria de la
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construccién, ver por ejemplo: Bazant y Planas (1998); de Borst et al. (1998); Isenberg
(1993}; Karihaloo (1995); Shah et al. (1995); van Mier (1997). Los conceptos y modelos
de la Mecdnica de la Fractura No Lineal que a continuacién se describen, estdn basados en
estudios realizados en especimenes de concreto; sin embargo, estos conceptos son aplicables
a otros materiales cuasifragiles.

La curva “esfuerzo - deformacién” a tensién del concreto estd compuesta por cinco
intervalos (Karihaloo, 1995), como se muestra en la fig. 2.5. El primer intervalo es el
eldstico o proporcional, y estd contenido entre O y A (limite de proporcionalidad o fluencia).
A partir del punto de fluencia fy comienza a existir un comportamiento no lineal generado
por la formacién de microgrietas distribuidas aleatoriamente. Aproximadamente, cuando
se alcanza el esfuerzo méximo f;, las microgrietas comienzan a unirse dando lugar a un
ablandamiento del material. En el punto C' las microgrietas se han terminado de unir y
forman una macrogrieta, la cual tiene un ancho de abertura w¥; a pesar de la formacién
de una macrogrieta, el material puede ser capaz de transmitir esfuerzos debido a varios
fenémenos, como es el “puenteo de los agregados”. Los esfuerzos transmitidos a través de
la grieta son denominados esfuerzos cohesivos. Finalmente, a partir del punto D la grieta
esta completamente ablerta y no es capaz de transmitir esfuerzos de tensién. El ancho de
grieta en el punto D se denomina ancho de grieta critico w,. Es importante senalar que:
la trayectoria que siguen las grietas en el concreto no es una linea recta, esto se debe a la
presencia del agregado; y es dificil identificar dénde se localiza la punta de la grieta y el

tamano de la zona de proceso de fractura.

Figura 2.5: Comportamiento & tensién del concreto. Adaptado de Karihaloo (1995)

La Mecdnica de la Fractura emplea la tasa de liberacién de energia G como un criterio

para describir el proceso de fractura de un material. Para materiales cuasifrigiles, esta tasa

1En capftulos posteriores w seréd referida como [[uf],
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Figura 2.6: Proceso de. fractura del concreto. Adaptado de Karihaloo (1995)

est4 compuesta por dos partes (Shah et al., 1995): (1) la tasa correspondiente a la energia
consumida, durante el fracturamiento del material, para crear dos superficies; y (2) la tasa
de la energia asociada a los esfuerzos cohesivos que actian a través de la g;rieta'u en el intervalo
de ablandamiento del material. Con base en estas dos partes, es posible clasificar los modelos
empleados en la Mecdnica de la Fractura No Lineal para materiales cuasifrigiles (Karihaloo,

1995):

a) Modelos Cohesivos de la Mecdnica de la Fractura No Lineal. En estos modelos se
desprecia la energfa consumida durante el fracturamiento del material, modeldndose
exclusivamente la energla asociada a los esfuerzos cohesivos presentes en la zona de
fracturamiento. Pertenecen a este grupo de modelos el de Grieta Ficticia y el de
Banda de Agrietamiento. Es importante senalar que en la literatura técnica no existe
un consenso sobre un nombre que agrupe estos modelos; en particular, algunos autores
hacen referencia al Modelo de Grieta Ficticia como el Modelo Cohesivo; sin embargo,
aqui se nombran Modelos Cohesivos a aquellos que aproximan los esfuerzos cohesivos
presentes en la zona de fracturamiento. Estos son los modelos empleados en este

trabajo.

b) Modelos de Grieta Efectiva, que aproximan la Mecénica de la Fractura No Lineal. En
estos modelos se desprecia, aparentemente, la energfa asociada a los esfuerzos cohesivos,
sustituyéndose la zona de proceso de fractura por una grieta equivalente que estd
gobernada por los criterios de la MFEL. Estos modelos no son empleados en este

trabajo.
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2.2.2 Modelos Cohesivos

En esta seccién se presentan brevemente los Modelos Cohesivos de “Grieta Ficticia” y de
“Banda de Agrietamiento”. Estos modelos poseen algunas caracteristicas comunes, como
son: el considerar que la energfa consumida por el fracturamiento del material es nula (o en
otros términos K = 0); el aproximar la energia asociada a los esfuerzos cohesivos (fig. 2.6); y
el que ambos modelos fueron concebidos originalmente para modelar sélo el Modo I de falla.

El Modelo de Grieta Ficticia fue desarrollado por Hillerborg et al. (1976). Ellos
analizaron el proceso de fractura en materiales cémentados, observando que si una barra de
concreto se somete a tension, ésta tiene un comportamiento casi lineal antes de los esfuerzos
maximos y que a partir de estos esfuerzos comienza a formarse una zona de agrietamiento
pequefia donde se concentran las deformaciones (ver probeta correspondiente a la zona B-
D en la fig. 2.5), mientras que fuera de esa zona se presenta una descarga casi eldstica.
Ellos consideraron que no serfa adecuado modelar dicho comportamiento con una relacién
“esfuerzo-deformacién” y propusieron modelar la zona de proceso de fractura por medio de
un modelo “esfuerzo-abertura de grieta”.

En este modelo se considera que la grieta se forma cuando los esfuerzos principales
alcanzan una cierta resistencia. Posteriormente se introduce un comportamiento de
ablandamiento en la zona de proceso de fractura. Este modelo est4 caracterizado por dos
pardmetros (propiedad del material): la tensién resistente (f;) y la energia de fractura Gy,

definida por el drea bajo la curva esfuerzo-abertura de la grieta (o — w):

Gf=/f0w(o) dcr:‘/.gwccr(w) dw (2.2)

¢

Para evaluar la energia de fractura (ec. 2.2) se requiere conocer o establecer la forma de
la curva o — w.

El proceso de fractura en materiales como el concreto no ocurre a lo largo de una linea
(visto el problema en dos dimensiones), como se supone en el modelo de Hillerborg, sino que
ocurre en una zona o banda debido al microagrietamiento, al puenteo de agregados y a la
ramificacién de las grietas. El modelo de “Banda de Agrietamiento”, el cual fue desarrollado
por Bazant y Oh (1983), modela la zona de proceso de fracturamiento por medio de una
banda, de ancho fijo k¥, donde se concentran de manera uniforme las microgrietas. El ancho
de esta banda se considerado una propiedad del material, el cual esté relacionado con el
tamafio de los agregados en el caso del concreto {generalmente se considera igual a tres veces

el tamafio méximo del agregado).

STradicionalmente se emplea la letra h para definir el ancho de la zona de agrietamiento; sin embargo, en
este trabajo A es el ancho del subdominie que contiene a las grietas, mientras que k es el ancho de la zona
de agrietamiento o localizacién de deformaciones
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En el Modelo de “Banda de Agrietamiento” el elemento a tensién de la fig. 2.5 se modela
considerando que todo el cuerpo es eldstico hasta que los esfuerzos principales alcanzan el
esfuerzo resistente a tensién. Posteriormente se genera una banda de agrietamiento donde
se concentra el efecto ineldstico de las grietas, mientras que fuera de esta banda ocurre una

descarga eldstica. Las deformaciones en el interior de la banda se calculan como:

e=¢+¢ (2.3)

donde ¢° son las deformaciones eldsticas, las cuales experimenta todo el cuerpo; y € son
las deformaciones ineldsticas de fractura generadas por el microagrietamiento.
El trabajo por unidad de volumen necesario para formar una grieta completamente

abierta se denomina Densidad de Energia de Fractura y se calcula como:

Yr =/ o de’ (2.4)
0 .

La abertura de la grieta w del modelo de Grieta Ficticia se relaciona con las deformaciones

ineldsticas ¢/ del modelo de Banda de Agrietamiento:

kel =w (2.5)

Correspondientemente, la energia de fractura y la densidad de energfa de fractura se

relacionan a través de la siguiente expresién:

Ambos modelos fueron originalmente concebidos considerando que el cuerpo descarga
eldsticamente y que el agrietamiento ocurre en Modo 1. Sin embargo, estos modelos se han
extendido a modos mixtos de falla y a situaciones en las que el comportamiento de la zona

no agrietada no tiene que ser eléstico.

2.3 Teorias de Continuo

2.3.1 Generalidades y Anadlisis de Bifurcacién

En las Teorias de Continuo, la falla se concibe como un fenédmeno de localizacién de
deformaciones. Dicha localizacién se puede definir como la concentracién de deformaciones
en bandas de ancho finito. Dentro de dichas bandas las deformaciones pueden alcanzar
valores significativamente superiores respecto a los de su vecindad, generdndose un salto en

las deformaciones a través de los bordes de la banda o zona de localizacién. El proceso de
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falla de miltiples materiales no se produce como una discontinuidad en el cuerpo o grieta,
sino a través de la formacién de zonas de localizacidn de deformaciones de ancho finito.
En particular, el daflo en el concreto comienza con un microagrietamiento en una zona y
posteriormente las microgrietas se van uniendo hasta formar una macrogrieta. El fendémeno
de localizacién del cual se hace referencia se produce dnicamente por la inestabilidad del
material, excluyéndose la inestabilidad geométrica que depende de la geometria v de las
condiciones de frontera. Las mestabilidades del material siguen un criterio local dependiente
de la respuesta del material (Needleman y Tvergaard, 1992).

En este trabajo se estudia el problema de localizacién de deformaciones como una
consecuencia del ablandamiento por deformacién producido por el deterioro de un material.
Este fenémeno no sélo da lugar a la localizacién de deformaciones, sino también a la
localizacién de la disipacién de la energfa. El fenémeno de localizacién es un problema de
bifurcacién en el que el camino principal (que preserva uniforme el campo de deformaciones)
no es posible y el camino secundario (que produce localizacién) tiene que ocurrir (Bazant y
Cedolin, 1991).

A continuacién se presenta una revision general sobre la teoria de localizacién de
deformaciones, la cual encuentra sus principios bésicos aplicados a cuerpos ineldsticos en
los trabajos de Hill (1962) y Rice (1976), entre otros. Considérese un material homogéneo
e independiente de la velocidad de carga, sujeto a incrementos de carga cuasi-estéticos. Se
busca determinar si es posible la bifurcacién del material en una banda cuya erientacién esté
definida por el vector n (fig. 2.7). La determinacién de las condiciones bajo las cuales se
produce dicha banda se denomina andlisis de bifurcacién. La bifurcacién estd asociada a la

pérdida de elipticidad de las ecuaciones que gobiernan el problema.

&

zona de localizacion
de deformaciones

Figura 2.7: Zona de localizacién de deformaciones

En este andlisis se considera que el campo de desplazamientos es continuo, pero las
deformaciones presentan un salto en las lineas que limitan la zona de localizacién. Para

que las deformaciones satisfagan la condicién de compatibilidad, se requiere que éstas estén
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definidas como:

&=+ (g®n) (2.7)

donde los superindices b y o indican los valores dentro y fuera de la banda, respectiva-
mente; el punto sobre el tensor indica derivada con respecto al tiempo; (g ® n) es el salto de
las deformaciones.

Ademas de la condicién de compatibilidad, se requiere como segunda condicién que exista

equilibrio a través de la banda, esto es, que exista continuidad de tracciones (T'):

T=n-6°=T'=n.o" (2.8)

donde o son los esfuerzos que pueden ser calculados a partir de las deformaciones y del

tensor constitutivo tangente C:

F°=C°:¢&° y &b =C; (éb—l—g®n) (2.9)

Sustituyendo la ec. 2.9 en la ec. 2.8 se obtiene:

(n-C-n)-g=Q-g=0 (2.10)

La ec. 2.10 puede verse como un sistema de ecuaciones, el cual siempre tiene una solucién
trivial g = 0. Sin embargo, la localizacién ocurre cuando exista una solucién distinta a
la trivial, la cual se presentard cuando el determinante del tensor acustico Q sea igual a
cero. Kl tensor acistico es funcién de la direccién del vector n. Es fécil comprobar que
el determinante del tensor acidstico eldstico nunca es nulo, por lo que un material eldstico
nunca bifurca. Ottosen y Runesson (1991} y Runesson et al. (1991) obtuvieron resultados
analiticos para la determinacién de la direccién critica de bifurcacién y su correspondiente
valor critico del médulo de endurecimiento con modelos de Plasticidad.

Como alternativa al andlisis de bifurcacién estd el de Imperfeccién. En este andlisis se
considera que el material no es homogéneo (posee imperfecciones), lo cual permite que a
partir de un clerto esfuerzo, los valores de las deformaciones sean diferentes dentro y fuera
de la banda de localizacidén; aunque se supone que los valores de la deformacién son los

mismos antes de alcanzar dicho esfuerzo {Bazant y Cedolin, 1991; Needleman y Tvergaard,
1992).

2.3.2 Limitadores de la localizaciéon

El andlisis de bifurcacién no es capaz de dar informacién respecto al ancho de la zona de

localizacién k. FEsto es una limitante importante, ya que la respuesta del cuerpo con una
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banda de localizacién estd definido por el valor de k. Para ilustrar el efecto del valor de &
considérese una barra de longitud L sometida a un estado de tensién uniforme. Al alcanzarse
en la barra un esfuerzo o, se produce una zona de localizacién de ancho k como se ilustra

en la fig. 2.8(a). En la fig. 2.8(b) se grafica la respuesta esfuerzo contra desplazamiento del

extremo libre de la barra.

k=1L
k=051 u
AN, 5L >
k=011
k=00L '

(a) (b)

MANASN

Figura 2.8: Localizacién de deformaciones en una barra: (a) modelo y (b) curva
Esfuerzo-Desplazamiento

En la fig. 2.8(b) se muestra cémo cambia la respuesta de la barra al variar el valor de &,
lo cual indica que no hay objetividad en los resultados con respecto al ancho de la zona de
localizacién. En relacién a eéto, Bazant ef al. (1991 y 1998) establecen que para encontrar
el correcto camino de equilibrio se requiere minimizar el trabajo de segundo orden (62W =
de: C:de = min). La aplicacién de este principio resulta en que la zona de localizacién
debe tener un ancho y volumen iguales a cero (k = 0}, lo que se traduce en un desplazamiento
ineldstico y una energfa de fractura iguales a cero. Bazant y Belytschko {1985) obtuvieron
resultados similares al modelar ondas eldsticas en una barra. Este resultado es fisicamente
inaceptable, ya que el fendmeno de localizacién de deformaciones ocurre (es un fenémeno
real) y no puede ser que se prodﬁzca, energfa de fractura nula (en otras palabras, disipacién
nula).

La conclusién es que estos modelos no son adecuados ya que la localizacién no se
produce en una regién de ancho nulo. Por lo tanto, si se desea emplear una formulacidn
continua (empleando relaciones esfuerzo - deformacién para el ablandamiento), es necesario
complementar dicho modelo con condiciones que eviten que las deformaciones se localicen
en una regién de ancho cero. A estas condiciones se les denomina “Limitadores de la
Localizacidén” (Bazant y Belytschko, 1985). Uno de los modelos més sencillos que incluye
limitadores es el de banda de agrietamiento de Bazant y Oh (1983), el cual se presenté en la

seccidn anterior. Este modelo establece un ancho de zona de localizacién minimo, que para
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el caso del concreto es funcién del tamafio del agregado.

2.4 Propiedades mecdnicas del concreto

2.4.1 Generalidades

En esta seccidén se hace una breve presentacién de las caracteristicas mds sobresalientes
que definen el comportamiento del concreto. Con base en estas caracteristicas se pueden
establecer las propiedades que deben ser incorporadas al modelo constitutivo a emplearse en
los andlisis numéricos. Las propiedades mecénicas de los materiales se establecen con base
en resultados experimentales, los cuales més que establecer el comportamiento del material,
determinan el comportamiento del espécimen para condiciones muy particulares.

En este trabajo se entiende por Concreto al material denominado Concreto Hidraulico,
el cual es ¢l resultado de la mezcla de agregados (generalmente pétreos), agua y cemento
Portland. Debido a esto es que sus propiedades estdn afectadas por las caracteristicas de los
materiales que lo componen y la proporcién de los mismos.

El concreto es un material que posee una elevada resistencia a la compresién, f., en
relacién a su resistencia a la tensién, f;, (aproximadamente diez veces), fig. 2.9(a). Tanto
en compresién como en tensién, la curva esfuerzo-deformacion estd compuesta por una parte
elstica lineal (comprendida entre 0 y 30% del esfuerzo méximo); posteriormente se produce
una parte no lineal, generada por la formacién de microagrietamiento, hasta llegar a un
esfuerzo méximo a partir del cual comienza un ablandamiento. El calculo de este esfuerzo
para distintas condiciones de esfuerzos permite establecer las superficies de falla del material.
Numerosos investigadores han realizado experimentos para evaluar el comportamiento del
concreto bajo distintos estados de carga, siendo el estudio de Kupfer et al. (1969) el més
citado para el caso plano (esfuerzos biaxiales), fig. 2.9(b). En este estudio se encontré
que, ante estados de esfuerzos en compresién biaxial, los esfuerzos resistentes aumentaban
entre un 15 y un 25% con relacién a los esfuerzos uniaxiales a compresién; ante esfuerzos en
tensién—compresi&n la resistencia a compresién disminuye cuando se incrementa el esfuerzo
a tensién; y la tensién resistente bajo tensiones biaxiales es aproximadamente igual a la que

se presenta bajo tensién uniaxial.

2.4.2 Fractura del concreto

" Como se mencioné anteriormente, la fractura y la falla del concreto se producen a
consecuencia de la proliferacién de imperfecciones y microgrietas, las cuales existen antes
de la aplicacién de la carga. En particular, la fractura en Modo I presenta las siguientes

caracteristicas: microagrietamiento distribuido, zona de puenteo y ramificacién y una zona
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Figura 2.9: (a) Curva Esfuerzo-Deformacién uniaxial y (b) superficie de falla para estados
biaxiales de esfuerzos en el concreto

donde existe una macrogrieta cuya superficie no transmite esfuerzos. Fstas zonas no son
constantes a través del espesor del espécimen por lo que el problema es estrictamente
tridimensional, aunque para fines practicos se simplifica a dos dimensiones.

El comportamiento del ablandamiento a tensién del concreto depende en gran medida
de la composicién del material; por ejemplo, el tamafio de los agregados influye sobre el
ancho de la zona de fracturamiento, los esfuerzos residuales en la parte final de la curva de
ablandamiento y la energia de fractura G;. La proporcién agna-cemento afecta la porosidad
y como consecuencia ocurre una disminucién de la resistencia a tensién dado un aumento
de la porosidad, produciéndose un decremento de la energfa de fractura. Finalmente, los
pardmetros del ablandamiento varfan con los ciclos de carga.

Los modelos de la Mecénica de la Fractura No Lineal, y en particular el modelo de Grieta
Ficticia, requicren de la definicién de una curva “esfuerzo-abertura de la grieta” (o — w)
para cuantificar la energia disipada por la abertura de la grieta. La forma de la curva 0 —w
influye en la prediccién de la respuesta estructural. Varias formas de curvas ¢ —w han sido
propuestas; por ejemplo, Hillerborg ef al. (1976) y Cedolin et al. (1987) propusieron curvas
de ablandamiento lineal, el Cédigo de Modelos Europeo (CEB, 1991) una curva bilineal, y
Hordijk (1991) y Reinhardt (1984) curvas exponenciales.

Por otra parte, el estudio del comportamiento del concreto ante estados de esfuerzos
cortantes ha genérado grandes debates dentro de la comunidad cientffica. En principio, un
estado de esfuerzos cortantes puede ser considerado como un estado biaxial de esfuerzos

en tensién-compresién, por lo que se puede considerar que el estudiar la falla en tensién-
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compresién cubre todos los estados de esfuerzo cortante dada una rotacién de ejes; sin
embargo, el problema no es tan simple porque el agrietamiento genera anisotropia en el
comportamiento del material.

Existen multiples estudios experimentales sobre el comportamiento a cortante de
elementos de concreto, verificando sus resultados mediante andlisis numéricos empleando
la aproximacién de la MFEL. Es importante mencionar que existen discrepancias entre los
diversos estudios sobre el tema, por ejemplo Bazant y Pfeiffer (1986) defienden la existencia
de una energia de fractura en Modo II, mientras que Ingraffea y Panthaki (1986) establecen
que no existe un Modo II puro, sino que existe en realidad Modo I curvo o Modos Mixtos
 (Modos Iy II). .

Shah et al. {1995) y van Mier (1997) mencionan que muchas de las pruebas
experimentales, como las citadas en el pdrrafo anterior, coinciden en su deseo de obtener
las propiedades mecénicas asociadas al Modo II de fractura; sin embargo, desde sus puntos
de vista, nadie ha logrado alcanzar estos objetivos. Adicionalmente, coinciden en que la

propagacién de grietas en Modo Mixto puede ser modelado empleando solamente pardmetros
de Modo L.
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Capitulo 3

SIMULACION NUMERICA DE LA
FALLA

Las Teorias de Ifalla son un campo muy extenso, cuya drea méds conocida y recurrida es
la Mecénica de la Fractura. En particular, la Mecénica de la Fractura estd subdividida en
varias dreas entre las cuales figuran: Mecénica de la Fractura Eldstica Lineal, Mec4nica de la
Fractura Elasto-Pldstica, Mecdnica de la Fractura No Lineal, entre otras. Lo amplio de este
tema da lugar a otro vasto campo compuesto por todos aquellos métodos numéricos y sus
correspondientes implantaciones computacionales que buscan aproximar, modelar, analizar
y resolver el proceso de falla. Los trabajos en este campo son muchos y diversos, por lo que
no es posible presentar un resumen de todos ellos; de modo que se presentan algunos de los
trabajos més sobresalientes de ciertas dreas, lo cual permitird establecer el contexto bajo el
cual se desarrolla la presente investigacién.

Primeramente, se describe el modelo de Grieta Discreta el cual tiene la desventaja de
requerir modificar constantemente la malla; sin embargo, este método es capaz de localizar
las deformaciones (o de manera més precisa, modelar la grieta) de manera adecuada.
Posteriormente se presenta el modelo de Grieta Distribuida, el cual no requiere modificar
la malla, pero no es capaz de localizar las deformaciones de manera adecuada. Buscando
desarrollar un método con las virtudes sobresalientes de los dos modelos antes mencionados,
se llega a la aproximacién de Discontinuidades Interiores, a la cual pertenece este trabajo y
es el apartado principal de este capl’tulo. En esta aproximacién se mejoran los campos de
desplazamientos y deformaciones para incluir a la discontinuidad. Se finaliza este capitulo
comentando brevemente sobre los métodos Libres de Malla, los cuales han tomado auge

recientemente y cuya aplicacién a la Mecdnica de la Fractura es interesante y prometedora.
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3.1 Modelo de Grieta Discreta

El modelo de Grieta Discreta reproduce numéricamente la(s) grieta(s) como una discon-
tinuidad geométrica, lo cual se hace separando los bordes de los elementos. La propagacién
de la grieta bajo este modelo requiere de un remallado en la regién de estudio, generdndose un
costo computacional adicional al necesario por el propio andlisis numérico, fig. 3.1(a). Este
remallado ha sido frecuentemente sefialado como la deficiencia de este modelo. Es importante
mencionar que los resultados obtenidos al emplear este modelo son buenos, siendo éstos
frecuentemente empleados por algunos autores como punto de comparacién y referencia.

El Método de los Elementos Finitos y el Método de la Ecuacidén Integral de Frontera
han sido ampliamente usados para analizar problemas de la Mecénica de la Fractura con el
modelo de Grieta Discreta (Aliabadi v Rooke, 1991; Owen y Fawkes, 1983; Wawrzynek e
Ingraffea, 1991). En estos métodos se emplean aproximaciones numéricas (las cuales no son
descritas en el presente trabajo) para calcular el factor de intensidad de esfuerzos K o la tasa
de liberacién de energia G y asi permitir relacionar G con K. Calcular la tasa de liberacidn
de energia tiene la ventaja de que se puede aplicar a materiales con comportamiento no
lineal.

Como se menciond en el capftulo anterior, los problemas eldsticos son aproximados por
medio de la Mecdnica de la Fractura Eldstica Lineal (MFEL), la cual considera que la
distribucién de esfuerzos en la vecindad de la punta de la grieta es funcién de 1/y/F (ec.
2.1)‘, donde r es la distancia radial a la punta de la grieta. Esta distribucién de esfuerzos
puede ser obtenida si se mueven los nodos medios a los cuartos para el caso de elementos
triangulares de seis nodos; para elementos cuadrildteros de ocho nodos se hace lo mismo,
pero ademds se colapsa un lado del elemento, fig. 3.1(b).

Cuando se forma una zona pléstica grande alrededor de la punta de la grieta la MFEL
deja de ser védlida y se recurre a la Mecédnica de la Fractura Elasto-Pldstica. En este caso,
la singularidad 11/ /7 deja de existir y se requiere una distribucién de deformaciones funcién
1/r para modelar una punta de grieta completamente plastificada. Esta distribucién se

‘obtiene degenerando un elemento cuadrildtero de ocho nodos en un elemento triangular,
pero sin colapsar los nodos del lado reducido a un punto y manteniendo el nodo medio en
su posicién, fig. 3.1{c), (Anderson, 1995).

Las dos aproximaciones aquf mencionadas consideran que una vez formada la grieta, por
medio de la separacién de los bordes de los elementos, no se produce transmisién de esfuerzos
a través de la misma. Por lo tanto, esto no es aplicable a materiales cuasifragiles de manera
directa, va que en este tipo de material se presenta transmisién de esfuerzos a través de
la grieta. Una opcién para modelar materiales cuasifragiles utilizando el modelo de Grieta

Discreta es colocando elementos de interfaz en la superficie de la grieta para incluir el efecto
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Figura 3.1: (a) Malla alrededor de la punta de la grieta. Tipos de elementos empleados en el
andlisis (b) eldstico y (c) elasto-pldstico

de los esfuerzos cohesivos presentes en la grieta durante su abertura.

3.2 Modelo de Grieta Distribuida

El modelo de Grieta Distribuida aproxima numéricamente a la(s) grieta(s) como un conjunto
de miiltiples pequenas grietas paralelas uniformemente distribuidas sobre una cierta drea o
_ regién (elemento finito agrietado). Este modelo, cuyo origen se le atribuye a Rashid (1968),
considera al cuerpo agrietado como un medio continuo e incorpora la presencia de la grieta
por medio de la modificacién de las propiedades ffsicas. El modelo tomé mucha popularidad
principalmente en las décadas de los 70’s y 80’s debido a la economia computacional obtenida
al no requerirse modificar la malla durante el proceso de fracturamiento, a diferencia del
modelo de Grieta Discreta.

Este modelo abarca una gran cantidad de aproximaciones que buscan reproducir
numéricamente el proceso de fractura. Dentro de éste se encuentran los modelos de dafio
(Oliver et al., 1990), de plasticidad (Feenstra, 1993), no locales de dafio (Bazant y Planas,
1998), medio continno de Cosserat y de Grado-n (de Borst et al., 1993), y dependientes de
la velocidad de carga, entre otros. En Isenberg (1993) se encuentra una amplia presentacion
sobre los modelos de fractura distribuida, donde se discuten aspectos diversos como modelos
constitutivos, aspectos computacionales y aplicaciones.

Los modelos tradicionales de Grieta Distribuida (Rots, 1988) pueden ser divididos en tres

grupos:

e Grieta Fija. Se forma una sola grieta cuya orientacién se mantiene fija durante todo
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el andlisis computacional. Por lo tanto, se preserva en la memoria la orientacién del

datno.

o Grieta Fija Multidireccional. Se pueden formar muiltiples grietas cuya orientacién
individual se mantiene fija durante todo el andlisis computacional. Rots (1988) concibe

esta aproximacién como un caso intermedio entre la Grieta Fija v la Grieta Giratoria.

e Grieta Giratoria. Se forma una grieta cuya orientacién varfa, manteniéndose
perpendicular al eje de la deformacién principal. Esto implica que no se preserva

en la memoria la orientacién del dafno.

La caracteristica fundamental de este modelo es la descomposicién aditiva de las
deformaciones, lo cual fue originalmente propuesto por Litton (1974). De manera similar
que en ¢l modelo de Banda de Agrietamiento de Bazant (ver capitulo 2}, en este modelo las
deformaciones totales € se descomponen en deformaciones de la parte continua (o eldstica

generalmente) €® y las deformaciones de agrietamiento €/:

e=¢€+¢ : (3.1

El comportamiento del cuerpo depende de las propiedades constitutivas del material no
agrietado y del material agrietado. El comportamiento constitutivo se implanta por medio

de las siguientes ecuaciones:

Ao = DA€’ (3.2)

AT =D’/Ae (3.3)

donde Ag y AT son los incrementos en los esfuerzos en coordenadas globales y locales
respectivamente; A€’ y Ae’ son los incrementos en las deformaciones eldsticas globales y
en las deformaciones de agrietamiento locales; D¢ y DY son las matrices constitutivas de la
parte no agrietada y de la parte agrietada. El sistema coordenado local es el referenciado a
la superficie de la grieta, donde n es la normal a la grieta y se asocia al Modo I de falla (ver
capitulo 2), fig. 3.2.

La matriz constitutiva de la grieta es funcién de los médulos de rigidez de la grieta en
Modo I, IT y ITI de falla. Para el caso més simple, los Modos de falla son modelados de manera
desacoplada. El Modo I de falla ha sido ampliamente estudiado para miltiples materiales
y en particular para el concreto, existiendo una gran cantidad de modelos constitutivos.

Pero el médulo del Modo II de falla es un pardmetro de controversia para el concreto y
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la gricta

Figura 3.2: Sistema de coordenadas local (al plano de la falla) v global

otros materiales; este médulo generalmente es expresado en funcién del mdédulo de rigidez a
cortante y del factor de retencién de cortante 3, el cual toma valores entre Oy 1L

Otro ingrediente importante en esta aproximacién es la determinacién del ancho de banda
de agrietamiento del elemento fnito fisurado. La adecuada determinacién de este pardmetro
permite hacer objetivos los resultados a través de la correcta disipacién de energia. Existen
muchas expresiones en la literatura técnica para calcular el ancho de banda de agrietamiento,
algunas de ellas son sencillas en su empleo como la de Bazant y Oh (1983) y la empleada |
en el programa DIANA (TNO, 1998); asimismo, existen expresiones derivadas de manera
consistente con la disipacién de energia {Oliver, 1089) y hasta expresiones Do locales como
la de Mosalam et al. (1997). Desde el punto de vista del autor del presente trabajo, si
e desea emplear una expresion sencilla es recomendable utilizar la expresién que usa el
programa DIANA, la cual corresponde a 1a rafz cuadrada del drea; pero si se desea emplear
una expresién adecuada desde el punto de vista tedrico, se recomienda el trabajo de Oliver
(1989).

Rots (1988) identifict algunos problemas gue son caracteristicos de los modelos tradi-
cionales de Grieta Distribuida. Fstos fueron observados al modelar casos de fractura

localizada en modo mixto de falla:

e Efecto de la malla. Los resultados son afectados por el tamatio y la orientacién de los

elementos; sin embargo, este efecto puede ser reducido utilizando mallas finas.

e Modos cineméticos falsos. Estos son producidos por la falta de convergencia en el

anslisis.

s Atoramiento de los esfuerzos. Este fendmeno ocurre como consecuencia de la
compatibilidad de desplazamientos entre elementos y de que la grieta no esté alineada
con el borde del elemento. En consecuerncia, el elemento en el interior de la banda de

ablandamiento impone deformaciones a Jos elementos vecinos; si los elementos vecinos

|  TESIS CON
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limitan dichas deformaciones se produce un atoramiento de los esfuerzos en el interior

y no llega a descargarse la banda por el ablandamiento.

El modelo de. Grieta Distribuida ha sido exitosamente empleado para modelar procesos
de fracturamiento en los cuales las fisuras son distribuidas sobre una cierta 4rea, como ocurre
con el concreto reforzado. Sin embargo, este modelo no ha sido del todo satisfactorio para
modelar fractura localizada, como ya se mencioné. En la siguiente seccidén se presentan

.mﬁltiples modelos que buscan mejorar la capacidad de los modelos de Grieta Distribuida

para simular el proceso de fractura localizada.

3.3 Discontinuidades Interiores

En un principio los problemas de fractura eran modelados usando los modelos de Grieta
Discreta y Grieta Distribuida, los cuales tienen limitaciones como se menciondé en las secciones
anteriores. Las aproximaciones con Discontinuidades Interiores surgen como resultado de
buscar nuevos métodos que sean capaces de modelar problemas de fractura localizada, como
ocurre con el modelo de Grieta Discreta, pero sin la necesidad de modificar la malla, como
sucede con el modelo de Grieta Distribuida.

En la aproximacién de Discontinuidades Interiores, los elementos finitos son mejorados
en sus funciones de interpolacién para que sus campos de desplazamientos vy deformaciones
sean mds adecuados para resolver problemas de fractura y/o localizacién de deformaciones.
Es importante sefialar que, en este tipo de aproximacién, no se implanta la distribucién
asintética de esfuerzos alrededor de la punta de la grieta como ocurre en el modelo de Grieta
Discreta. Estas aproximaciones pueden ser divididas de acuerdo al tipo de discontinuidad
y a las relaciones constitutivas empleadas como se muestra a continuacién. Se ilustra esta
agrupacién de las aproximaciones por medio de la fig. 3.3, en la que se muestra una barra

sometida a carga axial que falla en Modo L

1. Aproximacién Continua. Ista aproximacién considera que el sélido es continuo en
todos sus puntos y emplea relaciones constitutivas estdndares (relaciones esfuerzo -
deformacién) en todo el dominio. La falla del elemento produce una zona de localizacién

de deformaciones, donde el deterioro causa una concentracién de deformaciones.

(a) Discontinuidades Débiles. En estos modelos el campo de desplazamientos es
continuo, pero el campo de deformaciones es discontinuo dentro del dominio ya
que se presenta un salto en el campo de deformaciones a través de los bordes de
la zona de localizacién. Por ejemplo: Belytschko et al. (1988); Sluys y Berrends
(1998).
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(b) Discontinuidades Fuertes. En estos modelos el campo de desplazamientos
es discontinuo y el campo de deformaciones es infinito (no acotado) en la
discontinuidad. Esto se produce al hacer que el ancho de la zona de localizacién
tienda a cero. Por ejemplo: Simo et al., (1993); Oliver, (1996a); Regueiro y Borja
(1999).

2. Aproximacién Discreta. En esta aproximacién se considera que el cuerpo deja de ser
continuo ya que se produce una grieta o discontinuidad en el cuerpo, por lo cual se
emplean relaciones constitutivas traccién-salto en la discontinuidad, mientras que el
resto del dominio utiliza relaciones constitutivas estdndares. Por ejemplo: Dvorkin y
Assaneli, (1991); Klisinski et al.,(1991); Lofti y Shing, (1995).

i } [ 1 { I j
MODELO FISICO >H< >H<
Zona de Zona de Ancho de
Localizacién Localizacion Grieta

DESPLAZAMIENTOS !
I /

EN

DEFORMACIONES Z l 2

DISCONTINUIDADES DISCONTINUIDADES APROXIMACION
DEBILES FUERTES DISCRETA

Figura 3.3: Tipos de aproximaciones para Discontinuidades Interiores

Siendo numerosos los trabajos realizados en el tema de Discontinuidades Interiores, a

continuacién se presentan algunos de los trabajos més sobresalientes:

e Ortiz et al. (1987) propusieron un método para mejorar el desempefio de los elementos
isoparamétricos en problemas de fallas localizadas, los cuales involucran localizacién
de deformaciones. FEllos consideran que los elementos que estdn en el borde de una
banda de cortante (0 banda de localizacién de deformaciones) deben contener una
linea de discontinuidad de deformaciones. El método consiste en adicionar un modo
de deformacién donde ocurre la localizacién de deformaciones, la cual es determinada
por medio de un an4lisis de bifurcacién. El método fue formulado como un Método B

(B barra, Hughes, 1980) y derivado directamente del principio de Hellinger - Reissner.
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o Belytschko ef al. (1988) desarrollaron una metodologia para localizar bandas de
cortante que sean de ancho menor que el tamafio del elemento. La formulacién
introduce en el campo de deformaciones una banda de localizacién de deformaciones
cuyo ancho es considerado como un pardmetro del material. A partir de un an4lisis de
bifurcacién se introduce la banda de localizacién; la magnitud de la discontinuidad de
las deformaciones se obtiene por medio de la imposicién de la continuidad de tracciones

y de la compatibilidad dentro del elemento.

e Dvorkin et al. {1990, 1991) propusieron una formulacién de elemento finito que
incorpora una linea de discontinuidad de desplazamientos. La formulacién se deriva del
“Principio de los Trabajos Virtuales” para un sélido con una linea de discontinuidad
que transmite tracciones y cuyo comportamiento estd definido por una ley constitutiva
esfuerzo-salto de los desplazamientos. Esta formulacién fue aplicada a un elemento
cuadrildtero basado en el Método de Interpolacién Mixta de los Componentes
Tensoriales (QMITC). Si bien la metodologfa propuesta conduce a un elemento capaz
de localizar deformaciones, el desarrollo del trabajo no es consistente variacionalmente

¥ no es muy claro.

o Lofti y Shing (1995) desarrollaron una aproximacién que incluye una discontinuidad
en desplazamientos que tiene tracciones cohesivas, pero derivada de la formulacién
variacional de tres campos de Hu - Washizu. En este trabajo fueron desarrollados y

evaluados varics elementos mixtos con modos de deformacion adicionales.

e Larsson, Runesson y Ottosen {1993), quienes han realizado contribuciones en el
tema de las relaciones constitutivas y del andlisis de bifurcacién, propusieron una
aproximacién que regulariza las discéntinuidades de los desplazamientos a lo largo
de la frontera entre elementos, empleando modelos constitutivos elasto-pldsticos. Esta,
aproximacién requiere que el borde de los elementos esté alineado con la discontinuidad.
Posteriormente, Larsson y Runesson (1996) desarrollaron un elemento triangular de
deformacién constante con una banda de localizacién cuyo ancho se hace tender a
cero. La formulacién de este elemento es mixta y se basa en la aproximacién de
deformaciones mejoradas de Simo y Rifai (1990). Este trabajo fue extendido (Larsson
et al., 1996) para estudiar el problema de localizacién en suelos no drenados por medio

de la regularizacién de discontinuidades en los desplazamientos y en la presién de poro.

e Klisinski, Runesson y Sture (1991) establecieron el modelo de elemento finito con banda
interior de ablandamiento. Pero en este modelo, méds que tener una banda, lo cual
significa trabajar con deformaciones, considera en realidad una linea de discontinuidad.

La deduccién del modelo se realiza con sencillez bajo una concepcién simplista de
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este tipo de problema; su implantacidén también es simple yé. que sélo se requiere
sustituir la matriz constitutiva por una matriz constitutiva modificada que incluye el
efecto de la discontinuidad de desplazamientos. Olofsson, Klisinski y Nedar (1994)
relacionaron este modelo con el modelo de Grieta Distribuida a través de la matriz de
redistribucién de desplazamientos nodales A. Ohlsson y Olofsson (1997) implantaron
un modelo constitutivo para modo mixto de falla en este tipo de aproximacién de
Discontinuidades Interiores. Finalmente, Tano, Klisinski y Olofsson (1998) realizaron
un estudio sobre el problema de atoramiento de esfuerzos en los modelos de Grieta
Distribuida y en el de Banda Interior de Ablandamiento. En este trabajo modificaron
el procedimiento de deduccién de la matriz de rigidez; la matriz de rigidez ya no se
calcula modificando la matriz constitutiva, sino calculando la matriz de rigidez de
manera estdndar y multiplicindola por una matriz que incorpora los efectos de la

discontinuidad, de manera similar a Dvorkin et al. (1990, 1991).

e La aproximacién de Discontinuidades Fuertes fue introducida por Simo, Oliver y
Armero {1993). En este trabajo se presentaron los elementos y conceptos bésicos de esta
aproximacion: introduccién de una funcién Delta de Dirac § para las deformaciones
localizadas, reinterpretacidn del médulo de ablandamiento, definicién del campo de
desplazamiento discontinuo y construccidén de sus correspondientes funciones de forma;
el eiemplo ilustrativo es sencillo, siendo un problema unidimensional de una linea de
deslizamiento. Simo y Oliver (1994) detallaron el Marco Tedrico de esta aproximacién,
en particular, dedujeron las formas locales de las ecuaciones de equilibrio a partir de
la forma débil (Principio de los Trabajos Virtuales aplicado a todo el dominio); esta
aproximacién se construyé empleando el Método de las Deformaciones Mejoradas (Simo
y Rifai, 1990). Posteriormente, Oliver (1996.a y 1996.b) realizé una descripcién amplia,
clara y detallada de esta aproximacién. Armero y Garikipati (19})6) establecieron esta
aproximacion aplicada a Plasticidad Multiplicativa. Oliver y Pulido (1998) extendieron
los conceptos de discontinuidades fuertes a grandes deformaciones, empleando modelos
de dafio isotrépico. Oliver ef al.  (1999) desarrollaron un modelo de ancho de
banda variable a través del cual se establecia una transicién entre los regimenes: de
discontinuidades débiles a discontinuidades fuertes; esto se realizé debido a que el
fendmeno de bifurcacién no siempre se da en régimen de discontinuidad fuerte. Oliver
(2000) deduce las relaciones de tipo discreto (traccién - salto de los desplazamientos},
asoclados a la Mecdnica de la Fractura No Lineal a partir de la aproximacién de
Discontinuidades Fuertes que tiene relaciones de tipo continuo (relaciones esfuerzo -

deformaciéh), asoclados a la Mecdnica de los Medios Continuos.

o Jirasek (2000) realizé un estudio comparativo entre las distintas aproximaciones,
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disponibles en la literatura técnica, del Método de los Klementos Finitos con
Discontinuidades Interiores. Establecté un marco variacional general valido para todas
las aproximaciones, a partir del cual fue derivando las aproximaciones estudiadas como
casos particulares. Todas las aproximaciones las dividié en tres grupos: Formulacién
Simétrica Estdticamente Optima (SOS), Formulacién Simétrica Cinemdticamente
Optima (KOS) y Formulacién No Simétrica Estdtica y Cineméticamente Optima
(SKON), reportando que el tltimo grupo posec el mejor desempefio. A este
dltimo grupo pertenecen las aproximaciones de Dvorkin et al. (1990, 1991), de
Klisinski et al. (1991) y de Simo y Oliver (1994). En un trabajo posterior
Jirasek y Zimmermann (2001a y 2001b) implantaron, en un tridngulo de deformacién
constante, una aproximacién desarrollada con la formulacién SKON. Adicionalmente,
desarrollaron detalladamente un modelo de dafo para modelar el comportamiento de la
grieta y proponen un modelo que inicia como uno de Grieta Distribuida (Giratoria) para
posteriormente cambiar a uno de Discontinuidades Interiores. Finalmente, comparan el
desempeno de varios modelos buscando remediar patologias tales como el atoramiento

de esfuerzos.

3.4 Meétodos Libres de Malla

Recientemente, en la hteratura técnica se han publicado multiples trabajos referentes al
meéjoramiento de la aproximacién tradicional del Método de los Elementos Finitos. En
particular, en estos trabajos se ha buscado desarrollar nuevas aproximaciones dentro del
método de Galerkin, pero con la cualidad de que no se requiera de la malla para la
construccién de la aproximacién. Estos métodos, llamados “libres de malla™ o “sin malla”,
buscan evitar las dificultades y limitaciones asociadas a la. malla de elementos finitos por
medio de la construccién de una aproximacién que se basa en la informacién de los nodos y
en un conjunto de funciones de peso. Belytschko et al. (1996) realizan un andlisis general
de los desarrollos realizados en este tema.

Moes et al. (1999) y Dolbow et al. (2000) estudian el proceso de propagacién de una
grieta por medio del mejoramiento local de la aproximacién de desplazamientos empleando el
Método de la Particién de la Unidad (Melenk y Babuska, 1996). Las caracterfsticas especiales

que poseen sus modelos son:

1. Mejoramiento del campo de desplazamientos para incorporar la discontinuidad pro-
ducida por la presencia de la grieta. Esto permite propagar la grieta sin modificar la

malla.
2. Implantacién de la distribucién asintética de esfuerzos alrededor de la punta de la
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grieta.

Moes et al. (1999) y Dolbow et al. (2000) han buscado recuperar dos virtudes bésicas
de los modelos de Grieta Discreta: la grieta se modela como una discontinuidad geométrica,
v se modela el estado de esfuerzos alrededor de la punta de la grieta con lo que se puede
evaluar el factor de intensidad de esfuerzos.

Wells y Sluys (2001) desarrollaron un modelo, con hase en el método de la Particién de la
Unidad, que permite introducir saltos en el campo de desplazamientos. Esta aproximacién
estd orientada hacia materiales heterogéneos cuasifrdgiles y emplea un modelo de grieta
cohesiva. Ellos indicaron que esta aproximacién arroja buenos resultados, pefo reconocen que
se incrementa la complejidad de implantacién con respecto a los métodos de Discontinuidades

Interiores.
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Capitulo 4

FORMULACION VARIACIONAL
DEL PROBLEMA DE
DISCONTINUIDADES
INTERIORES

Los métodos pertenecientes a la “Aproximacién de Discontinuidades Interiores” pueden
ser divididos en tres grupos: Aproximacién Discreta, Discontinuidades Fuertes en la
Aproximacién Continua y Discontinuidades Débiles en la Aproximacién Continua. Las
caracteristicas particulares de cada grupo se presentan brevemente en el capitulo anterior.
En este capitulo se establece la I'ormulacién Variacional correspondiente a cada grupo.
La Formulacién Variacional del problema establece su base tedrica y permite deducir las
ecuaciones necesarias para resolver el mismo. Estas ecuaciones son el punto de partida
para resolver el problema por el Método de los Elementos Finitos, lo cual serd tratado
posteriormente.

Los desarrollos aquf presentados se realizan dentro de un marco bidimensional, siendo
directa su extrapolacién al caso tridimensional. El punto de partida es el “Principio de
los Trabajos Virtuales” (Fung, 1965; Malvern, 1969), el cual es vélido para cualquier Ley
Constitutiva; por lo tanto, las ecuaciones obtenidas a partir de este principio variacional
también son védlidas para cualquier ley de comportamiento de material. A continuacién se

presentan las tres actividades realizadas para cada una de las aproximaciones estudiadas:

o Se define un campo de desplazamientos que incluye la discontinuidad, el cual estd

compuesto por una parte regular y una parte asociada a la discontinuidad.

¢ Se obtiene una ecuacién variacional asociada al equilibrio global del cuerpo, empleando

los desplazamientos virtuales asociados a la parte regular. Esta ecuacién es similar para
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las tres aproximaciones.

e Se obtiene una ecuacién asociada al equilibrio a través de los bordes de la discon-
tinuidad.

4.1 Aproximacién Discreta

Sea un cuerpo sélido y continuo cuyos puntos materiales estdn referenciados a un sistema
coordenado x (con componentes «,y). El cuerpo posee un dominio 2 y una frontera I' (fig.
4.1), al que se le introduce una discontinuidad (grieta) en S, cuya normal est4 definida por
el vector nn y establece el sistema coordenado local fi (con componentes n,t). La posicién
de los puntos materiales se describe a través del campo de desplazamientos u(x), el cual se
define como (fig. 4.2a):

u(x) = (x) + Ms (x) [u]] (x) (4.1)

donde 1 (%) corresponde a la parte regular del campo de desplazamientos; [[u]] (x) es el

salto de los desplazamientos que se produce en S; Mg (x) es una funcién que se define como

(fig. 4.2b):
Mg (x) = Hg (%) — ¢" (%) (4.2)

Hg (x) es una funcién escalén definida como:

He(x) = 0 ¥YxeQ,uQ" (4.3)
Hs(x) = 1 VxeQiuQt

i

" (x) es una funcién continua que cumple con:

il

" (%) 0 VYyxef (4.4)
"(x) = 1 vxeQt

La funcidn Mg posee dos propiedades: el salto de Mg a través de § es igual a uno
([[Ms]]l=1)y Mg (x) =0 VxeQ uQ*t

En la fig. 4.1 se puede observar que las lineas S, y S7 dividen al dominio en tres
subdorminios: £ = 2~ U Q, UQ™T; mientras que la linea S divide al subdominio £, en dos:
Qn =0, UG
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Figura 4.1: Definicién de un cuerpo con una discontinuidad para la Aproximacién Discreta

(a)

Mg Hy ¢*
O o~ — =

SN

S S S S S S S S S

Figura 4.2: Definicién (a} del campo de desplazamientos y (b) de la funcién Mg
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Las condiciones de frontera del problema, son:

u(x) = u* Vxely, (4.5)
Tx) = T Vxelg

donde u* son los desplazamientos prescritos y T* son las tracciones prescritas, cumplién-
dose en la frontera que: Ty UT'r =T y Ty NT'r = 0. Las tracciones en cualquier punto de

la superficie pueden calcularse como:

T (x) =0 (x)-n* | (4.6)

donde n* es el vector normal a la superficie de cuerpo y o (x) es el tensor de esfuerzos.
Para. desarrollar la Formulacién Variacional se parte del “Principio de los Trabajos

Virtuales”, el cual se aplica al cuerpo que tiene una discontinuidad, obteniéndose:

> Véu: o dQ + / du- T ([[u]]) A" = du-bdQ+ [ du-T*dI' (4.7)
oS s oS I't

donde V(o) es el gradiente de (e); T ([[u]]) son las tracciones producidas en la

discontinuidad, las cuales son funcién del salto de los desplazamientos; b son las fuerzas de

cuerpo; du son los desplazamientos virtuales (también referidos comeo funciones “de prueba”

desde un punto de vista matemético més amplio). De acuerdo con la definicién del campo

de desplazamientos (ec. 4.1), los desplazamientos virtuales se definen como:

du = 8+ Ms6[ul] (4.8)

Como se sabe, la ec. 4.7 posee un sentido fisico: el trabajo interno es igual al trabajo
externo. En esta aproximacién, el trabajo interno estd compuesto por el trabajo producido
en la parte continua del dominio {Q\S5), més el trabajo producido por las tracciones cohesivas
que tienen lugar en la discontinuidad. El trabajo externo presenta su forma estédndar,
compuesta por las fuerzas de cuerpo y las tracciones prescritas sobre la superficie.

A continuacién se procede a obtener las ecuaciones que gobiernan el problema. Para ello
se analizan dos condiciones bésicas: primero se analiza la condicién du = d1 (con 8[[u]] =0)
y posteriormente la condicién du =Mgd{[u]] (con dia =0).

Condicidn 1. Haciendo du = 411, la ec. 4.7 se transforma en:

> Véﬁ:adﬂmf

st b dQ+f - T* dT (4.9)
oSg ms

I'r
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El segundo término de la ec. 4.7 fue cancelado debido a que du |, g = 6{[u]] (du™|, 4~
du | .o = 6[[u]]). La ec. 49 es muy importante ya que es empleada en la implantacién
numérica en el Método de los Elementos Finitos. Integrando por partes el primer término

de la ec. 4.9 vy reordenando términos se obtiene:

/ 56 (V-0 +b) dO+ / 50 (T*— - n*) dT'+ f 56 (00~ m*) dT' = 0 (4.10)
oS I'p S

donde ot y o~ son los esfuerzos evalvados en 2\S y Q; \\9 respectivamente.
La ec. 4.10 indica que se cumple de forma débil con el equilibrio interno, el equilibrio del

cuerpo con las tracciones prescritas en la superficie y el equilibrio a traves de la discontinuidad

S

> Vie+b=0 Vxe\S
> T =0 -n* Vxelr (4.11)
> ot n* =0 n* Vxe8

donde V - (®) que es la divergencia de (o).
Condicion 2. Haciendo du =Mgd[[u]] y considerando que Mg (x) =0 ¥YxeQ UQTy

que du j, o = ¢[[u]]:
[ Vsl o a0y /S S[u]] - T ([ul]) df2 = (412)
/ (MsS[[ul]) b 2 + f (Med[[u]]) -T* dT
\S Ll
Y (Ms6[[u])) = VHs @ 8{[u]]+HsVé[[u]] - Vi @ 8[[u]]—¢"Vé[[ul] (4.13)

Para analizar el primer término de la ec. 4.12 se sustituye en éste la ec. 4.13 y se hacen

algunas simplificaciones:

/ T solpl) o d= (414)
/ ol + o a0 / (ol oo / P (V) o

Integrando por partes el primer término a la derecha de la igualdad se obtiene:
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Vollu]] : od= [ &u]]-o ndl+ f 5[u)] o n*dl  (4.15)

Qs st O N

- f S[ful] - o m T — / S[iu]]- (V- ) d9
5 s
El tensor ot, localizado en el tercer término a la derecha de la igualdad, corresponde al
estado de esfuerzos evaluado en el subdominio 2\ S; es este término el que posteriormente
se igualard al término de las tracciones en la discontinuidad {segundo término de la ec. 4.7).

Sustituyendo la ec. 4.14 en la ec. 4.12 y tras algunas integraciones por partes se obtiene:

Js 0[]l - {T ([[u]]) - o*n} dT (4.16)

= +/Q}T\Sc5[[u]]-(v-a'+b) dQ—I—/P S[[u]}- (T*— o -n*) dT

;:I'][‘T

- [ Sl (vVeosb)dn- [ el (T~ o) ar
Q2p\8 TRl
Los términos a la derecha de la igualdad verifican el cumplimiento del equilibrio interno
y externo en los subdominios: 7\S y 2,\5, resultado que ya habfa sido garantizado por
medio de las ecs. 4.10 y 4.11. El término enmarcado en la ec. 4.16 debe ser igual a cero para
que se satisfaga la ec. 4.12, obteniéndose una ecuacién de equilibrio en la discontinuidad S:
S 8]  {T ({[u]]) — o0} dT' = 0. Al satisfacerse el equilibrio de manera débil en S, se

debe satisfacer también de manera fuerte (punto a punto):

> T([u)=0ctn=6"n (4.17)

La ecuacién anterior, que se establece tomando en cuenta Ja ec. 4.113, define una segunda
ecuacién que es empleada en la implantacién numérica de esta aproximacion en el Método

de los Elementos Finitos.

4.2 Aproximacién Continua. Discontinuidades Fuertes

En esta seccién se desarrolla la Formulacién Variacional de la aproximacién de Discon-
tinuidades Fuertes, la cual ha sido previamente desarrollada por Simo y Oliver (1994). Sea un
cuerpo sélido y continuo cuyos puntos materiales estdn referenciados a un sistema coordenado
X (con componentes z,y). El cuerpo posee un dominio Q y una frontera I' (fig. 4.3), al que se

le introduce una discontinuidad (zona de localizacion de deformaciones, cuyo ancho tiende
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a cero) en S, cuya normal estd definida por el vector n y establece €l sistema coordenado
local fi (con componentes n,t}. La posicién de los puntos materiales se describe a través del
campo de desplazamientos u (x), el cual tiene la misma definicién que en la Aproximacién

Discreta (ver ec. 4.1):

u (x) = 0 (x) + Ms (x) [[u]) (x) (4.18)

donde i (x) corresponde a la parte regular del campo de desplazamientos; [[u]] (x) es
el salto de los desplazamientos que se produce en §; Mg (x) es una funcién: Mg (x) =

Hg (x) — 9" (%), igual a la definida para la Aproximacién Discreta (ver ecs. 4.3-4.5).

X SP:SS;

Flgura 4.3: Definicién de un cuerpo con una discontinuidad para la Aproximacién Continua de
Discontinuidades Fuertes

Las condiciones de frontera del problema son: u(x)=u* vxeI,yT(x)=T" Vx¢
'y , donde u* y T son los desplazamientos y tracciones prescritos, con: I'y UTp =T v
e NTp = §. La superficie del cuerpo tiene una normal n*

Para desarrollar la Formulacién Variacional se parte del “Principio de los Trabajos
Virtuales”, el cual se aplica a un cuerpo que tiene una zona de localizacién cuyo ancho

tiende a cero:

> /Véu:adﬂ:fé‘u-bdﬂ—}- du-T* dr' (4.19)
Q Q

'y
donde V (o) es el gradiente de (); o (x) son los esfuerzos; b son las fuerzas de cuerpo; du
son los desplazamientos virtuales (también referidos como funciones “test” desde un punto

de vista matemético més amplio), que se definen de acuerdo a la ec. 4.18 como:
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ou = §u+Mgd[[u]] (4.20)

El sentido fisico de la ec. 4.19 consiste en el equilibrio entre el trabajo interno y el trabajo
externo. Se observa en las ecs. 4.7 y 4.19, que la diferencia entre la Aproximacién Discreta
y la Aproximacién de Discontinuidades Fuertes est4 en la manera como se define el trabajo
interno, siendo en este caso la discontinuidad parte del continuo. A continuacién se procede
a obtener las ecuaciones que gobiernan el problema. Para ello se analizan dos condiciones
bésicas: primero se analiza la condicién du = i (con &[[u]] =0) y posteriormente la
condicién du =Mgd[[u]] (con da =0).

Condicidn I. Haciendo du = 81, la ec. 4.19 se transforma en:

> fVc‘)‘ﬁ:adQ:/éﬁ-bdﬂ+f s T* dT (4.21)
0 Q I'r

La ec. 4.21 es similar a su correspondiente en la Aproximacién Discreta (ec. 4.7);
existiendo una diferencia minima en la definicién del dominio de integracién, ya que en este
caso se integra todo el dominio debido a que la discontinuidad es parte del dominio. Esta
ecuacién es empleada en la implantacién de esta aproximacién en el Método de los Elementos
Finitos.

Integrando por partes el primer término de la ec. 4.20 y considerando la discontinuidad,

al reordenar términos se obtiene;

/ da- (V-0 +b) dQ—l—/ da- (T*—o - n*) dT-{—f ol (0'+-n*~a"-n*) dl' =0 (4.22)
O\S I't s
La ec. 4.22 indica que se cumple de forma débil con el equilibrio interno, el equilibrio del

cuerpo con las tracciones prescritas en la superficie y el equilibrio a traves de la discontinuidad

S

> V-o+b=20 Vxe\S
> T =0 -n* ¥Vxelp (4.23)
> ot-n* = o -n* VyxelS

donde V - (8} es la divergencia de (e).
Condicién 2. Haciendo du =Msd[[u]] y considerando que Mg (x}) =0 Vxe Q- U

V (Msd[u]]) : o 42 = f (Ms6][u]]) b d©2 + fr (s T AT (424)

Q. 1978
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COIL:

V (Msd[[u]]) = VHs @ 6[[u]l+HsVé[[u]] - V" ® &][u]] - " V([ul] (4.25)

fEn

Para analizar el primer término de la ec. 4.24 se sustituye en éste la ec. 4.25 y se

simplifica:
REZOE o df) = /S 5[]l (c's - n) dT (4.26)
+ [ vapul - a‘de[Z (vgo*‘ug)a[[u}]):adsz_[2 o (VSTu]l) : o A9

El tensor o5, que aparece en el primer término a la derecha de la igualdad, corresponde
al estado de esfuerzos evaluado en el interior de la zona de localizacién o discontinuidad S.

Integrando por partes el segundo término a la derecha de la igualdad se obtiene:

Vo) : cd0= [ sful-condr+ [ dlul-oentdr  (120)

+ +
ﬂh I‘h Nhp

- / 5[] o*n dT — f S([u]] - (V- o) d
5 af
El tensor o, que aparece en el tercer término a la derecha de la igualdad, corresponde

al estado de esfuerzos evaluado en el subdominio QF\S.

Sustituyendo la ec. 4.26 en la ec. 4.24, y tras algunas integraciones por partes se obtiene:

[ 8lul] - (¢sm — 0" m) dT (4.28)
— [, 6] (Voo +b) a0+ /PW §[[u]] - (T* — o - n*) dT
- [ ool (7o +b) - [ ofu] (T - n) dr

En los términos de la derecha de la igualdad se verifica que se cumple el equilibrio
interno y externoc en O y Q. El primer término de la ecuacién debe ser igual a cero para
que se satisfaga la ec. 4.24, obteniéndose una ecuacién de equilibrio en la discontinuidad S:
Js6lu]] - (esn~ ot.n) dT'" = 0. Al satisfacerse el equilibrio de manera débil en S, se debe

satisfacer también de manera fuerte (punto a punto):
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> Ogn=ag-n=0 -n (4.29)

La ecuacién anterior, que se establece tomando en cuenta la ec. 4.23;, define una segunda
ecuacién que es empleada en la implantacién numérica de esta aproximacién en el Método

de los Elementos Finitos.

4.3 Aproximacién Continua. Discontinuidades Débiles

Sea un cuerpo sélido y continuo cuyos puntos materiales estdn referenciados a un sistema
coordenado x (con componentes z,y). El cuerpo posee un dominio £ y una frontera I' (fig.
4.4), al que se le introduce una discontinuidad (20ma de localizacion de deformaciones de
ancho k) en S, cuya normal estd definida por el vector n y establece el sistema coordenado
local i (con componentes n,t). La posicién de los puntos materiales se describe a través del

campo de desplazamientos u(x), el cual se define como (fig. 4.5a):

u (x) = (x) + M (x) [[u]] (x) (4.30)

donde 01 (x) corresponde a la parte regular del campo de desplazamientos; [[u]] (x) es el
salto de los desplazamientos que se produce en el interior de la zona de localizacién; My (x)

es una funcién que se define como (fig. 4.5b):

M (x) = Hy (8) - ¢ (x) (431)

Hy es una funcién continua (mds adelante se emplea una funcién rampa para definirla)

que cumple con:

Hy(d) = 0 Ya<§S; (4.32)
Ho(h) = 1 VA>SS

" (%) es upa funcién continua que cumple con:

©" (%) 0 VYxef™ (4.33)
e"(x) = 1 VxeQt

La funcién My, tiene como propiedad que: M =0 Vxe Q- UQt,

En la fig. 4.4 se puede observar que las lineas S; y S} dividen al dominio en tres
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Y i‘
‘ x S8 S

Figura 4.4: Definicién de un cuerpo con una banda de localizacién de deformaciones para la
Aproximacién Continua de Discontinuidades Débiles

(a)

Figura 4.5: Definicién (a) del campo de desplazamientos y {b) de la funcién M
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subdominios: = Q- UQ,UN*. Las lineas S, y Si contienen al dominio Q, mientras que
las lineas S~ y S contienen al dominio £, por lo que Qi C Q. A su vez, la discontinuidad
S divide a los subdominios 5 y O, de tal suerte que: Q, =Q, UQS v O, =0, UQT.

Las condiciones de frontera del problema son:

u{x) = u* Vxel, (4.34)
T(x) = T" VxeTly

donde u* son los desplazamientos prescritos y T* son las tracciones prescritas, cumplién-
dose en la frontera que: ', Uy =T'y Ty NT'r = @. Las tracciones en cualquier punto de

la superficie pueden calcularse como:

T (x) = o (x}n" (4.35)

donde n* es el vector normal a la superficie de cuerpo y o (x) es el tensor de esfuerzos.
Para desarrollar la Formulacién Variacional se parte del “Principio de los Trabajos
Virtuales”, el cual se aplica al cuerpo que tiene una zona de localizacién de deformaciones

de ancho k, obteniéndose:

> /Vdu:adﬂ:/&u-bdﬂ—l— du-T"dl (4.36)
Q Q

I'r
donde V (o) es el gradiente de (»); b son las fuetzas de cuerpo; du son los desplazamientos
virtuales {también referidos como funciones “test” desde un punto de vista matemético
mas amplio). De acuerdo con la definicién del campo de desplazamientos (ec. 4.30), los

desplazamientos virtuales se definen como:

du = &+ My [ul] (4.37)

La ec. 4.36 representa el equilibrio entre el trabajo interno y el trabajo externo, siendo
el caso de Discontinuidades Fuertes (ec. 4.19) idéntico al caso de Débiles (ec. 4.36). A
continuacién se procede a obtener las ecuaciones que gobiernan el problema, para lo cual se
sigue el procedimiento empleado en las secciones anteriores consistente en el anélisis de dos
condiciones: (1) du = &1t (con d[[u}] =0) y (2) du =M;8[[u]] (con da =0).

Condicidn 1. Haciendo du = &, la ec. 4.36 se transforma en:

> /VJﬁ:adﬂ:f&ﬁ-bdﬂ-l- éa. T* dT (4.38)
Q Q

'y

Esta ecuacién es idéntica a la obtenida para Discontinuidades Fuertes (ec. 4.21) y es
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la base para implantar numéricamente esta aproximacién en el Método de los Elementos
Finitos. Integrando por partes el primer término de la ec. 4.38 y reordenando los términos
se obtiene que esta ecuacién cumple de forma débil con el equilibrio interno y el equilibrio
del cuerpo con las tracciones prescritas: V.o+b =0 VxeN\SyT*'=0o-n* Vx€&TlT.
Condicidn 2. Haciendo du =Md{[u]] y considerando que M (x) =0 Vxe Q UQH:

V (Mid][u]]) : o df2 = /

Qp

(MyS[[u]]) b a0 + f (Myo[[u]]) - T* dT'  (4.39)

0y ey,

Se divide el dominio de integracién en tres: O, \%, O, QF\QY; de igual manera se divide
en tres la superficie de integracidn: (l“g \1";) N, Ty N Do, (FI\F;) N I'r. Integrando por
partes y reagrupando términos se obtiene la forma débil de la ecuacién de equilibrio interno
para cada uno de los tres subdominios, as{ como el equilibrio del cuerpo con las tracciones
prescritas para cada una de las tres superficies, lo cual habfa sido garantizado por medio de

las ecuaciones de la Condicién 1. Adicionalmente, se obtienen los siguientes términos:

> /S Myd[[u]] - (o n— oy m) dI' + ” Mié[u)]- (67 n—ofn) dT (4.40)
Los dos términos de la expresién 4.40 deben ser iguales a cero para satisfacer la ec. 4.39.
Por lo tanto, la expresién anterior establece el equilibrio a través de las lineas §~ y S, con
base en el cédlculo de los esfuerzos dentro de la zona de localizacién de deformaciones en
(o, y o) y fuera de esta zona (o y o). Estas lineas contienen la zona de localizacién
de deformaciones. Es importante mencionar que para el caso més general: o, # o, salvo
para el caso en que el ancho de la zona de localizacién tiende a cero (k — 0), con lo cnal se
recupera la aproximacién de Discontinuidades Fuertes y se obtiene que: o} = of = as. Al
satisfacerse el equilibrio de manera débil en S~ y ST, se debe satisfacer también de manera
fuerte (punto a punto):

> o,n=o0,n y ofn=0fn (4.41)
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Capitulo 5

MODELOS CONSTITUTIVOS

La Formulacién Variacional de cuerpos con discontinuidades fue desarrollada en el capitulo
anterior para obtener las ecuaciones que gobiernan el problema. La Formulacién fue
desarrollada dentro de un dmbito general, de tal suerte que es vdlida independientemente de
la Ley Constitutiva empleada. En la Formulacién no se describié por completo la cinematica
del problema, sélo se definieron los campos de desplazamientos que describen el movimiento
de los pﬁntos materiales de un cuerpo con una discontinuidad en su interior.

Para definir el comportamiento de un cuerpo, ademéds de requerirse las ecuaciones de
equilibrio que gobiernan el problema, se requiere conocer su cinemdtica y en particular
la. Ley Constitutiva que caracteriza el comportamiento de un material. Por este motivo
en este capitulo se comienza presentando la cinemética de medios con discbntinuidades,
lo cual implica la definicién de los campos de desplazamientos y de deformaciones. Con
base en la definicién de los campos de desplazamientos, la cinemédtica se presenta en dos
grupos: Discontinuidades Fuertes (desplazamientos discontinuos) y Discontinuidades Débiles
(desplazamientos continuos). Posteriormente, se realiza un breve andlisis sobre el salto de
las deformaciones en la discontinuidad.

La parte més sustancial de este capitulo consiste en el desarrollo de Modelos Constitutivos
aplicables en la aproximacién de Discontinuidades Interiores. Los modelos estdn orientados
a reproducir el comportamiento de materiales como el concreto, caracterizados porque fallan
inicialmente en Modo I y posteriormente pueden evolucionar en Modo Mixto dependiendo
del estado de esfuerzos en la discontinuidad. Se aborda tnicamente una familia de
Modelos Constitutivos: Dafio (infinitesimal, local e independiente de la velocidad de carga),
cubriéndose los casos Isotrépico y Anisotrépico. Los modelos de Dafio Anisotrépicos son
explorados para desarrollar un modelo constitutivo de tipo continuo que permita satisfacer
siempre las Condiciones de Discontinuidad Fuerte desde el momento en que se alcanza la
superficie de falla v se produce la bifurcacién en la trayectoria de equilibrio. Los modelos

constitutivos son desarrollados para cada una de las aproximaciones: Aproximacién Discreta,
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Discontinuidades Débiles y Discontinuidades Fuertes, describiéndose las caracterfsticas que
cada uno posee. Se realiza un “Andlisis Fnergético”, el cual define la energia de fractura y
permite establecer las ecuaciones que relacionan las variables de las distintas aproximaciones
(e.g. médulo de ablandamiento). En este trabajo se consideran a las deformaciones (o al salto
de los desplazamientos) como variables independientes, dado que el esquema de evaluacién
de la ecuacidn constitutiva es conducido por las deformaciones; por lo que los esfuerzos son

variables dependientes.

5.1 Cinematica de medios con discontinuidades

La cinemdtica es el estudio del movimiento y de las deformaciones sin consideracién a la
causa que los origina. La cinemética de los cuerpos con discontinuidades interiores puede ser
abordada desde dos planteamientos basicos: Discontinuidades Fuertes y Discontinuidades

-Débiles. En el primero se define un campo de desplazamientos discontinuo y se puede
agrupar en éste a la Aproximacién Discreta y al método de Discontinuidades Fuertes de la
Aproximacién Continua. En el segundo se define un campo de deformaciones discontinuo y
agrupa a las Discontinuidades Débiles de la. Aproximacién Continua. El establecimiento de
la cinemética permite definir el campo de deformaciones para cada planteamiento. Varios de
los términos empleados en esta seccién han sido previamente definidos en el capitulo anterior,
por lo que se realiza una presentacién breve del tema y se hace referencia a las figuras del
capitulo anterior.

Para efecto de establecer la cinemética de cuerpos con discontinuidades interiores,
considérese un cuerpo sélido y homogéneo cuyos puntos materiales estdn referenciados a un
sistema coordenado x (con componentes z,y). El cuerpo posee un dominio Q y una frontera
. En su interior tiene una discontinuidad S, que esta contenida dentro del subdominio £2, y
ésta posee una normal n que define un sistema coordenado local fi {(con componentes n,t). El
dominio est4 dividido en tres subdominios: = - UQ,UQT, siendo el subdominio O el que
est4 en la direccién del vector normal n. Las lineas S;, y S} delimitan al subdominio §2, de
tal suerte que: S = 8§, NAN™ y S = I NINT, y estdn separadas una distancia h. Para
ilustrar esta descripcién ver las figs. 4.1 (Discontinuidades Fuertes) y 4.4 (Discontinuidades

Débiles) del capitulo anterior.

5.1.1 Discontinuidades Fuertes

La tasa del campo de desplazamientos 11 se define como:
> u (x,1) =1 (x,7) + Hs (x) [[a]] (x,7) (5.1)
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donde @ y [[01]] son las tasas del desplazamiento “continuo” y del salto de los
desplazamientos; Hg es una funcién escalén tal que: Hg(x) = 0 Vx € Q, UQ™ ¥y
Hs(x) =1 ¥V x € QuQt; {esel tiempo v el punto significa derivada con respecto al
tiempo 0t = J;u. Los desplazamientos “continuos” estén relacionados con los desplazamientos
“regulares” como: U (x,f) =1 (x,%) + ¢ (x} [[a]] (x, f), siendo " (x) una funcién continua
que cumple con: " (x) =0 VxeQ ye"(x)=1 VxeQt

La tasa de las deformaciones € se define como el gradiente simétrico de la tasa de los
desplazamientos. Consecuentemente, la tasa de los deformaciones se define respectivamente
para la aproximacién discreta en Q\S (ec. 5.2) y para las discontinyidades fuertes en la

aproximacién continua en § (ec. 5.3) como:

b e(xd) = Via = Vi + HeV* [l (5.2)

b e(xf) = V= VU + eV [[a]] + 65 ([0]] ® n)° (5.3)

donde V* (#) es el gradiente simétrico de (o); 65 es la funcién Delta de Dirac en S. La
tinica diferencia entre las ecs. 5.2 y 5.3 es la definicién de la tasa de las deformaciones
en la discontinuidad, la cual contiene un término no acotado que es funcién de g vélido
solamente para las Discontinuidades Fuertes de la Aproximacién Continua. Para efectos
de simplificacién, la tasa de las deformaciones que ocurren fuera de la discontinuidad se

denominan € y se definen como:
> E(x,1) = V4 HyVo{[u]) (5.4)

5.1.2 Discontinuidades Débiles

La tasa del campo de desplazamientos 11 se define como:

b a(xd) = i (x,8) + Hy (8) [[a]) (x, ) (5.5)

donde H (i) es una funcién rampa definida como:

Hy(d) = 0 v n<n (5.6)
o on—nT _ N

Hk(n) = m Va <n<sn

Hk(ﬁ) =1 Y n>nt

Las lfneas S~ (n =n") y S* (n = n*) delimitan al subdominio O () C Q) y estén
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separadas una distancia & (k = nt —n7). El subdominio §} corresponde a la zona de
localizacién de deformaciones y en las lineas S~ y S* se presenta el saito de deformaciones
([l |

La tasa de las deformaciones € se define como el gradiente simétrico de la tasa de los

desplazamientos:

> &(xf) = V= VUi + I (4] + g (] @ 0 (5.7)

donde y; es una funcién definida como: pp=1 VXEQyu=0 VxeQ\Q. El
iltimo término de la ec. 5.7 se obtuvo considerando que: VHy = 6, Hy, = BﬁHk% = bkeg,
siendo e; un vector unitario tal que: ez = n. Para efectos de simplificacién, la tasa de las

deformaciones que ocurren fuera de la discontinuidad se denominan € y se define. como:

e (x 1) = Vi + Hy Ve [[u)] (5.8)

La cinemdtica de Discontinuidad Fuerte puede ser aproximada por la cinemética de la
Discontinuidad Débil haciendo pequefio el ancho de la zona de localizacién & en comparacién

a las dimensiones del dominio, de tal suerte que: Hy ~ Hgs y -;; ~ bg.

5.2 Analisis de la discontinuidad en las deformaciones

En la definicién de la cinemdtica de un cuerpo con discontinuidades interiores se observa
que en la discontinuidad (S) o en la zona de localizacién de deformaciones (£} se presenta
un salto en el campo de desplazamientos (ecs. 5.3 y 5.7). Este salto de las deformaciones
([[€]]) estd compuesto por un término comiin entre ambas aproximaciones' y por un factor
escalar ¢; (¢; = -‘% o ¢; = §5 dependiendo del tipo de discontinuidad). Por lo que, de manera

general, se puede definir la tasa del salto de deformaciones como:

[1E]] = & ([[a]] ® n)* | (5.9)

Tomando como referencia el sistema coordenado tridimensional local f (n,t,s), la

ecuacién anterior puede reescribirse como:

1 Estrictamente, en la aproximacién de Discontinuidades Fuertes el salto de las deformaciones en S~
(§ = §~ = 8%) tiene dos contribuciones: [[¢]] ¥ HsV?®[[u]]. Sin embargo, cuando se aproximan las
Discontinuidades Fuertes por medio de las Discontinuidades Débiles (haciendo & pequefio) es valido considerar
que el salto de las deformaciones en S~ es [[¢]] ya que S 3¢ §~ # S+, También es oportuno indicar que los
términos de [[€]] son significativamente mayores que los de HgV* [[u]] por ser [[¢]] funcién de 8¢, por lo que
la contribucién de HgV* [[u]] es despreciable.
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[l [€llne [[el]ns [all, 3 [l 5
(el =1 [ (el [Ny | =c | 50l O 0 (5.10)
() (€, [IED,, al@ll, 0 0

donde [[¢]],; v {[4]]; son los términos que componen el tensor tasa del salto de las
deformaciones y el vector tasa del salto de desplazamientos ({[t]} = {[[a]],, , [[&]], , [[¢]],}7) en

coordenadas locales. En la fig. 5.1 se ilustra el sentido fisico y matemdtico de las ecs. 5.9 y

5.10 para los casos de linea de discontinuidad (Discontinuidad Fuerte) y zona de localizacién
(Discontinuidad Débil):

[[e11,,, = 5 (& H [{u]],+8, Hg [[u]l,,)= & [[ul],
[(]1,,, = 5 (8, H [full, +0, H [[ull, =18 [Tull,

[1&11,,,= 5 (@, Hy (1]l + 6, H, [[u]],)= L1rull,
[{e]l,,, =5 (6 H, [{ull, +8, H, [Tull, =2 L[]l

Figura 5.1: Salto de las deformaciones en (a) una linea de discontinuidad y (b) una zona de
localizacién

La cinemética de la discontinuidad establece que el salto de las deformaciones debe.

cumplir con: |[[é]],, = [[é]l,, = [[€]l,, = 0| (ver ecs. 5.9 y 5.10) y consecuentemente con

€]}, = [le]lse = [[€]],s = O}, la cual Oliver (1996b) denomina como “Condicién de Discon-

tinuidad Fuerte”. Esta puede ser considerada como una restriccidén en la utilizacién directa

de modelos constitutivos estdndares, ya que muchos modelos sélo son capaces de representar
esta cinemdtica bajo un clerto intervalo de estados de esfuerzos como ocurre con el modelo
de dano isotrépico para la Aproximacién Continua que se presenta posteriormente. La
descripcién cinemética del salto de las deformaciones (ecs. 5.9 y 5.10) es consistente con las

condiciones de compatibilidad de Maxwell {Oliver, 2001). Estas condiciones hacen referencia
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a campos que son continuos en el dominio, pero cuyas primeras derivadas son discontinuas

a través de una linea (para 2 dimensiones) o una superficie (para 3 dimensiones).

5.3 Modelos de Dano. Generalidades

Las teorfas de la Mecédnica de Dano Continuo estdn basadas en la termodindmica de procesos
irreversibles y en la teorfa de la variable interna de estado (Mazars y Pijaudier-Cabot,
1989; Simo y Ju, 1987). Existen bésicamente dos tipos de modelos de dafio: (1) Daifio
Isotrépico, el cual emplea una variable escalar de dano y {2) Dafio Anisotrépico, el cual
puede emplear un tensor de dano. En la seccién 5.4 se estudian los modelos de Daifio
Isotrépico, mientras que en la seccién 5.5 se propone un modelo de Dafio Anisotrépico para
la Aproximacién Continua. A continuacién se presentan los conceptos bésicos de los modelos
de Dafio Isotrdpico (infinitesimal, local € independiente de la velocidad de carga).

Concepto de FEsfuerzo Efectivo. Este es el concepto central en los modelos de Dano y

puede ser facilmente explicado por medio de la fenomenologia del problema: considérese un
cuerpo cuyo material no es homogéneo, por lo tanto en algiin momento de la historia de carga
se produce la falla del material en las zonas de menor resistencia, lo que genexl‘a, microfisuras
en un drea A — A (fig. 5.2). La parte resistente de la seccién est4 en la parte continua (4)

donde actda el esfuerzo efectivo &.

211 °

5 _
v i -37
i ==

VIO PO red
e~ |
a A -

Figura 5.2: Descripcién fenomenolégica del concepto de Dafio

En los modelos de Dafio Isotrépico el esfuerzo efectivo & y los esfuerzos o se relacionan

a través de la ecuacidn:

o=(1-d)& (5.11)

donde d es la variable de dafio (d € [0,1]), cuyo sentido fisico corresponde a la relacién

entre el drea danada y el drea total. La variable de dafio estd asociada a un proceso
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irreversible, por lo que: d > 0. El sentido fisico del factor (1 — d) corresponde a la relacién
entre la rigidez inicial y la rigidez danada, como se muestra en la fig. 5.2.
El tensor de esfuerzos o estd relacionado con el tensor de deformaciones € por medio de

la funcién de energla libre {por unidad de masa) ¥ {€,r):

a=%z(l—d)0:e (5.12)
U(er)=[1—d(r)]Te(e), T(e)= %e: C:e (5.13)

donde W* es la energia libre eldstica; C es el tensor constitutivo eldstico, el cual es
constante y se define como: C=A1®1+ 241, siendo A y /i las constantes de Lamé, 1 es el
tensor identidad de orden 2 (1 = 6;;; 645 es la Delta de Kronecker) y I es el tensor identidad
de orden 4 (I= % {661+ 846,x)); T es una variable interna de tipo deformacién.

Criterio de falla. La funcién f define el criterio de falla en el espacio de esfuerzos. Esta

funcién contiene en su interior al dominio eléstico o eldstico degradado (f < 0) y en su

superficie la condicién de falla (f = 0). Por lo tanto, la funcién f siempre cumple que:

fegso (5.14)

y se define en funcién de la norma 7, y de la variable interna g¢:

flog)=1—4q (5.15)

De manera andloga se puede establecer una funcién g que defina el criterio de falla en el
" espacio de las deformaciones (g (€,7) < 0). La funcién g es a su vez funcién de la norma 7.,

y de la variable interna r:

gler)=re—r  (5.16)

La definicién de las normas 7, y 7 se presenta mds adelante, dado que esta seccién tiene
el objetivo de presentar las generalidades del tema.

Variable de dafio y ley de evolucidn. La variable de dafno se define como:

= (5.17)

donde F es el Mdédulo de Elasticidad.
El intervalo de la variable de dafio es d € [0,1]; este intervalo corresponde a d = 0
cuando el material no ha sufrido degradacién y d = 1 cuando el material estd completamente

degradado.
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La variable interna r posee un valor inicial v, (r € [r,, oo)) y se define como:

r = max {r,, max (7¢)} (5.18)

La ley de evolucién establece que:

= (5.19)

donde A es un pardmetro denominado multiplicador de dafio (el cual es equivalente al

multiplicador pldstico).

Ley de endurecimiento. El comportamiento no lineal del modelo depende de la definicién

de la ley de endurecimiento:

g = Hr | (5.20)

donde H es el médulo de endurecimiento/ablandamiento del modelo de dafno.

Condiciones de carga y descarga. El multiplicador de dafio A y la funcién de falla f

deben cumplir con las condiciones complementarias de Kuhn-Tucker y el requerimiento de

consistencia:

A20, flo,9)<0, Af(o,9)=0 (5.21)

M (o,q)=0 (5.22)

La interpretacién de estas ecuaciones permite establecer las condiciones de carga y

descarga:

f <0 = A=0 d=0 (no hay evolucién del dafio) (5.23)
f<0 = A=0 d=0 (descarga)

f = 0{ f=0 y A=0 d=0 (carga neutra)
f=0 y A>0 d>0 (carga)
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5.4 Modelos de Dano Isotrépico para Discontinuidades

Interiores

5.4.1 Aproximacidén Discreta

En la Aproximacién Discreta la variable independiente en la modelacién constitutiva de
la discontinuidad es €l salto de los desplazamientos. Estos modelos son inicialmente rigidos
perfectos, esto es, la magnitud del salto de los desplazamientos se mantiene nula (| [[u]] | = 0)
para valores iniciales de las tracciones hasta que se alcanza la superficie de falla y [[0]] > 0.
Por lo tanto, los valores de los términos del tensor constitutivo son inicialmente no acotados.
Dadas las inconveniencias propias de trabajar con un tensor comstitutivo con valores no
acotados, se procede a emplear un fensor constitutivo con valores intermedios entre las
condiciones de perfectamente rigido y completamente danado. Para este propésito se define,

por conveniencia para efecto de comparar con otros modelos, el tensor constitutivo “inicial”

C¢ (de orden 2) en funcién del Médulo de Elasticidad E' y del Médulo de Cortante G:

> C;=n@enE+tetG+s®sG (5.24)

(C&nn (C8)ny (C8)y E 00
(Ce (C8)u (C8)y |=|0 G O (5.25)
(C8len (C8e (C8)g 00 G
donde n, t y s son vectores unitarios en la direccién de los ejes locales n,t,s. Esta
definicién es conveniente para efectos de comparacién entre las Aproximaciones Discreta y
Continua (en la seccién 5.6 se realiza el Anglisis Energético de los Modelos).

El tensor constitutivo Cg se define como:

» Cs=(1-d)Cg | - (5.26)

donde d* es la variable de dafio (escalar), la cual serd definida posteriormente. Fl
superindice “d” indica que se trata de la Aproximacion Discreta.

La energfa libre (por unidad de masa)} del cuerpo se define como:

1 4]
¥ = (1- %) 2 [ful]- C3 - ] (527
Con base en l.a energfa libre se puede definir el tensor de las tracciones:

owd

1™

= (1-d)C- [[u] (5.28)
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La superficie de falla f estd definida en el espacio de las tracciones y es funcién de la

norma Tt y de la variable interna de tipo traccién g¢:

» [ =Tr—¢ <0 (5.29)

La norma 77 se define como:

> Tp=+/1 - W[[u”-T (530)

donde T es el vector de tracciones; Wy, es un tensor de pesos (de orden 2), el cual se
define posteriormente. El criterio de falla, definido en la ec. 5.29, indica que la discontinuidad
se produce cuando 71 = ¢ {¢? es el valor inicial de ¢?), siendo ¢% = f; (f; es el esfuerzo
resistente a tensién). El vector normal a la discontinuidad n se define como la direccién
de los esfuerzos principales en el momento del agrietamient'o; como se ha mencionado, las
tracciones se calculan como: T = n - a. Este criterio de falla es equivalente al criterio de falla
por esfuerzos méximos principales a tensién. En este modelo la falla se inicia bdsicamente
en Modo I {dado que Ty, = ¢? y que T; = 0 y T = 0), aunque posteriormente se pueden
desarrollar otros modos de falla s1 T} # 0 (se produce Modo II) o T, # 0 (se produce Modo
I11). '

De manera similar a la funcién de falla f (ec. 5.29), es posible establecer una funcién de
dafio g definida en el espacio de los saltos de los desplazamientos, la cual es funcién de la
norma T ¥ de la varible interna de tipo salto de desplazamientos r¢. La funcién de dahno

¢ ¥y la norma 7)) se definen como:

> g (T, 7)) =7y — ¢ <0 (5.31)

> g = /)] Wi - [[ul] (5.32)

siendo Wy un tensor de orden 2 definido como:

Wi 0 0
Wy={ 0 Wy 0 (5.33)
0 0 W,

COIL:
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1 s T,>0 >0
Won = s 120y flull, = (5.34)
0 a1 T, <0

S ()R
(( [ulle) erir
w, = ()"
((H c'rzt)

siendo ([{u]],) e (1elle) e ¥ ([[1]),) gy Los valores criticos del salto de los desplazamientos
en Modo I, IT y III respectivamente, los cuales corresponden al valor del salto para cada
modo de falla cuando la discontinuidad no es capaz de transmitir tracciones. En la fig. 5.3
se ejemplifican estos valores para el caso de Modo I de falla y se ilustran las trayectorias de

carga y descarga para este modelo de dafio.

I,
Je

[[u]],
—
(I011,,) g

Figura 5.3: Definicién de la curva T, — {[u]],,

Es conveniente senalar que, para el concreto, el Modo I de falla se ha estudiado

ampliamente a nivel experimental, siendo bien conocido €l valor de ([[u]]..)

)iz €TI0, COMO se

menciond en el capitulo IT, ésto no ocurre con los otros modos de falla; por lo que los valores
de Wy, vy Wy, deben ser propuestos sin base experimental.

La funcién de falla g se representa grdficamente en la fig. 5.4. La superficie de falla inicia
como un punto en el origen, con 7 = 0 y [[u]] = 0; posteriormente ésta va creciendo en

definiéndose la variable interna de tipo salto de desplazamiento r¢

prdporcic’)n & ([[Wl] )eras

COITO:

r® = max {r¢, max (Tyan) } (5.35)

donde r¢ es el valor inicial de r¢ y en este modelo toma el valor ¢ = 0, por lo que
¢ € [0, 400).
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(a) [[u]]IA (b [ful],

~15
([[}1]]{)0”'3‘ h ~ incrementando
/ AEEN q
/ G =N
A :
{>E.[U]],,, ! = [[ul],,
L
TR e
VO ERREESSS 7
— -

Figura 5.4: Criterio de Dafio para la Aproximacién Discreta: (a) superficie de fallay (b)
evolucién del dafio

Considerando que el intervalo de la variable interna de tipo salto de desplazamientos r¢
es r¢ € [0,+00) y que el intervalo de la variable interna de tipo traccién ¢2 es ¢% € [0, fi],
es posible obtener el intervalo de la variable de dafio d* por medio de la ec. 5.17 (la cual
es valida para la Aproximacién Discreta): d? € (—oo,1]. Obsérvese que el intervalo de la
variable de dafio deja de ser [0,1] como en los modelos tradicionales de tipo continuo. Lo
que no cambia, y es el principio fundamental de los modelos de dano, es que la tasa de la
variable de dano siempre cumple que dé > 0.

- Para obtener el operador constitutivo tangente de este modelo se parte de la relacién

constitutiva {ec. 5.28), la cual se deriva con respecto al tiempo:

T = (1~ a%) O3 - [[a]] - dC5 - [[u] (5.36)

El término d? se calcula como (ver ecs. 5.17, 5.31 y 5.32):

. dd®

¢ _ 99 a_ d +d

@ = 8rdr ( d )'r 37
M= T = —— r— ([l - Wiy - [[af]

Sustituyendo las ecs. 5.37; v 5.37 en la ec. 5.36, se.obtienen los operadores constitutivos
tangentes que relacionan las tasas de las tracciones T con las tasas de los saltos de los

desplazamientos [[d]]:

) TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




o Para el intervalo de carga o descarga eldstica (d% = 0):

» T=(1-4d%Cy [ (5.38)

e Para el intervalo de carga no lineal o neutra (d% > 0):

» T=

d :
(1-d%) Cs + (— (1~d%)+ %) ("1—2) (C - [ ® ([[u]] 'Wuun)} - [a]]
(i)
' (5.39)

Es importanté hacer notar que las ecuaciones presentadas en esta parte sélo son validas
cuando [[u]], > 0. Esto se debe a que el sentido fisico del Modo I solamente existe cuando
la grieta est4 abierta ([[u]], > 0) o cerrada ([[u]], =0). Por otra parte, [[u]], y [[u]], pueden
tomar valores positivos o negativos dependiendo de los signos de T; y T, respectivamente. Si
se presenta el caso donde la componente de la traccién T, tiene signo negativo, solamente se
requiere modificar el valor de (C3),,, = (1 — d?) E por un valor infinito ((C2),,, = oo) y se
emplea €l mismo procedimiento y ecuaciones establecidas en esta seccién.

RESUMEN: En este modelo de Dafio Isotrépico para la Aproximacién Discreta las
variables independientes son las deformaciones € (e=¢€) en Q\S y el salto de los
desplazamientos [[u]] en S. Las variables dependientes son los esfuerzos o en 2\S y las
tracciones T en S. En este modelo el dafio se concentra en S y en Q\S no ocurre dafio.
Se considera que f; y H? son propiedades del material. El modelo inicia. en Modo I de
falla y posteriormente pueden producir otros modos dependiendo de las tracciones en la

discontinuidad.

5.4.2 Aproximacién Continua

En esta seccién se emplea un modelo estdndar correspondiente a Dano Isotrépico, como se

presentd en la seccidn 5.3, cuyas ecuaciones fundamentales son:

Energia Tibre:

Ule,r)=[1-d(r) %e :Ce (5.40)
Ecuacién constitutiva:

c=0Y(e,r)=(1-d)C:¢ . (5.41)
Variable de dafio: "1

g(r
d=1—*++— )
1 mal- de[0,1] (5.42)



Ley de evolucidn:

=X (5.43)
Criterios de dano:
floq)=10—qg=0, gler)=71.—7=0 (5.44)
Regla de endurecimiento:
g=H(r)s (5.45)

En la fig. 5.5 se ilustra el comportamiento del modelo para las Discontinuidades Fuertes
y las Débiles, respectivamente. Las ecs. 5.40 a 5.45 describen de manera general el modelo,
faltando por definir las normas: 7, = /o :0 y T« = /€: €. Cabe aclarar que este
modelo no se implanta computacionalmente en este trabajo por las razones que se discuten a
continuacién. Bl propdsito de presentar este modelo radica en justificar el empleo de modelos
anisotrépicos y ampliar el entendimiento sobre estos problemas.

Gnn Gnn

(I-a)C

nH

€ m i €
O~ (-AC >

a) Discontinuidades Fuertes b) Discontinuidades Débiles

Figura 5.5: Curva Esfuerzo-Deformacién en la zona de localizacién de deformaciones para las
Aproximaciones Continuas. Modelo unidimensional

Discontinuidades Fuertes

El punto de partida de este apartado es el establecimiento de la relacién entre los esfuerzos
y las deformaciones, para lo cual se sustituye la defincién de las deformaciones (ec. 5.3) en

la ecuacién constitutiva (ec. 5.41):

(1 4 fzd) o =C:le+6s(ullon)] (5.46)

El superindice “sd” indica que se trata de una Aproximacién de Discontinuidades Fuertes.
Las tracciones en cualquier punto del continuo deben estar acotadas, asi como también

los esfuerzos deben estar acotados en cualquier punto del dominio. Las deformaciones poseen

60



una parte acotada (€) y una parte no acotada ([[€]]) como consecuencia de la presencia de
una Delta de Dirac §5. Con base en esta informacién la ec. .46 puede reinterpretarse dado
que 0 y € estdn acotados, de tal suerte que esta ecuacién puede ser satisfecha por medio del

cumplimiento de las siguientes ecuaciones:

oc=C:E€ (5.47)

(Z5)r=cilesion) a8

El sentido de estas ecuaciones es que el dano se concentra en la discontinuidad S, mientras
que fuera de ella el continuo se mantiene eldstico sin degradacién. La ec. 5.47 se caracteriza
porque sus términos estdn acotados. Por otra parte, en la ec. 5.48 se observa que el salto
de las deformaciones no estd acotado; de esto se puede inferir que los esfuerzos no estan -
acotados, lo cual rompe el sentido fisico del problema. Por lo anterior, es necesario encontrar
las condiciones que permitan darle sentido fisico y matemdtico a esta ecuacién; este proceso
es denominado Anslisis de Discontinuidad Fuerte (Oliver, 1996).

Para efecto de analizar este problema se reescribe la ec. 5.48 como:

(Lq‘%) o = C:[8s (([u]] ®n) (5.49)

Para que la ecuacién anterior tenga sentido fisico y matemético se requiere que el término
entre paréntesis sea no acotado; por lo tanto alguna de las variables internas debe ser no
acotada. La variable interna de tipo esfuerzo ¢** es funcién de los esfuerzos, los cuales
siempre est4n acotados, por lo tanto ¢*@ siempre estd acotada; ademds, aunque estuviese no
acotada, no le darfa sentido fisico ya que estd tanto en el numerador como en el denominador.
Por otra parte, la variable interna de tipo deformacién r*¢ es funcién de las deformaciones:
€ =€ + 65 ([[u]] ®n)°. Esto indica que r°¢ no est4 acotada y, por lo tanto, se recupera el
sentido fisico y matemético de las ecs. 5.48 y 5.49.

El Andlisis de Discontinuidad Fuerte conduce a la redefinicién de algunas variables, las

cuales estdn no acotadas. Las variable interna ¢ y el médulo de ablandamiento H*® son
redefinidos como (Simo et al., 1993; Oliver 1996):

. - 1 1 -
T'Sd = 63?” Y e = 53ﬁ . (550)

donde 7 es la variable interna de tipo discreto y H es el médulo de ablandamiento de tipo

discreto. Esto es, en la Formulacién de Discontinuidades Fuertes se supone una relacién con
la Aproximacién Discreta por medio de la ec. 5.50: ¥ = #¢ y H = H% Esta consideracién

se ha manejado como una hipdtesis, aunque su validez puede demostrarse por medio de un
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“Andlisis Energético” como el que se presenta al final de este capitulo.
Con base en esta redefinicién de términos y en la ecuacién constitutiva, es posible
establecer relaciones entre el salto de los desplazamientos [[u]] y los esfuerzos & o las

deformaciones € como se muestra a continuacidn:

o= g;C : (Jlu]] ®n)* (5.51)

e =2 ([ @n)’ (552)

La ec. 5.52 establece de manera explicita la proporcionalidad entre las deformaciones €
y [[€]] (ver ec. 5.9: [[€]] = ¢; ([[u]] ®n)®}, lo cual se puede ver como una consecuencia del

cardcter isotrépico del modelo. De esta ecuacién es posible establecer las Condiciones de

Discontinuidad Fuerte que son: |Eu = €y = €45 = () ]; éstas indican cdmo debe ser el tensor

de deformaciones para modelar Discontinuidades Fuertes; como consecuencia este modelo
es capaz de modelar Discontinuidades Fuertes solamente bajo ciertos estados de esfuerzos
y deformaciones. Una opcién ante esta limitante es emplear el procedimiento de ancho
de banda de localizacién vartable desarrollado por Oliver et al. (1999)." Otra opcién
es desarrollar un modelo anisotrépico que permita satisfacer siempre las Condiciones de
Discontinuidad Fuerte cuando se alcanza la superficie de falla y ocurre la bifurcacién; este
modelo se desarrolla en la seccidn 5.5.

"RESUMEN: En la aproximacién de Discontinuidades Fuertes las deformaciones en
la discontinuidad no pueden emplearse como variables puesto que no estdn acotadas
(consecuencia de que [[€]] no estd acotado). Las variables independientes empleadas son
las deformaciones € (que siempre estdn acotadas) y el salto de los desplazamientos [[u]].
Como variable dependiente estdn los esfuerzos, los cuales pueden calcularse en cualquier
puhto del dominio, inclusive en la discontinuidad. Se considera que f; y H* son propiedades

del material.

Discontinuidades Débiles

En este apartado se realiza un andlisis del modelo de Dafio Isotrépico para Discontinuidades
Débiles, €l cual conduce a expresiones similares a las de Discontinuidades Fuertes (realizado
en el apartado anterior), pero con diferentes razonamientos y justificaciones. El analisis parte

de la relacién entre esfuerzos y deformaciones definida a partir de las ecs. 5.7 y 5.41:

(1 + < fw;d) o=C: {a OE n)*'] (5.53)

El superindice “wd” indica que se trata de una Aproximacién de Discontinuidades Débiles.
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La ecuacién anterior se satisface si se cumplen las siguientes dos ecuaciones:

c=C:g (5.54)

(1 fijd> o=C: [% ({fulj ®n)*"] = (1 fw:wd) . :% ([[u]] @n)° (5.55)

La ec. 5.54 establece la relacién eldstica no danada estdndar entre las deformaciones
“continuas” € y los esfuerzos. Esta ecuacién significa que fuera de la discontinuidad (zona
de localizacién de deformaciones) se puede considerar que el comportamiento es eldstico sin
degradacién. Por lo tanto, se puede suponer que el comportamiento no lineal asociado al dafio
se produce en la zona de localizacién de deformaciones y consecuentemente estd asociado

al salto de las deformaciones [[€]] (ec. 5.55;). Al sustituir la ec. 5.54 en la ec. 5.55; se

obtiene la ec. 5.55y, la cual establece como requerimiento las condicién: |Eu = Epg = €gg = 0 l;

esta condicién puede considerarse como una limitante a la aplicacién de este modelo. Por lo
anterior, surge la necesidad de desarrollar un modelo Anisotrépico que siempre satisfaga, las
Condiciones de Discontinuidad Fuerte en el momento que se alcanza la falla y la bifurcacién,
a diferencia de este modelo.

RESUMEN: En este modelo de dafio isotrépico para Discontinuidades Débiles las
variables independientes son las deformaciones €. Las deformaciones en la zona de
localizacién se calculan como: € = &+ [[¢]], donde [[€]] puede expresarse en términos del
salto de los desplazamientos [[u]]. Las variables dependientes son los esfuerzos. El dafio se
concentra en 4 y en 2\ no ocurre dafio. Se considera que f;, H*® y k son propiedades

del material.

5.5 Modelos de Danc Anisotrépico para la Aproxi-

macion Continua

La aplicacién de modelos de Danio Isotrépico en la Aproximacién Continua de discon-
tinuidades tiene como limitante que, al producirse la falla, no necesariamente se satisfacen
las Condiciones de Discontinuidad Fuerte. Por lo anterior, en esta seccién se exploran los
modelos de Dano Anisotrépico para desarrollar un modelo constitutivo especifico para la
modelacién de discontinuidades con la Aproximacién Continua. El contenido de esta seccién
se ha desarrollado considerando la Aproximacién Continua con Discontinuidades Débiles
(wd), pero su extrapolacién a Discontinuidades Fuertes es directa.

El dano en los modelos de Dafioc Anisotrépico puede caracterizarse en términos de
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cantidades vectoriales, tensoriales de orden 2 y tensoriales de orden 4 (Simo y Ju,
1987). Inicialmente se exploraron dos opciones empleadas en la literatura técnica:
Esfuerzos Efectivoé (6=M:3 y o=M:C:e€)y Deformaciones Efectivas (=M : €
y o0 =C:M:€); donde M es un tensor de orden 4 que caracteriza el dafo, C es
el tensor constitutivo eldstico, & son los esfuerzos efectivos y € son las deformaciones
efectivas. En este estudio se propone la siguiente definicién del tensor de dafio: M =1 —
dmMEnEnEN+nt®n@t+tEnVtOn+nQs@n@s+s@n®s®n). De-
safortunadamente estos dos modelos no satisfacen simultdneamente dos condiciones nece-

sarias para modelar discontinuidades:

1. Tracciones Nulas. Si el material estd completamente dafiado, i.e. d¥¢ = 1, la
discontinuidad no debe ser capaz de transmitir tracciones; por lo tanto: o, = ops =

Tne = 0.

2. Cinemética de Discontinuidades (o Condicién de Discontinuidades Fuertes; Oliver,
1996): [[e]l, = [[ell,, = [[€]];, = 0.

El concepto de Esfuerzos Efectivos satisface la condicién de Tracciones Nulas (d*¢ = 1 =
Opn = Ont = Opg = 0), perd no satisface la condicién Cinemdtica ya que para el caso més
general se tiene que [[¢]],, # 0y [[¢]l,, # 0. El concepto de Deformaciones Efectivas cumple
con la condicién Cinemdtica ([[e]],, = [€]],, = [[€]l,, = 0), pero no cumple con la condicién
de Tracciones Nulas (si € # 0 y/o €55 # 0, se obtiene en general que op, # 0 para d** = 1).

A continuacién se presenta una tercera opcién, en la que se cumplen las dos condiciones
antes citadas. Para facilitar esta presentacién se parte del inverso de la ecuacién constitutiva

-1 o
(e = [Cq] ™" : 0), expresando cada uno de sus términos en coordenadas locales:

1 . v v
> €an = mﬂ'nn - “E'O'tt — EO'SS | (556)
v 1 v
€ = _Egnn+EUtt— —E.'Uss
. = v v n 1
55 — Eo--n,n Eatt E0'33
1
T e
1
> nRa = ns
¢ (1—dwd) (2G) "
1
€g — "z"éats

En estos modelos de Daiio el salto de las deformaciones [[€]] estd asociado a la parte

“degradada” de las deformaciones (d €). Para identificar y analizar las partes “no degradada”
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(asociada a la parte continua) y “degradada” (asociada al salto en la discontinuidad) de la

componente de la deformacidn €., se procede a dividirla (ec. 5.56;) en dos partes:

€nn = efm + Efm (557)
donde
o 1 L v '
Con = mam y Epn = -"'E(Tn — EU” (558)

Con base en las ecs. 5.57 y 5.58 se puede identificar la parte degradada de la deformacién
€nn: |[€]],, (asociada al Modo I de falla), y la parte no degradada de la deformacién: €y, de

tal suerte que:

Eun = (1 "" dw‘i) E?m + Egm

[el]an = d*%€n

> eon = Enn + [[]n { (5.59)

Por otra parte, en las componentes de la deformacién €,; y €,, es ficil de identificar la
parte degradada (asociadas al Modo IT: [[¢]],,, ¥ al Modo IIL: [[¢]} | de falla) y la no degradada
(Ent ¥ Ens):

> ene = En + (]l {Em[[;]i:;z:“t (5.60)
> Ens = Ens + ([t {E”E[E:]] (1:_;::3 ne (5.61)

La ausencia de la variable de dano en las ecs. 5.56,, 5.563 y 5.56g hace evidente que las
siguientes componentes del salto de la deformacién son nulas: [[e]],, = [[¢]],, = [[e]l,, = 0
y en consecuencia este modelo constitutivo satisface la Condicién Cinemética (o Condicién
de Discontinuidad Fuerte). Adicionalmente, cumple con la condicién de Tracciones Nulas
para ¢l caso d¥¢ = 1 debido a que las deformaciones “continuas” € siempre estdn acotadas
(independientemente de que sea Discontinuidad Fuerte o. Débil), como se demuestra a

continuacién:

*Ver ecs. 5.58; y 5.59: Opp = (1 - d"”d) (E)ed |, st d¥=1= g,,=0

xVer ecs. 5564 y 560: om=(1—d**) (2G)en, sl d**=1= o, =0  (5.62)
xVer ecs. 5565 y 5.61: one= (1—d**) (2G) €ns, sl d"=1= 0p =0

La Energfa Libre (por unidad de masa) se define como:

65



1
et = F€: Csi € (5.63)

donde el tensor comstitutivo {de orden 4) Cg. En el Apéndice B se presentan las
matrices constitutivas para los casos de Deformacién Plana y Esfuerzo Plano. Como se
puede observar en este Apéndice las matrices constitutivas son simétricas, pero sus términos
no son expresiones sencillas.

El estado de esfuerzos se caleula como:

_ 00 (e, 1)
N Je

La funcién de falla f define la superficie de falla en €l espacio de los esfuerzos y es funcién

o =Cg:€ (5.64)

de la norma 7, y de la variable interna de tipo esfuerzo ¢*®. La funcién de falla f y la norma

T4 se definen como:

> [ (76, ") =76 —¢" <0 (5.65)

> To =% : W, :0® : | (5.66)

donde W, es un tensor que se define més adelante y 0® es un tensor de orden 2 (cuyos
términos corresponden a las componentes Gpnn, Cng, Ons del tensor de esfuerzos), definido

como: ¢® = n®@n@ne@n:o+H® : o, siendo H® un tensor de orden 4 que se define

posteriormente.
La funcién de dafio g define la superficie de falla en el espacio de las deformaciones y es

funcién de la norma 7, y de la variable interna de tipo deformacién 7%, La funcién de falla

g ¥ la norma 7, se definen como:

> gt ) =T - <0 (5.67)

> Te = V€2 : W, : €® (5.68)

donde €® corresponde a aquella parte del tensor de deformaciones que estd asociada al

dafio y en consecuencia al salto de las deformaciones (ver ecs. 5.59 - 5.61):

e'nn Ent ETLS 1
> = 0 0 | == (5.69)
€n 0 0O

por lo que la norma 7, (ec. 5.68) puede reescribirse como:
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VI W [ (5.70)

W, es un tensor de orden 4 que se define como:

> Te =

W, = Werrn®n@neon+ W, n@teonet+ W, t@nt®@n+ (5.71)
Wn®@s@n®@s+W,,5Q@n®s®n

donde:

1 8 Opn>0 0 €2, >
We,ﬂn = Sl, 7 © Enn 0 (572)
0 81 O <0 0 €, <0

a 2
We nt ((Enn)cmt)
2 ((ent)orin)”

(
()
M =y (enelers)

Los valores de (€%, ) i1, (€nt) iz ¥ (€ns) oy COrresponden a los valores de las deformaciones
cuando en los bordes de la zona de localizacién no se transmiten tracciones (g% = 0). Estos
valores estdn asociados al ancho de la zona de localizacién k& y en la siguiente seccién se
relacionan con los saltos de los desplazamientos del modelo discreto. Los comentarios de la
secclén anterior, relativos a los estudios experimentales sobre la falla de materiales y a la
dificultad para determinar los valores de W), son aplicables a esta seccién y en particular
al cdleulo de W,_;. '

Obsérvese en la definicién de €® (ec. 5.69) que las componentes €2, y €2, corresponden
a la totalidad de la deformacién €, mientras que ¢®, corresponde solamente a una parte

de la deformacién (e2,). El término €%, puede calcularse con cualquiera de las siguientes
expresiones:

Q 1 .
> €nn = mn @n: CSI € (573)
> € = enn+%t®t:Cg: e+%s®s:03:e

Si se emplea la ec. 5.731, la deformacién €® puede calcularse como:

1
e nonenen Cae e @7
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con
» HP=n@tenet+t®n@t®@n+s@n®s@n+n@s@neEs (5.75)

El vector n se define como la direccién del esfuerzo principal cuando se alcanza por
primera vez la superficie de falla. Este criterio de falla es equivalente al criterio de falla
por esfuerzos méximos principales a tensién. En este modelo se inicia la falla en Modo I
y posteriormente puede producirse los modos de falla II y III dependiendo del estado de
esfuerzos en la discontinuidad. La superficie de falla g es funcién de la variable interna de

tipo deformacién 7, la cual se calcula como:

r¥ — max {r¥*? max (1)} (5.76)

donde r*¢ es el valor inicial de 7% y en este modelo toma el valor: r¥? = fé, por lo
que ¢ € [%, oo) En la fig. 5.5 se representa graficamente la evolucién de la superficie
de falla. al incrementarse r¥¢. Obsérvese que primeramente se alcanza el punto A de la
superficie de falla, el cual se localiza sobre el gje €2, (Modo I de falla) y posteriormente se
pueden desarrollar Modos IT y III dependiendo del estado de esfuerzos. En este modelo se
considera que el material falla en Modo I porque se busca modelar el comportamiento del
concreto; sin embargo, las ecuaciones aqui presentadas pueden ser extendidas a otros tipos

de comportamiento sin dificultad.

(a) (b)
e Ent
A A
ey
. (§ m‘,) erit| ~ incrementando
S 7 s Mg.sf e N q
y. N Ezzgg / FEEHEL \
i 4 \
i 33 :v-i / \
- - L e = 7
g; i L' , (Sns)crit g mient
5 \ -
= ’ .
& | TESIS CON

Cm

| FALLA DE ORIGEN

Figura 5.6: Criterio de Dafio para la Aproximacién Continua: (a) superficie de falla y (b)
evolucién del dafio

Dado que la variable interna de tipo esfuerzo ¢** varia de f; a 0, y que r*? € [%, +oo),
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se verifica que el intervalo de la variable de dafio es d*¢ € [0, 1], como ocurre con el modelo
de Daio Isotrépico presentado anteriormente.
El operador constitutivo tangente se obtiene de derivar la relacidén constitutiva con

respecto al tiempo:

6=Cs:€4+Cs:e=d7"C,:e+Cg:é (5.77)
COnN
C; = §,C d = 8,d¥* = (1-0!“‘1)—@ L (5.78)
s = OgLs Y = Or = 5| ywd .

El término 7¥¢

se calcula empleando las ecs. 5.67 y 5.68. Como se indica en la ec. 5.73
existen dos maneras alternas de calcular €}; a continuacién se trabaja con la ec. 5.73; por

tener la forma mds compacta para calcular 7% (tomando la ec. 5.74):

1
P = = — [ef’mn @n:Wen@né, +e:H®: W H® é] (5.79)
con
-a d/ e dfpwd 1 .
T Gy p O O Tt O O e (g O O €
(5.80)
¥
d¥ = d'v*? = d'F, (5.81)

Se definen las constantes A; y Az para simplificar las expresiones anteriores:

Ai=n@n: Wenene, =W, ... (5.82)
d=— 9 . Cg: il : Cly: 5.83
3—(1de)2E—n®n. S.€+m—gn®n. g+ € | ( )

Sustituyendo las constantes A; (ec. 5.82) y A3 (ec. 5.83) en la ec. 5.79 y reordenando

términos se obtiene:

1
(Te — Ay As

P =, =

1 . .z g . HE .
)[Al<(1_dwd)E>n®n.CS.e+e.H :WeH” : €| (5.84)

De tal suerte que el tensor constitutivo tangente que relaciona la tasa de esfuerzos & con

la tasa de deformaciones €, se puede definir como:
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o Para el intervalo de carga eldstica o descarga eldstica (dwd =0):

» 6=Cgté (5.85)

e Para el intervalo de carga inelédstica o neutra (ai"”d > 0):

o = (ont [0 - [ o] 539

[Al ((1_—;4)—};)( 5 €)@ n®n: Cg) +( ’S:€)®(€:H@:WE)]>:E-:

Al 1gual que para la Aproximacién Discreta, es importante enfatizar que las ecuaciones
presentadas en esta parte sélo son vélidas cuando [[e]], . > 0. Esto se debe a que el sentido
fistco del Modo I solamente existe cuando la grieta estd abierta ([[¢]],. > 0) o cerrada
([}, = 0). Por otra parte, {[]],,, v [l€]],, pueden tomar valores positivos o negativos,
dependiendo del signo de 0,; ¥ 0n,. Si se presenta el caso en el que la componente del
tensor de esfuerzos o,, tenga signo negativo, solamente se requiere modificar el valor de
([Cs]_l)m = —I_;T)E por el valor del inverso del Mddulo de Elasticidad (([Cg]_l)m = 1)
y emplear el mismo procedimiento y ecuaciones establecidas en esta seccién, obteniéndose
una ecuacién més compacta que la 5.86.

Este modelo se puede aplicar a Discontinuidades Fuertes haciendo un An4lisis de Dis-
continuidad Fuerte, como el que se realizé para el modelo de Dano Isotrépico, obteniéndose
ecuaciones similares a las aqui presentadas.

RESUMEN:; En este modelo de Dafio Anisotrépico para Discontinuidades Débiles, al igual
que en el modelo de Dafio Isotrépico, las variables independientes son las deformaciones e.
Las deformaciones en la zona de localizacién se calculan como: € = €+ [[€]], donde {[€]] puede
expresarse en términos del salto de los desplazamientos {[u]]. Las variables dependientes son
los esfuerzos. En este modelo el dafio se concentra en £ v en O\, no ocurre dafio. Se

considera que f;, H*® v k son propiedades del material.

5.6 Andlisis Energético de las Aproximaciones

5.6.1 Energia de Fractura

Es de interés desarrollar ecuactones que permitan relacionar los pardmetros de las distintas
aproximaciones aqui estudiadas. Para este fin se propone realizar un “Anélisis Energético” de
las aproximaciones como un medio para encontrar dichas ecuaciones. Con base en el “Anélisis

Energético” se determina una relacién entre los médulos de ablandamiento, posteriormente
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se evalia el efecto de variar el ancho de la zona de localizacién de deformaciones.
Para este propésito se calcula la energia de deformacién interna (EI%) para la Aproxi-
macién Discreta. En este modelo se considera que el cuerpo permanece eldstico lineal y que

el dafio se concentra en la discontinuidad. Por lo tanto, la energia de deformacién interna se

f,'_ 'E'z.
=/ / a:.’-;dfdmf/ Ty [[]] df dT (5.87)
o8 Jo sJo :

donde t es el tiempo y #; es el tiempo en €l instante i.

puede calcular como:

En las Discontinunidades Débiles se considera que el material fuera de la banda de
localizacién de deformaciones tiene un comportamiento eldstico lineal, mientras que el dafio
se concentra en la zona de localizacién de deformaciones. FEn la zona de localizacién de
deformaciones una parte de las deformaciones estd asociada al dafio ([[¢]]) ¥ la otra no lo

estd (€). La energia de deformacién interna (EI"?) se puede calcular como:

& '
B = /f o €df dﬂ+f/ :[[€]] df 4Q (5.88)
O

Los primeros términos de EI¢ y EI“? son iguales y pueden ser interpretados como la
energia del volumen no danado. Esto quiere decir que la igualdad energética entre ambas

aproximaciones se cumple si:

Ts- [[a]] di dT" = ] di d@ (5.89)
- L IVAS

La ec. 5.89 mdlca que la energia de fractura {(definida en el capitulo 2) debe ser la
misma para ambas aproximaciones. En particular, la segunda integral del primer término
( f *Tg- [[4]] df) corresponde a la energia de fractura Gy del modelo de Grieta Cohesiva y la
segunda integral del segundo término { fo o :[{é]] df) corresponde a la densidad de la energia
de fractura -y, del modelo de Banda de Agrietamiento, cuando se evaldan para t; = 0o. Gy

¥ 7¥; son propiedades del material.

5.6.2 Equivalencias entre variables

Si se establece como hipdtesis que el ancho de la zona de localizacién k es pequefio,
es posible considerar que las tracciones (Tp=n-o}) son constantes en ) para una
coordenada local . Por lo tanto, se puede establecer que las ftracciones en la
Aproximacién Discreta y los esfuerzos en las Discontinuidades Débiles se relacionan como:

(Ts)n = (ak)fm? (TS)t = (o—k)nt y (TS)S = (O—k)ns g
tipo discreto, ecs. 5.24 y 5.26, y de tipo continuo, ecs. 5.56 - 5.61, es posible establecer las

A partir de las ecuaciones constitutivas de
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sigulentes ecuaciones:

e Aproximacién Discreta:

1 1 1

T o (], = A=dG

([u]l, = A=a) B ([u]l, = a=aC T,  (5.90)

e Aproximacién Continua:

d’wd dwd dwd
[[E]]'nn = ——(1 — dwd,) Eﬂ’nn [[E]]nt = (1 — dwd) (2G) Ont [[E]]ns = (1 _ dwd) (2G) Ons
(5.91)

Sustituyendo las ecs. 5.90 y 5.91 en la ec. 5.89, y dada la hipdstesis de que k es pequefio,

se obtiene para el caso de dos dimensiones:

/S / (1 - ) (8 [l [6ll, + G [l ] of as (5.92)

4

- /n /Ozi (1 ;wciw ) (B (el [[E])re + 4G [[e]), 0 [[€]],e) ¢ A

La cinemdtica de la Aproximacién Continua, descrita al inicio del capitulo, establece que
(ecs. 5.9y 5.10): [[ell,, = % [[ull,  Uellne = 55 [, v [[€]],, = % [ul],- Estas ecuaciones
permiten relacionar las dos aproximaciones y establecer que los modelos Discreto y Continuo
son equivalentes, dado que la energfa interna entre ambas aproximaciones es igual, si se

satisface la siguiente ecuacién:
(1-d%) 1
dw k

Tomando en cuenta la definicién de la variable de dafio (d = 1— %), la ecuacién anterior

> (1-d%) = (5.93)

se puede reescribir como:

qd q'wd 1

» Erd  Erwd — qwdE

(5.94)

El primer paso para verificar el cumplimiento de la ec. 5.94 consiste en encontrar una

ecuacién que relacione las variables internas r¢ y r¥¢,

Para este propdsito se parte de la
definicién de la norma 7, (ec. 5.70) dado que r*¢ = 7, la cual se rescribe para el caso plano .

CcOomo;

9 = A OV ([l] ) + 2 (W) (], (5.95)
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Tomando en cuenta la cinemética del salto de las deformaciones para la Aproximacién

Continua, la ecuacién anterior se puede reescribir como:

w 11 1
T = 7V Wednnan ([l])" + 5 (Wepges (], (5.96)
dwe k 2
v a partir de esta ecuacién se puede establecer que:
wa 11
> T d = Ea—&c—l?d (597)

da‘do que: (Wﬁ)n'rmn = (W[[“”)nn y % (We)ntnt = (VV[[“]])nt -

Con base en la ec. 5.97 se verifica que el denominador de los dos términos de la ec.
5.94 son iguales: Hr = F (ka*r*?) = Bk (1 - $%q) r™ = (Br — g*?) b. Dado que se

puede verificar fAcilmente que ¢*¢ = ¢%, se concluye que las ecs. 5.93 y 5.94 se satisfacen y

consecuentemente los modelos Discreto y Continuo son equivalentes.

Con base en las ecs. 5.93 a 5.97, se deducen las ecuaciones que relacionan los mdédulos
de ablandamiento de la Aproximacién Discreta y de la Discontinuidad Débil. Para este

propdsito considérese el caso particular de ablandamiento lineal:

Discontinuidades Débiles : q“ = g, + H™ (r* — ) (5.98)

]

Aproximacién Discreta : ¢* = g, + H®

Dado que ¢%¢ = ¢%, las ecs. 5.98; y 5.98, se pueden igualar obteniéndose:

wd d
L (5.99)

d d _ wd
H TWd

Sustituyendo la ec. 5.77 en la ec. 5.99, y empleando la ec. 5.98;, se obtiene tras algunas

manipulaciones algebraicas:

de
»  Hi= (5.100)
(%)
E
d
> HY = «-ﬂ,ﬂd (5.101)
1+ k%

Las ecuaciones anteriores son vdlidas también para curvas de ablandamiento (g — 7)
multilineales, siendo la demostracién f4cil de realizar.

Es de interés conocer el comportamiento de las variables H® y H¥? a través de las ecs.
5.100 y 5.10L. Para esto se debe tener presente que al emplear un modelo continuo existen

dos condiciones bésicas: (1) se tienen las propiedades constitutivas obtenidas en términos
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de continuo (Bazant y Oh, 1983; Belytschko et al., 1988}, i.e. se conoce H“? y k; (2)
se tienen las propiedades de tipo discreto (H%) y se emplea la ec. 5.101 para calcular
el valor de H*? dado un valor de k. FEl anélisis de los pardmetros de ablandamiento se
realiza adoptando la segunda condicién, para lo cual se considera un modelo unidimensional
y se hace variar el ancho de la zona de localizacién k dado un H? constante. Las
propiedades consideradas son: E = 5, f; = 1 y H% = —2.5. Las gréficas presentadas
en la fig. 5.7 ilustran el efecto de variar k¥ (k = 1,0.5,0.1,0.01) y su efecto en H*%. Fn
la primera columna se grafican curvas o — € en {; las dreas definidas bajo estas curvas

corresponden a la energia de deformacidn interna por unidad de masa en el subdominio §2;.

En la segunda columna se grafican curvas & — k€/ (k€max) en (; las 4reas bajo estas curvas

son proporcionales a la energia de deformacién interna producida en el subdominio £, (estas

graficas se normalizan con respecto a keg,, para facilitar su interpretacién, siendo €.y la
deformacién asociada a {[€]],..,)-

Con base en la fig. 5.7 y en la ec. 5.101, es posible generar algunas conclusiones en torno
a las variables de ablandamiento y, en general, al comportamiento del modelo constitutivo.

En la primera columna se observa que al disminuir k¥ disminuye H*?, y en particular, cuando

k — 0 se observa que |H¥¢ — kH?® — 0,| verificdindose que en Discontinuidad Fuerte el

ablandamiento es nulo: H*? = 0 (Simo et al., 1993). En la segunda columna se observa como
al disminuir £ se reduce la contribucién eldstica no danada de la energia y cuando & — 0
se obtiene un modelo “rigido-dano” desde el punto de vista energético, como ocurre en el
modelo discreto. La disminucién de la energia eldstica no danada en la zona de localizacién
de deformaciones ), se verifica a través de la ec. 5.88: fﬂk f:: o : € de df); en esta ecuacidn €
siempre estd acotada, por lo que al disminuir £ disminuye Q;, y consecuentemente disminuye

la contribucién de la parte de la energia eldstica no danada.
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Figura 5.7: Efecto de la variacién del ancho de la zona de localizacién &
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Capitulo 6

IMPLANTACION EN EL METODO
DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El Método de los Elementos Finitos (MEF) es, desde hace ya muchos afios, el método .
numérico més popular para el andlisis de medios continuos. Las aplicaciones de este método
son sumamente amplias: problemas uﬁi, bi y tridimensionales, no linealidadeg en el material
y en la geometria, andlisis dindmico, etc. Como se sabe el método se basa en la discretizacién
del dominio, el empleo de nodos a los cuales se le asocian los grados de libertad y la
aproximacién de los campos (e.g. desplazamientos) por medio de funciones de interpolacién.
Desafortunadamente, la formulacién por desplazamientos estdndar del método no es capaz
de simular adecuadamente el comportamiento de cuerpos con discontinuidades interiores,
por lo que en esta seccién se desarrolla la aplicacién del método a este tipo de problemas.

Para realizar esta implantacién se requiere tener en cuenta las ecuaciones que gobiernan
el problema (obtenidas en la Formulacidn Variacional), la Cinemédtica (definicién de los
campos de desplazamientos y deformaciones) y los Modelos Constitutivos. Por lo anterior,
este capitulo se comienza presentando, de manera compacta, las principales ecuaciones que
definen el problema para cada tipo de aproximacién, asi como un ejemplo ilustrativo de las
mismas. Posteriormente estas ecuaciones son reescritas en términos matriciales comunes al
Meétodo de los Elementos Finitos, pero en este apartado ya no se pone énfasis en el tipo de
aproximacion.

La parte medular de este capitulo se localiza en la seccidén 6.3 y corresponde a la
deduccién de las ecuaciones a emplear en la resolucién numérica del problema por el
MEF. Esta actividad se realiza empleando dos metodologias diferentes: el Método Mixto
de Deformaciones Mejoradas (Simo y Rifai, 1990) y la Imposicién Fuerte de la Continuidad
de Tracciones en la Discontinuidad. La primera metodologia ha sido desarrollada y empleada
ampliamente para aproximar discontinuidades fuertes (por ejemplo Simo y Oliver, 1994); sin

embargo, su aplicacién a la aproximacién discreta no es del todo aceptable como se discute en

76



el apartado 6.3.1.2. La segunda metodologia se basa en el establecimiento de ecuaciones que
relacionen los desplazamientos “continuos” y los “regulares” (en este trabajo se establecen
tres Grupos de Ecuaciones diferentes entre si), las cuales son implantadas en la ecuacién de
equilibrio global. Esta metodologia es aplicada tanto para la aproximacién continua como
para la discreta. En general, ambas metodologias conducen a sistemas de ecuaciones no

lineales y no simétricos.

6.1 Definiciéon de campos y ecuaciones

En esta seccidn se presentan los campos y las ecuaciones que definen al problema de
discontinuidades interiores para las distintas aproximaciones aqui tratadas. El contenido
de esta seccién se escribe posteriormente en términos matriclales comunes al Método de los
Elementos Finitos. Esta informacién fue extraida del Capitulo 4 {Formulacién Variacional)
y de la seccién 5.1 {Cinemética) y se presenta de forma resumida. Al final de esta seccién
se presenta un ejemplo ilustrativo de una barra sujeta a tensién que falla en el centro de la
misma, ilustrdndose las diferencias entre las distintas aproximaciones.

Sea un cuerpo sélido y homogéneo cuyas particulas materiales estdn referenciadas a un
sistema coordenado x (z,y). El cuerpo posee un dominio Q y una frontera I'. A este
cuerpo se le introduce una discontinuidad (ya sea en el campo de desplazamientos como
grieta o en el campo de deformaciones como banda de localizacién) en .S, cuya normal estd
definida por el vector n y establece el sistema coordenado local fi (n,t). Las condiciones de
frontera del problema son los desplazamientos prescritos (u*): u =@ =u" en T, donde @1
son los desplazamientos “regulares”. Adiclonalmente, estdn las tracciones prescritas (T*):
T* = g - n* en I'y, donde n* es la normal a la superficie del cuerpo y o son los esfuerzos.
En la frontera se cumple que: Ty UT'y = T'y Ty N 't = §. Es importante tener presénte

que los desplazamientos "regulares” i1 satisfacen las condiciones de frontera del problema.

6.1.1 Aproximacién Discreta

El campo de desplazamientos se define como (ver ecs. 4.1y 5.1):

u (x) = @t (x) + Ms (x) [[u]] (x) (6.1)
u (x) = @ (x) + He (x) [[u]] (x) (6.2)
i (x) = @1 (x) - ¢" (x) [u]] (x) (6.3)



donde [[u]] es el salto de los desplazamientos; G son los desplazamientos “continuos”; M
es una funcién que se define como: Mg = Hg — ¢"; Hg es una funcién escalén (Hg (x) =
0 VxeQ UQ yHs(x)=1 VYxeQfUuQt),; ¢" es una funcién continua que cumple
con: " (x) =0 VxeQ yo"x)=1 VxeQconQ=0"UQ,UQT y S C Q.

El campo de deformaciones € (z), definido dnicamente en Q\S, se expresa como:

€(x) = Vu(x) = V*a+ HgV’[[u]] = €(x) (6.4)

con.

&(x) = V°ii + HsV* [[u]] (6.5)

donde € son las deformaciones “continuas”.

Al igual que para las deformaciones, los esfuerzos \inicamente estdn definidos en 2\S.

Los esfuerzos se calculan por medio de la relacién constitutiva:

o =3 (e) | (6.6)

donde 3 representa dé manera generalizada el comportamiento constitutivo del material,
el cual es funcidn de la historia de deformaciones en el punto (relacién constitutiva local) e
independiente de la velocidad de carga.

El comportamiento de la discontinuidad estd regido por las tracciones y el salto de los
desplazamientos, que se relacionan entre si por medio de una relacién constitutiva. Las

tracciones se calculan como:

Ts = T ([ful]) (6.7)

donde T representa de manera generalizada el comportamiento constitutivo de la
discontinuidad, el cual es funcién de la historia del salto de desplazamientos en el punto
(relacidn constitutiva local) e independiente de la velocidad de carga.

De la aplicacién del “Principio de los Trabajos Virtuales” se obtuvieron dos ecuaciones.
La primera corresponde al equilibrio global y la segunda corresponde al equilibrio en la

discontinuidad:

f Veda: o d = 6ﬁ-bdﬂ+/ . T* dT (6.8)
o8 o\S

I'r

Tg = O'+'Il (69)

donde & (#) es la variacién de (o); b son las fuerzas de cuerpo; T's son las tracciones en

la discontinuidad evaluadas en una particula en S, mientras que &+ corresponde al estado
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de esfuerzos evaluado en una particula contigua a S pero en Qz

6.1.2 Discontinuidades Débiles

El campo de desplazamientos se define como (ver ecs. 4.30 y 5.5):

u (x) = @ (x) + M (%) [[u]] () (6.10)
u (x) = @ (%) + Hy (x) [[u]] (x) (6.11)
i (x) = 2 (x) — ¢ (x) [[u]] (x) o (612)

donde M, es una funcién que se define como: My, (x)} = Hy, (fi)— " (x); H;, es una funcién
rampa: Hy(B) =0 V <n  Hy(A) = 22~ V- <n<npt Hy(h) =1 V> n'. Las
lineas S~ (n=n")y St {n = n¥) delimitan al subdominio Oy (2% C Q) y estén separadas
una distancia k (k = n* - 7). El subdominio £, corresponde a la zona de localizacién de

deformaciones.

El campo de deformaciones € (x), definido en {2, se calcula como:

e(x) =V'u () = Va+ BV [ + g (fl on) =2+ ] (6.13)
() =V'at BV (o] v )= mi (] ©n) (614)

El campo de esfuerzos o (x), definido en £, se calcula como:

4 (x) = X (€ (6..15)

De la aplicacién del “Principio de los Trabajos Virtuales” se obtuvieron dos ecuaciones; la

primera corresponde al equilibrio global y la segunda corresponde al equilibrio en los bordes

de la zona de localizacidn:

/ Vi o dQ = f §h4-b df2 + gu.T* dT (6.16)
o o Iz
oyn=0;mn y oLn=0cfn (6.17)

La ecs. 6.17; y 6.17, establecen la continuidad de tracciones a través de las lineas S~ y

57, que corresponden a los bordes de la zona de localizacién de deformaciones.

N T 8 G &
% HieE

79




6.1.3 Discontinuidades Fuertes

El campo de desplazamientos se define de la misma manera que en la Aproximacién Discreta
(ecs. 6.1 - 6.3). El campo de deformaciones y de esfuerzos estén definidos en £ las
deformaciones pueden ser aproximadas empleando la definicién del campo de deformaciones
de las Discontinuidades Débiles (ecs. 6.13 y 6.14), pero considerando un ancho de banda
de localizacién muy pequeno. De la aplicacién del “Principio de los Trabajos Virtuales” se
obtiene una ecuacién asociada al equilibrio global (ec. 6.16) y una relativa a la continuidad
de tracciones en la discontinuidad, que corresponde al caso en el cual se colapsan los bordes
de la banda (S~ y S*) en S, de tal suerte que: 0 = 0}, = o5 y por lo tanto la continuidad

de tracciones se expresa como: og-n = 0y -h =0} n.

6.1.4 Ejemplo ilustrativo de las distintas aproximaciones

Para ilustrar las distintas aproximaciones aquf abordadas, se presenta la respuesta (desplaza-
mientos, deformaciones y esfuerzos) de una barra sometida a tensidén en sus extremos que
tiene una discontinuidad al centro (fig. 6.1). La fig. 6.2 permite ilustrar de forma sencilla las
caracteristicas bésicas de las aproximaciones, las cuales han sido enfatizadas en los capitulos
anteriores. _

El campo de desplazamientos es igual en la Aprox. Discreta y en la Aprox. Continua
de Discontinuidades Fuertes y est4 caracterizado por un salto de los desplazamientos {[u]]
en S; en la Aprox. Continua de Discontinuidades Débiles €l salto de los desplazamientos
estd localizado dentro de la zona de localizacién de deformaciones contenida entre S~ y
St, siendo los desplazamientos continuos. Las deformaciones son constantes en la Aprox.
Discreta, pero no estdan definidas en S. En la Aprox. Continua las deformaciones presentan
un salto, el cual se localiza en los bordes de la zona de localizacién de deformaciones para
las Discontinuidades Débiles y se localiza en S para las Discontinuidades Fuertes; en el
primer caso las deformaciones estdn acotadas y en el segundo no lo estdn. Los esfuerzos son
constantes en toda la barra, pero para la Aprox. Discreta éstos no estdn definidos en S ya

que las deformaciones no estdn definidas en S.
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Figura 6.1: Barra sometida a tensién en sus extremos que presenta una discontinuidad al centro
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Figura 6.2: Resumen ilustrativo de las distintas aproximaciones
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6.2 Definicién de los términos en el MEF

El problema de Discontinuidades Interiores es resuelto en este trabajo empleando el Método
de los Flementos Finitos. Para este efecto, el dominio es discretizado en ey elementos, como
se ilustra en la fig. 6.3. El dominio estd compuesto por tres subdominios: Q = Q- UQ,UQT,
donde 2, estd compuesto por todos los elementos que contienen en su interior & la
discontinuidad. Las lineas S; y S) definen las fronteras comunes entre los subdominios
(S, = 80 N, y SF = 00+ N Q). Los elementos finitos contenidos en O~ y OF
son aproximadoé de la manera estdndar, mientras que los que estdn contenidos en {2
son mejorados en su aproximacién para que sean capaces de modelar la presencia de la
discontinuidad. A este respecto, £, y S, hacen referencia al dominio y a la discontinuidad

de un elemento finito.

oS Sy

Figura 6.3: Discretizacién de un dominio con una discontinuidad

En el Método de los Elementos Finitos los campos son aproximados por medio de
funciones de interpolacién. La técnica empleada en este trabajo consiste en mejorar las
aproximaciones de los campos de desplazamientos y de deformaciones (introduciendo modos
incompatibles) de manera consistente con la cinematica del problema. Por este motivo, al
principio de este capitulo se realizé un resumen de los términos y ecuaciones que definen
al problema, los cuales son redefinidos en esta seccién en términos matriciales comunes al
Método de los Elementos Finitos. En esta seccién ya 1o se pone énfasis en el tipo de
aproximacidn, lo que permite ir teniendo una visién unificadora del problema.

El campo de desplazamientos “regular” se aproxima como:

2

0

i,= Niy; (6.18)

donde 1, es la aproximacién dentro del elemento del campo de desplazamientos “regular”;
N son las funciones de forma estdndar (Zienkiewicz y Taylor, 1994a); {; es el vector de
desplazamientos “regulares” nodales. Para el caso de que todos los nodos estén en S o S5,

es vilida la siguiente relacién: ii; = u;, siendo u; los desplazamientos (totales) nodales.
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El salto de los desplazamientos [[u]] corresponde a un grado de libertad interno. En
este trabajo se considera que la aproximacién del salto de los desplazamientos dentro del
elemento es constante. La aproximacion del salto de desplazamientos se denota [[u]], y S

est4 en coordenadas globales y [[u]], , si estd en coordenadas locales. Ambos vectores se

relacionan entre si a través de la matriz de transformacién de coordenadas T, (se define en

el Apéndice C para el caso plano):

[(u]ly,y = Tog [[all,, | (6.19)

Se propone que la funcién continua " sea:

o™ (x) = ¢} (x) = N& (6.20)

donde " es la definicién de ¢" para un elemento finito; estd funcién se construye
empleando las funciones de forma estdndar N y una matriz ® constituida por constantes:
0 y 1, de tal suerte que " satisface la definicién de @™ establecida en el Capitulo 4. Los
valores de ® dependen de la posicién relativa de los nodos (a los cuales se asocia el grado de

libertad j) con respecto a la discontinnidad:

$;(x) = 0 Vxes§, (6.21)
d;(x) =1 VxebSy

En el Apéndice C, se presenta un ejemplo sobre el célculo de ® para el caso de un
elemento triangular de tres nodos y se ilustra el efecto de la posicién de la discontinuidad en
Ia definicién de * y Hg, (la funcién escaldn en el elemento).

La formulacién del problema indica que los desplazamientos “continuos” (ec. 6.3) son
funcién de @, "y [[u]]. Tanto i, como ¢”, emplean las funciones de forma estdndar N.en
sus aproximaciones. Por lo tanto, los desplazamientos “continuos” @i pueden ser aproximados
como:

i & fi,= Nit,= N, —N@ [[u]] (6.22)

donde i, es la aproximacién de @ en el elemento y 1; s el vector con los valores nodales
de los desplazamientos “continuos”.

A continuacidn se establece el cdlculo de las deformaciones en términos matriciales
(e; = {em,eyy,*ymy}'r) para cada una de las aproximaciones. Primeramente se definen
las deformaciones “continuas” (ecs. 6.5 y 6.14), las cuales son comunes a todas las

aproximaciones. Dada la consideracién de que el salto de los desplazamientos es aproximado
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como constante dentro del elemento, las deformaciones “continuas” se definen como:

€ = g;= Bu,= Bi;,—B® [{u]] (6.23)

donde €; es el vector de deformaciones “continuas”; B es la derivada de las funciones de
forma (Zienkiewicz y Taylor, 1994).

Para la aproximacién discreta las deformaciones se calculan como: €; = €; (definido
tinicamente en \.S). En las aproximaciones continuas las deformaciones se calculan como:
€ =€+ [[e]} (ec. 6.13), con el salto de las deformaciones definido como: [[¢]] = VHg ® [[u]]
o {[€]] = VH}; ® [[u]], dependiendo del tipo de discontinuidad. La derivada de la funcién

escalén y de la funcién rampa se calculan como:

VHS = 631’1' (624)
1
VHg = PR

Las deformaciones para las discontinuidades débiles se calculan como:

1
€ =€+ Hre 7 e [[u]]my (6.25)
e
con
n, 0
n.=| 0 n, (6.26)
Ny Ty

donde g, es una funcién de pesos tal que: g, =0 VX € Q\Qe, y 1, =1 Vx € Oy ;
k. es el valor de k en §; n, y ny son las componentes del vector normal a la discontinuidad
n. Las deformaciones pueden aproximarse para el caso de Discontinuidades Fuertes haciendo
k. muy pequefio (este valor depende de la precisién computacional empleada).

La relacién constitutiva de continuo permite establecer relaciones entre la tasa de los
esfuerzos &; v la tasa de las deformaciones €;. En este trabajo se considera que el material

se comporta eldsticamente fuera de la discontinuidad:

c=De o e QNS 0 ¥ x€Q\, (6.27)

~ ~
Disc. Fuerte Dise, Débil

d'i= Deéi

donde D€ es la matriz constitutiva eldstica estdndar (Zienkiewicz y Taylor, 19%4a); o; es
T
el vector de esfuerzos (0; = {040, Oyy, Oay} ™ ).

Para el caso continuo la relacién entre &; y &; dentro de la discontinuidad (£2;,) se define

como:
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a; = D%, (6.28)

donde D¥? es la matriz constitutiva linealizada del material dentro de la zona de
localizacién para las Discontinuidades Débiles. Para el caso de Discontinuidades Fuertes
la matriz constitutiva es D,

Por otra parte, el comportamiento de la discontinuidad en la aproximacién discreta estd
definido poi" la relacién entre la tasa de las tracciones T's y la tasa del salto de desplazamientos

[[a}], ; (en este caso expresado localmente):

Ty = D* [[u],, (6.29)

donde D? es la matriz constitutiva linealizada del comportamiento de la interfaz de la
discontinuidad.
El vector de tracciones, asociado a un plano, se puede calcular a partir del vector de

esfuerzos como:

T =nro; : (630)

donde nt es la matriz de transformacién, la cual se define para el caso plano en el
Apéndice C.

6.3 Deduccién de las ecuaciones del MEF

En esta seccidn se deducen las ecuaciones requeridas para resolver el problema de
discontinuidades interiores por el Método de los Elementos Finitos. La deduccién de dichas
ecuaciones se realiza con base en dos metodologfas diferentes: (1) el Método Mixto de
Deformaciones Mejoradas y {2) la Imposicién Fuerte de la Continuidad de Tracciones en
la Discontinuidad. Si bien ambos caminos pueden conducir a una misma matriz de rigidez
tangente, las consideraciones iniciales y las expresiones son distintas. Por este motivo se

realiza una presentacién y discusién sobre estas dos metodologias.

6.3.1 Método Mixto de Deformaciones Mejoradas

Existen muchos problemas en los cuales el desempeno de los elementos finitos estdndares no
es satisfactorio, por lo que existe la necesidad de mejorar sus formulaciones para adecuar
sus capacidades a necesidades especificas. Una alternativa a este respeéto han sido los
Métodos Mixtos de Deformaciones Mejoradas, del cual Simo y Rifai (1990) hacen una buena

presentacién y generalizacién. El concepto central en esta metodologia consiste en mejorar
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el campo de deformaciones de tal suerte que éste esté compuesto por una parte “compatible”
y una parte “mejorada” (€).

Esta metodologia se ha empleado para formular el problema de Discontinuidades
Interiores en el MEF en la Aproximacién de Discontinuidades Fuertes (Simo et al., 1993; Simo
y Oliver, 1994; Oliver, 1996b). A continuacién se realiza la aplicacién de esta metodologia

para la Aproximacién Continua y posteriormente para la Aproximacién Discreta.

Aproximacién Continua

La aplicacién del Método Mixto de Deformaciones Mejoradas al problema de Discon-
tinuidades Interiores, empleando una Aproximacién Continua, requiere del establecimiento
de una parte “compatible” y una parte “mejorada’ para las deformaciones. Para
este problema el gradiente de los desplazamientos “regulares” (V°@4) corresponde a las
deformaciones compatibles, mientras que las deformaciones asociadas a My [[u]] corresponden

a las deformaciones mejoradas (€), de tal suerte que:

e=VG+¢E | (6.31)

De manera consistente con esta ecuacién (6.31), las variaciones del campo de deforma-
ciones son: d¢ = V°§0+J¢€. Dentro de este contexto, la formulacién variacional del problema

estd, dada por el sistema de ecuaciones {Simo y Oliver, 1994):

/ V6o d= [ sa-bdQ+ | Sa- T dl (6.32)
Qe

Qe T'r.

f §E:o dQ =0 (6.33)
f2e

La ec. 6.33 corresponde a la forma estdndar del equilibrio de un cuerpo; esta ecuacién
fue obtenida de la Formulacién Variacional (ec. 6.1€), aunque ahora est4 definida para un
elemento finito. La ec. 6.33 establece la condicién de ortogonalidad que debe existir entre
las interpolaciones de los esfuerzos y de la variacidn de las deformaciones mejoradas. Esto
es, una definicién de 8€ tal que cumpla con la ec. 6.33 permite asegurar la consistencia
([, 9€ dQ = 0} y la estabilidad (la interpolacién de las deformaciones “mejoradas” y de las
deformaciones “regulares” deben ser independientes) del Método Mixto de Deformaciones
Mejoradas (Simo y Rifai, 1990). Un aspecto interesante de la ec. 6.33, es su sentido fisico:
“El trabajo virtual interno asociado a las deformaciones mejoradas debe ser nulo”.

El cdleulo del vector tasa de deformaciones (ecs. 6.23 y 6.25) se redefine, de manera

conveniente, como:
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&= Ba; + G[[u]],, (6.34)
con

G= ,u,kekine - B® (6.35)

Por lo tanto, la tasa de las deformaciones mejoradas se calcula como: €= G [[d]], . Sin
embargo, la variacién de las deformaciones mejoradas se define como: §€ = G*. ¥n general
G # G, lo cual corresponde a una formulacién de Petrov-Galerkin, generando un sistema
de ecuaciones no simétrico. Manzoli et al. (1998) identifican dos alternativas para aproximar

las variaciones admisibles del campo de deformaciones mejoradas G*:

e Alternativa 1 (Oliver, 1996b):

* 635 ne .
) G = lse n. — (]. - [Lke) Z (636)
Sustituyendo la ec. 6.36 en la ec. 6.33:
1 1
G'o; df} = —/ T dI' — —/ Tdl'=0 (6.37)
Qe ls. Js, Ae Jaus.
e Alternativa 2:
| §s, 6 |
G = (-& — —+) n, (6.38)
_ ls, s,
Sustituyendo la ec. 6.38 en la ec. 6.33:
1 1
Go,dl=— [ Tgdl'—— | T, dI'=0 (6.39)
Qe ls. Js. ls. Js.

donde I, es la longitud de la discontinuidad en el elemento; A, es el drea del elemento;
83, es la funcién Delta de Dirac en Se; 64 es la funcién Delta de Dirac evaluada en 2 juntc;
a S,; Tg es la traccién evaluada en S, y T es la traccién evaluada en ©F junto a S,.

La alternativa 1 da lugar a un equilibrio de tracciones promedio sobre todo el elemento
(ec. 6.37), mienﬁra,s qut; la alternativa 2 corresponde al equilibrio de tracciones sobre la
discontinuidad (ec. 6.39). Como se menciond, en general G # G* lo que conduce a un sistema
de ecuaciones no simétricas. Como caso particular, si Vo = n se obtiene que G = G,
generdndose un sistema simétrico de ecuaciones. Fste es el caso cuando la discontinuidad es

paralela a un lado de un tridngulo.
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Con base en las ecuaciones 6.32 y 6.33 y en las definiciones de la seccién 5.2, es posible

cstablecer el siguiente sistema de ecuaciones no lineales (para el caso de Discontinuidades

Fuertes):
[ Kaa Koy } { a; }={ feos } (6.40)
Kiupa  Kipnigu) (all,, 0

Kaw = fo.5, BTD*B A Kgj) = ~ [y, 5, B"D*B® dQ2
Kipuja = fgc G*TDB dQ Ky = fﬂe G* TDG dQ
feot = fo g, NTD dQ + fi, NTT* dl

(6.41)

donde los términos dentro del corchete en la ec. 6.40 corresponden a las submatrices
de la matriz de rigidez del elemento. La matriz constitutiva D en las submatrices Kjya
¥y K no tiene indices debido a que toma los valores D¢ y Dls‘i segin sea el caso (ver
definicién de G*).

Para implantar estas ecuaciones en un programa estdndar del Método de los Elementos
Finitos, se procede a realizar una condensacién estdtica de los grados de libertad asociados

al salto de los desplazamientos, obteniéndose:

(Kﬁ" ~ Kopay (K] Kuunﬁ) {uz} = {femt} (6.42)

La matriz Kag es la matriz de rigidez estdndar de la formulacién por desplazamientos
del MEF, a la cual se le resta el producto de las matrices Kgjpu) [K “u””uu] 1K (ua- Estas
ecuaciones fueron desarrolladas explicitamente para Discontinuidades Fuertes. Su aplicacién
a Discontinuidades Débiles es directa; sin embargo, surge el conflicto de seleccionar el borde
de la banda de localizacién (S~ o S*) respecto al cual se establece el equilibrio de tracciones.
En si, la satisfaccién del equilibrio en un borde no implica la satisfaccién del equilibrio en el
otro borde. Un artificio para superar este inconveniente consiste en considerar que la banda
de localizacién es muy pequefia (tipo Discontinuidad Fuerte) y simplemente establecer el

equilibrio de tracciones en S,.

Aproximacién Discreta

El Método Mixto de Deformaciones Mejoradas no es aplicable de manera directa al problema
de Discontinuidades Interiores empleando una Aproximacién Discreta. El motivo radica
en que los esfuerzos y las deformaciones no estdn definidos en todo el dominio, ya que el
comportamiento en S, estd definido por las tracciones y el salto de los desplazamientos. Si

se aplica este método a la Aproximacién Discreta se obtiene la ecuacién de equilibrio global
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(ec. 6.32) y la siguiente ecuacion:

f §¢: 0 dQ + / &[[u]] T dT =0 (6.43)
e\ e

Con base en esta ecuacidn es posible establecer, dada la adecuada definicién de &€, el
equilibrio en la discontinuidad (de manera similar a la ec. 6.33). Pero esta ecuacién rompe
con la concepcién original del Método Mixto de Deformaciones Mejoradas. En particular,
no se satisface la condicién de ortogonalidad entre la interpolacién de los esfuerzos y de
las deformaciones, en consecuencia, no se puede asegurar la consistencia y estabilidad del

método.

6.3.2 Imposicién Fuerte del Equilibrio en la Discontinuidad (IFED)

El punto de partida de esta metodologfa son las dos ecuaciones bésicas (ecs. 6.8 y
6.9 Aprox. Discreta, ecs. 6.16 y 6.17 Aprox. Continua) obtenidas de la Formulacién
Variacional: Equilibrio Global y Equilibrio en la Discontinuidad. Ambas ecuaciones tienen

como incégnitas a los desplazamientos G; y [[u]l Por lo tanto, el problema puede ser

Ty
resuelto empleando estas ecuaciones y aplicando una condensacién estdtica de los grados de
libertad asociados a [[u]] y- FEro este no es el camino que se sigue en esta seccidn; aqui se
busca emplear sélo una ecuacién {equilibric global), manejando dnicamente los grados de
libertad ;.

Un aspecto interesante a resaltar es el hecho de que el equilibrio en la discontinuidad debe
ser satisfecho punto a punto en S de acnerdo a lo establecido en la Formulacién Variacional.
Sin embargo, en la implantacién numérica en el Método de los Elementos Finitos se aproxima
el salto como constante de.ntro del elemento finito, lo que conduce a dos posibles maneras
de aproximarlo: (1) con base en la ecuacién que satistace de manera Fuerte el equilibrio en
la. discontinuidad obtenida de la Formulacién Variacional (ecs. 4.17, 4.29 y 4.41), se elige
un punto cuyo valor de las tracciones define el valor de [[u]], ; (2) con base en la ecuacién
que satisface de manera 1ébil el equilibrio en la discontinuidad obtenida de la Formulacién
Variacional, se considera el equilibrio global de la discontinuidad (traccién promedio en la
discontinnidad) y la traccién resultante define el valor de [[u]l, . Como caso particular estd
el tridngulo de deformacién constante en la que ambas aproximaciones conducen al mismo
resultado.

A continuacidn se detalla esta metodologia para la Aproximacién Discreta y, posterior-
mente, para la Aproximacién Continua. El valor del salto se define a través de la satisfaccién
del equilibrio en un punto representativo de la discontinmdad. Como se presenta en la
siguiente seccién, el objetivo final en esta metodologia es establecer ecnaciones que relacionen

los desplazamientos @; y U;, de modo que se pueda emplear tnicamente la ecuacién de
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equilibrio global para resolver el problema. Al final se obtiene un sistema de ecuaciones no
lineal, siendo la matriz de rigidez del elemento no siméftrica para el caso més general, al igual

que en el Método Mixto de Deformaciones Mejoradas.

6.3.3 IFED. Aproximacion Discreta

Para efecto de desarrollar esta metodologfa se parte de la ecuacién de equilibrio global (ec.
6.8). Esta ecuacién puede expresarse en funcién de una sola incégnita @; {0 de dos: @1; y
([u]l, ,), dado que o= D*€&,= D°Bii;= D° (Bﬁi—B@D (o]l Bl problema radica en que no
se puede usar como incédgnita a los desplazamientos “continuos” #i; dado que las condiciones
de frontera estédn aplicadas sobre @i; o u;. Por otra parte, si se emplea como incédgnita i,
se agrega una incégnita adicional al problema {[[u]], ) ¥ se requiere resolver otra ecuacién
adicional. Por lo tanto, se desea encontrar una expresién que relacione los desplazamientos
i; y ; o laé deformaciones € y V°ii; para resolver el problema empleando Unicamente la
ecuacién de equilibrio global. o

Para encontrar una expresién que relacione los desplazamientos “regulares” y los
“continuos” se recurre a la Cinemdtica del problema. y a la Formulacién Variacional. La
Cinemadtica del problema define ecuaciones que permiten relacionar las tres incégnitas: 4,
Gi; y {[u]],, por medio de los desplazamientos (ecs. 6.3 y 6.22) y de las deformaciones (como
el gradiente de los desplazamientos). Para eliminar una de las incégnitas ([[u]], ) se recurre
a la Formulacién Variacional, la cual establece una ecuacién adicional por la continuidad de
tracciones en la discontinuidad (ec. 6.9). Dada la imposicién fuerte de la continuidad de
tracciones, se sustituyen en esta ecuacién las ecuaciones constitutivas (ecs. 6.27 y 6.29) y la
definicién de la deformacidn {ec. 6.23), obteniéndose:

[[al),. = [D] " neD* & 1 = D] naD* B, (6.44)

xegt

En esta ecuacién las deformaciones son evaluadas en una particula countigua a la
discontinuidad S, pero en Q.

A continuacién se desarrollan tres ecuaciones que establecen relaciones linealizadas entre
los desplazamientos 1i; y 6;. Todas las ecuaciones surgen de la manipulacién algebraica de la
ec. 6.44 y de las aproximaciones de los desplazamientos y de las deformaciones. Solamente se
presentan tres Grupos de Ecuaciones; sin embargo, se pueden establecer otros més por medio
de la manipulacién algebraica de las mismas ecuaciones; pero se considera que desarrollar
otros Grupos de Ecuaciones no conduce a ninguna aportacién sustancial.

Grupo 1.

Para obtener las ecuaciones del Grupo 1 se inicia sustituyendo la ec. 6.44 en la ec. 6.22:
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Nii,= Nii+N&T,, [DY] 7" neD® B| . §; (6.45)
Factorizando N y tras algunas operaciones algebraicas:

i = (T+ @Ty [D9) " neD® Bleg ) = (Xo) (6.46)
COIL:

Xy = (1 + ®Ty [D?] ' neD® B|xeg+)*1 | (6.47)

donde I es la matriz identidad. La ecuacién anterior establece una relacién linealizada

entre los desplazamientos @; y 1, la cual puede ser directamente insertada en la ec. 6.8:

/ BTD°B dQ (X;) W; = f., (6.48)
e\ Se

La implantacién de esta ecuacién es muy simple debido a que sélo se requiere calcular
la matriz de rigidez estdndar y multiplicarla por la matriz cuadrada X;. La experiencia
surgida de implantar este procedimiento indica que, aunque su implantacién es sencilla e
implica solamente un ndmero reducido de operaciones matriciales, la inversién de la matriz
(Xs) puede resultar dificil cuando el ablandamiento es nulo (en términos numéricos se elige
un valor muy pequefio) debido a que se produce un mal condicionamiento de la matriz. Una,
relacién similar ha sido empleada por Tano et al. (1998).

Grupo 2.
El punto de partida de las ecuaciones del Grupo 2 es la ec. 6.44, la cual se reescribe en

términos del salto de los desplazamientos en coordenadas globales:

[0]], , = Tig [DY] ™ 1npD° Bl ogs i = (X) &; (6.49)

con

X = Ty [D4 7 n7D° B, 5+ (6.50)

Se sustituye la definicién de la aproximacién del campo de desplazamientos (ec. 6.22) en

la ec. 6.49 y se reordenan los términos:

[a]],, = @+ X&) Xiy (6.51)
Esta ecuacién se sustituye a su vez en la ec. 6.22 y reordenando términos se obtiene:

= (I-®I+X®)'X)iy (6.52)

En esta ecuacién, el tamafo de la primera matriz identidad I es igual al nimero de grados
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de hibertad del elemento finito estandar, mientras que el tamaiio de la segunda corresponde
al ndmero de grados de libertad del salto de los desplazamientos.
La ecuacién antertor establece una relacién linealizada entre los desplazamientos @i; y 4,

la cual puede ser directamente insertada en la ec. 6.8:

/ B'DB d2 (1~ @ (I+X&) ' X) & = feur (6.53)
2\ Se

De igual manera que en la ec. 6.48 del Grupo 1, el empleo de la ec. 6.53 indica que
se debe calcular la matriz de rigidez de manera estdndar y posteriormente multiplicarla por
una matriz (I — & (I+ X&)~ X). Este procedimiento implica més operaciones matriciales
que las involucradas en las ecuaciones del Grupo 1; sin embargo, en este caso no se produce
el problema de mal condicionamiento de las matrices cuando el médulo de ablandamiento es
nulo.

Grupo 3.

Para obtener las ecuaciones del Grupo 3 se inicia sustituyendo la 6.44 en la ec. 6.23:

&= Bii— B{,—B®T,, D] nyD° B, & -‘ (6.54)

Considerando el caso particular: | Bl, o = Bl cs+ |, que implica que la aproximacién del

campo de deformaciones es constante en todo el dominio, se obtiene después de algunas

manipulaciones algebraicas:

B = (I+B&T, D] nsD*) "B (6.55)

La ecuacién anterior establece una relacién linealizada entre los gradientes de los

desplazamientos G; y 1, la cual puede ser directamente insertada en la ec, 6.8:

/ BTD® (I +B&T,, [DY] ™ nTDB)"1 B dQ &; = fi0s (6.56)
f2:\Se

Esta ecnacién se expresa de manera simplificada como:

/ BTD,,.B d0 &; = f.. (6.57)
2\ 5,

con.

D, = D (1 +B&T,, [DY]™ nTD“") - (6.58)

Para emplear esta relacién se requiere sustituir la matriz constitutiva estdndar por una
matriz constitutiva modificada Duyea {ec. 6.58) y se realiza el cdlculo de la matriz de rigidez
de la manera estdndar (ec. 6.57). La desventaja de esta relacién consiste en que est4 limitada

a aproximaciones constantes del campo de deformaciones, como ocurre en un tridngulo de
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deformacién constante y en un cuadrildtero de deformacién lineal subintegrado (con un punto
de integracién). Una relacién similar ha sido empleada por Olofsson et al. (1994).

Algunas observaciones:

Los Grupos de Ecuaciones desarrollados en esta seccién emplean la versién Fuerte de
la. ecuacién de equilibrio en la discontinuidad obtenida de la Formulacién Variacional. Sin
embargo, se puede emplear la versién Débil de esta ecuacién y deducir los tres Grupos de
Ecuaciones establecidos en esta seccién. Para este propésito se requiere sustituir la ec. 6.44

por la siguiente:

. a1-1 1 S a1-1 1 N
[a]],,, = [D] Es_/ npD®€| ., dI' = [DY] E/ nyD° B, o+ dI'G;  (6.59)
Posteriormente, se siguen los pasos realizados en esta seccidn. Aunque esta modificacién
pudiese ser juzgada como un cambio conceptual importante, su desarrollo no modifica
significativamente las expresiones obtenidas en esta seccién (ecs. 6.45 - 6.58), por lo que

en este trabajo no se reescriben estas expresiones.

6.3.4 IFED. Aproximacién Continua

Al igual que para la Aproximacién Discreta, se requiere encontrar ecuaciones que relacionen
los desplazamientos “regulares” ii; y los desplazamientos “continuos” Gi;. Para este propésito,
se recurre a la cinemética del problema, ya que ésta permite relacionar las tres incdgnitas:
i, @ y [[u]],, (por medio de ecuaciones de desplazamientos: ecs. 6.12 y 6.22, y de
deformaciones: ecs. 6.13 y 6.25). Adicionalmente, se emplea a la Formulacién Variacional,
la cual establece una ecuacién adicional dada por la continuidad de tracciones en la
discontinuidad (ec. 6.17). El punto de partida es el establecimiento de una ecuacién que
relacione [[1]],, con i, similar & la ec. 6.44. Para este fin, se reescribe la ecuacién de

continuidad de tracciones en forma incremental y en términos matriciales:

nr 6x=ng 6, ' (6.60)

Sustituyendo las relaciones constitutivas (ecs. 6.27 y 6.28) en la ecuacién anterior y

considerando la definicién de la aproximacién de las deformaciones (ec. 6.25), se obtiene:

nyD“¢ [[¢]] = ny (D*~D™%) €| (6.61)

xe8+

COIl:

el = e [, (662
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Realizando algunas operaciones algebraicas se obtiene:

M, = X, 'ny (D*-D*%) €| __, (6.63)
con: 1
X, = EnTD“’dne (6.64)

La ec. 6.63 establece una relacién linealizada entre las tasas de los desplazamientos [[1]] oy
y U;. Una consideracién fundamental de esta metodologfa (aplicada al caso continuo) es que
el salto esta definido por el equilibrio de tracciones en §, lo cual corresponde al caso cuando
k es muy pequefio {aproximando una Discontinuidad Fuerte) o cuando el estado de esfuerzos
es constante; esto es, se supone que k es muy pequefio, aunque no necesariamente lo sea.

A continuacién se desarrollan tres ecuaciones que establecen relaciones linealizadas
entre los desplazamientos fi; y 0;, de manera similar a la Aproximacién Discreta. Estas
ecuaciones surgen de la manipulacién algebraica de la ec. 6.63 y de las aproximaciones de
los desplazamientos y de su gradiente.

Grupo 1.

Para obtener las ecuaciones del Grupo 1 se inicia sustituyendo la ec. 6.63 en la ec. 6.22:

Nii;= Nii; +N®X; 'ng (D*—D"%) B|, _¢+ tis (6.65)

Factorizando N y tras algunas operaciones algebraicas:

0 = (I+®X;'ng (D°~D*%) B|_50) " & = (Xp) & (6.66)
CcOon:
Xp = (I+®X 'ng (D*~D“) Bl 1) (6.67)

donde 1 es la matriz identidad. La ecuacién anterior establece una relacidn linealizada

entre los desplazamientos 1i; y Q;, la cual puede ser directamente insertada en la ec. 6.16:

f BTD®B d0 (Xy) & = funt (6.68)
e\ Se

La implantacién de esta ecuacién requiere del cdlculo de la matriz de rigidez estdndar y,
posteriormente, Ihultiplicarla por la matriz cuadrada Xj.

Grupo 2.

El punto de partida de las ecuaciones del Grupo 2 es la ec. 6.63, la cual se reescribe en

términos del salto de los desplazamientos en coordenadas globales:
[all,,, = X (6.69)
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COIL:
X = X 'ny (D°~D“) Bl .o (6.70)

Se sustituye la definicién de la aproximacién del campo de desplazamientos (ec. 6.22)
en la ec. 6.69 y se reordenan los términos, obteniéndose la ec. 6.51 (seccién anterior).
La ec. 6.51 se sustituye en la ec. 6.22 y reordenando términos se obtiene la ec. 6.52:

i, =(I-2I+ XP)™! X) i;. La ec. 6.52 puede ser directamente insertada en la ec. 6.16,

obteniéndose:

f BTDBd (I1- @ (I+X®)"'X) {i; =f. (6.71)
02:\5.

La implantacién de esta ecuacién simplemente requiere del cdlculo de la matriz de rigidez
estdndar y, posteriormente, se multiplica por la matriz (I — I+ X&) X).
Grupo 3. '

Para obtener las ecuaciones del Grupo 3 se inicia sustituyendo la ec. 6.63 en la ec. 6.23:

&= Bii,= Bll,-B®X;'n; (D°*~D") B|, .- i, (6.72)

Considerando el caso particular: | Bj, _, = Bl, ¢+ |, que implica que la aproximacién del

campo de deformaciones es constante en todo el dominio, se obtiene después de algunas

manipulaciones algebraicas:

Bii;, = (I+B&X; 'nr (D°-D*%)) ™" Bi (6.73)

Insertando esta ecuacién en la ec. 6.16 y renombrando algunos términos:

/ B D,0qB dQ i = .o (6.74)
2.\ 8,

COon:
Dpoa = D* (T+ B&X 'ng (D*-D*¥)) ™ (6.75)

Para emplear esta relacién se requiere sustituir la matriz constitutiva estdndar por una
matriz constitutiva modificada Dmea (ec. 6.75), y se realiza el cdlculo de la matriz de rigidez
de la manera estdndar (ec. 6.74). La desventaja de esta relacién consiste en que estd limitada
a aproximaciones constantes del campo de deformaciones, como ocurre en un tridngulo de

deformacién constante y en un cuadrildtero de deformacién lineal subintegrado (con un punto

de integracién).
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Capitulo 7

ASPECTOS ALGORITMICOS Y
COMPUTACIONALES

Este capitulo complementa el capitulo anterior en el que se aborda la implantacién en el MEF,
ya que proporciona informacién necesaria, para la realizacién de esta actividad. Primeramente
se discuten temas generales de los probiém&s no lineales: métodos de solucic?n, criterios de
convergencia, entre otros, Posteriormente, se presenta una metodologia para calcular el salto
de los desplazamientos [[u]] en funcién de los desplazamientos regulares i, de tal suerte que
se obtengan los datos necesarios para la evaluacién de las ecuaciones constitutivas; esta
metodologia parte de la satisfaccién del equilibrio local de la discontinuidad.

Una aportacién importante de este trabajo es la identificacién y anélisis del fenédmeno
de Deformaciones Falsas (o Espurias). Estas deformaciones corresponden a aquellas que son
producidas por [{u]] de los elementos vecinos y que no son consistentes con la formulacién del
problema. Se analiza el comportamiento de un elemento triangnlar plano con una respuesta
simétrica para evaluar cualifativamente las Deformaciones Falsas.

Finalmente, se propone una modificacién al procedimiento de propagacién de discon-
tinuidades descrito en el Apéndice C. El objetivo de esta modificacién es disminuir los posibles
errores inherentes a la aproximacién de discontinuidades interiores: “Deformaciones Falsas”

v “Estado de Esfuerzos No Representativo de la Discontinuidad”.

7.1 Solucion Global

En los problemas aquf analizados, el comportamiento del material es eldstico lineal en los
elementos por donde no pasa la discontinuidad; sin embargo, en los elementos por donde pasa

la discontinuidad el material es no lineal. Por lo tanto, este tipo de problema es no lineal® y

La no linealidad est4 asociada inicamente al material, sin incluir las no linealidades geométricas.
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consecuentemente la solucién no slempre es unica; es mas, dada la obtencién de una solucién
no necesariamente se tiene la solucién buscada. Para obtener una solucién satisfactoria se
requiere establecer la correcta interpretacidn fisica del problema y emplear procedimientos
numéricos adecuados.

La solucién del problema no lineal se obtiene a partir de las ecuaciones de equilibrio
del cuerpo, las cuales se formulan en funcién de un pardmetro de discretizacién a (para los

problemas aqui tratados son los desplazamientos nodales), como se presenta en Zienkiewicz
v Taylor (1994b):

U,p1 =W (ani1) =Plag) - f=0 (7.1)

La ec. 7.1 establece que €l residuc W en el paso n + 1 debe ser nulo. El andlisis se inicia
con una solucién de (casi) equilibrio en: a = a,,, ¥, =0, f = {,. En esta misma ecuacién, P
es el vector de fuerzas internas el cual es funcién de a y f es el vector de fuerzas externas. La
solucién del problema. se obticne realizando incrementos (pequenos) en las fuerzas externas:
f,+1 =1, + Af, y determinando el cambio del pardmetro a: a, ;1 = a, + Aa,, o viceversa.

Existen muchos procedimientos de solucién de problemas no lineales entre los que se
encuentran Newton-Raphson, los Newton-Raphson modificados, BFGS (por sus autores
Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno), etc. En este trabajo se empled el método de Newton-
Raphson que se caracteriza por tener la convergencia mds rdpida (cuadrética). El método

se basa en la aproximacién de primer orden de la ec. 7.1:

W (aly) ~  (alyy) + (93) dal, =0 (7.2)
da n+1

donde i es el contador; dal, es la correccién iterativa del incremento de los desplazamientos

nodales (Ja; = (KiT)_1 Wi, 1); Kr es la matriz de rigidez tangente (Kr = %_‘Z = %%). La

solucién del problema no lineal se obtiene a través de una serie de aproximaciones sucesivas

(fig. 7.1):

ath = an + Al = aly, + 64, (7.3)
con )
Aal =Y dal; (7.4)
k=1

El método de Newton-Raphson se caracteriza por calcular la matriz de rigidez en cada
iteracién, como se ilustra en la fig. 7.1. Esta caracteristica hace que el método sea
computacionalmente costoso, pero permite que la discontinuidad se vaya propagando en

cada iteracién ya que al calcular la matriz de rigidez se evalia el estado de esfuérzos y se
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Figura 7.1: Método de Newton-Raphson

determina qué elementos han alcanzado la superficie de falla.
Para determinar si la solucién es adecuada se verifica un criterio de convergencia, que
pude ser: fuerza, desplazamiento, energfa, etc. En este trabajo se emplea un criterio basado

en energia:

B’ < tol B° (7.5)

B =éa‘ - ¥ (7.6)

donde F* es la energfa de la iteracién i y tol es el valor de la tolerancia.

Es necesario sefialar la importancia de la seleccién de los valores de tolerancia para
el criterio de convergencia, ya que si el criterio es muy estricto se consumird mdés tiempo
computacional y en algunos casos se puede divergir de la solucién deseada; por ofra parte,
si el criterio es muy laxo la solucién puede ser insatisfactoria.

En general, en los problemas no lineales no estd garantizada la obtencién de la solucién
desecada dado que intervienen miiltiples factores, por ejemplo: tamafio del incremento de
carga, criterio de convergencia, método de solucidn, etc. Esto significa que en esta clase de
andlisis interviene la experiencia y la destreza de quien lo realiza. Afortunadamente, existen

mitltiples herramientas de apoyo para resolver problemas no lineales, como son:

e Bisqueda direccional. Este es un procedimiento de aceleracién de convergencia.
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¢ Métodos de longitud de arco. En problemas donde la carga es proporcional: Af, =
AM,T,; estas metodologfas permiten identificar cudndo se alcanza una carga méxima y

consecuentemente A\, pasa a ser negativo como ocurre en la rama de ablandamiento.

Para mayor detalle con respecto a estos temas consultar: Crisfield (1991 y 1997), Simons
y Powell (1982) y Zienkiewicz y Taylor (1994b).

7.2 Solucién Local

En la seccién 6.3 se presentan tres relaciones para calcular la matriz de rigidez de un elemento
con una discontinuidad. En particular, en este trabajo se emplean las correspondientes al
Grupo 2 {ecs. 6.53 y 6.71) de la Aproximacién Discreta y de la Continua. En la metodologia
aqui’ utilizada (Imposicién Fuerte del Equilibrio en la Discontinuidad), las tinicas incégnitas
asocladas a la matriz de rigidez son los desplazamientos regulares 1. Si bien el salto
de los desplazamientos [[u]] no es una incégnita necesaria en las ecuaciones de equilibrio
global, s{ requiere ser calculada para evaluar la ecunacién constitutiva y determinar la matriz
constitutiva de la discontinuidad y el estado de esfuerzos en el elemento. El valor de [[u]]
se determina con base en el equilibrio que debe existir en la discontinuidad, existiendo dos

opciones:

1. La variacién de la traccién a través de la discontinuidad debe ser constante; esto es,
la tasa de la traccién en un punto de la discontinuidad (Tg) debe ser igual a la tasa
de la traccidn en un punto contiguo pero fuera de la discontinuidad (T+) (versién

incremental del equilibrio local):

TS = T+ (7. 7)

Dd [[ﬁun,t = nTDe -élxe St

nypDwe (E|XE3+ + He]]) = npD* ¢|

Aproximacién Discreta
<eg+ Aproximacién Continua

donde D¥ y D¥? son las versiones incrementales de la matriz constitutiva.

2. La traccién a través de la discontinuidad debe ser constante; esto es, la traccién en un
punto de la discontinuidad (Tg) debe ser igual a la traccién en un punto contiguo pero

fuera de la discontinuidad {T'}) (versién total del equilibrio local):

Tg =T, ‘ (7.9)
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D¢ Hu]]n,t = nyD% e ., Aproximacién Discreta (7.10)

neD¥ (&, c. + [[€]]) = nyD® €|, o+ Aproximacién Continua

donde D? y D*¢ son las versiones totales de la matriz constitutiva.

Calcular [[uj] empleando la versién incremental tiene algunos inconvenientes con relacién
a la versién total: requiere guardar en memoria mayor cantidad de informacién y el error
es acumulable pudiéndose presentar divergencia de la solucién. En particular, se presentan
dificultades en la aproximacién discreta cuando [[u]] = 0 y se requiere determinar la matriz

constitutiva de la discontinuidad (ver ec. 5.39). Por estos motivos se elije la versién total.
“Como se mencioné al principio de este apartado, el primer problema a resolver en la
evaluacién de la ecuacidn constitutiva es el hecho de que en el planteamiento numérico del
problema la dnica variable independiente es el desplazamiento regular @1. Esto significa que
se requiere definir una ecuacién que permita calcular el salto de los desplazamientos [[u]] en
funcién de los desplazamientos regulares 1. Para este propdsito se emplea como punto de
partida la ec. 7.9 y se efectia un procedimiento algebréico idéntico al realizado en el Grupo

2 de la seccidn 6.3, de tal suerte que al final se obtiene la siguiente expresién (ver ec. 6.51):

[ull,, = (T+X®)™" X (7.11)

La segunda dificultad a resolver radica en el hecho de que la ec. 7.11 es funcién de la
matriz constitutiva de la discontinuidad, la cual a su vez es funcién de la variable de dafio
d, que a su vez es funcién de la variable interna 7; finalmente, r es funcién del salto de
los desplazamientos [[u]] y éste es la incégnita que se desea obtener. Para calcular [[u]] se
recurre a las condiciones de Kuhn-Tucker y posteriormente se emplea el método de Regula
Falsa (Press et al.,, 1986). Las condiciones de Kuhn-Tucker permiten identificar la evolucién

de r y d, como se indica en el siguiente procedimiento:

Datos: 7,

1.- Calcular: [[u])} +1 (Ts), empleando la ec. 7.11.

2.- Calcular: 72, ({[u]l.,;), empleando la defincién de la norma correspondiente

SiThy; <7n  Descarga
SiThiy=7n Carga Neutra
Sitl 41> T Carga Ineldstica

1 1 _ . ~
Cuando ocurre descarga (71, < ) o carga neutra (7., = rn) la variable de dafio se

mantiene constante, por lo tanto:

Tatl = Tny dog1 = da, [[u]]n+1 = [[u]]:zﬂ (7.12)
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Por otro lado, si ocurre carga ineldstica (T1,; > T»), necesariamente rnq1 > 7,y el

valor caleulado de [[u]l} 41 s incorrecto. A continuacién se establece un procedimiento para
calcular el valor derniq y [[u]],,; en este procedimiento se emplea el método de Regula Falsa,
el cual sirve para resolver ecuaciones no lineales dados los limites que definen el intervalo

que contiene la solucién.
Procedimiento para obtener [[u]], ., ¥ Tns1:

1. Identificar el intervalo que contiene a 7,1 1: [r", rb]. El limite inferior de dicho intervalo
corresponde a r* = r,,, dado que el proceso de dafio es irreversible (ver ec. 5.18). El

Hmite superior r®

, corresponde a un valor tal que al calcular [[ul] con la ec. 7.11 se
cumpla que (ver fig. 7.2):

T ([[u]] (rb)) < b | (7.13)

2. Emplear el método de Regula Falsa para resolver la ecuacién (ver fig. 7.2):

Tim+1 ([[u]] (Ti—l-l)) - T:z+1 =90 (7.14)
Aproximacion Discreta Aproximacién Continua
q q
(1) Q r®)
y ¥
@ (Fnet) X7 1 . ;(";&12 =
, .
N 1) NG )
I \J 4
/
! - 9] I T - - © ¥
T I > = % ?
Fo=r, pb re=r, rt

¢ Tt:norma
X r:variable interna

Figura 7.2: Método iterativo para obtener rﬁl 1
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7.3 Deformaciones Falsas

7.3.1 Introduccién

El problema de Deformaciones Falsas fue identificado en este trabajo durante el andlisis de
una viga de cuatro puntos, como la que se ilustra en la fig. 7.3, en la que la orientacién
de la discontinuidad es conocida (90°). Durante el experimento numérico se observé que
después del agrietamiento del primer elemento {localizado arriba de la muesca), en el siguiente
elemento a agrietarse giraban los ejes de los esfuerzos principales (y consecuentemente la
posible orientacidén de la discontinqidad), de tal suerte que al ocurrir la falla en este elemento
la orientacién de la nueva discontinuidad se habia desviado con respecto a la orientacién

esperada.

) % %
Grieta ---—>h :
i 5
b) |
|
| B [,
Grieta i f
-
(i, - [ful], B [[ul],
§ a+p=1
g

Figura 7.3: {a) Falla de una viga de cuatro puntos y (b) Distribucién del [[u]] producido por el
primer elemento en agrietarse

Al investigar la causa de este fendmeno se encontré que se debe a la introduccién del
modo incompatible y del correspondiente salto de los desplazamientos. En este ejemplo
numérico la discontinuidad debe tener una orientacién de 90° y la falla se produce en Modo
I(ie [[u]], #0, [[u]]l, = 0). Esto significa que en el elemento “1” (primer elemento en
alcanzar la falla) el salto produce Ginicamente un incremento en €y, (€nn = €45) de acuerdo a

la ec. 5.7. Sin embargo, dada la compatibilidad de desplazamientos nodales, el salto de los
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desplazamientos del elemento “1” produce en el elemento “2” tanto deformaciones €,, como
deformaciones por cortante €, (€ns = €,,). Estas deformaciones €, que en el modelo tedrico
son nulas, son las causantes de que los esfuerzos principales giren. El problema radica en que
estas deformaciones por cortante son espurias, dado que son generadas por la aproximacién
en el MEF y no son consistentes con la fisica del problema.

En este trabajo se entiende por Deformaciones Falsas (o Deformaciones Espurias)

a aquellas deformaciones que son producidas por €l salto de los desplazamientos de los
elementos vecinos y que no son consistentes con la formulacién del probléma. FEsto responde
a que si [[u]] es aproximado como constante en la discontinuidad, come ocurre en el elemento

triangular, necesariamente se debe cumplir que (ver ec. 5.7):

1. El término [[u]], dnicamente contribuye a la componente €,, de las deformaciones.

2. El término [[u]}, inicamente contribuye a la componente €,; de las deformaciones.

7.3.2 Anaélisis y Evaluacién

El ejemplo de la viga de cuatro puntos, presentado en el apartado anterior, sirvié para
identificar y definir el problema de Deformaciones Falsas. Para evaluar este problema
considérese un elemento triangular, como el que se muestra en la fig. 7.4, que tiene un
elemento vecino con una discontinuidad cuyas coordenadas locales (n,t) coinciden® con
los ejes de las coordenadas globales (z,y). El campo de desplazamientos de un elemento

triangular plano de tres nodos se define como:

u = Lnuy + Loug + Laug

(7.15)
v = Ly + Lovg + Laug
“on Fhot
G 0 T Y
L;= i (7.16)

donde L; son las funciones de forma estdndar (Zienkiewicz y Taylor, 1994a); u; y v; son
los desplazamientos nodales en la direccién z y y respectivamente; A es el drea del elemento;
a;, b; v ¢; son constantes, funcién de las coordenadas nodales. |
Por compatibilidad de desplazamientos, un elemento vecino con una discontinuidad
impone al elemento de interés unos desplazamientos en los nodos “1” y “2" los cuales
estdn asociados al salto de los desplazamientos. Dichos desplazamientos nodales se definen

cOomo.

%Se hace coincidir los ejes de los sistemas de coordenadas para efectos de simplificar €l planteamiento del
problema. Esto es por conveniencia y no afecta los alcances del planteamiento.
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(3, ¥3)

a+f=1

q_
o [[«1,

o [[u]],

Discontinuidad

Figura 7.4: Elemento triangular con una discontinuidad arribando a su frontera: numeracién de
los nodos y distribucién de [[u]]

Desplazamiento @ u, = —a [[ed],, ug = {[u]], | (7.17)
Desplazamiento y: vy = —a [[u]], vy = 3 {[ul], (7.18)
ot f=1 (7.19)

Las deformaciones del elemento triangular se pueden calcular como:

€pg = €pn =~ @- = % = L (blul + b2u2 + ) (720)

o o 1
Eyy = €yt = -8—;1 = 5?; = ﬂ- (C]’U] + Coliy +) (721)

1 /0u Jv 1
€xy = €nt = “2- (@ + -(9_:12) = a (clul + b1y + cotty + o +) (7.22)

by =y =Yz €1 =Tz — Ty .
ba =Yz~ Cr=2=1— I3 (7-23)
ba=y1—y ca=oy—x

Los términos de las ecs. 7.20-7.22 dentro del recnadro son funcién del desplazamiento del
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nodo “3" (uz, vs). Pero los valores de ug y vz, producidos por la imposicién del salto de los
desplazamientos en los nodos “1” y “2", son desconocidos. Los valores de 43 y v3 dependen
del medio continuo, en otras palabras, dependen de la rigidez de los elementos vecinos. De

aqui se pueden identificar dos condiciones extremas:

1. Si el medio continuo tiene una rigidez infinita, k3 = 0o, el desplazamiento del nodo
“3” es nulo: uz = vz = 0. Este también es el caso cuando u3 y vs son pequefios y su

contribucién se desprecia.

2. 51 el medio continuo tiene una rigidez nula, k3 = 0, el desplazamiento del nodo “3”
se puede calcular aplicando los desplazamientos nodales en “1” y “2” a un elemento

triangular aislado y empleando un programa del MEF.

A continnacién se realiza un andlisis de las Deformaciones Falsas para las dos condiciones

anteriores. Kstas dos condiciones definen los limites que contiene cualquier caso particular.

Condicién 1: k3 = o0

Sustituyendo los valores de u; y v; {ecs. 7.17 y 7.18) en las ecs. 7.20-7.22 y tomando en
cuenta que uz = vs = 0, se pueden calcular las deformaciones en el elemento de interés dada

la presencia de un salto de los desplazamientos en un elemento vecino como:

€n = €nn = lA (~abs + Bb) ([l (7.24)
: g y
Eyy = €rt = LA (—aer + Bes) [[u]], (7.25)
. A" lv_VO_ wl
oy = e = op | (20 + ) ([l + (—abs + ) [l (7.26)
NO st

En estas ecuaciones {7.24-7.26) se puede observar que algunos términos estédn seitalados
con “SI” y otros con “NO”. Los términos sefialados con “SI” satisfacen la formulacién y el
sentido fisico del problema. Por otra, parte, los términos sefialados con “NQ” corresponden a
las Deformaciones Falsas. En estas ecuaciones se puede observar que para que no se presenten

las Deformaciones Falsas se requiere que se cumpla las siguientes ecuaciones:

—~ac;+Be=0 (7.27)

—x (.’133 - 232) + ﬁ (331 — 333) =0 (728)
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Para evaluar la ec. 7.28 considérese que el tridngulo de interés es equildtero y asimase
que el salto presenta una distribucién simétrica: « = 0.5 y § = 0.5; las dimensiones del
tridngulo son: base by = 1 y altura ha = +/0.75 = 0.866. En la fig. 7.5 se ilustra el efecto de
variar la orientacién del lado del elemento con respecto a la discontinuidad. En esta grafica
el d4ngulo O, se define como el dngulo comprendido entre la normal a la discontinuidad y la

orientacién del lado del elemento, como se ilustra en la fig. 7.4; en el eje “y” se grafica el

valor de los factores de interés en términos de deformaciones (£5£22L y £ 2O

1. faetSI corresponde al factor que interviene en los términos de las deformaciones cuya

presencia es consistente con la formulacién: factSI = —aby + Gbs.

2. factNO corresponde al factor que interviene en las Deformaciones Falsas: factNO =
—aey + fBeg.

|

- n- —— fact ST
-G0......580.....=30g.2% . 0....... 30 60... QP —e— factNO

- fact /24

Figura 7.5: Efecto del 4ngulo 8 con respecto a las deformaciones producidas por [fu]] para
k;; =00

En la fig. 7.5 se pueden observar las distribuciones de los factores ( fact) en funcién de 4,
las cuales estdn descritas por la ecuaciones: factOK = hasin(fa) v factNO = ha cos (6a).

Esto significa que existen dos casos extremos:

1. Si el lado del elemento es perpendicular a la discontinuidad (6a = 0°), no se producen

Deformaciones Falsas (factNO = 0). Esta es la mejor condicién.

2. Si el lado del elemento es paralelo a la discontinuidad (8o = 90°), el salto
de desplazamientos del elemento vecino tnicamente produce Deformaciones Falsas
(factOK = Q). Esto significa que el elemento de interés hace una interpretacién

completamente incorrecta de [fu]].
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Condicién 2: k3 =0

Para evaluar el efecto de las Deformaciones Falsas bajo esta condicién (ks = 0), se define la
geometria del elemento triangular y se aplica el salto de los desplazamientos del elemento
vecino. Se emplea la geometria utilizada para la condicién anterior (k3 = oo} tridngulo
equildtero con base by = 1 y altura ha = +/0.75 = 0.866; se emplea una relacién de Poisson
nula para facilitar la interpretacién de los resultados. El salto de los desplazamientos se aplica
de manera simétrica: o = 0.5 y 3 =10.5 (ver ecs. 7.17 - 7.19); se calculan las deformaciones
en el elemento empleando un programa del Método de los Elementos Finitos y considerando
un comportamiento eldstico. En la fig. 7.6 se grafican las deformaciones® (€za, €4y, Vgyr €11%)

contra el valor del dngulo 04 (ver fig. 7.4). En esta figura se presentan dos gréficas:

1. Modo 1. Se aplica tnicamente el salto de los desplazamientos en «: u; = —0.5 ([u]],,,
ug = 0.5 [[u]},, v1 = vo = 0. Para efectos de graficacién se considera un salto unitario
[fdl, = 1. -

2. Modo II. Se aplica tnicamente el salto de Jos desplazamientos en y: vy = —0.5 [[u]],,

vy = 0.5[{u]],, u1 = us = 0. Para efectos de graficacién se considera un salto unitario

[fe]] == 1.

MODO 1

0,6 4-

(1) R S L P -

0,2 deeengl e 6 ree o\

T T 0 T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 S0 ¢ 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0A (grados) A (grados)

Figura 7.6: Efecto del éngulo 5 con respecto a las deformaciones producidas por [[u]] para k3 =0

Al aplicar €l salto de los desplazamientos en los nodos se observa que la componente
paralela al lado del elemento produce deformaciones, mientras que la componente perpen-

dicular produce un giro de cuerpo rigido. Por lo tanto la deformacién principal €5 se produce

8Tener presente qQue €nn = €oay €1t = Eyyy Ynt = Yoy ¥ Tnt = 26nt
4Deformacién principal
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en la direccién del lado del elemento. Por eso en la fig. 7.6 se observa que para Modo I no se
producen deformaciones cuando f4 = 90° y para el Modo II no se producen deformaciones
cuando 84 = 0°. En esta figura se ha graficado con linea gruesa las deformaciones consistentes
con la formulacién tedrica: para Modo I ([[u]}, # 0, [{ull, = 0) son las deformaciones €,
(0 €nn) y para Modo II ([[u]], = 0, [[u]], # O) son las deformaciones 7y, (0 ¥,). Las
Deformaciones Falsas se grafican con linea delgada y las deformaciones principales €17 con
un grosor intermedio. En Modo I no se producen Deformaciones Falsas cuando 84 = 0°;
a medida que 0, incrémenta, se produce un aumento en las Deformaciones Falsas, pero
también disminuye la magnitud de las deformaciones (ver €;1) hasta que fa = 90° y €17 = 0.
En Modo II no se producen deformaciones (¢33 = 0) cuando 8a = 0°; la distribucién de
Vg DO €8 simple como se muestra en la figura; -para este modo de falla la condicién més

desfavorable es cuando fa = 90° ya que \inicamente se presentan Deformaciones Falsas.

7.3.3 Observaciones finales

En esta seccidn se ha identificado y evaluado cualitativamente el fendmeno de Deformaciones
Falsas. Bl andlisis de un elemento triangular dista de ser un andlisis completo del problema,
aunque ha permitido tener una visién general de éste; es necesario hacer més estudios sobre
el tema; sin embargo, esto queda fuera de los alcances del presente trabajo. La informacién

presentada en esta seccién permite hacer las signientes observaciones:
1. Las Deformaciones Falsas dependen bésicamente de tres pardmetros:

(a} La manera como se distribuye el salto en los nodos (o y 3). Esto depende del

medio continuo y de las condiciones de frontera.

(b) La orientacién del lado del elemento con respecto a la discontinuidad. Para las
dos condiciones estudiadas (k3 = co y k3 = 0), las Deformaciones Falsas son nulas
para 05 = 0° y son méximas para 8a = 90° (salvo para k3 = 0 en Modo I, ya que

las deformaciones son nulas).

{c) La diferencia en magnitud del salto de los desplazamientos [[u]] entre elementos

vecinos.

2. Una manera de disminuir las Deformaciones Falsas es por medio del refinamiento de
la malla, de tal suerte que la variacién de la magnitud [[u]] sea menor entre elementos

veclnos.

3. El problema de Deformaciones Falsas no es exclusivo de las aproximaciones de

Discontinuidades Interiores. Cuando se distribuye el dafio (J[u]]), como ocurre en
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la. Fractura Distribuida, se reparte el problema hacia otros elementos minimizando el

efecto de las Deformaciones Falsas.

4. El problema de Deformaciones Falsas no invalida el empleo de esta clase de aproxi-
macién ya que, como se presenta en el siguiente capitulo, se pueden obtener resultados
satisfactorios. Sin embargo, si es importante identificar cusles casos son sensibles a

este problema para dar una correcta interpretacién a los resultados.

5. En la rutina de propagacién de las discontinuidades se verifica que los nuevos tramos
de discontinuidad no se desvien mas alld de una cierta tolerancia con respecto al tramo
anterior. Por lo tanto, la aparicién de Deformaciones Falsas puede crear conflictos en
este aspecto dado que éstas producen giros en la direccién de los esfuerzos principales.
Estos conflictos pueden ser minimizados realizando algunas modificaciones como la que

se propone y desarrolla en la siguiente seccién.

6. Algunos autores han observado problemas con el empleo de Discontinuidades Interiores;
algunos de esos problemas son probablemente atribuibles a las Deformaciones Falsas.
Por ejemplo, en las conclusiones de Manzoli et al, (1998) se menciona haber
tenido problemas con esfuerzos residuales que impiden terminar algunos anlisis;
Jirasek y Zimmermann (2001b) mencionan que al usar €] método de Discontinuidades
Interiores las grietas formadas en los elementos estaban desalineadas con respecto a la

macrogrieta.

7.4 Algorit'mo de Propagacién Modificado

7.4.1 Descripcién

En el andlisis de discontinuidades por medio de esta metodologia se pueden identificar dos
fuentes de error. La primera son las Deformaciones Falsas, las cnales han sido abordadas en
la seccién anterior. La segunda proviene de considerar que el estado de esfuerzos en cierto
punto (generalmente se toma el centro geométrico) del elemento finito es representativo de
lo que ocurre en el tramo de la discontinuidad que pasa por dicho elemento, tanto para
efectos de determinar la orientacién de la discontinuidad, como para la evaluacién de la
ecuacién constitutiva. En general esta consideracién es adecuada, no produciéndose errores
significativos en el resultado, salvo en casos particulares como ocurre en los elementos vecinos
a una muesca. El posible error producido por este hecho se disminuye refinando la malla de
elementos finitos, de tal suerte que cuando se hace tender a cero el tamafio del elemento se

obtiene que el punto de evaluacién de los esfuerzos estd localizado en la discontinuidad.
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El algoritmo de propagacién de discontinuidades estandar, descrito en el Apéndice C,
evalda el estado de esfuerzos en el centro geométrico del elemento y a partir de éste determina
la orientacién de la discontinuidad. Esto implica que la orientacién calculada es susceptible
de tener los dos errores antes mencionados: Deformaciones Falsas y Estado de Esfuerzos No
Representativo de la Discontinuidad.

Bajo este contexto, se hace evidente la necesidad de modificar el procedimiento para
mejorar la calidad de los resultados por medio de la disminucién de los errores antes
mencionados. Con este fin, se proponen dos modificaciones: una al algoritmo de propagacién
de discontinuidades y otra al criterio de falla. La primera modificacién consiste en calcular
el estado de esfuerzos en la discontinuidad a través de una recuperacién de los esfuerzos
en el punto de interés utilizando la informacién de clertos elementos vecinos; esto es, se
propone un cdlculo no local de la orientacién de la discontinuidad. Esta modificacién permite
obtener un estado de esfuerzos representativo de la discontinuidad y disminuir el efecto de
las Deformaciones Falsas. Se realiza una segunda modificacién, consistente en redefinir el
criterio de falla de manera consistente con la primera modificacién.

El procedimiento de recuperacién de esfuerzos para calcular la orientacién de la

4

discontinuidad es sencillo y consiste en los siguientes cinco puntos:

L. Se define el parche (ver fig. 7.7). Para este propésito se selecciona un primer parche
. con todos los elementos que comparten algin nodo (circulos negros en la figura) con
el elemento de interés. Posteriormente se eliminan los elementos por donde pasa la
discontinuidad y el elemento donde se localiza la punta de la discontinuidad; no se

incluyen estos elementos para disminuir el efecto de las Deformaciones Falsas.

2. Se calcula el estado de esfuerzos en el centro geométrico de cada uno de los elementos

del parche.

3. Se calculan las constantes C; de la funcién de interpolacién por medio del proced-
imiento estandar de Minimos Cuadrados. Se emplea una funcién polinomial para la

interpolacién de los esfuerzos: 0;; = Cy + Ciz + Coy + Cay.
4. Se obtene el estado de esfuerzos interpolado para la punta de la discontinuidad.

5. Se calcula la orientacidén de la discontinuidad empleando el estado de esfuerzos

interpolado y se continua con el procedimiento estandar de propagacién.

Dado que la orientacién de la discontinuidad estd “predefinida” por el algoritmo de
propagacién, el criterio estdndar de falla (basado en el estado de esfuerzos local) no puede

ser seguido porque se obtendrfan dos orientaciones de falla distintas. Por este motivo se
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Figura 77 Descripcién del parche para la recuperacién de los esfuerzos

propone modificar el criterio de falla. Considerando que la falla se produce en Modo I

dominantemente, se propone el siguiente criterio de falla:

Tn = fs (7.29)

donde ¢, corresponde al esfuerzo normal a la posible discontinuidad, cuya orientacién
fue definida por medio del crieterio no local; f; es el esfuerzo de falla a tensién.

Es importante enfatizar que el procedimiento no local busca disminuir los errores por el
uso de Discontinuidades Interiores. Esto significa que con este procedimiento no se eliminan
las Deformaciones Falsas. Por otro lado, lo que aqui se propone es conceptualmente distinto
a emplear ecuaciones constitutivas no locales, como hacen Jirasek y Zimmermann (2001b),

aunqgue el uso de este tipo de ecuaciones permite también disminuir los errores.

7.4.2 Ejemplo ilustrativo

A continuacién se presenta un gjemplo ilustrativo con el objetivo de evaluar el desempefio
del Algoritmo de Propagacién Modificado. El ejemplo consiste en someter a tensién uniaxial
una placa como la que se indica en la fig. 7.8. Dicho estado de esfuerzos debe producir una
falla en Modo I cuya discontinuidad debe estar orientada a 90°. En este ejemplo se evalian

cuatro condiciones distintas, las cuales se pueden dividir en dos grupos:

1. Variacién de la discontinuidad con respecto al lado del elemento. Dado que todo el
cuerpo estd sometido a esfuerzo constante, se debilitan elementos de los lados de la

placa (fig. 7.8) para que se inicie el agrietamiento en ellos.
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(a) CASO 1: se debilitan dos elementos, los cuales son los primeros en agrietarse y
cuya discontinuidad tendra una orientacién de 90°. El lado del siguiente elemento

en agrietarse es perpendicular a esta discontinuidad.

(b) CASO 2: se debilita un elemento, el cual es el primero en agrietarse y cuya
discontinuidad tendrd una orientacién de 90°. El lado del siguiente elemento en

agrietarse no es perpendicular a esta discontinuidad.

2. Se varia el porcentaje del esfuerzo de falla de los elementos debilitados: (a) f; = 0.7 f;
y (b) f& = 0.3f; fi es el esfuerzo de falla del elemento debilitado. Si disminuye f}, el

valor de [[ul] es mayor al momento de la falla de los elementos analizados.

- —_—
e
—
e Y
P
h=12Zmm =
——
-
e Y
-
— —
| |
! b=14mm !
CASO1 Elementos debilitados CASO2 Elementos debilitados
e

Elementos analizados Elementos analizados

Figura 7.8: Placa sometida a tensién uniaxial con elementos debilitados en los bordes

En la tabla 7.1 se presenta el dngulo de la discontinuidad calculado de manera local -
y entre paréntesis el calculado de manera no local. Se observa que la discontinuidad se

desvia a medida que se incrementa {[u}] {disminucién de f;), ya que este incremento favorece

119 [ TESIS CON
FATLA DF ORIGEN




la aparicién de Deformaciones Falsas. En el caso 1, cuando se debilitan dos elementos y
la. discontinuidad es perpendicular al lado del elemento a agrietarse, se debe producir una
discontinuidad con orientacién 8 = 90° si [[u]] es igual entre los dos elementos debilitados;
pero en este ejemplo no son iguales los valores de [[u]], por lo que se producen Deformaciones
Falsas muy pequenas. En esta tabla se observa que todos los valores calculados por el método
no local son cercanos a la orientacién tedrica. Al comparar los resultados de los CASOS 1 y

2 se debe tener presente que son calculados empleando dos parches distintos.

Orientacion 6 Error  (90° — 6)
ff= 0-7ft ft =0.3f; ff =074 ft = 0-3ft
CASO 1 |80.5° (80.5°) | 88.7° (87.7°) | 0.5° (0.5°) | 1.3° (2.3°)
CASO 2 [835° (80.7°) | 79.5° (89.2°) | 6.5° (0.3°) | 10.5° (0.8°)

Tabla 7.1; Orientacién de la discontinuidad en el elemento analizado
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Capitulo 8

SIMULACION NUMERICA:
EJEMPLOS

Es de interés para la ingenierfa predecir la respuesta de estructuras ante solicitaciones
especificas por medio de herramientas numéricas. El empleo de éstas permite calcular la
carga méxima, identificar el tipo de comportamiento para el intervalo ineldstico {duetil,
fragil o cuasifrégil) y la manera como se produce la falla, asi como la energia necesaria
para producir dicha falla. En general esta informacién es dificil de obtener por medio de las
herramientas computacionales comerciales, sobre todo para el caso de dafio localizado (grictas
aisladas y bandas de cortante). Por otra parte, la herramienta computacional desarrollada
en este trabajo doctoral tiene como objetivo modelar discontinuidades y permite obtener
esta informacién, como se muestra a lo largo del presente capitulo.

~ En este capffulo se presentan cinco ejemplos. El primer ejemplo es tedrico y tiene
como finalidad demostrar que los modelos numéricos desarrollados son capaces de simular
discontinuidades independientemente de la malla empleada (objetividad con respecto a la
malla). Los siguientes cuatro ejemplos corresponden a experimentos con especimenes de
concreto; los primeros dos corresponden a fallas en Modo Iy los dos dltimos a fallas en Modo
Mixto (i.e. combinacién de Modo Iy II). En todos los ejemplos se presenta una descripcién
del experimento, mallas deformadas que ilustran la manera de fallar del espécimen y graficas
que describen el comportamiento. Se concluye el capftulo haciendo algunos senalamientos

sobre el empleo de estos métodos, los cuales son de interés para la ingenierfa.

114



8.1 Objetividad con respecto a la malla

Dado que el objétivo de este trabajo es modelar discontinuidades en éélidos, el primer
paso consiste en verificar que efectivamente los modelos desarrollados son capaces de
simular discontinuidades independientemente de la malla empleada (objetividad con
respecto a la malla). Para este propdsito considérese una barra, con dimensiones
(50 mm 100 mm #10 mm) y propiedades mecdnicas arbitrarias {médulo de elasticidad E =
1000 MPa, relacién de Poisson v = 0 *, esfuerzo de falla a tensién f; = 10 MPa, médulo de

ablandamiento discreto H® = —250—X_—). La barra est4 restringida en su lado inferior y

se le impone un desplazamiento é en su borde superior produciéndose un estado de tensién
uniaxial constante en todo el cuerpo (fig. 8.1). Al inicio del proceso de carga (por control de
desplazamicntos), el cuerpo posee en su totalidad una respuesta eldstica lineal hasta que se
alcanza el esfuerzo de falla f; {0y = fi) y se produce una discontinuidad en Modo I de falla
como se ilustra en la fig. 8.1. Posteriormente, el cuerpo comienza a relajarse, disminuyendo
uniformemente los esfuerzos; sin embargo, mientras que los elementos por donde no pasa
la discontinuidad (Q\Q) disminuyen sus deformaciones, los elementos que contienen a la
discontinuidad (£2) incrementan sus deformaciones y sus desplazamientos por la presencia
del salto de los désplazamientos [[e]],, (abertura de la grieta). Finalmente el cuerpo se relaja
por completo (o, = 0); todos los elementos que no contienen a la discontinuidad (Q\2,)
regresan a su estado original, mientras que el salto de los desplazamientos [[u]] . Unicamente

se localiza en los elementos de £,

°y T [s
i RO IR I{[u]]n
100 ", - _’_‘-

Cnn
A d a*
ft— a T Lo
] _ G ), |
T A 777777777 777777777
Dimensiones Propiedades Intervalo Eléstico Intervalo Inelastico
Mecdanicas

Figura 8.1: Definicién del modelo e ilustracién del proceso de falla teérico

*Se emplea v = 0 para lograr sencillez en el ejemplo. En los siguientes ejemplos se utiliza v # 0.
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Tabla 8.1: Tlustracién de la falla en una placa: {a) Malla de elementos finitos, {(b) Zona donde se
localiza la discontinuidad y (¢) Malla deformada.

La verificacién del método se realiza simulando el proceso de falla de la barra, empleando

varias mallas de elementos finitos. En la tabla 8.1 se presentan las distintas mallas empleadas:
1. CR: malla estructurada de elementos cuadriléteros de cuatro nodos.

2. CI: malla no estructurada de elementos cuadrilé,teros de cuatro nodos.

3. TR: malla estructurada de elementos triangulares de tres nodos. TESIS CON

FALLA DE ORIGEN

4. TT: malla no estructurada de elementos triangulares de tres nodos.

En esta tabla se presentan las mallas deformadas en las que se pueden identificar con
facilidad los elementos que contienen a la discontinuidad y observar cémo los demés elementos
regresan a su estado inicial. Finalmente, en la fig. 8.2 se ilustra la respuesta obtenida
de la simulacién numérica graficdndose la curva desplazamientol del borde superior contra
esfuerzo oy, en la barra. En esta grifica se observa que se obtuvo la misma respuesta
independientemente de la malla empleada. Este estudio se realiza empleando los dos modelos

constitutivos desarrollados {Discreto y Continuo}, obteniéndose la. misma respuesta.
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Figura 8.2: Curva Esfuerzo(cy, )-Desplazamiento(§) de una placa
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8.2 Placa entallada sometida a tensién

Recientemente, en la Universidad Tecnolégica de Delft se realizaron una serie de ex-
perimentos cuyo ébjetivo era el mejorar conocimiento sobre el “efecto de tamafio” en
materiales cuasifrdgiles, tales como el concreto y las rocas (van Vliet, 2000}. En este
estudio se evaluan especimenes cuya geometria se define en la fig. 8.3. Para estudiar
el efecto de tamafio se varian las dimensiones D (50,100,200,400,800,1600mm) y
(36.25,72.5,145,290,580,1160 mm) de los especimenes; en el presente trabajo se analiza
numéricamente el espécimen denominado “Tipo C”, que tiene unas dimensiones D = 200 mm
y r = 45mm. Al espécimen se le colocan unas placas de acero en los extremos para la
aplicacién de la carga. La carga se aplica con una excentricidad e = SD_() (mm) sobre la
placa de acero y se permite que la placa gire libremente, de tal suerte que el espécimen
Unicamente esté. sometido a carga axial. Para obtener informacién (de manera escalada)
sobre la deformacidn del especimen, se colocaron dispositivos al centro del elemento separados
una distancia L, == 0.60), como se ilustra en la fig. 8.3. En el andlisis numérico se
emplean propiedades mecénicas promedio obtenidas de los mismos experimentos: médulo de
elasticidad F = 40000 MPa, esfuerzo de falla a tensién- f; = 2.75 MPa, energia de fractura
Gy = 0.1242L v se supone una relacién de Poisson v = 0.12. Los andlisis corresponden
a la serie “seca” de los experimentos. kn la simulacidn numérica se emplean elementos

triangulares de tres nodos de esfuerzo plano.

i P |
I }
0.25D
Tipo C:
‘ D = 200mm
02D D ¥ = 145mm
la
Espécimen
| de concreto
“loasp
: Placa de

_'Iaomm acero \ _
L

Figura 8.3: Descripcién de la placa entallada de van Vliet (2000)

En la tabla 8.2 se ilustra el proceso de falla de la placa entallada. Primeramente, se

presenta la malla sin deformaciones que corresponde al estado inicial; posteriormente, la
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malla cuando se ha alcanzado la carga ltima (F = F,) y la seccién est4 parcialmente
agrietada; finalmente, una malla correspondiente al rango de ablandamiento, cuando la
grieta estd avanzada y se producen giros. En la fig. 8.4 se grafica la curva Fuerza
contra Deformacién; la deformacién se calcula como el desplazamiento relativo entre los
puntos originalmente separados una distancia Lg (fg. 8.3) y se emplea como unidad
pm (pm = 1% 107%m). Se observa que el modelo numérico simula satisfactoriamente el
comportamiento experimental y que el modelo es capaz de relajarse (hacer que los esfuerzos

se reduzcan a cero) adecuadamente.

Malla no deformada Malla deformada Malla deformada
(F ~ F,) ' (Zona de ablandamiento)

Ay
AT
D
g H
Tt 3
PORRES

Tabla 8.2 Thustracién del proceso de falla de la placa entallada de van Vliet {2000)
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Figura 8.4: Curva fuerza-desplazamiento de la placa entallada de Vliet (2000)
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8.3 Viga de cuatro puntos con modo I de falla

En el estudio experimental de la falla a tensién del concreto y de otros materiales cuasifrégiles,
se han empleado vigas con muescas al centro que fallan en Modo 1. Esto se puede producir
haciendo fallar a flexién vigas simplemente apoyadas siguiendo alguno de los siguientes

procedimientos:
1. Viga de tres puntos. Se aplica la carga al centro.
2. Viga de cuatro puntos. Se aplican dos cargas simétricas (cominmente a los tercios).

En esta seccién se simula numéricamente uno de los experimentos de Hordijk (1992),
el cual corresponde al de una viga de cuatro puntos. Hordijk realizé varios experimentos
haciendo variar el tamafio de la muesca; en este trabajo se reproduce el correspondiente a una
muesca de 30 mm. Las dimensiones de la viga son: 500 mm *]100 mm %50 mm y de la muesca
son: bmm *30mm, las condiciones de frontera se indican en la fig. 8.5. Las propiedades
mecanicas empleadas son: esfuerzo de falla a tension f; = 3.3MPa, energia de fractura
Gy = 0'.115;11%, mddulo de elasticidad B = 40000 MPa y relacién de Poisson v = 0.12. En la

|
simulacién numérica se emplean clementos triangulares de tres nodos de esfuerzo plano.

— 5

%
y

100 mm i
Espesor: 50 mm "jvc 30 mm

e > e
25 150 mm 75 75 150 mm

X > 4

Figura 8.5: Descripcién de la viga de éuatro puntos de Hordijk (1992)

En la tabla 8.3 se ilustra el proceso de falla del espécimen, iniciando con la viga sin cargas
(malla no deformada), posteriormente en una condicién cercana a la carga méxima (P = P,)
y finalmente durante €l intervalo de ablandamiento. Se presenta también una amplificacién
de la muesca para identificar los elementos por donde pasa la discontinuidad y mostrar que
si se localizan las deformaciones. En la fig. 8.6 se grafica la curva Carga contra Deflexidn; el
punto A de la fig. 8.5 se emplea como referencia para medir la deflexién. Se observa que el
modelo numérico reproduce satisfactoriamente al experimental; quizds es deseable mejorar
los resultados en el intervalo final de la zona de ablandamiento, pero en este trabajo se

decidié tomar los datos sin ajustarlos.
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Malla no deformada

Malla deformada (P =5 P,)

Malla deformada

Amplificacién de la muesca
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Tabla 8.3: Tlustracién del proceso de falla de la viga de 4 de puntos de Hordijk (1992)

Carga (kN)

3

...................................................

Numérico

Experimental

0.4

0,5
Deflexién (mm)

06

Figura 8.6: Curva Carga (P) - Deflexién del punto A del experimento de Hordijk (1992)
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8.4 Viga de tres puntos con modo mixto de falla

El experimento analizado en esta seccién fue realizado por Gélvez et al. (1998), como parte
del desarrollo de un procedimiento de evaluacién experimental de propagacién de grietas
en modo mixto de falla en el concreto. En estas pruebas se emplearon dos condiciones de
carga: cuatro puntos y tres puntes de aplicacién de la carga, as{ como tres dimensiones
distintas de especimenes: D = 75, 150 y 300mm (D es el peralte). En este trabajo se
simula numéricamente el espécimen de 150 mm de peralte con tres puntos de aplicacién de la
carga, tal como se ilustra en la fig. 8.7. Las propiedades mecdnicas empleadas son: esfuerzo
de falla a tensién f; = 3.0 MPa, energia de fractura G; = 0.070JL médulo de elasticidad
E = 38000 MPa y relacién de Poisson v = 0.12. En la simulacién numeérica se emplean

elementos triangulares de tres nodos de esfuerzo plano.

P

B !

- Ce
D
Peralte: D =150 mm 1D
Espesor: t= 50 mm TD/Z
. :

le | =l | ~ - e o
[t 1< 1 1% <1
D 3D D D D D
4 2 2 4

Figura 8.7: Descripeién de la viga de tres puntos de Gélvez et al. (1998)

En la tabla 8.4 se ilustra el proceso de falla, presentandose primeramente la malla no
deformada (estado inicial) y posteriormente una malla deformada correspondiente al intervalo
de ablandamiento, la cual muestra cémo falla el elemento de concreto; posteriormente
se presenta una amplificacién de la muesca que ilustra la manera como se localizan las
deformaciones. En la fig. 8.8 se presentan dos curvas que comparan la respuesta del modelo
numérico contra el experimental. Fn estas graficas se presenta la evolucién de la abertura
de la boca de la grieta y del desplazamiento del punto B (fig. 8.7) con relacién a la carga
aplicada. Se observa que el modelo numérico es ligeramente més rigido inicialmente, la carga
méxima es cercana a la media del experimental y el intervalo de ablandamiento se reproduce

satisfactoriamente.
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Tabla 8.4: Iustracién del proceso de falla de la viga de tres puﬂtos de Gélvez et al (1998)

Carga (kN) Carga (kN)
7T 7 -+
6 - A -~ Simulacién Numétrica 6 1+ — Simulaciéon Numérica
B Experimento 5 . B Experimento
4 —)
3 ad
2 1
1 —
0 ; 1 1 1 r 0 l : : Il -
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Abertura de grieta (mm) Desplazamiento en B (mm)

Figura 8.8: Curvas Carga - Abertura de la boca de la grieta y Carga - Desplazamiento del punto B
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8.5 Viga de cuatro puntos con modo mixto de falla

En esta seccidn se simula numéricamente la viga de muesca sencilla investigada por Schlangen
(1993). La informacién empleada fue extraida de los trabajos doctorales de Cervenka (1994),
Feenstra (1993) y Pamin (1994). Este tipo de experimentos han sido ampliamente utilizados
para estudiar el proceso de falla en modo mixto, siendo Arrea e Ingraffea (1982) pioneros
en esta drea. Schlangen propuso modificaciones a este tipo de experimentos para disminuir
la dispersién en los resultados. La viga estd sometida a un sistema de carga antisimétrica,
como se indica en la fig. 8.9. Las propiedades mecénicas del especimen de concreto son:
médulo de elasticidad E = 35000 MPa, esfuerzo de falla a tensién f; = 2.80 MPa, energia
de fractura Gy = 0.07-L- y relacién de Poisson v = 0.12. En esta simulacién numérica se

emplean elementos finitos triangulares de tres nodos de esfuerzo plano.

|20| 180 mm I20|20 180 mm I20I
[ [
Placa de apoyo (% @I CMOS ’4ﬁ4
— ﬁ
11 120 mm
Espesor: 100 mm H
100|mm 5 mm
CMOS: Deslizamiento de
la boca de la grieta
1P 10 P
11 11

Figura 8.9: Definicién de la viga de cuatro puntos de Schlangen (1993)

Para ilustrar el proceso de falla en este clemento de concreto, en la tabla 8.5 se
presentan las mallas sin deformaciones (estado inicial) y con deformaciones (para €l intervalo
de ablandamiento); posteriormente se ilustra la trayectoria de la grieta producida por
la simulacién numérica. El modelo numérico fue capaz de producir la grieta curva que
caracteriza a este tipo de experimentos. Fn la fig. 8.10 se grafica la respuesta del especimen:
Carga (P) contra Deslizamiento en la boca de Ja grieta (CMOS), como se define en la fig.
8.9. La simulacién numérica con el método desarrollado aproxima satisfactoriamente la
carga maxima, pero esta respuesta numérica es mds blanda en relacién a la experimental;
sin embargo, este resultado se asemeja al obtenido por Pamin (1994) empleando un modelo
continuo de plasticidad dependiente del gradiente y al de Cervenka (1994) empleando fractura
discreta. Las diferencias de los andlisis numéricos con respecto al experimental pueden tener

tres orfgenes: (1) las condiciones del experimento son modeladas inadecuadamente, (2) las
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Malla no deformada
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SNSRERRRER)

Malla deformada

Trayectoria

2 de la gricta

Trayectoria de la grieta

Tabla 8.5: Tustracién del proceso de falla de la viga de Schlangen (1993}

propiedades consideradas para el concreto son incorrectas, en particular la energfa de fractura

o (3) los modelos numéricos considerados no representan adecuadamente el proceso de falla

mixto que ocurre en este problema.
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Carga (kN)

= Sim. Numérica
A0 - Ry —— Experimento
~——— Pamin

. N —x— Cervenka

....................................................

...................................

0 . 1 .
0 0,05 0,1 0,15 0,2

Deslizamiento de la grieta (mm)

Figura 8.10: Curva Carga - Deslizamiento de la boca de la grieta para el experimento de
Schlangen (1993)
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8.6 Observaciones finales

En los andlisis numéricos realizados no se observa una superioridad en el desempefio de
un tipo de aproximacién (Discreta o Continua) con respecto al otro. Con relacién a las
Deformaciones Falsas es evidente que en el primer elemplo éstas no se producen debido
a que el salto es constante en toda la seccién; por otra parte, en el segundo éjemplo
estds se presentan con valores poco significativos, salvo para el agrietamiento final (1dltimo
20% aproximadamente) en €l que se presentan desviaciones significativas de los esfuerzos
principales, haciéndose necesario el empleo de la rutina de propagacién modificada de
discontinuidades (no local). ' |

Un aspecto interesante a sehalar, desde el punto de vista ingenieril, es el hecho de que
slempre es posible determinar el limite superior del intervalo eldstico; esto es, determinar
el punto en el cual comienza a producirse el dafio localizado {grieta). Pero Unicamente con
un andlisis no lineal es posible identificar la carga méxima. En la tabla 8.6 se presentan las
relaciones entre la carga méxima (F,) y la carga que produce el agrietamiento del primer
eclemento finito de la malla empleada (F,), asi como el valor inverso para cada uno de los

ejemplos estudiados en este capitulo.

Ejemplo E, e

1) Placa de seccidén constante 1.00 F, { 1.00
2) Placa con entalle 0.74F, | 1.35
3) Viga de 4 puntos con modo 1 de falla 0.24 F, | 4.16
4) Viga de 3 puntos con modo mixto de falla | 0.17 £, | 5.77
5) Viga de 4 puntos con modo mixto de falla | 0.20 F, | 5.02

Tabla 8.6: Relacién entre la carga de agrietamiento y la carga 1iltima para los ejemplos estudiados

Aunque €l valor de F, depende de la malla empleada, también es cierto que éste es el inico
valor practico que un ingeniero puede calcular con “exactitud”. Se observa en la tabla cémo
los valores de F, distan de ser uniformes, siendo los més similares los correspondientes a vigas
con muescas (3, 4 y 5). Los valores varian desde F, = F,, para el caso de la placa de seccién
constante (donde todos los puntos alcanzan la falla simultdneamente) hasta F, = 0.17F,
para la viga de tres puntos. Conocer estos valores, asi como la curva de respuesta, son
importantes en la ingenierfa ya que permiten establecer las condiciones de servicio y dltimas
para una estructura particular, entre otros miltiples datos.

Los ejemplos numéricos de esta tesis estuvieron orientados hacia la simulacién del proceso
de falla en elementos de concreto simple. Sin embargo, estos desarrollos son aplicables a otros

tipos de materiales en los que se producen discontinuidades.
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CONCLUSIONES

Este trabajo doctoral estd orientado hacia la modelacién de Discontinuidades Interiores
con el Método de los Elementos Finitos. Su alcance es la modelacién de diécontinuidades
que pueden presentarse en forma de grietas aisladas y bandas de cortante. Se analizan
tres tipos de aproximacién para las Discontinuidades Interiores: Discreta, Continua con
Discontinuidades Fuertes y Continua con Discontinuidades Débiles. Para conocer el marco
de referencia de este tema, se presentan algunos conceptos bésicos sobre Teorfas de Falla
(cap. 2) y los antecedentes acerca de las herramientas numéricas para la simulacién de
discontinuidades (cap. 3). Este trabajo parte de la Formulacién Variacional de cuerpos con
discontinuidades (cap. 4), pasando por el desarrollo de modelos constitutivos adecuados
(cap. 5), hasta la implantacién numérica en el Método de los Elementos Finitos (caps. 6 y
7). La implantacién numérica se realiza en elementos planos y se aproxima el salto de los
desplazamientos como constante. El trabajo doctoral se cierra con la simulacién numérica
de especimenes de concreto simple (cap. 8), encontrdndose que al comparar los resultados
numéricos con los experimentales se verifica el buen desempenio de los desarrollos realizados,

Del contenido del presente trabajo es posible establecer las sigmientes conclusiones:

e Es importante desarrollar la Formulacién Tedrica del problema de Discontinuidades
Interiores, ya que ésta permite darle una sdlida fundamentacién a los modelos -
numéricos. FEsta Formulacién Tedrica estd compuesta por dos partes: Formulacién
Variacional y Cinemdtica; ésta debe realizarse para cada tipo de aproximacién, de
tal suerte que se vayan definiendo las ecuaciones y caracterfsticas propias de cada
una. Kstas ecuaciones son el punto de partida en la metodologia empleada para la
implantacién numérica en el Método de los Elementos Finitos. Es importante resaltar el
caracter general de estas ecuaciones, ya que no estén asociadas a un método pé,rticular

de solucién numérica.

e Los dos modelos constitutivos desarrollados son capaces de reproducir satisfactoria-
mente el comportamiento de la discontinuidad. Estos modelos son: (1) Modelo de
Dafio Isotrépico para la Aproximacién Discreta y (2) Modelo de Dafio Anisotrépico

para la. Aproximacién Continua de Discontinuidades Débiles. Estos dos modelos estéan
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caracterizados por: (a) pertenecer a la familia de modelos de dafio, (b) iniciar la falla
en Modo I y posteriormente, de proceder, reproducir los otros dos modos de falla
y (¢} emplear fuciones de peso (Wi v W) que ponderan el modo de falla en el
criterio de falla (i.e. norma). Se encuentra que el modelo Discreto, que emplea como
variable independiente al salto de los desplazamientos [[u}] y variable dependiente a las
tracciones T, estd asociado al modelo de Gricta Discreta de Hillerborg et al. (1976)
y a la Energia de Fractura Gy; se encuentra también que el modelo Continuo, que
emplea como variable independiente a las deformaciones € y variable dependiente a
los esfuerzos o, estd asociado al Modelo de Banda de Agrietamiento de Bazant y Oh
(1983) v a la Densidad de Energia de Fractura ;. El Andlisis Energético realizado

garantiza que los dos modelos son equivalentes.

Fl Método de la Imposicién Fuerte del Equilibrio en la Discontinuidad permite obtener
las ecuaciones necesarias para realizar la implantacién numérica en el Método de
los Elementos Finitos. In su aplicacién se comprueba que éste es susceptible de
ser empleado directamente en las Aproximaciones Discreta y Continua. El uso de
este método permite desarrollar multiples Grupos de FEcuaciones para resolver el
- problema de discontinuidades. Se desarrollan tres Grupos de Ecuaciones para resolver
el problema, empledndose en la 1mplantacién numérica la Grupo 2 por su supericridad
~ con respecto a las otras. La implantacién numérica gés sencilla dado que la tnica

incdgnita asociada a la matriz de rigidez es el desplazamiento “regular”.

La metodologia desarrollada para evaluar la ecuacién constitutiva de manera Total
tiene un buen desempeno y es aplicable a ambas aproximaciones. Esta metodologfa,
basada en la satisfaccién del equilibrie local en la discontinuidad, se justifica porque una

de las variables independientes (el salto de los desplazamientos {[u}]} es desconocido.

Los algoritmos para la implantacién numérica del modelo Discreto son més compactos
en comparacién a los del modelo Continuo, pero requieren de consideraciones especiales
al manejar valores pequenos de la variable de dano d; en este 1iltimo aspecto el modelo
Continuo es méds robusto. En relacién a los tiempos de ejecucién no se observan

diferencias significativas entre las dos aproximaciones implantadas.

Las Deformaciones Falsas son un defecto de las Aproximaciones de Discontinuidades
Interiores por el Método de los Elementos Finitos. Fstas producen giros en la direccién
de los esfuerzos principales, dando lugar a errores en el cdlculo de Jos esfuerzos y en
la determinacién de la orientacién de la discontinuidad. Se observa que en muchas
ocasiones las Deformaciones Falsas son pequefias, arrojando errores poco significativos.

Sin embargo, en ciertas ocasiones éstas son grandes y producen problemas, por
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este motivo se justifica el desarrollo del algoritmo modificado de propagacién de

discontinuidades.

Una parte fundamental en la implantacién numérica de estas aproximaciones es el
algoritmo de propagacién de la discontinuidad, ya que éste permite definir el modo
incompatible asociado al salto de los desplazamientos y la posicién de la discontinuidad.
La modificiacién propuesta al algoritmo de propagacién permite minimizar los Efectos
de las Deformaciones Falsas, aunque no los elimina. En esta modificacién se calculan
de manera no local los esfuerzos, a partir de un cierto parche, y con estos esfuerzos se

determina la orientacién de la discontinuidad.

Los ejemplos numéricos presentados demuestran que la metodologfa desarrollada
permite modelar discontinuidades. Este tipo de herramientas computacionales permite
calecular las cargas de agrietamiento y méxima, el modo de fallar y la energia
necesaria para que falle una estructura en particular. Fstas herramientas son de gran
utilidad para la ingenieria estructural ya que permiten reproducir todas las etapas
del comportamiento de las estructuras y de los elementos en los que se presentan
grietas aisladas (dafio localizado). Estas tienen aplicaciones en el andlisis, diseflo y
evaluacién de elementos y estructuras, tanto para la investigacién como para la practica

profesional.

Recomendaciones y trabajos futuros de investigacién

En este trabajo se han cubierto varios aspectos sobre la modelacién de Discontinuidades

Interiores con ¢l Método de los Elementos Finitos. Sin embargo, algunos temas estén

pendientes de ser cubiertos ya que no se pudieron profundizar o abordar todos ellos; entre

estos temas se encuentran:

[ ]

Extender el criterio de falla a Modo IT y simnular numéricamente problemas de Mecédnica

de Suelos.

Desarrollar y experimentar otros modelos constitutivos en la discontinuidad y en la

parte continua del cuerpo.

Desarrollar procedimientos para evaluar, cuantificar y eliminar las Deformaciones

Falsas.
Extender estos desarrollos a més de una discontinuidad para un mismo punto.

Extender estos desarrollos a problemas en tres dimensiones.
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» Modelar el comportamiento a la falla de mamposterfa no reforzada y elementos
estructurales de concreto cuya falla sea localizada (e.g. vigas de concreto reforzado

o presforzado sin refuerzo a cortante).
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Apéndice A

NOTACION Y SIMBOLOGIA

A.1 Notacién Compacta e Indicial

Comunmente, en los trabajos de ingenierfa se ha empleado la notacidén indicial. Esta
notacién es clara y permite con gran facilidad interpretar y reproducir algoritmicamente las
operaciones tensoriales. Sin embargo, existe una tendencia en la comunidad internacional de
ingenierfa hacia el empleo de la notacién compacta, debido a que se obtiene una reduccién
en el tamafo de las expresiones y permite resaltar los conceptos y el sentido fisico de las
ecuaciones sobre el detalle algoritmico. En la opinién del autor cada notacién tiene sus
ventajas, pero considera que es més conveniente emplear de la notacién compacta en el
presente trabajo.

A continuacién se presenta una descripcién general de ambas notaciones, empledndose
ecuaciones de la Mecénica para ejemplificar su uso. En la notacién compacta se emplean
letras en “negrillas” para senalar que se trata de un fensor y letras “normales” para escalares;
en el texto se indica e} orden de los tensores. Por otra parte, en la notacién indicial se emplean
fndices para sefialar el orden del tensor {si no hay indices quiere decir que se trata de un

escalar). Las operaciones tensoriales fundamentales que se emplean en este trabajo son
(Spiegel, 1991 y Bonet y Wood, 1997):

e Adicién. La suma de dos o més tensores del mismo orden. Por ejemplo, en la Teorfa .
de la Plasticidad las deformaciones € (tensores de orden dos) se descomponen en una,

parte eldstica €®* y una pléstica €
e=¢" +¢€P (A.1)

. — € P
€5 = e,;j+eij
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¢ Sustraccidén. La diferencia de dos tensores del mismo orden.

ee=¢e—€F (A.3)

€, = €5 — efj (A.4)

e Multiplicacién externa. El producto de dos tensores es otro tensor cuyo orden es la suma

de los érdenes de los dos tensores dados. Por ejemplo, si se multiplican externamente

Jos tensores A (orden dos) y B (orden uno) se obtiene un tensor C (orden tres):

C=A®B (A.5)

Cijw = Ay Be _ (A.6)

e Contraccién. El producto de dos tensores que comparten el{los} mismo(s) indice(s),

eliminédndose dicho(s) indice(s).

1. Contraccién simple. Se comparte un indice. Por ejemplo, en el célculo del vector de
tracciones T por medio del tensor de esfuerzos & (orden dos) y del vector normal

a la superficie n:

T=o0-'n ' (A7)
T?; = 45Ty (AS)

2. Contraccién doble. Se comparten dos indices. Por ejemplo, en el célculo de los
esfuerzos se realiza una contraccién doble entre el tensor constitutivo C (orden

cuatro) y el de deformaciones:

c=C:e o (A.9)

Oy = Cijk;fk,g (A].O)

A manera de resumen se escribe a continuacién la ecuacién resultante de aplicar el
“Principio de los Trabajos Virtuales” a un cuerpo continno. En estas ecuaciones du es

el desplazamiento virtual, b son las fuerzas de cuerpo y T* son las tracciones prescritas en
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la superficie I'r (tensores de orden uno); V (e) y 8, () son los gra.dieﬁtes de (®); 2 es el

dominio.
/a:VdudQ=fb-6udQ+/T*-Judl" (A.11)
2 Q |\
/owj -8-@3 dQ) = / b; bu; dﬂ-l—f Tr bu, dT’ (A.12)
0 Ox; o r

Por otra parte, un simbolo que se emplea frecuentemente en el presente trabajo es el punto
sobre las variables (e.g. €), el cual significa derivada con respecto al tiempo: & = 9ze. Cuando
se asigna un sélo nimero de ecuacién a un conjunto de ecuaciones, éstas se referencian por
medio de dicho ndmero més un subindice que indica el mimero de ecuacién numerado de

izquierda a derecha y de arriba a abajo {e.g. ec. 169).

A.2 Simbologia

A continuacién se hace una presentacién de la simbologia empleada. La informacién se
ha agrupado en capitulos dado que existen unos pocos simbolos gue poseen més de un
significado. En esta seccidn no se presentan todas las variables, sino dnicamente las de uso

frecuente y las de mayor relevancia.

Capitulo 2

C Tensor constitutivo

f* Tensor de orden dos de funciones trigonométricas (ec. 2.1)
fe Esfuerzo de falla a compresién

fe Esfuerzo de falla a tensién

fy Esfuerzo de fluencia

Gy  Energfa de fractura

k Ancho de la zona de agrietamiento

K Factor de intensidad de esfuerzos

Vector normal a la discontinuidad
Tensor acistico
Coordenadas polares {ec. 2.1)

Vector de tracciones

g 93 08
L

Abertura de grieta
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We Abertrura de grieta critica

¥y Densidad de energfa de fractura

€ Tensor de deformaciones

€ Tensor de deformaciones eldsticas

e’ Tensor de deformaciones de agrietamiento
s Constante (3.1416)

o Tensor de esfuerzos

Capitulo 3

De Matriz constitutiva de la parte no agrietada
D’ Matriz constitutiva de la parte agrietada
G Tasa de liberacién de energia
K Factor de intensidad de esfuerzos
AT Vector de incrementos de los esfuerzos en coofdenadas locales
n,t,s Ejes del sistema coordenado local a la discontinuidad
T,Y, 2 Ejes del sistema coordenado global |
€ Vector de deformaciones

€®, Ae® Vector de deformaciones elésticas, incrementos de las def. eldsticas
e/, A€l Vector de deformaciones de agrietamiento, incrementos de las def. de agriet.

Ao Vector de incrementos de los esfuerzos en coordenadas globales

Capitulo 4

b Fuerzas. de cuerpo

Hgq Funcién escalén

Hyg Funcién rampa

h Ancho de la zona donde se localiza la discontinuidad

k Ancho de la zona de localizacién de deformaciones (k < h)

Mg Funcién que define el modo incompatible en Discontinuidades Fuertes
M, Funcién que define el modo incompatible en Discontinuidades Débiles
n Vector normal a la discontinuidad

Vector normal a la superficie del cuerpo

n Sistema de coordenadas local a la discontinuidad
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05,0

Capitulo 5

Se eniplea
C
C%
Cs

QY ey &

Hiju

Ejes del sistema de coordenadas local a la discontinuidad
Discontinuidad

Limites del subdominio 2}, en cuya drea se encuentra la discontinuidad S
Vector de tracciones

Tracciones prescritas en la frontera I'p

Campo de desplazamientos

Parte regular del campo de desplazamientos

Salto de los desplazamientos

Desplazamientos prescritos en la frontera [,

Sistema de coordenadas global

Ejes del sistema de coordenadas global

Funcién continua

Dominio y frontera del cuerpo (I' = 892)

Tensor de esfuerzos

Tensor de esfuerzos evaluado en § y en {4

la misma stmbologia que en el Capitulo 4. Adicionalmente:
Tensor constitutivo eldstico

Tensor constitutivo “inicial” para la Aprox. Discreta,
Tensor constitutivo para la discontinuidad. Aprox. Discreta y Continua
Variable de dafio

Médulo de elédsticidad

Funcidén de falla en el espacio de esfuerzos

Funcién de falla en el espacio de deformaciones

Médulo de cortante

Energfa de fractura

Médulo de endurecimiento/ablandamiento

Escalar (ver ec. 5.57)

Variable interna de tipo esfuerzo

Variable interna de tipo deformacién

Tiempo

Véctor de tracciones

Desplazamiento “continuo”

(Tensor) Funcién de pesos para la norma 7))
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TJ;TE

T, T

N

Capitulo 6

(Tensor) Funcién de pesos para la norma 7

Densidad de energfa de fractura

Funcién Delta de Dirac en S

Tensor de deformaciones

Tensor de deformaciones “continuas”

Tensor de salto de las deformaciones

Relacién de Poisson

Tensor de esfuerzos

Tensor de esfuerzos efectivos

Norma funcién de los esfuerzos y de las deformaciones, respectivamente
Norma funcién de las tracciones y del salto de los desplazamientos, respect.

Funcién de energfa libre {por unidad de masa)

Se emplea la misma simbologfa que en el Capitulo 5. Adicionalmente:

B
D
DE
Dd
D'wd

femt

K

Matriz de derivadas de las funciones de forma

Matriz constitutiva

Matriz constitutiva eldstica

Matriz constitutiva de la discontinuidad. Aproximacién Discreta.
Matriz constitutiva de la zona de localizacién de deformaciones. Aprox Cont.
Vector de fuerzas externas '

Matriz de rigidez

Matriz de transformacién del vector de esfuerzos al vector de tracciones
Matriz de funciones de forma

Vector de tracciones

Matrices de transformacién de coordenadas: local a global y viceversa
Vector de desplazamientos “regulares” nodales

Vector de desplazamientos “continuos” nodales

Vector del salto de los desplazamientos en el sistema global

Salto de los desplazamientos en el sistema local

Vector de deformaciones

Vector de deformaciones “continuas”

Matriz de constantes 0 y 1, funcién de la posicién de la discontinuidad

Vector de esfuerzos

138



Capitulo 7

Se emplea la misma simbologia que en el Capitulo 6 en lo relativo a la implementacién

numérica. Adicionalmente:

a Pardmetro de discretizacién: desplazamientos nodales

A Area del elemento triangular

C; Constantes de la funcién de interpolacién de los esfuerzos
f Vector de fuerzas externas

factST Términos de la deformacién consistentes con la formulacién

factNO  Términos de la deformacién inconsistentes con la formulacién: Def. Falsas

ks Rigidez del medio continuo sobre el nodo 3
K Matriz de rigidez
L; Funciones de forma. para un elemento triangular -

Vector de fuerzas internas

U Desplazamientos en x

Uy Desplazamientos nodales en z

v Desplazamientos en y \
s Desplazamientos nodales en y

@, Factores de distribucién de [[u]] sobre los nodos

) Vector de residuos

Capitulo 8

E Médulo de Elasticidad

I Esfuerzo de falla a tensién
Gy Energfa de fractura

v Relacién de Poisson
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Apléndi'ce B

MODELO ANISOTROPICO.
MATRICES CONSTITUTIVAS

A continuacién se presentan las matrices constitutivas del modelo de Dafio Anisotrépico
empleado en el Capitulo 5. Las matrices estdn definidas respecto al sistema local de
coordenadas (n, s,t) v relacionan al vector de esfuerzos (o = {0y, 0, am}T) con el vector

de deformaciones (€= {enn, €, Yns ) ): O = Cge.

e Esfuerzo Plano (o5 = 0):

(1-d)E (1-d)E 0
(1-v24+v?d)y  (1-v?+v2d)
1-dwkE
Cs = (1(—- Vz-l)—uzd) (1—u2E+v2d) 0 (Bl)
0 0 (1-d)C

e Deformacién Plana (€4, = 0):

(1-d)(1-1)B (1-dwE 0
(1-v—2v24202d) W
— (1-dvE 1-v24v2d)E
Cs (1~y_2u2y+2u2d) (-3v24 2024203 1 234) 0 (B.2)
0 0 (1-d)G

donde E es el Médulo de Elasticidad, G es el Médulo a Cortante y v es la relacién de

Poisson.
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Apéndice C

INFORMACION
COMPLEMENTARIA AL
CAPITULO 6

El objetivo de este apéndice es presentar informacién complementaria relativa a la definicién
de términos matriciales comunes al Método de los Elementos Finitos (Capftulo 6). En
particular se definen las matrices T, y nr para el caso plano, se ejemplifica el cdleulo de la
matriz ® para el caso de un elemento triangular y se ilustra el efecto de la posicién de la
discontinuidad dentro de un elemento en la definicién de los términos Hg, y ¢ para elementos
triangulares (de tres nodos) y cuadrildteros (de cuatro nodos). Finalmente, se presenta el
algoritmo de propagacién de la discontinuidad, el cual permite establecer la posicidn de la
discontinuidad dentro del elemento.

El salto de los desplazamientos se puede definir con respecto a una base local ([[u]]. ) o
a una global ([[u]];,). Ambas definiciones se relacionan a través de la ec. 6.19: [[u]],, =
The[[ul]n s, en donde Ty, se define para el caso plano como:

Ty, = (C.1)

cos (8) sin (0) ]
—sin(f) cos(6)

donde 8 es el 4ngulo entre el eje  y la normal a la discontinuidad (fig. C.1).
El vector de tracciones T, asociado a un plano, se calcula como T = nro (ec. 6.30),
donde o es el vector de esfuerzos y nr es la matriz de transformacién que se define para el

caso plano como (pag. 111 de Crisfield, 1991):

nT. _ [ Fcos (8)) | (sin (6))* 2sin g@) COS. (6) ) :l (C.2)
—sin () cos (6) sin (#) cos (#) (cos (8))° — (sin (9))

En el caso de un tridngulo con una discontinuidad, como el que se ilustra en la figura
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Figura C.1: Localizacién de una discontinuidad en un elemento triangular

C.1, existen dos posibles definiciones de la matriz ®. La definicién de la matriz ® depende
de la posicidn relativa de la discontinuidad con respecto a los nodos. Para este propdsito en
la fig. C.1 se sefialan con un cfrculo los nodos que se encuentran en Sy . Las matrices @

correspondientes a los dos tridngulos de la fig. C.1 se definen respectivamente como:

[0 0| [0 0]
0 0 00
10 0 0

P = P = C.3
0 1 v 0 0 (C3)
10 10
(01 (0 1]

Un aspecto clave en la aproximacién numérica de discontinuidades es la ubicacién de la
ésta en el elemento. Esta posicién define los términos Hg, y ¢, los cuales a su vez definen el
modo incompatible (Mg, = Hg, —¢") que se introduce para aproximar de manera adecuada, el
campo de desplazamientos. Para ilustrar este efecto, en las fig. C.2 se presentan los distintos
casos (dos para elementos triangulares de tres nodos y tres para elementos cuadrildteros
de cuatro nodos) cémo se pueden definir los términos Hg, y ¢ dado un elemento y una
orientacién fija de la discontinuidad. Aunque no se ilustra, se puede verificar que la funcién
Mg, toma valores nulos en los nodos. .,

Por medio de la fig. C.2 se ilustra la importancia que tiene la determinacién de la
posicién de la discontinuidad en la definicién del modo incompatible (Mg, ). Sin embargo, la
informacién dada por un elemento finito no es suficiente para determinar dicha posicién. En
si, el elemento sélo da informacién para determinar la orientacién de la discontinuidad, que
para este trabajo corresponde a la direccién perpendicular a los esfuerzos principales en el
momento de la falla. A este respecto algunos autores consideran que la discontinuidad
ocurre en el centro geoméfrico del elemento. Ksta consideracién simplista puede dar a

lugar a una aproximacién incorrecta en el sentido de que no se establece la continuacién
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ELEMENTCO TRIANGULAR

Figura C.2: Definicién de las funciones Hg, y ¢ para un elemento triangular de deformacién
constante y uno cuadrildtero de deformacién lineal
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entre elementos de la discontinuidad; como consecuencia, no se aproxima correctamente la
disipacién de energia y se pueden producir conflictos por la inconsistente definicién de los

modos incompatibles entre elementos adyacentes, como se muestra en la fig. C.3.

Modelo Hg, @h

INCORRECTO:

CORRECTO:

Figura C.3: Construccién de las funciones Hg, ¥y P comparando el efecto de la continuidad en la
ubicacién de la discontinuidad en elementos vecinos

Un aspecto interesante de sefialar es que no se requiere conocer la posicién exacta de la
discontinuidad para construir el modo incompatible, sino linicamente es necesario conocer la
posicién relativa de ésta con respecto a los nodos. En este trabajo se define la posicidn de la
discontinuidad por medic continuacién de ésta a través de los elementos, de manera similar
a lo que hacen Garikipati (1996) y Oliver (1996b). A continuacién se describe el algoritmo

de propagacién de la discontinuidad, el cual permite determinar la posicién de la grieta:

1. Se selecciona el primer elemento (elemento semilla) en el cual se inicia la discontinuidad

y se posiciona la discontinuidad en el centro geométrico del elemento. La seleccién de

este elemento se realiza por medio de un anélisis preliminar, el cual permite conocer

la distribucién de esfuerzos en el dominio. -

2. Dado el estado de esfuerzos en el clemento semilla se determina la orientacidn de
la discontinuidad y, posteriormente, los puntos sobre los bordes del elemento semilla

donde se intersecta la discontinuidad (F;).

3. A partir de estos puntos se propaga la discontinuidad como se muestra en la fig. C4.

La propagacién es muy simple, ya que se conoce la orientacién de la discontinuidad en
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un elemento (n;) y un punto por donde pasa la discontinuidad dado por el elemento
vecino (F;). La localizacién de la discontinuidad en un elemento y la determinacién
del otro punto P41 (sobre el borde del elemento) por donde pasa la discontinuidad se
-realiza empleando simples ecuaciones de la geometria. La propagacién se realizan por
un cierto nimero de elementos o de preferencia hasta que la discontinuidad alcance la
frontera del dominio (fig. C.4).

La discontinuidad se propaga, de manera ficticia, aunque ésta no se haya producido. Esto
permite conocer a priort la posicién de la discontinuidad cuando ésta se produce. Una vez
que ésta se produce se “consolida” {se mantiene fija hasta el final del an4lisis). Esta rutina de
propagacién se realiza en cada iteracién para cada incremento en el tiempo, recalculdndose
los puntos y los elementos por donde pasa la discontinuidad.

Es de interés mencionar que la aplicacién de este algoritmo da lugar a una aproximacién
de la discontinuidad por medio de segmentos lineales (el salto de los desplazamientos y la
direccién de la discontinuidad se aproximan como constantes dentro del elemento) y continuos

entre elementos, como se muestra en la siguiente figura.

Figura C.4: Propagacién de la discontinuidad
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