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Introduccion

Henri Poincaré en la década de 1880 introdujo la nocién de grupos Kleinia-
nos como la monodromia de cierias ecuaciones diferenciales de segundo orden
en el plano complejo C. Durante el siglo pasado, los grupos Kleinianos han de-
sempeiiado un rol muy importante en muchas dreas de las matemaiticas, por
ejemplo en superficies de Riemann y la teoria de Teichmiiler, dindmica holo-
morfa, geometria conforme e hiperbélica, teoria de 3-variedades, etc. Muchos
resultados muy interesantes sobre funciones racionales en IPL obtenidos en las
dltimas dos décadag han sido motivados por la dindmica de grupos Kleinia-
nos. Estos son, por definicidn, grupos discretos de antomorfismos holomorfos
de la linea proyectiva compleja, cuyo conjunto limite no es todo PL. Equi-
valentemente, éstos pueden ser considerados como grupos de isometrias del

3-espacio hiperbdlico o como grupos de automorfismos conformes de la esfera
82

- Mucha de la teoria de grupos Kleinianos ha sido generalizada a grupos
Kleinianos conformes en dimensiones altas, es decir, grupos discretos de au-
tomorfismos conformes de la esfera 8% cuyo conjunto limite no es toda la
esfera. No es mncho o que se sabe sobre los posibles conjuntes limite que
pueden ser obtenidos y £5 en £ste contexto que surge la pregunta: (Es posible
obtener S™ salvajemente encajado en $*** como conjunto limite de la accién
de un grupo Kleiniano conforme en 8727

Para n = 1 la respuesta es afirmativa. Este tipo de ejemplos han side
dados por B. Apanasov, B. Maskit, M. Kapovich, entre otros. Consiste en
tomar un collar anudado de 2-esferas redondas tangentes (ver seccién 2.1) ¥
considerar el grupo generado por las inversiones en cada una de las esferas.
Este grupo es Kleiniano y su conjunto limite es un nudo salvaje en el sentido
de Artin v Fox. Fn otras palabras, el conjunto limite es homeomorfo a §!



pero no es equivalente a un nudo poligonal finito; Artin y Fox en 1948 fueron
quienes introdujeron esta definicidén, dando ademads ejemplos sorprendentes
de ellos. Es importante hacer notar que en este caso se obtienen nudos salva-
jes a través de la accién de un grupo, en otras palabras, de manera dindmica.

La parte central de este trabajo es estudiar la pregunta anterior. En el
primer capitulo se dan las definiciones y resultados sobre grupos Kleinianos
y teoria de nudos que estaremos utilizando, asi como ejemplos que ilustren
cada concepto.

En el segundo capitulo, se describen grupos Kleinianos conformes que
tlenen como conjunto Mmite a nudos salvajes de dimensidn uno en 8% Se
estudian sus propiedades topoldgicas obteniendo resultados muy interesantes
como por ejemplo, si estos grupos Kleinianos actian en un nudo manso, -
brade, no trivial, entonces el complemento del conjunto limite A, fibra sobre
$* y como consecuencia, el cubriente universal de $3— A es R?. Ademads estu-
diamos la monodromia de A, asi como una pregunta formulada por el Prof.
Etienne Ghys que dice: Si el complemento del nudo original es una 3-variedad
hiperbdlica. jFs el complemento de A una 3-variedad hiperbdlica?

En el tercer capitulo, se construye explicitamente un grupo Kleiniano I
tal que su conjunto Hmite A es un nudo salvaje de dimensién dos en §%,
contestando afirmativamente la pregunta para n = 2. También se describe
el complemento de A encontrando que la mayor parte de los resultados del
“capitilo anterior se generalizan. En la ditima secciu, haciendo uso de una
muy bonita construccién hecha por J. Seade v A. Verjovsky en [25], se levanta
la accién de este grupo Kleiniano al espacio twistorial P2, y su conjunto limite
resulta ser homeomorfo a §° x 8%



Capitulo 1
Préliminares -

En este trabajo estamos estudiando conjuntos limite de grupos Kleinia-
n0os que resultan ser nudos salvajes, es por esto que en este capitulo daremos
algunas de las definiciones y teoremas que utilizaremos a lo largo de esta
tesis en los temas de grupos Kleinianos y nudos. No pretendemos dar una
exposicién detallada de cada tépico, para esto se puede consultar [16], [12],
(23], [7], [11], [23], entre otros.

1.1. Grupos Kleinianos

Sea S™ = B* U{co} la esfera de dimensidén n dotada de la métrica esférica
estdndar. Sea Mdb(S™) el grupo de transformaciones de Mobius de la n-esfera.
Para un subgrupo G C Mob(S") su conjunto de discontinuidad, denotado por
Q(G), es igual a {x € §": el punto x posee una vecindad U{z) tal que la
interseccién U(z)Ng(U(x)) es vacia excepto para un ndmero finito de elemen-
tos ¢ € G}. El complemento 8"—({G) = A(G) es el conjunio limite (ver [12]).

Se dice que un grupo G C M6b(8™) es Kleiniano si {1{(7) no es vacio.

El grupo M5b{S") es también el grupo de isometrias del espacic hiperbé-
lico de dimensién n + 1, H** 1, que preservan orientacién. Esto nos permite
dar una definicién de conjunts lmite de un grupo Kleiniano a través de
sucesiones. Es esta equivalencia la que estaremos utilizando a lo largo de este
trabajo.
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Un punto x es un punto limite para el grupo Kleiniano , si existen un
punto z € 8" y una sucesidn {gn} de elementos distintos de G, tal que
¢m(2) — 2. El conjunto de puntos limite es A{G) (ver {16] seccién I1.D).

1.1.1. Dominio Fundamental

Un camino para ilustrar la accién de un grupo Kleiniano (7, es elaborar
una imagen de {}/G. Para este fin, un dominio fundamental resulta ser de
gran importancia. A groso modo, éste contiene un punto por cada clase de
equivalencia de Q (ver [13], [16]).

Definicién 1.1.1 Un dominio fundamental (poliedro fundamental) D para
un grupo Kleiniano G, es una subvariedad de codimension cero y lisa por
pedezos (subpoliedro) de Q(G), que satisface lo siguiente:

1. Ueq 9(Claiey D) = 0.
2. g{Int(D)) N Int(D) = 0 para todo g € G — {e}..

8. La frontera de D en $(G) es una subvariedad lisa por pedazos (poliedro)
en Q(@G), y estd dividide en una union de variedades suaves (poligonos
convexos), las cuales son llamadas caras. Pare cada cere S, hay otra
cara T y un elemento g = gsr € G — {e} tol que g8 =T (g es Hamada
una transformacion de identificacidn de caras); gsr = gra-

4. Dado un compecto en Q(G), sdlemenie un nimere finito de traslaciones
de D lo intersecan.

TEOREMA 1.1.2 ([.1‘5’], {16]) Sea D* = DN §} ~g. Entonces D* es ho-
meomorfo a /G,

1.1.2. Teorema del Poliedro de Poincaré -

‘Bésicamente el teorema del poliedro de Poincaré (ver [6]) establece que da-
do un poliedro P en el n-espacio hiperbélico H*, y una coleccién de isometrias
O1,-- -5 Ok, - - - Que identifican parejas de lados de P acordes a ciertas coundi-
ciones, entonces el grupo ' generado por gi,..., g, . .. es discreto y P es un
poliedro fundamental para I
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Engeneral, las condiciones del teorema del poliedro de Poincaré son muy
dificiles de verificar. Sin embargp, en el caso en que P tiene un nimero finito
de lados y todas las isometrias ¢1,..., g son inversiones en los lados de P,
casi todas las condiciones del teorema del poliedro de Poincaré se cumplen;
dnicamente hay que verificar que los dngulos diédricos de P son subrailtiplos
de 7. En este caso, decimos que T’ =< @1,..., gr > €5 un grupo de refleziones
(ver [13], [16]). | '

A continuacidn enunciaremos el teorema del poliedro de Poincaré, para
su demostracién puede consultar [16], [6], [13], entre otros.

TEOREMA 1.1.3 Sea D un poliedro en un espocio X (B, B*, B* ¢ §°)
con trasformaciones de identificacion de lados (celdas de codimension uno)
que cumplen las siete condiciones que a conlinuacidn se enlisian. Enfonces
el grupo generado por las trensformaciones de identificacidn de lados G, es
discreto y D es un poliedro fundamental para G.

“1. FLos ladps de D son aparcados por elementos de 7. Esto es, asumimos
que para ceda lede s de D, hay un lado 8, no neceseriomente distinto
de s, y hay un elemento g; € G que satisface g;(s) = 5'.

2. gy =gt 8is =5, estd condicion implica que g? = 1. Si esto ocurre,
la relacidn g2 = 1, es llamada relacién de reflexion.

3. g:(D)ND = B. Las isometrias g, son llamaedas las trensformaciones
de identificacion de lados.

Las transformaciones de identificacién de lados inducen una relacién de
equivalencia en D, donde cada punto de I es iinicamente equivalente
a sf mismo. Sea D* el espacio de clases de equivalencia con la topologia
usual, asf la proyeccién p : D — D* es continua y abierta.

4. Para cada punto z € D*, p~'(2) es un conjunto finito.

La relacidon de equivalencia anterior define una relacién de equivalencia
en las aristas (recordemos que las aristas son celdas de codimensién
dos y los lados son de codimensién uno); cada clase de equivalencia
de aristas puede ser ordenada ciclicamente como sigue: Se empieza con
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una arista e;. Esta se encuentra en la frontera de dos lados, llamése
a uno de cllos 5;; existe una transformacion de identificacion de lados
g1, con gi(s1) = &1 Sea e2 = g1(e1). Puesto que e; se éncuentra en la
frontera de exactamente dos lados y uno de ellos es &7, lldmese al otro
so. De puevo, hay un lado s§ y una transformacién de identificacion
de lados gs, con ga{s:) = s,. Continuando de esta forma, se genera
una sucesién {e,} de aristas, una sucesién {g,,} de transformaciones
de identificaciones de lados ¥ una sucesién (sm, si,) de pares de lados.
La sucesion ciclicamente ordenada de aristas {ey,. .., e} es llamada un
ciclo de aristas y & es su periodo. Cada arista se encuentra exactamente
en una clase de equivalencia de ciclos. Nétese que gr o -omfer) = er-
La transformacién h = gy 0 - - - o g1 recibe el nombre de transformacién
ciclica en e;.

5. Para cado arista e, existe un entero positivo t fal que ht = 1.

Las relaciones en & de la forma h* = 1, son llamadas relaciones ciclices.
Sea afe) el 4ngulo medido desde adentro de D en la arista e. Requerimos

6. TF _olen) = &

7. D es compacto relativo o X

Observacidn 1.1.4 Las relaciones de reflexion y las relaciones ciclicas de-
finidas en los puntos 2 y 5 respectivamnente, forman un conjunto completo de
relaciones pare G5,

1.2. Nudos

Un subconjunto K de un espacio X es un nudo st K es homeomorfo a
la esfera SP. Mds general, K es un enlace si K es homeomorfo a la unién
disjunta S U...U 57 de una ¢ mas esferas. Dos nudos 6 enlaces K, K’

2

son equivelentes si existe un homeomorfismo 4 : X — X tal que A{K) = K.
A lo largo de este trabajo estaremos interesados en nudos de codimensién dos.

Un nudo K < 83 es manso si es equivalente a un nudo poligonal. En
general, un nudo es manso si posee una vecindad tubular. En caso contrario
se dice que es salvaje.
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Definicién 1.2.1 Unae homotopia hy - X — X es llamade une isolopic
ambiental si hy =identided y ademds hy, es homeomorfismo para t € [0, 1].
Decimos que dos nudos (¢ enlaces) K, K' son isotdpicos ambientalmente s

]

eziste una isotopia ambiental tel que b (K) = K.

Una operacidn que nos permite a partir de dos nudos K; y K; obte-
ner otro es la suma coneza de nudos, que por abuso de notacidn se deno-
ta por K # K. Esta operacidn consiste en lo siguiente: Dadas dos parejas
de espacios (8™ K}, (8™, K3), se remueven las parejas de bolas estdndares
(Int(BM), In¥{ B 2)) de (S®, K;) i = 1,2, y se “cosen” las parejas resultantes
por un homeomorfismo h : (BBF, 882 %) — (8B}, 8877%).

Uno de los problemas que surge es cdémo reconocer cuindo dos nudos son
equivalentes. En este sentido, uno de los invariantes mds vtiles es el grupo
fundamental del complemento del nudo, llamado el grupe fundemental del
nudo.

Un procedimiento para escribir una presentacién del grupo de un nudo
K < 83 es la presentacidn de Wirtinger, que establece un algoritmo para
calcularlo a través de una proyeccién del nudo en un plano. No es nuestro
objetivo el dar una descripeion de este algoritmo (ver [23] para més detalles),
pero deseamos puntualizar que como consecuencia de él tenemos que si un
nudo es manso, entonces su grupo fundamental es finitamente generado.

1.2.1. Nudos Fibrados

Una funeidn f ;: & — B se dice que es una fibracién localmente trivial
con fibra £, si cada punto de B tiene una vecindad U y un homeomorfismo
“trivializante” f: f~HU/) — U x F tal que el siguiente diagrama conmuia,

U 2~ Ux F

I
l L@ciéa
U

£ v B son conocidos como los espacios tofal y bese, respectivamente. Ca-
da conjunto f7Y(b} es llamada una fibra ¥ es homeomorfa a F. Estaremos
interesados en fibraciones con espacio base St
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Definicién 1.2.2 Un nudo 6 enlace L™ en 872 es fibrado st eviste una fi-
bracion localmente trivial f : 8™*2 — L — 8. Reguerimos ademds que f se
comporte bien cerco de L. Esto es, cada componente L; tiene une vecindad
enmarcada como I x §°, con L; = {U} X 8", tal que o restriccidn de f o
n? — {0} x 8" estd dada por (z,y) — &

Se sigue que f'Y{z) UL, z € §', es una (n + 1)-variedad con frontera L.
De hecho, es una superficie de Seilert para L (ver [23]).

Ejemplo 1.2.3 El nudo trivial S C 8™*2 es fibrado a través de la proyeccidn
(8™ % 81) — 8™ — 8§, donde 8™ ¢ (8" x 8Y) es ef “oin” de 8™ con 8. Las
fibras son (n+ 1)-discos (ver [23]).

A continnacion daremos una construccién expleita de la fibracion del
complemento del trébol sabre la circunferencia {ver [23], [35]).

Ejemplo 1.2.4 El nudo trébol K = Taz es un nudo fibrado (ver (18], [23],
[35]) En efecte, recordemos que podemos pensar a3 encajado en la frontera
de un toro sélido B. Tomemos el cubriente universel q : B — B. Podemos
visualizar a B como un tubo infinito {42+ 22 < 1} en'R®, ast los transforma-
ciones cubrientes son traslaciones en lo direccidn del efe © por milltiplos de
2m. Entonces Toy = ¢~ (Th3) es la doble hélice con ecuaciones y =7 sin %m,
z =" cosdz (ver figura 1.1).

Figura 1.1: Cubriente universal del toro con la preimagen del nudo.
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Ahora construimos unae superficie reglada S enla region 0 < z < %w en
B junfo con todas sus traslaciones por miltiplos de %W en la direceidn .
Entonces 5 es el conjunto de todos los punios en B® de la forma

.3 3
r{z, fsin 7% tcos-x)

2
2 2 3.2 2
+(l—r)(§—z, fsing(?ﬁ—z), fcosg(%——z))+(§ﬂ'n,0,0}
donde
2 +q +
0<s<T, 0<r<l n=0fLtz.

Seo. Ry una rotacidn de B por un dngule de % en sentide conireric a las

manecilles del reloj, con eje de rotacidn el eje x. Notemos gue To 3 permanece
invariante. Una formule explicite es

B —(:;r:+E COSE+z5inE - sing+zcos€)
? — 3 ¥ D) 3 Y o 9/

Definimos Sy = Rg(S), 0 < 8 < 2.

De esta forma, hemos obtenido uno famz’lia'.sﬂ':;, D £ 8 < 2m, de 2-
variededes homeomorfas entre st que lenan lotalmente @ B y son disjuntas,
ezcepto gue Sy = Sa;. La frontera de Sy es Taz mds dos lineas horizontales en

8B las cuales son opuestus y estdn rotadas por un dngulo de % con respecto

a lo vertical. Claramente cada Sy es invariante bajo el grupo de transforma-
ciones cubrientes de B por lo que las podemos proyecier a una famila de
superficies .

Fy = a(5)

las cuales son homeomorfas entre si, llenan totalmente a B y todas contienen
al nudo trébol en su frontera ademds de dos circunferencias Cf y Cj. Note-
mos que C3, = Cj y Ci, = C¥. Pare completar la fibracidn de §% — K,
consideremas el tora sdlido

W=81-8
En W, C) y C} son meridianos y frontera de las familias de discos D} y D},
las cuales son disjuntas escepto que Dy, = D} y D3 = DY (ver figura 1.2).
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Di=D2, “J Dg=D

1.
D;

Figura 1.2 Bl toro complementario.

Consideremos
Fy = (F,uDYU D} — Th3)

entonces, Fy es lo superficie que aparece en la figura 1.3.

Figura 1.3: La fibra.

Claramente su caracteristice de Euler es —1, por lo que es el toro pon-
chado (la superficie de Seifert del nudo trébol).
Definimas la fibracion
PISa—Tgvg, —)Sl )

como F(z5) = ¥, donde 6 es el dnico mimero en {0,1) fal que x € Fy. Su
fibra es ezactamente Iy.
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Ahora, el homeomorfismo de pegado h : Fy = Fy de la tepa Fy x {0} con
Fy x {1} es la composicidn

hzqu‘Zqu_l

Geométricamente este homeomorfismo permute ciclicemente las tres bandas
dobladas de Fy seguide de uno reflexidn que intercambiu los discos DY y Df.

Figira 1.4: Homeomorfismo de pegado.

Luego b es de periodo 6 (ie. h® = id, A" £ id si1 < n < 6).

Otra manera de degeribir la fibracién del complemento del nudo trébol es
la siguiente: :

Ejemplo 1.2.5 Sea 82 ¢ C? la $-esferu centrada en el origen de radio € pora
¢ lo suficientemente pequefio. Sea V = {(z1,22) € C* : 22 + 2z} = 0}. Entonces
S!NV =K es el nudo irébol derecho y la aplicacion F : $? — K — §' dada
por F(z,2) = I_ﬁ%g_l es una fibracicn localrmente trivial con fibra el toro

ponchado (ver [19] seccidn 1, [23] pags. 527-333, [35]).

1.2.2. Descomposicion en Libro Abierto

Una descomposicidn en libro abierfo de una n-variedad M consiste de una
subvariedad de codimensién dos N®~2 llamada el “lomo”, ¥ una fibracién
f: M — N = 8. Las fibras son llamadas las pdgines. Ademds se requiere
que la fibracién se comporte bien cerca de N, es decir, se requiere que N
tenga una vecindad tubular N x T tal que f restringido a N x {I? — Q) es
la aplicacién (z,y) — Iﬁ Asf un enlace fibrado en 5™ es un caso especial de
una descomposicién en libro abierto ([34]).

TEOREMA 1.2.6 (/23]) Toda 3-variedad orientable y cerrade M3 tiene
une descomposicidn en libre abierto.
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1.2.3. Monodromia

Sea K un nudo no trivial de dimensién n, snave y fibrado con fibra S,
Puesto que 87+2 — K fibra sobre la circunferencia, sabemos que 8772 — K es
igual a. S x [0, 1] modulo un homeomeorfismo de identificacién 1 : § — S, que
pega S x {0} con S x {1}. Este homeomorfismo induce un automorfismo

’l,[l# . H{(S} — Hl(S)

llamado la monedromia de la fibracion.

Otra manera de entender la monodromia es a través de la aplicecion de
primer reforno de Potnecord definida como sigue: Sea M una variedad conexa
y compacta y sea f; un flujo que posee una seccién transversa 1. Tenemos
que si T € 7, entonces existe una funcién continua ¢(x) > 0 tal que f, € 7.
Podemos definir 1a aplicacién de primer retorno de Poincaré F': 7 — 1 como
F(z) = fyz)(z). Esta funcién es ue difeomorfismo.

Se puede probar que existe una funcidn ¢ : M — R diferenciable y positi-
va, tal que el campo vectorial ¥ = ¢X genera un flujo ¢; que tiene las mismas
érbitas del flujo f; v tal que su correspondiente funcién #(z) es idénticamente
igual a uno.

De lo anterior, se sigue que la familia de subvariedades {m}o<:<1 €s una
familia de subvariedades disjuntas dos a dos y difeomorfas a 7. Evidente-
mente, 7 = 159 Ademds cada 7, es transversa al flujo y cada y € M pertenece
exactamente a una de las subvariedades #pgy).

La funcién P : M — S definida por la férmula P(y) = e***) es una
fibracién lisa y localmente trivial. Consecuentemente, la variedad M fibra
sobre la circunferencia con fibra 7.

La aplicacién de primer retorno de Poincaré induce un automorfismo

Wy T (n) = Ii(n)

que es llamado la monodromia del fibrado (ver [33]).

En nuestro caso, para la variedad 8% — K, el flujo que define la apli-
cacién de primer retorno de Poincaré @, es el flujo que corta transversalmente
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cada pégina de su descomposicidn en libro abierto.

Por la sucesién exacta corta asociada a la fibracidn, tenemos

¥
0= TL,(S) = (S - K) S Z ~ 0, (1)

la cual tiene una seccién ¥ : Z -3 ITy (8% — K') puesto que la fibra es conexa.
Por lo tanto (1) se escinde. Como consecuencia II; (8712 — K} es el producto
semi-directo de Z conlI, (5) a través de ¥,

Ejemplo 1.2.7 Sea K = Ty el nudo trébol. Tenemos que el homeomorfis-
me de pegado es h = go Ry, 0g7 ! el cual permuta ciclicamente las bandas e
invierte los dos discos de su superficie de Seifert (ver figurn 1.4).

Ahora celculemos la monoedromia
hy : Ty (fore ponchado) — TI; (toro ponchadoe)

) Puara esto, nos restringiremos ol 1-esqueleto que es un retrocto fuerte por

deformacidn del toro porichado. Recordemos gque II; (foro ponchade) = Z+ E.
Por lo que st [a] y [b] son sus generadores, para determinar hy es suficiente
conocer sus imdgenes. Con apoyo de la figura 1.4, es sencillo verificar que
he(la]) = 671 y hu([b]) = ab. Sabemos que el orden de h es 6, veamos que
ocurre con fig

o] R [0 R (51010 [T bab] s [0 ba2b]

5 [a7 0 ab] " [a][o 0 ab]

[}n—> [ab] |—+ [b7labh 5 {b lg=tp~t ab] [b“l “2p~1gh]

%) ;
2 (b ra e b ab] A o™t ab] " [B][a~ b ab]

de agqui que hg& es confugado a la identidad por un automorfismo externo, por
lo que es isotdpicamente eguivalente ¢ la identidad,

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Luego,

Hl(Sa - K) EHl(Sl) Koy Hl(S)
={a,b,c:axc=0b"", bxc=ab}
={a,c:cle e =actla'}
={o,c: c=acac”'a"'}
={a,¢: ¢ = cacac ‘a"'c '}
={a,c:c=cac 'cPac” e ea e}

Seo o = cac™!

={o,¢:c=acoc o}
= {a,c: cac = aca}

que es precisamente el grupe fundamental del nudo trébol,




Capitulo 2

Nudos salvajes de dimension
uno.

En este capitulo estudiaremos grupos Kleinianos de tipo Schottlky que
actian en $?, cuyo conjunto limite es un nudo salvaje en el sentido de Artin
v Fox. Bste tipo de ejemplos ya han sido descritos por B. Apanasov (ver [12]],
B. Maskit {ver [16]}, M. Kapovich (see [12]}, entre otros. Nosotros estamos
interesados en sus propiedades topoldgicas. :

En las primeras secciones describimos geométricamente la accidn de estos
grupos, su conjunto limite asi como su dominio fundamental y variedades
hiperbdlicas asociadas. En las secciones 4 y 5, determinamos topologicamente
el complemento del nudo salvaje para el caso en que el “nudo original” fibra
sobre la circunferencia. En la seccién 7, estudiamos la hiperbolicidad del
complemento del nudo salvaje en el caso en que el complemento de]l nudo
original sea hiperbdlico. En la seccién 8 extendemos la nocion de “collar de
perlas” y estudiamos la accién de grupos Kleinianos en estos casos.

2.1. Definiciones

En esta seccion definiremos el tipo de grupos Kleinianos en los que esta-
mos interesados y explicaremos como actian.
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Definicién 2.1.1 Un collar de n perlas T, es una coleccidn de n 2-esferas
2, La,... B, en 83, fales que las esferas adyacentes son tangentes, s decir,

Emz,:{m si|i—jl#1

punio si|ji—ji=1ldn—1

Cada 2-esfera es llamada perfe. 31 unimos los puntos de tangencia por
segmentos geodésicos en $%, el resultado es un nudo poligonal K al cual lla-
maremos el molde {en inglés template) de T. Notemos que la numeracién de
las perlas nos da una orientacién para K.

Reciprocamente, dado un nudo poligonal orientado X : 8 — §% Un
collar de perlas T subordinado al nudo K, es un conjunto de 2-esferas L,
¥y,... %, en 8% tales que los segmentos de K contenidos en sus interiores
estdn desanudados, las esferas adyacentes son tangentes, y K estd totalmente
cubierto por éstas,

Definimos el relleno de T como |T'| = UL, B;, donde B; = |Z;| es la 3-bola
cerrada cuya frontera 8B; es B; y contiene un segmento de K.

Ejemplo 2.1.2 Sex K =FEl nudo trébol.

Figura 2.1: Un collar de perlas cuyo molde es el nudo trébol.

Sea I' el grupo generado por las inversiones I; en &; (7 = 1,2,...,n).
Primero describiremos geométricamente como actiia este grupoe en un collar
de perlas T.
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Figura 2.2: Inversidn con respecto a Ly,

Al invertir con respecto a cada perla Ly, obtenemos una copia de I'— X
en el interior de By con la orientacidn invertida (ver figura 2.2).

Siw eI es tal que w = I; 0 I} con j # &, entonces primero invertimos
con respecto a la perla X, En particular se tiene una capia de la perla T; en
el interior de By, que denotamos por ;. Ahora, nos fijamos dnicamente en

" Xy e invertimos con respecto a la perla X(;); obtenemos una copia de T~ Iy,
que llamaremos T, con la misma orientacion que el nudo K. Esto es claro,
ya que el segmento de $* que se encuentra dentro de X; al aplicar I; es reem-
plazado por T — Z; (ver figura 2.3).

Figura 2.3: Inversidn con respecto a £ y después con respecto a I;.

En general, si w = I, f;, _ +--1; €I primero invertimos con respecto a
Y, después nos restringlmos a ¥;, e invertimos con respecto a X,. Luego
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nos fijamos Gnicamente en ¥, e invertimos con respecto a Iy,. Continuamos
de esta forma hasta invertir con respecto a ¥; que se encuentra en Ij_,,
obteniéndose como imagen una copia de T — ¥;, que llamaremos By, 4, -

Observacidn 2.1.3 1. Un elemento w € T, si congiste de un nimers

2.2,

par de inversiones preserva orientacidn. Si estd formado por un nime-
ra ympar de inversiones, lo invierie.

Bl grupe T es Kleiniano. En efecto, st X = 83— |T|, de la construccidn
se sigue que w(X) N X =0 pare w € T — {e}; es decir, lo accidn de
T en X es libre y propiamente discontinua. Mds adn X es el dominio
fundamental de T (ver capitulo anterior).

Los nudos resultantes de invertir con respecto a T; ¥ T; (i # j) son
isotdpicos, por lo que podemos considerar que una copin de T — Lj es
obtenida como imagen pare cada w € I

Descripcion del Conjunto Limite

Para encontrar el conjunto limite de T, requerimos encontrar todos sus

puntos limite (ver capitulo 1). Para esto, vamos a considerar todas las p051b!es
sucesiones de elementos de I'. Lo haremos por atapas:

1.

Primera Etapa: Al invertir con respecto acadaperla &, j = 1,2,-..,n,
tenemos una copia de T' — E; dentro de cada una, por lo que se ha
obtenido un nuevo collar T; formado por n(n — 1) perlas subordina-
do a un nude K, el cual es homeomorfe a la suma conexa de n+ 1
copias de K (ver figura 2.4). De la consiruccitn tenemos que T3] C 1T}

Segunda Ftapa: 5i consideramos la accidn de los elementos de [' en T3,
obtenemos un nuevo collar T3 con n{n — 1)* perlas subordinade a un
mudo K5, el cual es homeomorfo a la suma conexa de n® + 1 copias del
nudo K. Notemos que |T3| C |T1I.

k-ésima Etapa: La accién de elementos de I en 7;_;, determina un col-
lar Ty de n(n—1)* perlas subordinado al nudo K, el cual es homeomor-
fo a la suma conexa de 1+ n[in——;)%] copias de K. Por construccién
I Tk] € |Tx—z.
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R

\Q
9
| o

Figura 2.4: Primera etapa del proceso de inversidn.

Sea z € N2, |Tk|. A continuacién probaremos que z es un punto limite.
En efecto, existe una sucesién de bolas cerradas {B,,} con B,, C |[T},| tal
que z € By, para cada m. Por lo que podemos encontrar a z € 8%~ T y
una sucesién {wy,} de elementos distintos de T, tal que w,;(z) € By,. Como
diam{B,) — ( se sigue que wy,(z) converge a z. La otra inclusién es clara.
Por lo tanto, el conjunto limite estd dado por

AT) = 7 = N7

LEMA 2.2.1 ({12], [16]) El conjunto limite A(l") es homeomorfo a sL,

Demostracidn.

A continuacién daremos un bosquejo de la demostracidn; para mds de-
talles consultar [12], [16]. La idea central es comparar a A(T") con un modelo
ya conocido.

Sea T un collar de n perlas Iy, s, . . ., Iy, subordinado al nudo peligonal
K. Entonces existe un homeomorfismo i de |T| al relleno del collar trivial
C de n perlas Ay, As, ..., Ay, tal que cada A; es del mismo tamafio y es
ortogonal al molde §* de C' (ver figura 2.5).

Invirtiendo con respecto a cada perla &; y &; (7 = 1,2,.. ., n) respecti-
varmente, tenemos que la copia de T'— Z; que aparece en el interior de B; es
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C

z, Zn

Figura 2.5: Collares de Perlas T y C.

homeomeorfa a la copia de © — A; que aparece en el interior de |A;], y puesto
que los puntos de tangencia de las perlas quedan fijos, kay un homeomarfismo
hy de T3] a |C], tal que el siguiente diagrama conmuta

1| |7

Wb

i
|Gy —=|C
donde #; es la inclusién.
Continuando con este proceso, en el k-ésimo paso tenemos que al inver-
tir con respecto a cada perla en ambos coliares Ty, Cr_;, las imdgenes
obtenidas son homeomorfas; ¥ los puntos de tangencia de las perlas per-

manecen fijos, de aqui que existe un homeomorfismo Ay de |[Tk| en |Cyl-
Ademés, el siguiente diagrama conmuta

|Te] —2> [T

hkl lflk—l

iy
|G| — 1Ch—1!
donde i, es la inclusidn en cada caso.

Asi, por la propiedad universal del limite inverso, tenemos que

A(T) 2 im |Ty| = A(C)
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pero A{C) = §! (ver {16]), por lo que

AD =S =

LEMA 2.2.2 ([12], [16]) Sea T un collar de perlas subordinado al nudo
poligonal y no irivial K. Entonces A(T) estd salvejemente encajado en 3.

Demostracion.

Es suficiente probar que I1;{8* — A{I")) est4 infinitamente generado y no
es equivalente a una presentacién finita.

Notemos que K es un retracto fuerte por deformacidn de |77, de aquf que
sus grupos fundamentales son isomorfos. Luego, ya que K es poligonal pode-
mos calcular su grupo fundamental a través de la presentacion de Wirtinger.
As{

Hl(lTl) = HI(K) = {91:9‘2:- o n | T,72,. -:Tm}

Por Van-Kampen tenemos que

m (g = T T

donde z es el generador del grupo fundamental de la interseccién de los espa-
cios respectivos. La igualdad anterior en términos de generadores y relaciones
se traduce en '

I (K#K)={g1, 03, 1 Gai 00r G3r - G2 |

1.1 1 2 .2 2 i__ 2

r1=r25'"7'rmrT1:T27-“rTm>gl_'gl}
- 1 1 1 .2 2
_{gl1g2)---1gn1921---:gn£

1.1 1 2 .2 2

TLiT3s - Tras Taa Ty s T}

o equivalentemente :
=3 H]_ (K) *{91} H]_(K)

8i L = K#K# - #K, l-veces. Utilizando de nuevo Van-Kampen tenemos
que

Hl(L) :{g{‘lgé""lgfl;.!ggi"’Jgfll"'gaz'l"'?g‘)t']|

2

1 1 1 2 2 ! ! {
T gy e s Tas T Tar e oy Ty e oy Thy ey T b
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Ahora apliquemos lo anterior a nuestra construccién. En la k-ésima etapa,
K es un retracto fuerte por deformacidn de |[T}|, de agui que

Hl(lTkl) = Hl(Kk) = {gii gé'l AR g;-];: ggj LR gn1 - t[L)': ey 'f’:(k) 1
?‘LT%,---,T;,TE,T%,---.rm,---ri(k),ri(k] T}
& (- (HI{K) *a1} HI(K)) o) ¥ Hl(K))
I(k)-veces, donde
— 1)F -1
Hky =1+ n{(ﬂ“)g_
Por otra parte, $° — |T| C §* — {Ty41| para toda k, ast
. 5]
§°% — A(T) = lup(8® — |T3) = | J(8° - [Zl)
k=1
entonces,
L (8% - AT))
es el limite directo del sistema
{Hl(sa_ |Tk|)? k= 1:2:' --3 fk: k= 1121‘ . )}
donde
fr (S = T}~ T (8° — [Thna|)
es la inclusién (ver lema 2.4.1 en [24]); por lo tanto,
Hl(Sa _A(F)) = {9%:9;:---:911“95;---:Q::---S’ga- "791{:?"" I
[T TOPIT N SRR AU &0t s SUDRIY LU

& (- (T (K gy T (H)) %0y - # gy T(K)) %4y -

que es un producto infinito amalgamado del grupo fundamental del nudo
por lo que no es equivalente a un grupo finitamente generado. De aqui-que,
I1;(8% — A(T)) estd infinitamente generado. B

Ejemplos 2.2.3 1. SeaT un callar den perlas subordinado ol nudo trébol
(Ta3). Enionces

I (Tes) = {z,9 | zyz = yay)}
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por lo que

M(8* = AD) = {20,010 W |
T = o, LYz = el - S1YaZy = Yal\Yn, - - }
= ( e ((HI(TQ,Ii) o1} HI(T2.3)) ol ¥lar} Hl(T2.3)) o)

estd infinitamente generado y tiene un nidmero infinito de relaciones.

8. Sea T un collar de n perlas subordinade al nudo Kz = Figurg ocho;
entonces

) (Ks) = {z,y | o™ 'yay oy = yo~'ya}
de agui que

HI(SS_ A(I‘)) = {'T"liyla- ey Yna - I
7 m g o = ey e,

-1 -1 _ -1
T Y2B1Yy T1Ys = Yoy "YaTy,

-1 -1 -1
T YnZ197 T = YaZ] WaTy, - -}

2 (- (T () # (o T (K ))# (a1} # (0 T (K8 ) )% g0y -

estd infinitemente generado y tiene un ndmero infinito de relaciones.

2.3. Variedades Hiperbdlicas Asociadas

Consideremos la accidn de I en el espacio hiperbélico H'. Entences I
es un subgrupo de Isom H* que actia propia y discontinuamente en H:. El
poliedro fundamental P del grupo es HF — [T'|, donde T es la extensién natu-
ral del collar de perlas en Ht. De aqui que 7 es convexo y tiene un niimero
finito de lados por lo que ' es geométricamente finito (ver [4]).

El grupe " actta propia y discontinuamente en 7, de aqui que el cociente
M = H/T = P es un orbifold hiperbdlico de volumen infinito, orientable,
no compacto, tal que como subconjunto de I* — A(T") tiene una frontera que
posee una estructura conforme dada por la aceidn. En efecto: ‘
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Para el grupo Kleiniano [ que actiia en el collar de perlas T, su dominio
fundamental es 2 = 8% — [T|. El grupo I" actda propia y discontinuamente
en 83 — {7, asi oML = DNQ = Q)/T = (8* — A(T))/T es un 3-orbifold
conformemente plano (ver (9]}, orientable, no compacto y con frontera. Su
grupo fundamental es precisamente el grupo del molde de 1"

LEMA 2.3.1 Sea T un collar formado por n perlas subordinade al nudo
manse, fibrado K, con fibra 8. Enlonces (8% — A{D))/T" fibra sobre 8! con
fibra 5*, la cual es la cerradure de S en 8° sin los n punios de tengencia de
las perlas en su frontera.

Demostracion.

Sea P: 83— K -5 8'la fibracién localmente trivial dada, con-fibra la
superficie S. Observemos que P |s:_r= F es también una fibracién y, después
de modificar P por una isotopia st es necesario, podemos asumir que la fibra
S corta a cada perla &; € T en arcos a;, cuyos extremos son los puntos de

tangencia de la perla. Estos puntos pertenecen al conjunto limite {ver figura
2.6).

Figura 2.6: La fibra interseca a cada perla en arcos.

De aqui que el espacio DN (L) fibra sobre S? con fibra la 2-variedad S*,
la cunal es la cerradura de la superficie S en 8% sin los n puntos de tangencia
de las perlas en su frontera. Puesto que £(I')/T" & D* y en nuestro caso
D = DN, el resultado se sigue. B

Por lo que si el nudo es fibrado, para describir a (8% — A(I'))/T' com-
pletamente sélo falta determinar su monodromia, la cual coincide con la
monaodromia del nudo.
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Consideremos ahora el subgrupo T C T de indice dos que preserva arie grienta-

cién. En este caso, ¢l poliedro fundamental B es (HF —|T|)U (B;-1; [|T =i,
donde tilde significa la extensién natural al espacio hlperbohco tanto de la
perla como de la inversién correspondiente. Puesto que P es convexo y tiene
un nimero finito de lados, tenemos que T es geométricamente finito.

El grupo [ actiia libre, propia y dlscontmuament,e en el poliedro funda-
mental P, de aquf que el cociente Mz = H'/ TP/, 7 es una variedad
hiperbolica, no compacta y de volumen mﬁmto ia cual como subconjunto de
D' — A(T) posee una frontera provista de una estructura conforme natural
dada por la accién.

F1 dominio fundamental D para el grupo I en §%es D = (83-ITU(B,—
TIi{|T—%;))- Luego, D* = /T donde M = D* = DNQ/ ~ (ver capitulo
-1, [16}). Por otra parte, T actiia libre, propia y discontinuamente en Q(f)
“Asf Q/ I es una 3-variedad conformemente plana, orientable, no compacta
'y sin frontera. Su grupo fundamental es el grupo fundamental del molde de
T#T (ver la siguiente definicién}, es decir, es el grupo fundamental de K# K.

Definicidon 2.3.2 Se define le suma conera del collar de perlas T' consigo
mismo, como el collor T — I, pegado o I;(T — L;) por las intersecciones de
Z; con les perles adyacentes. Se denotard por THT.

LEMA 2.3.3 Ses T un collar deﬂ'n. perlas subordinade ol nudo manso, fi-
brado K, con fibra S. Entonces /T fibra sobre §', con fibra S* homeomorfa
a lo Z-variedad S#5 sin n puntos (los n punios de tangencia de las perlas).

“Dernostracidn.

El espacic D N { fibra sobre la circunferencia con fibra la 2-variedad 5
que es la suma de S con S a lo largo de un arco, y cuya frontera es una
circunferencia menos n{n - 2) puntos, correspondientes a los puntos de tan-
gencia de las esferas las cuales se encuentran en el conjunto limite. En efecto:

Podemos asumir, médulo isotopia, que la fibra S cortacada perla &, € T
&0 Arcos ¢; cuyos extremos son los puntos de tangencia de la esfera. Por lo
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que al invertir obtenemas una copia de 5 que estd unida a 5 por el arco a;,
v corta la copia de I; en T; en arcos a, ¢uyos extremos son los puntos de
tangencia correspondientes. Para maés detalle ver la demostracién del teore-
ma 2.4.1 y figura 2.7.

Observemos que la accién de T identifica cada peria de T, con la corres-
pondiente imagen en el interior de B;. Esta identificacidn es equivalente a
identificar los arcos a;(8) con af(#) para # € S.

Por lo tanto, D~ = Q/f fibra sobre Sl. La fibra es la superficie 5* =

§/ ~z, que es homeomorfa a S5 sin los n puntos correspondientes a los
puntos de tangencia de las perlas. B

De nuevo, si el nudo es fibrado tenemos que para describir completamente
a /T, nos falta determinar su monodromia. Esta serd cstudiada en la sec-
cidn 2.5. '

2.4. Fibracién del complemento de A(T) sobre
Sl

En la seccién anterior probamos que para los grupos I' y f, los dominios
fundamentales correspondientes fibran sobre la circunferencia, si el nudo fi-
bra. En esta seccién con el apoyo de estos resultados, estudiaremos el com-
plemento del conjunto limite para el caso en que el nudg original sea fibrado.

.Recordemos que un nudo manso es fibrado si y s6lo si su subgrupo conmu-
tador es finitamente generado (ver [23] pag. 324, [28], [35]).

Primeramente, observemos que debido a que I'esun subgrupo normal de
T, se sigue por el lema 8.1.3. en [31] que I tiene el mismo conjunto limite
que [. Por lo tanto, $* — A(T) = 8% — A(D).

TEOREMA 2.4.1 Sea T un collar de n perlas Ty, s, . . ., Ln, subordinado
al nudo poligonal y ne triviel K, cuye complemento fibra sobre 81, Sea T
el grupe generado por las inversiomes I; en T; (7 = 1,2,...,n), y se T
subgrupo de indice dos de T formado por las palabras pares. Sea A(T) = A(f)
el conjunto limite. Entonces



Fibracién del complemento de A(T") sobre §' 27

1. FEmiste i : 83 — A(T) = S! una fibracicn localmente trivial, cuye fibra
Lo = %7 H(6) es una superficie de género infinito con una sela punta
(en inglés end).

2. Ty — Ty = A(T) donde T¢ es la cerradura de £y en 82

Demostracian.

Puesto que [ actda libremente en $(T'), tenemos que ¢ : Q{F) — Q(I)/T
es un cubriente de orden infinito. Por el lema anterior, existe una fibracién
localmente trivial ¢ : $(T)/T — 8! con fibra S*.

Entonces 3 = ¢o(: Q(I') — S! es una fibracién tocalmente trivial, La
fibra es F(S*), es decir, la drbita de [a fibra. A continuacién describiremos
- 5 =['{8%) en detalle.

Sea P : 8% — K — S!la fibracién dada. Por el mismo argumento que en
el lema anterior, podemos suponer que P |s:_p= P es una fibracién tal que
. P~i(B) = P1(f) es una superficic de Seifert $*, de K para cada 6 € SL.
Recuérdese que la frontera de S* corta a cada perla ; en un arco a; que va
de un punto de tangencia al otro,

5i invertimos con respecto a la perla X; tenemos que una copia de T'—Z;
llamada 7Y, y una copia de la superficie de Seifert S* que denotaremos por
S*, son enviadas dentro de la bola B;. Notemos que S* y S* estdn unidas
por el arco aj, el cual tiene la misma orientacién en ambas superficies (esta-
mos asumiendo que $? estd orientada). Ver figura 2.7.

En otras palabras, hemos obtenido un nuevo collar de perlas isotépico ala
guma conexa T#T¥, cuyo complemento también fibra sobre la circunferencia

con fibra la suma de 5* con S* a lo largo del arco a;, que denotaremos por
SdL, 84,
£l

Ahora hacemos esto para cada 7 = 1,...,n. Al final de la primera etapa,
teneémos un nuevo collar de perlas T cuyo molde es el nude K que como ya
vimos es isotdpico a la suma conexa de n+ 1 copias de K. Su complemento
fibra sobre la circunferencia con fibra la superficie de Seifert Sy, la cual es
homeomorfa a la suma a lo largo de los arcos respectivos de n -1 copias de
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Figura 2.7: Suma de las superficies 5* y S* a lo largo del arco a;.

- 5*. Una manera de visualizar lo anterior es construir un drbol, en donde cada
punto representa una copia de 5™ y un segmento significa suma a lo largo de
un arco.

Continuando con este proceso, se sigue que de la segunda etapa en adelante,
a cada superficie S}* {la i™ copia de 5™ en'la k™ etapa), le son adheridas
n — 1 copias de 5* a lo largo de arcos. Notemos que en cada paso los puntos
de tangencia son removidos ya que éstos pertenecen al conjunto limite, y la
longitud de los arcos a4 tiende a cero.

784S CON
| FALLA DR ORIGEN
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De lo anterior, se sigue que ¥y es una superficie orientable de género in-
finito; pueste que es la suma a lo largo de arcos de un nimero infinito de
. copias de 5*. Para determinar qué tipo de superficie es, acorde al teorema
de clasificacién de superficies no compactas (ver (221}, necesitamos deseribir
st conjunto de puntas. '

Recuérdese {ver [27] } que una punte (6 final y en inglés end) de un
espacio de Hausdorff X es una funcién ¢ que asigna a cada subconjunto com-
pacto K C X, una componente conexa ¢(X) de X — K tal que la siguiente
condicién se verifica: Si X y L son dos subconjuntos compactos de X tal que
K C L entonces ¢(L} C ¢(K).

Consideremos el modelo fuchsiano {ver 116)). En este caso, el collar est4 for-
mado por perlas del mismo radio, donde cada una de éstas es ortogonal a la
circunferencia unitaria. Entonces su conjunto limite es la circunferencia y su
complemento fibra sobre S con fibra el disco.

En cada etapa, al disco le hemos adherido asas de tal forma que ellas
se acurnulan a la frontera. Si intersecamos este disco con cualguier conjun-
to compacto, tenemos una sola componente conexa en el complemento. De
aqui que tiene sélo una punta. Porlo tanto, nuestra superficie tiene una pun-
ta.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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La primera parte del teorema ha sido probada. Para la segunda parte,
observemos que la cerradura de la fibra en 8% es la fibra unidn su frontera,
A(T). Por lo tanto, £y — £y = A(l'). W

Observaciéon 2.4.2 1. 1 puede ser construida tal que sea de clase C™.
En efecto: Por un teorema de Nielsen, sabemos que cada haz de su-
perficies sobre §' depende dnicomente de lo clase de isotopia de la
monodromia, y de nuevo por un teovemo de Nielsen tenemos que cade
homeomorfismo de una superficie es isoldpico o un difeomorfismo.

2. Esta construccién puede ser hecha para enlaces que fibren sobre ST,

3. FEste teorema nos da una descomposicion de 83— A(l") como libro abier-

to, donde el “lomo”es el nudeo salvaje A(T), y cada pdgina es la fibra,
es decir, una superficie de género infinito con una punta.
En efecto, esta descomposicidn puede ser pensada de [ siguiente forma:
Por el teorema anterior 83— A(T) es T x [0, 1] médulo lo identificacion
de la tapa de arribe con lo de ebajo e través de un homeomorfismo de
identificacidn. Esto es eguivalente a mantener 8L fija y girar T x {0}
con respecte a 0% hasta que lo peguemos con & x {1}. Removiendo %,
obtenemaos la descomposicidn de libro abierta.

COROLARIO 2.4.3 El recubrimiento universal de 83 — A(T) es RS,
Demostracion.

Sea PP : §2 — A(T) — §' una fibracién localmente trivial dada por el
teorema anterior. 5i e: R' — S' denota la aplicacién cubriente 7 — €™
tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

B

X Y
§3 — A(D) F-—s1

donde P: X — R es el pull back de la fibracién P : §? — A{T') — S

Lmisatp tmees e oo
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Cualquier fibracidn con base contraible es trivial, es decir, €l espacio total
25 homeomorfo al producto de la fibra con el espacio base, X = R! x I,
donde By = fibra.” ' '

Luego, el cubriente universal la circunferencia es R y el cubriente universal
de T es B2, Por lo tanto, el cubriente universal de 8% — A{T) es B*. W

Ohbservacidn 2.4.4 Por el teorema de la esfera (ver (23] pag. 102) sabemos
gue el cubriente universal de 8*— A(T") debe ser contraible. Sin embargo, nos
gustaria puntualizar que eriste una cantidad ne numerable de abiertos de B?
tales que no son homeomorfos dos a dos (ver [17]).

Observacién 2.4.5 1. A través del proceso de inwersidn, hemos cons-
fruido una “Superficie de Seifert” paro el nudo salvaje A(T), con lo
propiedad de que su intertor es une Z-variedad y su cerradura es uno
superficie arrugade (crumpled surface). Esto continva siendo vdlido aun
cuande el molde no sea fibrado.

2. Sea E = g U Xgn. Entonces E es un ecuador salvaje de 8% Es
decir, eriste un homeomorfismo h : §° — 83, tol que R(E) = E y
RHY) =H ", donde H =[x e S -FE:zec 8y, <p<f+n}y
H = (83— B — HT).

2.5. Monodromia

En la seccién anterior probamos que si un nudo K no trivial y manso
fibra con fibra S, entonces €l conjunto limite A(T') también es fibrado con
fibra. la superficie Ly, En esta seccidn describiremos la monodromia del nudo
salvaje.

Recordemos que una forma de entender la monodromia es a través de la
aplicacidon de primer retorno de Poincaré. En nuestro caso, para la variedad
8% {7, el flujo que define ]a aplicacién de primer retorno de Poincaré ¥,
es el flujo que corta transversalmente cada pdgina de su descomposicidn en
libro abierto.

Consideremos un collar de perlas T subordinado a X. Como hemos va
descrito durante el proceso de reflexién K y S son copiados en cada inversidn;
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asi como el flujo ¥. De aqui que la aplicacion de primer retorno de Poincaré se
puede extender en cada etapa del proceso de inversién, obteniendo al final
un homeomorfismo h : £y — ¥y que identifica £ x {0} con L x {1}, el cual
induce la monodromia para el nudo salvaje.

Notemos que si conocemos la monodromia de K, conocemos entances la
monodromia del nudo salvaje.

Como ya vimos en el capitulo anterior en la seecién de monodromia, el
grupo fundamental de un nudo fibrado, en particular el del nudo salvaje, es
el producto semidirecto de Z con I1;{Zg) a través de la monodromia.

Ejemplo 2.5.1 Sea K = T3 el nudo trébol. Entonces la fibra S es el toro
ponchedo y su grupo fundamental es el grupo libre en dos generadores, a y b.
Le monedromia by envia a — b~! y b ab.

En el timite, ln monodromia ¥y 1 I (Tg) — I (Zy) estd dada per a; —
b7ty by v aubs, donde T {Sy) = {a;, b;}. Luego,

15, (8% — A(T)) = T (87) iy, i(Zo)

={anb,ciaxc=0", b+c=a}
= {as,¢: ¢ o] te = a;c oy}

= {a;,c: c= gea;ca; '}

= {a;, ¢ ¢ = caicaclay e}

= {a;,¢: ¢ = coye o ¢ eay e}
Sea o; = co;c? _

= {og,¢: ¢ = azeouc e '}

= {ay, ¢ cozc = azeoy )

que es exactomente el grupo que obtuvimos en la seceidn 2.9, cuando col-
culamos el grupo fundamental de 8% — A(D") utilizando el Teorerna de Van-
Kampen. :

COROLARIO 2.5.2 Sea T un cellor de perles cuyo molde es un nudo
manso, fibrado y no trivial. Entonces I (Q(T)/T) = T (8Y) xy, 11(S*) ¥
para n > 1, el n-ésimo grupo de homotopia IL, (Y)Y /T = 0.
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2.6. Hiperbolicidad

En esta seccidn, discutiremos la siguiente pregunta formulada por el Profr.
Etienne Ghys: Sea & < §° un nudo poligonal tal que su complermento es una
3-variedad hiperbdlica. jEs el complemento del nudo salvaje obtenido de K
una 3-variedad hiperbdlica?

Desafortunadamente la respuesta es “no”. Para cada nudoe A obienido
durante el proceso de inversidn (ver seccién 2.2), considérese una vecindad
tubular cerrada Vi de éste, tal que Ty € Vi y Vi € Vi—1. La frontera de cada
Vi es un toro incompresible (ver [13] seccién 1.2} en $% — A. Obsérvese que
ninguna pareja de estos toros es isotopica ambientalmente y ninguno de ellos
es isotdpico a una componente de la frontera. Por lo tanto, 8% — A no puede
ser hiperbélico (ver [L3] section 4.13).

Sin embargo, tenemos el siguiente resultade:

TEOREMA 2.6.1 Sea K un nude manso, fibrado, cuyo complemento cs
una J-varieded hiperbdlica. Entomces, el complemente del conjunto limite
AT obtenido de K, admite una descomposicidn en una wnidn numerable
de subvariedades M; con frontera, cuyos interiores son disjunios e Int(M;)
es hiperbdlico compleio. La frontera de M; estd compuesta por un nimero
finito de cilindros incompresibles propiamente encojodes, tales que son dis-
Juntos.

Demostracion.

Sea 7" un collar de n perlas subordinado al nudo K. Puesto que 83 — |7
es el “mapping torus” de un homeomorfismo ¢ : § — 5, donde 5 es la fibra.
Entonces por el teorema de hiperbolizacidn de Thurston (ver teorema 3.9 de
[18]) se sigue que % es pseudo-Anosov.

Como ya vimos en la seccidn anterior, cuando invertimos con respecto a
un perla %, la monodromia ¢ y T'—X son copiados en Int{B) por la inversidn
I, donde B es la bola cuya frontera es L. Puesto que Jnt(B) — I{|T — I}
también fibra sobre la circunferencia, tenemos que es hiperbélico. Notemos
que las piezas hiperbdlicas estin separadas por las correspondientes perlas
sin los puntos de tangencia, y claramente éstas son cilindros incompresibles.
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De aqui que el resultado se sigue. B

Notemos gque en 1a primera etapa de la descomposicion anterior, n copias
de M, son adheridas a ella a lo largo de componentes cilindricas-de 1a fron-
tera. De la segunda etapa en adelante, a cada M; del paso anterior, le son
adheridas n — 1 copias de ella a lo largo de componentes cilindricas.

De esta forma, a la anterior descomposicidn le podemos asociar una grafi-
ca, donde cada circulo representa una pieza M; y cada linea entre dos circulos
denota suma a lo largo de una componente cilindrica de la frontera.

COROLARIO 2.6.2 Sea K un nudo manso, fibrado, cuyo complemento
es una 3-wvarieded hiperbdlica. Entonces, el complemento del confunte limite
A(T) obtenido de K, satisface la conjetura de Geometrizacion de Thurston
{[3]) para un nimero infinito de piezas.

2.7. Otros Collares de Peﬂas

En la definicion 2.1.1 requerimos que las perlas consecutivas fueran tan-
gentes, en cuyo caso la demostracion de que el grupe generado por las inver-
siones en las perlas es Kleiniano resulta inmediata. Esta condicidn puede ser
modificada de tal forma que utilizando el teorema del poliedro de Poinca-
ré {ver capitulo anterior) podamos garantizar que el grupo en cuestion sea
Kleiniano,
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Definicidn 2.7.1 Un coller traslapado de n perlas T, es una coleccidn de n
2-ggferas X, Ba, ... I, en S teles que las esferas adyacentes se traslapan
con dngulo diédrico un submailiiplo de m. FEsto es,

[ sili—gl#1
i %y = { circunferencic si|i—J|=1dn—1
De nuevo, cada 2-esfera es llamada perle. Si los centros de las circun-
ferencias de interseccién de perlas consecutivas son unidos por segmentos
geodésicos en 8% obtenemos un nudo manso X, llamado el molde {en inglés
template) de T. Pefinimos el relleno de 7" de la misma forma que lo hicimos
en la seccién 2.1.

Reciprocarmente, dado un nudo poligonal orientado & : S = §3, un collar
de perlas traslapado T' subordinado al nudo K es un conjunto de 2-esferas
21, T, ... B, en 89, tales que los segmentos de K contenidos en sus interiores
estdn desanudados, las esferas adyacentes se traslapan con dngulo diédrico
un submiltiplo de 7 y K estd totalmente cubierto por éstas.

Ejemplo 2.7.2 Sea K= Bl nudo trivial. En el siguiente collar de perlas
truslepado, las perles edyacentes son ortogonaeles.

Figura 2.8: Un eollar de perlas traslapado y no anudado.

Sea T un collar traslapado de » perlas I, ..., 3,, suberdinado al nudo
poligonal K. Consideremos el grupo [' generado por las inversiones I3, en las
perlas ;7 =1,...,n Al igual que en el caso descrito en la seccidn 2.1,
tenemos que 8% — |T| se encuentra en su dominio de discontinuidad Q(T).
Luego por el teorema del poliedro de Poincaré se sigue que I' es discreto
y puestb que £2 # B, tenemos que es Kleiniano. Este teorema ademds nos
da una presentacién para I': Supongamoes que los 4ngulos diédricos entre las
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perlas 2.;, &; € T son - si estds son adya.centes donde n;; > 1 son enteros,
y en caso contrario nu. = 0 Entonces

P=<l,j=1...,n| (=1 (L)% =1>

Geométricamente la accidn de este grupo es muy similar a la, del caso ya
descrito, para més detalles puede consultar las secciones 2.2 y 3.3. El conjun-
to limite vuelve a ser homeomorfo a S! y estd salvajemente encajado en §%.
Su demostracién es en esencia la de los lemas 2.2.1 y 2.2.2 {compare con [16]).

De nuevo, podemos considerar a T’ como subgrupo de Isom . Este actia
propia y discontinuamente en H* y su poliedro fundamental P es B — |T7,
donde T es la extensién natural del collar de perlas en HE. Se sigue que P es

convexo y tiene un ntmero finito de lados por lo que [' es geométricamente
finita (ver [4]).

El grupo T actiia propia y discontinuamente en P, de aqui que el cociente
N} = HY/T 2 D es un orbifold hiperbdlico de volumen infinito, orientable
v no compacto. Su compactificacién como subconjunto de I* tiene frontera
que posee una estructura conforme. En efecto:

51 consideramos a T actuando en el collar de perlas T, su dominio fun-
damental es D = §% - |T|. El grupo T actiia propia y discontinuamente en

- |17, asi (8% — A(T"))/T es un 3-orbifold conformemente plano, orientable,
compacto y con frontera. Su grupo fundamental es precisamente el grupo del
molde de T. Por la misma demostracion del lema 2.4.3, tenemos que si K
es un nudo fibrado con fibra S, entonces G(I")/T' también fibra, pero en este
caso la fibra es la cerradura de S.

Tomemos ahora el subgrupo de indice dos T CTI.Eneste caso, el poliedro
fundamental P es (H¢ — |T|) U (B —1I; (|T Z;|)), donde tilde significa la
extensién natural al espacio hiperbdlico tanto de la perla como de la inversidn
correspondiente. Puesto que P es convexo y tiene un niimero finito de lados,
tenemos que I' es geométricamente finito.

El grupo T actia libre, propia y discontinuamente en el poliedro funda-
mental 7, de aqui que el cociente I /F P/ # es una variedad hiperbdiica
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completa con-frontera, compacta, orientable y de volumen infinito.

El dominio fundamental para T en $3es D = (§*-T)U(B;~ L (|T~I;])).-
Por otra parte, I actia libre; propia y discontinuamente en §2(T). Asi /T
es una 3-variedad conformemente plana, orientable, compacta v sin frontera.

Su grupo fundamental es el grupo del molde de T#7T, es decir, es el grupo
fundamental de K#K.

LEMA 2.7.3 Sea T un collar iraslapado de n perlas subordinado al nudo
Jfibrade K, con fibra S. Entonces Q/I‘ Jibre sobre lo czrcunfer‘encm con ﬁbm
5*, la cual es homeomorfa a lo 2-variedad S#S.

Demaostracidn.

__ El espacio D = DN 1§ fibra sobre la circunferencia con fibra la 2-variedad
S que es lasuma de S con S 2 lo largo de un arco y cuya frontera es un eirculo.

Podemos asumir, module isotopia, que la fibra 3 corta cada perla¥; €T
en arcos a; cuyos extremos van de un punto de £;_; N Z; a un punto de
;M Ty {ver figura 2.9).

Figura 2.9: La interseccion de la fibra con el collar traslapado T.

Por to que al invertir, la fibra corta a la copia de %; en I, en arcos a’ ,
cuyos extremos estin en las imagenes de las intersecciones correspondientes

Ohbservemos que la. accidén-de T identifica cada perla de T, con la corres-
pondiente imagen en el interior de ¥;. Esta identificacién es equivalente a
identificar los arcos a;(8) con af(8) para § € §%.
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P0£ lo tanto, D* = Q/ T fibra sobre el circulo. La fibra‘es la superficie
§* = 8/ rz, que es homeomorfa a S#S5. A

Como consecuencia, volvemos a tener para el caso en que el nudo original
es no trivial, poligenal y fibrado, el teorema que establece que el conjunto
limite A(T") = A(L") fibra sobre el circulo eon fibra £, una superficie de género
infinito con una punta y & — £ = A([') (ver teorema 2.4.4}; y el corolario, el
recubrimiento universal de 8% — A(I') es I®.

Por lo anterior tenemos, para el caso de que el nudo original fibre y sea no
trivial, una descomposicidn en libro abierto de 8% — A(T") con “lomo” el nudo
salvaje ¥ pigina la fibra. La monodromia queda determinada de la misma
manera que estéd descrita en la seccidn 2.5.

Sobre la pregunta formulada por el Profr. Etienne Ghys discutida en la
seccidn anterior, tenemos de nuevo que si el complemento del nudo molde
K C 8% es una 3-variedad hiperbélica, el complemento del nudo salvaje
obtenido de K “no” es una 3-variedad hiperbédlica. En efecto, para cada
nudo K obtenido durante el proceso de inversién, podemos encontrar una
vecindad tubular cerrada V) de éste, tal que Vi © Vi_;. La fronters de
cada Vi es un toro incompresible {ver {13] seccién 1.2} en 83 — A, ademis
ninguna, pareja de estos toros es isotdpica ambientalmente y ninguno de ellos
es isotépico a una componente de la frontera. Por lo tanto, 5% — A no puede
ser hiperbélico (ver [13] section 4.13). Sin embargo, tenemos un resultado
muy similar al teorema 2.6.1, cuya demostracion es en esencia la misma.

TEOREMA 2.7.4 Sea K un nudo manse y fibrado, cuyo complemento es
una 3-varieded hiperbdlica. Comnsideremos un collor de perlas truslopado y
subordinado a K. Entonces A(I') obtenido de K es fibrado con fibre una
superficie de género infinito con une punte. Su monodromia es descomponible
y dejo circunferencias ajenas invariantes que separan o la superficie en piezes
también invariantes tal que le restriccidn de la monodromin en coda une de
éstas es pseudo-Anosov.

COROLARIO 2.7.5 Sea K un nude manso, fibrado ¥ cuyo complemento
es wna 3-voriedad hiperbolica. Consideremos un coller de perins traslopa-
do y subordinado o K. Entonces, el complemento del conjunto Wmite A(T)
obtenido de K, satisface lo conjetura de Geometrizacion de Thurston ([3])
para un numere infinito de piezas.
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Capitulo 3

Nudos salvajes de dimension
dos

3.1. Introduccién

Emil Artin ([1]) describié dos métodos para construir 2-esferas anudadas
en §% a partir de nudos en $3. El primero de ellos es llamado suspensién. A -
groso modo este proceso consiste en tomar la suspensién de (8%, K), donde
K < §% es un nudo; se obtiene un 2-nudo LK en 8% Debido 2 la construccidn
el grupo fundamental de K es ficil de calcular.

El segundo método, llamado “spinning”, utiliza un proceso de rotacién.
La férmula Spin{D'} = §? significa, enviar homeomérficamente el arco I* a
un meridiano de 82 y manteniendo gD fija en los polos, multiplicar el interior
de I por §%; en otras palabras, consiste en girvar el meridiano con respecto a
los polos para formar 8% Similarmente, Spin(DP) = 8™ significa mantener
O™ fija y multiplicar el interior de D por §'. En particular Spin{D?) = §*.

Este segundo método es el que utilizaremos para construir una 2-esfera
salvajemente encajada en 8% por lo que daremos una descripcién méas rigu-
rosa.

En B!, considere el subconjunto

]Ri = {(-7-:11 552:1‘-310) T &3 2 0}
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cuya frontera es
]Rz = {(I1, o, O,D)}

Podemos girar cada punto x = (%, &2, T3, 0} de RS con respecto a R? acorde
a la férmula .
Tg = {21, Ty, T3 c0s B, z3 510 8)

en decir, tenemos una funcién Ry : B2 — R? definida como Rp(z) = z4.

Esta es una estructura de libro abierto de R? con “lomo” R? y pégina R
(ver [23]). '

Definimos Spin(X) de un conjunte X C K3 como
Spin(X)={zg:z€ X, 0<8 < 2x}
Para obtener un nudo en R?, escogemos un arco 4 en R} con sus extremos
en R? y su interior contenido en B2 \ 2. Entonces Spin(A) es una 2-esfera

en RY, llamada nudo girado (en inglés spun knot).

K’

'Ri

Figura 3.1: Nudo girado.

Recordemos que podemos pensar al arco A como la imagen de una fun-
cidn A : I — B3 que por abuso de notacién la seguimos denotando por la
misma letra. Bajo este contexta, diremos que un arco es girable si A C RS
es suave en todo punto, y con contacto de orden infinito con respecto a las
normales de B? en ambos extremos del arco.

Se puede demostrar que el grupo de Spin(A) es isomorfo a IT; (R, — A),
el cual a su vez es isomorfo al grupo del nudo AU L en R?, donde L C R® es
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el segmento que une los extremos de A. (Ver [23)], [35]).

En este capitulo, nuestro objetivo es obtener una 2-esfera salvajemente
encajada en §* como el conjunto limite de un grupo Kleiniano conforme.
Como ya lo mencionamos en el capitulo 1, estamos considerando a 8¢ =
E* U {oo} con la métrica esférica.

3.2. Construccion

La principial idea de esta construccion es utilizar la simetria del proceso
spin para encontrar una “envoltura” de un encaje de $% C 8% formada por
bolas cerradas redondas de dimensién 4, tal que el grupo I" generado por
las inversiones en sus {ronteras (esferas de dimensién 3) sea Kleiniano y su

conjunto limite sea una esfera de dimensién dos salvajemente encajada en
st

'‘Definicién 3.2.1 Diremos que F = U, B; donde B; es una bola de dimen-
sidn n, es unae envoltura pera el espacio X si éste estd contenido en el interior
‘de E.

Sea A un arco girable anudado en R} . Tomemos un semi-collar de per-
les T subordinadoe a él, es decir, una coleccién de 3-esferas consecutivas &F
(k=1,...,1) contenidas en R3 ; tales que esferas adyacentes son ortogonales
v cubren a A excepto en dos pequefios intervalos desanudados que contienen
a sus extremos. Cada esfera es llamada peria y el segmento de A que est4 con-
tenido en su interior estd desanudado.

A continuacién definiremos un collar de perlas Spin(T}, para el nudo
Spin(A4), con las caracteristicas que requerimos para que el grupo generado
por inversiones en las perlas sea Kleiniano. Como veremos méis adelante,
Spin(T) es obtenido a partir del semi-collar T,

Definicion 3.2.2 Sea A C R} un arco girable enudado. Un collar de perlas
Spin(T) subordinado y bien adaptado al nudo Spin(A} C 8% estd formado de
lo siguiente manera:

1. Porperlas Tf: k= 1,...,1, i =1,...,6, tales que EF es ortogonal a
Tk |, el tgual que £¥ a Ef“. Los subindices varian mdidulo 6.
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2. Ln enda polo del nudo Spi'n(A] se coloca una perle T, m = 1,2,

ortogonal a las perlas &} y Tf, i = 1,.. ., 6, respectivamente; tales que
Bu 0 (MR £ 0 y T, 0 ((FHEE) £

8. En la interseccidn de dos perlas consecutivas £F, TF en T; y las cor-
respondientes T, L5 en Tiy,, se coloca una perla PF que la con-
tiene y que sea ortogonal a éstas cuatro perias. Ademds requerimos que
PNt =0 parar # kk+1, s #4,4+1y PENE, =0, param = 1,2.

4. Bl disco de Spin(A) que se encuentra en el inderior de cadn esfera
estd desonudedo. ‘

Definimos el relleno dé Spin(T) como |Spin(T)| = UL, B;, donde B; es
la 4-bola cerrada cuya frontera @B;, es la perla ¥; v contiene un disco de-
sanudado de Spin(A), n denota el niimerc de perlas.

Geométricamente la definicién anterior significa que al rotar A y T' con
respecto a B2, obtenemos Una cantidad infinita de perlas que cubren al nudo
Spin{ A} de las cuales vamos a extraer una cantidad finita manteniendo una
“simetria”, esto es, vamos a escoger T de tal forma que al momento de gi-
rar cada perla ©* € T podamos elegir seis de ellas con la propiedad de
que sus centros formen un hexdgono regular y perlas adyacentes sean or-
togonales En otras pa,labra,s se eligirdn seis RS (seis paginas de la descom-
posicidn en libro abierto de R*). Como consecuencia, en Spin(A) se tendrén
seis meridianos preferenciales {uno por cada pa.gma.). Cada meridiano A;
(i=1,...,6), es una copia de A y tiene subordinado a él un semi-collar de
perlas T} (i = 1,...,6), que es copia isométrica de 7. Las perlas que compo-
unen a T; serdn denotadas por &¥; donde el supraindice k = 1,...,!, indica la
“latitud” y el subindice 7 = 1,...,6, indica el “meridianc” (ver figura 3.2 ¥
campare [16] pag. 208).

Luego, en cada polo del nudo Spin(4) colocamos una perla &, {m =
1,2), ortogonal a las otras seis del anterior 6 siguiente nivel respectivamente
(ver figura 3.3), de tal forma que no queden huecos entre ellas, es decir,
T NTINTL, #0 (i € Z/6Z), para las ternas de indices (m =1,§ =1,1) y
{m = 2,7 = [,1). Por argumentos estandares de geometria, esta esfers siem-
pre existe.
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Figura 3.2: Spin{A) con seis meridianos preferenciales.

Figura 3.3: Una perla colocada en un polo de Spin(A4).

Hasta este momento, hemos seleccionado una cantidad finita de perlas.
Sin embargo, no hemos demostrado que Spin(4) estd cubierto totalmente
por ellas.

PROPOSICION 3.2.3 Las perlas O, k= 1,...,1, i=1,...,6 y las dos
perlas By, (m=1,2) en los polos, cubren totalmente o un nudo isotdpico a
Spin(A).

Demostracion.

Primero verificaremos que la interseccién de las perlas £F, 25 ¢ T y
las correspondientes ¥, |, T¥Hl € Tiy) no es vacia. ‘

Sea r el radio de las perlas £¥ y £F_, con centros ¢ff y cf,, respectiva-

merite. Sea R el radio de las perlas £f*! y ! con centros ¢f! y cfHl
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respectivamente (ver figura 3.4). Sabemos que dos esferas son ortogonales si
el cuadrado de la distancia de sus centros es-gual a la suma de los cuadrados
de sus radios; por lo que

dz(cfa z+1) =27’

A ) = o
dHcf, Yy = ek, )y = P + RE
De aqui que
(Czaclel} = f+11 fH} =r+A
por lo que estas cuatro esferas se intersecan en un punto; obteniendo asi la
figura 3.4.

Figura 3.4: Dos perlas consecutivas de T; y las correspondientes de Tpy ;.

Ahora, consideremos el relleno de cada T3, esto es, [{}|. Vamos a probar
que existe un nudo isotdpico a Spin{A) que estd totalmente contenido en

= (WE,ITi|) U2,_, By, donde B,, es la bola de dimensién cuatro cuya
frontera es la perla X,.

Consideremos el arco 4 : 7 — R? parametrizado por t € [0,1]. Sea
II, ¢ B un plano afin paralelo al plano coordenado zw. Notemos que
Spin(A(t)) C IL; es una circunferencia para ¢ € (0,1} y un punto para
t=0,1

Luego, sea t = ¢ > 0 el mds pequefio ¢ para el cual A{e;) € Bl NEy (re-
cuerde que Bf es la 4-bola tal que 8BF = £¥), Sea t = €3 > 0 el menor ¢ tal
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que A(ez) € BENT,. Asi, para £ € [e;, €2], tenemos que Aft) € BY para algiin
fndice k. Entonces, por lo que probamos anteriormente, 5, := IT, N, |4
es una union de seis discos del mismo radioc tal que discos adyacentes se
traslapan 6 son tangentes. Observemos que Spin{A(t)) no necesariamente
estd contenido en S, (ver figuras 3.5 y 3.6).

Spinfoft)y

Spin{ain)

Figura 3.5: S; formado por 6 esferas que se traslapan.

Spin{a(ty)

Spin{A)}

Figura 3.6: S, formado por 6 esferas tangentes.

Por medic de una isotopia podemos enviar a Spin{A(t)) a una circunfe-
rencia Spin{ex(t)), que pase por el punto medio de cada cuerda que une a los
dos puntos de interseccién de discos adyacentes; ¢ en e] otro caso, que pase
por los puntos de tangencia de los discos adyacentes (ver figuras 3.5 y 3.6).
En efecto, esta isotopia ¢, puede ser construida radialmente a partir de una
funcién ¥, cuya grafica aparece en la figura 3.7 (los dos posibles casos). As,
#:ls, ) = s{th(z)) + (1 — s)z es una isotopia estable, es decir, fuera de un
cerrado es la identidad. :
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Spin{oyt)) Spin(cyt))

Spin(A;'t)) Spin(A(t)

Diagonal

Figura 3.7: Isotopis radial en el nivel Afd).

Luego, en las perlas colocadas en los polos, tenemos que Spin(A(t)} C B
parat € [0,&] y Spin{A{f)) C B; para ¢ € [ep, 1]. Por lo que a través de una
isotopia, se transforma a A(t) parat € [0, ]|U[ez, 1], por dos arcos contenidos
dentro de las bolas respectivas v tal que sus extremos coincidan con afe) ¥
A{0) para uno, y con «(ep) y A{1) para el otro.

Por lo anterior, podemos definir una funcién que en cada nivel A(t) sea la
isotopia ya descrita. Esta funcién depende de dos parametros: El pardmetro
de la isotopia en cada nivel ¥ ¢. Debido a que es continua con respecto a
cada uno de ellos, es continua. Notemos que en cada nivel A(2) tenemos que
la isotopia correspondiente es la identidad fuera de cierto disco. Puesto que
A(t) varfa en un compacto se sigue que es la identidad fuera de una bola.

Esta funcién se extiende a una isotopia de §* (ver [21]) gue envia a
Spin(A(t)) en Spin(a(t)).

De esta manera, un nudo isotdpico a Spin(A4) estd totalmente cubierto
por las perlas ¥ k=1,...,1,i=1,...,6 y las dos perlas en los polos. W

Al punto de interseccién de las perlas £¥, B5t! € T; y las correspondien-
tes B¥,;, T85! € Ty lo denotaremos por p¥ (ver figura 3.8). A continuacién,
vamos a colocar una perla PF que contenga en su interior a pf y que sea
ortogonal a estas cuatro de tal manera que no interseque a ninguna otra
(esfera punteada en la figura 3.8). Observemos que ésta siempre existe y su
construccion utiliza argumentos estidndares de geometria.
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En efecto: Trazamos primero los espacios equipotentes entre las parejas de
esferas (I, Tft), (5 | THD), (T4 25 ) v (EFF, 25HY. Puesto que éstos
son ortogonales a las lineas que unen los centros respectivos, tenemos que los
espacios equipotentes de las pargjas (ZF, EfH) y (BF v541) coinciden, no
asi los otros dos que en general se intersecan en un plano (ver figura 3.8), ex-
cepto cuando las esferas son del mismo tamafio, en cuyo caso la interseccidén
es un R?. Este plana no necesariamente contiene al punto pf, esto sucede
cuando las cuatro esferas son del mismo tamafio. ‘

El centro & de PF estd en la interseccién de los cuatro espacios equipo-
tentes, que en nuestro case resulta ser en general, un plano ortogonal al plano
que contiene a los cuatro centros de las perlas. Luego trazamos una recta tan-
gente desde este punto a cuzlquiera de las perlas y la distancia de & al punto
de tangencia es precisamente el radio de PF. Por supuesto, hay que elegir
&% de tal manera que el radio sea el mds pequefio y pf esté contenido en el
interior de la bola.

Figura 3.8: La esfera punteada es Ja perla PF.

Por lo que Spin(T) consistird de las perlas B¥, k= 1,...,L, i =1,...,6,
mas las dos perlas de los polos E,,, m = 1,2, ¥ 1as perlas P’G Demmos que
Spin{A} es el molde (en inglés temp{ate) de Spm(T)

Consideremos el grupo T’ gehera.do por las inversiones er las perlas. Para
garantizar que el grupo I' es Kleiniano, haremos uso del teorema del poliedro
de Poircaré (ver capitulo 1), el cual establece condiciones bajo las cuales el
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grupo es discreto. En nuestro caso, ¢l poliedro fundamental es D = §* —
Spin{T), v todas las hipdtesis del teorema se verifican ya que I' es un grupo
de reflexiones y por la construccidn todos los dngulos diédricos son 3.

Este teorema nos permite ademds dar una presentacién para ef grupo L.
Supongamos que el collar de perlas Spin{T) esta formado por las perlas &y,
(7 =1,...,n) e I; es la inversién en la perla T; Puesto que los dngulos
diédricos entre las caras F;, Fj de D son ;= donde ny; es 2 si las caras son
adyacentes y 0 en el otro caso. Se sigue que

P=<lji=1,..,n (5 =1 (L™ =1>

PROPOSICION 3.2.4 El grupo T generado por las inversiones en las per-
las, es Kleiniano. ‘

Demostracidn.

Por lo anterior, I" es discreto y su conjunto de discontinuidad es no vacio
(el interior del poliedro). Por lo tanto es Kleiniano. H

La primera pregunta que surge €5 sl existe un collar de perlas Spin(T)
bien adaptado para algtin nudo Spin{A). En el siguiente teorema daremos un
semi-collar T subordinado al arco trébol A, que satisface todas las condiciones
para la construccién de un collar de perlas Spin(T") bien adaptado al nudo
Spin{A).

TEOREMA 3.2.5 Egiste un encaje del arco-trébol A en B que admite un
semi-collar de perlas eon las condiciones de lo definicidn 3.2.2.

Demostracidn.

Por la descripcidn anterior, se tiene que una vez construido el collar de
perlas es posible encontrar un nudo isotépico al nudo Spin{A4) totalmente
contenido en éste. Por otra parte, el grupo estd definide por medio del collar
de perlas. Esto nos lleva a pensar, que en este sentido, el molde no resulta
fundamental no asi la configuracién de bolas (en esencia su “nervio”). Por
lo anterior, podemos considerar el arco-trébol A como un arco poligonal {ver
figura 3.9) que resulta de unir los centros ¢y de las perlas Z¥, que se enlistan
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Crg :

Arco A Proyeccion de A en el

plano xy

Figura 3.9: El arco-trébol A.

a continuacion.

La siguiente tabla contiene los centros de las esferas asi como sus radios.
Nuevamente, recordemos que dos esferas son ortogonales si el cuadrado de
la distancia entre sus centros es igual a la suma de los cuadrados de sus radios.

Para facilitar la verificacidn de las condiciones de ortogonalidad, observe-
mos que la perla ZF y la correspondiente rotada ¥, son ortogonales si y
s6lo si su radio es igual a su coordenada z dividida por /2.

Ty | €1=(2426.06421, 2296.80168, .75966995, 0) | R;=.537167778
Lo | Co=(2426.06421, 2296.89168, 2.835126878,0) | R,=2.004737441
Ty | C3=(2426.06421, 2296.89168, 10.58083755,0} | R;=7.481781981
I, | Cy=(2426.06421, 2206.89168, 30.48822332,0) | R,=27.92239049
¥5 | Cs=(2426.06421, 2296.80168, 147.3720558,0) | Rs=104.20778

s | Ce=(2426.06421, 2296.89168, 550,0) R;=388.9087297
¥, | C7=(2426.06421, 1746.89168, 550,0) H7==388.9087297
Y | Co=(2426.06421, 1196.80168, 550,0) Hg=388.9087297

Tq | Ce=(2426.06421, 740, 400,0) Ro=282.8427125
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o | Cro={2226.56071, 597.879, 200,0) R1,=141.4213562
T | C11=(2126.56071, 397.879, 258.5786444,0) | R, =182.8427129
Ty | C1o={(2026.56071, 197.879, 200,0) R:»=141.4213562
Ty | C13=(1826.56071, 197.879, 200,0) Ri3=141.4213562
T | Ca={1626.56071, 197.879, 200,0) R«=141.4213562
s | Ci5={1426.56071, 197.879, 200,0) R15=141.4213562
Ty | Cre={1226.56071, 197.879, 200,0) R\¢=141.4213562
Ty | Ciz=(1026.56071, 197.879, 200,0) R,,=141.4213562

| Z1s | Cis=(826.56071, 197.879, 200,0) Ryp=141.4213562
Yo | Cre=(626.56071, 197.879, 200,0) Ryo=141.4213562
Tag | Co=(426.56071, 197.879, 200,0) Rap=141.4213562
To; | Cn=(426.56071, 390.842826, 186.6225781,0) | Ry, =131.9620905
Yoo | Cxn=(426.56071, 556.1388641, 150,0) Rop=106.0660172
Tog | Coa=(426.56071, 695.063304, 130,0) R;3=91.92388155
Bag | Caqg=(390, 804.611533, 105,0) Rpy=T74.24621202
Tos | Cas=(420.7470362, 905.0088369, 105,0) Ros=74.24621202
Dos | Cos=(518.54878, 007.99193, 61.98807,0) Rog=65.0453
Yo7 | Car==(610.5368408, 907.99193, 91.98807,0) | Rar=065.0453
Y | Cos=(702,5240108, 907.99193, 91.98807,0) | Rys=065.0453
Tao | Cpo={(794.5129898, 907.99193, 91.98807,0) | Ryy=65.0453
Bap | Cao=(886.5010598, 907.99193, 91.98807.0) | Rap=65.0453
T3 | Ca;=(978.4891298, 907.99183, 91.98807,0) | Ry =65.0453
Tap | C=(1070.4772, 907.99193, 91.98807,0) F3,=65.0453
Taa | Caz=(1162.46527, 907.99193, 91.98307,0} Ra3=65.0453
T34 | Ca¢=(1254.45334, 907.99193, 91.98807,0} R3,=65.0453
Tas | Cys=(1346.44141, 907.99193, 91.98807,0) .| R35=65.0453

| Tge | Cas=(1438.42048, 007.99193, 91.98807,0) | R3s=65.0453
g7 | Car=(1530.41755, 907.99193, 91.98807,0) R37=65.0453
Tas | Caa=(1622.40562, 907.99193, 01.98807,0) R13==65.0453
Tag | C3s=(1714.39368, 907.99193, 91.98807,0) Rgp=65.0453
i | Co=(1806.38176, 807.99193, 91.98807,0) R4p=65.0453
By | Cy1=(1898.36983, 907.99193, 91.98807,0) R4;=65.0453
Tz | Co=(1990.3579, 007.99193, 91.98807,0} R4=65.0453
T4 | C1z=(2082.34597, 907.99193, 91.98807,0) R43=65.0453
Tu4 | C1a=(2174.33404, 907.99193, 91.98807,0) R,4=65.0453
Y45 | Cus=(2266.32211, 907.99193, 91.98807.,0) R5—65.0453
Y | Cig=(2358.31018, 907.99193, 91.98807,0) R==65.0453
Ly | Ciz=(2450.29825, 907.99193, 91.988067,0) R47=65.0453
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Tas | Ces=(2542.28632, 907.99193, 91.98807,0) [ R4s=65.0453
Yo | Cre—={2634.27430, 907.09193, 91.98807,0) | R4p—65.0453
Tso | Cs0=(2726.26246, 907.99193, 91.98807,0) | Rsp=65.0453
To1 | Cs1=(2818.25053, 007.00193, 91.98807,0) | Ry, ~65.0453
P2 | Csa=(2910.2386, 907.99103, 91.98807,0) Ry2=65.0453
T3 | Cs3=(3002.22667, 907.99193, 91.98807,0) | Re3=65.0453
Ysq | Cs1=(3094.21474, 007.99193, 91.98807,0) | Rse=—65.0453
Tss | Co5=(3186.20281, 907.99193, 91.98807,0) | Rs5=65.0453
Tse | Cas=(3278.19088, 907.99193, 91.08807,0} | R5=05.0453
Y57 | Csr=(3370.17895, 907.99193, 91.98807,0) | R5;=65.0453
Tss | Csa=(3462.16702, 907.99193, 91.98807,0) | Rs=65.0453
Psa | Csp=(3554.15500, 007.99193, 01.98807,0) | Rsp—65.0453

| Beg | Coo=={3646.14316, 907.99193, 91.98807,0) | Rgp—=065.0453
T | Car=(3738.13123, 007.09193, 91.98807,0) | R =65.0453
Tz | Coz—(3830.1193, 907.99193, 91.98807,0) Re2=65.0453
Tes | Ces=(3922.10737, 007.99193, 91.98807,0) | Rs3=65.0453
Bss | Cas=(4014.09544, 907.99193, 91.98807,0) | Rpe=65.0453
Tos | Ces=(4106.08351, 907.99193, 91.98807,0) | Res=65.0453
Tes | Coe=(4198.07158, 907.99193, 91.98807,0) | Rge=65.0453
D7 | Cer=(4290.05965, 907.99193, 91.98807,0) | Rer=65.0453
Tes | Coa=(4382.04772, 907.99103, 01.98807,0) | Rs=65.0453
Teo | Coo=(4474.03579, 907.99193, 91.98807,0). | Rge=65.0453
T | Cra=(4566.02386, 907.99193, 91.98807,0) | Ryp=65.0453
Y1 | C71=(4650.80687, 043.4652579, 91.98807,0) | Ry;=65.0453
272 0722(4750, 9147460538, 120,0] R72=84.85281374
Y73 | Cra=(4750, 770.0256859, 203.776124,0) Rr3=144.0914791
©ra | Cra=(4750, 522.386491, 451.4162296,0) H74=319.19947
s | Crs=(4570, 0, 930.302113,0} Ry5=657.8229327
Trs | Cre={3611.943, -100, 1000,0) R7=707.1067812
Ty | Cr7=(2611.943, -100, 1000,0) Ry=707.1067812
T7s | Ora=(1611.943, -100, 1000,0) Rys==707.1067812
g | Cro=(1096.504432, 756.930197, 1000,0) Rrg=707.1067812
Sen. | Cao=(922.2268, 600, 300,0) Rgp=212.1320344
a1 | Can={750, 500, 163.335525,0) Ry =115.4956573
Tra | Ca2=(750, 500, 43.765626,0) Rg3=50.94697
Ty | Caa=(750, 500, 11.72696421,0) Fg3—8.29221591
Tas | Csa={750, 500, 3.1422119,0) Rg1=2.2218793432
Tes | Cas=(750, 500, .841953143,0) Rgs=.595350776
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Como ya vimos, el grupo I' generado por las inversiones I; en las per-
las Z; (4 =1,...,n), del collar de perlas Spin{T) bien adaptado al 2-nudo
Smin(trébol), es un grupo Kleiniano conforme.

3.3. - Descripcion del Conjunto Limite

Sea A un arco girable anudado en R’ . Consideremos el nudo de dimen-
sién dos Spin(A) en R*, y tomemos una configuracién de perlas Spin(T)
subordinada y bien adaptada a Spin{A)} consistente en n perlas.

Ya hemos visto que la accion del grupo I' generado por las inversiones
en las perlas es Kleiniano. La pregunta natural que surge es: ;Cudl es su
conjunto Hmite? Recordemos que para encontrar todos los puntos limite,
debemos considerar todas las posibles sucesiones de elementos de T, es decir,
vamos a enconfrar todos los puntos de acumulacidn de sus drbitas. Esto lo
haremos por etapas.

1. Alinvertir con respecto 4 cada 5; (j = 1,...,7n}, una copia del exterior
de Spin(A)'— T; es abtenida dentro de ésta. Asi, al efectuar todas las
inversiones se obtiene un nuevo 2-nudo Spin{A;), el cual es isotdpico a
la suma conexa de n + 1 copias de Spin{A) y estd totalmente cubierto
por n{n — 2) perlas (envoliura), las que serdn denotadas por E{T}).

Notemos que existe una isotopia de §* tal que transforma al nudo
Spin(Af+A) en Spin(A)#Spin(A). M4s aiin, esto continua siendo cier-
t0 para la suma conexa de cualquier pareja de arcos anudados. Por lo
tanto, Spin(A,) es isotdpico al Spin de la suma conexa de n+ 1 copias
de A. '

Cousideremos el relleno de Spin{T) y BE(Ti). Tenemos que |Spin(T)]
= |B{T))] ya que cada perla de Spin(T") se encuentra en E(T7). De
aqui que E(7}) es una vecindad cerrada de Spin(A). Para clarificar lo
anterior consideremos el caso mds sencillo, es. decir, un collar desanuda-
do semicircular (ver figura 3.10).
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Figura 3.10: Un collar desanudado y la primera iteracion.

Afirmacion 3.3.1 (E(T1)! = V es isotdpice a una vecinded iubular
cerrada de Spin(4).

En efecto:

Sea N una vecindad tubular de Spin(A4) tal que N C Fn#(V). Como
A es girable, se sigue que Spin{A) es liso. Dado p € Spin(4), conside-
remos el plano tangente T,Spin(A) de Spin{A4) en p. Sea II*(p) C §*
una 2-esfera totalmente geodésica con respecto a la métrica esférica
(es decir, de radio 1) que pasa por p e interseca transversalmente a
T,Spin{A). Asi [I*(p) corta a cada perla &; € Spin(T) que contiene a
p en un disco D;. Entonces Dy = UD); es estrellado con respecto a p, y
por lo tanto es convexo. Esta vecindad se encuentra contenida en una
bola cerrada Bg, (p), donde el radio R, = sup{d(z,p) : x € Dy} + ¢
Notemos ademés que N, =IT*(p) N N C D, (ver figura 3.11).

Por lo que para cada punto p € Spin(A) le hemos encontrado una
2-vecindad estrellada D, con respecte a p en I1%(p), que se retracta
radialmente a N,. En efecto, a continuacién describiremos come cons-
truir una isotopia ¢p(f,t), que depende del dngulo @ y de {. Tracemos
un rayo 7y que parta de p con dngulo . Sea n(f) el punto de intersec-
cidn de vy con N, y sea d(#) el punto de interseccitn de rg con I, (ver
figura 3.11). Luego, el rayo d(#} lo podemos enviar al rayo n(6) a través
de una isotopia ¢,(t, z) = t,(z) + (1 — t)z, donde 1,(s} es la dnica
funcién poligonal cuya grafica aparece en la figura 3.12. Notemos que
es la identidad después de cierto punto’a distancia R, de p.
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Figura 3.11: Una 2-vecindad estrellada de p en I13{p).

n(0)

d® Ry
Figura 3.12: El rayo d(f) es transformado al rayo n(6) por una isotopia radial.

Por lo que en [1?(p) tenemos una igotopia que transforma a Dy en N, y
es la identidad fuera del disco cerrado Bp,(p). Puesto que IT?(p) varia
continuamente con respecto a p, tenemaos una isotopia que transforma
a V en N y por [21] esta isotopia se estiende a §*. Por lo anterior,
esta isotopia es la identidad fuera de una vecindad tubular cerrada
Spin(4) x 8', tal que el radio de 5! es sup{R,}. B

2. Segunda etapa: Consideremos la accién de elementos de T en E{T}). De
esta forma, obtenemos un nuevo nudo Spin(As) con envoltura £(73)
formada por n(n? — 2n + 7) perlas. El nude Spin(As) es isotépico a
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la suma conexa de n® + 1 copias de Spin(A). De aqui que es también
isotépico al Spin de la suma conexa de n? + 1 copias de A.

Sea Vi = E(Ty) — Spin(T"). Entonces |Vi| es una vecindad cerrada y
conexa de un 2-nudo Spin(P;) el cual es isotdpico a la suma conexa
de 2n -+ 1 copias de Spin{A) (una copia en cada perla de V) mis la
original). Por la afirmacién anterior, |V;| es isotdpica a una vecindad
tubular cerrada de Spin{P;}. Notemos que [Vi| C |V| (ver figura 3.13).

Figura 3.13: Perlas punteadas forman [¥3].

3. k™ elapa: La accibn de elementos de I en F(T,_;) determina un nudo
manso Spin(Ayg), el cual es isotdpico a la suma conexa de n[knl_%——l] +1
copias de Spin{A) y es también isotdpico al Spin de la suma conexa de
n[@;ﬁ%] + 1 copias de A.

Sea Vi, = E(Ty) — BE(Tk_a). Asi |Vi_1] es una vecindad cerrada y
conexa del nudo Spin{F._;) que es isotdpico a la suma conexa de
n[%]+n(n—3)k‘2+l. Esta vecindad estd formada por 2n(n—3)%
perlas y es isotdpica a una vecindad tubular cerrada de Spin{P,_;). Por
coustruceibn, |Vi—(] C [Vi-s|.

Sea z € M{2,{¥]. A continuacién probaremos que x es un punto lmite.
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En efecto, existe una sucesién de bolas cerradas { B} con By, C |Vq| tal que
z € By, para cada m. Por lo que podemos encontrar a z € 8* — Spin(T) y
una sucesién {wm,} de elementos distintos de T, tal que ww(z) € By. Como
diam(Bm) — 0 se sigue que wn{z) converge a z. La otra inclusidn es clara.
Por lo tanto, €l conjunto l{mite estd dado por

AT, A) = 1im [Vi] = ] [Vl
K k=1

TEOREMA. 3.3.2 El conjuntoe limite A(T, A) es isotépico a Spin(A), don-
de A es el arco salvaje (en el sentido del copilule 2) contentdo en cade pdgina
(RS ) de la descomposicidn en libro abierio de R*.

Demostracidn.

Sea. 4 un arco girable anudado. Construyamos el 2-nudo Spin(A} v to-
memos el collar 5'pin(T) formado por n perlas, subordinado y bien adaptado
a Spin{A). :

Ahora consideremos el semi-collar de perlas €, formado por n 2-esferas
tal que esferas adyacentes sean ortogonales y A estd totalmente cubierto
por ellas. Podemos suponer que los extremos de A son los centros de la
primer perla £, ¥ la iltima Z,. Construyamos Spin(C)] = UpcpcarFs(C)
(ver seccidén 3.1). -

Afirmacidn 3.3.3 |Spin{T)| es isotdpico o |Spin{C)|.

En efecto, como hemos probado en 1a afirmacion 3.3.1, |Spin(T)| es isoté-
pico a una vecindad tubular cerrada del nudo Spin{A). Utilizando ¢l mismo
argumento, tenemos que |Spin{C)| es isotdpico a una vecindad tubular cer-
rada de Spin(A). Ahora, dos vecindades tubulares cerradas de Spin({4) son
isotépicas ([10]), de aqui que la afirmacion se sigue. W

En la primera etapa del proceso de inversidn aplicado a Spin{T'), obtene-
mos una envoltura BF(T;) de Spin{A;) formado por perlas. Ahora en el caso
de ¢, unimos los extremos de A por una curva no anudada L, obteniendo
asi un nudo K (ver figura 3.14).
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Figura 3.14: La curva punteada L une los extremos del arco A,

Luepo, completamos el semi-collar de perlas C' para & con perlas Z,,
s=1,...,7, manteniendo las mismas condiciones de ortogonalidad en perlas

consecutivas. A este nuevo collar de perlas lo derctamos por Z (ver figura
3.15).

Figura 3.15: El collar de perlas Z subordinado al nudo K.

Ahora, invertimos sdlo con respecto a cada perla &;, ¢ = 1,...,n, de
C. Asi, obtenemos un npuevo nudo K' isotépico a la suma conexa de n + 1
copias de K. Para regresar K a un arco, removemos la curva desanudada
que une & las imdgenes de los extremos de A bajo las inversiones con respecto
a las perlas &), y &, de C' respectivamente. Este nuevo arco es llamado 4! y
estd totalmente cubierto por el conjunto de perlas ;. Notemos que ¢ C €
{ver figura 3.16). :
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Figura 3.16: El nudo K' vy la curva L',

Observemos que Spin{A') es isotdpico a Spin(A;) v Spin{C;) es una
envoltura de él. Asi, Spin(|C)|) = Spin(IC|) (donde || estd definido como
|Spin(T)|) es una vecindad cerrada de Spin{A).

En la segunda etapa para Spin(T), obtenemos una envoltura E(7y) del
nudo Spin{As). Para €, unimos de nuevo los extremos del arco A! por una
curva no anudada L!, formando de nuevo el nudo K de tal manera que cuan-
do completamos el semi-collar de perlas €, agregamos de nuevo las perlas
Zs s =1,...,r, es decir, formamos de nuevo el coliar Z. Podemos suponer
que los extremos del arco A! coinciden con los centros de las perlas Iy ¥
B, € C ¢ €y, respectivamente {ver figura 3.17).

Invirtiendo {dnicamente con respecto a cada perla de C, esto es, con res-
pacto a las perlas 3; 1 = 1,...,n, ténemos al igual que en la etapa anterior
una envoltura Cy del nuevo arco A%, el cual es isotépico a la suma conexa de
2n + 1 copias de K menos una curva no anudada L,. Cuando giramos Cp y
A?, obtenemos la envoltura Spin(C,) de Spin{4?).

Definimos W, = Spin(Cy) — Spin(CYU {L;(Z2): j=1,...,n}. Entonces
|W1| es una vecindad cerrada del 2-nudo Spin{@*)} (ver la seccién anterior el
2-nudo andlogo Spin{F)), el cual es isotdpico a la suma conexa de 2n + 1
coplas de Spin(A). De esta manera, {V;| y [W;| son vecindades cerradas de
2~nudos isotdpicos. Usando. el mismo argumento que el de la afirmacién 3.3.1
y el hecho estindar de que cualquier encaje localmente plano de §% en §1
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Figura 3.17: El collar de perlas Z subordinado al nudo K.

tiene haz normal trivial; tenemos que dos vecindades tubulares cerradas de
nudos isotopicoes son isotépicas (ver [10]). De aqui que |V} es isotdpico a |/
y el siguiente diagrama conmuta

(84 W) — (8% 1V])

Nl lw
(8% Wiy — (8% |W1),

donde- las aplicaciones horizontales son inclusiones. Notermos que esta iso-
topia es estable, es decir, es la identidad en algin abierto de 8% y preserva
orientacién {ver {14]).

Continuando con este proceso en cada construccién, tenemos en la eta-
pa k-ésima para Spin(A) su envoltura E(T:) y para Spin(A*) su envoltura
Spin(C). Donde Spin(Ayg) es obtenido a través del proceso de inversida que
se describié previamente. El arco A* es formado aplicando el proceso de in-

versidn al collar Z que completa al semi-collar Cy_;, ¥ estd subordinado al
nudo K*.

Luego,
Vel = |E(Tes1) — E(Ti 1}

|Wi| = |Spin(Crs1) — Spin(Cro1) U {Tii_ i (2} : 1< 1< k)
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son vecindades cerradas de los nudos Spin{F;) vy Spin(@*) respectivamente,
Y
los cuales son isotdpicos a la suma conexa de n[f"—nl_Jz—l] +aln—3)1 41

copias de Spin(4) (ver la descripcion anterior). Por lo que [V;] es isotépica
a |W,|. Esto implica que el siguiente diagrama conmuta

(S“,JIVkI) —— (8%, |Vi—1l}
(54= |Wel) — {Sds |Wk—1|)|

Notemos que esta isotopia es estable y preserva orientacion. Resumiendo,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(84,1|VI)<——(84,lim|)+~—--l-<—(stllvkl)fr—-j- (3.1)
(8% W) —— (8%, [Wh[) = - - =— (8% |[Wi]) =— -

donde las aplicaciones horizontales son inclusiones y las verticales son iso-
topias estables que preservan orientacion.

El limite inverso en el primer renglén de (3.1) es (8%, A{T, A)) y ¢l limite
inverso en el segundo renglén es (8%, Spin(lim, [Wg[)). Pero lim, |Wi| es un
arco salvaje que denotaremos por A(T') (ver capitulo anterior). En otras pa-
labras, el limite inverso en el segundo renglén es (S%, Spin(A(T))).

Por la propiedad universal del limite inverso, existe un homeomorfismo
de §* 2 5% que envia A(T', A)) en Spin(A(T)). Este homeomorfismo es estable
porgue coincide con un homeomorfismo estable en algtn abierto (ver [14]) y
preserva orientacién. Esto implica que es isotdpico a la identidad (ver {14]).

Por lo tanto, los nudos Spin(A(D)) y A(T, A)) son isotépicos. H
COROLARIO 3.3.4 El conjunio limite A(T, A) es homeomorfo o 82

Demostracion.

Por el teorema anterior, tenemos que A{T, A) = Spin(A(T)) = S>. K
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TEOREMA 3.3.5 Sea Spin(T'} un collar de perlas subordinedo y bien a-
daptado a Spin{A). Entonces A(l", A) estd salvajemente encajado en 8%,

Demostracion.

Sea A = 87— A(T, A). Es suficiente probar que 1I;(A) est4 infinitamente
generado y no tiene presentacién finita.

Sea A un arco girable anudado. Primeramente, recordemos que el grupo
fundamental de Spin(A) es isomorfo al grupo fundamental de K = AU L en
§% donde L es una curva no anudada que une los extremos de A (ver [23],
[35]} v el grupo fundamental de un nudo manso tiene presentacién finita, es
decir, podemos suponer que

HI(SPiR(A)) = HI(K) = {91, 2.0, 0n | 19725000y Tm}
Por Van-Kampen tenemos

IL, (Spin{4)) * I (Spin(A))
I,(S'— 8%

ILi (Spin{A)# Spin(A4)) = I{K#K) =

pero I, (8% — 82) = Z, de aqui que lo antenor puede escribirse en términos
de generadores y relaciones come sigue

I (K#K)={01,05, - 00, 00, 05, -, 02 |

1 1 1 2 2 2 1_ 2

T1 Tar e sTrsTisTay e s Ty 01 = 1}
_ 1.1 T 2 2
“‘{91:921"'3911?921"'7911[

1,1 1 .2 .2 2

TIITZ"“:Tm‘lTl)T‘Z?'"srm}

o equivalentemente

= I (Spin(A)) *(g) {Spin(4))

donde g, es el generador de 11, (8% — 8%) = Z
Por induccidn, si L = Spin(A)# - - - #5pin(A) m-veces, entonces

HL(L)Z{.Q}1gé!"'lgi'];,)g§1' lgfl,)"'gél"'?g:ll

1Ll 2 Lo i
TreTare ey s Ty Ty g T Ty, 7l ]



62 Nudos salvajes de dimension dos

& (- (ML (Spin(A)) #(5) T (Spin(A))#0.1) - -~ *(g) Th(Spin{A)))

l-veces.

Por otro lado, notemos que en cada etapa Spin(Fy) es un retracto fuerte
por deformacién de |Vi| (ver la descripeidn geométrica al principio de esta
seccién). Asi

L {[Ve]) 2 TL (Spin(Fy))
Corio, 81 — |Vi} € 8t — |Vya| para cada k, se sigue que

[~

A =limg(8* - [Wl) = |_J(8* - Vi)

k=1
esto implica que, 11;{A) es el limite directo del sistema
{I(S* Vi), k=1,2,...; Fr, £=1,2,..)}

donde
I3 (8%— [Vi|) = TIh(8* — [Visal)

es la inclusién (ver lema 2.4.1 de [24]}. Por lo tanto,

Hl(A):{9%195:-‘-197111931---15'3u-~9§.---:9§:---|

1,1 1,2 2 2 £ _k k
T yTgne e s TrmsTesTareees Tomree e T1 ey eney Ty o oo}

& (-~ (I (Spin{A)) %1q3 Th{Spin(A))) *(g,) - - % (g} L (Spin{A))) (g3 -~

Asi I1; (A) estd infinitamente generado. De hecho, este grupo fundamen-
tal coincide con el grupo fundamental del nudo §' C §* obtenido como el
conjunto limite de la accion del grupo Kleiniano generado por inversiones en
un collar de perlas subordinado al nudo K {ver lema 2.2.2). Es bien conocido
que no tiene presentacién finita (ver [12], [16]). B

Ejemplo 3.3.6 See Spin{T) un collar de perlas subordinado y bien adaptado
a Spin(A) donde A es un erco trébol (Th). Entonces

I (Spin(A)) = I (Ths) = {z,y | zyz = yzy}

por lo que
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Hl(§4 - A(F,A)) = {Il:yh-- alns - |
YT = Y11y, BalaZe = YaZala, - - -1 Balnn = UnZnln, - - .}
2 (- (I (Spin(Tea) ) v I (Spin(T23))) # (5 - # g 1 (SPin(T23)) % (g3 - -

es infinitamente generado y con un numere wfinite de relaciones.

3.4. Variedades Hiperbdlicas Asociadas

Consideremos la accién de I en el espacio hiperbdlico H®. Entonces [ es un
subgrupo de Isom H® que actia propia y discontinuamente en IF = HP USHP.

Il poliedro fundamental P del grupo es (H? U 8H5) — [Spin(T)|, donde

Spin(T) es la extensién natural del collar de perlas a I?. De aqui que P
€8 convexo vy tiene un nimero finito de lados por lo que T’ es geoméirica-
mente finito (ver [4]).

El grupo T' actita propia y discontinuamente en P, de aqui que el co-
ciente M3 = {IP — A{T", 4))/T = P es un orbifold compacto, tal que si nos
restringuimos a Int(ME) es un orbifold hiperbdlico no compacto, artenta-
ble, de volumen infinito y su compactificacidn como subconjunto de D? tiene
" frontera SME que posee una estructura conforme. En efecto:

Para el grupo Kleiniano " que actiia en el collar de perlas Spin{T), su do-
minio fundamental es D = §*— |Spin(7T")| = OM2. El grupo I actda propia y
discontinuamente en D, asi D = Q(T)/T = {8*— A(T"))/T es una 4-variedad
conformemente plana (ver {9]), orientable, compacta y con frontera. Su grupo
fundamental es precisamente el grupo del molde de Spin(T).

A continuacién deseribiremos ($* — A{T'))/T bajo la restriccién de que
Spin(A) sea fibrado.

LEMA 3.4.1 Sea A un arco gireble. Supongamos que el nudo K, abtenido
@ partir de A uniendo sus exfremos por una curva no anudada, fibra sobre
la circunferencia con fibra lo superficie 5. Entonces Spin(A) fibra sobre la
eircunferencia con fibra S¢; une S'-familia de superficies S’:pegadas a lo largo
del meridiano de 8D? con longitud 8. Donde el interior de S es S y su frontera
es un meridiano de 60° (ver figura 5.18).
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Demostracidn.

La fibracién localmente trivial del complemento de K induce una fibracién
localmente trivial en I - D' por superficies Sy, 6 € §*. El interior de 5 es S
¥ su frontera es 85, = M} = el meridiano de 8I* con longitud f {ver figura
3.18).

Figura 3.18; Fibracidn de D? — D

Recordemcs que en el proceso spin multiplicamos el interior de I* por
S* mientras que 80® permanece fija. Por lo que, obtenemos una fibracion
localmente trivial de 84— Spin(A) por una §'-familia de superficies S pegadas
a lo largo del meridiano M} de 8° con longitud 6. B

De aquf en adelante, diremos que un arco manso es fibrado si ¢l nudo
obtenido a partir de éste uniendo sus extremos por una curva no anudada,
fibra sobre la circunferencia.

LEMA 3.4.2 Sea A un arco girable, fibrado con fibra la superficie 5. Sea
Spin{T) un coller de n-perlas subordinado y bien adaptado al nudo man-
s0'Spin(A). Bntonces Q(T)/T fibra sobre la circunferencia con fibra §*, la
éerradure de la 3-variedad Sy del anterior letna.

Demastracidn.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

1
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Sea P:8%— Spin{A) — S' ia fibracién dada, cuya fibra es la 3-variedad
Sg. Notemos que P {g+_gpin()= P es también una fibracién con fibra 3.

Ya que §}([")/I = D* y en nuestro caso tenemos que J* = §4 — |Spin(T7)].
Se tiene que §3(I")/T fibra sobre la circunferencia con fibra la cerradura de
Sp. M

Si el nudo es fibrado tenemaos que para describir completamente a /T,
nos falta determinar su monodromia, la cual es prec1samente la monodromia
del nudo {ver seccién 3.6).

Consideremos ahora el subgrupo F ¢ T de indice dos que preserva, orien-
tacién. En este caso, el poliedro fundamental P es (HF U 9H5 — |SWT)|) U
(E I 3(|.,S';1,—7;(T) — E;D), donde tilde significa la extensién natural a I® tanto
de la perla como de la inversion correspondiente. Puesto que P es convexo y
tiene un nimero finito de lados, tenemos que I’ es geométricamente finito.

El grupo T actida libre, propia ¥ dlscontmuamente en el poliedro fun-
damental P, de aqui que el cociente MZ = (P — AL, AT = P/ 7 €s
una variedad compacta, orientable sin frontera. tal que si nos restringuimos
al nt(M%} es una variedad hiperbélica de volumen infinito, orientable, no
compacta tal que su compactificacién como subconjunto de DP tiene frontera,
la cual es una 4-variedad conforme.

El dominio fundamental D para el grupo T en 5 es BM% =_5 =
(54 ISpin(T)|) U (B; — Li({Spin(T) — %;])). Luego, D* = /T donde
= DN ~g (ver _capitulo 1, [16]). El grupo T actia libre, propia y
dlscontmuamente en ﬂ(l") Ast Q/ I" es una 4-variedad conformemente plana,

orientable, compacta y sin frontera. Su grupo fundamental es el grupo del
molde de Spin{T#T), es decir, es el grupo fundamental de Spin(A#4).

LEMA 3.4.3 Sea A un arco girable, fibrade con fibra la superficie §. Sea
Spin(T) un coller de n-perias subordinado y bien adaptado al nude manso

Spin{A). Bntonces (/T fibra sobre lo circunferencia, con fibra §* homeo-
morfe a lo J-variedad Sp#Sy donde Sy es la S-veriedad del lema 3.4.1.

Demaostracicon.
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El espacio D fibra sobre ia circunferencia con fibra la 3-variedad Sp que es
la suma de Sj con Sy a lo largo de un disco (ver el equivalente para superficies
en la demostracién del teorema 2.4.1), y cuya frontera es un 52

Podemos asumir, mddulo isotopia, que la fibra S corta cada perla del
semicollar correspondiente a A, en arcos que van desde un punto de la inter-
seccitn de perlas consecutivas en otro {ver lema 2.7.3 y la figura 2.9). Por lo
que la fibra Sy corta a cada perla E; € Spin{T) en discos o cuya frontera
es la interseccién de X; con las perlas adyacentes. Por lo que al invertir con
respecto a L, la copia de Sp corta la copia de &; en X; en discos ! cuya
frontera es la interseccidn de las iméagenes de las perlas correspondientes.

Observemos que la accién de T identifica la frontera. de cada perla de
Spin(T) con la correspondiente frontera en ;. Esta identificacidn es equiva-
lente a ideniificar los discos a;(8) con «f () para 6 € 5%

Por lo tanto, D* = Q/f fibra sobre el circulo. La fibra es la superficie
S5* = Sy/ ~s, que es homeomorfa a Sy#S5,. W

De nuevo, si'el nudo es fibrado tenemos que para describir completamente
a /T, nos falta determinar su monodromia. Esta serd estudiada en la sec-
cién 3.6.

3.5. Fibracién del complemento de A(T', 4) so-
bre §!

En esta seccidén estudiaremos el complemento del conjunto limite para el
caso en que el nudo es fibrado. Para esto, nos apoyaremos en los resultados
que obtuvimos en la seceidn anterior.

Primeramente, observemos que debido a que T esun subgrupo normal de
T", se sigue por el lema 8.1.3. en [31] que I" tiene el mismo conjunto limite
que I. Por-lo tanto, 5*— A([', A) = §* — A(T}, 4).

TEOREMA 3.5.1 Sea A un arco no-trivial, girable y fibrado. Sea Spin(1")
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un coller de perlus subordinado y bien adaptado of 2-nudo fibrado Spin{A).
Sea ' el grupo generedo por las inversiones en las perlas y seo r C I' sub-
grupe de fndice dos formado por las palabras pares. Sea A(T, A) = A, A) el
correspondiente conjunto lfmite. Enfonces:

1. Eaziste una fibracidn localmente trivial v : $'— A(l", A) — 8%, cuya fibra
Ty = ¢~ 10) es una §'-familia de superficies T pegadas a lo large del
meridiano 8 de OD? (ver lema 3.4.1). Donde Int(T) es una superficie
orientable de género infinits con una punta. '

2, Et; — ¥y = AT, 4).
Demostracion.

Sabemos que ¢ : ﬂ(f):—} Q(T)/T es un cubriente con un nimero infinito
de hojas. PPor el lema anterior, tenemos que existe una fibracién localmente
trivial ¢ : (T)/T — 8! con fibra 5*.

Entonces 1) = ¢o(: Q(f) — 8! es una fibracidn localmente trivial. La
fibra es I'(5*), es decir, la drbita de la fibra. '

A continuacién daremos otra demostracién. Como probamos en el teore-
ma 3.3.2, el nudo A(T, A) es isotdpico al nudo Spin{A(T")), donde A(T) es
un arco salvaje. Puesto que A es fibrado, se sigue que A(T', A) también lo
es.. BEn este caso, la fibra ¥ es una superficie orientable de género infinito
con una punta {ver teorema 2.4.1). De aqui que Spin(A(T)) fibra sobre la
circunferencia con fibra &}; una S$*-familia de superficies & pegadas a lo largo
del meridiano 8, de 81° (ver lema 3.4.1). S

La primera parte del teorema ha sido probada. Para la segunda parte,
observemos que la cerradura de la fibra es la cerradura de [a S-familia de
superficies T, es decir, es la cerradura de una S-familia de puntas. Como
hemos visto en la figura 3.18, cada punta tiene como frontera al arco salvaje
A(D). Por lo que la cerradura de la fibra es exactamente el conjunto Hmite.
Por lo tanto, 25 — Zj = A(T, A). W

Observacidn 3.5.2 1. FEste teorema puede ser generalizado para enlaces
fibrados.
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2. Este teorema nos da una descomposicion de 8% — A(T, A) como libro
abierto, donde el “lomo”es el 2-nudo salvaje A(T, A), y cada pdgina es
una S'-familia de superficies ¥ pegadas o lo largo del meridiano f de
8P e Int(Z) es una superficie orientable de género infinito con una
punta.

En efecto, este descomposicion puede ser pensada de la siguiente forma:
Por el teorema anterior, 8* — A(T', A) es ©* x [0, 1] modulo lo identifi-
cacién de la tapa de arriba con la de abojo. Consideremos B* x [0, e
identifiguemos T* x {0} con ¥* x {1}. Esto es equivalente a dejar HT*
fija y rotar £* % {0} con respecto a 8% hasta pegarla con ¥* x {1}.
Removiendo 85, obtenemos la descomposicion de libro abierto.

3.6. Monodromia

En la seccidn anterior vimos que si un arco manso, no trivial A, fibra
entonces Spin(A)} y A(T, 4) también fibran. Lo que nos falta para descnblr
completamente a §* — A(T, A) es determinar su monodromfa.

Consideremos un collar de perlas Spin(T) subordinado v bien adaptado
a Spin{A). Recordemos que para la variedad 8* — [Spin(T}|, el fluje que
define la aplicacion de primer retorno de Poincaré ¥, es el flujo que corta
transversalmente cada pagina de su descomposicién en libro abierto.

Como hemos observado durante el proceso de inversién, Spin(A) y la fibra
S son copiados en cada inversién. Igualmente el flujo ¥, que ‘define la apli-
cacién de primer retorno de Poincaré, es copiade. De aqui que la aplicacion
de primer retorno de Poincaré puede ser extendida en cada paso, dando al
final un homeomorfismo 4 : £ — X3 que identifica £} x {0} con Tj x {1} e
induce la monodromia del nudo salvaje.

Por lo anterior, si sabemos la monodromia del nudo Spin(A), entonces
sabemos la monodromfa del nudo salvaje A(T; A).

Como ya vimos en e} primer capitulo en la seccidn de monodromia, el
grupo fundamental del nudo salvaje A(T', A), es el preducto semidirecto de
Z con T1;{Z5) a través de la monodromia.

Ejemplo 3.6.1 Ses A el arco irébol. Consideremos el nudo Spin(A). En-
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tonces S es una S'-fomilia de toros ponchados pegados e lo largo de un
meridiano {ver lema 3.4.1). Su grupo fundamental es el grupo libre en dos
generadores, a y b. Puesto que I1)(Spin{A)) = 1, (nudo trébol), se sigue que
lo monodromin vy en ambos casos coincide. Asi iy envia o= b~! y b ab.
Su orden es 6 mddulo un eutemorfismo externo (ver (23] pags. 530-335).

La monoedromie en el limite ¥a : IL(Z5) — I1,(5;) estd dado por a; —
b7' y by asb;, donde IT, (%) = {a;, bi}. Asi

L (8* — A(L, 4)) = I (8Y) %y, Th(55)
={ajb,cia+c=b", b*rec=ab}
= {a;,c: ¢ 'a] e = aie” )
={a,c:c=aea;e a; '}
= {a;,c: c = caseaic a7}
={m,c:c=cac” ' Fac e tea e )

— —1.
Sea e; = cope™;

= {ay,c: ¢ = oyeege oy}
= {o, c: coye = oy }

Bste es otro método pora coleular el grupe fundumentol del 2-nudo salvaje
cuyo complemento fibra sobre la circunferencia.

COROLARIO 3.6.2 Sea Spin(T) un collar de perlus bien adeptade o un
nudo manso, fibrado, no trivial, Spin(T). Entonces T (QUT)/T) = Z wy,
I, (%%) a través de la monodromia.

3.7. Espacio Twistorial y Grupos Kleinianos

En esta seccién se levantard la accién del grupo T en 8¢ al espacio twisto-
rial. Para mds detailes consuitar [25] y [20].

Primeramente vamos a describir brevemente la fibracién twistorial & fi-
bracién de Calabi-Penrose, 7 : F2 — §* (ver [20]). Existen varias formas
de hacerlo, una manera geométrica es [a siguiente: El espacio §¢ puede ser
pensado como la linea cuaternidnica proyectiva Pj;, de lineas cuaternidnicas

LETA TESIS NO SALE,
LA BIBLIOTECA
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derechas en el plano cuaterniénice #°, considerada como #-médulo derecho
de dimensién dos.

Por otra parte, podemos identificar H2 con C* via la aplicacién RB-lineal
dada por {q1,q2) = (21, 72, 23, 74), donde g7 = z1 + zj=x; + Taitxj+aek ¥y
g = z3+ 2=y +itysj+yak. En esta notacion i, j, k denotan las unidades
cuaternionicas esidndares y 23 = T1 + Tal, 20 = o3 + 24, ;3 = y1 +ysl ¥
24 =ys + yak.

Bajo esta identificacién cada linea cuaternionica derccha

Ry ={{mA @) : (g, 3) € H*— (0,00}

es invariante bajo multiplicacion por la derecha por i. Esto implica cada linea
es candnicamente isomorfa a C¥. Puesto que Pg es el espacio de lineas com-
plejas en C*, entonces existe una funcién 7 : P2 — §% cuya fibra sobre un
punto H € P} es el espacio de lineas complejas en la linea cuaterniénica
derecha dada H = C?; por lo que la fibra es P

El grupo Conf,(8*) de automorfismos conformes de $* que preservan
orientacion es isomorfo a PSL(2,#), la proyectivizacion del grupo de ma-
trices cuaternidnicas invertibles de 2 x 2. Este grupo es de forma natural un
subgrupo de PSL(4, ), ya que cada cuaternidn corresponde a una pareja de
nimeros complejos. De aqui que Conf. (8" tiene un levantamiento candnico
a un grupo de transformaciones holomorfas de P2, que envia lineas twisto-
reales en lineas twistoreales.

Definicién 3.7.1 (/23]) Un grupo Kleiniano twistorial es un subgrupo dis-
ereto G de Aulyg(P2) de automorfismos holomorfos, los cuales actian en P
con region de discontinuided Q(G) no vacia.

Observacién 3.7.2 No existe una “buena” definicidn general de £, se adap-
ta en cada caso. Nosotros estamos considerando lo definicidn 1.4 de [25], con
lo cual Q es abierto, G-invariante, y G actiia propia y discontinuamente en
QG). Ademds QG con la topologie cociente, es Housdorff y lo oplicacidn
m: 0 —+ Q/G es continua y abierta.

En [25] se probd que si G € Confy (84 es un subgrupo discreto que actia
en §% con conjunto lfmite A, entonces su levantamiento canénico Conf (5%
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actGa en PJ con conjunto limite A=n"1(A), asi A es un haz fibrado sobre
A con fibra $2 Por otro lado, el haz twistorial es trivial cuando se restringue
a un subconjunto propio de 8%

Consideremos el grupo Kleiniano I tal que su conjunto limite es una $2
salvajemente encajada en §% De lo anterior se sigue

TEOREMA 3.7.3 Eziste un 8% x 82 salvajemente encojade en el espacio
twistorial PE. M



72

Nudos salvajes de dimensién dos




L5

Bibliografia

[1] E. Artin, Zur Isotepie zweidimensionalen Flichen im R, Abh, Math.
Sem. Univ. Hamburg (1926), 174-177.

[2] R. H. Bing.Ezamples and Counterezemples. Pi Mu Epsilon J1 (1953),
311-317.

(3] M. Boileau, J.-P. Otal. Advanced course on Geometric 8-Manifolds. Cen-
tre de Recerca Matematica (CRM). Quaderns n0. 25. September 2002.

{4] B.H. Bowditch. Geometricel Finiteness for Hyperbolic Groups. Journal
of Functional Analysis 113 (1993), 245-317.

i5] }. Dugundji. Topology. Allyn and Bacon, Inc. 1966.

[6] D. B. A. Epstein, C. Petronio. An ezposition of Poincare’s polyhedron
theorem. Enseignement Mathematique 40, 1994, 113-170. '

[7] R. H. Fox. A Quick Trip Through Knot Theory. Topology of 3-Manifolds
and Related Topics. Prentice-Hall, Inc., 1962.

[8] M. Gromov, H. B. Lawson, W. Thurston. Hyperbolic {-manifolds and
conformally flat $-manifolds. Publ. Math. LH.E.S. Vol. 68 (1988), 27-
45.

[9] W. Goldman. Conformally Flat Manifolds with Nilpotent Holonomy and
the Uniformization Problem for 3-Manifolds. Transactions of the Amer-
ican Mathematical Society Vol. 278 No, 2, 573-583.

[10] W. Hirsch. Smooth Regular Neighbourhooeds. Annals of Mathematics Vol.
76, No.3 (1962), 524-530.



74 BIBLIOGRAFIiA

[L11] Hilden-Lozano-Mountesinos. On knots that are Universal Topology Val.
24 (1985), No.4, pp. 498-504.

[12] M. Kapovich. Topological Aspects of Kleinian Groups in Several Dimen-
sions. Preprint (1988).

[13] M. Kapovich. Hyperbolic Manifolds and Discrete Groups. Progress in
Mathematics, Birkkhaunser, 2001.

[14] R. Kirby. Steble Homecomorphisms and the annulus conjecture. Ann of
Math {2) 89, 1969, 575-582,

[15] R. S. Kulkarni. Conformal structures and Mabius structures. Aspects
of Mathematics, edited by R.S. Kulkarni and U. Pinkhall, Max Planck
Institut fur Mathematik, Vieweg {1988).

[16] B. Maskit. Kleinian Groups. Springer Verlag, 1997.

[17] D. R MeMillan Jr., T. L. Thickstun. Open three-manifolds and the Poin-
caré Conjecture. Topology 19 (1980), no. 3, 313-320.

18] C. T. McMullen. Renormalization and 3-manifolds with Fiber over the
Circle. Annals of Mathematics, Studies 142. Princeton University Press,
1996.

[19] J. Milnor. Singular points of Compler Hypersurfaces. Annales of Math-
ematics, Studies 61. Princeton University Press, 1968.

[20] Le Dung Trang, J. Seade, A. Verjovsky. Quadrics, Orthegonal Actions
and Involutions in Complez Proyective Spaces. Por aparecer (2002).

[21] R. Palais. Local triviality of the restriction map for embeddings. Com-
ment. Math. Helv. 34, 1960, 305-312.

[22] 1. Richards. On the Classification of Noncompact Surfaces. Trans. Amer.
Math. Soc. 106 (1963), 259-268.

(23] D. Rolfsen. Knots and Links. Publish or Perish, Inc. 1976.
[24] B. Rushing. Topological Embeddings. Academic Press, 1973, Vol 52.

[25] J. Seade, A. Verjovsky. Higher dimensional compler Kleinian Groups.
Math Ann 322 (2002), No. 2, 279-300.



BIBLIOGRAF{A 75

[26] H. Seifert. Topology of 3-dimensional Fibered Spaces. Seifert and Threl-
fall: A textbook of Topology. Academic Press, 1980.

[27] M. Spivak. A Comprehensive Introduction to Differenticl Geometry,
Publish or Perish, Inc. 1970.

[28] J. Stallings. On fibering certain §-manifolds. Topology of 3-Manifolds
and Related Topics. Prentice-Hall, Inc., 1962,

[29] P. Tukia. On isornorphisms of geometrically finite Mobius groups. Publ.
Math. LH.E.S. Vol. 61 {1985), 171-214.

[30] Travauz de Thurston sur les surfaces. Séminaire Orsay, Société Mathé-
matique de France. Astérique 66-67, 1979.

[31] W. P. Thurston. The geomeiry and topology of J-manifolds. Notes,
Princeton University 1976-1979.

[32] W. P. Thurston. Three-Dimensional Geomeiry and Topology, volume 1.
Princeton Mathematical Series 35, Princeton University Press, 1997,

[33] A. Verjovsky. Sistemas de Anosov. Monografias del IMCA, XII-ELAM. -
1999.

[34] H. E. Winkelnkemper. Manifolds as epen books. Bul. Amer. Math. Soc.
Vol. 79 (1973), 45-51.

[35] B. C. Zeeman. Twisting Spun Knots, Trans. Amer. Math. Soc. 115
(1965), 471-495.






