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Introducción

Henri Poincaré en la década de 1880 introdujo la noción de grupos Kleinia-
nos como la monodromía de ciertas ecuaciones diferenciales de segundo orden
en el plano complejo C Durante el siglo pasado, los grupos Kleinianos han de-
sempeñado un rol muy importante en muchas áreas de las matemáticas, por
ejemplo en superficies de Riemann y la teoría de Teichmüler, dinámica holo-
morfa, geometría conforme e hiperbólica, teoría de 3-variedades, etc. Muchos
resultados muy interesantes sobre funciones racionales en F¿ obtenidos en las
últimas dos décadas han sido motivados por la dinámica de grupos Kleinia-
nos. Estos son, por definición, grupos discretos de automorfismos holomorfos
de la línea proyectiva compleja, cuyo conjunto.límite no es todo P¿. Equi-
valentemente, éstos pueden ser considerados como grupos de isometrías del
3-espacio hiperbólico o como grupos de automorfismos conformes de la esfera

Mucha de la teoría de grupos Kleinianos ha sido generalizada a grupos
Kleinianos conformes en dimensiones altas, es decir, grupos discretos de au-
tomorfismos conformes de la esfera Sn cuyo conjunto límite no es toda la
esfera. No es mucho lo que se sabe sobre los posibles conjuntos límite que
pueden ser obtenidos y es en este contexto que surge la pregunta: ¿Es posible
obtener §" salvajemente encajado en Sn+2 como conjunto límite de la acción
de un grupo Kleíniano conforme en §n+2?

Para n = 1 la respuesta es afirmativa. Este tipo de ejemplos han sido
dados por B. Apanasov, B. Maskit, M. Kapovich, entre otros. Consiste en
tomar un collar anudado de 2-esferas redondas tangentes (ver sección 2.1) y
considerar el grupo generado por las inversiones en cada una de las esferas.
Este grupo es Kleiniano y su conjunto límite es un nudo salvaje en el sentido
de Artin y Fox. En otras palabras, el conjunto límite es homeomorfo a S1



pero no es equivalente a un nudo poligonal finito; Artin y Fox en 1948 fueron
quienes introdujeron esta definición, dando además ejemplos sorprendentes
de ellos. Es importante hacer notar que en este caso se obtienen nudos salva-
jes a través de la acción de un grupo, en otras palabras, de manera dinámica.

La parte central de este trabajo es estudiar la pregunta anterior, En el
primer capítulo se dan las definiciones y resultados sobre grupos Kleinianos
y teoría de nudos que estaremos utilizando, así como ejemplos que ilustren
cada concepto.

En el segundo capítulo, se describen grupos Kleinianos conformes que
tienen cómo conjunto límite a nudos salvajes de dimensión uno en S3. Se
estudian sus propiedades topológicas obteniendo resultados muy interesantes
como por ejemplo, si estos grupos Kleinianos actúan en un nudo manso, fi-
brado, no trivial, entonces el complemento del conjunto límite A, fibra sobre
S1 y como consecuencia, el cubriente universal de S3 — A es M3. Además estu-
diamos la monodromía de A, así como una pregunta formulada por el Prof.
Etienne Ghys que dice: Si el complemento del nudo original es una 3-variedad
hiperbólica. ¿Es el complemento de A una 3-variedad hiperbólica?

En el tercer capítulo, se construye explícitamente un grupo Kleiniano F
tal que su conjunto límite A es un nudo salvaje de dimensión dos en S4,
contestando afirmativamente la pregunta para n = 2. También se describe
el complemento de A encontrando que la mayor parte de los resultados del
capítulo anterior se generalizan. En la última sección, haciendo uso de una
muy bonita construcción hecha por J. Seade y A. Verjovsky en [25], se levanta
la acción de este grupo Kleiniano al espacio twistoríal P¿, y su conjunto límite
resulta ser homeomorfo a § 2 x @2.



Capítulo 1

Preliminares

En este trabajo estamos estudiando conjuntos límite de grupos Kleinia.-
nos que resultan ser nudos salvajes, es por esto que en este capítulo daremos
algunas de las definiciones y teoremas que utilizaremos a lo largo de esta
tesis en los temas de grupos Kleinianos y nudos. No pretendemos dar una
exposición detallada de cada tópico, para esto se puede consultar [16], [12],
[13], _[7], [U], [23], entre otros.

1.1. Grupos Kleinianos

Sea Sn = W1 U {co} la esfera de dimensión n dotada de la métrica esférica
estándar. Sea Mób(Sn) el grupo de transformaciones de Móbius de la n-esfera.
Para un subgrupo G C MÓb(Sn) su conjunto de discontinuidad, denotado por
H(G), es igual a {i e Sn : el punto x posee una vecindad U(x) tal que la
intersección U(x)r\g(U(x)) es vacía excepto para un número finito de elemen-
tos g E G}. El complemento Sn—ÍÍ(G) = A(G) es el conjunto límite (ver [12]).

Se dice que un grupo G c Mob(Sn) es Kleiniano si Q(G) no es vacío.

El grupo Mob(Sn) es también el grupo de isometrías del espacio hiperbó-
lico de dimensión n + 1, I F + i , que preservan orientación. Esto nos permite
dar una definición de conjunto límite de un grupo Kleiniano a través de
sucesiones. Es esta equivalencia la que estaremos utilizando a lo largo de este
trabajo.
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Un punto x es un punto límite para el grupo Kleiniano G, si existen un
punto z £ § n y una sucesión {gm} de elementos distintos de G, tal que
9m(z) —í- a;- El conjunto de puntos límite es A(G) (ver [16] sección II.D).

1.1.1. Dominio Fundamental
Un camino para ilustrar la acción de un grupo Kleiniano G, es elaborar

una imagen de O/G. Para este fin, un dominio fundamental resulta ser de
gran importancia. A groso modo, éste contiene un punto por cada ciase de
equivalencia de ü (ver [13], [16]).

Definición 1.1.1 Un dominio fundamental (poliedro fundamental) D -para
un grupo Kleiniano G, es una subvariedad de codimensión cero y lisa por
pedazos (subpoliedro) de £1{G), que satisface lo siguiente:

2. g(Int{D)) n Int{D) = 0 para todo g&G-{e}..

3. La frontera de D en Í2(G) es una subvariedad lisa por pedazos (poliedro)
en íí(G)j y está dividida en una unión de variedades suaves (polígonos
convexos), las cuales son llamadas caras. Para cada cara S, hay otra
cara T y un elemento g = gST € G — {e} tal que gS = T (g es llamada
una transformación de identificación de caras); g$T — 9TS-

4- Dado un compacto enCl(G), solamente un número finito de traslaciones
de D lo intersecan.

TEOREMA 1.1.2 ([13], [16]) Sea D* = Un í l/ ~G . Entonces D* es ho-
meomorfo a Cl/G.

1.1.2. Teorema del Poliedro de Poincaré
Básicamente el teorema del poliedro de Poincaré (ver [6]) establece que da-

do un poliedro P en el n-espacio hiperbólico H", y una colección de isometrías
gi,..., £*,... que identifican parejas de lados de P acordes a ciertas condi-
ciones, entonces el grupo V generado por gi,..., <&,... es discreto y P es un
poliedro fundamental para F.
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En general, las condiciones del teorema del poliedro de Poincaré son muy
difíciles de verificar. Sin embargo, en el caso en que P tiene un número finito
de lados y todas las isometrías gi,..., gk son inversiones en los lados de P,
casi todas las condiciones del teorema del poliedro de Poincaré se cumplen;
únicamente hay que verificar que los ángulos diédricos de P son submúltiplos
de 7r. En este caso, decimos que V —< gu ..., gk > es un grupo de reflexiones
(ver [13], [16]).

A continuación enunciaremos el teorema del poliedro de Poincaré, para
su demostración puede consultar [16], [6], [13], entre otros.

TEOREMA 1.1.3 Sea D un poliedro en un espacio X (TfF, B", W1 ó Sn)
con trasformaciones de identificación de lados (celdas de codimensión uno)
que cumplen las siete condiciones que a continuación se enlistan. Entonces
el grupo generado por las transformaciones de identificación de lados G, es
discreto y D es un poliedro fundamental para G.

1. ¿03 lados de D son aparcados por elementos de G. Esto es, asumimos
que para cada lado s de D, hay un lado s', no necesariamente distinto
de s, y hay un elemento gs £ G que satisface gs{s) = s'.

2. gs> = g~l. Si s = s', está condición implica que g^ ~ 1. Si esto ocurre,
la relación gi — X, es llamada relación de reflexión.

3. gs(JD) n D = 0. Las isometrías gs son llamadas las transformaciones
de identificación de lados.

Las transformaciones de identificación de lados inducen una relación de
equivalencia en D, donde cada punto de D es únicamente equivalente
a sí mismo. Sea D* el espacio de clases de equivalencia con la topología
usual, así la proyección p : D —> D* es continua y abierta.

4. Para cada punto z 6 D*, p~1{z) es un conjunto finito.

La relación de equivalencia anterior define una relación de equivalencia
en las aristas (recordemos que las aristas son celdas de codimensión
dos y los lados son de codimensión uno); cada clase de equivalencia
de aristas puede ser ordenada cíclicamente como sigue: Se empieza con
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una arista eL. Ésta se encuentra en la frontera de dos lados, llámese
a uno de ellos S\\ existe una transformación de identificación de lados
Si, con gi{si) = s[. Sea e2 — Si(ei). Puesto que e2 se encuentra en la
frontera de exactamente dos lados y uno de ellos es s[, llámese al otro
$2- De nuevo, hay un lado s'2 y una transformación de identificación
de lados g-¿, con 52(^2) = s'2. Continuando de esta forma, se genera
una sucesión {em} de aristas, una sucesión {gm} de transformaciones
de identificaciones de lados y una sucesión (sm, s'm) de pares de lados.
La sucesión cíclicamente ordenada de aristas {ei , . . . , Ck} es llamada un
ciclo de aristas y k es su período. Cada arista se encuentra exactamente
en una clase de equivalencia de ciclos. Nótese que <& o • • • o g\{c\) — ei-
La transformación h = gk ° • - - o gx recibe el nombre de transformación
cíclica en ei.

5- Para cada ansia e, existe un entero positivo t tal que hl = 1.

Las relaciones en G de la forma hl = 1, son llamadas relaciones cíclicas.
Sea a(e) el ángulo medido desde adentro de D en la arista e. Requerimos

7. D es compacto relativo a X.

Observación 1.1.4 Las relaciones de reflexión y las relaciones cíclicas de-
finidas en los puntos 2 y 5 respectivamente, forman un conjunto completo de
relaciones para G.

1.2. Nudos

Un subconjunto K de un espacio X es un nudo si K es homeomorfo a
la esfera Sp. Más general, K es un enlace si K es homeomorfo a la unión
disjunta SPl U . . . U SPr de una ó mas esferas. Dos nudos ó enlaces K¡ K'
son equivalentes si existe un homeomorfismo h : X —»• X tal que h(K) — K'.
A lo largo de este trabajo estaremos interesados en nudos de codimensión dos.

Un nudo K C S3 es manso ai es equivalente a un nudo poligonal. En
general, un nudo es manso si posee una vecindad tubular. En caso contrario
se dice que es salvaje.
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Definición 1.2.1 Una homotopía ht : X -> X es llamada una isotopía
ambiental si ha =identidad y además hL es homeomorfismo para t 6 [0,1].
Decimos que dos nudos (ó enlaces) K, K son isotópicos ambientalmente si
existe una isotopía ambiental tal que hi[K) — K .

Una operación que nos permite a partir de dos nudos K\ y K2 obte-
ner otro es la suma conexa de nudos, que por abuso de notación se deno-
ta por Ki#K2- Esta operación consiste en lo siguiente: Dadas dos parejas
de espacios (§", Ki), {ñn,K2), se remueven las parejas de bolas estándares
{Int{B?), Int(B?-2)) de (Sn, Ki) i = 1, 2, y se "cosen" ¡as parejas resultantes
por un homeomorfismo h : 2 *

Uno de los problemas que surge es cómo reconocer cuándo dos nudos son
equivalentes. En este sentido, uno de los invariantes más útiles es el grupo
fundamental del complemento del nudo, llamado el grupo fundamental del
nudo.

Un procedimiento para escribir una presentación del grupo de un nudo
K C S3 es la presentación de Wirtinger, que establece un algoritmo para
calcularlo a través de una proyección del nudo en un plano. No es nuestro
objetivo el dar una descripción de este algoritmo (ver [23] para más detalles),
pero deseamos puntualizar que como consecuencia de él tenemos que si un
nudo es manso, entonces su grupo fundamental es finitamente generado.

1.2.1. Nudos Fibrados

Una función / ; E —> B se dice que es una fibración ¡ocalmente trivial
con fibra F, si cada punto de B tiene una vecindad U y un homeomorfismo
"trivializante" h : /~1(t/) —> JJ x F tal que el siguiente diagrama conmuta

E y B son conocidos como los espacios total y base, respectivamente. Ca-
da conjunto /~1(í') es llamada una fibra y es homeomorfa a F. Estaremos
interesados en fibraciones con espacio base S1.
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Definición 1.2.2 Un nudo ó enlace Ln en S7l+2 es fibrado si existe una fi-
bración ¡ocalmente' trivial f : ñn+2 — L -¥ S1. Requerimos además que f se
comporte bien cerca de h. Esto es, cada componente L¿ tiene una vecindad
enmarcada como tf x Bn, con L¿ = {0} x S71, tal que la restricción de f a
ID? - {0} x Sn está dada por (x, y) -> é-

Se sigue que / l(x) u L , i £ S1, es una (n + l)-variedad con frontera L.
De hecho, es una superficie de Seifert para L (ver [23]).

Ejemplo 1.2.3 El nudo trivial Sn C Sn+2 es fibrado a través de la proyección
(Sn * S1) - S71 -4 S1, donde S"+2 ^ (S11 * S1) es el "join" de $" con S1. ¿05
fibras son (n-f l)-d¿3cos f'uer /J85/J.

A continuación daremos una construcción explícita de la fibración del
complemento del trébol sobre la circunferencia (ver [23], [35]).

Ejemplo 1.2.4 El nudo trébol K = T2¿ es un nudo fibrado (ver [19], [23],
[35]). En efecto, recordemos que podemos pensar a T2¿ encajado en la frontera
de un toro sólido B. Tomemos el cubriente universal q : B —¥ B. Podemos
visualizar a B como un tubo infinito {y2-\-z2 < 1} en R3, asilas transforma-
ciones cubriente^ son traslaciones en la dirección del eje x por múltiplos de
2TT. Entonces X2_3 — q~l{T2¿) es la doble hélice con ecuaciones y = í s in | s ,
z —í eos \x (ver figura 1.1).

K

Figura 1.1: Cubriente universal del toro coa ía preimagen del nudo.
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Ahora construimos una superficie reglada S en la región 0 < x < |TT en
B junto con todas sus traslaciones por múltiplos de |TT en la dirección x.
Entonces S es el conjunto de todos los puntos en R3 de la forma

r{x, t sin -x, í eos -x)

/ . W 2 T T , . 3 > 2 T T . J _ 3 , 2 T T V. , 2 .

+(l-r)(y-i1 í sin-(y-i), +cos-(y-i)) + (-7m,0,0)

27T
0 < s : < — , 0 < r < l , 72 = 0 ,11 ,12 , . . .

o

Sea Rg una rotación de B por un ángulo de | en sentido contrario a las

manecillas del reloj, con eje de rotación el eje x. Notemos que T2,3 permanece
invariante. Una fórmula explícita es

n , 9 9 . 9 ,9 9,
Ro = [x + -¡ ycos- + zsm-, - ¡ / s i n - + zcos-) .

Definimos Sg = Rg{S), 0<9<2TT.

De esta forma, hemos obtenido una familia Sg, 0 < 0 < 2TT, de 2-
variedades homeomorfas entre sí que UenanAotalmente a B y son disjuntas,
excepto que 3Q = ^2^. La frontera de Sg es T2)3 más dos líneas horizontales en
dB las cuales son opuestas y están rotadas por un ángulo de f con respecto
a la vertical. Claramente cada Sg es invariante bajo el grupo de transforma-
ciones cubrientes de B por lo que las podemos proyectar a una famila de
superficies

F¡ = q(S0)

las cuales son homeomorfas entre sí, llenan totalmente a B y todas contienen
al nudo trébol en su frontera además de dos circunferencias Cg y C¿. Note-
mos que Czn = Co V C\v = ^o- Para completar la fibración de S3 — K,
consideremos el toro sólido

W = W^B~

En W, CQ y C\ son meridianos y frontera de las familias de discos D% y D],
las cuales son disjuntas excepto que D^ = D¿ y D\^ — D® (ver figura 1.2).
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Figura 1.2: El toro complementario.

Consideremos

entonces, Fg es la superficie que aparece en la figura 1.3.

Figura 1.3: La fibra.

Claramente su característica de Euler es —I, por lo que es el toro pon-
chado (la superficie de Seifert del nudo trébol).

Definimos la fibración

como P{x) = e27rzS, donde 6 es el único número en [0,1) tal que x £ F$. Su
fibra es exactamente Fg.
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Ahora, el homeomorfismo de pegado h \ FQ -> FQ de la tapa FQ X {0} con
FQ X {1} es la composición

h = q o ií27r ° q~l

Geométricamente este homeomorfismo permuta cíclicamente las tres bandas
dobladas de FQ seguido de una reflexión que intercambia los discos D® y Z)¿.

Figura 1.4: Homeomorfismo de pegado.

Luego h es de período 6 (i.e. hs = id, hn ^ id si 1 <n < 6).

Otra manera de describir la fibración del complemento del nudo trébol es
la siguiente: . .

Ejemplo 1.2.5 Sea §j| C Ca la 3-esfera centrada en el origen de radio e para
e lo suficientemente pequeño. Sea V = {(¿i, z-¿) 6 C2 : z\ + z| = 0}. Entonces
§j) n V = K es el nudo trébol derecho y la aplicación F : §¡j — K —*• S1 dada

por F{zi,Z2} = |*2+*li es una fibración ¡ocalmente trivial con fibra el toro
ponchado (ver [19] sección 1, [23] pags. 327-333, [35]).

1.2.2. Descomposición en Libro Abierto
Una descomposición en libro abierto de una n-vaxiedad M consiste de una

subvariedad de codimensión dos Nn~2 llamada el "lomo", y una fibración
/ : M — N —> S1. Las fibras son llamadas las páginas. Además se requiere
que la fibración se comporte bien cerca de TV, es decir, se requiere que N
tenga una vecindad tubular N x B2 tai que / restringido a N x (Tf — 0) es
la aplicación (x,y) —$ A. Así un enlace fibrado en S" es un caso especial de
una descomposición en libro abierto ([34]).

TEOREMA 1.2.6 ([23]) Toda 3-variedad orientable y cerrada M3 tiene
una descomposición en libro abierto.
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1.2.3. Monodromía
Sea K un nudo no trivial de dimensión n, suave y fibrado con fibra S.

Puesto que S"+2 - K fibra sobre la circunferencia, sabemos que Sn+2 - K es
igual a 5 x [0, l] módulo un homeomorfismo de identificación T/J : 5 —>• 5, que
pega 5 x {0} con 5 x {l}, Este homeomorfismo induce un automorfismo

llamado la monodromía de la fibración.

Otra manera de entender la monodromía es a través de la aplicación de
primer retorno de Poincaré definida como sigue: Sea M una variedad conexa
y compacta y sea / ( un flujo que posee una sección transversa r¡. Tenemos
que si x £ r¡, entonces existe una función continua t(x) > 0 tal que / ; e v.
Podemos definir la aplicación de primer retorno de Poincaré F : 7] —> r] como
F(x) = ft^(x). Esta función es un difeomorfismo.

Se puede probar que existe una función <j>: M —t E diferenciable y positi-
va, tal que el campo vectorial Y — $X genera un flujo gt que tiene las mismas
órbitas del flujo ft y tal que su correspondiente función t(x) es idénticamente
igual a uno.

• . De lo anterior, se sigue que la familia de subvariedades {TJ¿}O<Í<I es una
familia de subvariedades disjuntas dos a dos y difeomorfas a TJ. Evidente-
mente, r) == T]Q. Además cada i)t es transversa al flujo y cada y e M pertenece
exactamente a una de las subvariedades

La función P : M —y S1 definida por la fórmula P(y) = e2vth^ es una
fibración lisa y localmente trivial. Consecuentemente, la variedad M fibra
sobre la circunferencia con fibra T¡.

La aplicación de primer retorno de Poincaré induce un automorfismo

que es llamado la monodromía del fibrado (ver [33]).

En nuestro caso, para la variedad Sn + 2 — / í , el flujo que define la apli-
cación de primer retorno de Poincaré $, es el flujo que corta transversalmente
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cada página de su descomposición en libro abierto.

Por la sucesión exacta corta asociada a la fibración, tenemos

o-^n^s) -yn^s^-jf) ^z-»o, (i)

la cual tiene una sección $ : % —y U.i(Bn+2 — K) puesto que la fibra es conexa.
Por lo tanto (1) se escinde. Como consecuencia rii(Sn+3 — K) es el producto
semi-directo de % conlI^S) a través de í'.

Ejemplo 1.2.7 Sea K — T^ el nudo trébol. Tenemos que el homeomorfis-
mo de pegado es h — q o ñ2jr °q~l el cual permuta cíclicamente las bandas e
invierte los dos discos de su superficie de Seifert (ver figura 1-4) •

Ahora calculemos la monodromia

h# : Tli(toro ponchado) —> U.i{toro ponchado)

Para esto, nos restringiremos al 1-esqueleto que es un retracto fuerte por
deformación del toro ponchado. Recordemos que Tli(toro ponchado) —TL*%.
Por lo que si \a\ y [b] son sus generadores, para determinar h# es suficiente
conocer sus imágenes. Con apoyo de la figura 1-4, es sencillo verificar que
h#([a\) = &"1 y h#([b]) = ab. Sabemos que el orden de h es 6, veamos que
ocurre con k#

[a] ¿ ^ [6]-i Á [ab]-1 Á [b-'a-'b] Á [b~la-lbab] A [r1^1!»^]

[ab]

de aquí que h% es conjugado a la identidad por un automorfismo externo, por
lo que es isotópicamente equivalente a la identidad.

FALLA DE ORIGEN
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Luego,

= {a,b,c: a* c = b-1, b * c — ab}

= {atc : c~laTlc = ac~la~1}

— {a,c : c — acac~la~1}

= {a¡c : c = cacac~
la~lc~v

= {a,c : c = cac~1c2ac~lc~lca~1c~1}

Sea a — cae'1

= {a,c : c =

— {a, c : cae — acá]

que es precisamente el grupo fundamental del nudo trébol

p? ; ; f . ' i ! ' í '



Capítulo 2

Nudos salvajes de dimensión
uno.

En este capítulo estudiaremos grupos Kleinianos de tipo Schottky que
actúan en S3, cuyo conjunto límite es un nudo salvaje en el sentido de Artin
y Fox. Este tipo de ejemplos ya han sido descritos por B. Apanasov (ver [12]),
B. Maskit (ver [16]), M. Kapovich (see [12]), entre otros. Nosotros estamos
interesados en sus propiedades topológicas.

En las primeras secciones describimos geométricamente la acción de estos
grupos, su conjunto límite así como su dominio fundamental y variedades
hiperbólicas asociadas. En las secciones 4 y 5, determinamos topológicamente
el complemento del nudo salvaje para el caso en que el "nudo original" fibra
sobre la circunferencia. En la sección 7, estudiamos la hiperbolicidad del
complemento del nudo salvaje en el caso en que el complemento del nudo
original sea hiperbólico. En la sección 8 extendemos la noción de "collar de
perlas" y estudiamos la acción de grupos Kleinianos en estos casos.

2.1. Definiciones

En esta sección definiremos el tipo de grupos Kleinianos en los que esta-
mos interesados y explicaremos como actúan.
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Definición 2.1.1 Un collar de n perlas T, es una colección de n 2-esferas
£1, E2, - - - Sn en S3, tales que las esferas adyacentes son tangentes, es decir,

^ punto si 1 — j \= I o n— 1

Cada 2-esfera es llamada perla. Si unimos los puntos de tangencia por
segmentos geodésicos en S3, el resultado es un nudo poligonal K al cual lla-
maremos el molde (en inglés témplate) de T. Notemos que la numeración de
las perlas nos da una orientación para K.

Recíprocamente, dado un nudo poligonal orientado K : S1 —>• S3. Un
collar de perlas T subordinado al nudo K, es un conjunto de 2-esferas Ei,
E2 , . - - En en S3, tales que los segmentos de K contenidos en sus interiores
están desanudados, las esferas adyacentes son tangentes, y K está totalmente
cubierto por éstas.

Definimos el relleno de T como \T\ = U"=1B¿, donde Bi = |E¡| es la 3-bola
cerrada cuya frontera dB¡ es £¿ y contiene un segmento de K.

Ejemplo 2.1.2 Sea K =El nudo trébol

Figura 2.1: Un collar de perlas cayo molde es el nudo trébol

Sea F el grupo generado por las inversiones Ij en Ej (j = 1 ,2 , . . . , TÍ).
Primero describiremos geométricamente como actúa este grupo en un collar
de perlas T.
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Figura 2.2: Inversión con respecto a E¿.

Al invertir con respecto a cada perla 2^, obtenemos una copia de T — E¿
en el interior de B^ con la orientación invertida (ver figura 2.2).

Si w e r es tal que w = f-¡¡o 1^ con j ^ &, entonces primero invertimos
con respecto a la perla £*,. En particular se tiene una copia de la perla Ej en
el interior de Bk, que denotamos por Sy). Ahora, nos fijamos únicamente en
Sfc e invertimos con respecto a la perla Üyj; obtenemos una copia de T — 2,-,
que llamaremos S(fcj), con la misma orientación que el nudo K. Esto es claro,
ya que el segmento de S1 que se encuentra dentro de E7- al aplicar Ij es reem-
plazado por T - £j (ver figura 2.3).

Figura 2.3: inversión coa respecto a S ^ y después con respecto a £».

En general, si UJ = Iiklik_t •••Iil £ F¡ primero invertimos con respecto a
E¿1, después nos restringimos a £¿, e invertimos con respecto a E{2. Luego
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nos fijamos únicamente en £Í2 e invertimos con respecto a Si3. Continuamos
de esta forma hasta invertir con respecto a S¿t que se encuentra en S Í ^ D
obteniéndose como imagen una copia deT — Ej t , que llamaremos E^, . . .^ .

Observación 2.1.3 1. Un elemento w e F, si consiste de un número
par de inversiones preserva orientación. Si está formado por un núme-
ro impar de inversiones, la invierte.

2. El grupo F es Kleiniano. En efecto, si X = S3— \T\, de la construcción
se sigue que w(X) n X — 0 pora w G F — {e}; es decir, la acción de
T en X es libre y propiamente discontinua. Más aún X es el dominio
fundamental de F (ver capítulo anterior).

3. Los nudos resultantes de invertir con respecto a E¿ y Sj (i ^ j) son
isotópicos, por lo que podemos considerar que una copia de T — T-j es
obtenida como imagen para cada w £ F.

2.2. Descripción del Conjunto Límite

Para encontrar el conjunto límite de F, requerimos encontrar todos sus
puntos límite (ver capítulo 1). Para esto, vamos a considerar todas las posibles
sucesiones de elementos de F. Lo haremos por etapas:

1. Primera Etapa: Al invertir con respecto a cada perla Ej, j = 1, 2 , . . . ,n,
tenemos una copia de T — E, dentro de cada una, por lo que se ha
obtenido un nuevo collar Ti formado por n{n — 1) perlas subordina-
do a un nudo K\, el cual es homeomorfo a la suma conexa de n + 1
copias de K (ver figura 2.4). De la construcción tenemos que |Ti] C \T\.

2. Segunda Etapa: Si consideramos la acción.de los elementos de F en Tu

obtenemos un nuevo collar T^ con n(n — I)2 perlas subordinado a un
nudo K2, el cual es homeomorfo a la suma conexa de n2 + 1 copias del
nudo K. Notemos que |T2| C |T\|.

3. fc-ésima Etapa: La acción de elementos de F en Tk-u determina un col-
iar Tk de n{n— l)fc perlas subordinado al nudo K^, el cual es homeomor-
fo a la suma conexa de 1 + rc[^-"~"_2 •~

1] copias de K. Por construcción
|Tfc| C I2
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Figura 2.4: Primera etapa del proceso de inversión.

Sea x € n^L-JTfcl. A continuación probaremos que x es un punto límite.
En efecto, existe una sucesión de bolas cerradas {Bm} con Bm C jTm| tal
que x 6 Bm para cada m. Por lo que podemos encontrar a z e S3 — T y
una sucesión {wm} de elementos distintos de F, tal que wm(z) E Bm. Como
diam{Bm) -> 0 se sigue que wm(z) converge a x. La otra inclusión es clara.
Por lo tanto, el conjunto límite está dado por

LEMA 2.2.1 ([12], [16]) El conjunto límite A(F) es homeomorfo a S1.

Demostración.

A continuación daremos un bosquejo de la demostración; para más de-
talles consultar [12], [16]. La idea central es comparar a A(F) con un modelo
ya conocido.

Sea T un collar de n perlas Si, S2 , . . -, Eni subordinado al nudo poligonal
K. Entonces existe un homeomorfismo h de \T\ al relleno del collar trivia!
C de n perlas Ai, A2, • • -, An, tal que cada Ai es del mismo tamaño y es
ortogonal al molde S1 de C (ver figura 2.5).

Invirtiendo con respecto a cada perla £.,• y Ay (j = 1,2,..., n) respecti-
vamente, tenemos que la copia de T — Sy que aparece en el interior de Bj es
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Figura 2.5: Collares de Pedas T yC.

homeomorfa a la copia de C — Aj que aparece en el interior de |Aj|, y puesto
que los puntos de tangencia de las perlas quedan fijos, hay un homeomorfismo
hx de |7\j a |Ci|, tal que el siguiente diagrama conmuta

donde ¿i es la inclusión.

Continuando con este proceso, en el fc-ésimo paso tenemos que al inver-
tir con respecto a cada perla en ambos collares Tfc__i, C^-u las imágenes
obtenidas son homeoínorfas; y los puntos de tangencia de las perlas per-
manecen fijos, de aquí que existe un homeomorfismo hk de \Tk\ en \Ck\-
Además, el siguiente diagrama conmuta

|Cjc| — * • \Ck-i\

donde 4 es la inclusión en cada caso.

Así, por la propiedad universal del límite inverso, tenemos que



Descripción del Conjunto Límite 21

pero A(C) — S1 (ver [16]), por lo que

LEMA 2.2.2 ([12], [16]) Sea T un collar de perlas subordinado al nudo
poligonal y no trivial K. Entonces A(F) está salvajemente encajado en S3.

Demostración.

Es suficiente probar que üi(S3 — A(F)) está infinitamente generado y no
es equivalente a una presentación finita.

Notemos que K es un retracto fuerte por deformación de \T\, de aquí que
sus grupos fundamentales son isomorfos. Luego, ya que K es poligonal pode-
mos calcular su grupo fundamental a través de la presentación de Wirtinger.
Así

Por Van-Kampen tenemos que

donde z es el generador del grupo fundamental de la intersección de los espa-
cios respectivos. La igualdad anterior en términos de generadores y relaciones
se traduce en

r\, r¡, • • •, rl
m,r\, r\t.. .,T2

m,g[ = g\}

1 1 _ 1 2 2 2 -i
r l ; " 2 i - " • i r m ' r l i r 2 ? " • • i ' m J

o equivalentemente

Si L = K#K# • • • #K, /-veces. Utilizando de nuevo Van-Kampen tenemos
que

?2- -

r2t-

••>3n,

• ' i ' m i

al,-
2

• • i '.

2
2 1

? S , • • •.

2

?2i • - - »

• - - ' u

Á
t

' 2 '
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Ahora apliquemos lo anterior a nuestra construcción. En la fc-ésima etapa,
Kk es un retracto fuerte por deformación de \Tk\, de aquí que

\ r \ 1 _2 _2 _2 W I(fc)

* í 3 l } • • •

¿(fc)-veces, donde

71 —

Por otra parte, S3 — |Tfc| C S 3 - lTfc+i| para toda k, así

00

S3-A(r)-lim(S3-|Tfc|) = U ( S 3 - |

entonces,

es el límite directo del sistema

• ) '

donde
A: ntís3 - jni) -> n^s3 - |Tfc

es la inclusión (ver lema 2.4.1 en [24]); por lo tanto,

1 1 1 2 2 2 k k k \
D l 1 i • • • i " m í ' l i ' 2 i " ' " » r m ) • ' - r l > r2> • • • i ' m ! • • • /

Hgi) U^K)) * { g i } • • • * í í M

que es un producto infinito amalgamado del grupo fundamental del nudo
por lo que no es equivalente a un grupo finitamente generado. De aquí que,
IlifS3 - A(r)) está infinitamente generado. •

Ejemplos 2.2.3 1. Sea T un collar de n perlas subordinado al nudo trébol
(Ti¿). Entonces

niC^s) = {x,y | xyx = yxy)
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por lo que

= (••• <(ni(T2l3) *[f l l} n ^ T ^ ) ) *{ffl} • • - *(ffl} n i ( r a ^ ) ) *[gi] • • •

está infinitamente generado y tiene un número infinito de relaciones.

2. Sea T un collar de n perlas subordinado al nudo K& — Figura ocho;
entonces

ni(ifB) - {x,y

de aquí que

x^VnXiy^xiyn = ynxilyn^i, • • •}

= (• • • ((^{K^^U^Ks))*^- - •* í f f l }n1( i í '8))*{ i l } . •

está infinitamente generado y tiene un número infinito de relaciones.

2.3. Variedades Hiperbólicas Asociadas

Consideremos la acción de F en el espacio hiperbólico H4. Entonces F
es un subgrupo de Isom H4 que actúa propia y discontinuamente en H4, El
poliedro fundamental V del.grupo es M5 — \T\, donde T es la extensión natu-
ral del collar de perlas en H4. De aquí que V es convexo y tiene un número
finito de lados por lo que F es geométricamente finito (ver [4]).

El grupo F actúa propia y discontinuamente en V, de aquí que el cociente
Mp = E[4/r = V es un orbifold hiperbólico de volumen infinito, orientable,
no compacto, tal que como subconjunto de Di4 — A(F) tiene una frontera que
posee una estructura conforme dada por la acción. En efecto:
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Para el grupo Kleiniano F que actúa en el collar de perlas T, su dominio
fundamental es D = S3 — \T\. El grupo F actúa propia y discontinuamente
en S3 - ¡T|, así dMA

r = D n fi 2 n(F)/F = (S3 - A(r))/r es un 3-orbifold
conformemente plano (ver [9]), orientabíe, no compacto y con frontera. Su
grupo fundamental es precisamente el grupo del molde de T.

LEMA 2.3.1 Sea T un collar formado por n perlas subordinado al nudo
manso, fibrado K, con fibra S. Entonces (§3 - A(F))/F fibra sobre S1 con
fibra S*, la cual es la cerradura de S en S3 sin los n puntos de tangencia de
las perlas en su frontera.

Demostración.

Sea P : S3 — K —y S1 la libración localmente trivial dada, con-fibra la
superficie S. Observemos que P |g3_T= P es también una ñbración y, después
de modificar P por una isotopía si es necesario, podemos asumir que la fibra
S corta a cada perla £¿ 6 T en arcos a¡, cuyos extremos son los puntos de
tangencia de la perla. Estos puntos pertenecen al conjunto límite {ver figura
2.6).

Figura 2.6: La. fibra interseca a cada perla en arcos.

De aquí que el espacio D n fi(F) fibra sobre S1 con fibra la 2-variedad 5*,
la cual es la cerradura de la superficie 3 en S3 sin los n puntos de tangencia
de Iasjperlas en su frontera. Puesto que fi(r)/F = D* y en nuestro caso
D* = D n Í2(r), el resultado se sigue. •

Por lo que si el nudo es fibrado, para describir a (S3 — A(r))/F com-
pletamente sólo falta determinar su monodromía, la cual coincide con la
monodromía del nudo.
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Consideremos ahora el subgrupo f c F de índice dos que preserva orienta-
ción. En este caso, el poliedro fundamental V es {Wt-\T\)\j{Bj-Ij{\T - £j|)),
donde tilde significa la extensión natural al espacio hiperbólico tanto de la
perla como de la inversión correspondiente. Puesto que V es convexo y tiene
un número finito de lados, tenemos que f es geométricamente finito.

El grupo F actúa libre, propia y discontinuamente_en el poliedro funda-
mental V, de aquí que el cociente M^ = H 4 / r = P/^f. es una variedad
hiperbólica, no compacta y de volumen infinito, ¡a cual como subconjunto de
01 — A(F) posee una frontera provista de una estructura conforme natural
dada por la acción.

El dominio fundamental D para el grupo f en S3 es D = (S 3 - |T | )U(B¿-
-Jjflr-EjD). Luego, D* ¥ n / f donde dMA

f = D* = ~DC\Ü¡ ~f (ver capítulo
•1, [16]). Por otra parte, Y actúa libre, propia y discontinuamente en £7(F).
Así Ü/T es una 3-variedad conformemente plana, orientable, no compacta
y sin frontera. Su grupo fundamental es el grupo fundamental del molde de

(ver la siguiente definición), es decir, es el grupo fundamental de K#K.

Definición 2.3.2 Se define la suma conexa del collar de perlas T consigo
mismo, como el collar T — S, pegado a Jj(T — ~Ej) por las intersecciones de
Sj- can las perlas adyacentes. Se denotará por T#T.

LEMA 2.3.3 Sea T un collar de n perlas subordinado al nudo manso, fi-
brado K, con fibra S. Entoncesíl/T fibra sobre S1, con fibra S* homeomorfa
a la 2-variedad S#S sin n puntos (los n puntos de tangencia de las perlas).

'• Demostración.

El espacio DnQ fibra sobre la circunferencia con fibra la 2-variedad S
que es la suma de S con S a lo largo de un arco, y cuya frontera es una
circunferencia menos n(n ~ 2) puntos, correspondientes a los puntos de tan-
gencia de las esferas las cuales se encuentran en el conjunto límite. En efecto:

Podemos asumir, módulo isotopía, que la fibra 5 corta cada perla E¿ E T
en arcos a¿ cuyos extremos son los puntos de tangencia de la esfera. Por lo
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que al invertir obtenemos una copia de 5 que está unida a S por el arco a¿,
y corta la copia de E¿ en T,j en arcos a¿, cuyos extremos son los puntos de
tangencia correspondientes. Para más detalle ver la demostración del teore-
ma 2.4.1 y figura 2.7.

Observemos que la acción de F identifica cada perla de T, con la corres-
pondiente imagen en eí interior de Bj. Esta identificación es equivalente a
identificar los arcos a^(9) con a{{9) para 9 6 S1.

Por lo tanto, D* = Ü/T fibra sobre S1. La fibra es la superficie S* =
S¡ ~f' Que e s homeomorfa a S#S sin los n puntos correspondientes a los
puntos de tangencia de las perlas. •

De nuevo, si el nudo es fibrado tenemos que para describir completamente
a Íí/F, nos falta determinar su monodromía. Esta será estudiada en la sec-
ción 2.5.

2.4. Fibración del complemento de A(P) sobre

En la sección anterior probamos que para los grupos F y F, los dominios
fundamentales correspondientes fibran sobre la circunferencia, si el nudo fi-
bra. En esta sección con el apoyo de estos resultados, estudiaremos el com-
plemento del conjunto límite para el caso en que el nudo original sea fibrado.
Recordemos que un nudo manso es fibrado si y sólo si su subgrupo conmu-
tador es finitamente generado (ver [23] pag. 324, [28], [35]).

Primeramente, observemos que debido a que F es un subgrupo normal de
r , se sigue por el lema 8.1.3. en [31] que F tiene el mismo conjunto límite
que F. Por lo tanto, § 3 - A(r) = S3 - A(F).

TEOREMA 2.4.1 Sea T un collar de n perlas Si, S 2 ? . . . , Sn j subordinado
al nudo poligonal y no trivial K, cuyo complemento fibra sobre S1. Sea Y
el grupo generado por las inversiones Ij en T.j (j — l , 2 , . . . , n^ y sea V
subgrupo de índice dos de F formado por las palabras pares. Sea A(F) = A(F)
el conjunto límite. Entonces
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1. Existe t¡) : S3 — A(F) —y S 1 una fibración ¿ocalmente trivial, cuya fibra
So = ip~l{9) es una superficie de género infinito con una sola punta
(en inglés end).

3. T,Q — £0 = A(F) donde Ho es la cerradura de Hg en S3.

Demostración.

Puesto que V actúa libremente en S7(T), tenemos que £ ; H{r) —> Q(t)¡V
es un cubriente de orden infinito. Por el lema anterior, existe una fibración
localmente trivial <f>: fí(r)/f —• S1 con fibra S*.

Entonces tp = <f> o C, : Q{V) —t Bl es una fibración íocalmente trivial. La
ñbra es T(S*), es decir, la órbita de la fibra. A continuación describiremos
E = f (5") en detalle.

Sea P : S3 - K —)• S1 la fibración dada. Por el mismo argumento que en
el lema anterior, podemos suponer que P |§3_r= P es una fibración tal que
P-1{9) = P~l{9) es una superficie de Seifert S*, de K para cada & 6 S1.
Recuérdese que la frontera de S* corta a cada perla Ej en un arco a¿ que va
de un punto de tangencia al otro.

Si invertimos con respecto a la perla Sy tenemos que una copia de T — Ej
llamada T3\ y una copia de la superficie de Seifert 5* que denotaremos por
S*J, son enviadas dentro de la bola Bj. Notemos que 5* y 5*J están unidas
por el arco a,, el cual tiene la misma orientación en ambas superficies (esta-
mos asumiendo que S>3 está orientada). Ver figura 2.7.

En otras palabras, hemos obtenido un nuevo collar de perlas isotópico a la
suma conexa T#Ti, cuyo complemento también fibra sobre la circunferencia
con fibra la suma de 5* con S*? a lo largo del arco a,j, que denotaremos por

Ahora hacemos esto para cada j — 1 , . . . , n. Al final de la primera etapa,
tenemos un nuevo collar de perlas Ti cuyo molde es el nudo Kx que como ya
vimos es isotópico a la suma conexa de n + 1 copias de K. Su complemento
fibra sobre la circunferencia con fibra la superficie de Seifert SI, la cual es
horaeomorfa a la suma a lo largo de los arcos respectivos de n + 1 copias de
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Figura 2.7: Suma de ¡as superficies S* y S*J a ¡o largo del arco a¿.

S*. Una manera de visualizar lo anterior es construir un árbol, en donde cada
punto representa una copia de 5* y un segmento significa suma a lo largo de
un arco.

Continuando con este proceso, se sigue que de la segunda etapa en adelante,
a cada superficie S£ (la ima copia de £* en la kma etapa), le son adheridas
n — 1 copias de S* a lo largo de arcos. Notemos que en cada paso los puntos
de tangencia son removidos ya que éstos pertenecen al conjunto límite, y la
longitud de los arcos % tiende a cero.

TESIS CON
FALLA
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De lo anterior, se sigue que S# es una superficie orientable de género in-
finito; puesto que es la suma a lo largo de arcos de un número infinito de
copias de 5*. Para determinar qué tipo de superficie es, acorde al teorema
de clasificación de superficies no compactas (ver [22]), necesitamos describir
su conjunto de puntas.

Recuérdese (ver [27] ) que una punta (ó final y en inglés end) de un
espacio de HausdorfF X es una función e que asigna a cada subconjunto com-
pacto K C X, una componente conexa e(X) de X — K tal que la siguiente
condición se verifica: Si K y L son dos subconjuntos compactos de X tal que
K c L entonces e(L) c e{K).

Consideremos el modelo fuchsiand (ver [16]). En este caso, el collar está for-
mado por perlas del mismo radio, donde cada una de éstas es ortogonal a la
circunferencia unitaria. Entonces su conjunto límite es la circunferencia y su
complemento fibra sobre S1 con fibra el disco.

En cada etapa, al disco le hemos adherido asas de tal forma que ellas
se acumulan a la frontera. Si intersecamos este disco con cualquier conjun-
to compacto, tenemos una sola componente conexa en el complemento. De
aquí que tiene sólo una punta. Por-lo tanto, nuestra superficie tiene una pun-
ta.

FALLA DE ORIGEN
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La primera parte del teorema ha sido probada. Para la segunda parte,
observemos que la cerradura de la fibra en S3 es la fibra unión su frontera,
A(F). Por lo tanto, £¡" - Ee = A(r). •

Observación 2.4.2 1. i/> puede ser construida tal que sea de clase C°°.
En efecto: Por un teorema de Nielsen, sabemos que cada haz de su-
perficies sobre § ' depende únicamente de la clase de isotopía de la
monodromía, y de nuevo por un teorema de Nielsen tenemos que cada
homeomorfismo de una superficie es isotópico a un difeomorfismo.

2. Esta construcción puede ser hecha para enlaces que fibren sobre S1.

3. Este teorema nos da una descomposición de §3 —A(F) como libro abier-
to, donde el "lomo "es el nudo salvaje A(F), y cada página es la fibra;

es decir, una superficie de género infinito con una punta.
En efecto, esta descomposición puede ser pensada de la siguiente forma:
Por el teorema anterior §3 — A(F). es E x [0,1] módulo la identificación
de la tapa de arriba con la de abajo a través de un homeomorfismo de
identificación. Esto es equivalente a mantener 3E fija y girar £ x {0}
con respecto a £?£ hasta que lo peguemos con 2 x {l}. Removiendo 32,
obtenemos la descomposición de libro abierto.

COROLARIO 2.4.3 El recubrimiento universal de §3 - A(F) es I 3 .

Demostración.

Sea P : S3 — A(F) -> S1 una libración localmente trivial dada por el
teorema anterior. Si e; E1 —> S1 denota la aplicación cubriente r H-> eir

tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

X

donde P : X -4 M1 es el pul! back de la fibración P : S3 - A(F)
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Cualquier libración con base contraible es trivial, es decir, el espacio total
es homeomorfo al producto de la fibra con el espacio base, X = E1 x Ti0,
donde £# = fibra.

Luego, el cubriente universal la circunferencia es R y el cubriente universal
de T,g es E2. Por lo tanto, el cubriente universal de § 3 — A{P) esK3. •

Observación 2.4.4 Por el teorema de la esfera (ver [23] pag. 102) sabemos
que el cubriente universal de §3 —A(P) debe ser contraible. Sin embargo, nos
gustaría puntualizar que existe una cantidad no numerable de abiertos de K3

tales que no son homeomorfos dos a dos (ver [17]).

Observación 2.4.5 1. A través del proceso de inversión, hemos cons-
truido una "Superficie de Seifert" para el nudo salvaje A(T), con la
propiedad de que su interior es una 2-variedad y su cerradura es una
superficie arrugada (crumpled surface). Esto continúa siendo válido aun
cuando el molde no sea fibrado.

2. Sea E = £© U S@+7r. Entonces E es un ecuador salvaje de S3. Es
decir, existe un komeomorfismo h : S3 —> S3, tal que h(E) = E y
h(n+) = H-, donde U+={x e §3 - E : x e Z^d < ip < 6 + n] y

2.5. Monodromía

En la sección anterior probamos que si un nudo K no trivial y manso
fibra con fibra S, entonces el conjunto límite A(F) también es fibrado con
fibra la superficie Hg. En esta sección describiremos la monodromía del nudo
salvaje.

Recordemos que una forma de entender la monodromía es a través de la
aplicación de primer retorno de Poincaré. En nuestro caso, para la variedad
S3 — |T|, el flujo que define la aplicación de primer retorno de Poincaré \f,
es el flujo que corta transversalmente cada página de su descomposición en
libro abierto.

Consideremos un collar de perlas T subordinado a K. Como hemos ya
descrito durante el proceso de reflexión K y S son copiados en cada inversión;
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así como el flujo $. De aquí que la aplicación de primer retorno de Poincaré se
puede extender en cada etapa del proceso de inversión, obteniendo al final
un homeomorfismo h : £¡j —y T,o que identifica £¡j x {0} con Y,g x {l}, el cual
induce la monodromía para el nudo salvaje.

Notemos que si conocemos la monodromía de K, conocemos entonces la
monodromía del nudo salvaje.

Gomo ya vimos en el capítulo anterior en la sección de monodromía, el
grupo fundamental de un nudo fibrado, en particular el del nudo salvaje, es
el producto semidirecto de % con Ri(Y^g) a través de la monodromía.

Ejemplo 2.5.1 Sea K = T2z e¿ nudo trébol. Entonces la fibra S es el toro
ponchado y su grupo fundamental es el grupo libre en dos generadores, a y b.
La monodromia i/># envía a \-t ¿r1 y by-$ ab.

En el límite, la monodromía ifi# : rii(Se) —¥ IIi(Eg) está dada por a¿ w-
K1 2/ í»í'—>• o-ibi, donde ~ñi(H0) = {o¡,&¿}. Luego,

= {ai, bi¡c:ai*c = ó,"1, &¿ * c = o¡6¡}

= {ÜÍ,C : c^a^c = OjC"1^"1}

= {ai,c: c= OicaiC~ aj }

= {a,i,c : c = caíCaiC~^aJlc~l'\

= {a¿, c: c = COÍC~ c aic~ c~ ca^ c~ }

Sea ai = ca,iC~l

= {au c;c = QJiCQiicrV;"1}

— {QJ, C : caiC = atcai]

que es exactamente el grupo que obtuvimos en la sección 2.3, cuando cal-
culamos él grupo fundamental de S3 — A(F) utilizando el Teorema de Van-
Kampen.

COROLARIO 2.5.2 Sea T un collar de perlas cuyo molde es un nudo
manso, fibrado y no trivial. Entonces IIi(lQ(r)/r) = Fti(S1) c< #̂ Ili(5*) y
para n > 1, el n-ésimo grupo de homotopía Hn(£l(T)/t) = 0.
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2.6. Hiperbolicidad

En esta sección, discutiremos la siguiente pregunta formulada por el Profr.
Etienne Ghys: Sea K C S3 un nudo poligonal tal que su complemento es una
3-variedad hiperbólica. ¿Es el complemento del nudo salvaje obtenido de K
una 3-variedad hiperbólica?

Desafortunadamente la respuesta es "no". Para cada nudo Üjt obtenido
durante el proceso de inversión (ver sección 2.2), considérese una vecindad
tubular cerrada 14 de éste, tal que T^ C 14 y V¿ C 14-i* La frontera de cada
14 es un toro incompresible (ver [13] sección 1.2) en § 3 — A. Obsérvese que
ninguna pareja de estos toros es isotópica ambientalmente y ninguno de ellos
es isotópico a una componente de la frontera. Por lo tanto, § 3 - A no puede
ser hiperbólico (ver [13] section 4.13),

Sin embargo, tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 2.6.1 Sea K un nudo manso, fibrado, cuyo complemento es
una 3-variedad hiperbólica. Entonces, el complemento del conjunto límite
A(F) obtenido de K, admite una descomposición en una unión numerable
de subvariedades Mj con frontera, cuyos interiores son disjuntos e Int(Mj)
es hiperbólico completo. La frontera de Mj está compuesta por un número
finito de cilindros incompresibles propiamente encajados¡ tales que son dis-
juntos.

Demostración.

Sea T un collar de n perlas subordinado al nudo K. Puesto que S3 — \T\
es el "mapping torus" de un homeomorfismo if): 5 ~> S-, donde S es la fibra.
Entonces por el teorema de hiperbolización de Thurston (ver teorema 3.9 de
[18]) se sigue que i¡) es pseudo-Anosov.

Como ya vimos en la sección anterior, cuando invertimos con respecto a
un perla S, la monodromía i¡) y T—H son copiados en Int(B) por la inversión
/ , donde B es la bola cuya frontera es E. Puesto que Int(B) — I(\T — S|)
también fibra sobre la circunferencia, tenemos que es hiperbólico. Notemos
que las piezas hiperbólicas están separadas por las correspondientes perlas
sin los puntos de tangencia, y claramente éstas son cilindros incompresibles.
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De aquí que el resultado se sigue. •

Notemos que en la primera etapa de la descomposición anterior, n copias
de Mi son adheridas a ella a lo largo de componentes cilindricas de la fron-
tera. De la segunda etapa en adelante, a cada Mj del paso anterior, le son
adheridas TÍ — 1 copias de ella a lo largo de componentes cilindricas.

De esta forma, a la anterior descomposición le podemos asociar una gráfi-
ca, donde cada círculo representa una pieza Mj y cada línea entre dos círculos
denota suma a lo largo de una componente cilindrica de la frontera.

COROLARIO 2.6-2 Sea K un nudo manso, fibrado, cuyo complemento
es una 3-variedad hiperbólica. Entonces, el complemento del conjunto límite
A(r) obtenido de K, satisface la conjetura de Geometrización de Thurston
([3]) para un número infinito de piezas.

2.7. Otros Collares de Perlas

En la definición 2.1.1 requerimos que las perlas consecutivas fueran tan-
gentes, en cuyo caso la demostración de qué el grupo generado por las inver-
siones en las perlas es Kleiniano resulta inmediata. Esta condición puede ser
modificada de tal forma que utilizando el teorema del poliedro de Poínca-
ré (ver capítulo anterior) podamos garantizar que ei grupo en cuestión sea
Kleiniano.
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Definición 2.7.1 Un collar traslapado de n perlas T, es una colección de n
2-esferas T,X! T>2,- • • ^n en S3, tales que las esferas adyacentes se traslapan
con ángulo diédrico un submúltiplo de ir. Esto es,

circunferencia si — j ¡— 1 o n - 1

De nuevo, cada 2-esfera es llamada perla. Sí los centros de las circun-
ferencias de intersección de perlas consecutivas son unidos por segmentos
geodésicos en §3, obtenemos un nudo manso K, llamado el molde (en inglés
témplate) de T. Definimos el relleno de T de la misma forma que lo hicimos
en la sección 2.1.

Recíprocamente, dado un nudo poligonal orientado K ; S1 —y S3, un collar
de perlas traslapado T subordinado al nudo K es un conjunto de 2-esferas
Si, 22, - - - En en S3, tales que los segmentos de K contenidos en sus interiores
están desanudados, las esferas adyacentes se traslapan con ángulo diédrico
un submúltiplo de TY y K está totalmente cubierto por éstas.

Ejemplo 2.7.2 Sea K= El nudo trivial En el siguiente collar de perlas
traslapado, las perlas adyacentes son ortogonales.

Figura 2.8: Un collar de perlas traslapado y no anudado.

Sea T un collar traslapado de n perlas S i ; . . , , Sn , subordinado al nudo
poligonal K. Consideremos el grupo F generado por las inversiones 7j, en las
perlas Hj, j ~ 1 , . . . , n. Al igual que en el caso descrito en la sección 2.1,
tenemos que S3 — \T\ se encuentra en su dominio de discontinuidad fi(T).
Luego por el teorema del poliedro de Poincaré se sigue que P es discreto
y puesto que fi 7̂  0, tenemos que es Kleiniano. Este teorema además nos
da una presentación para V: Supongamos que los ángulos diédricos entre las
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perlas £¿, T,j £ T son -77 si estás son adyacentes, donde n¿j > 1 son enteros,
y.en caso contrario n -̂ — 0. Entonces

r =</,-, j = i , . . . .n 1 {i¡)¿ = i, (iJiT- = 1 >

Geométricamente la acción de este grupo es muy similar a la del caso ya
descrito, para más detalles puede consultar las secciones 2.2 y 3.3. El conjun-
to límite vuelve a ser homeomorfo a S1 y está salvajemente encajado en §3.
Su demostración es en esencia la de los lemas 2.2.1 y 2.2.2 (compare con [16]).

De nuevo, podemos considerar a F como subgrupo de Isom H4. Este actúa
propia y discontinuamente en H4 y su poliedro fundamental V es H4 — \T\,
donde T es la extensión natural del collar de perlas en M4. Se sigue que V es
convexo y tiene un número finito de lados por lo que F es geométricamente
finito (ver [4]).

El grupo T actúa propia y discontinuamente en V, de aquí que el cociente
JVr — HF /̂F = V es un orbifold hiperbólico de volumen infinito, orientable
y no compacto. Su compactificación como subconjunto de D4 tiene frontera
que posee una estructura conforme. En efecto:

Si consideramos a F actuando en el collar de perlas T, su dominio fun-
damental es D = S3 — \T\. El grupo F actúa propia y discontinuamente en
S3— |T|, así (S 3 -A(r) ) /Fes un 3-orbifold conformemente plano, orientable,
compacto y con frontera. Su grupo fundamental es precisamente el grupo del
molde de T. Por la misma demostración del lema 2.4.3, tenemos que si K
es un nudo fibrado con fibra S, entonces Q(F)/F también fibra, pero en este
caso la fibra es la cerradura de S.

Tomemos ahora el subgrupo de índice dos F C F. En este caso, el poliedro
fundamental V es (M4 - \T\) U {Bá - Ij{\T - Sj-|)), donde tilde significa la
extensión natural al espacio hiperbólico tanto de la perla como de la inversión
correspondiente. Puesto que V es convexo y tiene un número finito de lados,
tenemos que F es geométricamente finito.

El grupo F actúa libre, propia y discontinuamente en el poliedro funda-
mental V, de aquí que el cociente M4/F = P/jp es una variedad hiperbólica
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completa con frontera, compacta, orientable y de volumen infinito.

El dominio fundamental para f en S3 es D = (S3-T) U {Bá - J¿(\T- S3-1)).
Por otra parte, T actúa libre, propia y discontinuamente en ÍÍ(F). Así Ü/T
es una 3-variedad conformemente plana, orientable, compacta y sin frontera.
Su grupo fundamental es el grupo del molde de T#T, es decir, es el grupo
fundamental de K#K.

LEMA 2.7.3 Sea T un collar traslapado de n perlas subordinado al nudo
fibrado K, con fibra S. Entonces Ü/F fibra sobre la circunferencia con fibra
S*, la cual es komeomorfa a la 2-variedad 5 # 5 .

Demostración.

El espacio D = D n fi fibra sobre la circunferencia con fibra la 2-variedad
S que es la suma de S con S a lo largo de un arco y cuya frontera es un círculo.

. Podemos asumir, módulo isotopía, que la fibra 5 corta cada perla £¿ e T
en arcos a¿ cuyos extremos van de un punto de Uj-i H £¡ a un punto de
EiflEi+i (ver figura 2.9).

Figura 2.9: La intersección de ia fibra con el collar traslapado T.

Por ío que al invertir, la fibra corta a la copia de S¡ en Ej en arcos a\,
cuyos extremos están en las imágenes de las intersecciones correspondientes.

Observemos que la acción de Y identifica cada perla de T, con la corres-
pondiente imagen en el interior de £¿. Esta identificación es equivalente a
identificar los arcos a¿(0) con a{(9) para 8 G S1.
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Por lo tanto, D' = fi/F fibra sobre el círculo. La fibra • es la superficie
5" = 3/ ™f, que es homeomorfa a S#5- I

Como consecuencia, volvemos a tener para el caso en que el nudo original
es no trivial, poligonal y fibrado, el teorema que establece que el conjunto
límite A(F) = A(F) fibra sobre el círculo con fibra S, una superficie de género
infinito con una punta y £ — E = A(F) (ver teorema 2.4.4); y el corolario, el
recubrimiento universal de S3 — A(F) es R3.

Por lo anterior tenemos, para el caso de que el nudo original fibre y sea no
trivial, una descomposición en libro abierto de S3 — A{F) con "lomo" el nudo
salvaje y página la fibra. La monodromía queda determinada de la misma
manera que está descrita en la sección 2.5.

Sobre la pregunta formulada por el Profr. Etienne Ghys discutida en la
sección anterior, tenemos de nuevo que si el complemento del nudo molde
K C S3 es una 3-variedad hiperbólica, el complemento del nudo salvaje
obtenido de K "no" es una 3-variedad hiperbólica. En efecto, para cada
nudo Kk obtenido durante el proceso de inversión, podernos encontrar una
vecindad tubular cerrada Vk de éste, tal que Vk C Vk~\. La frontera de
cada Vk es un toro incompresible {ver [13] sección 1.2) en § 3 — A, además
ninguna pareja de estos toros es isotópica ambientalmente y ninguno de ellos
es isotópico a una componente de la frontera. Por lo tanto, S3 — A no puede
ser hiperbólico (ver [13] section 4.13). Sin embargo, tenemos un resultado
muy similar al teorema 2.6.1, cuya demostración es en esencia la misma.

TEOREMA 2.7.4 Sea K un nudo manso y fibrado, cuyo complemento es
una 3-variedad hiperbólica. Consideremos un collar de perlas traslapado y
subordinado a K. Entonces A(F) obtenido de K es fibrado con fibra una
superficie de género infinito con una punta. Su monodromía es descomponible
y deja circunferencias ajenas invariantes que separan a la superficie en piezas
también invariantes tal que la restricción de la monodromía en cada una de
éstas es pseudo-Anosov.

COROLARIO 2.7.5 Sea K un nudo manso, fibrado y cuyo complemento
es una 3-variedad hiperbólica. Consideremos un collar de perlas traslapa-
do y subordinado a K. Entonces, el complemento del conjunto límite A(F)
obtenido de K, satisface la conjetura de Geometrización de Thurston ([3])
para un número infinito de piezas.



If)

Capítulo 3

Nudos salvajes de dimensión
dos

3.1. Introducción

Emil Artin ([1]) describió dos métodos para construir 2-esferas anudadas
en §4 a partir de nudos en §3. El primero de ellos es llamado suspensión. A
groso modo este proceso consiste en tomar la suspensión de (S3, / í ) , donde
K C §3 es un nudo; se obtiene ua 2-nudo T.K en §4. Debido a la construcción
el grupo fundamental de T,K es fácil de calcular.

El segundo método, llamado "spinníng": utiliza un proceso de rotación.
La fórmula Spinfá1) = S2 significa, enviar homeomórficamente el arco D1 a
un meridiano de S2 y manteniendo dBl fija en los polos, multiplicar el interior
de D1 por S1; en otras palabras, consiste en girar el meridiano con respecto a
los polos para formar S2. Similarmente, Spin^SP) = Sn+1 significa mantener
dW fija y multiplicar el interior de W por S1. En particular Spin{íf) — S4.

Este segundo método es el que utilizaremos para construir una 2-esfera
salvajemente encajada en S4, por lo que daremos una descripción más rigu-
rosa.

En I 4 , considere el subconjunto
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cuya frontera es

Podemos girar cada punto z — (^1,^2,^3,0) de E+ con respecto a R2 acorde
a la fórmula

xg = (xi,x2,

en decir, tenemos una función Rg : M̂ . —¥ K4 definida como Rg(x) = xg.

Esta es una estructura de libro abierto de R4 con "lomo" K2 y página E;j_
(ver [23]).

Definimos Spin(X) de un conjunto X c K | como

Spin{X) ={xg:x€X, 0 < 8 < 2x}

Para obtener un nudo en E4, escogernos un arco A en R.̂ . con sus extremos
en E2 y su interior contenido en R±j_ \ E2. Entonces Spin(A) es una 2-esfera
en E4, llamada nudo girado, (en inglés spun knot).

Figura 3.1: Nudo girado.

Recordemos que podemos pensar al arco A como la imagen de una fun-
ción A : I —¥ K3 que por abuso de notación la seguimos denotando por la
misma letra. Bajo este contexto, diremos que un arco es girable si A C 38̂ .
es suave en todo punto, y con contacto de orden infinito con respecto a las
normales de IR2 en ambos extremos del arco.

Se puede demostrar que el grupo de Spin(A) es isomorfo a üi(]R+ — A)¡
el cual a su vez es isomorfo al grupo del nudo AULenE 3 , donde L C E3 es
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el segmento que une los extremos de A. (Ver [23], [35])-

En este capítulo, nuestro objetivo es obtener una 2-esfera salvajemente
encajada en S4 como el conjunto límite de un grupo Kleiniano conforme.
Como ya lo mencionamos en el capítulo 1, estamos considerando a S 4 =
IR1 U {oo} con la métrica esférica.

3.2. Construcción

La principia! idea de esta construcción es utilizar la simetría del proceso
spin para encontrar una "envoltura" de un encaje de S2 C §4, formada por
bolas cerradas redondas de dimensión 4, tal que el grupo P generado por
las inversiones en sus fronteras (esferas de dimensión 3) sea Kleiniano y su
conjunto límite sea una esfera de dimensión dos salvajemente encajada en

Definición 3.2.1 Diremos que E = U^-Bi donde Bi es una bola de dimen-
sión n, es uña envoltura para el espacio X si éste está contenido en el interior
deB.

Sea A un arco girable anudado en R\. Tomemos un semi-collar de per-
las T subordinado a él, es decir, una colección de 3-esferas consecutivas T,k

(k = 1 , . . . , 1) contenidas en M+; tales que esferas adyacentes son ortogonales
y cubren a A excepto en dos pequeños intervalos desanudados que contienen
a sus extremos. Cada esfera es llamada perla y el segmento de A que está con-
tenido en su interior está desanudado.

A continuación definiremos un collar de perlas Spin(T), para el nudo
Spin(A), con las características que requerimos para que el grupo generado
por inversiones en las perlas sea Kleiniano. Como veremos mas adelante,
Spin(T) es obtenido a partir del semi-collar T.

Definición 3.2.2 Sea AcK^. un arco girable anudado. Un collar de perlas
Spin(T) subordinado y bien adaptado al nudo Spin(A) C S4 está formado de
la siguiente manera:

1. Por perlas £*; k = 1 , . . . , /, i = 1, . . . , 6, tales que E* es ortogonal a
E*+1, o,l igual que E* a Et-

 l. Los subíndices varían módulo 6.
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2. En cada -polo del nudo Spiñ(A) se coloca una perla 2^ , m = 1,2,
ortogonal a las perlas S] y S¿, i — 1 , . . . , 6, respectivamente; tales que

3. En la intersección de dos perlas consecutivas E^, Ef+1 en Ti y las cor-
respondientes £¿+1, í^i^i en Ti+i, se coloca una perla Pf que la con-
tiene y que sea ortogonal a éstas cuatro perlas. Además requerimos que
i^fcHS; = 0 parar ^k,k + l, s^i,i+l y / f 0 1 ^ = 0, param= 1,2.

4- El disco de Spin(A) que se encuentra en el interior de cada esfera
está desanudado.

Definimos el relleno dé Spin(T) como \Spin{T)\ — U"=15¿; donde 5¿ es
la 4-bola cerrada cuya frontera 95¿, es la perla S¿ y contiene un disco de-
sanudado de Spin(A), n denota el número de perlas.

Geométricamente la definición anterior significa que al rotar A y T con
respecto a M2, obtenemos una cantidad infinita de perlas que cubren al nudo
Spin(A) de las cuales vamos a extraer una cantidad finita manteniendo una
"simetría", esto es, varaos a escoger T de tal forma que al momento de gi-
rar cada perla T,k e T podamos elegir seis de ellas con la propiedad de
que sus centros formen un hexágono regular y perlas adyacentes sean or-
togonales. En otras palabras, se eligirán seis M.̂_ (seis páginas de la descom-
posición en libro abierto de E4). Como consecuencia, en Spin(A) se tendrán
seis meridianos preferenciales (uno por cada página). Cada meridiano Ai
(i = 1 , . . . , 6), es una copia de A y tiene subordinado a él un semi-collar de
perlas T¿ (i = 1 , . . . ,6), que es copia isométrica de T. Las perlas que compo-
nen a Ti serán denotadas por S^¡ donde el supraíndice k = 1,... ,1, indica la
"latitud" y el subíndice i = 1 , . . . , 6, indica el "meridiano" (ver figura 3.2 y
compare [16] pag. 208).

Luego, en cada polo del nudo Spin(A) colocamos una perla 2 m (m =
1,2), ortogonal a las otras seis del anterior ó siguiente nivel respectivamente
(ver figura 3.3), de tal forma que no queden huecos entre ellas, es decir,
¿ m n E j n S j + 1 T¿ 0 (i £ Z/6Z), paralas ternas de índices (m = l,j — 1,¿) y
(m — 2,j = I,i). Por argumentos estándares de geometría, esta esfera siem-
pre existe.
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Figura 3.2: Spin(A) con seis meridianos preferenciales.

Figura 3.3: Una perla colocada en un polo de Spin(Á).

Hasta este momento, hemos seleccionado una cantidad finita de perlas.
Sin embargo, no hemos demostrado que Spin(A) está cubierto totalmente
por ellas.

PROPOSICIÓN 3.2.3 Las perlas Sf, k = 1, . . . , í, i = 1, . . . ,6 y las dos
perlas Sm j (m — 1, 2) en los polos, cubren totalmente a un nudo isotópico a
Spin(Á).

Demostración.

Primero verificaremos que la intersección de las perlas
las correspondientes Sf+1, ^i+i £ 2¿+i no es vacía.

€ X¿ y

Sea r el radio de las perlas £* y £^+1 con centros cf y cf+1 respectiva-
mente. Sea R el radio de las perlas üf+1 y Sf^1 con centros cf+1 y c*^1
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respectivamente (ver figura 3.4). Sabemos que dos esferas son ortogonales si
el cuadrado de la distancia de sus centros es igual a la suma de los cuadrados
de sus radios; por lo que

(ck rk+l) - f}2(rk rk+l) - r2(ck rk+l) - f}2(rk

De aquí que
rk+l) rk rk+1) -

por lo que estas cuatro esferas se intersecan en un punto; obteniendo así la
figura 3.4.

Figura 3.4: Dos perlas consecutivas de Ti y las correspondientes de T¿+i-

Ahora, consideremos el relleno de cada T¿, esto es, ¡T¡|. Vamos a probar
que existe un nudo isotópico a Spin(Á) que está totalmente contenido en
S := (uf-jjTil) U^=1 Bm, donde Bm es la bola de dimensión cuatro cuya
frontera es la perla Em.

Consideremos el arco A : J —> K̂_ parametrizado por i £ [0,1]. Sea
n¡ C I 1 un plano afín paralelo al plano coordenado zw. Notemos que
Spin(A(t)) C n£ es una circunferencia para i 6 (0,1) y un punto para
i = 0,1.

Luego, sea ¿ = ei > 0 el más pequeño t para el cual ^4(ei) £ B\ n Si (re-
cuerde que Bk es la 4rbola tal que dBk = T,k). Sea í = e2 > 0 el menor í tal
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que A(€2) S B[ n£2- Así, para f, G [e],c2], tenemos que ^4(í) fr 5f para algún
índice A;. Entonces, por lo que probamos anteriormente, 5¿ := TT£ nf=1

es una unión de seis discos del mismo radio tal que discos adyacentes se
traslapan ó son tangentes. Observemos que Spin(A(t)) no necesariamente
está contenido en St (ver figuras 3.5 y 3.6).

Spin(a(t))
Spin(A(t)¡

Figura 3.5: St formado por 6 esferas que se traslapan.

Spin(o(t))

Figura 3.6: St formado por 6 esferas tangentes.

Por medio de una isotopía podemos enviar a Spin(A(t)) a una circunfe-
rencia Spin(a{t)), que pase por el punto medio de cada cuerda que une a los
dos puntos de intersección de discos adyacentes; ó en el otro caso, que pase
por los puntos de tangencia de los discos adyacentes (ver figuras 3.5 y 3.6).
En efecto, esta isotopía 0f puede ser construida radiaímente a partir de una
función ipt cuya gráfica aparece en la figura 3.7 (los dos posibles casos). Así,
<fit(s,x) — s(ipt(x)) + (1 — s)x es una isotopía estable, es decir, fuera de un
cerrado es la identidad.
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Spin(a(t))

Spin(A(l}) \ / Spin(A(l))

Diagonal

Figura 3.7: Isotopía radial en el nivel A{t).

Luego, en las perlas colocadas en los polos, tenemos que Spin(A(t)) c -Bi
para t 6 [0, £i] y Spin(A(t)) C B2 para t £ [e2) 1]. Por lo que a través de una
isotopía, se transforma a A(t) paraí 6 [0,ei]u[e2,1], por dos arcos contenidos
dentro de las bolas respectivas y tal que sus extremos coincidan con t*(ei) y
A(0) para uno, y con a(c2) y A{\) para el otro.

Por lo anterior, podernos definir una función que en cada nivel A[t) sea la
isotopía ya descrita. Esta función depende de dos parámetros: El parámetro
de la isotopía en cada nivel y í. Debido a que es continua con respecto a
cada uno de ellos, es continua. Notemos que en cada nivel A(t) tenemos que
la isotopía correspondiente es la identidad fuera de cierto disco. Puesto que
A(t) varía en un compacto se sigue que es la identidad fuera de una bola.

Esta función se extiende a una isotopía de S4 (ver [21]) que envía a
Spin(A(t}) en Spin(a(t)).

De esta manera, un nudo isotópico a Spin(A) está totalmente cubierto
por las perlas Sf, k — 1, ...,l, i = 1 , . . . , 6 y las dos perlas en los polos. •

Al punto de intersección de las perlas £*, üf+l € T¿ y las correspondien-
tes Sf+i, ^i+i G Tf+i lo denotaremos por pf (ver figura 3.8). A continuación,
vamos a colocar una perla Pjf que contenga en su interior a p\ y que sea
ortogonal a estas cuatro de tal manera que no interseque a ninguna otra
{esfera punteada en la figura 3.8). Observemos que ésta siempre existe y su
construcción utiliza argumentos estándares de geometría.
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En efecto: Trazamos primero los espacios equipolentes entre las parejas de
esferas (E*,Ef+1), (E^pEfí í ) , { E f ^ J y (2f+l, EjJ1). Puesto que éstos
son ortogonales a las líneas que unen los centros respectivos, tenemos que los
espacios equípotentes de las parejas (£*, E¿.hl) y (£¡ 1,S^1

1.) coinciden, no
así los otros dos que en general se intersecan en un plano (ver figura 3.8), ex-
cepto cuando las esferas son del mismo tamaño, en cuyo caso la intersección
es un K3. Este plano no necesariamente contiene al punto p£, esto sucede
cuando las cuatro esferas son del mismo tamaño.

El centro c£ de Pf está en la intersección de los cuatro espacios equipo-
tentes, que en nuestro caso resulta ser en general, un plano ortogonal al plano
que contiene a los cuatro centros de las perlas. Luego trazamos una recta tan-
gente desde este punto a cualquiera de las perlas y la distancia de cf al punto
de tangencia es precisamente el radio de Pf. Por supuesto, hay que elegir
c'l de tal manera que el radio sea el más pequeño y p* esté contenido en el
interior de la bola.

Figura 3.8: La esfera punteada es la perla Pf.

Por lo que Spin{T) consistirá de las perlas E*, k = 1 , . . . , /, i — 1, . . . , 6,
más las dos perlas de los polos Em, m = 1, 2, y las perlas Pf. Decimos que
Spin(Á) es el molde (en inglés témplate) de Spin(T).

Consideremos el grupo V generado por las inversiones en las perlas. Para
garantizar que el grupo F es Kleiniano, haremos uso del teorema del poliedro
de Poincaré (ver capítulo 1), el cual establece condiciones bajo las cuales el
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grupo es discreto. En nuestro caso, el poliedro fundamental es D — S4 —
Spin(T)¡ y todas las hipótesis del teorema se verifican ya que F es un gj-upo
de reflexiones y por la construcción todos los ángulos diédricos son ~.

Este teorema nos permite además dar una presentación para e! grupo P.
Supongamos que el collar de perlas Spin(T) está formado por las perlas E3-,
(j = l , . . . , n ) e Ij es la inversión en la perla £.,•. Puesto que los ángulos
diédricos entre las caras Fj, Fj de D son ^7 donde n^ es 2 si las caras son
adyacentes y 0 en el otro caso. Se sigue que

PROPOSICIÓN 3.2.4 El grupo T generado por las inversiones en las per-
las, es Kleiniano.

Demostración.

Por lo anterior, V es discreto y su conjunto de discontinuidad es no vacío
(el interior del poliedro). Por lo tanto es Kleiniano. •

La primera pregunta que surge es si existe un collar de perlas Spin(T)
bien adaptado para algún nudo Spin(Á). En el siguiente teorema daremos un
semi-collar T subordinado al arco trébol A, que satisface todas las condiciones
para la construcción de un collar de perlas Spin(T) bien adaptado al nudo
Spin(A).

TEOREMA 3.2.5 Existe un encaje del arco-trébol AenE^. que admite un
semi-collar de perlas con las condiciones de la definición 3.2.2.

Demostración.

Por la descripción anterior, se tiene que una vez construido el coliar de
perlas es posible encontrar un nudo isotópico al nudo Spin(Á) totalmente
contenido en éste. Por otra parte, el grupo está definido por medio del collar
de perlas. Esto nos lleva a pensar, que en este sentido, el molde no resulta
fundamental no así la configuración de bolas (en esencia su "nervio"). Por
lo anterior, podemos considerar el arco-trébol A como un arco poligonal (ver
figura 3.9} que resulta de unir los centros Cfc de las perlas E*, que se enlistan
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Proyección de A en el
plano xy

Figura 3.9: El arco-trébol A.

a continuación.

La siguiente tabla contiene los centros de las esferas así como sus radios.
Nuevamente, recordemos que dos esferas son ortogonales si el cuadrado de
la distancia entre sus centros es igual a la suma de los cuadrados de sus radios.

Para facilitar la verificación de las condiciones de ortogonalidad, observe-
mos que la perla £* y lá correspondiente rotada £¿+1 son ortogonales si y
sólo si su radio es igual a su coordenada z dividida por \f2.

Si
£2
£3

E4

£5
U
£ 7

£8

£9

Ci=(2426.06421, 2296.89168, .75966995, 0)
G2=(2426.06421, 2296.89168, 2.835126878,0)
C3=(2426.06421, 2296.89168, 10.58083755,0)
C4=(2426.064211, 2296.89168, 39.48822332,0)
C5=(2426.06421, 2296.89168, 147.3720558,0)
OH2426.06421, 2296.89168, 550,0)
C7=(2426.06421, 1746.89168, 550,0)
Ce=(2426.06421, 1196.89168, 550,0)
OH2426.06421, 740, 400,0)

£1 =.537167778
#2=2.004737441
#3=7.481781981
#4=27.92239049
#5^104.20778
#6-388.9087297
#7=388.9087297
#8=388.9087297
#9=282.8427125
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Sio

E n

212
S u

S14

2 l 5

Sl6
E ] 7

Sig

E20

^ 2 1

^22

^23

^24

£25
^2G

^ 2 7

^ 2 8

£¡29

£-3D

S3I

S32

^ 3 3

£34

£35

£36
£37

^ 3 8

£39

£40
S41

£42

£43
S44

£45

^ 4 6

£47

Ci0=(2226.56071, 597.879, 200,0)
Cn=(2126.56071, 397.879, 258.5786444,0)
C12-(2026.56071! 197.879, 200,0)
Ci3=(1826.56071, 197.879, 200,0)
Ci4=(1626.56071, 197.879, 200,0)
C15=(1426.56071, 197.879, 200,0)
Cifi=(1226.56071, 197.879, 200,0)
Ci7=(1026.56071, 197.879, 200,0)
C18=(826.56071, 197.879, 200,0)
C19^(626.56071! 197.879, 200,0)
C20=(426.56071, 197.879, 200,0)
C2Í=(426.56071, 390.842826, 186.6225781,0)
C22=(426.56071, 556.1388641, 150,0)
C23=(426.56071, 695.063304, 130,0)
C24=(390, 804.611533, 105,0)
C25-(420.7470362, 905.0088369, 105,0)
C26=(518.54878, 907.99193, 91.98807,0)
C27=(610.5368498, 907.99193, 91.98807,0)
C28=(702,5249198, 907.99193, 91.98807,0)
Ca9=(794.5129898, 907.99193, 91.98807,0)
C30=(886.5010598, 907.99193, 91.98807,0)
C3i=C978.4891298, 907.99193, 91.98807,0)
C32=(1070.4772, 907.99193, 91.98807,0)
C33^(1162.46527, 907.99193, 91.98807,0)
C34=(1254.45334, 907.99193, 91.98807,0)
C35=(1346.44141, 907.99193, 91.98807,0) .
C36=(1438.42948, 907.99193, 91.98807,0)
C37=(1530.41755, 907.99193, 91.98807,0)

C3(Hl622.40562, 907.99193, 91.98807,0)
C39=(1714.39369, 907.99193, 91.98807,0)
C40=(1806.38176, 907.99193, 91.98807,0)
C74i=(1898.36983í 907.99193, 91.98807,0)
C42=(1990.3579, 907.99193, 91.98807,0)
C43=(2082.34597, 907.99193, 91.98807,0)
C44=(2174.33404, 907.99193, 91.98807,0)
Ci5=(2266.32211, 907.99193, 91.98807,0)
C46=(2358.31018, 907.99193, 91.98807,0)
C47=(2450.29825, 907.99193, 91.98807,0)

ñlfl=141.4213562
fíll=182.8427129
ñ12=141.4213562
fíls=141.4213562
fíu=141.4213562
His=141.4213562
Hl6=141.4213562
Hl7=141.4213562
Í218=141.4213562
J?i9=141.4213562
H20=141.4213562
i£21^131.9620905
ñ22=106.0660172
^3=91.92388155
ñ24^74.24621202
ñ25=74.24621202
R26 -65.0453
R27 =65.0453
JS2a=65.0453
iÍ29=65.0453

.^30^65.0453

JJ31^65.0453
#32=65.0453

ñ33=65.0453
#34=65.0453
.#35=65.0453
#36=65.0453
#37=65.0453

ñ38=65.0453
#39=65.0453
#40=65.0453
#4!=65.0453
#42=65.0453
#43=65.0453
#44=65.0453
#45=65.0453
#46=65.0453
#47=65.0453



Construcción 51

^M8

£•19

£50

£ 5 1

S52

£53

£54

£55

£56

£57

£58

£59

£eo
£ei
£62

Sea

£6S

£66

^ 6 7

^ 6 8

£69

£70

£71

£72

£73

£74

£75

£76

£77

£78

£79

£¡80

S s i

£s3

£84

^ 8 5

C48=(2542.28632, 907.99193, 91.98807,0)
C49=(2634.27439, 907.99193, 91.98807,0)
C5(H2726.26246, 907.99193, 91.98807,0)
C5i=(2818.25053, 907.99193, 91.98807,0)
C52=(2910.2386, 907.99193, 91.98807,0)
CS3=(3002.22667, 907.99193, 91.98807,0)
Cr

54=(3094.21474, 907.99193, 91.98807,0)
C55=(3186.20281, 907.99193, 91.98807,0)
C56=(3278.19088, 907.99193, 91.98807,0)
C5T=(3370.17895, 907.99193, 91.98807,0)
C58=(3462.16702, 907.99193, 91.98807,0)
C59=(3554.15509, 907.99193, 91.98807,0)
C60={3646.14316, 907.99193, 91.98807,0)
<761=(3738.13123, 907.99193, 91.98807,0)
C62=(3830.1193, 907.99193, 91.98807,0)
a63=(3922.10737, 907.99193, 91.98807,0)
Cr

64=(4014.09544, 907.99193, 91.98807,0)
<765=(4106.08351, 907.99193, 91.98807,0)
C66=(4198.07158, 907.99193, 91.98807,0)
C67=(4290.05965, 907.99193, 91.98807,0)
C6a=(4382.04772, 907.99193, 91.98807,0)
C69=(4474.03579, 907.99193, 91.98807,0)
C7(H4566.02386, 907.99193, 91.98807,0)
Cn=(4650.89687, 943.4652579, 91.98807,0)
(^72^(4750, 914.7460538, 120,0)
C73=(4750, 770.0255859, 203.776124,0)
C74=(4750, 522.386491, 451.4162296,0)
C75={Añ70, 0, 930.302113,0)
C76=(3611.943, -100, 1000,0)
C77=(261L943, -100, 1000,0)
C7a=(1611.943, -100, 1000,0)
C79=(1096.504432, 756.930197, 1000,0)
C80=(922.2268, 600, 300,0)
Cfli={750, 500, 163.335525,0)
C82=(750, 500, 43.765626,0)
C83=(750, 500, 11.72696421,0)
C84-(750, 500, 3.1422119,0)
Ce5=(750, 500, .841953143,0)

fí48=65.0453
/¿49=65.0453
R5a ^65.0453
ñ3I=65.0453
#52=65.0453
ñ53^65.0453
ñ54 ^65.0453
/Í55^65.O453
i256=65.0453
#57=65.0453
#58^65.0453
#59=65.0453
#60=65.0453
#61=65.0453
#62=65.0453
#63=65.0453
#64=65.0453
#65=65.0453
#66=65.0453
#457=65.0453
#6a=65.0453
#69=65.0453
#7O=65.0453
#7i=65.0453
#72=84.85281374
#73=144.0914791
#74=319.19947
#75=657.8229327
#76=707.1067812
#77=707.1067812
#78=707.1067812
#79=707.1067812
#80^212.1320344
#ei=115.4956573
#82=30.94697
#63=8.29221591
#84=2.221879342
#85=.595350776
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Gomo ya vimos, el grupo F generado por las inversiones /¿ en las per-
las Ej (j = 1 , . . . , n), del collar de perlas Spin(T) bien adaptado al 2-nudo
Spm(trébol), es un grupo Kleiniano conforme.

3.3. Descripción del Conjunto Límite

Sea A un arco girable anudado en K.̂ . Consideremos el nudo de dimen-
sión dos Spin(A) en 1K4, y tomemos una configuración de perlas Spin(T)
subordinada y bien adaptada a Spin(A) consistente en n perlas.

Ya hemos visto que la acción del grupo F generado por las inversiones
en las perlas es Kleiniano. La pregunta natural que surge es: ¿Cuál es su
conjunto límite? Recordemos que para encontrar todos los puntos límite,
debemos considerar todas las posibles sucesiones de elementos de P, es decir,
vamos a encontrar todos los puntos de acumulación de sus órbitas. Esto lo
haremos por etapas.

1. Al invertir con respecto á cada £,- ,(j = 1 , . . . , TI), una copia del exterior
de Spin(A) — E^ es obtenida dentro de ésta. Así, al efectuar todas las
inversiones se obtiene un nuevo 2-nudo Spin(Ai), el cual es isotópico a
la suma conexa de n + 1 copias- de Spin{A) y está totalmente cubierto
por n(n — 2) perlas (envoltura), las que serán denotadas por E{Ti).

Notemos que existe una isotopía de S4 tal que transforma al nudo
Spin(A#A) en Spin(Á)#Spin(A), Más aún, esto continua siendo cier-
to para la suma conexa de cualquier pareja de arcos anudados. Por lo
tanto, Spin(A{) es isotópico al Spin de la suma conexa de n + 1 copias
de A.

Consideremos el relleno de Spin(T) y E(Ti). Tenemos que \Spin(T)\
= \E(Ti)\ ya que cada perla de Spin(T) se encuentra en E(T\). De
aquí que E(Ti) es una vecindad cerrada de Spin(Á). Para clarificar lo
anterior consideremos el caso más sencillo, es-decir, un collar desanuda-
do semicircular (ver figura 3.10).
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Spin(T)

Figura 3.10: Un collar desanudado y la. primera iteración.

Afirmación 3.3.1 \E(Ti)\ = V es isotópico a una vecindad tubular
ceñuda de Spin(Á).

En efecto:

Sea TV una vecindad tubular de Spin(A) tal que N c Int(V). Como
A es girable, se sigue que Spin(A) es liso. Dado p € Spin(A), conside-
remos el plano tangente TpSpin(A) de Spin(A) en p. Sea U2(p) C S4

una 2-esfera totalmente geodésica con respecto a la métrica esférica
(es decir, de radio 1) que pasa por p e interseca transversalmente a
TpSpin(A). Así U2(p) corta a cada perla E¿ € Spin(T) que contiene a
p en un disco D¡. Entonces Dp = UD¿ es estrellado con respecto a p, y
por lo tanto es convexo. Esta vecindad se encuentra contenida en una
bola cerrada 5R P (P) , donde el radio Rp = sup{<¿(a;,p) : x E Dp] + c.
Notemos además que Np = U2{p) n N C Dp (ver figura 3.11).

Por lo que para cada punto p e Spin[A) le hemos encontrado una
2-vecindad estrellada Dp con respecto a p en II2 (p), que se retracta
radialmente a Np. En efecto, a continuación describiremos como cons-
truir unaisotopía <f>p[6,t), que depende del ángulo 9 y de í. Tracemos
un rayo rg que parta de p con ángulo 8. Sea n(6) el punto de intersec-
ción de rg con Np y sea d(0) el punto de intersección de rg con Dp (ver
figura 3.11). Luego, el rayo d{8) lo podemos enviar al rayo n[9) a través
de una isotopía <¿>p(¡, a;) — tipp(x) + (1 — t)x, donde ^p{s) es la única
función poligonal cuya gráfica aparece en la figura 3.12. Notemos que
es la identidad después de cierto punto a distancia Rp de p.
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Figura 3.11: Una 2-vecindad estrellada, de p en n2(pj.

d(Q) Rp

Figura 3.12: El rayo d{6) es transformado al rayo n($) por una isotopía radial.

Por lo que en U2(p) tenemos una isotopía que transforma a Dp en Nv y
es la identidad fuera del disco cerrado BRp (p). Puesto que II2 (p) varía
continuamente con respecto a p, tenemos una isotopía que transforma
a V en N y por [21] esta isotopía se estiende a §4. Por lo anterior,
esta isotopía es la identidad fuera de una vecindad tubular cerrada
Spin(A) x S1, tal que el radio de S1 es sup{ñp}. •

2. Segunda etapa: Consideremos, la acción de elementos de F en E(T\). De
esta forma, obtenemos un nuevo nudo Spin(Az) con envoltura E{T-2)
formada por n(n2 — 2n + 7) perlas. El nudo Spin(Á2) es isotópico a
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la suma conexa de n2 + 1 copias de Spin(A). De aquí que es también
isotópico al Spin de la suma conexa de n2 + 1 copias de A.

Sea Vi = -#(T2) — Spin(T). Entonces ¡V"i| es una vecindad cerrada y
conexa de un 2-nudo Spin(Pi) el cual es isotópico a la suma conexa
de 2n + 1 copias de Spin(A) (una copia en cada perla de Vi más la
original). Por la afirmación anterior, |Vij es isotópica a una vecindad
tubular cerrada de Spin(Pi). Notemos que |Vi[ C |V| (ver figura 3.13).

'Spin(T)

E(T)

Figura 3.13: Perlas punteadas forman \\'\\.

3. kma etapa: La acción de elementos de T en E(Tk-i) determina un nudo

manso Spin(Ak), el cual es isotópico a la suma conexa de n[ nl2~~] + ^
copias de Spin(Á) y es también isotópico al Spin de la suma conexa de

4-1 copias de A.

Sea Vk-i = E(Tk) — E{Tk-%). Así |14_i| es una vecindad cerrada y
conexa del nudo Spmfi^-i) que es isotópico a la suma conexa de
ni^n~Í-2 ~1]+rc(rc~3)fc~2+l- Esta vecindad está formada por 2n(n-3)k

perlas y es isotópica a una vecindad tubular cerrada de Spin(Pk-i)- Por
construcción, |T4-i! C \V^2 •

Sea x e D^JIVÍ;]. A continuación probaremos que x es un punto límite.
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En efecto, existe una sucesión de bolas cerradas {B^} con Bm C | Vm¡ tal que
x € Bm para cada m. Por lo que podemos encontrar a z £ S4 — Spin(T) y
una sucesión {wm} de elementos distintos de T, tal que wm(z) € Bm. Como
diam{Bm) —> 0 se sigue que wm{z) converge a x. La otra inclusión es clara.
Por lo tanto, el conjunto límite está dado por

TEOREMA 3.3.2 El conjunto limite A(F, A) es isotópico a Spin(A), don-
de A es el arco salvaje (en el sentido del capítulo 2) contenido en cada página
($\_) de la descomposición en libro abierto de R4.

Demostración.

Sea A un arco girable anudado. Construyamos el 2-nudo Spin(A) y to-
memos el collar Spin(T) formado por n perlas, subordinado y bien adaptado
a Spin(A).

Ahora consideremos el semi-collar de perlas C, formado por n 2-esferas
tal que esferas adyacentes sean ortogonales y A está totalmente cubierto
por ellas. Podemos suponer que los extremos de .A son los centros de la
primer perla Ei, y la última T.n. Construyamos Spin{C) = Uo<o<27i--fie(C)
(ver sección 3.1).

Afirmación 3.3.3 ¡Spm(T)| es isotópico a \Spin(C)\.

En efecto, como hemos probado en la afirmación 3.3.1, \Spin(T)\ es isotó-
pico a una vecindad tubular cerrada del nudo Spin(Á). Utilizando el mismo
argumento, tenemos que |Spín(f7)¡ es isotópico a una vecindad tubular cer-
rada de Spin(A). Ahora, dos vecindades tubulares cerradas de Spin(A) son
isotópicas ([10]), de aquí que la afirmación se sigue. •

En la primera etapa del proceso de inversión aplicado a Spin(T), obtene-
mos una envoltura E(Ti) de Spin(Ai) formado por perlas. Ahora en el caso
de C, unimos los extremos de A por una curva no anudada L¡ obteniendo
así un nudo K (ver figura 3.14).
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Figura 3.14: La curva punteada L une los extremos del arco A.

Luego, completamos el semi-collar de perlas C para K con perlas Z3l

s = 1, . . . ,r, manteniendo las mismas condiciones de ortogonalidad en perlas
consecutivas. A este nuevo collar de perlas lo denotamos por Z (ver figura
3.15).

Figura 3.15: El collar de perlas Z subordinado ai nudo K.

Ahora, invertimos sólo con respecto a cada perla £¿, i = l , . . . , n , de
C. Así, obtenemos un nuevo nudo Kl isotópico a la suma conexa de n + 1
copias de K. Para regresar Kl a un arco, removemos la curva desanudada
que une a las imágenes de los extremos de A bajo las inversiones con respecto
a las perlas Si y Sn de C respectivamente. Este nuevo arco es llamado',41 y
está totalmente cubierto por el conjunto de perlas C\. Notemos que C c C i
(ver figura 3.16).
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Figura 3.16: El nudo K1 y Ja curva L1.

Observemos que Spin{Al) es isotópico a Spin(Ai) y Spin{C\) es una
envoltura de él. Así, Spin(\Ci\) = Spin(\C\) (donde \C\ está definido como
\Spin(T)\) es una vecindad cerrada de Spin(A).

En la segunda etapa para Spin(T), obtenemos una envoltura B{T2) del
nudo Spin(A2)- Para C, unimos de nuevo los extremos del arco A1 por una
curva no anudada L1, formando de nuevo el nudo K1 de tal manera que cuan-
do completamos el semi-collar de perlas C\, agregamos de nuevo las perlas
Zs s — 1, . . . , r, es decir, formamos de nuevo el collar Z. Podemos suponer
que los extremos del arco A1 coinciden con los centros de las perlas Ei y
£ n e C c Ci, respectivamente (ver figura 3.17).

Invirtiendo únicamente con respecto a cada perla de C, esto es, con res-
pecto a las perlas S¿ i = 1 , . . . , n, tenemos al igual que en la etapa anterior
una envoltura Ci del nuevo arco A2, el cual es isotópico a la suma conexa de
1n + 1 copias de K menos una curva no anudada Li- Cuando giramos Ci y
A2, obtenemos la envoltura Spin(C2) de Spin(A2).

Definimos Wt = Spin(C2) ~ Spin(C) U {Ij{Z) : j = 1, . . . ,n}. Entonces
|Wij es una vecindad cerrada del 2-nudo Spin(Q2) (ver la sección anterior el
2-nudo análogo Spin(P-2)), el cual es isotópico a la suma conexa de 2n + 1
copias de Spin(A). De esta manera, ¡Vi| y ¡M l̂ son vecindades cerradas de
2-nudos isotópicos. Usando el mismo argumento que el de la afirmación 3.3.1
y el hecho estándar de que cualquier encaje localmente plano de S2 en ES4
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Figura 3.17; El collar de perlas Z subordinado al nudo K1.

tiene haz normal trivial; tenemos que dos vecindades tubulares cerradas de
nudos isotópicos son isotópicas (ver [10]). De aquí que ]V\| es isotópico a \Wi\
y el siguiente diagrama conmuta

(s*,N)—-(S

donde las aplicaciones horizontales son inclusiones. Notemos que esta iso-
topía es estable, es decir, es la identidad en algún abierto de S4; y preserva
orientación {ver [14]).

Continuando con este proceso en cada construcción, tenemos en la eta-
pa fc-ésima para Spin(Ak) su envoltura E[Tk) y para Spin(Ak) su envoltura
Spin(Ck)- Donde Spin(Ak) es obtenido a través del proceso de inversión que
se describió previamente. El arco Ak es formado aplicando el proceso de in-
versión al collar Z que completa al semi-collar C*-i, y es^á subordinado al
nudo K".

Luego,
\Vk\=\E(Tk+1)-E(Tk_1)\

y
\Wk\ = \Spin(Ck+1) - 5pm(C,_3) U {/iii(_r.,,(2) : 1 < / < k}\
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son vecindades cerradas de los nudos Spin(Pk) y Spin(Qk) respectivamente,
los cuales son isotópicos a la suma conexa de ^Vn~^l2~ ] + nin ~ 3)fc-1 + 1
copias de Spin[A) (ver la descripción anterior). Por lo que \Vk\ es isotópica
a \Wk\. Esto implica que el siguiente diagrama conmuta

(ñ\\vk\)—-(sMi4-il)

(s\\wk\)—-(SMw*-il),

Notemos que esta isotopía es estable y preserva orientación. Resumiendo,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(3-1)

4, \wk
donde las aplicaciones horizontales son inclusiones y las verticales son iso-
topías estables que preservan orientación.

El límite inverso en el primer renglón de (3.1) es (S4, A(I\ A)) y el límite
inverso en el segundo renglón es (§4, 5pm(Umfc |Wfc|))- Pero Umfc \Wk\ es un
arco salvaje que denotaremos por A(F) (ver capítulo anterior). En otras pa-
labras, el límite inverso en el segundo renglón es (S4, Spin(A(T))).

Por la propiedad universal del límite inverso, existe un homeomorfismo
de S4 a S4 que envía A(F, A)) en Spin{A(T)}. Este homeomorfismo es estable
porque coincide con un homeomorfismo estable en algún abierto (ver [14]) y
preserva orientación. Esto implica que es isotópico a la identidad (ver [14]).

Por lo tanto, los nudos Spin(A(T)) y A(T,A)) son isotópicos. •

COROLARIO 3.3.4 El conjunto límite A(F, A) es homeomorfo a S2

Demostración.

Por el teorema anterior, tenemos que A{T,A) = Spin(A(T)) =_S2. •
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TEOREMA 3.3.5 Sea Spin(T) un collar de perlas subordinado y bien a-
daptado a Spin(A). Entonces A(r,Á) está salvajemente encajado en S4.

Demostración.

Sea A = S4 — A(F, A). Es suficiente probar que IIi(A) está infinitamente
generado y no tiene presentación finita.

Sea A un arco girable anudado. Primeramente, recordemos que el grupo
fundamental de Spin(A) es ísomorfo al grupo fundamental de K = Au L en
S3, donde L es una curva no anudada que une los extremos de A (ver [23],
[35]) y el grupo fundamental de un nudo manso tiene presentación finita, es
decir, podemos suponer que

Yli{Spin(A)) =Ui[K) = {gu g2¡..., gn I rur2l...,rm}

Por Van-Kampen tenemos

pero IIi(S4 — S2) = Z, de aquí que lo anterior puede escribirse en términos
de generadores y relaciones como sigue

rl 1 1 r2 2 2 1 _ 21

= {9¡,32i---,9n>92,---,9n I
i _i i r 2 a 2 -i

o equivalentemente

- n1(5p¿n(A)) *{gi} nx{Spin{A))

donde g\ es el generador de n ^ S 4 — S2) = S.

Por inducción, si L = Spin{A)$ • • • $Spin(Á) m-veces, entonces

1 1 1 2 2 2 i ¿ £ \
1 17 ' 2 i " • • ' ' n i ; ' l i ' 2 ' " " • : ' mi " • " ' H ' 2> • " ' ) ' n i )
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/-veces.

Por otro lado, notemos que en cada etapa Spin{Pk) es un retracto fuerte
por deformación de ¡V¿| (ver la descripción geométrica al principio de esta
sección). Así

Coriio, S4 — |Í4[ C §4 - 114+11 para cada k, se sigue que

fc=l

esto implica que, IIi{A) es el límite directo del sistema

{ n ^ - l V f c l ) , ¿ = 1,2,...; A, ¿ = 1,2,...)}

donde

/fc:n1(s4-|vi|)-*-n1(s4-m+1|)
es la inclusión (ver lema 2.4.1 de [24]). Por lo tanto,

nl{A) = {glgl...,g1
n,gl...1gl..,g*í...>gh¿¡...\

1 1 1 2 2 2 k k k \
< li ' 2i • • • ¡ ' mi ' li ' 2i • • ' > ' mi ' ' • ' l ¡ ' 2* • • • > ' 7Wm ' ' S

{ f n } • • •

Así IIi(A) está infinitamente generado. De hecho, este grupo fundamen-
tal coincide con el grupo fundamental del nudo S1 C S3 obtenido como eí
conjunto límite de la acción del grupo Kleiniano generado por inversiones en
un collar de perlas subordinado al nudo K (ver lema 2.2.2). Es bien conocido
que no tiene presentación finita (ver [12], [16]). •

Ejemplo 3.3.6 Sea Spin(T) un collar de perlas subordinado y bien adaptado
a Spin(A) donde A es un arco trébol (T2¿). Entonces

Ui(Spin(A)) = ni(r2l3) = {x,y | xyx = yxy]

por lo que



Variedades Hiperbólicas Asociadas 63

es infinitamente generado y con un número infinito de relaciones.

3.4. Variedades Hiperbólicas Asociadas
Consideremos la acción de F en el espacio hiperbólico H5. Entonces F es un

subgrupo de Isom H5 que actúa propia y discontinuamente en D5 = H5 U3H5.
El poliedro fundamental V del grupo es (H5 U dW5) - \Spin{T)\, donde

Spin(T) es la extensión natural del collar de perlas a B5. De aquí que V
es convexo y tiene un número finito de lados por lo que F es geométrica-
mente finito (ver [4]).

El grupo F actúa propia y discontinuamente en V, de aquí que el co-
ciente Mf> — (B^ — A(F, A))/T = V es un orbifoid compacto, tal que si nos
restringíamos a Int(Mp) es un orbifoid hiperbólico no compacto, orienta-
ble, de volumen infinito y su compactificación como subconjunto de D5 tiene
frontera dM.? que posee una estructura conforme. En efecto:

Para el grupo Kleiníano F que actúa en el collar de perlas Spin(T), su do-
minio fundamental es D = S4— \Spin(T) \ = dM?. El grupo F actúa propia y
discontinuamente en D, así D S n(F)/F = {SA - A(F))/F es una 4-variedad
conformemente plana (ver [9]), orientable, compacta y con frontera. Su grupo
fundamental es precisamente el grupo del molde de Spin(T).

A continuación describiremos (S4 — A(F})/F bajo la restricción de que
Spin(A) sea librado.

LEMA 3.4.1 Sea A un arco girable. Supongamos que el nudo K, obtenido
a •partir de A uniendo sus extremos por una curva no anudada, fibra sobre
la circunferencia con fibra la superficie S. Entonces Spin(A) fibra sobre la
circunferencia con fibra Sg; una S1-familia de superficies S pegadas a lo largo
del meridiano de 3D3 con longitud 6. Donde el interior de S es S y su frontera
es un meridiano de 5D3 (ver figura 3.18).
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Demostración.

La fibración localmente trivial del complemento de K induce una fibración
localmente trivial en D3 — ID1 por superficies So, 0 e S1. El interior de Se es S
y su frontera es 8Se = Mg = el meridiano de 3D3 con longitud 8 (ver figura
3.18).

Figura 3.18: libración de EJ3 - D1.

Recordemos que en el proceso spin multiplicamos el interior de D^ por
S1 mientras que dW permanece fija. Por lo que, obtenemos una fibración
localmente trivial de S4—Spin(Á) por una §^familia de superficies S pegadas
a lo largo del meridiano M¿ de 3D3 con longitud 8. •

De aquí en adelante, diremos que un arco manso es fibrado si el nudo
obtenido a partir de éste uniendo sus extremos por una curva no anudada,
fibra sobre la circunferencia.

LEMA 3.4.2 Sea A un arco girable, fibrado con fibra la superficie S. Sea
Spin(T) un collar de n-perlas subordinado y bien adaptado al nudo man-
so Spin(A). Entonces O( r ) / r fibra sobre la circunferencia con fibra S*J la
cerradura de la 3-variedad Sg del anterior lema.

Demostración.

FALLA DE ORIGEN
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Sea P : §4 — Spin(A) —> S1 ia fibración dada, cuya fibra es ia 3-variedad
So- Notemos que P \^-spiv.{T)= P ^s también una fibración con fibra Sg.

Ya que fi(F)/r = D" y en nuestro caso tenemos que D* - S4 - \3pin(T)\.
Se tiene que fi(F)/r fibra sobre 3a circunferencia con fibra la cerradura de

Si el nudo es fibrado tenemos que para describir completamente a O/F,
nos falta determinar su monodromía, la cual es precisamente la monodromía
dei nudo (ver sección 3.6).

Consideremos ahora el subgrupo F c F de índice dos que preserva orien-
tación. En este caso, el poliedro fundamental V es (M5 U f?H5 — \Spin{T)\) U
{Bj — Ij(\Spin(T) — Hj\)), donde tilde significa la extensión natural a D5 tanto
de la perla como de la inversión correspondiente. Puesto que V es convexo y
tiene un número finito de lados, tenemos que F es geométricamente finito.

El grup_o F actúa libre, propia y discontinuamente_en el ^poliedro fun-
damental V, de aquí que el cociente M$ = (K"5 - A(F, A))/F = P/^ es
una variedad compacta, orientable sin frontera, tal que si nos restringíamos
a /ní(A^~) es una variedad hiperbólica de volumen infinito, orientable, no
compacta tal que su compactificación como subconjunto de B^ tiene frontera,
la cual es una 4-variedad conforme.

El dominio fundamental D para el grupo F en S4 es dM~ = D =
(S4 - \Spin(T)\) Ü {Bj - Ij{\Spin{T) - E3-|)). Luego, £»* ^ Sí/f donde
D* ~ D n í í / ~p (ver capítulo 1, [16]). El grupo F actúa libre, propia y
discontinuamente en fi(F). Así Í2/F es una 4-variedad conformemente plana,
orientable, compacta y sin frontera. Su grupo fundamental es el grupo del
molde de Spin(T#T), es decir, es el grupo fundamental de Spin(A#Á).

LEMA 3.4.3 Sea A un arco giradle, fibrado con fibra la superficie S. Sea
Spin(T) un collar de n-perlas subordinado y bien adaptado al nudo manso
Spin(Á). Entonces fi/T fibra sobre la circunferencia, con fibra S* homeo-
morfa a la 3-variedad 5e#5e donde Sg es la 3-variedad del lema 3.4.1.

Demostración.
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El espacio D fibra sobre la circunferencia con fibra la 3-variedad Sg que es
la suma de Sg con Sg a lo largo de un disco (ver el equivalente para superficies
en la demostración del teorema 2.4.1), y cuya frontera es un S2.

Podemos asumir, módulo isotopía, que la fibra S corta cada perla del
semicollar correspondiente a A, en arcos que van desde un punto de ia inter-
sección de perlas consecutivas en otro (ver lema 2.7.3 y la figura 2.9). Por lo
que la fibra Sg corta a cada perla £¿ e Spin{T) en discos ai cuya frontera
es la intersección de £¿ con las perlas adyacentes. Por lo que al invertir con
respecto a Ej-, la copia de Sg corta la copia de E¿ en £¿ en discos a¿ cuya
frontera es la intersección de las imágenes de las perlas correspondientes.

Observemos que la acción de F identifica la frontera de cada perla de
Spin(T) con la correspondiente frontera en £,-. Esta identificación es equiva-
lente a identificar los discos Oi{9) con a{[6) para 9 G S1.

Por lo tanto, D* = Í2/F fibra sobre el círculo. La fibra es la superficie
S* = So/ ™f, que es homeomorfa a Sg^Sg. •

De nuevo, si'el nudo es fibrado tenemos que para describir completamente
a O/r, nos falta determinar su monodromía. Esta será estudiada en la sec-
ción 3.6.

3.5. Fibración del complemento de A(F, A) so-
bre S1

En esta sección estudiaremos el complemento del conjunto límite para el
caso en que el nudo es fibrado. Para esto, nos apoyaremos en los resultados
que obtuvimos en la sección anterior.

Primeramente, observemos que debido a que F es un subgrupo normal de
F, se sigue por el lema 8.1.3. en [31] que F tiene el mismo conjunto límite
que F. Por lo tanto, S4-A(r, .A) = §4 - A.{f,A).

TEOREMA 3.5.1 Sea A un arco no-trivial, girable y fibrado. Sea Spin(T)
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un collar de perlas subordinado y bien adaptado al 2-nudo fibrado Spin{Á).
Sea F el grupo generado por las inversiones en_ las perlas y sea F c F sub-
grupo de índice dos formado por las palabras pares. Sea A(F, A) — A(F, A) el
correspondiente conjunto limite. Entonces:

1. Existe una fibración localmente trivial ip : S4 — A(F, A) —*• S1, cuya fibra
EJ = T/J"1(5) es una B1-familia de superficies 2 pegadas a lo largo del
meridiano 6 de 3D3 (ver lema 3.](.1). Donde Int(E) es una superficie
orieñtable de género infinitó con una punta.

2. Wg~X*0

Demostración.

Sabemos que £ : ÍÍ(F).^ ÍÍ(F)/T es un cubriente con un número infinito
de hojas. Por el lema anterior, tenemos que existe una fibración localmente
trivial tf> : Ü{Y)¡f -> S1 con fibra 5*.

Entonces i/> = <f>'o ^ : íi(F) —»• S1 es una fibración localmente trivial. La
fibra es F(5*), es decir, la órbita de la fibra.

A continuación daremos otra demostración. Como probamos en el teore-
ma 3.3.2, el nudo A(F, A) es isotópico al nudo Spm(A(F)), donde A(F) es
un arco salvaje. Puesto que A es fibrado, se sigue que A(F, A) también lo
es.: En este caso, la fibra S es una superficie orieñtable de género infinito
con una punta (ver teorema 2.4.1). De aquí que Spin(A{T)) fibra sobre la
circunferencia con fibra SJ, una § ̂ familia de superficies £ pegadas a lo largo
del meridiano 6, de 9D3 (ver lema 3.4.1).

La primera parte del teorema ha sido probada. Para la segunda parte,
observemos que la cerradura de la fibra es la cerradura de la S ̂ familia de
superficies E, es decir, es la cerradura de una SMamilia de puntas. Como
hemos visto en ia figura 3.18, cada punta tiene como frontera al arco salvaje
A(F). Por lo que la cerradura de la fibra es exactamente el conjunto límite.
Por lo tanto, SJ - E¡ = A(I\ A). • . .

Observación 3.5.2 1. Este teorema puede ser generalizado para enlaces
fibrados.
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2. Este teorema nos da una descomposición de S*5 — A(F, .A) como libro
abierto, donde el "lomo"es el 2-nudo salvaje A(T,A), y cada página es
una Sl-familia de superficies E pegadas a lo largo del meridiano 8 de
dí$ e /ní(E) es una superficie orientabte de género infinito con una
punta.
En efecto, esta descomposición puede ser pensada de la siguiente forma:
Por el teorema anterior, §4 — A(F, A) es E* x [0, l] modulo la identifi-
cación de la tapa de arriba con la de abajo. Consideremos E* X [0, l]^e
identifiquemos ü* x {0} con E* x {l}. Esto es equivalente a dejar 9£*
fija y rotar E* x {0} con respecto a 9E* hasta pegarla con E* x {1}.
Removiendo 9E", obtenemos la descomposición de libro abierto.

3.6. Mono dromía

En la sección anterior vimos que si un arco manso, no trivial A, fibra
entonces Spin(A) y A(T,A) también libran. Lo que nos falta para describir
completamente a S 4 - A(F, A) es determinar su monodromía.

Consideremos un collar de perlas Spin(T) subordinado y bien adaptado
a Spin(A). Recordemos que para la variedad S4 — ¡5p2Ti(T)|, el flujo que
define la aplicación de primer retorno de Poincaré W, es el flujo que corta
transversalmente cada página de su descomposición en libro abierto.

Como hemos observado durante el proceso de inversión, Spin(A) y la fibra
S son copiados en cada inversión. Igualmente el flujo \1>, que define la apli-
cación de primer retorno de Poincaré, es copiado. De aquí que la aplicación
de primer retorno de Poincaré puede ser extendida en cada paso, dando al
final un homeomorfismo i¡): E^ —y EJ que identifica SJ x {0} con £¿ x {1} e
induce la monodromía del nudo salvaje.

Por lo anterior, si sabemos la monodromía del nudo Spin(A), entonces
sabemos la monodromía del nudo salvaje A(F, A).

Como ya vimos en el primer capítulo en la sección de monodromía, el
grupo fundamental del nudo salvaje A(F, A), es el producto semidirecto de
% con rii(S2) a través de la monodromía.

Ejemplo 3.6.1 Sea A el arco trébol. Consideremos el nudo Spin(A). En-
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tonces S es una Sí-familia de toros ponchados pegados a lo largo de un
meridiano (ver lema 3.4-1)- Su grupo fundamental es el grupo libre en dos
generadores, a y b. Puesto que U\(Spin{A)) = Tli(nudo trébol), se sigue que
la monodromía ip# en ambos casos coincide. Asíip# envía a *->• 6"1 y b i—> ab.
Su orden es 6 módulo un automorfismo externo (ver [23] pags. 330-333).

La monodromía en el limite ip# : IIi(EJ) —>• ni(£j) está dada por a¿ i-̂
b^ y bi i—y a¿6¿, donde ni(£") = {ai,bi}. Así

= {di, c : c~la~lc — aiC~lOi}

— {a^ c: c = aiCüiC~laY1}

= {dí,c : c = cüiCaiC~laJlc~1}

= {ÜÍ, c : c — caiC~1c2oJiC~1c~lca¡'1c~1}.

Sea ai =

— {a^ c: c = ctiCQíiC"1^1}

= {ai, c : caiC = aicai}

Este es otro método para calcular el grupo fundamental del 2-nudo salvaje
cuyo complemento fibra sobre la circunferencia.

COROLARIO 3.6.2 Sea Spin(T) un collar de perlas bien adaptado a un
nudo manso, fibrado, no trivial, Spin(T). Entonces ü i ( í í ( r ) / r ) = S >c #̂

Til (S*) a través de la monodromía.

3.7. Espacio Twistorial y Grupos Kleinianos

En esta sección se levantará 3a acción del grupo T en S4 al espacio twisto-
rial. Para más detalles consultar [25] y [20].

Primeramente vamos a describir brevemente la fibración twistorial ó fi-
bración de Calabi-Penrose, TT : P¿ —í- S4 (ver [20]). Existen varias formas
de hacerlo, una manera geométrica es la siguiente: El espacio S4 puede ser
pencado como la línea cuaterniónica proyectiva P¿, de líneas cuaterniónicas

ílSTA TESIS NO SALE
DS LA BÍBI1QTECA
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derechas en el plano cuaterniónico H2, considerado como %-módulo derecho
de dimensión dos.

Por otra parte, podemos identificar Tí2 con C4 via la aplicación M-lineal
dada por {quq2) -+ (21,22, a3, z4)} donde qi — zx + Z2J—xl + x^i+x^j+x^k y
(¡2 = 23 +zú=Vi +y2Í+yz¿+yik. En esta notación i, j , k denotan las unidades
cuaterniónícas estándares y z\ = xi + x2i, z2 = x3 4- .T^Í, z^ = yi + 3/2* y

Bajo esta identificación cada línea cuaterniónica derecha

es invariante bajo multiplicación por la derecha por i. Esto implica cada línea
es canónicamente isomorfa a C2. Puesto que P¿ es el espacio de líneas com-
plejas en C4, entonces existe una función ir : P^ —> S4 cuya fibra sobre un
punto H G ,P¿ es el espacio de líneas complejas en la línea cuaterniónica
derecha dada H = C2; por lo que la ñbra es P¿.

El grupo Conf+ffi) de automorfismos conformes de S4 que preservan
orientación es isomorfo a PSL(2,'H), la proyectivización del grupo de ma-
trices cuaterniónicas invertibles de 2 x 2. Este grupo es de forma natural un
subgrupo de PSL(4, C), ya que cada cuatermón corresponde a una pareja de
números complejos. De aquí que Con/+(S4) tiene un levantamiento canónico
a un grupo de transformaciones holomorfas de P^¡ que envía líneas twisto-
reales en líneas twistoreales.

Definición 3.7.1 ([25]) Un grupo Kleiniano twistorial es un subgrupo dis-
creto G de Authoi{Pc) de automorfismos kolomorjos, los cuales actúan en P¿
con región de discontinuidad Q(G) no vacía.

Observación 3.7.2 No existe una "buena" definición general de £2, se adap-
ta en cada caso. Nosotros estamos considerando la definición I.4 de [25], con
la cual Q es abierto, G-invariante, y G actúa propia y discontinuamente en
ÍÍ(G). Además Íí/G con la topología cociente, es Hausdorff y la aplicación
ir: ü —> Q/G es continua y abierta.

En [25] se probó que si G C Conf+(B4) es un subgrupo discreto que actúa

en S4 con conjunto límite A, entonces su levantamiento canónico Con/+(S4)
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actúa en P¿ con conjunto límite A — ^"'(A) , así A es un haz librado sobre
A con fibra S2. Por otro lado, el haz twistorial es trivial cuando se restringue
a un subconjunto propio de S4.

Consideremos e! grupo Kleiniano F tal que su conjunto límite es una S2

salvajemente encajada en S4. De lo anterior se sigue

TEOREMA 3.7.3 Existe un S2 x S2 salvajemente encajado en el espacio
twistorial P&. •
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