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Resumen

El presente trabajo esta enfocado a estudiar la correlacién fermidnica local de elec-
trones o huecos a través del modelo de Hubbard. La justificacion del modelo es que
posiblemente podria estar relacionado con el mecanismo de la superconductividad
a alta temperatura critica y con el todavia no explicable proceso de formacion de
pares. En particular se analiza la energia de amarre de dos particulas con espines
opuestos y su condicién de apareamiento (especificamente la condicién para encon-
trar estados ligados y no ligados para diferentes parametros como energias de sitio
y salto). ‘ ' ,

Para obtener los resultados analiticos, se utilizé una representacién del hamilto-
niano en turno en un espacio de estados y después de haber realizado un anilisis en-
este espacio se resolvié un hamiltoniano equivalente tipo enlace fuerte utilizando la
técnica de la funcién de Green.

Se analizaron dos problemas unidimensionales, uno dentro del hamiltoniano de
Hubbard generalizado y el otro en el hamiltoniano de Hubbard general, cuyos limites
estdn en perfecto acuerdo con las soluciones encontradas previamente para el proble-
ma de Hubbard generalizado, ademds, es importante remarcar que estas soluciones
son exactas dentro del modelo de Hubbard utilizado. En una segunda parte se
resolvio el problema para d dimensiones dentro del hamiltoniano de Hubbard
generalizado donde se propuso un método de solucién a partir de redes de Bethe,
cuyas soluciones unidimensionales son exactas y aproximadas para una dimension
mayor a uno. '
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Introduccién

El modelo de Hubbard en una dimensién es el prototipo de un modelo soluble exac-
tamente para particulas fermidnicas, especificamente electrones o huecos en bandas
angostas [1, 2], donde se encontrd un estado base basicamente antiferromagnético y
aislante para un potencial repulsivo. Otra solucidn exacta para el hamiltoniano de
Hubbard es el caso de dimensién infinita [3]. Soluciones exactas usando particular-

mente el ansatz de Bethe han sido de gran utilidad para entender los sistemas

fuertemente correlacionados. Sin embargo, las condiciones de integrabilidad usan-
do el ansatz de Bethe son muy restrictivas y sélo pocos modelos realistas pueden
ser resueltos con esta técnica [4], por ejemplo, es dificil incluir interacciones adi--
" cionales en el modelo de Hubbard de tal forma que el hamiltoniano resultante sea
aun integrable.

El modelo de Hubbard [5] es el mas simple usado con el fin de describir correla-
ciones en sistemas con bandas angostas y ha sido estudiado de forma importante.
Sin embargo, aun cuando el modelo de Hubbard es conceptualmente muy snnple,
este modelo es muy dificil de resolver en general.

El modelo de Hubbard ha sido aplicado exitosamente para describir algunos de los
nuevos fenémenos electrénicos donde la correlacidn electrénica es muy importante,
ejemplo de ello es la transicion metal-aislante [6], el magnetismo iterante {7}, la
densidad de carga, la densidad de ondas de espin [§] y la formacién local de pares,
que juegan un papel significativo en la explicacién de los superconductores de alta
terperatura critica [9, 10] v la superconductividad en sistemas fermidnicos pesados
[11]. _

El modelo de Hubbard ha sido amphamente estudiado usando diferentes apro-
ximaciones. Una técnica comunmente utilizada es la aproximacién de campo medio,
la cual ha sido utilizada para analizar diferentes problemas [9], dado que con esta
técnica el problema de muchos cuerpos puede ser reducido a un problema de un
cuerpo en un medio efectivo. Sin embargo, es bien conocido que la aproximacién de
~ campo medio no es suficiente para describir correlaciones electrénicas, debido a que
las fluctuaciones no estdn incluidas. Otra técnica usada para el modelo de Hubbard
“es el formalismo de bosones esclavos [8, 12]. Sin embargo, dado que en este formalis-
-mo el espacio de Hilbert de estados fermiénicos es reemplazado por un espacio més
grande de estados fermidnicos y bosénicos, es necesario usar aproximaciones. Por
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otro lado, las técnicas de Monte Carlo [13] incorporan un marco natural para calculos
numeéricos en modelos con fuerte interaccién fermidnica, pero esas técnicas han sido

usadas solo para pequefios grupos de particulas. El método de renormalizacién [14]

ha sido estudiado para sistemas muy grandes. Este método consiste en comstruir

iterativamente un estado base variacional dividiendo el sistema en pequefias celdas.

Dado que en cada paso sdlo los estados de menor energia son tomados en cuenta,

algunas veces los resultados estan lejos de la solucién exacta. Finalmente, el método

de diagonalizacién es el mas deseable. Sin embargo, este método es aplicable sdlo a

pequefios sistemas ya que la dimensién de la matriz del hamiltoniano se incrementa
muy rapidamente con el nimero de sitios y de particulas [15].

El lirnite diluido dentro del modelo de Hubbard ha sido estudiado anteriormente
por métodos analiticos y numéricos [9, 16, 17], incluyendo diferentes clases de de-
sorden [18, 19, 20]y también interacciones de densidad de carga [21, 22, 23, 24].

En el presente trabajo me dirigiré al limite de baja densidad, primeramente
dos particulas en una red unidimensional para después terminar con el problema
de d dimensiones. Este trabajo esti organizado de tal forma que al principio se
de la informacion basica necesaria para entender los procedimientos utilizados en
los resultados, como una introduccion acerca del sistema de particulas utilizados,
pasando por la descripcién del hamiltoniano a utilizar y por la descripcién formal
de la herramienta matematica, a saber la técnica de la funcién de Green. Después
se propondré el método utilizado para abordar el problema en d dimensiones, para
concluir con los resultados y conclusiones.



Capitulo 1
Generalidades

1.1 Sistemas de Particulas

Se puede estudiar un sistema cuantico de particulas a través de un hamiltoniano
como:
| H=HY 4+ g, (1)
donde por comodidad se separa explicitamente la parte del hamiltoniano que afecta
a un solo cuerpo H'V), dejando para H™ toda la informacién respectiva a la inter-
vencién de dos o més particulas. Tomando en cuenta todas las particulas y utilizando
la representacion de coordenadas, los hamiltonianos respectivos para uno y muchos
cuerpos toman la forma:

BO=YAE =Y (e vm), )
H™ =V Z Z V;(yma)n r,,rj, rm)' | (1.3) |

(m)>1 z>_;r> >m

El hamiltoniano (1.2) toma en cuenta, como se puede observar, un potencxa.l externo
Ve(r;) que se aplica a la particula i y depende iinicamente de su posicién, en cambio
(1.3) se debe entender como la suma de todos los potenciales que resultan de las
interacciones mternas que toman en cuenta desde dos hasta m particulas. Los
subindices de KJ . s 1j...m se refleren a considerar tantos indices como cuerpos
(m) intervengan. ' '

Como se sabe, el comportamiento diné,mico de los valores esperados es:

d{A)
in A - = (4, H]), a9

por lo que si un operador conmuta con el hamiltoniano, tendra un valor esperado
constante y por lo tanto sera una integral de movimiento, por otro lado si tenemos

1



1.1 Sistemas de Particulas | 2z

un sistema cerrado en el sentido de no considerar campos externos, el momento total
se conservara y por lo tanto tomando A =3, — ﬁ V2 se tendrd de (1.1):

[A, H] = [A, A+ H™M] = [A, HM] =0, (1.5)

por lo tanto se puede considerar a V(r;} como dependiente de las coordenadas in-
ternas relativas.

Si ahora se considera un sistema donde las particulas son iguales, debido a que
el potencial de interaccion interna depende de las coordenadas relativas se tendra:

(£, H} = | (1.6)

donde F;; es el operador que intercambia las particulas ¢, 7. La consecuencia in-
mediata de lo anterior es que se pueden construir estados propios (eigenestados) y
funciones propias (eigenfunciones) simultaneos de P,; y H, donde las eigenfunciones
de P;; son simétricas o antisimétricas con respecto a las particulas i,7 . También
se puede observar de (1.4) y (1.6), que el valor esperado del operador de intercam-

_ bio serd una integral de movimiento y entonces se conservara la simetrizacién de la
funcién de onda a todo tiempo.

En general, las soluciones de la ecuacion de Schrodinger para un sistema de
particulas iguales no tienen necesariamente simetria bien definida respecto al in-
tercambio de cada pareja de particulas iguales, sin embargo, no es dificil construir
funciones de onda totalmente simetrizadas (simétricas 5 o antisimétricas A) a partir
de funmones de onda degeneradas como:

T AY PHELG, o, IR
= AZ(—I "PPE(y, G, EN) ' (1.8)
) |

Aqui, la suma se realizara sobre todas las posibles permutaciones de parejas de
particulas iguales. En las expresiones anteriores A es una constante de normaliza-
cién, P es el operador de paridad, rp es el nimero de parejas de particulas que deben
intercambiarse para lograr la permutacién Py U(£, &, &n) son las funciones de on-
da degeneradas cuyo argumento toma en cuenta tanto las variables espaciales como
espinoriales, £ = (r;,0;). La razén primordial para construir funciones simetrizadas
es que en la naturaleza, sélo se encuentran las totalmente simetrizadas. Este hecho
empirico fundamental tiene su reflejo en el tipo de particulas que se considere, es
decir, funciones de onda simétricas corresponderdn a particulas con espin entero
(bosones), entre los cuales tenemos a los piones de espin cero, los fotones de espin
uno, etc. Y las particulas con espin semientero (fermiones) asociadas a funciones de
onda antisimétricas como por ejemplo los electrones, protones y neutrones con espin
3 [25].



1.2 Formalismo de segunda cuantizacion 3
1.2 Formalismo de segunda cuantizacion

Otra representacién de la funcién de onda ademss de la espacial y momental es la
de segunda cuantizacién. Asimismo, en la representacién de segunda cuantizacién
se involucran reglas de conmutacion y anticonmutacién que contienen informacién
sobre las propiedades de simetria del sistema.

1.2.1 Bosones

Si se considera una particula en un potencial de oscilador arménico unidimensional
se tiene el hamiltoniano:

_ P ]
H—2m+2mwa:, (1.9)

donde p, = —1hZ. Realizando el cambio de variable z = /-2¢, se obtiene de la

ecuacion a.nterior

H = —I'iw (P2 + &) - (1.10)
I ,
—hw £+1ip E—pe)+ £—1 E+ip ] - (111
=5 \/—( ) \/—( :) \/—( P&)\/—( :) (1.11)
= éfiw (aa* + ata)}, , (1.12)
- donde p; = ~10; = -—-i% y se han definido ademas los operadores a y a* como:

= (Eip) = =€ +0), (113)

l 3
g

f(e—w=—-——(e %). (1.14)

S

Utilizando el conmutador

[p2; 2} = A [pe, €] = —iA, (1.13)

se deducen de las ecuaciones (1.13) y (1.14) las relaciones de conmutacién respectivas
para los operadores ¢ y a*como:

la,a*] =1, o (1.16)
[a,a] = [aT,a*] = 0. (1.17)

Si se toma en cuenta el conmutador anterior distinto de cero, el hamiltoniano dado
en la ecuacién (1.12) finalmente se puede escribir como:

H = hw (a"'a + %) . _ (1.18)
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A partir de la ecuacion (1.18), se pueden encontrar los siguientes conmutadores:

[a*a, H] = [aa*, H] = [aa*,a*a] =0, (1.19)
[a, H] = hwa, ' - (1.20)
[H,a"] = hwa™, (1.21)

es decir, se pueden encontrar estados comunes para los operadores H,ae¢* y a*a,
~ con valores bien definidos; para este fin, considérese un conjunto ortonormal {|n)}
tal que:

Hln) = E, |n), (1.22)
a*taln) =nin), (1.23)
aa* n) = £ In}, (1.24)

aplicando el respectivo bra (r| del lado izquierdo a las ecuaciones (1.23) y (1.24) y
restandolas se obtiene con la ecuacién (1.16) f = n + 1, es decir una relacién entre
los respectivos eigenvalores. _

. Se puede encontrar también una relacién entre los eigenvalores de H y ata o
aa™ de la siguiente manera:

E,,:(anIn):ﬁw(n—{—%). O a)

- Si se expresan ademas los operadores a v a* en la forma general:

alny =3 "bylp), (1.26)
atln) =" d,lg) (1.27)

y considerando los conmutadores (1.20) y (1.21) de tal forma que:

- hw({m|an) = (m|[a, H] |n) = Aw(n — m) {(m|a|n), (1.28)
(n—(m+1)){m|a|n) =0, ' : {(1.29)
{m|aln} = Cnénms1, ' . (1.30)

hw{m|a® [n) = (m| [H,a"] |n}) = hw(m — n) (m|a* |n), (1.31)

(m  (n + 1)) {m] a* ) = 0, e
(mla’ [n) = Crdmnt1, (1.33)

se encuentran relaciones especificas para los operadores ¢ y a* como: -

alny =vrin—1), o (1.34)
atlny=vn+1lln+1). | (1.35)
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A partir de las ecuaciones anteriores se pueden interpretar los operadores a y at |
como de aniquilacidn a y creacién a* debido a su efecto sobre los estados en los cuales
. se aplican. Ademas, se puede obtener cualquier otro estado a partir del estado vacio
10} como:

) = J=(a*) ). (1.36)

El desarrollo para muchos bosones se encuentra extendiendo los resultados an-
teriores. Por ejemplo, el hamiltoniano (1.18) y las reglas de conmutacién (1.16) y
(1.17) toman la forma:

H = Zhwk (a:ak + %) , - (1.37)

[ak,ak,] 51: et (138)
[ak, aw) = [ef,af] = 0. (1.39)

1.2.2 Fermiones

El desarrollo para fermiones es muy similar al realizado para bosones, la finica
diferencia importante aqui es tomar en cuenta que la funcién de onda es antisimétrica
y los estados de ocupacién de fermiones se limitan al estado vacio o al estado de
un fermién, con ésto en mente, obsérvese la ecuacién (1.23) aplicada al estado i de
fermidn, con los respectivos operadores para fermiones ¢ y ¢t

i [N,y iy o) = 4 IR ey Ty e} (1.40)

Aqui los estados ny en general pueden estar vacios o tener un fermion, este operador
cfe; como también el andlogo para bosones ale; recibe el nombre de operador de
niimero. Debido a la restriccién de ocupacién por estado, se tienen las siguientes

relaciones importantes de las ecuaciones (1.34) y (1.35):

€ gy 1y ) 0 T gy i — 1, ) = (= 1) (0) g, ooy 1 — 1, 00) (1.41)
eF gy ) & (1= 03) [np, e s + 1,00 = (=1)Z(1 —ny) |n1 T T N
| (1.42)

donde (—1)Zi = (—1)ns#nzrwtnizil (98] En seguida apliquese el operador de
aniquilacién de fermiones al estado 7 v el de creacién al estado ¢, toma.ndo en cuenta
las ecuaciones anteriores se tiene:

Cj-q?' ]nl,, 0,‘, 1_5...) o Inl,..., 1,‘, Oj...) = {nl,..., L;, DJ) y (143)
C?C,?- ]nl,...,(],', 1;) x !nl,..., 1,‘, 0_,'...) = — [n}_'..., 1,', 03) . (1.44)
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Asimismo de (1.40), (1.41), (1.42} y las ecuaciones anteriores se pueden encontrar
en general las reglas de anticonmutacion de fermiones como:

{c}"a,cja } = c;"acj o Cj'g'C?:a, = 680,00 o (1.45)
{cigrCior} = {cw, ¢y} = 0. (1.46)

En forma similar a la ecuacién (1.37), un hamiltoniano con operadores de uno y
dos cuerpos en segunda cuantizacién se puede escribir de la siguiente forma [26}]:

H= Z Z'UEICZ:U Cf‘a Z kfmn k o’cf a'cﬂ 'Cme 5 (1-47)
ki o

klmn

donde se ha incorporado explicitamente el espin o, 0/ =1 0 | .



Capitulo
Modelo de Hubbard

2.1 Hamiltoniano de Hubbard |

* Si se considera un hamiltoniano como el de la ecuacién (1.1), que incorpore ope-
radores tanto de uno como de dos cuerpos, es decir :

H=d"Y4+ H® (2.1).

en la representacion de las funciones de Wannier, el hamiltoniano escrito dentro del
formalismo de mimeros de ocupacién tomara la siguiente forma general:

H= 2 Z t% B'Taff-a 2 Z z zjkl Tof:gff!,a’fk,a’-_ (22)
i, o

4,k o0!

Aqui f} (fi o) representa los operadores de creacién y aniquilacién de particulas (en

general f puede referirse a fermiones, huecos o electrones), con espin o, o’ —T ol
I

en el sitio 1, £7; es un parametro de transferencia entre sitios 7,7 y V,J;; nos da la

interaccion genera.i entre dos particulas. Este es el hamiltoniano general de

Hubbard, modelo propuesto con la finalidad de investigar interacciones entre elec-
trones en bandas de energia angostas, donde dicho modelo toma en cuenta la na-

' turaleza atémica del s::')lido y por facilidad considera un sélido con una sola banda s

[5].

En el presente trabajo se considerara la siguiente mmphﬁcacmn del hamiltoniano
general de Hubbard dado en la ecuacién (2.2):

ol _ Eli_ﬂ parak=1yl=37 (2.3)
Tl At para j =1, (4, 0m o {L,E)m ¥ (3, k), -
| o | ¢ para <37]) ' . |

b = { 0 para otro caso. | (2°4_)_

7



2.1 Hamiltoniano de Hubbard 8

En las consideraciones anteriores se ha tomado el caso especifico de dos particulas
con espines opuestos ¢’ = —a, donde (%, 7}, se refiere a m vecinos cercanos, por
ejemplo m = 0 implicaria i = j, m = 1 implicaria primeros vecinos y se ha definido
{¢,k) = (1,k), etc. En general Ey.; representa la interaccién de dos particulas a
[t — j| sitios vecinos y Al,, es un pardmetro de salto de acuerdo a nna densidad
de carga. En un enfoque tipicamente basado en fuerzas de Coulomb, no todos los
pardmetros de interaccion entre las dos particulas contribuiran de forma semejante,

por lo que los pardmetros cercanos a la interaccion en el mismo sitio serdan los que
tendrdn la mayor contribucién, como lo sugirié Hubbard [5]. Con las restricciones
anteriores, €l hamiltoniano (2.2) toma la forma:

TR D) TS SIS SR T

(i) @ 0 (LAY (ED, o (L) ©

(2.5)
Considerando E, = U, £y = V |, E,, = 0 para m > 2 y solo el pardmetro de
salto At,, = At,, es facil darse cuenta que el hamiltoniano (2.5) toma la forma del

hamiltoniano generalizado de Hubbard [21, 28]:

_tZZ fM+UZ ,Tn,¢+ Znn (2.6)

(i) @ {4

+ At, Z z f,, .+ nJ,_C,) ‘

{8.4) @

fo— r+ f_ . f f : :
donde n;, = f, fis ¥ ni = nj; +n;, . Especificamente para electrones se tiene
f=c,t =1t nf, =ni = c o,y n = nis+niy, entonces el hamiltoniano
anterior tomara la forma: '

= t° Z Z ¢ Cio+U E NNy + = 5 Z nin; (2.7).

{(43) o iy

+ Af, Z Z Cj:a Cj,o-(n,',._a +n;-0),

{i.5) @

haciendo At, = 0 en (2.7) se obtiene el hamiltoniano de Hubbard extendido [16]. Si
consideramos ademas de At, = 0, V = 0 se encuentra el hamiltoniano de Hubbard
original [5].

La solucién del hamiltoniano (2.5) no es facil, se ha encontrado solucién exacta
para el caso de una dimensién y para sistemas de pocas particulas. La solucién de
este 1iltimo caso en principio puede obtenerse tanto en el espacio real como en el
espacio reciproco. En el presente trabajo se abordara la solucién en el espacio real
realizando una generalizacién al método del mapeo, misma que a continuacién se
describe.
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Figura 2.1: Construccién del espacio de estados del hamiltoniano de Hubbard general
unidimensional para-dos particulas con espines opuestos.

2.2 Generalizacién del método del mapeo.

El hamiltoniano en espacio real dado en la ecuacién (2.2}, tiene una representacion -
matricial o geométrica que puede ser visualizada en un espacio de nd dimensiones,
siendo n el ndmero de particulas y d la dimensién del espacio donde se encuentran
las particulas, este espacio puede ser interpretado como un mapeo del problema
correlacionade de muchos cuerpos sobre un problema equivalente de enlace fuerte
con impurezas de sitio y enlace. Para enconirar el espacio geométrico de estados,
considérense dos particulas fermidnicas con espines opuestos denotados por +y —
en una cadena unidimensional bajo las restricciones al hamiltoniano dadas por (2.3)
y (2.4). El espacio de estados seri de dos dimensiones y parte de él se construye
como sigue.

Considérese por simplicidad una cadena unidimensional de 4 sxtxos, ensegui-
da. coléquense dos ejes perpendiculares y en cada uno ponga explicitamente el
movimiento de una particula independientemente de la otra, como hay 4 sitios ca~
da particula podrd moverse a 4 lugares de la red y se tendran entonces 4 estados



2.2 Generalizacién del método del mapeo. : 10

Figura 2.2: Representacién de estados del hamiltoniano de Hubbard general unidimen-
sional para dos particulas con espines opuestos, se indica también la proyeccidn sobre un

espacio unidimensional y sus parametros de salto 8 = 2t cos E\]‘% , Bi = 2At; cos %

conectados con el parémetro ¢ para cada particula, como se observa en la figura 2.1.
Fl espacio de estados a estudiar serd entonces la combinacién de los movimientos
independientes de las dos particulas, donde ahora cada estado combinado tendrd
asociado un parametro E,, y At, referidos a la interaccién de dos particulas en
sitio y al salto de una particula en presencia de la otra respectivamente. La repre-
sentacién geométrica de estados completa se puede apreciar en la figura 2.2, después .
de una rotacién de 90° sobre la lnea o eje donde tenemos los pardmetros E,.

Esta configuracién bidimensional final puede ser estudiada bajo un hamiltoniano de
enlace fuerte o tight-binding [16, 26). '
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2.3 Modelo de enlace fuerte

El hamiltoniano de enlace fuerte tiene la forma:
H=Y fiye&(l+Y )Tl - - (28)
i i

donde [i) es un estado tipo orbital centrado en el sitio ¢ y el conjunto de sitios {z}
forman la red, €; representa la energia del estado 7 y T;; es la transicién entre los
estados ¢, 7. En la aproximacion de enlace fuerte se considera que la energia potencial
"de la particula fermidnica lleva casi toda la energia, por lo que las bandas energé-
ticas permitidas seran mds angostas en comparaciéon con las bandas prohibidas.
También en este tipo de aproximacion se considera que los dtomos del cristal estan
tan separados que la funcién de onda de las particulas asociadas con atomos vecinos
se superponen en menor grado, asi la interaccién entre dtomos cercanos sera relati-
vamente débil y las funciones de onda y los niveles de energia permisibles de todo
el cristal estaran relacionados con las de los dtomos aislados [27]. En lo siguiente se.
tomara el parametro de saltoc como una constante, T;; = ¢ y solamente se conside-
raran primeros vecinos. En principio todo el trabajo siguiente serd estudiado bajo
esta aproximacién que estd de acuerdo con las ideas originales de Hubbard.
Como se observa en la figura 2.2, hay una simetria traslacional a lo largo de

las diagonales del cuadrado que puede ser aprovechada, con este fin resolvamos la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:

Hl|g)=El). (2.9)

Proponiendo como solucién [29]:
1 .
By=—Y 5D, . (2.10)
=75 e

se obtiene la energia:

E(k) =€, +tY et (2.11)
i

~donde se ha tomado €;=¢€, para todo 7, H estd dado por la ecuacidn (2.8), la suma-
toria de [ en la ecuacién (2.11) se realiza sobre los sitios a primeros vecinos del origen
y N se refiere al nimero de dtomos en la red. En este caso la propagacion de la
onda se realiza con el vector de onda k. Con todas estas consideraciones, es sencillo
encontrar las energfas de acuerdo a la dimensionalidad d de la red hipercibica a
partir de la ecuacién (2.11) como:

d .
E =€, +2t Y  cos (kia), - (212)

i=1
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siendo k; el vector de onda en la direccion i y a es la constante de la red.
A partir de la ecuacion (2.12) se puede encontrar una condicién para el ancho
de la banda de energia, es decir si:

; _
Z cos (k.a)

i=1

< d, (2.13)

entonces multiplicando la ecuacién anterior por 2 |¢| se obtiene:
|E— €,} < 2d}i]. (2.14)

El nimero de primeros vecinos z de la red se encuentra ficilmente de la relacién
z=2d.

2.4 Meétodo de proyeccion

Ya que la solucién propuesta en (2.10) es general, se puede utilizar como el estado
dado por elipses en la figura 2.2, en este caso el vector de proyeccion serd K en
la direccién mostrada por las lineas semicontinuas, el siguiente paso serd obtener
su estado energético y el pardmetro de salto entre dos estados. Por ejemplo para
cualquier linea con energia E; se tiene el estado energético:

|Ks) = =3, (2.15)
I

& 1 < , : ,
Ep, = (Kg|H|Ke) = 5 SR ¢4, - {(2.16)
_ - _ _
L iK{t-m) 5.
+ % <“Z>me o i m |
Eg, = E,. . | 217

Aqui |Kg;) es el estado obtenido de la linea de estados con energia E;, figura 2.2. Es
importante remarcar que en la figura 2.2 se presenta el pardmetro de salto £ + Ai;

en lugar del ¢ ocupado para el método de proyeccién, ésto no limita en nada las
* conclusiones ya que lo dnico que hay que hacer es una redefinicién del pardmetro de
salto. Las sumatorias anteriores se realizan sobre todos los dtomos en la linea y H
estd dado por (2.8). De (2.16) se observa que el término que contiene ¢ desaparece
debido a que en este caso las sumatorias corren en la misma fila por lo que ningin
estado serd primer vecino a otro (recordar las restricciones sobre ¢ ). El pardmetro
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~ de salto sera:

1 (i |
,8,“_;: = (KE‘] H IKE,) = NZ E‘K‘“Hn) € Ji,n (2.18)

) ) n
E N ik (1),
+ v z e i#n
U

t , ' '
8 = ’ﬁz &K U~3) = 9t cog (%) , | (2.19)
{f.m)

- Bij

1l

entonces proyectando el espacio bidimensional, se obtiene la red lineal de estados
efectivos como los dados en la figura 2.2, donde 8 = 2fcos % y Bi = 2At;cos %
{26, 28]. Para el caso de dos particulas en d dimensiones, tendremos un espacio de.
estados en un hipercubo de 2d dimensiones, al cual se le puede proyectar bajo las
simetrias de traslacion respectivas a un espacio de d dimensiones con pardmetros de
salto dados en general por 8; = 2t cos ( f K;a) , donde f es una constante que depende -
de la geometria del hipercubo de 2d dimensiones y K es el vector de propagacién
en la direccion general j. Para el estado base {donde K; = 0), se obtiene en general
que f#; = 2t.



Capitulo 3

Funciones de Green
independientes del tiempo

Para introducir las funciones de Green independieﬁtes del tiempo es Gtil trabajar en
- un espacio vectorial abstracto como el propuesto por Dirac, la utilidad de trabajar
en este espacio es la facilidad de obtener e intercambiar las representaciones de

coordenadas y moimenta.
Consxderese a continuacién la siguiente ecuacién en ese espacio [29]

(:—L)G =1, — (3.1)

donde z es en general una variable compleja, L es un operador hermitiano, linear
e independiente del tiempo y GG es el operador de Green. Esta ecuacién toma la
respectiva forma en la representacion de coordenadas como:

(rl (= = L)1) = (rf) (32)
(z — L(r)) G(r,r') = §{r — 1), _ (3.3)
a partir de la ecuacion (3.3}, las funciones de Green pueden ser definidas como solu- |

ciones de ecuaciones diferenciales inhomogéneas. Ademads, considérese un conjunto
completo ortonormal de kets {|n)} que satisface:

Liny =X |n); {An} €ERe (3.4)

si todos los eigenvalores de z — L son diferentes de cero, uno puede tomar de (3.1):
: 1

G = o (3.5)

'y utilizando la propiedad de compietez de los eigenvectores de L se obtiene para la
ecuacién (3.5):

G = In) (n] /d |n (n} ln) ( ~, ' ‘(3.‘6)

14
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donde para obtener la ecuacién (3.6), se utilizé tanto el caricter continuo como
~ el discreto de los eigenvectores |n), ademas se utilizé la expansién de potencias
Yozt = 1—_1;; para el operador L. La sumatoria {/) entonces se realiza sobre los
eigenvectores pertenecientes al espectro discreto y la integral sobre el continuo. Ya
que esta ecuacidn se encuentra en un espacio abstracto, la podemos utilizar para
obtener su respectiva representacién de coordenadas como:

G(rr)—zén _"ﬁ* ) [d Enlr ‘b*(r), (3.7)

donde se ha utilizado la nota.cmn (r|n} = ¢u(r) y {n|r’) = ¢;,(r'). De las ecuaciones
anteriores se puede deducir que si la parte imaginaria de z es distinta de cero,
entonces la funcién de Green sers analitica en el plano complejo z excepto en esos
puntos del eje = real que corresponden a los eigenvalores de L. G entonces tienen
polos simples en las posiciones de los eigenvalores discretos de L y lo inverso es
también cierto, es decir, los polos de G dan los eigenvalores discretos de L [29]. En
el caso z = A, (A = Re(#)) donde X pertenece al espectro continuo de L , G no estd
‘bien definida y se puede encontrar mediante un proceso de limite definiendo:

GE(r,r5A) = lim  G(r,r'; A 4Im(2)). | (3.8)

Im(z) —0+

Utilizando la identidad limy o+ iz = P(2) ¥ ind(z) (donde P (1) es la parte
principal de £ igual a cero para z = 0 e igual a 3 » bara z # 0) y la ecuacidén (3.7) se
 puede expresar la discontinuidad:

. Q) = GH(N) - G~(N) (3.9}
como [29]: |

G(r,r'; \) _2MZH A )n(r)dn(r') (3.10)

- 21rifdn5()\ — An)pn(r)d2(r").

De la ecuacién (3.7) con la definicién de suma completa dada en (3.6) y con la
identidad anterior se pueden encontrar los elementos diagonales de matriz como:

(i) = P ZWW)¢awza(/\4/\n)¢n(r)¢:(r)- @)

Integrando la ecuacién anterior sobre r y teniendo en mente la propiedad ortonorma,l
de las elgenfuncmnes de L se encuentra:

TrGE(A) = P Z o T PIRICEP W C(3.12)
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" donde ), 6(A — A,) es la densidad de estados en A y la densidad de estados por -
unidad de volumen es definida como:

p(r;A) = Y 8(A = Aa)da(r)éi(r). (3.13)
Utilizando la ecuacién (3.11) se obtiene:
pr; A) = :F%ImG'*(r, r; A). (3.14)

La teoria desarrollada anteriormente puede aplicarse directamente a la ecuacion de
- Schrodinger independiente del tiempo para una particula, realizando las sustitu-
ciones L. —+ H, A\ = F, donde H es el hamiltoniano:

(E—H(rH)y(ir)=0. _ (3.15)
La funcién de Green respectiva serd utilizando (3.3): | ‘
(E~ H(r))G(r,7; E) = §(r—1). (3.16)

Aqui la funcién de Green satisface las mismas condiciones de frontera que la funcion
#(r). Aplicando las sustituciones en las ecuaciones anteriores, se pueden encontrar
algunas caracteristicas importantes de las funciones de Green:

(1) La posicidn de los polos de la funcién de Green co1nc1de con las elgenenergla,s '
del hamiltoniano H y viceversa.

(2) El residuo en cada polo E, de G(r,r';z) es igual a 3, ¢:(r)¢:(+’) donde
la sumatoria se aplica sobre los eigenestados degenerados f, correspondiendo a la
~ eigenenergia discreta E,. '

(3) La degeneracién f, puede ser encontrada como f, = [ dr Res {G(r,r; E,}} =
Tr {Res {G(E.)}}, para un eigenestado no degenerado f, =1 y entonces:

$a(r)di(r') = Res {G(r,v;E.)}, de donde se deduce |¢n(r)| =
(Res {G(r,r; En)}) .

(4) Los cortes de Gi(z) sobre el eje z real coincide con el espectro continuo de H
y viceversa.

(5) La densidad de estados por umdad de volumen es p(r; E) = Film

GE(r,r; E).

(6) Y la densidad de estados es N(E) = [ drp(r; E} = F1Tr {Im G*(E)}{29,
30, 31].

3.1 Teoria de perturbaciones y func10nes de
Green

Considérese el hamiltopianc de una particula H de la siguiente forma:

H=H,+H, (3.17) f
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formado de una parte H, , asociado a un operador de Green G, cuyos eigenvalores
y eigenvectores pueden ser obtenidos de forma sencilla, ademds de H; que sera con-
siderado como una perturbacién. A partir de las ecuaciones (3.5) y (3.17), se puede
expresar el operador de Green para H como:

G,
Utilizando la expansién ), z" = 1 es sencillo demostrar la forma cerrada del
operador de Green como:
| G =G, +G,HG =G, +GHG,. (3.19)

A partir de la ecuacion anterior se pueden obtener sus respectivas representaciones
de coordenadas y de momenta como:

(161 = (r1Go ) + 016G ( [ arelriyinal) 0 ([ ara bl 1) (320
G ) = Gl ) + f dry / drsGo(r, ) Hu(re, 12)G (1, ), (3.21)
suponiendo ademis Hi(ry,r2) = §(ri — ra)V(r1) se tiene:

G(r.r') = Go(r,r') + j dnGolr, r)V ()G (r, 7). (3.22)

Por lo que la funcién de Green satisface una ecuacion integral inhomogénea en la
representacién de coordenadas. Y para el caso de la representacién momental se
tiene:

(k|G ) = (k| G [E') + (}jwl kl)m (zu@) kz)le') (3.23)

Gk, k') = Golk, k') + ZGo(k, k) Hy (kv k)G (ko k) (3.24)
P
Tomando en cuenta la transformacién {r|k) = ;1§ ek donde {% representa una longi-

tud en un espacio de d dimensiones, es facil comprobar que (3.24) es la transformada
de Fourier de (3.21).
En lo siguiente definase un operador importante en teoria de dispersion como:

T = H,G(z — H,), (3.25)

‘vélido para cuando z # {E,} donde E, son los eigenvalores de H , esto le propor-
ciona al operador T estructuras analiticas parecidas a G. Para cuando z = E donde
E pertenece al espectro continuo de H, se define: :

T+ = H,G*(E — H,) (326
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y los operadores G y T estdn relacionados como:
G =G, +G,TG,, 7 (3.27}

~ a partir de la ecuacién (3.15) en un espacio abstracto y de (3.17) se encuentra:

(B~ H,) 16} = H |9), | (3.28)
donde E pertenece al espectro continuo de H con solucién [29}:
[WF) = |6} + GEH; |p*) (3.29)

¥ |¢) es la solucion de (E ~ H,) |¢) = 0 que es basicamente la ecuéx:ién de Lippman-
Schwinger [29].

3.2 La expansién renormalizada dentro de la
teoria de perturbaciones (RPE)

Tomando en cuenta el hamiltoniano de la ecuacién (3.17) con:
S H=) e, (3.30)
: 1
Hy=tY [I){m], (3.31)
{tym) 7

se puede utilizar la teoria de perturbaciones antes expuesta para encontrar la funcién
de Green. Partiendo de (3.19) y desarrollando se tiene

G = Go + GOH]_GD "1‘ GoHngH1GO + .es (3.32)
o bien _ |
G(l,m) = G,(l,m) + Y Go(l,n1) Hy(n1,n2)Go(nz, m) (3.33)
Ty ne .
+ Y Go(l,n)Hy(n1,n2)Go(n2, ns) Hy(na 1a)Go(na,m) + ..

De la ecuacién (3.30) se obtiene G,(ny,n2) = dy;n, Go(n1), donde Go(n) = z—len‘ _
Ademds Hi(nyn,) es diferente de cero sélo si n; y ny son primeros vecinos, ver la
~ecuacion (3.31), con estas consideraciones (3.33) puede ser simplificado como:

G(l,m) = 6,,Go(l) + Go(D)tGo(m)8, .,y + Y Go(DtGo(n1)tGo(m) + ... (3.34)

nt
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Una forma de simplificar la expansién anterior es considerar todas las posibles trayec-
torias en la red. partiendo de { y terminando en m con pasos conectando un sitio de
la red con el sitio vecino mas préximo. Entonces, hay una correspondencia uno a
uno entre los términos de la ecuacion (3.34) y el conjunto de todas las trayectorias,
donde la trayectoria mas general empezando en ! y terminando en m, es construyen-
do una trayectoria cerrada auto-permitida, es decir, ningiin sitio es visitado en mas
de una ocasién.. Tomando todo ésto en cuenta G({,m) toma la forma {29}:

Gl,m) = ZGlltG(n;,nl[l])tG(ng,ng[i Dt 2Glm, mil,ny ng,..]),  (3.35)

donde la suma se realiza sobre todas las trayectorias auto-permitidas empezando en
! y terminando en m (! = ny = ng — ... & m). A partir de la ecuacién anterior se
pueden encontrar los elementos diagonales:

G(L1) = Go(l) + ) G, G (n, ma[])2...Go(l)- (3.36)

En este caso la sumatoria se extiende sobre todas las trayectorias auto-permitidas,
empezando y finalizando en { [29]. La ecuacién anterior puede ser escrita como:

G (1,1) = Gol) + G{l, DADG(D), (3.37)
donde
\ A(l) =Y tG(ny, mifl])t.... | (3.38)
Resolviendo la ecuacién (3.37) para G(1,/) se tiene finalmente que
Gl =) L (3.39)

1= G.(DA(lLz) ~ 2— € —A(l;2)

Las expansioneé (3.35), (3.36) ¥ (3.38) para G(I,m), G ({,!) y A({) respectivamente,
son las llamadas expansiones renormalizadas dentro de la teoria de perturbaciones

(RPE) [29].



Capitulo 4
Sistemas Binarios

En este capitulo se encontrara la solucién para el estado base de una red binaria
usando el hamiltoniano de amarre fuerte. Dicha red estd compuesta por sitios alter-
" nados con auto-energias U y V respectivamente y con un parametro de salto dado
por £, como se puede observar en la figura 4.1. :

Para redes donde no haya trayectorias cerradas, el sistema correspondera a una
red de Bethe o un arbol de Cayley, ver figura 4.2, caracterizado por el nimero de
primeros vecinos z, o su conectividad k = z — 1. Para resolver tal sistema se puede
encontrar la funcién de Green en algiin sitio con auto—energla U oV, yaque debidoa
la simetria del problema las soluciones para el sitio V, serdn exactamente las mismas
que las del sitio U intercambiando U por V. Si se calcula la funcién de Green en el
sitio (I}, correspondiendo a la posicién de la auto-energia U se tiene:

1

(1)

o GG E) = CE-U-22G({+ 1,1+ 1{]; E)
| 1 - -
A+ LI+ E) = gy oyeaussis s g P
G +2,0+20 41} E) = ! (4.3)

E-U—(z— DG +3,l+ 3]+ 2; E) |
GU+31+3[+2;E) =G+ 1,1+ ;E). (4.4)

Si se resuelve el sistema anterior de ecuaciones y se encuentran los polos de la
ecuacién (4.1) se obtienen los eigenvalores discretos de H como:

~

Ei = % (U +VEV(U=V)? +_4zzt2)', E=V. (4.5)

A partir de la ecuacién (4.5), se puede obtener una condicién para encontrar al
menos dos redes de Bethe con los mismos eigénvalores discretos de i dependlent&s_

del pardmetro z como:
2oty = 2t. o (48

20 -
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 TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Figura 4.1: Sistema binario ordenado bidimensional y su proyeccién hacia una red unidi-
mensional. El pardmetro de salto en la red proyectada es 5 = 2t.

Aqui z y t se refieren a los parémetos para cualquier red de Bethe y z,, f, a la red
de Bethe original, entonces los eigenvalores discretos dependientes del parametro =
y t de H de toda red de Bethe binaria se pueden encontrar analizando un sistema
tipo z = 1 y t = 2,t,, es decir en una matriz 2 X 2 como: '

U 2z, ' _ o
( Zot, V )’ _ (4.7)
cuyos eigen@ores corresponden exactamente a los dados por la ecuacién (4.5), te-
-niendo en cuenta la ecuacién (4.6). :
Interesados en encontrar ciertos eigenvalores discretos del hamiltoniano (2.8), en
el estado base para redes binarias formadas de hipercubos de d dimensiones con

trayectorias cerradas, se pueden proponer redes de Bethe equivalentes de acuerdo a
la dimensionalidad del sistema z = 2d como:

El = % (U +VEV/U-V)2+ _16d2t2) : C (48)




22

TESS CON
FALLA DE ORIGEN

Figura 4.2: Se representa una red de Bethe binaria ordenada con z primeros vecinos.

Algunos ejemplos podrian aclarar estas ideas:

(1) El plano infinito binario formado de cuadrados, ver figura 4.1, cuya dimensio-
nalidad es 2 y cuyo pardmetro de salto es ¢, puede ser equivalente a una linea binaria,
mostrada en la misma figura 4.1, cuya dlmenszona,lida,d es 1 y con un parametro de
salto de t = @ = 2¢,(4.8) etc.

(2) Una red infinita formada de cubos con una dxmensmnahda.d de 3 y parametro
" de salto {, puede ser equivalente a un plano formado de cuadra,dos COn Un parametro
de salto t = ‘;‘t etc.

(3) Una red infinita formada de hipercubos de 4 dimensiones y pardmetro de
salto t,, puede ser relacionada a un plano infinito formado de cuadrados con un salto
t = 2¢,,0 a una red de 10 dimensiones formada, de hipercubos de 10 dimensiones con
un salto t = ~to etc.



Capitulo 5

Método de solucion via redes de

‘Bethe

Una vez resuelto el problema de correlacién de dos particulas dentro del modelo
de Hubbard extendido en una red unidimensional utilizando el método del mapeo
y en particular haber obtenido la solucién analitica de la energia de amarre de las
particulas (Vallejo y Navarro 2002), se traté de dar el signiente paso con el fin de
encontrar soluciones analiticas a los problemas de dos particulas en mas dimen-
siones. El primer paso hacia tal fin, fue haber usado el hamiltoniano de Hubbard
generalizado y encontrado los estados ligados de dos particulas con espines opuestos
en dos sitios, sin recurrir en la solucién al método de diagonalizacién de la matriz
resultante. La representacién geométrica del espacio de estados de este sistema se
puede ver en la figura 5.1 y como se puede apreciar es de dos dimensiones, pero no es
una red ad infinitum por lo que no es aplicable el método de proyeccién, la solucién
a dicho problema esta en darse cuenta que tal sistema cuadrado es equivalente a
resolver una red de Bethe z = 2 donde z es el nimero de primeros vecinos, ésto se
puede apreciar si por un momento se piensa en un ser puntual que se puede mover
solamente por €l sistema cuaﬂra,do, entonces jque ve?l, la respuesta a tal pregunta
es que si estd en un sitio con autoenergia U vera a lo lejos dos auto- energias V
y viceversa, entonces el sistema seri eéquivalente a una red de Bethe binaria uni-
dimensional infinita, ya que el movimiento periddico en el cuadrado serd entonces
equivalente a un movimiento unidimensional infinito. La razon principal de no uti-
lizar el método de diagonalizacién y buscar nuevas formas de solucién es mas que
evidente, conforme aumenta el nimero de sitios en la red, la matriz aumenta hasta
hacerse practicamente inmanejable. B ' ' '

Solucion por el método de diagonalizacién

La matriz que se obtiene al ut_ﬂiza.r el bamiltoniano de Hubbard generalizado,
(2.6) para el problema de dos particulas con espines opuestos en dos sitios en la
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Figura 5.1: Representacién del espacio de estados del problema.. de dos particulas en dos
sitios dentro del hamiltoniano de Hubbard generalizado.

representacion de estados, es como se observa en la figura 5.1:

U t+ At, 0 t+ At,
t+ At, v t+ At, 0

0 t+ At, U t+ At,
t+At, 0 t + At, Vv

(5.1)

Diagonalizando la matriz (5.1) se encuentran los eigenvalores discretos que depen-
den del parametro ¢ como:

_1
2

B, (v +U + \/(U — V) 4 16(t + ma)z) (5.2)

- Solucién por redes de Bethe

La solucién por este método sera entonces resolver una red de Bethe binaria tipo
z = 2. De la ecuacién (4.5) se tiene

Ed;:%(V+Ui\/(U—V)2+1s(t+Ato)2) I (53)

y como se observa de las soluciones dadas en (5.3) y (5.2) son las mismas. Los resul- -
tados anteriores comprueban las suposiciones y entonces permiten proponer como
- un método de solucién analitica en espacio real para el problema de correlacion den-
‘tro del hamiltoniano de Hubbard generalizado para dos particulas en d-dimensiones,
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redes de Bethe con una conectividad adecuada. En algunos casos la red de Bethe
sera exacta al problema planteado como en el caso unidimensional y aproximada
para una dimensionalidad mayor a uno. :



- Capitulo 6
Re.sultados

En este capitulo se presenta la solucién analitica para el estado base del problema de
dos particulas con espines opuestos. En primer lugar, se resuelve el problema en una
red unidimensional usando el hamiltoniano generalizado de Hubbard y en segundo
* lugar se obtiene la solucién para un caso mds general del modelo de Hubbard. Final-
mente se realiza una extension de los resultados para redes en d-dimensiones dentro
del bamiltoniano de Hubbard generalizado. Las soluciones se obtienen utilizando la
técnica de la funcién de Green y las expansiones renormalizadas dentro de la teorfa
de perturbaciones. :

6.1 Hubbard generalizado un_i_diménsiohal

El hamiltoniano de Hubbard generalizado HHG, tiene una representacién en el es-
pacio de estados como se puede apreciar en la figura 6.1, utilizando la simetria
traslacional de la representacién, el problema a resolver seri entonces una cadena li-
neal infinita con impurezas dentro del hamiltoniano de amarre fuerte. Utilizando el
método RPE se puede encontrar la funcién de Green en el sitio { ocupado con la
energia {/ en el estado base K = 0 como sigue:

' 1
GLLLE) = : : - 6.1
GEE) = BT A CU+ LI UL E) (6.1)
1 .
T E-U b 62

T B-v-L(Ex/ER-1p7)
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Figura 6.1: Representacién de estados del hamiltoniano de Hubbard generalizado para

el problema unidimensional de dos particulas con espines opuestos. Se muestra ademas

- la proyeccién sobre un espacio unidimensional donde los pardmetros de salto proyectados
toman la forma S = 2t cos 5\7% ¥ B, = 2At,cos % :

donde

1 .
GU+LI+ULE) = pymenioir et e oo
1 |
= , 6.4
E-V-4(E£VE-17) o9
L
GU+21+20+1LE) = pomer s irsusm B oY)
CEAE Sk o (6.6)
- 22V 5
¥

G(£+3,£+3[£+2];E)=G(l+2,£+2[l+1];E).: 67
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A partir de los polos de la ecuacién (6.2) v utilizando la condicién E? > 447 se
puede obtener una ecuacién para las energias de los estados ligados como:

(k)
r—wF\Vz2 -1
donde se realizaron algunos cambios de variable como z = %—,u = %,w = %, B =
28,8 = 2t y en general k, = éfi y B: = 2At; paraz =0, 1,2... Dentro de la condicién
t < 0 se puede definir una energia de amarre como gap = —B — E, donde se ha
utilizado explicitamente el signo de ¢, es decir B > 0. Dividiendo el gap entre B se
llega a A = 4& = —1 — , para obtener: ' '

(1 + k)
l+A+wq/(1+A)° -1

= 0 para z° > 1, (6.8)

r—1u

Tomando como referencia A = 0 se puede encontrar la condicién de apareamiento:
VO+u)(l+w) —1<k,. 6.10)

. Esta condicion de apareamiento coincide con la obtenida para una temperatura
critica distinta de cero en la teorfa BCS, usando un modelo con densidad de estados
constante en el limite de baja densidad [21, 32]. Tomando &, = 0 en la ecuacién
(6.10), se llega a la condicién de apareamiento para el hamiltoniano de Hubbard
extendido {34]. '

6.2 Hubbard general unidimensional

La ventaja de tener el hamiltoniano de Hubbard general (2.5), es que se puede
analizar el problema unidimensional de una forma mas completa. El hamilto- _
niano de Hubbard general tiene una representacién geométrica de estados como se
puede apreciar en la figura 2.2. En general, se pueden tomar n pardmetros tanto de’
salto que depende de la densidad de carga como de la energia de interaccién At, y
E, respectivamente, de tal forma que la condicion general de tomar n pardmetros

_sera: .
B;=E, =0, parai > n + 1. ~(6.11)

La funcion de Green en el sitio { con una energfal E,, una vez proyectado el espacio
de estados es [35]:

1
L(14ko)2 ’
T4m)?
F(14k)?

BG(l,l;z) =

(6.12)

T €p —

1
r—3E1—

2 %.Eg-—-

I-’%En—%}'(l+;‘n)2(-‘5i\/¢2-—1)
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donde p=1ym=2paran=0;p=2ym=1paran > 0. Debido a la
generalidad de la solucidn se han cambiado las energias U y V del HHG por E,, en
el caso particular del HHG se tiene U = £, , V = E; y k; = 0 para ¢ > 0. Las
variables involucradas en la solucién anterior estan dadas por: '

com By e BB i 6.13
o—-By,—Bpraz>. (6.13)

Para comprobar la consistencia de las soluciones, si se analiza la solucidn de (6.12)
para el (HHG). En este caso se tiene especificamente que considerar n = 1 en (6.11)
ademads de particularmente 3, =.0. Bajo estas consideraciones tenemos la ecuacién
para la funcién de Green:

1
BG(l,l;z) = T (6.14)
7= & H-E—EFF;:LE—-I
y cuyos estados ligados son dados por:

(k) 2 -
T €y — =0;z°> L 6.15
- z— €1 Fvzt~1 z ( )

La condicién de apareamiento es para ¢ < 0:
V(14 €)1+ €1) = 1 < k. (6.16)

Las soluciones dadas en (6.15) y (6.16) son las mismas que las dadas en (6.8) y (6.10).

El haber considerado més términos en el hamiltoniano (2.2), se justifica porque
siempre habrd interacciones por pequenas que sean entre particulas a distancias
finitas. '

6.3 Hubbard generalizado en d dimensiones

La representacién geométrica del espacio de estados, para un sistema de n electrones -
en una red hiperciibica de d dimensiones y dentro del hamiltoniano de Hubbard ge-
neralizado, se encuentra en un espacio de nd dimensiones. En esta seccién se abor-
dara el caso n = 2, donde se utilizara el método de proyeccién para reducir el espacio
de estados hasta d dimensiones. La representaciéon geométrica es basicamente como
se fnuestra en las figuras 6.1 y 6.2 para redes de una y dos dimensiones respectiva-
mente. La solucidn general entonces serd proponer redes de Bethe con z = 2d, que
como se puede demostrar facilmente para d > 1, la red de Bethe no es exactamente
la proyeccién de la red hipercibica de nd dimensiones, sin embargo da un compor-
tamiento aproximado del gap en el estado base. Para el caso d = 1 la solucién de
la red de Bethe (z = 2) serd exacta. La red de Bethe propuesta consta de (en

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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Figura 6.2: En esta figura se muestra la proyeccién del espacio de estados de 4 dimensiones
sobre un espacio de 2 dimensiones, para el problema bidimensional de dos particulas con
espines opuestos dentro del hamiltoniano de Hubbard generalizado, se muestran ademds
"los pardmetros de salto en el estado base como 3 = 2t y 8, = 2At,.

algin lugar de la red), una energfa U unida a z energias V' con parimetros de salto
(8 + B,) y después continua la red con energias cero y pa,ré,metros de salto 3, como
se puede ver en la figura 6.3.

~ La solucién por red de Bethe general dentro del HHG se puede obtener calculando
la funcién de Green en el sitio / donde se encuentra la energia I a partir del siguiente




6.3 Hubbard géneraﬁéado en d dimensiones | | _ 31

" TESIS CON

FALLA DE ORIGEN

Figura 6.3: Representacién de la red de Bethe utilizada para resolver el problema
d-dimensional.

" sistema de ecuaciones:

1
CLLE) = g Girci+Li+ime O
o 1 .
T E_U - BBl T (6.18)
E-V-1(Et/E2-4(:-1)5?)
1
G+ LI+ E) = gy —pperiarre . 9
1 o - _-
- . -, 6.20
E—V—%(E:&:\/Ez-—él(z——l)ﬁz) | (6.20)
| o | 1 | |
G+ 42+ 5 E) = e s T TS o0 D) (6.21)
' EEVEEE ey

| 2(z — 1)5? ’
G(I+3,1+ 3 +2]; B) = G(l + 2,1 + 2 + 1]; E). - (6.23)
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A partir de los polos de (6.18) se puede en principio encontrar una ecuacién para las
energias de los estados ligados del HHG. 5i se realizan algunos cambios de variable
adecuados, los polos de la ecuacién (6.18) son:

k,)? : '
T —u— (L + ko) >0 2% > 1, - (6.24)
dz —wF \/(dz)2 - 2d + 1 _

donde los cambios de variable utilizados son:

T = E,u: E,w: ZV,B=22t=zﬁ,z=2d,ko = Att" = %’-

B B B
Se puede encontrar también la ecuacion del gap pa,ré. t <0, comogap=—B—E,
donde se ha utilizado explicitamente el signo de £, es decir B > 0. Dividiendo entre
B sellegaa A = 4 = —1 —2, de donde sustituyendo en la ecuacién (6.24) se tiene:

(6.25)

1+ A+u-—: (L+ k)"

- 20;,A>0 {6.26) -
d(1 +A)+w+\/d2(1+A)2—~2d+1

y

\/(1+u.)(2d+w—~1)-—1<k0. C(621)

Las ecuaciones (6.24), (6.26) y (6.27) son exactas en una dimensién y aproximadas
para d > 1 [21]. La representacién grafica de la ecuacidén (6.26), se muestra en
las figuras 6.4, 6.5 y 6.6 para algunas variables involucradas y se comparan con
los resultados obtenidos en el espacio reciproco [21]. Debido a que el gap es un
reflejo de la estructura geométrica de los estados del hamiltoniano, figuras 6.1, 6.2 y
6.3, conforme aumenta la dimensién del espacio aumenta el nimero de estados con
.autoenergia cero y esto implica que en general el gap disminuye conforme aumenta
la dimensién como se puede comprobar directamente de las figuras 6.4, 6.5 y 6.6.
Para el caso de la red de Bethe, debido a que la conexion de cualquier estado con el
cuadro central de impurezas figura 6.1 y 6.3, se da unicamente por una de las ramas
de la red, el gap deberd ser menor que el obtenido directamente de la estructura
exacta, como se observa en las figuras 6.4, 6.5 y 6.6.
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Figura 6.5: Gréfica de A como funcién de w para v =3y k, = 4, parad=l, 2y 3
dimensiones. .
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Figura 6.6: Gréfica de A como funcién de % para w = 3 y k; = 4, para d=1, 2 y 3
dimensiones. : ' .




Conclusiones

El método descrito en esta tesis para estudiar correlacion electrénica, a partir de
redes de Bethe, es una linea de investigacién muy general para analizar sistemas
cerrados en espacio real, cuando el sistema presente cierto orden y periodicidad,
en los casos en que no exista tal, se pueden analizar soluciones aproximadas que
den buenos resultados. Los resultados obtenidos para dos particulas con espines
opuestos dentro del HHG para 1, 2 y 3 dimensiones, fueron comparadas con calculos
numéricos y también con soluciones en el espacio reciproco (en el espacio k, donde no
existen soluciones analiticas exactas para 2 y 3 dimensiones), obteniéndose buenas
aproximaciones, en particular los resultados unidimensionales son exactos en este
método. '

Las redes de Bethe presentan. un mejor comportamiento cuando todos sus
parametros tienden a cero, fuera de este limite y basados tinicamente en el andlisis
de las figuras 6.4, 6.5 y 6.6 se concluye que existe una diferencia maxima de 0.1 sobre
el valor de la energia de amarre de las particulas obtenida a través de la-solucion
numérica, esta diferencia se localiza cuando la energia de amarre de las particulas
es muy pequefia (< 0.1). Es importante comentar que el método utilizando redes
de Bethe, se ha utilizado exitosamente para analizar compuestos reales como el caso
del compuesto SryFeMoOg, donde se realiza actualmente un trabajo de simulacién
de propiedades electrénicas [33]. _ _

Las ventajas de las soluciones en espacio real son que se puede analizar la co-
rrelacién fermidnica en redes no periédicas o en sistemas desordenados, ademds, el
método de solucion en espacio real en sistemas unidimensionales es mas sencillo
que en cualquier otro, como por ejemplo en el mismo espacio reciproco o con el
método de diagonalizacion. Otra de las ventajas es que se pueden analizar de manera
sencilla hamiltonianos més generales que incorporen un mayor mimero de términos
de interaccion. _ _ . .

Como perspectivas de esta tesis podemos mencionar el problema cuando ya no se
analizan dos particulas sino muchas, el problema en espacio real tendria la limitacién
de visualizar un espacio de més de 3 dimensiones espaciales. Asimismo, realizar un
estudio tanto de sistemas desordenados como cuasiperiddicos. Este dltimo ya se ha
iniciado y creo que pronto se tendran resultados.
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