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Resumen

El presente trabajo está enfocado a estudiar la correlación fermiónica local de elec-
trones o huecos a través del modelo de Hubbard. La justificación del modelo es que
posiblemente podría estar relacionado con el mecanismo de la superconductividad
a alta temperatura crítica y con ei todavía no explicable proceso de formación de
pares. En particular se analiza la energía de amarre de dos partículas con espines
opuestos y su condición de apareamiento (específicamente la condición para encon-
trar estados ligados y no ligados para diferentes parámetros como energías de sitio
y salto).

Para obtener los resultados analíticos, se utilizó una representación del hamilto-
niano en turno en un espacio de estados y después de haber realizado un análisis en
este espacio se resolvió un hamiltoniano equivalente tipo enlace fuerte utilizando la
técnica de la función de Green.

Se analizaron dos problemas unidimensionales, uno dentro del hamiltoniano de
Hubbard generalizado y el otro en el hamiltoniano de Hubbard general, cuyos límites
están en perfecto acuerdo con las soluciones encontradas previamente para el proble-
ma de Hubbard generalizado, además, es importante remarcar que estas soluciones
son exactas dentro del modelo de Hubbard utilizado. En una segunda parte se
resolvió el problema para d dimensiones dentro del hamiltoniano de Hubbard
generalizado donde se propuso un método de solución a partir de redes de Bethe,
cuyas soluciones unidimensionales son exactas y aproximadas para una dimensión
mayor a uno.
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Introducción

El modelo de Hubbard en una dimensión es el prototipo de un modelo soluble exac-
tamente para partículas fermiónicas, específicamente electrones o huecos en bandas
angostas [1, 2], donde se encontró un estado base básicamente antiferromagnético y
aislante para un potencial repulsivo. Otra solución exacta para el hamiltoniano de
Hubbard es el caso de dimensión infinita [3]. Soluciones exactas usando particular-
mente el ansatz de Bethe han sido de gran utilidad para entender los sistemas
fuertemente correlacionados. Sin embargo, las condiciones de integrabilidad usan-
do el ansatz de Bethe son muy restrictivas y sólo pocos modelos realistas pueden
ser resueltos con esta técnica [4], por ejemplo, es difícil incluir interacciones adi-
cionales en el modelo de Hubbard de tal forma que el hamiltoniano resultante sea
aun integrable.

El modelo de Hubbard [5] es el más simple usado con el fin de describir correla-
ciones en sistemas con bandas angostas y ha sido estudiado de forma importante.
Sin embargo, aun cuando el modelo de Hubbard es conceptualmente muy simple,
este modelo es muy difícil de resolver en general.

El modelo de Hubbard ha sido aplicado exitosamente para describir algunos de los
nuevos fenómenos electrónicos donde la correlación electrónica es muy importante,
ejemplo de ello es la transición metal-aislante [6], el magnetismo iterante [7], la
densidad de carga, la densidad de ondas de espin [8] y la formación local de pares,
que juegan un papel significativo en la explicación de los superconductores de alta
temperatura crítica [9, 10] y la superconductividad en sistemas fermiónicos pesados

El modelo de Hubbard ha sido ampliamente estudiado usando diferentes apro-
ximaciones. Una técnica comúnmente utilizada es la aproximación de campo medio,
la cual ha sido utilizada para analizar diferentes problemas [9], dado que con esta
técnica el problema de muchos cuerpos puede ser reducido a un problema de un
cuerpo en un medio efectivo. Sin embargo, es bien conocido que la aproximación de
campo medio no es suficiente para describir correlaciones electrónicas, debido a que
las fluctuaciones no están incluidas. Otra técnica usada para el modelo de Hubbard
es el formalismo de bosones esclavos [8, 12]. Sin embargo, dado que en este formalis-
mo el espacio de Hilbert de estados fermiónicos es reemplazado por un espacio más
grande de estados fermiónicos y bosónicos, es necesario usar aproximaciones. Por
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otro lado, las técnicas de Monte Cario [13] incorporan un marco natural para cálculos
numéricos en modelos con fuerte interacción fermiónica, pero esas técnicas han sido
usadas sólo para pequeños grupos de partículas. El método de renormalización [14]
ha sido estudiado para sistemas muy grandes. Este método consiste en construir
iterativamente un estado base variacional dividiendo el sistema en pequeñas celdas.
Dado que en cada paso sólo los estados de menor energía son tomados en cuenta,
algunas veces los resultados están lejos de la solución exacta. Finalmente, el método
de diagonalización es el más deseable. Sin embargo, este método es aplicable sólo a
pequeños sistemas ya que la dimensión de la matriz del hamiltoniano se incrementa
muy rápidamente con el número de sitios y de partículas [15].

El límite diluido dentro del modelo de Hubbard ha sido estudiado anteriormente
por métodos analíticos y numéricos [9, 16, 17], incluyendo diferentes clases de de-
sorden [18, 19, 20]y también interacciones de densidad de carga [21, 22, 23, 24].

En el presente trabajo me dirigiré al límite de baja densidad, primeramente
dos partículas en una red unidimensional para después terminar con el problema
de d dimensiones. Este trabajo está organizado de tal forma que al principio se
de la información básica necesaria para entender los procedímientqs utilizados en
los resultados, como una introducción acerca del sistema de partículas utilizados,
pasando por la descripción del hamiltoniano a utilizar y por la descripción formal
de la herramienta matemática, a saber la técnica de la función de Green. Después
se propondrá el método utilizado para abordar el problema en d dimensiones, para
concluir con los resultados y conclusiones.



Capítulo 1

Generalidades

1.1 Sistemas de Partículas

Se puede estudiar un sistema cuántico de partículas a través de un hamiltoniano
como:

H = Hil) + H<n\ (1.1)

donde por comodidad se separa explícitamente la parte del hamiltoniano que afecta
a un solo cuerpo H^\ dejando para H^ toda la información respectiva a la inter-
vención de dos o más partículas. Tomando en cuenta todas las partículas y utilizando
la representación de coordenadas, los ñamiltonianos respectivos para uno y muchos
cuerpos toman la forma:

). (1.3)
>m

El hamiltoniano (1.2) toma en cuenta, como se puede observar, un potencial externo
Ve(r¿) que se aplica a la partícula i y depende únicamente de su posición, en cambio
(1.3) se debe entender como la suma de todos los potenciales que resultan de las
interacciones internas que toman en cuenta desde dos hasta m partículas. Los
subíndices de Vjj^ , ij...m se refieren a considerar tantos índices como cuerpos
(m) intervengan.

Como se sabe, el comportamiento dinámico de los valores esperados es:

por lo que si un operador conmuta con el hamiltoniano, tendrá un valor esperado
constante y por lo tanto será una integral de movimiento, por otro lado si tenemos
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1.1 Sistemas de Partículas 2-

un sistema cerrado en el sentido de no considerar campos externos, el momento total
se conservará y por lo tanto tomando A = Yli ~"^~^h s e tendrá de (1.1):

[A, H] = [A, A + H^} = [A, H^n)] = 0, (1.5)

por lo tanto se puede considerar a V(r'i) como dependiente de las coordenadas in-
ternas relativas.

Si ahora se considera un sistema donde las partículas son iguales, debido a que
el potencial de interacción interna depende de las coordenadas relativas se tendrá:

[ñi,H] = 0, (1.6)

donde Pij es el operador que intercambia las partículas i,j. La consecuencia in-
mediata de lo anterior es que se pueden construir estados propios (eigenestados) y
funciones propias (eigenfunciones) simultáneos de Ptj y H, donde las eigenfunciones
de Pij son simétricas o antisimétricas con respecto a las partículas i,j , También
se puede observar de (1.4) y (1.6), que el valor esperado del operador de intercam-
bio será una integral de movimiento y entonces se conservará la simetrización de la
función de onda a todo tiempo.

En general, las soluciones de la ecuación de Schródinger para un sistema de
partículas iguales no tienen necesariamente simetría bien definida respecto al in-
tercambio de cada pareja de partículas iguales, sin embargo, no es difícil construir
funciones de onda totalmente simetrizadas (simétricas S o antis ¡métricas A) a partir
de funciones de onda degeneradas como:

6. ts), (1.7)

Aquí, la suma se realizará sobre todas las posibles permutaciones de parejas de
partículas iguales. En las expresiones anteriores A es una constante de normaliza-
ción, P es el operador de paridad, rp es el número de parejas de partículas que deben
intercambiarse para lograr la permutación P y #(fi , £2, ...,£N) son las funciones de on-
da degeneradas cuyo argumento toma en cuenta tanto las variables espaciales como
espinoriales, f¿ = (r¿, o i). La razón primordial para construir funciones simetrizadas
es que en la naturaleza, sólo se encuentran las totalmente simetrizadas. Este hecho
empírico fundamental tiene su reflejo en el tipo de partículas que se considere, es
decir, funciones de onda simétricas corresponderán a partículas con espín entero
(bosones)j entre los cuales tenemos a los piones de espín cero, los fotones de espín
uno, etc. Y las partículas con espín semientero (fermiones) asociadas a funciones de
onda antisimétricas como por ejemplo los electrones, protones y neutrones con espín
I [25].
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1.2 Formalismo de segunda cuantización
Otra representación de la función de onda además de la espacial y momental es la
de segunda cuantización. Asimismo, en la representación de segunda cuantización
se involucran reglas de conmutación y ant i conmutación que contienen información
sobre las propiedades de simetría del sistema.

1.2*1 Bosones
Si se considera una partícula en un potencial de oscilador armónico unidimensional
se tiene el hamiltoniano:

= $- + iU«V, (1.9)

donde px = —ih§¿- Realizando el cambio de variable x = \l-~i-, se obtiene de la
ecuación anterior:

H = -Hu (p¡ + e) (1.10)

= -^OJ (aa+ + a+a) , (1.12)
Zí

donde p^ = —¿^ = — ¿í- y se han definido además los operadores aya* como:
t

1 1

V2

a+ = ~ (f - ip() = - L « - 9t). (1.14)

Utilizando el conmutador

\px,x] = h\p^\ - -ih, (1.15)

se deducen de las ecuaciones (1.13) y (1.14) las relaciones de conmutación respectivas
para los operadores a y c+como:

l, (1.16)

[a,a]= [a+,a+] = 0 . (1.17)
Si se toma en cuenta el conmutador anterior distinto de cero, el hamiltoniano dado
en la ecuación (1.12) finalmente se puede escribir como:

H = hüj(a+a-\-~j. (1.18)
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A partir de la ecuación (1.18), se pueden encontrar los siguientes conmutadores:

[a+a,H] = [aa+,H] = [aa+
ya

+a] = 0 , (1.19)

[a1H] = hua, (1.20)

[H, a+] = fiwa+, (1-21)

es decir, se pueden encontrar estados comunes para los operadores H,aa+ y a*a,
con valores bien definidos; para este fin, considérese un conjunto ortonormal {|n)}
tal que:

H \n) = En \n),

a+a \n) — n \n),

aa+ \n) = f\n),

(1.22)

(1.23)

(1.24)

aplicando el respectivo bra (n\ del lado izquierdo a las ecuaciones (1.23) y (1.24) y
restándolas se obtiene con la ecuación (1.16) / = n -f 1, es decir una relación entre
los respectivos eigenvalores.

Se puede encontrar también una relación entre los eigenvalores de H y a+a o
aa+ de la siguiente manera:

n +-En = {n\H\n) =

Si se expresan además los operadores a y a+ en la forma general:

p

9

y considerando los conmutadores (1.20) y (1.21) de tal forma que:

huj(m\a

(n — (m + 1)) (m

(m\a

(rn — (n
a

n) ~ (m| [a, H] \n) = huj(n — m) (m|tt

n)=0,

n) = (m\ [#, a+] \n) =
n) = 0,

— n) (

se encuentran relaciones específicas para los operadores a y a+ como:

a n) — yfn \n — 1),

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)
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A partir de las ecuaciones anteriores se pueden interpretar los operadores a y a + ,
como de aniquilación a y creación a+ debido a su efecto sobre los estados en los cuales
se aplican. Ademas, se puede obtener cualquier otro estado a partir del estado vacío
¡0) como:

> y r io> (
nl

El desarrollo para muchos bosones se encuentra extendiendo los resultados an-
teriores. Por ejemplo, el hamíltoniano (1.18) y las reglas de conmutación (1.16) y
(1.17) toman la forma:

+ iV (1.37)

(1-38)

1.2.2 Fermiones
El desarrollo para fermiones es muy similar al realizado para bosones, la única
diferencia importante aquí es tomar en cuenta que la función de onda es antisimétrica
y los estados de ocupación de fermiones se limitan al estado vacío o al estado de
un fermión, con ésto en mente, obsérvese la ecuación (1.23) aplicada al estado i de
fermión, con los respectivos operadores para fermiones c y c+ :

cfa |nlt...,n¿, -..} = m \nh..., n,-,...) . (1.40)

Aquí los estados rik en general pueden estar vacíos o tener un fermión, este operador
cfci como también el análogo para bosones afüi recibe el nombre de operador de
número. Debido a la restricción de ocupación por estado, se tienen las siguientes
relaciones importantes de las ecuaciones (1.34) y (1.35):

Ci

c-'

,...,n¿,...) ex ni \ni,...,ni - 1,...) - (-l)Si(n¿) |nlt...,n¿ - 1,...), (1.41)

ex )
(1.42)

donde (-l)Si = (™i)[»i+n2 +«Í-I] p6]. En seguida apliqúese el operador de
aniquilación de fermiones al estado j y el de creación al estado i, tomando en cuenta
las ecuaciones anteriores se tiene:

...,0;,l?-..,) c< |ni,...,li,0j...} = |nit...,li,0j...>, (1.43)
c7cf im^O^lj..,) (x K...,l¿,0,-...> = -\nlt...,liiQj...). (1-44)
4<%
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Asimismo de (1.40), (1-41), (1.42) y las ecuaciones anteriores se pueden encontrar
en general las reglas de antí conmutación de fermiones como:

= C (1-45)

En forma similar a la ecuación (1.37), un hamiltoniano con operadores de uno y
dos cuerpos en segunda cuantización se puede escribir de la siguiente forma [26]:

JJ ^""^ V~^ jja 4. 1 V""^ t/17'17' + + /

' ' ¿á , ' '

donde se ha incorporado explícitamente el espin c, u1 = | o 4- •



Capítulo 2

Modelo de Hubbard

2.1 Hamiltoniano de Hubbard

Si se considera ün hamiltoniano como el de la ecuación (1.1), que incorpore ope-
radores tanto de uno como de dos cuerpos, es decir :

H = #<*> + # ( 2 \ (2.1)

en la representación de las funciones de Wannier, el hamiltoniano escrito dentro del
formalismo de números de ocupación tomará la siguiente forma general:

H = E £ fM* + \E £

Aquí ftAfw') ^presenta los operadores de creación y aniquilación de partículas (en
general / puede referirse a fermiones, huecos o electrones), con espín <r,¿r' = t ° 4-
en el sitio z, íf;- es un parámetro de transferencia entre sitios i , j y V^ nos da la

interacción general entre dos partículas. Este es el hamiltoniano general de
Hubbard, modelo propuesto con la finalidad de investigar interacciones entre elec-
trones en bandas de energía angostas, donde dicho modelo toma en cuenta la na-
turaleza atómica del sólido y por facilidad considera un sólido con una sola banda s

[5]- . •
En el presente trabajo se considerará la siguiente simplificación del hamiltoniano

general de Hubbard dado en la ecuación (2.2):

"**' ~ \ Atm para j = /, {i, l)m o </, k)m y <t, k)t

t P^a^'i) (2 4)
0 para otro caso. *• * '

7



2.1 Ramiitonia.Ro de Hubbard 8

En las consideraciones anteriores se ha tomado el caso específico de dos partículas
con espines opuestos cr1 = —<r, donde (¿,i)m se refiere a m vecinos cercanos, por
ejemplo m = 0 implicaría i = j , m = 1 implicaría primeros vecinos y se ha definido
(i)k) = (hk)i etc. En general ¿?|t-¿| representa la interacción de dos partículas a
\i — j \ sitios vecinos y Atm es un parámetro de salto de acuerdo a una densidad
de carga. En un enfoque típicamente basado en fuerzas de Coulomb, no todos los
parámetros de interacción entre las dos partículas contribuirán de forma semejante,
por lo que los parámetros cercanos a la interacción en el mismo sitio serán los que
tendrán la mayor contribución, como lo sugirió Hubbard [5]. Con las restricciones
anteriores, el hamiltoniano (2-2) toma la forma:

(2.5)
Considerando Eo = £/, E\ — V , Em = 0 para m > 2 y sólo ei parámetro de
salto Atm = At0, es fácil darse cuenta que el hamiltoniano (2.5) toma la forma del
hamiltoniano generalizado de Hubbard [21, 28]:

H =l E E CA*+UE < tnl+j E »••»/ (2-6)

donde n f̂f = ft^fi^ Y ní — n{^ + n í | * Específicamente para electrones se tiene
/ = c , t = ¿e, n¿ff = Í7Í¡0. = cf Ci^ y m ~ riitf + n¿,4., entonces el hamiltoniano
anterior tomará la forma:

H = f E E c í * c ^ + ^ E n'->t»a+Y E «¡"i (2-7)
+ A í ° E E ctffc^(ni'-<r+n?.--^)'

haciendo Aío — 0 en (2.7) se obtiene el hamiltoniano de Hubbard extendido [16]. Si
consideramos además de At0 = 0, V = 0 se encuentra el hamiltoniano de Hubbard
original [5J.

La solución del hamiltoniano (2.5) no es fácil, se ha encontrado solución exacta
para el caso de una dimensión y para sistemas de pocas partículas. La solución de
este último caso en principio puede obtenerse tanto en el espacio real como en el
espacio recíproco. En el presente trabajo se abordará la solución en el espacio real
realizando una generalización al método del mapeo, misma que a continuación se
describe.



2.2 Generalización del método del mapeo-
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Figura 2.1: Construcción del espacio de estados del hamiltoniano de Hubbard general
unidimensional para dos partículas con espines opuestos.

2.2 Generalización del método del mapeo.

El hamiltoniano en espacio real dado en la ecuación (2.2), tiene una representación
matricial o geométrica que puede ser visualizada en un espacio de nd dimensiones,
siendo n el número de partículas y d la dimensión del espacio donde se encuentran
las partículas, este espacio puede ser interpretado como un mapeo del problema
correlacionado de muchos cuerpos sobre un problema equivalente de enlace fuerte
con impurezas de sitio y enlace. Para encontrar el espacio geométrico de estados,
considérense dos partículas fermiónicas con espines opuestos denotados por + y —
en una cadena unidimensional bajo las restricciones al hamiltoniano dadas por (2.3)
y (2.4). El espacio de estados será de dos dimensiones y parte de él se construye
como sigue.

Considérese por simplicidad una cadena unidimensional de 4 sitios, ensegui-
da coloqúense dos ejes perpendiculares y en cada uno ponga explícitamente el
movimiento de una partícula independientemente de la otra, como hay 4 sitios ca-
da partícula podrá moverse a 4 lugares de la red y se tendrán entonces 4 estados
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Figura 2.2: Representación de estados del hamiltoniano de Hubbard general unidimen-
sional para dos partículas con espines opuestos, se indica también la proyección sobre un
espacio unidimensional y sus parámetros de salto /? = 2í eos % , /3,- = 2Aí¿ eos ^ | .

conectados con el parámetro i para cada partícula, como se observa en la figura 2.1.
El espacio de estados a estudiar será entonces la combinación de los movimientos
independientes de las dos partículas, donde ahora cada estado combinado tendrá
asociado un parámetro Em y Atm referidos a la interacción de dos partículas en
sitio y al salto de una partícula en presencia de la otra respectivamente. La repre-
sentación geométrica de estados completa se puede apreciar en la figura 2.2, después
de una rotación de 90° sobre la línea o eje donde tenemos los parámetros Eo.
Esta configuración bidimensional final puede ser estudiada bajo un hamiltoniano de
enlace fuerte o tight-binding [16, 26].
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2.3 Modelo de enlace fuerte

El hamiltoniano de enlace fuerte tiene la forma:

10 £i W + E l¿) T« 01, (2.8)
*..;

donde \i) es un estado tipo orbital centrado en el sitio i y el conjunto de sitios {i}
forman la red, 6¿ representa la energía del estado i y T»¿ es la transición entre los
estados t , j . En la aproximación de enlace fuerte se considera que la energía potencial
de la partícula fermiónica lleva casi toda la energía, por lo que las bandas energé-
ticas permitidas serán mas angostas en comparación con las bandas prohibidas.
También en este tipo de aproximación se considera que los átomos del cristal están
tan separados que la función de onda de las partículas asociadas con átomos vecinos
se superponen en menor grado, así la interacción entre átomos cercanos será relati-
vamente débil y las funciones de onda y los niveles de energía permisibles de todo
el cristal estarán relacionados con las de los átomos aislados [27]* En lo siguiente se
tomará el parámetro de salto como una constante, T¡j = t y solamente se conside-
rarán primeros vecinos. En principio todo el trabajo siguiente será estudiado bajo
esta aproximación que está de acuerdo con las ideas originales de Hubbard.

Como se observa en la figura 2.2, hay una simetría traslacional a lo largo de
las diagonales del cuadrado que puede ser aprovechada, con este fin resolvamos la
ecuación de Schródinger independiente del tiempo:

H &) = E \t/>). (2.9)

Proponiendo como solución [29]:

£ «*''l'>' (2-10)

se obtiene la energía:
E(k)=éo+t]Teikl , (2.11)

i

donde se ha tomado G t=6o para todo i, H está dado por la ecuación (2.8), la suma-
toria de / en la ecuación (2.11) se realiza sobre los sitios a primeros vecinos del origen
y N se refiere al número de átomos en la red. En este caso la propagación de la
onda se realiza con el vector de onda k. Con todas estas consideraciones, es sencillo
encontrar las energías de acuerdo a la dimensionalidad d de la red hipercúbica a
partir de la ecuación (2.11) como:

d

E =£o +2Í Yi cos ( M > i2'12)
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siendo Ja el vector de onda en la dirección i y a es la constante de la red.
A partir de la ecuación (2.12) se puede encontrar una condición para el ancho

de la banda de energía, es decir si:

d

eos (kta) (2.13)

entonces multiplicando la ecuación anterior por 2 |í| se obtiene:

\E-£0\<2d\t\. (2.14)

El número de primeros vecinos z de la red se encuentra fácilmente de la relación

2-4 Método de proyección

Ya que la solución propuesta en (2.10) es general, se puede utilizar como el estado
dado por elipses en la figura 2.2, en este caso el vector de proyección será K en
la dirección mostrada por las líneas semicontinuas, el siguiente paso será obtener
su estado energético y el parámetro de salto entre dos estados. Por ejemplo para
cualquier línea con energía E% se tiene el estado energético:

^ í K ' l / > . ( 2 - 1 5 )

EE¡ = {KE, I H \KE,) = 1 £ eÍKl'~m) 6< ¿'.» (2'lfJ)
l

EEi = Ei. . (2.17)

Aquí \KEÍ) es el estado obtenido de la línea de estados con energía Ei, figura 2,2- Es
importante remarcar que en la figura 2.2 se presenta el parámetro de salto t + Aí¿
en lugar del t ocupado para el método de proyección, ésto no limita en nada las
conclusiones ya que lo único que hay que hacer es una redeíinieión del parámetro de
salto. Las sumatorias anteriores se realizan sobre todos los átomos en la línea y H
está dado por (2.8). De (2.16) se observa que el término que contiene t desaparece
debido a que en este caso las sumatorias corren en la misma fila por lo que ningún
estado será primer vecino a otro (recordar las restricciones sobre t ). El parámetro
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de salto será:

Aj = (KE¡\ H \KSl) = ^

(2.19)

entonces proyectando el espacio bidimensional, se obtiene la red lineal de estados
efectivos como los dados en la figura 2.2, donde /3 — 2¿cos —^ y ft = 2A¿¿cos ^T|
[26T 28). Para el caso de dos partículas en d dimensiones, tendremos un espacio de
estados en un hipercubo de 2d dimensiones, al cual se le puede proyectar bajo las
simetrías de traslación respectivas a un espacio de d dimensiones con parámetros de
salto dados en general por pj = 2t eos (fKja), donde / es una constante que depende
de la geometría del hipercubo de 2d dimensiones y K¿ es el vector de propagación
en la dirección general j . Para el estado base (donde K¡ = 0), se obtiene en general
que P¿ — %.



Capítulo 3

Funciones de Green
independientes del tiempo

Para introducir las funciones de Green independientes del tiempo es útil trabajar en
un espacio vectorial abstracto como el propuesto por Dirac, la utilidad de trabajar
en este espacio es la facilidad de obtener e intercambiar las representaciones de
coordenadas y momenta.

Considérese a continuación la siguiente ecuación en ese espacio [29]:

(z-L)G = l, (3.1)

donde z es en general una variable compleja, L es un operador hermitiano, linear
e independiente del tiempo y G es el operador de Green. Esta ecuación toma la
respectiva forma en la representación de coordenadas como:

(r\(z~L)G\rr) = {r\rf) (3-2)

(z-L(r))G(rS) = 6{r-T>), (3.3)

a partir de la ecuación (3.3), las funciones de Green pueden ser definidas como solu-
ciones de ecuaciones diferenciales inhomogéneas. Ademas, considérese un conjunto
completo ortonormal de kets {|n)} que satisface:

L\n) = \n\n); {Xn} € Re (3.4)

si todos los eigenvalores de z — L son diferentes de cero, uno puede tomar de (3.1):

z-L
y utilizando la propiedad de completez de los eigenvectores de L se obtiene para la
ecuación (3,5):

I ¡ /
n J^ An j Z An Z An

n

14
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donde para obtener la ecuación (3.6), se utilizó tanto el carácter continuo como
el discreto de los eigenvectores |n), ademas se utilizó la expansión de potencias
J3 xn — JZÍ para el operador L. La sumatoria (/) entonces se realiza sobre los
eigenvectores pertenecientes al espectro discreto y la integral sobre el continuo. Ya
que esta ecuación se encuentra en un espacio abstracto, la podemos utilizar para
obtener su respectiva representación de coordenadas como:

z — Xn J z —

donde se ha utilizado la notación {r\n} = <j>n(r) y {n\rf) = 0£(r'). De las ecuaciones
anteriores se puede deducir que si la parte imaginaria de z es distinta de cero,
entonces la función de Green será analítica en el plano complejo z excepto en esos
puntos del eje z real que corresponden a los eigenvalores de L. G entonces tienen
polos simples en las posiciones de los eigenvalores discretos de L y lo inverso es
también cierto, es decir, los polos de G dan los eigenvalores discretos de L [29]. En
el caso z = A , (A = Re(z)) donde A pertenece al espectro continuo de L , G no está
bien definida y se puede encontrar mediante un proceso de límite definiendo:

G±(r, r'; A) = lim G(r, r'; A ± i Im(*)). (3.8)
I ( ) K ) +

Utilizando la identidad limj /_+0+^- = P(~) =F inS(x) (donde P (^) es la parte
principal de ~ igual a cero para x — 0 e igual a ~ para x ^ 0) y la ecuación (3.7) se
puede expresar la discontinuidad:

(3.9)

como [29]:

, r'; A) = -2m £ ¿(A - An)¿n(r)#(r') (3.10)
n

dnS{X~Xn)<j>n{r)4>l(rl).(

De la ecuación (3-7) con la definición de suma completa dada en (3.6) y con la
identidad anterior se pueden encontrar los elementos diagonales de matriz como:

fffcfor; A) = pT*Ír)r;{r) T¿*E ¿ ( A - *n)4>n(rWn(r). (3.11)
A An

n n

Integrando la ecuación anterior sobre r y teniendo en mente la propiedad ortonormal
de las eigenfunciones de L se encuentra:

TrG^X) = P ̂  TTT- T¿7r E 5(X ~ A")' (
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donde £)ft S(X — Xn) es la densidad de estados en A y la densidad de estados por
unidad de volumen es definida como:

,(r; A) s £ ¿(A - Xn)Ur)4>:(r). (3.13)
n

Utilizando la ecuación (3.11) se obtiene:

p(r;\)~+~lmG±(r,r;\). (3.14)

La teoría desarrollada anteriormente puede aplicarse directamente a la ecuación de
Schródinger independiente del tiempo para una partícula, realizando las sustitu-
ciones L —» H, X —̂  E, donde H es el hamiltoniano:

= O. (3.15)

La función de Green respectiva será utilizando (3.3):

(E - H(r)) G{r, r'; E) = 6(r - r'). (3.16)

Aquí la función de Green satisface las mismas condiciones de frontera que la función
ip(r). Aplicando las sustituciones en las ecuaciones anteriores, se pueden encontrar
algunas características importantes de las funciones de Green:

(1) La posición de los polos de la función de Green coincide con las eígenenergías
del hamiltoniano H y viceversa.

(2) El residuo en cada polo En de G(r,r';z) es igual a ^ <f>i(r)$¡(rf) donde
la sumatoria se aplica sobre los eigenestados degenerados /„ correspondiendo a la
eigenenergía discreta En.

(3) La degeneración fn puede ser encontrada como fn = J drRes {G(r, r; En)} =
TT {Re5 {G(En)}}, para un eígenestado no degenerado fn = 1 y entonces:

4>n{r)4>n(r') = Res {G{r, r7; En)}, de donde se deduce \4>n(r)\ -

(4) Los cortes de G(z) sobre el eje z real coincide con el espectro continuo de H
y viceversa.

(5) La densidad de estados por unidad de volumen es p(r; E) = =F£ Ira

(6) Y la densidad de estados es N(E) = Jdrp(r;E) = ^Tr{lmG±(E)}[29,
30, 31].

3.1 Teoría de perturbaciones y funciones de
Green

Considérese el hamiltoniano de una partícula H de la siguiente forma:

H = HO + HU (3.17)
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formado de una parte Ho , asociado a un operador de Green Go-> cuyos eigenvalores
y eigenvectores pueden ser obtenidos de forma sencilla, además de H\ que será con-
siderado como una perturbación. A partir de las ecuaciones (3.5) y (3.17), se puede
expresar el operador de Green para H como:

Utilizando la expansión ^ xn — ~: es sencillo demostrar la forma cerrada del
operador de Green como:

G = G0 + GOHXG = G0 + GHXGO. (3.19)

A partir de la ecuación anterior se pueden obtener sus respectivas representaciones
de coordenadas y de momenta como:

(r\ G |r'> = (r| Go |r'> + (r\ Go (j drx \n) <rx | ) Hx (j dr2 |r2) (r2\\ G \r') (3.20)

r2S), (3.21)

suponiendo además -fli(ri,r2) = S(ri — ra)V(ri) se tiene:

G(r,r') = Go(r,r1) + ídr^r,r^V^G(rur'). (3.22)

Por lo que la función de Green satisface una ecuación integral inhomogénea en la
representación de coordenadas. Y para el caso de la representación momental se
tiene:

( ) (

') = G0{k,k') + ̂ G0(kM)Hi{kxM)G{k2,Ü). (3.24)

Tomando en cuenta la transformación (r k) = -W*"r donde ld representa una longi-

tud en un espacio de d dimensiones, es fácil comprobar que (3.24) es la transformada
de Fourier de (3.21).

En lo siguiente defínase un operador importante en teoría de dispersión como:

T^H&iz-Ho), (3.25)

válido para cuando z / {En} donde En son los eigenvalores de H , esto le propor-
ciona al operador T estructuras analíticas parecidas a G. Para cuando z = E donde
E pertenece al espectro continuo de H, se define:

- Ho) (3.26)
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y los operadores G y T están relacionados como;

G = Go + GQTGO, (3.27)

a partir de la ecuación (3.15) en un espacio abstracto y de (3.17) se encuentra:

{E - Ht)\i>) = H^), (3.28)

donde E pertenece al espectro continuo de H coa solución [29]:

(3-29)

y \<f>) es la solución de (E — Ho) \<j>) — 0 que es básicamente la ecuación de Lippman-
Schwinger [29].

3.2 La expansión renormalizada dentro de la
teoría de perturbaciones (RPE)

Tomando en cuenta el hamiltoniano de la ecuación (3-17) con:

)ei{l\, (3.30)

se puede utilizar la teoría de perturbaciones antes expuesta para encontrar la función
de Green. Partiendo de (3.19) y desarrollando se tiene

G = Go -f- GOH\GO + GOH\GOII\GQ -f-... (3.32)

o bien

De la ecuación (3.30) se obtiene G0{n\,«2) = Snin2G0(ni)i donde G0(n) = ^z^-
Además H\(n^n2) es diferente de cero sólo si ni y ni son primeros vecinos, ver la
ecuación (3.31), con estas consideraciones (3.33) puede ser simplificado como:

,m) - S[mGo(l) + Go{l)iGo(m)Sttm+l + J^GoifyGoinJtGoim) + .... (3,34)
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Una forma de simplificar la expansión anterior es considerar todas las posibles trayec-
torias en la red partiendo de / y terminando en m con pasos conectando un sitio de
la red con el sitio vecino más próximo. Entonces, hay una correspondencia uno a
uno entre los términos de la ecuación (3.34) y el conjunto de todas las trayectorias,
donde la trayectoria más general empezando en / y terminando en m, es construyen-
do una trayectoria cerrada auto-permitida, es decir, ningún sitio es visitado en más
de una ocasión. Tomando todo ésto en cuenta G(l,m) toma la forma [29]:

, m) = J2 G ('»0 ¿ ( ? ( n * ' n * V])iG(n*> "al'» ni])*.»iG(ro, m[/, nhn2,...]), (3.35)

donde la suma se realiza sobre todas las trayectorias auto-permitidas empezando en
/ y terminando en m (I —>• ni —)• n2 -4 ... —> m). A partir de la ecuación anterior se
pueden encontrar los elementos diagonales:

G (1,1) = G0(l) + Y, GC» 0«?(n!, «i \l])t...Go{l). (3.36)

En este caso la sumatoria se extiende sobre todas las trayectorias auto-permitidas,
empezando y finalizando en / [29]. La ecuación anterior puede ser escrita como:

0, (3.37)

donde
. (3.38)

Resolviendo la ecuación (3.37) para G(IJ) se tiene finalmente que

'l'z) = i GJI)MM7)
 = * e , A ( / ; * r (3-39)

Las expansiones (3.35), (3.36) y (3.38) para G(/,m), G(l,l) y A(/) respectivamente,
son las llamadas expansiones renorrnalizadas dentro de la teoría de perturbaciones
(RPE) [29].



Capítulo 4

Sistemas Binarios

En este capitulo se encontrará la solución para el estado base de una red binaria
usando el hamiltoniano de amarre fuerte. Dicha red está compuesta por sitios alter-
nados con auto-energias U y V respectivamente y con un parámetro de salto dado
por t, como se puede observar en la figura 4.1.

Para redes donde no haya trayectorias cerradas, el sistema corresponderá a una
red de Bethe o un árbol de Cayley, ver figura 4.2, caracterizado por el número de
primeros vecinos z, o su conectividad k = z — 1. Para resolver tal sistema se puede
encontrar la función de Green en algún sitio con auto-energia U o V, ya que debido a
la simetría del problema las soluciones para el sitio V, serán exactamente las mismas
que las del sitio U intercambiando U por V. Si se calcula la función de Green en el
sitio (/), correspondiendo a la posición de la auto-energía U se tiene:

B) í41)

(4-2)

3 , / + 3[/ + 2]; E) = G{l + l,l + 1[/]; E). . (4.4)

Si se resuelve el sistema anterior de ecuaciones y se encuentran los polos de la
ecuación (4.1) se obtienen los eigenvalores discretos de H como:

E - V. (4.5)

A partir de la ecuación (4.5), se puede obtener una condición para encontrar al
menos dos redes de Bethe con los mismos eigenvalores discretos de H dependientes
del parámetro z como:

zoto = zt. (4.6)

20
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Figura 4.1: Sistema binario ordenado bidimensional y su proyección hacia una red unidi-
mensional. El parámetro de salto en la red proyectada es /? = 2í.

Aquí z y t se refieren a los parámetos para cualquier red de Bethe y z0, to a la red
de Bethe original, entonces los eigenvalores discretos dependientes del parámetro z
y t de H de toda red de Bethe binaria se pueden encontrar analizando un sistema
tipo z — 1 y t = zoto, es decir en una matriz 2 x 2 como:

U zot

v r (4.7)

cuyos eigenvalores corresponden exactamente a los dados por la ecuación (4.5), te-
niendo en cuenta la ecuación (4.6).

Interesados en encontrar ciertos eigenvalores discretos del hamiltoniano (2.8), en
el estado base para redes binarias formadas de hipercubos de d dimensiones con
trayectorias cerradas, se pueden proponer redes de Bethe equivalentes de acuerdo a
la dimensionalidad del sistema z = 2<¿ como:

V) (4.8)
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TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Figura 4.2: Se representa una red de Bethe binaria ordenada con z primeros vecinos.

Algunos ejemplos podrían aclarar estas ideas:
(1) El plano infinito binario formado de cuadrados, ver figura 4.1, cuya dimensio-

nalidad es 2 y cuyo parámetro de salto es to puede ser equivalente a una linea binaria,
mostrada en la misma figura 4.1, cuya dimensionalidad es 1 y con un parámetro de
salto de í = /? = 2ío(4.8) etc.

(2) Una red infinita formada de cubos con una dimensionalidad de 3 y parámetro
de salto t0 puede ser equivalente a un plano formado de cuadrados con un parámetro
de salto í = | í o etc.

(3) Una red infinita formada de hipercubos de 4 dimensiones y parámetro de
salto t01 puede ser relacionada a un plano infinito formado dé cuadrados con un salto
t = 2ío,o a una red de 10 dimensiones formada de hipercubos de 10 dimensiones con
un salto t = |ío etc.



Capítulo 5

Método de solución vía redes de
Bethe

Una vez resuelto el problema de correlación de dos partículas dentro del modelo
de Hubbard extendido en una red unidimensional utilizando el método del mapeo
y en particular haber obtenido la solución analítica de la energía de amarre de las
partículas (Vallejo y Navarro 2002), se trató de dar el siguiente paso con el fin de
encontrar soluciones analíticas a los problemas de dos partículas en más dimen-
siones. El primer paso hacia tal fin, fue haber usado el hamiltoniano de Hubbard
generalizado y encontrado los estados ligados de dos partículas con espines opuestos
en dos sitios, sin recurrir en la solución al método de diagonalización de la matriz
resultante. La representación geométrica del espacio de estados de este sistema se
puede ver en la figura 5.1 y como se puede apreciar es de dos dimensiones, pero no es
una red ad infinitum por lo que no es aplicable el método de proyección, la solución
a dicho problema está en darse cuenta que tal sistema cuadrado es equivalente a
resolver una red de Bethe z — 2 donde z es el número de primeros vecinos, ésto se
puede apreciar si por un momento se piensa en un ser puntual que se puede mover
solamente por el sistema cuadrado, entonces ¿que ve?, la respuesta a tal pregunta
es que si está en un sitio con autoenergía U verá a lo lejos dos auto- energías V
y viceversa, entonces el sistema será equivalente a una red de Bethe binaria uni-
dimensional infinita, ya que el movimiento periódico en el cuadrado será entonces
equivalente a un movimiento unidimensional infinito. La razón principal de no uti-
lizar el método de diagonalización y buscar nuevas formas de solución és más que
evidente, conforme aumenta el número de sitios en la red, la matriz aumenta hasta
hacerse prácticamente inmanejable.

Solución por el método de diagonalización

La matriz que se obtiene al utilizar el hamiltoniano de Hubbard generalizado,
(2.6) para el problema de dos partículas con espines opuestos en dos sitios en la

23
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t+Atb t+Atb

FALLA DE ORÍGE

Figura 5.1: Representación del espacio de estados del problema de dos partículas en dos
sitios dentro del hamiltoniano de Hubbard generalizado.

representación de estados, es como se observa en la figura 5.1:

/ U t + A¿* 0

0

t + Ato

V
t + At0

0
V

t + Ato \
0

t-j-Ato
V

Diagonalizando la matriz (5.1) se encuentran los eigenvalores discretos que depen-
den del parámetro t como:

(5.2)

Solución por redes de Bethe

La solución por este método será entonces resolver una red de Bethe binaria tipo
z = 2. De la ecuación (4.5) se tiene

=\\V+U± (5,3)

y como se observa de las soluciones dadas en (5.3) y (5.2) son las mismas* Los resul-
tados anteriores comprueban las suposiciones y entonces permiten proponer como
un método de solución analítica en espacio real para el problema de correlación den-
tro del hamiltomano de Hubbard generalizado para dos partículas en ¿¿-dimensiones,
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redes de Bethe con una conectividad adecuada. En algunos casos la red de Bethe
será exacta al problema planteado como en el caso unidimensional y aproximada
para una dimensionalidad mayor a uno.



Capítulo 6

Resultados

En este capítulo se presenta la solución analítica para el estado base del problema de
dos partículas con espines opuestos. En primer lugar, se resuelve el problema en una
red unidimensional usando el hamiltoniano generalizado de Hubbard y en segundo
lugar se obtiene la solución para un caso más general del modelo de Hubbard. Final-
mente se realiza una extensión de los resultados para redes en d-dimensiones dentro
del hamiltoniano de Hubbard generalizado. Las soluciones se obtienen utilizando la
técnica de la función de Green y las expansiones renormalizadas dentro de la teoría
de perturbaciones.

6,1 Hubbard generalizado unidimensional

El hamiltoniano de Hubbard generalizado HHG, tiene una representación en el es-
pacio de estados como se puede apreciar en la figura 6.1, utilizando la simetría
traslacional de la representación, el problema a resolver será entonces una cadena li-
neal infinita con impurezas dentro del hamiltoniano de amarre fuerte. Utilizando el
método RPE se puede encontrar la función de Green en el sitio / ocupado con la
energía U en el estado base K = 0 como sigue:

G(l,l]E) = r-i— (6.1)

U

26
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TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Figura 6.1: Representación de estados del hamiltoniano de Hubbard generalizado para
el problema unidimensional de dos partículas con espines opuestos. Se muestra además
la proyección sobre un espacio unidimensional donde los parámetros de salto proyectados
toman la forma /? = 2ícos% y 0O — 2Aíocos % .

donde

E - V - (32G(l
1

2[/ + 1J; E)
(6.3)

(6.4)

(6.5)

2(3'

y
G(l + 3, / + 3 [/ + 2]; E) = G{1 + 2, / + 2 [/ + 1]; E). {6.7)
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A partir de los polos de la ecuación (6.2) y utilizando la condición E2 > Aft2 se
puede obtener una ecuación para las energías de los estados ligados como:

C1 4- k Y
x-u i y , = 0 para x2 > 1, (6.8)

x — w =F y/X2 — 1

donde se realizaron algunos cambios de variable como x = §,« = ^,w ~ ^ , B =
2/3, p — 2t y en general fc(• — ^ y /?,- = 2A£, para z = 0,1,2... Dentro de la condición
t < 0 se puede definir una energía de amarre como gap = —B~E, donde se ha
utilizado explícitamente el signo de ¿, es decir B > 0. Dividiendo el gap entre B se
llega a A = 2g£ = - l - i , para obtener:

1 + A + u ^ °J = = = 0; A > 0 . (6.9)
2

Tomando como referencia A = 0 se puede encontrar la condición de apareamiento:

\-u)(l + w)-l <k0. (6.10)

Esta condición de apareamiento coincide con la obtenida para una temperatura
crítica distinta de cero en la teoría BCS, usando un modelo con densidad de estados
constante en el límite de baja densidad [21, 32]. Tomando ko = 0 en la ecuación
(6.10), se llega a la condición de apareamiento para el hamiltoniano de Hubbard
extendido [34].

6.2 Hubbard general unidimensional

La ventaja de tener el hamiltoniano de Hubbard general (2.5), es que se puede
analizar el problema unidimensional de una forma más completa. El hamilto-
niano de Hubbard general tiene una representación geométrica de estados como se
puede apreciar en la figura 2.2. En general, se pueden tomar n parámetros tanto de
salto que depende de la densidad de carga como de la energía de interacción Aín y
En respectivamente, de tal forma que la condición general de tomar n parámetros
será:

Pi — Ei = 0, para i > n + 1. (6.11)

La función de Green en el sitio / con una energía Eo, una vez proyectado el espacio
de estados es [35]:

BG(l, 1; x) = ^TTTr^i (6-12)
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donde p = 1 y m = 2 para n ~ 0 ; p — 2 y m = l para n > 0. Debido a la
generalidad de la solución se han cambiado las energías U y V del HHG por En, en
el caso particular del HHG se tiene U — Eo , V — E\ y &¿ = 0 para i > 0. Las
variables involucradas en la solución anterior están dadas por:

Eo 2E¡ . ,
É * ~ "5" y €¿= - 5 - para t > 0. (6.13)

D O

Para comprobar la consistencia de las soluciones, si se analiza la solución de (6.12)
para el (HHG). En este caso se tiene específicamente que considerar n = 1 en (6.11)
ademas de particularmente j3\ = 0. Bajo estas consideraciones tenemos la ecuación
para la función de Green:

BG(l,l;x)= \ (6.14)

y cuyos estados ligados son dados por:

i-e. {1 + k:)l = 0 ; x 2 > l . (6.15)
x— £ = F 2 1

La condición de apareamiento es para i < 0:

€1) -• 1 < fe. (6.16)

Las soluciones dadas en (6.15) y (6.16) son las mismas que las dadas en (6.8) y (6,10).
El haber considerado más términos en el hamiltoniano (2.2), se justifica porque
siempre habrá interacciones por pequeñas que sean entre partículas a distancias
finitas.

6.3 Hubbard generalizado en d dimensiones

La representación geométrica del espacio de estados, para un sistema de n electrones
en una red hipercúbica de d dimensiones y dentro del hamiltoniano de Hubbard ge-
neralizado, se encuentra en un espacio de nd dimensiones. En esta sección se abor-
dará el caso n = 2, donde se utilizará el método de proyección para reducir el espacio
de estados hasta d dimensiones. La representación geométrica es básicamente como
se muestra en las figuras 6.1 y 6.2 para redes de una y dos dimensiones respectiva-
mente. La solución general entonces será proponer redes de Bethe con z = 2<f, que
como se puede demostrar fácilmente para d > 1, la red de Bethe no es exactamente
la proyección de la red hipercúbica de nd dimensiones, sin embargo da un compor-
tamiento aproximado del gap en el estado base. Para el caso d — 1 la solución de
la red de Bethe (z = 2) será exacta. La red de Bethe propuesta consta de (en

*E LA BIBU<
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Figura 6.2: En esta figura se muestra la proyección del espacio de estados de 4 dimensiones
sobre un espacio de 2 dimensiones, para el problema bidimensional de dos partículas con
espines opuestos dentro del hamiltoniano de Hubbard generalizado, se muestran además
los parámetros de salto en el estado base como /? = 2í y ¡3O — 2AtQ.

algún lugar de la red), una energía U unida a z energías V con parámetros de salto
((3 + fi0) y después continua la red con energías cero y parámetros de salto /?, como
se puede ver en la figura 6.3.

La solución por red de Bethe general dentro del HHG se puede obtener calculando
la función de Green en el sitio / donde se encuentra la energía U a partir del siguiente

MLLA mss
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FALLA DE ORIGEN

Figura 6.3: Representación de la red de Bethe utilizada para resolver el problema
á-dimensional.

sistema de ecuaciones:

; E)

E - U -

; E) -
2, / + 2[t + 1];

-V-ilE±

+ 3, / + 3[/ + 2]; £?) = C?(/ + 2, / + 2[/ + 1]; E).

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)
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A partir de los polos de (6.18) se puede en principio encontrar una ecuación para las
energías de los estados ligados del HHG. Si se realizan algunos cambios de variable
adecuados, los polos de la ecuación (6.18) son:

X-U (l+ko¥ s 0 2 > j
d / ( d ) 2 2 d + l

donde los cambios de variable utilizados son:

x = — f u = —, w = ~zz~, D = ¿zt = zp, z = ¿a, k0 = - — ~. (6.25)
D O O t fj

Se puede encontrar también la ecuación del gap para t < 0, como gap = —B — E,
donde se ha utilizado explícitamente el signo de ¿, es decir B > 0. Dividiendo entre
B se llega a A = ĝ? = —l—x, de donde sustituyendo en la ecuación (6.24) se tiene:

1 + A + u : il+k<>) ^ 0; A > 0 (6.26)
< f ( l + A ) + ti>-

U Í - 1 ) - 1< Jfco. (6.27)

Las ecuaciones (6.24), (6.26) y (6.27) son exactas en una dimensión y aproximadas
para d > 1 [21]. La representación gráfica de la ecuación (6.26), se muestra en
las figuras 6.4, 6.5 y 6.6 para algunas variables involucradas y se comparan con
los resultados obtenidos en el espacio recíproco [21]. Debido a que el gap es un
reflejo de la estructura geométrica de los estados del hamiltoniano, figuras 6.1, 6.2 y
6.3? conforme aumenta la dimensión del espacio aumenta el número de estados con
autoenergía cero y esto implica que en general el gap disminuye conforme aumenta
la dimensión como se puede comprobar directamente de las figuras 6.4, 6,5 y 6$.
Para el caso de la red de Bethe, debido a que la conexión de cualquier estado con el
cuadro central de impurezas figura 6.1 y 6.3, se da únicamente por una de las ramas
de la red, el gap deberá ser menor que el obtenido directamente de la estructura
exacta, como se observa en las figuras 6.4, 6.5 y 6S.
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Figura 6.4: Gráfica de A como función de k0 para u = 2 y w = 0, para d=l, 2 y 3
dimensiones.



6.3 Hubbaid generalizado en d dimensiones 34

A

• d=2[21]
* d=3[21]

=1 j21],(Bethe)
o~d=2(Bethe)

d=3(Bethe)

o 1

w

Figura 6.5: Gráfica de A como función de w para u = 3 y ko — 4, para d=l, 2 y 3
dimensiones.
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Figura 6&: Gráfica de A como función de u para w = 3 y ko — 4, para d=l, 2 y 3
dimensiones.



Conclusiones

El método descrito en esta tesis para estudiar correlación electrónica, a partir de
redes de Bethe, es una línea de investigación muy general para analizar sistemas
cerrados en espacio real, cuando el sistema presente cierto orden y periodicidad,
en los casos en que no exista tal, se pueden analizar soluciones aproximadas que
den buenos resultados. Los resultados obtenidos para dos partículas con espines
opuestos dentro del HHG para 1, 2 y 3 dimensiones, fueron comparadas con cálculos
numéricos y también con soluciones en el espacio recíproco (en el espacio k, donde no
existen soluciones analíticas exactas para 2 y 3 dimensiones), obteniéndose buenas
aproximaciones, en particular los resultados unidimensionales son exactos en este
método.

Las redes de Bethe presentan un mejor comportamiento cuando todos sus
parámetros tienden a cero, fuera de este límite y basados únicamente en el análisis
de las figuras 6.4, 6.5 y 6S se concluye que existe una diferencia máxima de 0.1 sobre
el valor de la energía de amarre de las partículas obtenida a través de la solución
numérica, esta diferencia se localiza cuando la energía de amarre de las partículas
es muy pequeña (< 0.1). Es importante comentar que el método utilizando redes
de Bethe, se ha utilizado exitosamente para analizar compuestos reales como el caso
del compuesto Sr2FeMoO§, donde se realiza actualmente un trabajo de simulación
de propiedades electrónicas [33].

Las ventajas de las soluciones en espacio real son que se puede analizar la co-
rrelación fermiónica en redes no periódicas o en sistemas desordenados, además, el
método de solución en espacio real en sistemas unidimensionales es más sencillo
que en cualquier otro, como por ejemplo en el mismo espacio recíproco o con el
método de diagonalización. Otra de las ventajas es que se pueden analizar de manera
sencilla hamiltonianos más generales que incorporen un mayor número de términos
de interacción.

Como perspectivas de esta tesis podemos mencionar el problema cuando ya no se
analizan dos partículas sino muchas, el problema en espacio real tendría la limitación
de visualizar un espacio de más de 3 dimensiones espaciales. Asimismo, realizar un
estudio tanto de sistemas desordenados como cuasiperiódicos. Este último ya se ha
iniciado y creo que pronto se tendrán resultados.
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