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R E S U M E N

Debido al comportamiento no lineal común que exhibe la mayoría de las estructuras sometidas a

temblores, es necesario contar con métodos de análisis de sistemas no lineales excitados aleatoriamente.

El objetivo general del trabajo es proponer y calibrar una herramienta eficaz y versátil para estimar las

respuestas estocásticas de sistemas estructurales no lineales histeréticos sujetos a excitaciones sísmicas

aleatorias. Se propone un criterio de linealización equivalente estocástica que consiste en reemplazar el

conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales que gobiernan el comportamiento del sistema

estructural por un conjunto equivalente de ecuaciones diferenciales lineales. A diferencia de otros

criterios de linealización, el propuesto toma en cuenta la naturaleza no gaussiana de la respuesta.

Se propone un modelo que representa adecuadamente la evolución de la función de densidad de

probabilidad de la respuesta obtenida con simulación de Monte Cario. Con este modelo se calculan los

coeficientes linealizadores no gaussianos quedando definidos por expresiones cerradas.

El método propuesto se calibra con resultados de simulación de Monte Cario y se compara con dos

técnicas de linealización estocástica propuestas en la literatura. Se encuentra razonablemente preciso

¡legando a ser mejor que las técnicas de linealización mencionadas. Se hacen recomendaciones sobre el

intervalo de aplicabilidad del método y se señalan algunas técnicas para mejorar su precisión.

También se demuestra que existe un error en los coeficientes linealizadores gaussianos que han sido

publicados en diversos trabajos internacionales y que son comúnmente utilizados en diversas

aplicaciones. Además de estudiar el error, se proponen las expresiones correctas para dichos

coeficientes.
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A B S T R A C T

Due to the non-linear common behavior that exhibits most of structures subject to earthquakes, it is

necessary to have methods for analysis of nonlinear systems subject to random loads or inputs.

The general objective of this work is to propose and to calíbrate an effective and versatile tool to

estímate the stochastic response of hysteretic non-linear structural systems subject to earthquakes. It is

proposed a stochasfic equivalent linearization approach that consists m replacmg the set of non-linear

differential equations that govern the behavior of structural system by an equivalent set of linear

differential equations. Contrary to other lmearization approaches, this proposal considers the non-

gaussian charactetisttcs of the response.

It gives a model that represents appropriately the evolution of the probabüity density function of

response obtained with Monte Cario simulation. With this model the non-gaussian linearization

coefficients are calciilated and defined by closed expressions.

The suggested method is calibrated with resulte of Monte Cario simulation and it is compared with two

stochastic lineamation techniques proposed in the literature. It is reasonably precise, and it is even

better than the Imeumation techniques mentioned previously. Recommendations are made about the

applicabüity range o i" the method and some techmques are pointed out to improve their precisión.

It is also demonstrad that an error exists in the gaussian lineamation coefficients that have been

published in diverse international papers and that are commonly utiiized m diverse applications. Besides

studying the error, the correct expressions are proposed for these coefficients.
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C A P I T U L O

INTRODUCCIÓN

1.1 INTRODUCCIÓN

En el diseño sismo-resistente resulta impráctico diseñar para que una estructura resista las

acciones sísmicas, de naturaleza aleatoria, en su intervalo de comportamiento elástico. En la

mayoría de los diseños convencionales los elementos estructurales de edificios reales sujetos a

niveles altos de cargas dinámicas exhiben un comportamiento histerétíco significativo. En otros

casos, cuando se emplean dispositivos antisísmicos por ejemplo los de control pasivo, también

existe un comportamiento histerético de dichos elementos. Debido al comportamiento no lineal

común que exhibe la mayoría de las estructuras, sea en elementos estructurales o en dispositivos

adicionales, es necesario contar con métodos de análisis de sistemas no lineales excitados

aleatoriamente.

Por otra parte, la consideración de incertidumbres dentro de los procesos deanálísis y diseño de

estructuras y componentes mecánicos en términos cuantitativos ha progresado

considerablemente, particularmente en la década anterior. Sus ventajas respecto a lograr diseños
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más racionales son reconocidas ya por un amplío grupo de ingenieros de la práctica de otros

países. Esto se refleja por ejemplo, en la introducción de códigos basados en probabilidad, i.e.

EUROCODE dentro de la comunidad europea en 1993 y los procedimientos de diseño

presentados por el comité VISION 2000. Sin embargo, algunas áreas tales como en las que se

analizan las estructuras bajo excitación estocástica, por ejemplo los temblores, se requieren de

análisis más sofisticados con el fin de proporcionar información acerca de las propiedades de su

respuesta. Para este propósito se requieren análisis no lineales de sistemas de múltiples grados de

libertad bajo excitaciones aleatorias no estacionarias.

La teoría de vibración aleatoria es actualmente una herramienta indispensable en el análisis y

diseño de una amplia variedad de sistemas ingeníenles. Por ejemplo, el análisis y diseño de

aeronaves sujetas á turbulencias atmosféricas, edificios y puentes bajo la acción cargas de viento o

sísmicas, barcos y plataformas marinas sujetos a viento y olas, y vehículos que se desplazan en

superficies rugosas están basados frecuentemente en técnicas de vibración aleatoria. El uso de

modelos deterministas que ignoren las incertidumbres inherentes en el viento, sismo, turbulencia

atmosférica, rugosidad de la superficie y otras excitaciones pueden resultar en errores graves en el

análisis así como un diseño insatisfacto rio.

Se han desarrollado varias técnicas para determinar la respuesta probabilista de sistemas no

lineales. Se citan las siguientes To (1984), Roberts (1981), Branstetter et al. (1988) y Soong y

Grigoriu (1993).

1. Linealización Equivalente Estocástica

2. Procesos de Difusión

3. Promedio Estocástico

4. Técnicas de Perturbación .

5. Sistemas No lineales Equivalentes

6. Simulación de Monte Cario

El método de linealización equivalente estocástica es uno de los métodos más populares dentro de

todos los métodos aproximados para el análisis dinámico de sistemas no lineales bajo excitación

aleatoria ya que ha demostrado ser una técnica versátil y computacionalmente eficiente,

particularmente para aplicaciones prácticas. Debido a su relevancia en el contexto del diseño
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sísmico, las no linealidades de tipo histerético juegan un papel importante dentro de los problemas

de la ingeniería civil. Por lo anterior, la aplicabilidad de la linealización equivalente estocástíca

tiene un gran impacto en esta área.

La linealización equivalente estocástica consiste en resolver un problema no lineal reemplazando el

sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de movimiento por un sistema equivalente de

ecuaciones diferenciales lineales; la diferencia entre ambos sistemas se minimiza en algún sentido

apropiado. El método recibió un mayor impulso cuando Kazakov (1965) y Atalik y Utku (1976)

mostraron que para respuestas gaussianas el cálculo de los coeficientes linealizadores se realizaba

de una forma mucho más simple que para otro tipo de respuestas. Desde entonces el método ha

sido aplicado extensamente en ingeniería estructural para la predicción de la estadística de la

respuesta de edificios. Actualmente se considera como el método más versátil para el análisis de

vibración aleatoria de estructuras no lineales (Lin etaly 1986). Sin embargo, se ha encontrado una

deficiencia importante del método cuando se considera que la respuesta es gaussiana, por ejemplo

se produce una subestimación de la desviación estándar del desplazamiento del orden de 45%

(Silva, 1988) con la consecuencia de que la predicción de las probabilidades de falla se desvían

mucho de los resultados de la simulación, especialmente para estructuras con demandas de

ductilidad altas. Esto se debe al hecho de que el comportamiento gaussiano se supone para todas

las variables, mientras que en realidad la fuerza restauradora está obligada a caer en una región

finita lo que implica que su densidad de probabilidad es no gaussiana.

Como consecuencia, se han hecho varios intentos en los últimos años para superar este problema.

Pradlwarter y Schüeller (1991) y Schueller, Pandey y Pradlwarter (1994) han propuesto algunas

técnicas numéricas para obtener una mejor estadística de la respuesta; pero con el fin de obtener

el resultado deseado estas técnicas requieren el uso de transformaciones no lineales de variables

gaussianas, simulación de Monte Cario y solución de problemas de mínimos cuadrados los cuales,

en el caso no estacionario, implican una gran sobrecarga de labor computacional. Aún si se

realizan las transformaciones no lineales, el procedimiento sigue subestimando la desviación

estándar del desplazamiento del orden de 25% como se ha visto en Schueller, Pandey y

Pradlwarter (1994). Por otro lado, el uso de una densidad gaussiana truncada más pulsos de Dirac

propuesto por Kimura, Yasumuro y Sakata (1994) para un oscilador elastoplástico es muy preciso

pero requiere el cálculo de varias integrales dobles en cada instante de tiempo, lo que incrementa
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la cantidad de cálculos. Wen y Yeh (1989) derivaron una expresión empírica para el caso especial

de vibración biaxial de edificios que pueden modelarse como sistemas masa-amortiguador-resorte.

Debido a que se requiere del conocimiento del grado de no-linealidad alcanzado por el oscilador

con el fin de calcular los coeficientes involucrados en la expresión mencionada y a que estos

coeficientes dependen de la localización del piso, la corrección debe aplicarse aposteriori y su uso,

en general, está limitado a ese tipo de estructuras. Park (1992) intenta corregir los resultados dados

por el método convencional con bases puramente empíricas. Las ecuaciones que corrigen los

resultados están basadas en las siguientes situaciones específicas: a) una excitación sísmica

modelada por el espectro de Iwan y Paparizos (1988) cuyo pico se localiza en la frecuencia inicial

del sistema histerético que se vaya a analizar y b) una función moduladora de amplitud que

también depende de la frecuencia inicial del sistema histerético que se vaya, a analizar. Como

resultado este método empírico da estimaciones erróneas en casos diferentes a los usados para su

calibración, como lo ha observado Hurtado (1998).

Porotro lado, Hurtado (1998) ha propuesto un algoritmo que resulta de la modificación del

método clásico conocido como linealización equivalente gaussiana (LEG). El método hace uso de

las ventajas matemáticas de las funciones gaussiana y de la Delta de Dirac. Esto permite, para el

caso delmodelo de histéresis de Bouc-Wen-Baber (Baber y Wen, 1981), el cálculo de expresiones

de forma exacta para los coeficientes linealizadores, preservando así la eficiencia computacional

del método: gaussiano convencional. La comparación con los resultados de simulación muestra

una gran mejora en la estimación de la estadística del desplazamiento. La desventaja del método es

que la función de densidad de probabilidad ifdp) empleada no reproduce adecuadamente a X&fdp

"real" de la variable histerética y por lo tanto los parámetros en los que se basa el método

dependen fuertemente del tipo de excitación y de la demanda de ductilidad.

1.2 OBJETIVO GENERAL DE LA PRESENTE INVESTIGACIÓN

El objetivo general de esta investigación es proponer y calibrar una herramienta eficaz y versátil

para estimar las respuestas estocásticas sísmicas de sistemas no linéales. Se plantea un criterio de

linealización equivalente que toma en cuenta la naturaleza no gaussiana de la respuesta del sistema

no lineal. La teoría general del método se expone para sistemas de múltiples grados de libertad; sin

embargo, la calibración se realiza con análisis paramétricos de sistemas de un grado de libertad.
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MODELO ESTOCASTICO DE

LA EXCITACIÓN SÍSMICA

2.1 INTRODUCCIÓN

Los sismos tienen características impredecibles en el sentido determinista. Son aleatorios en doble

sentido ya que no sólo la ocurrencia en el tiempo es estocástica sino también su movimiento

espacial. Debido a las enormes incertidumbres en el conocimiento de las características de los

sismos es necesario que estos fenómenos se consideren como procesos aleatorios caracterizados

por sus propiedades estadísticas. El uso de modelos deterministas que ignoren las incertidumbres

inherentes en el viento, sismo, turbulencia atmosférica y otras fuentes de excitación puede dar

lugar a errores graves en el análisis así como a un diseñó iñsatisfactorio.

En este capítulo se describen algunos modelos estocásticos sísmicos. Esencialmente se trata con

modelos no estacionarios cubriendo el proceso del cálculo de sus parámetros a partir de registros

de sismos reales. Se trata también sobre la simulación digital de acelerogramas sísmicos necesarios
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para el análisis dé Monte Cario el cual aquí se usa para juzgar la bondad del método de

linealización equivalente propuesto en esta tesis.

La atención se centra en modelos estocásticos basados en filtros de segundo orden, debido al

hecho de que ellos pueden integrarse fácilmente a las ecuaciones de movimiento (característica

deseable que está ausente en otro tipo de modelos espectrales orientados a aplicaciones

sismológicas)

2.2 MODELOS ESTACIONARIOS .

Un proceso estocástico se dice que es estacionario o estrictamente estacionario si todas sus

distribuciones de probabilidad asociadas permanecen invariantes bajo cualquier cambio arbitrario

del parámetro tiempo. En un problema físico con frecuencia es difícil determinar si la

característica anterior se cumple. Para propósitos prácticos es de interés definir una clase más

amplia de procesos estocásticos estacionarios denominados débilmente estacionarios,

estacionarios de segundo orden o estacionarios en el sentido amplio. Un proceso estocástico es

débilmente estacionario si su media es constante y su auto correlación para dos instantes de

tiempo depende sólo de la diferencia entre dichos instantes.

Los problemas en donde están involucrados procesos estacionarios pueden ser estudiados

mediante un análisis de Fourier. El estudio de esta categoría de procesos es de gran utilidad para el

entendimiento de los procesos aleatorios no estacionarios.

2.2.1 Modelo de Kanai-Tajimi

Los análisis de Fourier de acelerogramas de movimientos fuertes muestran que los espectros de

amplitudes de Fourier no son constantes aún en una banda estrecha de frecuencias. Ellos son de

carácter oscilatorio, existen una o varias frecuencias dominantes del movimiento y se amortiguan

en frecuencias altas. La característica anterior sugiere el uso de un ruido blanco filtrado de duración

limitada. Kanai (1957) y Tajimi (1960) han sugerido como modelo de aceleración horizontal (aK1)

la siguiente expresión:



MODELO ESTOCÁSTICO DE LA EXCITACIÓN SÍSMICA 7

uKT\s~ =g g £ £ g \ )

en donde los parámetros £g y ¿yg se consideran deterministas y pueden interpretarse como el

amortiguamiento y la frecuencia equivalentes del terreno, respectivamente. xg es la respuesta de

un filtro de segundo orden a un ruido blanco estacionario w(t), la cual se obtiene al resolver:

Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuación anterior se obtiene lafunción de

transferencia hK1{(d} de aKT

y la densidad espectral de potencia está dada por

s0 = 2
 g ^2 s0 (2.4)2 ^2

a)

donde s0 es la amplitud de la densidad espectral bilateral del ruido blanco estacionario w(t). El filtro de

Kanai-Tajimi atenúa las componentes en frecuencia alta y amplifica aquellas componentes en la

vecindad de co= ú)g. Obsérvese que cuando co—K) las amplitudes de la densidad espectral tienden a

s0 y este es el problema principal del modelo ya que no corresponde a la energía nula observada en

frecuencias nulas de espectros de potencia de la mayoría de los sismos reales.

La varianza del proceso, dada por la integral de la densidad espectral de potencia en el rango

completo de frecuencias, es

^s
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2.2.2 Modelo de Clough-Penzien

El problema del modelo anterior conduce a errores serios en el análisis de estructuras no lineales.

En tal caso resulta más adecuado introducir el filtro de Clough-Penzien (Clough y Penzien, 1975)

al modelo anterior. El modelo de Clough-Penzien resulta de pasar la respuesta del filtro anterior

aK1(t) por un segundo filtro que atenúa componentes de baja frecuencia. La dinámica del filtro

adicional es gobernada por la siguiente ecuación lineal

xf + 2£fc0fXf +cof xf= -aKT(t) (2.6)

donde el parámetro de amortiguamiento ^ y el de frecuencia Ú){ se consideran también

deterministas. El modelo se define por la respuesta en aceleración del segundo filtro, es decir,

aCP(t) - Xj- = 2¿;gcogxg +cog xg~ 2¿;fa>fXf - cof xf (2.7)

por lo tanto su densidad espectral es

( ^4
+44Vv Y */ '

Scp (co) =
+ 4 ¿ ? 2 Ú ) 2f')2 r"" 2 -*2'x2 • A £ 2 ' - 2 " 2

*o (2-8)
Jg 8 J\ J J J /

y la varianza del modelo es:

2.3 MODELOS NO ESTACIONARIOS

Cómo se sabe, los movimientos del terreno son una superposición de ondas sísmicas con

rapideces de propagación, amplitudes y frecuencias diferentes. Son generalmente no estacionarios
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en intensidad y frecuencia por lo que para que el diseño sísmico de un sistema estructural sea

racional, debe considerarse dicho carácter no estacionario. La acción sísmica puede modelarse

como proceso no estacionario de dos formas:

1. Como un proceso uniformemente modulado, es decir, un proceso estacionario transformado a

un proceso no estacionario solo en amplitud.

2. Como un proceso con densidad espectral de potencia evolutiva, es decir, uno en el que no sólo

sus amplitudes varían sino también el contenido de frecuencia a lo largo del tiempo.

Enseguida se describe este último tipo de modelo ya que el primero puede considerarse como un

caso particular del segundo.

2.3.1 Modelo evolutivo ' :

Se han propuesto varios modelos para el análisis de sistemas ante la acción sísmica considerando

su carácter no estacionario. Algunos de ellos están basados en la teoría del espectro evolutivo

desarrollada por Priestley (1981). Destacan los trabajos de Grigoriu, et al. 1988, Spanos, et al

(1992), Beck y Papadimitrou (1993), Fan y Ahmadi(1990), Kameda y Nojima (1988), Faravelli

(1988) y Carli (1992,1995) entre otros.

El modelo usado en este trabajo se basa en el llamado espectro instantáneo desarrollado por Yeh y

Wen (1989). Éste se basa en el concepto de modulación de frecuencia.- En este caso, el

movimiento sísmico se modela como:

(2.10)

donde c(t) es una función determinista que controla la amplitud deA(t); £(K) es un ruido blanco

filtrado estacionario en la escala /c, que caracteriza la forma de la densidad espectral áeA{t), y K(£)

es una función del tiempo continua y estrictamente creciente llamada función de modulación de

frecuencia la cual determina la tasa de cambio del contenido de frecuencias de A (t). Por lo tanto el

comportamiento no estacionario del proceso es controlado por las funciones c(t) y #(/). La ventaja
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de este modelo es que puede modelar fácilmente excitaciones sísmicas a través de filtros. La

modulación se puede introducir a los filtros convencionales de Kanai-Tajimi y Clough-Penzien

introduciendo la función de escala del tiempo fdj) y usando la regla de la cadena para obtener las

siguientes relaciones:

y x* = (x--x\\ (2.11)
I fe J/t

donde un apostrofe indica derivada respecto a tc> y un punto indica derivada respecto al tiempo.

Al usar estas expresiones, el filtro convencional de Kanai-Tajimi se transforma en:

=-k2 c(t) W(K(/)) (2.12)

y el filtro de Clough-Penzien en:

\ 2 K 2 x = £ 2 \ 2 £ c o ^ 0 )Xf+\ 2£fcüfñ— \Xf+cof
2K2xf=-£2\ -2£zco -^-0) V (2.13)

Las expresiones que dan la respuesta de aceleración de cada filtro son:

- c o s
2 x g (2.14)

y

2¿;fcofx

La densidad espectral de la respuesta modulada del filtro de Kanai-Tajimi es:
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donde SK1[o)) es el espectro definido por la ecuación (2.4). La densidad espectral de la respuesta

modulada del filtro de Clough-Penzien es:

(2.17)

donde Scp(a)) es el espectro definido por la ecuación (2.8)

Si los parámetros de la función c(í) se ajustan de tal forma que la varianza del ruido blanco filtrado

estacionario £($ sea uno, de la ecuación (2.17) se nota que la varftnza del proceso aleatorio

modulado en amplitud y frecuencia son controladas solamente por c(í).

2.4 ESTIMACIÓN DE LOS PARÁMETROS DE LAS FUNCIONES MODULADORAS Y

DE LOS FILTROS

Enseguida se describe el proceso de cálculo de las funciones c(t) y x(t) y de los parámetros <f ̂  cyg,

tf f , ú){ y s0 que definen filtro de Clough-Penzien, para poder así establecer un modelo para el

proceso estocástico de excitación. El procedimiento que se describe enseguida resulta adecuado

para sitios en donde se encuentran disponibles acelerogramas registrados en el pasado y que son

estadísticamente representativos de sismos futuros. Para sitios en donde no existe información

suficiente, la función de modulación de la frecuencia puede construirse de la consideración del

patrón de propagación de las ondas sísmicas o de movimientos registrados en estaciones cercanas.

Las funciones de intensidad dependerán de la duración de eventos futuros. Se puede usar la

duración efectiva que se ha visto que es función de la magnitud ó intensidad de Mercalli y de la

distancia epícentral (Eliopoulos y Wen, 1991). Los parámetros del espectro de Clough-Penzien

pueden determinarse a partir de espectros empíricos de amplitudes de Fourier de acelerogramas

que son función de la fuente, trayectoria y parámetros del sitio (Trifunac y Lee, 1989).
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En este trabajo se recurre a la hipótesis de ergodicidad, de tal forma que las propiedades del

proceso aleatorio de excitación se calculan a partir de una realización, a(t), de éste; de duración tT.

2.4.1 Función de modulación de amplitud

Existen en la literatura varias expresiones para modelar la variación de la amplitud de un proceso

estocástico de excitación, ver por ejemplo Shinozuka y Sato (1967) y Amin y Ang(1966). La

función moduladora c(t) que se usa en este trabajo es la propuesta por Yeh y Wen (1989):

tb

a +t
(2.18)

Los valores de los parámetros a^b^c^dye de esta función se determinan con base en la energía

instantánea de la realización a(t) calculada como:

S{t)=\\\T)dT (2.19)

Considerando que a(t) es una realización del proceso A (t) definido por la ecuación (2.10), el valor

esperado de la energía instantánea del proceso es:

(2.20)

al considerar que c(t) es determinista, que ¿"tiene media cero y establecer E\g% {tc(t))\ = 1, se tiene

que la esperanza de la energía instantánea es controlada completamente por c(t)

E[s(t)]= \'/(T)dr ' (2.21)

Así entonces, la identificación de los parámetros de la función moduladora se puede hacer

obligando a que la esperanza de la energía instantánea del proceso de excitación y la energía

instantánea de la realización a(t) sean iguales, esto es:
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jV(zO¿r={V(r) dt (2.22)

Para este propósito debe recurrirse a algoritmos de ajuste no lineal (Bard, 1974) y conviene

realizar el ajuste con \ c2(r) dry y no con é(t).

2.4.2 Función de modulación de frecuencia

Una función que es estrictamente creciente y que esta directamente relacionada con la evolución

de la frecuencia de un registro sísmico es la tasa de cruces por el eje del tiempo (/^). El modelo

matemático para la función de modulación de frecuencia propuesto por Yeh y Wen (1989), es:

(2.23)
Ao(Ü

donde Informa funcional de la tasa de cruces es:

r, f (2.24)
1=1

El tiempo ts corresponde al comienzo de la parte intensa del movimiento y puede ser estimada por

inspección visual como el primer punto de inflexión de la función de energía instantánea

(ecuación 2.19) de la realización a(t). El punto en el denominador de la ecuación (2.23) indica

derivada respecto al tiempo. Los parámetros r¿ del modelo de la tasa de cruces se estiman también

por un ajuste no lineal (Bard, 1974) usando la tasa de cruces de la realización a(t).

2.4.3 Estimador de la densidad espectral de potencia

Un estimador de la densidad espectral de una realización ae(t) de un proceso aleatorio estacionario

ergódico de longitud finita T; es: (Parzen 1962; Vanmarcke, 1983; Silva, 1998):
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(2.25)

donde v4(¿y) es la transformada de Fourier de a(t), definida por:

A(á?) = — f° ae(t) e
icotdt = — {'ae(t) ei6)tdt (2.26)

2/r J-a> 2;rJo

Sin embargo al analizar los registros sísmicos resulta claro que las aceleraciones del terreno son

inherentemente no estacionarias. No obstante un proceso estacionario puede ser, en ciertas ocasiones,

una buena aproximación al proceso aleatorio de movimiento del terreno. Para aplicar la ecuación

(2.25) és necesario transformar una señal no estacionaria (acelerograma a(t)) en una estacionaría,

equivalente; empleando cualquiera de las dos técnicas siguientes:

1.' Usando una aproximación para la duración en la cual el movimiento puede considerarse

estacionario o aquella en la que se concentra la mayor parte de la energía del movimiento. La

duración de la parte intensa de la realización a(t) puede calcularse mediante la expresión

propuesta por Vanmarcke y Lai (1980)

(2.27)

• donde ¿"es la energía total del registro a(t) de duración tT: s - j T a2 (r)d r, armx la aceleración

absoluta máxima de a(t)y Te es el periodo dominante de a(t). Las principales características del

valor de T¡ son: z) se considera la energía total del movimiento y ií) hay una relación

congruente entre amax y la aceleración media cuadrática del movimiento. Si Te es conocido la

ecuación (2.27) puede resolverse para T¡ usando algún método numérico. La duración T¡

puede usarse en las ecuaciones (2.25) y (2.26) para estimar la densidad espectral.

2. Transformando la señal no estacionaria a(t) de duración tT en una señal estacionaria con la

misma duración. Esta técnica consiste en usar las funciones moduladoras de intensidad c(t) y
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de frecuencia fdf) de la siguiente manera: La variación de las amplitudes se "remueve" usando

la función c(í).

(2.28)

Luego la señal resultante se mapea en el eje del tiempo modificado K

«.(') = o-WO) (2-29)

La señal resultante ae(t) puede usarse para estimar la densidad espectral usando la duración

total tT.

2.4.4 Estimación de los parámetros del filtro.

Para calcular los parámetros £ , ¿yg, g{, co¡ y s0 que definen filtro de Clough-Penzien, no existe

otra alternativa que llevar a cabo un ajuste entre la función Scp(co) (ecuación 2.8) y el estimador

espectral S(a>) (ecuación 2.25) usando una técnica adecuada de estimación paramétrica no lineal.

El valor de s0 que se obtiene del ajuste no lineal se corrige para obligar a que la varianza del

modelo del proceso sea igual a uno, con el fin de que la esperanza de la energía sea

completamente controlada por c(í) (ecuaciones 2.20 y 2.21). Para este fin puede usarse la ecuación

(2.9) para despejar s0 y luego sustituir en la expresión resultante crcp
2=l y el valor de los

parámetros ¿J ,¿y£, ¿fg y ¿yg determinados a partir del ajuste no lineal. Los parámetros ¿f , ¿yg,

co{ principalmente dan forma a SCI((D)^ y s0 controla su amplitud.

2.5 SIMULACIÓN DE ACELEROGRAMAS SINTÉTICOS

En los párrafos que siguen se describe el procedimiento para simular acelerogramas sintéticos a

partir de la densidad espectral unilateral de potencia del proceso aleatorio que se quiere modelar.

Los acelerogramas mencionados corresponden entonces a realizaciones sintéticas de un proceso
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estocástico gaussíano, debido a que este tipo de procesos quedan completamente definidos por

información estadística de segundo orden que esta dada indirectamente por la densidad espectral

de potencia.

2.5.1 Simulación de procesos gaussianos estacionarios

Las realizaciones pueden generarse con la siguiente expresión (Shinozuka, 1987)

X(t) = ¿^2G(^.JA¿ycos(£y/ + 0¡) (2.30)

donde G(ói) es la densidad espectral unilateral de potencia definida por

G(Ú>) = 2S{Ú>) ; <y>0 (2.31)

G{ü)) se discretiza en n frecuencias evj las cuales tienen asociados ángulos de fase 6}

uniformemente distribuidos entre 0 y 2%. Evidentemente

3=*- (2.32)

donde o)max es la frecuencia máxima de la señal seleccionada a través de criterios sismológicos y

estructurales.

Se puede demostrar que X(t) es un proceso con media cero y función de autocorrelacíón
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2.5.2 Simulación de procesos gaussianos no estacionarios

La simulación de procesos gaussianos no estacionarios con media cero puede hacerse a través de

una simple modificación al algoritmo anterior. En el caso de procesos uniformemente modulados

se puede recurrir al algoritmo

Para simular acelerogramas de acuerdo al modelo de espectro instantáneo, puede recurrirse al

calculo de la respuesta de filtros lineales variables de segundo orden excitados por realizaciones

sintéticas de ruido blanco (ecuaciones 2.12 y 2.13). Otra técnica se basa en usar el espectro de

amplitudes de Fourier ̂ 4 (¿y) de una realización a(t) del proceso aleatorio que se pretende modelar

(ecuación 2.26). La simulación de un acelerograma modulado en amplitud y frecuencia requiere de

los siguientes pasos:

1. Dividir A (¿y) en m regiones no traslapadas A¡{a% , ¿-1,2, ..., m

2. Cada región se transforma al dominio del tiempo usando la transformada rápida inversa de

Fourier, para obtener rn registros a¡(t) , i—1,2,..., m

3. Para cada registro a¿(t) se calculan sus funciones moduladoras de amplitud y frecuencia c¡(t) y

/q(t) ,¿=1,2, ...,m

4. Se remueve la variación de amplitudes y frecuencia de cada registro a¡(t) usando las ecuaciones

(2.28) y (2.29) para obtener las señales aei(t), i= 1,2,..., m

5. Se calcula la densidad espectral S^a)), i= 1,2,..., m de cada señal aei(t); por ejemplo a través de

la transformada rápida de Fourier de la función de autocorrel ación de ae¡(t)

6. Con cada densidad espectral se genera una señal estacionaria X¿(/^ usando la ecuación (2.30)

7. Cada señal obtenida se mapea al eje del tiempo real usando su respectiva función /c¡{t) y la

señal resultante se multiplica por la función moduladora de amplitud c,-(í)

8. El aceíerograma sintético no estacionario resulta de sumar los registros obtenidos en el paso

anterior, es decir

¿ (2-35)



C A P I T U

MÉTODO DE LA LINEALIZACION

EQUIVALENTE ESTOCÁSTICA

3.1 INTRODUCCIÓN

En este capítulo se describe uno de los métodos disponibles para calcular los momentos

estadísticos de primero 7 segundo orden del vector de respuesta de estructuras deterministas no

lineales sujetas a vibración aleatoria en su base. El método que se describe se conoce como

linealización equivalente estocdstica (LE). Este no es el único que existe para tal propósito (ver por

ejemplo Soong y Grigoriu, 1993; Lin, 1967; Lin y Cai, 1995). Se exponen los fundamentos

teóricos de la LE y se señalan las simplificaciones que se realizan en la LE tradicional (gaussiano)

mostrando las fuentes de error más importantes (Silva, 1998; Silva y Ruíz, 2000).
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3.2 VIBRACIÓN ALEATORIA DE SISTEMAS LINEALES. ANÁLISIS EN EL DOMINIO

DEL TIEMPO

A continuación se describe la técnica de espacio de estado que es la más adecuada para el desarrollo

de la teoría de vibración aleatoria; algunas de sus ventajas son:

1. Adaptabilidad al cálculo medíante computadora.

2. Extensión directa de sistemas de un grado de libertad (UGL) a sistemas de múltiples grados

' de libertad (UGL) y,

3. Extensión sencilla para la descripción de sistemas más generales tales como sistemas con

parámetros que varían en el tiempo y sistemas con amortiguamiento no lineal.

La ecuación de movimiento de una estructura lineal de n grados de libertad es:

donde Aí, CyKson matrices simétricas constantes de nxn definidas como matrices de inercia, de

amortiguamiento viscoso y de rigidez respectivamente. q(t) es un vector de nxl de respuestas

estructurales generales y q(t), q{i) son sus derivadas de primero y segundo orden. P(t) es un

vector de nx 1 que contiene n fuerzas generalizadas correspondientes a q(í). En este trabajo P(i) se

considera un proceso aleatorio.

La ecuación (3.1) puede rescribirse en la forma espacio de estado, definiendo el vector de estado

de 2n x 1 como sigue *

9(0 (3.2)

Así, el sistema original de n ecuaciones diferenciales de segundo orden se transforma en el

siguiente sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden:
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dZ{t)

di
= AZ(t) + F(t) (3.3)

donde A se conoce como matriz del sistema y está dada por:

0 /

M~]K -M~

y el vector de cargas externas es

FU) =

(3.4)

(3-5)

La ecuación (3.3) se llama ecuación de estado de la estructura. Ésta es completamente equivalente a la

ecuación (3.1) ya que cualquiera de ellas puede usarse para determinar la respuesta del sistema, sin

embargo la técnica espacio de estado proporciona un marco teórico natural en el que puede

desarrollarse la formulación de-la vibración aleatoria.

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan la evolución de los momentos estadísticos de primero

y segundo orden de la respuesta aleatoria de una estructura lineal gobernada por la ecuación (3.3),

se calcula como sigue. Al tomar esperanzas a todos los términos de la ecuación (3.3) se obtiene:

(3-6)
at

donde //(f) = E[Z(t)] y /¿F(t) = E[F(t)\. La ecuación anterior satisface la condición inicial

//(O) = //Q. Sin pérdida de generalidad, la expresión para la covarianza se calcula enseguida

considerando que la media de la excitación y por lo tanto de la respuesta vale cero. La derivada

respecto al tiempo de la matriz de covarianza X de la variable Z es:

- = -f E[z(t) ZT(t)]= E[Z(Í) {AZ(t) + F(t)f}+ E[{AZ(t) + F(t)} ZJ (t)] (3.7)
atdi at
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ZT(t)]Ar
 + E[Z(Í) FT(t)]+ AE[¿U)Zr(t)}+ E[F(t) ZT{t)\ (3.8)

es decir

di
ÁL{t) + B[F(Í) ZT(t) + Z{t) FT(t)} (3.9)

Si el proceso de excitación se modela como un ruido blanco modulado en amplitud, es decir

= c(í)W(í) (3.10)

donde W(t) es un vector de ruidos blancos estacionarios y c(t) es un vector de funciones

deterministas moduladoras de amplitud, entonces se puede demostrar que (Roberts y Spanos,

1990 y Hurtado, 1998)

E[F(t) ZT(t) + Z{t) FT(t)}= 2n
0 0

O M~]c(t)SwcT(t)M-
(3.11)

en la que Sw es una matriz de intensidades s0 del ruido blanco. Entonces la ecuación (3.9) queda:

dt
SJt) (3.12)

donde

(3.13)

Se puede demostrar que la ecuación (3.12) se aplica también al caso en que la excitación tiene

media diferente a cero (Soong y Grigoriu, 1993).
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Finalmente es importante notar que pueden tratarse con excitaciones no blancas introduciendo

filtros a los ruidos blancos. Cuando el proceso de excitación se modela como la respuesta de

filtros lineales a ruidos blancos o disparo, la ecuación de movimiento se transforma en:

(3.14)
di

donde B es una matriz que contiene los coeficientes de la combinación lineal de las respuestas ZF

de los filtros. La dinámica de la respuesta de los filtros está gobernada por:

(3.15)
dt

En la que D es una matriz que contiene los coeficientes de los filtros considerados y W' (í) es un

vector de ceros excepto el último elemento que corresponde a un ruido blanco estacionario de

intensidad unitaria. Las ecuaciones (3.14) y (3.15) pueden agruparse en una sola ecuación que

adopta la forma:

H()g + W (3.16)
di

donde el vector de estado es

(3.17)

y

A B

0 D
(3.18)

y W tiene la misma forma que W pero es de dimensión mayor.
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Obsérvese que el sistema es ahora un sistema aumentada que consiste en los filtros lineales y el

sistema original en serie. Sin embargo, se requiere realizar una modificación con el fin de evitar el

efecto que introduce la respuesta transitoria de los filtros. Esencialmente, con el fin de formar la

excitación del sistema original, debe permitirse que la respuesta de los filtros alcance su estado

estacionario antes de que ésta se multiplique por la función moduladora c(t). Analíticamente, este

objetivo se consigue seleccionando las condiciones iniciales adecuadas para la matriz de

covarianza de la variable de estado q(t), la cual es gobernada por la ecuación diferencial matricial

para un sistema excitado por un ruido blanco (ver ecuación 3.12) la que con la presente notación

puede escribirse como:

= H(t)L(t) + 2(t)HT(t) + P (3.19)
di

donde

0 0 ••• 0

0 0 ••• 0

O O ••• Ins^

(3.20)

En la solución de la ecuación (3.19) es esencial comenzar el proceso de integración en el instante

en que la respuesta de los filtros ha alcanzado su estado estacionario. En este instante (digamos

£=0), algunos elementos de 2 que están relacionados directamente con ZFson diferentes a cero.

Para determinar la magnitud de tales elementos, es conveniente particionar la matriz 2 de acuerdo

a la ecuación (3.17). Así

ZZ

(3.21)

donde Szz =is|ZZrJ, £z 2 . = E[ZZl\ y I z 2 = £[ZFZjJ. Si el sistema está en reposo en el

instante t=0, resulta claro que la respuesta será cero y todos los elementos de 2ZZ y 2ZZ serán
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nulos en dicho instante. Sin embargo, los elementos de T,z 2 , en í=0, corresponderán a la

respuesta estacionaria de los filtros. Sea SJ z la matriz de covaríanza estacionaria de ZF la cual

está gobernada por:

FZF+rZf2FDT
 + P' = 0 (3.22)

donde P ' tiene la misma forma que P pero de dimensión menor.

En resumen, para determinar la covarianza de la respuesta del sistema original es necesario seguir

los siguientes pasos:

a) Resolver la ecuación (3.22) para determinar la matriz de covarianza estacionaria de la

respuesta de los filtros Zs
z z . . .

b) Integrar numéricamente la ecuación (3.19) con la siguiente condición inicial:

0 0
(3.23)

3.3 EL MÉTODO DE LA LINEALIZACIÓN EQUIVALENTÉ ESTOCÁSTICA

La ecuación (3.1) resulta un modelo matemático adecuado para estudiar el comportamiento de

sistemas mecánicos involucrados en diversos problemas prácticos y juega un papel importante en

la teoría clásica de vibración lineal. Sin embargo, existen sistemas físicos para los cuales las

ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes son insuficientes para describir su

comportamiento. En la mayoría de estos casos, las estructuras tienen comportamiento no lineal

antes de que algunos de sus componentes estructurales fallen. Numerosos sistemas dinámicos

exhiben comportamiento no lineal por ejemplo en las fuerzas restauradoras y/o en las fuerzas de

amortiguamiento. La consideración del comportamiento no lineal es indispensable en los casos

donde las estructuras deben analizarse para eventos de carga extraordinarios.
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En el caso más general, los modelos matemáticos de sistemas no lineales son sistemas de

ecuaciones diferenciales parciales no lineales de orden superior con coeficientes variables. En otros

casos, un nivel de generalidad adecuado resulta de considerar la siguiente ecuación:

(3.24)

donde M, C y K denotan a matrices constantes de nxn definidas como matrices de inercia, de

amortiguamiento y de rigidez, respectivamente y <£>(<?,#,#) es un vector de funciones no lineales

del vector de respuestas generales q y de sus derivadas, y P(t) es un vector de nxl de procesos

aleatorios de la variable independiente t.

Como se sabe, no existen métodos simples para resolver problemas generales de vibración no

lineal (Soong.y Grigoriu, 1993; Roberts y Spanos, 1990). Se puede recurrir a las. técnicas de

simulación, sin embargo este método resulta ineficiente cuando se tratan de sistemas complejos.

El concepto de linealización estadística ofrece un método sistemático y fácilmente aplicable para

generar una solución aproximada a la ecuación (3.24).

La linealización equivalente estocástica propone reemplazar el vector de funciones no lineales

®{q,£l,¿l) por una ecuación lineal de la siguiente forma

(3.25)

Por lo tanto el sistema lineal equivalente queda gobernado por la siguiente ecuación

(M + Me)g + {C + Ce)q + {K + Ke)q = P(t) (3.26)

donde Me, Ce y Ke son matrices deterministas. Dichas matrices se determinan minimizando el

vector sdenxl que mide la diferencia entre el sistema real y el sistema lineal equivalente. La

diferencia ¿"es
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(Me? + Ce4 + Keq) (3.27)

El procedimiento más común consiste en minimizar la norma euclidiana de e, esto es:

= E^S]-* mínimo (3.28)

De acuerdo a está formulación las matrices Me, Ce y Ke dependen de la respuesta q(t). Puesto que

la solución al sistema lineal equivalente depende de Me) Ce y Ke existe una relación cíclica entre

dichas matrices y <?(í), y será necesario recurrir a un proceso, iterativo, de solución.

La ecuación (3.28) requiere del conocimiento de la función de densidad de probabilidad conjunta

del vector de respuesta no lineal. Claramente, esta densidad de probabilidad conjunta no es

conocida, puesto que si lo fuera ño habría necesidad de linealízar. Además se puede afirmar que si

se usa la verdadera densidad de probabilidad conjunta de la respuesta no lineal en la ecuación^

• (3.28), la solución (vector de medias y matriz de covarianza) calculada por medio de la

linealización equivalente sería exacta (Roberts y Spanos 1990; Pradlwarter y Schuéller, 1991).

La ecuación (3.28) es equivalente a

mínimo (3.29)

de 3.27

(3.30)

donde $(#>#>#) es la z'-ésima componente del vector O(q,q,q) mientras que m£,cf y k^ son los

elementos de las matrices McJ Ce y Ke respectivamente. Puesto que los términos de la suma 3.29

son todos positivos la mihifnización del error total equivale a minimizar cada término individual,

lo que se logra con las siguientes condiciones:
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cfe¡ dmc¡j

= 0

= 0

le, -2E
as, n

7=1,2,.->n (3.31)

Sustituyendo la ecuación (3.30) en la (3.31), simplificando y escribiendo las expresiones obtenidas

en forma compacta, queda:

¿=1,2,...,» (3.32)

donde we(>, ceí*y ke[* son los ¿-ésimos renglones de las matrices Me, Ce y Ke respectivamente y

Q - WÍÍ»?J • La expresión (3.32) es la ecuación fundamental de la linealización equivalente

estocástíca. Obsérvese que el vector de las matrices de coeficientes Ünealizadores es función de la

covarianza de la respuesta así como del valor esperado del producto del vector de estado Q y el

vector de funciones no lineales O. Esta estructura complicada se simplifica al suponer que el

proceso de respuesta es gaussiano (Kazakov, 1965; Atalik y Utku, 1976).

3.4 LINEALIZACIÓN EQUIVALENTE GAUSSIANA

En la sección anterior se ha mostrado la teoría general del comportamiento de sistemas

estructurales de múltiples grados de libertad con comportamiento no lineal sujetas a excitaciones

dinámicas aleatorias. La metodología presentada es independiente de la función de densidad de

probabilidad de la respuesta que pueda considerarse en el cálculo de las esperanzas indicadas en la

ecuación (3.32). En esta sección los parámetros del sistema lineal equivalente se determinan

adoptando la hipótesis de que el vector Q es conjuntamente gaussiano. En tal caso Kazakov

(1965) demostró que:
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E[Ug{u)]=E\uUT\E[Vg(UJ\ (3.33)

donde U = [«, ,u2,...,u J es un vector de variables gaussianas, g(U) es una función escalar de U y

V es el operador diferencial definido por

V =
d d

du, du-, du.
(3.34)

Utilizando la ecuación (3.33) en el lado izquierdo de la ecuación (3.32) (utilizando corno U al

vector Q y como g a la función <fy y usando el hecho de que la matriz E[QQT] es. no singular, los

elementos de las matrices Me) Ce y Ke son iguales a:

me - F

ke — F
ij

dt¡ •

i,j=l, 2, (3-35)

Una manera dé determinar la precisión de la linealización equivalente es a través del análisis

paramétrico de sistemas de un grado de libertad. Enseguida se establecen las ecuaciones que

gobiernan el comportamiento de un sistema histerétíco de un grado de libertad sujeto, a un

proceso de excitación aleatorio no estacionario. Los desarrollos que se muestran son importantes

ya que las ecuaciones que resultan se usarán en la metodología que se describe en los capítulos

siguientes. Primero, se lihealizan las ecuaciones de movimiento adoptando la hipótesis de

respuesta gaussiana y después se introduce un modelo adecuado para la excitación aleatoria en la

base.

3.4.1 Desarrollo de las ecuaciones de movimiento para un sistema de un grado de libertad.

Considérese un sistema histerético de un grado de libertad sometido a un movimiento aleatorio en

FALLA DE ORIGEN
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su base el cual tiene como única fuente de no-linealidad a su fuerza restauradora que se supone

del típo endocróníco. La ecuación de movimiento de tal sistema es:

-a2 )co2 z = ~a{t)

donde X,Xyx son la aceleración, la velocidad y el desplazamiento de la masa respectivamente,

í = c¡2mw es la fracción de amortiguamiento crítico viscoso, co = ~¡k¡m es la frecuencia circular

de vibración del sistema, m es la masa, c es el coeficiente de amortiguamiento viscoso, k es la

rigidez inicial, a2 es la razón entre la rigidez de postfluencia y la rigidez inicial, t es el tiempo y a{t)

la aceleración del terreno, z es la componente histerética del desplazamiento, que en este trabajo

se ha propuesto modelar por la siguiente ecuación diferencial no lineal, denominada modelo de

Bouc-Wen-Baber (Baber y Wen, 1981):

z = h{x,z) = {A{é)X~v{e){flz\x\z\ n~] +yx\z\* )}/r?(s) (3.37)

Este modelo representa una gran variedad de formas de ciclos de histéresis (Wen, 1980) y además

puede considerar el deterioro de las propiedades del sistema (Baber y Wen, 19%\).Atfi,/yn son

parámetros que definen el tamaño y la forma de los ciclos histeréticos. Más específicamente A está

relacionada con la rigidez inicial así como con el nivel máximo de la fuerza restauradora, n

controla la transición entre el comportamiento elástico e inelástico. /? representa el nivel de

disipación de energía, /junto con ,#definen la suavización o endurecimiento del sistema. La

primer condición corresponde a fi+y > 0 mientras que la segunda a fi+y< 0. Los parámetros fl

y /pueden obtenerse a partir de la fuerza de fluencia y de la rigidez de un sistema estructural. Por

ejemplo, si los elementos estructurales son de acero, Casciati y Faravelli (1991) recomiendan que fi

- /, y si se trata de concreto reforzado P=-ly Estas relaciones junto con el valor máximo de z

llevan a las siguientes expresiones (Silva, 1998)

Para acero: Para concreto reforzado:

A
Jyj T i3-3*)
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donde f es la fuerza de fluencia. Finalmente r¡(é)% K(¿) y A{é) son parámetros que varían en

función de la energía disipada (s) en cada instante y controlan la degradación de rigidez y

resistencia del sistema (Baber y Wen, 1981).

Por sencillez considérese que no existe la degradación de rigidez ni de resistencia, por lo tanto

sustituyase ^4(^ = 1, v{^ = l, 7 ( ^ - 1 en la ecuación (3.37) para obtener:

(3.39)¿ = h(X,z) = Ax-ftz\x\z\"~l^yx\z

Sea el vector

(3.40)

Las ecuaciones (3.36) y (3.39) pueden combinarse para formar la siguiente ecuación.matricial:

(3.41)

donde

M =

C

K =

<D =

1 0

0 0

O

o

a2á)2 (1 - a2

0 O

V, O

a(t)

O

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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La ecuación (3.41) es idéntica a la (3.24) por lo que puede linealizarse utilizando la metodología

descrita en la sección 3.2. Utilizando las ecuaciones (3.35), es decir considerando que el vector q es

conjuntamente gaussiano, se obtiene:

0

0

"0

_C21

' 0

0

0_

0"

0_

0 "

k

(3.47)

(3.48)

(3.49)

donde

-ke -E

c. =
802

d<ft2

dq2

— JZ,

— F

= -E

~dh

~dh

_dx_

~dh
dz

(3.50)

(3.51)

(3.52)

Obsérvese que la linealización llevada a cabo consiste en reemplazar la ecuación (3.39) por la

siguiente ecuación diferencial lineal

(3.53)

Los coeficientes se, ce y ke se denominan de aquí en adelante coeficientes linealizadores del sistema.

Llevando a cabo el cálculo de las derivadas y esperanzas, Baber y Wen (1981) obtienen:

(3.54)

(3.55)
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(3-56)

donde:

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

I\ ) es la función gamma, ax es la desviación estándar de X,crz es la desviación estándar de z, pn

el coeficiente de correlación entre x y z , y

(3.61)

con

X = AngTan ^ ^ (3.62)

Enseguida se describe el modelo para la excitación sísmica del sistema linealizado anteriormente.

La excitación a(t) del sistema se modela como un proceso estocástico no estacionario de media

cero usando el modelo basado en el filtro de segundo orden de Clough-Penzien descrito en el

capítulo 2. Por sencillez se considera que el proceso de excitación es uniformemente modulado,

por lo tanto las expresiones que gobiernan el comportamiento de los filtros respectivos se

obtienen a partir de las ecuaciones (2.12)y (2.13), considerando que /£- = ! y ^ = 0 debidoaque



MÉTODO DE LA LINEALIZAC1ÓN EQUIVALENTE ESTOCÁSTICA 33

en este caso /c-t. En Silva, et al (2001) se hace un estudio sobre el efecto que tiene la

modulación de frecuencia del proceso de excitación en la respuesta de sistemas histeréticos. Por

otra parte, con el fin de evitar los efectos de la respuesta transitoria de los filtros, la función

moduladora debe "moverse" de la ecuación (2.12) a la (2.13). Las ecuaciones resultantes se

adhieren a las ecuaciones (3.36) y (3.53) para formar un sistema extendido de ecuaciones

diferenciales lineales de segundo orden el cual puede transformarse en el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales lineales de primer orden utilizando la técnica espacio de estado descrita

en la sección 2.2

dq

dt
= H(t)q (3.63)

donde el vector de estado es

X

X

z

xf

Xf

(3.64)

y

H(t)
A B

0 D

0
-a2co2

Se

0

0

0

0

1
-2¿¡a>

ce

0

0

0

0

0
-(l-a2)co2

K
0

0

0

0

0
á)2

fc{t)

0

0

0

-O))

0

0
-ú)\c{t)

0

0

0

co\

-a>\

0
2{fcofc(t)

0

1

0

-24fo)f

0

0

-2fga>gc(t)

0

0

1

14ZG>Z

(3.65)
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.0

o
o

w(t)

(3.66)

donde w(t) es un ruido blanco estacionario.

La estadística de la respuesta del sistema .(medías y coyarianzas) se obtiene resolviendo las.

ecuaciones (3.6) y (3.19). La solución de dichas ecuaciones depende de la naturaleza de la

excitación; en el casó estacionario en el que 'dLjdt = 0 se requiere realizar un proceso iterativo, y

en el no estacionario un esquema de integración paso a paso. También puede emplearse un

análisis modal complejo (Casciati y Faravelli, 1991).

Aunque la linéalizaclón equivalente gaussiana (LEG) ha sido aplicada extensamente a problemas

no lineales de vibración, existen algunas limitaciones. Por ejemplo, las distribuciones de

probabilidad de la respuesta del sistema original y del equivalente pueden ser substancialmente

diferentes. También cuándo el sistema original exhibe esencialmente un fenómeno no lineal, su

respuesta es inherentemente diferente de un proceso gaussiano supuesto por la LEG. En estos

casos, la aplicación de la LEG puede conducir a resultados erróneos (Silva y Ruiz, 2000).

Se han realizado varios estudios para investigar sobre la precisión y eficiencia del método, por

ejemplo: Silva y Ruiz (1990), Spanos (1981), Fan y Ahmadi (1988), Park (1992), Roberts y Spanos

(1990), Schueller, et al (1991) y Hurtado et al (1988). Estos indican que puede esperarse un error

menor que 20% en aplicaciones prácticas. Sin embargo Beaman (1980) reporta la ocurrencia de

errores relativos del 100% para ciertos sistemas no lineales. Se ha observado que el origen de estos

errores es precisamente el grado de no-linealidad exhibido por el sistema y la consideración de

respuesta y excitación gaussiana.
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En particular, Silva (1998) ha hecho ün estudio extenso sobre la calibración de la LEG. La

calibración se realizó en términos de la desviación estándar máxima del desplazamiento y de la

velocidad así como de la esperanza de la rapidez de cambio de la energía histerética disipada de un

sistema de un grado de libertad sujeto a un proceso estocástico cuyas propiedades se obtuvieron a

partir de la componente este-oeste de las aceleraciones registrado en la estación SCT durante el

temblor del 19 de septiembre de 1985 (SCTEW85). Para los casos analizados se encontró que:

1. El modelo no estacionario de la excitación conduce a mejores resultados que el estacionario.

2. Grosso modo, el método LEG subestima la desviación estándar del desplazamiento con un error

relativo promedio menor que 45%. La desviación estándar de la velocidad de sistemas UGL de

período medio a largo, se sobrestima con un error relativo promedio menor que 25%. La rapidez

de cambio de la energía histerética disipada tiene un error relativo promedio del orden de 40%

excepto en sistemas UGL de período corto con nivel de ductilidad ?p=\ donde esta cantidad

tiende a sobrestimarse con un error considerable.

3. El error relativo depende en gran medida del período natural de vibración del sistema UGL.

En general, en períodos cortos se presentan errores relativos altos. Cabe mencionar que en

períodos cortos la respuesta es baja y entonces el error absoluto asociado a errores relativos altos, es

muy pequeño.

4. Valores altos del parámetro n, que define el grado de no-linealidad del sistema, propician un

incremento en el error relativo promedio•, afectando principalmente el valor de la rapidez de

cambio de la energía histerética.

5. Si se aceptan errores relativos de hasta 15% él método LEG es adecuado para el cálculo de:

• la desviación estándar del desplazamiento de sistemas UGL de período medio

'(1.0s-< T<2.5s) con valores de la rigidez de postfluencia en el intervalo 0.001-<o^0.75, niveles de

no-linealidad en el intervalo I<a6<5 y nivel de ductilidad 0<r)<2.
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• la desviación estándar de la velocidad de sistemas UGL de período medio a largo

(2.5s < T<6.0s) con valores de la rigidez de postfluencia en el intervalo 0.015<Í22^0.25, niveles de

no-linealidad en el intervalo \<aé<7 y nivel de ductilidad l<r)<4.

• la rapidez de cambio de la energía bisterética de sistemas UGL de período medio a largo con

valores de la rigidez de postfluencia en el intervalo Q.001<¿ir2<0.5, niveles de no-linealidad en el

intervalo \<a6<A y nivel de ductilidad r)>3.

6. Una de las ventajas que interviene de manera importante en la decisión del uso de la LEG es

su eficiencia. Ésta es del orden de 200 a 1500 veces mayor en el caso estacionario y del orden de

14 veces mayor en el caso no estacionario. El tiempo de cálculo de un análisis de respuesta no,

lineal puede disminuir a costa de tener errores relativos del orden señalado arriba.

En general, las fuentes de error en la LEG pueden agruparse de la siguiente forma (Hurtado,

1998)

Í. Modelo de la densidad de probabilidad de la respuesta,

ii. Deriva [Drifi en inglés) (¿%-»0)

iii. Modelo de excitación (filtros que cortan frecuencias bajas, Clough y Penzien)

iv. No-linealidad alta (n—»oo y u es alta)

v. Forma del ciclo histerético. Sistemas suaves(/?+f >0), duros (/?+/<0) o con tendencia al

endurecimiento (/?+ y > 0 con y< 0, | y\ < 0)

Además, dentro délos estudios realizados en la presente investigación doctoral, se identificó un

error en los coeficientes Idealizadores gaussianos definidos por las ecuaciones (3.54) a (3.60) los

cuales han sido publicados en diversos trabajos internacionales (Baber y "Wen, 1981; Baber y Wen,

1982; Cascíati y Faravelli, 1985, Casciati y Faravelli, 1991; Hurtado, 1998). Por ejemplo, uno de los

coeficientes linealizadores gaussianos se calcula a partir de (véanse ecuaciones 3.39 y 3.51):

co ai

= j ÍSi,g/i(;t)¡z|'1 z<pxzdxdz (3.67)
dx

Z
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donde <pn es la densidad de probabilidad gaussiana conjunta de la velocidad y la variable

histerética z y SignQ es la función signo. Resolviendo la integral doble se llega a la siguiente

solución analítica:

donde 2FX es la función hipergeométrica de Gauss definida por:

F,(a>b;c;z)= ^ \\b-\\~t)c~b-\\-tz)-adt (3.69)

La solución analítica obtenida (ecuación 3.68) se comparó con los resultados que se obtienen al

resolver con métodos numéricos la integral doble (ecuación 3.67), encontrando que la solución

analítica es correcta. Sin embargo, Baber y Wen (1981) publican que la solución a la integral doble

es la ecuación (3.57). La diferencia entre las soluciones (3.57) y (3.68) se halla en los factores

(3.70)

y

Al comparar el valor de las funciones 3.70 y 3.71 nó se encuentran diferencias para pxz >0, sin

embargo cuando pta <0 el valor de dichas funciones difiere completamente. Esto sucede

independientemente del valor de n.

Las siguientes gráficas muestran las diferencias que se presentan entre estas dos funciones en

términos del coeficiente de correlación pn y dos valores particulares de n.
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Figura 3.3. Ecuación (3.71), obtenida por

el autor, para n = 3

Figura 3.4. Ecuación (3.71), obtenida por

el autor, para n=4

Los resultados anteriores implican un análisis detallado de la integral de la ecuación (3.70).

Primero, considérese el siguiente triángulo rectángulo que se crea a través de la ecuación (3.62)

Pxz
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a partir de esta figura se obtienen las siguientes relaciones

Cos(A) = px

(3.72)

(3.73)

y por supuesto:

Px
(3.74)

para resolver la integral mencionada a través de un programa de computadora deben añadirse

ciertas condiciones que consideren principalmente el comportamiento de la ecuación (3.73) ya que

la solución analítica de la integral (3.70) es función de Cos(Á). Considérese pXz <0, entonces

Cos(A) < 0 (véase ecuación 3.73); en cambio si se usa la ecuación (3.62) resulta que X'< 0 y por lo

tanto se obtendrá Cos(A) >0 (ya que -n/2 < A <n/2 porque -1< pta <1). La discontinuidad de la

funcÍón3.70en pa = Ose debe a la discontinuidad que también la función 3.62 tiene en pa =0.

En la figura 3.5 se muestra el comportamiento de dicha función.

Ardían

1.5

1

0.5

-0.5
-0.5

0.5

Figura 3.5. Gráfica de la ecuación 3.62

La solución que propone el autor de esta tesis es: o bien usar la ecuación (3.71) en vez de la (3.70),

o usar la (3.70) pero con límite inferior igual a: (ver ecuación 3.73)
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Á = AngCos(pxz) (3.75)

la cual reemplazaría a la ecuación (3.62).

Para determinar el efecto que tiene la discontinuidad de la función (3.62) en el cálculo.de la

covarianza de la respuesta, enseguida se estudia la evolución de los coeficientes de correlación del

desplazamiento y la velocidad p^ = p^, del desplazamiento y la variable histerética pxz y de la

velocidad y la variable histerética p^ = pxz. Estas cantidades se obtienen del análisis de sistemas de

un grado de libertad con periodos de vibración T=0.5s, T=2.1s y T=4.0s:t cada uno con tres

diferentes niveles de demanda de ductilidad esperada rj = 1.5, rj=4.0, rj = 5.0. Las propiedades de

tales sistemas se describen detalladamente en el capítulo 5. La excitación empleada es un conjunto

de 50,000 sismos artificiales generados con las propiedades de la componente este-oeste del

acelerojgráma registrado en la Cd. de México en la Secretaria de Comunicaciones y Transportes

durante el sismo del 19 de septiembre de 1985 (SCTEW85). En las figuras 3,6 a 3.14.se muestra la

evolución de los coeficientes de correlación obtenidos.

'Las características generales del comportamiento de los coeficientes de correlación son las

siguientes:

• ' Para niveles bajos de la excitación la velocidad y la parte histerética del desplazamiento no

están correlacionadas. En la parte intensa, el coeficiente crece, adoptando valores positivos.

• El desplazamiento y la velocidad son respuestas no correlacionadas. El coeficiente de

correlación no es exactamente igual a cero pero si adopta valores muy pequeños. Antes del

instante en que la excitación es más fuerte (t = 59s) es positivo y después adopta valores

negativos (aparece un punto de inflexión de la curva).

• Para niveles bajos de la excitación, el desplazamiento y la variable histerética están altamente

correlacionados. Este coeficiente de correlación tiene un comportamiento singular ya que al

principio de la excitación es positivo y al final adopta valores negativos.



MÉTODO DE LA LINEALIZACIÓN EQUIVALENTE ESTOCÁS.TICA 41

tí
a

1.5 T-

1.0 -

(

_ / \

50 100

Tiempo (s}

150 2')0

1.5

1.0 -

-0.5

-1.0

-1.5

T - —T"

20 40 60 80 100 120 140 160 180

Tiempo(s)

1.5

1.0

0.5

¿0.0

-0.5

-1.0

-1.5

J\

•n r

(| 20 40 60 80 \ 1 0 0 120 140 160 1¡

Tiempo(s)

Figura 3.6 Comportamiento de los coeficientes de correlación de la respuesta, T=0.5, TJ —1.5
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Figura 3.7 Comportamiento de los coeficientes de correlación de la respuesta, T = 0.5, T|=4.0
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Figura 3.8 Comportamiento de los coeficientes de correlación de la respuesta, T = 0.5, T) = 5.0
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Figura 3.9 Comportamiento de los coeficientes de correlación de la respuesta, T—2.1, -q —1.5
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Figura 3.10 Comportamiento de los coeficientes de correlación de la respuesta, T = 2.1, rj=4.0
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Obsérvese que el coeficiente de correlación que interviene en el cálculo de los coeficientes

linealizadores gaussíanos (pv.,= piz) es negativo al inicio y al final de la respuesta pero en

intervalos de tiempo muy cortos. Esto hace pensar que la influencia de la discontinuidad de la

función 3.62'en la covarianza de la respuesta quizá no sea significativa. Para verificar esta

hipótesis, se determina la respuesta de un sistema de un grado de libertad mediante el método de

linealización equivalente gáussíana utilizando dos técnicas para calcular los coeficientes

linealizadores: en una se adopta la ecuación (3.62) y en la otra se utiliza la ecuación (3.75). El

sistema analizado es de periodo T=-4.0s con un nivel de ductilidad esperada r\ = 1.5 y con dos

valores del exponente n (n = 1 y n=2). Se utiliza el proceso de excitación SCTEW85 (véase capítulo

5 para detalles sobré las propiedades de la excitación y del oscilador). En figuras 3.15 y 3.16 se

muestra la evolución del parámetro X, calculado con las dos técnicas mencionadas y para los dos

valores del exponente n. Obsérvese el comportamiento irregular que exhibe el parámetro

calculado con la ecuación (3.62). Considerando que los valores determinados con laecuación

(3.75) proporcionan los valores "exactos" de la respuesta del oscilador, en las figuras .3.17 y 3.18

se muestran los errores relativos originados por el uso de la ecuación (3.62) en el cálculo de la

desviación estándar del desplazamiento, la desviación estándar de la velocidad, la desviación

estándar de la variable histerética, el coeficiente de correlación entre la velocidad y la variable

hísterética y los coeficientes linealizadores ce y ke. La figura 3.17 muestra los errores asociados a las

respuestas del oscilador con n = 1 y la figura 3.18 muestra los errores asociados a las respuestas del

oscilador con n=2. Las respuestas mencionadas se obtienen de la matriz de covarianza calculada al

resolver la ecuación (3.19),

En las figuras 3.17 y 3.18 se observa que los errores relativos son mayores en la pane inicial y final

que en la parte central de la respuesta en donde la excitación es intensa. Esto coincide con los

intervalos de tiempo en los que el coeficiente de correlación psz es negativo. Esto significa que el

error relativo causado por el uso de la ecuación (3.62) en el cálculo del valor máximo de la

respuesta no es significativo; sin embargo, en el inicio y en el final de la excitación sí lo es.

Además se comprobó que la desviación estándar del desplazamiento es la respuesta más afectada

y el problema es más crítico cuando n es par.
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Figura 3.15. Evolución de X para el sistema con n~ 1.
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Figura 3.16. Evolución de X para el sistema con n = 2.
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Figura 3.17. Errores relativos en el cálculo de la respuesta del oscilador con n= 1.
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C A P I T U

MODELOS DE LA FUNCIÓN DE

DENSIDAD DE PROBABILIDAD

DE LA RESPUESTA

4.1 INTRODUCCIÓN

La- causa más evidente de los errores obtenidos con el método LEG es la hipótesis de

gaussianidad de todas las variables de respuesta. Las tres componentes del vector de estado

(desplazamiento, velocidad y parte histerética del desplazamiento) de un sistema no lineal

histerético son en general variables no gaussianas. Se ha observado que las densidades de

probabilidad del desplazamiento y de la velocidad muestran una tendencia hacia una distribución'

tipo exponencial bilateral (Pradlwartery Schueller, 1991). Sin embargo se ha visto que estas dos

pueden aproximarse de manera razonable por una distribución gaussiana, pero la parte histerética

del desplazamiento no puede considerarse normalmente distribuida, ya que su densidad de

probabilidad difiere en mucho de una distribución gaussiana.
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Se ha mostrado que si se usa la verdadernfunáón de densidad de probabilidad ifdp) multidimensíonal

del vt-ctor de estado, la respuesta estimada por la lineal izaci ó n equivalente estocástica es exacta

(Roberts y Spanos, 1990). En este capítulo se proponen funciones de densidad de probabilidad

que permiten, además de modelar adecuadamente a las verdaderas/^ de la respuesta, determinar

en forma cerrada los coeficientes linealizadores asociados.

En este trabajo se consideran únicamente las características no gaussianas de la parte hísterética

del desplazamiento, por lo que se supone que la velocidad y el desplazamiento son variables

conjuntamente gaussianas.

4.2 DENSIDADES DE PROBABILIDAD DE LA RESPUESTA OBTENIDAS MEDIANTE

SIMULACIÓN DE MONTE CARLO.

Considérese un sistema histérético de un grado de libertad sujeto a un proceso aleatorio de

excitación, cuya ecuación de movimiento es:

x+2gcox + a2 Ú)2 x + (1 - a2 )co2 z = ~a(t) (4.1)

l-yx\z\n (4.2)

donde X, X y x son la aceleración, la velocidad y el desplazamiento de la masa respectivamente,

£ = c/2ma> es la fracción de amortiguamiento crítico viscoso, co = ^k/m es la frecuencia circular

de vibración del sistema, m es-la masa, c es el coeficiente de amortiguamiento viscoso, k es la

rigidez inicial, a2 es la razón entre la rigidez de postfluencia y la rigidez inicial, t es el tiempo y a(t)

la aceleración aleatoria del terreno, z es la componente histerétíca del desplazamiento, modelada

la ecuación diferencial no lineal de primer orden ecuación (4.2) (modelo de Bouc-Wen) propuesta

originalmente por Bouc (1967) y generalizada posteriormente por Wen (1980).

Físicamente la fuerza restauradora no puede adoptar valores superiores a los de resistencia última

del sistema, es decir, su función de densidad de probabilidad es acotada. Obviamente el valor
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límite de la fuerza restauradora depende directamente de la variable z. El valor máximo que

alcanza z se puede determinar igualando a cero la derivada de z respecto a t (Silva, 1998)

dt
= ¿ = 0 (4.3)

o bien, igualando a cero la derivada de z con respecto a x, ya que:

dz dz dx
—
—

dt dx di

dz

dx
(4.4)

U s a n d o 4.4, se obtiene:

dz __ dz dt. _ 1

dx dt dx X

pz\x\z\" '
y\z

Sin pérdida de generalidad, en el caso en que z > 0 y £ > 0 , s e obtiene:

U+r.
(4.5)

Lo cual da la siguiente expresión para la fuerza de fluencia/, del sistema:

/ , = * * „ = * -
A

(4.6)

La densidad de probabilidad de z es también acotada ya que: -zu<z<zu y es de esperarse que su

masa de probabilidad se concentre alrededor de sus límites superior e inferior en aquellos casos en

donde la respuesta del sistema exceda el desplazamiento de fluencia.
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Con el fin de proponer una función que modele de forma adecuada a la verdadera función de

densidad de probabilidad de z enseguida se obtienen, mediante simulación de Monte Cario (SMC),

densidades de probabilidad de z de diferentes sistemas histeréticos cuya ecuación de movimiento

es la (4.1) y (4.2).

El sistema de un grado de libertad tiene las siguientes propiedades: •

• Fracción de amortiguamiento crítico {-0.05 •

• Masa m=U/98l = U329xlO3 tonsVcm

Los parámetros del modelo Bouc-Wen (ecuación 4.2) son:

• k tal que el periodo de vibración sea T=2.0s

" a2= 0.015

• ' p=y tal que la ductilidad esperada sea 7 = 1.0, 1.5, 2.0, 3.0 y 4.0 (ecuación 4.6)

• n= 1

• Se supone que el sistema íio tiene degradación de rigidez ni de resistencia

Sé usaron 50,000 sismos simulados. Los parámetros del espectro de Clough-Penzíen (ecuación

2.8) se determinan a partir del espectro de potencia del sismo registrado en la Secretaría de

Comunicaciones y Transportes durante el evento del 19 de septiembre de 1985 (SCTEW85),

siguiendo la metodología descrita en el capítulo 2.

; ¿yg=3.1017 ; £f=0.0492 ; <yf=2.2988 y so=7,2776xlQ-4cm2/s

La función moduladora es la propuesta por Yeh y Wen (1989) (ecuación 2.18) con los parámetros

calculados en la forma descrita en el capítulo 2.

a = 5.8161xl048 cmVs4 ; b = -0.3388 ; c = -0.1258 ; d = 2.166xlO47 ; e = 26.461
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En las figuras 4.1 a 4.5 se muestran algunas de las densidades de probabilidad de la variable

histerética z obtenidas. Las densidades mostradas corresponden al instante en el que la excitación

es más intensa (¿=59s). Se calcularon para cinco diferentes niveles de ductilidad-esperada. Se

observa que en la medida en que la demanda de ductilidad aumenta, la densidad de probabilidad

se vuelve más alta y estrecha, y adquiere una forma bimodal totalmente distinta a la forma

gaussiana. Obsérvese que todas hsfdp mostradas están acotadas dentro del intervalo -zu<z<zu.

En Silva, et al (2001) se hace un estudio sobre el efecto del tipo de modelo utilizado para la

excitación en las propiedades de hfdp de la respuesta, por ejemplo en la curtosis.

4.3 MODELO PROPUESTO PARA LA FUNCIÓN DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD

DE LA RESPUESTA

La concentración de valores de la variable z en la vecindad de su valor máximo zu sugiere el uso de

la siguiente densidad de probabilidad de z :

{).: ; 0<p<0.5 (4.7)

donde a<p¿ y btp¿ son funciones exponenciales definidas como:

exp - - ^ - y (4-8)
la )zb

p es un factor de peso. La figura 4.6 muestra gráficamente \afdp propuesta.

También es necesario determinar la función de densidad de probabilidad conjunta entre el

desplazamiento, la yelocidad y la componente histerética. Esta densidad de probabilidad conjunta

se determina considerando que es razonable suponer que el desplazamiento y la velocidad están

normalmente distribuidas y que la densidad de probabilidad de la variable histerética es la función

(4.7).
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Figura 4.3. Densidad de probabilidad de z, para Figura 4.4. Densidad de probabilidad de z, para

una demanda de ductilidad de 2.0, zu=25.42 una demanda de ductilidad de 3.0, zu= 13.31

Figura 4.5. Densidad de probabilidad de z, para

una demanda de ductilidad de 4.0, zu=8.69
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Figura 4.6. Función de densidad de probabilidad de z propuesta.

Existen diversas formas de calcular una fdp conjunta con fdp. marginales prescritas (ver por

ejemplo: Johnson et al, 1994; Liu y Der Kiureghian, 1986). En esta investigación se decidió

determinar \z.fdp fxícz{x,X,z) a partir de hfdp condicional de x y X dado z, déla siguiente forma:

fxxz (x> X,z) = Kx, x z) fz (z) (4.9)

dónde h(x, x z) es la fdp condicional de x y x dado z y fz (z) es la densidad marginal de z dada

por la ecuación (4.7).

Se adopta un procedimiento de estimación lineal, el cual lleva a plantear las siguientes tres

hipótesis sobre \zfdp condicional conjunta del desplazamiento y de la velocidad:

1. Es conjuntamente normal para cada valor real de z

2. Sus medias condicionales son funciones lineales de z

3. Su varianzas condicionales son constantes, no dependen de ningún valor de z.
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Además se considera que la media del proceso de respuesta es cero. Al usar estas hipótesis junto

con las ecuaciones (4.7) y (4.9) se obtiene (ver apéndice A):

J x

1-2/?
.1/2

Exp

3/2

2K

xz

- 2 Xz
~ 2

XX

cr2b

al
Xz

-2- (pxz - ~2 xX

¿7, ¿7

•A

£7.

- 2

-pxzpxz)

- pxzpxz)

donde

(4.10)

Se puede demostrar que la función (4.10) satisface las propiedades de una función de densidad de

probabilidad. Cumple:

(4.11)

Las densidades de probabilidad marginal se obtienen integrando la ecuación (4.10). Por ejemplo:
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1-2/7

P

P

Exp

Exp

•Exp

1 xz

2 0 - A 2 ,

1 XZ

20 -PÍ

1

2d-PÍ)I oí
^- -2A

xz

*"A

-* ,?
«i

• 5— + A

Z

fz2 (z
2

\ -

Z J

+ zj

-i " ' cr2 o?,zb

(4.12)

En la figura 4.7 se muestra la gráfica de la ecuación (4.12) con diferentes valores-del coeficiente de

correlación pXz.

Debe hacerse notar que las^íip conjunta y marginales del desplazamiento y la velocidad dependen

de los coeficientes de correlación pXz y pX2, y se asemejan a una distribución gaussiana para

valores pequeños del coeficiente de correlación mientras que para valores altos adoptan una

forma no gaussiana similar a Izfdp de la variable histerética z (véanse las figuras 4.8 y 4.9)

4.3.1 Cálculo de los parámetros crM, axbi p y zz de \&fdp propuesta

Los parámetros a7Jty a7h pjzz deben ser tales que cumplan con ciertas restricciones. Una de las

condiciones más importantes es que el área debajo de la función (4.7) debe ser suficientemente

cercana a uno, es decir:

Erf\^T^- +&/R
z.. + z. (4.13)

ya que lá ecuación (4.7) no es una función acotada. Si esta condición se cumple puede

aproximarse la varianza de z con la siguiente expresión:
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Figura 4.7. Fdp con diferentes valores del coeficiente de correlación px
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Figura 4.9 Fdp marginal de z . No depende de

= 0-2p)oÍ + 2p(z,2+oi)»Of (4.14)

El problema puede verse como uno que tiene dos ecuaciones (4.13 y 4.14) con cuatro incógnitas.

Las ecuaciones faltantes podrían estar dadas por los momentos de tercero y cuarto orden. La

solución al sistema de ecuaciones no lineal así planteado podría limitar la eficiencia computacional

dé la linealización equivalente. Además la linealización no proporciona información estadística de

orden mayor que dos.
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Así pues, se propone como medida de la no gaussianidad del proceso de respuesta de un sistema

histerético con una desviación estándar cr2, al área debajo de una función gaussiana en el intervalo

-zv> z > zu, es decir:

Exp)
lai 2

\

(4.15)

Para una intensidad determinada del proceso dé excitación, si zu es grande de tal forma que el

desplazamiento no excede el de fluencia, la respuesta es gaussiana y entonces X~»0. Por el

contrario si zK es pequeña de tal forma que el desplazamiento de fluencia se excede, la respuesta.es

no gaussiana y entonces 0 < X < .Xu < 1.

La interpretación gráfica de la ecuación (4.15) se muestra en las figuras 4.10 y 4.11. En la figura

4.10a se muestra la densidad de probabilidad de z en el instante t = lO.Os y en la figura 4.1 la se

muestra la densidad de probabilidad de z en el instante £=39.5s obtenidas a partir del análisis de

simulación de Monte Cario de un sistema de un grado de libertad con las siguientes propiedades:

r=2.1s,/y=0.1347ton, £=0.05, w-1 , o:2=0.015,zH=8.69cm

El proceso de excitación es el SCTEW85 cuyas propiedades se definieron en la sección 4.2. El

valor de la desviación estándar de z en él instante t = lO.Os es de 2.26cm y en el instante t=39.5s es

de 5.02cm.

En las figuras 4,10b y 4.11b se muestran funciones de densidad gaussiana con las mismas

desviaciones de 2.26 y 5.02cm. Puesto que en el instante t=XO la intensidad del proceso de

excitación es baja, el nivel de ductilidad esperado es bajo y por lo tanto el valor del parámetro A, es

bajó. En el instante t=39.5s la intensidad de la excitación es intensa y ha provocado que se exceda

el desplazamiento de fluencia, en este caso el valor del parámetro X es relativamente alto. En las

gráficas el valor del parámetro A, es igual al tamaño de uno de los triángulos mostrados en la figura

4.11b.
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.0 s
0.18

-10 "^-7.5 -5 -2.5 . 0 .2.5 5 ' 7.5 ^ 10

a) Fdp obtenida con simulación de Monte Cario. Instante í^lO.

x

N

1 2 - I O - Z U - 8 - 6 - 4 - 2 0

b) Magnitud del parámetro X

2u10 12

Figura 4.10. Medida de la no gaussianidad del proceso de repuesta. Instante t = lQ.Qs en el que la

excitación es débil.



MODELOS DE LA FUNCIÓN DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE LA RESPUi STA 67

N

t=39.5 s
0.10 -i

-10. "-7.5 -5 -2.5 0 2.5 7.5 10

a) Fdp obtenida con simulación de Monte Cario. Instante í=39.5s

N

-12 -IO-Zu-8 - 6 - 4 - 2 0 2 4 6 8-zu 10 12

b) Magnitud del parámetro X

Figura 4.11. Medida de la no gaussianidad del proceso de repuesta. Instante t=39.5s en el que la

excitación es intensa.
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Con el fin de proponer expresiones generales con las que puedan determinarse los parámetros de

Ufdp propuesta (ecuación 4.10), y considerando que la forma que adopta hfdp de z depende del

valor máximo z. de z y de la intensidad de la excitación reflejada en la magnitud de <r,, se real.za el

siguiente análisis:

1. Se determina el valor máximo que puede alcanzar L Después de haber analizado con

simulación de Monte Cario varios sistemas con diferentes periodos y demandas de ductilidad se

encontró que el intervalo de X varía entre 0 y 0.1.

2 A partir de simulación de Monte Cario se determina la forma en que evoluciona hfdp de la

variable histerética del mismo sistema de un grado de libertad mencionado anteriormente. La

excitación usada sigue siendo el proceso SCTEW85. El caso considerado es un caso no, gaussiano

extremo ya que el sistema tiene un periodo de vibración igual al periodo dominante del proceso

de excitación y además exhibe una demanda de ductilidad esperada alta. La figura 4.12 muestra la

evolución de hfdp de z.

fz(z)

50
tiempo

0 -10

Figura 4.12, Evolución de hfdp de la variable z.
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3. Con un ajuste no lineal á cada.fdp de cada instante, se determinan los valores de los parámetros

o;¡, c2hy p y zz. Estos valores se corrigen de manera empírica con el fin de satisfacer las ecuaciones

(4.13) y (4.14). En este ajuste empírico se encontró que si aM > azb se obtiene un modelo adecuado

para \zfdp dez.

4. Los valores obtenidos se normalizan utilizando las propiedades del sistema analizado y su

respuesta ante el proceso de excitación usado. Se obtienen las cantidades normalizadas: crja^

aj <rz, p, z¿/zK . Después, estas cantidades se asocian con su respectivo valor de X, es decir se

determinan las siguientes relaciones <TJ<JZ VS. X, aj'az vs. X, p vs. A,, zz/zu vs. X.

5. Finalmente se efectúa un ajuste no lineal para dichas relaciones, y se obtienen las siguientes

funciones:

^ = 0. t87594¿«(31-9902Í + 0.042957)+0.590462

p = 0.0434\6Ln(455.1269^ + 0.003949) + 0.240276

Además, las funciones (4.16) deben cumplir ciertas condiciones de frontera. Por ejemplo, en X=0

se tiene:

(4.17)
cr, a\

Y para valores mayores al límite superior A,u « 0.1 de A,, se tiene:

^ - < 1 ; p<0.5 ; ^ - > 0 ; ^ > 0 (4.18)
z.. a, a,
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Las funciones (4.16) se muestran gráficamente en las figuras 4.13. En ellas se muestran con

puntos los resultados obtenidos con SMC y que sirvieron para realizar el ajuste no lineal para

determinar las funciones (4.16).

MoOel: zz_zu=a1-log[a2'leni(l3ia3)ta4

y"(0.1B75785)ÉlO9((31.9909)Éx+(0.042W52))+(0.596754)

0.04 0.08

LAMDA

0.35

0.25

0.15

0,05

f

í

[0.0434163)1O9({455.127)-x-(0.O039486)}^0 2329146)

c

^--—•—"T"

0.04 0.08

LAMDA

Moael: 5ia_sz3a1*log(B2-laintJa*a3)*a4

y=(-O.2690117)'!O9(í¿.247665)-xt (0.1257567))* (0.441623)
Mina». Kb_9z=aTlog(a2*lamd3ta3)*a4

j»(-0!39S19)'log((1.408467)-x+(0.007< 192))» (-0.391143)

0.W 0.06

LAMDA
0.04 0.0S

IAMDA

Figura 4.13. Ajuste por mínimos cuadrados no lineales de las relaciones

aJ<Jz vs. Xt <rzb/ crz vs. X, p vs. Xt zz/zu vs. X
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Se considera que las funciones (4.16) son independientes de cualquier otro parámetro (por

ejemplo el periodo de vibración y el tipo de excitación) y por lo tanto se confía en que sean una

buena aproximación para modelar \afdp de la respuesta de UGL con propiedades diferentes a las

usadas para este ajuste. En el capítulo 5 se determinara la bondad de este modelo.

Obsérvese que los parámetros cr^, azb, pyz2no son constantes sino que varían en el tiempo. Esto

significa que el modelo propuesto (ecuación 4.10) toma en cuenta la evolución de la densidad de

probabilidad, lo que no hacen otros métodos propuestos en la literatura.

La figura 4.14 muestra las diferentes formas que adopta hfdp de z (ecuación 4.7) usando las

funciones (4.16) para diferentes valores del parámetro X. Dichas gráficas modelan la evolución de

la densidad de probabilidad de z mostrada en la figura 4.12.

-10-7.5-5-2.5 2.5 5 7.5 10

0.12,

0 .4
0.35

0 . 3
0.25-

O.fi
0.15

f.l
CK05

\
\
\
\

- 1 9 - 7 . 5 - 5 - 2 . 5 2 . 5 5 7 . 5 1 0 •1G-7.5-5-2 .5 2 . 5 5 7 . 5 10

0 . 1

- 1 8 - 7 . 5 - 5 - 2 . 5 2 . 5 5 7 . 5 1 0 - 1 9 - 7 . 5 - 5 - 2 . 5 2 . 5 5 7 . 5 1 0

0 . 6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

-19-7.5-5-2.5 2.5 5 7.510

-10-7.5-5-2.5 2.5 5 7.5 10

Figura 4.14 Modelo para la evolución de \afdp de z.
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En la figura 4.15 se muestra la representación continua de la ecuación (4.7)

150

- 1 0

Figura 4.15 Comportamiento del modelo propuesto: evolución de f2(z).

Para determinar la gráfica mostrada en la figura 4.15 se supuso, para fines de ilustración, que la

evolución de la varianza de z está dada por:

4.4 OTROS MODELOS .

El modelo propuesto en la sección anterior es el resultado de varios estudios llevados a cabo

durante la investigación doctoral. Se exploraron métodos tan simples como el modelar hfdp de z a
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través de irnafdp uniforme, y tan complicados como el modelar la misma fdp de z como una suma

dé varias funciones de probabilidad. Estas se revisan brevemente en lo que sigue.

4.4.1 Función de densidad uniforme

Se exploró, debido a la naturaleza acotada de la variable z, modelar la. fdp de z con una fdp

uniforme de la siguiente manera:

2|z;
-Z**Z*^Zu (4.19)

-z7

con = 0 y a] = -^- (4.20)

A manera de ilustración, se describe enseguida el proceso de cálculo de Xa, fdp conjunta de la

velocidad y de la variable histerética z y áth/dp conjunta del desplazamiento y de la variable

histeréticaz. Estas dos fdp son similares porque se supone que.x y ± tienen el mismo tipo de fdp.

Sea v = x ó X. Se adoptará un procedimiento de estimación lineal, el cual lleva a plantear las

siguientes tres hipótesis sobre la. fdp condicional de v dado z.

a) Es normal para cada valor real de z

b) Su media condicional es una función lineal de z

c) Su varianza condicional es constante, no depende de ningún valor de z.

Según la hipótesis b

A (4.21)
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La hipótesis c, implica:

(4.22)

de acuerdo a la hipótesis a) , hfdp condicional de v dado z es:

h(vz) = - Exp

.2\

(4.23)

Considerando que la media del proceso de respuesta es cero y que z está distribuida de manera

uniforme, al sustituir (4.19), (4.20) y (4.23) en la siguiente ecuación:

(4.24)

se obtiene:

Exp

, 2 \

(4.25)

Un proceso similar, pero de orden mayor, se siguió en la sección 4.3 para determinar la ecuación

(4.10) (Véase apéndice A).

En las figuras 4.16 y 4,17 se muestran las densidades marginales obtenidas al integrar la expresión

(4.25).
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(a) p, =0.50 (b) pu =0.95

Figura 4.16. Fdp marginal de v para dos coeficientes de correlación

0.2

Figura 4.17. Fdp marginal de z . No depende de pw

Aquí se observa que la. fdp marginal de i; es función del coeficiente de correlación p^; para

valores pequeños de pV2 dicha fdp se asemeja a una gaussiana, sin embargo para valores altos de

pv, adopta una forma no gaussiana similar a la. fdp de la variable histerética z. En cambio, la fdp de

z es uniforme y no depende de pw, tal como se esperaba.
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4.4.2 Suma de funciones de probabilidad

Se exploró también la posibilidad de modelar a \&fdp de z usando la siguiente expresión:

y (4.26)
/-O J=l

en la cual p¿ son factores de peso y fi son fdp completamente definidas por sus primeros dos

momentos. El método se basa en una suma de probabilidades f^ que depende de ciertos

parámetros, digamos Q¿ y qué converge a la probabilidad fz(z) cuando m-~»co, siempre que los

valores de 0; se seleccionen apropiadamente (Grigoriu, 1991).

Se seleccionó como fdp a una suma de m fundones exponenciales, es decir

m

L (z)=Z PM (z) con y (4.27)
í=i

donde:

—exP (4.28)

Los parámetros a determinar son w conjuntos de valores (//„ o¡,p,) incluyendo el valor de m. Se

determinó que los pesos pueden calcularse adecuadamente con la expresión (Pradlwarter y

Schuéller, 1991)

p{z) = Exp

.2\

2 \ ser.
(4.29)
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donde e es un factor empírico que debe determinarse con simulación de Monte Cario. La

ecuación (4.29) coincide bastante bien con las densidades de probabilidad obtenidas con SMC, sin

embargo, su forma matemática no permite el calculo cerrado de los coeficientes linealizadores.

La desventaja del método es que el cálculo de la densidad de probabilidad conjunta fxx¿ (xt x, z)

se complica demasiado.

-30 ' -20 -10 10 20 20

Figura 4.18. Fdp de z modelada como una suma de m funciones exponenciales.

4.4.3 Transformación de variables

Otra forma dé resolver el problema es a través de transformaciones no lineales de las variables de

respuesta. El método consiste en transformar la variable histerética que es una variable acotada de

naturaleza no gaussiana, en una variable gaussiana, digamos u. La transformación que se sugiere

es:

T i n z

u = Tan\ (4.30)
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La función tangente es la adecuada ya que es una función que tiene asíntotas, es decir está

acotada. Se comenzó por determinar las fdp de u considerando la transformación mencionada

(ecuación 4.30) a partir de las densidades de z obtenidas de la simulación de Monte Cario (ver

figura 4.1 a 4.5 y 4.12). En las figuras 4.19 a 4.21 se muestran dichas fdp. Se observa que las fdp de

u son muy similares a una distribución, gaussiana.

En realidad lo que debe hacerse es transformar las ecuaciones de movimiento (ecuaciones 4.1 y

4.2) usando la ecuación (4.3) y después obtener medíante SMC la fdp de u. Las fdp de.u obtenidas

de esta forma deberían ser iguales a las mostradas en las figuras 4.19 a 4.21.

Esta transformación implicaría poder usar las hipótesis de gáussianídad de la respuesta y en

particular el poder emplear el teorema de Kazakov (1965) con el fin de simplificar el cálculo de los

coeficientes linealizadores.
«ra

2

1.8

1.6

1.4

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

•W'*V

-2 -1 0

Figura 4.19. Se muestra la. fdp de z obtenida mediante SMC a los 1.5 s y

hfdp de la variable u - Tan(n z/2zj
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0.35,

0.3

0.25

0.2

0.15 •

0.1

0.05-

- 1 0 - 8 - 6 - 4 - 2 0 2 4 6 8 10

Figura 4.20. Se muestra hfdp de z obtenida mediante SMC a los 39.5 s y

lafdp de la variable u •= Tan(n

0.7,

0.6

0.5

0.4

0.3-

0.2

0.1

-10 - 6 - 4 -2 8 10

Figura 4.21. Se muestra \afdp de z obtenida mediante SMC a los 60.0 s y

hfdp de la variable u = Tan (7c z/2zw)

ESTA T
BE LA \

SIS NO 5Aí P.



C A P I T U

LINEALIZA CION ESTOCAS TICA

EQUIVALENTE NO GAUSSIANA

5.1 INTRODUCCIÓN

En los capítulos anteriores se ha mencionado que la hipótesis de gaussianidad de la respuesta en el

criterio de linealización equivalente estocástica conduce a resultados erróneos y dada la naturaleza

no gaüssiana de la respuesta es necesario plantear un nuevo criterio' de linealización equivalente.

En el capítulo 4 se han propuesto algunos modelos para la función de densidad de probabilidad

de la respuesta. Dichos modelos se usarán aquí para determinar los coeficientes linealízadores no

gaussíanos. Cabe mencionar que el teorema de Kazakov (1965) ya no puede aplicarse

directamente para el cálculo de dichos coeficientes debido a que \afdp de la respuesta no es

gaüssiana.
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El criterio de linealización propuesto es de carácter general; para fines de ilustración se

determinan los coeficientes lineaíizadores. Sé realiza la calibración del método propuesto usando

un sistema histerético de un grado de libertad.

5.2 COEFICIENTES LINEALIZADORES NO GAUSSIANOS

Considérese un sistema de un grado de libertad cuya fuerza restauradora es de naturaleza

histerética de tal forma que la componente histerética del desplazamiento está modelada por la

ecuación de Bouc-Wen (Wen, 1980). La ecuación de movimiento es:

x + a2 Ó)1 x.+ (1 - a2 )col z = - (5.1)

i = h(X,z) = Ax-pz\x\z\n-i-yX\z\n (5.2)

El modelo lineal que se propone para la ecuación (5.2) es:

Sea el vector

(5.3)

?! H (5.4)

Las ecuaciones (5.1) y (5.2) pueden rescribirse de la siguiente forma:

,Q,q) = P(t) (5.5)

donde
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M =

C =

K =

1 0

0 0

4oo 0
o 1

a2á>2

'A
A

a{t)

0

La ecuación (5:5) es idéntica a la (3.24), por lo tanto el modelo lineal es:

donde, según la ecuación (5.3):

ro
iLo
"0

_C21

' 0

K2\

0

0_

0"

0

0 "

k e
,2_

(5.6)

(5.7)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5-13)

(5.14)

Los coeficientes linealizadores se calculan con la ecuación (3.32). De dicha ecuación se obtiene:



2\
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(5.15)

donde Q = . Desarrollando:

es decir:

E[h(X,z)x\

E[h(x,z)x]
E[h(X,z)z]

(5.16)

\\\xh{X, z) fxx-r

\\Xh{tt z)/^ dXdz

\\zh{X, z)fXzdXdz

(5.17)

donde2Q=£[QQ r]y He =

En la ecuación (5.17), fxxz es la función de densidad de probabilidad conjunta del

desplazamiento (x), de la velocidad (X) y de la componente histerética del desplazamiento (z) y

fn es la función de densidad de probabilidad conjunta de la velocidad (x) y de la componente

histerética del desplazamiento (z). En el criterio de linealización gaussiana, se considera que estas

densidades de probabilidad son gaussianas; en cambio en el siguiente desarrollo esas densidades se

consideran no gaussianas, tomando en cuenta los modelos estudiados en el capítulo 4.
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Considerando que la función de densidad de probabilidad conjunta fXXz está dada por la

ecuación (4.10) y por lo tanto la densidad fn por la ecuación (4.12), el cálculo de las integrales

de las ecuaciones (5.17) es relativamente simple llegando a obtener expresiones cerradas, lo cual

implica que los coeficientes linealizadores estarán dados también por expresiones cerradas.

Por ejemplo, para el caso en que el exponente de la ecuación (5.2) es n= 1 la simplificación de la

ecuación (5.17) resulta (ver apéndice B):

c.= (1-2/0

2p

k=(\-2p)

2p

.2 Jl

+ zzErf
f \

ZzPxz

V i » >

2<T zi>

—
zb

-a]]Erf

2 \ _2donde sa ={\-pl)o-;+P¿
Xz<r;a y £b={\-pXz)<r2 +pXza,b.

zb

(5.18)

Obsérvese que al considerar que el proceso aleatorio de respuesta está gobernado por la función

(4.10), se sigue conservando la sencillez en el cálculo de las esperanzas de la ecuación (5.16) y la

obtención de expresiones cerradas para los coeficientes linealizadores. Esto se debe en gran

medida a que siguen involucrándose funciones exponenciales en las densidades de probabilidad.
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5.3 CALIBRACIÓN DEL CRITERIO PROPUESTO

A continuación se compara la respuesta obtenida mediante el criterio propuesto de linealización

equivalente no gaussiana con la calculada a través de simulación de Monte Cario (SMC). Se

muestran además los resultados que se obtienen con linealización gaussiana y con el criterio no

gaussiano propuesto por Hurtado con un valor del coeficiente empírico r = -0.5 (Hurtado, 1998).

La calibración se lleva a cabo a través del análisis de un sistema de un grado de libertad con las

siguientes propiedades:

a Fracción de amortiguamiento crítico £=0.05

• Masa m = 1.7/981 = 1.7329* 1O3 tonsVcm

- a¡ = 0.015

• n= 1

Los parámetros restantes se determinan con la fuerza de fluencia asignada al sistema para obtener

tres niveles de demanda de ductilidad esperada r¡ = 1.5, 4.0 y 5.0. La fuerza de fluencia se obtuvo

por iteraciones hasta obtener la demanda de ductilidad esperada requerida (Silva., 1998).

Tabla 5.1. Propiedades

fy (ton)
0.3530

0.2427

0.2348
•

de los sistemas de periodo T=0.5s

T-0.5s => k=0.2736 ton/cm
;/

1.5

4.0

5.0

0.3875 •

0.5636

0.5825

zu (cm)
1.29

0.88

0.85

Tabla 5.2. Propiedades de los sistemas de periodo T= l.Os

T = 1.0s=>k=6.8413xlO-2 ton/cm
fy (ton)
0.4437

0.2755

0.2460

1.5

4.0

5.0

P=y
7.7078xl0'2

0.1241

0.1390

zu (cm)
6.48

4.02

3.59
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Tabla 5.3 Propiedades de los sistemas de periodo T = 2.1s

T = 2.1sr>k=1.5513xlO2 ton/cm
/ , (ton)

0.4322

0.1347

0.1000

7
1.5

4.0

5.0

P=y
1.2214xlO"2

5.7555xl0'2

7.7548xl0"2

zu (cm)

40.93 •

8.68

6.44

Tabla 5.4 Propiedades de los sistemas de periodo T=4.0s

T=4.0s => k=4.2758xl0'3 ton/cm

/ , ( ton)
0.1085

0.0330

0.0257

1.5
4.0 '•

5.0

p=y
1.9692xlO2

6.4785xl0'2

8.3120xl0"2

zu (cm)
25.39

7.71

6.01

El proceso de excitación usado en la simulación de Monte Cario es una muestra de 50,000 sismos

simulados. El usado en la linealización equivalente es un proceso no estacionario modelado como

un ruido blanco filtrado modulado en amplitud. Ambos procesos (SCTEW85) se basan en las

características del espectro de potencia del sismo registrado en la Secretaria de Comunicaciones y

Transportes durante el evento del 19 de septiembre de 1985. El periodo dominante de este

proceso es To=2.0s. Los parámetros del espectro de Clough-Penzien (ecuación 2.8) se determinan

siguiendo la metodología descrita en el capítulo 2.

2/,.3=0.0220 co =3.1017 ^f=0.0492íyf=2.2988 y50=7.2776xl0-4cm2/s (5.19)

Las condiciones iniciales de la matriz de covarianza de la respuesta (ecuación 3.23) corresponden

a la covarianza de la respuesta estacionaria Vz z del filtro de Clough-Penzíen la cual se obtiene al

resolver la ecuación (3.22). A partir de cálculos realizados en el presente trabajo, para el sistema

analizado esta matriz es igual a:

0
0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

0

0

o

o o
o o
o o

o o
o o
o o (5.20)

donde
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SO (w|+ 8 f f £gWfíi)g + ( - 1

C (wf 4Cf^w|í l)g + 2 (-1

íüf ÍJg+ 4§ f ^gWfWg+ £g Wg)

^g ( í Cf ̂ g?üJg + 2 (-1

7T S O

Wg

(5.21)
SO (Cf WfWg-Cg (Wf- 2wq) )

( - 1 + 2 ^|-+ 2 fg) w^w|+ 4 ff ^gwfw^ + wg)

4 í ) w|+

La función moduladora es la propuesta por Yeh y Wen (1989) (ecuación 2.18) con los parámetros

calculados en la forma descrita en el capítulo 2.

¿ = 5.8161xl048cm2/s" ; ¿=-0.3388 ; c=-0.1258 ; J=2.166xlO47 ; e = 26.461 (5.22)

En las figuras 5.1a 5.24 se muestra la respuesta de los sistemas cuyas propiedades se describieron

anteriormente, excitados con el proceso SCTEW85. Se muestra la desviación estándar del

desplazamiento (crx), la desviación estándar de la velocidad (crx)y la desviación estándar de la

componente histerética del desplazamiento (&2)> Además, se muestra el comportamiento de los

coeficientes linealizadores.
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Figura-5.1. Desviación estándar de la variable T=0.5, rj = 1.5.
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20 40 6CK 80 100 120 140 160 180

Método de Hurtado

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Tiempo(s)

0 X 8 0 / 100 120 140 160 180

Tiempo(s)

Figura 5.2 Comportamiento de los coeficientes linealizadores. T = 0.5, rj = 1.5
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0 20 40 60 100 120 140 160 180
Tiempo (s)

12 T

10 n

Simulación

D 2

Gaussiara

Método propuesto

Método de Hurtado

O 20 40 60 80 100 ¡30 140 160 180
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Tiempo (s)

Figura 5.3. Desviación estándar de la variable T=0.5, t|=4.0

FALLA DE ORIGEN
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100 120 140 160 180

Método de Hurtado

Gaussiano-

Método propuesto

120 140 160 180

100 120 140 160

Método propuesto [

Método de Hurtado

Gaussiano

Tiempo(s)

Figura 5.4 Comportamiento de los coeficientes linealizadores. T = 0.5, r) = 4.0
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0 20 40 60 80 !00 120 140 160 180

Método de Hurtado

Método propuesto

20 40 60 B0 100 120 140 160 180
Tiempo (s)

Figura 5.5. Desviación estándar de la variable. T = 0.5, TJ = 5.0
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0.4 -
' 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Tiempo(s)

1.0 -r-

100 120 140 160 180

Método propuesto

-5.0
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Tiempo(s)

Figura 5.6 Comportamiento de los coeficientes linealizadores. T=0.5> r| = 5.0
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O 20 40 60 80 100 120 ¡40 160 180

Tiempo (s)

i !

100 120 140 160 180
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100 120 140 160 180
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Figura 5.7. Desviación estándar de la variable. T-1.0, r| = 1.5

FALLA DE ORIGEN
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80 100 120 140 160 180

1.05

Método propuesto

Gaussiano
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20 40 60 80 100 120 140 160 180
Tiempo(s)

Figura 5.8 Gomportamiento de los coeficientes linealizadores. T-1.0, rj = 1.5
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o -i
0 20 40 60 100 120 140 160 180

Tiempo (s)
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Figura 5.9. Desviación estándar de la variable. T= 1.0, r\ =4.0
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Figura 5.10 Comportamiento de los coeficientes linealizadores. T = 1.0, ri = 4.0
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0 20 40 60 30 100 120 140 160 180
Tiempo (s)
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Figura 5.11. Desviación estándar de la variable. T = 1.0, T] =
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Figura 5.12 Comportamiento de los coeficientes linealizadores. T= 1.0, r| = 5.0
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0 20 40 60 SO 100 120 140 160 180
Tiempo (s)

Figura 5.13. Desviación estándar de la variable. T=2.1, r| = 1.5
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Figura 5.14 Comportamiento de los coeficientes linealizadores. T=2.1, r|.= 1.5



LINEALIZACIÓN ESTOCÁSTICA EQUIVALENTE NO GAUSSIANA ] 02

Figura 5.15. Desviación estándar de la variable. T-2.1, ri = 4.0
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Figura 5.16 Comportamiento de los coeficientes linealizadores. T=2.1, T| = 4.0
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Figura 5.17. Desviación estándar de la variable. T=2.1, T| — 5.0
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Figura 5.18 Comportamiento de los coeficientes linealizadores. T=2.1, ri = 5.0
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0 20 ¿0 60 100 120 NO 160 180
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Figura 5.19. Desviación estándar de la variable. T=4.0, r| = 1.5
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Figura 5.20 Comportamiento de los coeficientes linealizadores. T=4.0, T) = 1.5
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Figura 5.21. Desviación estándar de la variable, T = 4.0, i} «4.0
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Figura 5.22 Comportamiento de los coeficientes linealizadores. T-4.0, ri = 4.0
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Figura 5.23. Desviación estándar de la variable. T=4.0, rj = 5.0
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Figura 5.24 Comportamiento de los coeficientes Hnealizadores. T = 4.0, r| = 5.0
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En las figuras 5.1 a 5.24 se puede observar que cuando se permite que la respuesta de los filtros

alcance su estado estacionario antes de modular, es decir cuando las condiciones iniciales de la

matriz de covaríanza son las dadas por las ecuaciones (5.20) y (5.21), la parte inicial de las curvas

asociadas a las respuestas obtenidas con SMC y con linealización equivalente se sobreponen. La

precisión del cálculo de la respuesta también mejora ligeramente. En la figura 5.25 se muestra el

efecto que tiene la respuesta transitoria del filtro cuando no se permite que éste alcance su estado

estacionario; el sistema analizado es de período de vibración T=2.1s y rj = 4.0 y la respuesta se

calcula con el método de linealización propuesto que se compara con lo obtenido con el método

SMC. Puede afirmarse, en general, que la respuesta obtenida cuando el filtro alcanza su estado

estacionario antes de modular es mayor que cuando no se permite que ocurra dicha condición.

Para el caso analizado <rx se incrementa en un 7.1%, at aumenta un 7.7% y at aumenta en un

1.9%

Cabe mencionar que las condiciones iniciales de la matriz de covarianza no se implementaron en

la técnica gaussiana ni en la de Hurtado; por esta razón las respuestas obtenidas con esos métodos

sé ven desfasadas de la obtenida con SMC. Este efecto no influye en la calibración del método

propuesto, ya que la magnitud de los errores obtenidos con esas técnicas es mucho mayor que los

que se obtienen cuando no se consideran las condiciones iniciales adecuadas de la matriz de

covarianza (ver figura 5.25).

La bondad del método propuesto se determina, en este trabajo, en función de los errores relativos

en el cálculo de los valores máximos de <rx, ax y at, determinados como:

/n,. respuesta obtenida con linealización - respuesta oobtenida con simulación , •
6 1 / 0 1 — •*• 1 U U

respuesta obtenida con simulación

(5.23)

Los errores relativos de los valores máximos asociados a los resultados mostrados en las figuras

5.1 a 5.24 se muestran en las tablas 5.5 a 5.16, y gráficamente en las figuras 5.26 a 5.28.
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La respuesta (Je! filtro alcóiza su
es lar ion ario antes Ce modular

40 60 SO 10(1 120 [40 160 1SC

La respuesta del filtro no
) su estado estacionario

La resouesla útí futro alcanza
su estado estacionario antes

de modular

140 160 13C

Figura 5.25. Efecto de la respuesta transitoria de los filtros. T = 2.0, r[=4.0
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Tabla 5.5. Errores relativos correspondientes al sistema con T = 0.5, r\ = 1.5

Método

Gaussiano

Hurtado (r = -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

max[aj

. -57.24

-51.77

-48.60

max[ax]

-56.40

-56.56

47.19

max[crj

-9.74

-9.70

1.25

Tabla 5.6. Errores relativos correspondientes al sistema con T=0.5, r\ =4.0

Método

Gaussiano

Hurtado (r - -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

max[ax] •

-66.44

-52.94

-66.50

max[¿jj

-65.19

-69.7.9

-64.30

max[¿rz]

-4.46

-2.65

10.10 .

Tabla 5.7. Errores relativos correspondiente al sistema con T=0.5> r| = 5.0

Método

Gaussiano

Hurtado (r = -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

max[o-J

-61.71

-48:62

-66.22

maxfo]
-60.52

-67.64

-64.03

max^]

-4.96

-1.95

11.40
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Tabla 5.8. Errores relativos correspondientes al sistema con T= 1.0, r\ = 1.5

Método

Gaussiano

Hurtado (r = -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

maxfo]
-30.94

-21.23

-13.78

max[o-J
-29.41

-29.34

-11.19

max[crz ]

-9.86

-9.59

3.44

Tabla 5.9. Errores relativos correspondientes al sistema con T=1.0, r| = 4.0

Método

Gaussiano

Hurtado (r = -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

maxfo]
-25.36

45.67

8.00

rnaxfo]
-23.12

-16.87

13.23

max[<7z]

-8.95

-3.79

16.90

Tabla 5.10. Errores relativos correspondientes al sistema con T-1.0, r) = 5.0

Método

Gaussiano

Hurtado (r = -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

• max[<rj

-22.78

60.54

14.06

max[ert]

-20.58

. -10.71

19.65

max [cr,]

-12.65

-7.14

16.24
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Tabla 5.11. Errores relativos correspondientes al sistema con T = 2.1, rj = 1.5

Método

Gaussiano

Hurtado (r - -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

maxfcrj

-10.51

11.70

-1.04

max[crj

41.10

-9,64

4.72

maxjcrj

40.12

-8.77

-4.21

Tabla 5,12. Errores relativos correspondientes al sistema con T = 2.1, TI = 4.0

Método

Gaussiano

Hurtado (r = -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

max[o-J

49.50

• 73.37

2.72

max[ax]

-15.90

-11.15

6.50

max[íjz]

49.90

-15.49

-0.31

Tabla 5.13. Errores relativos correspondientes al sistema con T = 2.1, rj = 5.0

Método

Gaussiano

Hurtado (r = -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

max[o-J

-20.72

69.11

1.29

max[crt]

-16.22

-11.47

6.52

max[az]

-22.45

-17.81

0.36
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Tabla 5.14. Errores relativos correspondientes al sistema con T = 4.0, r¡ = 1.5

Método

Gaussiano

Hurtado (r = -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

max[<rx]

-12.27

3.71

-3.92

maxfo]
• -10.02

-9.64

-1.21

m a X[°"z]

-9.42

-8.64

-4.07

Tabla 5.15. Errores relativos correspondientes al sistema con T = 4.0, rj = 4.0

Método

Gaussiano

Hurtado (r = -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

max[crj

-20.27

60.80

-8.22

maxfo]
42.23

-10.75

" • 0.86

max[crz]

-18.53

-14.45

-1.48 '

Tabla 5.16. Errores relativos correspondientes al sistema con T = 4.0, rj = 5.0

Método

Gaussiano

Hurtado (r = -0.5)

Propuesto

Errores relativos en el cálculo de:

max[(xj

-21.03

59.84

-8.84

max^]

-12.44

-10.96

0.99

max[cr7]

-21.35

-16.86

-0.55
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Figura 5.26 Errores relativos para el sistema con rj = 1.5
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Figura 5.27 Errores relativos para el sistema con T]-4.0
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Figura 5.28 Errores relativos para el sistema con r] = 5.0
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Obsérvese que la técnica gaussiana subestima la respuesta de un sistema histerético. El método de

Hurtado sobrestima en general crxiy subestima ak y az. El método propuesto a veces

sobrestima y otras subestima la respuesta, pero en general puede decirse que predice con mayor

precisión el valor de az. También, se observa que estima con bastante precisión (errores menores

que 10%) la respuesta de sistemas histeréticos con periodos de vibración iguales o mayores que el

dominante de la excitación (To=2s). Los errores relativos de la respuesta de sistemas con periodos

de vibración menores que To, son mayores que los asociados a sistemas de periodos de vibración

mayores que To; sin embargo, en cualquier caso los errores obtenidos con la técnica propuesta no

son mayores que los obtenidos con las otras dos técnicas de linealización, con excepción de

algunos casos aislados.

Un aspecto que hay que destacar es que a diferencia del método de Hurtado, el método propuesto

en este trabajo no predice la respuesta permanente que algunos sistemas histeréticos

experimentan. Estudios de simulación de sistemas bilineales o sistemas con un valor muy

pequeño de a2 sujetos a niveles de excitación intermedios (Roberts, 1978) revelan que su proceso

de respuesta es de banda ancha y además del movimiento natural cíclico de la respuesta existe un

movimiento de baja frecuencia asociado a una vibración-errática del sistema hacia un lado de su

posición de equilibrio estático, fenómeno conocido como drift (en inglés). Esto significa que el

"centro del ciclo de histéresis" se mueve aleatoriamente con una muy baja frecuencia. En esta

situación el espectro de potencia de la respuesta tiene la forma esquematizada en la" figura 5.29

(Twan y Paparizos 1988).

En los casos prácticos, los errores más altos del método de linealización estocástica ocurren para

modelos de excitación con filtros que cortan frecuencias bajas y en sistemas con valores de a2

muy pequeños. Las propiedades de los sistemas histeréticos y las características del modelo de la

excitación usadas esta calibración son las más desfavorables. Se está usando un valor de a2 muy

pequeño igual a 0.015 y se utiliza además el filtro de Clough-Penzien con el fin de tener un

modelo más realista de la excitación. Como se sabe, las ordenadas de este filtro tienden a cero

cuando m se aproxima a cero. Por estas dos razones ni el método gaussiano ni el método

propuesto son capaces de detectar movimientos de baja frecuencia (drift) y por lo tanto no

reproducen los desplazamientos permanentes que indican las curvas obtenidas con SMC.
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Figura 5.29-Espectro de potencia de un sistema bilineal o con un valor muy pequeño de a2

Para sistemas sin deterioro de propiedades, si el valor de a2 aumenta es de esperarse que los

errores de la linealización equivalente disminuyan. Para probar esto se realizó el análisis de tres

sistemas con período de vibración T - 0.5s y con diferentes valores de a2. Las propiedades de los

sistemas se muestran en la Tabla 5.17.

Tabla.5.17. Propiedades de los sistemas de periodo T~0.5s con diferentes valores de a2.

T = 0.5s => k-0.2736 ton/cm

Sistema

I
II
ni

/,
(ton)

,0.3530

0.2427

0,2348

a2

0.2, 0.5 y 0.8

0.2,0 ;5y0.8

0.2, 0.5 y 0.8

0.05

0.05

0.05

Masam
(toSsVcm)

17329x10-'

17329xlO"3

1.7329X10"3

n

1

• 1

1

P=y

0.3875

0.5636

0.5825

zu

(cm)

1.29

0.88

0.85

En las figuras 5.30 a 5.38 se muestran los resultados obtenidos mediante SMC, con la técnica de

linealización equivalente gaussiana, con el método de Hurtado (con un valor del coeficiente

empírico r=-0.5, véase Hurtado, 1998) y con el método propuesto en esta investigación.

Obsérvese como disminuye el error al aumentar el valor de <%. En las figuras 5.39 a 5.41 se

grafican los errores relativos (ecuación 5.23) relacionados con el cálculo de las respuestas

mostradas en las figuras 5.30 a 5.38.
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Figura 5.30. Respuesta del sistema I (^=0.3530 ton) con a2=0.2
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LINEALIZACIÓN ESTOCÁSTICA EQUIVALENTE NO GAUSSIANA 125

0 20 40 60 100 120 140 160

Método de Hurtado

0 20 - 4 0 60 80 100 120 140 160 180

Tiempo (s)

Método de Hurtado

0 20 40 60 80 100 120 140 ICO 180

Figura 5.32. Respuesta del sistema I (£=0.3530 ron) con a2=0.8
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Figura 5.34. Respuesta del sistema II (fy=0. 2427 ton) con a2=0.5
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Figura 5.36. Respuesta del 'sistema III (fy=0. 2348 ton) con a2=0.2
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Figura 5.39 Errores relativos de la respuesta del sistema I (fy=03530 ton)
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Figura 5.40 Errores relativos de la respuesta del sistema II (^,=0.2427 ton)
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Obsérvese en las figuras 5.39 a 5.41 que el comportamiento de las curvas de error asociadas a cada

una de las técnicas de Hnealización equivalente tienen un comportamiento similar. Esto indica que

este tipo de error es inherente del método de linealizacíón equivalente.

Sobre el comportamiento de los coeficientes linealizadores usados en cualquiera de las tres

técnicas empleadas en esta calibración, en función de la intensidad de la excitación puede

establecerse lo siguiente: En general el valor de los coeficientes se y ke es cercano a cero cuando la

intensidad de la excitación es débil. Si la excitación es intensa el valor de estos coeficientes

disminuye tomando valores negativos. El coeficiente ce tiene valores cercanos a uno cuando la

intensidad de la excitación es débil. Si la excitación es intensa el valor de este coeficiente

disminuye.

En cuanto al efecto del nivel de ductilidad esperada r) en el comportamiento de los coeficientes

linealizadores se puede decir lo siguiente: en general el valor absoluto del coeficiente se (se )

disminuye conforme r\ aumenta, \cj\ disminuye conforme r\. aumenta y ke aumenta conforme rj

aumenta. Los coeficientes del método propuesto y del método gaussiano se caracterizan por tener

una variación suave en el -tiempo. Los coeficientes de Hurtado tienen una variación suave hasta el

momento en que se inicia la parte intensa de la excitación.. En este instante se aumenta muy

rápidamente, ce experimenta varias transiciones en su rapidez de cambio provocando que éste

tenga dos valores mínimos lócales y ke también experimenta varias transiciones en su rapidez de

cambio provocando que éste tenga un valor máximo y dos valores mínimos locales.
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6.1 CONCLUSIONES

En este trabajo se propuso un criterio de linealización equivalente estocástica orientado al análisis

de la respuesta de estructuras histeréticas sin deterioro sujetas a sismos de banda angosta. El

criterio se desarrolló para ser aplicado tanto a sistemas de un grado de libertad como a estructuras

de múltiples grados de libertad. De esta manera el análisis de la respuesta de estructuras

histeréticas sujetas a sismos puede efectuarse de las siguientes dos formas:

1. A través del análisis de un modelo de masa-amortiguador-resorte asociado a la estructura a

analizar, empleando los métodos que en esta tesis se han descrito.
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2. A través del análisis de un sistema de un grado de libertad equivalente al de múltiples grados de

libertad, cuyas propiedades pueden determinarse por ejemplo con los criterios desarrollados

por Collins, Wen y Foutch (1995)

El criterio planteado se aplica a estructuras excitadas por sismos. Debido a la naturaleza aleatoria

de los temblores fue necesario utilizar modelos estocásticos para este tipo de excitación. En el

estudio de registros sísmicos se ha visto que los temblores tienen características evolutivas, es

decir, tanto su amplitud como su contenido de frecuencias cambian en el tiempo. Este

comportamiento se debe a la diferencia de.velocidades y de energía que llevan consigo las ondas

sísmicas que componen el movimiento y a sus múltiples reflexiones, refracciones y difracciones.

En esta tesis la excitación sísmica se ha modelado como un proceso aleatorio gaussiano no

estacionario. El modelo utilizado es el propuesto por Yeh y Wen (1989) el cual se basa en el

concepto dé espectro instantáneo. En dicho modelo se introducen filtros y funciones moduladoras de

amplitud y de frecuencia. En particular la excitación se genera con un ruido blanco que excita

filtros lineales de segundo orden (modelo de Clough y Penzien, 1975) cuya respuesta se modula

eri amplitud y frecuencia. Cuando se usan filtros con el fin. de dar el contenido de frecuencia

deseado a la excitación, debe tenerse especial cuidado en evitar que la respuesta transitoria de los

filtros afecte la respuesta del sistema estructural (véase sección 3.2). La desventaja de usar el filtro

de Cloügh-Penzien es que dicho modelo atenúa frecuencias bajas lo cual provoca que el método

de la linealización estocástica sea incapaz de detectar el movimiento de baja frecuencia asociado a

una vibración errática que exhiben ciertos sistemas hacia un lado de su posición de equilibrio

estático (drifi). En los casos prácticos, los errores más altos del método de linealización estocástica

ocurren para modelos de excitación con filtros que cortan frecuencias bajas y en sistemas

elastoplásticos o con valores de rigidez de postfluencia (representada por el parámetro oQ muy

pequeña.

A partir de estudios de simulación de Monte Cario se ha hecho ver que la densidad de

probabilidad conjunta de la respuesta de un sistema histerético no es gaussiana. Es razonable

suponer que el desplazamiento y la velocidad están normalmente distribuidas, sin embargo la

parte histerética del desplazamiento (z) es una variable no gaussiana. Se propuso un modelo para

la función de densidad de probabilidad de z que coincide razonablemente con los resultados

obtenidos mediante simulación de Monte Cario. La densidad de probabilidad conjunta del
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desplazamiento, de la velocidad y de la variable histerética se calcula a partir de la función de

densidad de probabilidad condicional del desplazamiento y velocidad la cual se determina

suponiendo que ésta es conjuntamente normal para cada valor de z, que sus medias condicionales

son funciones lineales de z y que sus varianzas condicionales son independientes de z. Además, se

considera que la media del proceso de respuesta es cero. El modelo mencionado es evolutivo, es

decir, reproduce la variación de la densidad de probabilidad conjunta de la respuesta en el tiempo.

Depende de cuatro parámetros los cuales pueden calcularse en términos del valor máximo de z

(valor que depende de las propiedades del sistema) y del valor instantáneo de la desviación

estándar de z. Las ventajas principales de este modelo son las siguientes:

1. Sus parámetros no dependen de resultados de simulación de Monte Cario.

2. Es un modelo que permite calcular de forma cerrada los coeficientes linealízadores que sirven

para establecer el modelo lineal equivalente del sistema histerético.

Ya que se ha supuesto que la media de la respuesta es cero, la solución de interés es únicamente lá

matriz de covarianza (£). Como el modelo del proceso de excitación es no estacionario la

covarianza de la respuesta se obtiene al integrar numéricamente, en intervalos de tiempo

suficientemente pequeños, un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden

(ecuación 3.19). Las ecuaciones son no lineales ya que los coeficientes linealizadores dependen

también de la respuesta. La solución implica el uso repetido de las ecuaciones (3.19) y (3.32). El

eje del tiempo se divide en un número finito de intervalos Ai igualmente espaciados en los que los

elementos de las matrices Me, Ce y Ke se consideran constantes. Al inicio Me, Ce y Ke son conocidas

(solución lineal) por lo que ¿en el instante t = At puede encontrarse por medio de la integración

numérica de la ecuación (3.19). Sustituyendo los elementos apropiados de la matriz ¿7en la

ecuación (3.32) se obtienen los nuevos valores de Mc, Ce y Ke para el siguiente intervalo, y así

sucesivamente. La matriz H de la ecuación (3.19) se actualiza en cada paso para incluir los

cambios que toman lugar en el sistema. En la calibración, la ecuación (3.32) se simplifica en la

ecuación (5.18), así que el sistema de ecuaciones que se resuelve de manera simultanea es el

formado por la ecuación (3.19) y la (5.18),
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Las respuestas que se estudian en este trabajo son la desviación estándar del desplazamiento o~x,

de la velocidad ax y de la parte histerética del desplazamiento a2. Estas cantidades se obtienen

utilizando cuatro métodos: la linealízación equivalente estocástica gaussiana, la linealización

equivalente estocástica no gaussiana propuesta por Hurtado (1998), la linealización equivalente

estocástica no gaussiana propuesta en esta investigación, y la simulación de Monte Cario. Este

último sirve para juzgar la precisión de los métodos antes mencionados.

En la calibración efectuada en el capítulo 5, se estudiaron sistemas de un grado de libertad

excitados por un ruido blanco filtrado y modulado en amplitud cuyas características se

determinaron a partir del acelerograma de la componente este-oeste del movimiento registrado en

la Secretaria de Comunicaciones y Transportes provocado por el sismo del 19 de septiembre de

1985. El periodo dominante de la excitación es de T0=2.0s. El filtro utilizado es el de Clough-

Penzien y la función moduladora es la propuesta por Yeh y Wen (1989).

Los sistemas analizados tienen periodos de vibración T=0.5s, T= l.Os, T= 2.1s y T- 4.0s, cada uno

con tres diferentes niveles de demanda de ductilidad esperada. Las fuerzas de fluencia asociadas a

las demandas de ductilidad esperada se calcularon utilizando linealización equivalente a través de

un esquema iterativo. El valor de a¿ considerado fue igual a 0.015. Se eligió este valor con el fin

de calibrar el método propuesto para las condiciones más críticas ya que los errores más altos del

método de linealización estocástica ocurren para modelos de excitación con filtros que cortan

frecuencias bajas y en sistemas elastoplásticos o con valores de a2 muy pequeños. Al modelo de

histéresis se le asignó un valor de n = l. Esto significa que los sistemas analizados tienen una

transición suave entre el comportamiento elástico y el inelástico.

Los resultados de la calibración del método propuesto en esta tesis son los siguientes;

• Predice con bastante precisión la evolución de ax, ax y cr2. Las formas de las curvas

obtenidas mediante simulación y con el método propuesto son idénticas al principio de la

excitación, sin embargo, el método propuesto no detecta la respuesta permanente que exhiben

ciertos sistemas. Este tipo de error se presenta cuando los sistemas tienen valores pequeños de
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£%. El error también se puede atribuir al filtro de Clough-Penzien utilizado, como se explicó

en el capítulo 5.

• De las tres desviaciones estándar calculadas (crx, <?x,y O"z)e\ método propuesto estima con

mayor precisión el valor de crz.

9 Los errores relativos en el cálculo del valor máximo de ax > crt, y c. son menores que 10%,

excepto para sistemas con periodo corto. Al parecer, en sistemas con periodo corto el efecto

que introduce el valor pequeño de t% y el tipo de filtro usado en el modelo de la excitación, es

mucho más crítico. Los errores en el cálculo de la respuesta de dichos sistemas llegan a ser del

orden de 66% en la estimación de <rx, 64% en el cálculo de crx)y de 17% en el cálculo de

cr2. Entonces, puede decirse que los errores relativos son también función de la relación

entre elperiodo' de vibración del sistema estructural y el periodo dominante de la excitación.

Obsérvese que los errores relativos más pequeños corresponden a sistemas histeréticos con

periodos de vibración iguales o mayores que el dominante de la excitación (T0=2.0s).

• A pesar de que para algunos-sistemas se tienen errores grandes, la técnica propuesta es más

precisa que las otras dos técnicas de linealización utilizadas en este trabajo. Esto significa que

los errores obtenidos con linealización gaussiana y con la técnica de Hurtado asociados a

sistemas de periodo corto son también grandes y en general mayores que los obtenidos con la

técnica propuesta. Esto reafirma que los errores altos obtenidos en la calibración no dependen

de la técnica de linealización sino de otras fuentes de error, entre ellas, del modelo de la

excitación.

• El método es aplicable al estudie de estructuras histeréticas sujetas a sismos, que sean

susceptibles de ser reducidas a sistemas equivalentes no lineales de un grado de libertad. Para

analizar directamente modelos de múltiples grados de libertad es recomendable efectuar una

calibración del método con el fin de determinar su precisión en el cálculo de la respuesta de

ese tipo de sistemas.
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•• El método propuesto se recomienda para análisis en los que la relación entre el periodo de la

estructura y el periodo dominante de la excitación sea mayor que 0.5.

• • Si la excitación se modela con un ruido blanco filtrado con el modelo de Clough-Penzien, el

método de linealización propuesto da resultados adecuados para valores de ¿% mayores que

0.3.

En resumen:

1. El método propuesto proporciona resultados aceptables. El error relativo obtenido es mucho

menor al obtenido con otros métodos propuestos en la literatura. Además debido a la

versatilidad de la técnica propuesta, ésta claramente puede sustituir a cualquiera de las demás

técnicas de linealización mencionadas en esta tesis.

2. Con el método propuesto se obtienen expresiones cerradas para el cálculo de los coeficientes

línealizadores.

3. Los parámetros de la función de densidad de probabilidad conjunta que modela la respuesta

pueden aproximarse de manera simple sin tener que recurrir a la simulación de Monte Cario.

4. El criterio propuesto es versátil y sigue preservando la eficiencia computacional del método

gaussiano convencional. En una computadora Pentium III - 1.0 GHz, el análisis mediante

simulación de Monte Cario de un sistema de un grado de libertad ante 50,000 acelerogramas

sintéticos (cantidad necesaria para definir de manera adecuada las funciones de densidad de

probabilidad de la respuesta estructural) tiene una duración del orden de 6 horas; sin embargo,

usando la técnica de linealización equivalente propuesta, el cálculo de la estadística del mismo

sistema se logra en menos de un minuto.
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6.2 RECOMENDACIONES Y ESTUDIOS FUTUROS

Con el fin de aplicar el método a casos más generales, se recomienda realizar una calibración más

detallada. Se sugiere:

• Calibrar el método para sistemas con otro tipo de transición entre el comportamiento elástico

y el inelástico. El modelo de histéresís (ecuación 3.37) de los sistemas analizados en este

trabajo tiene una transición suave entre el comportamiento elástico y el inelástico,

comportamiento logrado al asignar el valor de uno al exponente n. Se sugiere realizar una

calibración para otros valores del exponente n.

• Calibración de lá técnica con diferentes formas del ciclo de histéresis, por ejemplo, las que

consideran degradación de rigidez y resistencia, asimetría en fluencia, cíelos histeréticos con

adelgazamiento ("pinching"), sistemas suaves o con endurecimiento, etc. En el capítulo 5 se

analizaron sistemas suaves, es decir sistemas en los que los que los parámetros /?y /cumplen

con /?+ y> 0.

• Para analizar directamente modelos de múltiples grados de libertad es recomendable efectuar

una calibración del método con el fin de determinar su precisión en el cálculo de la respuesta

de ese tipo de sistemas.

• Se recomienda calibrar la técnica para otros tipos de excitación.

Un método aproximado de vibración aleatoria como lo es la técnica de Hnealización equivalente

propuesta debe ser preciso, motivar credibilidad y ser eficiente, es decir los esfuerzos

computacionales requeridos para obtener la estadística de la respuesta mediante la Hnealización

equivalente deben ser aceptablemente bajos; por ejemplo deben ser considerablemente menores

que los requeridos en los procesos de simulación de Monte Cario. Como ya se mencionó la

técnica propuesta es muy eficiente y además inspira credibilidad. Como se ha descrito con

anterioridad, la técnica propuesta proporciona resultados aceptables en la mayoría de los sistemas

estudiados en la calibración efectuada en el capítulo 5, sin embargo existen algunos casos en los

que los errores relativos siguen siendo altos. Por lo tanto la precisión, es la característica que más
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influiría en la decisión para aplicar o no el método propuesto. La precisión puede mejorarse de

dos maneras:

•1. Mediante factores correctivos para la respuesta calculada con el método propuesto con sus

limitaciones actuales.

2. Afinando los modelos que se usan en el planteamiento del método, por ejemplo el modelo de

la excitación, el de histéresis, etc.

6.2.1. Factores correctivos

Pueden emplearse factores correctivos con el fin de usar tal cual el método propuesto. Enseguida

se describen dos alternativas:

En la primera, los factores mencionados pueden obtenerse a partir de los resultados obtenidos en

el capítulo 5 y además de una calibración más detallada en la que se involucren más parámetros

que afecten la precisión del método. De esta manera podría considerarse que el error relativo es la

suma de distintos tipos de errores, por ejemplo:

1. El error causado por el modelo usado para representar la densidad de probabilidad conjunta de

la respuesta.

2. El ocasionado por la acumulación de deformación plástica permanente que exhiben sistemas

con baja relación de postfluencia ("dríft").

3. El originado por el modelo de la excitación.

4. El producido por el grado de no-ünealidad de la respuesta.

5. El provocado por la demanda de ductilidad del sistema.

6. El ocasionado por la forma del ciclo de histéresis (degradación de rigidez y resistencia, sistemas

suaves y con endurecimiento, etc.)

Entonces la respuesta "exacta" podría calcularse multiplicando el resultado obtenido mediante la

linealización equivalente por un. factor correctivo que sería función de las fuentes de error

mencionadas con anterioridad. Por ejemplo, utilizando las fuentes de error a^ Ty rjconsideradas



CONCLUSIONES, RECOMENDACIONES Y ESTUDIOS FUTUROS ]44

en la calibración hecha en el capítulo 5, la respuesta "exacta" (y) se calcularía con la siguiente

expresión

(6.1)

donde j> es la respuesta calculada con el método de linealización propuesto y A, es el factor

correctivo que valdría

(6.2)

En las expresiones anteriores, el factor correctivo se hace depender de la magnitud de la respuesta

con el fin de considerar la evolución que muestra el error relativo en la mayoría de los sistemas

analizados. Es necesario efectuar un ajuste por mínimos cuadrados para determinar un modelo

matemático que defina el comportamiento de los errores relativos y por lo tanto del factor

correctivo.

La segunda técnica se basa en la introducción de una función de peso w(y) dentro de la función

objetivo (ecuación 3.28) de la linealización equivalente. Al igual que en la primer técnica, se trata

de determinar la función de peso w(y) a partir de resultados de simulación de Monte Cario para un

conjunto dado de propiedades del sistema. En este caso la linealización equivalente podría

proporcionar resultados más precisos sin tener que modificarlos aposteriori.

6.2.2. Refinamiento del método

En vez de usar factores correctivos como manera empírica para mejorar la precisión de la

linealización, pueden llevarse a cabo un refinamiento del método. A partir de las fuentes de error

detectadas en esta tesis se recomienda realizar los siguientes estudios:

• Utilizar otro modelo para el proceso de excitación. La ecuación (3.9) puede simplificarse aún

más ya que sus dos últimos términos pueden evaluarse usando la solución general de la

ecuación (3.3):
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= Exp[Ai]Z(O)+ J tExp[A(t~x)]P(x)dx (6.3)

Considerando además que las. condiciones iniciales 2(0) son deterministas o bien que no

tienen correlación con el proceso aleatorio de excitación, se obtiene:

= j 'Exp[A(t-x)]ZF(t,x)dx ; £[FZr]= J ^Exp[A(t-x)]LT
F{t,x)dx (6.4)

donde SF es la matriz de covarianza de la excitación. Sustituyendo las ecuaciones (6.4) en la

ecuación (3.9) se obtiene

= AZif) + X(t)AT + J 'Exp[A(t~ x)]{zF(t- x) + £r
F(t- x)}dx (6.5)

Flores (2002) propone utilizar el método de simulación sísmica de Ordaz etdl (1995) que

consiste en construir un sismo de determinada magnitud mediante el método de la función de

Green empírica. A diferencia dé la técnica utilizada en esta tesis en.la que el proceso de

excitación se modela como un ruido blanco filtrado y modulado, Flores (2002) propone

calcular el último término de la ecuación (6.5) utilizando la función de correlación del proceso

de excitación generado por la función de Green empírica. Puesto que en el método de Flores

(2002) no se utiliza ningún típó de filtro quizás la incorporación de este método en la técnica

propuesta en la presente tesis ayude a mejorar la precisión.

Considerar que la media de la respuesta es diferente a cero. Aún cuando la excitación sea un

proceso aleatorio con media cero, se ha visto que la respuesta de un sistema histerético puede

tener media diferente a cero. Esto lleva a la necesidad de realizar un planteamiento general de

las ecuaciones mostradas en los capítulos 3 y 4 en el que se considere que la media de

cualquier variable de respuesta es diferente a cero. Dentro de este planteamiento es deseable

considerar un modelo de histéresis asimétrico que permita obtener expresiones cerradas para

los coeficientes linealizadores. En Hernández y Silva (2001), Hernández y Silva (2002), y

Hernández (2002) se realiza el planteamiento general para determinar el vector de respuesta

media y la matriz de covarianza de un sistema histerético con asimetría en fluencia y se
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realizan modificaciones al modelo de Bouc-Wen para establecer un modelo de histéresis

asimétrico. Además muestra el cálculo de los coeficientes linealizadores adoptando como

hipótesis el teorema de Kazakov (1965). Hernández (2002) marca la pauta para establecer un

método de linealización equivalente no gaussiana para sistemas con asimetría en fluencia.

6.2.3 Aspectos a desarrollar para promover el uso del método propuesto en aplicaciones prácticas.

Para que la técnica planteada resulte atractiva para los investigadores e ingenieros de la práctica

deben cumplirse primero los siguientes dos objetivos:

• Con el fin de lograr diseños más racionales deben desarrollarse códigos de diseño basados en

probabilidad.

• Promover en la práctica de la ingeniería el uso de herramientas más precisas y análisis más

sofisticados y que el ingeniero de la práctica esté por lo menos familiarizado con los conceptos

relacionados.

Para simplificar el uso del método, éste debe programarse en computadora para que el usuario

proporcione información muy básica, por ejemplo uno o varios acelerograma representativos del

proceso de excitación y las propiedades geométricas y mecánicas de la estructura. Con estos datos

el programa proporcionará valores probables de la respuesta máxima, probabilidades de falla y

cualquier otra respuesta de interés del sistema estructural. . .

Para que el uso del método pueda extenderse a diversos tipos de análisis, se recomienda:

• Generar diferentes leyes constitutivas para diferentes tipos de elementos estructurales. Incluir

la interacción con otros elementos estructurales tales como los muros, diafragmas de piso,

dispositivos de control sísmico pasivo como aisladores de base, disipadores de energía tipo

fricción, de fluencia, viscosos, etc.

• Establecer la metodología para realizar análisis tridimensionales de estructuras simétricas y

asimétricas en planta, sujetas a movimientos multidireccionales del terreno. Después de
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calibrar la técnica e n el estudio de sistemas masa-amortiguador-resorte donde existe un grado

de libertad por piso, podría después extenderse al estudio de edificios donde el

comportamiento no lineal se concentre en articulaciones plásticas (Baber y Wen, 1982,

Casciatí y Faravelli, 1988) y luego al análisis con elemento finito (Emam, 2000).

• Tomar en cuenta la incertidumbre en las propiedades geométricas y mecánicas del sistema

estructural.

• Consideración de fallas provocadas por fatiga.

6.2.4 Modelos matemáticos para la estimación de parámetros estadísticos de las respuestas

máximas para fines de diseño sísmico basado en confíabilídad

En los métodos convencionales de diseño sísmico se determinan resistencias de miembros

estructurales a partir de análisis de respuesta lineal para espectros reducidos por comportamiento

no lineal. Recientemente se han desarrollado criterios de diseño basados en niveles de desempeño

donde es necesario estimar deformaciones de sistemas no lineales de múltiples grados de libertad.

Para aplicar estos nuevos criterios de diseño-es conveniente contar con métodos eficientes y

confiables para estimar amplitudes máximas de las respuestas sísmicas de sistemas estructurales

complejos de comportamiento no lineal.

Uno de los indicadores de desempeño que se utiliza para el diseño sísmico de edificioSj es el valor

esperado de la distorsión lateral máxima de entrepiso. El método comúnmente usado para estimar

esta cantidad es la simulación de Monte Cario usando análisis dinámicos no lineales paso a paso.

Como el esfuerzo de cálculo para aplicar este método es excesivo, se ha optado por determinar las

distorsiones laterales máximas de entrepiso a través de la distorsión lateral de un sistema no lineal

equivalente de un grado de libertad. Sin embargo, las respuestas obtenidas a través del sistema

equivalente son solamente valores aproximados ya que existen algunas hipótesis que no siempre

se satisfacen, por ejemplo el edificio debe ser regular en rigidez y resistencia, las distorsiones de

entrepiso deben ser proporcionales a la distorsión global del sistema de un grado de libertad,

dominar en la respuesta el primer modo de vibración, etc.
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Otra alternativa es la de usar un método preciso y más eficiente, en vez de simplificar la

estructura. El método propuesto es una opción adecuada. Enseguida se plantean muy

someramente los modelos matemáticos para estimar la confiabilidad del sistema basados en el

indicador mencionado en el párrafo anterior. Se entiende por estimar la confiabilidad como evaluar la

probabilidad de un sistema estructural de no exceder un nivel de respuesta considerado como

crítico para su desempeño. A partir del método propuesto se obtiene información de primero y

segundo orden (media y covarianza de la respuesta), por lo que la confiabilidad para sistemas no

lineales con respuesta no gaussiana puede estimarse solamente en forma aproximada.

En la teoría de vibración aleatoria se han propuesto muchos métodos para estimar la confiabilidad

(ver por ejemplo Soong y Grigoriu, 1993). El método que se presenta en lo que sigue es el

desarrollado por Yang y Liu (1981) y este constituye una base sólida para estimar el desempeño y

la confiabilidad de sistemas estructurales lineales y no lineales sujetos a cargas aleatorias no

estacionarias.

el valor máximo del índice de desempeño y considerado como una variable aleatoria. Yang

y Liu proponen la siguiente función de distribución de probabilidad tipo Gumbel para la

ocurrencia de un máximo entre los instantes ¿x y t2:

exp \-
s

' (6-6)

donde los parámetros 9 y ¿"dependen de los instantes tx y t2 y de los primeros dos momentos de

los máximos que ocurren en este intervalo, dados por:

TV

I t2 í¡

a\t /) = —

0 y s pueden obtenerse resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones no lineales
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- i l /2

(6.8)

donde F() es la función Gamma. El valor de Kse expresa en términos de la tasa media con la que

el proceso cruza el eje del tiempo con pendiente positiva A (í):

L
(6.9)

La tasa media de cruces con pendiente positiva de procesos gaussianos esta dada por la siguiente

expresión:

!(0 (6.10)

Puesto que la distribución del máximo es tipo Gumbel, la media y desviación estándar del máximo

son:

7t £ (6.11)

-Í6K1-6

En las expresiones (6.7) y (6.10) aY(t), <J?{t) y pn{t) son las historias de la desviación estándar

del índice de desempeño Y, de su derivada- respecto al tiempo f y del coeficiente de correlación

entre Yj ¥. Estas cantidades se pueden calcular a partir de los resultados que proporciona el

método de linealización equivalente no gaussiana propuesto.
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Como se mencionó al principio el uso de las expresiones anteriores, las cuales están basadas en

información probabilista de segundo orden, permite calcular de forma aproximada la confiabüídad

de sistemas no lineales cuya respuesta es no gaussiana.
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A P É N D I C E

UN MODELO PARA LA FUNCIÓN DE

DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE

LA RESPUESTA DE UN SISTEMA

HISTERÉTICO

Sean X, V y Z tres variables aleatorias con función de densidad de probabilidad (fdp) conjunta

fxvz(x,v,z) y densidades marginales fx(x), fv(v) y f2(z). Sean los eventos A={X=x}, B={V=v} y

C = {Z = z}, entonces:

) { fxyz(x,v,z) (A.l)

Además,
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(A.2)

Así la probabilidad condicional del evento AnB dado que ocurre el evento C es:

P(AnB
1 P(C) /2(z)

entonces la fdp condicional de X=x, V=v dado que Z = z es:

( A . 4 )

Luego:

iv7z) = h[xiv z)fz{z) (A.5)

Ahora consideremos que son válidas las siguientes tres hipótesis sobre la fdp condicional de X=x,

V=v dado que Z = z:

1. Es conjuntamente normal para cada valor real Z=z

2. Sus medias condicionales E[x z\ y E\y z\ son funciones lineales de z

3. Su varianzas condicionales <J\ y a\z son constantes, es decir, no dependen de ningún valor

de z.

Además considérese que E[x] = E\y] = E[z] - 0. La hipótesis 2 implica que:

cr.
(A.6)

E[V\Z}=
cr.

(A.7)



La hipótesis 3 implica que:
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(A.8)

(A.9)

Además la covarianza condicional de x y v dado z es:

(A. 10)

Sea

Cx
P i -

x,V\z

n (A.11)

De acuerdo a la hipótesis 1, la £dp condicional de x y v dado z es:

h(xivz) =

i
2 1 - vjz y

(A. 12)

Sustituyendo las ecuaciones (A.6) a (A.ll) en la (A. 12) y simplificando se obtiene:

Inajr./c 1/2
Exp

2fc

f 77

Y

vz ( - 2

(A.13)
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donde K = 1 - p2
xz - plz - p]v + 2pxvpxzpvz. Ahora supongamos que la variable z tiene la siguiente

fdp (ver ecuación 4.7)

(\-2p) p
2a, lita.

P

zb la, zb Ina.
Exp\ -

zb 2a.
(A.14)

zb

dondep es un factor de peso. Sustituyendo las ecuaciones (A.13) y (A.14) en la ecuación (A.5) y

simplificando se obtiene:.

fxvz(x*v>z)-

\-2p

axavazaK
\n

Exp

(24

p
3/2

1/2
Exp

1/2
Exp

Z

a.

2 \ i " ^ / 2 2

) + — — r (Az + A*+

<7..

_ 2 „/?„) - 2 - ^ - (pxv ~ PvzPx

az
•y

X

al

CT, ÍJ.zb

XZ

a..

2 (A«-AvA*)-2 JCV

• ~ — -

X~ r-, 2s V

ar a.
-2 -

- 2 - 2

(A. 15)
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La ecuación (A. 15) resulta un modelo adecuado para la fdp conjunta de la respuesta de un sistema

histerético. Permite además calcular de forma cerrada los coeficientes linealizadores del método

dé linealización equivalente estocástica. Para realizar dicho calculo es necesario determinar las

densidades de probabilidad conjunta entre un par de variables, así como las.densidades de

probabilidad marginal.

A partir de la ecuación (A.15) se obtienen las siguientes densidades de probabilidad:

^Función de densidad de probabilidad conjunta de las variables V y Z:

fvz (v>z) = £ fxvz (*. v> z)dx =

•Exp

P

•Exp

1 v2
vz zM

^ K^z K
,2 f 2VZ A Z - Z J , . 2 Z '

cr.zb at cr.zb

vz

cr;zfr a.

(A.16)

^Función de densidad de probabilidad conjunta de las variables X y Z:

(x, 2) =

P

, v,

Exp

•Exp

•Exp

2 \
~ Az)

2A

- 2 A

+P:

cr.zb cr.zb

cr;Z Í Í ¿7.

(A. 17)
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!tFunción de densidad de probabilidad conjunta de las variables X y V:

\i-2p)cr.

donde

Exp

Exp

Exp

al
2xv

r ..2

2xv

2v ^ g",
cr,.

2xv

V

{pxv~
(7.

(A.18)

(A.19)

(A.20)
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Función de densidad de probabilidad marginal de la variable X:

fx w = i r fxvz (*> v> z^vdz = r fxz (*> ̂  = r /^ &> v^v=

•Exp

zi>

•Exp

'26

x a.
+

^Función de densidad de probabilidad marginal de la variable V:

f f v v z\ixdz- f (v ?V/7= f (y v'1

-/Arzv-̂ » ' ^ z 0 " " ./re\^>-/*z Jxv\x->vi

Exp

•Exp

v cr.
+

^Función de densidad de probabilidad marginal de la variable Z:

/*(*) =

(1-2?) M"^r p

2b 2o-. 2a.zb

(A.21)

(A.22)

(A.23)

Obsérvese que la fdp de la ecuación (A.23) es idéntica a la de la ecuación (A. 14).



APÉNDICE A 163

También es necesario determinar los momentos de primero y segundo orden con el fin de

simplificar los resultados que se obtienen en el proceso del cálculo de los coeficientes

linealizadores.

Utilizando las fdp de las ecuaciones (A, 15) a (A.23), se obtiene:

Por otra parte:

E[X2]= f" r j^x2fxyz{xiv,z)dxdvdz=\'x2fx(x)dx

Simplificando y reordenando términos:

Sustituyendo la ecuación (A.24) en la anterior se obtiene:

Por otro lado:

=> £[X2] = ff
2 (A.25)



= £ £ £ y 2 ^ ( x - v>z)dxdv¿z=£

Sustituyendo la ecuación (A.24) en la anterior se obtiene:

Los momentos de segundo orden son:

- xv fxvz (x> v> z)dxdvdz =\ xv

2p ^ -

¿T,

Sustituyendo la ecuación (A.24) en la anterior se obtiene;

(T.

Por otro lado:
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(A.26)

(A.27)



E\XZ]= xz fyV7(x,v,z)dxdvdz =\ xz fY7(x,z)dxdz
J-C& J-CO *1-CO ^L-CO »J-CO

(7,

Sustituyendo la ecuación (A.24) en la anterior se obtiene:

ÍT ,

Finalmente:

J<O HCO (O5 (CO « O

£"[KZ] = vz fXJ^(x,v,z)dxdvdz = vz fvz(v>z)dvdz
J-CO J-CO J-CO J-00 J-<0

Sustituyendo la ecuación (A.24) en la anterior se obtiene:

O".
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. (A.28)

(A.29)



A E N • I C E

COEFICIENTES LINEALIZADORES

NO GA USSIANOS

Los coeficientes linealizadores, involucrados en el método de la Linealización Equivalente

Estocástica, de un sistema de n grados de libertad se calculan mediante la siguiente expresión:

Yft *

¿=1,2, (B.1)

donde mf-,, cei*y kei* son los i-ésímos renglones de las matrices de coeficientes linealizadores Me, Ce

y Ke respectivamente, $ , i= 1,2, ...,n son funciones no lineales del vector de respuestas generales

^de '«xl ,y Q-\i¡^,q\ . Un punto indica derivada respecto al tiempo. Véase sección 3.3 para

más detalles.
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A partir de la ecuación (B. 1) se obtiene la expresión para determinar los coeficientes Hnealizadores

para el sistema de un grado de libertad estudiadoen la sección 5.2:

tí „ — = {E[QQTJ'E{hQ] (B.2)

donde E[QQT] es la matriz de covarianza del vector de respuestas Q = [x x z] : y h(x, z) es la

ecuación diferencial no lineal propuesta por Bouc-Wen (Wen, 1980) para modelar los ciclos de

histéresis de un sistema histerético: •

h(x,z) = Ax- p z x\\z " ~yx z "
n-i (B.3)

donde x es la velocidad y z la parte histerétíca del desplazamiento de.la masa. A, fl,yy n son

parámetros que definen el tamaño y la forma de los cíelos histerétieos (véase sección 3.4.1).

Se puede demostrar que el primer factor de la ecuación (B.2) (la inversa de la matriz de covarianza

IQ=£[QQ7]) está dado por:

2 1 2

(P*P*~

(B.4)

2 J¿ Jldonde fc = \-pja-pja-pxi + 2p3ápxzpj!2.

Al sustituir la ecuación (B.3) en el segundo factor de la ecuación (B.2) (la matriz E[h Q]) resulta:

E[hQ] =

E[xh(x,z)]

E[xh(x,z)]

E[zh(x,z)]

AF,-f!F2-yF3

AFA-pF5-yF6

FALLA DE ORIGEN

(B.5)



donde:
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\xx\= \ xx fvi, dxdx

" ' / v í 7 dxdxdz

ri= b\x x\z "1 X X\Z " f ^ dxdxdz

F5=E[XZ\X\\Z\'"1]^ X Z
«-i

/ xz

x2 z " (¡r, dxdz

J J-oo «l-co

F9=E[zx\z\"] = Z X f xz

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.ll)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

donde / ^ es la función de densidad de probabilidad conjunta del desplazamiento (x), de la

velocidad (x) y de la componente histerética del desplazamiento (z), f^ es .la función de

densidad de probabilidad, conjunta de la velocidad y de la componente histerética del

desplazamiento, fxí[ es la función de densidad de probabilidad conjunta del desplazamiento y de

la velocidad; y f'% es la función de densidad de probabilidad marginal de la velocidad.

Considerando que fxX7 estájdada por la expresión (4.10), f^ por la expresión (4.12), f^ por la

ecuación (A. 18) y f% por la ecuación (A.22); las integrales múltiples de las ecuaciones (B.6) a

(B.14) pueden escribirse de la siguiente manera:

F]=(\-2p)Fla+2pF¡
¡b

Fi=(\-2p)F,.+ZpF
M

(B.15)

(B.16)

(B.17)



F5=(\-2p)F5
5a

F9=(l-2p)F9a+2pF9
9b
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(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

En el caso en el que el exponente n de la ecuación (B3) es igual a uno, las funciones Fla a F9b

resultan:

(A* " A, A* ) + Az A* {A + °

yj^b

A PL

{oi(p«-

Px

cr
A " A r Az)+"2 A

2azbExp
2a.zb

z, Erf
(7,

Pxx ~ Pkz Pxz ) + Pxz Pxz \ K

Pñ-Px2PXz) + Px2P>z

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

2

cr.

(B.30)
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F =—— \f
rAb 2 \ "b

F ~ —1 $a \\

F -
271 ¿7,

2piz(z
2+2a2

h)47bExp

F =¡Í!Í

(7,

2azbExp
2 oí

2 2

Exp -

Fa

2na.

2 o1

a.zb

z2 p2'
*-z Fxz
2eb _

*y ( 72 +

\£b \Zz + - r

l ^ 2 \ I7»V"
Pxz\Zz +~'"zb)-"'J

'zb*} "z

ZzPiz

•"V 6

2 a.zb

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B-34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

a.zb

(B.40)

(B.41)

FALLA DE ORIGEN
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donde sB ~ ( l - /?¿)oí +P¡zcr2
za, sh ={\~p]I)a]

ErJ[] es la función error definida por:

Exp[] es la función exponencial y

(B.42)

Las funciones Fx a /^ para n = \ se obtienen al sustituir las expresiones B.24 a B.41 en las

ecuaciones (B.15) a (B.23). Dichas funciones se sustituyen en la ecuación (B.5) para obtener la

matriz E^h Q] para n = \. Esta matriz junto con la inversa de-la matriz de covarianza (ecuación B.4)

se sustituyen en la ecuación (B.2) y al simplificar el resultado se obtienen los coeficientes

linealizadores para n = 1:

c=(i-2p)

A •z r^zb "z

-y-

(B.43)

FMlOLQilíi


