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| TESIS CON ;
0.1 Introduccidén - FALLA DE ORIGEN

Si una digrdfica D tiene sus flechas coloreadas y se han empleado m colores, diremos
que es una digréfica m—coloreada. Un conjunto N de vértices de una digrafica D
mm—coloreada es un nicleo por trayectorias monocromadticas si entre los vértices
- del conjunto no existen trayectorias dirigidas monocromaticas y desde cualquier vér-
tice v de I que no esté en N existe una trayeétoria dirigida monocromética hacia -
~algiin vértice de V. En este trabajo presentamos varios resultados sobre la existencia
de micleos por trayectorias monocromdticas en clertas digraficas, la mayor parte de
éstos es sobre digréficas finitas pero algunos resultados incluyen digréficas infinitas.
Los conceptos basicos de gréfica y digraficas que utilizamos a lo largo del trabajo se
encuentran en el Capitulo 1.

El concepto de niicleo por trayectorias monocrométicas es una generalizacién del
concepto de nicleo introducido por Von Neumann y Mortgenstern [32] en el contexto
de Teorfa de Juegos. Un micleo NV en una digrafica D es un conjunto independiente de
vértices de D tal que para cualquier vértice v € V (D) \ N existe en D una flecha desde
v hacia algin vértice de N. Una digrdfica es niicleo perfecta si toda subdigréfica
inducida ‘tiene nticleo. .Con respecto a esto uno de los problemas que se estudian
en la actualidad es el de establecer condiciones suficientes para que exista micleo
en una digrdfica, entre los trabajos realizados destacan los hechos por Richardson
(33, 34], Duchet v Meyniel [12], Duchet [9, 11], Galeana S. [13], asf como Galeana S.
y Neumann L. [19, 20]. Estos han dado lugar al desarrollo de muchos resultados mds.

Tn {35, Sands, Sauer y Woodrow demuestran que para una digrafica 2-coloveada
sin trayectorias moncéromdticas infinitas exteriores siempre existe un conjunto de
vértices tales que cualesquiera 2 de ellos no estdn conectados por medio de trayecto-
rias dirigidas monocromaticas, y desde cualquier vértice fuera del conjunto siempre
existe alguna trayectoria dirigida monocromatica hacia algin-vértice del conjunto.
En este mismo articulo prueban en particular que todo torneo 2-coloreado T tiene un
vértice v tal que desde cualquier otro vértice z de' T existe una trayectoria dirigida
monocromatica hacia v. También.-plantean el signiente problema: Sea T un torneo
m—coloreado tal-que no tiene ciclos dirigidos de longitud 3 tricolores. . jEntonces T
tiene un vértice que satisface lo anterior? ' o '

'En {31], S. Minggang prueba que si en el problema planteado por Sands, Sauer
y Woodrow se pide ademés que no tenga subtorneos transitivos tricolores entonces
existe tal vértice, ademds muestra qﬁe ésto es lo mejor posible para m > 5.

Més adelante en [15], H. Galeana Sdnchez introduce €l concepto de nicleo por
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trayectorlas m@n@cromé,tlcas ¥ esta.blece condiciones suficientes para la existencia de

pr—

miicleos por trayectorlas ‘monocromaticas en torneos m— coloreados. Otros trabajos
realizados por H. Galeana Sanchez sobre la existencia de niicleos por trayectorias
monocromaticas en ciertas digraficas m—coloreadas son [16, 17, 18, 25].

Existe una relacidn muy estrecha entre los conceptos de nticleo y nticleo por
trayectorias monocromaticas y estd dada por la cerradura transitiva de una digrafica
m—coloreada. Dada una digrifica m—coloreada D, se define la cerradura tran-
sitiva de D, denotada por €(D) como la digrifica tal que: V (€(D)) = V(D) y
A(e(D)) = A(D)U{(u,v) de color ¢ / existe en D una trayectoria dirigida de color
desde u hacia v}. No es diffcil ver que para cualquier color 7 la subdigréfica de €(D)
inducida por todas las flechas de color ¢ es una digrafica transitiva. También tenemos
que D tiene nicleo por trayectorias monocrométicas si y sélo si €(D) tiene nicleo.

Tomando en cuenta lo anterior el resultado de Sands, Sauer y Woodrow puede
establecerse como sigue: si D es una digrdfica que es unién de 2 digréficas transitivas
tales que ninguna de ellas tiene trayectorias infinitas exteriores, entonces tiene nucleo.
En el Capftulo 2 damos generalizaciones de este resultado considerando digréficas
que son unién de una digréfica pretransitiva derecha y una digrdfica pretransitiva
izquierda asi como digréficas Que son unidn de digraficas quasitransitivas. En este-
capitulo también inclufmos un resultado sobre graficas que se pueden orientar como
una digréfica pretransitiva derecha o izquierda y un resultado mds sobre miicleos por
trayectorias monocromaiticas de digraficas quasitransitivas.

En el Capftulo 3 mostramos que el problema planteado por Sands, Sauer y Woodrow
no es vilido para m = 4, y probamos que si T es un torneo 3—coloreado tal que todo
ciclo dirigido de longitud 3 estd coloreado con 2 colores v para cada vértice ¢l nimero
de colores asignados a las flechas que inciden en &l es a lo mds 2 entonces T tiene
nicleo por trayectorias monocrométicas.

En el Capitulo 4 establecemos condiciones suficientes para la existencia de nticleos
por trayectorias monocromadticas en tomeos bipartitos. '

En el Capitulo 5 presentamos varias operaciones en digraficas m— coloreadas que
preservan la propiedad de poseer nticleo por trayectorias monocroma-tlcas;a:unq.ue.en
algunas de ellas-la d'igréﬁ'carr_esu'l_fcap‘c_e‘siempre tiene micleo por trayectorias monocro-
" maéticas independientemente de que la digrafica original tenga. Fn este mismo capitulo
deﬁmmos una.-extensién de-digrdficas m—coloreadas que preserva.la existencia.de
11ucleos por trayectorias monocmmatlcas esta extensidn estd basada en la definida
por H. Galeana Sdnchez y V. Neumann Lara en [21] para digrdficas micleo perfectas.
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Conceptos Basicos

En esta parte presentamos los conceptos y resultados bésicos de Gréficas, Nucleos y
Ntcleos por Trayectorias Monocrométicas que emplearemos a lo largo del trabajo.

Para algunos teoremas no hemos incluido su demostracién pero puede consultarse [4].

1.1 Graficas

Definicion 1.1 Una grifica G es una pareja (V (G), A(G)) tal que V(G) es un
conjunto no vacio de elementos llamados vértices y A(G) es un conjunto de parejas -
no. ordenadas de vértices distintos llamadas aristas. Decimos que una grdfica es de

orden n 5i tiene n vértices.

Definicién 1.2 Sia es una arista de G y a = (u,v) conu y v vértices de G decimos
gue u y v son los extremos de o, que u y v son adyacentes, y que u y v inciden en

a. .

Definicién 1.3 Una grdifica completa G es una grifica tal que cualesquiera 2 vér-

- tees de G son adyacentes.

. Deﬁmcmn 1.4 Una subgrdifica H de una gmﬁca G es una grdfica tal que V (H) C

V(G) v A(H) C A(G).

' Definicién 1.5 Una subgrdfica H de una grafica G es Una’ subg'mﬁca generadord™
deG‘szV(H) (G) L

Definicién 1.6 Sea G una gmﬁca i B C A( ), deﬁmmos la subgraﬁca de G
inducida por B como la grifica que tiene como vértices a los extremos de las aristas

en B y a B como conjunto de aristas.




Definicién 1.7 Sea G una grdfica, si U C V(G), definimos la subgrdfica de G
inducida por U como la grifica que tiene o U como conjunto de vértices y como -

congunto de aristas o todas las aristas de G que tienen ambos extremos en U.

Cornunmemte nos referlremos a las subgréficas inducidas por un conjunto de vér-
tlces Smelemente como subDTaﬁcas inducidas, en caso de que hagamos referencia a -

una subgraﬁca 1nduc1da por un conjunto de aristas asf lo especificaremos.

Definicién 1.8 Sea G una gréfica, un conjunto U C 'V (G) decimos que es un con-

junto independiente si cualesquiera 2 vértices de U no son adyacentes en .

Definicion 1.9 Una grifica G es una grdfica bipartita si existe una biparticion
{U, W} de los vértices de G tal que cualgquier arista de G tiene un extremo en U y

otro en W.

El siguiente teorema caracteriza a las gréficas bipartitas y es de mucha utilidad

en Teorfa de Graficas.

- Teorema 1.10 5i.G es una grdfica bipartita entonces no tiene ciclos de Zonﬁz’tud _

impar.

1.2 Digraficas

Definicién 1.11 Una digrdfica D es una pareja (V (D), A (D)) tal que V (D) es un
conjunto no vacio de elementos llamados vértices y A (D) es un conjunto de parejas
ordenadas de vértices distintos lamadas flechas. Decimos gue una digrifica es de

orden n si tiene n vértices.

Definicion 1.12 Si f es una flecha de D y f = (u,v) con u y v vértices de D
decimos gue'u y v son los extremos de f; u el extremo iniciol de f-y v el extremo
final. También decimos que f se dirige de w a v y que u es adyacente hacia v yv- I

es adyacente desde-u..

Definicién 1.13 5i D es una digrifica y f = (u, v) es una flecha de D, decimos que

f &s una flecha simétrica si (v,u) también es una flecha de D. .

Definicion 1.14 Si D es una digrifica y f = (v, v) es una flecha de D, decimos que
[ es una flecha asimétrica si (v,u) no es flecha de D.
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Definicidn 1.15 Dada una-digrdfice D y v un vértice de D, definimos el ingrado
o grado tnterior de v en D como el nimero de flechas de D que tienen a v como
extremo final. Denotamos por grp(v) al ingrade de v en la digrdfica D, en el caso de
que s6lo trabajemos con una digrafica podemos omitir el subindice en la notacion.

Definicién 1.16 Dada una digrdfica D y v un vértice de D definimos el exgrado
0 grado exterior de v en D como el mimero de flechas de D que tzenen av como

extremo inicial. Denotamos por gri(v) al exgrado de v en la dzgmﬁca D, en el caso

de que s6lo trabajemos con una digrdfica podemos omz'_ti'r el subindice en la notacion.

Definicién 1.17 Decimos que una digrifica D es una digréfica completa st entre

cualquier par de vértices distintos de D existe alguna ﬂecha

Definicién 1.18 Una subdigrdfica H de una digrafica D es una digréfica tal que
V(H) C V(D) y A(H) C A(D). Decimos que H es una subdigrifica propia si
VHYQV (D)o A(H) S A(D).

Definicién 1.19 Una subdigrifica H de una digrifica D es una subdigrifica ge-
neradora de D si V (H) =V (D).

Definicién 1.20.Sea D una digrdfica, si B C A (D), definimos la subdigmﬁéa de
D inducida por B como lo digréfica que tiene como vértices a los extremos de las

flechas en B y o B como conjunto de flechas.

Definicién 1.21 Sea D una digrdfica, si U C V (G), definimos la subdigrdfica de
D inducida por U como la digrifica que tiene a U como conjunto de vértices y
como conjunto de flechas a todas las flechas de D que tienen ambos extremos en U.

St U C V(D) denotarnos por D [U} a lo subdigrifice de D inducida por U.

Aligual que en graficas, cominmente nos referiremos a las subdigraficas inducidas
por un conjunto de vértices simplemente como subdigréficas inducidas, en caso de
que hagamos referencia a una subdigréﬁca inducida por un conjﬁnto de ﬂec:_hafjg asilo
espe_ciﬁcaremqs. - ' L
Definiciéni 1.22 Dada una digrdfica D definimos su parte simétrica denotada por
Sym(D), como la subdigrifica generadora de D cuyo conjunto de ﬁechas es eﬂ con-'-

junto de ﬂechas szmatncas de D

Definicién 1.23 Dade una dzgmﬁca D definimos su parte asimétrica denotada
por Asym(D) como la subdigrifica generadora de D cuyo conjunto de flechas es el

conjunto de flechas asimétricas de D, =

" TESTS CON
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Definicién 1.24 Decimos que una digrdfica D es una digrifica simétrica si todas -

sus flechas son flechas simétricas.

Definicidn 1.25 Decimos gue una digréfica D es una digrifica astmétrica si todas

sus flechas son flechas asimétricas.

Definicidn 1.26 Un camino en una digrifica D es una sucesion de vertices (11, ua,
Ug, ..., Un) tal que para cadni € {1,2,...,n — 1} se tiene (u;, viv1) € A(D) 0 (U, u;) €
A (D). En este caso decimos que u) yu, son los extremnos del camino y que el camino

es un U Upy1—camnine de lo digrifica.

Deﬁniéién 1.27 Una trayect‘m'ia‘ en una digréfica es un camino (u1, us,us, ,un)
tal que u; # uj s11# 7.

Definicién 1.28 Un camino cerrado en una digrifica es un camino (uy, Us, Uz, ..., Un)
tal que U = un,.

Definicion 1.29 Un ciclo en una digrdifica es un camine cerrado (uy, ta, Us, ..., Un; U1)
tal que u; # u; sit 7 7.

Definicién 1.30 Un camino dirigido en una digrdfica D es un camino (uy, w2, Uz, ...,

uy) tal que para cada i € {1,2,...,n — 1} se tiene (u;, ui1) € A(D).

Definicién 1.31 Una trayectoria dirigida en una digrifice es un cominoe dirigido

gue ademds es una trayectoria.

‘Definicion 1.32 Un camino dirigido cerrado en una digrifica es un camino di-

rigido que ademds es un camino cerrado.

Definicidén 1.33 Un ciclo dirigido en una digrifica es un camino cerrade dirigido

que ademds es un ciclo. Denotamos por Cy, al ciclo dirigido que consta den vértices.

Definicién 1.84. Dada una digrifica D y C = (ug, U1, .-, Un) un cdming.en D deci- .

mos que 7 es la longztud de C y la denotamos por 1(C).

Notacion 1:35 5i-C = {u1, ..., un): €5 un caminq__ enuna d-igrdﬁcajD, slLa <

n denotamos por (u;, C, uj) af wu;—camino contenido en C, es decir {u;, C,u;)

(ufa 'uf-l-l: cety 'U.'j_]_, u,‘})

Los siguientes teoremas son. resultados bésicos de digréficas que empleraremos a

lo largo de la tesis.




Teorema 1.36 Todo uv—camino dirigido en una digrdfica contiene una wv—trayecto-
- ria dirigida.
Teorema 1.37 Todo camino dirigido cerrado en una digrifica contiene un ciclo di-

rigido.

Teorema 1.38 Todo camino cerrado dirigido de longitud impar en una digréfica con-

tiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Definicion 1.39 Una digrdfica D es unadz’gwﬁﬁca bipartita st existe una biparti-
cién {U, W} de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene un extremo en
Uy otro en W.

Teorema 1.40 Si D es una digrafica bipartita entonces no tiene ciclos de longitud

impar.

1.3 Ntcleos

Definicién 1.41 Sea D una dz‘gmﬁca y N CV (D), N es un conjunito indepen-
diente de la digréfica D si para cualesquiera u y v elementos de N no existen ﬁeéhas

entre ellos en D).

Definicién 1.42 Sea D una digrifica y N CV (D), N es un conjunto absorbente
de la digrifica D si para cualquier v € V (D)\N tenemos que u es adyacente hacia

algiin elemento de V.

Definicién 1.43 Sea D una digrdfica y N CV (D), N es un nicleo en la digrifica

D siesun éonjunto tndependiente y absorbente de D.

Definicién 1:44 Una digrdfica D es llamada una digrifica nicleo perfécta 51 toda

subdigrdfica inducida de D tiene nicleo.

Definicién 1.45 Una digrifica D es llamada una digrdfica niicleo imperfecta eriti- -

ca si o tiene nicleo pero toda subdigrdfica propia de D st tiene nideleos -

No todas las digraficas tienen nieleo, por ejemplo los ciclos dirigidos de longitud ‘

impar no tienen micleo. El siguiente teorema dado por Duchet en 1980 es uno de

los resultados cldsicos sobre la existencia de micleos en digraficas y nos es de mucha

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

utilidad en los capitulos posteriores.
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Teorema 1.46 [9] Si una digrifica satisface que todo ciclo dirigido tiene al menos

una flecha simétrica entonces es nicleo perfecta.

El siguiente teorema lo usaremos a‘lo largo de la tesis para la construccién de

ejemplos de digrédficas que no tienen nticleo.

Teorema 1.47 Sean D, Yy Dy digréficas tales que V (151) nv (Jjg) =¢y Dy no
tiene micleo. Sea D una digrafica tal que: :

v (D) =v (D) uV (Ds) ya(D)=A (D) UA(Dz) UA donde

AC {(u,’u) /u eV (f)l) yveV (ﬁg) } Entonces ﬁ no tiene nﬁcféo.

Demostracién. Procederemos por contradiceién. Supongamos que N.C V (Jj)
es un niicleo de D. Como desde los vértices de f)g no hay flechas hacia.los vértices
de D, y N es un conjunto absorbente, entonces N NV (bg) oy NNV (bz)
debe ser un conjunto absorbente en Dy. Como NNV (Jjg) C N y N es un conjunto

independiente de D entonces NNV (ﬁ)g) es un conjunto independiente de Dy. Por

lo tanto NNV (Dg) es un niicleo de D, pero esto es una contradiccion pues por

hipdtesis D)o no tiene nicleo. Concluimos que £ no tiene niclec. m

1.4 Niicleos por Trayectorias Monocromaticas

Una generalizacién del concepto de niicleo es el concepto de micleo por trayectorias
monocromaticas dado por H. Galeana Sénchez [15}, en donde se consideran digraficas
donde a cada flecha se le ha asignado un color, si para ias fechas de una digrdfica D

se han empleado m colores diremos que I} es una digrafica m—coloreada.

Definicién 1:48 Sea D una digréfica m—coloreada, una trayectoria dirigida mo-
nocromdtica’en una digrifica D es una trayectoria dirigida tal que todas sus flechas

tienen asignado el mismo color.

Definicién 1.49 :Sea:D-iina digrifica m— coloreada y N.C V (D),. V. e$ un conjunto
independienté por: trayectorias monocromidticas de-la digrifica D:si pare cua-
lesquiera v y v elementos de N no existen en D trayectorias dirigidas monocromdticas

entre w y v.

Definicién 1.50 Sea D wuna digrdfica m—coloreada y N CV (D), N es un conjunto

absorbente-por trayectorias monocromdticas de la digrdfica D si para cualquier
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u € V(D)\N tenemos que existe una vv—trayectoria dirigide monocromdiica para

algin v € N.

Definicién 1.51 Sea D una digrifica m—coloreada y N C V (D), N es un nucleo
por trayectorias monocromdticas en la digrifica D si es un conjunto indepen-
diente por trayectorias monocromdticas y absorbente por trayectorias monocromdticas
de D. | -

El concepto de micleo por trayectorias monocromaticas es una generalizacién del
concepto de nricleo ya que a cualquier digrafica podemos asignarle a cada flecha un
color diferente y entonces un conjunto de vértices es un micleo de la digrdfica si y sélo
si es un micleo por trayectorias monocromdticas.

Notemos que la definicién  de digrdfica no permite que existan dos flechas o més
con los mismos extremos y en la misma direccién, en una multidigrdfica es posible
tener este tipo de flechas llamadas flechas rmiltiples.

Existe una relacién muy estrecha entre los conceptos de niicleo y niicleo por trayec-
torias monocromaticas, esta relacidn estd dada mediante el concepto. de cerradura

transitiva de una digrafica coloreada.

Definicién 1.52 Sea D una digrdfica mm—coloreada, lo cerradura transitiva de D,
denotada por € (D), se define como la siguiente multidigrdfica:

V(€(D)=V(D)y | |

A(e(D)) = A(D)U{{u,v) con colori / existe una uv—trayectoria dirigida monocro-

mdtica de color i en D}.

A continuacion demostramos algunas propiedades de la cerradura transitiva de

una digréfica coloreada.

Teorema 1.53 Si D es una digrifica m—coloreada y € (D) la cerradura transitiva
de D entonces € (D) es transitiva por colores, es decir st en € (D) existen flechas de

color ide u-a v ¥ de v a w entonces existe flecha de color i de w o w. Mds ain
C(C(D))y="2C(D). |

. 'Dehi'osttacién. . Supongamos que en € (D) existen ﬂeéhé:s:_(_i_q color i deu aw
y de v a w entonces por la definicién de cerradura tra.hsitiva, en D existen 1y Ty
‘trayectorias dirigidas de color¢ de u a v y de v a w respectivamente, la unién de estas
dos trayectorias es un camino dirigido de color ¢ de v a w el cual por el Teorema 1.36
contiene una ww—trayectoria dirigida y es de color i, esto implica que en € (D) existe

una flecha de color ¢ de « a w. Por lo tanto € (D) es transitiva por colores.
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Ahora para demostrar que € (€ (D)) = ¢(D), basta con probar que si existe '
alguna uv—trayectoria dirigida T monocromética de color ¢ en € (D) entonces existe
una flecha de color ¢ de » a v en €(D). Procederemos por induccién sobre [ (77) la
longitud de la trayectoria. Si I(T) = 2, el resultado es precisamente la propiedad
de ser transitiva por colores, Supongamos que el resultado se cumple si [ (T) = n,y
probémoslo ahora para [{T) = n+ 1. SiT = (u= 2y, 21,..., Zn, Znsy = v), entonces
T" = (u = 2q, 21, .-y 2 ), €5 Una uz,—trayectoria dirigida monocromética de color 7 en
€ (D) de longitud n, por hipétesis de induccién existe una flecha de color ¢ de u a
z, en € (D). Como € (D) es transitiva por colores y existen flechas de color ¢ de u a
z, y de z, a v entonces en €{D) existe una flecha de color i de w a v. Por lo tanto
c(E(D)=¢(D). m

Finalmente el siguiente teorema muestra la relacién entre niicleos y niicleos por

trayectorias monocromaticas.

Teorema 1.54 Sea D una digrifica m—coloreada, D tiene micleo por trayectorias
monocromdticas si y solo si € (D) tiene nicleo. Mds aun el ndmero de nicleos por

trayectorias monocromdticas de D es igual al numero de micleos de € (D).

Demostracién.  Sea N C V (D) un micleo por trayectorias monocrométicas de
D. Como V (D) =V (€ (D)) entonces N C V (€{D)). Probaremos que N es micleo.
de €{D). '

1. N esindependiente en € (D). Seanu,v € N, supongamos que (u,v) € A(€ (D)),
por definicién de la cerradura transitiva tenemos que en D existe alguna uv—tra-
yectoria dirigida monocromaética pero esto no es posible ya que NV es indepen-
diente por trayectorias monocromaticas en I por ser N nucleo por trayectorias
monocrométicas de ). Por lo tanto entre los elementos de N no existen flechas

enn € (D), es decir NV es un conjunto independiente en € (D).

2. N es absorbente en € (D). Sea u € V (€{D))\N. Como V.(¢(D)).= V(D)
-y N es micleo porl'tl'ayectoriaé monocromédticas de D entonces existe en [ una
wv—trayectoria -dirigida monocromética con v € N. Por la definicidn, de la

“' cerradura transitiva hay flecha desde u hacia v en €{D) de color 1.: Por o tanto
N es absorbente en € (D).

&

Por 1 y 2 N es micleo de €{D). ‘ o
Ahora sea N C V (€(D)) un ntcleo de € (D). Como V (D) = V(€ (D)) entonces

N C V(D). Probaremos que NV es miicleo por trayectorias monocromaéticas de D,
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. 3. N es independiente por trayectorias monocromdticas en ). Sean u,v € N,
. supongamos que en D existe alguna uv—trayectoria dirigida monocromatica,
~ por definicién de la cerradura transitiva tenemos que (u,v) € A (€(D)), péro

esto no es posible ya que IV es independiente en (’:(D) por ser IV nicleo de
€ (D). Por lo tanto entre los elementos de N no existen trayectorias dirigidas
monocrométicas en D, es decir IV és un conjunto independiente por trayectorias

monocromaticas en D,

4. N es absorbente por trayectorias monocrométicas en . Sea u € V{(D)\N.
“Como V(€ (D)) =V {D) y N es niicleo de € (D) entonces existe en € (D) una
flecha desde u hacia v con v € N. Por la definicién de la cérradiira transitiva
existe una uv—trayectoria dirigida monocromaética en D. Por lo tanto' N es

absorbente por {rayectorias monocrométicas en D.

Por 3 y 4 N es micleo por trayectorias monocromaticas de D.
Por lo anterior todo niicleo por trayectorias monocromaticas de [J es un nucleo de
€{D) y todo nucleo de € {D) es nticleo por trayectorias monocrométicas de D, por lo

tanto el mimero de micleos por trayectorias monocromdticas de [ es igual al ntimero

~ de miclecs de €(D). ®
El siguiente teorema es andlogo al Teorema 1.47 para nicleos por trayectorias
monocrométicas y serd iitil para la construccidn de ejemplos de digraficas coloreadas

que no tienen nicleo por trayectorias monocromédticas.

Teorerma 1.55 Sean D: Y Dy digrdficas coloreadas tales que V (f)l) M V(ﬁg) = ¢
y Dy no tiene nidcleo por trayectorias monocromdticas. Sea D una digréfica coloreada

tal que:
@ v (D) =v (D) uv (D),

(
 4(5) (e
(

(i) si (u,v) €A |

D es el mismo que tiene asignada en D; y

l)UA (DZ)UA donde A C {(u,v) JuevV (Dl) yveV (sz) }

D
ﬁi) para alguna © € {1,2} entonces el color de la flecha (u,v) en

(iv) las flechas en A estdn coloreadas en forma indistinta.
Entonces D no tiene nidcleo por trayectorias monocromdticos.

Demostracién. Procederemos por contradiccion. Supongamos que N ¢V (f?)

es un niicleo por trayectorias monocromndticas de 2. Como desde los vértices de D,

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




14

no hay flechas hacia los vértices de D, entonces desde los vértices de Dy no hay
trayectorias dirigidas monocromdticas hacia los vértices de Dy, como ademds N es

un conjunto absorbente por trayectorias monocromdticas, entonces N NV (.Dg) # ¢
y NNV (]:)2) debe ser un conjunto absorbente por trayectorias monocromdticas
én Dy Como NNV (f)g) CNyN s un conjuhto independiente por.'trayecto-
rias monociométicas de D entonces N NV (ﬁg) es un conjunto independienﬁe por

trayectorias monocromaticas de D,. Por lo tanto NNV (Dg) es un nucleo por trayec-
torias monocrométicas de Dy, pero esto es una contradiccion pues por hipétesis D,
no tiene nucleo por trayectorias monocromaticas. Conclufmos que D no tiene ntcleo
por trayectorias monocromaticas. ® ‘

Algunas de las condiciones que se presentan en este trabajo para que una digré-
fica coloreada tenga nicleo por trayectorias monocromdticas se refieren a que en la
digrifica ciertas subdigréficas tengan una coloracién especial a la que llamaremos

casimonocromsdtica y que definimos a contiuacion.

Definicion 1.56 Sea D una digrifica m— coloreada, decimos que D es casimonocro-

mdiica st todas sus flechas son del mismo color excepto a lo mds una.




'O

Capitulo 2

Digraficas Pret_ransitivas | y

Quasitransitivas

En este capftulo consideramos digraficas posiblemente infinitas. Sands, Sauer y
Woodrow, demuestran en [35]: una digréfica que es unién de 2 digrdficas transiti-
vas tales que en ninguna de ellas existen trayectofias infinitas exteriores tiene nucleo.
En este capitulo, con respecto a digréficas pretransitivas, demostramos una generali-
zacién de este resultado: si D es una digréfica que es unién de una digréﬁcé pre-
transitiva derecha con una pretransitiva izquierda tal que en ninguna de ellas existen

trayectorias infinitas exteriores, entonces D) tiene niicleo.

Por otro lado usando la técnica de Sands, Sauer y Woodrow en el resultado men-
cionado antes, C. Champetier demuestra en (8] que si G es una grafica de comparabi-
lidad (grdficas que tienen alguna orientacion transitiva) entonces toda orientacién de
7 donde todo tridngulo divigido tiene al menos 2 flechas sirnétricas tiene miicleo, aquf
demostramos un resultado similar para gréficas infinitas: si una grafica G tiene al-
guna orientacién pretransitiva derecha o izquiefda que no tenga trayectorias infinitas
exteriores ni interiores entonces. toda orientacién de G donde todo tridngulo dirigido
tiene al menos 2 flechas simétricas tiene ntcleo. También hacemos notar que este.
resultado para el caso finito incluye grificas que no son perfectas.

Con' respecto -a digrdficas quasitransitivas, también demostramos una genera-
lzacion del resultado de Sands, Sauer y Woodrow: si D es una digrdfica donde

todo tridgngulo dirigido tiene al menos 2 flechas simétricas y es unidén de 2 digraficas.

- . quasitransitivas entonces: .2 tiene nicleo. También incluimos un resultado sobre la

existencia de micleos por trayectorias monocrométicas en digraficas quasitransitivas

coloreadas donde todo tridngulo dirigide es monocromético.




"
2.1 Digraficas Pretraunsitivas

Definicién 2.1 Una digrifica D es tronsitivae si para cualesquiera u,v,w vértices -
de D tales que (u,v) € A(D) (v,w) € A(D) se tiene que {u,w) € A(D).

tl‘aHSlth"L 1zquler 'conceptos dados por P. Duchet [9].

J"”“'Deﬁmclon 2.2 (P Duchet [9f). Una digréfica D es llamada pretransitiva derecha
(resp. pretransitiva izquierds) si cualquier subconjunto no vacio B de V (D) posee
un vértice t{B) = b tal que: (x,b) € A(D) y (by) € A(D) a'ﬁip!a’ca (z,y) € A(D)
o (y,b) € A(D) (resp. (z,8) € A(D) y (by) € A(D) implica {z,y) € A(D) o
(b,2) € A(D)). -

Claramente tomando B = {b} para cada.b € V (D) (tomando todos los posibles
subconjuntos de un solo elemento de V (D}) en la definicién anterior obtenemos que
ésta es equivalente a la Definicion 2.3 (resp. ala definicidn 2.4) que damos en seguida.

Por razones técnicas usaremos a lo largo del capitulo las definiciones 2.3 y 2.4.

Definicién 2.3 Una digrifica D es pretransitiva derecho si para cualesquiera
u,v,w vértices de D tales que (u,v) € A(D ) (v,w) € A(D) implica (u,w) € A(D)
o (w,v) € A(D). o - |

Definicion 2.4 Una digrifica D es pretransitiva izguierda si para cualesquiera
u, v, w vértices de D tales que (u,v) € A(D) v (v,w) € A(D) implica (u,w) € A(D)
o (v,u) € A(D).

En este capftulo consideraremos clertas digraficas posiblernente iufinitas qué no
tienen trayectorias infinitas exteriores, este tipo de trayectorias las definimos a con-
tinuacion. '

Definicién 2.5 Sea D una digrdfica, decimos -que una sucesion de vértices, (u;);cq,

- es una trayectoric infinita exterior.de Drsivpara cada t € N se tiene que (W, Uiv1)
- € A(D) y para cualesquiera i,j € N tales gue 1.7 j se tiene que u; 7 u;. -

El siguiente teoremia se refiere a Ia e*ustenma de 11ucleos en’ dlgrdﬁcas pretraalsltlvas-' Cy

derechas e 12qu1erdas

Teorema 2.6 (F. Duchet [9/}. Una digrifica pretransitive derecha (resp.. pre-

transitiva izquierda) tiene nicleo.
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Sands, Sauer y Woodrow, demuestran el siguiente resultado en [35].

Teorema 2.7 (Sands, Sauer y Woodrow [35]). Sea D una digrdfica 2-coloreada. Si
D) no contiene trayectorias monocrométicas infinitas exteriores, entonces existe un
conjunto S de vértices de D tal que ningun par de vértices de S estén conectados por
une trayectoria dirigida monocmmatzca Yy, ‘para cualquier vértice © que mo estd en S

existe una trayectoria dirigida monocromatica desde = hacia algun vértice en S.

Notemos que el teorema anterior queda establecido en términos de miicleos como
sigue: Si D es una digréfica 2-coloreada tal que no contiene trayectorias monocrométi-
cas infinitas exteriores entonces la cerradura transitiva de D, € (D), tiene nucleo, mds

atin & (D) es nucleo perfecta. Asi el teorema anterior puede ser establecido como

sigue:

Teorema 2.8 Sea D) unao digrdﬁca,- sean Dy y Ds subd-igrdﬁcas transitivas de D tales
que D = D1UDg, A(D))NA (D) = ¢. Sipara cadai € {1,2} D; no tiene trayectorias

infinitas exteriores entonces D tiene nicleo.

2.2 Nicleos y Digréaficas Pretransitivas

El resultado prinicipal de esta seccién es el Teorema 2.11 que es una generalizacién de
los teoremas 2.6 y 2.8, la demostracién de este teorema sigue una técnica Simila.r ala
empleada por Sands, Sauer y Woodrow en [35]). Antes de demostrar el Teorema 2.11
mencionamos 2 lemas titiles para dicha demostracién que se refieren a propiedades de

las digréficas pretransitivas.

Lema 2.9 Sea IJ una digrifica pretransitiva izquierda o derecha y sea (v1;va, ..., Up)
una sucesion de vértices tal que (v, vi41) € A(D) ¥ (viy1,w) ¢ A(D) para toda
i € {1,...,n— 1}. Entonces lo sucesion es una trayectoria dirigide y para cada i €
{L.on =1}, (v, vy) € A(D) y (vg,0) ¢ A( ) para toda j € {i+1,...,n}.

" Demostracién. . Procederemos 1’::'(")r’'"iIid1'1’<.:;c'i(j11‘j sobre 7. El resultado es ins
" ‘mediato para n < 2. Supongamos que el resultado és vélido para una sucesion de
n vértices que satisface las condiciones del lema Con51dere1nos ahora una suce-
sion T = (w1, v, ... vn,vnﬂ) de n -+ 1 vertzces tal que para cada 1 € {1 ‘},‘
{(vi,vi32) € A(D) ¥ (viga,w) € A(D). Notemos que la sucesién 7" de los n primeros
vértices de T satisface las hipétesis del Lema 2.9 entonces por hipdtesis de induc-

cién T es una trayectoria dirigida y para cada i € {1,...,n — 1}, (v, UJ) € A(D)y
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(vj,1;) € A(D) para toda j € {i+1,...,n}. Por lo tanto solo falta probar’'que para -
cadai € {1,..,n — 1} v % Uny1, (U5, 1) € A(D) ¥ (Un41,v:) & A(D). '

Procediendo por contradiccion SUpONEAMOS qUE Upp1 = ¥; para alglini € {1,...,n—
1}, por hipétesis de induccion (v;, v,) € A(D), es decir (Une1,v,) € A(D) lo cual con-
tradice la hipétesis'que se tiene de 7', por lo tanto T' es una trayectoria dirigida. Por
otro lade, para cada i € {1,...,n — 1} considerando las flechas (v;,vn) ¥ (Un, Vns1),
como la digrafica es pretransitiva izquierda o derecha, y en D no existen las flechas
(¥n, ) 0 (Vne1,v,) entonces (v, vpq1) € A(D), figura 2.1. Por ultimo, si suponemos
que (vpe1, ;) € A(D), entonces tendrfamos que (Vn41, %) € A(D) 0 (v, %) € A(D),
considerando las flechas (vn, vpe1) ¥ (Un+1,%) s D es una digréfica pretransitiva
izquierda, o considerando las flechas (va11,v:) ¥ (v, v,) s1 D es una digréfica pretran-
sitiva derecha, figura 2.2, pero esto no ocurre, por lo tanto (vn41,v:) € A(D). Con-
clufmos que 7' s una trayectoria dirigida y para cada i € {1,...,n}, (v,v;) € A(D)y
(v;,0:) & A(D) para toda j € {i +1,..,n + }. ® '

&—o—>0 el > & >
(5 )

Figura 2.1

L//_,q
e — >0 —>0— >0 —S0—>0

0 Ve Tt
Figﬁra 2.2
Lema 2.10° Sea D una digrdfica pretransitiva izquierda o derecha tal gue mo tiene

trayectorias infinitas exteriores. SiU C V{D) y U # ¢ entonces existe z € U tal que:
(z,y) € A(D} cony € U implica (y,z) € A(D).

o Pemostracion. Procederemos por contradiceion. - Supongamos que:para cada
z €U, existe y € U tal que (z,9) € A(D) y (y,z) € A(D). Sea z; € U entonces
“existe -wp-€ U tal que (zy,72) € A(D) ¥y (TQI,C_E]_) ¢ A(D). Asi; para cada n € N, -
dado z, € U, existe Znp1 € U tal que (Zn,Znsr) € AD)Y (Tne1,2n) ¢ A(D), por
et Lema 2.9, Thyy = (21,22, ..., Tny) €5 una trayectoria dirigida. Consideremos la
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sucesion T’ = (2,),,cy, para cada n € N tenemos @, € V (Tny1) ¥ Ty € V (Thr1),
como Thy1 €8 una trayectoria dirigida entonces (z,, Zny1) € A(D), por otro lado,
sean n,m € N, n # m, supongamos sin pérdida de generalidad que n < m, entonces
Zn, T € V (Tin), como Tp, es una trayectoria dirigida entonces ., # =, por lo tanto
T es una trayectoria infinita exterior en D, lo cual es una contradiccién. Conclufmos

que existe el vértice x con la propiedad pedida. =

Teorema 2.11 Sea D una digrdfica gue es union de dos digraficas Dy, Dy tales que
en ninguna de ellas existen trayectorias infinitas exteriores. St Dy es una digrifica
pretransitiva derecha y Di es una digrdfica pretransitiva izquierda entonces D tiene

niicleo.

Demostracién.  Denotamos por x — y sl (z,y) € A(D). Por z =P y s
(z,y) € A(Dy), z -»Pt ysi (z,y) € A(Dy), si S C V(D) denotamos por z —1 S si
existe alguna flecha en D, desde z hacia algin vértice de S, y z -»™1 S si no existen
en [); flechas desce z hacia 5. Andlogamente para la digréfica Ds.

8i § y 7" son conjuntos independientes de vértices de D, decimos que S < T si
para cada s € S existe £ € T tal que |

s=t6(s ="t tyt-»Drs).
Observemos que si § y T son conjuntos independientes con S C T, entonces S<T.

1. Veamos que < es un orden parcial en la familia de conjuntos independiéntes de
D ,

~

1.1 <es reflexiva. Como S C S, de la observacion anterior se sigue § < § para
cuélquier conjunto independiente de vértices S C V{I7). Por lo tanto < es
reflexiva.

1.2 < es transitiva. Sean §, T y R conjuntos de vértices independientes tales
que S Ty T <R, veamos que § < R. Sea s € 5, como S € T entonces

) . existe t € T tal que |

s=t6(s—>"tyt-»Prs) (D).

s paeyecome 10 < R opara esta £ € Thoexister € R.tal QUEz, vl e -

t=76(t—-"r yr P18 (IT)

Sis=tot=r, por (II) 6 (I) respectivamente, tenemos s = r6{s =Py

y r =P 5) con r € R. Supongamos que s # t ¥ ¢ # r, entonces (s —1 ¢
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yt =gy (t=Priryr-ah t), como D; es una digréfica pretransitiva;
derecha, por el Lema 2.9 aplicada a la sucesién (s,1,7) se tiene que s =1 r
q

y r -»D1 s, Por lo tanto § < R. En consecuencia < es transitiva.

1.3 < es antisimétrica. Sean S y T conjuntos de vértices independientes tales
' que S K TyT < 5 veamos que § =7T. Seas € 5, veamos que 3 € 7.
Como S < T entonces existe t € T tal que s = £ 6 (s =Pty ¢t -»D1 ).
Supongamos que s # ¢ entonces s =7 ¢ty ¢ -»P1 s Como T < 8, para
fexiste s’ € S, talquet =8 6 (t =21 & yls" »D1 f), Sit = s entonces
s =71 ' pero esto es una contradiccién pues 5,8’ € Sy S es un conjunto
independiente, entonces t # s’ y por lo tanto t =7 s’ y §' - . Como
Dj es una digrdfica pretransitiva derecha, por el Lema 2.9 aplicada a la
sucesién (s, t,s’) tenemos que s —D1 ¢/ lo cual contradice que S sea un
conjunto independiente. Por lo tanto t = s, v en consecuencia s € T. Por
lo tanto S C T. Andlogamente tenemos la otra contencién. Conclufmos

ue < es antisimétrica.
ql

Por 1.1, 1.2 v 1.3 < es un orden parcial.

Sea J la familia de todos los conjuntos no vacios de vértices S independientes,

tales que S ~+P# ¢ implica ¢ — S.

9. Veamos que (7, <) tiene elementos maximales.

2.1 J # ¢. Como D; esuna digrifica pretransitiva izquierda y no tiene trayecto-
rias infinitas exteriores, por el Lema 2.10 (tomando D = Do y U =V (D)),
existe un vértice = tal que x —”* y implica ¥y — z, ast {z} € J.

2.2 Toda cadena en (J, <) estd acotada superiormente. Sea ¢ una cadena en
(3,<). Sea S ={se |J 5/existe S € € talques € T paratodo T € €,

Sec¢
T > 5}, veamos que 5™ es cota superior de € .

2.2.1 5% &gun conjunto independiente. Sean sq, $9 € S veamos que en D
“rio existen flechas entre s; ¥ s2. Como s;, 52 € S™ entonces existe Sy y
Soeni @ -tales'que s; € 17, para todo T € € tal que T.> S;, i € {1, 2}.

-+ Sea 1= mrax {5y, Sy}, entonces Sy;:62.€ Sy como §-es:un-conjunto
independiente entonces en I no existen flechas entre s; y s3. Por lo

 tanto-5°° es un conjunto independiente. -

222 5% £ pyparacada S € €, 5% > 5. Sea § € (‘:yseato e S
' veamos ‘que existe t € S tal que t; = t 6 (fp =71ty t »T ).
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Si £ € S™ ecntonces tomamos ¢ = 5. Supongamos que ¢y ¢ 5%,
procederemos por contradiccidn, supongamos que si para ¥ € V(D)
se tiene (fy —P* ¢ y £ »D ;) entonces £ € S®. Sea Tp = S, como
ty ¢ 5% esto implica que #&; € 71 para algin 71 € €, T) = Ty, de
esto ltimo tenemos que existe £; € Ty tal que tp —21 ) y t; »D4 1y,
por nuestra suposicidn ¢; ¢ S°°, Entonces ¢; ¢ Ty para algin T € €,
Ty > T, esto implica que existe to € Ty tal que &, —2% ¢y y g D1 4,
como D) es una digréfica pretransitiva derecha, aplicando el Lema 2.9
a la sucesidn 1y = (fy,t;,12) tenemos que Ty es una trayectoria dirigida
vty =P &y v t3 -»P ¢y, por nuestra suposicién ¢, ¢ S°. Asi, para
cada n € N, dados ¢, v Ty, tales que 75, € €, t, € Ty, tner —51 Ly,
ty Tt gy, tg =P Ly, T fp ¥ £, & 5%, entonces tenemos que
tn & Tpy1 para algin Ty € €, Ty 2> 13, de esto tltimo tenemos que
existe fny; € Thys tal que b, —71 too) ¥ toyr =70 £, Como D es
una digrédfica pretransitiva derecha y (£, =% &, ¥ taq1 »71 ) para
todon € N, por el Lema 2.9, 7,41 = (fo, %1, .., tne1) €5 una trayectoria
dirigida en Dy y (o =1 tne1 ¥ tess P £}, por nuestra suposicion - .
tar: & 5%, Consideremos la sucesién 7 = (tﬁ}new: para cada n € N .

tenemos t, =7 ty.1, por otro lado, seann,m € N, n £ m, supongamos
sin pérdida de generalidad que n < m, entonces t,,t, € V (1), oo
Tm €5 una trayectoria dirigida en D) entonces ¢, # ¢, por lo tanto 7
es una trayectoria infinita exterior en D)1, lo-cual es una contradiccidn.
Por lo tanto existe ¢ € S tal que {#; =Pt ¢ y ¢ -»T* ¢;). Con esto
hemos demostrado que S > S y que 5% £ .

Da

5% & 7. Supongamos que S® P2y es decir 5 2

y para. algin
5 € 8 veamos que y — S®. Sea S € € tal que s € T, para todo
Te€¢T>5 ComoS€T ysc€ Sentonces y — &, esdeciry — s
para algin s € S, supongamos que §° € . Tenemos dos posibilidades.

oy —=Prgloy—D1 ¢ analizaremos cada una de ellas. Siy —P2:4', como

s =Py By es una digréfica pretransitiva izquierda entonces s 22 g":

oy = 5..como S esun conjunto independiente v s, € S -entonces: -

g -»P2:50 por lortanto y —22 5, en consecuencia.y — 5%, figura 2.3(a).: .

Siy —Pr s, como § < §®.y s ¢ S entonces existe £ € 5 tal
que 5" = to (s"—=P1t yt -~ 5'), como 8 ¢ S entonces st # Ly
en consecuencia (s’ — D1yt m s’), cont esto ultimo y considerando

que y —7* & aplicamos que J; es una digrdfica pretransitiva derecha
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y tenemos y —%! ¢ figura 2.3(b), por lo tanto y — S*. Conclufmos

que 5% € 7.
DZ Dz . DZ Dl | -Dl..
.“__‘*?__‘_’ﬁ.’ 20— 0—>9
& D. ) 3 S A
2 -
(a) ' (&}

Figura 2.3

Por 2.2.1-2.2.3 5% es cota superior de € y por lo tanto toda cadena de

(3, £) estd acotada superiormente.
Por 2.1y 2.2 y aplicando el Lema de Zorn, (3, g) tiene elementos maximales.
Sea S un elemento maximal de (7, <).
3. 75’ en un micl.eo de D.

31 Sesun éoﬁjunto independiente. Como S € J, se sigue que es un conjunto

| iﬁdepéndiénte. ' | |

3.2‘ S es absorbente. Procederemos por contradiceion. Supongamos que T -» 5
“para algin vértice z ¢ S, de.estos vértices elijanios zp como sigue: sea
U={zeV(Dy)\S/z» S5}, si U +# ¢, sea Ty el vértice que existe al
aplicar el Lema 2.10 a Dy y U , s1 U = ¢ entonces z - S para alglin vértice
z € V{D1)\ (§UV (D)}, sea x5 alguno de estos vértices. Notemos que si
U # ¢ entonces xp satisface: zg —P? y e y = S implica y —2 . |

SeaT={se S /s-»" x4} Sobre T U {z} tenemos lo siguiente:

3.2.1 TU{zg} es un conjunto independiente. Como T C Sy S es un conjunto

independiente pues S € J, entonces T es un conjunto independiente, - -

solo falta ver-que entre T v g no hay flechas. Como zg - Sy T-C:8 - .

entonces xy ~I.: Porda definicién.de T, T -+ z;.” Supongamos.que .-+ . . .

- T =P gyiicomo: TC S entonces S —P2

* g, como S € T entonces,. o

-zt S, peroestores und contradiceién. Por e tanto entre Ty Zy:no. i, .

hay flechas. Concluimos que T'U-{23} es un conjunto independiente.
3.2:2 Py {zg } € Fs.+-Supongamos que- T U-{zy} —P2y, veremos que.yy — -
TU{xg}. Supongamos que y —» 7 v probemos que ¥ — zg. La siguiente

- observacion serd de utilidad. -




. Observacion. Bajo las condiciones anteriores; veremos que si y —

Caso a.

23
Dy

(S\T) entonces y —* zg. Sea s € (S\T) tal que y —P1 s, por
la definicién de T tenemos que s —1 z;, aplicando que D; es una
digréfica pretransitiva derecha tenemos y —1 zy o To —P1 5, como g

-+ § entonces y —1 xg, figura 2.4.
y\*&?{i/

Figura 2.4

Ahora procederemos considerando los siguientes dos casos.

Supongamos que T —2 y. Como 7' C § entonces § —P2 gy, como

"~ 5 € J entonces y — S. Como y » T entonces y ~— {S\T), de esto

“{Caso b.

“tenemos dos posibilidades, y —22 (S\T) o y —D= (S\T). Siy —

(S\T), como T' =2 y, aplicando que 25 es una digrafica pretransitiva
izquierda tenemos y —™2 7' o T —P2(§\T), como 5 es un conjunto.
independiente y T C S entonces T -2 (S\T') y en consecuencia y —2
T, ﬁgura. 2.5(a), pero esto contradice qué y -» T, por lo tanto y _-;HDZ
(S\T), es decir y =21 (S\T) y por la obsérva.cién anterior y —"' zg.

Sﬁpong&mos qué zg —P2 y, pa,fa. Y tenérﬁasrdros' p-osibilida.déé 'y - .96

Yy — S, analizaremos cada una de ellas. Supongamos que y 'S, como

oz D Y entonces zo € V(Ds) es decir v ¢ V(Dl)\(SUV(DQ))

en consecuenc1a la: eleccidn de Ty fue determmada. por el hecho de que
7 # @, porlo tanto 2y =2 yey = S implica y —D2 35 Supongamos
ahora que y — 5. Como y = T entorlces‘ Yy — (S\T),‘:ténemos dos
p051b1hdades y —P2 (S\T) o y —P (S\T) Sty —P2 $\T como
zo —7 y, aplicando que D, es una d_lgla,ﬁ_ca pretransitiva izﬁuierda

‘entonces mp —72-S\T o y =% 4, como zp - S entonces zp +>D?- S\T-

y en consecuenma y —P2 1y, figura 2. 5(b). Siy ——>D1 (S\T) por la .

observasion hecha anteriormente ¥ —>D ! - Zo-

Por 1ltimo veamos que- S < T U {zp}. Para cualquler 8 € § tenemos
que s € T.6s ¢ T. Sis & T, por-definicién de T', s —P1 g, por otro
lado como T -+ S entonces xg — §, en particular zp ~P 5. Asf, para
cualquier s € § tenemos que {s € T") 6 (s =PL.xg .y g »™ 5), por lo tanto
existe t € T U {z} tal que (s =t) 6 (s =»P1 ¢y ¢ =P 5). Conclufmos que

[ TS coN |
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- D, D
?%’ﬂé?esm | n'\?:;)fﬁﬁz'sesm
@ o (5)
Figura 2.5
S < T U {zp}.

Como xp ¢ 5 entonces S < T U {zy} pero esto contradice que S5 sea un

elemento maximal de (J, <). Por lo tanto S es un conjunto absorbente.
Por 3.1 y 3.2 5 es un niicleo de la digrafica D.

-

A continuacién hacemos notar que la hip6tesis de que no existan trayectorias
infinitas exteriores en Dy ni en- Ds es necesaria para el resultado anterior. También
mostramos que el resultado no es vélido si Dy y Ds son ambas digraficas pretransitivas

derechas o pretransitivas izquierdas.

Nota 2 12 5ien el Tearema 2.11 se elimina lo hipdtesis de que no existon irayec-
torias infinitas exteriores en Dy ni en Do, el resultado no es vélido. Consideremos
la siguiente digrafica D: V(D) = {un, /n €N} y A(D) = {(thp, tm) /n,m € N'y
‘n o< m}, figura 2.6. SeaD1 = D yDy=D. D esla union de D1 y Dy. En D
tenemos que si (tn, tm) € A(D) ¥ (U, u) € A(D), por la definicion de D, n < m
y m <l esto implica que n < 1 y en consecuencia (uy,u) € A(D), por lo tanto D
es tanto pretransitiva derecha como pretmnsitz'va tzquierda, ast D es unidn de dos
digraficas pretransitivas, una devecha y otra izquierda. La sucesion (tUn),ey €5 unG
trayectoric infinita exterior. Veamos que D no tiene micleo, de lo definicidn de D
se desprende que es una digrdfica completa, es decir cualesquiera dos vértices de D
son adyacentes, esto implica que en case de tener D nicleo éste constaria de un solo
elemento, pero es claro que para cualquier g € V (D) (tm,un) € A(D) sim > n, es
decir {u,} nio es niicleo de D, por lo tanto D no tiene nicleo. '

- Ahora veamos que existe una familia infinita de digrificas que satisface lo anterior,
es decir que mo tienen nicleo y cada una de ellas es union de una digrifica pretran-
‘ aitﬁ'va'deret:ha'y una pretransitiva izquierda, donde alguna de ellas tiene trayectorias
infinitas exteriores. Sea H cualguier digrdfica pretransitiva derecha (resp. pretran-
sitivae izquierda) tal que V (H)YN V' (D) =9, existe una fomilia infinita de digrdficas

pretransitivas derechas (resp. izquierdas) por ejemplo las digrificas simétricas son
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Figura 2.6

tanto pretransitivas derechas como izquierdas. Sean Dy y Dy la siguientes digrificas:
V(D) = V(B)UV (D), A(Dy) = A(H) U{(u,v) /ueV(H) yveV (D)} (fige
ra 2.7) y Dy = D. Como ya hablamos mencionado Dy es una digréfica pretransitiva
izquierda (también pretransitiva derecha) que tiene trayectorias infinitas exteriores.
Veamos ahora que D) es una digrdfica pretransitiva derecha (resp. izquierd&),r_sean
wv,w € V(D)) tales que (u,v), (v,w) € A(Dl), vedrnos que (u,w) € A(D1) o .
(w,v) € A(D,) (resp. (u,w) € A(D1) o (v,u) € A(D1)). Siw € V{H), por
la definicion de D1, 1,v € 'V(H ), como H es una digrdfica pretransitiva derecha
(resp. pretransitive izquierda) entonces (u,w) € A(H) o (w,v) € -A(H) (resp.
(u,w) € A(H) o (v,u) € A(HY}), esto implica que (u,w) € A(Dy) o (w,v) € A(Dy)
(resp. (u,w) € A(Dy). o (v,u) € A(Dv)). Siw ¢ V(H) entonces w € V (D), por la
definicion de D,veV(H) yen consecuenciaw € V (H), considerando nuevamente
la definicion de Dy, tenemos que (u,w) € A(D1) (igualmente para el caso en que H
‘s pretransitiva izquierda). Conclufmos que Dy es una digrifica pretransitiva derecha
(resp. izquierda). Consideremos la digréfica Dy la union.de Dy y Dy, figura 2.8, Dy
es. una digréfica pretransitiva derecha (resp. izquierda) y-Dgl una digréfica pretransi-
tiva izquierda ( que. también es derecha) con trayectorias infinitas exteriores. Veamos
que Dy no tiene nicleo. Aplicando el Teorema 1.47 tomando Dy =H, Dy = D Yy
A= {{u,v) /u € V(H), v E V(D) tenemos [) = Dy y por lo tanto Dy no tiene

nicleo.
- - Antes de las siguientes notas prebamos un Lema, util para éstas. . . .

Lema 2.13 i D es una digrifica pretransitiva derecha (resp. '-pretmnsz'tz'vgz‘izquz’erda )
entonces la digrafica H definida a partir de D aumentando un nuevo vértice z y todas

las flechas desde z hacia los vértices.de- D), también es pretransitiva. derecha (resp.
TESIS CON
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pretransitiva izquierda).
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Figura 2.7: Las flechas gruesas indican que todos los vértices de H son adyacentes hacia el

vértice indicado.

Figura 2.8: Las flechas gruesés indican que todos los vértices de H son adyacentes hacia el

vértice indicado.

- Demostracién. « Sean wy,ug, us € V (H) tales que (uy,uz), (uz,us) € A(H),
veamos que (ui,us) € A{H) o {ug,uy) € A(H) (vesp. (uy,u3) € A(H) o (ug,uy) €
A(H)). 8iz ¢ {uy, us,us} entonces {uy,us,uz} C V(D) y (u,u2) € A(D) asf como
(u2,u3) € A(D) como D es una digréfica pretransitiva derecha (resp. pretransitiva
izquierda) entonces (u1,ug) € A(D) o (us,u2) € A(D) (resp. (t1,us) € A(D)
o (ug,u1) € A(D)), como A(D) C A(H) entonces (uy,uz) € A(H) o (ug,uz) €
A(H) (resp. -(ug,us) € A(H) o (ug,u;) € A(H)). Si z € {u1,us,us} entonces
por la definicién de H, z tiene ingrado 0 en H, por lo tante z = uy, asf {ug, uz} C
V (D), considerando nuevasmente la definicion de H, tenemos que (2= 1, us) € A (H)
' (igualmente para el caso en que D es pretransitiva izquierda). Por lo tanto (uy,us) € -
A(H) o (us, tis) € A{H) (vesp. (u,u3) € A(H) 6 (ua, 1) € A(H)), conclufmos que
H es una digréfica pretransitiva derecha (resp. pretransitiva izquierda). m

Noj_:_a .2,.,_14.,.45_@: unidn_de dos digrdficas pretransitivas derechas' no necesariamente

N e
ti T
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tiene nicleo. Sean Dy y Ds las siguientes digrificas:

V(D) =V (Da) = {u,v,w,}, A(Dy) = {(2,u), (uyw), (w,0), (v,0)} 4 A(Dy) =
{{w,v), (z,v), (v,z),{w,z)}. Fs facil ver que Dy y Do son digrificas pretransitivas
derechas, sea D la union de estas dos digrdficas, figura 2.9. Como D. es una digrdfica
completa es decir cualesquiera dos vértices son adyacentes, si hubiera nicleo en D,
éste constaria de un solo vértice el cual deberta tener grado interior 3, pero en D

ningin vértice cumple con esto, por lo tanto D no tiene nicleo.

Figura 2.9: Las ﬂechas marcadas con el nimero 1 corresponden a la dlgréﬁca Dl, y las

flechas marcadas con el nimero 2 corresponden a la, dlgraﬁca Dy,

A partir de D podemos construir una faf}nilia infinita de digrdificas sin nicleo que
son unidn de dos digrdficas pretransitivas derechas sin trayectorias infinitas exteriores.
" Sea Dy = D. Ahora para cade entero positivo n y dada Dn_1 digréfice sin ntdcleo que
es union de dos digrdficas pretmnsz’tz'vas derechas D11 y Dn_y 0, consideramos un
| nuevo vértice z, y definimos Dy la umon de Dy y Dnp, donde Dy = Dn_l,l,
"V (Dng) =V (Dnor2) U{zn} ¥ A(Dnz) = A{Duo12) U {{zn,0) /u €V (Dnosg)},

figura 2.10. Claramente Dy, 1 es una digrdfica pretransitiva derecha y por el Lema 2.13
D2 también lo es. Ahora veamos que Dy no tiene nicleo. Aplicando el Teorema 1.47
tomando Dy = Dy [{z1,., 2], Do = D y A = {(zi,v) /i€ {l,..,n}, v e V (D)}
tenemos D = D,, y por lo tanto D, no tiene nicleo. Ast{Dn /n € N} es una familia
infinita de digrdficas sin nidcleo que son unidn de dos digrdficas pretransitives derechas

sin trayectorias infinitas exteriores.

Nota 2 15 La union de.dos digrdficas pretmnsztwas ?,ZQ’U,ZETdaS no, necesariamente -
tiene nucleo Sean Dy y Dy las sigwientes digrdficas: - . -~ . -
V(D) = 14 (Dg) = {w,v;w,z}, A(D1) = {(u,v), (_‘u,w)', (w,u), (w,z)} y A(Dy) = -
{(z,u), (z,v), {v,z),{v,w)}, figura 2.11. Es fdcil ver que Dy y D, son digrificas

pretransitivas izquierdas, la union de ellas es la digrdfica D dela Nota 2.14 que como, -~ -

ya vimos no tiene nicleo.
A partir de-D podemos construir una familia infinita de digrdficas sin nicleo que

son unidn de dos digrdficas pretransitivas izquierdas sin trayectorias infinitas excte-
TESIS CON
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Figura 2.10: Las flechas marcadas con el ndmero 1 corresponden a la digrifica Dy, v las
flechas marcadas con el niimero 2 corresponden a la digrafica Ds. Las flechas gruesas indican

que los vértices 21, 22,..., 2n 501 adyacentes hacia los vértices u, v, w y 2.

u.(L_._}‘:L'

Figura 2.11: Las flechas marca.das con el niimero 1 corresponden a la digrafica D1, y las

flechas marcadas con el nimero 2 corresponden a la digréfica Da.

TioTES. Seq Dy = D, Dy1 = Dy, Dop = Do. Ahora para cada entero positivo n Yy
dada D,... digrifica sin nicleo que es unidn de dos digrdficas pretransitivas izquier-
das Dn_11 ¥ Dn_1s, consideramos un nuevo vértice z, y definimos D, . la unidn
de Dp1 Y Dno, donde Dpy = Dy 11, V(Dng) = V (Dpe12) U {zn} ¥y A(Dra) =
A(Dp_12) U {(zpyu) /u €V (Dn_15)}, figura 2.12. Claramente D1 es una digrd-
fica pretmnsztwa wqmerda y por el-Lema 2.13 Do tambﬂen lo es. Notemos que

{D, /'n € N} es la misma famzlza mﬁmm de digréficas sin nicleo obtenidus en lai“"r”

nota antemor que tambzen son umon de dos dzgmﬁcas pretmnsztwas zg,quzerdas

2.3 M-Orientaciones

Definicidn 2.16 -Sea-D.una digrifica, la grdﬁéa subyacente de D es la gréfica que

se obtiene al reemplazar cada flecha de D por la correspondiente arista (no dirigida).
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- Figura 2.12: Las flechas marcadas con el niimero 1 corresponden a la digrdfica D1, y las
flechas marcadas con el ntimero 2 corresponden a la digrdfica Dp. Las flechas gruesas indican

que los vértices 21, 29,..., Zn 0D adyacentes hacia los vértices w, v, w y z.
‘Definicién 2.17 Sea G una grdfica, una brz’entacidn_D de G es una digrifica tol
gue su grifica subyacente es G. '

. Definicién 2.18 Una grifica G se dice que es de comparabilidad. si eziste una
orientacion asimétrica D de G que sea una digrdfica transitiva.

Definicidn 2.19 Sea G una grifica, una orientacion D de G se dice que es una

orientacion de Meyniel o una M-orientacidn si todo tridngulo dirigido. de. D,

tiene of menos dos flechas simétricas.

Dada una grdfica G se define el mimero cremdtico de G, x (G}, como el minimo
nimero de colores necesarics para colorear los vértices de G de tal forma que si 2
vértices son adyacentes entonces tengan asignados diferentes colores, por otro lado
se define el mimero. de clan de G, w(@), como el méximo entero r tal que G
tiene una subgrafica cor: r vértices que es una grifica completa. Una-grafica G es
perfécta si para ¢ualquier subgrafica inducida Hde & sé tiene x (#) =w{H). E
problema de conocer la estructura de las graﬁcas perfectas ha motivado el desarrollo
de trabajos 1mportar1tes puede consultarse [5]. Berge demostré que-las- graﬁcas de
comparabilidad son gréficas pezfecta.s [3]; estas gréficas son de las Hamadas graficas
perfectas cldsicas, en'[10] se presenta una recopilacion de resultades importantes
acerca de estas graficas. '

Usando la técnica de Sands, Sauer y Woodrow en [35], C. Champemer demuestra

en (8] el signlente resultado.

“THSS COR
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Teorema 2.20 Toda M—orientacion de una grdfica de comparabilided tiene niicleo.

Decimos que una digréfica D es una orientacién por pozos de una gréfica G
si toda subdigrifica completa de D tiene nicleo. Una gréﬁca G es nucleo soluble
si cualquier orientacién por pozos de G tiene micleo. En 1996 [7], E. Boros y V.
Gurvich demuestran el Teorema 2.21 que habfan establecido como una conjetura

Berge y Duchet en 1983.
“Teorema 2.21 Toda grifica perfecta es micleo soluble.

El Teorema 2.20 es un caso particular del Teorema 2.21 ya que no es dificil probar

que una M —orientacién de una grdfica es una orientacién por pozos.

2.4 Niicleos, M-orientaciones y Orientaciones Pretransitivas

En esta seccién demostramos un resultado similar al Teorema 2.20 para gréficas. in-
finitas enunciado en el Teorema 2.24. Este Teorema para ¢l caso finito, Teorema
- 2.25, es una generalizacién del Teorema. 2.20 pero ademds abarca gréficas que no son

perfectas.

Definicién 2.22 Sea D una digrdfica, decimos que una sucesidn de vértices, (U;);oy,
es ung trayectoria infinita interior de D si para cada i € N se tiene que (t;41,U;)
€ A(D) y para cualesquiera i, j € N tales que i # j se tiene que u; # u;.

Definicién 2.23 Dada una digrifica D definimos D71 la inversa de D como la
digréfica que tiene los mismos vértices que D y (u,v) es una flecha de D™ si y solo

si (v, u) es una flecha de D.

Observemos que D es una digréfica pretransitiva izquierda si y solo si D' es

pretransitiva derecha.

Teorema 2.24 Sea G una grdifica {posiblemente infinita) y seo D una M —orientacion -+~
de G. Si eziste algunia orientacion T de ¥ qué sea una digrifica pretransitiva izquier-

da o derecha que no terign trayectorias infinitas exteriores ni interiores y'tal que e v

Sym(T) = Sym(D) entonces D tiene nicleo.

<

Demostracién. Sea 7 una orientacidn pretransitiva izquierda o derecha de G
tal que no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores y Sym(T) = Sym/(D).
Podemos suponer-que Tes una digrafica pretransitiva izquierda, entonces 7! es una
-‘ " P . ‘; £ ‘

IE T
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orientacién de & que es una digrédfica pretransitiva derecha, notemos que tanto T como
T~ no tienen trayectorias infinitas exteriores. Observemos que Sym(T) = Sym(T™1)
y por lo tanto Sym{T*) = Sym(D). '

Denotamos por z — y si (z,y) € A(D). Supongamos que z — ¥, si (z,y) € A(T)
escribimos z —7%° y y sl (z,9) € A(T!) escribimos z —%% 3. 81 § C V(D)
denotamos por z — S si existe alguna flecha en D desde z hacia algin vértice de
S, v z - 5 sl no existen en D flechas desde z hacia S. Denotamos por £ —7 y si
(z,y) € A(T), st S C V(D) las notaciones  —7 § y =z =T § son andlogas a las
anteriores. De la misma forma se tiene la notacisn para la digrédfica 771,

Notemos que si  — y entonces z —793% 4 o g —%¥ g por otro lado si (z,y)
es una flecha simétrica de D entonces z —7%° y, z =% g y ~4700° g y ¢ arud 5
fnalmente si 2 =7 y (resp. © —7 y) y & ="y (resp. & »°" y) entonces
y =% g (resp. y —™° z).

Sea 2 la familia de conjuntos independientes de vértices S de G tales que S —™%° ¢
implica z — S. Definimos en % la siguiente relacién <:

S < R sl ysolo si para cada s € S existe v € R tal que

-

s=ré(s=T ryr »T )

Observemos que si S y R son conjuntos independientes con S C R, entonces S < R.
- 1. Veamos que < es un orden parcial en 2.

1.1 < esreflexiva. Como 5§ C S, de la observacion anterior se sigue S < S para
cualeuier S € 2. Por lo tanto < es reflexiva.
1.2 Si 5, ) ¥y Rsonconjuntos en % talesque S<Q vy @ < R entonc'és S < R.

Sea 5 € S entonces existe ¢ € @ tal que

. -1 -1
s=qo(s T gy g»T $)..{I)

yenténces existe r € K tal qué’_ . L | e TESIS CON v
| FALLA DE ORIGEN

g=716(q ST yr T g)...{I)

Sis=gog=r,por (II) 6 () respectivamente, teremos s = r 6 (s =T r
T gy q»Ts)

v {q =Ty r-sT7 g), como T! es una digréfica pretransitiva derecha

r »T71 5), con r € R. De otro modo, tenemos:{s —
¥ :
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1.3

por el Lema 2.9 aplicada a la sucesién (s,¢,7) se tiene que s =7 ryr

»T! 5. Por-lo tanto S < R. En consecuencia < es transitiva.

< es antisimétrica. Sean Sy R conjuntos en 2 talesque S< Ry R< S

veamos que S = K. Sea s € S, veamos que s € R. Como 5§ < R entonces

existe r € R tal que satisface (I). Supongamos que s 3 r entonces s =7 r

yr -»T"" 5. Como R < S, para r, existe s’ € S talquer =86 (r—7"" ¢

' =1 . -1
y 8 »T7 r). Sir = s entonces s —T

3’ pero esto es una contradiccidn
pues §,8' € § y S es un conjunto independiente de G, entonces r # s’ y
porlotantor =T &'y »T " 7, como T~ ! es una digréfica pretransitiva
derecha, por el Lema, 2.9 aplicada a la sucesién (s, r, 8') tenemos que s —7
¢y s »7T" s lo cual contradice que S sea un conjunto independiente de
(G. Por lo tanto r = s, es decir § C R, andlogamente tenemos la otra

contencion.

Por 1.1, 1.2y 1.3 <es un orden parcial.

2. Veamos que (2, <) tiene elementos maximales.

21

A # ¢. Como T es pretransitiva izquierda y no tiene trayectorias infinitas

exteriores, por el Lema 2.10 (tomando D'= T y U = V (T)) existe un

2.2

L2

2

s

vértice ¥ tal que y —7 x implica que z —7T y, en este caso (z,y) es una
flecha simétrica de T. Si y —"%° z entonces y T
(z,9) € Sym(T) y como Sym(T) C Sym(D) entonces (z,y) también es

una fecha simétrica de D. Asf, existe un vértice y tal que y —™° z

z, por lo anterior

implica que z — y, entonces {y} € U por lo tanto U # ¢.

Toda cadena en (2, <) estd acotada superiormente. Sea € una cadena en

(A, <). Sea S® = {s e [J S/ existe § € (’.‘ tal que s € R para todo
See
Re €, B> §}, veamos que 5% es cota superior de €.

2 1 S°° es un conjunto independiente. Sean s;, 52 € §°° veamos que en D
nof existen flechas entre s; y s». Como 51, 53 £ 5% entonces existe S y
_,__2_5'_en @-tales que s; € R, para todo R € € tal que R >.5;,1 € {1,2}.
Sea S = max {51, 52}, entonces 51,50 € § y como S es un conjunto

independiente entonces en:D no existen flechas entre s; y s2.. Por lo

tanto 5% es un conjunto independiente. .
2289 L by pafa‘ cada.§ € €, §% > 5. Sea S et y-sea tq.€ .58 veamos
que existe £ € 5= tal quety =16 (tg =T tyt-»T to).. Sity e S§=
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entonces tomamos ¢ = t5. . Supongamos que ty & 5°°, procederemos por
contradiccién, supongamos que si para ¢ € V (D) se tiene {{g ST ¢
y t -»T7" §y) entonces t ¢ §®. Sea Ry = S, como t; ¢ S esto
implica que fp ¢ R; para algin R; € €, Ry > Ry, de esto ultimo
. tenemos que existe t; € R tal que tp —T7 ¢ vty T 15, por nuestra
suposicion t; ¢ S, Entonces t eé Ry para algun Ry e €, Rg > Ry,
esto implica que existe 1o € Hy tal que 4 =7 tz y 1 =7 tl, como
T~! es una digréfica pretransitiva derecha, aplicando el Lema 2.9 a la
sucesién T2 = (fo, tl, tg) tenemos que 75 e$ una trayectoria 'dirigida ¥
tg =Tty y ty »T " by, por nuestra suposicién t, € $°. Asf, para
cada n € N, dados ¢, v R, tales que Ry € €, ¢, € R, tae1 —F ta,
b, T by, o =T b, te #T T G ¥ te & S°°, entonces tenemos
que t, ¢ Ry.i para algin R, € € R, 2> R, de esto dltimo
tenemos que existe t,.; € Hnq tal que ¢, T trgt ¥ tagl ~»L £y
Como 7! es una digrafica pretransitiva derecha y (t, —7 " tn41 ¥
tni1 T t,) paratodo n € N, por el Lema 2.9, 7p41 = (0, %1, .., bns1)
es una trayectoria dirigidaen 7' y (to N tt1 ¥ tney 7 to), por
nuestra suposicion t,,1 & S*. Conside‘remos la. sucesion 7 = (tn),ens
para cada n e N tenemos ¢, T tn+1, por otro lado, sean n, me N,
n % m, supongamoé sin pérdida de generalidad que n < m, entonces
tnybm € V (Ty), COMO 7., es una trayectoria dirigida en 77} entonces
tn 7 tm, POr lo tanto T es una trayectoria inﬁnjté exterior en 771, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto existe ¢ € S™ tal que (Lo Tt

yt-»T ™ #5). Con esto hemos demostrado que S > S y que 5% # ¢.

2.2.3 §%° ¢ . Supongamos gue S® —"%° y, veamos que y — S, Pro-
cederemos por contradiccidn, supongamos que i ~» S, Sea s € §%°
tal que § —"9° y, ahora sea S; € € tal que s € R para todo R € €,

R > 5. Primero probaremos lo Siguiente:

2231 8 Y el para algiin s’ € H'econ B € €, K > 5. entonces existe

i

gesTmae [ s
G 80! FALLA DE ORIGEN

(iiySi R eCestalque B*> Ry t-€ R’ entonces para algin’'s” € A
tenemos s 274 g, g DT g vy -0
., Para (i}, come. estamos suponiendo-que y - 5% entonces s’ ¢ 8% por

!

222S°°>Rentoncesex1stet€S’“’talques—+ ftyt T
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veamos que t satisface (i) y (ii}. Para (i); como y —%** s’ entonces
y =T &, aplicando que T-! es una digréfica pretransitiva derecha,
y que t »T " s tenemos y —7 ¢, figura 2.13(a). Como y = S
entonces y %% ¢ entonces t —"° y. Si s’ — ¢ entonces (y,5",t,7)
es un tridngulo dirigido en D, figura 2.13(b), por otro lado (¢,%) no
es flecha simétrica de 7! y por lo tanto no lo es de D y y =%% { es
decir (¢,y) tampoco es flecha simétrica de D, asi este trigngulo a lo m4s
tiene una flecha simétrica pero esto contradice la hipétesis de que todo
tridngulo dirigido de D tiene al menos 2 flechas simétricas, por lo tanto
s -» ¢ asf s’ »%¥ ¢ y en consecuencia t —"%° &', figura 2.13(c).

azul TE70

-1 -1
o— 5o T 5o CWEZUL}.—%-. o> o

Tofe

(@) - (b) (c}

Figura 2.13

Para (ii) Sea R' € € tal que "> Ry t € R’ como t —"%° &’ entonces -
R —™° ¢ como R € il entonces s — R, es decir s’ — 5" para

T

algun s" € R'. 8i s’ —7%° 5" entonces tenemos ' —T " y como t —7T

s' aplicando que T es una digrafica pretransitiva izquierda tenemos
t =T ¢" 08 =T ¢, comot,s" € R v R es un conjunto independiente
. entonces t 7 s” por lo tanto s’ —7T ¢, figura 2.14(a), como t —7 &'
entonces (¢, 5') es una flecha simétrica de T y por lo tanto de D pero
esto es una contradiccidn pues en (1) tenfamos s’ -+ ¢, por lo tanto .
s -w™@® " v en consecuencia s —®% 5. Ahora supongamos que
s" —T7" & entonces (s',s") es una flecha simétrica de 7-! y por lo
tanto de I esto implica que s’ —"%° 5" pero esto es una contradiccién
-1

pues ya tenfamos s -»"%4%:5"; por lo tanto s” -»* &', Por tiltimo como

. -1 -1 .
Ly = gy gt 97 g entonces y -7 'y ' =T 8", aplicando.que
. . . - s -1 :
~T~1 es una digrdfica pretransitiva derecha y que s” -»T~ ' tenemos
.;? —T7" ¢ fgura 2.14(b).. ‘Aqui tenemos 2 posibilidades y ~» 8" o

.5 -+ . Si 8" — y entonces {y, s, s",y) es un tridngulo dirigido de D,

por hlpotesm este tridngulo tiene al menos 2 flechas simétricas; como -

L

s" »T7" " entonces (s”, s') no es flecha simétrica de T-1 ¥ por lo tanto
tampoco es flecha simétrica de .D, en consecuencia (y, s ) (s",y) son

flechas simétricas de D. Asi en cualquier caso tenemos y -~ " y como
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y —T 7 5" entonces y —** 5", figura 2.14(c), con esto concluimos la
prueba de 2.2.3.1 (ii).

Tt s
. //\?'.
T
. T-l
/T ‘ /
T Ty
Q&T——9 *r—e .
s T y T s
(a) ()
Figura 2.14

Ahora, como s =™ y y s € S| entonces S; —™° y, como S; € € entonces
5 € 9, esto implica que y — S1. Sea s; € 5 tal que ¥ — s1. Supongamos
que ¥ —"9° 51, como s —"° y entonces ¥ —7 51 y s —7 y, como T’ es una
digréfica pretransitiva izquierda entonces s —% 57 0 y ~7 s, como 5; es un
conjunto independiente y s, 5, € S, entonces s -=7 s; por lo tanto y —7 s,
asf (y,8) es uha, flecha simétrica de T' y en consecuencia de D, por lo tanto
y ~» § y como g € §% tenemos y — S lo cual es una contradiceidn, figura
2.15(a). Por lo tanto y —*** s;. Por 2.2.3.1 tomando &' =5, y R =51

existe t; € 5™ tal que:
2232 (I) ll-]_ %rojo 51-

Ahora, como , € § existe S € @ tal que t; € R para todo R € € tal que
R > S,, podemos suponer que 9 > .5), entonces por 2.2.3.1 {(ii) tomando
R =8, yt =t tenemos:

2.2.3.2 (ii) existe 55 € S5 tal que 57 ¥ 5y sy T 51 vy y = sy, figura
2.15(b).
wated
4052
Ly —Lse o0y g oy °
8 T y 8 8 , tl

Figma2ls I TESIS CON

FALLA DE ORIGEN
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Anslogamente a lo anterior, por 2.2.3.1 tomando s' = so y R = S, existe
tp € 5% tal que:

2.2.3.3 (1) 2 —sToge 83, ﬁgura 2.16.

ozl s )
\
. Toja .
t’Z
T-]
o e o7l 4% ®
8 y 8 t]

Figura 2.16

Como t; € 5 existe S; € € tal que £ € R.para todo R € € tal que
R > 85, podemos suponer que S; > S y por lo tanto S; > S, entonces

- . por 2.2.3.1 (ii} tomando R' = S3 y ¢ = 2 tenemos:
2233 (i) existe s3 € S5 tal que sy —%% g3, 55 T 55y y =% g5 fioura 2.17.

Figura 2.17

Asi, st suponemos que paran € N se tienen {ti, ta,...,fn} < 5%, {S1, 52, ...\
“ Spp1} C €eon 81 £ 5 <. < Snsty {51, 82008001 C V(D) tales que
para cada i € {1,..,n}:
2.2.3.4 (i) #; —T9° g |
(ii) {¢;, S‘i-i-l} C Sip1y 88 =% 550y, 8541 T 8 y y = 5.
Entonces por 2.2.3.1 tomando s = 8,41, B = Sp.q existe t,.; € S tal

que:

223 (1) tn+1‘:j—‘*mjo Sn+1-
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Como tpyy € S existe Speo € Ctal que t,41 € Rparatodo Re € jGal que
R > Spyz, podemos suponer que Spo > Sny1 ¥ por-lo tanto Sp40 > S,
entonces por 2.2.3.1 (ii) tomando 8" = s,41, R = Spay, R =8 eyt =1t
tenemos: B |

. . . ! : -1
(ii) existe Snia € Snya tal que sp4i -+ 5,00, Spo #7 Spay ¥y =%

Sn19, figura 2.18.

>.< el

azu A Sn+l tn'f-l
T-l
uzil l ;

° rojo

n t )

Figura 2.18

- .z . -1
Asi (8,),cn s una sucesion de vértices de D tal que sp1n =7 spug ¥y

Snga =17 8,41, como T es una digrafica pretransitiva derecha entonces

por el Lema 2.9, pra,ra cada k EN la sucecién (sy, 82, ..., 5 ) €s una trayec-
toria, dirigida"enT"l esto implica que (s,),ey € una trayectoria infinita
exterior en 7~ lo cual es una contradiccién. Por lo tanto'y — S y en
consecuencia $© & 4. '

Por 2.2.1-2.2.3 5% es cota supenor de € y por lo tanto toda cadena de’ -

(2, <) estd acotada superlormente
Por 2.1 y 2.2 y aplicando el Lema de Zorn, (8 , <) tiene elementos maximales.

Sea S un elemento maximal de (&, <).

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

3. S en un micleo de 1.
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3.1 S es un conjunto independiente de G. Como S € 2 | se sigue que es un

conjunto independiente de G.

3.2' S es absorbente. Procederemos por contradiccidn. Supongamos que z - §

para algun vértice z ¢ S, de estos vértices elijamos xp como sigue: sea

= {z e V(D)\S / 2z -~ S}, por nuestra suposicién U # ¢, sea x; el

vértice que existe al aplicar el Lema 2.10 (tomando D =T y U). Notemos

que zp satisface: zp —7 y ey - S implica y —

T Ip.

Sea P={s €S /s-»¥ g} Sobre PU{zg} tenemos lo siguiente:

3.2.1

P {zy} es un conjunto independiente de G. Como P C Sy S es un
conjunto independiente de G pues S € i, entonces F es un conjunto

independiente de G, solo falta ver que entre P y zp no hay flechas en

. D. Como zg » Sy P C § entonces g -~ P. Por la definicién de-

3.2.2

Caso a.

P, P %4 75 Supongamos que P —™° x5, como P C 3 entonces S
—Te3% 7, como S € il entonces 7o — S, pero esto es una contradiccion, .
entonces P -»7%° x;,. Por lo tanto entre P y zp no hay flechas en D.
Concluimos que P U {zy} es un conjunto independiente de G.

P U {xy} € 2 . Supongamos que P U {zy} —"° 3, veremos que
y — P U {zs}. Supongamos que y - P y probemos que ¥ — Zo.
Procederemos considerando los siguientes 2 casos. ,
Supongamos que P —7™° y. Como P C S entonces S —"%° y, como
Se¥,y— 5 Comoy -» P entonces y — (S\P), de esto tenemos
dos posibilidades, y —° (S\P) o y —**% (S\P). Siy —™° S\P
como PP —"7° yosea p € P tal que p —"° y aplicando que T es una

~ digréfica pretransitiva izquierda tenemos y ~Tpop—T (S\P), figura

2.19(a), como S es un conjunto independiente de G y P C § entonces
p-»T (S\P)asi y —T py esto implica que (p,y) es una flecha simétrica
en T y por-lotanto también lo es en D, asf{ y — P, pero esto es uria
contradlcmon por lo tanto y =»"°° S\ P. Si y —o= S\ P, sea s €-S\P

~ tal que g —° awul 5 'por la definicién de P tenemos:s ezl g0 como T'T L

©es uia dlgraﬁca pretrausitiva derecha entonces :rg -

T 5011_’2" - g

figura. 2.19(b), si zp —T7" 5 entonces (20, ) es una flecha simétrica de

- T, pero las-flechas simétricas de 77! también son flechas:simétricas

de D entonces zg ~— s pero esto es una contradiccion ya que s € Sy

-1 .
v g« S, por lo tanto y —T zp. Entonces y — 1y 0 Tg — Y, 51 Tp — ¥

/' entonces (zo, ¥, 8, 2y) es un tridngulo dirigido en D, por hipétesis debe
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tener este tridngulo al menos dos flechas simétricas en D, como z5 - S

entonces (zg,y) es una flecha simétrica de D y por lo tanto y — ;.

rajo roja gl azul

—>® 70—
P Y SIP ] 5 To
(a) {b)
Figura 2.19

Caso b. Suﬁongamos que g —™%° y. Para. y tenemos dos posibilidades y = §
6 y — S, analizaremos cada una de ellas. Supongaxﬁos que y - S, por
la eleccién de zq tenemos que y -+7 zg, entonces (zg,y) es una flecha
simétrica en T' y por lo tanto en D, asi y — z¢. Supongamos que y
— S, como y - P entonces y — S\P, sea § € S\P tal que y — 5,
por la definicién de P s —* g asf tenemos un trisngulo dirigido
{(z0,y, 8, @q) en D, andlogamente al caso anterior este tridngulo tiene al
menos dos flechas simétricas en D, como zy -» S entonces (zo,y) es
una flecha simétrica de D y por lo tanto y ~— xp.

Conclulmos que PU {zo} €A .

Por ultlmo veamos que S < PU {:::D} Para c:ualquler s € S tenemos que
s€P6s¢ P Sisé P, por definicion de P, s —** zg, por otro Jado
como xp ~+ S entonces zy -+ s, en particular zg %% 5. Asi, para cualquier
T—l

s € 5 tenemos que (s € P) 6 (s -7 g y xg =" §), por lo tanto existe

t € PU{x} tal que (s =1) 6 (3 STyt T s). Conclufmos que
S<TU{z}. _

Como z; ¢ S entonces S < T U {zy} pero esto contradice que S sea un
“elemento .mzucimal‘de (3, <). Por lo tanto Slés un conjunto absorbente.

Por 3.1y 3.2 S’ es un miicleo de la digréfica D. E

H _
Observemos que la hipdtesis Sym(1") = Sym(D) del tedrema anterior sélo se usa-
en la demostracidn en la parte donde se prueba que toda cadena de (%, <) estd acotada
superiormente, en el resto de la demostracién solo se usa la contencién Sym(T) -
Sym(D), esto implica que para el caso de graﬁcas ﬁmtas basta pedlr dicha contencién,

quedando asi el siguiente teorema
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Teorema 2.25 Sea G una grifice finita y sea D una M— orientacion de G. Si existe
alguna orientacion T de G que sea une digrdfica pretransitiva izquierde o derecha tal

que Sym(T') C Sym{D) entonces D tiene micleo.

A continuacién hacemos notar que las hipétesis del Teorema 2.24 son necesarias.

Nota 2.26 St en el Teorema 2.24 se elimina lo hipdtesis de que lo digrifica T no
tenga trayectorias infinitas exteriores ni interiores entonces no mecesariamente D
tiene micleo. Sea G la grifica con vértices {u,/ n € N} y con aristas {(un, um)/
n,m € N, n # m}, figura 2.20. Sea D la orientacidn de G tal que A(D) =
{{Un, ) [ mym € N, n < m}, la digrifica D es la misma a la que se refiere la Nota
2.12 y mostrada en la figura 2.6. D es una digréfica transitiva, asimétrica y no tiene
tridngulos dirigidos, asi D es una M —orientacion de G. Otra consecuencia de que D
es transitive es que es tanto pretransitiva derecha como pretransitive izquierda, por lo
tanto consideremos T = D. La sucesion (Un)pen €5 una trayectoria infinita exterior

enT. Como ya vimos en la Nota 2.12 D no tiene nicleo.

Figura 2.20

Ahora veamos que existe una familia infinita de grificas que satisface lo ante-

rior, es decir que tienen alguna M —orientacidn que no tiene nicleo y tienen una
orientacidn pretransitiva derecha o izquierda con la misma parte simétrica que posee -
trayectorias infinitas exteriores o interiores. Sea H cualquier ciclo de longitud par
vy, va, oy Vo, 1) tal que V(H) N V(G) = ¢. Sen H' la siguiente grifica: V (H') =
VUV (G), A(H) = A(HYUA(G)U{{u,v) /u€V(H) yveV(G)}. Sea D
la. stguiente orientacidn de ', figura 2.21: -
A(D) = {(vi,vi41) fi € {1,...,2m} 5 = 1 (mod £)}U
v v) /i€ {1,..,2m}, i=0 (mod 2)} UA(D)U : |
Alu,v) fue V(H) yve VI{(G)} o suma es tomada mddulo 2m. . Veamos que D' es
una digrdfica transitiva,-sean u,v,w € V (D) tales que (u,v), (v,w).€.A{D'), veamos
que (u,w) € A(D"). Siw € V(H), por la definicidn de D', u,v € V (H) pero en
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D' los vértices de H inducen una subdigrifica que no tene trayectorias dirigidas de
longitud 2 por lo tanto w ¢ V (H), entonces w € V (G), si u € V (H) por la defini-
cidn de DY, (u,w) € A(D"), siu & V (H) entonces u € V (G) y por la definicion

de D', v € V(G), es decir {u,v,w} C V(D) y como D es una digrifica transiti-

“va entonces (u,w) € A(D) y por lo tanto (u,w) € A(D'). Conclutmos que D' es

una digrdfica transitiva, como ademds IY es asiméirica entonces no tiene tridngulos

dirigidos y por lo tanto es una M-orientacion de H'. Otra consecuencia de que I

sea una digrdfica transitiva es que es una digrdfica pretransifiva derecha y tembién

izquierda, consideremos T' = IV, entonces Sym (T") = Sym(D’). En T’ la sucesion

(Un) ey €8 Une trayectoria infinita exterior. Veamos que D' no tiene nicleo. Aplican-

do el Teorema 1.47 tomando Dy = D'V (H)|, Ds =D y A = {(u,v) /u € V (H),
" v eV (D)} tenemos D =D y por lo tanto I no tiene nicleo.

i /—\

Figura 2.21: La flecha gruesa indica que todos los vértices de A son‘l'-a{&f}r!acéfi%‘e‘fshﬁ?aiﬁi_afsloés Lo

vértices de 0.

Nota 2.27 Si en el Teorema 224 se elimina lo hipdtesis de que la digrdfica D seq 5 .
“una M—orientacidn entonces;no. necesariamente D tene micleo. Sea G la grfi-. - -
" .ca completa con 4 vértices.: Si V(G) = {u,v,w,z} sea D la orientacidn de G tal- - =
Cque A(D) = {(u, v} (v, w), (wiw), (zu), (u,w), (w,u),(v,z), (5v)}, Deslomis- -
ma digrdfica mostreda en la figura 2.9, que como vimoes en la Nota 2.14 no tiene

micleo. En D -todo tridngulo: dirigido tiene una sola flecha. simétrica -es decir D« - .-
no es una M—orientacicn de G.  Sea T la siguiente orientacion de G: A(T) =
{(u,v) (w;v) fw, ), (w,3) (ww), (), (v,z),(z,v)}, figura 2.82. No es.dificil
ver que T es una digmﬁéa tanto pretransitiva derecha como izquierda. y Sym (T) =

TESS CON
FALLA DE ORIGEN
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Sym (D).

U

[ZX

Figura 2.22

.*-—————>.

Ahora vearnos que a partir de G podemos construir una familia infinita de grd-
ficas donde cada una de ellas tiene alguna orientacion que no tiene nicleo y no es
una M—orientacion y ademds cada grifica de la familia tiene alguna orientacion pre-
transitiva derecha que no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores, ambas
orientaciones con [a misma parte stmétrica. Sean Gy =G, Dy =D y Ty =T, para
cada entero positivo n y dadas Gn_1, Dp_1, Ta-1 que satisfacen lo anterior, consi-
deramos un nuevo vértice z, y deﬁnimbs Gn, Dy, T como sigue (figuras 2.23 y 2.24):

V(Gr) =V (Groa) U{za} ¥ A(Gr) = A(Gaa) U {(zn,u) /u € V(Groi)},
V(D)= V (Daet) U{zn} ¥ A(Dn) = A(Dat) U{(z0,0) /u €V (Dasi)} v
V(o) =V (To) Udzn} ¥y A(TR) = A1) U {(z0,u) /u€ V(Tha)}

TESIS CON
| A DE ORIGER

' Flgma 9.23: Las arlstas gruesas mdma.n que los vertu:es zl, 22, - &p sOn adyacentes hacia

“os vértices 1, v, w y x.

Es claro que D, y ;.. son orientaciones de G,. Como I es subdigréfica de D,

y D tiene tridngulos dirigidos con solo una flecha simétrica entonces D, no es una
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Figufa 2.24: Las flechas gruesas indican que los vértices 23, 22,..., 2, son adyacentes hacia

los vértices u, v, w v .

M —orientacion de G,. Por el Lema 2.18 T,, es una digrifica prefransitiva derecha y-
como es finita no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores. Como las flechas

que se afaden o D,_y (resp. Th_1) para obtener D, (vesp. T,) son asiméiricas,

entonces Sym (Dy) = Sym{(D,_1) v Sym (L) = Sym (Tn-1), ¥ como Sym{(Dy_1) =

Sym (Th-1) entonces Sym (D) = Sym (1},). Por dltimo veamos gue D, mno tiene:

“nticleo. Aplicando el Teorema 1.47 tomando D1 = D, [{z1, vy Z }; Dy=D y A=
{(z;,v) /i € {1,..,n}, v € V(D)} tenemos D = D, y por lo tanto D, no tiene
niicleo. Ast{G, /n € N} es una familia infinita de grdficas donde cada una de ellas
tiene alguna orientacion D, que no tiene niicleo, Dy, no es una M —orientacion y Gn
tiene alguna oricntacién 1, pretransitiva derecha gue no tiene tfr'ayectOT'ias infinitos

exteriores ni interiores.

Nota 2.28 Parn el caso finito, si se elimina la hipdtesis Sym (T) € Sym (D) el

resultado puede fallar. Sea G cualquier ciclo de longitud impar mayor o igual que 5. .
-+ Sea D el ciclo dirigido correspondiente, D no tiene tridngulos dirigidos, por lo tanto

D es una M—orientacion de G pero no tien&mﬁcko. SiV(G) = {v,va, ..., Vans1 b

sea T la siguiente orientacidn de G: -

A(T) = {{v1,v2), (v2,v1)} U {{vose1, v9)y (Uaien, Vosae) /¢ € {1,2,..,n} la suma es -
- tomada mod 2n+1}, figura 2.25. No es.dificil ver que T' es una digrdfica pretransitiva.. | . .

derecha y Sym (1) € Sym (D).

Por tltimo veremos que el Teorema 2.25 generaliza al Teorema 2.20 probado por: - -

C. Champetier, pero ademds ¢l Teorema 2.25 abarca graficas que no son gréficas de
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N
L

Figura 2.25

comparabilidad, es decir graficas que no estdn consideradas en el Teorema 2.20, més

alin abarca griaficas que no son perfectas.

Nota 2.29 Sea G una grifica de comparabilidad y D cualquier M —orientacion de
G. SiT es una orientacidn transitiva de G enfonces T' es una orientacidn pretran-
sitiva derecha de G vy también izquierda, como G es finita, T también lo es y no
tiene entonces trayectorias infinitas exteriores ni interiores. Yo que T es una digrd-
fica asimétrica, entonces Sym{T) C Sym (D). Por todo lo anterior y aplicando el
Teorema 2.25 D- tiene niicleo. Por lo tanto el Teorema 2.25 generaliza al Teorema

2.20.

Nota 2.30 Consideremos la grifica Gp, n > 2, mostrada en lo figura 2.26, G,, no es
una grifica de comparebilidad, Gallai [26], mas ain no es perfecta pues para Cops1
el ciclo de longitud 2n + 1 se tiene x {Cony1) = 3 ¥ w (Cons1) = 2. Sea D, la
orientacion de Gy tal que: A(D,) = {{v,vi1) /1 € {1,2,...,2n+ 1} la suma es
tomada mod 2n + 1} U {(u, w1} /1 € {1,2,....2n+ 1} la suma es tomada mod
2n + 1} U {(ugn,-.ughﬁl),(vg,vl),(uz,'.“vl)},' figura 2.27.  El tdnico tridngulo dirigi-
do de Dy es (vy,vnyton, ¥1) que tiene 2 flechas simétricas, por lo tanto. D, es una
M —orientacion de G,. Sea T, la orientacion de Gy, tal que: o

A (T} = { (on, v1) Fo{{v1, v2) , (ve, v1) }U{ (vaisr, v2a) 5 (Vaigr, v2ine) /4 € {1,2, .., n}}U
{(uan=1, an) » (Uan, Usro1) } U { (g, Unsm1) s (uai, unip1) /1€ {1,2,...,n - 1}}U -
{(vons1,Uzn) \ (Uons1, w1}, la suma es tomada mod 2n + 1, figura 2.28. No es dift-
&1l ver que T, es una orientacion pretmnsiti'ua derecha de G, y es "z'nmediatb que
SJm (Tn) = S’ym (Dy). P07 lo tanto G es una gmﬁca que no es perfecta y a la, cual

puede aplzcarse el Teorema 2 25.
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Figura 2.26
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2.5 Digrédficas Quasitransitivas

Otra lgenéralizacién del concepto de digréfica transitiva es el de”dig‘raiﬁ(:a quasitransi-
tiva dada por GhomiérHoun [27].

Definicién 2.31 Una dzgraﬁca D es quasitransitiva si para cualesquiera w,v,w
“vértices de D tales:que (u,v) € A(D) y (v,w) € A{D) implica (u,w).€ A(D) o
(fw‘u) c A(D) i . _

Las' d1graﬁcas quaﬂtlansltwas ‘han éido estudiadas en [12829 36} ; Las dis
graﬁcas qua51tran51tnas so1 1mportantes por su estrecha relacion con las glaﬁcas
de compara.blhdad (graﬁcas que tienen una orlentacion tlanmtwa.] Espemﬁcamente.
Ghouils-Houri [27] demostrd que una gréfica puede ser orientada como una dzgréﬁca
. quasitransitiva si 'y s6lo si es una gréfica de comparabilidad, para mayof, informacidn
de las gréficas de comparabilidad se puede recurrir a {26, 30]. También son de interés
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las digréficas quasitransitivas ya que comparten muchas de las propiedades de los
torneos [2], un torneo es una digréfica tal que entre cada par de vértices existe una y
solo una flecha, debido a esto los torneos tienen una estructura muy rica. Claramente

los torneos son digrédficas quasitransitivas.

2.6 Niicleos'y Digréaficas Quésitransitivas |

Ein esta seccién probamos que si D es una digrifica tal que todo tridngulo dirigido
tiene al nenos 2 flechas simétricas y que es unidn de dos digrificas quasitransitivas

g tales que en mnguna de ellas existen trayectorias infinitas exterjores entonces D tiene .

nucleo Este resultado es una generalizacién del Teorema 2.8 y en la demostracién se
,.usé, una Jﬁecmca. similar a la dada en [35]. Como un corolario al resultado obtenido
tenemos que loda digrdfica quasitransiliva bal que todo tridngulo dirigido lieue al
- menos 2 flechas simétricas y que no tiene trayectorias infinitas exteriores tiene micleo.
Andlogamente a las propiedades de digraficas pretransitivas mencionadas en los
lemas 2.9 y 2.10 tenemos dos propiedades para. dig’ré’,ﬁcas quasitransitivas donde cada
tridngulo dirigido tiene al menos 2 flechas simétricas, estas propiedades se enuncian -

en los lemas 2.32 y 2.33.

- Lema 2.32 Sea D una dzgmﬁca tal que cada, tmangulo dzmgado tiene al Tenos dog.

flechas simétricas, si Dy es una subdzgmﬁca de D que es quasztmnsztwa v (v1, V2, .\, Un)

es una sucesion. de vértices. de-D, tal que (v,,,fuﬂ_l) € A(Dl) pero (’Uq,}.l,?.") & A(D) ..

entonces lo sucesion es una trayectoria dirigida en Dy y para cada i = 1,..,n — 1,
(v, v;) € A(D1) ¥ (v3,0) ¢ A(D) para toda j € {i+1,...,n}.

Demostraciéon. Procederemos por inducecién sobre n. El resultado es inmediato.
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para n = 1. Supongamos que el resultado es vélido para una sucesion de n vértices
que satisface las condiciones del Lema 2.32. Consideremos ahora una sucesién T =
(v1, U2y ...y Un, Upy1) de n + 1 vértices tal que para cada i € {1,...,n}, ('Ui,"UH.l-) €
A(D1) ¥ (vip1,w) € A(D). Notemos que la sucesion 7" de los n primeros vértices
de T satisface las hipétesis del Lema 2.32 entonces por hipétesis de induccion 7 es
una trayectoria dirigida y para cada i € {1,...,n — 1}, (v;,1;) € A(‘Dl) y (vy,1;) ¢
A(D) para toda j € {i+1,..,n}. Por lo tanto solo falta probar que para cada
i € {1, m — 1} v # v, (Vi vas1) € A(D1) ¥ (ne1,v) € A(D). Procediendo por
contradiccién supongamos que vn.1 = v; para algin i € {1,...,n - 1}, por lo anterior
(i, vn) € A(Dy), es decir (Ung1,v,) € A(D)) esto implica que (VUni1,vn) € A(D)
lo cual contradice la hipétesis que se tiene de 7', por lo tanto T es una trayectoria
dirigida. Por otro lado, para cada i € {1,...,n — 1} considerando las flechas (v, v,)
Y (U, Uns1), como Dy es una digrafica quasitransitiva entonces (v, tnr1) € A(D1) 0
(Un+1,v:) € A(D:1). Supongamos que (vp+1,v:) € A(D), entonces (vi, Un, Uns1, V1) €5
un tridngulo dirigido en D que por hipétesis tiene al menos dos flechas simétricas pero
esto no es posible pues por hipdtesis (vpy1,vn) € A{D) ¥ por hipéiesis de-induccién
(0n, ;) & A(D) por o tanto (Un.1,v;) € A(D), esto implica que {(Vnt1, 1) t{ ADy) y
por lo tanto (v;, Uet1) € A(D1). Concluimos que T es una trayectoria dirigida y para
cadai € {1,...,n}, (v;,v;) € A(D1) v (vj,v) € A(D) para toda j € {i +1,...,n+1}.
a |

Lema 2.33 Sea D una digrifica tal que cada tridngulo dirigido tiene al menos dos
Aechas simétricas y sea D, una subdigrdfica de DD que es quasitmnsitiva Y no tiene
trayectorias infinitas exteriores. §i U ¢ V(D1) y U # ¢, entonces existe x € U tal
que i (z,y) € A(D1) cony € U, entonces (y,z) € A(D).

Demostracién. Procederemos por contradiceidn. Supongamos que para cada

z € U, existey € U tal que (z,y) € A(D1) v (y,z) ¢ A(D). Sea z; € U entonces
o existe 3y € U tal que (z1,22} € A(D1) vy (22,71) € A(D). Asf, para cada n € N,
. dado -z, € U, existe zn.1 € U tal que (Tn, Tni1) € A(D1) ¥ {ZTny1, Tn) ¢ A(D), por el

© - Lema 2.32, Tiyy = (21,22, ..., Tns1) €5 una trayectoria dirigida en Dj. Consideremos
. la-sucesion T = (Tn)pen, para cada.n €N tenemos Ty, Tny1 € V (The1), como Thyy
es una trayectoria dirigida en Dy entonces (Zn, Tny1) € A(Dy), por otro lado, sean
' "n','m. € N, n # m, supongamos sin pérdida de generalidad que n < m, entonces
Tr, Tm € V (1), como 15, es una trayectoria dirigida en Iy entonces x, # T, por
< lo tanto T es una trayeetoria infinita exterior en.D;, lo cual es una contradiceion.

Concluimos que existe el vértice z con la propiedad pedida. =
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‘Teorema 2.34 Sea D una digrifica que es union de dos digrificas quasz'tmnsz'tz’vaé
Dy y Dy tales que en ninguna-de ellas existen frayectorias infinitas exteriores. Si

en D cada tridngulo dirigido tiene-al menos dos flechas simétricas entonces D tiene

nicleo.

Demoétran_:idh. Denotamos por & — y si (i,y) € A(D) y porz = y sl
(z.y) ¢ A(D). Por z =P y si (z,y) € ADy), T »P ysi (z,y) € AD), si
sc V(D) denotamos por = —"* § si existe alguna flecha en D) desde z hacia algtin
vértice de S, y z -»P1 S si no existen en D, flechas desde z hacia 5. Anslogamente

"para la digréfica D,.
Si S y I son conjuntos independientes de vértices de D, decimos que S < T si

para cada s € S existe t € T tal que
s=1t6(s =1 tyt»s)
Observembs que si §' v 7" son conjuntos independientes con S C T, entonces 5 < 7.

1. Veamos que < es un orden parcial en la familia de todos los conjluntos indepen-

dientes de D.

- 1.1 < es reflexiva. Como S C S, de la observacién anterior se sigue S < S para -
cualquier S C V(D). Por lo tanto < es reflexiva.

1.2 < es transitiva. Sean S, T'y R conjuntos de vértices independientes tales. -
que S<TyT <R, veamos que S < R. Sea s € S, como § < T entonces
existe t € T tal que '

s=t6(s—="1tyt-=s) (D)
ycorrioT < R paraestat & T existe r € R tal que

t=ra(t—="tryr=»t) (I

Sis=tot=r por (1) 6 (I) respectivamente, tenemos s = r6 (s =P

y r —s) conr € R Supengamos que.s # ¢y ¢ # r, entonces (s —Plty e

t-38)y(t D1 g y r -» t), como D; es una digrafica quasitransitiva, por -

Por lo tanto .S < R. En consecuencia < es transitiva.

1.3 <.es anfisimétrica:r-Sean Sy T conjuntos de vértices independientes tales -
que S < Ty T < Sveamos que S = 7. Sea 5 € S, veamos que s € T

el Lema 2:32 aplicada a la sucesién (s,f,r) se tiene que s =PLiryr = g -~ 0
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- Como § < T entonces existe ¢ € T tal que s =t 6 (s =P ¢ vt » 5).
Supongamos que s # ¢t entonces s —P1 t y t -».5. Como T < S, para t
existe ' € 5, tal que ¢t = & 6 (t =" s y ¢’ -» t). Sit = s’ entonces
s =P &' pero esto es una contradiccién pues 5,5’ € S y S es un conjunto
independiente, entonces t # s’ y por lo tanto t —P &' y ¢’ -» ¢t. Como
D; es una digréfica Quasitransiti{ra, por el Lema 2.32 aplicada a la sucesién
(s,t,5') tenemos que s — &, lo cual contradice que S sea un conjunto
independiente. Por lo tanto ¢ = s, y en consecuencia s € T. Por lo tanto
S C T. Anslogamente tenemos la otra contencion. Conclufmos que < es

antisimétrica.

Por 1.1, 1.2 y 1.3 < es un orden parcial en la familia de todos los conjuntos

. independientes de D.

Sea J la familia de todos los conjuntos no vacfos de vértices S independientes

de D tales que § —P* y implica y — S.

2. Veamos que (J, <) tiene elementos maximales.

2.1 J # ¢. Como D, es una digréfica quasitransitiva izquierda y no tiene trayec-
torias infinitas exteriores, por el Lema 2.33, existe un vértice x tal que
z —P2 y implica y — =, asi {z} € 7.
2.2 Toda cadena en {7, <) estd acotada superiormente. ‘Sea € una cadena en
(3,<). SeaS® ={s€ |J 5 /existe S € € talques € T paratodo T €C,
Set

T > 8}, veamos que 5™ es cota superior de € . '
2.2.1 §% es un conjunto independiente. Sean s, s; € S veamos que en D
no existen flechas entre s; v ss. Como &1,z € 5% entonces existe Sy y
S5 en € tales que s; € T, para todo T € € tal que T > 8;, ¢t € {1,2}.
Sea .S = max {5, 3}, entonces 55,5, € S y como S es un conjunto
independiente entonces en [ no existen flechas entre s; v §5. Por lo

tanto S° es un conjunto:indépendiente. -

2.2.2 S 5 ¢ y para'cada’S € €,:%° > 5. Sea S € € y sea {5 € § veamos ¢ e

que existe t € S® tal que tp =t 6 (fg =1 ty 1 = £). Si¢p € 5
entonces tomamos £ = tg. Supongamos que ty & S, procedéremos por - ¢
contradiccién, supongamos que si para t € V (D) se tiene (f; —™ ¢
e aoesye tosety) entonees g5 Sea Ty =5, como & 5™ esto-implica-
que ty ¢ T; para algiin 7} € € con 17 > Ty, de esto tltimo tenemos

TESIS CON_
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que existe £ € T} tal que #p —7* 1 y t; - &5, por nuestra suposicién
t1 ¢ S*. Entonces t; ¢ T» para algiin Ts € €con Ty > T, esto
implica que existe t; € Ty tal que t; —* &y y to - ¢, como D
es una digréfica quasitransitiva, aplicando el Lema 2.32 a la sucesién
To = (fg, t1,12) tenemos que 79 es una trayectoria dirigida y tg ,_,D} s
v t2 -~ g, por nuestra suposicion ¢, ¢ S§%. Asf, para cada n € N,
dados t, v Ty, tales que T, € €, 1, € To,, thoy —D by, t —» tpen,
tg =1 1, ty = to ¥ t, ¢ S, entonces tenemos que t, ¢ Ty, para
alglin-Tmrgl € € con Thq1 = T, de esto tltimo tenemos que existe
topr € Toyr tal que £, —D 41y thyy » tn. Como D) es una
digréfica quasitransitiva y (£, —% tny1 ¥ the1 =-1,) para todo n € N,
por el Lema 2.32, Tp11 = (fg, %1, .. fns1) €S una trayectoria dirigida
en Dy y (tg = thi1 ¥ tep1 = fo), POT TuEStra suposicion .1 § 5%
Consideremos la sucesién 7 = (t,), oy, para cadan € N tenemos ¢, —
tne1, por otro lado, sean n,m € N, 1 # m, supongamos sin pérdida

de generalidad que n < m, entonces {t,,tm} C V (Tm), como. 7, €8

una trayectoria dirigida en 1 entonces &, # tm, por lo tanto 7 es una, -

. trayectoria infinita exterior en Dy, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto existe ¢ € § tal que (§y =7 £y ¢ -» 43). Con esto hemos

2.2.3

demostrado que 5% > S y que §% # ¢.

S* ¢ J. Supongamos que S® —D? y, es decir s —72 y para algiin
s € 5% veamos que y — S5 . Sea S € € tal que s € T, para todo
Tec€talqueT >S5 ComoSed,secSys—"yentonces y — S,

es decir ¢y — &' para algiin 8 € S, supongamos que §' ¢ S*°. Tenemos

~ dos posibilidades y —* s’ 0.y —P1 &', analizaremos cada una de ellas.

" quasitransitiva y tenemos 'y —?' t ot =1y, Si y-—D1 ¢ entonces - -

Siy —P2 ¢, como s —2 y, figura 2.29(c), v Dy es una digrafica .
quasitransitiva entonces s —7% s’ 0 ' =2 s, pero esto no es posible

pues S es un conjunto-independiente y s, s’ € S, por lo tanto y -2 &'

y en consecuencia y =7 s', como § < 9% y s’ € S entornces existe.. .
t € 5% tal que s/'= -t"loi-(s’-:'—@l Lyt s’), como s" ¢ S™ entonces .. -

s' # iy en: consecuencia (5" —"1 ¢ y £ = §'), figura 2.29(b);:con esto. . - .o

ultimo y considerando que y —% s’ aplicamos que D, es una digrdfica

y — S§%..Sit =P 4 entonces (y,s',t,y) es un tridngulo dirigido en

) que por hipétesistiene al menos dos flechas simétricas, como ¢ -5’

entonces & — y y y — t, asi y — 5. Concluimos que 5% € 7.
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D, D, : ; o . D. D .
&e——>0——e : S —220——>0
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(a) . : (b)
Figura 2.29

Por 2.2.1-2.2.3 5% es cota superior de <.

Por 2.1 y 2.2 toda cadena de (J, <) estd acotada superiormente. Por el Lema de

Zorn, (3 , <) tiene clementos maximales. Sea S un elemento maximal de (3, <).
3. 5 en un nticleo de D.

3.1 S esun conjunto independiente. Como S € J , se sigue que es un conjunto
mdepend1ente '

3 2 5 es absorbente. Procederemos por contradlccmn Supongamos que .5 - .
para algin vértice £ ¢ 5, de estos vértices elijamos zy como sigue: sea -
U={zeV(D)\S/ x-S}, si U # ¢, sea zo el vértice que existe al
aplicar el Lema 2.33 & Dy y U, st U = ¢ entonces z -+ S para algiin vértice:
z € V{(Di)\(SUV (Dg)), sea zq alguno de estos vértices. Notemos que si
U/ # ¢ entonces 1y satisface: xq ‘—>D? yewy -» 8 implica y — Zo.

Sea T ={s€S /s -»" 5} SobreT U{zp} tenemos lo siguiente:.

3.2.1' TWU{zo} es un conjunto.independiente. Como T' €S y S es un conjunto
independiente pues S € J , entonces T es un conjunto independiente,
solo falta ver que entre T y @ no hay flechas. Comozy - Sy T'C S
© entonces Ty - T'. Por la definicién de 7', T -»P1 25, Supongamos que
T —D2 25, como T C S entonces S —2 zj, como § € J entonces
zo'— 5, peroresto es una contradiccion. -Por lo tanto entre 7'y %o no
hay flechas! Concluimos qﬁe TU{zp} es un coﬁjunto independiente.. - -
3.2.2 T U {zo} €. Supongamos que T U {zp} —D2 y, veremos que:y —
T'U{zy}: Supongamos que y - Ty probemos que y — Zp. La siguiente:- ; -
‘observacion-serd de:utilidad. R '
Observacién.' Bajo las condicioiies anteriores, veremos que si.y —
“{S\T) entomces y —P* zp. Sea s € (S\T) tal qie y —P* 5, como -
5 ¢ T tenemos que s — zp, aplicando que D; .es una digréfica qua-

Ih.

" sitransitiva tenemos y P zyorzge— Py, sioxg —Dh gy figura 2.30,

. entonces (y, s, zg,y) es un trisngulo dirigido-en.D que por hipétesis
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tiene al menos 2 flechas simétricas, como zy ~ S entonces s —»Pt y e

y —P1 ;. Ahora procederemos considerando los siguientes dos casos.

Dl S Dl L
D

1

Figura 2.30

Caso a. Supongamos que 7' =2 y. Como 7' C S entonces S —2 y, como S €

Caso b.

J entonces y — . Como y —» T entonces y — (S\T), de esto tenemos
dos posibilidades, y —22 (S\T) oy =P (S\T). Siy =P (S\T), como
T —P2 y, figura 2.31, aplicando que D es una digréfica quasitransitiva
tenemos T —2 {S\T) o (§\T) =72 T, pero esto 10 es posible pues
S es un conjunto independiente y T C S, por Io tatto Yy D2 (S\1),

‘es decir y —P1 (S\T') y por la observacién anterior y —2* ;.

° Dy > D"-;o
teT Ty seS\T
Figura 2.31

Supongamos que zp —2 y, para y tenemos dos posibilidades y = § 6

-y = S, analizaremos cada una de ellas. Supongamos que y - S, como

g -—QPQ y entonces zg € V (Dy) es decir £ ¢ V(D)\(SUV (Dq)) ¥
" en consecuencia la eleccidn de gy fué determinada por el hecho de que
U # ¢, por.lo tanto zp ﬁDQ y ey -» S implica y —P2 z; por lo tanto

.y — zg. Supongamos ahora que y — 5. Como y - T entonces y

= (S\T) tenemos dos posibilidadeS' y =2 (S\T) o y —51 (S\T').

Sty —P2 S\T como zp —*2 y, aplicando que: D, es una digréfica
L ' quasitransitiva entonces zy —P2 S\T o S\T -2 14, como T —+ S
_.entonces @o -#7? S\T y en consecuencia S\T ——>D2 Zg, ﬁgura. 2.32,

gt Jmphca que- S —P2 x4, como Sed entonces Tg S pero esto no

es posible, por lo tanto y -2 S\T Asf tenemos que y —*"1 (S\T)

. por la observacmn hecha anteriormente y —>Dl xo

- Por tdltimo veamos.que.S < T U {zp}. Para cualquler 5 € 5 tenemos que-
g€ 68 §£ T St s'¢:T, por definicién-de T';.s =5 zg, por otro. lado como -

7o -+ S entonces zy — 5. Asf, para cualquier s°€ S tenemos que (s €.T)

PR !
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- Figura 2.32

6 (s >z y mg = s), por lo tanto existe £ € T U {zp} tal que (s =¢) 6
(s =P £ y t - s). Concluimos que § < T U {zo}.
Como zg ¢ S entonces S < T U {zy} pero esto contradice que S sea un

elemento maximal de (J, <). Por lo tanto 5 es un conjunto absorbente.
Por 3.1y 3.2 S es un nvcleo de la digrafica D.
[

- Corolario 2.35 Si D es una. digrdfica quasitransitiva tal que. todo tridngulo dirigido.
tiene al menos 2 flechas simétricas y no tiene trayectorias infinitas exteriores entonces

D tiene nideleo.

A continuacién hacemos notar que la hipstesis de que no existan trayectorias in-
finitas exteriores en D ni en D es necesaria para el resultado anterior, asi como la
hipétesis de que todo tridngulo dirigido de D tenga al menos 2 flechas simétricas.

" También mostramos que el resultado es diferente al Teorema 2.11 probado anterior-
mente, es decir existen digrédficas que sont unién de una digréfica prétra,nsitiva derecha -
con una pretransitiva izquierda y no son unién de 2 digraﬁcas quasitransitivas, y
viceversa, existen digraficas donde todo tridngulo dirigido tiene al menos 2 flechas
simétricas, son unién de 2 digrificas quasitransitivas y no son unién de una digréfica

pretransitiva derecha y una pretransitiva izquierda. -

- Nota 2.36 S5i en el Teorema 2.3/ se elimina la hz’pdtesis de que no eristan trayec-

L torzas infinitas ezteriores en Dy ni en Dy el resultado no. es. vdlido. " Consideremos.

S la dzgraﬁca D de la Nota 2.12.° D es una d?,grdﬁca transitiva y por lo tanio es qua~ .
- sitransitiva; - ast D es union de-dos digrdficas- quasitransitivas. "D no tiene tmdngulos;

dirigidos, por lo tanto todo tridngulo dirigido de D satisface gue tiene ol menos 2

" felchas simétricas. La sucesion {u,) oy €s una trayectoria infinita exterior y como

se vid anteriormente D no tiene nicleo. Andlogamente a lo hecho en la Nola 2.12,
existe unia familia infinitd de digrdficns donde cada: una de -ellas no tiene nicleo; to~

do’ tridgngule -dirigido tiene dal menos 2 flechas simétricas y es unidn. de 2 digrdficas. -
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quasitransitivas donde alguna de éstas tiene trayectorias infinitas exteriores. Sea H
cualqmer digrdfica quasitransitiva V (H) NV (D) = ¢, eziste una familia infinita de

' dzgmﬁcas'quasztmnsztwas por ejemplo las orientaciones quasitransitivas de grdficas

R

..,.M".d:e, cdmpambzlzdad Sean Dy y D, la siguientes digréficas: V (D) = V (HYUV (D),

AD)=AH)U{(u,v) /fueV(H) yveV (D)} y D;=D. Como ya habiamos
mencionado Dy es una digréfica quasitransitiva que tiene trayectorias infinitas exte-
riores. Veamos ahora que D, es una digrifica quasitransitiva, sean u,v,w € V (D)
tales que (u,v), (v,w) € A(Dy), veamos que (u,w) € A(D;) o (w,u) € A(Dy). Si
w € V (H), por la definicion de Dy, uw,v € V{(H), como H es una digréfica quasitran-
sitiva entonces (u,w) € A(H) o (w,u} € A(H), esto implica que (u,w) € A(D;)
o (w,u) € A{Dy). Siw ¢ V(H) entonces w € V (D), por la definicion de Dy,
v eV (H) y en consecuencia u € V (H), considerando nuevamente la deﬁm’éio’n de
Dy, tenemos que (u,w} € A (D). Conclufmos que D, es una digrifica guasitransi-
tiva. Consideremos lo digréifica Dy la unidn de Dy y D2, Dy y D2 son digrificas
quasitransitivas y De tiene troyectorias infinitas exteriores. Veamos que Dy no tiene -
niicleo. Aplicando el Teorema 1.47 tomando Dy = H, Dy = D y A = {(u,v) /-
ueV (H),veV(D)} tenemos D = Dy y por lo tanto Dy no tiene nicleo. |

-Antes de las siguientes notas probamos un lema 1itil .para éstas, este lema es .

andlogo al Lema 2.:13 probado para digrdficas pretransitivas.

Lema 2.37 Si D es una dz'grdﬁca quasitransitiva entonces la digrdfica H deﬁm’da
a partir de D aumentando un nuevo vériice z y toda.s las ﬁecha,s desde z hacia los.

vértices de D, también es quasztmnsztwa

Demostracion. Sean:uj,ug,uz € V (H) tales que (uy,ua), (up, uz) € A(H),
veamos que (uy,uz) € A(H) o (ug,u1) € A(H). 5t z-¢ {ur,us,us} entonces.
{ug, us,us} C V(D) y (ui,ua), (ug,uz) € A(D} como D es una digrdfica quasitran-
sitiva entonces (u1,u3) € .A(D) o (u3, 1) € A(D), como A(D) C A(H) entonces
(u,us) € A (H) o (u;,,'u,]) € A(H) Si z € {1y, u9, us} entonces por la deﬁmcmn de

H, z tiene mgra.do 0en-H, por lo tanto z = wuy, asf {uQ,U3} C V{D), con&deran—';

- do nuevamente la deﬁmclon de H, tenemos que (z = ul,u;;) €A (H ). Por 10 tantal‘
(uy,uz) € A(H ) (ug,ul) e A( ) conclufmos que H es una dlgraﬁca, qua.smranSltl—‘

va. H#

Nota 2.38 Si-en el Teorema 2.54 eliminamos la -hipdiesis de que.todo tridngulo di-

rigido de. D) tenga al'enos dos flechas simétricas,. entonces D no. necesariamente.

" tiene nucleo. Sea Hy el'tridngulo dirigido (u;v,w,u), y sea Hy lo digrdfica-vacta con
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vértices {u,v,w}. Hy y Ha son digrificas guasitransitivas finitas y por lo tanto no
tienen trayectorias infinitas exteriores. Sea D la unidn de Hy y Hs, es decir D es el
trigngulo (u,v,w,u} que no tiene flechas simétricas y no tiene nicleo. A partir de
D podemos construir una familia infinita de digrificas tales gue: no todo tridngulo
dirigido tiene al menos dos flechas simétricas, son unidn de dos digrificas quasitransi-
tivas sin trayectorias infinitas exteriores, y no tienen micleo. Sea Dy = D, Dy, = H)
y Dgo = Hy. Ahora para ceda entero positivo n y dada D,y digrdfica sin nicleo
que es unidn de dos digrdficas quasitransitivas D,y ¥ Dn_12 que no tienen trayec-
torias infinitas exteriores, consideramos un nuevo vértice z, y definimos D, la unidn
de Dy Y Dyg, donde Dyy = Dy_13, V (Dyg) = V (Dac12) U{zn} y A(Dnp) =
A(Dp_12) U{(2n,u) /u €V (Dno12)}, figura 2.33. Claramente D, ; es una digrd-
fica quasitransitiva y por el Lema £2.837 Dy » también lo es. D, contiene al tridngulo
(u,v,w,u) que no tiene flechas simétricas. Ahoro veamos que D, no tiene nicleo.
Aplicando el Teorema 1.47 tomando Dy = Dy, [{z1, ... 2z}, Da =D y A = {(z,v) /
e {l,..n}, v € V(D)} tenemos 2 = D, y por lo tanto D;; no tiene nicleo. Ast
{D, /n € N} es una familia infinita de digréficas sin nicleo donde no todo tridngulo
tiene al menos dos flechas simétricas y que son unidn de dos digrdficas quasitransiti- |

vas sin trayectorias infinitas exteriores.

TESE CON
FALLA DE ORIGEN

'-Figulﬁa- 2.33: Las ﬂech‘as -mgr-cadas con el mimero 1 cor_:espor_iden,'ﬁ:-la‘digr:—iﬁca_L_:Dﬂ;,l y las

" "fiéchas marcadas con el mimero 2 corresponden a la digrafica Dyo.

Nota 2.39 Existen digrificas donde todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas
simétricas que son unidn de - una digrdfica pretransitiva derecha con una-pretransitiva.

“izquierda sin trayectorias infinitas exteriores y no son unidn de £ digrificas quasitran-
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sitivas. Sea D un ciclo de longitud impar mayor o igual que 5, simétrico, sea V (D) = "
{ug, U, ..., Ugne1, U1} B D no existen tridngulos dirigidos, por lo tanto satisface por
vacuidad que todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas siméiricas. D es union

de las siguientes digrificas Dy y Dy donde D, es pretransitiva derecha y Dy es pretran-

sitiva izquierda. V (D) = V(Do) = V (D), A(D:) = {(u2i—1,%), (s, un_1) /1 €

{1, .., n} U {(zans, 1), (w1, vana1)} ¥ A(Da) = {(tt2s, o), (U2, uss) /1 € {1, .,

n}}, enla figura 2.34 se muestra el caso n = 3. '

Figura 2:34: Las flechas marcadas con el ndmero 1 corresponden a la digrdfica Dy y las

“flechas marcadas con el miimero 2 corresponden a la digréfica Da.

No es dificil ver que si una digrdfica es simétrica entonces es tanio pretransitiva
-derecha como_pretransitiva izquierda, como Dy y Dy son digréficas simétricas en-

tonces D es union. de una digréfica pretransitive derecha con una pretransitive izquier-

L das Veamos que; D no es union de dos digrdficas quasitransitvas. Procederemos por

LI contmdzccwn, ‘supongamos que D es la union de Hy y Hy donde Hy y Hy son digré-

-« ficas quasitransitivas. Sin pérdida de generalidad supongamos que (uy,uz) € A (Hy),

“como H, es una digréfica quasitransitiva, {ui,usz) ¢ A(Hy) v (us, 1) ¢ A(H,) en-
L tonces (ug, u3) & A(Hy) y en’ consecuencia (ug,us) € A{H,), andlogamente como

Hy es und: digrafica quasitransitivd; (us, ue) @ A(Hs) y (ug, us) & A(Hy) entonces
(us,uq) € A(Ha) y por lo tanto {us, us) € A{H), ast sucesivamente (ug;_,us;) €
A(H)) para toda i € {1,...,n}, (uny1,w1) € A(H1) y (tas, Uzisr) € A(Ha) para toda
i € {1,....,n}, entonces {(uznr1,ui) (v, u2)} C A(Hy), aplicando que Hy esuna di-
grifica quasitransitive tenemos que (Usnii,us) € A(H1) o (ug, uensr) € A(Hy) pero
esto no ocurre, ‘por-lo tanto D mo es unidn'de dos digrdficas quasitransitivas. Asf el -
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Teorema 2.11 abarca digrificas que no. estdn incluidas en el Teorerna £.84.

Nota 2.40 Ezisten digrificas donde todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas
simétricas gue son unidn de 2 digv‘dﬁcas guasitransitivas sin trayectorias infinitas
 exteriores y no Son unidn de una digrdfica pretmnsz'ti'ud derecha con una pretransitiva
izquierda. Sea D lo digrdfica mostrada en la figura 2.35. D es unidn de las digrdficas

D y Dy mostradas en la mismia figura.

TESIS CON

FALLA DE ORIGEN

‘Figara 2.35

 BEn D:los inicos tridngules dirigidos son (3: v, 2, %) y(8,v,2,5) y cada uno: de ellos
tiene 2 flechas simétricas.-No es diftcil ver que Dy y Dy son digraficas: quasitransitivas.
Veamuos qu'e D no es unidn de una digrifica pretransitiva derecha con una 1zquierda.

. Procederemos por contradiccion, supongamos que D) es la unidn de Hy y Hy donde
Hy es una digréfica pretransitiva derecha y Hy es una digrdfica pretransitiva izquier-
da; como {{y;w), fryw) ;. C A(D)yy-{{v, 1), (w,v), (y,w)} N-A(D) =. ¢.entonces
{{y,v), (vyw)} - A(H;) parad € {1,2}. Sea H; & {Hy, Ha} tal.que.(y,v) € A(H])




58
y sea Hy € {Hy, Hy} tol que (v,w) € A(Hj). Entonces:

e (z,y) € A(HL). Como (y,v) € A(H]), H. es una digrifica pretransitiva y
{{y,z), (v,9), (z,v)}NA (D) = @, entonces (z,y) &€ A{H}), porlo tanto (z,y) €

o (w,2) € A(H]). Como (v,w) € A(H), Hy} es una dz'grdﬁca pretmnsz’tiva Yy
{(z,w), (w,v),(v,2)} N A(D) = ¢, entonces (w,z) ¢ A(H;), por lo tanto

A A,

{iai (z, s), eiA (Hé) Como (w,z) € A(H7), H] es una digrifica pretransitiva y

- {(s,z) , (.'z,l?a}))  (w, 5)}'0A(D) = ¢, entonces (z,8) ¢ A (H]), porlo tanto (z,8) €
A(H3). :

o (s,t) € A(H]). Como (z,8) € A(H}), Hy es una digrdfica pretransitiva y
{{t,5),(s,2), (2, )} NA(D) = ¢, entonces (s,t) € A(H;), por lo tanto (s,t) €
A(Hp). :

o (t,u) € A(H). Como (s,t) € A(Hy), Hi es una digrdfica pretransitiva y .
{{u,t),(t,8), (5,u)} NA(D) = ¢, entonces (t,u) ¢ A(H}), por lo tanto (t,u) €
A (Hy).

. (ru, z) € A(H}). Como (t,u) € A(H;), Hy es una digrdfica pretransitiva y
{(z,w), (u,t), (&, 2)}NA (D) = ¢, entonces (u, z) ¢ A(H}), por lo tanto (u, z) €
A(H) -- -— | |

o (w,q) € A(H}). Como (v,w) € A(H)), H) es una digrifica pretransitiva
y {{g,w), (w,v},(v,q)} N A(D) = ¢, entonces (w,q) ¢ A(H;), por lo tanto
(w,q) € A(H]).

e (g,r) € A(H)). Como (w,q) € A(H]), H| es una digrifica pretransitiva y
{(r:9), (giw) , (wyr)}NA(D) = @, entonces (q,7) & A (H]), por lo tanto (q,7) €
.(z,q)EA(H{)Como (g,7) € A(Hy), -Hé. es yﬁa .dz:gafciﬁ.:clq--?retmgéifiva yoo
{(§:2),(r,0),{z7)}NA(D) = ¢, entonces (z,q) ¢ A(Hj), por.lo tanto (z,q) €
A S
0 (z,y)€ A (H}). Procediendo por contradiccién supongamos que(z,y) € A(H).. .
T eonio(a z) € A(Hi ), Hi es una digrifica pretransitiva, (wy) € A(D)yy (y,2) € -
. A(D), entonces H, es pretransitiva derecha, -aplicanido esto tltimo a las flechas - -
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(z,4) vy (y,v), ambas en H{, tenemos que (z,v) € A(H]) o (v,y) € A(H]) pero .
esto no es posible ya que {(z,v}, (v,y)} VA (D) = ¢, por lo tanto (z,y) & A (H})
y en consecuencia (z,y) € A(Hj). o S ' :

o (y,2) € A(H)). Como (z,q) € A(H{),‘ H{ es una digrdfica pretransitiva,
Alg,2). ()} NAD) = ¢ y (z,y) & A(H;), entonces (y,z) ¢ A(H]), por
lo tanto (y,z) € A{Hj). :

En-la figura 2.36 se indican con el nimero 1 las fechas que perteﬁecen a H] y con

el naimero 2 las flechas que pertenecen a Hs.

Figura 2.36

Continuamos ahora con los siguientes dos casos.

Caso (a). Supongamos que (y,s) € A(H). Como (z,y) € A(HS), Hj es una digrifica
pretransitiva, {(y, z), (x,s)}NA{D) = ¢ y (s,y) € A(D) entonces Hy es pretransitiva
derecha, no es pretransitiva izquierda; y (s,y). € A(H)). Esto implica que H] -es
pretransitiva tzquierda. Ahora (z,z) € A(H{) pues de lo contrario (z,2) € A(H}) y

como (z,8) € A{Hs), aplicando que H} es pretransitiva derécha tenemos que (z,s)y € - . -

A(HY) o (s,2) € A(Hy) péro{(z,s),(s, 2)} NA(D) = ¢, porlo tanto (z,2) ¢ A (H;)
y en consecuencia (z,z) € A(H!). . También tenemos (z,z) € A(:HI):ﬁues,:'de‘ lo
contrario (z,z) € A{H}) y como (y;2) € A(H}), aplicando que Hy es pretransitiva
derecha tenemos que (y,z) € A{H}) o (x,z) € A(H}) pero(y,z) ¢ A(D) y por lo
anterior (z,z) ¢ A(H}), por lo tanto (z,2) € A(H}). Ahora aplicando que H, es

pretransitive izquierdd ¥ que {(u; z), (z,x)} C A (H]) tenemos que (u,z) € A(H]) o~

{z,u) € A{H!) pero esto no es posible pues {(u;z), {z,u) }NA{D) = ¢.  Por lo tanto
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(v:5) ¢ A(Hz). | - |

Caso (b). Supongamos que (y,s) € A(H}). Como{(y,2),(z,8)} C A(H,), H esuna
digrafica pretransitiva, (y,s) ¢ A(H}) y (2,y) € A(H}) entonces Hj es pretransitiva
izquierda, no es pretransitive derecha, y en consecuencia H| es pretransitiva derecha.
Ahora (s,y) € A(H]) pues de lo contrario (s,y) € A(HL), como (y,z) € A(H}} y
H} es pretransitiva izquierda entonces (y,s) € A(HS) o (s,2) € A(H]) pero por el
caso anterior (y,s) € A(HY) y (s,2) ¢ A(D), por lo tanto (s,y) € A(H}). Ahora
aplicando que Hi es pretransitiva derecha y que {(s,y}, (y,v)} C A(H]} tenemos que
(s,v) € A(H!) o (v,y) € A(H.) pero esto mo es posible pues {(s, v}, (v, )INA(D) =
¢. Por lo tanto (y,s) & A (Hj;). .

Como ninguno de los casos anteriores es posible, conclufmos que D no es union
de una digréfica pretransitiva derecha con una izquierda. Ast el Teorema 2.34 abarca
digrificas que no estdn incluidas en ¢l Teorema 2.11. A partir de D podemos cons-
truir une familia infinita de digrificas inclutdas en el Teorema 2.84 pero no en el
Teorema 2.11. Sea Dy = D, Dy = H, y Dy = Hy. Ahora para cada entero
positivo n y dada D,,_y digrifica donde todo tridngulo dirigido tiene al menos 2 flechas
simétricas, que es union de dos digrdficas quasitmnsitivas Dp 1 y D12 que no
tienen trayectorias infinitas exteriores, y que no es unidn de unag digrdfica pretransitiva
-derecha y unea pretransitiva izquierda, consideramos dos nuevos vértices 'zn Y Wy -
definimos Dy, la unidn de Dp1 y Dya, donde V (Dp1) =V (Dp_11)U{2:}, A(Dni) =
A(Dp11) U{(20,0) /u €V (Duan)}, y V (D) = V (Dacy2) U{wn}, A(Dpg) =
A(Dpa12) U {{wn,u) fueV{(Dy12)}, figura 2.37. Por el Lema 2.37 Dpy y Das
son digrdficas quasttransitivas y no tienen trayectorias infinitas exteriores. D es una. -
subdigrdfica ‘inducida de D,. Los unicos tridngulos dirigidos de Dy son los que tiene -
D, los cuales tienen 2 flechas simétricas. Por otro lado D, no es unidn de una
digrifica pretransitiva derecha con una pretransitiva izquierda ya gue st lo fuera toda

subdigrifica inducida de D, también tendria esta propiedad en particular la digrdfica

D, pero esto no es posible. Por:lo tanto {D, /n € N} es una familia. infinita de ;-

digraficas para las cuales se-puede aplicar el Teorema 2.34 pero no el Teorema 2.11..::0 -1 .,

2.7 Nucleos por Trayectorias Monocromaticas y Digraficas
: ' Quasitransitivas '
“En esta seccién ‘consideramos. digréficas finitas y probamos:el siguiente resultado-so-

-bre-digrdficas quasitransitivas coloreadas y miicleos por trayectorias monoeromsticas:
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Figura 2.37: Las flechas gruesas indican que los vértices z1, 22,..., 2, son adyacentes hacia

los vértices de Dy_1,1, y los vértices wq, wa,..., Wy son adyacentes hacia los vértices de

Dn 12,

Si D es una digrafica quasitransitiva m—coloreada tal que todo tridngulo dirigido es
monocromético entonces la cerradura transitiva de D es niicleo perfecta y en conse-

cuencia D tiene ndcleo por trayectorias monocromadticas.

Lema 2.41 .  Sea D una digrifica quasitransitiva m— coloreada tal que todo tridn-
gulo dirigido es monocromdtico. Si u,v-€ V (D) son tales que existe T en D una
uv—trayectoria dirtgide monocromdtica y no eriste ninguna vu—trayectoria dirigida

monocromdtica, entonces (w,v) € A(D).

‘ ‘Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que 7" es de color 1.
Procederemos por induceién sobre  la longitud de T.Sil = 1, entonces (u,v) €
: A{D). Supongamos que el resultado es valido si ! '<.7i.. Supongamos shora que
T=n+lyqueT = {u=uyug, .., v =v). Como D es quasitransitiva entonces

para-cadis € {0,1,...,n — 1}, (w, uzr0) € A(D) o (wiis, ;). € A(D).

" 4. Primero probaremos-que el resultado se cumple si (u;,v) € A(D) para-alguna,

ie{0,..,n—1}.

+-Procediendo . por contradiceién supongamos ‘quet (u,v) ¢ A (D): «Sea iy = -

cmin{i € {0,...,n — 1}/ (uy,v) € A(D)}, como (u = ug, v) ¢ A (D)entonces iy >

RIS CON ’
FALLA DE QRIGEN
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1, como (us_1,u,) € A(D) aplicando que D es quasitransitiva tenemos que -
(4i5_1,v) € A(D) o (v,u;,_1) € A(D), pero por la eleccién de 49, tenemos que
(v, Usy—1) € A(D). Ahora, 19— 1 no puede ser 0 pues no existen vu—trayectorias
monocrométicas en I, por lo tanto i > 2, figura 2.38. Entonces (Uip—1, Uiy, V,
u;,—1) €8 un tridngulo dirigido de D que por hipétesis es monocromaético, co-
mo (u;,-1,%;,) es una flecha de T es de color 1, asf el tridngulo es de color 1.
Sea 7" = (u, T, uiq) U (4, v), T ' e85 una uv—trayectoria monocromdtica de lon-
gitud menor que T', por hipétesis de induccién (u = ug,v) € A(D) bero esto
contradice que 7 > 2, por lo tanto iy = 0 y asi (u,v) € A (D).

o—>o—~—>o—*->o~—>o—>l—i—9.
u’ln -1 iy

Figura 2.38

Ahora analizaremos los siguientes dos casos.

E Caso (a) Supongamos que para alguna i € {0, 1 1 — 1} (us, us2) € A(D). Sea jy =
o max{j € {t+2,..,n+ 1} /(w,u;) € A(D)} Si jo = n+ 1, entonces (u;,v) €
Vel A (D), por (1) tememos que {u = ug,v) € A(D). Supongamos que jy < n.
AU Como (ujy, ujor1) € A(D) y D es quasitransitiva entonces (u;,uj11) € A (D)
0 (i1, i) € A(D), por la eleccién de uy, tenemos que (uj41,u;) € A(D),
figura 2.39. Entonces (us,Ujy, %jpt+1,%;) €8 un tridngulo dirigido de D que por
-hip6tesis es monocromatico, como (uj,, %j,+1) €s-una flecha de T es de color 1,.
ast el tridngulo es de color 1. Sea T = (u, T\ us) U {u4, ujy) U (g, 7, vj T/ es
whL A ipna wy— tra.yectona monocromamca de longjtud menor que T por hlpéteSJS de

'_ mduccmn (w, v) cA (D).

" Casoi (b} Supongamos!que para toda i {0,105 1} (uire, wi) € A(D). Entonces'
o (14, Uz 1, Uiyo, ;) €8 Un tridngulo dirigido_de D que por hipétesis es monocromaiti-

por lo tanto (w;.o, u;) es una flecha de color 1 para toda f'ei{O, 1, —1} Si

"+ co, como (i ;11) es una flechy dé 7' es de color 1, asf €l tridngulo es:de color 1; - v =+

- n41 = 0rmod 2, entonces {v = gy, n1y ..., Yz, Ug = U) €8 WA vu—trayectoria. . ... .

monocromética en I, contradiciendo la-hipétesis, figura 2.40..Sin+1 = I.mod
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A
>~ O—_%t—%o-%'%%.—i—).%.v

i Ui Yiw

Figura 2.39
2, entonces (U = Unpt1,Un—1,Un—3, - U3, U1, Uz, Up == U) €5 UNA 'vu_—trayectoria
Por lo tanto

monocromética en I, contradiciendo la hipdtesis, figura 2.41.

este caso no sucede.

'U"'u’nﬂ

u—o

Figura 2.40

' > @ — —>® L >e1-—>a.
U :uﬂw o Un U—- s
Figura 2.41
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Por lo tantosil =n+1,(u,v) € A (D) Con esto se concluye la prueba. B

Teorema 2 42 Sea D. mm digrifica quasitransitiva m— coloreada tal que todo tridn-
qulo dmgzdo es monocromatzco entonces Q(D) es nicleo perfecta y por-lo tanto D

tiene nicleo por tmyectom&s ‘monocromdticas.

Demostracidn.;=Utilizaremos el Teorema 1.46 as{ que probaremos primero que
todo ciclo dirigidé: de*¢i(.2) tiene al menos una, flecha simétrica.: Proc:édie’ipl'do.por COnN-
tradiccidn; supongamos que 6= (ug, Uz, ... '
tiene flechas simétricas. Sea i € {0,1,...,n}, como (u;, ui+1) € A(€ (D)) (la suma es
tomada médulo n 4 1)-entonces existe enD-alguna u;u;41=trayectoria monocroméati-
ca, como C no tiene flechas si_métricasientonces en £ no éxisten_ U;41U; —trayectorias
‘monocrométicas;por- el Lema 2.41 (i, g1} €.A (D), entonces C'-es-un ciclo dirigi-

do de D. .81 n'=.2, entonces C es un tridngulo dirigido de D, por hip&tesis C es

, Un, Ug) €8 un ciclo dirigido de-& (D).quene .
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monocromatico y por lo tanto es simétrico en €({D) lo cual es una contradiccién.

Supongamos que 1 > 3 entonces tenermos:

1. (up,us) € A(D). Como (up,u) ¥ (uy,us) son flechas de D y D es quasitransitiva
entonces (up, u2) es una flecha de D o lo es (ug, ug), 8l (uz, up) € A (D) entonces
{ug, iy, ug, Ug) €s un tridngulo dirigido de D que por hipétesis es monocromatico
v esto implica que en € (D) es simétrico, asi tenemos que (ug, u1) es una Hecha
simétrica de C' en € (D) contradiciendo nuestra suposicion, por lo tanto (ug, ug)
€ A(D). |

2. (Un-1,1p) € A(D). Como (Un_1,,) ¥ (tn, uo) son flechas de D y D es quasitran-
sitiva entonces {u,—y, tg) -5 una flecha de D o'lo es {(uy, Un—1), 81 {ug, Un_1) &
A (D) entonces (Up, Un—1, Un, Up) €S un'triangﬁld dirigido de D que.por hipéte-
sis es monocromético y esto implica que en € (D) es simétrico, asi tenemos que
{un, uy) es una flecha simétrica de C en € (D) contradiciendo nuestra suposicién,

por lo tanto (u,-1,u%g) € A{D).

3.n =>4 Sin=3, ‘por -1 tenemos que (ug, uz, 43, up) €5 un tridngulo dirigido de
D que por hlpote51s €S mOnocromatico y esto 1mphca que en €{D) es simétrico,
a.S1 tenemos que (us,u3) es una Hecha simétrica de €' contradiciendo nuestra

suposicién por lo tanto n > 4.

Seaig =min{i € {2,...,n — 1}/ (u;,u) € A(D)}, iy existe por 2, y por.1 7y > 3,
wﬁgura 2.42. Asf (um,uo) € A(D), como (um_l,uin) e A(D), aplica.ndo:.‘qué‘ D es
quasitransitiva y por la eleccién de iy tenemos que (ug,us,-1) € A(D), entonces
(g, Usg—1, Uiy, o) €8 un tridngulo dirigido de D que por -hipétesis'es monocromatico
y esto implica que en €(D) es simétrico, asf tenemos que (us-1, Uz, €8 una flecha
simétrica de C-en -Gf(D)‘ contradiciendo nuestra suposicion. Por lo tanto.todo ciclo di-
rigido de-€ () tietieuna flecha simétrica; por el Teorema, 1.46 € (D) esnucleo perfecta
* vy eficonsecueticia por el Teorema 1.54 D tiene niicleo por: trayeQj:_oria;s,mgnmromé,ti—

Cd
3

cas. ® - i o T S S

“""'j"“'Ahora":'Véi'erﬁdékééiﬂe' en el Teorema 2:42 las hipdtesis-de que-la digréfica.sea qua- <.

sitransitiva-asi como la de que tode tridgngulo dirigido sea. monocromaético son esen-., .

- cldles; es:decir; si se-elimina cualquiera de estas hipdtesis.no necesariamente existe ...

nticleo por trayectorias monocromsticas... .
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U [T

Figura 2.42

Nota 2.43 Si en el Teorema 2.42 eliminamos lo hipdlesis de que D se una di-

gréfica quasitransitiva entonces D mno necesariamente tiene nidcleo por trayectorias

moneocromdticas. Sea D cualguier ciclo dirigido de longitud impar mayor o igual que -

5 y supongamos que cada flecha tiene asignado un color diferente. D no tiene tridn-

gulos dirigidos_por lo tanto todo tridngulo dmgzdo de D es monocmmatzco D no |

tiene ndcleo por trayectorias monocromdticas pues como cada ﬂecha tzene un color
diferente, tener micleo por tmyectomas‘monocmmamcas es eqqulent_e a_que tener

nicleo, pero se sabe que los ciclos dirigidos de longitud tmpar no tienen nicleo.

‘Nota 2.44 Si en el Teorema 2.42 eliminamos la hipdtesis de que todo tridngulo dirigi-
do de D sea monocromdtico entonces DD no necesariamente tiene nicleo por trayecto-

Tias monocromdticas, mds atn no se puede cambiar dicha hipétesis a que todo tridngu-

lo dirigido sea bicolor, esto se muestra con la digrifica de la figura 2.43, esta digrifica

aparece en [31] y nos referiremos o ella en el Capttulo 8. No es dificil ver que D es
quasitransitiva pues es una digrifice completa. Los unicos tridngulos dirigidos de D
son: (vy,V2,va, V1), (va, Vs, Vs, va), (Us,Va,v1,Vs), (Va,Vs,va,va) ¥ (Vs,v1,0s,v5); todos
ellos son bicolores. 1) no tiene nicleo por-trayectorias monocmmatzcas Yo que como
es una digrifica completa, cualqmer nicleo-de:D deberta constar de un solo vértice,
pero para cada i € {1,2;3,4,5} no existe ninguna vy 1v;— trayectoria monocromdtica

en D (la suma es tomada modulo 5)un. 00

A partir de D podemos construir una familia-infinita de digrficas coloreadas queson
quasitransitivas donde todo tridngulo. dirigido es bicolor Y sin nicleo por trayectorias

monocromdticas. Sea Dy = D, para cada-entere positivo n y dada Dy, -digrdfice qud-

sitransitiva que satisface lo anterior, sea z, un nuevo vértice y-definimos la digréfica -
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Figura 2.43: El nimero que aparece en cada flecha representa el color asignado a la flecha.

Dy, tal queV (D) =V (Dn-l)u{zn} yA(Dn) = A(Dp1)U{(2n,u) /u €V (Day)},
los colores de las flechas de D,_, quedan igual en D, y a la flecha {z,,u) le asig-
namos color 1, figura 2.44. Por Lema 2.37 D, es una digrdfica quasitransitiva, T0s
inicos itridngulos dirigides de D, son los mismos que liene D que son bicolores. .
Por dltimo vedmos que Dy, no tiene nicleo. Apliéando el Teorema 1.56 tomando
D1 = D, [{z1, . 2.}, Dy=D, A= {(z;,v) /1€ {1,..,n}, ve V(D)} donde las
flechas de Dy y las que estin'en A todas son de color I y las flechas de Dy quedan
_ con el mismo color que tienen en-D, tenemos que D = D, y por lo tanto Dy, no tiene
j nicleo por trayectorias monocromdticas. Ast {D, /n € N} es una familia infinita -
| de digrificas coloreadas que son guasitransitivas tales que todo tridngulo dirigido es

. bicolor y no tienen micleo por trayectorias monocromdticas.

PRFYETIT o

ot

P S

Srenpfapmiza o - §

+
Figura 2.44: Las flechas gruesas indican que los vértices 2i, #g,.... 2, son adyacentes hacia

. los vértices vy, vg, vg, v4 ¥ vs; todas estas fechas son de color 1.
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2.8 Problemas Abiertos

1. En el Teorema 2.24 ;no basta que Sym (T') C Sym (D) para el caso infinito?.

2. ;Si G es una gréfica infinita y es de comparabilidad entonces cualquier M —orien-

tacién de G tiene nicleo?

3. ;Qué otras digréficas coloreadas, ademds de las quasitransitivas, satisfacen que
si todo tridngulo es monocromdtico entonces tienen micleo por trayectorias

monocromaticas?
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Capitulo 3
Torneos Coloreados

Un torneo es una digréfica tal que entre cada par de vértices existe una y s6lo una
flecha. Consideremos " un torneo m—coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud
3 es casimonocromético. En este capitulo mostramos que si m = 4 entonces no nece-

- gariamente T tiene nucleo por trayectorias monocromadticas. Si m = 3 demostramos

el siguiente resultado: si en 7" para cada vértice el niimero de colores que aparecen en -

las flechas que inciden en-él son a lo mds 2, entonces T’ tiene miicleo por:trayectorias - .

monocromsticas.

Denotamos por 73 al torneo transitivo de orden 3 y por Cj al ciclo dirigido de-

orden 3, no es dificil ver que 75 y Cs son los Unicos torneos de orden 3 que no son
isomorfos.

En [35] se prueba que cualquier digrafica D 2-coloreada tiene nucleo por trayec-
torias monocromaticas. En particular se prueba que cualquier torneo.T". 2-coloreado
posee un vértice v tal que para cualquier otro vértice z.de T existe una trayectoria
monocromética dirigida desde z hacia v, (es decir {v} es un ntcleo por trayectorias

monocrométicas de T7). En este mismo articulo se plantea el siguiente problema:

Probléma 3.1 Seal"un-torneo m—coloreado tal que fodo Cs es casimonocromdtico.

s Debe T tener nicleo por.trayectorias monocromdticas?

Con respecto al problema anterior, en [31], Shen Minggang demuestra el siguiente

resultacdo:

- Teorema 3.2 571" .es un torneo m—coloreado tal que todo Cs y todo Ts es casi-

monecromdtico .entonces T' tiene ndcleo por trayectorias monocromdticas.

69
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También Shen Minggang muestra que para m > 5 si sé6lo se pide que todo Cy
sea, casimonocromdtico entonces no necesariamente T tiene nticleo por trayectorias
monocromdticas, figura 2.43, deja como problemas abiertos los casos m =3 y m = 4.

En la seccién 3.1 presentamos un contrasjemplo para el caso m = 4 y en la seccidn
3.2 se demuestra el caso m = 3 para ciertas coloraciones, Teorema 3.7.

Otros resultados sobre nicleos por trayectorias monocromdticas en torneos son los
obtenidos por H. Galeana Sénchez (15, 16, 17, 18]. De estos resultados algunos involu-
cran condiciones similares a la mencionadas en los teoremas 3.2 y 3.7. A contimiacion

mencionamos estos resultados.

Teorema 3.3 [15] Sea T un torneo m—-coloreado. Si todo ciclo dirigido de T de

longitud o lo més 4 es casimonocromdtico entonces €(T) es micleo perfecta.

Teorema 3.4 [15] Sea T un torneo m—coloreado tal que todo ciclo dirigido de lon-

gitud 8 contenido en T -es monocromdtico. Entonces €(T') es micleo perfecta.

Para el teorema siguiente necesitamos la siguiente definicién.

" Definicién:3.5 Sea D una digrifica m— coloreada y 7y, = (ug,%1,..; Un1, Uo) Un

ciclo. dirigido de.D. Decimos que vy, es €{D)-monocromético si eziste un. conjun-
to{fi = (ws,uipa) € A(€(D)) /i€ {0,1,..,n — 1} notacidn mod n} de flechas colo-

readas con el mismo color.

Teorema 3.6 [15] Sea T' un torneo m— coloreado tal que todo ciclo dirigido de lon-
gitud 3. contenido en T es € (T)-monocromdtico. Entonces €(T') es micleo perfecta.

Al final de la-Seccién 3.2 vemos que el Teorema 3.7 es un resultado diferente a los

‘antes mencionados que involucran hipétesis parecidas (teoremas 3.2, 3.3, 3.4 y 3.6).

3.1 Torneos 4-Coloreados

-En esta séccién mestramos un contraejemplo al Problema 3.k para.el caso m = 4, es-

idécir presentamosiun torneo 4:coloreado donde: todo €y es casimonpcrématico y sin

micleo por trayectorias monocrométicas.

v+ Sea T™el torneo de la figira:3:1; el mimero en cada flecha representa el coler .-

- asignado a la misma, asf el torneo est4 coloreado con 4 colores.

Sl

T satisface lo siguiente: - -~ o
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~ Figura 3.1

1. Todo Cs de T es casimonocromdtico. Sea C el ciclo dirigido (v, ve, Us, ¥4, Us, Vs, V1)
conténido en 7. Es inmediato que todo Cs de T contiene alguna flecha que no
estd en C. Por.lo tanto para cada una de las 9 flechas que no estdn en C veremos

que todos los (5 que la contienen son casimonocroméaticos. -

“(a) Flecha (v, v;). v3 es adyacente hacia s v vg. Como {('1)5,.1;1)', (vg,v1)} C
~ A(D), entonces (u1,v3) pertenece a los siguientes trigngulos dirigidos:
i Tridngulo (vy, vs, vs,v1). Como las flechas (‘Ul, 'Ug) v (ug, vg ) son de color

4, éste Oy es casimonocromético. S '
ii. Tridngulo (vy,vs, vs,v1). Como las flechas (vs, vg) ¥ (e, v1) son de color
1, éste Cy es casimonocromdtico.
(b) Flecha (v1,v4). v4 es adyacente hacia vs y vg. Como { (’ua',fv:l') ‘(‘vs, v)} C
= A(D)), entonees (vy,v4) pertenece a los siguientes trlangulos dn‘lgldos |
{. Tridngula (v, vy, s, ‘Ui) Como 1as flechas (vy, vs) N ('US, vl) son de color
-3, éste C; es casimonotromatico. '
ii. Tridngulo (v1,vs, ve, v1). Como las flechas (vy;va) ¥ (ve, v1) son de color

1, éste Cy es casimonocromadtico.

dirigido: |
4, Tridngulo {ve; v:vg, vg). Comolas flechas {vayv4). ¥ (v, vg) son.de color

4, éste Oy es casimonocromdtico.

= {d) Flecha (vg,vs). 15 es adyacente hacia vg y vi.+Como {(vs, va), (v, v8)} C
A (D), entonees {vp,v5) pertenece a los siguientes. tridngulos dirigidos:: «-.+

TESIS CON

wi2{c) Flecha (vs,vs). vy es adyacente hacia vs ¥-vg:.-Como (’Ua,'Ug) ¢ A{D)
-'--',':".;y*s("'zngi,vg) :E A{D), entonces (01,114) s6lo- pertenece al. mgwente trigngulo

! |
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i. Trisngulo (v, vs, ve; va). Como las flechas (vs, vs) v (v, v2) son de color
2, éste Cy es casimonocromético.
ii. Tridngulo (ve, vs, vy, v2). Como las flechas (vs, v1) y {v1,vz) son de color
3, éste (3 es casimonocromadtico.
(e) Flecha (vs,vs). wvs; es adyacente hacia vg y v;. Como (vg,v3) ¢ A{D)
y (v1,v3) € A(D), entonces (v, vs) sélo pertenece al siguiente tridngulo
dirigido: o

i. Tridngulo (vs, vs,v1,v3). Por 1(a)(i) éste C’; es casimonocromético.

(f) Flecha (v, vs). ve es adyacente hacia v1 y vo. Como {(v1,vs), (vs,v3)} C
A (D), entonces (v3, vs) pertenece a los siguientes tridngulos dirigidos:
i. Tridngulo (vs,vs, v1,vs). Por 1(a)(il) éste Cy es casimonocromatico.
ii. Tridngulo (vs, vg, va2,v3). Como las flechas (vg; v2) ¥ (ve, v3) son de color
2, éste (s es casimonocromético. _ ‘
(g) Flecha (uy,vs). s es adyacente hacia v; y vp. Como {{w1,v4), (v2,24)} C
- A(D), entonces {us,vs) pertenece a los siguientes trigngulos dirigidos:
i. Tridngulo (vg, vs, v1,v4). Por 1(b)(ii) éste Cy es casimonocromético.
ii. Tridngulo (vs, g, Uz, v4). Por 1(c)(i) éste Cy es casimonocromdtico.
(h) Flecha (us,v,). vy es adyacente hacia v, vs y v4. Como {(vq,vs), (v, vs),
(va,us)} C A(D), entonces (vy,vs) pertenece a los siguientes tridngulos
dirigidos:
| i Triéﬁgulo (vs, 1, U2, vs).. Por 1{(d)(ii) éste C3 es casimonocromatico.
ii. Tridngulo (us, v1,vs, vs). Por 1(a)(i) éste C3 es casimonocromético.

ili. Tridngulo (vs,v;, vy, vs). Por 1(b)(i) éste C4y es casimonocromético.

= (i) Flecha (ve,v2). va2 es adyacente hacia v3, v4.y vs. Como {(vs,vs), (v4,vs) ,

(vs,v6)} C© A(D), entonces (v, v2) pertenece. a los siguientes tridngulos.

_ dirigidos:

i. Tridngulo (ve,vs, vs,v5). Por 1{f){ii). éste C3 es casimonocromdtico.

cEeet Trigngulo (ve, ve, vi, vs). Por 1(c)(i) éste C3 es casimonoeromético.

iii. Triangulo. (ve, v2, vs, Us).. Por.1(d)(i) éste. Cs es.casimonocromdtico.

+

2. T no tiene-niicleo por trayectorias-monocrométicas. Como T es-una-digréfica

completa, entoncesicualguier micleo por trayectorias monocromadticas de 7T de= =+ . o

berfa constarrdenm solo vértice. La figura: 3.2 muestra la cerradura transitiva
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€(T) de T. En €(T) el ciclo dirigido C' es asimétrico, esto implica que para
caulquier v;, {v;+1} no absorbe por trayectorias monocromadticas a v; (la suma
es tomada modulo 6), por lo tanto ningun vértice de T° puede formar un micleo

por trayectorias monocrométicas de 7.

Figura 3.2

A partir de T podemos construir una familia infinita de torneos 4-coloreadas donde
todo (5 es césimondcromético 'y sin nicleo por trayectorias monocromdticas, Sea
T¢ = T, para cada éntero pesitivo n y dado T),_, torneo que satisface loiv‘.anterior,
consideramos un nuevo vértice z, y definimos el torneo T7, tal que V (T,’,,) =V (T._u
{z.}y A (T7) = A (T4 U{{zn,u) /u €V (T} ;) }, los colores de las flechas de T7,_,

quedan igual en 7} ¥ a‘la flecha (2n,u) le asignamos color 1, figura 3.3. Comb 77 _, -

es un torneo y z, es:adyacente hacia todos los vértices de 7., -, entonces:-7%.es un

torneo. Lds tinicos: Cy:de: Tiison los mismos que tiene T' que sofrcasimonecromaticos.

Por .dltimo. veamos ‘que.Fyxno tiene micleo, . Aplicando el Teorema 1.55-tomando

Dy =T W2, 2]y Dy T A = {(25v) /4 € {1, .}, v € V (D)} dondé. lag

flechas de D, y las que estdn en A todas son de color 1 y las flechas de D, quedan con
el mismo color que tienen eHT, tenemos que D= 7, v por lo tanto T;u no tiene micleo
por trayectorias monocromaticas. Asf {7} /.n € N} es una familia infinita de torneos
4-coloreadas donde todo €3 es casimonocromiédtico y no tienennicleo por trayectorias

monocrométicas,:
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Figura 3.3: Las flechas gruesas indican que los vértices 21, 2a,..., 2, son adyacentes hacia

los vértices vy, ve, U3, ¥4, vs'y vs; todas estas flechas son de color 1.

3.2 Torneos 3-Coloreados

Sea T' un torneo m-coloreado, si v es un vértice de T', denotamos por {(v) al conjunto
de colores a51gnados a’las flechas que inciden en v. Dec:lmos que en T" un vértice v tiene
vecindad a lo mas bicolor si |¢(v}]| < 2. En esta seccién resolvemos en el Teorema 3.7 el.
problema ‘3 1 para elertos tomeos 3- 00101 eados donde todo Cj es casimonocr ométlco
Observemos. que como T es un torneo entonces €(7) es una multidigrafica com-

pleta, es decir entre cualesquiera dos vértices de €(7') existe alguna flecha. Usaremos: -

la siguiente notacién en. la demostracién del Teorema 3.7:
o uty .si (w, v) € A (T) y es de color a,
Are iy 5% hesi en €T existe alguna flecha de'w a v de.color a;:
ey ﬁ"‘l v si‘ en @(T) no héy flechas de u a v de _00161' a,y

co 1=y siu-—% vy en €(T)-todas las flechas de u de a v son de color a.

D actuerdo a-lo anterior u % v irnplica w —® v, también tenémos 'que si u =% v.. "
© oy (u,v) €A (T) entonces u —* v:-Enla-demostracién del: Teorema 3.7 usaremos que's »to
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la cerradura transitiva de una digrdfica coloreada es transitiva por colores, propiedad

probada en el Teorema 1.53, asi u —=%*v y (v —% w é v =% w) implica u —° w.

Teorema 3.7 Sea T un torneo 3-coloreado _tal que todo Cy es casimonocromdtico
y cada vértice de T tiene vecindad a lo mds bicolor. Entonces €(T), la cerradura
transitiva de T, es nicleo perfecta y por lo tanto T tiene nicleo por trayectorias

monocromdticas.

Demostracion. Supo_n'gamos que T estd coloreado con los colores 1, 2 y 3.
Observemos que si en un vértice de 7 s6lo inciden flechas de colores a y b entonces las
trayectorias monocromaticas que contengan a dicho vértice solo pueden ser de estos
dos cdlores, asf también se cumple que en €(T") todo vértice tiene vecindad a lo més
bicolor y més aiin para cada vértice las vecindades en T' y €{T') son iguales.

Demostraremos que todo ciclo C' de €(T') tiene al menos una flecha simétrica para

luego aplicar el Teorema 1.46 y concluir que €(T) es niicleo perfecta.

Si € es un ciclo dirigido de €(7) y no es un ciclo dirigido de 7" entonces alguna

flecha (u,v) de € es flecha de €(T") pero no de T', entonces la flecha {v, ) es flecha
del torneo y por lo tanto también de su cerradura. Asf C tiene al menos una flecha

simétrica.

- Supongamos entonces que Ces un ciclo dirigido del torneo, procederemos por.

induccién sobre n la longitud de C.
Para m = 3, C es un C3 en T que por hipdtesis es casimonocromdtico, en-
tonces al menos dos de sus flechas deben ser del mismo color. Supongamos que

C = (ug, 1y, ug,ug) ¥ sin perder generalidad que (ug, u;) y {11, ug) son del mismo co-

lor, esto lmplica que (uy, 1, uz) es en T uia ugup—trayectoria dirigida monocrométi- -

ca, por lo tanto (up,uz) € A{€(T)), ast C tiene al menos una flecha simétrica en
e(T). |

Supongamos que si C' es de longitud a lo més n, entonces tiene al menos una flecha
simétrica en €(T). '

Ahora supongamos que C.tiene longitud n+1, n > 3. Sea C :_.(luo,‘ul, ...;un,-ug).

Procederemos por contradiceidn. Supongamos que en €(7), C 1o tiene flechas simétri-

cas. Entonces:

1. En¢' aparecen al menos-dos eolores:. Pues si C' es monocromético entonces. es

simétrico en €(T") lo cual es una contradiccion.
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. 2. Para cualesquiera-dos vértices 4 y wv.no consecutivos-enrel ciclo {u;v) esiuna -« -~

flechd simétrica en €(7").-S8i w y v son vértices no consecutivos en €l ciclo, como . ...



76

son vértices adyacentes en el torneo, supongamos sin pérdida de generalidad que
(u,v) € A(T), entonces esta flecha junto con la parte del ciclo que va de v a
u es un ciclo dirigido del torneo de longitud menor que n + 1, por hipdtesis de
induceién e_sté ciclo tiene al menos una flecha simétrica en (7). Como C no

tiene en €(7") flechas simétricas entonces (u, v) es una flecha, simétrica en €(T).

3. Siparaalgini € {0,...,n}, U1 —° w; y u; —° w41 @ # b entonces ui; =° Uy
y 21 =%ty con ¢ # a y ¢ # b (las sumas son tomadas médulo n + 1). Por 2
(1i_1,Us+1) €s una flecha simétrica en €(T7), si w41 —* U1, como Ui — U ¥
@(7T) es transitiva por colores tenemos que w1 —* 4; ¥ por lo tanto (u;, wir1)
es una flecha simétrica en €(7), lo cual no es posible. Si w4 —b 1, como
u; —° ugy y €(T) es transitiva por colores tenemos que u; —° u;_; y esto implica
que (u;_1,%;) es una flecha simétrica en €(T), lo cual tampoco es posible. Por
lo tanto w1 = u;_; con ¢ # ay ¢ # b Asf tenemos ((u,—1) = {a,c} ¥

¢{uiy1) = {b,c} v como a # b entonces u;—; =>° Uitq.

Por 1 existen en T dos flechas consecutivas en el ciclo con diferente color, sin

pérdida de generalidad supongamos: .
4, up —lug v ug —2 1.
Entonces:

5. Uy =2 uy y up =° un Por 4 (u, —' uy ¥ up —2 u1) esto implica (u, —* up vy
ug —2 u1), aplicando 3 para i = n concluimos que u, =2 u; y u; =% u,. -

Asi tenemos:

6. C(un‘). = {1,3}, .

7. ((uo) ={1,2} y

8. ¢(u1) = {2,3}.

Como ¢ (1) = {2; 3} enténcesui=? us 6 uy —> Uy, analizaremos estos dos casosy x4 -

Caso a. u; —2 up. Sea jo = min{j = 2,..,n / w; -»* uj;1 (la suma es tomada mod. -

o+ 1) Fyreomo -6 (ug): = {1; 2} entonces un, -3 gy por 1o tanto.j, existe: Asf- .. .-

tenemos las afirmaciones 1{a}-9(a): .-

C1(&). ui =% uiparatodad € {1, ... 00 — 1} ¥ wj, = uj41: Esto es por la eléccion |

o de Jp-



2(a).

Sy =1 uy. Por 4 up —? u; v por nuestra suposicién en este caso uj
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u; —> u; para cada’'l <1 < j < fp. Esto es por 1(a) y aplicando que'. (T es

transitiva por colores.

. Jo £ n— 2. Procediendo por contradiccién supongamos que jy > n — 2, es

decir jo = n — 1 entonces por 1(a) u; —2 tp_1, COMO U, =3 u; por 5 y <(T)
es transitiva por colores tenemos que u, —* uy—1. Asl (un_1,u,) €8 una flecha
simétrica de C en €(T'), lo cual no es posible. Por lo tanto jp < n — 2.

. Ujgr1 = Un. Por 6 ((u,) = {1,3} entonces tjo41 —! up 0 U1 —% u,.

Supongamos que Uj41 —° Ug; COMO Uy = vy POr 5 y u; —3 wuy, por 2(a),
aplicando que €(T') es transitiva por colores tenemos que uj,4; —° uj,. Esto
implica que {uj,, uj,+1) €S una flecha simétrica de C en €(T'), pero esto contradice

nuestra suposicién. Por lo tanto w41 = u,,.

. up =2 uj,. Por 7 { (up) = {1,2} entonces ug —' 1, 0 up —2 uj,. Supongamos

que ug —+* sy, COMO U1 =1y, por 4(a) ¥ un, +—* ug por 4, aplicando que &(T)

‘es transitiva por colores tenemos que o1 —* tj,. Asi (U, 1j,41) €5 una flecha

simétrica de C' en €(T'), pero esto.es una contradiccién. Por lo tanto ug =2 uy,.

3
U2,

aplicando 3 para ¢ = 1 tenemos ug =" ug.

. Jo = 3. Por 1a) uj—1 —° uj, ¥ por 5(a) ug =* uy, entonces ((u;,) = {2,3},

- por otro lado por 6(a) 1 € ((ua) entonces uj, # ug, asf jo > 3.

9(&).

D Cltggn) = {1,2}. Por lo anterior ((u;) = {2,3} ¥ por 1(a) uj, =2 wjon
sentonees 1y, =% uj,41. Por 4(a) 1 € ((ug1), por lo tanto ¢(ruy,.4) = {1,2}.

3

up =1 ujy1. Por 6(a) ug = ue y por nuestra suposicién en este caso 1y —2 u,

“entonces ({uz) = {1,3}, por 8(A) {(ujo+1) = {1,2} entonces up =1 Ujppr.

Por 6{a) up =" ug, por 9(a) ue ="' uj41 v por 4(a) w1 = uy, aplicando que
E(TY es-transitiva por colores tenemos que ug —' u,. - Por lo tanto (u,,up) ‘es una
flecha’simétrica de C en-€(T), pero esto qontradice nuestra; sup,os_icic')n:, figiira: 3.4.

Por lo tanto este caso no es posible.

-~ .Caso b, -

ug ++2ug. Sea jp = min{j = 2,..,n —.1./ u; »% u;1}, por 6 ¢ {u,) = {1,3},

entonces U,— »~ U, ¥ por lo tanto j, existe. Asf tenemos las afirmaciones 1(b)

y20)

1(15).

u; —2 ugy para todad€.{0,1, ..., jo — 1} ¥ uj, =2 wj+1. Por la elecién de ;|
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Figura 3.4

-, 2(b). u; —* u; para cada 1 < i < § < jo- Esto es por 1(b) y aplicando que &(7T) es

~ transitiva por colores.

Subcaso b.1 jo = 3. Entonces tenemos las afirmaciones 1(b.1), 2(b.1) ¥ B(b.l):'

C1(b.1). ¢{ug) = {1,2)} parai € {jo—1,70}. Por 7 C(ug) = {1,2}, seai € {jo—1, 7},
entonces u; —' ug 0 u; —2 uy. Supongamos que u; —? uy, por 2(b) u; —>
u;, aplicando que €(T} es transitiva por colores tenemos que u; —2 4, pero

esto implica que (ug, t1) es una flecha simétrica de C en &(T) lo cual es

una contradiccién. Por lo tanto wu; -2 Uo ¥ U =1 up, asf 1 € {(u;). Por

1(b) w1 —* u; entonces ¢ (u;) = {1,2}. |
2(b.1). ujy = uj41. Por 1{b.1) ((uy) = {1,2}, pér 1(b) uj, —»* uj41 entonces
Uy, = Uy ' ' -
3(b.1). o1 =2 wjpr. Por 1(b) uz s —% wyy y por 2(b.1) wj, = 1z, aphcando

3 para i = jo tenemos uy_j = uja1t-

Por S(b 1) tenemos que 3 €-¢ (ujo—i); pelo esto. contradlce a l(b 1), figura 3.5

Por lo tanto este subcaso no es posible: -

Subcaso b.2 jp = 2 entonces tenemos las afirmaciones 1(b.2) y Q(b 2):

<4

1(b.2). us ‘H.l---ug, Uy :$3 Ug, Us: ;;».3»1;,1 y:C (u3) = {1,3}. Come jg-.# 2 entonces por- .-

1{b) us »* ug, sea a€{1,3} tal que uy —* uz, por nuestra suposiciénen . -

este'casou; —2 ug; aplicando 3 para i = 2 tenemos uy = Uy yig = 4 con



2(b.2).

Por 1(b.2) ({uz) = {1,3} enbonces ug —*! 1y O uz —
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Figura-3.5

c#aye7# 2, por8( (u) = {2, 3}, estoimplica que ¢ = 3 y en consecuencia
a = 1. Por lo tanto us —* ug, uy =% ug, ug =% ur y ({ug) = {1,3}.

n > 4. Procederemos por contradiccién, supongamos que n = 3 por 1(b.2}
u; =3 uz y ug =3 u3. Por otro lado (u,us) € A(T) 6 (us,u) € A(T).

Supongamos que {u1,u3) € A(T) entonces u; —°

us, por 4 uz —tuy y
ug —2 uz-lo que implica que (ug, u1, ug, ug) es un Cj tricolor en T', pero esto
‘es una contradiccién. Supongamos que {(us, u:) € A(T) entonces ug —°
Us, pdr nuestra suposicién en este caso u; —? us, por 1(b.2) us —! ug
lo que implica que (uj,ug, u3,u1) es un Cstricolor en T, lo cual es una

contradiccion. Por lo tanto n > 4.

T ug. Siug —* g, por

nuestra suposicién en este caso u; —2 uy y por 1(b.2} uy ! uz entonces se

tienen en T"tres flechas consecutivas en el ciclo de diferente color y la prueba se

reduce al caso (a), por lo tanto podemos suponer:

4(b.2).

s

- que €(T) es transitiva por colores tenemos que ug:—

- 3(0.2). g ot uy
Entonces: tenemos las aﬁrmaciones;cl:(b,Q),‘ 5(b2) y 6(b.2):.. i
U, =% us. Por nuestra suposicién en este. caso u; —?2 uy y por 1(b.2)

tanto u, =* us.

1
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‘uy L oagy entonces E{up) = {1,2}, por 6 tenemos que ({u,) = {1,3} porlo:

0 >-5. Sin.= 4, por 3(b.2) uzr+tuy vy por-d(b.2) ug =1 uy, aplicando -

up esto implica que .
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(ts, u3) es una flecha simétrica de C en &(T') lo cual no es posible, por lo
tanto n = 9.

6(b.2). ug =3 u,. Por 6 ((u,) = {1,3} entonces ug —1 U, 6 uy —3 u,. Supon-
gamos uy —' Un, por 3(5.2) ug —! uy y por 4(b.2) u, =! u; entonces
aplicando que €(7") es transitiva por colores us —! us, esto implica que
(ua, u3) es una flecha simétrica de C en €(T) lo cual es una contradiccidn.

Por lo tanto ug =2 u,,.

Finalmente por 6(b.2) uy =3 uy,, por 5 u, =2 u; y por 1(b.2) u; = u3 entonces
aplicando que €(7') es transitiva por colores tenemos que uy —> u3 lo que implica
que (ug,us) es una flecha simétrica de C en €(T'), pero esto contradice nuestra
suposicidén, figura 3.6. Asf este subcaso no es posible.

e . Uy L>e2, ¥

e .
2
3
\’h\ U=
v ‘o

e | . ©
F e . "—/.
Figura 3.6

Por lo tanto no es posible el caso (b). Por lo tanto C tiene al menos una flecha-

simétrica en €(7"}.. Con esto concluimos que todo ciclo dirigido de €{T) tiene al menos = -

una flecha simétrica, lo que implica aplicando el Teorema 1.46 que:€(7) es nticleo - -

monocromaticas. ~®-. IR AT
«Aricontinuacién’ detriostramos en el Teorema 3.9 que para m:2-4-¢ssuficiente la

perfecta. Aplicando-el Teorema 1.54 concluimos que 7' tiene micleo por trayectorias -

- condicién de vecindades a lo mds bicolores para la existencia de nucles portrayectorias -

.. monocromaticas-en.un torneo m—coloreado, més aun esta condicién.implica que todo- . ...

Cyy T3 es casimonocromatico v por lo tanto el Teorema 3.9 se sigue de] Teorema 3.2.

Temia 3.8 "Si-T es un torneo m-coloreado con mv =>4, tal que pura todo vérticev de .~

T setieneque |€ (v)| € 2, entonces-enTdodo C y Ty-es casimonocromdtico. Ademds wivieii
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bajo esta hiptesis tenemos que existe un color que pertenece a todas las vecindades.

. Demeostracion. Observemos que para cualesquiera dos vértices u, v de T', como
en T hay flecha entre ellos, entonces el color de esta flecha pertenece tanto a { (u)
como a ¢ (v), es decir, ¢ (w) N ¢ (v) # ¢. N

- Supongamos que los vértices u, v, w inducen un Cs 6 un 73 gque no es casi-
monocromédtico. Supongamos sin perder generalidad que la flecha entre w v v es de
color 1, la flecha entre v y w es de color 2 y que la flecha entre w y u es de color 3,
entonces ¢ (u) = {1,3}, {(v) = {1,2} y ¢ (w) = {2,3}. Sea z un vértice de T tal que
4 € {(z), por lo mencionado al principio, { (z) N ¢ (u) # ¢ ¥ ((z) N (v) # ¢, asi

1.€ ¢ (z) y por lo tanto ¢ (z) = {1,4}, pero entonces ¢ () N ¢ (w) = ¢ lo cual esuna - -

contradiceidn, por lo tanto en T todo C3 v T3 es casimonocromatico.

Para la segunda parte, consideremos u y v vértices de 77, tales que ¢ (u) # ¢ (v),
como ¢ (u)N¢ (v) # ¢, supongamos sin perder generalidad que ¢ (u) = {1,2} y ¢ (v) =
{1,3}. Supongamos que existe un vértice w tal que 1 ¢ ¢ (w), como ¢ (w) ¢ (u) # ¢

y C(w)N¢(v) # ¢ entonces ¢ (w) = {2,3}. Sea x un vértice de T tal que 4 € { (z),

como ({z)N¢(u) # ¢y {{z) N {v) # ¢ entonces  (z) = {1,4}, pero esto implica

que ¢ (z) N¢ (w) = ¢ lo cual es una contradiccion, por lo tanto el eolor 1 pertenece a |

toda vecindad. ®

Teorema 3.9 Si T es un tornee m~coloreado con m > 4, tal que para todo vértice v

de T se tiene que [ (v)| < 2, entonces T' tiene ntcleo por trayectorias monocromdti- -

cas.

Fn las notas 3.10 v .3.11 vemos la importancia de la hipdtesis de las vecindades a

lo mds bicolores para los teoremas 3.7 y 3.9. Por otro lado si eliminamos del Teorema.
3.7 la. hipotesm sobre las vecindades a lo mds bicolores obtenemos el Problema 3.1:

que sigue 81endo un pr oblema abierto, Por tltimo en las notas 3.12- 3.19 hacemos ver. . : -

que el teorema 3.7 es diferente a cada uno. de los teoremas 3.2, 3.3, 3.4 y 3.6.

TESIS CON
FALLA DK ORIGEN

Nota 3.10 FEn €l teorema 3.2 no. pod,emos eliminar la h’cpoteszs de que en- el tomeo SRUTE AR

todo Cf .sea casamouocmmatzco pues si-T es un C'3 tricolor cumple con tener todas-.-:e::ﬁ.-".-:;f:-:L .

las Uecmdades a lo mds bicolores vy no tiene nicleo por tmyectomaa monocromaticas.

‘A partir de T podemos construir-una familia infinita de torneos 3-coloreados tales -~ -

que: no todo Cy seq: casimonocromdtico, todo vértice tenga vecindad a lo mds bicolor

Y. sint mucleo por trayectorias monocromdticas: . Supongamos. que V- (T)={u; v} -

¥ AT = {(w,v); (vw); (wyw)} donde (w,v) es de.color 1, (v,w): es-de-color: 2
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y (w,u) es de color 3, figura 8.7(a). Sea Ty = T. Ahora para cada entero po-
sitivo n y dado T, _, torneo S-coloreado sin nicleo por trayectorias monocromdticas
y tal que todo vértice tiene vecindad a lo mds bicolor, consideramos un nuevo vértice
2z, y definimos T, como sigue: V(To) = V (T}, ) U {z.} y A(T%) = A(T._,) U
{(zn,2) /2 €V (T} 1)}, los colores de las flechas de T,_, quedan igual en T, y
asignamos color 2 a todas las flechas que salen de z, excepto a la flecha (z,,u) que le

asignamos color 1, figura 3.7(b).
T -

@ ®
Figuré; 3.7

Claramente 'T.l,’,,"es un torneo: 3-coloreado donde cada vértice tiene vecindad a lo mds
bicolor. Veamos que T! no tiene niicleo por trayectorias monocromdticas. Aplicando
el Teorerna 1.55 tomando f)l' la digrifica que sdélo consta del vértice Zn, lf)g = T
y A= {(za,v) /v eV(TE)} tenemos D = T/, y por lo tanto T, no tiene nicleo
por trayectorias monocromidticas. Asi {T) -/ n € N} es una familia infinite de torneos
3-coloreados sin nicleo por trayectorias monocromdticas y la vecindad de cadlaivértice

es a lo mas bicolor.

Nota 3.11: En el Teroenio 3:9-no podemos cambiar la hipdteis de que todas:las:vecin-
dades seania lo mds-bicolores por la hipdtesis de que las- vecindades. seania dowmids
tricolores pues puede no-existir nicleo por trayectorias monocromdticas, un ejem-
plo deesto es el torneo T-de lo figura 8.7-que como ya vimos no tiene nicléo por
trayectorias- monecromdticas y no es dificilver que todas-las-wvecindades son a lo
mds tricolores. A partir . de T podemaos ~construir- una-familia infinita de torneos

4-coloreados . sinnicleo por trayectorias monveromdticas® tal-que: cada:ivértice tenga
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vecindad a lo mds tricolor. Observemos primero que para cualquier vértice u de
T tenemos que 1 € ({u) 02 € ((u). Sea Ty = T, para cada entero positivo n
y dado T _, torneo 4-coloreado sin nilcleo por frayectorias monocromdticas tal que
para cada vértice u se tiene que |(u)| € 3 y {1,2} N¢(u) # ¢, consideramos dos
nuevos vértices z, y. definimos el torneo T), tal que V (T,) = V (Ti_,} U {zn, wa}
y AT = A{Ti_) U {(2n,u), (wa,u) /u eV (Th_))} U{{(za,wn)}, los colores de
las flechas de T, quedan igual en T, , a las flechas (zn,%) y (wn,u) le asignamos
color 1 si 1 € ((uv) o color 2 en caso contrario, a la flecha (z,,w,) le asignamos
cualquiera de los 4 colores, figura 8.8. Ast T, es un torneo 4-coloreado tal que parc
- cualquier u € V(T}) se tiene que [((u)| < 3 y {1,2} N¢(u) # ¢. Veamos que T}, no
tiene ntcleo por trayectorias monocromdticas. Aplicando el Teorema 1.55 tomando
Dy =T a1 zmwi, o wn}], Da =T, A={(z,v) /i€ {l,.,n},ve V (D)},
los colores de las flechas son los descritos antes. Ast D = T' y por lo tanto T,
no tiene micleo por trayectorias monocromdticas. Por lo tanto {T}, /n € N} es una
familia infinita de torneos 4-coloreados sin nicleo por trayectorias monocromdticas
donde cada vértice tiene vecindad a lo mds tricolor. También podemos obtener tor-
neos m-coloreados para cualguier m. > 4 con las caracteristicas anteriores si vamos
agregando cada vez un color nuevo entre 2z, y wn. Por dltimo observemos que estos
torneos ademds cumplen que todo Cs es casimonocromdtico, pues los unicos Cs de

estos torneos son los que ya existion en I

Nota 3.12 FExisten torneos 3-coloreados que satisfacen las hipdtesis del Teoremna 3.7

- pero.no las hipdtesis del Teorema 8.2, por ejemplo sea T un torneo transitive de orden

3 tricolor. A parti de T podemos construir una familie tnfinite de torneos con las’

caracteristicas anteriores. Supongamos que V(T) = {u,v,w} y que (u,v) es una
- flecha de color 1, (w,v) es una flecha de color 2 y que (w,u) es una flecha de color
3. figura 8.9(a). Sea Ty = T. Ahora para cade entero positivo n y dado T),_, torneo
3-coloreado tal que todo Cy es casimonocromdiico y todo vértice tiene vecindad o lo
mids- bicolor, sea T},:el torneo que se obtiene aumentando aT},_; un nuevo vértice z,
:;ly;.zas_. flechas entre z, y V (Th_,} como sigue: si v € V(Tp:)\ {w} ponémos una
< flechu: entre z, y v en: cualquier sentido y-de color 1, entrew' y z, ponemos la ﬂ_ecﬁa
(w, z,) de color 2, figura 3.9(b). Ast en el torneo obtenido se tiene que ¢ (v) = {1, 3},
() = 1.2}, C(w) =42,3} v ((2;) = {1,2} pdraj-€ {1,...,n}, es decir todo
vértice de T; tiene vecindad bicolor. Como la Unica flecha T, que tiene color 8 es

{w,u) entonces. cualguier Cy de’d;, que no sea casimonocromdtico debe contener dicha -

. flecha, pero como a w no-entran flechas, w no petenece a ningun ciclo, por lo tanto
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Figura 3.8

en T, todo C3 es casimonocromdtico. Por «ltimo T, contiene a T que es un T3 que
no es casimonocromdtico. Ast {T,, /n € N} es una familia infinita de torneos que

satisface las hipdtesis del Teorema 3.7 pero no las del Teorema 8.2.

Nota 3.13 Ezisten torneos 3-coloreados:que satisfacen las hipdtesis del Teorema BBt foaent
pero no las hipstesis del Teorema 3.9-“Sea T' el siguiente torneo transitivo con cualross:
vértices: V. (T} = {vi, vy, v3, 0 ) ifechas (va,v1) de-color 1, (vs,y) dé color 8, iy n
(u3, vo) de color 2, (v4,v1) de color 3, (vq,v2) de color 8 y (vy,vs) de color 3, figura

310(6). Las vecindades de o,y vy son m'_colo'res, T ‘no tiene ciclos lo que implica ="+
'-q'izg: todo Cy es castmenocromdtico, por otro lado, todas las flechas de color 8 en T

‘salen de vy, po“r""lo"fanfo"c_'uafqm"er Ty que contengca.vy tiene dos flechas -de--coldr

8 'es"decir es casimonotromdtico-y los Ts que no contienen a vy tienen colores 1-y
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(a) %)

Figura 3.9

2, en consecuencia también son casimonocromdticos. Por lo tanto todo Ty de T es
castmonocromdtico. Asi T satisface las hipdtesis del Teorema 8.2 pero no las del
Teorema 3.7. A partir de T podemos construir una familia infinita de torneos con las

caracteristicas anteriores. Sea T, = T. Ahora para cada entero positivo n > 5 y dado

T _, torneo 8-coloreado fal que todo Cs y I3 es casimonocromdtico y.no todo vértice

tiene vecindad a lo mids bicolor, sea T!, el torneo que se obtiene aumentando a T _,
un nuevo vértice v,y las flechas entre v, y V- (2_,) las ponemos cualquier sentido y
de color 1, figura 8.10(b): De esta forma las vecindades de vy, vy y vg.s0n. tricolores,
y stv, v; Y v son tres vértices del torneo con i < j < I, entonces las flechas entre
o y los otros dos vértices son del nismo color, es decir esios bres vértices inducen un
Cy ¢ un Ty casimonocromdtico. Ast {T! /n > 4} es una familia infinita de tornéos

que satisfacen las hipdtesis del Teorema 5.2 pero no las del Teorema 3.7. . -

Nota: 3.14 -Euistentorrieos 3-coloreados que satisfacen las hipdtesis: g@e@;ﬂ?@q;@ma 3.7
i pero* no Jaé-hiﬁdtesi.’s.-’ del- Teorema 3.3. Sea T el torneo co_n‘-vértz"c:_e.;s;_._vi_,,_,vg,i t_)g}:vg. y las
',ﬂéchasr (% Ug'-i)i"_déi’i color 1; (vg,vs) de color 2, '(793,04_)- de. -CQZQTQ, [(vapur). ,_d'_e,,‘_color 3,
{vg,v2) de color 2 y .('-Ul,’Ug) de color 3, figura 3.11(a). T es un torneo $-coloreado

*tal que g‘(pl)'-":'{—.1,-13}7,-.-@'(1;2) = {1,2}; C(vs)-= {2, 3} v C(va) = {2, 3} ,.es.decir toda

vecindad es bicolor, ademds en T todo Cs es casimonocromdtico, pues (vy,vs) que es

“la itnica flecha de color 1 no pertenece-a ningin.Cs...Por otro.lado (v, v, vs, vs, v1) -

es-un-ciclo-dirigido de longitud 4 queino.es casimonocromdtico. Asi T es un torneo
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(a)

‘Figura 3.10: Las aristas gruesas indican que hay flechas entre cada v; con 7 > 5 y cada v;
con 1 < 7 < 4, estas flechas pueden ir en cualquier direccién. Las aristas entre los v; con

i > 5 indican flechas en cualquier direccidn.

3-coloreddo que satisface las hipdtesis del Teorema 3.7 pero no las hipstesis del Teo-

rema 3.5. A partir de T podemos construir una familio infinita de torneos con las

i

H

i
.

caracteristicas anteriores. Sea T, = T'. Ahora para cada entero positivo n > 5 y do-
do T!_y torneo 3-coloreado tal que todo Cz contenido en T, _, es-casimonocromdtico,
todo vértice tiene vecindad a lo mds bicolor y no todo ciclo dirigido de longitud 4 es
casimonocromdtico, sea T el torneo que resulta de T7,_, ol aumentar un nuevo vértice
vy Y las flechas: {vn,v1) de color 1y parai € {2,...,n — 1} (vn,v;) de color &, figura
3.11{b). En T! todas las vecindades son bicolores. Las tinicas flechas de color 3-en T,
son (vy,v3) ¥ (va, v1), por otro lado el unico Cs que tiene a la flecha (v1,v3) también
es el unico Cy que contiene a lo flecha (vq,v1), es decir el unico Cy donde aparece
el color § es-casimonocromdtico, por lo tanto en T, tode.Cj-es casimonocromdtico.
'Por dlfino (vl,vg,v3,v4,v1) Sigue ‘siendo. en T un ciclo dirigido-de longztud 4 que
no“és -casimonocromdticor - Ast {177 /m= 4} es una familia. infinite de torneds que

sattsfacen- a5 thoteszs del Teorema g. 7 pero nolas théteszs del Teorema 8.9.-

.Nota'8.15 ‘Existen torness 3-coloreados ‘que satisfacen las hipdtesis del Teoréria 8:9

-pero-no las hipdtesis del Teorema 3.7, Sea T* eltorneo-con vértices vy, va, v, va-y-las

" fléchas (vy, vy} “de color 1, (vsive) de eolor 8y (vg,vy) de color 8, (vg,v;) de color'I para
e grendl, 2, 3), figura 8.12(a):Fres un torneo. S-coloreado tal que ¢ (vs) = {1, 2,3} 7%
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Figura 3.11

no tzene czclos ‘dirigidos entonces todo Cs y todo C'4 €3 caszmonocromatzco Asz T es
un torneo 3~coloreado que safzsfczcen las hipotesis del Teorema 8. 3 PETO MO las hipdtesis

del _Teo:rcma 3.7. A partir de T podemos construir una familia infinita de torneos con

lus caracteristicas anteriores. Sea Ty = T'. Ahora pare cada entero positivon > 5

y dado T, _, torneo J-coloreado tal que todo ciclo dirigido de iongifﬁd a lo mds 4

contenido en T, _, es caszmonocromatzco y no todo. vértice tiene vecindad. a,lo mds

= bicolor, sea 1), el tomeo que resulta de 1., al aumentar un nurzvo vertzce U Y pam

4 ed2y...,n — 1} las flechas (¥n, v;) de- color 1, figura 8.12(b). En T la vecindad de

Geno g es tricolor, por otro lado T no- tzene cacios dirigidos asi que todo czclo dzmgzdo de:+ -

“Jongitid a lo mads 4 €8 caszmonocromdrtzco Por-lo-tanio. {Th/n> 4} es.una familia -

infinita de torneos que satisfacen las thoteszb del Teorema 5.3 pero no las hipdiesis

del Teorema 3.7

- Nota-3.16 FEzisten torneos 3-coloréados-que satisfacen las hipdtesis del Feorema- 3.7

pero no las hipotesis del Teorema-8.4.La: familia de torneos {T / n> 4} mostrada
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Figura 3.12

- en la Nota 3.14, como se vid en dicha nota, es una familia de torneos que satisfacen

las hipdtests del Teorema 3.7. Por otre lado en cada T}, el ciclo dirigido (vy, vs, vg, v1)
es un Cy gue 1o ‘es monocromdtico, astla familio de torneos {1,/ n > 4} no satisface
las hipdtesis del Teorema 3.4.

~Nota 3.17::Eristen torneos 8-coloreados que satisfacen las hipdtesis: del Teorema 3.4

pero no lashipdtesis del Teorema 3.7, La familia de torneos {7 n >4} mostrada en

la Nota 8:1 5 coma:se vid en dicha nota, es una familia de tomeos que no satisfacen

las J’szdteszs dei Teorema 5.7 Lommo ya mmos ‘en la nota 5. 15 ca.da T ! es un tomeo ‘

e no tzene cmlos dzmgzdos por lo tanto todo 03 contenido. en T’ ‘€s: monocromdtzeo
“por lo banto la famz!za de torneos {T / n > 4} satzgface las thoteszs ‘del Teorema 4.

Nota 3.18 Fristen torneos 3-coloreados que satzsfacen las thoteszs: del Teorema g7
-pero no-las hipdtesis del Teorema 8.6. La familia de torneos {12 /n > 4} mostrada:; ...
“enla Nota 3.14, como se vid'en dicha nota,~es una familia-de dorneos que satisfacen -

‘lag-hipdtesis del Teorema 8. 7.« Coie ya vimos en la nota 8.16 en cada T, el ciclo: s
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dirigido C' = (1, vs,v2,11) es un Cy que no es monocromdtico, como ¢ (v;) = {1,3},

(v} = {1,2}, € (us) = {2,3} entonces ¢ (v1) N ¢ (va) N (va) = ¢ entonces en € (T
no puede existir algun ciclo dirigido monocromdtico de longitud 3 que contenga a
estos tres vértices, es decir C no es € (1) —monocromdtico, ast la familia de torneos
{7,/ n = 4} no satisface las hipétesis del Teorema 3.6.

Nota 3.19 Eristen torneos 3-coloreados que satisfacen las hipdtesis del Teorema 3.6
pero no las hipstesis del Teorema 53.7. La familia de torneos {T,,/ n > 4} mostrada en
lo Nota 8.15, como se vid en dicha nota, es una familia de torneos que no satisfacen
las hipstesis del Teorema 3.7. Como ya vimos en la nota 3.15 cada T, es un torneo
que no tiene ciclos dirigidos. Si en €(T)) existiera algin ciclo dirigido, este ciclo
induciria un camino dirigido cerrado en T),, por el Teorema 1.37 T} tendric un ciclo
dirigido lo cual no es posible. Por lo tanto pera cada n = 4 tenemos que € (7))

no tiene ciclos dirigidos, ast todo Cy contenido en T! es €(T) —monocromdtico, en

consecuencia la familia de torneos {1/ n > 4} satisface las hipdtesis del Teorema

3.6.

3.3 Problemas Abiertos

1. ;En qué otro tipo de digrdficas m—coloreadas tales que todo vértice tiene vecin- -

dad a lo mds bicolor y todo Cj es casimonocromadtico existe micleo por trayec-

torias monocromdsticas?

Digréficas muy parecidas a los torneos son los torneos menos una arista y las
Cdigréficas guasilransilivas, asi podewnos plantearnos la preguna anlerior para esle
tipo de digrdficas. . '

2. Sea D una-digrafica m—coloreada que resulta de eliminar una arista de un

torneo, sl en-D todo vértice tiene vecindad a lo méds bicolor y todo Cs es casi-

monocromdtico entonces jexiste micleo por trayectorias monocrométicas?

w08, Seas) unacsdigrdfica quasitransitiva m—coloreada, si en'.D) fodo. vértice tiene:.

vecindad. a-Jo mds bicolor y todo Cj es casimonocromédtico.entonces jexiste:

mticleo por trayectorias monocromdticas?
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Capitulo 4
Torneos Bipartitos

Una digréfica D es un torneo bipartito si existe una biparticién {3, Va} de V (D) tal
que toda flecha de D tiene un extremo en V] y el otro en V3, y entre cualquier vértice de
Vi v cualquier vértice de V3 existe una y solo una flecha. Los torneos bipartitos tienen
cierta similitud con los torneos debido a la gran cantidad de flechas que poseen. Como
mencionamos en el Capitulo 3 la existencia de niicleo por trayectorias monocroméaticas
en torneos ha sido estudiada por varios autores: Sands, Sauer y Woodrow [35]; S.
Mingang [31], H. Galeana Sanche {15, 16, 17, 18]. El tipo de condiciones en algunos

de estos resultados (teoremas 3.2, 3.3, 3.4, 3.6) son sobre la coloracion de ciertas

‘subdigré,ﬁcas pequeiias como-son los ciclos dirigidos de Iongitud‘ a lo mds4 y torneos
transitivos de orden 3. -

~ En la Seccién 4.1 de este Capftulo probamos que si I es un torneo bipartito
donde todo ciclo dirigido de longitud 4 es monocromatico entonces D tiene nicleo

por trayectorias monocrométicas, también mostramos que este resultade es lo mejor

posible. En la demostracién del resultado anterior se implementa una técnica que -

también es utilizada en la seccién 4.2.

En la seccion 4.2 probamos la existencia de nicleo por trayectorias monocromdticas

" TES CON
FALLA DE ORIGEN

en torneos bipartitos que cumplen:ciertas condiciones de coloracion en los ciclos dirigis : - -

dos de longitud 4.y 6 pero ddemds también pedimos condiciones similares pard. ciertos: - -
- . subtorneos bipartitos de orden.5.llamados torneos ciclicamente-4-partitos, ‘quedand(_):::_

- el resultado-de la siguiente-manera:.Sea D un torneo bipartito:rmm—coloreado tal.que:::s .

todo Cy es casimonocromdtico, todo subtorneo ciclicamente 4-partito de orden 5 to-

das sus flechas tienen el mismo color salvo'a lo mds 2y todo Cg es monocromatico, - -

- entonces [ tiene micleo por trayectorias monocromadticas.

A continuacién demostrames- algunas propiedades .de los torneos bipartitosque-

usaremos en las secciones siguientes.
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Lema 4.1 Sea D un torneo bipartito, si C = (ug,u1,...,U,) €8 un camino en D
entonces para i € {0,1,..,n} yi € {0,1,...,n}, (us,u;) € A(D) d (uj,w) € A(D) si
y s6lo st § —1i =1 (mod 2). o

Demostracién. Sea {V3, V2} una biparticién de V (D) tal que:

1. toda flecha de D tiene un extremo en V) y el otro en Vb, y

2. entre cualquier vértice de 1] y cualquier vértice de Vi existe una y sélo una
flecha en D. :

Supongamos sin pérdida de generalidad que ug € Vi. Entonces:

3. Paracadai € {0,1,....,n} y; € Vi sii =0 (mod2) 6 u; € Vo sii =1 {mod2).
Procederemos por induccién sobre 1.
Para i = 0, por hipétesis ug € Vi.
Supondmos qué parat <mn, 4 €V sii=0 (mod2) 6 u; € Vasii=1 (mod?2).
Para i+ 1, como (u,ue1) € A{D) 6 (wi1,u;) € A(D), por hipdtesis de
“inducecidén y por 1wy € Vasii =0 (mod2) 6 u;pi € Vi sii =1 (mod?2), es
decir uip, € Vasii+1=1 (mod2) 6u; € Vi sii=0 (mod 2).

“Por lo tanto para cualquier i € {0,1,...,n} w € V{ 51 i =0 {mod 2) 6 u; € Vs si
i=1 (mod?2).

. Ahora sean i € {0, 1,7...',n} y 7 € {0,1,...,n}, supongamos que (u;,u;) € A(D) 6 -
(uj,) € A(D), por 1 (i; € Vi yu; € V4) 6 (u; € Vo y uy € V4), por 3 (i = 0 {mod 2)
vi=1(mod2) )6 (i=1(mod2)yj=0(mod2)), es decir j —i = 1 (mod2).

Inversamente supongamos que j — i = 1 (mod 2) esto implica que (= 0 (mod2) y -

=1 (mod2) )6 (1 =1 (mod2) yj =0 (mod2) ), por 3 (u; € Viry u; € V2) 6

Clupe Vay uy €W), por 2-(u;,u;) € A(D) 6 (uy,u;). € A(D). Asi{u;,u;) € A(D) 6 -
{ujiu) e A(Dysiysolosij—i=1{mod2). m. - '

vicieTiema 4.2 Sea D un torneo bipartito entonces-todo-caminb dirigide cerrado de lon- -

27 gitud a lo mds 6 contenido en D ’es un’eiclo dirigido.:

. Demostracién.’ - Séa C un camino dirigido cerrado-en D de longitud a-lo' mds 6, - °
como D) es un torneo. bipartito, por:los-teoreimas:1.38 v 1.40 tenemos queflalongitud ..o -
" de ¢ es par: Sea-{V;;Va} una biparticion de'V+{D)-que corresponda con-la:definicién - -+ s oo

de torneo bipartito.: -« -



2 +En el Teorema 4.4 demostramos que un torneo bipartito coloreado donde todo ciclo..-

-« :Lema 4:3 mostramos una propiedad de los torneos bipartitos coloreados:que hace &lue'i

;. gstos. se parezcan a-los torneos: st 2 vértices son-adyacentes {en sélo un. sentldo) en
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Si [ = 2 esto implica-que [ tiene una flecha simétrica péro esto no es posible por
la. definicién de torneo bipartito.

‘Supongamos que { = 4, sea C' = (uy, Uz, %3, g, U1), como D es un torneo bipartito
podermos suponer sin pérdida de generalidad que {ur,us} C Vi'y {ug,us} C V4, esto
implica que u; # u; parad € {1,3} y 7 € {2,4}. Si uy = ug, como (uy,us) € A(D) y
(u2,us) € A(D) entonces tendrfamos que (uy,us) es una flecha simétrica de D, pero
esto contradice la definicién de torneo bipartito, por lo tanto u; = us. Amilogamente
Uy 7 u4. Por lo tanto C' es un ciclo dirigido de D.
~ Supongamos que I =6, sea C' = {uy,us, us, Us, U3, Us, ¥1), cOmo D es un tor-
neo bipartito podemos suponer sin pérdida de generalidad que {uj,us, us} C Viy
{ug, ug,ug} C Vo, esto implica que u; # u; y (us, u;) € A(D) para i € {1,3,5} ¥y
7 €1{2,4,68}. Andlogamente al caso anterior tenemos: ' o

1. (uy,us) € AD) y (ug,ug) € A(D) implica uy % ug,

2. (ug,uy) € A(D) y (us,us) € A(D) implica uz 7 us, E
3. (us, ug) € A(D) v (ug,u1) € A(D) implica u; # us, % %:
4. (us,uz) € A(D) ¥ (u3, us) € A(D) implica ug # g, z £e3
5. (4, us) € A(D) v (us,us) € A(D) implica uy % ug ¥ B =g
6. (ug,111) € A(D) y (ur,uz) € A(D) implica u % ue. =

Por lo tanto C es un ciclo dirigido de D. ®

4.1~ Torneos Bipartitos m—Coloreados con Ciclos de Longitud

- 4 Monocromadticos

-de longitud 4 es monocromatico tiene micleo por trayectorias monocrométicas. Emel:’.?

o #la cerradura transitiva de un torneo bipartito entonces estan’ conectados en el tor neor_: T

bipartito por una trayectoria dirigida corta (en el mismo sentido de la flecha).

- Lema 4.3 Sea D untorneo bipartito m— coloreado tal queé todo Cy es monocrémdtico.
Siuw.v eV (D) son:tales que existe T en D una uv—trayectoria dirigide monocromdti-
" cay mo. existe. ninguna vu—trayectoria: dirigida monocromdtica,. entonces {a, v} € o

A(D) o existe en D una uwv—trayectoria dirigide de longitud 2.
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Demostracidén. - Sin ipérdida de generalidad supongamos que T es de color 1.
Procederemos por induccion sobre [ la longitud de 7. Sil < 2, entonces (u,v) € A (D)
o T es una uv—trayectoria dirigida de longitud 2. -Supongamos que el resultado es vili-
dosi3 <1 < mn. Supongamos ahoraquel =n+1yqueT = (1 = ug, U1, -y Upp1 = V).

Entonces tenemos: . @

1. Sii, 7 €40,1,...,n+ 1} entonces (u;,u;) € A(D) 6 (uj,u;) € A(D) si y sélo si
iy J tienen diferente paridad. Esto es por el Lema 4.1.

Observemos que:

9. El resultado se cumple si (s, v) = A(D) para alguna i € {0, ...,n - 2}. Sea
ig = min{7 € {0,...,n ~ 2} / {u;,v) € A(D)}, por 1 4p y n'+ 1 tienen diferente
paridad. Si iy = 0 entonces (u,v) € A(D],‘si ip = 1 entonces (u = ug, 1y, v)
es una uv—trayectoria dirigida en D de longitud 2. Supongamos entonces que
ip € {2,...,n — 2}, en particular (u,v) ¢ A (D), asf que probaremos que existe
en D una uv—trayectoria dirigida de longitud 2. Como iy e ig— 2 tienen la misma.
paridad entonces 49 — 2 y n+ 1 tienen diferente paridad, por 1 (w;,_2,v) € A (D)
0 (v,us-2) € A (D), pero por la eleccién de 4y tenemos que (v, ui—3) € A (D),

notemos que por hipétesis 45 — 2 no puede ser 0 asf 49 > 3, figura 4.1. Entonces

i
1

(Uig—2, Big—1, Ui, Vs Uip—2) €8 un Oy de D que por hipdtesis es monocromdtico,
como (-1, ;) €5 una flecha de T, es de color 1, asf el Cy es de color 1. Sea
T = (u,T,u;) U {u,,v), T ' es una uv—trayectoria dirigida monocromética
de longitud menor que T, por hipdtesis de induccidén y.como (u,v) ¢ A(D)

- entonces existe en D una uv—trayectoria dirigida de longitud 2.
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Figura 4.1 -

e dwneoo. Ahora, como i e .- 3utienen diferente:paridad,-.por.1 (u;, u;es) € A(D).6.

(tixa, ;). € A(D), parattodat € {0,17..,n'— 2} Analizaremos los siguientes-dos.. - -

€asos.
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Caso a. Supongamos que para alguna i € {0,1,...,7n — 2} (w;, %23) € A(D). Sea jy =
max{j € {i +3,..,n+ 1}/ (w;,u;) € A(D)}, en particular por 1 tenemos que

iy jo tienen diferente paridad.

. Subcaso a.1 j3 = n + 1. Entonces el resultado se sigug de 2.

Subcaso a.2 jp =nei = 0. Entonces (ug = s, Ujy = Un, Unt1 = V) €6 Una uv—trayectoria
dirigida de longitud 2 en D. ' _

- Subcaso a.3 jo = nei > 1. Como ¢ y jo tienen. diferente paridad entonces i—1y

o Jo+ 1 =mn+1]1 tienen diferente' paridad, por 1 (ﬁiql,un+1 =v) € A(D)

6 (tuny1 =v,uim1) € A(D). Si (ﬂi—l,ﬂna =v) € A(D) el resultado se

sigue de 2. Si (upy1 = v, %i—1) € A(D) entonces (u;_1, Uy, Uy = Uy, Unp1 =

v,;—1) es un Cy de D que por hipétesis es monocromético, figura 4.2, co-

mo (u;_1,u;) es una flecha de T, es de color 1, asi el Cy es de color 1. Sea

T = (u, T, u;) U (8, %o = un) U (Un, Unqr == v}, T’ es una uv—trayectoria

BNE wme g -

dirigida. monocromdtica de longitud menor que 7", por hipétesis de indug
cién (u,v) € A(D) o existe en D una uv—trayectoria dirigida de longitud’
2. :

| /}ﬂ 5

e—>eo—'>8 e He—>e—' e 18 :
U U.i_] 'U:i jn: 'Un ‘Uz'u_n.” J
Figura 4.2

Subcaso a4 j; < n'— 1. Como i y jg tienen diferente paridad entonces ¥ jo + 2-tienen .-
diferente paridad, por 1 (u, uj-2) € A (D) 6 (ujy19,1;) € A (D), por la elec-.
cion de jp tenemos: (ujrz; %) € A (D). Entonces (Ui, Ujy, Ujor1, Ugpros Uil
es un Cy de D que por hipétesis es monocromético, como (uj, tj,+1)-€s
una flecha de. T, es-de color 1, asf el Gy es de color 1, figura 4.3...8ea. @ -
T = (o, T, ) U (wiug,) U (ug, T,9), T' es una wv—trayectoria: dirigi- . .
‘da monocromética :de.longitud menor.que T, por Hipétesis de-induceicn:: = .-

“(u,v) € A(D) o existe en D una uv—trayectoria dirigida de longitud 2.

.- -Caso b. Supongamos.que para toda i € {0,1,...,n— 2}, (w3, ) € A(D). .Entonces
(g e g v esun.Cy de D que por hipdtesis es monocromitico, como -

(ug, usg1) es una flecha de 7', es de color 1y.asf.el Cy es de color.l.: Porlo tanto,
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. H
) iwl Yig t
Figura 4.3

para toda i € {0,1,...,n — 2} (w3, ) es de color 1. Sea k& € {1, 2, 3} tal que
k=n+1 (mod3), entonces (¥ = tpi1, tUng, Un—s, ---, Ug) U {ug, T, uz}U (us, ug) €s
una vu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, lo cual es una contradiccién

figuras 4.4, 4.5 y 4.6. Por lo tanto este caso no es posible.

Conclufmos que existe en D la flecha (u,v) o una wv—trayectoria dirigida de
longitud 2. =

5 k=1

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Figura 4.4

n+l

Figura 4.5

Teorema 4 4 Sea D un tomeo bipartito m— colareado tal gue todo 04 es monocromatz—

co. Entonces QI(D) es nucleo perfecta y porlo tanto D tiene: nucieo por tmyectomas
monaocromdticas.
Demostracién. A lolargo dela demostracidn. cida vez.que aparezca un camine

dirigido cerrado-en D de longitud a lo més 6; inmediatamente nos referiremosva él
- como-un ciclo dirigido, esto-en virtud del Lema. 4.2:-:
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Figura 4.6

Demaostraremos que todo ciclo dirigido de € (D) tiene al menos una flecha simétrica
para luego aplicar el Teorema 1.46 y concluir que €(T) es micleo perfecta. Procede-
remos por contradiccién, supongamos que C' = (g, Ui, -.-, Un, Ug) es un ciclo dirigido

de € (D) que no tiene flechas simétricas. Entonces:

1. Paracadat € {0;1,...,n} (u;,u;11) € A{D) o existe en D una u;u;,, —trayectoria
dirigida de longitud 2 (la suma es tomada médulo n + 1). Seat € {0,1,...,n},
como (U, uir1) € A(C(D)) entonces existe en D alguna wu;u;y, —trayectoria
dirigida monocromdtica, como C no tiene flechas simétricas tenemos que en
D no existen wu;y:u;—trayectorias dirigidas monocromdticas, por el -Lema. 4.3

' (uiyuir1) € A (D) .o exdste en D una uu;4q —~trayectoria dirigida de longitud 2.

Continuamos analizando los siguientes casos:

(aso a. n-= 2. Como-D-es un torneo bipartito entonces por el Teorema 1.40 no tiene
ciclos de longitud impar, esto implica que para alguna ¢ € {0,1,2} (u;, uiyy) €
A (D) {la suma es tomada mddulo 3). Supongamos sin pérdida de generalidad

que (up, uy) & A{D), entonces por 1 existe vy vértice de D tal que (ug, vg, uy) €S

una gty —trayectoria dirigida de longitud 2 en D, figura 4.7. .

| \/ \ ~TESIS CON

FALLA DE ORIGEN

Figura 4,7

Caso-a.l (ur;us), (uz,up) € A (D). Enténces (ug, vo; u1;us, up) es un Cy de I que por
-hipétesis es monocromdtico, asi (uy, us, Ug) es.una uiuy--trayectoria dirigida, .. ... .. -
-~ :monocromatica en D:lo-que implica que (ug; ui) es una flecha simétrica de- wov -

- Chen €(D), contradiciendo nuestra suposicidm. = o
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Caso .2 (u;,us) ¢ A (D). Entonces por 1 existe vy vértice de D tal que (uy,v5,us)
es una ujup—trayectoria dirigida de longitud 2 en D. Si (ug,up) € A(D),
figura 4.8(a), entonces (ug,vo, U1, V1, Uz, Up) €s un ciclo dirigido de longi-
tud 5 en D pero esto no es posible por el Teorema 1.40, por lo tanto
(uz,up) € A(D). Entonces por 1 existe vp vértice de D tal que (us, ug, ug)
es una u;ug—trayectoria dirigida de longitud 2 eh_D, figura 4.8(b). Asi
(ug, Vo, U1, V1, U, Va2, Ug) €S UL ciclo dirigido de longitud 6 en D, por el Lema
4.1 tenemos que (up,v1) € A (D) 6 (vy,up) € A(D). $i (ug,v,) € A(D)
enﬁonces (ug, v1, Uz, V2, ug) es un Cy de D que por hipdtesis es monocrométi-
co, asf (up, v1,uz2) es una ugup—trayectoria dirigida monocromaética en D lo
que implica que (uq,up) es una flecha simétrica de C en € (D), contradi-
ciendo nuestra suposicion. Si (vi,up) € A (D) entonces (ug, v, u, v1, Ug)
es un Cy de D que por hipétesis es monocromético, asf (v, v, ug) es una
ujug—trayectoria dirigida monocromdtica en D lo que implica que (up, u1).
es una flecha simétrica'de C en € (D), asf obtenemos la contradiccién final

para este caso.

v U v 1
b ! y () 1 U
’ L - L | ‘\-P >
| ‘l/ | \ ii, \/ ‘
‘ &< 9 iU
Uy , G 2

(@) (&)

Figura 4.8

T Caso b, w 23 n-:élr-"’r‘es:‘tb"‘de;la-:"prueba las sumas serdn tomadas mddulo n- 41 0 e

Por 1 para bada’-i:»-e;{[);,»lin-.--., n} podenics definir

T — (’U;z, 7-"'1-@-1) si (uz:uh—l) €A (D)
SRl und gLt < trayectoria de longltud 2 si (1, wis ) g;‘ A( )

-Sea: C" U T3 C'es un camino dirigido cerrado en . Sea C” (20 Z1yners Zhes 20)
1=0
¥ definanios Jafuncion ¢ : {0, 1, .3k} sV (C) de da siguiente-mianera: si
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u; = z;, entonces @ (%) = zi,, ¥ @ (fo+ 1) = 2z, si la longitud de 7} es 2. De-
cimos que el indice 4 del vértice 2; de-C" es principal si z; = ¢ (4), denotemos
por I, al conjunto de fndices principales. .Supongamos sin perder generalidad
que Ug = zp. Como D es un torneo bipartito entonces por los teoremas 1.38
y 140 k = 1 (mod?2)." Por otro lado, por el Lema 4.1 para i € {1,.., 53},
(29, z2i41) € A (D) 6 (22441, 20) € A(D). Tenemos los siguientes subcasos.

Subcaso b.1 Supongainos que (zs, z0) € A (D). Entonces (29, 21,29, 23,29) es un €y de D

Subcaso b.2 Supongamos que {zg,2¢..2) € A (D), figura 4.10. Entonces (zq, zx--2, zk_l,,fz;

que por hipdtesis es monocromdtico, figura 4.9. Por la construccién de
tenemos que z; = u; 6 zp = u;. Si 2z = wy entonces (u; = 21, 29, 23, 2p = Up)
es una u1ug—trayectoria dirigida monocromatica en D lo que implica que
(ug,u;) es una flecha simétrica de C' en € (D), contradiciendo nuestra su-
posicién. Por lo tanto z; # u; y en consecuencia 2z = ug, asi (u) = 2,23,

zg = up) €5 una ujup—trayectoria dirigida monocromdtica en I 1o que im-

plica que (ug,u:) es una flecha simétrica de C en € (D), contradiciendo = .

nuesira suposicion.

" TESIS CON.

Figura 4.9

| PALLA DE ORIGEN

" 29) es un Cj de Dique-por hipétesis es monocromdtico. Por construceién

de ' Tenemos  que 2y =, & Zx_1.= Up. S5z, = un_‘entonc,es:(;ug

26, 2, zk_I,zk'f=:';¢$:;:u}i'); 85 una Upls—trayectoria dirigida. monocrom#tica;
en’ D To quesirriplicd.que (u,, up) €5 una flecha simétrica de C en C.{D);

contradiciendo nuestra suposicién. Por lo tanto z;, # u, ¥ en consecuencia

T

Zi 11 = Up, 88T (Ugt= 20, 22, Zp-1 = Un) €85 UNA uglin—trayectoria dirigida-

monocromética-en D lo que implica que-(up, ¥g) es una. flecha simétrica de

“Cren € (D), contradiciendo nuestra suposicién. - -
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N
/P .

R
uozzﬂ ‘
N

el
212

Figura 4.10

Subcaso b.3 Supongamios que (zg, 23) € A (D) y que (2x—2, 20) € A(D). Entonces k—2 >
' 5y por lo tanto k > 7. Sea 49 = min{i € {1, ..., %—'é}/ {20, 20i41) € A(D)
v {23123, 29) € A(D)}. Entonces C = (20, 22141, 22ig2, 22ip+3, 20) €5 un Cy
de D que por hipdtesis es monocromdtico, supongamos que es de color 1.
Si 2ig +'1 € I, entonces z3;,+1 = v; para algin j € {2,..,n —2}, figura
4.11{a). Por comstruccidn de C” tenemos que 2zy4z = Uji; 6 Zajgys =
Ujr1. S Zojg12 = Ujpr entonces (i = 221-0+2,z21-0+3;z0,221-0+1 = ;)
es una uj.u;—trayectoria. dirigida monocromdtica en D lo que implica
que (25, u;.1) es una flecha simétrica-de C en € (D), contradiciendo nues-
tra suposicién. Por lo tanto zg,42 # ;41 ¥ € consecuencia 2y i3 ==
Uji1, 88T (U1 = Z2ig4 8, 20y F2ig41 = Uj) €5 UNA Uiy uj—trayectoria dirigida

monocromdtica en D lo que implica que (u;,%;11) es una flecha simétri-

4 de"Chen €{D), contradiciendo nuestra suposicién. Supongamos que
210 + lé 1,, eutonces por construcecidn de C tenemos que {24, 24 + 2} ©
Ip es'.‘":éie,cir Zoig = Uj_1 ¥ Zaig+e = Uj para algin § € {2,..,n —2}. por
el Lema 4.1 tenemos.que (zay,20i,+3) € A (D) 6 (221543, 22,) € A (D). 5i
(20ip43, 22ip) € A (D) entonces (2ai5, 22ig4+1, Z2ig+25 22ip43, 22ip) €5 un Cy de D R

- que por hipdtesis es monocromaiico; figura 4.11(b}, esto implica que (u; = L e
-‘.‘égiu,ﬂ, Z3ig43, Z2ig = Wj_1) €8 UNa uyw, -y —trayectoria dirigida mMONOCromagi--

- ¢aen D lo quesimplica que (w;::1;44;):e5 una flecha simétrica de C en.€ (D), -

“ gontradiciendos nuesf’rﬂaﬁ suposicion: Supongamos. que. {2z, Z2ig+3) €-A (2);:

por la eleccion de iy tenemos que (zp, za;,-1) € A(D), figura 4.12, en-
. " tonges C? = (Zp725,04, Zaios zg-l'-'ﬁ‘g,jzg)-es un.Cy de-D que-por hipétesises-

1+ INONOCTOIALICO; - comd. (Zai i 5720) €8 una.flecha comin en Ct y C? entonees. ...oxvo0-.
'CY'y C? son del mismo-color, asi (u; = zéio+g,_zgib+3,zo,-z%-_l.,.-zgi-o =-uj )

v lagi u;ju;_q —trayectoria dirigida monocromatica en. D.lo que implica que. -
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(uj—1,u;} es una flecha simétrica de C en € (D), llegando 2 la contradiccién

final de la prueba.

Por lo tanto todo ciclo de € (D) tiene una flecha simétrica, lo que implica por el
Teorema, 1.46 que € (D) es micleo perfecta y de aqui se 51gue por el Teorema 1.54 que

D tlene nicleo por trayectorlas rnonocromatlcas ]

Figura 4.11

Figira 4.12

- Por ultlmo mostramos que si en e] Teozema, 4.4 camblamos la 111p0t651s de que todo
- Gy sea monocromético por que todo C. sea casimonocroméatico entonces-la cerradura

- transitiva de D no necesariamente es miicleo perfecta.. L

: Nota 4.5 Sea D el torneo bipartito 3-coloreado. tal que V (D) = {w,v,w.z,y,2} ¥

A(DY = ({v,2), {ziv): (v, ), waow), (w,2) (2, w), (e, w), (y.u) | (2,0)) 0 Das flechas L

de D estdn coloreadas como sigue: son de color:1 las flechas (x,w), (w;2):y: (2, u),
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son de'color 2 las flechas (y,u), (u,z) y (z,v), son de color 3 las flechas (z,v), (v,1) ¥
(y,w). Los unicos Cy que posee D son {u, z,w, z,u), (v,v,4, z,v) y{w, z,v,y,w) y son
castmonocromdticos. En € (D) se tiene el tridngulo dirigido (u,v,w, u) y-es una subdi-
grifica inducida de € (D) que no tiene niicleo, por lo tanto € (D) no es micleo perfecta,
figura 4.13. A partir de esta digrifica construimos la siguiente familia infinita de tor-
neos bipartitos Dy, tales que en ellos todo C, es casimonocromético y cuya cerradura
transitiva no es micleo perfecta. Para cadan € N, sea D, la digréfica que se obtiene a
partir de D ol aumentarn vértices nuevos z;, 2o, ..., 2, y las flechas de color 3 desde és-
tos vértices hactau, v y w, figura 4.14. D, es un torneo bipartito donde la biparticion
correspondiente es {Vi, Vo} con Vi = {u,v,w} y Va = {z,y,2, 21, 22, ..., 2.}, al igual
que D, los inicos Cy que posee D son (u, z,w, z,u), (v,y,u,z,v) ¥y (w, 2,v,y,w) y son
casimonocromdticos. Asi como € (D), €(D,) contiene como subdigrédfica inducida al

trigngulo dirigido (u,v,w,u) que no tiene nicleo, por lo tanto €(Dy,) no es nicleo

perfecta.

IGEN
%
N
\‘ = >
)

Figura 4.13

{ AL e Opc

..4.2. Otra Condicién para la Existencia de Niicleo por Trayec~.

+ i*itorias Monocromaticas en Torneos Bipartitos -

. En‘esta seccidén p1 esentamos en el Tem ema: 49 otla condicidn que lmphca, ia ex1sten(:1a o

sicle nucleo por tlayectoxlas monocmm&tlcas en. un t01 neo bipartito.
c A 10 largo de'esta seccion, cada vez gque aparezca un camino dirigido cerrado en D g

: de-lo-11g1tud a lo mds 6, inmediatainente nos referiremos a é1 como un ciclo dirigido, .« o wree ...

estd en virtud del_ Lema 4.2.

- - Definicién 4.6 ¥nd digrifica D' es unrtorneo ciclicamente 4-partito si eriste-ung o s e
particién {1, Vo, Va\ Vi de V (D) tal qué para-toda i € '{1;;'2', 3,4} cualgider vértice w0 Lo
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Figura 4.14

de V; es adyacente hacia cualquier vértice de Vi (la suma es tomade mddule 4), y

toda flecha de D es de lo forma anterior.

‘Definicién 4.7 Una digrifica D m— coloreada decimos que es k-casimonocromdti-

ca s1-todas sus flechas son del mismo color salvo a lo mds k de ellas.

" Lema 4.8 . Sea D un torneo bz’pa'mfito m— coloreado tal que todo Cy es 1 -casimonbcro—é
mitico y-todo Cy es monocromdtico. Siu,v € V (D) son tales que existe T en D und
uv—trayectoria dirigida monocromdtica y no existe ninguna vu—trayectoria dirigida.

monocromdtica, entonces se tiene alguna de las sigutentes posibilidades
(i) (u,v) € A(D),
(zz ) e:mste una ww—trayectoria dmgzda de Zongzt'u,d 2,

( il ) em.ste Una UY— tmyectoma dzrzgzda monocmmatzca de longitud 4.

NOD.SISEL . ')

[ NEDIED 0 TV

Demostracic‘m Sin pérdida. de gener ahdad supongamos que T es de color L8

- T €5 de longltud impar por el Lema 4. 1 tenemos que (u 'U) € A(D ) é ('U u) e A (D),

- {u, ) e A(D). Asf supongamos que [ la longitud dé T es par y procederemos por

es vdlido si 6 < I < 2n. Supongamos ahora que { = 2(n+1} y que:T = (u =

"'su‘"como p01 hip6tesis no existe vu— trayectorla, chrlglda, monocr omética en: D, entonces .

" induccién sobre I. El-resultado es mmedlato sil < 4. Supong,amos que el resultado

CUQy UL, -y Uagnir) =) Porel Lema 4.1 para cada i€ {0,1,...,2 (n + 1)‘— 5} tememog el

que (Uirs, %) € A{D) 6 (ug, ujys) €A (D): Analizaremos 2 casos.
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Caso a. Supongamos que para toda i € {0,1,...,2(n + 1) = 5} (uss,%;) € A(D). En-
tonces (g, i1, Usrny Usis, Yivrd, Uirs, 1) €5 un Cp de D que por hipétesis es
monocromético, como (s, uiy1) es una flecha de 7', es de color 1, asf el Cy
es de color 1. Por lo tanto, para toda ¢ € {0,1,...,2(n+ 1) — 5} (uirs,u;) €s
de color 1. Sea k € {1,2,3,4,5} tal que & = 2(n+ 1) (mod5), entonces (v =
Ug(n+1), Ua(n+1)—5) U2(n+1)~10s - Uk) U (g, T, tus) U (us, ug) €5 una vu—trayectoria
dirigida monocromética en D, io cual es una contradiccién (la figura 4.15 mues-

tra el caso en el que k = 1). Por lo tanto este caso no es posible.
ﬂm -1

L adlse— %HHHH%HH#)&J-:‘H-
=1, U, Us Uain1)-s VU y

1
Figura 4.15

Caso b. Supongamos que para alguna ¢ € {0,1,..,2(n+1) — 5} (u;,u.5) € A(D).
Notemos que por el Lema 4.1 en D existe flecha entre u; y uggniqy ast co-
mo entre Uy ¥ Ugni1. Si (Ui tpmany) € A(D) o (ug,ugn+1) € A(D) entonces . .-
. obtenemos en D una uv—trayectoria de longitud 2. Supongamos entonces que
_ (UQ(n+1), u.l) € A(D) y (Uontr.up) € A (D). Observemos que si para alguna z € .-

i

S % {1,..,2(n+1) =5} (ustns1),us) € A(D) y las ﬁechas__(ug(nﬂ): 1) ¥ (Uzns1, o)
‘ ’ % =] son de_color 1, entonces (v.= tnyry, e) U (i, T iznp1) U{tignes,tp = 1) €s
s UQ una vu—trayectoria dirigida de-color 1 contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto:
: %% tenemos:
1B=
o @siie{dn 2+ 1) -8y (Uant1y, wi) € A{D) entonces (ug(ni1y, %) DO
— = es de color 1, )

(Ugny1.t0) 00 es de color 1. + -

Analizaremos estos subeasos:

Subcaso b.1 Supongamosique 1:€x{iljs (n +1) — 5} y (amany, ui) € A4 (D):implif—f;gi-
ca {Us(nt1), Us) no es de coior 1. Como (ugmﬂ) 1) € A{D) entonces -
(ta(ni1),U1) 10 es-de color-1.:-Por el Tema 4.1, (U2(n+1),ug(n;‘l§_‘g)‘e A{D) v ot

o 6 ('H;g(n-‘;i_r)-'_a',:.‘.ug(n_Ll))f-'ﬂE A{D): 8i (uagpneryiaany-s) € A(D). entonces:

(U s U 1) S U (1 )3 s Y1) =25 T2fib1)—1, Ud(n'+ 1), Ua(ne1)—5) esun Cg

it en Doquespor-hipdtesis es monocromatico,: Comos(Usin41)—5; Ua(n1)=4 ) €
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V (T') entonces este ciclo es de color 1y por lo tanto (Ugm41), Usnt1)-5) €8 de
color 1 contradiciendo nuestra suposicién, por lo tanto (Us(nr1), YUan+1)—5) €
A(D) es decir (tUopna1)-5, Uammeny) € A (D). Como (ugnrny, ur) € A(D)
podemos elegir i = max{i € {0,1,..,2(n + 1) =7}/ (uapm-1), ts) € A(D)},
entonces (Uatnr1)s tig) € A(D) ¥ (Uigs2, Uainr1y) € A(D), ademsds (Usnat),
u;i,) no es de color 1, esto implica que ((tagni), Uig, tigs1y Uig+2, Uz(n+1))
es un Cy que por hipétesis es 1-casimonocromético, como {{us, Uigs1),
(ig41, Uig+2)} C A(T) entonces son flechas de color 1y como (uany1), Usg)
no es de color 1 entonces (;,+2, Uan+1)) €8 de color 1. Asf (v = ug, T, Usg42)U
(tsp42, Uany1y = U) €5 una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud

menor que 7'y por hipétesis de induccidn se sigue el resultado, figura 4.16.

|
! 0 >0—>HH.——>.—"}‘—>H0—>. Lrelseloelvel S -
o uﬂw\"/ e

Figura 4.16

~:Subcaso b.2 (uant1, o) 1o es de color 1. Sabemos que para algunasi € {0,1, ...,2(n +1)— R

5} (ug, uiqs) € A(D). Sea {ip,jo} € {0,1,...,2(n + 1)} tal que 7 —@0: o
max {7 —i / {i;7} C{0,1,...2(n+ 1)} ¥ (ui, %) € A(D)}, por lo anite- ~
rior jg — 4p > 5. Supongamos que ig > 2y Jo < 21, como {uy,, Uy, ) € A(D)
-ontonces por el Lema 41 jo —dg = 1 mod2, asf (o +2) ~ (i ~2) =1 :§

mod 2, aplicando nuevamente el Lems 4.1 tenemos que (ugo_g,umw) é

A(D) 6 (ujppa; Uip—n) € A(D), por la eleccion de {#,jy} tenemos :_quem_ s

(jpr2, Uig—2) € A(D).. Entonces (g2, tig—1, Wig, Wiy, Ujgr1» Ujg-r2, Yig—2) 65
un C-de D que-por hipdtesis es menocromético, lo que implica que (4, %4,). .-
es de color 1. Asf (u.= ug, T, uip) U {uig, 5y ) U (Wiy, T, tgpnsry = v) €8 una. .-
wv—trayectoria dirigida de color.1 de longitud menor que 7 y por hipdtesis- .
sl de induccién se sigue €l resultado;.figura 4.17.
Supongamos que ig < 1 0 jy = 2n + 1, es decir 7 € {01} 0 5 € {Qn +
:1,2n +.2}. Analizaremos los 4 casos posibles. - TR

b.2:1.15 = 0. Supongamos que j, < 2n — 3. Ya hablamos mencionado.que...,

Lo =iy =1 mod 2 entonces (o + 4)—ip = 1 mod 2, aplicando.el Lema-4.1+ - -+ = »

! tenemos que (Ui Ujgra) € A (D) 6 (Ujora, Us,) € A{D), pero porlaelec- .- -
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TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

ﬂ:uu

m
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jgt2- V=U3in+1)

Figura 4.17

cién.de {io,jo} tenemos que (ujs+4,u; = up) € A (D). Entonces (uo =
Uigy Ujgs Uig+1; Ujot+2s Ujg+3, Ujp4, Uig) €S unt Cg de D que por hipdtesis es
monocromdtico, 1o que implica que (u;,;u;,) es de color 1. Asi (u =
ug, T, tig ) U (Ui, Uge)U(tig, T, a1y = ¥) €8 una uv—trayectoria dirigida
de color 1 de longitud menor que 7"y por hipdtesis de induccidn se sigue
el resultado, figura 4.18. Supongarnos que jg = 2n—1, como jp—ipg =1
mod 2 e ig = 0 entonces jp € {2n — 1,2n + 1}, como (ug,H_l, 1) € A (D)
entonces jo = 2n—1. Asl (ug = Uiy, Ujy = Uan_1, Uan, Uzne1, Ug) €S un Cy
de D que por hipétesis es 1-casimonocromético, como (tugn+1, Ug) 1O €3
de color 1 entonces (u;,, u;,) es de color 1. Por lo tanto (u = wug, 4, =
Ugn—1, Uom, Uont1, Uonpz = ¥) €8 una uv—trayectoria dirigida de color 1
de longitud 4, figura 4.19. '

1

o> HHHHHO@)HHHHF)F)O_-)B

=1, ‘ ;. Uj 4 Y=l 11y

I o1

u;

L

Figura 4.18

1

*l> HH.—)H.—)O—)G—).—)HHHO—)H.

'LLZHH v _u2l'n+1].

Figura 4:19 -

- B.2.27% = 1.~ -Suponganios que.jo- < '2n'— 2, por los mismos argimentos

. usados. en el sibcaso anterior. tenemos que (2jppa, Uiy = Uz} € A (D)

; ent-on-ces__(=u.1 T Uigs Moy Wjor 1y Wig+2: Ugp+3: Ujo 4 i) esun O de D -

- que -por- hipdtesis es monocromdtico, lo que implica que (usy, 1) es
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de color 1. Asi (u=1u,,7, um) U (g, 2y} U -(uiD,T,'ug(ml) = v) es
una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud menor que T ¥
por hipétesis de induccién se sigue el resultado, figura 4.20. Supon-
gamos que jg > 2n, como jp —ip = 1 mod2 e iy = 1 entonces
Jo € {2n,2n + 2}, como (ugyia,u:) € A(D) entonces jy = 2n. Asf
(U1 = Uiy, Ujp = Unp, Uant1, Up, ¥z) €s un Cy de D que por hipétesis es 1-
casimonocromético, como (ugp+1, ug) no es de color 1 entonces (g, Ugo )
es de color 1. Por lo tanto (up, w1 = sy, Ujy = Uan, Uont1, Uznia = U) €8
una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud 4, figura 4.21.

g 1.
e >ee e e e e Se>ere e b0 el

W= ui:' u«"o n

Jutd ”:%2[""'”

Figura 4.20

> ere e e ve e e lvelreive el e
S U=Up Ui, ‘ o Atyy Uapry V=Ugine)

! Uj,

Figura 4.21

TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN |

b.2.3 jo = 2n + 1.. Supongamos que ig > 4. Como jy — iy = 1 mod 2 en-
tonces jy — (ip ~4) = 1.mod2, aplicando el Lema 4.1 tenemos que
(wig—a, ug) € A(D) 6 (ujy, usy—e) € A{D), pero por la eleccién de
{49, 70} tenemos que (Ugni1 = Wjp; Uig—a) € A (D). Entonces (s, uj = 7o

Uon1, - Uig-d} Uig—3y Uig<2yUig—1, Uig) €5 Wl Cs. de D que por hipdtesis . -
es monocromdtico, lo que. implica que (u;,uj,) es de color 1. Asf ¢ v
(v = wp, Tyugg) U{ugg, uj-o)-U:(uiD, T\ ugnp1y = v) €8 una uwy—trayectoria . . ..
~ dirigida de color 1 de longitud menor que Ty por hipdtesis de induc-
cion se sigue €l resnlta_‘d», figura 4.22. Supongamos que ip <2y COmMO i wrien -
Jo—ip =1mod2y jg = 2n+ 1 entonces 4 .€.{0, 2}, como (ugnr1; %) €. -
A (D) entonces i =.2. Asl (U2 = Uigy Ujg?= Uanc1, Uos W15 Ug) €5 U Cf

“de' D que por hipétesis es. 1-casimonocromatico, .como {tUapr1, Ug)ino €8+
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U=uy, uz -4 . Uy

de color 1 entonces (uqq,uy,) es de-color 1. Por lo tanto (ug,uy, us =
Uiy, Ujy = Uomil; Uonta = V) €8 una uv—trayectoria dirigida de color 1
de longitud 4, figura 4.23.

.—).—)O—)G—)O—-}HHG—).—)HO——)O—%HO—%.

0 Usy Uapey V=lapnen)

Ja

Figura 4.22

HHG—‘%HO—)HHG—)O—)HG—)O—)HHB

U= 0 u; Ugy=) U—uzhﬁ]}

1]

Il
uju

Figura 4.23

b.2.4 jo = 2n + 2. Supongamos que %y > 5, por los mismos argumentos u-

- sados en el subcaso anterior tenemos que (uapyo = uj), Uis—e) € A (D)

entonces (Uy,, Ujy = Uan+2, Uip—as Uip—3, Uig—2, Uig—1, Ujp) €5 un Cg de D
que por hipétesis es monocromético, lo que implica que (u;,, u;,) es .
de color 1. Asf {u=1u,T,usp) U {tig, us) U (tig, T, Ugns1) = V) es

‘una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud menor que Ty
por hipdtesis de induccién se sigue el resultado, figura 4.24. Supon-
gamos que ip < 3, como jy — i = 1 mod2 y jo = 2n + 2 entonces
“tip € {1,3}, como (Uanen,u1) € A(D) entonces iy = 3. Por lo tanto
- (Us = Uiy, Ujy = Uonaa, Uy, U, U3} €S un Cy de D 'que-por hipdtesis-es 1-
- casimonocromatico. Si (14, Uznsa) es-de color 1 entonces (ug, t1, e, ug =
gy, U = ) B8 una uv—trayectoria dirigida de color-1 de longitud 4,

o tfigura 4.25. Supongamos qué-(u;,, ¥ay.p ). no-es:de color 1, entonces las

otras tres flechas del Cy son de color 1, en particular (#any2,u1) es de

* color 1. Si pard algina i € {3;...;20 4+ 1} (uug) € A(D) vy {uq, upy €5

- de color 1 entonces (v = Up(pr1y, 1) U (uy. 7 wg) Ulug, up = u) es.una |
. vu=—trayectoria dirigida de-color-1 contradiciéndo la hipétesis. -Por 1o

tanto'sit €31 2n + 1}y (uiug) € A (D) entorices (u;;ug) no es:de:



109

color 1. Si (ug,up) € A (D) entonces (ug, %1, Uz, Uz, Us, Us, ug) € un Cj
de D que por hipdtesis es monocromético, entonces (us, ug) es de color
1 lo cual es una-contradiccién. Por lo tanto (us,up) ¢ A (D) es decir
(up, us) € A(D). Sea ky = max{z € {5,....,2n — 1}/ (ug,w) € A(D)},
éntonces (ug, uz,) € A{D) ¥ (uk0+2,u0) S A(D) ademads (uku+2,uo) no
es de color 1, esto implica que (ug, Uk Uko+1» Ukp+2, ug) es un Cy que por
hipétesis es 1-casimonocromatico, como { (g, Ykgt1) s (Ykyr1, Vkor2)} C
A (T) entonces son flechas de color 1 vV Como (ﬂ&o+2, ) no es de color 1
entonces (U, Uk, ) €s de color 1. Asf (u = ug, k) U (kg T Ua(ns1) = v)
es una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitid menor qué_ Ty

por hipétesis de induccion se sigue el resultado, figura 4.26.

HHHHHHHHHQ—)HQ—)O——)HD
U=, Ui4 U;, ”2(:;—1)

Fo

Figura 4.24

o> HHMHHO—}HHHB >0—>0—>O—)Q

?.t. u(] ul iy uz(n“’l)

ujn

Figura 4.25

{

° e UHHHO—)HC—)HH@—)HHQ )9—-)0—-%0 u
0 U=Uaiqery

a

Figura 4.26

-Teorema 4.9 -Sea L un: torneo bipartito m—coloreado tal que.todo Ey-es' bcasimono-...

cromdtico, todo-subtorneo: ciclicarmernte 4-partito de-orden 5 es 2-casimondcromdtico
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y todo Cg es monocromdtico. Entonces €(D) es nicleo perfecta y por lo tanto D tiene

nicleo por trayectorias monocromdiicas.

Demeostracién. Demostraremos que todo ciclo dirigido de € (D) tiene al
menos una flecha simétrica para después aplicar el Teorema 1.46 y concluir que
€ (D) es wicleo perfecta. Procederemos por contradiccion, supongamos que C =
(g, U1y ooy Un, Up), ™ 2> 2, €s un ciclo dirigido de € (D) que no tiene flechas simétri-

cas. Sea i € {G,‘l,...,n}, como (u;, ui1) € A{C(D)) (la suma es tomada médu-
lo n + 1) entoces existe en D alguna uiqu—trayectofia dirigida monocromstica,
como C' no tiene flechas simétricas entonces en D no existen u;i:u;—trayectorias
dirigidas monocromadticas, por el Lema 4.8 (u;, %) € A(D) o existe en D una
;U —trayectoria dirigida de longitud 2 o existe en D una w;u;.;—trayectoria dirigi-
da monocromética de longitud 4. En el resto de la prueba la suma sobre los indices
de los vértices de C serdn tomadas médulo n+1.

Para cada i € {0,1,...,n} sea

(i wip1) st (w,u40) € A(D),
una u;U;41 — trayectoria dirigida de longitud 2 si (u;, ) ¢ A(D) vy
. existe tal trayectoria,

|- uma u;u;4 — trayectoria dirigida monocromética de longitud 4, en otro caso.

Sea C!.= | J T;, C! es un camino dirigido cerrado en D. Sea C* = (z, 21, ..., 2k, 20)
i=0

v definamos la funcién ¢ : {0,1,...,k} — V(C) de la siguiente manera: si T} =

(1 = Zigy Zigels vees Zigar = Uir1) COn T € {1,2,4} entonces ¢(j) = z;, para toda j €

{ip, %0 + 1, ..oy ip + 7 — 1}, Decimos que el indice i del vértice z; de ! es principal

si z; = (i), denotemos por I, al conjunto de fndices principales. De acuerdo a la

.. definicién de C! y de ndice principal tenemos la siguiente afirmacién.

./ I. Para cualquier ¢ € {0,1,...,k} se tiene {4,i4+ 1,0+ 2,1+ 3} NI, # ¢, es decir,
. .en C! no puede haber 4 vértices -consecutivos sin que el indice de ninguno de

ellos sea prinicipal.

Supongamos sin perder generalidad que 0 € I, ¥ que 2y = ug, de aquf en adelante

-l suma sobre los indices de los vértices de C' serdn tomadas médulo & + 1. Como

D es un torneo bipartito por los teoremas 1.38 y 1.40 tenemos que k > 4y bk =1

~(mod 2):y para ciialesquiera.i,j & {1y, &k} talesque 5 = ¢ = 1 (mod 2) poriel Lema v ot e

4.1 tenemos que (zjj:2;) €A (D) 6 (2, 2;) €A (D). Tenemos los siguientes casos.
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Caso a. Supongamos que & = 3. Entonces C! es un Cy de D que por hipétesis es

casimonocromético y como n > 2 entonces u; € {21,22} v un € {23, 22}, figura
0.13.

- Subeaso a.1

Uy=2, o

b
L

Figura 4.27

Si C* es monocromdtico 6 la flecha que es de diferente color que el resto del

- cielo es (zg, 21), como u; € {z1, 2z} entonces existe una u;uy—trayectoria di-

Subcaso a.2

©ov i s Subiedso a.3

rigida monocromética en D lo que implica que {(ug, u3) es una flecha simétri-

ca de ¢ en € (D) contradiciendo nuestra suposicion.

Supongamos que la flecha que es de diferente color que el resto-del ciclo es
(21, z2), entonces (23, z3, zg,zl)'es una. trayectoria dirigida monocromatica
en D, Siw, = zl entonces ue € {22-, 23}-, en cualquier caso t'enemos que
existe una ety —trayectoria dirigida monocromética en' D lo gue implica
que (u;;ug) s una flecha simétrica de ¢ en €(D) contradiciendo nues-
tra suposicidn. Siwy = 2 entonces existe una u,ug—trayectoria dirigida
monocromdtica en’ D lo-‘que’implica que (up, %1) s una flecha simétrica.de

C en € (D) contradiciendo nuestra suposicidn.

Supongamos que la-flecha.que es de diferente-color que el resto del ciclo es

(22, 23), entonces (zg, zp, 21,22) €s.1na trayectoria dirigida monocromsti-

ca en-D. Si u, =iz3 entonces existe una u,u,_;—trayectoria dirigida

monocromética en D lo que implica que (tp-1,,) es una flecha siméirica

de C en € (D) contradiciendo nuestra suposicién. Si w, = 2z; entoncesn =92 - -~

y existe una ugue—trayectoria dirigida monocromadtica en: 2 lo.que implica -

~gue {2, 1) es una-flecha simétrica-de C en € (D) -contradiciendo. nuestra~ -

- - suposicién.
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Subcaso a.4 Supongamos qué la flecha que es de diferente color que el resto del ciclo es’

- (23, z0), entonces (zg, 21, 22, 23) €5 una trayectoria dirigida monocromatica,

en D. Como u, es z3 & 2, entonces existe una upu,—trayectoria dirigida
monocromética en D lo que implica que (up, ug) es una flecha simétrica de

C en € (D) contradiciendo nuestra suposicién.

Caso b. Supongamos que k& = 5. Entonces C' es un Cy; de D que por hipétesis es

monocroméatico, esto implica que C' es simétrico en € (D) contradiciendo nuestra

suposicion.

Caso ¢. Supongamos que k& > 7. Entonces tenemos lo siguiente:

I(c) Sea i € {0,....k} NI, entonces (z;,2;45) € A(D). Como (i +5)—i =1

mod 2, entonces (2;, 215} € A(D) 6 (2i45,2:) € A(D). Procediendo por
contradiccién, supongamos que (z;45,72;) € A(D), entonces (z;, 211, 242,
243, Zitd, Zits, %) €5 un Cg de D que por hipdtesis es monocromético, sea
7 €{0,...,n} tal que u; = z; entonces por la definicién de indice principal,
Ujr1 € {Ziy1, %ite, Zia ), esto implica que exdste una ;. u;—trayectoria di-
rigida monocromdtica en D y por lo tanto (u;, u;41) es una flecha simétrica
de C en (D) contradiciendo nuestra suposicién. Por lo tanto (z;, z;45) €
A(D).

Sea i € {0,..,%k} tal que i+ 5 € I, entonces {z;, z45) € A(D). Pro-

- cederemos por contradiccidn, supongamos que (z;.5,2;) € A (D), entonces

25y Zid1s Ziray Zits, Zivd, Zi4s, 2;) €5 un Cg-de I que por hipdtesis es monocro-

mético, sea 5 € {0,...,n} tal que w; = 245 entonces por la definicidn

- de fndice principal, u;_1 € {#1, 243, Ziza}, esto implica que existe una

3(c)
* Procederemos. por contradiccion, supongamos que (2, 2g).-€ - A{D) para

ujuj_| ~trayectoria dirigida monocromadtica en D y por lo tanto (u;_,, u;)
es una flecha simétrica de C en € (D) contradiciendo nuestra suposicién.
Por lo tanto (z;, zi13) € A (D).

(29, zi)- &2 A(D)-para cualquier 1 € {5,...,k — 2} tal que i"=:1 {mod4). -

i+ algunaricer {5y, k — 2} tal que ¢ = 1 (mod4). -Como 0 € I; por 1(c)

{(zp,25) € A(D), entonces i > 9. Sea ip = min{i € {5, ....k—6}/i =

- L(mod4) v {24, 20) € A(D)}, entonces (255 2i523) € A(D), (20;2,) €

o A(D)y (zig+4:20) € A(D). - Sea c*? = (20 Bigy Zig+1s Zighos Zig+ds Zigtd,
“rzg)y @2res un Cg -de D que por hipdtesis es monocromdtico, supongamos -

- que es de color 1, figura 4.28. Si 4y € I, entonces z;, = u; para algtin
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7 € {5,..,n~6} y por construccidn de C* ujr1 € {Zig+1, Zigr2, Zigra}, €D
cualquier caso (? contiene una u;+1U;—trayectoria dirigida monocromati-
ca en D lo que implica que (uj, %j41) es una flecha simétrica de C en
€ (D), contradiciendo nuestra suposicién. Supongamos que 4y ¢ I, por 1
{io — 3,4 — 2,4p — L} NI, # &, entonces {io — 3,40 — 2,40 — 1} N1, # ¢,
sea l € {ig—3,ip—2,ip~1} NI ¥y sea u; € V(C) tal que u; = z, en-
tonces por 1((::)- (2, 2005) € A(D) y 1 +5 € {io+ 2,40 + 3,1 + 4}, esto im-
plica que C° = (2554, C", 21) U (21, 2125) U (2145, O, Ziga) U (Zigra, 20, 2ig—4)
es un Cg de D pues (zi,—4, C*, 2ig+a) U (2ig+4, 20, 2ip—s) €5 Un camino di-
rigido cerrado de D de longitud 10, por hipétesis C® es monocromatico, -
como (zi+4,20) € A(C?) N A(C?) entonces C® es de color 1 {(en la figu-
- ra 4.29 se muestra el caso en el que | = iy — 3). Ahora por construc-
cion de C' ujn1 € {241, 2000, Zira} © {292, Zig—1s Zigs Zigt1; Zig 42, Zig23 Jr
st w11 € {Zis Zigt1, Zig42, Zigsa} entonces (zi, C%, 20) U (20, C%, 21 = ;)
contiene una uj+1u;—trayect01'ia dirigida monocromsdtica en D lo que im-
plica que(u;, uj41) es una flecha simétrica de C en € (D), contradiciendo
nuestra suposicién. Supongamos entonces que ujn € {zg-9, 251}, sea
i € {ig—2,4p — 1}-tal que w4 = z;, entonces por 1{c) (z;,,2,45) €
A(D) donde 2,45 € {zigss, Zigra), st C* = (24,0, z,) U. (i) 21,45) U
(21,45, O Zig4a) U (Zigaa, 20, 2ig—a) €8 un Cg de D pues (z,—y, CF, z5540) U
(Zig+4; 20, Zig—a) €8 Un camino dirigido cerrado de D' de longitud 10, por
hipétesis C* es monocromdtico y como (ziy44,25) € A(CH) N A(C?) en-
tonces C* es de color 1 (en la figura 4.30 se muestra el caso en el que i; =
© 4y — 1 conil = dp — 3). Notemos que u; € V (CF), por lo tanto existe
una ujp1u;—trayectoria dirigida monocromdtica en D lo que implica que
(g, ug41) 768 una, ﬂecharsiniétrica, de C en € (D), contradiciendo nuestra
... Suposicién. o R - - B :
4(c) (25,2) & A(D) para cualquier®s & {3,...,k—4} tal que.s.= k mod4.
©- -8iiv=ik {mod4), como k= 1 mod2 entonces 1 — 0.=-L.mod?2, por
L cel Lema 4.1 -tenemos que -(z, ) € A(D) 6.(z,2). € A(D).;. Proce-
.;'?1?:diéndb‘:f;:ﬁcﬁr:;é@ntfadic@dn, supongamos que (2p;2;) - €. A{L); para. algu-
.nai € {3,.,k—4} tal que ¢ = k mod4. . Como (z44,2) € A(D)
- ‘entorices+i: <k — 8. - Sea 49 = max{i € -{7;..;k—4}/i-=uk(mod4)
¥ {20,2i-4) € A(D)}, entonces (zo,2;,-4) € A(D), (2y,20) € A(D) ¥
(Zigra:20) € A(D). Sea CF = (20, 2ig—4, Zig-3+ Zig=20Zig~1,%ig-20), C% €5 Un

o e G derD que por hipdtesis es:monocromdético, supongamosique.es de color 1,
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Figura 4.28

- Figura 4.29

fipura 4.31. Sidg € J, entonces ¥, = i, para algin j € {3,...,n — 4} y por
construccién de Ct u;-y € {21, zg[‘,';g'; Ziy_a}; en cualquier caso C? con-
tiene una uju,_; —trayectoria dirigida Thonocromética en D lo que implica
que {u;_1,u;) es una flecha simétrica de C en € (D), contradiciendo nuestra

stposicién. Supongamos que ig § T,, éntonces por I {ig — 3,4p — 2,ig — 1}N

S, # ¢, sea l € {ig = 8,4p ~ 2;ig'~1}N I, es deciruy = z para algin u; €
= VA{CY), entontes por:1(c) (2, zi5) € ALD) y I+ 5-€{ip + 2,40 + 3,10 + 4},

< esto implica e C3:= (s, 0% 20 (21, 715 U 2t O, 2ipw) U (g2,

zip_4) esun Cy de D pues (2,4, C, Zip4a) U (24,44, Z0, Zip—4) €8 un camino

cerrade de P de-lomgitid 10, por hipétesis € esmonocromdtico, ‘como
coizy, 4y _g) €0 ALCEEN A(CP) entonces C® es dé «color 1, la figura 4.32
* “Inuestra el caso en el que I'= ip — 3. Ahora ujyi € {zm1szs 24} C©

"{2102'2,4i0—11210'1' zib+=l:-z'i'g-'%-232i1j+3}: 81 Uzu € {Zig'—zw‘ Zib4lh'zig} entonces C* 0 ki
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Figura4.30

contiene una ;41 u;—trayectoria dirigida monocromaética en D lo que impli-
ca que (u;,u;.1) es una flecha simétrica de C en € (D), contradiciendo nues-
tra suposicién. Supongamos entonces que ;s € {z,-0+1,z1-0+2,z,;0+3},: sea,
i1 € {io + 1,10 + 2,19 + 3} tal que w4y = z;,, entonces por (2) (2;,_s5,2,) €
A (D) donde zi,—5 € {ziy—a, Zig—3, Zig-2 }, @St C* = {2i5-4, C1, 25, _5) U (2, s,
2z, ) U (25, G, 2ig+a) U 25 44520, Zip—a) €5 un Cg de D pues {24, C", z5504) U
(Ziy14; 20, 2ig—4) €8 Un camino dirigido-cerrado de D de longitud 10, por
hipétesis C* es monocromdtico, como.(zg, z;,—a) € A (C*)N A (C?) entonces
C* es de color 1, la figura 4.33 muestra el caso en el que i; = 45+ 1 con
| = 45 — 3. Entonces (uj41 = 2, C% 2ig—a) U (2ig—4, C?, 2y = w;) contiene
una uj.1u;—trayectoria dirigida monocromadtica en D lo que implica que
(w;,1;41) es una flecha simétrica de C en € (D), contradiciendo nuestra

suposicion.

Figura 4.31
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Figura 4.33

" Ahora analicemos los siguientes casos:
. Subcaso ¢.1-Supongamos que k& = 1 (mod4). Como 0 € I, por 2(¢c) {24—4, 20) € A(D),
- porotro lado k — 4 = 1 (mod 4) entonces por 3(c) (20, 2x.4) € A (D) pero
" @sto es una contradiccidn pues D es un torneo bipartito y por lo tanto no
tiene flechas simétricas.
+1-Subeasotc.2 Supongamos que k =3 (mod 4). Entonces tenemos: _
o B(e2) (miyzo) € A(DY para cualquier ¢ € {3,...,k — 4} tal que i = 3 (mod4). Si
‘ - i'= 3 (mod4) como k& = 3 {mod4) entonces ¢ = k (modd), aplicando el
4{c) tenemos que (z;, 20} € A (D). _
Andlogamente a:lo demostrado para zp en los incisos 3(c) v 5(c.2) tenemos:
- 6(c.2) (2i,2;) € A(D) paré cualesquiera i, j € {0, ...k} talesquei € [y j—i=1 .
" (mod4). Sea 7€ .{0;1,..,n} tal que u, = z, renombramos los vértices
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de C de tal forma que el ciclo inicie en u,, uniendo las correspoﬂdientes
trayectorias entre los vértices de C' obtenemos un camino dirigido cerrado
C1 = (Zo, 21, ...,Ek,fo)' que es igual a Clcon los vértices renombrados de la
siguiente manera: para cada ¢t € {0,..., k} tenemos z; = 2.4, asi Zp = z;.
Aplicamos 3(c) y obtenemos que (Zo,%;) € A(D) si ¢ = 1 (mod4). Sea
7 €40,...,k} tal que j — i = 1 (mod 4) entonces (Zg,%;—;) € A (D), como

Zo = 2 Y Zj_¢ = 2; entonces (z;, z;) € A (D).

7(c.2) (z;,7) € A(D) para cualesquiera i, 7 € {0, .., k} talesquei € I,y j—1 =3

(mod4). Procediendo de la misma manera que en 6{(c.2) para obtener

C* y aplicando 5(c.2) obtenemos (Z;,%Zp) € A(D) si ¢t = 3 (mod4d). Sea

7 €{0,...k} tal que j — i = 3 (mod4) entonces (Z;_;,%) € A(D), como
To=2Y Z;_; = z; entonces (z;,2;) € A(D). ‘

Ahora probaremos:

8(c.2) (2, %-3) € A(D) para cualquier ¢ € {0,...,k}. Procederemos por con-
tradiccién, supongamos que (23, z;) € A(D) para algin i € {0,...,k}.
Como i — (i — 3} = 3 (mod4) por 7(c.2) i —3 ¢ I, y como (i —3) —i=1

" (mod4) por 6(c.2) i ¢ I, Ahora porI{i—3,i=2i~1,4}n1I,# ¢, por
~lo anterior {—2,i—1} N I, # ¢, de aqui se desprenden 2 casos.

" Caso 8(¢.2)a. Supongamos que 1 — 2 € I, -Sea j € {0, ,n} tal que z;-9 = u;. Co-
mo i+ 1—(i—2) = 3 (mod4) entonces por 7(c.2) (211,22 = uy) €

- A(D), por otro lado (: —5) — (¢ — 2) = 1 (mod4) entonces por 6(c.2)

(2i_a,2i-5) € A{D). Sea C? = (uj = 22, Zi_5, Zi_d, -3, Zi, Zip1, Zica =

2y}, €% cs un Cy de I que por hipstesis es monocromatico SUpPONZAMOS

que es de color 1. Por construccién de CF wyy € ‘{zi__ﬁ,zi_Li,zi_g,}. ]

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Como i — 3 ¢ I, entonces uj_;1 # 2—3. 51 u;.1 = %_4q, entonces
{uj_1,45r € V{C?) y por lo tanto existe una u;u;-—trayectoria di-

rigida monocromética en D y en consecuencia (u;-1,u;) es una flecha

simétrica de C en € (D), contradiciendo nuestra suposicién, figura 4.34.

- Entonces u;_, = 2z;_g, como (i + 1) ~ (i —..G)IE.-.S‘. {mod 4) entonces por
7(e.2) (2iv1s Zimg = u;_1) € A (D). SeaC3 = (u,:1 = zi—g, 2io5: Zia, Zis,
Ziy Zigls TiB = u;_1), C° es un Cs de D que por hipStesis es monocrométi-
co, y como(z_3,2) € A{C% M 4{C?) entonces C* es-de.color 1,

. figura 4.35.. Entonces (u; = z-2.C%zi41) U (2101, 2im6 = Uj_1) es
una ti;uj-1—trayectoria- dirigida-monocromatica, en L) y. por.lo tanto-.

(uj-1,u;) esuna flecha simétrica de C en € (D), contradiciendo nuestra
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Figura 4.35

Caso 8(c.2)b Supongamos que ¢ — 1 € I,. Sea 7 € {0, ...‘, n} tal que z_; = u;. Co-

mo i 4 2 — (i — 1) = 3 (mod4) entonces por 7(c.2) (zizo,21 = u;) €
A(D), por-otrolado (¢ —~4) ~ (i~ 1} = 1 (mbd 4) entonces por 6(c.2) -
(zi—1,2i—a) € A(D). Sea C% = (uj = 2i1, Zims, 2i-3, %, Zisls B4, Zie1 =
u;), C* esun Cg de D que por hipétesis es monocromético supongamos
que es de color 1. Por construccién de C! wjpy € {2, zi41, 243}, Como
i ¢ I, entonces uj1 # 2. Si w41 = 241, entonces {u;, uj .1} C V()
y por lo tanto.existe una wu;41%1;—trayectoria dirigida monocromaéti-
ca.en D vy en consecuencia (uj, u;y;) es una flecha simétrica de C

en €(D), contradiciendo nuestra suposicién, figura 4.36. Entonces

Ujsr = Ziyapcomo (i—4) — (i+3) = 1 (mod4) entonces por 6(c.2)

(g = 2 Zi-4) € A (D). Sea C* = ((ujn = Rit3y Zi—dy Zi-3y. 20y Titl,

2y Zipy = ), C2es un Cg de D que por hipétesis es monocromati- ..

co, ¥y eomoi{z3,2) € A(C*) N A(C?) entonces C* es de color 1, .

~figura 4.37..; Entonces (uj,1 = 243, Zi-a) U (2ing, C? 2oy - = u;) €9

=

una uj.1u;—trayectoria dirigida monocromdtica en D y por lo tanto

vty Uyag ) es.una-flecha simétrica.de C'.en € (D), contradiciendo nuestra |
...suposicidn, por lo tanto este caso-tampoco es pds.ible. Concluimos que

(25 2i-3). € A (D) para cualquier £ € {0,k

FRETE IR

Terminamos la prueba con los siguientestincisos,” "+ * " oo
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Figura 4.36

Z‘lrl_ z

Figura 4.37

En C' debe existir algiin cambio de color, es decir para algin i € {0, ..., k},

(24-1,2) ¥ (#,%2+1) son de colores distintos. En caso contrario C' seria

monocromético y per-lo.tanto todas las flechas de C serfan simétricas en

¢ (D), contradiciendo nuestra suposicidén.

Sii e {0,..,k} yson de colores distintos (z_1,2) ¥ (2 241) entonces]

i€l Por I {i = 3,4—2,i— 1,2} NI, # ¢, sea rg = min{r € {0,1,2,3} /
i—r € I,}. Seaj € {0,1,..,n} tal que z_,, = u;, tenemos entonces
u; € {z_3,2i 2 21,7} Por construccién de C* tenemos que u;,i €

{Zicrgt1; Zimrprds Zimrgea b C {2i22, 2im1, Zi, Zit 1y Zivdy Zinvs, Ziya ). Considere~

mos { € {5 —"rg 1,7 = 1+ 2,7 — rg 4+ 4} tal que uj4y = z, por la'alecdidn

=1

de gy comol € I, | ¢ {i—2,1—1,i} es decir ujp1 € {2341, ZI+2721+3,ZE+4} ,

- Sila trayectorm T es de longitud 4 entonces es monocromatica ¥ et corige-

* cuencia ‘no .piede contener a la vez a las flechas (z;_3,2) y (&, %) es-

“to.implica que~Z = u; ¥ 24 = Uje1, por lotanto i € L. 8T es
. de longitud T entonces z; = u;;‘,"'es decir'i € I, Supongamos que Ty

es “de longltud 2 entonces 'u,J = {z:1 1,2}, 8l uj = 374 entonces u3+1 =

ziit, por=8(c.2)’ (zl+o %_1) € A(D), sea o = (uy = zz,l,zz,zlﬂ S

S Uirg, Zita, Zie1 = i), C% esun Cy que por hi otesm es 1- caszmonocromatlco
FH1r<it+2y < 1 ' 4 3

TS CoN
| PALLA DE ORIGEN

Crifidira 4'.38",-‘-Céiﬁdflas"’ﬁechas (zz 112 Y (2, 2541) son’ de dlferente color ens

“tonces (= 241, Ziza) ¥ (2i32, Zim1 = Uy) son del mismo color; esto 1n1ph—

""'fca que existe una g u;—trayectoria monocromética en D y por-lo tanto

(g ) es' una flecha mmetnca de:€ en C(D), contradiciendo nuestra
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suposicion, por lo tanto 4; = # y en consecuencia i € I,

Z ) Zp T Upy
—— >
Ui=Z ;0 ® 2
Figura 4.38

Supongamos que (21, 2;) ¥ (2i, zir1) son de colores distintos digamos 1 y
2 respectivamente, entonces:

11{c.2) {i—1,i+1} NI, = ¢ Por 10(c.2) i € I,, supongamos que z = uy
para algin j € {0,1,..,n}. Supongamos que ¢ —~ 1 € I, entonces por
construccion de C' z_; = uj_;. Por 8{c.2) (zy49,2i.1) € A(D), sea
C? = (z1 = wj_1. % = Uj, Zit1, Zig2, 2im1), C° es un Cy que por hipdte-
sis es 1l-casimonocromdtico, como las flechas (z;_1,2) ¥ (2, 2:41) son de
color 1 y 2 respectivamente, entonces (2.1, zita) ¥ (Zitn, zi-1) $on del mis-
mo color a con a € {1,2}, figura 4.39, si a = 2 entonces (z; = u;, zi41, Zi12,
éi-_l = uf_l) £s una .ﬁjuj'_l-—trayectoria dirigida monocromética en D y por_ -
lo tanto (uj_1,u;) es una flecha simétrica de C' en €(D), contradiciendo. -
nuestra suposicién; por 1o tanto @ = 1, por 10(c.2} i + 1 € I, entonces por

* construccién de G Zig] = Ujry, entonces (Ujs1 = Zisl, Zitas Zim1y & =U5) - -
es una uji1u;—trayectoria dirigide monocromédtica en. D y por lo tanto
{15, wjt1) €5 una flecha simétrica de ' en € (D), contradiciendo nuestra su-- - -
posicién, por lo tanto ¢—1 ¢ I,. Supongamos ahora que i+1 € I, entonces -
por construccion-de Cl.z 1y = wjy1. Por 8(c.2) (zis1,20) € A(D), sea.

C? = (249, 2i—1, 7 =y, Zix1' = Uj41, Zi-a); C° es un Cy que por hipdtesis es- -

1-casimonocromdtico; como las flechas (z;1,2;) ¥ (2, 2:41) son de color 1y -

2 respectivamente entonces: (2,41, zi—2) ¥ (Zi-2, 2;-1) son del mismo color.b: « miix =

con b € {1,2}, figura 4:40,:51 b = 1 entonces (w41 = i1, Zicn, Ziciy 2 = Uy) 35

8 una’ u;y1u;—trayectoria-dirigida monocromdtica en D y por lo tante::

(uj,ujs1) es'una flecha simétrica de C' en € (D), contradiciendo nuestra.:;
e suposicién, por lo tantoh =2 pér 10(0.2)' 1l € I;,‘ pero esto nexes posibles: s

pues acabamos de obtenér que i—1 ¢ I, por lo tanto {i ~ 1,i + 1}NJ, = ¢.

- 12(c.2) (zi11, Ziva) eside color-2.~En: caso contrario (z;; ziv1) ¥ {Zivi; 2ivs) Serfan dediiviie
' diferente color y por 10{c.2) tendrfamos que i + 1.& I, pero esto contradice -
11{c.2). o - '

13(c:2) {zi—2,2i-1) .es7de ¢olor 1. En caso contrario. (zizayzio1) ¥ (zimr,zi) serfan de

4



. 14(c.2)

121

Figura 4.40

diferente color y por 10(c.2) tendriamos que i — 1 € I, pero esto contradice
11(c.2).
El subtorneo H generado por-el. conjunto de vértices {z;_s, 221, 2, Zig1,

zi42} es un torneo ciclicamente 4-partito: Sean Vi = {z_g, 2142}, Vo =

Az h Va={a}y V= _{z,;+1}. Por definicién de C! existen en D las

flechas: (2-2,2-1), (212 %)y (2, 2i41) ¥ (2ix1, 242). Por otro lado por
8(c.2) existen en Drlas flechas: (2.2,21) ¥ {241, 2i—2). Entonces todo

- vértice de 1} es adyacente hacia todo vértice de Vi, la suma es tomada -

médulo 4, por-lo tanto H. es un torneo ciclicamente 4-partito. = -

Finalmente observemos queH s 1a unién de los ciclos 02 v C® mencionados
en 11(c.2). En C? tenemos que (z_1, %) es de color 1 y son de color 2 las
flechas (25, 2001) ¥ (2141, Zipe), como C? es 1-casimonocromético entonces la -

flecha {zi19; 2 . 1} es de color 2. Por otro lado en G° tenemos que (24, Zi41)

es de color 2 v SOM de color 1 las flechas (zz_q zi21) ¥ (zio1,2), como C®es - = -
I-casimonocromatico entonices la ﬂecha (Zz+1, Zi 2) es de color 1, ﬁgma 441, 5

" Asi H tiene 3 flechas de‘color 1 y 3 ﬂechas decolor 2, pero esto contiadice la - s
hipétesis. de que todo subtorneo mchcamente 4-partito de orden 5.de I es=i-ee

9-casimonocromético. Con esta contradiccion finalizamos la prueba; por lo#s v o

tanto todo ciclo de €{D) tiene al menos una flecha simétrica y esto implica

que € (D) es nucleo perfecta. Aplicando el Teorema 1.54 obtenemos que D

tiene micleo p01 trayvectorias monocromatlcas
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Figura 4.41

Por 1iltimo mostraremos la importancia de las hipotesis del Teorema anterior,

algunas de ellas resultan ser esenciales.

Nota 4.10 Fl siguiente torneo bipartito muestra que st en el Teorema 4.8 eliminamos

la hipdtesis de que todo C, sea 1-casimonocromdtico entonces la cerradura transiti-

va de D no necesariamente es micleo perfecta. Sea D el ciclo dirigido (u, v, w,z,u)

donde las flechas (u,v) y (v, w) tienen asignado el color 1, lu flecha (w, ) el color 2y
la flecha (z,u) el color 8. D es un Cy que no es 1-casimonocromdtico y satisface por
vacuidad qué todo-subtorneo ciclicomente 4-partito de orden § es 2-casimonocromdlico
y todo Cg es thonocromdtico. € (D), la cerradurn transitiva de D es igual a D unidn
la flecha (u,w) de color 1. El tridngulo dirigido (u,w,z,u) es una subdigrifica in-
" ducida de €{D) que no tiene nicleo, por lo tanto € (D) no es nicleo perfecta, figura
i.48. A partir de esta digréfica construimos la siguiente familia infinita de torneos
bipartitos Dy, tales que en ellos todo subtorneo ciclicamente 4-partito. de orden 5 es
2-casimonoeromdtico, todo Cs es monocromdtico v cuya cerradura transitiva no es
nicleo perfecta. Para cada n € N, sea D, la digrifica que se obtiene o partir de
D ol aumentar n vértices nuevos z, zs,..., 2, ¥ las flechas de colov 3 desde éstos
© wértices hacia w y 1w, figura 4.43. D, es un torneo bipartito donde la biparticion
correspondiente es {V1,V2} con Vi = {u,w} y Va = {z,v, 21, 20, ..., 2,}, D es el tnico
Cy que posee Dy, y no es 1-casimonocromdtico ademds Dy satisface por vacuidad que
‘todo subtorned ciclicamente 4-partito de orden 5 es 2-casimonocromdtico y todo Cy es
:-mcjﬁombmcitz’éo' La cerradura transitiva de Dy contiene como subdigrifica inducida
al tridngilo dzv"zgzdo (u W, T, u) que no tiene nicleo, por: o tanto C{D,) no es nicleo

perfécta. © -

-

Nota 4 11 En esta nota mostramos que st en el Teorema 4.9 elzmmamos la thoteszs
“de' que todo Cs sea monocmmatzco, entonces la cerradura transitiva de D no nece-

‘sariamente es nicleo perfecta. Sea D el torneo bipartito 3-coloreado considerado en la
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D
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Figura 4.43

Nota 4.5. En D el ciclo (u,. T, Y,w, 2, u) es un Cy que no es monocromdtico. Todo C,
de D es 1—casimonocromdtico. Fs facil ver que los torneos clelicamente 4-partitos no
- contienen torneos bipartitos transitivos de orden 4 (1 es un torneo bipartito transitivo
si {(vi,va), {ve,va), (va,va)} © A(D} dmplica (v, vy) € A(D)), en D tenemos que la
eliminacién de cualquier vértice produce un subtorneo bipartito de orden 5 que posee
un torneo bipartito transitivo de orden 4 y por lo tanto no es ciclicamente 4-partito,
- ast, por vacuidad tenemos que todo subtorneo de D ciclicamente z,{—pa?‘tzto de orden § -
-5 2-¢asimonocromdtico. Como vimos en la Nota 4.5€ (D) no es niicleo perfecta La

» famzlm infinita de torneos.bipartitos D,, descritos en dicha nota tambzen satzsface que

*cencellos todo Cy es 1- caszmonocmma,tzco todo subtorneo de D cz’chcamente 4- pamto -

“:de orden 5 es 2-casimonocromdtico, no-todo Cy es monocromdtico y cuya cermdum

transitiva no es nicleo perfecta.

Nota 4.12 Ei siguiente torneo bipartito muestra que st en el Teorema 4.9 elimi-
i mamos la hipdtesis~de .que todo subtorneo- ciclicamente 4-partito de orden 5. seq-2- -

casimonocromdtico entonces no todo ciclo- dirigido de la cerradura transitiva de D
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tiene elguna flecha simétrica por lo que no es posible demostrar que €(D) sea mii-
cleo perfecta usando el mismo procedimiento que en la demostracion del Teorema 4.9.
As? queda como una pregunia abierta si las condiciones de que todo Cy en I sea
" 1-casimonocromdtico y todo Cg en D sea monocromdtico son suficientes para con-
cluir gue €{D) es nicleo perfecta. Sea D el torneo ciclicamente {-partito tal que
V(D) =VUVaUVa UV, para cada i € {1,2,3,4} V; = {w, v} v desde cualquier
vértice de V; existe flecha hacia cualquier vértice de Vi,,, la suma es tomada mddulo
4. A las flechas de D les asignamos los colores 1 y 2 como se muestra en la ﬁgﬂra
4.44. No es diftcil ver que en D todo Cy es 1— casimonocromdtico y como en D no hay
ciclos dirigidos de orden § entonces por vacuidad tode Cg de DD es monocromdtico. Fl
subtorneo de D generado por {uy,us, us, ua, v} s un torneo ciclicamente {-partito
‘ ”.c'ie;orden 5 que tiene 3 flechas de color 1 y 8 flechas de color 2, pb'r lo tanto no es 2-
,,‘_caszmonocmmdtzco Ahora, en € (DY el ciclo dirigido C' = (uy, uz, v1,v3) €5 asiméiri-

'co Andlogamente a los contraejemplos anteriores es posible construir una fomilia

s .--.mﬁmta de torneos bipartitos D, tales que en ellos todo Cy es 1— casimonocromdtico,

) ;ogio Cg de D es monocromdtico, no todo subtorneo ciclicamente 4-partito de orden &

"més Z-castmonocromdtico y no todo ciclo dirigide de € (D) tiene al menos una flecha

: szmetmpa.

D {7 u, En € (D):

:".'l'.

Figura 4.447 En la- ﬁgum se' muestra en (L(D} Ia subdigréfica mdumda por V(C’) donde

C= (1'1,1’3,H1u31v1) o
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Problemas Abiertos

L Qué otras digréficas coloreadas, ademds de los torneos bipartitos, con todo €

monocromético satisfacen que su cerradura transitiva es niicleo perfecta?

. Qué otras digraficas coloreadas, ademds de los torneos bipartitos, bajo las
hipdtesis del Teorema 4.9 satisfacen que su cerradura transitiva es micleo per-

fecta?

51 D es un torneo bipartito m—coloreado tal que todo U es casimonocromatico

y todo C es monocromdtico, jentonces € (D) es nticleo perfecta?

Para los torneos bipartitos coloreados y tratando de usar una técnica similar

- a la empleada en los teoremas 4.4 y 4.9 jqué otras condiciones pueden pedirse

sobre sus cicios dirigidos pequefios y/o subtorneos pequenos que impliquen que

sut cerradura transitiva sea nicleo perfecta?
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Capitulo 5

Operaciones en Digraficas

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

En este capftulo presentamos varias operaciones en digréficas m~—coloreadas y su
relacién con la existencia de micleo por trayectorias monocromdticas. En la mayoria
de los casos, la existencia de nticleo por trayectorias monocromdticas se preserva bajo
la operacién, en algunos casos existe miicleo por ‘trayectorias monocromaticas ain
cuando la digréfica orlglnal no lo tiene.

En [37] J. Topp estudla la ex1sten01a de nucleos en dlgraﬁcas obtemdas a partir
de otlas aphcando ciertas operaciones. Las operaciones que contempla dicho articulo
son: la digréfica subdlvlsldn la digréfica media, la digrdfica total y la dlﬂraﬁca de
Iineas.

En [25], H Galeana Sa’mchez v L. Pastrana Ramlrez definen pala, la dwra.ﬁca de

lineas de una digrafica. m—coloreada un tipo de m— coloracmn v prueban que bajo

- ciertas condiciones de la digrafica, el nimero de nicleos por trayectorias monecrométi-

cas de la digréfica de Ifneas bajo esa m—coloracidn es igual al mimero de micleos p(ﬂ"

trayectorias monocromadticas de la digrafica original.

En la seccidn 5.1, a partir :de una digrdfica m—coloreada D (posiblemente in- -

finita) definimos la digrifica subdivision de D, S (D), y probamos que la digrafica’ - .

subdivisién siempre tiene micleo:por. trayectorias monocroméaticas si D no contiene :.- : .

‘trayectorias infinitas exterioes..:En-la seccién 5.2 generalizamos el concepto de «di= =i

gréfica subdivisién obteniende-la: digrdfica S’ (D), y en la seccién 5.3 a partir.dei: .o+

S1{(D) definimos la digrdficasm=coloreada R' (D), pl_'obamos que ambasr-‘digraﬁeas_;

tienen micleo por trayectorias monocromdticas si D no tiene trayectorias infinitas

- exteriores usando el primer resiitado.- En las secciones 5.4 y 5.5 definimos:las digrafi-« ...

cas Tn—coloreadas digréfica.media y digrafica total respectivamente de una digrafica.

- .m=—coloreada, probamos que el nimero de micleos por-trayectorias menoeromdticas-

“deuna digréfica m—-coloreadaes menor o igual al niimero de nicleos per-trayectorias

127
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monocrométicas de la digréfica media y la digréfica total. Ademds damos condiciones
suficientes para que estos mimeros sean iguales.
_En [21] H. Galeana Sénchez y V. Neumann Lara prueban que cualquier gréfica

m’i‘cleo perfecta es una subdigréfica inducida de una digréfica niicleo imperfecta critica

(ghoréﬂca sin niicleo pero que toda subdigrafica propia inducida tiene nucleo) mas
. aun de un ntmero infinito de ellas. Tomando como referencla el trabajo anterior,

en la seccién 5.6 definimos una extension de digraficas m—coloreadas que preserva

“+Ticleos por trayectorias monocromaticas.

;: Varios autores mds han estudiado operaciones con digrificas y su relacién con

laj, existencia de ntcleos como son: M. Blidia, P. Duchet, H. Jacob, F. Maffray v
H. Meyniel [6]; H. Galeana Sanchez [14] y H. Galeana Sénchez y V. Neumann Lara,
22, 23, 24]. -

5.1 ..La Digrafica Subdivisién de una Di-gféﬁca m-Coloreada

En [37] se demuestra que la digrafica subdivisién de cualquler digréfica siempre tiene
nticléo; en esta seccién definimos la dlgraﬁca subdivisién de una digrafica m-coloreada
¥ pzobamos que tiene micleo por trayectorias monocromdticas si la digréfica original
no contiene trayectorla,s dirigidas monocromaticas mﬁmtas exteriores.

Si D= (V(D),A(D)) es una digréfica m-coloreada, definimos las funciones I'p,
Ips Fph, T'py de V'(D) a P(V (D)) (conjunto potencia de V' (D)) de la siguiente |
forma: ‘

para étiélquiér w € V (D),

Tp(u) = {veV(D)/(wv)eAD)}

Ipi(u) = {veV(D)/(uv)e A (D.) y (u,v) es de color i}
o = {veV(D)/wueAD)} ..

Ipy(uw) = {veV(D)/(v,u) € A(D) y {v,u) es de color i}.

Notemos que una; dlgraﬁca D queda totalmente deﬁmda descrlblendo su conJunto

de vértices yla funcién I'p 6la funcién r D en el caso en que la dlgré.ﬁca esté coloreada

g Uc V(D) deﬁmmos p(U ) U PD( o
. uEU

R

. Definicion 5.1 Dada:D wna digrdfica m-coloreadn, definimos lo digrdfica subdi- .
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wistdn.S (D) de D, como la digrifica m-eoloreada tal que. '

V(S(D)) = V(D)UAD) v

oy {z} xTpi(z) sizeV (D),
Lsoyi(z) = T -
| {v} siz=(u,v) € A(D) yve I'pa{u) .

Observemos que si z es un vértice de la digrifica subdivisién y x corresponde a
un vértice de D entonces z es adyacente hacia las fechas que inciden desde x en D
conservando el color de éstas, y que si z corresponde a una flecha de D entonces x solo
es adyacente hacia el vértice que es el extremo final de z en D conservando ei color
de z. Considerando la representacidén grifica de D podemos considerar que S (D)
se obtiene a partir de D cambiando cada flecha por una trayectoria de longitud dos
del mismo color que la flecha, es decir cada flecha se divide en dos flechas del mismo

color, en la figura 5.1 mostramos un ejemplo.

< D a S(D) v '
Q
7 A
/'
1 . ‘ (u, v (V)
v 1.01 ¥
~ / ~
,e——e ¢—a<—o0
W 2 I, U 3 (w,'ﬂ-) oy
Figura 5.1

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN |

En el ejemplo anterior vemos que D es una digrdfica que no tiene micleo por

Ty

trayectorias monocromdticas sin embargo, la digrdfica subdivisién de D,. S (D), s
tiene nucleo por trayectorias monocromdticas, mds atin A (D) es el 1inico micleo por

trayectorias monocromdticas de S (D}

5.1.1 Relaciones de Equivalencia y Ordenes ;.

Para la prueba de nuestrofre‘sﬁltado--prinCipal'hacemos uso de los conceptos de or- - ;v o

den parcial, a continuacidn mecionamos las -definiciones y- resultados necesarios, con
respecto a esto, algunos de los resultadoes se incluyen sin demostracién por-ser de uso

comuan.

Definicién 5.2 Una relacién binaric R en A, que es una relacidn reflexiva,. anti-

simétrica, y-transitiva es {lamada un orden parcial de A.- El-par (A, R)es-llamado -

un conjunto parcialmente ordenado.
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aRb puede leerse "a es menor o igual que b7, o ”b es mayor o igual que " en el
orden parcial £. Asi, todo elemento de A es menor o igual que el mismo. Si a es
menor o igual que b, y, al mismo tiempo b es menor o igual que a, a = b. Finalmente,
si @ es menor o igual que b y b es menor o igual que ¢, ¢ tiene que ser menor o igual
que c.

Los simbolos < o = se usan frecuentemente para denotar ordenes.

En algunos casos es conveniente una descripcion diferente de orden. Por ejemplo,
en lugar de la relacién < entre ntimeros, preferimos la relacién < (menor estricto).

Cualquier orden puede ser descrito en cualquiera de estas dos formas.

Definicién 5.3 Una relacidn binaria S en A es asimétrica si para cualesquiera
a,be A, aSh implica que bSa no se cumple en A. FEsto es, aSbh y bSa nunce pueden

ser ambas verdaoderas.

* Definicién 5.4 Una relacidn binaria S en A, es un orden estricto si es asimétrica

y:transitiva.

El siguiente teorema, establece relaciones entre 6rdenes y érdenes estrictos.

T(l:aorema 5.5

1

gt R T Tl T BTN n t

(a) Sea R un orden parcial de A; enfonces la relacion S definida en A por
aSh siy solo siaRbya#b
es un orden estricto de A.
(a) Sea S un ordeﬁ,'estrictf-j de A; entonces la Telacﬁéﬁ R deﬁnﬁda en A-por
aRb sz'yso’lp siaSboa=2>5 |
es un -‘OT'dQTL pq*f"cia{ de A
' Degim‘osf'que 1 orden estricto S corresponde al orden R ¥y viceversay i

El siguiente teorema hace uso del Lema de Zorn.

+

Teorema 5.6 Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado tal que toda cadena
estd acotada-inferiormente, entonces X ‘tienie elementos minimales y para- cualquier

z € X, existe y un elemento minimal tal gue y < z.
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Demostracion. - Definimos < la 81gulente relacién entre los elementos de X,
sean z,y € X, decimos que z < ¥ si y solo si y < x. Veamos que = es un orden
parcial en X. Como £ es un orden parcial-en X, entonces < es una relacidn reflexiva,

antisimétrica y transitiva.

1. < es reflexiva. Como < es reflexiva entonces z < z para todo z'€ X, entonces

por definicién de <, z < = para todo z € X, por lo tanto < es reflexiva.

2. = es antisimétrica. Sean z,y € X tales que ¢ X ¥ ¥ ¥ < z, por definicidn de =,
y<zyvz<y, como X esantisimétrica, entonces ¥ = z, es decir z = y, por lo

tanto <t es antisimétrica.

- 3. < es“transitiva. Sean z,y,z € X tales que z < y ¥ ¥ < 2, por definicién de =,
y<zryz<yesdecirz<yyy <z como < es transitiva, entonces z < =,

por definicién de %, z % z; por lo tanto =< es transitiva.

Asi, por (a), (b) ¥ (c), < 'es un orden parcial en X.

Ahora veamos que toda cadena de (X, <), estd acotada superiormente.  Sea C '

una ¢adena de (X, =), sean z,y € C entonces = < y 0 ¥ < Z, por definicién de <
tenemos que ¥y £ z 0 z < y, esto implica que C' también es una cadena de (X, <),
' por hipdtesis C' estd acotada inferiormente, es decir, existe ¥ € X tal que y < z.para
todo z € C, por definicién de %, # < y para todo z € C, esto implica que ¥ es una

cota superior de C. Por lo tanto toda cadena de (X, 5), estd acotada superiormente.

Con lo anterior y por el Lema de Zorn, (X, =) tiene elementos maximales. Sea

y un elemento maximal de (X =), esto ey, no existe # € X tal que y < 2, porila

definicién de <, tenemos que no existe z € X tal que z < ¥, entonces y es un elemento

minimal de (X, <). Por lo tanto en (X, <) existen elementos minimales. = =~
Ahora sea © € X, veamos.que existe un elemento minimal y de (X, <) tal que

y <z SeaB = {zeX/:i<z} (B,<) es un conjunto parcialmente ordenado.

TESIS CON
FALLA DE QRIGEN

Sea C una.cadena de(B,<); C también es una cadena' de (X, <), entonces C éstd |

acotada 111fer10rmente en P sea zeX una cota mfcrlol de C) esto es 3: < ¢ para

todo &€ C .como para, todo ceC, e < :L por la tmnsmudad de < z < 3: estc"

implica que z’ € B, por lo tanto C estd acotada inferioemente en B. Entonces toda
cadena de (B, <) estd .acotada- inferiormente, por la primera parte de este-teorema,

B tiene elementos minimales, sea ¢ un elemento minimal de:8.. -Supongamos que y

110 es elemento minmal de X, entonces existe 27 € X tal que 2™ < y; comoy € B,

entonces y < z; por-la transitividad de <, 2" < z, entonces.z”.€ B, -pero esto es una
i y 7 p H 1 A
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contradiccién pues 2 < y e ¥ es un elemento minimal de B, por lo tanto y es un

elemento minmal de X talquey < z. ®

5.1.2 Nucleos por Trayectorias Monocromadticas de la Digradfica Subdi-

vision de una Digrafica m-Coloreada.

En esta parte consideramos digrédficas posiblemente infinitas. También hacemos refe-
rencia a la definicién de trayectoria infinita exterior dada en el Capitulo 2, Definicién

2.5. El siguiente lema resulta ttil para la demostracién del Teorema 5.8.

Lema 5.7 Sea D una digrifica m—coloreada y sea S (D) la digrifica subdivision de
D. Seana,b,c € V(S (D)) tales queb € A(D), a # b yb# ¢, supongamos que existen
en S(D), Ty una ab—trayectoria dirigide monocromdtica y Tr una be—frayectoria

. dirigide monocromdtica, entonces Ty y Ty son del mismo color.

oL Demostracién. Supongamos que b es la flecha (u,v) de D. Por construccién
SR de S(D),—fg(%D)'(b) = {u} y Tg(py (b) = {v}, como a # by b # c, entonces Ty y Tp
B "7 son de longitud positiva, entonces (u,b) € A(T}) v (b,v) € A(Ty), por definicién de
T “ S{D} ambas flechas son:del mismo color , entonces 71 y 3 son del mismo color. &

Teorema 5.8 Sea D una digrdifica m—coloreada y sea S (D) la digrifica subdivision

de D. Supongamos que en D no existen trayectorias dirigidas monocremdticas infini-

y tas exteriores, entonces S (D) tiene nicleo por trayectorias monocromdticas. -

Demostracion. — -Primero demostraremos que en § (D) no existen trayectorias
monocromaticas infinitas exteriores. Procederemos por contradiccién, supongamos
que T' = (z,,), .y € una trayectoria infinita exterior de color ¢ de S (D). Por definicién -

de S(D), T és una sucesion alternada de vértices y aristas de D, por lo tanto T

TESES CON
FALLA DE ORIGEN

={n e Njzie 4D} v sea V= (T\ {&,/n € J}),; T es la subsucesion de T

-quecontiene st V(TR0 (D), que como ya dijimos es infinita, v:como:por-definicion
+:de S(D) para‘cadan€ J, n > 2 x; es la flecha (2,_y,m;41) de: Dty es-de color 4,

entonces 7' es una trayectoria infinita exterior de color ¢ de 1, lo cual no es posible.

Por-lo tanto ‘ens8-(2) no existen trayéctorias monocromiticas infinitas exteriores.

zivEmvel resto‘de la prieba nos encontraremios frecuentemente conuniones de trayec-

contiene una subsucesién de vértices de D y una subsucesién de aristas-de:D. Sea .

“torias qiie résultan wi-camino dirigido, por: el Teorema 1.36:€l cual .dice que todo,.; -

“Lyp=caminosdirigido contiene una uv—trayectoria dirigida; itenethos que tal camino «.::
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dirigido contiene una trayectoria dirigida que conecta a sus extremos, este hecho lo
mencionaremos sin tanto detalle diciendo que. la union' de trayectorias de este tipo
contiene una trayectoria dirigida. _

Supongamos ahora que A(D) # ¢. Definimos en A (D) las siguientes relaciones

binarias, 3 y ~. Sean a,b € A(D), decimos que @ 3 b si en S (D) existe alguna,

ba—trayectoria dirigida monocromatica, y ¢ ~ bsia 3 by b 2 a, es decir sl en
5 (D) existe alguna ba—trayectoria dirigida monocromética y alguna ab—trayectoria
dirigida monocromética. Demostraremos que = es reflexiva y transitiva, y que ~ es

una relacién de equivalencia en A (D).

1. Resreflexiva. Seaa € A (D), (a) es una aa—trayectoria dirigida monocromética

en S (D), por lo tanto o 2 a, es decir 3 es reflexiva.

- 2. 3 esitransitiva. Sean a,b,c € A(D), talesquea Zbyb3c Sia=bob=c

entonces a 3 c. Supongamos que ¢ % by b # ¢, entonces existen en S (D),

11 una ba—trayectoria dirigida monocromatica y 15 una ch—trayectoria dirigida - _
monocromética. Por el Lema 5.7, Ty y T3 son del mismo color. Por lo tanto”

I3 U7T) contiene una ca—trayectoria dirigida monocromaética, lo que implica que:

a 3 ¢, por lo tanto 3 es transitiva.

3. ~ es reflexiva. Sea a € A (D), como 73 es reflexiva, entonces a 3 a, asi-a ~.a,.

por lo tanto ~ es reflexiva.

4. ~es simétrica. Sean a,b€ A (D), tales que & ~ b, esto implica que'a 3 By que

b= a,entonces b3 aya b, asi b~ a, por lo tanto ~ es simé_trica.

5. ~ es transitive. Sean o, b, € A (D), tales que a ~ by b~ ¢, esto implica que

a3bbZa,b3layed b, como 3 es transitiva, a T by & = ¢ implican que

@ 3¢, por otro lado.¢c 30y b 3 a implican que ¢ 3 a, asf por definicién:de ~

tenemos que a ~ ¢ Por lo tanto ~ es transitiva.

Por 3, 4 y'5 ~ e una relacidn de equivalencia

Consideremos ahora el conjunto 4 (D) / ~ de todas las clases de: equlvalenaa

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

de A(D) maodulo ~ denotazemos por @ a la clase de equwalenma de a: modulo T

Definamos la mgmente relacién binaria < en este conJunto
@< bsiysolosiazb.

Es decir @ < b si y-solo si existe en S (D) una ba—trayectoria. dirigida menocromdtica.
Veamnos que estarelacién.estd bien definida (es decir no-depende de los representantes

de las: clases que se tomen) ¥ que es un orden parcial-en A (L)) /[~
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6. < ests bien definida. Supongamos que a X bysead’, ¥ tales quea’ ~ ay ¥ ~b.
Como b ~ b, entonces b 3 & y como a 2 b, por la transitividad de =, a 3 .
Como a'i~ a entonces @' =% a, esto iltimo junto con a 3 ¥ y la transitividad de

2 implican que o’ 2 ¥. Por lo tanto < est4 bien definida.

7. < esreflexiva. Seaa € A(D)/ ~, 2 es reflexiva, es'decir a 2 a, entonces @ < @,

por lo tanto < es reflexiva.

8. < es transitiva. Sean @,0,¢ € A(D)/ ~, tales que @ < by b < entonces
a 3byb = ¢ como 3 es transitiva, a 3 ¢, entonces @ < ¢, por lo tanto < es

transitiva.

9. < es antisimétrica. Sean @,b € A(D)/ ~, tales que @ < b y b < @, entonces
a3bybZa, por definicién de ~, a ~ b, entonces @ = b, por lo tanto < es

antisimétrica.

o - Por 7, 8 ¥y 9 < es un orden parcial en A (D).

' Denotamos. por < al orden estricto correspondiente a <. Es decir @ < bsiy

;‘;‘-SplO si@ <byad+#Db esto es si y sdlo si existe en S (D) una ba—trayectoria di- -

S ‘::‘r‘.igida monocromatica y a ~ b, es decir existe en S (D) una ba—trayectoria dirigida

moenocromatica y no existen’ ab—trayectorias dirigidas monocromdticas.

i+ - Ahora probaremos que toda cadena en A (D) / ~ estd acotada inferiormente, més
aun tiene minimo. Sea C' una cadena en A (D ) ] ~, procederemos por contradiccién.

',..‘Suponffa,mos que C' no tiene minimo. Sea @ € C, entonces existe a; € C tal que
@7 < @, como C no tiene minimo existe @; € C tal que @3 < @y, asi existe una sucesion
(@) ,en €0 C tal que para cada n € N, @37 < @, y @7 < @, esto implica que para
cada n € N, existe T, en 5 (D) una ¢,0,4;—trayectoria dirigida monocromética
y 1| una ag;—trayectoria dirigida monocromdtica. Probaremos primerc que todas

‘estas trayectorias son del mismo color. Como @1 < @ entonces @ # 2 y esto implica

‘que a; # a, andlogamente para cada n € N Gnt1 7é ap, COmo ademds a, es el vértice
ﬁnal de T}, y el.vértice inicial de T}, 1 entonces para cada n € N por el Lema 5.7,
T’ y T7 ., son del mismo colcn Por 10 tanto todas las trayectouas T’ son del mlsmo
Color

Supongamos que ¢ es el color de las trayectonas T’ Probaremos por inducecién

TESIS CON |
FALLA DE OBlGEN |

que para cada n € N se tiene:

:10.' ex1steynEV (5 (D)) .Y exlsten en S( ) n } wa+1 tales que .

(a) Ty es una ay 'n—trayectoria" 'dirig-ida de color i,
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(b) T, es una ypa,,—trayectoria dirigida de color ¢ contenida en Ty, ;,
(©) v € V(T) NV (L),
(d) T,U T, , es una trayectorm dirigida ,

)
{e) sin>2, yn;éyjparatodajgn—ly
)

(f) sin > 2, T, contiene a Tp,_1.

Para n = 1, supongamos que Ty = (a; = Z11,21,2) 0 21k = Gp) ¥ S€A 1 =
max{j € {1,2,...,k1} /21, € V(T]) }. Seay; = z1,, figura 5.2.
' o/. 4y
. °/" ‘
Tl, ylf' .—'9‘.1 :

PR St “’*o\

@ ®
2\ /

2 0"--.04-"'0

Figura 5.2

Sean T4 = (a,7{,1n) y T3 = (w1, T3, a2), figura 5.3,entonces

(a) 71 es una ay:—trayectoria dirigida de color 7. Por definicién 7] es una
trayectoria dirigida que estd contenida en 7} y como 77 es de color %, en-
tonces 7% es nna oy, —trayectoria dirigida de color 4.

(b) T3’ es una yjas— trayectorla dlI‘lDIdEL de color i contemda en 75. Esto €s por
deﬁmcmn de T

‘(c) v € V(T NV (T} Estoes .pof la eleccion de n y por la definicién de 77.

- TESIS CON

{FALLA DE ORIGEN

{d) Ty UTY es una trayectoria:dirigida.-Esto es por la-eleccion de 31, . como Ty i o

“estd contenida en' T} v T, :6std contenida en T3, 71U 73 es una trayectoria

dirigida de color 1.

Para n = 2, supongamos que T3 = (a2 = 2o, 132225 001 22 ky = as) y sea iy =

. max {j €{1,2,.. kot fan; € V( IS SEA U2 = Z2,in) ﬁgulja, 5.4.
Sean To = T1 U (y1, T3, yo) ¥ 15 = (¥2,13, as), figura 5.5, entonges . .- -
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Figura 5.4

{a). T3 es uma ay,—trayectoria dirigida de color 7. Como T1 U7, es una trayec-
(a) na ay ?

toria dirigida de color 1 por el caso n = 1, entonces 75 es una trayectoria

dirigida de color 1.

(b) T3 es una ysas—trayectoria de dirigida color ¢ contenida en 7T;. Esto es por

deﬁnlcuin de T7.

{c) y2 € V(Tz) s (T3).. Por la eleccion de ya, y2 € V (17), pbf (b) del caso

n = 1, T§ estd contenida en Ty, por otro lado, por la definicién de T,
y2 € V (13), por lo tanto y» € V (Ln) NV (43).

(d) ToU TY es una trayectoria dirigida . Por la eleccién de o, V (1, 77, y2) N

V(T3) = {y=}. Supongamos que V(T) NV (I3) #* ¢, sea z € V(T1) N

-V (TY), entonces (az, T3, y2) U (y2, T4, 2) U (2, 11,11} U (31, T}, €1) contiene

.+ -una ‘apa)—trayectoria dirigida de color 4, pero esto ¢s una contradiccion
.1+ \puesi@z < @y, por lo tanto V (Ty) NV (T3) # ¢ y en consecuencia To U Ty es

" -iuna.trayectoria dirigida y de color %, pues T3 y 73 son trayectorias dirigidas

(f)

de color 1.

yr # 1. Supongamos que 1; = yg, entonces {as, T3,y = y1) U {y1, 171, a1)

contiene una asa;—~trayectoria dirigida de color i; pero esto es una con-
tradiccién pues @3 < @7, por lo tanto y1 # ys-

T5 contiene a T1. Esto es por definicién de 75! -
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o/yz\!
T . '
— .-ivﬁ-p. .,,\'\"\:x.
s g0 v T3 %,

Figura 5.5

Supongamos ahora que sin > 2 entoncés para toda j = 1,..,n, existe y; €
V(S(D)) y existen en S (D) T} y T}, tales que (figura 5.6):

(a) T; es una ay;—trayectoria dirigida de color i,

(b) T7,; es una y;a;.1—trayectoria dirigida de color ¢ contenida en 773, |
(© v € VTNV (),

(d) T3U T}, es una trayectoria dirigida,

() sij>2,y; #yrparatodak <j—1y

)

(f) sij > 2, T; contiene a T;_4.

I, Y Y ) )
 Sdgre>e 70> 65058700 . o 507054 560"

y y ¥ {
e ® @ ©
$ - g
\’ Y ¥ I}
[ :] Q ® o
o, 1y 3 ¢

Figura 5.6

Probaremos lo:correspondiente pas:a n—+ 1.

Supongamos que Tn+2 (an+1 = Zn11 1 an 2 eey Enblngs = ﬂn+9) Y seat,.y =" i

max {j €. {1,2,.... n+1}/znT1|J ‘e V( n_l)} Sea Ynt1 = 2n+11,1+1 ﬁgura 5.1."

Sean Ty = T U (yan+1uyn+l) Y Tive = = (Yus, Tn-l-.?adnw) ﬁrrura 5.8, en~_:.

- tonces

(&) Thar s uha aynq1—trayectoria dirigida de color i. Como Tp, U T/ 8- - -

una trayectoria dirigida -de color 7, por {d) de la hipdtesis de induccion
-para:j-= n-tenemos:que I, es una trayectoria dirigida: de-color ¢ y:por
definicién va de a-a Yoi1- '
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(b) 7., es una yn+1an+2—trayectoria dirigida de color 7 contenida en T, ..

Esto es por definicién de T ,.

(€) Yn41 €V (Tna) NV (Th,,). Por la eleccién de ynit, Ynsr € V (Thy,), por
(b) de la hipétesis de induccidn T, | estd contenida en T}, por otro lado

por la definicidn de Ty, Yne1 € V (Ths1), por lo tanto gy, € V (L1t N
V( r,1+1) _ '

(d) Thyi T4 es una trayectorla dirigida.. Por.la eleccién de yp.1 tenemos

C que V (yanH,ynH) NV (TY,) = {1} Supongamos que V (T,,) N

V(TI,) # ¢, seaz € V(T)NV (T,;’Tz) entonces (i1, Tpog Ynr1) U
(yn+1,Tn e z) U (2, T, ¥n) U (Yn, T2, @) contiene una an,.ia,—trayectoria
dirigida de color i, pero esto es una contradiccién pues @,11 < @n, por-lo
tanto V (T, )NV (T}, ,) # ¢y en consecuencia T, ;1 UTY, 5 o5 una trayectoria

dirigida y de color 4, pues Ty, v T3, , son trayectorias dirigidas de color i.

(&) Ynr1 # y; para toda j g‘ n. Procederemos por contradiccidn, supongamos -
que Y; = Yns1 para alguna j < n. Elinciso (f).de la hipétesis de induccién .
implica que T, contiene a TJ por+{¢) de la hipotesis de induccién y; € V (T})
v yn €.V (I), entonces y;iyn € V-(Ty). - Ast (an+11Tn+zuyn+1 = yJ) U

- (Wi, Toiya) U (Y, 0 ,a;,) contiene wna any10,—trayectoria dirigida de color. :
i, pero esto es una contradiccion pues @asT < @n, POr lo tanto Yi F Yntl

para toda j < n.

(f) Thye1 contiene a T,. Esto es.por definicién de T,,44.

Por lo tanto para toda n € N, se satisface 10.
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. o

Sea T'= [J Ty, T es una trayectoria dirigida de color ¢ en S (D) que contiene a ¥,
Con=l : o

para toda n € N, es decir una trayectoria monocromdtica exterior infinita en 5 (D),

lo cual es una contradiécién. Conclufmos que C tiene elemento minimo. Por lo tanto
toda cadena de 4 (D)) ~ tiéna elemento mfnimo. Una consecuencia de esto y del
Teorema 5.6 es la existencia de elementos minimales en A (D) [ ~.

Consideremos los elementos mif}ima,les de A (D) / ~ en el orden parcial <, y sea
N el conjunto formado pdr un representante de cada una de estas clases., Sea N =
{ve V(D) /Tp(v) =¢}U{a e N'/T'p (Tspy (a)) # B}, es decir N, esté formado por
todos los vértices que:son terminales en I (y por lo tanto en S (D)) unién el conjunto

de elementos de N’ cuyos vecinos exteriores en S (D) no son vértices terminales de - -

. D. Mostraremos que .V es un micleo por trayectorias dirigidas monocrométicas de
S (D). '

Observemos primero que:

11. Sia € A(D)yT'p (Tspy (a)} = ¢ entonces @ = {a} y‘deslminimallde A{D) [ ~.

Sea a € A(D) y supongamos que existe en S (1), T una om—~trayectoria dirigida -

" monocromética-de longitud al menos dos. Por definicién de S{D), [[gipy (a)| =
1y Igpy (a) C V (D}, sea v € V(D) tal que Tg¢py (@) = {v}, como la longitud

de 7" es al menos dos entonces 7' contiene internamente a v; esto implica que -

"oy (W)} = 1; entonces [Tp (v)] > 1, es decir I'p (Tg(p) (@)):# ¢: Por lo
<+ tanto st a€. 4 (B) es tal que Fp (T's(py (a)). = ¢ entonces en.S(D):no existen

" TESK CON
FALLA DE ORIGEN

‘i desdera trayectorias dirigidasimonocrométicas deilongitud mayor que dos, en - ¢

«+ particularsi:b-€-A (D) y b # @ entonces no"existen ab—trayectorias-dirigidas

monocromaticas, por lo tanto @ = {a} y @ es minimal de A (D) / ~.

Por definicién de IV, tenemos que N CV{DYUA(D)=V(5(D)).

© 12 N -es ‘independiente por trayectorias dirigidas ‘monocrométicas.: Sean z,%y €

- N, veamds que no existen en S (D) zy—trayectorias-dirigidas monocromdticas. - .-
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Tenemos 3 casos para T e i

Caso 12(a) z,y €: A(D). En este caso z,y € N’ entonces T e T son elementos minimales
de A(D )/ ~ y son diferentes clases de equ1va1enc1a Si existiera alguna
Ty —trayectoria dirigida monocromdtica en S (D), esto implicaria quey < T,
como T es minimal entonces T = 7 lo cual es una contradiccién, por lo tanto

no existen zy—trayectorias dirigidas monocromadticas en S (D).

Caso 12(b) z € V(D). Por definicién de N, I'p, (z) = ¢, esto implica que I'g(p) (z) = ¢.
Entonces no existen en S (D) trayectorias dirigidas que salgan de z, por lo

tanto no existen en S (D) ry—trayectorias dirigidas monocrométicas.

Caso 12(c} z € A.( D)eye V(D). Como y € NNV (D) entonces FD( ) = ¢. Supon-~
gamos que en S (D) existe T una zy—trayectoria dlrlglda monocromatl—
ca, T = (:c = 1, %2, ..., Ty = Y), por definicién de S(D), como y € V (D),

Tp-1 € A(D) ademés Tgpy (zr-1) = {¥} entonces ')y (I’S{D] (-’L’k—1)) =
#, por 11, Ty1 = {zs_1} y Zi—T es un minimal de A(D)/ ~. Aho-
ra, (z, 7T, :c;c 1) es una Ty 1—trayector1a dzrlglda monocromética entonces
Zh—1 < T, como T es un minimal de A( )/ ~pues z € NN A(D), en-
tonces Ty = T coimo :ck 1= {mk 1} tenemos que Ty_; = I. Entonces
T'p (FS D) ) ) = ¢ pero esto es una Contra.dlcaén pues = € N
v por lo tanto I'p (PS(D {z ]) # . Concluimos que no existen en S ( )

xy—trayectorias dirigidas monocromaéticas.

- Por lo tanto NV es independiente por trayectorias dirigidas monocromaéticas.

13. N es absorbente por trayectorias dirigidas monocrométicas. Consideremos ZE
- V(S {D))\N veamos que existe alguna zN tra.yectorla, dlrlglda monocromatica

en S (D). Tenemos dos casos para z:

/" Caso 13(a) z € ‘A{D). Si Z es minimal de A (D)} ~, por definicién de N', existe
S a € zNN'. Sl a € N, entonces z'5¢ ‘y.‘como z ~ g entonces existe
SRR en S (D) una za—trayectoria dirigidfa;-.ﬁiml@t‘:_romética v por lo tanto una
citigt. et s zIN—trayectoria dirigida monocromstica. ‘Si-a ¢ N, entonces por definicién
de N I'p (FS(D} (a)) = ¢, por 11 @ == {a}, por lo tanto z = q. Sea v €

V(D) tal que I'gipy(a) = {v}. Por definicién de N, v € N y por otro

lado-(z:= a,?) es una trayectoria dirigida monocromdtica en S (D), por lo

tanto existe en S (D) una zN—trayectoria dirigida monocromética.” SiZ

i no es:minimal de. A{D)/ ~, por el Lema 5.6 existe a €. A( )y @ # z,
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tal que @ es minimal de A(D)/ ~ y @ < Z, esto implica que existe T
en S (D) una za—trayectoria dirigida monocromatica, si a € N, entonces, T

T es una zN—trayectoria dirigida monocromatica en S (D). Si a ¢ N}
argﬁmentando como en el paso anterior 77 = (a,v) es una aN —trayectoria - <3 :
dirigida monocromadtica en S (D) donde v € V (D) y es tal que I'gpy (a) = o
{v}, en particular a # v. Por el Lema 5.7 T y T’ son del mismo color, pOI:'

lo tanto T'U 77 contiene una 2N —trayéctoria dirigida monocromadtica en :
S (D). L
Caso 13(b) z € V(D). Como z ¢ N por definicién de N, I'p (2) £ ¢ ¥ esto i-mplicé;” R
que Ig(py (2) # ¢. Sea a € I'gip) (2}, por definicién de S{D), a € A (D).
Sia € N entonces (z,a) es una zN--trayectoria dirigida monocromadtica
en S (D). Supongamos que o ¢ N, por el caso anterior existe T en S (D)
una az—trayectoria dirigida monocromdtica para algin z € N,_ ﬁotemos.
que & # z. Por el Lema 5.7 T y la trayectoria (z,a) son del mismo color en
S (D}, asi (z,a).ul T' contiene una zmwtrayectdria dirigida. monocromética
en S(D)conz € N. - | |

-~.Por lo tanto V es absorbente por trayectorias monocromaticas.

Concluimos que N es un nicleo por trayectorias monocrométicas de S (D). ®

A continuacién mostramos que no todo micleo por trayectorias monocromaticas
de la digrdfica subdivision es de la forma descrita en la demostracién del teorema
anterior. Sin embargo una condicién suficiénte para que-esto ocurra, Teorema 5.10 es

que la digrédfica I no tenga ciclos dirigidos monocromaéticos, mds atin en este caso el

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

micleo de .S ([7) es tnico.

Nota 5.9 Consideremos un ciclo dirigido de longitud n monocromidtico como la di-
g*rdﬁca D, 8 (D) lo digrifica subdivision correspondiente es un ciclo dirigido de lon-
gz'tuc_:l_‘-n monocromdtico. El nimero de micleos en S (D) que se obtienen segin la
demdstmcz’én del Teorema:. 5.8 es 3, uno por cada flecha de D, ya que todo el conjunto : +.0
A (D) es la dnica clase de :equz‘mieném mddulo ~. Sin embargo el numero total de' e
niicleos-de S (D) es'n pues cada vértice de S (D) forma un:nicleo. En la figura 5.9 - =

se muestra el caso n = 3.

Teorema 5.10 :Sea D una digrdfica m—coloreada y sea S.(D) la digrifico subdivision - -~

de D. Supongamos que en D) no existen trayectorias monocromdticas infinitas- exte-
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riores ni ciclos dirigidos monocromdticos, entonces S (D) tiene un Unico nicleo por

trayectorias monocromaticas.

Demostracién. Consideremos las relaciones ~ y < deﬁn!idas en la demostracidn
del Teorema 5.8. | B

Veamos primero que toda clase deé equivalencia d_e’ A médulo ~ tiene exacta-
mente un elemento. Procederemos por contradicéién, SL_1pongarxllos que existen a, b €
A(D) tales que a # by a ~ b, entonces existen en S (D), T} una afﬁ—trayectoria
monecromatica y T» una ba—trayectoria monocromética, por el Lema 5.7 Ty y T3
tienen el mismo color; entonces 17 U735 es un camino dirigido cerrado monocromético

o ame.oque por el: Teorema:1.37 contiene un ciclo € dirigido que es monocromético. Sea

O (C\aeV(@/acADY U (T (@ xTsmy (@),
. eV (CYNA(D)

es decir a ' le quitamos todos los vértices que corresponden a flechas de D, quedando
asf solo los extremos de estas flechas y afiadimos para cada a la flecha desde el
ivecinu interior de @ cu & (D} hacia su vecino extavior, ésta flechia del wismo color

:que a, resultando asi C' un ciclo dirigido monocromatico en D. Con esto obtenemos

una contradiccién. Por lo tanto cada clase de equivalencia de A mddulo ~ tiene
exactamente un elemento.

Lo anterior impliéa, que se obtiene un tnico micleo por trayectorias monocromati-
icas de §(P) sigiiéndo la técnica de la demostracién del Teorema 5.8, sea IV éste
nucleg. e e ‘ i [SSTEE '
++ Supengamosique-N' también es micleo por trayectorias monocromaticas de S (D),
probaremos que N’ = N. Observemos primero gue:

1. Siv es un vértice de D tal que I'p (v) = ¢, entonces v pertenece a cualquier

- omicleo de S (D). Como:Tp(v) = ¢ entonce I'gipy(v) = ¢ ¥ por lo tanto:v .
-pertenece a cualquier micleo de 5 (D). ‘ " o
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Sea z € N. 8iz € V(D), como N es un nicleo de S (D) obtenido como se
describe en el Teorema 5.8, entonces I'p (z) = ¢, por lz € N'. Siz € A (D), par la
construccién de N, T la clase de equivalencia de x mdédulo ~, es una clase minimal
de (A{D)/ ~,<). Supongamos que z ¢ N’, como N’ es niicleo por trayectorias
monocrométicas de S (D), existe una zz’'—trayectoria monocromdtica en S (D) para
algin z' € N', esto implica que 2’ < Z, como T es una clase minimal de (A (D) / ~, <),
entonces z = T, como cada clase de equivalencia solo tiene un elemento, entonces
z’ = z, pero esto es una contradiccién pues habjamos supuesto que z ¢ N'. Por lo
tanto z € N'. Con esto concluimos que N & N,

~ Ahora sea ' € N'. Supongamos que 2’ ¢ N, entonices existe una ' z—trayectoria
monocromatica en S (D) para algin z € N. Como N C N’ entorces z € N', asf
tenemos que z, 2’ € N’ pero esto no es posible pues V' es independiente por trayecto-
rias monocrométicas en .S (D) por ser nicleo por trayectorias monocromdticas. Por

lo tanto ' € N. Conclufimos que N C N.
' Por lo tanto N’ = N.

El siguiente contraejemplo muestra que €l regreso del teorema anterior no es valido.

Nota 5.11 La digréfica D de la ﬁgum' 5.10 contiene un ciclo dirigide monocromdtico.
© Veamos que la digrifica subdivision correspondiente tiene un dnico nicleo por trayecto-
rias monocromiticas, a sober {{v,zY, (z,v)}. No es dificil ver que N = {(v,3), (z,v)}
es nicleo por trayectorias monocromdiicas de S (D). Supongamos que N’ es cualguier
otro nicleo por trayectorias monocromdticas de S (D). §i N' no contiene a (v, ),
como la Unica trayectoria dirigida monocromdtica desde (v,z) es hacia T, entonces
debe pertenecer a-N'. Como desde cualquier vértice del ciclo hay trayectoria dirigi-
da monocromatica hacia z, y desde  hay trayectoria dirigida monocromaética hacia
- (z,v) entonces N’ = {z}, pero N' no es absorbente por trayectorias monocromidti-
cas pues desde (z,v) no hay trayectorias dirigidas monocremdticas hacia x. Por lo

~tanto N debe contener a (v, ). {(v, z)} absorbe por trayectorias monocromdticas o

- todos los:vértices.de S (D) excepto ax y (z,v). o & N pues hay trayectoria dirigida
- monoeromdtica desde (v, ) hacia z. (z,v) debe pertenecer a V' pues .-'de_:otm modo: N*

no absorberia por trayectorias monocromdticas o x. Por lo tanto'N' = N. Concluf-
“mos que S (D} tiene un wnico niicleo. Por lo tanto lo condicidn. de la no existencia

de ciclos dirigidos monocromdticos en D en el Teorema 9.10 no es necesaria para que

S (D) tenga un tinico nucleo por tray Jectomas monocmm&tacas
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5.2 TUna Generalizacién de la Dlgraﬁca Subdivisién de una
Digréafica m-Coloreada

En esta parte presentamos una generahza.cmn de la digréfica subdivisién de una
digrafica m—coloreada y demostramos que siempre tiene micleo por trayectorlas
monocrométicas si la digrafica orlgmal no tlene trayectorlas monocromaticas mﬁmtas

exterlcres

Definicién 5.12 Sea D una digréfica m—coloreada y sea S (D) la digrdfica. subdi-
wision de D. Definimos la digrdfica m—coloreada 5’ (D) como sigue:

(DY =8 (D)\ {(u,a) Ja c A(D) yu es extremo inicial de a}U |J B,
| | acA(D)

donde {8,/a € A(D)} es un sistema de trayectorias dirigidas monocromdticas tales

que sia € A(D) ya = (uv) entonces:
(i) B, es una ua—,tmyectorz'd del mismo color de la flecha (u,a) en S (D),

() (V B\ ) 1V (S (0) = b, v |
i) 55540 (V8 () V() = 6.

Es decir S (D) se obtiene a partlr de S (D) eliminando para cada a € A(D) la.l o

'ﬂec;ha que incide haeiad o yen su 1uga1 pPOonemos una trewectorla dlrlcnda del mismo
color que la flecha. elmunada FEsto es Io mismo que a partir de D se Sustltuya cada
" flecha de D por -una;trayectorm chrlglda de longltud al menos dos del mismio color

- que la flecha, en el caso de que cada una de estas trayectorias sea de longitud dos, se
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obtiene la digrafica S(D). La figura 5.11 muestra un ejemplo de una digréfica S (D)
correspondiente a la digrdfica D de la figura 5.1, La deﬁmcmn de S (D ( ) 1a hemos

presentado de la forma anterior para facilitar su manejo.

S0

70 g7

vl -
I‘\°r /I ()

\o/.w
(wu)

Figura 5.11

Teorema 5.13 Sea D una digrifica m~—coloreada. Si D no tiene trayectorias momno-
cromdticas infinitas exteriores, entonces la digrifica S'(D) tiene nicleo por trayecto-

rias monocromdticas.

Demostracién:: .+ Por el Teorema 5.8 la digréfica. subdivisién de D, S.(D),: -
tiene miicleo por trayectorias monocrométicas. Sea N un nticleo por trayectorias:
| monocromaticas de S ('D)-.‘ Probaremos que N es un micleo por trayectorias monocro--
maticas de &' (D). Sia-= (u,v).€ A(D) y la longitud de 3, es al menos dos, definimos
la trayectoria @, = 5.\ {u, a}, notemos que V (8,) NV (S (D)) = ¢.

1. IV es independiente por trayectorias monocromaticas en S (D). Sean x,v € N,

- supongamos.que exite 7%.en S’ (D) una zy—trayectoria dirigida monocromdtica. - .

Como N es independiente-por trayectorias monocrométicas en: S (D), entorices: -

7" no es una trayectoria dirigida en S (D), entonces existe a = (u,v) € A(D),
tal que la lohgitud de 5, es.al menos dos y V (T') NV (8,) # ¢. Como {z,y}C -
V (S (D)) entonces (V.(T) \{z,y}) NV (B.). 7 ¢. Sea z € (V(I")\ {m;p}) v

V (B) #1$, comoiz ¢ {z;y} entonces [FT, )| = l = |Frp( )J de la definicién. . .-

de S7(D ) tenemos: que.: 11"5,(1))( ]& = NI‘EI( )\ Z1= iTg, ( )" - |FS(D){Z)‘
entonces I’ ( Yy UTs (2) € V(T), esto implica que toda la trayectoria G,

estd contemda en T'.-Sea A" = {a € A(D)/ la longitud de. 5, es al menos... -

dos y V(T V() # 6} v T = (T2 (U V(80)) ) U {(wse) e coer

a4 e =i(uyu)-€Al e d.es el color de §,}, T es:una zy—trayectoria-divigida -

. monocromatica en :S (D), lo cual es una contradiccién pues .y & Noy: ¥ es un .
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miicleo por trayectorias monocrométicas de S (D). Entonces en S’ (D) no existen
zy—trayectorias dirigidas monocromdticas. Por lo tanto N es independiente por

trayectorias monocrométicas en S’ (D). .

2. N es absorbente por trayectorias monocromaticas en $ (D). Consideremos z €
V (S (D)) \ N, veamos que existe alguna zN —trayectoria dirigida monocromati-
caen S (D). Size V(5(D)})), entonces por ser N un nicleo por trayectorias
monocromditicas de S (D) existe 7 una 2N —trayectoria dirigida monocrométi-

caen S(D). Sea T = T\{{u,b)/ b € A(D) nV{(T)} U U By 77
, be A{D)NV/(T)

es una zN—trayectoria dirigida monocromdtica en S’ (D). Supongamos en-
tonces que z ¢ V (S (D)), entonces existe a = (u,v) € A{D), tal que la lon-
- gitud de S, es al menos dos y z € V (8,). Tenemos que a € V (§(D)), si
a € N, entonces (z,,,a) es una zN—trayectoria dirigida monocromética en
5'(D). Sia ¢ N, como NV es micleo por trayectorias monocrométicas de S (D),
‘entonces existe 7' una ‘aN-trayectoria dirigida menocromdtica en S (D), sea

T =T\{(u,0) /b€ A(D)NV(T) }U U B, T es una aN—trayectoria
BEA(DINV(T)

- :dirigida monocromética en S’ (D), entonees (z, 8,,a)UT" es una zN .—“;cra,yecto'ria.
- dirigida monocromaética en S {D). Porlo tanto N es absorbente por trayectorias

- monocromaticas.

Conclufmos que N es un nticleo por trayectorias IhQnocrom&ticas de S'(D). m
‘Andlogamente al Teorema 5.10, una digrafica S (D) tiene un unico micleo por

-trayectorias monocromsticas si ) no tiene ciclos dirigidos monocromsticos.

Teorema 5.14 Sea L) una digrifica m—coloreada. Sv D no tiene trayectorias mono-

‘cromdticas infinitas exteriores ni ciclos dirigidos monocromdticos, entonces S’ (D)

- tiene un dnico nicleo por trayectorias monocromdticas.

"+ Demostracién.  Mostraremos primero que si D no contiene ciclos dirigidos

2 menecrométicos; entonces S'{ D) tampoco. Procederemos por contradiceidn, supon-

i vgaimes que C’ es un ciclo dirigido monocromético en S'(D). Sea

C= (c'\' U v (T5i0) (@) * Tsoy (@)

L egV(CONAD) ) aeV(CNA(D)-~ -

donde 3% = 8,\u'si‘a = (u,v) para alginv € V (D), es decir, si a = (u,v) € V (C)N

" A(D), a C! le quitamos la trayectoria §; excepto el vértice inicial, quedando.asf.sélo «...: .. .-

u y'v, y afadimios una flecha’ desde u hacia v;*ésta flecha del mismo. color que S, -
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resultando asi C un ciclo dirigido monocromdtico en D, lo cual s una contradiccidn,

por lo tanto S’ (D) no contiene ciclos dirigidos monocromaticos.

- Por el Teorema 5.10 S (D) tiene un tinico micleo por trayectorias monocromaéticas

N, Por el Teorema 5.13 N tamblen es nucleo por trayectorias monocromaticas de

$'(D).

Primero mostraremos que:

1. Todo niicleo por trayectorias monocromdticas de 5’ (D) también lo es de S (D).

Sea N’ un nicleo por trayectorias monocrométicas de S'-(D).

L1 N'CV(S(D))=V(D)UA(D). Supongamos que existe z € N'\(V (D)u

A (D)), entonces existe a = (u,v) € A(D), tal que z € V (8,) \ {u,a}. Sea
i-el color de a en D, entonces 3, es de color i. Sea Ty = (2, 8,,a), 71 es una

za—trayectoria dirigida de color 1 en S' (D), como z € N y N’ es un micleo

. por trayectorias monocrométicas de S’ (D)), entonces a ¢ N'. Entonces

1.2

existe " € N’ y Th una az’—trayectoria dirigida monocromatica en S’ {D},

en particular a # ', .como g(py (a) = {v} entonces.(a,v) € A(Th) y ésta .

-flecha es de color 7, asf 1 es de color 4. Siz = z' entonces 73 UT5 es un

camino dirigido cerrado monocromdtico que por el Teorema 1. 37 contiene

an ciclo dirigide y éste es monocromstico, pero esto es una contradiceion.

Supongamos que = # ', entonces 7 U 75 es una camino dirigido que por

.el Teorema 1.36 contiene una z’'—trayectoria dirigida y ésta es de color',

pero esto es una contradiccion pues z € N, z' € Ny N’ es'un micleo por
trayectorias monocromaticas de 57 (D). Por lo tanto N' C V(D) U A (D).

-N' es ihdependiente por trayectorias monocrométicasen S (D). Seanz,y €

- N'ry supongamos que existe 7' una zy-irayectoria dirigida monocromsti-

ca en S(D). Sea T = T\{(u,a) fa€ A(D) NV(D)}U U B

ac A{D)NV(T)

. ET és- una zy-— trayectorla dnlglda monocromatlca en S'(D ) .pero esto no

L es p081ble pues N'ies mdependlente poz trayectorlas monocromatlcas en:‘ \‘

1.3

- VS (DNAN, comoV(S.(D)) € V(S (D)) y N' es absorbente por trayee- = .-

_torlas monocromdticas en S’ (D) entonces existe 7" una zV'~— ~trayectoria

's'(D).

N' es’ absorbente por trayectorias monocromdticas en §(D). Sea z €

. «irigida monocromdtica en. S’ (D). Sea. T\ =. ( N\ ( 1 V8 )) U {(uyaj. .

ac A’

~decolori / a = (u,v)€ A €1 es el color de 3; };"Tres una zN'—trayectoria
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dirigida monocromdtica en S (D). Por lo tanto N es un conjunto absorbente

por trayectorias monocroméaticas en S (D).

Por 1.2 y 1.3 tenemos que N’ es mticleo por trayectorias monocrométicas de
S (D). Es decir todo miicleo por trayectorias monocromadticas de S’ (D) también
lo es de S (D). '

Ahora, como N es el unico nicleo por trayectorias monocromdticas de S (D)
entonces cualquier micleo por ‘trayectorias monocromdticas de S’ (D) es igual a N.

Por lo tanto S’ (D) tiene un unico micleo por trayectorias monocromaéticas. B

5.3 La Digréafica R (D)

En {37] se define a partir de una digréfica D, una nueva digrdfica denotada por R (D)
y se prueba que siempre tiene niicleo. En esta parte definimos la digrifica R’ (D) que

esuna generalizacién de la digréfica anterior para una digrdfica I} m—coloreada y

probamos que tiene nicleo por trayectorias monocromaéticas si [ no contiene trayec- - - ::

torias monocrométicas infinitas exteriores, €sto como una consecuencia inmediata del - : .

Teorema 5.13.

Deﬁhicidn 5._15'_ Sea D una: digrifica.m—coloreada. Dada una digrifica S’ (D) de -

D, definimos la correspondiente digréfica R’.‘(D) de D, como la digrdfica m-coloreada

tal que
R(D)y=S"(D)uDuU |J A,

acA(D)

donde para cada o € A{D) sia ={u,v) y es de color.i entonces A, es un conjunto .-

de Bu—flechas de color i donde B =V {(8,) \ {u, a}.

Es decir R' (D) se obtiene.a. partir:-de .S’ (D) afiadiendo una copia de’D, y sl cwon

a € A(D), a = (u,v) y.és.de color i;se afaden algunas flechas de color ¢ o minguna::
desde los vértices de la: respectiva:tiayectoria 0.\ {u,e} hacia v. En la figura 5:12%
mostramos un ejemplo:dewuna:digrafica. R%( D) obtenida-a.partir de la digréfica .5 ( D«

de la figura 5.11.

- ;Mostraremos qie’la ceiradura:transitiva de la digréfica R’ (D) es isomorfa a la« e

cerradura transitiva dela-digrdfica S* {D) de la cual se.obtiene y por lo tanto.si-Donas. -

- ‘tiere-trayectorias monoecromdticas-infinitas exterioresi'entonces R’ (D)-tieng hucleos *

por. trayectorias monocromaéticas:. -
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Figura 5.12

Teorema 5.16 Consideremos una digrdfica §' (D) de una dz'grdﬁba m— coloreada D.
81 R' (D) es obtenida a partir de S’ (D)} entonces € (S’ (D)) = € (R’ (D)).

B Demostracic‘)n - Como R'(D) =S (D)UDU |J A, entonces €(5'(D)) es
. acA{D)}

una subdigrafica de € (R’ (D)) Ahora veamos que € (R' (D)) es una Subdigréﬁcet{de

¢ {5 (D)). |
Mostrarermos prlmero que R’ (D) es una subdigrafica de € (S’ (D)). De Ia defim—

cién de R’ (D) basta mostrar que AU |J A, C A(C(S(D))) donde A = {a E

acA{D)
A(R(D))/a € A( )} Sea o€ A(H'(D)) tal que a € A(D), supongamos que

"a = (u,) es dé colord, y.que 8, = (u=2g,..,zx =a), sea j € {0,.,% =1},

entonces (zj,0,,a) U-{a,v) es una z;u—trayectoria dirigida de color i en S’ (D},

por lo tanto-(z;,v) € A(C(S(D))), en particular {a} UA, C A(C(S"(D))), asi

AU | A CA(C(S (D)) Porlo tanto ' (D) es una subdigréfica de € (5" (D)).
acA(D) :

Por el Teovema 1.53 la caradura trausitiva de la cerradwa transitiva de uoa digd-

fica m—coloreada es igual‘al la cerradura transitiva de la digréfica, esto implica que
(‘,‘(R"(D)) esuna subdigrdfica de € (S (D)). Por lo tanto € (S (D)) = €(R'(D)). =

Corolarm 5. 17 Sea D, una dzgmﬁca m—coloreada. Si R (D) es. obtemda a partzr de

S (D), entonces S’( ) J R’( ) tienen el mismo, numero de nucleos por tmyectomas __

monocmmatzcas L pcmfzcular .sz D ne tzene tmyectonas mﬁnzta,s ea:temores-entonces :

R (D) tzene nuciso pov" tmyectorms monocromatzcaa

Demostracmn. - De acuerdo al Teorema 1.54 el mimero de niicleos por trayecto-

rias mnonocrométicas-de: una- digrdfica coloreada es igual al' mimero dé-niicleos-de:su

cerradura-transitiva.y: dado que €S (D))= € (R’ (D}) por el Teorema 5:16, entonces.

S (D) y R"{(D)-tienen el mismo mimero de micleos por trayectorias.monocromdti-

cas. Ahora, si-12 no-tiene trayectdfias infinitas exteriores, por.el Teorema 5.13 S (D)

TESIS CON
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' tiene micleo por trayectorias monocrométicas, por lo anterior R’ (D) tiene miicleo por -
trayectorias monocromdticas. m 7
Por dltimo, otra consecuencia del Teorema 5.16 es la unicidad del micleo por
trayectorias monocrométicas de una digrifica R’ (D) cuando D no tiene ciclos di-
! rigidos monocromaticos ademss de no tener trayectorias monocromaiticas infinitas

exteriores.

Corolario 5.18 Sea D wuna digrifica m—coloreada. Supongamos gue D no tiene
trayectorias monocromdticas infinitas exteriores ni ciclos dirigidos monocromdticos.
Consideremos una digrdfica S’ (D) de la digrifica D, si R' (D) es obtenida a partir
de S’ (D), entonces R (D) tiene un dnico nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion. : Por el Teorema 5.13, 5 (D) tiene un tinico nticleo por trayecto-

‘rias monocrométicas entonces por el Corolario 5.17 £/ (D) tiene un dnico ndcleo por

trayectorlas monocromsticas. B

54 La Digrafica Media de una Digrafica m-Coloreada -

“En [37] se demuestra.que la digréfica media de cualquier digrafica siempre tiene niicleo,

“en esta seccién definimos la digréfica media de una digréfica m-coloreada y probamos

que tiene-niicleo por:trayectorias monocrométicas si la digréfica original lo tiene.
En [25] se define la-digrdfica de lineas de una digréfica y la coloracién interna de

la digrdfica de lineas de una digrifica m—coloreada.

Definicién 5:19 La -d’ibmﬁca' de lineas de una digrifica D es la digrdfica L (D) tal
que V (L (D)) (D) ‘g para cualesquiera h,k € V (L(D)) eziste la flecha (h, k) en
L(D) siy “s6lo si los cowespondventes arcos h y k inducen una tmyectomm dirigida

en D £s deczr et ea:tremo ﬁnal de h es el ‘extremo inicial de'k.

D‘eﬁﬁicién‘f-5.20‘?Sezi"‘D‘s-ﬂﬁa:-'d-igrdﬁcd mi-coloreada y L (D) st digrdfica:de.lineas;
la m-coloracion interna de L (D) es la coloracion de flechas de L (D) definida a
S coptinuactdn: - i hessina flecha de D de eolor ¢ entonces: cualquier flecha de L (D)
de la forma (z;h) -en L (D) también tiene.color c. ‘ |

Definiciéii-5.21% Dada D una digrdficami-coloreada, definiimos'la - digrafica media
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@ (D) de D, como la digrifica m-coloreada tal que

VD) = VID)JVAD) y |
{2} x Tp;(z) siz eV (D),

Towpyi(z) = {v} siz=(u,v} € A(D) yveTp;(u)
oy xTp;(v) siz={(uv)e A(D).

Gréficamente podemos considerar que &) (D) se obtiene a partir de la digrafica.
subdivisién S (D) de D, definida en la seccién 5.1, afiadiendo sobre los vértices de
S (D) que corresponden a flechas de D la digréfica de lineas de. DD con la coloracién

- interna. En la figura 5.13 inostramos la digréfica media de la digrafica D de la figura
5.1.

v.
| QD) :
. oA
y
(uv)e—>e fyw) o
AV i
g N &2
[ 3 < 3w E‘:q:
(w,u) B~
Figura 5.13
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En el ejemplo anterior. vemos que D y @ (D) no tienen ntcleo por trayectorias-
- monocromaticas. En el Teorema 5.26 demostramos que sl D tiene niicleo por trayec-
torias monocrométicas entonces @ (D) también. Para la demostracién de éste teore-
ma resultan titiles los siguientes lemas que se refieren a algunas relaciones entre una
: digré,ﬁca m—coloreada y su digrafica media.

Lema 5.22 Sea .D.,il'ana'digrdﬁca m—coloreada. Sia,be A(D)yT ésund ab—trayec-
toria dirigida-de-color i de longitud minima en Q (D) entonces V (T) CA(D)

© Demostracién.. Procederemos por contradiccién, supongamos que =

(. = 3,
Tay w5 T = b) iy que-para algun § €4{2,...,k — 1} z; ¢ A(D), es'decit zjmeiV (D).
Por definicién de @ (D), xj—1 y x4 corresponden a flechas de D de color ¢ y para
algunos' u,v &V (D)y2;0, = (u,z;)°y T4 = (5;v), nuevamente: por-definicion
de Q (D} tenemos que (z;.1,7,.1) 65 una flecha de @ (D) de-color-i. Por lo tanto
T = {T\a; U (Tj-1, Tixi) €5 una ab—trayectoria dirigica de color4en @ (D) de menor

longitid que T;'lo cual s una contradiccién. Por lo tanto V.(T0)«: A (D). & .
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Lema 5.23 Sea D una digrafica m—coloreada y sea T una ab—trayectoria dirigida
de color i en Q (D). Supongamos que V (T) C A(D}, a = (u, s) y b= (t,v} entonces

existe en D una sv—trayectoria dirigida de color 1.

Demostracién.  Supongamos que T- = (a = ay, ag, ..., a = b), entonces para
cada j € {2, ..., k} tenemos que a; € I'g(py; (aj-1), asi por definicién de Q (D) a; es de
color i en D. Por otro lado, aplicando nuevamente la definicién de (2 (D) tenemos que
para cada ! € {1,2,....k — 1}, existe v, € V(D) tal que para cada j € {2, vk —1}
a; = (v;_1,7;). Como a; = a = (u,s) entonces v; = s y como ax = b = (t,v)
por la definicién de @ (D) bk_l = t. Por lo tanto (s = v;,vs,...,U_1 =1,v) es en D
un sv—camino dirigido de color 4 el cual, por el Teorema 1.36, contiene en D una

su~trayectoria dirigida de color . m

- Lenia 5.24 Sea D una digrdfica m—coloreada y sea T' una wv—trayectoria dirigida

‘de color i en D, entonces eziste en Q (D} una uv—trayectoria dirigida de color i.

; __-:Demostracidn Supongamos que ' = (u = vy, v, ..., vk = v), para cada .j €
(o { i, k} como (vi_1,v;):€ A (D) sea a; = (vj-1,v;). Por definicién de @ (D) tenemos
= q_l_}e (G’..g., ...yG3) €8 Una trayectoria dirigida de color 7 en @ (D) asf como (u, az) ,{ax, v) €

A (Q (D)) y son flechas.de color 4, por lo tanto (u, as, ..., aj, v) es una uv—trayectoria

- “ dirigida de color i en Q (D). ®

Lema 5.25 Sean u,v € V (D) y T una uv—trayectoria dirigida de color i en @ (D),

entonces existe en D una uwv—trayectoria dirigida de color 1.

Demostracion. -Su’pongamos que T = (u ='m1,x2, X =), POT deﬁnicién
de @ (D) toncinos que @y ¥ @p_1 dormsponden o flechas de color ¢ de Dy exis-
ten s,t € V(D) tales .que z2. = ({u,8} v 25—1 = (t,v}. Como (zq,7, mk_l)‘ es unal
ZaZj_1—trayectoria dirigida decolor ¢, podemos considerar 7" una zqzy—; —trayectoria
dirigida de. color ¢ de Jongitud minima en Q (D}, por el.Lema 5.22 V (T").C A (D),
por el Lema 5.23 existe 7' .en: D una sv—trayectoria dirigida de color ¢, entonces en
D tenemosique {u; ST es un uwv—camino dirigido que por el Teorema 1.36 contierie

una uv— trayectorla d111g1da decolorz. m: "

.Teorema 5.26 Sea" D una d;gmﬁca m—coloreada y sea @ (D} la’ digrificd media de
D. Entonces el nimero de micleos por trayectorias monocromdticas de D -es menor
o igual al nimero de miicleos por trayectorias monocromdticas de Q (D).

Demniostracion:: Sea: N' un'micleo por trayectorias moriocromaticas de D, pro-

baremos que V- @5 iin. nticleo por trayectoria§ monocromaticas de @ (D).
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1: N es independiente por trayectorias monocrométicas en ¢} (D). Sean u,v € N,

supongamos que existe en @ {D) una uu—trayectoria dirigida monocromaética.

Como N es nicleo por trayectorias monocromaéticas de I entonces u, v € V (D},

por el Lema 5.25 existe en D una wv—trayectoria dirigida monocromaética, lo

cual es una contradiccion pues u,v € N y N es independiente por trayectorias

monocromdticas de D. Por lo tanto no existen en ¢ (D) uv—trayectorias dirigi-

das monocromadticas. Asf N es independiente por trayectorias monocrométicas

en (D).

2. N es absorbente por trayectorias monocromdticas en Q (). Consideremos z €

V{@Q (D)) \N, veamos que existe alguna zN—trayectoria dirigida monocrométi-
ca en @ (D), tenemos dos casos z € V(D) 6 z € A(D).

'?faso (a)

Siz € V(D), como N es nicleo por trayectorias monocromaticas de D
tenemos que existe en D una zv—trayectoria dirigida monocromaética para

algiin v € N, por el Lema 5.24 existe en Q) (D} una zv—trayectoria dirigida

" monocromética. Por lo tanto existe en ¢ (D) una zN—trayectoria dirigida

- Caso (b}

+ por el Teorema 1.36 contiene.una zw—trayectoria dirigida que-es de color 7:-

- Por lo tanto'existe'en Q{D) una iz N —trayectoria dirigida monocromatica. - . : -

monocromatica.

Si oz E‘A(D), sean u,ﬁ ‘€ V(D) tales que z = (u,v). -Supongamos que +

v € N, por definicién de Q (D) tenemos que (z,v) € A {Q (D)), por lo tanto

(z,v) es una zN-—trayectoria dirigida monocromdtica en @ (D). Supon-

“gamos que v ¢ N, por el caso (a) existe T" en @ (D) una vw—trayectoria

dirigida monocromaética para algin w € IV, sea ¢ el color de T". Supongamos
que T = (v=um,22,...,2% = w), por definicién de @ (D), z» € A (D),
xp = {v,s) para algin s € V (D) y z; es de color i. Como z = (u,v),
entonces por definicién de @) (D), (z,z2) € A(Q (D)) y es una fecha-de

color 4. Por lo tanto (z;25) U (3:2,."T, w) es un camino dirigido en Q (D) que

Ast'N es absorbente por trayeetorias monoerométicas en @ (D).

Conclufmos que N es un nicleo por trayectorias monocrométicas de @ (D). Por

TEGIS CON
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lo tanto todo miicleo por trayectorias monocrométicas de D es. miicleo por trayectorias - ot - o

monocromdticas de Q (D), asf el niimero de micleos por trayectorias monocrométicas .. .

de D es-menor o igual-que el nimero:de, micleos por trayectorias monocrematicas-de ... - -

QD). =
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En la siguiente nota mostramos que la desigualdad mencionada en el teorema
anterior puede ser estricta, es decir el niimero de miicleos de una digréfica m—coloreada
puede ser menor estrictamente que el mimero de nicleos de su digrafica media. Sin
embargo una condicién suficiente para que se dé la igualdad es que D no tenga ciclos

dirigidos monocromaticos, esto es el Teorema 5.31.

Nota 5.27 Consideremos a D un ciclo dirigido monocromdiico de longitudn, en esta
digrifica cada vértice forma un nicleo por trayectorias monocromdticas, por lo tanto
tiene n nicleos por trayectorias monocromdticas. Su digrdfica media Q) (D) consta
de 2n vétices y como contiene un ciclo dirigido monocromdtico de longitud 2n, cada

uno.de sus vértices también forma un nidcleo por trayectorias monocromdticas, figura

- 5.14. Por lo tanto el nimero de nidcleos por trayectorias monocromdticas de D es

estrictamente menor que el nimero de micleos por trayectorias monocromdticas de

Q (D).

D | oo)
/’
- [ ‘\‘: I\T/t, 1 ’s. |
. II\ .
\‘/—’ | Ol\'% I2,./1;}.

Figura 5.14

Los siguientes lemas resultan utiles para la demostracién del Teorema 5.31.

- Lema B5.28 Sea D wuna digrafica m—coloreada y sea Q (D) la digrifica media de D.

T8 Chles un ciclo dirigido de color i de longitud minima en @ (D) entonces V (C) G

A(D).

i Demostracién: Procederemos por-contradiceién: Supongamos que C' = (zg, 27,

o Th-1, %) ¥y que V(C) € A(D). Si k = 2, supongamos sin perder generalidad que

watpyg A(D); es deeir 35 € V(D ) por-definicién’ de Q( D); x| corresponde s una flecha - -++v
de D de color 4. Como (xg,z:) €-A(Q (D)) vy (zi,z0) € A(Q (D)) entonces para’ ..
algunos u, v € V-(D), x; = {zgru)y oy = (vizs), entonces oy = (z4,2) lo-cual noes: =« i

posible, por lo tanto V (C) C A(D). Supongamos que k > 3 y seaj'€ {0, ..., k= 1} v o
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tal que z; € A(D), es decir z; € V (D), por definicién de @ (D) tenemos que z;_;
y ;41 corresponden a flechas de D de color 4 (la suma en.los indices es tomada,
médulo k) y para algunos u,v € VD), £;01 = {(u,z;) ¥ Tjy1 = (2;,v). ‘Nuevamente
aplicando la definicién de @ (D) tenemos que {z;.;, T;+1) s una flecha de Q (D) de
color 4. Por lo tanto ¢’ = (C\z;)U{z;-1, z;+1) es un ciclo dirigido de color i en Q (D)
de menor longitud que C, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto V (C)c A(D).

Lema 5.29 Sea D una digrifica m—coloreada'y sea Q (D) la digrifica media de D.
Si D no tiene ciclos dirigidos monocromdticos entonces Q {D) tampoco tiene ciclos

dirigidos monocromdticos.

Demostracion. Procederemos por contradiccién. Supongamos que @ (D) tiene
";Ealgﬂn ciclo dirigido monocromadtico, sea de ¢’ uno de longitud minima y sea i el color
de C. Por el Lema 5.28 V (C) C A(D), supongamos que C' = (ag, a1, ..., Gs—1, Gg).
Por definicién de Q (D), para cada [ € {0, ..., k}, existe v tal que para cada j €
{0, E—1} aj'= (v39541) ¥ U = vp. Como a1y € Ty (a;) entorices a;,; es de
color 4 en D (la suma en los indices es tomada mdédulo k)_para,toda Jed0,..,k—1}
Entonces {vp, 1, ..., Uk = vg) €s en D un camino dirigido cerrado de color i el cual por
el Teorema 1.37 contiene un ciclo dirigido de color i, pei"o esto es_'uﬁa contradiceién
" pues D 1o tiene ciclos dirigidos monocromaticos. Por lo tanto @ (D) no'tiene ciclos

dirigidos monocromadticos. m

Lema 5.30 Sea D una digrdfica m—coloreada y sea Q (D) la digrifica media de D.
Supongamos que D no tiene ciclos dirigidos monocromdticos, si N es un nicleo por

trayectorias monocromdticas de Q (D) entonces N C V (D).

Demostracion: .  Procederemos por contradiccién. Supongamos que existe
a €N NA(D), seat u,v. € V(D) tales que a = (u,v). Por definicion de Q (D)
tenemos que (@ 2 e A (Q (D)) entonces v ¢ N. Como N es 11ucleo por. trayectorlas

© monocromdticas:de:@:() existe T.una. vz—tr ayectoria dlrmda monécromética en ..

Q (D) para‘algin z €N Supongamos que T = (v = y,T3, ..., Ty 742} Y.que T es de
o color 1. CombwieV-(2) por definicion de @ (D) tenemos que wo:€:A(D)sixy = (v, w)
para algin w.€ V (D) v es de color 4, entonces aplicando nuevamente la definicién

‘ deQ (D) téilelﬁOS"_CILié'(a, Ifg) e A (Q (D)) ¥ es una flecha de COlOI‘ i-figura 5.15. 8§ o e

-z 5% o entonces (a,x2) U (22,7, z).es un camino dirigido:en @ (D) de color £ que por .. -

gl Teorema 1.36 contiene una az—trayectoria: dirigida que es-de color %, pero.esto.no.. .~ -

# gs posible pues a;z € N, y N es independiente por trayectorias: monocromdticas. Si 2%
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z == g, entonces (a = z,T3) U {xs, T, z) es un camino dirigido cerrado en @ (D) de

color

i que por €l Teorema 1.37 contiene un ciclo dirigido que es de color ¢, pero por el

Lema 5.29 Q) (D) no tiene ciclos dirigidos monocrométicos. Por lo tanto N C V(D).

Fn Q(D):
(v,w)

'ux].”

a.:(%%’)'% 7'%0/7.\‘/:-.\1 =z

Figura 5.15

Teorema 5.31 Sea D una digrdfica m—coloreada y sea Q (D) la digrifica media de
D. Supongamos que D no.tiene ciclos dirigides monocromdlicos, entonces el nimero

de milcleos por trayectorias monocromdticas de D es igual al nimero de nidcleos por

trayectorias monocromdticas de Q (D).

D

emostracion: - En virtud del Teorema 5.31 basta demostrar que tode micleo por

trayectorias monocrométicas de @ (D) es un micleo por trayectorias monocromaticas

de D.

N C

1.

Sea N un micleo por trayectorias monocromaticas de (D), por el Lema 5.30
V(D). '

N es independiente por trayectorias monocromaticas en L. Procederemos por
contradiccion. Supenganos que existe una wv—trayectoria dirigida monocromati-
ca en D con u,v € .N , por Lema 5.24 existe en @ {D) una uv—trayectoria
dirigida monocromdtica, pero esto no es posible pues N es independiente por
trayectorias: monocrométicas en @ (D). Por lo tanto N es indeperidiente por

trayectorias m‘ono_crométicas en I}

N:és absorbente: poi-irayectorias monocromaticas eniD. Sed w-&vV (D) \N,
veamos qite’existe alguna ulN —trayectoria monocromatica en Di:Como Nies ab-

sorbente por trayectorias monocrométicas en ¢} (D) entonces emste en @ (D) una

S uvttrayectoria’ dirigida monocromética para algin v €N, cono u,v-€V (D)

- aplicando el Lema 5.25 existe en:f-una uv—trayectoria-dirigida monocromética,

“por lo” tanto existe enD ina uN=tr ayectoria chrlcrlda monocromdtica. Asi N

" es-absorbente por trayectorias monocromaticas enD..
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Conclufmos que N es un miicleo por trayectorias monocrométicas de -D. Por lo
tanto todo nicleo por trayectorias monocromaticas de @ (D) es niicleo por trayectorias
monocrométicas de D, esto y el Teorema 5.26 implican que el niimero de nriclecs por
trayectorias monocromdticas de D es igual .que el nimero de nicleos por trayectorias
monocromdticas de @ (D). =

55 La Digréﬁca. Total de una Digr.éﬁca m~—Coloreada

En [37] se define a partir de una digrafica D la digrifica total de D, denotada,.por
T (D), y se dan algunos resultados sobre la existencia de micleos para esta nueva di-
grifica. En esta seccidn definimos la digrdfica total para una digrédfica D m—coloreada

y probamos que el numero de micleos por. trayectorias monocromaticas de esta di-

grifica es igual al niimero de nicleos por trayectorias monocrométicas de D si D no -

contiene ciclos dirigidos monocromaéticos.

Definicién 5.32 Sea D una digrdfica m—coloreada. Definimos la digrifica total
de D como la digrifica T (D) m-coloreada tal que '

T(D)=Q(D)uD.
En la figura 5.16 mostramos la digréfica T (D) correspondlente a la dlgraﬁca D
de la figura 5.1.

T(D)

/—“‘_:l@—"'““

Ay

.~ Figura 5:16 -

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN |

Mostraremos que la-cerradura-transitiva de la digraficaT (D) y la eerradura - == o o

transitiva de @ (D) son.iguales para asf tener una relacién entre el nimero.de.mj- .. ..

cleos por trayectorias:menocrométicas de Dy el mimero de niicleos por trayectoriag--

mornocrométicas de 70 (D) usando los teoremas 5.26 y 5.3L..
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Teorema 5.33 Sea D una digrifica — coloreada, -entonces €(T (D)) = €(Q (D)).

Demostracién. Como T'(D) = Q (D} U D entonces € (Q) (D)) es una subdi-
grafica de € (T (D)). Ahora veamos que € (7' (D)) es una subdigrifica de € (Q (D)).
Mostraremos primero que T (D) es una subdigrifica de @ (¢ (D)). De la definicién
de T{D) y como V (D) C V(Q (D)) basta mostrar que A (D) C A(C(Q(D))). Sea
a € A(D), supongamos que a = (u, v} es de color 4, por definicién de Q (D), (u, a,v) es
una uwv—trayectoria dirigida de color 7 en @ (D), entonces a = (u, v) € A(€ (Q (D)))
y es de color 7. Asf A(D) C A(€(Q (D)) v por lo tanto T'{D) es una subdigrafica
de ¢ (Q (D). Esto y el Teorema 1.53 implican que € (T (D)) es una subdigrafica de
€ (Q(D)). Por lo tanto € (2'(D)) = €{Q(D)). m | .

Corolario 5.34 Sea D una digrifica m~ coloreada. El naimero de nicleos.por trayec-
torias monocromdticas de D es menor o igual al nmimero de nicleos por trayectorias
monocromdticas de T (D). Y si D no tiene ciclos dirigidos monocromdticos entonces

T (D) y D tienen el mismo numero de nicleos por trayectorias monoecromdticas. .

Y Demostracién. " Por el Teorema 1.54 el nimero de nicleos por trayectofias '
‘ fmonocromaﬁticasfde @ (D) es igual al niimero de nicleos de € (Q (D)), entonces por
2‘ el Teorema; 5.33 este niimero corresponde al niimero de ngcleos de € (T (D}) y por lo
; ta.nto,"aplicand'o nuevamente el Teorema 1.54, corresponde al niimero de miiclecs por
tl'ayebtorias monocrométicas de T (D), por lo tanto Q (D) y T (D) tienen el mismo

" "niimero de micleos por trayectorias monocromaticas. Asf, aplicando el Teorema 5.26

- tenemos que el mimero de micleos por trayectorias monocromaticas de D es menor

o ignal al ndmero de micleos per trayectorias monocromdticas de 7' (7). Por otro
“lado, si D no tiene ciclos dirigidos monocrométicos entonces aplicando el Teroema

5.31 T (D) y D tienen el mismo nimero de niicleos por trayectorias:monocrométicas.

+-5.6% Extensiones -de Digraficas m-Coloreadas..is 15,

- En:21] H. Galedna-Sdnchez y V.»Néumann Lara prusban qlie-cnalgquier digrafica 1., -
niicleo perfecta es una subdigrdfica inducida de una digrafica micleo imperfecta critica,
A ATn dé ﬁﬁ“-ﬁﬁfﬁeréf infinito de ellas: Tomando como referentia elb4rabajo anterior, -
- enslarseecion-D.6- definimos una extension de digra’.ﬁ_cas,;-.mjreoloreadas queé preserva . ..
""""""nﬁél'é"o‘s"'ﬁéirf*“t;fayect(jrias monoctomaticas. Otro tfra-ba:jo.fde"fexbeﬁsiones de digrdficas = .-

" nveleo petfettas a digraficas micleo'imperfectas criticas es {14]. deH. Galeana Sanchez. .-«
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5.6.1 .Sistemas y Extensiones - .

Deﬁmcmn 5.35 Sea Dy una digrdfica m— coloreada. Una cuadmpla .5’0 (€ ('DD) LU,

Uy, U_) es Hamada un sD—szstema (sobre Dq) st satz.sface

(i) U, Uy y U_ son conjuntos de vé'r‘tz'ces con lo misma cardinalidad y U C V (Dq),

(i1} V (Dg) U+ y U_ son conjuntos mutuamente ajenos,
(1ii) € (Dq) es la cerradura transitiva de Dy,

(iv) Siu € U, no existen ciclos monocromdticos en. Dy que contengan a u.

Con respecto al ltimo inciso de esta definicién es equivalente pedir esta condi-

cién en.Dy que en € (Dp).como se muestra en los siguientes lemas. Por esto tltimo

utilizaremos la propiedad en Dy ¢ en € (Dp) segiin nos convenga.

Lema 5 36 Sea D una dagmﬁm y Se0 C un caminoe dzmgtdo cermdo dmgzdo en D
Entonces para cadau € V- (C‘) eziste un ciclo dirigido contenido.en C que pasa por

1.

: Demostfacién Sea u € V{0, procedereriios por mduccmn sobre ! (C’) Ia

© longitud de G -Si Z(C’._) = 2! entonces C es el ciclo dirigido que andamos buscando
Supongamos que el resultado se cumple si { (C) < n. Supongamos ahora que l (C) =

n + 1. Podemos con&derar a C como C = (u=zp,21..., Zne1 = ), S zJ # 2z para

cualesqulera ik € {1, 2 n + 1}, tales que j ;é k, entonces G €s el cmlo d1r1g1d0

buscado. Supongamos que euqten ..ke{l1,2,..;n + 1}, tales que 7 % A Yy zj = L.
Sea jo = mm{g /1< <j <y z = 2 para algun k: > 7}, sea k > jo tal que Zjo = Zky
entonces C” = (u = zu, 21y g = Zhy Bkt 1y ey Bn = u) es un cammo cerrade d1f1g1do
contenido en C'y de lontrltud menor que la Iongltud de C , por 111péte51s de mducmcm
- C*:contiede un ciclo dirigido.-que pasa por u y este mismo ciclo estd contenido en C.

Lema 5. 37 Supongamos qne D es una dzgmﬁca m— coioreada Y QZ( ) 5l cermdum
tmnsztwa "Seq'E V( ) entonces existe en D un ciclo dmgﬁdo de' éolors i e pasa

por . st y sdlo si existe en € (D) un ciclo dirigide de color 1 que pasa- por .

Demostracion:. . Supongamos que existe en D un ciclo dirigide.de color 1 que

~pasa-por s entonces. por- la definicién de: € (D) este anismo;ciclo-dirigido existe. en

¢ (D). Aliora Supongamos que existe en: € (D) .un, ciclo.dirigido € ide color. i que -

TESES o
FALLA DE ORIGEN
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pasa por u. Si C = (u == 2,21, ..., 2, = u), entonces por definicién de la cerradura
transitiva, para cada j = 1,2, ...,n existe en D una z;_;z;—trayectoria dirigida de
color '7,', la unién de todas estas trayectorias es un camino cerrado dirigi.do_ de color 4
en [ que pasa por u, por el lema 5.36 este camino contiene un ciclo dirigido de color
i que pasa por u. ® o

Si Sy = (€ (Do), U, Uy, U-) es un Sp—sistema denotamos por u4 (resp. u_) el
vértice en U, (resp. U_) que'cor'responde au € U para cﬁa,lquier biyeccién ﬁja de U
a Uy (vesp. de U a U_).

Definicién 5.38 Si S = (€ (Do) , U, UL, U_) es un Sy—sistema, donde Dy es una
digrifica m- coloreada, definimos la multzdzgmﬁca m~ colo*reada 5o (S{,) como sigue:

v (so (S{])) = ( (Do) \U) U U+ UlU_,ydezaw hqyﬁecha, de color i si y sdlo
si: '

(z) zweV (DO) \U y ewiste una ﬂecha dez aw en QT(DO) de color i, &

(i) z € V (D) \U, w=v_ para algun v e U y existe una flecha de z av-en (’:(Do)

.de colori, 6 .

o (i) 2 = uy. para alginu € U, w € V (Do) \U y existe una flecha dev.aw en € (Do)

de colori, ¢

: (iv) z = us yw = v_ pare algunos u,v € U y existe una flecha de u a v en €(Dp)

" de color i. |
. jDeﬁnicién 5.39 Un 5-sistema es una cuadrupla S = (S’}J, E,é(;,?:[:) donde:

(i) Sy = (€ (D[j) U U, IU_) es un Sy—sistema y U, y U~ son multzdzgmﬁcas m-
coloreadaa mles gueV(U) u_, v ( ) U,,

- (#) B = '-{ﬁ /UEU}eS un conjunto de trayectorias dirigidas, ~mutuamente age-
nas, donde. cada ﬁ ‘es-une u_uy —trayectorie dirigida coloreada de- longztud por
posatwa mz que 1% ({3’ ) ny (sg (SO)) = {uf,uT}

-(ii1) “para cada’u- €U ciialesquiera dos flechas consecutivas de B, tieren diferente
color y la flecha de la trayectoria B, que incide desde u_ (resp. hacia uy.) tiene

" color diferente de las que inciden hacia u (Tesp. de_s_de_ ) en Dg.

~Notemoy ‘qiie posiblemente seart necesarios m +1-colores  para Fas'trayectorias en. +*

8. piia e e satisfaga la condicion'del inciso’ (iii) de la-definicion de 5—~sistema.

-
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Definicidén 5.40 Sea ;Do una digrifica m~ coloreada. St S = (§0,5,ﬁ+,ﬁ_) es un
s-sistemna definimos la multidigrifica coloreada g(g) como: - |
g(g) = 3’0 (50) U Uue(jﬁu UZ:L_ U&_
A la multidigrdfica 5 ( ) le llamaremos una ea:tenszon de Dy.
Notemos que st U = ¢ entonces 5 (go) = fs"(g) = €(Dy). Y con respecto al
inciso (iii) de la definicién de §—sistema, en E(g) tenemos que para cada u € U la

flecha de la trayectoria Eu que incide desde w_ (resp. hacia u.) tiene color diferente

de las que inciden hacia u_ (resp. desde u,.).

5.6.2 Extensiones y Ntcleos por Trayectorias Mo_noCrométicas

En esta parte demostramos que bajo ciertas condiciones, una extension de una digrs-

fica m—coloreada tiene nicleo por trayectorias monocromaéticas.

Definicién 5.41 Diremos que la multidigrdfica’s (§ ) satisface la condicion (A) si;

de uy a vy existe flecha de color i .en L{+ o deu_ av_ existe flecha de color i en L{_,.

implica gue desde © hacia v existe flecha de color i en (‘:(DO)

Definicién 5.42 Definimos una funcicn g que nos regresa los vértices de.la extension

a los vértices de Dy, es decir:

g V(5(3)) — V(Dy), donde
| stz = U 6z =uy
2 sizg U UUL

Nota 5.43 Notemos .gu:e 515 S ) satisface la condicién (A) y f es una zw-ﬂecha'en__ ,

5(8) de color i, o z,w ¢ (Uueo V. (B) \ (U3 UUL)) (es decir 2,w € V(@(Z0))); -
entonces existe en € (DD) una flecha desde g (z): hacia g (w) de color. 4y por lo tamfo;; =

en Dy una g(z) g{w )—tmyectoma dmgzda de color i

Algunas prof)iedades de 'la multidioTéﬁca 3 (S ) con respecto a trayectonas dll‘lﬂ'l-

das monocromaticas se enuncianen la siguiente proposicidn.

P1 0p051c10n 5 44 SeaS (SO g, Z/{+,L{_) um 8- -sistema dona’e Sg ( (Do) U U_,

U_). Supon-g_wmoa-;guc 5(8) satisface la condzc;mn (A) entonces::
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1.. Cualquier U_U, —trayectoric dirigido en § (S") contiene una trayectoria Bu pam:r

alpinu € U.
2. 851 T es una zw-trayectoria dirigida monocromdtica en §(§) de longitud al

menos dos, e'ntonces V(TN (uuegv (Eu) (UL U U_)) = ¢.

3. Para cualquier v € U no existen trayectorias dirigidas monocromdticas en § (g)

entre Uy Y U_.

4. 8T es una zw-trayectoria dirigida de color i en ’s"(g) de longitud al menos
dos, entonces z,w € V (Eg (gg)) y existe una g (2) g (w) —trayectoria dirigida
de color i en Dy. : .

5. 8iT es und u_z-trayectoria dirigida monocromdtica en E(g) y'ﬁu = (u. = 2,
Z, e, 2y = Uy ), entonces z =2, 6V (T) C U_.

6. 8iT és una zw-trayectoria dirigida de colori en’§ (§ ) talquez e V (30 (gg)) \
U_ entonces'V (T)N (UueUV (Bu) \ (U, U U_)) = ¢ y eziste una g (2) g (w)-tra-

- yectoria dirigida de color i en Dy. : L e

Demostracion. -

1. Sea T una v’ —trayectoria dirigida en §(§) conv € U_ y v € U,, supon-—
gamos que 7' = (v = 20,21, ..., 2, = ¥'), s€8 Jo =min{j / 2;:1 ¢ U_} y sea j; =
min{j > jo / 2; € Uy}, ast, 2z, € U_, 25011 € U_, y z;, € Uy. Consideremos
ahora Ty = (24,1, 25 ). Sea u € U tal que z;, = u_, por construccién de la
nwltidigrdfica s (g) lag tinicas adyacencias desde w_ son hacla vértices en Ul y
hacia el vértice correspondiente en la trayectoria g, como zj,41 € U_ entonces
Zior1 EV (ﬁu) y como z; € U., B, estd contenida en 7j. Por la eleccidn del

vértice.z;; , éste.debe ser uy y por lo tanto Ty = Bu -Asi Bu estd contenida en T':

2, Supon'gamqsf.'(_iue-T es una.zw-trayectoria dirigida de colorid.en s (g ) de longitud - -

211'11'1"311@'8.‘(105;_‘,‘.;‘5;:62“14'..17 g (UU'E‘.'UV (Eu) \ (U U U_)) . es decir =:"z:;el':T/Af (,Su)\ {ug, u_
- paraalgin.u€ U. Como las tnicas flechas:que inciden en:z pertenecen a -.

: .

la trayectoria. Eu y éstas son de diferente color, entonces z no puede ser un
vértice -interio de T Si z- fuera el vértice:z, el siguiente vértice .a z en la -
_.trayectoria T serfa u., el inciso (iil) de la definicion de 3—sistema implica. .
- que el color dela flecha{a;uy) es diferente al* de" lag -demds flechas que ificis -

" den desde u., pero estoscontradice que la-trayectoria’T sea monocromdtica: -
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Si z fuera el vértice w, el anterior vértice a z en la trayectoria T serfa u_,

el inciso (iii} de la definicién de s—sistema implica que el color de la flecha

(ﬁ;, z) es diferente al de las flechas que inciden hacia u_, y esto contradice

que-la trayectoria T sea monocromdtica. Por lo tanto z no perﬁe_nece a Ifi‘f:«f‘f’ ,
trayectoria T", y esto es para cualquier z € (UueUV (ﬁu) \(ULUU. H)), es decir ST

V()0 (UueV (B)\ (0 UT)) = 0.

. Procederemos por contradiccidn. Suponframos que existen en E(S) tra,yecto-;-u e

rias de este tipo y sea Tp una de estas trayectorias de longitud minima, es deciri™.

1{(T3) = min{l (T") / T es una trayectoria dirigida monocromética en 3 (S) entr_;gf—:-f_‘_ _

u. y u-. para algin v € U}, donde [ {T) denota la longitud de la trayectoria 7.
Sea € U, tal que T, vy 7. son los extremos de Ty. Como Ty es una trayectoria
dirigida monocromatica, digamos de color 7, por la construccién de la multidi-

gré.ﬁitia ] (S") , esta trayectoria debe ser de longitud al menos dos, entonces por el

inciso énterior V{To)N (_UueUV (E’u) \(U+U U_)) = ¢, esto implica que la fun-

| ~ ci6n g estd definida para todos los vértices de 7p. Ademds Tp no contiene a ningu-
na trayectoria ﬁu, asf, por (1} Tp no es una U.w, —trayectoria, por lo-tanto es
una trayectoria dirigida de %, a %i_. Por las caracteristicas de TD, para cualquler
u e UN\{@}; {us,u} L.V (Tp), asi la funcion g lestllnglda a V(TG)\{u tes

;

TESIS-; CON.
FALLA DE ORIGEN

una funcién inyectiva. *Si 7= (u+ == 20,21, ., Zn = U_ ) POL Ia forma de cons- }- -

truir la multidigrafica 3y (go), para cada j=1,..n existe en € () una flecha
de color i de g(z-1) a g{z;), ast C = (v =g(20),9(21),..., 9 (z) = u} es un

ciclo dirigido monocromético en € (Dy) que contiene a u, pero esto no es posible "

yaque S = (D), U UL, Ul) o8 un p-sistema. Por lo tanto para cnalguier

u € U/ no existen trayectorias monocromadticas entre U, y u_.

. Suponcramos que T es una zw- -trayectoria dirigida de color i en’s (S ) de longltud; i

~ al menos dos, por (2) I/-(. s ( werV ([5‘ ) V(UL U U_)) = ¢; asi VD) e

V (So (So>) entoncest Ia func:on g estd definida para todos los vértices- de P
SiT =(z = 20y 211 B =, w) por la fotma de construir la multldlgraﬁca;;‘..j-j‘ e

SU'(S())? para:cada j = 1.om existe en € (D) una flecha de . colerd de g(zl_l)

a g(z), ast T = (g(z),9(z1), ... 9(2,)) es un g(2) g (w) —camino dirigido de

color 7 en €(Dg). De aqui tenemos que para cada j = 1,..n existe’'en Dj una -

g {2i1) g (z;) —trayectoria- dirigida de colori;.la unién de estas. trayectorias es

-un g {z)g (w) —camino dirigido-de color ¢ .y éste por. el-Teorema 1:36-contiene -

una g.(z) g (w) —trayectoria dirigida y es de color 7.
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5. Supongamos que T es una u_z-trayectoria dirigida monocromatica en 3(:57) V.

que B, = (u_ = 25,21, .., 2,°= uy). Por definicién de & (S’) , las rinicas adyacen-

cias desde u_ son hacia z; o hacia vértices en U/_. Como en 5, ningin par de

_ ?; | flechas co_néecutivas tiene el mismo color entonces la tinica trayectoria dirigida ;
% % '. monocromatica desde u_ pasando por 2; es (u_ = zp, z1). Supongamos que 7' no
_O £y es la trayectoria anterior y que V (T') g U_. Sea T = (u_ = wy, W1, .., W, = 2},
%2 entonices wy € U... Sea jo = min{j /w1 ¢ U_}, asl jo > 1, wy € U_ para
E""‘ —3\ toda 0 < k < fo vy wiy1 € U_. Seawv &€ U tal que wj, = U, eNtONCces Wyy11
', t":f, es el vértice_“que le sigue a v_ en la trayectoria 3,, pero el inciso (iii) de la

definicidn de 5--sistema implica que el color de la flecha (wyy. = v_, Wip11) €5
diferente al de la flecha (wj,-1,w,, = v-) lo que contradice que la trayectoria T

sea monocromatica. Por lo tanto z =z, 6 V (T'). C .U_.

6. Supongamos que T es una zw-trayectoria dirigida de color ¢ en s (§) tal que

zeV (ED (go)) \U_. Sila longitu'd de T es al menos dos, entonces el resultado
se'sigue de'los incisos (2) v (4) de esta proposicién. Silalongitud de la trayectoria

" s uno, es decir T es la flecha de z a w, Como z € v '(Eg (gg)) \U- entonces w ¢
v (Bu)\ {u_} para cualquier u € U, entonces w ¢ (UueUV(Bu) N (U, U U_)) :

7 Como. z € V ('S"D (:S’-g)) entonces V (T) N (U%UT‘/V (Eu) \(Up WU )) =¢. Lo
anterior implica que la funcidn g estd definida para 2 y w, entonces por definicién

de 3 (gg) existe una flecha de color i de g (z) a g (w) en € (D), por lo tanto

existe una g (z) g (w) —trayectoria dirigida de color i en Dy;

B

Nota 5.45 La condicidn (iv) de la definicion de sg-sistema. solo: es utilizada en la
prueba del ineiso (3) de esta proposicion y los demds incisos no dependen de ésie. -

Teorema 5.46-5¢a 3§ = 7(:9,0,, B.U,, ﬁ_) un 5-sistema donde S, :(GZ (Dg), U, Uy, U

Supqngamo'.:s :Q'ué E(S) satisfdcé:-_la. condicion '(A). Entorices 3 (S) tiene nucleo porT

trayectorias monocromdticas st y sélo si Dy tiene nicleo. por trayectorias monocromdti- -

CC_?,S.

" ¢ Demaostracién. Supongamos que U # ¢. Supoiigamos que Dy tiete micleo por .

trayectorias monocromdticas Ny Para cada v € Uy sea +

g N { ~ - miicleo por trayectorias monocromadticas de-G,-siu € Ny
u 8

niicleo por trayectorias monocromdticas de 3 —{uy} si u & Ny
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'Observemos que como cada 8, es una u_u, —trayectoria monocromdtica de lon-

gitud par positiva tal que cualesquiera dos flechas consecutivas tienen diferente color

entonces:
1. El micleo por trayectorias monocrométicas de 3, contiene a {u_,u.}, v -
2. Fl micleo por trayectorias monocromdticas de 3, — {u.} no contiene a u_.

Probaremos que N = (Ny ~ U)UUyep NV, es un nticleo por trayectorias monocroms-
ticas de § (§>

3. Parau € U , u € Ny siy solo si {u_,u.} € N. Supongamos primero que
u € Ny, Por la definicién de N, tenemos que NV, -es nticleo por trayectorias
monocromaticas de Em por 1 {u_,u.} C N,, por la definicién de N tenemos que

N, C N, porlotanto {v_,us} C N Inversamente, supongamos que {u_,u.} C
N,.puor la definicién de N y como las trayectorias en son mutuamente ajenas
tenemos que {u_,us} C N, entonces por 1, 2 N; es nicleo por trayectorias

monocromdticas de 8,,, por la definicén de NV, concluimos que u € Ny,

4. N es independiente por trayectorias monocromaticas en '§(§) Sean z,w € N y.°

supongamos que existe alguna zw-—trayectoria dirigida monocromética T' entre
zywens (S) | |

Caso 4{a) T es una treL}?ectoria. dirigida de longitud al menos 2 6 es de longitud 1 y

zweV (750 (go) ) Aplicando (4) de la Proposicién 5.44 en el primer caso
v la Nota 5.43 para el segulido tenemos que z,w € V (’s”o (gg)) v existe -

en Dy una: g (z) g (w) —trayectoria. dirigida monocromdtica. Como z,w €-

NNV (3'0 (gg)), entonces z,w € (Ng— U)U ((UperNu) N (UL UTY).

Analizaremos los siguientes tres subcasos.

- TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Subcaso 4(a.1) Supongamos que z;w € (Ny — U). Entonces g(z) =z, glw) =wy
. entonces existe e‘n‘QU“ una zw—trayectoria dirigida monocromdtica lo- 5y

:que contradice-que Ny sea nticleo por trayectorias monocromdticas de...; .

Dy.

Subcaso 4(a.2) "S'upongamos“d{té:zlé (1V5"l'U Vv w E‘-"((L':Juegf\/;u) N (UTU Gi)) (anélogap S

mente si z € U, UU_ y w € (Ny — U)). Entonces W=y bw=u_

‘para algin we U.yw € N,. Por 1y 2 {u_,uy} C Ny, por lo tanto.- - -

{us,uy} CN; yasi v € Ny, Entonces.g (2) = 2, g (w) = v y existe.en .

~Dy una zu-—trayectoria dirigida monocromdtica. lo que: contradice qgue -

~Np sea nticieo por trayectorias monocromadticas de Dy. -
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Subcaso 4(a.3) Supongamos que z, w € ((Uu'et;N;) N (U, UU.)). Por argumentos

andlogos a los anteriores g (z) = u, g {w) = v para algunas u,v € NyNU.
Si w = v entonces {z,w} = {u_,us} y entonces existe en §(§) una
trayectoria monocromética entre u_ y uy, lo cual no es posible por
(3) de la Proposicién 5.44. Asi u # v y entonces en Dy existe una
uv—trayectoria dirigida monocromética con u, v € Ny lo que contradice

que Ny sea niicleo por trayectorias monocromaticas de Dy.

Caso 4(b} Supongamos que T es de longitud 1 y {z,w} € V ('s"g (gg)) Entonces

z,w € UgerNy ¥ {2,w} ;C_ U, uU_-. Como cada N, es un micleo por
trayectorias monocromdticas, entonces z € N, y w € Ny conu,v € U y
u # v. Estoimplica que z € V (E’u) ywelV (Ev) Supongamos que z #
u_.y z # ui., entonces la tinica flecha que incide desde z estd en Bu-, entonces
w eV (Bu) lo cual es una contradiccién pues V' (EH) nv (Bu) = .
Supongamos ahora que w # v_ ¥ w # vy, entonces la tnica flecha que

incide.hacia:w-estd en 3,, entonces z € V (Bv) Io cual es una contradiccién

pues V (B,)nV (B,) = 6.
Por lo tanto:entre los elementos de IV no existen trayectorias monocrométicas.

b N es independiente por trayectorias monocromaéticas. Sea x € V(ﬁs’ (g)) \V

probaremos que existe una zz—trayectoria dirigida monocromética para algin

z € N. Consideraremos los siguientes cuatro casos:

Bla) Si x € V-"(.?g (gn)) \ (U, WU, entonces g{z) =z, asi = € V (D) \IT,

Como ademds z ¢ NN entonces ¢ ¢ Ny. Como N es nucleo por trayectorias
monocrométicas de Dy entonces existe en Dy una zy—trayectoria dirigida

monocromatica para algin y € Ny, esto implica queren € (Dy) existe una

" flecha désde i -hacia y. Siy ¢ U entonces en 5 (§ ) existe'esta flecha desde

" 5(b)

z hacia-v;, v por la definicién de N, y € N, por lo tanto existe'en§ (§) la

x#-—trayectoria dirigida requerida donde z = y..Si y € U entoncesen (§ )

existe-una flecha desde z° hacia y, y como ¥y €N entonees-y--€ N por lo

tant'o.existe en s (S’ ) la zz—trayectoria dirigida requerida donde z.= y_.

SizeV (Bu)-\{za_.ic+} para algin u € U, como z.¢ N entonces z &

“ N7 Como N, es el nticleo por trayectorias’ monocromdticas de &, ¢ de

B~ {u.}, entonces existe iina zz—trayectoria dirigida monocromdtica para ..
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algin z € N, Por definicién de IV, z € N y por lo tanto existe la trayectoria

requer 1da

5(c) SizeU,,es de01r © = uy para alginu € U, como z ¢ N entonces u ¢ Ny,
Como Ny es nuc_:leo por trayectorias monocromaéticas de Dy entonces existe
en Dy una uy—trayectoria dirigida mo,noc‘romé,ticéb para algin y € N, esto
implica que en € (Dy) existe una flecha desde u hacia y. Si y ¢ U entonces
en E(g) existe una flecha desde uy hacia y, y por la definicién de N,
y € N, por lo tanto existe en 5 (g) la zz--trayectoria dirigida requerida

o~

donde z = y. Siy € U entonces en E(S) existe una flecha desde u,

hacia y.., y como y € Ny enfonces y— € N por lo tanto existe en 5(5) la.
zz— trayectorla dzrlglda. requerlda donde 2= Y _

5(d) ‘Sl z € U_, es decir z = u_ para algtin u € U, como = & N, por la defincidn
de N,z ¢ Ny, es decir. u_ ¢ N,. Entonces N, ho puede ser el nicleo

por trayectorlas monocromdticas de ﬁ y por lo tanto lo es de ﬁ {u+}

Como u.. € V( )\{u } entonces existe una wu..z—trayectoria dlrlvlda
monocromética para-algin z € N,. Por definicién de ¥, z € N y por lo’

tanto existe en § (S) la zz—trayectoria dirigida requerida.

Por lo tanto N es niicleo por trayectorias monocrométicas de & (g) v

Inversamente, supongamos que N es niicleo por trayectorias monocrométicas de |

TESS CON
FALLA DE ORIGEN

E(S) Primero probaremos: . . .

6. uy € Neiysolosiu_ € N. Supongamos queuy € Nysea 3, = (u_ = 2y, 24, ...,
- zp = Uy, como §, es una trayectoria dirigida de longitud par positiva y satisface
- el inciso (iil) de-la definitign de §—sistema, entonces z; ¢ N. Si u_ ¢ N, como®

N es nicleo por tlayectorlas monocromaéticas de s (S ) entonces existe T uﬁa "

U_z— trayectoua dlrlglda monocmmétlca en 3 (8) para algun z € N, como
z; € N,.por{5).de la Pmposzcmn 5.44 V{(T) C U_, entonces-la funcion’y: "
restringida a:V (T') es; myectwa -asi tenemos por la condicién. (A4). que. existe
una g (w.) g (z) trayectoua dmglda monocromética en € (DD) pOL; el Teorema PRI
1.53 €(Dy) es transitiva. por. colores, entonces existe una flecha desde g (u_)
 hacia g(z ) en-@: (Do) y por constriccion de § (S ) tenemos que existe una flecha

desde U hacxa 'u_ en 3 (S) donde U E U y z = T._. Es decu‘ ex1ste una

ﬂecha desde U hama Z en 3 (S ) v uL, ZE N lo cual €5 una COlltlELdlCCl(jn pues
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-~ N es niicleo por trayectorias monocromatiéas 'dé"'s”(g), por lo'tanto u_ € N .
Inversamente, supongamos que u_ € IV, si E = (Uu_ = zp, 21, ",..,'z. = 4 ), COMO
N es independiente por trayectorias monocromdticas en s (S) entonces z1 ¢ N,
como ;5' €5 una trayectoma dirigida de longitud par positiva y satisface el inciso
(iii) de la definicién de S—sistema entonces zo € N y asf sucesivamente tenemos

que uy € N. Por lo tanto uy € N si y sélo si u_'& N.

Abora probaremos que Ny = {g (z) /z€ N\ (U,;EyV (Eu) V(UL u U_)) }es i
cleo por trayectorias monocromadticas de L. L

7. N, es independiente por trayectorias monq%:romé.ticas en Dy. Séa;r;':c,y €N,
veamos gue entre estos vértices no hay trayectorias monocromdticas en Dy.
Sean z,w € N\( ueUV(ﬁ )\(U+UU_)) tales que g(2) =z y g(w) = y.
Supongamo&; que en Dy existe alguna zy—trayectoria dirigida monocromética,

-esto implica que en €{D;) existe una flecha desde z hacia y. Analizaremos los.

““diguientes cuatro casos:

7(a) Supongamos gue ‘é,y.'fgié.- [/, entonces z = z y w = y. Por la construceisn:....
de’s (g) tenemos que existe una flecha desde z hacia y en ¥ (g), es decir -

una flecha desdé 7 hacia w con z,w € N, lo cual contradice la definicién de

micleo por trayectorias monocrométicas.

7(b) Supongamos.quez € Uey ¢ U, entonces w = y y por 6 podemos considerar . -

a z como r,. Porla. .construccién de 5 (S ) tenemos que existe una.flecha

desde x4 hacia y.en s (S) es decir una flecha desde z hacia w con zawe N, -

- 1o cual contradice la definicién de micleo por trayectorias monocromadticas. =

- 7(c)-Supongamos que z:¢ .U e y € U, entonces z = z y por 6 podemos considerar -

-aw como y_. Por:da construccion de § (S’) , tenemos. que existe una flecha ' -

- tdesde z- hacias-'y-~‘-én-"§-'(8) es decir una flecha desde z hacia w con 2 w-€ Ny ..

~lo cual contladlce fa.definicion de nucleo por tlayectorlas monocromatmas R

7(d) Supongamos que a: é Ue y ¢ U, por 6 podemos cons1dela,r a z COMO :1:_: -
“yaw como -4 - .-Por.la, construcmon de 8 (S) ten.em_os que-exaste....una,;--;--.n

,ﬂecha desde @ hacia y_ en 3 (S) ‘es decu" 1na flecha. -desde - hacia w
cohzrwe- NV, lo cual COIltI'EldlCB lar deﬁnlclon de nucieo por tlayectorlas

“monocroimaticas.
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Por lo tanto entre los-elementos de Ny no existen en Dy trayectorias dirigidas

monocromdticas, es decir Ny es independiente por trayectorias monocromaticas

en Dy.

8. N, es absorbente por trayectorias monocromdticas en Dy. Sea x € V (Dp) \ Ny
probaremos que existe una wy—trayectoria dirigida monocromatica en Dy para

algin y € Ny. Consideremos los siguientes casos:

8(a) Supongamos que z ¢ U, entoncesz € V (’5‘0' (go)) \NULUUL), asfg(z) =
z. Como z ¢ Nj entonces z ¢ N y como N es nicleo por trayectorias
monocrométicas de s (S) tenemos que existe 7' una :r:wﬂtrayectorla di-

rigida monocromética en s (S) para algin w € N. Comoz'¢ U, por el (6)

de la Proposicién 5.44 V(T ) ( werV (E ) Uy U U_)) =¢ y‘ex_'lste una,
g (z) g (w) —trayectoria dirigida monocromdtica en Dy, pero g (z ) — 7, en-

tonces existe una zg (w) —trayectorla dirigida monocromética en Dg Como

w € N entonces g{w) € Ny, por lo tanto existe en Dy una zy—trayectoria R

dirigida monocromética en Dy con y € No, v = g (w).

8(b) Supongamos que x €-U. Como z ¢ Ny, entonces z,,z- ¢ N. “Co-.. : ...
mo NV "es mticleo por trayectorias monocromdticas de E(g),”tenemos.que i

existe 7' en 's"(S) una i;w‘—tfayectoria dirigida monocromatica para al- .,

gin w € N. Como 24 ¢ U_, por el (6) de la Proposicion 544 V (T)
(UueUV (ﬁu) \ (U U U_)) = ¢ y existe en Dy una g (z1) g (w)-trayectoria . -
dirigida monocromética, pero g (z,) = z, entonces existe una zg (w)-trayec-

toria dirigida monocromética en Dp. Como w € N entonces g( ) & Ny,

por lo tanto existe en Dg una Ty —trayectoria dll‘lglda monocmmatlca en::“i_ . '

Dg conye No, y_g(w)

Asf para cualquier x € V (Dg) \/Vp existe una zy—trayectoria monocromatica en® -t

Dy para algin y. € =N0-.-~Es;d€g~i‘r;;-f\:fg;es, absorbente por trayectorias monocromdti=. .-t ;0

Por lo tanto Ny es micleo por trayectorias monocromadticas de Dy. =

- Nota 5.47 Notemo.s'que en da-prueba del Teorema 5.46, el inciso (3) de la Proposi-. .
“pidn solo es usado ‘para probar la exsitencia del nicleo por trayectorias monocromdti-

“cas de lo extensidn a partir de la existencia del ndcleo en la digrifice original.. ast
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la condicion de que los elementos del conjunto UV no estén contenidos en ningin ci-
clo monocromdtico de la digrifica no es necesaria para la prueba de la implicacién

InYVersa.

Para definir la extensién de una digréfica m—coloreada nos hemos basado en su
cerradura transitiva, ademds de dar condiciones de longitud y coloracién sobre las
trayectorias que se anaden para hacer dicha extension, el propésito de las siguientes
notas es mostrar que estas condiciones son necesarias para que el resultado principal
de este trabajo, Teorema 5.46, sea vilido.

'Si los pasos de la extensién no se hacen a través de la cerradura transitiva de

 la digrdfica entonces puede resultar una digréfica coloreada sin micleo por trayec-

torias monocromaticas aunque la digrifica original si posea micleo por trayectorias
monocromaticas, Nota 5.48, e inversamente podemos tener una digréfica. sin nicleo -
por trayectorias monocromatlcas y que la. extension resulte con micleo por trayectorias

monocmmé,tlcas 5. 49

Nota 5.48 Consideremos a Dy un ciclo dirigido de longitud impar (v, uy, Uz, ..., Uon, U) -

con la siguiente 2-coloracion: las-flechas (ugn,uw) ¥ (u,u) con color 1; para cada -
i € {1,...,n} la flecha (up_1,uz) con color 2; y para cada i@ € {1,..,n — 1} la
flecha {tig;, ua:11) con eolor 1, figura 5.17. Do €3 uUna dz'grdﬁca 2-coloreada: con ni- -
cleo por trayectorias menocromdticas, de hecho N = {ugi1/ i € {l,...,n}} es un’
nilcleo por trayectorias monocromdticas de Dy. Sea U = {u} y sea § = {Eu} donde
= {u_ =y, 71, Tom = uxt conm > 1 es ung u_u,—trayectoria de longitud par -
con la sigfuz'enté coloracion: 'pam cadai € {0,...,m—2} la flecha (To;, ©aiv1) con color
2,y para cada ¢ € {1, ...,m} lo flecha (:Uzi;l,wgi) con color 3. Eu sulisfuce lus condi-
ciones (ii) y (1) de la definicion de fs"'—siste'nia. 3 (§ ) representada-en la misma figira:
es una extension’ de la digrafica Dy que considere o U y B definidos anteriormente

y que esti.definida a- pfzrtz'r'- de Dy -y no de su cerradura transitiva, ademds 5 (5) o

satisface la condicidn (A): s( ) ‘e¢ una digréfica 3— coloreada - -que no tiene nicleo” | -

por trayectorias monecromdticas; pues como es-un ciclo dirigido de-longitud-smpar: i o
donde cualquier-par de flechas consecutivas tienen diferente color, el poseer nicleo-por -y .

trayectorias monocromdticas-es-equivalente a poseer nicleo y sabemos-que los ciclos di++ =

migidos de Jongztud impar no-tienen nicleo. Observemos que se.obliene una extension.

con las mzsmas camctemstzcas 8% conszdemmos como ﬂ rualqmev U_ u+—fm Jectov ia -

szstema
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Figura 5.17

Nota 549 Consideremos a Dy un ciclo dirigido de longitud par (u, uy, us, ..., Usni1, 1)
con la 'dz.'agonal (tgn,u), m > 1, con la siguiente 3-coloracion: las flechas (ugmyy, u)
y (u,u1) con color 1; para cada i € {1,..,n} la flecha (uzzﬁl,ugz) con color 2; parg
cada i € {1, ,n} la flecha (uay, ugiq1) con color 3; v la flecha (u;n,u) con color
© 8, figura 5.18. Dy es una dz'gﬁiﬁca 3-coloreada y no es dificil ver que no tiene mi-
cleo por trayectorias monocromatzcas Sea U = {u} y sea 8 = {E } donde 8, =

(u_ = Ty, 1, ey Tom = u+) conm > 1 es una u_ u+~—iFGJBCtOT'ZU, de longitud par con

la siquiente coloracidn: para cada i € {0, ...,m~2} la ﬂecha (@3, Tair1) con color 2; y

para cada 1 € {1,...,m} la flecha (z5_1, T2;) con color 3. [j‘ satisface las condiciones

(it) y (iiz) de la deﬁmcwn de § -sistemna. - 5 (S) representada en la misma ﬁgum es

" una extension de la dzgmﬁca Dy que conszdem a U y 3 definidos antemormente Y que

catd deﬁruda a partir de Dy y no de su cerrudurt transitive, ademds (S) satisface la

“condicidn (A ) s (S ) es una digrifica. 3 coloreada que st tzene nileleo por trayectorias

'monocmmatmas de hecho N = {ug1 /i€l ., n+ 1} U {zyoa/ i€ {1,..,m}}.

'es nicleo por tmyectonas monocromdticas de s (S) Observemos que se obtiene

ana extensidn con las mismas ceracteristicas -si. consideramos como [, cualguier -

-- TESIS*CON
FALLA DE ORIGEN|

oo g u —trayectoria’ divigida de: longztud parque satisfaga las condzczones (i) v (m}-

de la definicidn de 3-sistema.

Si algin elemento del conjunto U utlhzado para e'-ctender una digrifica estd con-

: 'temdo en algtin ciclo nlonocromatlco de ésta, puede suceder que la extension no tenga

niicleo por trayectorias monocromatlcas aungue la, digrdfica original si posea, esto se. .

muestra en lamota.3.50. Como Y se menciond en la nota 5. -,Lf esta condicién noes o -

necesaria para que la digréfica original tenga micleo por trayectorias monocromaticas:
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Figura 5.18

..., 81 la extensién lo tiene.

Nota 5.50 Consideremos un ciclo dzmgzdo de color 1 C = (u,uy,Us, ..., Un,u} ¥

| ' sea Dy la digrifica que Tesulta a partir de C afadiendo un nuevo vértice w y las
»-ﬁechas (u,w) de color'® para i € {1,2,..,n}.” BEn la figura 5.19(a) se muestra
:' Dy y su cerradura transitiva: En la figura 5 19(b) 5 (5) representa una exiension

de la digrifica Dy donde U= {u} Yy ﬁ = (u_ = - 20, T1, oy Do = Ug) cdn m > 1

. .ies una u_u,—trayectoria de longztud par con la siguiente coloracion: para cada
3 € {0,...,m — 2} la flecha (@9, T201) con color 2; y para cada ¢ € {1,._..,m} la

" flecha .($gi_i,$éi) con color 3. Eu satisface los condiciones (ii) y (4i) de la definicion

de s-sistema y fs“(g) satisface la condicion A. Tenemos que el vértice u estd con-

tenido en el ciclo C de Dy que es monocromdtico. {u,w} es nicleo por irayectom’as
monoecromdiicas de Dy. s (g) no tiene nicleo por tragectorias monocromdticas ya
* que cualquier naicleo por trayectorias monocromdticas deberfa contener al vértice w y
 entonces ya ningin vértice u;, 1 € {1,2, ..., n}, podria pertenecer al micleo, astu, de-
beria estar en el nicleo:y por las caracteristicas de Eu u_ también deberfa pertenccer
ol micleo pero dewy a1 existen trayectorias de color 1 lo-que serfu:una contradiccion

© con la propiedad-del micleo de ser independiente por trayectorias momocromdticas.

.’Si en'la extension-nose consideran a las trayectoriasen 3 de longitud par positiva,
nuevamente podemos tener digraficas con su extensién donde una de las dos tiene
miicled 'pbr"“tf'ayectOrias‘-monocromaticas y la otra-no, esto se muestra en las notas
551y 5:52.° S SR |
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Figura 5.19. -

Nota 5.51° Consideremos a Dy un ciclo dirigido de longitud impar (i, uy, Ua, ..., sy, )

. conla siguiente 3-coloracidn: para cada i € {1,.. n} la flecha (um 1, Ugi) CON color

r pam cada 1 e {1,...,n— 1} la flecha (ua, u‘qu) y la ﬂecha (1, ul) con color 1; y. la
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B ﬁecha (w)m u) de color 3, ﬁgum 5. 20 E: (S ) Tepwesenta ung extenszdn de la dzgmﬁca '

donde U = {”} J ﬁu = (U— = 2, CC1 o Tam—1 = u_,_) es Cuaiquzer U u_._—tmyectorza "

de longitud impar con la siguiente 2-coloracion: para cadai € {0,1,...,m—1} la flecha

U (Fog, Togr1) CON color 2 y para cadai-€-{1;...,m—1} Zaﬁecha (S’ng 1. $oz) con color 1, A e

excepcion de la condicion sobreda longitud de,.la trayectoria 5u, se satisfacen las condi--... ..

ciones de la:-definicion de §-sistema y la,condicign A. Claramente Dy-no tiene picléo - .

por: trayectorias monocromdticas:y {uz—1/ 1 € {1,...n}} U{zy;/ 7 € {0,1,...,m}} es.=:
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nicleo por trayectorias monocromdticas de § (§ )

D, §(S) z, 4
2, Ij
10—").
1
. s -
t 2in-2
3 l
uﬂlo/?‘\)ﬁ' n : \2
bl
2 2 = ' ~
} ' Y Zy=U. ® U =T,
Uzn-1
" LX) 3A ||
. l l ‘.
y \e Uap 1
[ ] A
Us w / 2 TZ
N 2 ’ - N
e Ugp-1 o,

Figura 5.20

: ."‘N‘Dta 5.52 Consideremos a Do un ciclo dirigido de longitud par (u, uy, us, , Ugp_1, %)
.. ¢on la siguiente 2-coloracién: para cada i € {1,...,n — 1} la flecha (ug;i—1,ux) y la
C L;:’.{ﬁecha'(ugﬂ_l,u) con color 2; para cada i € {1,...,n — 1} la flecha (uz,usi1) ¥ la

_ 'Tﬁ'f‘flecha (u,u;) con color 1, figura 5.21. ’S'(g) representa una extensién de la digrifica
c:;ionde U={u}ly B, = (u_ =20, T1, ..., Tam1 = Uy) €5 cualquier u_u. —trayectoria
de longitud impar conla siguiente 2-coloracidn: para cadai € {0,1,...,m—1} la flecha
(s, Toiqr) con color 3 y pare cada 1 € {1,..,m — 1} la flecha (2a;1,2%) con color
1. A excepcion de la condicidn sobre la longitud de la trayectoria Bu, se satisfacen
las condiciones de-la definicion de s-sistema y la condicidn A. Dy tiene nicleo por
tmyectorz’as‘mondcfoﬁidtz'cas, {ugicr/ i € {1,..,n}} es uno de ellosy E(g) mo tiene

nicleo. por trayectorias monocromdticas.

Sten la e,xtensmn 10 58 cumple las condiciones soble 1a coloracmn de las tr a,yecto-
‘Tias en'd mareadaien el mmso (iii) de 1a definicién de 5 SIStema nuevamente podemos
tener digraficas con su- extensién donde una de las dos tiene miicleo por trayectorias

monoCIOmaticas y la otra no, esto se muestla en las notas 5 53 3. 54 5. 55 y 5 56.

Nota 5.53 Consideremos la digrifica coloreada Dy de la. Nota 5.51. En.la figu-
g 5. 085 (S) représenta une extension de lo digrifica donde U. = {u} y 6u =
(ue=ap; T1; 0, Togy = us) €8 cualquier u_u,—trayectoria de longitud par positiva



175

D, 5(S) z; 2
_ 49—
U L .,
: 2 | T . it
U521 i .\) L 2rni-2
L5 4/ e A 1
R * :
U3z @ ¥ Iy=Uu. @ U =Lan-
n-2 ¥ /oul '1
. , J
!
¥ Uy .u‘l

Figura 5.21

donde dos flechas consecutivas tienen el mismo color, digamos las flechas (zg, )
y (z1,zs) ttenen color 2, en las flechas (xj-1,z;) con 3 < j < 2m se van alternando
" los colores 8 y 2. A excepcidn de una de las condiciones sobre la coloracion de -Eu
marcada en el inciso (i) de.la definicion de 3-sistema,. esta extensidn satisfoce las
condiciones de la definicidn de 5-sistema y la condicidn A. Dy no tiene micleo por
- trayectorias monecromdticas-y el niicleo por trayectorias .monocmmc’zﬁcas des (§) es

fam/ i€ {12, 2m) ) U fun/ § € {1,2, ., 20} ).

be/-ﬂ\%
, 7 .
&z |/\6 . \.'L'j,”_] %
2/ ] = %
To=t. & @ UL =73,

P ST
3‘ ‘ : v =3

Uz, @ : T“f =

N 5 Cﬁ .

' v =

Uz .1 . e, g -
\.«1 l‘.-c..
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Nota 5.54 Consideremos a Dy un ciclo dirigido de longitud par (u, uy, v, ..., Yopp1, U)
con la diagonal (usni1,%1), n > 1, con la siguiente S-coloracion: para cada i €
{1,..,n} la flecha (ug;.1,uz) ¥ la flecha (Uant1, u) con color 2; para cada i € {1,...,n}
la flecha (g, ugie1) v la flecha (u,u1) con eolor 1; y la flecha (uony1,u1) con color
3, figura 5.23. Dy es una digrifica S-coloreada y {u} U {ug:/ ¢ € {1,2,...,n}} es un
niicleo por trayectorias monocromdticas de Dy. Sea U = {u} y sea § = {Eu} donde
Eu = (U_ = Zg,T1,y ..., Tom =Uy) CON T > 1 €5 una umﬁ+—tmyect0ria de longitud
par con la siguiente coloracion: las flechas (u_,zy} y (21,22) con color & y para
las demds flechas se van alternando los colores 2 y 3. La extensién correspondiente
'E(g) se satisfacen las condiciohes de ln definicion de s-sistema y la condicion A
con excepcion de la condicion sobre la coloracion de Eu gue flechas consecufivas de
la trayectoria tengan diferente color incluida en el inciso (i1) de la definicion de 5-
sisterna. §{S8) no tiene nicleo por tmyecto:r'z:as monocromdticas, esto lo veremos a
confz’nuacz’o’n. Procediendo por contfadﬁ'ccz'dn, supongamos que N es un'nidcleo por

trayectorias monecromdiicas de E(g) Supongamos que u. € N entonces por las

caracteristicas de 3, tenemos que {Ta Ts. Tom—2,%om = U4} C N, como las flechas -

(u_,z1) y (T1, z2) tienen color 3, entonces {u..,z1} NN = ¢. Por otro lado como

Uy € N oy {up,ur) € A(Dy) entonces wy ¢ N, como la tnica flecha que sale de uj es
hacta yus, entonces-uy € :N, asi sucesivamente tenemos que {Usg, Uq__Usn_3, Ut C N -
Y Usmpr & N. Como {u_,uy,usmma} NN = ¢ y las dnicas flechas que salen de
Uona1 SOM hacia u-. y.uy tenemos que N no absorbe por trayectorias monocromdti-

cas @ Usna1 lo cual es una contradiccidn. Supongamos que u. ¢ N, entonces por

~ las caracteristicas de [, tenemos que {1,735 Tom-3,Tom-1} C N yu_ ¢ N, como

oodus flechus {(uo, 1) y (wg; ) Lienen color 5, endonces {u.,z1} NN = ¢. Por otro .

: -‘l‘,'_.l‘i"zdo. como uy ¢ N y la tinica flecha que sale de v, es hacia u; entonces u; € N,
;.l"\_bomo;{(ugn;l,ul'),(ul,ug)} C A(Dy) entonces {ugpe1,ue} € N. Como la dnica
L ﬂéc_ha que sale deuy es hacia us, entonces uz € N, asi sucesiwamente tenemos que
{U.g, s Usmo1} C N ¢ ugn € N. Como {tipn, tUon-1} NN = ¢ y las dnica flecha que
" ‘_.i‘s'pide deiuy, es hacia usyii:tenemos que N no absorbe por tmyectom’as..m,onoc%ométz'cas

—

' ""_.a:"ugn lo cual eswunt contrudiccion. Por lo tanto § (S) no tiene micleo por trayectorias

monocromdticas.

Nota 5.55 Consideremos la digrdfica. coloreada Dy de lo-Nota 5.51. En la figu-

m524'§(§) representa una ertension de la digrafica donde U = {u} y 8, =

(L =Ty, T7, 5y Tom = uy) €8 cualquier u_ug—trayectoria de longitud par positiva
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~ T
D, 5(5) Ty 23 3,
: / -“.
p .
2 ! I, ‘ ®T241
—_— A ;

Figura 5.23

donde la flecha (u_ = %o, z1) iene color § que es el mismo color gue la flecha (upn, u_)
y en las flechas (zj-1,%;) con 2 < j < 2m se van alternando los colores 2 y'5. A
ezcepcion de la condzcwn sobre la colomcwn de ﬂu que pide que la flecha de ﬁu que
intide dede u_ tenga color diferente que todas las ﬂechas que mcaden hacia u en Dy -
incluida en el inciso (1) de la- deﬁmcwn de 3 3- szstema esta extension satisface las |
condiciones de la deﬁmczon de S-sistema y la condzazon A DD no tiene mzcleo por

‘ trayectorms monocmmamcas y-el nicleo por tmyectorzas monocromdéticas de 5 (S) .
{2251/ j=1,..,m}U{ug;_1/ j =1,...,n}. Andlogamente se puede obtener una ez-
tension con nicleo por trayectorias monocromdticas donde la flecha de la trayectoria

o~

8., que incide hacia uy tenga el mismo color que (v, uy).

Nota 5.58 Consideremnos a Dy un ciclo dirigido de longitud par (u, u1, ug, ..., tops1, u)
con la diagonal (s, Ua), N> 2, conla siguiente S-coloracidn: pare cade i € {1,...,n}
lo flecha {ug;_1,us;) y la flecha (Uspt;u) con color 2; parg cada'i € {1,...;n} la

flecha (ups, usi1) 'y la flecha (u, "Lr,l)--'-'con color 1; y la flecha ('11,2-,1,%2}‘&0% color 3,

figura 5.25. Dy es una digrdfica 3-coloreada y {uge:/ i€ 41,2, n}} es un ni- o
clea poT tmyectoms monecmmatzcas de Dy. Sea U= {u}y sea 8= {B } donde S

uw

con la siguiente coloracion: la flecha (u_ ml) con color 2 y para las demds ﬁechas se
van alternande los colores 3 y 2. La extension cor'reSpondzente s (S) “se-satisfacen
las condiciones de la. deﬁmcwn de. §-sistema, y la condicidn A con excepczon de la,

condicion sobre la colomcwn de /3 que pade que la flecha de ﬁ que. incide dede g

= (u_ =z, Ty, i Ta -'1;@— uy ). conm > 1 es una u_us —tmyectona de lowgztud pav et

tenga color diferente.que todas las flechas que inciden hacia u en Dy incluida en.el:
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Figura 5.24

MCiso (m} de la definicion de 3- szstema esta extensidn satisface las condzcwnes de
o deﬁmcwn de s-sistema Y la condicion A. Por Uun argumento andlogo al usado en

la Nota 5 54, (8) no tiene niicleo por tm’yectomas monocromcitzcas Andiogamente

se puede obtener una extension sin nicleo por tmyectomas monocromatzcas donde la

flecha de Za tmyectoma ,6’ que incide hacza Uy tenga el mzsmo color que (u+,u1)

(1)
2 I
uZnH/’.\.\
1A

Uan @

~ 1. .
2 .,
3 ..
xl / .m?_m-l
Q\“I 17\ 3
: ; ' Y
Y o Zp=U. J L U =T
>0 U " 1
! zl v
v Uspr o,
7 ° o J1
2 1L v-
- L o
. Uap S > U
. - VA
. A
Oc . /

-En las notas 5.57 y 5.58 milestran que.si-la extensién no sé.ti_sface la condicion

{A) entonces la digréfica-original o su extensién puede tener nicléo por trayectorias

* moriocromaticas aunque la otra no tenga. i
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Nota 5.57 Consideremos la digrdfica coloreada Dy de la Nota 5.54. Esta digrafica
como se vid en la nota 5.54 tiene nicleo por trayectorias monocromdticas. - En la
figura 5.26, E(g) representa una extension de la. digrifica donde U = {u,v = uy},

o~

B, = (U_ = Zo, T1, s Tam = Us ), By = (V- = Y0, Y1, ...; You = v4.) ¥ S€ van alternando
los colores § y-2 en las flechas de ambas trayectorias, la digrifica 1_ no tiene flechas
y la digrifica Uy solo tiene lo flecha (vy,u.). Se satisface la definicidn de S-sistema
peTo en Z:(;\no se cumple la condicion {A) pues aparece la flecha (vy,us) y en Dy no
hay flecha de v a u. Andlogamente a los argumentos usados en la nota 5.54 se puede

ver que §(S) no tene nicleo por trayectorias monocromdticas. Andlogamente se

puede obtener una extensidn s (S) sin nucleo por trayectorias monocromdticas donde

enU_ no se satisfaga la condicion (A).

Iy . Tame

l"i/*"“‘{) e 0\2—\ U =T

_R
&
8
=

A
/
2 I V3
Yrp-1 @ ©Y,
i Ik
uZn.aL y2
V3
‘. s
=, c
r\° .
L]
e o< gt
27 Y
vi= Yo _
Figura 5.26

Nota 5.58 .Consideremos la digrifica coloreada Dy de la Nota 5.51. Como. se wid
en la Nota 5.51 Dy no tiene niicleo por trayectorias monocromdiicas. Fn la figura
C5iET E(g) representa une extension de la digrifica donde U = {u,v = uy}, Bu =
(u_ = Tg, 21, <., Tagy = Uy con los colores 2 y 3 alterndndose en sus flechas y:;@-v =
(v= = Yo, Y1y --r Yo = V) conclos colores 3 y 2 alterndndose en sus flechas, la-digrdfica

Il no tiene flechas v la digrafica U solo tiene la flecha (ug,vy). Se-satisface la
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definicidn de s-sistema pero en ?:«Lr no se cumple la condicion (A) pues aparece la
flecha {(ur,v.) v en Dy no hay flecha dew av. § (§ ) s{ tiene nicleo por trayectorias
monocromdticas, N = {v.} U {ug/ i € {2,..,n}} U {zg1/ 1 € {1,2,..,m}} U {ya/ -
i € {0,1,...,k — 1}}. Andlogamente se puede obtener una extension § (:57) con nicleo

por trayectorias monocromdticas donde en U no se satisfoga la condicion {A).

§(5)
Ty . Lzl
Iz : 7.—-,) ° e 3
°/ .\.! UL =T2
- [
7
T o
A
2
Ty=1L.
0 N
’|
Upn

1 /
po 3
2 — ge—@ .
2 5
ta : V= Yz ka-]

Figura 5.27

5.7 Problemas Abiertos
1. ;El nimero de micleos por trayectorias monocromaéticas de una digréfica m—colo-
- reada Dg-es igual al nidmero de nicleos por trayectorias monocromaéticas de

cualquier extension 5 (S ) ?

De laextensiones que existen para digréficas que preservan ntcleo jcudles pueden-:- .

)

vy generalizarse:a digraficas m=—coloreadas y que preserven nicleo ‘por trayectorias.:.

monocromaticas?
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ABSTRACT

A Lkernel in a digraph D is a set /V of vertices just that every pair of them isn’t
adjacent and for every vertex v not in IV there is an arc from v to some vertex in N.
If the arcs of D are coloured with m colours we call theé digraph D an m-coloured
digraph. A set N of vertices of D is called a kernel.by monochromatic paths if for every
pair of diferent vertices there is no monochromatic directed path between them and for
every vertex v not in IV there is a monochromatic directed path from v to some vertex
in V. In this thesis I studied the problem of the existence of kernels by monochromatic
paths in some kinds of digraphs. I obtained sufficient conditions for the existence of
this kind of kernels in digraphs just like quasitransitive digraphs, tournaments and
bipartite tournaments. I also obtained some generalizations of results about kernels

and kernels by monochromatic paths.
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