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Si una digráfica D. tiene sus flechas coloreadas y se han empleado m colores, diremos 

que es una digráfica m-coloreada. Un conjunto N de vértices de una digráfica D 

m-coloreada es un núcleo por trayectorias monocromáticas si entre los vértices 

. del conjunto no existen trayectorias dirigidas monocromáticas y desde cualquier vér

tice v de D que no esté en N existe una trayectoria dirigida monocromática hacia 

algún vértice de N. En este trabajo .presentamos varios resultados sobre la existencia 

de núcleos por trayectorias monocromáticas en ciertas digráficas, la mayor parte de 

éstos es sobre digráficas finitas pero algunos resultados incluyen digráficas infinitas. 

Los conceptos básicos de gráfica y digráficas que utilizamos a lo largo del trabajo se 

encuentran en el Capítulo 1. 

El concepto de núcleo por trayectorias monocromáticas es una generalización del 

concepto de núcleo introducido por Von Neumann y Morgenstern [32] en el contexto 

de Teoría de Juegos. Un núcleo N en una digráfica D es un conjunto independiente de 

vértices de D tal que para cualquier vértice v E V (D) \ N existe en D una flecha desde 

v hacia algún vértice de N. Una digráfica es núcleo perfecta si toda subdigráfica 

inducida tiene núcleo. Con respecto a esto uno de los problemas que se estudian 

en la actualidad es el de establecer condiciones suficientes para que exista núcleo 

en una digráfica, entre los trabajos realizados destacan los hechos por Richardson 

[33, 34], Duchet y Meyniel [12], Duchet [9, 11 J, Galeana S. [13], así como Galeana S. 

y Neumann 1. [19,201. Éstos han dado lugar al desarrollo de muchos resultados más. 

En [35], Sands, Sauer y Woodrow demuestran que para una digráfica 2-coloreada 

sin trayectorias monocromáticas infinitas exteriores siempre existe un conjunto de 

vértices tales que cualesquiera 2 de ellos no están conectados por medio de trayecto

rias dirigidas monocromáticas, y desde cualquier vértice fuera del conjunto siempre 

existe alguna trayectoria dirigida monocromática hacia algún vértice del conjunto. 

En este mismo artículo prueban en particular que todo torneo 2-coloreado T tiene un 

vértice v tal que desde cualquier otro vértice x de T existe una trayectoria dirigida 

monocromáticahaciav. También-plantean el siguiente problema: Sea T un torneo 

m-coloreado tal· que no tiene ciclos dirigidos de longitud 3 tricolores. ¿Entonces T 

tiene un vértice que satisface lo anterior? 

. En [31], S. Minggang prueba que si en el problema planteado por Sands, Sauer 

y Woodrow se pide además que no tenga subtorneos transitivos tricolores entonces 

existe tal vértice, además muestra que ésto es lo mejor posible para m 2: 5. 

Más adelante en [15], H. GaleanÍl Sánchez introduce el concepto de núcleo por 
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trayectoria1 Wpcnocrbmáticajl.;y:¿sti;Lblece condiciones suficientes para la existencia de 
..• .. ,,-.. ,. ,.- , ...... ,.- .. '"-~ 

núcleos por trayectorias monocromáticas en torneos m-coloreados. Otros trabajos 

realizados por H. Galeana Sánchez sobre la existencia de núcleos por trayectorias 

monocromáticas en ciertas digráficas m-coloreadas son [16,17, 18, 25J. 

Existe una relación muy estrecha entre los conceptos de núcleo y núcleo por 

trayectorias monocromáticas y está dada por la cerradura transitiva de una digráfica 

m-coloreada. Dada una digráfica m-coloreada D, se define la cerradura tran

sitiva de D, denotada por <t.(D) como la digráfica tal que: V (<t.(D)) = V (D) y 

A (<t.(D)) = A(D) U {(u, v) de color i / existe en D una trayectoria dirigida de color i 

desde u hacia v}. No es difícil ver que para cualquier color i la subdigráfica de <t.(D) 

inducida por todas las flechas de color i es una digráfica transitiva. También tenemos 

que D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas si y sólo si <t.(D) tiene núcleo. 

Tomando en cuenta lo anterior el resultado de Sands, Sauer y Woodrow puede 

establecerse como sigue: si D es una digráfica que es unión de 2 digráficas transitivas 

tales que ninguna de ellas tiene trayectorias infinitas exteriores, entonces tiene núcleo. 

En el Capítulo 2 damos generalizaciones de este resultado considerando digráficas 

que son unión de una digráfica .pretransitiva derecha y una digráfica pretransitiva 

izquierda así como digráficas que son unión de digráficas quasitransitivas. En este· 

capítulo también incluímos un .resultado sobre gráficas que se pueden orientar como 

una digráfica pretransitiva derecha o izquierda y un resultado más sobre núcleos por 

trayectorias monocromáticas de digráficas quasitransitivas. 

En el Capítulo 3 mostramos que el problema planteado por Sands, Sauer y Woodrow 

no es válido para m = 4, y probamos que si T es un torneo 3-coloreado tal que todo 

ciclo dirigido de longitud 3 estei coloreado con 2 colores y pam cflda vértice clnúmero 

de colores asignados a las flechas que inciden en él es a lo más 2 entonces T tiene 

núcleo por trayectorias monocromáticas. 

En el Capítulo 4 establecemos condiciones suficientes para la existencia de núcleos 

por trayectorias monocromáticas en torneos bipartitos. 

En el Capítulo 5 presentamos varias operaciones en digráficas m.".coloreadas que 

preservan la propiedad de poseer núcleo por trayectorias monocromáticas, <Wnque. en 

algunas de ellasl.á d\gráficaresulta,nte siempre tiene núcleo por trayectorias monocro

máticas independientemente de que la digráfica original tenga. En este mismo capítulo 

definimoslmaextensión dedigráficas m-coloreadas. que preserva la existencia.de , 
núcleos por trayectorias monocromáticas, esta extensión está basada en la definida 

por H. Galeana Sánchezy V. Neumann Lara en [21J para digráficas núcleo perfectas. 
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Conceptos Básicos 
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En esta parte presentamos los conceptos y resultados básicos de Gráficas, Núcleos y 

Núcleos por Trayectorias Monocromáticas que emplearemos a lo largo del trabajo. 

Para algunos teoremas no hemos incluido su demostración pero puede consultarse [4J. 

1.1 Gráficas 

Definición 1.1 Una gráfica G es una pareja (V (G) , A ( G)) tal que V (G) es un 

conjunto no .vacío de elementos llamados vértices y A (G) es un conjunto de parejas' 

no ordenadas de vértices distintos llamadas aristas. Decimos que una gráfica es de 

orden n si tiene n vértices. 

Definición 1.2 Si a es una arista de G ya = (u, v) con u y v vértices de G decimos 

que u y v son los extremos de a, que.u y v son adyacentes, y que u y v inciden en 

a. 

Definición 1.3 Una gráfica completa G es una gráfica tal que cualesquiera 2 véT

t'icesde G son adyacentes. 

Definición 1.4 Una subgráfica H de una gTáfica G" es una gráfica tal que V (H) <;;: 

V (G) y A (H) <;;: A ( G) . 

Definición 1.5 Una subgTáfica H de una gráfita G es iina subgráficageneradora 

de G si V (H) = V (G) . 

Definición 1.6 Sea G una gráfica, si B <;;: A (G), definimos 1a subgráfica de G 

inducida por B como la gráfica que tiene como vértices a los extremos de las aristas 

en B y a B como conjunto de aristas. 

5 
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Definición 1. 7 Sea e una gráfica, si U <;; V (e), definimos la subgráfica de e 
inducida por U como la gráfica que tiene a U como conjunto de vértices y como 

conjunto de aristas a todas las aristas de e que tienen ambos extremos en U. 

-Comiill~en~;e:;;os' ;cl~riremos a las subgráficas inducidas por un conjunto de vér-
\:1 \' • ~ ': ~ ',""i, ;, ; 

tices simpleni,ent'i! cqq¡o bubgráficas inducidas, en caso de que hagamos referencia a 
'; : . . '. ~: ( l·, I " -i 1, 

una.su:bgráfica'-iAi:iuci-dapor un conjunto de aristas así lo especificaremos. 

Definición 1.8 Sea e una gráfica, un conjunto U <;; V (e) decimos que es un con

junto independiente si cualesquiera 2 véTtices de U no son adyacentes en e. 

Definición 1. 9 Una gráfica G es una gráfica bipartita si existe una bipartición 

{U, W} de los vértices de G tal que cualquier arista de G tiene un extremo en U y 

otro en vV. 

El siguiente teorema caracteriza a las gráficas bipartitas y es de mucha utilidad 

en Teoría de Gráficas. 

Teorema 1.10 Si, G es una gráfica bipar·tita entonces no tiene .ciclos de longitud 

impar. 

1.2 Digráficas 

Definición 1.11 Una digráfica D es una pareja (V (D) ,A (D)) tal que V (D) es un 

conjllnto no vado de elementos llamados vértices y A (D) es un conjv,nto de parejas 

ordenadas de vértices distintos llamadas flechas. Decimos que una digráfica es de 

orden n si tiene 17, vértices. 

Definición 1.12 Si f es una flecha de D y f = (u, v) con u y v véTtices de D 

decimos queú y v son los extremos de f; u el extremo inicial dt; f' y v el, extremo 

final. Tahlbién decíriios que f se 'dirige de u a v y que u es. adyacente,hacia v y v 

es adyacente desdeu. 

Definición 1.13 Si D es una digráfica y f = (u, v) es una flecha de D, decimos que 

f es una flecha simétrica s'i (v, u) también es una flecha de D. 

Definición 1.14 Si D es Ul1a digráfica 11 f = (u, v) es una flecha de D,decimos que 

f es una flecha asimétrica si (v, u) no es flecha de D. 
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Definición 1.15 Dada una digráfica D y v un vértice de D, definimos el íngrado 

o grado interior de v en D como el número de flechas de D que tienen a v como 

extremo final. Denotamos por gr D (v) al ingrado de v en la digráfica D, en el caso de 

que sólo trabajemos con una digráfica podemos omitir el subíndice en la notación. 

Definición 1.16 Dada una digráfica D y v un vértice de D, definimos el exgrado 

o grado exterior de v en D como el númem de flechas de D que tienen a v como 

extremo inicial. Denotamos por grjj(v) al exgrado de v en la digráfica D, en el caso 

de que sólo trabajemos con una digráfica podemos omitir el sub[ndice en la notación. 

Definición 1.17 Decimos que una digráfica D es una digráfica completa si entre 

cualquier par de vértices distintos de D existe alguna flecha. 

Definición 1.18 Una subdigráfica H de una digráfica D es una digráfica tal que 

V(H) <::;; V(D) y A(H) <::;; A(D). Decimos que H es una subdigráfica pmpia si 

V(H) S;; V(D) o A(H) S;; A(D). 

Definición 1.19 Una subdigráfica H de una digráfica D es una subdigráfica ge

neradora de D si V (H) = V (D). 

Definición· 1.20 Sea Duna digráfica, si B <::;; A (D), definimos la subdigráfica de 

D inducida por B como la digráfica que tiene como vértices a los extremos de las 

flechas en B y a B como conjunto de flechas. 

Definición 1.21 Sea Duna digráfica, si U <::;; V (G), definimos la subdigráfica de 

D inducida por U como la digráfica que tiene a U como conjunto de vértices y 

como con.i1mto de .flechas a todas la.s .flecha.s de D que tienen ambos extremos en U. 

Si U <::;; V (D) denotamos por D [U] a la subdigráfica de D inducida por U. 

Al igual que en gráficas, comúnmente nos referiremos a las subdigráficas inducidas 

por un conjunto de vértices simplemente como subdigráficas inducidas, en c.aso de 

que hagamos referencia a, una subdigráfica inducida por un conjunto de f1ecpas así lo . 

especificaremos. 

Definición, 1.22 Dada una digráfica D definimos su parte simétrica denotada por 

Sym(D), como la. subdigráfica generadora de D cuyo conjunto de flechas es el con

junto de flechas simétricas de D. 

Definición 1.23 Dada una digráfica D definimos su parte asimétrica denotada 

por Asym(D) como lasubdigráfica generadora de D cuyo conjunto de flechas es el 

conjunto de flechas asimétricas de D: 

", ,.'. 
TESIS CON 

FALLA DE ORIGEN 
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Definición 1.24 Decimos que una digráfica D es una digráfica simétrica si todas . 

sus flechas son flechas simétricas. 

Definición 1.25 Decimos que unadigráfica D es una digráfica asimétrica si todas 

sus flechas son flechas asimétricas. 

Definición 1.26 Un camino en una digráfica D es una sucesión de vertices (Ul, U2, 

U3, ... ,un) tal que para cadai E {1,2, ... ,n-l} se tiene (Ui,Ui+1) E A(D) o (Ui+1,Ui) E 

A (D). En este caso decimos que Ul YUn son los extremos del camino y que el camino 

es un Ul Un+1- camino de la digráfica. 

Definición 1.27 Una trayectoria en una digráfica es un camino (Ul, U2, U3, ... , un) 

tal que 11i 1= Uj si i 1= j. 

Definición 1.28 Un camino cerrado en una digráfica es un camino (Ul, U2, U3, ... , un) 

tal que Ul = Un' 

Definición 1.29 Un ciclo en una digráfica es un camino cerrado (Ul, U2, U3, ... , UnjUl) 

tal que Ui 1= Uj si i 1= j. 

Definición 1.30 Un camino dirigido en una digráfica D es un camino (Ul, 112,U3, ... , 

un) tal que para cada i E {l, 2, ... , n - l} se tiene (Ui, Ui+1) E A (D). 

Definición 1.31 Una trayectoria dirigida en una digráfica es un camino dirig'ido 

que además es una trayectoria . 

. Definición 1.32 Un camino dirigido cerrado en 1/na digráfica es un cam'ino di

rig'ido que además es un camino cerrado. 

Definición 1.33 Un ciclo dirigido en una digráfica es un camino cerrado dirigido 

que además es un ciclo. Denotamos por Cn al ciclo dirigido que consta de n vértices. 

Definición .1.34'·· Dada 1/na digráfica D y C = (UD, Ul, ... , Un) un;crimina.en D deci

mos que n es la longitud de Cy la denotamos por 1 (e). 

Notación1.35SiC·-,(ul'''''Un) es un caminof.'runa digráfica.D, si.l·.~i.<j~. 

n denotamos por (Ui, e, Uj) al uiuj-camina contenido en e, es decir (Ui, e, Uj) = 

(u-$~ ·Ui+l: .. " 'Uj-ll 'Uj). 

Los siguientes teoremas son resultados básicos de digráficas que empleraremos a 

lo largo de la tesis. 



, 

9 

Teorema 1.36 Todo uv-camino dirigido en una digráfica contiene una uv-trayecto

ria dirigida. 

Teorema 1.37 Todo camino dirigido cerrado en una digráfica contiene un ciclo di

rigido. 

Teorema 1.38 Todo camino cerrado dirigido delongitud impar en una digráfica con

tiene un ciclo dirigido de longitud impar. 

Definición 1.39 Una digráfica D es una digráfica bipartita si existe una biparti

ción {U, W} de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene un extremo en 

U y otro en W. 

Teorema 1.40 Si· D es una digráfica bipartita entonces no tiene ciclos de longitud 

impar. 

1.3 Núcleos 

Definición 1.41 Sea Duna digráfica y N <;;; V (D), N es un conjuntoindepen

diente de la digráfica D si para cualesquiera u y v elementos de N no 'existen flechas 

entre ellos en D. 

Definición 1.42 Sea Duna digráfica y N <;;; V (D), N es un conjunto absorbente 

de la digráfica D si para cualquier u E V (D) \N tenemos que u es adyacente hacia 

algún elemento de N. 

Definición 1.43 Sea Duna digráfica y N <;;; V (D), N es un núcleo en la d'igráfica 

D si es un ~onjunto independiente y absorbente de D. 

Definición 1.'44 Una digráfica D es llamada una digráfica núcleo perfecta si toda 

S1lMigTáfica inducida de D tiene núcleo. 

Definición 1.45 Una digTáfica D es llamada una digTáfica núclf!Q. imperfecta críti

ca si no tiene núcleo pem toda s1lbdigráfica propia de D s'Í tiene núcleo, 

No todas las digráficas tienen núcleo, por ejemplo los ciclos dirigidos de longitud 

impar no tienen núcleo. El siguiente teorema dado p.or Duchet en 1980 es uno de 

los resultados clásicos sobre la existencia de núcleos en digráficas y nos es de mucha 

utilidad en los capítulos posteriores. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Teorema 1.46 (9) Si una d-igráfica satisface que todo ciclo dirigido tiene al menos 

una flecha simétrica entonces es núcleo perfecta. 

El siguiente teorema lo usaremos a lo largo de la tesis para la construcción de 

ejemplos de cligráficas que no tienen núcleo. 

Teorema 1.47 Sean D¡ y D2 digráficas tales que V (DI) n V ( D2) = q, y D2 no 

tiene núcleo. Sea Duna digráfica tal que: 

V (D) = V ( D¡) U V ( D2) y A ( D) = A (D¡) U A ( D2) U A donde 

A <;;; {(u, v) / u E V ( D¡) y v E V ( D2) }. Entonces D no tiene núcleo. 

Demostración. Procederemos por contradicción. Supongamos que N e V ( D ) 
es un núcleo de D . Como desde los vértices de D2 no hay flechas hacia Jos vértices 

de D¡ y N es un conjLmto absorbente, entonces N n V ( D2) i' q, y N n V ( D2) 

debe ser un conj'mto absorbente en fh Como N n V ( D2) e N y N es un conjunto 

independiente de D entonces N n V ( D2) es un conjunto independiente de D2. Por 

lo tanto N n V ( D2) es un núcleo de fh, pero esto es una contradicción pues por 

hipótesis D2 no tiene núcleo. Concluímos que b no tiene núcleo. _ 

1.4 Núcleos por Trayectorias Monocromáticas 

Una generalización del concepto de núcleo es el concepto de núcleo por trayectorias 

monocromáticas dado por H. Galeana Sánchez [15J, en donde se consideran digráficas 

donde a cada Hecha se le ha asiglladu un colur, si para las flechas de una dignifica D 

se han empleado m colores diremos que D es una digráfica m-coloreada. 

Definición 1:48 SeaD una digráfica m-coloreada, una trayectoria dirigida mo

nocromática' en una digráfica D es una trayectoria dirigida tal qU,e todas sus flechas 

tienen asignado el mismo color. 

Defi.niciónl.49Sea Duna digráfica m- coloreada y N <;;; V (D)" Hes ,un cqnjunto 

independiente.'por .trayectorias monocromáticas de la digráfica D:,si'para cua

lesquiera 1l y v elementos de N no existen en D trayectorias dirigidas monocromáticas 

entre u y v. 

Definición 1.50 Sea Duna digráfica m- coloreada y N <;;;V (D), N es 'un conjunto 

absorbente''por,tr~yectorias monocromáticas de la digTáfica D si pam cualquieT 
, , 

':\' , ,. 
J ,,': 

¡i: 
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u E V (D) \N tenemos que existe una uv-trayectoria dirigida monocromática para 

algún v E N. 

Definición 1.51 Sea Duna digráfica m-coloreada y N <;; V (D), N es un núcleo 

por trayectorias monocromáticas en la digráfica D si es un conjunto indepen

diente por- trayectorias monocromáticas y absorbente por trayectorias monocromáticas 

de D. 

El concepto de núcleo por trayectorias monocromáticas es una generalización del 

concepto de núcleo ya que a cualquier digráfica podemos asignarle a cada flecha un 

color diferente y entonces un conjunto de vértices es un núcleo de la digráfica si y sólo 

si es un núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Notemos que la definición de digráfica no permite que existan dos flechas o más 

con los mismos extremos y en la misma dirección, en una multidigráfica es posible 

tener este tipo de flechas llamadas flechas múltiples. 

Existe una relación muy estrecha entre los conceptos de núcleo y núcleo por trayec

torias monocromáticas, esta relación está dada mediante el concepto de cerradura 

transitiva de una digráfica coloreada. 

Definición 1.52 Sea Duna digráfica m-coloreada, la cerradura transitiva de D, 

denotada por e: (D), se define como la siguiente multidigráfica: 

V (e:(D)) = V(D) y 

A (e: (D)) = A (D) U { ( u, v) con color i / existe una uv- trayectoria dirigida monocro

mática de color 'i en D}, 

A continuación demostramos algul13s propiedades de la c.crradnra transitiva de 

una digráfica coloreada, 

Teorema 1.53 Si D es una digr-áfica m-coloreada y e: (D) la cerr'adura transitiva 

de D entonces e: (D) es transitiva por color-es, es decir- si en e: (D) exis(en flechas de 

color- ide u a v y de v a w entonces existe flecha de color i de 11 a w, Más aún 

e: (e:(D)) = e: (D), 

Demostración. Supongamos que en e:(D) existen flechasde.colori de u a v 

y de v a w entonces por la definición de cerradura transitiva, en D existen TI y T2 

trayectorias dirigidas de color i de 11 a v y de v a w respectivamente, la unión de estas 

dos trayectorias es un camino dirigido de color i de 11 a w el cual por el Teorema 1.36 

contiene una uw-trayectoria dirigida y es de color i, esto implica que en e: (D) existe 

lUla flecha de color i de 11 a w. Por lo tanto e: (D) es transitiva por colores. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Ahora para demostrar que 1t(l!:.(D)) = l!:(D), basta con probar que si existe 

alguna uv-trayectoria dirigida T monocromática de color i en l!: (D) entonces existe 

una flecha de color i de u a v en l!: (D). Procederemos por inducción sobre 1 (T) la 

longitud de la trayectoria. Si 1 (T) = 2, el resultado es precisamente la propiedad 

de ser transitiva por colores. Supongamos que el resultado se cumple si 1 (T) = n, y 

probémoslo ahora para 1 (T) = n + 1. Si T = (u = Zo, ZI, ... , Zn, Zn+l = v), entonces 

T' = (u = Zo, Z1, ... , zn), es una uzn-trayectoria dirigida monocromática de color i en 

l!: (D) de longitud n, por hipótesis de inducción existe una flecha de color i de u a 

Zn en l!: (D). Como l!: (D) es transitiva por colores y existen flechas de color i de u a 

Zn y de Zn a v entonces en l!: (D) existe una flecha de color i de u a v. Por lo tanto 

l!: (l!: (D)) = It(D) .• 

Finalmente el siguiente teorema muestra la relación entre núcleos y núcleos por 

trayectorias monocromáticas. 

Teorema 1.54 Sea Duna digráfica m-coloreada, D tiene núcleo por trayectorias 

monocmmáticas si y sólo si l!: (D) tiene núcleo. Más aún el número de núcleos por 

trayectorias monocromática.¡¡ de D es igual al número de núcleos de l!: (D). 

Demostración. Sea N ~ V (D) un núcleo por trayectorias monocromáticas de 

D. Como V (D) = V (l!: (D)) entonces N ~ V (l!: (D)). Probaremos que N es núcleo. 

de l!: (D). 

1. N es independiente en l!:(D). Seanu,v E N,supongamosque(u,l') E A (l!: (D)), 

por definición de la cerradura transitiva tenemos que en D existe alguna uv-tra

yectoria dirigich monocromática pero esto no es posible yA, que N es indepen

diente por trayectorias monocromáticas en D por ser N núcleo por trayectorias 

monocromáticas de D. Por lo tanto entre los elementos de N no existen flechas 

en l!: (D), es decir N es un conjunto independiente en l!: (D). 

2. N es absorbente en l!: (D). Sea u E V (l!: (D)) \N. Como V(It(D)) = V (D) 

.:y N es núcleo por: trayectorias monocromáticas de. D entonces existe en Duna 

uv-trayectoriádirigida monocromática con v E N. Por la.definición. de la 

. cerradtú'atránsltivál1ay flecha· desde u hacia v en l!:.(D) de colori.:Porlo. tanto 

N es absorbente en l!: (D). 
, 
Por 1 y :2 Nes núcleo de l!: (D). 

Ahora sea N ~ V (l!:(D)) un núcleo ele l!: (D). Como V (D) = V (It(D)) entonces 

N ~ V (D). Probaremos que N es núcleo por trayectorias monocromáticas ele D . 

. ) 
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, 3. N es independiente por trayectorias monocromáticas en D.' Sean u, v E N, 

supongamos que en D existe alguna uv-trayectoria dirigida monocromática, 

por definición de la cerradura transitiva tenemos que (u,v) E A (e: (D)), pero 

esto no es posible ya que N es independiente en e: (D) por ser N núcleo de 

e: (D). Por lo tanto entre los elementos de N no existen trayectorias dirigidas 

monocromáticas en D, es decir N es un conjunto independiente por trayectorias 

monocromáticas en D. 

4. N es absorbente por trayectorias monocromáticas en D. Sea u E V (D) \N. 

Como V (e: (D)) = V (D) y N es núcleo de e: (D) entonces existe en e: (D) una 

flecha desde u hacia v con v E N. Por la definición de la cerradura transitiva 

existe una uv-trayectoria dirigida monocromática en D. Por lo tanto N es 

absorbente por trayectorias monocromáticas en D. 

Por 3 y 4 N es núcleo por trayectorias monocromáticas de D. 

Por lo anterior todo núcleo por trayectorias monocromáticas de D es un núcleo de 

e: (D) y todo núcleo de e: (D) es núcleo por trayectorias monocromáticas de D, por lo 

tanto el número de núcleos por trayectorias monocromáticas de D es igual al número 

de núcleos de e: (D) .• 

El siguiente teorema es análogo al Teorema 1.47 para núcleos por trayectorias 

monocromáticas y será útil para la construcción de ejemplos de digráficas coloreadas 

que no tienen núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Teorema L 55 Sean D, y D2 digráficas coloreadas tales que V ( D¡) n V ( D2) = rP 

y D2 no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Sea Duna digráfica coloreada 

tal que: 

(i) V (D) = V (D¡) U V (D2)' 

(ii) A ( D ) = A (D¡) UA ( D2 ) uA donde A <;;; { ('U, v) / u E V (DI) Y v E V ( D2 ) } I 

(iú) si (u,v) EA (Di) para alguna i E {1,2} entonces el color de la flecha (u,v) en 

D es el mismo que tiene asignada en Di y 

(iv) las flechas en A. están coloread<1s en JO'rm<1 indistint<1. 

Entonces D no tiene núcleo por trayectorias monocmmát·icas. 

Demostración. Procederemos por contradicción. Supongamos que N e V ( D) 
es un núcleo por trayectorias monocromáticas de D. Como desde los vértices de D2 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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no hay flechas hacia los vértices de i)¡ entonces desde los vértices de D2 no hay 

trayectorias dirigidas monocromáticas hacia los vértices de DI, como además N es 

un conjlmto absorbente por trayectorias monocromáticas, entonces N n V (D2) =1 tjJ 

y N n V ( D2) debe ser un conjunto absorbente por trayectorias monocromáticas 

en D2 . Como N n V ( D2) e N y N es un conjunto independiente por trayecto

rias monocromáticas de D entonces N n V ( D2) es un conjunto independiente por 

trayectorias monocromáticas de D2• Por lo tanto N n V ( D2) es un núcleo por trayec

torias monocromáticas de D2 , pero esto es una contradicción pues por hipótesis D2 

no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Concluímos que D no tiene núcleo 

por trayectorias monocromáticas. M 

Algunas de las condiciones que se. presentan en este trabajo para que una digrá

fica coloreada tenga núcleo por trayectorias monocromáticas se refieren a que en la 

digráfica ciertas subdigráficas tengan una coloración especial a la que llamaremos 

casimonocromática y que definimos a contiuación. 

Definición 1.56 Sea Duna d'igráfica m-coloreada, decimos que D es casimonoc'rO

mática si todas sus flechas son del mismo color excepto a lo más una. 

'",' 

"'.-. " 
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Capítulo 2' 
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TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

Digráficas Pretransitivas y 

Quasitransitivas 

En este capítulo consideramos digráficas posiblemente infinitas. Sands, Sauer y 

Woodrow, demuestran en [35J: una digráfica que es unión de2 digráficas transiti

vas tales que en ninguna de ellas existen trayectorias infinitas exteriores tiene núcleo. 

En este capítulo, con respecto a digráficas pretransitivas, demostramos .una generali

zación de este resultado: si D es una digráfica que es unión de una digráfica pre

transitiva derecha con una pretransitiva izquierda tal que en ninguna de ellas existen 

trayectorias infinitas exteriores, entonces D tiene núcleo. 

Por otro lado usando la técnica de Sands, Sauer y Woodrow en el resultado men

cionado antes, C. Champetier demuestra en [8J que si G es una gráfica de comparabi

lidad (gráficas que tienen alguna orientación transitiva) entonces toda orientación de 

G donde todo triáng1¡]o dir.igido tiene Rl menos 2 flechas silnél;ricRs tiene núcleo, aqllí 

demostramos un resultado similar para gráficas infinitas: si una gráfica G tiene al

guna orientación pretransitiva derecha o izquierda que no tenga trayectorias infinitas 

exteriores ni interiores entonces toda orientación de G donde todo triángulo dirigido 

tiene al menos 2 flechas simétricas tiene núcleo. También hacemos notar que este· 

resultado para el caso finito incluye gTáficas que no son perfectas. 

Con respecto a digráficas. quasitransitivas, también demostramos una genera

lización del resultado de Sands, Sauer y Woodrow: si D es una digráfica donde 

todo triángulo dirigido tiene al menos 2 flechas simétricas y es unión de 2 digráficas 

. qU8sitransitivasentonces D tiene núcleo. También incluimos un resultado sobre la 

existencia de núcleos por trayectorias monocromáticas en digTáficas quasitransitivas 

coloreadas donde todo triángulo dirigido es monocromático. 

~.' ¡ " 
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2.1 Digráficas Pretransitivas 

Definición 2.1 Una digráfica D es transitiva si para cualesquiera u, v, w vértices 

de D tales que (u, v) E A(D) y (v, w) E A(D) se tiene que (u, w) E A(D). 

Géii~ralizá~i¡;l;~~dk este concepto son los de digráfica pretransitiva derecha y pre-
: ',o '1 ~ _: • ),.),.: •• j. " . 

'0. tral:sit\va(\~quier¡~a:,,~Qnceptos dados por P. Duchet [9J . 
• ,'. 0,, ',;.~1, :.'"" . .'. "_,' 

-.-, ..• "", ,o'. 

:"DefiniCión 2.2 (P. Duchet (g]). Una dig'ráfica D es llamada pretransitiva derecha 

(resp. pretransitiva izquierda) si cualquier subconjunto no vacío E de V (D) posee 

un vértice t(E) = b tal que: (x,b) E A(D) y (b,y) E A(D) implica (x, y) E A(D) 

o (y,b) E A(D) (resp. (x,b) E A(D) y (b,y) E A(D) implica (x,y) E A(D) o 

(b, x) E A (D)). 

Claramente tomando E = {b} para cadaoo b E V (D) (tomando todos los posibles 

subconjuntos de lUl solo elemento de V (D)) en la definición anterior obtenemos que 

ésta es equivalente a la Definición 2.3 (resp. a la definición 2.4) que damos en seguida. 

Por razones técnicas usaremos a 10 largo del capítulo las definiciones 2.3 y 2.4. 

Definición 2.3 Una digráfica D es pretransitiva derecha si para cualesquiera 

u,v,w vértices de D tales que (u,v) E A(D) y (v, w) E A(D) implica (u, w) E A(D) 

o (w,v) E A(D). 

Definición 2.4 Una digráfica D es pretransitiva izquierda 'si para cualesqui.era 

u, v, w vértices de D tales que (u, v) E A(D) y (u, w) E A(D) implica (u, w) E A(D) 

o (v, u) E A(D). 

En este capítulo cOllsiderarellloo ciel't811 digráficas pOoilJleIll811Le infinitas que uO 

tienen trayectorias infinitas exteriores,este tipo de trayectorias las definimos a con

tinuación. 

Definición 2.5 Sea Duna díg,áfica, decimos q1le una sucesión de vértices, (Ui)iEN' 

es una. trayectoria infinita exterior,deD.,si'pa,a cada i E N se tiene que (Ui, Ui+l)' i é,>' ,;, 

E A(D) y para cualesquiera i,j E N tales que ifj se tielle·qlle Ui =F Uj' 

'. El siguiente teOl"eniaoSe refiere ala existencia,de núcleos endigráficaspretransitivas' 

derechas e izquierdas . 
. , 

Teorema 2.6 (P. Duchet [9J). Una digráfica pretransitiva derecha (n~sp. pre

transitiva izquierda) tiene núcleo. 

TESIS CON 
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Sands, Bauer y Woodrow, demuestran el siguiente resultado en [35]. 

Teorema 2.7 (Sands, Sauer y Woodmw (35]). Sea Duna digráfica 2-coloreada. Si 

D no contiene trayectorias monocmmáticas infinitas exteriores, entonces existe un 

conjunto S de vértices de D tal que ningún par de vérlices de S están conectados por 

una trayectoria dirigida monocmmática y, 'para cualquier vértice x que no está en S 

existe una trayectoria dirigida monocromática desde x hacia algún vérlice en S. 

Notemos que el teorema anterior queda establecido en términos de núcleos como 

sigue: Si D es una digráfica 2-coloreada tal que no contiene trayectorias monocromáti

cas infinitas exteriores entonces la cerradura transitiva deD, Q: (D), tiene núcleo, más 

aún Q: (D) es núcleo perfecta. Así el teorema anterior puede ser establecido como 

sigue: 

Teorema 2.8 Sea Duna digráfica, sean DI y D2 subdigráficas transitivas de D tales 

queD = D IUD2 , A(DI)nA(D2) = q;. Siparacadai E {1,2} Di no tiene trayectorias 

infinitas exte'f'iores entonces D tiene núcleo. 

2.2 Núcleos y Digráficas Pretransitivas 

El resultado prinicipal de esta sección es el Teorema 2.ll que es una generalización de 

los teoremas 2.6 y 2.8, la demostración de este teorema sigue una técnica similar a la 

empleada por Sands, Sauer y Woodrow en [35]. Antes de demostrar el Teorema 2.11 

mencionamos 2 lemas útiles para dicha demostración que se refieren a propiedades de 

las digráficas pretransitivas. 

Lema 2.9 Sea Duna digrájica pr-etransitivaizquierda o derecha y sea (VI, V2, ... , vn ) 

una sucesión de vérlices tal que (Vi,Vi+I) E A(D) y (Vi+l,Vi) f/: A(D) para toda 

i E {l, ... , n - l}. Entonces la sucesión es una trayectoria dirigida y para cada i E 

{l, ... ,n-l}, (Vi,Vj) E A(D) y (Vj,Vi) f/: A(D) para todaj E {i+ l, ... ,n}. 
f, ". ' 

Demcistración. Procederemos pOr 'iriducpión; sobre rí. ,El resultado es in" 

mediato para n ::; 2. Supongamos que 81 resultado es válidO para una sucesión de 

n vértices que satisface las condiciones del lema. Consideremos ahora una suce

sión T = (Vl,V2, ... ,Vn ,Vn+1) de n + 1 vértice~tal que para cada i E{Í, ... ,~}, 
(Vi,Vi+l) E A(D) y (Vi+1,V.¡) f/: A(D). Notemosque la sucesión T' de los n primeros 

vértices de T satisface las hipótesis del Lema 2.9 entonces por hipótesis de induc

ción T' es una trayectoria dirigida y para cada i E {l, ... ,n -1}, (Vi, Vj) E A(D) Y 

TESIS CON ' 
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(Vj, Vi) rf: A(D) para toda j E {i +1, ... , n}. Por lo tanto solo falta probar 'que para 

cada i E {1, ... ,n -1} Vi f. Vn+1, (Vi,Vn+1) E A(D) y (Vn+1' Vi) rf: A(D). 

Procediendo por contradicción supongamos que Vn+1 = Vi para algún i E {1, ... , n-

1}, por hipótesis de inducción (Vi, Vn ) E A(D), es decir (Vn+1, vn ) E A(D) lo cual con

tradice la hipótesis que se tiene de T, por lo tanto T es una trayectoria dirigida. Por 

otro lado, para cada i E {1, ... ,n -1} considerando las flechas (Vi'Vn ) Y (Vn ,Vn +1)' 

como la digráfica es pretransitiva izquierda o derecha, y en D no existen las flechas 

(v", Vi) ni (Vn +1, vn ) entonces (Vi, Vn+1) E A(D), figura 2.1. Por último, si suponemos 

que (Vn+1, Vi) E A(D), entonces tendríamos que (Vn+1,vn ) E A(D) o (vn , Vi) E A(D), 

considerando las flechas (vn ,Vn+1) y (Vn+1,Vi) si D es una digráfica pretransitiva 

izquierda, o considerando las flechas (Vn+1, Vi) Y (Vi, Vn ) si D es una digráfica pretran

sitiva derecha, figura 2.2, pero esto no ocurre, por lo tanto (Vn +1, Vi) rf: A(D). Con

cluímos que T es una trayectoria dirigida y para cada i E {l, ... , n}, (Vi, Vj) E A(D) Y 

(Vj,Vi) rf: A(D) paratodaj E {i+1, ... ,n+1}. _ 

Figura 2.1 

~ ~ 
_>_>e-----3>_>~ .. --1>. 

Vi Vrt Zh.+l 

Figura 2.2 

Lel11a 2.10 Sea Duna digráfica pretmnsitiva izquierda o derecha tal que no tiene 

trayectorias infinitas exteriores. Si U <;;; ViD) y U f. c/J entonces eJ;iste x E U tal que: 

(x,y) E A(D) con y E U implica (y,l:) E A(D) . 

. ·\':Demo'sti"'acíón.Procederemospor contradicción.Supong¡;mos que para cada 

x EU, existe y E U tal que (x,y) E A(D) y (y,x) rf: A(D). Sea Xl E U entonces 

e~istex2E U tal que (Xl,X2) E A(D) Y (X2,Xtl rf: A(D) . . Asrí·para cada n E N, 

dadoxn E U, existe xn+1 E U tal que CEn , 'xn+1) E A(D)'y (x n+1' xn ) rf: A(D), por 

el· Lema 2.9, Tn +l (Xl, X2, .... X,,+l) es una trayectoria 'dirigida. Consideremos la 
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sucesión T = (xn)nEN' para cada n E N tenemos xn E V (Tn+1) Y xn+¡ E V (Tn+1)' 

como Tn+1 es una trayectoria dirigida entonces (xn, X n+1) E A(D), por .otro lado, 

sean n, m E N, n 01 m, supongamos sin pérdida de generalidad que n < m, entonces 

X n , xm E V (Tm ), como Tm es una trayectoria dirigida entonces xn 01 X m , por lo tanto 

T es una trayectoria infinita exterior en D, lo cual es una contradicción. Concluímos 

que existe el vértice x con la propiedad pedida. _ 

Teorema 2.11 Sea Duna digráfica que es unión de dos digráficas D¡, D2 tales que 

en ninguna de ellas e:z;isten trayectorias infinitas exteriores. Si D¡ es una digráfica 

pretransitiva derecha y D2 es una digráfica pretransitiva izquierda entonces D tiene 

núcleo. 

Demostración. Denotamos por x -+ y si (x, y) E A(D). Por x -+D1 y si 

(x, y) E A(D¡), x -;-+D1 y si (x, y) f/. A(D¡), si S ~ V(D) denotamos por x -)D1 S si 

existe alguna flecha en DI desde x hacia algún vértice de S, y x -f7D1 S si no existen 

en D¡ flechas desde x hacia S. Análogamente para la di gráfica D 2 • 

Si S y T son conjuntos independientes de vértices de D, decimos que S :; T si 

para cada s E S existe t E T tal que 

s =t Ó (8 -)D1 t Y t -f7D1 s). 

Observemos que si S y T son conjuntos independientes con S ~ T, entonces S :; T. 

1. Veamos que:; es un orden parcial en la familia de conjuntos independientes de 

D. 

1.1 :; es reflexiva. Como S ~ S, de la observación anterior se sigue S :; S para 

cualquier conjunto independiente> de> vértices S ~ V(D).· Por Jo tanto:; es 

reflexiva. 

1.2 :; es transitiva. Sean S, T y R conjuntos de vértices independientes tales 

que S :; T y T :; R, veamos que S :; R. Sea s E. S, como S :; T entonces 

existe t E T tal que 

s = t ó (s -)D1 t.y t -f7D1 s) (1) 

'.," .. y'com() T :; R para esta t <;:. Texiste.1'. E Rta,Lque, .. ·. :"'.' "',, . 

t =1'. Ó (t -)D1 1'. Y 1'. -f7D1 t) (Ir) 

Si s = t o t = r, por (Ir) ó (1) respectivamente,tenemos s = r ó (s -)D1 1'. 

Y r -f7D1 s) con 1'. <;: R. Supongamos que sol t y t 01 r, entonces (s -)D1 t 
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yt _DI S) Y (t'-->DI r y r _D, t), como DI es una digráfica pretransitiva, 

derecha, por el Lema 2.9 aplicada a la sucesión (s, t, r) se tiene que s -+DI r 

y r _D, s. Por lo tanto S :::: R. En consecuencia:::: es transitiva. 

1.3 :::: es antisimétrica. Sean S y T conjuntos de vértices independientes tales 

que S :::: T y T ::; S veamos que S = T. Sea s E S, veamos que s E T. 

Como S :::: T entonces existe tE T tal que 8 = t ó (s -->DI t Y t ...,.,D¡ s). 

Supongamos que sol t entonces s -->DI t Y t -r¡.DI s. Como T :::: S, para 

t existe s' E S, tal que t = s' ó (t -->D, s' y s' _D¡ t). Si t = s' entonces 

8 -->D¡ 8' pero esto es una contI:adicción pues s, s' E S Y S es un conjunto 

independiente, entonces t # s' y por lo tanto t -->D, s' y s' -+>DI t. Como 

DI es una digráfica pretransitiva derecha, por el Lema 2.9 aplicada a la 

sucesión (s, t, s') tenemos' que s -->DI s', lo cual contradice que S sea un 

conjunto independiente. Por lo tanto t = s, y en consecuencia s E T. Por 

lo tanto S e T. Análogamente tenemos la otra contención. Conc!uímos 

que :::: es antisimétrica. 

Por 1.1, 1.2 Y 1.3 ::; es un orden parcial. 

Sea J la familia de todos los conjuntos no vacíos de vértices S independientes, 

tales ,que S -->D, Y implica y --> s. 

2. Veamos que (J,::::) tiene elementos maximales. 

2.1 J # <p. Como D 2 es una digráfica pretransitiva izquierda y no tiene trayecto

rias infinitas exteriores, por el Lema 2.10 (tomando D = D2 Y U = V (D2 )), 

existe un vértice x tal que x -->D, y implica y -+ x, así {x} EJ. 

2.2 Toda cadena en (J,::::) está acotada superiormente. Sea 1[ una cadena en 

(J, ::::). Sea Soo = {s E U S / existe S E 1[ tal que s E T para todo TE 1[, 
SE!!: 

T 2: S}, veamos que SOO es cota superior de 1[ . 

2.2.1 Soo'es:unconjunto independiente. Sean SI, 82 E Soo veamos que en D 

rio'ekistériflechas entre SI y S2. Como SI, S2 E Soo elltonces ~ste SI y 

S2 eú I[talesCjue Si E T, 'para todo T E 1[ tal que T.2: Si, i E{l, 2}. 

SeaS=" lIlaX{ SI, S2},' entonces S¡;'.S2. E Sy como S. es:un:conjunto 

independiente entonces en D no existen flechas entre SI y S2' Por lo 

tantoS= es un conjunto independiente.: 

2.2.2 SOO # 9 y para cada S E 1[, SOO 2: S. Sea S E 1[ Y sea to E S 

veamosqlle existe t E Soo tal que to = t ó (to -->Dl t Y t -+>DI to). 

j";' : 
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Si to E 5 00 entonces tomamos t = too Supongamos que to ~ soo, 

procederemos por contradicción, supongamos que si para t E V (D) 

se tiene (to -->Dl t Y t ~Dl to) entonces t r: Soo. Sea To == S, como 

t o 'f; Soo esto implica que to r: T1 para algún T1 E e:, T1 ;::: To, de 

esto último tenemos que existe t1 E T1 tal que t o ...... Dl t 1 Y t 1 ~D,. to, 

por nuestra suposición t1 ~ soo. Entonces t 1 'f; T2 para algún T2 E e:, 
T2 ;::: T1, esto implica que existe t2 E T2 tal que t1 -;D, t2 Y t2 -f+D, t1, 

como D1 es una di gráfica pretransitiva derecha, aplicando el Lema 2.9 

a la sucesión T2 == (to, t1, t2) tenemos que T2 es una trayectoria dirigida 

y to ...... Dl t2 Y t2 -,.,Dl to, por nuestra suposición t2 1 SOO. Así, para 

cada n E N, dados t n Y Tn , tales que Tn E e:, t n E Tn , t n- 1 --7
D, tn, 

tn -+>Dl tn- 1, t o ...... D, tn, tn -f+D, to Y t n rt 5 00
, entonces tenemos que 

tn rt Tn+1 para algún Tn+1 E e:, Tn+1 ;::: Tn , de esto último tenemos que 

existe t n+! E Tn+1 tal que in .-.,Dl tn+1 Y tn+1 -f7D¡ tn- Como D1 es 

una digráfica pretransitiva derecha y (tn .-.,D¡ t n+! Y tn+1 ...,.,D¡ tn) para 

todo n E N, por el Lema 2.9, T n+1 = (to, t 1 , ... , t n+!) es lUla trayectoria 

dirigida enD1 y (to ...... D, tn+1 Y tn+1 -+>Dl to), por nuestra suposición 

in+1 1: 8"". Consideremos la sucesión T = (tn)nEN' para cada n E N 

tenemos tn ...... D¡ tn +1 , por otro lado, sean n, m E N, n f m, supongamos 

sin pérdida de generalidad que n < m, entonces tn, tm E V (r m), como 

r m es una trayectoria dirigida en DI entonces in f tm, por lo tanto T 

es una trayectoria infinita exterior en D1 , lo cual es una contradicción. 

Por 10 tanto existe t E Soo tal que (to --+D¡ t Y t ..".D, to). Con esto 

hemos demostrado que SOO ;::: S y que soo f rp. 

2.2 . .3 8 00 E 'J. Supong8YnOS fj1.l8 8 00 _7 D2. 'l/J es decir R --7
D2 Y pnrn algún 

8 E Soo veamos que y -> Soo. Sea S E e: tal que s E T, para todo 

TEct, T 2': S. Como S E J y s E S entonces y --> S, ~s decir y ...... s' 

para algílTI'S" E S, supongamos que s' ti. S"". Tenemos dos posibilidades 

y --...D,,·S(,O y--,>D¡ s', analizaremos cada una de ellas. Si y --,D2 S', como 

s ->D2y y D2 8s una digráfica pretransitivaizquierda entonces s '-7J:),s'· 

o y' ~D2 S,C01l10 S es un conjunto independiente y s, s', E SentoDces 

s -AJ]2,.S~ porhtanto y --,D, 8, en consecuencia,y""" S"", figura 2.3(a). 

Si y ->D¡ s', como S ::; Seo y s' rt S entonces existe tE· Soo tal 

que s'=.t o (s' ,--+D¡ t Y t -AD, s'), como 8' 1 SOO entonces ,s'· f t y' 

en consecuencia (s' -..,D¡ t Y t -f7D¡ s'), con esto último y considerando 

que y,-->D¡ 8' aplicamos que D 1 es una digráfica pretransitiva derecha 

TESIS CON 
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y tenemos y --4
D

¡ t, figura 2.3(b), por lo tanto y -> Soo. Concluímos 

que SO<? EJ. 

D2 D D' 
• ) • 1 )c1---~->. 
s y~t 

DI 
(a) (b) 

Figura 2.3 

. Por 2.2.1-2.2.3 Soo es cota superior de !!: y por lo tanto toda cadena de 

(J, :S;) está acotada superiormente. 

Por 2.1 Y 2.2 Y aplicando el Lema de Zom, (J , :s;) tiene elementos maximales. 

Sea S un elemento maximal de (J, :S;). 

3. Sen un núcleo de D. 

3.1 S es un conjunto independiente. Como S E J , se sigue que es un conjlmto 

independiente. 

3.2 S es absorbente. Procederemos por contradicción. Supongamos que x -1+ S 

para algún vértice x rf:. S, de .estos vértices elijamos Xo como sigue: sea 

U = {x E V(D2) \S / x -A S}, si U =J cjJ, sea Xo el vértice que existe al 

aplicar el Lema 2.10 a D2 y U , si U = cjJ entonces x -A S para algún vértice 

x E V(D¡) \ (SU V(D2 )), sea Xo alguno de estos vértices. Notemos que si 

U =J cjJ entonces Xo satisface: Xo --4
D , y e y -A S implica y ->D, Xo. 

Sea T = {s E S / S -f>D¡ xo}. Sobre Tu {xo} tenemos lo siguiente: 

3.2.1 TU {xo} es un conjunto independiente. Como T <:;; S y S es un conj.unto 

independiente púes SE J, entonces T es un conjunto independiente, 

solo falta ver qlié' entre T y Xo no hay flechas. Como Xo -1+ S y T·<:;;.B : .. 
entonces xo·.-I-+-/~D, Parda definición.de T, T -f>D¡ Xo. Supongamos.-que " 

T -,->D, xo"-como T.,s..s -entonces S --4
D2 Xo, como S E J entonces/., 

. xo''-'7 S, p.ero-esto'.es·una contradicción. Por 10,tanto entre T y.xo.no .. -

hay flechas. Concluimos que Tu {xo} es un conjunto independiente . 

. 3:2:2· T+V{xo} EJ':-,Slipongamos que TU{xo} --"D,_y, veremos que_y.--+· 

TU{xo}. Supongamos que y --f-> Ty probemos que y -'-> xo. La siguiente 

observación será de utilidad. 
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Observación. Bajo las condiciones anteriores, veremos que si y -yDl 

(S\T) entonces y ->Dl xo. Sea s E (S\T) tal que y ->Dl s, por 

la definición de T tenemos que s --+Dl Xo, aplicando que D¡ es una 

digráfica pretransitiva derecha tenemos y --+Dl Xo o Xo --)Dl s, como Xo 

-H S entonces y ->Dl xo, figura 2.4. 

D D 
~>. I >. 
Y~Xo 

DI 

Figura 2.4 

Ahora procederemos considerando los siguientes dos casos. 

Caso a. Supongamos que T ->D2 y. Como T <;;; S entonces S ->D2 y, como 

S E 'J entonces y --> S. Como y -H T entonces y --> (S\T), de esto 

tenemos dos posibilidades, y -->D2 (S\T) o y --+Dl (S\T). Si y --+D2 

(S\T), como T --+D2 y, aplicando que D2 es una digráfica pretransitiva 

izquierda tenemos y -->D2 T o T -;D2 (S\T), como S es un conjunto 

independiente y T <;;; S entonces T -HD2 (S\ T) y en consecuencia y ->D2 

T, figura 2.5(a), pero esto contradice que y -H T, por lo tanto y -+>D2 

(S\T), es decir y ~Dl (S\T) y por la observación anterior y -->Dl Xo. 

Caso b. Supongamos que Xo ->D2 y, para y tenemos dos posibilidades y -+> S 6 

Y -> S, analizaremos cada una de ellas. Supongamos que y -+>S, como 

. Xo ->D2 y entonces Xo E V (D2) es decir x 1: V (D¡) \ (S UV (D2)) y 

en consecuencia la elección de Xo fué determinada por el hecho de que 

U i' !Í>, por lo tanto Xo --+D2 ye y -1-> S implica y --+D2 Xo. Supongamos 

ahora que y --) S. Como y -1-> T entonces y --) (S\T), tenemos dos 

posibilidades: y --)D2 (S\T) o y --+Dl (S\T). Si y -->D2 S\T como 

Xo --+D2 y, aplicando que D 2 es una digráfica pretransitiva izquierda 

entonces Xo .,...,D'S\T o y ->D2 Xo, como Xo --A S entonces Xo -+>D, S\T 

y en consecuencia y -->D2 Xo, figura 2.5(b). Si y --+Dl (S\T) por la 

observaeión hecha. anteriormente. y --+Dl Xo. 

Por último veamos que S :S TU {xo}. Para cualquier s E S tenemos 

que s E T ó 81: T. Si 8 1: T, por· definición de T, 8 --+Dl xo, por otro 

lado como Xo cA S entonces Xo -+> s, en particular .:ro -H D1 8. Así, para 

cualquier 8 E S tenemos que (s E T) Ó (8 --+D1XO·y Xo -+>Dl 8), por lo tanto 

existe t E Tu {xo} tal que (s = t) Ó (8 -->Dl t Y t --f+Dl B). Concluímos que 
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• 

D, 
~D 

• ). 2). 
tET D2 y sESIT 

(a) 

Figura 2.5 

S::; TU {xc}. 

D, D
2 e----=->. ) XO~Y~ESIT 

D2 

(b) 

Como Xo ti- S entonces S < TU {xo} pero esto contradice que S sea un 

elemento maximal de (J, ::;). Por lo tanto S es un conjunto absorbente. 

Por 3.1 Y 3.2 S es un núcleo de la digráfica D . 

A continuación hacemos notar que la hipótesis de que no existan trayectorias 

infinitas exteriores en DI ni en D2 es necesaria para el resultado anterior. También 

mostramos que elresultado no es válido si DI y D2 son ambas digráficas pretransitivas 

derechas o pretransitivas izquierdas. 

Nota 2.12 Si en el Teorema 2.11 se elimina la hipótesis de que no existan trayec

torias infinitas exteriores en DI ni en D2 , el resultado no es válido. Consideremos 

la siguiente digráfica D: V (D) = {un / n E N} y A (D) = {(un, um ) / n, m E Ny 

. n < m}, figura 2.6. Sea DI = D Y D2 = D. D es la unión de DI y D2 • En D 

tenemos q'ue si (un, Um ) E A (D) Y (um , U¡) E A (D), por la definición de D, n < m 

y m < 1 esto implica que n < 1 y en consecuencia (un, U¡) E A (D), por lo tanto D 

es tanto pretransitiva derecha como pretransitiva izquierda, así D es unión de dos 

digráficas pretransitivas, una derecha y otra' izquierda. La sucesión (un)nEN es una 

trayectoria infinita exterior. Veamos que D no tiene núcleo, de la definición de D 

se desprende que es una digráfica completa, es decir cualesquiera dos vértices de D 

son adyacentes, esto 'implica que en caso de tener D núcleo éste constaría de un solo 

elemento, pero es claro que para cualquier Un E V (D) (um , un) Ft A (D) si m > n, es 

decir {un} no es núcleo de D, por lo tanto D no tiene núcleo. 

Ahora veamos que existe una familia infinita de digráficas que satisface lo anterior, 

es decir que no tienen núcleo y cada una de ellas es unión de una digráfica pretran

~itiva derecha y una pretransitiva izquierda, donde alguna de ellas tiene trayectorias 

infinitas exteriores. Sea H cualquier digráfica pretransitiva derecha (resp. pretran

Bitiva izquierda) tal que V (H)n V(D) =tf;, existe una familia infinita de digráficas 

pretransitivas derechas (resp. izquierdas) por ejemplo las digt-áficas simétricas son 
J. ,_, _ • ,",' ~ 

l' 
"','i' 

i " ·::tn :':,~ ·LJ'(} .. ~~' ; 
, .. "_··_·n_"·, • .• ,,~_ ..... "'~ .... ' 

- __ o __ ___ __ ~_ 
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D 

Figura 2.6 

tanto pretransitivas derechas como izquierdas. Sean D, y D2 la siguientes digráficas: 

V(D,) = V(H)UV(D),A(D, ) =A(H)U{(u,v) /uEV(H) YVEV(D)} (figu

ra 2. 7) Y D2 = D. Como ya habíamos mencionado D2 es una digráfica pretransitiva 

izquierda (también pretransitiva derecha) que tiene trayectorias infinitas exteriores. 

Veamos ahora que D¡ es una digráfica pretransitiva derecha (resp. izquierda), sean 

u,v,w E V(D¡) tales que (u,v),(v,w) E A(D¡), veamos que (u,w) E A(D,) o 

(w, v) E A (D¡) (resp. (u, w) E A (D¡) o (v, u) E A (D, )). Si W E V (H), por 

la definición de D
" 

U, v E V (H), como H es una digráfica pretransitiva derecha 

(resp. pretransitiva izquierda) entonces (u,w) E A(H) o (w,v) EA(H) (resp. 

(u,w) E A(H) o (v,u) E A (H)), esto implica que (u,w) E A(D¡) o (w;v) E A(D¡) 

(resp. (u, w) E A (D¡). o (v, u) E A (D¡)). Si W ti V (H) entonces W E V (D), por la 

definición de D¡, v E V (H) yen consecuencia u E V (H), considerando nuevamente 

la definición de D" tenemos que (u,w) E A(D¡) (igualmente para el caso en que H 

es pretransitiva izquierda). Concluímos que D¡ es una digráfica pretransitiva derecha 

(resp. izquierda). Consideremos la digráfi¿a Do la unión .de D¡ y D2 ,figura 2.8, D¡ 

es. una digráfica pretransitiva derecha (resp. izquierda) y D2 una digráfica pretransi

tiva izquierda (que también es derecha) con trayectorias infinitas exteriores. Veamos 

que Do no tiene núcleo. Aplicando el TeoTema 1.47 tomando D, = H, D2 = D Y 

A = {(u, v) / u E V (H), v E V (D)} tenemos D = Do Y por lo tanto Do no tiene 

núcleo .. 

Antes de las siguientes notas probamos un Lema. útil para éstas .. 

Lema 2.13 Si D es una digráfica pretransitiva derecha (resp.pretransitivaizquierda) 

entonces la digráfica H definida a partir de D a'umentando un nuevo vértice z y todas 

las flechas desde z hacia los vértices de D, también es pretransitiva derecha (resp. 

pretransitiva izquierda). 

TESIS CON 
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U¡ 

• 
u, 
• • • • • Un • ••• 

Figura 2.7: Las flechas gruesas indican que todos los vértices de H son adyacentes hacia el 

vértice indicado. 

Do 

Figura 2.8: Las flechas gruesas indican que todos los vértices de H son adyacentes hacia el 

vértice indicado. 

Demostración. Sean Ul,U2,U3 E.V(H) tales que (Ul,U2),(U2,U3) E A(H), 

veamos que (Ul,U3) E A(H)o (U3,U2) E A(H) (resp. (Ul,U3) E A(H) o (U2,U¡) E 

A(H)). Si z 1. {Ul,U2,U3} entonces {UI,U2,U3} e V(D) y (Ul,U2) E A(D) así como 

(U2, U3) E A(D) como D es una digráfica pretransitiva derecha (resp. pretransitiva 

izquierda) entonces (UI, U3) E A (D) o (U3, U2) E A (D) (resp. (UI, U3) E A (D) 

o (U2, UI) E A (D)), como A (D) e A (H) entonces (UI, U3) E A (H) o (U3,U2) E 

A(H) (resp,(uI,U3) E A(H) o (U2,UI) E A(H)). Si z E {UI,U2,U3} entonces 

por la definición de H, z tiene ingrado O en H, por lo tantGl z = t¿l, así {U2, U3} e 
V (D), considerando nuevaIIiente la definición de H ,tenemos que (z= UI, U3) E A (H) 

(igualmente para el caso en que D es pretransitiva izquierda). Por lo tanto (UI, U3) E 

A (H) o (U3, U2)E A (H) (resp. (UI, U3) E A (H) ci (U2, Ul) E A (H)), concluímos que 

H es una digráfica pretransitiva derecha (resp. pretransitiva izquierda). _ 

Nota 2.14 ... l<<J unión r;l,e dos digráficas pretmnsitivas derechas no necesariamente 
'l ",')1 ':;'; 
l.-" ,. '.',.' . ':). 
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tiene núcleo. Sean DI y D2 las siguientes digráficas: 

V (DI) = V (D2) = {u, V,w, x}, A (D¡) = {(x, u) , (u, w), (w,u), (v, w)} y A (Dz) = 
{(u, v), (x, v), (v, x), (w, x)}. Es fácil ver que DI y D2 son digráficas pretransitivas 

derechas, sea D la unión de estas dos digráficas, figura 2.9. Como D es una digráfica 

completa es decir cualesquiera dos vértices son adyacentes, si hubiera núcleo en D, 

éste constaria de un solo vértice el cual deberia . tener grado interior 3, pero en D 

ningún vértice cumple con esto, por lo tanto D no tiene núcleo. 

:~r 
• .r: ,.. 

v I W 

Figura 2.9: Las flechas marcadas con el número 1 corresponden a la digráfica DI, y las 

flechas marcadas con el número 2 corresponden a la digráfica D2. 

A partir de D podemos construir una familia infinita de di9ráficas sin núcleo que 

son unión de dos digráficas pretransitivas derechas sin trayectorias infinitas exteriores. 

Sea Do = D. Ahora para cada entero positivo n y dada Dn- I digráfica sin núcleo que 

es unión de dos digráficas pretransitivas derechas Dn-I,l y Dn- I,2, consideramos un 

nuevo vértice Zn y definimos Dn la unión de Dn,l y Dn,2, donde Dn,l . Dn-I,I, 

V (Dn,2) = V (Dn- I,2) U {zn} y A (Dn,2) = A (Dn- I,2) U {(zn, u) / u E V (Dnc-I,2)}, 

figura 2.10. Claramente Dn,l es una digráfica pretransitiva derecha y por el Lema 2.13 

Dn,2 también lo es. Ahora veamos que Dn no tiene núcleo. Aplicando el Teorema 1.47 

tomando DI = Dn [{ZI, ; .. , zn}], D2 = D Y A = {(Zi,V) / i E {l, ... , n}, v E V (D)} 

tenemos D = Dn y por: lo tanto Dn no tiene núcleo. Asi {Dn / n E N} es una familia 

infinita de digráficas sin núcleo que son unión de dos digráficas pretransit-ivas derechas 

sin trayectorias infinitas exteriores. 

Nota 2.15 La unión de dos digráficas pretransitivas izquierdas no necesariamente' 

tiene núcleo. Sean DI y D2 las siguientes digráficas: 

V(D¡)~ V(D2) = {u,v,w,x}, A(D¡) = {(u,v),(u,w),(w,u),(w,x)}yA(D2) = 

{(x,u),(x,v), (v,x),(v,w)}, figura 2.11. Es fácil ver que DI y D2 son digráficas 

pretransitivas izquierdas, la unión de ellas es la digráfica D de la Nota' 2.14 que como. 

ya vimos no tiene núcleo. 

A partir de D podemos construir' una familia infinita de digráficas sin núcleo que 

son unión de dosdigráficas pretransitivas .izquierdas sin trayectorias infinitas exte-

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

---_._- - . 



28 

Figura 2.10: Las flechas marcadas con el número 1 corresponden a la digráfica DI, y las 

flechas marcadas con el número 2 corresponden a la digráfica D2 . Las flechas gruesas indican 

que los vértices ZI, Z2, ... , Zn son adyacentes hacia los vértices u, v, w y x. 

Figura 2.11: Las flechas marcadas con el número 1 corresponden a la digráfica DI, y las 

flechas marcadas con el número 2 corresponden a la digráfica D2. 

riores. Sea Do = D, DO,I = DI, DO,2 = D2 . Ahora para cada entero positivo n y 

dada Dn-I digráfica sin núcleo que es unión de dos digráficas pretransitivas izquier

das Dn- I,l Y Dn- 1,2, consideramos un nuevo vén'ice Zn y definimos Dn· la 'unión 

de Dn,I Y Dn,2, donde [)n,I = Dn-I,I, V(Dn,2) = V (Dn- I,2) U {zn} y A (Dn,2) = 
A (Dn - I,2) U {(zn, u) / u E V (Dn- I,2)}, figura 2.12. Claramente Dn,I es una digrá

fica pretransitiva izquierda y por el Lema .2.13 Dn,2 también lo es. Noteinos que 

{D~ /n E N} es la misma famíliairifinÚa: de digráficas s'in núcleo obtenidas en la ' . 

nota anterior que también son unión 'de dosdigráficas pretransitivas izquierdas. 

2.3 M-Orientadónes 

Definición 2,.16. Sea·D. una digráfica, .la gráfica subyacent~ de .. D es la gráfica que 

se obtiene al reemplazar cada flecha de D por la correspondiente arista (no dirigida). 

\'. ,. 
/\ . ' , , , . U. . , , , .. 
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Figura 2.12: LIlS flechas marcadas con el número 1 corresponden a la di gráfica DI, Y las 

flechas marcadas con el número 2 corresponden a la digráfica D2. Las fiechas gruesas indican 

que los vértices Z¡, Z2 , ... , Zn son adyacentes hacia los vértices u, v, w y x. 

Definici6n2.17 Sea G una gráfica, una orientación D de G es una digráfica tal 

que su gráfica subyacente es G. 

Definición 2.18 Una gráfica G se dice que es de compaTabilidad SI existe una 

orientación asimétrica D de G que sea una digráfica transitiva. 

Definición 2.19. Sea Guna gráfica, una orientación D de G se .dice que es una 

orientación de Meyniel o una M -orientación si todo triángulo d'irigido de. D, 

tiene al menos dos flechas simétricas. 

Dada una gráfica Ose define el número cromático de O, X ( O), como elmínimo 

número de colores necesarios para colorear los vértices de G de .tal forma que si 2 

vértices son adyacentes entonces tengan asignados diferentes colores, por otro lado 

se define el número de clan de G, w ( Ol, como el máximo entero r tal que G 

tiene una subgráfica,oort: r vértices que es una gráfica completa. Una gráfica G es 

perfecta si para cualquier subgráfica inducida H de G se tiene X (H)= w (H). El 

problema de conocer la estructura de las gráficas pe,rfectasha motivado el desarrollo 

de trabajos importantes, puede consultarse [5]. Berge demostró quejas gráficas de 

comparabilidadson gráficas perfectas [3], estas gráficas son de las llamadas gráficas 

perfectas clásicas, en [10J se presenta una recopilación de resultados ,iinportantes 

acerca de estas gráficas. 

Usa.ndo.la técnica deSands, Sauer y Woodrow en [35], C. Champetier demuestra 

en [8J el siguiente resultado: 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Teorema 2.20 Toda M - orientaci6n de una gráfica de comparabilidad tiene núcleo. 

Decimos que una digráfica D es una orientación por pozos de una gráfica G 

si toda subdigráfica completa de D tiene núcleo. Una gráfica G es núcleo soluble 

si cualquier orientación por pozos de G tiene núcleo. En 1996 [7], E. Boros y V. 
Gurvich demuestran el Teorema 2.21 que habían establecido como una conjetura 

Berge y Duchet en 1983 . 

. Teorema 2.21 Toda gráfica perfecta es núcleo soluble. 

El Teorema 2.20 es un caso particular del Teorema 2.21 ya que no es difícil probar 

que una JI-orientación de una gráfica es una orientación por pozos. 

2.4 Núcleos, M-orientaciones y Orientaciones Pretransitivas 

En esta sección demostramos un resultado similar al Teorema 2.20 para gráficas in

finitas enunciado en el Teorema 2.24.' Éste Teorema para el caso finito, Teorema 

2.25, es una generalización del Teorema 2.20 pero además abarca gráficas que no son 

perfectas. 

Definición 2.22 Sea Duna digráfica, decimos que una sucesi6n de vértices, (Ui)iEN' 

es una trayectoria infinita interior de D si para cada i E N se tiene que (Ui+l,Ui) 

E A(D) Y para cualesquiera i, j E N tales que i f j se tiene que Ui f Uj' 

Definición 2.23 Dada una digráfica D definimos D-1 la inversa de D como la 

digráfica que tiene los mismos vértices que D y (v., v) es una flecha de D-1 si y solo 

si (v, u) es una flecha de D. 

Observemos que D es una digráfica pretransitiva izquierda si y solo si D-1 es 

pretransitiva derecha. 

Teorema 2.24 Sea G una g'l'áficá (posiblemente infinita) y sea D una M - orientación 

de G. Si existe alguna orientación T de G que sea una dig'l'áfica pretransitiva izquie'l'- . 

da o derecha que no ten'ga trayeCtórias infinitas exterióTes niinterioi'es ytdl que 

Sym(T) = Sym(D) entonces D tiene núcleO. 

< 

Demostración. Sea T una orientación pretransitiva izquierda o derecha de G 

tal que no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores y Sym(T) = Sym(D). 

:POd!,l)).9s suponer .. queT"es una digráfica pretransitiva izquierda, entonces T-1 es una 
. ¡< :" r ' • ~ - ,,, " , '1" 

: ~, 

'!'._" " '1, 

, .,~,.' 
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orientación de G que es una digráfica pretransitiva derecha, notemos que tanto T como 

T- 1 no tienen trayectorias infinitas exteriores. Observemos que 5ym(T) = 5ym(T-1 ) 

y por lo tanto Sym(T- 1
) = 5ym(D). 

Denotamos por x -> y si (x, y) E A(D). Supongamos que x -- y, si (x, y) E A(T) 
escribimos x __ rojo y y si (x, y) E A(T-1) escribimos x --;azul y. Si 5 ~ V(D) 

denotamos por x --t 5 si existe alguna flecha en D desde x hacia algún vértice de 

5, y x ...".., 5 si no 8..-xisten en D flechas desde x hacia S. Denotamos por x --tT y si 

(x, y) E A(T), si S S;; V(D) las notaciones x -7
T S Y X ..."..,T 5 son análogas a las 

anteriores. De la misma forma se tiene la notación para la digráfica T-1. 

Notemos que si x --; y entonces x --;rojo y o X __ azul y, por otro lado si (x, y) 

es una flecha simétrica de D entonces x --+"0;0 y, X --;ozul y, y -+"0;0 x y y --;azul x, 

finalmente si x --;T y (resp. x --;T-l y) y X -I-+ro;o y (resp. x .."..azul y) entonces 

y --).azul X Crespo y ---trojo x). 

Sea Q( la familia de conjuntos independientes de vértices S de G tales que 5 -+"ojo X 

implica x -+ S. Definimos en Q( la siguiente relación :::;: 

S :::; R si y sólo si para cada s E S existe TER tal que 

Observemos que si 5 y R son conjuntos independientes con S ~ R, entonces 5 :::; R. 

1. Veamos que:::; es un orden parcial en Q(. 

1.1 :::; es reflexiva. Como 5 S;; 5, de la observación anterior se sigue S :::; S para 

cualquier S E Q(. Por lo tanto:::; es reflexiva. 

1.2 Si S, Q y R son conjuntos en Q( tales que 5 :::; Q y Q :::; R entonces S :::; R. 

Sea 8 E S entonces existe q E Q tal que 

8 = q Ó (8 -;T-
1 

q y q ..".,T-
1 s) ... (I) 

y entonces existe TER tal quJ' . TESIS CON. 
FALLA DE ORIGEN 

q = r ó (q -;T-
1 r y r .."..T-l q) ... (II) 

Si s = q o q = r, por (II) ó (1) respectivamente, tenemos s = r ó (s -+T-
1 r 

y T -AT~,' s)"con TER. De otro modo, tenemos {s --t
T -

1 
qy q.-f+T -

1 s) 

Y (q --;T-l r y T ..".,T-l q), como T- 1 es una digráfica pretransitiva derecha 
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por el Lema 2.9 aplicada a: la sucesión (s, q,.,.) se tiene que s -tT -
1 

.,. y r 
T- 1 P S -,<t s. orlo tanto :::: R. En consecuencia:::: es transitiva. 

1.3 :::: es antisimétrica. Sean S y R conjuntos en 2l tales que S :::: R y R :::: S 

veamos que S = R. Sea s E S, veamos que s E R. Como S :::: R entonces 

existe.,. E R tal que satisface (1). Supongamos que s i= .,. entonces s -tT-
1 

.,. 

y.,. -,<tT-
1 s. Como R :::: S, para.,., existe s' E S, tal que.,. = s' ó (.,. -tT -

1 
s' 

y s' -+>T-
1 

.,.). Si.,. = s' entonces s -tT~l s' pero esto es una contradicción 

pues s, s' E S y S es un conjunto independiente de G, entonces .,. i= s' y 

por lo tanto.,. -tT -
1 s' y s' -ftT -

1 
.,., como T- l es una digráfica pretransitiva 

derecha, por el Lema 2.9 aplicada a la sucesión (s,.,., s') tenemos que s -t
T -

1 

s' y s' -I->T-l s, lo cual contradice que S sea un conjunto independiente de 

G. Por lo tanto .,. = s, es decir S e R, análogamente tenemos la otra 

contención. 

Por 1.1, 1.2 Y 1.3 ::; es un orden parcial. 

2. Veamos que (2l,::;) tiene elementos maximales. 

2.1 2l i= cf>. ComoT es pretransitiva izquierda y no tiene trayectorias infinitas 

exteriores, por el Lema 2.10 (tomando D= T Y U = V (T)) existe un 

vértice y tal que y -t
T X implica que x -t

T y, en este caso (x, y) es una 

flecha simétrica de T. Si Y --+"ojo X entonces y --+T x, por lo anterior 

(x,y) E Sym(T) y como Sym(T) e Sym(D) entonces (x, y) también es 

una flecha simétrica de D. Así, existe un vértice y tal que y -t"DjD X 

implica que x -t y, entonces {y} E U por lo tanto U i= cf>. 

2.2 Toda cadena en (2(,::::) está acotada superiormente. Sea (!: una cadena en 

(2(, ::;). Sea S= = {s E U S / existe S E (!: tal que 8 E R para todo 
SE~ 

R E (!:, R.;::: S}, veamos que S= es cota superior de It . 

. ' 2.2.1 S=', es 'un.conjlillto independiente. Sean 81, S2 E S= veamos que en D 

. ;no)existeri flechas entre 81 y S2' Como Sl, S2 E S= 8ntoncesexiste Sl y 

\'S2'en ¡[tales que Si E R, para todo R E ¡[ tal que R ;:::Si, i E {1,2}. 

Sea S = max{Sl,S2}, entonces 81,82 E S y como S es un conjunto 

independiente entonces en ,D no existen flechas entre Sl Y S2.· Por lo 

tanto S= es un conjunto independiente. 

2.2.2' Soo i= rP y para cada.S E It, Soo 2': S. Sea S EIt Y sea toE.S veamos 

que existe t E SOO tal que t D =t ó (tD --+T-l t Y t ..".,T-l tD). Si tD E Soo 
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entonces tomamos t = to. Supongamos que to rj:. Soo, procederemos por 

contradicción, supongamos que si para t E V (D) se tiene (to -tT -
1 

t 

y t -,e.T-
1 to) entonces t 1. soo. Sea Ro = S, como to t/: Soo esto 

implica que to t/: RI para algún RI E <!:, RI ~ Ro, de esto último 

tenemos que existe ti E RI tal que to -tT -
1 ti y.t l ...,..T-

1 to, por nuestra 

suposición ti t/: Soo. Entonces t1 t/: R2 para algún R2 E <!:, R2 ~ R1, 

esto implica que existe t2 E R2 tal que ti ...... T-
1 

t2 Y t2 ...p,T-
1 t1 , como 

T- I es una digráfica pretransitiva derecha, aplicando el Lema 2.9 a la 

sucesión 72 = (to, t 1 , t2 ) tenemos que 1'2 es una trayectoria dirigida y 

·to -tT -
1 t2 y t 2 ...".,T-

1 to, por nuestra suposición t 2 t/: soo. Así, para 

cada n E N, dados tn Y Rn, tales que Rn E <!:, tn E Rn, tn- I ->T-
1 

tn, 

tn -f-+T- 1 
tn- l , to ...... T-

1 tn, tn -,e.T- 1 to Y tn t/: soo, entonces tenemos 

que tn 1. Rn+l para algún Rn+1 E <!:, Rn+1 ~ Rn, de esto último 

tenemos que existe tn+l E Rn+l tal que tn ->T-l tn+l Y tn+1 ...,..T-
1 tn

Como T- I es una digráfica pretransitiva derecha y (tn --;T-l tn+l Y 

tn+l ...p,T-
1 

tn) para todo n E N, por el Lema 2.9, 7 n+l = (to, ti, ... , tn+1 ) 

es una trayectoria dirigida en T-1 y (to -t
T -

1 
tn+1 Y tn+1 -f+T-

1 
to), por 

nuestra suposición tn+l t/: soo. Consideremos la. sucesión 7 = (tn)nEN' 
para cada n E N tenemos t n --;T-l tn+l , por otro lado, sean n, m E N, 

n op. m, supongamos sin pérdida de generalidad que n < m, entonces 

tn,tm E V (Tm), como Tm esuna trayectoria dirigida en T-1 entonces 

t n op t m , por lo tanto T es una trayectoria infinita exterior en T-1
, lo 

cual es una contradicción. Por lo tanto existe t E SOO tal que (to --;T- 1 
t 

y t ..,..,T-
1 to). Con esto hemos dcmostrado que soo ~ S y que Soo op !/J. 

2.2.3 Seo E QL Supongamos que Seo -tTOjO y, veamos que y -t soo. Pro

cederemos por contradicción, supongamos que y ...,.. soo. Sea s E Soo 
tal que s -+TOjO y, ahora sea Sl E <!: tal que s E R para todo R E <!:, 

R 2: S1. Primero probaremos lo siguiente: 

2.2.3.1 Si Y -t
0zul s' para algún s' ERcon R E ~, R > SI entonces existe 

t E Seo tal que 

(i) t -'trajo s', 
TESIS CON 

FALLA DE ORIGEN 
(ii) Si R! E ~ es tal que R' ~ R y t E R' entonces para algún SU E 11: 

te~emos s' -.;.azul S" 1 SI' ~T-l Sl.y y ~azul SIl, 

.. Para (i), como estamos suponiendo'que y--r> soo entonces 8 ' t/: soo, por 

2.2.2 SOO 2: R entonces existe t E S= tal que Si -+T-l ty t ...p,r ' s', 
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" " 
1, .. ,'" 

veamos que t satisface (i) y (ii). Para (i), como y ->azul s' entonces 

y ->T-l s', aplicando que T- 1 es una digráfica pretransitiva derecha 

y que t _T-
1 s' tenemos y ->T-

1 t, figura 2.13(a). Como y _ 8 00 

entonces y _azul t entonces t ->rojo y. Si SI -> t entonces (y, SI, t, y) 

es un triángulo dirigido en D, figura 2.13(b), por otro lado (s', t) no 

es flecha simétrica de T-1 y por lo tanto no lo es de D y y _azul t es 

decir (t, y) tampoco es flecha simétrica de D, así este triángulo a lo más 

tiene una flecha simétrica pero esto contradice la hipótesis de que todo 

triángulo dirigido de D tiene al menos 2 flechas simétricas, por lo tanto 

s' -ft t así s' -ftazul t y en consecuencia t -+rojo s', figura 2.13(c). 

r ·! T'! • >. ). 
y~t 

r" 

• azul". >. 
y~t. 

roJO 

• azul)." rojo. 

y~t 
roJo 

(a) (b) (e) 

Figura 2.13 

Para (ii) Sea R' E e: tal que RI ::::: R y t E RI como t ->rojo SI entonces 

R ->rojo s' como R I E ti entonces s' -> R' es decir s' -> s" para , , 
algún s" E R'. Si s' ---.rojo s" entonces tenemos s' ->T s" y como t -+T 

s' aplicando que T es una digráfica pretransitiva izquierda tenemos 

t ->T s" o s' ->T t, como t, s" E R' Y R' es un conjunto independiente 

. entonces t _T s" por lo tanto s' ->T t, figura 2.14(a), como t ->T s' 

entonces (t, s') es una flecha simétrica de T y por lo tanto de D pero 

esto es una contradicción pues en (i) teníamos s' -ft t, por lo tanto 

s' _rojo s" y en consecuencia s' ->azul s". Ahora supongamos que 

s" ->T-
1 s' ,entonces (s', s") es una flecha simétrica de T- 1 y por lo 

tanto de D esto implica que s' ->rojo s" pero esto es una contradic;ción 

pues ya teníamos s' -,<+
ro1° 'Sil, por lo tanto s" -ft

T
-

1 
s', Por último como 

. y ->azul s' y s' ...".azul s" entonces y ->T-
1 s' y s' ->T-l s", aplicando. que 

' .. ·r-1 es una digtáfica 'ptetransitiva derecha y que s" .".,T-
1 

s' tenemos 

y ->T-l s", figura 2.14(b) .. Aqüí tenemos 2 posibilidades y ->,s!l o' 

: ;",: 4" -> y. Si s" -> y entonces (y, s', s" , y) es un triángulo dirigido de D, 

por hipótesis éste triángulo tiene al menos 2 flechas simétricas; como' 

s" -ft
T -

1 s' entonces (s", s') no es flecha simétrica de T-1 y por lo tanto 

tampoco es flecha simétrica de D, en consecuencia (y, s') y (s",y) son 

flechas simétricas de D. Así en cualquier caso tenemos y -> s" y como 

";', . 
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y -+.T-
1 

8" entonces y ~azul s", figura 2.14(c), con esto conduímos la 

prueba de 2.2.3.1 (ii). 

s" 

h 
• < • 
S' T t 

(a) 

•• --,--7) • 
Y r- l S' 

(b) 

Figura 2.14 

a~ul " 
",8 

~z-az-u ;1. 

~
aZU1;>.~ • 

y i t 
rajo 

(e) 

Ahora, como s -+cojo y y s E SI entonces SI -+cojo y, como SI E e: entonces 

SI E m, esto implica que y --> SI. Sea SI E SI tal que y --> SI. Supongamos 

que y -+cojo SI, como s -+cojo y entonces y -->T 81 y 8 -.T y, como T es una 

digráfica pretransitiva izquierda entonces S -4
T 

SI o y -+T S, como SI es un 

conjunto independiente y S, SI E SI entonces S -A
T 

SI por lo tanto y -+T S, 

así (y, s) es una flecha simétrica de T y en consecuencia de D, por lo tanto 

y -+ s y como s E Soo tenemos y -.., soo lo cual es una contradicción, figura 

2.15(a). Por lo . tanto y -..,azul SI. Por 2.2.3.1 tomando s' = 8) Y R = SI 

existe ti E SOO tal que: 

2.2.3.2 (i) ti -+cojo SI. 

Ahora, como ti E Soo existe S2 E e: tal que ti E R para todo R E e: tal que 

R 2': 82 , podemos suponer que i:h 2': SI, entonces por 2.2.3.1 (ii) tOl1l,Illdo 

R' = S2 y t = tI tenemos: 

2.2.3.2 (ii) existe 82 E S2 tal que 8) -4 azul 82, S2 ...".,T-
1 

81 Y Y -+azul S2, figura 

2.15(b). 

~.e--_~T-:). 
s T y s¡ 

(a) 

,.: 

• 8 

Figma 2.15 

()'~ltl __ -"-c<j s, .¡¡¡¡ a'jjzu /1.-

~~T-l 
¡'ojo ;:.. •• _-'0éo .. ·u",.l-») • mjo. 

y s¡ t¡ 

(b) 

TESIS CON 
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Análogamente a lo anterior, por 2.2.3.1 tomando s' = S2 Y R = S2 existe 

t2 E Seo tal que: 

2.2.3.3 (i) t2 --4
rojo 82, figura 2.16. 

• s 

Figura 2.16 

rojo. 

t, 

Como t 2 E Seo existe S3 E ([: tal que t2 E R. para todo R E ([: tal que 

R ~ S3, podemos suponer que S3 .~ S2 y por lo tanto S3 ~ SI, entonces 

por 2.2.3.1 (ii) tomando RI = S3 y t = t2 tenemos: 

2.2.3.3 (ii) existe S3 E S3 tal que 82 -+azul 53, 53 ..,..T-
1 

82 Y Y ...... azul 53, figura 2.17. 

azul 

• 

Figura 2.17 

Así, si suponemos que para n E N se tienen {ti, t z, ... , tn} e S"", {SI, S2, ... , 

Sn+l} e e:: con SI :S S2::;''':S' Sn+l, {Sl,S2,· ... 'S'Hl} e ViD) tales que 

para cada i E {l, .. ,n}: 

2.2.3.4 (i) ti ->rojo Si 

( 1'1') {t } e S azul T-l azul i , Si+l i+l, Si ---+ Si+l, Si+l --,'-:;. Si Y Y -+ Si+l' 

Entonces por 2.2.3.1 tomando Si = Sn+l, R = Sn+l existe tn+! E S"" tal 

que: 

.... b:3,S'(Ü tn+l-+rojo sn+!' 

~ :. '." 
!.~.,... .. ", ~,,''''.''''. 

:', ~ 
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Como t n+1 E SOOexiste Sn+2 E Q: tal que tn+l E R para todo R E Q: tal que 

R :::: Sn+2, podemos suponer que Sn+2 :::: Sn+l y por lo tanto Sn+2 ::: SI, 

entonces por 2.2.3.1 (ii) tomando SI = Sn+l, R = Sn+l, R' = Sn+2 y t = t n+1 

tenemos: 

(ii) existe Sn+2 E Sn+2 tal que sn+i -¡.ozuJ Sn+2, Sn+2 ..",T-
1 

Sn+l Y y --+ozul 

Sn+2, figura 2.18. 

aZltl 

r" 

roJo. 
tn+l z;3

om ~·~+I 

_----"'"zC':"I'-~.~ roJo. 

azul • 

a;;ul 

tt' ~', ~_r-I 
•• I---"ro",1o'-'»ee ___ 0'óm"'-:[3>. rOjo. 

S Y SI ti 

Figura 2.18 

Sr! t n 

rojo. 
t 3 

Así (Sn)nEN es una sucesión de vértices de D tal que Sn+l --+T-l Sn+2 Y 

Sn+2 -I'>T-l Sn+l, como T- I es una digráfica pretransitiva derecha entonces 

por el Lema 2.9, para cada k E N la sucecÍón (SI, S2, ... , Sk) es una trayec

toria dirigida enT-1, esto implica que (sn)nEN es una trayectoria infinita 

exterior en T-l lo cual es una contradicción. Por lo tanto y -> Soo y en 

consecuencia Soo E 11. 

Por 2.2.1-2.2.3 Soo es cota superior de Q: y pOl" lo tanto toda cadena de"' 

('2(, S) está acotada superiormente. 

Por 2.1 Y 2.2 y aplicando el Lema de Zom, ('2l , S) tiene elementos maximales. 

Sea S un elemento ma.ximal de (m, S). 

3. S en un núcleo de D. TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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3.1 S es un conjunto independiente de G. Como S E Ql , se sigue que es un 

conjunto independiente de G. 

3.2 S es absorbente. Procederemos por contradicción. Supongamos que x ..,.. S 

para algún vértice x tic S, de estos vértices elijamos Xo como sigue: sea 

U = {x E V (D) \S / x -f+ S}, por nuestra suposición U 01 rjJ, sea Xo el 

vértice que existe al aplicar el Lema 2.10 (tomando D = T Y U). Notemos 

que Xo satisface: Xo ->T y e y ..,.. S implica y --.T Xo. 

Sea P = {s E S / s ..,..azul xo}. Sobre P U {xo} tenemos lo siguiente: 

3.2.1 P U {xo} es un conjunto independiente de G. Como P <:::: S y S es un 

conjunto independiente de G pues S E ti, entonces P es un conjunto 

independiente de G, solo falta ver que entre P y Xo no hay flechas en 

D. Como Xü -f+ S Y P <:::: S entonces Xo ..,.. P. Por la definicióh de 

P, P ..,..azul Xo. Supongamos que P ->rojo XO, como P <:::: S entonces S 

--.,ojo xo, como S E ti entonces Xo --. S, pero esto es una contradicción, 

entonces P .."..,ojo Xo. Por lo tanto entre P y Xo no hay flechas en D. 

Concluimos que P U {xo} es un conjunto independiente de G. 

3.2.2 P U {xo} E Ql. Supongamos que P U {xo} ->,ojo y, veremos que 

y --. P U {xc}. Supongamos que y -+> P y probemos que y -> xo. 

Procederemos considerando los siguientes 2 casos. 

Caso a. Supongamos que P ->TOjo y. Como P <:::: S entonces S ->Tojo y, como 

S E Ql , Y -> S. Como y ..,.. P entonces y -> (S\P), de esto tenemos 

dos posibilidades, y ->rojo (S\P) o y ->azul (S\P). Si y ->,ojo S\P 

como p ......,rojo y, sea p E P tal que p __ ,rojo y aplicando qucT es una 

digráfica pretransitiva izquierda tenemos y -+T P op ->T (S\P), figura 

2.19(a), como S es un conjunto independiente de.G y P <:::: S entonces 

p -+>T (S\P) así y ..... T P Y esto implica que (p, y) es una flecha simétrica 

en T y por 10 tanto también lo es en D, así y -> P, pero esto es una 

contradicción¡':por lo tanto y "",rojo S\P. Si y ......,ozul S\P" sea s E S\P 
tal qlle.y·->azuli;, por la definición de P tenemos s .:..,azu(xo, como T~l. 

es una digráfica pretransitiva :derecha entonces Xo ..,.,T-l s.o y ......,T:' Xo, 

figura 2.19(b), si Xo ...... T-
1 

s entonces (xo,s) es una flecha simétrica de 

T- 1 , pero las·fl.echas simétricas de T- 1 también son flechas simétricas 

de D entonces Xo -> s pero esto es una contradicción ya que s E S Y 

,., , 'c Xo 4'f, S, por lo tanto y .....,T-
1 

Xo. Entonces y -+ Xo o Xo -> y, si Xo -> y , 
entol,1ces (xo, y, s, xo) es un triángulo dirigido en D, por hipótesis debe 
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tener este triángulo al menos dos flechas simétricas en D, como Xo -+> S 

entonces (xo, y) es una flecha simétrica de D y por lo tanto y '-+ Xo. 

• rojo). rojo). azul azul • )~>. 

P y SIP y S Xo 

(a) (b) 

Figura 2.19 

Caso b. Supongamos que Xo -.rojo y. Para y tenemos dos posibilidades y -+> S 

Ó y -+ S, analizaremos cada una de ellas. Supongamos que y -+> S, por 

la elección de Xo tenemos que y -.T Xo, entonces (xo, y) es una flecha 

simétrica en T y por lo tanto en D, así y --t xo. Supongamos que y 

-+ S, como y -+> P entonces y --t S\P, sea s E S\P tal que y -t s, 

por la definición de P S -+azul Xo así tenemos un triángulo dirigido 

(xo, y, s, xo) en D, análogamente al caso anterior este triángulo tiene al 

menos dos· flechas simétricas en D, como Xo -+> S entonces (xo, y) es 

una flecha simétrica de D y por lo tanto y --t xo. 

Concluímos que P U {xc} E Qt . 

Por último veamos que S ::; P U {xo}. Para cualquier s E S tenemos que 

s E P ó s ti: P. Si 8 ti: P, por definición de P, S -->"zul Xo, por otro lado 

como Xo - S entonces Xo - 8, en particular Xo -+>"zul S. Así, para cualqlúer 

8 E S tenemos que (8 E P) ó (8 -+T-
1 

Xo y Xo -rtT -
1 8), por lo tanto existe 

t E P U {xo} tal que (8 = t) Ó (8 -tT-
1 

t y t ...,..T-
1 

8). Concluímos que 

S::; Tu {xc} . 

. Como Xo ti: S entonces S < T U {xo} pero esto contradice que S sea un 

elemento maximal de (J,::;). Por lo tanto Ses un conjunto absorbente. 

Por 3.1 y3.2 8 es un núcleo de la digráfica D. 

Observemos que la hipótesis Sym(T) = Sym(D)deHeorema anterior sólo se usa 

en la demostración en la parte donde se prueba que toda cadena de (Qt, ::;) está acotada 

superiormente, en el resto de la demostración solo se usa la contención Sym(T) <:;; 

Sym(D), esto implica que para el caso de gráficas finitas basta pedir dicha contención, 

quedando así el siguiente· teorema, 
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Teorema 2.25 Sea G una.gráfiw finita y sea D una M -orientaci6n de G. Si existe 

alguna orientaci6n T de G que sea una digráfica pretransitiva izquierda o derecha tal 

que Sym(T) <;; Sym(D) entonces D tiene núcleo. 

A continuación hacemos notar que las hipótesis del Teorema 2.24 son necesarias. 

Nota 2.26 Si en el Teorema 2.24 se elimina la hip6tesis de que la digráfica T no 

tenga trayectorias infinitas exteriores ni interiores entonces no necesariamente D 

tiene núcleo. Sea G la gráfica con vértices {unl n E N} Y con aristas {(un, um ) 1 
n,m E N, n =J m}, figura 2.20. Sea D la orientaci6n de G tal que A(D) = 
{(un, um ) 1 n, m E N, n < m}, la digráfica D es la misma a la que se refiere la Nota 

2.12 y mostrada en la figura 2.6. D es una digráfica transitiva, asimétriw y no tiene 

triángulos dirigidos, así D es una M - orientaci6n de G. Otra consecuencia de que D 

es transitiva es que es tanto pretransitiva derecha como pretransitiva izquierda, por lo 

tanto consideremos T = D. La sucesi6n (un)nEN es una trayectoria infinita exterior 

en T. Como ya vimos en la Nota 2.12 D no tiene núcleo. 

G 

'U l 'U2~~'Un . . . . . . ... . 

~ 

Figura 2.20 

Ahora veamos que existe 'Una familia infinita de gráficas que satisface lo ante

rior, es decir que tienen alguna M - orientaci6n que no tiene núcleo y tienen una 

orientación pretmnsi#va derecha o izquierda con la misma parte simétrica que posee 

trayectorias infinitas exteriores o interiores. Sea H cualquier ciclo de longitud par 

(v¡, V2, ... , V2m, v¡) tal que 11 (H) n V (e) = cp. Sea H' la siguiente gráfica: V (H') = 

V (H) U V (G), A (H
'
) = A(H)UA(G) U {(u,v) / u E V (H) y v E V (G)}. Sea D' 

la siguiente orientación deS', figura 2.21: 

A(D') = {(Vi,Vi+l) li E {1, ... ,2m},i == 1 (mod 2)}U 

.. {(Vi+l, Vi) 1 i E {l, ... , 2m}, i == O (mod 2)} U A(D) U 

{( u, v) /11 E V (H) y v E V (G)} .la suma es tomada módulo 2m. Veamos que D' es 

una digráfica transitiva, .. sean u, v, w E V (D') tales que .lu, v) , (v, w) EA(D'J..veamos 

que (u,w) E A(D'). Siw E V(H), por la definici6n de D', u,v E V(H) pero en 

-, 
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D' los vértices de H inducen una subdigráfica que no tiene trayectorias dirigidas de 

longitud 2 por lo tanto 10 rf- V (H), entonces 10 E V (G), si u E V (H) por la defini

. ción de D', (u,1O) E A (D'), si u rf- V (H) entonces u E V (G) y por la definición 

de D', v E V (G), es decir {u, v,1O} e VID) y como D es una digráfica transiti

va entonces (u, 10) E A (D) y por lo tanto (u, 10) E A (D') . Concluímos que D' es 

una digráfica transitiva, como además D' es asimétrica entonces no tiene triángulos 

dirigidos y por lo tanto es una NI -orientación deH' . Otra consecuencia de que D' 

sea una digráfica transitiva es que es una digráfica pretransitiva derecha y también 

izquierda, consideremos T' = D', entonces Sym (T') = Sym (D'). En T' la sucesión 

(un)nEN es una trayectoria infinita exterior. Veamos que D' no tiene núcleo. Aplican

do el Teorema 1.J¡'! tomando D¡ = D' [V (H)], D2 = D Y Ji = ((u, v) fu E V(H), 

v E V (D)} tenemos D = D' y por lo tanto D' no tiene núcleo. 

D' 

u~~u " . . '. 

/l? 
f"" "'-'-

',' .. 

Figura 2.21: La flecha gruesa indica que todos los vértices de H sOri-láYÚJK~~s.J~Jiilo~ .. 
vértices de D. 

Nota 2.27 Sien el Teorema 2;24 se elimina la hipótesis de que la digráfica D sea '.' 

, una Af -:-o7'ientación entonces:.nonecesariamente D tiene núcleo. Sea G la gráfi-c 

ca completa con 4 vértices .. Si V (G) = {u, v, 10, x} sea D la orientación de G tal 

que A (D) = {(u, v), (v, 10), (1Oi X) , (x, u), (u, 10), (10, u), (v, x), (x, v)}, Des la mise 

ma digráfica mostrada en la figura 2.9, que como vimos en la Nota 2.14 no tiene 

núcléo. En Dtodo-triángulo dirigido tiene una sola flecha simétrica es decirD· 

no es una M - 07"ientación de G . . Sea T la siguiente orientación de G: A (T) = 

{(u, v) ,(w;v) , .. (w, x) , (u,x) ,(Ui'W), (10, u) , (v,x),(x,v)}, .. figura 2,22. No es.difícil 

ver que T es una digráfica tanto pr€transüiv~ derecha como izquierda. y Sym (T) = 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Sym(D). 

T 

Figura 2.22 

Ahora veamos que a parlir de G podemos construir una familia infinita de grá

ficas donde cada una de ellas tiene alguna orientaci6n que no tiene núcleo y no es 

una M - orientaci6n y además cada gráfica de la familia tiene alguna orientaci6n pre

transitiva derecha que no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores, ambas 

orientaciones con la misma parle simétrica. Sean Go = G, Do = D y To = T, para 

cada entero positivo n y dadas Gn- 1 , Dn-l, Tn_1 que satisfacen lo anterior, consi

deramos un nuevo vértice Zn y definimos Gn, Dn, Tn como sigue (figuras 2.23 y 2.24): 

V (Gn) = V (Gn- 1 ) U {Zn} y A (Gn) = A (Gn- 1 ) U {(zn, u) / u E V (Gn- 1)}, 

V (Dn ) = V (Dn- 1) U {zn} y A (Dn) = A (Dn-tl U {(zn, u) / u E V (Dn- 1)} Y 

V (Tn) = V (Tn-tl U {zn} y A (Tn) = A (Tn-tl U {(zn, u) / u E V (Tn_1)}. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

Figura 2.23: Las aristas gruesas indican que los vértices Zl, Z2,.··, Zn son adyace~tes hacia 

. lbs 'vértices u, v, 11J yx. 

Es claro que Dn y Tn'c'¡ son orientaciones de Gn. Como Des subdigráfica deDn 

y D tiene triángulos dirigidos con solo una flecha simétrica entonces Dn no es una 

'0,," 

. ' 

o," ji:,";,:,>': f" - ...... !, " ' 
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u.· ~.x 

• Zt\ 
7.~ ", 

'. . 
• Zn 

FigUfa 2.24: Las flechas gruesas indican que los vértices ZI, Z2, ... , Zn son adyacentes hacia 

los vértices u, 'V, W y x. 

M -orientación de Gn- Por el Lema 2.13 Tn es una .digráfica pretransitiva derecha y 

como es finita no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores. Como las fiechas . 

que se añaden a Dn-I (resp. Tn- I) para obtener Dn (resp .. Tn) son. asimétricas, 

entonces Sym (Dn) = Sym(Dn- l ) ySym (Tn) = Sym (Tn- I), y como Sym (Dn- I) = 
Sym (Tn- I) entonces Sym (Dn) = Sym (Tn). Por último veamos que Dn no tiene· 

núcleo. Aplicando el Teorema 1.41 tomando DI = Dn [{ZI, ... , zn}], D2 = D Y A = 

((Zi'V) ji E {l, ... ,n}, v E V(D)} tenemos D = Dn Y por lo tanto Dn no tiene 

núcleo. Así {Gn j 71 E N} es una familia infinita de gráficas donde cada una de ellas 

tiene alguna orientación Dn que no tiene núcleo, Dn no es una !'vi - orientación y Gn 
tiene algmw orientación T". prctmnsitiva derecha q1te no tiene tmyecto?"ias infinita.s 

exteriores ni interiores. 

Nota 2.28 Para el caso finito, si se elimina la hipótesis Sym (T) e Sym (D) el 

resultado puede fallar. Sea G cualquier ciclo de longitud impar mayo?" o igual que 5. 

Sea D el ciclo dirigido correspondiente, D no tiene triángulos dirig'idos, por lo tanto 

D es una M-orientación de G ¡jera iw tiene·núcleo. Si V(G) = {VI,V2, ... ,V2n+l}' 

sea T la siguiente orientación de G,' . 

A (T) = {(VI, V2), (V2, VI)} U {(V2i+l, V2i), (V2i+l, V2i+2) ji E {l, 2, ... , n} la suma es . 

tomada mod 2n+l}, figura 2.25. No es. difícil ver que T es una digráfica pretransitiva. 

derecha y Sym (T) <Z Sym (D). 

Por último veremos que el Teorema 2.25 generaliza al TeOl:ema 2.20 I?robadü por 

C. Champetier, pero además el Teorema 2.25 abarca gráficas que no son gráficas de . 
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T . . . 

Figura 2.25 

comparabilidad, es decir gráficas que no están consideradas en el Teorema 2.20, más 

aún abarca gráficas que no son perfectas. 

Nota 2.29 Sea G una gráfica de comparabilidad y D cualquier M-orientación de 

G. Si T es una orientación transitiva de G entonces T es una orientación pretran" 

sitiva derecha de G y también' izquierda, como G es finita, T también lo es y no 

tiene entonces trayectorias infinitas exteriores ni interiores. Ya que T es una digTá

fica asimétrica, entonces Sym (T) e Sym (D). Por todo lo anterioT y aplicando el 

Teorema 2.25 D tiene nucleo. Por lo tanto el Teorema 2.25 generaliza al Teo-rema 

2.20. 

Nota 2.30 Consideremos la gráfica Gn, n 2': 2, mostrada en la figura 2.26, Gn no es 

una gráfica de comparabilidad, Gallai (26}, más aún no es perfecta pues para C2n+1 

el ciclo de longitud 2n + 1 se tiene X (C2n+1) = 3 Y W (C2n+d = 2. Sea Dn la 

orientación de Gn tal que: A (D.n) = {(Vi,Vi+l) / i E {l, 2, ... , 2n + 1} la suma es 

tomada mod 2n + l} U {(Ui,Ui+1) / i E {l, 2, ... , 2n + l} la suma es tomada mod 

2n + 1} U {(u2n,uzn-d, (V2,Vl) , (u2~,vd}, figura 2.27. El único triángulo dirigi

do deDn es (v¡, V211t2n, Vl) que tiene 2 flechas simétricas, pOT lo tanto Dn es una 

!'vI - orientación de Gn. Sea Tn la orientación de Gn tal que: 

A (Tnl =. {( U2n, VI) }U{(v¡, vz) , (V2, v¡)}U{ (V2i+1' VZi) , (V2i+1' V2i+2) / i E {l, 2, ... , n Hu 
{( U2n~i, uZn) , (uzn , u2n'-d} U {( U2i, U2i-l) , (U2i, U2i+1) / i E {l, 2, ... , n - 1 Hu 
{(U2n+l,.U2n), (U2n+l,Ul)}, la suma es tomada mod 2n + 1,. figura 2.28. No es difí

til ver que Tn es una orientación pretransitiva derecha de Gn y es inmediato que 

Sym (Tn) = Sym (D n ). Por lo tanto Gn es una gráfica que no es perfecta y a la cual . . . 
puede aplicarSe el Teórema 2.25. 
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2.5 Digráficas Quasitransitivas 
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TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

Otra generalización del concepto de digráfica transitiva es el de digráfica quasítransi

tiva dada por Ghouilá-Houri [271. 

Definición 2.31 Unadig-ráfica D es quasitmnsitiva si pára cualesq.uiera'u, v, w 

. vértices de D tales'que. (u,v) E A(D) Y (v, w) E A(D) implica (u, w),EA(D)o 

(W,l¿) E A(D). 

Las ciiiráfica~quasitmll~itivas han sido estudiadas en [1,28, 29',36). Las cli

gráficas quasitransitivas son importantes por su estrecha relación con las gráficas 

de comparabilidad' (gráficas que tienen una o~ientación transitiva). Eipecífi~~mente 
Ghouilá-Houri [27J demostró que una gráfica puede ser orientada como una digráfica 

quasitransitiva si y sólo si es una gráfica de comparabilidad, para mayor información 

de las gráficas de comparabilidad se puede recurrir a [26," 301. También son de interés 

• 
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Figura 2.28 

las digráficas quasitransitivas ya que comparten muchas de las propiedades de los 

torneos [2]' un torneo es una digráfica tal que entre cada par de vértices existe una y 

solo una flecha,. debido a esto los torneos tienen una estructura muy rica. Claramente 

los torneos son digráficas quasitransitivas. 

2.6 Núcleos y Digráficas Quasitransitivas ' 

En esta sección probamos que si D es una digráfica tal que todo triángulo dirigido 

tiene al menos 2 flechas simétricas y que es unión de dos digráficas quasitransitivas 

,;tiües:C¡u~';;;;;' ninguna de ellas existen trayectorias infinitas exteriores entonces D tiene 

'i: ::: ll1).Cle~.Estere'sultado es una generalización del Teorema 2.8 y en la demostración se 
:,! ; ~ 1\ ~ \ f,:':~, 1 . 

' .. ~.:,.::,._usauria:t'écnid\ similar a la dada en [35]. Como un corolario al resultado obtenido 

.. \;, 

tenemos que Lodo. Jigráfim quasitralloiLiva Lal que Lodo triángulo JirigiJo tiene al 

menos 2 flechas simétricas y que no tiene trayectorias infinitas exteriores tiene núcleo, 

Análogamente a las propiedades de digráficas pretransitivas mencionadas en los 

lemas 2.9 y 2.10 tenemos dos propiedades para,digráficas quasitransitivas donde cada 

triángulo dirigido tiene al menos 2 flechas 'simétricas, estas propiedades se enuncian 

en los lemas 2.32 y 2.33, 

Lema 2.32 Sea Duna digráfica tal qUe ca:da triángulo dirigido tiene al menos dos', 

flechas simétricas, si DI es una subdigráfica de ¡j que es quasitransitiva y (VI, v2, .. " vn ) 

es una sucesión de vértices de DI tal que (Vi,Vi+l) E A(DI ) pero (Vi+l,Vi) f/: A(D) 

~ntonces la sucesión es una trayectoria dirigida en DI y para cada i = 1, ... , n - 1, 

(v;, Vj) E A(DI ) Y (Vj, Vi) f/: A(D) para toda j E {i + 1, ... , n}. 
o' .,' -, ' .- " ,"" • 

Demostración. Procederemos 'por inducción sobre n. El resultado es inmediato 

0',' .. ,;.-
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para 71 = 1. Supongamos que el resultado es válido para una sucesión de.n vértices 

que satisface las condiciones del Lema 2.32. Consideremos ahora una sucesión T = 
(Vl,V2,Oo.,Vn,Vn+1) de n + 1 vértices tal que para cada i E {l, ... ,n}, (Vi,Vi+1) E 

A(D1 ) y (Vi+1,Vi) ~ A(D). Notemos que la sucesión T' de los 71 primeros vértices 

de T satisface las hipótesis del Lema 2.32 entonces por hipótesis de inducción T' es 

mía trayectoria dirigida y para cada i E {l, ... ,71 - l}, (Vi, Vj) E A(D1 ) y (Vj, Vi) ~ 

A(D) para toda j E {i + 1, Oo., n}. Por 10 tanto solo falta probar que para cada 

i E {l, Oo., n - 1} Vi 01 Vn+1, (Vi, Vn+1) E A(D¡) y (Vn+1' Vi) ~ A(D). Procediendo por 

contradicción supongamos que Vn+l = Vi para algún i E {l, ... , n -1}, por lo anterior 

(Vi' Vn) E A(D1), es decir (vn+1, vn) E A(D1) esto implica que (Vn+l' Vn ) E A(D) 

10 cual contradice la hipótesis que se tiene de T, por lo tanto T es una trayectoria 

dirigida. Por otro lado, para cada i E {l, ... , n - l} considerando las flechas (Vi, Vn) 

y (vn, Vn+1) , como D¡ es una digráfica quasitransitiva entonces (Vi' Vn+1) E A(D¡) o 

(Vn+1,Vi) E A(D1). Supongamos que (Vn+¡,Vi) E A(D), entonces (Vi,Vn,Vn+1,V¡) es 

un triángulo dirigido en D que por hipótesis tiene almenas dos flechas simétricas pero 

esto no es posible pues por hipótesis (Vn+l, vn ) ~ A(D) y por hipótesis de inducción 

(Vn, Vi) ~ A(D) por lo tanto (Vn+¡, Vi) ~ A(D), esto implica que (Vn+l, V;)~ A(D¡) y 

por lo tanto (Vi, Vn+1) E A(D¡). Concluímos que T es una trayectoria dirigida y para 

cadai E {l, ... ,n}, (Vi,Vj) E A(D¡) y (Vj,Vi) ~ A(D) paratodaj E {i+ 1, ... ,71+ l}. 

lIi 

Lema 2.33 Sea Duna digráfica tal que cada triángulo dirigido tiene al menos dos 

flechas simétricas y sea D¡ una s'ubdigráfica de D que es q'uasitransitiva y no tiene 

trayectorias infinitas exteriores. Si U e V(D¡) y U 011>, entonces existe x E U tal 

que si (x,y) E A(D¡) con y E U, entonces (y,x) E A(D). 

Demostración. Procederemos por contradicción. Supongamos que para cada 

x E U, existe y E U tal que (x, y) E A(D¡) y (y, x) ~ A(D). Sea Xl E U entonces 

existe X2 E U tal que (x¡, X2) E A(D1 ) y (X2, :1) ~ A(D). Así, para cada 71 E N, 

dádoxn E U, existe xn+¡ E U tal que (xn, Xn+1) E A(D1 ) y (Xn+l, Xn) ~.A(D), por el 

Lema 2.32, Tn+1= (x¡, X2, ... , Xn+1) es una trayectoria dirigida en Di. Consideremos 

la sucesión T = (xn)nEN' para cada .. n E N tenernos xn, xn+¡ E V (Tn+l),· como Tn+1 

es una trayectoria dirigida en D¡ entonces (xn, Xn+¡) E A(D¡), por otro lado, sean 

··n,m E N, 71 01 m, supongamos sin pérdida de generalidad que 71 < m, entonces 

Xn, Xm E V (Tm ), como Tm es Ulla trayectoria dirigida en D¡ entonces Xn 01 Xm , por 

lo tanto T es una trayectoria infinita exterior ·en D¡, lo cual es una contradicción. 

Concluímos que existe el vértice x con la propiedad pedida. ÍI 
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Teorema 2.34 Sea Duna digráfica que es unión de dos digráficas quasitransitivas 

D¡ y D2 tales que en ninguna de ellas existen trayectorias infinitas exteriores. Si 

en D cada triángulo dirigido tiene al menos dos flechas simétricas entonces D tiene 

núcleo. 

Demostración. Denotamos por x -t y si (x, y) E A(D) y por x -r> y si 

(x, y) !f. A(D). Por x -tD1 y si (x, y) E A(D¡), x -,4Dl Y si (x, y) !f. A(D¡), si 

S e V(D) denotamos por x -tD1 S si existe alguna flecha en D¡ desde x hacia algún 

vértice de S, y x :""D, S si no existen en D¡ flechas desde x hacia S. Análogamente 

. para la digráfica D 2 · 

Si S Y T son conjuntos independientes de vértices de D, decimos que S ::; T si 

para cada s E S existe t E T ta.l que 

s = t ó (s -tD, t y t -+> s). 

Observemos que si S y Tson conjuntos independientes con S <;; T, entonces S::; T. 

1. Veamos que::; es un orden parcial en la familia de todos los conjuntos indepen

dientes de D. 

,1.1 ::; es reflexiva. Como S <;; S, de la observación anterior se sigue S ::; S para 

cualquier S <;; V(D). Por lo tanto::; es reflexiva. 

1.2 ::; es transitiva. Sean S, T Y R conjuntos de vértices independientes tales 

que S ::; T Y T ::; R, veamos que S ::; R. Sea s E S, como S ::; T entonces 

existe t E T tal que 

S=tÓ(S-->D1tyt-r>S) (I) 

y como T ::; R para esta t E T existe TER tal que 

t = r Ó (t-t D1 
T y T -+> t) (n) 

Si 8 --, t o t= r, pOr (TI) 6 (I) respectivamente, 'tenemos s= r ó (s -->Dl r 

y r """'s)cQll.r E R Supollgamosque,s ¡fty t f r, entonces (8 -tD1·ty 

t -+> s) y (t -tD1 r y r -+> t), como D¡ es una digráfica quasitransitiva, por 

el Lema 2:32 aplicada 8; lá s.ucesión (s, t, r) se tiene que s -,-tDl.T y T -+> s .. 

Por lo tanto S ::; R. En consecuencia::; es transitiva;. 

1.3 ::;es antisimétrica;' ·Se8;n Sy T conjuntosdevértices.independientestales 'C 

que S ::; Ty T ::; Scveamos que S = T. Sea s E S, veamos que s E T. 
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Como S :::; T entonces existe t E T tal que s = t ó (s _Di t y't -r> s). 

Supongamos que s o¡f t entonces s ,_Di t Y t -+> s. Como T :::; S, para t 

existe s' E S, tal que t = s' ó (t _Di s' y s' -+> t). Si t = s' entonces 

s --+Di s' pero esto es una contradicción pues s, s' E S Y S es un conjunto 

independiente, entonces t o¡f s' y por lo tanto t --+Di s' y s' -+> t. Como 

D, es una digráfica quasitransitiva, por el Lema 2.32 aplicada a la sucesión 

(s, t, s') tenemos que s --+Di s', lo cuai contradice que S sea un conjunto 

independiente. Por 10 tanto t = s, y en consecuencia s E T. Por lo tanto 

S e T. Análogamente tenemos la otra contención. Concluímos que::; es 

antisimétrica. 

Por 1.1, 1. 2 Y 1.3 :::; es un orden parcial en la familia de todos los conjuntos 

independientes de D. 

Sea '3 la familia de todos los conjuntos no vacíos de vértices S independientes 

de D tales que S --+D2 Y implica y --+ S. 

2. Veamos que ('3,:::;) tiene elementos maximales. 

2.1 '3 o¡f r/J. Como D2 es una digráfica quasitransitiva izquierda y no tiene trayec

torias infinitas exteriores, por el Lema 2.33, existe un vértice x tal que 

x -+D, y implica y --+ x, así {x} E 'J. 

2.2 Toda cadena en ('3,:::;) está acotada superiormente. 'Sea ([ una cadena en 

('3, ::;). Sea soo = {s E U S I existe S E ([ tal que s E T para todo TE ([, 
SE~ 

T 2': S}, veamos que soo es cota superior de ([ . 

2.2.1 Seo es un conjunto independiente. Sean S"S2 E S= veamos que en D 

no existen flechas entre SI y S2. Co~o SI, S2 E SOO entonces existe S, y 

S2 en ([ tales que Si E T, para todo T E ([ tal que T 2': Si, i E {1,2}. 

Sea S = max {SI' Sd, entonces SI, S2 E S Y como S es mi conjunto 

independiente entonces el! D no existen flechas entre SI y S2. Por lo 

tanto SOO es un conjunto ,independiente. 

2.2.2 soo o¡f r/J y para cada S Ee:,Soo ~ S. Sea S E e: y sea ló E S veamos 

que existe t E SOO tal que to = t ó (to --+Di t Y t -+> to).' Si to E SOO 

entoncestornamost=td. Supongamos que to rf. seo, procedérernos por 

contradicción, supongamos que si para t E V (D) se tiene (to -+Di t 

"""i t -++to}entonces l>rt,S"". Sea To =S,comoto'c$ Sooestoimplica 

que to rt TI para algún TI E e: con TI 2': To, de esto último tenemos 
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que existe t¡ E T¡ tal que to -.D, t¡ Y t¡ -+> to, por nuestra suposición . 

t¡ rt SOO. Entonces t¡ rt T2 para algún T2 E (1: con T2 2: T¡, esto 

implica que existe t2 E T2 tal que t¡ -.D, t2 Y t2 -+> t¡, como D¡ 

es una digráfica quasitransitiva, aplicando el Lema 2.32 a la sucesión 

T2 = (to, tI, t2) tenemos que T2 es una trayectoria dirigida y to -.D, t2 
Y t2 -f7 to, por nuestra suposición t¡ rt Soo. Así, para cada n E N, 

. D 
dados tn Y Tn, tales que Tn E (1:, tn E Tn, tn-¡ -. ' tn, tn -+> tn-¡, 

to --+D, tn, tn -+> to Y tn rt SOO, entonces tenemos que tn rt Tn+! para 

algún Tn+¡ E (1: con Tn+! 2: Tn, de esto último tenemos que existe 

tn+¡ E Tn+! tal que tn -.D, tn+¡ Y tn+! -+> tn' Como D¡ es una 

digráfica quasitransitiva y (tn --+D, tn+! Y tn+! -+>. tn) para todo n E N, 

por el Lema 2.32, T n+l = (to, tI, ... , t n+!) es una trayectoria dirigida 

en DI y (to --+Dl tn +l Y tn+l -+> to), por nuestra suposici6n tn+1rt SOO. 

Consideremos la sucesi6nT = (tn)nE]\!> para cada n E N tenemos tn -.D, 
tn+!, por otro lado, sean n,m E N, n "" m, supongamos sin pérdida 

de generalidad que n < m, entonces {tn,tm} e V (Tm), comOTm es 

una trayectoria dirigida en D¡ entonces tn "" tm, por lo tanto T es una 

trayectoria infinita exterior en DI, lo cual es una contradicción. Por 

.10 tanto existe t E SOO tal que (to -->Dl t Y t -,';> tal. Con esto hemos 

demostrado que SOO 2: 8 y que soo "" r/;. 

2.2.3 soo E J. Supongamos que SOO -->D, y, es decir s -tD2 y para algún 

s E 8 00 veamos que y --> 8 00 
• Sea S E (1: tal que s E T, para todo 

T E (1: tal que T 2: S. Como S E J, s E S Y S --+D, Y entonces y --+ S, 

es decir y --> s' para algún s' E S, supongamos que Si rt soo. Tenemos 

dos posibilidades y --+D2 Si o· Y --+Dl s', analizaremos cada una de ellas. 

Si y --+D, Si, como s -tD2 y, figura 2.29( a), y D 2 es una digráfica 

quasitransitiva entonces s -->D, Si o s' --+D2 s, pero esto no es posible 

pues S es un conjunto independiente y s, s' E S, por lo tanto y -+>D, s' 

y en conseéuenciay· -->D1s', como S :'0:. 8"" Y s' E 8 entonces existe 

tE SOO talque s"=fO:(S'-->Dl t y t-+> s'), como s' rt soo entonces 

S'"" t Y en consecuencia (s' -->Dl t y·t -,';> s'), ·figura 2.29(b) ,.con esto .. 

último y considerando que y --+D, s' aplicamos que DI es una digráfica 

quasitransitiva y tenemos' y-->Dl .t o t -->D, y. Si y' -->Dl t entonces 

y --+ soo ... Si t -->D, Y entonces (y, Si, t, y) es un triángulo dirigido en 

.. ·"D que porhipótesis:tiene al menos dos flechas simétricas, como t -+> s' 

entonces s' --> y y y . .,...., t, así y --+ soo. Concluímosque SOO E J. 



D, D, .. --,--~) .. --,--~). , 
s y s' 

(a) 

Figura 2.29 

Por 2.2.1-2.2.3 Seo es cota superior de 12:. 
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D 
1 ) • 

t 

(b) 

Por 2.1 Y 2.2 toda cadena de (:J,::;) está acotada superiormente. Por el Lema de 

Zorn, (J , ::;) tiene elementos m8XÍmales. Sea S un elemento maximal de(J, ::;). 

3. S en un nücleo de D. 

3.1 S es un conjunto independiente. Como S E J , se sigue que es un conjunto 

independiente. 

3.2 S es absorbente. Procederemos por contradicción. Supongamos que x.-+> S . 

para algún vértice x ~ S, de estos vértices elijamos Xo como sigue: sea 

U = {x E V (D2 ) \S / x -+>S}, si U i' cjJ, sea Xo el vértice que existe al 

aplicar el Lema 2,33 a D2 y U, si U = cjJ entonces x -ft S para algün vértice. 

x E V (DI) \ (S U V (D2)),sea Xo alguno de estos vértices. Notemos que si 

U i' cjJ entonces Io satisface: Xo -->D2 y e y -+> S implica y --> ID. 

Sea T = {s E S I S -f>Dl xo}. Sobre. T U {xo} tenemos lo siguiente: 

3.2.1 TU{xo} es un conjunto.independiente. Como T r:;;S y S es un conjunto 

independiente pues S E J , entonces T es un conjunto independiente, 

solo falta ver que entre T y Xo no hay flechas. Como Xo -+> S y T r:;; S 

entonces xo -ft T. Por la definición de T, T -Cf+Dl Xo. Supongamos que 

T -->D2XO, como T r:;; S entonces S -->D2 Xo, como S E J entonces 

xo--> S,pew esto es una contradicción. Por lo tanto entre T yxo no 

hay flecllas>:Cpnc1uimos que Tu {xo} es un conjunto independiente. 

3.2.2 TU {xoleT. Supongamos queT U {xo} -->D, y, veremos que y-'-+ 

TU{xoY Supongamos que y-+>T'y probemos que y --> xo.Lasiguiente· . 

observación será de utilidad. 

Observación.' Bajo las condicioiles anteriores, veremos que siy-->Dl . 

. (S\T) entonces y ",--?Dl Xo. Sea s E (S\T) tal que y -7D1 s,coino . 

s ~ T tenemos que s --+Dl ID, aplicando que DI es una digráfica qua

"sitransitiva'tenemos y' -"")Dl xo'oxo" -->DI.y; sixo' ---+Dl'y';. figura 2.30, 

entonces (y, s, xo, y) es un triángulo dirigido'enD que por hipótesis 
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tiene al menos. 2 flechas simétricas, como Xo -+> S entonces s -->D1 y e' 

y -.D1 xo. Ahora procederemos considerando los siguientes dos casos. 

D D 
~>. I >. 
y~xo 

DI 

Figura 2.30 

Caso a. Supongamos que T -->D2 y. Como T <;;;; S entonces S -->D, y, como S E 

J entonces y --+ S. Como y -+> T entonces y --> (S\T), de esto tenemos 

dos-posibilidades, y -+D, (S\T) ay -+D1 (S\T). Si y -->D2(S\T), como 

T -+D, y, figura 2.31, aplicando que D2 es una digr~fica quasitransitiva 

tenemos T --+D, (S\T) o (S\T) -->D, T, pero esto no es posible pues 

S es un conjunto independiente y T <;;;; S, por lo tanto y _D2 (S\T), 

es decir y -+D1 (S\T) y por la observación anterior y -->D1 Xo. 

D? . -
tET 

D2 
)~·SI· T Y SE 

Figura 2.31 

Caso b. Supongamos que Xo -+D, y, para y tenemos dos posibilidades y -+> S Ó 

y .c.., S, analizaremos cada una de ellas. Supongamos que y -+> S, como 

Xo --+D, y entonces Xo E V (D2) es decir x rf. V (D¡) \(S U V (D2 )) y 

en consecuencia la elección de Xo fué determinada.por el hecho de que 

U =f cp, parlo tanto Xo -->D2 y e y -+> S implica y -+D2 Xo por lo tanto 

y --+ Xo. Supongamos ahora que y --+ S. Como y -+> T entonces y 

--+ (S\T), tenemos dos posibilidades; y -+D2 (S\T) o y ->D1 (S\T). 

Siy ->D2 S\T como Xo --¡D, y, aplicando queD2 es una digráfica 

quasitransitiva entonces Xo -->D2 S\T oS\T:. -+D, Xo, como Xli -+> S 

'" entonces Xo ..¡"D2 S\T y en consecuenci¡¡ S\T· -¿D2 Xo, figura 2.32, 

. esto ' implica que S -+D2 Xo, como S E J entoll,c;esxo¿ S pero esto .no 

es posible, por 10 tanto y -+>D2 S\T. Así te~emosque y --+D1 (S\T) 

'. por la observación hecha anteriormente y ...... D1 XO .. 

Por último veamos. que S :'Ó TU {xo}. Para cualquier s E S tenemos que 

.. s'.E T ó srf. T. Si srf.;T, por definición· de T, .S ...... IJl Xo, por otro lado como 

Xo - S entoncesxo -+> s. Así, para cualquier sE S tenemos que (s ET). 
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Figura 2.32 
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ó (s -+Dl XD Y Xo -ft s), por lo tanto existe t E TU {XD} tal que (s = t) ó 

(s -+D, t Y t -ft s). Concluímos que S ~ TU {XD}' 

Como XD rf. S entonces S < Tu {XD} pero esto contradice que S sea un 

elemento maximal de (J, ~). Por lo tanto S es un conjunto absorbente. 

Por 3.1 Y 3.2 S es un núcleo de la digráfica D . 

. Corolario 2.35 Si D es una digráfica quasitransitiva tal que t.odo triángulo dirigido 

tiene al menos 2 flechas simétricas y no tiene trayectorias infinitas exteriores entonces 

D tiene núcleo. 

A continuación hacemos notar que la hipótesis de que no existan trayectorias in

finitas exteriores en D¡ ni en D 2 es necesaria para el. resultado anterior, así como la 

hipótesis de que todo triángulo dirigido de D tenga al menos 2 flechas simétricas . 

. También mostramos que el resultado es diferente al Teorema 2.11 probado anterior

mente, es decir existen digráficas que son unión de una digráfica pretransitiva derecha 

con una pretransitiva izquierda y no son unión de 2 digráficas quasitransitivas, y 

viceversa, existen digráficas donde todo triángulo dirigido tiene al menos 2 flechas 

simétricas, son nnión de 2 digráficas quasitransitivas y no son unión de una di gráfica 

pretransitiva derecha y una pretransitiva izquierda. 

Nota 2.36 Si en el Teorema 2.34 se/elimina la hipótesis de que no existan trayec

. torias infinitas exteriorls. en DI 7!i en Du' el.resultado no es. vdlido . . Consideremos 
• ! 

la dígráfica D de la Nota 2.12 .. D. es una digráfica transitiva y por lo tanto es qua, , 
sitransitiva,· así D esuni6n de'dos digrdficas quasitransitivas. D .no tiene triángulos 

dirigidos, por lo tanto todo triángulo dirigido de D satisface que tiene al menos 2 

felchas simétrica.s. La sucesi6n (un)nEN es una trayectoria infinita exterior y como 

se vió anteriormente D no tiene núcleo. Análogamente a lo hecho en la Nota 2.12, 

• existe una familia infinita 'de digráficas donde cada' una de 'ellas no tiene núcleo, tO" . 

do triángulo dirigido tiene di menos 2 flechas simétricas y es unión de 2 digráficas 
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quas'itransitivas donde alguna de éstas tiene trayectorias infinitas exteriores. Sea H . 

\'"" ,.'Cu'O,lquif,~·.aiiiráfica quasitransitiva V (H) n V (D) = if¡, existe una familia infinita de 
!.. ' " : /' : • , 

!':;<:i,;#ifráfi,'f"d~, '11fq~~ttansitivas por ejemplo las orientaciones quasitransitivas de gráficas 

:,::.: .. ::::.::::Il¿.¿ómpatdHi/ida'd. Sean Dl y D2 la siguientes digráficas: V (DI) = V (H) U V (D), 

A(D¡) = A (H) U {(u, v) / u E V (H) Y v E V (D)} Y D2 = D. Como ya habíamos 

mencionado D 2 es una digráfica quasitransitiva que tiene trayectorias infinitas exte" 

riores. Veamos ahora que DI es una digráfica quasitransitiva, sean u, v, w E V (DI) 

tales que (u,v),(v,w) E A(D I ), veamos que (u,w) E A(DIl o (w,u) E A(DI )· Si 

w E V (H), por la definición de DI, u, v E V (H), como H es una digráfica quasitran

sitiva entonces (u,w) E A(H) o (w,u) E A(H), esto implica que (u,w) E A(DI ) 

o (w, u) E A (D¡), Si w tf- V (H) entonces w E V (D), por la definición de DI, 

v E V (H) Y en consecuencia u E V (H), considerando nuevamente la definición de 

DI, tenemos que (u,w) E A(DI). Concluímos que DI es una digráfica quasitransi

tiva. Consideremos la digráfica Do la unión de DI y D2, DI Y D2 son digráficas 

quasitransitivas y D2 tiene trayectorias infinitas exteriores. Veamos que Do no tiene 

núcleo. Aplicando el Teorema 1.47 tomando DI = H, D2 = D Y A = Hu, v) / . 

u E V (H), v E V (D)} tenemos D = Do y por lo tanto Do no tiene núcleo. 

Antes de las siguientes notas probamos un lema útil ,para éstas, este lema es 

análogo al Lema 2:13 probado para digráficas pretransitivas. 

Lema 2.37 Si D es una digráfica quasitransitiva entonces la digráfica H definida 

a partir de D aumentando un nuevo vértice z y todas las flechas desde z hacia los, 

vértices de D, también es quasitmnsitiva. 

Demostración. SeanuI, U2, u3 E V (H) tales que (UI, U2), (U2, U3) E A(H), 

veamos que (UI,U3) E A.(H) ci (U3,UI) E A(H). Si ztf- {ur,u2,u3} entonces.' 

{UI' U2, U3} e V (D) y (UI,U2) , (U2, U3) E A(D) como D es una digráfica quasitran

sitiva entonces (Ur,U3) EA(D) o (U3,Ur) E A(D), como A(D) e A(H) .entonces 

(UI' t!3) E A (H) o (U3, ui)E A (H). Si z E {UI, U2, U3} entonces por la definiCiÓn dé 

H, z tiene ingrado OenH,p6r lo tanto z = UI, así {U2,U3} e V(D), cÓnsideran-' 

do nuevaínentela defihibóndéH; tenemos que (z = UI,1L3)E A(H). porkrtanto 

(UI' t/3) E A (H) o (U3' ul) EA (H), concluímos que H es una dignifica qUé;sitránEliti~ 
va. _ 

,. 

Nota 2.38 Sien el Teorema 2.34 eliminamos la hipótesis de que. todo triángt/lo di" 

rigido de D tenga al'menos dos ·flechas simétricas" entonces D no. necesariamente 

tiene núcleo. Sea HI el'triángulo dirigido (u,v, w,u), y sea H2 la digráfica'vacía con 
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vértices. {u, v, w}. HI' Y H2 son digráficas quasitransitivas finitas y por lo tanto no 

tienen trayectorias infinitas exteriores. Sea D la unión de HI y H2, es decir D es el 

triángulo (u,v,w,u) que no tiene flechas simétricas y no tiene núcleo. A partir de 

D podemos construir una familia infinita de digráficas tales que: no todo triángulo 

dirigido tiene al menos dos flechas simétricas, son unión de dos digráficas quasitransi

tivas sin trayectorias infinitas exteriores, y no tienen núcleo. Sea Do = D, DO,l = HI 

Y DO,2 = H2. Ahora para cada entero positivo n y dada Dn_l digráfica sin núcleo 

que es unión de dos digráficas quasitransitivas Dn-I,I y Dn- I,2 que no tienen trayec

torias infinitas exteriores, consideramos un nuevo vértice Zn y definimos Dn la unión 

de Dn,1 y Dn,2, donde Dn,1 = Dn-I,I, V (Dn,2) = V (Dn- I,2) U {zn} y A (Dn,2) = 
A (Dn- I,2) U {(Zn, u) / u E V (Dn- I,2)}, figura 2.33. Claramente Dn,1 es una digrá

fica quasitransitiva y por el Lema 2.31 Dn,2 también lo es. Dn contiene al triángulo 

(u, v, w, u) que no tiene flechas simétricas. Ahora veamos que Dn no tiene núcleo. 

Aplicando el Teorema 1.41 tomando DI = Dn [{ZI, ... , zn}], D2 = D Y A = {(Zi, v) / 

i E {l, ... , n}, v E V (D)} tenemos D = Dn y por lo tanto Dn no tiene núcleo. Así 

{Dn / n E N} es una familia infinita de digráficas sin núcleo donde no todo triángulo 

tiene al menos dos flechas simétricas y que son unión de dos digráficas quasitransit'i

vas sin trayectorias infinitas exteriores, 

. . 

.. 
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.Figura 2,.33: La.'l flecha.'lmarcada.'l con el nú~ero 1 corresponden ala digráfica Dn,1 Y las 

flechas marcada.'l con el número 2 corresponden a la digráfica D",2' 

Nota 2.39 Existen digráficas donde todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas 

SimétricaS que son uniónde'una digráficapretransitiva derecha con unapretransitiva 

izquierda sin trayectorias infinitas exteriores y no son unión de2 digráficas quasitran-
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sitivas. Sea D un ciclo de longitud impar mayor o igual que 5, simétrico, sea V (D) = . 
{u¡, U2, ... , U2n+¡, u¡}. En D no existen triángulos dirigidos, por lo tanto satisface por 

vacuidad que todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas simétricas. D es unión 

de las siguientes digráficas D¡ y D2 donde D¡ es pretmnsitiva derecha y D2 es pretmn

sitiva izquierda. V(D¡) = V (D2) = V(D), A(D¡) = {(U2i-¡,U2i),(U2i,U2i_¡)!i E 

{l, ... ,n}} U {( U2n+l, u¡) , (u¡, U2n+l)} y A (D2) = {( U2i, U2i+¡) , (U2i+¡, U2i) /i E {l, ... , 

n}}, en la figum 2.34 se muestm el caso 71 = 3. 

u, 

Figura 2,34: Las flechas marcadas con el número 1 corresponden a la digráfica D¡ y las 

flechas marcadas con el número 2 corresponden a la digráfica D2· 

N o es d'ifícil ver que si una digrájica es simétrica entonces es. tanto pretmnsitiva 

derecha como pretransitiva izquierda, como D¡ y D2 sondigráficas simétricas en-
,_ ,.. , .. - o" " 

't,dnces'D;.es unión ,de una digráfica pretransitiva derecha con una pretmnsitiva izquier

. da. Veamos gu~:D no es unión de dos digráficas quasitransitvas. Procederemos por 

-;cor!tradicción;8up~ngamos que D es la unión de H¡ y H2 donde H¡ y H 2 son digrá

jicas quasitransitivas. Sin pérdida de generalidad supongamos que (u¡, U2) E A (H¡), 

como H¡ es una digrájica quasitmnsitiva, (U¡,.U3) ti- A(H¡) y (U3,Ú¡) ti- A (H¡) en

tonces (U2, U3)tt- A (H¡) y en'consecuenCia (U2, U3)E A (H2), análogamente como 

H 2 es una. digrájica quasitransitiva., (U2' UÚ 'tf-.. A(H2 ) y (U4, 11'2) tI-. A (H2) entonces '.' 

(U3, U4) ti- A (H2) y por lo tanto (U3, U4) E A (H¡), así sucesivamente (U2i-¡, U2;) E 

A(H¡) para toda i E {l, ... , n}, (U2n+l, U¡) E A (H¡) y (U2i' 1l2i+l) E A (H2 ) para toda 

i E {l, ... , n}, entonces {( U2n+¡, u¡) ,(UI, U2)} e A (H¡), aplicando que H¡ es una di

gráfica q'uasitrii.nsitiva tenernos que (Ú2Ú¡,U2) E A (H¡) o (U2,112n+l) E A (H¡) pero 

esto no ocurre,parlo tanto D no es unión'dedos digráficas quasitransitivas. Así el 

..... ' . 

e,." 
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Teorema 2.11 abarca digráficas que no están incluidas en el Teorema 2.34. . 

Nota 2.40 S:Listen digráficas donde todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas 

simétricas que son unión de 2 digráficas quasitransitivas sin trayectorias infinitas 

exteriores y no son unión de una digráfica pretransitiva derecha con una pretransitiva 

izquierda. Sea D la digráfica mostrada en la figura 2.35. D es unión de las digráficas 

DI y D2 mostradas en la misma figura. 

D 

w~ 
v 

DI q r 

T 
w ~t 

~ • v ¡¡ 

. Figura 2.35 

r 

/t 

D2 q. 

xo, 

" y 

w" 
~. 

v 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

,.r 
s 

z 

/t 
¡¡ 

Sn Dios únicas. triángulos dirigidos son (x, y, z, x) y (s, y, z, s) y cada uno; de ellos 

tiene 2 flechas simétmcas,·No es difícíl ver que Ih y D2 son digráficas quasitransitivas. 

Veamos que D no es unión de una digráfica pretmnsitiva derecha con una izquierda . 

. Procederemos por contradicción, supongamos que D es la unión de HI y H2 donde 

H I es una digráfica pretransitiva derecha y H2 es una digráfica pretransitiva izquier

da, como' {(y,v), (v,.w)} e A (D). y {(v, y), (w,:o) ,(y,w)} nA,(D) -:c- <!;.entonces 

{(y,v) ,(v;w)}~ A(Hi ) para i E {1,2}. Sea H; E {HI, H2 } tal que.(y, v) E A (H;) 
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y sea H~ E {H1,H2 } tal que (v,w) E A(H~).Entonces: 

• (x,'iJ) E A(H~). Como (y,v) E A(HD, H[ es una digráfica pretmnsitiva y 

{(y, x), (v, y), (x, v)}nA (D) = </>,entonces (x,y) rf= A (H;), parlo tanto (x,y) E 

A (H~). 

• (w,z) E A(H[). Como (v,w) E A(H~), H~ es una digráficapretmnsitiva y 

{(z, w), (w, v), (v, z)} n A (D) = </>, entonces (w, z) rf= A (H~), por lo tanto 
,., .. ,,~ ,--. ~".,-, -

·(~;;rE"A(H(). ¡ 
i !\: '.; I 

l:.'¡}() ~i(Z,SV"iA~H~). Como (w,z) E A (H;), H( es una digráfica pretmnsitiva y 

. {Ü, z), (z,~), (w, s)}nA (D) = </>, entonces (z, s) rf= A (Hn, parlo tanto (z, s) E 

A(H~). 

• (s, t) E A (Hn. Como (z, s) E A (H~), H~ es una digráfica pretmnsitiva y 

{(t, s), (s, z), (z, t)} n A (D) = </>, entonces (s, t) rf= A (H~), parlo tanto (s, t) E 

A (Hn. 

• (t, u) E A (H~). Como (s, t) E A (HU, Hf es una digráfica pretmnsitiva y 

{(u, t), (t, s), (s, u)} n A (D) = </>, entonces (t, u) rf= A (H;), parlo tanto (t, u) E 

A (H~). 

• (u,z) E A (H(). Como (t,u) E A(H~), H~ es una digráfica pretmnsitiva y 

{(z, u) , (u, t) , (t, z)} nA (D) = </>, entonces (u, z) rf= A (H~), parlo tanto (u, z) E 

A(Hn· 

• (w,q) EA(Hf). Como (v,w) E A(H~), H~ es una digráfica pretransitiva 

y {(g, w), (w, v), (v, q)} n A (D) = </>, entonces (w, q)rf= A (H~), por lo tanto 

(w,q) E A(Hf). 

• (q,r) E A(H~). Como (w,q) E A(Hn, H( es una digráfica pretmnsitiva y 

{(r-, q), (q,w), (ui, r)}nA (D) = </>, entonces (q, r-) rf= A (H;), parlo tanto (q, r) E 

A(H~) . 

. • (z,q) EA (Hi) .. .como (q,r) E A (H~), H~ es unadigráfica pretmnsitiva y 

{(q; z) , (1', q),(z, r)} n A(D) = </>,entonces (z, q) rf= A (H~), p~rlotanto(z, q) E 

A(Hf)· 

'. (Z,y) EA (H¿). Procediendo por contmdicción supongamos que (z, y) E A (Hf) . 

coino.(u: Z)E A(HO; Hf es una digráfica pretmnsitiva, {1l;y).rf= A (D) Y (y, z) E . 

'A( D), entonces H( es pretmnsitiva derecha,aplicando' est'o último a las flechas .. 
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(z,y) y (y,v), ambas en Hi, tenemos que (z,v) E A(Hi) o (v,y) E A(Hi) pero 

esto no es posible ya que {(z, v) , (v, y)} nA (D) = ep, podo tanto (z, y) 'Í. A (Hi) 

yen consecuencia (z,y) E A (H~) . 

• (y,z) E A(H~). Como (z,q) E A(Hi), Hi es una digráfica pretransitiva, 

{(q,z),(y,q)} nA(D) = ep y (z,y) 'Í. A (Hi), entonces (y,z) 'Í. A(Hi), por 

lo tanto (y, z) E A (H~). 

En la figura 2.36 se indican con el número 1 las flechas que pertenecen a Hi y con 

el número 2 las flechas que pertenecen a H~. 

v u 

Figura 2.36 

Continuamos ahora con los siguientes dos casos. 

Caso (aJ. Supongamos que (y,s) E A(H~). Como (x,y) E A(H~), H~ esunadigráfica 

pretransitiva, {(y, x) , (x, s)} n A (D) = ep y (s, y) E A (D) entonces H~ es pretransitiva 

derecha, no es pretransitiva izquierda, y (s, y) E A (H~). Esto implica que H; es 

pretransitiva izquierda. Ahora (x, z) E A( Hi) pues de lo contrario (x, z) E A (H~) y 

como (z, s) E A (H~), aplicando que Hf espretrans#iva derecha tenemos que .(Ji,s) E 

A (H&) 0(8, z) E A (H~) péro{(x, S),(8, z)} nA (D) = ep, podo tanto (x, z) 'Í. A (Hf) 

y en consecuencia (x,z) E A (Hi) . . También tenemos (z, x) É A (HU pues de lo 

contrario (z, x) E A (Hf) y como (y, i) E A (Hf). aplicando que Hf es pretransitiva 

derecha tenemos que(y, x) E A (Hf) o (x, z) E A (H&) pero (y, x) 'Í. A (D) y por lo 

anterior (x, z) 'Í. A (Hf), por lo tanto (z, x) E A (Hf). Ahora aplicando que Hi es 

pretransitivaizquierdó. y que {(u; z); (z,'x)} e A (Hi) tenemos que (u, x)E A (Hf) o 

(z, u) E A (Hf) pero esto noes posible pues {(u; x),, (z, un n A (D) = ep. Por lo tanto 
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(y, s) rf- A (H~). 

Caso (b). Supongamos que (y, s) E A (H;). Como {(y, z), (z, s)} C. A (H~), H~ es una 

digráfica pretransitiva, (y, s) rf- A (H~) Y (z, y) E A (H~) entonces H~ es pretransitiva 

izquierda, no es pretransitiva derecha, y en consecuencia H{ es pretransitiva derecha. 

Ahora (s,y) E A(H;) pues de lo contrario (s,y) E A(H~), como (y,z) E A(H~) y 

H~ es pretransitiva izquierda entonces (y, s) E A (H~) o (s, z) E A (H~) pero por el 

caso anterior (y,s) rf- A(H~) y (s,z) rf- A(D), por lo tanto (s,y) E A (H;). Ahora 

aplicando que H{ es pretransitiva derecha V que {(s, V), (V, v)} C. A (H{) tenemos que 

(s,v) E A(H;) o (v,y) E A(H;) pero esto no es posible pues {(s, v) ,(v,V)}nA(D) = 
cp. Por lo tanto (y, s) rf- A (HU. 

Como ninguno de los casos anteriores es posible, concluímos que D no es unión 

de una digráfica pretransitiva derecha con una izquierda. Así el Teorema 2.34 abarca 

digráficas que no están incluidas en el Teorema 2.11. A partir de D podemos cons

truiruna familia infinita de digráficas incluidas en el Teorema 2.34 pero no en el 

Teorema 2.11. Sea Do = D, DO,l = Hl Y DO,2 = Hz. Ahora para cada entero 

positivo n y dada Dn-l digráfica donde todo triángulo dirigido tiene al menos 2 flechas 

simétricas, que es unión de dos digráficas quasitransitivas Dn-l,l y D,,_l,2 que no 

t-ienen trayectorias infinitas exteriores, V que no es unión de una digráfica pretransitiva 

derecha V una pretransítiva izquierda, consideramos dos nuevos vértices Zn y Wn, 

definimos Dn la unión de Dn,l y Dn,z, donde V (Dn,l) = V (Dn-l,l)U{zn}, A (Dn.tl "". 

A (D,,-l,l) U {(z", u) / u E V (D,,-l,l)}, y V (Dn,2) = V (Dn- l,2) U {wn }, A (Dd = 

A (Dn-d U {(wn, u) / u E V (Dn- 1•2 )}, figura 2.37. Por el Lema 2.37 Dn,l y Dn,2 

son digráficas quasitransitivas y no tienen trayectorias infinitas exteriores. D es una 

subdigráficainducidade Dn- Los únicos triángulos dirigidos de Dn son los que tien.e 

D, los cuales tienen 2 flechas simétricas. Por otro lado Dn no es. unión de una 

digráfica pretransitiva derecha con una pretransitiva izquierda ya que si lo fuera toda 

subdigráfica inducida de Dn tambiéntendria esta propiedad en particular la digráfica 

D, pero esto no es posible. Parlo tanto {Dn / n E N} es una familia infinita de i' 

digráficas para las cú.ales sepúedeaplicar el Teorema 2.34 pero no el Teorema 2.);' •. ' .... 

2.7 Núcleos por Trayectorias Monocromáticas y Digráficas 

, Quasitransitivas 

En esta seccióncónsideramos. digráficas finitas y probamos "el siguiente resultado· SOt • 

. bm digráficas quasitntitsitivas coloreadas y núcJeospor trayectorias monoe~oIlláticas: 
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D~l D ", q •• ___ ~r 
q 

x s 

z, ... 

Figura 2.37: Las flechas gruesas indican que los vértices Zl, Z2, ... , Zn son adyacentes hacia 

los vértices deDn~l,l, y los vértices W1, W2, .. ·, W n son adyacentes hacia los vértices de 

D n - 1,2. 

Si D es una digráfica quasitransitiva m-coloreada tal que todo triángulo dirigido es 

monocl'oináticoentonces la cerradura transitiva de D es núcleo perfecta y en conse

cuencia D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Lema 2.41 . Sea Duna digráfica quasitransitiva m-coloreada tal que todo trián

gulo dirigido es monocromático. Si u, vE V (D) son tales que existe T en Duna 

uv-trayectoria dirigida monocromática y no existe ninguna vu-trayectoria dirigida 

monocromática, entonces (u, v) E A (D) . 

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que T es de color 1. 

Procederemos por inducción sobre lla lop.gitud de T.Sí Z'--,- 1, entonces (u,v) E 

'.' A{D). Supongamos que el resultado es válido si 15 ,n. Supongamos ahora que 

'1 ='.i¡,+1' y que T = (u =UO,U1, ... ,Un +1 = v). ComoD es quasitransitiva entonces 

paracadil.i E {O, 1, ... ,n-1}, (Ui,Ui+2) E A(D) o (Ui+2,Ui)EA(D). 

'. ~ , ... ,1. Primero probaremos, que el resultado se cumple si (Ui"V) E A(D) para alguna 

i E {O, ... ,n-1}. 

'Procediendo pOl"contradicciónsupongamos que' (u,v) , 1: A (D). ",Sea io = 
min {i E {O, ... , n -l}/(ui, v) E A (D)}, como (u = uo, v) 1: A (D)entonces io ;::: 
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. ' 

1, como (Uio-1, Uio) E A (D) aplicando que D es quasitransitiva tenemos que' 

(Uio-1,V) E A(D) o (V,Uio-1) E A(D), pero por la elección de io, tenemos que 

(v, Uio-¡) E A (D). Ahora, io -1 no puede ser o. pues no existen vu-trayectorias 

monocromáticas en D, por lo tanto io 2:2, figura 2.38. Entonces (Uio-1, Uio' v, 

Uio-1) es un triángulo dirigido de D que por hipótesis es monocromático, co

mo (Uio-1, Uio) es una flecha de T es de color 1, así el triángulo es de color 1. 

Sea T' = (u, T, 11;0) U (Uio, v), T' es una uv-trayectória monocromática de lon

gitud menor que T, por hipótesis de inducción (u = '110, v) E A (D) pero esto 

contradice que 'io 2: 2, por lo tanto io = o. y así (u, v) E A (D). 

Figura 2.38 

Ahora. analizaremos los siguientes dos casos . 

:. Caso (a) Supongamos que p~ra alguna i E {O, 1, ... , n - 1} (Ui, Ui+2) E A (D). Sea jo = 
max{j E {i + 2, ... ,n+ l} /(Ui,Uj) E A (D)}. Si jo = n+ 1, entonces (Ui,V) E 

A (D), por (1) tenemos que. (u = '110, v) E A (D). Supongamos que jo :::: n. 

Como (Ujo,Ujo+1) E A(D) y D es quasitransitiva entonces (Ui,Ujo+1) E A(D) 

o (Ujo+1,Ui) E A(D), por la elección de Ujo tenemos que (Ujo+1.,Ui) E A(D), 

figura 2.39. Entonces (Ui, Ujo> Ujo+1, Ui) es un triángulo dirigido de D que por 

hipótesis es monocromático, como (Ujo> Ujo+1) es una flecha de T es de color 1,. 

así el triángulo es de color 1. Sea T' = (U,T,Ui) U (Ui,Ujo) U (uj"T,v), T '.es 

,.:,: '. una uv-trayectoria monocromática de longitud· menor que T, por hipótesis de 

inducción (u, v) E A (D). 

Caso:(b) Supongambs i que para toda iE{O,l,.'.,'!1-,-l} (1!i+2, Ui) E iL(P). Entonces: 

(lti, Ui+1, Ui+2, Ui) es un triángulo dirigido de D que por hipótesis es monocromáti-

,:" ca, como (u;','lii +¡) es una flecha de T es de color 1, así el triángulo es de colorl, .. ' .... 

por lo tanto (Ui+2, Ui) es una flecha de color 1 para toda iE {o., 1, ... , n - 1}. Si 

. n+l= D·rilod·2,.entonces(v =Uri+l'rUnCC1,' .... ,U2,UO = u) es unav.u-trayectoria .. 

monocromática.én D, contradiciendo lahipótesis,figufa 2.40 . .8i'('! +.1 - lmod 

. ~; .. : .. 
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Figura 2.39 

2, entonces (v = Un +I,Un-¡,Un -3, ... ,U3,U¡,U2,UO = u) es una vu-trayectoria 

monocromática en D, contradiciendo la hipótesis, figura 2.41. Por lo tanto 

este caso no sucede. 

Figura 2.40 

Figura 2.41 

Por lo tanto si I = 71, + 1,(u, v) f A (D). Con esto se concluye la prueba .• 

Teorema 2.42 Sea Duna digráfica quasitransitiva m- coloreada tal que todo trián

gulo dirigido es monocromático entonces ([ (D) es núcleo perfecta y por' lo tanto D 

tiene núcleo por trayectorias' monocromáticas. 

DeIílostraciórr.;·JJtilizaremos el Teorema 1.46 así que probaremos' primero que 

todo 'Ciclo dírigidode ([. (D) tiene al menos'. una flecha simétrica. Procediendopm ·con

tradicciórr,' supongaiúos que C'= (uo, Ul '"'' Un, uo) es un ciclo dirigido de ([. (D.) .queoIlo . 

tiene flechas simétricas, Sea i E {O, 1, "" n}, como (Ui, Ui+l) E A (<t(D)) (la suma es 

tomada'módulo n + l}.entonces existe en: D algunauiui+l ~trayectoriam0nocromáti

ca, como C no tiene flechas simétricas entonces en D no existen u¡+I u¡-trayectorias 

monocromáticasrPor. el Lema ~.41 (U¡, u¡+I) E..A (D), entonces Ces.·un ,ciclo dirigi

do de D, ,:Si 71,=2, entonces C es un triángulo dirigido ele D, por hipótesis C es 



r 
\ ¡ ,'" 
1 ¡ , 

64 

monocromático y por lo tanto es simétrico en Q: (D) lo cual es illla contradicción .. 

Supongamos que n 2: 3 entonces tenemos: 

1. (UD, Uz) E A (D). Como (UD, UI) Y (UI' uz) son flechas de D y D es quasitransitiva 

entonces (UD, uz) es una flecha de D o lo es (uz, UD), si (uz, UD) E A (D) entonces 

(UD, Ul, U2, UD) es un triángulo dirigido de D que por hipótesis es monocromático 

y esto implica que en Q: (D) es simétrico, así tenemos que (UD, Ul) es illla flecha 

simétrica de G en ([ (D) contradiciendo nuestra suposición, por lo tanto (UD, uz) 

E A(D). 

2. (Un-l' UD) E A (D). Como (Un-l' un) y (Un, UD) son flechas deD y D es quasitran

sitiva entonces (Un-l' uo)es una flecha de D ola es (UD, un-t!, si (uQ, Un-l) E 

A(D) entonces' (UQ,Un-I,Un,UO) es un triángulo dirigido de D que'por hipóte

sis es monocromático y esto implica que en ([ (D) es simétrico, así tenemos que 

(un, UD) es una flecha simétrica de G en Q: (D) contradiciendo nuestra suposición, 

por lo tanto (Un-l, UD) E A (D). 

3. 'n 2: 4. Sin = 3, por} tenemos que (UD, UZ, U3, UD) es un triángulo dirigido de 

D que por hipótesis es monocromático y esto implica que en Q:(D) es simétrico, 

así tenemos que (UZ,U3) es illla flecha simétrica de Gcontradiciendo nuestra 

suposición por lo tanto n 2: 4 . 
. ,"',', 

L:····: .~; .. ,".-

1. • ,." 

.' . 
" " .. " Sea iD = min {i E {2; ... , n - l} / (Ui, UD) E A (D)}, iD existe por .2, y por 1 iD 2: 3, 

c~.~":.; ...... -figura 2.42. Así (Uio,.UD) E A (D), como (Uio-I,1Iio) E A (D), aplicando que D es 

quasitransitiva y por la elección de iD tenemos que (UD, Uio-l) E A (D), entonces 

(UD, Uio-l, ltia, UD) es illl triángulo dirigido de D que por hipótesis es monocromático 

y esto implica que en Q: (D) es simétrico, así tenemos que (Uio-l, ~io) es una flecha 

simétrica ele Gen Q:(D) contradiciendo nuestra suposición. Por lo tanto,todo ciclo di

rigido deQ: (D)tielie:lllia flecha simétrica; por el Teorema.1.46 ([(D),es,!júcleo.perfecta 

, y en'consecuenCÍap0f,eI TeoremaL54 D tiene núcleo por traye<;tqrÍEls.mqnqcromáti-
caso _ 

.. ";'Ahota'véterhds-'iiue' en el Teorema 2.42 las hipótesis" de que la . digráfica sea qua- ,¡." '" ...... 
si transitiva así como la de que todo,triángulodirigido sea monocromático son esen-. 

ciáles;, es:clecirj si se eli¡nina, cualquiera de estas hipótesis no. necesariamente existy .. 

núcleo por trayectorias monocromáticas, ... 
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Figura 2.42 

Nota 2.43 Si en el Teorema 2.42 eliminamos la hipótesis de que D se una di, 

gráfica quasitransitiva entonces D no necesariamente tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas. Sea D cualquier ciclo dirigido de longitud impar mayor o igual que 

5 y supongamos que cada flecha tiene asignado un color diferente. ,D no tiene trián

gulos dirigidos por lo tanto todo triángulo dirigido de D es monocromático. D .no 

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas pues como cada flecha tiene un ,color 

diferente, tener núcleo por trayectorias monocromáticas es equival~nte a, que tener 

núcleo, pero se sabe que los ciclos dirigidos de longitud impar no tienen núcleo. 

Nota 2.44 Si en el Teorema 2.42 eliminamos la hipótesis de que todo triángulo dirigi

do de D sea monocromático entonces D no necesaria.mente tiene núcleo poi" trayecto

rias monocromáticas, más aún no se puede cambiar dicha hipótesis a que todo triángu

lo dirigido sea bicolor, esto se muestra con la digráfica de la figura 2.43, esta digráfica 

aparece en [31} y nos referiremos a ella en el Capítulo 3. No es difícil ver que D es 

quasitransitiva pues es unadigráfica completa. Los únicos tTiángulos dirigidos de D 

son: (Vl,V2,V4,Vl), (V2,V3,V5,V2), (V3,V4,V1-"V3), (V4,V5,V21V4) y (V5,Vl,V3,V5); todos 

ellos son bicolores. D no tiene núcleo por, trayectoTias monocromáticas ya que como 

es una digráfica cómpleta, cualquiernúcleode,D debería constar de un solo vértice, 

pero pam cada i E {l, 2i3, 4,5} no 'existe ning.unavHlvi-tmyectoTiamonocromática 

en D (la suma es tomada módulo 5};:.:·· 

A partir de D podemos construir una familia· infinita de digráficas coloreadas que son 

quasitransitivas donde todotTiángulo diTigido es bicolor y sin núcleo por trayectoTias 

' .. :·1 

monocromáticas. Sea Do =' D,' para cada entero positivo n y dadaDn-''ldigráfica qua- ,,. " 

sitmnsitivaque satisface lo anterior, sea Zn 1m nuevo vértice y definimos la digTáfica 
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Figura 2.43: El número que aparece en cada flecha representa el color asignado a la flecha. 

Dn tal que V (D,,) = V (D,,_I)U{ zn} y A (Dn) = A (Dn- I)U{(zn, u) / u E V (Dn- I )}, 

los colores de las flechas de Dn-I quedan igual en Dn Y a la flecha (zn, u) le asig

namos color 1, figura 2·44. PO'f' Lema 2.37 D" es una dig'f'áfica quasitransitiva, los 

únicos triángulos dirigidos de Dn son/os mismos que tiene D que son bicolores. 

Por último veamos que Dn no tiene núcleo. Aplicando el Teo'f'ema 1.55 tomando 

DI = Dn[h, .. ·,z,,}], D2 = D, Ji = ((Zi, v) /i E {l, ... ,n}, v E V(D)} donde las 

flechas de DI y las que están en A. todas son de color 1 y las flechas de D2 quedan 

con el mismo colo'f' que tienen en D, tenemos que b = Dn y pO'f' lo tanto Dn no tiene 

núcleo pO'f' trayectorias monocromáticas. Así {Dn / n E N} es una familia infinita, 

de digTáficas colo'f'eadas que son quasitransitivas tales que todo triángulo dirigido es 

bicolor- y no tienen núcleo pO'f' trayecto'f'ias 'monocromáticas. 

, 

Figura 2.44: Las flechas gruesas indican que los vértices zi, Z2, .•. , Zn son adyacentes hacia 

los' vértices VI, 212, 213, 214 Y 215; todas eStas flechas SOll de colm' l. 
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2.8 Problemas Abiertos 

1. En el Teorema 2.24 ¿no basta que Sym (T) e Sym (D) para el caso infinito? 

2. ¿Si G es una gráfica infinita y es de comparabilidad entonces cualquier M -orien

tación de G tiene núcleo? 

3. ¿Qué otras digráficas coloreadas, además de las quasitransitivas, satisfacen que 

si todo triángulo es monocromático entonces tienen núcleo por trayectorias 

monocromáticas? 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Capítulo 3 

Torneos Coloreados 

Un torneo es una digráfica tal que entre cada par de vértices existe una y sólo una 

flecha .. Consideremos T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud 

3 es casimonocromático. En este capítulo mostramos que si m = 4 entonces no nece

sariamente T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Si m = 3 demostramos 

el siguiente resultado: si en T para cada vértice el número de colores que aparecen en 

las flechas que inciden en.él son a lo más 2, entonces T tiene núcleo por ,trayectorias, 

monocromáticas. 

Denotamos por T3 al torneo transitivo de orden 3 y por C3 al ciclo dirigido de 

orden 3, no es difícil ver que T3 y C3 son los únicos torneos de orden 3 que no son 

isomorfos. 

En [35] se prueba que cualquier digráfica D 2-coloreada tiene núcleo por trayec

torias monocromáticas .. ,En particular se prueba que cualquier torneo.T 2-coloreado 

posee un vértice v tal que' para cualquier otro vértice xde T existe una trayectoria 

monocromática dirigida desde x hacia v, (es decir {v} es un núcleo por trayectorias 

monocromáticas deT}. En este mismo artículo se plantea el. siguiente problema: 

Problema 3.1 BeaT!un.tomeo m-coloreado tal que todo C3 es casimonoC'romatico. 

¿Debe T tener núcleo por. trayectorias monoc1'Omriticas? 

Con respecto al problema anterior, en [31], Shen Minggang demuestra.el signiente 

resultado: 

Teorema 3.2 SiT,es un torneo m~coloreado tal que todo C3 y todo T3 es casi

monoc1'Omaticoentonces T tiene núcleo por trayectorias monoc1'Omaticas. 

69 
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También Shen Minggang muestra que para m 2 5 si sólo se pide que todo C3 ' 

sea casi monocromático entonces no necesariamente T tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas, figura 2.43, deja como problemas abiertos los casos m = 3 y m = 4. 

En la sección 3.1 presentamos un contraejemplo para el caso m = 4 yen la sección 

3.2 se demuestra el caso m = 3 para ciertas coloraciones, Teorema 3.7. 

Otros resultados sobre núcleos por trayectorias monocromáticas en torneos son los 

obtenidos por H. Galeana Sánchez [15, 16, 17, 18]. De estos resultados algunos involu

cran condiciones similares a la mencionadas en los teoremas 3.2 y 3.7. A continuación 

mencionamos estos resultados. 

Teorema 3.3 (15} Sea T un torneo m-coloreado. Si todo ciclo dirigido de T de 

longitud a lo más 4 es casimonocromático entonces 1[ (T) es núcleo perfecta. 

Teorema 3.4 (15} Sea T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo dirigido de lon

gitud 3 contenido en T es monocromático. Entonces 1[ (T) es núcleo perfecta. 

Para el teorema siguiente necesitamos la siguiente definición. 

Definición'3.5 Bea Duna digráfir:a m- ca/oreada y "In = (uo', 1"1, ... ,Un -i, uo) un 

ciclo dirigido deDo Decimos que "In es 1[ (D)-monocromático si existe un. conjun

to {k= (Ui,Ui+l) E A(I[(D))/i E {O,I, ... ,n-l} notación modn} de flechas colo

readas con el mismo color. 

Teorema 3.6 (15} Sea T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo dirigido de lon

gitud 3 contenido en T es 1[ (T) -monocromático. Entonces 1[ (T) es n'Úcleo perfecta. 

Al final de la Sección 3.2 vemos que el Teorema 3. 7 es un resultado diferente a los 

antes mencionados que involucran hipótesis parecidas (teoremas 3.2, 3.3, 3.4 y 3.6). 

3.1 Torneos4-Coloreados 

'En esta>sección'Ínostramos un contraejemplo al Problema3;Tpataelcas0 m = 4, es 

:·déeir presentarhos:u:n: torneo 4ccoloreado donde.' todo.c3 es casímonücrómático y sin ... 

núcleo por trayectorias monocromáticas. 

< 
Sea'T':e]-, toüreo' de la figura 3:1, el número en cada flecha representa el color' . 

asignado a la misma, así el torneo está coloreado cOn 4 colores. 

'1 .-

T satisface 10 siguiente: 
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Figura 3.1 

1. Todo C3 de T es casimonocromático. Sea C el ciclo dirigido (VI, V2, V3, V4, V5, V6, VI) 

contenido' en T. 'Es inmediato que todo C3 de T contiene alguna flecha que no 

está en C. Parlo tanto para cada una de las 9 flechas que no están en C veremos 

que todos los C3 que la contienen son casimonocromáticos . 

. (a) Flecha (VI, V3)' V3 es adyacente hacia V5 Y V6. Como {(V5,V¡) , (V6' VI)} e 
A (D), entonces (VI, V3) pertenece a los siguientes triángulos dirigidos: 

l.' Triángulo (VI, Va, V5, VI)' Como las flechas (VI, Va) y (va, V5) son de color 

4, éste Ca es casimonocromático. 

ii. Triángulo (VI, Va, V6, VI)' Como las flechas (V3, V6) Y(V6, VI) son: de color 

1, éste C3 es casimonocromático. 

(b) Flecha (VI,V4)' V4 es adyacente hacia V5 Y V6' Como {(V5'V¡) ,(V6,V¡)} e 
. 'A(D), entonces (VI, V,l) pertenece a los siguientes triáng\ilos dirigidos: 

i. Tri¿'ngulo (VI, V., 115, 11¡). Como las flechas (V4, 115) y (115,111) son de color 

3, éste C 3 es casimonocromático. 

ii. Triángulo (111,114, V6, 11¡). Como las flechas (VI,; V4) y (116, VI) son de color 

1, éste Ca es casimonocromático: 

(c)Flecha (V2, V4)' V4 es adyacente hacia V5 y, V6 ... Como(v5, V2) f/::' A (D) 

" "y {V6, V2) E A(D), entonces (VI, V4) sólo pertenece, aL sigui~nt~ triángulo' 

dirigido: 

, " . . ... ", . 'i. Triángulo (112iW.V6, V2)' Como las flechas ( W,V4). y (V4' V6) son,de color 

4, éste C3 es casimonocromático . 

. (d) Flecha (112,115} Vt'es adyacente haciav6 y VI' ,Como {(V6,V2) ,(V¡,Vi)} e 
A (D), entonces,(v2,'115) pertenece a los siguientes triángulos dirigidos", 
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i .. Triángulo (V2,VS,V6jVZ)' Comolasflechas (VS,V6) y (V6,VZ) son de color' 

2, éste C3 es casimonocromático. 

ii. Triángulo (V2, Vs, VI, V2)' Como las flechas (vs, VI) y (v¡, V2) son de color 

3, éste C3 es casimonocromático. 

(e) Flecha (V3,VS)' V5 es adyacente hacia V6 Y VI' Como (V6,V3) 1= A(D) 

y (V¡,V3) E A(D), entonces (V3,VS) sólo pertenece al siguiente triángulo 

dirigido: 

i. Triángulo (V3,VS,VI,V3). Por l(a)(i) éste C 3 es casimonocromático. 

(f) Flecha (V3, V6). V6 es adyacente hacia V¡ y Vz. Como {(VI, V3) , (vz, V3)} e 
A (D), entonces (V3, V6) pertenece a los siguientes triángulos dirigidos: 

i. Triángulo (V3, V6, VI, V3). Por l(a)(ii) éste C3 es casimonocromático. 

n. Triángulo (V3, V6, V2,V3)' Como las flechas (V6; V2) Y (V2, V3) son de color 

2, éste C; es casimonocromático. 

(g) Flecha (V4, V6). V6 es adyacente hacia VI y V2. Como {(VI, V4), (V2, V4)} e 
A (D), entonces (V4, V6) pertenece a los siguientes triángulos dirigidos: 

i. Triángulo (V4,V6,V¡,V4). Por l(b)(ii) éste C 3 es casimonocromático. 

ii. Triángulo (V4,V6,V2,V4)' Por l(c)(i) éste C 3 es casimonocromático. 

(h) Flecha (V5'V¡), V¡ es adyacente hacia Vz, V3 Y V4' Como {(V2,VS), (V3,VS), 

(V4, vs)} e A (D), entonces (v4, V6) pertenece a los siguientes triángulos 

dirigidos: 

i. Triángulo (vs, VI, V2, V5)' Por l(d)(ii) éste C 3 es casimonocromático. 

ii. Triángulo (V5, VI, V3, V5)' Por l(a)(i) éste C 3 es casimonocromático. 

m. Triángulo (V5, VI, V4, V5)' Por l(b)(i) éste C 3 es casimonocromático. 

(i) Flecha (V6,V2)' V2 es adyacente hacia V3,.V4.y V5' Como {(V3,V6), (V4,V6), 

, .. ' (vs, V6)} e A (D), entonces (V6, V2) pertenece, a los siguientes triángulos. 

dirigidos: 

, '.".::,. 

~ " .. - , . , _" I 

1. Triángulo (V6,V2, V3"V6)' Por i(f)(ii) éste e 3 escasimonocromático. 

n. Triángulo (V6, V2, v'¡, v6) . .Por l(c)(i) éste C3 es casimonocrómático. 

iii. Triángulo (v6,v2,vs'V6). .. Eorl(d)(i) ésteC3 eS.casimonocromático. 
, 
2. T no tiene·.núdeopor trayectorias ,monocromáticas. Como T es'unadigráfica .". '."'; 

completa, entollces,cualquiernúdeo por trayectorias monocromáticas de Tdec ' 

bería constatj'dé/tUl solo vértice. La figura. 3.2 muestra la cerraduractransitiva 
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Q: (T) de T. En Q: (T) el ciclo dirigido C es asimétrico, esto implica que para 

caulquier Vi, {Vi+l} no absorbe por trayectorias monocromáticas a Vi (la suma 

es tomada módulo 6), por lo tanto ningun vértice de T puede formar un núcleo 

por trayectorias monocromáticas de T. 

Figura 3.2 

A partir de T podemos construir una familia infinita de torneos 4-coloreadas donde 

todo C3 es casimonocromático y sin núcleo por trayectorias monocromáticas. Sea 

T¿ = T, para cada entero positivo 10 y dado T~_l torneo que satisface lo .anterior, 

consideramoS un nuevo vértice Zn y definimos el torneo T~ tal que V (T;) =V(T;_l) U 

{zn} y A (T;) = A (TL{) U {(zn, u) / u E V (T;_l)}' los colores de las f1echasdeT;_l 

quedan igual en T; j ala flecha (zn, u) le asignamos color 1, figura 3.3. Cohi6 T;_l . 

es un' torneo y Zn es. adyacente hacia todos los vértices de T;c:.l entonces'·:T,i. es un 

torneo. LGS únicos' es. de. Tkson los mismos que tiene T que sOÍl:casimOnoCroIiláticos. 

Porúltimo-veamos.que.;T;'¡.n0 tiene. núcleo ... Aplic,ando el Teorema 1,5.5·:tomando

iJ¡ =.·T; [{ií, ... ,i~JJ,fJ2:~ T,'il = {(z"v) / i E {1, ... ,n}, .VE V (D)} dondéJas 

flechas de iJ¡ y las que están en A. todas son de color 1 y las flechas deD2 quedan con 

el mismo color que tienen enT, tenemos que b = T; y por lo tanto T; no tiene núcleo 

por trayectoriasm0nocromáticas. Así {Tri In E N} es una familia infinita de torneos 

4-cbloreadasdon¡:le'toclo.G3 es casimonocTomático y no tienennúc!eo·pQr tTayectorias 

monocromáticas. 
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Figura 3.3: Las flechas gruesas indican que los vértices Z¡, Z2, ... , Zn son adyacentes hacia 

los vértices V¡,V2, V3, V4, V5'Y V6; todas estas flechas son de color 1. 

'. 3.2 Torneos 3-Coloreados 

Sea T un torneo m-coloreado, si v es un vértice de T, denotamos por ((v) al conjunto 

"'o''''o.' "'oC de colores asignados alas flechas que inciden en v. Decimos que en T un vértice v tiene 

vecindad a lo mas bicolor si 1(( v) 1 :s; 2., En esta sección resolvemos en el Teorema 3.7 el 

problema 3.1 para ciertos torneos 3-coloreados donde todo e3 es casimonocromático. 

Observemos que como T es un torneo entonces ([(T) es una multidigráfica com

pleta, es decir entre cualesquiera dos vértices de ([(T) existe alguna flecha. Usaremos 

la siguiente notación en la demostración del Teorema 3.7: 

• U f->" v si (u, v') E A (T) Y es de color a, 

i. uc.c;~ 'v.,sien([(T~ existe alguna flecha de' u· a v de ,color a, ',',;"," 

• U _" v si en ([(T) no hay flechas de u a v de color a, y 

•• U =}" V Si1t---+a·V·Y en ([(-T)·-tedaslasflechas de u de a v son de color a . 

. 'o. 'De acuerdoado anterior u t->" V implica u --+" v, también tenemos 'que si u =}" v. ' 

'y (ú, v) eA(T) entonces u t->a v; 'Elllademostracióndel, Teorema 3. 7usaremiJs que' 
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la cerradura transitiva de una digráfica coloreada es transitiva por colores, propiedad 

probada en el Teorema 1.53, así u -+a v y (v -+" W 6 v =>a w) implica u -+a W. 

Teorema 3.7 Sea T un torneo 3-coloreado tal que todo e3 es casimonocromático 

y cada vértice de T tiene vecindad a lo más bicolor. Entonces I[(T) I la cerradura 

transitiva de T, es núcleo perfecta y por lo tanto T tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas. 

Demostración. Supongamos que T está coloreado con los colores 1, 2 Y 3. 

Observemos que si en un vértice de T s610 inciden flechas de colores a y b entonces las 

trayectorias monocromáticas que contengan a dicho vértice solo pueden ser de estos 

dos colores, así también se cumple que en C!:(T) todo vértice tiene vecindad a lo más 

bicolor y más aún para cada vértice las vecindades en T y C!:(T) son iguales. 

Demostraremos que todo ciclo e de C!:(T) tiene al menos una flecha simétrica para 

luego aplicar el Teorema 1.46 y concluir que C!:(T) es núcleo perfecta. 

Si e es un ciclo dirigido de C!:(T) y no es un ciclo dirigido de T entonces alguna 

flecha (u, v) de e es flecha de C!:(T) pero no de T, entonces la flecha (v,u) es flecha 

del torneo y por lo tanto también de su cerradura. ASí e tiene al menos una flecha 

simétrica. 

Supongamos entonces que e' es un ciclo dirigido del torneo, procederemos por 

inducción sobre n la longitud de e. 

Para n = 3" e es un e 3 en T que por hipótesis es casimonocromático, en

tonces al menos dos de sus flechas deben ser del mismo color. Supongamos que 

e = (uO,U¡,U2,UO) y sin perder generalidad que (uo,u¡) y (U¡,U2) son del mismo co

lor, eoto implica que (-uu, U¡, U2) So en Tuna uouz-trayectoria dirigida monocromáti

ca, por lo taJ1to (uo, uz) E A (C!:(T)), así e tiene al menos una flecha simétrica en 

C!:(T) . 

Supongamos que si e es de longitud a lo más n, entonces tiene al nienosuna flecha 

simétrica en C!:(T). 

Ahora supongamos que e,tiene longitud n+ 1, n 2': 3. Sea e = (uo, U¡, ... , un,·uo) . 

.. ,', Procederémos por contradicción. Supongamos que en C!:(T), ello tiene flechassimétri

caso Entonces: 

< 

1. En O aparecen al.menos',dos colores:, Pues si e es monocromático entonces,es 

simétrico en C!:(T) lo cual es una contradicción. 

,,2 .. Para cualesquiera dos vértices u yv.no consecutivos 'emelciclj:),(u;'v) es, una 

flecha. simétrica en C!:(T).Si u yv son vértices no consecutivos en el ciclo,: como-

z 
p,,:¡ 

Z~ 
00 
O 
c:n ¡::,a 
~O 

~:3 
~ 
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son vértices adyacentes en el torneo, supongamos sin pérdida de generalidad que· 

(u, v) E A (T), entonces esta flecha junto con la parte del ciclo que va de v a 

u es un ciclo dirigido del torneo de longitud menor que n + 1, por hipótesis de 

inducción este ciclo tiene al menos una flecha simétrica en <!:(T). Como e no 

tiene en <!:(T) flechas simétricas entonces (u, v) es una flecha simétrica en <!:(T). 

3. Si para algún i E {O, ... , n}, Ui_1 -+a u, y u, -+b Ui+1 a =f b entonces Ui+1 =>c Ui-I 

y Ui-I =>c Ui+1 con e =f a y e =f b (las sumas son tomadas módulo n + 1). Por 2 

(Ui-I, Ui+1) es una flecha simétrica en <!:(T), si Ui+1 -+a U·;_I, como Ui-I -+a Ui Y 

<!:(T) es transitiva por colores tenemos que Ui+1 -+" Ui Y por lo tanto (Ui, Ui+1) 

es una flecha simétrica en <!:(T), lo cual no es posible. Si Ui+1 -+b Ui_l, como 

Ui -+b Ui+1 Y <!:(T) es transitiva por colores tenemos que Ui -+b Ui-I Y esto implica 

que (Ui-I, u;) es una flecha simétrica en <!:(T), lo cual tampoco es posible. Por 

lo tanto Ui+1 =>C Ui-I con e =f a y e =f b. Así tenemos (( Ui-¡) = {a, c} y 

((Ui+l) = {b, e} y como a =f b entonces U,_I =}c Ui+1' 

Por 1 existen en T dos flechas consecutivas en el ciclo con diferente color, sin 

.. ! pérdida de generalidad supongamos: 

:. ; 4 1 2 
. Un f--+ Uo Y Uo >--t UI. 

Entonces: 

5. Un =}3 UI Y UI =>3 Un' Por 4 (un >--tI Uo Y Uo f--+2 UI) esto implica (un -+1 Uo y 

Uo -+2 UI), aplicando 3 para i = nconcluímos que Un =}3 Ul Y UI =}3 Un' 

Así teucrnos: 

6. ((un) = {1, 3}, 

7. ((Uo) = {l,2} y 

8. ((UI) = {2, 3}. 

Caso a. UI f--+3 U2. Sea jo = Ihiil{j = 2, ... , n / Uj --rt
3 

Uj+l (la suma es tomada mod. 

··n + l)};::cOil1o((ua}c= {1,2},;entoncesUn -,rt3 UoY parlo tanto,jaexiste' Así·.·. 

tenemos las afirmaciones 1(a)"9(a): . 

l(a), Ui -,->3 iL,+ipara. tbda'¡ E {l, "',)0 - l} Y Ujo 'rl
3

Ujo+1' Esto es por la elección 

de jo. 



77 

2(a). U¡ -+3 Uj para cada] :::: i < j :::: jo. Esto es por l(a) y aplicando que rt(T) es 

transitiva por colores. 

3(a). jo :::: n - 2. Procediendo por contradicción supongamos que jo > n - 2, es 

decir jo ~ n - 1 entonces por l(a) U1 -t
3 Un -1, como Un *3 U1 por 5 y rt(T) 

es transitiva por colores tenemos que Un -t
3 Un-l, Así (Un-1, Un) es una flecha 

simétrica de e en rt(T), lo cual no es posible. Por lo tanto jo :::: n - 2. 

4(a). Ujo+1 *1 Un' Por 6 ((Un) = {l,3} entonces Ujo+1 -->1 Un O Ujo+1 -t
3 Un' 

Supongamos que Ujo+1 -->3 Un, como Un *3 U1 por 5 y U1 -t3 Ujo por 2(a), 

aplicando que rt(T) es transitiva por colores tenemos que Ujo+1 -->3 Ujo' Esto 

implica que (Ujo, Ujo+1) es una flecha simétrica de e en rt(T), pero esto contradice 

nuestra suposición. Por lo tanto Ujo+1 *1 Un' 

5(a). 110 *2 Ujo' Por 7 ((uo) = {l, 2} entonces Uo -tI Ujo DUO -+2 Ujo. Supongamos .-__ , 

que Uo -tI Uj" como Ujo+1 *1 Un por 4(a) y Un f->1 Uo por 4, aplicando que rt(T) 

es transitiva por colores tenemos que Ujo+1 -tI Ujo' Así (Ujo, Ujo+1) es una flecha 

simétrica de. e en rt(T), pero esto es lmacontradicción. Parlo tanto Uo *2 Ujo' 

6(a): Uo *1 U2. Por 4 Uo .-.2 U1 Y por nuestra suposición en este caso U1 

aplicando 3 paxa i = 1 tenemos Uo *1 U2' 

7(a). jo ~ 3. Por l(a) Ujo-1 -t3 Ujo y por 5(a) Uo *2 Ujo entonces ((Ujo) = {2,3}, 

. por otro lado por 6(a) 1 E ((U2) entonces Ujo =1- U2, así jo ~ 3. 

8(a): ((Ujo+1) = {1,2}. Por lo anterior ((Ujo) = {2,3} Y por l(a) Ujo -,'>3 Ujo+1 

. entonces 1/.jo *2 7Jjo+1' Por 4(a) 1 E ((l1jo+I), por lo tanto ((1/.jo+') = {1, 2}. 

g(a). U2*1 Ujo+1' Por 6(a) Uo =}1 U2 Y por nuestra suposición en este caso U1 1-->3 U2 

entonces ((U2) = {1,3}, por 8(A) ((Ujo+1) = {l, 2} entonces U2 *1 Ujo+1' 

Por6(a) Uo *1 U2, por 9(a) U2 *1 Ujo+1Y por 4(a) Ujo-H :*1 U;", aplicando que 

rt(T}estninsitiva por colores tenemos que Uo -tI Un' Por 10 tanto (Un, uo) .'es una 

flecha'simétr:ica de e enrt(T), pero esto contradice nuestra suposición., figura 3.4. 

Parlo tanto este caso no es posible . 

. Caso b.1¿11-->2 U2 . Sea jo = min{j = 2, ... ,n-ljuj -,'>2 Uj+1},por 6 ((un) = {1,3}, 

entonces lln -1 --1+
2 Un Y por lo tanto jo existe. Así tenemos las afirmaciones l(b) 

Y 2(b): 

l(b). U¡ -+2 Ui+1 para todái.E{O, 1, ... ,jo - 1} Y Ujo -,'>2 Ujo+1' Por la eleción dejo' 
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Figura 3.4 

" -' .. 

. 2(b). U,; ->2 Uj para cada 1 :::; i < j :::; jo. Esto es porl(b) y aplicando que ~(T) es 

transitiva por colores. 

¡ :cStibcf)So b.1jo 2: 3. Entonces tenemos las afirmaciones l(b.1:), 2(b,1) Y 3(b.l): 
I . 

! :,-" .. " 
i 

j :,~' -!. .'~ ¡ 
! I~-... ~.' 
1 ;,=::~l , , 
1,...,.,,,. """""~,,_.' 

. 1(b.1). ((Ui) - {i, 2} para i E {jo-1,jo}. Por 7 ((uo) = {1, 2}, sea i E {jo -1, jo}, 

entonces Ui ->1 1¿0 o Ui .....,2 Uo. Supongamos que Ui -42 Uo, por 2(b) U1 .....,2 

ui, aplicando que ~(T) es transitiva por colores tenemos que U1 ->2 UO, pero 

esto implica .que (uo, U1) es tilla flecha simétrica de e en ~(T) lo cual es 

una contradicción. Por lo tanto Ui -f+2 Uo y Ui *1 uo, así 1 E (( Ui)' Por 

l(b) Ui-1 ->2 Ui entonces ((Ui) = {l, 2}. 

2(b.1). Ujo *1 Ujo+1' Por l(b.l) ((Ujo) = {l,2}, por l(b) Ujo ..,..,2 Ujo+l entonces 
1 

lljo::::} 'Ujo+l" 

3(b.1). Ujo-1 *3 Ujo+1.Por l(b) Ujo-1 ->2 Ujo y por 2(b,l) Ujo *1 Ujo+1, aplicando 

3 para i = jo tenemos U)o-l *3 1¿j6+l' 

, .. ' Por 3(b.1) tenemos que 3 E'((Ujo_í}pero esto. contradice. a 1(b.l), figura 3.5, 

Por lo tanto este subcaso no es posible; , 

. Subcaso b.2 jo = 2 entonces tenemos las afirmaciones 1(b.2) y 2(b.2): 

l(b.2). U2 -;1U3, U1 *3 U3, U3=?3 U1 y.( (U3) = {1, 3}. Como jo= 2 entonces por, 

l(b) 112 -,42 1¿3, sea aE{l, 3} tal que U2 >-+a U3, por nuestra suposición en .' . 

esté'casoU1 >-+2 112;' aplicando 3 para i = 2 tenemos U1 *',U3 YU3 *c Ú1con 



Figura 3.5 

e"" a y e"" 2, por 8 ( (u¡) = {2, 3}, esto implica que e = 3 Y en consecuencia 

a = 1. Por lo tanto U2 f-+1 u3, U1 =>3 U3, U3 =>3 U1 Y ((U3) ={l, 3}. 

2(b.2). n::O: 4. Procederemos por contradicción, supongamos que n = 3 por 1(b.2) 

U1 =>3 U3 Y U3 =>3 U1' Por otro lado (Ul, U3) E A(T) ó (U3, u¡) E: A(T). 

Supongamos que (U1, U3) E A(T) entonces Ul .-.3 U3, por 4 U3 .-.1 Uo y 

uo.-.
2 

U110 que implica que (Uo, Ul, u3, Uo) es un C3 tricolor en T, pero esto 

es una contradicción. Supongamos que (U3, u,) E: A(T) entonces U3 .-.3 

Ul, por nuestra suposición en este caso Ul f-+2 U2, por 1(b.2) U2 .-.1 U3 

lo que implica que (Ul, u2, U3, u¡) es un C3 tricolor en T, lo cual es una 

contradicción. Por lo tanto n ::o: 4. 

Por 1(b.2)( CU3) = {1,3} entonces U3 f-+l U4 Ó U3 >--7
3 

u4. Si 1¿3 .-.3 'U4, por 

nuestra suposición en este caso u, f-+ 2 1¿2 y por 1(b.2) U2 f-+' U3 entonces se 

tienen en T tres flechas consecutivas en el ciclo de diferente color y la prueba se 

reduce al caso (a), por lo tanto podemos suponer: 

3(b.2). U3 >--7
1 

114' 

Entollcestenemos las afirmaciones4{b.2), 5(q.2) y 6(b.2): ... '. 

4(b.2). Un =>1 U2. Por nuestra suposición en este. caso u,f-+2 U2 y por 1(b.2) 

. '<U2f-+·1.U3' entonces ((u2) = {l, 2}, por 6 tenemos que ((un) = {l, 3} porló: , 
tanto Un => U2' 

5(b.2). 'n ::0:·5 . .Si n= '1, por 3(b.2)U3 1"-+' U4 Y por4(b. 2)U4' =>! U2, aplicando···· . 

'. que <!:(T) es transitiva por colores tenemos'que U3 --;1 1¿2 esto implica que-
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(U2, U3) es una flecha simétrica de e en C!:(T) lo cual no es posible, por lo 

tanto n ~ 5. 

6(b.2). U4 =)-3 Un- Por 6 ((Un) = {1,3} entonces' U4 ---tI Un Ó U4 ---t3 Un' Supon~ 
gamos U4 ---tI Un, por 3(b.2) U3 >-->1 U4 y por 4(b.2) Un =)-1 U2 entonces 

aplicando que C!:(T) es transitiva por colores U3 ---tI U2, esto implica que 

(U2, U3) es una flecha simétrica de e en C!:(T) lo cual es una contradicción. 

Por lo tanto U4 =)-3 Un' 

Finalmente por 6(b.2) U4 =)-3 Un, por 5 Un =)-3 UI Y por 1(b.2) U¡ =)-3 U3 entonces 

aplicando que C!:(T) es transitiva por colores tenemos que U4 ---t3 U3 lo que implica 

que (us, U4) es una flecha simétrica de e en C!:(T), pero esto contradice nuestra 

suposición, figura 3.6. Así este sub caso no es posible . 

Figura 3.6 

Por lo tanto no es posible el caso (b). Por lo tanto e tiene al menos una flecha 

simétrica en C!:(T)., .Conesto concluimos que todo ciclo dirigido de C!:(T) tiene.al menos 

una flecha simétrica, lo que implica aplicando el Teorema 1.46 que'. C!:(T) es núcleo .. 

perfecta. Aplicapdó.el. Teorema 1.54concluímos que T tiene núcleopm trayectorias 

monocromáticas . .•. 

N'continuación dem8stramos en 'el Teorema 3,9 que para 'm:',t:!,,4.ésisüillciente la' 

c:ondiciól1 devecÍJldades a lo más bic~lores para la existencia de núCleo' por 'trayectorias 

., monocromáticas, en. un· torneo m~,coloreado, más aún estacondición.implica que todo"." 

C3 y T3 es casimonocromático y por lo tanto el Teorema 3,9 se sigue del Teorema 3,2, 

Lema3:8'Si T es 1m torneom~coloTeado con m'~ '4, . tal que-para todo vértice v de . 

Tseüenéque !( (v)! ::; 2,entoncesenT.todo e3 y T3 escasirrtiJ'nocromático, Además.,· . 
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bajo esta hipótesis tenemos que existe un color que pertenece a todas las veCindades. 

Demostración. Observemos que para cualesquiera dos vértices u, v de T, como 

en T hay flecha entre ellos, entonces el color de esta flecha pertenece tanto a ((u) 

como a ((v), es decir, ((u) n ((v) i' rf;. 
Supongamos que los vértices u, v, w inducen mi 0 3 Ó un T3 que no es casi

monocromático. Supongamos sin perder generalidad que la flecha entre u y v es de 

color 1, la flecha entre v y w es de color 2 y que la flecha entre w y u es de color 3, 

entonces ((u) = {1, 3}, ((v) = {1, 2} Y ((w) = {2,3}. Sea x un vértice de T tal que 

4 E ((x), por lo mencionado al principio, ((x) n ((u) i' rf; y ((x) n ((v) i' rf;, así 

LE ((x) y por lo tanto ((x) = {l,4}, pero entonces ((x) n((w) = rf; lo cual es una 

contradicción, por lo tanto en T todo 0 3 y T3 es casímonocromático. 

Para la segunda parte, consideremos u y v vértices de T, tales que ((u) i' ((v), 

como ((u)n( (v) i' rjJ, supongamos sin perder generalidad que ((u) = {1, 2} y ((v) = 
{1,3}. Supongamos que existe un vértice w tal que 1 ~ ((w), como ((w) n ((u) i' rf; 
y ((w) n ((v) i' rf; entonces ((w) = {2, 3}. Sea x un vértice de T tal que 4 E ((x), 

como ((x) n ((u) i' rf; y ((xl n((v) i' rf; entonces ((xl = {1,4}, pero esto implica 

que ( (x) n ( (w) = rf; lo cual es una contradicción, por lo tanto el color 1 pertenece a 

toda vecindad. _ 

Teorema 3.9 Si T es un torneo m-coloreado con m 2: 4, tal que para todo vértice v 

de T se tiene que !( (v)! :::: 2, entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáti

cas. 

En las notas 3.10 y.3.11 vemos la importancia de la hipótesis de las vecindades a 

lo más bicolores para los teoremas 3.7 y 3.9. Por otro lado si eliminamos del Teorema 

3.7 la hipótesis sobre.las vecindades.a lo más bicolores obtenemos el Problema 3.1. 

que sigue siendo un problema ·abierto. Por último enlas notas 3.12-3.19 hacemos ver .... 

que el teorema 3.7 eS·.diferente a cadaunode.los teoremas 3.2, 3.3, .3.4 y 3 .. 6. 

Nota 3.10 En él teorema 3.2nopodemos,·eliminar la hipótesis de que en el tomeo. 

todo 0 3 sea casimonocmmáticQ.,·pues si T es un 03tTicolor cumple con ;time; todas" 

las vecindades a lo más bicolores y no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

A partir de T podemos construir una familiainflnita de torneos 3~coloreados .tales 

que: no todo Os sea'casimonocmmático, todo vértice tenga vecindad alo más bicolor 

y sin núcleo ,portrayectoria;s monocromáticas;, Supongamos' que V (TV=' {u; v;'w}' 

yA(T) = {(u,v), (v,w): (W,1l)} donde (tl,V) es de color 1, (v,w)es.decolor,2 
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y (w, u) es de color 3, figura 3. 'ira). Sea T¿ = T. Ahora para cada entero po

sitivo n y dado T~_l torneo 3-coloreado sin núcleo por trayectorias monocromáticas 

y tal que todo vértice tiene veCindad a lo más biéolor, consideramos un nuevo vértice 

Zn y definimos T~ como sigue: V (T~) = V (T~_l) U {zn} y A (T~) = A (T~_l) U 

{(Zn,X) Ix E V (T~_l)}' los coloTes de las fiechas de T~_l quedan igual en T~ y 

asignamos color 2 a todas las fiechas que salen de Zn excepto a la fiecha (zn, u) que le 

asignamos color 1, figura 3. 'i (b). 

T r' n 

·U V 

V. 2 

Z¡ 

(a) (b) 

Figura 3.7 

Claramente T~' es un torneo' 3-coloreado donde cada vértice tiene vecindad a lo más 

bicoloT. Veamos que T~ no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Aplicando 

el Teorema 1.55 tomando f)¡ la digráfica que sólo consta del veriice Zn, fh = T~_l 
y Ji = {(zn, v) I v E V.(T~_l)} tenemosD = T~ y por lo tanto Tn no tiene núcleo 

por trayectorias monoC'romáticas. Así {T~ / n E N} es una familia infinita. de torneos 

3-coloreados sin nucleopor.trayectorias monocromáticas y la vecindad de cad¡¡'vértice 

es a lo más bicolor. 

Nota 3.1<1c:En·el:'f!áoerfw'3:,g'no podemos cambiar la hipóteis ide quetddasilas'vebn-

dades sean-á lo más'·bicoloi:espor la hipótesis de que las vecindades seania,lo'·:rhás' -

tTicolores pues puede no', existir núcleo pOT trayectorias monocromáticas, un ejem-

plo de 'esto es el tOTneo ··Tde·la figura 3.Jqúe como ya vimos no tiene'nlÍcleo'por 

trayectorias' mon@cromáticas y no es difíciLver que todas- ,las·.vecindades son a lo 

más·tricoloTes:· 'A' partir de T podemos "ConstTUÍ1" una familia infinita de torneos 

4-coloTeados.sin . núcleo pOT trayectorias mo'nocromáticas' talque cada'.:vértice tenga 

, .... , ; 

.... - :.~, ;, .... :.;.,: 



83 

vecindad a lo más tricolor. Observemos primero que para cualquier vértice u de 

T tenemos que 1 E ((u) o 2 E ((u). Sea T6 = T, para cada entero positivo n 

y dado T~_I torneo 4 -coloreado sin núcleo por' trayectorias monocromáticas tal que 

para cada vértice u se tiene que !((u)! :S 3 y {l, 2} n ((u) i' <p, consideramos dos 

nuevos vértices Zn y definimos el torneo T~ tal que V (Tn) = V (T~_I) U {zn, wn} 

y A (T~) = A (T~_I) U {(Zn, u) , (wn, u) j u E V (T~_I)} U {(zn, wn)}, los colores de 

las flechas de T~_I quedan igual en T~ , a las flechas (zn, u) Y (wn, u) le asignamos 

color 1 si 1 E ((v) o color 2 en caso contrario, a la flecha (zn, wn ) le asignamos 

cualquiera de los 4 colores, figura 3.8. Así T~ es un torneo 4-coloreado tal que para 

cualquier u E V (T~) se tiene que !((u)! :S 3 Y {l, 2} n ((11) i' <p. Veamos que T~ no 

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Aplicando el Teorema 1.55 tomando 

DI = T~[{il"",Zn,Wl, ... ,Wn}], D2 = T, A = {(Zi,V) ji E {l, ... ,n}, v E V (D)}, 
los colores de las flechas son los descritos antes. Así D = T~ y por lo tanto T~ 
no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Por lo tanto {T~ j n E N} es una 

familia infinita de torneos 4 -coloreados sin núcleo por trayectorias monocromáticas 

donde cada vértice tiene vecindad a lo más tricolor. También podemos obtener tor

neos m-coloreados para cualquier' m :::o: 4 con las caracteristicas anteriores si vamos 

agregando cada vez un color nuevo entre Zn y Wn . Por último observemos que estos 

torneos además cumplen que todo C3 es casimonocromático, pues los únicos C3 de 

estos torneos son los q1¿e ya existían en T. 

Nota 3.12 E:Listen torneos 3-coloreados que satisfacen las hipótesis del Teorema 3.7 

pero no las hipótesis del Teo-rema 3.2, por ejemplo sea T un torneo transitivo de orden 

3 tricolo7'. A pa¡'/ú' de T podemos consl-ruiT una familia infinita dc tomcos con las 

características anteriores. Supongamos que V(T) = {u,v,w} y que (u,v) es .una 

·flecha de color 1, (w, v) es una flecha de color 2 y que (w, u) es una flecha de color 

3 .. figura 3.9(a). Sea T6 = T. Ahora para cada entem positivo n y dado T~_l torneo 

3'coloreado tal que todo C3 es casimonocTOmático y todo vértice tiene vecindad a lo 

.. más bicolor,sea T~ el torneo que se obtiene aumentando aT~'_1 un nuevo vértice Zn 

< y las flechas entre Zw y V (T~_l) como sigue: si v. E V(T~-'-I) \ {w} ponemos una 

··flecha entre zn y ven' cualquier sentido y de color 1, entre- W' y Zn ponemos la flecha 

(w, zn) de color 2, fig1¿ra 3.9(b). Así en el torneo obtenido se tiene que ((u) = {l, 3}, 

((v) = {1,2}, ((10) ={2, 3} y ((Zj) = {1,2} para. j E {l, ... , n}, es decir todo 

vértice de T~. tiene. vecindad bicolor. Corno la única flecha T~ que tiene· color 3 es 

'(w,u) entonces cualqllier C3 deT~ que no seacasirnonocmmático debe contener dicha 

flecha, pero como a W no' entra.n flechas, w no petenece a ningún ciclo, por lo.tanto 
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Figura 3.8 

en T~ todo 0 3 es casimonocromático. Por último T~ contiene a T que es un T3 que 

no es casimonocromát-ico. Así {T:, / n E Ti} es una famil·ia infinita de torneos que 

sat'isface las hipótesis del Teorema: S.:7 pero no las del Teorema S.2. 

Nota 3.13 Existen torneos S-·coloreados.que satisfacen las hipótesis del TeoTemaS.2·· 

pei'o no las hipóte~is del·Teorema3.7;.Bea T el siguiente torneo transitivo con cuatm' .. : .. : ., .. 

tiértices: V(T) = {v¡,v2,v3,v:J}irflechas (V2,V¡) de color 1, (V3,.VI) de colo., 2, .. <,.. , 

(U3, 'U2) de color 2, (V4, VI) de color S, (V4, V2) de color S y (V4, V3) de color S, figura 

}J.I0(d). Las vecíndadés de v{yV2 80n tricolores, Tnotiene ciclos laque implica··· .. 

que todo 0 3 es casimonocromático, pOT otro lado, todas las flechas de color S. en T 

salen dev4, por lo tanto cualqui'er T3 quecontengaa;w tiene dos flechas de color . 

'S'es"deC'ir es casimonocminático y los T3 que no contienen a V4 tienen colores ly 
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T 

(a) (b) 

Figura 3.9 

2, en consecuencia también son casimonocromáticos. Por lo tanto todo T3 de T es 

casimonocromátito. Así T satisface las hipótesis del TeOTema 3.2 pero no las del 

Teorema 3.7. A partir de T podemos constTUir una familia infinita de torneos con las 

camcterísticas anteriores .. Sea Ti = T. Aho.mpam cada entero positivo n ;-: 5 Y dado 

T~_¡ torneo 3-coloreadotal que todoC3 y T3 es casimonocromático y.no todo vértice 

tiene vecindad a lo más bicolor, sea T~ el torneo que se obtiene aumentando a T~_¡ 

un nuevo vértice Vn y las flechas entTe Vn y V (T~_¡) las ponemos cualq.uier sentido y 

de COlOTl, figum 3.l0(b): De esta forma las vecindades de VI, V2 Y V3son tricoloTes, 

y si Vi> Vj y VI son tres vértices del torneo con i < j < 1, entonces las flechas entre 

VI y los ot·I"OS dos vé1üces son del mismo colo'''' es decir estos tns vériices 'intl'uccn un 

C3 Ó un T3 casimonocmmático. Así {T~ In ;-: 4} es una famil'ia infinita de torneos 

q'ue satisfacen las hipótesis del Teorema 3,2 pero no las del Teorema 3,7 .. 

Nota 3.14 EXisten,tOmeos 3-coloreados que satisfacen las hipótesis<dei.Weo¡·errw 3.7 

pero' no las· hipótesis del Teorema 3.3. Sea T. el torneo convérticesl'¡,v2'j V3,V4. Y l(Ls 

. flechas (v¡, v2)decolor 1; (V2' V3) de color 2, (V3, V4) de color 2, .(.V411!¡) ,de. color 3, 
(V4,V2) de color 2 y (V¡,V3) de color 3, figura 3.ll(a). T es mi torneo 3-coloreado 

talqúe ((v¡)"={1,3},((v2l = {1,2}; ((V3) = {2, 3}y ((v.) = {2, 3},.esdecir toda 

vecindad es bicolor, además en T todo C3 es casimonocromático,. pues (v¡, V2) que es 

. la· única flecha· de colorJ no pertenece. a ningún C3· Por otm,lado .( VI, V2, V3, V4, v¡) 

es .un ciclo dirigido de longitud 4 que:. no, es casimonoc'T"Omático . .Así T es un torneo 
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r' n 

(a) (b) 

Figura 3.10: Las aristas gruesas indican que hay flechas entre cada Vi con i ~ 5 y cada Vj 

con 1 :S j ~ 4, estas flechas pueden ir en cualquier dirección. Las aristas entre los Vi con 

i ~ 5 indican flechas en cualquier dirección. 

i;, 3-coloreado que satisface las hip6tesis del Teorema 3.7 pero no laship6tesis del Teo-

I :~: .. :, rema 3.3. A partir de T' podemos construir una familia infinita deiorneoscon las 

l' características anteriores. Sea T~ ~ T. Ahora para cada entero positivo n :::: 5 y da

do T~_1 torneo 3-coloreado tal que todo C3 contenido en T~_l escasimonocromático, 

todo vértice tiene vecindad a lo más bicolor y no todo ciclo dirigido de longitud 4 es 

casimonocromático, sea T~ el torneo que resulta de T~_I al aumentar un nuevo vértice 

Vn y las flechas: (Vn,VI) de color 1 y para i E {2, ... ,n - l} (vn,v¡) de color 2, figura 

3.11 (b). En T~ todas las vecindades son bicolores. Las únicas flechas de color 3en T~ 

son (VI, V3)y (V4,VI), por otro lado el único C3 que tiene a la flecha (VI, V3) también 

es el único C3 que contiene a la flecha (V4, vd, es decir el único C3 donde aparece 

el color'S es casimonocromático, por lo tanto en T~ todo Cjes .ca:simonocromái'ico. 

Por Úliimo (VliV2, V3, V4, VI) sigue 'siendo en T~.un cicZodirigidode. longitud4"q'ue 

no 'es ·casi'iTion'ocromático: Así {T~ / n :::: 4} es una familia. infinita de torneos que 

satisfacen:Zas'hipótesis del Teorema 3.7 pero no las hip6fesiS, delTeorema 3.3.··· 

,Nota 3.15:' Existen torne6s3'cóloreados 'quesatisfacenlas hipótesis del Teorerrlxi 3.3 

peTO no las hip6tesis del Teorema 3.7. Sea T el. torneo. con vértices VI, V2, V3, v4'ylas 

flechas (V2, VI) 'de color 1 ,(V;j,V2) de colo'", 2, (V3'VÜ de color 3, (V4' Vi) de colad para 

. o" . iE{l, 2, 3}, figura 3. 12(á)';' .T'esun torne03-coloreadoi talque «(V3) = {l, 2,3}:ySr:. 
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(b) 

no tiene ciclos dirigidos entonces todo C3 y todo C4 es casimonocromático. Así T es 

un torneo S-coloreado que satisfacen las hipótesis del Teorema S.3 pero no las hipótesis 

del TeoTema S. 'l. A 1'0'l·tiT de T podemos constnd'r una familia hlfinitn. de torneos con 

las camcterísticas ante'riores. Sea T~ = T, Ahom pam cada entero positivo 71 2: 5 

Y dado T~_l_ torneo S,coloreado tal que todo ciclo dir'igido de longitud a lo más 4 

contenido en T~_l es casimonocromático y no todo. vÚtice tiene vecindad a lo más 

bicolor, sea T~ el torneo que resulta de T~_l al allmentar un nuevo vértice V n y para 

" .' .' iE·{2; ",,71 - 1} .las fiechas(vn , Vi) de.color 1, figura 3,12(b). En T~ .la vecindad de 

,-V3: es tricolor, por;- otro lado T~I!O' tiene .·ciclos dirigidos así que todo ciclo dirigido de _ -

longitud a lo más4eli casimonocTom6tico, Poor lotanto .. {T~-/ 71 2: 4}es,u~a familia· 

infinita de torneos q'¡¿e satisfacen las hipótesis del TeoTema 3.3 pero no las hipótesis 

del Teorema S, '1, . 

Nota·3.16 E2,iiten·torneos 3'coloreadosque satisfacen la.s hipótesisdel:Teoi'ema 3/7 

pero no las hipótesis del Tebrema,3,4, -La 'familia de torneos {T~/ n2:A}rnostmda 
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(a) (b) 

........ '---' 
Figura 3.1.2 

en la Nota S.14, como se vió en dicha nota, es una familia de tomeos,que satisfacen 

las hipótesis del Teorema S.7. Por otro lado en cada T~ el dclo dirigido (Vl, V3,V2, Vl) 

es un Ca que no es monocTornático, a.sí la. famil·in. dp. torneos {T;J n 2: 4} no satisface 

las hipótesis del Teorema S.4. 

Nota 3.17, Existen torneos S-coloTeados que satisfacen las hipótesis' del TeoTema S.4 

pero no las hipótesiS del Teorema S.7. La familia de torneos {T~I n 2:fl} mostrada en 

lá Nota S,15;';'como'se vió en dicha nota, es una familia de torneos quena satisfacen 

las hipót'úis'del1'eor:ema 3.7. Como ya vimosen la nota 3.15. c:adaT:' es 'lln torneo 

que no ti,eneci-clósidingidos por lo tanto todo C3 contenido en.1':'esm6noddmátiqo, 

. por lo tantola fámilia de tomeos{T~/ n 2: 4} satisface las hipótisisdel Teorema S,4 . 

. . ";Nota 3;'1'8 'Existen torneos S'coloreados que satisfacen las hipótesis, del Teorema 3 .. 7·' 

pe7'O no'las hipótesis del Teorema 3.6. La familia de torneos {T~/ n 2: 4} mostrada:., 

en la Nota 3.14, como se v{ó.endicha. nota,"es una familia de torneos que satisfacen' 

las hipótesis del. Teorema 3. 7.,Co'm'O ya vimos en ,la.rwta3:16 en ca4a T~ el C'iclo '.,', 

-, 
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dirigido e =. (VI, V3, V2, VI) es un e3 que no es monocromático, como ((VI) = {l, 3}, 

(( V2) = {l, 2}, ( (V3) = {2, 3} entonces ((VI) n ((V2) n (( V3) = rp entonces en Q.: (T~) 

no puede existir algún ciclo dirigido monocromático de longitud 3 que contenga a 

estos tres vértices, es decir e no es Q.: (T~) -monocromático, así la familia de torneos 

{T~/ n :::: 4} no sa:isface las hip6tesis del Teorema 3.6. 

Nota 3.19 Existen torneos 3-coloreados que satisfacen las hip6tesis del Teorema 3.6 

pero no las hip6tesis del Teorema 3.7. La familia de torneos {T~/ n :::: 4} mostrada en 

la Nota 3.15, como se 1!i6 en dicha nota, es una familia de torneos que no satisfacen 

las hip6tesis del Teorema 3.7. Como ya vimos en la nota 3.15 cada T~ es un torneo 

que no tiene ciclos dirig·idos. Si en Q.: (T~) existiera algún ciclo dirigido, este ciclo 

induC'iría un camino dirigido cerrado en T~, por el Teorema 1. 37 T~ tendría un ciclo 

dirigido lo cual no es posible. Por lo tanto para cada n :::: 4 tenemos que Q.: (T~) 

no tiene ciclos dirigidos, así todo C3 contenido en T~ es Q.: (T~) -monocromático, en 

consecuencia la familia de torneos {T~/ n :::: 4} satisface las hip6tesis del Teorema 

3.6. 

3.3 Problemas Abiertos 

~ 
~~ 
c...:>0 

E!3~ 
~ 

~.:3 

~ 
1. ¿En qué otro tipo de digráficas m-coloreadas tales que todo vértice tiene vecin- .I-__ .J 

dad a lo más bicolor y todo e3 es casimonocromático existe núcleo por trayec-

torias monocromáticas? 

Digráficas muy parecidas a los torneos son los torneos menos una arista y las 

uigráIlcas quasiLraw;itivas, así pouemos )JlanLeamos la preguna anLerior para. esLe 

tipo de digráficas .. 

2. Sea D lmadigráfica m-coloreada que resulta de eliminar una arista de un 

torneo,si enD todo vértice tiene vecindad a lo más bicolor y todo e3 es casi

monocromático ·entonces ¿existe núcleo por trayectorias monocromáticas? 

. 3. Sea D.una.digTáfica quasitransitiva m-coloreada, si en·.Diodo.vértice tiene' 

vecindad a.lCD más bicolor y todo C3 es casimonocromático.entonces ¿existe 

núcleo por trayectorias monocromáticas? 
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Capítulo 4 

Tornéos Bipartitos 

Una digráfica D es un torneo bipartito si existe una bipartición {VI, V2} de V (D) tal 

que toda flecha de D tiene un extremo en Ví y el otro en 112, y entre cualquier vértice de 

Ví y cualquier vértice de 112 existe una y solo una flecha. Los torneos bipartitos tienen 

cierta similitud con los torneos debido a la gTan cantidad de flechas que poseen. Como 

mencionamos en el Capítulo 3 la existencia de núcleo por trayectorias monocromáticas 

en torneos ha sido estudiada por varios autores: Sands, Sauer y Woodrow [35], S. 

Mingang [31], H. Galeana Sánchez [15, 16, 17, 18]. El tipode condiciones en algunos 

de estos resultados (teoremas 3.2, 3.3, 3.4, 3.6) son sobre la coloración de ciertas 

subdigráficas pequeñas como' son los ciclos dirigidos de longitud a lo más'4 y torneos 

transitivos de orden 3. 

En la Sección 4.1 de este Capítulo probamos .que si D es un torneo bipartito 

donde todo ciclo dirigido de longitud 4 es monocromático entonces D tiene núcleo 

por trayectorias .mollocromnticas, tl1mbiéll mostramos que este resultado es lo mejor 

posible. En la demostración del resultado anterior se implementa una técnica que 

también es utilizada en la sección 4.2. 

En la secCión 4.2 probamos la existencia de núcleo por trayectorias monocromáticas 

en torneos bipartitos que cumplen: ciertas condiciones de coloración en los ciclosdirigi'. 

dos de longitud 4y 6 pero además también pedimos condiciones similares para. ciertos 

subtorneos bipartitos de .orden 5. llamados torneos cíclicamente4-partitos, quedando,:.;· 

el resultado 'de la siguientednanera: .. Sea D un torneo bipartito m-coloreado tal·. que' ,;é 

todo C4 es casimbnocromático, todo subtorneo cíclicamente 4-partito de orden 5 to-. 

das sus flechas tienen el mismo' color salvo' ala más 2 y todo C6 es monocroinático, .' 

entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, 

A continuación demostramos alglmas propiedades de los torneos bipartitos 'que' 

usaremos en las secciones siguientes, 
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Lema 4.1 Sea D un torneo bipartito, si e = (UO,U1""'Un ) es un camino en D 

entonces para i E {a, 1, ... , n} y j E {a, 1, ... , n}, (Ui, Uj) E A (D) ó (Uj, ud E A (D) si 

y sólo si j - i == 1 (mod2). 

Demostración. Sea {V¡, V2} una bipartición de VeD) tal que: 

1. toda flecha de D tiene un extremo en V1 y el otro en V2 , y 

2. entre cualquier vértice de l'Í y cualquier vértice de V2 existe una y s610 una 

flecha en D. 

Supongamos sin pérdida de generalidad que ud E V1. Entonces: 

3. Para cada i E {a, 1, ... ,n} Ui E V1 si i '= o (mod2) ó Ui E V2 si i == 1(mod2). 

Procederemos por inducción sobre i. 

Para i = O, por hipótesis Uo E V1 . 

Suponamos que para i < n, Ui E V¡ si i - O (mod2) ó Ui.E "\/2 sii == 1 (mod2). 

Para i + 1, como (Ui,Ui+1) E A(D) ó (Ui+bUi) E A(D), por hipótesis de 

inducción y por 1 ui+1 E V2 si i == O (mod 2) Ó 1/i+1 E V1 si i _ 1 (mod 2), es 

decir Ui+l E V2 si i + 1 = 1 (mod 2) Ó Ui E V1 si i ,=0 (mod 2) . 

'Por lo tanto para cualquier i E {O, 1, ... , n} u¡ E vÍ si i = O (mod 2) Ó Ui EV2 si 

i == 1 (mod2). 

Ahora sean i E {O, 1, ... , n} y j E {D, 1, ... , n}, supongamos que (Ui, Uj) E A (D) ó 

(U;,1ii) E A (D), por 1 (Ui E V1 y 1/.j E V2) ó (u.¡ E V2 y Uj E V1), por 3 (i == D (mod 2) 

y j == 1 (mod2)) ó (i -1 (mod2) y j = O (mod2)), es decir j -i = 1 (mod2). 

Inversamente supongamos que j - i == 1 (mod 2) esto implica que (i = O (mod 2) y 

'j=l (mod2) ) ó (i 1 (mod2) y j == O (mod2) ), por 3 (Ui E V1 y Uj E V2 ) ó 

. (UiE V2 y 1/j E V1), por2 (u;,1/j) E A (D) ó (Uj, ui).E A(D). Así (Ui, Uj) E A (D) ó 

. (Uj;Ui) E A(D) si y solo si j - i = 1 (mod2). _ 

. ""e Leimi4.2 Sea D 'Úil, torneo bipartitoentoncestódo·caminv dirigido cerrado de lon- ., 

.,' -gitud a lo más 6 contenido en D 'es un'tiClo dirigido." 

" Demostración.' -- Séa e un ca1nino dirigido cerrado en D de longitud aIb.más 6, 

. como D es un torneo bipartito, p0[,los,teoremasJ.38 y 1.40 tenemos que.l,Jalongitud , ,.' . 

de e es par. Sea {V¡ "V2 } una bipartición de.V(D) que corresponda con la definición 

de torneo bipartito. ' 
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Si 1 = 2 esto implica que D tiene una flecha simétrica pero esto no es posible por 

la definición de torneo bipartito. 

Supongamos que 1 = 4, sea C = (Ul, U2, U3, U4, ud, como D es un torneo bipartito 

podemos suponer sin pérdida de generalidad que {U1, U3} e Vl y {U2, U4} e 112, esto 

implica que Ui f. Uj para i E {l, 3} Y j E {2,4}. Si Ul = U3, como (Ul, U2) E A(D) Y 

(U2, U3) E A(D) entonces tendríamos que (Ul' U2) es una flecha simétrica de D, pero 

esto contradice la definición de torneo bipartito, por lo tanto Ul f. U3. Análogamente 

U2 f. U4· Por lo tanto C es 1m ciclo dirigido de D. 

Supongamos que 1 = 6, sea C = (Ul,U2,U3,U4,U5,U6,Ut), como D es un tor

neo bipartito podemos suponer sin pérdida de generalidad que {Ul, U3, U5} e Ví y 

{U2, U4, U6} e V2, esto implica que Ui f. Uj y (Ui, Uj) E A (D) para i E {l, 3, 5} Y 

j E {2,4,6}. Análogamente al caso anterior tenemos: 

1. (Ul' U2) E A(D) Y (U2, U3) E A(D) implica Ul f. U3, 

2. (U3, U4) E A(D) Y (U4, U5) E A(D) implica U3 f. U5, 

3. (U5' U6) E A(D) Y (U6, Ul) E A(D) implica Ul f. U5, 

4. (U2, U3) E A(D) Y (U3, U4) E A(D) implica U2 f. U4, 

5. (U4, U5) E A(D) Y (U5, U6) E A(D) implica U4 f. U6 Y 

6. (U6,U1) E A(D) Y (Ul,U2) E A(D) implica U2 f. U6' 

Por lo tanto C es un ciclo dirigido de D. • 

4.1· Torneos Bipartitos m,'--Coloreados con Ciclos de Longitud 

4 Monocromáticos 

. En el Teorema 4.4 demostramos que un torneo bipartito coloreado donde todo ci.c;lb. 
l~, ,: ' 

de longitud 4 es monocromático tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. EN:~r, '" 

'Lema 4,3 mostramos una propiedad de los tornéos bipartitosco1oreados:Cjue hace~jie' 
. 1 . v • 

. . éstos se parezcan alas torneos: si 2 vértices son. adyacentes (en sólo un sentido} en 

'-la' cel'raclura transitiva deun torneo bipartito entonces están.conectados en el torneo, 

bipartito por una trayectoria dirigida corta (en el mismo sentido de la flecha). 

Lema 4.3 Sea Duntorneo bipartito rn- coloreado tal que todo C4 es monoc-rotnático. 

Si ti, v E V (D) son.tales que existe T en Duna uv- trayectoria dirigida monoc-romát-i

ca. y no eX'iste- ninguna vu..,.tmyectoria dirigida monocromática, entonces ,(-u, 'lJ) E

A (D) o existe en D unauv-trayectoria dirigida de longit'ud 2. 
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Demostración. Sin ¡pérdida de generalidad supongamos que T es de color 1. 

Procederemos por inducción sobre [la longitud de T. Si [ ::; 2, entonces (u, v) E A (D) 

o T es una uv-'trayectoria dirigida de longitud 2. Supongamos que el resultado es váli

dosi3::; [::; n. Supongamos ahora que [ = n+1 yqueT = (u = UD,UI,,,,,Un+1 = v). 

Entonces tenemos: • 
1. Si i,j E {O, 1, ... , n + 1} entonces (Ui, Uj) E A (D) ó (Uj, Ui) E A (D) si y sólo si 

i y j tienen diferente paridad. Esto es por el Lema 4,1. 

Observemos que: 

~ r·· 

2. El resultado se cumple si (Ui, v) E A (D) para alguna i E {O, ... , n - 2}, Sea 

iD = min { i' E {O, ... , n - 2} / (Ui, v) E A (D)}, por 1 io Y n + 1 tienen diferente 

paridad. Si iD = O entonces (u,v) E A(D), si iD = 1 entonces (U=UD,UI,V) 

es una uv-trayectoria dirigida en D de longitud 2, Supongamos entonces que 

iD E {2, ... , n -, 2}, en particular (u, v) ~ A (D), así que probaremos que existe 

en Duna uv-trayectoria dirigida de longitud 2, Como iD e iD"': 2 tienen la misma 

paridad entonces io - 2 Y n + 1 tienen diferente paridad, por 1 (Uio~2, v) E A (D) 

o (V,Uio~2) E A (D), pero por la elección de iD tenemos que (v, Uio.-2) E A (D), 

notemos que por hipótesis io - 2 no puede ser O así io';::: 3, figura 4.1. Entonces 

(Uio-2,Uio-I,Ui"V,Uio-2) es un C4 de D que por hipótesis es monocromático, 

como (Uio-l, Uio) es una flecha de T, es de color 1, así el C4 es de color 1. Sea 

T' = (U,T,Uio) U (u;"v), T' es una uv-trayectoria dirigida monocromática 

de longitud menor. que T, por hipótesis de inducción y como (u,v) ~ A(D) 

l 
.. , 

Z1 
~ 

:;2;p:! 
8° 
en ¡::a::¡ . 
.-.A· en 

entonces existe en Duna uv-trayectoria dirigida de longitud 2. 

'';o .~>' .' = .1 

¡:".:¡ .ex:: '. 
'E-o ,....::¡ 

~ Figura 4.1 

, 
,·Ahora, como i e i + ,3, ,tienen diferente,pariclad,"por 1 (Ui,Ui+3) E A(D).ó 

(l¡i+3,~L;),E A(D), pani'todai E {O,l,,;.,n'-c 2},· Analizaremos los siguieiltes'dos. 

casos. 
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Caso a. Supongamos que para alguna i E {D, 1, ... , n - 2} (Ui, Ui+3) E A (D). Sea jo = 

max {j E {i + 3, ... , n + 1} / (Ui, Uj) E A (D)}, en particular por 1 tenemos que 

i y jo tienen diferente paridad. 

Sub caso a.1 jo = n + 1. Entonces el resultado se sig~ de 2. 

Subcaso a.2 jo = n e i = D. Entonces (uo ~ Ui, Ujo = Un, Un+! = v) es una uv-trayectoria 

dirigida de longitud 2 en D. 

Subcaso a.3 jo = n e i 2: 1. Como i y jo tienen diferente paridad entonces i - 1 Y 

jo + 1 = n + 1 tienen diferente paridad, por 1 (Ui-l, un+! = v) E A (D) 

Ó (Un+l =V,Ui-l) E A(D). Si (Ui-I,Un+l =v) E A(D) el resultado se 

sigue de 2. Si (un+! = V,Ui-l) E A(D) entonces (Ui-I,Ui,Ujo = Un, Un+! = 
v, Ui-l) es un C4 de D que por hipótesis es monocromático, figura 4.2, co

mo (Ui-l,Ui) es una flecha de T, es de color 1, así el C4 es de color 1. Sea 

T' = (u, T, Ui) U (Ui, 1!jo = 1!n) U (un, Un+! = v), T' es una 1!v-trayectoria 

dirigida monocromática de longitud menor que T, por hipótesis de indut::.: 

ción (1!,v) E A(D)o existe en Duna 1!v-trayectoria dirigida de longitl\c\:' 

2. 
:,,' 
i ~-:: __ -- . 
. ~, .. ' 

) ~. 

J -.--

l ;. 

Figura 4.2 

Subcam a.4 jo :S n- 1. Como i y jo tienen diferente paridad entonces i y jo + 2tienen 

diferente paridad, por 1 (Ui,Ujo+2) E A(D)ó(ujo+2,Ui) E A(D),porlaelec

ción de jo tenemos (1!jo+2,U¡) E A(D). Entonces (1!i,1!j"Ujo+!,1!jo+2,Ui) 

es un C4 de D que.por hipótesis es monocromático, como (Ujo, Ujo+!) es 

una flecha deT,. es de color 1, así el G4 es de color 1, figura 4.3. Sea 

T' = (u,T,u;) U (1!i,1!jo) U (ujo,T,v), T' es una 1!v-trayectoriadirigic'. 

da monocromátiéade loligitud menor que T, por hipótesis. de inducción '" 

(u, v) E A (D) o existe en Duna uv-trayectoria dirigida de longitud 2 .. , 

Caso b. Supongamos que para toda i E {D, 1, ... , n.- 2}. (l1i+3, 1¿i) E A(D) . . Entonces 

.(1¿i.;1!¡+i~t¿;:\-2,'1l¡cé:l;u;)esun,C4 de D que por hipótesis es monocromático, como .. ' 

(Ui ,UiH)es una flecha de T, es de color 1,así el C4 es de color.l'.' Por lo tanto, 

. n". ' 
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Figura 4.3 

para toda i E {O, 1, ... , n - 2} (Ui+3, '/1.;) es de color 1. Sea k E {l, 2, 3} tal que 

k == n+ 1 (mod 3), entonces (v = Un+!, U n-2, Un -5, ... , Uk) U (Uk, T, U3) U (U3, Uo) es 

una vu-trayectoria dirigida monocromática en D, lo cual es tilla contradicción, 

figuras 4.4, 4.5 Y 4.6. Por lo tanto este caso no es posible. 

Concluímos que existe en D la ·flecha (u, v) o una uv-trayectoria dirigida de 

longitud 2 .• 

:z; Si k=l 

~ Z¡x; 
00 
O 

~~ .en 
¡::.:::¡ < 
l:- .....:1 

Figura 4.4 

~ 
Si k=2 

Figura 4.5 

.. TeoremáA.4. Sea D un tomeo bipartito m--: coloreado tal filie, ,tQdo C 4 :eS monocromáti-
• , • o,. • ':" '. • 

ca. Entonces C!: (D) es núc/eoperfecta y por lo tanto D tiene· núcleo por trayectorias 

monocromáticas. 

Demostración. A lo largo .deJa demostración.~~davez:que aparezca un caminlJ., '. 

dirigido cerrado en D de longitud a lo más'6; inmediatamente nos referiremos.:.aél 

como. un ciclo dirigido, esto en virtud del LemaA.2:, 
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Si k=3 

Figura 4.6 

Demostraremos que todo ciclo dirigido de C!: (D) tíene al menos una flecha simétrica 

para luego aplicar el Teorema 1.46 y concluir que C!:(T) esnúc!eo perfecta. Procede

remos por contradicción, supongamos que C = (uo, Ul, ... , un', uo) es un ciclo dirigido 

de e: (D) que no tiene flechas simétricas. Entonces: 

1. Para cada i E {O, 1, ... ,n} (Ui,Ui+rl E A(D) o existe en D 1mauiui+1-trayectoria 

dirigida de longitud 2 (la suma es tomada módulo n + 1). Sea i E {O, 1, ... ,n}, 

como (1¿i,Ui+1) E A(e:(D)) entonces existe en D alguna Uiui+1-trayectoria 

dirigida monocromática, como C no tiene flechas simétricas tenemos que en 

D no existen ui+1ui-trayectorias dirigidas monocromáticas, por el Lema.4.3 

(Ui,l/'i+¡) E A (D)o existe en Duna u'iui+1-trayectoria dirigida de longitud 2. 

Continuamos analizando los siguientes casos: 

Gaso a. n= 2. ComoDes un torneo bipartito entonces por el Teorema 1.40 no tiene 

ciclos de longitud impar, esto implica que para alguna i E {O, 1, 2} (Ui, Ui+1) ti: 
A (D) (la suma es .tomada módulo 3). Supongamos sin pérdida de generalidad 

que (uo, U1) ti: A (D), entonces por 1 existe va vértice de D talque (uo; va, U1) es 

una V'OU1 ~trayectoria dirigida de longitud 2 en D, figura 4.7. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

Figura 4.7 

Caso·a.1 (Ut, U2), (1!2, UD) E A (D). Entonces (uo, VO,U¡;U2, uo) es un C4 de D que por 

hipótesis es monocromático., así (Ul' 1!2,UO) es una U1 uo-,-trayectoria dirigida 

','monocromática en D ló'que 'implica que (uo,ul) es llna.flecha simétrica de . 

C en e: (D), contradiciendo nuestra suposición .. , _,o: 
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Caso a.2 (U¡,U2) 1: A(D). Entonces por 1 existe VI vértice de D tal que (u¡,v¡,u2) 

es 1llla u]u2-trayectoria dirigida de longitud 2 en D. Si (U2, UD) E A (D), 

figura 4.8(a), entonces (UD, VD, U¡, VI, U2, UD) es un ciclo dirigido de longi

tud 5 en D pero esto no es posible por el Teorema 1.40, por lo tanto 

(U2, UD) 1: A (D). Entonces por 1 existe V2 vértice de D tal que (U2, V2, UD) 

es una u¡u2-trayectoria dirigida de longitud 2 en D, figura 4.8(b). Así 

(UD, VD, U¡, VI, U2, V2, 110) es un ciclo dirigido de longitud 6 en D, por el Lema 

4.1 tenemos que (uo,v¡) E A(D) Ó (VI,UD) E A(D). Si (uo,v¡) E A(D) 

entonces (uo, VI, U2, V2, UD) es un C4 de D que por hipótesis es monocromáti

co, así (uo, VI, U2) es 1llla uou2-trayectoria dirigida monocromática en DIo 

que implica que (U2, UD) es una flecha simétrica de e en <!: (D), contradi

ciendo nuestra suposición. Si (VI, uo) E A (D) entonces (Uo, Va, U¡, VI, UD) 

es un e4 de D que por hipótesis es monocromático, así (u¡, V¡, UD) es una 

u¡uo-trayectoria dirigida monocromática en D lo que implica que (uo, u¡) 

es una flecha simétrica de e en <!: (D), así obtenemos la contradicción final 

para este caso. 

(a) (b) 

Figura 4.8 

.... Caso b.· r02"·3:;·:Eliel~testddeJa.prueba las sumas serán tomadas módulo n+.E ... 

',; Por 1, para cadaíE{O,·l;·, .. ,n} podemos definir . i,' 

T= { (Ui,UH¡) si (Ui,Ui+l) E A(D) • 
... '. . .. unáUilli+i -'. trayectoria de lOngitud 2 si (Ui,Ui+¡) 1: A (D) ,. 

n 
SeaCi = ·U,TuCI,es un camino dirigido cel'l'ado en D.. SeaC~.'Ci(zo, "¡,.,,, "k, zo} 

{::::O 

y clefinahlos'la.!función 'P : {D, 1, .::;<k}.#Y (e) de la siguiente·.n-úinera: si 

" .... , 



99 

Ui = Zio entonces 'P (io) "" Zi" Y 'P (io + 1) = zio si la longitud de 1; es' 2. De

cimos que el índice i del vértice Zi de e' es principal si Zi = 'P (i), denotemos 

por I p al conjunto de índices principales. ,Supongamos sin perder generalidad 

que Uo= Zo. Como D es un torneo bipartito entonces por los teoremas 1.38 

y 1.40 k == 1 (mod2). Por otro lado, por el Lema 4.1 para i E {1, ... , k;3}, 
(zo, Z2i+1) E A (D) Ó (Z2i+1, zo) E A (D). Tenemos los siguientes sub casos. 

Sub caso b.l Supongamos que (Z3, zo) E A (D). Entonces (zo, Z¡,Z2, Z3,'ZO) es un e4 de D 

que por hipótesis es monocromático, figura 4.9. Por la construcción de e' 
tenemos que Z¡ = U¡ Ó Z2 = U¡. Si Z¡ = U¡ entonces (u¡ = Z¡, Z2, Z3, Zo = uo) 

es una U¡ uo-trayectoriadirigida monocromática en D lo que implica que 

(uo, u¡) es una flecha simétrica de e en I! (D), contradiciendo nuestra su

posición. Por lo tanto Z¡ # U¡ yen consecuencia Z2 = u¡, así (u¡ = Z2, Z3, , 

Zo = uo) es una u¡uo-trayectoria dirigida monocromática en D lo que im

plica que (uo, u¡) ,es una flecha simétrica de e en e: (D), contradiciendo 

nuestra suposición. 

Figura 4.9 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

, .-

Sub caso b.2 Supongamos que{ZO"Zk-2) E A (D), figura 4.10. Entonces (ZO,Zk_2, Zk_¡',~¡.,:,} ::' , 
zo) es un e4 de D>que 'por hipótesis es monocromático. Por construcd911;,;, 

de e' tenemosq1ie"zk ""Un Ó Zk-¡= Un' Si Zk = Un entonces, (uJ,/;~. ',',; 

io, Z.':'2, Zk_¡, ik"c""','ur;), es una uoun-trayectoria dirigida monocl'Omitl¿aL.",,:,; 

en Dio 'queiúi.plicii:que (un, uo) es una flechasimétricadeCeril!:,(D);",;,;, 

contradiciendo nuestra suposición, Por lo tanto Zk # Un Y en consecuencia 

Zk~'¡ ''''''un, así (ui('='ZQ,'Zk-2, Zk':'¡ =' Un) es una uoun-trayectoria dirigida, 

monocromática en D lo que implica que (un, uo) es una, flecha simétrica de 

',Den I! (D), cOnti'adiciendonllestra suposición.' 
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Figura 4,10 

Subcaso b.3 Supongamos que (zo, Z3) E A (D) Y que (Zk-2, Zo) E A{D). Entonces k-2 2: 
5 Y por 10 tanto k 2: 7. Sea io = min{i E {l, ... , k;:5}¡ (zo, Z2;+1) E A (D) 

Y (Z2i+3, zo) E A (D)}. Entonces el = (zo, Z2;0+1, Z2io+2, Z2io+3, zo) es un e4 
de D qne por hipótesis es monocromático, supongamos que es de color l. 

Si 2ío + 1 E Ip entonces z2;0+1 = Uj para algún jE {2, .:., n - 2}! figura 

4.11(8). Por construcción de e' tenemos que Z2io+2 = Uj+1 Ó ""2io+3 = 

Uj+l' Si Z2io+2 = Uj+l entonces (Uj+l = z2io+2,Z2io+3,zO,Z2io+l = Uj) 

es una Uj+1uj-trayectoria dirigida monocromática en D 10 que implica 

que (Uj, Uj+1) es una flecha simétrica de e en \!: (D), contradiciendo nues

tra suposición. Por 10 tanto Z2io+2 '1 Uj+1 Y en consecuencia Z2;0+3 = 

Uj+1, así (Uj+1 = Z2;0+3, ""o, ""2io+1 = Uj) es una Uj+1uj-trayectoria dirigida 

monocromática e11 D 10 que implica que (Uj, Uj+1) es una flecha simétri-

~ 
i,".:~' 
':o?<"~ 

8° 
cn~ 

',." "'ÉP 

"'".,,~~ 
.:; " , ' ¡::.c.. 

':.:::.:'q;;t de 'C: en ([ (D), contradiciendo nuestra suposición. Supongamos que 
, .' ~ . ,i : 1,: ' ; .. 

"':'2i~ + 1 ~ Ip, entonces por construcción de e' tenemos que {2io, 2'io + 2} e 

{p, es;de~irz2io = Uj_1 Y Z2io+2 = Uj para algún j E {2, ... , n - 2}. por 

el Lema 4.1 tenemos· que (Z2iO/Z2io+3) E A (D) Ó (Z2io+3, Z2io ) E A (D). Si 

(Z2io+31 Z2io) ~ A (D) entonces (Z2tOJ·Z2io+l1 Z2io+2, Z2io+3, Z2io) es un 94 de D 
que por hipótesis es monocromático, figura 4.11(b), esto implica que (Uj '7 

, 'i2io+2 , Z2;0+3, Z2io = Uj -,1) es ¡,¡na'iJ,j'11j -'1 .,-trayectoriadirigida monocromá,ti_, 

. dien D lo que.:implicaque(Uj'-i"1~j),,es una flecha simétrica de e en.([ (D); 

; cóntradiciendó,nuestia:suposiciójl!",supongamos qlle{z2io, Z2io+3) Ej.A en);. 
por la elección de io tenemos que (zo, Z2io-tl E A (D), figura 4.12, e11-

fonces e2 = (ZO,'i~io·~'l. Z2io' Z2io+'3,'ZO) ' es un ,e4 deD que por hipótesis' es ' 

'i 

,'" monocromático;-como,(z2ió+3,'ZO) es ullaflecha comú11.,811Cl y e2 elltonC~i?". ",' ",' 

'C I y c2 son del-mismo color,. Elsí (.Uj = Z2io+2' Z2io+3, Zo, Z2io~1,.Z2io =ur-tl 
"'esi{ub:a UjUj_l ~hayec,toriadirigicla monocromática e11.D 10. que implica que .• ,'; 
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(Uj_1, Uj) es una flecha simétrica de C en !!: (D), llegando a la contnidicción 

final de la prueba. 

Por lo tanto todo ciclo de !!: (D) tiene una flecha simétric~, lo que implica por el 

Teorema 1.46 que!!: (D) es núcleo perfecta y de aquí se sigue por el Teorema 1.54 que 

D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. _ 

(a) (b) 

Figura 4.11 

,j" 

Figura 4.12 

,,'Por último mostrarnos que si en el Teorema 4.4 cambiahlOs la hipótesis de que todo 

Cr sea; monocromáticél por que todo C4 ~ea casimonocromático entonces la cerradura 

transitiva de D no necesariamente es núcleo perfecta. 

Nota 4.5 Sea D el,tomeo bipartito 3-coloreadotal.que VeD) = {u,v,w,x,y,z} y 

A (D) = « u,x), (x;v ),(v, y.) , (y,w) , (w,z ),.(z, u), (x, w), (y, u) , (z, v)). Las flechas 

de D están coloreada~ corno sig'ue: son de color 1 las flechas (x,w),(w,.z),y.(z,u), 

1 
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son de color 2 las flechas (y, u), (u, x) y (x, v), son de color 3 las flechas (z, v), (v,y) y 

(y,w). LosúnicosC4 queposeeD son(u,x,w,z,u), (v,y,u,x,v) y(w,z,v,y,w) yson 

casimonocromáticos. En I!: (D) se tiene e/triángulo dirigido (u, v, w, u) y·es una subdi

gráfica inducida de I!: (D) que no tiene núcleo, por lo tanto I!: (D) no es núcleo perfecta, 

figura 4.13. A partir de esta digráfica construimos la siguiente familia infinita de tor

neos bipart'itos Dn tales que en ellos todo C4 es casimonocromático y cuya cerradura 

transiti'va no es núcleo perfecta. Para cada n E N, sea Dn la digráfica que se obtiene a 

partir de D al aumentar n vértices nuevos z¡, zz, ... , Zn y las flechas de color 3 desde és

tos vértices hacia u, v y w, figura 4.14. Dn es un torneo bipartito donde la bipartición 

correspondiente es {Vl ,\i2} con Vl = {u,v,w} Y \i2 = {x,y,z,zl,ZZ, ... ,zn}, al igual 

queD, 10súnicosC;¡ queposeeD son(u,x,w,z,u), (v,y,u,x,v) y(w,z,v,y,w) y son 

casimonocromáticos. Así como I!: (D), I!: (Dn ) cont'iene como subdigráfica inducida al 

triángulo dirigido (u, v, w, u) que no tiene núcleo, por lo tanto I!: (Dn ) no es núcleo 

perfecta. 

Figura 4.13 

. . 4.2 .. . Otra Condición para la Existencia de Núcleo por Trayec~. 

,'" .,'~.! torias Monocromáticas en Torneos Bipartitos 

.•....• ErÍ esta sección presentamos en el Teorema:4.9 otra condición que implica la existencia. 

').'! . :de núCleo por trayectorias monocrom¡j.ticas en nntorneobipartito.· •... 

.•. Alo largo de' esta 'sección, cada vez' que aparezca un camino dirigido éerradú en D' 

de longitud a lo más 6,inmediatatnentenos referiremos a él como un ciclo dirigido, . ,,, 

esto en virtud del Lema 4.2. 

, Definición 4.6 Hnddigráfica D esurrtdrneo cíclicamente 4-partitosiexisteuna 

",_, 

.' i partición {trl, \i2;V3';V,¡J:de V (D)·talque par-a.toda i E {1;2, 3,4} cualquier 'vértice . , 

. - ,~ 
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Figura 4.14 

de V; es adyacente hacia cualqu'ier véTtice dE. V;+1 (la suma es tomada módulo 4), y 

toda flecha de D es de la forma anterior. 

'Definición 4.7 Una digráfica D m- coloreada decimos que es k-casimonocromáti

ca si todas BUS flechas son del mismo color salvo ala más k de ellas, 

Lema 4.8 ,Sea D un torneo bipartito m- coloreado tal que todo C4 es l-casimonocro

mático y todo C6 es monocromiítico. Si u, 1) E V (D) son tales que existe T en Duna 

U1)- trayectoria dirigida monocromática y no existe ninguna vu- trayectoria dirigida 

monocromática, entonces se tiene alguna de las siguientes posibilidades 

(i) (u, v) E A (D), 

(i'i) existe una uv- trayectoria dirigida de longitud 2, 

"(iii) existe una uv-trayectoria dirigida monocromática de longitud 4 . 
. - 'i . 

" Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que T es .de color 1. Si 

. Tes de.longitud impar por elLema 4.1 tenemos que(u, v} E A (D) ó (v, u) E A (D), , 

,:'colllb por hipótesis no existe v1!-trayectoria dirigida monocromática en. D, entonces 

(u,v) E A(D). Así supongamos que lla longitud de T es par y procederemos por 

, inducción sobre l. El resultado es inmediato si 1 :::: 4. Supongamo~ q~e el resultado 

es válido si 6 :::: 1 '50 2n, Supongamos ahora que 1 0= 2 (n + 1) Y que T 0= (u = 
'UO,Ul, ... ,U2(n+l) =;v); ,Por el LemaA.lpara cada i'·E{O,.l, ... , 2 (n +1)~,5} tenemos 

que (Ui+5, Ui) E A(D)ó(Ui, U'i+5) EA (D) Analizaremos 2 casos. ' 
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Caso a. Supongamos que para toda i E {O,1, ... ,2(n+ 1)- 5} (Ui+ó,Ui) E A(D). En-' 

tonces (Ui, Ui+l, Ui+2, Ui+3, Ui+4, Ui+5, Ui) es un C6 de D que por hipótesis es 

monocromático, como (Ui, Ui+1). es una flecha de T. es de color 1, así el C6 

es de color 1. Por lo tanto, para toda i E {O, 1, ... ,2 (n + 1) - 5} (Ui+5, Ui) es 

de color 1. Sea k E {1, 2, 3, 4, 5} tal que k - 2 (n + 1) (mod 5), entonces (v = 
U2(n+1), U2(n+l)-5, U2(n+1)-10, ... , Uk) U (Uk, T, U5) U (Uó, 1(0) es una vu-trayectoria 

dirigida monocromática en D, lo cual es una contradicción (la figura 4.15 mues

tra.el caso en el que k = 1). Por lo tanto este caso no es posible. 

Figura 4.15 

Caso b. Supongamos que para alguna i E {O, 1, ... ,2 (n + 1) - 5} (Ui, Ui+5) E A (D). 

.• ~ 
O Z'a:! 

°0 o.· .. ·· 

Notemos que por el Lema 4.1 en D existe flecha entre Ul Y U2(n+1) así co

mo entre Uo y U2n+l' Si (Ul,U2(n+l)) E A(D) o (UO,U2n+1) E A(D) entonces 

obtenemos en Duna uv-trayectoriade longitud 2. Supongamos entonces que 

(U2(n+1), Ul) E A (D) Y (u2n+1,uo).E A (D). Observemos que si para alguna i E 

{1, ... ,2 (n + 1) - 5} (U2(n+1), Ui) E A (D) Y las flechas (U2(n+l), 11i) y (U2n+l, uo) 

son de color 1, entonces (v = U2(n+1), Ui) U (Ui, T, U2n+l) U (-U'2n+1, Uo = u) es 

una vu-trayectoria dirigida de color 1 contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto 

tenemos: 

(a) si i E {1, ... ,2 (n + 1) - 5} Y (U2(n+1),11i) E A (D) entonces (U2(n+l), Ui) no 

es de color 1, o 

(1l2n+l,UO) no es decolor.L 

Analizaremos estos. subcasos:. '. ,o',' .. " 

Subc:aso b.1 Supongamosi.,q'ue i 'Ei::{l;,,::o,,\02:(rt + 1) - 5} ,y. (ll2(n+l)' Ui) E', A (:D) impLi;:·i.·.\, ....... '." ... ". 

ca (1l2(n+1),Ui) no es de color 1. Como (U2(n+1),U¡) E A(D) entonces 

o. (U2(n+1),Ul)nó es dé color!. Por elLema 4.1,(U2(n+1),112(n~1)-':5"l E A(D)·· 

".". Ó (1l2(n't-n'-5i1l2('Hl))EA(D). Si (U2(n-+'l);U2(n~I)-5) E A(D).entonces' 

(U2(n+l)-5,¡¿2(';+i')-'-4·,·U2(n+l)~3, 1l2(n+1)-2, U2(h+lj-l, 1l2(n~I),1l2(n+l)-5) es un C6 : 

.. , •.•. ; oc'· en D que,·.porhipótesis es monocromático, tomo'{u2(n+1)-5,·U2'(n+l):C~)·.E'.' 
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V (T) entonces este .ciclo es de color 1 y por lo tanto (U2(n+1) , U2(n+1)-5) es de 

color 1 contradiciendo nuestra suposición, por lo tanto (U2(n+1) , U2(n+1)-5) 1= 
A (D) es decir (U2(n+1)-5, U2(n+1)' E A (D). Como (U2(n+l) , Ul) E A (D) 

podemos elegir io = max{i E {O, 1, ... ,2(n + 1)-7}/ (U2(n+l),Ui) E A (D)}, 

entonces (U2(n+l),Uio) E A(D) Y (Uio+2,U2(n+1) E A(D), además (U2(n+1), 

Uio) no es de color 1, esto implica que (( U2(n+l), uio' Uio+l, Uio+2, U2(n+l» 

es un C4 que por hipótesis es l-casimonocromático, como {(Ui" Uio+1), 

(U;o+l' Uio+2)} e A (T) entonces son flechas de color 1 y como (U2(n+1) , Uio) 

no es de color 1 entonces (Uio+2, U2(n+1» es de color 1. Así (u = uo, T, Uio+2)U 

. (U;0+2, U2(n+1) '= v) es una uv-trayectoria dirigida de color 1 de longitud 

menor que T y por hipótesis de inducción se sigue el resultado, figura 4.16. 

Figura 4.16 

Subcaso b.2 (U2n+1, UD) no es de color 1. Sabemos que para algunai E {O, 1, ... ,2 (n +:1)-
5} (Ui, Ui+5) E A (D) . .sea {io, jo} e {O, 1, ... , 2 (n + In tal que jo -io = 
max{j -i / {i,j} C{O,I, ... ,2(n+ 1)} y (Uio,Ujo) E A (D)}, porloallk' 

rior jo -io ~ 5. Supongamos que io ~ 2 Y Jo ::; 2n, como (Uio' Ujo) E A (D) 

entonces por el Lema 4.1 .iD - io o=: 1 mod 2, así (jo + 2) - (io - 2) :_1 

mod 2, aplicando nuevamente el Lema 4.1 tenemos que (Uio-2,Ujo+2\':'E 

A(D) ó (Ujo+2,Uio-2) E A(D), por la elección de {io,jo} tenemos.qtie
e 

(Ujo+2,'Uio-2) E A(D). Entonces (UiO-2).'Uio-l,Uio,Ujo,'Ujo+l,t¿jo+2,Uio-2) es 

un C6 de D que por hipótesis eSillonocromático, lo que implica que (Uio' Ujo) 

es ele color 1. Así (u. = uo, T, Uio) U( uio ,¡¿jo) U (Uio, T, U2(n+1) = v) es una 

uv-trayectoria dirigiela de color 1 de longitud menor que T y por hipótesis 

de inducción se sigue el resúltado,Jig)lra 4,17, 

Supongamos que io ::; laja ~ 2n + 1, es decir io E {O, 1} o jo E {2n + 
1, 2n +2}, Analizaremos los 4 casos posibles, 

b,2:1io = O. Supongamos. que jo ::; 2n - 3, Ya habíamos mencionaeloque, 

. 'jo -'io o=:l mocl2entonces(jo + 4) -io = 1 mocl2, aplicanelo.el Lema4,1, 

.' / tenemos que (Uio;Ujo+4) E A (D) ó (Ujo+4,Uio) EA (D).,pero por la elec- .' 

" 
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Figura 4.17 

ción.de {io,jo} tenemos que (Ujo+4,Uio = UD) E A(D). Entonces (UD = 

Uio' Ujo' Ujo+l, Ujo+2,Ujo+3, Ujo+4, Uio) es un 0 6 de D que por hipótesis es 

monocromático, lo que implica que (Uio; Ujo) es de color 1. Así (1L = 
UD, T, Uio)U(Uio, Ujo)U(Uio> T, U2(n+l) = v) es una uv-trayectoria dirigida 

de color 1 de longitud menor que T y por hipótesis de inducción se sigue 

el resultado, figura 4.18. Supongamos que jo 2': 2n -1, como jo - iD = 1 

mod 2 e iD = O entonces jo E {2n - 1, 2n + 1}, como (U2n+l, UD) E A (D) 

entonces jo = 2n-.1. Así (UD = Uio, Ujo = U2n-l, Ul n , U2n+1, UD) es un 0 4 

de D que por hipótesis es 1-casimonocromático, como (U2n+ll UD) no es 

de color 1 entonces (Uio, Ujo) es de color 1. Por lo tanto (U = Uio' Ujo = 

U2n-l, U2n, U2n+1, U2n+2 = v) es una uv-trayectoria dirigida de color. 1 

de longitud 4, figura 4.19. 

Figura 4.18 

. . eL> e--4-.-.4-e-4~e-4.J......>e-!7 .->e--!-7e-4~~>e-l--7>. 
7.¿ =~fIO .' . 1ljo 1t2n+! 'V=U2tn+lj 

,[l. 

'" 

Figura 4j9 

. b.2.2 i6' = 1. Supongamos que jo·"'5c' 2n - 2, por los mismos argumentos 

.usados en el subcasoanterioL tenemos que.(1LjoH' Uio=Ul) E A (D) 

entonces (Ul .= 1Lio,UjQl Ujo+1, Ujo+2, I¿jo+3" Ujo+4', Uio) es"un- 0 6 de. D· 

que por, hipótesis es monocromático, lo que implica que (eu;o, Ujo) es 
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de color 1. Así (u = UO,T,Uiol U (Uio,UjO) U (uio,T,U2(n+1) ~ v) es 

una uv-trayectoria dirigida de color 1 de longitud menor que T y 

por hipótesis de inducción se sigue el resultado, figura 4.20. Supon

gamos que jo 2': 2n, como jo - io = 1 mod 2 e io = 1 entonces 

jo E {2n, 2n + 2}, como (U2n+2, Ul) E A (D) entonces jo = 2n. Así 

(U1 = Uio' Ujo = U2n, U2n+1, UO, ud es un C4 de D que por hipótesis es 1-

casimonocromático, como (U2n+1, uo) no es de color 1 entonces (Uio, Ujo) 

es de color 1. Por lo tanto (uo, U1 = Uio' Ujo = U2n, U2n+1, U2n+2 = v) es 

una uv-trayectoria dirigida de color 1 de longitud 4, figura 4.21. 

Figura 4.20 

0-4...-'7...-'70-4~e-4eJ.->0-4_>.-L> • .L>0-4.4e.L>. 
u=u o Uiu :71ft2n U2n+ 1 v=uZ(n+l) 

u· J, 

Figura 4.21 

b.2.3 jo = 2n + 1. Supongamos que io 2': 4. Como jo - io == 1 mod2 en- 1--.,.--,04 

tonces jo ~.( io - 4) = 1.mod2, aplicando el Lema 4.1 tenemos que 

(Uio-4, Ujo) E A (D)ó (Ujo, Uio-4) E A (D), pero por la elección de 

{io,jo} tenemos que (U2,,;+1 = 11jo> Uio-4) E A (D). Entonces (1lio>Ujo = 

1¿2n+l, .Uio"':4' Uio-3, Uio';'2"UiO~1"U'io) es un 'C6 de D que por hipótesis 

es monocromátic<v laque .implica que (Uio> Ujo) es de color 1. Así 

(u = 'Uo, T;Uio) U{ Uio,Ujo) U:( u;o> T,U2(n+1) = v) es una uv-trayectorüi 

dirigida de color 1 de longitud menor que T y por hipótesis de induc-

ciónse sigue él resultado, figura 4.22. Supongamos que io ::;·2;' como' 

Jo-io == 1 mod2.yjo = 2n+l entonces i o E.{0,2}, como (U2n+1,UO) E . 

. A(D) entoncesio' =.2·. Así (U2 = u;O·;Ujd':=,U2n+l,UO·,1¿l,:U2) es·un C4' 

de D que por. hipótesis .es.1-casimonocromático,colIÍo (U2n+l , Uo lno .es 
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de color 1 entonces (Ui" Ujo) es de 'color 1. Por lo tanto (uo, UI, U2 =' 

Ui"Ujo = U2n+I;U2n+2= v) es una uv-trayectoria dirigida de color 1 

de longitud 4, figura 4.23. 

Figura 4.22 

Figura 4.23 

b.2.4 jo = 2n + 2. Supongamos que io 2: 5, por los mismos argumentos u

sados en el subcaso anterior tenemos que (U2n+2 = Ujo' Uio-4) E A (D) 

entonces, (Uio,Ujo = U2n+2, 'Uio-4,Uio-3,Uio-2,Uio-l,Uio) es un 0 6 de D 
que por hipótesis es monocromático, lo que implica que (Ui" Ujo) es 

de color 1. Así (u = uo,T, Uio) U (Uio, Ujo) U (Uio, T, u2(n+ll = v) es 

1.11][\ 11.1i-trayectoria dirigida de color 1. de longitud menor que T y 

por hipótesis de inducción se sigue el resultado,. figura 4.24. Supon-

gamos que io ~ 3, como jo - io == 1 mod 2 y jo = 2n + 2 entonces 

. io E {l,3}, como (1t2n-i-2, UI) E A (D) entonces io = 3. Por lo tanto 

(1t3 = Ui" Ujo = U2n-i-2, 1tl, U2, U3) es un C4 de Dquepor hipótesis es 1-

;., ........ ··casimonocromático. Si (Uio, U2n+Z) es de colorl·entonces (uG, Ul, U2·,·U3= 

.'. ,'.·Uin, UZn +2 = v) es una uv-trayectoria dirigida de· color'1 de longitud 4, 

.:·figura 4.25. Snpongamos que (UiD,U2n+Z) no es de. color 1, entonces 'las 

otras tres flechas del C4 son de color 1, en particular (U2n+2, Ul) es de 

.. cblor 1. Si paráa]güna i E {3, ... ,2n+ l}(u¡,uó) E A(D) Y (Ui,UO)'eS 

de color 1 entonces (11 = 'U2(n+l)', 111) U (ul.T,Ui) U (Ui, Uo = u) es una 

vu~trayectciriadirigida de' color' 1 contradiciehdo la hipótesis .. Por lo 

. tantosii E {3;,.c;-2n. +l}Y (ui'uci) E A (D) entorices (Ui' Ua) no eS de' 

..... ,.;.,. " 
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color· L Si (us,uo) E A(D) entonces (uO,U¡,U2,U3,U4,US,UO) es un Cs 
de D que por hipótesis es monocromático, entonces (us, uo) es de color 

1 lo cual es una contradicción. Por lo tanto (us, uo) 1: A (D) es decir 

(uo, us) E A (D). Sea ka = max {i E {5, ... , 2n - 1} / (uo, Ui) E A (D)}, 

Emtonces (UO,Uko) E A(D) y (Uko+2'UO) E A(D) además (Uko+2,UO) no 

es de color 1, esto implica que (uo, Uko, ~ko+l, Uko+2, uo) es un C4 quepor 

hipótesis es l-casimonocromático, como {(Uko, Uko+l), (Uko+l, Uko+2)} e 
A (T) entonces son flechas de color 1 y como (Uko+2, uo) no es de color 1 

entonces (uo, Uko) es de color 1. Así (u = Uo, Uko) U (Uko, T, U2(n+l) = v) 
es una uv-trayectoria dirigida de color 1 de longitud menor que T y 

por hipótesis de inducción se sigue el resultado, figura 4.26. 

I 

Figura 4.24 

Figura 4.25 

0-'-> ~~e-lJ>~e-4e-4R_>e-l->e-'-¿I9-'->oI->e1->" " . 
'u =uo 'll¡ - - u/':o uf.> ... , v=U2(fl+l) 

n' - _11 

Ujo 

Figura 4.26 

.. Te.orema :4'.9 ,Sea D.u71:torn·eo bipartito m-coloreado: tal qlle todo04 es···1'"casimono

cromático, todowbtorneo' cíclicamente 4 -partitode ol'den 5 es 2-casimonocromático 
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y todo e6 es monocromático. Entonces r['(D) es núcleo perfecta y parlo tanto D tiene' 

núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Demostración. Demostraremos que todo ciclo dirigido de r[ (D) tiene al 

menos una flecha simétrica para después aplicar el Teorema 1.46 y concluir que 

r[ (D) es núcleo perfecta. Procederemos por contradicción, supongamos que e = 
(uo, Ul, ... , Un, UO), n 2': 2, es un ciclo dirigido de r[ (D) que no tiene flechas simétri

cas. Sea i E {O,l, ... ,n}, como (Ui,Ui+l) E. A (r[(D)) (la suma es tomada módu

lo n + 1) entoces existe en D alguna Uiui+l-trayectoria dirigida monocromática, 

como e no tiene flechas simétricas entonces en D no existen Ui+lUi-trayectorias 

dirigidas monocromáticas, por el Lema 4.8 (Ui' Ui+l) E A (D) o existe en Duna 

Uiui+l-trayectoria dirigida de longitud 2 o existe en D una Uiui+l-trayectoria dirigi

da monocromática de longitud 4. En el resto de la prueba la suma sobre los índices 

de los vértices de e serán tomadas módulo n + lo 

Para cada i E {O, 1, ... ,n} sea 

(Ui' Ui+l) si (Ui,Ui+l) E A (D), 

una UiUi+l - trayectoria dirigida de longitud 2 si (Ui,Ui+l) rf: A(D) y 

existe tal trayectoria, 

. una UiUi+l - trayectoria dirigida monocromática de longitud 4, en otro caso. 

n 
Sea e l = U Ti, el es un camino dirigido cerrado en D. Sea el = (zo, Zl, ... , Zk, zo) 

i=O 
y definamos la función 'P : {O, 1, ... , k} ---7 V (e) de la siguiente manera: si Ti = 
(Ui = Zi"Zio+l"",Zio+r = Ui+l) con rE {1,2,4} entonces 'P(j) = Zio para toda j E 

{io,io + 1, ... ,io+r-1}. Decimos que el índice i del vértice Zi de el es principal 

si Zj = 'P (i), denotemos por Ip al conjunto de índices principales. De acuerdo a la 

, definición de el y de índice principal tenemos la siguiente afirmación. 

: L Para cualquier i E {O, 1, ... , k} se tiene {i, i + 1, i + 2, i + 3} n Ip =1 4;, es decir, 

. ,8n el no puede haber 4 vértices consecutivos sin que el índice de ninguno de 

ellos sea prinicipal. 

Supongamos sin perder generalidad que ° E Ip y que Zo = uo, de aquí en adelante 

"la§umasobre los índices de los vértices de el serán tomadas módulo k + 1. Como 

D es un torneo bipartito por los teoremas 1.38 y 1.40 tenemos que k 2': 4 Y k 1 

...... "(mod 2)y para cüalesquieái,j e{l;:.'., k} tales que j- i' == 1 (mod 2,) 'por'ceLLema .. 

. ' :·>'4.1 tenemos que (:Z;¡:Zj):E"A(D) Ó (zl',zi)'EA(D). Tenemos los siguientes casos. 
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Caso a. Supongamos que k = 3. EntoncesCl es un C4 de D que por hipótesis es 

casimonocromático y como n 2': 2 entonces Ul E {Zl, Z2} Y un E {Z3, Z2},' figura 

0.13. 

Figura 4.27 

Subcaso a.1 Si Cl es monocromático ó la flecha que es de diferente color que el resto del 

. ciclo es (zQ, zr), como Ul E {Zl, Z2} entonces existe .una Ul uo-trayectoria di

rigida monocromática en D lo que implica que (uo, Ul) es una flecha simétri

ca de C en !1: (D) contradiciendo nuestra suposición. 

Sub caso a.2 Supongamos que la flecha que es de diferente color que elresto,del ciclo es 

(Zl, Z2), entonces (Z2, Z3, Zo, Zl) es una. trayectoria dirigida monocromática 

en D. Si UI = Zl entonces U2 E {Z2, Z3}, en cualquier caso tenemos que 

cxistf' unA, 1/.27ll-trayertoria dirigida monocromática enD lo quc implica 

que (1l¡,U2) es una flecha simétrica de C en !1:(D) contradiciendo nues

tra suposición. Si U¡ = Z2entonces existe una Ul Uo- trayectoria dirigida 

monocromática en D lo que implica que (llO, ur) es una flecha simétrica, de 

C en !1: (D) contradiciendo nuestra suposiciórL 

,Subcaso a.3 Supongamos que lafiecha.que es de.·diferente.'color que elTesto del ciclo. es 

" .. ,'" i.: 

(Z2,Z3), entonces (Z3" Zo, Z¡,:Z2) es .una trayectoria dirigida monocromáti

ca en,D. Si Un ~";Z3 entonces existe una unun_l-trayectoria dirigida 

monocromática en D lo que implica que (Un-l,1ln ) es una flecha simétrica 

de C 'en!1: (D) contradiciendo nuestra suposición, Si Un = Z2 eütonces n =2 . 

Y existe una U01l2-trayectoria dirigida monocromática 8n D lo que implica 
'. 

. que (¡i2,1l0) es una flecha 'simétrica 'de Cen Q: (n) 'contradiciendo, nuestra'" . 

. ' suposición, 
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Subcaso a.4 Supongamos que la flecha que es de diferente color que el resto del ciclo es' 

(Z3, Zo), entonces (ZO,Zl' Z2, Z3) es una trayectoria dirigida monocromática 

en D. Como Un es Z3 Ó Z2 entonces existe una uoun-trayectoria dirigida 

monocromática en D lo que implica que (un, uo) es una flecha simétrica de 

C en ([ (D) contradiciendo nuestra suposición. 

Caso b. Supongamos que k = 5. Entonces Cl es un C6 de D que por mpótesis es 

monocromático, esto implica que C es simétrico en ([ (D) contradiciendo nuestra 

suposición. 

Caso c. Supongamos que k ~ 7. Entonces tenemos lo siguiente: 

I(c) Sea i E {D, ... , k} nIp entonces (Zi, Zm) E A (D). Como (i + 5) - i - I 

mod 2, entonces (Zi' Zi+5) E A (D) Ó (Zi+5' Zi) E A (D). Procediendo por 

contradicción, supongamos que (Zi+5' Zi) E A (D), entonces (Zi, Zi+1, Zi+2, 

Zi+3, Zi+4, Zi+5, Zi) es un C6 de D que por hipótesis es monocromático, sea 

j E {D, ... , TI.} tal que Uj = Zi entonces por la definición de índice principal, 

Uj+1 E {Zi+l, Zi+2, Zi+4}, esto implica que existe una Uj+luj-trayectoriadi

rigida monocromática en D y por lo tanto (Uj, Uj+1) es una flecha simétrica 

de C en ([(D) contradiciendo nuestra suposición. Por lo tanto (Zi, Zi+5) E 

A(D). 

2(c) Sea i E {D, ... , k} tal que i + 5 E Ip entonces (Zi, Zi+5) E A (D). Pro-

. cederemos por contradicción, supongamos que (Zi+5, Zi) E A (D), entonces 

(Zi,Zi+l, Zi+2,Zi+3, Zi+4, Zi+5, Zi) es un C6 de D que por hipótesis es monocro

mático,' sea j E {D, _._, TI.} tal que 1/.j =Z'I+5 entonces por la definición 

de índice principal, Uj-l E {Zi+1' zi+3, Zi+4} , esto implica que existe una 

Ujuj_l-'-trayectoria dirigida monocromática en D y por lo tanto (Uj-l, Uj) 

es una flecha simétrica de C en ([ (D) contradiciendo nuestra suposición. 

Por lo tanto (z;, Zi+5) E A (D). 

3«) (zo,z,}iE,:A(D) para cualquier i E {5, ... ,k-2}tal quei'_'L(mod4). 

:;,' Procedel'emos'.por contradicción,' supongamos que (Zi, zo),E· A (D) para 

,., alguna;i'-E:{5;x., k - 2} tal que i = I (mod4). ComoDE. Ip por I(c) 

(zo, Z5) E A (D), entonces i ~ 9. Sea io = min{i E {5 i ... ,k - 6} ji == 
1 (inod4} y {Zi+4, zo) E A (D)};Émtonces (zo; Zio'::'4) E A(D),(zo, Zio) E 

.. A(D).y (Zio+4, zo) E A (D). Sea C2 = (zo, Zio' Zio+1, Zio,+-2, Zio+3, Zio+4, 

"zO),C2 '8S1ill 0 6 -de D que por hipótesis eS úlOnocromático, supongamos 

que es de color 1, figura 4.28. Si io E Ip entonces zio =' Uj para algún 

l 
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j E {5, ... , n - 6} Y por construcción de C l Uj+l E {Zio+1, Zio+2, ZioH}, en 

cualquier caso C2 contiene una uj+luj-trayectoria dirigida monocromáti

Ca en D lo que implica que (Ui> uj+¡) es una flecha simétrica de C en 

It (D), contradiciendo nuestra suposición. Supongamos que iD '1: Ip, por 1 

{io - 3,io - 2,io -l,io}nlp # r/;, entonces {iD - 3,io - 2,io -l}nlp # r/;, 

sea 1 E {io-3,io-::-2,io-l}nlp Y sea Uj E V(C) tal que Uj = Zl, en

tonces por l(c) (ZI,ZI+5) E A(D) y 1 + 5 E {io + 2,io +3,io +4}, esto im

plica que C3 = (Zio-4,CI,ztl U (ZI,ZI+S) U (ZI+5,Cl,ZioH) U (ZiOH' zo, Zio-4) 

es un C6 de D pues (Zio-4, CI, ZioH) U (ZioH, zo, Z,o-4) es un camino di

rigido cerrado de D de longitud 10, por hipótesis C3 es monocromático, 

como (ZioH, zo) E A (C2
) n A (C3

) entonces C3 es de color 1 (en la figu

ra 4.29 se muestra el caso en el que 1 = io - 3). Ahora por construc

ción de el Uj+l E {ZI+1,Zl+2,Zl+4} e {Zio-2,Zio-l,ZiolZio+l,Zio+2,Zio-r-3}, 

si 'Uj+l E {ZiOl Zio+> , zio+21 Zio+3} entonces (ZiOl C2
, zo) U (ZOl e3

, z[ = Uj) 

contiene una Uj+1uj-trayectoria dirigida monocromática en D lo que im

plica que (Uj, UJ+I) es una flecha simétrica de e en It (D), c()ntradiciendo 

nuestra suposición. Supongamos entonces que 11,)+1 E {Zio-2, Zio'-l}, sea 

il E {io - 2,io -l}tal que Uj+1 = Zi" entonces por l(c) (Z,¡,Zi¡+5) E 

A(D) donde zi¡+5 E {Zio+3,ZioH}, así C4 = (Zio-4,Ct,Zi¡} U (Zi¡,Zi¡+5) U 

(Zi¡+5,C\ZioH) U (ZioH,ZO,Zio-4) es un C6 de D pues (Zio-4,Ct,ZioH) U 

(ZioH, Zo, Zio-4) es 1m camino dirigido cerrado de D de longitud 10, por 

hipótesis C4 es monocromático y como (ZioH, Zo) E A(C4 ) nA (C3) en

tonces C4 es de color 1 (en la figma 4.30 se muestra el caso en el que i l = 
io - 1 con/ -=c io - 3). Notemos que 71.) E V (C4

) , por Jo t.anto existe 

Ulla Uj+1 uj~t.rayectoria dirigida monocromática en D lo que .implica que 

( Uj, 11,j+ 1) :.esuna flecha simétrica de C en.1t (D), contradiciendo nuestra 

suposición. 

4(c) (Zi, zo) E A (D). para cualquier'i E {3, ... , k - 4} tal quei •. "" k T)1od4. 

Si i' .. , k: (mod4), como k "" 1 mod 2. entoncesi -, O=l.mod 2, por 

el Lelmi;'4.Ltenemos que {zQ, Zi) E A (D) Ó .. (?ii zo)E,·A{D). , .. Proce

' .. diénd()' J~'ófc:,contradicción, ,supongamos que (Zo;.Zi) . E •. A,(pl"para,algu

na i E {3, ... , k - 4} tal que i = k mod"l. Como (Zk_4, Zo) E A (D) 

entmices··¡:~· k - 8. Sea iD = max{i E {7; ... ,k.-4}/i.=,k(mod4) 

y (zo, Zi-4) E A (D)}, entollces(zo, Z;o-4) E A(D), .(Zio, zo) E. A (D) Y 

,(zi6+4') ?o). :-E A (D)" . .sea C2 ,~ (Z01 Zio-4: Zi'o-3·,"~io,'-21,Zio--'.l)·~i(h zo)" C2 es ~ln 
··.·C6 ,deDque por hipótesis es monocromático, supongamQsque.es de color 1, 
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. , 
........ : 

< 

Figura 4.28 

Figura 4.29 

figura 4.31. Si iD E Ir entonces ;:i~ 'ce 1Ij para algtíJl j E {3, ... ,11. -<1} Y por 

construcción de el Uj-l E {Zio'-l' Zio-2, Zio-4}, en cualquier caso e 2 con

tiene una UjUj_l -trayectoria dirigida monocromática en D lo que implica 

que (Uj-l, Uj) es una flecha siniétrica de e en 1[ (D), contradiciendo nuestra 

suposición. Supongamos que iD~ Ip, entonces por I{ iD - 3, iD - 2, iD - l} n 
. Ip f cj;, sea 1 E {iD ':-' 3, io ..... 2, io'-'-l}n Ip,es deciruj = Zl para algún Uj E 

V (e), entonces pOl:,l(c) (Z[,ZI+5) EA(D) y 1 + 5e{ iD + 2, io + 3, io + 4}, 

.. 'esto implica qúe 0 3 "" (Zio_4.;,0I, ZI)tJ(ZI., ZI+5) U (ZI4'5; el, ZioH) U (Zio+4' Zo, 

Zio-4) es un eG de D pues (Zio-4' el, Zio+4) U (Zio+4, zo, Zio-4) es un camino 

'cerrado de D 'de'10lrgitudl0, por hipótesis e3 es monocromático,como 

(ZO,2io-4) E.A:(C2
); n A (0$) entonces 0 3 es de color 1, la figura 4.32 

llluestra el caso e11 el que l' == -iD - 3. Ahora 'Uj+l E {ZIH,Zl+2, ZI+4} e 
"', {ii~G'2, Zio-l,'zi;;'/Zib'-+X'/Zib'~"2:/zió+3}: si Uj+l E {Zió"':·2'·/zio'~':.:I\Zia} entonces :C~ ;. 
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Figura '4.30 

contiene una 11j+1 Uj - trayectoria dirigida monocromática en D lo que impli

ca que (Uj, Uj+1) es una flecha simétrica de e en Q: (D), contradiciendo nues

tra suposición. Supongamos entonces que Uj+l E {Zio+l, Zio+2, Zio+3}, sea 

i l E {io + 1, io + 2, io + 3} tal queuj+l= Zip entonces por (2) (Zi, -5, Zi,) E 

A (D) donde Zi,-5E {Zio-4, zio-3, Zio-z}, así e4 = (Zio-4, el, Zi1-5) U (Z,,- 5, 

Zi1) U (Zi1' el, Zio+4) U(Zio+4,ZO, Zio-4) es un e6 de D pues (Zio-4, el, Zio+4) U 

(z'o+4, Zo, Zio-4) es un camino dirigido ·.cerrado de D de longitud 10, por 

hipótesis e4 es monocromático, como.(zo, Zio-4) E A (e4)nA (e2) entonces 

e4 es de color 1, la figura 4.33 muestra el caso en el que i l = io + 1 con 

1 = io - 3. Entonces (Uj+1 = Zi , ,(;'4,Z,o_4) U (Zio_4,e2,Z/ = Uj) contiene 

una Uj+luj-trayectoria dirigida monocromática en DIo que implica que 

(U¡, 1Ij+l) es una flecha simétrica de e en Q: (D), contradiciendo nuestra 

suposición. 

Figura 4.31 
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Figura 4.32 

Figura 4.33 

Ahora analicemos los siguientes casos: 

Subeaso c.lSupongamos que k == 1 (mod4). Como O E Ip por 2(c) (Zk-4, zo) E A (D), 

por otro lado k - 4 == 1 (mod4) entonces por 3(c) (zo, Zk_4) E A (D) pero 

esto es una contradicción pues D es un torneo bipartito y por lo tanto no 

tiene flechas simétricas. 

Subcá$Ci'C.·2 Supongamos que /; == 3 (mod4). Entonces tenemos: 

·0 . 5(c.2) (ZHzol'E A (Dr para cualquier i E {3, ... , k - 4} tal que i = 3 (mod4). Si 

, 

i == 3 (mod 4) COrllO k == 3 (mod 4) entonces i = k (mod 4), aplicando el 

4(c) tenemos que (Zi,ZO) E A(D). 

Análogamente ajo demostrado para Zo en los incisos 3(c) y 5(c.2) tenemos: 

. 6( c.2) (Zi.; Zj) E A(D) para cualesquiera i, j E {O, ... , k }'tales que i E Ip Y j. - i _ 1 

(mocl4).Sea T'E ,{D¡ 1, ... , n} talque U r = Zi, renombramos los vértices 
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de e de tú forma que el ciclo inicie en U r , uniendo las correspondientes 

trayectorias entre los vértices de e obtenemos un camino dirigido cerrado 

el = (20,21, ... , 2k, 20) que es igual a e1con los vértices renombrados de la 

siguiente manera: para cada t E {O, ... , k} tenemos 2{ = zt+i, así 20 = Zi. 

Aplicamos 3(c) y obtenemos que (20,2,) E A(D) si t = 1 (mod4). Sea 

j E {O, ... , k} tal que j - i = 1 (mod 4) entonces (20,2j-i) E A (D), como 

20 = Zi Y 2j-i = Zj entonces (Zi' Zj) E A (D). 

7(c.2) (Zj,Zi) E A(D) paracualesquierai,j E {O, ... ,k} tales quei E Ip Y j-i - 3 

(mod4). Procediendo de la misma manera que en 5(c.2) para obtener 

el y aplicando 5(c.2) obtenemos (2t,20) E A (D) si t = 3 (mod4). Sea 

j E {O, ... , k} tal que j - i = 3 (mod4) enton~es (2j_i,20) E A (D), como 

20 = Zi Y 2j-i = Zj entonces (Zj, Zi) E A (D). 

Ahora probaremos: 

8(c.2) (Zi, Zi-3) E A (D) para cualquiel i E {O, ... , k}. Procederemos por con

tradicción, supongamos que (Zi-3, Zi) E A (D) para algún i E {O, ... , k}. 

Como i - (i - 3) = 3 (mod4) por 7(c.2) i - 3 ~ Ip, Y como (i- 3) - i _ 1 

(mod4) por6(c.2) i ti: Ip. Ahora por I {i - 3,i ~ 2,i -l,i} nIp yo rjJ, por 

lo anterior {i- 2, i - 1} n Ip yo rjJ, de aquí se desprenden 2 casos. 

Caso 8(c.2)a .. Supongamos que i - 2 E lpo Sea j E {O, ... , n} talque Zi-2 = Uj. Co

mo i + 1- (i - 2) = 3 (mod4) entonces por 7(c.2) (Z/+1,Zi-2 = Uj) E 

A (D), por otro lado (i - 5) - (i - 2) = 1 (mod4) entonces por 6(c.2) 

(Zi-2,Zi-5) E A(D). Sea C2 = (Uj = Zi-2,Zi-5,Zi-4!,Zi-3,Zi:Zi+l,Zi-2 = 
"nj), C2 es un ea de D que por hipótesis e.s mOlloeromático supongamos 

que es de color 1. Por construcción de el Uj-1 E {Zi-6, Zi-4, Zi-3}. 

Como i - 3 .. ~ Ip entonces Uj-1 yo ZI-3. . Si Uj_1 = Zi-4, entonces 

{Uj-1, uÚ e V (e2
) y por lo tanto existe una UjUj_1-trayectoria di

rigida monocronlática en D y en consecuencia (1lj_1, Uj) es una flecha 
. '. ~' simétrica de e en Q: (D), contradiciendo nuestJ1a suposición, figura 4.34 . 

Entonces Uj-l ~ Zi-6, como (i + 1) ~ (i -5) =3 (mod4) entonces por 

7( c.2) (Zi+1' Zi-6 = Uj-1)E A (D). Sea e3 = (Uj~l = Zi-6, Z{-'.5, Zi-4, Zi-3, 

Zi, Zi+1, Zi-6 ~ ·Uj-1), e 3 es un e 6 de D que por hipótesis es monocromáti-

... co, ycomo·(Zi_3,Zi) E A (02}nA(e3) entonces e3 es de.color 1, 

• figura 4.35 .. Entonces (Uj = Zi_2,02,Zi+1) U (Zi+) , Zi-6· ,= Uj-l) es 

una Ujllj-'l-trayectoria dirigida·monocr.omátic\l: en Dy p.orJo tanto·. 

( Uj -1 ,1lj) es una flecha simétrica de e en Q: (D) , contradiciendo. nuestra 
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suposición, por lo tanto este caso no es posible. 

Figura 4.34 

Figura 4.35 

Caso 8(c.2)b Supongamos que i - 1 E ¡p, Sea j E {O, ... , n} tal que Zi-l = Uj. Co

mo i + 2 - (i - 1) _ 3 (mod4) entonces por 7(c.2) (Zi+2, Zi-l = Uj) E 

A (D), por otro lado (i - 4) - (i - 1) - 1 (mod4) entonces por 6(c.2)' 

(Zi-ll Zi-4) .E; A,.(.D). Sea, C2 = (Uj = Zi-11 Zi-4', Zi-3, Zi, Zi+ll Zi+2, Zi-l'-:

Uj), C 2 es ,un C6 de D que por hipótesis es monocromático supongamos 

que es de color 1. Por construcción de C l Uj+l E {Zi, Zi+l, Zi+3}. Como 

i el: Ip entonces Uj+l i Zi' Si Uj+l = Zi+l, entonces {Uj,Uj+l} e V (C2
) 

y por lo tanto .. existe una ui+l1.tj-trayectoria. dirigida. monocromá.ti

ca en D y en consecuencia (Uj, Uj+l) es una flecha simétrica de C 

en ¡[ (D), contradiciendo nuestra suposición, figura 4.36. Entonces 

Uj+l = Zi'¡._3i.como (i- 4) - (i + 3) == 1 (mod4) entonces por 6(c.2) 

(UJ+l =; zi+3, Zi-4) E A (D). Sea C 3 = ((Uj+l = Zi+3, Zi-4, Zi-3"Zi, Zi+l, 

• 1" 

,Zi+2, Zi+,3'"" il;!j.fl)' e3 es un C6 deD que por hipótesi~ es monocr9máti- " 

co, y ci:nnO_'(Zi_3,Zi) E A(C2 )nA(C3) entonces C3 es de color 1, 

figura 4.3.7 .. i Ell,tonces (Uj+l= -Zi+3, Zi-4) U (Zi-4, C2, Zi~1 = Uj) es, 

una. Uj+l uj-trayectoria dirigida monocromática en D y por lo tanto 

, :. i.", "l' .,(u), Uj+l )esuna,·f1echa simétrica de, C .en ¡[ (D) ,contradiciendo nuestra 
, , 

.,supbsición,por lo tanto este caso tampoco es posible. Concluímos que 

(Zi;Zi-;-J}§.A(D) para cualquieri,E{O,' .. "k}: . '" ;"~\ ... :.:' 

Terniinamosla prueba con lbs siguientes· incisos.' . 
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Figura 4.36 

Figura 4.37 

.9(c.2) En C I debe existir algún cambio de color, es decir para algún i E {a, ... ,k}, 
(Zi-I, Zi) Y (Zi, Zi+I) son de colores distintos. En caso contrario CI sería 

monocromático y por lo. tanto todas las flechas de e serían simétricas en 

e: (D), contradiciendo nuestra suposición. 

la(c.2) Si i E {a, ... ,k} y son de colores distintos (Zi_I,Zi) y (Zi,Zi+1) entonces,-...... -~--. 

,.' 

iE Ip. Por 1 {i - 3,i- 2, i - 1,i} n Ip i' q" sea ro = min{rE {a, i, 2,3} / p,;:¡ zg 
i - l' E I p }. Sea j E {a, 1, ... , n} tal que Zi-ro = Uj, tenemos entonces O J:>=i 

c.;)O 
Uj E {Zi-3,Zi-2, zi~l, Zi}' Por construcción de el tenemos que Uj+1 E ~_~ 

cz:> ...-

{Zi-ro+l) zi-ro+21 ii:"'-ro+4}' e {Zi-2, Zi-l1 zi, zi-i-l, Z1:+21 'Zi+3, Zi+4}' Considere'- c¡;,::::::a 
11108 1 E.{ i - ro +r; {- 7:0 -1- 2, i - 7'0 + 4} tal que 11'j+1 = Z¡, por IaClccc'i6n ~::g 

,....::¡ 
de ro y como 1 E Ip 1 'f/: {i - 2, i - 1, i} es decir 'Uj+1 E {Zi+1, Zi+2, zi+3, Zi+4}' ~ 

Si la trayectbria''l'j es de longitud 4 entonces es monocromática yerícbrise~ 1-,.--'" 
cuenciano .púede contener a la vez a las flechas (Zi-1, Zi) Y (Zi,Zi+1) es-

ti)· implica qU8"Zi ='1Ij y zi+4 = 'Uj+1, por lo tanto i E Ip. Si'Tj es 

, dé 10ngitúd'1 'e)ltontÉs Zi = uj', es deciri E Ip' Supongamo5que'Tj 

Bsde longitlid2r-entOllces Uj E {Zi_1, z,}, si Uj = Z;C::1 entcirices'uj+;~' 

Zi~l, por8(c.2)'(ZÚ2;Zi_1) E A..(D), sea C2 = (u{= ii'-';;Zi, ii'¡.l=" 
Uj+1, zH2, Zi_1 = Uj), C2 es un C4 que por hipótesis es 1-casimonocromático, 

i.¡ 

',' " figúra 4.3·S,'ccn:rro ][tsflechas (Zi'::1 ;ziTy (Zi, Zí+ 1 ) son de'tliferÉntécoloréílc . ." 

tonces (-llj+I' = Zi+1, 2i_2) Y (Zi+2, Zi-1 = llj) son del mismo color, esto impli

'ca'queexiste una Uj+lllj-trayectoria monocromática en D y por 10 tanto 

, (ll'j>Uj+Ü'es una flecha simétrica dee en~'e:(D); contradiciendo nuestra 
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suposición, por lo tanto Uj = Zi Y en consecuencia i E Ip. 

Figura 4.38 

Supongamos que (Zi-1, Zi) Y (Zi, Zi+1) son de colores distintos digamos 1 y 

2 respectivamente, entonces: 

11(c.2) {i-l,i+l}nIp = 1>. Por lO(c.2) i E Ip, supongamos que Zi = Uj 

para algún j E {O,l, ... ,n}. Supongamos que i -1 E Ip entonces por 

construcción de el Zi-1 = Uj_1' Por 8(c.2) (Zi+2, Zi-1) E A (D), sea 

e2 = (Z;-l = Uj_1, Zi = Uj, Zi+1, Zi+2, Zi-1), e2 es un e4 que por hipóte

sis es l-casimonocromático, como las flechas (Zi-1, Zi) Y (Zi, Zi+l) son de 

color 1 y 2 respectivamente, entonces (z;+1, Zi+2) Y (Z;+2, Zi-1) son del mis

mo color a con a E {l, 2}, figura 4.39, si a = 2 entonces (Zi = Uj, zi+1, zi+2, 

Zi-l = Uj-1) es una UjUj_1-trayectoria dirigida monocromática en D y.por. 

lo tanto (Uj_1,Uj) es una flecha simétrica de e en rt(D), contradiciendo 

nuestra suposición, por lo tanto a = 1, por lO( c.2) i + 1 E Ip entonces 'por 

construcción de el Zi+1= Uj+1, entonces (Uj+1 = Zi+1, Zi+2, Zi~l, Zi =Uj) :.' 

es una Uj+11lj-trayectoria dirigida monocromática en. D y por lo tanto 

(Uj, Uj+1) es una flecha simétrica de C en rt (D), contradiciendo nuestra su

posición, por lo tanto i~.l ~ Ipo Supongamos ahora que i + 1 E Ip entonces· 

por construcción de Cl 2;+1= Ui+l' Por 8(c.2) (Zi+l, Z;_2) E A (D), sea 

e3 = (Z;-2, 2,-1, Zi = Uj, Zi+1 = Uj+1, Zi-2), C3 es un C4 que por hipótesis es' 

l-casimonocromático, como las flechas (Z;_l, z;) y (z;, Zi+1) son de coior 1 y. 

2 respectivamente entonces (Zi+1, Zi-2) Y (Z;_2,Zi_l) son del mismo colorb.:,· <, 

conb E {1,2}, figura4AO,sib = 1 entonces (Uj+1 = Zi+1,zi-2,zi-i,Zi = Uj):.'I,.,·" 

es una Uj+1uj-trayectoria·'dirigida monocromática en D y por' lo tan;t0,'"c :,,', 

(Uj, Uj+¡) es una .flecha, simétrica de C en <[(D), contradiciendonuestI'a:'", 

suposición,por lo ta¡j¡tob =,'2¡"pór lO( c.2) i'-',l E Ip pero esto no,es posil:)le." .!. 

pues ácabamos de obteüér que i -1 ~ Ip, por lo tanto {i - 1, i + l} n Ip = 1>. 

)2(c.2) (Zi+1 ,zi+:l'):és"decolor.'2.'Eri taso contrario (z;; Zi+¡) Y (Zi+1; ZiÜ) .serían de,::-._ 

diferente color y por IO( c.2) tendríamos que. i + 1.E Ip pero esto contradice. 

1l(c.2). 

13{c.2) (Zi_2,,'zi~1)es:deccilor 1. En caso contrario (Zi-2, Zi-1) y (Zi_l,zi}seríande .. 
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Figura 4.39 

Figura 4.40 

diferente color y por 1O( c.2) tendríamos que i - 1 E Ip pero esto contradice 

1l(c.2). 

14(c.2) El subtorneo H generado por el conjUnto de vértices {Zi-2,Zi_l,Zi,Zi+l' 

Zi+2} es un torneo cíclicamente4-partito. Sean Vi = {Zi-2, Zi+2} , V2 = 
{z;-I}, V3 = {z;} y V,¡ = {Zi+l}' Por definición de el existen en D las 

flechas: (Zi-2, Zi_¡) , (Zi-':l, Zi), (Zi, Zi+¡) Y (Zi+l, Zi+2)' Por otro lado por 

8(c.2) existen en Dlas flechas: (Zi+2,Zi-¡) y (Zi+l,Zi-2)' Entonces todo 

vértice de Vi es adyacente. hacia todo vértice de Vi+1, la suma es tomada 

módulo 4, por lo tanto' H es un torneo cíclicamente 4-partito. 

Finalmente observemos queH es la unión de los ciclos e2 y e3 mencionados 

en 1l(c.2). En C2 tenemos que (Zi-l, Zi) es de color 1 y son de color 2 las 

flechas (Zi' Zi+1) y (Zi+l' Zi+2) , como C2 es l-casimonocrom,Uico entonces la 

flecha (Zi+2' Zi_¡) es de color 2. Por otro' lado en e3 tenemo.s que (Zi, Zi+1) 

es de color 2 y son de colórllasflechas (Zi_2,Zi_l) y (Zi_I,Zi), comoC3 es 

l-casimonocromático entonces la flecha (Zi+l' Zi-2) es de color l,figura 4.41. 

Así H tiene 3 flechas de'colór 1 y 3 flechas de color 2, pero estoconttadicela 

hipótesis de que toclosubtórneo cíclicamente4-partito de Ol'den 5.cle Des'" . 

2-casimonocromático.Con esta contradicción finalizamos la prueba¡- por 10" . 

tanto todo ciclo de l!: (D) tiene al menos una flecha simétrica y esto implica 

que l!: (D) es núcleo perfecta. Aplicando el Teorema 1.54 obtenemos que D 

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 
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Figura 4.41 

Por último mostraremos la importancia de las hipótesis del Teorema anterior, 

algtmas de ellas resultan ser esenciales. 

Nota 4.10 El siguiente torneo bipartito muestra que si en el Teorema 4.9 eliminamos 

la hipótesis de que todo C4 sea l-casimonocromático entonces la cerradura transiti

va de D no necesariamente es núcleo perfecta. Sea D el ciclo dirigido (n, v, W,x, u) 

donde las flechas (n, v) y (v, w) tienen asignado el color 1, la flecha (w, x) el color 2 y 

la flecha (x, n) el color 3.· D es un C4 qne no es l-casimonocromático y satisface por 

vacnidad qué todosnbtomeo cíc/i.camente 4 -partito de orden 5 es 2-casimonocmmático 

y todo C6 es monocmmático. ~ (D), la cerradnra transitiva de D es igual a D nnión 

la flecha (u,w) de color 1. El triángulo dirigido (n, w, x,n) es. nna subdigráfica in

¡Incida de (t(D) que no tiene núcleo, por lo tanto ~(D) no es núcleo perfecta, fignra 

·[.42. A partir de esta digráfica construimos la signiente familia infinita de torneos 

bipartitos Dn tales que en ellos todo subtomeo cíclicamente 4-partito de orden 5 es 

2-casimonocromático, todo es es monocromático y cuya cerradura transitiva no es 

núcleo perfecta. Para cada n E N, sea Dn la digráfica que se obtiene a partir de 

D al aumentar n vértices nuevos ZI, Z2, ... , Zn y las jiechas de colo"/" 3 desde éstos 

vért'ices hacia 'u y w, figura 4.43. Dn es un torneo bipartito donde la b'ipartición 

conespondiente es {VI, V2} con VI = {n,w} y V2 = {X,V,ZI,Z2, ... ,Zn}, D es el único 

C4 que posee Dn y no esl-casimonocmmático además Dn satisface por vacuidad que 

todos'libto'meb ciclicamente 4 -partito de orden 5 es 2-casimonocromático y todo C6 es 

·monoe/·amátieo. La cerrad'llra transitiva de D;.. contiene como subdigráfica inducida 

., al"triángulo dÍ1'igido (u, w,X, u) que no tiene núcleo, parlo tanto ~(Dn) no es núcleo 

perfeCta. 

, 
Nota 4.11 En esta n.otamostramos que si en el Teorema 4.9 eliminamos la hipótesis 

.. . 'de qúetodo es sea m'onocmmáÚco, entonces la cerradura transitiva de D no nece-

s(J/riamente eS núcleop'etfeGta. Sea D el torneo bipartito 3-coloreado considerado en la 
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D 

Figura 4.42 

I . 
)-------é;> e v 

Figura 4.43 

Nota 4.5. EnD el ciclo (1t,X,v,y,w,Z,1t) es1tnC6 q1tenoesmonocromático. TodoC4 

de D es 1- casimonocromático. Es fácil ver que los torneos cíclicamente 4 -partitos no 

. contienen torneos bipartitos transitivos de orden 4 (I' eH un torneo bipartito transitivo 

s·i {(Vl,V2) , (V2,V3) , (V3,V,¡)} e A (D) implica (7h,V4) E A (D)), cn D tencm.os· que la 

eliminación de c1talquier vértice prod1tce 1tn s1tbtomeo bipartito de orden 5 q1te posee 

'U1L tO'meo bipartito transitivo de orden 4 y por lo tanto no es cíclicamente 4-partito, 

así, por vawidadtenemos ql¿e todo s1tbtorneo de D cíclicamente 4 -partito de orden 5 

es2-casimonocromático. Como v'imos en la Nota 4.5([ (D) no es núcleo perfecta. La 

fainilíainfinita de torneos.bipa7'titos Dn desc7'itos en dicha nota también satisface que 

en ellos todo C4 es 1- casimonocromático.tod~ subtomeo de D cíclicamente 4-partít¿ . 

'de orden 5 es 2-casimonocromático, notado C6 esmonocTOmático y cuya cerradura 

transitiva no es núcleo perfecta. 

Nota 4.12 El siguiente torneo bipartito muestra que s'i en el Teorema 4.g elimi

. , namos la hipótesis de, qlle todo s1tbtomeo cíclicamente 4,partito de orden 5 ,sea .2-

casimonocromático entonces no todo ciclo dirigido de la ce'rrad'ura transitiva de D 
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tiene alguna flecha simétrica por lo que no es posible demostrar que ct (D) sea nú

cleo perfecta usando el mismo procedimiento que en la demostración del Teorema 4.9. 

Así queda como una p'regunta abierta si las condiciones de que todo C4 en D sea 

. l-casimonocromático y todo C6 en D sea monocromático son suficientes para con

duir que ct (D) es núcleo perfecta. Sea D el torneo cíclicamente 4-partito tal que 

ViD) = V1 uV2UV3 uV4, para cadai E {1,2,3,4} V; = {Ui, v;} Y desde cualquier 

vértice de V; existe flecha hacia cualquier vértice de V;+l' la suma es tomada módulo 

4. A las flechas de D les asignamos los colores 1 y 2 como se muestra en la figura 

4.44. No es difícil ver que en D todo C4 es 1-casimonocromático y como en D no hay 

ciclos dirigidos de orden 6 entonces por vacuidad todo C6 de D es monocromático. El 

sub torneo de D generado por {Ul' U2, U3, U4, Vi} es un torneo cíclicamente 4-partito 

o'. de ,farden 5 que tiene 3 flechas de color 1 y 3 flechas de color 2, por lo tanto no es 2-

.qa~imonocromático. Ahora, en ct (D) el ciclo dirigido C = (Ul, U3, Vi, V3) es asimétri

. c?: Análogamente a los contraejemplos anteriores es posible construir una familia 

: ", . . i'('finita de torneos bipartitos Dn tales que en ellos todo C4 es 1-casimonoc7"Omático, 

• " ,:.,i?tf0 C6 de D es monocromático, no todo sub torneo cíclicamente 4-partito de orden 5 

es,: 2-casimonocromático y no todo ciclo dirigido de ct (D) tiene al menos una flecha 

s.~rnétri.ca. 

Figura 4.44': En la figura' se ml¡estra en It(D) la subdigráfica inducida por V(C) donde' 
, 

.i. 
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4.3 Problemas Abiertos 

1. ¿Qué otras digráficas coloreadas, además de los torneos bipartitos, con todo C4 

monocromático satisfacen que su cerradura transitiva es núcleo perfecta? 

2. ¿Qué otras digráficas coloreadas, además de los torneos bipartitos, bajo las 

mpótesis del Teorema 4.9 satisfacen que su cerradura transitiva es núcleo per

fecta? 

3. Si D es un torneo bipartito m-coloreado tal que todo C4 es casimonocromático 

y todo C6 es monocromático, ¿entonces rt (D) es núcleo perfecta? 

.4. Para los torneos bipartitos coloreados y tratando de usar una técnica similar 

a la empleada en los teoremas 4.4 y 4.9 ¿qué otras condiciones pueden pedirse 

sobre sus ciclos dirigidos pequeños y/o subtorneos pequeños que impliquen que 

su cerradura transitiva sea núcleo perfecta? 
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Capítulo 5 

Operaciones en Digráficas 

En este capítulo presentamos varias operaciones en digráficas m-coloreadas y sn 

relación con la existencia de núcleo por trayectorias monocromáticas. En la mayoría 

de los casos, la existencia de núcleo por trayectorias monocromáticas se preserva bajo 

la operación, en algunos casos existe núcleo por trayectorias monocromáticas aún 

cuando la digráficaoriginal no lo tiene. 

En [37], J. Topp estudia la existencia de núcleos en digráficas obtenidas a partir 

de otras aplicando ciertas operaciones. Las operaciones que contempla dicho artículo 

son: la digráfica subdivisión, la digráfica media, la digráfica total y la digráfica de 

líneas. 

En [25], H. Galeana Sánchez y L. Pastrana Ramírez definen para la digráfica de 

líneas de una digráfica m-coloreada un tipo de m-coloración y prueban que bajo 

ciertas condiciones de la digráfica, el número de núcleos por trayectorias monocromáti

C(1.5 de 1<1 digráfic::¡ ele JiJ"J(I(lS bajo -esa 'm.-co]ori-J.c.ión es igua1 al lJÜnlpro ell? l1lícleos pOT 

trayectorias monocromáticas de la digráfica original. 

En la sección 5.1, a partir :de una digráfica m-coloreada D (posiblemente in

finita) definimos la digráfica subdivisión de D, S (D), y probamos que la digráfica 

subdivisión siempre tiene núcleopoL trayectorias monocromáticas si D no contiene ,', 

. trayectorias infinitas exterioes.·," En ,la sección 5.2 generalizamos el concepto de ,die:"" 

gráfica subdivisión obteniendo ladigráfica S' (D), y en la sección 5.3 a partircle' 

S' (D) definimos ladigráfica.;m7-'.coloreada R' (D), probamos que ambasdigraficas 

tienen núcleo por trayectorias monocromáticas si D no tiene trayectorias infinitas 

. exteriores usando el primer resultado.' En las secciones 5.4 y 5.5 definimos'las digráfi

cas m-coloreadasdigráfica.media y digráfica total respectivamente de. una digráfica 

cm-coloreada,' probamos' que el m'¡mero de núcleos por trayectorias monocromáticas· 

de una digráficaffi'--coloreada 'es menor o igual al número de núcleos podrayectorias 
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monocromáticas de la digráfica media y la digráfica total. Además damos condiciones 

suficientes para que estos números sean iguales. 

"',_. En [21] H. Caleana Sánchez y V. Neumann Lara prueban que cualquier gráfica 

"~{¡bleo perfecta es una subdigráfica inducida de una digráfica núcleo imperfecta crítica 
I 

"':' . (¡:ljgráfica sin núcleo pero que toda subdigráfica propia inducida tiene núcleo), más 
• <"" .... , • 

'.' ~~,IO\c!n de un número infinito de ellas. Tomando como referencia el trabajo anterior, 

:.: .. ~xi la sección 5.6 definimos una extensión de digráficas m-coloreadas que preserva 

, ::.,,'núcleos por trayectorias monocromáticas. 
, ¡"o,:_, ! 

, .-~' , Varios autores más han estudiado operaciones con digráficas y su relación con , 
',. Iª, existencia de núcleos como son: M. Blidia, P. Duchet, H. Jacob, F. Maffray y 

H. Meyniel [6]; H. Galeana Sánchez [14] y H. Caleana Sánchez y V, Neumann Lara 

[22, 23, 24]. 

5.1 ',. La Digráfica Subdivisión de una Digráfica m-Coloreada 

En [37] se demuestra que la digráfica subdivisión de cualquier digráfica siempre tiene 

núcleo¡:en esta sección definimos la digráfica subdivisión de una digráfica m-coloreada 

y probamos que tiene núcleo por trayectorias monocromáticas si la digráfica original 

no contiene trayectorias dirigidas monocromáticas infinitas exteriores, 

Si D = (V (D) ,A (D» es una digráfica m-coloreada, definimos las funciones r D , 

rD,i, r¡:/, r¡:':i de VeD) a P(V(D» (conjunto potencia de VeD»~ de la siguiente 

forma: 

para cualquier u E V (D), 

r D (u) , - {v E V (D) /(u,V)E A (D)} 

rD•i (u) - {vEV(D)/(u,V)EA(D) y (u,v) es de color i} 

r¡:,l (u) {v E V(D)/(v,u) E A(D)} 

. r-1 (u) 
D" 

=, {VE V (D) /(1), u)E A (D)y(v,u) es de color i}. , 

\" . 

, '," 'Noteinos que una.digráfica D queda totalmente definida describiendo su conjunto 
'," '. . ' '" . .: . ','_ .. ' _"; 0' '. " " ,: " .. 

de vértices y la función r D ó la función r D,i en el caso en que la digráfica esté coloreada 

. . ~ ~, . 

Si U e V (D), delinimos rD (U) 'C' U r'nCu).,. 
. uEU 

"1', ,';- ... " .. ' 

¡Definición 5.1 Da''dá;D una digráfica me coloreada, definimos ,la dig'ráfica subdi- , 
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visión S (D) de D, como la digráfica m-coloreada tal que 

v (S (D» V(D) U A(D) y 

{ fS(D),i (x) 
{x} x fD,i(x) si x E V (D), 

{v} six=(U,V)EA(D) yVEfD,i(U), 

Observemos que si x es un vértice de la digráfica subdivisión y x corresponde a 

un vértice de D entonces x es adyacente hacia las flechas que inciden desde x en D 

conservando el color de éstas, y que si x corresponde a una flecha de D entonces x sólo 

es adyacente hacia el vértice que es el extremo final de x en D conservando el color 

de x. Considerando la representación gráfica de D podemos considerar que S (D) 

se obtiene a partir de D cambiando cada flecha por una trayectoria de longitud dos 

del mismo color que la flecha, es decir cada flecha se divide en dos flechas del mismo 

color, en la figura 5.1 mostramos un ejemplo. 

D v S(D} v 
el 

1'11 \¡ 
(u,v~ fIJ.J~,w) 

y ~ 
4I< __ <E---e 

u ] (w,1t) 3 W 

Figura 5.1 

En el ejemplo anterior vemos que D es una digráfica que no tiene núcleo por 

trayectorias mOllocromúticas sin embargo, Ja digrúfica subdivisión de D" S (D), sí 

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas" más aún A (D) es el único, núcleo por 

trayectorias monocromáticas de S (D J. 

5.1.1 Relaciones de EquiValencia y Órdenes 

Para la prueba de nuestro resultado principal hacemos uso de Jos conceptos de or-

den parCial, a continnaciónmecionamos las definiciones yresnltados necesarios. con ',.;;" 

respecto a esto, algunos de los resultados se incluyen sin dem;st~ación pors~r denso 

común. 

Definición 5.2 Una Telación binaria R en A, que es l/na Telación reflexiva", anti, 

simétrica, y trans'itiva es llamada un orden parcial de . .4. El par (A,.R)es llamado 

un conjunto, parcialmente ordenado. 
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aRb puede leerse "a es menor o igual que b", o "b es mayor o igual que a" en el 

orden parcial R. Así, todo elemento de A es menor o igual que el mismo. Si a es 

menor o igual que b, y, al mismo tiempo b es menor o igual que a, a = b. Finalmente, 

si a es menor o igual que b y b es menor o igual que e, a tiene que ser menor o igual 

que c. 

Los simbolos :::: o ~ se usan frecuentemente para denotar ordenes. 

En algunos casos es conveniente una descripción diferente de orden. Por ejemplo, 

en lugar de la relación:::: entre números, preferimos la relación < (menor estricto). 

Cualquier orden puede ser descrito en cualquiera de estas dos formas. 

Definición 5.3 Una relación binaria Sen A es asimétrica si para cualesquiera 

a, b E A, aSb implica que bSa no se cumple enA. Esto es, aSb y bSa nunca pueden 

ser ambas verdaderas. 

, " Definición 5.4 Una relación binaria S en A, es un omen estricto si es asimétr'ica 

y, transitiva. 
' ... ,:.',. 

) : El siguiente teorema establece relaciones entre órdenes y órdenes estrictos, 

:Téorema 5.5 
,,- ... ' . 

. . ,: : ····,;:t ~ , 
(a) Sea R un orden parcial de A; entonces la relación S definida en A por 

aSb si y sólo si aRb y a i b 

es un orden csh'ido rI e A. 

(a) Sea S un orden estricto de A; entonces la relación R definida en A por 

aRb si y sólo si aSb o a = b 

es un orden paTcial de A. 

, Decimos que uricirden estricto S corresponde al orden R y viceversa, 

El siguiente teorema hace uso del Lema de Zorn. 
, 

'-'-

Teorema'5.6 Sea (X, ::::) un conjunto paTcialmente ordenado 'tal quCtoda cadena 

está 'acotada'inferioTmente, entonces Xti'li1ie elementos rri,inimales y' para cualqúieT 

x E X, existe ¡j un elemento minimal tal que y :::: x. 
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Demostración. . Definimos ~ la siguiente relación entre los elementos de X, 

sean x, y E X, decimos que x ~ y si y solo si y :;x. Veamos que ~ es un orden 

parcial en X. Como:; es im orden parcial en X, entonces:; es una relación reflexiva, 

antisimétrica y transitiva. 

1. ~ es reflexiva. Como :; es reflexiva entonces x :; x para todo x E X, entonces 

por definición de ~, x ~ x para todo x E X, por lo tanto ~ es reflexiva. 

2. ~ es antisimétrica. Sean x, y E X tales que x ~ y y y ~ x, por definición de ~, 

y:; x y x :; y, como:; es antisimétrica, entonces y = x, es decir x = y, por lo 

tanto ~ es antisimétrica. 

3. ~ es·transitiva. Sean x, y, z E X tales que x ~ y y y ~ z, por definición de ~, 

y :; x y z :; y, es decir z :; y y y :; x, como:; es transitiva, entonces z :; x, 

por definición de ~, x ~ z, por lo tanto ~ es transitiva. 

Así, por (a), (b) y (e), ~es un orden parcial en X. 

Ahora veamos que toda cadena de (X, ~), está acotada superiormente. SeaC 

una cadena de (X, ~), sean x, y E C entonces x ~ y o y ~ x, por definición de ~ 

tenemos que y :; x o x :; y, esto implica que e también es una cadena de (X, :;), 

por hipótesis e está acotada inferiormente, es decir, existe y E X tal que y :; x para 

todo x E e, por definición de ~, x ~ y para todo x E e, esto implica que y es una 

cota superior de e. Por lo tanto toda cadena de (X, ~), está acotada superim'mente. 

Con lo anterior y por el Lema de Zom, (X,~) tiene elementos maximales. Sea 

y un elemento maxim,t! de (X, <), esto es, no existe ~; E X tal (jl1C y -< ~:, por.la 

definición de ~, tenemos que no existe x E X tal que x < y, entonces y es un elemento 

minimal de (X, :;). Por lo tanto en (X,:;) existen elementos minimales. 
. , ... ' - o." 

", i 

Ahora sea x E X,veamos que existe un elemento minimaLy de (X,:;) tal que ,. 

y:; x. Sea B = {z'eX'¡i ::;x}, (B,:;) es un conjunto parcialmente ordenado. 

_" . ~ 

Sea e una cadena de (B,::;), e también es una cadena de (X, :;), entonces e,éstá 

acotada inferiormente en X,: sea x' E X una cota inferior de e, .esto es Xl::;. e para 

todo i::;E a, como para, tadoe E e, c::; x,por la trarisitividadde :;, x' ':<S: x, esto 

implica que x' E B, por lo tanto e está acotada inferioemente en B. Entonces toda 

cadena de (B,:;) está.acotadainferiormente, por la primer'aparte de este teorema, 

B tiene elementos mi·nimales, sea y un elemento minimaLdeB,·.Snpongamosque y 

no es elementonünmal ,de X, entonces existe ;¡;'f E X tal' que. xII. <' y,. como y E B, -. 

entoncesy:; x; parla transitividad de :;,.xlf :; x, entonces.xlf E B,·peto esto es una 

-
. - . 
i : ... ,,' , 

- . 
, 
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contradicción pues x" < y e y es un elemento minimal de B, por lo tanto y es un' 

elemento minmal de X tal que y s:: x. • 

5.1.2 Núcleos por Trayectorias Monocromáticas de la Digráfica Subdi

visión de una Digráfica m-Coloreada. 

En esta parte consideramosdigráficas posiblemente infinitas. También hacemos refe

rencia a la definición de trayectoria infinita exterior dada en el Capítulo 2, Definición 

2.5. El siguiente lema resulta útil para la demostración del Teorema 5.8. 

Lema 5.7 Sea Duna d'igráfica m-coloreada y sea S (D) la digráfica subdivisión de 

D. Sean a, b, e E V (S (D)) tales que b E A (D), a i' by bi' c, supongamos que existen 

en S (D), TI una ab- tmyector'ia dirigida monocromática y T2 una bc- tmyecio1'ia 

dirigida monocromática, entonces TI y T2 son del mismo color. 

Demostración. Supongamos que b es la flecha (u, v) de D, Por construcción 

de S (D), r S(ID) (b) = {u} y rS(D)(b) = {v}, como a i' b y b i' e, entonces TI y T2 

son de longitud positiva, entonces (u, b) E A (TI) y (b, v) E A (T2 ), por definición de 

SeD) ambas flechas son del mismo color ,entonces TI y T2 son del mismo color. _ 

Teorema 5.8 Sea Duna digráfica m-coloreada y sea S (D) 'la digráfica subdivisión 

de D. Supongamos que en D no existen tmyectorias dirigidas monocromáticas infini

,....--, tas exteriores, entonces S (D) tiene núcleo por tmyecto'T"ias monocromáticas. 

~, 
:z¡ ~ Demostración. Primero demostraremos que en S (D) no c}:istcn trayectorias 

8 O monocromáticas infinitas exteriores, Procederemos por contradicción, supongamos 

~ ~ que T = (xn)nEN es una trayectoria infinita exterior de color i de S (D), Por definición 

I '.~.~ deS (D), T es una sllcesión alternada de vértices y aristas de D, por lo tanto T 

H contiene una subsucesión de vértices de D y una subsucesión de aristas de D. Sea 
~ 

1--_--1 J = {n E N /Xf¡6 A(D)} y sea TI. = (T\ {Xn/n E J} l, TI es Ja.subsucesión de T 

. que:'cantiene'ai.V::{T)nV (D), que como ya dijimos es infinita, y,con1opOl".definición 

de S(D)paTtlcada''n6: J, n 2: 2 X,; es la flecha (xn-r, X~+I) deDyesde colori, 

entonces TI es una trayectoria infinita exterior de color i de D, lo cual no es posible. 

Por 10 tantoeriB-( D}no existen trayéctorias monocromáticas infinitas e:xteriores. 

··"'En.el-res.todela prueba nos encontraremos frecuentem8nte"con 'uniones de trayec- ···'i. 

tofias qúe:'TesLiltan ul1cB.mino.dirigido, por el Teorema -1.36:,elcual dice que todo,.; 

tLv.c.calüino'dirigido contiene una'uiJ"C"trayectoria dirigida;'tenemas que tal camino 
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dirigido 'contiene una trayectoria dirigida que conecta a sus extremos, este hecho lo 

mencionaremos sin tanto detalle diciendo que la unión de trayectorias de este tipo 

contiene una trayectoria dirigida. 

Supongamos ahora que A (D) f cj;. Definimos en A (D) las siguientes relaciones 

binarias, ;:5 y~. Sean a, b E A (D), decimos que a ;:5 b si en S (D) existe alguna 

ba-trayectoria dirigida monocromática, y a ~ b si a ;:5 b y b ;:5 a, es decir si en 

S (D) existe alguna ba-trayectoria dirigida monocromática y alguna ab~trayectoria 

dirigida monocromática. Demostraremos que ;:5 es reflexiva y transitiva, y que ~ es 

una relación de equivalencia en A (D). 

1. ;:5 es reflexiva. Sea a E A (D), (a) es una aa-trayectoria dirigida monocromática 

en S (D), por lo tanto a;:5 a, es decir ;:5 es reflexiva. 

2. ;:5 es;transitiva. Sean a, b,c E A (D), tales que a ;:5 b y b ;:5 c. Si a = b o b = e 

entonees a ;:5 c. Supongamos que a f b y b f e, entonees existen en S (D), 

Ti una ba-trayectoria dirigida monocromática y T2 una eb-trayectoria dirigida 1""---"" 
monocromática. Por el Lema 5.7, Ti y T2 son del mismo color. Por lo tanto'· ~ 

T2 U Ti contiene una ca~ trayectoria dirigida monocromática, lo que implica que Z iC!:S 
oP=; 

a ;:5 e, por lo tanto ;:5 es transitiva. O C> 

3. ~ es reflexiva. Sea a E A (D), como ;:5 es reflexiva, entonces a ;:5 a, así a ~a, 

por lo tanto ~ es reflexiva. 

4. ~ es simétrica. Sean a,bE A (D), tales que a ~ b, esto implica que a;:5 b y que 

b;:5 a, entonces b;:5 a y a ;:5 b, así b ~ a, por lo tanto ~ es simétrica. 

5. ~ m transitivo .. Sean 0., b, (; E A (D), t.ales que (1. ~ b y b ~ e, esto irilplica que 

a ;:5 b, b ;:5 a,. b ;:5 e, ye ;:5 b, como ;:5 es transitiva, a .;:5 b y b ;:5 e implican que 

a;:5 e, por otro lado e;:5 by b ;:5 a implican que e ;:5 a, así por definición· de ~'. 

tenemos que a ~ c; Por lo tanto ~ es transitiva. 

Por 3, 4 y 5 ~ es una relación de equivalencia. 

Consideremos ahora el conjunto A (D) / ~ de t(}das las clases de .équivaJenCia 

de A ~ D) módulo ",;.denotaremos ]Jor Zi a la claSe dk equivalencia de',amódulo:";':', 

Definamos la siguiente relación binaria::; en este conjunto: 

Zi ::; /i si y solo si a ;:5 b. 

Es decir a::;/i si ysolo.si existe en S (D) una.ba-trayectoriadirigida monocromática. 

Veamos queestarelación.está bien definida (es decir no elepenele ele los representantes 

ele las clases que se tornen) y que es un orden parcial en A (D) / ~. 
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6. :s:: está bien definida. Supongamos que a ~ b Y sea a', b' tales que a' ~ a y b' ~ b. 

Como b' ~ b, entonces b ~ b' Y como a ~ b, por la transitividad de ~, a ~ b' . 

Como a':~ a entonces a' ~ a, esto último junto con a ~ b' Y latransitividad de 

~ implican que a' ~ b'. Por lo tanto :s:: está bien definida. 

7. :s:: es reflexiva. Sea o: E: A (D) / ~, ~ es reflexiva, es decir a ~ a, entonces o: :s:: a, 
por lo tanto :s:: es reflexiva. 

8. :s:: es transitiva. Sean 0:, b, e E: A (D) / ~, tales que o: :s:: b y b :s:: e, entonces 

a ~ b Y b ~ e, como ~ es transitiva, a ~ e, entonces a :s:: e, por lo tanto :s:: es 

transitiva. 

g. :s:: es antisimétrica. Sean a, bE A(D) / ~, tales que a :s:: by b :s:: a, entonces 

a ~ b Y b ~ a, por definición de ~, a ~ b, entonces a = b, por lo tanto :s:: es 

antisimétrica . 

. Por 7, 8 Y 9 :s:: es un orden parcial en A (D). 

Denotamos por < al orden estricto correspondiente a :S::. Es decir a < b si y 

, ,,·.;~ólo si a :s:: b y a 01 b, esto es si y sólo si existe en S (D) unaba-trayectoria di

rigida monocromática y a "v b, es decir existe en S (D) una ba-trayectoria dirigida 

i .:::.rp.onocromática y no existen'ab-trayectorias dirigidas monocromáticas. 
. .~ . 

; ..... ;.' Ahóra probaremos que toda cadena en A (D) / ~ está acotada inferiormente, más 
:.j 
.'. 

. .:..,.::¡ 
aun tiene mínimo. Sea e una cadena en A (D) / ~, procederemos por contradicción . 

,Supongamos que e no tiene mínimo. Sea a E e, entonces existe al E e tal que 

al .< a, como e no tiene mínimo existe a2 E e tal que a2 < al, así existe una sucesión 

(an)"H[ en e tal que para carla n E: N, 0."+1 < an y a1 < a, esto implica (l\lO para 

cada n E N, existe T~+l en S (D) una anan+l-trayectoria dirigida monocromática 

y T{ una aal-trayectoria dirigida monocromática. Probaremos primero que todas 

...--'-'-..... .., estas trayectorias son del mismo color. Como al < Zi entonces al 01 Zi Y esto implica 

. ~ que al 01 a, análogamente para cada n E: N an+l .01 ar:' como además an es el vértice 

E3'§ ,final de T~ y el vértice inicial de T~+l' ,entopcespara cada n E N por el Lema 5.7, 

'~'. . T~ Y T~+l son dEü mismo color. Por lo tanto,to<;laslas trayectorias T~ son del mismo 
'. .•... . ¡:;.;¡' 
5!3 A color. 
~.:' 

~ ~ Supongamos que i es el color de las trayectorias T~.. Probaremos por inducción 

.:::;;:¡ que para cada n E: N se tiene: 
pz ' 

10. existeYn E V (5 (D)) Y existeá en S(D) Tny T~+l tales que: 
.. ,'. " " .. ,o,. ,_ ,'" _. . '1_ • 

(a) Tnes una aYn-trayectoriadirigida de color 1, 

". ': .. ;.,,; 

,:'í,:;" ",.,'" 
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(b) T::+¡ es una Ynan+¡-trayectoria dirigida de color i contenida en T~+l' 

(e) Yn E V (Tn) n V (T~), 

(d) TnU T::+¡ es una trayectoria dirigida, 

(e) si n 2: 2, Yn i- Yj para toda j ~ n - 1 Y 

(f) si n 2: 2, Tn contiene a Tn-¡. 

Para n = 1, 'supongamos que T~ = (a¡ = z¡,¡, z¡,2, ... , Z¡,k, = a2) Y sea i¡ -

max {j E {1, 2, ... , k¡} /z¡,j E V (T{)}. Sea Y¡ = Z¡,i1> figura 5.2. 

Figura 5.2 

Sean T¡ = (a, T{,y¡) y T~r = (y¡, T~, a2), figura 5.3,entonees 

(a) T¡ es una ay¡-trayectoria dirigida de color i. Por definición T¡ es una 

trayectoria dirigida que está contenida en T{ y como T{ es de color i, en

tonces TI es llna aYl -twyedoria dirigirla de color i. 

(b) T;r es una Yla2-trayeetoria dirigida de color i contenida en T~. Esto es por 

definición de T~r. 

(e) YI E V (T¡) n V (T{). Esto es .por la elección de YI y por la definición de TI' 

. (d) T¡ U T~r es una trayectoria!'dirigida.·Esto es por la elección de Y¡ ,y, como T¡·' 

. está contenida en'Ti y T~r .está. contenida en T~, TIU T~' es una trayectoria 

dirigida de color i, 

Para n = 2, supongamos que T~ = (a2 = Z2,1, Z2,2, >o., Z2,k, = a3) Y sea i2 

ma..x {j E {1, 2, .,., k2 }/ Z2,j E V (T~/)}, s~a Y2 = 22,i" figura 5.4. 

Sean T2 = T¡ U (y¡, T~r,Y2) y·T~r = (Y2,T3, a3), figura 5.5, entonces 
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, . -; ; 

"--. 
. . 
(. ,,,.,,; 

Figura 5.3 

Figura 5.4 

(a)' T2 es .una aY2-trayectoria dirigida de color i. Como TI U T~' es una trayec

toria dirigida de color i por el caso n = 1, entonces T2 es una trayectoria 

dirigida de color i_ 

(b) Ts' es una Y2a3-trayectoria de dirigida color i contenida en Ts- Esto es por 

definición de Ts'-
(e)' Y2 E V (T2) n V (Tn. Por la elección de Y2, Y2 E V (T~'), por (b) del caso 

n = 1, T~' está contenida en T~, por otro lado, por la definición de T2 , 

Y2 E V ('1 2), por lo tanto Y2 E V (12) rl V ('l~)-

(d) T2UTs'es una trayectoria dirigida _ Por la elección de Y2, V (YI, T~',Y2) n 
V (Tn = {Y2}- Supongamos que V (TI) n V (Ts') 1= q" sea z E V (TI) n 
V (Ts'), entonces (a2, Ts, Y2) U (Y2, Ts', z) U (z,TI'YI) U (YI,T{,al) contiene 

unaa2a,1 -trayectol1ia dirigida de color i, pero esto ~s una contradicción 

' .. pues. a2' < al, por lo tanto V (TI ) n V (Ts') 1= q, y en consecuencia T2 U T3' es . ". . . . ", - . 

una trayectoria dirigida y de color i,pues T2 y Ts' son trayectorias dirigidas 

de color i. 

(e) Y2·1= YI-' Supongamos que YI = Y2, entonces (a2, Ts, Y2 = YI) U (YI, T{, aIJ 

contiene una a2al -trayectoria dirigida de color i, pero esto es una con

tradicción pues a2 < al, por lo tanto YI 1= Y2- . 

(f) T2 contiene a TI- Esto es por definición de T2-
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Figura 5.5 

Supongamos ahora que si n :::: 2,entonces para toda j = 1, ... , n, existe Yj E 

V (S (D)) Y existen en S (D) Tj Y TJ~l tales que (figura 5.6): 

(a) Tj es una aYj-trayectoria dirigida de color i, 

(b) TJ~l es una Yjaj+l-trayectoria dirigida de color i contenida en TJ+I' 

(e) yjEV(Tj)nV(T;), 

(d) TjU T;~l es una trayectoria dirigida, 

(e) si j :::: 2, yj of Yk para toda k 50 j - 1 Y 

(f) si j :::: 2, Tj contiene a Tj - l . 

Figl\ra 5.6 

Probaremos lo correspondiente para n + 1. 

Suponganl0s que T~+2 = (á~+J'= Zn+l,ll Zn+l,21 "'1 Zn+l,kn+l =.an+2) Y Seain+l ~. 
ma..,U E {1,2, ... ,kn+i}/Z~~1,jEV (T,;'+l)}' SeaY'Hl = Zn+l,i"+"figirra 5.7. 

Sean Tn+1 =Tn U (Yn,rK+I,Yn+r) y T,;'+2 = (Yn-l;l' T~+f' an+2), figura 5.8, eu-,' 

tonces 

(a) Tn~1"es' una aYn+l-trayectoria dirigida de color i. Como TnU T,;'+í es" 

una trayectoria dirigida de color i, por (d) de la hipótesis de induccíón 

,¡)amj= ntenemos"que Tn+1 es una trayectoria dirigida' decolol~ i y por 

definición va de a ,a Yn+I' 
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Figura 5.7 

(b) T::+2 es una Yn+1an+2-trayectoria dirigida de color i contenida en T~+2' 

Esto es por definición de T::+2' 

(c) Yn+l E V (Tn+1 ) n V (T;'+1)' Por la elección de Yn+1, Yn+1 E V (T::+1) , por 

(b) de la hipótesis de inducción T::+1 está contenida en T~+1' por otro lado 

por la definición de Tn+1, Yn+1 E V (Tn+1) , por lo tanto Yn+1 E V (Tn+1) n 
V (T~+1)' 

(d) Tn+1 U T::+2 es una trayectoria dirigida. PorJa elección de Yn+1 tenemos 

que V (Yn, T::+1' Yn+l) n V (T::+2) = {Yn+l}' Supongamos que V (Tn) n 
V (T::+2) i' c/J, sea z E V (Tn) n V (T::+2) , entonces (an+1,T~+2,Yn+1) U 

(Yn+l' T::+2, z) U (z,Tn,.Yn) U (Yn, T~, an) contiene una an+1an-trayectoria 

dirigida de color i, pero esto es una contradicción pues an+1 < an , por lo 

tanto 11 (T,,)nll (T::+2 ) i l' y cn consecuencia T"+l UT::+2 cs una trayectoria 

dirigida y de color i, pues Tn+1 y T::+2 son trayectorias dirigidas de color i. 

(e) Yn+l i' YJ para toda j :s; n. Procederemos por contradicción, supongamos 

que Yj= Yn+1 para alguna j :s; n. El inciso (nde la hipótesis de inducción 

implica que Tn contiene a Tj; por (c) de la hipótesis de inducción Yj E V (Tj ) . 

y Yn EY (Tn), entonces Yj,Yn E V(Tn). Así (an+l' T~+2,Yn+1 = Yj) U 

(Yj, Tn;Y~) U (Yn, T~, an) contiene Uliaan+lan~trayectoria dirigida de color 

i, pero esto es una contradicción pues an+c< an, por lo tanto Yj cf Yn+1 

para toda j :s; n. 

(f) Tn+1 contiene a Tn. Esto eS .. por definición de Tn+1 . 

Por lo tanto para toda n E W, se satisface 10. 

. ".1 .... 
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Figura 5.8 

00 

Sea T = U Tn, T es una trayectoria dirigida de color i en S (D) que contiene a Yn 
n=l 

para toda n E N, es decir una trayectoria monocromática exterior infinita en S (D), 

lo cual es una contradicción. Concluímos que e tiene elemento mínimo. Por lo tanto 

toda cadena de A (D)j ~ tiene elemento mínimo. Una consecuencia de esto y del 

Teorema 5.6 es la existencia de elementos minimales en A (D) / ~. 

Consideremos los elementos minimales de A (D) / ~ en el orden parcial :S:, y sea 

N' el conjunto formado por un representante de cada una de estas clases. Sea N = 
{v E V (D) /fD (v) --'q,}U {a E N'/fD (fS(D) (a)) =f q\}, es decir Nestá formado por 

todos los vértices que.son terminales en D (y por lo tanto en S (D)) unión el conjunto 

de elementos de N' cuyos vecinos exteriores en S (D) no son vértices terminales de 

D. Mostraremos que.N es un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de 

S(D). 

Observemos primero que: 

11. Si a E A(D) y fD (fS(D) (a)) =4> entonces a = {a} ya es minimal de A (D) / ~. 

Sea a E.11 (D) ySl1pongRll1C'S qne existe en S (D), T 111m aJe-trayectoria dirigida· 

monocromátiCa de longitud al menos dos. Por definición de S.(D); [fS(D) (a)[ = 
1 Y fS(D) (a) e V (D), sea v E V (D) tal que fS(D) (a) = {v}, como. la longitud 

de T es al menos dos entonces T contiene internamente a v; esto implica que 

[fS(D) (v)[ ':::<: 1; entonces IfD (v)1 ~ 1, es decir f D (fs(D) Ca)}=f q,. Por lo 

':tanto-si; a'EA(El) es tal que f D (fS(D) (a)) = q\ entoncesen,S(D):no existen 

.: desdwadniyectorias dirigidas:monocromáticas de:]ongitud.'.mayor.que dos, en, 

':'particulaf"si·b 'E:A(D) y b fa entonces no existen ab-trayectoriasdirígidas 

monocromáticas, por lo tanto a = {a} y a es mínimal de A( D) I ~. 

Por definición de N, tenemos que N e V (D) u A (D) = V (S (D)). 

12.' N 'es 'independiente por trayectorias dirigidas'monocl'omáticas: Sean x, y E 

N, 'veamos que no' existen en S{D) :ry-trayectoriasdirigidas mOnocroináticas. 
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Tenemos 3 casos para x e y: 

Caso 12(a) x, y E,A (D). En este caso x, y E N' entonces x e y son elementos minimales 

de A (b) j ~ y son diferentes clases de equivalencia. Si existiera alguna 

xy-tiayectoria dirigida monocromática en S (D), esto implicaría que y :::: x, 
como x es mínimal entonces Y = Y lo cual es una contradicción, por lo tanto 

no existen xy-trayectorias dirigidas monocromáticas en S (D). 

Caso 12(b) x E V(D). Por definición de N, f D (x) = cIJ, esto implica que fS(D) (x) = cIJ. 

Entonces no existen en S (D) trayectorias dirigidas que salgan de x, por lo 

tanto no existen en S (D) xy-trayectorias dirigidas monocromáticas. 

Caso 12(c) x E A(D) ey E V(D). Como y E NnV(D) entonces fD(y) = q,. Supon

gamos que en S (D) existe Tuna xy-trE\yectoria dirigida monocromáti

ca, T = (x = Xl, X2, ... , Xk = y), por definición de S (D), como y E V (D), 

Xk-l E A(D) además fS(D) (Xk_¡) = {y}, entonces f D (fS(D) (Xk-l)) = 
cIJ, por 11, Xk-l = {Xk-l} Y X"-l es un minimal de A (D) j~. Aho

ra, (x, T, Xk-l) es una XXk_l-trayectoria dirigida monocromática entonces 

Xk-l :::: Y, como Y es un minimal de A (D)/ ~ pues x E N n A (D), en- . 

tonces Xk-l = Y, como Xk-l = {Xk-L} tenemos que Xk-l = x. Entonces 

. , f D (rS(D) (x)) = f D (y) = q, pero esto es una contradicción pues x E N 

y por lo tanto f D (rS(D) (x)) =F cIJ. Concluimos que no existen en S(D) 

xy-trayectorias dirigidas monocromáticas. 
; .. -.- .. , . '.~"". \ .' .~ -, ',! 
t '~~ . ' 

' .•..• ! 

: .... -: .. ' 
! {:.".'I 

'. , Por lo tanto N es independiente por trayectorias dirigidas monocromáticas. 

13. N es absorbente por trayectorias dirigidas monocromáticas. Consideremos z E 

V (S (D).) \N veamos que existe alguna zN ~trayectoria dirigida monocromática 

en S (D). Tenemos dos casos para z: 

Caso 13(a) z E A(D). Si 2' es minimal de A(Dl! N, por ,definición de N', existe 

a E ,2' n N'. Si a E N, entonces z'=F':a y.'como z ~ a entonces existe 

en S(D) una za-trayectoria dirigida.n10l1ocromática y por lo tanto una 

zN ~trayectoria dirigida monocromática, Si a el: N, entonces por definición 

de N f D (fS(D) (a») = cIJ, por 11 a = {a}, por lo tanto z = a. Sea v E 

V (D) tal que fS(D) (a) = {v}, Por definición de N, v E N y por otro 

lado ( z '= a, v) es una trayectoria dirigida monocromática en S (D), por lo 

tanto existe .en S (D) una zN -trayectoria dirigida monocromátiéa. Si 2' 

no esmi'nimal de.A(D)j N, por el Lema 5.6 existe a EA(D), a =F z, 
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tal que a es minimal de A (D) / N Y a :S z, esto implica que existe T 

en S (D) una za-trayectoria dirigida monocromática, si a E N, entonces, ",". ". 
, I ' 

T es una zN -trayectoria dirigida monocromática en S (D). Si a 1. Ni" .. · 

argumentando como en el paso anterior T' = (a, v) es una aN -trayectoria '. ,¿:~:: 
.. ) 

dirigida monocromática en S (D) donde v E V (D) yes tal que rS(D) (a) =; ,,' .. . -_. , 

{ v }, en particular a # v. Por el Lema 5.7 T Y T' son del mismo color, por ' , ' 
lo tanto T U T' contiene una zN-trayectoria dirigida monocromática en .. 

,.:. .; 

S(D). 

Caso 13(b) z E V (D). Como z 1. N por definición de N, r D (z) # if; y esto implic~"""_: 
que fS(D) (z) # if;. Sea a E fS(D) (z), por definición de S (D), a E A (D). 

Si a E N entonces (z, a) es tilla zN -trayectoria dirigida monocromática 

en S (D). Supongamos que a 1. N, por el caso anterior existe T en S (D) 

una ax-trayectoria dirigida monocromática para algún x E N, notemos. 

que a # x. Por el Lema 5.7 T y la trayectoria (z, a) son del mismo color en 

S (D), así (z, a) U T contiene una zx-trayectoria dirigida monocromática 

en S(D) con x E N. 

, Por lo tanto N es absorbente por trayectorias monocromáticas. 

Concluimos que N es un ,núCleo por trayectorias monocromáticas de S (D). 111 

A continuación mostramos que no todo núcleo por trayectorias monocromáticas 

de la digráfica subdivisión es de la forma descrita en la demostración del teorema 

anterior. Sin embargo una condición suficiente para que 'esto ocurra, Teorema5.1O es 

que la digráfica D no tenga ciclos dirigidos monocromáticos, más aíill en este caso el 

núcleo de B (D) es único .. 

Nota 5.9 Consideremos 1m ciclo dirigido de longitud n monocromático como la di

gTáfica D, S (D) la digráfica subdivisión correspondiente es un ciclo dirigido de lon

git1ld n monocromático. El número de núcleos en S (D) que se obtienen según la 

demostración del TeOTema;5.8 es 3,uno pOT cada flecha de D, ya que todo el conjunto, 

A (D)es la única clase de equivalencia módulo~. Sin embargo el número total de",. 

núcleos de S(D) eS'n pues cada vér'tice de S(D) forma un núcleo. En la figura 5.9 

se muestra el caso n = 3. 

Teorema 5.10 Sea D unadigráfica m-coloreada y sea S(D) la digráficasubdivisión 

de D. Supongamos que en Dno existen trayectorias monocmmáticas infinitas exte-
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trayectorias monocromáticas. 

Demostración. Consideremos las relaciones ~ y :::: definidas en la demostración 

del Teorema 5.8. 

Veamos primero que toda clase de equivalencia de A módulo ~ tiene exacta

mente un elemento. Procederemos por contradicción, supongamos que existen a, b E 

A(D) tales que a i' b Y a ~ b, entonces existen en S(D), TI una ab-trayectoria 

monocromática y T2 una ba-trayectoria monocromática, por el Lema 5.7 TI Y T2 

tienen el mismo color; entonces TI U T2 es un camino dirigido cerrado. monocromático 

,que por el Teorema ,1.37 contiene un ciclo e dirigido que es monocromático. Sea 

"'~ l' '. , 
" f 

e'=(e\{aEV(e)jaEA(D)}) U (rS(ID) (a) x rS(D) (a)) , 
aEV(O)nA(D) 

" .es.decir a e le quitamos todos los vértices que corresponden a flechas de D, quedando 

~sí solo los extremos de estas flechas y añadimos para cada a la flecha desde el 

. ~'ecillo interior de .0. cn S (D) hacia ou vecino exterior, ésLa Hecha del UUSIllO color 

que a, resultando así e' un ciclo dirigido monocromático en D. Con esto obtenemos 
_ ',,,,,~,,h" 

una contradicción. Por lo tanto cada clase de equivalencia de A módulo ~ tiene 

exactamente un elemento. 

Lo anterior implica que se obtiene un único núcleo por trayectorias monocromáti

: cas de S{D):sigiliendo la técnica de la demostración del Teorema 5.8, sea N éste 

núcleo ... 

,l' SupiDngamos.:que N' también es núcleo por trayectorias monocromáticas' de S (D), 

probaremos que N' = N. Observemos primero que: 

. 1. Si v es un vértice de D tal que r D (11) = <P, entonces 11 pertenece a cualquier 

núcleo de S (D). ComoTD (11) = <p entoncefS(D) (11) = cp y por lo tanto'v . 

pertenece a cualquier núcleo de S (D). 
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Sea x E N. Si x .E V (B), como N es un núcleo de S (D) obtenido como se 

describe en el Teorema 5.8, entonces f D (x) = <P, por 1 x E N'. Si x E A (D), por la 

construcción de N, x la clase de equivalencia de x módulo ~, es una clase minimal 

de (A (D) / ~,:::;). Supongamos que x r{: N', como N' es núcleo por trayectorias 

monocromáticas de S (D), existe una xxi-trayectoria monocromática en S (D) para 

algún x' E N', esto implica que x' :::; x, como x es una clase minimal de (A (D) / ~, :::;), 

entonces x' = :r, como cada clase de equivalencia solo tiene un elemento, entonces 

x' = x, pero esto es una contradicción pues habíamos supuesto .que x r{: N'. Por lo 

tanto x E N'. Con esto concluimos que N e N'. 

Ahora sea x' E N'. Supongamos que x' r{: N, entonces existe una xix-trayectoria 

monocromática en S (D) para algún x E N. Como N e N', entonces x E N', así 

tenemos que x, x' E N' pero esto no es posible pues N' es independiente por trayecto

rias monocromáticas en S (D) por ser núcleo por trayectorias monocromáticas. Por 

lb tanto x' E N. Concluimos que N' e N. 

Por lo tanto N' = N. 111 

El siguiente contraejemplo muestra que el regreso del teorema anterior no es válido. 

Nota 5.11 La.digráfica D de la figura 5.10 contiene un ciclo dirigidó monocromático. 

Veamos que la digráfica subdivisión correspondiente tiene un único núcleo por trayecto

rias monocromáticas, a saber {( v, x), (x, v)}. No es difícil ver que N = {(v, x) , (x, v)} 

es núcleo por trayectorias monocmmáticas de S (D). Supongamos q1Le N' es cualquier . 

otro núcleo por trayectorias monocromáticas de S (D) . Si N' no cont'iene a (v, x) , 

como la única trayectoria dirigida monocrom.ática desde (v, x) es haC'ia x, entonces x 

debe pertenecer a N'. Como desde cualquier vértice del C'iclo hay trayectoria dirig'i

da m.onocromática hacia x, y desde x hay trayectoria diTigida monocromática hacia 

. (x, v) entonces N' = {x}, pero N' no es absorbente por trayectoriasmonocromáti

cas pues' desde (x., v ) no hay trayectoTias dirigidas monocromáticas hacia x. Por lo 

tanto NI debe contener a (v, xl.. {(v, x)} absorbe por trayectorias monocromát'icas a 

todos los vértices de S (D) excepto a x y (x, v). x r{: N' p1Les .hay trayectoria dirigida 

. m07lOcmmática desde (v, x) hac'ia x. (x, v) debe pertenecer a N'. p1¿es de. otro modo. N' 

no absorbería por trayectorias monocromáticas a x. Por lo tanto·N' = N. Concluí

mos 'que S (D) tiene un único núCleo. Por lo tanto la condición de la no existencia 

de ciclos dú"igidos monocromáticos en D en el Teorema [j. 1 O no es necesaria paTa que 

S (D) tenga un único núcleo por tmyectorias monocromáticas .. 
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.D . S(D) 

Figura 5.10 

5.2 Una Generalización de la Digráfica Subdivisión de una 

Digráfica m-Coloreada 

En esta parte presentamos una generalización de la digráfica subdivisión de una 

digráfica m-coloreada y demostramos que siempre tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticaS si la digráfica original no tiene trayectorias monocromáticas infinitas 

exteriores. 

Definición 5.12 Sea Duna digráfica m-coloreada y sea S (D) la digráfica subdi

visión de D. Definimos la digráfica m- coloreada S' (D) como sigue: 

S'(D) = S(D)\ {(u,a)/a E A(D) yu es extremo inicial de a} U U (3a 
aEA(D) 

donde {(3a/aE A (D)) es un sistema de trayectorias' dirigidas monocromáticas tales 

q'ue si a E A(D) ya = (u,v) entonces: 

(i) (3 a es una ua-trayectoria del. mismo color de la flecha (u, a) en S (D) 1 

(ii) (V ((3a) \ {u}) n V(S(D)) ---.: {u,a}, y 

. (iii) si b =f a, (V ((3a) \ {u}) n. V((3b) ",.!/J ... 

Es decir S' (D) se obtiene a partir de S (D) eliminando para cada a E A(D) la 

fle<;!ún¡ue incide'haciB: a ye¡¡ su lugar ponemos tina trayeCtoria dirigida elel mismo 

color que la flecha eliminada. Esto es lo mismo que a partir de D se sustituya cada 

. flecha de D por una .trayectoria dirigida de longitud al menos dos del mismo color 

que la flecha, en ¡el caso deque.cada una de estas trayectorias sea de longitud dos, se 
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obtiene la digráfica B(D). La figura 5.11 muestra un ejemplo de una digráfica S' (D) 

correspondiente a la digráfica D de. la figura 5.1. La definición de S' (D) la hemos 

presentado de la forma anterior para facilitar su manejo. 

S'(D) 

Figura 5.11 

Teorema 5,13 Sea Duna digráfica m- coloreada. Si D no tiene trayectorias mono

cromáticas infinitas exteriores, entonces la digráfica S' (D) tiene núcleo por trayecto

rias monocromáticas. 

Demostración; Pot .. el Teorema 5.8 la digráfica subdivisión de D, S.(D), 

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Sea N un núcleo por trayectorias 

monocromáticas de S (D). Probaremos que N es un mícleo por trayectorias monocro-' 

máticas de S' (D). Si a- (u,.v) E A(D) y la longitud de!3o es al menos dos, definimos 

la trayectoria!3~ = (3~\ {u, a}, notemos que V (!3~) n V (8 (D)) = cjJ. 

1. N es independiente por trayectorias monocromáticas en S' (D). Sean x, y EN, 

supongamos que exite T{en S' (D) tma xv-trayectoria dirigida monocromática. 

Como N es independiente por trayectorias monocromáticas en S (D) ,entonces • 

T' no es una trayectoria.dirigida en S (D),entonces existe a = (u, v) E A(D), 

tal que la loilgítud de!3a es aL menos dos y V (T') n V ((3'.) i' cjJ. Como {x., y} e 
V (S (D)).entonces.(V(T') \{x, y}) n V (,e~) i'cjJ. Sea z E (V (T') \ {x., yD n 
V (!3~) i"cjJ.,coinoz. \i!{x,.y}entonces If;::'! (z) I = 1 = 1fT' (z) I,de la definición.i 

de 8~(D) tenemos que \fS,I(D) (z)\ = \f~: (z)\~l = Ifila (z)1 = Ifsi(j'j)(z)l. 
entonces fíJ: (z) U f6u(z) e V (T'), esto implica que toda la trayectoria !3o 

está contenida en T'. Sea. A' = {a E A(D)j la longitud de.!3. es. al menos 

dos y V (T') n V (!3~) i' cjJ} y sea T = (TI\C~, V ((3:))}U {(u, a) de color 

i!a = ,(u, v}·E·A' .• e. i,es el color de, !3;,}, Tes ¡lma xy-trayectGriadir.igida 

monocromática en ,S (D), lo cual es una contradicción pues x,.yEN·y.N es un 
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núcleo por trayectorias monocromáticas de S (D). Entonces en S' (D) no existen 

xy-trayectorias dirigidas monocromáticas. Por lo tanto N es independiente por 

trayectorias monocromáticas en S' (D). 

2. N es absorbente por trayectorias monocromáticas en S' (D). Consideremos z E 

V (S' (D» \N, veamos que existe alguna zN -trayectoria dirigida monocromáti

ca en S' (D). Si z E V (S (D»), entonces por ser N un núcleo por trayectorias 

monocromáticas de S (D) existe Tuna zN -trayectoria dirigida monocromáti

ca en SeD). Sea T' = T\{(u,b)I bE A(D) nV(T)} U U f3b , T' 
bEA(D)nV(T) 

es una zN -trayectoria dirigida monocromática en S' (D). Supongamos en-

tonces que z rf. V(S(D»), entonces existe a == (u,v) E A(D), tal que la lon

gitud de f3a es al menos dos y z E V (f3~). Tenemos que a E V (S(D), si 

a E N, entonces (z,f3a,a) es una zN-trayectoria dirigida monocromática en 

S' (D). Si a ti: N, como N es núcleo por trayectorias monocromáticas de S (D), 

entonces existe T unaaN-trayectoria dirigida monocromática en SeD), sea 

, T' = T\ {(u, b) lb E A (D) n V (T) }u U f3b , T' es una aN -trayectoria 
bEA(D)nV(T) 

dirigida monocromática en S' (D), entonces (z, f3a , a)UT' es una zN -trayectoria 

dirigida monocromática en S' (D). Por lo tanto N es absorbente por trayectorias 

monocromáticas. 

Concluímos que N es un núcleo por trayectorias monocromáticas de S' (D) .• 

Análogamente al Teorema 5.10, una digráfica S' (D) tiene lm único núcleo por 

trayectorias monocromáticas si D no tiene ciclos dirigidos monocromáticos. 

Teorema 5.14 Sea Duna digráfica m-coloreada. Si D no tiene trayecto/'ías mon()

cromáticas infinitas exteriores ni ciclos dirigidos monocromáticos, entonces S' (D) 

,tiene un único núcleo por trayectoriasmonocrorn4ticafó' 

, Demostración. Mostraremos primero quesi D no contiene ciclos dirigidos 

, ,'," fnonclcromáticos, entonces S' (D) tampoco. Procederemos por contradicción, supon

, 'gani0s que e' es un ciclo dirigido mono¿romáÚcÓ en S'( D), Sea 

e=(ol\ U V ({3:») U (rS(lD)(a)XrS(D)(a»), 
, , aEV(C')nA(D) , ", aEV(C')r1A(D) '" , 

donde {3: = {3a \u'sia= (u, v) para algún V E V (D), es decir, si a '= (u, v) E V (e') n 
A(D),'a C' le c[üitamos-la,trayectoria {3Qexcepto,el vértice inicial,quedandp_q,s(sólo 

u yv, y añadimos'una flecha: desde u hacia Vi' 'ésta flecha del mismo. co.lor que f3a,. ' ' 

",-
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resultando así e 'un ciclo dirigido monocromático en D, lo cual es umi contradicción, 

por lo tanto S' (D) no contiene ciclos dirigidos monocromáticos. 

Por el Teorema 5.10 S (D) tiene un único núcleo por trayectorias monocromáticas 

N. Por el Teorema 5.13 N también e8 núcleo por trayectorias monocromáticas de 

S' (D). 

Primero mostraremos que: 

l. Todo núcleo por trayectorias monocromáticas de S' (D) tambiénlo es de S (D). 

Sea N' un núcleo por'trayectoriasmonocromáticas de S'·(D). 

1.1 N' e V (S (D)) = V (D) uA (D). Supongamos que existe x E N'\(V (D) U 

A (D)), entonces existe a = (u, v) E A (D), tal que x E V (¡Ja) \ {u, a}. Sea 

i:.el color de a en D, entonces ¡Ja es de color· í. Sea T1 = (x, ¡Ja, a), T1 es una 

xa-trayectoria dirigida de color i en S' (D), como x E N' Y N' es un núcleo 

por trayectorias monocromáticas de S' (D), entonces a .~ N'. Entonces 

existe x' E N' Y T2 una ax'-trayectoria dirigida monocromática en S' (D), 

en particular a -# x', como fS'(D) (a) = {v} entonces (a,v) E A (T2) .y esta 

flecha es de color í, así T2 es de color í. Si x = x' entonces T1 U T2 es un 

camino dirigido cerrado monocromático que por el Teorema 1.37 contiene 

un ciclo dirigido y éste es monocromático, pero esto es una contradicción. 

Supongamos que x -# x', entonces T1 U T2 es una camino dirigido que por 

el Teorema 1.36 contiene una xx'-trayectoria dirigida y ésta es de color 'í, 

pero esto es una contradicción pues x E N', x' E N' Y N' es un núcleo por 

trayectorias monocromáticas de S' (D). Por lo tanto N' e ji (D) U A (D). 

1.2 N' es independientepor trayectorias monocromáticas en S (D). Sean x, y E 

N'· y supongamos que existe Tuna xy-trayectoriadirigida monocromáti

ca en S (D). Sea T' = T\ {(u, a) la E A (D) n V (T)} U U ¡Ja, 
aEA(D)nV(T) 

:T'és una xy-trayectoria dirigida monocromática en' S' (D)., pero esto no 

es ,posibj~pues N'~sindependiente por trayectoFias monocromáticas en . 

8' (D). 

1.3 N' es absorbente por trayectorias monocromáticas en SeD). Sea z E 

Y(S (D)) \N' , comoV(S(D)) e V{S' (D)) y N' es absorbente por trayec

. torias monocromáticas en S' (D) entonces existe T' una zN'-:-trayectoria 

dirigida monocromática en. S'(D)., SeaT.=. (T'\ C;¿, V (¡J~))) U {rula) 

de color í I a = (ll,V) E A'e i es el color de ¡JÜ,'T·esuna zN'-trayectbria 
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dirigida monocromática en S (D). Por lo tanto N es un conjunto absorbente' 

por trayectorias monocromáticas en S (D). 

Por 1.2 Y 1.3 tenemos que N' es núcleo por trayectorias monocromáticas de 

S (D). Es decir todo núcleo por trayectorias monocromáticas de S' (D) también 

lo es de S (D). 

Ahora, como N es el único núcleo por trayectorias monocromáticas de S (D) 

entonces cualquier núcleo por trayectorias monocromáticas de S' (D) es igual a N. 

Por lo tanto S' (D) tiene un único núcleo por trayect.orias monocromáticas. • 

5.3 La Digráfica R' (D) 

En [37] se define a partir de una digráfica D, una nueva digráfica denotada por R (D) 

y se prueba que siempre tiene núcleo. En esta parte definimos la digráfica R' (D) que 

es una generalización de la digráfica: anterior para una digráfica D m-coloreada y 

probamos que tiene núcleo por trayectorias monocromáticas si D no contiene trayec

tOl'ias monocromáticas infinitas exteriores, ·esto como una consecuencia inmediata del 

Teorema 5.13. 

Definición 5.15 Sea Duna digráfica.m-.coloreada. Dada una digráfica S' (D)de 

D,definimos la correspondiente digráfica R' (D) de D, como la digráfica m-coloreada 

tal que 

R'(D)=S'(D)UDU U Aa 
aEA(D) 

donde para cada a E A(D) si a =(u,v) y es de color.i entonces Aa es un conjunto 

de Bv-flechas de color i donde B = V (Pa ) \ {u, a}. 

Es decir R' (D) se óbtiene a partir de . .s' (D) aiiadiendo una copia de.'D, y SI 

a:E A(D), a = (u,v) yesde colori¡cse aiiaden algunas flechas de color i o.ninguna': ", .. ,::" , . 

. , . desde los vértices de la¡'respectiva;;t1'a~,ectoria (3a \ {u"a} hacia v. En la figura 5:12ccn;'¡." ... ," 

mostramos un ejel~lplO!de'una"digráfica,g{D) obtenida a.partir de la cligráfica S' (D,):,,!."""··;'''';';L. 

de la figura 5.11. 

, ~Mosttaremosq'ue'la'cerraclura trallsitiva de la digráficá R' (D) es isomorfa a la 

.cerradura transitivade.lacligráfica S' (D) de la cual se obtiene y por lo tanto.si Dno;.· 

tiene trayectorias"monocromáticas· infinitas exteriores¡"entonces R' (D}-tiérre "núcleo' 

por trayectorias monocromáticas, 
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R'(D) 

Figura 5.12 

Teorema 5.16 Consideremos una digráfica S' (D) de una digráfica m- coloreada D. 

Si R' (D) es obtenida a partir de S' (D) entonces ~(S' (D)) = <t(R' (D)) . 

.. Demostración, ComoR'(D) = S'(D) U D U U Aa entonces e:(S'(D)) es 
aEA(D) 

upa subdigráfica de e: (R' (D)): Ahora veamos que Q: (R' (D)) es una subdigráfica de 

e: (S' (D)). 

Mostraremos primero que R' (D) es una subdigráfica de e: (S' (D)). De la defini

ción de R'(D) basta m~strar que;6. U U Aa e A(qS'(D))) donde /:,. ~ {dE 
aEA(D) 

A (R' (D)) la E A (D)): Sea a E A (R' (D)) tal que a E A (D), supongamos que 

, a = (u, v) es de colciri, y que {Ja = (u = Xo, ... , Xk =a), sea j E {O, ... ,·k ,.cI}, 

entonces (Xj, {Ja' a) Uta, v) es una xjv-trayectoria dirigida de color i en S' (D), 
por lo tanto (Xj,v) E A (<t(S'{D))), en particular {a} U Aa e A (e:(S'(D))),así 

;6. U U Aa e A (e: (S' (D))} Por lo tanto R' (D) es una subdigráfica de e: (S' (D)). 
aEA(D) 

PUl' el Temema 1.53 1<1 cerradura trallbitiva de la ecnadmü lnl1lsiliv<c de una digrá-

fica m-coloreada es igual a la cerradura transitiva de la digTáfica, esto implica que 

e: (R'(D)) eSlmasubdigráficade e:(S'(D)). Porlo tanto e: (S'(D)) = e: (R'(O)) . • 

Corolario' 5;17 Sea D.;unadigráfica m- coloreada, Si R'(D) es.obtenidaa.partir de 

S' (D), entonces S' (D)~' R' (D') tienen el mismo número de núcleos portray'~2torias 
monocromdÚcas, En particu/;r.si D no tiene trayectorias infinit~sexte;io;"esentonce; .' .. , .' . "'. ' . "-' 

R' (D) tiene núcleo por tr-ayectorias monocromáticas, 
.' •• -. '.: -',. ;': ".'; -' .' ,"" ; .- , ':,' 1.' ':, "'. 

Demostración, '. De acuerdo al Teorema 1.54 el número de núcleos por. trayecto

rias monocrbiuáticas,de,unadigráfica coloreada es igual al número de núcleos cle'su 

cerwcluratransitivaY.dado que e: (S' (D)) = e: (R' (D)) por el Teoren1a 5.16, entonces· 

S' (D)y R"{D)·tienen.el jilismo ,número de núcleos por,twyectoáas;lnonocromáti

caso Ahora,siD.lld.tiene trayectorias infinitas exteriores,por.el.'reorema5c13 S' (D) 
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tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, por lo anterior R' (D) tiene núcleo por 

trayectorias monocromáticas. _ 

Por último, otra consecuencia del Teorema 5.16 es la unicidad del núcleo por 

trayectorias monocromáticas de una digráfica R' (D) cuando D no tiene ciclos di

rigidos monocromáticos además de no tener trayectorias monocromáticas infinitas 

exteriores. 

Corolario 5.18 Sea Duna digráfica m-coloreada. Supongamos que D no tiene 

trayectorias monocromáticas infinitas exteriores ni ciclos dirigidos monocromáticos. 

Consideremos una digráfica S' (D) de la digráfica D, si R' (D) es obtenida a partir 

de S' (D), entonces R' (D) tiene un único núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Demostración. ' Por el Teorema 5.13, S' (D) tiene un único núcleo por trayecto

'rias monocromáticas entonces por el Corolario 5.17 R' (D) tiene un único núcleo por 

, :trayectorias monocromáticas. _ .. ', . 

, 5.4 La Digráfica Media de una Digráfica m-Coloreada 

;: .. En [37]' se demuestra que la digráfica media de cualquier digráfica siempre tiene núcleo, 

·en esta sección definimos la digráfica media de una digráfica m-coloreada y probamos 

que tiene núcleo por trayectorias monocromáticas si la digráficaoriginallo tiene. 

En [25] se define la digráfica de líneas de una digráfica y la coloración interna de 

la elignífica ele líneas de una dip;ráfica m-coloreada, 

Definición 5,19 La .di'gráfica de líneas de una digráfica D es la digráfica L (D) tal 

que V (L (D)) = A (EJ),i; para cualesquiera h, k E V (L (D)) existe la flecha (h, k) en 

L (D) si y's6lo si loscoTrei3pondientes arcos h y k inducen una trayectoria dirigida 

en D; es decir elextremofirwl de h es e/extremo inicial dek. 

Definición. 5.20 iSea D.iá¡;a;<digráfica m'c:,éoloreada y L (D)su digrá'ficade,líneas; 

la m-coloración interna de L (D) es la coloraci6n de flechas de L (D) definida a 

cO'l}tiriuaci6n: Sik'es ,;únafiecha . de D de color e '~ntonces· cualquier flecha deL (D) 

de lafO'rma (x,h) 'enL (D) también tien.e, color c . 
. :,¡".",,. J.:;' '.:"e,' 

Defiriidóii5';,2l'rDada Duna digráficám-coloreada, defii:iimos·la,digráfica media 



Q (D) de D, como la digráfica m-coloreada tal que 

v (Q (D)) 

rQ(D),i (x) 

V(D)UA(D) y 

{ 

{X}XfD,i(X) siXEV(D), 

{v} six=(u,v)EA(D) yVEfD,i(U) 

{V}XrD,i(V) six=(U,V)EA(D). 
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Gráficamente podemos considerar que Q (D) se obtiene a partir de la di gráfica 

subdivisión S (D) de D, definida en la sección 5.1, añadiendo sobre los vértices de 

S (D) que corresponden a flechas de D la digráfica de líneas de. D con la coloración 

interna. En la figura 5.13 mostramos la digráfica media de la digráfica D de la figura 

5.1. 

Q(D) : 

(\ 
(u,v).-'-:. (v,w) 

¿\J:3. 
u 3 ( ) 3 W w,U 

Figura 5.13 

En el ejemplo anterior. vemos que D y Q (D)no tienen núcleo. por trayectorias 

monocromáticas. En el Teorema 5.26 demostramos que si D tiene núCleo por trayec

torias monocromáticas entonces Q (D) también. Para la demostración de éste teore

ma resultan útiles los siguientes lemas que se refieren a algunas relaciones entre una 

digráfica m-coloreada y su digráfica media. 

Lema 5.22 Sea D .. úna digráfica m-coloreada. Si a, b E A (D)y T eS1¿na ab-'-trayec

toriadirigidiIde colwide longitud mínima en Q (D) entonces V(T)CA(D). 

Demostración_. Procederemos por contradicción, supongamosque:T:.=ci,'{a = XI, 

X2, ... ; Xk = bh"quepara algún j E.{2, ... , k - 1} Xj ~ A(D), esdecirx}:E'V (D). 

Por definición de Q (D), Xj_1 Y Xj+! corresponden a flechas de D de color i y para 

algúnosu,v El' (D),xj':'l = (u, xJl·y Xj+! = (Xji v), nuevamerite:por·definición ..... 

de Q(D) tenemos que (Xj_¡,xj+¡)és una flecha de Q(D) decolori. Por lo tanto 

T'=.(T\xj)U(Xj_l, Xj+!) es una ab~trayectoria dirigida de colorien Q (D) de menor 

lon.gitüdque. T','lo cual es una contradicción. Por lo. tanto V(T)CA (D) .. 111 
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Lema 5.23 Sea Duna digráfica m--'-coloreada y sea Tuna ab-trayectoria dirigida 

de colori en Q(D). Supongamos que V(T) e A(D), a = (u,s) y b = (t,v) entonces 

existe en Duna sv- trayectoria dirigida de' color i. 

Demostración. Supongamos que T, = (a = al, a2, ... , ak = b), entonces para 

cada j E {2, ... , k} tenemos queaj E fQ(D),i (aj-l), así. por definición de Q (D) aj es de 

color i enD. Por otro lado, aplicando nuevamente la definición de Q (D) tenemos que 

para cada 1 E {l, 2, ... , k - l}, existe VI E V (D) tal que para cada j E {2, ... ; k - l} 

aj = (Vj_I,Vj)' Como al = a = (u, s) entonces VI = S Y como ak= b = (t,v) 

por la definición de Q (D) Vk-l = t. Por lo tanto (s = VI, V2, ... , Vk-l = t, V) es en D 

un sv-camino dirigido de color i el cual, por el Teorema 1.36, contiene en Duna 

sv-trayectoria dirigida de color i. • 

,'.:_Le~a 5.24 Sea Duna digráfica m-caloTeada y sea Tuna uv-trayectoria dirigida 

. de c@lor i en D, entonces existe en Q (D) una uv-trayectoria d'irigida de color i. 
- , , 

, .... , .-

' ''-J:pemostración. Supongamos que T = (u = VI, V2, ... , Vk = v), para cada -j E 

.' {;l,.,.:., k} como (Vj_l, Vj}E. A (D) sea aj = (Vj-l, Vj). Por definición de Q (D) tenemos 

9:~~ ~a2, ... ,ak) es una trayectoria dirigida de color i en Q (D) así como (u, a2) ,.(ak, v) E 

': A (Q (D)) Y son flechas. de color i, por lo tanto (u, a2, ... , ak, v) es una uv-trayectoria 

dirigid~ de color i en Q (D). • 

Lema 5.25 Sean u, v E V (D) y Tuna uv-trayectoria dirigida de color i en Q (D); 

entonces existe en Duna uv-trayectoria dirigida de color i. 

Demostración. Supongamos que T = (u = Xl, X2, ... , Xk = v), por definición 

de Q (D) L811UlllOo que '"2 y Xk-l corresponden a flechas de color 'i do D y exise 

ten s, t E V(D) tales que X2 = (u, s) y Xk-l = (t, v). Como (X2' T, Xk-l) es uná 

X2Xk_I-trayectoria dirigida de color i, podemos considerar T' una X2Xk_I-trayectoria 

dirigida de color i de longitud mínima en Q (D), por el. Lema 5.22 V (T') e A (D), 

por el Lema 5. 23. existe·,T{'.en, Duna sv-trayectoria dirigida de color i, entoncesell 

D tenemosique (u;.s.)UT", es uriuv-camino dirigido que por el Teorema 1-.36contielie 

una uv-trayectoria' dirigida de color i. • •. ·':.'C 

Teorema5.26 Sea Duna digráfica m-cóloreada y sea Q (D) la digráficii media 'de 

D. Entonces ,el número de· núcleos por trayectorias monocromátirasde Des menor 

o {gual al número de núcleos por trayectorias monocr-omáticas deQ (D). 

Demostración;" SeaN un' núcleo por trayectorias mdnocroi:háticas de D, pro

baremos que·Nes'lm núcleo por trayectoriai? monocrorriáticasde"Q(D)., 
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1. N es independiente por trayectorias monocromáticas en Q (D). Sean u, v E N, 

supongamos que existe en Q (D) una uv-trayectoria dirigida monocromática. 

Como N es núcleo por trayectorias monocromáticas de D entonces u, v E V(D), 

por el Lema 5.25 existe en Duna uv-trayectoria dirigida monocromática, lo 

cual es una contradicción pues u, v E N y N es independiente por trayectorias 

monocromáticas de D. Por lo tanto no existen en Q (D) uv-trayectorias dirigi

das monocromáticas. Así N es independiente por trayectorias monocromáticas 

en Q (D). 

2. N es absorbente por trayectorias monocromáticas en Q (D). Consideremos z E 

V ( Q (D)) \ N, veanlOS que existe alguna zN - trayectoria dirigida monocromáti

ca en Q (D), tenemos dos casos z E V (D) ó z E A (D). 

Caso (a) Si z E V (D), como N es núcleo por trayectorias monocromáticas de D 

tenemos que existe en Duna zv-trayectoria dirigida monocromática para 

algím v E N, por el Lema 5.24 existe en Q (D) una zv-trayectoria dirigida 

monocromática. Por lo tanto existe en Q (D) una zN-trayectoria dirigida 

monocromática. 

Caso (b) Si z E A (D), sean u, v E V (D) tales que z ~ (u, v). Supongamos que 

v E N, por definición de Q (D) tenemos que (z, v) E A (Q (D)), por lo tanto 

(z,v) es una zN-trayectoria dirigida monocromática en Q (D). Supon

gamos que v rf: N, por el caso (a) existe T en Q (D) una vw-trayectoria 

dirigida monocromática para algún w E N, sea i el color de T. Supongamos 

que T = (v = Xl, :1'2, ... , Xk = w), por definición de Q (D), X2 E A (D), 

X2 = (v,s) para algún s E ViD) Y X2 es de color i. Como z = (u,v), 

entonces por definición deQ (D), (z, X2) E A (Q (D)) Y es una fiechade 

color i. Por lo tanto (z, X2) U (x2,T, w) es un camino dirigido en Q (D) que 

por el Teorema 1.36 contiene una zw-trayectoria dirigida que es de col()r i,· 

• Por lo tanto existe: en Q(D) tina.iN -,--trayectoria dirigida monocromática. 

AsíN es absorbente por trayectorias monocromáticas en Q (D). 

Concluímos que N es lm núcleo por trayectorias monocromáticas de Q (D). Por 

lo tanto todo 'núcleo portrayedoriasmonocromáticas de D es mícleo por trayectorias 

monocromáticas de Q(D), así el níllnero de núcleos por trayectorias monocromáticas 

de Des'menoro igual·.que el-número.,de,núcleos por trayectorias.monocromMicasde .. 

Q (D),II "', ' 

:"':"'. - . 
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En la siguiente nota mostramos que la desigualdad mencionada en el teorema 

anterior puede ser estricta, es decir el número de núcleos de una digráfica m-coloreada 

puede ser menor ,estrictamente que el número de núcleos de su digráfica media. Sin 

embargo una condición suficiente para que se dé la igualdad es que D no tenga ciclos 

dirigidos monocromáticos, esto es el Teorema 5.31. 

Nota 5.27 Consideremos a D un ciclo dirigido monocromático de longitud n, en esta 

digráfica cada vértice forma un núcleo por trayectorias monocromáticas, por lo tanto 

tiene n núcleos por trayectorias monocromáticas. Su digráfica media Q (D) consta 

de 2n vétices y como contiene un ciclo dirigido monocromático de longitud 2n, cada 

uno de sus vértices también forma un núcleo por trayecto'rías monocromáticas, figura 

5.14. Por lo tanto el número de núcleos por trayectorias monocromáticas de D es 

estrictamente menor que el número de núcleos por trayectorias monocromáticas de 

Q(D) . 
. , 

D Q(D) 

• 

~~. ,i; 1 ~ 
;~ . 
'I~ . '" 1 11 

~. 1 ~k· 
~..-< 

, ",. 

~/ • 

Figllra 5.1<1 

.Los siguientes lemas resultan útiles para la demostración del Teorema 5.31. 

LE'lma 5.28 Sea Duna digráfica m-coloreada y sea Q(D) la dig.,.áfica media de D . 

. Si C- 'es un ciclo dirigido de colo.,. i de 10ngitudmíi1ima. en Q (D) entonces V (e) e 
A(D) . 

..... , <. Demostracióm Procederemos por. contradicción: Supongamos que e = (xo, Xl, 

... ,Xk-I,XO) Y que V(e) % A(D). Si k = 2, supongamos sin perder generalidad que 

'.;::, : . ',' 

,;lxo$·A{D), es &,eirxQE V (D), por definición de Q(D}, Xl corresponde a una flecha ..... . .,. 

de D de colori .. Como (xo,x¡) E A(Q(D)) y (XI,XO) E A(Q(D)) entonces para. 

algunos'u,v E VeD), Xl =-(Xo',U}YXl = (v;x6), elltonceSX¡ = (XQ,xó) locuallloes"'~'" 

posible, por lo tan.to V (e) e A (D). Supongamos que k 2: 3 Y seajE {O, ... , k- 1}; . 
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tal que Xj ~ A (D), es decir Xj E VeD), por definición deQ (D) tenemos que X/-I 

y Xj+! corresponden a flechas de D de color i (la suma en los índices es tomada 

módulo k) y para algunos u, v E VeD), Xj-l == (u, Xj) y Xj+! == (Xj, v). Nuevamente 

aplicando la definición de Q (D) tenemos que (Xj_l, Xj+!) es una flecha de Q (D) de. 

color i. Por lo tanto e' == (e\Xj) u (Xj_l, Xj+!) es un ciclo dirigido de color i en Q (D) 

de menor longitud que e, lo cual es una contradicción. Por lo tanto V (e) e A (D) . 

• 
Lema 5.29 Sea Duna digráfica m-colo'reada y sea Q (D) la digráfica media de D. 

Si D no tiene ciclos dirigidos monocromáticos entonces Q (D) tampoco tiene ciclos 

dirigidos monocromáticos. 

Demostración. Procederemos por contradicción. Supongamos que Q (D) tiene 

¡';algún ciclo dirigido monocromático, sea, de e uno de longitud mínima y sea i el color 

de e. Por el Lema 5.28 V(e) e A(D), supongamos que e == (ao,al, ... ,ak-l,aO). 

Por definición de Q(D), para cada 1 E {O, ... ,k}, existe Vi tal que para cada j E 

{O, ... , k ~ 1} aj== (Vj,Vj+!) yVk == va. Como aj+!E rQ(D),i (aj) entoricesaj+l es de 

color i en D (la suma en los índices es tomada módulo k) para toda jE {O, ... , k - l}.' 

Entonces (Vo,Vi, ... , Vk = va) es en D un camino dirigido cerrado de color i el cual por 

el Teorema 1.37. contiene un ciclo dirigido de color i, pero esto es una contradicción 

pues D no tieneciclbs dirigidos monocromáticos. Por lo tanto Q (D) no tiene ciclos 

dirigidos monocromáticos. 11 

Lema 5.30 Sea Duna digTáfica m-coloreada y sea Q (D) la digráfica media de D. 

Supongamos que D no tiene ciclos diTigidos monocromáticos, si N es un núcleo por 

trayectorias monocromáticas de Q (D) entonces N e V (D). 

Demostración', Procederemos por contradicción. 

a E N n A. (D),. sean u,v E ViD) tales que a == (u,v). 

Supongámos que existe 

Por defilüción de Q (D) 
. . . 

tenemos que (a, 'v} E A(Q (D)), entonces v ~ N. Como N es núcleoportrarectorias 

monocromáticas: de 'Q{D) existe T. unavz-trayectoria dirigida. monocrOmática en 

Q (D\ para. algún z E,N. Supongamos que T == (v == X¡,X2, ... , XIi,==,Z) y ,que T es de 

. colori. Como,vE,V(D) por definiCión de Q (D) tenemos que x:<'E.!A(D,);X2,~ (v, w) .J 

para algún w E V (D) Y es de color i, entonces aplicando nuevamente la definición 

de'Q(D) teirenios que (a,x2J E A(Q(D)) Y es una flecha de cólori,figura 5,15, Si 

.z f a entonces (a, X2) U (X2, T, z ) .. es .un camino dirigido.en Q (D). de color i que por . 

'el Te6rema 1.36 contiene una az,.,-trayectoria dirigida que es decolor.i, pero. esto ·no· ' . 

es posible pues a, z E N, Y N es independiente por tráyectorias monocromáticas. Si 
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z = a, entonces (a = z, X2) U (X2, T, z) es un camino dirigido cerrado en Q (D) de 

color i que por el Teorema 1.37 contiene un ciclo dirigido que es de color i, pero por el 

Lema 5.29 Q (D) no tiene ciclos dirigidos monocromáticos. Por lo tanto N e V (D) . 

• 
En Q(D): 

Figura 5.15 

Teorema 5.31 Sea Duna digráfica m-coloreada y sea Q (D) la digráfica media de 

D. Supongamos que D notíene ciclos dirigidos monocromáticos, entonces el número 

de núcleos por trayectorias monocromáticas de D es igual al número de núcleos por 

trayectorias monocromáticas de Q (D). 

Demostración, En virtud del Teorema 5.31 basta demostrar que todo núcleo por 

trayectorias inonocromáticas de Q (D)es un núcleo por trayectorias monocromáticas 

de D. Sea N un núcleo por trayectorias monocromáticas de Q (D), por el Lema 5.30 

NCV(D). 

1. N es independiente por trayectorias monocromáticas en D. Procederemos por 

contradicción. Supongamos que existe una uv- trayectoria dirigida monocromáti

ca en D .con u,v E.N , por Lema 5.24 existe en Q (D) una uv-trayectoria 

dirigida monocromática, pero esto no es posible pues N es independieúte por 

trayectorias monocromáticas en Q (D) . Por lo tanto N es indepeúdiente por 

trayectorias monocromáticas en D . 

. 2. N.:€s absorbente.,pd¡:trayectorias monocromáticaseriD. Sea u'E>V(D) \N, 

veamos qlie.'exiBtealg'una uN-trayeCtoria monocromática ~n D .:Gomo N.es.'ab

sorbente por trayectorias monocromáticas en Q (D) entonces existe en Q (D) una 

:uv"'trayectoria dirigida I1lonocromáticapara algún' v EN, coníou,v EV (D) 

···.,'aplicando:elLema 5.25 existe en:Duna uv-trayectoria:dirigidamonocromatica, 

,c'])ol'lo tanto existe enD una uN '"-trayectoria dirigid!!,' inonocrómática. Así N 

,esabsoi'bentepor trayectorias monocromáticas enD., 
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Concluimos que N es. un núc!eopor trayectorias monocromáticas de D.' Por lo 

tarito todo núcleo por trayectorias monocromáticas de Q (D) es núcleo por trayectorias 

monocromáticas de D, esto y el Teorema 5.26 implican que el número de núcleos por 

trayectorias monocromáticas de D es igual que el número de núcleos por trayectorias 

monocromáticas de Q (D) .• 

5.5 La Digráfica Total de una Digráfica m-Coloreada 

En [37] se define a partir de una digráfica D la digráfica total de D, denotada por 

T (D), Y se dan algunos resultados sobre la existencia de núcleos para esta nueva di

gráfica. En esta sección definimos la digráfica total para una digráfica D m-coloreada 

y probamos que el número de núcleos por, trayectorias monocromáticas de esta di

gTáfica es igual al número de núcleos por trayectorias monocromáticas de D si D no 

contiene ciclos dirigidos monocromáticos. 

Definición 5.32 Sea Duna digrájica m-coloreada. Definimos la dígráfica total 

de D como la digráfica T (D) m-coloreada tal que 

T(D)=Q(D)UD. 

En la figura 5.16 mostramos la digráfica T (D) correspondiente a la digráfica D 

de la figura 5.1. 

Figura 5,16 

lVlostraremos que la cerradura transitiva de la digráfica T (D) y la cerradura ".". <,' 

transitiva ele Q (D) son.igualespara asi tener una relación entre el nlll:nero.,d/3,.nú

cleos'por trayectorias',monocromáticas. <;le Dy el número de. núcleos. por\rayectorias' 

moüocromáticas de T (D) usando Jos teoremas .. 5.26 y 5,3L ',.' 



l 
~ . .. . 

... .--, 

158 

Teorema 5.33 Sea Duna digráfica m-coloreada,entonces e!: (T (D» = e!: (Q (D». 

Demostración. Como T(D) = Q (D) U D entonces .e!:(Q (D)) es una subdi-

gráfica de rt(T (D». Ahora veamos que e!: (T (D» es una subdigráfica de e!: (Q (D». 

Mostraremos primero que T (D) es una subdigráfica de e: (Q (D». De la definición 

de T (D) Y como V (D) e V (Q (D» basta mostrar que A (D) e A (e!: (Q (D»). Sea 

a E A (D), supongamos que a == (u, v) es de color i, por definición de Q (D), (u, a, v) es 

una uv-trayectoria dirigida de color i en Q (D), entonces a = (u, v) E A (e!: (Q (D») 

y es de color i. Así A(D) e A(e!:(Q(D)) y por lo tanto T(D) es una subdigráfica 

de e!: (Q (D». Esto y el Teorema 1.53 implican que e: (T (D» es una subdigráfica de 

e!:(Q(D». Por 10 tanto e!:(T(D» = e!:(Q(D». 11 

Corolario 5.34 Sea Duna digráfica m- coloreada. El número de núcleos,por trayec

torias monocromáticas de D es menor o igual al número de núcleos por trayectorias 

monocromáticas de T (D). Y si D no tiene ciclos dirigidos monocromáticos entonces 

T (D) y D tienen el mismo número de núcleos por trayectorias monocromáticas. 

Demostración. .Por el Teorema 1.54 el número de núcleos·por trayectorias 

monocromáticaS de Q (D) es igual al nümero de nücleos de e!: (Q (D) J, entonces por 

,el Teorema 5.33 este nümero corresponde al número de núcleos de e!: (T (D)) y por lo 

. ,tanto; aplicando -nuevamente el Teorema 1.54, corresponde al número de núcleos por 
" " 

.. '; ; trayectorias monocromáticas de T (D), por lo tanto Q (D) y T (D) tienen el mismo 

.... número de núcleos por trayectorias monocromáticas. ASÍ, aplicando el Teor,ema 5.26 

. . tenemos que el .nÚlllero de núcleos por trayectorias monocromáticas de D es menor 

. ü igual al número 'ele núcleos por trayectorias mrmocromilt;.icas de T (D), Por otro 

lado, si D no tierie dclos dirigidos monocromáticos entonces aplicando el Teroema 

5.31 ,T (D) Y D'.tienenel mismo número de núcleos por trayectorias,monocromáticas. 

11 

·5.6" : Extensiones de Digráficas m-Coloreadas·,;"j.i,,::· . . 

En:[21] H, ~G¡¡lea'na¡,Sá:richez y V.',Neumann Lara pruebai1 qUe·cJialmiieidigráfica 

núcleo perfecta es una subdigráfica inducida de una digráfica núcleo imperfecta crítica, 

". 'fu)í:s'atiÜ dé' üfii ñúnler<:>'lnfinito de ellas, Tomando como referenCiaehtrabajoanterior, 

. -en<la¡':seccióüv5.6definimos una extensión de digráficas :r'n,:-ccol0l'éadas que preserva 

nuclliós'j56f>itrayectoriasmonocromáticas. Otro trabajo'de"extensioiles de digráficas 

. " 'llucleo'pei-fedas a digráficas núcleo imperfectas críticas es [ih4].de,WGaleana Sánchez.· 



159 

5.6.1 Sistemas y Extensiones 

Definición 5.35 Sea Do una digráfica m-coloreada. Una cuadrupla So = (<!: (Do), U, 

U+, U_) es llamada un so·sistema (sobre Do) si satisface: 
. .. 

(i) U, U+ y U_ son conjuntos de vértices con la misma cardinalidad y U ~ V (Do), 

(ii) V (Do), U+ y U_ son conjuntos mutuamente ajenos, 

(iii) <!: (Do) es la cerradura transitiva de Do, 

(iv) Si u E U, no existen ciclos monocromáticos en Do que contengan a u. 

Con respecto al último inciso de esta definición es equivalente pedir esta condi

ción en Do que en <!: (Do) ,como se muestra en los siguientes lemas. Por esto último 

utilizaremos la propiedad en Do ó en <!: (Do) según nos convenga. 

Lema 5.36 Sea Duna digráfica y sea C un camino dirig'ido cerrado dirigido en D. 

Entonces para cada u E V(C) existe un ciclo dirigido contenido en C que pasa por 

u. 

Demostración. . Sea u E V (C), procederemos por inducciÓn sobrE;, I (C), la 

longitud de C,Si 1(0) =2.entonces C es el ciclo dirigido que andamos buscando. 
. .'" . '." . 

Supongamos que el resultado se cumple si I (C) :s: n. Supongamos ahora que 1 (C) = 

n + 1. Podemos considerara C como C = (u = Zo, Z¡ ... , Zn+l = u), sizj # Zk para 

cualesquiera j,k E {l, 2, ... , n + l}, tales que j # k, entonces C es el c,iclo dirigido 

buscado. Supongamos que existen .1, k E {l, 2, ... , n + 1}, tales qUe .1 #k, y 1'j =Zk. 

Sea jo = min {j (1 :s: j s:: n'yzj = Zk para algún k > j}, sea k> jo tal que Zjo = Zk, 

entonces C1 = (u = zo,~ .. ,;Zj-¡, Zjo = Zk, Zk+¡, ... , in = U) es un camino cer;ado dirigido 

contenidoen Cydelongit~d menor que la longitud deC, por hipótesisd~';ri:ducción 
C'contieneull ciclo dirigido que pasa por u y este mismo ciclo está contenido en C . 

• ':: . 
. :-: .• : 

Lema 5,'37 Supdngamosq1ú D es una digráfica in-coloreada y l':(D)su cerrad'ura 

tmnsitivdiSeaú:fi:V(Ei».'eiitonces existe 'en D un ciclo dirig1db de db16Vi;}que'pasa 

por u si y sólo si e:L~ste en <!: (D) 'un ciclo dirigido de color i que pasa· por u. 

" Demostración; Supongamos que existe en D un ciclo dil·igido .. de , color i, que 

pa$a"'por'1t,":elltollcespor la definición .. de, <!: ([)) este,mismo,cidp'dirigi¡,lo existe en 

<!:(D)., Ahora.:sup()ngamos que existeen<!: (D)un, ciclo.dirjgi,dp.O:c!e .color. ique 
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pasa por u. Si e = (u = Zo, z¡, ... , Zn = uj, entonces por definición· de la cerradura 

transitiva, para cada j= 1,2, ... , n existe en Duna Zj_¡zi":-trayectoria dirigida de 

color i, la linión de todas estas trayectorias es un camino cerrado dirigido de color i 

en D que pasa por u, por el lema 5.36 este camino contiene un ciclo dirigido de color 

i que pasa por u. • 

Si So = (<1: (Do), U, U+, U_) es un so-sistema denotamos por u+ (resp. u_) el 

vértice en U + (resp. U _) que corresponde a u E U para cualquier biyección fija de U 

a U+ (resp. de U a U_J. 

Definición 5.38 Si So = (<1: (Do) , U, U+, U_) es un so-sistema, donde Do es una 

digráfica m-coloreada, definimos la multidigráfica m-coloreada So (So) como sigue: 

V (so (So)) = (V (Do) \U) U U+ U U_, y de Z a W hayflech~ de color i si y sólo 

(i) z, W E V (Do) \U y existe una flecha de Z a w en <1: (Do) de color i, ó 

(ii) Z E V (Dol \U, w= v_ para algún v E U Y existe una flecha de z av en <!:(Do) 

de color i, ó 

(iii) z = u+ para.algún.uE U, w E V(Do) \U y existe una flecha de u.aw~n <1: (Dol 
d,e. color i, ó 

¡: (iv) Z = u+ y w = v_ para alg'unos u, v E U Y existe una flecha de u a v en <1: (Do) 

de color i . 

.. . :Definición 5.39 Un s-sistema es una cuadrupla S = (So, ~,Ü+, íL) donde: 

(i) So = (<1: (Dol, U;U+, U-l es un so-sistema y U+ y U_ son multidigráficas m

coloreadas talesq'ue V (U_) = U_, V (U+) = U+, 

(ii) ~. '-- {~uluÉ.u}es un conjunto de trayectorias dirigidas, mutuamente aje

nas, donde cada f3u "es una 1L u+ - trayectoria dirigida colol'eadade longitud par 

positiva .talque V (~u) n V (so (So)) =o {u_, u+}, 

(iii/para cad~u'EUCi¿'alesquiera dos flechas consecutivas de ~u· tieriéf¿dijerente 

colol' y la flecha de la trayectoria ~u que incide desde 1L (resp. hacía u+) tiene 

color diferente de las que inciden hacia u (resp. desde u) en Do. 

Notehlo!'i'qúe 'posiblemente sean. 'necesarios m+" lcoIo\"és' paf'a las'trayectorias en 

:6 para :qúésé:satisfagit la condición del inciso (íii)' de h'definidó'n' de s-sistema. 



161 

Definición 5.40 Sea Do una digráfica m- coloreada . . Si S = (SO,~, u+,iL) es un 

s-sistema definimos la multidigráfica coloreada s (S) como: 

s(S) = So (So) U UUEU~u UU+ UU_. 

A la multidigráfica s (S) le llamaremos una extensión de Do. 

Notemos que sí U = rP entonces So (So) ~ s(S) .~ ([(Do). y con respecto al 

inciso (iii) de la definici~n de s-sistema, en s (S) tenemos que para cada u E U la 

flecha de la trayectoria (3u que incide desde 1L (resp. hacia u+) tiene color diferente 

de las que inciden hacia u_ (resp. desde u+). 

5.6.2 Extensiones y Núcleos por Trayectorias Monocromáticas 

En esta:parte demostramos que bajo ciertas condiciones, una extensión de. una digrá

fica m-coloreada tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Definición 5.41 Diremos que lamultidigráfica s (S) satisface la condición (A) si: 

de u+ a v+ existe flecha de color i .en U+ o de u_ a v_ existe flecha de color i en U'-: 

implica que desde u hacia v existe flecha de color i en ([(Do). 

Definición 5042 Definimos una función g quenas regresa los vértices de. la extensión 

a los vértices de Do, es decir: 

9 

g(z) 

Nota 5.43 Notemos .que si s (S) satisface la condición (A) yf es m¡a zw-flechaen 

s (S) de colad, con z, w~( UUEU V (~u) \ (U+U U-J) (es decin,w E V(so(So)))i 

entonces existe en ¡[ (Do) ¡ina flecha desde 9 (z) hacia 9 (w) de color i ,Y porlodwflto. 

en Do una 9 (z) 9 (w) - trayectoria dirigida de coloT i. 

Algunas propiedades de la.multidigráfica s (S) con respecto a trayectorias d~igi
das monocromáticas se enuncian en la siguiente proposición. 

Proposición 5044 Sea '$ =:' (So, ~,Ü+, U_ )un.s-sistema don,de'$o~(~(I?o},U, U +, 

U_l. Supongamos.·ques-(S) satisface la cond'ición (A) .entonces:: .. o'. 
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1. Cualquier U _U+ - tmyectoria dirigida en s (S) contiene una tmyectoria Pu pam, 

algún u E U. ' 

2. Si T es una zw-tmyectoria dirigida monocromática en s (S) de longitud al 

menos dos, entonces V (T) n (UUEUV (Pu) \ (U+ U U_)) = cjJ. 

3. Pam cualquier u E U no existen tmyectorias dirigidas monocromáticas en s (S) 
entre u+ y u_ . 

4. Si T es una zw-tmyectoria dirigida de color i en s (S) de longitud al menos 

dos, entonces z,w E V (so (So)) y existe unag(z)g(w)-tmyectoria dirigida 

de color i en Do. 

5. Si T es una u_z-trayectoria dirigida monocromática en s(S) ypu = (u_ = ZO, 

Z1, ... , Zn = u+), entonces z = Z1 6 V (T) e U_o 

6. Si T es una zw~tmyectoria dirigida de colo'fi en s (S) tal que z E V (so (So) ) \ 
U_ entonces V (T)n (UUEuV (Pu) \ (U+ U U_)) = rP y existe una g (z) g (w)-tra

yectorid. dirigida de color i en Do. 

Demostración. : 

l. Sea T unavv'-trayectoria dirigida en s(S)con v E U_ y v' E U+, supon

gamos que T ,= (v = ZO, Z1, ... , Zn = v'), sea jo = min {j / Zj+l rf: U_} y sea j1 = 
min{j > jo / hE U+}, así, Zjo E U_, Zjo+l rf: U_, y Zj¡ E U+. Consideremos 

ahora To -'- (Zj" T, Zj¡}. Sea u E U tal que Zjo = u_, por construcción de la 

lllullicligráfica s (5) las únic,",é> adyaccllciüs desde eL son hacia vértices en U_ y 

hacia el vértice correspondiente en la trayectoria Pu, como Zjo+l rf: U_ entonces 

Zjo+1 E V (p'u) y como Zj¡ E U+, Pu está conte~ida en!o. Por la elección del 

vérticezji; éste debe ser u+ y por lo tanto To = /3u' Así /3u está contenida en T. 

:' 2. Supongamos',queT es unazwctrayectoria dirigida de color:ien,.s(5} de longitud 

alnl,m.osdos,~eax E (UUEuV (Pu) \ (U+ U U_)) , es decir x EV (1J;..} \ {u+,u_} 

para ,algún,u<.E U. Como las únicas flechas que incid~n en, x pertenecen a 

la trayectoria /3u y éstas son de diferente color, entonces x no puede ser un 

, vérticeintenio de T. Sí x fuera el vértice z, el siguiente vértice a x en la 

trayectoria T sería, u+, ,el inciso (iii) de la, definición de s-sistema implica 

'que el'color de la flecha (x; u+) es diferente al de las demás flechas que iricie:· 

delldesde 11+, pero esto ,contradice que latrayectoria'T sea monocromática. 
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Si x fuera el vértice 11.1, el anterior vértice a x. en la trayectoria T sería u_, 

el inciso (iii) de la definición de s-sistema implica que el color de la flecha 

(u_, x) es diferente al de las flechas que inciden hacia u_, y esto contradice 

qu~-la trayectoria T sea monocromática. Por lo tanto x no pertenece a la'.>. 

trayectoria T, y esto es para cualquier x E (UUEUV (?3u) \ (U+ U U_)), es decir., 

V(T) n (UUEUV (?3u) \ (U+ U U-l) = 1;. 

3. Procederemos por contradicción. Supongamos que existen en s (S) trayecto-:~ .. 
rias de este ti po y sea To una de estas trayectorias de longitud mínima, es decir'-" 

1 (Tol = min{l (T)! T es una trayectoria dirigida monocromática en s (S) enti.~: 
u+ y u_ para algún u E U}, donde 1 (T) denota la longitud de la trayectoria T, 

Sea u E U, tal que u+ y u_ son los extremos de To· Como To es una trayectoria 

dirigida monocromática, digamos de color i, por la construcción de la multidi-

gráfica s (S), esta trayectoria debe ser de longitud al menos dos, entonces por el ..... -Z-... 

inciso anterior V (To) n (UUEU V (?3u) \ (U + U U -)) = 1;, esto implica que la fun- . É3 
ción g está definida para todos los vértices de To. Además To no contiene a ninguc ~ § 
na trayectoria !3u, así, por (1) Yo no es lilla u_ u+ -trayectoria, porlo tanto es O ~ 

g3A 
lilla trayectoria dirigida de u+ a u_. Por las características de ro, para cualquier en 

u E U\ {u}; {U+,lL} %Y (To), así la función 9 restringida a V(To) \ {iL}es ~ ~ 
una función inyectiva, Si To'= (u+ = ZO, ZI, ... , Zn = u_)por la forma de cciiIs- p;E 
truir la multidigráfica So (So), para cada j = 1, ... n existe en ([ (Do) una flecha L-,-__ .... 

de color i de 9 (Zi_l) a 9 (Zi), así e = (u = 9 (zo) , 9 (ZI) , .. " 9 (Zn) = u) es un 

ciclo dirigido monocromático en ([(Do) que contiene a u, pero esto no es posible 

ya que ?Jo ~. (I!: (Do), U, U+, U-l es un so-sislcl1l8.. Por lo t.anto pena cualquier 

u E U no existen trayectorias monocromáticas entre u+ y u_o 

4, Supongamos que T es uila zw-trayectoria dirigida de color i en s (5:) de longitud,· 

al illenos dos, por (2) V(T) n (UUEUV (?3u) \ (U+ U U_)) =1;; así V (T) t: .. 

V (so (So) )~entonces;lafwlciRng está definida para todos los vérticesdeT.',' 

Si T = (z == Zo, ZI"",.Z,, .. =.11.;) por la foi'lna de construirla multidigrafica' 
So (So} paracadaj:"'.l""nexiste en ([(Do) una flecha d$colol'i deg{zi+1J.,; .... 

a 9 (Zi)' así T = (g (zo), 9 (z¡), .. " 9 (zn)) es un 9 (z) 9 (11.1) -camino dirigido de 

color i en ([(Do). De aquí tenemos que para cada j = 1, ,c,n existe en Douila 

9 (Z;-I) g(z;)~trayectoria dirigida de colori,.la unión ele estas: ~rayectoriases 

. un 9 (z)g (w) -camino dirigido de color iy éste por, el Teorema 1:36 contiene 

una g(z) 9 (11.1) ..,.trayectoria dirigida y es ele colori. 
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5. Supongamos que T es una u_z-trayectoria dirigida monocromática en s (S) y , 

que ~u = (u_ = Zo, Z¡, ... , Zn= u+). Por definici~nde s (S), l~ únic~ adyacen- ' 

cias desde u_ son hacia Z¡ o hacia vértices en U_o Como en/3u ningún par de 

flechas consecutivas tiene el rrllsmo color entonces la única trayectoria dirigida 

monocromática desde lL pasando por Zl es (u_ = Zo, Z¡). Supongamos que T no 

es la trayectoria anterior y que V (T) 't U _. Sea T = (u_ = Wo, W¡, ... , Wm = z), 

entonces w¡ E U_o Sea jo = min{j / Wj+l rf; U_}, así jo 2: 1, Wk E U_ para 

toda O ::; k ::; jo Y Wjo+l 1/:- U _. Sea v E U tal que Wjo = v_ ,entonces Wjo+l 

es el vértice que le sigue a v_ en la trayectoria ~v, pero el inciso (iii) de la 

definición ,de s-sistema implica que el color de la flecha (Wjo = v_, Wjo+l) es 

diferente al de la flecha (Wjo-¡, Wjo = v_) lo que contradice que la trayectoria T 

sea monocromática. Por lo tanto Z "" z¡ Ó V (T) e U _. 

6. Supongamos que T es una zw-trayectoria dirigida de color i en s (S) tal que 

z E V (so (So) ) \U _. Si la longitud de T es al menos dos, entonces el resultado 

se sigue delos incisos (2) y (4) de esta proposición. Si la longitud de la trayectoria 

es uno, es decir Tes la flechadez a W, como z E V (so (So») \U,-ehtonces W 1/:-

V (~u)\ {u_} para cualquier u E U, entonces W 1/:- (UUEU V(~u) \ (U + U U -) ). 

Como, z E V (so (So» entonces V (T) n (UUEUV (~u) \ ([1+ U U~) = rf;. Lo 

anterior implica que la función g está definida para z y w, entonces por definición 

de So (So) existe una flecha de color i de g (z) a g (w) en <t (Do) ,por lo tanto 

existe una g (z) g (w) -trayectoria dirigida de color i en Do. 

Nota 5.45 La condición (iv) de la definición de so-sistema solo es utilizada en la 

pmeba del iriciso(3) de esta proposición y los demás incisos no ,dependen de éste. 

Teorema 5.46 Sea S = (So,~, u+,íL) un s-sistema donde So =(<t (Do), U, U+, U_l. 

S1tPOngamo8:q~e i{s) satisface la condición (A). Ent01icess (S}t,iene núcleo por 

trayectorias monocr:omáticas si V sólo si Do tiene núcleo. por trayectorias monocromáti, 

caso 

,Demostración. Supongamos que U # rjJ. Supbngaulos queDo tiellé núcleo por 

trayectorias monocromáticas No: Para cada u EU,sea: ' 

'" N={ " núcleo por trayectorias monocromáticas~de~u-si u E No 

u , núcleo por trayectorias monocromáticas de¡3¡;~{ u+} si u tf:' No 
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. Observemos que como cada f3u es lmau_1I+-trayectoria monocromática de lon

gitud par positiva tal que cualesquiera dos flechas consecutivas tienen diferente color 

entonces: 

1. El núcleo por trayectorias monocromáticas de f3u contiene a {11_, u+}, y . 

2. El núcleo por trayectorias monocromáticas de f;u - {11+} no contiene a u_o 

Probaremos que N = (No - U)UUUEUNU es un núcleo por trayectorias monocromá

ticas de s (S). 
3. Para 11 E U, l' E No siy solo si {11_, 11+} eN. Supongamos primero que 

11 E No, Por la definición de Nu tenemos que Nues núcleo por trayectorias 

monocromáticas de f;u, por 1 {11_, 11+} e Nu, por la definición de N tenemos que 

Nu eN, por lo tanto { 11_, u+} e N. Inversamente, supongamos que { 11_ , u+} e 
N, por la definición de N y como las trayectorias en lJ son mutuamente ajenas 

.tenemos que {u_,u+} e Nu , entonces por 1, 2 Ni< es núcleo por trayectorias 

monocromáticas de f3u, por la definicón de Nu concluímos que 11 E No. 

4. N es independiente por trayectorias monocromáticas en s (S). Sean z,w E N y 

supongamos que existe alguna zw-trayectoria dirigida monocromática T entre 

z y w en :5(S). 
Caso 4( a) T es una trayectoria dirigida de longitud al menos 2 ó es de longitud 1 y 

z, w E V (so (So) ). Aplicando (4) de la Proposición 5.44 en el primer caso 

y la Nota 5.43 para el segundo tenemos que z, w E V (so (So)) y existe 

en Do una q (z) q (w) -trayectoria dirigida monocromática. Como z, w E· 

Nn V (so (So)), entonces z, w E (No - U) U ((UuEUNu) n (U+ U U_)). 
Analizaremos los siguientes tres subcasos. 

Subcaso Ll(a.1) Supongamos que z, w E (No - U). Entonces 9 (z)= z, 9 (w) = w y 

entonces existe en Do una zw-trayectOTia dirigida monocromática lo:. 

que contracliceque No sea núcleo por trayectorias m¡:Jllocromáticas de .. 

Do· 

Subcaso 4(a.2)SupohgamosqlrezE (Nü-'--U) y w E ((LJuwNu ) n (U~ U U~)) (análoká~ 
mente si z E U+ U U_ y W.E (No - U)). Entonces w = 11+ Ó 'W = 11_ 

para algúnl!' E U.y.w E Nu . Por 1 y 2 {1L, 11+} e N,,, por lo tanto.· . 

{lL,1I+} eN; y así 11 E No. Entoncesg(z) = z, g(.w)=c.1,y.existe.en 

. Do una Z11~trayectoria dirigida monocromática. lo quecontradice'que 

. No sea núcleo por trayectorias monocromáticas de Do. 
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Subcaso 4(a.3) Supongamos que z, W E ((UuérNu) n (U+ U U_)). Por argumentos' 

análogos a los anteriores g (z) = u, g (w) = v para algunas u, v E NonU. 

Si u = v 'entonces {z,w} = {u_, u+} Y entonces existe en s (S) una 

trayectoria monocromática entre u_ y u+, lo cual no es posible por 

(3) de la Proposición 5.44. Así u # v y entonces en Do existe una 

uv-trayectoria dirigida monocromática con u, v E No lo que contradice 

que No sea núcleo por trayectorias monocromáticas de Do. 

Caso 4(b) Supongamos que T es de longitud 1 y {z, w} í V (so (So) ). Entonces 

z,w E UuEUNu y {z,w} í U+ U U_o Como cada Nu es un núcleo por 

trayectorias monocromáticas, entonCes z E N u Y w E N" con u;v E U Y 

u # v. Esto implica que z E V CiJu) y w E V (~" ). Suponga~os que z # 
u_ y z f u:¡., entonces la única flecha que incide desde z está en /3u, entonces 

w E V (~u) lo cual es una contradicción pues V Ci3u) n V (~v) = cjJ. 

Supongamos ahora que w f v_ y w # v+, entonces la única flecha que 

incide .. hacia w está en ~v, entonces z E V (~v) lo cual es una contradicción 

. pues V (~u)n V ($v) = cjJ. 

Por lo tanto' entre los elementos de N no existen trayectorias monocromáticas. 

5. N es independiente por trayectorias monocromáticas. Sea x E 17(s (S)) \N 
probaremos que existe una xz-trayectoria dirigida monocromática para algún 

z E N. Consideraremos los siguientes cuatro casos: 

n(a) Si~:r= V(Rn (So)) \(U.¡.UU l. entollces g(~;) = x, así 1: E V(Do)\U. 
Como además x ~ N entonces x ~ No· Como No es núcleo por trayectorias 

monocromáticas de Do entonces existe en Do una xy-trayectoria dirigida 

monocrómática para algún y E No, esto implica que'en <t (Do) eXiste una 

flecha desde x . hacia y. Si y ~ U entonces en s (S) existe 'esta flecha desde 

xhaciá·y;:ypor la· definición de N, y E N, por lo tanto eXiste:en:s(S) la 

xz'~tráyectoria dirigida requerida donde z = y. :Si y E U e~toncesen.s (S) 
exÍste'lma .flecha desde :i;: hacia y, y como y E No entoncesy-'.E· N por lo 

tanto existe en s (S) la .xz-trayectoria dirigida requerida donde Z.= y_o 

5(b) Si x· E V ($") \ {1L. 11+} para algún u E U, como x. ~ N enton~es x ~ 
. N~~Como Nu es el núcleo por trayectorias monocromáticas de ,6" ó de 

'. '$~..c { 11+ }, entonces existéúna xz - trayectoria dirigida 11lonocrómática para 
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algún z E Nu . Por definición de N, Z E,N y por lo tanto existe la trayectoria 

requerida. 

5(c) Si x E U+, es decir x.= u+ para algún u E U, como x rj: N entonces u rj: No. 

Como No es núcleo por trayectorias monocromáticas de Do entonces existe 

en Do una uy-,-trayectoria dirigida monocromática para algún y E No, esto 

implica que en ~ (Do) existe una flecha desde u hacia y. Si y rj: U entonces 

en s (S) existe una flecha desde u+ hacia y, y por la definición de N, 

Y E N, por lo tanto existe en s (S) la xz-trayectoria· dirigida requerida 

donde Z = y. Si y E U entonces en s (S) existe una flecha desde u+ 

hacia y_, y cómo y E No entonces y_ E N por lo tanto existe en s (S) la 

xz-trayectoria dirigida requerida donde z = y_o 

5(d) ªi x E U_, es decir X.= u_ para algún u E U, como x rj: N, por la definción 

de N, x rj: N u , es decir.1,L rj: Hu· ~ntonces N u no puede se.::. el núcleo 

por trayectorias monocromáticas de f3u y por lo tanto lo es de f3u . - {u+}. 

Como u..:. E. V (f;u)\ {u+} entonces existe una u_z-trayectoria dirigida ¡-__ .... 

monocromática para algún Z E Nu . Por definición de N, z E N Y por lo' Z 

tanto existe ens(s) la xz;-:-trayectoria dirigida requerida .. ' .'. ~J~ 
L)O 

Por lo tanto N. es núcleo por trayectorias monocromáticas de s (S). . ~ .. ~ 
Inversamente, supongamos .que N es núcleo por trayectorias monocromáticas de . ~. ~ 

s (S). Primero probaremos: ~ 

G. 71+ E NsiysolosilL EN. SUjiongamosquc1!+ e 1\lysca(3.u = ('eL =.0 ::0,21,"'" 

Zn = u+), como f3u es una trayectoria dirigida de longitud par positiva ysatisface 

el inciso (iii) de la: defiriiCióil de s-sistema, entonces ZI rj: N. Si u_ rj: N, como' 

N .es núcleo por·trayectofias monocromáticas de s (S) entonces existe Tuna' 

1Lz-trayect01:ia dirigid¿,rhüriocl'omática en s (S) para algún' zE N, cori~¿:¡ 
Z¡ rj: N, por(5)dela.·Pi·oposición 5.44 V{T) e U_, e!1toncesla: funcióng 

restringida a,'VJT) ,es;·ipyectiv¡l·,·así tenernos por la COndición (A).que eJeiste. .' 

una 9 (1L) 9 (z)-trayeétO¡'ia.dirigida monocromática en ~ (Do), por el Teorema. 

1.53 <!:(Do) es transitiva por colores, entonces existe una flecha desde g(1L) 

hacia 9 (z) en <!:(Do) y por construcción de s (S) tenemos que existe una flecha 

desde lL+.haciafr_el:s( S) donde u E U i z __ u_. Es}ecir~)[.isteu¡1a 
flecha de;de u+hacia .zen S (S) yu+, z E Nlo cual es una cO¡1tr~4icción pues 
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N es núcleo por trayectori8<; monocromátié~ 'des (S), por lo tanto u_ E N. 

Inversamente, supongamos que u_ E N, si /3u = (u_ = Zo, Z¡, ..• , Zn = u+), como 

, N es independiente por trayectorias monocromáticas en s (S) entonces Z¡ '1. N, 

como /3u es una trayectoria dirigida de longitud par positiva y satisface el inciso 

(iii) de la definición de s-sistema entonces z2 E N y así sucesivamente tenemos 

que u+ E N. Por lo tanto u+ E N si y sólo si tL E' N. 

Ahora probaremos que No = {g (z) /z E N\ (UUEUV (/3u) \ (U+ U U_)) } es nú

cleo por trayectorias monocromáticas de Do. 

7. No es independiente por trayectori8<; monocromáticas en Do. Sean x, y E 'No, 

veamos que entre estos vértices no hay trayectorias monocromáticas en Do.' 

Sean z,w E N\(UUEUV(/3U)\(U+UU_)) tales que g(z) = xy g(w) = y. 

Supongamos que en Do e:i::istealguna xy-trayectoria dirigida monocromática, 

esto implica que en e: (Do) existe una flecha desde x hacia y. Analizaremos los, 

'siguientes cuatro casos: 

7(a) Supongamos que x, y,1. U, entonces z =x y w = y. Por la construcción;, 

de s ( S), tenemos que existe una flecha desde x hacia y en s ( S), es decir, 

una flecha desdé z hacia w con z, w E N, lo cual contradice la definición de 

núcleo por trayectorias monocromáticas. 

7(b) Supongamos que x E Uey 1. U, entonces w = y y por 6 podemos considerar, 

a z como x+. Por la .construcci?n de s (S), tenemos que existe una. flecha 

desde x+ hacia y,en s (S) , es decir una flecha desde z hacia w con z, wE N, 

, lo cual contradice' la definición de núcleo por trayectorias monocromáticas. ' , 

7(c} Supongamos quex·'1..u e y E U, entonces z = x y por 6 po<;lemos considerar 

a w como y_. Pol'Já. construcción de 8' (S), tenemos que existe una flecha 

,desde :t ha:ci,,;yc:' en,s( S), es decir una flecha desde z hacia w con z,.wEN·,.', 

lo cual contradice.la,definición de núcleo por trayectorias monocromáticas: "",, 

7(d) Sup~ngamos que x ;~" Ue y 1. U, por 6 podemos considerar a z como x+ 

'ya w C01ll0,y~.,·PorJa, construcción de s (S), tenemos queexiste;,una 

flecha, eleselex+hacia y_ en s (S), es elecir una flechaelesde z ,hacia w 

, coir z: w; E'N; lo cual contraelice la definición ele núcleo por trayectorias 

nlonocroüláticas. 
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Por lo tanto entre los elementos de No no existen en Do trayectorias dirigidas 

monocromáticas, es decir No es independiente por trayectorias monocromáticas 

en Do. 

8. No es absorbente por trayectorias monocromáticas en Do. Sea x E V (Do) \No 
probaremos que existe' una xy-trayectoriadirigida monocromática en Do para 

algím y E No. Consideremos los siguientes casos: 

8(a) Supongamos que x ~ U, entonces x E V (so (So)) \ (U+ U U_), así 9 (x) = 

x. Como x ~ No entonces x ~ N y como N es núcleo por trayectorias 

monocromáticas de S (S), tenemos que existe Tuna xw-trayectoria di-

rigida monocromática en s (S) para algún w E N. Como x~ U_, pOI' e1(6) 

.':~e la Proposición 5.44 V (T)n ( UUEU V (~u) \ (U + U U _)) = r/J y existe una 

9 (x) 9 (w) -trayectoria dirigida monocromática en Do, pero 9 (x) = x, en

tonces existe una xg (w) -trayectoria dirigida monocromática en Do. Como 
~, 

w E N entonces g{w} E No, por lo tanto existe en Do una xy-trayec,toria 

dirigida monocromática en Do con y E No, Y = 9 ( w). 

8(b) Supongamos que x E.D. Como x ~ No, entonces x+,x_ ~~. N.COc. 

mo N es núcleo por trayectorias monocromáticas de s (8), tenemos que 

existe T en s(s) una x+w':"'trayectoría dirigida monocromática para al

gún w E N. Como x+ 1- U_,por el (6) de la Proposición 5.44 V (T) n' 

(UuwV (~u) \ (U+ U U-l) = r/J y existe en Do tma 9 (x+) 9 (w)-trayectoria 

dirigida monocromática, pero g (x+) = x, entonces existe una xg (w)-trayec

toria dirigida monocrorr:ática en Do. Como w E N entonces 9 (w) E No, 

por lo tanto existe en Do una xy-trayectoria dirigida monocromática en 

DoconyENo,y=g(w).· . , 
·:i .¡ . 

Así para cualquier x E V (Do) \No existe una xy-trayectoria monocromática en': .:', 

.,'"' . 

, 
" .. _. "0',_" .... ,,~ 

,. ,: 

Do para algún y·E No ... ,Es.decirNo··es absorbente por trayectorias monocromáti-, ., .. 

caso .• ,: l.:.' !~., , '~','; .' 

Por lo tanto No es núcleo por trayectorias monocromáticas de Do. • 

Nota 5.47 Notemos que en la pr-ueba del Teorema 5.46, el inciso (3) de la ProPOSi7 

. ci6n solo es 'us'ado para pmbar la' exsitenciadel núcleo por trayectorias monocromáti

cas de la extensi6n a partir de la existencia del núcleo en la digráfica original, :así 

:' " ~)~". ,_ -'o ' 
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la condición de que los elementos del conjunto U no estén contenidos en ningún ci

clo monocromático de .la digráfica no es necesaria para la prueba de la implicaci6n 

inversa. 

Para definir la extensión de una digráfica m-coloreada nos hemos basado en su 

cerradura transitiva, además de dar condiciones de longitud y coloración sobre las 

trayectorias que se añaden para hacer dicha extensión, el propósito de las siguientes 

notas es mostrar que estas condiciones son necesarias para que el resultado principal 
:i 
ele este trabajo, Teorema 5.46, sea válido. 

Si los pasos de la extensión no se hacen a través de la cerradura transitiva de 

la digráfica entonces puede resultar una digráfica coloreada sin núcleo por trayec

torias monocromáticas aunque la digráfica original si posea núcleo por trayectorias 

monocromáticas, Nota 5.48, e inversamente podemos tener una digráfica sin núcleo 

por trayectorias monocromáticas y que la extensión resulte con núcleo por trayectorias 

monocromáticas, 5.49 . 

..... __ ...J Nota 5.48 Consideremos a Do 1m ciclo dirigido de longitud impar (u, Ul, U2, ... , U2n, u) 

con la siguiente 2-coloraci6n: las·flechas (U2n, u) y (u, Ul) con color 1; para cada 

i E {l, ... , n} la flecha, (U2i~1, U2i) con color 2; y para cada i E {l, ... , n - l} la 

flecha (U2i, U2i+1) con color 1; figura 5.17. Do es una digráfica 2-colorea.da con mí-

cleo p~r trayectorias monocromáticas, de hecho N = {U2i-d i E {l, ... ,n}} es un 

núcleo por trayectorias monocromáticas de Do· Sea U ~ {u} y sea {3 = {~u} donde 

~u = {u._ = Xo, Xl, ... , X2m = u+} con m 2': 1 es una u_ u+ - trayectoria de longih¿d par 

con la siguiente coloraci6n: para cada i E {O, ... , m - 2} la flecha (X2i, X2i+l) con color 

2; y pam cada i e {l, ... , m} la flecha (X2i-l, X<i) con color 3. Pu sLdisfúcc las condi

ciones (ii) y (iii) de la definici6n de s-sistema. s (S) repre~entadaen la misma fig'ura 

es una extensi6n de la digráfica Do que considera a U y (3 definidos anteriormente 

y que está definida a partir, deDo y no de su cerradura transitiva, además s (S) , 
satisface la condici6n (A);':s'(S) . es: una digráfica 3-coloreada 'ql¿e no tiene núCleo' 

por' trayectorias 'monocromáticasíPués como es un ciclo dirigido de,lángitud'.iJmpar·: 

donde cualquier par: de fieéha~.cónsecutivas tienen diferente color, el poseer núcleO'por' .. ,' 

trayecioriasmonoCTomáticasEs'equivalente a poseer' núcleo y sabemos que los ciclos di" , .. 

Tigidos de longitud impar .not.íenen núcleo. Obse'rVemos que se .obtiene una extensión 

con las mismas características si consideramos como (3u cua/quieT u_ '1t+ - trayectoria 

dirigida de lorigÚl¿d' par qu.e satísfaga las condIciones (ii) y (iii) delarlefinicú5nde 

s-sistema, . 
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Nota 5.,49 Consideremos a Do un ciclo dirigido de longitud par (U, U1, U2, ... , U2n+l, u) 

con la diagonal (U2n, u), n :2: 1, con la siguiente 3-coloración: las flechas (U2n+1, u) 

y (U,U1) con color 1; para cada i E {l, ... ,n} la flecha (U2i-l,U2i) con color 2; para 

cada i E {l, ... , n} la flecha (U2i, U2i+¡) con color 3; y la flecha (U2n, u) con color 

3, figura 5.18. Do es una digráfica 3-coloreada y n,o es difícil ver que no tiene nú

cleo por trayectorias monocromáticas. Sea U = {u} y sea lJ = {'su} donde,Su = 

(ú_ = XO, Xl, ... , X2m = u+) con m :2: 1 es una u_u+-trayectoria de longitud par con 

la siguiente coloración: para cada i E {O, ... , m- 2} la flecha (X2i' X2i+1) con color 2; y 

para cadai E {l, ... ,m} la flecha (X2i-1,X2i) con color 3. 'su satisface las condiciones 

(ii) y (iii) de la definición de s-sistema. s (8) representada en la misma figura es 

una extensión de la dig'ráfica Do que considera a U y lJ definidos anteriormente y que 

c8tá definida a parl'!)' de Du y ¡tu de su c~)'/'adw'a transitiva., además s (8) sa.tisface la 

condición (A). s (8) es una digráfica 3-coloreada. que sí tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas, de hecho N = {U2i-d i E {l, ... , n + l}} U {X2i-d i E {l, ... , m}} 

es núcleo por trayectorias monocromática.sde s (8) . Observemos que se obtiene 

1ina eJ:tensióncon las mismas características 'si, consideramos como 'su cualquier, 

,",' iLu+ - trayeotoria dirigida de "longitud pa'nque ,satisfaga las condiciones, (ii) y (iii) , 

de la definición de s-sistema.' ';"'-' 

Si algún elemento del conjunto U utilizado para extender una digráfica está con

tehido en algún ciclo lllonocromáticode ésta, puede suceder que la extensión no tenga 

núcleo por t1;ayectorias monocromáticas mmque la digráfica original si posea, esto Se 
muestra en la 'nota .5.50 .. Como'ya se ,mencionó en la nota5.4T esta condición no es 

necesaria para que la digráfica original tenga núcleo por trayectorias monocromática~' 

"1 

., ." 
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8 (S) 

Figura 5.18 

si la extensión lo tiene, 

Nota 5,50 Consideremos un ciclo dirigido de color 1 C = (U,Ul,U2, ... ,Un ,u) y 

sea Do la digráfica que resulta a partir de C añadiendo un nuevo vértice w y las 

" . flechas (Ui' w) de color '2 para i E {l, 2, ... , n}. En la figura 5.19(a) se muestra 

... Do Y su cerradura transitiva. En la figura 5.19(b) 8 (S) representa una extensión 

. de la digráfica Do donde U = {u} y /3u = (u_ = XO, Xl, ... , X2m = u+) con m 2: 1 

_..! es una u_u+-trayectoria de longitud par con la siguiente coloración: para cada 

i E {O, ... , m - 2} la flecha (X2i, X2i+1) con color 2; y para cadai E {1, ... , m} la 

flecha (X2i-l, X2i) con color 3. /3u satisface las condiciones (ii) y (iii) de la definición 

de s-sistema y 8 (S) satisface la condición A. Tenemos que el vértice u está con

tenido en el ciclo C de .Do que es monoc'f'Omático. {u, w} es núcleo por trayectorias 

monocromáticas·de Do. 8 (S) no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas ya 

que cualquier núcleo por trayectorias monocromát'icas debería contener al vértice w y 

entonces ya ningun vértice Ui, i E {1, 2, ... , n}, podría pertenecer al núcleo, así u+ de

beríaestar en .el núcleo y por las características de{3u u_ también debería pertenecer 

al núcleo pemdev+ a ti,,· eXisten trayectorias de color 1 lo:que sería .. una 'contradicción 

con la propiedad.delnúcleo de ser independiente por trayectorias monocromáticas. 

',Si en la extensión'no'se consideran a las trayectorias en {3de longitud par positiva, 

nuevamente,podenlos tener digráficas con su extensión donde. una de las dos tiene 

. núcleo pOrtrayectori-asmonocrolIláticas y la otra' no, esto 'se muestra en las notas 

5.51 y 5.52. 
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Nota 5.51 Consideremos a Do un c'ielo dirig'ido de longitud impar (u; U¡, U2, "" uú" u)· 

con la siguiente 3-colomción:pam cada i E {l, ".,n} la flecha (U2i~¡, U2i) con color 

2; pam cada i E ·{1, "., n - 1} la flecha (U2i, U2i+1) Y la flecha (,L, u¡)con color 1; y la 

flecha (U2n, u) de color 3, fiiJum 5,20, s (S) repT'esenta1má extensión de ia digráftca 

donde U = {u}y/:iu = (,L = 2'0, Xl; "., X2m-l= ú+) es ~ualqúier'Lu+-tmyectoria 
de longitud impar con la siguiente 2-colomción: pam cada i E {D, 1, '''' m-l} la flecha 

• (X2i, X2i+l) con color 2 y pam cadaiE{l, .", m-l }la flecha (X2i-¡ ,X2i)'con color l.·A.' 

excepción de. la condición sobre. la longitud dela tmyectoria (3u' se satisfacen las condi-, . 

ciones de la definición des-sistema y la ,condición A.Clammente Do·no t·iene núcleo,·' 

por tmyectoTias monocTOmáticas y { U2i- diE {l,,,, n}} U {X2j / j E {D, 1, "" m}} es 
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núcleo por trayectorias monocromáticas de s (8) . 

8(8) 

Figura 5.20 

Nota 5.52 Consideremos a Do un ciclo dirigido de longitud par (U, Ul, U2, ... , U2n-l, U) 

. con la siguiente 2-coloración: pam cada i E {1, ... , n - 1} la flecha (U2i-l, U2i) Y la 

.flecha·(u2n-l,u) .con c()lor 2; para cada i E {l, ... ,71. - 1} la flecha (U2i,U2i+tl y la 

. :'flecha (u, u¡) con color 1, figura 5.21. s (8) representa una extensión de la digráfica 

donde U = {u} y {Ju = (u_ = XO,X¡, ... ,X2m-¡ = u+) es cualquier u_u+-trayectoria 

. "de longitud impar con la siguiente 2-coloración: para cada i E {D, 1, ... , m-1} la flecha 

(1:2;,:02;+1) con color 3 y pa.ra. cada. i E {l, ... ,m - l} la flecha (X2;-1,X2i) con color 

. 1. A excepción de la condic-ión sobre la longitud de la trayectoria (3u' se satisfacen 

la.s condiciones de la definición de s-sistema y la condición A. Do tiene núcleo por 

tra.yectorias monocromáticas, {U2i-d i E {1, .. , n}} es uno de ellos y s{ 8)71.0 tiene 

núcleo. por trayectorias monocromáticas. 

Si, en la extensióü'110 ,se cumple las condiciones sobre la coloración de las' trayecto

rias en (3 marcada;en eUnciso (iii) de la definición de s-sistema, m;evamente podemos 

tener :(¡igráficas con su· exte'nsión donde una de las dos tiene núcleo portrayectorias 

monocromáticas y la otra no, esto se muestra en las notas 5.53, 5.54, 5.55, y 5.56. 

Nota 5.53 Conside-remos la digráfica coloreada Do de la Nota 5.51. En la figu

·ra·5;2-2 's (8) representa 'una extensión de la digráfica donde U= {u} y{Ju = 
(1l.!.=XO; Xl, .:·.,·X2m = u+) es cualquier u_ u+ -tra.yectoria de longitud par positiva 
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Figura 5.21 

donde dos flechas consecutivas tienen el mismo color, digamos las flechas (xo, Xl) 

y (XI,X2) tienen color 2, en las flechas (Xj_I,Xj) con 3:S:: j:S:: 2m se van alternando 

los colores 3 y 2. A excepción de una de las condiciones sobre la coloración de/3u 

marcada en el inciso (iii) de. la definición de s-sistema, esta extensión satisface las 

condiciones de la definición de s-sistema y la condición A. Do no .tiene núcleo por 

trayectorias monocromáticas y el núcleo por trayectorias monoc'T'Omáticas de s (S) es 

{xzd i E {1,2, ... ,2m}} U {U2i/ i E {1,2, ... ,2n}}. 
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Nota 5.54 Consideremos a Do un ciclo dirigido de longitud par (u, U1, UZ, ... , UZn+1, u) . 

con la diagonal (UZn+1, U1), n 2': 1, con la siguiente S-coloraci6n: para cada i E 

{l, ... , n} la flecha (UZi-1, UZi) Y la flecha (UZn+1, u) con color 2; para cada i E {1, ... ,n} 

la flecha (UZi, UZi+1l Y la flecha (u, U1) con color 1; y la flecha (1¿Zn+1, ud con color 

3, figura 5.2S. Do es una digráfica S-coloreada y {u} U {U2;/ i E {1, 2, ... , n}} es un 

núcleo por trayectorias monocromáticas de Do· Sea U = {u} y sea l3 = {~u} donde 

~u = (u_ = XO,X¡, ... ,X2m = u+) con m 2': 1 es una 1Lu+-trayectoria de longitud 

par con la siguiente coloración: las flechas (u_, Xl) y (x¡, X2) con color 3 y para 

las demás flechas se van alternando los colores 2 y S. La extensi6n correspondiente 

s (S) se satisfacen las condiciones de la definici6n ~e s-sistema y la condición A 

con excepción de la condición sobre la coloración de !3u que flechas consecutivas de 

la trayectoria tengan diferente color incluida en el inciso (iii) de la definici6n de s

sistema. s (S) no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, esto lo veremos a 

continuación. Procediendo por contradicci6n, supongamos que N es un 'núcleo por 

trayectorias monocromáticas de s (S). Supongamos q-ue u+ E N entonces. por las 

características de ~u tenemos que {X2, X4, ... ,X2m-2,XZm = u+} e N, como las flechas· ,=".i (u_,x¡) y (X1,XZ} tienen color 3, entonces {U_,X1} n N = rP. Por otro lado como 

........, p::¡ u+ E N y (U+,1¿¡} E A(Do) entonces U1 rj: N, como la única flecha que sale de ui es 
00 
O hacia U2, entoncesuz E-N, así suces'ivamente tenemos que {uz, U4, ... ,Uzn-z, uZn} e N· 
c:z:lp.;:¡ 
l:ñ ~ Y UZn+1 rt: N. Como {u_,u¡,UZn+1} n N = rP y las únicas flechas que salen de 

~:=i U2n+¡ son hacia Ue.. YU1tenemos que N no absorbe por trayectorias monocromáti-
,....:¡ ¡:;S cas a U2n+¡ lo cual es ·una contradicción. Supongamos que u+ rt: N, entonces por 

'-----'las características de ~u tenemos que {x¡, X3, ... ,XZm-3, x2m-d e N y u_ rt: N, como 

las flechas (u_, Xl) y (Xl; X2) ¡'lenen colo'" 3, en/unce, {¡L, xd n IV = ¡p. POlO otm . 
. :'-

,ládo como u+ rj: N y la única flecha que sale de u+ es hacia U¡ entonces U¡ E N . 

. Como{(u2n+1,U¡,),(U¡,U2)} e A (Do) entonces {U2n+1,Uz} ~ N. ComoZa única 

" : fiechapue sale deu2' es· hacia U3, entonces u3 E N, así sucesivamente tenemos que 

JU3,U5;.,.,U2n-¡} e N y U2n rj: N. Como {U2n,U2n+1} n N = rjJ y las única flecha que 

: sále d'¡;:U2n es' hacia:u2rl+i ' tenemos que N no absorbe por trayectorias monocromáticas 

'au2n tI? cual es'una· contradicción. Por lo tanto s (S) no tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas. 

Nota 5.55 Consideremos la dig'Táfica. coloreada Do de la Nota. 5,51. En la figu

'1'0,'5.24 s (S) representa una extensión de la digráficadonde U = {u} y ~u = 

(u_ '- xo, Xi, 'C.i, 1:2m = 11+) es cualquier u_u+ - tmyectoria .de longitud pa'T positiva 
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e X 2m-L \, 
" 

Figura 5.23 

donde la flixha (u_= xo, xd tiene color 3 que es el mismo color que la flecha (U2n, u_) 

y en las flechas (Xj-l, Xj) con 2 :::; j :::; 2m se van alternando los colores 2 y 3. A 

excepción de la condición sobre la coloración de 73" que pide que la flecha de·73u que 

incide dede u_ tenga color diferente qúe todas las flechas que inciden hacia u en Do 

incluida en el inciso (iii) de la definición de s-sistem~,esta extensión satisjace las 

condiciones de la definición de scsistema y la condición A. Do no tiene núcleo por 

trayectorias monocromáticas y el núcleo por trayectorias monocromáticas de s (S) es . 

{x2j-d j = 1, ... ,m} U {u2j-d j = 1, ... ,n}. Análogamente se p1/Ede obtener una ex

tensión con núcleo por trayectorias monocromáticas donde la flecha de la trayectoria 

73u que incide hacia u+ tenga el mismo color que (u+, Ul). 

N ata 5.56 Consideremos a Do un ciclo dirigido de longitud par (u, Ul, U2, ... , U2n+l, u) 

con la diagonal (U2n,U2), n ~ 2, con la siguiente 3-coloración: para cadaí E {l, ... ,n} 
la flecha (U2i-I,112;) Y la flecha (U2n+1, u) con color 2; para cada i E' {1, ... ,n} la 

flecha (U2;,U2i+I)yla flecha (U,UI).' ,con color 1; y la flecha (U2n,1L2) con color 3, 

figura 5.25. Do es una dígráfica 3-coloreada y {U2;+1/ i E {1, 2, .'" n}} es un nú~ 

eleo por tmyectOT'ias monocromáticas deDo· Sea U = {1L} Y sea ,G = {í3u } donde 

/3u ='= (lL = xo, Xl, ... .,X2ni= u+) co.nm~) .esuna 1Lu-¡:cctrayectoria de longitud par' 

con la siguiente coloración: la flecha (u_, Xl) con color 2 y para las demás flechas se 

van alternando los colores ,3 y 2: La e:L·tensi6n correspondiente s (S) se satisfacen 

las condiciones de la,,clefin,ipión de. s-sistema yla condición A con excepci,ó7idela 

condición sobTela coloración de 73u qtl€ pid~ qU.e laflech(],def;u que Í7wide ;dedeu:... 

tengacoloT dijerenteque todas las flechas que inciden hacia u en Do incluida ene! 
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8(5) 

Figura 5.24 

mClso (iii) de la definición de s-sistema, e;ta extensión satisface las condiciones de 

la definición de s-sistema y la condición A. Por un argumento análogo al usado en 

la Nota 5.54, s (S) no tiene núcleo por trayectorias monoc'f'O~áticas. Análogamente 

se p1¿ede obtener una extensión sin núcleo por trayectorias monocromáticas donde la 

flecha de la trayectoria (3u que incide hacia u+ tenga el mismo color que (U+,Ul)' 

8(5) 

. ~,.-, . 

. , .,!-.' 

Figura 5.25 

. En las notas 5.57 y 5.5.8 muestran que:si la extensión no satisface la condición 

'{A)'entonces la digráficaol"iginal o su extensiónpuedetenef núcleo por trayectorias 

motlOcromáticas aunque la" otra no tenga .. 

" 
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Nota 5.57 Consideremos la digráfica coloreada Do de la Nota 5.54. Esta digráfica 

como se vió en la nota 5.54 tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. En la 

figura 5.26, 8(S) representa una extensión de la.digráfica donde U = {U,V=U2}, 

~u = (u_ = XO, Xl, ... , X2m = U+), ~v = (V_ = Yo, y¡, ... , Y2k = v+) Y se van alternando 

los colores 3 y2 en las flechas de ambas trayectorias, la digráfica íL no tiene flechas 

y la digráfica U+ solo tiene la flecha (v+, u+). Se satisface la definición de 8-s'istema 

pero en U+ "no se cumple la condición (A) pues aparece la flecha (v+, u+) Y en Do no 

hay flecha de v a u. Análogamente a los argumentos usados en la nota 5.54 se puede 

ver que 8 (S) no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Análogamente se 

p1¿ede obtener una extensión 8 (S) sin núcleo por trayectorias monocromáticas donde 

en U_ no se satisfaga la condición (A). 

8(8) 

Figura 5.26 

Nota 5.58 /]onsideTemos la digráfica coloreada Do de la Nota 5.51. Como sevió 

en la Nota 5.51 Do no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. En la figura 

5,278 (S) representa una extensión de la digráfica donde U = {1¿, V = U2}, ~u = 

(IL = XO,XI" .. ,X2m = ll+) con los colores 2 y 3 altcmándose en S'llS flechas y~v = 
(v~ = Yo. yr . .... Y2k .= v+) con los colores 3 y 2 altenlánd08e en sus flechas,la,d-igráfica 

íL no tiene flechas y la digráfica U+ solo tiene la flecha (u+, v+). Se satisface la 
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definición de s-sistema pero en U+ no se cumple la condición (A) pues aparece la 

flecha (u+, v+) yen Do no hay flecha de u a v. s (3) si tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas, N = {v+} U {u2d i E {2, ... , n}} U {X2i-d i E {1,2, ... , m}} U {Y2;/ 
i E {D, 1, ... , k - 1}}. Análogamente se puede obtener una extensión s (3) con núcleo 

por trayectorias monocromáticas donde en [1- no se satisfaga la condición (A). 

i(8) 

Figura 5.27 

5.7 Problemas Abiertos 

1. ¿El número de núcleos por trayectorias monocromáticas de una digráfica m-colo-. 

reada Do: es igual al número de núcleos por trayectorias ·monocromáticas de 

cualquier extensión s (S)? 
:2. De la extensi.ones que existen para digráficas que preservari núcleo Lcuáles pueden ... : . 

geneTalizarse:a digráficas m--ccoloreadas y que preServen núcleoJ>ortrayectorias·: 

monocromáticas? 
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ABSTRACT· 

A kernel in a digraph D is a set N of vertices just that every pair of thern isn' t 

adjacent and for every vertex v not in N there is an are from v to some vertex in N. 

If the ares of D are coloured with m colours we cal! thé digraph D an m-coloured 

digraph. A set N of vertices of D is called a kernel by rnonochrornatic paths if for every 

pair of diferent vertices there is no rnonochromatic directed p"th between thern &l1d for 

every vertex v not in N there is a rnonochromatic directed path frorn v to some vertex 

in N. In this thesis 1 studied the problem of the existence of kernels by rnonochrornatic 

paths in sorne kinds of digraphs. 1 obtained sufficient conditions for the existence of 

this kind of kernels in digraphs just like quasitransitive digraphs, tournaments and 

bipartite tournaments. 1 also obtained sorne generalizations of results about kernels 

and kernels by rnonochrornatic paths. 
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