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Resumen

En este trabajo se presenta la optimizacién de un método, introducido por Bribiesca
[1](1996), para transformar un objeto O; en un objeto 0. La contribucién de esta tesis es
que, con el fin de optimizar dicho método, se utilizan los ejes principales para orientar los
objetos y se calcula la energia, o distancia minima, para llegar de un objeto a otro. Ademas,
se propone un método para normalizar esta medida. Se presentan ejemplos de objetos en 2D
para mostrar las propiedades mas importes del método y, finalmente, aplicarlo a objetos en
3D del mundo real, tales como representaciones de la forma de diferentes volcanes cercanos
a la cuenca de México, asi como de automéviles.

El cédlculo de esta transformacién se usa para medir la similitud de la forma de los
objetos. Los objetos considerados estdn compuestos de spels (de vozels para objetos 3D y
de pizels para objetos 2D). De esta manera, a diferencia en la forma de dos objetos se logra
al contabilizar el niimero de spels a mover y qué tan lejos se mueven, para transformar un
objeto en otro.

Abstract

A method of transforming an object Oy into another object O3 is presented in this work. The
computation of this transformation is performed to measure shape similarity of objects. The
considered objects are composed of spels (vozels for 3D objects and pizels for 2D objects).
The difference in the shape of objects is performed by computing the number of spels to be
moved, and by the distance they have to cover in transforming one object into another.

This work is based on a method of transformation of objects, presented by Bribiesca
[1](1996). The contribution of this work is to optimise the Bribiesca’s method by using
principal axes to orientate objects, and by computing minimum energy or distance, to go
from an object into another. To show the most important properties of our method, a set
of 2D objects are analysed, and finally, this method is applied to 3D real world-objects, like
those of some cars and some volcanoes near to the basin of Mexico.



Capitulo 1
Introduccion

1.1 ;Qué es la forma?

El sistema visual de diversos seres vivos emplea la forma de los objetos del mundo
como una caracteristica muy importante para reconocerlos; ademais, es capaz de re-
conocer y asociar formas. Esto se debe, posiblemente, a la evolucién biolégica que
han tenido las especies, entre ellas la humana, donde se ha empleado el sentido de la
visidn para reconocer los objetos de manera cotidiana. Los seres humanos hacen una
descripcién puramente cualitativa de las formas de manera natural y, probablemente
por ello, no han construide atdn un alfabeto simbdlico o un vocabulario rico que per-
mita emular este reconocimiento y poder describir, cuantificar o diferenciar formas
para que las computadoras puedan hacerlo tan facilmente como los seres humanos.
El desarrollo de métodos cuantitativos para el andlisis y comparacién de la forma estd
limitado por la poca capacidad del ser humano para cuantificar y comparar diferencias
en formas.

De acuerdo con el diccionario The shorter Ozford English Dictionary “la forma
es el contorno o la parte externa que tiene un objeto material”, o, més precisamente,
“squella cualidad de un objeto material o figura geométrica que depende de relaciones
constantes de posicién y proporcionan relaciones entre todos los puntos que conforman
la superficie externa o contorno del objeto”.

Generalmente, cuando se estudia la forma de un objeto, se trabaja con sus pro-



piedades geométricas.

Cuando se hace este andlisis, con el fin de mapear un objeto en otro a través
de las llamadas medidas de similitud, se pretende tener los objetos invariantes bajo
transformaciones de rotacién, escala y traslacién, lo que permite establecer métodos

de reconocimiento de formas.

1.2 El problema a resolver en esta tesis

Uno de los problemas actuales dentro de la, visién por computadora es el reconocimiento
de la forma de los objetos o figuras [2](Ballard, 1982). En este trabajo se propone
la optimizacién de un método para lograr este objetivo. Para ello se utilizan algunas
propiedades como la normalizacién de la escala, orientacién de los objetos y la teoria
de gréficas que permiten llevar a cabo la transformacién de objetos irregulares de
representacién binaria para medir su semejanza. Para obtener la medida de similitud
se normaliza la escala (4rea o volumen) de los objetos, se hacen coincidir sus centros
de masa, se alinean conforme a sus ejes principales y se obtiene el trabajo minimo en
su transformacién al usar la teoria de grificas. En la parte de asignacién éptima vy,
como parte importante del reconocimiento después de la alineacién y normalizacién,
se presenta el algoritmo hingaro, que permite hacer dicha transformacién de manera
optima y obtener asi una medida de semejanza para objetos irregulares.

El objetivo del presente trabajo es optimizar una medida de semejanza, propuesta
por Bribiesca en 1996 [1], de objetos o figuras tridimensionales irregulares. Para medir
la semejanza de las figuras, el trabajo realizado debe ser el menor posible.

Para representar a las figuras tridimensionales, se emplea un método lamado

vozelizacidn. Como parte del proceso de reconocimiento de la forma, a través de la



medida de similitud, se propone hacer comunes los centros de masa de los objetos,
normalizar la escala y utilizar los ejes principales. Para esto ltimo se hace un estudio

de las propiedades de inercia de los objetos sélidos.

1.2.1 Restricciones

;Qué tan acordes son las medidas de similitud construidas en forma cuantitativa
con la descripcién cualitativa que hacen las personas? Cuando se establecen medidas
cuantitativas, éstas no son suficientes para dar un grado de parecido entre los objetos,
pues deben estar acompaiiados de estimaciones subjetivas debido a que la percepcién
de la figura no estd determinada solamente por sus propiedades geométricas, sino
también por el contenido de su semdntica, resultado de todo un bagaje cultural y
social y en general, todo el contexto en el que se encuentra la figura.

La eleccidn de una medida de similitud particular estard determinada por la na-
turaleza del problema, el ruido v los medios computacionales disponibles.

No es posible hacer una medida de similitud general, pues una medida puede
resultar muy buena para reconocimiento de caracteres, la cual no necesariamente tra-
baja bien en la inspeccién automitica industrial por ¢jemplo. Diferentes aplicaciones
requeriran sus propias aproximaciones

Una de las restricciones cuantitativas de la medida estudiada y optimizada en esta
tesis, es que el tiempo de procesamiento es muy grande, pues su complejidad es de
orden cibico. Sin embargo, la medida, por si sola, da buenos resultados para obtener
el grado de parecido de dos 0 mds objetos, teniendo la ventaja, a diferencia de otras

medidas, de poder aplicarse a objetos irregulares.



1.3 Aportaciones de la tesis

¢ Se logra optimizar un método para medir la similitud de dos o més objetos
irregulares a partir del uso de los ejes principales para orientarlos, asi como del
célculo de la energia minima para llegar de un objeto a otro.

e Se demuestra que un método dado en la literatura es inconsistente para la bis-

queda de distancias minimas.

e Se propone un método para normalizar la medida de similitud optimizada.
e Se presentan ejemplos de objetos en 2D para mostrar las propiedades més im-

portantes del método.

e Se aplica el método a objetos que representan las formas de dos automéviles y

tres volcanes cercanos a la cuenca de México.
A continuacién, se hard un bosquejo de las diferentes representaciones de los ob-

jetos, exponiendo la necesidad de emplear los vozels para la transformacién de los
mismos.
1.4 Representacion de objetos 2D

Las formas més comunes para representar objetos 2D las constituyen las curvas

parametrizadas y los arreglos de celdas llamados pizels.

1.4.1 Curvas parametrizadas

Las curvas parametrizadas son el resultado de graficar en el plano cartesiano

funciones de la forma s = s(x(t),y(t)), donde t es el pardmetro a utilizar para graficar

la curva.



Cadenas. Las cadenas se pueden considerar como curvas parametrizadas de
cierto comportamiento. Se trata de segmentos de linea 1ecta, todos iguales. Cuando
se recorre el contorno del objeto 2D en direccién contraria a las manecillas del reloj,
los segmentos se orientan en las cuatro direcciones cardinales: N, S, E y O. Dos tipos
de cadena conocidos son las llamadas cadenas de Freeman {3}(Freeman, 1961) y las
de Bribiesca [4](Bribiesca, 1999). Las cadenas de Freeman emplean cuatro bits para

discretizar el contorno de una figura, mientras que Bribiesca emplea sélo tres bits.

Polilineas. En este caso, segmentos de lineas rectas concatenados recorren el

contorno de un objeto 2D.

1.4.2 Arreglos de celdas

Quad-trees. Los guad-trees conforman un arreglo jerdrquico de celdas cuadran-
gulares, generalmente de diferentes tamafos. Cuando un quad-tree se emplea para
representar un objeto 2D, cada cuadrante puede estar lleno, parcialmente lleno, o
bien, vacio, dependiendo de la cantidad de 4rea que contenga cada uno. Un cua-
drante parcialmente lleno es subdividido de manera recursiva en subcuadrantes. La
subdivisién contintda hasta que todos los cuadrantes son homogéneos, esto es, que

cada uno de ¢llos esté, ya sea, lleno o vacio.

Pizels. Las celdas de este arreglo son poligonos, todos del mismo tamaifo y, en
principio, de cualquier nimero de lados cada uno, aunque frecuentemente se emplea

el cuadrado, por el ficil manejo para la representacién binaria.



1.5 Representacion de objetos 3D

A continuacién se mencionan algunas técnicas para representar formas tridimensio-
nales. En principio se desearia emplear la infinidad de puntos de la superficie de un
objeto tridimensional cualquiera, pero esto es imposible por la limitacién computa~
cional que ello representa. Asi que una forma de representarlos es a través de una
descripcidn matematica relativamente ficil de implementar, tal como el uso de trozos
de planos, esferas u otras superficies geométricas.

Las representaciones mds comunes de los objetos 3D se hacen a través de super-

ficies envolventes, por cortes y por arreglos de ocupacidén espacial.

1.5.1 Superficies envolventes

Mallas poligonales. Una malla poligonal es un conjunto de aristas, vértices y
poligonos conectados de manera que cada arista es adyacente a dos poligonos a lo
mas y cada vértice es adyacente a dos aristas a lo mas. Una arista conecta dos
vértices y un poligono es una sucesion cerrada de aristas. La representacién de un-

poligono estd dada por una lista de coordenadas de vértices:

P = ((mlr U1, zl): ((132, Yo, Zg), anny (.'En, Un, zn))

Los vértices se guardan con un orden preestablecido para después poder localizarse
al recorrer el poligono. La Figura 1.1 muestra un ejemplo de malla 3D.

Las superficies envolventes son ampliamente utilizadas para representar los objetos
3D. Sin embargo, una desventaja de emplearlas es que no representan adecuadamente
objetos con huecos, pues para ello se requeriria de otras superficies envolventes que

representaran lo huecos, ello implicarfa una mayor complejidad para transformar los
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Figura 1.1. Superficie de un objeto 3D representada por una malla poligonal.

objetos.

1.5.2 Representacién por cortes

Cilindros generalizados. Las formas 3D de muchos cuerpos ya sea biolégicos, o
bien, manufacturados, pueden describirse como “voliimenes de barrido” de un con-
junto en 2D a lo largo de una curva en 3D [5](Besl, 1985).

Los cilindros se pueden modelar estableciendo curvas paramétricas que se recorren
a lo largo del eje de un cilindro y, con ello definir una seccién transversal que sufre
rotaciones conforme se mueve a lo largo del eje. La curva en 2D puede ir cambiando
de forma conforme se mueve a lo largo del eje del cilindro generalizado. La Figura

1.2a) muestra un ejemplo.

Cadenas. El método de c6digo de cadena [6](Bribiesca, 2000) permite representar la
superficie de cualquier sélido, ya sea regular o irregular. Se basa en un recorrido de la
superficie de sélido (por capas por ejemplo) con movimientos discretos y, dependiendo
de la direccidn en que se recorra la superficie del objeto corresponders una etiqueta,
por ejemplo los simbolos 0, 1, 2, 3 vy 4, a partir de un punto de apoyo. Conformando

asf una cadena compuesta de una combinacién de cinco simbolos diferentes, cuya
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longitud dependerd de la resolucién o tamafio del objeto.
Se ha utilizado la representacién por cortes principalmente para objetos manu-
facturados y muy extendidamente en imigenes biomédicas, tales como imdégenes de

resonancia magnética (MRI) y tomografias por emisién de positrones (PET).

1.5.3. Arreglos de ocupacién espacial

Otra forma de representar los objetos 3D es a través de los llamados octrees o de los

vozels [7](Foley, 1987).

Los octrees. Los octrees conforman un arreglo jerdrquico de cubos, generalmente
de diferentes tamafios. Cuando un octree se emplea para representar una regién en
Z®, cada octante puede estar lleno, parcialmente lleno, o bien, vacio, dependiendo
de la cantidad de volumen que contenga cada uno. Un octante parcialmente lleno es
subdividido de manera recursiva en suboctantes. La subdivisién continia hasta que
todos los octantes son homogéneos, esto es, que cada uno de ellos esté, va sea, lleno
o vacio. Por claridad para su presentacién, la Figura 1.2b) muestra un corte de un

objeto 3D con una representacién en octree.

Los voxels. Los vorels son elementos de volumen, a diferencia de los octrees, los
vozels son todos del mismo tamaiio, representados cada uno por un vector de coor-
denadas y propiedades: [(x,y,2), propiedades]. La Figura 1.2¢) muestia un ejemplo.

A diferencia de los objetos representados por superficie y por cilindros generaliza-
dos, una de las ventajas principales de representar objetos 3D por medio de arreglos
de ocupacién espacial es que, se puede representar casi cualquier tipo de objetos 3D

irregulares, sin importar el nimero de huecos que tenga.
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Figura I 2. Un objeto con tres representaciones diferentes; a) Por cortes o cilindros generalizados;
b) Un corte que muestra la tepresentacidn por oclrees; ¢) representacion de los objetos a través de
voxels. 10

TESIS CON

FALLA DE ORIGEN



Con la representacién por arreglos de ocupacién espacial se tiene una manera
idénea para poder transformar los objetos de manera natural, ello permite “des-
baratar” los objetos para transformarlos encontrando el parecido y, ademds, levar
a cabo algo semejante a una metamorfosis. Asimismo, la representacién por vozels
permite procesar los objetos considerando las vecindades de todos ellos de manera
idéntica. Permite, de manera natural, aplicar operadores morfolgicos, o bien, apareo
de templates [8](Russ, 1992). Como se verd, es muy conveniente emplear esta repre-
sentacién en la superposicidén de objetos, pues a los vozels se les puede ver como los
dtomos del objeto, de manera que cuando se intersectan, queda una cantidad exacta
de elementos que forman la interseccién de dos objetos, algo que no podria realizarse
con gquad-trees por ejemplo.

Una de las desventajas de emplear esta representacién es que ocupa mucho espacio
de memoria, ya que se incrementa de manera proporcional al cubo de la 1esolucién
del objeto. Sin embargo, el rdpido desarrollo de las computadoras y su incremento en
la capacidad de almacenar informacién, sugieren que podrd aprovecharse este método
de representacion. Es por ello que la representacién 3D que se usa en este trabajo es
a través de los vozels. Esto permite transformar los objetos a través de un método

consistente que se explica a lo largo de esta tesis.

1.5.4. Primitivas

Las primitivas conforman un conjunto de Figuras 3D elementales, todas de diferentes
formas, usadas para generar los objetos 3D. Las primitivas estdn dadas por elementos
3D sélidos [9](Dickinson ef al., 1992) o bien, por curvas paramétricas o elementos 3D

de superficies, tales como las cuddricas, las cuales se explican a continuacién.
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Curvas paramétricas polinomiales. Estas curvas definen puntos en 3D al
emplear tres polinomios (uno para cada coordenada), los cuales se ajustan a la su-
perficie del objeto 3D al manipular adecuadamente sus coeficientes. Los polinomios

que definen una curva 3D Q(t) = Q[z(t), y(t), 2(¢)] son de la forma

2(t) = azt® + bt + c,t + d,
y(t) = ayt® + byt* + ¢yt + dy,
2(t) = a,t° + bt* + ¢t + ds,

donde 0 <¢ < 1.

Cudédricas. Se llama cuddrica a una superficie definida por una ecuacién alge-
braica de grado 2 en la geometrfa tridimensional. Las esferas, cilindros circulares y
conos circulares son cuadricas. Aunque no se utilizan para representar explicitamente
cualquier tipo de objetos 3D, las cuddricas podrian modelar muy bien algunos de e-
llos, como los elipsoides, conos, sillas de montar, etcétera. Generalmente se usan para

la reconstruccién de superficies en imégenes 2D.

1.6 Organizacion de la tesis

En el Capitulo 2 se dan algunos conceptos vy definiciones. Se analiza la literatura
estdndar en cuanto a las medidas de similitud existentes, a los trabajos de alineacién,
invariancia y transformacién y se da una justificacién de la tesis.

En el Capitulo 3 se hace una revisién de los conceptos bésicos de la teoria de in-
variantes, ya que se pretende argumentar que el hecho de orientar, escalar y trasladar
los objetos, no modifica (salvo por errores de discretizacién) ciertas cantidades (in-

variantes) basadas en los momentos centrales. En este capitulo se consideran a los
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gjes principales como el medio adecuado para alinear los objetos antes de llevar a
cabo sus transformaciones.

Una vez que los objetos se han alineado a través de los ejes principales, en el
capitulo 4 se explica la forma de optimizar el algoritmo introducido por Bribiesca
{1](1996), el cual estd basado en transformar los objetos. Se encuentran las limi-
taciones de uno de los algoritmos que aparece en la literatura para optimizar las
transtormaciones a base de matrices. Dichas limitaciones ya fueron reportadas por el
autor de la tesis [66]{Sdnchez, 2000)

En el Capitulo 5 se dan a conocer las propiedades méds importantes encontiadas
hasta ahora, que relacionan la forma de los objetos y sus propiedades geométiicas
con su parecido. En este capitulo se llega a saber experimentalmente que un aspecto
muy importante de la forma y que interviene en el parecido, es la .compacidad de
los objetos. Dichas propiedades se analizan para el caso de objetos 2D, los cuales
también son comparados para dar su grado de parecido.

En el Capitulo 6 se aplica el método optimizado propuesto para objetos 3D. Se
muestra que el método no sélo estima el parecido entre objetos, sino que también
permite realizar un cambio gradual y suave de un objeto en otro, parecido al llamado
morphing [19){Cohen-Or, 1998), técnica que hasta ahora ha tenido como propdsito
fundamental, el andlisis 0 animacién de las iméagenes

En el capitulo 7 se dan las conclusiones y en el Capitulo 8 se muestran los trabajos
tuturos derivados de esta tesis. Al final hay un apéndice, en el que se muestian algunas

propiedades de objetos 3D y se dan a conocer los articulos derivados de esta tesis.
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Capitulo 2
Antecedentes

A lo largo de esta tesis se haid referencia a los siguientes conceptos y definiciones, las
cuales se han preferido mencionar en esta seccién para comodidad del lector. En la

siguiente seccidn se analizaran algunos trabajos previos a éste.
2.1 Conceptos y definiciones

Figura HEs una funcién binatia cuyo dominio es algliin subconjunto A de coordenadas
espaciales de la imagen total y cuyo 1ango es el conjunto {0,1}.

Imagen digital. Es un arreglo de niimeros reales o complejos repiesentados por un
ntimero finito de bits

En vez de usar la frase: dos dimensiones se usard la notacién 2D.

En vez de usar la frase: tres dimensiones se usaré la notacién 3D.

Pizel Elemento de drea representado por un vector de coordenadas v propiedades:
(x,y, propiedades). Geométricamente estd representado por una celda, localizado en
las coordenadas discretas espaciales (renglén, columna).

Vozel. Elemento de volumen representado por un vector de coordenadas y pro-
piedades: (x,y,z, propiedades). Geométricamente estd representado por un cubo,
localizado en las coordenadas discretas espaciales (renglon, columna, capa).

Spel. Elemento de espacio n-dimensional, representado por un vector de n coor-

denadas junto con propiedades: (2,23, ..,Zn, propiedades) En un espacio n-dimen-
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sional, se puede definir al spel como un elemento del arreglo de imagen [10](Lohmann,
1998). El arzeglo tiene un tamafio m; X mg X . X m,. En el caso de n=2, el tamano
del arreglo serd my X mg v a cada elemento de ese arreglo se llamard pizel Para n=3,
al elemento se llamard vozel Cuando se refiera indistintamente al pizel 0 vozel, se
hablard de spel, sin mostrar que todas las aseveraciones que se hagan sobre estos dos
elementos de imagen, sirvan para n > 3.

Objeto binario o simplemente objeto. Representacién, a partir de spels, de un
cuerpo material sélido de densidad constante. Esta representado por tuplas de n
elementos (x,23, ..,2,) Cada tupla, 1epiesenta un spel que puede tener el valor de
ce10 0 uno, indicando virtualmente la presencia de material del objeto.

Objeto binario 2D, o simplemente, objeto 20 Es una representacidén espacial de
un sélido o una escena bidimensional, en la que cada pizel toma el valor de cero o
uno. El valor de la imagen localizada en las coordenadas espaciales (,¢) se denota
por I(r,¢).

Objeto binario 3D, o simplemente objeto 3D. Es una representacion espacial de un
s6lido o una escena tridimensional, en la que cada vozel toma el valor de cero o uno.
El valor de la imagen localizada en las coordenadas espaciales (7, ¢, s) se denota por
I(r,c, 3).

Qbjeto irregular. Es aquel objeto que no tiene ejes de simetria.

El Centro de masa (7,¢, ) de un objeto O (de densidad constante) estd dado por:

I oot S
F== 3 7 =~ > ¢ &= > s

n (r,c,5)eV (ryc,8)eV n (v,6,8)EV

donde el punto (7,¢,3) son las coordenadas espaciales (dadas en renglones, columnas

y capas) de los vozels v n es el nlimero de spels que conforman al objeto. Para el caso
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bidimensional, solo se consideraran las coordenadas 7 v €.

Normalizar dreas o volimenes de objetos. Aplicar una trasformacién de escala a
dos o mas objetos para que todos tengan el mismo nimero de spels, es decir, que
tengan la misma 4rea o volumen

Spels positivos y spels negativos. Los spels positivos son los spels del objeto Oy
que no forman parte de la interseccién, cuando éste se superpone con un objeto O, a
comparar; mientras que los spels negativos son los spels del objeto Oy que no forman
patte de esa interseccién.

La Distancia Euclidiana entre dos spels a = (a1, a2, .., @) y b= (b1, b0,. ,by) es:

n

da,b) = |3 (b; — )’

i=1

Algoritmo por elementos mds cercanos (EMC). Se refiere al algoritmo propuesto
por Bribiesca en 1996 [1}(Bribiesca, 1996), en el que, una vez alineados (de cierta man-
era) dos objetos a comparai, para transformar los objetos, se forman dos conjuntos
de spels, (definidos como spels positivos y spels negativos). Se mueve primero el spel
positivo mas cercano del conjunto de spels negativos, luego el siguiente mas cercano y
asi sucesivamente, hasta desplazar el mas lejano, del conjunto de spels positivos hacia
el conjunto de spels negativos.

Trabajo o energia realizada en la transformacidn. Es el valor numérico (en unidades
de trabajo) de la suma total de distancias entre los dos conjuntos de spels que inter-
vienen en la transformacion [1](Bribiesca, 1996).

Transformacion de un objeto en otro. Es el algoritmo que permite asociar (mapeo)
cada spel positivo, con un spel negativo, de manera de encontiar su diferencia numérica

y, posteriormente, sumar todas las diferencias. En este sentido la transformacién de
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un objeto a otro es una funcién biunivoca, en donde a cada spel positivo le corresponde
uno y sélo un spel negativo. Esta definicién es equivalente al pensar en los spels como
“ladrillos”, los cuales pueden trasladarse de un lugar a otro (de un conjunto positivo
a uno negativo). Entre mayor sea la distancia recorrida por éstos més diferentes seran

los objetos comparados.

2.2 Trabajos previos
2.2.1 Medidas de similitud y reconocimiento de objetos

Aunque la percepcién visual humana toma en cuenta los aspectos de color y forma
para comparar los objetos, la forma por si sola (y sus propiedades geométricas) es
una caracteristica muy importante para llevar a cabo el reconocimiento, con el cual
se han intentado establecer medidas de similitud de la forma, siendo un campo activo
dentio del Reconocimiento de Patrones.

Se halescrito mucho sobre cdmo comparar, registrar y reconocer objetos bidi-
mensionales. A veces se consideran los contornos de las figuras y sus propiedades
geométricas [11}(Henk, 1998),[12)(Otterloo, 1991),[13](Arkin et al., 1991), o bien, se
emplean distancias [14](Jain, 1989) para establecer su parecido. En estos trabajos, se
asume que generalmente se tiene informacién bidimensional disponible para reconocer
los objetos, incluso de escenas tridimensionales. Se maneja también, el hecho de que
las propiedades de la forma deben ser generalmente invariantes en transformaciones
de rotacidn, traslacién y escala. Existen técnicas de apareo para comparar las formas.
Por ejemplo, Arkin et al {13](Arkin, 1991) comparan varias formas 2D sintéticas a
través de funciones de distancia La ventaja de este método es que es de tiempo

logaritmico y, la desventaja principal es que funciona pata formas poligonales tales
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como cuadrados y tridngulos. Arkin ef ol [13](1991) sélo probaron su método con
varios poligonos de a lo més 21 vértices.

Danielsson [15](1978) establece un factor de forma basado en la distancia promedio
enfre un punto interior de una imagen 2D con el punto m4ds cercano del contorno.
Danielsson analiza las propiedades y compara este factor con otro factor de forma
que relaciona el perimetro del objeto con su drea. Encuentra mayores ventajas a
su factor de forma, ya que este factor no diverge cuando el contorno del objeto se
incrementa. Aunque Danielsson [15}{Danielsson, 1978) aplica su factor de forma a
algunos poligonos y dos formas arbitrarias, no lo aplica para objetos reales en 2D.

Hasta ahora hay algunos autores que han aplicado diferentes técnicas para intentar
el reconocimiento de la forma de objetos 3D, Boyse [16](1979), Brooks [17}(Brooks,
1983) y Dickinson, Pentland y Rosenfeld [9](1992), quienes basan sus métodos de
reconocimiento en el uso de primitivas, es decir, ciertas figuras geométricas que sirven
como unidades para conformar los objetos, tales como conos, conos truncados, cilin-
dros, elipsoides, etcétera y de elementos de curva descritos por un alfabeto simbdlico
[14](Jain, 1988). La ventaja de estos métodos es que generalmente describen con
buena aproximacién objetos manufacturados, pero son dificiles de aplicar a objetos
irregulares, sobre todo por la dificultad en la extraccién de primitivas.

Besl y Jain [5](1985) describen algunas técnicas para obtener, procesar y carac-
terizax datos de profundidad. Estos autores buscan primitivas para reconocer objetos,
haciendo una descripeién detallada de cémo manejar los datos de imagenes para su
representacién computacional. Jain y Hoffman [18](1988) definen una medida de
similitud de entre un conjunto de caracteristicas observadas para un objeto dado en
una base de datos, es decir, consideran los atributos y primitivas (superficies, con-

tornos, aristas e intensidades de gris) m4s sobresalientes de los objetos, dando buenos
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resultados para su identificacién. Sin embargo, este trabajo estd basado en extraer
los datos de imégenes en 2D Cohen-Or et al. [19](1998) construyen objetos 3D inte:-
medios por medio de una metamorfosis por campos de distancia. La ventaja de este
método permitié lograr el morphing o la transformacién de objetos de diferente genus
topoldgico. Adan et al. [20](2001) proponen un método que usa un nuevo conjunto
de caracteristicas globales como pardmetros discriminantes. Estos pardmetros estén
basados en la normalizacién de los objetos (los cuales estdn representados por mallas
poligonales en 3D) a través de una esfera dada en malla poligonal y en el uso de
los ejes principales Con este método logran reducir de manera eficiente el tiempo
de bisqueda de objetos en una base de datos. Holden et ol [21)(2000) evaluaron
ocho diferentes medidas de similitud aplicadas a imdgenes de resonancia magnética
y llegaron a la conclusion de que uno de esos métodos, basado en enitropia conjunta,
era mas eficiente, ya que con €l lograron identificar cambios anatémicos del cerebro
con mayor certeza que con los otros siete. Mokhtarian et al {22](2001) propusieron
un método para reconocer objetos 3D representados por mallas poligonales bajo di-
ferentes puntos de vista, basados en algoritmos de hashing y verificacién global por
medio de curvas gaussianas. Con ellas lograton detectar debidamente atributos de los
objetos, tales como sus esquinas, permitiéndoles detectar correctamente 20 diferentes
objetos 3D con distintas rotaciones.

Zhang et al [23](1993) definen una construccién automdtica de un modelo 1ela-
cional independiente del dngulo de visidn. Para reconocer objetos 3D de escenas
desconocidas, su sistema inspecciona un objeto 3D a partir de diferentes angulos
de observacién paia, posteriotmente, aplicar inferencias estadisticas e identificar 1ela-
ciones entre las diferentes paites del objeto. Con este método identifican debidamente

un objeto 3D con varias orientaciones dentro de una imagen 2D.
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Lohmann por ejemplo [10](1998), considera que la similitud se debe hacer usan-
do el cociente de los volimenes de los objetos a comparar, respecto a un cuerpo
geométrico bien conocido, tales como una caja y una esfera minimos que sirven como
envolventes de los objetos a comparar Si V, es el volumen del objeto y V, el volumen
de la caja, la medida de similitud es de la forma: S, = ¢* donde la caja envuelve
al objeto totalmente

Y para la esfera, la medida es simplemente: Seqfere = ;f;‘:% donde 7 es el radio de
la esfera minima.

Aunque este tipo de media es de orden lineal, su desventaja es que arroja muchas
inconsistencias en la manera de clasificar los objetos

Cuando se establece una medida de similitud, tradicionalmente existe una propiedad
que se desea optimizar Una medida de similitud propuesta recientemente por Bri-
biesca y Wilson [24)(1997) se basa en encontrar el drea méxima comin de dos objetos,
es decir, cuando a dos objetos se les aplica invariancia en escala, se pretende hacer
traslaciones y rotaciones hasta encontrar la configuracién de ambos objetos en donde
el 4rea comin sea mdaxima En esta tesis, se verd que esto no necesariamente es cierto
cuando se desea establecer una medida de similitud, en términos de transformaciones
Lo que se desea optimizar es la energia de transformacién

El método planteado en este trabajo se basa en las ideas iniciadas por Bribiesca
[1](1996), quien definié una métrica y una medida de similitud, susceptibles de apli-
carse para la transformacién de figuras tridimensionales liregulares y no sélo figuras
regulares, como lo han venido haciendo los autores mencionados. En este trabajo se
logra optimizar el método de Biibiesca.

Los métodos de medidas de similitud basados en cantidades generadas por trans-

formaciones globales son obviamente de una naturaleza global inherente, va que las
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propiedades locales de la forma no pueden tomarse en cuenta con estos métodos, algo

que si sucede con la medida de similitud que se establece en este trabajo.

2.2.2 Niumeros de forma

Para encontrar el parecido entre dos objetos 2D, uno de los primeros intentos formales
de establecer la relacién entre la forma y el grado de similitud ha sido el propuesto
por Bribiesca y Guzmdn [25](1979). En este trabajo se presenta un método a partir
de cadenas, las cuales estdn formadas por combinaciones de tres nimeros (1, 2y 3 por
ejemnplo). Cada cadena que conforma un ndmero en la base 3 sirve como descriptor
de cada forma. Por ello a estas cadenas se les llama nimeros de forma. Cuando
se pretende comparar dos objetos 2D, estos objetos se discretizan y se obtiene su
nimero de forma. Conforme la resolucién del objeto se incrementa, se forma un
drbol de resolucién, hasta que los niimeros de forma de ambos objetos puedan llegar
a ser diferentes. Con ello, existird una resolucién, para la cual los nimeros de forma
ya serén diferentes. Entre mayor sea la resolucién {mayor la profundidad del drbol
multiresolucién) con iguales nimeros de forma, més parecidos serdn los objetos a

comparar.
2.2.3 Registro de objetos

2.2.3.1 Mapeos conformes

El problema de registrar o alinear de manera 6ptima los objetos ha sido un campo
de investigacidén activo en los dltimos afios. Un caso que presenta el problema de
alineacién es cuando se trata del mismo objeto que ha sido registrado con diferentes

vistas, o simplemente cuando se quieren correlacionar dos objetos diferentes.
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En la actualidad hay diferentes técnicas para alinear los objetos 3D, a través de
representaciones por superficie. Como se verd a lo largo de este trabajo, una de ellas
es utilizando los lamados ejes principales de los objetos.

Existe otro método para estimar la distancia minima entre dos superficies a com-
parar; por ejemplo, Besl et ol [26)(1992) encontraron la menor distancia entre las
supetficies a alinear al minimizar globalmente la distancia entre las supetficie por el
método de distancia cuadritica media.

Tarobién, otra forma de encontrar la distancia minima es a través de los mapeos
conformes, esto es, transformar una superficie en otra de manera que se preserven
dngulos, es decir, que se preserven los productos internos de los vectores tangentes
locales a cada superficie. Haker y Tannenbaum [27}(2000) utilizaron los mapeos con-
formes para aplicarlos a superficies con textura, aprovechando que dichas superficies
son topolégicamente iguales a una esfera, o sea, las superficies no tienen hoyos, asas
o0 intersecciones.

Un trabajo muy interesante, es el publicado por Malandain y Rocchisani [28](1993),
quienes basaron su método para encontrar la menor distancia entre superficies al cal-
cular un potencial minimo. Lo que hicieron fue emplear las leyes fundamentales de la
dindmica, en la que calculan la torca producida al hacer girar una de las superficies,
la cual estd sumergida en un cierto potencial debido a la presencia de la otra super-
ficie. Posteriormente, introdujeron un coeficiente de viscosidad con el fin de detenexr
la superficie y permitir que ésta llegue poco a poco al potencial minimo.

En todos estos trabajos, la idea no fue dar una medida de similitud entre los
diferentes objetos, sino solamente orientarlos de manera éptima para su posterior
anélisis. Sin embargo, el hecho de calcular una distancia durante el proceso de registro

puede implicar también dar un grado de parecido.
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En esta tesis, se alinean los objetos considerando primero los sélidos completos v,

posteriormente utilizando los ejes principales.

2.2.3.2 Campos de distancia

El método de interpolacién por campos de distancia (ICD) se utiliza generalmente
paxra la reconstruccién de un modelo n~-dimensional a partir de una sucesién de sus
cortes o secciones transversales de dimensién (n — 1). El método ICD se comenz6
a utilizar principalmente para la reconstruccién de los cortes cerebrales [29](Louis y
Natter). En 1986, Levin [30] presenté métodos en los que las secciones transversales
de los objetos comenzaban a ser més generales que los casos anteriores (objetos con
hoyos, por ejemplo).

En 1990, Payne y Toga [31] desarrollaron un sistema gréfico para desplegar in-
formacién funcional y anatémica de superficies del cerebro humano, usando para ello
campos de distancia. Dos afios después, en 1992, Payne v Toga emplearon también
los campos de distancia para combinar, modificar y analizar superficies [32](Payne y
Toga, 1992).

La reconstrucién de objetos por el método de interpolacién en general, esta basada
en dos métodos. Un método consiste en considerar las superficies poligonales de los ob-
jetos de manera que sus secciones transversales sean contornos poligonales [33](Bare-
quet, 1994). La otra clase de métodos consiste en considerar todo el interior del
objeto, esto es, se considera una representacién de vozels, de manera que el volumen
completo del objeto se reconstruye a partir de interpolaciones en niveles de grises de
sus secciones transversales.

Otra de las aplicaciones que se ha dado con el método ICD es en la transformacién

progresiva, 0 metamorfosis como se le conoce, entre diferentes objetos 3D. Cohen-
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Or et al. [19] recientemente (1998) utilizaron el método ICD para llevar a cabo la
metamorfosis de diferentes objetos 3D. Con el fin de que ésta se logre de una manera
suave aplicaron interpolacion entre objetos intermedios de la transformacién.

En la literatura no se ha encontrado, hasta ahora, algin trabajo que utilice campos
de distancia y que defina de manera precisa medidas de similitud, esto es, que de un
grado del parecido entre dos o mas objetos. Los campos de distancia se han utilizado
principalmente para la reconstrucién y animacién de objetos, tanto en 2D como en 3D.
Sin embargo, podria ser posible una indagacion al respecto para establecer medidas
de similitud y compararlas con los resultados que aqui se obtengan en cuanto a la
transformacién de objetos.

Hasta ahora, ninguno de los trabajos anteriores establece el grado de parecido entre
los objetos 3D. Algo que se pretende en este trabajo es precisamente dar un método
consistente para, no solamente registrar los objetos 3D, sino también encontrar el
grado de similitud entre ellos.

La percepcién humana de la figura y su parecide a otra figura, no solamente estd
determinada por aspectos puramente geométricos, sino por un contenido semdntico,
resultado de todo un bagaje cultural y social. Asi que, establecer una medida de
similitud lo mejor aproximada posible a la “realidad”, significaria establecer un es-
pacio de patrones o de caracteristicas de muchas dimensiones. Sin embargo, en este
trabajo se estudiardn algunas caracteristicas que permitan decir cudndo dos objetos

son parecidos y qué tan parecidos son en su forma.

2.2.4 La geometria fractal

En 1975 Beneto Mandelbrot [34] introdujo la geometifa fractal. Mandelbrot afiimaba

que, usando la geometria fractal, era posible crear modelos matemaéticos para todos
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los objetos complejos que aparecen en la naturaleza, tales como las nubes, montaifias
y drboles, incluso ellos mismos son ejemplos de conjuntos fractales.

Un aspecto muy importante de la geometria fractal es la de poder expresar con-
juntos complejos con tan sélo unos cuantos pardmetros.

Las aplicaciones mds importantes que se han hecho al procesamiento de las imagenes
son la reconstrucién y andlisis de texturas y superficies, la compresién de imégenes y,
recientemente, el reconocimiento de objetos.

Puesto que existen muchos problemas en el andlisis de superficies naturales y
en la construccién de mapas de terrenos para modelar las superficies, Arakawa y
Krotkov [35](1996) modelaron superficies de terreno e hicieron una reconstruccién de
superficie fractal. Jennane ef al. hicieron un andlisis fractal de huesos humanos para
el diagudstico de enfermedades. A pesar de que los objetos son complejos y dificiles
de describir, Turiel y Pozo [36](2002) reconstruyeron imégenes a partir de fractales
gracias a que también poseen un alto grado de redundancia. Mostraron cémo des-
componer imégenes en sus componentes fractales. Belloulata y Konrad [37](2002)
emplean codificacién fractal para la compresién de imigenes.

En 1995 aparece el primer trabajo sobre reconocimiento de objetos usando la geo-
metrfa fractal. Con ese trabajo, Neil y Curtis [38](1997) presentaron transformaciones
fractales para el reconocimiento de la forma. Con la técnica que establecieron estos
autores, la cual se basa en construir invariantes en rotacién y escala, se hace el
reconocimiento de objetos manufacturados en 2D, pudiendo identificar correctamente
més objetos con este método que con el basado en los momentos centrales.

Los trabajos realizados para reconocimiento han sido especificamente en objetos
2D. Hasta ahora no se ha encontrado algin trabajo que emplee la geometria fractal

para obtencién del grado de similitud de objetos 3D.
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2.3 Justificacién de la tesis

En su articulo de 1997, Bribiesca [24] disefié un método para medir el parecido de dos
o mas objetos bidimensionales diferentes, el cual consiste en superponer dos regiones
discretas orientadas respecto a su maxima drea de interseccién, o méxima correlacién.
Bribiesca se propone, por primera vez, encontrar el parecido de las figuias de los ob-
jetos a partir de las distancias entre los conjuntos de pizels que no se aparean en
la superposicién, {a los pizels de uno de los objetos a comparar que no se aparean
les llama pizels positivos y a los que no se aparean en el otro objeto, pizels nega-
tivos). Considerar por si sola la cantidad de pizels que no fueron apareados en la
superposicién airoja una informacién pobre acerca de la forma de los objetos.

En [1], Bribiesca (1996) aplicé algunas de las ideas de su articulo anterior ex-
tendiéndolas a tres dimensiones. Este método se basa en orientar los objetos a com-
parar a través de los ejes mayores, mostrando la necesidad de encontrar una miaxima
correlacidn para luego mover los spels. Una vez orientados de esta manera, fransforma
los objetos al mover los spels no comunes a ellos signiendo un orden heuristico: mover
primero los vozels mds cercanos, al usar la distancia euclidiana menor, enseguida los
siguientes m4s cercanos y as{ sucesivamente (algoritmo EMC). Sin embargo, este pro-
cedimiento no siempre permite encontrar la menor distancia a recorrer por todos los
spels.

Para mostrar esto, considérese la siguiente configuracién de puntos, los cuales se
han puesto en el plano cartesiano de manera que los puntos A y B estén sobre el eje
y v los puntos C v D sobre el gje x.

Las coordenadas de estos puntos son: A{0,0), B(0,d;), C(d2,0) y D(d2,-d3) (C ¥
D estdn sobre una recta paralela al eje y), di, d2 y ds € R, Supdngase que Ay B
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Figura 2.1. Cuatro puntos en el plano. Se pretende calcular la distancia minima
entre el conjunto {A,B} y el conjunto {C,D}.

son las posiciones de dos spels a mover, es decir, dos spels positivos y C y D dos spels
negativos. Segtn el algoritmo EMC, para transformar los objetos, hay que recorrer
primero el spel que est4 en la posicidn A hasta alcanzar la posicidén C, pues son los mas
cercanos y, posteriormente, el spel de la posicién B a la posicién D (son los siguientes

m4s cercanos). Supéngase que la distancia total recorrida para hacerlo es la menor

de las posibilidades, es decir:

d(A,C) +d(B, D) < d(B,C) + d(4, D)

o sea,
di + [(da + do)? + M2 < (A2 + dB) M2 + (& + d)V

Para ver que la desigualdad anterior es falsa, con un poco de édlgebra se puede

rescribir como:
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4di{(dy + ds)? + ] < d3d3

Esta desigualdad es falsa para cualquier valor de d; # 0. Con esto se observa
claramente que el algoritmo EMC no siempre encuentra la distancia minima al mover
los spels de los objetos a transformar.

Esta forma de mover los spels se refleja al querer mover todo un conjunto de ellos.

Considérese los siguientes objetos a transformar:

THEFEETE
IRENRTEIN]

F I 06 1 L L RN AR
X b4 g A 0 3 O VAR EL 5 e rern

Figura 2.2. Dos objetos a transformar: a) Dos barras paralelas unidas, b) una sola
barra. Los dos objetos tienen el mismo nimero de pizels: 196.

Comparando el trabajo realizado al seguir el algoritmo EMC con el trabajo al
seguir el algoritmo hdngare que se presenta en el Capitulo 4, se tiene que con el primero
se realiza un trabajo de Wy = 3, 345.48, mientras que con el segundo, Wy = 3, 061.48.
Lo cual significa que hay una optimizacién en cuanto a la distancia empleada para
transformar un objeto en otro del 8 48%. Es por ello que en esta tesis se emplea el
algoritmo hiingaro para encontrar las distancias entre los diferentes conjuntos de spels
de los ob,jetos a transformar. Por otro lado, la orientacién que deben tener los objetos

antes de transformarse es muy importante, ya que desempeifia un papel crucial en la
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eficiencia para el cdlculo de la energia de transformacion, como se verd en la siguiente

seccién,

2.3.1 La maxima correlacién como medida débil de similitud

El hecho de alinear los objetos conforme a sus volimenes de interseccién maximos
no garantiza una mejor alineacién. Cuando se analizaron los trabajos previos en
¢l primer capitulo, se observé que existen métodos para orientar las superficies de
manera que se minimizara la distancia entre ellas. Por lo tanto, es de intuirse que lo
mismo ocurre si en vez de considerar el contorno del objeto también se considera su
interior.

Para registrar dos objetos se utilizard el centro de masa y los ejes principales.
En 2D, intuitivamente se esperaria que los dos objetos registrados y, una vez super-
puestos, tengan tantos pizels comunes como sea posible. Se verd que al encontrax los
ejes principales v el centro de masa (los ejes principles en los rectdngulos coinciden
con los ejes de simetifa), el 4rea de interseccién de dos objetos no necesariamente es
el maximo. Se expondrdn algunocs ejemplos simples pero ilustrativos.

En la Figura 2.3 hay dos rectdngulos iguales. Sus dreas estdn normalizadas, sus
centros de masa son comunes y estdn alineados conforme a sus ejes principales. Si
se empieza, a rotar alrededor de un eje perpendicular al papel, claramente el rea
de interseccién empieza a disminuir. Asf que, en este caso la alineacién de los ejes
principales y centro de masa encontrados inicialmente coinciden con la idea del drea
méxima (o volumen para objetos 3D). Lo mismo pasa si se empieza a alargar uno de
los rectdngulos ligeramente: el drea méxima corresponderd a la alineacién de los ejes

principales. Sin embairgo, al seguir “alargando” uno de los rectdngulos (ver Figura
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Figura 2.3. Cuando los rectdngulos son iguales y estdn alineados respecto a sus

gjes principales y centros de masa, el drea comin es méxima. Pero al hacer un
pequefio giro el 4rea comin empieza a disminuir.

2.4), ambos serdn cada vez m4s diferentes y el d4rea méxima no corresponderd a la

alineacién de los ejes principales, el drea comin aumenta si se gira el rectdngulo més

alargado (ver Figura 2.5).
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Figura 2.4. Comparacién de un rectdngulo més alargado que otro.

La alineacién de los ejes principales en dos objetos muy diferentes da un area
comun pequeiia en comparacién con otro tipo de orientacién.

Se hizo un experimento parecido al anterior y se calculé el trabajo al transformar
los diferentes rectdngulos.

Considérese el cuadrado y rectdngulo de la Figura 2.6a) y 2.6b), respectivamente.
Ambos tienen 144 pizels. La Figura 2.6¢) muestra el rectdngulo rotado —45°. Una
vez que se superponen sus centros de masa se desea transformar el rectdngulo en el
cuadrado de dos maneras. En la primers el rectdngulo estd en forma horizontal y sus
ejes principales coinciden con los del cuadrado (Figura 2.7a). En el segundo caso, el
rectdngulo estd rotado —45° de manera que alcanza su maxima drea de interseccién
con el cuadrado, pero los ejes principales estdn desalineados (Figura 2.7b).

La Tabla 2.1 muestra los datos de las caracteristicas principales de los objetos a

transformar.
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Figura 2.5. Hay un rectdngulo con dimensiones a partir de las cuales, al empezar
a girarlo alrededor del centro de masas, el 4rea comiin empieza a aumentar.

| Transformacién | Pizels comunes | Pizels no comunes | Distancia |
a) — b) 24 120 9180.56
a) = ¢) 31 113 2217.70

Tabla 2.1. Transformacién del objeto Aen B y C.

Pues bien, la distancia total recorrida para transformar el cuadrado en el rectdngulo
horizontal fue de 2,189.56 unidades y la distancia para transformarlo con el rectangulo

girado fue de 2,217.70. Mayor cuando e} drea de interseccidon fue mayor.

Considérese la siguiente elipse y marco de la Figura 2.8a) y b) respectivamente. Am-
bos estdn alineados conforme a sus ejes principales. Estdn compuestos de 324 pizels
cada uno. La Tabla 2.2 muestra el 1esultado de transformar ambos objetos: segin la
Figura 2.8¢) los ejes principales mayores estdn a 90° entre ellos; segin la Figura 2.8d)

los objetos estdn a una méxima correlacidn entre ellos con 93 pizels en comiin; segiin
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Figura 2 6. Figuras de 144 pizels cada una; a) cuadrado, b) rectdngulo, ¢)
rectdngulo anterior rotado 45°.

la Figura 2.8e) sus ejes principales mayores est4n a 30° en la Figura 2.8f) los ejes
estan alineados y es donde los objetos tienen el menor nimero de pizels en comin vy,

sin embargo, la distancia de transformacion es la menor de todos los casos.

| Caso de la Fig. 2.8 | Pizels comunes | Pizels no comunes | Distancia |
c) 59 265 2,945.17
J) 93 531 3,730.16
Ay 12 313 3 738 61
) 3 351 3.549.93

Tabla 2.2. Informacién de la transformacién de los objetos de la Figura 2.8a) v b)

A diferencia de otros métodos, como los mapeos conformes y los campos de dis-
tancia, que trabajan preferentemente con las superficies o cortes transversales, en este

trabajo se ha preferido emplear a los ejes principales para registrar los objetos.
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Figura 2.7. Se transformard a) cuadro en rectdngulo horizontal, b) cuadro en
rectdngulo inclinado.

Por lo tanto, sobre la base de la medida de similitud propuesta por Bribiesca
[1](1996), lo que se propone en esta tesis es buscar la manera de mover todos los spels
de un objeto en otro con la menor distancia posible. Para lograr esto, se propone el
uso de los ejes principales de los objetos como mecanismo para orientarlos y, postexrior-
mente, con el llamado algoritmo hingaro se procede a encontrar la distancia minima,
para mover los spels. Se validard este procedimiento con diferentes objetos 2D y 3D
y se propondré una forma de normalizar el trabajo realizado en la transformacién de

los objetos, dando una medida de similitud en el intervalo de 0% al 100%.
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Figura 2.8. Dos objetos a comparar; a) Una elipse; b) un marco; ¢) superposicién del marco con sus
gjes principales mayores a 90° entre sf; d) méxima 4rea de interseccién entre ambos objetos; €) el
angulo entre los ejes mayores es de 30°: f) los ejes principales estdn alineados completamente
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Capitulo 3
Los invariantes

El método seguido aqui para comparar dos objetos diferentes, consiste en llevar a
cabo las siguientes transformaciones admisibles: 1) normalizar las 4reas si se pretende
comparar objetos 2D, o bien, normalizar los volimenes si lo que se quiere es comparar
objetos 3D; 2) hacer una traslacién rigida de los objetos a comparar para que coincidan
sus centros de masa; 3) realizar una transformacion de rotacién rigida de manera que
los objetos a comparar estén orientados conforme a sus ejes principales; por tltimo,
4) transformar un objeto en otro.

Ninguna de las transformaciones dadas por los tres primeros incisos anteriores
modifica la forma de los objetos, esto es debido a que existen cantidades llamadas
invariantes, es decir, cantidades que no cambian a pesar de hacer cualquiera de las
transformaciones admisibles mencionadas en los tres primeros incisos del parrafo an-
texior.

El problema de encontrar invariantes para reconocimiento de objetos en 3D con-
siste en encontrar cantidades o propiedades de los objetos que no cambian, a pesar de
que estos sean afectados por algin grupo de transformaciones admisibles en el espacio
ocupado por estos objetos. Entre las categorias més importantes que se manejan en
el estudio de invariantes estdn las basadas en los momentos centrales, las basadas
en las transformadas integrales [39}(Jeffrey, 1996) y, en este capitulo se verd que la
magnitud de los ejes principales son invariantes en rotacién.

El primer articulo sobre invariantes basados en los momentos centrales fue publi-
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cado por Hu [40](1962), quien presentd una teoria basada en los momentos bidimen-
sionales. Sea p(z,y) > 0 una funcién real y acotada, definida en una regién R. Los

momentos regulares bidimensionales de orden (p + ¢) se definen como:

Mg = /R 2"y’ p(z, y)dzdy, (3.1)

donde R es la regién (de la imagen) en la que se aplicard la doble integral y p y ¢ son

nimeros enteros,

Los momentos centrales estan dados por:

fog = /R (z — &) (y — n)%p(z, y)dzdy, (3.2)

donde € = mio/mgo, 1 = mo1/mpo ¥y p,q € N.
Las relaciones 3.1 y 3.2 pueden calcularse para el caso discreto, convirtiendo la

integral [ en dos sumatorias: 33, ,, considerando p(z,y) = 1 y el lado de cada

pirel igual a uno.

3.1 Normalizacion de la escala

En el mundo real casi todos los objetos necesitan un nimero diferente de spels para
describirlos. En este trabajo, cuando se quiera transformar un objeto en otro, es
necesario que esos objetos tengan la misma cantidad de spels. Para lograr esto, se
aplica una transformacién de escala como la dada por la ecuacién 3.4 para el caso
bidimensional. Cuando esto pasa, la ecuacién 3.3 se mantiene invariante (salvo por

errores debido a la discretizacién) por cada objeto bidimensional escalado.
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La ecuacién (3.3) que aparece a continuacién,

— _ Hpa

donde p = myggy, se mantiene invariante (no cambia) cuando un objeto sufte una

transformacion de escala (cuando se contrae o se dilata de manera uniforme} al aplicar

la siguiente transformacion:
7' = az,
¥ = ay, (3.4)

con o €R

Para el caso tridimensional, s6lo hay que agregar una suma a las ecuaciones de mo-
mentos regulares y centrales (ecuaciones 3.1 y 3.2). Los momentos regulares quedan

como:
Mgy = Zm: SNyt (3.5)
vz
Y los momentos centrales (caso discreto):
Fogr = ; ; Ez:(w VA kR CE Y (3.6)

Se puede probar que el signiente cociente es invariante bajo transformaciones de

escala:

Hpgr
oy (37)

38



donde ¢ = mooo.
Sin embargo, una vez que a los objetos se les ha aplicado una transformacién

admisible de escala, de manera que tengan el mismo nuimero de spels, se dird que

ambos objetos estan normalizados.

La Figura 3.1, muestra 12 objetos diferentes, todos ellos normalizados a 674 pizels.

o 6’“*0

rs‘%%'*

A=K

B ) L

Figura 3.1. Doce objetos bidimensionales, normalizados. Cada uno esté
compuesto por 674 pizels.

3.2 Invariancia bajo traslacion

Una trasiacidn de un objeto es una transformacion rigida en R*. Una traslacién mueve
cada, spel del objeto en la misma direccién y por la misma, cantidad [41)(Karush, 1989),

manteniendo constante las distancias entre cualquier par de spels.
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En 2D los momentos dados por la ecuacién 3.2 son invariantes bajo traslacién.
Puede hacerse una traslacién de las coordenadas (z,y) de cada objeto a través de la

siguiente transformacién de coordenadas:

=4+
V=y+p8 (3.8)

con o y 3 constantes,

y la ecuacién (3.2) sigue siendo la misma.
Para el caso tridimensional puede hacerse una traslacién de las coordenadas (z,y, 2)

a través de la siguiente transformacién de coordenadas:

¥y=z+a
yY=y+8
Z=z+7 {3.9)

con &, B y v constantes,

y la ecuacién (3.6) se mantiene invariante.

Por otra parte, en este trabajo, cuando se compararen dos o més objetos se buscard
superponerlos, lo que implica una traslacién de cada uno en el espacio. Ya se mostrd
que al trasladar objetos existen propiedades invariantes (ecuaciones: 3.2 y 3.6). Lo
que se haxd aqui es trasladar los objetos, superponiéndolos, de manera que coincidan

sus centros de masas.
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3.3 Invariancia bajo rotacion

Con el dlgebra de invariantes, Hu {40](1962) llega a los siete invariantes ante trans-

formaciones de rotacién:

P1 = pigo + poz,

b2 = (Ha0 — toz)® + 4ui1,

¢3 = (3o — 3p12)? + (3o1 — phes)?,

bs = (30 + t2)? + (pa1 + pios)?,

$5 = (130 — 3p12) (pa0 + p12)[(so + p12)* ~ 3k + pios)?] + (3par — pos) (pzr —
thos)[(Mao + th12)? ~ (piz1 + phos)?],

$6 = (piz0 — po2)[(a0 + p12)® = (a1 + p03)?] + 4pnr (w30 + ta2) (21 + tos),

$r = (3par — pios)(pso + pr2){(pa0 + p12)® — 3(uar + w03)2) — (a0 — 3pao){par +
103) {330 + p12)? — (par + pas)?], (3.10)

Hu [40](1962) aplic6 estas ecuaciones por primera vez para reconocer caracteres
alfabéticos, independientemente de su posicién, tamafio y orientacién. Una de las
limitaciones de este método es que al aumentar la resolucién de los objetos 2D, el
nimero de invariantes debe crecer, de manera que si dos objetos tienen invariantes
de segundo orden parecidos, las formas pueden ser muy diferentes. Este método es
sensible al ruido, lo que constituye una desventaja.

Sadjadi y Hall {42](1980) utilizaron los momentos en 3D, al aumentar una integral
a la ecuacién 3.1. Encontraron tres invariantes de segundo orden (la suma de los

subindices de las ecuaciones, siempre es igual a dos):
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1 = piaoo + Lozo + Hooe,
®2 = Paootozo T H200t002 T Ho20H002 — :Uffm - Hfm - Ngm

B3 = taootiozo ooz — Boo2kiiie + 2110101 Mo1y — Logokisy; — paopp011%. (3.11)

los cuales son invariantes en rotacién. Lo y Don [43](1989) utilizaron estas canti-
dades, asi como los ejes principales para orientar objetos simétricos {cigarro, plato y
esfera) y clasificarlos. Sin embaxgo, no probaron este método para reconocer objetos
irregulares.

Otro trabajo interesante publicado en 1995 sobre invariantes en 3D, fue el realizado
por Burel y Henocq [44](1995), quienes construyeron una serie de invariantes basados
en resultados de la mecénica cudntica. Una rotacién en el espacio (en 1?%), se considera
como un operador lineal ! (que es la conocida matriz de rotacién). Este operador
tiene una relacién estrecha con el operadot de rotacién para momento angular que se
usa en la mecénica cudntica. Con este principio y utilizando 4lgebra tensorial, Burel
y Henocq encontraron una gran cantidad de invariantes que les permitié descomponer
la forma de objetos 3D (vértebras del cuerpo humano) en una base ortonormal de
eigenvectores del operador del momento angular. La ventaja de este método es que,
entre mds invariantes se calculen para clasificar los objetos, el orden de estos no
aumenta. Este método es sensible a pequefias diferencias en la similitud de los objetos
3D. Sin embaigo, entre sus limitaciones, puede darse el caso de que para dos objetos
irregulares existan los mismos invariantes, ademds no se ha mostrado si cualquier
subconjunto de estos invariantes caracteriza sin ambigiiedad la forma de un objeto a
diferentes resoluciones. "

Otros tipos de invariantes son los basados en los momentos de Zernike, obtenidos

a partir de los polinomios (los cuales satisfacen la propiedad de ortogonalidad) de
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Zernike [39](Jeffrey, 1996). El médulo de estos momentos es invariante ante transfor-
maciones de rotacién. Para encontrar invariantes en traslacién y cambio de escala,
Khotanzad y Hong {45](1990) hicieron una normalizacién de la funcién f(z,y) en
términos de los momentos regulares, utilizddolos ampliamente para reconocimiento
de figuras 2D. Estos momentos son més robustos para imégenes con ruido que los
momentos regulares. Sé tienen, también, los momentos de Fourier-Mellin, estos mo-
mentos se derivan a partir de la llamada transformada Fourier-Mellin {que aparece
en [39)(Jeffrey, 1996). Li [46]{1992) encontré una relacién entre esta transformada y
los momentos regulares, con lo que obtuvo tres invariantes en rotacién y escala. La
ventaja de estos invariantes es que no son sensibles al ruido. Se ha utilizado solamente

para reconocer objetos en 2D. La desventaja es que no son invariantes en traslacién.

3.3.1 Los ejes principales.

Los ejes principales se han utilizado muchas veces para orientar objetos 2D. En 3D
han habido algunos trabajos, por ejemplo el de Faber, et ol [47](1988), para quienes
calcular ejes principales es una forma elegante de encontrar invariantes, pues a difer-
encia de los otros invariantes que ya se han mencionado, los ejes principales tienen
un significado geométrico y analitico mucho mds claro que los momentos y las trans-
formadas. Es por ello que en este trabajo se consideran a las magnitudes de los ejes
principales como invariantes en rotacién. Entre las ventajas, Faber, et al. [47](1988)
concluyeron que el uso de los ejes principales, como invariantes, fueron robustos in-
dependientemente de la resolucién de los objetos. Entre las limitaciones que encon-
traron, observaron que para orientar los objetos 3D es necesario conocer factores de
escala y deformacién de los objetos, pues existe una ambigiiedad en la direccién de los

ejes cuando estos se calculan. Otro trabajo interesante para invariancia en rotacién
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usando gjes principales, es el publicado por Galvez y Canton [48}(1993), quienes los
utilizaron como invariantes en rotacién para reconocimiento de objetos 3D sintéticos
regulares, cuyas superficies estdn representadas por poligonos. Pero, nuevamente,
observaron lo mismo que Faber, hay una ambigiiedad en la direccién de los ejes prin-
cipales, por lo que tuvieron que resolverla de manera heuristica, es decir, ver cdal es
la. mejor orientacién de estos ejes, al probar las ocho combinaciones diferentes que
aparecen como resultado de los signos de los eigenvectores que representan a los ejes
principales. Otra publicacion reciente en el uso de los ejes principales, se aplicé a
imdgenes biomédicas [49](Bullow et al, 2000); en este caso, el trabajo se hizo para
identificar correctamente el movimiento de algunocs huesos de la mano de tres personas
diferentes. Una de las limitaciones que se encuentran al utilizar este método, es que
los ejes principales de los huesos de la mano pueden no estar determinados de manera
dinica, es decir, pueden existir los mismos ejes (en orientacién y tamafio) a pesar de
que dos huesos sean un poco diferentes en forma, corriendo el riesgo de registrarlos u
orientarlos de manera equivocada. En esta tesis se utilizan los ejes principales como
la mejor forma de registrar los objetos antes de transformarlos.

Una rotacién es una transformacién rigida en R3 llevada a cabo alrededor de
un eje de rotacién en la que, fisicamente, cada particula de un objeto dado se mueve
alrededor de un ¢je fijo, conservando siempre una distancia constante con él y en la que
las distancias entre todas las particulas del objeto también permanecen constantes.
Para el caso 3D, ver Figura 3.2.

Se analizard el caso 3D, pudiéndose reducir los resultados a 2D. El momento

angular L de n particulas respecto al origen de un sistema de cooidenadas dado es:
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Eje de rotacion

Figura 3.2. Objeto cualquiera girando con velocidad angular w
alrededor de un eje.

L =Y m;(F x 75), (3.12)
j=1

donde: m; es la masa del j-ésimo vozel, r; es el radio vector cuya magnitud es la
distancia de una particula al eje de rotacién y v; es la velocidad. En este caso los

objetos se consideran como sélidos rigidos. La velocidad puede escribirse como:

Uy =wy X Ty,

donde @; es la velocidad angular. Considerando w; = dixwi, donde dix es la delta de
Kronecker (si ¢ = k, entonces d; = 1; si ¢ # k, entonces d; = 0). Las componentes

del momento angular L = (L, Ly, L3) son:
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n - I . ]
L = wy > my(Gualz ~ 2)zd)), (3.13)
=1

donde: 4,k = [1,2,3], hay una suma sobre /, mientras que j se refiere a la j-ésima
particula (en este trabajo las particulas se consideran como vozels o pizels). La suma

de la ecuacién (3.13) se define como el tensor de momento-inercia Tix:

Ty = ij(&kmgj)x,(j) — gz, (3.14)

j=1
Usando nueve combinaciones diferentes de esta cantidad {que forma un tensor

de segundo orden [50}(Borisenko, 1979), la bien conocida expresién de momentos

regulares para, el caso discieto:
Mg, = ) alzizif(z, 9, 2), (3.15)

y considerando m; = 1y f(z,y,2) = 1 (debido al hecho de que los objetos con-

siderados son sélidos de densidad constante), se obtiene la matriz de inercia dada

por:
Moo + Mooz —Miyo — Mo
T= — M0 Mooz + Mago —Mon . (3.16)
~Min —Mon Mago + Moz

Si se forma el producto interno entre Tj v cualquier otro vector: T A, = B, el
nuevo vector B con componentes B; es diferente a A;. En general, la operacién Ti Ay
puede rotar y cambiar la magnitud de A. Si se quiere encontrar todos los vectores
que no estén rotados debido al producto interno, entonces se tiene que resolver la

ecuacion Ty Ar = A4;, donde A es un escalar. Si los vectores arriba mencionados
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existen, estos constituyen los lamados eigenvectores o ejes principales del tensor Tj.
Para registrar u orientar los objetos debidamente, en este trabajo se utilizan los ejes

principales. La igualdad anterior puede escribirse como:

T Ar — M = (T — M)A = 0,

(Tu - /\)A1 + T1242 + T1343 =0
To1 Ay + (T22 - A)Ag + To3A3 =0 (317)

T31A]_ + T32A2 -+ (T33 - /\)A3 - 0

Este sistema tiene una solucién no trivial, si y sélo si su determinante se anula.
Cuando se resuelve esta ecuacion, se obtiene un polinomio de tercer orden, con tres
raices: A;, A2 ¥ A3. Se resolvié la ecuacién al encontrar los eigenvectores como
se presenta en [50](Borisenko, 1979). Para llevar a cabo los célculos se utilizd el
programa de aplicacién Mathematica [51](Wolfram, 1991).

Ahora bien, para objetos iiregulares y un eigenvector de tamafio dado, las tres As
pueden ser diferentes. La Figura 3.3 muestra el comportamiento de los eigenvalores
para un elipsoide.

En general, la A menor corresponde a la direccidn mads elongada del objeto y la A
mayor a la direccién donde el objeto se alarga menos. Claramente, otros valores de
A corresponderdn a situaciones intermedias. Por lo tanto, las As dan un cierto grado

de informacién sobre la forma del objeto.
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Figura 3 3. Los tres ejes principales de un elipsoide para ilustrar los eigenvectores de una figura
irregular. Dados los eigenvalores A3 < A, < A4, éstos corresponden a los eigenvectores cuyas
magnitudes van del mayor al menor respectivamente .

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

48




3.3.2 Los Angulos de Euler

Los dngulos de Euler {#,¢,%} son conocidos como una representacién de una rotacién
en 3D, definidos como se muestra en la Figura 3.4; donde se ha considerado el sistema
cartesiano z a partir de una rotacién 3D realizada sobre el sistema z; Los dngulos
se encuentran en los siguientes intervalos: @ € [0,7] y [¢,4] € [0,2x], v hay una
interseccién del plano z; - z2 con el plano z} - z5.

La rotacién 3D representada en términos de cuaternios es:

T3 B+ —-a-¢ -2 —qae) 2%+ ag) T
o | = | 2(0B+an) G-G+E-9G —2(96 - o) zy | (3.18)
T3 ~2g0%2 — 1gs)  ~2(q001 + ) GF-F-E+¢ || 73

Donde ¢ = gy + q1i + goj + g3k, los cuales satisfacen 3 + g + 2 +¢Z =1leijk

estdn sujetas a las reglas:
i2=.52=k2=—'17 ijm-ji:k,jkﬂ-kj =i,ki'-_-"ik =j )

para una explicacién més detallada ver [52](Kanatani, 1990).

En términos de los 4ngulos de Euler se tiene que [53}:

go = cos(8/2)cos((¢ + 4)/2},
q = sin(6/2)sin[(¥) — ¢)/2],
gz = sin(0/2)cos{(¥ — ¢)/2], (3.19)
gs = cos(0/2)sin[(¢) + ¢)/2].
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Figura 3.4. Angulos de Euler,

3.4 Invariantes basados en transformadas integrales

En general, las transformadas integrales tienen la siguiente forma. Sean X y W
dos conjuntos, sea f una funcién compleja valuada en el conjunto X, k¥ una funcién
compleja valuada en el conjunto X x W. Entonces, la transformada integral de la

funcién f sobre el conjunto X esta dada por:
ow) = [ f(e)k(w,a)da, (3.20)

donde z es una funcién compleja valuada en el conjunto W. Por las propiedades
que tienen las transformadas (son invertibles y sus médulos son invariantes bajo la
accién de transformaciones), se han utilizado diferentes versiones para reconocimiento

de objetos, tales como la transformada de Fourier [54](Poularikas, 2000), la transfor-
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mada de Mellin, la de Mellin-Fourier, la transformada Radon [55](Helgason, 1980), las
cuales se han utilizado ampliamente como invariantes en rotacién, traslacién y escala
principalmente, para reconocimiento de objetos en 2D. A diferencia de los momentos,
una ventaja en el uso de las transformadas es que son més eficientes al programailas,
no son sensibles al 1uido, pero hasta el momento no se sabe de aplicaciones hechas
a imagenes binarias en 3D. Existen otias transformadas que se han utilizado para el
manejo de las imégenes, nuevamente limitadas al caso bidimensional, o bien, para re-
conocimiento tridimensional a partir de imagenes 2D. Otras transformadas utilizadas
en el andlisis de imdgenes son: la transformada Wavelet [54](Poularikas, 2000), la de
Gabor [34], la transformada Cortex [56] v, recientemente, Martens [57)(1997) ha pro-
puesto la transformada de Hermite. La principal aplicacién de estas transformadas
es la de codificar, comprimir, segmentar o extraer contornos de imdgenes bidimen-
sionales.

Los objetos estdn ya orientados por medio del método de los ejes principales y
compuestos del mismo nimero de spels. En esta etapa se han concluido los pasos
de normalizacién de escala, coincidencia del centro de masa y alineacién por ejes

principales. Los objetos pueden ahora ser transformados entie si.
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Capitulo 4
; Cémo transformar un objeto en otro?

En este capitulo se explicar4 la forma de llevar a cabo la transformacién de los objetos,
con ¢l fin de compararlos entre si. Cuando dos objetos estdn alineados, normalizados
y con los mismos centros de masa, el método aqui propuesto transforma el primer
objeto en el segundo. Lo anterior constituye una ventaja debido a que, cuando esta
transformacion se lleva a cabo, se calcula la diferencia de las formas de los objetos.
Entonces, cuando los spels se distribuyen de manera similar en los dos objetos, estos
pueden verse mds parecidos entre si. Lo contrario sucede cuando la diferencia en la
distribucién sea muy marcada, en tal caso parecerdn ser més diferentes entre si. En
el primer caso la distancia total recorrida por los spels serd menor al transformar los

objetos .

4.1 Pasos para transformar los objetos
Los pasos para transformar el objeto O; en el objeto Oz son como sigue:

1. Encontrar los spels comunes y dejarlos sin cambiar. Cuando los objetos
0 y Oq tienen el mismo centro de masa, los mismos ejes principales y la
misma escala (la cual se encuentra al normalizar el drea o volumen), se
lleva a cabo la superposicién de los objetos mencionados, lo que define
los spels comunes. As{, sea la imagen binaria 3D de O como Ip, y la

imagen binara 3D de O como Ig,.
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El conjunto de spels comunes Io se define como:

Ic = Io, Nlo,. (41)

. Como encontrar los spels positivos. Los spels positivos corresponden a
los spels & moverse, representados por la imagen binaria 3D, se trata

del conjunto Ip, ie.
Ip = Io, \ Io,, (42)

. Cémo encontrar los spels negativos. El conjunto de spels negativos

corresponde a la imagen binaria 3D Iy, definido por:

Iy = I, \ Ip,, (4.3)

i.e., la imagen binaria Iy representa a los spels donde serdn colocados

los spels positivos (véase la Figura 4.1).

. Cémo desplazar los spels. Hay muchas formas de desplazar los spels.
Si k es el nimero de spels a mover, entonces k! es el ndmero total de
formas diferentes para desplazarlos de Ip a Iy. Las imigenes binarias
y las distancias entre los spels pueden representarse como una gréfica

bipartita pesada [58](Bondy, 1976) con biparticién (Ip, Ix), donde:

Ip = {pz- D i S k}, (44)
In={n;: j <k} (4.5)
y la arista p;n; tiene un peso w;; (cada peso wy; corresponde 3 la distan-
cia Euclidiana entre los spels p; y n;). Asi, el problemea de asignacicn
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Figura 4.1. Dos objetos dados por a) y b) estdn alineados; ¢} superposicién de
ambos objetos; d) la interseccién de los objetos estd dada por las lineas en zigzag,
la parte en negro con signo mis corresponde a los spels positivos, mientras que la
parte en blanco con signo menos corresponde a los spels negativos.

dptima consiste en encontrar un apareo perfecto de peso minimo en la

gréfica pesada, lo que se conoce como apareo Jptimo.

La Figura 4.2 ilustra la gréfica completa pesada con biparticién (Ip, Iy), donde
las lineas en negro representan al apareo éptimo.

Para encontrar un apareo 6ptimo en una grafica bipartita pesada se puede utilizar
el algoritmo hingaro [58](Bondy, 1976). Asi, usando este algoritmo, se minimiza la

distancia total recorrida por los spels a desplazarse (spels positivos), lo que produce
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una transformacién 6ptima de los objetos.

Figura 4.2. Gréfica pesada completa con biparticién (Ip, In),
(spels positivos, spels negativos).

4.2 Método de Optimizacion

En esta seccién se explicard el método seguido para encontrar la distancia minima
total que empleardn los spels en la transformacién de los objetos.

A continuacién se presenta una introduccién a la teoria de grificas para posterior-
mente estudiar el algoritmo hiingaro, el cual permitirs encontrar la distancia minima

paxa desplazar todos los spels positivos en negativos.
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4.2.1 Conceptos béasicos de la teoria de gréficas

Una. gréfica es un conjunto finito, no vacio, compuesto de un conjunto de vértices V =
{vi,v2, .., vn} y de un conjunto de aristas E, formado por parejas de la forma {v;,u;},
con v;,v; € V. Sea E el conjunto de parejas (aristas) de la forma {v;,v;}. Una gréfica
puede definirse simplemente a través de los conjuntos Vy Ecomo G=G <V, E >
[59](Chartrand, 1985).

A cada arista de una grdfica G se asocia un ndmero real w(e), al cual se llama
su peso. En este sentido a G se le llama grdfica pesada. Si H es una subgrdfica de
G, el peso w(H) es la suma de los pesos de las aristas de H, ¥ w(e). Cuando se
desea que la suma de los pesos de las aristas que conforman una subgréfica H sea la
menor, esta subgréfica debe ser conectada (es decir, que cada par de vértices puedan
ser alcanzados por un camino dentro de la gréfica) y aciclica {(que no haya un camino
que conecte a un mismo vértice). En este caso se obtiene un spanning tree de peso
minimo. El peso minimo de una gréfica es aquel tal que w(H) = w(e) sea el menor

de todas las subgraficas conectadas de G.

4.2.2 Graficas bipartitas

Una gréfica G < V, E > es bipartita si existe una particién de los vértices en dos

conjuntos U y V, tales que si (u,v) estd en E implica que u € U y v € V (0 al revés).

4.2.3 Camino alternante y camino extendido

Sea M(E) un subconjunto de aristas de la gréfica G. Se dice que M es un apareo
(en G) si sus vértices son adyacentes a, a lo més, una arista de M. Se dice que un

apareo M satura a un vértice v, cuando es extremo de una arista en E, es decir v estd
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saturado si alguna arista de M es adyacente a v, de otra forma, v no est4 saturado.
Si todos los vértices de G son saturados, el apareo M es perfecto. Sea M un apareo
en G, un camino alternante en G es un camino cuyas aristas estdn alternativamente
en E\Myen M Un camino extendido es un camino alternsante cuyo inicio y final

no estdn saturados (Figura 4.3).

Figura 4.3. Camino extendido dado por v;,v2,96,v4,v5,v3.

4.2.4 Problemas de asignacién 6ptima

El problema, de asignacidn dptima que se considerars consiste en que la suma de las
distancias que los spels que conforman a un objeto tienen que recorrer, para transfor-
marlo en otro objeto, sea la menor de todas las posibilidades. Sea ung, gréfica bipartita
pesada completa con biparticién (X,Y), donde X ={21,%3, ... ;22},Y = {1,920 ¥}

El conjunto X puede representar al conjunto de spels de un objeto a transformar y
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el conjunto Y a los spels del objeto transformado. Las aristas (z:,y;) tienen un peso
Wi = w(z;,y;). En esta gréfica pesada se debe encontrar un apareo petfecto de
peso minimo, es decir, un apares dptimo. El algoritmo hiingaro [58] (Bondy, 1976) ya,

mencionado, puede encontrar apareos optimos,

Figura 4.4. Una gréfica bipartita con un apareo éptimo.

La Figura 4.4 muestra un apareo dptimo, dado por las aristas remarcadas en
negro. Bondy y Murty (1976) [58] presentan un algoritmo que resuelve e} problema,
de asignacidn al encontrar un apareo 6ptimo de peso méximo. Gould (60](1988)
encuentra, el apareo éptimo de peso minimo basado en el algoritmo hitingaro.

El problema de encontrar el apareo Optimo de una gréfica bipartita pesada, es
equivalente a resolver lo que ¢n la programacién linea] se conoce como problemas de

transporte, que a continuacién se explica.

4.3 Problemas de transporte

Se desea determinar el costo total minimo para trasladar m unidades de producto
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material a n lugares especificos, donde cada unidad de producto tiene cierto costo
de envio (para una explicacién detallada de esta seccién se sugiere ver las referencias
(61](Gass, 1958) y [62](Hadley, 1962)).

Sea a; la cantidad del producto disponible en el origen ¢ y b; la cantidad de
producto requerido en el destino j. Sea ¢;; €l costo para enviar una unidad de producto

del origen ¢ al destino j. Se supondré que:

m
>0 =
i=1 |

i bj: (46)

j=1

de manera que la cantidad total requerida para los destinos sea precisamente la misma
que la disponible en los origenes. Entonces, si z;; es la cantidad trasladada del origen
i al destino j, se desea encontrar z;; > 0 que satisfaga las m 4+ n restricciones
siguientes:

n

domy=a;, >0 i=1,.,m,

i=1

m
Z{E,;j = bj, b; >0 i=1,.,n, (47)
i=1

y que minimice:
m,n
z =3 cyij. (4.8)
i

La cantidad total diSpdnible en los origenes pudo haber sido mayor que la cantidad
total disponible en los destinos. Sin ernbargo, cualquier problema de transporte puede
reducirse a las igualdades anteriores, de manera que no hay pérdida de generalidad.

Las restricciones del problema de transporte se pueden escribiren forma matricial,

viéndolo como un problema de programacién lineal, Ax = b. Escribase:
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X = [T11y0 0T 1msP21s s B2my s Bmns B = Q15000 )0y b1 0 yD5 )
Si las restricciones se esciiben como:

T+ Tt Zp =0y,

Zop ... + Ton = Qg,

T+ ot Tmn, = O,

11 + 291+ ..+ Tl = by,
Tin + Ton + vie b By, = bm

estas ecuaciones toman la forma Ax = b, donde:

1, 0 0...0 1
0 1, 0..0
0 0 1,...0
A= ] i (4.9)
0 0 0 .1,
I, I, ... I, ]

A es una matriz de (m + n)x(mn). 1 es el vector de unos y el subindice n significa

que hay n componentes.
La ecnacién Ax = b puede constituir una definicién rigurosa de lo que se entiende

por problema de transporte. Cualquier problema de programacién lineal Ax = b,
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x > 0, max é min z = cx se llamard problema de transporte si se puede poner como
en la ecuacién anterior. Para cualquier problema de optimizacién en la programacién
lineal que pretenda maximizar una cantidad, existe un problema dual, en el que puede
reformularse la cantidad a maximizar por otra cantidad a minimizar. A continuacién

se explica el problema dual.

4.3.1 Problema dual

Sea.

.,
> diyzy > diyi=1,..,m+n,
j=1

En forma matricial la ecuacién anterior se puede escribir como:

Dx; > d,

donde d puede ser positivo, negativo o cero.

Dado cualquier problema de programacién lineal:
Dx>d, x>0, minz =c¢x,
existe otro problema de programacién lineal:
D'w<c¢, w>0,maxZ =d'x,
con w como el vector de variables duales.
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Considérese un ejemplo de tres origenes y tres destinos. Se tiene que Dx > d

toma el caso particular:

111000000
000111000
000000111
100100100
0100100710

(00100100 1]

3,3

In
T2
T3
Zay
Zo2
Ta3
T5n
T3z

L T3z |

v

minimizar z =Y CijTij.

4

El problema dual a las ecuaciones (4.10) y (4.‘11) es el siguiente:

10010 0"
100010],
10000 1™
010100]]%
010010]||Y
010001]||™
oo0ot1100]][2
001010|5%
100100 1]

O bien u;+v; £ ¢
¥y

IA

C11
Ci2
Ci3
C21
Cao
Ca3
€31
Caz

maximizar Z = Z u; + Z vj.
i J
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Donde u; y v; son las variables duales.
De esta manera, buscar una cantidad minima (en este caso dada por una distancia)
de una gréfica bipartita pesada, es equivalente a buscar una cantidad méxima dada

por variables duales, como se explica a continuacidn.

4.4 Algoritmo hungaro

Si, por simplicidad, las cantidades de productos disponibles en los origenes y destinos
se consideran como unitarios, las constricciones a la ecuacién 4.7 pueden escribirse

como:

Z:cz-j >lLi=1.,m,
i=1
mn
Sz 21,5=1,.,n, (4.14)
i=1
:Cz'j 2 0

Si se considera una gréfica bipartita con biparticién (S,T), entonces z;; = 1 8i y
sélosila aristade i € S aj € T estd incluida en un apareo éptimo. Las constricciones
garantizan que a lo mds una de las aristas en cualquier solucién posible sea incidente
a cualquier vértice (es decir, que un vértice sea saturado por, a lo més, una arista).

El algoritmo hungaro, desarrollado por Kuhn [63](1955), comienza por considerar
lo que en programacién lineal se llaman variables duales. Dadas u; con vértices s € S

y v; con vértices j € T, se tiene que:

U+ ¥ < Gy Vi, 7
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u; 20 gy U4 <0 Vi, j (4“15)

donde el problema se convierte en encontrar el
mé,X( ?=1 u;‘ + z?::l 1)])
La complementariedad débil [63] implica que:

(a) si z;; = 1 entonces u; + v; = ¢y,
(b} si u; > 0 entonces 3, z;5 = 1,

(c) siv; < 0 entonces ¥z = 1. (4.16)

El algoritmo hingaro trata de encontrar un camino extendido, de manera que la
subgrdfica obtenida esté conformada por aristas tales que u; + v; = ¢; y que no
se violen las condiciones (a) y (c). Si este camino no se encuentra, enseguida se
ajustan las variables duales, de manera que se afiada al menos una arista més a la
subgréfica. Para encontrar el apareo 6ptimo de peso minimo, a continuacién se escribe
el algoritmo hungaro basado en la versién de Evans [64](1992) (quien encuentra un
apareo optimo de peso mdximo, pero con las condiciones 4.14 a 4.16 se ha adaptado
por el autor de esta tesis para encontrar el peso minimo).

e Inicio. Usando las variables duales u; y v;, e introduciendo una nueva variable, ;,
encuéntrese u; = min;[ci;] y hdgase #; = o0, 7 € T. Construir una subgréfica que
consiste de las aristas tales que u; +v; = ¢;;. Para cada i € S, elegir la primera arista
(¢,7) tal que 7 no esté saturada y ponerla en €l apareo inicial M. En este momento

‘ningtn vértice ha sido visitado ni etiquetado.
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e Pgso 1 Etiquetar cada vértice no saturado i € S con p(i) = 0.

o Paso 2. Seleccionar cualquier vértice ¢ € S que no haya sido visitado pero que esté
etiquetado, o bien, elegir j € T tal que m; = 0. Si ninguno de ellos existe ir al paso 5.
e Paso 8 Si el vértice elegido en el paso 2 es ¢ € S, entonces para cada arista (i,7)
que no esté en M, y si —u; + v; + ¢;; < 7y, etiquetar el vértice j € T con p(j) = 4,
reemplazando cualquier etiqueta y hacer m; = ~u; + v; + ¢;;. Si el vértice elegido en
el paso 2 es 7 € T, entonces si j no estd saturado, ir al paso 4. Si no, entonces hay
una arista (i, j) € M; etiquetar el vértice ¢ € S con p(i) = j. Regresar al paso 2.

e Paso 4. Se ha encontrado un camino extendido que termina en el vértice 1 € S
6 j € T (dependiendo de cual se haya elegido en el paso 3). Construir este camino
usando la funcién predecesora p( ). Aumentar el apareo M al afiadir todas las aristas
del camino extendido que no estén en M y quitar de M las que ya estaban. Hacer
%; = oo ¥§ € T, borrar todas las etiquetas y regresar al paso 1.

® Paso 5. Calcular §; = méx {u; € S}, d; = min {n; > 0, j € T}, y § = min {61,02}.
Hacer u; = u; — ¢ para cada vértice etiquetado i € S. Hacer v; = v; + 4§, Vj € T con
m; = 0. Hacer m; = m; — & para cada vértice j € T etiquetado con m; > 0. 8i § = &,

ir al paso 2. De otra forma se ha encontrado el apareo 6ptimo de peso médximo.

4.4.1 Algoritmo hingaro segin Gould[60](1988)

El algoritmo hingaro dado en la seccin anterior tiene una complejidad de O(n3). Un
método reportado que intenta mejorar el tiempo de ejecucién del algoritmo hingaro,
es el dado por Jonker y Volgenant [65](1986). Este método estd basado en el siguiente
algoritmo [60](Gould, 1988), el cual tiene las limitaciones que ya fueron reportadas
por el autor de esta tesis [66](Sdnchez, 2000).

Sea el peso de un apareo M dado por W{M) = Y w(e), e € M. Una solucién
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4ptima es un apareo perfecto con W (M) como minimo.
e 1. Representar la gréfica bipartita en forma de matriz de tamafio n x n, U = [wy].
Ver Figura 4.5.
¢ 2. Minimizar la matriz de la siguiente manera:

- Elegir el menor valor de cada renglén y restarlo a ese renglén.

- Elegir el menor valor de cada columna y restarlo a esa columna.
e 3. Encontrar n ceros independientes, esto es, se etiquetan n ceros, tales que no
haya otro cero (etiquetade) en el renglén y columna. Se seleccionan los ndmeros

correspondientes a estos ceros en la matriz original como solucién.

Uy, % v, v,
z |5 4 2 0
2,168 2 9 §
z, |70 & 7 9
x| 7 & 4 7

Figura 4.5. Representacién matricial de la gréfica de la Figura 4.4, seccién 4.2.

e 4. Sin embargo, la grdfica inicial puede ser tal que al minimizarla por primera vez
no se puedan encontrar n ceros independientes, en este caso se marcan los renglones
y/o columnas que contengan ceros. La idea es “cubrir” todos los ceros (se utilizard
el menor ndmero de lineas posibles para maxcarlos).

¢ 5. Encontrar el nlimero menor, min, que esté en la submatriz, es decir que no esté
en ninguno de los renglones y/o columnas marcados.

e 6. Restar min a las columnas y renglones de la submatriz y sumar min a los pesos

que estan doblemente marcados.
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o 7. Enseguida una funcién inspecciona si se pueden encontrar n ceros independien-
tes. Si es asi, el algoritmo termina satisfactoriamente y se llega a un apareo 6ptimo.
Si no, se va otra vez al paso 4.

¢ 8. Se suman los valores que estaban en la matriz original en la posicién de los ceros

independientes de la tltima matriz modificada, obteniendo el valor buscado W(M).

Una forma de localizar los Namados ceros independientes de manera eficiente es

utilizando el Hamado Arbol hingaro.

4.4.2 Arbol hingaro.

Para ejecutar el paso 7 se considera una matriz con posibles ceros independientes,
para buscarlos se procede a construir al llamado drbol hidngaro, y posteriormente se
busca el llamado camino hingaro dado por un camino extendido.

e 1. Para construir el drbol hingaro se visitan los ceros de la matriz y se elige un
apareo cualquiera. La Figura 4.6a) muestia el apareo obtenido a partir de los ceros
encontrados y la Figura 4.6b) la eleccién de un apareo arbitrario.

e 2. Se toma un vértice 1aiz z de la gréfica bipartita.

e 3. A partir de este vértice raiz se van buscando todos los caminos alternantes
posibles.

e 4. Se repite el paso anterior con los vértices z's para los que las y's estdn saturadas.
e 5. Si alguna y no encuentra su respectiva z para ser saturada, entonces se ha
encontrado un camino extendido.

¢ 6. Si hay otra = que no esté saturada (raiz) regresar a 3. De lo contrario se detiene
el programa y se construye un nuevo aparec M’ al usar el camino extendido, en el

que se intercambian las z adyacentes a las ¥'s que no estaban en el apareo M antexior
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Figura 4.6 a) Apareo, b)apareo perfecto arbitrario, dado por las lineas gruesas.

caming extendido

1A
I Yy X I Y, X, I Y3
Y, c\o X3 Y, X3 Y, X3
1 X

w0 x

Figura 4.7. Caminos extendidos: X;,ys,X2,¥2 ¥ X3,¥3.
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por un apareo nuevo M’, v viceversa, se sacan del apareo anterior la (z,y) que se
encontraban bajo M De esta manera se ha encontrado un apareo perfecto. Puesto
que los pesos son todos iguales a cero, se trata de un apareo éptimo.

¢ 7. Si nunca se encontrd el camino extendido regresar al paso 1. En la Figura 4.7 se
muestia que el camino dado por z),y4,%2,y2 es el camino extendido buscado

Asi, el nuevo apareo queda como en la Figura 4.8,

Jonker y Volgenant [65](1986) sugieren encontrar el minimo de un sélo renglén no
marcado, restarlo a la submatiiz no marcada y sumarlo a los elementos doblemente
marcados.

En ambos casos, la de Gould y la de Jonker y Volgenant, las limitaciones que

pueden aparecer al aplicar estos métodos se explican a continuacién

4.4.3 Limitaciones del método de Gould

En el transcurso de la bisqueda de los ceros independientes se puede llegar a una
etapa de la matriz como la presentada en la Figura 4.9.

A esta matriz no se le puede extraer sus 10 ceros independientes. A través del
método empleado aqui para encontrar los ceros independientes, los 1englones y colum-
nas a marcar quedan como se muestra en la Figura 4.9. Como se puede observar, ya
no es posible trabajar con una submatiiz que permita buscar los 10 ceros indepen-
dientes. Sin embargo, al hacetrlo manualmente se cubririan los ceros de la manera en
que se muestra en la Figura 4 10. En ella se puede observar que se ha empleado una
linea m4s para poder marcar todos los ceros y asi seguir buscando los ceros indepen-
dientes En el apéndice A se muestran algunos objetos de baja resolucién que fueron
transformados con el algoritmo de Gould [60](1988). Sin embargo, para continuar con

este trabajo, se seguiid el algoritmo hiingaro basado en la versién de Evans [64](1992)
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a través de los cinco pasos que establece para encontrar el llamado camino extendido
de una gréfica bipartita, el cual permite encontrar su peso minimo y explicado al

principio de esta seccion.

( \

B ez Ny - Byg - By - Byg Bry Brg g -0 0
B By By By O My By Mg By - 0o
Bay. 0 -3y -Dyg -Bys -Bsg Ry - - Bag-0 - Byag . -
Rar-figy- B - By~ Ty Dy Ryy -0 gy Nager -
Bsy sy Dsy D Bsgo O dlgo By - Nsg. Dage. - .
e TG M 0 Mg 0Ny MgE ngs Mg
firy -ty -0 - By Toys: iy By B Ry T -
g0 -y g om0y OB oo
fgr-Agy- Boy Ry - B -Tgg --Ngy Mgy Ngg- - - .

G- gy Reyes-Nyoy - Trags Bivs Fror- firoy Trpy 6 J

Figura 4.9. Matriz con todos sus ceros marcados con el minimo nimero
(diez) de renglones y/o columnas.

4.5 El trabajo como medida de similitud

Esta seccién establece un procedimiento para medir el grado de parecido de formas
entre dos objetos, basado en la transformacién de uno en otro {1](Bribiesca, 1996).
Objetos diferentes requeriran una mayor energia en la transformacién de uno a otro,
mientras que objetos similares requerirdn muy poca. Cuando dos objetos son idénticos
la energia de transformacién serd igual a cero. Intuitivamente se esperaria que los
objetos a transformar tengan el maximo nimero de spels comunes como sea posible.

Se hicieron algunos experimentos (como en el capitulo 2} v se observé que esto no
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necesariamente es cierto. Un resultado importante de este trabajo es haber estudiado
que los ejes principales, como método de registro de objetos, logran prescindir de la
idea de correlacién méxima (mdxima 4rea o volumen entre los objetos a transformar),

lo que permite encontrar la energfa minima de transformacién.
(0 1;12 H:a s nis My Ny nis 1y
H H H
1

H é \
Ilzl ﬂzz nm N4 6 Ng¢ Dizy ﬂiis l‘l;b) 9
lis: 0. risa Ny n:;s Mys M7 l‘l;éa 0 n, 10
‘1’131 ﬁx: 9 nanis Ty oy 0!;:49 mgm“
""551 *Lz *Bs' '0'11;30 Ry ﬂ'fas Rgss Hm-
'l}m' ﬂsz ﬂb 9ﬂ§39 gy ﬂ'& 'ﬂkq ﬂ&m
l'i-n 1%2 P Ryg llrs fzs Ny 9 379 n:io
ﬁn-ﬂ- ﬂn-nu ﬂs's'ﬂsea'ﬂtt 9 'ﬁ
Ils: ﬂi” !1‘93 Ny Q figs Ngy nss “99 9
Q Mgz ﬂ:m Mios ﬂuis Njos Nyoy - nws s 0

SR

Figura 4.10. Matriz en donde sus ceros son marcados con 11 renglones y/o colum-
nas, permitiendo que quede una submatriz.

En la transformacién cada spel se mueve de la posicién X a la posicién Y, lo que

implica de un trabajo realizado. De la fisica clésica el trabajo dW se define como
dW = Fds. (4.17)
Asi, la energia para transformar los objetos estd dada por el trabajo total:

n
Wy =3 Fis, (4.18)

i=1
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donde F; es la fuerza aplicada a cada spel para moverlo una distancia s;. El subindice
H es para recordar que se ha empleado el algoritmo hiingaro. Se puede construir una

métrica para transformar un objeto A en un objeto B (W(A — B)):

W(A - B) = W(B — A),

W4 — B) >0,
W(A—->B)y=0&A=8By
W(A - C)<W(A—- B)+W(B - C). (4.19)

Sea F; (la fuerza para mover los spels) constante e igual a 1 (un Newton o una
dina, por ejemplo). Por el momento no importard la masa de los spels o la friccién
que podria “obstaculizar” su movimiento. De manera que la energia para transformar
| a los dos objetos serd: |

n
w=Ys (4.20)
i=1

Donde la ecuacién anterior estd dada en unidades de trabajo. Por tanto, el valor
numérico de la energia serd igual a la distancia total recorrida, y cuyo valor es igual
al peso total de un apareo éptimo.

Asi, la pregunta jcudl es el parecido entre objetos? se logra contestar a través
de calcular la medida de similitud de la forma entre dos objetos. En cierto sentido,
esta pregunta se puede plantear como: “;qué tan lejos se mueven todos los spels
para transformar los objetos?”, en vez de (como podria suceder con un método de

correlacién) “;cudntos spels hay que mover para transformar los objetos?”.
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Capitulo 5

Propiedades importantes
de la medida propuesta

Cuando se pretende hacer reconocimiento de patrones se constituyen vectores, cuyas
componentes serdn los atributos de esos patrones [67](Meisel, 1974). A continuacién
se verd el comportamiento de algunos atributos de diferentes patrones, que en este
caso se trata de objetos 2D. El estudio se hard en términos de tres atributos, a saber:
nimero de pizels positivos, la compacidad de cada objeto binario y el trabajo reali-
zado al transformax cada uno de los objetos en el circulo. Posteriormente, se haran

las comparaciones entre todos los objetos.

5.1 La compacidad discreta en 2D

En 1997 Bribiesca [68] establecié una medida de compacidad discreta (cuyos val-
ores estdn en el intervalo [0,1]) para objetos 2D compuestos por pizels. Esta medida
relaciona el perimetro de contorno con el perimetro de contacto, esto es, con la longi-
tud total de los lados de los pizels que se tocan (conformando un perimetro interior
al objeto 2D).

Dado un objeto 2D compuesto por n pizels, sea P, el perimetro total de los lados
de contacto de todos pizels que conforman el objeto. La compacidad discreta estd

definida por la expresién:
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CD — R: - Pcm.in , (51)

Pcmam - Pcmi
donde:

y, con el objeto de normalizar la compacidad discreta, Py, se define como:

P.rngz = 2(n — n!/?), (5.3)

5.2 Relacion entre la compacidad discreta,
el trabajo de transformacion y el niimero de
pizels positivos

Considérense nuevamente los 12 objetos introducidos en al Capitulo 3, pero ahora
normalizados y alineados. La Figura 5.1 muestra los objetos (las formas de algunos de
ellos corresponden a insectos conocidos) ya alineados conforme a sus ejes principales.

En esta seccién se considerard al circulo como objeto prueba para ser comparado
por los 11 objetos restantes debido a que tiene una alta compacidad (muy cercana al
1}, es decir, al calcularse con la ecuacién 5.1 su compacidad es de 0.9954,

La Tabla 5.1 y la Figura 5.2 muestran el trabajo realizado para transformar los
objetos en el circulo a través de los dos algoritmos para el cdlculo del trabajo total:
el hingaro, propuesto aqui (Wg) v el propuesto por Bribiesca (EMC) [1)(Bribiesca,
1996), al cual se le ha Hlamado élgor‘itmo por elementos mas cercanos. La Tabla 5.1
contiene, ademads, el ndmero de pizels positivos y la compacidad discreta de cada
objeto.

Como se puede observar, el objeto m4s parecido al circulo es el circulo con ruido

(circur), seguido del circulo con un cabello (cixpel). El mds diferente al circulo es
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Figura 5.1. Doce objetos normalizados y alineados. El eje vertical indica la di-
reccién del eje principal mayor, mientras que el horizontal el eje principal menor.

el marco, seguido de la serpiente. La Tabla 5.1 muestra que existe una pequefia
diferencia entre los trabajos realizados por los diferentes algoritmos (Wy y EMC).
Esta diferencia va de cerca del 1%, para el caso del anillo2 (el cual es muy compacto),
hasta cerca del 7%, para el caso de circur (también con una alta compacidad).

Cabe aclarar que esto no significa que la diferencia de errores entre los métodos
empleados esté también en ese intervalo. Solamente se han mostrado los trabajos
realizados para transformatrlos, sin embargo, los objetos ya se alinearon conforme a
los ejes principales, a diferencia del método propuesto por Bribiesca, quien preferfa
buscar una correlacién méxima. Sé6lo se pretende poner a prueba el algoritmo hingaro

y confirmar, en todos los casos, que la distancia total de transformacién es menor o
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OBJETOS | Pixels coms| Pixels (+) Co Wy EMC
cirpel 574 100 0,90358 1702 17476
abeja 516 158 0,876298 1785,16 1834,8
mosca 483 191 0,816914 2083,78 2138,99
escarabajo 433 241 0,669259 288349 3028,17
arana 392 282 0,539259 3369,12 3489,79
escorpion 379 295 0,574568 4994,21 5197,49
anillo 291 383 0,893951 3531,62 3570,5
serpiente 229 445 0,751111 6920,96 7267 49
marco 85 589 0,211852 12903,1 13160,62
aniilo2 24 650 0,853827 5483,75 5541,21
circur 622 52 0,873086 334,77 358,72

Tabla5 1 Los pixels comunes, los pixels a mover, la compacidad discreta y los
trabajos para transformar los 11 objetos en el circulo,

Wy 14000 -

13000

*ITETCO

12000

11000

10000

9000

8000

serpiente
L J

7000

6000

escornidn

anillo2 ¢

5000

4000

_ arafa
escarabajo . ¢

& aniflo

3000

mosga

2000

cirper *abeja

1000

* circur

0

0

T

100 200 2300 400 500 00 700 P(T)

Figura 5 2. Trabajo realizado para transformar las figuras en términos del
nlmero de pixels positivos.
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igual que al usar el algoritmo EMC.

Obsérvese que el marco tiene la menor compacidad: 0.212. A pesar de no tener el
maximo nimero de pizels a mover, el trabajo se dispara a 12,903.10. Pero, para el caso
del anillo2, cuya compacidad es mucho mayor que la del marco (0.854), dificilmente
el trabajo para transformarlo en el circulo se incrementa, llegando muy por abajo de
lo sucedido con el marco: 5,541.25. Por poner otro e¢jemplo, obsérvese también lo
sucedido entre el escorpién y el anillo. El primero tiene una compacidad 0.32 veces
menos que el segundo. A pesar de que el escorpién tiene menor nimero de pizels a
mover que el anillo, el trabajo en transformarlo al circulo es mayor.

En conclusién, de esta muestra comparativa, los objetos menos compactos se alejan
en parecido més rdpidamente del circulo que los més compactos, a pesar de que
algunas veces éstos 1iltimos tengan més pizels a mover. Se observa también que cuando
se desplazan algunos pizels como el caso del circulo con un cabello, su parecido no
cambia demasiado. También, a pesar del ruido, el parecido con el circulo con ruido

es muy grande, mostrindose que la medida es robusta respecto al ruido.

5.3 ;Cémo normalizar la medida cuando el conjunto
de objetos estd completo?

Un método de normalizacién se logra cuandoe se toma en cuenta los siguientes aspec-
tos. Como ya se menciond al analizar la gréfica de la Figura 5.2, los objetos menos
compactos tienden a ser mds 7dpido diferentes al circulo {claro que, la compacidad no
es determinante para calcular el parecido, recuérdese que el numero de pizels positivos
juega también un papel dete.rmina.nte).‘ Entonces, jcudl es el objeto més compacto y
cual el menos compacto de todo el universo de formas? Si se considera el conjunto

completo de todas las formas, compuestas de n pizels, no es necesario calcular el
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trabajo realizado al comparar cada pareja de objetos, hasta encontrar los dos més
diferentes. De Jos resultados de la seccidén anterior, se deduce que una forma de saber
cudles son los objetos menos parecidos de todo el universo de formas compuestas de
n pizels, es comparar el objeto mas compacto con el menos compacto de entre ellos.
Estos corresponden a un cuadrado de n!/? de lado, que tiene la compacidad méxima
de 1, y a una varilla delgada cuyo largo es, precisamente, n, la cual tiene una com-
pacidad de 0. Claramente, el conjunto de objetos con todas las formas existentes a
base de n pizels es muy grande, en comparacién con el conjunto de 12 objetos que
se presenta en este trabajo. Para darse idea de que la serpiente ¢ el marco no son
tan diferentes al cfrculo cuando se toma en cuenta un conjunto completo con todas
las formas, hay que considerar que hay muchos mds objetos que tienen unas formas
més caprichosas que la serpiente o el marco. Puede intuirse que visualmente deben
de existir miles y miles de ellos mucho menos parecidos que los objetos expuestos
aqui, de manera que si se consideran a todos los dem4s, entonces, hay que normalizar
respecto al trabajo que se hace para transformar un cuadrado en una varilla larga,
ambos de 676 pizels.

Una forma de saber cudl es el trabajo realizado entre un cuadrado y una varilla
de n pizels, se logra al calcularlo primero para n’s pequeiias, por ejemplo a unas cinco
diferentes resoluciones, y posteriormente se ajusta una curva polinomial a los datos,
con la cual se obtiene el valor esperado para la n tan grande como se quiera (es decir,
con la resolucién que se desee). La Tabla 5.2 muestra el trabajo realizado entre el
cuadrado y la varilla para cinco diferentes valores de n.

Una curva aproximada que ajusta a estos puntos, estd dada por un polinomio
cuadritico. Asi, para x = 674 pizels, aproximddamente se tiene que el trabajo reali-

zado debe ser de Wy = 454,276. Esto significa que el circulo y la serpiente se parecen
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Total de pixels P(+) EMC W
9 6 15,54 15,28
25 20 131,14 129,6
49 42 527,06 522,82
81 72 14798 1471,02
121 110 3257 46 3346,14

Tabla 5.2 Trabajo realizado para transformar un cuadrado
en una barra de 676 pixels cada uno

WH
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Figura 5 3 Trabajo realizado con el algoritmo hungaro en términas
de los pixels a mover, para transformar un cuadrado en una barra
a diferentes resoluciones.
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en un 98.47%, mientras que el circulo y el marco se parecen en un 97.16% . Claramente
estos valores no corresponden a los observados, debido al resto de objetos compuestos
por 674 pizels que no aparecen en el conjunto presentado de 12 objetos. Por ello, es
apropiado calcular la normalizacién por este método si se tuviera un conjunto muy
grande de objetos, con un amplio rango de formas. De otra manera, con una muestra
como la dada en este capitulo para 12 objetos, la normalizacién de la medida de

similitud se propone hacer como se explica en la siguiente seccién.

5.4 Normalizando la medida de similitud sin el
conjunto de objetos completo

Dado un universo de N objetos normalizados en escala, supéngase que todos ellos
estdn formados con una resolucién de n pizels. Una forms de normalizar la medida
de similitud, es buscar, de entre los N objetos, cudles son los dos menos parecidos.
Con ello se tendrfa el trabajo méximo en la transformacién de todos los objetos con
dicha resolucién y, ademds, se podria tener una medida normalizada, que irfa de 0
a 100%, por ejemplo. A continuacién, ésta serd precisamente la manera en que se
normalizard la medida de similitud.

De las observaciones hechas en la seccién anterior, se puede saber c6mo encontrar
los dos objetos menos parecidos. Considerando el conjunto de 12 objetos se observa
que los més diferentes entre si son el marco y el circulo, esto es, el més compacto
y €l menos compacto de todos los que hay en dicho conjunto. Asi que, asignese al
trabajo Wy realizado para transformar el maxco en el circulo un parecido igual 0% v,
al trabajo realizado para transformar al circulo en €l mismo (el cual es Wy = 0) un
parecido del 100%. De esta manera, en términos del trabajo y con las asignaciones

dadas, la medida de similitud puede escribirse como:
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Transformacién | Pizels comunes | Pizels a mover | Parecido con el circulo (%)
cirpel 574 100 86.81
abeja 516 158 86.16
mosca 483 191 83.85

escarabajo 433 241 77.58
arana 392 282 73.97

escorpién 379 295 61.29
anillo 291 383 72.63

serpiente 229 445 46.36
marco 85 589 0
anillo2 24 650 57.5
circur 622 52 97.4

Tabla 5.3. Nimero de | pizels comunes al circulo, pizels positivos a mover en cada
transformacién y la medida normalizada de 0% a 100%.

Wi
Wmdz

Spa=(1- ) * 100%, (5.4)

donde los subindices indican los objetos 1 y 2 a comparar, y Wi4, se refiere al méximo
trabajo realizado al comparar N objetos entre si.

Asi, se puede dar una tabla con el trabajo normalizado para transformar todos
los objetos en el circulo (Tabla 5.3).

Es claro que hasta aqui sdlo se han dado algunos ejemplos de un subconjunto
del conjunto total de formas que se pueden obtener con 674 pizels, pues el conjunto

completo es demasiado grande (arriba de 2%7 formas diferentes).

5.5 La orientacién, crucial para el desempeno del trabajo

De la Tabla 5.3 se puede observar cuales son los objetos m4és parecidos al circulo, pero
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ademds, siguiendo una de las propiedades bésicas en reconocimiento de patrones, se
establece que dos puntos muy cercanos en el espacio de atributos (en este caso este
espacio estd compuesto de dos atributos, a saber: el trabajo realizado para transfor-
mar objetos en una circunferencia y el numero de pizels positivos), corresponden a
objetos muy similares. Asi que, por ejemplo, se puede decir que la arana se parece
mds al escarabajo que a la mosca, por estar los dos primeros més cercanos en el espa-
cio de atributos, el circulo con cabello se parece mas al escarabajo que al escorpidn,
etcétera. Para dar una medida precisa en el parecido de cada par de objetos hay que
hacer lo mismo que se hizo para todas las figuras con el circulo, esto es, transformar
por parejas.

La Tabla 5.4 muestra los valores de los trabajos sin normalizar, realizados por
parejas, mientras que la Tabla 5.5 los valores ya normalizados. Se observan algunos
aspectos interesantes que a continuacién se analizarédn.

Se usard la notacién Wp para indicar el trabajo 1ealizado al transformar los objetos
cuando sus ejes no estdn alineados, de manera que en los casos presentados exista un
menor niimero de pizels a mover y cuando se use el algoritmo EMC para mover los
pizels.

Por gjemplo, de la Tabla 5.5 se obsexva que la arafia se parece maés al escarabajo
que al circulo con cabello.

Experimentalmente, (véanse los dos dltimos renglones de la Tabla 5.6) se en-
cuentra que al transformar la arafa en la mosca sin alinearlos conforme a sus ejes
principales, haciendo un 4dngulo de 28.6° entre sus ejes mayores y con 355 pizels no
comunes, se mide que el trabajo realizado es de Wy = 3,642.76, mientras que, ya
alineados conforme a sus ejes principales y con 342 pirels no comunes, el trabajo

empleado en la transformacién es de Wy = 3,219.17, disminuyendo el trabajo en una
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Objetos circulo cireur cirpel abeja mosca | escarabajo| arafia anillo | escorpidn| anillo2 | serpiente
circulo 0
circur 334,77 0
cirpel 1702 1818,89 0
abeja 1785,16 | 1689,01 | 1607.14 0
mosca 2083,78 | 204255 | 1124,25{ 723,65 0
escarabajo | 2893,49 | 2770,64 | 1351,851 174792 | 176242 0
arafia 3359,12{ 2195 | 3348,87 3212,7 | 321917 | 2570,85 ]
anillo 3531,62 1 34566 | 4061,87 | 3487,34 | 353587 | 3739,13 | 3763,97 0
escorpion 4994,21 { 4913,96 | 4932,39§ 4627 46 | 4062,13 | 342189 | 3822,41 { 5181,84 0
aniflo2 5483,75 | 5410,92 | 5649,88 | 5013,2 | 488595 | 4818,14 | 4633,84| 1962,94] 5897.04 0
serpiente 6920,96 | 6823,44 | 6292,82 | 7401,57 | 7162 41 6755,82 5212,06| 6047,34 | 4750,16 | 5816,78 0
marco 12003,1 | 12821,66 | 125384 | 12537,46| 12226,81] 11241,52 | 10004,18| 9947,5 | 10452,46 | 8605,07 | 867284
a) Trabajo realizado en la transformacion de los objetos acorde al algoritmo hingaro
Objetos circulo circur cirpel abeja mosca | escarabajo| arafa anillo |escorpién| anillo2 |serpiente
circulo 0
cireur 359 0
cirpel 1748 1868,06 0
abeja 1835 1728,99 | 1701,87 0
mosca 2140 | 2179,59 | 1279,68 | 849,87 0
escarabajo 3028 | 2880,01 | 1561,45| 1931,31 | 2025,85 o]
arafia 3490 | 2561,65 | 3695,63 | 3363,18 { 3473,26 | 2876,25 0
anillo 3571 3510,23 § 4338,11| 3487,34 | 3760,11 | 415979 40377 0
escorpion 5197 | 5134,98 | 5264,62| 5041,07 { 5073,04 | 3964,33 | 4230,81 | 5831,97 0
anillo2 5541 5497,55 | 5922,29 | 5096,07 | 4984,61 | 5003,16 | 4794,84 | 2082,9| 650598 0
serpiente 7267,49 | 7298,72 | 6713,88 | 7706,99 | 74394 | 7194,42 | 5787,63 | 6568,13 1 5301,17 | 640941 0
marco 13160,62 | 13114,98 | 12871,7 {1 13018,06] 12767,53 | 11978,89 | 10636,23| 1048461 11194,8 | 9150,5 | 9301,76
b) Trabajo realizado en la transformacion de los objetos acorde al algoritmo por elementos
mas cercanos.
Objetos circulo circur cirpel abeja mosca | escarabajo} arafia anillo | escorpioni anillo2 §serpiente
circulo 674
circur 622 674
cirpel 574 553 674
abeja 516 511 514 674
mosca 483 476 479 559 674
escarabajo 433 240 265 468 444 674
araha 392 391 367 369 332 351 674
anillo 291 291 235 268 239 213 204 674
escorpion 379 371 357 353 318 352 276 204 674
anillo2 24 57 72. 149 162 “131 132 378 116 674
serpiente 229 233 228 262 277 222 215 86 179 110 874
marco 85 78 81 65 52 69 111 52 58 46 80

¢) Pixels comunes

Tabla § 4 Se hace una comparacién entre a) el algoritmo optimizado v b) el algoritmo EMC; ¢) pixels co-
munes entre cada par de objetos 2D a comparar
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Objetos circulo circur cirpel abeja | mosca | escarabajo| arafia anillo  pscorpidy anilloZ | serpiente
circulo 100

circur 97,41 100

cirpel 86,81 85,90 100

abeja 86,16 86,91 87.54 100

mosca 83,85 84,17 91,29 94,39 100

escarabajo 77,58 78,53 89,52 86,45 86,34 100

arafia 73,97 §2,99 74,05 75,10 75,05 80,08 100

anillo 72,63 73,21 68,52 72,97 72,60 71,02 70,83 100

escorpion 61,29 61,92 61,77 64,14 68,52 73,48 70,38 59,84 100

anilfo2 57,50 58,06 56,21 61,15 62,13 62,66 64,09 84,79 | 54,30 100
serpiente 46,36 47,12 51,23 4264 44 49 47,64 59,61 53,13 | 63,19 { 54,92 100
marco 0 0,63 2,83 2,83 5,24 12,88 22,47 2291 18,99 | 33,31 3278

a) Grado de parecido entre los diferentes objetos acorde con el algoritmo hungaro. La medida esta normali
zada de 0 a 100%

Objetos circulo circur cirpel abeja | mosca |escarabajo| arafia anillo  pscorpiéy anillo2 § serpiente
circulo 100
circur 97,27 100
cirpel 86,72 85,81 100
abeja 86,06 86,86 87,07 100
mosca 83,74 83,44 90,28 93,54 100
escarabajo 76,99 78,12 88,14 85,33 84,61 100
arafia 73,48 80,54 71,92 74,45 73,61 78,15 100
anillo 72,87 73,33 67,04 73,50 71,43 68,39 |68,70752 100
escorpion 60,51 60,98 60,00 | 60,9313 | 61,45 69,88 67,2109 | 54,80179} 100
anitlo2 57,90 58,23 | 54,1018 | 60,5051 {61,3689| 61,98 |62,83963183,85737(49,5781 100
serpiente 44,78 43,43 | 47,6692 | 40,2702 | 43,47 | 44,242701| 55,14543} 49,0965 | 58,916 | 50,3266 100
marco 0,00 0,35 2,20 1,09 |2,98908]| 7,1626973 | 17,56841| 18,74371| 13,239 29,0829 27,9106571

b) Grado de parecido acorde con el algoritmo EMC

Tabla 5 5. Medida de similitud normalizada
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Objeto a Objeto Angulo entre | P(+) | Wy Wg
Transformar | Transformado | ejes mayores
arafia serpiente 169.15° 445 | 5,685.12 | 6,499.19
arafa serpiente 90° 459 | 5,598.48 | 6,323.44
araia serpiente 1° 496 | 5,212.06 | 5,787.63
arafa mosca 28.6° 355 {3,270.25 | 3,642.76
arafia, Inosca, 0.47° 342 |3,219.17 | 3,473.26

Tabla 5.6. Numero de pizels comunes a ambos objetos y pizels positivos a
mover en cada transformacién.

cantidad dada por la ecuacién 5.5.

Wgp — Wg
Wg

% 100% = 11.6%. (5.5)

Al hacer algo similar entre la arafia y la serpiente, obsérvese tres casos de orienta-
ci6én diferentes mostrados en la Tabla 5.6. En el primer renglén se presenta el menor
numero de pizels a mover de los tres casos. Siguiendo con el algoritmo EMC, se
considera Wp (método de Bribiesca {1)(Bribiesca, 1996) en el que se busca mayor
cantidad de pizels en comin) y se encuentra que, al superponerlos sin alinearlos
conforme a sus ejes principales (ver Figura 5.4a), el trabajo es de Wp = 6,499.19,
con una cantidad de 445 pizels a mover; mientras que alineados conforme a sus ¢jes
principales (Figura 5.4¢) el trabajo realizado es de Wy = 5,212.06. Asi que hay un
error del 19.81% al comparar el método de Bribiesca con el optimizado. Un caso
intermedio se observa en el segundo renglén. Nétese cdmo a pesar de tener més pizvels

a mover entre dos objetos, el trabajo fue menor con el método optimizado.
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5.6 Contradicciones entre el método optimizado
y el método de Bribiesca[1](1996)

De la Tabla 5.5 se observa que, mientras el algoritmo de Bribiesca muestra que la
arafia se parece mss al circulo que a cirpel, el optimizado muestra que la arafia se
parece més al cirpel que al circulo. Pero un argumento como el siguiente podria

favorecer al hecho de que la arafia se parece “realmente” més al cirpel que al circulo.

v 0) RS
ol

Figura 54. Por comparar la arafia y la serpiente; a) ambos objetos tienen sus
ejes mayores principales en un 4ngulo de 169.15°; b) los ejes principales mayores
estan orientados en 90° uno respecto del otro. El nimero de pizels comunes es de
229; ¢) los objetos estan orientados conforme a sus ejes principales con 215 pizels
comunes.
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Por un lado, la araiia tiene mdés pizels en comin (392) con el circulo que con el
cirpel (367).

Pero ya se estudié que la méxima correlacién no implica mayor parecido entre
los objetos. Asi que este argumento no es adecuado para decir que las arafia debiera
parecerse més al circulo que al cirpel.

Sin embargo, la diferencia en las compacidades entre la arafia y el circulo es mayor
que entre ésta y el cirpel. Ademds de lo que visnalmente podria parecer una “pata”
que sale del circulo para conformar el cirpel, uno podria decir con toda confianza que
el parecido de la araita es mayor al cirpel que al circulo. Por dar otro ejemplo, la
Tabla 5.5a) muestra que la serpiente se parece més al circulo con ruido, mientras que

en la Tabla 5.5b) se ve que ésta se parece més al circulo.

5.7 Desventajas del método propuesto

Para clasificar N objetos, una desventaja de compararlos por parejas es que se requiere
una tabla de N(N —1)/2 comparaciones. A diferencia de lo que podria hacerse con un
modelo de clasificacién como el de Lohmann [10](1998), quien establece una medida,
de similitud al comparar los objetos con una esfera o con una caja. Algo parecido
se hizo en este capitulo cuando se compararon todos los objetos con el circulo. Otra
desventaja es que el tiempo de procesamiento es muy grande, pues la complejidad
del algoritmo hingarc para encontrar la distancia minima es de orden cibico. Asf
que la desventaja principal de este método es que es muy lento. Sin embargo, es muy

consistente para especificar el grado de parecido entre dos objetos cualesquiera.
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Capitulo 6
Transformacion de objetos 3D

En este capitulo se presentan las transformaciones realizadas a cinco objetos 3D a
partir de datos del mundo real. Los objetos se normalizaron en la escala, se hicieron
coincidir sus centros de masa y se alinearon conforme a sus ejes principales, ello
permitié obtener la mejor orientacién para minimizar el trabajo de transformacién.
Una vez hecho lo anterior, se procederd a transformar los objetos entre sf.
Aplicando el algoritmo hiingaro en la versién de Evans [64](1992) explicada en
el Capitulo 4, la cual a su vez estd basada en la forma original de la versién del
algoritmo hingaro dada por Egervéry [69](1931), se encontré el apareo 6ptimo de la
gréifica bipartita que surge de querer mover el conjunto de spels positivos al conjunto

de spels negativos.

6.1 Los objetos 3D a comparar

En esta seccidn se presentan las superficies de tres volcanes cercanos a la cuenca de
México: La Malinche, el Popocatépetl y el Iztaccihuatl; asf como de dos automéviles:
Camaro y Porsche. Los tres volcanes fueron obtenidos a partir de un Modelo Digital
de Elevacién (MDE). |

Los archivos MDE son representaciones digitales de la superficie de la Tierra, los
cuales se generan como una malla uniforme rectangular organizada por capas. La

digitalizacién de estos modelos est4 basada en contornos con escala de 1:250,000.
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Figura 6.1. Modelo digital de elevacién de la cuenca de México. Se muestran tres
volcanes importantes: La Malinche, el Popocatépetl y el Iztaccihuatl.

La Figura 6.1 muestra un modelo digital de elevacién cercano a. la cuenca de
México. Este modelo estd representado por una malla poligonal 3D y despliega tres
volcanes. En la parte superior izquierda se encuentra el volcdn La Malinche, en
la parte superior derecha se encuentran los otros dos volcanes: el Popocatépetl vy,
ligeramente hacia abajo, el Iztaccihuatl.

Por otro lado, se presentan las superficies de mallas poligonales 3D de dos au-

tomoéviles: un Porsche y un Camaro, los cuales se muestian en la Figura 6.2, El
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formato original de estos objetos est4 dado por archivos DXF.
La informacién de los archivos MDE y DXF se utilizaron para representarios como

solidos compuestos de vogels,

Figura 6.2. Dos automéviles cuyas superficies estdn dadas en mallag poligonales
triangulares; a) un Porsche, b) un Camaro.

6.2 Los objetos 3D se normalizan en volumen

Como ya se mencioné al principio del Capitulo 3, el primer paso para comparar los
objetos es normalizar sus 4reas o voltimenes. Ello dependers del nimero de puntos

obtenidos de la imagen real v de su tamafio. El programa de aplicacién AUTQCAD,
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permite escalar casi cualquier forma cerrada en 3D.

Pueden usarse representaciones de objetos con mallas poligonales 3D como las
mostradas en las Figuras 6.1 y 6.2, o bien, las superficies de figuras vozelizadas orig-
inalmente, como los volcanes de la Figura 6.3 los cuales originalmente son diferentes

en escala y, ademds, no estdn alineados conforme a sus ejes principales.

(2)

J L
uiui

(c)

Figura 6.3. Los tres volcanes cercanos a la cuenca de México, representados por
vozels. a) El volcdn La Malinche, compuesto por 19,154 wozels; b) el voledn
Popocatépetl, compuesto por 20,769 vozels y ¢) el volcsn Iztaccthuatl, compuesto
por 19,776 vozels

Enseguida se crea una matriz tridimensional de puntos. La Figura 6.4 muestra

la superﬁcie del objeto 3D, que en este caso corresponde al volcdn Popocatépetl (el
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cual se reescalard) y de un arreglo tridimensional de puntos, de 50 x 50 x 50. La
superficie se “sumerge” totalmente en el arreglo tridimensional (véase la Figura 6.5),
quedando una cantidad de puntos dentro de la superficie y otra cantidad fuera de
ella. Se procede a ocultar los puntos interiores a la superficie del objeto, conformada
en este ejemplo por las caras de los vozels que lo representan. En la Figura 6.6 se
observa que el primer ocultamiento de puntos se hizo en 1a direccién positiva del eje z
para, posteriormente, borrar los puntos externos (y parte de las caras de los vozels de
la superficie) a la superficie de esa vista en particular (la que se encuentra en el plano
z-y). Un segundo ocultamiento sobre la vista y-z, en la direccién negativa del eje z,
y enseguida una eliminacién de puntos, permite obtener todos los puntos interiores
del objeto. Los planos que por alguna razén no terminaron de borrarse, debido al
apantallamiento que pueda existir entre ellos, pueden borrarse manualmente con la
ayuda del uso de acetatos que AUTOCAD maneja. Es recomendable tener al objeto
y al arreglo de puntos en acetatos diferentes.

Recuérdese que al borrar los puntos que no estdn en el interior de la superficie, dada
cualquier vista, también se pueden borrar muchos elementos o planos que conforman
al objeto. Para borrar puntos paulatinamente, con la ayuda de AUTOCAD se puede
rotar al objeto, auxilidndose de copias de la superficie, superponiéndolas en el mismo
lugar, de manera de borrar los puntos que no pertenecen al interior de la superficie.

Si se pretende normalizar el volumen para el caso tridimensional, AUTOCAD
permite cambiar el tamafio del objeto y repetir el procedimiento, hasta que se obtenga
¢l nimero deseado de puntos para, posteriormente, convertirlos a vozels.

En el caso de los volcanes que se presentan en este trabajo, su supeificie estd
compuesta por caras de cubos, pues se aplicé un programa que permite representar

cualquier objeto binaxio en términos de vozels. Estas mismas caras pueden servir
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Figura 6.6. Se eliminan los puntos y parte de los planos de la superficie al borrar sobre el plano y-z.
en la direccion positiva del eje x; b} conjunto de puntos que toma la forma del objeto original
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como pantalla para ocultar los puntos interiores y seguir el procedimiento descrito
para escalar.

AUTOCAD permite cambiar la escala de las figuras 3D. Permitiendo acercarse
tanto como se quiera al nimero de puntos que debe tener una figura.

Una. vez que el conjunto de puntos ya tiene la forma del objeto deseado, se procede
a exportar los datos a formato DXF. Posteriormente, con un programa que lee este
formato, se procede a vozelizar el conjuto de puntos, dando como resultado al objeto
vozelizado.

Este procedimiento es vilido para otro tipo de superficies, tal como las mallas
poligonales 3D, las cuales emplean generalmente tridngulos y rectdngulos para 1e-
presentar los planos que conforman la superficie de los objetos. Como ejemplo de
aplicacién del procedimiento descrito, se muestran dos autos que originalmente esta-
ban representados por mallas poligonales en 3D: un Porsche y un Camaro, obteniendo

dos objetos normalizados a 31,020 vozels, como en la Figura 6.7.

6.3 Transformando los volcanes

En esta seccién, se utilizan los volcanes como objetos prueba para mostrar con detalle
el procedimiento de llevar a cabo la transformacién de un objeto a otro, y en la
siguiente seccidn se dan a conocer los resultados de haber hecho las transformaciones
entre los cinco objetos mencionados en este capitulo.

La Figura 6.8 muestra los volcanes ya orientados conforme a sus ejes paincipales.
Se puede aplicar la técnica de la seccién anterior para normalizar el volumen y, pos-
teriormente, calcular los ejes principales para orientarlos (ver Capitulo 3). En este

ejemplo, cada volcdn estd compuesto de 16,228 vozels. La Figura 6.8(a) muestra al

96



FPorrsackhe

Cormaaro

Figura 6.7 Dos autos voxelizados a partir de una malla poligonal 3D; ambos compuestos de 31,020
voxels
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voledn La Malinche, la Figura 6.8(b) presenta al volcdn Popocatépetl, y finalmente

la Figura 6.8(c) muestra al volcén Iztaccihuatl.

(a) (b)

(c)

Figura 6.8. Los tres diferentes volcanes normalizados y orientados conforme a
sus ejes principales. Estdn compuestos de 16,228 vozels. a) La Malinche, b) el
Popocatépetl y c) el Iztacciuhatl

La Figura 6.9 ilustra cémo transformar un volcén en otro. La Figura 6.9(a) mues-
tra a la Malinche y la Figura 6.9(b) presenta al Popocatépetl. Ambos volcanes tienen
el mismo nimero de vozels, es decir, tienen 16,228 cada uno. La Malinche serd trans-
formado en el Popocatépetl. Los ejemplos para ilustrar el método de transformacién

expuestos aqui, son objetos 3D binarios.

La Figura 6.9(c) ilustra la superposicién de los objetos, y la Figura 6.9(d) a los
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{(a) (b) (e)

iy A

{(d) (e)

Figura 6.9, Transformacién de los objetos: a) ¢l objeto Oy; b) el objeto Oy; ¢) la
superposicion del objeto O, sobre el objeto Oy; d) los vozels comunes entre Oy
Os; €) vozels a mover (vozels positivos); f) lugares a donde se moverdn los vozels
positivos (vozels negativos).

vozels comunes. El ndmero de vorels comunes es igual a 10,266, los cuales pueden
verse en la Figura 6.9(d). La Figura 6.9(e) ilustra todos los vogels positivos, cuya
cantidad es igual a 5,962. La Figura 6.9(f) muestra los vozels negativos, el nidmero
de éstos es igual a 5,962,

Por otro lado, la Figura 6.10 muestra los diferentes estados de la transformacién
del voledn Iztaccthuat! (Figura 6.10(a)) en el voledn La Malinche (Figura 6.10(v)) en
pasos de 25 vozels.

Los objetos mostrados en las Figuras 6.10{a) y 6.10(v) est4n normalizados en
volumen (se representan usando la misma cantidad de volumen) y orientados conforme
a sus ejes principales. Para simplificar las transformaciones progresivas, los cinco

objetos fueron normalizados a 2,122 vorels cada uno.
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Figura 6.10. Los diferentes estados de la transformacién del volcin Iztaccihuatl en
el volcan La Malinche en pasos de 25 vozels: a) el voledn Iztaccihuatl; b) 25 vozels
son desplazados; ¢) 50 voxels son desplazados; etcétera

Los vozels comunes a las figuras 6.10(a) y (v) son 1,609 y los vozels a mover son
513,

La Figura 6.10 presenta, entonces, la transfomacién del voledn Iztaccihuatl en el
volcdn La Malinche. La Figura 6.10(b) presenta los primeros 25 wozels movidos. La
Figura 6.10(c) muestra 50 vozels movidos, y asi sucesivamente.

La Figura 6.11 presenta los diferentes estados de la transformacién del volcdn
Popocatépet! (ver Figura 6.11(a)) en el volcdn La Malinche (ver Figura 6.11(aa)).

La Figura 6.11 presenta los diferentes estados de la transformacién del volcén

Popocatépetl (ver Figura 6.11(a)) en €l volcin La Malinche ( ver Figura 6.11(aa)).
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o
Figura 6.11. Los diferentes estados de transformacién del volcin Popocatépetl en

¢l volcdn La Malinche en pasos de 25 vozels: a} el voledn Popocatépetl; b) 25
vozels desplazados; ¢) 50 vozels desplazados; asi sucesivamente.

Se ha llevado a cabo una transformacién dptima de los objetos. Cada uno de
los volcanes estd compuesto de 2,122 yozels, siendo ya normalizados en volumen y
orientados conforme a sus ejes principales. La Figura 6.11 muestra las transforma-
ciones progresivas en pasos de 25 vozels. Las figuras 6.11(a) y (aa) tienen 1,361 wozels
en comun y 761 vozels a mover. La Figura 6.11(b) muestra los primeros 25 vozels
desplazados, la Figura 6.11(c) ilustra 50 vozels desplazados, etcétera. Nétese que las

vistas de las figuras 6.11 y 6.10 se presentan en perspectiva.
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Para mejorar la presentacién de la transformacién de los volcanes, el punto de

vista de la Figura 6.11 se cambié en relacién a la Figura 6.10.

6.4 Resultados de las transformaciones entre los cinco objetos

Usando el procedimiento de la seccién anterior se procedié a transformar los cinco
objetos por parejas. En la Tabla 6.1 aparecen los vwozels comunes entre los cinco
objetos. Nétese que el nimero méximo de vorzels comunes entre diferentes parejas es
de 1,765, correspondiente a los autos Camaro y Porsche. La Tabla 6.2 presenta los
vozels positivos de los objetos.

La Tabla 6.3 muestra el trabajo Wy realizado para transformar los objetos men-
cionados usando el algoritmo hiingaro. Mientras que la Tabla 6.4 muestra el trabajo
Wene usando el algoritmo EMC. Como se observa, el algoritmo EMC siempre arroja
valores mayores que el algoritmo hingaro en el trabajo realizado.

La tabla 6.5 muestra la medida de similitud normalizada a través de la ecuacién
5.4, considerando que la similitud es igual a cero para el caso del Camaro e Iz-
taccthuatl, los cuales arrojaron el mayor trabajo en su transformacién.

De la tabla 6.5, se observa que los objetos mds parecidos son los dos automéviles,
¢l Camaro y el Porsche, los cuales se parecen en un 66.22%, mientras que los mds
diferentes son el Camaro v el Iztaccibuatl, con un parecido del 0%.

Observando el caso de los volcanes solamente, los més parecidos son La Malinche

e Iztaccihuatl, por otro lado los més diferentes son el Popocatépetl e Iztaccthuatl.
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Objetos: Oy - O | Iztaccihuat] | La Malinche | Popocatépetl | Camaro | Porsche
Iztaccihuatl 2,122 1,609 1,388 1,217 1,237
La Malinche 1,609 2,122 1,361 1,311 1,305
Popocatépetl 1,388 1,361 2,122 1,293 1,348

Camaro 1217 1,311 1,293 5122 | 1,765
Porsche 1,237 1,305 1,348 1,765 2,122
Tabla 6.1. Vozels comunes.

Objetos: O, - O; | Iztaccihuatl | La Malinche | Popocatépetl | Camaro | Porsche
Iztaccihuatl 0 513 734 905 885
La Malinche 513 0 761 811 817
Popocatépet! 734 761 0 829 774

Camaro 905 811 829 0 357
Porsche 885 817 774 357 0

Tabla 6.2. Vogels positivos.

6.5 La medida de compacidad discreta en 3D

Recientemente (2000) Bribiesca [70] establecié una medida de compacidad discreta
para objetos sélidos 3D compuestos por vozels, como una extensién de la medida
propuesta para 2D [68](Bribiesca, 1997). Dicha medida relaciona la suma de las su-
perficies de contacto de los vozels que conforman al objeto, con el drea de la superficie

que envuelve al objeto.

Wy (04, 02) | La Malinche | Popocatépetl] | Iztaccthuatl | Camaro | Porsche
La Malinche 0 4,367.86 3,820.56 | 6,475.66 | 6,341.65
Popocatépetl | 4,367.86 0 4,755.78 | 7,163.24 | 5,723.60
Iztaccthuatl 3,829.56 4,755.78 0 7,908.27 | 7,271.72
Camaro 6.475.66 7.163.94 7,608.27 0 | 2.671.79
Porsche 6,341.65 5,723.60 7,271.72 | 2,671.79 0
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Weume(O1,02) | La Malinche | Popocatépet! | Iztaccthuatl | Camaro | Porsche
La Malinche 0 4,939.32 3,988.10 6,767.43 | 6,737.35
Popocatépetl | 4,039.39 0 5.342.02 | 7,491.79 | 6,529.99
Iztaccihuatl 3,988.10 5,342.02 0 8,210.97 | 7,526.59

Camaro 6,737.35 749179 8,210.97 0 |2,822.19
Porsche 6,737.35 6,529.99 7,526.59 2,822.12 0

Tabla 6.4, Medida de similitud de la forma entre los objetos 3D, segiin el algoritmo EMC.

S(0,0,) | La Malinche | Popocatépetl | Iztaccihuatl | Camaro | Porsche
La Malinche 100 44.77 51.58 18.12 19.81
Popocatépet] 44.77 100 39.86 9.42 27.63
Iztaccihuatl 51.58 39.86 100 0 8.05

Camaro 18,12 9.42 0 100 66.22
Porsche 19.81 27.63 8.05 66.22 100

Tabla 6.5. Medida de similitud normalizada y acorde al algoritmo mingaro.

Dado un objeto 3D compuesto por n vozels, sea A, el drea total de las superficies
de contacto de todos los vozels que conforman al objeto, la compacidad discreta estd

definida por la expresidn:

Ac - Acmin
CD - Acmaz - Acmin (61)
Donde:
Acmin =n-—1 (62)
y .
Acmaz = 3(n — n/?) (6-3)

Haciendo un cédlculo de estas cantidades sobre los objetos propuestos, se encuentra
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A, Co
La Malinche | 5,337 | 0.8577
Popocatépetl | 5,504 | 0.9022
Iztaccihuatl | 5,338 | 0.8780
Camaro 9,039 | 0.9116
| Porsche 5,631 | 0.9310

Tabla 6.6. La compacidad discreta para los ¢inco objetos 3D.

que el valor para Aguin es de 2,121, y para Aoneg €5 de 5,870.6077. La Tabla 6.6
muestra los valores para el 4rea total de 1a superficie de contacto A, y la compacidad
discreta de los objetos. Como se puede observar, los objetos més compactos son los
autos, siendo el Porsche el mds compacto. De los volcanes, el méds compacto es el
Popocatépetl, seguido del Iztaccihuatl; el menos compacto de ellos es La Malinche.
De la Tabla 6.6, se observa que la diferencia de compacidades entre los volcanes
que mds se parecen (La Malinche y el Iztaccihuatl) es muy pequefia (0.0203). Aunque
la diferencia de compacidades entre el Popocatépet! y La Malinche es mayor que la
diferencia entre el Popocatépetl y el Iztaccihuatl (0.0445 y 0.0242 respectivamente)
el parecido fue mayor entre los dos primeros, pues el nimero de wvozels positivos
(761) no fue decisivo para que Popocatépet] fuera més diferente a La Malinche que
al Iztaccihuatl. La diferencia de compacidades entre los autos (que son los objetos
que més se parecen de todo el conjuto) es de 0.0194. Nuevamente se observa la -
tendencia como para el caso 2D: los objetos més compactos tienden a parecerse més
al objeto mds compacto (el Porsche) que a los menos compactos, aunque esta vez no
se presenté ningun caso en el que, a mds vozels a mover, mayor el parecido con el

Porsche (recordar el caso del anillo2 con el circulo, Figura 5.2).
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6.8 El parecido entre dos objetos no implica la misma seme-

janza a un tercero

Debido a que se est4 planteando una métrica con el uso de la medida propuesta,
esto quiere decir, que si el objeto A requiere el mismo trabajo Wy (lo cual arroja un
parecido Sp) para transformaise en los objetos B y C, esto no significa que By C
siempre sean iguales en parecido. Debido a las propiedades de la métrica euclidiana,
B y C si pueden ser parecidos pero también un “poco” diferentes, ;qué tan diferentes?
La métrica establece (ecuacién 4.19, seccién 4.5) que el trabajo de B a C estd acotado

por la desigualdad:

0 < Wae < 2W,. (6.4)

Para el caso extremo en el que A = By A = C, entonces Wy = 0, debido a la
desigualdad anterior es claro que B = C. Cuando A y B (o C) comienzan a ser un
poco diferentes, también lo empiezan a ser B y C, pero dentro de un rango establecido
por la desigualdad anterior.

La gréfica siguiente (Figura 6.12) pone de manera ideal, el trabajo realizado para
transformar estos tres objetos en cuestién. El eje vertical contiene los valores que
van de 0 a 100, indicando la desemejanza de los objetos: cero para los totalmente
semejantes (el trabajo Wpc es cero cuando los objetos son iguales) y 100 para los “to-
talmente” diferentes; el eje horizontal representa al trabajo realizado en transtormar
los objetos Ay B (0 Ay C). Elvalor de Wpe no es funcién de Wy, corresponde a toda
la regién que se encuentra acotada entre las rectas horizontal (Wpe = 0), la recta

que aparece inclinada con una pendiente igual a dos en la Figura 6.12 (Wpe = 2W,)
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y la recta Wpe = Wiy, en el intervalo Wy = [Wise /2, Wiisa)-

Wmix

Weac

Wrmax/2 T Wma
Wo

Figura 6.12. El trabajo realizado al transformar B en C estd dado por los valores
bajo la curva.

A continuacién se verd la forma que toma ecuacién 6.4, cuando se relaciona con la
medida de similitud normalizada de 0 a 100%. Como se explicé en el capitulo anterior,
para normalizar la medida de similitud se considera el trabajo méximo W, realizado
en las transformaciones de todos los objetos de un conjunto dado. La relacién que

existe entre el trabajo y la medida normalizada estd dada por:

Wia

) * 100%, (6.5)

81,2 = (1 -

donde los subindices indican los objetos 1 y 2 a comparar.
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Considérense dos casos.
0 Caso1: 0 S Wac S 2W, si 0< Wy < Yz,

Combinando la primera desigualdad con la ecuacién 6.5, se obtiene que:

2o — 100 < Spc < 100. (6.6)

Se observa que cuando Sy tiene valores cercanos a 100, también lo tiene Sz¢.
Véase el caso extremo: si los objetos Ay B (6 A y C) se parecen en un 100% (son
iguales), entonces Sy = 100% y en la ecuacién 6.6 S5 también tiene que ser 100%, es
decir, B y C también son los mismos. Si, por ejemplo Sy = 95% en parecido, entonces
el parecido entre B y C estard en el intervalo: 90% < Spe < 100 segin la ecuacién
6.6. Si, por otro lado Sy = 90% de parecido, entonces al parecido entre B y C estars
en el intervalo: 80 < Sup < 100%, si Sp = 80% de parecido, entonces al parecido
entre B y C estard en el intervalo: 60% < Sup < 100%, etc. Es decir, conforme
A v B tiendan a ser muy diferentes, al intervalo de parecido que pueden tener B y
C, se incrementa en la proporcién dada por la desigualdad 6.6. El ejemplo limite en
este caso, es cuando Sp = 50% (cuando A y B “medio” se parecen), entonces B y C
pueden estar en el rango de, o “totalmente” diferentes (Sge = 0%), o muy parecidos
(Spc = 100%).

0 Caso 2: 0 < Wao < Winge si Wp > Ytz

Nuevamente, de la ec. 6.5 se tiene que:

0 < Sge <100. (6.7)
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Pars el caso 2, simplemente conforme Sy toma valores menores a 50% Spe toma
valores dados por la ecuacién 6.7: o B y C son totalmente diferentes entre si o pueden
llegar a ser tan similares hasta en un 100%.

Todos los experimentos dados en esta tesis no violan ninguno de los supuestos y

ecuaciones anteriores.
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Capitulo 7
Conclusiones

A pesar de que existen diferentes formas para alinear los objetos, en este trabajo se
consideraron los ejes principales de objetos 2D y 3D irregulares asi como sus centros
de masa v, se einpleé el algoritmo hingaro en la transformacion de un objeto a otro.

Cuando dos objetos son irregulares, por ejemplo, piedras, cerros, etcétera, puede
ser muy dificil la extraccién de caracteristicas o primitivas. Por ello se propuso em-
plear los spels para el andlisis y comparacién de los objetos.

El método propuesto es robusto para medir la similitud de la forma de dos objetos
irregulares. Se presentaron diferentes objetos irregulares en 2D que mostraron las
propiedades més importantes de este método.

Se mostré que hay tres caracteristicas determinantes en el valor de la similitud
al transformar los objetos, estas son: el nimero de spels a mover, su distancia total
recorrida v la compacided de cada objeto. Ademds, la medida propuesta no es sensible
al ruido. '

El método para lograr una medida de similitud, tal como la propuesta aqui, de-
pende de dos factores: primero, hacer coincidir los centros de masa y los ejes princi-
pales de los objetos asi como normalizarlos en escala; segundo, encontrar la distancia
total menor para mover los spels en la transformacion, a través del algoritmo hdngaro.
Este método produce una transformacién éptima de los objetos. Se estudiaron las

propiedades mds importantes de este algoritmo, encontrando limitaciones en su de-
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sempefio debido & una de sus versiones dada por uno de los autores de las referencias.

El estudio del comportamiento de la compacidad de los objetos, en relacién con el
numero de spels positivos y el trabajo en la transformacién de los objetos, permitié
encontrar un procedimiento consistente para normalizar la medida de similitud.

Haber considerado una representacién a partir de spels permitié transformar los
objetos y, aunque la transformacién pudo haberse hecho por s6lo considerar las dis-
tancias entre ellos, también permitié desplazarlos de un objeto a otro. La manera
en que se hizo fue gracias a que los vozels estdn organizados por capas, renglones y
columnas, de manera que se movieron por capas. Pudo haberse realizado con otro
orden, por ejemplo de manera aleatoria. Sin embargo, cuales sean las opciones en
el orden, es claro que este tipo de “movimientos de spels” permite obtener objetos
intermedios de manera tan suave como lo permita la resolucién de los objetos, asi
como del nimero de spels a desplazar entre los objetos intermedios.

Un trabajo futuro puede consistir en minimizar el tiempo de proceso computa-
cional para calcular la distancia total, ya que el algoritmo hingaro implementado aqui
es de orden O(n?), lo que hace que cuando se incremente la resolucién de los objetos
este método sea muy lento, (en el apéndice B, se dan algunos ejemplos de objetos
simétricos con los que se puede disminuixr el tiempo de ejecucién del algoritmo).

En los dos primeros capitulos, se expuso la necesidad de emplear los spels para la
transformacién de los objetos y, se dio un resumen de la literatura actual sobre las
medidas de similitud existentes, haciendo hincapié en que existen muchos trabajos
sobre reconocimiento de objetos 3D, pero que trabajos explicitos en el grado de pare-
cido de la forma, sobre todos de objetos irregulares (no manufacturados) no se han

encontrado.

Existen trabajos de alineacién, como los mapeos conformes. Pero no se elegié un
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método como éstos debido a la necesidad inherente de representar al objeto a través
de spels, considerando también la regién envuelta por la superficie, a diferencia de los
mapeos conformes que sélo emplean la superficie para el andlisis de las imdgenes.

Existen trabajos sobre transformacién de objetos como la interpolacién por cam-
pos de distancia o la geometria fractal. Sin embazrgo, estd abierta la posibilidad para
que en un trabajo futuro, se empleen una de estas técnicas que permita encontrar el
grado de parecido de diferentes objetos. En este trabajo se ha empleado un método
alternativo, también vilido, que es precisamente el de mover los spels cuando se pre-
tenda comparar los objetos.

Se ha propuesto emplear al objeto 3D como sélido vozelizado. Es una nueva
manera de calcular la diferencia entre objetos, a diferencia de como venia haciéndose
con los trabajos en campos de distancia, mapeos conformes, etcétera. Aqui, considerar
los elementos de imagen representa una manera diferente de encontrar esas diferencias.

Respecto a las aplicaciones, éstas se pueden dar con imégenes vozelizadas, tales
como los propios volcanes que se han exhibido, y cuya medida puede contribuir en
la construccién de una caracteristica mds para clasificar a los volcanes. Un trabajo
futuro podria analizar este tipo de experimentos ampliando el conjunto de volcanes
para su apropiada clasificacién.

El método puede darse también en el 4mbito de la medicina, en especial con
imégenes del cerebro, corazén y, ademés todos aquellos drganos que tengan huecos o
que evolucionen con ¢l tiempo, o bien, que evolucionen debido a alguna enfermedad
que modifique sus formas. Aplicando el método se pueden generar tablas de corre-
lacién que permitan ir diagnosticando el avance de la enfermedad o crecimiento de

algtin 6rgano en particular.
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Capitulo 8
Trabajo futuro

1. Queda pendiente la solucién al problema planteado en la seccién 4.4.3.
Un trabajo posterior debe atacar el problema de marcar correctamente
los ceros de las matrices. Tal trabajo debe encontrar un algoritmo que
“sepa decidir” cémo marcar todos los ceros sin Hegar a marcar todos

los renglones (o columnas).

2. Otro trabajo futuro consiste en hacer un estudio de si, la manera en
que se pueden obtener objetos intermedios para llegar de un objeto a
otro al ser comparados, con el método propuesto, es equivalente a llevar
a cabo lo que se conoce en la literatura como morphing [19](Cohen-Or,

1998).

3. En esta tesis se emplearon los ejes principales, pero un tiabajo fu-
turo podria consistir en comparar este método de alinacién con otros
métodos, tales como el uso de campos de distancia, o como el dado
por Malandain y Roscchisani [28]{1993) y ver si son equivalentes en el

desempeiio del trabajo realizado en la transformacién de objetos.

4. El método propuesto consiste en normalizar la escala de los objetos.
El estudio de la teoria del espacio-escala y sus propiedades podria con-
tribuir a prescindir de este hecho. Una forma alternativa de transfor-

mar a los objetos, es a través de un método de multi-resolucién, que
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se estudia dentro de la teoria de espacio-escala, en el que no sea nece-
sa1io mover de una séla vez todos los spels de un objeto a otro sino ir

transformando al objeto a diferentes resoluciones.

5. Otro de los trabajos pendientes, es poder llevar a un menor tiempo la
ejecucién del algoritmo hingaro. Los algoritmos genéticos, o bien, el
cémputo paralelo podrian sexvir de apoyo, para de esta manera, poder
vozelizar a los objetos con una mayor resolucién y llevar a cabo sus
transformaciones.

A continuacién se hace un bosquejo de la teoria del espacio-escala (en
la que se trata el principio de insertidumbre y el método de multi-

resolucién) y de algoritmos genéticos.

8.1 Teoria del espacio-escala

La teorfa del espacio-escala conforma una técnica de multi-resolucién, que ha ido
ganando aceptacién desde que empezd a ser desarrollada por Witkin [71](Babaud et
al.,, 1986) y Koenderink [72](1984) en la década de los ochenta. Este método consiste
en considerar al hiperplano espacio-escala (x, o) como el lugar donde se llevan a cabo

los eventos para €l andlisis de las sefiales y en particular de las imagenes.

8.1.1 Principio de Incertidumbre

Este principio establece que la incertidumbre en el tiempo v en la frecuencia satisfacen

la siguiente desigualdad [73]{Christopher, 1992):
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(8.1)

£

-h

v
B

En pocas palabras, la desigualdad 8.1 expresa que, mientras una de las cantidades
se determina con mayor precisién, la otra se indetermina, de manera que el producto
de ambos esté acotado por 1/2. Se podria buscar algo similar con pardmetros de escala
y de forma. Sea S un pardmetro de la forma (puede pensarse, para simplificar, en
alguna cantidad proporcional al d1ea o volumen de un objeto) y sea o el pardmetro de
escala que es inversamente proporcional a la resolucién del objeto. Esto quiere decir
que cuando se toma la fotograffa de un objeto representado por pizels o vorels, si
o — 00, 0 sea, si laresolucién disminuye demasiado, se captazd con gran incertidunbre
la forma S del objeto, es decir, se sabrd poco sobre la forma del objeto.

Y al contrario, si ¢ — 0 (la resolucién se hace muy grande), se puede captar la
forma del objeto con una gran precisién. Asi que, la ecuacién 8.1 puede escribirse

ahora en términos del pardmetro de la forma y del pardmetro de escala como:

So > cte. (8.2)

De manera que el producto de estas dos cantidades siempre estd acotado por una
constante (habria que estudiar el valor de esta constante).

Algo que pretende la teoria del espacio-escala es trabajar con objetos indepen-
dientemente de su escala, pues trata de establecer mecanismos para emular el sis-
tema visual humano, el cual puede trabajar o reconocer objetos a diferentes escalas
o resoluciones (“se quiere ver las ramas o las hojas del 4rbol?”); para lograrlo, en
mateméticas cualquier medida es adimensional, a diferencia de lo que sucede en la

fisica, en donde toda medida tiene dimensiones. En fisica se establece la llamada Ley
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de la invariancia en escala: Las leyes fisicas deben ser independientes de la eleccion
de pardmetros fundamentales.

Cuando se trata de cumplir la ley de invariancia en escala, se pretende encontrar
una relacién que no dependa de ninguna direccién espacial, propiedad a la cual se
llama isofropfa. Para encontrar un kernel que cumpla con la propiedad de isotropia y
con la ley anterior, se utiliza el an4lisis dimensional [74](Bridgman, 1931). El anélisis
dimensional trata la forma de combinar cantidades fisicas de manera de encontrar
relaciones independientes de las unidades (y por ello independientes de la escala).
Considérese que la forma que percibe una cdmara es S y que la forma del objeto real

es S, las cantidades adimensionales que describen este fenémeno son:

% = Glw, 0P, (8.3)
donde ¢ es el pardmetio de escala, w la frecuencia (en el dominio de Fourier) y p es
un entero que surge como paxte del andlisis dimensional.

De la relacién anterior, G debe ser una funcién que cumpla con las siguientes
caracteristicas: si ¢ — oo (es decir, si la resolucién disminuye), la forma del objeto
captada por la cdmara serd de menor precisidén. S no debers exceder la precisién de
Sp. Si o —+ 0, segiin la ecuacién (8.2) S se determina mejor (permitiendo observar a
S con mejor detalle). El limite superior de G es igual a uno (que es cuando S v Sy
son iguales). En resumen, se tiene que encontrar una funcién G{o,w) (en el dominio

de Fourier) que cumpla con las siguientes caracteristicas:

Jim G(o,w) = 1, (8.4)
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lim G(o,w) — 0. (8.5)

W=+

La funcién de Gauss es el llamado kernel que cumple con tales caracteristicas. En
coordenadas espaciales de tres dimensiones (en el dominio espacial) el kernel queda

como:

Glx,0) = — ) (3.6)
(2no

donde ¢ es una medida de la llamada escala interior o pardmetro de escala, en el

caso del presente trabajo tiene que ver con las dimensiones del vozel, y (z,y,2) son

las coordenadas espaciales de los vozels del objeto.

Este kernel es invariante en escala, rotacién (hay isotropia espacial) y traslacién.
Para utilizarlo en el problema de reconocimiento de objetos 3D wvozelizados, se puede
aplicar sobre dos objetos sélidos, aislados, que tienen la misma forma, pero cada uno
con una orientacién y escalas diferentes, para luego obtener una tabla de valores.

Dados dos objetos a comparar, se pueden aprovechar las propiedades de las
derivadas gaussianas, calcular las direcciones normales a la superficie usando la cur-
vatura gaussiana que permita orientar a los objetos; cuando éstos son diferentes, sus
kernels pueden dar también valores diferentes.

Se podria establecer un valor de energia en términos de la diferencia de los valores
gaussianos para objetos diferentes, que permita auxiliar en la construccién de una
medida de similitud.

Una ventaja de aprovechar esta teorfa es que no seria necesario mantener el nimero

de vozels constante para la medida de similitud.
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8.1.2 Método de multi-resolucién

Este método podria consistir en tomar a los objetos originales, representarlos por
medio una gran cantidad de spels (es decir, una resolucién suficiente para que los
detalles de cada objeto se vean con una buena aproximacién). Posteriormente, se
procederia a aplicar, por ejemplo, un filtro gaussiano para que el nimero de spels dis-
minuya y asi obtener una resolucién menor (menor ndmero de spels respecto al origi-
nal). Sin embargo, la forma del objeto irfa degraddndose de manera tan “suave” como
se pueda, para que aun después del filtro los objetos intermedios sigan pareciéndose
demasiado entre sf. Para realizar ésto, habria que investigar el nimero adecuado de
veces en aplicar el filtro. Cuando se tengan N pares de objetos degradados en la
resolucién, se procederd a transformar a los objetos que tienen la menor resolucién,
una vez que nuevamente se ha normalizado en drea. En este caso la cantidad de spels
a mover serd muy pequefia. Se guarda el trabajo realizado en esta transformacién y
se suma a los realizados entre los objetos intermedios del objeto transformado.

Véase un ejemplo: un objeto en forma de elefante se desea comparar con otro
objeto en forma de automdvil (véase la figura 8.1). Se degrada la forma de la imagen
como se mencioné arriba. Supéngase que se aplica tres veces un filtro gaussiano, hasta
lograr una resolucién de 16 x 16 pizels. A esta resolucién, transformar el elefante y
el auto no requiere de muchos movimientos de pizels. Se guarda el trabajo realizado
en esta transformacién, y se suma a los trabajos realizados en transformar el auto en

la direccién en que indica la flecha.
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Resolucién

C S . (,..-_“ > 16 x 16

@) J

o
|
GZ;}L C\_—\) 128 x 128
)

G & ...... ' 512 x 512

Figura 8.1. Un elefante y un automévil a transformarse. Los objetos se degradan
en resolucién con filtros gaussianos, desde d) hasta a); a) se transforman primero
los que tengan menor nimero de pizels. Posteriormente, se va transformando el
segundo objeto a ser comparado {el auto), entre sus versiones a diferentes resolu-
ciones {en la direccién de la flecha).

2 ; Cémo aplicar algoritmos genéticos al
problema de optimizacién?

Como ya se sabe, obtener la distancia minima de desplazamiento de los vozels en la
transformacion de los objetos consistié en encontrar un apareo 6ptimo, es decir, dada
una grafica bipartita G < X,Y, E >, saturar todos los vértices (que cada arista sea
adyacente a un vértice) tal que la suma total de los pesos sea la menor de todas las
posibles. Considérese el ejemplo dado por la siguiente grafica, donde el conjunto X
representa los vozels 2 mover y el conjunto Y las posiciones a alcanzar por los vozels.

Los pesos de esta gréfica pueden ponerse como elementos de una matriz cuadrada
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Figura 8.2. Apareo éptimo. Todog los vértices estdn saturados y la suma de]
subconjunto de aristas B e8 la menor,

de tamafio n x n, donde las columnas Tepresentan las y's y los renglones las 2’s. Por

ejemplo el elemento (2o,y3) ==(2,3) es la arista, CUYyO peso es w(zz, y3) = 9. La forma de
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1991) se ha reportado que el uso de cédigo binario ha logrado encontrar la distancia
minima para 100 vértices solamente (con una PC de 350Mhz y 64Mb de memoria el
que escribe ha logrado encontrar la distancia minima usando 200 vértices en menos
de 10 minutos). Por ejemplo, se podria intentar algo parecido a uno de los métodos
cldsicos paza resolver el problema del agente viajero, en el que se emplea operadores
de ciclo crossover (CX) [77)(Goldberg, 1989), [78](Michalewicz, 1996).

La idea es la siguiente:
Considérese dos cadenas: la primera representa al conjunto X de vértices de la

gréfica bipartita original y la otra al conjunto Y. Se llamarén cromosomas padre:

T1%2...Tn,

YiY2Yn
Se puede utilizar como ejemplo la gréfica de la Figura 8.2, con cuatro vértices en
cada conjunto, de manera que la segunda cadena sea la primera en orden aleatorio,

para formar dos cromosomas padres.

1234,
3412.

Se coloca el primer gen (el 1) del primer padre en un nuevo cromosoma hijo, y se
compara con el primer gen del segundo padre. Se busca este gen (el 3) en el primer
padre y se coloca en la misma posicién en el cromosoma hijo. Enseguida se compara
con ¢l correspondiente gen del segundo padre (que es un 1) y se repite la operacién.
Debido a que se encontrdé un nimero ya utilizado del primer padre, se termina el

algoritmo:
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1-3—--

Se lleva a cabo una recombinacién de genes al colocar, en los genes faltantes del
cromoesoma hijo, los nimeros correspondientes del segundo padre. Lo mismo se hace

para el segundo cromosoma hijo:

1432,
3214,

Se registra la distancia total (en este caso es 2+ 5+ 10 4+ 5 = 22) y se repite el

procedimiento, registrando sélo aquellas sumas que cumplan con:
w1y (%595) < wey(2595),

donde % es la iteracién hecha después de la iteracién ¢—1. A diferencia de CX original,
aqui s{ se pueden repetir los valores (alelos) de los genes de la misma posicién. De
hecho, después de cierta cantidad de iteraciones, los cromosomas hijos pueden quedar

comao:

1234,
4231,

que corresponde a la suma 0424741 = 10. La cual es la menor que se puede registrar
en todas las iteraciones. Este es un método con pocas restricciones y habria que probar

su eficiencia.
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8.2.1 Restricciones sobre los AGs basadas en el método hiingaro

Un método con mas restricciones podria ser el siguiente. Considérese esta vez cade-
nas de ceros y unos. Sélo que se debe tener cuidado de no hacer cualquier tipo de
recombinacién o mutacién arbitraria (hay que poner més restricciones que en el caso
anterior).

Este procedimiento que se propone se basa en utilizar restricciones dadas por el
método hingaro y uso de matrices. Segin ese método [65)(Jonker, 1986), primero
se minimiza la matriz, esto es, se resta el menor de cada columna de la matriz y
después el menor de cada renglén. Dado el ejemplo de la matriz anterior, la matriz

minimizada queda como:

o TN S
= O O
b O Oy
Oy Www o

La posicién de los ceros de esta matriz corresponde a posibles aristas de la grdfica
bipartita que forman parte de un apareo éptimo. Para el AG que se desea construir,
considérense dos cadenas padre de longitud n x n (donde n es el nimero de renglones
de la matriz), en el ejemplo expuesto la longitud es de 4 X 4 = 16. En el primer
padre cada cadena de n elementos representa un renglén de la matriz (de izquierda
a derecha), y cada cadena de n elementos del segundo padre representa una columna
(de arriba abajo). S6lo habr4 unos y ceros. Los unos son los ceros de la matriz,
mientras que los ceros representa cualquier nimero diferente de cero de la matriz

original:

123



0001010001101000,

0001011000101000.

Se procede a buscar n unos independientes. Esto es, en cada subcadena de cuatro
elementos se busca al menos un uno, que ninguno repita la misma posicién en las
subcadenas restantes. Por ejemplo, la subcadena 0001 (del primer padre) y 0100
tienen dos unos independientes, estdn en la posicién 4 v 2 respectivamente. En la
tercera subcadena, el primer uno 1epite la posicién 2, por lo que se hace una mutacién:
1 — 0. Pero el siguiente uno de esa misma subcadena tiene la posicién 3, y el uno de
la cuarta subcadena tiene la posicién 1. Asi que la cadena queda como un cromosoma,

hijo:

0001010000101000

con cuatro unos independientes. Los valores de los pesos para estos unos en la matriz
original son 0,2,7,1, cuya suma da 10 y es la distancia minima. Sin embargo, puede

ser que la matriz minimizada represente los cromosomas padre de la siguiente forma:

0010001010000101,

0010000111000001.

En el primer hijo de la mutacién del primer padre no se encontraron cuatro unos
independientes, ya que si se aplica la mutacién 1 — 0, quedaria una segunda subca-

dena de cuatro ceros. Una forma de resolver esto seria mutar algunos de los otros ceros
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de la primera subcadena. Se debe saber con cierta certidumbre qué ceros mutar. Para
ello, se cubren subcadenas que contengan unos y se mutan genes para generar més
unos. Se cuenta el nimero de unos que se repitan en la misma subcadena, asi como
de la subcadena respectiva del segundo padre, dada por la posicién en la subcadena
del primer padre, cubriendo! la subcadena que tenga més unos. En el ejemplo que se
est4 tratando, el uno esté en la tercera posicién y hay un sélo uno en esta subcadena.
Se cuentan los unos de la tercer subcadena del segundo cromosoma. Hay dos unos y
se marca la subcadena: 1*¥1*0*0*. Se salta la segunda subcadena del primer padre
porque se repite la posicién del uno. En la tercera subcadena hay un solo uno, que
est4 en la primera posicién, por lo tanto se cuenta el nimero de unos de la primer
subcadena del segundo padre, hay también un sélo uno. Asf que se marca la tercera
subcadena del primer padre: 1*0*0*0%, la siguiente subcadena (la 4) del primer padre,
~ tiene dos unos, el primero de ellos estd en la segunda posicién, ast que se cuentan los
unos de la segunda subcadena del segundo padre. Hay un solo uno. Asi que se marca
la cuarta subcadena del primer padre: 0¥1*0*1* Claramente, no pueden estar todas
las subcadenas {de cualquier padre) marcadas al mismo tiempo, pues ya no podriaﬁ
generarse mas ceros en la matriz original. Si esto pasa, se puede invertir la regla
anteriormente dada para marcar la subcadena del primer padre cuando haya igual
niimero de unos, en vez de ello se marcarfa la subcadena correspondiente del segundo
padre. El procedimiento se repite para las demés subcadenas del primer padre. Si se

observa este paso como una matriz en vez de cadenas, quedaxia asi:

0 0 1« O
0 0 1x 0
Ix 0% 0% O
Ox 1x 0% 1x

11,a forma de cubrir una cadena se hard marcando sus elementos con un *.
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Como se observa, el elemento, o valor del gen de la posicién del tercer alelo de la
cadena marcada 1¥1*0*0%, también aparece en la tercer subcadena del primer padre
en la misma posicién. Lo mismo ocurre con el valor de la cuarta posicién: aparece
en la cuarta subcadena en la tercera posicién del primer padre. Se dice entonces que
estos alelos estdn doblemente marcados. Siguiendo con las condiciones del algoritme
hingaro, los valores de la matriz original en las posiciones dadas por estos alelos,
se incrementan en una cantidad igual al valor més pequefo del resto de la matriz
(original) que no tiene su contraparte marcada en las subcadenas. Y el resto de la
matriz original, (la que no est4 marcada en su contraparte de subcadenas) se minimiza,
nuevamente restando el valor més pequefio. Con ello se garantiza tener mds ceros.
Localizando estos ceros en la matriz minimizada, se pueden mutar los cromosomas
generando més unos. Se vuelven a buscar n unos independientes. Si los hay el
algoritmo termina y se ha encontrado la distancia minima. Si no, se repite todo el
procedimiento. El objetivo principal de este AG es generar tantos unos como sea
permisible por el algoritmo hingaro, éstos serdn candidatos “fuertes” a ser parte del
apareo éptimo en la gréfica bipartita. De esta manera el AG ird convergiendo a la

distancia minima.

8.2.2 Eficiencia de un AG para el célculo de la distancia

minima en la transformacién de dos objetos

Lo que puede hacer un AG es acercarse a la solucién en un tiempo relativamente
corto, cuya solucién sea mejor que la de Bribiesca pero no mejor que la dada por
el algoritme hiingaro, debido a que, revisando la literatura [78](Michalewicz, 1996),

lo més que se ha logrado, para un caso simétrico del agente viajero, es acercarse a
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Ja solucién 6ptima hasta por un 60%, con 532 nodos (claramente la simetria puede
reducir un poco el tiempo de bisqueda en la solucién del problema). Los demds
casos reportados han estado por debajo de esta cantidad de nodos o vértices. Serfa
interesante probar los dos algoritmos descritos. El primero tiene pocas restricciones,
pero su implementacién es mas sencilla. Habria que ver si la aleatoriedad de la
formacién del segundo cromosoma padre permite encontrar ripidamente una solucién
cercana a la dptima en poco tiempo. O tal vez sea bueno para algin tipo de matrices
que representen la transformacién de ciertas figuras 3D. El segundo método puede
ser viable, ya que sus restricciones se basan en la version del algoritmo hingaro
presentado por [65](Jonker, 1986). Si este AG lega a los » unos independientes en
poco tiempo, con 7 lo suficientemente grande (mds de 5000), serfa muy apropiado

para encontrar la distancia éptima.
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Apéndice A
Algunos objetos 3D regulares

Se mostrardn algunos objetos cuyas alineaciones son ficiles de obtener, ya que sus
ejes principales coinciden con sus ejes de simetrfa y, como se observard, las formas
de estas figuras pueden identificarse claramente con tan sélo pocos wvozels. Fue en
el transcurso de estos experimentos que se observaron las limitaciones del algoritmo
propuesto en la seccién 4.4, debido a que ya no pudo ampliarse la resolucién de los

objetos que a continuacién se muestran.

=
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Figura Al. Siete objetos sintéticos empleados para transformarse entre algunos de
ellos, usando el algoritmo planteado por Gould de la seccién 4.1

La Figura Al muestra a los objetos utilizados para realizar las siguientes trans-
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Transformacién | Voxels comunes | Vozels a mover
A-> B 24 8
A-C 28 4
BC 24 8
D E 75 12

. =G 75 12

Tabla Al. Nimero de vozels comunes a ambos objetos y
vozels positivos a mover en cada transformacién.

formaciones: A+ B, A—-C,B-C,D>FEy F->G.

Figura A2. Transformacién A — B.

Las tablas Al y A2 muestran los resultados de haber 1ealizado las transformaciones
entre los objetos de la Figura Al, en la forma que se muestra en las Figuras A2 y
A3 para los casos A —+ B, D - Ey F — G . En estas figuras aparecen las
transformaciones en forma progresiva.

Se hace una comparacién entre el método empleado en este trabajo y el de ele-
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Transformacién | Wgme | Wr

A— B 26.73 | 26.26
A-C 14.14 | 14.14
B—-C 30.75 | 29.95

D E 65.36 | 60.51
F-G 103.91 | 99.98

Tabla A2. Comparacién del trabajo realizado segin el método
aplicado para transformar a los objetos.

mentos mds cercanos (EMC).

Se puede ver que el trabajo realizado al hacer las transformaciones empleando el
algoritmo EMC, es mayor o igual que el trabajo realizado al emplear el algoritmo
hiingaro en la versién de Gould [60](1988).

Como se puede observar, el nimero de vozels a mover no excede los 12. ;Qué
sucede si se quiere transformar el robot en el primexl' avion? Ello significar{a mover 58
vozels. (Qué pasa si se aumenta la definicién o el tamafio de los objetos? jpor qué
no se transformaron algunos de estos casos con este algoritmo?

Se hizo un estudio en el capitulo 4 de la manera en que trabaja el algoritmo
hingaro implementado en la versién de Gould, ello permite ver por gué no se puede
aplicar el método a transformaciones en las que el niimero de vozels a mover exceda,
a 12, ya que en el transcurso de la busqueda de los ceros independientes se llega a

una etapa de la matriz como la presentada en la Figura 4.9 del Capitulo 4.
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Apéndice B
Objetos simétricos

Buscando la forma de mover muchos vozels al mismo tiempo, se encontré que trans-
formar objetos con cierta simetria (ya sea respecto a un punto, un eje o un plano),
la forma de calcular el trabajo de la transformacién puede disminuir el tiempo de

ejecucién del programa. Se puede particionar a los s6lidos y calcular el trabajo de

transformacion.

JLLLAIUT

& Mepoilo, waron)o = [ T,

(1] liva  etdasa marbe ole o s ]l Lirie, @viarta parte Ne B

Figura Bl. Para transformar A en B no es necesario mover los 1,916 vozels no
comunes, sino sélo una cuarta parte de ellos (479 vogels), pues las otras
tres cuartas partes son idénticas entres si.

Proposicion: dados dos objetos vozelizados, simétricos respecto a un punto, eje

o plano de simetria, el trabajo realizado para transformar a los dos objetos es igual
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Objetos a transformar: | 1/4 de media naranja-1/4 de coco | Media naranja-coco
Nimero de vozels: 1,311 5,244
Vozels comunes: 832 2,456
Vozels a mover : 479 1,916
Trabajo realizado Wp: 35,940 143,760
Trabajo realizado Wy: 30,114 120,456

Tabla Bl. Resumen de la transformacién hecha para los objetos originales A y B.
Nétese que para transformar figuras geométricas es suficiente con particionar
los objetos.

a la suma de los trabajos realizados en transformar una de las particiones discretas,
multiplicado por el nimero de particiones.

Como un ejemplo representativo, supéngase que se tiene una media naranja y un
coco como los mostrados en la Figura Bl.

Estos objetos tienen simetria axial. Si se quiere transformailos, se podiian mover
los 1,916 vozels no comunes que tienen entre si. Pero debido a su simetxia es suficiente
con mover sélo 479 vozels vy luego multiplicar este resultado por cuatro. La tabla Bl

resume este hecho, vélido para todos los objetos simétricos.
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Apéndice C
Articulos derivados de esta tesis

1. Sénchez, H. Optimizacién de una medida de semejanza para obje-
tos tridimensionales a partir de invariantes y transformaciones. Com-

putacién y Sistemas. 3(4), Ab:-jun 2000.

En este articulo se propone la transformacién de objetos simétricos
y de baja resolucién, utilizando el algoritmo hingare en una versién
modificada a base de minimizacién de matrices. Se demuestra expe-
rimentalmente que este algoritmo no es apropiado para transformar a

los objetos de mayor resolhucidn.

2. S4nchez, H. and Bribiesca, E. A method of optimum transformation of
3D objects used as a measure of shape dissimilarity. Sometido y acep-

tado con cambios menores a la revista Image and Vision Computing,

En este articulo se presenté el método propuesto en el presente trabajo
aplicado a iméagenes 3D, cuyos ejemplos fueron los volcanes cercanos a

la cuenca de México.
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