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Resumen

En esta tesis se resuelve el problema de una particula en un pozo to-
talmente isotrépico llevado al limite de una interaccién delta atractiva, que
resulta tener un nimero infinito de estados ligados en dos dimensiones,
al igual que en el caso tridimensional. Este problema es particulaimente
importante en las teorias de superconductividad de cupratos, que son ma-
teriales cuasi-bidimensionales, donde se puede tener un apareamiento de
Cooper debido a potenciales arbitrariamente débiles. Debido al mimero in-
finito de estados ligados que tiene el pozo, y a que su estado mas ligado es
infinitamente ligado, tanto en 2D como en 3D, un sistema de NV fermiones
mteractuando via un potencial delta se colapsarfa completamente pues tan-
to la energia de amarre por particula como la densidad de particulas se
vuelven infinitas, sin importar cudn pequefio sea el valor del potencial de
interaccidn. , _ .

Para evitar este colapso del sistema, se usan potenciales atractivos tipo
§ regularizados en los pozos cudnticos, tanto en 2D como en 3D, de mo-
do tal que se pueda asegurar un unice estado ligado en el pozo & 1esul-
tante. Introduciendo explicitamente la interaccién §-regularizada en el sis-
tema bidimensional de N fermiones (a temperatura cero), se reproducen,
de forma analftica, eciaciones exactas para el potencial quimico y la brecha
(“gap”)} de energia. Estas ecuaciones ilustran el llamado régimen de Bose
de baja densidad de particulas y/o interacciones fuertes; ambas habian sido
obtenidas anteriormente por Miyake en 1983 al investigar la posibilidad de
superfluidez en un liquido degenerado de Fermi en 2D. Con ayuda de estas
dos ecuaciones se calcula, para este régimen, 1a energia de condensacién del
sistema, que corzesponde exactamente a la energfa de formacién de un gas
de N/2 dimeros con energias de amarre definidas.

Por tltimo, a partir de la ecuacidn de eigenvalores de Cooper genera-
lizada, se obtiene una expresion para la relacién de dispersion de los pares
como una serie a segundo orden en términos del momento total de estos
Después se estudia el comportamiento de esta serie en el limite cuando la e-
nergia de Fermi tiende a cero, i. e., una densidad cero del gas de electrones.
Este tipo de desarrollo muestra la importancia del término lineal en la
1elacion de dispersion de los pares, penmitiéndoles una condensacion Bose-
Einstein en 2D exactamente.
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Capl’tulo 1
Introduccién

Desde el descubrimiento de la conductividad perfecta en 1911 (1], la su-
perconductividad ha ofiecido la perspectiva de una amplia gama de aplica-
ciones. M4s adelante [2] se hall6 que la superconductividad incluye también
la explusion del campo magnético del interior del superconductor. A par-
tir de entonces comenzaron a desarrollarse teorias fencmenocldgicas para
explicar tanto las propiedades térmicas como las electromagnéticas de los
superconductores. Mientras los avances experimentales continuaban (e. g.,
efecto Josephson {3]), la superconductividad permanecié como un fend-
meno complicado de explicar satisfactoriamente desde un punto de vista
microscdpico. Los primereos modelos hablaban de dos fluidos de electrones,
uno superconductor ¥ otro normal. Se sabfa para entonces que el hecho
més fundamental en la transicién superconductora, del cual se derivan tan-
to la conductividad como el diamagnetismo perfectos, es un 1ompimiento de
simetrfa en la norma de Coulomb del potencial vectorial del campo electio-
magnético. Con una eleccién adecuada de la norma v del potencial vectorial,
en 1935 London [4] fue capaz de predecir el efecto Meissner dentro del super-
conductor y determinar la longitud de penetiacién ! del campo magnético.
En 1950 Ginzburg y Landau [5] elaboraron una descripeién fenomenoldgica
que caracteriza al estado electidnico superconductor mediante dos compo-
nentes: un superfluido o condensade y un fluido normal, e introducen el
pardmetro llamado longitud de correlacién £ (z), que determina la escala
dentro de la cual hay variaciones apreciables del campo escalor complejo
¥, qué es un pardmetro de orden superconductoi. La dependencia de la
temperatura critica T, con la masa de los isétpos superconductores, maico
¢l camino a seguir para compiender més detalladamente el fenémeno. En
1956 [6] Leon Cooper plantea la existencia de pares de electiones unidos
por una interaccién atiactiva fonénica originada en la red cristalina de



iones del superconductor y determina la energfa de amarre de estos pares.
El desarrollo de esta idea llevé a la creacion de la teoria microscépica de
~J..Bardeen, L. N, Cooper y J. R. Schiieffer, conocida como teoria BCS [7],
que predice la existencia de una brecha de energia A (T') (que se desvanece
para T = T,} por encima del nivel de Fermi, Ep, de los electrones; esta
brecha (“gap”) es la energfa necesatia para destruir un par de electrones en
el condensado superfluido. Para entonces se crefa generalmente que la su-
perconductividad sélo podia ocuriir en metales a temperaturas no mayores
a unos 40 K. No fue sino hasta 1936 que Bednorz y Mueller descubrieron
superconductividad a temperaturas sustancialmente mayoies (actualmente
la temperatura de transicién maxima es 134 K) en cupratos. La aparicién
de los cupratos superconductores marcé la apertura de un nuevo capitu-
lo conocido como “High Temperature Supeicondictivity”, o simplemente
HTSC.. Estos cupratos son cerdmicas de dificil manejo, con pocos porta-
dores de carga comparados con los metales, pero cuyo antiferromagnetismo
puede ser destruido mediante dopajes, relativamente bajos, que permiten
introducir hovos con cierta movilidad dentro de la estructura. El dopaje
permite modificar la estructwia al grado de formar un estado distinto de
orden estable, metilico, a partir del cual es posible tener transiciones super-
conductoras hoy en dfa con 0 < T, < "160 K. Los cupratos superconduc-
tores poseen propiedades de anisofiopia tanto eléetricas como magnéticas.
En ellos ]a superconductividad ocurre primordialmente en los planos casi
perfectos. de 6xidos de cobre. El entendimiento de la HTSC es uno de los
grandes problemas de Ia fisica actual, contando con miles de investigadores
que trabajan en este tépico en todo el mundo. Aunque las propiedades en
el estado normal y superconductor de los materiales HTSC no son escen-
cialmente las de los superconductores convencionales, después de mds de
una década de trabajo, hay consenso entre un buen nimero de cientificos
respecto a que una modificacién adecuada de la teoria BCS dard una ex-
plicacidn satisfactoria tanto de la transicién superconductora como de’las
propiedades del estado superconductor en HTSC Podemos citar varias 1a-
zones para explicar el extraordinaric interés que la HTSC ha despertado: su
interés cientifico intn’n_éeco; su cardcter interdisciplinario, que va de la cien-
cia de materiales a la quimica y de la fisica tedrica a la fisica experimental;
las aplicaciones potenciales para materiales cuya temperatura de transicién
est4 por encima del nitrégeno liquide (77 K); la expectativa de hallar su-
perconductores a temperatura ambiente, Esta tesis es un resultado mds de
los muiltiples esfuerzos que se realizan actualmente para elaborar una teorfa
BCS-generalizada que explique la superconductividad a alta temperatura
-eritica. .
Una de las dificultades encontiadas en las tecrfas de superconductividad
es que las interacciones de apareamiento no se conocen del todo, de modo



que, aparte de utilizar el formalismo y aproximaciones de la teoria cudntica
de muchos cuerpos; ‘débemos modelar las fuerzas de interaccién entre los
electrones y a.partir de ellas calcular las propiedades resultantes del sistema.
Dentro de 1a construceién de estos modelos de interaccidn, un caso es-
pecialmente interesante para el estudio de la superconductividad de altas
temperaturas en los cupiatos, que son sistemas cuasi-bidimensionales, es el
de un gas en 2D de electrones interactuando. Ahora, teniendo en mente
el papel que juegan los estados ligados de dos particulas en las teorfas de
superconductividad, dentro de las interacciones bidimensionales, el caso de
una interaccién atractiva de contacto, a saber, la tipo delta de Dirac, resul-
ta atin m4s interesante desde el punto de vista académico, pues en 2D es
muy poco conocido {en libros de texto avanzados sélo se da como problema
propuesto) e inédito dentro del estudio de pozos cuénticos con potenciales
Comenzamos el Capitulo 2' de esta tesis resolviendo el problema de
Cooper de eigenvalores de energia para dos fermiones que interactian por
encima del nivel de Fermi; asi se obtiene la energfa de formacion de un par
de Cooper. Continuamos con un breve resumen de la teorfa microscopica
BCS de superconductividad y reproducimos algunos resultados bésicos de
ésta que nos serdn ttiles m4s adelante. Dentro del formalismo de segunda
cuantizacién, al incluir una interaccién atractiva en el hamiltoniano de los
electrones que interactian, el problema en teoria de muchos cuerpos para
los de eigenvalores de energia se aborda intioduciendo la teoria de cuasi-
particulas de Landan, que proporciona una correspondencia uno a uno con
un sisteéma meoedele de cuasiparticulas cuyas energias se ven afectadas por la
pIesencm de otras cuasiparticulas. Estas cuasiparticulas tienen una energfa
de excitacién minima A(T }, la funcién de brecha, que, bajo la interaccién
BCS ‘modelo, es determinada al resolver la ecuacion secular del hamilto-
mano, escrito en términos de operadores de creacién-aniquilacién de las
cua51particu1as Dentzo del mismo formalismo se reproduce la expresion
BCS para la energia de condensacién a temperatura cero.
 Un mgredlente que no estd presente en la teoria BCS es el de la for-
macxdn de pares antes de la transicién superconductora y su posterior
condensacidn. Por esta razén se hace a continuacién en el mismo Capi-
tulo 2 un breve resumen de la superconductividad conmo una condensacion
Bose Einstein (CBE). El desarrollo de esta idea lleva implicito un analisis
de la natuzaleza de las partfculas superconductoras suceptibles de conden-
sarse (parones) en cuanto a su relacién de dispersion, pues en general la
dimensionalidad de los sistemas implica restricciones en ella para posibili-
tar la CBE. Para terminar este capitulo, debido al énfasis que haremos del
problema bidimensional, se menciona la importancia de éste dentio de la
super conductmdad a temperaturas altas.



Con las motivaciones expuestas, en el Capitulo 3 estudiamos con de-
tenimiento los estados ligados en pozos isotrdpicos cuyos potenciales son
llevados al limite de una funcién delts de Dirac en d dimensiones. Es-
pecificamente, en 2D hallamos que dicho pozo tiene.un mimero infinito de
estados ligados, n — co, de modo que el estado més ligado del pozo § es
infinitamente ligado. En este mismo capitulo se reproducen los casos mejor
conocidos en 3D donde, igualmente, se tienen estados ligados n — oo, una
vez gue se cumple una condicidn minima del potencial para el primer es-
tado ligado, v en 1D donde hay un sélo estado ligado. Tanto en 2D como
en 3D, si tuviéramos un sistema de N fermiones interactuando via este
potencial atractivo delta —vgd (r), con v > 0, las paiejas de electiones se
acomodarian en los infinitos niveles de energia, de los cuales el méds bajo es
infinitamente negativo; dicho sistema se colopsarie de forma similar a una
estrella de neutrones, pues la energfa de amaire por particula E/N — —co.
Como se muestra en el Apéndice A, este colapso se completa con una den-
sidad de particulas infinita en N — oo Por dltimo, y para prevenir este
colapso, introducimos los potenciales atractivos regulatizados en el lmite
6, introducidos por P. Gosdzinsky y R. Tarzach en 1991, con los cuales se
tiene tanto en 2D como en 3D sdlo un estado ligado por pozo, con energfa
definida.

En el Capitulo 4 tomamos el sistema de IV fermiones en 2D con la inter-
accién atractiva § regularizada a la manera de una interaccién modelo BCS
¥, para la interaccidn en cuestién, vemos que una solucién autoconsistente
delas ecuaciones de brecha y de ndmero de partfculas nos permite 1epro-
ducir los resultados exactos en 2D presentados por Mivake en 1983, respecto
al potencial quimico u y la brecha de energia A, parametrizados por la enet-
gia de amarre del par en el vacio, B;. Utilizando estas relaciones obtenemos
a continuacién la energfa de condensacion del sistema AF = —1N By, que
representa la energia de un gas ideal de N/2 particulas con energias de
ligadura (o amarie) Bs. Finalmente calculamos y discutimos la fraccién de
electrones apareables que estédn apareados tanto desde el punto de vista de
la teorfa BCS como con un modelo estadistico de equilibrio quimico en un
gas binario. _

En el Capitulo 5 tratamos la relacién de dispersién de pares de Cooper
excitados (con momento total del centro de masa K # 0}, debido a la
importancia que ésta tiene en condensacidn BE para d > 1. A partir de la
solucién de la ecuacién de eigenvalores de Cooper, obtenemos la relacidn de
dispersion ¢ de los pares como una setie a segundo orden en términos de
K e investigamos el comportamiento de los términos lineal y cuadrético de
ex en el limite tanto de densidad cero del gas de electiones, i.e., cuando el
mar de Fermi se desvanece, como para acoplamiento débil.

En el Capitulo 6 presentamos nuestias conclusiones respecto a los rasul-



tados obtenidos. Finalmente, en el Apéndice A se obtiene el valor propio de
la energia. Hartree-Fock (HF) por particula del sistema de N fermiones con
interaccién 8, usando ondas planas; este valor es una cota superior del valor
propio exacto de la energfa del estado base. Usando lo anterior se muestra
que al tener un mimero de particulas infinito el sistema se colapsaria con
una energia de amarre por particula y una densidad infinitas, tanto en 2D
como en 3D, S : h



Capitulo 2
La superconductividad

2.1 El problema de Cooper

Las entidades bésicas del estado superconductor son pares de electiones o
pares de Cooper, estados ligados de dos particulas (K1, ks, ), donde ¢ indi-
ca el estado de espin y k el momento del electrén’. El mecanismo que estd
detrds de la formacién de pares depende de las propiedades electrdnicas
del estado normal del s6lido. Ahora, a diferencia de los niicleos de 3He de
los superfluidos, los electrones de un material en el estado normal pueden
considerarse como un gas ideal, de modo que para la existencia de estados
ligados de dos particulas en este gas electrénico, es necesaria la interven-
cidn de interacciones atractivas interfermidnicas de dos particulas V (r,1’).
En la teorfa estdndar de supeiconductividad, esta interaccidn atractiva. es
debida a la deformacion y la consecuente polarizacién de la red cristalina,
causada por un electrén. Sin embargo, tnicamentre los electiones mds cer-
caiios al nivel de Fermi son aptos para participar de esta intezaccién, pues
sus eneigias deben estar dentio de una pequefia 1egién o -banda de energias
alrededor de Er Esta regitn es de tamafio fwp? para los supercondue-
tores de bajas temperaturas crfticas o metdlicos. Una vez establecida esta
interaccién atractiva neta (que'supera a la 1epulsién de Coulomb) de ori-
gen fondnico entre los electiones, Cooper dermostrd {6] que la inestabilidad
del sistema en esta franja es pmvocada pot el apareamiento de electrones,
como se ve después en [8] v [9]. El planteamiento de esta idea como un
proceso generalizado en el gas dé electrones, permite obtener, de manera

len esta seccidn v en adelante hablaremos de electrones dentio del sélido refiriéndonos
propiainente a estados de Bloch de una particula

21a energia fonénica caracterfstica, con wp la fre(‘uencm de Debye, que determina la
magnitud de las distorsiones de la 1ed del material



autoconsistente entie cada apareamiento de electiones y el mar de Fermi
restante, como espectador, un gap o energia de excitacién minima A (T')
que poseen los pares. Esta brecha de energfa los separa del estado nozmal
del s6lido al no existir suficiente energia térmica en la red para dispersailos,
Al formaise més y mds pares, favorecen otro tipo de distribucion estadfstica
del sistema, debido a que alrededor de la superficie del mar de Fermi més
¥y mds estados estdn disponibles para el apareamiernto.

L. N. Cooper [6] tomé dos electzones con energias e = h2k%/2m y
masa efectiva m en posiciones ry v re, 1espectivamente, situados en un gas
de Fermi de N partieulas en su estado base (donde el potencial quimico
= Ep) y aplico entre ellos'la interaccién 1esponsable de formar un pax
Vry,ry) =V (r},donder=rz~ r1 és la coordenada 1elativa. La funcién
de onda del par ¥ (R,r), con R =3 (r; + 1) la coordenada del centro de
masa, cumple con la Ec. de eigenvalores de Schigdinger independiente del
tiempo

h? 2
{ — v v?+V(r)}xy(R,r)=qu (R,r), 2.1)

donde F es el eigenvalor de energfa. Intentando la separacién de variables,
T (R,r) = ®(R)¢(r), tenemos que & (R) = e’ R, con K =3 (k1 + ko) el

-momento del centro de masa, de modo que la Ec. (21) pata Ia. coordenada
Ielatwa es

{ _%?_vg LV (r)} b0 = (E - h:i 2) o (r) (22)

Alord, el par de Cooper estard formado por el estado (k 7, ~k |}, de
modo que quedard en reposo el centio de masa, i e, K = 0 Mientias
tatito, la presencia de los NV ~ 2 electrones restantes tiene como efecto evitar
gue los dos electiones que forman el par ocupen estados por debajo del nivel
de:Fermi. Esto se incluye introduciendo de [9]. pdg. 388, la combinacién

lineal
= Z Akeikr (23)
k>kr

_donde Ay es un coeficiente de expansién tal que a los estados con k < kg
_corresponde Ag = 0, con kp = [kp| dado por Er = Rik? %/2m. Usando
(2. 3) en (2.2) tenemos

(Zek — E) A+ 3 Vi Ak =0 (2.4)
k.’



donde ey es la energia correspondiente al estado k 'y
L f d?r / d%'e= TV (p,1') KT (2.5)
L / d*rV (r) e"(k_i")”r, {2.6)

Viier

con L la longitud del sistema, es la doble transformada de Fourler en o di-
mensiones del potencial de interaccién V (r, r’) entre las particulas y hemos

usado L'FE» f ddpetll-k)r = Sk Enla Ec. (2.4) se define la:.cantidad

Ak = Z Vk’kl Akl . ] : (2 7)
k’ -

que al usarse en la misma (2.4) nos Heva a Ay = Ay/ (F — 2¢x) ; ahora, al
introducir {de manera autoconsistente} Ay en la misma Ec. (2.4) tenemos

Ap '
Ay = Z View k,ze ' (2.8)

Como apurtamos ariiba, la energia disponible para la interaccién es del
orden de la energfa de Debye, tipicamente del orden de unas decenas de eV
(hwp < Ep), como se muestra en la Figura 2.1, de modo que en esta regién
e] potencial de interaccidn atractivo se considera isotrdpico v de magnitud
constante, con lo cual introducimos la llamada interaccién modelo BCS
para el potencial de interaccion Vi 1

_ -V hwp — Ep < €, €y < hwp + Ef
ik = { 0  en otro caso, (29)
donde V > 0 es una constante y al usaise en (2 8) se tiene
+ Ak, . -
Ay = : 2.10
r=V Z % _ (2.10)

donde la prima sobre la sumatoria indica que se consideran aquellos estados
sobte el nivel de Fermi donde la interaccién (2.9) es distinta de cero” Ahora,
como consecuencia de la interaccién modelo (2.9) anotamos, de [9], pdg.
399, que, como puede apreciarse en el segundo miembro de (2.10), A no
depende de k; del mismo modo Ay no depende de k'; por consiguiente



Ap = A, con lo que se simplifiea la ecuacién anterior

. _ 1 Eg+huwp g(e)

1 = V_; 5" E _Vj; des—— (2.11)
S % 9(EF)V [In(2e — B)|g5*™» (2.12)
= E=2Br- %“i— =2Ep— Ay - (213)

donde hemos 1ntroduc1do g (€), la densidad de estados por umdad de ener-
gia y se han definido tanto la constante de interaccién A = g{Er) V como
Ag, la energia de amarre de un par de electiones que se hallan situados en
el mar de Fermi

Ap= -g-hﬂ?- = znwDe-Z/% o (2.14)

La Ec. (2.12) para 1D y 3D es una aproximacién pues se Supuso gue
g{e) ~ g(Er) Esta aproximacién es de hecho bastante comuin en supes-
conductividad dentro del intervalo 1072 < v = hwp [Er < 10~2 para los
materiales superconductores. No obstante, recordemos que, en general

el/2 1D :
gle)oc ¢ const. 2D (2.15)
” e/2 3D '

de modo que en 2D no hay oprorimacidén sino igualdad en (2.12).

2.2 Superconducti'vidad BCS

La teorfa BCS (7] es la teoifa microscopica histéricamente més exitosa de
superconductividad y hasta la fecha sigue siende considerada como la teoria
‘estdndar de superconductividad, aungue sus predicciones va han sido re-
basadas experimentalmente En la teoria BCS se parte de un estado funda-
mental [P} =3, Arci, T, |0), donde ¢, ¥ cro sON 08 operadores de
creacién y aniquilacién de un estado electiénico con momento & y espm o
v A es un coeficiente de expansién, formado por electiones con momentos
k y ~k que pueden fromar pares alrededor del nivel de Fermi. El siguiente
paso &5 escribir un hamiltoniano con interaccion

H = ZE}:C;:GCJCQ- + ZVk,kl c;c"Tc'_i'klc_k;lckq, (216)
ke k&t



donde Vi estd dadoen general en (2.5). El numero total de particulas N
(considezando los estados de espin) es

N= Zczackg = an, (217)
ko ke,

con ny = ¢f,Cky = Nt + nx) el nimero de ocupacién. Para caleular el
estado de minima energfa del sistema de electrones se busca diagonalizar el
hamiltoniano (2.16). Esta diagonalizacién se realiza hallando la transfor-
macién de Bogoliubov-Valatin [10] adecuada, que introduce los operadores
Y Vi ¥ SuS conjugados, gue crean cuasiparticulas o estados-par (£ T, 0) ¥
(0, &' |} llamadas bogolones, en honor a Bogoliubov; estos bogolones tienen
la propiedad de incluir ya en su relacion de dispersion Ej = (& + Aﬁ)”z 8.
la brecha o energia de excitacién minima del par A;. Explicitamente estas
transformaciones son

Yo = UkCk — VkChr
W= ukef — vrek, (2.18)

donde vy, ug son los coeficientes a determinar y representan a su vez la
amplitud de probabilidad de que un estado-par esté ocupado o no, 1espec-
tivamente, y-deben cumplir 42 + vZ = 1. Al escribir el hamiltoniano {2.16}
enitérminos de los operadores intioducidos se halla el valor esperado de
encigia del estado fundamental Ey = 3, 2ex07f + Dot Vie e ViU Ve
cuya condicién minima dEq/8v; = 0 nos lleva a 11] .

zﬁkuk'vk + (uk - 'U‘k) ZVR k.uk,vk. : ’ (219)
k:n'

la cual resulta equivalente a la ecuacion secular de (2.16). De la Ec (2.19)
{11] se define (ver antes 2.8) la funcién de brecha

Ap = ZVk Uk Ve = ZV}: ke (1= v )1/2 Vg, (2.20)

‘donde se aplico la condicion w2 +vi=1 Observemos que, en general el
valor de Ay depende de la interaccién Vk w v del espectro de energias €.
‘Usando la variable #3 = § — uf = v} — 3 y (2.20) se resuelve (2.19) para la

variable z, v se obtiene zz = +2 s€k/ ez + A %_ que, reinsertada de manera
autoconsistente en esta misma ecuac'idn, nos permite obtener

(2.21)

Z ok '\fﬁkr'i'Ak.'
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A(T) = 2huwpe 21 %102 K

Er = 1x 10K

Figura 2.1: Seilustra la diferencia entre la energia de amarre del par de Cooper
{con momeénto del centro de masa K = 0) Ay, y el gap de excitacion mfnima
BCS A para un va]ox de a.coplamlento )\ ~05:4) = ZﬁwDe”‘g/’\ LA
Qhwpe /A, :

como solueién. Esta ecuacion tiene al menos solucién numérica y representa
una variable macrosedpica del superconductor  Ahora, utilizando en (2.21)
la interaccién (2.9) se tiene

1 1 Eethuo g {e) : ,
= — — = d "
Py / @ray B

Er

donde al pasar a la forma integral se considera que hay simetria respecto al
nivel de Fermi y g(¢) ~ g {Ep) (exacto en 2D). Introduciendo la variable
& = €x — Ep en la ecuacién anterior, se tiene '

A = hwp (senh[1/A]) 7" = (2.23)
mQﬁwbe‘l/_’\" ’ (229

~ iComﬁnménte, sobre todo en el limite de acoplamiento débjl A — 0, esta
funcién de brecha A se confunde con A, la energfa de amarre de pares de

11



Cooper {6], Ec. (2.14). Esta distincion se ilustra en la Fig. 2.1% donde Ag
€5 INenor en un oxden de magnitud a la brecha de energia A (T') que, cOmo
se menciona en [9], pdg. 401, es una propiedad colectiva del sistema; su’
existencia explica de qué manera el estado superconductor es més favorable
para el sistema que el correspondiente estado normal, pues la energia total
del sistema ¢és menor. Esto se verifica al calcular, usando el formalismo
BCS en T = 0, la diferencia entre las energfas del estado base del estado
superconductox E;, v. dé] estado normal, E,. Este corrimiento entre las
energfas, o energfa de conclensamén xesulta (12}, [13], con g (£) ~ g (Ep)

2e? + A2

E-B, = 2 (Er) /0 s de [.s W} (2.25)

— 9(Er) (huop)? [1 it @] (226)

= —9{Ep)lwpBo -~ —9(EF )A? /2. (2.27)

Para los materiales BCS, la energia de condensacién es tipicamente de
orden de 1078 eV /atomo. La expresion (2.27) de [13) indica que el corrim-
iento de energias corresponde a la energia necesaria paia la formacién de
un gas de paies de Cooper. En la Ref. [7] se usa la aproximacién (2.24) en
(2.26) para obtener el resultado para A — 0 dado en (2.27), pero no apatece
el paso intermedio, exacto y vdlido para cualquier valor de acoplamiento.

2.3 Supetcond—uctividad y Condensacién Bose-
~ Einstein

Hay un creencia generalizada de que tanto en los fenémenos de supercon-
ductividad como en la superfliidez existe una dependencia decisiva en la
naturaleza de agregacion bosdnica de los pares de fermiones involucrados
{14}, Por ejemplo, el efecto Josephson [3] de tunelaje entre supetconductores
puede ser explicado a tiavés de un sélo pardmetro de orden que describe
conjunta y simultdneamente a todo el sistema de pares superconductores
v ha sido observado también en helio-3 superfluido, donde es posible ex-
plicar las dos fases estables por medio del mismo pardmetro de orden. Un
condensado de Bose-Einstéin (CBE), postulado tedricamente en 1924, es el
estado de agl egacmn de la materia més novedoso conocido ademds del sdli-
do, Hquido, gas y plasma. Al disminuir la eniergfa disponible del sistema, las
funciones de onda de los 4tomos vecinos se traslapan unas con otras vy todo

Bi el lector esté-fa.mil_iarizad_o_cbn la ffsica atdnica, le resultard atil recordar que la
energia de la tempeitura ambiente {300 K) es 1/40 eV
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el sistema comienza a comportarse como un solo objeto cudntico. En el afio
de 1995 se confirmé por primeza vez la condensacion Bose-Einstein en nubes
ultra frias de stomos alcalinos [15); como se ilustra en la Fig. 2.2, a medida
que la temperatula desciende se observa el fensmeno de CBE, en que los
é,tomos ocupan mayoritariamente el estado cudntico de rapidez més baja, el
estado base. Esta transicién hacia un estado de condensacidn de la materia
es. completamente nuevo y ajeno a los otros estados de agregacién de la ma-
teria. que se conocian hasta entonces; de hecho, este trabajo ha merecido el
otorgamiento del premio Nobel de Fstca en el afio 2001. Recientemente se
han obtenido condensados BE con dtomos de Hidrégeno [16], y Helio [17)].
Estas nubes condensadas pueden existir aun dentio de un circuito integra-
do (chip), que manipula haces de 4tomos en lugar de electrones 18] Al
igual que la superconductividad, el fendmeno de condensacién BE es fasci-
nante para los fisicos por ser una manifestacién maere o mesoscdpica de
las leyes de la mecdnica cudntica. En nuestros dfas, es necesario saber atin
mds fisica para comprender vy aplicar muchas piopiedades en ellos. Ahora
bien, en contraste con la fisica de plasmas, los condensados BE son fend-
menos que tienen temperaturas criticas muy bajas (~50x10~% K), apenas
por encima del cero absoluto. Un condensado de BE es un sistema alta-
mente coherente. Sin embaigo, en los condensados obtenidos hasta ahora
s6lo estdn involucrados dtomos, sin redes cristalinas con muchos grados de
libertad y/o interacciones complejas entie ellos, a difezencia tanto de los
supeifluidos como de los pares de Cooper en superconductividad.

En la teoria BCS, las correlaciones par-par gue determinan las confi-
guraciones de minima energfa estdn supuestamente incluidas en el modelo
estadistico de Fermi-Dirac. La probabilidad de que dos estados k y k’ que
forman un par o dimerc estén ocupados simulténeamente es pequeiia ex-
cepto cuando éstos se 1elacionan por una condicién de apareamineto: para
un estado k hay una pareja k! para la cual la probabilidad de ocupacién es
mayor.. Este tipo de correlacién [19], v la factibilidad de existencia de los
dimeros;. formados por. estados ligados de pares de electrones, nos permite
reafirmar la conjetura presentada ya en [20] de que la superconductividad
puede. ser explicada mediante una condensacién en espacio k de los elec-
trones apareados, es decir, que existe una bosonizacion del sistema. Por
tanto, el estado superconductor bien puede hacerse corresponder con una
condensacién de Bose-Einstein en el gas de dimeros o pares formados en
el gas fermidnico con interaccién. La transicidn de fase superconductora
tendrd entonces similitudes a las transiciones observadas en la formacién
de los condensados en nubes atémicas, salvo que la naturaleza de las inter-
acciones subyacentes no estd del todo clara, ni serd tan sencilla como los
sistemnas mesoscopicos de [15], {16] y [17]. Sin embaigo, muchas propiedades
de los materiales de HTSC ya han sido explicadas anteriormente utilizando
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FALLA DE ORIGEN

Figuia 2 2: Secuencia de la distribucién de velocidades de un condensado de
Bosé-Einstein en un gas de dtoros bos6nicos de Na A medida que T — T¢ la
mayorfa de las particulas tienen la misma rapidesz, cercana a €ero, y comparten
una misma funcién de onda La dispersién obseivada para T' < T es debida al
principio de incertidumbre de Heisenberg (Tomada de http: /[www cua mit.edu
del MIT)

una transicidn entte el régimen BCS (acoplamientos débiles y/o alta den-
sidad de fermiones) v el régimen de Bose (acoplamientos fuertes y/o baja
densidad de fermiones) mediante 1enormalizaciones de la teoria BCS [21}.
Exn general {22], para un gas ideal de bosones permanentes en d dimen-
siones, con una realcién de dispersién cuadrética de éstos, € = K2k fom,
s6lo es posible una CBE:para d > 2; sin embargo, si la relacion de dis-
persién es lineal, habrd una CBE para 0 < 7 < T # 0 para toda d>1
Por.lo tanto, la posibilidad de superconductividad. como una CBE estd
abierta, para todo material con d > 1. Especificamente en superconductivi-
dad, los electrones, que por supuesto no son bosones, forman pares (con
un espin total entero) que son considerados cuasi-bosénicos, pues si bien
no cumplen con las leyes de conmutacién de Bose, tienen, en una primera
aproximacién, funciones de onda que se pueden construis 8], a partir de
combinaciones simétricas de las funciones de onda de los dos electrones que
las componen. Ahora [23], para un valor de momento total de excitacion
K dado del pax se tiene un mimero de ocupacion indefinidamente grande
para los valores de momentos relativos k& de los electiones que lo forman.
Por lo tanto obedeceran la estadistica de Bose-Einstein de la misma ma-
neia que los fonones o excitones presentes en el sélido. De esta distribucién
térmica: se puede derivar una CBE en el estado base, que pueda ser res-
ponsable de la aparicion de la superconductividad. Ademas, en (23] se
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=so§peclfa ?qﬁe‘. ’esﬁgas cuasiparticulas bosénicas se mueven con una relacién

$PA]
Llde dlsperménwlmea,l para momentos del centro de masa K =k; + ke # 0

pequefios. De manera que, teniendo una relacién de dispersién lineal, los
cuasi-bosones son susceptibles de condensarse macroscdpicamente, mien-
tras la temperatura desciende, en cualquier dimensién d > 1, mientras sea
posible obtener un alto mimero de ellas; a través de la predominancia del
proceso de apareamiento. Por lo tanto, si las diversas conjeturas respecto a
la condensacién Bose-Einstein (CBE) son acertadas, un punto bésico paia
el entendimiento de la teorfa de la superconductividad es hallar un meca-
nismo especifico dé apareamiento que originaria estos pares cuasibosénicos,
mecanismos cuya naturaleza sélo puede ser estudiada mediante el anglisis
de las propiedades y cantidades conocidas para los superconductores en una
generalizacién de la teoria BCS, donde al formarse pares de Cooper excita-
dos que se propaguen con una relacién de dispersion lineal v se comporten
como bosones, de modo que pueda ocurrir una CBE en cualquier sistema
superconductor con dimensién d > 1

2.4 La bidimensionalidad en la HTSC

Los cupratos de altas temperaturas criticas se conocieron en 1986 [24]. Es-
t0s compuestos a partir del YBasCuaOr.; tienen temperaturas criticas por
encima del nitrégeno liquido (77 K) {25] y marcaron el inicio de la “High
Temperature Superconductivity” {HTSC), donde existe la posibilidad de
una verdadera revolucidn tecnoldgica de aplicaciones. De hecho, hoy en dia,
los cupratos superconductores de altas temperaturas alcanzan femperatuias
criticas tan altas como 134 K [26], y aun 164 K [27] en el compuesto HgBa-
CaCuO a altas presiones; muchos de ellos tienen va nmiltiples aplicaciones
t'ecnoldgicas como componentes en filtros de microondas, en cableadoe de al-
ta potencm electroimanes de dispersion-beer en aceleradores de partfculas
y en sistemas de almacenamiénto de energia. Una aplicacién promisoria a
gran escala (superconductores tipo II) es la construccién de tienes de alta
velocidad que usan levitacién magnética {MAGLEV); en Japén existe una
pista experimental de 43 Km para uno de estos trenes [28].

Una caracteristica a notar de los cupratos superconductores de altas
temperatuias criticas es su anisotropfa: consisten de planos de CuQq que
encierran a los elementos Ba Y, La, etc. Medidas cuidadosas en estos com-
puestos llevadas a cabo alrededor del mundo, permiten concluix que son
sisterdas cuya superconducmdn es practicamente bidimensional, ya que to-
dos los portadores de importancia, tanto de carga como de espin, estdn
alojados en los planos de éxidos de cobre. Podemos decir que la supercon-
ductividad en ellos es manifiestamente bidimensional. Experimentalmente
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[29] se han encontrado estas temperaturas cifticas altas en superconduc-
tores de dimensiones fraccionarias que, para fines précticos, se han Hamado
cuasibidimensionales, o bien, con dimensiones 2 + £ (donde € — 0).

Una linea distinta de busqueda de superconductividad condujo al des-
cubrimiento de superconductores orgénicos [30] llamados sales de Bech-
gaard (~12 K), donde se observa una superconductividad 1+ ¢ dimensional
a través de las cadenas de dtomos. Ademds, en los compuestos de Cgg
cristalinos llamados fullerenos se ha hallado también superconductividad
[31], ¥ recientemente [32] se llegé a una T, = 117 K por medio de dopajes
a baja temperatura que distorsionan la estructura. Hay evidencia de que
en HTSC la formacién de pares de Coopet es 1esponsable de la aparicién
de superconductividad [33] En estos compuestos, el estado apareado en el
cristal tiene simetria d,=_.2 [34] vy por tanto, se afirma [27] que los por-
tadores provienen de los orbitales hibridos Ogp—dg2_y2, que dominan el
proceso de apareamiento.

La teorfa BCS que explica los superconductores clésicos (los conocidos
antes de 1986) no explica ni predice estos valores de temperaturas criti-
cos altes. En la actualidad muchos fisicos tedricos comparten el reto de
construir una teoria aceptable que permita describir v predecir materiales
con temperaturas criticas atin m4s altas que los conocidos. Por ejemplo,
Anderson propone regresar al modelo de liquido de Fermi [35] v Mott ha
introducido los lamados bipolarones {36]. Un buen resumen de las tenden-
cias en superconductividad lo ha elaborado Ginzburg [37); una revisién de
tendencias actuales en HTSC pueden hallarse en la Ref. [27].

‘Pero como hemos apuntado, la pregunta que histéricamente es primor-
dial se refiere a la naturaleza de la interaccién que origina el apareamiento.
En principio, en teorfas de HTSC ya no se puede hablar de apareamien-
tos exclusivamente de origen fonénico y ademss un modelo de interaccién
de apareamiento en superconductividad debe incluir v/o revisar detallada-
mente también la dimensionalidad del sistema. Como veremos mds ade-
lante, la naturaleza de los estados ligados en un potencial esférico atractivo
estd igualmente muy 1elacionada con la dimensionalidad de éste.

Sea cual sea la interaccién de apareamiento, especfficamente en un gas
de N electrones en 2D se tiene la posibilidad de un tratamiento analftico
exacto. El problems en 2D de muchas particulas que estudiaremos fue for-
mulado primeramente por Miyake [38] a 7' = (0 usando el formalismo BCS
y resolviendo las ecuaciones de brecha y de mimero autoconsistentemente,
pero sin hacer referencias explicitas en cuanto al potencial de interaccién
subyacente pues basta que éste sea sustituible por una matriz de disper-
sién. M4s tarde Randeria et al. [39] reproducen estas ecuaciones y analizan
la evoluciém de los estados ligados entre los limites de acoplamiento fuerte
v débil, los cuales corresponden, respectivamente, a estados formados por
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bosones puntua,les compuestos (condensables) y a estadoa de pares de Coop—
e que se sobx eponen unos con otxos
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Capitulo 3

El potencial delta end
dimensiones

3.1 Estados ligados en pozos esféricamente
isotrépicos

Lo presentado en el capitulo anterior establece que una interaccion electrén-
fonén puede llevar & una interaccién atractiva entre electrones. Recordando
el problema de Cooper en la seccién 2.1, si transformamos el sistema de
dos partfculas a centro de masa (CM) vy coordenada relativa, tenemos el
problema de una sola partfcula en un potencial atractive. Como modelo
para los estados ligados de dos electrones, y considerando que nos interesan
los estados mas ligados, usaremos pozos esféricos totalmente isotrdpicos (i.
e., cuyo potencial nio tiene dependencia angular) con longitud caracteristica
a v profundidad efectiva Vo5 Es importante dainos cuenta agui que, en
general, una interaccion atractiva (débil) entre dos fermiones né da lugar
a estados ligados necesariamente, como veremos a continuacién en el caso
tridimensional.

Las energias E < 0 para estados ligados de una particula de masa m
en un pozo esféricamente isotrépico de profundidad ~V; y extensién a han
sido estudiadas en 1D [41] y 3D [42]. En el primer caso, la energfa del
estado base Eo puede expanderse alxededoz de Voa pequefia como

_ 2ma’V@ - , KRR
Eq Voo TR +O(VDS) _ 1D_ o8y

Similarmente, en 3D, una expansicn de Ey alrededor de n = Via —hQ 2 / Sm
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pequena da

2
— M7
n—0  2h%a2

Ep O (7% 3D (3.2)
Concretamente, en 1D siempre existe un estado ligado sin impoitar cudn
somero y/o estrecho sea el pozo, mientras que en 3D para que exista el
primer estado ligado es necesario un wvalor critico R2n2 /8m para Voal.
Los casos 1D y 3D son ambas expansiones perturbativas alrededor de un
pardmetro de “pequefiez” apropiado.

Por otia patte, un pozo circular en 2D de profundidad Vg y radio a,
tendrd siempie un estado ligado [40], sin importar qué tan somero y/o
estrecho sea éste. Sin embaigo, en este caso la expansnin €5 1o peﬂiwrbatwa
v da, para el estado ligado mds bajo

n? 2
Ey — ~ 55 exp (—————) 2D (3.3)

Vet —D mVya?

el cual no puede ser desarrollado en potencias de Vga?. Por tanto, los resul-
tados que se deriven en 2D resultardn inaccesibles a cualquier método que
dependa de la expansién perturvativa en Vpa®.

3 2 El potenmal delta

Podemos 1eplesentar un potencial § atractivo V(r) = —vpd(r) {vp > 0) en
d dimensiones a partir del pozo de potencial

V(r) = ~Vobla—r), - (34)

donde 9(3:) es la funcién escalén, a la extension del pozo y ¥y > 0 su
profundidad, tomando el imite

—upb(r) = — lim Vobla — ), (3.5)
Vo—o0,a— 0
3 a9V} = const.

donde vy = e4a%Vy es una constante positiva y ¢g = 7%2/T(d/2+1)
Obsérvese ‘que para cualquier dimensioén d, en {3.4) V{(r) = V(r), sin de-
pendencia angular, pero en (3.5) la funcién 6(r) es vectorial; esta particu-
taridad se justifica para los potenciales § de corto alcance que tratamos en
este capftulo, pues suponemos que los estados ligados mds bajos son estados
& con simetria esférica. Por inspeccién, podemos ver qgue se cumple que
fa¥ré(r) = 1.
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- Laecuacién de Schrsdinger independiente del tiempo para una partfcula
de masa m en el potencial V (r).es '

V2 (r) — %Zl V(&) = E|¥ () =0 ©(3.6)

Con el potencial (3.4) en la anterior ecuacién bajo el limite delta (3.5)
buscaremos las soluciones £ = — |E| < 0 que representan los estados liga-
dos del pozo con interaccion 4.

3.3 Pozos delta en 1D y 3D

3.3.1 Delta atractiva en 1D

Para 1D la variable r > 0 significa |z| Las soluciones de (3.6) U(z} = e*P=
[41] tienen derivada discontinua en z = a en ¢l limite de potencial delta,
—vpd(z), donde

im  %2aVp=vw < oo, ‘.
| Vg-»]g-oIfla-—»D avg = Vo ‘ oQ, (3 7)
Y siempre hay un {unico) estado ligado, E = —ma?/2h? (vg # 0). Notese
que el resultado en 1D con el método de Landau de un pozo somero [43]
con |E| « max |V {z)| seria '

E= --21;—2 [j::sz.(a:) ]2,

el cual, para el potencial V () = —upé(x) es

2
dzé(z) ] =- (3.8)
que concuerda con lo dado en [41].

3.3.2 Delta atractiva en 3D

Para el potencial {(3.4) en 3D, la solucién de la Ec. de Scigdinger de la
particula .[42] es una funcién de onda en coordenadas esféricas W(r) =
Ry(kr)Yi(8, ), donde Y, son los arménicos esféricos y la parte radial
Ri(z) es una funcién esférica de Bessel de orden [ [44], pdg. 722. En la
parte interna del pozo, ¢ < r < a,las soluciones son funciones esféricas
del primer tipo 7(K7) < oo en » = 0, con K% = 2m(Vp — |E)/h%. Para
la parte externa del mismo, 7 2 a, las soluciones son funciones esféricas
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modificadas k; (kr), con k? = 2m!B| /A%, que decaen exponencialmente y
son finitas cuando » — oo La condicién de fiontera de continuidad de la
parte radial y de su derivada, en r = a, es

%jz(K’f‘) . B %k;(k’r‘) . 3.9
R

Para ! = 0', usamos de [44], pdgs. 730 y 733, jo{z) =sen{z)/z, ¥ ko(‘..r.) =
e~% /z pata legar a la condicién

K cot(Ka) = — (1 = 0). | & 10)

La solucion gréfica dada en [42] de (3.10) rmestra que el nimero n de'
estados ligados estd dado por la condicién

2nga )1./2

(n—1/2)7 < ( (n+1/2)m (=012 (311)

de donde podemos ver gue habrd un primer estado ligado en n = 0 cuando
Voa? » n?h2 /8m (3.12)

como se habfa mencionado después de (3.2). Ahora bien, para el potencial
delta tenemos

f derOG (a—7) f dProgd(r)

Vo—rco, a—0

A .
= lim —71'0,3V0 =7 < 00, {3.13)

Vo—oa, a—0 3

En (311) vemos que = lim D(27nV0a2 JB*)Y? = 0o mientras se cumpla
=0, a— :

la condicién (3.12), pues, de acuerdo a la Ec. (3. 13) lim Voa2 ==

—0C, a0

v lim (3@0/4wa) = oo. Es decir, €l pozo § en 3D tendré. un nimero
D—r00, u—0

infinito de estados hgados Es p051b1e calcular las energfas { = 0 de estados
ligados B, = —h%/2ma® (n?/4+ €2), donde &, son las 1afces adimension-

ales de (3.10).

" Lrecordemos que buscamos los-valotes de-energia minhna
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3.4 Potencial atractivo delta en 2D

En 2D, las soluciones de la ecuacion de -Schiddinger (3.6) del pozo con un
potencial (3.4) son T(r) = f(r)e™® con v = 0,1,2, . y la variable angular
—m L ¢ <7 Para 0 < r < a la parte 1adial de la solucidn es una funcién
cilindrica de Bessel de ‘orden entero [44], pdg. 669, J,(K7), finitaen r =0
y K? = 2m(V, - |E|)/}‘i.2 En la 1egion exterior 7 > a,-se tienen funciones
de Bessel modificadas K, (kr), con k% = 2m |E| /A%, 1egulaies en el lfmite
r — o0. Los estados ligados estdn determinados por las condiciones de
continuidad de Ja funcién y su primera derivada en la frontera r = a

in(Kr) -iK,,(kr)
dr 77 7 = a7 7 ] (3_14)
Jv(K"") KV(k'n“')

De donde, para v = 0, usando de [45], pag. 361 dJo {Kr) /dr = K J; (K7},
dKo (kr) fdr = kK, (kr), tenemos

Ji(Ka) ko Ky (ka)
Jo(Ka) Kol(ka)

Ka (3.15)

En {3.15) siempre se cumple que K)(z) > Ko(z) > 0, de modo que su
segundo miembro es siempre una funcién positiva creciente. Por otra parte,
observemos que Jg {2} oscila en las x y por tanto el primer miembro de
(3.15) diverge positivamente cada vez que Jy (2) = 0, cambigndo de signo
v empezande de nueve desde —oo al continuar la oscilacidn, como se ve
en la Fig. 3.1 donde se han graficado los dos miembros de la condicidn
(3.15); en la misma figura se ilustran los lugares correspondientes a los
estados ligados con ¢frculos vacios en las intefsecciones de amba curvas, De
esta manera vemos claramente que siempre habr4 un estado ligado entie
dos ceros consecutivos de Jo(z)  El nimero » de estados ligados para -un
intervalo dado en ka, dependerd de la distancia entre los ceros consecutivos
de esta funcién.
Para el potencial delta en 2D tenemos

lm wVaal=wg < oo . (3.16)
Vo=, a—

de modo que. ka — OyalavezKa —  1/2mig/nh? < 2%,
Vo—oo, a—0 . Vo—o0, e—0

pero.no necesariamente < 1, mientras | E| sea finito. Las funciones de Bessel

oscilan de manera casi penédlca pata valores grandes de su argumento, y

podemios usar de [45], pdg 364, para el miembro izquierdo de (3.14), las for-

mas asintsticas Jo{z) —— = V2 imzecos{z —w/d) y J1(z) — = \/Z/wxcos(a:—
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Figura 3.1: El primer {curva llena) y segundo {curva discontinua} miembros de
(3.15) para el pozo en 2D con Vp/|E| = 300; las intersecciones de las curvas,
marcadas con cficulos, indican los estados ligados. Siempre habxé. un esta,do
hgado entre dos ceros consecutivos de la funcion Jo(z).

7r/2 - 7r/4) y para el segundo miembro tendremos? mKl(m) /Kofz) —

—-1 /Inz; ambos miemb1os. pleservan su comportamzento en ka. Obsexve—
mos que Ka = (VO/ 1E| )1/ ka por lo que a medida que la interaccion
se lleva al limite delta (3. 5) el argumento de Jy(z) aumenta por el fac-
tor-a = (Vp/ |E| — 1)*/?, por lo tanto los ceros consecutivos de la funcién
Jo (K7} se aproximan unos a otros. Para un intervalo dado de anchu-
ra kra, el numero n de estados ligados serd n = akpa/m, de donde, en el
lfmite delta (cuando Vo/ |E| — o0) el nimero de estados ligados n aumen-
tard indefinidamente. Es decir, para el limite de interaccién § tendremos
un niimero n de estados ligados infinito. De esta manera hemos concluido
que el pozo delta en 2D sopoita un mimero infinito de estados ligados, al
igual que el caso en 3D, pero en este caso sin existir una profundidad min-
ima del pozo-‘si'mil&r a {3.12) para que exista el primer -estado ligado..-A

21.1sanms de la Ref, [40], pig. 613, K,,-(x) ll"(v) (2:1:)_ pata v = 1, y Ko (m)

~Inz-
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Figura 3.2: Condicién (3 15) pero para Vy/ | E} = 2700. El ndmero dé estados
ligados aumenta a medida que ¢l potenr:la,l {3 4) se aproxima a una funcién delta
de Duac :

continuacion veremos que el esta,do més ligado del pozo 6 es 1nﬁmtamente
hgado : : -
‘Los estados ligados del pozo puéden ser facilmente 1dent1ﬁcables £omo
las rafces de la ecuacién :

aznJi{ar, ) Kolz,) — 2, K1 (zn) Jolaz,) = 0, (3.17)

que es simplemente una reescritura de la conchcxon (3.14); como puede verse

en la Fig. 3.3; las raiced de (3 17) #n = kna = \/QZbeE | /% se suceden
de manera creciente od. mﬁmtum de modo que el estado mis ligado es
infinitamente ligado. -

Presentamos en la Tabla 3.1 105 valo: es mds bajos de soluciones numéri-
cas de (3.17) para ciertos valores de Vp/|E|, estos valores-se ordenan
siempre de manera creciente y estén relacionados con los est&dos ligados
E = —1222 /2m del pozo. Ahora, de acuerdo al principio de exclusion de
Pauli, el mimero de ocupacitn por cada nivel de energia es 2 como maximo.
- Como se ilustra en la.Fig. 3.4, esto hace que la interaccién atractiva § én un
sistema en 2D ¢ en 3D de N fermiones represente la ocupacién escalonada

4
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o 4l unuhvn Unél ﬂvﬂvnunvnuﬂvn\,n\,mzﬂfﬂA*‘u ka

Figura 3.3: Ilustracién de la condicién (3.17) donde cada rafz representa un
estado ligado. Con el comportamiento oscilatorio mostiado se puede apreciar que
las raices de (3.17) formardn un conjunto infinito y ordenado crecientemente, de
modo que el estado mas ligado serd infinitamente ligado.

.de un ntmero infinito de niveles de energia. Como el estado més ligado
es infinitamente ligado, un sistema tal se colapsaria pues tendria energfas
de amarre por particula infinitas, En el Apéndice A se dan mds detalles
respecto al colapso :

VO/[EI 1 Xa “ za T4

10 - | 03738 | 14216 | 24674 | 35137

{100 0.0218 | 0.1248 [ 02245 | 0.3240
105 0.0123 0”0223 00323 _0'0422

Tabla 3.1: Primeras rafces de {3 17) Tp= :;‘QmEE [/T'z2

& para los esta.doa ligados'de un pozo en 2D de acuerdo a (3 14) con -
“distintos valores de Vo / ]E L :

En eI método usado-en {43], con ¥ = O para un pozo somero en el que
Vo — Oy |E| « Vo, se toman Ka v ka — 0 con lo'que, al usar en+(3.14)
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las aproximaciones [43] J, (x) = ¥ /2y, para v =0y 1, tenemos -

1 Inkae (318)

=T
con lo que al hacer V4 — {E| & V4, de (3.18) tenemos
: : 2 R
E= G SXP (—2n% /mVpa?) E (3.‘19)

que-es la (3.2).y concuerda con [43] salvo un factor, ah! faltante, de 1/2 en
¢l prefactor. . .

potencial delta
en2Dy 3D

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN |

Figura 3.4: Ei sistema de V. fermiones con i potencial de interaccicn & lleva
al colapso del sistema tanto en 2D como en 3D con una densidad de particulas
n' —3 0oy und energia de amarre por particula Fo/N que diverge a +oc, de
acuerdo con el valor variacional en' (A 5) que es una cota superior.

De hecho, en [43] para un pozo somero en 2D, el estado ligado estd dado
poI
2

= exp( n’*/m‘/ dreV ()

2ma2

) (3.20)
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que con el potencial V(r) = —Vpf{a — r), da el 1esultado (3.19), que no
puede ser desarroliado en potencias de Vpa®. Recordando (3.16) tenemos
para &l potencial ~vo8 (r) en 2D .

2

E——

exp (~2W*m/muw), (3.21)

—1/A

que tiene la forma f(A) = e s 0, i.e., posee una singularidad esencial

o irremovible en A = 0® Ahora, teniendo en mente el papel de los estados
ligados de dos particulas en superconductividad, lo anterior sugerirfa, con el
ejemplo del potencial § en 2D, que el estado base superconductor no puede
ser visto como una expansién perturbativa del estado normal.

3.5 Potenciales delta regularizados

Estamos interesados en describir un gas estable de electrones interactuantes
como modelo de superconductividad. Nuestra siguiente tarea en cuanto
estados ligados de dos particulas, serd utilizar en los pozos cudnticos los
potenciales con interaccién §-regularizada [46], con el fin de evitar el colapso
del sistema (ver Apéndice A) de N fermiones, tanto en 2D eomo en 3D,
ilustrado en la Fig. 34 En general, la regularizacién de potenciales permite
dar un marco simple a muchos conceptos bdsicos de la teorfa cudntica de
campos, que de esta manera pueden ser explicados con la mecgnica cudntica
miés sencilla. Como veremos, el potencial delta de Dirac es un problema que
2, mejor gl introducir una regularizacién. Més aun; los potenciales

poténcial & en :?D consideraremos el potencial de Iegulanza.cujn atractivo

yikd 2 6
2m* o?(In|afag))

Valr) = a-r), - {ep>a>0) (3.22)

donde m* =m/2esla mésa reducida de un par, a es la anchura del pozo, v
ap es un pardametro arbitrario que medird en adelante la extensién o alcance
de la interaccién. El potencial {3.22) representard ahora la profundidad de

%o cual puede ser visto directamente para el pozo somero con el potencial V {r) =
—voé (r) pues

60
‘ j drogd {r)r
b

='vo/ dré (rjr —s 0T,
o oot

y por lo tanto B —s Q™.
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‘un-pozo en 2D, en sustitucién de (3.4). La interaccién llegard al limite §
con la Ee. (3. 22) llevada al limite @ — 0, es decir

hmV (r)y = =vo(a) 6 (1) ' {3.23)
~de modo que la intensidad del potencia.l delta vg (a) > 0 serd ahora

- f d*rV,(r)

wh? 1 .

vp(a)

Ecur:rlpl.lendo asf con el requerimiento dadoen [46] donde se tiene {In|a/aq])
i. e., decae logarftmicamente a cero.

Pa.rtlremos de la Ec. de Schrddinger (3. 6) con el potencial (3 22}y
buscaremos los estados E = ~ [E| < 0-para ondas s, puesto que nos interesa
el valor minimo de energfa de ligadura; en [46] se menciona que el cardcter
de alcance cero de la interaccién delta hace suponer que sélo las ondas
$ la notardn. Nétese en (3.22) que hm Va (r = 07, como se indica en

[46] indicando que ¢l potencial atract1vo serd infinitesimalmente débil en
el lfmite . Esto suguiere usar el tratamiento ya citado de [43] para un pozo
somero. Por lo tanto introduciremos (3.22) en (3.20) para obtener, en el
limite @ — 0, un lnico estado ligado de onda s, a saber

E=-—s=-B, (3.25)

donde By > 0 es la energia de amarie de un par de particulas en el vacio
que corresponde a la interaccidn d-regularizada. La magnitud de By = —F
x 00_2, vatfa en el intervalo (0, oo), y estara completamente determinada
si consideramaos- que nuestra escala agp se mantiene fijal., Serd correcto
hablar de un apareamiento de Cooper mientias el tamafio de los dimeros
sea suficientemente pequefio. o -

Ahora bien, para la correspondiente regularizacién del potencial en 3D
que cumple con los requenm:lentos dados en [46] consideraremos el potencial
atractivo

, S ‘ _
Valr) = —--E-; (—13 + %) Bla —r) (3.26)

2m* \ aj

fgste pardmetio juéga el mismo papel que la conocida A'en cromodindmica cudntica
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para el cual la interaccién § se obtiene igualmente con el limite (3 24) en
donde ‘

wia) = - f BV, ()

4R [ o8 _ +
= T (‘é‘(‘l—g "}'3&) 3 0 (327

que se desvanece en a — () como es 1equerido. Observemos que en (3.26)
también se cumple lir% Va(r) = 07, es decir, el pozo es también somero
LAl

¥-por lo tanto tomaremos Ka v ko < 1 en (3.9) con las aproximaciones
de [44], pags. 726y T34 jolw) — 1, qile) — 2/3 ¥ kole) —

1/, kl(a:) r -1 /z? para hallax usando (3 26) en Ia, Ec. de Schrodmger

(36) en 3D y tomando el limite &, 1. e., con el potencial ~vg (a) 6(r), un
tinico estado ligado de onda &, 1dént1c:o al caso (3.25) en 2D. De hecho, de
antemano hemos adecuado la forma del potencial de regularizacién (3.26)
px ecisamente con este p1 Op651t0

‘En la Tabla 3.2 resumimos los 1esultados obtemeS pata los pozos con
interaceidn atractiva delta —upé (¥) que poseen un unico estado ligado de
-dos particulas; como hemos visto, en 2D y 3D lo antenox se consigte me-
diante una regularizacion de los potencxales &

d V, (r) —voé(r) vg = — [d%rV,(r) ' B, =-F
' —Vgg(a - ) - mud
1 ' 2V} = const. 1 —2
% 0
BTN S w
: i) 2 2ah - 1 ' h
2| L ® G- L S O
. 2m*a?ln Ea@ola(a- r) m_In|a/ag) a0 ﬂlcgzg
AENE dxh® [ a® o A
g (gra)ten B Gare) = | am

- Tabla 3.2: Resumen de los resultados para los problemas d-
dimensionales con potenciales de interaccion § (1D) y d-regularizados
(2D v 3D). Agui m* =m/2.
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Los potenciales de regularizacion & dependen de dos pardmetios: q,
gue es un regulador de corta distancia v ap que 1epresenta una escala de
la interaccién. Con el fin de clarificar su significado fisico, veamos que al
introducir estos potenciales en la Ec. de Schrisdinger para una particula en
un pozo cuéntico, estos pardmetros pueden identificarse con la coordenada
radial del pozo y con la extensién de la funcion de onda de la particula,
respectivamente. La Fig. 3.5 ilustra lo anterior. Como hemos visto, la
magnitud del estado ligado Bs en 2D y 3D depende de ag, pardmetro al
que hemos Namado la escals o alcance de la interaccién.

do

Figura 3.4: Se muestra esquematicamente el significado ffsico de los dos pardmet-
ros de los potenciales de 1egularizacién, @g en la funcién de onda {cuiva llena),
y @ en la extension del pozo (discontinua), desde el punto de vistz del problema
reducido, E¢ (3 6), de una particula de masa m™ = /2 en un pozo cuantico
lievado al Himite &,
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Ca_pit ulo 4

Apareamiento en 2D y
transicion BCS-Bose

4.1 modelo de interaccién Noziéres y Schmitt-
Rink

El problemea de la transicién o “crossover” entre la superconductividad BCS
v la condensacién Bose-Einstein ha sido ampliamente estudiado al menos
desde el afio de 1967 [47]. En materia condensada el 1egimen BCS de pares
de Cooper extendidos que se traslapan y el regimen de pares bosdnicos
fuertemente ligados v localizados son claramente diferentes; la transicién
entie ambos ha sido estudiada [48] en 3D con un modelo de interaccién
enteramente dentro del marco definido por el modelo BCS del Capitulo
2. En su formulacién més explicita: [49], se enfatiza la importancia vital
de la friple autoconsistencia entie las ecuaciones de mimero y gap con la
energfa del estado de una particula. A continuacién veremos cdmo esta
transicién es puesta de manifiesto, de manera exacta en 2D, en un sistema
con interacciones interfermidnicas atractivas una vez que la magnitud de
éstas (v/o la densidad) es modulada (reducida) adecuadamente.

Para un sistema de N fermiones [11], pdg. 8, la ecuacién para el nimero
de particulas es '

N=2%"4 4
k : '

donde se ha considerado la degeneracién de particulas con espin 1/2 y

v = é (1 - s.kE_ £ ) es la probabilidad de que un par exista con
3
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E2 = £,% + A2, la energia de una cuasiparticula (bogolén) con energf-
a minima Ay, la funcién de brecha BCS, y donde ¢, =.g; — p-es la e-
nergfa cinética referida al potencial quimico, &, que serd determinado més
adelante, pues a diferencia de ot1os tratamientos o generalizaciones de BCS,
aqui no se considera fijo, ni es sustituible con la energia de Fermi Ep.

En la ecuacién de gap BCS dada en [11] para Ay

Ap = ZVM'U’“"‘” —vi,, | - (42)
ket

tomaremos

Ve [ =0/L7 mEx{0, p—fwp} < ek, < p+ Pwp (4.3)
TRk -0 en caso contyario, - )

donde vy > 0 serd tomada mds adelante para la interaccion —wvob (r) de
ia Tabla 3.2. Anotemos que, histéricamente, la energfa de corte hwp fue
establecida en la teorfa BCS simplemente para determinar la regién donde
se espera que la interaccién entre los electiones sea atractiva. No obstante,
recordemos que, en general, la densidad de estados fonémicos

const. 1D
plw) = w 2D,
w? 3D

de ‘mhodo que en 2D la energla de Debye correspondiente estard “corrida”
respecto a 3D, mientras que en 1D {fodas las excitaciones fondnicas del
solido resultan igualmente importantes. Esto dltimo es tomado en cuenta
en nuestro modelo en el limite inferior en (4.3), €l cual se ha escogide de
modo que, como un caso especial de las Ecs BCS, podamos tomar Awp
como oo!. Ahora, como no puede haber excitaciones infinitas, lo anterior
implica simplemente que estamos interesados en fodes los electrones, y no
solainente en los que se encuentren dentro de la franja hiwp al rededor de
Ep. . '
Por otra paite, tomar fwp — oo cortesponde justamente al limite de
interaccién &, Lo anterior se corrobora en la Ref. [30] de la siguiente manera:
escribamos una interaccién interfermidnica general

Vi = — (vo/L?) grgn . (4.4}

donde, como antes, L es la longitud del sistema, vo > O es la intensidad
de la interaccién y tomamos gi = (1+ %%/ ﬂs:?,)_l’l2 con kg el inverso de'la

Leste limite nos temite a agquel de muy baja densidad o densidad cero del pas de
electrones, es decit, cuando Ep ~ (, pues v = Rwp/Ep — 0o en ambos casos
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extension del potencial; kg = kp nos remite a una interaccién del orden del
cspaciamienito interfermiénico. Mientras tanto, la interaccion de contacto
Vi{r) = ~v5é(r) estard dada por ko — oo, que implica g = 1 con lo cual
(4.4) corfesponde a (4.3) en la regién donde Vi % 0. De hecho, dicha
region se pliede representar en (4.4) con

g = 0 (hwp + - ) 8 (max{0, p— hwp} + i), (45)

donde £ (x) es una funcién escalén. Claramente se ve en (4.5) que el limite
fhwp — oo implica gr = 1, 1. e, el caso de la interaccién &

Por otra parte, como se apunt6 después de (2.20), Ay depende de Vi,
pero notemos sin embargo que con la interaccién modelo BCS, en el limite
6 de la interaccion (4.3), se puede tomar Ay ~ A, de la misma manera que
para un gas diluido en [39)].

En 2D la Ec. de mimero (4.1) es?

N:?g/ de [ 1- L (4.6)
RGN [T

de manera exacta, debido a que la densidad de estados electrénica por
estado de espfn g = mIL? /Erh €s una constante, como ya se indicd en
(2.15).

. Consecuentemente, usando (4.3) en el limite § (& — 0) en (4.2) tenemos,
en 2D

2 o2 de :
O L

Recordemos que el sistema bidimens_ional permite un tratamiento _ahalfti_co;
de modo que al resolver simulténeamente las Ecs. (4.6) y (4.7) tenemos

: Bilag/a)® /2—00 ¢
2Ep = lim dE 11— e
iy 2 1/2 .
@ -4 [g + AQ] {48)
o Ba{aonfa)? [2—oc d¢
allgl2L2g( )/_p [§2+A2]1/2,

donde, usando N = QQEF, hemos sustituido Epr en (4.6) v en el limite
~ superior de integracién hemos intmducicio By = B /ma?, la energfade

2 Wi 80
con fuwp — oo realizamos la sustitucién ijv{O S —hup} € = J3° de.
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amarre de un par® en el vacfo (3 25) referida al potencial gquimico y; la
forraa. funcional de este limite superior se ha escogido de manera que se
cumpla Bs (ao/a) /2 = coenel limite §. Resolviendo analiticamente (4.8)
tenemos

) ea/a)?
2Bp = lim [g'— VT N’] Palaa/ey’s2
N L
=1 = lim ‘ L

a0 ‘In{a/ ag]

donde se ha sustituido vg en 2D de (3 24)y g = 5*71452/27r.'*"z2 Ca.lculando los
limites* correspondientes y resolviendo simultdneamente estas ecuaciones
paia A y p, tenemos, de manera exacta

A=26:Fp
{ p=Ep— By/2, (4.10)

como habfa sido hallado primeramente en [38] para un liquido de Fermi
degenerade y posteriormente en {39) sin necesidad de especificar la inter-
accidn involuciada al usar la matriz de dispersion ¢ v relacionarla con una
longitud de dispersién de onda. Las dos incdgnitas de las Ecs. (4.10) de-
penden de un solo pardmentro adimensional, Bz /Fp. Nétese en los limites
de integiacién de.las Ecs. (4.6) y (4.7), que todos los fermiones del sistema
interactian. .

4.2 energia de condensacién

A partir de (2.16), el Hamiltoniano reducido H,.q¢*> BCS, en [7, Eqn. (2.41)]
se calcula en (2.26) v (2.27) la energia de condensacién del sistema como
la diferencia entre energias de las fases normal y superconductora para la
interaccién (2.9). Como hemos dicho antes en este capftulo, en nuestras
ecuaciones tipo BCS con el potencial § se puede tomar el imite superi-
or de imtegracién Fwp — oo, con lo ¢ual, en la Ec. (2.26}, tendremos

3la energia de amarre por particula ligada es %Bg

4 In|z 7" bafz—2mp A
USAINOS l:rn0 e =2 con AmneR
Ir—

3 H,eq 5 constiuye tomande en cuenta que usando los operadoies de c1eacion-
a111qu1]a<:16n de un pat bk,b;c, el producto QbT by toma el lugar de los operadores de
ninero ngr + ngy de modo que estos opemdmeb son el doble del mimero de ocupacidn
“de un estade, pues se supone que un electidn solitario no puede ocupar un estado-pax
ocupada
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V14 (A/Rwp)? =141 (AfAwp)® +0 [(A/mD)“], y llegamos en 2D a
Bo— B, = —590 (4.11)

= ~3NB=-N5(0) B (412)

donde g = mL?/27#% y en (4.11) tenemos la libertad de tomar la igualdad
si en adelante despreciamos los términos O [(A / Mp)"] . En (4.12) hemos

usado {4.10) y hemos supuesto que el niimero de pates formados Ng (0) =
N/2, lo que nos dice que E; — E,, ¢s la energfa de un gas ideal de N (0)
particulas compuestas o dimeros con energias de amarre By, como se ilustra

en la Fig. 4.1,
____:t....
3 4 » » L ]
gas de

dimeros

Figuia 4.1: Imagen de un gas de dfmeros formados cada uno a partir del dnico
estado ligado de un pozo b-regularizado Con este potencial se evita el colapso del
" sistema de /N fermiones pues a lo mds habrd dos particulas ligadas en un pozo
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4.3  Fraccién de electrones apareados

4.3.1 modelo estadistico binario

El criterio de cercania en el espacio de energias entze los electrones del sélido
define un subconjunto del total de electrones en €l gas que son apareables
¥ que, eventualmente, podrédn estar apareades. A continuacién Vre;_su'mi—
mos los resultados del modelo estadfstico binario de la Ref. [51], donde se
toma un gas con un mimero total de fermiones N = Ny + N3, expresado
simplemente como la suma de los N1 no-interactuantes {que obedecen la
distribuci6n estadistica Fermi-Dirac, con potencial qufrnico x) mds los Ny
fermiones apareables, i.e., aquellos que estdn dentio del cascardén de inter-
accién de ancho fuwp alrededor de la superficie de Fermi (u =~ Er a bajas
temperaturas}, de modo que

. n+hwp
_ glejde

donde 8 = 1/kgT con kg la constante de Boltzmann y T la temperatura
del gas. Los Ny fermiones apareables se toman como una mezcla ideal en
equilibrio quimico de Ny (T} fexmiones no apareados y Ng (T') pares de
fermiones rompibles con energias 5 g (T) = 2uy (T) — Ag (T) > 0, donde
A es la energfa de amarre del par,

Ny(T) = NaofT) +2Np (T) (4.14)
Nao(T) + 2[Np o(T) + Npack <k, (T)] (4.15)

i

donde Npo(T) es el mimero de pares bosonicos condensados, i. e., con
momento del centro de masa K = 0 y Npock<k,(T) es el nimero de
pares ercitados con momentos 0 < K < Ky para los cuales Ag >0 = 0.
El gran potencial para este sistema [31] {22 = F — uy Ny con Fj la energia
libre de Helmholtz, es minimizado 1especto a la probabilidad de ocupacién
ng (¢) de los fermiones para dar

1

= Ble—pny) +1’ 416)

g (E )
es- decir, una distribucién. térmica Fermi-Dirac éon potencial quimico pq-
De modo que el nimero total de fermiones apareables pero no apareados
en 2D es [51]

Nz,o(j"-) = 2-/

p—hwp

p+Rwp p+hwp g(e)

deng () gle) = 2/ dam . (4.17)

p—hwp
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Como en 2D la densidad de estados es constante la ecuacidén anterior se
convierte en la expresicn exacta

2
s In
Jéi

1 4 g=B(2o(T)/2-Rop)
NoolT) = [

14 e PBolD) 2+hog)

] (2D}, (4.18)

donde la energia de amarre Ag (7)) = 2 [ (T) — o (T)] es obtenida al min-
imiza1 Q respecto & Npo(T)®. De (4.14) el nimero total de pares de
fermiones formados Np (T) = § [Nz (T") - N2 o(T)] por lo que usando (4.18)
la fraccién de electrones apareados en Ny bosones es

—B(Ag(T) f2—hew
L4e (ol }f n) D)
11 e B(Bo(T)/24hap)

(4.19)

o s 1
2np/ny = 2Ng/Na = .[1__ Bhap In

En la Fig 4.2, tomada de [51], se muestra esta fraccién 2N /Na = 2ng/no
donde ng = Ng/L? y ny = No/L? de estados apareados respecto a los Ny
apareables (4.19) como funcidn del acoplamiento A paza distintos valores de
T/Tp EnT =0, 2Ng/No =1 para A > 2 89; en todas las curvas de T > 0
esta fraccidén aumenta con A y se aproxima asintéticamente a la unidad
de manera m4ds lenta a medida que aumentan los valores del pardmetio
adimensional T/Tr, que para los superconductores cupratos de [29] esta
entre 0.01 y 0.06, v depende en general de la T del cuprato.

Sin embargo, no todos los fermiones son apareables. La densidad de
estados electronicos (por espin), generalizada a d dimensiones, es

g{e) = (m/Qwhg)d/2 L#2-1/T(d/2), v hasta el nivel de Fermi se tienen,
de [52], N = (Lkp)d [2¢-2q4/23 T (d/2) fermiones. Si todos los fexmiones
apareables estuvieran apareados Ng = ¢ (Er) hwp y tendriamos

" 9np/n=2Np/N = dhwp/2Er = vd/2 < 1, (4.20)

donde n = N/L?, pues tipicamente v = hwp/Ep < 1.

4.3.2 En el modelo BCS

Se afirma comunmente (9], pag. 401, que la fraccién de todos los fermiones
apareados es proporcional a A/Er. Mientras tanto, la fraccidn de elec-
trones apareables es proporcional a fwp/Er. Recordemos que hemos visto
en (4.12) que si todos los fermiones que interactiian estdn apareados la e-
nergia de condensacién en T =  corresponde a la de N/2 = Ng (0) dfmeros
con energias de amarre By. Ahora bien, la ecuacién (2 32) de [7] indica que

6resultads vélido tnicamente en el intervalo 0 < T < T. donde Ng ofT) es uua
fiaccidn significativa de N (T)
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Figura 4.2: Fraccién de electrones apareados en bosones para distintos valores

de T/Tg como funcién del acoplamiento A, segin el modelo estadistico binario
de equilibrio quimico y térmico de la Ref [51]. La curva delgada reproduce la
expresién BCS [senh(1/A)]? para T = 0. Las ifmeas gruesas ilustran la fraccién
(4.19 ) dentro del modeélo estadfstico de primeros principios

ahi se acepta tdcitamente que todos los electiones apareables estan aparea-
dos, al menos para acoplamientos débiles. Sin embargo, si la fraccién de
los _elect_rones apax_eables que se encuentran apareados es proporcional a
Ajhwp = [senh(1/A)]"! en BCS, esta fraccion es igual a la unidad tni-
camente para A = 113" Por otra parte, segtin Blatt en [53), pag. 128, en
general, debido a que los estados ligados se deben a corielaciones de dos
particulas, la probabilidad de que un estado-par esté ocupado serd propo:-
cional al producto de las probabilidades individuales de cada par tlcula ‘por
lo tanto la fraccxén de estados hga,dos posibles de dos particulas es’

(&)

donde T es el pardmetro respecto a Ep que determina la magnitud de la
1egién o franja de estados (de una particula) disponibles. En la teoria BCS
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se identifica 7 con hiwp. Notemos primeramente que de acuerdo a [53] la
probabilidad de que existan estados ligados de mds particulas es mucho
menor. -Se. puede discernir entre las fracciones de electrones apareables y
los apareados usando, 1espectivamente, las fracciones hwp/Er v A/Ep.
De esta forma, siguiendo a Blatt, pol una parte la fiaccion de estados
apareables es del orden de (hwp/Er)® v como tipicamente fiwp < Er,
esta fraccién es'ya de hecho una cantidad muy pequefia, como se anotd
también despué de (4.20). Miéntras tanto, la fraccién estados apareados
es del orden de (A /EF)2 ¥, pOT consiguiente la fraccién de apareables que
estdn apareados es proporcional a (A/hwp)®. Al usal (2 23) en la anterios,
para T = 0, tenemos esta fraccién como [senh (1/A)] ™%, de nuevo con valor
une inicamente para A = 1,13, Mids atn, para vanres de X mayores,
la fraccién de apareables respecto a apareados quedarfa por encima de la
unidad: este 1azonamiento ya no tiene sentido pues a lo mds todos los
aparechles estarian apareados.

En euanto a miestro modelo bidimensional de interaccién &, consideran-
do primero By < Er en (4.10) tenemos A < Ep, lo cual determina que
la fraccidén de particulas apareadas respecto al total serfa ya <€ 1 como en
(4.20). No obstante, en el caso particular de la interaccién é-regularizada
todes las particulas del sistema en (4.12) son apareables pues al escribir la
Ec. {4.13) de electiones apareables con los limites del modelo de interaccién
(4.3) tendremos

. p+hwp .
W[ st
méx{0u~hup} € el 41

© gle)de
ﬁw;—-jw 2/0 eBle—1) 17 N (422)

Por otia parte, si los N fermiones estuviesen apareados {Ng (0) /N =
1 /2), usando las Ecs. (4.10) ¥ manteniendo la fraccidn de apareados ~
(A/EF) = 2Bg/Ep = 17, lo cual al usar (3.25) implicar4 que la escala de
la intetaccién ag ~ k7'; tomando T = 10* K, tenemos ag ~ 1071%m, una
magmtud del .orden del espaciamiento entie los electrones.

‘No.obstante, recordemos que, en general, en {3.25) la escala ag es arbi-
traria. En principio, necesitamos una condicién de normalizacisn para fijaz-
la. Una posibilidad es fijar la magnitud del estado ligado, que parametriza
el sistermna en el limite 8. Lo anterior nos permite hablar de pares “localiza-
dos” en espacio real, como los mencionados en [53], Secc. II1, en contraste
el régimen BCS, donde los pares de Cooper 1esultan extendidos.

T¢l gaso del modelo heurfstico de la Fig. 4 2, donde @ lo sumo todos los fermiones
apaiéables evenfualinente estardn apareados :
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Capi’tuld 5 |

Relacién de dispersién de
los pares en 2D

5.1 Ecuacién de Cooper con K >0

Los célculos de la teorfa BCS para el estado base se refieren a pares de
Cooper en 1eposo. Sin embargo, es de suponer que, como una consecuencia
de la interaccion electrén-fondn, las propiedades de los electrones serdn
modificadas; en particular su relacién de dispersién. Los pares de Cooper
con momento del centro de masa K 3 () son tratados en la Ref. [23] como
porones, que tienen una distribucion térmica de Bose, pero no cumplen
con las reglas usuales de conmutacién para bosones [41], y por tanto son
considerados como cuasi-bosones. Estos parones deben distinguirse de los
pares de Cooper que tienen valores definidos tanto de K como de k En este
capftulo tomaremos un par de Cooper como un par de fermiones ligados,
con momentos justo por encima del nivel de Fermi, donde residen los NV —2
fer miones ‘espectadores del sistema de N fermiones; un parén tiene vectores
de onda asociados ky y ko, que dan lugar al vector de onda K = k; + ky
Tomemos dos fermiones con energias e; = ﬁ2k2/2m sobre el mar de
Fermi, con m su masa efectiva, interactuando.via elipotencial BCS mostiado
en (2.9). Escribiendo la Ec. (2:14) de Cooper [6] para los eigenvalores
Eyx =2Er — Ag, donde Ag > () es la energia de ainarr_e pata un pat
1= VZ i —2Ep + Ay + h2K? /am] 7, (5.1)

donde RK.=F (ki +k2) es-el momento del centro de masa del pa1, fik es el
momento relativo, y, de [11], pdg. 28 y [54], con hwp = A%*k%/2m, 1a prima
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sobre la sumatoria denota las siguientes condiciones sobre los momentos

ke < ks = |k + —;-K} CUB+R2 3 kp<hy=lk— %Kf < (K + kR
(52)

que aseguran que el pai de fermiones estd por encima del nivel de Fermi'y
restringen la suma sobre k para una K dada.
La relacién de dispersién de un par excitado con K > 0

ER=Ag—Axr >0, 4 (5.3)

en la, cual interviene la enefgié de amarie para un par con K= 0, Ag =
Qhwp (e¥/* —1)" - = 2hwpe2* y A=g(EF)V con g (EF) la densidad

de estados por espm que como se ha dlcho, esuna constante g=mL? / k2
en 2ZD. Recordemos que Ag en la Ec. (2.14), es obtenida en el problema de
Cooper, cuyo eigenvalor para el par ligado es simplemente 2Er ~ Ag.

La posibilidad de que los pates de Cooper tengan una relacién de dis-
persion fineal, en vez de cuadratica, fue mencionada por Schrieffer en 1964
en la Ref. [8], p. 33, para el modelo de interaceién BCS en 3D. Po: otra
parte, como se menciond en la Seccidn 2.3, un sistema en 2D de bosones
con relacion de dlspexsmn linea! hace posible una CBE.

Recordemos que la relacién de dispersién del par se asume casi siempre
cuadr. é.tlca én estudios de superconductividad. Sln embalgo, COmo veremos
a contu_maqié__n la expresién para la 1elacién de dispersién del par es lineal
para los momentos del cento de masa (CM) K < 1 del par [23], y deber4
usarse exphcltamente esta 1elacién con el fin de calcular la temperatura
cn’tica T

5. 1.1 Intefaccién &

La relacién de dispersion ¢z se obtiene en 2D en [50] a partir del potencial
(4. 4) en eI hmlte 6 (gp =1) ‘

’ 2 2 .
e ()] e o

Ex = g.thK“-F- a
T I

cuyo término lineal predomina paia K < 1, mientras que el término
cuadrético depende del pardametro Ep/Bz, con B energfa de amarre del
par-y tiene un comportamiento divergente en el limite de amarre débil
Ba « Ep, a pesar de que esta ecuacién ha permitido obtener resultados
exactos y finitos, mostrados en [50], Fig. 1. Recordemos que una cx in-
ﬁmta mdlcaxm una masa ieducida cero. Sin embargo, la utilidad de un

41



.desarrollo como (5.4). puede ser vista como la de las series asintéticas. Co-
mo es sabido, [44], pégs. 378, las series asint6ticas son series de la forma
3" anz~ " divergentes para cualquier valor de la variable; no obstante!, para
valores suficientemente grandes de ésta {que en 5.4 equivale a tomar X < 1
) cortar la serie oportunamente, i. e., tomando sumas parciales de unos
cuantos términos, da una buena aproximacién de la funcién, incluso con
la precisién que se desee. La serie de £z en (5.4) serd una de estas series
asintéticas siempre y cuando [44] su residuo cumpla

lim (%)" O[K"] =0, para n fija, y
K.—'D(I;)n (&) P ) (5.5)
lim (£)" O[K") = oo, para K fija.

nred T

5.1.2 Interaccién BCS.

La Ec. (5.1) en 2D se puede escribir [54] de manera exacta para la in-
cognita A, = Ax/Er con & = K/2(k% + k%)'/? como la doble integral
adimensional ' o

4 w2 tolv,8) N
1=—,\/ dqﬁ/ de € [Ae+ 201+ )62~ 24277, (56)
T Jo L (v,eb)

donde £ = k/kp, v = hwp/Er = k% /k% v en 10s limites de integracion
las funciones I, (v, ¢} = [(1 - ) —&%(1 + v)sin® ¢}¥/2 ~ k(1 +v) 2 cos ¢ v
L (v, ) = [1 —k?(1+v) sin® ¢]1/2 4 k(1 + v)1/2 cos ¢ han sido determinadas
por las condiciones (5.2). A partir de la ecuacién anterior se obtiene una
solucién en serie para Ay, '

- _ 2v 8 1/2 {1+U)1/2+62/‘)\
A, = _——62/)'—1_77(1+U) 7y
— gt/
+2(1+ 1) [(—% - 1) o lEv—ern 1] K2 + 0 (%)
. T v =
= Ag+A;+ A+ O(!{3) {5.7)

de la cual, usando Ep x_ﬁ2k%/2m ¥ vr = hkp/m tenemos

Qwp 2 (14p)2 42
A1 T eir—1

2 8 _2/,\(1‘*‘1’)"34”’\ ol 3
+ (#/4m) ng_] ANy k20 (k%)
= Ao+ MK+ MK+ 0 (K7 ‘ (5.8}

le. g, 1a serie asintdtica de la funcidn T' (2} = (z — I} que para z 33 1 da en [44] una
aproximacion cotrecta, que puede corioboraise con tablas

-&K' = h’UFK
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Usando {5.3) v (5.8) obtenemos una expresién vilida para cualquier valor
de: acoplam1ento A

2
Exg = ; e/ 3 .h’UFK
: K _ A/A
-+ [1 - (-;?2- - 1) E_Q/Au_-—(l +V)V £ (ﬁ2/4m) K2+ 0 (K%).

(5.9)

Para K < 1 el término dominante es desde luego el término lineal; este
hecho se habfa apuntado va en las Refs. [8], pag. 33 y [23], pero aquf como
en {5.4}, con el término lineal seguido del término cuadidtico. La relacién
de dispersién (5.9) debe usarse en una distribucién térmica de Bose al
considerar la superconductividad como una CBE.

5.2 Limite de baja densidad

Ahors analizaremos la relacién de dispersién (5.3} en el limite de muy ba-
ja densidad del gas de electrones en el sdlido, que corresponde a la de-
saparicion del mar de Fermi (Er — 0), Le, kr — 0 6 equivalentemente
v = hwp/Er — co. Este limite corresponde por tanto al régimen de Bose
(baja densidad de particulas).

En [50] para el caso (5.4) del potencial § en 2D tenemos para muy baja
densidad

lim gp = — . (5.10)
Es decir, el término lineal desaparece mientras que con el cuadidtico se
recupere 1a relacién de dispersién que corresponde a la energfa cinética en

el vacio de una particula o par “local” de masa 2m y con momento K.
Por otra parte, en {5.8) tenemos para el término lineal

2 v 2 f2h3wD 1
A]_K -y—:oo_ '—reg/}‘ hUFK = ""7; 82/‘\ K, (511)

mientras que el cuadrético

A2K2 (ﬁz/4m) [(% . 1) e~ 1] K? | (5.12)
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de modo que en (5.9)

iz Y E R gyt (am) [ (5 1) o
' (5.13)

una. expxesmn que depende sélo del acoplamiento \.

Ahora bien, serfa conveniente preguntarnos qué sucede con (5.9) si, man-
‘t_enlendo el lfmite de baja densidad Ec. (5.13), el acoplamiento es débil,
A — 0. Primeramente, en (5.11) tenemos

T N U T,
ER= a7 L e (514

mientras que en (5.12) tenemos

212
A2K2 (rF J4m) [(% - 1) em2/H 1} Kﬂ;—; _h é (5.15)

de modo que (5.14) y {5.15) se implican que en {5.9)

2K2
lim ¢
oo K A—>0 dm !

(5.16)

€l mismo 1esultado (5.10) pero con el limite ) — 0 adicional. Tanto (3.10)
como (5.16) indican que un par de Cooper con K # 0 se despalza en el
vacio como una partfecula aislade.

Ahora bien, el orden en que los lfmites han sido tomados es crucial paza
llegar a (5.16). Veamos directamente de (5.9), tomando los limites en el
~ orden inverso, el término lineal es

AK — -——TwFK — 0 ' (5.17)

[ angv o]

de la misma manera que en (5.14) pero ahora el término intermedio darfa
lugar justamente al término lineal de (5.4); el término cuadrético

2 e2/ A 252
A2K2‘——+—ﬁ--[(1~—£)‘7—1:| K? y__:o_hél’rKn ' (5“18)

al igual que en (5.15) pero aproximéndose por la derecha; con lo cual en
{5.9) concluiremos, con 0 < A < 1 que

R2K?
limeyg —=
).<<1 v—oo  4m

(5.19)
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pues serd correcto sélo en caso de que en el término intermedio de (5.18)

75
. e / v i 0 (A#£0) (5.20)
pues la dependencia en A prevalece después de tomar el primer limite. Es
decir, en l orden en gue se han tomado los limites, es necesario puntualizar
esta condicién dado que el umerador de {5.20) es una funcién exponencial
de A mientras que el denominador es lineal en 1. Esta es la tinica 1azén por
que hemos diferenciado (5.16) y (5.19). En la Tabla 5.1 hemos resumido
los resultados en los l{mites analizados tanto paa el término A; como para
Ap de la Ec. (5.8). A pesar de la no conmutatividad observada en los
Jimites ahf expuestos, la Tabla 5.1 nos permite afiimar que hemos llepado
a la misma conclusién (5.10}, 1especto a la relacién de dispersién para el
potencial § en 2D, que fue obtenida independientemente, salvo la condicién
adicional (5.20) en nuestro caso. Sin embargo, de antemano se supondria
que el orden de los limites no afectara el hecho e = RIK? /4m, pues es lo
que se esperaria fisicamente para el par, en el limite de baja densidad. Por
tanto consideramos que la 1elacién (5.9) es un desarrollo correcto.

lim Ay Ay
2
voroo | -2yEees | (& -1 )
— 00 . 0 52};{2
A (e . T Tam
rgl | 0 _ RK®
M= 00 4am
A0 | —2hwp Bl 8)L2 g

Tabla 5.1: Resumen de los resultados en limites de muy baja den-
sidad y acoplamiento débil tomados por separado y simultdéneamente
para. los factores lineal y cuadrético de la relacién de dispersién de
los pares (5 9) con momiento del CM K > 0
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Capitulo 6
.Conclusiones

Hemos visto que un pozo cudntico esféricamente isotrdpico en 2D, con una
funci6n de potencial —vgé (x) , vp > 0, posee un nitmero infinito de estados
Hgados, al igual que en 3D, y su estado m4s ligado es infinitamente ligado.
Esto nos imposibilita a utilizar el potencial § en un gas de N fermiones
como modelo de apareamiento en superconductividad, pues se requeriifan
energfas infinitas para formar estados ligados. El sistema se colapsarfa con
una densidad n = N/L? y energia de amarre Eg/N por part;‘cu_la, infinitas,
noT oy Eo/N ek
Hemos visto que el tx atamiento adecuado de los potenciales § en 2D y 3D
requiere de una regularizacién — un método commin en Teorfa Cudntica de
Campos. Las regularizaciones de potenciales § en los pozos 1ectangulares
en 2D y 3D hace que estos se vuelvan pozos infinftamente semeros, que
‘tienen un solo estado ligado de dos partfculas por pozo cuya energfa, Ba,
tanto en 2D como en 3D, depende unicamente del valor del pardmeto libre
ag Gue-es una escala del alcance de la interaccién. Los pozos §-regularizados
.son casos interesantes y sencillos donde, utilizando sélo Mecdnica Cudntica
- basica, hemos obtenido resultados ttiles, pues a partii. de la interaccién
1egularizada se obtene informacion respecto a los estados ligados de dos
“particulas, ‘Hallamos que esta’ 1ntexac(:1én en partlculaz se evita el colapso
del sistema de N fermiones.
Ahora, si en vez del potencial Iegulanzado (3.22) tomamos la expresién
Vi lr) = h2/2m [2/a*(In]a/ag] + ¥)] 8(a ~ r} que se usa‘en la Ref. [46],
la energia de estado ligado Bs teridiia una factor extra que le darfa forma
‘exponencial By = (A*/2ma2)e~?7, como en la Ec. {A5) de la Ref. [39],
sugrriendo que se podria’identificar la segunda de las Ecs. de Miya’ke' (-4. 10)
“con la ecuacién BCS'A ~2Fpe~1/*,
“Un hecho interesante es que la interaccién & regularizada nos ha perm1—
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tido reproducir de manera analitica y autoconsistente, las Ecs. {4.10) para
el gas con interaccién de N fermiones en 2D; el sistema queda parametriza-
do por la energfa del estado ligado de una particula que obtuvimos en el
Capftulo 3. Estas ecuaciones son caracteristicas de un liquido de Fermi
degenerado,
i. e., donde los fermiones se encuentran a temperaturas muy por deba-
jo de la temperatura de Fermi. Con las ecuaciones exactas BCS-Bose de
Miysake se ilustia la Hamada teoria de tramsicidn o “crossover” entie los
regimenes BCS y Bose, pues en €l limite de alta densidad de partfculas y/o
acoplamiento débil los dimeros tendidan Bz € Ep, v por lo tanto el gap
A & Ep, miemtras que el potencial qufmico se reduce a p o~ Er; éste es el
régimen BCS de pares que se traslapan. En el ofro extremo, para valores

de Bj grandes y/o baja densidad, i e., Bs 3 Er, tendremos y o= -—E?-, que

es simplemente la energia de formacién de los dimeros “localizados”; éste
es ¢l llamado régimen de Bose. Es decir, lo anterior hace posible construix
la fmagen de la transicién BCS-Bose en un sistema que consiste en un gas
estable dé dimeros formado a partir de un gas de N fermiones con interac-
cién' 6 Tegularizada. Las ecuaciones obtenidas son exactas en 2D debido a
queé la densidad de estados constante permite un tratamiento analitico.

" Ademas, con ayuda de las ecuaciones (4.10) hemos obtenido una expre-
sién para la energfa de condensacién {4.12) en el limite 4, también en 2D,
que corresponde exactamente a la energia de formacién de un gas de N/2
dimeros con energia de amarie individuales By, donde todos los fermiones
estén apareados. De este modo se: obtiene también facilmente la Ec, BCS
{4.11), vélida para cuelguier velor de acoplamiento, a diferencia de la Ec.
(2.44) de la Ref. [7], valida sclo para A — 0.

. Como hemos anotado, el caso bidimensional es importante para modelar
o superconductividad de alta T, en los cupratos, que pueden ser vistos
como sistemas casi bidimensionales v cuyos valores experimentales de T,
estdn muy por encima de las predicciones de la teoria microsedpica estdndar
BCS. En particular, para los cupratos de HTSC, es necesario considerar los
orbitales O—2p y Cu~3p, con los cuales debe estimarse un potencial de
una- particula que sea razonablemente bueno para escribli una ecuacién de
Scrodinger local, que a su vez llevaria a una ecuacidn secular dptima y

.sencilla del cuprato.

Por otra parte, la Ec. (4.11) es una indicacién de que en la teorfa BCS, a
partir de la construccién del Hamiltoniano reducido, se asume técitamente
que todos los electrones suceptibles de aparearse estaién eventualmente

‘apareados. En el 1égimen de Bose todos los electiones estan apareados.
Ahora hien, aun agregando lo propuesto por Blatt, la fraccién de electrones
aparenbles vs. apareados dentro de la teorfa BCS muestra una inconsis-

47



.tencia para acoplamiento A > 113, pues indicaria que A > fwp, i, e,
habifa electrones apareados fuera de la franja de apaieamiento. Este mo-
_delo contzasta. significativamente con el modelo estadistico binario basado
en primeros principios de [51] donde en T' = 0 todos los electiones apare-
ables estdn apareados para A = 2. 89, mientras que la fraccidn de electrones
apa'reables que se encuent:an apareados se aproxima asintdticamente a la
unidad para otras curvas de valores de temperatura, como se muestra en la
Fig. 4.2.
- Encuanto ala relac;én de dlspelsnﬁn de los pares de Coopex €s impaor-
tante resaltar que nada impide la existencia de pares excitados (K #0),
que por tener un ntmero de ocupacién indefinido de estados k para un K
dado, pueden ser considerados como cuasibosones sin alterar el mecanismo
de interaccién fondnico entre fermiones, Por tanto la Ec. (5.1) resulta una
generalizacidn directa de la Ec. de Cooper (2.4). La relacién de dispersion
en la Ec. (5.9) es obtenida de (5.1); en ella hemos supuesto que los pares
son irrompibles, i. e., que no hay un valor Ky médximo donde los pares
dejan de existir. Esto se justifica debido al énfasis que se ha hecho para
momentos pequefios K < 1, donde el término dominante (lineal) es una
buena aproximacién de 5. Mds atin, de ser similar un sistema de dimetos
como el de la Fig. 4.1 a un gas de Bose, su condensacién BE en toda d > 1
serd posible con una relacion de dispersion lineal (54] y [23], de estos, o
quizd con una cuyo término dominante sea lineal, como en la Ec. (5.9)
pare 2D. La viabilidad de usar una realcidén de dispersidn tal se ha ejempli-
ficado al tomar el limite Er — 0, en el cual, con una relacidn de dispersién
similar para la interaccidén é, que fue obtenida independientemente en la
Ref. [50], se conoce el resultado (5.10). Nosotros hemos podido reproducit
este resultado, en los limites de muy baja densidad v acoplamiento débil,
agregando la condicidén especificadas en (5.20}. La Ec. {5.10} indica que los
pares de Cooper excitados se propagarian, en el vacio del gas de fermiones,
precisamente como cualquier otra particula real e individual. Por tanto,
este resultado indica que, en principio, seria posible detectar los pares de
Cooper experimentalmente como particulas reales. Este es un reto que
queda abierto para la fisica experimental Ademds serfa conveniente hallar
materiales superconductores donde las interacciones sean similares a las 6.
Notemos, ademds, que muchos de los célculos que llevamos a cabo en
esta tesis, dentro del formalismo de teorfa de muchos cuerpos, estdn dentio
del marco definido por la teorin estdndar BCS (aclarando, desde luego, que
en ella no se hace mencidn alguna a la bosonizacidn) v los pozos 6 han
sido tratados en detalle para los estados cudnticos que se ven afectados por
esta interaccidn, de ondas s, tipicos en los superconductores metalicos de
bajas temperaturas. Esta relativa simplicidad nos ha permitido IHegar a
resultados fdcilmente interpretables. Una motivacidn extra para seguir por
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~este camino nos la da el reciente descubrimiento de superconductividades
altas (39 K)' en el compuesto de MgB; [55], metdlico, donde las teorfas
tipo-BCS con ondas s son mucho m&s cercanas a la realidad e incluso es
viable un mecanismo de interaccién puramente fondnica, '
“Por 1iltimo, es importante resaltar, como se menciona en (27}, para el en-
“tendimiento de la superconductividad en HTSC, la importancia que tienen
superconductividad los modelos tedricos sencillos, “toy models”, como el
que presenta esta tesis. Al introducir la interaccién é-regulerizada hemos
podido exhibir el régimen de Bose, con densidades bajas y dfmeros local-
“izados, dentro del superconductor.

1Por cerca de 15 afios se habfa crefde gue la teorfa de supsrconductividad estandar -
no predecia nada més alld de unos 40°K
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Apéndice A

Colapso del sistema de
muchas particulas con
interaccién § atractiva en
2D y 3D

Consideremos un sistema de N fermiones interactuando via un potencial
§ atractivo de 2 particulas (3.2). Un estudio similar es hallado en [56]
donde se 1esuelve exactamente un sistema 1D de NV bosones. La energia
de estado base By = —LvIN (N ? —1) se obtiene usando la aproximacion

Hartree (exacta) como E( =y Eg[(N £1)/N)]. Todo ‘el sistema ocupa el

estado base Ep v se cola.psa a —co en un volumen lineal en el limite de

N muy grande. Este colapso unidimensional se prevendria si las particulas

del sistema fueran fermiones pues todas no podifan ocupar el estado base.
El Hamiltoniano del sistema de N particulas es

ﬁ? '. N
' ZVZ - ’UUZ<5 r; —r;), (A.1)

:-,=1 i<}

El teotema de Raleigh-Ritz [42] implica que €l valor de expectacién €
= {@p| H {®¢) es rigurosamente una cota superior del valor exacto de la
energia del estado base Ejy, es decir

E>Ey (A.2)
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Figura A 1: Sistema unidimensional de N bosones con una funcién d-atractiva
como interaccién En el limite de N — 00 ¢l sistema se colapsa en un volumen
lineal, aun con una energia de amarre por particula finita debxdo a la divergencia
de la densidad - .

ElL valox de. expectacuin 5 para ondas 8 se obtlene usando [57) la apmx—
imacién Hartree-Fock en el Hamiltonjano (A. 1) eon funciones de prueba

Do)
#0) = Jlj—v-det[ rs lod],

que toman la forma de un determinante de Slater de una particula (pro-
ductos de funciones de onda espaciales v de espin} con las funciones |¢;) =
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[ka) lo) , donde (i |ipy) = L4 fadret™ &m0 (o [o;) = 6

<¢o! H o) = (@] T %) + (@] V |¢~o>
= Z (klallv k1o

kld’l

m
1]

T o
—-22 Z ) (kldgkgagl 5(1‘1 - 1'2) lk10'1]{20‘2 —_ k262k361>

kioy kpoe

A2 '
= T3 Z (kio1| V3 kio1).
- kio; . : o : :
v i ‘ ;
—5 > [P kel 8(rs —r2) kake) = v (kiko| 6(rs — 1) [keka)]
. ’-klikz (occ) . . Sy L RERERR RN :

(A3

doride en el dltimo paso el signo bajo la sumatona indica estados ocupe-
dos e introducimos el mimero de estados intrinsecos de espfn ¥ = Do L=
Y, (01 [01) 3 las sumas sobre los estados de espin zng 0102 |0102)
20102- = v Yooron (01a2 o201} = Zalag dios = 2., 1= v. Enel
término de energfa cinética en el lado derecho de (A.3) tenemos, en d di-
mensiones, usando 37y — (L/2m)¢ [d%k

T} ) "'——" (q)g| T Eq)()) _ .
=Y s | Vi o) - —"——~ Z L ] dfre™ “V2 K oy o)
klﬂl kl o1 i

R LN s
L:;'g—q;;”("z;) / dkkl
donde v == 2 para partfculas de espfn 1/2, —-k2 = (l/L fddrl k1) v L

determina el tamano de la muestra. Usando esto en la expresién para €
tenemos

'UO Ve J d etk e 1T
-3 [(%) //( ) (T )J

Para obtener la ener gfa de amarie por paxticula dw1d1mos los texmmos de
(A.4) entre el nimero total de particulas, N = v (L/ 2'.'r) 1 k<kp d?k, para

i

£

W
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tener

| n fdfk® w [/ 1\® v
e = goram % () o0 oy
La cota supetior € (A.2) queda entonces

n® 1 '
< = — 2/d . : .
Eg/N < E/N 7 Agn R {A.5)

donde h?k%/2m = Agn?/?, con Ag = 4nd}(d + DT (d/2 +1) /y]ﬁfd y
hemos usado la densidad de partfeulas n = N/L% = v (2x) ¢ f, <k

En (A.5) se tiene una expresién que aproxima la energfa por pax tlcula, del
sistema para su estado base: En el limite de N muy grande (A.5) muestra
que el sistema se colapsarfa (Eg/N . —oo) en 3D como se muestra en

[11], pdg. 31, una prediccién que Iesulta errénea desde el punto de vista de
estabilidad del sistema. Para el sistema en 2D la aproximacién no nos lleva
a la: misma conclusién directamente. Sin embargo, podemos asegurar que
el sistema de N fexmiones con el potencial § atractivo como interaccion se
colapsard igualmente en 2D, va que, como hemos mostrado en la seccién 3.4
el mimero de estados ligados n — oo para un pozo 6 tiene su estado mas
ligadoen —o0, y, debido al principio de exclusién de Pauli, los estados liga-
dos del pozo & deben agregarse unos'sobre otros a medida que el nimero de
particulas ¥V aumenta, y puesto que kg — o0 en este limite, el estado més
ligado del pozo, i.e., uno infinitamente ligado, estaria ocupado. Esto hard -
que la energia de amarte por particula Ey/N - —oco también en 2D. Estas
divergencias estan por lo tanto asociadas a las singulazidades espaciales de
corto alcance, ie., las funciones tipo delta de Dirac, con las cuales se ha
modelado la interaccién. El hecho interesante es que estas. funciones pueden
ser regularizadas de manera que los pozos 1esultantes se asemejan a pozos
someros con un unico estado ligado.

- Por otra parte, como el pozo en 1D tiene un 4nico estado ligado, el
sisterna de IV fermiones evolucionard hasta formar un gas ideal de dimeros
puntuales en el limite de acoplamiento fuerte, como en la Fig. 4.1. El
colapso es prevenido por el principio de exclusién de Pauli. Este problema
fue estudiado con anterioridad en {58] debido a que la energfa de estado
base con interaccion § se puede obtener analiticamente. Se puede hacer
corresponder directamerite en 1D una imagen de Ia superconductividad co-
‘mo un estado compuesto por un gran nimero de particulas cuasibos6nicas
independientes y con una energia de amaire definida dada aquf en (3.25).
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f_ndi-ce' de Figuras

2.1

22

3.1

3.2

3.3

Se ilustra la diferencia entre la energia de amarre del par de Coop-
er (con momento del centro de masa K = 0) Ap, v el gap A de

excitacion minima BCS. &g = Quwpe™?* & A = Qhwpe />

Secuencia de la distribucién de velocidades de un condensado de
Bose-Einstein en un gas de d4tomos de Na A medida que T — T,
la mayoria de las particulas tienen la misma rapidez, cercana a

~cero, y comparten una misma funcién de onda. La dispersién
. observada para T' < T, es debida al principio-de incertidumbre

de Heisenberg (Tomada de http://www cua.mit eda del MIT) .

El primer {curva llena) y segundo {(curva discontinua) miembros -

de (3.15) para el pozo.en 2D con Vp/|E| = 300; las intersec-

- ciones de las curvas, marcadas con circulos, indican estatlos liga-

dos . Siempre habrd un estado ligado entre dos ceros conseciitivos

delafuncion Jo{) . . .. ... . DL

Condicién (3.15) pero para Vp/ {E| = 2700 El nimero de esta-
dos ligados aumenta a medida que el potencial (3 4) se aproxima
a una funcién delta de Dirac. . . . . . .

Ttustracién de la condicién (3 17) donde cada rafz répresefita un
estado ligado Con el comportamiento oscilatoric mostrado se
puede apreciar que las raices de (3.17) formardn un conjunto in-
finito y ordenado crecientemente, de modo que el estado mas lig-
ado serd infinitamente ligado
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3.4 Elsistema de IV fermiones con un potencial de interaccién 6 lleva”
al colapso del sistema tanto en 2D como en 3D con una densidad
de partfculas m — ©0 y una energia de amarre por particula
E5/N que diverge 2 —o¢, de acuerdo con el valor variacional en
{AB)queesunacotasuperior. ... .. ............ 26

3.5 Se muestra esquemdticamente €l significado fisico de los pardmet-
ros de los potenciales de regularizacién @g (cutva liena) ¥ @
(discontinua} desde el punto de vista del problema 1educido, Eec
{3 6), de una particula de masa m* = /2 en un pozo cuantico & 30

4.1 Imagen deun gas de dimeros formados cada uno a partir del unico
estado ligado de un pozo d-regularizado. Con este potencial se
evita el .colapso del sisterna de N fermiones puses a lo mds habid
dos particulas ligadasenunpozo. . . ... ... . . ... . 35

4.2 Fraccién de electrones apareados en bosones como funcién del
acoplamiento A, segin el modelo estadistico binario de equilibrio
quimico y térmico de la Ref [47]. La curva delgada reproduce la

- expresién BCS [senh(1/\)}% para T = 0. Las lineas gruesas ilus-
tran la fraceién {4 19) dentro del modelo estadistico de primeros .
principios para tres distintos valores de T/Tp. . ... . ... . 38

A1 Sistema unidimensional de NV bosones con una funcién é-atractiva

como interaceién En el limite de IV — 00 el sistema se colapsa

en un volumen lineal, aun con una energia de amarre por particula
finita debido a la divergencia de fa densidad . . . . . ... . 51

59




indice de tablas

3.1 Primeras raices de la condicién (3.17) de las cuales se ob-
tienen los primeros estados ligados del pozo §en 2D. . . .. 25

3.2 Resumen de potenciales §-regularizados en d dimensiones. . 29

5.1 Resumen de resultados para la 1elacion de dispersidn ex en
los lfmites de muy baja densidad (kr — ) y acoplamiento
débil (A—0).. . . ... ... ... e e 4B

60






