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Resumen

En esta tesis se resuelve el problema de una partícula en un pozo to-
talmente isotrópico llevado al limite de una interacción delta atractiva, que
resulta tener' un número infinito de estados ligados en dos dimensiones,
al igual que en el caso tridimensional.. Este problema es partícula:mente
importante en las teoiías de supeíconductividad de cupratos, que son ma-
teriales cuasi-bidimensionales, donde se puede tenei un apareamiento de
Cooper debido a potenciales arbitrariamente débiles. Debido al número in-
finito de estados ligados que tiene el pozo, y a que su estado más ligado es
infinitamente ligado, tanto en 2D como en 3D, un sistema de N fermiones
interactuando via un potencial delta se colapsaría completamente pues tan-
to la energía de amane por partícula como la densidad de partículas se
vuelven infinitas, sin importa: cuan pequeño sea el valoi del potencial de
interacción.

Para evitar este colapso del sistema, se usan potenciales atractivos tipo
6 regularizados en los pozos cuánticos, tanto en 2D como en 3D, de mo-
do tal que se pueda asegurar un único estado ligado en el pozo 6 resul-
tante. Introduciendo explícitamente la interacción ¿-regular izada en el sis-
tema bidimensional de N fermiones (a temperatura cero), se reproducen,
de forma analítica, ecuaciones exactas para el potencial químico y la brecha
("gap") de energía. Estas ecuaciones ilustran el llamado régimen de Bose
de baja densidad de partículas y/o interacciones fuertes; ambas habían sido
obtenidas anteriormente por Miyake en 1983 al investigar la posibilidad de
superfluidez en un líquido degenerado de Fermi en 2D,. Con ayuda de estas
dos ecuaciones se calcula, para este régimen, la energía de condensación del
sistema, que corresponde exactamente a la energía de formación de un gas
de 7V/2 dfmeros con energías de amarre definidas,.

Por último, a partir de la ecuación de eigenvalores de Cooper genera-
lizada, se obtiene una expresión para la relación de dispersión de los pares
como una serie a segundo orden en términos del momento total de estos
Después se estudia el comportamiento de esta serie en el límite cuando la e-
nergía de Feími tiende a cero, i, e,,, una densidad ceio del gas de electrones.,
Este tipo de desairollo muestra la importancia del término lineal en la
lelación de dispersión de los pares, permitiéndoles una condensación Bose-
Einstein en 2D exactamente.
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Capítulo 1

Introducción

Desde el descubrimiento de la conductividad peiíecta en 1911 [1], la su-
perconductividad ha onecido la perspectiva de una amplia gama de aplica-
ciones. Más adelante [2] se halló que la supeí conductividad incluye también
la explusión del campo magnético del interior del supeiconductor. A par-
tir de entonces comenzaron a desarrollarse teorías fenomenologías para
explicar1 tanto las propiedades térmicas como las electromagnéticas de los
superconductores. Mientras los avances experimentales continuaban (e. g.,
efecto Josephson [3]), la superconductividad permaneció como un fenó-
meno complicado de explicar satisfáctoiiamente desde un punto de vista
microscópico. Los primeros modelos hablaban de dos fluidos de electrones,
uno superconductor1 y otro normal.. Se sabía para entonces que el hecho
más fundamental en la transición superconductora, del cual se derivan tan-
to la conductividad como el diamagnetismo perfectos, es un rompimiento de
simetría en la norma de Coulomb del potencial vectorial del campo electro-
magnético. Con una elección adecuada de la norma y del potencial vectorial,
en 1935 London [4] fue capaz de predecir el efecto Meissner dentro del super-
conductor y determinar la longitud de penetiación I del campo magnético.
En 1950 Ginzburg y Landau [5] elaboraron una descripción fénomenológica
que caracteriza al estado electrónico superconductor mediante dos compo-
nentes: un superfluido o condensado y un fluido normal, e introducen el
parámetro llamado longitud de correlación £ (x). que determina la escala
dentro de la cual hay variaciones apreciables del campo escalar complejo
$, que es un parámetro de orden superconductor. La dependencia de la
temperatura crítica Tc con la masa de los isótpos superconductores, marcó
el camino a seguir para comprender más detalladamente el fenómeno,, En
1956 [6] León Cooper plantea la existencia de pares de electrones unidos
por una interacción atractiva fonónica originada en la red cristalina de



iones del superconductor y determina la energía de amane de estos pares
El desarrollo de esta idea llevó a la creación de la teoría microscópica de
J., Bardeen, L* N. Cooper y J. R, Schrieffer, conocida como teoría BCS [7],
que predice la existencia de una biecha de energía A (T) (que se desvanece
para T = Tc) poi encima del nivel de Feími, Ep-, de los electrones; esta
biecha ("gap") es la energía necesaiia paia destruir un par de electrones en
el condensado superfluido Para entonces se creía geneíalmente que la su-
perconductividad sólo podía ocurrir en metales a temperaturas no mayores
a unos 40 K. No fue sino hasta 1986 que Bednoiz y Muelleí descubrieron
supeíconductividad a temperaturas sustancialmente mayores (actualmente
la temperatura de transición máxima es 134 K) en cupratos. La aparición
de los cupiatos superconductores marcó la apertura de un nuevo capítu-
lo conocido como "High Tempeí ature Super condictivity", o simplemente
HTSC....Estos cupiatos son cerámicas de difícil manejo, con pocos porta-
dores de caiga comparados con los metales, pero cuyo antifenomagnetismo
puede sei destruido mediante dopajes, relativamente bajos, que peimiten
introducir hoyos con cierta movilidad dentro de la estructura,. El dopaje
permite,modificar la estiuctuia al grado de formar un estado distinto de
orden estable, metálico, a paitir del cual es posible tenei transiciones super-
conductoras hoy en día con 0 < Tc < ~160 K. Los cupiatos superconduc-
tores poseen piopiedades de anisotiopía tanto eléctricas como magnéticas.
En.ellos la superconductividad ocurre primordialmente en los planos casi
perfectos de óxidos de cobre,, El entendimiento de la HTSC es uno de los
grandes problemas de la física actual, contando con miles de investigadores
que trabajan en .este tópico en todo el mundo. Aunque las propiedades en
el estado normal y superconductor de los materiales HTSC no son escen-
cialmente las de los superconductores convencionales, después de más de
una década de trabajo, hay consenso entre un buen númeio de científicos
respecto a que una modificación adecuada de la teoría BCS dará una ex-
plicación satisfactoria tanto de la transición super conductor a como de las
propiedades del estado superconductor en HTSC Podemos citar1 vanas 1a-
zones para explicar el extraordinario interés que la HTSC ha despertado: su
interés científico intrínseco; su carácter interdisciplmario, que va de la cien-
cia de materiales a la química y de la física teórica a la física experimental;
las aplicaciones potenciales para materiales cuya temperatura de transición
está por encima del nitrógeno líquido (77 K); la expectativa de hallar su-
perconductores a temperatura ambiente. Esta tesis es un resultado más de
los múltiples esfuerzos que se realizan actualmente para elaborar una teoría
BCSrgeneralizada que explique la superconductividad a alta temperatura
crítica,,

Una de las dificultades encontradas en las teorías de superconductividad
es que las interacciones de apareamiento no se conocen del todo, de modo



que, aparte de utilizar' el formalismo y apioximaciones de la teoría cuántica
de muchos cuerpos," debemos modelar las fuerzas de interacción entre los
electrones y a partii de ellas calcular las propiedades resultantes del sistema.

Dentro de la construcción de estos modelos de inteiacción, un caso es-
pecialmente interesante paia el estudio de la superconductividad de altas
temperaturas en los cüpiatos, que son sistemas cuasi-bidimensionales, es el
de un gas en 2D de electrones intei actuando Ahora, teniendo en mente
el papel que juegan los estados ligados de dos partículas en las teorías de
superconductividad, dentro de las interacciones bidimensionales, el caso de
una interacción atractiva de contacto, a saber, la tipo delta de Dirac, resul-
ta aún más interesante desde el punto de vista académico, pues en 2D es
muy poco conocido (en libios de texto avanzados sólo se da como problema
propuesto) e inédito dentro del estudio de pozos cuánticos con potenciales
6,, " "

Comenzamos el Capítulo 2 de esta tesis resolviendo el problema de
Cooper de eigenvalores de energía para dos fermiones que ínter actúan por
encima del nivel de Fermi; así se obtiene la energía de formación de un par1

de Cooper,, Continuamos con un breve resumen de la teoría microscópica
BCS de superconductividad y reproducimos algunos resultados básicos de
ésta que nos serán útiles más adelante. Dentro del formalismo de segunda
cuantización, al incluir una interacción atractiva en el hamiltoniano de los
electrones que interactúan, el problema en teoría de muchos cuerpos paia
los de eigenvalores de energía se aborda introduciendo la teoría de cuasi-
partículas de Landau, que proporciona una correspondencia uno a uno con
un sistema modelo de cuasipartículás cuyas energías se ven afectadas por la
presencia de otras cuasipartículás. Estas cuasipartículás tienen una energía
de.excitación mínima A (T), la función de brecha, que, bajo la interacción
BCS modelo, es determinada al resolver la ecuación secular del hamilto-
niano, escrito en términos de operadores de creación-aniquilación de las
cuasipartículás. Dentro del mismo formalismo se reproduce la expresión
BCS para la energía de condensación a temperatura cero.

Un ingrediente que no está presente en la teoría BCS es el de la for-
mación de pares antes de la transición superconductor a y su posterior
condensación,, Por esta razón se hace a continuación en el mismo Capí-
tulo 2 un breve resumen de la superconductividad como una condensación
Bose Einstein (CBE), El desarrollo de esta idea lleva implícito un análisis
de la naturaleza de las partículas superconductor as suceptibles de conden-
sarse (parones) en cuanto a su relación de dispersión, pues en general la
dimensionalidad de los sistemas implica restricciones en ella para posibili-
tar la CBE.. Para terminar este capítulo, debido al énfasis que haremos del
problema bidirnensional, se menciona la importancia de éste dentro de la
superconductividad a temperaturas altas.



Con las motivaciones expuestas, en el Capítulo 3 estudiamos con de-
tenimiento los estados ligados en pozos isotiópicos cuyos potenciales son
llevados al límite de una función delta de Dirac en d dimensiones. Es-
pecíficamente, en 2D hallamos que dicho pozo tiene-un número infinito de
estados ligados, n —> oo, de modo que el estado más ligado del pozo 6 es
infinitamente ligado. En este mismo capítulo se reproducen los casos mejor
conocidos en 3D donde, igualmente, se tienen estados ligados n -» oo, una
vez que se cumple una condición mínima del potencial para el primer es-
tado ligado, y en ID donde hay un sólo estado ligado. Tanto en 2D como
en 3D, si tuviéramos un sistema de N fermiones interactuando via este
potencial atractivo delta — vo5 (r), con vo > 0, las parejas de electrones se
acomodarían en los infinitos niveles de energía, de los cuales el más bajo es
infinitamente negativo; dicho sistema se colapsaria de foima similar a una
estrella de neutrones, pues la energía de amane por paitícula E/N —» — oo.
Como se muestra en el Apéndice A, este colapso se completa con una den-
sidad de partículas infinita en N —> oo Por último, y paia prevenir este
colapso, introducimos los potenciales atractivos regularizados en el límite
<5, introducidos por P. Gosdzinsky y R. Tarrach en 1991, con los cuales se
tiene tanto en 2D como en 3D sólo un estado ligado poi pozo, con eneigía
definida..

En el Capítulo 4 tomamos el sistema de N reuniones en 2D con la inter-
acción atractiva 6 regularizada a la manera de una interacción modelo BCS
y, para la interacción en cuestión, vemos que una solución autoconsistente
de las ecuaciones de brecha y de número de partículas nos permite repro-
ducir los resultados exactos en 2D presentados por Mi.yake en 1983, respecto
al potencial químico /¿ y la brecha de energía A, paiametrizados por la ener-
gía de amarre del par en el vacío, B%~ Utilizando estas relaciones obtenemos
a continuación la eneigía de condensación del sistema AE = -§ArZ?2, que
representa la energía de un gas ideal de JV/2 partículas con energías de
ligadura (o amarre) B2- Finalmente calculamos y discutimos la fracción de
electrones apareables que están apareados tanto desde el punto de vista de
la teoría BCS como con un modelo estadístico de equilibrio químico en un
gas binario.

En el Capítulo 5 tratamos la relación de dispersión de pares de Cooper
excitados (con momento total del centro de masa K ^ 0), debido a la
importancia que ésta tiene en condensación BE para d > 1 A paitii de la
solución de la ecuación de eigenvalores de Cooper, obtenemos la relación de
dispersión SK de los pares como una serie a segundo orden en términos de
K e investigamos el comportamiento de los términos lineal y cuadiático de
CK en el límite tanto de densidad cero del gas de electrones, i.e,,, cuando el
mar de Fermi se desvanece, como para acoplamiento débil,,

En el Capítulo 6 presentamos nuestras conclusiones respecto a los resul-



tados obtenidos. Finalmente, en el Apéndice A se obtiene el valor propio de
la energía Hartiee-Fock (HF) por1 partícula del sistema de N fermiones con
interacción 6, usando ondas planas; este valor1 es una cota superior del valor
propio exacto de la energía del estado base,. Usando lo anterior se muestra
que al tener un número de partículas infinito el sistema se colapsaiía con
una energía de amarre por partícula y una densidad infinitas, tanto en 2D
como en 3D.



Capítulo 2

La superconductividad

2.1 El problema de Cooper
Las entidades básicas del estado superconductoi son pares de electrones o
pares de Cooper, estados ligados de dos partículas (kiJ!k2cj), donde a indi-
ca el estado de espín y k el momento del electrón1, El mecanismo que está
detrás,de la formación de pares depende de las propiedades electrónicas
del estado normal del sólido. Ahora, a diferencia de los núcleos de 3He de
los superfiuidos, los electrones de un material en el estado normal pueden
considerarse como un gas ideal, de modo que para la existencia de estados
ligados de dos partículas en este gas electrónico, es necesaria la interven-
ción de interacciones atractivas interfermiónicas de dos partículas V (r,r').
En la teoría estándar de superconductividad, esta interacción atractiva es
debida a la deformación y la consecuente polarización de la.red cristalina,
causada por un electrón. Sin embargo, únicamentre los electrones más cer-
canos al nivel "de Fermi son aptos para participar de esta interacción, pues
sus eneigfás deben estar dentro de una pequeña región o banda de energías
alrededor de Ep- Esta región es de tamaño ñui^2 para los superconduc-
tores de bajas temperaturas críticas o metálicos. Una vez establecida esta
interacción atractiva neta (que supera a la repulsión de Coulomb) de ori-
gen fonónico entre los electrones, Cooper demostró [6] que la inestabilidad
del sistema en esta fianja es provocada por el apareamiento de electrones,
como.se ve después en [8] y [9], El planteamiento de esta idea como un
proceso generalizado en el gas de electrones, permite obtener, de manera

1 en esta sección y en adelante hablaiemos de electrones dentio del sólido lefiiiéndonos
propiamente a estados de Bloch de una paitícula

2Ía energía fonónica característica, con u>£) la frecuencia de Debye, que determina la
magnitud de las distorsiones de la íed del mateiial



autoconsistente entie cada apareamiento de electiones y el mar de Feími
restante, como espectador, un gap o eneigía de excitación mínima A(T)
que poseen los pares., Esta brecha de eneigía los separa del estado noimal
del sólido al no existii suficiente energía térmica en la red para dispersarlos,.
Al formarse mas y más pares, favorecen otro tipo de distribución estadística
del sistema, debido a que alrededor de la superficie del mar de Feími más
y más estados están disponibles para el apaleamiento.

L. N. Cooper [6] tomó dos electiones con energías e¡- = Ti k2j2m y
masa efectiva m en posiciones ri y r2, respectivamente, situados en un gas
de Feími de N partículas en su estado base (donde el potencial químico
fj. = Ep) y aplicó entre ellos la interacción responsable de formar un par
V (i*!, r2) = V (r), donde r = r2 — ri es la coordenada ielatíva. La función
de onda del par * (R,r) , con R =^ (rj + r2) la coordenada del centro de
masa, cumple con la Ee. de eigenvalores de SchiOdinger independiente del
tiempo

{ ^ ^ ^ R,r), (2.1)

donde E es el eigenvaloi de energía. Intentando la separación de variables,
$ (R,r) = 3> (R) ip (r), tenemos que $ (R) = e i K R , con K =\ (ki + k2) el
momento del centro de masa, de modo que la Ec, (2 1) paia la coordenada
relativa es

Ahora, el par de Cooper estará formado por el estado (k ti — k | ) , de
modo que quedará en reposo el centro de masa, i e., K = 0 Mientras
tanto, la presencia de los N — 2 electrones íestantes tiene como efecto evitar
que los dos electrones que forman el par ocupen estados por debajo del nivel
devFermi., Esto se incluye introduciendo de [9]. pág. 388, la combinación
lineal

donde 4̂̂  es un coeficiente de expansión tal que a los estados con k < kp
corresponde 4k = 0, con kp — ¡k^l dado poi EF = f?k\¡1m Usando
(2,3) en (2,2) tenemos

- E) Ak + 5 3 Vk,k' Ak = 0 (2,4)



donde ek es la eneigía correspondiente al estado k y

Vk,k' = L~d fddr íddr'e-iktV{v1r')eüír' (2.5)

= L~d /VrV(r)e i(k-k ')-' ) (2.6)

con L la longitud del sistema» es la doble transformada de Fouriei en d di-
mensiones del potencial de inteíacción V (r, r') entie las partículas y hemos
usado £-d-/ddre i(k~k ') i r = 6KW En la Ec. (2.4) se define la.cantidad

v .. (2.7)

que al usaise en la misma (2,4) nos lleva a Au. = Ak / (E — 2ek); ahora, al
introducir (de maneía autoconsistente) A^ en la misma Ec. (2.4) tenemos

Como apuntamos aniba, la eneigía disponible paia la inteíacción es del
oí den de la eneigfa de Debye, típicamente del oí den de unas decenas de eV
(hu>£) <C Ep), como se muestra en la Figura 2,1. de modo que en esta región
el potencial de inteíacción atractivo se considera isotrópico y de magnitud
constante, con lo cual introducimos la llamada interacción modelo BCS
para el potencial de inteíacción Vk,k'

- V ThuD - EF < efe, efc' < hoja + EF
O en otro caso,

donde V > O es una constante y al usarse en (2.8) se tiene

donde la prima sobre la sumatoria indica que se consideran aquellos estados
sobré el nivel de Fermi donde la interacción (2,.9) es distinta de cero Ahora,
como consecuencia de la interacción modelo (2.9) anotamos, de [9], pág,
399, que, como puede apreciarse en el segundo miembro de (2.10), A& no
depende de k; del mismo modo A& no depende de k'; por consiguiente



— A, con lo que se simplifica la ecuación anterioi

- B JBF

+ ^ (2,12)

f ^ ( 2 . 1 3 )

donde hemos.introducido 5 (e), la densidad de estados por unidad de ener-
gía y se han definido tanto la constante de interacción X = g (Ejr) V como
AQ, la energía de amane de un par de electiones que se hallan situados en
el mar de Feími

La Ec. (2,12) para ID y 3D es una aproximación pues se supuso que

g{<=) ~ g(Ep), Esta aproximación es de hecho bastante común en super-

conductividad dentro del intervalo 1O~3 < v = TICÜD/EF < 10~2 para los

materiales superconductores. No obstante, recordemos que, en general

const.. 2D , (2.15)
e-V2 3D

de modo que en 2D no hay aproximación sino igualdad en (2.12),.

2.2 Superconductividad BCS
La teoría BCS [7] es la teoría microscópica históricamente más exitosa de
superconductividad y hasta la fecha sigue siendo considerada como la teoría
estándar1 de superconductividad, aunque sus predicciones ya han sido re-
basadas expeiimentalmente. En la teoría BCS se parte de un estado funda-
mental |^G) = J2k>kF ^ctac^-ko |0)> doiráe Cj.a y Cfctr son los operadores de
cieación y aniquilación de un estado electrónico con momento k y espín a
y Ak es un coeficiente de expansión, formado por electrones con momentos
k y —k que pueden fromai pares alrededor1 del nivel de Fermi. El siguiente
paso es escribir un hamiltoniano con interacción

H ~ Y^€kCteCka ^YlVk'k'cklc-klc-k'iCk'h (2-16)
k,o k,k'



donde Vktk' está dado en general en (2..5). El número total de partículas N
(consideíando los estados de espín) es

con n-k = CfoCkcr = «&t + nH el número de ocupación. Para calcular el
estado de mínima energía del sistema de electrones se busca diagonalizai el
hamiltoniano (2.16),. Esta diagonalización se realiza hallando la transfor-
mación de Bogoliubov-Valatin [10] adecuada, que introduce los operadores
7/b) 7fc' Y s .u s conjugados, que crean cuasipartfculas o estados-pai1 (k f, 0) y
(0, k' | ) llamadas bogolones, en honoi1 a Bogoliubov; estos bogolones tienen

1/2
la propiedad de incluii ya en su relación de dispersión Ek — (ej* 4- A|) a
la brecha o eneigía de excitación mínima del par A&. Explícitamente estas
transformaciones son

(2,18)

donde Vk, u^ son los coeñcientes a determinar y repiesentan a su vez la
amplitud de probabilidad de que un estado-par esté ocupado o no} lespec-
tivamente, y deben cumplir u\ + v\ = 1. Al escribir el hamiltoniano (2.16)
en ;téiminos de los operadores introducidos se halla el valor esperado de
energía del estado fundamental Eo = £ f c 2 € ^ + Hk,k> ^,fc'̂ fcvfcu*'vfc'>
cuya condición mínima dEo/dv^ = 0 nos lleva a [11]

lVk>-=0, (2-19)

la cual resulta equivalente a la ecuación secular de (2.16). De la Ec (2.19)
[11] se define (ver antes 2.8) la función de brecha

Afc = 'YXfc'Ufc^ = E y ^ ' C1 " ¿I')1'2"*, (2.20)

donde se aplicó la condición u\ + v% = 1. Observemos que, en general, el
valoi de A¿ depende de la interacción Vkx y del espectro de energías e*.
Usando la variable Xk = \ — u | = v\ — | y (2..20) se resuelve (2.19) para la

variable Xk y se obtiene Xk ~ ±|^fc/\/€fc + &'í ^ u e ' ^insertada de manera
autoconsistente en esta misma ecuación, nos permite obtener

(2-21)
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ñojD f¿ 3 x 102 K

A (T) ~

10 K ss Ao = < A (T)

K

£ F » 1 x 104 K

Figura 2.1: Se ilustta la diferencia entie la energía de amane del pai de Coopeí
{con momento del centro de masa K = 0) Ao, y el' gap de excitación mfnima
BCS- A para un valoi de acoplamiento A ~ 0 5 : AQ — 2hU)£)e~2fx < A ftí

como solución. Esta ecuación tiene al menos solución numérica y lepresenta
una vaiiable macroscópica del supeiconductoi Ahoia, utilizando en (2.21)
la interacción (2.9) se tiene

11

donde al pasar1 a la foima integral se consideía que hay simetría respecto al
nivel de Fermi y g(e) ~ g{Ep) (exacto en 2D). Introduciendo la variable
£k = €k — Ep en la ecuación anterior, se tiene

A ñujD{senh[l/X})

— •

~1 (2,23)

(2,24)

, 'Comúnmente} sobre todo en el límite de acoplamiento débil A —> 0, esta
función de brecha A se confunde con Ao, la energía de amarre de pares de

11



Cooper [6], Ec. (2.14). Esta distinción se ilustra en la Fig. 2,,13 donde Ao
es menor en un orden de magnitud a la brecha de energía A (T) que, como
se menciona en [9], pág. 401, es una propiedad colectiva del sistema; su
existencia explica de qué manera el estado superconductor es más favorable
para el sistema que el correspondiente estado normal, pues la energía total
del sistema es menor. Esto se verifica al calcular, usando el formalismo
BCS en T = 0, la diferencia entre las energías del estado basé del estado
superconductor, Es> y, del estado normal, En> Este ceñimiento entre las
energías, o energía de condensación, resulta [12], [13], con g{e)c± g (BF)

Es-Bn = 2g(EF) / dele- %X— (2,25)
/o L vV-f- A2J

= g(EF) (fiuD)2 U-\/l + (A/fc^)4] (2.26)

= ~g{EF)huDA0 -^ -g{EF)&2/2.. (2.27)

Para los materiales BCS, la energía de condensación es típicamente de
orden de 10~8 eV/atomo. La expresión (2.,27) de [13] indica que el corrim-
iento de energías corresponde a la energía necesaria paia la foimación de
un gas de pajes de Cooper. En la Ref. [7] se usa la aproximación (2.24) en
(2,26) para obtener el resultado para A —* 0 dado en (2.27), pero no aparece
el paso intermedio, exacto y válido para cualquier valor de acoplamiento..

2.3 Superconductividad y Condensación Bose-
Einstein

Hay un creencia generalizada de que tanto en los fenómenos de supercon-
ductividad como en la superfluidez existe una dependencia decisiva en la
naturaleza de agregación bosónica de los pares de íeimiones involucrados
[14].. Por ejemplo, el efecto Josephson [3] de tunelaje entre superconductores
puede ser explicado a través de un sólo parámetro de orden que describe
conjunta y simultáneamente a todo el sistema de pares superconductores
y ha sido observado también en helio-3 supeifluido, donde es posible ex-
plicar las dos fases estables por medio del mismo parámetro de orden.. Un
condensado de Bose-Einstein (CBE), postulado teóricamente en 1924, es el
estado de agregación de la materia más novedoso conocido además del sóli-
do, líquido, gas y plasma. Al disminuir la energía disponible del sistema, las
funciones de onda de los átomos vecinos se traslapan unas con otr as y todo

3Si el lector está familiarizado,con la física atómica, le íesultaió útil iecoidai que la
energía de la tempeitura ambiente (300 K) es 1/40 eV
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el sistema comienza a comportarse como un solo objeto cuántico., En el año
de 1995 se confirmó por primera vez la condensación Bose-Einstein en nubes
ultra frías, de átomos alcalinos [15]; como se ilustra en la Fig.. 2,.2, a medida
que la temperatura desciende se observa el fenómeno de CBE, en que los
átomos ocupan mayoritailamente el estado cuántico de rapidez más baja, el
estado base. Esta transición hacia un estado de condensación de la materia
es completamente nuevo y ajeno a los otros estados de agregación de la ma-
teria que se conocían hasta entonces; de hecho} este trabajo ha merecido el
otorgamiento del premio Nobel de Física en el año 2001. Recientemente se
han obtenido condensados BE con átomos de Hidrógeno [16], y Helio [17].
Estas nubes condensadas pueden existir aun dentio de un circuito integra-
do (chip), que manipula haces de átomos en lugar de electrones [18]. Al
igual que la superconductividad, el fenómeno de condensación BE es fasci-
nante para los físicos por1 ser una manifestación macro o mesoscópica de
las leyes de la mecánica cuántica. En nuestros días, es necesario saber aún
más física para comprender y aplicar muchas propiedades en ellos. Ahora
bien, en contraste con la física de plasmas, los condensados BE son fenó-
menos que tienen temperaturas críticas muy bajas (~50xl0~9 K), apenas
por encima del cero absoluto. Un condensado de BE es un sistema alta-
mente coherente., Sin embargo, en los condensados obtenidos hasta ahora
sólo están involucrados átomos, sin redes ciistalinas con muchos grados de
libertad y/o interacciones complejas entre ellos, a diferencia tanto de los
supe:fluidos como de los pares de Cooper en superconductividad,.

En la teoría BCS, las correlaciones pai-par que determinan las confi-
guraciones de mínima energía están supuestamente incluidas en el modelo
estadístico de Feími-Diíae La probabilidad de que dos estados k y k ' que
forman un par o dímero estén ocupados simultáneamente es pequeña ex-
cepto cuando éstos se relacionan poT una condición de apareamineto: para
un estado k hay una pareja k' para, la cual la probabilidad de ocupación es
mayor,. Este tipo de correlación [19], y la factibilidad de existencia de los
dímeros, formados por.estados ligados de paies de electrones, nos permite
reafirmar la conjetura presentada ya en [20] de que la superconductividad
puede ser explicada mediante una condensación en espacio k de los elec-
trones apareados, es decir1, que existe una bosonización del sistema. Por
tanto, el estado superconductor bien puede hacerse corresponder con una
condensación de Bose-Einstein en el gas de dimeros o pares formados en
el gas fermiónico con interacción,. La transición de fase supeíconductora
tendrá entonces similitudes a las transiciones observadas en la formación
de los condensados en nubes atómicas, salvo que la naturaleza de las inter-
acciones subyacentes no está del todo clara, ni será tan sencilla como los
sistemas mesoscópicos de [15], [16] y [17]. Sin embargo, muchas propiedades
de los materiales de HTSC ya han sido explicadas anteriormente utilizando
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TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Figúia 2.2: Secuencia de la distribución de velocidades de un condensado de
Bose-Einstein en un gas de átomos bosónicos de Na A medida que T —* Tc la
mayoría de las partículas tienen la misma rapidez, cercana a cero, y comparten
una misma función de onda La dispersión observada para T < Tc es debida al
principio de incertidumbre de Heisenberg (Tomada de http://www cua mit.edu
del MIT)

una transición entie el régimen BCS (acoplamientos débiles y/o alta den-
sidad de íérmiones) y el régimen de Bose (acoplamientos fuertes y/o baja
densidad de fermiones) mediante lenonnalizaciones de la teoría BCS [21].

En general [22], para un gas ideal de bosones permanentes en d dimen-
siones, con una realción de dispersión cuadrática de éstos, efc = Ti fc /2m,
sólo es.posible una CBE-para d > 2; sin embargo, si la relación de dis-
peisión es lineal, habrá una CBE para 0 < T < Tc ¿ 0 para toda d > 1
Por lo tanto, la posibilidad de superconductividad como una CBE está
abieita, para todo material con d > 1. Específicamente en superconductivi-
dad, los electrones, que por supuesto no .son.bosones, forman pares (con
un espín total entero) que son considerados cuasi-bosónicos, pues si bien
no cumplen con las. leyes de conmutación de Bose, tienen, en una primera
aproximación, funciones de onda que se pueden construir [8], a partir1 de
combinaciones simétricas de las funciones de onda de los dos electrones que
las componen. Ahora [23]., para un valor de momento total de excitación
K dado del par se tiene un número de ocupación indefinidamente grande
paia los valores de momentos relativos k de los electrones que lo forman.
Por lo tanto obedecerán la estadística de Bose-Einstein de la misma ma-
neia que los fononeso excitones presentes en el sólido. De esta distribución
térmica se puede derivar una CBE en el estado base, que pueda ser1 res-
ponsable de la aparición de la superconductividad. Ademas, en [23] se
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i l^^'s'ijHí '' scífP-echgi lqúe;''eslas cuasipaitículas bosónicas se mueven con una relación
¿...*̂ >«-̂ -™,~,de»áÍspeFsiÓH*Íiííeal para momentos del centro de masa K = ki + 1Í2 ^ 0

pequeños, De manera que, teniendo una relación de dispersión lineal, los
cuasi-bosones son susceptibles de condensarse macroscópicamente, mien-
tras la temperatura desciende, en cualquier dimensión d > 1, mientras sea
posible obtener un alto número de ellas, a través de la predominancia del
proceso de apareamiento, Por lo tanto, si las diversas conjeturas respecto a
la condensación Bose-Einstein (GBE) son acertadas, un punto básico paia
el entendimiento de la teoría de la superconductividad es hallar un meca-
nismo específico de apareamiento que originaría estos pares cuasibosónicos,
mecanismos cuya naturaleza sólo puede ser estudiada mediante el análisis
de las propiedades y cantidades conocidas para los superconductores en una
generalización de la teoría BCS, donde al formarse pares de Cooper excita-
dos que se propaguen con una relación de dispersión lineal y se comporten
como bosones, de modo que pueda ocurrir una CBE en cualquier sistema
superconductor con dimensión d > 1

2.4 La bidimensionaiidad en la HTSC

Los cupratos de altas temperaturas críticas se conocieron en 1986 [24], Es-
tos compuestos a partir del YBa2Cu3O7-;c tienen temperaturas críticas por
encima del nitiógeno líquido (77 K) [25] y marcaron el inicio de la "High
Temperatuie Superconductivity" (HTSC), donde existe la jjosibilidad de
una verdadera revolución tecnológica de aplicaciones. De hecho, hoy en día,
los cupratos superconductores de altas temperaturas alcanzan temperaturas
críticas tan altas como 134 K [26], y aun 164 K [27] en el compuesto HgBa-
CaCuO a altas presiones; muchos de ellos tienen ya múltiples aplicaciones
tecnológicas como componentes en filtros de microondas, en cableado de al-
ta potencia} electroimanes de dispersión-beer en aceleradores de partículas
y en sistemas de almacenamiento de energía.. Una aplicación promisoria a
gran escala (superconductores tipo II) es la construcción de trenes de alta
velocidad que usan levitación magnética (MAGLEV); en Japón existe una
pista experimental de 43 Km paia uno de estos trenes [28].

Una característica a notar de los cupratos superconductores de altas
temperaturas críticas es su anisotropía: consisten de planos de CuC>2 que
encierran a'los elementos Ba Y, La, etc. Medidas cuidadosas en estos com-
puestos llevadas a cabo alrededor del mundo, permiten concluir que son
sistemas cuya superconducción es prácticamente bidimensional, ya que to-
dos los portadores dé importancia, tanto de carga como de espín., están
alojados en los planos de óxidos de cobie,. Podemos decir que la supercon-
ductividad en ellos es manifiestamente bidimensional. Experimentalmente
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[29] se han encontrado estas temperaturas críticas altas en superconduc-
tores de dimensiones fraccionarias que, paia fines prácticos, se han llamado
cuasibidimensionales, o bien, con dimensiones 2 + E (donde e —• 0).

Una línea distinta de búsqueda de superconductividad condujo al des-
cubrimiento de superconductores orgánicos [30] llamados sales de Bech-
gaai'd (~12 K), donde se obseiva una superconductividad 1+s dimensional
a través de las cadenas de átomos. Además, en los compuestos de Ĉ o
cristalinos llamados fullerenos se ha hallado también supeí conductividad
[31], y recientemente [32] se llegó a una Tc = 117 K por medio de dopajes
a baja temperatura que distorsionan la estructura. Hay evidencia de que
en HTSC la formación de pares de Cooper es responsable de la aparición
de superconductividad [33]. En estos compuestos, el estado apareado en el
ciistal tiene simetría dx2_y2 [34] y por tanto, se afirma [27] que los por-
tadores provienen de los orbitales híbridos O2P—dx2_y2, que dominan el
proceso de apareamiento.

La teoría BCS que explica los superconductores clásicos (los conocidos
antes de 1986) no explica ni predice estos valores de temperaturas críti-
cas altas,, En la actualidad muchos físicos teóricos comparten el reto de
construir una teoría aceptable que permita describir y predecir materiales
con temperaturas críticas aún más altas que los conocidos Por ejemplo.
Anderson propone regresar al modelo de líquido de Fermi [35] y Mott ha
introducido los llamados bipolarones [36].. Un buen resumen de las tenden-
cias en superconductividad lo ha elaborado Ginzbuig [37]; una revisión de
tendencias actuales en HTSC pueden hallarse en la Reí. [27],.

Pero como hemos apuntado, la pregunta que históricamente es primor-
dial se refiere a la naturaleza de la interacción que origina el apareamiento,.
En principio, en teorías de HTSC ya no se puede hablar de apareamien-
tos exclusivamente de origen fonónico y además un modelo de interacción
de apareamiento en superconductividad debe incluir y/o revisar1 detallada-
mente también la dimensionalidad del sistema. Como veremos más ade-
lante, la naturaleza de los estados ligados en un potencial esférico atractivo
está igualmente muy relacionada con la dimensionalidad de éste.,

Sea cual sea la interacción de apareamiento, específicamente en un gas
de N electrones en 2D se tiene la posibilidad de un tratamiento analítico
exacto. El problema en 2D de muchas partículas que estudiaremos fue for-
mulado primeramente por Miyake [38] a T = 0 usando el formalismo BCS
y resolviendo las ecuaciones de brecha y de número autoconsistentemente,
pero sin hacer referencias explícitas en cuanto al potencial de interacción
subyacente pues basta que éste sea sustituible por una matriz de disper-
sión. Más tarde Randeiia et al, [39] reproducen estas ecuaciones y analizan
la evolución de los estados ligados entre los límites de acoplamiento fuerte
y débil, los cuales corresponden, respectivamente, a estados formados por
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bosones puntuales compuestos (condensables) y a estados de paies de Coop-
ei que se sobieponen unos con otros.,
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Capítulo 3

El potencial delta en d
dimensiones

3.1 Estados ligados en pozos esféricamente
isotrópicos

Lo presentado en el capítulo anterior establece que una interacción electrón-
fonón puede llevar a una interacción atractiva entre electrones. Recordando
el problema de Cooper en la sección 2,1, si transformamos el sistema de
dos partículas a centro de masa (CM) y coordenada relativa, tenemos el
problema de una sola partícula en un potencial atractivo.. Como modelo
para los estados ligados de dos electrones, y considerando que nos interesan
los estados más ligados¡ usaremos pozos esféricos totalmente isotrópicos (i.
e,,, cuyo potencial no tiene dependencia angular) con longitud característica
a y profundidad efectiva VQ ES importante darnos cuenta aquí que, en
general, una interacción atractiva (débil) entre dos fermiones no da lugar1

a estados ligados necesariamente, como veremos a continuación en el caso
tridimensional.

Las energías E < Q para estados ligados de una partícula de masa m
en un pozo esféricamente isotrópico de profundidad —VQ y extensión a han
sido estudiadas en ID [41] y 3D [42]. En el primer caso} la energía del
estado base EQ puede expanderse aliededoi de Voa pequeña como

+ 0(Vr
o

3),,. ID . (3.1)

Similai mente, en 3D, una expansión de EQ alrededor de r\ = Voa2—h 7r2/8m
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Concretamente, en ID siempre existe un estado ligado sin importar cuan
somero y/o estrecho sea el pozo, mientras que en 3D para que exista el
primer estado ligado es necesario un valor crítico Ti 7r2/8m para VQO?.

Los casos ID y 3D son ambas expansiones perturbativas alrededor de un
parámetro de "pequenez" apropiado.,

Por otia parte, un pozo circular en 2D de profundidad VQ y radio a,
tendía siempie un estado ligado [40], sin impoitar qué tan somero y/o
estrecho sea éste.. Sin embargo, en este caso la expansión es no periurbativa
y da, para el estado ligado más bajo

2 D

el cual no puede ser desarrollado en potencias de VQÜ2 , Por tanto, los resul-
tados que se deriven en 2D resultarán inaccesibles a cualquier método que
dependa de la expansión perturvativa en VQÜ2 .

3.2 El potencial delta

Podemos representar un potencial 6 atractivo V(r) = — V(¡6(r) (VQ > 0) en
d dimensiones a partir1 del pozo de potencial

••_.•. • V(r) = ~Vo0{a-r), (3.4)

donde 0(x) es la función escalón, a la extensión del pozo y Vó > 0 su
profundidad, tomando el límite

-voó{r) = - lim Vo0{a ~ r), (3.5)

3 adVo — const.

donde VQ '= c<¿adVb es una constante positiva y Cd — 7Td'2/V(d/2 + 1)
Obsérvese que para cualquier dimensión d, en (3,4) V(r) — V(r), sin de-
pendencia angular, pero en (35) la función á(r) es vectorial; esta particu-
laridad se justifica para los potenciales 6 de corto alcance que tratamos en
este capítulo, pues suponemos que los estados ligados más bajos son estados
5, con simetría esférica,. Por inspección, podemos vei .que se cumple que
Jádr6{r) = 1.
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La ecuación de Schrodinger independiente del tiempo para una partícula
de masa m en el potencial V (r),es

2m -£]*(r)=0 (3-6)

Con el potencial (3 4) en la anterior ecuación bajo el límite delta (3.5)
buscaremos las soluciones E = — \E\ < 0 que representan los estados liga-
dos del pozo con interacción 6..

3.3 Pozos delta en ID y 3D

3.3.1 Delta atractiva en ID
Para ID la variable r > 0 significa \x\ Las soluciones de (3.6) ^(x) = e±px

[41] tienen derivada discontinua en x ~ a en el límite de potencial delta,
—voS(x), donde

lim 2aVQ = vQ < oo, (3.7)
Vo—»oo, a—»0

y siempre hay un (único) estado ligado, E = ~mvQ¡2ñ2 (VQ ^= 0). Nótese
que el resultado en ID con el método de Landau de un pozo somero [43]
con \E\ <g,max\V(x)\ seria

el cual, para el potencial V (x) — —VQ6(X) es

m j u x 1 mvl o o\
J

que concuerda con lo dado en [41].

3.3.2 Delta atractiva en 3D
Para el potencial (3.4) en 3D, la solución de la Ec, de Sciodinger de la
partícula [42] es una. función de onda en coordenadas esféricas *(r) =
Ri(kr)Yim(0, (p), donde Y¡ son los armónicos esféricos y la parte radial
Ri(x) es una función esférica de Bessel de orden I [44], pág. 722. En la
parte interna del pozo, 0 < r < a, las soluciones son funciones esféricas
del primer tipo ji{Kr) < co en r = 0, con K2 = 2m(Vo - \E\)/h2.. Para
la parte externa del mismo, r > a, las soluciones son funciones esféricas
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modificadas'fcí(fcr), con k2 = 2m\E\/h2
} que decaen exponencialmente y

son finitas cuando r - * c o La condición de fionteía de continuidad de la
paite radial y de su derivada, en r = a, es

liAKr)
3i{Kr)

_ dr
h(kr)

(3.9)

Para I = O1, usamos de [44], págs. 730 y 733, jo(x) =sea(x)/xi y fco(a:) =
e~x¡x paia llegar a la condición

Kcot(Ka) = -k, = 0). (3.10)

La solución gráfica dada en [42] de (3.10) muestra que el número n de
estados ligados está dado por la condición

(n =0,1,2, .) (3.11)
Ib

de donde podemos vei que habrá un piimei estado ligado en n = 0 cuando

Voa
2 > 7r2a2/8m (3.12)

como se había mencionado después de (3.2).. Ahora bien, para el potencial
delta tenemos

lim f dsrV06{a - r)= f
•+00, Q—*0 / /

= lim ^
VÜ—'OO, a—>0o

= VQ < oo. (3.13)

En (3,11) vemos que lim (2mV(,a2/ti2)1^2 ~ co mientras se cumpla
V Q — - O O , a—+0

la condición (3 12), pues, de acuerdo a la Ec (3.13), lim Voa2 =
VÜ—«oo, a—*0

lim (3uo/47ra) = oo. Es decir, el pozo 8 en 3D tendrá un númeio
Vo—too, a-*0
infinito de estados ligados., Es posible calcular las energías I =í 0 de estados
ligados En = —h2/2ma2

 (TT2/4 + e j ) , donde en son las laíces adimension-
ales de (3.10),.

liecoidembs que buscamos los valoies de -eneigia inínima
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3.4 Potencial atractivo delta en 2D

En 2D, las soluciones de la ecuación de Schr5dingei (3 6) del pozo con un
potencial (3.4) son 3>(r) = f{r)eiv^ con v ~ 0,1,2, ... y la vaiiable angular1

—f < ^ < ^ Para 0 < r < a la parte ladíal de la solución es una función
cilindrica de Bessel de orden entero [44], pág- 669, Jv(Kr), finita en r = 0
y K2 = 2m(Vo — \E\)/Ti2. En la región exterior r > a, se tienen funciones
de Bessel modificadas Kv{kr)y con k2 = 2m \E\ /Ti2, legulaies en el límite
r —* co,. Los estados ligados están determinados por las condiciones de
continuidad de la función y su primera derivada en la frontera r = a

j-Jv(Kr
dr

JAKT)
dr'
Ku{kr)

(3.14)

r=a+

De donde, para v = 0, usando de [45], pág.. 361 dJo (Kr) /dr = KJ\ (Kr),
(kr) /dr = kKi (kr), tenemos

Jo(Ka) Ko(ka)

En (3,15) siempre se cumple que K\(x) > KQ{X) > 0, de modo que su
segundo miembro es siempre una función positiva creciente. Por otra parte,
observemos que JQ (X) oscila en las a; y por tanto el primer miembro de
(3.15) diverge positivamente cada vez que Jo (a;) = 0, cambiando de signo
y empezando de nuevo desde —oo al continuar1 la oscilación, como se ve
en la Fig: 3,1 donde se han graneado los dos miembros de la condición
(315); en la misma figura se ilustran los lugares correspondientes a los
estados ligados con círculos vacíos en las intersecciones de amba curvas,. De
esta manera vemos claramente que siempre habrá un estado ligado entre
dos ceros consecutivos de JQ(X) El número n de estados ligados para un
intervalo dado en ka. dependerá de la distancia entre los ceros consecutivos
de esta función.

Para el potencial .delta en 2D tenemos

lim 7rVoa
2~vo < oo, . (3.16)

VQ—*CX>, a—*0

de modo que ka —> 0 y a la vez Ka —* \/2mvn/7tñ2 < oo,
••• • Ko-*co,a->0 Vo->oo,o-*OV • .

peio no necesariamente <C 1, mientras \B\. sea finito. Las funciones de Bessel
oscilan de manera casi periódica paia valores grandes de su argumento, y
podemos usar de [45], pág 364, para el miembro izquierdo de (3.14), las for-
mas asintóticas Jo (a:) —> •JI/'KX cosía; - TT/4) y 3\{x) —> \¡2/'KX eos (a; —

22



estado ligadt

- 1 -

0.5 ka

Figura 3 1 : El piimei (cuiva llena) y segundo (curva discontinua) miembros de
(315) para el pozo en 2D con V Q / | £ | — 300; las intersecciones de las curvas,
marcadas con cficulos, indican los estados ligados.. Siempre había' un estado
ligado entre dos ceros consecutivos de la función Jo(x)

7i72 — TT/4) y para el segundo miembro tendremos2 xK^íx)/KQ(X)

—l/lnz; ambos miembios pieservan su comportamiento en ka. Obseíve-
mos que Ka — (V$J \E\ — 1) ka poi' lo que a medida que la inteíacción
se lleva al límite delta (3.,5), el argumento de Jo (x) aumenta por el fac-
tor-.a = {Vof \E\ — I)1 ' , por lo tanto los ceios consecutivos de la función
Jo (-K"r) se aproximan unos a otros.. Para un intervalo dado de anchu-
ra ¿¿a, el número n de estados ligados será n = akia/ir, de donde, en el
límite delta (cuando VQ/ \E\ —> oo) el número de estados ligados n aumen-
tará indeñnidamente. Es decir, para el límite de interacción 6 tendremos
un númeio n de estados ligados infinito.. De esta maneía hemos concluido
que el pozo delta en 2D soporta un número infinito de estados ligados, al
igual que el caso en 3D, peio en este caso sin existii una profundidad "mín-
ima del pozo similar a (3.12) para que exista el primer estado ligado., A

2usamosdelaRef, [40],pág. 613,

In x

pata (/= 1, y
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ados

i

ligadí

1
0.4

5
— - - H

1

ka

Figura 3.2: Condición (3 15) pero para VQ/ \E\ = 2700 El número de estados
ligáüos aumenta a medida que él potencial {3 4) sé aproxima a una función delta
de Diíac

continuación veremos que el estado más ligado del pozo 6 es infinitamente
ligado. • •

Los estados ligados del pozo pueden ser fácilmente identificables como
las raíces de la ecuación

axnJi{axn)Ko(xn) - xnKi(xn)Jo(axn) = 0, (3,17)

que es simplemente una reescritura de la condición (3.14); como puede verse

en la Fig. 33, las. raíces de (3; 17) xn = kna = w2m \Bn\ ¡Ti se suceden
de manera creciente ad infiniium.de modo que el estado más ligado es
infinitamente ligado. .'• ; .

Presentamos en la Tabla 3.1 los valoies más bajos de soluciones numéri-
cas de (3.17) para ciertos valores, de VO/|JE|,.estos valores se ordenan
siempre de manera.creciente y .están relacionados con los estados ligados
E = —h x%/2m del pozo., Ahora, de acuerdo al principio de exclusión de
Pauli, el número de ocupación por cada nivel de energía es 2 como máximo*
Como se ilustia en la Fig,. 3.4, esto hace que la interacción atractiva S en un
sistema en 2D o en 3D de iV férmiones represente la ocupación escalonada
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Figura 3.3: Ilustración de la condición (3,17) donde cada raíz representa un
estado ligado.. Con el compoitamiento oscilatorio mostrado se puede apreciar que
las raíces de (317) formarán un conjunto infinito y ordenado crecientemente, de
modo que el estado más ligado será infinitamente ligado.

de un número infinito de niveles.de eneigfa. Como el estado más ligado
es infinitamente ligado, un sistema tal se colapsaria pues tendría energías
de .amarre por partícula infinitas. En el Apéndice A se dan más detalles
respecto al colapso.

V0/\E
10
IOÓ

10°

•As

0
0
0

1

,3738
,0218
.0123

X

1
0
0

2

4216
1248
0223

2
0
0

3

4674
2245
0323

X4

3 5137
03240
00422

Tabla 3.1: Primeras raíces de (3 17), xn= -J2m \En\ ¡%2a
." para los estados ligados'de un pozo en 2D de acuerdo a (3 14), con
. distintos valores de VQ¡ \E\ „ '

En el método usado en [43], con v = 0 para un pozo somero en el que
—* 0 y \E\ < Vo, se toman Ka y ka —> 0 con lo que, al usai en (3.14)
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l a s a p r o x i m a c i o n e s [45] Jv(x) —* x u ¡2yv\, p a r a i/ = 0 y l , t e n e m o s

1 _ In ka

~(Kaf~~2~í

con lo que al hacei Vo - ¡j?| » VQ, de (3.18) tenemos

(3,18)

E=- (319)

que es la (3.2).y concuerda con [43] salvo un factoi, ahí faltante, de 1/2 en
el prefactor.

potencial delta
en 2D y 3t>

Figura 3,4: El sistema de N feímiones con un potencial de interacción i5 lleva
al colapso del sistema tanto en 2D como en 3D con una densidad de partículas
n' —»• oo y una eneigía de amarre por partícula Eo/N que diverge a —oo, de
acueido con el valor vaiiácional en (A.5) que es una cota superior.

De hecho, en [43] paia un pozo somero en 2D> el estado ligado está dado

poi

2mo?
I ±.2 i

exp I —n ¡m
drrV(i (3,20)
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que con.el potencial.V(r) == —Vo$(a — r), da el resultado (3.19), que no
puede ser desarrollado en potencias de Vo&2 • Recordando (3.16) tenernos
para el potencial —VQ6 (r) en 2D

E —» - 2 ^ 2 exp ( - 2 R V ™ * ) , (3.21)

que tiene la forma /(A) = e~l¡x —• 0, i.e., posee una singulaiidad esencial
. x—*o

o irremovible en A — O3 Ahoia, teniendo en mente el papel de los estados
ligados de dos partículas en superconductividad, lo anterior sugeriría, con el
ejemplo del potencial 8 en 2D, que el estado base superconductor no puede
ser1 visto como una expansión perturbativa del estado normal.

3.5 Potenciales delta regularizados
Estamos interesados en describir un gas estable de electrones inteiactuantes
como modelo de superconductividad. Nuestra siguiente tarea en cuanto
estados ligados de dos partículas, será utilizar en los pozos cuánticos los
potenciales con interacción ¿-regularizada [46], con el fin de evitar el colapso
del sistema (vei Apéndice A) de N fermiones, tanto en 2D como en 3D>
ilustrado en la Fig. 3.4 En general, la regularización de potenciales permite
dar un marco simple a muchos conceptos básicos de la teoría cuántica de
campos, que de esta manera pueden ser explicados con la mecánica cuántica
más sencilla,, Como veremos, el potencial delta de Diíac es un problema que
se-tiata mejor al introducir1 uria regularizado!*. Más aún, los potenciales
regular izados que utilizaremos están especialmente diseñados para que los
pozos atractivos tengan un estado ligado único,,

Siguiendo los requerimientos dados en [46] para la regularización del
'potencial 6 en 2D consideraremos el potencial de regularización atractivo

donde m* = m/2 es la masa reducida de un par1, a es la anchura del pozo, y
ao es un parámetro arbitrario que medirá en adelante la extensión o alcance
de la interacción. El potencial (3.22) representará ahora la profundidad de

3lo cual puede ser visto directamente para el pozo someto con el potencial V(r)
—wo<5(r) pues

zoo yoo
, • / drvo6(r)T = vo / drS{r)r—* 0+ ,
:
 JO Jo

y por lo tanto B —*• 0" .
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un pozó en 2D, en sustitución de (3.4). La interacción llegará al límite 6
con la Ec. (3., 22) llevada al límite a -* 0, es decir

a() = -vo(a)6(r) (3,23)
a—»0

de modo que la intensidad del potencial delta VQ (a) > 0 será ahora

vo(a) = - fd2rVa(r)

™ ' Q+, (3.24)
' • " • ' • rn In \a(a^\ a-»o

cumpliendo así con el requerimiento dado en [46], donde se tiene (lnlo/aoj)"1

i, e., decae logarítmicamente a ceio.,
Partiremos de la Ec, de SchrOdinger (3,.6) con el potencial (3.22) y

buscaremos los estados E ~ ~ \E\ < 0 para ondas s, puesto que nos interesa
el valor mínimo de energía de ligadura; en [46] se menciona que el carácter
de alcance cero de la interacción delta hace suponer que sólo las ondas
$ la notarán. Nótese en (3,22) que lim Va(r) = 0~, como se indica en

-, • . ' a—0

[46], indicando que el potencial atractivo será infinitesimalmente débil en
el límite 6, Esto sugiriere usar el tratamiento ya citado de [43] para un pozo
somero. Por lo tanto introduciremos (3.22) en (3.20) para obtener, en el
límite a —• 0, un "Único estado ligado de onda s, a sabe:

£ = _ J L S _ B 2 ! (3.25)

donde B% > 0 es la energía de amarre de un par de partículas en el vacío
que corresponde a la interacción ¿-regularizada,. La magnitud de £2 = — E
oc O,Q2, varía en el intervalo (0, 00), y estará completamente determinada
si consideramos que nuestra escala a® se mantiene fija4. Será conecto
hablar de un apaleamiento de Cooper mientras el tamaño de los dímeros
sea suficientemente pequeño.

Ahora bien, para la correspondiente regularización del potencial en 3D
que cumple con los requerimientos dados en [46] consideraremos el potencial
atractivo

(a-r) (3,26)
2m*

4este paiámetio.jüéga el misino papel que la conocida A en cromodináimca cuántica
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paia el cual la interacción 6 se obtiene igualmente con el límite (3,24) en
donde

vo(a) = -jd3rVa(r)

m*
(3.27)

que se desvanece en a —*• O como es requerido. Observemos que en (3,26)
también se cumple \imVa(r) = 0~, es decir, el pozo es también somero

a—fQ

y por lo tanto tomaremos Ka y ka <g; 1 en (3.9) con las aproximaciones
de [44], págs, 726 y 734 jo(x) -^ 1, jx{x) - ^ x/3; y ko{x) - ^
l/av h(x) —• — l/x2 para hallar1, usando (3.,26) en la Ec. de Schrüdinger

(3 6) en 3D y tomando el límite <5, i., e.,, con el potencial ~VQ (a) ¿(r)} un
único estado ligado de onda s, idéntico al caso (3,25) en 2D. De hecho, de
antemano hemos adecuado la forma del potencial de regularización (3,,26)
precisamente con este propósito.

En la TUbla 3,2 resumimos los resultados obtenidos para los pozos con
interacción atractiva delta — v$b (r) que poseen un único estado ligado de
dos partículas; como hemos visto, en 2D y 3D lo anterior se consigue me-
diante una regularización de los potenciales 6.

d

1

2

3

V

h2

2m*

n¿

a—*0

(Voa < oo)

2 üfn

a2ln a/ao

Van a ^& (a

r)

-r)

vo = -

2a Vb

m In
AKTÍ¿ í a3

¡<ldrVa{

= const.

1

a/do a-

+ 3 a ) -

r)

->.o+

—* 0 +

B2~~E
2

Ti'
mal
ti¿

ma^

Tabla 3.2: Resumen de los resultados paia los problemas d-
dimensionales con potenciales de inteiacción 6 (ID) y a-regularizados
(2D y 3D) Aquí m* = m/2.
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Los potenciales de regularización 6 dependen de dos parámetros: a,
que es un regulador de corta distancia y «o Que xepiesenta una escala de
la interacción,, Con el fin de clarificar su significado físico, veamos que al
introducá estos potenciales en la Ec, de Schro'dinger para una partícula en
un pozo cuántico, estos parámetros pueden identificarse con la coordenada
radial del pozo y con la extensión de la función de onda de la partícula,
respectivamente. La Fig,, 3.5 ilustra lo anterior,, Como hemos visto, la
magnitud del estado ligado £2 en 2D y 3D depende de 00, parámetro al
que hemos llamado la escala o alcance de la interacción.,

V(r)

a

Figura 3.4: Se muestra esquemáticamente el significado ffsíco de los dos pai¿met-
ros de los potenciales de regularización, &o en la función dé onda (curva llena),
y a en la extensión del pozo (discontinua), desde el punto de vista del problema
reducido, Ec (3 6), de una partícula de masa m* = m/2 en un pozo cuántico
llevado al límite 6.
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Capítulo 4

Apareamiento en 2D y
transición BCS-Bose

4.1 modelo de interacción Noziéres y Schmitt-
Rink

El pioblema de la transición o "crossoveí" entie la superconductividad BCS
y la condensación Bose-Einstein ha sido ampliamente estudiado al menos
desde el año de 1967 [47],. En mateiia condensada el legimen BCS de paies
de Cooper extendidos que se traslapan y el régimen de paies bosónicos
fuertemente ligados y localizados son claiamenté diferentes; la tiansición
entie ambos ha sido estudiada [48] en 3D con un modelo de interacción
enteramente dentio del marco definido por el modelo BCS del Capítulo
2. En su formulación más explícita [49], se enfatiza la importancia vital
de la triple autoconsistencia entre las ecuaciones de número y gap con la
energía del estado de una partícula. A continuación veremos cómo esta
transición es puesta de manifiesto, de maneía exacta en 2D, en un sistema
con interacciones inteifermiónicas ati activas una vez que la magnitud de
éstas (y/o la densidad) es modulada (reducida) adecuadamente.,

Para un sistema de N férmiones [11], pág. 8, la ecuación para el número
de partículas es

> •' (4.1)

donde se ha considerado la degeneración de partículas con espín 1/2 y

vi = - I 1 —¿- ) es la probabilidad de que un par exista con
2 \ & J
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&k = £k2 + f̂c> *a energía de una cuasipartícula (bogolón) con energí-
a mínima A¿, la función de brecha BCS, y donde £fc =.efe - /¿ es la.e-
nergía cinética refeiida al potencial químico, ¿A, que seiá determinado más
adelante, pues a diferencia de otros tratamientos o generalizaciones de BCS,
aquí no se considera fijo, ni es sustituible con la energía de Fermi Ep.

En la ecuación de gap BCS dada en [11] paia A¿

^ y / (4.2)
k>

tomaremos

V , ~ ¡ ~VO/L2 máx{0, f¿ - ^ p } < £jti 3 < ^ + ^ _ D
•- • • fcfc' I 0 en caso contrario, ^ ' '

donde VQ> > 0 será tomada más adelante para la interacción — VQS (r) de
la Tabla 3,.2. Anotemos que, históricamente, la energía de corte TIOJD fue
establecida en la teoría BCS simplemente para deteiminar la región donde
se espera que la interacción entre los electrones sea atractiva., No obstante,
recordemos que, en general, la densidad de estados íonónicos

p(ui) a

dé "modo que en 2D la energía de Debye correspondiente estará "corrida"
respecto a 3D, mientras que en ID todas las excitaciones fonónicas del
sólido resultan igualmente importantes. Esto último es tomado en cuenta
en nuestro modelo en el límite inferior en (4.3), el cual se ha escogido de
modo que, como un caso especial de las Ees BCS, podamos tomar TLOJD
como oo1. Ahora, como no puede haber excitaciones infinitas, lo anterior
implica simplemente que estamos interesados en todos los electrones, y no
solamente en los que se encuentren dentro de la franja ±TIUJD al rededor de
EF.

Por otra paite, tomar UOJD —> co corresponde justamente al límite de
inteiacción ó. Lo anterior se corrobora en la Ref. [50] de la siguiente manera:
escribamos una interacción interiermiónica general

Vk,k> = -{v0/L
2)gkgk, (4,4)

donde, como antes, L es la longitud del sistema, vo > 0 es la intensidad
de la interacción y tomamos gk = (l + &3Ao) con ka el inverso de la

const,,
ÜJ

u,2

ID
2D
3D

1este limite nos i emite a aquel de muy baja densidad o densidad cero del gas de
electiones, es dech, cuando EF —* 0, pues v ~ huJpfEp —* oo en ambos casos
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extensión del potencial; feo = kp nos remite a una inteíacción del orden del
éspaciamiento interfermiónico,. Mientras tanto, la inteíacción de contacto
V(r) ~ —VQ6(T) estará dada por ko ~* oo, que implica Qk = 1 con lo cual
(4,4) corresponde a (4.3) en la región donde Vk¡k' ^ 0., De hecho, dicha
región se puede representar en (4.4) con

9k = B {Tt^D + ¡¿-tk)& (máx{0, y. - fwjD} + efc), (4,5)

donde Q(x) es una función escalón. Claramente se ve en (4.5) que el límite
TÍÜJD —> oo implica gu = 1, i., e , el caso de la inteíacción S.

Poi otra paite, como se apuntó después de (2 20), Afc depende de Vkk1,
pero notemos sin embargo que con la interacción modelo BCS, en el límite
6 de la interacción (4.3), se puede tomar Afc c¿ A, de la misma manera que
para un gas diluido en [39].

En 2D la Ec. de número (4.1) es2

[(e - tf + A»]
de manera exacta, debido a que la densidad de estados electrónica por
estado de espín g — mL2/27ih2 es una constante, como ya se indicó en
(2.15).

. Consecuentemente, usando (4.3) en el límite 6 (a ~? 0) en (4,2) tenemos,
en2D

i - _ ^ o r _ _ * (4 7)
2£2^ [ t f f ( ]

Recordemos que el sistema bidimensional peimite un tratamiento analítico;
de modo que al resolver simultáneamente las Ees.. (4.6) y (4,7) tenemos

«B2(aa/a)2/2-->oo
2Ep = lim

(4-8)

donde, usando N = 2gEp, hemos sustituido Ep en (4-6) y en el límite
superior de integración hemos introducido B% — Ti /JTÍOQ, la energía de

co realizamos la sustitución ¡^t^/%D
l._hu. \ de —> Jo°° cié.
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amarre de un par3 en el vacío (3.25) referida al potencial químico ¡x\ la
forma funcional de este límite superior se ha escogido de manera que se
cumpla
tenemos

(ao/a) ¡2 —> oo en el límite 6. Resolviendo analíticamente (4,8)

2EF = lim [e - Vf + A21
a—*0 L J

ln
— 1 — lim

(4-9)

ln [a/oo]

donde se ha sustituido v0 en 2D de (3.24) y g = mL2/2wh2.. Calculando los
límites4 correspondientes y íesolviendo simultáneamente estas ecuaciones
paia Ayfi , tenemos, de manera exacta

(4.10)

como había sido hallado primeramente en [38] para un líquido de Fermi
degenerado y posteriormente en [39] sin necesidad de especificar la inter-
acción involucrada al usar la matriz de dispersión í y relacionarla con una
longitud de dispersión de onda. Las dos incógnitas de las Ees.. (4,10) de-
penden de un solo parámentro adiinensional, B<¿¡Ep.. Nótese en los límites
de integración de,las Ees. (4,,6) y (4,,7), que todos los fermiones del sistema
intei actúan.

4.2 energía de condensación

A paitir de (2.16), el Hamiltoniano reducido Hred
5 BCS, en [7, Eqn. (2.41)]

se calcula en (2,26) y (2 27) la eneigía de condensación del sistema como
la diferencia entre energías de las fases normal y superconductora para la
interacción (2.9). Corno hemos dicho antes en este capítulo, en nuestras
ecuaciones tipo BCS con el potencial 6 se puede tomai el límite superi-
or de integración IUJ^ —> oo, con lo cual, en la Ec, (2,26), tendremos

3la energía de amane poi partícula ligada es ^

4 usamos lim = - £ i con A,m,n e R
_ -o l ]

^HT-ed s e consíiuye tomando en cuenta que usando los opeiadoies de cieación-
aniquilacióii de un pai b^bk, el pioducto 2b\bk toma el iugai de los opcradoies de
número n^ + nki de modo que estos opeiadoies son el doble del númeio de ócupacidn
de un estado: pues se supone que un electrón solitario no puede ocupai un estado-pai
ocupado
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yjl + {A/?wDf = + O f(A/7ÍÍJD)4] , y llegamos en 2D a

Es~En = (4.11)

(4,12)

donde g = m,L2/27cTi2 y en (4.11) tenemos la libertad de tomar la igualdad
si en adelante despreciamos los temimos O \(A/hüjD)4\ . En (4.12) hemos
usado (4.10) y hemos supuesto que el número de pares íóimados NB (0) s
N/2, lo que nos dice que Es — Bn es la energía de un gas ideal de NB (0)
partículas compuestas o dímeíos con energías de amane B2, como se ilustra
en la Fig 4.1,,

gas de
dímeros

Figuiá 4.1: Imagen de un gas de dímeros formados cada uno a partir del único
estado ligado de un pozo Ó-iegularizado Con este potencia! se evita el colapso del
sistema de JV feímiones pues a lo, más había dos partículas ligadas en un pozo

-:••••- . • ' •£ fl;

"'••\\ rw
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4.3 Fracción de electrones apareados

4.3.1 modelo estadístico binario
El criterio de cercanía en el espacio de energías entie los electrones del sólido
define un subconjunto del total de electrones en el gas que son apareables
y que, .eventualmente, podrán estar aparvados.. A continuación resumi-
mos los resultados del modelo estadístico binario de la Reí' [51], donde se
toma un gas con un número total de feímiones N = Ni + JVjj, expresado
simplemente como la suma de los JVi no-interactuantes (que obedecen la
distribución estadística Fermi-Dirac, con potencial químico fj,) más los N2
fermiones apareables, Le., aquellos que están dentro del cascarón de inter-
acción de ancho TLLÜD alrededor de la superficie de Feími {¡1 ~ Ep a bajas
temperaturas), de modo que

WD 0(£\ ¿£

Ji (413)

donde /? = \jkBT con kB la constante de Boltzmann y T la temperatura
del gas,. Los .JV2 fermiones apareables se toman como una mezcla ideal en
equilibrio químico de 7V2,o(T) feímiones no apareados y NB (T) pares de
fermiones rompibles con energías SB,K (T) = 2¿¿2 (T) — &K (T) > 0, donde
AK es la energía de amane del par,

N2(T) = N2¡0(T)+2NB(T) (414)

= N2,o(T) + 2[A^B,o(^) + NBt0<K<K0(F)} (4.15)

donde Ns,o{T) es el número de pares bosónicos condensados, i, e.j con
momento del centro de masa K = 0 y NB,O<K<KQ{T) es el número de
pares excitados con momentos 0 < K < KQ para los cuales A/e0>o = 0,
El gran potencial para este sistema [51] 0.2 = F2 — /u2A

r2 con F2 la energía
libre de Helmholtz, es minimizado respecto a la probabilidad de ocupación
ri2 (e) de los fermiones para dar

es-decir, una distribución térmica Fermi-Diíac con potencial químico fo»
De modo que el número total de fermiones apareables peio no apareados
en 2D es [51]

N2fi(T) = 2 / den2 (e)g(z) = 2 / de M í \ { , . (4-17)
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Como en 2D la densidad de estados es constante la ecuación anteiior se
convierte en la expresión exacta

2o fl + eW ) = j I» l + e-^Ty^l (2D).
donde la energía de amane AQ (T) = 2 [/Í (T) - //2 (T)] es obtenida al min-
imizar Q2 respecto a JVBJOÍÍ1)6, De (4.14) el número total de pares de
fermiones formados NB (T) = § [JV2 (T) - N2,o{T)] poi lo que usando (4.18)
la fi acción de electrones apareados en NB bosones es

2nB/n2 =.2NB/N2 = 1 - — ln
D

(2D).

(4.19)

En la Fig 4,2, tomada de [51], se muestra esta fracción 2NB/N2 = 2nB/n2
donde nB ^ NB/L2 y n2 = N2/L2 de estados apareados respecto a los JV2
apareadles (4..19) como función del acoplamiento A para distintos valores de
T/TF En T = O, 2NB/N2 = 1 para A > 2 89; en todas las curvas de T > O
esta fracción aumenta con A y se aproxima asintóticamente a la unidad
de manera más lenta a medida que aumentan los valores del parámetro
adimensional T/Tp, que para los superconductores cupratos de [29] está
entre 0.01 y 0.06, y depende en general de la T del cuprato.

Sin embargo, no todos los féimiones son apaieables., La densidad de
estados electrónicos (por espín), generalizada a d dimensiones, es

g.(e) = (m/27th2)d/2 Lded^-liT (d/2), y hasta el nivel de Fermi se tienen,
de [52], N = {LkF)d/2d-2Tid/2dr{d/2) fermiones.. Si todos los fermiones
apaieables estuvieran apareados NB = g (Bp) TIUJD y tendríamos

2nB/n ~ 2NB/N = dñu>Df2EF = vd/2 < 1, (4.20)

donde n = N/L2, pues típicamente v ~ ñuo/Ep < 1.

4.3,2 En el modelo BCS
Se afirma comunmente [9], pág,, 401, que la fracción de todos los fermiones
apareados es proporcional a A/Ep.. Mientras tanto, la fracción de elec-
trones apareables es proporcional a hcoo/Ep, Recordemos que hemos visto
eri (4.12) que si todos los fermiones que interactúan están apareados la e-
nergía de condensación en T ~ 0 corresponde a la de N/2 = NB (0) dímeros
con energías de amaire B2 Ahora bien, la ecuación (2 32) de [7] indica que

6resultado válido únicamente en el intervalo 0 < T < Tc donde NB,O(T) es UHÍI
fiacción significativa de NB (T)
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Figura 4.2: Fracción de electrones apareados en bosones paia distintos valoies
de T/Tp como función del acoplamiento A, según el modelo estadístico binario
de equilibrio químico y téimico de la Reí'. [51], La cuiva delgada leproduce la
expresión BCS [senh(l/A)] paia T = 0. Las líneas gruesas ilustran la fracción
{4.19 ) dentio del modelo estadístico de primeros piincipios

ahí se acepta tácitamente que todos los electiones apareables están aparea-
dos, al menos para acoplamientos débiles Sin embargo, si la fracción de
los electrones apareables que se encuentran apareados es proporcional a
A/ñuJo = [senhtl/A)]"1 en BCS, esta fracción es igual a la unidad úni-
camente para A c¿ 1.13 Por otra paite, según Blatt en [53], pág,. 128, en
general, debido a que los estados ligados se deben a correlaciones de dos
partículas, la probabilidad de que un estado-pai esté ocupado seiá propor-
cional al producto de las probabilidades individuales de cada partícula; por
lo tanto la fracción dé estados ligados posibles de dos partículas es

(4.21)

donde r es el parámetro respecto a Ep que determina la magnitud de la
legión o franja de estados (de una partícula) disponibles. En la teoría BCS
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se identifica r con %&&„ Notemos primeramente que de acuerdo a [53] la
probabilidad de que existan estados ligados de más partículas es mucho
menor.. Se puede discernir,entre las fracciones de electrones apareables y
los apareados usando, respectivamente, las f i acciones TIUJD/EF y A/EF-
De esta forma, siguiendo a Blatt, por una parte la f i acción de estados
apareables es del orden de {TIUJUIEF) y como típicamente ^wp <C EF,
esta fracción es ya de hecho una cantidad muy pequeña, como se anotó
también despué de (4.20).. Mientras tanto, la fracción estados apareados
es del orden de (A/EF)2 y, pac consiguiente, la fracción de apareables que
están apareados es proporcional a (A/hu>o)2- Al usar (2,23) en la anterior,
para T — 0, tenemos esta fracción como [senh (1/A)]~2, de nuevo con valoi
uno únicamente para A = 1,13. Más aún, para valores de A mayores,
la ñacción de apareables respecto a apareados quedana por encima de la
unidad: este razonamiento ya no tiene sentido pues a lo más todos los
apareables estarían apareados.

En cuanto a nuestro modelo bidimensiona! de interacción 6, consideran-
do primero B2 -C EF en (4,10) tenemos A < EF, lo cual determina que
la íiacción de partículas apareadas respecto al total sería ya -C 1 como en
(4,20)., No obstante, en el caso particular de la interacción ¿-regularizada
todas las partículas del sistema en (4..12) son apareables pues al escribir la
Ec. (4.13) de electrones apareables con los límites del modelo de interacción
(4.3) tendremos

= 2 r íM de

- ^ 2/°° fW'fc =N (4 22)

Por otia parte, si los A7 feímiones estuviesen apareados (NB (0) ¡N =
1/2), usando las Ees, (4.10) y manteniendo la fracción de apareados ~
(A/EF)2 = IBijEp — I7, lo cual al usar (3.25) implicará que la escala de
la interacción a$ ~ kp1; tomando Tp — 104 K, tenemos aQ ~ 10~10m, una
magnitud del orden del espaciamiento entie los electrones.

. No obstante, recordemos que, en general, en (3.25) la escala ÜQ es arbi-
traria. En principio, necesitamos una condición de normalización para fijar-
la.. Una posibilidad es fijai1 la magnitud del estado ligado, que paiametriza
el sistema en el límite 6, Lo anterior nos permite hablai de paies "localiza-
dos" en espacio real, como los mencionados en [53], Secc, III, en contraste
el régimen BCS, donde los pares de Cooper resultan extendidos.

7el-caso del modelo heurístico de la Fig 4 2, donde a lo sumo todos los feímiones
apaieables eveníualmente estarán apareados

_ _ _ . , 39
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Capítulo 5

Relación de dispersión de
los pares en 2D

5,1 Ecuación de Cooper con K > 0
Los cálculos de la teoría BCS paia el estado base se refieren a pares de
Cooper en reposo.. Sin embargo, es de suponer1 que, como una consecuencia
de la interacción electrón-fbnón, las propiedades de los electrones serán
modificadas; en paiticular su relación de dispersión, Los pares de Cooper
con momento del centro de masa K ^ O son tratados en la Ref. [23] como
pavones, que tienen una distribución térmica dé Bose,' pero no. cumplen
con las reglas usuales de conmutación para bosones [41], y por tanto son
considerados como cuasi-bosones.. Estos parones deben distinguirse de los
pares de Cooper que tienen valores definidos tanto de K como de k En este
capítulo tomaremos un par1 de Cooper como un par1 de fermiones ligados,
con momentos justo por encima del nivel de Fermi, donde residen los N — 2
fermiones espectadores del sistema de JV fermiones; un parón tiene vectores
de onda asociados kj y k2, que dan lugar al vector de onda K — kj -f k2

Tomemos dos fermiones con energías Sk = Ti2k2¡2m sobre el mar de
Fermi, con m su masa efectiva, interactuando-vía elpotencial BCS mostiado
en (2.9). Escribiendo la Ec. (2.14) de Cooper [6] para los eigenvalores
ER = 2Bp — AJÍ , donde AK > 0 es la eneigía de amane para un par

1 = V 2_, fák —-2Ep + AK + h K fám] , (5-1)
k

donde TiK=U (ki- + k2) es el momento del centro de masa del par. ftk es el
momento relativo, y, de [11], pág- 28 y [54], con TIUJD = h2kjy/2m;\& prima
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sobre la sumatoria denota las siguientes condiciones sobie los momentos

Í y kF < k2 = \k - \K\ < (kj, + k

(5.2)

que aseguran que el pai de fermiones está por encima del nivel de Fermi y
restringen la suma sobre k para una K dada.

La relación de dispersión de un pai excitado con K > 0

ZK = Ao - AK > 0, (5.3)

en la. cual interviene la energía de amane para un par con K = 0, Ao —
2hwD (e2/A - I )" 1 —+ 2hvDe-2/x, yX = g {EF) V con g {EF) la densidad

de estados por espfn que, como se ha dicho, es una constante g ~ mi?'?
en 2D., Recordemos que Ao en la Ee. (2..14), es obtenida en el problema de
Cooper, cuyo eigenvaloi para el par1 ligado es simplemente 2EF — Ao»

La posibilidad de que los pai es de Coopeí tengan una relación de dis-
persión lineal, en vez de cuadrática, fue mencionada por SchriefTer' en 1964
en la Ref. [8], p. 33, para el modelo de interacción BCS en 3D. Poi otra
parte, como se mencionó en la Sección 2.3, un sistema en 2D de bosones
con relación de dispersión lineal hace posible una CBE.

Recordemos que la relación de dispersión del par se asume casi siempre
cuadrática en estudios de supeíconductividad. Sin embaigo, como veremos
a continuación, la expresión para la relación de dispersión del par es lineal
para los momentos del cento de masa (CM) K < 1 del par [23], y deberá
usarse explícitamente esta relación con el fin de calcular1 la temperatura
crítica Tc.

5.1,1 Interacción 6
La relación de dispersión CK se obtiene en 2D en [50] a partir del potencial
(4,,4) en el límite 6 (gp = 1)

cuyo término lineal predomina para K •< 1, mientras que el término
cuadrático depende del parámetro EFfB2, con f?2 eneigfa de amarre del
par y tiene un comportamiento divergente en el límite de amaire débil
¿?2 *C EF, a pesar de que esta ecuación ha permitido obtener resultados
exactos y finitos, mostrados en [50], Fig. 1. Recordemos que una ZK in-
finita indicaría una masa i educida cero. Sin embargo, la utilidad de un
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desarrollo como (54) puede ser vista como la de las series asintóticas. Co-
mo es sabido, [44], págs. 378, las seiies asintóticas son selles de la forma
]T anx~n diveigentes para cualquiei valor de la variable; no obstante1, para
valores suficientemente grandes de ésta (que en 5.4 equivale a tomar K < 1
) cortar la serie oportunamente, i. e., tomando sumas parciales de unos
cuantos términos, da una buena aproximación de la función, incluso con
la precisión que se desee.. La serie de SK en (5-4) será una de estas series
asintóticas siempre y cuando [44] su residuo cumpla

lim U)nO\Kn}=0, paran fija, y

lim (£•)" O [Kn\ = co, paia K fija,. v " ;

T i — * O O • '

5.1.2 Interacción BCS
La Ec, (5..1) en 2D se puede escribir [54] de manera exacta para la in-
cógnita AK ~ AK/EF con K = K¡2{k2

F + k2
D)1^2 como la doble integral

adimensional

d4> d£ i [A« + 2(1 + V)K2- 2 + 2f]~\ (5.6)
J

donde i = k/kp, v = híü^/Ef — k2
Djk2

F y en los límites de integración
las funciones l9(yy<j>)-= [(1 4- v) — K2(1 + v)sm24>)1f2 - K(1 + C)1^2COS^ y
li (i/, (f) = [1 - K2(1 + v) sin2 0]1/2 + K(1 + v)1^ c o s $ han sjd0 determinadas
por las condiciones (5.2). A partir de la ecuación anterior se obtiene una
solución en serie para AK,

A = - ^ 8

+2(1 + 1/) (1 + - ll K2 + O
7T¿

de la cual, usando EF = ?i kF/2m y vF = ftkF/m tenemos

(5.8)

^^ g , la seiie asintóíica de la función T (2) — (z — 1)1 que paia z > Ida en [44] una
apioximacíón conecta, que puede conoboiaise con tablas
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Usando (5.3) y (5.8) obtenemos una expresión válida para cualquier valor
de acoplamiento A

(5.9)

Para üf -C 1 el término dominante es desde luego el término lineal; este
hecho se había apuntado ya en las Refs. [8], pág. 33 y [23], pero aquí como
en (5.4), con el término lineal seguido del término cuadiático. La relación
de dispersión (5.9) debe usarse en una distribución térmica de Bose al
considerar la superconductividad como una CBE.

5.2 Límite de baja densidad
Ahora analizaremos la relación de dispeisión (53) en el límite de muy ba-
ja densidad del gas de electrones en el sólido, que corresponde a la de-
saparición del mar de Feími (Ep —»0), Le,., kp —> 0 ó equivalentemente
v = UUJD/EF —* oo. Este límite corresponde por tanto al régimen de Bose
(baja densidad de partículas).

En [50] para el caso (5,4) del potencial 5 en 2D tenemos para muy baja
densidad

lim sK- = 4m

Es decir, el término lineal desaparece mientras que con el cuadiático se
recupera la relación de dispeisión que corresponde a la energía cinética en
el vacío de una partícula o par "local" de masa 2m y con momento K

Por otra parte, en (5.8) tenemos paia el término lineal

Aiii > T-T7 -ñvpK ^ \ 777 - K , (5.11)
Í/-+OO 7T e¿'Á — 1 7T y m e¿'A — 1

mientras que el cuadiático

A2K
2 —» (h2/4m) \(~-l) e"2/A - ll K2 (512)

V-KX> LV71" / J
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de modo que en (5,9)

2 ¡2hsu>D 1
-jA-Unr/zm) M - i — - i i fi —i

(5-13)

una expresión que depende sólo del acoplamiento A.
Ahora bien, sería conveniente preguntamos qué sucede con (5,,9) si, man-

teniendo el límite de baja densidad Ec, (513), el acoplamiento es débil,
A —* 0. Primeramente, en (511) tenemos

m ' "
i

mientras que en (512) tenemos

IV 8 \ "i %2K2

A2if
2 —, (h2/4m) ( 4 ~l)e~2/x - 1 ff2 — -^f~ (5.15)

L \ / J
de modo que (5.14) y (515) se implican que en (5,9)

el mismo .íesultado (510) peio con el límite A —> 0 adicional. Tanto (5.10)
como (516) indican que un par de Coopeí con K ̂  0 se despalza en el
vacío como una partícula aislada.,

Ahora bien, el orden en que los límites han sido tomados es crucial paia
llegar a (5,16). Veamos directamente de (5.9), tomando los límites en el
orden inverso, el término lineal es

AiK —> --UvFK —* 0 (5.17)

de la misma manera que en (5,14) peio ahoia el término intermedio daría
lugar justamente al término lineal de (5.4); el término cuadiático

*o 4?n 4m

al igual que en (5,15) pero aproximándose por la derecha; con lo cual en
(5,,9) concluiremos, con 0 < A <: 1 que

lime* —* ~^- (519)
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pues será correcto sólo en caso de que en el término intermedio de (5.18)

> Q (A ̂  0) (5,20)

pues la dependencia en A prevalece después de tomar el primer límite. Es
decir, en el oí den en que se han tomado los límites, es necesario puntualizar
esta condición dado que el numeíador de (5-20) es una función exponencial
de A mientras que el denominador es lineal en v. Esta es la única razón por
que hemos diferenciado (5.16) y (5.19). En la Tabla 5.1 hemos resumido
los resultados en los límites analizados tanto para el término Ai como para
A2 de la Ec. (5.8). A pesai de la no conmutatividad observada en los
límites ahí expuestos, la Tabla 5.1 nos permite afirmar que hemos llegado
a la misma conclusión (5.10), respecto a la relación de dispersión para el
potencial 6 en 2D, que fue obtenida independientemente, salvo la condición
adicional (5..20) en nuestro caso, Sin embargo, de antemano se supondría
que el oiden de los límites no afectara el hecho €K — h^K"2/4m¡ pues es lo
que se esperaría físicamente para el par, en el límite de baja densidad.. Poi
tanto consideramos que la relación (5.9) es un desarrollo correcto..

lim

1/ —

v —

A-

A<
; y—

A-

• oo

* oo
T» 0

« 1
> co

• + 0

• 2 J
TTV

A I

0

0

2 *

h2 r
4 m L

( 1 -

A2

1) e~2/x -

n2K2

Am

n2K2

Am

o \ G

- 1 1
J

1

Tabla 5.1: Resumen de los resultados en límites de muy baja den-
sidad y acoplamiento débil tomados poi sepaiado y simultáneamente
para los factores lineal y cuadrático de la relación de dispersión de
3os pares (5 9) con momento del CM K > 0
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Capítulo 6

Conclusiones

. Hemos visto que un pozo cuántico esféricamente isotí ópico en 2D, con una
función de potencial —VQÓ (r.), VQ > 0, posee un número infinito de estados
ligados, al igual que en 3D, y su estado mas ligado es infinitamente ligado,.
Esto nos imposibilita a utilizar el potencial 6 en un gas de N fermíones
como modelo de apareamiento en superconductividad, pues se requeriiían
energías infinitas1 para formar estados ligados,. El sistema se colapsaría con
una densidad n ~ N/Ld y energía de amarre EQ/N por partícula infinitas,
n —> oo y EQ/N —> —oo .

N—*co "' N-*oo

Hemos visto que el tratamiento adecuado de los potenciales, 6 en 2D y 3D
requiere de una regularización ~ un método común en Teoiía Cuántica de
Campos. Las regularizad ones de potenciales 6 en los pozos rectangulares
en 2D y 3D hace que estos se vuelvan pozos infinitamente someros, que
tienen un solo estado ligado de dos partículas por pozo cuya energía, B2,
tanto en 2D como en 3D, depende únicamente del valoi del parámetro libre
ao que es una escala del alcance de la interacción., Los pozos é-iegulaiizados
son casos interesantes y sencillos donde, utilizando sólo Mecánica Cuántica
básica, hemos obtenido resultados útiles, pues a partii de la interacción
regularizada se obtene información respecto a los estados ligados de dos
partículas. Hallamos que esta interacción en particular se evita el colapso
del sistema de N fermiones.

Ahora, si en vez del potencial regularizado (3,22) tomamos la expresión
Va (r) = ñ2/2m* [2/a2(ln \a/ao\ + 7)] 6{a — r) que se usa en la Ref., [46],
la energía de estado l igado^ tendría una factor extra que le daría forma
exponencial Bi = (ñ2/2ma%) e~27, como en la Ec, (A5) de la Ref, [39],
sugiriendo que se podría'identificar la segunda de las Ees., de Miyafce (4.10)
con la ecuación BCS A ^ 2£¿re™1'/-v.

Un hecho interesante es que la interacción 6 regularizada nos ha permi-
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tido reproducir de maneía analítica y autoconsistente, las Ees,. (4.10) para
el gas con interacción de JV fermiones en 2D; el sistema queda paiarnetriza-
do poi la energía del estado ligado de una partícula que obtuvimos en el
Capítulo 3. Estas ecuaciones son características de un líquido de Feími
degenerado,
i, e., donde los feriniones se encuentran a temperaturas muy por deba-
jo de la temperatura de Fermi. Con las ecuaciones exactas BCS-Bose de
Miyake se ilustia la llamada teoría de transición o "crossover" entie los
regímenes BCS y Bose, pues en el límite de alta densidad de partículas y/o
acoplamiento débil los dímeros tendían B% -C EF, y por lo tanto el gap
A -C EF, miemtras que el potencial químico se reduce a \L C¿ EF', éste es el
régimen BCS de paies que se traslapan,. En el otro extiemo, para valores

de B2 grandes y/o baja densidad, i.e., £2 > EF, tendremos p, c¿ — —-, que
es simplemente la energía de formación de los dímeros "localizados"; éste
es el llamado régimen de Bose Es decii, lo anterior hace posible construir
la imagen de la transición BCS-Bose en un sistema que consiste en un gas
estable dé dímeros formado a partir de un gas de N fermiones con interac-
ción -'6 regularizada. Las ecuaciones obtenidas son exactas en 2D debido a
que la densidad de estados constante permite un tratamiento analítico.

Ademas, con ayuda de las ecuaciones (4.10) hemos obtenido una expre-
sión para la energía de condensación (4.12) en el límite 6, también en 2D,
que corresponde exactamente a la energía de formación de un gas de JV/2
dímeros con energía de amane individuales B2, donde todos los fermiones
están apareados. De este modo se obtiene también fácilmente la Ee, BCS
(4.11), válida paia cualquier valor de acoplamiento, a diferencia de,1a Ec.
(2.44) de la Ref. [7], válida sólo para A -» 0,.

Como hemos anotado, el caso bidimensional es importante para modelar
la superconductividad de alta Tc en los cupratos, que pueden ser vistos
como sistemas casi bidimensionales y cuyos valores experimentales de Tc

están muy por encima de las predicciones de la teoría microscópica estándar
BCS. En particular, para los cupratos de HTSC, es necesario considerar los
orbitales O—2p y Cu—3p, con los cuales debe estimarse un potencial de
una partícula que sea razonablemente bueno para escribir una ecuación de
Scrodingei local, que a su vez llevaría a una ecuación secular óptima y
sencilla del cuprato.

Por otra paite, la Ec. (4.11) es una indicación de que en la teoría BCS, a
partir de la construcción del Hamiltoniano reducido, se asume tácitamente
que todos los electrones suceptibles de aparearse estarán eventualmente
apareados. En el régimen de Bose todos los electrones están apareados.
Ahora bien, aun agregando lo propuesto por Blatt, la fracción de electrones
apareables v$. apareados dentro de la teoría BCS muestra una inconsis-
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tencia para acoplamiento A > 113, pues indicaría que A > ftw¿>, i, e.,
habría electrones apaleados fuera de la franja de apaleamiento.. Este mo-
délo contrasta significativamente con el modelo estadístico binario basado
en primeros principios de [51] donde en T = 0 todos los electiones apare-
ables están apareados para A — 2.89, mientras que la fracción de electrones
apareadles que se encuentran apareados se aproxima asintúticamente a la
unidad para otras curvas de valores de temperatura, como se muestra en la
Fig. 4.2. .

En cuanto a la relación de dispersión de los pares de Cooper, es impor-
tante resaltar que nada impide la existencia de pares excitados (K ?¿ 0),
que por tener un número de ocupación indefinido de estados k para un K
dado, pueden ser considerados como cuasibosones sin alterar el mecanismo
de interacción fonónico entre fermiones,. Por tanto la Ec, (5.1) resulta una
generalización directa de la Ec. de Cooper (2,,4),. La relación de dispersión
en la Ec. (5,.9) es obtenida de (5,1); en ella hemos supuesto que los pares
son inompibles, i. e,, que no hay un valor KQ máximo donde los pares
dejan de existir.. Esto se justifica debido al énfasis que se ha hecho para
momentos pequeños K <S 1, donde el término dominante (lineal) es una
buena aproximación de SK~ Más aún, de ser similar un sistema de dímeros
como el de la Fig., 4.1 a un gas de Bose, su condensación BE en toda d > 1
será posible con una i elación de dispersión lineal [54] y [23], de estos, o
quizá con una cuyo término dominante sea lineal, como en la Ec, (5.9)
para 2D.. La viabilidad de usar1 una realción de dispersión tal se ha ejempli-
ficado al tomar el límite Ep -•* 0, en el cual, con una relación de dispersión
similar para la interacción 6, que fue obtenida independientemente en la
Reí. [50], se conoce el resultado (5.10)., Nosotros hemos podido reproducir
este resultado, en los límites de muy baja densidad y acoplamiento débil,
agregando la condición especificadas en (5.20), La Ec. (5..10) indica que los
pares de Cooper excitados se propagarían, en el vacío del gas de fermiones,
precisamente como cualquier otra partícula real e individual. Poi tanto,
este resultado indica que, en principio, sería posible detectar los pares de
Cooper experimentalmente como partículas reales.. Este es un reto que
queda abierto para la física experimental. Además sería conveniente hallar
materiales superconductores donde las interacciones sean similares a las <5..

Notemos, además, que muchos de los cálculos que llevamos a cabo en
esta tesis, dentro del formalismo de teoría de muchos cuerpos, están dentro
del marco definido por la teoría estándar BCS (aclarando, desde luego, que
en ella no se hace mención alguna a la bosonización) y los pozos 6 han
sido tratados en detalle para los estados cuánticos que se ven afectados por
esta interacción, de ondas s, típicos en los superconductores metálicos de
bajas temperaturas., Esta relativa simplicidad nos ha permitido llegar a
resultados fácilmente interpretables.. Una motivación extra para seguir por



este camino nos la da el reciente descubrimiento de superconductividades
altas (39 K)1 en el compuesto de MgBs [55], metálico, donde las teorías
tipo BCS con ondas s son mucho más cei canas a la realidad e incluso es
viable un mecanismo de interacción puramente fonónica,

Por último, es importante resaltar, como se menciona en [27], paia el en-
tendimiento de la superconductividad en HTSC, la importancia que tienen
superconductividad los modelos teóricos sencillos, "toy models", como el
que presenta esta tesis. Al introducir la interacción ¿-regularizada hemos
podido exhibir el régimen de Bose, con densidades bajas y dímeros local-
izados, dentro del superconductor.,

2Poi ceica de 15 años se había creído que la teoría de superconductividad estándar
no predecía nada más allá de unos 40° K
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Apéndice A

Colapso del sistema de
muchas partículas con
interacción 6 atractiva en
2D y 3D

Consideremos un sistema de N fermiones interactuando vía un potencial
6 atractivo de 2 partículas (3.2).. Un estudio similar es hallado en [56]
donde se resuelve exactamente un sistema ID de N bosones. La energía
de estado base EQ = —~VQN(N2 — 1) se obtiene usando la aproximación

Hartiee (exacta) como EQ ' = EB {(N — 1) /TV]. Todo el sistema ocupa el
estado base EB y se colapsa a -co en un volumen lineal en el límite de
N muy giande,. Este colapso unidimensional se prevendría si las partículas
del sistema fueran fermiones pues todas.no podrían ocupar el estado base.

El Hamiltoniano del sistema de N partículas es

í=l

El teoiema de Raleigh-Ritz [42] implica que el valor de expectación £
= (#o| #¡$0) e s rigurosamente una cota superior del valor exacto de la
energía del estado base EQ, es decir

€>E0. (A. 2)
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1 2

estado base

N-1 N

Figura A l : Sistema unidimensional de N bosones con una función 6-a.ti activa
como interacción En el límite de N —* oo el sistema se colapsa en un volumen
lineal, aun con una eneigía de amane por partícula finita debido a la diveigencia
de la densidad ,

El. valor de-expectación £ para ondas s se obtiene usando [57] la aprox-
imación Hartree-Fock en el Hamiltoniano (A.l) con funciones de prueba

que toman la forma de un determinante de Slater de una partícula (pro-
ductos de funciones de onda espaciales y de espín) con las funciones
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|k¿) |ÍT¿) , donde «Wkíl<rf-r'>/d«W ) = 6.1.7

e =

j E

- r2) <kik - r2)
(occ)

(A.3)

dónde en el último paso el signo bajo la sumatoria indica estados ocupa-
dos e introducimos el número de estados intrínsecos de espín v = Ĵ CT 1 =
ILLO-L (ai l^i) y ^ s u m a s sobie los estados de espín J2<T1(J2 Í

CTI(72 WI17^). =

E t f l a 3
1 = ^2i ECTlCr2 (^1^2 ka^ i ) = E í 7 la 2 <W 3 = ECTl 1 = "- En el

término de energía cinética en el lado derecho de (A,3) tenemos, en d di-
mensiones, usando ^ k —* (L/2ir)d jddk

fi2 ft2
¡I \ " - ^ T-T2 II '

ki,<7i

L - C C 2m

donde v — 2 para partículas de espín 1/2, _—'fcj = (1/L)d /d a r i (ki)2 , y L
determina el tamaño de la muestra,. Usando esto en la expresión para E
tenemos

2d

L

Para obtener la energía de amane poi partícula, dividimos los términos de
(A.,4) entie el númeio total de partículas, N = U{L(2-K) Jk<kid

dk, paia
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tener

La cota superior £ (A..2) queda entonces

A 2 / d
^ t*>n, (A.5)

donde n?k2
F/2m = A¿n2/d, con A^ = 4?rd/(d -f 2) [r(d/2 + l)/v]2/d, y

hemos usado la densidad de partículas n — N/Ld = v{2it)~d¡k<ked
dk

En (A,5) se tiene una expresión que aproxima la energía por1 partícula del
sistema para su estado base. En el límite de N muy grande (A15) muestra
que el sistema se colapsaría (Eo/N —• —co) en 3D como se muestra en

JV~ÍOO

[11], pág. 31, una predicción que resulta errónea desde el punto de vista de
estabilidad del sistema.. Para el sistema en 2D la aproximación no nos lleva
a la misma conclusión directamente. Sin embargo, podemos asegurar1 que
el sistema de TV feímiones con el potencial S atractivo como interacción se
colapsará igualmente en 2D, ya que, como hemos mostrado en la sección 3.4
el número de estados ligados n —> oo para un pozo 6 tiene su estado más
ligado en -oo, y, debido al principio de exclusión de Pauli, los estados liga-
dos del pozo 6 deben agregarse unos:sobre otros a medida que el número de
partículas N aumenta, y puesto que kp —» oo en este límite, el estado más
ligado del pozo, i.e., uno infinitamente ligado, estaría ocupado. Esto hará
que la energía de amane por1 partícula Eo/N —> -oo también en 2D. Estas
divergencias están por1 lo tanto asociadas a las singularidades espaciales de
corto alcance, I.e.? las funciones tipo delta de Dirac, con las cuales se ha
modelado la interacción. El hecho interesante es que estas funciones pueden
ser regularizadas de manera que los pozos resultantes se asemejan a pozos
someros con un único estado ligado.,

Por otra parte, como el pozo en ID tiene un único estado ligado, el
sistema de N fermiones evolucionará hasta formar un gas ideal de dímeros
puntuales en el límite de acoplamiento fuerte, como en la Fig. 4,1. El
colapso es pievenido por el principio de exclusión de Pauli. Este problema
fue estudiado con anterioridad en [58] debido a que la energía de estado
base con interacción 6 se puede obtener analíticamente. Se puede hacei
corresponder directamente en ID una imagen de la superconductividad co-
mo un estado compuesto por un gran número de partículas cuasibosónicas
independientes y con una energía de amarre definida dada aquí en (3.,25).
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