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Capitulo 1

Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. Una herramienta
importante para el estudio de las propledades de los continuos es la teoria de
hiperespacios.

Los hiperespacios de un continuo X, son espacios cuyos elementos son
subconjuntos especiales de X, Los m#s conocidos son:

" 1) el hiperespacio de subconjuntos cerrados de X

2% ={AC X : A es cerrado y no vacio},

ii} el hiperespacio de subcontinuos de X:

C{X)={A&2%: A es conezo}.

ili) el hiperespacio de subconjuntos de X con a lo mds n puntos:

Fa(X)={A C X : A tiene a lo mds n elementos}.

Dos libros que tratan ampliamente la teorfa de hiperespacios son Hypers-
paces of Sets, de S. B. Nadler, Jr. [Nad78] y Hyperspaces: fundamentels and
recent advences, de A Illanes y S B. Nadler, Jr. [IN9].

La teoria de hiperespacios ha resultado ser muy rica y muy ttil en el
estudio de los continuos. M4ds precisamente, se ha visto que muchas propie-
dades topolégicas de un continuo X pueden ser establecidas en términos de
las propiedades topoldgicas de C'{X), vy viceversa
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Siguiendo esta idea, el objetivo de esta tesis es investigar y presentar
1elaciones entre las propiedades topoldgicas de un continuo X vy algunos
hiperespacios particulares de éste,

BEste trabajo nacid de la idea de considerar hiperespacios ancledos en un
punto. Lo que queremos decir con esto es: dado un continue X y un punto
p € X, jcomo se verd el hiperespacio C(X) anclado en X7 es decir, jqué
propiedades tiene el hiperespacio Cp, X) = {A € C(X) : p € A}7 En este
trabajo nos ocuparemos de dar respuesta a esta pregunta

Hasta ahora estos hiperespacios han sido algo estudiades, pero no mu-
cho. Uno de los resultados més importantes, probado por C. Eberhart en
1978, es que estos hiperespacios son retractos absolutos (véase [Ebe78, Thm
2]). También se conocen condiciones bajo las cuales C(p, X) es un cubo de
Hilbert. (véase [C378] v [Ebe78, Thmn 4, 6, 8]).

En los capitulos 2 ¥ 3 presentamos nociones y herramientas basicas de las
teorias de continuos e hiperespacios. M4s adelante, en el capitulo 4 recor-
damos algo de la teoxia de continuos irreducibles que usaremos a lo largo de
la tesis; dicho capitulo Heva un asterisco, porque consideramos que el lector
familiarizado con el tema quizd no necesite revisarlo. En el capitulo 5 empe-
zaremos el estudio de los hiperespacios C'(p, X) analizando relaciones entre
algunos continuos particulares X y sus hiperespacios C{p, X). Asimismo
presentamos varios ejemplos y contiagjernplos en este sentido.

Para un continuo X consideramos también un hiperespacio muy especial:
K(X)={C{p,X):p € X} vy estudiamos su estructura. En particular,
se analizan relaciones entre las propiedades topoldgicas de X y aquéllas de
K({X).

Una primera pregunta es: si X v Y son continuos, jcudndo coinciden
K(X) vy K(Y)? Como sso de que coinciden no es muy claro, hay que
precisarlo. Diremos que K{X) v K(Y) coinciden si existe una biyeccion
g K{X) = K(Y) tal que ¢(C(p, X)) es homeomotfo a C'{p, X) para cada
zeX.

As{ pues, nos empezamos preguntando si, dado un arco A, K({A} carac-
teriza al arco, es decir, si ua continuo Z es tal que K{A4) y K{Z) coinciden,
entonces Z es un arco. En el capitulo 5 vimos que éste no es el caso; no
obstante, en ¢l capitulo 6 probamos que si Z es descomponible, v K{Z) coin-
cide con K'{A), entonces Z es un arco Sin embaigo, lo que nos interesa es
caracterizar a los continuos Z para los cuales K{Z} coincide con K(A4). En
el capitulo 7 presentamos una caracterizacién de la clase de dichos continuos.
A un continuo en esta clase lo lamamos arco-similar
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Una vez resuelto este problema nos hicimos una pregunta similar para una
curva cerrada simple S. A saber: jsi un continuo Z es tal que K(Z) coicide
con K (5), entonces Z es una curva cerrada simple? Una vez més encontramos
un ejemplo que muestra que ésie no es el caso v, mas adelante, en el capitulo
6, se muestia que si £ es descomponible, v K{Z)) coincide con K (5), entonces
Z es una curva cerrada simple. También obtenemos una caracterizacién de
la clase de continuos £ con las propiedades en cuestidn y, en el capitulo 7,
los catacterizamos como la clase de continuos cuvos subcontinuos propios y
no degenerados son arcos, y no tenen puntos extremos A los continuos de
esta, clase los lamaremos cireulo-similares

Durante la elaboracién de este t1abajo, el Dr  Pawel Krupski pregunt6 qué
relacién habia entie la clase de continuos arco-similares v la clase X, donde
dicha clase consiste en los continuos X tales que X es encadenable, tiene la
Propiedad de Kelley, X tiene uno o dos puntos extiemos y sus subcontinuos
propios y no degenerados son arcos. En el capitulo 6 damos respuesta a esta
pregunta, probando que la clase K, estd contenida en la clase de continuos
arco-similares, pero que no son iguales.

Por otra .parte, en el estudio de los continuos arco y circulo-similares
nes encontramos una clase mas general de continues, a los que llamamos
continuos estrambéticos. Ya que estdbamos en esas, decidimos caracterizarlos
a ellos también, en términos de sus hiperespacios K (X). Presentamos esta
caracterizacion en el capitulo 7.

" En el capitulo 8 consideramos los hiperespacios 2}’,‘ ={Aec2X:pe A}y
establecemos condiciones bajo las cuales fo es un retracto por deformacidn,
o un retracto fuerte por deformacién de 2%, En este eapitulo, también se
estudian propiedades similares para los hiperespacios C(p, X)

Dedicamos el capitulo 9 a investigar las propiedades topelégicas de los
hiperespacios K'(X) en relacion a aquéllas de X. Estos hiperespacios resul-
taron no portarse tan bien como los hiperespacios C'(X) (no siempie resultan
ser continues, por ejemplo); sin embargo, hay muchas cosas que se pueden
decir sobre su estructura. Como aplicacion, establecemos una caracterizacion
de los continuos hereditariamente indescomponibles.

Finalmente, nos preguntamos qué pasaria con los continuos atriddicos. En
esta clase de continuos “el crecer” estd muy restringido, asi que la estructura,
de sus hiperespacios C(p, X) resulté ser muy sencilla. Dedicamos el dltimo
capitulo a presentar las propiedades generales de esta clase de continuos,
a fin de dar una caracterizacién de sus hiperespacios C(p, X} Con esto
terminamos este trabajo




Capitulo 2

Preliminares sobre Teoria de
Continuos

2.1 Notacién

Empezaremos presentando la notacidn bisica que se usard a lo largo de este
trabajo. La letra I denotard al intervalo [0,1], N al conjunto de nimeros
naturales y C al conjunte de nitmeros complejos. También, St denotard a la
circunferencia unitaria en el plano complejo, es decir, §* = {z € C: |2 = 1}.

Por otra parte, si X es un espacio topoldgico, vy 4 C B C X, entonces EB,
intg{A), Frp(A) y extg(A) denotardn a la cerradura, el interior, la frontera
y el exterior de A con tespecto a B, respectivamente. En el caso en que
B = X, simplemente omitiremos la B.

Sean (X, d) un espacio métrico, w € X y € > 0. Denotaremos a la e-bola
alrededor de w comeo

Bls,w} = {r e X :d(z,w) <c}.
Finalmente, pata un espacio topolégico X, dim(X) denotard la dimensidn
de X y diam(X) denotard su didmetro, en el caso en que X sea métrico.
2.2 Conceptos basicos

Empezaremos por introducir los conceptos elementales que se usardn a lo
largo de este trabajo.



2.2 Conceptos baésicos . 3
Definicién 2.2.1 Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es un con-
tinuo si X es un espacio métrico, compacto, conexo y 10 degenerado.
Nota: 8i X es un continuo, X tiene una métrica d, asi que en principio
tendriamos que refertinos a X como (X,d). Para facilitar la notacidn, a

menos que se indique lo contrario, en este trabajo establecemos que el simbolo
X representa al continuo con sy métrica d.

Definicion 2.2.2 Un subeoniinuo de un continuo X es un subespacio no
vacio, certado v conexo de X,

Para un continue X pueden definirse varios hiperespacios. A continnacion
se definirdn Jos que se considerardn en esta tesis.

Definicién 2.2.3 Sea X un continuo. Definimos el hiperespacio de cerrados
~de X como:

- 2% = {AC X : A es cerrado y no vacio}.

Definicidn 2.2.4 Sea X un continuo. Definimos el hiperespacio de subcon-
tinuos de X como:

C(X)={A € 2% : A es conexo}

Definicién 2.2.5 Sean X un continuo v n € N. Definimos el hiperespacio
Fo(X) como:

Fo(X) = {A C X : A tiene 3 lo mds n elementos}.

Definicién 2.2.6 Sea X un continuo. El hiperpespacio F(X) estd dado
por:

F(X) = | J{Fa(X) neN}

Estos hiperespacios tienen muchas propfedades interesantes, empezare-
mos a detallarlas en el Capitulo 2

TESIS CON

| FALLA DE ORIGEN
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2.3 Continuos Particulares

Trabajaremos también con varias clases particulares de continuos, que ense-
guida definiremos.

Definicién 2.3.1 Decimos que un espacio topoldgico es un arce si es ho-
meomorfo al intervalo [0, 1].

Definicidén 2.3.2 Decimos que un espacio topoldgico es una curva cerreda
simpie si es homeomorfo a S

Definicién 2.3.3 Un continue X es una grdfica finite si se puede escribir
como una unién finita de arcos Ay, . .., A,, de tal manera que si los arcos A;
v A; se intersectan, entonces lo hacen en uno o en sus dos puntos extremos:

Definicién 2.3.4 Sea n € N Decimos que un subcontinuo ¥ de un con-
tinno X es un n-ode st existe K € C(Y) tal que ¥\ K tiene al menos n
componentes. Llamaremos a K el corazdn del n-odo En el caso en que
n = 3, diremos que ¥ es un iriodo.

Definicién 2.3.5 Diremos que un continuo X es atriddico si X no contiene
triodos.

Definicién 2.3.6 Sea n € N, Decimos que X es un n-odo simple si X es
un n-odo tal que

i) el corazén de X consta sélo de un punto z € X y

ii} X\ {z} consta exactamente de n componentes Ay, g, ..., A, tales que
A; U {z} es un arco para cada i € {1,2, ..,n}.

Definicién 2.3.7 Sea n € N. Decimos que un continuo X es una n-celda
si X es homeomorfo a I™

Definicién 2.3.8 Un cube de Hilbert es un espacio homeomorfo al producto

cartesiano [ oo, J;, donde 1; = {0, 1] para cada ¢

Se sabe que los cubos de Hilbert son-continuos {véase [Nad92, p. 4])

Definicién 2.3.9 Sea X un continuo. Decimos que X es unicoherenfe si
cada vez que A y B son subcontinuos de X tales que AU B = X, se tiene
que AN B es conexo.
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Definicidén 2.3.10 Sca X un continno. Decimos que X es descomponible
si existen dos subcontinuos propios A, B de X tales que AUB = X . En este
caso diremos que X se descompone en A y B. Si todos los subcontinuos no
degenerados de X son descomponibles, diremos que X es hereditariamente
descomponible.

Definicién 2.3.11 Decimos que un coniinue X es indescomponible si no
es descomponible. Més ain, X es hereditariomente indescomponible si todos
sus subcontinuos son indescomponibles.

A continuacién introducimos una definicidn muy relacionada con el con-
cepto de descomponibilidad.

Definicidn 2.3.12 Sean X un continuo, A € C(X) y p € A. Definimos la
composante de p en A como

i =| K e C()\ {4} :pe K}
Cuando A = X escribiremos simplemente I,
El sigﬁieﬁfe es un resultado conocido que se usaid mucho en este trabajo.

Teorema 2:3.13 §i X es un confinuo indescomponible, entonces X tiene
una centidad no numerable de composantes. Mds atin, las composantes de X
son ajenas dos a dos y son densas en X,

Véase [Nad92, p. 83, 203, 204].
Finalmente recordamos una definicidén relacionada con la conexidad.

Definicidn 2.3.14 Sean X un continuo y p € X Decimos gue X es conexo
en pequefio en p {abreviamos cik en p) ¢ para cada subconjunto abierto &/
de X, que contenga a p, existe un subconjunto conexo K, de X, tal que
pent{K)ClU. '

Diremos que X es conexo en pequeiio silo es en p para cada p € X.
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2.4 Herramienta general

La siguiente es una lista de resultados mas bien técnicos -y elementales-, sin
particular relacién entre si, pero que constituyen una herramienta importante
alo largo de la tesis. Se ha decidido dedicarles una seccidn particular de este
trabajo, a fin de que las pruebas no alteren la continuidad y coherencia del
mismo. Por otra parte, un lector familiarizado con la Teoria de Continuos
probablemente conocera varios de ellos, y podrd saltdrselos.

Empezaremos con un par de resultados conocidos de la Teoria de Conti-
nuoes, que nos serviran mucho en ¢l desarrollo de esta tesis.

Tecrema 2.4.1 (dé los Golpes en la Frontera) [Ned92, Teorema 5.6].
Sean X un continue y U un subconjunto propio y no vacio de X. SiDoes
une componente de U entonces D Fr(U) # 0.

Teorema 2.4.2 (del Cable Cortado) fNad92, Teorema 5.2  Sean X
un espacio métrico compacte y A, B € 2%X. Si ninguna componente de X
intersecte o la vez a A y e B, enfonces X = X, U Xy, donde Xy y Xo son
subconjuntos cerrados y ajenos de X que satisfacen A C X, y BC X

Lema 2.4.3 Sean X un continue y K € C(X). 5iC es una componente de
X\ K, entonces K UC es un subcontinue de X.

Demostrocion: : '
De acuérdo al Teorema 2 4.1 tenemos que C N Fr{X \ K} # 0. Sin embargo,
Fr(X\ K)=Fr(K), asl que

0 # CNFr(K) ¢ ENK

Por tanto K U ' es conexo. _

Por otra parte, como C es una componente de X \ K, se tiene que C es
un subconjunto cerrado de X\ K, es decir, (X \ £} \ C es abierto en X \ K.
Sin embargo, X \ K es un subconjunto abierto de X, asi que el conjunto

(X\K)\C=X\(KUO)

es abierto en X. !

En consecuencia, K U C es cerrado. Como ya vimnos que también es co-
nexo podemos concluir que K UC € C{X) y terminamos [a prueba del lema
o

TESIS CON
{FALLA DE ORICEN
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Lema 2.4.4 Sean X wn continuo y A € C(X) Supongemos gue existe
una familia de subcontinuos {K), Ko,. .., Kn} tales que sii € {1,2, .., m},
entonces

i) K;U A es conexo y
i) (Ko\K)\A#Dparai#j

Entonces AU K; y AU K; son dos subcontinuoes no compaerables de X cadn
vez que i # j.

Demaostracidn: - a
Tomemos {7, 7} C {1,...,m} con i % j.
Entonces
0 # (K\K)\A C (AUK)\ (AUK;). (21)

De manera andloga sé puede ver que
(AUK)\(4UK)£0. ©2)

De (2.1} ¥ (:5,.2) deducimos que AU K; y AU K;; no son comparables.
O

Lema 2.4.5 Sean X un continue y B,B',H ¢ C(X).. Supongamos que
BCB yHNB # 0 # HNFr(B'). Entonces HN Fr(B) #1.

Demostracidn:
Tomemos x € H N Fr{B'). Analizaremos dos casos.
Caso 1 xz ¢ B.
Por hipétesis tenemos que # N B 5 0 y en este caso HN{X \ B) #0.
Como H es conexo se sigue que H N Fr(BY £ '
Casc 2 z € B.

Como B C B'yz e Fr(B) C X\ B ¢ X\ B, obtenemos que
x € Fr(B) Por tanto HN Fr{B} # .
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En ambos casos llegamos a la conclusién buscada, as{ que concluimos la prie-

ba del lema.
0o

Lema 2.4.6 Sean K y L dos subconjuntos cerrados de un continuo X. En-
tonces int{K U L) Cint(K)U L.

Demuostracion
Sea z € X \ (int(K)uU L)

Sea U7 un subconjunto abierto cualquiera de X tal que x € U. Como
x ¢ L podemos suponer que 7 € X\ L. Ademés, dado que = ¢ int(K) se
tiene que U\ K # 0.

De aqui que

B £ UNK = U\(KUL)

Asi pues, obtenemos que x ¢ inf(K U L) y concluimos la prueba del lema.
O

Lema 2.4.7 Sea X un continuo y sean L y K dos subconjuntos cerrados de
X. Siwe Fr(l)\ K, entonces w € Fr(LUK).

Demostracidén:
Como L es cerrado tenemos gue

weLCLUK (2.3)

Tomemos ahora un subconjuntio abierto U de X tal que w € I/, Supondremos
que U C X'\ K. Como w € Fr(L) existe un punto z tal que

z e (X\LnU c (X\DN(X\K) = X\(LUK).
Por tanto
w€ X\ (LUK,).

De aqul y de {2.3) se sigﬁe que w € Fr(L UK) y concluimos la prueba del

lema.
O
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Definicién 2.4.8 Sean X un continuo y e,b € X Decimos que X es irre-
ducible entre o y b si cada vez que A € C(X) es tal que {a,b} C A, se tiene
que A=X.

Lema 2.4.9 Seon X un condinuo y a, b dos puntos distintos de X, entonces
eziste K € C{X) tal que K es irreducible entre o y b

Demostracién:

Consideremos el conjunto C({a, b}, X) con el orden natural de la contencion
vy una cadena A en C({e,b}, X) En particular se tiene que siAdBec A
entonces A C B o B ¢ A Definimos

Y=[{A:Ae A}

Como Y es uns interseccién de continuos anidados se tiene que Y € C(X)
(véase [Nad92, Teorema 1.8]). Por otra paite, para cada A € A sabemos que
{a,b} C 4, asi que {a,b} C Y y claramente ¥ C A. Asi pues, hemos encon-
trado una cota inferior para la cadena A, de manera que si aplicamos el Lema
de Zoun ([Her98, Teorema 8.10]), obtenemos que el conjunto C ({a, b}, X)
tiene elementos minimales. Sea K un elemento minimal de C{{a, b}, X),
veremos que K -es irteducible entre a y b.

Si suponermos que K no es irreducible entre a y b, entonces existe un
subcontinuo propio L de K tal que {a,b} C L. Asl pues, hemos encontra-
do un elemento de C{{a,b}, X) gue es menor que K. Bsto contradice la
minimalidad de K v muestia que K es irteducible entre a y b.

Concluimos la prueba del lema.
O

Lema 2.4.10 Sea X un continuo, entonces X es localmente cofieza i y sdlo
51 X es conero en pequeno,

Demostracidn:
Si X es localmente conexo, entonces es inmediato que X es conexo en peé-
quefio.

Supongamos ahora que X €S conexo en pequefio y seap € X. Pas probar
que X es locamente conexo en p tomaremos un subconjunto abierto U/ de X,
que contenga a p ¥ la componente V de U que conticne a p Veremos que V
es abierto en X

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Sea z € V. Como X es cik en z, podemos tomar un conexe K tal que
2 € int(K) C U. Sin embargo, dado que K es conexe obtenemos que K ¢ V.
Por tanto = € ini(V) ¥ podemos deducir que V' es un subconjunto abierto
v conexo que contiene a p. Como esto sucede para toda p € X, concluimos
que X es locamente conexo.
O




Capitulo 3

Preliminares sobre Teoria de
Hiperespacios

En la Seccidn 1.2, para un continuo X definimos a los conjuntos C{X) v
2%, En este capitulo veremos que estos conjuntos tienen propiedades muy
interesantes. Empezaremos ddndoles una topologia adecuada, de manera que
X pueda darnos informacién sobre ellos ¥ viceversa.

3.1 Topo].ogia de 2¥ y C(X)

Definicién 3.1.1 Sean X un continuo (con métrica d), e > 0 v A € 2%,
Definimos la e-nube alrededor de A como:

N{g,A) = {geX: existe o € A tal que da,z) < =}
Definicién 3.1.2 Para un continuo X definimos la funcién
H:2% % 2% 5[0, 00)
dada. po1
H(A,B) = inf{£>0: AC N{e,B) y BC N(e, A)}.

En [Nad92, Teorema 4.2, Corolario 4.6}, se prueba que esta funcién es
una métiica para 2% (y C(X)), vy que la topologia generada por la métrica
H es independiente de la métrica de X. Es decir, si 4 v d' son dos métricas
que generan la misma topologia en X, entonces la métrica H inducida por d
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en 2%, v aquélla inducida por &', generan la misma topologia en 2% (y por
tanto en C(X))

Asi pues, de la misma manera que X denota al continuo X junto con su
métrica d, los simbolos 2% y C'(X) denotarén a los espacios respectivos junto
con la métrica H. A H se le lama Méfrica de Hausdorff.

La métrica de Hausdoiff A tiene un comportamiento muy agradable en
C{X)y 2%. Por ejemplo, en [Nad78, teoremas 0.8, 1.9 y 1.12] se prueba que,
con respecto a la topologfa generada por H, los espacios C(X) y 2% resultan
ser jcompactos ¥ conexos por trayectorias! y, en particular:

Teorema 3.1.3 S5i X es un continuo, enlonces sus therespacws C(X) g2+
también son continuos.

Veamos ahora a los hiperespacios de un continuc X desde otro dngulo,
buscando una manera alternativa de proporcionarles una topelogia. Tome-
mos, por ejemplo, un subconjunto abierto U de un continno X y considere-
mos los elementos de 2% contenidos en U, es decir, consider emos el conjunto

={A 2% A c U} Algo que se antojarfa natural es que I fuera
un subccm,junto abierto de 2%X. De manera similar, si B es un subconjun-
to cerrado de X, seria agradable tener una topologia para 2% en la cual el
conjunto {A € 2% : A C B}, fuera cerrado. Una primera pregunta es si tal
topologia existe, ¥ la respuesta es afirmativa; de hecho, existe una topologia
minima que satisface estas condiciones y se llama Topologza de Vietoris. A
continuacién la definimos con més precisién.

Definicidn 3.1.4 Para un continuo X, con topologia 7, definimos
(Sy, .., 8y ={Ae2®: ACUL Sy ANS; # { para cada i}
v consideramos la familia
By ={(U,.. Un): Uier,neNiec {1, .,n}}

En [[N99, Teorema 1.2] se prueba que, en efecto, By es una base para
la Topologia de Vietoris. M4s aun: en [IN99, Teorema 3.1] se muestra que
1a Topologia de Vietoiis coincide con aquélla generada por jla Métrica de
Hausdorfi!

De esta manera, hemos obtenido dos enfoques distintos de 1a topologia
que hemos establecido para los hiperespacios C(X} v 2%. Comeo veremos
més adelante, tener a la mano ambos enfoques nos serd de mucha utilidad y,
en lo sucesivo, utilizaremos aquél que m4s nos convenga.
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3.2 Convergencia en Hiperespacios

En la seccién anterior presentamos una maneia de dar una métrica patuzal a
los hiperespacios C{X) v 2% de un continuo X, v, en este sentido, podemos
considerar la convergencia de sucesiones en los hiperespacios en cuestién

Ahora bien, dado que los elementos de C(X) y 2% son subconjuntos de X,
a continuacion presentamos una notacidn clésica de convergencia en términos
de conjuntos

Definicién 3.2.1 Sean X un continuo y {4,}22, una sucesién en 2¥. De-
notaremos al ifmite inferior de la sucesién como

liminfd, = {xre X: paracadac >0, B(g,z)NA, #0
para cada n € N, salvo una cantidad finita de ellas}.

Similarmente, denotaremos al lmite superior de la sucesidn como

lim sup}lﬂ = {reX: paratodae >0, Bls,z)NA,£0
para una cantidad infinita de nimeros n}.

A continuacién introducimos una manera equivalente de tratar a los
limites superior e inferior, la cual nos convendrd usar fiecuentemente

Observacién 3.2.2 Como consecuencia directa de la definicién se tiene que:

i) = € liminf 4, si y sélo si existe una sucesion {a,}32, tal que a, € 4,
paia cada n ¥ @, — <.

ii} z & limsup A, si y s6lo si existen una subsucesion {A,, }2; ¥ 0n, € An,
paia cada k, tal que a,, -+ .

Algunas propiedades basicas de los limites superior e inferior se presentan
en ¢l siguiente lema.

Lema 3.2.3 [Nad?8, Teorema 0.6] Sean X un continue y {A,}°2, una su-
cesion en 2%, Entonces

i) Iminf 4, C limsup A,,

i) liminf A, y limsup 4, son subconjunios cerrados de X,
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iti) limsup An # 0 y

iv) si Ay, es una subsucesion de 4., enionces liminf 4, C liminfA,, ¥
limsup A, C limsup A,.

La nocién de convergencia en términos de subconjuntos de X estd dada
€omo sigue:

Definicién 3.2.4 Sean X un continuo y {4,122, una sucesién en 2¥. De-
cimos que la sucesién A, converge a A € 2¥ si iminf A, = A = limsup 4,.
En este caso escribimos Hm A, = A4

Una cuestion interesante, con respecto al comportamiento de las suce-
siones, es saber qué relacién hay entzre la convergencia en hiperespacios con
respecto a la métrica de Hausdorff v aquélla en términos de la definicidén
antericr. En este sentido, en [Nad78, Teorema 0.7] se prueba que ambas
noctones de convergencia son equivalentes; en otras palabias: si {4,}%%, es
una sucesién en 2%, entonces lim A, = A si y s6lo si H{4,,A) = 0. Asi
pues, de ahora en adelante usaremos ambas nociones indistintamente

Finalmente presentamos un par de herramientas que usaremos una y ofra
vez a lo largo de este trabajo.

Lema 3.2.5 Sean X un continuo y {An}2, ¥ {Ba}2, sucesiones en 2.
Supongamos que A, — A y B, — B para algunos A, B € 2%, entonces
A, UB, - AUB.

Demostracidn:

Sea. r € AU B, Podemos suponer que z € A = liminf 4,, entonces por
la Observacién 3.2.2, para cada n € N podemos tomar a, € 4, de manera
que a, — 2. Aplicando una vez mds la Observacién 322 obtenemos que
z € iminf 4, U B,. Por tanto,

AUB C liminfA4, U B, (3.1}

Tomemos ahora z € lim sup 4, U B, entonceg gracias a la Observacion 3.2.2
existen una subsucesion {A,, U Bn, }52, ¥ @, € An, U B, para cada £, tal
que z,, -~ &. Tomando una subsucesidn de la subsucesion si es necesario,
podemos suponer que x,, € A,, paia cada k € N En otras palabias,

z € limsupd, = A C AuB
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Por tanto, limsup A, U B, C AU B. Como consecuencia de esto, de (3.1} y
del Lema 3.2 3 obtenemos que

limd,UB, = AURB

y concluimos la prueba del lema.

O
Corolario 3.2.6 Sean X un continuo, i € N y {A}}32,,.. , {AL}2, suce-
siones en 2%, Si para cada k € {1,...,1} se tiene que AL — A* para alguna

A% € 2% entonces
(At 1<k <i) — [ A 1<h<a)
N0

Demostracidn.

Ern el lema anterior vimos el resultado para ¢ = 2. Supongamos, inductiva-
mente, que el resultado es vilido para k =i — 1. Entonces, usando una vez
mas el lema anterior obtenemos gue

Utdb:1chgay =  (Jlab:1gk<i-1jud]

— YA igkgi-1pul

n—o0
= |J4 1<k}

Terminamos la prueba del corolario.

3.3 Arcos ordenados y Funciones de Whitney

Introducimos a continuacién una herramienta basica en la Teoria de Hipe-
respacios: los arcos ordenados.

Definicién 3.3.1 Sea X un continuo y 4, B € C(X) (respectivamente,
2%). Una funcién continua e : I — Q{X) (respectivamente, 2%) es un arco
ordenado de A a B si

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Da®M=4a1)=By
i} alr) C «fs) cada vez que r < 5.

La prueba de Ia existencia de arcos ordenados en 2% v C(X) puede verse
en [Nad78, 1.2-1 &

En lo sucesivo usatemos mucho los arcos ordenados, asi que aprovechamos
este momento para introducir la siguiente definicidn.

Definicién 3.3.2 Supongamos que X es un continuo, A, B ¢ C{X), con
ACB,yque a:J— C(X) es un arco ordenado de 4 a B. Diremos que
a s el dnico arco ordenado de A a B si cada vez que tomamos un arco
ordenado 4 : I — C(X)} de A a B se tiene que o) = 3(I)

Por otra parte, las funciones de Whitney también son de gran ayuda en
el desarrollo de la teorfa. Las definimos a continuacién.

Definicién 3.3.3 Sea X un contimuo Una funcidn de Whitney pore C{X)
es una funcidn continua g : C(X) -+ [0, 00) que satisface:

i) w{p}) =0paracadape Xy
i) u{A) < p(B) cada vez que A ¢ B.

A lo largo de esta tesis trabajaremos con varios hiperespacios para un
continuo X, para los cuales también nos gustaria tener funciones de Whitney.
Asi pues, definimos una funcién de Whitney para-uin hiperespacio en general

Definicién 3.3.4 Si L es un hiperespacio del continuo X (por ejemplo 2%),
decimos que una funcién continua x es una funcion de Whitney para L, si
satisface las condiciones 1) y ii) de la Definicién 3.3.3 y su dominio es L.

En [Nad78, Teoremas 0.50.1, 0.50.2 y 0.50.3] se muestran las construc-
ciones de tres funciones de Whitney, las cnales pueden considerarse para
cualquier hiperespacio. ‘ '

Notemos ahora lo siguiente: si g es una funcién de Whitney para un
hiperespacio L, podemos definir una nueva funcién g’ : L — {0,c0) de ma-
nera que p'{A) = ﬁf((%“ Asi pues, resulta que ' también es una funcidn de
Whitney, pero con la ventaja de que p/(X) = 1y, en consecuencia, 1’ toma
valores en I. Asi pues, cada vez gue hablemos de una funcién de Whitney,

supondremos gue su rango es J.
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3.4 Herramienta general

De la misma manera que presentamos una seccion de herramienta general en
Teor{a de Continuos, dedicamos ahora esta seccidn a desarrollar resultados de
Teoria de Hiperespacios que, por su naturaleza mds bien técnica, preferimos
incluir en una seccién aparte, a fin de preservar la continuidad y coherencia
de los resultados principales de este trabajo.

Asi pues, con respecto a los aicos ordenados tenemos el siguiente hecho.

Lema 3.4.1 Sean X un continue y A € C(X)\ {X}. Supongomos que
existen dos arces ordenados ey 1 I =+ C(X) yoy: I = C(X) de 4 o X tales
gue o (I} # aa(I). Entonces ezisten 3,f € I tales que

afs)\ealt) #0 v ex(f)\ouls) # 0.

Demostracién:
Sea p : C(X) — I una funcién de Whitney., Por hipétesis podemos tomar
s € I tal que an(5) & az(I). Sea v’ = p(an(s)).

Como los arcos ordenados son funciones continuas, podemos encontrar
t € 1 tal que pon(t)) ="

Ahora bien, las funciones de Whitney son estrictamente crec1entes asi
que ;(s) ¥ oo(f) no pueden ser compaables. Por tanto

o)\ e} #0 v oaft)\auls) #0

v concluimog la prueba del lema.
O

A continuacién presentamos un lema de Teoria de Continuos, que usare-
mos posteriormente, como aplicacion de la existencia de los arcos vrdenados.

Lema 3.4.2 Sea X un confinuo descomponible, digamos que X se¢ descom-
pone en los subcontinuos A y B, 5i K es una componente de AN B, entonces
EnFrid)#£ 0y KnFr(B)£0.

Derostracion.
Empezaremos viendo que K N Fr{A4) # 6.

Supongamos que K N Fr{A) = §. Por definicién tenemos que K C A, asi
que K C int(A). En particular, si consideramos el conjunto

= {DeC(X): D cint(4)} = (int(4)) nC(X),
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tenemos que P es un subconjunto abierto de C'(X) que contiene a K (véase
Definicién 3.1.4). De aqui que podemos hallar & > O tal quesi L € O(X) ¥
H{K,L) < b entonces L C A.

Consideremos ahora un arco oidenado § : I — C{B} que empiece en
K y termine en B. Como 3 es continua podemos hallar ¢ > 0 tal que
H(K,B(t)) < &, y de acuerdo a la eleccién de § se sigue que 8(¢) C A
De aqui que (¢} es un subcontinuo de A N B que contiene propiamente a
K = B(0), lo cual contradice a eleccién de K.

Por tanto K N Fr(A) =8

De manera andloga se puede piobai que K NFr{B) # 0 y concluimos la

prueba del lema.
0

Finalmente presentamos un lema un tanto técnico, pero que nos serd de
gran utilidad.

Lema 3.4.3 Sean X un continuo y n € N. Supongamos que ezisten dos
* familias {K1, Ka,. .., Kp} y{C1,Cz, ...Cn} en2¥ tales que K1, Ko, ..., Ky,
son ajenos dos a dos y K; ¢ Ci para tode i€ {1,2,. . ,n} Para cade i
tomamos un arco ordenado a; 1 I = C(X) de K; a C;. Entonces existe
4> 0 tal que si |r],|s| <& y 7 # 1, se tiene que ox(r) Nay(s) = 0.

Demostracidn:
Sea

¢ = min{diz,y):ze K;, ye K; y J#i}
Es claro que si © # 7§, entonces
N K)NN(EK;) = 0.
Gracias a la continuidad de o, existe d; > 0 tal que si 3| < &;, entonces
H (04(0), () < £

Sea § = min{é;,da, ..,68,}. Si|s! < 4, entonces H(Ki,ai(s)) < § para toda
i €41,2,...,n}. Asi pues, si |r|,|s| < § y 7 5 ¢, entonces

as(r) Nayls) C N(§, KN N K;) = 0.

De maneia que § satisface las condiciones requeridas.
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Capitulo 4

*Sobre los continuos
Irreducibles

M4s adelante necesitaremos utilizaz teorfa sobre los continuos irreducibles,
ast que dedicaremos esta seccién a desarrollarla v a recordar brevemente
lo que ya estd hecho, 2 fin de usarlo posteriormente. En su libro [Kur68]|,
K. Kuratowski expone varios resultados sobre continuos irreducibles, algunos
de los cuales nos serdn de gran utilidad

4.1 Irreducibilidad con respecto a dos puntos

Definicién 4.1.1 Para un continuo X, irreducible entre dos puntos a y b,
definimos la familia

Dixe ={A€C(X):a €Ay A=intx(A)} {4.1)

En toda esta seccidn asumiremos que X es un continuo irzeducible entre
los puntos a v b, y veremos algunas de las propiedades de X relacionadas con
la familia D( X.a)-

Observamdn 4.1.2 Sean X un continuo y A un subconjunto cerrado de X
Como int{A) C A entonces int(A) C A.

Propiedad 4.1.8 Sea X un continuo wrreducible enfre o y b Claramente
Xe D(X,a): ast que D(X,u) # 0.

TESES CON
FALLA DE ORIGEN]
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Propiedad 4.1.4 [Kur68, §48, II, Teorema 8] Sea X un confinuo irreducible
entrea yb SiAcC(X) yac A, entonces X \ A es conexo.

Propiedad 4.1.5 [Kur68, §48, III, Teorema 1] Sea X un continuo irredu-
cible enfre @ y b. S A € Dyx .y, entonces A es irreducible entre a y z pare
cada z € Fr(A).

En particulor, para dos elementos A y B de C(X) tales gue a € A C B
y B € Dix . se liene que A < int(B)

Propiedad 4.1.6 Sea X un continuo irreducible entre @ y b Suponga-
mos que A, B € C(X) son tales yue s € A G B y B € Dixa), entonces
X\BC X\ A

Demostracidén:
Como A C B se tiene que X \ B C X \ 4, asf que

X\BCX\4 (4.2)

Ahora bien, gracias a la Propiedad 4.1.5 se tiene gue A € int{B). En parti-
cular

Fr{AYn Fr(B) = 0,
asi que
# # Er(d) ¢ X\VAVX\B

De acuerdo a esto y a {4.2) podemos concluir que X \ B ¢ X\ A v termi-
namos la prueba de la propiedad.
0

Propiedad 4.1.7 Sex X un continue irreducible enlre o y b, consideremos
AeC{X)yB ey, Siac AC B, entonces B\ A es conexo.

Demostracidn.
En la Propiedad 4.1.4 vimos que el resultado és cierto para B = X. Supon-
gamos ahora que B C X.

Tomemos z € Fr(B). Por la Propiedad 4.1.5, B es irreducible entie a y 2
Asf pues, estamos encondiciones de aplicar la Propiedad 4.1.4 al subcontinuo
A del continuo irreducible B para obtener que B \ A es conexo.

O
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Propiedad 4.1.8 Sec X un continuo irreducible entrea y b ysea A € Dix ).
Entonces int(A) # . .

Demeostracidn:
Supongamos que int(A4) = @, entonces int(A) = #. Como A & Dy x,z) obte-
nemos que A = int(A) = 0, lo cual contradice el hecho de que o € A Por

tanto int(A) £ 0.
0

Propiedad 4.1.9 [Kuré8, §48, III, Tecrema 2] Sea X un continue irredu-
cible entre a 3 b. Si A y B son dos elementos distinios de Dix ), entonces
A Cint(B) o B Cint(A).

Propiedad 4.1.10 [Kur68, §48, II, Teorema 5] Sea X un continuo drredu-
cible entre a y b. 8i A € C{X) y a € A, entonces int(A) es conezo.

Propiedad 4.1.11 Sea X un continuo irreducible entrea yb. S A € C’( )
es tal que int(A) # 0 ya € A, entonces ¢ € int(A).

Demostracion:
Supondremos que A C X. Noternos que

int(4) = X\ X\ A

Ahora bien, de acuerdo a la irreducibilidad de X v a que estamos consideran-
do A C X se sigue que b € X'\ A. Ademds, por la Propiedad 4.1.4 tenemos
que X \A es conexo, de modo que X \A € C(X) y

be X\A Cc X\int(d) € X.
Usando una vez més la irreducibilidad de X concluimos que

a € X\ X\ 4 = int{4).

]

Propiedad 4.1.12 Sean X un continuo (no necesariamente irreductble) y
K € C(X) tales que K = U para algin subconjunto abierto U de X Enton-
ces K = int(K)
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Demaostracion:
De acuerdo a la Observacidn 4.1 2 se tiene que inf(K) ¢ K. Ahora bien,
claramente

K =U = wntU) < int(U) = int(K).

Por tanto K = int(K).
[

Propiedad 4.1.13 Sea X un continuo wrreducible entrea y b. Si A € C(X)
es tol que int(A) # 0, a € A y A' = int{A), entonces A’ € Dyxq)

Demostracidn.
Gracias a la Propiedad 4 111 tenemos que a € int(A) Ademds, de acneido
a la Propiedad 4.1.10 tenemos que int{A) es conexo, de modo que

mi{d) € C{X). {43)
De acuerdo a esto y 2 la Propiedad 4.1.12 se obtiene que A € Dy y con-

cluimos Ia prueba de ia propiedad.
0

Propiedad 4.1.14 Sea X un continuo srreducible entre o y b y sea {Dn}o,
una sucesidn en Dix .y Entonces

= T—
g D, = mt(nLJl Dn) ;

Demostracién:
Usando la. Obsexvacion 4 1.2 se tiene que

mt(lj D,) c fj; “ (4.9)
n=1 n=1

Ahora bien, por hipdtesis

Gpn = Din-t(Dn) c D@m(pn)
n=1 : n=1 n=1

oo o

C mt( U D,,) c mt(U Dn).

n=1 =1
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En consecuencia

TE;JIDH C z‘nt(nL:Jl Dn)

De lo anterior y de {4 4} concluimos que

oo T
U D, = in-t(U Dn) .
n=1 n=1

a

Propiedad 4.1.15 Sean X un continuo rreducible entre o y b, A € C{X)
tol quen € Aya:I— C(A X) un arco ordenado de A o X.

St {ta 182, C I es uno sucesion creciente tal que b, — ty ¥ a(tn) € Dix g
pera cada n € N, entonces a(to) € Dyx -

Demostracidn:
Como la sucesién {,}2, es creciente tenemos que la sucesién {af{ta)}32,
también lo es, de manera que

medlt,) = U aftn)
n=1
y por continuidad de sigue que
U alty) = ofty).
=1

Ahora bien, para cada n € N sabemos que of{t,) € Dyxq), as{ pues podemos
aplicar la Piopiedad 4.1.14 a la sucesidn {a(£,)}52, para obtener que

o0 o
alt) = | Jolta) = int(U a(tﬂ)) = int(alts)).
a=1 n=l
De agui deducimos que o(ty) € Dyx oy v concluimeos la prueba de la propie-
dad.
O
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Propiedad 4.1.16 [Kur68, §48, VII, Teorema 2f Sea X un continuo irre-
ducible entre ¢ y b. Supongamos que existen A, B € Dix,y tales que A ¢ B.
Consideremos la familia

D={DeC(X): ACDCB).

Si DNDyx g =0, entonces B\ A es un subcontinuo indescomponible de X

4.2 Irreducibilidad con respecto a dos sub-
conjuntos

Introducimos ahora la nocién de irreducibilidad entre dos subconjuntos de
un continuo X :

Definicién 4.2.1 Sean X un continuo y 4,8 C X. Decimos que X es
irreducible entre A y B st A £ 0 # B v se satisface la signiente condicién:

{* X es irreducible entie los puntos e y bsiy sélosiac Ay be B

Lema 4.2.2 Sea Y un continuo srreducible entre los subcontinuos Ay B
Sea A e C(Y) tal que ANA#D y A\ A’ F# B, entonces A C int(A).
En particular, A es un subcontinuo termingl de Y.

Demostracion:

Por hipétesis podemeos tomar w € A\ A". Sea b & B’. Como ¥ es irreducible

entre A' y B, existe un subcontinuo B € C(Y)\ {Y} tal que w,b € B. En

particular se sigue que BN A" = (. Ahora bien, w € A B y por hipdtesis

A'NA# P, de manera que AU B es un subcontinuo de ¥ gue intersecta a

A’y a B'; asi pues giacias a la irreducibilidad de 1" se sigue que AUB =Y.
De acuerdo a lo anterior obtenemos que A’ C ¥\ B C 4 y en consecuencia

A Cwmnt(A).

En particular obtenemos que A’ es un subcontinuo terminal de Y.
Concluimos asi la prueba del lema.

O
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Lema 4.2.3 Sean X un continue, ¥ € C(X) y AL, B € C(Y) &Y es
wrreducible entre A y B, entonces inty (A') =0 e inty (B) = D.

Demostracién:
Sean b € By C la componente de ¥ \ A" que contiene a & Por el Teorema
de los Golpes en la Frontera (Teorema 2.4.1),

B # Cniry(Y\4) ¢ OnA.

De manera que CNA' #@ybe CNB. _
Por la irreducibilidad de Y, entre A’ y B, obtenemos que ' = Y. En-
tonces

inty(4) = Y\ (Y \A) c Y\CT =0
Asf que inty (A’) = @. Similarmente puede probarse que inty (B') = . Esto

termina la prueba del lema.
O
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Capitulo 5

Los Hiperespacios C(p, X)

5.1 Introduccién

Definicién 5.1.1 Sean X un continuo, 4 € C(X)} y D &€ C(A4). Definimos
un nuevo hiperespacio

C(D,A)={BeC(4): DC B}

A lo largo de este trabajo utilizaremos mucho los hiperespacios C({p}, A),
asi que para simplificar los denotaremos simplemente como Cl(p, 4).

Una pregunta natural es la siguiente: en el Teorema 3 1.3 vimos que si X
es un contirmo, entonces los hiperespacios C(X) y 2% también lo son. Asf
pues, st A € C(X) vy D € C({A), ;jsexd cierto que C(D, A} también es un
continuo? El siguiente lema nos da la respuesta.

Lema 5.1.2 Sean X un continuo 4 € C(X)} y D € C(A). Entonces se tiene
que C(D,4) € C(C(X)) En particular, C(D, A} es un continuo

Demostracién:
En el Teorema 3.1 3 vimos que C(X) es un continuo. Aplicando el mismo
teorema a C(X) obtenemos que C(C(X)) también lo es, asi que tiene sentido
preguntarse si C(D, A) € C(C(X)S

Ahora bien, por definicién tenemos que C(P, A) C C(X). Empezaremos
viendo que C(D, A) es cerrado en C{X).

Asi pues, tomemos una sucesién {B,}27, C C(D,A) que converge a
B € C(X) En este caso tenemos que D C B, C A4 para cada n € N, de
donde es f4cil ver que entonces D < B C A. Por tanto, B € C{D, A).
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En consecuencia, C (D, A) es cezrado en C{X). Veamos ahoraque C(D, A)
es conexo. De hecho, veremos que C'(D, A) es conexo por trayectorias

Sea B € C'(D, A), entonces D2 C B. Asl pues, podemos tomar un arco
ordenado que empiece en D ¥ termine en B, en particulay, dicho arco orde-
nado es una trayectoria entre los elementos D y B de C{D, A). Como esto
pasa para cualquier B € C'(D, A), podemos conchuix que C(I, 4) es conexo
por trayectorias.

Por tanto, C(D, A) € C(C(X)). En particular, C{D, A) es un continuo.

O

No es mucho Io que se ha estudiado sobre los hiperespacios C(D, A4), sin
embargo, en la literatura pueden encontraise resultados muy intercsantes y
itiles. Uno de los més importantes tiene que ver con el concepto de AR, que
veremos a continuacion

Definicién 5.1.3 Un subconjunto A de un espacio topolégico X es un
retracto de X si existe una funcién continua r : X — A tal que 7{a) = a
para cada a € A. Dicha funcién r se llama retraccidn.

Mas adelante nos convendrad considerar varios tipos de retracciones:

Definicién 5.1.4 Sean X un espacio topologico, AC X vr: X — A una
1etraccion. Decimos que r es una retraccidn por deformacidn si existe una
homotopia H : X x I — X entie r v la funcién identidad de X. Mds atn,
decimos que 7 es una retreccidn fuerte por deformacién si H(e,t) = a para
cadat € 1.

Definicién 5.1.5 Un espacio métiice X es un retracte absolute (abreviado
AR) si cada vez que X es homeomorfo a un subespacio ceirado W, de un
espacio métrico Y, se tiene que W es un retracto de Y.

Con respecto a los retractos absolutos se ha desarrollado una teoria muy
amplia. Nosotros usaremos algunos resultados particulares, como el siguien-
te. -

Teorema 5.1.6 [Kur68, §, I, Teoremas 1 y 3] Sean X es un espacio fo-
pologico y A, B dos subconjuntos cerrados de X. 51 A,B y ANB son retractos
obsolutos, entonces A U B tembidn es un refrocto absoluto.

PP Y

TSI CON
FALLA DE ORIGEN




5.1 Introduccién 33

Presentaremos ahora algunos resultados que nos serdn de gran utilidad
en el desartollo de la teorfa sobie los hiperespacios C(D), A).

Teorema 5.1.7 Sean A un continuo y D € C(A). Entonces C(D, A) es un
AR. :

La prueba de este teorema puede hallarse en [Ebe78, Teorema 2].

Corolario 5.1.8 Sean A un continue y D € C(4). Entonces C(D, A) es
localmente conezo.

Demostracidn:

Se sabe que cualquier continuo puede ser encajado en el cubo de Hilbert
(véase [Nad92, p. 4]), en particular, en virtud del Lema 5.1.2 tenemos que
(D, A) es homeomorfo 2 un subespacio del cubo de Hilbert. Asi pues, de
acuerdo al teorema anterior podemos ver a C({D, A) come la imagen conti-
mua del cubo de Hilbert, de donde se desprende que C(D, A) es localmente
CONExo.

o

Por el Teorema 5.1.7 sabemos que los hiperespacios C(p, X)) son retiactos
-absolutos, asi que cabria preguntarse si el reciproco det teorema es cierte. En
otras palabras, nos gustaria saber si cualquier retracto absoluto puede verse
como un hiperespacio C(p, X) para algin continuo X v p € X. A fin de dar
respuesta a esta pregunta introducimos un lema,

Lema 5.1.9 57 X es un continuo, p € X y C{p, X) no es un arco, entonces
C(p, X} contiene una 2-celda

Demostracion:

Como C(p, X) no es un arco, podemos elegir dos arcos ordenados ¢ : I — C(X)
vyop I — C(X) depa X tales que ar (1) # au(J). Asf pues, de acuerdo al
Lema 3.4.1 existen s,¢ € [ tales que

afs)\ea(t) #0 ¥y aalf)\eu(s) #0.

Sean A = a1(s) ¥y B = a»(t). Analizaremos dos casos
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Caso 1 AN B es conexo.

Sean v : I = C(A) y ¢ : I = C{B) arcos ordenados de ANBaAya
B, respectivamente. Definimos h: 1 x I — C(p, X) como

Rz, y) = v(z) UC(y).

Notemos que p € y{z)N{(y), asi que h(z,y) € C(p, X). Ademss, como
consecuencia del Lema 3 2.5 obtenemos que A es continua

Vetemos que A es inyectiva. Sean (x,y), (z',y') €  x I y supongamos
que z < z'. Como 7 es estrictamente creciente obtenemos que

b # (@) \y(e) = @)\ ((=}UC)) < Al y¥) \ Az y)

De manera similar, si ¥ # ' puede probarse que h(z,y) # h{z, ).
Por tanto, h es inyectiva

Hemos visto que b es inyectiva y continua. Ademds, ¢l dominio de £
es compacto. Asi pues k es un homeomorfismo en su imagen. De esta
manera deducimos que C{p, X) contiene una 2-celda y conchuimos ¢l
andlisis de este caso.

Caso 2 AN B no es conexo.

Supongamos que AN B es la unién ajena de dos subconjuntos cerrados
v no vactos Py €, entonces P, € 2%

Consideremos dos arcos ordenados v: I - C(B) y (: I =+ C{B) de P
vy ¢ a B, respectivamente. De acuerdo al Lema 3.4.3 existe 4 > 0 tal
que 81 z,y € [D, 8, enfonces

@) N(w) = 0 {5.1)
Asi pues, definimos & : [0,4] x [0,4] — C(p, X) como
hz,y) = AUz} U ()

Observemos que P C AN+(z) paracada z € I y @ C AN((y) para
cada y € I. De acuerdo a esto, y al hecho de que 4 € C(p, X), podemos
deducit que h{z,y) € C{p, X) para cada z,y € I. De aqui que £ estd
bien definida. Por otra parte, como consecuencia del Corolario 3.2.6 se
tiene que £ es continua
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Ahora bien, supongamos que (z,y), {z', %) € I x [ son tales que z < 2.
Gracias a la monotonia de v v a (5 1) se sigue que

B # @)\ r(x) = ¥\ (v{z) U A)
= @)\ {(vz) b AU(Y) C A Y\ Rz )

Similaimente, i suponemos que y # ¥’ obtenemos que h(z,y) # A(z".y).
Por tanto, h es inyectiva.

Finalmente, como A es inyectiva y continna, y el dominio de £ es com-
pacto, deducimos que k es un homeomorfisto en su imagen. Por tanto,
Cl(p, X) contiene una 2-celda v concluimos el analisis de este caso

Terminamos Ia prueba del lema.

0

El lema anterior sugiere que no cualquier retracto absoluto se puede ver
como un hiperespacio C(p, X) y, en efecto, éste es el caso.

Ejemplo 5.1.10 Un ejemplo de un AR gue no es de le forma C{p, X) pare
ningdn continwo X ype X.

Sea ¥ un tiiodo simple, entonces podemos ver a Y como la unién de dos
arcos -cuya interseccién es un punto. Asi pues, gracias al Teorema 5.1.6 se
tiepe que Y es un AR.

5i Y feera de la forma C{p, X) para algin continno X v p € X, por
el Lema 519 tendriamos que Y contiene una 2-celda, lo cual es absurdo.
Por tanto, ¥ no es de la forma C(p, X) para ningtin continuo X y p € X
Notemos que, en realidad, este mismo argumento nos sirve para ver que:

Corolaric 5.1.11 5i un continuo X y p € X son tales que C'(p, X} es uni-
dimensional, entonces C(p, X) es un arco.

A continuacién introducimos dos definiciones importantes

Definicién 5.1.12 Sean X,Y continuos v f : X — Y una funcién conti-
nua Definimos la funcidn inducide C{f) : C(X) — C(Y) dada po
C(f)(A) = F(A). Es decir, C{f){A)} es la imagen de A bajo la funcién f.

En €] articulo [Hos97] se presentan varias propiedades generales de las
funciones inducidas
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Definicion 5.1.13 Sean X, ¥ continuos y f : X — Y una funcidén continua.
Decimos que f es confluente si para cada B € C(Y") y cada componente -4
de f~1(B) se tiene que f(4) = B.

Lema 5.1.14 Sean X y Y dos continuos. Entonces une funcion continua
f: X =Y es confluente si y sdlo si para cade p € X se tiene que

C{H(Clp, X)) = Cf{p).Y).

Demostracion:
Seanpe X v A€ Cfp, X). Como f es continua, es feil ver que

f(A) e C{f{p). ).

De acuerdo a esto, obtenemos que f (C(p, X )) < C{f(p), ).

Ahora bien, supongamos que f es confluente y tomemos B € C(f(p),Y).
Sea A la componente de f73(B) que contiene a p. Entonces 4 € C{p, X) v
f(A) = B. De aqui que C(f(p),Y) C f(C{p, X)) Por tanto

CH(Cp. X)) =C(f),Y)

Supongamos ahora que f no es confluente, es decir, existen Be C(Y)v
una componente A de f~1(B) tales que f(A) ¢ B. Sea p € A, veremos que

C(H(Cl X)) C C{fp),Y)\{B}

Supongamos que existe D € C{p, X) tal que f(D) = B. En particular
AU D g Cp, X), lo cual quiere decit que AU D es uh subconjunto conexo
contenido en la componente A de f~{B) v es tal que f(AU D) = B, lo cual
nos lleva a una contradiccién con la eleccién de A. En consecuencia, para
cada D € Cp, X) se tiene que f(D) # B y podemos concluir que '

C(H)(Clp, X)) € Cf(p),Y)

Terminames la prueba del lema.
c

Por otra parte, una pregunta que %e antoja natwial es si los hiperespa-
cios C'(p, X)) son invariantes topoldgicos en algin sentido. Por ejemplo, si
h:X =Y es un homeomotfismo v p € X, entonces (C(p, X) serd homeo-
motfo a C (h(p),Y)? El siguiente lema responde esta pregunta de maneia
afirmativa.

e

TR CON_
FALLA DE ORIGEN




5.2 Funciones de Whitney para C(p, X) 37

Lema 5.1.15 Seen X y YV continuos y b+ X — Y un homeomorfismo
Entonces C{p, X) ~ C(h(p),Y}.

Demostracion.
Como un homeomorfismo es una funcién confluente, podemos aplicar el
Lema 5.1.14 para obtener que

Clh(p},Y) = C(R}(C(n, X)).

Sin embargo, dado que A es un homeomoifismo, se tiene que C(k) también
es un homeomorfismo (véase [Hos97, p 239]). La conclusién del lema se

desprende facilmente.
O

5.2 Funciones de Whitney para C(p, X)

En esta seccién estudiaremos propiedades de las funciones de Whitney defi-
nidas en los hiperespacios C'(p, X).

Sean-X un continuo ¥ p € X. Consideremos una funcxon de Whitney g
para C(X) y definamos g : Clp, X) = T como p = iopxy. Es facll ver
que p satisface las condiciones i) y ii) de la Definicidn 3.3.3, asi que ¢ es una
funcién de Whitney para C(p, X).

" Las funciones de Whitney para &(X) han sido muy estudiadas, y tie-
nen muchas propiedades interesantes. Nuestro propésito en este momento es
desarrollar un par de propiedades de las funciones de Whitney para los hipe-
respacios C(p, X), las cuales por cierto, resultan ser muy similares a aquéllas
para C(X), y nos serdn muy itiles més adelante.

Observacién 5.2.1 Sean X un continuwo, A € C(X} y D e C(4). Si
a: I~ C(X) es un arco ordenado que empieza en D y termina en A, enton-
ces e [4cil ver que a(s) € C(D, A) para cada s € I. De esta manera hemos
visto que ¢ en realidad es un arco ordenado en C{D, A).

Definicién 5.2.2 Sean X un continuo y u una funcién de Whitney paia
C(p, X). Un nivel de Whitney en C{p, X) es un conjunto de la forma p~1(¢)
para alguna t € I.
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Con respecto a la estiuctura de los niveles de Whitney en Cp, X), en el
libro [IN99, Teorema 66.4] se prueba el siguiente resultado.

Lema 5.2.3 Sean X un continuo yp € X 57 p es una funcion de Wieiney
para C(p, X), entonces p~'{(r) es un AR, pore cods r € 1. En porticular,
u~(t) es un continuo para codar € 1. :

5.3 Propiedades generales

El objetivo de esta seccidn es desarrollar herramienta més general sobre el
comportamiento de los hiperespacios C'(p, X).

Un concepto que usaremnos una v otra vez a lo largo de este trabajo es
el de punto de corte de un espacio X M4s tarde veremos que analizar los
punios de corte de los hiperespacios C(p, X) nos dard mucha informacién
sobre ellos.

Definicién 5.3.1 Sean X un espacio topolégice y p € X. Decimos que p
esun punte de corte de X si X \ {p} no es conexo.

Lema 5.3.2 Sean X un continuo yp € X. Entonces ni {p} ni X son punios
de corte de C(p, X).

Demostracion:
Veremos que C(p, X} \ {X} es conexo,

Sean K, K2 € Cp, X) \ {X}

Para cada ¢ € {1, 2} se tiene que p € K;, asi que podemos tomar un arco
ordenado o; : I = C'(X) que empiece en {p} y texmine en K;.

Como los arcos ordenados son funciones continuas, y {p} estd en la ima-
gen de ambos arcos ordenados, se sigue que la unién de las imagenes de ay
¥ 2 s un subconjunto conexo de C{X)\ {X} que contiene a K y a K.

Por tanto C(p, X))\ {X'} es conexo y en consecuencia X no es un punto
de corie de C{p, X ).

De manera similar (fomando ahora arcos ordenados de K; a X)) se puede
probar que {p} no es punto de corte de Cp, X).

Concluimos Ia prueba del lema.

0

Introducimos ahora un nuevo concepto.
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Definicién 5.3.3 Sean X un continuo, p € X y A € C(p, X). Decimos que
A es termingl en psi cada vez que B estd en Cp, X} se tiene que AC B o
BCA

Este iiltimo concepto es particularmente importante en el estudio de la
estructura de los hiperespacios C{p, X). Un ejemplo de esto se muestra en
el siguiente lema.

Lema 5.3.4 Sean X un continue y p € X. Supengamos gue A € C(p, X)
es tal que {p} C A C X, enfonces A es terminal en p st y solo si A es punito
de corte de Cp, X).

Demostracion:
Supongamos que A es terminal en p v consideremos los siguientes subespacios
de Cp. X):
A={BeC{p,X}): BC A}
B={BeCpX):ACB}
Es fécil ver que A y B son cerrados, v que AN 8 = {A}. Ademds, como
{rp} € AC X se tiene que

AN{A} # 0 # B\ {4}
Por otra parte, como A es terminal en p se sigue que AUB =C(p, X).
Por 1o tanto A4 es de corte en Cp, X).
Supongamos ahora que A no es terminal en p. Definimos:

A={BeCp,X): AL B}

Veremos en dos pasos que A no es punto de corte en C(p, X}

Paso 1 .4 es conexo por trayectorias.

Sea B € A. Claramente {p} € A, asf que basta ver que existe una
trayectoria en A que conecta a {p} con B.

Sea oo : I = C(p, X) un arco ordenado de {p} a B. Por definicién
de arco ordenado, sabemos que cada dos elementos de la imagen de o
son compatables y estin contenidos en B. Como A € B, A no puede
estar contenido en ningdn elemento de la imagen de «. Asi pues hemos
obtenido una trayectoria conectando a {p} y 2 B en A. For tanto .4
€5 Conexo por trayectorias.
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Paso 2 C(p, X)\ {A} es conexo por trayectorias.

Basta ver que dado un elemento B € C(p, X)\ A, con B # A, existe
una trayectoria en C(p, X)\ {4} que une a B con un elemento de A
{por el paso anterior A es conexo por trayectorias).

Sea B € C(p, X) \ {AU {A}}, entonces A C B. Por otra parte, como

‘A no es terminal en p, existe un subcontinuo X € C{p, X) tal que
K\A#0y A\K # 0 En particular K € A.

Por construccién tenemos que K € C'(p, X)\ {A} v veremos que existe
una travectoria en Cp, X)\ {A} uniendoa K ya B.

Sean o : I — Clp, X)y B : 1 - Cp, X) arcos ordenados de K a X y
de B a X, respectivamente.

Por definicién de arco ordenado tenemos que K esta contenido en cada
elemento de la imagen de ¢, pero como K\ A # 0 se sigue que A no
estd en la imagen de a. Utilizando el mismo argumento (con B en el
lugar de K), podemos concluir que A no estd en la imagen de 3. De
aqui que aU B es una trayectoria en C'(p, X}\ {4} que unea By a K.

Del Paso 2, concluimos que C{p, X) \ {4} es conexo, asi que A no es

punto de corte de C(p, X).
g

Concentrémonos ahora en el caso particular en que el hiperespacio C(A, X)
es un arco. Como veremos a continuacién, este caso tiene propiedades inte-
resantes.

Observacién 5.3.5 Si X es un continuo con un subcontinuo A tal que
C(A; X) es un arco, entonces existe un dnico arco ordenado o : I — C{4, X)
{no como funcién, sino como arco), que empieza en A, termina en X v
a(I) = C(A, X) (véase la Definicién 3.3.2). De acuerdo con la monotonia de
los arcos ordenados, en particular se tiene que cualesquiera dos elementos de
C'(4, X) son comparables

El reciproco de la observacidn anterior también es cierto:

Lema 5.3.8 Sea X un confinuo. 5i A' & C{X) es tol que pova cuclesquiera
A, B € C(A',X) se tiene gque A y B son comparables, entonces C(A', X) es
un arco.
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Demostracién:

Sea a; 1 I — C(A, X) un arco ordenado de A" a X. Supongamos que
C(A', X) no es un arco, entonces existe K € O(A', X) \ oy (J). Tomemos
ahora un arco ordenado ap de A" a X, que contenga a K (esto se puede hacer
tomando un arco ordenado de 4" a K y luego tomando otro de K a X)), Asi
pues, en estas condiciones tenemos dos arcos ordenados oy : J — C(A\ X) ¥
ag: [ — CA, X)), de A’ a X, tales que o (J) # 0x(]). De acuerdo a esto y
al Lema 3.4.1 existen 5,2 € [ tales que

or(s)\aa(t) #0 v os{t)\og(s)#£ D

Asf pues, hemos obtenido dos elementos de C{A', X), ay(s) v a=(2), que no
son compaiables. De esta manera concluimos la prueba del lema.

G

Lema 5.3.7 Sean X un continuo y A’ € C(X) fales gue C(A, X) es un
arco. Sean A, B € C(A', X) tales que B\ A # 0, entonces B\ A es conezo.

Demostracion.
- De acuerdo a la Observacién 535 tenemos que 4 y B son comparables, v
como B\ A # 0, entonces A C B.

Supongemes que B\ A no es conexo, entonces podemos considerar dos
componentes K y XK' de B\ A En el Lema 2.4.3 vimos que en este caso

AUK y AUK' son conexos.
Por otra parte, por construccion

(K\E)\A = K\A#0 y
(K'NK)\A = K'\A#0

It

En este momento estamos en condiciones de aplicar el Lema 2.4.4, de
acuerdo al cual podemos concluir que AU K v AU K’ son dos elementos de
C(A', X) no comparables, lo cual contradice la Observacién 5.3.5.

Por tanto B\ A es conexo y concluimos la prueba del lema.

a
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Lema 5.3.8 Sean X un continue y A” € C{X) tales que C{A", X} es un
arco. §i A C{4, X\ {X}, entonces Fr(A) € C(X).

Demostracion:

Claramente la fiontera de A es cerrada en X, asi que basta ver que es conexa.
Supongamoes que H; v H; son dos componentes distintas de Fr(A4). Como

Fr(A) C X\ A, yporel Lema 5.3.7 X'\ 4 es conexo, para cada ¢ € {1, 2} po-

demos tomar un arco ordenado oy : J — C(X) de H; a X \ A En particular

para cada s € {00, 1] se tiene que '

AU (s € CLX) ¥ a(s)\A# G (5.2)
De acuerdo al Lema 3.4.3 podemos tomar & > 0 tal que
a1(8) N ax(d) = 0.
De aqui que
(@@ \ )\ A = al®)\A # 0 (5.3)

cada vez que {1,7} = {1,2}

Asi pues, utilizando (5.2) y (5.3), estamos en condiciones de aplicar el
Lema 2.4.4 para obtener que A U 0g(8) y AU az(6) son dos elementos no
comparables de C{4’, X). Sin embaigo esta afitmacion contiadice la Obser-
vacién 5.3.5 y por tanto Fr{A) es conexo.

De esta manera concluimos que Fr{d} € C(X) y terminamos asi la prue-

ba del lema.
N

Ya vimos algunas de las piopiedades de los hiperespacios C'(p, X} cuando
éstos 1esultan ser arcos. Como se mencionaba anteriorrente, la idea. del
estudio de estos hiperespacios es determinar qué se puede decir del continuo
X cnando conocemos los hiperespacios C(p, X) v al revés, es decir, qué se
puede decir de los hiperespacios C'{p, X) cuando conocemos a X . El siguiente
lema nos da informacién sobre este dltimo aspecto.

Lema 5.3.9 Sean X un continuo, p € X yn € N. Sip estd en el corazon
de un n-odo, entonces C{p, X) contiene una n-celda.
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Demostracion.:
Supongamos que p estd en el corazdén de un n-odo, es decir, existen dos
subcontinuos K y ¥ de X tales que Y\ K tiene el menos n componentes y
reK.

Elegimos 7 componentes Ky, ..., K, de ¥\ K y definimos

Yi=Ku (OKJ
i=1

Para cada i € {1,2,.. ,n}, usando el Lema 2.4.3, tenemos que K U K,
es un subcontinuo de X As{ pues, podemos considerar un arco ordenado
il = Cp,X)de Ka KUK;

Sea ahora v : I* — C(p, X) dada por:
T(tlatzr we stn) = U(Yi(ti)-
i=1

Veremos en tres pasos que -y es un homeomorfismo en su imagen.

Paso 1 7 esta bien definida.

Sea (#1,...,%,) € I™. Por constiuccidn tenemos que
pe K Cvy(s) paracadasel,

por tanto p € y{ty, ..., 1)

Por otra parte, para cada s € I y para toda 1 sabemos que v(s) es un
subcontinuo que contiene a p, de manera que

Uvi(ti) = ¥{ti, .., t) € C{p,X).

Paso 2 + es continua.

Tomemos una sucesién {{ty,,, .:tnn,)}z=1 C I™ tal que

(tlnn "y tnm) s (tl, . tn)

Moo



5.3 Propiedades generales 44

Entonces para cada 1 se tiene que lilly, o0 £, = £ ¥ por continuidad de
v se sigue que v(t;,. ) —  ¥%(#). De acuerdo a lo anterior, y usando
™m0

que la unién respeta la convergencia {Corolario 3.2.6), obtenemos que:

i3 n
’}l(tlm? sy tnm) = Uf}“i(tim) — U/Yl(t‘l) = '-Y(tlr e 7tﬂ}‘
i=1

Asi pues, ¥ es continua.

Paso 3 v es inyectiva.

Sean (t;,...,%.) ¥ (51, - -, 8o} dos puntos distintos en J* Veremos que
sus iméigenes bajo -y son distintas.

Como los puntos en cuestion son distintos, podemos suponer que t; < 8;
pata alguna ¢ € {1,...,n}. De acuerdo a la monotonia de los arcos
ordenados, podemos entonces tomar un punto  de manera que:

z € wls) \ %t C wls)\K (5.4}
Ahora bien, como
we)\K € K c i\ K,
Fati.

se tiene que

WK = () \ &) 0 (1 L_;&J_Kf)
() \ K) N (’Yi(sa‘; \393’:‘)

= w(s)\ (KugKf) -

C wls:) \U_fv_,-(lf; (5.5)
De acuerdo & (5.4) y (5.5) deduci-m:que

T € Y%(s)\ U’Yz‘(fz')--

i1
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Por tanto

z €9(s1,. . Sa) \ b1, -, B)-
De esta manera obtenemos que v es inyectiva.

Gracias a los pasos anteriores se sigue que « es un homeomorfismo en su
imagen, ¥ como su dominio es una n-celda podemos concluir que C(p, X)

contiene una n-celda.
O

De la misma manera que X nos proporciona informacion sobie los hipe-
respacios C(p, X), éstos a su vez también nos dicen algo sobre la estructura
de X. Veamos.

Teorema 5.3.10 Seen X un continue y N € N tales que:
1. la dimensidn de C'(p, X) s menor gue N para cade p € X,

2. el congunito {p € X : C(p, X) ticne puntos de corte} es a lo mds nu-
merable.

Entonces todos los subcontinuos propios y no degenerados de X son des-
componibles.

Demostracion:

Supongamos que existe ¥ € C(X)\ {X} tal que Y es indescomponible y no
degenerado. Entonces ¥ tiene una cantidad no numerable de composantes
(véase [Nad92, Teorema 11.15]).

Asi pues, de acuerdo a la hipétesis 2 podemos elegir NV puntos =y, ...,2,
en N composantes distintas de Y de tal manera que C'(%;, X) no tiene puntos
de corte pata ninguna i € {1,...,N}. Entonces aplicando el-Lema 5.3 4
obtenemos que ¥ no es terminal en x; para ninguna 4, es decir, para cada
1 € {1,..., N} podemos construir un subcontinuo K; € C'(z;, X} tal que

YAKi#0 vy K\Y#0. (56)

Para cada 4 definimos L; como la componente de K; MY que contiene a z;,
en particular se tiene que

i) Li YV, yaque Y\ K, # 0




5.3 Propiedades generales 46

i) L; estd conienida en la composante de z; para cada i

iti) L; N L; = @ cada vez que ¢ # j, va que z; y x; estdn en distintas
coniposantes de Y. '
Ahora bien, para cada i construimos un arco ordenado o; 1 § — C(X) que
empiece en L, y termine en K.
Por el Lema 3 4.3 podemos tomar una § > 0 tal que si |s| < J, entonces
o;(8) N a;{s) = 0 cada vez que ¢ # .
Definimos

Z=YU LNJQ‘(S) (57)

=1
Veremos en ties pasos que £ es un N-odo.

Paso 1 Z € C(X).

Sabemos que ¥ € C(X) y para cada i se tiene que oy(6) € C(X).
Ademds o;(0) = L; C Y, de manera que o (8)NY # 0.

Por tanto Z € C(X).

Paso 2 o;(§)\ Y # 0, paracadaie {1,2,.. ,N}
Sea ¢ € {1,2,.. ,N}. Por (5 6) sabemos que K;\ Y # §, de manera
que L; = ;(0) ¢ oy(3). '
Ahora bien, si o;{d) C Y se tiene que ¢;{d) es un conexo en K; NY

que contiene a la componente L; de A; NY, de donde se deduce que
o:(8) = Ly = 04(0), lo cual es una contradiccién.

Por tanto o;(6) \ Y # 0.

Paso 3 Z\ Y tiene al menos NV componentes.

De acuerdo a la definicién de § sabemos que o;(6) N a;(8) = ¥ cada
vez que i ¥ j, v en el paso anterior vimos que para cada ¢ se tiene
a (Y #0.
Por tanto, de acuerdo a (5.7), se sigue que Z \ ¥ tiene al menos N
cormponentes.
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Del paso 3 conclnimos que Z es un N-odo con corazén ¥ Sin embargo por
el Lema 5 3.9 obtenemos que entonces C{p, X) contiene una N-celda para
cada p € Y, lo cual contradice la hipdtesis 1.

Por tanto los subcontinuos propios de X son descomponibles v conclui-

mos la prueba del tecrema.
O

5.4 Algunos ejemplos

Después de desarrollar la teoria introductoria, estamos en condiciones de
mostrar algunos ejemplos. Asi pues, dedicarernos esta seccidn a construin
ejemplos que muestran cémo son los conjuntos C(p, X) para ties casos par-
ticulares simples: cuando X es un arco, una curva cerrada simple y cuando
X es hereditariamente indescomponible,

Empecemos viendo qué pasa cuando X = 1.

Lema 5.4.1
[ un arco, s pe {01},
cwly = { una 2-celde, s p¢ {0,1}.

Demostracidn:
Sea p € 1. Haremos la prueba analizando dos casos.
Caso 1 sip € {0,1} entonces C(p, I) es un arco.

Supongamos primero que p = 0 y consideremos la funcidn
g: I—=C0,I) dadapor  g() = [0,¢].

Es muy facil ver que g es una funcién inyectiva y que esta bien definida.
Por ot1a parte, todos los subcontinues de I que contienen al ceio son
de la forma {0, #], asi que g es suprayectiva.

Finalmente, si {f,}o2; C ! es una sucesién que converge a ¢ € I, es
tacil ver que

g(tﬂ) = [Oztni — [O’i] = g(t)'

Nn—00



5.4 Algunos ejemplos 48

por1 tanto g es continua, ¥ como su dominio es compacto, se sigue gue
¢ €s un homeomorfismo.

De esta manera concluimos que C(0, I} es un arco De manera similar
gse puede probar que C(1,]) es un arco.

Caso 2 si p ¢ {0,1} entonces Cp, I) es una 2-celda.

Consideremos una funcién g : [0,p] = [0,1 — p] — C(p, 1) dada por
g(r,8) = [p—1,p+ s]. Veremos que g es un homeomorfismo.

Es facil ver que g estd bien definida v que si 4 € C(p,I) entonces
A=[p—r,p+sl paraalgunas r € [0,p] v s € [0,1 — p. Por tanto g es
suprayectiva.

Consideremos ahora dos elementos distintos de [0,p] x [0,1 — p], diga-
mos (r1,81) ¥ (r2,52). Sin pérdida de generalidad supondremos que
71 ¥ 75 Asf pues,

glri,s1) = [p—rup+ 8y # p—ra,p+s] = glra, 82},

de donde se sigue que g es inyectiva.

Por ot1a paite, tomemos una sucesién {(r,, $,1}122,; C [0,p] % [0,1 - p]
que converge a (1, s) € [0,p] % [0,1 — p]. Entonces no es dificil ver que

g(f‘nasn) = [p_f‘mp'i'sn] — [P" T‘,p-l-S} = 9(733)'

n—00

En consecuencia, g es continua Notemos, una vez mas, que el dominio
de g es compacto, de modo que g es un homeomorfismo y podemes
concluir que C(p, I) es una 2-celda.

Terminamos la prueba del lema.
|

Como corolario del lema anterior tenemos que paia un arco X en general,

con extiemos a, b, se tiene una situacidn similar a la de [, es decin:
Corolario 5.4.2 51 X es un arco con puntos extremos a y b, entonces

| un arco, s p€{a, b},
Cle.X) = { una £-celda, s p¢ {e,b}.
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Demostracién:
Esto es una consecuencia inmediata del Lema, 5.1 15 y del Lema 5 4 1.
0

Veamos ahora el caso en que X = 51 I circunferencia unitaria en e
plano complejo. Pars ello usaremaos el siguiente teorema famoso:

Teorema 5.4.3 {De lg Tronsgresion).  Sean XY, Z espacios topoldgicos,
2: X =Y unag funcidn cociente y h: X -3 Z yna funcién continua. §5 h es
constanie en las fibros de D, entonces existe una funcidn continua f 1 ¥ — 7
fol que fop=h.

Lema 5.4.4 C(p, §') es ung 2-celda pare toda p € ST

Demostracidn.:
Dividiremos Ia prueba en dos casos.

Caso 1 p=¢f,
Para #, s € { definimos
Ars = {e*™ g e [y, s]}.
Definimos también una funcién f:Ix 7 C(p, 81) dada por
flris) = A,;s”
Dividiremos I3 prueba en una serie de Pasos.

"Paso 1 Seanr,se] §i Ars © 51, entonces eg técil ver que A, . esun
arco con extremos e~ y g2mis @, particular 4,, & C(p, Sh)
Por tanto, f est4 bien definida

Paso 2 No es dificil ver que si K € Cp, SY), entonces & = A, s para
algunas r, s € 7. Poy tanto, f es suprayectiva

Paso 83 Veremos que f es continua,
Sea {{r,, 3,,,)}:0:1 C I x I una sucesisn que converge a (r,s). Fn
particular tenemos que Tn 7Y 3 — 5. De agui es facil ver que

f("‘n:sn) = Ar‘,,,s,, “_)’A:r-,y = f(f,S).

En consecuencia, f es continua
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Paso 4 Sean r,s € I. Veremos que r + s > 1 si v s6lo si f(r,s) = S
Supongamos que v + 3 = 1, entonces s > 1 — r, de donde
flr,s) = A o {™:te(-rl—1]} = &

Por tanto, f(r,s) = 8§,
Por otra paite, si r -+ ¢ < 1 entonces podemos tomar un punto
z € I de manera que s < z < 1 — 7. Veremos que ¢*™ ¢ f(7,8).

Por construccién de z es ficil ver que
2wz ¢ Aps.

Ademas tenemos que z << 1 — 7, asi que

€™ ¢ [P itel-r1]} = {:te[-r0]} = 4,
En consecuencia,
e ¢ A oUdgs = A, = flr,8).
Por tanto, si r + 2 < 1, entonces f(r, s} # SL. |
Paso 5 Definimos en I x I la siguente relacién. Diremos que

(r,e)=("$) o

: o (ot o : :
(r,s) ~ (+', 8"y siysélosi {?_.+321Y?J+S!21‘

Bs facil ver que ~ es una relacién de equivalencia, asi que podemos
considerar la funcién cociente g : 7 x [ — (I x I)/~.

Ahora bien, como consecuencia del paso 4 tenemos que f es cons-
tante en las fibias de g, asi que podemos aplicar ¢l Teorema de la
Transgresidn para obtener una funcién continua

hi(Ix1). — CpSY

tal que ho g = f (véase {Dugh6, VI, Teorema 3.2]).
Paso 6 Sea h como en el paso 5. Entonces h es suprayectiva
En el paso 2 vimos gue f es supravectiva, v en el paso 5 vimos

o

que po b= f Por tanto, h es suprayectiva.
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Paso 7 Sea h como en el paso 5 Entounces h es invectiva
Sean g(v,5),g(r',s') € (I x I)/.. tales que

(hoghlr,s) = (hog)(r,s).

En el paso 4 vimos que f(r,5) = S'siy sélosir +s > 1, asi que.
usando el paso 5, supondremos que

i(r8) = (hogdr,s) = (hog)(r',s) = f(',s) ¢ S°

De esta manera, tenemos que f{r, 3) es wn areo con extremos ¢ ~27
y €*™ por una parte, y con extremos e~2™" y ¢ por otra.
Como consecuencia de esto obtenemos que r = ' vy § = &' Por
tanto, i es inyectiva.

Ez el paso § dimos una funcidn continua 4 : (f x 1)/ — C(p.§%).
que resulté ser una biyeccién, comeo vimos en los pasos 6 y 7 Por
otra parte, ¢l dominio de kb es compacto, ya que es el espacio cociente
de un espacio compacto. Asi pues, de acuerdo a estas consideraciones
podemos concluir que A es un homeomorfismo.

Finalmente, es un resultado conocido el que el espacio cociente (I % 1)/
s una 2-celda, asi que podemos concluir la prueba de este caso

Caso 2 p # &%

En este caso tenemos que p = e*™ para alguna ¢ € (0,1). Consideremos
la funcién g : §* - 57 dada por

9(627rir) = €—~2;iTit e27rz'r,

donde - denota el producto complejo. Es ficil ver qute g es un homeo-
morfismo en 5! (de hecho, es una rotacién), y que g{p) = €®. Asi pues.
aplicando el Lema 5.1.15 obtenemos que C'(p, $1) ~ C'(e?, 5. Deesta
manera, wsando del paso anterior, podemos conclulr que Ofp, 5%} es
una 2-celda

Como en ambos casos concluimos que™Ci(p, X} es una 2-celda, terminamos
la prueba del lema.
£3

Como corolario, veremos qué pasa con las curvas cerradas simples.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




5.4 Algunos ejemplos 52

Corolaric 5.4.5 $i X es une curve cerrada simple, entonces Cp, X) es
une S-celda pare cadep € X

Demostmcio’ﬁ..‘
Esto es una consecuencia inmediata del Lema 5.1.15 y del Lema 5.4.4.
(]

Finalmente, presentamos €} ilimo ejemplo de esta seccidn, que concier-
ne 3 los continuos hereditariamente indescomponibles. Uno pensaria que los
continuos de este tipe son muy complicados (y lo son), sin embargo, cu-
riosamente resultan ser bastante tratables con respecto a sus hiperespacics
C'(p, X), como se ver en varias ocasiones a lo largo de este trabajo. Empeza-
remos con el resultado mas sencillo sobre la estructura de estos hiperespacios

Clp, X).

Lema 5.4.6 Las siguientes condiciones son equivalentes para un continuo X
i) X es hereditariamente indescomponible.
it) C{p, X) es un arco para cadap € X

Demostracidn:
Supongamos que existe p € X tal que C(p, X} no s un arco, entonces gracias
al Lema 5.3.6 existen K, K’ € C(p, X) tales que K\ K'# 0 # K'\ K. 5in
embargo, p € K N K', de manera que KUK’ € C(X) y, por otra parte,
K UK’ es descomponible.

Por tanto X no es hereditariamente indescomponible.

Supongamos ahora que C(p, X) es un arco para cada p € X. Sea
K e C(X) y supongamos que K = AU B para algunos 4, B € C(X) Sea
p € ANB. Por hipétesis C{p, X) es un arco, asf que por la Observacion 3.3.5
sabemos que

AC B 0 BCA

En patticular se tiene que K = A o K = B Por tanto K es indescomponi-
ble. Coma K es un subcontinuo arbitrario de X podemos concluir que X es

hereditariamente indescomponible y terminamos la prueba del lema.
C

e
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5.5 Continuos arco-similares

En la seccién anterior vimos explicitamente cémo son los hiperespacios C(p, X)
cuando X es un arco, una curva cerrada simple o un continuo hereditariamente
indescomponible. A partii de esto, una pregunta que aparece de manera na-
tural es si la estructura de dichos hiperespacios caracteriza al continuo X.
En el caso de los continuos hereditariamente indescomponibles la respuesta
es afirmativa, como lo muestra el Lema 5.4.6. Asi pues, la pregunta que-
da abierta para cuando X es un arco o una curva cerrada simple. En este
bonitas, aungue un tanto elaboradas. Hs pot esto que dedicaremds secciones
sepaladas a cada pregunta.

Empecemos con la primera pregunta, es decir, si X es un arco ;hasta
qué punto los hiperespacios C(p, X), lo caracterizan? Asi como estd he-
cha, ia pregunta resulia un tanto vaga, ast que trataremos de piecisarla. El
Corolario 5.4.2 nos dice yue st X es un arco con puntos extremos a y b,
entonces

_ f un arco, si p € {a,b},
Cip,X) = { una 2-celda, si p¢ {a,b}.

De esta manera, uno podria preguntarse qué pasa con los continuos que
tienen dos puntos especiales o y b, tales que C(a, X) y C(b, X) son arcos, ¥
C(p, X) es una 2-celda para los todos los demds puntos p. jBerd cierto que
el aivo es el dnico continuo con estas caracteristicas?

FEsta ya es una piegunta mds precisa; empezaremos a atacarla introdu-
ciendo el concepto de continuo arco-similar,

Definicién 5.5.1 Sean X un continuo y a,b dos puntos distintos de X.
Diremos que (X, a,b) es arco-similar si se tiene lo siguiente:

i}y C(a, X}y C(b, X) son arcos y
ii) C(p, X) es una 2-celda, si p ¢ {a,b}.

Asf pues, nuestra pregunta anterior puede traducirse en: si X es un con-
tinuo arco-similar, entonces ;X es un arco? Desafortunadamente (bueno, no
tanto) la respuesta a esta pregunta es negativa, como lo muestra el siguiente
ejemplo.
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Figuta 5.1: Contituo de Knaster con dos puntos extiemos

Ejemplo 5.5.2 Consideremos el continne X representado en 1a Ggatn,

s it vor gne si A v B son subeontinos de X que contionen a o,
entonces A v B son comparables e esta manera, usande ¢ Lema 5.3.6
obtenemos que Cla, X) es un arco Usando un argmmmento similar, obte-
nemos que C{h, X) tanbién es un arco  Ahora, jQué pasa para los demis
puntos p7  Se sabe que si T, # I, # I,, entonces existe una biyececion
contimia de Ia recta real a £,  De manera siinibu a como se probd que
C{p, I es una 2-celda, cuando 0 2 p # 1, se puede probar qite en este caso
"(p, X) tanbidn es una 2-celda. En realidad esto lo probaremos formalmente
“en el Teorema 7.2.1; pero, para lo que hemos desanollado, éste resulta sev un
teorema demastado largo y demasiado complicado. As{ pues, po1 el momento
baste la analogia con ta prueba del Lema 5 4.1, Si creemos esto (jsdlo por el
momento!), entonces hernos obtenide un ejemplo de un continno arco-similar
itque no es un arcol '

Alna hipn, ya tenemos una respucsta negaliva a nnestra pregunta origi-
nal, pero podemos no preder la esperanza v en lugat de eso haceinos mmchas
nlras pregintas interesantes

It cste sentido, ol cjemplo anterion nog mwestra un continne arco-simila
que no es un arco. Claro, este comlinno jes anuy complicado! {es indescom-
ponible, y eso va es bastante comphlcada), asf que nno podria preguntarse
sl oextsten continnes arco-siilares, que no sean a1cos, pero gue sean ndas
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Figima 5.2: Continno de Inaster cou dos prmtos extieros unide a un aeo

sencillos que aquél presentado en el ejemplo anterior. Fn otras palabias, va-
le. la pena preguntarse-si existen continuos descomponibles v arco-similares

" distintos del arco.
1 Qué pasa, por ejemplo, si pegamos de manera adecnada dos continuos

arco-similames? Buewno, hay que decir qué quiere decir esto. Una manera
adecnada podiia ser pegartos por uno de sus extremos. Veamos.

Consideremos -por ejemplo- un continte ¥ gue sea la union anipuntaeat
de un arco y un continno X como of del Ejemplo 5.5.2 Supongamos que los
pantos extremos del arco son a v b, v los prntos exdiemos de X oson e v o
St pegamtos b con e, ¥ se verin asi:

Ejemplo 5.5.3

Aparentemnente T os un contimo arco-similar. v emos gue no es asi.

Congideremos un punte p € X € ¥, de manera que p no esté contenido
en la composante de ¢ en X Denotaremos a dicha composante eomeo 2V

Veremos que X es terminal en p.

Asf pnes, sea A € C(p, 1) tal que A\ X # 0, entonces, como A es conexn,
necesarianiciite se tiene que ¢ € A Ahora bien, os [acil ver que AN X es un
subecontinne de X que contiene a ¢ y a p. Como X es indescomponible, se
signe que AN X = X En ofias palabias, X' C A
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Por tanto, X es terminal en p De esta mancra, usando el Lema 5.3.4
obtenemos que C'(p,Y") tiene al menos un punto de corte jcada vez que
p € X \ =X ! De acuerdo a esto, claramente X no es un continuo arco-similar.

El ejemplo anterior sugiere que no es tan ficil hallar continuos arco-
similates, jy menos adn que sean descomponibles! Entonces, retomando
nuestra pregunta de hace rato, sobre si los continuos arco-similares y des-
componibles son arcos, por el momento sélo ditemos que ésta resultd ser una
preguata muy interesante, pero también muy complicada. La contestaremos
afirmativamente en su momento.

Y ya que estamos en éstas, podemos ir por el todo y preguntar: ;qué
condiciones son necesarias y/o suficientes para determinar que un continuo
es arco-similar? Esta también es una pregunta complicada (jmas que la
anterior!), pero también obtendremos una respuesta bastante satisfactoria.

En este sentido, empezaremos viendo un par de lemas que nos dan cierta
informacién sobre los continuos arco-similares.

Lema 5.5.4 Sea X un continuo tol que (X, a,b) es arco-simaler . Entonces
X es irveductble entre o y b.

Demostracion:

Supongamos que X no es ixreducible entre ¢ y b, entonces por el Lema 2.4.9

existe un subcontinuo propio A de X que es irreducible entre a v b.
Consideremos ahora un punto p € A\ {a,b}. Por hipdtesis tenemos que

C(p, X) es una 2-celda, en particular C(p, X) no tiene puntos de corte. Asi

pues, de acuerdo al Lema 5 3.4 se tiene que A no es terminal en p, es decir,

existe A" € C{p, X) tal que

ANA#D v A\A £ 6 (5.8)
A continuacién veremos en dos pasos que A es irreducible entre o ¥ p.
Paso 1 ad A"y b A
Supongamos que a € A, entonces tenemos que A y A’ son dos elemen-

tos de Cla, X) que no son comparables gracias a (5.8). Sin embaigo,
esto contradice la Observacién 5.3.5.

Por tanto @ ¢ A'. De la misma manera podemos probar que b € A

TESIS CON
{ FALLA DE ORIGEN
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Paso 2 A es irreducible entre o y p.

Supongamos que no lo es, es decir, existe K € C{A)\ {4} tal que
{a,p} € K. Podemos observar que p € X N A’, de modo que

KUuAd € Cla,X)

Notemos que como A es irzeducible entre @ y b se sigue que b ¢ K, y
por el paso anterior b ¢ A", De acuerdo a esto y a (5.8) tenemos

b e A\(KuAY ¥
B £ A\A C (Kud)\4,

de donde se desprende que A vy KUA' son dos elementos no comparables
de C(a, X). Esto nos ileva una vez mds a una contradiccién con la
Observacion 5.3.5.

™

Por tanto A es lrreducible entre o v p.

Ahora bien, dado que a y b juegan papeles simétricos en X, podemos
seguir el mismo procedimiento para obtener que A es ixrreducible entre p v b.
Como A ya era irteducible entre a y b y entre ¢ y p, podemos conchiir que
A es indescomponible (véase [Kur68, §48, VI, Teorema 77))

Finalmente, por hipétesis tenemos que

i.dim Oz, Aj <3paacadaz e X y
2. 8i C(z, X} tiene puntos de corte entonces = € {a, b},

de maneia que podemos aplicar el Teorema 5.3.10 para obtener que todos
los subcontinuos propios ¥ no degenerados de X son descomponibles. Sin
embargo esto contradice el hecho de que A es un subcontinuo piopio de X y
es indescomponible.

Esta contradiccién vino de suponer que X no es irreducible entre a y b,

ast que podemos concluir que el lema es cierto
]

Lema 5.5.5 Sea X un continuo tal que {X,a,b) es arco-similor. Entonces
pare cada M € C(a, X) U C(b, X) se tiene qgue M es unicoherente
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Demostracidn:
Sea M € C(a, X) (la prueba para M € C{h, X) cs andloga).

Supongamos que M no es unicoherente, es decii, existen dos subcontinnos
Ay Bde M tales que M = AU B y AN B no es conexo. Supondremos que
ac A

Sean H y K dos componentes de AN B. En particular, H y K estan
contenidas en B, asf que podemos tomar arcos ordenados o : I — C(B) vy
8:1—=C{(B)de H a Byde K a B, respectivamente. En particular se tiene
gue para § > 0,

dS\A £ Dy BEINA £ 0 (5.9)
Por otia parte, gracias al Lema 3.4 3 podemos hallar § > 0 tal que
a{8) N B8 = 0. (5.10)
Notemos ahora que H C ANea(d) y K C AN B(&) asi que
AUcold) € Cle,X) vy AUBE) € Cla,X). (511)
Ahora bien, de (5.9) y (5 10) podemos deducir que
(at@)\ 8&) \ 4
(@) \a®))\ 4

aB\A £ Dy
BOINA # 0. (5.12)

En base al Lema 2.4.4, las ecuaciones (5.11) y (5.12) nos conducen a la
conclusién de que AU a{8) ¥ AU B{8) son dos elementos no comparables de
C{a, X), lo cual contradice la Observacion 5.3.5.

En consecuencia M es unicoherente y concluimos la prueba del lema.

O



o9

Capitulo 6

Continuos Estrambdticos

6.1 La condicién dim (C(p, X)) <3

Nuestia intencién hasta el momento ha sido estudiar los continuos arco-
similares y, de ser posible, caracterizarios. Una condicién que satisface un
continuo X en esta clase es que dim (C(p, X )) < 3 para cada p € X. Anali-
zando solamente esta condicion, nos dimos cuenta que resulta ser una condi-
¢ién muy especial, ya que nos proporciona muchisima informacion sobre los
continuos que la satisfacen. Por otia parte, analizarla por separado tiene la
ventaja de que se obtienen resultados para una clase de continuos mas amplia
que la de los arco-similares. En esta seccidn también estudiaremos algunas
propiedades de los continuos atriédicos, los cuales, como veremos mas ade-
lante, resultardn ser muy interesantes.
Empezaremos desarroflando herramienta bésica.

Lema 6.1.1 Sean X un continue atriddicoy A, B € C(X) tales que AN B £ 0.
Entonces B\ A tiene a lo mds dos componentes.

Demostracidn:

Si B\ A tiene el menos tres componentes, entonces A U B es un triodo con
corazon A, lo enal contradice nuestiros sypuestos. Por tanto B Y\ A tiene a lo
més dos componentes.

a
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Lema 6.1.2 Sean X un continue atriddico y A, B € C(X) toles que AN B
tiene dos componentes distintas Hy y Hy. Enlonces eziste una componente
W de B\ A tol que W N H; # 0 para cada ¢ € {1,2}.

Demostracidn:
Consideremos los siguicrtes conjuntos:

Hy, = HU U{K cKNH #£8 y K es una componente de B\ A}
He = Hy UU{K ;KN H;#0 y K es una componente de B\ A},

Es claro que H; v Hs son no vacios v que H; U He = B {ver Teorema 2.4.1)

Por otia parte, de acuerdo al Lema 6.1.1 se sigue que B\ A tiene a lo
més dos componentes, de manera gue H; ¥ Ha son cerrados en B,

Si suponemos que la cerradura de ninguna componente de B \ A inter-
secta a la vez a Hy v a Hy obtenemos que H; v H: son ajenos, asi que de
acuerdo a las consideraciones anterioies se sigue que H; y H; constituyen
una separacion de B, lo cual contradice nuestras hipdtesis.

Por tanto existe una componente W de B\ A tal que W N H; # 0 paia
cada 7 € {1,2} y concluimos la prueba del lema

O

Lema 6.1.3 Sean X un continuo atriddico y A, B € C(X) talesque AN B # 0.
Entonces AN B tiene a lo mds dos componentes.

Demostracion:

Supongamos que f;, Hy y Hy son tres componentes distintas de ANG5. Para
cada ¢ € {1,2,3} tomemos un arco ordenado ; : I — C{X) que empiece en
H; y termine en B. De acuerdo al Lema 3.4 3 podemos tomar § > 0 tal que
o;(8) Naj(9) = B cada vez que i # . En particular paza i € {1,2,3} se tiene
que

AU ;(8) esconexo ¥ a;(S)\A#B.

De aqui que el continuo

AU CJ ;(8)
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es un triodo con corazdn A, lo cual nos leva a una contradiccién con nuestras
hipdtesis.
Por tanto A M B tiene a lo mds dos componentes y texminamos la prueba

del lema.
&1

Corolario 6.1.4 See X un continue tal que dim{C(p, X)) < 3 pare cado
peX. Sesn A, B e C(X) tales que AN B # 0. Entonces AN B tiene a lo
mas dos componentes.

Demostracidn
St X contuviera un triodo, entonces por el Lema 539 X contendria una
3-celda, lo cual contradice nuestras hipdtesis. Por tanto X es atriddico De

aqui ¥ del Lema 6.1.3 obtenemos el resultado buscado.
0

Lema 6.1.5 Sean X un continuo atriddico y A, B € C(X) tales que ANRB
nn escoanene. Eniomees B\ A es conego. '

Demostracion:
Por el Lema 6.1.3 sabemos que AN .B tiene dos componentes Hy; y Hy

Asi pues, si suponemos que B\ A no es conexo, por ¢l Lema 6.1.1 se
sigue que B \ A tiene dos componentes. Asi pues, aplicando el Lema 6.1 .2
obtenemos que existe una componente W de B\ A tal que W intersecta tanto
a H, como a H;.

Sean Ly v L, componentes de W N Hy y W N Hy, respectivamente. Cla-
ramente

LinLy, ¢ ©HHNH, = B (6.1)

Sea Z la componente de B \ A distinta de W

Asi pues, para cada i € {1,2} podemos tomar un arco ordenado oy : I -+ C{X)
que empiece en L; y termine en W. Ahora bien, gracias a (6.1), y al
Lema 3 4.3 podemos tomar ¢ > 0 tal que

(N A (a8 A) = 0

S TESIS CON
{ TALLA-DE ORIGEN
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Notemos que W C AU W, asi que W N Z = §. Entonces
Z N (e (6)Uaa(8)) = 0.

De acuerdo a lo anterior v al Lema 2.4.3 podemos deducir que si
2
T = AU (Uai(é)) uZz,
i=1 '

entonces T es un triodo con corazén A. Como esto coniradice nuestras
hipétesis, podemos concluir que B\ A es conexo

Terminamos la prueba del lema.
O

Lema 6.1.6 See X un continue no unicoherenté tal que dim{C(p, X)) < 3
pare cada p € X. Entonces eristen dos subcontinuos propios A y B de X
teles gue

i) AUB=X,
i) int(A) = A\ B, mit(B) =B\ 4,
i) A =int{d), B=int(B) y

i) AN B ne es conexo.

Demostracion:
Como X no es unicoherente podemos hallar dos subcontinuos propios A’ y
B’ de X, tales que A’U B =X y A’ B’ no es conexo.

Definimos

B=X\A y A=X\B
Veremos en varios pasos que A y B son Jos subcontinuos que nos sirven.

Paso 1 A'n B’ tiene dos componentes H; v Hs

Por hipétesis tenemos que A’ N B’ no es conexo, asi que de acuerdo Aloec e,
Corolario 6.1.4 obtenemos que A'N B’ tiene dos componentes, a las que:
Hamaremos H, y Ha.
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Paso 2 A, B ¢ C(X).

Empezaremos viendo que X es atriddico. 51 X contuviera un triodo,
entonces el Lema 5.3.9 nos dice que X contiene una 3-celda, lo cual
contradice nuestras hipdtesis. Por tanto, X es atriédico. Asi pues,
estamos en condiciones de aplicar el Lema 6.1.5, de donde obtenemos
que X \ A’ es conexo y, en consecuencia, B también lo es.

De manera andloga se puede probar que A es conexo. Finalmente, como
claramente A v B son cerrados, podemos concluir que A, B € C(X)

Paso 3 BC B CX.
Como A"U B’ = X se tiene que X \ A’ C B, de donde
B=X\AcCcB ¢X

Paso 4 X \ int(A') = ext(4").

Por un lado tenemos que

ext(A) = X\ («;nt(A’)qu(A’)) ¢ X \id(AD,

asi que

ext(A) C X \ int{A4).

Por otra parte, no es dificil ver que

X\ int(4) C ext{A).

En consecuencia

X\ int( A7) = ext(A).

Paso 5 A =int(A") (en particular A C A’ C X).
Por construccién tenemos que

A=X\B = X\X\A = X\exi{A) = (4.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

En particular,

A=imt{dy c A ¢ X
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Paso 6 ANB = Fr(A) = Fr{B).

Por definicién tenemos que
Fr(B) = BnX\B = BnaA.
Adernds, del paso 5 se sigue que
Fr(d) = ANX\A = AnX\int(4A)

Usando ahora el paso 4 y el hecho de que X'\ A’ = ext(A4’), obtenemos
que

Fr{d) = Anezf(A) = ANX\A = AnB.

Paso 7 int(B) =B\ A e int(4) = A\ B.

De acuerdo al paso anterior tenemos que
B\A = B\(BnA4) = B\ Fr(B) = nt(B).

De la misma manera se obtiene que A\ B = iné(A4).

Paso 8 B =int(B) v A = int(A).
Esto es una consecuencia directa de la Propiedad 4.1.12.

Paso 8 AUB=X.

AUB = (X\B)UB = X.

Paso 10 AN B no es conexo.

Por una parte, de acuerdo a los pasos 1, 3 y 5 tenemos que
ANB Cc AAnB" = HiNH: (6.2)

Sea i€ {1,2}.
Gractas al Lema 3 4 2 tenemos que

H,nFr(4") #£0,
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de donde
HNB = H;nX\A4 > HinFr(d) # 0 (6.3)

Usando una vez més el Lema 3.4.2 tenemos que M; N Fr(B)Y # 0 y
en ¢l paso 3 vimos que B € B'. De acuerdo a esto v a (6.3) podemos
aplicar el Lema 2 4.5 para obtener que

HnFPriBY#£0.
Finalmente, usando ¢l paso 6 podemos concluir que
H,n{AnB)#4{

Como consecuencia de esto y de (6.2) obtenemos que AN B no es
COBexo.

De esta manera concluimos la prueba del lema.

Es momento de introducii un concepto importante.

Definicién 6.1.7 Sean X un continuo ¥ Ay, Az, 43 € C(X). Decimos que
A;, As v Az forman un triedo débil si

) A NANAs#0 ¥
i) A;\ (A4; U Ag) # 0 cada vez que {5, 5,5k} = {1,2,3}.

Uno de los resultados més populares respecto de los triodos débiles es el
siguiente teorema. Vale la pena destacarlo, porgue lo usaremos a lo largo de
este trabajo una y otra vez.

Teorema 6.1.8 Sean X un continuo y A, B,C € C(X) tales que forman un
triode débil. Entonces X contiene un triodo.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [Sor44, Teorema 1.8].

El teorema que presentamos a continuacidn nos proporciona una relacion
entre el hecho de que un continuo X contenga tiiodos {o triodos débiles) v
la condicién de que dim{C{p, X}} < 3 para cada p € X. De esta manera,
tiene mucho sentido buscar criterios para determinar g un continuo contiene
triodos o triodos débiles. Después del teorema presentamos uno de ellos.
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Teorema 6.1.9 Sea X un continuo tal que dim(C{p, X))} < 3 pare cada
p € X. Entonces X no contiene triodos débiles (ni triodog)

Demostracidn:
Supongamos que X contiene algtn triodo débil, entonces el Teorema 6.1.8
nos garantiza que X contiene un triodo.

Ahora bien, aplicando ¢l Lema 5.3.9 obtenemos que entonces C{p, X)
contiene una 3-celda para cada p que pertenezca al coiazdn del triodo, Io
cual contradice nuestras hipdtesis.

Por tanto X no contiene triodos débiles v terminamos la prueba del teo-

rema.
0

Lema 8.1.10 Sea X un continuo y sean W, Y, Z € C(X) tales que
i) YN Z no es conezo,
W WCY y
W) WNZ=Ynz
Entonces X contiene un iriodo.

Demostracidn:

Dado que ¥ NZ no es conexo podemos tomar dos componentes distintas Ly v
Ly de YN Z; para cada ¢ € {1, 2} tomamos un arco ordenado o : I = C(X)
que empiece en L; y termine en Z. En particular se tiene que

() \Y #0  paracadas>0. (6.4)

Ademaés, gracias al Lema 3 4.3 podemos tomar é > 0 de manera que, si
t,j €{1,2}, entonces

(B Noy{d) =0, cuando z# {6.5)
Sea
T=YuUe(d) Ua(d).

Veremos que T es un triodo
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Como a;(0) = L; C Y, es fdcil ver que T es conexo.

Por ot1a parte,

I{

T\W (YAW) U (ar(8) \ W) U {aa(8) \ W)

W AW U (01(5) \ ) U (@) \ V).

De acuerdo a esto, a las hipdtesis ii) v iii), a (6.4) v a (6.5) obtenemos que
T\ W tiene al menos ties componentes, de donde se concluye que 7" es un
triodo en X.

Terminamos la prueba del lema.

f

O

Uno de los resultados mas fuertes e importantes de esta seccidn tiene que
ver con la unicoherencia. Lo presentamos a continuacidn.

Teorema 6.1.11 Sea X un continuc airiédico. St Y € C(X) no es uni-
coherente, entonces Y es terminal en todos sus puntos.

Demostracidn:
Como Y no es unicoherente, por el Lema 6.1.6 podemos tomar dos subcon-
tinuos propios A v B de Y tales que

i) AUB=Y,
il) inty(A) = A\ B, inty(B) = B\ 4,
i) A =inty(A), B =iniy(B) y

iv) AN B no es conexo.

Supongames que ¥ no es terminal en un punto p, entonces existe X' € C(p, X)
tal que

YAK#0 y K\Y#£0D (6.6)

Dado que {AUBY\ K =Y \ K # ), podemos suponer que B\ K # 0.
Definimes ¢ = AU K.
Haremos el resto de la prueba en cinco pasos.
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Paso 1 B\C # 0.

Como Y\ X es un abierto de ¥ que contiene puntos de B,y 2 = inty (B),
sabemos que

(inty (B)) N{Y \ K} # 0.
Usando lo anterior y el inciso ii) se sigue que

D # (intv(B)N(B\K) = (B\A)N{B\K)
= B\{AUK) = B\C. -

Paso 2 B tiene a lo mas dos componentes.

Se sigue del Lema 6.1.3.
Paso 3 AN K . En particular, C ¢ C(X).
Supongamos que AN K = ), entonces
{(BNAYN{BNK) =0 {(67)

Ahora bien, por el Lema 6.1.3, sabemos que BN C tiene a lo més dos
componentes. Por otro lado, estamos suponiendo que A N B tiene al
menos dos componentes y tenemos que

BAC=BN(AUK)=(BnAU(BNK).

De acuerdo a las consideraciones anteriores y a {6 7), se desprende que
BN XK = 0. Pero entonces, por construccion de K obtenemos. que

pe(Y\BINK C ANK,
lo cual nos lleva a una contradiceion.
Por tanto, AN K + B y, en particular, ¢ € C(X)

Paso 4 Si AN B estd contenido en una componente de B N C, entonces Y
contiene un triodo.
Sea W la componente de BN C que contiene a AN B. En el paso 1
vimos que B\ C # 0, asi que

W ¢ B.
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Ademis, es facil ver que
ANB C WNA C BNCNA = BNA,
es decir,
WnNA=EBnA

Asi pues, estamos en condiciones de aplicar el Lema 6.1.10 a los sub-
continuos W, B y A para obtener que ¥ contiene un triodo.

Paso 5 5i AN B intersecta a més de una componente de B N C, entonces
X contiene un triodo.

En este caso claramente estamos asumiendo que B N C no es conexo:
Asi pues, del paso 2 se desprende que B N C tiene exactamente dos
componentes, a las que Hamaremos C) y Cs.

Notemos que en este caso AUC, UC; € C(X). Ademads, por el paso 3,
C también es un elemento de C(X).

Por otra parte, por (6.6) se tiene que
K\N(AUGIUG) o K\Y # 4§,
de donde |
AUCiUC, € AUK = C..

=

Finalmente,

(AuC,uC:)NB (Au(BnC))nB
(ANB)U(BNC)

BnC.

il

Asi pues, estamos en condiciones de aplicar el Lema 6.1.10 a los sub-
continuos A UC) UGy, C v B para obtener que X contiene un triodo.

Ahora bien, por constiuceion de C tenemos que ANB C BN, asi que
estamos en la situacion descrita en el paso 4 0 en el paso 5, ¥ en ambos casos
concluimos que X contiene un triodo.
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Bsta contradiceidn vino de suponer que ¥ no s terminal en p. Asi pues,
podemos deducir que todos los subcontinuos propios, no unicoherentes de X

son terminales v concluimos la prueba del teorema.
(]

Como corolario presentamos el siguiente teorema.

Teorema 6.1.12 Sea X un continuo tal que
i) dim (Clp, X)) < 3 para cadape X y

i) el congunte {p € X« Cp, X) tiene punios de corte} es a lo mds nu-
merable.

SiY e C(X)\{X}, entonces ¥ es unicoherente.

Demostracidn.

Como consecuencia de la hipdtesis 7} v del Lema 5.3.9, obtenemos que X es
un continuo atriédico. Por otra parte, de la hipdtesis #) v el Lema 5.3.4 se
sigue que Y no es terminal en todos sus puntos. De esta manera podemos

aplicar el Teorema 6.1.11, para obtener que Y es unicoherente.
: O

Lema 6.1.13 Sean X un continue afriddico y ¥ € C{X)\ {X} 5 A ¢
A; son dos subcontinuos propios de Y tales que AU A, =Y, v K es une
componente de Ay N Ay, entonces existe un tnico arco ordenado de K a A,
para cado t € {1,2} (véase lo Definicidn 3.3.2),

Demostracidn:

Supongamos que existen dos arcos ordenados «,az 1 I — C{4;), de K a
Ay, tales que o, (7) # ay(I), entonces gracias al Lema 3.4.1 existen 5,6 € I
tales que

() \e(t) #0 vy et)\ouls) #0. (6.8)

Tomemos ahora un arco ordenado v : I — (C'(4s) que empiece en K y
termine en As. Por el Lema 6.1.3 sabemos que 4; M A, tiene a lo més dos
componentes, asi que podemos tomar ¢ € (0, 1) de manera que y(£)NA4, = K.
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Consideremos ahora Z = v{t)Ua; {s)Uas(t). Veremos que Z es un triodo
débil
Como o;(0) = K € C(Y) pata i € {1,2}, se sigue que
K ¢ ~(t)noa(s) mas(t) (6.9)
Ademds, de acuerdo a la construccidn de g,z v a {6.8) obtenemos que

ar(s)\ (YO Uoa(t)) = (on(s)\ eald)) \ ¥(2)
(oa{s) \ealt)) \ K

= (osls)\en()) £ 0 (610)
De manera similar se puede ver que
aft)\ (VO Uan(s)) # 0. (6.11)
Finalmente
YO\ () Uaa(®) D 1)\ A # 0. (6.12)

De (6.9), (6.10), (6.11) y (6.12) deducimos que Z es un triodo débil, lo cual
contradice el Teorema 6.1.8.
Por tanto obtenemos la conclusién deseada para 4. Anaiogamente po-

demos probar el 1esultado para A; v terminamos la piueba del lema.
O

Como corolario tenemos el siguiente lema.

Lema 6.1.14 Sean X un continuo tal que dim (C{p, X)) < 3 para cada
pre X yY € C(XY\{X}. 8 41 y Ay son dos subcontinuos propios de
Y tales que Ay U Ay = Y, y K es una componente de 4; N A, enfonces
eriste un dnico arco ordenado de K a A;, para cada i € {1,2} {véuse la
Definicidn 3.3.8)

Demostracidn:

8i X contiene un triodo, por el Lema 5.3 9 sabemos que C(p, X} contiene una
n-celda para alguna p € X. Como estamos suponiendo que esto no sucede,
podemos concluir que X es atriddico. Asi pues, aplicando el Lema 6.1.13

obtenemos el resultado buscado.
O



6.1 La condicién dim {C'(p, X)) < 3 72

Tecrema 6.1.15 Sea X un condinuo fol gue
i) dim (C(p, X)) < 3 para cadap€ X y

i) el conjunto {p € X : C(p, X) tiene punios de corie} es a lo mds nu-
merable.

Sean Y € C(X)\{X} y A, B € O(Y) toles que ¥ es irreducible entre A’ y
B

$i Ay, Ay € C(Y) son tales que A" C A N Ay, entonces A4, ¢ Az o0
AQ C A;..

Demostracidn:
Podemos suponer que A’ C A; para cada i € {1,2} y que 4, # Ay Haremos
el resto de 1a prueba en dos pasos.

Paso 1 'inty(Al) C 'inty(Az) a inty(Az) C tnty (Al)
Seaac A

Clomo consecuencia del Lema 4 2 2 tenemos que inty (4;) # 9 para cada
i & {1, 2}, asi pues, aplicando la Propiedad 4.1.13 obtenemos que

inty(A;) , inty(dz) € Diva-

Utitizando ahora la Propiedad 4.1.9 concluimos que

Zﬂty(Al) C 'iﬂ.ty(Ag) O inty (Ag) C ‘l-nfy(Al)

Paso 2 Si A; v Az no son comparables, entonces ¥ contiene un triodo débil.

De acuerdo al paso anterior podemos suponer que énty {A)) C inty (A2}
Sea K = inty(A1). Si Ay y A no son comparables entonces

KCA v KGA, {6.13)
ademas, gracias a la Propiedad 4.1.13 sabemos que K e C{Y).
Por otra parie, usande ¢l Lema 4.2.2 podemos ver que

A C inty(A) C K, (6.14)

=
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asf que podemos tomar w € K \ A" Sea b € B’ Por la irreducibilidad
de ¥, entre A' y B', existe B e C(¥)\ {Y'} tal que w,b &€ B. Es [4cil

ver que entonces
A CY\B - (6.15)

Como A; UB € C(Y), gracias a la irreducibilidad de ¥ obtenemos
que A;UB =Y (por la misma razén, K U B = Y). En particular,
Y\A CB
Ahora bien, dado que Y € X, podemos aplicar el Teorema 6 1.12, paia
obtener que

ANBeCY) (6.16)
cada ves que ¢ & {1,2}.
Veremos que 4, N B, A: N B y K forman un triodo débil.
Usando (6.14) ¥ (6.15) tenemos que

A c K\((4nB) U (AgﬂB)).. (6.17)

Por otia parte, usando (6.13), st {7, 7} = {1, 2}, obtenemos que
(AN B\ (A4;NB) N ((ANBI\K}
AN B\ (4; N B)) N (A:\ K)

(4LNB\((4nB)UK) = ((
((
( (AN B)\ 4;) ((AmB)\B))

]

N (A \K)
= ((A:\ 45U ) n(4\ K}
= A\ (4 UK)
= A\A4; #£ 0D (6.18)
Finalmente, por construccién
w e KNB ¢ (AANBIN{A:NB)NK (6.19)

De (6.17), (6.18), y (6.19), conclulmos que A; B, A;NB ¥ K forman
un triodo débil

[ TESIS-Con
FALLA 1E GRIGEN
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En el paso 2 vimos que, si 4, y .4, no son comparables, entonces ¥ contie-
ne un triodo débil, sin embargo esto contradice el Teorema 6.1.9. Por tanto

A1 v As son comparables v terminamos la prueba del teociema.
i

Lema 6.1.16 Sea X un continue fal gue dim(C(p, X)) < 3 para cadep € X
ytomemos Y € C(X). Supongamos que Y es irreducible entre A" y B, donde
A,B e C(Y).

Sean w € Y \N{A'UBNY v Z € Clw, X) tal que Z\ Y #§ Llamemos 2,
a la componente de ZNY que contiene ¢ w. Enlonees A" C Zy 0 B' C 7.

Demostracidn:
Haremos la prueba del lema en dos pasos.

Pasol ANZ#£Bobien BNZ#D

De a.cuérdo a la eleccidn de w y a la irreducibilidad de ¥, existen g € A’
vy A€ C(YI\{Y?} tales que ¢, w € A. Como A ¢ ¥ obtenemos que

ANB =0 (6.20)

De la misma manera, existen b € B'y B € C(Y) \ {Y} tales que
bweBy

BNnA =0 (6.21)

Usando una vez méas la irteducibilidad de ¥ se sigue que AUB =Y,
Notemos ahora que

ZN(AUB)=Z\Y #0. (6.22)
Por otra parte, si suponemos que
ZnA =0 v ZnB =,
utilizando (6.21) obtenemos que

a EANA = {ANANZUB) C A\(ZUB). {6 23)

TESIS CON
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Similaimente podemos ver que
b e B\(ZUA). {6.24)

Finalmente, por construecion tenemos que w € AN BN Z. De acuerdo
a esto, a {6.22), a (6.23) y a (6.24) podemos concluir que A, By Z
forman un triodo débil.

Sin embargo esto contradice el Teotema 619 Por tanto A'NZ £ 0 o
BnZ#D

Paso2 A'C 2, o B C Z.

Sea o : I = C(Z) un arco ordenado que empiece en Zy y termine en
Z. En particular tenemos que si £ > 0 entonces

aB\Y # 0.

Por otra parte, gracias al Corolaric 6.1.4 sabemos que ZNY tiere alo
mas dos componentes, asi que por la continuidad de o existe § > 0 tal
que

a)NY = Z,
Aplicando ahora el paso 1 al subcontinuo @(d) obtenemos que
ANned) #0 o Bnald) # 0
Supongamos que A’ N a(d) # 0. Entonces claramente
f # Anald) = An¥Ynel§) = ANz,

Ahora bien, en el Lema 4.2.2 vimos que A’ es un subcontinuo terminal
de ¥. Por otro lado sabemos w € Z;3 \ A', de donde se deduce que

A C Z,.
Es {&cil ver que st suponemos que B’ Naf{d) # B, entonces B < Z,.

De esta manera concluimos la prueba del lema.
|
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6.2 Continuos Estrambo6ticos

En nuestro aian de hallar una caracterizacién de los continuos arco-similares,
en la seccidn precedente analizamos propiedades de los continuos X que satis-
facen la condicién dim(C{p, X)) < 3 paia toda p € X. En esta seccién intro-
ducimos el concepto de continuo estrambético, con &l cual, de alguna manera,
ateirizaremos Jos resultados vistos en ta seccién anterior También desarrolia-
remos herramientas pata los continuos estrambdticos que nos pel mitirdn, pot
fin, obtener algunas de las caracterizaciones buscadas.

Definicién 6.2.1 Decimos que un continuo X es estrambético st
i) Cp, X) es un arco 0 una 2-celda, para cada p € Xy
1) €l conjunto {p € X:Clp,X)esun arco} es a lo mds numerable.
Veamos un ;;)r-imer esultado. | o

Teorema 6.2.2 Sean X un continuo estrambdtico y ¥ € C(X). Suponga-
mos que A, B' € C{Y) son tales que YV es irreducible entre A’ Y B
Sea w € Y \ (A'U B'), entonces Clw,Y) no tiene puntos de corte.

Demostracidn:
Por el Lema 5.3.2 sabemos que ai Y ui {w} son punto de cotte de Clw,Y).
Asf pues, sea W € C {w,¥) tal que {w}gWgY. Empezatemos viendo

que W no es un subeontinuo de ¥ terminal en w, y para esto analizaremos
dos casos.
Casol A'CWoB CW.

Supongamos que Al ¢ W, entonees por irreducibilidad de Y tenemos

que

WnB =9

Como w N € punto de ireducibilidad de Y, podemos tomar be B
y B € Clw, Y)Y\ {Y) tales que b € B De acierdo a esto y 8 la
ireducibilidad de ¥ se sigue que

BnA =0

TESIS CON

FALLA DE ORIGEN




TRSIS CON
FALLA DE ORIGEN

6.2 Continuos Estrambdticos T7

Asi pues, tenemos que
A c W\B ¥
b € BnB' ¢ B\W.

Por tanto W no es terminal en w.

Caso 2 AACWyB CW.

Una vez mds, como w no es punto de irreducibilidad de Y, podemos
tomara € A, be B'y A, Be Clw,Y)\{Y} talesquea e Ay be B.
De acuerdo a esto y a la irreducibilidad de ¥ se sigue que

beB\A v acA\B

Asi pues, obtenemos que A v B son dos elementos no comparables
de C(w, X). De esta manera, por la Observacién 5.3.5 se obtiene que

Clw, X) no es un arce. Dade gue X o5 estrambético, obtenemos que
C(w, X) es una 2-celda.

De este modo, sabemos que C{w, X) no tiene puntos de corte, entonces,

por €l Lema 5.3.4, se tiene que W no es un subcontinuo de X terminal
en . i

Asi pues, existe Z € C'(w, X) tal que

Z\W#£0 y WN\Z#0Q {6.25)
En el caso en que Z C Y obtenemos directamente que W no es un
subcontinuo terminal de ¥ en w. Supongamos entonces que Z\Y # @.

Tomando wn elemento de un arco ordenado de ¥V a ZUY si fuexa
necesario, podemos suponer también que ZUY C X.

Sea Zy = ZNY . Usando el Teorema 6.1.12 obtenemos que Z; es conexo,

Por otra parte, gracias al Lema 6 1.16 podemos suponer que A’ C 2
{si B' C Z; se puede seguir un razonamiento andlogo). Por hipétesis
de este caso se sigue que

b #£ A\W C Z\W

- Ademés, de (6.25) tenemos que

b W\Z C W\Z

Por tanto W no es un subcontinuo de ¥ texminal en w.
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Como hemos visto, en cada caso obtenemos que W no es ur subcontinuo
de ¥ terminal en w. De esta manera, utilizando el Lema 5.3.4, obtenemaos
que W no es punto de corte de C(w,Y")

En consecuencia C'(w, Y) no tiene puntos de corte v concluimos la prueba

del teorema.
O

En el siguiente teorema veremos algunas propiedades de los continuos es-
stambdticos irteducibles, las cuales, ademads de ser interesantes por sf mismas,
nos serdn de gran utilidad mds adelante,

Teorema 6.2.3 Sean X un continuo estrambdtico y Y un subcontinuo pro-
pio y no degenerado de X. Supongamos que Y es irreducible entre A' y B'
pare algunos A', B’ € C(Y). Entonces

i) C(A,Y) y C(B',Y) son arcos,
it) St Clp,Y) tiene puntos de corte, entoncespe A'U B,

4} Y es descomponible.

Demostrocion:
Haremos 1a prueba del teorema por pasos, en cada uno de los cuales proba-
temos un inciso de la conclusion del teorema.

Paso 1 Aplicando el Teorema 6.1.15, obtenemos que cualesquiera dos sub-
continuos de ¥ que contengan a A’ son comparables. Usando ahora el
Lema 5.3.6 concluimos que C{A", Y} es un arco.

De manera similar puede probarse que C{B',Y) es un arco.

Paso 2 En el Teorema 6.2.2 vimos que si p € Y™\ {A’'U B'), entonces C(p, Y
no tiene puntos de corte,

En otras palabras, si C'(p, ¥) tiene puntos de corte, entonces p € A' U B".
Paso 3 Gracias al Teorema 5.3.10 se tienc que Y es descomponible.

Concluimos la prueba del teorema.

O
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El objetivo de esta seccidn es mostrar un resultado que, al menos en
este momento, puede sonar un tanto sorprendente; veremos que si X es un
continuo estratnbdtico, entonces sus subcontinuos propios v no degenerados
son arcos. La idea es empezar analizando un subcontinue propio e irreducible
Y, de X (digamos que Y es irreducible entre A’ y B’). Veremos que C(A",Y)
es un arco v analizaremos la estructura de dicho arco, a partir de lo cual
buscaremos mostrar que ¥ también es un aico.

La prueba de este resultado requiere ¢l desaxrollo de varias herramien-
tas, algunas de las cuales serdn algo complicadas. Las piesentamos a conti-
nuacién.

Teorema 6.2.4 Sean X un continuo estrambdtico y ¥ un subcontinuo pro-
pio ¥ no degenerado de X . Supongamos que Y es irreducible entre A' y B
para algunos A", B € C(Y).

Seanac A ya: 1 — C{A,Y) un arco ordenado de A" o Y. Entonces el
conjunto T = {t € I : a(t) € Dy} s denso en [

Demaostracién:
Supongamos que T no es denso en I, entonces podemos tomar r € (0,1} v
ce(lr)talesque 0 <r—e<r+s<ly

(r—e,r+e)nT=0. (6.26)
Sea Z = [0,7 — ] N T. Definimos
o= {7 5220 20
s = inf{ter+el]:teT}, (6.28)
¥ tomamos
y € a(s)\| Jalt):0<t<s}h (6.29)

Sea b € B'. Probaremos el resto del Teorema en 14 pasos. Empezaremos
viendo que ¢ ¥ y estan bien definidos.

Paso 1 s estd bien definido v 25 < s.

Por hipétesis a(1) = Y, y claramente ¥ € Dy, asi que 1 € 7. En
particular el conjunto {¢ € [r +£,1]: ¢t € T} es no vacio. Por tanto

s=inf{ter+e1]:t€T}
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estd bien definido

Finalmente,

tph £ r—e < 174+¢ < 3.

Paso 2 y estd bien definido

Gracias al Teorema 6.2.3 tenemos que o« €5 una parametrizacidn del
Ynico arco ordenado de 4" a Y. De acuerdo a esto vy a [Mac, Teorema
3 1] obtenemos que y estd bien definido

Paso 3 to > 0 v intv{a(s)) = inty (alts)) = alty).
Por hipétesis A’ = a@{0) C «(s), asi que podemos aplica: el Lema 4 2 2
para obtener que

A Cinty (als). (6.30)

Come Y es un espacio irreducible entre a v b, v a(s) € C(a,¥'), pode-
mos usar ahora la Propiedad 4.1 13 para obtener que

inty(a(s)) € D(y?lﬂ]. (631)

En el Teorema 6.2.3 vimos que C(4,Y) es un arco, asi que la Obser-
. vacidn 5.3.5 nos garantiza que « es el iinico arco ordenado de A" a ¥,
De esta manera

inty(a(s)) = asy) para alguna s, € [0, 5], {(6.32)
En particular, gracias a (6.30) tenemos que
A" G afso) C als),
en otras palabras, s > 0.

Ahora bien, de acuerdo a lo amterior, a (6.31), al paso 3 y a (6.36) se
sigue que

0< 50 < g

Asi pues, como consecuencia de la definicion de #; podemos tomar una
sucesién creciente de elementos en T que converja a £g. Si usamos ahora
la Propiedad 4.1.15, obtenemos que

altp) € Divay, (6.33)
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de donde se sigue que

inty (als)) = als) C wlly) = inty(afte)) {6.34)

Por otra parte, dado que ty < 5 tenemos que a(fpy) C w{s), de donde
infy (a(to)) C ity (a(s)), v en consecuencia

inty (a(to}) C inty (a(s}). {6.35)
De (6.34) ¥ (6.35) concluimos el resultado deseado.

Paso 4 s ¢ T. En particular s < 1

Por constiuccidn tenemos que
(to,7]NT =8 y [r,s)nT =49,
es decir,
(to,5) N T =0 _ (6.36)
En otras palabras,
{aft) € C(4,Y) s alty) S oft) Cals)} By =0 (637)

Ahora bien, supongamos que s € T

Por hipétesis tenemos gue Y es irreducible entre a v b, y del paso
anterior se desprende que #y € T. Gracias a esto y a (6.37) podemos
aplicar la Propiedad 4.1.16 a a(ty) v o{s) para obtener que

a(8)\ afts) es un subcontinuo indescomponible de Y. {6 38)

Finalmente, dado que X es estrtambotico, estamos en condiciones de
aplicar el Teorema 5.3 10, obteniendo de esta manera que los subconti-
nuos propios y no degenerados de X son descomponibles. Sin embaigo,
esta afirmacién contradice {6 .38).

Por tanto s € T. En particnlar s # 1
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Paso 5 Sea K' = afs) \ a(f), entonces K" e C(3,Y) v {y} S K'CY.

En el Teorema 6.2.3 vimos que C(A",Y) es un arco. Asi pues podemos
aplicar ¢l Lema 537 a a(s) v afty), pata obtener que a(s) \ o) es
conexo. De aqui que

K = als)\alty) € CI).

Ademais tenemos que
y € als)\ U{a(ﬁ) 0<t<s} C alsi\alty) C K

En consecuencia K' € C(y,Y).

Por ot1a parte, en el paso 1 vimos que & < s, asi que a(l) C a(s), ¥
por tanto K"\ {y} # 0.

Finalmente, en el paso 3 vimos que s < 1, de donde se sigue que
KcCalsiCY.

El objetivo de los siguientes pasos es ver que K” es terminal en el punto

1, en el subcontinuo Y.

Pase 6 Sea K € Cly,Y). Sio(s)\ (a(to) U K) # 0, entonces existe ' € (to, 3)
tal que a(r') \ (a(tg) U K) 40,

Supongamos que afr’) C (oz(to] UK ) para cada 1/ £ (¢, 8), entonces

por continuidad de o se signe que a(s) C '(a(tD)UK ) , lo cual contradice
nuestras hipdtesis

Por tanto ar’) \ (a(to} UKk ) # 0 para alguna 7' € (tg, 5}
Paso 7 Sea K’ como en el paso 5 vy sea K € C(y,Y) tal que
(K\K')Nofty) # 0.

Entonces X' C K.

Harernos la prueba viendo que a(s) \ ety) € K
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Supongamos que existe un punto w tal que
we {als) \ o)) \K = a(s)\ (alto) LK) (6 39)
De acuerdo al paso 6 podemos suponer que

w € a(r’), paraalguna r' € (#, 5). (6.40)

En particular, como 1’ < 5 tenemos que
y¢alr) (6.41)

Consideremos ahota a{ty) UK v a(r')
Por hipdtesis tenemos que

B # (K\K)Nalk) C Knalt),

de modo que a(ty) UK & O(A", X).
También sabfames ya que a(r’) € C(4, X).

Sin embargo, tomando en cuenta (6.39}, (6.40}, (6.41) ¥ la hipétesis de
que K € C(y, ¥) obtenemos que

v € (al)UK)\alr) ¥
w € ofr)\{alt) UK),

de donde podemos concluir que a(ty) U K v a{r’) son dos elementos
no compartables de C'(A',Y). Sin embaigo, de acueido a lo anterior la
Observacién 5.3.5 nos dice que C{A4’,Y) no es un arco, lo cual nos lleva
a una contradiceidn con el Teorema 6 2 3.

Por tanto a(s) \ a(ty) C K y en consecuencia

K'=c¢s)\ afty) C K.

Paso 8 Sean K’ como en el paso 5 y K € C(Y), entonces

{(K\KYN Y\ elte)) C K \als)
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(KNE) N (Y \ efto))

K \a(s a(s)\all)) N (¥ \ alto)
o)) N (¥ \ alio))
(Uf (s) to))) N (K \ ofto))
alto)) U alte))

]

n
‘.'J:

li
Eamma
Ft
B
CI;

Paso 9 Sean K' como en el paso 5y K € C(y,Y) tales que

i) (KNEYN{Y \elto)) #0 y
i) afs) € alte) UK

Entonces e(ty) N K = 0.

Supongamos gue af{q) N K # §, entonces
et UK € C(A, X). (6.42)
Ahora bien, por hipdtesis v por el paso 8 tenemos que

0 # (K\K)N(Y\afto))
C K\a(s) C (a(t)UK)\ als) (6.43)

Por hipdtesis tenemos también que
afs)\ (a(ta) U K) # 6, (6.44)

entonces de (6 42), (6.43) y (6.44) se sigue que a(s) y a(to) UK son dos
elementos no comparables de C(4’, Y). Una ves mas, la Observacion 5.3.5
nos dice que en este caso C{A",Y) no es un arco, Jo cual nos lleva a
una contradiccién con el Teorema 6.2.3.

Por tanto afty) N K = §

Paso 10 Sean K’ como en el paso 5y K @ Cy, ¥) tales que
HKANK)INY \alt) #0 v

| TESSCoN
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i) as) € alty) UK.
Entonces existe § > 0 tal que ety +&)NK =10

Si suponemos q-ue ety +-8)NK # @ para cada é > Q, entonces tomando
limite cuando & tiende a O tendrfamos que «(t) N K # #, lo cual
contyadice el paso anterior.

Por tanto existe § > 0 tal que e(to + )N K =B

Paso 11 Sea s’ € [s, 1], enfonces inty (a(s')) Cinty (a(s) U ofs)\ als).

4

t

.
e
axf gue

Dado que s < ¢, tenemos que {5} < a3 },‘
afs) = a@)U(al)\al) C als)u (@) \al) (6.43)

St aplicamos ahora el Lema 2.4.6 obtenemos que
ity (a(s) U (@fT\al9)) C inty (afs)) U @\ al#) (6.46)
Finalmente, de (6.45) y {6.46) concluimos que
inty{es") C inty{a{s)) U (Y als).
Paso 12 Sean K’ como en ¢l paso 5y K € Cly,Y) tales que
(K\NK) (Y \alt)) # 0.
Entonces a(s) C alty) U K.

Por construccion y € a(s) N K, de modo que a{s) U K € C(4 Y).

En el Teorema 6.2.3 vimos que C(A’,Y) es un arco, asi pues, la Obser-
vacién 5.3.5 nos dice que « es el Unico arco ordenado de AaY. De
esta manera

a(s) UK = a(s,) para alguna 51 € [5,1].
Ademés, por hipétesis de este paso y por el paso 8 se tiene que

0 # (K\K)n(¥\alh)) € K\als) (647)

| TESIS CON
FALLA D ORIGEN
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de modo que
8 > . {6.48)
De acuerdo a lo anterior y a la definicion de s podemos tomar

s2 € [5,53NT (6.49)

Supongamos que a(s) € «lty) U K, entonces de acuerdo al paso 10
existe & > 0 tal que

alty +8NK =0. (6.50)
En particular, dado que y € as) N K, se tiene que
o+ &< s {6.51)
Tomemos ahora un punto z tal que

z € oty + ) \ ally). (6.52)

En el paso 4 vimos que inty{a{s)) = tnty (a(ty)) = affy), de modo que
z & intyla(s)). {6.53)
Por otra parte, tomando en cuenta (6.50) y (6 52) se sigue que

z¢ K. {6.54)

Ahora bien, como sz < 5, tenemos que
afs) € als1) = e{s)UK,
de donde es facil ver que
a{s)\a(s) € K\a{s) C K.
Comeo K € C{Y) se sigue que
afs)\ols) C K (6.55)

[ TESIS CON
FALLA DE ORICEN
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Usando ahora (6.53), (6.54), (6.55), el paso 11, {6.49) y (6.51) obte-
nemos que

z € X\ [z’nty (eds)) LJK]
c X\ {imy (a{s)) Uale) \ a(s)]
= X\ {z’nty (a(sz))] = X\ als)
C X\afs) C X\alt+3). (6.36)
Sin embaigo esto contiadice (6.52).
Esta contradiceién vino de suponer que a(s) € a(t) U K, por tanto
afs) C alty) U K.
Paso 13 Si K’ es como en el paso 5, entonces AANK' =0y BN K =0.
En particular, {a, 0} NK' =0yyd A UE
Por una parte, como s < 1 tenemos que
K' = a(s)\all) C ofs) C Y\ B,
En particular, b ¢ K"

Por otra parte, claramente

inty (alts) N (als)\ alt)) =0,
asf que
inty (a(te)) Nafs)\alty) = 0.

Ademds, por el Lema 4.2.2 sabemos que A’ C infy (a(to)), de manera
que

ANK = Anals)\alty) = 0.

En particular, a ¢ K.
Finalmente, en el paso 5 vimos que XK' € C(y, ¥) y por tanto

p¢ AUB.
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Paso 14 5i K’ es como en el paso 5, entonces K’ es un subcontinuo de ¥
terminal en .

Sea K € C(y,Y) tal que K\ K’ # 0. Analizaremos dos casos para ver
que entonces K C K.

Caso 1 (K\ K'Y nalty) #9
En el paso 7 vimos que, con estas hipétesis, se tiene que K' C K.
Caso 2 (K \ KN (Y \ alt)) # 0.
En el paso 12 vimos que en este caso, as) C afty) U K, de aqui
que

a(s)\alt) € K\al) ¢ K
¥ por tanto
K' = o\ ally) ¢ K.

En cualquier caso concluimos que K’ < K. Por tanto K’ es un sub-
continuo de Y terminal en y.

Ahora bien, en ¢l Teorema 6.2 .3 vimos que
{pe ¥ :C(p,Y) tiene puntos de corte} C A"UB".

Ademis, en el paso 13 vimos que y ¢ AU B', en consecuencia Cy, Y) no
tiene puntos de corte.

Por otra parte, en el paso 5 vimos que {y} C K’ C Y.

Sin embargo, el Lema 5.3.4 v las afirmaciones anteriores contradicen la
terminalidad de K’ en y que vimos en €l paso 14.

Esta contradiceién vino de suponer que T no es denso en [, asi que po-

demos concluir la prueba del teorema.
O

Proposiciéon 6.2.5 Sean X un continuo estrambdtico y Y un subcontinue
propie y no degenerado de X. Supongamos que Y ¢s irreducible entre A' ¢
B para algunos A', B' € C(Y).

Tomemos a € A'. Entonces C(A Y)\ {4} C Doy
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Demostracidn:
En el Teorema 6.2.3 vimos que C{A',Y) es un arco. As{ pues, gracias a
la Observacidn 5.3.5 existe un unico arco ordenado que une a A’ con Y.
Parametricemos por o : I — C(A',Y) a tal arco ordenado.

Tomemos D € C(A, Y\ {4}, De acuerdo a lo anterior, se tiene que
D = afs) para alguna 5 > 0.

Ahora bien, por ¢] Teorema 6.2.4 sabemos que el conjunto

T={tel:at)e ]D)(y,a)}

es denso en I. De modo que podemes tomar una sucesion creciente {s,}5%, C 1
tal que s, > sy

{a(sn) 1721 € Dryigy-
Usando ahora la Propiedad 4.1.15 obtenemos que
D= G/.’(S) € D(y:a) .

Por tanto C(4",Y)\ {A'} C Dyy,5) ¥ podemos concluir la prueba de la pro-
posicibn. :
.

Proposicion 6.2.6 Scen X un continue estrambdtico y Y un subcontinuo
propio y no degenerado de X. Supongamos que Y e irreducible entre A’ y
B’ para algunos A", B’ € C(Y).

Entonces Fry{D) es unipuntual pare cade D € C(A", Y\ {4, Y}

Demostracion:
En el Teorema 6.2.3 vimos que C{A4’,Y) es un arco. De esta manera, gracias
a la Observacidn 5.3.5, existe un inico arco ordenado que une a 4 con V.
Sea o J — C({A4,Y) una parametrizacién de tal arco ordenado.

Tomemos a € A"y D e (A, V)\ {4V}

De acuerdo a lo anterior, existe ¢ € {0,1) tal que D = a(t). Supongamos
que la fiontera de ex{t) en ¥ tiene mds de un punto y tomemos z € Fry (ae(t)) .

Dado que D s -A’, st aplicamos el Lema 4.2 2, podemos concluir que
A’ Cinty(a(t)), en particular

v A (6.57)
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Por otra parte, dado que Y es irteducible entre A’ v B’ se sigue que
B na(t) =,
v en particular
r¢ B (6.58)

Por otra parte, en ¢l Teorema 6.2.3 vimos que si C'(z,Y) tiene puntos de
corte, entonces x € A’ B’ Asi pues, de acuerdo a (6.57) y a (6.58) se sigue
gque C(z,Y) no tiene puntos de corte

Si usamos ahora el Lema 5.3.8, obtenemos que Fry(a(t)) € C{z,Y),
asi que podemos aplicar el Lema 53.4 paia obtener que Fry{a(t)} no es
terminal en z.

Asi pues, podemos tomar X € C(x,Y) tal que

K\Fry(o{t)) #£0 v  Fry(a@)\ K #0. (6.59)
Continuaremos la prueba analizando dos casos.
Caso 1 K\ at) #0.
Sea w € Fry(a(®)) \ K.
Dado que z € K Nalt), se tiene que K U () € C{Y) v en este caso
w €. aft) & KUa(t) & C(4,Y).
En particular tenemos que
@(#) U K no es irreducible entre o y w. {6.60)

Ademds, como t > { tenemos que A C «t) U K, asi que podemos

=<

aplicar la Proposicién 6.2.5 para obtener que

a(t) UK € Dy, (6.61)
Abhora bien, de acuerdo al Lema 2.4.7 ¥ la eleccién de w tenemos que
we Fry{a(t) UK).

Sin embargo, gracias a la afitinacién anterior, a (6.60) y a (6.61) llega-
mos a una contradiccién con la Propiedad 4 1.5

Esto termina el analisis de este caso.
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Caso 2 K C oft).
Sea be B
Gracias a (6.59), sabemos que
K\ Fry(Y\eal(t)) # 0.
Asi pues, en ¢ste caso tenemos que

K\ Y\of) # 0 (6.62)

Ademads, del Lema 5.3.7 se desprende que ¥\ (t) es conexo.

Po1 otra parte, usando la irreducibilidad de V', ¥ que ¢t € (0,1), obte-
nemaos que

B'C Y\ aft). (6.63)
Asl pues, como % € K N Fry{Y \ a(t)) se sigue que

Ku¥\all) € C(B,Y)\{B}.

Por tanto estamos en condiciones de aplicar la Proposicidén 6.2.5 para
obtener que

KuY\eaft) € Deysy. {6.64)
Por cierto, como £ > 0 tenemos que A’ © oft), asi que podemos aplicar

la Proposicidn 6.2.5 paia obtener que a(t) € Diyq. De aqui no es
dificil ver que

Fry(a(t)) = Fry (Y \ aft)).
Ahora bien, de acuerdo & {6.59) podemos tomar un punto w tal que

w € Fry{a®))\K = Fry(Y\ o)\ K.

Entonces por el Lema 2.4.7 tenemos que

w e Fr-y(ﬁﬁuﬁ’). (6 63)
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Finalmente, de (6.63) v (6 62) se sigue que

bw e Viat) ¢ Ku¥Y\at),

de donde es facil ver qie KUY \ a(t) no es irreducible entie by w.

Sin embargo, de acuerdo a la afitmacién anterior, a {6.64) y a (6.65)
llegamos a una contradiccion con la Propiedad 4.1.5

Esto muestra que este caso también es imposible.

Por tanto Fry{c(t)} es unipuntual paia cada ¢ € (0,1), asi que finalizamos
la prueba de la proposicién.
0

Proposicidn 6.2.7 Sean X un continuo estrambdtico y YV un subcontinuo
propio y no degenerado de X. Supongemos que Y es irreducible entre A’ y
B’ pera algunes A", B' € C(Y).

Sea o [ = CG(AY) un arco ordenado de A' @ Y. Entonces, para cada
€ Y\ (A UB), esiste t € (0,1) tal que x € Fry(alt)).

Dermnostracion:
Seanz ¢ Y\ (A UB),ac A ybec B
Definimos

t=min{s€l:x € als)}
Veremos en tres pasos que ¢ satisface las condiciones requeridas.

Paso 1 ¢ estd bien definidoy 0 <t < 1,

Claramente z € ¥ = a(1), asi que el conjunte {s € I : z € (5)} es no
vacio.

Consideremos ¢’ = inf{s € I : x € afs)}.

Si# =1, entonces ¢t = t'. Si# < 1, tenemos que x € oft' + L) para
cada n € N (suficientemente grande), v gracias a la continuidad de «
obtenemos que = € a{f’}. Por tanto ¢' de hecho es un minimo v  estd
bien definido.

Por otra patte sabemos que r € B, asi que ¥ no es irreducible entre a
y ¥ pot tanto podemos hallar K € C(a, Y) \ {¥'} tal que z ¢ K.
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Sin embargo, por €l Lema 4.2 2 sabemos que entonces

A’ Cinty(K) C K.

Como consecuencia del Teorema 6 2.3 y la Observacion 5.3.5, tenemos
que

o es una. parametrizacién del tnico arco ordenado de A’ a Y. (6.66)
De aqui que K = ofs) para alguna s € [0,1). En consecuencia

t<s< L.

Finalmente, estamos suponiendo que z ¢ A’, asi que £ > 0.

Paso 2 z € af?).

Es consecuencia de la construccion de £.

Paso 3 z€Y \ alt)

Por ¢l Lema 5.3.7 sabemos que ¥\ a{t) es conexo. Ademas, como en el
paso 1 vimos que t < 1 v Y es irreducible entre A" y B, tenemos que
B' C Y\ «(t). En consecuencia,

Y\a@®) € C(B,Y).

Sea #: I — C(B',Y) un arco ordenado de B’ a Y. Como consecuen-
cia del Teorema 6.2.3 y la Observacién 5.3.5, se tiene que S es una
parametrizacion del inico aico ordenado de B a ¥. De aqui que

Y\ a(t) = 8(s) para alguna s € [0,1).

Supongamos que x ¢ Y\ a(t) = 8(s).
Sabemos que J es continua, asi que existe &' € (s,1) tal que

z ¢ B(s), (6.67)

en particular, como B' C A{s') v V es irreducible entre A’ y B’ se tiene

que A' C Y \ 8(s"}. Aplicando ahoia el Lema 5.3.7 obtenemos que
Y\B(s) e C4,Y).
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Asi pues, de aqui v de (6.66) se desprende que Y \ 3(¢") = a(r) para
alguna v € I, Ademds, gracias a (6.67) se sigue que

r € Y\B(¢) = alr) {6 68)

Ahora bien, sabemos que B’ C B(s) € 8(s"), asi que podemos aplicar
la Proposicidn 6 2.5 para obiener que

B(s') € Dyyyy

Si ahora aplicamos la Propiedad 4.1 6 podemos deducir que
alr) = Y\B(s) € Y\f(s) = Y\Y\elt)

Y\ exty{a(t)) = inty(a(t)) C aff)
En consecuencia .
r<t (6.69)

Finalmente, de acuerdo a (6.68) ¥ a (6.69) Hegamos a una contradiccién
con la definicidn de ¢.

Por tanto z € ¥\ e(t).

Como consecuencia de los pasos 2 y 3 obtenemos que € F Ty(oz(t)) ¥

concluimos la prueba de la proposicién.,
3

Teorema 6.2.8 Sean X un continuo estrambdticoy Y ¢ C(X)\{X} SiY
tiene mds de un punto, entonces Y es srreducible entre A’ y B' para algunos
AL B e C(Y).

Demositracion:

De acuerdo al Teorema 6.1.12 y al Teorema 6.1.9, Y es unicoherente y no con-
tiene triodos. De esta manera, aplicando [Nad92, Teorema 11.34] obtenemos
que Y es irreducible. Por otra parte, el Teorema 5.3 .10 nos dice que Y es he-
reditariamente descomponible. Finalmente, aplicando [Mil50, Lema A, (1)]

obtenemos el 1esultado buscado.
(]
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Teorema 6.2.9 Sean X un confinuo estrambdtico y Y un subcontinuo pro-
pio ¥ no degenerado de X. 51 Y es irreducible entre los subcontinuos A’ y
B, entonces |A'| =1 = |B'].

Demostracion.
Veremos en 4 pasos que |A’| = 1. De manera similar se puede probar que
|B't = 1.
Supongamos que |A'| > 1.
Paso 1 Existe K € C{e, X), para alguna ¢ € A’ tal que satisface las si-
guientes condiciones:
i) K\ A #0,
H) AP\K #1,
iii}) K MY es conexo,
iv) KNY C A" (en particular, KNY = K n A'),
VYCYUKCXy
vi) K \Y es conexo.

Como X es un continuo estrambético, el conjunto
{pe X : C(p, X) tiene puntos de corte}

es a lo mds numerable. Como estamos suponiendo que el subcontinuo
A'tiene més de un punto, podemos elegir a € A’ de manera que C{a, X)
no tenga puntos de corte. Notemos que {a} G A'C Y C X. Asi pues,
estamos en condiciones de aplicar el Lema 5.3.4 para obtener que A’
1o es un subcontinue de X terminal en a.

En otras palabras, podemos tomar K’ € Cle, X) tal que

K’\A’-’,’E @ #A'\I{’
Sin embargo, por el Lema 422 sabemos que A’ es un subcontinuo
terminal de Y7, asf que

K'\Y #0. (6 70)

Ahora bien, sea L la componente de A’ N K' que contiene a a, ¥ sea
I = C{K') un arco ordenado que empiece en L vy termine en
K’ Gracias al Corolario 8.1 4 tenemos que A' N K’ tiene a lo més dos
componentes, asi que podemos tomar § € (0, 1) tal que
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L af§inY =L C A (en particular, e € a{f)),
2 YUeald)#Xy
3. a(8)\ 'Y es conexo (notemos que c(6) \Y #4§).

Sea K = (§) Entonces K € Cla, X) y
K\VA # D y B # A\NK C A\K.
De acuerdo a la condicién 2 v a {6.70) se sigue que
Y ¢ YUK ¢ X.

Terminamos la prueba de este paso.

Paso 2 Sea Y' =Y UK, donde K es como en el paso 1. Entonces ¥’ C X
y ¥ es irreducible entre dos subcontinuos ¢ y D', donde C" C K\ ¥
yD'c B

En el paso 1 vimos que Y* € C(X)\ {X}, asi que por el Teorema 6.2.8
sabemos que Y es irreducible entre dos subecontinuos C*, D' € C(¥").

Es facll ver que si O NY # @ £ D' O Y, entonces ¥’ no es irreducible
entre C' v D'. De la misma manera, no es posible que C'N K # B v
DK #0.

Asi pues, podemos suponer que " C K\Y v D CY\ K.

Supongamos ahora que existe un punto e € '\ B, En este caso existe
un subcontinuo propio M de Y talque e € M y M N A" # 0. Nétese
que en este caso M U A’ también es un subcontinuo propio de V), gracias
a la irreducibilidad de éste

De aqui que M U A" U K es un subcontinno propio de Y’ que contiene
aeya’, de donde se sigue que Y’ no es irreducible entre D' y ¢
Por tanto D' < B

Paso 3 Sean @, K como en el paso 1, y sean Y',C", D' como en el paso 2.
Consideremos un arco ordenado v : 1 — C{C", YY) que emplece en C'
y termine en Y7, ¥ 51,82 € 1 tales que

He) =K\Y y 7s2)=KU4A
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Veremos que $; y s» estan bien definidos v 51 < &5

En ol paso 2 vimos que €' C K\ Y. Ademds, en el paso 1 vimos que
K\Y es conexo y que ¢ € KN A" De agui que

E\Y, KUA € C(CY").

Por otra parte, por el Teorema 6.2.3 sabemos que C{C”, Y”) es un arco,
asi que, por la Observacién 5.3.5, v(I) es el dnico arco ordenado de &
a Y’

De acuerdo a las consideraciones anteriores, podemos tomar sy, £ T
tales que

sy =K\Y v 7(s)=KUd.
Por tanto, s; v s; estdn bien definidos.
Finalmente, giacias al paso 1 es ficil ver que
Ys1) € K C KUA = 7{s),
de donde se desprende gue s, < s,.

Paso 4 Sean K,Y’,v,5 v s como se definieron en los pasos anteriores.
Entonces Fry (7(31)) C Fry« (’}’(82))‘.

Sea z € Fry (+{s1)}-

Claramente tenemos que 2 € y(s1) C ¥{52). Tomemos ahora cualquier
subconjunto abierto I/ de ¥ tal que z € U7, Veremos que U\ v(s2) # §.

En el paso 1 vimos que
KnY = Kn4 (6.71)
Y por el paso 2, tenemos que
Y = KUY = (K\Y)UENY)U\K). {(6.72)
Por otia parte, como z € Fry: (7(s1)) se sabe que

§ # U\y(s) = UNK\Y C U\(K\Y),
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De aqui, de (6.72) y de {6.71) se desprende que
9 # Un[(KNY)u(Y\K)
c Un[Au¥\K)]
= Un{du(Y\4)] = UnY {6 73)
Por otro lado, gracias al Lema 4 2 3 sabemos que
inty(A) C inty(4A) = D
De aqui que
Uny g 4. (6.74)
Finalmente, de (6.74) v (6.71) se sigue que
{nY)\K o (UnY)\A # 0
En particular,
B (UnIN(Kud) C UN(KUA) = U\y(sa).
Por tanto

z € Fry(v(s2)). (6.75)

Ahora bien, como consecuencia del paso 4 tenemos que

Fry(v(s1)) 0 Free(v(s2)) # 0. (6.76)

Finalmente, en ¢l paso 2 vimos que el continuo Y es irreducible entre sus
subcontinuos C' y D' y que ¥' C X. Sea ¢ € (" As{ pues, estamos en con-
diciones de aplicar la Proposicién 6.2.5 a los continuos X y ¥ para obtener
que '

CCYIN{C'Y € Dy
En particular

Y(51),7(52) € Dpyr .
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Sin embarge, (6.76) y la afirmacion anterior nos llevan a una contradiccién
con la Propiedad 4.1.9
Esta contradiccién vino de suponer que (4] > 1. Por tanto (4| =1y

podemos concluir la prueba del teorema.
il

Finalmente, como consecuencia de la teoria que hemos desarrollado, pre-
sentamos el teorema culminante de esta seccidn.

Teorema 6.2.10 Sean X un continuo estrambdtrco y Y un subcontinue pro-
pio y no degenerade de X . Entonces Y es un arco

Demostracidn:

En el Teorema 6.2.8 vimos que, en este caso, ¥ es irreducible entie dos de
sus subcontinuos A y B'. Asi pues, estamos en condiciones de aplicar el
Teorema 6.2.9 para obtener que A' = {a} y B' = {b} para algunos e,b € V.
Veremos ahora que, si z € ¥\ {a, b}, entonces = es punto de corte de Y.

Sea ot I =+ Cla,Y) un arco ordenado de {a} a ¥V

De acuerde a la Proposicién 6.2.7 existe t € {0, 1) tal que z € Fry (a(t}),
en particular

{a) = o) Calt) ¥ (6.77)

-

alt) C afl} = ¥, (6.78)

Gracias a la Proposicién 6.25 y a (6.77) tenemos que a(f) € Dy, ¥
usando la Propiedad 4.1.8 obtenemos que

inty (a(t)) # 0. | (6.79)
Por otra parte, de (6.78) se sigue que
exty (a(t)) = Y\a(t) # 0. (6.80)

Ahora bien, en la Proposicidn 6 26 vimos que la frontera de aft) en ¥ es
unipuntual, es decir

Fry{a(t)) = {z}.
De aqui que

Y\ {z} = inty(aft)) Uezty (alf)),



6.3 Ejemplos 100

¢s decir, podemos expresar al complemento de {z} en ¥ como la unidn de
dos subconjuntos abiertos y ajenos de Y, que ademds son no vacios gracias
a (6.79) ¥ a {6.80).

En consecuencia, z es punto de corte de Y.

Finalmente, los siguientes resultados son conocidos:

1. 8i un continuo W es irreducible entie dos puntos a y b, entonces ni «
ni b son puntos de corte de W (véase [Nad92, Teorema 11.6 |).

2. Sien un continuo W todos los punios son de corte excepto dos de ellos,
entonces W es un arco (véase {Nad92, Corolario 9 29]).

Por tanto podemos concluir que Y es un arco y concluimos la prueba del

teorema.
EI

6.3 Ejemplos

En el Teorema 6.2.10 vimos que si un continuo X es tal que
i} los hiperespacios C(p, X) son aicos o 2-celdas v

if) X tiene a lo mds una cantidad numerable de puntos p, para los cuales
C(p, X} tiene puntos de corte,

entonces los subcontinnos propios y no degenerados de X son arcos. Una
pregunta que aparece de manera natural es si se pueden debilitar las hipdtesis
de este teorema. Por ejemplo, uno podria preguntar jqué pasa si en Iugar de
pedir la condicién 4), pedimos unicamente que dim{C{p, X)) < 3 para cada
P € X7 O bien ;qué pasa si tenemos una cantidad no numerable de puntos
p € X para log cuales C(p, X) tiene puntos de corte? jse podi4 llegar ala
misma conclusién?

Veamos un gjemplo que da una respuesta negativa a la primera pregunta.

Ejemplo 6.3.1 Un continuo X tal que
a) dim{C(p, X)) < 3 para cada p € X,
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s! Circulo de Varsovia

Figura 6.1: Pardmetros para determinar C(p, X))

b} X tiene a lo més una cantidad numerable de puntos p, para los cuales
C(p, X) tiene puntes de corte,

¢) X tiene un subcontinue propio v no degenerado que no es un arco.

Sea X el Cireulo de Varsovia (véase [Nad92, 1.6]): o

Es fécil ver que X contiene un subeontinuo propio, que es homeomorfo a
la cerradura de la grafica de la funcién f(z) = sen(z). Por tanto, X cumple
la condicion ¢).

Veremos ahora que X satisface la condicién a}.

Antes de calcular los hiperespacios C'{p, X}, donde X es el Circulo de
Varsovia (figura 6.1), recordemos cémo calcularmos los hiperespacios C(p, 5).

Cuando buscdbamos determinar cémo eran los hiperespacios Cp, 51), lo
que haciamos era determinar cada 4 € C{p, §Y) por dos pardmetros v y s,
los cuales nos indicaban qué tanto media A a la “derecha”del punto p, y qué
tanto media 2 la “izquierda”. De esta manera, cada A € C{p, ') estaba
completamente determinado por los pardmetros r y s, quienes se comportan
de manera relativamente independiente. De aqui deduciamos que C(p, S)
es una 2-celda para cada p € S* (véanse Lema 5.4.4 y figura 6.1).

Asl pues, si procedemos de manera andloga a como lo hicimos para 8!,
tendifamos lo siguiente. 51 tomamos un punto p € X, como en la figura 6.1,
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Figura 6.2: Elementos tipicosde A v B

v consideramos un subcontinue A € C(p, X), entonces A estd completamen-
te determinado por dos pardmetros, r y 5, los cuales nos indican qué tanto
mide A hacia la “derecha”de p, y qué tanto mide hacia su. “izquierda”, res-
pectivamente, Una vez establecido esto, probablemente no es muy dificil
convencerse de que C(p, X) es una 2-celda. Este argumento no suena mal,
sin embargo hay algunos puntos particulares con los cuales hay que tener
cuidado. Consideremos a los puntos ¢ y z de la figura 6.2 y a un punio
p € X\ {g,2} que no sea de conexidad local.
En este caso podemos escribit a C{p, X) como AU B, donde

A={AcCp,X):2¢ A} y B={BeC{pX):z¢€ B}

En la figuia 6.2 estdn 1epresentados dos elementos tipicos A € Ay B e B.
Es f4cil ver que A estd determinado por dos paidmetros r y s, quienes repie-
sentan, respectivamente, qué tanto mide A hacia “arriba” de p y qué tanto
mide hacia “abajo” de p. Supongamos que los segmentos pg ¥ pz miden a;
¥ as, respectivamente. Asi pues, podemos observar que v < a1 ¥ § < dg.
De esta manera, es facil ver que podemos representar a A come el espacio
[0,a1] x [0,a2).

De manera similay, el subcontinuo B estd determinado por dos pardmetros
ry 8, que nos indican cudnio mide B hacia “arriba/derecha” de p, y cusdnto
hacia. “abajo” de p, respectivamente. Notemos que, en este caso, r puede
tomar valores a partir de 0, mientras que s lo hace a partir de a». Asi pues,
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Figwa 6.3: Clp, X)

podemos tepresentar a B como una 2-celda de la forma [0, y1] % [as, yo, para
algunas g1 > @) ¥ 2 > an.

De acuerdo a las consideraciones anteriores, no es dificil convencerse de
que C(p, X) se ve como en la figura 6.3

Por tanto, en este caso obtenemos que C(p, X) es una 2-celda.

Analicemos ahora el caso en que p = ¢. Veamos la figura 6 4.

En este caso tenemos que proceder de una manera muy particular. No-
temos que hay dos clases de subcontinuos de X, que contienen a ¢: aquéllos
contenides en el arco K, y aquéllos que contienen a K. En la figura 6.4 se
muestra un ejemplo de cada caso. Asi pues, si queremos caleular C{g, X)
serd conveniente dividir dicho hiperespacio en dos subespacios:

Clg,X) = {AeClg, X)) ACKIU{AeClg,X): K C A}. (681)
Veamos qué pasa con cada uno de estos subespacios.

1. {A€C(g,X): A C K} es un arco.
En este caso tenemos que A es un subcontinno del arco X que contiene
a g, el cual es un punto extremo de K. Asf pues, es facil ver que A
estd completamente determinado por un lnico pardmetio, que es su
longitud. De esta manera, no es dificil ver que {4 € C(g, X) : A T K}
€8 Ul arco.

2. {A€C{g,X): K C A} es una 2-celda

Sea Be {A€C(q,X): K C A}. Entonces B se ve como en la figura
6.4, es decir, B estd completamente determinado por dos parimetros
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Figura 6.4: Elementos tipicos de C'{g, X)

independientes, r v s, los cuales nos indican qué tanto mide B -a la
“derecha” de g y qué tanto mide B hacia “abajo” de ¢. Por tanto,
sitmilaimente & como lo hemos venido haciendo, en este caso podemos
concluir que el conjunto {A € Clg, X) : K C A} es una 2-celda.

3. {AeClg, XV ACKINn{AcClg,X): KC A} = {K}.

Finalmente, de acuerdo a las consideraciones anteriores, ¥ a (6.81), ob-
tenemos que C{g, X) es la unidn unipultual de un arco y una 2-celda. Por
tanto, C(g, X) se ve asi:

Asi pues, hemos visto que

-] una 2-celda si p#ag
| el continuo de la figura 65 s p=g¢

O, X)

En particular tenemos que X satisface las condiciones a) y b), ¥ termi-
namos la exposicién de este ejemplo.

Ahora, jqué pasa con la segunda piegunta? jse podrd debilitar la condi-
cidn 11)? '
El siguiente lema nos ayudard a contestar esta pregunta,

Lema 6.3.2 Sea Y una compactacidn del rayo con residuo X. Si un punto
p € X es tal que Cp, X) es un arco, entonces C(p,Y) es un arco
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{q}

Figura 6.5; C{g, X)

Demostracidn:
Sean A,B € C(p,Y). Es un 1esultado conocido el que X es terminal en Y,

asi que podemos analizar tres casos.

Caso1l AUBC X.
Por hipétesis v por la Observacién 5.3.5 obtenemos que 4 y B son
comparables.

Caso2 ACXCB
Aqui tenemos directamente que A C B

Caso 3 X CANB.

Es un hecho conocido el que dos subcontinuos con estas condiciones
son compaiables,

Como en cualquier ¢aso tenemos que A y B son comparables, gracias al
Lema 5.3.6 podemos concluir que C(p, Y) s un arco. Terminamos la prueba

del lema,
O

A continuacién presentamos un ejemplo mostrando que la hipdtesis del
Teotema 6.2.10, que concierne a los puntos de corte en los hiperespacios
C(p, X) no se puede debilitar.

Ejemplo 6.3.3. Sea Y una compactacién del rayo con un pseudoarco como
1esiduo {véanse [Bin51, p. 44] y [Lewd1]).
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Pseudoarco

Figura 6.6: Compactacién del rayo con un pseudoarco como residuo

Veremos que el continuo Y satisface las signientes condiciones:
a) Clp, Y} es un arco o una 2-celda paracadap € Y,
b) el conjunto {p €Y : C(p,Y) es una 2-celda} es denso en ¥ y
¢) Y contiene un subcontinuo propio y no degenerado que no es un aico.

Sea X el residuo de la compactacién Y. Entonces X es un pseudoarco y,
en particular, X es hereditariamente indescomponible (véase [BinS1, p. 44]).
Por tanto, ¥ satisface la condicidn ¢).

De acuerdo a lo anterior, por el Lema 5.4.6 sabemos que C{p, X} es un
arco para cada p € X. Aplicando ahora ¢l Lema 6 3 2 obtenemos que

Cl(p,Y) es un arco pata cada p € X. (6.82)

Asi pues, para ver que Y cumple la condicién 1), basta ver que C(p, V)
es una 2-celda, para cadap € Y\ X,
En continuo Y se ve de la siguiente manera:

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Seape ¥Y\X yAeCpY). Entonces A esta completamente determina-
do por los dos pardmetros r ¥ s, quienes nos indican, respectivamente, cudnto
“sube”y cudnto “baja” A Como estos dos pardmetios son independientes, st
argumentamos de manera similar a como lo hemos venido haciendo en los
ejemplos anteriores, no es difict convencerse de que C(p, ¥ es una 2-celda

De acuerdo a esto v a (6.82), podemos conchiir que ¥ satisface las con-
diciones a) y b).

6.4 Una caracterizaciéon

En la Seccidn 4.3 vimos un ejemplo de un continvo arco-similax que no es un
arco, pero gue resultd ser un tanto complicado, ya que era indescomponible.
Recordemos que entonces se preguntd si se podria encontrar ejemplos de con-
tinuos arco-similares, pero que fueran descomponibles. El propdsito de esta
seccién es contestar esta pregunta, que ahora resulta mas facil de 1esponder,
gracias a la teorfa sobre continuos estrambdéticos que hemos desarrollado.

Teorema 6.4.1 5t X es un continue estrambdtico descomponible, entonces
X es un arco o una curve cerrada simple. '

Demostracion:
Como X es un continuo descomponible, pedemos tomar A, B € C(X)\ {X}
tales que X = AU B.

Entonces, el Teorema 6.2.10 nos dice que A y B son arcos.

Por otra parte, por el Teorema 6.1.9 sabemos que X no contiene triodos,
De esta manera tenemos que X es la unidn atriddica de dos arcos y, por
tanto, X es un arco o una curva cerrada simple.

Terminamos la prueba del teorsma.
]

Teorema 6.4.2 X es un arco si y sdlo si X es un continuo descomponible
tal que (X, a,b) es arco-similar.

Demaostracidn: :
Es facil ver que si (X, a,b) es arco-similar, entonces X es un continuo es-
trambdtico.
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Asi pues, por el Teorema 6.4 1 tenemos que X es un arco ¢ una curva
cerrada simple,

Ahora bien, en el Corolario 54 2 vimos que un arco es arco-similar, y en
el Corolario 5.4 5 vimos que una cuiva cerrada simple no lo es. Por tanto, X
€5 UL arco.

Finalmente, es clato que un arco es descomponible, asi que podemos con-

cluir la prueba del teorema.
O

6.5 Continuos circulo-similares

En 1a Seccién 4.3 nos hicimos varias preguntas, una de ellas era la siguiente:
si X es una cuiva cerrada simple, jhasta qué punto los hiperespacios C(p, X)
pueden caracterizar a X7 Claro, para 1esponder esta pregunta seria mejor
formularia de una manera mas precisa. Para ello introducimos el concepto
de continuo circulo-similar.

Definicién 6.5.1 Sea X un continuo. Diremos que X es circulo-similar si
C(p, X) es una 2-celda para cada p € X.

La motivacidn de esta nocidn es €] Corolario 5.4.5. Asi pues, nuestra pre-
gunta puede quedai formulada de la siguiente manera: si X es un continno
circulo-similar, entonces j X es una curva cerrada simple? Por lo pronto, aho-
ra que ya hemos desarrollado una buena poicidn de teoria sobre los continuo
estrambdticos, podemos decir lo siguiente:

Teorema 6.5.2 Sea X un continuo descomponible y cirenlo-similar, Enton-
ces X es uno curva cerrada simple.

Demostracidn:
Si X es circulo-similar, entonces X es un continuo estrambdtico. Asi pues,
por el Teotema 6.4.1 tenemos que X es un arco o una curva cerrada simple.
Finalmente, en el Corolaric 5.4.5 vimos que una curva cerrada simple es
ciiculo-similar, peto en el Corolario 5.4.2 vimos que un arco no lo es
En consecuencia, X es una curva cerrada simple.

]
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Figura 6.7: Un continuo circulo-similar que no es una curva cerrada simple
ni un solencide

Retomemos nuestia pregunta sobre si un continuo circulo-similar nece-
sariamente es una curva cerrada simple. A estas alturas, probablemente ya
se sospechard que éste no es el caso. En efecto, veamos unos ejemplos, que
tendrdn que ser indescomponibles, en virtud del Teorema 6.5.2,

Ejemplo 6.5.3 Un ejemplo de un continuo circulo-similar que no es una
curva ceirada simple. ' '

Sea X nn solenoide {véase [Nad92, 2 8]). Se sabe que los subcontinuos
propios v no degenerados de los solenoides son arcos (véase [Nad92, 2.16)), v
que cada punto del solencide estd contenido en el interior relativo de algin
arco. Asi pues, a estas alturas, al menos geométricamente, tal vez no serd
muy dificil convencerse de que C(p, X} es una 2-celda para cada p € X.
Si 1esulté dificil creer la afirmacion anterior, no hay que preocuparse, de
cualquier manera se probard en el Teorema 7.2.1.

.
Ejemplo 6.5.4 Un ejemplo de un continuo circulo-similar que no es una
curva cerrada simple ni un solenoide.

Sea Y es espacio representado en el ejemplo 5.5.2. Definimos X = Y/
donde la relacidn ~ identifica los puntos e y &.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Los subcontinuos propios de X son arcos y, ademas, para cada p € X
se tiene que p estd en el interior relativo de algin arco. Una vez més, al
menos geométricamente, uno podria convencerse de que, en estas condiciones,
C'(p, X) es una 2-celda para cadape X.

6.6 Relacion con la clase IC;

Hasta ahora hemos buscado determinar propiedades de los continuos arco-
similares, sin embargo, nos gustaiia encontrar condiclones que los caracteri-
cen. En este sentido se pueden hacer varias propuestas, una de ellas tiene que
ver con el concepto de continuo encadenable v con la propiedad de Kelley,
que definimos a continuacion.

Definicién 6.6.1 Sean X un espacio métrico, n € N, U = {U/;,. .U,} una
coleccién de subcomjunto abiertos de X y € > 0. Decimos que I es una
e-cadena si:

g UNU;#Bstysdlosifi—j| <1y
i) diam(l;) < &, pata cada i € {1,...,n}.

Definicion 6.6.2 Diremos que un continuo X es encadenable, si para cada
£ > 0 existe una ¢-cadena I tal que X C | {U : U e U}.

Definicién 6.6.3 Sean X un continuc y p € X . Decimos que X tiene la
_propieded de Kelley en p, si para cada A € C(p, X) ¥ cada sucesidn {p,}22,
que .converge a p, se tiene una sucesién {4,322, que converge a A tal que
A, € Cpp, X} paracadan e N
Decimos también que X tiene la propiedad de Kelley si X tiene la pro-
piedad de Kelley en todos sus puntos

Definicién 6.6.4 Sean X un continuo y p € X. Decimos que p ¢s un punto
extreme de X si Cp, X) es un arco.

En ¢l articulo [Kru84], P. Krupski introduce una clase X de continuos X
que satisfacen:

i) X es encadenable,

ii) X tiene la Propiedad de Kelley,
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iit) X tiene uno o dos puntos extremos y
iv) los subcontinuos propios y no degenerados de X son aicos.

Consideremos la clase K; = {X € K : X tiene dos puntos extremos}.
Hasta el mornento, los dnicos ejemplos de continuos arco-similares que hemos
mostrado pertenecen a la clase X;. Asi pues, una pregunta que aparece de
manera hatural es si la clase de continuos arco-similares coincide con K;. En
esta seccion buscaremos dar respuesta a esta pregunta.

A fin de atacar adecuadamente esta cuestion, es conveniente recordar al-
gunos conceptos relacionados con continuos encadenables. A continuacién
1ecordaremos algunas definiciones y resultados en este sentido, con las cuales
estableceremos relaciones entre los continuos encadenables ¥ los levaniamien-
tos.

Definicién 6.6.5 Sean X un espacio topoldgico v f : X — 5 una furcién
continua. Consideremos también la funcién p : R — S? dada por p(t) = ¢,

Decimos ¢ue una funcidén continua [/ : X — B es un levantamicente de fsi
pof =1

Teorema 6.6.6 Sea X un continuo encadenable. 5i f : X — 5% es una fun-
cién continua, @ € X y w € p~*(f(a)), entonces existe un levantamiento f’
de f tal que f'(a) =w.

Demostracion:

Como consecuencia de [Nad92, 12 47] y de [Nad92, Proposicion 12 38}, existe
un levantamiento fdg f. Consideremos la funcién f' : X — R dada pox
F(z} = f(x) +w — fle), entonces f’ es continua. Poi otia parte, como
plw) = fle) = p(‘f(a)), es f4cil ver que w — f{a) € Z. De aquf que

(po iz) = p(flz) +w— fla)) = p(f@))p(w - Fla)) = p{f(®)) = f(z).

Por tanto, f es un levantamiento de f, que claramente satisface f'{a} = w.

a

Recordemos ahora la nocidn de abierto cubierto uniformemente. Sean
f: X —= Y una funcién continua y suprayectiva y U un subconjunto abierto
de Y. Decimos que IV estd uniformemente cubierto por f si p~*(U7) se puede
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esciibir como la unidn disjunta de subconjuntos abiertos Vi, de X, tales que
Plv; - Vi = U es un homeomorfismo para cada i. Decimos también que f es
una funcidn cubriente, si para cada y € Y existe un subconjunto abierto U,
de Y, uniformemente cublerte por f ¥ que contiene a .

Una herramienta importante, gue usaremos mas adelante, estd dada en
el siguiente lema.

Lema 6.6.7 (del nimero de Lebesgue) [Mun?5, £8, Lema 7.8]. Sean X un
espacio métrico compacto y U una cubierta abierta de X FEntonces eriste
¢ >0 tal gue st A C X y diam(A4) < g, entonces A C U para alguna U € U,

En esta situacion, diremos que ¢ es un nuémere de Lebesgue para la
cubierta 4.

En el Teorema 6.6.6 establecimos un criterio que relaciona encadenabili-
dad con existencia de levantamientos de funciones. A continuacién veremos
un resultado mas fuerte: veremos que para los continuos encadenables, los
levantamientos de funciones a 5! son tnicos en cierto sentido.

Teorema 6.6.8 Sean X un continuo encadenable y f : X — S' una funcidn
continua. Sia € X yw € p~*(f(a)}, entonces existe un dnico levantamiento
f' de f tal que f'{a) = w.

Demostracion:
En la prueba de este teotema, d y d; representaran la métrica de X y la de
81, respectivamente.

Por el Teorema 6.6.6, existe un levantamiento [’ de f, que satisface
Fla) = w. Sea g un levantamiento de f tal que gla) = w; veremos que
g=1f

Se sabe que p es una funcién cubriente (véase [Mun75, §8, Teorema 3.1]),
asi pues, para cada y € S podemos considerar un abierto U{y} uniformemen-
te cubterto por p. Podemos suponer que el didmetro de los abiertos ajenos
que constituyen a p~* (U (y)) es menor que }.

Sea ¢ un niimero de Lebesgue paia la cubierta U = {U(y) :y € S}

Ahora bien, como f, f' v g son uniformermente continuas, podemos tomar
4> 0tal quesiz, z € X yd(x,2z) <6, entonces

di(fz), f(2)) <
|F'(@) = (2} <
l9(x) —g(z)] <

(6.83)

N P e L]
ht
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Por otia parte, dado que X es encadenable, podemos tomar una d-cadena
C={Cy,. .,Cn} que cubra a X. Probaremos por induccién que f'y g coin-
ciden en C; para cada i.

Sea k € {1,...,n} tal que a € C,. Dado que diam(Cy) < §, se tiene que
diamf(Cy) < &, de modo que f{Ci) C Uy para alguna Up € I{. Abora bien,
por hipétesis p~1([7;) se puede escribir como la unién disjunta de subconjun-
tos abiertos V;, de R, tales que ply; : Vi — Uy s un homeomorfismo para cada
1. Llamemos V; al elemento de dicha unidn que contiene a w. De acuerdo a
(6.83), diam(f'(Ch)) < 1 v diam(g(Cy)) < 1, de manera que f/(Cy) € Vi y
g{Ck) C V. Por tanto, para cada z € Cj se tiene que

(plw o f)z) = flz} = (ply, 0 g)(z)

En otras palabras,

fi{z) = ((plw) ™" o f)(z) = gla).

De aqui que f|c, = glc,-

Supongamos ahora que f' y g coinciden en Cj1, donde j € {k+1,...,n}.
Como C es una §-cadena, podemos elegir b € Cpy N C;. Ademds, como
diam(C;) < &, tenemos que f(C;) C U; para alguna U; € If. Ahora bien, por
hipéStesis p~'(U;) se puede esciibir como la unién disjunta de subconjuntos
ablertos V;, de R, tales que ply; : V; = U; es un homeomotfismo paia cada
i. Bea V; el elemento de dicha unién que contiene a f'(b). Notemos que, por
hipétesis de induccién, f'(b) = g{b).

Por otra parte, como consecuencia de (6.83), tenemos que diam{f'(C})) < 1
y diam(g(C;)) < 1, asf que F'(C;) € V; y 9(Cy} € V}. De acuerdo a esto,
para cada x € C; obtenemos que

(ply, 0 f){z) = f(z) = {ply; o 9)(=};

es decir,
| Fl@) = ((ly) o)) = o).
De esta manera hemos probado que 'y ¢ coinciden en Cy, ..., Cr.
De manera similar puede probarse que f' y g coinciden en Cy, ..., Cy_;

Terminamos la prueba del teorema.
O
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Figura 6.8; Un continuo arco-similar que no es encadenable

Una ver que hemos establecido la existencia y unicidad de levantamientos
para los continuos encadenables, estamos en condiciones de atacar la pregun-
ta de si la clase de continos arco-similares coincide con a clase K. Veamios
¢l siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.6.9 Un continue arco-similar que no es encadenable.

En [Don94] se construye un continuo encadenable ¥, con cuatro puntos
extremos, y tal que sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos.

Si el conjunto de puntos extremos de ¥ es {a, b, ¢, w}, entonces definimos
una relacién de equivalencia en Y de la siguiente manera. Diremos que

siy sdlo sl r=y 0
T~y ¥ {z,y} = {a,w}.

Definimos X = Y/. y le damos la topologia cociente. Sean: Y — X la
funcién cociente

Asi pues, obtenemos que X tiene dos puntos extremos y que sus subcon-
tinuos propios y no degenerados son arcos. De esta manera, de acuerdo al
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Corolatio 7.2.2 -que probaremos en el capitulo 6- tenemos que X es aico-
similar.
Veremos que X no es encadenable.

Por construccién tenemosque ¥ es un continuo, as{ que podemos dar una
funcidn continva g: Y — I, de tal manera que

glay=0 vy  glw)=1 (6 84)
Dé"es_ta manera, p o g es una funcién continua de ¥ a §', que satisface
(poglla) = € = (pog)w)

En otras palabias, p o g es constante en las fibras de 5.
De esta manera, aplicando el Teorema de la Transgresion ([Dughf, VI,
Teorema 3.2]) obtenemos una funcién continua f: X — S tal que

fon=pog.

Veremos que no existe un levantamiento f° de f. Para ello, empecemos
notando que

F(n(@) = og)e) = ¢,

asi que 0 € p~'(f{n(a))). _
De esta manera, si suponemos que X es encadenable, el Teorema 6.6.8
nos garantiza que existe un dnico levantarpiento f' 1 X — R, de f, que

satisface:
Fln@)=0 vy pof=F
Giacias a esto y a la definicién de f, se tiene que
pofion = fon = poy,
y ademds teniamos gque
gla) = 0 = f'(n(a))-

Como congecuencia de las afirmaciones anteriores se tiene que g v f on son
dos levantamientos de fon, que mandan al punto ¢ al cero. De esta manera,
gracias al Teorema 6.6.8 sabemos que g = f'on.
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Figura 6.9: Continuo arco-similar sin la Propiedad de Kelley

Finalmente, de acuerdo a lo anterior y a (G 84) tenemos que
0 = gla) = (@) = F(rw) = glw) = 1,

lo cual es una contradiceién.

Por tanto, no existe tal levantamiento f' de f.

De esta manera, en virtud del Teorema 668, obtenemos que X no es
encadenable

El ejemplo anterior nos muestra que la clase de continuos arco-stmnilares
no coincide con la clase K. Sin embargo, atin cabria la pregunta de si los
continuos arco-similares tienen la Propiedad de Keiley

Tl ejemnplo que presentamos a continuacion, nos muestra que éste no s
¢l caso

Ejemplo 6.6.10 Un continuc arco-similar X que no tiene la Propiedad de
Kelley,

De manera similar a como procedimos en el Ejemplo 5.5.2, podemos ver
que X es arco-similar Sin embargo, también es ficil ver que X no tiene la
Propiedad de Kelley en el punto q: sean A € Clg, X) v {g. 3%, como en la
figura 6.9, de manera que ¢, — ¢. Es fdcil ver que, en estas condiciones, no
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es posible hallar una sucesion {4,152, de tal manera que A, € C(ga, X),

paracadan € Ny A, - A En consecuencia, X no tiene 1a Propiedad de
Kelley en el punto ¢

Asi pues, hemos visto que la clase de continuos arco-similares no se parece
tanto a la clase Xy como uno podria pensar. Sin embargo, més adelante
veremos una caracterizacién bastante precisa de la clase de continuos arco-
similares. En particular, veremos que las clases de continucs arco-similares
v K son comparables, lo cual 1esulita muy agradable.
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Capitulo 7

Continuos cuyos subcontinuos
propios son arcos

Una clase interesante -y no muy estudiada- de continuos es aquétla de los con-
tinuos tales que sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos. Como
nosotros estamos interesados en el estudio de los continuos estrambodticos, en
virtud del Teorema 6.2.10 es natural que dirijamos nuestia atencidn a esta
clase de continuos. Asi pues, hemos decidido dedicar este capitulo al estudm
de algunas propiedades generales de la clase en cuestion,

7.1 Propiedades generales

Lema 7.1.1 Sean X un continvo y A, B dos arcos en X. Supongamos que
p € X es un punio extremo tento de A como de B y que AU B es un arco.
Entonces AN B = {p} 0o A y B son comparables.

Demostracién:
Analizaremos dos casos.

31 p es punto extremo de AU B, por definicidn obtenemos que A y B son
comparables

Por otra parte, como p es punto extiemo de A y de B, se tiene que
A\ {p} y B\ {p} son conexos. Si suponemos gue p no es punto extremo
de AU B, entonces (AU B) \ {p} tiene dos componentes, una de las cuales
necesariamente es A\ {p} y la otra es B\ {p}. En particular obtenemos que

(AN P N (B {p}) =
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v, por tanto, AN B = {p}

Terminamos la prueba del lema.
O

Lema 7.1.2 Seen X un continuo indescomponible tal que sus subcontinuos
propios y ne degenerados son arcos. Consideremosp e X y n e N &5
Ay, A, € Clp, X))\ { X}, entonces UL A; es un arco que condiene o p.

Demostracidn: :

Dado que p € A; para cada 4, se tiene que U, 4; € Cp, X). Ademds, como
X es indescomponible, X tiene una cantidad no numerable de composantes
ajenas, en particular

U?=IA1 C EP _'C_ X

Por tanto, U%; A; esun atco que contiene a p.
0

Lema 7.1.3 Sean X un continuo, p € X y K € Cp, X). Consideremos una
sucesion {K,}2, C C(p, X)) que converge e K y W = K U J{&, : n & N}.
Entonces W € C(p, X).

Demostracion:
Por una parte es ficil ver que W es conexo, ya que p € K N[{K, : n € N}.

Por otro lado, para cada n € N definimos Z, = [{K;: 1 <¢ < n}y
consideremos una sucesién S = {2,}3%; C W que converge a x € X. Si
S C KU L, pata alguna n € N, dado que K U L, es cerrado, directamente
obtenemos que x € KU L, C W. Ahora bien, si § intersecta a K,, para una
cantidad infinita de indices n, entonces z € limsup K, = K. En consecuen-
cla, W es cerrado y, por tanto, W € C(p, X).

O

7.2 Caracterizaciones

En esta seccién analizaremos los hiperespacios C(p, X)) de los continuos cuvos
subcontinuos propios v no degenerados son arcos. El teorema principal nos
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dice que, st » no es un punto extremo del continuo X, entonces Cp, X) es

una 2-celda. Como veremos mds adelante, esto tiene mucha relacidn con los

continuos estrambodticos, y nos permitiyd presentar algunas caracterizaciones
En adelante denctaremos lz imagen de una funcién f como im(f).

Teorema 7.2.1 Sea X un continuo indescomponible tal que sus subconti-
nuos propios ¥ no degenerades son arcos. Seap € X. Sip no es un punto
exiremo de X, entonces C{p, X) es una 2-celda.

Demostracion:

Como p no es un punto extiemo de X, en virtud del Lema 5 3 6 podemos
tomar dos elementos no comparables, By €, de C(p, X} Sea A=EBUC
De acuerdo al Lema 7.1.2, A es un aico que coniiene a p, v ademds, como
consecuencia del Lema 7.1.1 obtenemos que p no es un punto extremo de A.
Sean ¢ y b los puntos extremos de dicho arco v demos un orden < al arco A,
de manera que a < b. Claramente el orden en cuestién es nico.

Tomemos ahora K € C(p, X}\ {X}. Usando una vez mds el Lema 7.1 2,
se tiene que K U A es un arco que contiene a a v a b, de modo gue podemos
darle un tnico orden <x que satisface o <x b. Notemos que el orden <x
1estringido a A, coincide con el orden <.

Por otra paite, definimos [ = min K ¥ v = max K, entonces podemos
considerar al arco K como un intervalo [lx, rx].

Sea p una funcién de Whitney para C(p, X) v consideremos una funcién

F:Clp, X3\ {X} ~ I x I dada por

£ = {(lie,2l), 1o 7))
Haremos el 1esto de la prueba en una serie de pasos.

Paso 1 f es inyectiva.
Sean K, K' € C(p, X)\ {X}, entonces aplicando el Lema, 7.1.2 se tiene
que AUKUK' es un arco que contiene aa v a b Asi pues, podemos con-
siderar el orden <z %, el cual, por constiuccidn, satisface o <gux b
Notemos que <zyx» colncide con <gx en AUK, y con <gren AUK"
De esta manera, no es dificil ver que

Ik Skurr P y Ige Srurr P
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Como consecuencia de lo anterior v del Lema 7.1.1, obtenemos que
los subarcos [Ig,p| ¥ [ixs, 7], del aico AU K U K', son comparables
Similarmente, [p, vx] ¥ [p, 7 k] son comparables. Asi pues, si suponernos
que f(K) = f(K"), obtenemos que

o, o) = u(llensl) v pllprx]) = oo racl)-

De acuerdo a la monotonia de ¢ podemos concluir que [Ix, 2] = {ix-, p]
v [p,7x]) = [p,7x] Por tanto

K = [ig,rx] = g, re] = K"
En consecuencia, f es inyectiva.

Paso 2 f es continua.

Consideremos una sucesion {K,}22, C C(p, X)\ {X} que converge a
K e Clp, X)\ {X} ¥ consideremos el conjunto W = K U|{ {K, : n € N}.
Asi pues, aplicando el Lema 7.1.3 obtenemos que W € C(p, X).

Por otra parte, consideremos M’ € N de manera que N(;5,K) ¢ X
Tomemos también M € N tal que

K, CN(#.K)

cada vez que nn > M Dado que X es indescomponible se tiene que
int(K,,) = 0 paia cada n; de acuerdo a esto es facil ver que

W c NG KUY K, ¢ X

Por tamto, W € C(p, X) \ {X}, ¥ en consecuencia podemos considerar
el arco [hw,rw]. Ahora bien, como K, — K y estamos trabajando
Unicamente en el arco W, necesariamente gse tiene que Iy, — Ix v
75, = Fr. De acuerdo a lo anterior y a la continuidad de g, podemos
concluir que

F(K) = (Ut 1), (lp 1)) = (1ol b)), sl 7)) = SU6).

En consecuencia, f es continua.
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Paso 3 [ es abierta en su imagen
Por el paso 1 sabemos que f ¢s una biyeccidn sobre im(f), asi que
basta con probar que la funcién f~! : im{f) = C(p,X)\ {X} es
continua. Asi pues, ses {{mn, yn)}:ll C im(f) una sucesién que con-
verge a (z,y) € im(f). Entonces (o, 1) = f(K.) v (z,y) = f(K),
para algunos K, K, € C{p, X)\ {X}, vy para cada n € N. Suponga-
mos que la sucesién {K,}22, no converge a K, entonces gracias a
la compacidad de X, existe una subsucesidn {K, }22, que converge
aalguna J € O(p, X)\ {K} 8i J # X, de acuerdo al paso 2 obte-
nemos que lim f{X,,;) = f{J), sin embaigo, por construction tenemos
que lim f(K,) = f{K). Como consecuencia del paso 1, podemos con-
cluir que J = K. Dado que esto nos Heva a una contradiccidn con la
definicién de J, pedemos suponer que J = X. As{ pues, tenemos que

lim([lxni,p]U@,T'gaJ) = limK,, = J = X.

Como X es indescomponible, podemos suponer que limflg, , p =X
De acuerdo a esto, ¥ a la continuidad de u, obienemos que

limz,, = Hmp(flk,,p]) = p(X).
Por tanto u(fix,p}) =z = p(X), lo cual nos lleva a una contradiccién
con la monotonia de ;+ En consecuencia im K, = K v f~! es continua.

Paso 4 5i (5,y), (¢, ¥") € im(f), entonces
{0, max{z,2'}] x [0, max{y,y'}] C im(f).

Sean (z,w) € [0, max{z,z'}] x [0,max{y,¥'}] vy K, K' € C(p, X) \ {X}
tales que f{K) = (z,1) y f{K") = (z’,¢"). Tomemos dos arcos ordena-
dos o y , que ernpiecen en {p} ¥ terminen en [Ixux,p} ¥ [P, rrur];
respectivamente. Como g, ¢ v S son continuas, existen s, € T tales
que plafs)) = z y p(B(t)) = w Notemos que a(s) C [lxux, Pl ¥
B() C [p, rrure; de esta manera, no es dificil ver que

fHels)u :163) (u([fa(s)ug{t}sp]) » u{lp, T'a{a)uﬁ(t)]))
(s(als)), n(8®)) = (z.w).

Finalmente, a{s) U 5{t) € K U K' ¢ X, de donde concluimos que
(z,w) € im(f). '

i
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Paso 5 im{f) =T x[0,1).

Sean

¢
¥

y consideremos £ = sup @, g =supyp ye >0

{zel:({z} x )nim(f) #0} v
{yeI:(Ix{ygh)nim(f) # B}

i

Sean #’ € (& —&,2]yy' € (§—¢,9] teles que ' € @ y ¥’ € ¥ Asi
plies, como consecuencia del paso 4 tenemos que [0, 2> [0,9] < im(f).
Como esto pasa para toda g, podemos concluir que

[.2) x [0,9) € im(f) c [0,4] x 0,3}

En virtud de lo anterior, v usando una vez més el paso 4, no es dificil
ver que las posibles imdgenes de f son de la forma:

[0.2]x [0,9], [0,2) x [0,8), [0,&]x[0,8) 6 [0.2)x[0,9).

Sin embargo, por los pasos 1,2 ¥ 3 sabemos que f es un homeomor-
fismo en su imagen. De esta manera, dado que el dominio de f no es
compacto, im( f) no es homeomorfo a [0, £] x [0, §

Notemos que ¢l resto de los posibles imdgenes de f son homeomotfas a
Ix[0,1)

Finalmente, dado que f es un homeomorfismo ¢n su imagen, en particular
se tiene que C'(p, X) es homeomorfo & la compactacién unipuntual de im(f).
Por tanto, ex virtud del paso 5 podemos concluir qite C{p, X) es una 2-celda.
Terminamos la prueba del teorema.
O

Como consecuencia del Teorema 7.2.1, v del Teorema 6.2.10, obtenemos
varias caracterizaciones interesantes, las cuales, por cieito, dan respuesta a
algunas de las preguntas que se hicieron en capitulos anteriores.

Corolario 7.2.2 Un continuo X es arco-similar si y sdlo si sus subcontinuos
propios y no degenerados son arcos, y X fiene ezactamente dos puntos ex-
tremos.
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Demostracidn:

Si X es un continuo arco-similar, entonces X tiene exactamente dos puntos

extrermos y es un continuo egtrambdtico. Asi pues, por el Teorema 6.2.10

tenemos que los subcontinuos propios y no degenerados de X son arcos.
Para ver la implicacién contiaria analizaremos dos casos.

Caso 1 X es descomponible.

Supongamos que los subcontinuos propios y no degenerados de X son
arcos. Entonces, en este caso tenemos que X es un arco o una curva
cerrada simple. Las curvas cerradas simples no tiene puntos extremos,
de modo que X es un arco. De esta manera, gracias al Corolario 5.4.2
obtenemos que X es arco-similar.

Caso 2 X es indescomponible

Si X tiene exactamente dos puntos exiremos a v b, entonces Ca, X) y
C(b, X} son arcos. Ademds, para cada p € X \ {g, b}, ef Teorema 7.2.1
nos dice que C(p,X) es una 2-celda. En consecuencia, X es arco-
similar.
Terminamos la prueba del corolario.
0

Corolario 7.2.3 §i X es un continuo de la clase K., entonces X es arco-
similar.

Corolario 7.2.4 s continue X es clrculo-similar 5i y solo si sus subconti-
nuos propios y no degenerados son arcos, y X no tiene punifos erfremoes.

Demostracidn:
81 X es un continuo circulo-similar, entonces X no tiene puntos extiemos v
es un continuo estrambdtico. Asi pues, por el Teorema 6.2.10 tenemos que
los subcontinuos propios y no degenerados de X son arcos.

Supongamos ahora que X no tiene puntos extremos y que sus subconti-
nnos propios v no degenerados son arcos. Analizaremos dos casos.

Caso 1 X es descomponible.

En este caso tenemos que X es un arco o una curva cerrada simple.
Como los arcos tienen dos puntos extiemos, X no tiene mas remedio
que ser una curva cerrada simple. Asi pues, el Corolario 5.4 5 nos
asegura que X es circulo-similar

b
&
§
i
|
N
|
|
}
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Casao 2 X es indescomponible.

Como X no tiene puntos extremos, pox el Teorema 7.2.1 tenemos que
C(p, X) es una 2-celda para cada p € X En consecuencia, X es
cireulo-similar.

Concluimos la prueba del Corolario.
O

En realidad nos gustaria tener un teorema mds general: nos gustairia
caracterizar a los continuos estrambdticos. Para ello introducimos el siguiente
concepto.

Definicién 7.2.5 Sean X un continuo estrambético y n € NU {0,w}. De-
cimos que X es de tamarto n, i la caxdinalidad del conjunto

{peX:Clp, X} es un arco }
es exactamente 7.

Teorema 7.2.6 Sean € NU{0,w}. Pnionces X es un continuo estrambdtico
de tamafio n si y sdlo si sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos,
y X tiene exactamente n puntos estremos.

Demostracidn:
Si X es un continuo estrambdtico de tamafio n, entonces X tiene n puntos
extremos. Ademds, por el Teorema 6.2.10 tenemos que los subcontinuos
propios v no degenerados de X son arcos.

Supongamos abora que X tiene n puntos extremos v que sus subcontinuos
propios y no degenerados son arcos. Analizaremos cuatro casos.

Casoln=2 _
Sin = 2, por el Corolario 7.2.2 tenemos que X es arco-similar, es deciy,
X es un continuo estrambético de tamaiio 2.

Caso 2 n=0.

En esgte caso, el Corolario 7.2 4 nos dice que entonces X es circulo-
similar. En otias palabias, X es un continuo estrambdético de tamaifio 0.
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Caso 3 X es descomponible y 0 # n # 2

Aqui tenemos que X es un arco o una curva cerrada simple, los cuales
tienen 2 o ningdn punto extremo. Por tanto, este caso es imposible.

Caso 4 X es indescomponible

Sea P el conjunto de puntos extremos de X. Entonces C{p, X) es un
arco, para cada p € P. Ademss, para cada p € X \ P, el Teorema
7.2.1 nos dice que C(p, X) es una 2-celda. En consecuencia, X es un
continuo estrambdético de tamafio n

Concluimos la prueba del Corolario.

7.3 Ejemplos

Para finalizar este capitulo, nos gustaria presentar continuos estrambdticos
de varios tamanos.

Asi pues, el arco v el continue del Ejemplo 5.5.2 son arco-similares, asi
que son ejemplos de continues estrambdticos de tamafio 2.

Por otra parte, la circunferencia y los Ejemplos 6.5.3 v 6.5.4 nos mues-

tran ejemplos de continuos citculo-similares, que resultaron ser continuos
estrambéticos de tamafio 0 -
o Tomemos ahora n € NU {0,w}. En {Doud4], J. Doucet construye ejern-
plos de continuos indescomponibles, con n puntos extiemos, v de manera
que sus subcontinuos propios v no degenerados son arces. Asi pues, gracias
al Teorema 7.2.6 tenemos que dichos continuos de Doucet, en realidad son
continuos estrambéticos de tamafio n.

En la figura se presentan los primeros pasos para construir €l continuo
estrambdtico de Doucet, de tamafio 3.
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Figura 7.1: Continuo de Doucet, de tamafio 3
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Capitulo 8

Retracciones

8.1 Herramienta general

Dre la misma manera gue hemos considerado los hiperespacios C{p, X) en
capitulos anteriores, podemos ahora considerar los siguientes hiperespacios:

It

ColX) {A € 2% : A tiere a lo més dos componentes},
Co(p, X) {Ae(X):pe A} ¥
2 = {Ae2:pe 4}

if

La idea de considerar 2 nacié de preguntarnos cudndo 2 es un retracto,
retracto por deformacidn o retracto fuerte por deformacion de 2%, Una
manera de atacar esta pregunta es estudiando la siguiente funcion.

Definicién 8.1.1 . Sean X un continuo y p € X. Definimos la funcién
g1 25 = 2% como 4 (A) = AU {p}.

Quisiéramos analizar una situacién similar en C(X) y comparar los re-
sultados con aquéllos de 2% Asi pues introducimos la funcion:

Definicién 8.1.2 Sean X un continuo y p € X. Definimos la funcidn
by - C{X) — Co(p, X) dada por ¢,(A) = AU {p}.

En este caso no podemos preguntarnos si ¢, es una retraccién o no, va
que Co(p, X) € C{X)} Sin embargo, esta funcién resultd tener propiedades

!
1
i
i
t
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interesantes, asi que, para tratarlas mds adecuadamente, establecemos la si-
guiente convencién Diremos que ¢, es una retraccidn en Co{ X si dplog x) €5
la identidad en C(p, X). Similarmente, dizemos que ¢, es una retraccidn por
deformacidn en Co{X) si existe una homotopla G : C(X) x I — Ch{X) entie
¢y ¥ la identidad en C(X). Finalmente, diremos que ¢, es una relraccidn
fuerte por deformacion en C3(X) si la homotopia G es tal que G(A,t) = A,
cadavezque A€ C{p, X)ytel

Asi pues, dedicaremos este capitulo a estudiar propiedades de la funcidn
¥y (¢,)- En particular, nos centraremos en ver cudndo esta funcién es una re-
traccién {en Ca(X), respectivamente), retraccion por deformacién (en Co(X),
respectivamente) y/o retraccién fuerte por deformacion {en Co(X), respec-
tivamente). A fin de atacar convenientemente estas cuestiones, empecemos
iecordande que si A, — A v B, — B, entonces se tiene A, UB, - AUB
{Lema 3.2.5). Como consecuencia de esto introducimos la siguiente observa-
cién.

Observacion 8.1.3 ¢, y ¥, son continuas.
De acuerdo a la observacién anterior notemos también lo siguiente:
Observacién 8.1.4 3, es una refraccidn y ¢, es una retraccidn en Cy(X)

En este capitulo estudiaremos algunas piopiedades de las funciones ¢, y
5. La mayoria de los resultados serdn probados para ¢, y mencionaremos
resultados dueles para 1, En estos casos no incluiremos la prueba, ya que
ésta se puede hacer de manera muy similar a aquélla hecha para ¢,.

Necesitaremos algunos resultados auxiliares de Teoria de Hiperespacios
que recordamos a continuacion. Las pruebas pueden hallarse en [Nad78].

Lema 8.1.5 [Nad78, Lema 1.48] La funcidn unién U : 2% — 2% dada por
UlA) = A= J{A: A e A} estd bien definida y es continua.

Lema 8.1.6 [Nad?8, Lema 1.49] Sean X un continuo y A wn subcontinuo
de 2%, 85i ANC(X) # 0, entonces | JA es un subcontinuo de X.

A fin de atacar convenientemente las preguntas que nos hemos hecho,
necesitamos recordar el concepto de contractibilidad
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Definicidn 8.1.7 Sean X y Y espacios topolégicos. Diremos que X es
contraihle en ¥ si cualquier funcidn continua f : X — ¥ es homotdpica a
una constante. 51 X es contraible en si mismo decimos sirnplemente que X
es contrafble. A la funcién f se le lama contraccidn.

Este concepto nos ayudara mucho a estudiar las propiedades de ¢, y #;,
asi que nos convendrd desarrollar primero algunos resultados relacionados
con contractibilidad.

Lema 8.1.8 Seon X un continuo y Y un subcontinuo de X. Si C(Y) es con-
traible en Cy(X), entonces existe una funcidn continue G : C(Y) x I = C(X)
tal gue pare ceda A € C(Y}, se tiene que G(A,0) = 4, G(4,1) = X y
(F(A, s} C G(A,1) cada vez que s < ¢,

Demostracion:

Como C(Y) es contraible en Cy( X}, podernos suponer que existe una funcién
continua f ; C(V) x T - Co(X) tal que h(4,0) = A v A(4,1) = X, cada vez
que A € C{Y).

Consideremos la funcién G : C(Y) x I — 2% dada por

GlA ) = J{r(A,5):0ss <t}

Dado que h({A} x [0,t]) € C(2%) pata cada 4 € C(Y) y ¢ € I, aplicando
¢l Lema 8.1.5 obtenemos que G estd bien definida y es continua. Més ain,
como h{A,0) = A € C(X), de acuerdo al Lema 8.1.6 se tiene que

| G(A,t) € C(X), ' (8.1)

para cada (A,£) € C(Y) x 1.
Por otra parte, como consecuencia de la definicién de G, es facil ver que
G(A,5) C G(A, 1) cada vez que 0 < 8 < ¢ < 1. Ademds, claramente
GA,0) = 4,00 =4 ¥
X = h(41) C G(A4,1).
para cada A € C(Y).

Terminamos la prueba del lema.
O

El siguiente es un lema dual del lema anterior, es decir, este lema es la
versién para 2% del lema anterior. Como se puede probar de manera muy
similar, no incluimos la prueba
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Lema (dual) 8.1.9 Sean X un continuo y ¥ un subcontinue de X. 5i2Y
es confradble en 2%, entonces existe una funcidn continue G : 2¥ x J — 2%
tal que para cade A € 2¥, se tiene que G(A,0) = 4, G(A4,1) = X g
G{A,8) C G(A,1) cada vex que s < .

La siguiente es una herramienta que nos serd muy ttil a lo Jargo de es-
te capitulo. Omitimos la prueba, ya que es una consecuencia directa del
Corolario 3 2 6.

Lema 8.1.10 Seen X, Y continuos yn € N 51 f; - X = Y es une fun-
cidn continua para cada 1 € {1,2,...,n}, enionces se tiene que la funcidn
h:X —2¥ dade por h(z) = U{fi(z), fa(z), .., ful®)} es continua.

Una iltima herramienta que queremos mencionar aquf es la siguiente.

Lema 8.1.11 [Nad78, Teorema 1.93] §i X es un continuo localmente cone-
zo, entonces C(X) y 2% son contraibles.

8.2 Caracterizaciones

Comeo mencicnamos en la seccién anteriot, ¢, es una retraccién en Co(X) v ¥,
es una retraccién (Observacion 8.1.4). Nuestra intencidn ahora es encontrar
condiciones necesarias y/o suficientes bajo las cuales ¢, es una retraccién
(fuerte) por deformacién en Co{X) Similarmente, buscaremos condiciones
bajo las cuales ¥, es una retraccién (fuerte) por deformacién.

En este sentido, hallamos varias caracterizaciones interesantes. Una pri-
mera caracterizacion es la signiente.

Teorema 8.2.1 Sea X un continuo. Entonces ¢, es una retraccidn por de-
formacién en C2(X) para cada p € X st y sélo 51 C(X) es contrafble

Demostracion:

Seap € X y supongamos que ¢, es una retraccidn por deformacion en Co(X).
Entonces existe una homotopfa & : C(X) x T — Co(X) tal que (A,0) = A
y ®(A,1) = ¢y(A), para cada A € C(X).
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Tomemos un arco ordenado «, de {p} & X, y consideremos una funcién
H:C(X) x I - C(X) dada por
Bay = { UiB(A,25):0 < s <1, si t€0,3] v
T U4y« Diva(2t - 1), st 1)
Dado que ®({A} x [0,7]) € C(2%) para cada A € C(X) y r € I, aplicando
el Lema 8.1.5 obtenemos que

ﬁiC(X)x[D,%}(A1 t)y e 2X y E’|c(x)x{o,§] ¢s continua (8.2)
Més adn, como $(A4,0) = 4 € C(X), de acuerdo al Lema 8.1.6 se tiene que
H(A,t) € C(X), (8.3)

para cada {4,1) € C(Y) x [0, 3]. Notemos ahora que '
p € ®ANN0) c | J{®{A}xD}nef2t-1), (8.4)

para cada (4,%) € C(X) x [4,1].

De acuerdo a lo anterior se tiene que H{(A,f) € C(X), cada vez que
(A,t) € C(¥) x [£,1]. Ademds, como consecuencia de (8 2), (83), (8.4), y el
[.ema 3.2.5 obtenemos que H est4 bien definida v es continua

Por otra parte tenemos que

HA,0) = 84,00 = A v X = a(l) c H(41)
para cada A4 € C(X); en consecuencia, H ‘es una contraccién en ¢ (X).
Supongames ahora que C'(X) es contraible, es decir, existe una homotopia
G : C(X) x I = C(X) tal que G(4,0) = A y G(4,1) = B para alguna
B € C(X) y para cada 4 € C(X). Sin péidida de generalidad supondiemos
que B = {p} Consideremos ahora la funcién ¢ : C(X) x I — C3(X) dada

por
_ [ G4,20, siotefj] v
gt ) = { PruG(4,2-2t), s te(L]]
De acuerdo a esto se tiene que G(A4,2(3)) = {p} = {P}UG(4,2-2(})), con
lo cual es ficil concluir que g estd bien definida y que es continua. Ademds
tenemos que

= G(4,0) = A vy
9(4,1) = {pPUG(A,0) = Au{p} = (4],

oy
)

=
!
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para cada 4 € C(X). En consecuencia, ¢, es una retraccidn por deformacion

en C5(X). Terminamos la prueba del teorema.
[

Teorema (dual) 8.2.2 Sea X un continuo. Entonces ¥, es una retroccion
por deformacidn para cada p € X s y s6lo 51 2% es contraible.

Ahora que hemos visto las condiciones para que 1, {¢y) sea retraccidn
por deformacién (en Co{X)), trataremos de hallar condiciones que determi-
nen que ¥, ($,) es una retraccién fuerte por deformacion (en C5(X)). Como
veremos mas adelante, estas condiciones 1esultan ser bastante mas complica-
da que las que hemos visto hasta el momento.

Teorema 8.2.3 Sean X un continuo yp € X. Si ¢, es una retraccidn fuerte
por deformacion en Co(X), entonces C(X) es contraible y eviste una base de
vecindades onidadas {K, 122, C C{X}, de p, tales que C{K, 1) es contraible
en Co(K.,) pera cadan € N.

Demostracion:
Por hipbtesis existe una homotopfa @ : C(X) x I ~+ C2(X) tal que

2(4,0)=4, (A1) =4&{4) vy e({pht)={s}

paia cada ¢ € I. As{ pues, del Teorema 8.2.1, obtenemos directamente que
C(X) es contraible.

Construiremos inductivamente la base de vecindades buscada. Definimos
K, = K} = X; entonces C(Ka) es contraible en C{K;) C Cy{K}). Suponga-
mos que hernos construido dos vecindades de p, K,_;, K,, € C(X) tales que
K, C Kn.y y C(K,) es contraible en Cy(K,_1).

Construiremos una vecindad compacta y conexa K, 11 de p, de tal manera
que Knii C B(2,p)NK, v C(Knia) es contraible en Co{K).

Sea £ > 0 tal que

e €(0,) y Blep) C mit(Ky)-
Como @ es uniformemente continua podemos tomar & € {0,2) tal que, para
cada A € C(X) y t,t' € I, se tiene que si H(A, {p}} < &, entonces

H{®(A1),{p}) = H(®{A),2({p}t) < & (8 5)
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De la. misma manera, podemos considerar &, € (0,4) de tal manera que
si H(A, {p}) < 4;, entonces

H(2(A, 1), {p}) = H(D(4,8),8({ph1)) < 4. (8.6}
Definimos
Koo = J{U®({a} x 1) :a e BOL M}

Probaiemos en una serie de pasos que K,.; satisface las condiciones reque-
ridag
Paso 1 K, ¢s una vecindad de p.

Sea a € B(J;,p). Sabemos que ®({a},0)} = {a}, de maneia que

a € $({a} x I) € Kny1. De aqui que B(&;,p) C K, ¥ por tanto,
K1 es una vecindad de p.

Paso 2 K, € C(X)
Obsérvemos que K, = J®(F(B(,p)) x 1.

Como Fl(B (d4,p)) es compacto, y ® es una funcién continua, se tiene
que &(F (B(61,p)) x ) es un subconjunto compacto de Co{ X) C 2%
Asi pues, como consecuencia del Lema 8.1.5 obtenemos que K,y es
compacto. Ademds, si g € B(;,p), es fdcil ver que ®({a} x I) es una
trayectoria en 2% que contiene a {a}; asi pues, gracias al Lema 8.1.6
obtenemos que

po € | J®({a} x 1) € C(X),
En consecuencia, &, es conexo v, por tanto,
Kn+1 E C(X)

Paso 3 K, C B(2,p)NK,.

Sea y € K1, entonces y € ({a}, ), para alguna (g,t) € B{d,p)) x[.
De acuerdo a esto y a {8.6) obtenemos que

H(e({a},1),{p}) < ¢
De aqui que y € B(8,p) y, por tanto,
Kasi € B(ép) C Ble,p) € Bit,p)nK,. . (87
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Paso 4 C(K,.1) es contraible en Cy(K,)

Tomemos un arco ordenado «, de {p} a K41, y consideremos la funcidn
G C(Kpp) x I = C3(K,) dada por

[ (A2, si te[0, il vy
G(A’t)_{AUa(Qi—l), s tell]

Veamos que G estd bien definida
Bn primer lugar,
®{A4,2(4)) = ¢,(4) = AU{p} = AUua(2(})-1). (8.8)

Ademss, para cada A € C(K,41) notemos que ${A4, 2t) € C3{X), cada
vez que t € [0,3] y AU a(2t — 1) € Cy(X) para cada t € [},1] Asi
pues, basta ver que G(A,¢) C K, paracada (4,¢t) € C(Kp) x I

Sea (A, t) € C(K,41) x 1. Sit €[4, 1], entonces, gracias a (8 7) se tiene
que

G(A,t) = AUa(2t~1) C Ky C Kn

Por otro lado, si ¢ € [0,3], entonces G(4,t) = ®(4,2t). Por (8.7)
tenemos gque

-A C Kn+1 - B(dsp))
asi que de acuerdo a {8.5) se tiene que

G(A,t) = $(A,2t) C Ble,p} C K

En consecuencia, & esta bien definida.

Ahora bien, por hip6tesis se tiene que Glox, .)xpo, 1) €s continua. Ademds,
del Lemna 3.2.5 se desprende que Gleok,, 1) 11] también es continua. De
acuerdo a lo anterior v a (8 .8) obtenemos que G es continna.

Finalmente,
GA,0) = BA4,0) = A v GA4,1) = K,

para cada 4 € C(X). Por tanto, C(K,4,) es contralble en Co{K,).
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Terminamos la prueba del teorema.
O

Teorema (dual) 8.2.4 Sean X un continuo yp € X. Si ¢, es una refrac-
cidn fuerte por deformacidn, entonces 2% es contraible y eziste una bose de
vecindades anidadas { K}, C C{X), de p, tales que 25+ es contraible en
2K~ pora cadan € N,

En lo sucesive usaremos la siguiente notacidn: si A es un subcontinuo del
continue X, con métiica d y p € X, entonces escribiremos

d(p, A) = min{d(p,a):a € A},

Lema 8.2.5 Sean X un continuo, p € X y {Ki}£, C C(X) una base de
vecindades de p tales que K;,y C int(K;) pare cada i € N y Ky = X. Para
cada A € 2%, con A # {p}, definimos

_ max{z'EN:ACK,;}, i AC K,
w(A) = {2, si A\K, #0.

Side 2%, A#{p}y {4}, C 2X es una sucesidn que converge a A,
entonces existe N € N tal gue sin > N, entonces w(A,) € {w(A), w(A)—1}.

Demostracion:
Si A\ K3 # 0, es fécil ver que existe N € N tal que A, \ K # 0 para cada
n > N, Por tanto, w{4) = 2 = w(4,) cada vez que n > N.

Supongamos ahora que 4 C K. En este caso, por hipétesis tenemos
que A C Kygay C int(Ky(e)-1), en otras palabras, A € {int(Kygay-1)) (véase
Definicién 3.1.4}, Asf pues, existe n € N tal que A, € {int(Kuay-1)} cada
vez que nn > N. Por tanto,

w(d,) > w(d) -1

sin>N.
Ahora bien, si suponemos que w(A,,) = w{A) + I para una subsucesion
{An, 332, de {A,}52,, entonces se tiene que

A = HmA,, C Ky
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lo cual es una contradiccion,
De esta manera, podemos concluir que w(A4,) € {w(A), w(A)} — 1} para
cada n > N y terminamos la prueba del lema.
0

Proposicién 8.2.6 Sea X un continuo tal gue C{X) es contraible y seo
p € X. Si existe una base de vecindades antdadas {K;}2, C C(X) de p, de
tal manerg que C(K;y1) es contraible en C3(K;) para ceda i € N, entonces
existe una funcidn continua G ; C{X) x I = C(X) tal que

i) GA,0)=A,pe G(A,1) para cade A £ C(X) y
#) G{{p},t) = {p}, pwa cada t € I.

Demeostracion:
Podemos suponer que K; = X, ya que, por hipdtesis, C(K3) de todos modos
es contrafble en C(X). Supondremos también que Ky C int(K;) para cada
iEN .

La prueba de la proposicién resulta un tanto complicada, asi que la divi-
diremos en cuatro pasos principales.

Paso 1 Definiciones.
Dado que C(X) es contraible, por el Lema 818, existe una funcién
continua Gy : C(X) x I = C(X) tal que

GI(A} 0) = A7 GI[AJ 1) = X = Kl ¥y Gl(Aa 3] - GI(A:- t):
(8.9)
cadavezque 0 < s <t <1y AcC(X).
Ademds, usando otra vez ¢l Lema 8 1.8, para cada i € N\ {1} podemos
tomar una funcién continua G; : C(Kiq) x I = C(K;) tal que

Gi(A'l 0) = Aw Gi(A: 1) = Ki ¥ Gi{Ats) C Gi(Al t): (810J

cadavezque 0 < s <t <1y Ae C{Ky).

Tomermos también una sucesién {z,}%, C I, que conveija a 1, de
manera que 0 = 1, < 2, < Tnet < 1 para cada n > 1,
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Ademés, para cada n € N necesitaiemos considerar una funcién conti-
tua fn ¢ [0, £ae1] = I tal que

.fn(mn) =0 ¥ .ﬁn(-'ﬂnu}-i} =1 (8 11)
Definimos por otro lado
An {A€C(X): A\int(Knsa) #0} ¥
g inf {H(A4,C(Kn3)) s A€ An)}

Es fécil ver que A, = C(X)\ (int{Knq2)), de manera que A, es cerrado
en C(X) (véase Definicién 3.1.4). Ea particular, A, es compacto. Asi
pues, dado que A toma valores en A,, H es continua y C{K,2) también
es compacto, obtenemos que

m, = min{H(A4,C(Knss)): A€ A} (8.12)

Ahora bien, si H (4, C(K.13)) = 0 para alguna A € C{X)}, entonces se
tiene que A C Kpys € mié(R12) De aqui se desprende facilmente que

Mn > 0 (8.13)

i

para cada n € N.

Paso 2 Las funciones G;. Construccion y propiedades.

Definiremos una familia de funciones G : C{Kiy1) % [#: 2i01] = C(X),
con i € N\ {1} v, ademas, una funcién G, : C{X) x [z, 2,] = C(X).
Dichas funciones nos ayndaran a encontrar la funcién que buscamos.

Asi pues, definimos G C(Ky) x [#1,z2] — C(X) como
Gi(41) = Gi(A,min {1, 24 H(4,C(K)}).

Para i > 2 definimos:

i=rl

Giat) = |JG;(4min {1, - H(4,C(K;.4)) )

2
i=1

U G (A, min {1, &4 . g (4, C(Ki+3))}) --

En este paso presentaremos las propiedades de las funciones &; que
necesitaremos més adelante.
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Propiedad 1 G; esté bien definida para cada ¢ € N,
Empecemos notando que

0 < 'min {1, 28 H(A4,C(Kes))} < L

De acuerdo a esto, es ficil ver que G estd bien definida
Tomemos ahora i > 2y (A, t) € C(Kip) x [wi, #i41]- De (8.10) se
desprende que
A C G4, € C(X)

cada vez que § < iy { € 1. De acuerdo a esto s ficil ver que
Gi(A,t) € C(X). Como consecuencia de lo anterior y de (8.13).
podemmos concluir que (; esta bien definida.

Propiedad 2 @,- es continua para cada ¢ € N.
Sabemos que f;, H v G; son continuas. También se sabe que el
minimo de dos funciones continuas es continuo. Gracias a esto v
al Lema 8.1.10 obtenemos la continuidad de G,

Propiedad 3 51 A C Ky v A\ int(Kse) # @, entonces
G,‘ (A, min{l, ;ﬂl*: H(A, C(Ki+3)) }) = Kz

Como A € A;, de (812) se sigue que o - H(4,C(Kns)) > 1.
asi que

Gi(Amin{l, & H(4,C(Kus))}) = G4 = K

Propiedad 4 @,-(A, Tip1) = @,;H (A, 2;41) para cada i € Ny cada A € C{H ;).
Gracias a (8.11) y (8.10), para cada ¢ € N tenemos que
i—1
UG {(4,min {1, - H(4,C(k510)) })
i=1
U Gi(4, min {1, 523 . H(4,C(Kis3))})
= U6(amin {1 & H(4,0(K;15))})

i=1

-~

Gf(Aa $i+1) =

- OG:' (A,min {1, L - H(4,C(K,10)) }) U 4

g=1
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Gi{Amin {1, % H(4,ClK;19))}) UGin (4,0)

-

[
=}
—_

U G; (A, min{l, n%} CH(A, C(Kj+3)) })

U Goa (4, min {1, B2b) - H(A,C(Kira)) })
@H-I(AJ Tap1).

ta,
—_

Propiedad 5 Sea ¢ > 4. Si A € C(K;), entonces @k(A, i) = A cada vez que
te [R:kal'k-}-l] v k S 11— 3.
Por hipétesis tenemos que A € C{K:) ¢ C{Kiys) C C{Kj43)
para cada § < k. De acuerdo a esto y a (8 .10) no es dificil ver que

~

k-1

G(at) = Jos(Amin {14 H(a, C(K;15))})

U Gk(A, min {1,248 H(4, C(Kyss))})

k
= JGi(4 min{1,0}) = A

i=1

Propiedad 6 Sea i € N. 5t 4 € C(Kj12), entonces Gi(A, t) C K; cada vez que
e {x,:,;r,-.H]ﬂ
Es claro que G1(4,1) € K = X cada ves que t € [21,29) ¥
A€ C(K5)
Supongamos ahora que i > 2y A € C(Kj42). Comoi+2 >4, de
la Propiedad 5 se deduce que

i-1

Gi(a9) = G (amin{l, L H(4,0(K;:0))})

U Gi(4,min {1, 50 H(4,C(Kirs))})

= AU Gi(Amin {1, 22 H(4,C(Ki))})
C AUK; C K
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Piopiedad 7 Si A\ K, # 0, entonces @1(A,zg) = X. Ademds, 5i¢ ¢ N\ {1}
es tal que 4 € C(K) v A\ int(K2) # 0, entonces se tiene que
GilA, 1) = KU Gila{A, 25).

Si A\ Ka # 0, se sigue que

A zs) = GI(A,min{l,f—‘n(fl—ﬂl‘-H(A,C(Ki;))}) = Gy(4,1) = X

Por otra parte, de acuerdo a (8 11) y a (8.12) sabemos que
Lol . g(4,C(Kia)) = £ H(AC(Kiz)) 2 L

Comeo consecuencia de lo anterior y de {8.10) obtenemos que
it
Gi(A,z) = G (A, min{1, = - H(4, C(K:Hs))})
i=1

U Gi(4, min {1, 202 gy (a, G(K,;+3))})

= @5_1(1‘1, .’L“z') u Gi(A-, 1)
= @z‘_l(A, .'L',:) U K.

Paso 3 Una funeidn G'. Construccidn y propiedades.
Por hipétesis, la familia {X; : ¢ € N} es una base de vecindades anida-
das de p. Asi pues, para cada 4 € C(X), A # {p}, podemos considerar
un nimearo
_ [ max{ieN:ACK;}, si ACK:; ¥

w(d) = {2, s A\K, #0.
Una vez establecido esto, estamos en condiciones de definir una funcién
G (C(X)\ {{p}}) x I = C(X) dada por

GJ(A t) — C:;:i(A,t), 51 5 <tz < To(a) ¥
’ Gw(A)_l(A,xw(A)), si {2 Tuway

St i1 £ Zu(a), entonces i < w(A) — 1, asi que tomar @i(A,t) tiene
sentido. De acuerdo a esto y a la Propiedad 4, tenemos que &' estd
bien definida. Veamos ahora que ' es continua.

Sea {{An,t.)}2, C (C(X) \ {{p}}) x I una sucesién que converge a
(A t) € (C'(X IR {{p}}) % I. Analizaremos dos casos.
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Caso 1 4,4, < %04 patacadan € N
Sitg € (@i @iy) para alguna i < w(A)~1, entonces t, € (T, 2i41)
para i suficientemente grande. Asi pues, giacias a la Propiedad 2,
para n suficientemente grande se tiene que

G'(Autn) = Gildnty) > GilA ) = G(A 1)

Ahora bien, supongamos que ¢ = z; para alguna i < Tya)s ¥ que
{ta }2, es una subsucesién de {ta}aL, contenida en [z;_;,z;].
Entonces

G’(A?Lkstﬂpc) = Ai—l(Anthk) - éi—l{AytD) = Gl(A1 t(])

De manera similar, si la subsucesién esta contenida en [, 2441,
obtenemos que

G'lAmrtny) = CilAngtny) —= Gi(dite) = G4, 1),

De esta manera, podemos conclulr que G'(An,t,) — G'(A, t) v
terminamos el andlisis de este caso.

Caso 2 t, > Tas{ A)-
Por el Lema 8.2.5 podemos suponer que

wda) = w(d) o w(d,) = wd) -1  (314)

- Ademas, en este caso podemos suponer que t, > T4 > Tu(dn)
para cadan e N
Asi pues, basta analizar dos subcasos.
Subcaso 1 w(A,) = w(A) para cadan € N
Aqui es claro que

o~

G’(Amtn) = Gw(A,.}—l(Aﬂ'lxw(An)}
= Guiay1{An, Tuct) = Cuay-1{4, Toay)
= G’(A,tg)..

Subcaso 2 w(A,) = w(A) ~ 1 para cada n € N.

Si w(A} = 2, entonces por el Lema 8.2.5 se tiene que w(d,) =2
y caemos en el subcaso anterior. Asi pues, podemos suponer que
w(d) > 3.

. TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Como A, - A, en este subcaso es facil ver que A € it (Kyua)).
De esta manera, usande la Propiedad 3 y (8.11) obtenemos que

G'(Ate) = Gua—1{A, Tua)
w{A)~2

- U 6(amn {1 HAOK.2)})

u Gw(A)_;(A,min {1 1 . H(A,C(Kw(,qprg])})

P Mya-t
w{A)-3

= U &(amin{t, & HACK)})
U Kaay2 U Kot
= Goupay-s( 4, Tygay-2) U Kppay- (8.15)
Por otra parte, en este caso es facil ver que
Ay © Kgamr vy AN mt{Kuw) #0.
5t tomamos i = w(A) — 2, 1a Propiedad 7 y (8.15) nos dicen que

G’(-An: tn) = aw(An)—l (An; $M(An))
= Gw(A)—2 (Ana ‘xw(A)—I)

= éw(A]«-S {An, Zu(ay-2) Y Kyay-2
Guay-3l A Tugay-2) U Kugay—2
= G'(A, to).‘

1

En consecuencia, G* es continua en (A4, &p).

En cualquier caso obtenemos que G' es continua.

Paso 4 Lo funcion G.
Definimes finalmente & : C(X) x I — C(X) dada por

[ GAL), si A#{p}
Gl = {{p}u :i A=g:}w ’

Veremos a continnacion las propiedades que nos interesan de 1a funcién G.
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i) G es una funcién continua.
Es claro que G estd bien definida. Como &' es continua, basta
tomar una sucesidn {{da., )12, C (C(X) \ {{p}}) x I que
convetja a ({p}, %o}, ¥ ver que G(A,,t.) = {p}.
Asi pues, es ficil ver que

w{A,) — oo (8.16)
Analizaremos dos casos
Caso 1 ;< 1.
Sea k € N tal que zx < #p < T4 v definimos wp =2, =0 y
Go =G4

En este caso, cuando n es suficientemente grande, se tiene que
tn € [Ze-1,Te] U [ZeTegr] U [Trg1, Thao] {8.17)
v ademds, usando (8.16),
th £ Tya+n, ¥k < w(dy) -4 (8.18)
De (8.17) obtenemos que
GlAntn) = GlAnta) € {Gor(Antn), CilAn tn), Crn(dn,t)}

Aplicando ahora ia Propiedad 5 v (8.18) podemos deducis
que G.(A,,t,) = A, cada vez que 7 € {k — Lk, k+1} En
consecuencia,

GAmts) = An ~ {p}.

Caso 2 {3 =1.
Seans > 0y N € N tales quesin > N, entonces diam(K,) <¢.
Por (8.18), podemos tomar » > N de manera que

Zyar <t <1y N41 < w(d,) 1L
Entonces, para n > N se tiene que

-~

GlAnta) = G'(Ante) = Gi(An, 24),

SIS COR
FALLA DE ORIgy
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para alguna r € [N + 1,w(4,) — 1}, ¥ 2 € {tn, Tw(an)}-
Notemos que An C K,4). Asi pues, de acueido ala Propiedad 6
tenemos que G,-.1(An, 2,) C K,_;. En consecuencia,

r—1

U G, (An, min {1, m% - H{An, C(Kj43)) })

o~

GT (An: ‘Zn)

It

U G, (Anmin {1, £ - H(4,,C(Ko1s))})

= G,oi{An %)
U G, (Any min {1, £2) - H(A,, C(K,49))})
C K, WK, = K., C Ky
De acuerdo a las consideraciones anteriores obtenemos que
diam (G (An, ) < £ para toda n > N Por tanto,
diam(G{An, )} — 0.
En otras palabras, G{A,,t,) = {p}.
ii) G(A,0) = A, para cada A € C(X) y G({p},t) = {p}, para cada
tel
Pfdemos suponer que A # {p}. Asi pues, de acuerdo a (8.9)
tenemos que
G(A,0) = G(AD) = Gi(4,0) = A
Por construceién sabemos que G{{p},t) = {p}, para cada t € 1.
iif) p € G{4,1) paia cada A € C(X).
Si A\ Ky # (0, entonces de la Propiedad 7 se signe que

G(A, 1} = G'(A,1) = Gy(4,2,) = X.

Por tanto, p € G(4,1)

Supongamos zhora que A € C{K;). Por el inciso anterior po-
demos suponer que A # {p}. Asi pues, como A C Ky v
A\ Kygays1 # @, usando la Propiedad 7 obtenemos que

P € KypayrUGuar-2(4, Tugay-1)

= @w(ﬂ)—l(Aaxw(A})
= G'(A,1) = G(4,1)
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Terminamos la prueba de la proposicidn.
O

Proposicién (dual) 8.2.7 Sean X un continuo tal que 2* es contraible y
p € X 5i eviste una base de vecindades anidadas {K;12, C C(X) de p, de
mancre que 2541 es contratble en 2% pare cede ¢ € N, entonces eziste uno
funcién continua G : 2% x I — 2% tal que

1) G(A,0)=A4,p€G(4,1) poracade A€2X y

i} G({p},t) = {p}. para cadat e I

Finalmente, veremos que el reciproco de los Tecremas 8.23 y 8.24 es
clerto, para asi introducir las caracterizaciones buscadas.

Teorema B8.2.8 Sean X un continuo ial que C(X) es contraible yp e X.
Si existe una base de vecindades anidadas {K;}2, C C(X) de p, de manere
gue C(Ki1) es contraible en Ca(K;) pare cedo i € N, entonces ¢p es una
retraccion fuerte por deformacidn en Co(X).

Demostracion:
Gracias a la Proposicidn 8.2.6 existe una funcién continua G : O(X) x I — C{X)
tal que

i) GA4,0)=AypeG(A 1) paracada A C(X) ¥

@) G{{p},t) = {p}, paracadate (8.19)

Definimos una funcién @ : C(X) x I — C(X) dada pot
~ dlpAly ;
A1) = U{G({a},t d(p,a,)) .aEA}, si pg A
A, si pg A
Continuaremos con la prueba del teorema en una serie de pasos.

Paso 1 ( esta bien definida.
Sean A e C(X)\C(p,X) ya € A. Entonces tenemos que

¢ < d(Awp) S d(ﬂ,,p) ¥ Ost%]l S 13
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cada vez que t € I. Asf pues, G({a}, - %&%) e C(X).

Consideremos la funcién 74 : (X \ {p}) x I — C(X) dada por
ma) = G({aht dt)

d(p,a}

v notemos que es continua. De aqui se deduce que

{G(aht- 428y :ac A} = m(ax{e) € C(CX)  (B20)

para cada (A4,t) € C(X) x I. Asi pues, aplicando ¢l Lema 8.1.6 obte-
nemos que

U{G({a},t«- L)y . g A} e C(X).

d(p.e)

Por tanto, G estd bien definida.

Paso 2 G es continua.

Sea {(An,ta) }:":1 C C(X) x I una sucesién que converge a algiin
{A,t) € C{X) x I Analizaremos dos casos.

Caso 1l pg A
En este caso tenemos que d{p, o) > 0 para toda a € A,

Como consecuencia de (8.20) y del Lema 8.1.5 obtenemos que &
es continua,

Caso 2 pe A

Podemos suponer que p ¢ A, paia cada n € N Para probar la
continuidad en este caso mostraremos gue

limsup G{An, 1) € A C liminf G(A,,t,).

Asi pues, sea z € lim sup@(An,tn), entonces existen una subsu-
cesién {A,, 122, de la sucesién original y @, € G{An,,tn,) Dara
cada k, de manera que z,, — 2. De aqui que

Tn, € G({ank }, b, - “‘LA—&—’)

d(p,on,, )

para alguna an, € Ay,
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Como A es compacto, podemos suponer que a,, — b para alguna
b € A, Ahora bien, si z = p obtenemos directamente que z € A.
En caso en que T # p, por la condicién ) en (8.19), podemos
suponer que d(p, oy, ) - 0. Sin embargo d(p, A,,) — 0, asi que

' d(p,Ax
Tn, € G({an,‘},tnk E%;:f%) -~ G({6},0) C A
Por tanto z € A vy lim sup@'(A,,, t,) C A

Tomemos ahota o € A. Veremos que g € lim inf G (Anstn).

Subcaso 1 a #p.
Por hipétesis existe una sucesion {2,}%2, que converge aa. y
tal que a, € A, para cada n € N. En este subcaso tenemos
que di{p,a,} — d{p, a) # 0, de aqui que

G({onh to- 429) — (o}t R4 = G({a},0) = {a}.

Por tanto, e € liminf @(An,tn)..

Subcaso 2 a =p.
Como cada A, es compacto, para cada n € N podemos tomar
b, € A, de manera que d(p, A} = d(p,b,). Entonces es ficil
ver que b, — py que

G{{ba},tn - G2y = G({bu},ta) = G({p}1.t) = {p}-

~ En otas palabas, a = p € liminf G(Ag, t).
Por tanto, @(An,tn) — Ay & es continua.

Paso 3 G(A, 1) = Aparacada A€ C(p,X) ytel
Esto es consecuencia directa de la definicién de G

Paso 4 G(A,0) = A para cada 4 € C(X).

Por el paso anterior, podemos suponer que 4 ¢ C(p, X). Gracias a
(8.19) tenemos que

.C’?\(A,U) o U{G’({a},{)):aeA} = U{{a}:aeA} = A
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Paso 5 pe a(/-l, 1) para cada A € C(X).

Por el paso 3 podemos suponer que 4 € C{p, X). Sea g € A tal que
d(p, A) = d(p, g), entonces, de (8.19) se sigue que

p € G({ah1) = G({a}, %) c Ga)

Finalmente, definimos una funcidn g : C(X) x I — Co{X} dada por

_ | Gz, si t€{0,1] v
94,8 = { (A 1-8))ufp}, s te(}, 1]

Gracias al paso 5 tenemos que G{A,2(3)) = G(4, 2(1)) U {p}, de donde se
desprende que g estd bien deﬁnida v es comtinua. Ademads, si A € C(X), el
paso 4 nos dice que g(A,0) = G(4,0)=Ay

9(4,1) = GAOU ) = AU{p} = ¢(4)

Notemos también que si A € C(p, X), como consecuencia del paso 3 se tiene
que g{A,t) = A para cada t.

Asf pues, hemos obtenido que g es una homotopia entie la funcién iden-
tidad y #,, que no mueve a los elementos de C(p, X). En consecuencia, ¢y
e3 una retraccidn fuerte por deformacidn en Cy(X}). Terminamos la prueba
del teorema.

a

Teorema {dual) 8.2.9 Sean X un continuo tal que 2% es contraibleyp € X
St existe une base de vecindades anidadas {K;}2, € C(X) de p, de manera
que 251 es contraible en 2% para cada i € N, entonces ¢, es una retraccidn
fuerte por defermiacidn.

Como corolario de los Teoremas 8 2.3 y 8.2.8 obtenemos la siguiente ca-
racterizacion.

Corolario 8.2.10 Seen X un continuo y p € X. Entonces ¢, es una re-
traccidn fuerte por deformacién en Co{X) si y s6lo st C(X) es contraible y
emiste una buse de vecindades enidadas { K12, € C{X) de p, de manere que
C{Kiy1) es contraible en Cy(K;) pare cadai € I
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Similarmente, de los Teoremas 8 2.4 y 8.2.9, podemos concluiz el siguiente

Corolario 8.2.11 Sean X un continuo y p € X. Enionces 1, es una re-
traccién fuerte por deformacion si y sole si 2% es contraifble y eziste una
base de vecindades anidadas {K;}2, C C(X)} de p, de manera que 2%+ es
contraible en 2% para cado i € N

Otra caracterizacion interesante es la siguiente:

Corolario 8.2.12 Un continuo X es localmente conezo si y sdlo si
i) 1, es una refraccicn fuerte por deformacidén para todap € X o

it) @, es una retraccion fuerte por deformacién en Cy(X) para todap € X

Demostracidn:

Supongamos que se satisface la condicién 4) (o 4)). Entonces, como con-
secuencia del Corolario 8 2.11 {o el Corolario 8.2.10), obtenemos que X es
conexo en pequenio en p, para toda p € X. Por tanto, X es localmente conexo
{véase Lema 2.4.10). '

Supongamos ahora que X es localmente conexo y sea p € X. Gracias ala
conexidad local podernos tomar una base de vecindades conexas, compactas y
anidadas {K;}32, de p, quienes a su vez son localmente conexas. Ahora bien,
gracias al Lema 8111 se tiene que C(X) y C{K;) son contraibles para cada
i € N, en particular, C'(Kj, ) es contraible en Co{K;) paracada € N. Deesta
manera, aplicando el Corolario 8.2.10 obtenemos que ¢, es una retraccidn
fuerte por deformacion en C(X). '

De manera similar, el Lema 8.1.11 nos dice que 2¥ y 2% son contraibles
para cada i € N. De aqui que 25+ eg contraible en 2% para cadai € N Asi
pues, gracias al Corolario 8.2.11 obtenemos que 4, es una retraccién fuerte
por deformacion.

Concluimos la prueba del corolario.

A

8.3 Una curiosidad

Ya vimos algo de lo que pasa en C(X) v 2% con las funciones ¢, ¥ ¥ Una
pregunta que aparece de manera natural es qué pasa en los espacios F,,(X).
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Esta pregunta resulté ser muy complicada v escapé a los objetivos de este
trabajo. Sin embargo, se obtuve un 1esultado para un caso particular que
nos patecidé bonito. Dedicamos esta seccidén a presentario.

Empezaremos con algunos resultados anxiliares que tienen que ver con el
comportamiento de las homotopias. Consideramos que el lector familiarizado
con el tema podr4 saltdrselos.

Lema 8.3.1 Sean X, Y, W ¢ Z espacios topologicos y f,6: X = Y fun-
ciones continuas lales que f = g Sih:Y = Z es una funcidn continua,
enfonces hof ~s hog Similarmente, si A’ : W — X es una funcidn continua,
entonces f ok mgo b

Demostracicn:
Por hipdtesis existe una funcidn continua F : X x I = Y tal que F(z,0) =
flz}y Flx,1) = g(z), para cada z € X

Definimos F* : X xI — Z como sigue: F'(z,£) = (hoF)}(z,t). Clatamente
F' es continua, y ademés satisface que F'(z,0) = (ho fi(z) v F'(z,1) =
(hog)(z), paracadaz € X. Deaquique ho f= hog.

De manera similar definimos G : W x I — Y dada por G(w,t) =
F(H{w),t). Una vez mas, es facil ver que G es continua. Mas ain: G{w,0) =
F(H(w),0) = (f o k) (w) y G(w,1) = F(K(w),1) = (g o K){w). Por tanto,
foh' mgoh y terminamos la prueba del lema.

a

Lema 8.3.2 Sean X un espacio topoldgico y f, g, h: X ~+ St tres funciones
continuas. St [ y gh son homoidpicas, entonces ‘5 : X — St es homotdpica
a kb

Demaostrocion:
Supongamos que f = gh, es decir, existe una funcién continua F : Xxf — §°
tal que F{z,0) = f(z)} vy F(z,1) = (gh)(x), para cada z € X. Consideremos
una funcién F’: X ~» §! dada por
t = =)

Fiz,t) = R
Es ficil ver que F” estd bien definida v es continua. Ademas, F'(z,0) = -g(a:)
¥y F'(z,1) = A{x). Por tanto, F' es una homotopia entie *5 vk
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Terminamos la prueba del lema.

En [Nad78] se prueba el siguiente resultado.

Proposicién 8.3.3 [Nad78, Proposicion 12.38] Sean X un espacio métrico
compacto y f : X — S una funcion continua. Entonces [ es homotépica o
ung constante st y sdlo st eTiste un levantamiente f: X = R de f.

Recordernos que la funcidn exponencial p : B — 51 estd dada por
p(t) = ™ {ver Definicidn 6.6.5)

Lema 8.3.4 Sea X un conbinue no unicoherente Entonces existe una fun-
cién continue f : X — 51 gue no es homotdpica ¢ une constante.

Demostracion:

Como X no es unicoherente, existen A, B € C(X) tales que AUB =Xy
AN B no es conexo. Asi pues, tenemos que AN B esla unién ajena de dos
subconjuntos cerrados y no vackos Py@.

Como X es métrico, X es Ty Asi pues, podemos torar una funcién
continua ¢ : X — T tal que g(P) = {0} y (@) = {1} Podemos observar
que 0,1 € g(A) N g(B). Asi pues, dado que A v B son conexos oblenemos
que

o) = 1 = g(B) (8.21)
Definimos f : X — S! como sigue:
von ™) s oz €Ay
Hzy= { ) (8.22)

Sea z € AN B. 8i z € P, entonces

eivrg(z) — 60 = e—z’vrg(w)__

8i z € Q, entonces se tiene que

e«iﬂ-g(z) — 6:'7.- — evirr - e—i?rg(z-)”

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Por tanto, f estd bien definida y ¢s una funcién continua. Mds adn, de (8 21)
podemos deducir gue

flA) = ™A = feftpe ]}y
f(B) = e"™B) = (e~ .4} (8 23)

Veremos que f no es homotépica a una constante. Por la Proposicion 8.3.3

basta probar que f no admite levantamientos.
Supongamos que ¥ 1 X — R es un levantamiento de f y sea o € P.

Eutonces po f/ = f. De aqui que
flley € pPHf() = pN() = Z.

Supondremos que f'(z} =k € Z.

Ahora bien, de acuerdo a (8.23) deducimos que si W es una componente
de p7X(f(A)) o de de p~'(f(B)), entonces p|y es un homeomorfismo.

Asi pues, sea V4 la componente de p~!(f(A)) que contiene a k. De (8 23)
es facil ver que

Vi = [kk+ 3.
Similarmente, si V3 la componente de p~1(f{B)) que contiene a k, entonces
Ve = lk— 1,k

Finalmente consideremos ¥ € . Como f' es continna, v 4 v B son conexos,
tenemos que

fly)y ¢ ine = {k}.
Sin embargo, esto significarfa que f'(y) = f'(z), de donde
¢" = fly) = (o f)y) = (pef)=) = flo) = ¢,

lo cual es una, contradiceidn.
Por tanto no existe tal levantamiento f* de f v podemos concluir la prue-

ba del lema.
]

El siguiente es un resultado importante, que fue probado por B. Curtis v
N. To Nhu.
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Teorema 8.3.5 [CN85, Lema 2 2] Sea M C F{X) compacto y localmente
conezo. Entonces | J M también es compacto y localmente conexo,

Otro resultado importante se prueba en [Nad92]:

Teorema 8.3.6 [Nad92, Teorema § 23] 51 X es un continuo localmente co-
nezo, entonces X es conezo por frayectorias.

Por Gltimo presentamos el teorema de esta seccién, que muestra una rela-
cién entre el comportamiento de la funcién ¢,| 7 x) ¥ la estiuctura topoldgica
de X

Teorema 8.3.7 Sean X un continuo yp € X. Si ¢dp|rxy s vetraccion por
deformacidn en Fo( X)), entonces X es unicoherente y conezo por trayectorias.

Demostracidn:
Haremos la prueba del teorema en dos partes.
i) X es unicoherente.

Sea h : F3(X) — F3(X) la funcién identidad en F3(X) Como ¢y|rmx)
es retraccién por deformacién en F3(X), entonces ¢pfm x) = h.

Si suponemos que X no es unicoherente, por ¢l Lema 8.3.4 existe una
funcién continua f : X — 5! que no es homotépica a una constante.

Consideremos también las signientes funciones:
1) Az F(X) ~ Fp(St) dada por A{{z,y}} = {f(z), Fv)},
i) 9,: X - F(X) dada por g{z) = {z} v
iii) 7 Fp(SY) — S dada por 7({z, w}) = zw.
Es facil ver que todas ellas son contimuas.

Asi pues, de acuerdo al Lema 8.3.1 se tiene que
wolohog &= WO/\O‘?spiﬂ[XJo‘g‘ {8.24)
Ahora bien,

(rodohogi(z) = (roloh)({z}) = (xreA)({z})

{f@)}) = Fla).

SIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Ademds,

(o Xodylrmeai(fz}) = (moX)({z,ph)
r({f(z), f0)}) = Fl2)f(p).

Por otra parte, el Lema 8.3 2 nos dice que si f2 = f - f(p), entonces

f = f(p). Sin embargo esto contradice la eleccién de f. Por tanto,
podemos concluir que X es unicoherente.

(o Ao dylrix) o 9){2)

if) X es conexo por trayectosias.

Sean z,y € X. Si suponemos que ¢p|r, (x) €5 retraccion por deformacion
en F3(X), existe una funcidn continua F : Fi{X) x I — Fp{X) tal
que F({z},0} = {z} y F({z},1} = {z,p}. Notemos que, para cada
z € X, la funcién o : I — Fy(X) dada por o (t} = F{{z},1) es una
trayectoria en Fy(X), que empieza en {z} v termina en {z,p}. En
particular, obtenemos que o, (I} y e, (f) son subcontinuos localmente
conexos de Fo{X). Asi pues, aplicando el Teorema 8.3.5 se sigue que
los conjuntos

Ueetty v Yol

son subconjuntos compactos v localmente conexos de X. Observemnos
también que

{z} € () ¥y {y} € o(I),

~ asi que del Lema 8.1.6 se sigue que |J ew(f) € C(X) y Uy (D) € C(X).

Por otra paite, netemos que p € o {I) N J ey (1), de donde se tiene
que M = [Ja. (I} UlJay(f) es un subcontinuo localmente conexo de
X

Finalmente, gracias al Teorema 8.3.6 obtenemos que M es un subcon-
tinuo de X, -que contiene a = ¥ y- ¥ que es conexo por trayectorias

Por tanto, X es conexo por trayectorias.

Terminamos la prueba del teorema.




Capitulo 9

Los Hiperespacios K(X)

Paza un continuo X, definiremos en este capitulo el hiperespacio K{X). La
idea general es estud:ax propiedades topoldgicas del hiperespacio K(X) con
relacién a aquéllas que posee X. En otras palabras, nos interesa saber qué
podemos decir de K (X)) cuando conocemos a X, y viceversa, gué propiedades
tiene X dadas ciertas propiedades topoldgicas de K(X).

Definicién 9.0.8 Sean X un continuo v A € X Definimos
KA X)={CpX):pec A}.
Denotaremos a K{X, X) simplemente como K (X).

Sean X un continue v A C X. Una primera pregunta que uno pedria
plantearse es si (4, X) también es un continuo, es decir, si K{4, X} es un
espacio métrico, compacto y conexo.

En este sentido, en ¢l Lema 51 2 vimos que C(p, X) € C{C(X)) para
cada p € X. De manera que

K(A,X) = {C(p,X):pe A} C c{C(X)).

Por otra parte, por el Teorema 3.1.3 sabemos que C(X) es un continuo,
asi que aplicando de nuevo ese teorema obtenemos que C(C(X)) jtambién
es un continuo! En particular, C(C{X }) es un espacio métrico y, por tanto,
K(X) también resulta ser un espacio métrico. De hecho, la métrica que
estamos considerando es la restriccion de la métrica de Hausdorfl que tiene
C(C(X)).

El andlisis de propiedades como la compacidad v la conexidad de K{X)
€8 un poco més complicado, asi que dedicaremos las siguientes secciones al
estudio de estas propiedades.
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9.1 Compacidad

En la seccidn anterior nos preguntibamos si, dado un continuo X, entonces
K(X) 1esuitar{a también ser un continuo. En esta seccién veremos que éste
no es el caso, en particular, porque K (X) no siempre resulta ser un espacio
compacto. Aqui se buscaran también condiciones necesarias y suficientes so-
bre el continuo X, para que el hiperespacio K'(X) sea un espacio compacto.

Empezaremos definiendo una funcién que serd muy importante a lo largo
de este trabajo.

Definicién 9.1.1 Para un continuo X y A € X, definimos la funcién
a1 A— K(A X} dada por m4{p) = C{p,X). Por conveniencia, denota-
1emos a Ty simplemente como 7.

En [Cha86], W. J. Charatonik considera una funcién F : 2% — C{C(X))
-més general que 7- dada por F(4) = {K € C(X) : A € K}. En ese ar-
ticulo se estudian relaciones entre la continuidad de F v ciertas propiedades
topoldgicas del continuo X, tales como suavidad 'y conexidad en pequefio.
Recordemos que un continuo X es suave en un punto p € X si para cada
punto z € X, cada K € Cp,X) N C(x, X) y cada sucesién {z, 12, que
converge a T, existe una sucesidn {K,}22,, que converge a K, de tal manera
que K, € Clp, X)nClr,, X),paracadane N

En esta tesis trabajaremos inicamente con la funcién 7, ya que nuestro
interés se centra en los hiperespacios K(X), y esta funcién nos permitirg
obtener propiedades muy interesantes sobre ellos.

Observacidn 9.1.2 Sean X un continuo vy A C X, Notemos que la fun-
cién 74 1 A -+ K(A, X) es inyectiva, ya que si C(p, X) = C(qg, X}, entonces
{p} € Clg, X), es decit, ¢ € {p} ¥ por tanto ¢ = p. Por otra parte, es inme-
diato ver que 74 es suprayectiva, de modo que la funcién 74 : A — K{4, X))
es una biyeccién.

Lema 9.1.3 §i X es un continuo, entonces lo funcwn T K(A,X) > A
es conbinua pore cade A C X.

Demostracidn:
Sean Clp, X) € K(4,X) y una sucesidn {C(p,, X}, € K{A,X) que

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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conveige a C'(p, X}, Verernos que

TEI(C(me)) = pp — P = TZI(C(p,X))..

=0

Podemos suponer que existe B € C(p, X) tal que la sucesion {{pa}}
converge a B, De acuerdo a esto, B no puede tener més de un punto, de
manera que B = {p} y por tanto p, ~ p.

En consecuencia 73" es continua ¥ terminamos la prueba del lema.
d0

El siguiente es un 1esultado muy sencillo, pero que nos serd de gran uti-
lidad.

Lema 9.1.4 Sean X un confinuo, 1 € X y una sucesion {x,}i2, que con-
verge a . Entonces

limsup C{z,, X) < C(z, X).

Demostracion:

Sea A € msup C(z,, X). Entonces, pata cada k € N, existen ny € N
v Ay, € Clzn,,X) tales que H(A, 4,,) < 3. En patticular, la sucesién
{A,, 152, converge a A. De esta manera, como z,, & A,, para cada k, se
sigue que z € A, de modo que A € Oz, X). Asi pues,

lim sup C(z,, X) C C(z, X).

0

El lema que presentamos a continuacién establece una relacién entie la
Propiedad de Kelley en un continuo X, ¥ la continuidad de la funcién 7.

Lema 9.1.5 Ses X un continue, entonces la funcidn T es continua si y sélo
51 X tiene la Propicdad de Kelley.

Demostracidn:
Supongamos que X tiene la Propiedad de Kelley. Para ver que 7 es continua
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tomemos z € X y una sucesidn {%,}°2, que converge a . Veremos que

Clzm X) — Clz,X).

=00

.Como X tiene la Propiedad de Kelley, paia cada B € C{z, X), vy para
cadan € N, existe B, € C(x-, X) tal que la sucesién {B,}32, converge a B.
De aqui que

C(z,X) C liminf C{z,, X).

Como consecuencia de esto, v del Lema 9.1 4 obtenemos que

Clza, X) — Clz, X),

72300

de donde podemos concluir que 7 es continua,
Ahora bien, supongamos que 7 es continua y tomemosz € X, A € Oz, X)
¥ una sucesidn {z,}3L, que converge a x Asi pues, tenemos que

X, X) = 7{zn) — 7(x) = Clz, X).

R0

De aqui se sigue que, para toda n € N, existe 4, € C(x,, X) tal que la
sucesién {A,}3., converge a A. En otras palabras, X tiene la Propiedad de
Kelley en z.

Concluimos 1o prueba del lema.
a

Ei siguiente lema nos proporciona condiciones necesarias y suficientes,
sobie un continuo X, para que el hiperespacio K (X) 1esulte ser un espacio
cormpacto.

Lema 9.1.6 Las siguientes condiciones son equivalenies para un continue
X.

i) K(X) es compacto,
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i) 7: X — K(X) es continua,
#i) X tiene lo Propiedad de Kelley y
i) X = K(X).

Demostracion:
Es ficil ver que si 7 es continua, entonces K (X) es compacto, ya que X por
hipé6tesis ko es. Por tanto i) = ).

De acuerdo al Lema 9.1.3 y a la Observacion 9.1.2, tenemos que la funcién
=t K{X) — X es continua y bivectiva. Por tanto, si suponemos que X{X)
es compacto obtenemos que 7! es un homeomorfismo. En particular, 7 es
continua. De aquf que ¢) = i) v i) = iv).

Por otra parte, es ficil ver que iv) = ). Asi pues, hemos obtenido que
las condiciones £), i) v iv} son equivalentes.

Finalmente, gracias al Lema 9.1.5 tenemos que las condiciones #) v ##1i)
son equivalentes, as{ que podemos concluir la prueba del lema. _

O

9.2 Conexidad local y por trayectorias

Una vez que hemos analizada la compacidad del hiperespacio K (X}, estamos
en condiciones de estudiar la conexidad del mismo. En esta seccién, la in-
tencién es buscai relaciones entre algunas propiedades de conexidad de X ¥
aquéllas de K'{X). En particular, nos concentraremos en la conexidad local
v en la conexidad por trayectorias.

Ermpezaremos con la conexidad local.

Lema 9.2.1 Sean X un continue y B un subespacio de X localmente conexo,
entonces la funcién 5 1 B — K(B, X) es continue.

Demostracion:

Sean p € By g > 0. Como B es localmente conexo, podemos encontrar an
abierto conexo U, de B, que contenga a p, tal que diom{U) < §. Seage "
Veremos que

H (Cp,X),Clg, X)) <e.
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Tomemos K € C{p, X) y consideremos I = K UU. Por construccién de U
tenemos que D C N(z, K), ademds claramente K C N{g, D), de manera que

H(K,D) <e.

Ahora bien, es ficil ver que D € C{g, X). De aquique C(p, X) C Ny{e,C(g, X)).
De manera completamente andloga se puede ver que C(g, X) C Ny (e, C(p, X))
Por tanto,

H(7p(p), 78(a)) = H*(C(p, X),C(g, X)) <.

En consecuencia, 7p s continua y terminamos la prueba del lema.
O

Corolario 9.2.2 Sean X un rontinuo y B un subespacio de X localmen-
te conexo, entonces B = K(B,X) Fn particular, K(B,X) es localmente
CONETO,

Demostracidn.

De acuerdo con la Observacién 9.1.2 tenemos que 75 : B — K{B, X) es una
funcién biyectiva. Ademss, el Lema 9.1.3 nos dice que 73' es continua. Fi-
nalmente, gracias al Lema 9.2.1 tenemos que 7z es continua. Por tanto, 5 es
un homeomorfismo y, en particular, obtenemos que K(B, X) es localmente

COnexo.
]

Con respecto a la conexidad por trayectorias, se tiene |a siguiente equiva-
lencia. ' '

Lema 9.2.3 Sea X un continuo, enfonces B C X es conexe por trayectorias
si y solo si K(B,X) es conezo por trayectorias.

Demostracicn.
Supongamos que K{B,X) es conexo por trayvectorias. En el Lema 9.1.3
vimos que la funcién 75’ es continua, de manera que 75 (K (B, X)) = B es
conexa por trayectorias.

Supongamos ahora que B es conexo por trayectorias. Consideremos
{Clp, X),C(q, X)} C K(B,X) y tomemos un aico A en B que contenga
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Figura 9.1: X

apyqg. Como A es un subespacio localmente conexo de X, podemos aplicar
el Lema 9.2.1 para obtener que 74 es una funcién continua. En particular,
se sigue que T4(4) es un subcontinuo conexo por trayectoriss, de K{B, X),
que contiene a C(p, X} y C(g, X). En consecuencia K(B, X ) €5 CONexXo por
tr a.yectox ias y concluimos la prueba del lema.

|

Una pregunta que aparece de manera natural es si se satisface el reciproco
del Corolario 9.2.2. Podriamos preguntar, por ejemplo: si K (X) es localmen-
te conexo entonces j X también es localmente conexo? La respuesta a esta
pregunta es negativa, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.2.4 Existe un continuo no iocalmente conexo X, tal que X (X)
es localmente conexo.

Consideremos el siguiente continuo X:

Claramente X es un continuo no localmente conexo. Veamos cémo es
K(X)

Consideremos los subconjuntos A v B del continuo X. Dado que uno es
un arco y el otro es un rayo, es ficil ver que ambos son localmente conexos, de
manera que aplicando el Corolario 9 2.2 obtenemos que X{4, X) es un arco
vy K{B, X) es un rayo. Claramente X (A X) es cerrado en K{X), veremos
gue lo mismo pasa con K{B, X)
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Figa 9.2: X

81 K (B X) no fuera cerrado, existirfa una sucesién {z,1°2, C B que
convergerfa a 7, para alguna z € A, de manera que la sucesién e (:cn, X,
convergeria a C'{z, X).

Sin embaigo, si consideramos el arco ax de la figura, es facil ver que
az € C(z,X) peto que az no es punto limite de los Cx,, X). Como esto
nos lleva & una contradiceién, podemos concluir que K{B, X) es cerrado en
K{X). Finalwente, por definicidn tenemos que K (X} = K (4, X)UK(B, X)
¥ que ésta es una unién ajena de subconjuntos cerrados, por tanto K{X) se
ve-asi:

En particular, (X} es localmente conexo.

Como hemos visto, en este ejemplo K(X) es localmente conexo pero no
€s conexo, asi que uno podria preguntaise si para K{X) conexo y localmente
conexo se cunple que X es localmente conexo. Una vez més la respuesta es
negativa, como se muestra a continuacién.

Ejemplo 9.2.5 Existe un continuo no localmente conexo X, tal que K(X)
es conexo ¥ localmente conexo

Consideremos el siguiente continuo X:
Es facil ver que X no es localmente conexo. A continuacién analizaremos
K{X).
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KoA) KB

Figura 9.3: K(X)

Figura 9.4: X
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K(A)

K(B)

Ciw. XD
Figura 9.5: K(X)

Consideremos los subconjuntos A v B del continuo X. Una vez mds, cotno
ambos son localmente conexos, del Corolatio 9.2.2 resulta que K (A4, X) es
un arco y que K (B, X) es un rayo.

Consideremos el punto w = A N B y un arco abierto, pequeiio, UV que lo
contenga. En el ejemplo anterior vimos que X (X \U) es disconexo, de donde
se sigue que

K(4,X)nE(B,X) = C(w, X).

En otras palabras, como K(X) = K(A, X)U K(B, X} obtenemos que K(X)
¢s la unién de un arco y un rayo, unidos de la siguiente manera:

Por tanto, K (X) es un rayo; en particular K{X) es conexo y localmente
conexo, a pesar de que X no sea localmente conexo.

Asi pues, ni siquiera cuando X (X)) es conexo y localmente conexo pode-
mos obtener siempre que X es localmente conexo. Uno podiia pensar que
tal vez pidiendo compacidad de K (X) -ademds de conexidad local- se podrfa
obtener la conexidad local de X. En este caso sf obtenemos la conexidad
local de X, pero en realidad esto ya lo sabiamos: como consecuencia del
Lema 9.1.6 se tiene que si K'(X) es compacto, entonces X =~ K(X).
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9.3 Compactaciones y conexidad

En esta seccién analizaremos propiedades de los espacios K(Y) cuando Y es
una compactacién del rayo, en particular buscaremos relaciones entre K{Y)
v el residuc de Y.

Una de las propiedades que nos interesa estudiar es la conexidad de K ().
En particular si ¥ es una compactacion del rayo, nos gustaria encontrar
criterios para determinar cuindo K(Y) es conexo, o ciando no lo es. En
las siguientes secciones desarrollaremos elementos que nos permititdn hallar
criterios interesantes en este sentido.

9.3.1 Cuando el residuo es un arco

En esta seccién veremos qué podemos decir de K(Y} cuando ¥ es una com-
pactacién del rayo, cuyo residuo es un arco.
Empecemos con un lema

Lema 9.3.1 5% se satisfoce una de las siguientes condiciones:

i) Y es una compactacidn del royo con residuo X y X tiene un punto p
tal que C{p, X) es un arco,

ii) Y es un continuo yp € Y es tal que C(p,Y) es un arco,
¥y {pn 2, C Y es una sucesidn que converge a p, entonces

lim C(p,,¥)=Clp,Y).

2O

Demostracidn:
De acuerdo con el Lema 6.3.2, i) implica ii), de manera que sélo tenemos que
probar que ii) implica la conclusidn.

Por el Lema 9.1.4 sabemos que

limsup C(pn,Y) C Clp, Y)- {9.1)

Sean A € C{p, Y) y p: C(X) — [ una funcién de Whitney.
Para cada n € N tomemos un continue A4, de manera que p,, € A, ¥
(A, = p(A). Veremnos que la sucesién {4,122, converge a A
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Supongamos que existe B € (V) tal que una subsucesién {Aq }3,
de {4}, converge a B. Por construccidn y por hipdtesis tenemos que
Pn; € An; para cada ¢ € N w que p,, — p, de manera que

pEB.

Ahora bien, de acuerdo al Lema 6.3.2 tenemos que C(p,Y) es un arco; co-
mo consecuencia de esto y de la Observacién 5.3.5 se tiene que A y B son
compaiables.

Por otra parte, sabemos que las funciones de Whitney son continuas, de
donde se desprende que

f-""(A) = “(Am') o ,LL(B),

=00

es decir, u(A) = p{B). Sin embargo, gracias a esto, al hecho de que Ay B
son comparables y a la monotonia de las funciones de Whitney, obtenemos
que A= 8.

Asi pues, hemos obtenido que cualquier subsucesion convergente de {4,135,
converge a A, de manera que la sucesién misma no tiene otra alternativa que
converger a A

Por tanto A € liminf C(p,, ).

En consecuencia, C{p, ¥) C liminf C(pa,Y). De aqui y de (9.1) obte-
Nemos que

lim C{p,,Y)=C(pY).

=00

Concluimos la prueba del lema.

0

Algunas de las compactaciones del rayo se portan muy bien con respecto
a la conexidad. Por ejemplo, en el siguiente Corolario probaremos que si ¥’
es una de las compactaciones m4s sencillas del rayo: aguélla cuyo residuo es
un arco, entonces X (V) es conexo.

Corolario 9.3.2 Sea Y una compactacién del rayo cuyo residuo es un arco
X, entonces K(Y')} es conezo.
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Demostracidn:
Dado que X y ¥ \ X son localmente conexos, usando el Corolario 9.2 2 se
tiene que X =~ K{X,Y) vy ¥ = K{V \ X,Y). En particular, K(X,Y) y
K(¥Y\ X,Y) son conexos.

Por otra parte, sean p un punto extremo de X y {p,}°2, C ¥\ X una
sucesion que converge a p. Por el Corolario 5.4.2 sabemos que C(p, X') es un
arco, asl que podemos aplicar el Lema 9.3.1 para obtener que

fim C(pa,¥)=C{p,Y).

n—ed

En particular, C(p, ¥) € K(¥ \ X)N K{X,Y).
En consecuencia K(V) = K(X,Y)U K(Y \ X,Y) es conexo.
) O

9.3.2 Cuando el residuo es una curva cerrada simple o
un 4-odo

Asi pues, hemos visto que para conalguier compactacion Y del rayo, que tenga
un aico como residuo, se tiene que X (Y} es conexo. Pero, jqué pasa con las
compactaciones del 1ayo cuyo 1esiduo es una curva cerrada simple?, ;o0 un
4-odo? Veamos.

Ejemplo 9.3.3 Una compactacién YV del rayo, tal que su residue es una
circunferencia y K (¥} es conexo.

Es facil ver que ¥ tiene la Piopiedad de Kelley. Asi pues, gracias al
Lema 9.1.6 tenemos que ¥ ~ K(Y). En particular, K(Y") es conexo.

Sin embaigo, también tenemos ejemplos que muestian que las compac-
taciones Y del rayo, cuyo residuo es un 4-odo -0 una curva cerrada sirople-,
no siempre satisfacen que K{Y") es conexo. A fin de mostrar estos ejemplos,
introducimos primero ciertos resultados que facilitardn la exposicién de los
mMismos

Proposicién 9.3.4 Ses Y une compoctacion del rayo con residuo X. En-
tonces K(X.Y) es cerrado en K(Y)
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o

Figura 9.6: Compactacidn ¥ del rayo, tal que su residuo es una circunferencia
v K(Y) es conexo

Demostracion:

Consideremos una sucesién {C(z,, ¥)}2, C K(X,Y) que converge a C{z, V)
para alguna x € Y. Gracias al Lema 9.1.3 tenemos que

Ty = T“I(C’(ImY)) — T_'I(C'(:r, Y)) = z,

=0

de manera que z € X, ya que X es compacto. En consecuencia K{X,Y) es
cetrado.

O

Lema 9.3.5 Sea YV une campactdcz’a’n del rayo R con residuo X. St para

cada punto z € X existe A € Oz, X) tal que A ¢ C(R), entonces K(R,Y)
es cerrado en K(Y). En particular, K(Y) no es conezo.

Demostracidn:

Por definicién tenemos que K(¥) = K(X,Y)U K(R, Y} Asi pues, si su-
ponemos que K(R,Y) no es cerrado en K(Y'), entonces existe una sucesién
{Clyn, Y}, € K{R,Y) que converge a C(z,Y) pata alguna z € X.
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Sin embaigo, por hipdtesis existe A € Oz, X) tal que

A e CYVI\C(R) ¢ C(V)\limsupC(y,, Y).
En otras palabras,
4 € Oz Y)\limCly,, Y),

lo cual es una contradiccién.

Por tanto poedemos coneluir que K(R,Y) es cerrado en K(Y).

Por ot1a parte, por la Proposicion 9.3.4 sabemos que K(X,Y) es cerrado
en K(Y). De esta manera, hemos visto que podemos expresar a K(Y) como
la unidn ajena de los subconjuntos certades K(X,Y) y K(R,Y), de donde
concluimos que K (V) no es conexo

Terminamos la prueba del lema.

O

Eijemplo 9.3.6 Una compactacién YV del rayo, tal gue su residuo es una
circunferencia y K (¥} no es conexo.

Consideremos el signiente espacio ¥

De acuerdo al Lema 9.3.5, para ver que K(Y) no es conexo basta ver
que para cada punto x del residuo S existe un continuo 4 € C(z,5) que
no se puede aproximar por subcontinuos del rayo B. Asf{ pues, dado x € 5,
consideremos un subarco A de S tal que contenga al punto a de la figura en
su interior en S y que contenga también a z. Es ficil ver que tal subarco
puede ser construido para cualquier z € X, y que no puede ser aproximado
por subcontinuos de B. En consecuencia, K (Y') no es conexo.

Ejemplo 9.3.7 Una compactacién Y del rayo, tal que su residuo es un
4-odo y K(¥) no es conexo.

Consideremos el siguiente espacio ¥

Para ver que K(Y) no es conexo, empecemos notando que para cada
punto « del residuo X, existe un subtriodo propio T, de X, tal que z estd en
el corazén de T'. Es ficil ver que 7" no se puede aproximar por subcontinuos
del rayo R, as{ que podemos aplicar el Lema 9.3.5 a Y paia obtener que
K{Y) no es conexo.
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Figuia 9.7: Compactacién ¥ del 1ayo tal que su residuo es una circunferencia
y K(Y) no s conexo

Figura 9.8: Compactacién del rayo con un 4-odo como residuo
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[
—(

Figura 9.9: arco, circunferencia, triodo simple y paleta

9.3.3 Cuando el residuo es una grafica finita

Asi pues, aunque para todas las compactaciones ¥ del rayo, que tengan por
residuo a un arco, K (¥) resulta conexo, hemos visto que esto no siempre es
el caso para las gréficas finitas. Més adelante veremos que, de hecho, si uno
toma una compactacién ¥ con casi cualquier grifica ﬁnlta como residuo, se
obtiene que (K (Y) no es conexo! ,

Para ver esto, empecernos famﬂla.nzandonos un poco con la estmctura de
las gréaficas finitas.

Definicién 9.3.8 Sean G una grifica finita,'r € G'y n € N.'Un punto x de
G es un punto de ramificacidn de G, si x es el corazén de un n-odo sunple,
para alguna n > 3. En este caso decxmos que el orden de renGesny
escribiremos ord(x, G) = n.

Proposicion 9.3.9 Sea G una grdfica finita, distinta de las siguientes:
‘entonces todos los puntos de G estdn contemdas en el corozon de un
triodo. ‘ : S

Demostracidn:
Sea 2 € (. Analizaremos dos casos.
Caso 1 G sélo tiene un punto de ramificacién r.

Es facil ver que st ord(r,G) = 3, entonces G es una de las graficas de
la figura 9.9. Asi pues, podemos suponer que ord(r,&) = n > 4. De
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aqui que {r} es el corazén de un n-odo simple W para algunan 2 4.
En otras palabras, tenemos '

w={J{Aie {12 ,n}},

donde cada A; es un arco, r es un extremo de cada A; ¥
AnA;j={r} cadavezquei#j (9.2

Coomo (' es conexa por trayectorias, podemos tomar un arco A en G
de manera que £ € Ay ANW = {a;}, donde a; € A; para alguna
ie{1,2,...,n}. (Ndtese que A puede ser degenerado).

Definimos K = A U A;. Veremos que WU A es un triodo, con corazén
K,y = estd contenido en el corazén de W U A.

Asf pues, por construccion,
(WUA)\K = (WUA4)\ (AUA,) W\ 4,
S = (Ut g e i a )\
Dada qiie 7 >4, de (9:2), obtenemés: ‘que’ (WLJ A)\ K tiene al menos
tres componentes, en consecuencia W U A es un tiiodo con corazdn K.

* Finalmeénte; por conatriceidn '€ 4 €K, es decit, z esta en el corazin
del triodo.

. Concluimos la prueba de este caso.

Caso 2 G t1ene al menos dos puntos de ram:ﬁcacxon

En este caso podemos consxdexar un arco L en (7, de manera que
contenga exactamente dos puntos de ramificacién, r,s de G, y éstos
sean Jos extremos-de. L. De acuerdo a esto, » y s son el corazon de
un. m-odo simple M y de un n-odo simple N, 1espectivamente. . Sin
pérdida de generalidad, supondremos que M W N = 0. Asi pues,

Uteic . m) s
Ui e{ne ..nih,
donde cada M1 ¥ N es un arco. Ademés

-Mkﬂ%={f}, NNy = {S} y M, N, .,_.@ (9.3)

M
N

1l

I

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




9.3 Compactaciones y conexidad - . 174

cadavezque k#£1,ve{1,2,...,m}ywe {12, . ,n}

Ahora, bien, es ficil ver que L intersecta a M y a N en algin M.\ {r}
y en algin Ny \ {5}, y s6lo en uno para cada uno, ya que L inicamente
contiene puntos de ramificacidn en sus extiemos.

Por otra parte, G es conexa por trayectorias, de manera que podemos
tomar un arco A en G {posiblemente degenerado) tal que

z€A y AN(MUNUL)={a},

donde & € M; para alguna ¢ € {1,2,.. ,m} 0 @ € N; para alguna
je€{l,2;...,n}. Supondremos sin perdlda de gener ahdad que se da el
primer caso.

Ahora bien, sean K = AUM; UL y T = MUNULUA, Veremos que
T es un triodo, con corazén K,y v € K.

Asi pues, por construecién,

i

T\K (MUNULUA)\ (AUM,UL)

(MUN)\ (M;UL)
({05005 ¢ b £ 1) V)

Como 7 y s son puntos de Iam1ﬁca.c10n, sesignequem > 3yn >3
De acuerdo a esto y a (9.3), obtenemos que 7'\ K tiene al menos tres
componentes, en conSecuencia T es un triodo con corazén K. Final-
mente, por construccién z € A C K, es decir, x estd en el corazén del
triodo, con lo que finalizamos la prueba de este _ca,so_'.

Hemos terminado la piueba de la proposicidn.
: O

" Ahora que ya conocemos un poco mejor a las grificas finitas, pensaremos
un poco més en general y buscaremos desarrollar criterios que nos permitirin
decidir que K(Y") no es conexo, donde ¥ es una compactacién del rayo.

Teorema 9.3.10 Sean Y una compactacidn del rayo con residuo X, 2 € X
y una sucesion {2,152, C Y\ X que converge a z. 5i z estd en el corazén
de un triodo de X, entonces iminf C'(x,; ¥) C C{z, V).
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Demostracion;
Usando el Lema 9.1.4 obtenemos que.

liminf C(z,,Y) € limsup C(%n,Y) C Cla,Y).
S1 suponemos que {a conclusién del Teorema no se cumple, tendriamos que
liminf C(z,,Y) = C(z,Y). o (9.4)

Veremos que en este caso el 1ayo ¥\ X contiene un triodo, con lo que lega-
remos a una contradiceion.

Por hipétesis = estd en el corazén de un triodo T de X de modo que
existe K € C'(z,T) tal que

T\K=A41UA U4

donde cada A; es una componente de T \ K, asi que A4; # @ para cada
i € {1,2,3} y ;N A; = 0 cada vez que i # j. Por cierto, aplicando el
Lema 2 4 3 obtenemos que

A; UK e C(x,Y) para 'cada i€ {1,2,8}. (9.5)

Ahora bien, para cada i € {1 2 3} tomamos @ € A y eleglmos 5 > 0de
manera que ... . o

5<d(a,,KuA uAk) - o (9.6)

cada vez que {a 5k} =41,2,8}.
Asi pues, de acuerdo a (9.5} y 2 (94) existen n e Ny C; € C(xn, Y) de
manera que

H(A4UK,C)<$  paracadaic {1,2,3}). (9.7)
Sea T = C’1 U.Cs U Oy, Veremos en tres pasos que T es un triode déhil
en.Y \ X. e . o

Paso 1 Sea.BeC(Y) tal que BNX £ 0 8 H(B,KUA4;) < Jpa.xaalguna,
7 € {1,2,3}, entonces B C X.

Supongamosque B ¢ X. Es un resultado conocido el que X es termmal
en Y, de modo que X C B. En particular,sii € {1,2,3}\{/}, entonces
a; € B

B CN

N
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Ahora bien, por hipétesis H{B, K U A;) < §, asf que existe -
AEKU4CKUAUA &

tal que d(z,a;) < §. Sin embaigo, ‘esto nos lleva a una contradiccién

con (9.6).

Por tanto, B C X.

Paso2 T"C Y\ X,
Sea i € {1,2,3} Por (9.7) tenemos que H(A; U K, ) < 46 S
C;N X # B, entonces por el paso 1 qbtenemos'Que C; C X, lo cual
contradice ¢l hecho de que z, € C; N (Y'\ X). Por tanto C; C Y\ X
para cada i En consecuencia T"C Y\ X. :

Paso 3 T’ es un triodo debll

- Por construecion tenemos que :
Tn € Cl N C‘z M C3

Supongamos que T’ no es un triodo débil, e_ntonces emsten tres elemen—
tos distintos i, §, k de {1,2, 3}, tales que

G COUC C NG 4 uay), (gs)

de acuerdo a: (9 Yo

Ahora bien, ¢omo a, S A.,, una véz més gracias’ a (9 7) existe b; € C;
tal que d(a;, 5) < 3. En particilar, en vista de (9.8) se tiene que

b € N(§, KU A; UAY).
Asi pues, o . .
d{e, KU AU Ak) < d(a,, ) +d(b, K UA;UAy) < S+ £ =4

Sin embargo, esto nos lleva a una contradiccién con la eleccion de
d. Esta contiadiccién.vino de suponer que C; C C; U Cy, de mane-
ra que para cada tres elementos distintos 4, 7, & de {I,2, 3} se tiene que

Ci\ (03.' u Ok) # 0.
Por tanto 77 es un t1iodo débil.
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En los pasos 2 y 3 hemos mostrado que existe un triodo débil en el rayo
Y\ X, sin embargo, por ¢l Teorema 6.1.8 sabemos que entonces existe un
triodo contenido en el rayo, lo cual es absurdo. Como esta contradiccién vino
de suponer que la conclusién del teorema no se cumple, podemos terminar

la prueba del mismo.
0

El teorema anterior tiene varias consecuencias interesantes, veamos algu-
nas de ellas.

Corolario 9.3.11 Sea X un continuo tal que todos sus punios estdn conte-
nidos en el corezén de un triodo. SiY es une compactacion del rayo R con
residuo X, entonces K(Y') no es conexo.

Demostracidn:
Empezaremos viendo que K(R,Y) es cerrado en K (Y).

Asi pues, sea {Clm, Y12, C K(R,Y) una sucesién que converge a
Cly, V), para alguna y € Y. Por el Teorema 9.3.10 sabemos que para cada
z € X y cada sucesién {z,}22, € ¥\ X, que converge a z, se tiene que
liminf C{z,,,Y) C C(z,Y).

De aqui que y no puede estar en X y por tanto C(y, Y) € K (R Y). En
consecuencia, K (R,Y) es cerrado en K{Y).

. Por otra, parte, por la Proposicién 9.3.4 sabemos que K(X, Y} es cerrado
en K(Y).

Finalmente, hemos obtenido que podemos expresar a K (Y') como la unién
ajena de los subconjuntos cerzados K(X,Y) y K(R,Y), con lo que podemos
concluu que K {Y'} es disconexo y terminamos la prueba del corolario.

O

Corolario 9.3.12 Sea G' una grdfice finite distinte de las de la figura 9.9
5i Y es una compactacion del raye B con residue G, entonces K(Y) no es
CONETO.

Demostracion:
Por la proposicidn 9.3.9 sabemos que todos los puntos de G estdn en el co-
razén de un triodo, asf que podemos aplicar el Corolario 9.3.11 para obtener

que K(Y) no es conexo.
|
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Corolario 9.3.13 Sean n € N\ {1} v X une n-celda. $i Y es una compac-
facion del rayo R con residuo X, entonces K(Y') no es conezo.

Demostracion:
Es facil ver que todo punto de X se puede ver como €l corazén de un triodo
simple contenido en X En consecuencia podemos aplicar el Corolario 9.3.11,
v obtenemos que K (Y} no es conexo.

O

9.3.4 Criterios de conexidad

A pesar de los resultados anteriores, también tenemos ciertos criterios que
n0s aseguran que, si ¥ es una compactacién del rayo, entonces K(¥) es
conexo. Un ejemplo de esto lo vimos en el Corolario 9.3.2. A continnacién
presentaremos resultados que nos permitirdn desariollar estos criterios.

" Lema 9.3.14 SeaY una compactacidn del rayo con residuo X Supongamos
" que K{X,Y) es conezo y que X tiene un punto p tal que Y tiene la Propiedad
~ de Kelley en p, Entonces K(Y) es coneso.

- Demostracién: - T
~Por hipétesis ¥\ X es localmente conexo, asi que gracias al Corolario 9.2.2
se tiene que Y\ X ~ K(Y \ X,Y) En particular, K(¥ \ X,Y) es conexo.

. Por ot1a parte, como p € X, podemos tomar una sucesion

o), CY\X (09)
que converge a p. En el Lema 9.1 4 vimos que
limsup Clp,,¥) C Clp, YY)
Ademds, como ¥ tiene la Propiedad de Kelley en p, obtenemos que
C(p,Y) C liminf C{p,,Y).

Por tanto

lim C(pa,Y)=C(p,Y)

N—r0G
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De lo anterior y de (9.9) obtenemos que C{p,; V) e KV \ X) N K{(X, V).
En consecuencia K(¥).= K(X,Y) UK \ X,Y) es conexo y podemos
concluir la prueba del lema.
O

Lema 9.8.15 Sea ¥ una compactacicn del rayo con residuo X. 5i X tiene
la Propiedad de Kelley, entonces X = K{(X,Y).

Demostracién:
De acuerdo con la Observacién 9.1.2 y el Lema 9.1.3, 75~ : K(X,Y) = X es
una funcién continua y biyectiva, asi qie basta ver que Tx es continua.

Asf pues,. sean -z € X y {z.}22, C X una sucesién que converge a .
Veremos que : :

. rxlea) 5 CleaY) - C@Y) = ().
Gracias al Lema 9.1 4, tenemos que
limsup C(x,,Y) C O(x ).

For otra parte, tomemos A € Clz,Y) v veamos que A e llm 1nf C(me)
Sabemos que X es termmal en Y, de manera que ba.sta. anahzar dos casos

'Casoi ACX

Como X tlene la Pxopledad de Kelley, para ca.da neN podemos tomar
Ap € C(zy, X) de manera que la sucesién {4,};2, converge 2 A. En
otras palabras, A € liminf C{z,, ¥).

Caso 2 X C A.

Para cada n € N tomemos A, = A. De esta manera obtenemos
que 4, -+ Ay A, € C(z,,,Y) para cada n € N De aqm que
A€ limiif Clzys, ¥):

Como consecuencia de lo anterior, obtenemos que
Clz,Y) C liminf C(z,,Y),

con lo que conluimos la continuidad de vy ¥ la prueba del lema.
' 0
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Corolario 9.3.16 Sea Y una compactacion del rayo con residuo X. Supon-
gamos que X tiene lo Propiedad de Kelley y X tiene un punto x fal que para
A,B g C(z,X) se teene que A v B son comparables. Entonces K(Y) es
CONETD.

Demostracion:’
Por ¢f Lema 9.3.15, sabemos que X =~ K(X,Y), en particular K(X,Y) es
CONEXQ.

Por otra parte, gracias al Lema 5.3.6 sabemos que C{z, X) es un arco
Sea {2}, C Y\ X una sucesion qne converge 2 z. Como consecuencia del
Lema 9.3.1 se tiene que

C(zY) e EF\X,Y)N KXY).

Por tanto, (Y) K(X,Y)UK(Y\ X,Y) es conexo.
O

Como aplicaciones del corolario anterior pxesenta.mos los siguientes ejem-
“plos: - .

..E_]emplo 9.3.17 SiYes alguna de las compactacion del rayo de la figura 9.10,
‘entonces K (Y} es conexo.

Es fieil ver que en el residuo X de cada compaciacién Y, existe un punto
w tal que cualesquiera dos subcontinuos de X que lo contengan son compa-
rables. Por otra parte, todos los residuos tienen la Propiedad de Kelley. Asi
pues, de a.cue:do al Corolario 9.3.16 tenemos que K(Y) es conexo en todos
estos casos.

Teorema 9.3.18 Sea Y wna compactacion del rayo con residuo X, 81 X es
hereditariamente indescomponible, entonces ¥ tiene la Propiedad de Kelley

Demostracidon:
Para probar que Y tiene la Propiedad de Kelley, necesitamos tomar un punto
cualquiera y € Y v ver que Y tiene la Propiedad de Kelley en y. Ahora bien,
Por hipdtesis ¥\ X es un rayo, asi que Y tiene la Propiedad de Kelley en v,
patacaday e Y\ X

Consideremnos ahora € X Por el Lema 5.4.6 sabemos que Cfz, X) es
un arco.

e e e
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VA

Figua 9.10: Ejemplos de compactaciones Y tales que K (¥) es conexo

Ahora bien, si {:rn} °, C Y es una sucesién que converge a x, usando €l
Lema 9.3.1 obtenemos que . :

lim C(xn, Y) C’(a:, Y)

=0l

En otras palabras, para cada A € Cfz, ) ekiste una sucesién {4}, que
converge a A y de manera que 4, € C(z,,Y) paracada n € N.
‘De esta manera, hemos probado que V- tlene Ia Propledad de Kelley en

y podemos concluir la prueba del teorema.”
O

Teorema 9.3.12 S Y es una compactacion del rayo con residuo X, y X es
un-continuo hereditariamente indescomponible, entonces K (Y) es conero.

Demaostracion:
Seare X

~ooe [ SIS co
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Por el Lema 5.4 6 sabemos que C'(z, X) es un arco. Ahora, bien, aplicando
el Lema 9.3.1 obtenemos que si {x,}22, C ¥ es una sucesién que converge a
z, entonces

im Clx,, X} = C(z,X),

n—oo

de donde se desprende que X tiene ls Propiedad de Kelley en z. En conse-
cuencia, X tiene la Propiedad de Kelley.

Asf pues, podemos aplicar el Lema 9.1.6 para obtener que X = K (X Y)
en particular K{(X,Y) es conexo-

Finalmente, de acuerdo al Teorema 9.3.18 tenemos que Y tiene la Propie-
dad de Kelley, de manera que estarnos en condiciones de aplicar el Lema 9.3.14
para obtener que K{Y') es conexo. S

Concluimos la prueba del lema.

O

9.3.5 Una caracterizacién de los continuos hereditaria-
mente indescomponibles

Finalmente, como una aplicacién de la teoria que hemos desarrollado, en
este apartado probaremos un tecrema muy importante, porque nos permitirs
dar una caracterizacion de los continuos hereditariamente, indescomponibles,
claro, en términos de los hiperespacios K{Y').

Teorema 9.3.20 Sea X un continuo. i pare tode compactacion Y del rayo,
con residuo X, se tiene que Y tiene la Propiedad de Kelley, entonices X es
hereditariamente indescomponible.

Demostracion; ]
Supongamos gque X 1o es bereditasiamente indescomponible, entonees exis-
ten A, B € C(X} tales que A\ B # 0 # B\ Ay AN B # 0. Construiremos
una compactacién Y del rayo, con residuo X, que no tenga la Propzedad de
Kelley en algin punto y € V.

Como X es un continuo, X se puede encajar en el cubo de Hilbert (ver
[Nad92, 1.4]). As{ pues podemos suponer que X C I*. Tomemos también

TE’SIS CON
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un punto
a€ A\ B (9.10)

Ahora, para cada n € N consideremos dos conjuntos finitos K, C A ¥
F, ¢ X, de manera que

ACN, (LK)  y  XCNi(LLF) (9.11)

donde d 1epresenta a la métrica del Cubo de Hilbert. Dado que Ny, (3, K,)
¥y Ndl(%,Fn) son subconjuntos arco conexos de J*°, podemos tomar dos fun-
clones continuas

[2:n.+1’ 2u] - Ndl( K.} v

Bn [Zn" 271.—1} - Ndl(ﬂaFn) (9--12)
- tales que
) onlgmpy) =0 =on(s5), (9.13)
o 37’) ,_W_-Bﬂ(gn) —a—'ﬁn(zﬂ 1) ) (9.14)
Vi) Ko ClIm{an) y (9.15),
)

W)  F, C Im(B,). ' (9.16
-D_eﬁniﬁmrs‘.ﬁ];cl)ré : ) ‘
U {(eatt),t) €I° x I : t€ [z &), neN}
‘ U {(Bu(t)f) eI®xI : t€ {_élﬁ’m]? n €N}

P
Q.

S

= (X x{0p)uPUQ.

Veremos en 10 pasos que Y es una compactacién del rayo con residuo X,
¥ que no tiene la Propiedad de Kelley.

Paso 1 Sea f:(0,1] = P U Q dada por

o f (on{tht) st tE [
fm‘{ (Bl t) s te (ol
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Veremos que f estd bien definida.

En primer lugar, si £ € (0, 1] entonces existe n € N tal que t € [45, 2]
De esta manera tenemos que ¢ estd en el dominio de o, o de 3, para
alguna m € N v en consecnencia f estd definida en ¢

Por otra parte, supongamos que ¢ = 5~ para algunam € N (sit = 3~

la prueba es andloga) Entonces tanto o como § estan definidasen ¢ y
f)=(om(®).8) v f(t)=(Balt).t)
Sin embargo, por construccién tenemos que
tnlzm) = ¢ = Balz)
de manera que
Ft) = (am(t),1) = (0,7) = (Bnlt) 8).
Por tanto, f estd bien definida.

Paso 2 Sea f como en el paso 1, entonces f es inyectiva.
Sean ¢;,t2 € (0,1] con 1 # ¢o. Come f(#1) ¥ f(t2) son de la forma

fl) = (2t} ¥ flta} = (ﬂfzﬁfé),

para algunos x1, 22 € I°, tenemos que f(#1) # f(t2). En consecuencia,
fes myectlva.

Paso 3 Sea f como en el paso 1, entonces f es supiayectiva.

Sea (z,t) € PU Q. Entonces t € {15, +] para alguna m € N Asi
pues, si m = 2k para alguna k € N, entonces

(z,t) = (e(2),8) = f(€)

Sim =2k —1, para alguna k € N, se tiene que ¢ € [&

(z,2) = (Bu(t) ) = £(2).

52—, de donde

2k 2k 11

En consecuencia, f es suprayectiva.
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Paso 4 Sea f como en el paso 1, entonces f es continua.
Por construccidn tenemos que fl [k, O continua para cada m € N,
. m+1tm . i R . :
Por otra parte, cuando vimos que f estd bien definida vimos que si
t = L para alguna m € N, entonces

F@) = {om(t). 1) = (a,8) = (B (1), 1)
Por tanto, f es continua

Paso 5 Sea f como en el paso 1, entonces % es continua,

Sea {(zn,%.)}2., € P U Q una sucesién que converge a (z,1) e PLU Q.
De aqui que

U tmta) =t — t = fY(z,9),

de donde podemos concluir que f~! es continua.

Paso 6 P U Q es un rayo.
De los pasos 1, 2,3, 4 ¥ 5 se sigue que f : (0,1] - PUQ es un
. homeomorfismo. - Por tanto, P U ¢ es un rayo. :
Paso 7 PUQesdensoen Y,
De acuerdo a la construceién de Y, basta ver que X x {0} cPU Q.

Asi pues, sea (x,0) € X x {0}. Gracias a (9.11), para cadan € N
podemos tomar z, € F, tal que di(z,,z) < 1. Ademis, de (9.16)
tenemos que . .

#n € F, C Im{B,),

por lo que existe t, € [, 7] tal que z, = 5(¢,). En particular se
tiene que

(Za,ta) € Q. (9.17)
Notemos que ¢, — 0. Asf pues, por construecion

{(Tntn) — (,0).

R0
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De acuerdo a esto v a (9.17) obtenemos que (x,0) € PU Q.

Terminamos la prueba de este paso.

Paso 8 Y es compacto.

Por construccidn tenemos que ¥ C I°°, y sabemos que I es compacto,
de modo que basta ver que ¥ es cerrado en I

Asi pues, sea {(%.,.}}3%, C Y una sucesion que converge al punto
(z,t) € I*® % I. Analizaremos tres casos para ver que (5,t) € Y

Caso 1 t, = () para una cantidad infinita de nimeros n.

En este caso tenemos que una subsucesién de {(zn,%,)}52, estd
contenida en X x {0}. Como X es compacto, el limite de dicha
subsucesién estd contenido en X x {0}. En otras palabras,

(z,t) € Xx{0} Cc Y.

Caso 2 existe £ > 0, tal que ¢, > £ para todan € N.
En este caso {t,}22, C [e, 1], de donde se sigue que

Uz, ta)}om C f([& 1])7

donde f es como en el paso 1.
Sin embargo, f([e,1]) es compacto, de donde se obtiene que

(z,t) € f(le,1]) cPUQ C ¥

Caso 3 La sucesién {£,}5%; < (0,1] tiene una subsucesién {t,}32,
que converge a cero.
Sea n € N. En este caso tenemos que

Ipn = (th) 0 zn =5 (t),

para alguna r, € N

De aqui que &, € (557, 5] © ta € [5- 5o=7] Asf pues, como
t, — 0, entonces r, —+ 0.

Por otra parte, gracias a (9.12) se tiene que

%a € Ngy(L, F,UK,,) C Ngy(£,X)
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De manera que
z=limz, € X
Por tanto, T € X. Asi pues, hemos obtenido qﬂé_
@) € Xx{0} c V.

En cualquier caso.obtuvimos que (z,t) € ¥, de modo que ¥ es cetrado
y concluimos la prueba de este paso.

Paso 9 Si {{zn, 1)}, C P es una sucesién que converge a (z, 0), entonces
z € A

Sean €N
Como (%n,t,) € P, existe v, € N tal que
tn € [2,-’2;4_17 % ¥ T = Oy, (Fn).
Antes de continuar notemos lo siguiente: por hipétesis £, — 0, asf que

T, —> 00
=00

- Ahora bien, gracias a (9.12) sabemos que
@ (ta) € N, Ko} © Na(L,4)
Asi pues, como a;, (t,) = z, — x, concluimos que z € A.

Paso 10 Siy € AN B entonces Y no tiene la Propiedéd de Kelley en (y,0).

De acuerdo a (9.11), para cada n € N podemas tomar y, € K, tal que
di(yn y) < 2. Ademds, (9.15) dice que K, C Im{cn), asi que

Yy = on(ts) paraalguna t, € [5lo, 5] {9.18)

De acuerdo a esto es ficil ver que

th — O

n-+00
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Asi pues, la sucesién

{lm ity = {{enltad )}, C P

y ademas

—(ymtn) — {z.0).

n—00

Consideremos ahora el elemento B de C((y,0), Y). Supongamos que
una sucesion {B,}3, C C(¥) es tal que converge a B v que para cada
n € N, se tiene que B, € C((yn,1a),Y). Analizaremos dos casos para
ver gue esto no es posible.

Caso 1:existe N.€ N .tal que si n > N, entonces B, C P.

Como consecuensiz del paso 9, en este caso podemos ver que

limsup B, C A, de donde se sigue que B < A. Sin embargo esto

nos leva a una contradiccién, ya que por construccién teniamos

que B\ A #0.

* Por tanto, este caso es imposible. )

Caso 2 existe una subsucesién {Bp }2; de {B,}:2, tal que, para cada

1 € N, se tiene que B, N Q #.0.

Sea i € M.

Por (9.18) sabemos que

Yni = Ony(tn;) para alguna 4, € (5, 5)s (9.19)

¥y por constiuccién tenemos que (¥n;,tn;) € By, Ademds, en este
caso podemos tomar un punto (i, %) € By, N Q. En particular
tenemos que

ti €[5, 5] paraalguna i€ N (9.20)

Sin pérdida de generalidad supondiemos que t,, < t;. De aqui que
n; 2> 1.

Como B, es.conexo,.y.contiene & (Z;, ) ¥ a (Y, tn,), 5 sigue
que By, cottiene a'{, 3;), paraalgin z € I

TS oy
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Sin embargo, por construccién de P U Q se tiene que z; = (%),
y de (9.13) se sigue que z = a. Asl pues, hemos obtenido que

(@, %) CBn, patacada i€N (9.21)
De acuerdo a lo anterior, (a,0) € Hminf Bp,, es decir,
(2,0) € B x {0},

Pero esto nos lleva a una contradiceién con (9.10). En consecuen-
--¢ia, este caso también es imposible.

. Como en ambos casos obtuvimos una contradiccién, podemos concluir
que Y no tiene la Propiedad de Kelley en (y,0).

Finalmente, de los pasos 6, 7 y 8 obtenemos ique’Y es una compactacién del
rayo, la cual, de acuerdo con el paso 10, no tiene la Propiedad de Kelley.

Cloncluimos la prueba del teorema.

‘ . a

Como consecuencia de los Teoremas 9.3.18 y 9.3.20, obtenemos la siguien- -

te caracterizacién:

Corolario 9.3.21 Las siguientes condiciones son equivalentes pare un con-
tinuo X

i) X es hereditariamente indescomponible.

i) Para toda compactacién ¥ del rayo, con residuo X, se tiene que ¥
tiene la Propiedad de Kelley.

"TESIS CON
~{ 7ALLA DR ORIGEN




Capitulo 10

Continuos atriodicos

10.1 Propiedades generales

Definicién 10.1.1 Sean X, Y continuo's'y [ X — Y una funcién contima.
Decimos que f es mondtona si f~1(y) es conexo paya today € Y.

Una propiedad interesante de esta clage de funciones es la siguiente.

Lema 10.1.2 [Nad92, Proposicién 8.22] Sean X un arco, Y un continuo no
degenerade y f : X — Y una funcion mondtona y suprayectiva. BntoncesY
£5 U areo.

Lema 10.1.3 Sean X wun arco con puntos extremnos a y b, Y un continuo no
degenerado y f : X — Y une funcidn mondtona y suprayective. Entonces Y
es un arco con puntos extremos f(a) y f(b).

Demaostrocion:

Por ¢! lema anterior sabemos que Y e un arco. Ahora bien, dado que f es
monétona, se tiene que f~'(f(a)) es un subarco A, de X, que contiene a a.
De aqui que X \ A es conexo. Asi pues, como f(X\A) =Y \{fle)} ¥ f
es continua, se tiene que Y \ {f(a)} es conexo. -Por tanto, f(e) es un punic
extremo de Y Similarmente, f(5) es un punto extremo de Y y concluimos

la prueba del lema.
O

Como aplicacién de estos resultados, mostraremos un lema que serd piedra
angular en el estudio de los continuos atriddicos.
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Lema 10.1.4 Sean X un continuo, p € X y p una funcidn de Whitney para
C(p,X). Sean ¢t € (0,1) y 4, B € p~ () tales que A % B. Consideremos
la componente C de AN B que contiene a p y tomemos ademds dos arcos
ordenados o« 4 B, de € a A y a B, respectivamente. Entonces, para cada
r € I existe s, € I de manera que afs,) U B(r) € p~ (£} g podemos definir
una funcidn n : I — p~1(t) dada por n(r) = als,) U 8(r). Mds ein, la
Juncidn n estd bien definida, es continue y ademds satisface las siguientes
condiciones: C Cn(r) C AU B para cadar € I y n(l) es un arco en p~1(1),
cuyos puntos estremos son A y B.

Demostracidn:
Haremos la prueba del lema en 4 pasos.

Paso 1 7 ests bien definida. _ _
En primer lugar, para cada r,s € I se tiene que p € ' C a(s) N B(r),
de donde se deduce que a(s) U B(r) € C(p, X).
Veremos a continuacidén que, para cada r € I, existe s, € I con las
propiedades requeridas. Si » =1, podemos tomar s, = 0 para obtener

que

a(0)UB() = CUB = B € i (t). (10.1)
5i » = 0, tomando s, = 1 se tiene que

a()UB0) = AUC = A e ul(1). (10.2)

Por ot1a parte, si 0 < v < 1 entonces

A C AUB) = o{UBl) ¥

a(Q)UB(r) = CUB(r) = Alr) C B

De aqui que
w(e(l)UuB(r) = ulA) =t = u(B) z p(a(0)Us(r)).

Como consecuencia de lo anterior y de la continuidad de o v de g, no
es diffcil ver que existe s, € I tal que afs,) U 8(r) € u~'(7)
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Finalmente, vertemos que 7(r} no depende de la eleccién de g,. Sean
50,y € I tales que a(s,) U B(r) € p™'(t} y aly) U B(r) € p7'{¢). Como
« es un arco ordenado, sabemos que a(y) ¥ afs,) son comparables, de
donde se sigue que e(y)UB(r) v a(s,)US{r) también lo son. Sin embar-
g0, comeo ambos pertenecen a u~1(t), vy 1 es una funcidén de Whitney,
necesaiiamente se tiene que

a(y)UB(r) = ofs) U Blr).
Por tanto, concluimos que 7 estd bien definida.

Paso 2 5 es continua.

Sean r € T'y {ra}3, C I una sucesién que converge a r. Supongamos
que L es un punto de acumulacién de la sucesién {n(r.)};,. Entonces
existe una subsucesién {r, }3, tal que

L = limn(ry,) = lim(a(s, }UB(rm,)).

Dado que I es compacto, podemos suponer, sin péxdid‘a de generalidad,
que s, —+ s paraalguna s’ € I. De aqui y del Lema 3.2.5 se desprende
que

L = lima(s,,) UlimA{r,,) = a(s)U ﬁ(r) .

Sin embargo, dado que n(ry.) € p~'(t) para cada k, y 4 es contmua,,
obtenemos que L € p~1(f). Por tanto L = n(r). S

. En consecuencia, 7(r;) — #(r) ¥ 1 es continua.
Paso 3 C Cy(r) C AUB para cadar € I.
Esto es una consecuencia directa de la definicién de n.-

Paso 4 7(I) es un arco en u~!(t) cuyos puntos extremos son.A y B.

Empezaremos viendo que 7 es una funcién monétona. Sea K € p —1(z).
Basta ver que si 7,7’ € p7(K) y r < 7', entonces [r,7] C 7 H(K). Asi
pues, tenemos que

als}UB(r) = nlr}) = n(r') = als)UB(),
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de donde se desprende que A{+")\ B(r} C «a(s,) Tomemos ahora
w € ir, 7] De acuerdo a la contencién anterior v a la monotonfa de
ge tiene que

Bryueals,) C Blw)Ual(s) = (,B(w)\,ﬁ 'r‘))U BlryUals,)
c (BEN\B)UB(r)Uals) C Blr)Uals.)

Por tanto,
a(s)U Blw) = alsjUB(r) = nlr) = K.

En particulas, a(s,)US(w) € u~i(2), asl que n(w) = a(s,)UB(w) =
De esta manera hemos probado que Jr, 7] C 5 }(K). Por tanto, 7 es
mondtona.

Como consecuencia de (10.1) ¥ (10.2) se tiene que 7{0) = A y 5(1) = B.
Usando el Lema 10.1.3 concluimos que 7(f) es un arco cuyos puntos
extremos son A y B.

Terminamos la prueba del lema.
' ]

Lema 10.1.5 Sean X un continuo atriédico y A, B € C(X). Si W € C(4)
v C es una componente de AN B, entonces W N C e C(X).

Demostracion:
Claramente W N C es cerrado.

Supongamos que Hy y Hs son dos componentes distintas de W N (. Para
¢ € {1,2} tomemos un arco ordenado o; : J — C{W) que empiece en H; y
termine en W. Consideremos también un arco OEdenado as : I — C(B) que
empiece en C y termine en B.

Por el Lema 3.4.3 podemos elegir 6 > 0 tal que oy (6)0&2(5) = ). Ademds,
gracias al Lema 6.1.3 sabemos que A M B tiene a lo mds dos componentes,
asl-que podemaos suponer que az(8) N4 =C.

Asl pues, tenemos que

(00 UO)\ (e(8) UC U as(8)) D )\ (ad)VC) # 8,
cada vez que {i,7} = {1,2} y
a3(8) \ {a1(d)UCUes(d)) 2 asld)\ A # 0.
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Mas aiin:
€ C (CUa(8)) N (CUay(8)) Nas(d).

De acuerdo a las consideraciones anteriores se tiene que C' U o {8), C U cp(8)
v o3{8) forman un triodo débil en X. Sin embargo, esto nos lleva a una
contradiceidn con el Teorema 6.1.8. Por tanto W N C es conexo.

Terminamos la prueba del lema.
]

Lema 10.1.6 Sean X un continuo atriddico, A, B € C(X) y K € C(AUB).
Supongamos que H € C(K N B) y L € C{K N A) son tales que

THOLNC#Q, ~ HVAF#O Y L\B#0,
‘donde C -es una componente de AN B, entonces C C K.

Demostrocién:

Tenemos que@;éH\ACH\(LUC) yaque§ £ L\BCL\(HUC). S
suponemos que-C' \ K 3 B, entonces se tiene que C'\ {HU L) # §. De acuerdo
a:las consideraciones anteriores obtenemos que C, H y L forman un triode
débil, lo cual contradice el Teorema 6.1.8. Por tanto, C C K y terminamos

1a prieba del lema.
O

Lema 10.1.7 Sean X un continuo atriddico y A, B € C(X) toles gue AN B
tiene dos componentes Cy y Co. Supongamos que K ¢ C(AUB) yque KN A
tiene dos componentes Wi y Wa. Entonces

i):zei'-isté una componente K, de KNB, tal que Kp MW, # 0 £ Kg N Wa,
i) B\AC Kp,

ti1) se pueden renumerar Wi y Wy pare que se cumple que d # W, NG
pare cade 1 € {1,2} y

i) & W;NCL # 0% W; NGy pare alguna i, entonces A\ B C W;.
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Demostracion:

Tenemos que & = Wi U W, U (& N B). Asi pues, como consecuencia del Teo-
rema del Cable Cortado (Teorema 2 4 2) existe una componente Kypde KNB
tal que

Kanl :fé @ "TA KBOWZ‘.
Ahora bien, para cada i € {1,2} tenemos que
@ # KenW, C KgnA C Kgn{CLuUCh).

Ademds, ¢l Lema 10.1.5 nos dice que Kg NW; y Kg N C; son conexos para
cada i € {1,2},

Ahora bien, claramente Kp 0W1 yKg ﬂWg no pueden 1nt,ersectar ambos a
KgNC; para alguna i € {1,2}, ya que, de ser asf, KpNC} seria un subcontinuo
de K N A que intersecta a Wy ¥ a W5, contradiciendo la definicidn de W y
W.

Por tanto, podemos suponer que Kp N W; C C; para cada £ € {1,2}.-De
aqui se desprende que

KgnC; %ﬂ%WﬂC {10.3)
Supongamos ahora que ¢ € {1, 2} es tal que W; N C; # 0, con 4 # 4, en-
tonces tenemos- que W, UCLUCye C(4). 8i Wi 6'1 UGy Ay gracias

al Lema 6.1.10se sigue que X contiene un:triodo, contradiciendo nuestras
hipétesis. Por tanto, W; U C1 U Cy = A. De aqui que .

A\B = A\(CLUC) C W,
Por otia parte, de {10.3) obtenemos que
' ' KpuCi UG, € C(B).

Si SUpOnEmMos ahora que Kz U, UCe § B, aplicando el Lema 6.1. 10 obte-
nemos que X contiene un triodo, con lo que llegamos a una contradiccién.
En consecuencia, Kz U C) UC, = B. En otras palabras;

B\A = B\(ClLJCg) C Kp
Por tanto, B\ A C Kg ¥ concluimos la prueba del lema.
O

A fin de facilitar el desaizollo de resultados posteriores, introducimos la
stguiente notacidn.
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Notacién 10.1.8 Sean X un continuo, p € X, u una funcién de Whitney
pata C(p, X) y t € (0,1). Para cada 4, B € p~'(t) denotatemos como Ca p
a la componente de A N B que contiene & P,y como ap: 1 = Mt} a la
funcién definida en el Lema 10 1.4, considerando come Ia C del lema a Cy 5.

Adoptando esta nueva notacién, introducimos una versién particular, sim-
plificada, del Lema 10.1.4, que nos se1d de mucha utilidad.

Lema 10.1.9 Sean X un continuo, p € X, u una funcion de Whitney para
CpX)yte(0,1). Sid,BKeut) yK € nap(f), entonces se tiene
queCag C K CAUB, Adem&s, na,5(l) es un arco en p(t) cuyos puntos
extremos son A y B..

Observacién 10.1.10 Supongamos gue X es un continuo atriddico, p € X,
4 es una funcién de Whitney para C{p, X) y t € (0,1). Sean A, B € p~}(t)
y ay 3 dos aicos ordenados de Ca p a A ¥ & B, respectivamente. Aplicando
el Lema 6.1.13, obtenemos que o es ¢l Unico arco ordenado de-Cy 5 a 4. En
particnlar, si H € C(p, A), entonces Co g U H = o(s) para alguna s € I.
De manera similar, 5 es el tnico arco ordenado de Cap a B, asi que si
. L eC(p,B), entonces Cq g UL = B(r), para algunar € I.

" Como consecuencia de esta observacién y el Lema 10.1.4 tenemos:

- Lema 10.1.11 Sean X un continuo atriédico, p € X, p una funcidn de
Whitney pera C(p,X) y t € (0,1). Supongamos que A, B,K € p(t) y
K € napgll). Siayp son arcos ordenados dé Ca g e A y B, respectivamente,
entonces K = a(s) U B(r) para algunes s,r e I.

Lema 10.1.12 Sean X un continuo atriddico, p € X y p une funcidn de
Whitney pora C{p,X). Seant € (0,1) y A, B € p~1(t} tales que AN B no
es conexo. S K € pl(t) es tal gue Cyp C K, entonces K = Cy p UCE k.

Demostracidn.:

Podemos suponer que A # K # B. Usando el Teorema 6.1.11 se tiene que
AU B es terminal. De esta manera, comop € ANBNK vy u(K) =1t <
#{A U B), necesariamente tenemos que

K c AUB. (10 4)

Basta analizar tres casos.
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Caso 1 KNAy KN B son conexos.
En este caso es inmediato que K = Cyx U Crx.
Caso 2 KA ho es conexo y Br1K es conexo.

Por el Lema 6.1.3 sabemos que AN B tiene dos componentes Capy
C”. Similarmente, A N K tiene dos componentes T4 i y W. Como K
€5 conexo, es facil ver que

@ # WnCsxg C ANB = CapUC. (10.5)

Ahora bien, si suponemos que W NCp g NC’ = B, entonces obtenemos
que Cy g es un subcontinuo de AN K que intersecta a Cax (enp) y a
W, lo cual es una contradiccién con la definicidn de W. Por tanto,

WnGBKnG # o {10.6)

Veremos que W C C’ Supongamos que WA\C' #£ 0. Por el Lema 10.1.7
sabemos que B\ A C Cp k. De acuerdo a esto, a (10.6) y al Lema 10 1.6
. se sigue que " C K. De aqui que

B = C’ABU(B\A)UC’ CK

Como esto nos lleva a una contradiceién con el hecho de que p es de
Wh1tney, deducunos que W C ', Por tanto,

W cCnK Cc BNK = Cpg-
De aqui y de (10.4) concluimos que

= (KNAUENB) = CarUWUCsx = CaxUChi.

Caso 3 KN4y Bn K son disconexos.

Por el Lema 6.1.3 sabemos que A N B tiene dos componentes Cap ¥
. Similarmente, A N K tiene dos componentes Ty g y W,y BnK
tiene dos componentes Cp x'y L.

Usando el Lema 6.1.5 ¥ la conexidad de A y B, es facil ver que los
conjuntos Cuzs UA\ By C4 U B\ A son conexos. Gracias a esto y
al Lema 10.1.7 {(i7) obtenemos que

A\B C CAJ{ s B\A C OB,K‘ (10..7)

e s S e AT S ok 4 o
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Por otia parte, dado que K es conexo v K C AU B, obtenemos que
- WiNCex # 00 LNCy i # @ Supondremos sin pérdida de generalidad
que .-

§ # WnCsx C ANB = Capul’ (10.8)

Si suponemos que W N Cgr NC’ = {, entonces G4z es un subcon-
tinuo de A N K que intersecta a2 C4 x (en p} ¥y a W, lo cual es una
contradiccion. Por tanto,

WnNCernC # 0 (10.9)

Veremos que W C ¢,

Si suponemos que W\C" #£ 8, entonces de (10.7), (10.9) y el Lema 10.1.6
se sigue que &' C K. Por tanto

' B = CupU(B\AUC CK

Sin embargo, como B # K, esto nos lleva a una contradiccién con el
hecho de que g es de Whitney. Por tanto, W < C" C B. De acuerdo a
.. esto y a (10.8) se tiene que

W C Cpx. (10.10)

.~ Como consecuencia de esto ¥ de la conexidad de K, no es dificil ver
~que LNCyx # 6. Siguiendo un razonamiento similar al hecho para
W, desde el momento en gue supusimos que W N Cp x # @, podemos
deducir que L C Uy x. De aqui, de (10.4) y de (10.10) concluifnos que

K = (KnNA)U(KNB) = CA,K.UWULUCE,K = CaxUCpk.

Terminamos la prueba del lema.
a

Lema 10.1.13 Sean X un continuo atriddico, p € X y p una funcién de
Whitney para C(p,X}. Seant € (0,1) y A, B € u~'(t) tales que AN B es
conezo. 5i K € Cp, X) es tal que K C AU B, enfonces KNA y KNB son
COTETOS.
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Demostracidn:
Supongamos que ANK no es conexo (si BNK no es conexo puede procederse
de manera similar). Giacias al Lema 6.1.3, AN K tiene dos componentes W)

y Wa. Asi pues, por el Teorema del Cable Cortado (Teoxema 2.4.2} existe
una componente 1V de K \ A tal que

¢ £ VnW, c VNnBNA.

para cada ¢ € {1,2}.

Aplicando ahora el Lema 10.1.5, obtenemos gue V1 {A N B) € C(X).
Mas atn, VM AN B es un subcontinuo de AN K que contiene a VNI, para
cada i € {1,2}, lo cual es una contradiccién.

Por tanto, A M K es conexo v terminamos la prueba del lema.

0

Lema 10.1.14 Sean X un continuo atriddico, p € X y p una funcidn de
Whitney para C(p, X). Seant € (0,1) y A, B € p~ (). St K € u7'(t) es tal
gue Cag C K, entonces K € 514 g(I}.

Demostracion:

Consideremos dos arcos ordenados, ooy 8, de Cap & Ay a B, 1espectiva-
mente. Analizaremos tres casos.

Caso 1l AnBesconexoy K CAUB.

En el Lema 10113 vimos que, en este caso, ANK y K NB son conexos.
De acuerdo a la Observacién 10.1.10 tenemos que o y /5 son inicos y
que ‘ '

ANK = CupUCux = afs) v BNK = Cupllpr = B(r),

para algunas r,5 € J. De aguf que
K = a(s)UB(r) = nas(r).
Caso 2 ANBesconexoy K € AUB.

Por el Teorema 6.1.8 sabemos que X no contiene triodos débiles, asi
gue podemos suponer que B C AU K. De aqui que B\ A C K. Sin
embargo, de acuerdo a esto y a nuestra hipdtesis tenemos gue

B = CA,BU(B\A) C K,
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Como p es de Whitney, se tiene que B = K, con lo cual tenemos una
contradiccidn. Por tanto, este caso es imposible.

Caso 3 AN B no es conexo.

Por la Observacién 10.1.10 se tiene que Cax = a(s) y Cpx = B{(r),
para algunas r, s € I. Mds atin, la Observacién 10.1.10 nos dice que los
arcos oy 8 son unicos. De acuerdo a esto y al Lema 10.1.12 concluimos
que K = CA,K' u CK,B = a(s) U ,3(’{) = T]A)B(’r')..

Terminamos la prueba del lema.

|

Lema 10.1.15 Sean X un continuo atriddico, p € X y p une funcicn de
Whitney para G(p, X). Seant € (0,1) y A, B € p7(2) tales que ANB no
es conezo. Si K € p~l(t) es tal que Cap € K, entonces A\NCap CCax o0
. B\CA,B c GB,K .

Demostracidn:
Por €] Lema 6.1.3 sabemos que A M B tiene dos componentes Cyp v C'.
Ademis, el Teorema 6.1.11 nos dice que AU B es terminal. Asi pues, dado
que #(K) =t < p(AUB) y p € AN K N B, necesariamente tenemos que

KcCAUB. o (10.11)

Notemos que p € CaxNCapnCpy. Sisuponemos que C‘A,K \ CA,é % ﬂy
Cax \ Cap # 0, entonces por el Lema 10.1.6 obtenemos que Cap C K, lo
cual contradice nuestras hipdtesis. Por tanto, podemos suponer que

Cex C Can (10.12)
Como u(Ca,p) <t = u(K), es facil ver que Cyx \ Csp # 0. De aquf qi;e

Ahora bien, dado que Cap € K, se tiene que A # K # B. En particular,
como A, K € p~'(t), se sigue que K\ A # 0. De aqui y de (10.12) obtenemos
que K N B tiene una componente L # Cik g tal que L\ A # 0. Asi pues,
del Lema 6.1.3 se sigue que Cx g ¥ L son las dos componentes de K N B,
Més atn, usando una vez mds el Lema 10.1.7 tenemos que A\ B C W para
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alguna componente W de ANK . Ahora bien, de {10.13) y del Lema 6 1.5 se
sigue que Cq i U (A B) es un subconjunto conexo de A K que contiene a
p, a8l gue

A\B C Ckxa (10.14)

Por otra parte, gracias a la conexidad de K, a (10.11) y a (10.12) es fécil ver
que

B # LNCax € BNA = CapUl.

Sin embargo, si suponemos que LNC, xNC* =0, entonces LN Cq x € Cap-

Asi pues, aplicando el Lema 10.1.6 obtenemos que Cyp C K, lo cual con-

tradice nuestras hipdtesis. Por tanto, L N Cy x N G # . Finalmente, de

acuerdo a esto, a (10.14), a la definicién de L y al Lema 10.1.6 obtenemos

que C' C K. Sin embargo, no es dificil ver que C'N A\ B # 0; de aqui y

de (10.14) se sigue que €' C €y . Como consecuencia de esto y de (10.14)
" obtenemos que

A\CA,B = (-"fl-\‘B)UcrIr C CA,K--

Terminamos la prueba del lema.
R O

Lema 10.1.18 Scan X un conlinuo ofriddico, p € X y p wne funcidn de
Whitney para C{p, X). Supongamos que t € (0,1) y A, B € p~'(t) son
tales que AN B es conezo. Si K € p™*(t) es tal que Cap € K, entonces
ANCupCCak 0 B\Cap CCpi

Demaostracidn:

‘Como Cap € K, se tiene que A # K # B. De esta manera, gracias & que
i es de Whitney obtenemos que K\ A # @ # K\ B. Si suponemos que
K ¢ AU B, entonces por el Lema 10.1.13 tenemos que KN A y K N B son
cOnexos y

(KNB)\A # 0 # (KNA)\B

Como peKNANE=KNCupg, usando el Lema 10.1.6 obtenemos gue
Cap C K ¥ legamos a una contradiccidn con nuestras hipdtesis. Por tanto,

K ¢ AuB. (10.15)
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Consideremos un atco ordenado v de Caup x 2 K. Por el Lema 6.1 3 sabemos
que {A U B)M K tiene a lo mds dos componentes, asi que podemos tomar
& > 0 tal que

AHN(AUB) = Cavnx

Ademss, de (10.15) sabemos que ¥(6) \ (AU B) # #. Giacias al Teorema
6.1 8 tenemos que X no contiene triodos débiles, asi que podemos suponer
que B C AU~(J). Ahora bien, de acuerdo al Lema 10.1.5 obtenemos que

Y@ONB=408N(AUB)NB = CyupxNB € C(X) (10 16)
De aqui que
B\Csp = B\A ¢ Bny(8) = Cayn < Coi-

Terminamos la prueba del lema.
O

Para probar que los niveles de continuos atriddicos son arcos (o puntos)
saremos eI siguiente resultado.

Teorema 10 1.17 [Ned92, Teorema 6. 6'] Sean X un continuo y c un punto
de corte de X . Digamos que X \ {¢} es la unidn ajena de dos subconjuntos
U yV. Entonces U y V' contienen -cads uno- un punto que no es de corte
de X. Bn particular, X tiene al menos dos puntos que no son de corte.

Teorema 10.1.18 Sean X un continuo alriddico, p € X y p une funcién
de Whitney para C{p, X). Entonces p~'(£) es un arco ¢ un punto pero cada
tel

Demostracién:
Sea t € I tal que p~1(¢) tiene més de un punto.
Sean A, B € u~1{t) con A # B. Definimos

Lap = {Kep(t): A\CapCCux} ¥
Rap = {K £ M_l(t) ' B \ Cap C CB,K}-

Haremos el resto de la prueba en una serie de pasos.
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Paso 1 L, ¥ Rap son cerrados en u(£).

Sea {Kn}%2, C Lap uba sucesidn que converge a alguna K € u“l(t)
Entonces

A\CA,B Z CA,K“ C ANK,

para cada n € N Sea {C4 k, 12, una subsucesién de {Ca x,Inz; que
converge a R para alguna R € C(p, X). Entonces se tiene que

A\Cup € R C ANK.

Como R € C{ANK)} y p € R, necesariamente B C 'y g De acuerdo
a lo anterior se tiene que K € £, 5. Por tanto, L4 p es cerrado.

Similarmente, R 4 p es cerrado.

Paso 2 L4,5N70a,a(7) = {A} y RapNnasll) = {B}.

Sea K € L pNna,p(I), entonces por definiciénde £4 5 y el Lema 10.1.9
se tiene que

A = (A\C4p)UCaz C K.

Dado que p es de Whitney, conclmmos que K’ A Ana.lcgamente
RapNinap(l) = {B}

Paso 3 LapgnRagp =@,
Sea K € £4 5N R4 g, entonces
A\B - A\C’A,B C CA,K ¥ :
B\A C B\Css C Csx. (10.17)

Dadoquep € C’ng N Cax NCp i, usando ¢l Lema 10.1 6 obtenemos
que C4 g C K. Sin embargo, si esto sucede, de (10.17) deducimos que

AUB = (AUB)\Cup)UCus C K.

Ast pues, como g es de Whitney deducimos que {4 U B) < u{K) =1,
lo cual es una contradiccién. Por tanto L4 NRop =1

Paso 4 p'(t) = 7ap()ULasURAB.
Esto es una consecuencia directa de los Lernas 10.1.14, 10.1.15 v 10.1.16.
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Paso 5 51 Lap\ {A} # 0, entonces A es un punto de corte de ().
Como consecuencia de los pasos 4, 2 y 3 tenemos que

O\ (nas(DURAE) = Las\ (mas{l}URAE) = Lap\ {4}

Asi pues, aplicando el paso 1 se sigue que Lap \ {A} es abierto en
u~*(#). De manera similar,

e\ Las = (nas(D)URAzs)\{A},

asi que, usando el paso 1 otra vez se tiene que (74,5(J)UR 4 z)\{A} es
abierto en pi(2). De esta manera, usando una vez mds el paso 4, y el
hecho de que B € R4 g, obtenemos que & (t} \ {4} se puede escribir
como la unién ajena de dos de sus subconjuntos abiertos ¥y no vacios, a
saber: (nas(I)URA8)\ {4}y La,8\ {A}. Por tanto, A es un punto
de corte de p™1{%).

Paso 6 Si Rap\ {B} # 0, entonces B es un punto de corte de g~ {t).
La prueba es andloga a la del paso 5.

Paso 7 u~'(t) es un arco.

Por el Teorema 10.1.17 podemos tomar dos puntos distintos L y K en
() que no son de corte. Asi pues, el paso 4 nos dice que

pMt) = ma(DULLg URLK.

Si L g \ {L} # 0, entonces por el paso 5 tenemos que L es un punto
de corte de p71(¢), lo cual es absurdo. Por tanto £y, x = {L}. Similas-
mente, Ry, zx = {&}. Como consecuencia de esto y del paso 4 se tiene
que pH(2) = & (1), es decir, p71(#) es un arco (Lema 10.1.9).

Terminamos la prueba del teorema.

O

En virtud del Teorema 10.1,18, podemos establecer la siguiente notacién.,

Notacién 10.1.19 Sean X un continuo atriédico, p un punto de X y 4 una
funcién de Whitney para C(p, X). Para cada t € 1 tal que p~'(¢) es un arco,
denotaremos como &, al conjunto de puntos extremos de u~1(2). i p'(¢) es
un punto definimos & = u~'(¢). Definimos también £ = {E: F € &,t € I}.
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Lema 10.1.20 Sean X un continuo, p € X, i una funcidn de Whitney pare
Clp, X) yt € I. Entonces p~'(t) = {A} si y solo st A es terminal en p.

Demostracion:
Supongamos que A es terminat en py sea B € y~1(t). Como A es terminal en
p se tiene que A y B son comparables. Asf pues, dado que s es de Whitney,
deducimos que 4 = B,

Supongamos ahora que p~1({) = {A} v tomemos B € C{p, X) Analiza-
remos dos casos para ver que A y B son comparables.

Caso 1 u(B) <t

* Sea v un arco ordenado de B a X. Como g es continua podemos
tomar 7 € I tal que (r) € p~'(t). Entonces la hipétesis nos dice que
7¥(r} = A, de donde deducimos que B = v(0) C A.

Caso 2 u(B) >t

Sea £ un arco ordenado de p a B. Dada la continuidad de g considere-
mos s € I tal que 8(s) € p~1(t). Entonces 4{s) = A, de donde se sigue
que A C 5(1) = B.

Terminamos la prueba del lema
O

Lema 10.1.21 Sean X un coniinuo etriddico, p € X vy p una funcién de
Whitney para Cip, X). Supongamos que t € I es tel que p71(t) es un avco y
& ={A,B} Sip(Cap) <t <tyK €&y, entonces KC Ao K CB.

Demostracidn;
Sea K & Ut tal que

K\A # 0 # K\B. (10 18)
Analizaremos cuatrc casos para ver que f ¢ &y,

Casol KNAyKnBsonconexosy K C AUE.
Notemos que

p € (ANKIN(BNK)NCaz.
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Como consecuencia de (10.18) y ei Lema 10 1 6 obtenemos que
Cap CK.

Tomemos dos arcos ordenados o y £, que empiecen en Cy g y terminen
en Ay B, 1espectivamente.

Asi pues, podemos tomar r, s € T tales que
afr),B(s) € w (V).
Como consecuencia de esto v de [a Observacion 10 1 10 obtenemos que

Catnyie = a(s') ¥ Coiap e = Br'),

para algunas v/, ¢’ € (0,1)
De hecho, dado que p es de Whitney sabemos que a(r) \ K # @ #
B(s)\ K, asi que

7,5 > 0. {10.19)

Consideremos ahora los a1¢08 %ag) x (I} ¥ ik gt (1) {Lema 10.1.9). Cla-
ramente de (10 19) se sigue que

Cayc = ofs’) & B(s) v Carx = B() € olr)

Asi pues, aplicando el Lerha 10.1.9 obtenemos que 8(8) & flapy,x ¥ que
a(7) € Nps) i Por tanto, Nagy.x ¥ Nags),x son dos arcoes no comparables
en p~H{#') (el cual es un arco) que contienen a K. En consecuencia,

Concluimos el anélisis de este caso

Caso 2 ANBesconexoy K¢ AUB.

Gracias al Teorema 6.1.8 X no contiene triodos débiles, asi que podemos
suponer que B C AU K. En particular, B\ K C ANB=Cyp.

Sea 7y un arco ordenado de K a KU B. Como u(K) =4 <t, podemos
tomar r € I tal que (r) € p~'(t) Veremos que Cap € ¥(r}

S5i suponemos que Cy p C ¥(r), tenemos que

BA\K C Cap < (),
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de donde
B ¢ BUK = (B\KYUK C ~(r).

Sin ‘embargo, esta afitmacion contradice gue u es de Whitney.

Por tanto Ca 5 € (r). Asi pues, de acuerdo al Lema 10.1.9 obtenemos
que ¥(r) € p~H{t} \ 94,8(I), lo cual contradice la definicién de A y B.

En consecuencia, este caso es imposible.

Caso 3 ANBesconexoy K C AUB.
En este caso, gracias al Lema 10.1.13 tenemos que AN K y K N B son
conexos. Por tanto, caemos en el caso 1.

Caso 4 AN B no es conexo.

Usando el Teorema 6.1.11 se tiene que 4 U B es terminal. De esta
manera, como p(K) =t' <t < u{A U B}, necesariamente obtenemos
que

KCAUB, (10.20)

Ahora bien, si KN Ay KN B son conexos caemos en el caso 1. Asi
pues, supondremos que K N A no es conexo. Usando el Lema 611
obtenemos que K N A tiene dos componentes W) v W, De la misma
manera, AN B tiene dos componentes Cq 5 y C'.

De acuerdo al Lema 10.1.7 existe una componente Ky de K N B tal
que

KgnW, £ 8 # KgnW, {10.21)
v ademas
h # B\A C Kg\A C K {10.22)
Analizaremos dos subcasos.

Subcaso 1 O C K.

Sea v un arco ordenado de €7 a A, entonces K U~{0) € p=1(#) v
KuU~(l) = KUA € p~*(s) para alguna s > 1. Por tanto, dado
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que 1 es continua, podemos tomar r € T tal que KUy(r) € p~'(t).
Veremos que Ca g & K U~(r).

Supongamos que Ty p C KUv(r), entonces de (10.22) obtendriamos
que

B = CapV (B\A) ue KU’}’(?")
Dado que u es de Whitney, la afirmacidén anteiior nos lleva a que
B = K U(r), lo cual contradice (10.18),

Por tanto, Ca g € KUy{r). Sin embaigo, de acuerdo al Lema 10.1.9
esto nos lleva a que

KUy(r) e p () \ nas(l)

Esto contradice la definicién de A v B. Por tanto, este subcaso es
imposible.

Subcaso 2 C'\ K #£0.
Gracias a (10.18) podemos suponer que

Wi\B # 0. {10 23)
Ademis, de {10.21) obtenemos que A
@ # KBﬂWI C BNA = CA,BUC’H

Si suponemos que Kg NW L NC' # G, de (10.22) y el Lema 10.1.6
deducimos que ' ¢ K, lo cual es una contradiceion. Por tanto,
KpniW; € Cyp. Asi pues, usando una vez mds el Lema 10.1.6
obteriemos que Cuz C K. Mésain: Cqp C KNANB. De
acuerdo a esto no es dificil ver que

p e Cap C WinNKg. (10.24)
Sean vy y ¢ arcos ordenados de Cy z 2 A y a2 B, respectivamente.
Consideremos r, s € I tales que v(r),{(s) € p~H ().
La Observacidn 10.1.10 nos dice que v y ¢ son tnicos, ¥y que

Wi =v(z1) ¥y Kg = ((5) para algunas z; € (0,r] y z € (0, s]. De
aqui que

W, Ccy(rinK y Kp C ((s)NK.
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Usando esto v (10.24) obtenemos que
Wy C Cynx v Kp € Ceaie (10.25)
Sin embargo, de (10.23) y (10.22) tenemos que
B # Wi\B C Wi\((s) v & # Kg\A C Kg\n(r).

De acuerdo a esto, a (10 25) y al Lema 10.1.9 obtenemos que

C(s) & my ¥ ¥() € Nk (10.26)

Por tanto, usando una vez mds el Lema 10 19 deducimos que
Tyie) i ¥ Ti(s), 5 S0m dos arcos no comparables en ' {(#) (el cual
es un arco) que contienen a K. En consecuencia, K ¢ £ v con-
cluimnos el analisis de este caso.

Terminamos la prueba del lema.
' O

Lema 10.1.22 Sean X un continue atriddico, p € X y p wna funcién de
Whitney pare C{p, X). Supongamos que t,t' € I son tales que p~'(3) y
wHE) son arcos. Si £ = {A, B}, &y = {A\B'} y p{Cag) < t <,
enfonces A CAy B C B, 0o ACByB CA

Demostracidn:
Por el Lema 10.1.21 podemos suponer que 4' C A

Usando una vez més el Lema 10.1.21 tenemos que B' C Bo B' C A. Gra-
cias al Lema 10.1.9 sabemos que 7, 5(f) s un arco en p~1(¢') que contiene
a A"y a B’ y cuya imagen esta contenida en A'UB’. Asf pues, si suponemos
que B' C A obtenemos que

e @) = Unas(l) ¢ AUB cA4 {10.27)

Por otra parte, st v es un arco ordenado de Cy g a B, podemos elegir r & T
tal que y(r) € ~'(¥'). M4s atn, por hipétesis v(v) € Cap. De aqui que
y(r}\ A # 9. Sin embargo esto contradice (10.27). Por tanto, B’ C B.
Concluimos la prueba del lema ‘
O
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Lema 10.1.23 Sean X un continue, A € C(X) y p una funcidn de Whitney
pare C{X). 81 {A, )22, C C(X) es una sucesidn tal que p(A,) — u(4),
A={4,cCp,X):necN} y

1) ACC(A), 0
1} A C An pora cada n € N,

entonces An — A.

Demostracidn:
Supongamos que existe una sebsucesion {4, 122, de A que converge a B,
para alguna B # A. Entonces, gracias a la continuidad de p obtenemos que

u(A) = limp(d,,) = p(B).

En el caso en que A C C'(A) se tiene que B C A. Asi pues, del hecho que g

es de Whitney se desprende que A = B y llegamos a una contradiceidn.
Ahora bien, si A C A, para cada n € N, entonces es ficil ver que A C B.

Usando una vez mas que p es de Whitney obtenemos que A = B
Concluimos la prueba del lema.

0

Lema 10.1.24 Sean X un continuo, p € X y p unae funcidn de Whitney
para Cp, X). Si {t,}32, C I es una sucesién que converge at € I, entonces

27 (t) = u7HE)-

Demostracidn:

Tomemos A € limsupp~'(t,), entonces existe una subsucesién {tn, }32,
de {1}, ¥ An, € p 1 {in,) tales que A = limA,,. De aqui que p€ A
Ademds, dado que u es continua, obtenemos que p(A) = im p(A,,) = £ Por
tanto, podemos concluir que

limsupp™'{¢,) C p~'(®).

Consideremos ahora B € p~1(2} ¥ tomemos un arco ordenado S de pa X
tal que B € 8(I) (esto puede hacerse tomando un arco ordenado de p a B
v lnego otio de B a X)) Gracias a la continuidad de # v de p, para cada
n € N existe r, € I tal que B{r,) € p~1(¢,). Veremos que 3(r,} — B.
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Sea K un punto lfmite de la sucesién {3{r,}}2%,, entonees es facil ver que
K € B(Inp~(t). En otias palabras, K = B. Por tanto B € liminf n~'(¢,)
En consecuencia

pHE) C liminfp'(t,)

¥ terminamos la prueba del lema.

Lema 10.1.25 Sean X un continuo atriddico, p € X y p una funcidn de
Whitney para C(p, X). Sit € 1 es tal que p™'(t) es un arco y & = {4,, B,}
para cada v € I, entonces existe § > 0 tal que para cada 7,8 € B(6,t), con
T < 8, se tienc gue

i) A, € C(A)\C(B.) 0 A, € C(B)\C(44) y

i) si A, C A,, entonces B, C B;.

Demostracion.

Como consecuencia del Teorema 10.1.18 v del Lema 10.1.24 podemos tomar
& > 0 tal que p~}(r) es un arco para cada r € B(§',t). Haremos el resto de
la prueba en cuatro pasos.

Paso 1 existe g, > 0 tal que A, € C(A4,)\C(B,) 0 A, € C(B;)\C{A,) para
cadar, s € [, ¢ +&1].
Sea £; € (0, u(A¢ U By) — t), entonces es ficil ver que

t<r < s <p{AUB) < p(4, UB). (10 28)

Por el Lema 10.1.21 sabemos que A, C A, 0 4, C B,. Supondremos
que A, C A, Sisuponemos que A, C 4, N B, entonces aplicando ¢l
Lema 10.1.21 a B, obtenemos que A, U B, C K para alguna K € £,
Sin embargo, esta afirmacion y (10.28) contradicen el hecho de que y es
de Whitney. Por tanto, 4, \ B, # 0. De aqui que 4, € C{A4,)\ C(B,)

Paso 2 existe § > O tal que A, € C(4,)\C(B,) 0 4, € C(B,)\C(As), cada
vez que r, 3 € B(d,#) yr < s
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Tomemos &; como en el paso 1 v w € (¢,1 + &1 tal que p(Ca, m,) <1
Sean § > 0 tal que & < min {¢&',t — p(Cu,.5.),w — 1} ¥ 1,5 € B(5,1).
Entonces es facil ver que

p(Cap) < p(Capp,) S t=8 <7 <s < w (10.29)
Basta analizar dos casos.

Casol s <t
De {10.29) tenemos que A \ Cy,.p, # 0 Ademids, de acuerdo al
Lema 10.1.21 podemos suponer que 4, C A, C 4;. De aqui que
A; € C(A4)\ C(B,). Por tanto, del Lema 10.1,22 obtenemos que
B; € G(Bt)
Por otro lado, de {10.29) se tiene que 4, \ Ca, 5, # ¥; de aqui que
A, e C(A)\ C(By) c C{A,)\ C(B,). Por tanto, podemos con-
cluir que 4, € C{4,)\ C(B))

Caso2 r<t<s.
Por definicién de & es ficil ver que s < t+ 4§ < w. Asi pues, por el
Lema 101.21 v el paso 1 podemos suponer que

A, C A € C(A;)\C(By).

Como consecuencia de esto, del Lema 10.1.21 y (10 29) se tiene
que

B # A \Cap, CANCap,
Poi tanto, 4, € C(4,) \ C(B,).

Paso 3 si A, C A;, entonces B, C B;.

Supongamos que A, C A; C A, con 7,5 € B(d,t}. Por el Lema 10.1 21
tenemos que B, C A; 0 B, C B,. 81 B, C A, se tiene que A, UB, C A,.

Casol t<r<s.
En este caso, como u es de Whitney, llegaros a una contradiceion
con (10.28). En consecuencia, B, ¢ B,

Caso2 r<t<s.

Por el Lema 10.1.22 podemos suponer que A, C A, C A, vy B, C
B;. Usando el caso 1 obtenemos que B, € B; C B,
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Caso3 r <s <.
Por el Lema 10122, podemos suponer que A, C A, vy B, C B,.
Entonces A, C A; v, usando el mismo lema, B, C B,.
De aqui que A, UB, C A, C A;. Sin embargo, de (10 29) sabemos
que B # B, \ Ca, 5, C B:\ Ca, 5,; en otras palabras, B, \ A, # 0,
lo cual es una contradiceién Por tanto, B, C B,.

Concluimos la prueba del lema

Lema 10.1.26 Sean X un continuo atriddico, p € X y u una funcidn de
Whitney pare C(p, X). 8 {t.}32, C I es una sucesidn que converge a t € [,
entonces £y, — &;.

Demostracion:
Supongamos que & = {A, B} y que &, = {4,, B,} paia cada n € N. Basta
analizar cuatio casos.

Caso 1 p~'(f) es un arco y la sucesion {t,}52, es creciente.

Por €]l Lema 10.1.25 podemos suponer que existe & > 0 de tal manera
quesi 0 €7 —t, <4, entonces A, C Ay B, C B. Aplicando ahora el
Lema 101 23 obtenemos que A, — Ay B, — B. En otras palabras,
£, —~ &

Caso 2 p(t) es un arco ¥ la sucesién {£,}32., es decreciente.

Usando de nuevo el Lema 10.1.25 podemos suponer que existe § > 0
talque si0 < t, — ¢ < 6, entonces 4 C A, y B C B,. De esta manera,
del Lema 10.1.23 se sigue que 4, — Ay B, — B. Es decir, &, — &,

Caso 3 p71(2) es un punto y la sucesién {t,}32, es creciente.

Por el Lema 10 1.20 sabemos que A = B es terminal en p. De acuerdo
a esto, como p(A4,) = £, < t, necesariamente tenemos que A, C 4
para cada n € N. Si aplicamos ahora el Lema 10.1.23 obtenemos que
A, — A. Similarmente, B, - A =B En consecuencia, &, — £.

Caso 4 p~1(t) es un punto vy la sucestén {4,122, es decreciente.
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En este caso tenemos que u(A,) =t, > ¢t Ademds, del Lema 10.1.20
se sigue que A = B es terminal en p. Por tanto 4 C A4, para cada
n € M. Asf pues, usando el Lema 10.1.23 obtenemos que 4, — A.
Similarmente, B, — A = B y podemos concluir que &, — £.

Terminamos la prueba del lema.
O

10.2 La caracterizacion

Observacién 10.2.1 Sean X un continuoy p € X. Notemos quesi Ay B
son dos subcontinuos de X terminales en p, entonces 4 y B son comparables.
Definimos el conjunto

T, = {A€Cp,X): A es terminal en p}.

Lema 10.2.2 Sean X un continue y p € X. FEntonces T, es cerrade en
Clp. X).

Demostracidn
Sean K € C(p, X), {Ka}2, C 7, una sucesién que converge a K y un ele-
mento 4 € C{p, X). Sea n € N. Como K, € 7,, se tiene que K, C A 0
AC K,. 8i K, C A paraalguna subsucesién de {K,}>,,, entonces tenemos
que K C A. Si, por el contrario, A C K,,, para cada ¢, éntonces se sigue que
A C K. En consecuencia, K € 7, y terminamos la prueba del Jema.

0

Definicion 10.2.3 Sean X un continuo, p € X y A, 5 € 7,. Ditemos que
Ay B son consecutivos si AC By :

[KeT,:ACKCB} = 0.
Como corolario del Lema 10.2.2 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 10.2.4 Sean X un continuo, p € X y K € C(p, X)\T,. Entonces
existen A, B € T, consecutivos tales que AC K C B.
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Lema 10.2.5 Sean X un confinue, p € X, 1 une funcidn de Whitney para
C{p, X) y [ : I = I una funcidn continua y estrictamente creciente. 5¢ una
famalia {As;y 2 s € I} es tal que A, € p~'(r) para cade v, y A, C Ay cada
vez que 7 < 1, entonces la funeidn a : { — C(p, X) dada por a{s) = Ay
es un arco ordenado de a(0) ¢ afl)

Demostracion:
Como f es monétona y p es de Whitney, podemos observar que si 5 < &/,
entonces

0:’(-9) = Af(s) g Af(s") = O:(.S")..

Tomemos ahora s € I y una sucesidn {$,}2, C I que converge a 5. Si
la sucesién es creciente, por hipStesis se tiene que la sucesién {Ajse,) 2,
también lo es. De hecho

lima(se) = limAfs,) = Aimfsy = Aje = afs).

De manera similar, si la sucesion {s;}72, es decreciente obtenemos que
a(sg) — afs). Por tanto, o es continua
En consecuencia, ¢ es un arco ordenado de (0} a (1) v terminamos la

prueba del lema.
d

Proposicidén 10.2.6 Sean X un continue atriddico, p € X y 1 una funcion
de Whitney para C{p, X). Sean A y B dos subcontinuos de X, terminales
en p y consecutivos tales que A C B. Tomemos ty € (p(A), u(B)) v supon-
gamos que &, = { Ay, By, }. Entonces para cado t € (u(4), to] existe un arco
ordenado v de Ay ¢ Ay, pere adguno A, € & y () C . Similarmente,
para cada t € [to, u(B)) existe un arco ordenado ¢ de Ay, o A, para olguna
Ar € & v tal que G(T) C & Mds ain, si p{Ay <t < y < tp, entonces
T D) CwulI), ¥ sttg < s < 5" < pu(B), entonces {I) C ({1},

Demostracion:

Por hipétesis A y B son terminales en p v consecutivos, asi que aplicando el

Lema 10.1.20 se tiene que p~(t} es un arco para cada ¢ € (u(A), u(B))-
Para cada ¢t € (u(A4), p{B) supondremos que

gi = {Ah Bt}'
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Sea t' € (p(A),t0). Para cada ¢ € [t', %] consideremos un nimero & como
en €l Lema 10.1.25 y un mimero de Lebesgue £ > 0 para la cubierta abierta
{B(8:,¢t) : t € [, %)} del intervalo [, ] (ver Lema 66.7). Tomemos ahora
una particién

=ty <th1 <... <t <t}

del intervalo [/, £] de tal manera que ¢;—t,41 < € paracadai € {1,. .,n—1}
Haremos la prueba de la proposicién por induccidn.

Base: i = 1.
Como £y —t; < £, se tiene que [t1, %) C B(8y, w) para alguna w € [t', %],
Aplicando el Lema 10.1.25 podemos suponer quesit) <7 < r' < fp, entonces

A € C(ANC(BY) v B € C(B)\C(Ay)

Definimos una funcién f; : I — [t1,4] dada por fi(s} = t; +s(ty — 1) Es
claro que f; es estrictamente creciente v continna. Asi pues, aplicando el
Lema 10.2.5 obtenemos que la funcidn -y, : I — C(p, X) dada por

,Yt.l (S) = Af] (s)

es un arco ordenado de 7, (0) a 7, (1). Es decir, 4, es un arco oidenado de
Ay a Ay Notemos que de la construccion de -y, se sigue que

() C & (10.30)

Para cada t € (f1,%y) definimos ahora una funcién v : T = C(p, X) de
la siguiente manera. Como g es continua, podemos tomar r € 7 tal que
T, (r) € g~ 1(2). Por tanto,

7151(7“) =4 € &

Definimos ahora 7 : I — C{p, X) dada por 7,(s) = 7, (r+3(1—r}). Notemos
que -y estd bien definida y es continua.
Por otra parte, sl 5 < & entonces

%) = Tl +3(=1) € wlr+501-1)) = uls)
Finalmente,

0) = (1) = A voml) = () = A
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Por tanto, 7 es un arco ordenado de A, a Ay, ¥ ademds, satisface la con-
dicién w(I) € 7 (J) € £ De acuerdo a lo anterior es ficil ver que si
th £t < y<ip, entoneces

W) € W) € wm{I) C &

Paso inductivo.

Sea i € {2,3,...,n} y supongamos que para cada t € [f;.1,%o) existe un
arco ordenado v de A, a A, con %(I) C £ Supongamos ademds que si
tioy <t <y < to, entonces () C w(l).

Como ;1 — t; < &, se tiene que [f;,¢-1] C B(8y,w) para alguna w €
[#,10). Aplicando €l Lema 10.1.25 podemos suponer que, sit; < r < 7' <,
entonces

A, € CAI\NCBY) v B, € C(BH\C(4). (10.31)
Definimos ahora ina funcién f; : I — [t;, ti~q] dada por
fil8) = t;+ st — &)

Claramente, f; es continua y estrictamente creciente. Asi pues, de (10.31) y
¢l Lema 10.2.5 se tiene que la funcién oy, : I = Cp, X) dada por

ati(s) = Ay = At.‘+8(ts—:—tc} (10"32}

es un arco ordenado de o, (0} a oy, {1). Es decir, oy, es un arco ordenado de
Ay, a A, . Notemos que de la construccion de oy, se tiene que

Otgi(I) C £

Ahora bien, para cada ¢ € (4;,1.1) definimos una funcién oy : 7 = Cp, X)
como sigue. Dado que x es continua, podemos tomar v € I de tal manera
que o, (r) € p~1(t). De aqui y de (10 32) se tiene que

a(r) = A € &,
Definimos ahora o : I —~+ C'(p, X) como
o) = oy {r +s(1—7)}

Podemos observar que ¢, estd bien definida y es continua
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Por otra parte, si s < s’ entonces
as) = ap(r+s(1—1)) € ay{r-+501-7)) = afs)
Ademas,
) = oir) = Ay el) = ay(l) = A, (10 33)

Por tanto, ¢ es un arco ordenado de A; a A, , v, ademds, es ficil ver que si
<t <y <t entonces

o (I} C eu(l) C oy (I) C E. {(10.34)
Ahora bien, para cada t & {t;,£;—1) definimos una funcién v : I = C(p, X)

como

els) = {at(zs)’ s Seig’ %J (10.35)

Y (28 =1), st seli ]

- Por hipdtesis de induccién y (10.33) se tiene que

o] (2(%)) = A3¢—1 = %i«:(o) = Yt (2(%) = 1)“
~ De esta manera, es facil ver que -y, estd bien definida.
Por ot1a parte, como ¢, es un arco ordenado de A, & Ay, |, ¥ 7, €5 un
“arco ordenado de A;,_, a Ag,, obtenemos que % es un arco crdenado de A, a
Aty
Probarernos por iiltimo que si &; < € < y < 1o, entonees v, (1) © w(f) C£.
Vearnos tres casos.
Casol ¢ <t<y.
Por hipdtesis de induceidn, en este caso antomdticamente tenemos que
Yl 1) € wl(I) C v, (I) C &
Caso 2 t < i S
De la hipétesis de induccién, de (10.35) v de (10.34) se signe que

YolI) € (D) C© wld) = a(DUy,,(I) C £

Caso 3 t <y <.
De (10.35) v (10.34} ¥ de la hipétesis de induccién se desprende que

'Ty(-[) = ay(I)U%i~1{I) C (DU ) = wll) C &
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De esta manera terminamos el paso inductivo y obtenemos que, para cada
¢ € (p(A), 1), existe un arco ordenado y» de Ay a Ay, tal quer Ay € &,
Yo{I) C € ysi (A} < t <y < tp, entonces (1) C v(]).

De manera similar puede probarse que para cada t € (fg, u(B)) existe
un arcoe ordenado ¢ de Ay a A para alguna A; € & con las siguientes
propiedades: {{I) C £ ysifg < s < & < p(B), entonces (I} C ((I)

Terminamos la prueba de la proposicidn.

]

Lema 10.2.7 Sean X wn continuo alriddico, » € X y p wne funcidn de
Whitney pare Clp, X) Sean A y B son dos subcontinuos de X, terminales
en p y consecubtvos tales que A C B. Enfonces existe un arco ordenado o,
de A a B, tal que a(I) C &,

Demostracion:

Sea ity € (,u(A),,u(B)) ¥ supongamos que & = {A;,Bt} cada vez que
t-€ {u(A),2). De acuerdo al Lema 10.2.6, para cada ¢ € (u(A4),t;) pode-
mos tomar un aico ordenado v, de A; a A, con 4, € & y tal que si
#{A) <t <y < o, entonces (1) C 1(f) C €. En particular, 4, € 7(I).
En otras palabras,

A C Ay

Ahora bien, como A es terminal en p y g es de Whitney, es clato que A C A,
cada vez que t € (u(4),5]. Por ot1a parte, definimos una funcidn f: 7 — f
dada por

F0) = uA) +1 (10~ (4)).
Es claro que f es continua y estrictamente creciente, y que
fO = uld) v )=t

Asi pues, estamos en condiciones de aplicar el Lema, 10.2.5, para obtener que
la funcién o' : I - C(p, X) dada por &'(r) = Agy) es un arco ordenado de
(0} a ¢/(1). Es decir, o es un arco ordenado de Ay = A a Ay, Més
atn, por constiuccién obtenemos que of(I) C £.

De manera similar podemos construir un arco ordenado 3 de Ay, a B de
manera que S{7) C £ Como consecuencia de esto, es facil ver que la “unién”
de o v # es un arco ordenado de A a B cuya imagen estd contenida en £.
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Terminamos la prueba del lema.

Lema 10.2.8 Sean X wun condinue ofriddico, p € X, p wna funcidn de
Whitney para C(p, X} yt € I tol que p7t(t) es un arco. Supongamos gue
& = {A,B} y que AN B tiene dos componentes Cap y ¢ Sia y 8 son
areos ordenodos de Cap a A y o B, respectivamente, y K € u='(2) es tal
gue K = a(s) U B(r) pora algunas 1,5 € I, entonces a(s) N B{r) =Cap

Demostracidn:
Claramente Cy 5 € afs) N B(r). Sisuponemos que a(s) N G(r)NC" # @,
entonces usando el Lema 10.1.7 (iv) se tiene que

A\B C a(s) y B A C B{r).

De esta manera, estamos en condiciones de aplicar el Lema 10 1 6 para ob-
tener que C' < K. Sin embargo, esto nos Heva a que

AUB = CA,BU(A\B)U(B\A)UO' Cc K,

lo cual contradice que g es de Whitney, Por tanto, a(s)n 8(r)NC =0,
Terminamos la prueba del lema.
O

Lema 10.2.9 Sean X un continuo atriddico, p € X, p une funcién de
Whitney para C(p, X) y t € I tal que p~'(t) es un arco. Supongamos
que & = {A,B}, con AN B no conezo y que o es un arco ordenado de
CapaeA SiKeu'W\{AB} yvZ ¢ nus(l)\{K}, entonces existen
W e ngz{(I)\{K} ys€[0,1) tales que a(s)NW € Cp, X) ya(s)\ K #

Demostracion.

Empecemos notando que 4y 5 € KN Z (Lema 10.1.9). Sea £ un arco orde-
nado de Cap a B. Gracias al Lema 10.1.11 existen z,2',y,9 € [ tales
que

K = alz)UBz) v Z = aly)UBW).
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Como Z € ng,p(I) v p H{t) = na,a{]), no es dificil ver que K € naz(1).
Usando €l Lema 10.1.4 obtenemos que a(y’) = Caz C K. En particula,
oy} C al) : (10.36)

Si suponemos que S(y) C S{x), entonces tendriamos que Z C K, 1o cual es
una contradiceién. Por tanto, B(x) € B(y)- De aqui que

x <y {10.37)

Por otra parte, el Lema 6.1.3 nos dice que AN B tiene dos componentes Cy g
v .

Ahora bien, por el Lema 10.2.8 sabemos que a(z’) N S(z)NC = 0. Asi
pues, como 3 es continua, gracias a (10.37) podemos elegit r € {z, ) tal que

{a(z)nB(r)nC' = .
Similarmente, tomemos s € (z’, 1) tal que
a(s)NBEINC C afs)NBrinc’ = 0. (10.38)
Considerertos también s, € I tal que a(s,) U 8(r) € p~(f) (Lema 101 4) y
W = a(s,} U A{r). Por definicion de 7 tenemos que 5(z) C 8(r) T A(y). De
acuerdo a esto, es fAcil ver que
a(y) € afs) € o) S afs). (1039)

En particular, W # K. Veremos que W y s satisfacen las condiciones reque-
tidas.
De (10.38) se desprende que

aI\VK = als)\(a@)UB(E) = (o) \ala)) N {a(s)\ B(z))
{(a(s)\ a(@)) N (a(s)\ Cae) = als)\al) # 0.
Por otro lado, gracias a (10.39) y (10.38) se tiene que
a(s)NW = a(s)N(al(s,)UB(r)) = a(s,)UCe = ofs) € Clp,X).
Finalmente, usando (10.39) no es dificil ver que
Crz = aly)UBz) C als,)Up(r) = W

Asl pues, del Lema 10.1.14 concluimos que W & 5g z(1)
Concluimos la prueba del lema.
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Lema 10.2.10 Sean X un continuo afriddico, p € X, p una funcidn de
Whitney pora C(p, X) y t € I tal que u™ () es un erco. Supongamos que
£: = {A, B}, donde AN B ne es conezo, y sean LW € p71(t) tales que
LAEW gy LW e C(X). 8 {8}, C I es una sucesidn que converge a i
y pare cada i € N tenemos elementos L, W; € p~'(t;) tales que W; —» W y
L; = L, entonces existe N € N tal que L; N W; € C(X) coda vez que i > N.

Demastracion:
Por el Teorema 6.1.11 sabemos que AUB es tevminal, asi que si ; < p(AUB),
entonces existe N' € N tal que L;, W; C AU B cada vez que i > N'. Por
otra parte, gracias al Lema 6.1.3 tenemos que A M B tiene dos componentes
CA,B ¥ .

Sean o y f# dos arcos ordenados, de Cyp a A y a B, respectivamente.
Hintonces, el Lema 10.1.11 nos dice que existen z,2’',y,y’ € I tales que

L=cohull v W= cay)uply

Supondremos que % < y. Entonces no es dificil ver que

Ble) C By v oly) & elz) (10.40)
Ademis, como L NW es conexo, se desprende que
alzYNAyINC =B = ey Npz)NC. (10.41)

Analizaremos dos casos.
Caso 1 {L,W} N {A, B} ={. En este caso tenemos que
Ln(B\A) # 0 # LNn(A\B)
Entonces existe M > N’ tal que
Lin(B\A) # 0 # Lin(A\B)

para cada ¢ > M

Seai > M. Como consecuencia del Lema 10.1.6 se tiene que Ca 5 C Ly
usando la Observacidn 10.1.10 obtenemos que L; = a{rf} U B(r;) para
algunas r;,7{ € I De manera similar, existen s;, s, € I tales que
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Wi = a{s) U B(s;). De esta maners, dado que W, - W v L; » L,
necesaliamente tenemos que

a(s;) = aly) Blss) — Bly}
ofri} = al@) y Alr:) — B(z) (10 42)

Una vez establecido lo anterior, usando (10.40) y {10.41) no es dificil
ver que existe N > M tal que

a(f )N ps)NC = 8 = alsnBF)nd
cada vez que i > N. Ademds, podemos suponer que

Bs) CBls:) vy ofsi) Cofr)

De aqui que
alr) Npls) = Cap = als) N Blr).
Entonces
LinW; = (a()) UBE)) n (a(s) UB(s))
= [ar ’)r‘l(a(s)u ﬁ[sz))] [ﬁ(r )n (s U B(s:))]
= als)) U (o) N B(s:)) U (B0r:) Nals))) L B(r:)
— a(HUB() € C(X).

Caso 2 Ac{L,W}o Be{L W}

Supongamos que L = A Como LNW € C(X) v L # W, claramente
tenemos que A #£ W #£ B. En otras palabras,

Wn(A\B) # & y Wn(B\A) # 0.
Entonces podemos tomar M > N’ {al que
W;n{B\4) # 0 £ W;n{4A\ B) {10 43)

i)ar'a,— cada ¢ > M. Como consecuencia de {10.43) y del Lema 10.1.6
se tiene que Cyp C Wi; usando una vez mds la Observacién 10 1.10
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obtenemos que W; = a(s)) U 5(s;) para algunas s;, s} € 1. Por otra
parte, como W N A€ C(p, X), existe N € N, N > M, tal que

BlsyNANC =9 (10.44)

cada ves que 1 > N

51 suponemos que

para alguna subsucesién {L;, 122, de {£;}3,, entonces usando un argu-
mento similar al del caso anterior podemos concluir el resultado deseado
para dicha snbsucesién. Asf pues, podemos suponer gue L; C A para
cadaie N

Finalmente,
Wink; = {a(s)UBls))NL; = {a(s)NL)U(B(s) N L)

Sin embargo, usando (10.44) se tiene que 8(s;) N L; € Cans C afs)),
asi que

E’V,; ﬂL; = (1’(55) (B L.,'
cada vez que ¢ > N. Por tanto, Wy N L; € C(p, X) pazacada i > N.

Terminamos la prueba del lema.
O

Lema 10.2.11 Sean X un continuo atriddice, p € X y p une funcidn de
Whitney para C(p,X). Considéremos t € I, & = {A, B} y una sucesion
{ta}2, C I que converge a t. Si A, € &, y K, € pu'(t.) son tales que
A, = A, K, = K y AnB € C(p, X), entonces limsupna, ,({) C nax(I).

Demostracidn:

Sea W & limsupna, g, (), entonces podemos considerar una subsucesidn
{tn. )2 C {takily ¥ Wi € 4, K, tales que W; — W. El Lema 10.1 9
nos dice que W; C A, U K, de modo que, del Lema 3.2.5, deducimos que
W C AU K. Vertemos que Cypr CW.




10.2 La caracterizacién 225

Podemos suponer que A # W # K y, en este caso, tenemos que
WAVA # 0 # W\K.

Por otra parte, en virtud del Lema 10.1.13 se tiene que WNA = Cuow y WnN
K = Cw i Asi pues, aplicando el Lema 10.1.6 obtenemos que Chx C W.
Finalmente, del Lema 10.1.14 se desprende que W € nax (). Por tanto,
lim supna, k. {7) C na,x{f).
Terminamos la prueba del tema
)

Lema 10.2.12 Sean X un conttnuo atriddico, p € X y p una funcion de
Whitney para C{p, X). Consideremos t € I y una sucesidn {t,}32, C I que
converge at. Si A, € &, y K, € p™1(t,) son tales que A, - Ay K, =+ K,
entonces se tiene que Na, &, () = 145 (I}

Demaostracién:

Por el Teorema 10 1.18 sabemos que 4~ (¢) &5 un arco ¢ un punto para cada
t € I, y por el Lema 10.1.26 se tiene que & = {4, B} para alguna B € u~1(¢)
Supongamos que 74, g, (1) no converge a 4 x (I}, entonces existe una subsu-
cesion na, x, (I) que converge a J para alguna J € C(C(X))\ {nax(7}}.
Como g es continua obtenemos que J € up~'(t). Notemos ademas que
A K € J yque J es conexo, asi que 4 x(f) € J.

Haremos el resto de la prueba analizando dos casos.

Caso 1 K € {A,B} o AN B € C(p,X).

Si K = B, entonces p~ 't} = nax{l) € J, lo cual es una contra-
diecién. 5i An B € C(p, X), entonces del Lema 10.2.11 deducimos
que J C nax(l), v Hegamos a una contradiceién. Supongamos ahora
que A = K y tomemos W & 7. Entonces existen una subsucesién
{tn} 21 C {tutoly ¥ Wi € 4, k., tales que W; -+ W. El Lema 10.1.9
nos dice que W; C A,, U K,,, de modo que, del Lema 3.2.5, deducimos
que W C A. Por tanto, dado que p es de Whitney, obtenemos que
W = A. Como esto es una contradiccidn, podemos concluir que este
caso es imposible, :

Caso 2 AN B noesconexo y A # K # B.
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Sea Z € T\ nax(l). Como A es un punto extremo del nivel p='(f)
obtenemos que Z &€ ngx g(I).

Constderemos dos arcos ordenados, oy 5, de Cy g 2 A v a B respectiva-
mente. Gracias al Lema 10.2.9 podemos tomar W € 5 z(DV{K}YC T
y's € [0, 1) tales que

as)nW e Clp, X} v ofs)\K#0

Como s < 1, podemos notar que A\ as} #0

Por otro lado, es facil ver que K € 4w (1), asi que usando el Lema
10.1.9 se tiene gue

C_.q,w c K. (1045)

Ademés, como W € limna, x, ({), podemos tomar W; € nAni,Kn,(I)
tal que W; — W.

Elegimos v € I tal que a(s) U B(r) € p () {Lema 10.1.4) y definimos
L = a(s)UBK) € u ().

Como o(s) \ K # 0, es ficil ver que L € 54 k(). De acuerdo a esto,
K € 9 w(I), sin embargo L # K # W. De aqui no es dificil ver que

Ko LUW, L\(KUW) £ ¢ y W\(KUL) # 8
(10 46)

Denotaremos a K, simplemente como K; y haremos el resto de la
prueba en una serie de pasos.

Paso 1 K; C LUW, para ¢ suficientemente grande.

Supongamos que existe una subsncesién {&;, }_, de {K;}2,, tal
que K;, \ (LUW) = {I. Como consecuencia del Teorema 6.1.8, X
no contiene triodos débiles. Asi pues, podemos suponer, tomando
una subsucesion si es necesario, que L C K; UW oW C K; UL
En el primer caso obtenemos que L € K UW v, en el segundo,
que W C K UL. De esta manera, en ambos casos llegamos a
uns contradiccidn con (10.46). Por tanto, podemos concluir que
K; C LUW, para i suficientemente grande.
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Paso 2 Para i € M suficientemente grande, existe 7; € I tal que a(s)U)
B(r:) € pHitn,). Definimos L; = a(s) U B(ry).

Dado que 4\ as) # ), se tiene que u{als)) < t,, para ¢ suficien-
temente grande, asi que podemos considerar r; € I de tal manera
que a(s) U B(r;) € ' (ta).
Paso 3 K; C L; UW,, para ¢ suficientemente grande.

Por (10 46) sabemos que L\ {K UW} # . De esta manera, para
suficientemente grande se tiene que L\ (K;UW;) # 0. De manera
similar, Wi\ (K;U L;) # 8. Asi pues, en virtud del Teorema 6.1.8,
obtenemos que K; C L; UW,, si { es suficientemente grande.

Paso 4 Ki = W,;

No es dificil ver que LNW = (a(s) N W)U S{r) € C(X). Como
consecuencia de esto y del Lema 10.2.10, para ¢ suficientemente
grande podemos suponer que L; N W; € C(X), asi que podemos
tomar dos arcos ordenados, oy v 5;, de L nW; a L; y W, 1espec-
tivamente. En el Lema 10.1.13 vimos que, en este caso, ;N K; ¥
K;NW, son conexos. De acuerdo a la Observacidn 10.1.10 tenemos
que a; ¥ [ son tinicos ¥ que

Li i K‘i = CL,‘,K“ = a‘t(z) ¥ Wfa r Ki = CW,',K,‘ = ,51:(3;)!
para algunas z,x € I. De aqui vy el paso anterior se sigue que
K = (2} U Bi(z) € nr,w{d)

Sin embargo, de acuerdo a la eleccién de W; es facil ver que
Nan, (L) € Nag, wi(I) T N4, k() para i suficientemente grande.
De aqui se desprende que K; = W,.

Como consecuencia del paso 4 se tiene que K = W. Esta contradiccién vino
de suponer que 74, x, {({} no converge a R4 (1), ast que podemos concluir la

prueba del lema.
d

Teorema 10.2.13 Sean X un continuo atriédico, p € X, p una funcidn de
Whitney para C{p, X) y v una funcidn de Whitney para C(C{X}). Supon-
gamnes que A y B son dos subcontinuos de X, terminales en p, consecutivos
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y gue A C B. Bnlonces existe un homeomorfismo
B [u(A), p(B)] = {(67) € [u(A), w(B)) x T = 0< v < v(u™ (@)},
tal que R{A) = (u{4),0) y h{(B) = (u(B),0).

Demostracidn:

Consideremos un arco ordenado ¢ como en el Lema 10.2.7. Entonces para
cada t € [(A), 4(B)] podemos tomar s, € I tal que afs,} € p~'(2). Defini-
mos

o = as).
De hecho, el Lema 10.2.7 nos dice que
ay € & (10.47)

Definimos ahora una funcién h 1 p~ [u(A), u(B)] — [u(A), w(B)] x I
dada por

hK) = (}.&(K), V(ﬁa#(m,f((n))
Haremos el resto de la prueba en una serie de pasos.

Paso 1 h estd bien definida y es continua.
Claramente h estd bien definida.
Tomemos ahora una sucesion {K,}32., < p' [u(A), p(B)] que converja

a K. Como p es continua se tiene que u(K,) — p{K). Ademds, como

o también es continua es ficil ver que
Qu(Ka) ~F Cp(K):
Si aplicamos ahora el Lema 10.2.12 se sigue que
RopirinyKn (I) = Doy K (I)

Finalmente, dado gque v es continua obtenemos que

W) = (B ¥ (layerimia D)) = (1K), ¥ (e, 0 (D)) = LK)

Por tanto, h es una funcién continna.

THSIS CON |
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Paso 2 F es inyectiva.

Sean K,K' € p~[p(A),s(B)] tales que h(K) = h(K'). Entonces
claramente

wK) = wE) ¥ (e kD)) = v(agex (D)) (10.48)

En particular, a,ixy = o). Asipues, tenemos que los arcos -~ (D)
¥ 7’]&“(“,)’}(’{1- ) tienen el punto extremo ok en comin, el cual, por
(10.47), también es un punto extremo de p~'{u(K)}. Como conse-
cuencia de esto obtenemos que 108 arcos o,y & (1) ¥ Nayyr, 7 {1 son
comparables Sin embargo, de acuerdo a esto, a (10.48) y al hecho de
que i es de Whitney deducimos que

Tz k)] = Mo it (1)-
De aqui que K = K’ v podemos concluir que h es inyectiva.
Paso 3 h(A4) = (p(4),0) y h(B) = {u(B),0).

Como A es teiminal en p, por el Lema 10 1.20 tenemos que 4 = o4y,
asi que

W) = (), ¥ (o)} = () v({4}) = (u(4),0).
Similarmente, B = a,py. De aqui que
MB) = (B(B),v(Maes (D)} = (w(B)¥({BY)) = (u(B),0).
Paso 4 im(h) = {(t,7) € [p(d), W{(B)] x T : 0<r < v{p '@}
Notemos que si ¢ € [u(A), u(B)] v & = {ay, B}, entonces
wE) = (LrlnaD)) = (Lr®)) v
Mew) = (Lv(madD)) = (t¥({ed)) = ¢0)

De esta manera, usando la conexidad del nivel g7 (¢) (Lema 5.2.3) y
la continunidad de & es facil ver que

M) = {5 [0 (umt®)].
Por tanto, la imagen de A se puede ver como el conjunto
{(t.7) € [w(A), w(B)] x I : 0 <r <u(p ()}

i
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Como el dominio de h es compacto, de acuerdo a los pasos 1 ¥ 2 tenemos
que h es un homeomorfismo en su imagen. Terminamos asi la prueba del

Teorema.
0

Teorema 10.2.14 Sean X un continuo alriddico y p € X. FEnionces eziste
ung funcidn continua g - I — T tel que

Clp,X) = {{(t,r)elxT : 0<r <)}

Demostracion:

Sean p v v funciones de Whitney para C(p, X) vy C(C(X)), respectivamente.
Si Ay B son terminales en p y consecutivos, con A C B, gracias al

Teorema 10.2.13 existe un homeomorfismo

ha g u(A), p(B)] = {(t7) € [(A), w(B)} x I+ 0<r <w(u' (1))},
tal que
Rald) = (1{A),0) ¥ ha(B) = (u(B),0). (10.49)
Consideremos la funcién g : I — I dada por

g(t) = v(u™' ().

Como consecuencia del Lema 10.1.24 v la continuidad de #, se tiene que g es

una funcién continua.
Definimos también k: C(p, X) =+ {{t,7) €I x I : 0 <7 < g(f)} como

_f (p(K),0), si K esterminal enp
h(K) = {m(x), s u(K) € [s(A), u{B))

donde A v B son terminales en p v consecutivos. Haremos el 1esto de la
prueba en una serie de pasos.

Paso 1 £ estd bien definida y es continua.

Del Lema 10.1.20, el Corclaric 10 2.4 v de (10.49), es facil ver que h
estd bien definida.
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Por otra parte, si A y B son terminales en p v consecutivos, entonces

hiﬁ_l [.u.(A},.u(B]] = ha es una funcidn continua. Por tanto, para proba

que £ es continua basta tomar una sucesidn {K,}22, € Cip, X) que
converja a K, para alguna K terminal en p, y ver que A{K,) = A{K).
Supongamos que p(K,) = t, ¥ #(K) = ¢, para algunas t,t, € [ Asi
pues, si K es terminal en p, el Lema 10.1.20 nos dice que u™*(¢) = {K}.
En otras palabras, v(7'(t)) = 0. Como ¢ es continua, entonces

v( ) = glta) = g(t) = v(p'®)) =0

De aqui no es dificil ver que hA(K,) — {(K),0) Por tanto, it es
contina.

Paso 2 h es inyectiva.

Sean K,K' € C(p, X) tales que A{K) = h(K"}, entonces es facil ver
que: o bien X y K’ son terminales en p, o p{K), u(K') € [,u(A}, u(B)],
paia algunos A ¥y B terminales en p vy consecutivos. En ¢l primer caso
tenemos que p(K) = u(K'). De acuerdo a esto y al hecho que de 4 es
de Whitney, deducimos que K = K’. En el segundo caso se tiene que
w{K) y p(K') estdn en la imagen de hy, la cual es un homeomorfismo.
D aqui concluimos que & = K’ v que h es inyectiva

Paso 3 h es un homeomorfismo.

De acueido a los pasos anteriores, como el dominio de £ es compacto
(Teorema 5.1.7), basta ver que h es suprayectiva. Dado que iy es su-
prayectiva para cada A, basta tomar {£,0) € J tal que ¢ ¢ {u{4), #(B)]
para algunos A y B terminales en p v consecutivos Asf pues, si
K e p'(t), del Corolario 10.2.4 se signe que K es terminal en p.
Por tanto, A(K} = (t,0). En consecuencia 4 es un homeomorfismo.

Concluimos la prueba del teorema.
0

Corolario 10.2.15 Un continuo X es atriddico st y sélo 51 para cadap € X
se tiene que

Clp,X) =~ {{t,r)elxI : 0<r <glD)},

donde g, : I -+ I es una funcidn continua para cada p € X.
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Figuia 10.1: C{p, X)

Demostracion:
51 Cp, X) es de la forma en cuestion, entonces C'(p, X) no contiene 3-celdas.

Asi pues, de acuerdo al Lema 5 3.9, se tiene que X es atriddico. El resultado

se signe del Teorema 10.2 14,
0

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN







233

Capitulo 11

Preguntas

El objetivo de este trabajo fue determinar propiedades topoldgicas de los
hiperespacios C(p, X), en términos de las propiedades del continuo X, v
viceversa. En este sentido, hicimos lo posible por resolver todas las preguntas
que se nos ocurtian. A pesar de esto, hubo varias cuestiones que no pudimes
resolver, asf que dedicamos esta parte a presentar las preguntas que quedaron
abiertas. _

Sean X,Y continuos. Diremos que K (X) coincide con K(Y) si existe
una biyeccién g : K(X) — K(¥) tal que C(p, X) » ¢(Clp, X)).

En el capitulo 6 vimos que si X es un continuo tal que K(X) coincide
con K (I) (i.e. X es arco-similar), entonces X no necesarlamente es un arco.
Sin embargo, si X es descomponible, entonces si podemos afirmar que X es
un arco. Similarmente, en el mismo capitule vimos que sl S es una curva
cerrada simple, X es un continuo descomponible y K (X} coincide con K{5),
entonces X es una curva cerrada simple. De acuerdo a esto aparecen un par
de preguntas naturales.

1. Sea T un triodo simple. 3Existe un continuo X, X # T, tal que K(X)
cotneide con K(T)? En ese caso, 3X es ser indescomponible?

2. Mas gencralmente: sea G es una grdfica finite. jFriste un continuo
X, X # G, tal gue K(X) coincide con K(G)? Fn ese caso, ;X es indes-
componible?

Ma4s adelante, en el capitulo 8 probamos que unas funciones particulares
son retracciones (fuertes) por deformacién de 2% en 2;‘ , ¥ analizamos propie-
dades similares para ciertas funciones de C{X) en C(p, X). Estos 1esultados
responden parcialmente la siguiente pregunta.
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3. Dar condiciones necesarios y suficientes bajo las cucles 2} es un re-
tructo (fuerte) por deformacidon de 2%

Naturaimente, uno también puede preguntarse qué pasa con los hiperes-
pacios C(X) v F,(X) en este sentido.

4. Dar condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales Cp, X} es un
retracto {fuerte) por deformacidn de C(X).

5 Peran € N definimos F,(p,X) = {A € Fo(X) : p € A}, Der
condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales F(p, X) es un retracio
(fuerte) por deformacidn de F,(X)

Por otra parte, en el capitulo 9 introducimos los hiperespacios K(X) v
analizamos algunas de sus propiedades topoldgicas. Algo que nos llamd la
atencidn es que estos hiperespacios no siempre son conexos, asi que inten-
tamos hallar condiciones de las cuales se pudiera obtener la conexidad. Las
preguntas generales son las siguientes.

6 Sea X un continuo. Dar condiciones necesarias y suficientes (sobre
X ), bajo las cuales K(Y) es conexo, cuando Y es une compactacidn del rage
con residuo X. :

7. Sea X un continuo. Dar condiciones necesarias y suficientes bajo las
cuales K(X) es conezo

Finalmente, dedicamos el capftulo 10 a caracterizar los hiperespacios
C(p, X) para los continuos atriédicos. Algo que nos gustarfa mucho es hallar
una caracterizacién de estos hiperespacios para una gidfica finita:

8 Caracterizar los hipevspacios C(p, X), cuando X es una grdfica finita

Con esto concluimos este trabajo.

junio 2002
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