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Capítulo 1

Introducción

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo.. Una herramienta
importante para el estudio de las piopiedades de los continuos es la teoría de
hipeí espacios,.

Los hipeí espacios de un continuo X, son espacios cuyos elementos son
subconjuntos especiales de X, Los más conocidos son:

i) el hiperespacio de subconjuntos cerrados de X:

2X — {A C X : A es cerrado y no vacío},

ii) el hiperespacio de subcontinuos de X:

C(X) = {A € 2X : A es conexo}..

íii) el hiperespacio de subconjuntos de X con a lo más n puntos:

Fn(X) — {A C X : A tiene a lo más n elementos}.

Dos libios que tratan ampliamente la teoría de hipeí espacios son Hypers-
paces of Sets, de S.. B. Nadler, Jr.. [Nad78] y Hyperspaces: fundamentáis and
receñí advances, de A Illanes y S. B.. Nadler, Jr. [IN99]..

La teoría de hiperespacios ha resultado ser muy rica y muy útil en el
estudio de los continuos,. Más piecisamente, se ha visto que muchas piopie-
dades topológicas de un continuo X pueden sei establecidas en términos de
las piopiedades topológicas de C{X), y viceversa
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Siguiendo esta idea, el objetivo de cata tesis es investiga! y piesentar
lelaciones entre las propiedades topológicas de un continuo X y algunos
hipeíespacios paiticulares de éste.,

Este tiabajo nació de la idea de considera! hipeiespacios anclados en un
punto. Lo que queremos decir con esto es: dado un continuo X y un punto
p E X, ¿cómo se verá el hiperespacio C(X) anclado en XI es decir, ¿qué
propiedades tiene el hiperespacio C(p,X) — {A € C(X) : p € A}? En este
trabajo nos ocuparemos de dar respuesta a esta pregunta

Hasta ahoia estos hiper espacios han sido algo estudiados, pero no mu-
cho. Uno de los resultados más importantes, probado por C, Ebeihart en
1978, es que estos hiperespacios son retractos absolutos (véase [Ebe78, Thm
2]),. También se conocen condiciones bajo las cuales C(p,X) es un cubo de
Hilbert. (véase [CS78] y [Ebe78, Thm 4, 6, 8]),,

En los capítulos 2 y 3 presentamos nociones y herramientas básicas de las
teorías de continuos e hiperespacios,. Más adelante, en el capítulo 4 recor-
damos algo de la teoría de continuos ineducibles que usaremos a lo largo de
la tesis; dicho capítulo lleva un asterisco, porque consideramos que el lector
familiarizado con el tema quizá no necesite revisarlo.. En el capítulo 5 empe-
zaremos el estudio de los hiperespacios C(p. X) analizando relaciones entre
algunos continuos particulares X y sus hipeiespacios C(p,X). Asimismo
presentamos varios ejemplos y contiaejemplos en este sentido..

Para un continuo X consideramos también un hiperespacio muy especial:
K(X) = {C(p,X} : p € X) y estudiamos su estructura. En particular,
se analizan relaciones entre las propiedades topológicas de X y aquéllas de
Kíxy,

Una primera pregunta es: si X y Y son continuos, ¿cuándo coinciden
K{X) y Kiyyt Como eso de que coinciden no es muy claro, hay que
precisarlo,, Diremos que K{X) y K(Y) coinciden si existe una biyección
g : K{X) -?• K{Y) tal que g(C(p,X)) es homeomorfo a C{j>, X) para cada
xeX.

Así pues, nos empezamos preguntando si, dado un aico A, K{A) carac-
teriza al arco, es decir, si un continuo Z es tal que K(A) y K(Z) coinciden,
entonces Z es un arco En el capítulo 5 vimos que éste no es el caso; no
obstante, en el capítulo 6 probamos que si Z es descomponible, y K(Z) coin-
cide con K(A), entonces Z es un arco Sin embargo, lo que nos interesa es
caiacterizar a los continuos Z para los cuales K(Z) coincide con K(A)., En
el capítulo 7 presentamos una caracterización de la clase de dichos continuos..
A un continuo en esta clase lo llamamos arco-similar
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Una vez resuelto este problema nos hicimos una pregunta similar para una
curva cerrada simple S. A saber: ¿si un continuo Z es tal que K{Z) coicide
con K(S)> entonces Z es una curva cenada simple? Una vez más encontramos
un ejemplo que muestra que éste no es ei caso y, más adelante, en el capítulo
6, se muestra que si Z es descomponible, y K(Z) coincide con K(S), entonces
Z es una curva cenada simple. También obtenernos una caracterización de
la clase de continuos Z con las propiedades en cuestión y, en el capítulo 7,
los caracterizamos como la clase de continuos cuyos subcontinuos propios y
no degenerados son ateos, y no tienen puntos extremos A los continuos de
esta clase los llamaremos circulo-similares

Durante la elaboración de este trabajo, el Dr Paweí Krupski preguntó qué
relación había entre la clase de continuos arco-similares y la clase JCi, donde
dicha clase consiste en los continuos X tales que X es encadenable, tiene la
Propiedad de Kelley, X tiene uno o dos puntos extremos y sus subcontinuos
propios y no degenerados son arcos.. En el capítulo 6 damos respuesta a esta
pregunta, probando que la clase JC\ está contenida en la clase de continuos
arco-similares, pero que no son iguales..

Poi otra aparte, en el estudio de los continuos arco y .círculo-similares
nos .encontramos una clase más general de continuos, a los que llamamos
continuos estrambóticos.. Ya que estábamos en esas, decidimos caracterizarlos
a ellos también, en términos de sus hiperespacios K(X),, Presentamos esta
caracterización en el capítulo 7.,

En el capítulo 8 consideramos los hiperespacios 2* = {A £ 2X : p G A} y
establecemos condiciones bajo las cuales 2* es un retracto por deformación,
o un retracto fuerte por deformación de 2X. En este capítulo, también se
estudian propiedades similares para los hiperespacios C(p, X)

Dedicamos el capítulo 9 a investigar las propiedades topológicas de los
hiperespacios K(X) en relación a aquéllas de X, Estos hiperespacios resul-
taron no portarse tan bien como los hiperespacios C(X) {no siempre resultan
ser continuos, por ejemplo); sin embargo, hay muchas cosas que se pueden
decir sobre su estructura. Como aplicación, establecemos una caracterización
de los continuos hereditariamente indescomponibles..

Finalmente, nos preguntamos qué pasaría con los continuos atriódicos. En
esta clase de continuos "el crecer" está muy restringido, así que la estructura
de sus hiperespacios C\jp,X) resultó ser muy sencilla., Dedicamos el último
capítulo a presentar las propiedades generales de esta clase de continuos,
a fin de dar una caracterización de sus hiperespacios C(p,X) Con esto
terminamos este trabajo
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Capítulo 2

Preliminares sobre Teoría de
Continuos

2.1 Notación

Empezaiemos presentando la notación básica que se usaiá a lo largo de este
trabajo. La letia / denotaiá al intervalo [0,1], N al conjunto de números
natuiales y C al conjunto de númeíos complejos. También, S1 denótala a la
ciicunféiencia unitaria en el plano complejo, es decir, S1 = {z € C : \z\ = 1}..

Poi otra parte, si X es un espacio topológico, y A c B c X, entonces A ,
intsiA), FTB{A) y exts{A) denotarán a la cerradura, el interior, la frontera
y el exterior de A con respecto a B, respectivamente.. En el caso en que
B — X, simplemente omitiremos la B

Sean (X, d) un espacio métrico, w € X y e > 0. Denotaremos a la e-bola
alrededor de w como

B(s,w) ~ {x e X :d{x,w) < s}..

Finalmente, para un espacio topológico X, dím(X) denotará la dimensión
de X y diam(X) denotará su diámetro, en el caso en que X sea métrico.

2.2 Conceptos básicos
Empezaremos por introducir los conceptos elementales que se usarán a lo
largo de este trabajo.



2.2 Conceptos básicos

Definición 2-2.1 Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un con-
tinuo si X es un espacio métrico, compacto, conexo y no degenerado.

Nota: Si X es un continuo, X tiene una métrica d, así que en principio
tendríamos que referirnos a X como (X, d) Para facilitar la notación; a
menos que se indique lo contrario, en este trabajo establecemos que el símboio
X representa al continuo con su métrica d..

Definición 2.2.2 Un subcontinuo de un continuo X es un subespacio no
vacío, cenado y conexo de X..

Paia un continuo X pueden defmnse varios hiperespacios.. A continuación
se definirán los que se considerarán en esta tesis.

Definición 2.2.3 Sea X un continuo Definimos el hiperespacio de cerrados
de X como:

2X ~ {A c X : A es cerrado y no vacío},,

Definición 2.2.4 Sea X un continuo. Definimos el hiperespacio de subcon-
tinuos de X como:

C(X) = {A e 2X : A es conexo}

Definición 2.2.5 Sean X un continuo y n £ M. Definimos el hiperespacio
Fn(X) como:

Fn(X) = {A c X : A tiene a lo más n elementos}.

Definición 2,2.6 Sea X un continuo,, El hipeipespacio F(X) está dado
por;

F(X) = {J{Fn(X):neN}

Estos hiperespacios tienen muchas propiedades interesantes, empezare-
mos a detallarlas en el Capítulo 2
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2.3 Continuos Particulares

Trabajaremos también con varias clases particulares de continuos, que ense-
guida definiremos,.

Definición 2.3.1 Decimos que un espacio topológico es un arco si es ho-
meomorfo al ínteivalo [0, l]

Definición 2.3.2 Decimos que un espacio topológico es una curva cenada
simple si es homeomorfb a Sl-

Definición 2.3.3 Un continuo X es una gráfica finita si se puede escribir
como una unión finita de arcos Ai, , Ai, de tal manera que si los arcos A
y Aj se intersectan, entonces lo hacen en uno o en sus dos puntos extremos;

Definición 2.3.4 Sea n G N Decimos que un subcontinuo Y de un con-
tinuo X es un n-odo si existe K e C{Y) tal que Y \ K tiene al menos n
componentes,, Llamaremos a K el corazón del Ti-odo En el caso en que
n = 3, diremos que Y es un triodo..

Definición. 2.3.5 Diremos que un continuo X es atriódico si X no contiene
triodos,.

Definición 2.3.6 Sea n € M, Decimos que X es un n-odo simple si X es
un n-odo tal que

i) el corazón de X consta sólo de un punto i € l y

ii) X\{x} consta exactamente de n componentes Aít A2, • •, Ai tales que
Ai U {x} es un arco para cada i 6 {1,2, , n}.,

Definición 2.3.7 Sea n € N.. Decimos que un continuo X es una n-celda
si X es homeomorfó a In

Definición 2.3.8 Un cubo de Hilbert es un espacio homeomoiíb al producto
cartesiano jQSi ^ donde /¿ = [0,1] para cada i

Se sabe que los cubos de Hilbert son continuos (véase [Nad92, p. 4])

Definición 2.3.9 Sea X un continuo. Decimos que X es umcoherente si
cada vez que A y B son subcontinuos de X tales que A U B = X7 se tiene
que -4PiBes conexo..
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Definición 2.3.10 Sea X un continuo, Decimos que X es descomponible
si existen dos subcontinuos propios A,B de X tales que A U B = X. En este
caso diremos que X se descompone en A y B Si todos los subcontinuos no
degenerados de X son descomponibles, diremos que X es hereditariamente
descomponible.

Definición 2.3.11 Decimos que un continuo X es indescomponible si no
es descomponible Más aún, X es hereditariamente indescomponible si todos
sus subcontinuos son indescomponibles,.

A continuación introducimos una definición muy relacionada con el con-
cepto de descomponibilidad.,

Definición 2.3.12 Sean X un continuo, A € C(X) y p € A, Definimos la
composante de p en A como

Z}=\J{KeC(A)\{A}:p<EK}

Cuando A — X escribiremos simplemente £p,.

El siguiente es un íesultado conocido que se usaiá mucho en este trabajo.

Teorema 2.3.13 Si X es un continuo indescomponible, entonces X tiene
una cantidad no numerable de composantes. Más aún, las composantes de X
son ajenas dos a dos y son densas en X

Véase [Nad92, p. 83, 203, 204].

Finalmente recoi damos una definición relacionada con la conexidad..

Definición 2.3.14 Sean X un continuo y p e X Decimos que X es conexo
en pequeño en p (abreviamos cik en p) si para cada subconjunto abierto U
de X, que contenga a p, existe un subconjunto conexo K, de X, tal que
p € int{K) C U.

Diremos que X es conexo en pequeño si lo es en p paia cada p e í .
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2.4 Herramienta general

La siguiente es una lista de resultados más bien técnicos -y elementales-, sin
particular relación entre sí, pero que constituyen una herramienta importante
a lo largo de la tesis., Se ha decidido dedicarles una sección particular- de este
trabajo, a fin de que las pruebas no alteren la continuidad y coherencia del
mismo,. Por otra parte, un lector familiarizado con la Teoría de Continuos
probablemente conocerá varios de ellos, y podrá saltárselos..

Empezaremos con un par de resultados conocidos de la Teoría de Conti-
nuos, que nos servirán mucho en el desarrollo de esta tesis.

Teorema 2.4.1 (de los Golpes en la Frontera) [Nad92, Teorema 5..6]..
Sean X un continuo y U un subconjunto propio y no vacío de X, Si D es

una componente de U entonces D C\ Fr{U) ^ 0,.

Teorema 2.4.2 (del Cable Cortado) [Nad9%, Teorema 5.2]. Sean X
un espacio métrico compacto y A,B € 2X, Si ninguna componente de X
intersecta a la vez a A y a B, entonces X = Xi U X2, donde X\ y X% son
subconjuntos cenados y ajenos de X que satisfacen Ac Xi y B C X%.

Lema 2.4.3 Sean X un continuo y K € C(X), Si C es una componente de
X\K, entonces K UC es un subcontinuo de X,

Demostración::
De acuerdo al Teorema 2 4,1 tenemos que CnFr(X \ K) ^ 0., Sin embargo.
Fr{X\K) = Fr(K\ ssí qua

0 T¿ CdFr(K) C CHK..

Por tanto K U C es conexo.,
Por otia parte, como C es una componente de X \ K, se tiene que C es

un subconjunto cerrado de X \ K, es decir, (X \ K) \ C es abierto en X \ K
Sin embargo, X \ K es un subconjunto abieito de X, así que el conjunto

es abierto en X. '
En consecuencia, K U C es cerrado., Como ya vimos que también es co

nexo podemos concluir que KuC G C(X) y terminamos ia prueba del lema
D
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Lema 2.4-4 Sean X un continuo y A € C{X) Supongamos que -existe
una familia de subcontinuos {K\, K?, •• • , Km} tales que si i G {l, 2,...., m},
entonces

i) Ki U A es conexo y

ü) {Ki \Kj)\A¿$Í para i ¿ j

Entonces A U Ki y AU Kj son dos subcontinuos no comparables de X cada
vez que i ̂  j..

Demostración: *'
Tomemos {i, j] C {1, ¡m} con i ̂  j ,

Entonces

0 T¿ (K^K^XA C {ÁUKÚ^AUKj). (2.1)

De maneía análoga se puede ver1 que

(AUKijXiAuKi)^®,, (2.2)

De (2.1) y (2,2) deducimos que A U Ki y A U Kj no son comparables.

•

Lema 2.4.5 Sean X un continuo y B, B', H € C{X). Supongamos que
BcB'yHDB ¿ 0 # HnFr(B') Entonces HC\Fr{B) # 0.

Demostración:
Turnemos x € HC\Fr{B'), Analizaremos dos casos.,

Caso 1 x ̂  B,,
Poi hipótesis tenemos que HnB ^ 0 y en este caso Hn(X\B) ^ 0.,
Como i í es conexo se sigue que H C\ Fi(B) ^ 0

Caso 2 i 6 B .

Como B C B' y a; € Fr(B') C X\B' C X\B, obtenemos que
x € Fr(B) Poi tanto HnFr(B) ¿ 0.
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En ambos casos llegamos a la conclusión buscada, así que concluimos la piue-
ba deí lema

•

Lema 2.4.6 Sean K y L dos subconjuntos cerrados de un continuo X.. En-
tonces int(K U L) C int(K) U L.

Demostración
Se&x&X\ (mt{K)Ul)

Sea U un subconjunto abierto cualquiera de X tal que x € U• Como
x $ L podemos suponer que U C X \ L. Además, dado que x ̂  int(K) se
tiene que U \ K ^ 0,,

De aquí que

0 ^ U\K = U\(KUL).

Así pues, obtenemos que x $ int(KU¿)y concluimos la prueba del lema.
D

Lema 2.4.7 Sea X un continuo y sean L y K dos subconjuntos ceñudos de
X, Siwe Fr(L) \ K, entonces w € Fr{L U K) •

Demostración::
Como L es cenado tenemos que

(2,3)

Tomemos ahoia un subconjunto abieito U de X tal que w E U Supondremos
que U C X \ K. Como w € Fr(L) existe un punto z tal que

z e (X\L)DU C {X\L)n{X\K) = X\(LUK).,

Por- tanto

weX\(LUK,)..

De aquí y de (2 3) se sigue que w € Fr(L U K) y concluimos la prueba del
lema..

D
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Definición 2.4.8 Sean X un continuo y a,b € X Decimos que X es irre-
ducible entre a y b si cada vez que A G C(X) es tal que {c,6} C 4 , se tiene
que A = X..

Lema 2.4.9 Sean X un continuo y a,b dos puntos distintos de X, entonces
existe K G C{X) tal que K es irreducible entre a yb

Demostración:
Consideremos el conjunto C({a, b}, X) con el orden natural de la contención
y una cadena A en C({a,ó},X). En particular se tiene que si A,B e A
entonces AC B o B cA Definimos

Como Y es una inteisección de continuos anidados se tiene que y £ C(X)
(véase [Nad92, Teorema 1,8]).. Por otra paite, para cada A € A sabemos que
{a, b] C A, así que {a, 6} C Y y claiamente Y C A. Así pues, hemos encon-
trado una cota inferior para la cadena A, de manera que si aplicamos el Lema
de Zoin ([Hei98, Teorema 8.10]), obtenemos que el conjunto C({a7b},X)
tiene elementos minimales, Sea K un elemento minimal de C({a,b},X),
veremos que K es irreducible entre a y &••

Si suponemos que K no es irreducible entre a y o , entonces existe un
subcontinuo propio L de K tal que {a,b} C L. Así pues, hemos encontra-
do un elemento de C{{a,b},X) que es menor que K, Esto contradice la
minimalidad de K y muestra que K es irreducible entre a y b.

Concluimos la prueba del iema,
D

Lema 2.4.10 Sea X un continuo, entonces X es localmente conexo s% y sólo
si X es conexo en pequeño,

Demostración:
Si X es localmente conexo, entonces es inmediato que X es conexo en pe-
queño.,

Supongamos ahora que X es conexo en pequeño y sea p G X. Para probar
que X es locamente conexo en p tomaremos un subconjunto abierto U de X.,
que contenga a p y la componente V de U que contiene a p Veremos que V
es abierto en X.
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Sea x € V,. Como X es cik en x, podemos tomar un conexo K tai que
x e int(K) c U- Sin embargo, dado que K es conexo obtenemos que K C K.,
Poi tanto x G ¿ni(V) y podemos deducir que V es un subconjunto abíeito
y conexo que contiene a p. Como esto sucede paia toda p € X, concluimos
que X es locamente conexo.

D



Capítulo 3

Preliminares sobre Teoría de
Hiperespacios

En la Sección 1.2, paia un continuo X definimos a los conjuntos C{X) y
2X. En este capítulo veremos que estos conjuntos tienen propiedades muy
interesantes Empezaremos dándoles una topología adecuada, de maneía que
X pueda damos información sobie ellos y viceversa.

3.1 Topología de 2X y C(X)

Definición 3.1.1 Sean X un continuo (con métrica d), e > 0 y A e ~2X.
Definimos la e-nube alrededor de A como:

N(e, A) — {x & X : existe a € A tal que d(a¡ x) < e}..

Definición 3.1.2 Para un continuo X definimos la función

H : 2X x 2X -* [0, oo)

dada poi

H{A,B) = inf{e>O'.AcN(e)p)yBcN{e,A)}.

En [Nad92, Teoiema 4.2, Corolario 4.6], se prueba que esta función es
una métiica paia 2X (y C(X)), y que la topología geneíada por la métrica
H es independiente de la métrica de X. Es decir, si d y d' son dos métricas
que generan la misma topología en X, entonces la métrica H inducida por d
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en 2X, y aquélla inducida por d!, generan la misma topología en 2X (y poi
tanto en C(X))

Así pues, de la misma manera que X denota al continuo X junto con su
métrica d, los símbolos 2X y C(X) denotarán a los espacios respectivos junto
con la métrica H'., A H se le llama Métrica de Hausdorff..

La métiica de HausdoifF H tiene un comportamiento muy agradable en
C{X) y 2X.. Por ejemplo, en [Nad78, teoremas 0.8, 1.9 y 1.12] se prueba que,
con respecto a la topología generada por H, los espacios C(X) y 2X resultan
ser ¡compactos y conexos por1 trayectorias! y, en particular:

Teorema 3.1.3 Si X es un continuo, entonces sus hiperespacios C(X) y 2X

también son continuos,.

Veamos ahora a los hiperespacios de un continuo X desde otro ángulo,
buscando una manera alternativa de proporcionarles una topología., Tome-
mos, por ejemplo, un subconjunto abierto U de un continuo X y considere-
mos los elementos de 2X contenidos en U, es decir, consideremos el conjunto
U = {A 6 2X : A c U). Algo que se antojaría natural es que U fuera
un subconjunto abierto de 2X',. De maneía similar, si B es un subconjun-
to cerrado de X, sería agradable tener1 una topología para 2X en la cual el
conjunto {A € 2X : A C B}, fuera cerrado,. Una primera pregunta es si tal
topología existe, y la respuesta es afirmativa; de hecho, existe una topología
mínima que satisface estas condiciones y se llama Topología de Vietoris. A
continuación la definimos con más precisión,,

Definición 3.1.4 Para un continuo X, con topología r, definimos

(Si, , Sn) = {A € 2X : A c Uf=1Si y A n 5¡ ¿ 0 para cada i}

y consideramos la familia

Bv = {(Uu Uu) : Ui € r,neN,i 6 {!,.. . ,n}}

En [IN99, Teorema 1,2] se prueba que, en efecto, By es una base para
la Topología de Vietoris,, Más aun: en [IN99, Teorema 3.1] se muestra que
la Topología de Vietoiis coincide con aquélla generada por ¡la Métrica de
Hausdorff!

De esta maneía, hemos obtenido dos enfoques distintos de la topología
que hemos establecido para los hiperespacios C(X) y 2X. Como veremos
más adelante, tener a la mano ambos enfoques nos será de mucha utilidad y,
en lo sucesivo, utilizaremos aquél que más nos convenga.
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3.2 Convergencia en Hiperespacios
En la sección anterior presentamos una maneía de dar una métrica natural a
los hiperespacios C(X) y 2X de un continuo X, y, en este sentido, podemos
considerar la convergencia de sucesiones en los hiperespacios en cuestión

Ahora bien, dado que los elementos de C(X) y 1X son subconjuntos de X,
a continuación presentamos una notación clásica de convergencia en términos
de conjuntos

Definición 3.2.1 Sean X un continuo y {A*}£Li una sucesión en 2X.. De-
notaremos al límite inferior de la sucesión como

liminfAn = {x e X : para cada £ > 0, B(e,x) n An =£ 0
para cada n e ü , salvo una cantidad finita de ellas}.,

Similar mente, denotaremos al límite superior de la sucesión como

lim sup An = {x e X : para toda s > 0, B{s,
paia una cantidad infinita de números n}.

A continuación introducimos una manera equivalente de tratar1 a los
límites superior e inferior, la cual nos convendrá usar frecuentemente

Observación 3.2.2 Como consecuencia directa de la definición se tiene que:

i) x € liminf' An si y sólo si existe una sucesión {an}'£L1 tal que an € An

para cada n y an —í- x,

n) x € lim supyU si y sólo si existen una subsucesión {A^jf^ y Onk e Ank

paia cada k, tal que ank H- X.

Algunas propiedades básicas de los límites superior e inferior se presentan
en el siguiente lema.

Lema 3.2.3 [Nad78, Teorema 0-6] Sean X un continuo y {^4^}^-! una su-
cesión en 2X., Entonces

i) liminfyljí C lim sup An,

iij liminf' An y lim sup An son subconjuntos cerrados de X,
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iii) lim sup Ai T¿ 0 y

ú^ si A,̂  es íina subsucesión de An, entonces Wm'míAn C liminf>lnjt y
lim sup A,^ C lim sup An.

La noción de convergencia en términos de subconjuntos de X está dada
como sigue:

Definición 3.2.4 Sean X un continuo y {A Ĵ-̂ Lj una sucesión en 2A.. De-
cimos que la sucesión An converge a A G. 2X si l iminf^ — A — lim sup .A*..
En este caso escribimos Eim An — A

Una cuestión interesante, con respecto al comportamiento de las suce-
siones, es saber1 qué relación hay entre la convergencia en hipeiespacios con
respecto a la métrica de Hausdorfl" y aquélla en términos de la definición
anterior. En este sentido, en [Nad78, Teorema 0.7] se prueba que ambas
nociones de convergencia son equivalentes; en otras palabras: si {AJI}%1 es
una sucesión en 2X, entonces limAn = A si y sólo si H[An,A) ->• 0.. Así
pues, de ahora en adelante usaremos ambas nociones indistintamente

Finalmente presentamos un par de herramientas que usaremos una y otra
vez a lo largo de este trabajo,.

Lema 3.2.5 Sean X un continuo y {Ara}^=1 y {Bn}^=l sucesiones en 2X„
Supongamos que An —*• A y Bn -*• B para algunos A,B e 2X, entonces

Demostración
Sea x G A U B, Podemos suponer que x <E A — Urainfj4n, entonces por
la Observación 3,2,2, para cada n € N podemos tomar an € An de manera
que an -> $.. Aplicando una vez más la Observación 3.2 2 obtenemos que
x e lim inf AnU Bn, Por tanto,

AUB C Uminf.AnU.Bn (3.1)

Tomemos aliora x € lim sup An U Bni entonces gracias a la Observación 3 2.2
existen una subsucesión {yi,^ U Bnk}'^=1 y xnk G An¡c U Bnk para cada k, tal
que xnk -> x.. Tomando una subsucesión de la subsucesión si es necesario.,
podemos suponer que xnk e Ant paia cada k G M, En otras palabras,

x G lim sup An — A C A U B
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Por tanto, íimsupAn U Bn C A U B Como consecuencia de esto, de (3.1) y
de! Lema 3 2 3 obtenemos que

limAnuBn = AuB

y concluimos la prueba del lema,.
D

Corolario 3.2.6 Sean X un continuo, i &N y {A^}^, , { A j J ^ suce-
siones en 2X'., Si para cada k € {1, , i} se tiene que A^ -¥ Ak para alguna
Ak G 2X

} entonces

\J{A^:l<k<i} -^ \J{Ak:l<k<i}.

Demostración
En el lema anterior vimos el resultado paia i = 2,. Supongamos, inductiva-
mente, que el resultado es válido para k — i — 1. Entonces, usando una vez
más el lema anteiioi obtenemos que

\J{Ak:l<k<i-l}uAi

[J{Ak :l<k<i

Teiminamos la piueba del corolario.

•

3.3 Arcos ordenados y Funciones de Whitney

Introducimos a continuación una heu amienta básica en la Teoría de Hipe-
respacios: los arcos ordenados.

Definición 3-3.1 Sea X un continuo y A,B € C(X) (respectivamente,
2X).. Una función continua a : 1 -r->. 0(X) (respectivamente, 2X) es un arco
ordenado de A a B si
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i) a{0) = A, t*(l) = B y

ii) a(r) C a(s) cada vez que r < s,.

La prueba de la existencia de ai eos ordenados en 2X y C(X) puede veise
en [Nad78, 1.2-18]..

En lo sucesivo usaremos mucho los ai eos ordenados, así que aprovechamos
este momento para introducir la siguiente definición.,

Definición 3.3.2 Supongamos que X es un continuo, A, B € C{X), con
A c J9, y que a : I —> C(X) es un arco ordenado de A a B Diremos que
a es el único arco ordenado de A a B si cada vez que tomamos un arco
ordenado / ? : / - » C(X) de .4 a B se tiene que a(/) =

Por otra parte, las funciones de Whitney también son de gran ayuda en
el desarrollo de la teoría,. Las definimos a continuación..

Definición 3.3.3 Sea X un continuo Una función de Whitney partí C(X)
es una función continua p,: C(X) —)• [0, oo) que satisface: ..

i) ití({p}) — 0 para cada p £ X y

ii) fi(A) < ¡i(B) cada vez que A C B,

A lo largo de esta tesis trabajaremos con varios hipeiespacios para un
continuo X, para los cuales también nos gustaría tener funciones de Whitney,.
Así pues, definimos una función de Whitney para un hipeí espacio en general.

Definición 3.3.4 Si L es un hiperespacio del continuo X (por ejemplo 2X),
decimos que una función continua fj, es una función de Whitney para L, si
satisface las condiciones i) y ii) de la Definición 3.,3.,3 y su dominio es L

En [Nad78, Teoremas 0.50 1, 0 50.2 y 0,50.3] se muestran las construc-
ciones de tres funciones de Whitney, las cuales pueden considerarse para
cualquier hiperespacio

Notemos ahora lo siguiente: si \i es una función de Whitney paia un
hiperespacio L, podemos definir una nueva función \¿ : L —i- [0, co) de ma-
nera que [¿'(A) = Bj*.. Así pues, resulta que /¿' también es una función de
Whitney, pero con la ventaja de que ¡J!(X) = 1 y, en consecuencia, i¿ toma
valores en /.. Así pues, cada vez que hablemos de una función de Whitney,
supondremos que su rango es /..
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3.4 Herramienta general

De la misma manera que presentamos una sección de herramienta geneial en
Teoría de Continuos, dedicamos ahoia esta sección a desarrollar resultados de
Teoría de Hipeiespacios que, por- su naturaleza más bien técnica, preferimos
incluir1 en una sección aparte, a fin de preservar la continuidad y coherencia
de los resultados principales de este trabajo.

Así pues, con respecto a los aicos ordenados tenemos el siguiente hecho.

Lema 3.4.1 Sean X un continuo y A € C(X) \ {X}.. Supongamos que
existen dos arcos ordenados OL\'. I —¥ C(X) y «2 : / —>• G{X) de A a X tales
que cni(I) T¿ o f̂-O- Entonces existen s¡ t € / tales que

<*i(s)W(í)?M y a2(t) \Q l(s) =¿ 0,,

Demostración:
Sea fi : C(X) -¥ I una función de Whitney,, Por hipótesis podemos tomar
s € / tal que Qi(s) $ a2{I). Sea r' = fi(ai(s)),.

Como los arcos ordenados son funciones continuas, podemos encontrar
í € / tal que /í(a2(í)) = ?'••

Ahora bien, las funciones.de Whitney son estrictamente crecientes, así
que a-¡(s) y <X2(t) no pueden ser comparables. Por tanto

D
y concluimos la prueba del lema

A continuación presentamos un lema de Teoría de Continuos, que usare-
mos posteriormente, como aplicación de la existencia de los arcos ordenados.

Lema 3.4.2 Sea X un continuo descomponible, digamos que X se descom-
pone en los subcontinuos A y B. Si K es una componente de AnB. entonces
K D Fr{A) ¿®yKn Fr(B) ¿ 0,.

Demostración
Empezaremos viendo que K D FT(A) ^ 0..

Supongamos que Kf)Fr(Á) = 0.. Por definición tenemos que K c A, así
que K C int(A). En particular, si consideramos el conjunto

V = {D € C(X) : D C int{A)} = {int{A))nC(X),
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tenemos que Ves un subconjunto abierto de C(X) que contiene a K (véase
Definición 3..1..4).. De aquí que podemos hallar 6 > 0 tal que si L G C{X) y
H(K, L) <S entonces L c A.

Consideremos ahora un aico ordenado / ? : / - * • C(B) que empiece en
K y termine en B., Como /? es continua podemos hallar £ > 0 tal que
H(K,fi{t)) < 5, y de acuerdo a la elección de í se sigue que /3(t) C A.
De aquí que /?(í) es un subcontinuo de AC\ B que contiene propiamente a
K = 0(0), lo cual contradice la elección de K..

Poi tanto KnFr{A) ±$
De maneía análoga se puede ptobaí que K D Fr(B) ^ 0 y concluimos la

prueba del lema.
D

Finalmente presentamos un lema un tanto técnico, pero que nos seiá de
gran utilidad.

Lema 3.4.3 Sean X un continuo y n G R Supongamos que existen dos
familias {A'i, K2, , Kn} y {Cí, C2, •, Cn} en 2X tales que Ku ^"2, , Kn
son ajenos dos a dos y K¿ c d para toda i e {1,2,.. .. ,n} Para cada i
tomamos un arco ordenado a¿ : / —í- C(X) de K¡ a C¡.. Entonces existe
6 > 0 tal que si \r\, \s\ < 6 y j ,¿ i, se tiene que «¡(r) fl aj(s) ~ 0.

Sea

£ = min{cí(3:,y) : x e Ku y e K¿ y j ^ i}.

Es claro que si i 4- j \ entonces

N^KJnN&K,) = 0.

Gracias a la continuidad de a¿, existe Ó¿ > 0 tal que si \s\ < Si, entonces

ff(oí(0)1a,(s))<§.

Sea 5 = min{ái,¿2í ••• •}<5fl}.. Si |sj < ¿, entonces ^( í í^a i í s ) ) < | paia toda
¿ G {1,2, , n}., Así pues, si \r\, \s\ < Ó y j ^ i, entonces

ai{r)naj{s) C N&KJnN&Kj) = 0.

De maneía que <5 satisface las condiciones requeridas..
D



Capítulo 4

*Sobre los continuos
Irreducibles

Más adelante necesitaremos utilizar teoría sobre los continuos ineducibles,
así que dedicaremos esta sección a desarrollarla y a recordar brevemente
lo que ya está hecho, a fin de usarlo posteriormente., En su libro [Kur68].
K. Kuratowski expone varios resultados sobre continuos irreducibles, algunos
de los cuales nos serán de gran utilidad.

4.1 Irreducibilidad con respecto a dos puntos

Definición 4.1.1 Para un continuo X, irreducible entre dos puntos a y 6,
definimos la familia

D ( x , a } = {Ae C(X) :aeAyÁ = intx{A)} (4.1)

En toda esta sección asumiremos que X es un continuo irreducible entre
los puntos o y b, y veremos algunas de las propiedades de X relacionadas con
la familia % * »

Observación 4.1.2 Sean X un continuo y A un subconjunto cenado de X.
Como int(A) c A entonces int(A) C A.

Propiedad 4.1.3 Sea X un continuo irreducible entre a y b. Claramente
X € D ( X a ) , asi que J D ^ ^ 0.
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Propiedad 4.1.4 [Kur68, §48> H¡ Teorema 3] SeaX un continuo irreducible
entre a yb Si A E C(X) y a € A, entonces X\A es conexo.

Propiedad 4.1.5 [Kur68, §48, ///, Teorema 1] Sea X un continuo irredu-
cible entre a y b. Si A € E>(x,a)> entonces A es irreducible entre a y z para
cada z € Fr(A)..

En particular, para dos elementos A y B de C(X) tales que a € A C B
y B £ ©(x.o) se tiene que A C int(B)

Propiedad 4.1.6 Sea X un continuo irreducible entre a y b.. Suponga-
mos que A,B E C(X) son tales que a € A C B y B e ®>(x,a), entonces
_ _ ^ _ _

Demostración
Como A C B se tiene que X\B c X\A? así que

X\BcX\A.. (4.2)

Ahora bien, giacias a la Propiedad 4.1.5 se tiene que A C int(B).. En parti-
cular

Fr(A) n Fr(B) - 0,

así que

Br{A) C X \ A \ X \ B

De acuerdo a esto y a (4.2) podemos concluir que X\B C. X\A y tei mi-
namos la piueba de la propiedad..

a

Propiedad 4.1.7 Sea X un continuo irreducible entre a y b; consideremos
A 6 C(X) y B e 1®(x,a.) •• Si a € Ac B, entonces B\A es conexo.

Demostración:
En la Propiedad 4.1.4 vimos que el íesultado es cierto para B = X,. Supon-
gamos ahora que B C X.

Tomemos z € Fr(B). Por la Propiedad 4 15, B es irreducible entre a y z
Así pues, estamos encondiciones de aplicar la Propiedad 4.1.4 al subcontinuo
A del continuo irreducible B para obtener que B \ A es conexo..

D
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P r o p i e d a d 4 . 1 . 8 Sea X un continuo irreducible entre ayb y sea A G © ( A » •
Entonces int(A) ,¿ 0

Demostración:
Supongamos que int(A) = 0, entonces int(A) = %.. Como A € D(x,Q) obte-
nemos que A = int(A) = 0, lo cual contradice el hecho de que a 6 A Poi
tanto int(A) ^ 0,.

D

Propiedad 4.1.9 [Kur68, §4-8, ///, Teorema 2] Sea X un continuo irredu-
cible entre ayb.. Si A y B son dos elementos distintos de B>(x,a), entonces
A c int(B) o B c int{A}..

Propiedad 4.1.10 [Kur68, §48, II, Teorema 5] Sea X un continuo irredu-
cible entre ayb. Si A G C(X) y a G A, entonces int(A) es conexo.

Propiedad 4.1.11 Sea X un continuo irreducible entre a y b-, Si A G C(X)
es tal que int(A) T¿ 0 y a 6 A, entonces a 6 ¿níí.4).

Demostración:
Supondremos que A C X* Notemos que

int{A) =X\X\A.

Ahora bien, de acuerdo a la ineducibilidad de X y a que estamos consideran-
do A C X se sigue que i* € X \ A., Además, por la Propiedad 4.1..4 tenemos
que X \ A es conexo, de modo que X \ A € C(X) y

b € X\A C X\int{A) C X.,

Usando una vez más la ineducibilidad de X concluimos que

X\X\A = int(A)..

D

Propiedad 4.1.12 Sean X un continuo (no necesariamente irreducible) y
K G C(X) tales que K = U para algún subconjunto abierto U de X Enton-
ces K — int(K)
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Demostración:.
De acuerdo a la Observación 4.1 2 se tiene que int(K) c K, Ahora bien,
claramente

K = U = int{U) C int(U) = int(K)..

Por tanto K = int(K).,

a

Propiedad 4.1.13 Sea X un continuo irreducible entre a y b.. Si A € C(X)
es tal que int(A) ^ 0, a € A y A' = int(A), entonces A' 6 ®(x,a)

Demostración:
Giacias a la Propiedad 4 1.11 tenemos que a € int(A) Además, de acueido
a la Propiedad 4,1.10 tenemos que int{A) es conexo, de modo que

int{A) € C{X), (4 3)

De acuerdo a esto y a la Propiedad 4.1.12 se obtiene que ^4' € %*» y con-
cluimos la prueba de la propiedad,

D

Propiedad 4.1.14 Sea X un continuo irieducible entre a y b y sea {Dn}^=i
una sucesión en B>(_Y,Q) Entonces

n=l n=l

Demostración:
Usando la Observación 4 1,2 se tiene que

int(\jDn) c[JDn. (4.4)
n = l n - 1

Ahoia bien, por hipótesis

[jDn = \Jint(Dn) c

c
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En consecuencia

\jDnCmt(\jDn
n=l n=l

De ío anterior y de (4 4) concluirnos que

ü

Propiedad 4.1.15 Sean X un continuo irreducible entre a y b, A & C{X)
tal que a E A y a : I —>• C(A1 X) un arco ordenado de A a X

Si {ín}^ii C I es una sucesión creciente tal que tn ~> ¿o y a{tn) € tyx,a)
para cada n € N, entonces a(to) € D(A",n)-

Demostración.
Como la sucesión {í?,}^! es creciente tenemos que la sucesión { « ( t n ) } ^
también lo es, de manera que

y por continuidad de sigue que

| J a(tn) - a(í0)..

Ahora bien, para cada n 6 N sabemos que a(ín) € Dfx.a), así pues podemos
aplicar- la Propiedad 4,1,14 a la sucesión { a : ^ ) } ^ para obtenei que

a{t0) = (Ja{tn) = mí(tja(ín)) = int(a(tQ)).
n=l u—Y

De aquí deducimos que a(tQ) € H>(x,a) y concluimos la prueba de la propie-
dad.

D
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Propiedad 4.1..16 [Kur68, §^5, VII, Teorema 2] Sea X un continuo irre-
ducible entre a y b. Supongamos que existen A,B 6 10>(A» tales que A C B..
Consideremos la familia

V={D<= C(X) :ACDC B}.

SiVn0{x,a) = ®> entonces B\A es un subcontinuo indescomponible de X

4.2 Irreducibilidad con respecto a dos sub-
conjuntos

Introducimos ahoia la noción de irredueibilidad entre dos subconjuntos de
un continuo X.

Definición 4.2.1 Sean X un continuo y X , 5 c X. Decimos que X es
irreducible entre AyB si A^fy^Byse. satisface la siguiente condición:

(*) X es irreducible entie los puntos a y b si y sólo si a <E A y b e B.

Lema 4.2.2 Sea Y un continuo irreducible entre los subcontinuos A' y B'
Sea A e C(Y) tal que A'' n A ¿ 0 y Á\ A' ¿ %, entonces A1 C int(A).

En particular, A' es un subcontinuo terminal de Y.

Demostración.
Por hipótesis podemos tomar w £ A \ A'.. Sea b e B', Como Y es iireducible
entre A' y B\ existe un subcontinuo B & C(Y) \ {Y} tal que w, b € B,. En
particular se sigue que B n A' — 0,. Ahora bien, w € A D B y por hipótesis
A! D A ,¿ 0, de manera que A U B es un subcontinuo de Y que inteisecta a
A' y & B'; así pues gracias a la ineducibilidad de Y se sigue que AuB — Y,

De acuerdo a lo anterior obtenemos que A' CY\B C Ayen consecuencia

A' C int[A),.

En particular obtenemos que A' es un subcontinuo terminal de Y.
Concluimos así la prueba del lema..

ü
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Lema 4.2.3 Sean X un continuo, Y e C(X) y A', B' e C{Y). Si Y es
irreducible entre A' y B', entonces inty(A') = 0 e inty(B') — 0.

Demostración:
Sean b 6 B' y C la componente de Y \ A' que contiene a b Por el Teorema
de los Golpes en la Frontera (Teorema 2.4,1),

0 5¿ CnFry{Y\A') C CnA'..

De manera que C C\ A' ̂ 0 y b <zC n B'. _
Por la ineducibilidad de Y, cntie A' y B', obtenemos que C = Y En-

tonces

intY{A') = Y\(Y\A') C Y\C = 0.

Así que inty(A') — 0,, Similarmente puede probarse que intY(B') = 0. Esto
termina la prueba del lema..

•
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Capítulo 5

Los Hiperespacios C{p1X)

5,1 Introducción

Definición 5.1.1 Sean X un continuo, A e C(X) y D € C{A). Definimos
un nuevo hiperespacio

A lo largo de este trabajo utilizaremos mucho los hiperespacios C({p}, A),
así que para simplificar los denotaremos simplemente como C(p7 A).,

Una pregunta natural es la siguiente: en el Teorema 3 1,3 vimos que si X
es un continuo, entonces los hiperespacios C(X) y 2X también lo son,, Así
pues, si A e C(X) y D e C(A), ¿seiá cieito que C(D, A) también es un
continuo? El siguiente lema nos da la respuesta..

Lema 5.1.2 Sean X un continuo A € C{X) y D € ^(^4) Entonces se tiene
que C(D,A) € C(C{X)) En particular, C(D,A) es un continuo

Demostración
En el Teorema 3.1 3 vimos que C(X) es un continuo., Aplicando el mismo
teorema a C{X) obtenemos que C{C(X)) también lo es, así que tiene sentido
preguntarse si C(D,A) e C{C(Xy)..

Ahora bien, por definición tenemos que C(D,A) C C(X). Empezaremos
viendo que C(D,Á) es cerrado en C{X).,

Así pues, tomemos una sucesión {Bn}™=l C C(D,A) que converge a
B € C{X) En este caso tenemos que D C Bn C A para cada n £ M, de
donde es fácil ver que entonces D c B C A, Por tanto, B 6 C(D, A).
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En consecuencia, C(D, A) es cenado en C{X). Veamos ahora que C(D, Á)
es conexo. De hecho, veremos que C(D,A) es conexo por trayectorias

Sea B G C(D,A), entonces D C B., Así pues, podemos toma: un arco
ordenado que empiece en D y termine en B, en particular, dicho arco orde-
nado es una trayectoria entre los elementos D y B de C(D, A). Como esto
pasa para cualquier B 6 C{D, A), podemos concluir que C{D,A) es conexo
por trayectorias..

Por tanto, C{D,A) e C(C{X))., En particular, C(D,A) es un continuo..
D

No es mucho lo que se ha estudiado sobie los hiperespacios C(D, A), sin
embargo, en la literatura pueden encontraise resultados muy interesantes y
útiles.. Uno de los más importantes tiene que vei con el concepto de AR, que
veremos a continuación

Definición 5.1.3 Un subconjunto A de un espacio topológico X es un
retmcto de X si existe una función continua r : X -» A tal que r(a) = a
para cada a e A,, Dicha función r se llama retracción..

Más adelante nos convendrá considerar varios tipos de retracciones:

Definición 5.1.4 Sean X un espacio topológico, AcXyriX^A una
retracción.. Decimos que r es una retracción por deformación si existe una
homotopía H : X x I —̂  X entre r y la función identidad de X Más aún,
decimos que r es una retracción fuerte por deformación si H(a, t) = a para
cada í € /,.

Definición 5.1.5 Un espacio métrico X es un retmcto absoluto (abreviado
AR) si cada vez que X es homeomorfó a un subespacio cenado W, de un
espacio métrico Y, se tiene que W es un retracto de y .

Con respecto a los retractos absolutos se ha desarrollado una teoría muy
amplia., Nosotros usaremos algunos resultados particulares, como el siguien-
te,.

Teorema 5.1.6 [Kur68, §, Hh Teoremas 1 y 5] Sean X es un espacio to-
pológico y A,B dos suhconjuntos cerrados de X. Si A,B y AC\B son retractos
absolutos, entonces A\J B también es un retracto absoluto..
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Presentaremos ahoia algunos resultados que nos seián de gran utilidad
en el desanollo de la teoiía sobre los hiperespacios C(D, A)..

Teorema 5.1-7 Sean A un continuo y D e C(A). Entonces C(D, A) es un
AR.

La prueba de este teoiema puede hallarse en [Ebe7S, Teorema 2j.

Corolario 5.1.8 Sean A un continuo y D € C{A). Entonces C(D,A) es
¿ocalmente conexo,.

Demostración:
Se sabe que cualquier continuo puede ser encajado en el cubo de Hilbert
(véase [Nad92, p 4]), en particular, en virtud del Lema 5.1..2 tenemos que
C{D,Á) es homeomorfo a un subespacio del cubo de Hilbert., Así pues, de
acuerdo al teoiema anterior podemos ver a C(D,A) como la imagen conti-
nua del cubo de Hilbert, de donde se desprende que C(D,A) es localmente
conexo..

G

Por el Teorema 5,1.7 sabemos que los hiperespacios C(p, X) son retractos
-absolutos, así que cabría preguntarse si el recíproco del teorema es cierto. En
otras palabras, nos gustaría saber si cualquier retracto absoluto puede verse
como un hiperespacio C(p, X) para algún continuo X y p e l . A fin de dar
respuesta a esta pregunta introducimos un lema.

Lema 5.1.9 Si X es un continuo, p € X y C(p, X) no es un arco, entonces
C(p, X) contiene una 2-celda

Demostración:
Como C(p, X) no es un arco, podemos elegir dos aicos ordenados ax : / —> C(X)
y #2 : / —* C(X) de p a X tales que ai(I) ^ a2{I) Así pues, de acuerdo al
Lema 3.4,1 existen s, t € / tales que

y

Sean A = cti(s) y B — a2(¿). Analizaremos dos casos
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Caso 1 A n B es conexo,

Sean 7 : 1 -Í- C(A) y ( : / -Í- C(-S) arcos ordenados de >4 D B a .A y a
£?, íespectivainente, Definimos h : 1 x I -¥ C{p,X) como

Notemos quep € 7(1)0((?/), así que ft(ar, Í/) G C{p, X) Además, como
consecuencia del Lema 3 2 5 obtenemos que h es continua

Vetemos que h es inyectiva.. Sean {x, y), (x', y') G / x / y supongamos
que x < $'. Como 7 es estrictamente cieciente obtenemos que

0 # i(x')\y(x) = 7(x')\(7(x)uc(y)) c ft^

De manera similar, sí y ^ y' puede piobaise que h(x>y) ^ /¡(^Ví/O
Por1 tanto, h es inyectiva

Hemos visto que h es inyectiva y continua. Además, el dominio de h
es compacto.. Así pues h es un homeomoifismo en su imagen De esta
maneía deducimos que C{p, X) contiene una 2-celda y concluimos el
análisis de este caso.

Caso 2 A n B n o e s conexo,,

Supongamos que A D B es la unión ajena de dos subconjuntos cerrados
y no vacíos P y Q, entonces P, Q e 2X

Consideremos dos arcos ordenados 7 : / -» C(B) y C : •/ -> C(-S) ^e P
y Q a Bf respectivamente. De acuerdo al Lema 3.4.3 existe ó > 0 tal
que si x, y 6 [0, <5], entonces

- 0- (5-1)

Así pues, definimos / i : [0,5] x [0,5] -> C(p,X) como

h(z,y) = AU*y{x)u({y).

Observemos que P C An 7(2) para cada z € I y Q C An £(y) paia
cada y e / . De acuerdo a esto, y al hecho de que A € C{p, X), podemos
deducir que h(x,y) e C(p,X) para cada x,y € I, De aquí que h está
bien definida., Por otra parte, como consecuencia del Corolario 3.2,6 se
tiene que h es continua
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Ahora bien, supongamos que (x, y), (x1, y') € J x / son tales que x < x'.
Gracias a la monotonía de 7 y a (5 1} se sigue que

C h(x',y')\h(x,y)..

Similar mente, si suponemos que y ^ y' obtenemos que h(x, y) =£ h{x', y')
Por1 tanto, h es inyectiva.

Finalmente, como h es inyectiva y continua, y el dominio de h es com-
pacto, deducimos que h es un homeomorfismo en su imagen. Por tanto.
C(p,X) contiene una 2-celda y concluimos el análisis de este caso

Terminamos la prueba del lema,,
D

El lema anteiioi sugiere que no cualquier retracto absoluto se puede \er
como un hiperespacio C(p, X) y, en efecto, éste es el caso.

Ejemplo 5.1.10 Un ejemplo de un AR que no es de la forma C(p, X) pata
ningún continuo X y p G X.,

Sea Y un triodo simple, entonces podemos ver a Y como la unión de dos
arcos cuya inteisección es un punto. Así pues, gracias al Teorema 5..1..6 se
tiene que Y es un AR...

Si Y fuera de la forma C(p, X) para algún continuo X y p 6 X, por
el Lema 5.1 9 tendríamos que Y contiene una 2-celda, lo cual es absurdo,
Por tantoj Y no es de la forma C(p,X) para ningún continuo X y p e X..
Notemos que, en realidad, este mismo argumento nos siive para ver que:

Corolario 5.1.11 Si un continuo X y p e X son tales que C(p,X) es uni-
dimensional, entonces C(p, X) es un arco,.

A continuación introducimos dos definiciones importantes

Definición 5.1.12 Sean X,Y continuos y / : X -» Y una función conti-
nua Definimos la función inducida C(f) : C(X) ~> C(Y) dada por
C(/)(4) /{4) Es decir, C(f)(A) es la imagen de A bajo la función /..

En el artículo [Hos97] se presentan varias propiedades generales de las
funciones inducidas
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Definición 5.1.13 Sean X, Y continuos y / : X ->• Y una función continua..
Decimos que / es confluente si para cada B e. C(Y) y cada componente A
de / ^ ( B ) se tiene que f(A) = B.

Lema 5.1.14 Sean XyY dos continuos. Entonces una función continua
f : X —¥ Y es confluente si y sólo si para cada p 6 X se tiene que

C(f)(C(p,X))=C(f(p)X).

Demostración:
Sean p £ X y A € C(p, X).. Como / es continua, es fácil ver que

f(A)€CU(p),Y)..

De acuerdo a esto, obtenemos que f(C(p,X)) C C{f{p))Y).
Ahoia bien, supongamos que / es confluente y tomemos B e C(f(p)7Y),.

Sea A la componente de f~l(B) que contiene a p. Entonces A <= C{p, X) y
f(A) = B. De aquí que C(f(p),Y) C f(C(p,X)) Por tanto .

Supongamos ahora que / no es confluente, es decii, existen B 6 C(Y) y
una componente A de f~1{B) tales que f(A) C B, Sea p 6 A, veremos que

C(f){C(p,X)) C C(f(p),Y)\{B}..

Supongamos que existe D 6 C(p, X) tal que f(D) = B,, En particular
A u D e C(p, X), lo cual quiere decii que A U Z) es un subconjunto conexo
contenido en la componente A de /^(¿J) y es tal que /(.AuD) = 5 , lo cual
nos lleva a una contradicción con la elección de A., En consecuencia, paia
cada D e C(p, X) se tiene que f(D) ,¿ B y podemos concluh que

C(f)(C(p,X))cC(f(j?),Y)

Terminamos la prueba del lema.
D

Por otra paite, una pregunta que^e antoja natural es si ios hipeiespa-
cios C(p, X) son invariantes topológicos en algún sentido.. Poi ejemplo, si
h : X -*• Y es un homeomorfismo y p E X, entonces ¿C(p, X) será homeo-
morfo a C(/i(p),Y)? El siguiente lema responde esta pregunta de manera
afirmativa.
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Lema 5.1.15 Sean X y Y continuos y h : X -¥ Y un homeomorfismo
Entonces C(p,X) « C(h(p),Y).

Demost'/ación:
Como un homeoraorfismo es una función confluente, podemos aplicar el
Lema 5.1.14 paia obtener que

C(k(P),Y) = C(h)(C(p,X)),.

Sin embargo, dado que h es un homeomoifismo, se tiene que C(k) también
es un homeomorfismo (véase [Hos97, p 239])., La conclusión del lema se
desprende fácilmente.,

G

5.2 Funciones de Whitney para C(p,X)

En esta sección estudiaremos propiedades de las funciones de Whitney defi-
nidas en los hipeiespacios C(p, X).

Sean X un continuo y p € J f . Consideremos una función de Whitney ¡i'
para C[X) y definamos \i : C(p,X) -*• / como ¡i = f/\c(p,xy Es fácil ver
que p, satisface las condiciones i) y ii) de la Definición 33 3, así que ¡x es una
función de Whitney para C{p,X)-

Las funciones de Whitney para C(X) han sido muy estudiadas, y tie-
nen muchas propiedades interesantes,, Nuestro propósito en este momento es
desarrollar un par de propiedades de las funciones de Whitney para los hipe-
respacios C(p, X), las cuales por cierto, resultan ser muy similares a aquéllas
para C(X)) y nos serán muy útiles mas adelante,,

Observación 5.2.1 Sean X un continuo, A € C(X) y D 6 C(A). Si
a : / —» C{X) es un arco ordenado que empieza en i? y termina en A, enton-
ces es fácil ver que a(s) € C(D,Á) para cada s € /., De esta manera hemos
visto que a en realidad es un arco ordenado en C(D,A).,

Definición 5.2.2 Sean X un continuo y ¡i una función de Whitney para
C(p,X). Un nivel de Whitney en C(p,X) es un conjunto de la forma /¿^(í)
para alguna t € /..
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Con respecto a la estructura de los niveles de Whitney en C(p,X), en el
libio [IN99, Teorema 66.4] se prueba el siguiente resultado.

Lema 5.2.3 Sean X un continuo y p G X Si ¡x es una junción de Whitney
para C(p, X)7 entonces jU"1^) es un AR, para cada r € /.. En particular,
jü"1^) es un continuo para cada r € I.

5.3 Propiedades generales

El objetivo de esta sección es desarrollar herramienta mas general sobie el
comportamiento de los hiperespacios C(p,X)..

Un concepto que usaremos una y otra vez a lo largo de este trabajo es
el de punto de corte de un espacio X. Más tarde veremos que analizar los
puntos de coite de los hiperespacios C(p,X) nos dará mucha información
sobie ellos,

Definición 5.3.1 Sean X un espacio topológico y p € X. Decimos que p
es un punto de corte de X si X \ {p} no es conexo.,

Lema 5.3.2 Sean X un continuo yp 6 X., Entonces ni {p} ni X son puntos
de corte de C(p,X),.

Demostración:
Veremos que C(p, X) \ {X} es conexo,,

Paia cada i e {1,2} se tiene que p £ Kit así que podemos tomar un arco
ordenado e*¡ : / —>• C(X) que empiece en {p} y termine en ÜQ.

Como los arcos ordenados son funciones continuas, y {p} está en la ima-
gen de ambos arcos ordenados, se sigue que la unión de las imágenes de «i
y ai es un subconjunto conexo de C(X) \ {X} que contiene a Ki y a K<¿»

Por tanto C(p, X) \ {X} es conexo y en consecuencia X no es un punto
de corte de C(p}X).

De manera similar1 (tomando ahora arcos ordenados de K¿ a X) se puede
piobar que {p} no es punto de corte de C(p, X).

Concluimos ía prueba del lema..

a
Introducimos ahora un nuevo concepto..
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Definición 5.3.3 Sean X un continuo, p € X y A e C(p, X)~ Decimos que
A es terminal en p si cada vez que B está en C(j), X) se tiene que A C B o
Be A,,

Este último concepto es particularmente importante en el estudio de la
estructura de los hiperespacios C(p,X). Un ejemplo de esto se muestra en
el siguiente lema.

Lema 5.3.4 Sean X un continuo y p e X. Supongamos que A e C(p,X)
es tal que {p} (I A C X, entonces A es terminal en p si y sólo si A es punto
de corte de C(j?,X)..

Demostración:
Supongamos que A es terminal en p y consideremos los siguientes subespacios

A={B€C{p,X):BQA}

B={BeC{p,X):ÁCB}

Es fácil ver que A y B son cenados, y que A n B = {A} Además, como
{p} C A £ X se tiene que

.A\{/1} ± 0 # B\{A}.

Por otra parte, como A es terminal en p se sigue que A U B = C(p, X)
Por lo tanto A es de coite en C(p,X).

Supongamos ahoia que A no es terminal en p. Definimos:

A={B€C(p,X):A<£B}

Veremos en dos pasos que A no es punto de corte en C(p,X).

Paso 1 A es conexo por trayectorias
Sea B e A Claramente {p} e A, así que basta vei que existe una
trayectoria en A que conecta a {p} con B.
Sea a : I -*• C(p, X) un arco ordenado de {p} a B, Por definición
de aico ordenado, sabemos que cada dos elementos de la imagen de a
son comparables y están contenidos en B, Como A £ B, A no puede
estar contenido en ningún elemento de la imagen de a, Así pues hemos
obtenido una trayectoria conectando a {p} y a B en A Por1 tanto A
es conexo poi trayectorias.
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Paso 2 C{p,X) \ [Á] es conexo por trayectorias.

Basta ver que dado un elemento B € C(p,X) \A. con B ^ A, existe
una trayectoria en C{p,X) \ {A} que une a B con un elemento de A
(por el paso anterior A es conexo poi trayectorias)..

Sea B e C(p, X) \ {A U {^4}}, entonces ACB Por otra parte, como
A no es terminal en p, existe un subcontinuo K 6 C(p, X) tal que
K\A^%y A\K¿® En particular K £ A.

Por construcción tenemos que K e C(p, X) \ {A} y veremos que existe
una trayectoria en C(p,X) \ {A} uniendo a K y a B..

Sean a : I -» C{p,X) y ¡i : / -» C(p,X) arcos ordenados de A" a Jt y
de S a X, respectivamente.

Por definición de arco ordenado tenemos que K está contenido en cada
elemento de la imagen de a, pero como K \ A =f 0 se sigue que A no
está en la imagen de a. Utilizando el mismo argumento (con B en el
lugar de K), podemos concluir que A no está en la imagen de /?. De
aquí que a U /3 es una trayectoria en C(p, X) \ {A} que une a B y a K

Del Paso 2, concluimos que C(ptX) \ {A} es conexo, así que A no es
punto de corte de C(p, X)..

D

Concentrémonos ahora en el caso particular1 en que el hiperespacio C(A, X)
es un arco Como veremos a continuación, este caso tiene propiedades inte-
resantes..

Observación 5.3.5 Si X es un continuo con un subcontinuo A tal que
C(A, X) es un arco, entonces existe un único arco ordenado a: I —)• C{A, X)
{no como función, sino como arco), que empieza en A, termina en X y
a(í) = C(A,X) (véase la Definición 3,3,2).. De acuerdo con la monotonía de
los arcos ordenados, en particular se tiene que cualesquiera dos elementos de
C{A, X) son comparables

El recíproco de la observación anterior también es cierto:

Lema 5,3.6 Sea X un continuo. Si A' 6 C(X) es tal que para cualesquiera
A,B e C(A', X) se tiene que A y B son comparables, entonces C(A', X) es
un arco
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Demostración:
Sea ai : I -* C(A\ X) un arco ordenado de A' a X. Supongamos que
C(A',X) no es un arco, entonces existe K € C(A',X) \ ai(I)., Tomemos
ahoia un arco ordenado Q2 de A' a X, que contenga a K (esto se puede hacer
tomando un arco ordenado de A' a K y luego tomando otro de K a X), Así
pues, en estas condiciones tenemos dos arcos ordenados ai : / —> C(A', X) y
a2 • I -4 C(A', X), de J4' a X, tales que ai(/) ^ <x%{I).. De acuerdo a esto y
ai Lema 3.4.1 existen s,t £ í tales que

ai(s) \ a2(f) ^ 0 y or2(í) \ a i(s) ^ 0,.

Así pues, hemos obtenido dos elementos de C(A',X), ai(s) y a2(í), que no
son comparables., De esta manera concluimos la prueba del lema.,

G

Lema 5.3.7 Sean X un continuo y A' € C{X) tales que C(A',X) es un
arco Sean A,B G C[A',X) tales que B\A^0, entonces B\A es conexo.

Demostración:
De acuerdo a la Observación 5 3 5 tenemos que A y B son comparables, y
como B \ A T¿ 0, entonces A C B.

Supor^&jncf1 que B \ A no es conexo, entonces podemos considerar dos
componentes K y K' de B\A En el Lema 2,.4.3 vimos que en este caso

AuK y ^4UK' son conexos,,

Por otra parte, por construcción

(K\K')\A = ÜT\^7 Í 0 y
\ J4 = K'\A¿&

En este momento estamos en condiciones de aplicar el Lema 2,4,4, de
acuerdo al cual podemos concluir que A U K y A U K' son dos elementos de
C(A', X) no comparables, lo cual contradice la Observación 5.3.5.

Por tanto B \ A es conexo y concluimos la prueba del lema.
G
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Lema 5-3.8 Sean X un continuo y A' € C(X) tales que C(A',X) es un
arto.. SiAe C(A', X) \ {X}, entonces Fi {A) e C{X).

Demostración:
Claramente la frontera de A es cenada en X, así que basta ver que es conexa.,

Supongamos que i?i y H'¿ son dos componentes distintas de Fr(A).. Como
Fr(A) C X\A,y por el Lema 5.3.7 X\A es conexo, para cada i £ {1,2} po-
demos tomar un arco oidenado a¿ : / —> C{X) de H¿ a X \ A. En particular
paia cada s £ (0,1] se tiene que

A U OÍ(S) e C(X) y Oi{s) \A¿®.. (5.2)

De acuerdo al Lema 3.4.3 podemos tomar 5 > 0 tal que

ai(S)r\a2{S) = 0..

De aquí que

(ai{5)\aj{ó))\A = ai{S)\A ¿ 0 (5.3)

cada vez que {i,j} — {1,2}

Así pues, utilizando (5.2) y (5,,3), estamos en condiciones de aplicar1 el
Lema 2.4.4 para obtener que A U ai(5) y A U ai{6) son dos elementos no
comparables de C{A\X). Sin embaigo esta afirmación contradice la Obser-
vación 5.3,5 y por tanto Fr(A) es conexo..

De esta manera concluimos que Fr[A) e C(X) y terminamos así la prue-
ba del lema.

•

Ya vimos algunas de las propiedades de los hiperespacios C(p,X) cuando
éstos resultan ser ai eos.. Como se mencionaba anteriormente, la idea, del
estudio de estos hiperespacios es determina: qué se puede decir del continuo
X cuando conocemos los hiperespacios C(p,X) y al revés, es deciij qué se
puede decir de los hipeíespacios C(p, X) cuando conocemos a X El siguiente
lema nos da información sobre éste último aspecto..

Lema 5.3.9 Sean X un continuo, p E X y n 6 M, Si p está en el corazón
de un n-odo, entonces C(p,X) contiene una n-celda.
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Demostración:
Supongamos que p está en el corazón de un n-odo, es decii, existen dos
subcontinuos K y Y de X tales que Y \K tiene el menos n componentes y
peK.

Elegimos n componentes K\, , Kn de Y \ K y definimos

Para cada i e {1,2,. ,n], usando el Lema 2.4,,3, tenemos que KuK'i
es un subcontinuo de X Así pues, podemos considerar un aico oidenado

Sea ahora y : / " -? • C(p, X) dada por:

i(h,t2l.,..ítn) = \Jji(ti).

Veiemos en tres pasos que 7 es un homeomorfismo en su imagen.

Paso 1 7 está bien definida,.

Sea (ti,.,..., tn) 6 /".. Por constmcción tenemos que

p € K C 7¿(s) para cada s e / ,

poi tanto p € 7(íi, ...., tn),
Por otra parte, para cada s e / y para toda i sabemos que •ji(s) es un
subcontinuo que contiene a p. de manera que

n

i=l

Paso 2 7 es continua,,

Tomemos una sucesión {(íim, ~tnm)} =1
 c ^n ta^ ciue
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Entonces para cada i se tiene que lim™-^ Um = £¿ y por continuidad de

7¿ se sigue que 7¿ (*;„,) —> 7i(¿¿) De acueido a lo anterior, y usando

que la unión respeta la convergencia (Corolario 3.2.,6), obtenemos que:

7(*1», , ¿ O = {JlifaJ —> ljii(ti) = 7(Í!, . . ,ín).

Así pues, 7 es continua,.

Paso 3 7 es inyectiva

Sean (ft,...., ín) y (si, , sn) dos puntos distintos en / " Veremos que
sus imágenes bajo 7 son distintas.

Como los punios en cuestión son distintos, podemos suponer que í, < Si
para alguna i € {1,.....,«.}.. De acuerdo a la monotonía de los arcos
ordenados, podemos entonces tomar un punto x de manera que:

x € 7i(*t)\7¿(tí) C

Ahora bien, como

7i(a*)\if CJÍi C

se tiene que

De acuerdo a (5.4) y (55) deducimos que

FALLA DE ORIGEN
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Por' tanto

. ,sT¡)\j{tu... ,tn)..

De esta maneía obtenemos que 7 es inyectiva,.

Gracias a los pasos antenotes se sigue que 7 es un homeomorfismo en su
imagen, y como su dominio es una n-celda podemos concluir que C(p, X)
contiene una n-celda.

G

De la misma manera que X nos piopoiciona información sobre los hipe-
respacios C(p,X), éstos a su vez también nos dicen algo sobie la estiuctuia
de X.. Veamos.,

Teorema 5.3.10 Sean X un continuo y N £ N tales que:

1. la dimensión de C(p,X) es menor que N para cada p € X,

2- el conjunto {p E X : C(p, X) tiene puntos de corte} es a lo más nu-
memble..

Entonces todos los subcontinuos propios y no degenerados de X son des-
componibles,.

Demostración:
Supongamos que existe Y & C{X) \ {X} tal que Y es indescomponible y no
degenerado, Entonces Y tiene una cantidad no numerable de composantes
(véase [Nad92, Teorema 11.15]).

Así pues, de acuerdo a la hipótesis 2 podemos elegir N puntos x\,...., xN

en N composantes distintas de y de tal manera que C(XÍ,X) no tiene puntos
de coite paia ninguna i e {1, ,JV}., Entonces aplicando el-Lema 5.3 4
obtenemos que Y no es terminal en X{ para ninguna i, es decir, paia cada
i G {1, , N} podemos construir un subcontinuo Ki € C(XÍ, X) tai que

Y\Ki¿® y Ki\Y¿®. (56)

Para cada i definimos £, como la componente de KiC\Y que contiene a x¡,
en particular se tiene que

i) Li Q Y, ya que Y\Ki¿ 0.
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ii) Li está contenida en la composante de x¡ para cada i

iii) L¡ n Lj = 0 cada vez que i ^ j , ya que z¿ y x̂  están en distintas
composantes de Y.,

Ahora bien, para cada i construimos un arco ordenado a, : / —)• C{X) que
empiece en L¿ y termine en K{,.

Por el Lema 3.4.3 podemos tomar una 5 > 0 tal que si js¡ < ó, entonces
oii(s} n ctj(s) = 0 cada vez que i ^ j .

Definimos

N

Z=Yu\Jai(S) (5.7)
¡=i

Veremos en ties pasos que ^ es un iV-odo

Paso 1 Z e C(X).

Sabemos que Y € C{X) y paia cada i se tiene que Oi{5) € C(X).
Además ctj(O) = Li C Y, de manera que a¿(<5) D V ¿̂ 0.

Por tanto Z e

Paso 2 a¿{5) \ V ¿ 0, para cada t G {1,2,.. , N}.

Sea ¿ € {1,2, , A/"}. Por (5 6) sabemos que K¡ \ Y ^ 0, de manera
que Li = OÍÍ(0) C Oi(6).

Ahora bien, si Oi(5) C Y se tiene que a¿(5) es un conexo en if¿ n y
que contiene a la componente L¿ de K"¿ n Y7 de donde se deduce que
ai(5) = Li = a¿(0), lo cual es una contradicción.

Por

Paso 3 .£? \ Y tiene al menos N componentes.,

De acuerdo a la definición de 8 sabemos que a¿{<5) D o>j{&) = 0 cada
vez que i ^ j , y en el paso anterior vimos que para cada i se tiene

Por tanto, de acuerdo a (57), se sigue que Z\Y tiene al menos N
componentes..



5.4 Algunos ejemplos 47

Del paso 3 concluimos que Z es un N-odo con corazón Y Sin embaí go poi
el Lema 5 3,9 obtenemos que entonces C(p, X) contiene una N-celda para
cada p € Y, lo cual contradice la hipótesis 1.

Por tanto los subcontinuos propios de X son descomponibles y conclui-
mos la prueba del teorema.,

D

5.4 Algunos ejemplos
Después de desarrollar la teoría introductoria, estamos en condiciones de
mostrar algunos ejemplos Así pues, dedicaremos esta sección a construir
ejemplos que muestran cómo son los conjuntos C(p,X) para tres casos par-
ticulares simples: cuando X es un arco, una curva cerrada simple y cuando
X es hereditariamente indescomponible,,

Empecemos viendo qué pasa cuando X = I.

Lema 5.4.1

un arco, si p € { 0 , l } ,
\ una 2-wlda, si j>g{O,l}.

Demostración:
Sea p 6 / Haremos la prueba analizando dos casos.

Caso 1 si p € {0,1} entonces C(p, I) es un arco

Supongamos primero que p = 0 y consideremos la función

g : I -y C(0, /) dada por g(t) = [0, í].

Es muy fácil ver que g es una función inyectiva y que está bien definida.
Por otia parte, todos los subcontinuos de / que contienen al cero son
de la forma [0,í], así que g es suprayectiva.

Finalmente, si { í n}^i C / es una sucesión que converge a t e / , es
fácil ver que

g(Q = [0,tn] —y [0,í] - g{t).
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poi tanto g es continua, y como su dominio es compacto, se sigue que
g es un homeomorfismo.

De esta manera concluimos que C(0, /) es un aico De manera similai
se puede probar que C(l,I) es un aico..

Caso 2 si p $ {0,1} entonces C{p,I) es una 2-celda..

Consideremos una función g : [0,p] x [0,1 - p] -¥ C(p,I) dada por
g(r, s) = \p — r, p + s].. Veremos que g es un homeomorfismo..

Es fácil vei que g está bien definida y que si A € C(p,J) entonces
A = [p— r,p + s] paia algunas r g [0,p] y s € [0,1—p]- Poi tanto g es
suprayectiva.,

Consideremos ahora dos elementos distintos de [Ü,p] x [0,1 —p], diga-
mos (ri,si) y (r2,s2), Sin pérdida de generalidad supondremos que
r i T¿ 72 Así pues,

de donde se sigue que g es inyectiva..

Por otia paite, tomemos una sucesión {(rní sn)}^=1 C [0, p] x [0,1 — p]
que converge a (r, s) € [0,p] x [0,1 - p].. Entonces no es difícil ver que

g(Tn,sn) = \p-rnip + sn] —y \p-r,p + s] = g(r,s)
n—í-oo

En consecuencia, g es continua Notemos, una vez más, que el dominio
de g es compacto, de modo que g es un homeomoifismo y podemos
concluir que C(p, I) es una 2-celda.,

Terminamos la prueba del lema..
D

Como corolario del lema anterior tenemos que paia un arco X en general,
con extremos a, b, se tiene una situación similai a la de /, es decir:

Corolario 5.4.2 Si X es un arco con puntos extremos a y b, entonces

Y\ — í un aTC°! s¿ pe{o,6},
^ una 2-celda, si p${a,b}.
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Demostración:

Esto es una consecuencia inmediata del Lema 5,1 1 5 y del Lema 5 4 1.

Veamos ahoia el caso en

5.4.3 (De I

Lema 5.4.4 C(P, &) es una 2-celda para toda p e &.

Demostración:

Dividiremos la piueba en dos casos

Caso 1 p = e°,

Para r,sel definimos

s*r¿ — \e . í g [-r,s]}..

Definimos también una funcion / : / x / _ C(P,^) dada po:

Dividiiemos la prueba en una sene de pasos

V
Paso 3 Veremos que / es continua,.

Sea { ( r« , s n )}^ C / x / una sucesión que converse a ir
particular tenemos que r -> r v , -».« n r , '

En consecuencia, f es continua
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Paso 4 Sean r, sel. Veremos que r + s > 1 si y sólo si /(r, s) = S1.

Supongamos que r + s > 1, entonces s > 1 — r, de donde

ñr,s) = A,s 3 {e2^:te[-rA-r}} = S1

Por tanto, f(r, s) — S1.,
Por otra paite, si r + á < 1 entonces podemos tomar un punto
z G / de manera que s < z < 1 - r. Veiemos que e2jr" ^ /(r, s),,
Por construcción de z es fácil vei que

Además tenemos que z < 1 — 7, así que

e W l i { e M : í 6 [ l - r , l ] } - {e2irií : í 6 [-r, 0]} - ATfi.

En consecuencia,

Poi tanto, si T + s < 1, entonces /'(r,s) 7̂  S1.

Paso 5 Definimos en / x / la siguente relación. Diremos que

(r, s) ~ ir', 5) si y sólo si <¡ -^ \ 1 1 - . 1

Es fácil ver que ̂  es una relación de equivalencia, así que podemos
considera: la función cociente g : / x / —>• (/ x /)/~..
Ahora bien, como consecuencia del paso 4 tenemos que / es cons-
tante en las fibras de g, así que podemos aplicar el Teorema de la
Transgresión para obtener una función continua

tal que hog = f (véase [Dug66, VI, Teorema 3.2])..

Paso 6 Sea h como en el paso 5 Entonces h es suprayectiva
En el paso 2 vimos que $ es suprayectiva, y en el paso 5 vimos
que poh~f, Poi tanto, h es suprayectiva.
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Paso 7 Sea h como en el paso 5. Entonces h es invectiva
Sean g{i,$)7g{r',s') £ (/ x / ) /„ tales que

En el paso 4 vimos que /(r, s) = S1 si y sólo si r + s > 1, asi que.
usando el paso 5, supondremos que

/(r , í ) = (hog)(r,s) = (kog)(r',s') = f(r\s') C 51.

Deestamaneía, tenemos que h(i, s) es un arco con extremos c~2wir

y e2lT!S por una parte, y con extremos e"
2lz"' \ e2ir"' por otia.

Como consecuencia de esto obtenemos que r = r' y $ = s'.. Por
tanto, h es invectiva..

En el paso 5 dimos una función continua h : (I x / ) /„ -*
que resultó sei una biyección, como vimos en los pasos 6 y 7 Por
otia parte, el dominio de h es compacto, ya que es el espacio cociente
de un espacio compacto. Así pues, de acuerdo a estas consideraciones
podemos concluir que h es un homeomorfismo.

Finalmente, es un resultado conocido el que el espacio cociente (/ x I)/..
es una 2-celda, así que podemos concluir la prueba de este caso

Caso

En este caso tenemos que p = e2*ü para alguna t € (0,1). Consideremos
la función g ; Sl -}• Sl dada poi

donde denota el pioducto complejo. Es fácil ver que g es un homeo-
morfismo en S1 (de hecho, es una rotación), y que g(p) = e°. Así pues,
aplicando el Lema 5,1.15 obtenemos que C(p, S1) RS C(e°, 51). De esta
manera, usando del paso anterior, podemos concluir que C(p,S:) es
una 2-celda

Como en ambos casos concluirnos que'CO?, X) es una 2-ceída? terminamos
la prueba del lema

•

Como corolario, veremos qué pasa con las cuivas cerradas simples.
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Corolario 5.4.5 Si X es una curva cerrada simple, entonces C{p,X) es
una 2-celda paia cada p G X

Demostración;
Esto es una consecuencia inmediata del Lema 5-1.15 y del Lema 5.4.4.

D

Finalmente, presentamos el último ejemplo de esta sección, que concier-
ne a los continuos hereditariamente indescomponibles. Uno pensaría que los
continuos de este tipo son muy complicados (y lo son), sin embaígo: cu-
riosamente resultan ser bastante tratables con respecto a sus hípeiespacios
C(p, X), como se verá en varias ocasiones a lo largo de este trabajo. Empeza-
remos con el resultado más sencillo sobre la estructura de estos hipeiespacios
C(p,X).

Lema 5.4.6 Las siguientes condiciones son equivalentes para un continuo X

i) X es hereditariamente indescomponible,

ii) C(p, X) es un arco para cada p € X

Demostración:
Supongamos que existe p € X tal que C{p, X) no es un arco, entonces gracias
al Lema 5.3.6 existen K, K' € C{p, X) tales que K \ K'¿ 0 ¿ K' \ K Sin
embargo, p € K D K', de manera que K U K' e C{X) y, por otra parte,
K ü K' es descomponible

Por tanto X no es hereditariamente indescomponible,
Supongamos ahora que C(p, X) es un arco para cada p € X. Sea

K e C{X) y supongamos que K = A U B para algunos A,B € C(X) Sea
pe AnB, Por hipótesis C(p, X) es un arco, así que por la Observación 5-3.5
sabemos que

A C B o Be A.

En particular se tiene que K « A o K = B Por tanto K es indescomponi-
ble.. Como K es un subcontinuo arbitrario de X podemos concluir que A es
hereditariamente indescomponible y terminamos la prueba del lema.

D
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5.5 Continuos arco-similares
En la sección anterior vimos explícitamente cómo son los hipeíespacios C{p, X)
cuando X es un arco, una curva cerrada simple o un continuo hereditariamente
indescomponible A partir de esto, una pregunta que aparece de maneía na-
tural es si la estructura de dichos hipereapacios caracteriza al continuo X
En el caso de los continuos hereditariamente indescomponibles la respuesta
es afiímativa, como lo muestra el Lema 5.4.6- Así pues, la pregunta que-
da abierta para cuando X es un arco o una cuiva cenada simpb. Es este
t:abajo se estudian-ambas' preguntas, y las respuestas íesultaion ser muy
bonitas, aunque un tanto elaboradas,, Es por esto que dedicaremos secciones
separadas a cada pregunta,

Empecemos con la primera pregunta, es decir, si X es un aico ¿hasta
qué punto los hipeiespacios C(p,X), lo caracterizan? Así como está he-
cha, ¡a pregunta iasulla un tanto vaga, así que trataremos de precisarla,, El
Corolario 5,4,2 nos dice que si X es un arco con puntos extremos a y b,
entonces

ni Y\ - /un arco, si pe{a,b],
O (A A ; - ^ u n a 2 _ c e l d a , si p£{a,b},,

De esta manera, uno podría preguntarse qué pasa con los continuos que
tienen dos puntos especiales ayb, tales que C{a,X) y C[b,X) son arcos, y
C(pt X) es una 2-celda para los todos los demás puntos p. ¿Será cierto que
el arco es el único continuo con estas características?

Esta ya es una pregunta más precisa; empezaremos a atacarla introdu-
ciendo el concepto de continuo arco-similar..

Definición 5.5.1 Sean X un continuo y a,b dos puntos distintos de X.
Diremos que (X, a, b) es arco-similar si se tiene lo siguiente:

i) C{a,X) y C(b,X) son arcos y

ii) C(p, X) es una 2-celda, si p £ {a, b}.

Así pues, nuestra pregunta anterior puede tiaducirse en: si X es un con-
tinuo arco-similar, entonces ¿X es un arco? Desafortunadamente (bueno, no
tanto) la respuesta a esta pregunta es negativa, como lo muestra el siguiente
ejemplo.,
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Fíguta 5.1: Continuo de Knastei cotí dos puntos ex tiernos

Ejemplo 5.5.2 Consideiemos el continuo A teptesenlado en Ifi figma

lis ím'ú vet que si A y B ROM RU be OH I timos de ,V que cotilionen a ÍÍ,
entonces A y B son comparables De esta maneía, usando el Lema 5.3.6
obtenemos que C(a,X) es un meo Usando un argumento similai, obte-
nemos que C(b,X) también es un ateo Ahoia, ¿Qné pasa para los demás
puntos p? So sabe que si EQ j¿ Ep ^ S(,, rntorifies existe una biyecÚ
coiiHniwt dd l;i m t n iral a T,v De mannra siinil;ir a (.ornn se probó
C"(p,/) es una 2-celda, cuando 0 ^ p ^ 1, se puede piobar que en este
C(p, X) también es una 2-ceída... En realidad esto lo probaremos formalmente
en el Teorema 7.2,1', pcio, pata lo que hemos desanollado, éste resulta ser un
teorema demasiado largo y demasiado complicado.. Así pues, poi el momento
baste la analogía con la prueba del Lema 5 '1.1.. Si treemos esto (¡sólo por el
momento!), entonces liemos obtenido un ejemplo de un continuo arco-similar
¡que no es un arco!

Ahoia bim, ya tenemos una respuesta riega I i VM a. nuestra piegunta origi-
nal, peto podemos no perdei la espetanza y en lugat <\r. eso liacetnos muchas
otras preguntas int.ernsa.ntes

Eu este .sentido, r;I ejemplo antenoi nos mtiest,ra un conUrmo atco-simihu
que no es un ateo Ciato, este continuo ¡es muy complicado! (es indescom-
ponible, y eso ya es bastante complicado), así que uno podría preguntarse
si existen continuos aico-stmilares, que no sean ai ros, pero que sean más
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Figmn 5.2: Otmiintio de KM as leí con dos puntos OXÍIOTHOH unido a un ano

sencillos que aqtté! presentado en el ejemplo antenor. En otras palabias, va-
le la pena preguntarse si existen continuos descomponibles y arco-similares
distintos del arco.

¿Qué pasa, por ejemplo, sí pegamos de ni añora atiriciada dos continuos
arco-siniilíiifis? Bueno, hay que decir qué quiete docir esto. Una inancia
adnruada ])odiía s<!i pagarlos por uno de sus extremos Vratnos..

Consideionios -poi ejemplo- un continuo Y tino sea la unión miipunlual
do un meo y un continuo X como el del Ejemplo 5 5 2 Supongamos que los
puntos ex tientos del ateo BOU n y b, y los puntos extictnos di; .V son t y d
Si pegamos h eoTi r, Y se veu'a así:

Ejemplo 5 5.3

p e I es un continuo aico-siinit.u. venimos (\w. no va así.
Consideremos un punto p £ X C Y, de manmi que p no esté contenido

en la composanle de c en X. Denotaremos a dicha composatite corno ^
Vcíiemos que A" es terminal en p,
Así pues, sea A e C(p, Y) tal que /t\.Y ¿¿ 0, entonces, como A es conexo,

necesariamente se tínne que r. € A Aliora bien, es fácil ve? que A O X es mi
subconliuuo de X que contiene a c y a p., Como Á' es indescomponible, so
signe (¡no .1 n X — X En olías palabras, X C A
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Por tanto, X es terminal en p De esta manera, usando el Lema 5.3.4
obtenemos que C(p, Y) tiene al menos un punto de corte ¡cada vez que
p 6 X \ S -̂ ! De acuerdo a esto, claramente X no es un continuo arco-similar,,

El ejemplo anterior sugiere que no es tan fácil hallai continuos arco-
similaies, ¡y menos aún que sean descomponibles! Entonces, retomando
nuestra pregunta de hace rato, sobre si los continuos arco-similares y des-
componibles son arcos, por el momento sólo diremos que ésta resultó sei una
pregunta muy interesante, pero también muy complicada., La contestaremos
afirmativamente en su momento.,

Y ya que estamos en éstas, podemos ir por el todo y preguntar: ¿qué
condiciones son necesarias y /o suficientes para determinar que un continuo
es arco-similar? Esta también es una pregunta complicada {¡más que la
anterior!), peio también obtendremos una respuesta bastante satisfactoria.

En este sentido, empezaremos viendo un par de lemas que nos dan cierta
información sobre los continuos arco-similaies..

Lema 5.5,4 Sea X un continuo tal que (X,a7b) es arco-similar . Entonces
X es irreducible entre a y b.

Demostración:
Supongamos que X no es irreducible entre a y b, entonces por el Lema 2.4,9
existe un subcontinuo propio A de X que es irreducible entre a y b.

Consideremos ahora un punto p € A \ {a, b}. Por hipótesis tenemos que
C{p,X) es una 2-celda, en particular C(p,X) no tiene puntos de corte.. Así
pues, de acuerdo al Lema 5.3,4 se tiene que A no es terminal en p, es decir,
existe A' £ C(p,X) tal que

A'\A ¿ 0 y A\A' ¿ 0. (5.8)

A continuación veremos en dos pasos que A es irreducible entie a y p.

Paso 1 a^A'ybi A'.,

Supongamos que a € A', entonces tenemos que A y A' son dos elemen-
tos de C(a,X) que no son comparables gracias a (5..8). Sin embargo,
esto contradice la Observación 5.3.5..

Por tanto a$ A', De la misma manera podemos probar1 que b g A'.
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Paso 2 A es irreducible entre a y p.

Supongamos que no lo es, es decir, existe K e C(A) \ {A} ta! que
{a, p] C K Podemos observar que p £ K O A', de modo que

KuA! € C(a,X)..

Notemos que como A es ineducible entre a y 6 se sigue que b ̂  K, y
por el paso anterior 6 ̂  .4'. De acuerdo a esto y a (5.8) tenemos

b e A\{KUA') y
0 ¿ A'\A C (KUA')\A,

de donde se desprende que A y KUA' son dos elementos no comparables
de C(a,X),. Esto nos lleva una vez mas a una contradicción con la
Observación 53.5.

Por tanto A es irreducible entre a y p.,

Ahora bien, dado que a y b juegan papeles simétricos en X, podemos
seguir el mismo procedimiento para obtener que A es irreducible entre p y &..
Como A ya era ineducible entre a y b y entre a y p, podemos concluir que
A es indescomponible (véase [Kur68, §48, VI, Teorema 7'])

Finalmente, por hipótesis tenemos que

I., uím C{x,X) < o paia cada x e X y

2.. Si C{x,X) tiene puntos de corte entonces x € {a, b},

de manera que podemos aplicar el Teorema 5 3 10 para obtener que todos
los subcontinuos propios y no degenerados de X son descomponibles Sin
embargo esto contradice el hecho de que A es un subcontinuo piopio de X y
es indescomponible.

Esta contradicción vino de suponer que X no es irreducible entre a y b,
así que podemos concluir que el lema es cierto

G

Lema 5.5.5 Sea X un continuo tal que (X,a,b) es arco-similar. Entonces
para cada M € C(a, X) U C(b, X) se tiene que M es unicohermte
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Demostración:
Sea M 6 C(a, X) (la prueba para M G C(í», X) es análoga)..

Supongamos que M no es unicoheiente, es decii, existen dos subcontinuos
A y B de M tales que M = AUB y An B no es conexo. Supondremos que
a € A.

Sean H y K dos componentes de 4̂ D B En particular, H y K están
contenidas en 5 , así que podemos tomar aicos ordenados a : I —$ C(B) y
¡3 :1 —*• C(B) de H a. B y de K a, B, respectivamente. En particular se tiene
que para s > 0,

a{s)\A ¿ 0 y 0(s)\A ¿ 0. (5.9)

Por otra parte, gracias al Lema 3.4.3 podemos halla: S > 0 tal que

a(6)np(8) = 0. (5.10)

Notemos ahora que H c A n a(¿i) y /íT C .4 n ̂ (<5) así que

^ U a ( í ) e C(ft;X) y AU/3{5) € C(o,A"). (5 11)

Ahora bien, de (5.9) y (5.10) podemos deducir que

(a{S)\0(S))\A « a{S)\A ¿ 0 y

A ,É 0. (5.12)

En base al Lema 2.4.4, las ecuaciones (5.11) y (5..12) nos conducen a la
conclusión de que A U a(S) y A U ¡3(5) son dos elementos no comparables de
C(a,X), lo cual contradice la Observación 5.3.5.

En consecuencia M es unicoheiente y concluimos la prueba del lema.
D



Capítulo 6

Continuos Estrambóticos

6.1 La condición dim (C(p,X)) < 3
Nuestia intención hasta el momento ha sido estudiar los continuos arco-
similares y, de ser posible, caí actei izarlos., Una condición que satisface un
continuo X en esta cíase es que dim (C(p, X)) < 3 para cada p € X.. Anali-
zando solamente esta condición, nos dimos cuenta que icsulta ser una condi-
ción muy especial, ya que nos proporciona muchísima información sobre los
continuos que la satisfacen., Por otia parte, analizarla por separado tiene la
ventaja de que se obtienen resultados para una clase de continuos más amplia
que la de los arco-sirnilaies,. En esta sección también estudiaremos algunas
propiedades de los continuos atiiódicos, los cuales, como veremos más ade-
lante, resultarán ser1 muy interesantes.

Empezaremos desarrollando herramienta básica

Lema 6.1.1 SeanX un continuo atriódico y A,B € C(X) tales que Aí) B ^

Entonces B\A tiene a lo más dos componentes-

Demostración:
Si B \ A tiene el menos tres componentes, entonces A U B es un triodo con
corazón A7 lo cual contradice nuestros supuestos., Por tanto B \ A tiene a lo
más dos componentes.

D
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Lema 6.1.2 Sean X un continuo atriódico y A,B £ C(X) toles que AC\B
tiene dos componentes distintas H\ y Hi.. Entonces existe una componente
W de B\Atal queW C\Hi^% para cada i G {1, 2}..

Demostración:
Consideremos los siguientes conjuntos:

Ui = Hx U \J{K : ~KC\ Hx ^ 0 y K es una componente de B \ A}

Ui = íf2u|J{ir : ^ n í / 2 ^ 0 y Desuna componente de B\ A},,

Es claro que Hi y H2 son no vacíos y que 7Í\ U H2 = B (ver Teoiema 2.4.1)
Por otia paite, de acuerdo al Lema 6.1.1 se sigue que B \ A tiene a lo

más dos componentes, de manera que "K\ y H2 son cenados en B
Si suponemos que la cerradura de ninguna componente de B \ A inter-

secta a la vea a Hi y a H<i obtenemos que Hi y H2 son ajenos, así que de
acuerdo a las consideraciones anteriores se sigue que %i y H-¿ constituyen
una sepaiación de B, lo cual contradice nuestras hipótesis,

Por tanto existe una componente W de B \ A tal que W n Hi ^ 0 para
cada 1 6 {1,2} y concluimos la prueba del lema

D

Lema 6.1.3 Sean X un continuo atriódico y A7B E C(X) tales que A f\ B ^

Entonces A f\ B tiene a lo más dos componentes-

Demostración:
Supongamos que Hi, H2 y H$ son tres componentes distintas de A O B Para
cada i € {1,2,3} tomemos un arco ordenado a¿ : / —f C(X) que empiece en
Hi y termine en B, De acuerdo al Lema 3 4 3 podemos tomar S > 0 tal que
oti(5)r\aj(6) = 0 cada vez que i ^ j,. En particular paia i € {1,2,3} se tiene
que

4̂ U oti{5) es conexo y a¿(¿) \ A ̂  0,

De aquí que el continuo
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es un triodo con coiazón A, lo cual nos lleva a una contradicción con nuestras
hipótesis..

Por tanto,4 O B tiene a lo mas dos componentes y teiminamos la prueba
del lema.

Ü

Corolario 6-1.4 Sea X un continuo tal que áim(C(p,X)) < 3 para cada
p e X. Sean A,B € C[X) tales que A O B ^ 0., Entonces Af\B tiene a lo
más dos componentes,.

Demostración
Si X contuviera un triodo, entonces por el Lema 5.3 9 X contendría una
3-celda, lo cual contradice nuestras hipótesis.. Por tanto X es atriódico De
aquí y del Lema 6.1.3 obtenemos el resultado buscado..

D

Lema 6.1.5 Sean X un continuo atriódico y A,B G C(X) tales que A n B
nn Í>A.TAP-^^O fatonef'fi B\A es conexo..

Demostración:
Por el Lema 6,1,3 sabemos que AC\B tiene dos componentes Hi y H2

Así pues, si suponemos que B \ A no es conexo, poi el Lema 6.1.1 se
sigue que B \ A tiene dos componentes. Así pues, aplicando el Lema 6,1 2
obtenemos que existe una componente W de B\A tal que W inteisecta tanto
a H\ como a H2.

Sean L\ y L2 componentes de W n H\ y W n H<¿, respectivamente. Cla-
ramente

LiOLs C í T i n F 2 = 0., (6.1)

Sea Z la componente de B \ A distinta de W
Así pues, para cada i G {1,2} podemos tomar un aico ordenado a¿: / —> C(X)

que empiece en L¡ y termine en W. Ahoia bien, giacias a (61), y al
Lema 3 4 3 podemos tomar 5 > Ü tal que

(ai(S)\A)n(a2{S)\A) = 0.
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Notemos que W C A U W, así que W n Z = $.. Entonces

Zn(a1{5)Ua2{S)) = 0.

De acuerdo a lo anterior y al Lema 2..4..3 podemos deducii que si

T = (
¿=i

entonces T es un tiiodo con corazón A. Como esto contradice nuestras
hipótesis, podemos concluir que B \ A es conexo

Tei minamos la prueba del lema.,
D

Lema 6.1,6 Sea X un continuo no umcoher&nté tai que dim(C(p, X)) < 3
para cada p e X. Entonces existen dos subcontinuos propios A y B de X
tales que

i) A U B = X,

ii) int{A) = A\B7 int(B) = B\A,

iii) A = int(A), B = int(B) y

iv) Af)B no es conexo.

Demostración.
Como X no es unicoherente podemos hallar dos subcontinuos propios A' y
B' de X, tales que A'U B' = X y A' HB' no es conexo,.

Definimos

B~X\A' y A = X\B.

Veremos en varios pasos que A y B son los subcontinuos que nos sirven.,

Paso 1 A' fl B' tiene dos componentes Hi y H2

Por hipótesis tenemos que A' n B' no es conexo, así que de acuerdo al ,..
Corolario 6.1,4 obtenemos que A'f)B' tiene dos componentes, a las que •;:;,•
llamaremos Hi y H2,
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Paso 2 A,B€C(X).

Empezaremos viendo que X es atiiódico.. Si X contuviera un tiiodo,
entonces el Lema 5,3,9 nos dice que X contiene una 3-celda, lo cual
contradice nuestras hipótesis.. Por1 tanto, X es atriódico. Así pues,
estamos en condiciones de aplicar el Lema 6.1.5, de donde obtenemos
que X \ A' es conexo y, en consecuencia, B también lo es..

De manera análoga se puede probar que A es conexo.. Finalmente, como
claramente Ay B son cenados, podemos concluii que A,B€. C(X)

Paso 3 B CB' CX,.

Como A'UB' = X se tiene que X\A' c B', de donde

B = X\A' C B' C X,

Paso 4 X\ int(A') = ext{Af).

Por un lado tenemos que

ext{A') = X\(int(A')uFr(A')} C X\int(A%

así que

ext{A') CX\int(A').

Por- otra parte, no es difícil vei que

X\int{A') C ext(A')

En consecuencia

X\int(Áf) =ext{A')..

Paso 5 A = int(A') (en particular A c A' C X).

Por construcción tenemos que

A = X\B = X\X\A' = X\ext{A') = int(A')..

En particular,

A = int(A') C A' £ X
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Paso 6 A n B = Fr (A) = Fr(B).

Por definición tenemos que

Fr{B) - BDX\B = BnA.

Además, del paso 5 se sigue que

Fr(A) = AnX\A = AnX\int{A')

Usando ahora el paso 4 y el hecho de que X\A' — ext(A'), obtenemos
que

Fr(A) = Anext{A') = Af)X\A' - AC\B.,

Paso 7 int(B) =B\A e int{A) =A\B.

De acueido al paso anterior tenemos que

B\A = B\{Bf\A) = B\Fr(B) = znt(B).

De la misma manera se obtiene que A \ B = iní(A).,

Paso 8 B = int(B) y A = int(A).

Esto es una consecuencia directa de la Propiedad 4!.12..

Paso 9 AUB = X.

AUB = (X\B)UB = X..

Paso 10 A D B no es conexo.

Por una parte, de acuerdo a los pasos 1, 3 y 5 tenemos que

AHB C A'OB' = HinH2 (6.2)

S e a i e {1,2}.
Gracias al Lema 3 4 2 tenemos que

Hi n Fr{A') ¿ 0,
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de donde

HiHB = HinX\Ár 3 HinFr(A') ¿ 0. (6.3)

Usando una vez más el Lema 3.4.2 tenemos que Íí¿ n FT(B') =£• 0 y
en el paso 3 vimos que B C B'. 0e acueido a esto y a (6,3) podemos
aplicar el Lema 2 4 5 paia obtener que

Hi n Fr(B) ¿ 0,.

Finalmente, usando el paso 6 podemos concluir que

Hi n {.4 n B) =¿ 0

Como consecuencia de esto y de (6.,2) obtenemos que A D B no es
conexo

De esta maneía concluimos la prueba del lema
ü

Es momento de introducii un concepto impoitante,.

Definición 6.1.7 Sean X un continuo y A\,A2,A^ 6 C(X). Decimos que
A\,A^ y As forman un triodo débil si

i) Ax n A2 n Az ¿ 0 y

ii) Ai \ (Aj UAk) ^ 0 cada vez que {i,j,k} = {1,2,3}

Uno de los resultados más populares respecto de los triodos débiles es el
siguiente teorema., Vale la pena destacado, poique lo usaremos a lo largo de
este tiabajo una y otra vez.,

Teorema 6.1.8 Sean X un continuo y A,B,C e C{X) tales que forman un
triodo débil, Entonces X contiene un triodo,

La piueba de este teorema puede encontrarse en [Sor44, Teorema 1,,8],,

El teorema que presentamos a continuación nos proporciona una relación
entre el hecho de que un continuo X contenga ti iodos (o triodos débiles) y
la condición de que dim(C(p, X)) < 3 para cada p e X. De esta manera,
tiene mucho sentido buscar criteiios paia deteiminai si un continuo contiene
triodos o triodos débiles.. Después del teorema presentamos uno de elíos,,
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Teorema 6.1.9 Sea X un continuo tal que dim(C(p,X)) < 3 para cada
p e X., Entonces X no contiene triodos débiles (ni triodos)

Demostración':
Supongamos que X contiene algún triodo débil, entonces el Teorema 6., 1.8
nos garantiza que X contiene un triodo.,

Ahora bien, aplicando el Lema 5.3.9 obtenemos que entonces C(p,X)
contiene una 3-celda para cada p que peitenezca al corazón del triodo, lo
cual contradice nuestras hipótesis

Por tanto X no contiene triodos débiies y terminamos la prueba del teo-
rema.

•

Lema 6.1.10 Sea X un continuo y sean W¡Y,Z€ C{X) tales que

i) Y n Z no es conexo,

ii) W C y y

ni) WnZ = YC\ Z,

Entonces X contiene un triodo.,

Demostración:
Dado que Y O Z no es conexo podemos tomar dos componentes distintas Iq y
¿2 de YH Z\ para cada i € {1, 2} tomamos un arco ordenado a¿: I —*• C(X)
que empiece en L¿ y termine en Z. En particular se tiene que

a ¿ ( s ) \ y # 0 para cada s > 0 . (6.4)

Además, gracias al Lema 3.4.3 podemos tomar 6 > 0 de manera que, si
i,j £ {1,2}, entonces

cti(5) C\ aj(6) — 0, cuando i ^ j (6.5)

Sea

Veremos que T es un triodo
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Como ai(0) = Li C Y, es fácil ver que T es conexo..

Por otia paite,

T\W = (Y\W)u(al(5)\W)u(a2(S)\W)
«= (Y\W)u(a1(d)\Y)u(a2(6)\Y)..

De acuerdo a esto, a las hipótesis ii) y ni), a (6.4) y a (6 5) obtenemos que
T\W tiene al menos ti es componentes, de donde se concluye que T es un
triodo en X.

Terminamos la piueba del lema.,
Ü

Uno de los resultados más fuertes e importantes de esta sección tiene que
ver con la unicohei encía, Lo presentamos a continuación

Teorema 6.1.11 Sea X un continuo aíriódico,. Si Y e C(X) no es uni-
coherente, entonces Y es terminal en todos sus puntos..

Demostmción-
Como Y no es unicoherente, por el Lema 6,1.6 podemos tomar dos subcon-

tinuos propios A y B de Y tales que

i) AUB = Y,

ii) intY(A) =A\B, inty(B) = B\-4,
ni) A = intY(A), B~intY(B) y

iv) A n B no es conexo..

Supongamos que Y no es terminal en un punto p, entonces existe K € C(p, X)
tal que

Y\K¿§ y K\Y¿& (6.6)

Dado que (A U B) \ K = Y \ K ̂  0, podemos suponer que B\K ^ 0.
Definimos C = A U K.
Haremos el resto de la prueba en cinco pasos.
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Paso 1 B\C¿Q.

Como Y\K es un abierto de Y que contiene puntos de B,j B = inty (B),
sabemos que

{mtY(B))r\(Y\K)¿<t).

Usando lo anterior y el inciso ii) se sigue que

0 ± (intY(B))n(B\K) - (B\A)n(B\K)
= B\(AuK) = B\C

Paso 2 B f\C tiene a lo más dos componentes..

Se sigue del Lema 6..1..3..

Paso 3 A n K T¿ 0., En paiticulai, C € C(X).

Supongamos que AC\K — %, entonces

(BnA)n{Br\K)=tt). (6 7}

Ahora bien, por el Lema 6.1,3, sabemos que B n C tiene a lo más dos
componentes., Por otio lado, estamos suponiendo que Af)B tiene al
menos dos componentes y tenemos que

B nc = B n(Au K) = (B n A)u (B n K).

De acuerdo a las consideraciones anterioies y a (6 7), se desprende que
B f~)K = $., Pero entonces, por construcción de K obtenemos que

P e (Y \ B) n K c A n K,

lo cual nos lleva a una contradicción.

Poi tanto, A H K =£ 0 y, en particular, C € C{X)

Paso 4 Si A n B está contenido en una componente de B n C, entonces y
contiene un triodo,.

Sea tí7 la componente de B n C que contiene a .4 n S., En el paso 1
vimos que B \ C j= 0, así que
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Además, es fácil vei que

AnB c wnA c BnCnA = BnA,

es decir,

Así pues, estamos en condiciones de aplicar el Lema 6.1.10 a los sub-
continuos W,B y A para obtener que Y contiene un triodo.

Paso 5 Si A n B inteisecta a mas de una componente de B n C, entonces
X contiene un triodo..

En este caso claramente estamos asumiendo que B n C no es conexo..
Así pues, del paso 2 se desprende que B C\C tiene exactamente dos
componentes, a las que llamaremos C\ y CV,

Notemos que en este caso AUC1UC2 € C[X),. Además, por el paso 3,
C también es un elemento de C(X),

Por otra parte, por (G..&) se tiene que

K \ (A U Ci U C2) D K\Y i= 0,

de donde

AUdUC2 C AUK = C

Finalmente,

(4uCiUC2)n£ = (Au(Bnc))nB
= {AnB)\j{BnC)
= BnC.

Así pues, estamos en condiciones de aplicar1 el Lema 6.1.10 a los sub-
continuos A U C\ U C2, C y B paia obtener que X contiene un triodo,.

Ahora bien, poi construcción de C tenemos que A O B C B n C, así que
estamos en la situación descrita en el paso 4 o en el paso 5, y en ambos casos
concluimos que X contiene un triodo.
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Esta contradicción vino de suponer que Y no es terminal en p. Así pues,
podemos deducir que todos los subcontinuos propios, no unicoheientes de X
son terminales y concluimos la piueba del teorema..

D

Como corolario presentamos el siguiente teorema..

Teorema 6.1.12 Seo, X un continuo tal que

i) dim (C(p, X)) < 3 pam cada pe X y

IÍ) el conjunto {p e X : C(p, X) tiene puntos de corté] es a lo más nu-
merable..

SiYE C(X) \ {X}, entonces Y es unicoherente..

Demostración..
Como consecuencia de la hipótesis i) y del Lema 5.3 9, obtenemos que X es
un continuo atriódico.. Por otra parte, de la hipótesis ií) y el Lema 534 se
sigue que y no es terminal en todos sus puntos. De esta maneía podemos
aplicar el Teorema 6.1.11, para obtener que Y es unicoherente.

D

Lema 6.1.13 Sean X un continuo atriódico y Y £ C(X) \ {X}. Si Ai y
A% son dos subcontinuos propios de Y tales que Ai U A2 = Y, y K es una
componente de Ai n A2, entonces existe un único arto ordenado de K a Ai,
para cada i e {1,2} (véase la Definición S.,3,,2).,

Demostración:
Supongamos que existen dos arcos ordenados 011,02 : I —> C(Ai), de K a
A\, tales que ot\{I) # c¿'¿{^), entonces gracias al Lema 3..41 existen s,t e /
tales que

OÜ(3) W ¿ ) ¥= 0 y aa(t) W * ) # 0. (6,8)

Tomemos ahora un arco ordenado 7 : / -> C(A2) que empiece en K y
termine en A<¿- Por el Lema 6 1.3 sabemos que Ai O Ai tiene a lo más dos
componentes, así que podemos tomar t £ (0,1) de maneía que 7(í)n^4i =K.
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Consideremos ahora Z = ry(t)Uai(s)Ua2(t) Veremos que Z es un triodo
débil

Como cti(Q) = K £ C(Y) paia i € {1,2}, se sigue que

K C 7(i)na1(s)no2(í) (6.9)

Además, de acuerdo a la construcción de ori;a2 y a (6.8) obtenemos que

a1(s)\(7(í)Ua2(í)) = (oi(s)\a2(¿))\7(í)
= (ai(s)\a2(t))\K
- (a1(5)\a2(í)) # 0.. (6.10)

De manera similar se puede ver que

4 ) \ ( i ( í ) U a i ( s ) ) 7a 0. (6.11)

Finalmente

¿i # 0- (6-12)

De (6.9), (6.10), (6.11) y (6.12) deducimos que Z es un triodo débil, lo cual
contradice el Teorema 6..1.8..

Por tanto obtenemos la conclusión deseada para Ai.. Análogamente po-
demos probar el resultado para A'¿ y terminamos la prueba del lema..

D

Como corolario tenemos el siguiente lema

Lema 6.1.14 Sean X un continuo tal que dim (C(p, AT)) < 3 para cada
p £ X y Y € C(X) \ {X}. Si Ai y A2 son dos subcontinuos propios de
Y tales que A\ U A% = Y, y K es una componente de Ai D Ai, entonces
existe un único arco ordenado de K a Ai} para cada i € {lf2} (véase la
Definición 3.3-2).

Demostración;
Si X contiene un triodo, por el Lema 5,3 9 sabemos que C(p, X) contiene una
n-ceida paia alguna p € X. Como estamos suponiendo que esto no sucede,
podemos concluir que X es atriódico. Así pues, aplicando el Lema 6.1.13
obtenemos el resultado buscado.,

D
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Teorema 6.1.15 Sea X un continuo tal que

i) dim (C{p,X)) < 3 paia cadap€X y

ü) el conjunto {p e X : C(p,X) tiene puntos de corte} es a lo más nu-

merable.

Sean Y € C{X) \ {X} y A', B' e C{Y) tales que Y es irreducible entre A' y

B'
Si Ai,A2 € C(Y) son tales que A' C Ai n Ai, entonces Ay, C .42 o

Demostración-
Podemos suponer que A' C A{ para cada i £ {h 2} y que Al ¿ A2 Haiemos
el resto de la prueba en dos pasos,.

Paso 1 intY{Ax) C intY(A2) o intY{A2) Cinty(Ai)..

Sea a € A'..
Como consecuencia del Lema 4 2 2 tenemos que mtY{Ai) ¿ tí para cada
i € {1, 2}, así pues, aplicando la Propiedad 4.1.13 obtenemos que

inty(Ai) , intY(A2) € B(y,fl).

Utilizando ahoia la Propiedad 4.1.9 concluimos que

I) C intY(A2) o ir7tY{A2) CintY(Ai),.

Paso 2 Si Ai y A2 no son comparables, entonces Y contiene un tiiodo débil,,

De acueido al paso anterioi podemos suponer qaeinty(Ai) C intY(A2)

Sea K = intY(Ai). Si Ax y A2 no son comparables entonces

KcAx y K CA2, (613)

además, giacias a la Propiedad 4.1.13 sabemos que K € C(Y).

Por otra parte, usando el Lema 4,2,2 podemos ver que

A' C inty{A{) C K, (6,14)
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así que podemos tomar w £ K \ A', Sea b € B' Poi la irreducibilidad
de y , entre A! y B', existe B e C(Y) \ {Y} tal que w, b € B Es íácil
ver que entonces

A! CY\ B. (6,15)

Como Ai U B € C(Y), gracias a la ineducibilidad de Y obtenemos
que Aj U B = Y (por la misma razón, K U B = y).. En particular.
Y\AiCB.

Ahora bien, dado que Y ̂  X, podemos aplicar el Teorema 6 1.12, paia
obtener que

Af\B&C{Y) (6.16)

cada vez que i 6 (1,2}.,

Veremos que Ai f! B, Ai D B y K forman un triodo débil,.

Usando (6.14) y (6.15) tenemos que

A' C K\{{A1f\B)u{A2r\B)y. (6.17)

Poi otia parte, usando (6.13), si {i,j} = {1,2}, obtenemos que

(AinB)\((AjnB)uK) = {(AinB)\(AjnB))n((AinB)\K)

- ((AinB)\(AjnB))n(Ai\K)

((AiDB)\Aj)v((AinB)\B

n(A¡\K)

= JkXAj # 0.

Finalmente, por construcción

w e KnB c (Ai nB) n (A2n5) nK

(6.18)

(6.19)

De (6.17), (6.18), y (6.19), concluimos que Ai C\B, A2HB y K forman
un triodo débil
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En el paso 2 vimos que, si Ai y A-¿ no son comparables, entonces Y contie-
ne un triodo débil, sin embargo esto contradice el Teorema 6.1.9.. Por tanto
A-i y Ai son comparables y terminamos la prueba del teoiema.

O

Lema 6.1.16 Sea X un continuo tal que dim(C(p, X)) < 3 para cada p € X
y tomemos Y G C(X). Supongamos que Y es irreducible entre A' y B', donde
Á,B' eC{Y),

Sean w <=Y\(A' U B') y Z € C(w, X) tal que Z\Y ^ 0 Llamemos ZQ

a la componente de Z O Y que contiene a w, Entonces A' C ZQ o B' C Zo.

Demostración:
Haremos la pmeba del lema en dos pasos,

Paso 1 A'nZ^Üio bien B'r\Z£§..
De acuerdo a la elección de w y a la ineducibilidad de Y, existen a 6 A'
y A € C(Y) \ {Y} tales que a,w £ A, Como ACY obtenemos que

A n B' - 0 (6.20)

De la misma manera, existen b € B' y B G C(Y) \ {Y} tales que
6, w € B y

B n A' = 0.. (6.21)

Usando una vez mas la ineducibilidad de Y se sigue que A U B — y,,

Notemos ahoia que

Z\(AUB) = Z\Y¿$. (6.22)

Poi otia parte, si suponemos que

ZDA' = ® y ZnB1 = $,

utilizando (6.21) obtenemos que

a eA'HA = (A'nA)\{ZuB) c A\(ZUB). (623)
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Similar mente podemos ver que

b € B\{ZUA). (6.24)

Finalmente, por construcción tenemos que w 6 AílBCsZ. De acuerdo
a esto, a (6.,22), a (6 23) y a (6,24) podemos concluir que A, B y Z
forman un triodo débil.

Sin embargo esto contradice el Teorema 6 1 9 Por tanto A' C\ Z ^ 0 o
B' n z ¿ 0.,

Paso 2 A' C Zo o B' C ZQ.

Sea a : I —> C(Z) un arco ordenado que empiece en Zo y termine en
Z, En particular tenemos que si í > 0 entonces

a(t)\Y ¿ 0.,

Por otra parte, gracias al Corolario 6.1.4 sabemos que ZC\Y tiene a ío
más dos componentes, así que por la continuidad de a existe 5 > 0 tal
que

a{S)r\Y = Zo.

Aplicando ahora el paso 1 al subcontínuo a(S) obtenemos que

A'f\a{6) ^ 0 o B'na{5) ¿ 0

Supongamos que A' D a(S) ^ 0. Entonces claramente

0 9¿ A'na(S) = A'r\Yr\a{5) = A'nZ0..

Ahora bien, en el Lema 4,2.2 vimos que A' es un subcontinuo terminal
de Y, Por otro lado sabemos w €. ZQ\ A', de donde se deduce que

A' C Zo..

Es íacil ver que si suponemos que B' n a(6) ^ 0, entonces B' c Zo.

De esta manera concluimos la prueba del lema..
D
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6 2 Continuos Estrambóticos

en !a sección ̂ ^ ^ T Z ^ o Z t X, En esta sección intro-

fin, obtener alguna, de las caiactemaaones buscadas.

Definición 6.2.1 Decimos que un continuo X es estramUUco si

i) C(p X) es un arco o una 2-celda, para cada p e X y

ü) el conjunto {PeX : C^X) es un arco} es . lo o * — b l e . .

Veamos un primer resultado..

sine Y \(FuB°), entonces C(w, Y) no tiene
corte

que „, Y „, {»} son P^to de «nte de C(«, n
y) tal que iw}CWC Y. Empezaremos viendo

dos casos.

Caso 1 A' CW oB' CW» tenemos
A< c W, entonces por irreducibihdad de Y tenemosSupongamos que

que

wnB' =

iireducibilidad de Y se sigue que

BnA' =
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Así pues, tenemos que

A' c W\B y
b € BnB' C B\W.

Por tanto W no es terminal en w.

Caso 2 A' £W y B1 £ W.
Una vez más, como w no es punto de irreducibilidad de Y, podemos
tomar ae A', b E B' y A,B € C(w, Y) \ {Y} tales que a e A y b e B.
De acueido a esto y a la ineducibilidad de Y se sigue que

b€B\A y a<=A\B.

Así pues, obtenemos que A y B son dos elementos no comparables
de C(w,X). De esta maneía, por la Observación 5.3.5 se obtiene que
C{w.X) no es un arco. Dado que X es estrambótico, obtenemos que
C{w, X) es una 2-celda..

De este modo, sabemos que C(w, X) no tiene puntos de corte, entonces,
poi el Lema 5,3,4, se tiene que W no es un subcontinuo de X terminal
en w-

Así pues, existe Z e C(w,X) tal que

Z\W¿% y W\Z¿& (6.25)

En el caso en que Z c Y obtenemos directamente que W no es un
subcontinuo terminal de y en w.. Supongamos entonces que Z\Y ^ 0,.

Tomando un elemento de un arco ordenado de Y a Z U Y si fuera
necesario, podemos suponer también que Z U Y C X,

Sea ZQ = ZnY. Usando el Teorema 6 1 12 obtenemos que ZQ es conexo.,

Por otra parte, gracias al Lema 6.1.16 podemos suponer que A' C ZQ
(si B' C Zo se puede seguir un razonamiento análogo). Por hipótesis
de este caso se sigue que

0 ?É A'\W C Z0\W..

Además, de (6..2Ó) tenemos que

0 ¿ W\Z C W\Z0.

Por tanto W no es un subcontinuo de Y terminal en w.
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Como hemos visto, en cada caso obtenemos que W no es un subcontmuo
de Y terminal en w.. De esta manera, utilizando el Lema 5.3.4, obtenemos
que W no es punto de coi te de C(w, Y)

En consecuencia C(w, Y) no tiene puntos de corte y concluimos la prueba
del. teorema

G

En el siguiente teorema veremos algunas propiedades de los continuos es-
trambóticos irreducibles, las cuales, además de ser interesantes por sí mismas,
nos serán de gran utilidad más adelante.

Teorema 6.2.3 Sean X un continuo estrambótico y Y un suhcontinuo pro-
pio y no degenerado de X,. Supongamos que Y es irreducible entre A' y B'
paja algunos A\B' € C{Y)., Entonces

i) C{A\ Y) y C{B', Y) son arcos, .

ii) Si C(p, Y) tiene puntos de corte, entonces p € A' U B',

iii) Y es descomponible..

Demostración
Haremos la prueba del teorema por pasos, en cada uno de los cuales proba-
remos un inciso de la conclusión del teorema.

Paso 1 Aplicando el Teorema 6,1.15, obtenemos que cualesquiera dos sub-
continuos de Y que contengan a A' son comparables., Usando ahora el
Lema 5.3.6 concluimos que C(A'i Y) es un arco..

De manera similar puede probarse que C(B', Y) es un arco.

Paso 2 En el Teorema 6,,2,,2 vimos que sip € Y\(A'l¡B'), entonces C(p, Y)
no tiene puntos de corte.

En otras palabras, si C(p, Y) tiene puntos de corte, entonces p e A' U B''.,

Paso 3 Gracias al Teorema 5.3.10 se tiene que Y es descomponible.

Concluimos la prueba del teorema.

•
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El objetivo de esta sección es mostrar un resultado que, al menos en
este momento, puede sonar un tanto sorprendente; veremos que si X es un
continuo estrambótico, entonces sus subcontinuos propios y no degenerados
son arcos.. La idea es empezar analizando un subcontinuo propio e irreducible
Y, de X (digamos que Y es irreducible entre A' y B'), Veremos que C(A', Y)
es un arco y analizaremos la estructura de dicho arco, a partir de lo cual
buscaremos mostrar que Y también es un arco.,

La prueba de este resultado requiere el desarrollo de varias herramien-
tas, algunas de las cuales seián algo complicadas. Las presentamos a conti-
nuación.,

Teorema 6.2.4 Sean X un continuo estrambótico y Y un subcontinuo pro-
pio y no degenerado de X Supongamos que Y es irreducible entre A' y B'
para algunos A',B' £ C{Y),.

Sean a £ A' y a : / —> C(A', Y) un arto ordenado de A' a Y. Entonces el
conjunto T = {t € I: a(t) £ fl5(y,a)} es denso en I

Demostración:
Supongamos que T no es denso en / , entonces podemos tomar r € (0,1) y
e € (0, r) tales que 0 < r - e < r + e < l y

(r-£,f+£)nr=0. (6 26)

Sea Z = [0, r - e] n T. Definimos

supZ, s i ^ 0 ,
( 6 2 7 )_

to ~ \ 0, si ̂  = 0.. ( )

s = Í ? I / { Í € [r + e , l ] : í € T } , (6.28)
y tomamos

V € a(s) \ \J{a(t) : 0 < í < s}. (6.29)

Sea 6 £ B', Probaremos el resto del Teorema en 14 pasos.. Empezaremos
viendo que s y y están bien definidos,

Paso 1 s está bien definido y to < s..

Poi hipótesis a(l) = Y, y claramente Y £ ©(y», así que 1 £ T» En
particular el conjunto {í € [r + e, 1] : t £ T} es no vacío. Por tanto

s =inf{te [r + e,l] • t £ T}
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está bien definido
Finalmente,

ío < r -e < 7 +e < $.

Paso 2 y está bien definido

Giacias al Teorema 6.2,3 tenemos que a es una parametiización del
único arco ordenado de A' a Y. De acueido a esto y a [Mac, Teorema
3 1] obtenemos que y está bien definido

Paso 3 io > 0 y inty(a($)) = inty(a(to)) — a(t0)
Por hipótesis A' = a{0) C a(s), así que podemos aplicaí el Lema 4 2 2
paia obtenei que

A' cintY(a(s)). (6,30)

Como Y es un espacio ineducible entie a y b, y a(s) e C(a, Y), pode-
mos usar ahoia la Propiedad 4.1.13 para obtener que

S)) € ®(Y,a) • (6-31)

En el Teorema 6,2 3 vimos que C(A', Y) es un arco, así que la Obser-
vación 5.3.,5 nos garantiza que a es el único arco ordenado de A' a Y,
De esta manera

s)) = a(so) para alguna So € [O,sj. (6.32)

En paiticular, gracias a (6,30) tenemos que

A' Q a(s0) C a(s),

en otras palabras, SQ > 0,

Ahora bien, de acuerdo a lo anterior, a (6.31), al paso 3 y a (6.36) se
sigue que

0 < so < ÍQ..

Así pues, como consecuencia de la definición de í0 podemos tomar una
sucesión creciente de elementos en T que converja a í<>. Si usamos ahora
la Propiedad 4,1,15, obtenemos que

a ( í o ) € D M , (6.33)
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de donde se sigue que

inty(a(s)) — a(so) C a(t0) = inty(a(ta)). (6,34)

Por otra parte, dado que to < s tenemos que a(í0) C a(s), de donde
míy(a(ío)) C inty(_a(s)), y en consecuencia

intY(a(t0)) C intY(a{s)).. (6.35)

De (6.34) y (6.35) concluimos el resultado deseado,.

Paso 4 $ ̂  T. En particular 5 < 1

Por construcción tenemos que

= 0 y [r,

es decir,

(í0, s)r\T= 0., (6.36)

En otias palabras,

{a(t) e C{Á, Y) : a{t0) C a(t) C a{s)} n 0(y,a) - 0.. (6.37)

Ahora bien, supongamos que s € T

Poi hipótesis tenemos que Y es irreducible entre a y b, y del paso
anterior se desprende que f0 € í1 Gracias a esto y a (6,37) podemos
aplicar la Propiedad 4,1,16 a a(ío) y a(s) para obtener que

a(s) \ a(t0) es un subcontinuo indescomponible de Y- (6 38)

Finalmente, dado que X es estrambótico, estamos en condiciones de
aplicar el Teorema 5,3 10, obteniendo de esta manera que los subconti-
nuos propios y no degenerados de X son descomponibles Sin embargo,
esta afirmación contradice (6.38)..

Por tanto $ £ T.. En particular s ^ 1
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Paso 5 Sea K' - a{s) \ a{t0), entonces K' e C(y, Y) y {y} CK'CY.

En el Teorema 6,2 3 viraos que C{A', Y) es un arco. Así pues podemos
aplicar el Lema 5 3 7 a a(s) y a(ío), paia obtener que a(s) \ a(ío) es
conexo. De aquí que

K' = a{s)\a{t0) € C(Y)..

Además tenemos que

y € a(s) \ \J{a(t) : 0 < í < s} c a{s)\a{t0) c K'.

En consecuencia K' e C(y,Y).

Por otia parte, en el paso 1 vimos que ¿o < s, así que a(ío) C a($), y
por tanto K' \ {y} ^ 0,.

Finalmente, en el paso 3 vimos que s < 1, de donde se sigue que
K' C a{s) C Y..

El objetivo de los siguientes pasos es ver que K' es terminal en el punto
y, en el subcontinuo Y,

Paso 6 Sea K e C(y, Y).. Si a(.s) \ ía(t0) U K) ¿ 0, entonces existe r' € (í0, s)

tal que a(r') \ (a{tQ) U A"W 0.,

Supongamos que oi(r') C (a(ío) U A"j para cada r' € (¿ot^), entonces

por continuidad de a se sigue que a(s) C í a(to)uK 1, lo cual contradice
nuestras hipótesis

Por tanto a(r') \ (a(U) U K1 ,¿ 0 para alguna r' G (ío, s)»

Paso 7 Sea ÜT' como en el paso 5 y sea K € C(y, Y) tal que

Entonces K' c K

Haremos la prueba viendo que a(s) \ a(ío) C K
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Supongamos que existe un punto w tal que

w e (a{s) \ a(í0)) \ K = Q(S) \ (a(£0) U üf) (6 39)

De acuerdo al paso 6 podemos suponer que

w € a(r'), para alguna r' 6 (ío, s). (6,40)

En particulai, como r' < s tenemos que

Vt<*{r') (6.41)

Consideremos ahoia a(to) U K y a(r')

Por hipótesis tenemos que

0 ^ (üf \ ÍT') n a(to) C ATna(to),

de modo que a(tQ) UK e C{A\X).

También sabíamos ya que a(r') e C{A', X)..

Sin embargo, tomando en cuenta (6,39), (6.40), (6,41) y la hipótesis de
que K € C(y, Y) obtenemos que

y € (a(tQ)UK")\a{r') y

w € a(r')\(a(to)UKy

de donde podemos concluir que a(tQ) U K y a(r') son dos elementos
no comparables de C{A',Y),, Sin embaígo, de acuerdo a lo anterioi la
Observación 5,3,5 nos dice que C(A',Y) no es un aico, lo cual nos lleva
a una contradicción con el Teorema 6 2 3.

Por tanto a(s) \ a(ío) C K y en consecuencia

K' = a{s)\a{tQ)cK.

Paso 8 Sean K' como en el paso 5 y K € C(Y), entonces

(K\K')n(Y\a(to))cK\a(S)
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(K-\lC')n(y\a(ío)) = (K\a(S)\a(to))n(Y\a(tG))

C (K\(a(s)\a(U)))n{Y\a(t0))

= (K\(Q(s)\a(U)))n{K\a(tQ))

= K\([c*{S)\ afo)) nafa))
= K\a{s).,

Paso 9 Sean K' como en el paso 5 y K € C(y,Y) tales que

i) (K\K>)n(Y\a(to))¿® y

ii) a{s) £ato)UK.

Entonces a(t0) í)K = 0.,

Supongamos que a(to) D ÜT ^ 0, entonces

a(ío)uA: € C(¿',X)., (6.42)

Ahora bien, por hipótesis y por1 el paso 8 tenemos que

0 ^ (K\K')n(Y\a(t0))
C if\a(s) C (a(ío)Uir)\a(s), (6.43)

Por hipótesis tenemos también que

a(s)\{ato)uK)¿®, (6,44)

entonces de (6 42), (6,43) y (6.44) se sigue que a(s) y a(to)UK son dos
elementos no comparables de C(A', Y)., Una vez más, la Observación 5.3,,5
nos dice que en este caso C(A',Y) no es un arco, lo cual nos lleva a
una contradicción con el Teorema 6.2.3,.

Por tanto a{t0) C\K ̂  0

Paso 10 Sean K' como en el paso 5y Jf € C(y, Y) tales que

i) (K\K')n(Y\ato))*$ y
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Entonces existe 6 > 0 tal que a (¿o + ¿) n K - 0

Si suponemos que a(ío+<5) nüT ̂  0 para cada 5 > 0, entonces tomando
límite cuando £ tiende a 0 tendríamos que a(£0) n K £ 0, lo cual
contradice el paso anterior
Poi tanto existe 5 > 0 tal que a(í0 + £) O üf — 0

Paso 11 Sea. s'€[s7l], entonces mty(a{s')) CintY(a{s))l) a(s')\a{s),,

Dado que 5 < s', tenemos que oc{$j C a(s'}, ^ : ' «us

(6.45)

Si aplicamos ahora el Lema 2.4-6 obtenemos que

intY(a(s) U (ó(P)\^sj)) C inty(a{s)) U {a(s')\«(í)) (6.46)

Finalmente, de (6.45) y (6.46) concluimos que

intY{a(s')) C inty(a{s)) U a

Paso 12 Sean if' como en el paso 5 y K e C(y, Y) tales que

(K\K')n(Y\a(t0)) ¿ 0.

Entonces a(s) c a(t0) U üí".

Por construcción y € <*($)nK, de modo que a{s) UK e C{A'7Y).
En el Teorema 6,2,3 vimos que C{A\ Y) es un arco, así pues, la Obser-
vación 5 3,5 nos dice que a es el único arco ordenado de A' a Y. De
esta manera

a(s) U K = a(si) para alguna sx € [s, 1].

Además, por hipótesis de este paso y por el paso 8 se tiene que

0 ¿ (K\Kr)n(Y\a(t0)) C K\a(s) (6 47)
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de modo que

si > s. (6.48)

De acuerdo a lo anterior y a la definición de s podernos tomar

52 € [s,Si)nX (6.49)

Supongamos que a(s) £ a(io) U -ftT, entonces de acuerdo al paso 10
existe 5 > 0 tal que

®, (6.50)

En particular, dado que y € a(s) n K, se tiene que

ío + ¿ < s . (6 51)

Tomemos ahoia un punto z tal que

z€a(t0+Ó)\a{t0). (6.52)

En el paso 4 vimos que inty(a(s)) = ¿níy(a(ío)) = a(to), de modo que

^ Í intY{a{8)). (6.53)

Por otra paite, tomando en cuenta (6.50) y (6 52) se sigue que

z i K. (6.54)

Ahora bien, como ?2 < Si tenemos que

a(s2) C a(si) = a(i)U/f,

de donde es fácil ver que

a(s 2 ) \a (s ) c K\a{s) c /sT.

Como A" G C(F) se sigue que

a(s2)\a{s)cK (6.55)
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Usando ahora (6.53), (6,54), (6 55), el paso 11, (6.49) y (6.51) obte-
nemos que

z € X\ \intY(a{s))UK\

C X\\intY(a(s)){Ja(s2)\a(s)

= X \ inty f afso) I — X \ a($<i)

C X\a(s) c X \ a ( í o + Í). (6.56)

Sin embaigo esto contradice (6.52).

Esta contradicción vino de suponer que a(s) <£ a(ío) U K, por tanto

a(s) c ct(ío) U -^

Paso 13 Si K' es como en el paso 5, entonces A' D K' = 0 y B' n A"' = 0.
En particular, {a, 6} D K' = 0 y y £ A' U B'.

Por una parte, como s < 1 tenemos que

K' = a{s)\a{U) C a{s) C K \ B'.

En paiticulai, 6 ̂  K'

Poi otra paite, claramente

iníy(a(í0)) D (a(s) \a( í 0 ) ) - 0 ,

así que

inty(a(to))na(s)\a(to) = 0,.

Además, por eí Lema 4,,2,,2 sabemos que A' C míj/íafio)), de maneía
que

A'ni? = A'na{s)\a(tQ) = 0.

En particular, a $ K'.

Finalmente, en el paso 5 vimos que K' € C(y, Y) y por tanto

yiA'U B'..
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Paso 14 Si K' es como en el paso 5, entonces K' es un subcontinuo de Y
terminal en y.

Sea K e C(y,Y) tal que K\K' ¿̂ 0. Analizaremos dos casos paia ver
que entonces K' C K.

Caso 1 (K\ K') n a{t0) ¿ 0

En el paso 7 vimos que, con estas hipótesis, se tiene que K' C K.

Caso 2 (K\ K') n[Y\ «(ío)) ^ 0..
En el paso 12 vimos que en este caso, a(s) C a(ío) U íC, de aquí

que

a(s)\a(í0) C K\a(t0) C üf

y poi1 tanto
K' = a{s)\a{t0) C K,

En cualquier caso concluimos que K1 C K, Por tanto ií7 es un sub-
continuo de Y terminal en y..

Ahora bien, en el Teorema 6 2 3 vimos que

{p € Y : C(p, Y) tiene puntos de coite} C A' U B'

Además, en el paso 13 vimos que y ^ A' U B', en consecuencia C(y, Y) no
tiene puntos de corte.,

Poi otra parte, en el paso 5 vimos que {y} C K' C y..
Sin embaigo, el Lema 534 y las afirmaciones anteriores contradicen la

teiminalidad de K' en y que vimos en el paso 14.
Esta contradicción vino de suponer que T no es denso en / , así que po-

demos concluir la prueba del teorema.
G

Proposición 6.2.5 Sean X un continuo estrambótico y Y un subcontinuo
propio y no degenerado de X. Supongamos que Y es irreducible entre A' y
B' para algunos A', B' € C(Y).

Tomemos a € A'. Entonces C(Af, Y) \ {A1} c tyY)a)
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Demostración:
En el Teorema 6,2.3 vimos que C(A',Y) es un arco. Así pues, gracias a
la Observación 5.3.5 existe un único arco ordenado que une a A' con y..
Parametricemos por a : I -»• C(A', Y) a tal arco ordenado.

Tomemos D <E C(A',Y) \ {A1}, De acuerdo a lo anterior, se tiene que
D = a(s) para alguna s > 0,

Ahoia bien, por el Teorema 6,2.4 sabemos que el conjunto

es denso en / De modo que podemos tomar una sucesión creciente { s ^ } ^ C /
tal que sn ~-> s y

Usando ahora la Propiedad 4,1,15 obtenemos que

Por tanto C(A', Y) \ {A1} c B>(F,a) y podemos concluir la prueba de la pro-
posición.

•

Proposición 6.2.6 Sean X un continuo estrambótico y Y un subcontinuo
propio y no degenerado de X.. Supongamos que Y es irreducible entre A' y
B' para algunos A', B' 6 C(Y).

Entonces FrY(D) es unipuntual para cada D E C(A'7Y) \ {Ar, Y}.

Demostración:
En el Teorema 6.2.3 vimos que C(A', Y) es un arco., De esta manera, gracias
a la Observación 5.3.5, existe un único arco ordenado que une a A' con Y.
Sea a : I -5- C(A!,Y) una parametrización de tal arco ordenado.

Tomemos a € A' y D € C(A',Y) \ {A1, Y],
De acuerdo a lo anterior, existe t € (0,1) tal que D — a(t). Supongamos

que la frontera de a(t) en Y tiene más de un punto y tomemos $ G Fry (&(t)) -

Dado que D T¿ A', si aplicamos el Lema 4.2 2, podemos concluir que
A' C inty{a{t)), en particular

xiA'. (6.57)
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Por otra parte, dado que Y es ineducible entre A1 y B' se sigue que

B' n a(t) = 0,

y en particular

x i B' (6.58)

Por otra parte, en el Teorema 6.2.3 vimos que si C(x, Y) tiene puntos de
corte, entonces x G A'UB'.. Así pues, de acuerdo a (6.57) y a (6.58) se sigue
que C(z, Y) no tiene puntos de corte

Si usamos ahora el Lema 5.,3.,8, obtenemos que Fryfaty)) G C{x,Y),
así que podemos aplicar el Lema 5 3,4 paia obtener que Fry{a(t)) no es
terminal en x.

Así pues, podemos tomar K £ C{x, Y) tal que

K \ FrY (a{t)) ^ 0 y Fry (a(t)) \Kj=®. (6.59)

Continuaremos la piueba analizando dos casos.

Caso X K\ a(í) # 0.

Sea wG Fry (a{t))\K.

Dado que x € K n a(í), se tiene que K U a(í) € C(y) y en este caso

w e a(í) £ tfUa(i) €

En particular tenemos que

a(t) U K no es irreducible entre a y w,. (6 60)

Ademas, como í > 0 tenemos que A' C a(í) U ü", así que podemos
aplicar la Proposición 6.2.5 para obtener que

a(t)UK € P(yl0) (6.61)

Ahora bien, de acuerdo al Lema 2.4.7 y la elección de w tenemos que
w€.FrY(a(t)UK).
Sin embargo, gracias a la afirmación anterior, a (6.60) y a (6.61) llega-
mos a una contradicción con la Propiedad 4 1 5

Esto termina el análisis de este caso..
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Caso 2 K c o(í).
Sea 6 e fí'..
Gi acias a (6,.59), sabemos que

K\Fry(Y\a(t)) ¿ 0,,

Así pues, en este caso tenemos que

K\Y\a(t) ¿ 0. (6.62)

Además, del Lema 5.3.7 se desprende que Y \ a(t) es conexo..

Poi otra paite, usando la hreducibilidad de y , y que £ € (0,1), obte-
nemos que

B'cY\a{t). (6 63)

Así pues, como x £ K C\ Fiy{Y \ a(t}) se sigue que

KuY\a(t) € C(B',Y)\{B'},.

Por tanto estamos en condiciones de aplicar la Proposición 6..2..5 para
obtener que

KuY\a(t) € % i 6 ) . (6.64)

Poi cierto, como t > 0 tenemos que A' C a(t), así que podemos aplicar
la Proposición 6.2,5 paia obtenei que a(t) £ $>(Y,a)- De aquí no es
difícil ver' que

Fry(a(t))=Fry(Y\a(t)),

Ahora bien, de acuerdo a (6,59) podemos tomar un punto w tal que

w € FrY(a{t))\K = Fry(Y\a(t))\K..

Entonces por el Lema 2,4,7 tenernos que

€ FrY(Y\a(t)uK). (6 65)
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Finalmente, de (6,63) y (6 62) se sigue que

e Y\a{t) C KuY\a{t),

de donde es fácil ver que K U Y \ a(t) no es irreducible entie b y w..

Sin embargo, de acuerdo a la afirmación anterior, a (6,64) y a (6,65)
llegamos a una contradicción con la Propiedad 4,1,5

Esto muestra que este caso también es imposible..

Por tanto Fry(a(t)) es unipuntual para cada í € (0,1), así que finalizamos
la prueba de la proposición..

D

Proposición 6.2.7 Sean X un continuo estrambótico y Y un subcontinuo
propio y no degenerado de X., Supongamos que Y es irreducible entre A' y
B' para algunos A', B' e C(Y).

Sea a : I ~> C(A', Y) un arco ordenado de A' a Y.. Entonces, para cada
x€Y\{A'\JB'), existe t€ (0,1) tal que x £ Fry(a(t})..

Demostración:
Sean x€Y\(A'U £')> a € A1 y be B'.

Definimos

í = min{s € / : x € a(s)}

Veiemos en tres pasos que t satisface las condiciones requeridas

Paso 1 t está bien definido y 0 < í < 1,

Claramente x <E.Y = a(l), así que el conjunto {s e / : x e a($)} es no
vacío.

Consideremos i' = inf{$ e I: x e a(s)}.

Si t' = 1, entonces t — t' Si f < 1, tenemos que x € a(t' + £} paia
cada Í I É N (suficientemente grande), y gracias a la continuidad de a
obtenemos que x G a(í') Por tanto í' de hecho es un mínimo y t está
bien definido.

Por otra paite sabemos que x £ B', así que Y no es irreducible entre a
y x y poi tanto podemos hallar K e C{a, Y) \ {Y} tal que x € K,
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Sin embaigo, por el Lema 4 2.2 sabemos que entonces .

Á c inty(K) C K.

Como consecuencia del Teorema 6 2,3 y la Observación 5,3,5, tenemos
que

a es una parametrización del único arco ordenado de A' a Y (6.66)

De aquí que K = a(s) para alguna s £ [0,1). En consecuencia

t < s < 1.

Finalmente, estamos suponiendo que x ^ A', así que t > 0.

Paso 2 x €a(t).
Es consecuencia de la construcción de í,

Paso 3 x G Y \ a(t)
Poi el Lema 5.3 7 sabemos que Y\a(t) es conexo. Además, como en el
paso 1 vimos que £ < 1 y Y es irreducible entre A' y B', tenemos que
B' C y \ a(t), En consecuencia,

Y\a(t) €

Sea / ? : / - > C(B'?y) un arco ordenado de £ ' a y., Como consecuen-
cia del Teorema 6,.2,3 y la Observación 5.3,,5, se tiene que 0 es una
parametrización del único arco ordenado de B' a y. De aquí que

y \ a(t) = p{s) para alguna $ € [0,1).

Supongamos que x <£Y\ a(t) = &(s).

Sabemos que 0 es continua, así que existe s' € (s, 1) tal que

x i 0{s% (6.67)

en particular, como B' C ftis1) y y es irreducible entre A' y B' se tiene
que A1 <zY \ 0(s') Aplicando ahora el Lema 5.3,7 obtenemos que

Y\0(s>) 6 C(A',Y).
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Así pues, de aquí y de (6.66) se desprende que Y \ 0(s') = a(r) para
alguna r € /.. Además, gracias a (6,,67) se sigue que

x e Y\0{s') = a{?) (6 68)

Ahora bien, sabemos que B' C &(s) C /?{s'}> &SÍ Que podemos aplicar
la Proposición 6 2 5 para obtener- que

Si ahora aplicamos la Propiedad 4,1.6 podemos deducir que

a(r) = Y\0(s>) £ Y\0(s) = Y\Y\a(t)

= Y\extY(a(t)) = intY(a(t)) C a(t).

En consecuencia

r < t (6.69)

Finalmente, de acuerdo a (6,68) y a (6.69) llegamos a una contradicción
con la definición de í.

Poi tanto x G Y \ a(t)

Como consecuencia de los pasos 2 y 3 obtenemos que x € F7y(a(t)) y
concluimos la prueba de la proposición.

D

Teorema 6.2.8 Sean X un continuo estrambótico y Y € C(X) \ {X} Si Y
tiene más de un punto, entonces Y es irreducible entre A' y B' para algunos
A\B'&C(Y).,

Demostración:
De acuerdo al Teorema 6,1,12 y al Teorema 6,1.9, Y es unicoherente y no con-
tiene triodos De esta manera, aplicando [Nad92, Teorema 11.34] obtenemos
que Y es irreducible,, Por otia parte, el Teorema 5 3.10 nos dice que Y" es he-
reditariamente descomponible., Finalmente, aplicando [MÜ50, Lema A, (1)]
obtenemos el resultado buscado,,

G
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Teorema 6.2.9 Sean X un continuo estrambótico y Y un subcontinuo pro-
pio y no degenerado de X,. Si Y es irreducible entre los subcontinuos A' y
B', entonces \A'\ = 1 = \B'..

Demostración:
Veremos en 4 pasos que \A'\ ~ 1. De manera similar se puede probar que
\B'\ = 1.

Supongamos que \A'\ > 1.,

Paso 1 Existe K e C(a,X), para alguna a e A\ tai que satisface las si-
guientes condiciones:

i) K\A'¿b

ii) A'\K¿$t

iii) K fi Y es conexo,

iv) K O Y c A' (en partícula:, K n Y = K D A'),

v) ycyuifciy
vi) A" \ K es conexo.

Como X es un continuo estrambótico, el conjunto

{p € X : C(p,X) tiene puntos de corte}

es a lo más numerable,. Como estamos suponiendo que el subcontinuo
A' tiene más de un punto, podemos elegir a e A1 de manera que C(a, X)
no tenga puntos de corte.. Notemos que {a} £ A' C Y £ X. Así pues,
estamos en condiciones de aplicar el Lema 5.3.4 para obtener que A'
no es un subcontinuo de X terminal en o..

En otras palabias, podemos tomar K' £ C(a,X) tal que

K'\A'¿ 0 ¿
Sin embargo, por el Lema 4 2.2 sabemos que A' es un subcontinuo
terminal de y , así que

K'\Y±$. (6 70)

Ahora bien, sea L la componente de A' n K' que contiene a a, y sea
a : I —i- C(K') un arco ordenado que empiece en L y termine en
K', Gracias al Corolario 614 tenemos que A' n K' tiene a lo más dos
componentes, así que podemos tomar 6 € (0,1) tal que
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1. a(S) n Y - L C A' (en paiticul&r, a € a(5)),

2. Yua{6)¿Xy

3. a(S) \ Y es conexo (notemos que a{Ó) \Y ^ -0).

Sea K « a(¿) Entonces # 6 C(a, X) y

K\Á ¿ 0 y 0 ,£ ^ \ ^ ' C ^'Vüf

De acuerdo a la condición 2 y a {6.70} se sigue que

y 9 vuír c x.

Terminamos la prueba de este paso..

Paso 2 Sea Y' = Y U K, donde ÜT es como en el paso 1 „ Entonces Y' C X
y V es irreducible entre dos subcontinuos C" y D', donde C C K \Y
y D' C S'

En eí paso 1 vimos que Y' 6 C(X) \ {X}, así que por el Teorema 6 2 8
sabemos que Y' es irreducible entre dos subcontinuos C, D' G C(Y').

Es fácil ver que si C" C\Y ^ $ ^ D' C\Y, entonces Y' no es irreducible
entre C" y D'. De la misma manera, no es posible que C C\ K =^ (ü j

Así pues, podemos suponer1 que C C K \ Y y D' C Y \ K.

Supongamos ahora que existe un punto e & D'\ B''.. En este caso existe
un subcontinuo propio M de Y tai que e <E M y M C) A' ^ $,. Nótese
que en este caso MuA1 también es un subcontinuo propio de Y, giacias
a la iiieducibilidad de éste

De aquí que M U A' U K es un subcontinuo propio de Y' que contiene
a e y a C, de donde se sigue que Y' no es irreducible entre D' y C»
Poi tanto D' C B'.

Paso 3 Sean a,K como en el paso 1, y sean Y',C',D' como en el paso 2.
Consideiemos un arco ordenado 7 ; / —> C(C, Y') que empiece en C
y termine en Y', y si, s2 € / tales que

y
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Veiemos que $1 y s-¿ están bien definidos y si < S2

En el paso 2 vimos que C c K\Y. Además, en el paso 1 vimos que
K \ Y es conexo y que a € Kn A'.. De aquí que

K\Y, KUA1 € C(C',Y')-,

Poi otra parte, por el Teoiema 6.2,3 sabemos que C{C, Y') es un arco,
así que, por la Observación 5,3.5, 7(7) es el único arco ordenado de C
a V',.

De acuerdo a las consideraciones anteriores, podemos tomar Si,á2 G /
tales que

1{sl)=K\Y y

Por tanto, Si y S2 están bien definidos.

Finalmente, giacias al paso 1 es fácil ver que

7(*i) C K C KUA' = j(s2),

de donde se desprende que $i < «a-

Paso 4 Sean K, Y',-y, si y s% como se definieron en los pasos anteriores,
Entonces Fryt(y($i)) c FTY'(-Y{$2))

Sea zeFrY'(7(si))..
Claramente tenemos que z € T(SI) C 7(S 2 ) , Tomemos ahora cualquier
subconjunto abierto U de Y' tal que z € £/., Veremos que U\^{s2) ^ 0..

En el paso 1 vimos que

í r n y = ürn.4' (6.71)

Y por el paso 2, tenemos que

r = iíuy = (ür\y)u(ürnr)u(y\üQ. (6.72)

Por otia parte, como z € íVy'(TC^I)) se sabe que

= U\K\Y c U\{K\Y)1
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De aquí, de (6.72) y de (6,71) se desprende que

0 ¿ Un[{KnY)U(Y\K)]
C Un[A'U{Y\K)]
= Un[A'u{Y\ A1)] - U n Y. (6 73)

Por otro lado, gracias al Lema 4 2 3 sabemos que

intY'{A') C intY{A') = 0.,

De aquí que

U n Y <£ A'.. (6.74)

Finalmente, de (6.74) y (6.71) se sigue que

{Uf\Y)\K D (UnY)\Af i= 0.,

En particular,

0 ,¿ (Ur\Y)\(KuA') C U\(KUA') = U\-y{82).

Por tanto

z&Fryi^)).. (6.75)

Ahora bien, como consecuencia del paso 4 tenemos que

Fry í(7(ai))n Fryr(7( í2)) ^ 0, (6.76)

Finalmente, en el paso 2 vimos que el continuo Y' es irreducible entie sus
subcontinuos C y D' y que Y' C X., Sea c e C. Así pues, estamos en con-
diciones de aplicar la Proposición 6,2,5 a los continuos X y Y' para obtener
que

c{C,r)\{C} c %,,,).,

En particular
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Sin embargo, (6,76) y ia afirmación anterior nos llevan a una contradicción
con la Propiedad 4.1 9

Esta contradicción vino de suponer que \A'\ > 1. Por tanto \A'\ = 1 y
podemos concluir la prueba del teorema,.

D

Finalmente, como consecuencia de la teoría que hemos desarrollado, pre-
sentamos el teorema culminante de esta sección..

Teorema 6.2.10 Sean X un continuo estrambótico y Y un subcontinuo pro-
pio y no degenerado de X Entonces Y es un arco

Demostración
En el Teoieraa 6 2,8 vimos que, en este caso, Y es irreducible entie dos de
sus subcontinuos A' y B'. Así pues, estamos en condiciones de aplicar el
Teorema 6.2.9 para obtener que A' = {a} y B' = {&} para algunos a,b 6 Y.
Veremos ahora que, si x G Y \ {a, &}, entonces x es punto de corte de Y'.,

Sea a : I -> C(a, Y) un arco ordenado de {a} a Y
De acuerdo a la Proposición 6.2.7 existe t G (0,1) tal que x € Fry[a(t)),

en particular

{a} = a(0) C a(í) y (6,77)
a(i) C a(l) = Y. (6.78)

Gracias a la Proposición 6.2 5 y a (6 77) tenemos que a(í) G B'fy.a), y
usando la Propiedad 4.1..8 obtenemos que

intY(a(t)) 5*0. (6 79)

Por otra parte, de (6..7S) se sigue que

extY(a(t)) = Y\a{t) ¿ 0. (6.80)

Ahora bien, en la Proposición 6 2.6 vimos que la frontera de a(t) en Y es
unipuntuaí, es decir

Fry(a(t)) = {x},

De aquí que

Y\{x} *= intY(a(t))\JextY{tt{t)),
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es decir, podemos expresar al complemento de {x} en Y como la unión de
dos subconjuntos abiertos y ajenos de y , que además son no vacíos gracias
a (6.79) y a (6.80).

En consecuencia, x es punto de corte de Y,.

Finalmente, los siguientes resultados son conocidos:

1. Si un continuo W es irreducible entie dos puntos a y b, entonces ni a
nt b son puntos de corte de W (véase [Nad92, Teorema 11.6 ])..

2. Si en un continuo W todos los puntos son de coite excepto dos de ellos,
entonces W es un arco (véase [Nad92, Corolario 9 29]).

Por tanto podemos concluir que Y es un aico y concluimos la prueba del
teorema.

O

6,3 Ejemplos
En el Teorema 6.2.10 vimos que si un continuo X es tal que

i) los hiperespacios C{p,X) son aicos o 2-celdas y

ii) X tiene a lo más una cantidad numerable de puntos p, para los cuales
C(p7X) tiene puntos de coite,

entonces los subcontinuos propios y no degenerados de X son arcos. Una
pregunta que aparece de maneía natural es si se pueden debilitar las hipótesis
de este teorema. Por ejemplo, uno podría preguntar1 ¿qué pasa si en lugar de
pedir la condición i), pedimos únicamente que dim(C(jp,X)) < 3 para cada
p & XI O bien ¿qué pasa si tenemos una cantidad no numerable de puntos
p € X para los cuales C(p,X) tiene puntos de corte? ¿se podía llegar a la
misma conclusión?

Veamos un ejemplo que da una respuesta negativa a la primera pregunta,,

Ejemplo 6.3.1 Un continuo X tal que

a) áim(C(p,X)) < 3 para cada p € X,
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s1 Circulo de Vaisovia

Figura 6.1: Parámetros para determinar C(p, X)

b) X tiene a lo más una cantidad numerable de puntos p, para los cuales
C{p, X) tiene puntos de corte,

c) X tiene un subcontinuo propio y no degenerado que no es un arco.

Sea X el Círculo de Varsovia (véase [Nad92, 1.6]):
Es fácil ver que X contiene un subcontinuo propio, que es homeomorfo a

la cerradura de la gráfica de la función f(x) = sen(^),. Por tanto, X cumple
la condición c).

Veremos ahora que X satisface 3a condición a),
Antes de calcular los hiperespacios C(p,X), donde X es el Círculo de

Varsovia (figura 6.1), recordemos cómo calculamos los hiperespacios C(p, S1),
Cuando buscábamos determinar cómo eran los hiperespacios C(p, 51), lo

que hacíamos era determinar cada A e C(p, Sl) por1 dos parámetros r y s,
los cuales nos indicaban qué tanto medía A a la "derecha" del punto p, y qué
tanto medía a la "izquierda" De esta manera, cada A 6 C{p,Sl) estaba
completamente determinado por los parámetros r y s, quienes se comportan
de manera relativamente independiente,. De aquí deducíamos que C(p,S1)
es una 2-celda pata cada p € Sl (véanse Lema 5.,4.,4 y figura 6,1),.

Así pues, si procedemos de manera análoga a como lo hicimos para 51 ,
tendríamos lo siguiente,, Si tomamos un punto p€ X, como en la figura 6,1,
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ai,

Figuia 6.,2: Elementos típicos de A y B

y consideramos un subcontinuo A & C(p, X)7 entonces A está completamen-
te determinado poi dos parámetros, r y s, los cuales nos indican qué tanto
mide A hacia la "derecha"de p, y qué tanto mide hacia su "izquierda", res-
pectivamente, Una vez establecido esto, probablemente no es muy difícil
convencerse de que C(p, X) es una 2-celda. Este argumento no suena mal,
sin embargo hay algunos puntos paiticuíares con los cuales hay que tener
cuidado. Consideremos a los puntos q y z de la figura 6.2 y a un punto
p €E X \ {q, z} que no sea de conexidad local.

En este caso podemos escribir a C(p, X) como A U B, donde

A={A(=C(p,X):z$A} y B= {B € C{p,X) : z e B}.

En la figura 6.2 están representados dos elementos típicos A 6 A y B 6 B,
Es fácil ver que A está determinado por dos parámetros r y s , quienes repre-
sentan, respectivamente, qué tanto mide A hacia "arriba" de p y qué tanto
mide hacia "abajo" de p., Supongamos que los segmentos pq y pz miden ai
y a2, respectivamente. Así pues, podemos observa: que r < Oj y s < a<¿,
De esta manera, es fácil ver que podemos representar a A como el espacio
[0,ai] x [0,a2),

De manera similar, el subcontinuo B está deteiminado poi dos parámetros
r y s, que nos indican cuánto mide B hacia "arriba/derecha" de p, y cuánto
hacia "abajo" de p, respectivamente.. Notemos que, en este caso, r puede
tomar valores a paitir de 0, mientras que s lo hace a partir de a^- Así pues,
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Figura 6.3: C{p,X)

podemos representar1 a B como una 2-celda de la forma [0, y{\ x [Ü2, y^, para
algunas yl > ax y y2 > a2..

De acuerdo a las consideraciones anteriores, no es difícil convencerse de
que C(j>, X) se ve como en la figura 6.3

Por tanto, en este caso obtenernos que C(p, X) es una 2-celda..
Analicemos ahora el caso en que p — q, Veamos la figura 6.4
En este caso tenemos que proceder de una manera muy particular,, No-

temos que hay dos clases de subcontinuos de X, que contienen a q: aquéllos
contenidos en el arco K7 y aquéllos que contienen a K,, En la figura 6,.4 se
muestra un ejemplo de cada caso., Así pues, si queremos calcular C(q,X)
será conveniente dividir1 dicho hiperespacio en dos subespacios:

C{q,X) = {AeC{q,X):AcK}u{A€C(q,X):KcA}., (681)

Veamos qué pasa con cada uno de estos subespacios..

1. {A € C(q,X) : A C K} es un arco.

En este caso tenemos que A es un subcontinuo del aico K que contiene
a q, el cual es un punto extremo de K. Así pues, es fácil ver que A
está completamente determinado por un único parámetro, que es su
longitud,, De esta manera, no es difícil ver que {A € C{q,X) : A C K}
es un arco..

2. {.4 € C(q, X) : K C A} es una 2-celda

Sea B e {A£ C(q,X) : K C A}. Entonces B se ve como en la figura
6.4, es decir, B está completamente determinado por dos parámetros
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K< A

Figura 6 4: Elementos típicos de C(q, X)

independientes, r y s, los cuales nos indican qué tanto mide B a la
"derecha" de q y qué tanto mide B hacia "abajo" de q. Poi tanto,
similaimente a como lo hemos venido haciendo, en este caso podemos
concluir que el conjunto {A £ C(q,X) : K d A} es una 2-celda,,

3. {AeC(q,X):AcK}n{A£C(q,X):KcA} = {K}.

Finalmente, de acuerdo a las consideraciones anteriores, y a (6..81), ob-
tenemos que C(q,X) es la unión unipultual de un arco y una 2-celda. Por
tanto, C{q,X) se ve así:

Así pues, hemos visto que

CfaX) =
una 2-celda si p ^ q
el continuo de la figura 6.5 si p = q

En particular1 tenemos que X satisface las condiciones a) y b), y termi-
namos la exposición de este ejemplo,

Ahora, ¿qué pasa con la segunda pregunta? ¿se podrá debilitar la condi-
ción ii)?

El siguiente lema nos ayudaiá a contestar esta pregunta..

Lema 6.3.2 Sea Y una compactación del rayo con residuo X- Si un punto
p € X es tal que C{ptX) es un arco, entonces C(p,Y) es un arco.
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Figura 6.5: C(q,X)

Demostración:
Sean A,B £ C{p,Y). Es un íesultado conocido el que X es terminal en Y,
así que podemos analizar tres casos..

Caso 1 AUB CX.

Por hipótesis y por la Observación 5.3.5 obtenemos que A y B son
comparables

Caso 2 AC X c B.
Aquí tenemos directamente que A C B

Caso 3 X CADB,,
Es un hecho conocido el que dos subcontinuos con estas condiciones
son comparables,,

Como en cualquier caso tenemos que A y B son comparables, gracias al
Lema 53,6 podemos concluir que C(p, Y) es un arco. Terminamos la prueba
del lema

•
A continuación presentamos un ejemplo mostrando que la hipótesis del

Teorema 6.2,10, que concierne a los puntos de corte en los hiperespacios
C(p, X) no se puede debilitar..

Ejemplo 6.3.3 Sea Y una compactación del rayo con un pseudoarco como
residuo (véanse [Bin51, p.. 44] y [Lew91])..
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Figura 6.6: Compactación del rayo con un pseudoarco como residuo

Veremos que el continuo Y satisface las siguientes condiciones:

a) C(p, Y) es un arco o una 2-celda para cada p eY,

b) el conjunto {p €.Y : C(p, Y) es una 2-celda} es denso en y y

c) Y contiene un subcontinuo propio y no degenerado que no es un arco,.

Sea X el residuo de la compactación Y Entonces X es un pseudoarco y,
en particular, X es hereditariamente indescomponible (véase {Bin51, p.. 44]).
Por tanto, Y satisface la condición c)..

De acuerdo a lo anterior, poi el Lema 5.4.6 sabemos que C(p,X) es un
arco para cada p € X. Aplicando ahoia el Lema 6 3 2 obtenemos que

C(p, Y) es un arco para cada p £ X.. (6.82)

Así pues, para, ver que Y cumple la condición i), basta ver que C(/>, Y)
es una 2-celda, para cadap € Y\X,,

En continuo Y se ve de la siguiente manera:
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Seap € Y\X y A e C(p, y).. Entonces /I está completamente determina-
do por los dos parámetros r y s, quienes nos indican, íespectivamente, cuánto
"sube"y cuánto "baja'M Como estos dos parámetros son independientes, si
argumentamos de manera similar a como lo hemos venido haciendo en los
ejemplos anterioies, no es difící convenceise de que C(j),Y) es una 2-ceída

De acuerdo a esto y a (6..82), podemos concluir que Y satisface las con-
diciones a) y b)..

6.4 Una caracterización
En la Sección 4.3 vimos un ejemplo de un continuo arco-stmilai que no es un
arco, peí o que resultó sei un tanto complicado, ya que era indescomponible..
Recordemos que entonces se preguntó si se podría encontrar1 ejemplos de con-
tinuos arco-similar es, pero que fueran descomponibles., El propósito de esta
sección es contestar esta pregunta, que ahora resulta más fácil de responder,
gracias a la teoría sobie continuos estrambóticos que hemos desarrollado..

Teorema 6.4.1 Si X es un continuo estrambótico descomponible, entonces

X es un arco o una curva cerrada simple-

Demostración..
Como X es un continuo descomponible, podemos tomar A, B € C{X) \ {X}
tales que X = A U B.

Entonces, el Teorema 6.2.10 nos dice que A y B son arcos,
Por otra parte, por el Teorema 6.1.9 sabemos que X no contiene triodos,

De esta maneía tenemos que X es la unión atriódica de dos arcos y, por
tanto, X es un arco o una curva cerrada simple-

Terminamos la prueba del teorema.
O

Teorema 6.4.2 X es un arco si y sólo si X es un continuo descomponible
tal que (X,a,b) es arco-similar.

Demostración:
Es fácil ver que si (X, a, b) es arco-similar, entonces X es un continuo es-
trambótico .
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Así pues, por e! Teoiema 6.4 1 tenemos que X es un arco o una curva
cenada simple.,

Ahoia bien, en el Corolario 5 4 2 vimos que un arco es aico-similai, y en
el Corolario 5.4.5 vimos que una cuiva cenada simple no lo es.. Por tanto, X
es un arco..

Finalmente, es cíaio que un arco es descomponible, así que podemos con-
cluir la prueba del teorema

D

6.5 Continuos círculo-similares
En la Sección 4,3 nos hicimos varias preguntas, una de ellas era la siguiente:
si X es una curva cerrada simple, ¿hasta qué punto los hiperespacios C(p, X)
pueden caracterizar a XI Claro, para responder esta pregunta sería mejor
íbrmulaila de una manera más precisa., Para ello introducimos eí concepto
de continuo círculo-similar.

Definición 6.5.1 Sea X un continuo.. Diremos que X es círculo-similar si
C(p, X) es una 2-celda para cada p € X,.

La motivación de esta noción es el Coiolario 5 4,5., Así pues, nuestra pre-
gunta puede quedar formulada de la siguiente manera: si X es un continuo
círculo-similar, entonces ¿X es una curva cerrada simple? Por lo pronto, aho-
ra que ya hemos desarrollado una buena porción de teoría sobre los continuo
estrambóticos, podemos decir lo siguiente:

Teorema 6.5.2 Sea X un continuo descomponible y círculo-similar. Enton-
ces X es una curva cenada simple..

Demostración:
Si X es círculo-similar, entonces X es un continuo estrambótico.. Así pues,
por el Teorema 6.4.1 tenemos que X es un arco o una curva cerrada simple.,

Finalmente, en el Corolario 5.4.5 vimos que una curva cerrada simple es
círculo-similar, pero en el Corolario 5.4.2 vimos que un arco no lo es

En consecuencia, X es una curva cerrada simple
D
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Figura 6.7: Un continuo círculo-similar que no es una curva cerrada simple
ni un solenoide

Retomemos nuestra pregunta sobre si un continuo círculo-similar1 nece-
sariamente es una curva cenada simple. A estas alturas, probablemente ya
se sospechará que éste no es el caso En efecto, veamos unos ejemplos, que
tendrán que ser indescomponibles, en virtud del Teorema 6.5,2,

Ejemplo 6.5.3 Un ejemplo de un continuo círculo-similar que no es una
curva cerrada simple,

Sea X un solenoide (véase [Nad92, 2 8]). Se sabe que los subcontinuos
propios y no degenerados de los solenoides son arcos (véase [Nad92, 2,16]), y
que cada punto del solenoide está contenido en el interior relativo de algún
arco, Así pues, a estas alturas, al menos geométricamente, tal vez no será
muy difícil convencerse de que C(p,X) es una 2-celda para cada p € X..
Si resultó difícil creer la afirmación anterior, no hay que preocuparse, de
cualquier manera se probará en el Teorema 7 2 1,

Ejemplo 6.5.4 Un ejemplo de un continuo círculo-similar que no es una
curva cerrada simple ni un solenoide.

Sea Y es espacio representado en el ejemplo 5.5-2. Definimos X = Y/^,
donde la relación ~ identifica los puntos a y b..
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Los subcontinuos propios de X son arcos y, además, para cada p € X
se tiene que p está en el interior relativo de algún arco, Una vez más, al
menos geométricamente, uno podría convencerse de que, en estas condiciones.
C{p, X) es una 2-celda para cada p € X..

6.6 Relación con la clase K\

Hasta ahora hemos buscado determinar propiedades de los continuos arco-
similares, sin embargo, nos gustaría encontrar condiciones que los caracteri-
cen,, En este sentido se pueden hacer varias propuestas, una de ellas tiene que
ver con el concepto de continuo encadenable y con la propiedad de Kelley,
que definimos a continuación,,

Definición 6.6.1 Sean X un espacio métrico, n € N, U — {U¡,.. .. Un} una
colección de subconjunto abiertos de X y e > 0,. Decimos que U es una
e-cadena si:

i) Ui n Uj ^ 0 si y sólo si \i — j \ < 1 y

ii) diam(£/¿) < s, para cada i € {1,.. .. ,n}.

Definición 6.6.2 Diremos que un continuo X es encadenable, si para cada
s > 0 existe una e-cadena U tal que X c

Definición 6.6.3 Sean X un continuo y p G X. Decimos que X tiene la
propiedad de Kelley en p, si para cada A e C(JJ, X) y cada sucesión {pn}^=i
que converge a p, se tiene una sucesión {An}™^ que converge a 4̂ tal que
An 6 C(pn, X) para cada n e H.

Decimos también que X tiene la propiedad de Kelley si X tiene la pro-
piedad de Kelley en todos sus puntos

Definición 6.6.4 Sean X un continuo y p 6 X, Decimos que p es un punto
extremo de X si C(p, X) es un arco.

En el artículo [Kru84], P. Krupski introduce una cíase K, de continuos X
que satisfacen:

i) X es encadenable,

ii) X tiene la Propiedad de Kelley,
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iii) X tiene uno o dos puntos extremos y

iv) los subcontinuos propios y no degenerados de X son arcos.

Consideremos la clase /Ci = {X € K : X tiene dos puntos extremos}.,
Hasta el momento, los únicos ejemplos de continuos arco-similares que hemos
mostrado pertenecen a la clase Ki- Así pues, una pregunta que aparece de
manera natural es si la clase de continuos arco-similares coincide con K,\. En
esta sección buscaremos dar respuesta a esta pregunta..

A fin de atacar adecuadamente esta cuestión, es conveniente recordar al-
gunos conceptos relacionados con continuos encadenabas.. A continuación
recordaremos algunas definiciones y resultados en este sentido, con las cuales
estableceremos relaciones entre los continuos encadenables y los levantamien-
tos.

Definición 6.6.5 Sean X un espacio topológico y f : X ~> S1 una función
continua,. Consideremos también la función p : E —» S1 dada por p(t) — e2irií,
Decimos que una función continua / ' : X -4 R es un levantamiento de / si
P°f'=f

Teorema 6.6.6 Sea X un continuo encadenable.. Si f : X -4 Sx es una fun-
ción continua, a S X y w € p"1 (/(«))> entonces existe un levantamiento f
de f tal que f'(a) = w.,

Demostración:
Como consecuencia de [Nad92, 12 47] y de [Nad92, Proposición 12.38], existe
un levantamiento / de / . Consideremos la función / ' : X -4 E dada por
/'(x) = f(x) + v) — /(a), entonces / ' es continua. Por otra parte, como
p(w) = /{a) = p(/(a)), es fácil ver que w — f(a) € %• De aquí que

(P o/')(*) - p(f(x)+w-f{a)) = p(f{z))p(w-f{a)) = p(f{x)) = f(x).

Por tanto, f es un levantamiento de /, que claramente satisface f'{a) — w
O

Recordemos ahora la noción de abierto cubierto uniformemente.. Sean
,/' : X -4 Y una función continua y suprayectiva y U un subconjunto abierto
de Y.. Decimos que U está uniformemente cubierto por / si p~l{U) se puede
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escribir como la unión disjunta de subconjuntos abiertos V¿, de X, tales que
pWi • Vi -> U es un homeomorfismo para cada *.. Decimos también que / es
una función cubriente, si paia cada y € Y existe un subconjunto abierto U,
de y, uniformemente cubierto por / y que contiene a y..

Una herí amienta importante, que usaremos más adelante, está dada en
el siguiente lema..

Lema 6.6-7 (del número de Lebesgue) [Mun75, §3, Lema 7,2],. Sean X un
espacio métrico compacto y U una cubierta abierta de X Entonces existe
s > 0 tal que si A C X y diam(j4) < £> entonces A CU para alguna U & U.,

En esta situación, diremos que £ es un número de Lebesgue para la
cubierta ti.,

En el Teorema 6,6,6 establecimos un criterio que relaciona encadenabili-
dad con existencia de levantamientos de funciones A continuación veremos
un resultado mas fuerte: veiemos que para los continuos encadenables, los
levantamientos de funciones a 5 1 son únicos en cierto sentido.

Teorema 6-6.8 Sean X un continuo encadenable y f : X —± S1 una función
continua., Si a 6 X yw £ p~l (/(a)), entonces existe un único levantamiento
f de f tal que f'(a) = w,

Demostración:
En la prueba de este teoiema, d y di representarán la métrica de X y la de
S1, respectivamente

Poi el Teoiema 66.6, existe un levantamiento / ' de /, que satisface
/'(o) — w,. Sea g un levantamiento de / tal que g(a) = w; veremos que
<? = ./'

Se sabe que p es una función cubriente (véase [Mun75, §8, Teorema 3.1]),
así pues, para cada y £ S1 podemos considerai un abierto U(y) uniformemen-
te cubierto por p, Podemos suponer que el diámetro de los abiertos ajenos
que constituyen ap~1(í/(í/)) es menor que |.,

Sea £ un número de Lebesgue paia la cubierta U — {U(y) : y £ S1}.
Ahora bien, como /, / ' y g son uniformemente continuas, podemos tomar

5 > 0 tal que si x, z e X y d(x, z) < 5, entonces

di (/(aO,/(*)) < e,

g(x) - g(z)
\ y

(6.83)
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Por otia parte, dado que X es encadenable, podemos tomar una 5-cadena
C — {Ci, „ .,, Cn) que cubra a X, Probaremos por inducción que / ' y g coin-
ciden en d para cada i

Sea k e {1,. . . . , n} tal que a e Ck Dado que diam(Cjc) < 6, se tiene que
diam/(CA) < s, de modo que ,/(C¿) C Uk para alguna Uk € U. Ahora bien,
por hipótesis p~l{Uk) se puede escribir como la unión disjunta de subconjun-
tos abiertos 14 de IR, taies que p\ v; : Vi -> Uk es un homeomorfismo para cada
i.. Llamemos Vk al elemento de dicha unión que contiene a w.. De acuerdo a
(6,83), diam(/'(CA)) < { y diam(?(C*)) < J, de manera que /'(CÉ) C Vk y
g(Ck) C V^. Por tanto, para cada x e Ck se tiene que

(Pk o/')(*) = /{x) - (p\vkog)(x)

En otias palabras,

De aquí que/'le* =
Supongamos ahora que / ' y (? coinciden en C,-i, donde j e {A + l,.. .. ,77,}.

Como C es una ¿-cadena, podemos elegir 6 € Cj-i n Cj..- Ademas, como
diam(C,-) < S, tenemos que f(Cj) C U¿ para alguna Uj € U Ahora bien, por
hipótesis p"l(Uj) se puede escribir como la unión disjunta de subconjuntos
abiertos V¡, de R, tales que p\y¡ : Vi -)• Uj es un homeomorfismo para cada
i. Sea Vj el elemento de dicha unión que contiene a /'(&). Notemos que, por
hipótesis de inducción, f'(b) = g(b).

Por1 otra parte, como consecuencia de (6.83), tenemos que diam(/'(C,')) <
y áiam(g(Cj)) < \, así que f'(Cj) C Vj y g(Cj) C Vs. De acuerdo a esto,
para cada x € Cj obtenemos que

- f(x) = (p\Vjog)(x)7

es decir,

De esta manera hemos probado que / ' y g coinciden en Ck, • • , ,Cn..
De manera similar puede probarse que / ' y g coinciden en Ci,

Terminamos la prueba del teorema.
D
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Figura 6 8; Un continuo aico-similar que no es encadenable

Una vez que hemos establecido la existencia y unicidad de levantamientos
para los continuos encadenables, estamos en condiciones de atacar la pregun-
ta de sí la clase de continuos arco-similares coincide con la clase K\.. Veamos
el siguiente ejemplo,.

Ejemplo 6.6.9 Un continuo arco-similar que no es encadenable,.

En [Dou94] se construye un continuo encadenable Y, con cuatro puntos
extremos, y tal que sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos.

Si el conjunto de puntos extremos de Y es {a, 6, c, w}, entonces definimos
una relación de equivalencia en Y de la siguiente manera.. Diremos que

x "~> y si y sólo si x = y o

Definimos X — Y/^ y le damos la topología cociente. Sea r¡ : Y -»• X la
función cociente

Así pues, obtenemos que X tiene dos puntos extremos y que sus subcon-
tinuos propios y no degenerados son arcos. De esta manera, de acuerdo al
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Corolario 7.2.2 -que probaremos en el capítulo 6- tenemos que X es aico-
similar.

Veremos que X no es encadenable.

Por construcción tenemos-que Y es un continuo, así que podemos dar una
función continua g : Y —> /, de tal manera que

g(a)=0 y g{w) = 1. (6 84)

Dé esta manera, p o g es una función continua de Y a Sl, que satisface

(pog)(a) « e° = ipog)(w).

En otias palabias, p o y e s constante en las fibras de r¡.,
De esta manera, aplicando el Teorema de la Transgresión ([Dug66, VI,

Teorema 3.2]) obtenemos una función continua / : X -> S1 tai que

for)=pog..

Veremos que no existe un levantamiento /'' de /.. Para ello, empecemos
notando que

así que 0 €p~l(f(n(a))),
De esta manera, si suponemos que X es encadenable, el Teorema 6,6,8

nos garantiza que existe un único levantamiento ,/' : X -?• E, de / , que
satisface:

/ ' ( i7(o))-0 y pof = f.

Gracias a esto y a la definición de / , se tiene que

pof'oi) = for¡ = pog,

y además teníamos que

g(a) = 0 = /'(tfa)).

Como consecuencia de las afirmaciones anteriores se tiene que g y / ' OT¡ son
dos levantamientos de f o rj, que mandan al punto a al cero. De esta manera,
giacias al Teoiema 6.6.8 sabemos que g — f o r¡.,
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Figura 6.9: Continuo arco-simiíai sin la Propiedad de Kelley

Finalmente, de acuerdo a lo anterior y a (6 84) tenemos que

0 = 9(a) =f'(n(a)) = /'fo(te)) = g{w) = 1,

lo cual es una contiadicción.
Poi tanto, no existe tal levantamiento / ' de /..
De esta maneía, en virtud del Teorema 6 6.8, obtenemos que X no es

encadenable

El ejemplo anterior nos muestra que la clase de continuos aico-similares
no coincide con la clase K\- Sin embargo, aún cabría la pregunta de si los
continuos arco-similaies tienen la Propiedad de Kelley

El ejemplo que presentamos a continuación, nos muestra que éste no es
el caso

Ejemplo 6.6-10 Un continuo arco-similar X que no tiene la Propiedad de
Kelley.,

De manera similar1 a como procedimos en el Ejemplo 5.5.2, podemos ver
que X es arco-similar Sin embargo, también es fácil vei que X no tiene la
Propiedad de Kelley en el punto q: sean A € C(g,X) y {qn}™=i como en la
figura 6.9, de manera que qn -¥ q. Es fácil ver que, en estas condiciones, no
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es posible hallar una sucesión {An}^=l de tal manera que An € C(qn>X),
para cada n € N y An -*• A.. En consecuencia, X no tiene la Propiedad de
Kelley en el punto q

Así pues, hemos visto que la clase de continuos arco-similares no se parece
tanto a la clase K\ como uno podría pensar., Sin embaigo, más adelante
veremos una caracterización bastante precisa de la clase de continuos arco-
similares En particular, veremos que las clases de continuos arco-similares
y )C\ son comparables, lo cual resulta muy agradable.,
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Capítulo 7

Continuos cuyos subcontinuos
propios son arcos

Una clase interesante -y no muy estudiada- de continuos es aquélla de los con-
tinuos tales que sus subcontinuos propios y no degenerados son ai coa. Como
nosotros estamos interesados en el estudio de los continuos estrambóticos, en
virtud del Teorema 6.2.10 es natural que dirijamos nuestra atención a esta
clase de continuos,, Así pues, hemos decidido dedicar este capítulo al estudio
de algunas propiedades generales de la clase en cuestión

7.1 Propiedades generales

Lema 7.1-1 Sean X un continuo y A,B dos arcos en X.. Supongamos que
p € X es un punto extremo tanto de A como de B y que A U B es un arco.
Entonces A f\ B = {p} o A y B son comparables.

Demostración:.
Analizaremos dos casos.,

Si p es punto extremo de A U B, por definición obtenemos que A y B son
comparables

Por otra parte, como p es punto extremo de A y de B, se tiene que
A \ {p} y B \ {p} son conexos., Si suponemos que p no es punto extremo
de A U B, entonces {A U B) \ {p} tiene dos componentes, una de las cuales
necesariamente es A \ {p} y la otia es B \ {p} En particular obtenemos que
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y, por tanto, AnB = {p}
Teiminamos la prueba del lema..

D

Lema 7.1.2 Sean X un continuo indescomponible tal que sus subcontínuos
propios y no degenerados son arcos. Consideremos p £ X y n E N. Si
Ai, ... ,An e C(p,X) \ {X}, entonces Uf=1J4¿ es un arco que contiene a p.

Dernostmción:
Dado que p e Ai para cada i, se tiene que U"=1A¿ € C(p, X).. Además, como
X es indescomponible, X tiene una cantidad no numerable de composantes
ajenas, en particular

U?=1A C Sp C X.

Por tanto, \J?=1Ai es un arco que contiene a p..

n

Lema 7.1.3 Sean X un continuo, p & X y K <E C(p, X)., Consideremos una
sucesión {Kn}™=1 C C(p, X) que converge aK yW = KU \J{Kn : n € N}.
Entonces W €C(p,X),

Demostración:
Por una paite es fácil ver que W es conexo, ya que p € K n f l í ^ : n G ^1 -

Por otio ladof para cada n € N definimos Ln = \J{Ki : 1 < i < n} y
consideremos una sucesión £ = {xn}^=i C W que converge a x e X, Si
S C K U Ln para alguna n € N, dado que K U Ln es cenado, directamente
obtenemos que x € K U Ln C W, Ahora bien, si S intersecta a Kn para ima
cantidad infinita de índices n, entonces x € limsupKn = K, En consecuen-
cia, W es cerrado y, poi tanto, W 6 C(p,X)..

a

7.2 Caracterizaciones
En esta sección analizaremos los hiperespacios C(p, X) de los continuos cuyos
subcontinuos piopios y no degenerados son arcos., El teorema principal nos
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dice que, si p no es un punto extremo del continuo X, entonces C(p,X) es
una 2-celda. Como veremos más adelante, esto tiene mucha relación con los
continuos estrambóticos, y nos peimitüá presentar algunas caracterizaciones

En adelante denotaremos la imagen de una función / como ira(/)

Teorema 7.2.1 Sea X un continuo indescomponible tal que sus subconti-
nuos propios y no degenemdos son arcos.. Sea p 6 X. Si p no es un punto
extremo de X, entonces C(p,X) es una 2-celda.

Demostración.
Como p no es un punto extiemo de X, en virtud del Lema 5 3 6 podemos
tomai dos elementos no comparables, B y C, de C(p, X) Sea A = B UC
De acuerdo al Lema 7.1.2, A es un aico que contiene ap , y además, como
consecuencia del Lema 7,1.1 obtenemos que p no es un punto extremo de A..
Sean a y 6 los puntos extremos de dicho arco y demos un orden < al arco A,
de manera que a < b. Claramente el orden en cuestión es único.

Tomemos ahora K G C(p,X) \ {X}. Usando una vez mas el Lema 712,
se tiene que K U A es un aico que contiene a a y a b, de modo que podemos
darle un único orden <K que satisface a <K b. Notemos que el orden <K
restringido a A, coincide con el orden <

Por otra paite, definimos IK = minK y TK = maxüT, entonces podemos
considerar al arco K como un intervalo [IK, I'K}-

Sea ¡x una función de Whitney para C{p,X) y consideremos una función
/ : C(p, X) \ {X} -+ I x / dada por

Haremos el resto de la prueba en una serie de pasos.

Paso 1 / es invectiva..

Sean K, K' e C(j>, X) \ {X}, entonces aplicando el Lerna 7..1..2 se tiene
que AUKUK' es un aico que contiene a a y a 6 Así pues, podemos con-
siderar el orden <KUK'> el cual, por construcción, satisface a <KUK- b-
Notemos que <KURW coincide con <K en A U K, y con <#•< en A U K''..
De esta manera, no es difícil ver que

IK <KUK' V y IK< <K\JK' P
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Como consecuencia de to anterior y del Lema 7.1.1, obtenemos que
los subarcos [IK,P] y [IK'<P}> del arco A U K U K\ son comparables
Similar mente, [p, r*-] y [p, r^ ] son comparables. Así pues, si suponemos
que f(K) = f(K'), obtenemos que

De acuerdo a la monotonía de ¡i podemos concluir que [IK,P¡ = [IK'ÍP]

7 \P,TK) = b>ríí'] Por tanto

tf « p / ( ) r ; f] = [lK.7rKI] =IC.

En consecuencia, / es inyectiva..

Paso 2 / es continua,,

Consideiemos una sucesión {Kn}%Li C C[p, X) \ {X} que converge a
K € C(p, X) \ {X} y consideremos el conjunto W ~ K U Uí-^n : n e Pí
Así pues, aplicando el Lema 7.1.3 obtenemos que W € C(p, X),

Poi otia parte, consideremos M' £ N de manera que N{-~;,K) £
Tomemos también M G N tal que

cada vez que n > M Dado que Jí es indescomponible se tiene que
int(Kn) ~ 0 para cada n; de acuerdo a esto es fácil ver que

W C NfalQuUZnKn C X.

Por tanto. W e C(p,X) \ {X}, y en consecuencia podemos considerar
el aico [¿H/,7"PV].. Ahora bien, como Kn —> K y estamos trabajando
únicamente en el arco W, necesaiiamente se tiene que //<n —y lK y
TKn -*• íx- De acuerdo a lo anterior' y a la continuidad de /i, podemos
concluir que

En consecuencia, / es continua..
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Paso 3 /' es abierta en su imagen

Por el paso 1 sabemos que / es una biyección sobie ira(/), así que
basta con piobaí que la función f~x : im(/) —> C(p,X) \ {X} es
continua. Así pues, sea {ixn, Vn)}n=:l C im(/) una sucesión que con-
verge a (xty) € im(/).. Entonces (xn,yn) = f(Kn) y (x,y) - f(K),
para algunos K, Kn € C(p, X) \ {X}, y para cada n € N. Suponga-
mos que la sucesión {Kn}™=l no converge a K, entonces gracias a
la compacidad de X, existe una subsucesión {K^}^ que converge
a alguna J 6 C{p,X) \ {K} Si J y¿ X, de acuerdo al paso 2 obte-
nemos que Hmf{Kni) = j{J), sin embargo, poi constiuction tenemos
que \imf(Kn) = f{K)» Como consecuencia del paso 1, podemos con-
cluir que J = K Dado que esto nos lleva a una contradicción con la
definición de J, podemos suponer que J = X, Así pues, tenemos que

\im{[lKni,p]u\p,rKni}) = limK», = J = X.,

Como X es indescomponible, podemos suponer que lim[/^H.,p] = X,,
De acuerdo a esto, y a la continuidad de ¡A, obtenemos que

lima;ni = lim¿f ([/#„.,?]) = fi{X).

Por tanto W([IKTP]) — x = ÍW(-^): 1° cual nos lleva a una contiadicción
con la monotonía de /x. En consecuencia \imKn = K y f~l es continua.

Paso 4 Si {x,y),{%',y') € im(/), entonces

[0,máxima:'}] x [0,max{y, j/}] C im(/).

Sean {z,w) € [0,msx{x?x'}] x [0,max{y,¡/'}] y K,K' € C(p,X) \ {X}
tales que f(K) = (x,y) y f{K') = {x',y'). Tomemos dos aicos ordena-
dos a y /?, que empiecen en {p} y terminen en [IKUK',P] y ]p,rKuK>],
respectivamente. Como ^, a y ^ son continuas, existen s, t € / tales
que fí{a(s)) — z y ju(/3(í)) = w Notemos que a($) c [IK\JK',P] y
/5(¿) C [p, fK-uífl; de esta manera, no es difícil ver que

Finalmente, a(s) U /3(t) C K U K' C. X, de donde concluimos que
(z,w)eim[f).
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Paso 5 im(/)íw / x [0,1)..
Sean

$ = {x.€l:({x} x / )nim(/) j¿0} y

y consideremos x = sup<l>; y = sup^ y e > 0

Sean x' € ( i — s,x] y y' G (y - e,y] tales que r* G $ y y' € tp Así
pues, como consecuencia del paso 4 tenernos que [0, x'} x [0, y'] C iin(./)..
Como esto pasa para toda e, podemos concluir que

[0,f)x[0 fy) C im(/) c [0 , í ]x[0 ,y]

En virtud de lo anterior, y usando una vez más el paso 4, no es difícil
ver que las posibles imágenes de / son de la forma:

[0,x] x [0,y]} [0,¿) x [Q,y], [0,x] x [0,y) ó [0,¿) x [0,y).

Sin embargo, poi los pasos 1,2 y 3 sabemos que / es un homeomor-
fismo en su imagen,, De esta manera, dado que el dominio de / no es
compacto, im(/) no es homeomoifo a [0,x] x [0, y]

Notemos que el resto de los posibles imágenes de / son homeomorfás a

Finalmente, dado que / es un homeomorfismo en su imagen, en particular1

se tiene que C(p,X) es homeomorfb a la compactación unipuntual de im(/)..
Por tanto, en virtud del paso 5 podemos concluir que C(p, X) es una 2-celda.
Terminamos la prueba del teorema..

G

Como consecuencia del Teorema 7.2.1, y del Teoiema 6..2..10, obtenemos
varias caracterizaciones interesantes, las cuales, poi cierto, dan respuesta a
algunas de las preguntas que se hicieron en capítulos anteriores..

Corolario 7.2.2 Un continuo X es arto-similar si y sólo si sus subcontinuos
propios y no degenerados son arcos, y X tiene exactamente dos puntos ex-
tremos,.
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Demostración:
Si X es un continuo aico-similar, entonces X tiene exactamente dos puntos
extremos y es un continuo estrambótico,, Así pues, por el Teorema 6..2..10
tenemos que los subcontinuos propios y no degenerados de X son arcos.

Paia vei la implicación contraria analizaremos dos casos..

Caso 1 A" es descomponible.

Supongamos que los subcontinuos propios y no degenerados de X son
arcos. Entonces, en este caso tenemos que X es un arco o una curva
cerrada simple,, Las cuivas cenadas simples no tiene puntos extremos,
de modo que X es un arco De esta manera, gracias al Corolario 5 4.2
obtenemos que X es arco-similar..

Caso 2 X es indescomponible

Si X tiene exactamente dos puntos extremos a y b, entonces C(a, X) y
C(b, X) son arcos.. Además, para cada p € X \ {a, &}, el Teorema 7,2.1
nos dice que C(p,X) es una 2-celda. En consecuencia, X es arco-
similar..

Terminamos la prueba del corolario.
D

Corolario 7.2.3 Si X es un continuo de la clase K\, entonces X es arco-
similar.,

Corolario 7.2.4 Un continuo X es círculo-similar si y sólo si sus subconti-
nuos propios y no degenerados son arcos, y X no tiene "puntos extremos.

Demostración:
Si X es un continuo círculo-similar, entonces X no tiene puntos extremos y
es un continuo estrambótico. Así pues, por el Teorema 6,2,10 tenemos que
los subcontinuos propios y no degenerados de X son arcos.,

Supongamos ahora que X no tiene puntos extremos y que sus subconti-
nuos piopios y no degenerados son arcos,. Analizaremos dos casos,.

Caso 1 X es descomponible.

En este caso tenemos que X es un arco o una curva cerrada simple.
Como los aicos tienen dos puntos extremos, X no tiene más remedio
que ser una curva cenada simple. Así pues, el Corolario 5,4 5 nos
asegura que X es círculo-similar
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Caso 2 X es indescomponible.

Como X no tiene puntos extremos, poi el Teorema 7.2,1 tenemos que
C(p,X) es una 2-celda para cada p G X. En consecuencia, X es
círculo-similar.

Concluimos la prueba del Corolario.
G

En realidad nos gustaría tener un teorema más general: nos gustaría
caracterizar1 a los continuos estrambóticos. Para ello introducimos el siguiente
concepto.

Definición 7.2.5 Sean X un continuo estrambótico y n e N U {0, ÜJ}. De-
cimos que X es de tamaño n, si la caidinalidad del conjunto

{p G X : C(p,X) es un arco }

es exactamente TÍ.,

Teorema 7.2.6 Sean € Mj{0,w}.. EntoncesX es un continuo estrambótico
de tamaño n si y sólo si sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos,
y X tiene exactamente n puntos extremos,.

Demostración:
Si X es un continuo estrambótico de tamaño n, entonces X tiene n puntos
extremos, Además, por el Teorema 6,2,10 tenemos que los subcontinuos
propios y no degenerados de X son arcos..

Supongamos ahora que X tiene n puntos extremos y que sus subcontinuos
propios y no degenerados son arcos. Analizaremos cuatro casos.

Caso 1 TÍ = 2

Si n = 2, por el Corolario 7 2 2 tenemos que X es arco-similar, es decir,
X es un continuo estrambótico de tamaño 2,

Caso 2 n~0.

En este caso, el Corolario 7,,2 4 nos dice que entonces X es círculo-
similar. En otias palabras, X es un continuo estrambótico de tamaño 0..



7.3 Ejemplos 126

Caso 3 X es descomponible y 0 ^ n ^ 2.

Aquí tenemos que X es un aico o una curva cerrada simple, los cuales
tienen 2 o ningún punto extremo, Poi tanto, este caso es imposible..

Caso 4 X es indescomponible

Sea P el conjunto de puntos extremos de X. Entonces C(p,X) es un
arco, para cada p 6 P.. Además, para cada p e X \ P, el Teorema
7.2 1 nos dice que C(p,X) es una 2-celda.. En consecuencia, X es un
continuo estrambótico de tamaño n

Concluimos la prueba del Corolario.,
O

7.3 Ejemplos
Para finalizar este capítulo, nos gustaría presentar continuos estrambóticos
de varios tamaños.

Así pues, ei arco y el continuo del Ejemplo 5.5.2 son arco-similares, así
que son ejemplos de continuos estrambóticos de tamaño 2

Por otra paite, la circunferencia y los Ejemplos 6.5.,3 y 6.,5.,4 nos mues-
tran ejemplos de continuos círculo-similares, que resultaron ser continuos
estrambóticos de tamaño 0

Tomemos ahora n e N U {0, LO}. En [Dou94], J,, Doucet construye ejem-
plos de continuos indescomponibles, con n puntos extremos, y de manera
que sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos Así pues, gracias
al Teorema 7,,2,,6 tenemos que dichos continuos de Doucet, en realidad son
continuos estrambóticos de tamaño n.

En la figura se presentan los primeros pasos para construir el continuo
estrambótico de Doucet. de tamaño 3..
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Figura 7.1: Continuo de Doucet, de tamaño 3



Capítulo 8

Retracciones

8.1 Herramienta general

De la misma manera que hemos considerado los hiperespacios C(p, X) en
capítulos anteiioies, podemos ahora consideíai los siguientes hiperespacios:

C2PO = {A <=2X : A tiene a lo más dos componentes},
C2(p,X) - {A € C2(X) : p 6 A) y

2X = {A<=2X :peA}..

La idea de considerar 2X nació de preguntarnos cuándo 2X es un retracto,
retracto poi deformación o retí acto fuerte poi deformación de 2X. Una
manera de atacar esta pregunta es estudiando la siguiente función..

Definición 8.1.1 ,. Sean X un continuo y p e X.. Definimos la función
tpv : 2

X -¥ 2X como ipp{A) = A U {p}

Quisiéramos analizar una situación similar en C(X) y comparar los re-
sultados con aquéllos de 2X.. Así pues introducimos la función:

Definición 8.1.2 Sean X un continuo y p 6 X., Definimos la función
<f>v : C{X) -> C2(i?,X) dada por <¡>P(A) ~ Au {p}..

En este caso no podemos preguntarnos si <j>v es una retracción o no, ya
que C2(p,X) ^ C(X) Sin embargo, esta función resultó tener propiedades
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interesantes, así que, para tratadas más adecuadamente, establecemos la si-
guiente convención Diremos que 4>p es una retracción en C^X) si 4>p\c{p,x) es
la identidad en C(p, X) Similarmente, diiemos que <pp es una retracción por
deformación en C-jpf) si existe una homotopía G : G(X) x / —> C72(X) entre
<f>p y la identidad en G(X). Finalmente, diremos que <^p es una retracción
fuerte por deformación en C^fX) si la homotopía G es tal que G(A, i) = A,
cada vez que A G C(p, X) y t € /

Así pues, dedicaremos este capítulo a estudiar propiedades de la función
ripv (<£p).. En particular, nos centraremos en ver cuándo esta función es una re-
tracción (enC-íPO, respectivamente), retracción por deformación (enC2pO,
respectivamente) y/o retracción fuerte por deformación {en C?(X), respec-
tivamente).. A fin de atacar convenientemente estas cuestiones, empecemos
recordando que si An ->• A y Bn -¥ B, entonces se tiene An U Bn ~» A U B
(Lema 3.2.5). Como consecuencia de esto introducimos la siguiente observa-
ción.

Observación 8.1.3 4>p y ifip son continuas,.

De acuerdo a la observación anterior1 notemos también lo siguiente:

Observación 8.1.4 ipp es una retracción y <j>p es una retracción en G2(X)

En este capítulo estudiaremos algunas propiedades de las funciones 4>p y
ipp,, La mayoría de los resultados serán probados para <j>p y mencionaremos
resultados duales para iftp En estos casos no incluiremos ía prueba, ya que
ésta se puede hacer- de manera muy similar a aquélla hecha para 4>p.

Necesitaremos algunos resultados auxiliares de Teoría de Hiperespacios
que recordamos a continuación Las pruebas pueden hallarse en [Nad78]..

Lema 8.1.5 [Nad78, Lema 1,48] La función unión E7 : 22 -$ 2X dada por
U(A) ~{JA — \J{A : A € A} está bien definida y es continua.

Lema 8.1.6 [Nad78, Lema 1 4-9} Sean X un continuo y A un subcontinuo
de 2X.. Si AC\ C(X) 9¿ 0, entonces [JA es un subcontinuo de X.,

A fin de atacar convenientemente las preguntas que nos hemos hecho,
necesitamos recordar el concepto de contractibilidad
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Definición 8.1.7 Sean X y Y espacios topológicos Diremos que X es
contraíble en Y si cualquiei función continua / : X —> Y es homotópica a
una constante. Si X es contraíble en sí mismo decimos simplemente que X
es contralle. A la función / se le llama contracción..

Este concepto nos ayudará mucho a estudiar las propiedades de <j>F y ipp¡

así que nos convendrá desarrollar primero algunos resultados relacionados
con contractibilidad.

Lema 8.1.8 Sean X un continuo y Y un subcontinuo de X. Si C(Y) es con-
traíble en C í̂-X"), entonces existe una función continua G : C(Y) x I —¥ C(X)
tal que para cada A 6 C(Y), se tiene que G(A, 0) = A, G(A, 1) = X y
G(A, s) C G(A, i) cada vez que s < i..

Demostración:
Como C(Y) es contiaíble en C2(X), podemos suponer que existe una función
continua h : C(Y) x / -Í- CZ{X) tal que h(A, 0) = A y h(A, 1) = X, cada vez
que A € C(Y).

Consideremos la función G : C(Y) x I -5- 2X dada por

G(A,t) = {J{h(A,s) :0 < s <t}..

Dado que ^({^4} x [0,i]) € C(2X) para cada A e C(Y) y í € / , aplicando
el Lema 8,1,5 obtenemos que G está bien definida y es continua. Más aún,
como h(A,0) = A 6 C(X), de acuerdo al Lema 8..1..6 se tiene que

G(A,t) & C(X), (8.1)

para cada (A, t) 6 C{Y) x / .
Por otra parte, como consecuencia de la definición de G, es fácil ver que

G(A, s) C G(A, t) cada vez que 0 < s < t < 1 Además, claramente

) - h(A,0) = A y
X = h{A,l) c G{A}1).

pata cada A e C{Y)..
Terminamos la prueba del lema.

a

El siguiente es un lema dual del lema anterior, es decir, este lema es ía
versión para 2X del lema anterior Como se puede probar de manera muy
similar, no incluimos la prueba
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Lema (dual) 8.1.9 Sean X un continuo y Y un subcontinuo de X'.. Si 2y

es contratóle en 2X, entonces existe una función continua G : 2Y x / -¥ 2X

tal que para cada A € 2Y
 K se tiene que G(A, 0) = A, G{A,1) = X y

G(A, $) C G(A, t) cada vez que s <t

La siguiente es una herramienta que nos será muy útil a lo largo de es-
te capítulo. Omitimos la prueba, ya que es una consecuencia directa del
Corolario 3 2 6

Lema 8.1.10 Sean X, Y continuos y n 6 M, Si fi : X -¥ Y es una fun-
ción continua para cada i 6 {1,2, , n}, entonces se tiene que la función
h : X —Y 2Y dada por h(x) = \J{fi{x), fzix), .., fn{%)} es continua,.

Una última herramienta que queremos mencionar aquí es la siguiente

Lema 8.1.11 [Nad78, Teorema 1,93} Si X es un continuo ¡ocalmente cone-
xo, entonces C(X) y 2X son contratóles.

8.2 Caract erizaciones
Como mencionamos en la sección anterior, <pp es «na retracción en C-¿{X) y t'>p

es una retracción (Observación 8.1.4)., Nuestra intención ahora es encontrar
condiciones necesarias y/o suficientes bajo las cuales <f>p es una retracción
(fuerte) por deformación en C^iX) Similarmente, buscaremos condiciones
bajo las cuales tpp es una retracción (fuerte) por deformación..

En este sentido, hallamos valias caracterizaciones inteiesantes. Una pri-
mera caracterización es la siguiente..

Teorema 8.2.1 Sea X un continuo. Entonces 4>P es una retracción por de-
formación en C2PO para cada p G X si y sólo si C(X) es contratble

Demostración-:
Sea p € X y supongamos que 4>p es una retracción por deformación en C f̂̂ O-
Entonces existe una homotopía $ : C(X) x I -¥ C2(X) tal que $(J4, 0) = A
y $(A, 1) = ^,(-4), para cada A e C(X).
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Tomemos un arco ordenado a, de {p} a X, y consideremos una función
H : C(X) x I -» C(X) dada por

frtA t \ - í U W 4 , 2 s ) : « < * < * } . si í e [ o , ± ] y
1 ' ^ l U W W x I l l u a f ^ - l ) , si í€[i,l].

Dado que $({.4} x [0,r]) € C(2X) paia cada A e C p Q y r e / , aplicando
el Lema 8 X 5 obtenemos que

# 1 ¿ ] ( A < ) e 2 X y ^ | c ( x ) x ! o , i ] es continua (8.2)

Más aún, como §(A,0) = A € C(X), de acuerdo al Lema 8,1,6 se tiene que

H{A,t) e C(X), (8.3)

paia cada (A,t) € C(y) x [0, | ] . Notemos ahora que

p € $(A,l)na(0) C | J { $ ( { ^ } x / ) } n a ( 2 í - l ) , (8.4)

para cada (A,í) € C(X) x [¿,1],
De acuerdo a lo anterior se tiene que H(A,t) € C(X), cada vez que

(A,t) G C(V) x [|,1]. Además, como consecuencia de (8 2), (8 3), (8.4), y el
Lema 3 2.5 obtenemos que H está bien definida y es continua

Poi otra parte tenemos que

H(A,0) = $(A,0) = A y X = a(l) C H{A,l)

para cada A € C(X); en consecuencia, i í es una contracción en C(X).,
Supongamos ahora que C(X) es contraíble, es decii, existe una homotopía

G : C(X) x / -)• C(X) tal que G{A,0) = A y G(A,l) = B para alguna
B 6 CpQ y para cada A e C(X), Sin pérdida de generalidad supondiemos
que B = {p} Consideremos ahora la función g : C(X) x I -^ C2(X) dada
poi

fí(At).! G(A,2t)7 si te[O, i ] y
fft ' J " l {p}U<?<i42-2í) si í € { i l ]si { , ]

De acuerdo a esto se tiene que G(X, 2(^)) = {p} = {p}UG(A,2-2{±}), con
lo cual es fácil concluir que g está bien definida y que es continua. Además
tenemos que

g(A,0) = G{A,0) - A y
g(A,l) - |p}üG(i,0) = AU{P} = ¿MI
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para cada A e C{X). En consecuencia, (j)p es una letracción poi deformación
en Ca(X). Terminamos la piueba del teorema.

D

Teorema (dual) 8.2-2 Sea X un continuo.. Entonces ipp es una retracción
por deformación para cada p G X si y sólo si 2X es contraíble.

Ahora que hemos visto las condiciones para que tpp (<f>v) sea retracción
por deformación (en C2(X)), trataremos de hallar condiciones que determi-
nen que ipp (^P) e s u n a retracción fuerte por deformación {en C^fX)).. Como
veremos más adelante, estas condiciones resultan ser bastante más complica-
da que las que hemos visto hasta el momento.

Teorema 8.2.3 Sean X un continuo yp€ X.. Si <pp es una retracción fuerte
por deformación en C^iX), entonces C(X) es contraíble y existe una base de
vecindades anidadas {Kn}%L1 C C{X), de p, tales que C(Kn+l) es contmíble
en C2(Kn) para cada n € R

Demostración:
Por hipótesis existe una homotopía $ : C(X) x j - + C2PO tal que

y

paia cada í e / . Así pues, del Teorema 8.2.1, obtenemos directamente que
C(X) es contraíble..

Construiremos inductivamente la base de vecindades buscada,, Definimos
K<¿ = K\ = X; entonces Cfü^) es contraíble en C(Ki) C C2(Ki). Suponga-
mos que hemos construido dos vecindades de p¡ Kn-i, Kn G C(X) tales que
Kn C Kn-i y C{Kn) es contraíble en C2{Kn-\),.

Construiremos una vecindad compacta y conexa Kn+i de p, de tal manera
que Kn+i C B(^,p) n Kn y C(Kn+i) es contraíble en C2(Kn)..

Sea s > 0 tal que

e £ ( 0 , ^ y B{e,p) C int(Kn).

Como $ es uniformemente continua podemos tomar S € (0,e) tal que, paia
cada A € C(X) y t. f e /, se tiene que si H (A, {p}) < 5, entonces

)) < e. (8 5)
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De la misma maneía, podemos considera: ¿i € (0,3) de tal maneta que
si fí(A, {p}J < Si, entonces

H{*(A,t),{p}) = H(*(Att)M{ph*)) < 6- (8-6)

Definimos

Probaiemos en una serie de pasos que Kn+\ satisface las condiciones reque-
ridas

Paso 1 Kn+i es una vecindad de p.

Sea a € B(5i,p). Sabemos que $({a},0) = {a}, de maneía que
a G $({a} x /) c Kn+i. De aquí que B(Sl,p) C Kn+x y, por tanto,
Kn+l es una vecindad de p.

Paso 2 ^Tn+1

Observemos que Kn+i = \J$(Fi(B(5i%p)) x /)..

Como Fi(B(¿i,ff)) es compacto, y $ es una función continua, se tiene
que $(Fi(B(6i,p)) x /) es un subconjunto compacto de C2{X) C 2X

Así pues, como consecuencia del Lema 8.1,5 obtenemos que Kn+i es
compacto,, Además, si a £ B(6i,p), es fácil ver que í"({i} x I) es una
trayectoria en 2X que contiene a {a}; así pues, gracias al Lerna 8.1,6
obtenemos que

p,a e \jH{a}xI) € C{X),

En consecuencia, Kn+i es conexo y, por tanto,

Kn+Í e C{X).

Paso 3 Kn+iCB(^p)nKn.

Sea y e Kn+u entonces y € $({a},t), paia alguna (a, í) e
De acueido a esto y a (8,6) obtenemos que

De aquí que y € B(¿,p) y, por tanto,

Kn+l c J5(á,p) C 5{e,p) C B(l-,p)nKn. (8.7)
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Paso 4 C(Kn+i) es contraíble en C2{Kn)

Tomemos un arco ordenado a, de {p} a Kn+\, y consideremos la función
G : C(Kn+1) xl-i- Ci{Kri) dada por

si í e [ 0 , i ] y .
si telll).

, , í*(^2í),
^A't)-\AUa(2t-l),

Veamos que G está bien definida

En primer lugar,

(J)) = ¿,(X) = Au{p} = ^ U a ( 2 ( i ) - 1 ) . (8.8)

Además, para cada 4̂ G C{Kn+i) notemos que $(A> 2í) € C2(J*0, cada
vez que í e [0, §] y A U a(2í - 1) € C2(X) para cada í G [i, l], Así
pues, basta vei que G(A,t) C Kn para cada (A,í) € C(Kn+i) x /.,

Sea (̂ 4, t) G C(A*n+i)x/. Si £ 6 [£, 1], entonces, gracias a (8.7) se tiene
que

G{A,t) - AUa{2t~l) c Jfn+i C Jfn.

Poi otro lado, si t € [<),£], entonces G(i4,í) = ${A,2t). Por1 (8.7)
tenemos que

A C ^ n + 1 C

así que de acuerdo a (8.5) se tiene que

G(A,t) = $(A2í) c B{e,p) cKn.

En consecuencia, G está bien definida.

Ahora bien, poi hipótesis se tiene que G\C/K \xt0 ¿i es continua. Además,
del Lema 3,2,5 se desprende que <3rícr(/rn.+1)xíi,i] tanibién es continua,. De
acuerdo a lo anterior y a (8 8) obtenemos que G es continua.

Finalmente,

G{A,0) - HA,0) - A y G{A,l) - Kn^,

para cada A € C(X). Por tanto, C{Kn+{) es contiaíble en C2(Kn).
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Terminamos la piueba del teoiema.
D

Teorema (dual) 8.2.4 Sean X un continuo y p € X., Si ipp es una retrac-
ción fuerte por deformación, entonces 2X es contraíble y existe una base de
vecindades anidadas {-ÍCjSLi C C(X), de p, tales que 2Kn+1 es contraíble en
2ft" para cada n € N.,

En lo sucesivo usaremos la siguiente notación: si A es un subcontinuo del
continuo X, con métrica d y p € X, entonces escribiremos

d(p,Á) = mm{d(p,a) : a & A},

Lema 8.2.5 Sean X un continuo, p 6 X y {Ki}^ c C(X) una base de
vecindades de p tales que Ki+i C int(Ki) para cada i £ N y K\ = X. Para
cada A € 2X, con A ^ {p}, definimos

- í 0 e N : A c Ki)i si Ac K2
2, si A\K2

Si A € 2X, A ^ {p} y {An}™--! c 1K es una sucesión que converge a A,
entonces existeN € N tal que sin> N, entonces w(An) € {w(A),w(A) — l},.

Demostración:
Si A \ K2 T¿ 0, es fácil ver que existe N & N tal que An \ K2 T¿ 0 para cada
n> N. Por tanto, w(A) = 2 = ^(^4^) cada vez que n > N-,

Supongamos ahoia que A C K%., En este caso, por hipótesis tenemos
que A C Kw(¿) C íní(^W(Q)-i)> en otras palabras, A e {int(Kw(A)"i)) (véase
Definición 3.1,4)., Así pues, existe n e N tal que An e (int(Kw(A)-i)} cada
vez que n > JV.. Por1 tanto,

w(An) > w(A)-l

si n > N..
Ahora bien, si suponemos que w(AnJ > w{A) + 1 para una subsucesión

{An^tLi ^ {An}^, entonces se tiene que

C K
WÍA)+I,
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lo cual es una contiadicción.
De esta manera, podemos concluir que w(An) e {w{A), w(A) — 1} para

cada n> N y terminamos la prueba del lema..
D

Proposición 8.2.6 Sea X un continuo tal que C(X) es contro,íble y sea
p € X. Si existe mía base de vecindades anidadas {Ki}^ C C(X) de p, de
tal manera que C(ÜT¿+i) es contraíble en CjfKí) para cada ¿ G M , entonces
existe una función continua G : C(X) x / ->• C(X) tal que

i) G{A, 0)=A,pG G{A, 1) para cada A e C(X) y

ii) G({p},t) — {p}, para cada t € /..

Demostración.
Podemos suponer que Ki = X, ya que, poi hipótesis, C(K2) de todos modos
es contraíble en C(X), Supondremos también que Kí+Í c int(Ki) paia cada
i e N.

La piueba de la proposición resulta un tanto complicada, así que la divi-
diremos en cuatro pasos principales..

Paso 1 Definiciones.,

Dado que C(X) es contraíble, poi el Lema 8.1.8, existe una función
continua Gi : C{X) x / -)• C{X) tal que

G1(A,0) = A7 Gl[A,l) = X = K1 y G ^ . s ) C <?i(A,í),
(8.9)

cada vez que 0 < s < í < 1 y A E C(X)..

Además, usando otra vez eí Lema 8 1,8, para cada i € N\ {1} podemos
tomar una función continua G¿ : C(K¡+i) x I -> C{Ki) tal que

Gi(A70) = A, Gi{Atl) = K¿ y Gi(A,s) C Gi(A,t), (8.10)

cada vez que 0 < s < í < 1 y -4 e C(Ki+l).

Tomemos también una sucesión {xn}^=1 C / . que conveija a 1, de
manera que 0 = xi < xn < xn+\ < 1 paia cada n > 1
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Además, para cada n £ N necesitaiemos consideiar una función conti-
nua fn : \xn,xn+i] ->• / tal que

fnM = 0 y U{vn+l) = 1 (8 11)

Definimos poi otro lado

X - {A£C{X):A\mt{Kn+2)¿%} y
mn = mi{H(A,C(Kn+z)): A eA*}

Es fácil ver que An = C(X)\(int(Kn+2)), de manera que An es cenado
en C(X) (véase Definición 3.1,4), En paiticulai, An es compacto., Así
pues, dado que A toma valores en Ani H es continua y C(Kn+2) también
es compacto, obtenemos que

mn = min{H(A,C(Kn+3)) :AeAn}. (8.12)

Ahora bien, si ¿f(J4 )C(^n+3)) = 0 para alguna A € C{X), entonces se
tiene que A C Kn+s C int{Kn+2) De aquí se desprende fácilmente que

mn > 0 (8,13)

paiacadan G N.

Paso 2 ¿as fundones Gi Construcción y propiedades.

Definiremos una familia de funciones Gj ; C(Ki+i) x [a;¿,:Ei+1] -s- C[X),
con i e N \ {1} y, además, una función Gi : C(X) x [a;1} %2] —> C(X)..
Dichas funciones nos ayudarán a encontrar la función que buscamos.

Así pues, definimos Gi : C(Ki) x [s i ,^] H- C[X) como

Paia i > 2 definimos:
i-l

Gi(Att) - \j

En este paso presentaremos las propiedades de las funciones G¿ que
necesitaremos más adelante.
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Propiedad 1 ¿?¿ está bien definida para cada i 6 N.
Empecemos notando que

0 { ^ (

De acuerdo a esto, es fácil vei que G\ está bien definida
Tomemos ahora i > 2 y (A,t) e C(Ki+i) xlxi}xi+i\. De (8.10) se
desprende que

A C Gj{A,t) £ C(X)

cada vez que j < % y t € 1'., De acueido a esto es fácil ver que
Gi(A,t) G C{X), Como consecuencia de lo anterior y de (8..13).
podemos concluir que G¿ está bien definida

Propiedad 2 Gz- es continua para cada i € N..
Sabemos que fi,H y f?¿ son continuas.. También se sabe que ei
mínimo de dos funciones continuas es continuo Gracias a esto y
al Lema 8,1,10 obtenemos la continuidad de d

Propiedad 3 Si A c Ki+l y A \ int(Ki+2) ¥" 0, entonces

Como A <E A i , de (8,12) se sigue que ± - H ( A , C ( K i + 3 ) ) > 1 ,
así que

miní l ,^ H(A,C(Ki+3))}) = G.-^l) = A",,

Propiedad 4 Gi(A,xi+i) = C?i+1 (^4,^+1) para cada i e N y cada A €

Gracias a (8 11) y (8.10), para cada 1 6 N tenemos que

3=1

3 = 1

7 = 1
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3

U Gl+1 [A, min {1, ¿±^±11 • H(A, C(Ki+4)

Propiedad 5 Sea i > 4, Si 4̂ e C(I<i), entonces Gk{A,t) = A cada vez que
t G [3:^,^+1] y k < i-3
Por hipótesis tenemos que A e C{Ki) C C(i£fc+3) c C(Kj+3)
para cada j < k. De acueido a esto y a (8 10) no es difícil ver que

k-l

6k(A,t) « \j

, ^ • H{AtC{Kk+i))})

k

= |J(?,(4,min{l,0}) = A
3=1

Propiedad 6 Sea i £ N. Si J4 G C(/¿" Í + 2) , entonces Gif^,*) C î ¿ cada vez que
í € [£¿,#14.1].

Es claro que Gi(A,t) C Ki ~ X cada ve^ que í € [#1,2:2] y
A e C{KS).
Supongamos ahora que i > 2 y A e C{Ki+2)- Como i + 2 > 4, de
la Propiedad 5 se deduce que

Gi(Att) = \j
j—1

= AU
C AUKi C
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Propiedad 7 Si A \ K2 ¿ 0, entonces Gi{A,x2) - X Además, Si i €N \{1}
es tal que A 6 C(Ki+l) y A \ int(Ki+2) ^ 0, entonces se tiene que
Gi{A,xi+i) = KiUGi-i{AtXi).

Si A \ K2 T¿ 0, se sigue que

Por otra parte, de acuerdo a (8 11) y a (8,12) sabemos que

Como consecuencia de lo anterior y de (8,10) obtenemos que

Paso 3 Una función G''.. Construcción y propiedades..
Por hipótesis, la familia {K¡ : i £ N} es una base de vecindades anida-
das de p Así pues, para cada A £ C(X), A ^ {p}, podemos considerar
un número

, , , _ f max{¡ € N : A c #*}, si A C K<i y
W^ ' ~ \ 2, si A\Ki f e -

lina vez establecido esto, estamos en condiciones de definir una función

G': (C{X) \ {{p}}) x / -j- C(X) dada por

Pi

Si Zj+i í ^^(A). entonces ¿ < w(v4) — 1, así que tomar Gi(A,t) tiene
sentido. De acuerdo a esto y a la Propiedad 4, tenemos que G' está
bien definida,, Veamos ahora que G' es continua..

Sea {(An,tn)}^=1 C ÍC(X) \ {{p}}) x / una sucesión que converge a

(^,¿0) e (C(X) \ {{p}}) x / Analizaremos dos casos,
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Caso 1 í0, í,, < xw(A) para cada n 6 N

Si£oe (XÍ,:CÍ+I) para alguna ¿< V}{A)~1, entonces tn €{z¿,z i+1)
para n suficientemente grande. Así pues, gracias a la Propiedad 2,
para n suficientemente grande se tiene que

G'(An,tn) - Gi(An,tn) -+ Gi{A,í0) - C ^ í o ) -

Ahoia bien, supongamos que í0 = Xi para alguna % < xw(A), y que
{ ^ J ^ i e s ina subsucesión de { í ^ } ^ ! contenida en [XÍ^UX¿.
Entonces

C(^.ínJ = Gi-^A^tnJ -+ Gi^Atto) - G'(A,tQ)..

De manera similar, si la subsucesión está contenida en [a¡í,xí+1],
obtenemos que

De esta manera, podemos concluir que G'(AnJn) ~¥ G'(A,tQ) y
terminamos el análisis de este caso.

Caso 2 í0 > xw{A).

Por el Lema 8.2.5 podemos suponer que

w(An) = w{Á) o w{An) = w{A) - 1 , . (8.14)

Además, en este caso podemos suponer' que tn > xw[A) > xw(A,\
para cada n € N.

Así pues, basta analizar dos subcasos..
Subcaso 1 w(An) = w(A) para cada n € N
Aquí es claro que

Subcaso 2 w(An) = w(Á) - 1 para cada n e N.
Si w(A) ~ 2, entonces por el Lema 8.2.5 se tiene que w(A0 - 2
y caemos en el subcaso anterior. Así pues, podemos suponer que
w(Á) > 3.
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Como An -H- A, en este subcaso es íácil vci que A £ mt(Kw(A))-
De esta manera, usando la Propiedad 3 y (8.11) obtenemos que

G (A,to) = Gw(A)-i{A.,xw(A))= "P/
U GM(¿)-i(.A,min{l, ^ • H(A.G(KW(Á)+2,

= Q Gj(A1mm{l,±.H{A,C(Kf+*))})

Por otra parte, en este caso es fácil ver que

An C Kw{Ayi y A\ irú{Kwi¡A)) ^ 0 .

Si tomamos i = w(A) — 2, la Propiedad 7 y (8 15) nos dicen que

G> f A ¿ \ /"* / <1 ~. ^

En consecuencia, G' es continua en (J4, ¿o)-

En cualquier1 caso obtenemos que G' es continua,

Paso 4 La función G

Definimos finalmente G : C(X) x / -> C(X) dada poi

G(A,t) =

Veiemos a continuación las piopiedades que nos interesan de la función G.
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i) G es una función continua.,
Es claio que G está bien definida. Como G' es continua, basta
tomar una sucesión {(An,tn)}^=í C ÍC{X) \ {{p}}) x / que
converja a {{p},tQ}, y ver que G(An>tn) -> {p}.
Así pues, es fácil ver que

w(An) -> oo. {8 16)

Analizaremos dos casos

Caso 1 ¿o < 1.
Sea k e N tal que xk < t0 < xk+l y definimos XQ = xi = 0 y
GQ = Gi-
En este caso, cuando n es suficientemente grande, se tiene que

ín e [xk-l,Xk] U [xktXk+i] U [xk+uXk+2] (817)

y ademas, usando (8,16),

ín < iwt^j+ii y fc < w(X n}-4. (8.18)

De (8,17) obtenemos que

.tn) = G'(An,tn) € (Gfc.!^ ,^) . Gk(An,tn), Gk+1{An,tn)}

Aplicando ahora la Propiedad 5 y (8.18) podemos deducir
que GT(An, tn) = A n c a d a vez que T € {k — l,k,k + 1} E n
consecuencia,

GfA^f,,) = An -+ M-

Caso 2 í0 = 1.
Sean e > 0 y JV € N tales que si n > N, entonces diam(ií"n) < e.
Por (8.16), podemos tomar n > N de manera que

xN+1 < tn<l y N + l < w(An)~l.

Entonces, para n > JV se tiene que

rtftn) = G f ^ , ítt) — G,(An,zn)7
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para alguna r e [N + 1, w(An) - 1], y zn e {tn, xHAn)}

Notemos que An c Kr+1. Así pues, deacueidoalaPiopiedad 6
tenemos que GT-\{An,x7) c Ktmí. En consecuencia,

U Gf (An, min {l, &&• • H(An, C(Kr+3))})

De acuerdo a las consideraciones anteiiores obtenemos que
Ln, tn)) < E para toda n > N~ Por tanto,

En otras palabras, G(An, tn) —y {p}.

ii) G(A,0) — A, para cada ,4 € C(X) y G({p}7í) = {p}, para cada
í € / . .
Podemos suponer que A ^ {p}. Así pues, de acuerdo a (8.9)
tenemos que

G{AtO) = C(A,0) = Gi[A,0) - A.

Por construcción sabemos que G({p},i) = {p}, paia cada í e /..

iü) p e G(A, 1) paia cada A e C(X).
Si A \ Ki T¿ 0, entonces de la Propiedad 7 se sigue que

) = G'(A,1) « GiOMa) = X

Poi tanto, p € C?(A, 1}
Supongamos ahoia que A 6 C{K2)-- Por el inciso anterior po-
demos suponer que A j¿ {p},, Así pues, como A c Kw^ y
-4 \ Kw{A)+\ ¥" ®i usando ia Propiedad 7 obtenemos que

p e ^ ( ^ ¿
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Teiminamos la piueba de la proposición..
D

Proposición [dual) 8.2.7 Sean X un continuo tal que 2X es contmíble y
p G X. Si existe una base de vecindades anidadas {Ki}fli C C(X) de p, de
manera que 2Ki+1 es contraíble en 2Ki para cada ¿6N, entonces existe una
función continua G : 2X x I -y 2X tal que

i) G(A,0) = A, pe G(A71) para cada A e 2X y

ii) G({p},t) = {p}, para cada t € I

Finalmente, veremos que el recíproco de los Teoiemas 8.2 3 y 82 4 es
cierto, para así introducir las caracterizaciones buscadas.

Teorema 8.2,8 Sean X un continuo tal que C(X) es contraíble y p e X.
Si existe una base de vecindades anidadas {K'¿}g1 c C(X) de p, de manera
que C(Ki+i) es contratble en C2{Ki) para cada i 6 N, entonces <pp es una
retracción fuerte por deformación en C2PO,,

Demostración.:
Gracias a la Proposición 8.2.6 existe una función continua G : C(X) x / —y C(X)
tal que

i) G{A, Q)^Ayp& G{A, 1) para cada A € C(X) y ,g gv
ii) G({p},t) = {p}, paiacada i e /.. \ • f

Definimos una función G : C(X) x I -> C{X) dada poi

C{A,t) = ÍV{G({aht.**$):aeÁ\t si p ^ A

\ A, si p € A.

Continuaremos con la prueba del teorema en una seiie de pasos,

Paso 1 G está bien definida..
Sean A G C(X) \C(p,X) y a e A. Entonces tenemos que

0 < d(A,p) < d(a,p) y 0 < t
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cada vez que í € I. Así pues, G({o}, í - ^ § ) €

Consideremos la función 174 : (X \ {/>}) x / —> C(X) dada por

y notemos que es continua. De aquí se deduce que

e C(C(X)) (8 20)

para cada [A,i) € C(X) x /. Así pues, aplicando el Lema 8.1.6 obte-
nernos que

Por tanto, G está bien definida..

Paso 2 <? es continua.

Sea {(^TÍI*71)}^=1 C C(X) x / una sucesión que converge a algún
(A, t) e C(X) x /. Analizaremos dos casos.

Caso 1 p £ A.,
En este caso tenemos que d(p¡ a) > 0 para toda c € A,

Como consecuencia de (8.20) y del Lema 81.5 obtenemos que G
es continua,,

Caso 2 pe A,,
Podemos suponei que p $ An paia cada n € N Para probar la
continuidad en este caso mostraremos que

HmsupGf^n.ín) CA C l iminfG^. ín) .

Así pueSj sea x G limsupG(^4n,í7l), entonces existen una subsu-
cesión {A^}^ de la sucesión original y xnk & G(Ank,tnk) para
cada k, de manera que xnk -> x. De aquí que

para alguna ank e -4nj.
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Como A es compacto, podemos suponer que ank —> b paia alguna
b € A. Ahora bien, si x — p obtenemos dilectamente que x e A.
En caso en que z =£• p> por la condición n) en (8,19), podemos
suponer que d($>, a^) ~» 0- Sin embargo d(p, Ank) -+ 0, así que

4 G({b},0) C A,

Por tanto a; € A y limsupGt^», ín) C A..

Tomemos ahoia ae A. Veremos que a 6 liminf'GfAn, tn),.

Subcaso 1 a^p.,
Por hipótesis existe una sucesión {a n }^ = 1 que converge a a . y
tal que a^ 6 An para cada n 6 N. En este subcaso tenemos
que d(p, an) -* d(p, a) ^ 0, de aquí que

Por tanto, a € liminfG(An,ín)..
Subcaso 2 « = p .

Como cada A« es compacto, para cada Í Í É N podemos tomar
bn G An de manera que d(p, An) = d{p, bn). Entonces es fácil
ver1 que bn -*• p y que

En otras palabiaSj a = p £ HrainfírfAn,ín)..

Por tanto, G{An>tn) ->• A y G es continua.,

Paso 3 G(A, í) = A paia cada A € C(p, X) y í € / .

Esto es consecuencia directa de la definición de G

Paso 4 G{A,0) = A para cada A € C{X),.

Por el paso anterior, podemos suponer que A $ C(p,X),, Gracias a
(8.19) tenemos que

G(A,Q) - U{G({a},0):aeA} = {J{{a}:aeA} - A.
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Paso 5 p € G{A, 1) para cada A e C{X).

Por el paso 3 podemos suponer que A £ C(p,X).. Sea q € A tal que
d(p,Á) = d(p¡g)¡ entonces, de (8.19) se sigue que

C

Finalmente, definimos una función g : C(X) x / —y C2{X) dada por

_ / G(A,2t), si í € [ 0 , i ] y
} \G(A,2(l-t))u{p}, si Í 6 [ i 7 l ] ,

Gracias al paso 5 tenemos que G{A, 2(|)) = G(A, 2(|)) U {p}, de donde se
desprende que g está bien definida y es continua. Además, si A £ C{X), el
paso 4 nos dice que g(A, 0) ~ G{A, 0) = A y

ffC-4,1) = G(A,0)u{p} = AV{p] = fáA).

Notemos también que si A € C(p,X), como consecuencia del paso 3 se tiene
que g(Aft) = A para cada t.

Así pues, hemos obtenido que g es una homotopía entie la función iden-
tidad y (j)p, que no mueve a los elementos de C(p,X),, En consecuencia, ^p

es una retracción fuerte por deformación en C f̂A"), Terminamos la prueba
del teorema

G

Teorema (dual) 8.2.9 SeanX un continuo tal que 2X es contraíble yp £ X
Si existe una base de vecindades anidadas {Ki}^ C C(X) dep, de manera
que 2Ki+I es contraíble en 2Ki para cada i € N, entonces ipp es una retracción
fuerte por deformación-

Como coiolario de los Teoremas 8.2.3 y 8.2.8 obtenemos la siguiente ca-
racterización.

Corolario 8.2.10 Sean X un continuo y p € X,. Entonces <pv es una re-
tracción fuerte por deformación en C2{X) si y sólo si C(X) es contraíble y
existe una base de vecindades anidadas {Ki}^ C C(X) dep, de manera que
C(Ki+i) es contraíble en C2(Ki) para cada i € M..
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Similarmente, de los Teoremas 8.2,4 y 8.2.9, podemos concluii el siguiente

Corolario 8.2.11 Sean X un continuo y p € X Entonces ipp es una re-
tracción fuerte por deformación si y sólo si 2X es contraíble y existe una
base de vecindades anidadas {Ki}^ C C(X) de p, de manera que 2Ki+í es
contraíble en 2Ki para cada t € N

Otra caracterización interesante es la siguiente:

Corolario 8,2.12 Un continuo X es localmente conexo si y sólo si

i) i¡>p es una retracción fuerte por deformación para toda p 6 X o

ti) <fcp es una retracción fuerte por deformación en C2{X) para toda p € X

Demostración:.
Supongamos que se satisface la condición i) (o «)).. Entonces, como con-
secuencia del Corolario 8 2.11 (o el Corolario 8..2..10), obtenemos que X es
conexo en pequeño en p, paia toda p € X. Por1 tanto, X es localmente conexo
(véase Lema 2.4.10).

Supongamos ahora que X es localmente conexo y sea p € X, Gracias a la
conexidad local podemos tomar una base de vecindades conexas, compactas y
anidadas {Ki}^ de p, quienes a su vez son localmente conexas. Ahora bien,
gracias al Lema 8 1.11 se tiene que C(X) y C{Ki) son contraíbles para cada
i € N, en particular, C{Ki+\) es contraíble en CI{KÍ) para cada i € M. De esta
manera, aplicando el Corolario 8.2 10 obtenemos que <pv es una retracción
fuerte por deformación en C2PO..

De manera similar, el Lema 8,1,11 nos dice que 2X y 2Ki son contraíbles
para cada i 6 N. De aquí que 2Ki+l es contraíble en 2Ki para cada i £ N Así
pues, gracias al Corolario 8.2.11 obtenemos que i¡>v es una retracción fueite
por deformación.

Concluimos la prueba del corolario.
D

8.3 Una curiosidad
Ya vimos algo de lo que pasa en C(X) y 2X con las funciones ^p y ipp Una
pregunta que aparece de manera natural es qué pasa en los espacios Fn(X),
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Esta pregunta resultó ser muy complicada y escapó a los objetivos de este
trabajo.. Sin embargo, se obtuvo un íesultado para un caso particular que
nos paieció bonito.. Dedicamos esta sección a presentarlo..

Empezaremos con algunos resultados auxiliares que tienen que ver con el
comportamiento de las homotopías. Consideramos que el lector familiarizado
con el tema podrá saltárselos..

Lema 8.3.1 Sean X, Y, W y Z espacios topológicos y f,g : X —> Y fun-
ciones continuas tales que f ~ g. Si h : Y -¥ Z es una junción continua,
entonces hof RÍ hog Similarmente, sih' :W —> X es una función continua,
entonces f o h' ss g o h!.

Demostración:
Por hipótesis existe una función continua F : X x / -> Y tal que F(x, 0) =
f(x) y F(x, 1) = g(x), para cada x € X.

Definimos F'; Xxl -$• Z como sigue: F'(x,t) ~ (hoF)(x,t). Claramente
F' es continua, y además satisface que F'(x, 0) = {h o f)(x) y F'(x, 1) =
(hog)(x), para cada x £ X., De aquí que ho f ss hog..

De manera similar definimos G : W x / —> Y dada por G(w,t) —
F(h'(w),t). Una vez más, es fácil ver que G es continua.. Más aún: G(w, 0) =

),Q) = {foh'){w)yG{w,l)^F{h'(w),l) = (goh'){w).. Por tanto,
si jo/ i 'y terminamos la prueba del lema.,

G

Lema 8.3.2 Sean X un espacio topológico y f,g,h: X ~> S1 tres funciones
continuas., Si f y gh son homotópicas, entonces ¿- : X —> 5 1 es homotópica
a h..

Demostración:
Supongamos que / PS gh, es decir, existe una función continua F : Xxí —t Sl

tal que F(x,0) — f(x) y F[x, 1) = (gh)(x), para cada x € X Consideremos
una función F': X —> Sl dada por

Es fácil ver que F' está bien definida y es continua.. Ademas, F'(x, 0) = j-(x)
y F'(x, 1) = h(x). Por tanto, F' es una homotopía entie ¿ y h,
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Terminamos la prueba del lema.

En [Nad78] se piueba el siguiente resultado..

Proposición 8.3.3 (Nad78, Proposición 12.38] Sean X un espacio métrico
compacto y f : X -+ S1 una función continua.. Entonces f es homotóptca a
una constante si y sólo si existe un levantamiento f : X ->R de ,}•

Recordemos que la función exponencial p : R -> Sl está dada por
p(t) = e2Ht (vei Definición 6.6.5)

Lema 8-3.4 Sea X un continuo no unicoherente Entonces existe una fun-
ción continua f : X -*• 5 1 que no es komotópica a una comíante.

Demostración:
Como X no es unicoherente, existen A,B e C{X) tales que A U B - X y
A O B no es conexo.. Así pues, tenemos que A n B es la unión ajena de dos
subcónjuntos cerrados y no vacíos P y Q. t

Como X es métrico, X es T4,. Así pues, podemos tomar una función
continua g : X ^ / tal que g{P) = {0} y g(Q) - {1} Podemos obserrar
que 0,1 G p(A) n g(B) Así pues, dado que A y S son conexos obtenemos
que

g(A) = I = g{B) (8-21)

Definimos /' : X -+ S11 como sigue:

s i x e A y (8.22)

Sea a: 6 A O 5 . Si 3 G P, entonces

= e°

Si a: G Q, entonces se tiene que
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Por tanto, / está bien definida y es una función continua. Más aún, de {8 21)
podemos deducir que

f(B) = e"^B> = ™*: t (8 23)

Veremos que / no es homotópica a una constante Poi la. Proposición 8.3.3
basta probar que / no admite levantamientos

Supongamos que /'' : X —i- R es un levantamiento de / y sea x £ P
Entonces p o f = /.. De aquí que

c o

Supondremos que f'(x) = k e S..
Ahorpa bien, de acuerdo a (8,23) deducimos que si W es una componente

de p~1(/(J4)) o de de p~l(f(B))> entonces p\w es un homeomoiíismo.
Así pues, sea Vi la componente de p~1(f(A)) que contiene a k., De (8 23)

es fácil ver que

Vi = [k,k + $.

Similaimente, si V£ la componente de p~1(f(B)) que contiene a &, entonces

Vi = {k~\,k}..

Finalmente consideiemos y G Q, Como / ' es continua, y A y B son conexos,
tenemos que

f'{y) c VÍHVÍ = {k}..

Sin embargo, esto significaría que f'(y) = f'{x), de donde

e™ = f(y) = (pof')(y) - (po/')(i) = f{x) = e°,

lo cual es una contradicción..
Por tanto no existe tal levantamiento / ' de / y podemos concluii la prue-

ba del lema..
D

El siguiente es un resultado importante, que fue probado por D Curtís y
N. To Nhu.
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Teorema 8.3.5 [CN85, Lema 2 2] Sea M C F{X) compacto y localmente
conexo. Entonces \J Á4 también es compacto y localmente conexo.

Otro resultado importante se prueba en [Nad92]:

Teorema 8.3.6 [Nad92, Teorema 8.23] Si X es un continuo localmente co-
nexo, entonces X es conexo por trnyectorias,.

Por último presentamos el teorema de esta sección, que muestra una rela-
ción entre el comportamiento de la función <PP\F,(X) y la estiuctura topológica
deX

Teorema 8.3.7 Sean X un continuo yp€X,. Si </>P|FI(X) es retracción por
deformación en FziX), entoncesX es unicoherente y conexo por trayectorias.

Demostración:
Haremos la prueba del teorema en dos paites.

i) X es unicoherente.

Sea h : F-¿{X) -*• F2{X) la función identidad en F2(X). Como 4>P\FI(X)

es retracción por deformación en F2{X), entonces <J>P\FI(X) ~ h-

Si suponemos que X no es unicoherente, por el Lema 8.3.4 existe una
función continua f : X -¥ S1 que no es homotópica a una constante..

Consideremos también las siguientes funciones:

i) A : F2(X) ~+ ¿^(S1) dada por \{{x,y}) = {f(x)J(y)}t

ü) g,: X —> Fi(X) dada poi g(x) = {x} y

iii) X : F2ÍS1) ~i> S1 dadapoi TT({Z,W}) — zw.

Es fácil vei que todas ellas son continuas..

Así pues, de acuerdo al Lema 8-3.1 se tiene que

•K o Xoho g ES -K o X o tfiplf^x) ° 9- (8.24)

Ahora bien,

(7roXohog)(x) = (7roAo/t)({x}) = (TTOA)({X})
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Además,

{7roÁo<t>p\Flíx)og)(x) = (•KOXO4>P\FJ(X))({X}) = (?r

Por otra parte, el Lema 8,3 2 nos dice que si / 2 « / •• f(p), entonces
/ ^ }{?)• Sin embargo esto contradice la elección de /.. Por tanto.
podemos concluir que X es unicoherente..

ii) X es conexo por trayectorias

Sean x,y & X. Si suponemos que 4>p\pt(x) e s retracción por deformación
en F2(X), existe una función continua F : Fi(X) x / -í- F2{X) tal
que F({x},Q) = {J;} y F({x}, 1) = {ar,p}.. Notemos que, para cada
^ € X, la función az : I -t F2{X) dada por az(t) = F({z},t) es una
trayectoria en ^ ( X ) , que empieza en {z} y termina en {z,p}.. En
particular, obtenemos que ax(I) y ay(I) son subcontinuos localmente
conexos de F'¿{X),. Así pues, aplicando el Teorema 8.3.5 se sigue que
los conjuntos

son subconjuntos compactos y localmente conexos de X.. Observemos
también que

{x} e ctx(T) y {y} € ay(I),

así que del Lema 8.1..6 se sigue que IJ ax(I) <E C(X) y [J <%(/) € C{X}..

Por otra paite, notemos que p G \Jax(I) n Ua3/C^)i ^ e donde se tiene
que M = [Jax(I) U Uay(-^) e s u n subcontinuo localmente conexo de
X,

Finalmente, gracias al Teorema 8.3.6 obtenemos que M es un subcon-
tinuo de X, -que contiene a x y y- y que es conexo por trayectorias

Por- tanto, X es conexo por trayectorias-

Terminamos la prueba del teorema..

D



Capítulo 9

Los Hiperespacios K(X)

Para un continuo X, definiremos en este capítulo el híperespacio K(X). La
idea general es estudiai propiedades topológicas del híperespacio K(X) con
i elación a aquéllas que posee X,. En otras palabras, nos interesa saber qué
podemos decir de K(X) cuando conocemos a X, y viceversa, qué propiedades
tiene X dadas ciertas propiedades topológicas de K{X)~

Definición 9.0.8 Sean X un continuo y A C X Definimos

K(A,X) = {C(p,X):peA}..

Denotaremos a K(X,X) simplemente como K[X),,

Sean X un continuo y A c X.. Una primera piegunta que uno podría
plantearse es si K(A, X) también es un continuo, es decir, si K(A, X) es un
espacio métrico, compacto y conexo.,

En este sentido, en el Lema 5.1 2 vimos que C{p,X) € C(C(X)) para
cada p € X,, De manera que

K(A,X) = {C{p,X):peÁ} c C(O(X))

Por otra parte, por el Teorema 3 13 sabemos que C(X) es un continuo.
así que aplicando de nuevo ese teorema obtenemos que C(C(X)) ¡también
es un continuo! En particular, C(C{X)) es un espacio métrico y, por tanto.
K{X) también resulta sei un espacio métrico,. De hecho, la métrica que
estamos considerando es la restricción de la métrica de Hausdorff que tiene

El análisis de propiedades como la compacidad y ia conexidad de K(X)
es un poco más complicado, así que dedicaremos las siguientes secciones ai
estudio de estas propiedades..
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9.1 Compacidad
En la sección anterior1 nos preguntábamos si, dado un continuo X, entonces
K(X) resultaría también ser un continuo.. En esta sección veremos que éste
no es el caso, en particular, poique K(X) no siempre resulta sei un espacio
compacto. Aquí se buscarán también condiciones necesarias y suficientes so-
bie el continuo X, para que el hiperespacio K(X) sea un espacio compacto.

Empezaremos definiendo una función que será muy importante a lo largo
de este ti abajo.,

Definición 9.1.1 Paia un continuo X y A C X, definimos la función
TA : A —> K(A,X) dada por TA{P) = C(p,X) Por conveniencia, denota-
remos a Tx simplemente como r,.

En [Cha86], W. X Charatonik considera una función F : 2X -)• C(C{X))
-más general que r- dada por F(A) = {K 6 C(X) : A e K}. En ese ar-
tículo se estudian relaciones entre la continuidad de F y ciertas propiedades
topológicas del continuo X, tales como suavidad y conexidad en pequeño
Recoidemos que un continuo X es suave en un punto p € X si para cada
punto x € X, cada K € C(p,X) n C(x,X) y cada sucesión {a^KíLi que
converge a x, existe una sucesión {Kn}™=1, que converge a K, de tal manera
que Kn 6 C(p, X) O C(xn, X), para cada n e N

En esta tesis trabajaremos únicamente con la función r, ya que nuestro
interés se centra en los hiperespacios K(X), y esta función nos permitirá
obtener propiedades muy interesantes sobre ellos.

Observación 9.1.2 Sean X un continuo y A C X,. Notemos que la fun-
ción TA'.A-*- K(At X) es inyectiva, ya que si C(p, X) = C(g, X), entonces
{p} e C(g, X), es decir, q G {p} y por tanto q = p- Poi otra parte, es inme-
diato ver que TA es supiayectiva, de modo que la función TA '• A —$• K(A,X)
es una biyección..

Lema 9.1.3 Si X es un continuo, entonces la función r^1 : K(A,X) -> A
es continua para cada A c X.

Demostración.:
Sean C{p,X) € K{A,X) y una sucesión {C(pn,X)}™=l C K{A,X) que
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converge a C{p,X).. Veremos que

« pn —> p = rXl{C(p,X)),.

Podemos suponer que existe B e C{p,X) tal que la sucesión {{pn}}n=1

converge a B De acuerdo a esto, B no puede teñe* más de un punto, de
manera que B = {p} y poi tanto pn ~» p.

En consecuencia r j 1 es continua y terminamos la prueba del lema
O

El siguiente es un resultado muy sencillo, pero que nos será de gran uti-
lidad

Lema 9.1.4 Sean X un continuo, x € X y una sucesión {x^}^ que con-
verge a x.. Entonces

limsup C{xn,X)<zC{x,X).,

Demostración:'
Sea A e limsup C(xmX),, Entonces, para cada k £ N, existen n* € M
y Ank € C(xnk,X) tales que H{A,Ank) < | . En particular, la sucesión
{Ank}^=1 converge a A De esta manera, como xnt € Ank para cada k, se
sigue que x e A, de modo que A e C(x,X). Así pues,

\imsnpC{xn,X) c C{x,X).

a
El lema que presentamos a continuación establece una relación entre la

Propiedad de Kelley en un continuo X, y la continuidad de la función r.

Lema 9.1.5 Sea X un continuo, entonces la función r es continua si y sólo
si X tiene la Propiedad de Kelley..

Demostración.:
Supongamos que X tiene la Propiedad de Kelley.. Para ver1 que r es continua
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tomemos x € X y una sucesión {xn}™=1 que converge a x. Velemos que

C(Xn,X) - + C(X,X).
Tí—ÍCO

Como X tiene la Propiedad de Kelley, paia cada B € C(x,X), y para
cada n G N, existe f?n e Cfa^X) tal que la sucesión {Bn}™=1 converge a B
De aquí que

C{x,X) c \immfC(xn,X).

Como consecuencia de esto, y del Lema 914 obtenemos que

C{xn,X) —> C{x,X),

de donde podemos concluir que r es continua.,
Ahora bien, supongamos que r es continua y tomemos x € X, A G C(X,X)

y una sucesión {xn}™=l que converge a x Así pues, tenemos que

C(xn,X) = r{xn) —> r(aO =

De aquí se sigue que, para toda n & M, existe ^4n G C(a;n, X) tal que la
sucesión {An}^ converge a A. En otras palabras, X tiene la Propiedad de
Kelley en a;..

Concluimos la prueba del lema.
D

El siguiente lema nos proporciona condiciones necesarias y suficientes,
sobie un continuo X, para que el hiperespacio K(X) íesuíte ser un espacio
compacto.

Lema 9.1.6 Las siguientes condiciones son equivalentes para un continuo
X.

i) K{X) es compacto,
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ü) T : X -> K(X) es continua,

ni) X tiene la Propiedad de Kelley y

iv) X

Demostración:
Es fácil ver que si r es continua, entonces K[X) es compacto, ya que X poi
hipótesis ío es. Poi tanto ii) =» i)..

De acueido al Lema 9,1.3 y a Ja Observación 9.1.2, tenemos que la función
r~l : K(X) -> X es continua y biyectiva., Por tanto, si suponemos que K(X)
es compacto obtenemos que r"1 es un homeomorñsmo. En particular, r es
continua De aquí que t) => ii) y i) => iv).

Por otra parte, es fácil ver que iv) => i).. Así pues, hemos obtenido que
las condiciones i), ii) y iv) son equivalentes,.

Finalmente, gracias al Lema 9-.1 5 tenemos que las condiciones ii) y iii)
son equivalentes, así que podemos concluir la prueba del lema.

D

9.2 Conexidad local y por trayectorias
Una vez que hemos analizado la compacidad del hiperespacio K(X), estamos
en condiciones de estudiar1 la conexidad del mismo.. En esta sección, la in-
tención es buscar relaciones entre algunas propiedades de conexidad de X y
aquéllas de K{X). En partícula:, nos concentiaremos en la conexidad local
y en la conexidad por trayectorias.

Empezaremos con la conexidad local.,

Lema 9.2.1 Sean X un continuo y B un subespacio de X ¡ocalmente conexo,
entonces la función rB : B -> K(B,X) es continua.,

Demostración
Sean p e B y s > 0.. Como B es localmente conexo, podemos encontrar un
abierto conexo U, de B, que contenga a p, tal que diam(U) < §.. Sea q € £•"..
Veremos que

H2{C(P>X),C(g,X))<e,
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Tomemos K € C{p, X) y consideremos D — KuU- Por construcción de U
tenemos que D C N(e, K), además claramente K C N(e, D), de manera que

H{K, D) < e.

Ahoiabíen, esíácilver que D € C(q,X).. De aquí que C(p. X) C iVff(e7í7(
De manera completamente análoga se puede ver que C(q,X) c NIf^e,C(p,X)y
Por tanto,

/í2(rB{p),rB(?)) = H2(C(p,XlC(q,X))<s.

En consecuencia, rg es continua y terminamos la prueba del lema.
D

Corolario 9.2.2 Sean X un continuo y B un subespacio de X ¡ocalmen-
te conexo, entonces B fa K(B,X). En particular, K(B,X) es ¡ocalmente
conexo.

Demostración.,
De acuerdo con la Observación 9.1.2 tenemos que TB : B —¥ K{B,X) es una
función biyectiva.. Además, el Lema 9,, 1.3 nos dice que T% es continua., Fi-
nalmente, gracias al Lema 9..2..1 tenemos que TB es continua.. Por tanto, rg es
un homeomorfismo y, en particular, obtenemos que K{B, X) es localmente
conexo,

O

Con respecto a la conexidad por trayectorias, se tiene la siguiente equiva-
lencia.,

Lema 9.2,3 Sea X un continuo, entonces B C X es conexo por trayectorias

si y sólo si K(B>X) es conexo por trayectorias-

Demostración:
Supongamos que K(B,X) es conexo por trayectorias. En el Lema 9.13
vimos que la función r^1 es continua, de manera que r^l(K(B,X)) = B es
conexo poi trayectorias.,

Supongamos ahora que B es conexo por trayectorias.. Consideremos
{C(p, X),C(q, X)} c K(B,X) y tomemos un arco A en B que contenga
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Figuia9.1: X

a V Y ?•• Como A es un subespacio localmente conexo de X, podemos aplicar
el Lema 9.2.1 para obtenei que rA es una función continua., En particular,
se sigue que TA(A) es un subcontinuo conexo por trayectorias, de K(B,X)t

que contiene a C(p,X) y C(q,X) En consecuencia K(B,X) es conexo por
trayectorias y concluimos la prueba del lema.

D

Una pregunta que aparece de manera natural es si se satisface el recíproco
del Corolario 9 2,2 Podríamos preguntar, por ejemplo: si K(X) es localmen-
te conexo entonces ¿X también es localmente conexo? La respuesta a esta
pregunta es negativa, como se muestra en el siguiente ejemplo,.

Ejemplo 9.2.4 Existe un continuo no localmente conexo X, tal que K(X)
es localmente conexo,,

Consideremos el siguiente continuo X:
Claramente X es un continuo no localmente conexo. Veamos cómo es

K(X)
Consideremos los subconjuntos A y B del continuo X. Dado que uno es

un arco y el otio es un rayo, es fácil ver que ambos son localmente conexos, de
manera que aplicando el Corolario 9 2.2 obtenemos que K(A,X) es un arco
y K{B,X) es un rayo. Claramente K(A, X) es cerrado en K(X), veremos
que 3o mismo pasa con K(B, X)
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Figura 9.2: X

Si K(B,X) no fuera cenado, existiría una sucesión {xn}^Lx C B que
convergería a x, para alguna x €. A, de manera que la sucesión {C(xni X)}^. ,
convergería a C(x, X),

Sin embargo, si consideramos el arco ax de la figuia, es fácil ver que
ax G C(x, X) pero que ax no es punto límite de los C(xn, X). Como esto
nos lleva a una contradicción, podemos concluir que K(B, X) es cerrado en
K(X).. Finalmente, por definición tenemos que K(X) = K(A, X)uK{B, X)
y que ésta es una unión ajena de subconjuntos cenados, por tanto K(X) se
ve así:

En particular, K(X) es localmente conexo.
Como hemos visto, en este ejemplo K(X) es localmente conexo pero no

es conexo, así que uno podría preguntarse sí para K(X) conexo y localmente
conexo se cumple que X es localmente conexo Una vez más la respuesta es
negativa, como se muestra a continuación,.

Ejemplo 9.2.5 Existe un continuo no localmente conexo X, tal que K[X)
es conexo y localmente conexo

Consideremos el siguiente continuo X:
Es fácil ver que X no es localmente conexo.. A continuación analizaremos

K(xy.
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Figura 9.3: K{X)

U

Figura 9.4: X
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K(A)

Cíw.30

K{B)

Figura 9.5: K{X)

Consideremos los subconjuntos A y B del continuo X. Una vez mas, como
ambos son localmente conexos, del Corolario 9.2.2 resulta que K(A,X) es
un arco y que K(B, X) es un rayo,

Consideremos el punto w = A n B y un arco abierto, pequeño, U que lo
contenga.. En el ejemplo anterior vimos que K(X\U) es disconexo, de donde
se sigue que

K(A, X) n K{B, X) = C{w, X)..

En otras palabras, como K{X) = K(A, X) U K(B, X) obtenemos que K(X)
es la unión de un arco y un iayo, unidos de la siguiente manera:

Poi tanto, K{X) es un layo; en particular K{X) es conexo y localmente
conexo, a pesar de que X no sea localmente conexo,

Así pues, ni siquiera cuando K(X) es conexo y localmente conexo pode-
mos obtener siempre que X es localmente conexo. Uno podría pensai que
tal vez pidiendo compacidad de K(X) -además de conexidad local- se podría
obtener la conexidad local de X.. En este caso sí obtenemos la conexidad
local de X, pero en realidad esto ya lo sabíamos: como consecuencia del
Lerna 9,1,6 se tiene que si K{X) es compacto, entonces X ÍS K(X)
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9.3 Compactaciones y conexidad
En esta sección analizaremos propiedades de los espacios K(Y) cuando Y es
una compactación del rayo, en particular buscaremos relaciones entre K(Y)
y el residuo de Y.

Una de las propiedades que nos interesa estudiar es la conexidad de K(Y)..
En particular si Y es una compactación del rayo, nos gustaría encontrar
criterios para determinar cuándo K(Y) es conexo, o cuando no lo es. En
las siguientes secciones desarrollaremos elementos que nos permitirán hallar
criterios interesantes en este sentido.,

9.3.1 Cuando el residuo es un arco
En esta sección veremos qué podemos decir de K(Y) cuando Y es una com-
pactación del rayo, cuyo residuo es un arco..

Empecemos con un lema

Lema 9.3.1 Si se satisface una de las siguientes condiciones:

i) Y es una compactación del rayo con residuo X y X tiene un punto p
tal que C(p, X) es un arco,

ii) Y es un continuo y p EY es tal que C(p,Y) e$ un arco,

y {pnj^-i C Y es una sucesión que converge ap, entonces

lim C(pn,Y)=C(p,Y)..

Demostración:
De acuerdo con el Lema 6 3 2, i) implica ii), de manera que sólo tenemos que
probar que ii) implica la conclusión..

Por el Lema 91.4 sabemos que

l imsupC(p n ,y)cC(p,y) . , (9.1)

Sean A e C(p, Y) y y: C{X) -> / una función de Whitney..
Para cada n € N tomemos un continuo An de manera que pn & An y

¡x(An) — ¡i{Á) Veiemos que la sucesión {Aj^Lj converge a A
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Supongamos que existe B £ C(Y) tal que una subsucesión {A^}^
de {An}™=l converge a B, Por construcción y por hipótesis tenemos que
Pin € Áni para cada ¿ 6 N j que pni -» p, de manera que

peB.

Ahoia bien, de acuerdo al Lema 6.3.2 tenemos que C(p,Y) es un arco; co-
mo consecuencia de esto y de la Observación 5,,3 5 se tiene que A y B son
comparables.

Por otra parte, sabemos que las funciones de Whitney son continuas, de
donde se desprende que

es decir, fi(A) ~ (i(B). Sin embargo, gracias a esto, al hecho de que Ay B
son comparables y a la monotonía de las funciones de Whitney, obtenemos
que A = B,

Así pues, hemos obtenido que cualquier1 subsucesión convergente de {An } ^ =

converge a A, de manera que la sucesión misma no tiene otra alternativa que
converger a A

Por tanto A € UmmfC(pn,Y).
En consecuencia, C(p,Y) C \immfC(pn,Y),. De aquí y de (9.1) obte-

nemos que

lim C(Pn,Y) = C(p,Y).,
n->oo

Concluimos la prueba del lema..

a

Algunas de las compactaciones del rayo se portan muy bien con respecto
a la conexidad,, Por ejemplo, en el siguiente Corolario probaremos que si Y
es una de las compactaciones más sencillas del rayo: aquélla cuyo residuo es
un arco, entonces K(Y) es conexo..

Corolario 9.3.2 Sea Y una compactación del rayo cuyo residuo es un arco
X, entonces K(Y) es conexo..
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Demosti ación:
Dado que X y Y \X son localmente conexos, usando el Corolario 92 2 se
tiene que X w K(X,Y) y Y w K(Y \ A",y). En particular, K(X,Y) y
A'(y \<X", y) son conexos.

Por otra parte, sean p un punto extremo de X y {pn}™~\ C y \ X una
sucesión que converge a p.. Por el Corolario 5.4.2 sabemos que C(p, X) es un
arco, así que podemos aplicar el Lema 9.3.1 para obtener que

lim

En particular, C(p, Y) € K{Y \ X) n K(X, Y).
En consecuencia K(Y) = #(*", y) U Jf(y \ X, y) es conexo..

D

9.3.2 Cuando el residuo es una curva cerrada simple o
un 4-odo

Así pues, hemos visto que paia cualquiei compactación Y del rayo, que tenga
un aico como residuo, se tiene que K(Y) es conexo. Pero, ¿qué pasa con las
compactaciones del layo cuyo residuo es una curva cenada simple?, ¿o un
4-odo? Veamos.

Ejemplo 9.3.3 Una compactación Y del rayo, tal que su íesiduo es una
circunferencia y K(Y) es conexo.

Es fácil ver que Y tiene la Piopiedad de Kelley Así pues, gracias al
Lema 9.1,6 tenemos que Y & K(Y). En particular, K(Y) es conexo.

Sin embargo, también tenemos ejemplos que muestran que las compac-
taciones y del rayo, cuyo residuo es un 4-odo -o una curva cerrada simple-,
no siempre satisfacen que K(Y) es conexo., A fin de mostrar estos ejemplos,
introducimos primero ciertos resultados que facilitarán la exposición de los
mismos

Proposición 9.3.4 Sea Y una compactación del rayo con residuo X~ En-
tonces K(X, Y) es cenado en K(Y)
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Figura 9.6: Compactación Y del rayo, tal que su íesiduo es una circunferencia
y K(Y) es conexo

Demostración.
Consideremos una sucesión {C[xn,Y)}^=1 c K(X,Y) que converge a C(x,Y)
para alguna x 6 Y., Gracias al Lema 9,1 3 tenemos que

f» = r~l(C(xn,Y)) —> r-l(C(x,Y)) = x,

de manera que x G X, ya que Jt es compacto En consecuencia K(X, Y) es
cenado.

D

Lema 9.3.5 Sea Y una compactación del rayo R con residuo X Si para
cada punto i £ l existe A G C{x, X) tal que A ^ C(R), entonces K(R, Y)
es cerrado en K(Y). En particular, K(Y) no es conexo.,

Demostración:
Por definición tenemos que K(Y) = K(X, Y) U K(R, Y), Así pues, si su-
ponemos que K(R, Y) no es cerrado en K(Y)> entonces existe una sucesión
{C{yn, Y)}%=\ C K(R, Y) que converge &_C(x, Y) paia alguna x 6 X.,
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Sin embaigo, por hipótesis existe A € C(x, X) tal que

A e C{Y)\C{R) C G(Y)\limsnpC(y^Y)-,

En otras palabras,

A € C( i ,K) \ l imC(¡ fe ,n

lo cual es una contradicción.,
Por tanto podemos concluir que K(R1Y) es cenado en K(Y).
Por otra parte, por la Proposición 9.3.4 sabemos que K(X, Y) es cenado

en K{Y), De esta manera, hemos visto que podemos expresar a K(Y) como
la unión ajena de los subconjuntos cerrados K(X,Y) y K(R,Y), de donde
concluimos que K(Y) no es conexo

Terminamos la prueba del lema.,
D

Ejemplo 9.3.6 Una compactación Y del rayo, tal que su residuo es una
circunferencia y K{Y) no es conexo.,

Consideremos el siguiente espacio Y:
De acuerdo al Lema 9,3,5, para vei que K(Y) no es conexo basta ver

que paia cada punto x del residuo 5 existe un continuo .A € C(x,S) que
no se puede aproximar poi subcontinuos del rayo i?,. Así pues, dado x e S,
consideremos un subarco A de S tal que contenga al punto a de la figura en
su interior- en S y que contenga también a a:.. Es fácil ver que tal subarco
puede ser construido para cualquier x € X, y que no puede ser' aproximado
por subcontinuos de R En consecuencia, K(Y) no es conexo..

Ejemplo 9-3.7 Una compactación Y del rayo, tal que su residuo es un
4-odo y K{Y) no es conexo.

Consideremos el siguiente espacio Y:
Paia ver que K{Y) no es conexo, empecemos notando que para cada

punto x del residuo X, existe un subtriodo propio T, de X, tal que x está en
el corazón de T,. Es fácil ver que T no se puede aproximar poi subcontinuos
del rayo R, así que podemos aplicar el Lema 9.3.5 a Y para obtener que
K{Y) no es conexo.
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Figura 9.7: Compactación Y del iayo tal que su residuo es una circunferencia
y K(Y) no es conexo

Figura 9.8: Compactación del rayo con un 4-odo como residuo
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Figura 9.9: arco, circunferencia, triodo simple y paleta

9.3.3 Cuando el residuo es una gráfica finita
Así pues, aunque para todas las compactaciones Y del rayo, que tengan por
residuo a un arco, K(Y) resulta conexo, hemos visto que esto no siempre es
el caso para las gráficas finitas, Más adelante veremos que, de hecho, si uno
toma una compactación Y con casi cualquier gráfica finita como residuo, se
obtiene que \K{Y) no es conexo!

Para vei esto, empecemos familiarizándonos,un poco con la estructura de
las gráficas finitas.

Definición 9.3.8 Sean G una gráfica finita/'x € G y ra'€ H. Un punto x de
G es un punto de ramificación de G, si x es el corazón de un rc-odo simple,
para alguna n > 3., En este caso decimos que el orden de x en G es n y
escribiremos ord(x)G) =n..

Proposición 9.3.9 Sea G una gráfica finita, distinta de las siguientes:
entonces todos los puntos de G - están contenidos en el corazón de un

triodo., ' • •• • • ' '

Demostración:
Sea x 6 G., Analizaremos dos casos,,

Caso 1 G sólo tiene un punto de ramificación r.

Es fácil vei que si ord(r, G) — 3, entonces G es una de las gráficas de
la figura 9,9-, Así pues, podemos suponer que ord(r,G) = n > 4,, De
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aquí que {r} es el corazón de un n-odo simple W paia alguna n > 4.
En otras palabras, tenemos

donde cada Ai es un arco, r es un extremo de cada Ai y

Ai n Aj = {r} cada vez que i ¿ j . (9.2)

Como £7 es conexa por trayectoiias, podemos tomar un arco A en G
de manera que a; e 4 y i O W = {a¿}, donde a¿ e ¿¿ para alguna
i € {1,2,.,.., n}. (Nótese que A puede ser degenerado).
Definimos K = AUÁi, Veremos que. WU A es un triodo, con corazón
K, y x está contenido en el corazón de W U A.

Así pues,, por construcción, . • ,-

(^Ui)\.ií = (WuA)\(AüAi) = W\Ai

Dado que » > 4, de (9.2), obtenemoá. qué (W VÁ)\K tiene al menos
tres componentes, en consecuencia W OÁ es un tiiodo con corazón K.
Finalmente, por construcción^: 6'A c K, es decii, x está en el corazón
del tiiodo.
Concluimos la piueba de este caso.

Caso 2 G tiene aí menos dos puntos de ramificación.

En este caso podemos considerar un arco L, en G, de manera que
contenga exactamente dos puntos de ramificación, r,$ de G, y éstos
sean los extremos de L. De acuerdo a esto, r y s son el corazón de
un m-odo simple M y de un n-odo simple ¿V, respectivamente. Sin
pérdida de generalidad, supondremos que M n N = 0 Así pues,

M - | J{M¿ : ¿ G {1,2,. ,m}} y

N = \J{Nj:j€{l>2,...)n}h

donde cada Mi y Nj es un arco., Además

{s} y MvnNw = 0, (9.3)
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cada vez que k •£ I, v € {1,2,... , m} y w G {1,2,,. . ,n}.,

Ahora bien, es fácil ver que L inteisecta a M y a TV en algún Ma \ {r}
y en algún JVg \ {s}, y sólo en uno para cada uno, ya que L únicamente
contiene puntos de ramificación en sus extiemos.

Por otra paite, G es conexa por trayectorias, de manera que podemos
tomar un arco A en G {posiblemente degenerado) talque

x€A y An(MUN{JL)^ {a},

donde a € M¡ para alguna i 6 {1,2,.,, , ,m} o a € Nj para alguna
j € {1,2,. „., n},. Supondremos sin pérdida de generalidad que se da el
primer caso

Ahora bien, sean K = AuMiUL yT = MliNuLuA,. Veremos que
T es un triodo, con corazón K, y x E K-

Así pues, por construcción?

T\K = (

Como r y s son puntos de ramificación, se sigue que m > 3 y n > 3
De acuerdo a esto y a:(9.3), obtenemos.que T\K tiene al menos tres
componentes, en consecuencia T es un triodo con corazón K, Final-
mente, por construcción x € A C K, es decir, x está, en el corazón del
triodo, con lo que finalizamos la prueba de este caso.

Hemos terminado la prueba de la proposición.
D

Ahora que ya conocemos un poco mejor a las gráficas finitas, pensaremos
un poco mas en general y buscaremos desarrollar criterios que nos permitirán
decidir que K(Y) no es conexo, donde Y es una compactación del rayo.

Teorema 9.3.10 Sean Y una compactación del rayo con residuo X, x G X
y una sucesión { x ^ } ^ cY\X que converge a x. Si x está en el corazón
de un triodo de X, entonces liminf C(xn, Y) £ C(x, Y).,
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Demostración:

Usando el Lema 9.1,4 obtenemos que :

liminfC{xn,Y) C limsup C(xn,Y) C C(x,Y)-

Si suponemos que la conclusión deí Teorema no se cumple, tendríamos que

Hm iníC(xn, Y) = C{x, Y). (9.4)

Veremos que en este caso el rayo Y\X contiene un triodo, con lo que llega-
remos a una contradicción,

Poi hipótesis x está en el corazón de un triodo T de X, de modo que
existe K E C(x,T) tal que

T\K = A1UA2UA$,

donde cada A¡ es una componente de T \ K, así que Ai ^ 0 para cada
i € {1,2,3} y Ai n Aj = 0 cada vez que i ^ 7, Por cierto, aplicando el
Lema 2 4 3 obtenemos que

AiUK <=C(x,Y) para cada ie {1,2,3}. (9.,5)

Ahoia bien, para cada i e {1,2,3} tomamos ó¿ 6 -A¿ y elegimos 6 > 0 de
manera que- . .. .• . •

- S<d(aiikuAiUAk) (9.6)

cada vez que {i, j , k} = {1,2,3}..
Así pues, de acuerdó a (9,5) y a (9,4) existen 11 6 N y C¡ € O(xn, Y) de

manera que

H(Ai U K, d) < f para cada i e {1,2,3}, (9,7)

Sea T' =.C\ U Cá U C3.. Veiemos en tres pasos que T' es un triodo débil
enr\X.

Paso 1 Se&B éC(Y) tiuque BnX¿$. SiH{B,KuAj) < S para alguna
j e {1,2,3}, entonces BcX,

Supongamos que B <£. X Es un resultado conocido el que X es terminal
en Y, de modo que X C B. En particular, si i € {1,2,3} \ {7}, entonces
a{ € B,
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Ahora bien, por hipótesis H{B, K U Aj) < S, así que existe

. z G K.u'Aj .c KÍíAjUAk \ ..

tal que d(z, ai) < 6- Sin émbaigo, esto nos lleva a una contradicción
con (9.6).

Por tanto, BcX.

Paso 2TcY\X.

Sea i € {1,2,3}., Poi (9.7) tenemos que H(AÍUK,CÍ) < ó,. Si
CinX^0, entonces por el paso I obtenemos que C¡ C X, lo cual
contradice el hecho de que xn G Ci D (Y \X). Por tanto C¿ C y \ X
para cada i. En consecuencia T' cY\X.

Paso 3 T' es un triodo débil.

Por construcción tenemos que

Supongamos que T' no es un triodo débil, entonces existen tres elemen-
tos distintos i,j, k de {1,2,3J, tales que , ;,

de acuerdo a (9.7). ;

Ahora bien, como OÍ € Ai, una vez más gracias a (9:7) existe &¿ € C¿
tal qué 'd(cti, &i) < | En particular, en vista de (98) se tiene que

Así pues,

d(ai, K u Aj U J4A) < d(oi, &¿) + d(6¿, i í U 47- U ^fc) < f + | =-í.

Sin embargo, esto nos lleva a una contradicción con la elección de
5. Esta contradicción vino de suponer que d C Cj U Cki de mane-
ra que para cada tres elementos distintos i,j¡k de {1,2,3} se tiene que

Poi tanto T' es un tiiodo débil.
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En los pasos 2 y 3 hemos mostrado que existe un triodo débil'en el rayo
Y \X, sin embargo, por el Teorema 6..1..8 sabemos que entonces existe un
triodo contenido en el rayo, lo cual es absurdo. Como esta contradicción vino
de suponer que la conclusión del teorema no se cumple, podemos terminar
la prueba del mismo.

D

El teorema anterior tiene varias consecuencias interesantes, veamos algu-
nas de ellas.

Corolario 9.3.11 Sea X un continuo tal que todos sus puntos están conte-
nidos en el corazón de un triodo. Si Y es una compactación del rayo R con
residuo X, entonces K(Y) no es conexo.,

Demostración:
Empezaremos viendo que K(R, Y) es cenado en K(Y),.

Así pues, sea {C(yn,Y)}^=1 C K{R,Y) una sucesión que converge a
C(y, Y), para alguna y E Y. Por el Teorema 9.3,10 sabemos que para cada
x e X y cada sucesión {¡Enl̂ Li C Y \ X, que converge a x, se tiene que
\immfC{zn,Y)CC(x,Y),,

De aquí que y no puede estar en X y por tanto C(y, Y) e K(R, Y) En
consecuencia, K(R,Y) es cenado en K{Y).,

Por otra paite, por la Proposición 9.3.4 sabemos que K(X, Y) es cenado
en K(Y).

Finalmente, hemos obtenido que podemos expresar a K(Y) como la unión
ajena de los subconjuntos ceirados K(X, Y) y K(R, Y), con lo que podemos
concluir que K(Y) es dísconexo y terminamos la prueba del corolario

D

Corolario 9.3.12 Sea G una gráfica finita distinta de las de la figura 9 9
Si Y es una compactación del rayo R con residuo G, entonces K(Y) no es
conexo.

Demostración:
Por la pioposíción 9,3,9 sabemos que todos los puntos de G están en el co-
razón de un triodo, así que podemos aplicar el Corolario 9,3,11 para obtener
que K(Y) no es conexo.,

D
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Corolario 9.3.13 Sean n € N\{1} y X una n-celda., Si Y es una compac-
tación del rayo R con residuo X, entonces K(Y) no es conexo..

Demostración:
Es fácil vei que todo punto de X se puede ver como el corazón de un triodo
simple contenido en X En consecuencia podemos aplicaí el Corolario 9.3.11,
y obtenemos que K(Y) no es conexo.

D

9.3.4 Criterios de conexidad
A pesar de los resultados anteriores, también tenemos ciertos criterios que
nos aseguran que, si Y es una compactación del rayo, entonces K(Y) es
conexo. Un ejemplo de esto lo vimos en el Corolario 9.3.2 A continuación
presentaremos resultados que nos permitirán desariollar1 estos ciiterios..

Lema 9.3.14 Sea Y una compactación del rayo con residuo X Supongamos
que K(X, Y) es conexo y que X tiene un punto p tal que Y tiene la Propiedad
de Kelley en p. Entonces K(Y) es conexo..

Demostración:
Por hipótesis Y \ X es localmente conexo, así que gracias al Corolario 9-2.2
se tiene que Y \ X « K{Y \ X, Y) En particular, K{Y \ X, Y) es conexo.

Por otia parte, como p € X, podemos tomar una sucesión

{Pn}™=1cY\X (9.9)

que converge a p . En el Lema 9 1 4 vimos que

limsup C(pn,Y) CC(p,Y).,

Ademas, como Y tiene la Propiedad de Kelley en p, obtenemos que

C(p,y)

Por tanto

Hm
tt—>00
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De lo anterior y de (9.9) obtenemos que C(p,Y) e K(Y\X)C\ K(X, Y).
En consecuencia K(Y) = K(X,Y) U K(Y \X,Y) es conexo y podemos

concluii la prueba del lema.

Lema 9.3.15 Sea Y una compactación del rayo con residuo X,, Si X tiene
la Propiedad de Keliey, entonces X & K(X, Y).,

Demostración.:
De acuerdo con la Observación 9.1..2 y el Lema 9.1.3, r^1 : K(X, Y) —> X es
una función continua y biyectiva, así que basta vei que rx es continua

Así pues, sean x € X y {xn}™=1 C X una sucesión que converge a x
Veiemos que

. , £c(as,) ~ C(xmY) -> C{x,Y) = rx(x), ._. ; ; /

Gracias al Lema 9.1 4, tenemos que

limsup C(xn,Y) <z C(x,Y). ;

Por otra parte, tomemos A E C(x,Y) y veamos que A 6 liminf C(xn,Y).
Sabemos que X es terminal en Y, de manera que basta analizar' dos casos.

c a s o í A < - X ' " ' - ' ''' ' : ' "'/.' '•''/• .''. .'•;;

Como X tiene la Propiedad de Keliey, para cada n &N podemos tomar
An € C(xn,X) de manera que la sucesión {An}^!=1 converge a A. En
otras palabras, A e liminf C(xn, Y),.

Caso 2 X C A.

Para cada n € M tomemos An = A. De esta manera obtenemos
que An ->• A y An e C(xn, Y) para cada n € M. De aquí que
^€l i rá ihf C{xn,Y).

Como consecuencia de lo anterior, obtenemos qae

C(x,Y)c liminf C{xn,Y),

con lo que conluimos la continuidad de TX y ia prueba del lema
D

TESIS CON
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Corolario 9.3.16 Sea Y una compactación del rayo con residuo X. Supon-
gamos que X tiene la Propiedad de Kelley y X tiene un punto x tal que para
A,B e C(x,X) se tiene que A y B son comparables. Entonces K(Y) es
conexo. •.. .}

Demostración:'
Por el Lema 9.3.15, sabemos que X ss K(X,Y), en particular K(X,Y) es
conexo.

Por otra parte, gracias al Lema 5.3.6 sabemos que C{x,X) es un arco
Sea {xn}™=l cY\X una sucesión que converge a x. Como consecuencia del
Lema 9 3 1 se tiene que

C(x, Y) € K(Y \ X, y) n K{X, Y).

Por tanto, K(Y) = K{X, Y) U K(Y \ X, Y) es conexo.

•
Como aplicaciones del corolario anterior presentamos los siguientes ejem-

plos:

Ejemplo 9.3.17 Si Y es alguna de las compactación del rayo de la figura 910,
entonces K(Y) es conexo.,

Es fácil ver que en el residuo X de cada compactación Y, existe un punto
w tal que cualesquiera dos subcontinuos de X que lo contengan son compa-
rables,, Por otra parte, todos los residuos tienen la Propiedad de Kelley. Así
pues, de acuerdo al Corolario 9,3,16 tenemos que K(Y) es conexo en todos
estos casos.,

Teorema,9.3.18 Sea Y una compactación del rayo con residuo X. Si X es
hereditariamente indescomponible, entonces Y tiene la Propiedad de Kelley

Demostración:
Para probar que Y tiene la Propiedad de Kelley, necesitamos tomai un punto
cualquiera y e Y y ver que Y tiene la Propiedad de Kelley en y,, Ahora bien.,
Por hipótesis Y \ X es un rayo, así que Y tiene la Propiedad de Kelley en y.
para cada y e Y \ X

Consideremos ahora x € X Por el Lema 5.4,6 sabemos que C(x,X) es
un aico..
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Figuia 9.10: Ejemplos de compactaciones Y tales que K(Y) es conexo

Ahora bien, si {^n}%:i C Y es una sucesión que converge a x} usando el
Lema 9.3.1 obtenemos que

lim

En otras palabras, para cada A E C(X, Y) existe una sucesión {-^n}^ que
converge a A y de manera que An € C{xn, Y) para cada n € N.

De esta manera, hemos piobado que Y tiene la Propiedad, de Kelley en x
y podemos concluir la prueba del teorema

a

Teorema 9-3.19 Si Y es una cornpactación del rayo con residuo X, y X es
un continuo hereditariamente indescomponible, entonces K(Y) es conexo.

Demostración:
Sea x e X.
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Por el Lema 5.4.6 sabemos que C{x,X) esunaico. Ahora bien, aplicando
el Lema 9,3,1 obtenemos que si { ^ n } ^ C Y es una sucesión que converge a
x, entonces

lim

de donde se desprende que X tiene la Propiedad de Kelley en x. En conse-
cuencia, X tiene la Propiedad de Kelley.

Así pues, podemos aplicar el Lema 9.1.6 para obtener que X & K(X, Y),
en particular K(X,Y) es conexo.

Finalmente, de acuerdo al Teorema 9,3.18 tenemos que Y tiene la Propie-
dad de Kelley, de manera que estamos en condiciones de aplicar el Lema 9,3,14
para obtener que K(Y) es conexo.

Concluimos la prueba del lema
D

9.3.5 Una caracterización de los continuos hereditaria-
mente indescomponibles

Finalmente, como una aplicación de la teoría que hemos desarrollado, en
este apartado probaremos un teorema muy importante, poique ños peimitiiá
dar una caracterización de los continuos hereditaiiamenteindescomponibles,
claro, en términos de los hiperespacios K(Y),,

Teorema 9.3.20 Sea X un continuo., Si para toda compactacién Y del rayo,
con residuo X, se tiene que Y tiene la Propiedad de Kelley, entonces X es
hereditariamente indescomponible.

Demostración:
Supongamos que X no es hereditai Sámente indescomponible, entonces exis-
ten A,B £ C(X) tales que A\B=£§¿ B\ A y AnB^$, Construiremos
una compactación Y del rayo, con residuo X, que no tenga la Propiedad de
Kelley en algún punto y e Y,

Como X es un continuo, X se puede encajar en el cubo de Hilbert (ver
[Nad92, 1.4]),, Así pues podemos suponer que X C Ia0., Tomemos también
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un punto

aeA\B. (9 10)

Ahora, paia cada n 6 M consideremos dos conjuntos finitos Kn C A y
Fn c X, de manera que

A C Ndl(i,Kn) y X C N4t(i,Fn), (9.11)

donde di representa a la métrica del Cubo de Hilbert. Dado que N^ (~, Kn)
y ^ i ( ^ )^n ) son subconjuntos arco conexos de I00, podemos tomar1 dos fun-
ciones continuas

tales que

«),.. Wi^a-^taiii). . (9-14)
»«)' KnClm{an) y ' (9,15).
¿tí) Fndm(K). (9.16)

Definimos ahora

S -

Veremos en 10 pasos que Y es una compactación del rayo con residuo X,
y que no tiene la Propiedad de Kelley.

Paso 1 Sea / : (0,1] -> V U Q dada por

si
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Veiemos que / está bien definida.

En primer lugar, si t G (0, l] entonces existe n € N tal que t € [^Tj, £]•
De esta manera tenemos que t está en el dominio de a^ o de fim para
alguna m 6 N y en consecuencia / está definida en í.

Por otra paite, supongamos que t = ~ para alguna m e N (si t = gST̂T
la prueba es análoga) Entonces tanto a como /? están definidas en £ y

/(i) = (am(i),i) y f(t) = Wm(t),t)

Sin embargo, por construcción tenemos que

de manera que

/(t)«(a™(í) ) í) = (oJí) = G3m(í),í)-

Por tanto, / está bien definida..

Paso 2 Sea / como en el paso 1, entonces / es inyectiva.

Sean tí} í2 € (0,1] con íi ¿̂ ¿2- Como /(í i) y /(Í2) son de la forma

/(fi) = (xi,<i) y /(t2) = (^,í2),

paia algunos 3:1,̂ 2 £ J°°, tenemos que /(í i) ^ f{t2)~ En consecuencia,
/ es inyectiva.

Paso 3 Sea / como en el paso 1, entonces / es supiayectiva.

Sea (x,t) € V U Q Entonces £ 6 [-¿^, ~] para alguna m e K Así
pues, si m = 2k para alguna feeN, entonces

(x,t) = (ak(t)tt)=f(t).

Sím = 2k-1, para alguna fe 6 H, se tiene que t £ [^, 5̂ 31] 1 ^e donde

En consecuencia, / es suprayectiva.
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Paso 4 Sea / como en el paso 1, entonces / es continua..

Por construcción tenemos que /¡r_í_ ¿i es continua para cada m € N.
Por- otra paite, cuando vimos que / está bien definida vimos que si
t — ~ paia alguna m € N, entonces

/(*) = (chn(t), t) = (a, í) = (A«(í), *)-

Por tanto, / es continua

Paso 5 Sea / como en el paso 1, entonces f~l es continua..

Sea {{xn,tn)}%Ll cVuQ una sucesión que converge a ( s , í ) e ? U Q .
De aquí que

n-í-oo

de donde podemos concluir que f~l es continua..

Paso 6 P U Q e s u n rayo..

De los pasos 1, 2, 3, 4 y 5 se sigue que / : (0,1] —> V U Q es un
homeomorfismo., Por tanto, V U Q es un rayo.

Paso 7 V U Q es denso en Y,

De acuerdo a la constiucción de Y, basta ver que X x {0} C V U Q

Así pues, sea (x,0) e X x {0}, Gracias a (9 11), para cada n € N
podemos tomar a;n e i^ tal que di(xn,x) < ¿.. Además, de (9..16)
tenemos que

poi lo que existe ín € [^, g¿xl *^ Que x^ — ^(í»)« En particular se
tiene que

{xn,tn)<=Q. (9.17)

Notemos que tn -> 0.. Así pues, poi construcción

\xn, tn) y \x, v).
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De acuerdo a esto y a (9.17) obtenemos que (XjO) G.VU Q.

Terminamos 3a piueba de este paso..

Paso 8 y es compacto,.

Por constiucción tenemos que Y c I00, y sabemos que /°° es compacto,
de modo que basta ver que Y es cenado en /°°.

Así pues, sea {(xn,í71)}^::l C Y una sucesión que converge al punto
(x,t) e I°° x / . Analizaremos ties casos para ver que (x7t) e Y

Caso 1 f n - 0 para una cantidad infinita de números n.
En este caso tenemos que una subsucesión de {(xn,tn)}%Lx está
contenida en X x {0},, Como X es compacto, el límite de dicha
subsucesión está contenido en X x {0} En otias palabras,

(x,t) € Xx{0} c Y..

Caso 2 existe s > 0, tal que tn > s paia toda n e M,.
En este caso {tn}%Li C [e, 1], de donde se sigue que

donde / es como en el paso 1.
Sin embargo, /([£r,l]) es compacto, de donde se obtiene que

(M) € /([e,l]) CVUQ C Y.

Caso 3 La sucesión {ín}J£.x C (0,1] tiene una subsucesión {tn¡}^=l

que converge a cero,,
Sea n e N.. En este caso tenemos que

T — tx (+ \ n T — ñ (i \
•^n — "•T-nV'n) u x n — iJTn\l'n)i

para alguna rn e N

De aquí que £„ € [2^1^ ¿ ] o *n € [^ , ^rjri] A s í Pu e s ' c o m o

tn —> 0, entonces rn -> 00.
. Por otra parte, gracias a (9,12) se tiene que

, K. U üf-. I C JVrf. (—, X )
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De manera que

x = limxn G X,

Por tanto, x € X. Así pues, hemos obtenido que

{x,t) € Xx{0} C Y.

En cualquier caso obtuvimos que (x, i) e Y, de modo que Y es cenado
y concluimos la prueba de este paso,

Paso 9 Si {(xní í n ) } ^ ! CV es una sucesión que converge a (x, 0), entonces
x€ A.

Sea n € K

Como {xn,tn) € P, existe rn € N tal que

Antes de continuar notemos lo siguiente: poi hipótesis tn - j - 0, así que

oo.

Ahora bien, gracias a (9.12) sabemos que

Así pues, como a ín (ín) = xn -í- x, concluimos que x e A.

Paso 10 Si t/ € j4.fl5 entonces y no tiene la Propiedad de Kelley en (y,0),,

De acuerdo a (9.11), para cada n € N. podemos tomar yn e Kn tal que
di(yn,y) < £• Además, (9,15) dice que Kn C /m(an) , así que

yn = un{tn) para alguna í « e [ ¿ r , ¿ ] . (9.18)

De acuerdo a esto es fácil ver que

0
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Así pues, la sucesión

{(yB, tn)}™=í = { K W , í«) C i C P

y además

Consideremos ahora el elemento B de <?((í/,0),y). Supongamos que
una sucesión {Bn}^=1 C C(y) es tal que converge a B y que para cada
n € N, se tiene que .£?„ e <7((yn)tn),y), Analizaremos dos casos para
vei que esto no es posible

Caso 1. existe N € M tal que si n > N, entonces Bn C V.
Como consRciiencía del paso 9, en este caso podemos ver que
üm sup Bn C A, de donde se sigue que B C A,, Sin embargo esto
nos lleva a una contradicción, ya que por construcción teníamos
que B\Af 0..
Por tanto, este caso es imposible,

Caso 2 existe una subsucesión { JB^J^ Í de{Bn}^Lt tal que, para cada
i G N, se tiene que Bn¡ n Q ^ 0.
Sea i e N.
Por (9.18) sabemos que

¿r] (919)¿r],

y por construcción tenemos que (ym>tm) ¿ Bni Ademas, en este
caso podemos tomar un punto (#¿,íí) € Bni D Q. En particular
tenemos que

*Í € E¿>M=Í ] para alguna i e N. (9.20)

Sin pérdida de generalidad supondiemos que ín. < i¿. De aquí que
Tli> i.

Como Brtf .¡.es-.conexo,.y contiene a {x^U}. y a {yn¡,tni), se sigue
que Bni contiene a'\s¡h ^ ) , p'árVálgún z¿ € 700..
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Sin embargo, por construcción de V U Q se tiene que z¡ — ^¿(
y de (9-13) se sigue que ¿¿ = a. Así pues, hemos obtenido que

( a , J ) c B , paiacada ¿ e N.

De acuerdo a lo anterior, (a, 0) € lim inf Bni, es decir,

(9.21)

Pero esto nos lleva a una contradicción con (910). En consecuen-
cia, este caso también es imposible.

Como en ambos casos obtuvimos una contradicción, podemos concluir
que Y no tiene la Propiedad de Kelley en (y, 0).

Finalmente, de. los pasos 6, 7 y 8 obtenemos kjue Y es una compactación del
rayo, la cual, de acuerdo con el paso 10, no tiene la Propiedad de Kelley

Concluimos la prueba del teorema.

•
Como consecuencia de los Teoremas 9 3 18 y 9.3.20, obtenemos la siguien-

te caracterización:

Corolario 9.3.21 Las siguientes condiciones son equivalentes para un con-
tinuo X;

i) X es hereditariamente indescomponible,.

ii) Para toda compactación Y del rayo, con residuo X, se tiene que Y
tiene la Propiedad de Kelley,.



Capítulo 10

Continuos atriódicos

10.1 Propiedades generales

Definición 10.1.1 Sean X, Y continuos y / : X' -> Y una función continua.
Decimos que / es monótona si f~l{y) es conexo pata toda y € Y..

Una piopiedad interesante de esta clase de funciones es la siguiente,

Lema 10.1.2 [Nad92, Proposición 8.22] Sean X un arco, Y un continuo no
degenerado y f : X —y Y una función monótona y suprayectiva.. Entonces Y
es un arco..

Lema 10.1.3 Sean X un arco con puntos extremos a y b, Y un continuo no
degenerado y f : X -¥Y una función monótona y suprayectiva.. Entonces Y
es un arco con puntos extremos f(a) y f(b)..

Demostración;
Por el lema anterior sabemos que y es un arco., Ahoia bien, dado que / es
monótona, se tiene que /~1(/(«)) es un subarco A, de X, que contiene a a.
De aquí que X \ A es conexo Así pues, como f(X \ A) = Y \ {f(a}} y f
es continua, se tiene que Y \ {f(a)} es conexo Por tanto, /(a) es un punto
extremo de Y Similarmente, f(b) es un punto extremo de y y concluimos
lapiueba del lema,

D

Como aplicación de estos resultados, mostraremos un lema que será piedra
angula: en el estudio de los continuos atriódicos.
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Lema 10.1.4 Sean X un continuo, p € X y ¡i una función de Whitney para
C(j),X), Sean i 6 (0,1) y A,B € ft~l(t) tales que A ^ B., Consideremos
la componente C de Aíl B que contiene a p y tomemos además dos arcos
ordenados a y 0, de C a A y a B, respectivamente.. Entonces, para cada
r € / existe sr € / de manera que a(sr) U 0(r) £ ¿ Í - 1 ( 0 V podemos definir
una función r¡ : I —> pTl{t) dada por r){r) — a(sr) U ${r). Más aún, la
función 7] está bien definida, es continua y además satisface las siguientes
condiciones: C C ??(r) C Au B para cada r e / y n(I) es un arco en li~l{t),
cuyos puntos extremos son A y B.

Demostración:
Haremos la prueba del lema en 4 pasos.,

Paso 1 r¡ está bien definida.

En primer lugar1, para cada r,s <E I se tiene que p e C c a(s) íl fü(r),
de donde se deduce que a(s) U ,6(r) 6 C(p, X),

Veremos a continuación que, para cada r e / , existe s, £ I con las
propiedades requeridas. Si r = 1, podemos tomai sr = 0 para obtener
que

a(O)U0(l) = CUB = B ZiTl{t). (10.1)

Si r = 0, tomando sT = 1 se tiene que

a(l)u£(0) = AuC = A eti-1®. (10.2)

Por otia parte, si 0 < r < 1 entonces

A C Au£(r) = a{l)U0(r) y

a(Ü)U0(r) = CUj3(r) = (3(r) C B

De aquí que

= t = ¡x{B) > tt{a{Q)U0(r)).

Como consecuencia de lo anterior y de la continuidad de a y de /i, no
es difícil ver que existe s, € I tal que a(sr) U /?(r) G jw-1(í)
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Finalmente, velemos que T¡(T) no depende de la elección de sr,. Sean
s,,y€ /tales que a{sT)U0(r) e p.'1^) ya(j/)U/?(r) G /i"1^). Como
cu es un arco ordenado, sabemos que a(y) y a(sT) son comparables, de
donde se sigue que a(j/)U/2(r) y a(s7)U/?(r) también lo son,, Sin embar-
go, como ambos peitenecen a /i-1(í), y // es una función de Whitney,
necesai iamente se tiene que

Por tanto, concluimos que r¡ está bien definida.,

Paso 2 7} es continua,,

Sean r € / y {rn}í£=i C / una sucesión que conveige a r,, Supongamos
que L es un punto de acumulación de la sucesión {T}(rJ¡)}^>

=l, Entonces
existe una subsucesión {rnk }'%L1 tal que

L - Umi7(rnfc) = lm(a (5 w )U0( r 1 1 J ) .

Dado que I es compacto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que srn —y 5' para alguna s' € I De aquí y del Lema 3.2,5 se desprende
que

L = lima(s7,nJ Ulim0(rnk) = a(s')U$(r). ,

Sin embargo, dado que w{rnk) £ /x—1(í) para cada fe, y ¡1 es continua,
obtenemos que L e ¿ Í " 1 ^ ) Por tanto L = 7}(r).

En consecuencia, T)(rn) —t r¡{r) y T; es continua,,

Paso 3 C C »;(r) C .4 U B para cada r € /,.

Esto es una consecuencia directa de la definición de 77.,

Paso 4 rj(I) es un arco en /i"1 (i) cuyos puntos extremos son..A y B.

Empezaremos viendo que r¡ es una función monótona.. Sea K € Ai~1(í).
Basta ver que si r,r' G Í?~I(A') y r < r', entonces [ r ,^ c Í?~1(ÍÍL"). ASÍ

pues, tenemos que
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de donde se desprende que /?(?') \ /?(Í) C ct($r) Tomemos ahora
w & [r, JJ] De acuerdo a la contención anterior y a la monotonía de /?
se tiene que

C 0(w)Ua(s,) = (0(w) \p(r)) U/?(r) Ua(s,)
C WO\^(r))u^)Utt(Sr) C í(r)Ua(4

Por1 tanto,

a{sr)UP{w) = a(sT)\J0(r) = i?(r) = K,

En particular, a($,.)U/3(w) € ¡¿^{t), así que J?(W) — a($r)\Jfí(w) = K.
De esta manera hemos probado que [r,r'] C r)~l(K),, Por tanto, rj es
monótona.,

Como consecuencia de (10.1) y (10.2) se tiene que r¡(0) = A y r¡(l) = B,
Usando el Lema 10,1.3 concluimos que ?/(/) es un arco cuyos puntos
extremos son A y B.

Terminamos la prueba del lema..
D

Lema 10.1.5 Sean X un continuo atriódico y A,B <E C(X)., Si W € C(A}
y C es una componente de A n B, entonces W D C E C(X),,

Demostración:
Claramente W n C es cerrado.

Supongamos que Hi y Hi son dos componentes distintas de WC\C- Para
i € {1,2} tomemos un arco ordenado a¿ : / ->• C(W) que empiece en Hi y
termine en W., Consideremos también un arco ordenado a3 :1 -¥ C(B) que
empiece en C y termine en B.

Por el Lema 3..4..3 podemos elegir 5 > 0 tal que aí(Ó)na2(6) = 0,. Además,
giacias al Lema 6.1.3 sabemos que AC\ B tiene a lo más dos componentes,
así que podemos suponer que a^(S) C\A = C,

Así pues, tenemos que

(ai(5)UC)\(ai(S)uCUai{S)) D o¡(5) \ (a3(5) U C) ± 0,

cada vez que {i,j} = {1,2} y

as(¿) \ (ffli(í)uCUa2(¿)) D <*3{6)\A ¿ 0.
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Más aún:

\ . C e (CUal{5))n(CUa2{d))na3(S)..

De acuerdo a las consideiaciones anteriores se tiene que C U a¡ (5), C U 02 (¿>)
y a3(5) forman un triodo débil en X. Sin embargo, esto nos lleva a una
contradicción con el Teorema 6.1,8., Por tanto W íi C es conexo..

Terminamos la prueba del lema.,
D

Lema 10.1.6 Sean X un continuo atiiódico, A,B € C(X) y K € C(AuB)..
Supongamos que H € C{K f\B) y L 6 C{K f) .A) son tales que

$ y L\B¿Q,

donde C es una componente de AC\B, entonces C C K

Demostración:
Tenemos que 0 ̂  H \ A C H \ {L U C) y que 0 ̂  L \ B c L \ {H U C). Si
suponemos que C^ÜT 5̂  0, entonces se tiene que C\(HUL) ^ 0 De acuerdo
a -las consideraciones anteriores obtenemos que C,H y L forman un triodo
débil, lo cual contradice.el Teorema 6,1 8. Por tanto, C <Z K y terminamos
la prueba del lema.

a

Lema 10.1.7 Sean X un continuo atñódico y A,B € C(X) tales que A C\ B
tiene dos componentes C\ y C2 Supongamos que K € C(A U B) y que K n A
tiene dos componentes W1 yW<¿- Entonces

i) existe una componente KB, de KnB, tal que Ksf\Wi^$^KBn W-z,

ü) B\A<Z KB,

%%%) se pueden renumerar W\ y W2 para que se cumpla que 0 ^ Wi n C¡
para cada i E {1,2} y

iv) $i Wi fl Ci =fi 0 =f Wi fl C% para alguna i, entonces A \ B C Wi.
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Demostración:
Tenemos que K = W\ U W>¿ U [K n B). Así pues, como consecuencia del Teo-
rema del Cable Coi tado (Teorema 2.4.2) existe una componente K% de KnB
tal que

¿ 0 T¿ KBr\W2.

Ahora bien, para cada i € {1,2} tenemos que

0 ^ KBr\Wi c KBnA c ürBn(CiUC2) .

Ademas, el Lema 10.1.5 nos dice que KB OWÍ y KB n C{ son conexos para
cadas € {1,2},.

Ahoia bien, claramente /TBOT^I y ÜTgnWá no pueden intersectar ambos a
KB^CÍ para alguna i 6 {1,2}, ya que, de ser así, Kj¡r\Ci sería un subcontinuo
de K n A que intersecta a W j y a T-T̂ , contradiciendo la definición de W\ y

Por tanto, podemos suponer que KB n Wi C C¿ para cada ¿ € {1,2}. De
aquí se desprende que

KBDCi j ¿ 0 ^ W¡nCi. .(10.3)

Supongamos ahora que ¿ £ {l, 2} es tal que W{C\Cj ^ 0, con i ^ j , en-
tonces tenemos que Wt U d U C2 € C(^4) Si TV¡ U Ca U C2 C A, gracias
al Lema 6.1.10 se sigue que X contiene imtiiodo, contradiciendo nuestras
hipótesis., Por tanto, W¿ U C\ U C-¿ — J4., De aquí que

2) C Wi.

Por otra parte, de (10.3) obtenemos que

KB\JCx\JC2eC{B),,

Si suponemos ahora que KB U Ci U C2 ^ -B, aplicando e! Lema 6 1.10 obte-
nemos que X contiene un triodo, con lo que llegamos a una contradicción
En consecuencia, KB U C\ U C% = B En otras palabras,

£ \ , 4 = fí\(CiUC2) C KB..

Por' tanto, B\AC KB y concluimos la prueba del lema.

•
A fin de facilitar- el desarrollo de resultados posteriores, introducimos la

siguiente notación.
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Notación 10.1.8 Sean X un continuo, p e X, ¡i una función de Whitney
para C(p,X) y t € (0,1). Paia cada A, Be fiTl(t) denotaremos como CA,B
a la componente de A O B que contiene á p, y como TJA,B '• I -> Z*"1^) a Ia

función definida en el Lema 10.1.4, considerando como la C del lema a CA,B-

Adoptando esta nueva notación, introducimos una veisión particular', sim-
plificada, del Lema 10,1,4, que nos seiá de mucha utilidad.

Lema 10.1.9 Sean X un continuo, p 6 X, fj, una función de Wlútney para
C(p,X) yte (0,1). Si A,B,K € /í"1^) V K G VA,B{I), entonces se tiene
que CA,B C K C AUB. Además, T}A,B{^) es un arco en / Í " 1 ^ ) cuyos puntos
extremos son A y B-,

Observación 10,1.10 Supongamos que X es un continuo atriódíco, p e X,
(i es una función de Whitney para C(p, X) y i e (0,1). Sean A,B E ft'1^)
y a y /? dos ai eos ordenados de C,4,B a i y a 5 , respectivamente. Aplicando
el Lema 6 113, obtenemos que a es el único arco ordenado deC^B a A. En
particular, si H e C(p,Á), entonces CA,B U H = a(s) para alguna s € /-
De manera similar, /? es el único aico ordenado de CA,B a -S, así que si
L € C{p,B), entonces CA,B UL = /?(r), para alguna r 6 /

Como consecuencia de esta observación y el Lema 10 1.4 tenemos:

Lema 10.1.11 Sean X un continuo atñódico, p € X, ¡i una función de
Whitney para C(p,X) y t € (0,1). Supongamos que A,B,K € /í-1(í) y
K € r¡A,B{I)- Siay & son arcos ordenados de CA,B aAyB, respectivamente,
entonces K = ct(s) U P(r) para algunas s,r e /..

Lema 10.1.12 Sean X un continuo atriódico, p € X y ¡i una función de
Whitney para C(p,X). Sean t € (0,1) y A,B € ¿t"1^) tales que AñB no
es conexo,, Si K € z*~1(í) es tal que CA,B C K, entonces K = CA,K U CB,K-

Demostración:
Podemos suponer que A ^ K ^ B. Usando el Teorema 6,1,11 se tiene que
A u B e s terminal. De esta manera, como p € AC\ B f\ K y (x{K) = t <
¡i(AuB), necesariamente tenemos que

K C ÁUB. (10 4)

Basta analizar tres casos.
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Caso 1 K C\Ay K C\B son conexos.

En esté caso es inmediato que K = CA,K U CB,K*

Caso 2 KCiAhó es conexo y B n K es conexo,,

Por el Lema 6.1.3 sabemos que Af\B tiene dos componentes CA,B y
G". Similarmente, Af\K tiene dos componentes CA,K Y W» Como K
es conexo, es fácil ver que

0 ¿ WnCs,K C AHB = CA,BVC. (10.5)

Ahora bien, si suponemos que W n CB,K C\C = 0, entonces obtenemos
que CA,B es un subcontinuo de A n K que intersecta a CA,K (en p) y a
W, lo cual es una contradicción con la definición de W Por tanto,

wncBjí(r\C'. T¿ 0 (io.6)

Veremos qué W C C , Supongamos que W\C ^ 0 Poi el Lema 10,1 7
sabemos que i?\A C CB,K-. De acuerdo a esto, a (10.6) y al Lema 10.1.6
se sigue que C C K. De aquí que

B = CA,BU(B\A}UC' CK.

Como esto nos lleva a una contradicción con el hecho de que ¡i es de
Whitney, deducimos que W C C. Por tanto,

W C C'nK C BnK = CBtK-

De aquí y de (10.4) concluimos que

K = (KnA)\j(KnB) = CA,KUWUCBIK = CA>K\JCBiK,

Caso 3 K nAy BnK son disconexos.

Por el Lema 6.1.3 sabemos que AdB tiene dos componentes CA,B y
C. Similarmente, A n K tiene dos componentes CA,K y W, y B n K
tiene dos componentes Cg^- y L,

Usando el Lema 6.1.5 y la conexidad de A y B, es fácil ver que los
conjuntos CA,B U A\B y CA,B U J5\^4 son conexos. Gracias a esto y
al Lema 10..1..7 (ii) obtenemos que

A\B C CA,K y B\A C CB¡K (107)
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Por otia parte, dado que K es conexo y K C A U B, obtenemos que
: WC\CB,K T^flo LC\CA,K ¥" 0- Supondiemos sin pérdida de generalidad

que .

0 ¿ WnCBíK c AnB = CA¡BuC (10.8)

Si suponemos que W n CB,K F\C' ~ $, entonces CA,B e s u n subcon-
tinuo de A n if que intersecta a C^.A: (en p) y a W, lo cual es una
contradicción., Por tanto,

WnCB,KnC $ 0 (10,9)

Veremos que W <zC.

Si suponemos que W\C ^ 0, entonces de (10,7), (10,9) y el Lema 10,1,6
se sigue que C C K,, Por tanto

B = CA¡B D(B\A)UC' C K.

Sin embargo, como B ^ K, esto nos lleva a una contradicción con el
hecho de que ¡i es de Whitney., Por tanto, W C C C B, De acuerdo a
esto y a (10,8) se tiene que

W C CBIK- (1010)

Como consecuencia de esto y de la conexidad de K, no es difícil ver
que L n CA,K i1 0- Siguiendo un razonamiento similar' al hecho para
W, desde el momento en que supusimos que W n CBJK ^ 0> podemos
deducir que L c CAJC- De aquí, de (10.4) y de (10,10) concluimos que

K = {KnA)u(KC\B) = CA,KUWULUCB,K = CA,KUCB,K'

Teiminamos la prueba del lema.,

Lema 10.1.13 Sean X un continuo atriódico, p € X y y, una función de
Whitney para C{p, X).. Sean te (0,1) y A,B € ft~l(i) tales que Af\ B es
conexo. Si K e C(p, X) es tal que K C AuB, entonces KC\A y KH B son
conexos.
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Demostración:
Supongamos que AC\K no es conexo (si BnK no es conexo puede precederse
de maneía similar)., Giacias al Lema 6.1 3, AnK tiene dos componentes W\
y W?. Así pues, por el Teorema del Cable Cortado (Teorema 2.4.2) existe
una componente V de K \ A tal que

0 ¿ vnWi c vnBnA.

para cada i £ {1,2}..
Aplicando ahora el Lema 10.1.5, obtenemos que V D (A D B) € C(X)..

Mas aún, V n A n B es un subcontinuo de A O K que contiene a V D Wi pai a
cada z g {1,2}, lo cual es una contradicción.

Poi tanto, A D K es conexo y terminamos la prueba del lema.
O

Lema 10.1.14 5eaw X un continuo atriódico, p £ X y fi una función de
Wkitney para C(p, X). Sean t € (0,1) y A, B € lJTl{t). Si K € /x"1^) es tal
que CA,B C ÜT, entonces K G WA,B{I)-

Demostración:
Consideremos dos arcos ordenados, a y /3, de CU^ a i y a £ , respectiva-
mente Analizaremos tres casos.

Caso 1 AnB es conexo y K <zAuB.
En el Lema 10 1.13 vimos que, en este caso, AC\K y KnB son conexos.
De acuerdo a la Observación 101-10 tenemos que a y 0 son únicos y
que

, 4 0 ^ = CAíBUCA¡K = a{s) y B (lK = CAIBUCB,K = 0(T),

para algunas r,s e / De aquí que

K = a(s)U0{r) =

Caso 2 i n B e s conexo y K % AU¿?.

Por el Teoiema 6.1.8 sabemos que X no contiene triodos débiles, así
que podemos suponer que B C A U K., De aquí que B \ A C K- Sin
embargo, de acuerdo a esto y a nuestra hipótesis tenemos que

B = CAiBU(B\A) c K,
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Como fj. es de Whitney, se tiene que B = K, con lo cual tenemos una
contradicción. Por tanto, este caso es imposible.

Caso 3 A n B no es conexo

Poi la Observación 10..LIO se tiene que CA,K = <*(s) y CB,K = 0{r),
para algunas r,s € /.. Más aún, la Observación 101.10 nos dice que los
arcos aj0 son únicos,. De acuerdo a esto y al Lema 10.1.12 concluimos
que K = CAiK U CK¡B = a{s) U 0(r) = VAjt(r)-

Terminamos la prueba del lema.,
D

Lema 10.1.15 Sean X un continuo atriódico, p e X y fj, una fundón de
Whitney para C(p,X). Sean t G (0,1) y A,B € A*"1 )̂ ta^es que AC\B no
es conexo,. Si K e fi~l{t) es tal que CA,B £ K, entonces A \ CA,B C CA,K O
B \ CA,B C CB,K ••

Demostración:
Por el Lema 6.1.3 sabemos que A n B tiene dos componentes CA,B y C',
Además, el Teorema 6.1,11 nos dice que A U B es terminal. Así pues, dado
que f¿(K) = t < ¡x{AUB) y p e An KnB, necesaiiamente tenemos que

iíC^UB. (10.11)

Notemos que p € CA,K n C^^ n C^^, Sí suponemos que CA,K \ CA,B ̂  0 y
CB,K \ CA,B ¥" 0) entonces por el Lema 10.1.6 obtenemos que C'A,B C K, lo
cual contradice nuestras hipótesis,, Por tanto, podemos suponer que

C CA¡B (10.12)

Como II{CA,B) <t — fJ.{K), es fácil ver que CA¡K \ CA,B ¥" ®- De aquí que

CA,Kn(A\B) ¿ 0. (10.13)

Ahora bien, dado que CA,B ^ K, se tiene que A i= K ^ B En particular,
como A,K e jtt"1^)) se sigue que K\A ^ 0. De aquí y de (10.12) obtenemos
que K C\ B tiene una componente L ^ CK,B tal que L \ A ^ 0,. Así pues,
del Lema 6,1.3 se sigue que CK,B Y L son las dos componentes de K n B,
Más aún, usando una vez más el Lema 10.1.7 tenemos que A \ B C W para
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alguna componente W de ACíK. Ahora bien, de (10.13) y del Lema 6 1 5 se
sigue que CA>K U {A \ B) es un subconjunto conexo de A n K que contiene a
P, así que

A\B C CK¡A. (1014)

Por otra paite, gracias a la conexidad de K, a (10.11) y a {1012) es fácil ver
que

0 ^ LnC^K C BDA = CA¡BUC.

Sin embargo, si suponemos que LC\CA,K^C = 0, entonces L O CU^ C CA,B-
Así pues, aplicando el Lema 10.1.6 obtenemos que CA,B C K, 1° c u a ' con-
tradice nuestras hipótesis., Por tanto, L n CA,K n C ' j í 0.. Finalmente, de
acueido a esto, a (10 14), a la definición de Z. y al Lema 10.1.6 obtenemos
que O C K. Sin embargo, no es difícil ver1 que C n A \ B 5¿ 0; de aquí y
de (10.14) se sigue que C C CA,K< Como consecuencia de esto y de (10 14)
obtenemos que

A\CA,B = (A\B)UC C CA¡K.

Terminamos 3a prueba del lema.
" • • D

Lema 10.1.16 Sean X un continuo atriódico, p e X y n una función de
Whitney para C{p,X), Supongamos que t € (0,1) y A, B € /¿~l[t) son
tales que An B es conexo,, Si K € f¿~l(t) es tal que CA¡B ^ K, entonces
A\CAiB C CA,K oB\CA!B C CB,K

Demostración:
Como CA,B ^ K, se tiene que A ̂  K ^ B. De esta manera, gracias a que
/i es de Whitney obtenemos que K \ A ^ 0 f- K \ B. Si suponemos que
K c A U B, entonces por el Lema 10113 tenemos que K C\Ay KC\B son
conexos y

{KnB)\A ¿ 0 ^ {KC\A)\B.

Como p € K C\ An B = K C\ CA,B> usando el Lema 10.1.6 obtenemos que
OA,B C K y llegamos a una contiadicción con nuestras hipótesis, Por tanto,

K £ AUB. (10.15)
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Consideremos un arco oidenado 7 de CAUB,K & K- Por el Lema 6,1 3 sabemos
que (A U B) H K tiene a lo mas dos componentes, así que podemos tomai
5 > 0 tal que

y(6)n{AUB) = CMB,K

Ademas, de (10-15) sabemos que y{5) \ (A U B) ^ 0., d a d a s al Teorema
6.1.8 tenemos que X no contiene triodos débiles, así que podemos suponei
que B C Av 7(5). Ahora bien, de acueido al Lema 10.1.5 obtenemos que

= cAuBtKnB e c{X) (1016)

De aquí que

B\CA,B = B\A c Bnj(6) = CB¡1(S) CCB,K.

Terminamos la prueba del lema.

D

Para probar que los niveles de continuos atriódicos son arcos (o puntos)
usaremos el siguiente resultado.

Teorema 10.1.17 [Nad92, Teorema 66] Sean X un continuo y c un punto
de corte de X.. Digamos que X \ {c} es la unión ajena de dos subconjuntos
U y V. Entonces U y V contienen -cada uno- un punto que no es de corte
de X. En particular) X tiene al menos dos puntos que no son de corte,.

Teorema 10.1.18 Sean X un continuo atriódico, p G X y JJ. una función
de Wkitney para C(p, X). Entonces ^ -1(í) es un arco o un punto para cada
te I,

Demostración:
Sea t € / tal que /x"1^) tiene más de un punto.

Sean A, B € / ^ ( í ) con A ^ B, Definimos

CA>B = {KGIT^-.A^AÍBCCA^} y
•RA,B = {Ke¡j,-1(t):B\CAiBCCB>K}.

Haremos el resto de la prueba en una serie de pasos,
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Paso 1 CA,B y T^-A,B son cenados en fi~l{t).

Sea {Kn}%Li C CA,S una sucesión que converge a alguna K € l¿~l{i)
Entonces

A\CA,B C CAJ<n C AQKn

para cada n e K Sea {CA,*^.}-^ una subsucesión dé {CA,^}^ que
converge a R para alguna JE £ C(p,X)., Entonces se tiene que

A\CA,B C R C

Como R € C{A n ÜT) y p € R, necesariamente R C CA,K- De acueido
a lo anterior se tiene que K 6 CA,B Poi1 tanto, CA,B es cenado.

Similarmente, 'R-A^B es cenado.,

Paso 2 CA,B n ^ , s ( / ) = {^} y 7 ^ n Í ? ^ ( 7 ) = {B}.

Sea ÜT e -CA^n^^f/), entonces por definición de CA,B Y e^ Lema 10.1,9
se tiene que

A = (A\CA,B)\JCA¡B c K.

Dado que ¡i es de Whitney, concluimos que K = A Análogamente,

Paso 3 £A,B n nAiB - 0.
Sea JíT e £^t£ D 1ÍA,B) entonces

A\B C A\CA,B C CAJC Y

B\A C B\CA,B C CB,jf. (10,17)

Dado que p € C^^ n CA,K n CB.K-, usando el Lema 10 1 6 obtenemos
que CU,B C K,, Sin embargo, si esto sucede, de (10.17) deducimos que

AUB - {AUB)\CA¡B)UCA,B C K

Así pues, como /Í es de Whitney deducimos que jtt{ A U J5) < ju(AT) = í,
lo cual es una contiadicción., Poi tanto £^

Paso 4 ^~l(í)

Esto es una consecuencia directa de los Lemas 10.1.14,10,115 y 101.16.
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Paso 5 Si CA,B \ {-"4} ^ 0, entonces A es un punto de coite de f.rl{i).

Como consecuencia de ios pasos 4, 2 y 3 tenemos que

)UKAB) = CAtB\{A}

Así pues, aplicando el paso 1 se sigue que CA,B \ {A} es abierto en
l¿~l{t) De maneía similar,

tTl{t)\CA,B = (iM, f l<J)Utt j4 lS)\{¿},

así que, usando el paso 1 otia vez se tiene que (^¿.BCOUR^JB) \{A} es
abieito en / Í~ ¡ ( Í ) De esta maneía, usando una vez más el paso 4, y el
hecho de que B £ HA,B, obtenemos que t¿~l(t) \ {A} se puede esciibir
como la unión ajena de dos de sus subconjuntos abiertos y no vacíos, a
saber: (T)A,B{I) U T^A,B) \ {A} y CA,B \ {A},. Por tanto, A es un punto
de corte de //~l(*)-

Paso 6 Si TIA,B \ {B} i=- 0, entonces B es un punto de corte de ¡i~~l{i)..

La prueba es análoga a la del paso 5.

Paso 7 ti~l{i) es un aico..

Por el Teorema 10.1.17 podemos tomar dos puntos distintos L y K en
^ -1(í) que no son de coite. Así pues, el paso 4 nos dice que

Si £-L,K \ {L} T̂  0, entonces poi el paso 5 tenemos que L es un punto
de corte de f¿~l{t), lo cual es absurdo.. Poi tanto Li^ = {£},. Similar-
mente, %L,K = {&} Como consecuencia de esto y del paso 4 se tiene
que fi~l{t) — WL,K[I)> es decir, /a"1 (i) es un aico (Lema 10X9)..

Terminamos la prueba del teorema.
Ü

En virtud del Teorema 10.1.18, podemos establece: la siguiente notación.

Notación 10.1.19 Sean X un continuo atriódico, p un punto de X y /* una
función de Whítney pata C(p, X)- Para cada t e I tal que ¡Tx (i) es un arco,
denota:emos como £t al conjunto de puntos extremos de fi~l(t).. Si //"^í) es
un punto definimos St = n~l{t). Definimos también £ = {E : E e £tlt e I}.
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Lema 10.1.20 Sean X un continuo, p e X, ¡L una función de Whitney para
C(p, X) y t e I Entonces fi~l(t) — {̂ 4} si y sólo si A es terminal en p.

Demostración:
Supongamos que A es teiminal en p y sea B € ¿ Í - 1 ( Í ) •• Como A es terminal en
p se tiene que A y B son comparables,. Así pues, dado que ¡i es de Whitney,
deducimos que A — B,

Supongamos ahora que ^{t) = {A} y tomemos B € C(p, X) Analiza-
remos dos casos para ver- que A y B son comparables..

Caso 1 fi(B) < t

' Sea 7 un arco ordenado de B a X., Como ¡i es continua podemos
tomar 7 6 / tal que 7(7*) € /*~1(í) Entonces la hipótesis nos dice que
7(7-) = A, de donde deducimos que B = 7(0) C A.

Caso 2 fi(B) > t.

Sea ft un arco ordenado de p a B, Dada la continuidad de p. considere-
mos s e / tal que fi(s) £ M~I(Í)- Entonces /?{s) = A, de donde se sigue
que ¿ C 0(1) = 5,

Terminamos la prueba del lema

a

Lema 10.1.21 Sean X un continuo atriódico, p £ X y (i una función de
Whitney para C(p,X).. Supongamos que t £ I es tal que Aí~1(í) es un arco y
£t = {A,B},. Si fi(CA,B) <t' <t y K €£?, entonces KcAoKcB.

Demostración:;

Sea K e yrx(í') tal que

K\A ¿ 0 ¿ K\B. (10 18)

Analizaremos cuatio casos para ver1 que K ^ ¿V,,

Caso 1 KHAy KC\B son conexos y K c A U B

Notemos que

p e (AnK)n(Br\K)nCAjB-
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Como consecuencia de (10.18) y el Lema 10 1 6 obtenemos que

CA,B C K

Tomemos dos arcos ordenados a y ¿?, que empiecen en CA,B y terminen
en A y B, respectivamente..

Así pues, podemos tomar r,$ e I tales que

Como consecuencia de esto y de la Observación 10 110 obtenemos que

CO{,),K = a(s') y Cs{s)]ft- = 0(r'),

para algunas /', s' G (0,1)

De hecho, dado que /i es de Whítney sabemos que a(r) \K ^ 0 ^
0(s) \ K, así que

7,s>0., (10.19)

Consideremos ahora los aicos r¡a(7)?K(I) y r}K^s){I) {Lema 10..L.9)., Cla-
ramente de (10 19) se sigue que

Ca(r)¡K - <*(*') £ 0{s) y C/MJC = P(r') <£ <*{r)

Así pues, aplicando el Lema 10.1.9 obtenemos que fi(s) £ r)a(i),K y que
Oí(r) £ ^(.si.jc Por tanto, T}a{r),K y V0(S),K son dos arcos no comparables
en ii~l{t') (el cual es un arco) que contienen a K, En consecuencia,
K i Sv.

Concluimos el análisis de este caso

Caso 2 A fl B es conexo y K 0 A U B.

Gracias al Teorema 6,1,8 X no contiene triodos débiles, así que podemos
suponer que B C A U K. En particular, B\K C Af)B = CA,B-

Sea 7 un arco ordenado de K a K U B Como ¡x{K) = t' < í, podemos
tomar r € / tal que 7(5-) € Aí~1(í) Veremos que CU,B ^ 7( r)

Si suponemos que C^^ C 7(1™), tenemos que

B \ í f C CU,* C 7(0 ,
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de donde

B C BuK = (B\K)UK C 7(7)..

Sin'embargo, esta afirmación contradice que fi es de Whitney.

Por tanto C^B £ 7(0 Así pues, de acuerdo al Lema 10.1.9 obtenemos
que j(r) e /i"1^) \ VA,B(J), to cual contradice la definición de A y B

En consecuencia, este caso es imposible,.

Caso 3 A n B es conexo y K C A U B,,

En este caso, gracias al Lema 10.1.13 tenemos que Af\K y KC\B son
conexos Por tanto, caemos en el caso 1.

Caso 4 A D B no es conexo.

Usando el Teorema 6.1.. 11 se tiene que A U B es terminal. De esta
manera, como fi(K) = t' < t < fi(A U B), necesariamente obtenemos
que

KCÁUB. (10,20)

Ahoia bien, si K C\ A y K f) B son conexos caemos en el caso 1., Así
pues, supondremos que K C\ A no es conexo. Usando el Lema 6 11
obtenemos que K n A tiene dos componentes Wi y W2.. De la misma
manera, AílB tiene dos componentes CA,B y £?'••

De acuerdo al Lema 10.1.7 existe una componente KB de K D B tal

que

KBHWÍ ¿ ® ¿ KBDW2 (10.21)

y además

Analizaremos dos subcasos.

Subcaso 1 C c K.
Sea 7 un arco ordenado de C" a A, entonces K U 7(0) e ¿T"1^') y
A" U 7(1) = AT U .A € ¿ Í " 1 ^ ) para alguna s > t. Por tanto, dado
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que fi es continua, podemos tomar r 6 I tal que KU^r) e ¿¿-1(í)
Veiemos que CA,B £ K U 7(7),.
Supongamos que CA,B C KU-y(r), entonces de (10,22) obtendríamos
que

B = CA,BU{B\A)UC' CKU7(T)

Dado que ¡x es de Whitney, la animación anterior nos lleva a que
B — Ku j(r), lo cual contradice (10 18),.
Por tanto, CA.,B % K\j^{r)., Sin embaigo, de acuerdo al Lema 101.9
esto nos lleva a que

Ku7(r) G ^ ( É H I K B Í / )

Esto contradice la definición de -A y B, Por tanto, este subcaso es
imposible.

Subcaso 2 C'\K¿&

Gracias a (10,18) podemos suponer que

Wi\B ¿ 0., (10 23)

Además, de (10.21) obtenemos que

0 ¿ KBr\Wx C BnA « CAtBuC.
Si suponemos que KB n PVi n C" ̂  0, de (10.22) y el Lema 10.1.6
deducimos que O C K, lo cual es una contradicción. Por tanto,
KB n PFJ C CA,B- ASÍ pues, usando una vez más el Lema 10,1.6
obtenemos que CA,B C K, Más aún: CA,B C K n An B,. De
acuerdo a esto no es difícil ver que

p e C^ie C WXC\KB. (10,24)

Sean 7 y C arcos ordenados de CA,B a -4 y a S, respectivamente.
Consideremos r,s € I tales que 7(r),£(s) 6 /¿"^t'),
La Obseivación 10,1,10 nos dice que 7 y C son únicos, y que
Wi = 7(^1) y KB = Cfe) para algunas zY € (0, r] y z2 6 (0, $]., De
aquí que

W7! C j(r)nK y KB c Q(s)C\K.
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Usando esto y (10.24) obtenemos que

Wi C Cy(r),K y KB C Cas]iK- (10.25)

Sin embargo, de (10,23) y (10,22) tenemos que

0 ¿ Wi\B C Wi\C(s) Y 0 T¿ # a \ ¿ C ÍTB\7(O-

De acueido a esto, a (10 25) y al Lema 10.1.9 obtenemos que

C00 £ Vy{r),K Y 7(0 £ */<(,).*• <10-26)

Poi tanto, usando una vez más el Lema 10 1 9 deducimos que
V-í(r),K y VC(S),K son dos aicos no comparables en fi"1^') (el cual
es un arco) que contienen a K,, En consecuencia, K ^ £? y con-
cluimos el análisis de este caso,.

Terminamos la prueba del lema.
G

Lema 10,1.22 Sean X un continuo atriódico, p e X y p, una función de
Whitney para C{p,X).. Supongamos que t,t' € / son tales que iJ~l(t) y
fx-1^') son arcos.. Si £t = {A,B}, Sv = {A',B'} y IX{CA¡B) < ? < t,
entonces A' C A y B' C B, o A' c B y B' C A,

Demostración:
Poi el Lerna 10.1.21 podemos suponer que A' c A..

Usando una vez más el Lema 10,1.21 tenemos que B' c B o B' C A.. Gra-
cias al Lema 10,1,9 sabemos que 7}A'B'{I)

 e s u n a r c o e n A*"1 '̂) *lue contiene
a i ' y a S ' y cuya imagen está contenida en A'uB'., Así pues, si suponemos
que B' C A obtenemos que

{Jfl-l(t') = [>*,B'CO C A'UB' CA ( l ü27)

Por otra parte, si 7 es un arco ordenado de CA,B a B, podemos elegir reí
tal que j(r) e jti-1(í').. Más aún, por hipótesis 7(7") <£ CA,B- De aquí que
7(r) \ A 5¿ 0. Sin embargo esto contradice (10.27). Por tanto, B' C B

Concluimos la prueba del lema
D
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Lema 10.1.23 Sean X un continuo, A € C(X) y (j, una función de Whitney
para C{X). Si {An\'^=l C C(X) es una sucesión tal que fi(An) -» }J.{A),
A = {AneC(p,X):n€N} y

i) AcC(A), o

ii) A c An para cada n € N,

entonces An —> A..

Demostración:
Supongamos que existe una subsucesión { A H I Í ^ I de A que converge a B,
para alguna B ^ A. Entonces, gracias a la continuidad de ¿x obtenemos que

(x{A) = limjufA^J = IL(B).

En el caso en que A C C(A) se tiene que B C A,. Así pues, del hecho que fi
es de Whitney se desprende que A — B y llegamos a una contradicción,

Ahoia bien, si A c An para cada n eN, entonces es fácil ver que A C B
Usando una vez más que p, es de Whitney obtenemos que A= B

Concluimos la prueba del lema.
G

Lema 10,1.24 Sean X un continuo, p e X y ¡¿ una función de Whitney
para C(p, X) Si {¿Ti}^_1 C I es una sucesión que converge a t G /, entonces

Demostración:
Tomemos A £ limsup/^"1^), entonces existe una subsucesión {int}fcii
d e {M£Íi> y Ank € ¡¿~l{tnk) tales que A ~ fimA^. De aquí que p e A.
Además, dado que (j. es continua, obtenemos que /¿(A) = limn(Ani¡) = t. Por
tanto, podemos concluir que

limsup/í"1^) C prl{t),.

Consideremos ahora B € ^~1(¿) y tomemos un arco ordenado /? de p a .V
tal que B E /?(/) (esto puede hacerse tomando un arco ordenado de p a B
y luego otio de B a X) Gracias a la continuidad de 0 y de //, para cada
n e N existe rn e I tal que fí(rn) £ ¿ r 1 ^ ) , . Veremos que 0{rn) ~» B.
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Sea K un punto límite de la sucesión {0(rn)}^=l, entonces es fácil vei que
K e &{I)nii~l(t)., En otias palabras, K = B Poi tanto B e liminíu,~l(tn)
En consecuencia

fi^ii) C l iminf/T1^)

y terminamos la prueba del lema.,
D

Lema 10.1.25 Sean X un continuo atriódico, p 6 X y p, una función de
Whitney po,7aC(p,X).. Si t € I es tal que ¡r1 (í) es un arco y £,. = {Ar,BT}
para cada r e I, entonces existe 5 > 0 tal que para cada r,s € B(5, i), con
r < s, se tiene que

i) AT e C(As) \ C{B.) o A € C{BS) \ C(AS) y

ii) si Ar C AS; entonces B, C Bs.

Demostración..
Como consecuencia del Teorema 10.1,18 y del Lema 10..1..24 podemos tomar
5' > 0 tal que ¡i~l{r) es un arco para cada r € B(S',t) Haremos el resto de
la prueba en cuatro pasos.

Paso 1 existe ei > 0 tal que A, € C(As)\C(Ba) o Ar € C(BS)\C(AS) para
cada r, s e [ í , í + £i].,

Sea £i e (0, ¡x{At U Bt) - í), entonces es fácil vei que

t < r < s <ji(AtUBt) < fi(ATuBT). (10 28)

Por el Lema 10.1.21 sabemos que Ar C As o A, C Bs,, Supondremos
que A, c As.. Si suponemos que AT C As D Bs, entonces aplicando el
Lema 10.1.21 a BT obtenemos que A, U Br c K para alguna K e £s

Sin embargo, esta afirmación y (10.28) contiadicen el hecho de que /j es
de Whitney, Por tanto, A- \BS ¿ 0. De aquí que Ar € C(AS)\C(BS)

Paso 2 existe S > 0 tal que Ar e C{AS)\C(B,) o AT € C(B3)\C{AS): cada
vez que r, s € -5(5, t) y r < s.,
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Tomemos £1 como en el paso 1 y w € (t,t +£\] tal que (Í{CAW,BW) < t
S e a n 5 > 0 t a l q u e 5 < m i n { 6 ' , t — ¡}-{GAV,,BW),'^ — í } y r , s 6
Entonces es fácil ver que

v{CAt,Bt) < K C A W , B J < t-6 < r <s < w. (1029)

Basta analizar dos casos.

Caso 1 s <t
De (10.29) tenemos que As \ CAUBI ¥" ® Además, de acuerdo al
Lema 10,1,21 podemos suponer que AT C As C At., De aquí que
As 6 C(At) \ C(Bt), Por tanto, del Lema 10.1.22 obtenemos que
Bs e C(Bt).
Poi otro lado, de (10.29) se tiene que A, \CAt,Bt ¥" ®í de a*!1" Que

A € C(At) \ C{Bt) C C{At) \ C(BS), Por tanto, podemos con-
cluir que Ar € C{AS) \ C{BS)

Caso 2 r <t <s
Por definición de S es fácil ver que s < t + <5 < v). Así pues} por el
Lema 10.1,21 y el paso 1 podemos suponer que

Ar c At

Como consecuencia de esto, del Lema 10.1.21 y (10 29) se tiene
que

Poi tanto, Ar € C{AS) \ C{BS).

Paso 3 si AT c As> entonces B, C Bs

Supongamos que Ar c As c At, con r, s G B(6, t) Por el Lema 10 1 21
tenemos que Br C AsoB, c Bs. Si B, c ^ se tiene que A, U5T C ^4,..

Caso 1 í < r• < s,,
En este caso, como /i es de Whitney, llegamos a una contiadicción
con (10 28). En consecuencia, Br C Bs.

Caso 2 T <t<s.

Por el Lema 10..1.22 podemos suponer que A C At C As y B7 c
SÍ- Usando el caso 1 obtenemos que B, C Bt C Bs
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Caso 3 r < s < £..
Poi ei Lema 10.1.22, podemos suponer que As C At y Bs C Bt

Entonces A, C At y, usando el mismo lema, Br C Bt..
De aquí que Ar\JBr c A s C At.. Sin embargo, de (10 29) sabemos
que 0 ^ B, \ CAuBl C Bt\ CAl,Bt\ en otias palabras, BT \ A 5¿ 0,
lo cual es una contradicción Poi tanto, Br C Bs,

Concluimos la piueba del lema
D

Lema 10.1.26 Sean X un continuo atrio dico, p £ X y fj, una función de
Whitney para C(p, X), Si {ín}^t C I es una sucesión que converge a t € / ,
entonces £tn —y £t

Demostración:
Supongamos que £t = {A, B} y que ¿*¿n = {An, £„} para cada I Í É N . Basta
analizar cuatio casos,

Caso 1 ¡i~l{t) es un arco y la sucesión {tn}^-i es creciente.,

Poi el Lema 10.1.25 podemos suponer que existe 5 > 0 de tal manera
que si 0 < í — tn < ó, entonces An c A y Bn c B Aplicando ahora el
Lema 10.1 23 obtenemos que An —> A y Bn -~» B En otras palabras,

Caso 2 ii~l{t) es un arco y la sucesión {ín}£Li es decreciente.,

Usando de nuevo el Lema 10,1,25 podemos suponer que existe 6 > 0
tal que si 0 < tn — t < ó, entonces A c An y B c Bn De esta manera,
delLema 10.1.23 se sigue que An —>• A y Bn -+ B, Es decir, £ín -^ £t

Caso 3 /í~1(t) es un punto y la sucesión {ín}^i es creciente.

Poi el Lema 10 1..20 sabemos que A = B es terminal en p. De acuerdo
a esto, como fi(An) = tn < t, necesariamente tenemos que An c A
para cada n G M, Si aplicamos ahora el Lema 10.1.23 obtenemos que
An -+ A. Similarmente, Bn ~> A = B En consecuencia, £tn -> £ •

Caso 4 fjTl{t) es un punto y la sucesión {ín}^=r e s decreciente.
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En este caso tenernos que f¿(An) = tn > t.. Además, del Lema 10.1.20
se sigue que A = B es terminal en p., Por tanto A C An para cada
n € N. Así pues, usando el Lema 10..1..23 obtenemos que A^ ->• A..
SimUarmente, Bn -^ A = B y podemos concluii que £ÍB -* £..

Teiminamos la prueba del lema..
D

10.2 La caracterización
Observación 10.2-1 Sean X un continuo y p 6 X.. Notemos que si A y B
son dos subcontinuos de X terminales en p, entonces A y B son comparables.
Definimos el conjunto

Tp = {A £ C(p, X) : A es terminal en p}.,

Lema 10.2.2 Sean X un continuo y p £ X.. Entonces Tv es cenado en
C(p,X)..

Demostración
Sean K 6 C(p,X), { A ^ } ^ c % una sucesión que converge a K y un ele-
mento A e C(p, -X"), Sea n € N, Como #„ G 7^, se tiene que ÜTn C A o
/I c /£'„•• Si A*Wi c J4 para alguna subsucesión de {Kn}^=l) entonces tenemos
que K C A. Si, por el conttaiio, A C Kn. paia cada ¿, entonces se sigue que
A C K, En consecuencia, K e Tp y terminamos la prueba del lema..

G

Definición 10.2.3 Sean X un continuo, p € X y A, B € %. Diremos que
Ay B son consecutivos si A C B y

Como coiolado del Lema 10..2..2 tenemos el siguiente resultado,.

Corolario 10.2.4 Sean X un continuo, p £ X yK € C(p,X)\%., Entonces
existen A-, B ETP consecutivos tales que A C K C B,
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Lema 10.2.5 Sean X un continuo, p 6 X, ¡j, una función de Whitney para
C(p, X) y f : I —} I una fundón continua y estrictamente creciente.. Si una
familia {-A/(s) : s E 1} es tal que AT G \¿~x{f) para cada r, y A7 C A,' cada
vez que r < r', entonces la función a : I —± C(p, X) dada por a(s) = -<4/(s)
es un arco O7denado de a(Ú) a a(l)

Demostración:
Como / es monótona y ¡x es de Whitney, podemos observar que si s < s',
entonces

a(s) = Af{s) C AfW) = a{s')..

Tomemos ahora s £ I y una sucesión {s*;}^ C / que converge a s Si
la sucesión es creciente, por hipótesis se tiene que la sucesión {Af(Sk)}kLi
también lo es De hecho

lima(sfc) ~ Hm^/(St) = A¡m/{Sjc) = Af(s) = a(s).

De manera similar, si la sucesión { S Í } ^ es decreciente obtenemos que
í*(sfc) —> a(s). Poi tanto, a es continua

En consecuencia, a es un arco ordenado de a(0) a a{\) y terminamos la
prueba del lema,

D

Proposición 10.2.6 Sean X un continuo atriódico, p€ X y fi una función
de Whitney para C(j?,X) Sean A y B dos subcontinuos de X, terminales
enp y consecutivos tales que A C B. Tomemos í0 £ (¿¿(^//(i?)) y supon-
gamos que £to = {Ato, Bto}. Entonces para cada t e {¡¿{Á), ta] existe un arco
ordenado j t de At a Ata, para alguna At € St y 7t(/) C £,. Similarmente,
para cada t e [ío, ¡i{B)) existe un arco ordenado Q de At0 a At para alguna
At £ St V t^ que (t(I) c £. Más aún, si fx{Á) < í < y < i0, entonces
jy(I) C 7t(/), y si to < s < s' < / Í (B) , entonces ¿(7) c Cs'(I)

Demostración:
Por hipótesis Ay B son terminales en p y consecutivos, así que aplicando el
Lema 10120 se tiene que ^ - 1(í) es un arco para cada i € (fi(A)ifj.(B)).

Para cada t € (/j.(A),fj,(B) supondremos que

St = {At7Bt}.
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Sea t' <= (ji(Á),to)- Para cada í £ [í', ío] consideremos un número St como
en el Lema 10.125 y un número de Lebesgue e > 0 paia la cubierta abierta
{B(5t,t) : t G [í',ío]} del intervalo [í'jío] (ver Lema 6 6,7).. Tomemos ahoia
una partición

{í' = ín <*„_! < < Í ! < í 0 }

del intervalo [f, ÍQ] de tal manera que í¿—£¿+i < £ paia cada Í € {l,.. ,, n — 1}.
Haremos la piueba de la proposición poi inducción.

Base: i = I,
Como ío — ¿i < s, se tiene que [íi, ío] C B{5w,w) para alguna w G [t',t<,},

Aplicando el Lema 10.1,25 podemos suponer que si ¿i < i < r' < í0, entonces

A € C(AT')\C(Bt*) y Br € C (B ,0 \C(A0 .

Definimos una función j \ : / -*• [¿I,ÍQ] dada por ,/i(s) = í¡ + s(ío - íi) Es
claro que f\ es estrictamente creciente y continua.. Así pues, aplicando el
Lema 10.2.5 obtenemos que la función 7fl : / —> C(p,X) dada por

7ÍI0Ü = Af,(s)

es un arco ordenado de 7Í3 (0) a j t l (1). Es decir, j t ¡ es un arco oidenado de
Ah a Ato Notemos que de la construcción de 7ít se sigue que

7tÁI) C £. (10.30)

Para cada t e (íi?ío) definimos ahora una función 7¡ : / -i- C(p,X) de
la siguiente manera. Como f¿ es continua, podemos tomai r e / tal que
7íi(0 € f¿~l(t)- Poi tanto,

Definimos ahoia 7¡ : / -)• C(p,X) dadapoi 7¡(s) = 7^(7+5(1-/)),. Notemos
que 7Í está bien definida y es continua..

Por otra paite, si s < $' entonces

Finalmente,

7*(0) = 7ti (O - A y 7Í(1) « 7*i (1)
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Por tanto, j t es un arco oidenado de At a Atl> y, además, satisface la con-
dición 7i(J) C Td(/) C £ De acuerdo a lo anterior es fácil ver que si
íx < i < y <t0, entonces

ly(I) C 7 t(J) C 7 t l( /) C £.

Paso inductivo.
Sea ¿ € {2,3,... , n} y supongamos que para cada t € [í;-i, ío) existe un

arco ordenado 7 í de At a A¡0, con 7t(/) C £„ Supongamos además que si
*¿-i < í < y < fo, entonces jy{I) C 7f(J).

Como í¿_i — U < s, se tiene que [íi,íi_.i] C B(SW,W) para alguna ÍÜ e
[í',í0]. Aplicando el Lema 10.1.25 podemos suponer que, sií¿ < r < r' < íj_1}

entonces

A G C(A' ) \C(£rO y B r e C(Br.)\C{AT,). (10.31)

Definimos ahora una función fc: I -¥ [í¿, í¡_a] dada por

Claramente, fc es continua y estrictamente creciente., Así pues, de (IÜ.,31) y
el Lema 10.2.5 se tiene que la función a^ : / -í- C(p, X) dada por

«tí(s) = ^ / Í ( Í ) = ¿ti+.(t(_1-t(> (1032)

es un aico ordenado de «(¿(O) a 0^(1). Es decir, ati es un arco ordenado de
At. a Af^.. Notemos que de la construcción de a^ se tiene que

au(I) C f.

Ahora bien, para cada t € (£¿,t¿_i) definimos una función at : I —̂  C'(p, X)
como sigue, Dado que /u es continua, podemos tomar r € 7 de tal manera
que at¡(r) € Í Í - 1 ( Í ) . De aquí y de (10 32) se tiene que

ati(r) = At e £(„

Definimos ahora at ; I ~* C{p,X) como

Podemos observar que CKÍ está bien definida y es continua
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Por otra parte, si s < s' entonces

at(s) - ati(r + s{l - r)) C ati(r + s'(l - r)) = at{$')

Además,

at(0) = ati{r) = At y a ((l) = au{l) = A^. (10 33)

Por tanto, at es un aico ordenado de At a At¡^¡ y, además, es fácil ver que si
í* < í < y < ¿¿—i, entonces

a,j(I) C at{I) C ati(f) C S. (10.34)

Ahora bien, para cada í G (t^U-i) definimos una función -yt : I -> C(p,X)
como

7 i { S j ~ 1 7 ^ ( 2 5 - 1 ) , si ,£ [1 ,1 ]

Por hipótesis de inducción y (10.33) se tiene que

De esta maneta, es fácil ver que j t está bien definida.
Por otia parte, como at es un aico oidenado de At a At._l} y j t ¡ _ l es un

arco ordenado de J4tf_1 a Ato, obtenemos que j t es un arco ordenado de At a

Probaremos por último que si ¿¿ < t < y < to, entonces jy(I) C 7¡(/) C £
Veamos tres casos,.

Caso 1 ¿Í_X S t < V

Poi hipótesis de inducción, en este caso automáticamente tenemos que

Caso 2 í < íj_! < y

De la hipótesis de inducción, de (10.35) y de (10,34) se sigue que

Caso 3 ¿ < y < í¿_1.

De (10,35) y (10.34) y de la hipótesis de inducción se despiende que

7ir(/) = o ] f(/)U7t I . l</) C atWU^il) = 7 í(/) C f.



10.2 La caracterización 219

De esta manera terminamos el paso inductivo y obtenemos que, para cada
if € (¿Í(V4),ÍO), existe un arco oidenado 7c de At- a Ato7 tal que: At> G £?,
jt'(l) C £ y si fi(A) <t<y <t<>, entonces 7V(J) c 7*C0-

De manera similar puede probarse que para cada t e (to,p,(B)) existe
un arco ordenado Q de Atl} a ,At paia alguna At € £¡ con las siguientes
propiedades: Q(í) C £ y si to < s < s' < ¡i{B), entonces 0(7) C Cs'(-0

Terminamos la prueba de la pi oposición.
D

Lema 10.2.7 Sean X un continuo atriódico, p £ X y ¡J, una función de
Whüney para C(p, X) Sean A y B son dos subcontinuos de X, terminales
en p y consecutivos tales que A C B.. Entonces existe un arco ordenado a,
de A a B, tal que a(I) C £

Demostración:
Sea to e (/J,(A),^(B)) y supongamos que £t = {At,Bt} cada vez que
t € [fi(A),to¡,. De acuerdo al Lema 10.2.6, para cada í € (JLJ(A),ÍO) pode-
mos tomar un aico ordenado j t de At a Ato, con At £ £% y tal que si
p(Á) <i <V <ki entonces -yy{I) C 7 t(/) C £.. En particular, Ay G 7tU)-
En otras palabras,

At C Ay.

Ahora bien, como A es terminal en p y fj, es de Whitney, es claro que A C At

cada vez que t G (fj.(A),to\- Por otra parte, definimos una función f : I —t 1
dada poi

f(r) -

Es claro que / es continua y estrictamente creciente, y que

/(O) = KA) y / ( I ) = to-

Así pues, estamos en condiciones de aplicar el Lema 10.2.5, para obtener que
la función a' : / -> C(p, X) dada por a'(r) = Af{r-¡ es un arco ordenado de
a'(0) a o/(l).. Es decir, o? es un arco ordenado de A ^ A ) — A a Ato. Más
aún, por construcción obtenemos que a'(I) C £

De manera similar podemos construir un arco ordenado 0 de Ato a B d e
manera que /?{/) c £.. Como consecuencia de esto, es fácil ver que la "unión"
de a' y /? es un arco ordenado de A a B cuya imagen está contenida en £
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Terminamos la piueba del lema.
D

Lema 10.2.8 Sean X un continuo atriódico, p £ X, (j, una función de
Whitney para C(p,X) y t G I tal que /¿^(t) es un arco. Supongamos que
£t = {A, B} y que Ai) B tiene dos componentes CA,B V C • Si a y 0 son
arcos ordenados de CA,B a A y a B, respectivamente, y K € f¿~~l(t) es tal
gue K = a($) U fi(r) para algunas r,$ £ I, entonces a(s) n 0(r) = CA,B

Demostración.;
Claramente CA,B C a(s) n 0(r). Si suponemos que a(s) O fi(r) D C" ^ 0,
entonces usando el Lema 10.1.7 (iv) se tiene que

^ l \ 5 c a(s) y B\A c 0(r).

De esta manera, estamos en condiciones de aplicar1 el Lema 10 1 6 para ob-
tener que C C K.. Sin embargo, esto nos lleva a que

AUB = CAiBu(A\B)u(B\A)uC C K,

lo cual contradice que /A es de Whitney.. Por tanto, a(s) n 0(r) n C = 0.
Terminamos la prueba del lema.,

D'

Lema 10.2.9 Sean X un continuo atriódico, p £ X; fi una función de
Whitney para C(p,X) y t G I tal que pt~l(t) es un arco. Supongamos
que £t = {A, B}, con A D B no conexo y que a es un arco ordenado de
CA,B a A. Si K e /i"1 (¿) \ {A,B} y Z e T¡K,BU) \ {K}, entonces existen

^ s & t0 '1) tales que a(s)nW € C{p,X) ya(s)\K ^ 0

Demostración:
Empecemos notando que CA,B C K C\Z (Lema 10.1.9).. Sea /? un arco orde-
nado de CA,B a B. Gracias al Lema 10.1.11 existen x,x',y,y' € / tales
que

K - a(x')U/3(x) y Z = a(y')Uj3{y)..



10-2 La caracterización 221

Como Z € rjK¡B(I) y fjt~l(t) = T)AÍB{I), no es difícil ver que K € r)A,z{I)~
Usando el Lema 10.1.4 obtenemos que a(y') = CA,Z C K. En particulai,

a{y') C a(x') (10..36)

Si suponemos que 0(y) C fi(x), entonces tendríamos que Z C K, lo cual es
una contradicción.. Por tanto, /?(#) C &{y).. De aquí que

x < y (10.37)

Poi otia parte, el Lema 6.1.3 nos dice que Af\B tiene dos componentes CA B
y c.

Ahora bien, por el Lema 10.2.8 sabemos que a(a/) D fi(x) O C = 0. Así
pues, como Q es continua, gracias a (10.37) podemos elegii r € {x,y) tal que

(a{¿)n0{r))nC = 0.

Similarmente, tomemos $ € (x7,1) tal que

a(s)np{x)r\C c a(s) n/?(r) n C = 0. (10.38)

Consideremos también sr 6 / tal que a(sr) U fi[r) G fi~l{t) (Lema 10.1 4) y
W = a(sr) U /?(r)., Por definición de r tenemos que (3(z) C ,5(r) C ¡3(y),. De
acuerdo a esto, es fácil vei que

a{y') C a(sr) C a{x') Z <*{&)• (10.39)

En particular ,W^K. Veremos que W y s satisfacen las condiciones reque-
ridas..

De (10-38) se desprende que

Q{S)\K = a{s)\(a(xt)U^(x)) = (a(s)\a{x'))n(a{s)\0(z))

= (a(s)\a(x'))n(a(s)\CA,B) = a(s)\a(x') ¿ 0,.

Por otro lado, gracias a (10.39) y (10.38) se tiene que

a{s)í)W = a(s)n(a{8T)uP{r)) = a(sr)uCA}B = cc(sT) € C(p,X).

Finalmente, usando (10.39) no es difícil ver que

CK,z - ot{y')\Jp{x) C a(sr)U0(r) - W

Así pues, del Lema 10..1..14 concluimos que W G r]K,z{f)
Concluimos la prueba del lema..

D
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Lema 10.2.10 Sean X un continuo atriódico, p G X, ¡i una función de
Wkitney para C(p,X) y t € / tal que fJ.~~l(t) es un arco. Supongamos que
St — {A,B}7 donde Af\ B no es conexo, y sean L,W e f¿~l{t) tales que
L ^ W y LC\W G C(X).. Si {U}^Li C I es una sucesión que converge a t
y para cada i EN tenemos elementos £¿, Wi € p.~~l{ii) tales que W¿ —> W y
Li —> L, entonces existe N G N tal que L¿ n Wi 6 C(X) cada vez que i > N

Demostración:
Por el Teorema 6 1.11 sabemos que AuB es terminal, así que si í¡ < p,(AuB),
entonces existe Í V ' G N tal que L{, W¿ c A U B cada vez que i > N'. Por
otra parte, gracias al Lema 6..1..3 tenemos que A n B tiene dos componentes
CU;B y C

Sean a y ^ dos aicos ordenados, de CA¡B a A y a S, respectivamente..
Entonces, el Lema 10.1.11 nos dice que existen x,x\y,y' € I tales que

L = a(x')U¡3(z) y W = «(y')

Supondremos que # < y.. Entonces no es difícil vei que

P{x) 9 ${v) y <*(y') £ a(¿). (io.40)

Además, como L n W es conexo, se desprende que

a{x')n&(y)nCf = 0 ~ a ( j / ) n ^ ) n C . (10.41)

Analizaremos dos casos..

Caso 1 {L, W} n {A, B] = 0.. En este caso tenemos que

Ln{B\A) ¿ 0 ¿ Ln{A\B)

Entonces existe M > N' tal que

L¡n(B\A) ¿ 0 i= Lif)(A\B)

para cada i > M

Sea i> M. Como consecuencia del Lema 10.. 1..6 se tiene que CA,B C A;
usando la Observación 10.1.10 obtenemos que L¿ ~ «(rí) U/3(r¿) para
algunas r,, r¡ G 7. De manera similar, existen s¿, s¿ € / tales que



10.2 La caracterización 223

Wi = a(s-) U/?(s¿).. De esta manera, dado que Wi -» W y L¿ ->• L,
necesariamente tenemos que

a(*í) ~* a(y') 0(s¡)
a(rt') -> a(z') y /3(n) -)• /3(z) (10 42)

Una vez establecido lo anterior, usando (10,40) y (10,41) no es difícil
ver que existe N > M tal que

cada ve2 que i > N.. Además, podemos suponer que

P(n)cp{$i) y ft(sí)ca(rí).

De aquí que

o(^)n/?(5¡) - CA¡8 = a(5Í)njff(r¡).

Entonces

LiHWi = (a(rí)U^(n))n(a(sí)U/?{«*))
- [o(r|) O (O(flí) U ^(Sí))] U [/3(r;) n (or^) U
= a(aí) U (a(rí) n j3(aO) U (/?(rO D a(^)) U 0

Caso 2 ^ € {I, W} o B € {I, W},

Supongamos que L = A Como L C\ W € C(X) y L ^ W, claramente
tenemos que A^W^B.. En otras palabias,

0 y Wn(B\A) ¿ 0.,

Entonces podemos tomar M > AT' tal que

Wi n ( B \ A) 4. 0 ^ Wi<~\(A\B) {1043)

para cada i > M Como consecuencia de (10,43) y del Lema 10.1.6
se tiene que CA,B C Wi; usando una vez más la Observación 10 1.10
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obtenemos que Wi = a(s¿) U ¡3(SÍ) paia algunas s^sj 6 /.. Por otra
parte, como WnAe C(p,X), existe N e N, N > M, tal que

(10.44)

cada vez que % > N

Si suponemos que

Likn(B\A) ¿ 0 # Lifc

par-a alguna subsucesión { L ^ } ^ de {¿¿Jg^ entonces usando un argu-
mento similar al del caso anterior podemos concluir el resultado deseado
para dicha subsucesión. Así pues, podemos suponer que L¿ C A paia
cada i € N.

Finalmente,

Sin embargo, usando (10.44) se tiene que /5(s2-) n l ¿ c CA,B C a(sj),
así que

Wi n L{ = a(sj) n L¿

cada vez que i > N, Por tanto, Wi n £¡ G C(p, X) paia cada ¿ > iV..

Terminamos la piueba del lema..
D

Lema 10.2.11 Sean X un continuo atriódicO; p e X y (j, una función de
Whüney para C(p,X). Consideremos i G I, St — {A, B] y una sucesión
{tn}^=i C / que converge a t. Si An e Stn y Kn e fjTl{tn) son tales que
An -¥ A, Kn —> K y A n B E C(p,X), entonces limsup^^,/fn(/) C

ZJemosíradon;
Sea W G íimsup^J4n)Krt(/), entonces podernos considerar una subsucesión
{ínj^i C {tn}™=i y V i G Í Í A ^ . ^ tales que W¿ -y W. El Lema 10.19
nos dice que W¿ C Ani U Kni, de modo que, del Lema 3.2.5, deducimos- que
W C A U K. Veiemos que CAíK C W.
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Podemos suponer que A ̂  W ^ K y, en este caso, tenemos que

W\A ¿ 0 # W\K.

Por otra parte, en virtud del Lema 10.1.13 se tiene que WnA = CA,WY Wf\
K = CW,K Así pues, aplicando eí Lema 10-1 6 obtenemos que CA.K C W,,
Finalmente, del Lema 10.1.14 se desprende que W G VA,K(I)- POI tanto,

Kn(I) C VA,K{I)

Terminamos la prueba del lema
•

Lema 10.2.12 Sean X un continuo atriódico, p E X y \i una función de
Whitney para C{p,X), Consideremos t 6 I y una sucesión {tn}™=i C / que
converge a t., Si An € Sln y Kn € ^~1{ín) son tales que An —>• A y Kn -> K',
entonces se tiene que 7}An,K,X^) ->• VA,K{I)>

Demostración:
Poi el Teorema 10 1.18 sabemos que t¿~l{t) es un aico o un punto para cada
¿ G /, y poi el Lema 10..1..26 se tiene que £% = {A, B] par-a alguna B € ^~1(t)
Supongamos que i)An,Kn(I)

 n o converge a T)A,K(J), entonces existe una subsu-
cesión r)Aa.,Kn.{I) que converge a J para alguna J G C(C(X)) \ {VA,K{I)}-

Como f¿ es continua obtenemos que J C jU-1{*) Notemos ademas que
A, K £ J y que J es conexo, así que T}A,K{¡) £ J•

Haremos el resto de la prueba analizando dos casos.,

Caso 1 K€ {A,B}oAnB€C{p,X)..

Si K = B, entonces fi~l(t) = T]A,K(I) Q J, lo cual es una contia-
dicción.. Si AC\ B & C(pfX), entonces del Lema 10..2..11 deducimos
que J C T]A,K{I)I Y llegamos a una contradicción.. Supongamos ahora
que A = K y tomemos W € J. Entonces existen una subsucesión
{tmféi C {tn}%=i yWiG VAní,Kni tales que Wi -> W El Lema 10.1.9
nos dice que W¡ c An¡ U Kni, de modo que, del Lema 3.2.5, deducimos
que W C A., Por tanto, dado que ¡i es de Whitney, obtenemos que
W = A. Como esto es una contradicción, podemos concluir que este
caso es imposible.,

Caso 2 A í~l B no es conexo y A ,¿ K ̂  B.
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Sea Z 6 J \ I)A,K(J)- Como A es un punto extremo del nivel ¡x~l[t)
obtenemos que Z € r¡K^B(J)..

Consideremos dos arcos ordenados, a y 0, de CA,B & A y a B respectiva-
mente. Gracias al Lema 10.2,9 podemos tomai W e r)Ki2{I)\{K} C J
y s € [0,1) tales que

a{s)nW 6 C{p,X) y a(s) \ K ¿ 0

Como 5 < 1, podemos notar que A \ a(s) ^ 0.

Por otio lado, es fácil ver que K € T¡A_W{I), así que usando el Lema
10.1.9 se tiene que

CA¡W C K. (10.45)

Además, como W e Iim77^. ,#„_(/), podemos tomar W¡ € r¡An^KnJI)
tal que W{ ->W.

Elegimos r € I tal que a(s) U /3(f) € ¿í~l(i) (Lema 10.1,4) y definimos

L = a(s)U0{r) € ¿T1^),,

Como a(s) \ K ^ 0, es fácil ver que L € T)A,K(I)" De acuerdo a esto,
K 6 i/L^t-í"), sin embargo Lj^K^W,. De aquí no es difícil ver que

K C LUW, L\(KUW) 5¿ 0 y W \ ( ü : u £ ) T¿ 0
(10 46)

Denotaremos a Kni simplemente como Ki y haremos el resto de la
prueba en una serie de pasos

Paso 1 Ki c L U W, para i suficientemente grande.
Supongamos que existe una subsucesión {Kim}™=l de {KÍ}¿11; tal
que Kim \ (LU W) ^ 0., Como consecuencia del Teorema 6.1.8. X
no contiene triodos débiles. Así pues, podemos suponer, tomando
una subsucesión si es necesario, que L c /<,-m U l ^ o l ^ c Kim U L.
En el primer caso obtenemos que L C K U W y, en el segundo,
que W C K U L,, De esta manera, en ambos casos llegamos a
una contradicción con (10.46). Por tanto, podemos concluir que
Ki C L U W, paia i suficientemente grande..
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Paso 2 Para i e N suficientemente grande, existe r¿ 6 / tal que a(s) U
0(rO e ^(tm) Definimos L¿ = a[s) U£(r¿),,

Dado que A \ a(s) ^ 0, se tiene que fi(a(s)) < tni para i suficien-
temente grande, así que podemos consideiar ry £ / de tal manera
que a(s) U £(r¿) € / i " 1 ^ ) -

Paso 3 K'i c ¿ i U í^i, para i suficientemente glande,.
Por (10 46) sabemos que L \ (K U W) i= 0. De esta manera, para i
suficientemente grande se tiene que LÍ\(KÍUWÍ) ^ 0. De manera
similar, W¿\ (KiULi) ^ 0. Así pues, en virtud del Teorema 6,1.8,
obtenemos que Ki C i-¿ U Wi, si i es suficientemente grande.

Paso 4 KÍ=WÍ

No es diíícil ver que L n W = (a{s) O W) U ^(r) G C(X). Como
consecuencia de esto y del Lema 10..2..10, para i suficientemente
grande podemos suponer que L¿ n Wi € C(X), así que podemos
tomar dos arcos ordenados, ctiy /%, de L¿ n W¡ a L¿ y W¿, íespec-
tivamente.. En el Lema 10X13 vimos que, en este caso, L¿ D K{ y
KiC\Wi son conexos. De acuerdo a la Observación 10.1.10 tenemos
que di y A son únicos y que

UnKi = CUtKi = OÍ(Z) y WÍHKÍ = CWi,Ki = &{x),

para algunas z,x G /., De aquí y el paso anterior se sigue que

Ki = ai{z)\Jpi{x) e T}LiiWi(I)

Sin embargo, de acuerdo a la elección de Wi es fácil ver que
VAni,Li(I) c 7)A^ilwim C r¡Ani,Ki{I) P&ia i suficientemente grande.
De aquí se desprende que Ki — W^

Como consecuencia del paso 4 se tiene que K = W., Esta contradicción vino
de suponer que TjAníKn(I) no converge a T)A,K(1), así que podemos concluí: la
prueba del lema.,

D

Teorema 10-2.13 Sean X un continuo atriódico, p € X, fi una función de
Whitney para C(p, X) y v una función de Whitney para C(C(X)).. Supon-
gamos que A y B son dos subcontinuos de X, terminales en p, consecutivos
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y que A C B.. Entonces existe un horneomorfismo

I : 0 < r < v(fTl(t))},

tal que h{A) = (/*(4),0) y k{B) = (/i(B),0).

Consideremos un arco oidenado a como en el Lema 10..2..7.. Entonces paia
cada í € [¿¿(J4),/Í(1?)] podemos tomar- st € / tal que a(st) g ^ -1(¿). Defini-
mos

De hecho, el Lema 10.2.7 nos dice que

at G £t (10-47)

Definimos ahora una función h : H"1[¡Í(A),II(B)] ->• [¡J,(A),(¿(B)] x /
dada por1

h{K) =

Haremos el íesto de la prueba en una sene de pasos,.

Paso 1 h está bien definida y es continua..

Claramente h está bien definida..

Tomemos ahoia una sucesión {Kn}'^Ll c ¡Í~X [/¿(.A), (J-(B)] que converja
a K, Como \i es continua se tiene que f¿(Kn) --> (J.{K). Además, como
a también es continua es fácil ver1 que

Si aplicamos ahora el Lema 10.2.12 se sigue que

Finalmente, dado que v es continua obtenemos que

h{Kn) = (tíK^vfa^jcM))

Por tanto, h es una función continua..
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Paso 2 h es inyectiva,,

Sean K,K' e i£-l[i¿(Á),p{B)] tales que h{K) = h{K') Entonces
claramente

) (1048)

En particular, a/z(ft-) = OL^K1)- Así pues, tenemos que los arcos ^^j,/<•(/)
y la ,Kf,,K'{I) tienen el punto extremo (X^K) en común, el cual, por
(10,47), también es un punto extremo de {Tl{p.{K)),. Como conse-
cuencia de esto obtenemos que los arcos VaMlK}lK{I) y r}a¡¡!KlyK'{I) son
comparables Sin embargo, de acuerdo a esto, a (10.48) y al hecho de
que v es de Whitney deducimos que

De aquí que K = K' y podemos concluir que h es inyectiva.

Paso 3 h{A) = (fi(A),0) y h{B) = (/*(£),0)..

Como A es terminal en p, por el Lema 10 1.20 tenemos que A =
así que

h(A) =

Similar mente, B = a^B)- De aquí que

h(B) 3,

Paso 4 im{h) = {(í,r) 6 {fi(A)t p{B)] x / : 0 < r < Í/Í/*

Notemos que si £ € [{J,(A),Í¿(B)] y £t = {at,^t}, entonces

h(at) -

De esta manera, usando la conexidad del nivel M - 1 ( Í ) (Lema 5.2.3) y
la continuidad de h es fácil ver que

Por tanto, la imagen de h se puede ver como el conjunto

{(í,r) € \!¿(A),ii(B)} x / : 0 < r < vip
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Como el dominio de h es compacto, de acuerdo a los pasos 1 y 2 tenemos
que h es un homeomorfismo en su imagen. Terminamos así la prueba del
Teorema..

D

Teorema 10.2.14 Sean X un continuo atriódico y p & X. Entonces existe
•una función continua g : I -> I tal que

C[p,X) « { ( í , r ) G J x í : 0 < r <g(t)}

Demostración:
Sean ¡i y v funciones de Whitney para C(p,X) y C(C(X)), respectivamente.,

Si A y B son terminales en p y consecutivos, con A C B, gracias al
Teoiema 10,2,13 existe un homeomorfismo

hA : iTl[p(A)tp{B)] -> {(í,r) € \ji{A)ifi{B)) x I : 0 < r < ^(

tal que

hA(A) =: (n{A),0) y hA(B) = (MB)(0). (1049)

Consideremos la función g : I -$• I dada por

g(t) = v(i*-l{t)).

Como consecuencia del Lema 10.1.24 y la continuidad de v, se tiene que g es
una función continua.

Definimos también h : C(j?,X) —í- {(t,r) € I x / : 0 < r < g{t)} como

)' s^ Jí es terminal en p

donde .4 y B son terminales en p y consecutivos., Haiemos el resto de la
prueba en una serie de pasos.

Paso 1 h está bien definida y es continua..

Del Lema 10..L20, el Corolario 10 2,4 y de (10.49), es fácil ver que h
está bien definida.
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Por otra parte, si A y B son terminales en p y consecutivos, entonces
h\ _i r i = hA es una función continua.. Por tanto, para probaí

que h es continua basta tomar una sucesión {Kn}™^ c C(p, X) que
converja a K, para alguna K terminal en p, y ver que h{Kn) -¥ h(K)..

Supongamos que fx(Kn) = tn y !¿(K) = t, para algunas t,tn € / Así
pues, si K es terminal en p, el Lema 10 1.20 nos dice que ii~l{t) == {•&"}••
En otras palabras, v(/j,~l(i)) — 0. Como g es continua, entonces

De aquí no es difícil ver que h(Kn) —> {fj,(K),0) Por tanto, h es
continua..

Paso 2 h es invectiva..

Sean K,K' G C{p,X) tales que h(K) = h{K'), entonces es fácil ver
que: o bien K y K' son terminales en p, o f¿(K), fi(K') e [¡¿(Á), ft(B)],
para algunos A y B terminales en p y consecutivos.. En el primer caso
tenemos que 1¿(K) = n{K').. De acuerdo a esto y al hecho que de p. es
de Whitney, deducimos que K = K'.. En el segundo caso se tiene que
¡Í{K) y {i(K') están en la imagen de ha, la cual es un homeomorfismo..
De aquí concluimos que K = K' y que h es invectiva

Paso 3 h es un homeomorfismo..

De acuerdo a los pasos anteriores, como el dominio de h es compacto
(Teorema 5..1..7), basta ver que h es suprayectiva. Dado que HA es su-
prayectiva para cada A, basta tomar (í,0) e / tal que t £ [/i(A),fx(B)]
para algunos A y B terminales en p y consecutivos Así pues, si
K € /¿~:(£)> del Corolario 10,2,4 se sigue que K es terminal en p..
Por tanto, h(K) = (í, 0),. En consecuencia h es un homeomorfismo.

Concluimos la prueba del teorema..
D

Corolario 10.2.15 Un continuo X es atriodico si y sólo si para cada p € X
se tiene que

C{p,X) « { { í , r ) e / x / : 0 < / < p p ( í ) } ,

donde gp : I —» / es una función continua paru cada p € X.
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Figma 10.1: C(p,X)

Demostración*
Si C(p, X) es de la forma en cuestión, entonces C(p, X) no contiene 3-cehlas
Así piMíñ, fie acneido al Lema 5 3,9, se tiene que X es atriódico El resultado
se signe del Teorema 10.2 14.

a
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Capítulo 11

Preguntas

El objetivo de este tiabajo fue determinar propiedades topológicas de los
hiperespacios C(p,X), en términos de las propiedades del continuo X, y
viceversa.. En este sentido, hicimos lo posible por resolver todas las preguntas
que se nos ocurrían, A pesar de esto, hubo varias cuestiones que no pudimos
resolver, así que dedicamos esta paite a presentar las preguntas que quedaron
abiertas.

Sean X,Y continuos. Diremos que K{X) coincide con K(Y) si existe
una biyección g : K{X) -> K{Y) tal que C(p,X) « g(C(p7X)).

En el capítulo 6 vimos que si X es un continuo tal que K(X) coincide
con K(I) (i.e,, X es aico-similar), entonces X no necesariamente es un arco.,
Sin embargo, si X es descomponible, entonces sí podemos afirmar que X es
un arco,. Simüarmente, en el mismo capítulo vimos que si S es una curva
cenada simple, X es un continuo descomponible y K(X) coincide con K{S),
entonces X es una curva cenada simple De acuerdo a ésto aparecen un pai
de preguntas naturales,

1, Sea T un triodo simple. ¿Existe un continuo X, X =jÉT, tal que K{X)
coincide con K(T)? En ese caso, ¿X es ser indescomponible?

2. Mas generalmente: sea G es una gráfica finita ¿Existe un continuo
X, X T¿ G, tal que K(X) coincide con K(G) ? En ese caso, ¿X es indes-
componible ?

Más adelante, en el capítulo 8 probamos que unas funciones particulares
son retracciones (fuertes) poi deformación de 2X en 2*, y analizamos propie-
dades similares para ciertas funciones de C{X) en C(p¡ X), Estos resultados
responden parcialmente la siguiente pregunta..
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3., Dar condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales 2* es un re-
tracto (fuerte) por deformación de 2X

Naturalmente, uno también puede preguntarse qué pasa con los hiperes-
pacios C(X) y Fn(X) en este sentido..

4- Dar condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales C{p,X) es un
retracto (fuerte) por deformación de C(X).

5. Para n e N definimos Fn(p,X) = {A € Fn{X) : p € A}. Dar
condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales Fn(p,X) es un retracto
(fuerte) por deformación de Fn(X)

Por otra parte, en el capítulo 9 introducimos los hiperespacios K{X) y
analizamos algunas de sus propiedades topológicas.. Algo que nos llamó la
atención es que estos hiperespacios no siempre son conexos, así que inten-
tamos hallar condiciones de las cuales se pudiera obtener la conexidad.. Las
preguntas generales son las siguientes..

6- Sea X un continuo. Dar condiciones necesarias y suficientes (sobre
X), bajo las cuales K(Y) es conexo, cuando Y es una compactación del rapo
con residuo X,

7. Sea X un continuo. Dar condiciones necesarias y suficientes bajo las
cuales K(X) es conexo

Finalmente, dedicamos el capítulo 10 a caracterizar los hiperespacr&s
C(p, X) para los continuos atiiódicos Algo que nos gustaría mucho es hallar
una caracterización de estos hiperespacios para una gráfica finita:

8 Caracterizar tos hiperspacios C(p, X), cuando X es una gráfica finita.

Con esto concluimos este trabajo.,

junio 2002
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