oL 82 %\
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO |

1 POSGRADO EN CIENCIAS FiSICAS
form

ume
la I
pun
Asir
dan
yls
- nun

e .
posgmdD en clanclus flalces
] © unam .

eln
ggi TEORIA DE CAMPOS DE OBJETOS EXTENDIDOS
tur
los

ect T E S I : S

cat

cdl QUE PARA OBTENER EL GRADOQ DE:
din 7

DOCTOR EN CIENCIAS (FISICA)
P R E S E N T A :

clo -
s -
2 JOSE  ANTONIO | SANTIAGO  GARCIA

pa
81
po : T,
der

DIRECTORES: DR. JEMAL GUVEN,
: DR. CHRISTOPHER R. STEPHENS.

JULIO 2002



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



CONTENIDQ

Contenido

1

2

Introduccion

Fenomenologia de Transiciones de Fase

2.1 Escalamiento . . . . . . . L e e e e e e e e e
2.2 Tamafio FINITO . . . . . 0 o 0 e e e e e e e e e e e e
2.3 Una Ensalada Critica . .. . . . . . e e e e e e e e
Teorias Efectivas
3.1 Membranas . .. ... .. c. ... . e e e e e e
32 Elmodelo O(N) .. o oo e e e
3.3 Polimeros . . . . v v i e e e e e e e e e e e e e e e ..
3.4 Teoriade Campos ......... e e e e e e e
3.5 Exponemtes Efectivos . . . . . . . . . . o e e e e e e
Renormalizacidn .
4.1 Grupo de Renormalizacidn 4 la KadanoffFWilson . . . . .. ... ... ... ........
4.1.1 Qampos No Lineales de Escalamiénto . . . . . . .. ... ... ... ... P
4.2 Renormalizacién Ambientalmente Amigable . . . . ... .. ... .. ..., e

421 Renormalizacién como Transformacién de Coordenadas . . . .. .. ... ... ..

Ecuacién de Estado pai'a el Modelo O(N)

5.1 Relacién entre Variables de Escalamiento Lineales y No-Lineales . . .. .. .. ... ...
5.2 Corrimiento de la Temperatura Crilica . . . . . . . . . . o 0 o i e
5.3 Ecuacion Umiversal de Estado . . . . . . . . . . o i
54 Ecuacibnde EstadoaunLazo . ... .. . . . .. 0 i e e
5.5 Expansitn ¢ y Analiticidad de Griffiths . . . . . . . . . . . . e
5.6 Entrecruzamiento entre Transiciones de Primero y de Segundo Orden. . . . . . . .. .

5.6.1 Entrecruzamiento al Punto Fijo de Acoplamiento Fuerte para N=1 ... ... ..

El Modelo Sigma No-Lineal

6.1 Renormalizacidn . . . . . . . . . . L i e e e e e e e e
6.2 Resultados Explicitos. . . . . . . . . e e e e e e e e
6.3 Corrimiento de la Temperatura Crftica . . . . . . . . . . .« . 0 o it oo
6.4 Exponentes Efectivos . . . . . . . . . . . L e e
6.5 Modselo de Interfases de Wallace-Zia, . . . . . . . . .0 0L e

6.5.1 Expansién de Temperaturas Bajas. . . . . . . .. .. . ... .o

Geometria de Superficies Encajadas

7.1 Geometria de Hipersuperficles . . . . . . . . . . . . . e e e
7.2 Geometrfa de Superficies Encajadas . . . . . . . . .. oo oo
7.3 Geometria de Superficies Encajadas en un Espacic Riemanniano . . .. .. .. ... ...

Deformaciones de la Geometria

8.1 Deformaciones de Hipersuperficies . . . . . .. . . . . . . o e
8.2 Variaciones de Primer Orden de Invariantes Geométricos . . . . . . . . . . .. .. ... ..
8.3 La Derivada de Fuler-Lagrange del Hamiltoniano de Helfrich . . .. ... ... ......
84 Variaciones de Segundo Orden . . . . . . . . L. e e e
8.5 Deformaciones en la Geometria de Superficies Fneajadas . . . . . . . .. ... ... ...,
8.5.1 La Métrica y la Curvatura Extrinseca . . . .. . . ... ..o o
8.5.2 Deformaciones de Escalares de Superficie . ... .. ... .. ... .... e e
8.5.3 Euler-Lagrange para Codimensiones Mayores . . . . . . . .. .. ... ... ...
8.8 Variacionde Segundo Orden. . . . . . . . . . . . o e e e e e

8.6.1 Operador de Fluctuaciones . . . . . . . . . . . . .. . . ...



9 Coeficientes Efectivos a un Lazo

91 ElKemeldeCalor . . . ... . . . .. . .. i i
9.2 Superficies Bidimensionales . . . . . ... ... ... ... . ... ...
9.2.1 Codimensibn Uno .. ... ... ... . . . .. .. ......
9.2.2 Codimensiones Mayores . . . .. .......... PP
9.23 FunciomesBeta . . ... .............. . . ..... .
10 El Modelo 4-Dimensional
10.1 Regularizacidn . . . . . v v v v v o e e e e e e
10.2 Acoplamientos Efectivos . . . . . . . . .. . . L oL,
10.3 Funcicnes Beta. . . - . . . . . . . . L o

11 (jonclusiones

12 Apéndice A: Identidades de Ward y Expansion en lazos

12.1 Identidades de Ward . . . . . . . . . . . e e e
12.2 Expansiénen Lazos . . . .. . . oo o e e
1221 Unlazo . . o . 0 v i e e e e e e e e e e e e e e e

13 Apéndice B. Representacién de Mongé-Ampére

13.1 Aproximacién Cuadrdtica . . ... ... . ... .. e e e
13.2 Tensidén Superficial Cero . . . ... . .. ... ... .. e e e e e
13.3 Longitud de Persistencia . . . . .. .. .. .. o o oL

14 Apéndice C: Deformaciones

..... ... 89
........... 90
...... .. ol

........... 94
e ... 96
........... 96

CONTENIDO

72

...... BIRES. ¢}
...... .. T4
A
........... T4
e e s .75

77

e e - 80
........... 31
...... ..., 83

87

.89

92

97



TEORIA DE CAMPOS DE OBJETOS EXTENDIDOS

Resumen

Usando Renormalizacién Ambientalmente Amigable se encuentra una nueva
forma para la ecuacién de estado del modelo de Landan-Ginzburg-Wilson para
un campo escalar de N componentes. Esta queda parametrizada en términos de
la longitud de correlacién transversal y describe el entrecruzarmiento entre los
punto fijos de Wilson-Fisher y el de Bosones de Goldstone de manera uniforme.
Asgimismo, se determina la forma del corrimiento en la temperatura critica y se
dan expresiones perturbativas explicitas a orden de un lazo en el acoplamiento
y la dimensidén andmala del campo. Se hacen comparaciones con simulaciones
. numéricas reclentes que muestran que la descripcién es correcta.

Con el mismo formalismo, se captura el entrecruzamiento dimensional para
el modelo Sigma-No Lineal, definido en una pelicuia de dimensién d y grosor L
con condiciones de frontera periddicas. Trabajando a orden de un lazo, ten-
emos expresiones para la dimensién andmala del campo y para el flujo del
acoplamiento, en este caso la temperatura. Cada una de estas funciones cap-
tura el entrecruzamiento entre los puntos fijos del modelo: un punto fijo para
los sistemas de dimensidn d v d-1 respectivamente v uno mis de temperatura
cero. Las expresiones resultantes para los exponentes efectivos beta y delta, los
cuales interpolan entre sus valores conocidos, confirman la validez del célculo.
Agimismo, el resultado obtenido para el corrimiento en la temperatura critica
coincide con el que resulta de utilizar argumentos de escalamiento.

Utilizando téenicas geométricas de la teoria de superficies, obtenemos las
ecuaciones de Euler-Lagrange para una membrana de Helfrich bidimensional,
caracterizada por pardmetros de tensién superficial ¥ rigidez. Se generaliza el
cdlculo a una superficie de dimensidén d encajada en un espacio euclidiano de
dimensién d+1) y se obtienen los operadores correspondientes para pequefias
fluctuaciones en la forma de estos objetos extendidos. Se obtienen las ecua-
ciones de flujo del Grupo de Rencrmalizacién a orden de un lazo para la tensién
superficlal y la rigidez en ambos casos,

Finalmente, estudiamos un objeto extendido de dimensién cuatro con términos
de curvatura de orden cuatro. Obtenemos €l operador de fluctuaciones y las
ecuaciones de flujo correspondientes las cuales hemos resuelto numéricamente:
para escalas de longitud suficientemente grandes domina el término de tensién
superficial, no obstante, hay un régimen en que la rigidez del objeto es im-
portante v la configuracién més estable corresponde a un objeto muy rigido y
dependiendo de la condicién inicial puede estar en la fase de arrugado.
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A

FIELD THEORY OF EXTENDED OBJETS

Abstract

Using Environmentally Friendly Renormalization we obtain a new formula-
tion for the equation of state of the Landau-Ginzburg-Wilson model for a scalar
field with N components. This is written in terms of the inverse of the transverse
correlation length and describes the crossover between both, the Wilson-Fisher
fixed point and the associate with the Goldstone Bosons in a uniform way. Also,

. the form of the shift in the critical temperatureis determined and we give explicit
. perturhative expressions to one loop order in the coupling and the anomalous

dimension of the field. Comparisons with recent numerical simulations show
that our description is carrect.

With the same formalism, the dimensional crossover for the Non-Linear
Sigma model defined in a film of dimension d and thickness L with periodic
boundary conditions, is captured. Working to one loop crder, we obtain expres-
sions for the anomalous dimension of the field and for the flow of the counpling,
in this case the temperature. Each one of these functions captures the crossover
between the fixed points of the model: a fixed point for the systems of dimension
d and d-1 respectively and one more of zero temperature . The resulting expres-
sions for the effective exponents beta and delta, which interpolate between their
known values, confivm the validity of the calculation. Also, the result obtained
for the shift in the critical temperature agrees with which it turns out to use
scaling arguments.

Using geometric technics of the theory of surfaces, we obtain the Euler-
Lagrange equations for a Helfrich membrane, characterized by parameters of
surface tension and rigidity. We generalize the calculation to a surface of di-
inension d embeded in a euclidian space of dimension d+D and we obtain the
corresponding operators for small fluctuations in the shape of these extended
objects. The renormalization group equations of the flow to one loop order
for the surface tension and the rigidity are obtained in both cases. Finally, we
studied an extended abject of dimension four with terms of curvature of order
four. We obtain the operator of fluctuations and the corresponding equations
of flow which we have solved numerically: for sufficiently great scales of length,
the term of surface tension is the most important, however, there is a regime
in which the rigidity of the object is important and the dominant configuration
corregponds to an object very rigid or depending of the initial conditions it can
take a crumple phase.
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Prédlogo

Al escribir las primeras palabras de este prélogo me invade un clerto sentimiento de formalidad, como
si estuviera vestido de etiqueta enmedio de un discurso para gente bien. Pero que lejos estoy de esas
maneras,; del mofio ¥ el frack, ;se escribe asi 7. De cualguier manera eso no importa, me es mas necesario
decir que me siento muy feliz de terminar esta tesis, de haber realizado un buen esfuerzo en estos 1ltimos
cinco afios y de haberla concluido.

Aiin recuerdo las primeras lecclones de parte del Dr. Stephens en las cuales la tarea primaria era
el desarrollo perturbativo de las funciones de correlacidén para el modelo de Landau-Ginzburg. Los
estudiantes que formabamos parte del equipo no entendiamos casi nada de lo que estabamos haciendo,
tuvieron que pasar varios afios antes de que las ideas suyacentes detris del Grupo de Renormalizacion
fueran tomando forma en nuestros cerebros, en otras palabras, antes de que fuesen renormalizados.

Recuerdo las primeras reuniones que tuve con Jemal, cada semana me pedia resolver un problema, y
en cada entrevista yo apenas estaba entendiendo lo que me habia querido decir, pocas veces podia siquiera
reproducir algunos célculos al pizarrén.

Y es que todo ese lenguaje era nuevo a mis ofdos, las funciones de vértice, los diagramas de Feynman,
la, masa desnuda, el tensor de curvatura, la métrica inducida. Y Chris repetia una y otra ves, de uno y
otro modo, pero sus palabras entraban por un oido y salfan por €l otro vy jamds regresaban, simplemente
e iban por el pasillo. : '

Atrés quedd esa historia. Ahora, como siempre, nos gustarfa compartir. Presentamos el producto de
nuestro trabajo que esperamos pueda ser de utilidad para quién, como nosotros, esté interesado en los
fenémenos criticos y en la geometria de superficies.

Agradecimiento

Es dificil agradecer, en palabras, a todas las personas e instituciones que hicieron posible terminar
exte trabajo: a los Doctores Jemal Guven y Chris Stephens con quienes he tenido €l placer de colaborar y
sobre todo de aprender en estos dltimos afios. Y porque ademis de dirigirme ésta, tesis, me han brindado
su amistad. Estoy en deuda con el Dr. Denjoe O’Connor por su generosidad y su ayuda con discusiones
en varios temas del trabajo.

A los amigos de estudio, para los cuales me faltaria una manera para recordarles, entre otras cosas, las
formas que tenfamos para coustruir sonrisas mds que cualquier otra cosa, para luego dejarlas ahi nomaés,
en las paredes del primer entrepizo del viejo edificio del ICN. Tendriamos por ejemplo que sentarnos un
rato o caminar por la biblioteca, o no, mas bien tendrfamos que escuchar primero Only You con Louis y
luego & Marsalis para que los sonidos nos trasladasen a esa otra época de estudiantes de pedir prestado,
de luego te los paso. En especial a Anti.

A los miembros de mi sinodo, a la Dra. Carmen Varea, a los Drs. Matfas Moreno, Germinal Cocho,
Riceardo Capovilla, Axel Weber, por sus comentarios a versiones preliminares de este trabajo. A la Dra.
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1 Introduccidon

Son varios los objetivos que nos hemos planteado al momento de empezar este trabajo. Para ello fué
primero necesario el hacer una revisién, por un lado de las técnicas y por otro, del significado del Grupo
de Renormalizacidn (GR). El modelo de Ising para un ferromagneto es el mds representative para que uno
pueda entender las principales ideas que hay detrds de los fendmenos criticos. Centraremos la discusién
alrededor de este modelo. Se sabe que para dimensiones mayores que uno, el modelo presenta transicién
de fase. En su versidn comiinua como una teoria de campo, la transicidn de fase ocurre para dimensiones
mayores que dos. Una de las funciones de especial importancia que describe completamente al sistema es
la ecuacién de estado, que relaciona la magnetizacion, la temperatura y el campo externo y en principio,
contiene la informacidn de cualquier tipo de transicién que se pueda presentar. Por esta razén, es de
gran interés €l poder determinarla., A fines de los 60s se pudo entender la forma asintdtica de esta
ecuacién para temperatura alta [13]; al empezar los 70s se determiné su comportamiento alrededor de la
temperatura critica [3]. Casi al mismo tiempo se pudo determinar su comportamiento para temperaturas
menores que la critica en la regidn de coexistencia {11]. Sin embargo, no se habfa podido obtener una
representacién global de esta funcién que interpolara entre estas regiones. Uno de los abjetivos de esta
tesis es resolver este problema, para ello hemos usado Renormelizecidn Ambientalmente Amigable cuya
eficiencia ha guedade probada, particularmente en los casos como este, donde se presenta algin tipo de
entrecruzamiento [17, 21].
Una de las dificultades que se tuvieron para describir a este modelo por debajo de la temperatura critica
. es la aparicién de modos de Goldstone [14, 15, 16]. La descripcidn de estos modos para temperatura baja
es lo que se conoce como modelo Sigma No-Lineal. A finales de la década de los 70s se descubrié un
. tipo de entrecruzamiento para este modelo entre un sistema que exhibe simetria G(N) a uno de simetria
O(M) [24]. Asimismo, se describi$ el escalamiento de tamafio finito para el modelo Sigma No-Lineal
definido en una caja o un cilindro [25]. No obstante, quedd abierto el problema de entrecruzamiento
dimensional para el cual la descripcién anterior no funciona. Un segundo objetivo de la tesis es estudiar
este entrecruzamiento; como en el caso de la ecuacion de estado, usamos las técnicas de Renormalizacion
Ambientalmente Amigable para hacerlo. '

En el régimen de temperatura baja, una configuracién tipica de éste tipo de sistemas involucra dos
fases diferentes separadas por una pared interfacial o interfase. Este es un caso particular de un concepto
méas general: los ohjetos extendidos. En contraste con lo que conocemos comeo particulas puntuales, este
tipo de objetos se definen porque se extienden en forma de superficie en un espacio dado. Defectos en 1a
topologia de cristales, la hoje de mundo de una cuerda en un espacio de Minkowski, las membranas de las
que se componen nuestras células, etc. son algunos ejemplos de objetos extendidos. Como un concepto
abstracto, estos han sido de interés para los matemadticos, que han desarrollado lo que se denomina Teoria
de Superficies [38]. Otro de los problemas que abordamos en este trabajo es el encontrar sistemdticamente,
ecuaciones que minimizen el Hamiltoniano asociado a este tipo de estructuras geométricas, aqui nog hemos
concentrado en el Hamiltoniano de Helfrich [52], para una superficie de dimensién d encajada en REHP
con D} un entero positivo.

Otro problema de mucho interés es ¢l de poder determinar la estabilidad de objetos extendidos debido
a pequeifias fluctuaciones térmicas, en su forma. Como veremos al final del capitule 6, para el caso de las
interfases, los modos de Goldstone asociados al rompimiente de simetria por la presencia de la interfase,
son fluctuaciones ortogonales de la pared interfacial [32]. Esto fué estudiado recientemente para el caso de
una membrana de Helfrich bidimensional [49, 50, 51]. Sin embargo, se tiene el problema que el operador
de fluctuaciones difiere en estos reportes. Como un problema adicional, nos hemos planteado aclarar el -
punto y determinar definitivamente la forma de este operador.

Con el fin de determinar el comportamiento de estos objetos con la escala de longitud, en la dltima
parte de la tesis hemos aplicado el GR para encontrar el flujo en el espacio de pardmetros, primero para
una membrana de Helfrich encajada en K2+ y segundo para un objeto extendido encajado en B*+1.

Como el lector habrd notado, hay una idea que estd en el corazén y las arterias de este trabajo: el
GR. Para dar un primer sabor de lo que hace el GR, pensemeos por ejemplo en ¢l modelo de Ising definido
en una red cnadrada bidimensional de longitud microscopica o, este es un modelo que describe muy
bien a un ferromagneto. Los espines pueden apuntar en dos direcciones posibles, arriba o abajo. Este
modelo toma en cuenta que hay interacciones de cada uno de los espines con sus vecinos mas cercanos



4 1 INTRODUGGION

con un acoplamiento que es inverso a la temperatura, pero claro, esto no significa que no interactiien
indirectamente con los que se encuentran mas alejados. De hecho, la distancia hasta la cual uno de los
espines tiene influencia es lo que se conoce como longitud de correlacién. Para distancias més alld de esta
longitud, la influencia de uno de los espines serd despreciable. Claro, como el lector puede adivinar, este
modelo se puede generalizar al caso en que €l espin pueda moverse en una esfera alrededor de su-base y
no sélo hacia arriba o abajo: un modelo invariante bajo rotaciones del espin.

Ahora, bien, si la temperatura es suficientemente alta, los espines tendrin suficiente energia térmica
disponible de manera que terminaran alinedndose aleatoriamernte, si la temperatura es grande entonces el
acoplamiento serd muy pequefio y los espines estarsn poco correlacionados: el nimero promedio de espines
que apuntan hacia arriba sers el igual al nimero de los que apuntan hacia abajo, o-en otras palabras la
magnetizacién del sistema serd nula. Si se disminuye lentamente la temperatura del sistemad, algunas cosas
sorprendentes empezardn a ocurrir. El acoplamlento empezara a ser cada vez més grande y lo mismo
suceder4 con la longltud de correlacion, se empezaran & formar pequefias regiones en las cuales los espines
apunten en una sola direccién. Visto en un drea grande la magnetizacién seguir4 siendo mild pero la forma
de la red habrd cambiado drasticamente pues identificaremos regiones de alineamiento como las nuevas
variables de espin: burbuJas de magnetizacion positiva mmersas en otras de magnetmacmn negativa y
viceversa.

5i uno continiia bajando la temperatura alcanzaremos eventualmente un cierto valor especial conocido
como Temperatura de Curie. Al estar muy cerca de estd temperatura la longitud de correlacién aumentars
rdpidamente. Esto significa que un espin aguf estara correlacionado fuertemente con otro 4 una distancia
muy grande, y claro, lo seguira estando con sus vecinos. En este sentido, se vuelve un fenémeno en el que
todas las escalas de longitud son importantes para su descripcién. En el punto de Curie, la longitud de
correlacién se hace infinita y por lo mismo, el sistema es altamente susceptible, una perturbacién’ sobre
uno de los espines, por pequefia que sea, tendrd un efecto espectacular sobre todo el sistema.

Cuando bajamos la temperatura mas alld pero cerca de su valor de Curie, persistirs la situacién de
magnetizacién cero del sistema con este conglomerado de burbujas anidadas. Pero si seguimos enfriando,
los espines empezaran a tener menor energia térmica y el acoplarmento sera cada vez mas fuerté. Llegard un
momento en que apunten en una direccidn preferida, habrd una magnemzamon esponta,nea A temperatura

cero, la situacién serd completamente uniforme. En el caso mds general que el espin pueda rotar sobre
gu base, deberemos distinguir entre la direccién de magnetizacién preferida por el sistema v aquella en el
plano perpendlcular a ésta. Habra entonces dos longitudes de correlacién, una a lo largo de este pla.no
transversal digamos, y una paralela o longitudinal a la direccién de magnetizacién.

El nacimiento de lo que se conoce como el GR, se gesta precisamente en la apropiada descrlpcmn del
modelo de Ising. Si dividimos la red en bloques de por ejemplo nueve espines y aplicamos la regla de
la mayoria para asociar un espin al blogque correspondiente, lo que tenemos al fin es un modelo de Ising
pero con menos grados de libertad, definidos en una red distinta de la primera pues ahora la distancia
entre espines habrd aumentado a 3a. No obstante, si reescalamos las distancias tal que o — a/3 podremos
tener una red del tamano de la original. Esta claro que podemos iterar este proceso muchas veces mas.
Es de remarcar la idea que se ha implementado al aplicar la regla de la mayorfa en este caso: absorber
las fluctuaciones del espin para ese bloque. A la larga, quedarin promediadas las fluctuaciones de todas
las escalas Hasta la longitud de correlacidn. El sistema de espines resultante refleja sélo las propiedades
de largo alcance del sistema de Ising original, con todas las fluctuaciones de escala menor, eliminadas.

Después de haber formado el primer sistema de bloques, lo que nos queda es un nuevo conjunto de
espines. Como el lector habra notado, una de las cosas principales sera el de poder determinar la forma del
acoplamiento para este nuevo sistema. Las reglas para determinar c6mo este acoplamiento depende del
original es una de la principales tareas del GR. No obstante, uno puede tener una primera aproximacién
con la 51gu1ente idea, luego de haber formado el primer bloque de espines, queda un conjunto con una
separacién més grande entre ellos, es de esperar que el acoplamiento entre los nuevas entidades sea mas
débil, eso significa en otras palabras que lo que tenemos es un sistema con una temperatura mayor que
la orlgmal v aumentando en cada iteracién del GR, hasta el limite de temperatura infinita v espines
al azar. Pero claro, uno puede ver las iteraciones en sentido contrario, es decir, que en cada, iteracién el
acoplamiento se haga mas grande, tendiendo eventualmente a infinito, o lo que es lo mismo, que el sistema,
se acerque al punto de temperatura cero en el que todos los espines estén alineados. Cabe aclarar que esto
no describe la evolucién del sistema original para nada, sino que el comportamiento a gran escala de la



nueva red equivale al comportamiento que se observaria en la red original a una temperatura distinta. La
estrategia de ir formando blogues ¥ de hacer corresponder a los diferentes sistemas nos da la idea del GR
como una reparametrizacidn, es decir, come un cambio de coordenadas del sistema (los acoplamientos).

Regresando a la descripcién del modelo de Ising, hemos encontrado dos puntos para la temperatura
que son especialmente importantes, un punto de temperatura alta, donde los espines estdn todos al azar,
v un punto de temperatura cero, donde log espines estdn congelados. Estos dos puntos, cero e infinito,
son lo que se denominan puntos fijos del GR. Hay sin embargo, entre estos dos puntos fijos extremos
uno diferente, mejor conocido como punto fijo de Wilson-Fisher y que corresponde al punto de Curie que
hemos descrito.

A partir del modelo de Ising en una red, uno puede encontrar una teoria efectiva correspondiente tal
que el espin sea mapeado a un campo sobre un dominio continuo; una teoria de campo con invariancia bajo
el grupo de rotaciones conocido como O(N). Al adaptar las ideas del GR. a teorfas de campo continuo
algurias variaciones debemos llevar a cabo debide a la aparicién de divergencias ultravioletas, pero el
aspecto esencial del GR como una reparametrizacion de la teoria es el mismo que ya hemos explicado. Se

_sabe muy bien que estas divergencias para el modelo O(N), son renormalizables en dimensién menor o
igual a cuatro, es decir, que basta un nimero de finito de cambios de coordenadas en el modelo para que
estos infinitos queden completamente absorbidos [1]. Esta es ademds, la regidn no trivial como fenémeno
critico. Se ha implementado el GR para este modelo para temperaturas mayores a la critica pero muy cerca
de ella, donde las interacciones son muy fuertes y el sistema esta fuertemente correlacionado. Célculos a
distintos ordenes en el pardmetro perturbativo se han llevado a cabo, y se han mejorado las aproxdmaciones
en los exponentes criticos respecto a sus valores experimentales.

Sin embargo, uni detalle no menor aparece cuando se considera al sistema por debajo de la
temperatura critica. Aparecen dos escalas de correlacién, una transversal y otra longitudinal a la
direccién de magnetizacién. La primera de ellas diverge para las configuraciones de coexistencia, esta es la
manifestacién de un fendmeno muy general que se da en la tecria de campo que es la aparicién de bosones
de Goldstone asociados al rompimiento de [a simetria interna del sistema. Una fluctuacion longitudinal
a la direccidn de ordenamiento es una que provoca que cambie la magnitud de la magnetizacién, en
contraste, una fluctuacién transversal cambiard su direccidn y para hacer esto 1iltimo, se requiere un costo
de energia. muy pequefio. Estas fluctuaciones transversales se denominan modos de Goldstone.

Una cuestidn de interés es describir ¢cdmo pasa el sistema de la regién dominada por el punto critico
estdndar o de Wilson-Fisher, a la regién dominada por los bosones de Goldstone. Ya otras investigaciones
tocaron el problema pero ninguna lo hace de manera sistematica. Para ello nos hemos concentrado en
la ecuacidn de estado del modelo y hemos aplicado una variante del GR conocida como Renormalizacidn
Ambientalmente Amigable. Los resultados son excelentes, pues por un lado se reproducen los ya conocidos
para el punto de Wilson-Fisher y por otro para la region de alta temperatura, conocida como condicidn
de Griffiths. Los graficos que tenemos, indican que la descripcién que estamos haciendo del sistema es
correcta.

Asi como la teoria efectiva del modelo de tipo Ising alrededor del punto critico da como resultado el
modelo O (), la teoria efectiva correspondiente en presencia de modos de Goldstone, da como resultado
el modelo Sigma No-Lineal, Fn éste caso, uno estd, més bien interesado en el comportamiento del sigtema
para temperaturas bajas, por lo que no es conveniente absorber el pardmetro de temperatura, como se
hace para el caso O (N ), en los pardmetros de acoplamiento. Por ello, se trabaja explicitamente con la
temperatura 7" como el pardmetro perturbativo.

-Es uno hecho conocido el que exista una dimensidn critice baja, en contraste a la dimensidn critica
alta. Para el caso del modelo de Ising, por ejemplo, no es posible tener ordenamiento de los espines en
dimensién uno. Para sistemas con simetria continua, el valor de la dimensidn critica baja es dos: por
debajo ¥ en esta dimensidn un sistema con simetria continua no puede presentar una transicidén de fase.

Si pensamos que la dimensién del sistema, de tamafio infinito, es apenas un poco mayor que dos,
tendremos como consecuencia un punto fijo de temperatura no trivial por debajo de la cual el sistema
adquiere una cierta magnetizacién.  Claro, uno puede pensar en la dimensidén como un parametro gue
puede ser continuado analiticamente a un valor arbitrario no necesariamente entero. 51 hacemos esto ¥
tomamos el limite en que la dimension tienda a dos, lo que pasa con el punto fijo de temperatura no trivial
es que va acercandose a cero, al hacer esto, las fluctuaciones son tan fuertes que desordenan el sistema.

Para resolver el problema de entrecruzamientc dimensional hemeos estudiado este modele en una
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pelicula de dimensidn d y grosor I usando Renormalizacion Ambientelmente Amigable. Esto lo hacemos
también a orden de un lazo, los resultados recuperan por un lado, los efectos del tamafio finito del smtema
y por otro, los puntos fijos asociados a sistemas de dimension d y d — 1 [57]. ' ' - I

Un aspecto de natural importancia para entender la fisica de sistemas con interfase, es el a.néhms
de fluctuaciones en la pared interfacial. Como ha quedado bien establecido, la energia efectiva de la
pared interfacial resulta ser, a primer orden, proporcional al drea de la misma y a los siguientes ordenes
" involucra términos de curvatura [30]. Es interesante que, este mismo modelo para la pared interfacial
describe el comportamiento de ciertas membranas biolégicas dentro de células de seres vivos, conocidas
como membranas amfifilicas [54]. No termina ahi la ubicuidad del modelo, este aparece como la accidén
asociada a cuerdas bosdnicas donde se le reconoce como la accién de Nambu-Goto [48]. Su importancia
es manifiesta.

Para entender este tipo de sistemas, es necesario describir geométricamente a la membrana como un
objeto encajado en un espacio mayor: como un objeto extendido. En esta descripcién hay dos partes
principales, la geometria intrinseca de la membrana, informacién codificada en la métrica -y, de la
membrana y la geometria extrinseca de la misma, expresada en el tensor de curvatura extrinseca K.
Como veremos en el capitulo 7, hay relaciones Intimas entre estas. Una similitud con los ferromagnetos
es la siguiente: la curvatura extrinseca es determinada por un término proporcional a cambios locales del
vector normal n, sobre la superficie. Esto significa que en primera aproximacién lo podemos ver como un
modele con interacciones de primeros vecinos también. El caso de membranas bidimensionales ha side
bastante estudiado [b4, 55]. El ordenamiento del campo vectorial de normales a la superficie representa, el
rompimiento de simetria del modelo. Si por ejemplo estdn ordenados todos hacia arriba lo interpretamos
como una membrana muy rigida, pero el teorema de Mermin-Wagner-Coleman nos dice que no puede
haber ordenamiento en dimensién dos para sistemas continuos [47]. Como resultado, estas membranas
estdn en la fase de plegado o arrugado. Por encima de esta dimensién hay una transicion entre la fase de
rigidez v de arrugado.

Dada la similitud con los ferromagnetos, es natural preguntarse lo que pasa en dimensiones mayores,
particularmente en dimensién cuatro. Como veremos, para que el modelo sea consistente en esta
dimensién, necesitamos introducir términos de interacciones hacia terceros vecinos, estos en general son
cantidades que penalizan los cambios de curvatura extrinseca de la superficie o son combinaciones entre.
las geometrias extrinseca e intrinseca de este objeto extendido. Utilizando el formalismo geométrico
covariante para deformar estos objetos desarrollado recientemente [40, 41, 42], obtenemos, el operador de
fluctuaciones del modele. Asimismo, describimos el flujo del GR a un lazo para esta teoria. :

El resto de la tesis la hemos estructurado en la siguiente forma, el capftulo dos es una revisién de la.
fenomenologia de transiciones de fase, en la que hemos dado especial atencién al concepto de escalamiento,
que juega un rol de primera importancia en los fendmenos criticos. En el capitulo tres presentamos el
modelo de Helfrich para membranas fluidas as{ como el modelo O(N) de Landan-Ginzsbhurg-Wilson, come
teorias efectivas de modelos més fundamentales. Basados en este dltimo modelo, damos un pequefio
resumen de las técnicas de la teoria de campo. Adicionalmente, incluimos la definicién de los exponentes
criticos.

Dado que una herramienta importante gue usamos es la Renormalizacidn Ambientalmente Amigdble,
proporcionamos una breve exposicién de este formalismo en el capitule cuatro, en el que ademads
describimos brevemente el GR desarrollado por Kadanoff-Wilson. Los capitulos cinco y seis representan
dos contribuciones originales de la tesis, en el primero estudiamos la ecuacién de estado del mddelo O(N)'
en el segundo, el modelo Sigma No-Lineal.

En el capftulo siete, damos una exposicion novedosa de la teoria de superficies. En el ocho veremos
deformaciones en la geometria y en particular encontramos las derivadas de Euler-Lagrange para el
Hamiltoniano deé Helfrich de una superficie bidimensional encajada en R® y su generalizacién al caso
en gue se encuentre inmersa en R3*D | esta es una aportacién original de la tesis asi como los resultados
para los correspondientes operadores de fluctuaciones con los que finalizamos el capitulo. -

En el capftulo nueve encontramos el flujo del GR para membranas de Helfrich bidimensionales. En el
capitulo diez estudiamos el caso de un objeto extendido de dimensidn cuatro que es la aportacion final de
este trabajo. En ¢l capitulo once hemos escrito las conclusiones de Ia tesis.



2 Fenomenologia de Transiciones de Fase

La comprensién de los fenémenos de transiciones de fase juegan un rol de primera importdncia en la
" fisica dada su ubicuidad en la naturaleza. En el andlisis de estos, el concepto de escalamiento jusga un
papel central {1, 2, 3, 4]. Problemas relacionados a una escala muy grande en la estructura del Universo,
con las formas complicadas de objetos macroscépicos a nuestro alrededor, o el comportamiento de las
interacciones entre los constituyentes fundamentales de la materia a distancias muy pequefias tienen la
caracteristica comin de tener un nimerc muy grande de grados de libertad interaccionando unos con
otros de una manera muy complicada. No obstante, es posible lograr algo de conocimiento de estos
sistemas aislando algunas variables relevantes en cierta escala de longitud y tiempo y postulando simples
relaciones de escalamiento entre ellas. Sabemos también que estos sistemas pueden camblar abruptamente
su comportamiento haciendo apenas un pequefio cambio en estas variables, i.e. el sistema puede tener
una clerta transicién de un estado a otro. .

Una transicién de fase es definida como una singularidad en la energia libre o alguna propiedad
termodindmica de un sistema [2]. Un sistema es entendido en el sentido mds general; es definido por
un Hamiltoniano que puede estar sujeto a varias constricciones macroscdpicas. Por ejemplo, un conjunto
aislado de particulas define un sistema, pero también lo es si se imtercambia calor o trabajo con los
alrededores, 0 1o que es mas, si intercambia particulas con el medio étc. De hecho, estas son las definiciones
de un ensemble microcandnico, canénico y gran canénico respectivamente. Las transiciones de fase son
clasificadas como de primere, segundo orden étc., o de primer orden y de tipo continuo. El comportamiento
de un sistema. cerca de una transicién continua es muy diferente del comportamiento lejos de este punto.
Al comportamiento peculiar de los sistemas cerca del punto de transicién se le conoce como fenémeno
critico. Veamos.

Para fijar ideas consideremos por ejemplo agua en sus varias fases, sdlido, liquido y gas, para
gjemplificar con un sistema que nos es familiar, Un cambioc de temperatura nos permite observar
transiciones de una fase a otra. Hay algunocs mdis que fascinantes aspectos en estas transiciones de
fase, particularmente en los cambios cualitativos, un pequefic cambio en la temperatura ¢ en algin
atro pardémetro es suflciente para provocar una alteracidn espectacular en el sistema. Mas atdn, este
pertenece a una familia muy amplia de sistemas que exhiben transiciones de fase. Hay transiciones de
fage magnéticas, ferroeléctricas, de superfluidez, de superconductividad, transiciones orden-descrden en
aleaciones, en cristales liguidos étec. Es muy sorprendente que los descubrimientos de nuevos fendémenos
de transiciones de fase tengan un rol de primera importancia en la fisica de la materia condensada. Para
- introducir algunas ideas bésicas consideremos el caso particular en que existen tres fases que el sistema
puede exhibir. La figura 1 muestra un diagrama de presidn contra temperatura mostrando los dominios en
los que existen las diferentes fases. Notamos dos puntos especiales en este diagrama: el primero, llamado

P

Figura 1: Diegrama de fase de un fluido.

un punto triple, en la interseccién de los tres dominios; el segundo, conecide como punto erftico es el punto
al final de la linea que divide las regiones de vapor y liguide. Rodeando el punto critico uno puede pasar
continuamente de la fase gaseosa a la fase liquida y viceversa, sin necesidad de una transicidén discontinua.
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La figura 2 ilustra el segundo ejemple, es un diagrama de campo magnético contra temperatura
para un material sometido a una transicién de tipo ferromagnético; esta exhibe una linea a lo largo
del eje horizontal que termina en un punto conocido como punto critico, como en €l caso anterior. Si
el campo magnético es nulo, a altas temperaturas se observa la fase desordenada conocida como fagse
paramagnética, con magnetizacién cero. Para temperaturas bajas una transicién tiene lugar en el punto
eritico T' = T, y para T < T, se observa una fase ordenada conocida como la fase ferromagnética,
la cual estd espontineamente magnetizada. Hay una analogia entre los modelos anferiores: el campo
magnético y la presién juegan un rol andlogo. En la figura 2, al cruzar la linea H =0, T < T, la
magnetizacion cambia discontinuamente; esta discontinuidad decrece conforme uno cruza la linea cads
vez mas cerca del punto critico, donde la discontinuidad desaparece, en este sentido podemos hablar de
una transicién de primer orden muy fuerte para temperaturas muy bajas, y débil para temperaturas
cercanas al punto critico. En la vecindad de un punto de transicién un sistema tiene dos diferentes fases
estables, en dos regiones adjuntas respectivamente. Esto ocasiona la existencia de fluctuaciones, las cuales
como regla general dominan el comportamiento del sistema cerca del punto de transicién, un ejemplo es
la opalescencia caracteristica de las transiciones liquido-gas. Consideremos por ejemplo el férromagneto
de la figura 2. ' S

H

Figura 2: Campo magnético conira temperature de un ferromagneto. La lines mds oscura es la curva de
coesistencia.

Para 1" > T, la fase estable es la desordenada, pero si T es muy cercana a Ty, la fase ordenada es por
muy poco menos estable que la desordenada y asi, regiones pequehas de fase ordenada persistirdn por
cierta cantidad de tiempo. Esto nos lleva a introducir casi de manera natural una longitud de correlacién
£ para medir el tamafno medic de estas fluctuaciones, y una longitud temporal 7 que mida la extension
temporal 0 vida media de lag mismas. La longitud £ y el tiempo 7, se incrementan conforme el sistema se
aproxima al punto de transicién, es decir, el fendmeno critico aseciado con estas fluctuaciones se vuelve
muy importante. Queda claro que la longitud & nos describe la parte estatica del fenémeno en tanto que
7 describe la parte dindmica. En esta fesls nos enfocaremos en estudiar la parte correspondiente a la
longitud de correlacién. Ahora bien, si como dijimos antes £ (1"} — co con T' — T, esto significa que
cerca del punto critico las correlaciones entre cualesquiera dos puntos del sistema son muy grandes como
lo muestra la opalescencia critica del sistema, esto es lo que define - una transicién del segundo orden (no



discontinuidad en el pardmetro de orden). La transicién es de primer orden si en el punto de transicién
hay una disconfinuidad en el parametro de orden. En la figura 2 la flecha vertical es la direccidn en la que
se da una transicién de primer orden para un ferromagneto, la horizontal representa una transicion de
segundo orden. Cerca de un punto critico (i.e. a una transicién de segundo orden) se observan cantidades

M

- M~ (Te-T)°

Te T

Figura 3: Magnetizacion contra temperatura pare un ferromagnete. Lo lines mds oseura es lo curve de coesistencio
donde el camnpe magnético es nule, H =10.

que obedecen leyes de potencias que no.son nimeros enteros, asi, justo debajo de 7. el pardmetro de
orden tiende a cero proporcionalmente a (7, — T)ﬁ mientras que por encima de T, el calor especifico es

proporcional a (T — T, )_“ la longitud de correlacién a (T' — 7,) ™" y la susceptibilidad en el caso magnético

a(T-T,) " Los exponentes , 5, v,7, ¥ otros como ellos son definidos en la vecindad de un punto erftico
v muy naturalmente se les conoce como exponentes criticos. En las figuras 3 y 4 se definen los exponentes
B, 8 y v para un ferromagneto. Estas cantidades han sido medidas con mucha precisién experimental y
no hay duda de que son nimeros no enteros. En la siguiente tabla se muestran los valores encontrados
experimentalmente para algunos de ellos para diferentes sistemas con d = 3, la mayona de ellos publicados
después de 1990.

S T T S B

v || 1.233 042 1 011 | 0.341
bm || 1.09 | 064 | .03 |0.11, 0.34
ms || 1.47 | 0.64 ] - 0.11 | 0.34
mi || 1.26 | 0.63 | 0.039 1 0.329

En ésta, lu denota la transicién liquido-vapor, bm mezcla binaria, ms sistema magnético uniaxial, mi
sistema miscellar [20]. De los niimeros escritos en el cuadro, es de hacer notar la énorme coincidencia en
los valores de los exponentes para tan diferentes sistemas. Esta manifestacién es lo- que Se conoce Como
universalidad. Decimos que dos sistemas estdn en la misma clase de universalidad si estos arrojan los
mismos valores (dentro del error experimental) para los exponentes criticos. Como VEremos mds adelante
esta no es la tnica manifestacién de la universalidad de los sistemas.

El hecho de que los exponentes criticos tomen valores no enteros nos lleva a pensar en singularidades,
puesto que un comportamiento asi implica que las cantidades termodindmicas y 1a longiiud de correlacién
dependen no analfticamente de sus variables, i.e. de la temperatura, la magnetizacién (o el conjugado
del pardmetra de orden) étc. En estas circunstancias los métodos usuales de teoria de perturbaciones son
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T(Tc

M_Hl/ﬁ E—

X~ (Te=T)*

Figura 4: Magnetizacidn contra campe magnétice para un ferromagneto. La pendiente de la isoterma para T < T
describe el eomportamiento singular de lo susceptibilidad y. El ezponente § es definido sobre la 4soterma erilico.

muy poco ttiles. El comportamiento singular demanda una nueva forma de atacar el problema: como
sabemos, hay un método poderoso para hacerlo conocido como el GR. Otro hecho més es de remarcar:
resulta que los exponentes criticos no son independientes unosg de otros sino que estdn relacionados entre
si. Estas relaciones se conocen como leyes de escalamiento, un ejemplo de una de ellas es dada por la ley
de Rushbrooke @ + 28 + v = 2, que encontraremos en la préxima seccién.

2.1 Hscalamiento

Estas leyes de escalamiento se satisfacen automdticamente si se asume que la parte singular de la energfa
libre G (T — T%, H) y la funcién de correlacién I' (T — 5, x) , son funciones homogéneas de sus argumentos,
aqui H es el campo conjugado al pardmetro de orden [1, 2]. Entendemos por homogénea de grado X una
funcién que se puede escribir en la forma

f(may)=w*g(j—,,)- - (2.1)

La ecuacidn de estado por ejemplo, implica una ley de estados correspondientes relacionando el pardmetro
de orden M, su campo conjugado H, y la temperatura (t = T%fi) a través de una ecuacion de la forma

= (37m) (2.2

donde § v 4 son exponentes criticos. Experimentalmente se ha probadoe con muy alta precisidn que una

ley de escalamiento asi se cumple cerca del punto critico. Es una ley de estados correspondientes dado
que establece una correspondencia entre estados diferentes del mismo sistema. De la expresién (2.2),
pareceria muy natural la combinacién de variables que uno tendrfa que graficar. No obstante, si llevamos
a cabo mediciones de temperatura, magnetizacién y campo magnetlco no es trivial, a priori, el encontrar
la combinacion adecuada de esos pardmetros para observar la homogeneldad Cerca del punto critico, la
energia libre de Gibbs @ (T, H) se puede déscomponer en dos partes, uria regular G, y una singular G,.
La hipétesis de homogeneidad nos dice que podemos escribir G comio una funcmn homogenea de graclo
2 — o, de las variables H y 2, es decir . :
sage (A S
~ I (|t|A) . | 23
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donde +(—) corresponde a t > 0(t.<0), y donde A = §8, como veremos mds abajo. La expresi6n
anterior se satisface estrictamente hablando, solo cuando las variables ¢ y H estdn muy cercanas a cero.
Las funciones g+ (z), definidas para 0 < < oo , son analiticas en la vecindad de z = 0 y obedecen leyes
de potencias para x — oo. Derivadas sucesivas de G con respecto’a H, se comportan asintéticamente de
la misma forma, las primeras dos derivadas se definen como

oG .. o |
M = _EENMP Agf (W)’ (2.4)
e R i
X = ~mgm™ [i2—e2A g Wﬁ-) . (2.5)

Veamos algunas de las implicaciones de este comportamiente. Consideremos primero un sistema con
H =0y con t # 0 pero cerca del punto critico. Las cantidades g (0), gF (0}, g& (0), deben ser finitas
dado que la funcidn de escalamiento f* (z} es analftica en la vecindad de z = 0. El calor especffico lo
obtenemos de la sigulente manera,
892G
~ =T T 2.6
O~ —Toms ~t (26)

De las expresiones (2.4) y (2.5) podemos identificar los exponentes 8 y 7 respectivamente como

8 = 2~a-A, (2.7)
¥ = -2+ a+2A

Eliminando A de estas expresiones tenemos la relacidén de escalamiento de Rushbrooke
a-+20+y=2. (2.8)

Si consideramos la isoterma critica, t = 0, H # 0, entonces & = H/[t|® tiende a infinito y (=) se debe
comportar como '/, para asi satisfacer la relacién H ~ M¢. Eliminando potencias de |t|, obtenemos
A = 4. Sustituyendo este valor en (2.7) y sumando tenemos

v=80@-1), (2.9)

que relaciona los exponentes § y «v definidos para T' # 1. al exponente § definido en ese punto. Pero eso
no es todo, de acuerdo a (2.4) y (2.7) la ecuacidn de estado, puede ahora, escribirse en la forma homogénea

M H :

Es decir, la ecuacién de estade se puede representar por dos curvas dadas por gf ¥ gy parat > 0y
t < 0 regpectivamente. Podemos ir todavia mds lejos y generalizar a sistemas con més de un campo H,
as decir, un sistema sujeto a més variables intensivas, aparte deé la temperatura y del campo conjugado
al pardmetro de orden. Sean yi; estos campos ¥ supongamos que para u; = 0 el comportamiento critico
obedece la hipdtesis de escalamiento. En presencia de estos campos la hipdtesis puede ser generalizada
como

|  h .
Gu e o) ~ W (i) (211)

Como antes, la expresién anterior tiene validez cuando |t, H, u; tienden todos a cero. Esta hipdtesis mas
general da lugar a uno de los aspectos més importantes de los fendémenos criticos de los dltimos afios: el
entrecruzamiento entre los diferentes puntos criticos del sistema [17].

Si por ejemplo el exponente 1; es negativo, conforme el sistema tiende al punto critico la variable
i = TJIJT tiende a cero, lo que tenemos es un régimen en que el sistema se comporta como si el campo y;
fuera nulo. Pese a esto, al hacer una expansién de Taylor de la funcién de escalamiento f (z) alrededor de
z = 0, vemos que como consecuencia habr4 correcciones proporcionales a |t|>~®~¥% a la parte dominante
de la funcién de escalamiento y por lo tanto a los exponentes criticos.
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El caso en que ¢; toma un valor positivo es méds interesante ya que encontramos tres regiones distintas,
[61% >> pg, |E|¥ ~ fus, [P << pi. Enla primera regién, lejos del punto critico, %z; es pequeho, es decir, es
un régimen como si el campo p; fuera nulo. En la segunda regién, alrededor de [¢*| ~ 1/ e puede decnr
que es la regién donde las perturbaciones son muy importantes. Finalmente, en la tercera region, la teoria
de perturbaciones deja de funcionar cerca del punto critico. En otras palabras, estamos capturando un
entrecruzamiento entre diferentes regiones. Es razonable suponer que exista uha funcién de escalamiento
que describa el cambio de un régimen a otro, esto implica que exista un corrimiento en la temperatura
critica ¢, () = 2}%91 proporcional a ,u,liw"I 13]. Esto quedara mejor ilustrado en el siguiente parrafo. En
el caso en el que el exponente ; es nulo puede traer consigo consecuencias patoldgicas como correcciones
logaritmicas a las leyes de los exponentes.

2.2 Tamano Finito

TFormalmente las transiciones de fase se hacen presentes en el limite termodindmico, en &l cual el volumen
v €l ndmero de grados de libertad toman valores infinitos, con la densidad fija. Es sélo en este limite
que aparecen singularidades en la energfa libre. Por otro lado, aunque experimentalmente el volumen o
el nimero de particulas no son infinitos, estos exhiben transiciones de fase. Mas atin, en muchos de los
casos, las singularidades observadas coinciden con las predicciones tedricas en las que se ha tomado el
limite termodindmico. Esto significa que en muchos casos los efectos del tamafio quedan absorbidos dentro
de la resolucién experimental. Para ejemplificar el entrecruzamiento veamos el caso de un sistema con una
longitud caracteristica L [5] . En este tenemos que g = L' y ¥ = ». Aqui el verdadero comportamiento
critico viene de tomar el l{imite termodindmico L — oc. En el régimen |¢|™" << L las propiedades del
sistema son las de un sistema de tamadio infinito. ‘Sin embargo, conforme |f| se aproxima a la temperatura
de crossover |t*| ~ L~'/" tenemos que los efectos del tamafao son importantes. Veamos por e;emplo la
susceptibilidad a campo H =0, que tiene la forma

X (t:IL_l) ~ [t[77h (Lllf:'l”) . (2.12)

Lo que pasa para valores pequefios de [¢|/|¢*| ahora depende de la geometria pues la longitud de correlacién
no puede ser més grande que la longitud L. La expresién anterior se puede reescribir en la forma

x (8,271 ~ LR (4124 (2.13)

Para un sistema de tamafio finito, la funcién h () debe ser analitica en sus argumentos pues no pueden
aparecer singularidades. Debemos esperar que tenga un maximo, digamos en xg, por lo que la temperatura
“critica del sistema” tiene un desplazamiento respecto a la verdadera T, desplazamiento proporcional a
L~1/¥, El méximo de la funcién debe ser proporcional al coeficiente LY. Queda ilustrado en la figura
5. Puede darse el caso que el sistema de tamafio finito tenga una singularidad en T, (L}, esto define el
corrimiento en la temperatura critica A mediante

AQT T (L)

Bz To (L)

~bL7A, L+ - ‘ (2.14)
donde A es el exponente del corrimiento y b una amplitud no universal, A es el inverso al tamafio
microscdpico de la red asociada al modelo. Pero claro, también podria ser que no hubiera tal singularidad,
en ese caso, se acostumbra definir la temperatura critica como el punto donde alguna funcién como el
calor especifico o la susceptibilidad alcanzan su valor maximo.

Otra cantidad de interés es el punto en la temperatura T* (L) , denominado temperatura de redondeo,
donde alguna propiedad, como podria ser la susceptiblidad, se empieza a separar del correspondiente
comportamiento de bulto. Esto define otro corrimiento A, '

T (L) — T
T* (L) .

donde e es otra amplitud no universal y & el exponente de redondeo [6].

A, = A? ~eL™% ' (2.15)



23 Una Ensala,dé. Critica 13

—yiv
L

T, T

: -Ui-‘
I~ L

Figura 5: El efecto del tamafio es redondear ln singuloridad y desplazar lo temperatura “critica”

En esta seccién hemos considerado el corrimiento debido al tamafio finito, no obstante podria darse el
caso de otro tipo de corrimientos, como es el caso que veremos mas adelante, para la ecuacién de estado
del modelo O (N} .

2.3 Una Ensalada Critica

Hemos intentado describir en los parrafos anteriores la fenomenologia de los fenémenos criticos de la forma
mas general posible. Sin embargo para mostrar la ubicuidad de los fendmenos criticos en la naturaleza,
mencionemos algunos ejemplos concretos, es decir hagamos una ensalada con sabor de criticalidad.

En el primer caso se considera una cadena de polimeros en una red con los monémeros (las unidades
bésicas) situados en cada vértice de la red. Uno de los intereses es estudiar una cadena donde el mimero
N de links es muy grande, este constituye un problema de caminante aleatoric y también modela las
configuraciones de macromoléculas. En ausencia de interacciones entre los links, o en otras palabras, si
la cadena puede cruzar un sitio de la red repetidamente sin ningin impedimento, se tiene el problema
de una caminante aleatorio sin restriccién, este es el caso del movimiento Browniano que juega el mismo
papel que el modelo Gaussiano en las transiciones de fase. Un modelo m4s realista introduce interaciones
repulsivas; en el caso de una repulsidn local infinita lo que tenemos es un modelo de cadenas que se
autoevitan. Si consideramos el nimero de cadenas {cada uno con N links), de extensién r, donde r es
definida como la distancia entre los puntos inicial y final de la cadena, podemos definir una funcién Ty (),
¥ sa transformada de Fourier Ty (k) . Si introducimos una especie de potencial guimico P mediante

(PR =) TNk, (2.16)
‘ — _ :

lo que obtenemos es una formulacién de analogia muy cercana a las funciones de correlacién en la teoria de
transiciones de fase. Existe un valor critico P, para el cual I' {P,, k = 0) diverge. Como antes, se definen

> 1} . 'Y * ' -
exponentes criticos asociados como por ejemplo I' (P, £ = 0) ~ P—}E étc. En un péarrafo subsecuente

estudiamos la relacién entre configuraciones de polimeros con el modelo O(N).

Podemos considerar a las membranas como una extension natural de las cadenas o polimeros, la
naturaleza de estas es por supuesto mds compleja debido a su estructura bidimensional: consideremos
un sistema de particulas (4tomos 0 mondmeros) conectados entre si formando un arreglo bidimensional
inmerso en un espacio d-dimensional. La forma, precisa de la red asf formada (triangular, cuadrangular,
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éte.) no tendrd mucha importancia, como tampoco la tendrd el tipo de potencial entre las partfculas
vecinas. Lo esencial serd que las ligas entre log Atomos o mondmeros vecinos no puedan ser rotas. Estas
son caracteristicas de muchas estructuras poliméricas a temperaturas experimentalmente relevantes. Fste
tipo de membranas cuya caracteristica principal es el de mantener las ligas entre sus mondmeros se llaman
cristalinas, poliméricas o tethered. Este tipo de membranas tienen al menos dos diferentes fases, arrugedas
o aplenades. Como veremos més adelante, estudiar fluctuaciones térmicas en este tipo de membranas
tienen un andlogo cercano a las de un ferromagneto, en este caso, el ordenamiento (que corresponde a los
espines} es dado por vectores normales en cada punto de la membrana. Se da entonces lo que se conoce
como transicion de fase de arrugado: La funcién de correlacidn entre estos vectores normales decaen
exponencialemente en la forma

(n(0)n(r)) ="/ (2.17)
donde £, es conocida como la longifud de persistencia, para longitudes mayores a esta, la membrana esta
en la fase de arrngado, para escalas menores es una membrana plana. Otro tipo de membranas las cuales
tienen restricciones menos rigidas en cuanto a las ligas (0 no las tienen) se conocen como membranas
fluidas y exhiben fluctuaciones muy significativas en su forma que son controladas por un pardmetro de
rigidez.

La diferencia esencial se entiende de considerar un experimento simple: si intentamos doblar una
superficie plana hacia una superficie esférica esto no serd posible (por ejemplo con un pedazo de papel)
a menos que el material permita el libre movimiento de las moléculas sobre la superficie (es decir,
que permitamos a las ligas tener cierta dindmica). Membranas poliméricas o cristalinas existen en la
naturaleza, lo que es més, existen conformando estructuras proteicas en membranas de células sanguineas
por mencionar un efemplo. Las membranas emphiphilices son la forma mds comiin en que se nos presentan
las membranas fluidas, el ejemplo tipico es el de moléculas de fosfolipidos, este tipo de membrana tiene
dos partes, ina hidrofébica y una hidrofilica que se sabe dan Iuga.r a diférentes formas de blcapas en
diferentes estructuras biolégicas. '

Si consideramos un fluide en un recipiente, con la fase liquida en la parte inferior y la fase de vapor
en la parte superior, habrd una delgada regién separando estas dos fases. Fiste es un tipo especial de
membrana que consideramos més tarde en este trabajo: como veremaos, la tension superficial o y el grosor
w se comportan, cerca de la temperatura critica en la forma

o~ (T, — TV, we (T -T)7. (2.18)

No podemos dejar de menciotiar algtin ejemplo de criticalidad que se da en la fisica de altas energfas.
Uno de los mds importantes conceptos en la fisica.moderna de particulas es el de rompimiento esponténeo
de la s1metr1a De interés particular en cosmologia es la especulacién tedrica de que las simetrias rotas
pudlera.n ser restauradas a temperaturas suficientemente altas y que durante la evolucién del Universo hubo
transiciones de fase, tal vez muchas, asociadas con el rompimiento espontdneo de las simetrias de norma
locales: configuraciones topoldgicas estables de campos de Higgs ¢ y de norma existirian como dominios
de paredes, cuerdas cdsmicas y monopolos debido a estas transiciones. En el escenario cosmoldgico el
Universo estaria inicialmente a una muy alta temperatura y dependiendo del potencial

In (ﬂj—;) - (2.19)

Veps (4) = m* 2 + Mﬁc

22 772 4
—T ——=T%+...
el gt t
donde M2 (¢,) = —m? + 3A¢2, este podria haber estado en la fase $,(7") = 0. A alguna temperatura.
critica 7, este minimo en el potencial seria metaestable y una transicién de fase de primer o segundo
grado pudo haber ocurrido, una referencia 1itil al respecto es dada por [7].
Estos son algunos ejemplos que nos muestran la importancia de los fendmenos criticos en la naturaleza.

3 Teorias Efe_ctivas

Una forma de lograr avances relevantes en diversos problemas ha sido absorbiendo grados de libertad mas
fundamentales de la teoria correspondiente dentro de algunos otros pardmetros que describen al sistema
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a la escala correspondiente. Por mencionar el ejemplo de los polimeros que describimos més abajo, lo
que hacemos es tomar el limite en que el tamafio de las ligas que unen los mondmeros es muy pequeilo
a — 0. Para este caso, la teoria mds fundamental debe tomar en cuenta las interaciones fisico-quimicas
que se producen entre los mondmeros, entre estos y las particulas gue componen el solvente, étc. Esto
parece una tarea muy compleja, sobre todo si a esto le afiadimos que para cada tipo de solvente y de
sustancia polimérica tendriamos en realidad una infinidad de grados de libertad interactuando unos con
otros de manera muy complicada. Sin émbargo, a una escala més alld del tamafno de las moléculas en el
sistema, todas las interacciones microscépicas se manifiestan ya sea como atraccién o bien como repulsién
en el polimero. Esta observacion ha hecho posible el hacer un mapeo a una teorfa de campos continua
(el modelo O (N}, N — 0). No es que las interacciones més fundamentales hayan desaparecido, més bien
podemos decir que estas se hacen presentes a través de grados de libertad y constantes de acoplamiento
que resuman las interacciones mas fundamentales. Para ilustrar con algunos ejemplos muy concretos de
teorias efectivas, en ésta seccién mencionaremos el caso de membranas fluidas, el de los polimeros y el
caso del modelo de Ising.

3.1 Membranas

Hay en la naturaleza un tipo de moléculas con una caracteristica muy particular, odiar y amar al agua,
al mismo tiempo: las moléculas amphiphilicas (augegeAca) [54]. Estin compuestas de dos partes, una
cabeza y una cola, la cabeza es la parte de la molécula que siente atraccién con las moléculas de agua,
es la parte hidrofilica, la cola o tallo es la parte hidroféhica. Puestas en algin solvente, é5tas moléculas
tienden a formar diferentes tipos de estructuras, en la mayoria de ellas, las moléculas estin alineadas
formando bicapas con las cabezas de las moléculas viendo hacia fuera y los tallos en el interior de la
bicapa. Este tipo de estructuras formadas de membranas amphiphilicas son una realizacién muy concreta,
pero muy importante de membrana fluida. Estas aparecen por ejemplo como membranas celulares. Como
sabemos, las membranas celulares tienen como una de sus importantes funciones la de servir como filtro
de sustancias que entran o salen de la célula.

Para describir de manera cuantitativa la energia asociada a una membrana amphiphilica, pensemos
en una bicapa compuesta de 2/N moléculas amphiphilicas inmersas en agua. La energfa de este sistema
se puede escribir como

F=2N¢ (U') = 2N [fatrac (a) + brep (@) + Pins (a}], (3.1)

donde a = A/N es el drea por molécula. En esta expresion ¢ (a) es el potencial quimico de las moléculas
de la bicapa. Es el trabajo que se requiere para afiadir otra molécula a ia membrana. Las otras partes
repregentan una parte atractiva, una repulsiva y una es energfa por la interaccién interna en la bicapa.
De esta energia efectiva vemos que la tensién superficial de la membrana es igual a cero en la
configuracién de equilibrio, donde la membrana adopta un drea ag por molécula, ‘
ar
o (ag) = PAlay = g, (3.2)

tal vez este sea el argumento mas sencillo para entender el por qué la tensidn superficial de membranas
amphiphilicas debe ser muy pequefia. Debemos hacer la distincidn entre el drea total A de la membrana,
que es proporcional al mimero de moléculas que la componen, del drea A, proyectada por la misma en
un plano coordenado. _ '

Si dejamos fluctuar libremente a una, de estas membranas en algin solvente y ademds suponemos que
el grosor de la misma es pequefio en comparacidén con su tamaho nos damos cuenta que la descripeidn
de las diferentes configuraciones que adopta la membrana dependera fundamefitalmente de las formas
geométricas que va tomando.

Supongamos que la energfa eldstica por molécula en una configuracién dada es simplemente la suma
de las energias €, de las cabezas y e; de los tallos. Dado que en una primera aproximacién podemos
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pensar en éstas moléculas como pequeifios resortes tenemos

1 g = O, 2 : C =
= —k & T .
& = 3 h( o ) B o (3.3)
1 Cl.tl (45 2 l . | l
- = — I
g = Zkt ( az, )l (34)

donde ap,, az, son los valores de equilibrio de la cabeza y el tallo respectivamente y &y, k; son constantes
eldsticas. En la figura, la linea punteada es la posicién de equilibrio de la molécula. Se representa también
la deformacién de la cabeza y el tallo. En términos de la curvatura de la membrana (ver capitulo 7)

Y

Figura 6: Deformacidn de una molécule amphiphilica.

tenemos,

an = a(l+Kd+Ro+...) (3.5)
a = a(l-K&+R5+...) (3.6)

En palabras, estas expresiones dicen como cambia el drea ocupada por las cabezas y los tallos
respectivamente, vemos que los términos en dp, ¥ d; estdn asociados con el hecho de jalor la membra de su
posicién de equilibrio, es decir, de doblarla. Con esto podemos escribir la energia total de la membrana
por unidad de molécula como una suma, una parte correspondiendo a energla puramente eléstica de la
membrana y otra que se puede interpretar como una energia de doblado de la misma. Tenemos entonces
lo que se conoce en la literatura como el Hamiltoniano de Helfrich [52]

'F':/dA [U+%EK2+ER], : (3.7

donde, como podemos observar, en los coeficientes han quedado a.bsorbldas las cantldades II].ICI‘OSCOPICOS
que caracterlzan a las capas de moleculas a.mphlphﬂlcas '

En esta expresmn para la energia de la membra,na aparecen dos cantlda.des que caracterlza.n a uha
superficie, la curvatura extrinseca K, que describe la manera en que la superficie estd metida en el espacio,
¥ la curvatura intrfnseca R de la superficie. Notemos también que el modelo de Helfrich de membranas
fluidas lleva intrinsecamente varias hipétesis, primero gue estamos describiendo a éstas en escalas de



3.2 Bl modelo O(N) 17

longitud donde no vemos mas a las moléculas, donde las cabezas y tallos de las mismas han desparecido
en cierta forma (pero no obstante se expresan en los coeficientes) es decir, la descripcién es a una escala
en que vemos un continuo de membrana y segundo, que podemos describirla mediante funciones suaves
que admitan ser por ejemplo diferenciables varias veces. Este es el tipo de modelo en el que se enfoca la
segunda parte de este trabajo.

- Hay, no obstante, otro tipo de membranas en la naturaleza, las llamadas membranas cristalinas o
mejor conocidas como tethered. Una membrana cristalina es una estructura bidimensional con ligas que
no se rompen, Ja conexién entre sus nodos esté fija de alguna manera,” Es sin embargo til, describirlas
como objetos d—dimensionales inmersos en un espacio D—dimensional. El Hamiltoniano asociado es dado
por - :

H = fdda: Em (Vir)z + %(V’ﬂ;r)2 +u(VorVs 1)’ +u (Varvar)z}

+3 [ dhadtyst () - x @), (338)

. donde r =r(zy . %q), son las D funciones de encajamiento de la superficie que dependen de las d
coordenadas intrinsecas de la misma. Los varios pardmetros que aparecen en este Hamiltoniano son:
Kk, la r1g1dez de la membrana, que en palabras es el acoplamiento & la curvatura extrinseca de la misma;
t,u, v son constantes eldsticas de la membrana y estén asociadas a propiedades de elasticidad 1nt.erna., b
es un coeficiente que acopla un potencial que no permite a la membrana intersectarse a si misma.-

.Como vemos, la descripcién matematica de una membrana fluida es diferente dado que el modelo
no puede depender de grados de libertad internos de la membrana, i.e. no pueden haber términos de
elasticidad como en el caso de las membranas cristalinas. Una revision muy completa al respecto es dada
en la referencia [56].

3.2 El modelo O (N)

El modelo de Ising describe un ferromagneto en una red. Los grados de libertad son variables de espin
s; en cada punto de una red d-dimensional. Estos espines interaccionan por pares entre vecinos mas
cercanos, la funcién de particién se puede escribir como

2] = Y S Runst T e (3.9)

: {s:}
donde hemos absorbido la temperatura en los coeficientes. El modelo de Heisenberg consiste también de
variables de espin perc con un indice interno, es un vector tridimensional. Estos dos modelos han sido
muy importantes en la historia de los fenémenos criticos: primero, la solucién exacta del modelo de Ising
bidimensional demostré la existencia de leyes de potencias con exponerntes criticos no enteros diferentes de
los cldsicos y segundo, probando la universalidad de estos exponentes con respecto algunas caracterfsticas
del sistema como la estructura de la red. En contraste, el modelo de Heisenberg difiere del de Ising en los
exponentes criticos, lo cual muestra la importancia del nimero de componentes del pardémetro de orden:
N = 3 para el modelo de Heisenberg, N = 1 para el de Ising. M4s afin, el valor de los exponentes para el
caso bidimensional es diferente que para €l caso tridimensional, mostrando la importancia también, de la
dimensionalidad del espacio. '

El modelo O(N) es una teoria de campos definidos no en una red sino 'de manera continua en un
espacio d- d1mens1ona1 que describiremos en detalle mas abajo, baste decir por ahora que este modelo estd
en la misma clase de universalidad que el modelo de Ising al tomar N = 1 ¥ que el modelo de Heisenberg
al hacer N = 3. Esto significa que en una escala en que €l tamafio entre espines vecinos es infinitesimal,
debemos poder obtener el modelo continuo a partir del discreto definido en una red. Es decir, debe ser
posible obtener una teor{a efectiva de campos cuyos pardmetros absorban (como en el caso de membranas)
las interacciones mas fundamentales que se dan a nivel de la red. Una manera. de hacer esto es llevando
cabo una transformacién de Hubbard-Stratonevich que relaciona formalmente variables discretas s; con
variables continuas z; mediante una generalizacién de la integral Gaussiana

-/‘Hdtloiew}i*"“"i;'l‘f’i"'s“"" = [det (4#1/’,-3-‘)‘]1/2 e Viisi, (3.10)
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Vemos que para el modelo de Ising tenemos Kj; = Vi; — Ady;, Vi; una matriz definida positiva y A
una constante positiva, dado que Ki; ~ (§i41,7 + 6i—1,;). Usando ec.(3.10) y el camblo W — cp,, — H;
obtenemos de la expresién (3.9), la siguiente e

Z[H;] = C’]Hidtp,-e"%("""“H")K‘s_'l(Wf“Hi)+2* In{cosh s} (3.11)

donde C = 2" "4 {det(4nV;;)]"/*. Como podemos ohservar, el término cinético es no local. Esto lo
podemos. reacomodar si redefinimos los campos absorbiendo el factor Vi ! tenemos

Z[H;] = D/Hid¢i3~¢ivi:'¢5+zi In(cosh 2Vi;3;) ' (3.12)

donde D = 274 [det(QW)_le',;j)]l/ 2 Al tomar el lmite continuo hacemos {(1;11 — i) fa — Vi,
a®y, — [ d%z . Tenemos el resultado

Z[H]=D / Tdyp () e~ ¥ S oV 4mi 2%+ (3.13)

donde los puntos significan que sélo hemos tomado los primeros términos en la expansi6n de la funcién
In (coshz). Los términos de mds alto orden no son de relevancia en la descripcién de criticalidad en
dimensién menor o igual a cuatro. :

Reca,pltulando empezamos con un modelo discreto de grados de libertad definidos en cada punto
de una red d—dimensional, mediante algunos trucos formales hemos legado a un modelo en el gue los
grados de libertad estin definidos de manera continua en un espacio d—dimensional y en €l que las
interacciones fundamentales han quedado absorbidas en los nuevos patdmetros de la teorfa. Hernos hecho
lo anterior para el caso del modelo de Ising, no obstante, esto puede ser generalizado para el caso en que
las componentes del espin es arbitrario, la teoria efectiva que resulta es el modelo O {IV).

3.3 Polimeros

Un polimero lineal se puede pensar como una larga cadena hecha de unidades simples llamadas monémeros.
Puestas en algtin solvente y dependiendo de la naturaleza de este, podria haber una atraccién o repulsién
enire las diferentes partes del polimero. 5i la interaccidn es atractiva, las configuraciones del polimero
tienden a compactarse, si es repulsiva el polimero tiende a extenderse dando lugar de paso a una transicién
entre ambos estados. Si el problema de polimeros largos es de cierta forma equivalente a una cierta clase
de fendmeno critico, esperamos que algunas cantidades importantes sean independientes de los detalles
microscépicos, es decir, esperamos un clerto grado de universalidad. Esto significa que, en lo respecta a
criticalidad, nos podemos olvidar de algunos detalles como por ejemplo de la naturaleza quimica entre
los componentes del solvente y del polimero y que podemos ver a este como una cadena larga con puntos
separados por una distancia a. En ausencia de interacciones, o en otras palabras, si la cadena puede
cruzar un sitio de la red repetidamente sin ningin impedimento, se tiene el problema de una caminante
aleatorio sin restriccién, este es el caso del movimiento Browniano y juega el mismo papel que el modelo
Gaugsiano en las transiciones de fase.

Supongamos que a cada liga entre puntos en el polimero le asociamos un vector pi,dondei =1,2,...,N
¥ |p:| = a. En ausencia de interacciones estas variables aleatorias son independientes y'con una dlstrlbucmn
uniforme. La longitud media cuadrada aleatoria de la ca,dena' se puede escribir como :

(%) = (Z p,,) Y+ 3 (i pa) = Na?, - (3.1
i#i - CoL :

la segunda igualdad se sigue dado que el término cruzado es cero pues dos piezas del polimero no pueden

estar en el mismo lugar al mismo tiempo. Asi, el valor medio aleatorio de la longitud de la cadena se

comporta como N* con v = 1/2. Por otro lado el niimero de configurdciones de N ligas es proporcional

a a’¥. En general este niimero se comporta como NY~1a® para N grande, esto define el exponente v que

cOmo vemos es uno para el caminante aleatorio. ‘
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5i introducimos una distribucién Gaussiana para los vectores p;, es decir una distribucién de
v . _p2/g? iy .
probahilidad proporcional a e( #i/e?) y eseribimos p; = 7441 — 74, entonces la repulsién se puede modelar
sumando el término

uadZJd (ri —73) {3.15)
i .

al Hamiltoniano, donde u es una constante de acoplamiento. Como estamos interesados en escalas grandes
respecto a la longitud a de la cadena, podemos tomar el limite a — 0, 3, — [ dr/e? para tener

H= f (dr/dr)® dr + ua®~* / 8¢ (r{m) — r(72)) dridr, (3.16)

donde el primer término es la energia lineal del polimero.

Como en el caso del modelo de Ising, resulta que este modelo tiene dos puntos fijos. Para d > 4 las
fluctuaciones alrededor del punto fijo gaussiano no son relevantes, dando los valores para los exponentes
del caminante aleatorio. Para d < 4 por analogfa con el comportamiento critico convencional esperamos
un flujo hacia algin punto fijo no trivial. Una forma de verlo es reescalando por un factor b los pardmetros
a y r tal que @ = a'd, r = r'b* en el Hamiltoniano. Si elegimos z = (4 — d) /(d + 2) podemos ver gue &l
Hamiltoniano se reescala en la forma # = 6~2*#’. Por otra parte, de la expresién (3.14) notamos que el
comportamiento gaussiano de la longitud de la cadena se escala como 71/2 (ya que 7 juega el papel de la
N). 5i suponemos que en presencia de las interacciones la longitud de la cadena se escala como rli+z)/2,
podemos pensar en 2 come un cierto exponente andmalo, tal que si no hay interacciones, este desaparece
¥y se recupera el comportamiento gaussiano. Es decir que el exponente » = (1 4+ z)/2 se puede identificar

en presencia de estas interacciones como 3
este es un resultado derivado por Flory, tiene relevancia pues aporta un resultado exacto distinto al
Gaussiano. ' ' '

Otro resultado de gran trascendencia es el logrado por de Gennes, quién logré identificar el problema
estadistico de polfmeros con el limite N — 0 del modelo O (N). Una forma, de verlo es la siguiente:

consideremos un modelo O (N} con 7 espines s, en cada sitio de la red,
H=-TY srsp, (3.18)
: T,

con el espin normalizado tal que T'r (s;‘sﬁ,) = Bpprdgp. La funcién de particion es

Z = Z e LSS — Z H gfksr s (3.19)

5 1y

donde K = J/T. Esto lo podemos eseribir en la forma equivalente

Z = (cosh )" > " J] (1 +s, -5 tanh K) . (3.20)

s
Para nuestro interés basta saber que esta funcién de particién tiene la forma

Z=Tr[[(1+zs;-s.). ' (3.21)
7,7 )
5i expandemos en potencias de z (para temperaturas suficientemente altas) podemos asociar una gréfica
en la red con cada término. En la figura mostramos algunas de ellas. En estas graficas, los espines estian
definidos en cada vértice, una liga entre vértices representa la interaccién espin-espin. .
Solo sobreviven las configuraciones en forma de lazo cerrado. El {ndice interno es forzado a ser el
mismo as{ que por cada lazo tenemos un factor de N. Podemos decir que la funcién de particidn es de'la
forma

Z~ Y NS (3.22)

{lazascerrados}
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Figura 7: Algunos términos o los que se mapeo ln expansidn de (3.21). Por ejemplo lo trayectoria (b) represenia
el término s1 - 8282 * 868s + BySy - 5118131 - 812, Al fomar la traze, este término no contribuye pues aparece el foclor
§1,12. Por lo misme razdn lo grdfica (o) tampoeo contribuye. Para lo configuracidn (¢c) tenemos que multiplicar
el cuadro, representodo por el producto sg - SeSs - SoSe - S1080 - S10, por el rectdngulo. Al tomar lo traze, cade lazo
cerrado coniribuye con un factor N.

Asi, vemos que aunque originalmente esta expresién es definida para N entero positivo, la funcidn de
particién anterior puede formalmente ser definida para cualquier valor de N y que en el limite N = 0,
solo tenemos configuraciones de un lazo, es decir, configuraciones de polfmeros [8]. '

3.4 Teoria de Campos

En esta seccién introducimos algunos elementos cuantitativos bésicos de la teorfa de campos. Un modelo
genérico simple que nos ayuda en la comprension de las ideas es el modelo de Landau-Ginzburg-Wilson
con simetria interna O (N) y descrito por el Hamiltoniano que generaliza (3.13)

1 1 A, L,
H(p) = f d*z (5 Ty® Vet Sttt + 5 (p™p )2) , (3.23}
M . )

este modelo describe un campo escalar ¢, en un espacio M de dimensién d. Fl generador de funciones de
correlacidn conectadas es definido mediante

With Hy =1n 2, : (3.24)

donde Z es la funcién de particién dada por la integral funcional sobre el pardmetro de orden ¢®, con el
Hamiltoniano (3.23) y el campo externo aplicado H, (z)

ZH] = f [dip] e~ TS ne Had’s. (3.25)

Las funciones de correlacién conectadas de la teoria, obtenidas por diferenciacién funcional de W con
respecto de t y H, en puntos distintos son

Gy @1y BN, ¥8) = (97 (22) o (a) 3600 @2) oo (an)). (326)
De la misma manera, las funciones de vértice TH ‘que dan lugdar a diagramas conectados y

(aa...., EN)’
sin lineas externas, se obtienen por dlferen(;lacmn funcmnal de la accién efectiva T [t,%], dada por la

transformacmn de Legendre

Tit,pl=-WI[t,H]+ /M H, (z)7*d%z. (3’.2%)
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De hecho, estas funciones de correlacién de vértice serdn los objetos de interéds central para nosotros. La
densidad de energia libre del sistema fisico es entonces F' = —% InZ=Fb_ {‘71 In Z, donde V es el volumen
de M y F* es la densidad de energia libre de fondo que asumiremos como una funcién analitica de las

variables termodindmicas. La densidad de energia interna es

oF :
U=F-T5: (3.28)

¥ el calor especifico, siendo por definicién igual a 8U/8T se exlﬁresa €omo

aF
C=-T"_—. 3.29
Si las fuentes ¢ y H, son homogeneas, entonces para un sistema invariante ante traslaciones 7 es también
homogéneo y en la direccién H,. En este caso la densidad de energia interna y el calor especifico son
dados por

at
=yt il
U= Ut~ T,

8,50t o\’
— [ Y 2 Y (0,1} _ g2 Y& {0,2) .
¢=0 (8TT BT) ¥ T (BT) r . (3:31)

donde los vértices son evaluados a momento externo cero. Para el modelo O(N), hay dos tipos de modos,
aquellos a lo largo de la direccién definida por el campo H,, y aquellos perpendiculares a este. Si elegimos
n? en la direccién del campo externo, y definiendo los proyectores mediante

(3.30)

Bt =nond , BY =% —ntnd, (3.32)
podemos descomponer una funcién de vértice general en forma de bloques diagonales. Denotamos FENif‘f)t
a un vértice general, donde los subindices [ y t se refieren a un propagador longitudinal o transversal
respectivamente. Si ademsis no hay inserciones de °, simplemente escribiremos I'V), Debido a las
identidades de Ward (ver apéndice), cualquier funcién de vértice se puede expresar en términos de las
funciones transversales, por ello, nos es suficiente con conocer éstas tltimas. As{ por ejemplo, de la
ecuacién de estado T = H,, tenemos I‘gl} =0y I‘fl) = H. De igual manera, usando la identidad de

Ward I‘gl} = ng}a, obtenemos

Iz =H riM=0. - ©(3.33)

Asimismo, descomponiendo P(fb) v usando una identidad de Ward tenemos
: G . o
ol oo (530

Como podemos observar, el vértice I‘EZ)_ es el finico que entra en la ecuacién de estado (3.33). Este juega
un rol central en determinar si hay o no una transicién de fase en el modelo ¥ sus ceros determinan Ia curva
de coexistencia. Como podemos observar, si H =0, tenemos tres posibilidades: (¢) & =0, () sz) =0,
o(i) =0y I‘ﬁz) ‘= 0. El primer caso es la situacién mas comiin donde no hay magnetizacién (fase
desordenada), el segundo caso corresponde a la existencia de una magnetizacién espontdnea y asf lo que
tenemos es especificada la curva de coexistencia, y el tercer caso pasa en el punto critico si este existe.
Estas condiciones determinan si el modelo admite 0 no un punto eritico. -Un punto importante aqui
es que puede pasar que el modelo admita un punto critico pero nunca una magnetizacién espontinea,
es decir, se puede tener al caso de que haya fluctuaciones criticas perc no transicién. Por supuesto,
podemos tener transicidn sin que sean inducidas por fluctuaciones criticas, como pasa con las transiciones
de primer orden. Finalmente, para el modelo O (V) , hay dos longitudes de correlacién, la longitudinal y
la transversal definidas como
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il
1 - (2)
1"{2}
= @ |,
sz
como veremos posteriormente, & jugard un papel muy importante en la representacion de la ecuacién de
estado.

(3.35)

=0

& (3.36)

=0

3.5 Exponentes Efectivos

Para finalizar este capitulo definamos formalmente log exponentes criticos, pues estos son cantidades de
un interés particular. En términos de un sistema magnético, estos se pueden definir en la forma

Vers = jﬁﬂﬂ_ , YVers = f;;ﬂﬂ:o, (3.37)
Nej; = 2—d— dl;llgnt'r) e oy =—%|E=O, (3.38)
si la temperatura es mayor a la cxftica.
Sets = cciillzﬁ' =1’ y;f;-f - _%né“f:o’ (3.39)
Tt = —Ei e st =~ T ' (3.40)
ﬂ;ff = %ﬁ% Heo' (3.41)

por debajo de T,. En estas, £ es la longitud de correlacion, x la susceptibilidad, G (r) la funcién de
correlacion de dos puntos , €' el calor especifico y M la magnetizacién.

4 Renormalizacion

Todas las formas que hay de renormalizacién tienen en comun la idea de expresar los pardmetros que
definen un problema en términos de algunos otros, tal vez un conjunto mas simple. Esto puede ser a
través de alguna forma de coarse graining de los grados de libertad para distancias cortas, como en los
fenémenos criticos, donde la regién de interés es en el infrarrojo. Estos métodos en general nos aportan
acuaciones que describen el flujo en algin espacio de pardmetros en general complicado. Fs el estudio
de este flujo ¥ lo que este significa en términos de la fisica del sistema lo que es la esencia del GR.
Dejando un poco de lado las distintas variaciones que hay, baste mencionar que tenemos en general dos
principales versiones. La primera de ellas se origind en el contexto de teoria de campos por Stueckelberg y
Peterman, Gell-Mann 'y Low ¥ por Bogoliubov y Shirkov en la década de los 50s [9]. El nacimiento se gesta,
debido a la aparicién de las llamadas divergencias ultravioletas. La forma de eliminar estas divergencias es
absorbiéndolas en pardmetros nuevos (rendrmalizados), diferentes a los iniciales (desnudos). Esta es la idea
de la reparametrizacion. Una versidn moderna de esta forma de renormalizacion es la que desarrollamos
en las préximas secciones. :

La idea de la segunda versién del GR, estd basada en la reduccién’ sistematica de'los grados de
libertad. En los fenémenos criticos esto fué desarrollado en los afios 60s, por Kadanoff, quien considerd
una red de espines interactuando. Cerca del punto erftico, la longitud de correlacidn es mucho més grande
que el éspaciado @ de la red, esto significa que el inverso de esta distancia entra.como un corte para
fluctuaciones de momentos grandes. Kadanoff propuso realizar los siguientes pasos: forme blogques de
espines, considere los bloques las nuevas entidades bésicas, calcule la interaccién efectiva entre ellas y de
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esta manera construya una familia de Hamiltonianos correspondientes. Queda claro que en el proceso se
van eliminando fluctuaciones de corto aleance. Fué K. Wilson, quien dié una forma precisa a las ideas de
Kadanoff, ideas que a su vez se han ido refinando un poco cada vez [10]. Esta forma de renormalizacién
usaremos posteriormente para obtener el flujo en los pardmetros de acoplamiento para una membrana
fluida.

4.1 Grupo de Renormalizacién 4 la Kadanoff-Wilson

Emn esta forma de renormalizacion se establece una correspondencia entre sisternas con diferente longitud
de correlacién. Son tres los pasos biésicos que se requieren para llevar adelante un programa de
renormalizacién a la Kadanoff-Wilson:

"o En el primer paso integramos fluctuaciones del pardmetro de orden de longitud de enda cortas (o
momentos grandes). El efecto de este primer paso es la reduccién en el ndmero de grados de libertad
eliminando aquellos incluidos en el rango de integracién A/b < k < A.

e En el segundo paso transformamos la escala de longitud, de tal manera de comparar problemas en
la misma red. Contraemos todas las distancias por un factor & (lo que significa en otras palabras
dilatar la unidad de longitud por el mismo factor)

z -+ o =g/b ' (4.1)
k= kK =bk 4.2)

en particultar, para la longitud de correlacidn, £ =+ ¢ = £/b.

» Renormalizacidn de los coeficientes asi como del pardmetro de orden en el Hamiltoniano para regresar
egte a su forma original,

Pensemos en las constantes de acoplamiento de un Hamiltoniano dado, como las componentes de un
vector de componentes K. Esto facilita la imagen que tenemos de lo que hace el GR: actuar sobre los
puntos de este espacio de acoplantientos en la forma

{K'} = R{K}, ' | (4.3)
donde R es una funcién que describe la forma en que cambian los acoplamientos cuando variamos el factor
de escala al llevar a cabo el segundo paso, es una funcién analitica de K, y en particular depende de b.
Si suponemos la existencia de un punto fijo en el sistema en K* y que R es diferenciable ahi, entonces
podemos expander alrededor de ese punto mediante

K, — K~ Top (K — K7), (4.4)
b : :

donde los T, = 8K o/ 0Ky son evaluados en el punto fijo. Denotemos los eigenvalores de Ty con AL,y sus
eigenvectores por {¢;}, tal que

Zgbitrab = Xg}, | )

como la matriz 74 no necesariamente es 51metr1ca los eigenvectores por la izquierda no necesariamente son
iguales a los eigenvectores por la derecha. Definamos las variables de escalamiento u; = S 0t (Ko — K2,
combinaciones lineales de las desviaciones en'el espacio de pardmetros repecto al punto fijo, estas variables
transforman como

up = Y (K- K}
D BiTu (Ko — K3)

e.b
S Nigl (K — Kp)
b

= My (46)

[}
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es conveniente definir aqui las cantidades A; = b¥ donde b es el pardmetro de reescalamiento. Vemos que
pueden presentarse fres caso: 8iy; > 0, iteraciones repetidas del GR llevan a la variable u; lejos del punto
fijo, u; 58 dice que es relevante. Si y; < 0, la variable u; tiende a cero con la iteraciones, es zrrelevante
Si y; = 0, no tenemos informacién a este orden, sobre el flujo, es una variable marginal. -

Cerca del punto fijo hay un espacio lineal generado por los elgenvectores irrelevantes, la superﬁcze
critice. Por continuidad esperamos que esta region exista en algima regidn finita alrededor del punto
fijo, donde la longitud de correlacién diverge. Para ilustrar el significado de los campos irrelevantes,
supongamos el caso que mostramos en figura 8, que muestra el flujo en un espacio parametrizado por
{K;,K2}; K, podria ser por ejemplo el acoplamiento a los vecinos mds cercanos y Ky el acoplamwnto a
terceros vecinos en el modelo de Ising.

K3

Figura 8: B! flujo del GR. El punto de interseccidn es el punto fijo del GR. Lo linea con ﬂechas ent‘mndo o este
punto es lo superficie erflica correspondiente.

De la figura vemos que la superficie critica de este ejemplo actia como una separatriz que divide el
espacio en dos partes, una en la cual el flujo es hacia la regién de K, muy pequefia, y otra donde el flujo es
hacia la regién de K, muy grande. 5i por ejemplo lo que tenemos es un sistema con solo interacciones de
vecinos.cercanos (Kj = 0), el punto donde esta lfnea intersecta la superficie critica define el valor critico
del acoplamiento K., ya que los puntos a la izquierda fluyen hacia K, = 0 y los puntos a la derecha lo
hacen hacia K; = co. En K, el flujo es hacia el punto fijo lo cual muestra que en el infrarrojo el punto
critico del sistema es dominado por ese punto.

No obstante, podemos tener un sistema con interacciones entre terceros vecinos también, como se ve
en la linea punteada. Como antes, la interseccién de ésta linea con la separatriz define el punto critico del
sistema. El comportamiento en el infrarrojo, otra vez es dominado por el mismo punto fijo como en el
caso de interacciones con primeros vecinos. Este argumento puede ser generalizado para cualquier niimero
de pardmetros y lo que acabamos de decir, es que dos sistemas est4n en la misma clase de universalidad si
su comportamiento en el infrarrojo estd dormnado por el mismo punto fijo. Por supuesto, este formalismo
nos permite calcular diversas cantidades universales como los exponentes criticos y razones de amphtud
Asi también, es posible estudiar modelos que exI:uban mis de un punto fijo, donde dzferentes regiones son
dominadas por distintos puntos fijos.’

Es 1til considerar una transformacion infinitesimal, es decir, considerar el casoen que b =1+ 4s, con
ds << 1. En este caso, las constantes de acoplamiento se transforman infinitesimalmente en la forma

K, = Ki+ (dK"'

7 ) ds+ ... ‘ (4.7)
= Ko fo(K)s+...

escrita en esta manera, los puntos fijos ahora corre'sponden a los ceros de las derivadas de los acoplamientos;
estas definen las funciones beta f, = ~dK,/ds. La matriz T,, se transforma ante este cambio infinitesimal
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como
98
9K,

con eigenvalores (1 + 8s)¥ ~ 1+ y;ds. Es decir, y; son los eigenvalores de la matriz —85,/9 K}, evaluada
en log ceros de la funcién beta.

Tab = ab — ds, | (48)

4.1.1 Campos Neo Lineales de Escalamiento

Como hemos visto, la linearizacién del GR alrededor de uno o mds puntos fijos facilita en parte €l calculo
de los exponentes criticos asociados con cada uno de ellos. Este mecanismo, sin embargo, no nos aporta
mucha informacién respecto al entrecruzamiento en el flujo del GR entre los diversos puntos fijos. Para
tratar de codificar esta informacién apropiadamente uno puede definir campos de escalamiento no lineales.

En el caso de un sistema magnético, en la vecindad de un punto fijo donde T = T* vy H = H*,
cont =T -7y h = H — H* la linearizacién del GR alrededor del punto fijo es dada mediante

R(T,HY= (t',h) ~ (bytt, be" h). Las variables £ y h se conocen como campos de escalamiento lineales

dado que satisfacen una relacién de escalamiento lineal con y* y y* como las dimensiones de escalamiento
correspondientes. Campos de escalamiento no-lineales g:(f, ) y gu(t, k) se definen tal que la relacién

Rgi,gn) = (0¥ 96,8 9n ), (4.9)

se satisface exactamente. En la vecindad del punto fijo los campos de escalamiento no-lineales se reducen
a los lineales, es decir g:(f, h) = t + O(t,th, A%) ¥ gn(t, h) = b+ O(8?,th, h?).

4.2 Renormalizacién Ambientalmente Amigable

La idea fundamental que hay detrds de la teoria moderna de fendmenaos criticos tiene que ver con las
diferentes descripciones de la naturaleza cuando la chservamos a diferentes escalas, entendiendo por escala
cualquier magnitud que caracterice al sistema. La, descripcidn del sistema en una escala dada es formulada
en términos de ciertos grados de libertad muy diferentes de aquellos que describen al sistema a una escala
distinta de la primera. Hste hecho, conocido en la literatura como entrecruzamiento, da lugar a diferentes
regiones asintdticas en el sistema, regiones donde el mismo tiene diferentes formas de escalamiento. En este
sentido, la teorfa de campos nos ofrece las téenicas necesarias para tomar en cuenta de manera cuantitativa
los aspectos mas importantes de sistemas que exhiben grados de libertad radicalmente diferentes en escalas
distintas. En términos del GR, la invariancia de escala de un sistema estd asociada con la existencia de
puntos fijos de las ecuaciones de flujo del GR. Una linearizacién alrededor de un punto fijo determina
propiedades universales del sistema de interds, tales como exponentes criticos y razones de amplitud, estas
propiedades de los sistemas son independientes a los detalles microscépicos, dependiendo solamente de
algunos pardmetros globales caracteristicos del sistema como la dimensidén o la simetria del pardmetro
de orden. Para el anélisis de un sistema que presenta entrecruzamiento debemos tomar en cuenta que
existe mis de un punto fijo, asi que habra, como regla general, mas de un conjunto de exponentes criticos
y razones de amplitud, razén por la cual la linearizacién alrededor de un punto fijo no serd de mucha
utilidad. No obstante, el andlisis de escalamiento indica que los diferentes conjuntos de exponentes y
razones de amplitud deben de poderse ajustar a una funcion de escalamiento que interpole entre estos
diferentes puntos fijos, es decir, debe ser posible encontrar una funcién de entrecruzamiento que capture
estag diferentes propiedades universales dei sistema. ‘

Por supuesto, la mas fundamental de estas funciones de escalamiento gue uno desearfa encontrar es la
ecuacién de estado, aungque de particular interés también son los exponentes “efectivos” como funciones
de Hujo que capturen los exponentes criticos del sistema de interés.

Queda claro el papel central que juega el GR, en la dptima descripcidn de fenomenos de
entrecruzamiento. Por ello es importante el preguntarnos lo que significa renormalizar y por qué
tendriamos gue hacerlo, de hecho la respuesta de ésta dltima pregunta tiene que ver con la idea mencionada
més arriba, uno empieza por ejemplo con un modelo efectivo en el que han quedado absorbidos los grados
de libertad microscépicos més fundamentales, es decir, un modelo a uns escala suficientemente grande
respecto de grados de libertad microscépicos. Un ejemplo ya cldsico que ilustra muy bien las ideas en
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este sentido es el modelo de Landau-Ginzburg-Wilson A@? para describir un ferromagneto. En este caso
el Hamiltoniano de inicio (o desnudo, como se dice en fendmenos criticos) ofrece una buena descripcidén
del sistema a escalas x ~ A, siendo A el corte ultravioleta (inverso al tamafio de la red). Sin embargo,
a escalas & € A, la deseripeién del sistema deja de ser itil, uno debe hacer entonces un cambioc en los
pardmetros del sistema, de desnudos a renormalizados (o vestidos). La diferencia entre un conjunto y otro
de parametros es debido a las fluctuaciones, podemos decir que las fluctuaciones vister a los pardmetros
desnudos.

Un punto importante aguf es el de darnos cuenta qué tipo de fluctuaciones estdn siendo absorbidas
en la redefinicién de log pardmetros, si la renormalizacion que hacemos es independiente del pardmetro
de interaccién A, entonces las fluctuaciones que estin siendo apagadas no serdn suficientes para darnos
funciones de correlacién finitas, pues con la renormalizacidn elegida unicamente hemos controlado
fluctuaciones gaussianas con las que los pardmetros desnudos quedan practicamenté los mismos. Estd
claro que una buena renormalizacién debe depender del parametro de interaccién A pues son precisamente
las interacciones las que inducen el cambio de pardmetros. Tal vez este sea, el ejemplo mds simple de
un sistema en el que podemos decir con claridad que una buena. renormalizacién ed aquella que toma en
cuenta el eambiente, que en este caso es representado por el pardmetro de interacciones A [21].

Otro ejemplo que ilustra muy bien las ideas mencionadas es el de una teorfa de campos con interacciones
definida en una caja de tamano L. Si uno considera la fisica a escalas & ~ L™1, encontramos que la teoria,
de perturbaciones estd mal definida si implementamos el GR. sin tomar en cuenta el tamafio del sistema,
como antes, el error estd en no tomar en cuenta el hecho de que los grados de libertad efectivos del
sistema. dependen precisamente del tamafio L. En este caso, este pardmetro de la teorfa es el responsable
del entrecruzamiento en los grados de libertad efectivos. En general, una buena renormalizacidn deberd,
de tomar en cuenta el hecho de que los grados de libertad efectivos son sensibles al ambiente. Los
GR que toman esto en cuenta, son los que en la literatura se llaman ambientalmente emigobles. Si
un GR, independiente del ambiente (es decir, no amigable) es implementado, tendr como consecuencia,
divergencias no absorbidas, y por lo tanto la teoria de perturbaciones no tendra ninguna validez.

Una de las principales motivaciones de este trabajo es mostrar al lector con. algunos ejemplos muy
concretos como es que una renormalizacién adecuada, una renormalizacidn ambientalmente amigable
[21], da lugar a funciones de escalamiento consistentes y completas en €l sentido arriba descrito. Un
entrecruzamiento muy interesante y €l cual consideramos en éste trabajo con detalle se presenta en la
ecuacién de estado para el modelo O (N). Este problema ya ha sido abordado a pricipios de los afios
70, donde fué usada una expansién en el pardmetro ¢, dando buenos resultados para z = t/M /8 con
valores pequefios, sin embargo el limite de z grande ne estd bien definido. Se implementd entonces una
expansién en términos de z = Mt~8, para poder acceder a tal regién pero quedé el problema de no
tener una aproximacién uniforme entre ambos regimenes. Con una expansidn en ¢, fué posible abordar el
problema pero el caso N > 1, resulta muy problemdtico debido a la presencia de bosones de Goldstone.
Se han realizado cilculos de mas alto orden para una dimensién fija pero otra ves aparece para N = 1, el
problema, de tener dos escalas de longitud, una transversal y otra longitudinal. Este método tiene ademds
el problema de que utiliza la longitud de correlacién en la fase desordenada para investigar la fisica de la
fase ordenada.

4,2.1 Renormalizacién como Transformacién de Coordenadas

Consideremos ahora la nocién de reparametrizacién como renormalizacién. Supondremos que la funcién
de particién depende de un conjunto de parémetros {g;}. En el modelo de Ising tenemos por ejemplo
pr =T ~T"y ys = H — H*. Consideramos un conjunto uniparamétrico de reparametrizaciones que
dependen de una escala arbitraria & ' o

i = Zi (5, {ps (8)}) i () ' (4.10)

donde {u; ()} son los pardmetros renormalizados. Notemos que para algunos pardmetros uno podria
tener Z =1, es decir, podria haber pardmetros que no se renormalizen. Bajo esta reparametrizacién de
las coordenadas {u;} las funciones de vértice se transforman como : :

T () = 25 ¥ (s, o (1) Z52 (s, U (N T (s (0)}) (1)
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donde el subindice B se refiere a cantidades desnudas. Podemos pensar en esta relacién como un postulado,
no obstante, su velidez ha sido probada formalmente de manera perturbativa, -validez significa en este
contexto que mediante este cambio de coordenadas se absorben las divergencias de la teoria. Puesto que
la fisica, representada por las funciones de correlacién desnudas debe ser invariante ante transformaciones
de coordenadas, tenemos

N, M
L5 () _
dr

gue al ser implementada resulta en la ecuacidn diferencial para las funciones de vértice, las ecuaciones del
GR,

(4.12)

d[‘(N )y K N
D) (o o s ) = M G G (D)) T (429
donde 7, = %ﬂ Y Vo2 = _%5 son las funciones de Wilson que en un pﬁnto dado corresponden a las

.. dimensiones anémalas de los operadores ¢ y ? respectivamente: en la derivacién de estas funcmnes los
pardmetrog desnudos permanecen consta.ntes

El generador infinitesimal del GR, x-% se puede expander en términos de la base coordenada {0y, 8., }
mediante

donde las funciones beta son definidas como 8; = m%’f v estin relacionadas con las correspondientes

funciones de Wilson mediante % = ;. Las ecuaciones para las coordenadas p;{) se resuelven formalmente
como ‘

i () = s (o) o % )

lo cual es una exponenciacién del resultado perturbativo para ;.
De igual manera, la ecuacién del GR puede ser integrada, al hacerlo tenemos

TW.M) (g4 ('KO)}):E—%f:uvp(m,{'m(m)})i%er:owvé(m,{ui(m)})%’p(mm Um(m))  (416)

En el régimen donde la teoria es super-renormalizable, 1a escala %y puede ser elegida tal que las funciones
de vértice en ese punto corresponden a las desnudas, es decir a las funciones de interés fisico. Notemos que
12 ec.(4.16) no relaciona funciones de correlacidn de un sistema fisico & otro, més bien, es una reescritura
de funciones de correlacién de un sistema fisico en términos de coordenadas asociadas a otro sistema (el
cial puede o no estar relacionado estrechamente con el sistema de interés). Una vez que elegiinos una
“norina” para &, digamos k = &,, entonces la ec.(4.16) es : '

DVM) ({4 (eo)}) = & F I8 1ol @D S MU 12 s @D DINM) (1, (0 Y]y (4.17)

Donde ahora i, las funciones de correlacién en ambos lados de la ecuacidn representan dos sistemas fisicos
diferentes como en la aproximacién de Kadanoff-Wilson. Si tenemos una teoria de campos parametrizada
por un conjunto de coordenadas X = { g"'}, que asocia un punto en &l espacio R de estas coordenadas,
puede pasar que diferentes subconjuntos de estas coordenadas sean relevantes para describir la teoria a
diferentes escalas. Si la renormalizacién depende solamente de un subconjunto ¥ de coordenadas en R,
entonces el flujo de tal GR, estard restringido a solo una regién y por lo tanto perderfamos la informacién
respecto a por gjemplo otros puntos fijos. L.a ensefianza es que en un contexo de teoria de campos, la
forma de elegir la renormalizacién puede resultar crucial. Esto significa que existen GR. que son suficientes
por gi mismos para describir un sistema pero que también significa que hay GR que por si mismos no lo
pueden hacer y que por tanto deben ser complementados con informacién extra. Queda aiin la cuestién
de como podemos fijar formalmente un sistema de coordenadas.

Para fijar las ideas consideremos el caso concreto de Ayg?. Hagamos una transformacmn de coordenadas
de desnudas a rencrmalizadas. El GR transforma los pardmetros del siguiente modo
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t(m,k) = Z_3 (k) ta (m) (4.18)
AK) =Za () As | (4.19)
B(K) = Zy* (<) Pp (4.20)

donde & es una escala arbitraria. La transformacién de coordenadas (4.18,4.19,4.20), implica un cambio
en las funciones de vértice dado por

M) (o) = ZF (r) ZM () T _ (4.21)

la cual obedece la ecuacion del GR
d N
nar(N’M Y4 _(M%z - ?%) DN:M) = 0 (4.22)
eata se rééuelve en la forma R ' _
' ' . ) w (N, _ dz oo } o
TP (¢ (m, ), B (6) , A (), ) = edoo (F1eM%2) & DORM) (1 () 53y, Do, o) (4.23)
donde By, = P (s0) ¥ Ao = A (ko). Los pardmetros renormalizados satisfacen las ecuaciones
dt (&
W e ()2 () (424)
d (& |
® di ) =7 (K) XA (k) (4.25)
diz () 1 _
s e ()7 (%) (4.26)

las funciones de Wilson +p2 (k), 1 (k) ¥ 7o (k) que entran en las expresiones anteriores son los
bloques constructores de la teorfa. La informacion perturbativa de estas funciones nos permiten
construir, en principio, cualquier funcidén de escalamiento en la que estemos interesados. Para especificar
una transformacién particular de coordenadas sélo nos falta fijar las funciones de tramsformacidn
Zpa (), Zx{k), Z,(k), para esto utilizamos condiciones de normalizacién tal que las funciones de
correlacién coincidan con aguellas a nivel de campo promedio. Por dar un ejemplo, tomermos el caso en el
que nos encontramos en la fase ordenada, para ello, recordemos que, como consecuencia de las identidades
de Ward, cualquier funcién de correlacién se puede escribir en términos de las funciones de correlacién
transversales. Como resultado, serd suficiente con renormalizar estas dltimas e imponer las siguientes
condiciones de normalizacién

szl"gﬂ) (pyt (x5, 8}, A (), (), K} |p2=0=1 _ (4.27)
Fgg,-l) (O}t ("‘71 E) ) A (H‘) 1@(”), “5) =1 ‘ (4.28)
T (0, (s, 5), A (), BR), 1) = X - (4.29)

estas tres condiciones sirven para fijar las constantes de renormalizacién Z,2, Zx, Z,, y por lo tanto son
condiciones que ﬁ]a,n codmo debe ser la transformacién de las coordenadas t, A,y % La condicién dada
por

T (0,86, 5) A (6) Bl) R) = K2 BENCE )]

sirve para fijar la relacidn entre la hasta ahora escala arbitraria & y la temperatura £. Con estas condlcmnes
de normalizacién encontramos exphmta,mente las 51gu1entes expresmnes
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Zl:o_l = apgrg,zﬂ) (p: 38 AB:GB) Ep2=0 (431)
Zt;l Z.;?l = Pt(tzél) (O:tBa )‘rBaaB) (432)
(4} =
Z;EZ). — PtB (0: tg, AB: ‘-PB) (433)
y donde la relacién entre ¢p y « es dada por
pi2) T .
FtB (01 2] ("i) ’ AB:{PB) (434)

= 2 — .
TS oo () 0,53) |
Estas son las herramientas formales que necesitamos para el andlisis de funciones de escalamiento.

5 Ecuacién de Estado para el Modelo O(N)

"El andlisis de la ecuacidn de estado de este modelo se torna complicado para el caso en que lds componentes
del pardmetro de orden es mayor que uno. Su descripcién es dificil debido a la.aparicién de dos escalas de
longitud, una tranversal £ a la direccidn de magnetizacion esponténes y otra en direccién paralela a ella,
£r,, ambas escalas divergen cerca de la linea de coexistencia. En éste caso, un buen GR debe capturar el
entrecruzamiento entre dos regimenes diferentes, uno de ellos dominado por el punto fijo de Wilson-Fisher
v el otro dominado por la curva de coexistencia. En la regién critica la ecuacion de estado tiene la forma
homogénea dada por la expresion (2.2). Mencionemos algunas caracteristicas de la funcién universal f ()
[11]. Primero que nada, ésta funcién es normalizada por lag siguientes dos condiciones: por debajo del
punto critico y campo H = 0, M ~ (-t)‘ﬁ ; sobre la isoterma critica H ~ M9, Asi, la variable z ests,
definida en el intervalo ~1 < & < 00, y la curva y = f (z) pasa por los puntos (—1,0) y (0, 1). Las ramas
x < 0y z > 0 corresponden respectivamente a las fases de baja y de alta temperatura. En la vecindad de
la isoterma critica = = 0, la funcidn f (z) es analitica y regular. En el limite 2 — og, que corresponde a
T > T, con H — (0, el comportamiento esperado es dado por la condicién de analiticidad de Griffiths [13]

oo
@) =) a8 | (5.1)
. . n=1 ’
de acuerdo con esto, el comportamiento para z grande va como z7. Cerca de la linea de coexistencia
z = —1, el comportamiento es dado por [15]

Flz) ~ (14202 (5.2)

lo cual implica que en este régimen, la susceptibilidad longitudinal tiene una divergencia con el campo
magnético tendiendo a cero, es decir

,XEI ~ [a-d)/2 ' ' ' (5.3)
Como una expansién en €, la funcién f (x) ha sido calculada para z ~ —1 como [11]
z+1=cy+egy¥? !+ diy? + doy®? + day? 2 + .. (5.4)

donde y = H/M?®. Por supuesto, distintas técnicas se han usado para intentar describir el entrecruzamiento
[14, 15, 16]. Desafortunadamente, de una u otra forma los resultados encontrados en éstas referencias no
somn sistemdticos y no dan lugar para comparaciones con simulaciones numeéricas, las cuales en todos los
casos han tenido que ajustar dos curvas, una usando la expansién para z grande (5.1) y la otra para =
pequena (5.4). .

La ecuacién de estado es particularmente interesante desde un punto de vista experimental. Una de
las maneras para cbiener representaciones aproximadas, es introduciendo representaciones paramétricas:
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uno puede parametrizar la magnetizacidn M y la temperatura ¢ en términos de dos nuevas variable B y
# de acuerdo a

|M] = meRPm(9), ' (5.5)
t = R{1-9%), (5.6)
|H| = hyR%h(9), (5.7)

donde hy y mg son constantes de normalizacién [12]. La variable R es no negativa y mide la distancia

desde el punto critico en el plano (¢, H); el comportamiento critico se obtiene para R — 0. La variable

¥ parametriza los desplazamientos a lo largo de curvas de B constantes. La linea 9 = 0 corresponde a

la fase de alta temperatura t > 0y H = 0. La linea ¥ = 1 a la isoterma critica ¢ = 0. La linea ¥ = ¥,

(con g el cero positivo més pequefio de h (4)) a la curva de coexistencia T < T, y H — 0. Las funciones

m (P} y k(9) deben ser analiticas en el intervalo 0 < & < ¥y para satisfacer la a,nahtmldad de Griffitha.
La funcién de escalamiento f (z) se obtiene mediante

12 [m@) ] | |

= &9
m(9)]™ h(9)

o= RS 59

Para obtener una aproximacién de la ecuacién de estado se elige alguna parametrizacion de k (#) y m (9)
que dependen de k pardmetros tales que estas son funciones impares de su argumento y h (9) = 94O (92)
ym{(d) =9+0 (193) para ¥ = 0. Lo que se hace aqui es ajustar algunos de estos k paidmetros con
resultados de alguna simulacidén numérica, o con andlisis de baja o alta temperatira o directamente de
resultados experimentales. De hecho, hemos llevado a cabo algunas comparaciones con la ecuacién de
estado que se obtiene de ajustar coeficientes de series de alta y baja temperatura con simulaciones de
Monte-Carlo. La ventaja de la aproximacién que hemos obtenido en este trabajo es que properciona
una, parametrizacién continua en todo el espacio fase que por supuesto satisface todas las propiedades
requeridas. ‘

5.1 Relacién entre Variables de Escalamiento Lineales y No-Lineales

A partir de la eleccién que hicimos de la masa transversal m; como la escala del GR, esta aparece muy
naturalmente como una de las funciones de escalamiento no lineales para describir el modelo, Dado que
tenemos dos campos lineales de escalamiento ¢ y @, debemos determinar los correspondientes campos
. de escalamiento no-lineales. El otro campo de escalamiento no-lineal, digamos m,,, debe venir de la
anisotropia de las masas transversal y longitudinal que aparece por ejemplo en la funcién de Wilson

~o (M4, ). De la expresién (3.34), vemos que esta anisotropfa es dada por
1 F(4)—2
m?, = g—fm"’; (5.10)
szrt Ipﬂzu

Por lo tanto, la transformacién de coordenadas de interés es entre las variables (f,%) ¥ (mz,m,). Con
esto, tenemos dos posibilidades para correr el GR. Podemos correr my dejando fija la variable m,, o bien
uno puede dejar fija la magnetizacidn @ y correr my. Estas dos posibilidades conducen a dog diferentes
GRs. Las funciones de Wilson asociadas son

Y = "'d% In Zi|m, (5.11)

para m,, constante y . ‘
- | i = ko= an e S (5.12)
para ip constante. La relacmn entre los generadores 1nﬁmte51ma1es de estos dos GRs es R

(5.13)

3 (T =)z
2 Yo~ Yor m‘pdm,p K
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Las ecuaciones de flujo relevantes para el caso m, constante son

Je g 5.14)
dﬁi - _ .
dX - -
srm = —{d-dA+m(rme, ) A (5.15)

Solo el flujo para e] acoplamniento es no trivial. En el caso donde la magnetizacidn % es constante tenemos
dos ecuaciones de flujo no triviales

dm

dﬁ: = (7»\ (H'! m’P’X) - 7&,0 (E?mW1—X)) mfm (516}
"% = U= DX+T (5 me, ) X (5.17)

De la definicién de m,,, ec.(5.10) ¥ corriendo el GR, tenemos

—1

mi — A (EU_);D (o) ef:;‘ (1s (Zyme ) ~Te (3ym) ) 22 (5.18)

donde $(x} es la magnetizacién fisica renormalizada a la escala ko. Las funciones de Wilson que aparecen

en esta expresion son integradas a lo largo de contornos de anisotropia m,, constante. Con {5.18} vemos

que ¥ satisface una relacién constitutiva de la forma g = f (mt,ml,,) En el caso de ¥ constante, la
solucién de (5.16) toma la forma

mi (k) = mi (t50) edno (o 2.8) — T, (2,7) } 22 (519)

aquf, las funciones de Wilson se integran en contornos de P constantes tal que my, esta cambiando. Por
consistencia, requerimos que m, (ko) = A (ko) B (ko) /3. Més aiin, cuando elegimos la norma de la. escala
% como la masa m; encontramos que la relacién entre m,, y @ es

m2 (k) = A(HU)? (ko) ef:at(*'h(ﬂhﬁ)—ip(m»m) , ' (5.20)

En ambos casos, las expresiones (5.18) y (5.20) nos dan la relacién constitutiva entre las variables my y
7. La relacién con la temperatura la encontramos de la funcién de dos puntos transversal, empezando con
la identidad diferencial

or®  ar® |

I (67) = “gr-di+ pedp
]_'1(4)
= @4 ——d7",. _ (5.21)

en la segunda linea hemos usado una identidad de Ward. A lo largo de curvas de campo @ constante
tenemos la expresidén

A2}
dt = —t—, (5.22)
si en esta corremos el GR & lo largo de contornos de 7 constante tenemos
™My (£,7) = =
e [ 1 ) AP -
o

donde t7 = Z_3 A*(T — T, (p)) /T es una medida de la desviacién de la temperatura desde la curva de
coexistencia, donde m, = 0; A es el corte en el ultravioleta (inverso al tamafio de la red del modelo
microscépico asociado). Si elegimos ¢ = Z;;Az (T — T, (0}) /T entonces tendremas

me (t!(p) . = P =Y da’
=] oy (27T @) e T (R gy (5.24)
my U,
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esta expresion nos dice la forma en que m; (¢,7) depende de la temperatura ¢, de la magnetizacion % asi
como de my (0,%) , el inverso de la longitud de correlacién transversal en la isoterma critica. La relacién
entre t ¥ ¢z es via un corrimiento {7 = t + Ag, donde Az = Z;}M (Te (0) — T () /T. (7) mide la
desviacién de la temperatura desde un punto en la curva de coexistencia al punto critico. De (5.23) v
(5.24) podemos derivar una expresion para el corrimiento

B =

ma(ﬂgﬁ) _J.,, — ( "—)Lr"
Ag = / (2= 7, (2, mp)) 45 T2 (525 gy, (5.25)
0

Regresando a la representacién de m,, constante tenemos

L

tr = /m‘( ? (2 =5 (2, myp (z))) & P Ter (2o ()5 g5 (5.26)
4]

donde ¥, {z,m,) es una funcién mds que complicada de ¥o ¥ T, esto es debido a la dependencia de
ésta funcién en my,, que depende a su vez de 7y, y 7,,- En esta dltima integracién sobre la variable i, la
anisotropia m., estd corriendo pues la integracién es a lo largo de curvas de % constante. Es util introducir
la variable z definida como la razoén de los campos de escalamiento no-linéales z = my/m,. Usando esta
variable, as{ como la expresién (5.20) obtenemos la relacién

22 = %mf_2+ng_ f;‘t (AF‘\ (mly)‘_AW‘:p‘(mly)) 'd?: . (5-27)
donde hemos identificado n = 7:; y
3.
y = R (o) | (5:28)

el limite inferior en la integracién aparece debido a que hemos tomado el imite universal en las funciones
de Wilson. En este régimen estas funciones se evaludn en la solucién separatriz de la ecuacién (5.17) para
el acoplamiento A, solucidén que asintéticamente tiende al valor fijo 2. En el integrando hemos escrito
A¥; (z,y) = 7; (z,¥) — 7, donde el asterisco significa el valor que toman en el punto fijo. Del mismo
modo tenemos ’
me (£, 9) . P ! d
by = K1 / (27, (,9)) & 2 72 () 2 51/ 22 ' (5.29)
0
donde ahora v = 1/ (2 — 9,2} ¥ nee = 7;2. En estos términos, el corrimiento (5.25) se puede expresar
como
im kg =, Ay = F2 (y) (5.30)

fp—ro0

donde aparece la funcidén de escalamiento universal

da ]_/ydm

- (5.31)

- plle)
Fﬂ(y)zjl; v (2 'Yw,o(m y))e I A"hpz( :?!)

en la que por ahora hemos dejado indicada una cierta funcién ¢ (y) en €l limite superior de la intégracién.
Como tz =t + Ay, de (5.29) concluimos que m; tiene la forma de escalamiento

my = X(w,y) | | (5.32)

con w = Ky "t El cero de la funcién de escalamiento x (w,y) se localiza en wp = —F2. Hasta este
punto, todas nuestras funciones de escalamiento han sido parametrizadas en términcs de m; (0,%), una
expresion para esta funcmn se puede determinar integrando la relacién (5. 21) a lo largo de la isoterma,

critica } ;
i
¥ (0,%) = f *T(‘“)dm. : (5.33)
0
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Si elegimos condmlones de normalizacién sobre la isoterma critica ta,l que la longitud de correlacién

(4)

transversal es 5%, podemos expresar I';™ en la forma.

r{d — )ef"‘*(“-" (F2(2:6)~27,2 (0P)) & (5.34)

donde las funciones con tilde son las funcmnes de Wilson resultado de esta prescripcién. Si invertimos
(5.33) obtenemos

my (0,8) = (o 1) dz’
—‘ﬁ-z:;(i_u)[] 0,7, (27 (5,7)) e 52 (= ,w)—'rp(a: "p))?’_zd:v_ | (5.35)

la cual se puede resolver para m; (0,%) como funcién de @ y subsecuentemente sustituida en (5.24) y
(5.25).

5.2 Corrimiento de la Temperatura Critica

- Si integramos (5.21) sobre un contorno de m@.gnetizacién constante 7 # 0 tenemos
’ ™ (£,7) ‘ ¢ = ol ) det
t+An= / (2-7,(z,9)e” 15762 (&' PV g (5.36)
0

en esta integracién el limite inferior es cero debido a que hemos evaluado la masa transversal
correspondiente sobre la linea de coexistencia (donde se anula). Una expresién para ¢ la obtenemos
si evaluamos (5.24) a lo largo de = 0. Tenemos

ms(t,7) P ;Y da’ me(t,0)

Ag = f (2=7, (2,7)) ¢ o Te R F p f (2-7, (@0) e o Tor (0 g,
0 : 0
(5.37)

Dado que por definicién, el corrimiento Ay es independiente de la temperatura, la expresién anterior
puede ser evaluada para cualquier ¢. En partlcular para valores muy grandes t -+ o0, el comportamiento
asintético de la masa transversal es m2 (¢, @) —+ £+ Ag% /6, en esta region las func10nes de Wilson no tienen
contribucién, podemos hacer

t+AR /6 o= z"—s‘_si:d 2 o o m,_dw,dxz
[ e m e RS [T oy ) R EDE L 6y

2
+ APE/6 ' (5.39)
" Por lo tanto ' }
A e K o —_ — —[* F o(z' @ d—’ﬂr
no = AP, [ g g el
i}
(27, (2,0)) e Fo T2 )T o, | (5.40)

Si kp —+ oo €l primer término es muy pequefio respecto a los demés. Evaluando en la separatriz podemos
escribir la forma (5.30) identificando explicitamente

(=)
.?:'A (y) = / [(2 — ;7'10 (m’y)) e Jr &'7-,« ( sy) ( TJ):I ﬂ:]-/b'd;a:.- (541)
0 : o
La ecuacién para la curva de coexistencia, ¢ -+ A, = 0 tiene ahora la forma ‘
w+ FA () =0 (6.42)

que se puede escribir en una forma estédndar si dividimos por y'/2# para tener

2+ F2 (y) Jy ' =0 (5.43)

con & definida mediante 128
- 3 t
o= g™ ( nx*) = G44)

Ky
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5.3 Ecuacién Universal de Estado

Empezando por la forma bésica de la ecuacién de estado y corriendo el GR lobtenem_os .
Hig = m2e I =P (5.45)
Si extraemos la parte universal tenemos
H/F = lm? e 5o ATelen) T (5.46)

esta es una representacién paramétrica en términos de my; cuya relacién con las variables fisicas es dada
por (5.32) . Multiplicando por y{*~%/2 obtenemos la relacién

G (r0) g = F (w0 (5.47)
donde hemos definido el factor métrico _.
Cs (ko) = &y " (%T) (1_6)/2, {(5.48)
v la funcién de escalamiento universal _
F (@,y) = g9/ 2m2- g It AT 2 - | (5.49)

que se puede expresar en términos de y mediante (5.32).
Si absorbemos los factores métricos en redefiniciones de los pardmetros tal que

—p o 7yt —m* .
T =ty ’i’gﬂ1 MZ — EDT-(;O'Z’ B2 — 5{]3 “H.Z, : (550)
entonces la ecuacién de estado toma la forma estandar |
h T :
=l — ) (5.51)
|| (lMl”")

Como hemos mencionado antes, la ecuacién de estado (5.51}, tiene un cero sobre la curva de coexistencia.
Por supuesto que podemos cambiar de variable en la integracion, de hecho es mas natural usar z = m /m,

en vez de my;. Para ello necesitamos
drm. dz

P J ” (5.52)
donde el jacobiano de la transformacion es
_ 2
S 2= (mN) 7, (2 )

En términos de ésta variable, la representacion paramétrica de la ecuacién de estado se puede escribir
como

7 (5.53)

|ﬂ;|6 = G (z) = #5101/ L S (A7, - a7, ) & (5.54)

donde z es dada por
2= M (s —x0), (5.55)

Ty se expresa mediante
00 . — aat
w =~ [ 76 (7)) RITE oy

w1128 0% 3(') (AFx-07,) 22 1/ 92 (5.56)
: X
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y hemos definido la funcién de escalamiento M (z) mediante

z ' . BOAT, 2 —ATA AT .
M@ = [ I(e) (2-7,) e RIS (5.57)
0
De este modo, hemos derivado la ecuacidn de estado
= f{x) (5.58)
IM " :
donde z =1/ |M |1/ f v la funcién de escalamiento f es dada parametricamente como f (z) = (M‘l (x))

con A~ la inversa de la funcién M.!

5.4 FEcuacion de Estado a un Lazo

A orden de un lazo podemos escribir los siguientes resultados para las funciones de vértice (ver apéndice)

A A |
e = P2+tB+?B¢%+%Oz+?B(N_1)Ot (8.59)
3 N-1
Fgg = Ag-— 5)\23 (Oi + TOt) ‘ (5.60)
A A
ry) = 1-20-ZW-10. (5.61)

Las ecuaciones correspondientes para las constantes de renormalizacion a este orden, se obtienen usando
las ecuaciones (4.31,4.32,4.33). A este orden tenemos

Z, = 1, - _ (5.62)
z7 = 1-220,- 22w -10, (5.69
Zy = 1—§AB (O; Ot) S (5.64)

a partir de las cuales podemos encontrar las funciones de Wilson correspondientes

Yo = 0 - - (5.65)
A
Te = % (330 -1 £0.) (5.66)
~14d
T = —5}‘5 (EO’+_9—£O*) (5.67)

Asi, la ecuacidn para el acoplamiento adimensional A se puede escribir en la forma

d/\ 2.1—¢ —-1d :
o = —Xe )\ ( O + dﬁot) ('5.68)
Para valores de anisotropia m?;, = Ag?/3 fija. tenemos
d ~ . A, —(6—d)/2 d ' ~ e
EEO; = —€Klqd (H + gtp ) ; EEO* = —ekegR” T, (5.69)

! Notemos la correspondencia de variables entre las expresiénes (5.58) y (2.2.): Hoahyt—rT.
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donde cg =T (2 —4d/2)/ (41r)d/ 2| De tal manera que las expresiones finales a considerar son

- —6)
n@ = X+ —E)\ cd ( 1 + —2 + -1 {5.70)
dk 9
m2 (d—8)/2 1
— € T .
Tor = Zoah (1 + ﬁ;") +3 (N —1) (5.71)
(d—86}/2
3 m2 N-1
= —2-ECd)\ (1 + K,_“ff) + (—"'g"“"’l {5.72)

Para N > 1, hay tres puntos fijos asociados: (i) el punto fijo trivial X = 0; (#) el punto fijo de
Wilson-Fisher en el limite z (= my/m,) — oo, X =6/ (N +8)cg; ¥ (#7) un punto fijo de acoplamiento
fuerte A° = 6/(N —1)ey en el Kmite 2 — 0. Es de remarcar este resultado, como sabemos, la
expansion en e estdndar es alrededor del punto fijo de Wilson-Fisher, este hecho hace imposible capturar
el entrecruzamiento al punto fijo de los bosones de Goldstone [14].

Siparad < 4 tomamos el limite universal kg — oo como condicién inicial tal que Ak§ — oo, obtenemos
la solucién separatriz para el acoplamiento '

—e/2 A _ -1
A(z) = (gcd (1+ ziz) + w) (5.73)

Es posible obtener soluciones para el acoplamiento con diferentes condiciones iniciales. En la figura 9 se
pueden observar algunas: la primera de ellas muestra el comportamiento universal del acoplamiento A
parad =3y N =1,2,3,4, como funcién de la variable z; es manifiesta la presencia del entrecruzamiento
del punto fijo de Wllson-F1sher al punto de acoplamiento fuerte o de bosones de Goldstone excepto el caso
N = 1. La segunda nos muegtra ademas el entrecruzamiento al punto fijo Gaussiano o de campo promedio
para valores grandes de #z; para N = 1 hay entrecruza de campo promedio al punto fijo de Wilson-Fisher.
Ex la tercera hemos tomado condiciones iniciales tales que provocan un crecimiento del acoplamiento para
z suficientemente grande. No obstante, se puede observar la universalidad de la funcién.
Al evaluar la funcién de Wilson %, en la separatriz obtenemos el valor

T =€ (5.74)

La expresién para 7,2 dada por (5.72) se muestra en la figura 10, en la primera de ellas hemos evaluado
esta funcidn en la separatriz para d = 3 como funcién de la variable z, en la segunda o hemos hecho con
el entrecruzamiento a campo medio. Se puede observar la universalidad de esta funcién que entrecruza
agintdticamente entre los valores

.:}’-w2=0

= _ N42
"‘Ytpz—ﬁ-lt_se
"'7(‘0235

Es notable la diferencia del caso N = 1, como podemos observar, sobre la curva de coexistencia el efecto
es de apagar las fluctuaciones en el infrarrojo 7,2 — 0, es un comportamiento de tipo campo promedio.
Evaluada en la separatriz, toma la forma analitica dada por

miy 7 —
) e o |
Yoz =€ s . (5.75)

3(1+%§1)d2 + 8

Hemos construido paso por paso a nivel de una lazo los bloques constructores que necesitamos para
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Figura 9: Bl acoplamiento como funcidn de lo escala z con diferentes condiciones inicieles, arriba o la izquierde lo
separatriz, o lo devecha se ve el cambiv o campo promedio. Abojo a lo izquierdo con desviacion de campo promedio,
a lo derecha se muestre el acoplamiente pare N = 2 con las tres condiciones iniciales distintas.

la apropiada descripcién de la ecuacidn de estado. Sustituyendo estos resultados en la expresién (5.57)
uno obtiene M, la ecuacion de escalamiento universal que puede ser invertida y sustituida en (5.54}. El
resultado es la ecuacion de escalamiento universal f (z) En la figura 11 mostramos el comportamiento
de esta funcién para N = 2 en dimensi6n tres. La primera de ellas muestra el resultado a un lazo y la
compara con el resultado de Monte Carlo obtenido en [19]: nuestra representacidn es vilida para valores
pequefios pero también para valores grandes de la variable z = 7/M*P. La segunda muestra la misma
funcién de escalamiento a un lazo también, para esta hemos llevado a cabo un pequefio ajuste, es decir,
hemes tomado la ecuacién de flujo para el acoplamiente X en el limite # — co e introducide una constante
a en la forma '

dA - 3 - (N -1)
hoe = —Ae+ 26/\ Cd (a.+ 5 ) (5.76)

al hacerlo asf obtenemos un punto fijo no trivial que depende de esta constante, punto fijo que a su vez
provoca un valor 7y, »2(2) que tiene el efecto de dar un exponente v{(a). Hemos aJustado este nimero al
usado por los autores parad = 3 y N = 2 en [19]. La mejora del resultado es evidente. Vale la pena
reproducir el célculo a dos lazos, este es un trabajo que estamos preparando a futuro. La figura 12 muestra
el In f{x) contra In(1 4 2}, en la primera usando los datos crudos a un lazo, en la segunda hemos usado el
ajuste. Para este caso no tenemos comparacion. Es también de utilidad comparar nuestro resultado con
la ecuacién de estado en la forma de escalamiento M/h'/? = Fg(r/h1/%8). Las grificas que obtenemos
se muestran en la figura 13. La primera de ellas muestra el resultado a un lazo comparativamente con el
resultado de Monte Carlo de los mismos autores, en la segunda hemos usado los datos en donde hemoas
ajustado los exponentes. Finalmente, hemos encontrado curvas de campo magnético constante, las curvas
correspondientes en el espacio de fase se muestran en la fisura 14, en esta podemos observar como los
puntos finales de cada una de las lineas van formando la curva de coexistencia. Para ello hemos usado los

datos crudos a un lazo. TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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N=4 N=:
N=2 N=2
N=1 N=1
16 z0 3 = = 1o 20 3p B =

Figura 10: 7,2 pora diferentes valores de N como funcion de la escale 2 = myfm,. A la izquierda evaluada en la
separatriz ¥ & lo dereche con cruze o cempo promedio.

4"

Figura 11: Ecuacidn de estado f = hf|M|® como funcidn de x = 7/|M{*? o un lazo pare N = 2 pova d = 3, sin
ajustar y ajustando los exponentes, la lfnea mds oscura es el resultado de monte-carlo de [19].

5.5 .Expansién ¢ y Analiticidad de Griffiths ‘

Como una forma de checar nuestros resultados para la ecuacién de estado, veamos lo que obtenemos si
llevamos a cabo una expansion en ¢. De la expresién (5.71) tenemos a este orden

3e 1 8N +19

A% = W81+, S N18 (5.77)
de tal manera que la integracién queda como
# dz 3¢ e 8N +19
A i L M e W e i Y _
| /@8 = s ) - g e (578)
expresion que al ser exponenciada se transforma en
~Jaisvete oy 36 [ ey €8NT10, '
e % 10T n ( +z)—}-2 N8 In 22, {5.79)

con este resultado obtenemos M de (5.57) ; a este orden basta escribir el exponente 8 = 1/2 para tener

AR O o ST 2y EBNAHL9 N
M(z) = 2/0 (1 —2(N+8)1n(1+$)+2—_N+8 lnm)da:
_ [  (N+2) , 3 2 3
'_ _ 2[3 “irre? g (AR e
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Figura 13: La funcidn de escalamiento Fg = M/hY® como funcidn de la variable z = 7/h'/%F para N =2 en
dimensidon d = 3. La gréfica de la izquierda es el resultede crudo o un lozo. A le derecha hemos ajustado les

valares de los exponentes criticos. Bl resullado de monte-carlo es la mds escurs.

Por otra parte de la expresién (5.54) podemos identificar a este orden
h
S
|M|

de mianers que estas dos 1ltimas expresiones nos dan la relacién

_1( N+2) , 3¢ 2y 10 2y
-39 =3 |2 4§(N+8)z 2(N+8)(1-}~z)ln(l+z) .
Redefiniendo las irariables podemos escribir
h 3e 3e -

‘st ademds imponemos la condicién f(0) = 1 obtenemos

Oe 3
e 14— 2
g = -1+ o~ )ln(),

¥ por lo tanto

h _ ; 3e , "
i =1+z +——2(N+8)(3+m)ln(3+m).

(5.81)
(5.82)

(5.83)

(5.54)

(5.85)

Este resultado estd de acuerdo con los primeros términos del resultado que se obtiene por métodos de
expansion en el pardmetro € [11]. Para & — co dividimos el rango de integracién en la expresién (5.57),
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Figura 14: Contornes de compo magnético constenie. Podemaos observar lo linea de coezistencia.

introduciendo un punto B >> 1 tal que ¢ es suficientemente grande, de modo que Az y Ay, — 0.
Podemos escribir

C(l+z) = DML (5.86)

donde U, D y E son constantes. Si usamos {5.54) en la misma region, tenemos

ML (5.87)
| M|

dada la relacién § — 1 = y/# podemos escribir, para z - co

T A’;I ~ K, (5.88)

como lo requiere la condicién de analiticidad de Griffiths [13].

5.6 Entrecruzamiento entre Transiciones de Primero y de Segundo Orden

En las secciones anteriores hemos considerado la ecuacidn de estado. Esta ecuacién exhibe amhos tipos de
transiciénes para N = 1 y por lo tanto debe ser posible estudiarlas en el contexto de la teoria de campos
¥ de renormalizacién ambientalmente amigable. Las técnicas de la teorfa de campos han sido de gran
ayuda para entender las transiciones de segundo orden, en contraste con las transiciones de fase de primer
orden. Segin los resultados obtenidos usando la descripcidn 4 la Wilson del GR [18], una transicién
de primer orden es controlada por un punto fijo de acoplamiento fuerte, es diffcil tener acceso a este
puntos utilizando aproximaciones estdndar. Si uno hace andlisis de escalamiento para tales transiciones,
se encuentra que, los exponentes asociados con este punto fijo de acoplamiento fuerte son dados por:
6=o00,n=2-d,¥v=1/d,a=1,v=1y 3 =0. Estos valores ciertamente son muy distintos de aquellos
asociados con el punto critico, y por lo tanto es de interés preguntarse si hay funciones de escalamiento,
exponentes efectivos que interpolen entre estos valores, de tal manera que capturen el entrecruzamiento
entre transiciones de primero y de segundo orden.

5.6.1 - Entrecruzamiento al Punto Fijo de Acoplamiento Fuerte para N =1

Los exponentes asociados con el punto fijo de acoplamiento fuerte parecen inaccesible desde el punto de
vista de la teorla de campos. Por ejemplo, estamos acostumbrados a pensar en el exponente 7 como
proporcional a g2 pues no hay contrlbucmn de un lazo En este sentido €l punto fijo ‘que lleva a este valor
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del exponente se puede pensar como asociado con el acoplamiento fuerte. En el formalismo de la teoria de
campos es la presencia de fluctuaciones grandes lo que hace problematico el cdleulo sin una herramienta
como el GR. Sin embargo, cuando vamos por debajo de la curva de coexistencia la masa efectiva (que
depende de @) de las fluctuaciones es muy grandeé, suprimiendo las divergencias infarrojas. En este sentido,
en el formalismo de la teorfa de campos deberfa ser mds ficil describir el régimen de acoplamiento fuerte
que el régimen critico. Estos puntos aparentemente contradictorios pueden ser reconciliados si pensamos
en el significado fisico de los exponentes de acoplamiento fuerte. El mds problemdtico de ellosesn = 2—d.
El significado candnico de 5 es que es nna medida del decaimiento de las correlaciones en €] punto critico,
es decir, de la funcién de correlacién conectada, G (r} ~ 1/r4=27, Asi, uno define muy naturalmente

este exponente mediante
_ dn G (r) :
Mess =2—d— [W (5.89)
r=Te

que se puede ver como una generalizacién a una funcién de escalamiento que puede interpolar entre los
puntos fijos correspondientes. La funcién de Green conectada estd relacionada con la funcidn de Green
-desconectada G (z,2') via

G® (z,2") = G (z,2") - F(2) B (2') (5.90)

Una importante distincidn entre estas dos funciones de Green es que la funcién conectada no puede
distinguir si los puntos que toma estdn o no en la misma fase; en cambio la funcidén de Green conectada
puede hacerlo y es por lo tanto una cantidad més apropiada para estudiar sistemas con mds de una fase
coexistiendo. De manera muy patural, uno define un exponente efectivo 7, asociado con G® (z,z")
mediante

dIn G2 (r)

dinr

el cual estd relacionado a 1.5y mediante

= —(d—2+mnj;;) (5.91)

(2~ AP @B + 776G (r) - (r) p(0) 222

'
e 6P )+ (07 ) ©42
La funcién de escalamiento 7 ;; exhibe un entrecruzamiento: si @ — 0
Mers ~ Teff (5.93)
mientras que, asintéticamente, conforme r — oo tenemos @ —est. ¥ G’Ez) — 0. En este limite
Teps +2—d (5.94)

Uno puede escribir, de la definicidn del exponente 4, la siguiente expresion alternativa, la cual al mismo
tiempo funciona como una generalizacién del mismo, dado que definido de esta manera se puede ver como
una funcidn de escalamiento interpolando entre sus valores conocidos en los puntos fijos correspondientes

dlnH]
.

e (5.95)

degs (£) = [

Observemos que esta definicidn se extiende ademds para cualquier isoterma, incluyendo la critica ¢ = 0.
En particular sobre esta tltima podemos correr el GR como lo hicimos en la expresién (5.35) que nos
relaciona @ con la masa transversal gobre ¢ = 0. 5i corremos este GR en la ecuacién de estado tenemos
H ™ (0.F g = yda
== ﬁ%efﬂct F2Te) S (5.96)
@
de modo que
dlnm (0,7)

Y (5.97)

Sesr(0) =1+ (2-7,)
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Si usamos (5.35) obtenemos la derivada logaritmica en el segundo término. Finalmente tenemos

f::: (0.%) (2-F,)e” f,::‘(u'mﬁa ) &2

Serp(0) =14 2 (5.98)

m2 (0,@)e | AR L
Si tomamos los valores en el punto fijo donde las funciones de Wilson toman los valores -}, obtenemos el
valor conocido .

d—2—7;

5=d—2+')f;'

(5.99)
Por supuesto que podemos calcular el valor de esta funcidn de escalamiento para cualquier isoterma
dado que en principio, esta informacién estd contenida en la ecuacién de estado. Para ello necesitamos la
expresién (5.54) asi como la relacién inversa de (5.55) . Si procedemos como en el caso anterior, obtenemos

Yot 1 g (e ERTe2 St g
e'ro ’

ders () =0+ (1+.J(2) (A%, — 47,)) 7 78 TR Tz * =  (5.100)
de esta observamos que sobre la isoterma critica d.¢;; —» d; sobre cualquier otra isoterma con z -~ 0, es
decir, acercindose a la curva de coexistencia tenemos 8.7 — co. Notemos que de esta expresion es posible
obtener grificos de fes¢ () en términos del campo magnético h via (5.54) . Otra interesante cantidad es
definida mediante :

dln H

para ver lo que esto significa corremos el GR. sobre una isoterma

v = [dlnmf]t -~ (5.101)

:';5 = wlel T T (5.102)

Por lo que, derivando logaritmicamente con ¢ constente y usando la definicién (5.95) obtenemos

1-67 ()
PP L Rk 5.103
i ( 2— 1, (5.108)

Conforme nos acercamos a la curva de coexistencia .57 (t) — oo por lo que vff' g (2 —fyg,)"l. Si
asumimos que 7y, = ¥ que 7 — 2 — d entonces J'/gc 1 /d, que es una caracteristica fundamental del
punto fijo fuerte asociado, como ha sido encontrade en la referencia [18].
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6 El Modelo Sigma No-Lineal

Previamente, se ha considerado el comportamiento de enfrecruzamiento para un modelo G(iV), en el
contexto de la representacion de Landau-Ginzburg-Wilson para el modelo basado en la teorfa Adp*. Dado
que para un cambio dimensional los métodos de expansién en e no son de utilidad, se usa una expansién
alrededor de dimensién fija para poder tener acceso a este cambio dimensional. Se utiliza para ello una
expansién alrededor del punto fijo Gaussiano. Como es bien conocido, cuando una simetria de O(N) es
rota espontdneamente, modos de Goldstone sin masa dan lugar a singularidades para distancias grandes
para cualquier valor de la temperatura.

La termodindmica de estas ondas de espin en el limite de distancias grandes para un Hamiltoniano
de Landau-Ginzburg-Wilson se conoce como modelo Sigma (o) no lineal [22]. El pardmetro de expansién
apropiado es en este caso la temperatura 7', y por lo tanto la teoria de perturbaciones corresponde a una,
expansién de baja temperatura,

El comportamiento de entrecruzamiento en el ¢ontexto del modelo o no lineal ya ha sido considerado
previamente. En particular, Amit y Goldschmidi extendieron su tratamiento original de sistemas bieriticos
por arriba de la temperatura critica usando Sustraccién Minima Generalizada {23], al caso por debajo
de la misma [24], describiendo asi el entrecruzamiento entre un sistema que exhibe simetria O(NV), a
uno de simetria O{M). En este caso la expansién € ha funcionado perfectamente debido al hecho que la
dimension eritica superior de los dos puntos fijos es la misma. En el contexto de escalamiento de tamafio
finito Brézin y Zinn-Justin describieron entrecruzamiento en el modelo ¢ no lineal en el contexto de una
caja 0 un cilindro [25], tratando el problema de los modos infrarrojos més bajos del sistema de manera,
no perturbativa en tanto los otros modos los trataron de una manera perturbativa en expansion e. Sin
embargo este método no funciona en el contexto de entrecruzamiento dimensional tal como en una pelicula
delgada donde la dimensidn reducida del sistema también exhibe un punto fijo no trivial.

M4s recientemente, la versién cuintica del modelo ¢ no lineal [26] ha llamado mucho la aiencién
dado que éste describe el comportamiento de longitud de onda grande y de bajas temperaturas de un
ferromagneto de Heinsenberg bidimensional €l cual se ha propuesto como un modelo de superconductor
de alta temperatura. Dada la analogia entre una pelicula de dimensién {d+1) con condiciones de frontera
periédicas con un sistema cudntico de dimensidn d, es ciertamente de interés hacer investigaciones sobre
el cambio dimensional en el contexto del modelo o no lineal.

En esta seccién consideramos el cambio dimensional de un ferromagneto con simetria O(N) en
la fase de simetria rota usando como punto de partida el modelo ¢ no lineal y utilizando las
téenicas de renormalizacidn embientalmenie amigeble para tener acceso al comportamiento universal del
entrecruzamiento. Uno de los beneficios de hacerlo asf es un mejor entendimiento de cémo este tipo de
renormalizacién funciona en el contexto de expansiones de baja temperatura en oposicidn a una expansion
alrededor de un punte critico, es decir, en un andlisis de la dimensidn critica baja en contraste con el
realizado para dimensidon critica alta.

Empezamos con el Hamiltoniano de Landau-Ginzburg-Wilson para un modelo de Heisenberg con
gimetria Q(NV) en el limite del modelo o sobre una pelicula d-dimensional (d < 4) de grosor L

Lo* lo iy ob — B ()t
Hios =7 [ [ 0 (§70eh Vs — Hpoleh). 6.)
donde i € [1, N], s € [1,d]. T es proporcional a la temperatura del sistema y * 5 satisfacen la constriccion

Paph =1 (6.2)

restringivemos la atencién aqui al caso de condiciones de frontera periddicas.

La funcién de particién Z es obtenida mediante la integral de camino sobre el pardmetro de orden,
(los campos %), con el Hamiltoniano (6.1) sujeto a la constriceidn (6.2). Eligiendo el rompimiento de
simetria a lo largo de la componente NV definimos ™ = o y ¢ = 7%, (i # N). La constriccién implica

2y 1 ’ ' + ag s .
que g{z) = £{1 — 7*)2. Asi que la funcién de particién viene siendo

_%B_ fddm(%(ng)z_*_%_{v(]__ﬁ-gz)Jz‘)z—Jgﬂ}';—Hs{l—ﬂiaz)%) (63)

Z[H,J}:/

dig .
(1—m")
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Por supuesto, esta teoria es altamente no-polinomial. El término de medida no-trivial, el cual asegura la
invarianza O{N) de la teorfa, puede ser exponenciada y expandida en potencias de n®. Estos términos
son necesarios para cancelar términos no invariantes O(NV) que aparecen en teorfa de perturbaciones.
Rotaciones son implementadas linealmente en el subespacio 7 de dimensién (N ~1) y no linealmente en
las 7* — o direcciones. Una rotacién infinitesimal w* induce los cambios

smi(z) = (1~ 7t (2)) 2ot  (6.4)

81— 7ri2(a:))% = —wint(x) : (6.5)

En la regién |7?| < 1 la simetria permanecerd rota. Conforme T — 0, o{z) — 1.

Por la manera en la cual aparece T en (6.3) podemos ver que una expansién en térininos de Ia
temperatura es equivalente a una expansién en el niimero de lazos, siendo la tinica sutileza el hecho de
que el término de medida es lineal' en T' v por lo tanto contribuye a un m4s alto orden en T que los otros
dos términos. El propagador libre para el campo 7 en la ausencia de un campo magnético es

Grrlh) = 72, 68

El campo magnético acoplado al campo ¢ actia como un corte infrarrojo. Esto puede verse de expander
el término Hp(l — w}'gz)% en potencias de w. La funcién de vértice de dos puntos resulta ser

k% + Hp ‘ .
=T - (6.7

De la forma del Hamiltoniane, en términos de una expansion en 7, vemos que existen interaccioﬁes de
orden arbitrario. No obstante, las interacciones con mds de cuatro potencias de w contribuyen a ordenes
més alld de un lazo, i.e. més potencias del “pequefio” acoplamiento T'. Consecuentemente, a primer orden
en T, i.e. a un lazo, inicamente necesitamos considerar la interaccién de cuatro puntos

'@ (k)

St 3 (8 + Harb (b (k ~ ko) (—ha) (ke = )  (68)

Dado que restringimos nuestra atencidn a resultados de O(T"), las interacciones de mds alto orden no serdn
consideradas en lo que sigue.

6.1 Renormalizacion

A pesar del hecho de que la teoria es no polinomial, este es renormalizable usando sélo dos constantes
de renormalization Zr y Z, asociadas con la temperatura y el campo respectivamente [22]. La relacién
entre los pardmetros desnudos y renormalizados es dada por

Tp = ZrT 7= Zyin | (6.9)

Para preservar la invariancia rotacional de la constriccidn renormalizada, el campo ¢ debe renormalizarse

de la misma manera como el campo #. Invarianza del término g,f,;"ﬁ- nos da la renormalizacién del campo

magnético H ‘
—1 .

Hg=272,*H (6.10)

Las funciones de vértice desnudas y renormalizadas estdn relacionadas via
X .
TN (s, T, H, L, 85) = 2 T (ki, Ts, Hg, L, A) (6.11)

donde & es una escala arbitraria de renormalizacién ¥ A un corte ultravioleta. La ecuacidn del GR, la
cual es una consecuencia de la x invarianza de la teoria desnuda, se sigue inmediatamente al diferenciar

- (6.11) con respecto a &
8 N

a a9 o N (N) 7y, —
(Ha +'Bt6t +ﬁH6H 9 'Y'JT) 1“-rr (khT?H?LJ H’) =0 (612)
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donde hemos introducido una temperatura sin dimensiones t = Tk% 2 y , = %i‘—n%l es la dimensién -
andmala del campo. Las dos funciones 7 son

_ dlIlZT
Bu= (d—2)t — 1= (6.13)
dinZ, dlnZr
— _ 14
Bu dlnk dink (6.14)

Las dos constantes de renormalizacién se deben fijar mediante condiciones de normalizacién. La
esencia de una renormalizacién ambientalmente amigable es de que, para obtener una descripcion
perturbativamente bien definida del emtrecruzamiento el procedimento de renormalizacién debe depender
explicitamente del pardmetro L. Las condiciones de normalizacién que usaremos son

TT® (k= 0,t(k, Li), H(k, L) = &%, L, k) = &2 : (6.15)
aizTP(z}(k (1, L), H(k, L) = K%, L, &m0 = 1 (6.16)

Note que T]."(z) 13 justamente el inverso de la susceptibilidad asociada con el campo «.

6.2 Resultados Explicitos

Procedamos ahora a examinar el entrecruzamiento perturbatwamente Aun lazo

@) (k= 0) = (N 1) HB Z f dd-1p 1 . . 6.17)

om)d- 11;l + Hp + =52

Usando las condiciones de norma,lizacién (6.15) ¥ (6.16) encontramos

(N f gy 1
Fog = 1 - t 6.18
Z Qﬂ- d—1 y +14 4;::22 . ( )

¥ : ‘ -
(N-2), & f di~1y 1 : \
Zp=1—~——+¢ : : 6.19
e 3 e =
La funcion §; es dada por
2(N 2) di—1y 1
t, Lk d— 29t — =——24? / 6.20
ﬁﬂ( ) ( ) n___Z_:oo 27T)d' 1 y +1 + 4.“.2,"‘2) ) ( ‘ )

Hay tres diferentes puntos fijos asociados con (6.20), un punto fijo ultravioleta d-dimensional en el limite
Lk — 0o, £ — 00; un punto fijo ultravioleta (d—1)-dimensional en el limite Lx — 0, & — co; ¥ finalmente,
un punto fijo mﬁ-arrop de temperatura cero en el limite x — 0. Sin embargo, para alcanzar el punto
t = 0 depende si consideramos x — 0 para L fija, o bien Lx — 00, & — 0. :

‘En términos del acoplamiento flotante k, definido tal que ¢l coeﬁczente de h? en la funcmn g sea unao,
obtenemos

dh ‘
— =¢(L _ R . 1
i e(Le)h h | (6.21)
donde -
i sa2s .
z'n._-oo f (g-rr)d 1 (y2+1+ 4x7n 2)
E(Lﬂ:) =d—3-+4 =Ty : . (6.22)

Yne—co
1’1_—00 {27{‘)d 1 (y2+1+41r2n2 )2

La cantidad deg = 2+ e{Lk) puede ser interpretada como una medida de la dimensién efectiva del sistema
interpolando entre d y d — 1 en los limites Lk = o0 y Lrx — 0 respectivamente, donde en ambos casos
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Figura 15: Acoplamiento flotente h para dimension 3 y 3.5 respectivamente.

estamos considerando & —+ 0o, L.e. el comportamiento cerca del punto critico. Los correspondientes puntos
fijos para h son: d—2,d— 3y 0. En la figura (15) vemos una gréfica dé i como una funcién de In s para
d = 3. En este caso, como la teorfa es asintéticamente libre en dimensién dos, el acoplamiento tiende a
cero en el limite de dimensidn reducida, i.e. el punto fijo ultravioleta {d — 1)-dimensional y el punto fijo
infrarrojo trivial coinciden. Este cambio dimensional en el acoplamiento es controlable en la expansién
de baja temperatura. Es en efecto la solucién a (6.21) que hemos usado como el pardmetro “pequefio™
en la expansion perturbativa. Es el hecho de que h captura el cambio entre los diferentes puntos fijos
el que nos da un pardmetro de expansion uniforme y por lo tanto nos da un control perturbativo del
entrecruzamiento. Por supuesto cuando d — 2 no es pequefio necesitamos trabajar a mas altos ordenes e
intentar algin método de resumacién. Es claro sin embargo, que no hay impedimento en continuar este
célculo a un orden arbitario en la expansién en lagzos. .

En la figura (15) vemos el correspondiente resultado para d = 3.5. Aqu1, el “doble” entrecruzamiento
entre los diferentes puntos fijos es manifiesto. Asintéticamente en el ultravioleta hay un punto fijo en
h = 1.5 que corresponde al punto fijo 3.5-dimensional. En la regién intermedia b tiende al punto critico del
gistema 2.5-dimensional mientras que, finalmente, en el infrarrojo s —+ 0 corresponde al comportamiento
controlado por el punto fijo de temperatura cerc que controla la curva de coexistencia. Regresando ahora,
a la dimensién anémala del campo, «,, obtenemos

2(N— 1) f di—1y 1
—t 6.23
Y Z 271- d—l (y2 + 1 + 41:1,1-3':1,25)2 ( )

n=--co
o en términos del acoplamiento flotante

v% = (%) h | (6.24)

La dimensién andmala también exhibe un cambio dimensional como se puede apreciar en la figura (16),
para el caso d = 3, N = 3, 4, 5, interpolando entre los valores (%—j) d—-2)y (%—:—%) (d — 3) en los
limites Lk — co y Lk — 0 respectivamente, donde una vez mas estamos considerando el comportamiento
cerca del punto critico. Nétese que en contraste al caso de una expansién alrededor del punto crifico
usando un Hamiltoniano de Landau-Ginzburg-Wilson, <, no es simplemente el exponente critico 5. Esto
es debido al hecho que la dimensidn candnica de los campos 7 ¥ o son cero. El valor de bulto, L — oo, de
Yr 65 ¥z (00) = (d — 2 +7) donde el exponente critico 5 = (d — 2)/(N — 2). En el limite Lx = 0, s =3
podemos ver que ¥ —+ (@ —2+ %) donde d = d—1y 7 = (d — 2)/(N — 2) es el exponente critico
del sistema reducido dimensionalmente. En el limite de N grande, N — oo, notemos que v, = h = df,
donde d¢; es la dimensi6n efectiva que ha sido encontrada. al considerar el cambio dimensional en el limite
de N grande para una teorfa de Ap* [27].
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1.5}

Figura 16: Dimensidn andmale pars d = 3 y 3.5 respectivamente.

6.3 Corrimiento de la Temperatura Critica

La ecuacidn para la funcién § puede ser integrada para. tener

1
H, L) = R—— (6.25)
i ()74 AL ’)(”) ra
donde &; y i; son la escala y temﬁeratura inicial arbitrarias. La, funcién f es
2(N - 2) © ds g _nlrte?
fowmy =202 Z f e e e - (6.26)
' (4 )2 n=—oe .
En el limite L — oo la ecuacién (6.25) viene a ser
1
H(Z 00) = (6.27)

T ()T [ f o) ()T

donde f(oc) simplemente toma el término n = 0 en la suma involucrada en f(Lk). Eligiendo la
temperatura y la escala inicial a tener al mismo valor en (6.25) y (6.27) obtenemos :

1 . 1 I 1d—2 dr’ :
(i 7 ) = [ (7R oo (6:29
donde un factor de k*~¢ ha sido absorbido en la temperatura sin dimensién. La intérpretacién de la
ecuacién (6.28) es que dada una particular escala de renormalization x en dos sistemas de tamafio L y
de tamafio infinito entonces las correspondientes temperaturas en los dos sistemas estés relacionadas por
esta expresion. Dado que el limite & — oo corresponde a aproximarse al punto critico, podemos tomar
éste limite en (6.28) para obtener

1 1 1
(ﬁ(L_) - Tc(oo)) = 5{f(Zsi) = f(oa)) (6.29)

Tomar el Hmite x; — 0 corresponde a elegir la temperatura inicial sin dimensiones igual a cero. El
corrimiento es entonces dado por :
1 1 b
( - ) = ¢ (6.30)

T(L) Tifoo) Ld-2

donde la constante by, dependiente de la dimensién, es dada por

(N-2)

by = r(d—;z)g(d _2) (6.31)



48 6 EL MODELO SIGMA NO-LINEAL

El resultado (6.30) est4 de acuerdo con lo que se espera para escalamiento de tamaiio finito [28], con el
exponente ¥ = 1/(d — 2). En el limite d — 3, by — co aparece una divergencia en la funcién {. Esto
corresponde al hecho de que el corrimiento estd mal definido debido a la no existencia de un punto critico
en dimensién dos como ha sido discutido por Barber and Fisher [29].

6.4 Exponentes Efectivos

Un conjunto muy itil de funciones de escalamiente universales es definido por los exponentes criticos
efectivos que interpolan entre aquellos que son caracteristicos de log puntos finales en el entrecruzamiento
de interés. Aquf, dado que el modelo o no lineal est4 restringido a la regién de fase rota, nos concentraremos
en los dos exponentes efectivos Se ¥ e definidos como

-1 _ dlno _ dlne
= GmH |,y T TW0L) — D e (6.32)

donde b5 es definido a lo largo de la isoterma critica del sistema de tamafio finito ¥ Ses sobre la curva
de coexistencia del sistema de tamafio finito. Para derivar fSeg resolvemos la ecuacién del GR para la
magnetizacién ¢ con condicién inicial ¢{x = 0) = 1. Luego sustituimos la dimensién anémala (6.24) y
consideramos el limite Lk — oc para tener

Boit = B — (to(L) t)% (% fo ~ A%(x,t)df) | (6.33)

donde f = v(d — 2+ 1n)/2 es el exponente de bulto y Ay, = v, — (d — 2+ 1).

En el limite (f.(L) — t) = 0, L3 2(¢,(L) — ) — co encontramos que fegr — ¥{(d — 2 + 1)/2, mientras
que en el limite (£,(L) — £) — 0, L¢2(£,(L) — t) — O obtenemos fexr — #'(d' — 2+ 7')}/2. A orden de
un Jazo, usando la equacién (6.24), S.g interpola entre los valores asintdticos escritos arriba, donde ahora
tenemos ¥ =1/(d~2),n=(d—-2)/(N-2), v =1/{d' - 2), ' =(d -2)/(N~-2yyd =d—~1.

Similarmente, encontramos para deg

-1 _ is :
S = M{?d—’)‘w =) (6.34)

donde 7; = (B:/t). En el limite (t.(L) — ) = 0, LY/” (t.(L) — £) = co tenemos ¥ —+ (d~2+n) v v; — 0.
Por Io tanto, vemos que deg — (d+ 2 —1)/(d — 2 + 7). En el limite (t,(L) —t) = 0, LMV (#.(L) —t) = 0
encontramos que v, — (d — 24+ 7)) vy 7 = 1. Asi, en éste limite der — (&' + 2 —7)/(d — 2 + 7'},
donde d' y ' son dados arriba. A nivel de un lazo v, es dado como (6.24) y % = (L&) — h. En la figura
{17) tenemos una gréfica de 6e‘ff1 como una funcion deInZk parad =3,d =35y N =3, 4, 5 donde el
crogsover completo es evidente.

0.5}

0.4t

-8 -8 -4

Figura 17: El ezponente efectivo 5:f1f para d =3, y.3.5.
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6.5 Modelo dé Interfases de Wéllace-Zia.

Uno de los campos en los que el GR ha sido aplicado solo recientemente es en la investigacién de fendmenas
criticos en sistemas inhomogeneos. Uno de los aspectos que han llamado la atencién es €l comportamiento
de las interfases cerca de un punto critico, esta regidn separa diferentes fases de una sustancia. En
esta seccidn hemos intentade hacer un breve resumen de esta teoria desarrollada por Wallace v Zia
principalmente [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36).

Podemos pensar en dos fases termodindmicas separadas por una relativamente delgada zona de
transicion, la regién interfacial. En esta regién, las propiedades del material deben cambiar, pasando
de las caracteristicas de una de las fases (vapor, por ejemplo) a las caracteristicas de la otra fase (liquido).
Las propiedades de esta regidn interfacial han Namado la atencién de la gente por mucho tiempo, como
lo muestra por gjemplo el andlisis de Van der Waals a finales del siglo diecinueve. Investigaciones més
recientes demuestran que el ancho de la regidn interfacial diverge conforme uno se acerca al punto critico
desde abajo de la temperatura critica a lo largo de la linea de coexistencia (de la curva presién-vapor, en
al caso de un fiuido). Por su parte, la energia libre interfacial por unidad de drea, i.e. la tensién superficial
tiende a cero conforme uno se acerca al punto critico. Estas propiedades se pueden caracterizar con los
exponentes criticos dados por 7

: o~ (T =TV, . T—=T; _ o (6.35)

para la tensién superficial y
' we (T,~T)™", T—T (6.36)

para el ancho interfacial. Un argumento simple resulta de considerar el exceso de energia libre asociada
con una interface de drea A, AF = Ag. Si la pared interfacial tiene un ancho del orden de la longitud de
correlacion £, uno puede asociar un exceso de energfa libre por unidad de volumen AF = (0 A)/(A4L) =
g€~ de la regién interfacial. Si suponemos que ésta densidad de energfa varia con la temperatura en la
misma forma que la parte gingular de la energfa libre de bulto ec.(2.3), tenemos o€~ ~ G, ~ t27%. De
esta forma

o~ G R | (6.37)

De tal manera que '
b= 24— (6.38)
(d—1)v {6.39)

en éstas relaciones de escalamiento, v es el exponente para la divergencia de la longitud de correlacion
de bulto, 8 y - son los exponentes estdndar para el pardmetro de orden y la susceptibilidad, d es la
dimensién espacial del sistema. La aproximacion de campo medio da un primer sabor del fendmeno
observado: Conforme nos acercamos al punto critico, la interfase se vuelve méds y més difusa. El ancho
de la interfase es proporcional a la longitud de correlacién de bulto.

Esta teoria es desarrollada empezando por un Hamiltoniano de Landau—Ginzburg—Wilson, que es
invariante bajo de traslaciones y rotaciones del pardmetro de orden. Estd claro que la presencia de
la interfase rompe esta simetrfa. Como veremos més abajo, log modos de Goldstone asociados a este
rompimiento son dados por los modos traslacionales de la interfase. Como sabemos, en dimensiones
bajas, estas ondas de espin, con longitud de onda grandes, destruyen cualquier intento de ordenamiento
del sistema. En este caso, estas ondas se interpretan como excitaciones capilares de la interfase y dan a
lugar a inestabilidades sin control en el infrarrojo, tal que en dimensiones menores no tiene sentido hablar
de ella.

Si en la energia potencial del Hamiltoniano de Landau—G1nzburg—W1lson (3.23) con N 1 nos
restringimos al regimen por debajo de la temperatura critica ¢ < 0, notamos que la funcién

1 A
V(p) = 5t9" + 56" - (6.40)

tiene dos minimos de energfa potencial igualmente probables de magnetizacién. Significa que el modelo
contiene configuraciones que involucran por ejemplo regiones de una fase anidadas en regiones de la otra
fase etc.
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En la presencia de un campo magnético externo la situacién es un tanto distinta, la configuracidn
homogénea de minima energia depende del signo del campo magnético. Es decir, estamos describiendo
una transicién de fase de primer orden. Estas configuracionss ¢, de equilibrio del sistema corresponden
a los minimos del Hamiltoniano (3.23), que satisfacen

_vzﬁac + V' () =0 (6.41)

donde la prima indica diferenciacién respecto al campo . Una configuracién homogénea es dada por

6t
vi=-< (6.42)

en tanto que una solucién no trivial que describe una configuracién con interfase centrada en zp se puede

expresar en la forma
e (2) = g+ tanh {f I;—l (z — 20) (6.43) .

conocida en otros contextos como la solucion de kink, en ésta solucidn la coordenada z es perpendicular
a la interfase. Como podeémos ver, esta solucién es independiente de las d — 1 coordenadas transversales..

Por otro lado, si perturbamos el sistema alrededor de una solucién ¢, (), y despreciamos los términos
de fluctuaciones obtenemos que la energia relativa a la fase homogénea es dada por

Hlps) —Hpy) =0 f a1 (6.44)

donde el coeficiente o = [*° dz (i, (2))” es la tensién superficial de la interfase. En ésta aproximacion,
el valor medio del campo v, es dado por la solucion ., es decir T = g, (z). La solucién (6.43) representa
una conﬁg‘uracmn con interfase cuyo ancho es proporcional a la longitud de correlacién (3. 35) alin a este
nivel ya tenemos 1ina degeripcion del grosor de la interfase, w ~ £.

Si expa.ndemos en el Hamiltoniano alrededor de una solucidn ., ¢ = @, + ¢ tenemos

1 =) ~
H(p) =Hlpd+3 [ EatyP@DEnpw) +... (6.45)
donde el operador de fluctuaciones se puede escribir como
D(z,y) = (-Vi+V" (po) %z~ 9). (6.46)

Este operador tiene un modo cero ,‘
| | Do, (2) =0 (6.47)

que corresponde a una traslacién rigida de la configuracién ¢, (2) a lo largo de coordenada z. Con este
modo cero se pueden generar otros funciones propias del operador con la combinacién e*3*9, . () donde
% es un vector transversal a la interfase. Una superposicién de estos modos describe la configuracién

0 = e (z - f (%)) (6.48)

donde hemos definido la funcién f (x) = 3, aqe ¢!1* | La expresién (6.48) corresponde a una configuracién

que &8 una traslacién “local” de la mterface plana por la cantidad f (x), por ello, estos modos se conocen

como ondag capilares sobre la pared interfacial. Estos modos no son los tfinicos, no obstante, aunque:

otros puedan aparecer, estos tendrdn un ancho del orden £72, es decir tendran asociadas longitudes de -
onda muy pequefias respecto al grosor de la interfase. En una primera aproximacién estos pueden no

ser tomados en cuenta. Considerando estos puntos, encontramos la energfa efectiva para desplazamientos

grandes respecto al grosor de la interfase ~ £

H{p) — Hpy) = a/dd—lm [1 + % (VA2 +... (6.49)

donde, como en (6.44), ¢ es la tensién superficial de la interfase. Debemos remarcar que por 1o dicho en
el péarrafo anterior, la expresmn (6.49) tiene un rango de validez para longitudes grandes respecto ala
longitud de correlacién, es decir, podemos usar ésta en la regién para la cual ¢ < £71.
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El efecto de estas Auctuaciones capilares puede describirse de una manera cuantitativa por f2, a primer
orden obtenemos

_ 'E_l dd—l 1
R A S 6.50
fi=o f (2m)& T ¢ (6.:50)

el corte superior de la integral viene del argumento esgrimide mds arriba. Sin embargo para d < 3, la
integral es divergente en el infrarojo y por lo tanto el efecto de estas fluctuaciones es no acotado.

6.5.1 Expansién de Temperaturas Bajas.

Para estudiar este modelo de interfases, Wallace y Zia introducen el modelo llamado drumhead cuyo
hamiltoniano efectivo se puede escribir como

Hp =T [ f [1 +(V f)zll/2 dA -+ %mz / fsz] (6.51)

el primer término es el drea superficial de la interfase, el segundo es una contribucién debido a un efecto
gravitatorio: la energfa gravitacional de una particula de masa m a una altura f es mgh, para un medio
continuo uno debe integrar sobre la densidad de particulas por unidad de drea

f f2
/ﬂ pogadz = pog’-. (6.52)

Como hemos visto, este término es necesario para controlar las ondas capilares en el infrarrojo. Las
propiedades en el infrarrojo y el ultravioleta del modelo son controladas por la dimensién del acoplamiento
T. Dado que el Hamiltoniano debe ser adimensional, el acoplamiento debe tener dimensién [T] = i~ t¢—1)
donde « es inverso de longitud (0 momento). De esta forma, esperamos que para d > 1, los lazos que
van multiplicando al acoplamiento no cambien el comportamiento en el infrarrojo, es decir, la teoria
de perturbaciones es vilida en este régimen. Para d > 1, sin embargo, todavia tenemos divergencias
ultravioletas que deben ser controladas. Wallace y Zia encontraron que esto se puede hacer usando
renormalizacién estdndar. El {inico punto de cuidado es en la forma de regularizar las integrales, dado que
un corte ultravioleta en ellas provocaria que la simetria euclidiana del modelo se perdiera. El esquema, de
regularizacidn dimensional salva este punto, ¥ las divergencias aparecen como polos en € = d — 1.

Lo més lagico, es expander en términos del gradiente de la funcién f. El propagador del Hamiltoniano
es dado entonces por

Ty
G = 6.53
0 (q) (q2 + mg) ( )
Si cortamos la expansién hasta el término (Vf)*, uno puede encontrar a un lazo®
[ 1
Fol=s =Go(a) + ;T GA (@) (@) (6.5
donde . _
9 _ o ‘
_ 2 2
Ig)=4q (1+ - 1) / Go U"),k e (6.55)
En términos del vértice de dos puntos tenemos
(2y P +mg 1 / K2 dilk o
Ty (9= T Ty + ( + ) k2 + m (2m)? ] (6.56)

el punto importante agui es el de identificar el vértice en los diagramas, en este caso lo que tenemos es que
si cuatro lineas con momentos {ki, ks, ks, ks} entran en uno de ellos, debemos multiplicar por el término

2Como ha sido probads en [34], para renormalizar las funciones de correlacién de los términos {V £)?" para n > 1 sdlo es
necesaria una constante de renormalizacién Z¢, que aquf reproducimos a orden e.
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(k1 - ko) (ks - ka) + (k1 - ka) (k2 - kg) + (k1 - ky) (ko - ka) (6.57)

Para encontrar las ecuaciones del GR podemos elegir la normalizacion
Tr® (g=0m=k) = &K (6.58)
T8pT |2 = 1 (6.59)

Con ayuda de estas expresiones encontramos que no hay renormalizacion del campo .f a este orden. El
acoplamiento se renormaliza mediante Tg = ZrT donde la constante de renormalizacién es dada por

11 K di
g fi.1 K4k 6.60
Zy 1+(2+5)T3/k2+52 @ . (6.60)

La funcién beta para el acoplamiento adimensional T = Tk¢, se puede escribir como

=dln Z
B(T)=eT-T dln: (6.61)

si hacemos la integral por regularizacién dimensional (después de tomar la derivada logaritmica) y
expandemos en £, reproducimos el resultado de Wallace y Zia

B(T)=eT-T (6.62)

Este resultado queda ilustrado en la figura (18). Ademds del punto fijo de temperatura cero (estable en

Figura 18: La funcién de beta paru el acoplamiento

el infrarrojo), observamos el punto fijo no trivial T = ¢, estable en el ultravicleta para d > 1. Wallace
v Zia identificaron a este, como el punto critico de la transicidn de fase del bulto, es decir, la transicién
de fase de la teoria orlglnal el modelo de Landau-Ginzhurg-Wilson. Se introduce una escala de longltud
fisica £ (m ﬂ invariante del GR

J a
(KB_E +8(T) ‘ﬁ) £=0 (6.63)
cuya solucién se puede escribir en la forma ‘
. _IT(&) 47
6 = K'_l ﬂ_(=)'1 (664)

si expandemos la funcién 3 alrededor del punto fijo obtenemos

(6.65)

¢ -1
T
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Sie>0yT — T, la escala £ diverge como lo hace la longitud de correlacién de bulto con » = 1/e. Como
podemos ver, este modelo para la interfase da una primera aproximacién més alld de campo promedio,
para nuestro entendimiento de ondas capilares. En este sentido, uno quisiera extender el anslisis para el
caso (por ejemplo), en que la interfase tenga grados de libertad que impliquen una cierta rigidez de la
misma ademds de la tensién superficial. Este es precisamente el objetivo que nos hemos planteado discutir
en la segunda parte de la tesis.
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7 Geometria de Superficies Encajadas

Como veremos en las préximas secciones, la fisica de las perturbaciones en membranas es en realidad
un modelo de campos definidos continuamente en la membrana. Para una membrana fluida, las tinicas
perturbaciones que tienen sentido fisico son aquellas perpendiculares a la misma. Estas fluctuaciones sin
embargo, estdn definidas en un espacio que es no trivial, ya que en principio, soluciones de equilibrio del
Hamiltoniane no tendrian porque ser superficies planas. ;Cdmo podemos regularizar fluctuaciones en un
espacio curvo?. Por fortuna, aunque en un contexto un tanto diferente, ésta pregunta ya ha sido respondida
por Schwinger y B. DeWitt en la técnica més conocida como kernel de calor [43]. Esta es precisamente
la que usaremos aqui para encontrar las ecuaciones del GR para los pirametros de tension superficial,
rigidez, étc, de lag membranas. El costo de hacerlo asi, es el de desarrollar con mucho detalle la estructura
geométrica de superficies y sus deformaciones. En el camino nos hemos encontrado, sin embargo, con
agradables sorpresas. Baste mencionar dos ejemplos: primero, dado un objeto determinado por sus
invariantes geométricos tenemos una forma sistemdtica de encontrar las ecuaciones de Euler-Lagrange del
modelo y tenemos una manera de tratar membranas con frontera [58], segundo, deformando una segunda
vez podemos extraer las ecuaciones para las perturbaciones. Los resultados gue obtenemos para el caso
bidimensional a un lazo, coinciden con los ya encontrados en la literatura por otras investigaciones. En
cierta forma, nuestros resultados generalizan aquellos, pues los primeros son obtenidos para membranas
bidimensionales planas utilizando un marco de referencia euclidiano conocido como la representacién de
Mongé-Ampere (ver apéndice). Esto nos da la sefial de lo robusto de nuestro formalismo y asi nos motiva
para atacar primero, el caso en que la membrana estd encajada en un espacio de codimensién mayor a
uno y segundo el problema de un objeto de dimensién cuatro que estudiamos posteriormente. En esta
seccién nos concentramos en la descripcidn geométrica de superficies. A pesar de que parte del material
presentado aguf se expone en diferentes libros de texto [38], quisieramos proporcionar una presentacién
un tanto novedosa de la teoria cldsica de superficies que pensamos es de mucha utilidad para atacar
problemas muy generales que involucran geometria. A nuestro entender, esto es algo de mucha utilidad
practica dados por ejemnplo el reciente interés en la teoria de cuerdas donde la hoja de mundo de la cuerda
es una membranas bidimensional inmersa en un espacio mas grande, o por mencionar otro gjemplo, para
estudiar la forma y estabilidad de membranas bioldgicas que hay en diferentes estructuras de seres vivos,
étc. Finalmente, hemos apuntado nuestras baterias en la direccién que aqui nos concierne: la fisica de las
membranas fluidas que analizamos en secciones posteriores. Para ello hemos dividido esta seccidn en tres
partes, la primera de ellas describe superficies inmersas en un espacio euclideo de una dimensidén mayor:
hipersuperficies. La segunda parte generaliza los resultados a superficies embebidas en un espacio euclideo
de dimensiones mayores, y finalmente damos una muy breve exposicién de superficies que estdn inmersas
en un espacio curvo Riemanniano.

7.1 Geometria de Hipersuperficies

Revisemos brevemente algunas caracteristicas relevantes de la geometria de hipersuperficies encajadas en
R™1, Consideremos para, ello una hipersuperficie orientable ¥ encajada en R%*!. Esta superficie queda
especificada localmente en forma paramétrica por las funciones de encajamiento,

x = X(£%). (7.1)

Notacién: x = (z!,--+,29) son coordenadas cartesianas para R, y £° son coordenadas en la
hipersuperficie =, a =1, - ,d.
La métrica euclidiana en %! induce la métrica -y, sobre T definida por,

Yab i= €q - Bp , (7.2)

donde e, = 8,X ( 8, := 8/8¢%). Los indices latinos se bajan y suben con 7., ¥ con su inversa 2,
respectivamente. La métrica ., determina la geometria intrinseca de la superficie X, Esta define la (Gnica)
derivada covariante sin torsién V, compatible, i.e. que satisface Voyoe = 0y (VoVy — Vi Vo) f(€) = 0
para alguna funcidn sobre la superficie f(£). La curvatura intrinseca de Riemann R%.q de V, es definida
por
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(VaVp — ViV )V = Reum VY. L ‘ (7,3)

El tensor de Ricci es definido por contraceidn, Rap = Rfaer; la curvatura escalar R se define como
R = R,

Cuando la superficie & es bidimensional, la curvatura de Riemann queda completamente determinada
por el escalar de curvatura:

R
Rabed = ?('}’ac'}’bd b '}'a.d’?’bc) . ’ ‘ (74)

Note que, como consecuencia de la ec. (7.4), tenemos

1
Q’ab = Rab - 572«'}’35 =0. (75)

Fl escalar de curvatura de una superficie bidimensional coincide también con la curvatura Gaussiana de
la superficie, y es muy comtn denotar a ésta con el simbolo K. FEstamos interesados en cantidades
geométricas que son invariantes bajo reparametrizaciones de la superficie. El mds simple de tales
invariantes que uno puede construir a partir de la geometria intrinseca de X es el drea,

A::[gdA:[Eddgf, (7.6)

doride v denota el determinante de la métrica 5. Serd conveniente que usemos la notacién (f) = [ dAf.
En particular, A = (1). :

Al siguiente orden invariantes dependiendo sélo de [a geometrfa intrinseca de la superﬁcm es el
promedio del escalar de curvatura sobre la superﬂcle Si la superficie es bidimensional y ¥ no tiene
frontera, debido al teorema de Gauss-Bonnet este no es sélo invariante’ ba._]o de repa,ramtnza.cmnes es

también un invariante topoldgico, con
(R) = 4x(2 - g). ' (7.7)

Para una superficie de dimension cuatro el invariante topoldgico es

(RUUR ypoq — ARG R™ + R2) (7.8)

 Examinemos ahora la geometria extrinseca de I, es decir, cémo I estd embebida en B4+, El vector
unitario normal n”{¢) a £ en R*! queda definido en forma implicita por, :

e, 'n=20, o (7.9)

y normalizado,

n-n=1. (7.10)
Note que estas ecuaciones determinan n hasta un signo: el normal puede apuntar hacia adentro o
hacia afuera. Dado que estamos suponiendo que la superficie es orientable, podemos elegir €l signo
consistentemente, tomaremos el normal apuntando hacia afuera. Este vector unitario normal se puede
escribir explicitamente como '

Ny = + g1l (3alxp1) . (aﬂd_lxwﬂ) . (7_11)

1
W‘fum---pd_l
donde £,..u, ¥ €°77'%41 son el totalmente antisimétrico Levi-Civita para R%* y T, respectivamente
(€1...¢ = +1). El factor de /7 es necesario para hacer de n un escalar bajo de reparametrizaciones.

Cuando X es una superficie cerrada, el volumen total encerrado por la superficie & en R¥*! e5 un
invariante. El normal a ¥ nos provee una definicién alternativa del volumen ocupado por el interior de &
como la integral de superficie
1 1
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Esta expresion se puede checar usando la expresidn para el vector normal dado por la ec. (7.11).

El conjunto de vectores {n,e,} forma una base adaptada a la superficie. Sus gradientes a lo largo
de la superficie son vectores por s{ mismos y pueden ser descompuestos con respecto a esta base. Esta
descomposicidn constituye las ya cldsicas ecuaciones de Gauss-Weingarten,

aaeb = r}'abcec - Kabn: (713)
d,n = Kabﬂ(”“ec. (7.14)

Aqui, ~,° es el simbolo de Christoffel asociado con la derivada covariante de la superficie V,,

Ta® = 1 ed- Oaey
1
= §T°d (Bavoe + ObYaa — OaYan) - (7.15)

En términos del simbolo de Christoflel, la curvatura de Riemann es dada por
Ra.bcd = Bovas® — BaYon® + Yoo at® = Ve Yeb® - : - (7186)
La curvatura extrinsica de 3 es dada por el tensor simétri;o de rango dos sobre -E’. '
K= —ﬁ -8,ep = Ky . {(7.17)

Notemos que muchos autores difieren por el signe de esta definicién. Definimos también su traza con

respecto a la métrica intrinseca, _
o K=Ky, (7.18)

K representa la curvatura extrmseca media de la superficie.

La geometria intrinseca y extrinseca de %, determinada respectivamente por e y por Ka,b, no se
pueden especificar independientemente. Ellas estdn relacionadas por las condiciones de 1ntegrab111dad de
Gauss, y Codazzi-Mainardi, dadas respectivamente por,

Raved — Kachd + KogKpe = 0: (719)
VoKpe — VoKze = 0. (7.20)

Estas ecuaciones se obtienen como condiciones de integrabilidad al tomar el gradiente a lo largo de la
superficie de las ecuaciones de Gauss-Weingarten ecs.(7.50), (7.51), v luego tomando apropiadamente la
parte antisimétrica. Tenemos para las ecuaciones de Gauss y Welngarten respectivamente,

0 = [aa, ab]ec = (Rabcd — Koo Kpag + Ka,dec)ed + (vaKbc - vaa.c)n (721)
0 faa: Bb]ﬂ = (VaKbc vaac)'}’ub . (7.22)

Las ecnaciones de Gauss-Codazzi aparecen como la proyeccién tangencial en la primera expresién; las
ecuaciones de Codazzi-Mainardi son las proyecciones ortogonales. No hay nueva informacién que sea
dada por la segunda de las expresiones. Las proyecciénes tangenciales reproducen las ecuaciones de
Codazzi-Mainardi. Las correspondientes proyecciones normales son vacias.

El teorema fundamental para superficies establece que, dados v, y K, estas ecuaciones son no
solo necesariag sino también suficientes para Ia existencia de un embeding con estas cantidades como la
métrica intrinseca y la curvatura extrinseca. M4s atin, el embeding es tinico, hasta movimientos rigidos
en €l espacio ambiente.

Contraccién de las ecua,cmnes de Gauss-Codazzi-Mainardi con la metmca intrinseca contravariante y*
resulta en .

Rep — KKy + KaoKy® = -0, ‘ (7.23)
R-K*+ Ky K% = 0, (7.24)
VoK — VoK = 0 (7.25)
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donde hemos usado ec.(7.5) en la primera expresién. Notemos que en dimensién dos, las ecuaciones
contraidas, ec.{7.24) y (7.25) poseen la misma informacién que las ecuaciones de Gauss-Codazzi-Mainardi,
(7.19) (7.25). ' .

El invariante geométrico de orden mds bajo que involucra la geometria extrinseca de la surperficie es
la curvatura extrinseca media integrada sobre la superficie, {K). Este invariante, lineal en n, depende de
la orientacion de la superficie.

Al siguiente orden, los invariantes bajo reparametrizaciones son cuadraticos en la curvatura extrinseca,

(K%, (K" Kg.), ' (7.26)

asi como el término de Einstein-Hilbert, (R). En general, estos no son independientes, como podemos ver
de la ecuacion contraida de Gauss, ec. (7.24). M4ds atin, en dimension dos, (R} es el invariante topoldgico
de Gauss-Bonnet. Hay sélo un escalar local independiente asociado con el embeding a este orden.

- Una teoria consistente de superficies bidimensionales se puede construir usando Unicamente estos
invariantes. Podemos eseribir como Hamiltoniano efectivo,

H = a(K?) + B + ML) + ai:—lm X). (7.27)

Los gradientes de la curvatura extrinseca VK que aparecen en las ecuaciones de Codazzi-Mainardi no
aparecen en este Hamiltoniano. El costo diferencial puede ser ignorado,

Esto no es posible cuando d = 4. Construyamos explicitamente los términos geométricamente
independientes para este caso. Notemos que dim [K] = L—!, [R] = L=2. En general, a orden tres,
tenemos tres escalares independientes. Del conjunto, K3, KKK 4, KK K¢, KR,y K46, podemos
explotar las ecuaciones de Gauss-Codazzi para producir las tres que son independientes

(Ka) AKR), ¥ <Kubgab) : (7.28)

Este 1iltimo se anula idénticamente en dimensién dos. Al siguiente orden, entran términos en los gradientes
de la geometria extrinseca. _

Consideremos primero términos construidos usando sélo Kup ¥ Raped. Tenemos los tres términos
obvios, K*, R?, y R*¥R . Podemos explotar el teorema de Gauss-Bonnet para eliminar el término de
la forma R R opeq €0 favor de las curvaturas contraidas. De cualquier modo, K% K. aparece, usando
ahora la ecuacién contraida de Gauss-Codazzi (7.23) podemos expresar en términos de Ko K and Rgp. Es
ahora simple checar que las tinicas posibilidades restantes son K K%, y K*R. En particular, el término
KoeKYMR . .4 es simplemente la curvatura cuadrética. No obstante, si usamos Gauss-Bonnet, notamos
que el término K K™% 3 no es independiente. o

Podemos reducir todos los términos cuadriticos V,Kje a la forma V,KV*K més términos que
ya hemos considerado. Por gjemplo, notemos que podemos explotar la condicién de integrabilidad no
contrajda de Codazzi-Mainardi para escribir

(VoKas)?) = L dA(V Kpe)® = L dA(VaKpc) (VoKac) (7.29)

- f A KoV Vo K (7.30)
=

v ahora observamos que

[V, Vo) K2 = R% g K9 + Ry K (7.31)

asi que

(VaKa)?) = - [2 AR (Voo K + R qas K% + RE 4oy K°9) (7.32)

f dA((VPK)? + ‘REY  terms. (7.33)
i |
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En dimensién dos ésta teoria asume la forma de una teorfa escalar K* no-minimamente acoplada a la
gravedad. Por supuesto, el campo escalar es un campo compuesto construido del embeding X el cual
también induce campo gravitacional. Esta teoria es por lo tanto interesante en si misma como una teoria
cldsica de campos.

7.2 Geometria de Superficies Encajadas

Sobre la base que hemos construido en la seccién anterior, analizames enseguida ohjetos de dimensién d
embebidos en un espacio euclidiano de dimensién més alta, digamos R*HP.
Una superficie orientable d-dimensional, &, embebida en Rt queda especificada localmente por las
funciones de encajamiento,
x=X(£), - (7.34)
donde las X = (X?,---, X9*tD) son d + D funciones de d variables. La métrica v, inducida sobre £ es
dada por una expresién idéntica a la ec.(7.2) con el producto interno en R4+, Definimos la geometria

intrinseca exactamente como antes. :
Examinemos ahora la geometria extrinseca de X. Los D vectores unitarios n;(£), normales a X en
R4+ se definen implicitamente por,

e, -m’ =0, o (7.38)
y quedan normalizados por, .
nt nf =69, (7.36)

Notemos que estas ecuaciones determinan los n* hasta una rotacién. La definicién es invariante bajo
rotaciones

n’ = O(£%)n? . (7.37)

El conjunto de vectores {n,e,} forma una base adaptada a la superficie. Sus gradientes a lo largo de
la superficie se decompone, como antes, con respecto a la base como (Gauss-Weingarten),

0wy = Yaur'ec— K;bn'i ) (738)

8an; = Kapiv*ec +wijand. : : (7.39)

Las curvaturas extrinsecas de X son dadas por los D tensores simétricos de segundo rango scbre X,
Kopi = —n; - Ozep, = Ky, ¢ . Definimos también la traza con respecto a la métrica intrinseca,

Kz' = ’}’abKuH . (740)

- Las geometrias intrinseca y extrinseca de £, determinada respectivamente por ., ¥ por Kops ¥ Wija,
como antes, no se pueden especificar independientemente. Hstas son relacionadas por condiciones de
integrabilidad, la generalizacién de las ecuaciones de Gauss-Codazzi y Codazzi-Mainardi, asf como por un
nuevo objeto de codimension mayor el cual fija la curvatura Q,::; asociada con la SO{D)) conneccion w;;,
en términos de Ki,:

Rabea — KaciK[::d + Kad'iK[a;c =0 y (741)
VoKl = VeK:, = 0 (7.42)
Qijab + KoeiK % — Kaej K% = 0. (7.43)

Notemos que V, es la SO(D) derivada (de norma) covariante definida por

Vati = Vath — wijed? . (7.44)
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Las ecuaciones de Ricei aparecen como las proyecciones normales de las condiciones de integrabililidad
asociadas con las ecuaciones de Weingarten. Notemos también que no hay contracciones (no vacias) de
las ecuaciones de Ricci. 8i D > 1, no hay invariante lineal en K o en alguna potencia impar de K?,. Los
invariantes de orden menor en la curvatura extrinseca son los cuadréticos

(KK, (KPKL), : o (7.45)

y el término de Einstein Hilbert , {R). También, cuando d = 2 y D = 2, hay el invariante topolégico (£2).
Como antes, los primeras tres invariantes no son independientes, como se sigue de la ecuacién de Gauss
contraida, ec.(7.24). Més atin, en dimensién dos, (R) es el invariante topoldgico de Gauss-Bonnet. Hay
iinicamente un escalar local independiente asociado con el embeding a este orden.

A cuarto orden, ademds de los términos andlogos a (K*), (R?), y ((VK)?*), discutidos en la secci6n
anterior, hay el término cuadrético en £1,

7.3 Geometria de Superficies Encajadas en un Espacio Riemanniano

Por completez, consideremos brevemente superficies de dimensién d embebidas en un espacio de Riemann
de dimensién d + D descrito por el tensor métrico g,,,.
Una superficie d-dimensional, X, queda especificada por las funciones de embeding

o = XH(E), (7.46)

donde z* son coordenadas locales para M, y £% son coordenadas sobre la superficie & {2, =
L,--d+D,yo,b---=1,- :d)
La métrica v,p inducida sobre ¥ es dada por

| Yab = {€a,€8) (7.47)
donde e := 8,X*, y con (-,-) nos referimos al producto interno con respecto a g,,: (V, W) = g, VFW?>.
La geometria intrinseca queda definida como antes.

Los D vectores normales unitarios n¥ (£) a  en R4+ de definen como,
(ee,n3) =0, ' (7.48)

y son normalizados,

(ni,ng) = 0. (7.49)
El conjunto de vectores {n,ef} forma una base adaptada a la superficie. Las derivadas covariantes a

Yo largo de la superficie, se puede descomponer como en los casos anteriores (las ecuaciones de Gauss-
Weingarten),

Deelf = as’el — Ky, (7.50)
Danf = Kaniy™el +uwy o (7. 51

donde D, = e D, y D, es la derivada covariante compatible con M. Las curvaturas extrmseca.s de X son
dadas por los I tensores simétricos sobre X,

Kopi = —(ni, Dagy) = Kigi - (7.52)

Las condiciones de integrabilidad son naturalmente generalizaciones de las ecuaciones de Gauss-Codazzi,
Codazgi-Mainardi y Ricci:

R,u,yaﬁe”egeaeg = Rabeg — KgciKgd + Kan‘iKgc , (7,53)
V' Ruvepnieielel = VoKi —V,Ki, | (7.54)
Ruuaﬁnunyeaeg = ﬂij ob T Kacichj - Kachcb‘i - (755)



60 8 DEFORMACIONES DE LA GEOMETRIA

8 Deformaciones de la Geometria

Siguiendo con el programa que nos hemos planteado en la seccién anterior, en ésta nos concentramos en
deformaciones en la geometria de superficies. Dado un Hamiltoniano construido de invariantes geométricos
es natural el encontrar las ecuaciones de equilibrio. Para hacerlo, aplicamos el principio de minima accién
al Hamiltoniano y para ello debemos deformarlo infinitesimalmenie. Para los casos que nos interesan,
una pequefla deformacién en la superficie significa perturbar las funciones que definen el embeding, a
su vez, esta perturbacién induce deformaciones en las geometrias tanto intrinseca como extrinseca va
que éstag estdn definidas directamente con las funciones de embeding. Por ello no parece apropiado
desarrollar primero la tecnologia de deformaciones de los objetos geométricos que aparecen en lo modelos
que estudiamos posteriormente.

8.1 Deformaciones de Hipersuperficies

Una deformacién uniparamétrica de la hipersuperficie es descrita por funciones X(£°, u) Un cambio
1nﬁn1te51ma.1 de las funciones de embeding

X - X(¢) + 6X(8), o (8.1)

estd caracterizado por el vector infinitesimal 6X(£) = 8,X(£%, u)|y,=o6u. Este vector se puede descomponer
en sus partes normal y tangencial a la superficie Z:

FX = &.X+4)X |
= &n+ $%,. ' (82)

Notemos que las funciones @ de proyeccién, tienen dimensién de longitud.
Determinemos primero cémo cambia la base {e,, n} bajo la deformacién. La observacién clave es que
&, y 8, conmutan. Asi, el cambio en los vectores tangentes es dado por

Seq = B,(6X) . - 83)

5i descomponemos 6X en su parte tangencial y normal de acuerdo a éc.(8.2) tenemos

& (‘I’beb + @n)
(Vo®"ep — Koy ®'n + (V,8)n + 8K 7%, . (8.4)

de,

Donde hemos usado las ecuaciones de Gauss-Weingarten ec.(7.50) y ec.(7.51) en la segunda linea. Tenemos
entonces las deformaciones inducidas por 6X; y X respectivamente

fjjen = (Va®")ey — Kop®'n, (8.5)
¥
S1e, = {Vo®)n + 3Ky e, . (8.6)
De la primera tenemos para la deformacién de la métrica inducida
6||'}'ab =V, 8 +V, P, ,. _ . (87)

que ‘es justamente la derivada de Lie d-dimensional a lo largo del campo vectorial de la superficie &°.
Similarmente, el cambio en la métrica 7, bajo una deformacién normal se sigue de ec.(7.2):

817 = (freg)-ep+eq-(b1ep)
= 2K,,b. | (8.8)

Esta expresién da la interpretacién geométrica de la curvatura extrinseca: es un medio de la derivada de
Lie d-dimensional de la métrica intrinseca a lo largo del vector normal.
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Notemos que para &l inverso de la métrica tenemos que § | 7°" = —2X*®, De estas relaciones, se sigue
que la deformacion normal de primer orden del elemento de 4rea infinitesimal es simplemente proporcicnal
a la traza de la curvatura extrinseca,

1
GLvT = 53/ 7701 = TKE. (8.9)

ec.(8.9) codifica el contenido geométrico de la curvatura media como el cambio relative del drea por unidad
de deformacién. La variacién del vector normal,
&m = K%3,¢,), ‘ (8.10)

¥y ‘ .
dn= —(Vai')'yabeb , ‘ (81D

se siguen de las relaciones que lo definen, Eqs. (7.35) y (7.36).

Es posible evaluar la deformacién normal de primer orden de la curvatura escalar R ya sea intrinseca
o extrinsecamente {usando la ecuacidén de Gauss-Codazzi ). Consideremos ésta ltima forma. Usando la
definicién del tensor de Riemann dada por ec.(7.16), tenemos que la variacién normal de éste objeto es

01 R%ea = Ve(d1vm™) — ValdL7a") 5 (8.12)

1o cual 'implica. :
6J.Rq,b = vc(é_l_’}’a,bc) - Vb(a_l_’)'cac) . . (813)

Para la curvatura escalar tenemos

R

(61v*®)Rap + 72 (6L Ras) :
= —ZRabKﬂb@ + Vc(’YQbJJ_’Yab"‘) — VI L7ea) - ' (814)

Ahora bien, una variacién arbitraria de la métrica induce una variacién

) .
5Yap’ = §7Cd(vb5’)’ad + Vabvba — Vadvas) (8.15)

en los simbolos de Christoffel, por lo que, usando las ecuaciones de Co_dazzi-Maina;rdi tenemos que la
variacion normal de los simbolos de Christoffel es ' '

81yt = Ka°v0¢3+ KV, @ — Kpp Ve + (V K, 5) 8. . (8.16)
Con esto determinamos que Ia curvatura escalar se transforma como
h) ﬁ?, = IR K3 + V,VE(R), (8.17)
donde el vector de superficie V*(R) es definido por
VE(R) := (K -y K\, 8. (8.18)

{Con el uso de la ecuacién contraida de Codazzi-Mainardi, ec.(7.20), la divergencia pasa a través de la
combinacién lineal , K% — y%*K). Notemos que para la densidad de curvatura escalar tenemos

S1/TR = \/F(—200 K + 2V, [(K® — v K)V,8]) , (8.19)
Esta expresion ha de ser comparada con el resultado bien conocido en la tecria de la gravitacién. Tenemos
61(R) = —2(Gap K) + (V. V). (8.20)

De este resultado se sigue que la variacién de la curvatura escalar integrada es una divergencia en dimensién
dos. Si la superficie no tiene frontera, la variacién se anula idénticamente como debe ser, ya que es €l
invariante topoldgico de Gauss-Bonnet.
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Consideremos ahora las deformaciones de primer orden de la geometria extrinseca. Para la deformacién
normal tenemos ' ' ‘ :

81K —(61m) - 8ep —m -G, (5, €p)
(0.8)e - Byey — 1 - B, (3 B)m + BKipoe’]
Va5 B — B8y + Koo Koo ®

= —V,Vi® + KuK5@. (8.21)

Usando la ec.(7.23) podemos escribir esta expresion en la forma,
8, Koy = —VaVa® + (KKab — Rab)q) . (822)

Note que §,. es manifiestamente simétrico. ‘
Para la curvatura media extrinseca obtenemos,

SLE = (519 Kap + v (3L Kw)
= —Ad - K K9 :
—-A% +(R-K¥H®, » -+ (8.23)

donde hemos usado la ecnacién de Gauss contraida, ec.(7.24), en la tltima linea. Como un chequeo de
consistencia de estas expresiones uno puede verificar que estas implican, como debe ser, que la deformacién
de primer orden de la ecuacién de Gauss contraida se anula identicamente, i.e.

81 (R— K% 4 K K®) =0. . (8.24)

8.2 Variaciones de Primer Orden de Invariantes Geométricos

En esta seccién aplicamos el marco cinematico que hemos desarrollado para la determinacién sisteméatica
de las derivadas de Euler-Lagrange de los invariantes geométricos que aparecen en el Hamiltoniano.
Comentemos primero sobre la deformacién tangencial. Para el elemento de 4drea tenemos

SIvY = VAV 8" (8.25)
Tarmbién, cualquier escalar de superficie satisface
8F(X) = 398, F(X). (8.26)

Luego, cualguier invariante funcional de la forma
FixX] = [ daf(x), (3.27)
I

se deforma, tangencialmente como

oy FX] fg dU€[(8y /) FIX) + /(8 F(X))]

/ AV, [8°F(X)]. | | | (8.28)
=

ft

Usando el teorema de Stokes esto se convierte en
Sy FIX] = / dSn, 8 F(X), (8.29)
8L

donde la integracién va sobre la frontera de ¥ y #* denota el vector unitario normal a la frontera de
v hacia el interior de . Por supuesto, si esta frontera es vacia, la integral se anula idénticamente. Es
de enfatizar que en el caso de una superficie con frontera, esta integral en general es no cerc, y no serd
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valido por lo tanto despreciar las variaciones tangenciales de la superficie. En efecto, la anulacién de tales
términos determinard las condiciones a ser impuestas sobre la frontera.

Si la superficie no tiene frontera, la parte tangencial de la variacidon se puede asociar con una
reparametrizacidon. Dado que, por ahora estamos interesados en cantidades gque son invariantes bajo
reparametrizaciones de la superficie, olvidaremos esta contribucién en lo que sigue y nos concentrarermos
en las deformaciones normales de la geometrfa intrinseca y extrinseca de ¥ [40, 41, 42]. Escribimos

SL(F) = (E£12) +{VaWAlf]) - (8.30)

La divergencia aparece cuando integramos por partes para remover todas las derivadas de . Empezamos
con la variacién de primer orden normal de 4 y V.
Para la variacién normal del drea total usamos ec.(8.9)

S A= (K®). (8.31)

Tenemos £[1] = K. Notemos que la diferencia en 4rea entre dos superficies separadas por una distancia
infinitesimal normal @ es proporcional a la curvatura media integrada. El drea de la superficie es extremal
para deformaciones normales arbitrarias: §, 4 = 0, cuando K = 0 en cada punto de la superficie.

Una manera de determinar la deformacidn normal del volumen encerrado por la superficie, es
explotando la definicién dada en la ec.(7.12). Tenemos

LV = dilfddg[ (617X + /7n - 61X]
= L A@En X — (8.8)yes - X + 8. (8.32)
i+ 1)y

Integrando por partes el segundo término y eliminando una divergencia total tenemos

.V = d+1/dA‘I)Kn X + 3y, - X + 376y - ea"“ﬁ]
= dHfdA[qun X - @Kn X + d® + 9] o
- /dA@:(@), (8.33)
: |

donde hemos usado las ecuaciones de Gauss-Wingarten en la segunda linea. Esta expresién final no es de
sorprender. El cambio infinitesimal en el volumen es simplemente proporcional al drea de la &ontera, por
el desplagamiento normal.

Examinemos ahora potencias de la curvatura extrinseca media. La deformacién de la densidad /7K
es

01/YK =—-A®+RE. o (8.34)
y obtenemos para la curvatura media total,
dI(K) = —(A®)+(RD) _
(R®) + (V. V(KD o (839)
donde V#(K) = —V*&. El subindice se refiere al orden de la variacién. Es interesante observar que ésta

expresién depende fnicamente de la geomeiria intrinseca de la superficie. Para una superficie cerra.da
41 (K} = (R®). La correspondiente derivada de Fuler-Lagrange es

E[K]=R. (3.36)

Si la curvatura escalar es nula, también lo es d;(K). Esto es lo que se espera para una superficie
bidimensional donde R = 0 implica. que esta es plana. Esto es, sin embargo, un punte no trivial para
dimensiones mayores. Si & es una constante, y la superficie es bidimensional entonces
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01 {Ky=4dnr(1— g)®. (8.37)
Para la variacién del cuadrado de la curvatura extrinseca tenemos (el funcional de Helfrich)
61 {K?) = f dAK[-2A% + (2R — K%)@]; (8.38)
b3
Si integramos dos veces por partes tenemos:
_ SLUEC) = (3 {-2AK + (2R - KD)K}) + (V. VKD, (8.39)
donde V#(K?) = 28V*K — 2KV*®. La derivada de Euler-Lagrange es

E[K? = —2AK + 2R — K3)K. | (8.40)

Esta involucra cuatro derivadas de las funciones de embeding.

8.3 La'DeriValda de Euler-Lagrange del Hamiltoniano de Helfrich
La expresién general a considerar es
PX] = a(K?) + B(K) + M+ 0V, | (8.41)

donde @, 5, A y o son constantes. Utilizando las expresiones obtenidas en la seccidn previa tenemos

E=-20AK +(2aK+ B8R —aK? + XK +0.. (8.42)

8.4 Variaciones de Segundo Orden

Para tener la aproximacién de un lazo de la energia libre, necesitamos desarrollar la teoria de
perturbaciones a segundo orden. Antes de proceder, notemos que debido a que debemos tomar una

siguiente variacién sobre §X. tenemos
dL18#0, (8.43)

a segundo orden y similarmente para las otras tres posibilidades, §,. %%, §;® and §)®°. Sin embargo, es
sencillo checar que no hay error al tomar 6, ¢ = 0 en lo que sigue. Esto porque los términos adicionales
pueden todos ser agrupados en una divergencia que involucra &, A primer orden tenemaos,

5F = [ (/AN + 0N, o (8.44)

y asf

= /ddg [ (/A5) + 8161 (V/AF) + 618 (1) + (A1) - (8.45)
Sin embargo, (V7)) = Va(y/79“ f). Ademis, la divergencia de una densidad vectorial es independiente

de la conexién afin de la superficie v,,°, asi que la variacién de la divergencia de una densidad vectorial
V? ed igual a la divergencia de la variacion,

81(Va[V%]) = Va(80V7). (8.46)
Asfl |
§*F = f 42 [V, (B (Vo(B°/F) + 2861 (/7F)) + 63 (V)] - (8.47)

Esto es, médulo una divergencia, podemos siempre ignorar el hecho que ;% # 0. Una variacién de
segundo orden también se puede ver como una deformacién diferente X* — X*(£) 4 ®'n aplicada a la
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variacién de primer orden, y luego haciendo &' = &. Desde un punto de vista préactico, esto es equivalente
a una aplicacion repetida del operador deformacién normal 4, .

En el cilculo de variaciones mds altas, un ingrediente esencial es el conmutador del operador de
deformacién y la derivada covariante sobre X. Fste conmutador nos permite expresar deformaciones de
la derivada covariante de cualquier cantidad geométrica de interés, en términos de la derivada covariante
de la variacién de tal cantidad. Por ejemplo, cuando actia sobre un tensor de segundo rango arbitrario
A.b en £, este es dado por [40 41, 42)

(65, Va]dp® = kap®A4° — kaa®4Ap?, ' (8.48)
donde
kop® 1= Ky VEP — 2K(ECV,,}¢» — (Vo Kpy9)@. (8.49)

Esta ecuacién se sigue de ec.(8.16). Como consecuencia de las ecuaciones de Codazzi-Mainardi, el
(aparentemente no simétrico) tercer término del lado derecho es, en efecto, simétrico bajo el intercambio
de indices tangenciales. También para este cdso, es (itil checar la validez de estas expresiones, verificando
que la variacién de primer orden de las ecuaciones de Codazzi-Mainardi, ec.(7.20), el cual involuera tal
conmutador, se anula idénticamente, es decir '

28, (ViuKje) = 2061, Via] Ky + Via = kefo"Kijg + Vo (60 Kype) = 0. (8.50)

Una 1til expresién es el conmutador de la deformacién con el Laplaciano, actuando sobre una funcidén
arbitraria f, es dado por

HELYM)VaVaf + k™Y, f
—2K*®V,V, f — 2KV, [V,
-+ KV*fV.8 — (V K)(V*f)®. (8.51)

[5J., A]f

La variacidn de segundo orden del Hamiltoniano se puede escribif como
§2F[X] = / dABLD = (BLB), (8.52)

para algin operador diferencial local L.
Para la variacién de segundo orden del volumen encerrado, no se requiere mayor trabajo, ya que estd
simplemente relacionado a la primera variacién del drea mediante

&V §(®)
[B dYEDE /7

= (K%, ' (8.53)

Para encontrar la segunda variacién del srea, varias estrategias somn posibles. En una de ellas uno
gimplemente calcula la segunda variacidn de la métrica. Usando la ec.(8.22) obtenemos,

5%_’)&11, = 2 (5J_Kg,r,) ] )
29[V, V,® — K.°K4]®, (8.54)

por lo que, para €l elemento de 4rea tenemos
87 = /H(—BAD + RD?), (8.55)
vla segunda variacién del area es dada por la expresidn

FA=(B{-A+R}E), | (8.56)
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sin término de frontera. Tenemos

L) =—A+R. - (8.57)

Notemos que si @ es constante, esta ecuacién implica que la segunda variacién del 4rea es proporcional a
la variacién de primer orden de la curvatura media integrada y proporcional al invariante topoldgico de
Gauss-Bonnet. M4s aiin, esta expresion depende sélo de la geometria intrinseca de la superficie.

Hay una ruta alternativa para la segunda variacién del drea, que es muy il cuando consideramaos
variaciones de mas alto orden. La idea es explotar la jerarquia natural en las variaciones ilustrada por las
relaciones

517 = AK® (8.58)
BT = L(/TK)D. (8.59)

Esto.da directamente la ec.(8.55). La utilidad de esta idea es manifiesta: la n variacién del elemento de
volumen se puede expresar en términos de la (n — 1) variacién de la densidad de la eurvatura extrinseca
media.

Motivados por esta observacion, consideremos la segunda variacion de la densidad de la curvatura
extrinseca media. Reescribimos la ec.(8.35) como

8L (vVAK) = 7R® + VoV, (8.60)

donde hemos definido la densidad vecltorial I.f;(‘i) =, /’yV(‘i), NG V(‘;) es definida mas é.bajo ec.(8.35). Para

evaluar -
82 (V7K) = 6. [yTR® + V. V], (8.61)

notemos el hecho crucial mencionado antes

5.(VaViy) = Val(6LV5) - (8.62)
Por lo tanto, la ec.(8.61) da - '

K (AK) = @3(STR) + V)
= 27% (K — Ky™) V, Vi — 27Ga K*®? + V. V5 (K), (8.63)

donde hemos usado la Eqs. (8.19), y definido la densidad vectorial

Vi) () = 6.V (K). , (8.64)
Tenemos _
F(E) = 2(® (K™ — Ky*) Vo Vi®) — 2(0as K ®%) + (Vo V) (K)} . (8.65)
por lo que podemos identificar
LK) =2 (K™ — Kv*) VoV — 260, K. (8.66)

Notemos que si la superficie es. plana entonces la variacién de segundo orden, asi como la primera, se
anula. Asf, en una aproximacion gaussiana alrededor de una geometrfa de fondo plana este término es
intrascendente. _

Vamos a requerir una forma explicita para V{‘;) . BEsta es

Va(K) = —(BLyA)I*D — /F(6L7")Vs@
= TP2K® — v K)V,;®. (8.67)

Finalmente, terminamos esta seccidn calculando la segunda variacion de la densidad de la curvatura
media cuadrada. Desafortunadamente, esta cantidad no estd dentro de la jeraquia de variaciones que
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hemos explotado. Podemos directamente tomar la variacién en la ec.(8.40) o proceder calculando
directamente la segunda variacién de K.

Por otro lado, podemos utilizar la relativamente simple expresién para la variacién de la densidad de
la, curvatura media y usar la identidad

82 (AK?) = 2K 82 (VAK) + 2061 (VFK) Py % — 5K?®68 ) (7K) + 27K 8%, (8.68)
TUn pequeho caleulo da

AWK =l 2 (8%) +4BKKV Vo o+ (K* ~ 4R)2AS
+ (2R* 4 2K* — SRE® — 4G, KV K8 4 2KV, V5, (K). . (8.69)

Si aislamos una divergencia total en el dltimo término usando

2KVa Vi) (K) = 2Va(KV (K) = A VKV (K) (8.70)
obtenemos
(K = (BL(K)®) + (Vo VG (KP), (8.71)
donde
LIK®) = 2(-AY +4KK*V,V, + (K? - 4R)A
— 2V K)(2K* — 4KV,
+ 2R?4+2K* — BREK? — 4G, KK, (8.72)
y .
Vi (K?) = 2(A8V°F — 8V4(AS)) + 282K - Ky™)V°2. ‘ (8.73)

Estamos en posicién de escribir el operador que aparece en la variacién de segundo orden del Ha.nultomano
de Helfrich:

£ = 2a(—A)? 4+ 24%V,V, + 2B*V, +2C, (8.74)
donde .
24°0 = o (AKK® +* (K2 —4R))+ 28 (K™ — 1K) — Ay*®
2B" = —20(V,K) (2K — 1" K)
2C = a(2R*+2K* ~ 5RK? —~ 4G K* K) — 280, K + AR+ oK (8.75)

Notamos que A% es simétrico. Sin embargo, el operador £ es no autoadjunto en general y §2V sélo
contribuye al coeficiente .

8.5 Deformaciones en la Geometria de Superficies Encajadas
8.5.1 La Meétrica y la Curvatura Extrinseca

Si generalizamos al caso de superficies embebidas en espacios con dimensiones mayores, algunos cambios

importantes ocurren. Tenemos definido un tensor de curvatura extrinseca por cada vector normal a la

superficie. Ademds de esto, aparece una forma normal o conexién para tomar en cuenta la invariancia de

la. geometria bajo rotaciones locales de los vectores normales.

_ Si procedemos como en el caso de hipersuperficies, proyectamos la deformacion en sus partes normal
v tangencial en la forma,

8X = ®'n; + ®%,. (8.76)
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Por el momento supondremos que la superficie no tiene frontera asi que la deformacién tangencial puede
ser asociada con una reparametrizacién. Las dnicas deformaciones fisicas son las normales a la superficie.
Examinemos cémo se deforma la base adaptada {e,,n*} bajo estas deformaciones normales. Tenemos

Sreq = (V@ )y + &K, e,, (8.77)

Sint = ~(Vide,, (8.78)

donde hemos explotado la derivada covariante V definida en la ec.(7.44). El tilde sobre el operador de
deformacién hace manifiesta la libertad de norma por rotar localmente los vectores normales ec.(7.44).
Usando la ec.(8.77), es sencillo demostrar que la deformacién de la métrica inducida es dada por

61va = (0ren) ey+eq-(drey) .
= 2Kn®. (8.79)

que es una generalizacién muy mnatural del resultado que encomtramos para una hipersuperficie.
Consideremos ahora la deformacidn de primer orden de la curvatura extrinseca. Tenemos

—(S_]_ni)BQ,Eb —n'8,8, e
= _va@b{ﬂE + Kacichjq)j . (880)

S-LKib

Como resultado, la deformacién de la curvatura media es
6K = —Ad — K K0, (8.81)

Contrario al caso correspondiente a hipersuperficies, aqui no es posible explotar las ecuaciones de Gauss-
Codazzi para simplificar el término cuadratico. Para poder obtener perturbaciones de orden mayor,
necesitamos determinar cémo es que el operador deformacién 6, pasa a través de la derivada covariante
de superficie V,, es decir, necesitamos una generalizacién del conmutador que encontramos en la seccidn
anterior ec.(8.48). Tenemos

(81, 9] Ao = = (B1n) Aes = (Br00us”) 4ss (8.82)
donde ‘
dwl = KI Vet — K, Vel (8.83)

Para una densidad de superficie de la forma /7 As;, la variacién del simbolo de Christoffel es cancelada y
as{ tenemos el resultado

[54_, ] (VTAR) = /781 (wai?) As; (8.84)

que nos sera de utilidad en la préxima seccidn.

8.5.2 Deformaciones de Escalares de Superﬁéie '

En la seccidn 7.2 mencionamos que uno de los invariantes de orden menor en la curvatura es cuadritico en
K. No obstante, alin para codimensiones mayores es posible asociar un término de 4rea a la membrana
Empecemos con este dltimo. La deformacién del determinante de la métrica es dado por

S1n/7 = TK'S:. B Y
Como resultado tenemos

5 A =(K'd,). | | (8.86).
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A segundo orden, encontramos

Bv7 = & (VIK) s
= \/f_}'(—@,;ﬁ‘ii-{-Rij@i@j). - (8.87)

donde hemos introducido la notacidn
RY = KKI — Kl Kb \ (8.88)

Notemos que la deformacién de la densidad de curvatura media involucra Ry;:

51 (KT = f( ~As' + Riie;) (8.89)
y por lo tanto
BA= (@i {—&ff +RY } @j> : (8.90)

Consideremos ahora las variaciones de la curvatura media cuadrada. Como un paso intermedio, evaluamos
la. segunda variacién de la densidad de curvatura media tomando una segunda variacién en ec.(8.89)

P (AKY) = Vb (ViVeet) + 7 (K'R® + 5LRY) 6
+ V7 (Kﬁﬁvb@" - K,ibvbeﬁi) Vg, . (8.91)
Aqui, hemos usado el conmutador {8.84) para pasar? | a través de la derivada que actda A®*. Para
completar el cdlculo necesitamos la deformacién de R™, este es dado por
CSLRY = KL VAV — KIA®Y + K} KL KPP — KK KPP+ (i ). (8.92)

adicionalmente, con este resultado podemos obtener la variacién de primer orden de la curvatura escalar
de la superficie

R = —2RpK©°0®; +2 (KK — KK K, 8, (8.93)
+20° (K5, 90 - K°9,8:) ..

ec.(8.93) es una generalizacién natural del resultado (8.17) derivado en la seccién anterior. Para evalua.r
le deformacidn de (K*K;)}, explotamos la estratagema:

1 (VKK = 2K, (VKD — VYK K K%, (8.94)
Tenemos ‘
KK = <-2Kf5<1>j + K; (2RY - K°K9) j> (8.95)

una expresién que coincide, como debe ser, con el resultado ec.(8.40), en el caso de hipersuperficies.
Integrando por partes dos veces obtenemos

5K =( (2B + - (2RY — Kin)) K,-) + (%‘faiff) (8.96)
donde V2 = 28; VoK' — 2K;V°®*, Esta. ves, tenemos D derivadas de Euler-Lagrange

£ [K*] = —2AK7 + + (2R - K'K7) K (8.97)
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8.5.3 Euler-Lagrange para Codimensiones Mayores

El resultado de la seccidén anterior se puede expresar en la siguiente forma: dado el Hamiltoniano
Hy[X]=a(K'K;) + 24 (8.98)

las derivadas de Euler-Lagrange correspondientes son

& = —2aAK7 + a (2RY — K'KI) K; + MK (8.99)

8.6 Variacion de Segundo Orden

Ya hemos visto gque para el termino de Area, el cdlculo de la segunda variacién no ha tenido mayores
complicaciones ec.(8.90), sin embargo, como a continuacién veremos, la variacién segunda del término
cuadratico en la curvatura extrinseca requiere mayor trabajo.

A segundo orden podemos expresar el resultado en términos de las deformaciones que ya hemos
calculado. Aplicando una segunda deformacién en la ec.(8.94) tenemos

82 (KK = 2K (VAK:) - 0L (VAK:) KR8
+ (282 (V7K - 2K K8 ) 6L K

’ - 12 . . - .
- % [61 (V)| +2K5 (3K — 4K KI5, (7EKY)
— K'K;®;6) (7K + 27K KKK ®;®, (8.100)

T
donde hemos empleado la notacién (6 n _f") = (8L f*)(81 fi). Si escribimos aqui los resultados dados por
la ec.(8.89) y ec.(8.91) tenemos la expresién dada por :

3 (VKUK = —2KY{—7A% - /4 (Kﬁﬁa@ﬁbcﬁi - K5, 9°8,9%97)
~ J¥®;8RY — /YK'RY®,®,} ,

2/7 (5@*’)2 — A /FREG,AB; — 2 /FRIRS 8,

4 /TKES; (Ao - R1%;)

+ o+ o+

VKK S5 (B07 — RIF®,) + 2 /FKC KKK 858, (8.101)
y por lo tanto, substituyendo aqui la ec.(8.92} obtenemos

. 2 : ; _— R . -
V2 (A8)" + (4K, KD, — 2K KT) 3RS - KKi3;A%

82 (VTKIK:)
2KGKY, (2,720 - V05T + 2K, (8,990 + VoRT V)

(K EKIK — 4K K Ky K7 — KOKGKD KP® + 2K3 KL O K

6K KL K KL — 2K K K KG)8;8,)

- 2K, (§L(/7V"8))) | (8.102)

+ o+ o+

Eiste es el resultado crudo para la segunda variacidén del término cuadrédtico en la curvatura extrinseca.

8.6.1 Operador de Fluctuaciones

Para aislar una divergencia total, todavia nos falta un poco de trabajo, esbecialmente con el dltimo
término de la ec.(8.102). Empezamos desarrollando el término dentro del gradiente
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th (ﬁ'v"“tﬁ,-) = (251\/?) Vod; + 7 (517“”) Tytb; — /7ot (Slwm- f) &, (8.103)

donde hemos usado el conmutador ec.(8.84). Si ahora utilizamos la variacién de la métrica y de la conexién
ec.(8.83) podemos escribir

~K'V, (51 (\/’YVHG‘I’i)) = 3;0% 8, + V,B® (8.104)

donde hemos identificado
cit = (iﬁam—) (2Kf€m“= — 6KIUTE 4 KT ) (8.105)
B = —2K'§, (\/n‘ﬁb@,-) (8.106)

en estas, hemos escrito explicitamente en los gradientes los subfndices normales de la conexién asociada
ec.(7.44). Con este resultado, podemos integrar la ec.(8.102), si lo hacemos obtenemos

FAKK) = (2, HOFa) + (Tow) (8.107)

donde el operador de fluctuaciones que obtenemos es dado por

. f oo N2 X , s iy e s
HO# = 9 (&%) 4 (4K, K — 260 K7) K# — KA

+ AKGK, V4200 (KKG,) TV - 290 (KUK, ) VO
+ 2 (VoK) KAV -6 (T, K) KT 42 (VoK) KTt
+ (EKKIK? — 4K K Kiop K9 — K KGR K + 2K K K9 Kk

FOHGEG, KK — 2K KK K ) (8.108)
El restro de este objeto se ve mejor si usamos lag definiciones
Rb. = KiKl— KK {8.109)

G4 = RY-TERY. (8.110)

con lo que podemos escribir el operador en la forma
. - N2 o L e .
HO (12) =2 (M%) + AJA 4 BRTLVE + COT + Dot (8.111)
donde los coeficientes son dados por (K? = K;K?)

- AY = 2KKY - K5 - 4RY

Bﬂ.b — 4K£K1:a.b
O = (4(VOKY KL, + 2V KK ) 8 — 8K (TOKY)
—2KY (Vo K9) + 2K (VEKY)
D¥#* = 2R?KIK* - K2R —AK'KIR™ 4 0ORYRE — 4gbit K, e (8.112)

es facil checar que este resultado coincide con aquél que encontramos para el caso de superficies. Por si
mnismo, el resultado expresado por vez primera en (8.111), es un logro que robustece la técnica que hemos
usado. Finalmente, & pesar de que por ahora no estamos interesados en los términos de frontera, serd ttil
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escribir explicitamente estos para cdlculos posteriores. Se obtiene el siguiente resultado para W en la
ec.(8.107)

we = 2K (3K — 4 K9) @,%,8; + 2 (Voa') Ke; — 200K,
+HEK] (K'®; — K;9%) V'8, (8.113)

Sin duda, es 1itil comparar este resultado con el caso de codimensién uno ec.{8.73). Recapitulando
esta seccidon podemos decir que el operador de fluctuaciones para un Hamiltoniano de la forma

H=g S (KK + 2A (8.114)
se puede escribir en la forma compacta
Lib=ZH@ 4 ) (A% 1 pi¥) (8.115)

donde los objetos H(2)# y RI* egtén definidos por las ecuaciones (8.111) y (8.88) respectivamente.

9 Coeficientes Efectivos a un Lazo

Como hemos visto en las primeras secciones de este trabajo, el objeto bésico de la teorfa de campos es
la accidn efectiva ya que a partir de esta es posible obtener en principio cualquier informacién fisica del
modelo encapsulada en las funciones de correlacidén. Para evalnarla es necesario primero que nada, una
expresion para la funcién de Green. Schwinger aplicd el método de tiempo-propio al calculo de la accién
efectiva a un lazo, De Witt reformuld este método en un lenguaje geométrico y lo aplicé al caso del campo
gravitacional. Este es un método explicitamente covariante que resulta de mucha utilidad para regularizar
términos divergentes [43, 44, 45, 46]. Veamos.

9.1 El Kernel de Calor

El kernel de calor para el operador A satisface

(% + A) Ki{€,¢,8) =0, (9.1)

sujeto a la condicién inicial
Kij(€,€',0) =y ~128(¢,€)6y; . (9.9)

La solucién de ésta ecuacién se puede escribir en la forma
;s 1 ol s ‘
iF / — > if ¢ 1/2 1
K9(6,8,9) = tprgme™ o 0968, D) (93)

donde ¢ (€,£') es la funcién de mundo, igual a un medio del cuadrado de la distancia entre lo puntos £
y & D(£,£') ed el determinante de Van Vleck-Morette. En el limite s — 0, la exponencial, normalizada

por 1/ (4ws) a/2 , se reduce a una funcién delta. La funcidén {2 es regular en sus argumentos y se puede
expander como una serie de potencias en la forma

(¢, ¢,8)4 = Zs‘ (¢,€) ' (9.4)

=0

En el limite de coincidencia £ — ¢, los primeros coeficientes a,” son dados por

ij _ 51'_7' id E 62'.?' i _ R2 _ RE' + _?_e'i 1 AR 6ij _]_'ﬂz -Qabk:j 9.5
Qg = a; = 6 . tg = 180( abed {I) 72 + +2 abk ( v )
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La correspondiente funcién de Green asociada con el Laplaciano puede entonces expaﬁderse como
Bree)d = - [ds(efet

et 405

como hemos mencionado, podemos usar el kernel de calor para regularizar la traza que aparece en nuestro
problema, procediendo como lo hacen Barvinsky y Vilkovisky [45]. Sea

(9.6)

E=A?4+ 1G9, + B9, +0, ' (9.8)
el operador por regularizar, donde el gorro en estos objetos denotan indices normales para simplificar la
notacién. Por ahora dejaremos los coeficientes de ésta forma para luego identificarlos con el problema que

estemos resolviendo. Esteé operador asume la forma genérica ec.(2.55) examinada en la seccion (2.4) de
[45]. Si expandemos el logaritmo obtenemos

Trlog £ = 2Trlog(—A) + Tr AV, ¥, (A) 2 + BV, (A) 2 +... . (9.9)
Para calcular explicitamente los términos que aparecen en ésta expresién notamos la identidad
‘ - A ‘ | _
S / dses(=Bm?) (9.10)
—A 4+ m? 0
por lo que, integrando respecto a m? obtenemos y tomando m? = 0 tenemos
- ds %
log [-A) =~ [ —e*®. - (9.1
o(-5) - [ %o o

Notemos que la traza sobre fluctuaciones en el rango entre kmin, Fmax ©8 implementada mediante la
integracién en la variablé s en el rango kg2,, ko2 . Podemos escribir

i—1 an .
Trlog; ;‘ZS f (4m)és {|af | (9.12)

donde hemos tomado el limite £ — &', (las cantidades entre corchetes estdn evaluadas en el mismo punto)
v los indices normales repetidos también suman. Para el siguiente término notemos que

8 _e - f= !
(g8 = (4 ™ ( 23);0”!(5,5)- (9.13)
Por lo que podemos expresar la traza. en el segundo término en la ec.(9.9) como
dss't = o
Tab A2 Aab a -
LA Z / wwﬁ (49,7 {aiem (-3 1] (9.19)

En el lado derecho de esta expresién debemos tomar en cuenta el hecho de que Gnicamente sobreviven
* los términos con dos derivadas en o. Tenemos

[ﬁaﬁb (at exp (—2%))] = [ﬁaﬁb’\l] - ‘F;E—sb[az]- . (9.15)
por lo que
Tr 4209, 9,A72 = fg / (:;‘: (A (VaTim - 22 ) |) (9.16)

Al actuar una sola derivada en el tercer término de la ec.(9.9), no tendra contribucién a la accién efectiva.
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9.2 Superficies Bidimensionales
9.2.1 Codimensién Uno

Estamos finalmente er posicidn de escribir los coeficientes renormalizados para superficies bidimensionales,
tanto para codimensiones mayores a uno como para el caso en que el fondo es tridimensional. Veamos
primero este ltimo. Las expresiones por evaluar son la ec.(9.12) y (9.16). En dimensién dos los términos
divergentes son dados por

-~ A fds 1 /R ds
Trlog (A ="/ =—-—(= — .
©8 ( )div Codwf s 4n < 6 > E (8.17)
donde A ¥y R son el 4rea y la curvatura escalar de la superficie. También
o 1 AN fds
ab -2 [ i ) =
Ir (A VaVeih )m T 4w < 2 > s ‘ (9.18)

donde A2 es la traza del coeficiente del gradiente cuadrado en el operador de ﬂuctua.giones, a gaber
A% = 6aK? — 20K — 8aR — 2) | (9.19)

Un punto importante por decir, es que podemos escoper al pardmetro de rigidez /T como aquél en el
que estamos expandiendo, en este sentido, juega el papel de i™? de la mecdnica cudntica. Por otro lado
¥ con un fin de comparar nuestros resultados con aquellos encontrados en la literatura haremos en lo que
sigue la identificacién @ — /2. Entonces, dado el Hamiltoniano de Helfrich
o
F= 5 {E®) + B{K) + AA +r (R) . - (9.20)

a un lazo tenemos el resultado

i T A fds L R\ fds 13, B A\ [ds
Fes = F+2( 27r./52 47r<6> 5 471'<2K aK a>/3)' (9:21)

+§(%waf%) | (9.22)

y por lo tanto podemos identificar los parametros efectivos:

2 /52
Qe ff —g :_:A % : (9.23)
Besy = ﬁ+§1—wg C.E?S (9.24)
s = A+%% %5—4%/% (9.25)
Taepf = 7‘-%-%;4—2 % . (9.26)

9.2.2 Codimensiones Mayores

Para. el caso de codimensiones mayores a uno, es decir, de superficies bidimensionales encajadas en B2+
procedemos de idéntica manera, para este obtenemos

-~ A ds D /R ds
Trlog (_A)div _DE ] 52 4r <E> 5 (9.27)

e -1 /. Avi ds '
ab -2 —_—— 1] —
Tr (A V.VsA ) = <.2 > - (9.28)

v también
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donde el objeto A% es un poco mas complicado pues mvolucra mdzces norma,les de lag dos primeras
expresiones en la ec.(8.112) tenemos

A = o (41 ¢ mebaﬁ) — xyetgid o (929)

donde A% es dado por la primera expresién en ec.(8.112) y por lo tanto A% = (2 — D) K? — 4R. Otra
vez, haciendo el cambio a —+ /2 y tomando la misma constante de expansién que antes obtenemos

Tt (A‘ﬂbﬁﬁbﬁ—z) =_r < (D +2)K? — 513 4R> ds ©(9.30)
giv 4w s
es decir, si el Hamiltoniano es de la forma
F== (K‘ i)+ A 47 (R) {9.31)

a un lazo tenemos

. Feff = F

ok [5-2(TEe) 2w
FEE) oS

y por lo tanto los coeficientes son

Gepp = - (D“}T/ -  (9.34)

Aeff = /\+T—~A-f '(-:'g (9.35)
D—12)

Teft = T_E 24 ? (9.36)

que generalizan los anteriores resultados, que se obtienen al tomar D = 1. Estos resultados son de
remarcar, es la primera vez que se obtienen sin hacer uso de variable auxiliares [48]. El coeficiente de la
curvatura escalar tiene sentido solo en el caso en que hay cambios en la topologia de la membrana, gue
no vamos a tomar en cuenta pero que sin embargo puede ser un resultadoe 1til posteriormente.

09.2.3 Funciones Beta -

Luego del trabajo realizado en estas secciones, tenemos los resultados que nos son necesarios para llevar
a cabo la aplicacién del GR a la Wilson-Kadanoff. Un breve resumen de este método lo hemos hecho en
Ia seccién (4.1 ). Vearnos. '

Dado que la dimensidén de la rigides de la membrana d—dimensional es L2 d, con el resultado de la
seccién anterior podemos escribir para la rigidez

o (b) =g — g Inb— zaglnd . (937)

donde £ = 2 — d. Para la tensién superficial tenemos

2
A(B) = )\0_%(1\2 2‘2) ?”mbﬂz—e))\omb

A2

—@-a L (A2_-b§_)1nb . (939)

luego, para un cambio infinitesimal la funcién beta de la rigidez es

da(b) 3T
dlnb ~ 4r  ° (9:39)
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v para la tensién superficial se encuentra

dx(b) T A
el ' -
dinb A 4 e

que coinciden con por ejemplo, los resultado en las referencia [54]. Un punto es de remarcar acerca de
estas expresiones: dado que €l cdlculo es a orden de un lazo, estas son validas solamente si los términos de
orden 7" son pequefios. Es decir, la descripcién es en la regién que o > T y A > TA2, El corte ultravioleta
A, entra como una cantidad fisica microscépica que es inversamente proporcional al tamafic molecular.
Soluciones de estas ecuaciones se muestran en las siguientes gréficas.

(9.40)°

150}

50

Figura 19: La grdfice e la dzquierde muestra como pare escalos grandes de longitud, la tensidn superficial erece y
domine. A la derecha observamos el comportamiento de la rigidez con la escola de longitud.

100y

SOt

Figura 20: Le gréfice muesira como pera escalas grandes de longitud, lo tensidn superficial A domina o lo rigides
a.

"En dimensién dos el punto fijo es dado por o™ = 0 estable en el ultravioleta, esto significa que
en esta dimensién, no existe el régimen de rigidez total para escalas grandes de longitud: membranas
bidimensionales estdn siempre en la fase de arrugado, para este caso podemos resolver la ecuacion de flujo
para la rigidez como

o =ap— 3T In — ' (9.41)

esta expresién relaciona un sistema de rigidez ag con otro sistema de rigidez . Las fluctuaciones térmicas
en la forma de la membrana reducen la rigidez de la misma. En particular podemos ver que hay un
sistema, para el cual & = 0, esto pasa a la escala b, dada por. .

4o

b, = bpe TT (9.42)
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a esta escala no hay correlacidén alguna entre vectores normales vecinos en la membrana. No hay rigidez.

10 El Modelo 4-Dimensional

Uno de los resultados mds importantes de la teoria de campos y en particular de los fendmenos criticos
es el teorema de Mermin-Wagner-Coleman [47]. Conforme la dimensionalidad del espacio es menor, las
fluctuaciones del pardmetro de orden son més pronunciadas. Estas fluctuaciones actilan desordenando
el sistema y por lo tanto provocan un corrimiento en la temperatura critica del sistema, levdndola
eventualmente a cero. Para el modelo de Ising, la dimensidn en la que esto pasa es como sabemos
d. = 1. Para sistemas con simetria continua el efecto de las fluctuaciones es todavia mds severo ya que
el pardmetro de orden puede cambiar su direccidn con un costo muy pequefio en la energia interna. El
resultado es que la dimensién critica es mayor: d. = 2. No puede haber un rompimiento espontdneo de
una simetria continua para d < 2. (No obstante, el modelo XY en dimensién dos, presenta otro tipo de
transicién muy interesante debido a Kosterlitz-Thouless).

Este mismo tipo de argumento se puede aplicar a la fisica de membranas. En efecto, come hemos visto,
por arriba de dimensidn dos la membrana tiene dos posibilidades, o esté en la fase de membrana plana muy
rigida o lo estd en la de arrugado total, esta Gltima se puede interpretar como una fase en que la membrana
de hecho ha dejado de serlo, para llenar el espacio en que vive. Esto significa que existe un punto fijo no
trivial del GR. que es inestable en el infarrrojo. Por debajo y en dimensién dos no hay transicién, solo
existe la fase de arrugado y no hay correlacidn entre vectores normales vecinos de la membrana o en otras
palabras, no hay ordenamiento de los mismos. Es decir, se satisface el teorema de Mermin-Wagner. Dadas
estas observaciones, es vélido preguntarse qué estd pasando para membranas de dimensiones mayores.
i Qué pasa -por ejemplo- para una membrana de dimensién cuatro?, en este caso el teorema no prohibe en
principio, que el modelo tenga un punto fijo no trivial. En dimensién cuatro el Hamiltonizano mas general
que podemos construir a partir de invariantes geométricos bajo reparametrizaciones (seccién 8.1) tiene la
siguiente estructura

Hig = oA+a(KD+r(R)+ %((VK)?*} + o (KY)
+  az{RapR®) + ay(RE?) + a5(R?) (10.1)

En este Hamiltoniano o es el andlogo de la tensidn superficial, o puede verse como un término cosmoldgico
de una teoria relativista, & es el andlogo de la rigidez de la membrana, r es el acoplamiento al escalar
de curvatura. De los otros acoplamientos, e y @z se pueden ver también como acoplamientos a terceros
vecinos entre los normales a la superficie, oy v o5 acoplan términos de curvatura intrinseca y 4 acopla
Ia geometria intrinseca con la extrinseca. Para estudiar la mecdnica estadistica de este modelo a orden
de un lazo, primero necesitamos calcular el operador de fluctuaciones, esta es la parte larga del célculo.
Procedamos por partes para evitar cualquier fuente de confusidn.

33 (VK)?)

Empezamos tomando una primera variacién

5L (VHVE)?) = v L(VE) + ((ryT(VE)* (10.2)
luego, al tomar una segunda deformacién obtenemos
82 (VAVE)?) = 20600 (VE): + (82 y7)(VK)? + 761 (VE)? (10.3)

necesitamos, en el primer término de la anterior

61 (VK)?

b

2VeK)S L (VoK)
2AVeK) (—V.AD + (R — KNV, 8 + V. (R — K%)®) (10.4)
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asf como la segunda deformacién §2 (VK )2. Esta es directa st usamos el resultado
S1A® = 20KV, V& — 2K%(V,8)(Vy3) — (VEK)B(V,.3) + K (Vo) (V. ®) (10.5)
sustituyendo y luego de realizar varias integraciones por partes podemos escribir

- 2A% +4(R— K%)A? — 2KAK +2(R— K*)* + (VK)?) A
— (4K®(AK) —2(V°K)(V°K)) VoV + 2 (4K*°V K — V,K?) V2A {10.6)

como el operador de fluctuaciones correspondiente.
» 52({K")

Para este término podemos escribir la. primera variacién en la forma

6L (VK" = YLK - 617K - (10.7)
al tomar una segunda variacién nos queda
S (VK = VALK + 20076 LK + K468 /Y | (10.8)

en la que necesitamos calcular el término 6, K*,

S K% = 4K%, K .
4K° (—-A® 4+ (R -~ K*)%) (10.9}

la, expresién para 6% K 4 la calculamos en el apéndice. El operador de fluctuaciones para este caso resulta

eIl
12K2A% + (12(AK?) — 24K?R + 19K*) A + 24(V . K2)V° A + 8KP KV, V, (10.10)

. 5§_<R56Rab)
Tenemos
61 (VIRaR™) = /761 (RupB™) + RopR*6L/7 : (10.11)

luego
8 (VIRaR™) = 8% (RapsR®) + 261 (RasR¥®) 614/7 + (67 /7) Ras R (10.12)

por lo tanto, debemos caleular una expresién para 62 R, R, Otra vez, el célculo es hastante largo pero
sin mayor dificultad. Esta vez, el operador es dado por

2 (K?-R)A*+ (2A(K® - R) + 6K KR + RuR® — 4RK? +4R*) A

+ 2K2VPAV, + (20RY — 4K K")V, AV, + 4V, (K? — R)V°A

4+ (BV(R™ — KK®) + V,(20R% — 4K K") + 8V4 (KPP K*)) V.V, Vs

+ (4V°K? + V,(20R% — 4K K°")} AV, o

+ (4A(R™ — KK®) + V.V, (20R® — AKK®) + VaV, (K< K®) 4+ 2V*Ve K2} V,V,

+ (4KRK'=°" —10RR™ — 4KKR® — 6K K"RE — 20K K™ Ry — 2K*R™

+ AKR K + 47?,“72‘;) A |

+ 4(R% - KK*)AV,V; + 4K KMV, V,V°V, (10.13)

. 81 (REC)
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Tenemos
&1 (YRE®) =6, (\/‘K2) R+ K2R (10.14)
y para la segunda deformacién podemos escribir
8% (VARE?®) = 7K1 R+ 261 (7E?) 5. R + RST (/7K*) {10.15)

de esta manera, todo lo que necesitamos es tomar una segunda variacién del escalar de curvatura
BR = 2(6). KV, V@ + 2K5 .V, V3 ® — 2(6, K)A® — 2K6, AP
— 261 (K.pR™) @ _ (10.16)
¥ sustituyendo obtenemos
( 10K? +2R)A? + (A(10K® 4 2R) + 8K* — 9K*R + 8K K.»R™" — 4R*) A
+ (12KRK® - 8K3K™ 4 8K?R° — 8A(KK®) — 2VPVeK?) V,V,
4+ 2V,(2R + 10KV A —AVAK?AV, — 16V (KK VeV, V,

~ B8KK™AV, V., - 2K*V'AV, (10.17)
» 3% (R?)
Para este término cuadrdtico en la curvatura escalar tenemos
81 (VAR?) = VFSLR? + RP61/7 (10.18)
para la primera variacién. La segunda se dada por
& (\/f_sz) = VYR +2(814/7) 5LR? + R283 /v (10.19)

de modo que €l operador correspondiente se puede escribir como
( 4R +8KHA% + (A(4R +8K?) + 16K KR — 5R2) A
+ (16RR® — 16K K IRy ~ I6A(KK ™) — AVEVER + 8V, V(KK ) VoV,
+ 2V (4R 4 8K VA — 8VORAV, — 16V (KPP KV, V.V, — I6KKAV,V,

— 4ARVIAV, + 8K KV, V, V.V, (10.20)
* 31 (R)
Para él, término lineal en la curvatura escalar tenemos
61 (VAR) = VUL R+ (81y/TIR (10.21)
v para la segunda variacién podemos escribir
&1 (VAR) VYFE R+ 2(8 L/ MELR + REL /v (10.22)
utilizando
PR = 2(A8)° —4(R - KHBAP + (12R% — 4K KBV, V,; &
IR(VEBNV B) + 4R™(V, )V, &) — 2(VOV BNV, VD) (10.23)
obtenemos
2A7% — 3RA + 8ROV, Vy — 2VEAV, + (R? — 4KK°*Ryy) (10.24)

o Tensidn Superficial y Rigidez
Para complementar el cileulo, resscribamos el operador para el término de drea
Bly=~A+R (10.25)

y para la rigidez 6% {K?) tenemos .

2A7 + ((K® — 4R)Y™ + 4K K™) V.V — 2V K) (2K — v KV,

+(2R* +- 2K* - 5RK? — 4G, bK“"K) (10.26)
STA TESIE NO SALE
LA BIBL i@ TEOA

Fiy
Cv}

-,

32

-
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10.1 Regularizacion

De los resultados de la seccién anterior es posible observar que el modelo 4-dimensional arroja un operador
de segundo orden gue tiene la forma genérica dada por

£=2(-A) + A ¥,V V4 BV, V,V, + OV, Ty + -+, (10.27)
Como hicimos en la seccién 10.1 para el caso bidimensional, si expandemos el logaritmo natural obtenemos

Trlog L = 3Trlog(—A)+ TrA%4Y V.V, Va(—A)72 + Tr BHV, 7,V (—A)3
+Tr OV, Vp(—A) 2+t (10.28)

El primer término en ésta expresion es dado por

ds

Tr log(—A) = —Tre s
1 ds
T TR ;Z; o)
= =" J{la)), _ (10.29)
=0
donde hemos definido las integrales
i z - ds e

In= Ty [ . (10.30)

max

De esta manera, unc puede escribir la parte divergente en la forma
Tr log(~A)aiw = ~({[ao])Js — (]} ~ {[azl) 1 - | (10.31)

Por otra parte notemos que
(—A) 7 = f dss®e®? (10.32)

o mejor adn, en términos de las coordenadas £

(—B)7*(¢,€) = —2(‘41—#)2de exp (—gg) gs‘az(f,f.’). (10.33)

Con esta, podemos calcular los términos que contienen pradientes. Veamos primero el término con dos
derivadas

Tr(Co Y, Vy(— A —%i E / ass' ([0, {me (-) Y]y, (1039
=0

tenemos

a 1
exp ( ) VoV {CI,; exp (_EE)} = —Ega“ba’ + @ )2 ——Ja 0 O — (Cl'avbag + abvaa;) Vo Vaay, (10.35)

por lo que, al tomar el limite de puntos iguales

[vav,, {a; exp (—é‘g) }] = —2—15%,,[@] ¥ [vaﬁba,] o (10.36)

Asi la parte divergente se puede expresar simplemente como

Tr (C%V, Vi (~A) ) giw = }Lcﬂ-a;ﬁ . (10.37)
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Enseguida tenemos

. 1 o
Babc A == abc _ ) .
T BV~ = 5 3 e /dss A AN AT ICIN (10.38)
por lo que, luego de diferenciar tres veces obtenemos
o 1 1
exp (2 ) VoVsVe {a;exp ( 28)} = —-é-‘;aabca; + (27)2 (acos +--+) @
1 1
(2 )3%%%&1 R (o Vear+-) + cz_s)'i(an.abvcal +r)
—Eg(aavbvgaq Fo- )+ V. VpV,ay, (10.39)
y usando el resultado [og4.] = {, obtenemos, en el mismo limite
a
[VaViVe {aexp (‘Eg) 1= 1VaVeVear. (10.40)
De esta manera, términos con tres derivadas no contribuyen a la accién efectiva
Tr (B, Vy Vo{—A) ) gy = 0. (10.41)

Finalmente, para el términc con cuatro derivadas tenemos

T&‘Aadevavbvcvdﬁ_s — _%g /dssl([AadeVEVchVd {a,; exp (—%) }]) . (10.42)

1
(4m)?

Dado que sobreviven solo términos con derivadas pares en la funcién o obtenemos

[VaVchVd {aa exp ( ;;) }] = _'le‘[a'abcd] [az] + (-21;) 2 (YabYed + VacTsd + YadVoe) (@]
—%(Tﬁbvcvdaz +-+4) + [V VeV Vaay], (10.43)
adicionalmente, podemos ver que |
[Tabea] = —% (Rabed + Radbe) = Sabeds (10.44)
Asi, uno puede escribir la parte divergente de éste término en la forma
Tr A9V, VpV VaA Py = 'I-(A“b“dsabcd)-fl (Aade (YasYed + YacVod + YadToc) (J2 + [a1]/1))
| -——(Aa'de(’)"ab[chciao] + 7a[Va Vdag] L (10.45)

10.2 Acoplamientos Efectivos

A un lazo, podemos escribir la accidn efectiva como
Hyp = Hyg+ %’I‘rlogHm (10.46)

donde Hyy es dado por la ec.(10.1) vy H (2) eg el operédor de fluctuaciones de la teoria. Necesitamos
primeramente la expresién para Trlog(—A) dada por la ec.(10.1), donde aparecen los coeficientes ec.(9.5).
Sin embargo, la ecuacién para [as] no es de utilidad escrita de esta forma, si usamos la identidad ec.(7.19)

tenemos .
RUAR peq = 2RE - 2KER + AK KPR,y — 2R Ros, (10.47)
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y por lo tanto, podemos expresar a este orden (mddulo una divergencia total dada por el invariante
topoldgico (7.8), la siguiente forma para el coeficiente ag

Con este resultado tenemos

%’I‘rlogH @ =

donde

2 RabRab
[@s} = 120 + 60 (10.48)
1 2.&: o 2
———(2d +4d)AJs + -"“-(44- dUK )J]_ — --mdAJ;l
§ —_—— 2 - ah
7453 120<R )Jl 2 60<R Rav) 1

1
g (Aabﬂdsabcd) J— E (Aubcd (’Yab"}’cd + YaeYod + ’Yad'}'bc)) Ja

1 1
E(Aabm(%b%d + YaeYod + YeaWoe){@1]) 1 — 3 (Aot (4,5 [V V gag] + .. 33

1
*8'(0 ryand 1, (10.49)

7?'c d

[VeVaao] = 6

(10.50)

es la contribucién debido al determinante de Van Vleck-Morette. Los otros objetos que necesmamos son
la contraccién del coeficiente en el término de dos gradientes

cr =
+
+
+

_|_

—od+ (8- 3d)rR+r(d+d)K* o
(6 + d)o (VE)? + ( — 2ayd + a3(4d — 10) — doyd + (16 — 5d)a5)’R2

(40:1.:1 —~ 24aad ~ cradd + g (20 — gd)) RK?
( —201d + (8 + 19d)a2 + a4(8d - 8))K4

((6d 26)a3 + da4+ (Gd 16)a5) RS R g | (10.51)

y también el coeficiente de cuatro indices dado por

Aabcd —
+
-

+
.|_.

zh.q,a.b cci_l_zv,,(,.},ab cd ,.},ad,ybc)
((4041 — 203 + 204 +dax)y ab Cd — 4oy ’}'u’d bc)'R

(( 4oy + 1203 + 203 4 100y + 8045)7”’ °d 4 (D — Qauq) ¥y bc)Kz
((—4053 — 8ay — 16a5)KK°d € (4a3)Rcd) o
3 (20Rad — 4KKﬂd),ch -+ 4a3KadeG + 80!5Ka'chd . : (1052)

Insertando estos resultados podemos escribir finalmente la accidn efectiva a un lazo en la forma

Heys

eff

= JeffA_Jrﬂeff(Kz) +repp(R) + (VE)?) +a§ff(K4>
65 (RaR®) 4 o (R + o5 (R (105

donde los coeficientes efectivos a un lazo son dados por
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Oeff = O~ a_1J2 - 551-']1 - §J3 (10.54)
Feps = K-+ -—J1 6T — = (288-— + 60— + 14472 4 19022 )Jg (10.55)
16 o o o
5T 1
Teff = T + ——Jl — Té 96 + 88 + 48-— — 16 S (1056)
a o1
ot = o+ §J1 _ 7 . (10.57)

14 2o, 33) 5 (10.58)

eff _ A 119a  Sas 290 | 1
a5 = a3+(40+24a1+4a1+3al J1 (10.59)

eff  _ 1 eoe STas 3as 295

off! = o+ |-g-w6T TR LMDy (10.60)
201 19« 143 o 11 o S

eff _W1 19a; M3ay Uos ), 10.61

af a5+( 80+24a1 2 o 120:1) 1 . (10.61)

estos resultados se presentan por vez primera para este modelo.

10.3 TFunciones Beta

Encontremos las ecuaciones 8 o de flujo para los acoplamientos. Empecemos con la tensidn superficial.
Dado que la dimensién es dada por [o] = L~? tenemos, en términos del pardmetro b de reescalamiento
la relacién o (b)) = b%o.p¢. Sustituyendo en esta el resultado para la tensién efectiva a un lazo que
encontramos y tomando un cambio infinitesimal en b tenemos la ecuacidn de flujo para o

do A2 g T o :
ue T o 10.62
ams - T e T e o (10.62)

Para el coeficiente de rigidez tenemos [k] = L% de modo que & (b) = b% 25,4+, tenemos que el flujo es
dado por

%:—b = 2% + Sf;ail— A; 152 (288 +602 - +144a +20a1) . (10.63)
Para los coeficientes oy tenemos [a;] = L3940, #7 - BEn particular para o el flujo es dado por la ecuacién
| g S (10.64)
Para el resto de los acoplamientos, las ecuaciones de flujo estdan dadas por
ﬁz = o+ 12?2 ail - ng 5 (96 + 8803 + 4804 — 16as) 5}; (10.65)
51?1 L= _STF + 's% (221(12 +3a4) il (10.66)
;1?136 = ”21616_T7r5 + 8% (12? @ + 2“4 + 33%“5) 'o%{ - (10467)
ddlirxb _ %% ST2 (160:2 + :13;03 + Zc&i + %as) a_ll (10.68)
;—;ﬁg = —%%1_—2+§?(§ﬂ3~1—24§a4—% 5) i (10.69)
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Una regién interesante es aquella en la que el coeficiente a; es mucho mis grande que los coeficientes
a3, g ¥ que 5. Para escalas de longitud grandes el término de tensién superficial es el dominante. Para
escalag suficientemente pequefias, la rigidez empieza a ser importante. Aqui hay los siguientes posibles
escenarios. Sea la escala inicial suficientemente pequefia, digamos I, ~ .001:

o 81 k” << I, af << I, la rigidez crece con valores positivos, por su parte oz se mantiene
cuasiconstante aunque con un valor negativo.

e 81 k°>>!,, af >> 1, la rigidez crece con valores positivos y as se mantiene cuasiconstante pero
con un valor positivo.

» 8i g% >>1,, af <<, larigidez crece con nimeros positivos mientras que az es una cuasiconstante
negativa.

e Sig? <<, 0f >> I, la rigidez crece pero ahora negativamente mientras que cs se mantiene casi
constante (positiva).

Es de lamar la atencién el comportamiento negativo de la rigidez en el dltimo de los casos. Dado que
el cadlculo es a orden de un alzo, son el segundo y el Ultimo casos los que son fisicamente posibles dado
que el valor inicial de los acoplamientos, debe ser mucho mayor que uno, o en otras, a este orden se debe
gatisfacer el que a; > T'. Los téfminos de orden de T deben ser pequefios.

En el segundo caso, los que tenemos es una membrana que a escalas de longitud pequefias es rigida,
conforme esta escala es mas grande esta rigidez se va perdiendo hasta que llegamos a una configuracién
de rigidez despreciable, donde la membrana llena el espacio en que vive. En el #ltimo lo que tenemos es
una membrana que a escalas suficientemente pequefias se ve con muchos pliegues, para escalas mayores
domina el término de tensién superficial. '

. . . . . ) ol
1.107 ‘ 10.01 16.02 - 1¢.03 10.04 10.05 10.06

Figura 21: La figura de la izquierde muestra que pora escalos suficientemente grandes, la tensidn superficial
domine sobre la rigidez, no obstente, si lo escala de longitud es pegueria se puede observar une regidn en que lo
rigidez toma importancie. A lo derecho se muestra como es que en lo regidn donde lo rigidez es importante, el
coeficiente o permanece con un valor practicomente constente,
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- a0} &0

50t O 50F O

40 40+t

30 30

20 207

10 10

' al o2
10.01 10.02 10.03 10.04 10.03 1.0002 1.0004 1.0006 1.0008

Figura 22: Las grdfices muestran gue mientras los ecoplemientos ay, aa permanecen en un valor constante, lo
tensidn superficial crece y domina.

5 K
4
3
2
l.

o2

1.0002 1.0004 1.0D06 1.0008 1.001 11,0012

Figura 23: En lg regidn en que lo rigidez es importante el coeficiente oy es cuasiconstante.
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11 Conclusiones

A continuacién se enumeran los principales resultados que se presentan en este trabajo. Hasta donde
nosotros sabemos, cada uno de ellos representa una aportacion original.

» Usando el Grupo de Renormalizacidn Ambientalmente dmigable hemos analizado la ecuacién de
estado para el modelo O (N). Esto lo hacemos mediante la integracién a lo largo de curvas
de magnetizacién constante P en el espacio de fase. La ecuacién de estado resultante queda
parametrizada en términos del inverso de la longitud de correlacién transversal que estd bien definida
en este espacio. Sobre la curva de coexistencia, esta cantidad se anula, lo que conduce naturalmente
a determinar el corrimiento de la temperatura critica Ag. Nuestra representacién es vilida, para
valores grandes y pequefios de las variables de escalamiento. Con esto hemos logrado capturar el
entrecruzamiento entre los puntos fijos de Wilson-Fisher y de acoplamiento fuerte asociado con los
bosones de Goldstone. Damos expresiones explicitos a un lazo para el acoplamiento y las funciones
de Wilson, en todas ellas se muestra el entrecruzamiento de manera uniforme. En el limite de alta
temperatura nuestra expresién para la ecuacién de estado cumple la condicién de analiticidad de
Griffiths. Haciendo expansién en ¢, se reproducen los resultados estadndar conocidos. Mostramos
graficas para el acoplamiento, las funciones de Wilson y la ecuacidn de estado a un lazo. Estos
resultados muestran que la descripcidn que estamos haciendo es correcta.

s [Jtilizando el mismo formalismo nos ha sido posible capturar a orden de un lazo el entrecruzamiento
dimensional para el modelo Sigma no-lineal sobre una pelicula de dimensién 4 y grosor L, con
condiciones de frontera periddicas. Utilizando una renormalizacion explicitamente dependiente de
L hemos derivado, a orden de un lazo, férmulas para la dimensidn anémala del campo de Goldstone
asi como para la funcién § que describe el flujo de la temperatura como funcién de la escala.
Hemos encontrade la existencia de tres puntos fijos: un punto critico para el sistema de dimensidén
d, otro para el sistema de dimensidn 4 — 1 y un punto fijo de temperatura cero, estable en el
infrarrojo. Cuando integrada, esta funcidn de 5 describe el flujo global entre estos tres puntos fijos.
El corrimiento de la temperatura critica es de particular interés, y nos ha sido posible obtenerlo a
orden de un lazo, un resultado que coincide usando argumentos de escalamiento. Finalmente, hemos
derivado a orden de un lazo, expresiones para los exponentes efectivos fFe¢s y deyy donde se muestra
cdmo estos interpolan entre los correspondientes valores criticos del sistema de dimensidn d y €l de
dimensién d — 1.

e Fn la iltima parte de la tesis hemos estudiado la fisica de las membranas fluidas. En primer lugar
hemos obtenido las ecuaciones de Fuler-Lagrange para una membrana de Helfrich bidimensional,
hemos generalizado este cdlculo para al caso de un objeto extendido de dimensién € inmerso en
un espacio de dimensién d + . En segundo lugar hemos encontrado el operador de pequefas
fluetuaciones para una membrana de Helfrich bidimensional. Hemos calculado también este operador
para el caso de una membrana fluida de dimensién d inmersa en un espacio de dimensién 4 + D,
generalizando el primer casc. En tercer lugar, presentamos el operador correspondiente a una
membrana de dimension cuatro. Este cdlculo involucra términos de mayor orden en la curvatura de
la membrana, como son (VK )2, K*, RK? R?, R%*R,. En principio cada uno de estos es necesario
dado que, segundas deformaciones de cada uno de ellos generan a los otros términos.

¢ Hemos encontrado los acoplamientos efectivos a orden de un lazo debido a fluctuaciones térmicas
en la forma de la membrana. Primero hemos reproducido el caso de la membrana bidimensional,
que ya ha sido estudiado por diferentes personas [48, 49, 50, b1]. Siguiendo el mismo camino,
tenemos las funciones de flujo a orden de un lazo para los coeficientes de acoplamiento, para un
objeto extendido de cuatro dimensiones. Este resulta en un conjunto de 8 ecuaciones diferenciales
de primer orden acopladas. Una regidn de interés en el espacio de parametros es aquella en la
que ¢l término del gradiente en la curvatura extrinseca a; es dominante sobre los otros términos
de cuarto orden. Para este sector hemos resuelto las ecuaciones en forma numérica. El término
de tensidn superficial domina para escalas grandes de longitud. Conforme esta escala es menor,
el término de rigidez s empieza a ser méds importante y asi entramos en un sector en que este
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coeficiente es el dominante. Hemos encontrado dos diferentes trayectorias para la rigidez en estas
escalas dependiendo de las condiciones iniciales af y &° Si &% >> l,(~ .001) la rigidez efectiva
crece positivamente conforme la longitud aumenta. Si empezamos con rigidez negativa, esta crece
pero ahora lo hace con valores negativos. El coeficiente a; permanece cuasiconstante en ambos
casos. Basados en el heche de que un término proporcional a la rigidez significa qué tanto los
vectores normales a la superficie estan ordenados, este resultado se interpreta de la siguiente manera
para escalas de longitud suficientemente cortas: si empezamos con un objeto de rigides positiva,
la configuracién mas estable a escalas mayores corresponde a un objeto muy rigida, para escalas
mayores esta rigidez se hace practicamente cero. Por el contrario, si la rigidez inicial es negativa,
entonces la configuracién més estable es con muchos pliegues. Otra vez, para escalas mayores este
coeficiente se anula y domina la tensidn superficial.

De cara al futuro son varios los proyectos de investigacién por llevar a cabo. En lo inmediato, debemos
extender a orden de dos lazos el cdlculo que se tiene de la ecuacidn de estado. A este mismo orden
deberemos calcular en particular, expresiones para los exponentes efectivos. Un punto que ha quedado
pendiente y que es factible de llevar 'a cabo en el corto plazo es el cdlcule, a orden de un lazo, de los
exponentes efectivos caracteristicos de una transicién de fase de primer orden.

Para el caso de objetos extendidos deberemos explotar la herramienta matemadtica desarrollada, para
estudiar por ejemplo al caso de mémbranas de tamafo finito, asimismo es una tarea empezar a Tesolver
las ecuaciones de Euler-Lagrange para el Hamiltoniano de Helfrich. La fisica asociada a fendmenos con
presencia de superficies estd llamando mucho la atencién en los ahos recientes dada su conexién con,
por ejemplo, distintos aspectos biolégicos, como son las formas geométricas del ADN. Este es un aspecto
mds de largo plazo: 1mp1ementa.r las técnicas geometncas descritas en ésta tesis en diferentes aspectos de
biofisica.
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12  Apéndice A: Identidades de Ward y Expansion en lazos
12.1 Identidades de Ward

Si en la densidad Hamiltoniana para el modelo O (V) acoplamos una fuente externa H, la invariancia
respecto a rotaciones en el espacio interno del camp ; es rota. No obstante, esta se recupera si rotamos
el campo H. A nivel de la energia libre, esto significa

SF =10 (12.1)

bajo deformaciones dH; = wy; H; donde w;; es una rotacién infinitesimal w;; = —~wj;. De aqui tenemos
8F _
5_.Hq:5Hi = Pwi; H; . . (12.2)
o
Biwij—— 12.
= 0 (12.4)

esto significa que la matriz que multiplica a w;; debe ser simétrica necesariamente, es decir
2

7l =g, 0 - (12.5)

esta identidad nos proporciona relaciones entre los vértices directamente. Tomando una segunda derivada
en esta, obtenemos la siguiente relacién '

@Fﬁ) + 51‘.&115'1) = Ejrg) + 8T (12.6)

proyectando en la direccién transversal tenemos
7y = g (12.7)
= Hp (12.8)

¥ 5i lo bacemos en direccion mezclada nos da la identidad

7 11 = o (12.9)

es de hacer notar que la identidad (12.6) no aporta informacién sobre la funcién de vértice longitudinal.
Derivando una vez més en (12.6) y proyectando tenemos

ar® = or® (12.10)
I popr®d = o (12.11)
Iy 41 = ® o (12.12)

como antes, esta identidad no aporta informacidn sobre la funcién de tres puntos puramente longitudinal.
Derivando una tercera vez {12.6) y proyectando como en los casos anteriores obtenemos

g = v (12.13)
phig +2rf) = Y | (12.14)
i+ = o) | (12.15)
Pl +30% = 0 (12.16)

estas expresiones son exactas por lo que se deben satisfacer orden por orden perturbativamente.
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12.2 Expansion en Lazos

Dado el Hamiltoniano para el modelo O(N), la configuracién de equilibrio se alcanza en el minimo
funcional @, que satisface la ecuacidn de energia minima

dH '
5o () =0 (12.17)
3
de aqui obtenemos
2 J A2 L
(_v + t) Pt g{Pc(Pc =0 (1218)

El punto clave en la expansién en lazos es expander alrededor de la solucién . en la forma @, — . + &.
Sustituyendo en el Hamiltoniano tenemos la expresién

Hlpet @ = Hip)+ [ dyd'aF (0) 4% @) P Q)
; - A
+ [ 2ei @5 0P @)+ 37 @) (1219)
donde el operador de fluctuaciones A¥ (x,y) es definido como

w1y = (-4 Bl @0ty + @AW ]S (2)

El objetiva es introducir esta expansion en la funcién de particién Z [H]. Con esto podremos obtener en
forma perturbativa la energfa libre de Helmholtz F mediante su definicién

Z[H] = MHEL : (12.21)
en la forma
F[H] = Fy+ hFy + .. - (12.22)
donde los primeros términos son
Fy = Hp) (12.23)
) =%ﬁhM) (12.24)

con estas expresiones podemos también encontrar en forma perturbativa, una expresién para la energia
libre de Gibbs

=Ty + ATy + A%y + ... (12.25)

de donde podemos observar también una expresién perturbativa para la magnetizacién

B = g + hipy + Bipg + .. (12.26)

como vemos, a primer orden encontramos que el valor medio de la magnetizacién es dada por la
configuracién que minimiza ¢l Hamiltoniane. Los primeros términos en la expansién de la energia libre
de Gibbs (12.25). son

N o= -H@E (12.27)

I, = —%TrlnA*’j (%) ) (12.28)
T =_%(ﬁpﬁm@+m%n@@@mm@+w—n@@m]
+2 [ atwaty P 30F (9) + (2~ DGy (2:3) G ()] P ) (12.29)

36
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donde hemos deﬁnido‘las funciones de correlacidn longitudinal y transversal en la forma

Gi(z,y) f ey dl (12.30)
AT = — .
7 +1+ 39" (2m)°

e~telz=v)  gdg
G (m,y) = i (12.31)

como mencionamos més arriba, el funcional (12.25) genera, por diferenciacién funcional respecto a la
magnetizacion, las funciones de vértice, es decir, funciones de correlacién conectadas y sin lineas externas.

12.2.1 Un lazo

Empezamos con el resultado para la funcién de vértice I‘El) = %—_ el resultado a un lazo es dado por la
expresidon

A A A
i = (pz +i+ L0 SO+ (N - 1}got) s (12.32)

donde hemos introducido la notacidn

1 d?q / 1 dq
- = . 12.33
Or / g +t+ 29° (2n)° O ¢ +t+ 2% (27)° ( )

Tomando una segunda derivada obtenemos la funcidn de vértice de dos puntos,

@ _ {2 Al A A ,
19 = (# e384 30,+ - 020 by
A A2 A2
+ (3-50-0-030.) vy (1234)
v asimismo con la funcién de vértice de tres puntos, esta queda como
I"Ej,)c = Coyud + Dowpson (12.35)
donde los coeficientes estdn dados por
3 A
C = All1- EAOI — (N — 1)€Ot (12.386)
N-1
diferenciando por cuarta vez obtenemos la funcién de cuatro puntos a orden de un lazo
Tk = BSum + FSa0t0t 4 G (buosion, + Spion + Supin) + Hespjeonen (12.38)
donde los coeficientes son
3 A
F o= 33 (0I ;W 2; D) Ot) (12.40)
G = % (12.41)

H = -—3) (OEJF(NSI 1)01) (12.42)



92 13 APENDICE B. REPRESENTACION DE MONGE-AMPERE

Si proyectamos estas funciones en el espacio interno, a Jo largo de la direccién de magnetizacién
espontanea o de simetria rota, y perpedicular 4 ella, obtenemos precisamente las componentes longitudinal
v transversal de las mismas. La funcién de dos puntos transversal y longitudinal son dadas por

A A A
I = P+t 20+ 50, + (- 1)-O " (12.43)
@ _ 2 A _
" = P+t+290 + Oz"‘(N 1) Ot
A2 2 A2y .
Para la funcién de tres puntos obtenemos
: C.-. C o S

T = (C+D¢®) Pyny + 3P + 3Pl + 3PP - (12.45)

Con este resultado podemos escribir la parte longitudinal de la funcién de tres puntos en la forma

3 A
i = (1- 50, (v -130.) + 3¢ (0r+ T Y0,) (12.46)
y para la proyeccién mezclada obtenemos .
2 2 _
@ =% - )\290 (Oz L - 105) (12.47)

Desarrollando en términos de los proyectores obtenemos la 31gmente expresién para el vértice de cuatro
puntos :

I, = (E+F¢*+3G¢* + Hy') PLPY, + EPL P},

+ (% + Ggaz) (Pij,ﬁi +.Perm.) (12.48)

que nos permite identificar la funcién de cuatro puntos a lo largo de la direccién longitudinal como

I‘54) = A- ‘)‘2 (Oz 1Ot) + 6% (Oz + ‘IY“‘L;‘_.}'}‘Ot)
3xiph (Oa Of;) (12.49)
as{ como la prayeccién transversal, la cual se puede escribir como
i = - g)@ (ol + (N;_l) ) - (12.50)
v la proyeccidén mezclada
i =2-% (Ox o)+ o+ 20) sy

las demds componentes son todas igual a cero, un hecho que 'se confirma de las identidades de Ward.
13 Apéndice B. Representacion de Mongé-Ampére

Para simplificar las ideas pensemos en un sistema fisico consistente de una membrana plana y supongamos
que esta coincida con el plano x —y en un sistema de coordenadas rectangular. Esta es una representacion
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]_1(7"50

Figura 24: Representacidn de Mongé-Ampére de superficies,

muy usual en la investigacién de membranas y es conocida como la representacion de Mongé-Ampére [39].
La figura muesira los elementos basicos.
Esta representacién es muy 1itil para describir configuraciones en R%t1, La superficie ¥ queda descrita

mediante

z=h(£%) (13.1)
Podemos ver la altura A como un campo escalar sobre el plano d—dimensional, z = 0%. La métrica

inducida sobre la, superficie es .
Yab = Oap + VehVih. (132)

Es también de utilidad escribir la inversa de esta matriz
"Yab = 5a.b - _vah‘VBhg H
1+ (Vh)
donde (V’h,)2 := Vh - Vh con respecto a la métrica plana de R?. El determinante de la métrica inducida
es

(13.3)

¥ = det Yap = (1 + (Vh)z) (13.4)

de tal manera que el drea de la superficie total de la membrana es
A= [ a’¢ (1+(Vh)?) (13.5)
Derivando funcionalmente respecto a h encontramos la derivada de Euler-Lagrange £:

dA Veh

E=2=v, W (13.6)

dh

y usando la inversa de la métrica (13.3) se puede reescribir como

1
E = -————ll,z’yabVQVbh (137)

(1+ (Vh)z)

3No deben confundirse las coordenadas £% sobre la superficie con la longitud de correlacién.
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La ecuacién de Mongé-Ampeére es la que describe superficies extremales del drea A, es decir, la ecuacién
de Euler-Lagrange

(1+ (Vh)z) Ah — VORVP AV, Vih = 0 (13.8)

donde hemos definido A = ¥V, V*. Examinemos en estos términos la geometria estrinseca de la superficie.
Si el vector normal a la misma apunta hacia arriba (en direccién de z > 0)

(—vﬂhi 1)

(1 +(Vh)?)
y la curvatura extrinseca es
Ka,b = - ('n, Vaeb)
= _Mm (13.10)
(1 + (Vh)”)
también, podemos escribir o
ac
K%, =17 vﬂv”hzcvﬂ'h. (13.11)
14 (Vh)
13.1 Aproximacién Cuadratica
A orden cuadratico en A tenemos :
Asdotg / 4t (Vh)® o (13.12)
vemos que no hay término lineal. De la expresién de X = v K, obtenemos
K = ~Vh + VuhVshVahVsh + o (V) Ah+ O (1) (13.13)

que no tiene términcs cuadraticos. Esto implica en parficular, que la integral de K no tiene parte
cuadrdtica tampoco

/ e STK = — f dSg_m- Vh+ O (1) (13.14)

como consecuencia, en la aproximacién gaussiana, términos lineales en X no tendrén contribucién alguna.
El término en K2 si contiene términos cuadriticos

Hy = % / NG

= : / i (AR + O (1¥) (13.15)

notamos también que
% [ dH K Ky = % / di (AR)? — f dSy—1 [ VAAR — hm - VAR]
- 40 (A% (13.16)

por lo tanto, a orden cuadritico en h, la combinacién R = K? — K°0 K, es pura divergencia para toda
D, no sélo para D = 2 donde es una divergencia a todos los ordenes.

Consideremos el Hamiltoniano de Helfrich (3.7) con tensidn superficial ¢ ¥ rigidez . A orden
cuadrético en A y definido en una regién de tamano L por lado tenemos

H=cdo+ % /ddg [a (Vh)® J;m (&h)z] (13.17)
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es 1itil tener una representacion en el espacio de momentos, para ello necesitamos

we) = [ %ei“h(q} (13.18)
por lo que . ' - »
H=0Ag+ % / (jﬂ’; = (00® + wg") R (g) P (13.19)

serd el Hamiltoniano de interés a este orden. Si la membrana es puesta en contacto con un bafio térmico,
podremes observar el efecto de fluctuaciones térmicas en la misma. En particular, si el Hamiltoniano es
cuadrético como es el caso de (13.19) podermos aplicar el teorema de equiparticidn para tener

T

—_— 13.20
0¢* + rg* ( )

(1B () %) =

Si ¢ > 0, el comportamiento de la tensidn superficial determina el régimen de longitud de onda grande y
el término de rigidez puede ser despreciado, en este caso tenemos

o T [ d% 1 | o
(h{(&)") = - fl i (2%)“" o (13.21)

podemos observar que esta cantidad no depende del punto &£, esto es debido a la simetria bajo traslaciones
en la membrana. Asimismo, en este limite tenemos para el caso d = 1, d = 2 respectivamente ‘

_ L . ‘ . _ .
(g ="—L; In= 13.22
(B =5 L I (13.29)
donde & es una escala microscépica. Notemos que para objetos de dimensiones mayores, esta cantidad
permanece finita en el infrarrojo, Veamos también la diferencia en altura de la membrana debido a la
fluctuacion o7 i
1 ;
(@ —hON == [ 2L (1 - it : 13.23
(@ -nO) =T [ o am (1= | (13.28)
Para puntos suficientemente alejados, la integracién de la exponencial oscila alrededor de ceroen d = 1,
d=2:
T L
2
_ _ 7 d 24
(O - =—L; =nZ (13.24)

Estas dos estadisticas muestran que la posicién de la membrana es menos y menos definida conforme su
tamafio se incrementa. La membrana estd arrugada. Veamos cdmo es la correlacidn entre los vectores
normales. Primero, a orden cuadritico en b tenemos

n= (—Vﬂh,'l — % (Vh)2> (13.25)
con esto, podemos escribir

n(0)-n() = 1-

1~

(9.0 + (VA (€)?) + (VA(©)* + VA() - VR ()

B B =

(Vh{£) — VA (0))? (13.26)

Por lo que

2
@O n@) = 1-27 [ L (@51 (- ) A (@) F)

|
—
|
b
3
—
]
L&
S
M.
=
™~
N
D
bo
Wy S

: ) 1 | (13.27)
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como antes, despreciando el término de rigidez tenemos

251n (q—2-§) | - '(i3.28)

(n(0)- n(f))=1~—/

de tal manera que, para puntos suficientemente alejados tenemos

T 5

(n(0) n{f)=1- ~a (13.29)

el segundo término entra inicamente como regulador en el ultravioleta, Es decir, los normales permanecen
termicamente descorrelacionados a distancias grandes.

13.2 Tension Superficial Cero

Supongamos ahora que la membrana tiene tensidn superficial cero ¢ = 0. En este caso tenemos

meH == / i (: j e | (13.30)

en particular, para dimension d =1, d = 2 ténemos
| 2 T 3 2 ‘
(h(e)) = 5 =L% L7 o (1331)

que muestra una divergencia més viclenta respecto de (13.22). Notemos también que para una, membrana
tridimensional la divergencia es logarltmlca, ¥ para una de dimensidn cuatro, esta cantidad es finita si
hay un corte en eI 1nfra.rr030

13.3 LOHgitud' de Persistencia
Si la tensién superficial es nula, la correlacién en los vectores normales (13.27) para puntos muy alq]a,dos,
se puede expresar como

2T d? 1
@O a@=1-=[ L= (18.32)
vz (2m)"
Por 1o tanto podemos escribir, end =1y d =2
| T L |

La longitud de persistencia se define como la distancia &, a la que esta correlacién es despreciable via
fluctuaciones térmicas: es la longitud a partir de la cual la membrana est4 en la fase de arrugado o plegado,
en dimensién dos es dada por’

27

e=0eT . (13.34)
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14 Apéndice C: Deformaciones

En estos céleulos usamos los siguientes resultados

s Requerimos

§17%as = 20Kg (14.1)
5_L’)’ab = _9pK0b l (14.2)
S /7 = JYK® (14.3)
BT = JY(—BAD 4+ RD) _ (14.4)
1R = —KupAd - KV, Vy® + K, V°V,d + KfV, V.8
+ (RKuwp — KRup + KR — KfR“)® (14.5)
SIR = —20K**R.; — 2KAS + 2KV, V,& (14.6)
01K = '"vavb‘i’ + (KKa.b - ’R'ﬂnfv)‘i . (147)
K = A3+ (R-KEHS ’ (14.8)

SL{VEY = 28, (V. E)VK 4 [V K), 7V K
= 201 (V. K)VOK ~ 28 K% (V, K)Vs K

(14.9)
tomando una segunda variacién obtenemos
SL(VK) = 200(V.K)§. VoK + 28, (VGK)V?‘K ‘
~ 28(V K)(VeK)8LK™ — 48K (V,K)5, VoK (14.10)
en esta necesitamos -
SV K) = V(6 LK) .
.= Vo (-A®+(R-K»%) (14.11)
¥y
| SL(VOK) = 61 (7%°V,K)
= 28RV K+~ V. K (14.12)
por lo tanto, substituyendo obtenemos
8t (VoK) = —Vu6L A8 + EV,3L (R — K*) + 8L (R — KV, @ (14.13)
donde podemos usar el resultado |
§1(R~K?) =2K%Y,V;® — 2 (KR + KR — K*) & 7 (14.14)

obtenemos

5% (VK

¢ Necesitamos

8% K*

= 4KV K)3V,A® + 2(VAD)? ~ 4V (R — K2)EV,A®

- 4R - KED)VeP)VAD +2(R — K2)2(VE)? - 2VEE)V, (5. AD) -

+ HVOE)V KOV, VP + 4K UVOK)EV,V V@ + (4K4V V4 8} (VO K) V. ®
+ 20(V E)(VoK)V*V?E +4K%(V,K)3V,A® (14.15)

= —4(8; KHAD — 4K3,A® + 4(5, K°) (R — K& + 4K3%5,(R — K*)®
= —4(3K2%  K)A® — 4K35, AP +4(6, K3 (R — K*)® +4K%3, (R — K*)&14.186)

de esta expresién y haciendo algunas infegraciones obtenemos el operador del texto.
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s Tenemos .
Rﬂb = KKab - Ka'ch ' o (14.1‘7)

usando

BLKE] = 61 (vKa)

= (17K + ¥°481 Ky
~V°V + RE® — KfK® (14.18)
podemos escribir . =
§iRay = —KupAD— KVoVi® + KueVoVy® + KV V0
4 (RKap — KRap + KocRE ~ K§ Ry, )@ (14.19)

y por lo tanto tenemos §) (K"'[’Rﬂb) como el expresado en el texto. Para .la,segtmda variacion
necesitamos la expresion

81 (RapR¥®) = —IRUKBAD 4 (4K Ry — 2KRD)WV, Vi@
+ (2RE"Rg — 4K RER)® (14.20)
Izego

82 (RapK®) = 4K"(AB)V,V,d + (4K° — 4K, R™ — 4RK)PA®
+ (4K K% — SREK™ — 12KR 4 24K*R) 8V, Vi ® — 3K Rt (VOB) (V)
+ (2KR + 6R®K® — SRK®)(V,8) (V@) + 3K(VAVPE)(V, VD)
— BKVVIE)(V, V@) + (K% — R)V°K — (KK — 3R%) (V. Kf)) BVL£21)

donde hemos usado

1V Vp® = Vo (61Ve®) — V. Bb175
= —V.B(KVyd + KV, 8 — K, Vo8 + (V. K[)8) (14.22)

e Tenemos

§

K2 = R)(AB)? + (4R — 4K KV (AB)V, V1 ®
— 2(2RE? - 6KK™Ry — 2R® — RupyRY) BAS
+ (SRUK.K™ + 4RKK™ — 10RR® — 6K KSR + 12RVRE

8 (R Ras)

— 20K°KURE + KPR + 2KK°PR::) &V, V,3

+ (AR®K,K* — 4K KR™ + 8RIRY)(V,8)(Vad)
+ QKK R™ — AR™Ra)(VE®) (Vo) + (20RE — 4K KLY (VEV2$)(V, Vi ®)
+ 4KIK®(VOV8)(V. V) + 2KH(VEVE)(V,V,8) (14.23)

haciendo algunas integraciones llegamos ‘al resultado.
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