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Introduccion

La tesis que tlene usted en sus manos, es una tesis de Topologia en el
4rea de Teoria de Continuos e Hiperespacios.

La tesis consta de cuatro capitulos, y para leerla, lo que se necesita es
haber llevado dos cursos de topologia general y estar famlharlzado con los
contlnuos

En esta tesis casi todos los elementos que usamos los deﬁnlmos dentro de
la misma, tesis, excepto tal vez los que a continuacién le vamos a mencionar.

Un continue es un espacio métrico, compacto y conexo {no degenerado),
un subcontinto es un subeconjunto compacto conexo y no vacio de un continuo
(que puede ser degenerado o todo el continuo). Los continuos utilizardn la
métrica d, y denotamos por B.(z) = {y € X : d(y,z) < &}

‘Un continuo es hereditariamente unicoherente si la interseccién de cua-
lesquiera dos de sus subcontinuos es vacia o es un subcontinuo. Un continuo
es arco conexo si para cualesquiera dos puntos a y b en el continuo, existe un
arco en el continuo que los une.

Un dendroide es un continuo arco conexo y hereditariamente unicoher-
ente, supondremos que usted sabe que los'subcontimios de los dendroides son
dendroides. Las dendritas son dendroides localmente conexos.

Entre las nociones de topologia general que utilizamos, estan las de lo-
calmente COMETO, COMETO en pequerio, suponemos que usted conoce el Lema
de Uryshon v que sabe que los abiertos conexos de un continuo loca,lmente
CONEX0 SOn arco CONEeXos.

Ademads de esto utilizaremos algo de Teoria de Hiperespacios. Dado un
continuo X, denotamos por C(X) al hiperespacio de continuos de X.

C(X)={AC X : A es un subcontinuo de X}

Dadag¢ > 0y A € C(X), denotamos a la nube ¢ de A como N{g, A) donde
N(g, A) = {z € X : existe a € A tal que d(z,a) < €}. A este hiperespacio le
damos la métrica de Hausdorff, la cual denotaremos por H, decimos que dos
subcontinuos Ay B de X distan menos que ¢ (H(A; B) <) si A C N(g, B)
y.B C N(e, A).



X ) Introduccién

Una funcién de Whitney, g, es una funcién continua de C(X) en [0, 00)
que cumple que:
u({p}) =0 para todop e X y si A G B, entonces u(A) < u(B).

Un continuo es descomponible si se puede escribir como la unién de dos
subcontinuos propios, v es indescomponible si no se puede. Decimos que
un continuo es hereditariamente indescomponible, si todos sus subcontinuos
no degenerados son indescomponibles. Dentro de la familia de los continuos
hereditariamente indescomponibles se encuentra el pseudoarco, la explicacion
detallada de este continuo la podra encontrar en los Capitulos 2 y 3.

Por 1ltimo una seleccién abierta ¢ : C(X) — X, es una funcién continua,
y abierta que ademas cumple que o{A4) € A para toda 4 € C(X). Se sabe
que los tnicos continuos que admiten selecciones son los dendroides.

Habiéndonos puesto de acuerdo en qué sabemos y qué no sabemos, pode-
mos hacer un pequeno resurnen de lo que usted encontrara en esta tesis.

El primer cap‘ltulo es un estudio de retracciones con poco movimiento en
los dendroides, definimos la propiedad RNT (Retractable onto Near Trees),
en la que pedimos que dada una & > 0, exista una & > 0 tal que si 7" es
un arbol en el dendroide X y H(T; X)) < 4, entonces existe una e-retraccién
r : X — T. Lo que hicimos en el primer capitulo fue caracterizar ciertas
familias de dendroides a través de esta propiedad. En el Segundo capitulo
COMeNnzamos a estudiar la propiedad RNT pero ahora en compactamones
métricas del rayo, y lo que obtuvimos fue un resulta,do muy interesante,
pues vimos que las tinicas compactaciones del rayo que pueden tener esta
propiedad, deben cumplir que su residuo sea el pseudoarco. Esto nos llevé a
estudiar las compactaciones métricas con residuo pseudoarco, pues se sabfa
poco de ellas, y descubrimos, gracias a esta propledad que no son homeomor-
fas. En el tercer (:apﬂ:ulo construimos toda una familia de compactaciones
métricas diferentes del rayo con residuo pseudoarco. Por iltimo en el cuarto
capitulo trabajamos con dendroides de nuevo, v en este capitulo, lo que hici-
mos fue definir selecciones abiertas sobre n-odos, usted podrd observar mds
adelante que esto no es nada sencillo

" Pues esto es basicamente lo que usted encontrard. Este trabajo se escribié
‘pensando en alumnos de maestria interesados en la Teorfa de Continuos. Por
ser una tesis de doctorado, ésta contiene resultados originales, de hecho de
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ella se escribieron cuatrc articules, dos de ellos ya han sido aceptados en
revistas internacionales con arbitraje, sin embargo a la hora de desarrollar la
tesis se trato de ir explicando paso por paso lo que se utilizaba de manera
que un alumno de licenciatura o maestria con interes en el area la pudiera .
seguir sin ninglin problema.

Esperamos que usted disfrute de este trabajo.

Julio del 2002.






CAPITULO 1

La Propiedad RN en los
Dendroides o

i

1.1 | Preliminéres

Un dendroide es un continuo, conexo por trayectorias tal que la interseccién
de cualesquiera dos de sus subcontinuos es conexa. - :

Cuando se hicieron los primeros intentos por definir a los dendroides
(1958, 1959 y principios de los afios 60), en la sede de Wroclaw del Sem-
inario Superior de Topologia de la Academia Polaca de Ciencias, conducido
por Bronislaw Knaster, el mismo Knaster visualizaba a estas curvas como las
que se pueden retraer sobre sus subdendritas, o mejor aiin, en sus subdrboles
bajo retracciones, con poco movimiento. Mas tarde, por facilidad se adoptd
come definicién de dendroide, la que hemos escrito arriba, Pero el problema
‘de decir si las dos definiciones son equivalentes ain permanece abierto. En
este capitulo no resolveremos este problema, pero estudiaremos qué tipo de
subdrboles de los dendroides podrian tener esta propiedad. Como no todos
los dendroides pueden retraerse a todos sus subdrboles cercanos, introducire-
mos la propiedad RNT para estudiar los que si se pueden.

Definicién 1.1 Un dendroide es un continuo arco conezo y hereditariamente
unicoherente. '

Definicion 1.2 Ung dendrita es un dendroide localmente conexo. .
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Definicién 1.3 Una grifica finita es un continuo que es una unidn finita de
segmentos (aristas) tales que dos de ellos, o no se intersectan o se intersectan
en sus puntos terminales.

Definiciéon 1.4 Un &rbol es una grifica finita que no contiene curvas cer-
radas simples.

En particular los drboles resultan dendroides localmente conexos, es decir
dendritas.

Definicién 1.5 Una retraccidon de X en un subconjunto T' de X es una
funcion continua f : X — T que cumple que f(t) =1t para toda t € T.

Definicién 1.6 Una e-retraccion es una retraccidn r : X — 1" que satisface
que d{z, r(z)) < € pard tode z € X.

Notacion. En este capitulo trabajaremos casi todo el tiempo con den-
droides, y T siempre denotari un arb()l contenido en X. :

Definicion 1.7  Un contm'u,o X taene la pr0p1edad RN T 81 para toda £ > 0
existe & > 0 tal que si T es.un drbol contenido en X y H{T, X) < 6, enfonces
existe una e-retraccion r: X = T. ‘ -

Lo que queremos decir con esta. propiedad es quesi.tenemos una £ > 0,
entonces para cualquier subdrbol T suficientemente cercano al total, existe
‘una e-retraccién, r de X sobre 7.

En este capitulo probaremos una serie de resultados con respecto a la
propiedad RNT, por el momento los enunciaremos y después iremos desa-
rrollando uno por uno. - :

(1) Si X es un continuo arco conexe con la propledad RNT entonces X
es un dendroide. -

(2) Las dendritas tienen la propleda,d RN T.

(3) Un dendroide X tiene la propiedad RNT hereditaria si y solo si X
es una dendnta

(4) Un dendroide suave X tiene la propiedad RNT & y sélo. s X es una
dendrita. .

(5) Existe un dendroide no localmente conexo X tal que X tiene la
propiedad RN T. : :
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1.2 La propiedad RNT en arco conexos.

En esta seccién probaremos que los continuos arco conexos con la propiedad
RNT son dendrmdes para esto desarrollaremos una serie de resultados pre-
liminares.

Lema 1.8 5i X y Y son dos continuos no degenerados que no contienen
curvas cerradas simples y XnYy = {z}, entonces XUY no contiene curvas
cerradas szmples

Demostracién. Supongamos por el contrario que X UY contiene una curva
cerrada simple S.

Aseguramos que { X UY)\ {z} no €5 COnexo.

Esto se ve facilmente pues los conjuntos H = X \ {z} y K=Y \ {z}
nos dan una separacién del espacio ya que HNK = X N (Y \ {z}) = 0,
KnH=YN(X\{z}) =0y como X y.Y son continuos no degenerados,
H#0y K#0.

- Veamos que z € S, si esto no ocurriera como S es conexo y z ¢ S, entonces
ScX\{z} cXoScCY\{z} CV,Ilocual es una contradiccién pues ni
X ni Y contienen curvas cerradas simples, por tanto z € S.

Ahora como S es una curva cerrada simple, entonces ninguno de gus
puntos la desconecta y por tanto S\ {z} es un subconjunto conexo de (X \
{z}h) U (Y \ {2}), ¥ como ambos uniendos son separados concluimos que -
S\{z} c X\ {2z} 0 S\ {2} C Y \ {z}. Estoimplicaque SC X 0S5 CY7,
1o cual es absurdo. Esta contradiceién nace de suponer que existe una curva
cerrada simple S contenida en X U Y, por tanto X .U Y no contiene curvas
cerradas simples.

- _

Lema 1.9 Sea X un continuo. Dado un drool T € X y un arco A C X,
con extremos p,g (A=pq), siTNA={p} o TNA=1{q}, entonces TU A
es un drbol. :

Demostracién. . Supongamos que T N A = {p}, entonces p € T. Sea J
la arista de T' que contiene al punto p. Si p es un extremo de la arista .J,
entonces T'U A es una gréfica finita pues es una unién finita de arcos que se
unen s6lo en sus puntos extremos. Si p no es extremo de la arista J, entonces
S€all j1. ¥ jp sus puntos extremos. Ahora redefino 7' declarando dos nuevas
aristas en 7', J; que es el arco con extremos j; y.p,(es decir el arco j1p) y Jo
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que es el arco con extremos jo ¥ p, (es decir el arco jop). Para ver que TU A
es un arbol, declaremos a p como vértice de TU A. Veremos que cualesquiera
dos aristas de T'U A sélo se intersectan en sus puntos extremos. Para empezar
las aristas en T que no intersectaban a .J sélo se intersectan en sus puntos
extremos, y las aristas en T que intersectaban a J la intersectaban en j; o en
j2 (pues T' es un drbol), pero ahora intersectan a la arista J; o a la arista .J
en uno de sus puntos extremos. Finalmente A, es una arista que intersecta
aJienpya.dJd;en poseaen uno de sus puntos enxtemos, por tanto TU A
es una grafica finita.

Por el Lema 1.8 como T no contiene curvas cerradas simples (pues es un
arbol), ademds A no contiene curvas eerradas simples (pues es un arco) y
T N A= {p}, entonces T'U A no contiene curvas cerradas simples. De modo
que TU A es una grafica ﬁmta sin curvas cerradas smlples y por tanto es
un arbol. -

(El caso T N A = {q} se analiza de manera andloga pues PYq Juegan
papeles simétricos).

||

Lema 1.10 Dado un continuo arco conexe X, un drbol T de X y un punio
z € X, existe un punto t €T y un arco A en X (posiblemente degenemda )
con eztremos z,t que cumple que ANT = {t}.

Demostracién. Siz € 7', hacemos A = {2} y ¢t = z. Supongamos entonces
que z ¢ T, Sea p un punto fijo en T, como X es arco conexo existe un arco
‘en X ‘que une z con p, este arco se puede ver como la imagen de una funcién
inyectiva y continua o : [0,1] — A tal que a(0) =z y (1) =p.

Sea s = mina~*(T), notemos que o' (7") es no vacio pues como a(l) =
p € T, entonces 1 € o *(T). Ahora sea t = a(s), entonces a(j0,s]) es un
arco que une z con ¢, pues es la imagen continua e inyectiva del arco [0, s,
donde a(0) =z y a(s) =1

Veamos ahora que ([0, s]) N T = {¢}. Como 5 = min{e(T)}, entonces
s € a (T, de modo que (s} € T. Y como a{s) = t, entonces ¢ € T', asi que
t € a([0,s]) NT. Por tanto {t} C «([0,s]) NT. Para ver la otra contencién
tomemos un punto ' en ([0, s]) N T, entonces existe un nimero s’ en [0, ]
que cumple que as’) =t Como s = min{a~(T)} v a(s) =t € T,
entonces s < &', pero como § € [0, s], entonces s’ < s, de'modo que s = &,
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y por tanto a(s) = a(s). Con lo que tenemos que ¢ = ¢'. Con esto hemos
probado que «([0,s]) NT C {¢}. De estas dos contenciones obtenemos que
a([0,s]) N T = {t}.

Si hacemos que A = «([0, s]), entonces A tiene como extremos a los
puntos z,t pues a{0) =z y afs) =t, y ANT = {t}, ¥ con esto terminamos
la prueba. . S

|

Lema 1.11 Sea X un continuo arco conero. Dado un drbol T de Xy un
nimero finito de puntos Ty, T, ...,z, € X, eziste un drbol T,, de X tal que
T C Tn‘ iy {331,332, veey .’L‘n} C Tn.

Demostracion. Haremos esta prueba por induccién en n. Si sélo tuvieramos
un punto z, podemos suponer que x; ¢ T. De acuerdo con el Lema 1.10,
existen un punto ¢ € T' y un arco A con extremos z; y ¢ que cumplen que
ANT = {t}. Y por el Lema 1.9, como T'N A = {t}, entonces AU T es un
arbol que contiene a 7" y al punto T1. .

- Para hacer el paso inductivo, supongamos que el lema es cierto para n -
puntos y consideremos n+1 puntos 1, ..., £,1;. Por la hipétesis de induccién,
existe un 4rbol 7;, que contiene tanto a T’ como a los puntos 1, ..., #,. Y por
el caso n = 1 en esta induccidn, existe un drbol T, que contiene tanto a
T, como a Znyi. De modo que el drbol 7,11 contiene tanto a T como a los
puntos zi, ..., Tnr1- Bsto concluye el paso inductivo, termina la induccién y
la prueba del lema.

L}

Lema 1.12 Dado un continuo areo conezo X y un drbol T contenido en X,
se tiene que para todo nimero & > 0 ewiste un drbol Ty de X que cumple gue
TC\T,; yH(X,T5)<6 ‘

Demostracién. Sea C = {B;s(z) : z € X}. Notemos que C es una cubierta
abierta de X. Como X es compacto existen puntos z1,%2,..., Zn €n X que
cumplen que X = Bs{z1)} U Bs(ze) U ... U Bs(z,,). Por el Lema 1.11 existe un
érbol T,, de X que cumple que tanto 7' como el conjunto de puntos {zy, ..., T, }
estdn contenidos en 7},. Veamos ahora que H (Tn, X) < 6.

Como T C N(6,X), entonces sélo tenemos que probarque X € N(§,T;,).
Sea z ¢ X. Como X = Bs(21) U Bj(w2) U ... U By(x,), existe i € {1,.. , T}
tal que d(z, z;) < 0. Ya que z; € T,,. Concluimos que z € N(6,T;,). Hemos
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probado entonces que X C N(§,7;,). Por tanto H(T,, X) < 6. Fmalmente
hacemos 75 = T;. Con esto terminamos la prueba del lema. '
||

Definicién 1.13 Un candado en un continuo X, es un subcontinuo L de X
que cumple que es lo unidn de dos subcontinuos A y B de X, (L = AU B)
tales que: '

(i} A es un arco no degenerado con e:ctremos Py

(u) AN B ={p, q}

Lema 1. 14 Sea X un continuo arco conezo. 8i X no es heredztarmmente
umcoherente entonces X contzene un candado L '

Demostracién. Supongamos que X no es hereditariamente unicoherente,
entonces existen dos subcontinuos no degenerados H y K de X tales que
H N K no es conexo. Por tanto A N K tiene al menos dos componentes.
Llamemos C; y Cs a dos de las componentes de H N K. Elegimos p’ € C, y
q € 02 Como X es un continuo arco conexo existé un arco en X que une p'
con ¢, a este arco lo podemos ver como la imagen de una funcién’ continua e
inyectiva o : {0,1] = X tal que o(0) = p’ y (1) = ¢'. Entonces o([0, 1]) es
un arco en X con extremos p' y ¢'. - o
Veremos que «([0,1]) no esta contenide en H N K. Supongamos por el
contrario que «([0, 1]) ests contenido en H N K. entonces a([0,1]) es un
conjunto conexo que intersecta a dos componentes diferentes C; y Cy de
HnNK. De modo que a([0,1])UC U C; es un subconjunto conexo de AN K.
Pero como Cp y Cs son componentes de H N K, entonces a([0, 1]} U C; U
Cy C Cy ¥ e[0,1]) U Cy UG, C-Cy. De aqui que C; C Cy'y que Cp ¢ CY.
De modo ‘q1‘1e Cy = C}: Pero'ésto es una contradiccién pues C; y Cy son
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componentes diferentes de H N K. Esta contradiccién nace de suponer que
a([0,1]) estd contenido en H N K. Por tanto «([0, 1]) no estd contenido en
HNK.

Debido a que «([0,1]) no estd contenido en H N K tenemos que existe

rea(0,1])talquer ¢ H6r ¢ K.

~Analizaremos el caso en que r ¢ H y construiremos un candado L en X.
Como H y K juegan papeles simétricos, el caso en que r ¢ K se analiza de
manera andloga y también se puede construir un candado en X,

Sea s, € [0,1] tal que &(s,) = r. Consideremos la funcién « restringida
al intervalo [0, s,], entonces o, @ [0,5,] — X es una funcién continua
e inyectiva, sea s, = max(alp,s,)) " (H), notemos que ( &|p,, ) (H) # 0,
pues (0) = p’ € H. Notemos también que s, < s, pues afs,) € H y
a(s,) =7 ¢ H. Sea p = as,).Veremos ahora que a([s,, s,]) N H = {p}.

Como p = a(s,) € H, entonces p € a([s,, s,]) N H. Por tanto {p} C
“a[sp, $,])NH. Para probar la otra contencién sea p; € o([s,, s,])NH, entonces
existe sp, € [sp, 5] tal que a{sp,) = p1. Asi que sp, € (@ljo,6,1)  (H). Pero
sp = max(a|p, )" (H), de manera que sp, < s,. Pero como s, € [sp, 3],
entonces s, < sp,. Por tanto s, = s,,. De modo que a(s,) = a(sy,), ¥ por
tanto p = p;. Con esto hemos probado que f{[s,, s.]) N H C {p}. de las dos
contenciones obtenemos que af{[s,,s,]) N H = {p}.

Ahora analizaremos la funcién o restringida al intervalo [s,, 1], entonces
@lis,y ¢ [8r,1] — X es una funcién continua e inyectiva, definimos
sq = min(a|s, 1) " (H), notemos que {(c|s, 1) " (H)} # @ pues afl) =¢ €
H. Notemos también que s, > s, pues a(s,) € Hy a(s,) =7 ¢ H. .

~ Sea g = a(s,). Procediendo como antes, se conluye que a{[s, s,]) N H =
{a}- Ya que o([sp, 8¢]) N H = (a([sp, s,] U a([sr, sg) N H = (a([sp, s;])NH) U
(0([5m82)) N H) = {9} U {g}. Tenemos aue a{[sp,5,) 0 H = {p,4}.

Entonces, si hacemos A = «a([sy, 5,4]), tenemos que A es un arco con
extremos p,g. Notemos que A es no degenerado pues s, < s, < g, ¥ COMO
es una funcién inyectiva, entonces a(s,) # a(sy), v por tanto p # ¢. Hacemos
B = H, entonces L = AU B es un candado en X, pues A,B € C(X) y
cumplen que: _ '

(i) A es un arco con extremos p,qy
(i) AN B = {p, g} |

Hemos probado que si X es un continuo conexo. por trayectorias y X no

es hereditariamente unicoherente, entonces X contiene un candado L.
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Teorema 1.15 5i-X es un continuo arco conexo con la propiedad RNT
entonces X es un dendroide.

Demostracién. Como X ya es un continuo arco conexo, basta probar que
X es hereditariamente unicoherente. :

Supongamos por el contrario que X no es hereditariamente umcoherente
entonces por el Lema 1.14 existe un candado L de X.

Recordemos que un candado L es un continuo de la forma L = AU B
donde A y B son dos subcontinuos de X que satisfacen:

(1) A es un arco no degenerado con extremos p,q y
(ii) AN B = {p, ¢}

Probaremos entonces que X no tiene la propiedad RNT (lo cual serd una,
contradiccién).

Sea s € A\{p, q}, entonces s ¢ B. Como {s} y B son dos cerrados ajenos
tenemos que, si d es la métrica en X, entqnéés d(s,B)=e>0.

Para esta ¢ > 0 probaremos que para toda § > 0 existe un drbol Tj e’ X
tal que H(Ts, X) < § y no-hay una e-retraccién, r de X sobre Tj.

Consideremos el arco A del candado L, por eI Lema 1.12 ex1ste un 4rbol
TsCcXtalque ACTsy H{T5, X) < 6.

Como A C Tj, entonces p,g € T; ¥ como T es un 4rbol vy en partlcula,r
Ts es umcamente ATCO COLEXO, tenemos que si H esun subcontmuo de 75 que
contiene a los puntos p, ¢, entonces A CcH.

Sea r : X — T una retraccién. Como p,g € Ty, entonces r(p) = p N
7(g) = g. Ahora como p,q € B, entonces jr(B) es un subcontinuo de 7 que
contiene a los puntos p,q y por tanto A C »(B). Como s € Ay A C r(B),
‘entonces existe un punto b € B, tal que r{b) = s. Con esto obtenemos que
d(b,7(b)) = d(b, s) > d(B, s) = &, éntonces r no es una e-retraccion.

Acabamos- de probar que para £ = d(s, B) y para toda é§ > 0, existe un
drbol Ty C X tal que H(Tj,X) < & y ninguna retraccién r : X — Ty, es
una, e-retraccidn. De esto obtenemos que X no tiene la propiedad RNT lo
cual es una contradiccién que viene de suponer que X no es hereditariamente
unicoherente. Por tanto X es hereditariamente unicoherente y como X es
arco conexo, X es un dendroide. Con esto finalizamos la prueba del teorema.

|

En ésta seccién probamos que los continuos arco conexos con la propiedad
RNT son necesariamente dendroides, en las siguientes secciones enfocaremos
el estudio de la propiedad RNT exclusivamente a los dendroides.
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1.3 La propiedad RNT en las dendritas.

En esta seccién probaremos que las dendritas tienen la propiedad RNT, para
ello utilizaremos unos cuantos resultados auxiliares.

Observacion.Dado un dendroide X, para cualesquiera dos puntos z,y € X
existe un dnico arce zy, que une z con y y tiene como puntos extremos a

Z, Y-

Notacién. Cada vez que hablemos del arco ab en un dendroide X, nos
referiremos al dnico arco en X que tiene como puntos extremos a los puntos
ayb

Lema 1.16 Sean X un dendroide, Be C(X ) y a un punto en X. Entonces
ewiste un tnico punto b € B tal que el arco ab cumple que abM B = {b} yb
tzene la propiedad de que pare todo punio y € B, b € ay. '

_Demostracwn. Como X esun dendrmde, entonces X es Unicamente arco
conexo, sea y cualquier punto en B y fijémonos en el arco ay, ahora fijémonos
en ay N B como X es hereditariamente unicoherente, entonces ay N B es un
subcontinuo de ay y por tanto un subarco de ay que contiene al punto y, de
tal forma que existe b € ay tal que ayNB = by y como ay = abU by tenemos
que b B = {b} . :

Ahora veamos que b € ay’ para todo punto Y € B. Sea y € B como
B es tinicamente arco conexo (pues los subcontinuos de los‘dendrmdes,. son
también dendroides) by’ C B, ahora abNby’ C abNB = {b}, entonces ablUby’
es un arco que une @ con ¥y como X es Unicamente arco conexo entonces
ab U by = ay'. Por tanto b € ay’, y esto es para toda y € B. '

|

Corolario 1.17 Sean X una dendrita y T un drbol contenido en X. FEn-
tonces para toda x € X existe un dnico punto p, € X tal que el arco Tp,
cumple que tp NT = {p,} y pam toda t € T se tiene que Dy pertenece al
arco xt. :

Demostracién. Como X es una dendrita, entonces X es un dendroide ¥
como T es un arbol contenido en X, entonces por el Lema 1.16 para z € X
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existe un tinico punto p, € T tal que ¢l arco zp, cumple que zp,NT = {p.}
v pp € 2t para toda t € T vy esto se cumple para toda z € X.

Notacién. Dado un dendroide X, un subcontinuo ¥ de X y un punto z € X,
denotaremos por p, al tinico punto en ¥ que cumple que zp, NY = {p,} vy
ps € Ty paratoday €Y.

Lema 1.18 Sean X una dendrita y Y un subcontinuo de X. Entonces lo
funciénr: X =Y definida como r{z) = p, es una retraccion de X enY.

Demostracion. Veamos que 7(z) = p, e8 una retraccién.

Primero: veremos que r(y) = y para toda y € Y. Dada y € Y, entonces
y €ypyNY = {p,} por tanto y = p,. De modo que r(y) = y para toda y'€ Y.

Ahora veremos que r : X — T es continua. Veremos que para toda € >0
existe & > o tal que si d(z,y) < § entonces d(r(z),r(y)) < e.

. Veremos primero el caso en que z € Y. Sea e > 0,51 z € X \ Y como este
conjunto es abierto, existe una &’ < ¢ tal que Bo(z) N1 = @'y como X es
una dendrita existe un abierto conexo por arcos Uy tal que x € U, C Bu(z),
(recordemos que los abiertos conexos en un espacio localmente conexo, son
arco conexos) y existe d; > 0-tal que z € Bs, (z) C U, C Ba(z) C X \Y. Sea
y € X tal que d(z,y) < 6;, entonces y € Bs, (). Probaremos que r(y) = ps.
Sabemos que r(y) = py, ahora el arco xy estd contenido en U, pues y,x € Uy,
y U, es conexo por trayectorias, y como xy C U, C By (z) C X \ Y, entonces
zyNY = B, de modo que si nos fijamos en el continuo (yp, Uzy Uzp,)NY
tenemos que: (yp, UzyUap)NY = (yp, NY)U (zyNnY)U (zp: NY) =
{p,} U U {p;} = {py,pz}. Pero como X es hereditariamente unicoherente
-entonces {pm, Py J} es un conjunto conexo por tanto py = py. Asi pues tenemos
que r{(y) = py = p, para toda y € B;, (z). Entonces, si d(z,y) < 4, tenemos
que d{r(z), 7(3)) = d(par By) = Py y) = 0 <.

Analizaremos ahora el caso cuando z € Y. Como X es una dendnta dada
€ > 0 existe un abierto arco conexo Uy tal que z € U, C B:(x), y existe un
nimero §; > 0 que satisface que z € Bj,(z) C U, C B.(z). Si y cumple
que d(z,y) < b2, entonces y € By, {z). Entonces el arco zy estd contenido en
U, C B:(z) pues y,z € By (x) C U; y U, es conexo por arcos, y también
tenemos que p, € yx, pues z € Y. Entonces p, € B(z). De modo que si
d(z,y) < &, entonces d(r(z),r(y)) = d(pe, p,) = d(z,p,) < €

Esto concluye la prueba de que la funcién r es continua. Tenemos entonces
quer: X — Y cumple que 7(y) =y para toda y € Yy que T es continua. Por
tanto r es una retraccién de X en Y. : -
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|
Teorema 1.19 5% X es una dendrita, entonces X tiene la propiedad RNT.

Demostracién. Como X es localmente arco conexo para cada z € X existe
un abierto arco conexo U, tal que z € U, C Bz(sz). Counsideremos ahora
el conjunto C= {U, : £ € X}, entonces C es una cubierta abierta de X.
Como X es compacto existen puntos zi,s,..x, de X que cumplen que
X =U, VU, U...UU,,. Paracada i = {1, ..., n}, existe un nimero positivo
6; > 0 tal que z; € By,(z:) C Uy, C Bg(z;). Sea § = min{dy, dy, ..., dn}.
Sea 7' un arbol contenido en X tal que H(T, X) < 4, entonces para cada
i = {1,...,n} existe t; € T" tal que d(xz;,%;) < 4. Como § < §;, tenemos que
t S B5 (.'Ez) C U:I:

Consideremos r : X — T definida por »(z) = p,. Por el Lema 1.18, T es
una retraccidn, veremos ahora que 7 es una e-retraccién. Seax € X,siz € T,
entoiices r(z) = z y, por tanto d(z,r(z)) = d(z,5) =0 <e. Siz € X\ T,
entonices como r € U, para alguna ¢ = {1,2,..,n}, y tenemos un punto
t; € By, (z;) C Uy, y como Uy, es arco conexo, entonces el arco zt; C Uy, C
Bg(z;) y como t; € T, entonces Py € 2t; C Uy, C Be e (T ) Entonces tenemos
que Pz € Be(zi) v« € Be(x:) y por tanto d(:n 33,) <5y d(a:z,pm) < £ de
donde tenemos que d(z, r(:c)) d(z,p,) < d(z, z;) + d(a:z,pm) <gtg= E

Por tanto la funcién r : X — T es una e-retraccién, y con esto hemos
probado que las dendritas tienen la propiedad RNT.

n . _ ‘

Con esto terminamos esta seccién. En la siguiente seccién caracterizare-
mos a las dendrltas como dendro1des que tienen la propledad RNT heredl-
ta,na

1.4 La Propledad RNT heredltarla

Ouando empezamos a-estudiar la propledad RNT en los dendr01des pen-
samos que sélo las-dendritas tenian esta propiedad, pero esto no es cierto,
como se verd en la seccién 5. En esta seccién veremos que si X es un den-
droide, entonces todo subdendroide ¥ de X tiene la propledad RNT siy
sélo 51 X es una dendrita. |

Para probar esto daremos primero un par de definiciones y desarrollare—
mos un par de resultados auxiliares.
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Definicién 1.20 Un continuo X tiene la propiedad RNT hereditaria, si
para todo subcontinuo Y de X, se tiene que Y tiene la propiedad RNT'.

Deﬁnlcmn 1. 21 Dado un dendroide en X, una semiescoba en X es un Sub-
continuo Y de X gque conliene:
{a) un arco A CY,

(b) dos puntos p,q, con p # g,
(c) una sucesion de puntos {;p,,:}»ﬁ,a_1 enY \ A tales que:

()Y = AU TUpagin e N}}

(i) 7 — D,

(i) prg N pmq = {q} si n #m,

(iv) pog N A ={g} para toda n € N.

Observacion. Sea Y = AU {p.q: ne N} una semiescoba.é'n un dendroide
X, ysea Y = [J{png:n € N}, entonces como Y’ es la cerradura de un
conexo, tenemos que Y es un continuo.

Lema 1.22 Sea Y = AU U{pnq n € N} una semzescoba en un dendmzde
X ysea Y =|J{png:n € N}, entonces para toda § > O existe un nidmero
natural Nj tal que Ty = ({png.: n < N(s} es un drbol y H(T},Y') < 8.

Demostracién. Consideremos el conjunto C = {Bs (2):zeY'} Como C
es una cubierta abierta de ¥” v Y’ es compacto, entonces existen, un nlimero
finito de puntos 21, z2, ..., zx € Y’ tal que Y' = B; (z1) UB; (z2) U UBs (z).
Para i = {1,2,.., k} tenemos dos posibilidades:

(A) z; € U{pnq n € N} y por tanto existe m; € N tal que #; € pm, q o
(B) z; € U{png : n € N} \ [ J{png : n € N} y por tanto existe m; € N tal que
Bs (i) Npmg # 0.

Sean K5 = max{mi, mg, ...k} ¥ T = [J{png + n < K;}. Claramente
como Ty es una unién finita de arcos que sélo se intersectan en su punto
extremo ¢, entonces T es una grafica finita y como es subcontinuo de un
dendroide, entonces Ty no contiene curvas cerradas simples ¥ por tanto T} es
un drbol.

Veamos ahora que H(T},Y’) < §. Como T’ C N(6,Y"), sélo tenemos
que ver que Y’ C N(§,T;). Sea d la métrica en X y sea z € Y, entonces
x € Bg_(a:z) para alguna i = {1,2, ..., k}. Si z; € py,q, entonces z; € T}, de
modo que existe { = z; un punto en T} tal que d(z,t) < §. Ahora si z; ¢ 7},
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entonces B% (z;) N pm,q # O con py,.qg C T}, entonces existe un punto £ € T3
tal que d(z;,t) < £, de modo que d(z,t) < d(z,z;) + d(z;,t) < £+ =4. De
cualquier forma, para cada z € Y’, existe un punto ¢ € T tal que d(z,%) < 4.
Por tanto Y’ C N(6,T}). De las dos contenciones obtenemos que H(T3,Y") <
d y con esto terminamos la prueba del lema.

| |

Lema 1.23 Sean X un dendroide y Y = AU J{png : n € N} una semiescoba
en X, entonces X no tiene la propiedad ENT' hereditaria.

Demostracién. Sea ¥’ =|J{p,¢:n € N}. Entonces Y es un subcontinuo
- de X. Veremos que Y’ no tiene la propiedad RNT.

Como la sucesién p, —+ p (Definicién 1.21 (ii)), entonces p € v, De modo
que {p,q} C Y’. Como Y’ es un dendroide, Y’ es tinicamente arco conexo,
por tanto el arco gp estd contenido en Y.

Sea b € gp\ {g, p}. Entonces gp = gbU bp, donde gbNbp = {b}. Debido a
que el punto ¢ y el arco bp son dos cerrados ajenos, entonces existe £; > 0 tal
que B, (q) Nbp = 0. De igual manera, como el punto p y el arco gb son dos
cerrados ajenos, existe £2 > 0 tal que B, (p) N.gb = 0. Sea ¢ = min{ey, g5}
“Veremos que para todo ¢ > 0 existe un drbol T5 C ¥ tal que H(T},Y") <6
v que cumple que para toda retraccién r de X en Ty, se tiene que .r no es
una e-retraccion.

Sea & > 0. Por el Lema 1. 22, existe un nimero natural Kj; tal que T’
|U{png : n < K5} es un drbol y H( Y') < 6.

Como por la propiedad (iv) de la defimclon de una semiescoba (Deﬁmcmn
1.21), pagNA = {¢} paratodan € N, y como'pg C A, entonces p,gNpg = {¢}
para toda n € N. Por tanto para T{ = [J{png : n < K}, tenemos que
TiNpg={q}. Ahora como b€ pgy b g, entonces b ¢ Ty

Consideremos ahora el arbol Ty = T U gb, como gb es un arco 'y gb
intersecta al drbol T} sélo en uno de sus puntos extremos, entonces, por el
Lema 1.9 tenemos que 73 = T3 U gb es un drbol. Como H(T}, V) < 8y
Tj C T, entonces H(Ts, Y') < 4.

Sea v : X — 1% una retraccidn, veremos que ¥ no s una g-retraceidn.
Sea d la métrica en X. Como p ¢ T; ¥y p ¢ ¢b, entonces p ¢ T;.. Por
tanto r{p) # p. Supongamos por el contrario que r es una e-retraccién,
entonces d(p, 7(p)) < e. Como d(p, gb) > ¢, entonces r(p) ¢ gb. Ahora, como
r(p) € Ts y r(p) ¢ gb, entonces r(p) € T; = | {png : n < K5}\{q¢}, por tanto
r(p) € png \ {g} para alguna n < Kj. Sea r(p) = .
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Veamos ahora qué pasa con 7{bp). Como r es una retraccién de X en
T5 y b € T, entonces 7(b) = b, y como r(p) = k tenemos que bk C r(bp).
Veremos que g € bk.

El punto % pertenece al arco pnk, entonces el arco gk esta contenido en el
arco p,g. El punto b pertenece al arco pg, entonces el arco gb estd contenido
en el arco pg. De esto obtenemos que bg N gk C prg N pg = {q}. Entonces
concluimos que bg N gk = {g}, de modo que bg U gk es un arco que tiene
como puntos extremos a los puntos b,k y como Y’ es un dendroide este arco
es Umnico por tanto bk = bg U gk. Con esto hemos probado que ¢ € bk.

Como bk C r(bp) y g € bk, entonces existe un punto s € bp tal que
7(s) = g. De modo que d(s,7(s)) = d(s,q) > d(bp,q) = ¢, lo cual es una
contradiccién que nace de suponer que r es una e-retraccién. Por tanto'r no
és una e-retraccioén, y esto es para cualquier retraccién » de Y’ en 7.

‘Hemos probado que Y’ no tiene la propiedad RNT. Como Y’ es un
subcontinuo de X, entonces X no-tiene la propiedad ENT heredltarla y con
esto concluimos la prueba del lema. -

N _ _

Ahora haremos un proceso parecido con'el gue hicimos con las semiesco--
bas, pero con unos subcontinuos de los dendroides llamados semipeines, mos-
traremos que st X es un dendroide que contiene un semipeine Y, entonces
existe un subcontinuo de Y’ de Y tal que Y’ no tiene la propiedad ENT'. -

Definicién 1.24 Un semipeine en un dendroide X es un subcontinuo Y de
X que contiene: ' - |

{a) un arco A,

(b) dos pum&osp,qu conpgéq, ‘

(¢} una sucesidn de puntos {pa}, en Y \ A, y

(d) uno sucesion de puntos {g.}22, en A.

tales que: '

(1) Y .= AU H{pngn 1 n € N},

(1) pn = p, Gu — 4,

(tii) pr1a1, paga, ..., som arcos ajenos dos a dos,
(i) Prgn N A = {g.} pora toda n € N.

De_ﬁi_limos para cada n € N, al arco "An como A, = Pnln- Entonces
AnNAy=0sin#my AnNA={g,} para todan €N
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Lema 1.25 Sea Y = AUU{pnan : n € N} un semipeine de un dendroide X,
entonces existe un subcontinuo Y' de Y que contiene:

(a’) un arco B,

(b°) un punto b € B,

(¢’) un subconjunto infinito Ml de N

tales que'

.(z)Y’ B U UH{Pmam : m € M},

(i) BC A geByp¢ B,

(#@’) p,g # b, pbN B = {b}, ¢ ¢ pb,

(iv’) gy € B para toda m € M y p & Dingm para toda m € M.

Demostracién. Fl continuo Y = A U [ J{ppgn:n € N} es un semipeine
con las propiedades mencionadas en la Definicién 1.24. Sean a, o’ los puntos
extremos del arco A. Como por la Definicién 1.24 (b), p,q € Ayp#yg,
tOﬁiand‘o un orden en A podemos suponer que a < g<p<a’. Seabe Atal
que a < g<b<p<d,entonces gi hacemos B = ab, tenemos que B es un
arco que cumple que B C A, g€ Byp¢ B. También tenemos que p,q # b
por la manera en que se eligi6 b, ademds pb " B = {b} y ¢ ¢ pb.

Sea M = {m € N: g,, € B}. Claramente M C N. Veremos que M es un
conjunto infinito de N. Como por la Definicién 1.24 (i), ¢, — ¢ v por la
Definicién 1.24 (iv), pag, N A = {g,}, entonces dada ¢ > 0 existe N € N tal
que para toda n > N, g, € (B:(¢g) N A). Como B =abcon a < g <b. Sea
d la métrica en X, y sea & = digbu') b“) , entonces (B.(¢) N A) C By para toda
n>N, q, € (B:(¢)nA) C B. Por tanto, para toda n > N, tenemos que
n € M. De modo que {n € N:n > N} C M y, por tanto, M es infinito.

Sea V' = BUU{pmgm : m € M}. Como para toda m € M, ¢, € B,
entonces Y’ ¢s conexo. Como B es cerrado y [ J{Dmam : m € M} es cerrada
entonces Y es cerrado y por tanto Y’ es un continuo.

- Ahora tenemos que p € A\ B y como ppgm N A = {gn} y qm € B para
toda, m € M, entonces pNpngn, = 0 para toda m € M. Con esto terminamos .
la prueba del Iema ‘ '

|

Lema 1.26 SeaY = AU|{pug, : » € N} un semipeine en un dendroide X,
y sea Y' = BU| H{pmtm : m € M} un subcontinuo de Y con las propiedades
del Lema 1.25. Entonces para toda 6 > 0 eziste un nimero Mz € M tal que
Ty = BUU{Pmam : m € M ym < Ms} es un'drbol contenido en Y' y cumple
que H(TJ, Y') < 4. | .




16 "~ CAPITULO 1 LA PROPIEDAD RNT EN LOS DENDROIDES

Demostracién. Consideremos el conjunto C = {Bs(z) :z €Y'} Como C
es una cubierta abierta de Y' y Y’ es compacto, entonces existe un niimero
finito de puntos x1,%s,..., T, € Y’ tales que ¥V’ = B%(xl) U B%(-’Ez) U..u
Para cada i = {1,2, ...,n} tenemos dos posibilidades:

(A) z; € BUU{Pmgm : m € M} y por tanto existe k; € M tal que z; €
B U Py, ©

(B) z; € U{pmtm : m € M} \ U{Pmtm : m €M} 'y por tanto existe k; € M
tal que B () N pesgr: 7 0.

 Sea M; = max{ky, kz, ..., kn}. Sea Ty = BUU{pman : m € My m < Ms}.
Veremos que T3 es un arbol. Podemos pensar que 15 = BUpm, gm, Upm2qm2 U
U Py Gy, Haremos una demostracién por 1nduc01on para mostrar que T
es un drbol. Dada m € {my, ..., mz} notemos que, por la Definicién 1.24 (iv),
AN Pmgm = {gn} y como B.C Ay gn € B, entonces B M ppdm = {qm}
" También notemos que. por la Deﬁnlcmn 1. 24 (111) Dol M Pngn = B sin#m.
Ahora como Bﬂgm,,,,,1 Gy = {@m, } ycOomo By Pry Gy DO tienen curvas cerradas
simples, entonces por el Lema 1.9, tenemos que B U P, m, €S un 4rbol.
Supongamos ahora que BU Pry @1 UPrmaGrma U+ U Py Gy, €8 D arbol.
* 'Veremos que (B U Prmilm: U Pma G, U U Py Gmy_y) U Py @omy €8 Un &rbol.
Como (B U Py Gmy U Pmym, U - U PrurGrus) 0 Py = (B (1 Py} U
ULPmim; D P, 2% = 1,2,...,0 — 1} = {gm, }, entonces por el Lema 1.9
(B U Py Gy Y Prmgtims U o U Pm; Gy 1) U pmth es un arbol Con esto
terminamos la induccién. ' . |
Veamos ahora que H(T;,Y") < 6 . Como T3 C N(4,Y") sélo tenemos
que ver que Y’ C N(§,Tj). Sea d la métrica en X y sea z € Y/, entonces
T € Ba(mz) para alguna i={1,2 n} Si z; € BUPm,gm,, entonces z; € Ty,
de modo que existe t = z; un punto en T tal que d(z,t) < 4. Ahorasi x; ¢ T,
entonces Bs (z)N pmlqm‘ # () 'con P, Gm; C T5. De modo que existe un punto
t € Tj tal que d(z:,t) < £, por lo que d(z,1) < d(z, z;) +d(z:, 1) < §+ & =46.
De cualquier forma para cada z € Y’ existe un punto t € T5 tal que
d(z,t) < 4. Por tanto Y’ C N(4,T5). De las dos contenciones obtenemos que
H(T5;, Y)Y < éycon esto termmamos 1a prueba del lema
. .

Lema 1.27 Sea X un dendfroade yseay = AUU{pnq,.z 7€ N} un semzpeme
en X, entonces X no tiene la propiedad RNT hereditaria. : o
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Demostraciéon. Como Y es un semipeine por el Lema 1.25, exlste un sub-
continuo ¥’ de ¥ que contiene:

(a”) un arco B,

(b’) un punto b € B,

(¢’) un subconjunto 111ﬂ1111:o M de N,

tales que:

) Y' = BUU{pmgn : m € M},

11’)BCA ge Byp¢ B,

iii’) p,q # b, pbN B = {b}, ¢ ¢ pb,

iv’) g, € B para todam € My p ¢ p,,g,, Para toda m € M.

Probaremos que Y’ no tiene la propiedad RNT. Consideremos el arco bp
ysea b € bp\ {b,p}. De modo que p ¢ bV, y como bb' C bp y BN bp {b},
entonces bb' N B =.{b}.

" Sea d la métrica en X, como {p} y B U bb’ son dos cerrados ajenos existe
51.> 0 tal que B,, (p)N (BU.bb') 0. Como BN¥'p = (), existe 5 > 0 tal que
N{gay BYNN (g3, ¥p) = 0. Sea ¢ = min{e,, &2}. Para esta ¢, veremos que para
cualquier nimero positivo 4, existe un drbol Ty C ¥ tal que H(T},Y") < 6
v para toda retraccion r de Y’ en Tj, r no es una e-retraccidn.

Sea § > 0, por el Lema 1.26, para dicha § existe un nimero positivo
M; € My un-drbol T; C.Y" tal que 75 = BU{pmgm : m € My m < My}
y H(T3,Y') < 4. Sea T5 = T; U bY, veremos que T es un:arbol. Primero
veremos que T; N bY = {b}, como Tj = BU|{pmgm :meMy m < M;} y
b N B = {b} y como b C bp y bp N prugn = ¥ para toda m € M, entonces
T3 N bb = {b}. Ahora como Ty es un drbol, 4% es un-arco y Ty N o' = {b},
entonces por el Lema 1.9, T{Ubb' esun drbol. Como T) C Y'y bb Cgp C Y?,
entonces T5 = T;UbY C Y'. Como H(T3,Y') <dy T5 C Tg C Y’, entonces
H(T; Y'Y < 6.

- 8ear: Y' — Tj cualquier retraccién, veremos que 7 no es una s-retraccion.
Primero observemos que p ¢ T5. Comop ¢ B, p ¢ bV’ v p & pugm para toda
m € M, entonces p ¢ T5. Ahora r{p) € T;. Supongamos que r es una
s -retraccidn, entonces. d(p,r(p)) < € < ;. Como r(p) € B, (p) y como

B, (p)n{BUbY} = 0 tenemos que r(p} ¢ BUbY. De modo que 'r(p) € P
para algtin £ € M con & < M;.

Como ¥ € Ty, entonces r(b') = V. Consideremos T(b’p), sea r(p) =z €
Py para algin & € M con k < Mj, entonces ¥z C r(bp). Veremos que
g, € zb'. . Tenemos que zqx C qipr ¥y gk’ C BU DB C A. De modo que
g, Mgt C gepe N A = {q}. Por tanto zg; U gxV'. es un arco en el dendroide

(
(
(
(
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Y’ que une z con ¥ y como Y’ es un dendroide este arco es tinico.- Por tanto
g Uqpd’ = zb' ¥ con esto hemos probado que g, € zb. Como ¢ € zb' y b’ C
r(pb'), existe z € pb' tal que 7(z) = p;. Veremos que d(z,r(z)) > . Tenemos
que z € ¥py r(z) = gx € B, como N(g,b'p) N N{ea, B) = O, entonces
d(z,7(z)) > €3 > €. Esta es una contradiccién que nace de suponer que 7
es una e-retraccién. Hemos probado entonces que Y’ no tiene la propiedad
RNT. Como Y’ es un subcontinuo del semipeine Y contenido en X, entonces
Y’ es un subcontinuo del dendroide X. Por tanto. X no tiene la propiedad
RNT hereditaria, que es lo que queriamos probar. :
|
- La demostracion del siguiente teorema no la desarrollaremos en esta tesis,
-s6lo 1o utiliza,remos come referencia.

Teorema 1. 28 Sea X un dendrozde Entonces X es una dendmta 8y solo
st X no contiene ni sem%pemes ni semiescobas.

Demostracion. . La-demostracién de este teorema se puede leer con todo
detalle en [VT, Teorema 6.10, pags 62-69]. -
I :

Teorema 1.29 Sea X un dendrozde Entonces X tiene la pmpzedad BNT
hereditaria si y sdlo si X €s una dendrita.

Demostracmn : :

(=) Supongamos que X 1O €5 una dendrlta entonces por el Teorema 1.28,
X contiene una semiescoba o un semipeine. Si X contiene una semlescoba,
entonces por el Lema 1.23, X no tiene la propiedad RNT hereditaria. Si- X
contiene un semipeine, entonces por el Lema 1.27, X no tiene la propiedad
RNT hereditaria. Con esto hemos probado que si X es un dendroide con la
propiedad RNT hereditaria, entonces X es una dendrita. ' :

(<) Sea X una dendrita, entonces por el Teorema 1.19, X tiene la
propiedad RNT. Como todos los subcontinuos de las dendritas son dendri-
tas, entonces X tiene la propiedad RNT hereditaria. Con esto terminamos
la prueba del teorema.

| . ' e : .

Con este resultado terminamos también. esta seccién, en la siguiente
seccién caracterizaremos a las dendritas como los dendroides suaves que
.tienen la propiedad RNT.
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1.5 La propiedad RNT en dendroides suaves

En esta seccién estudiaremos la propiedad RNT en dendroides suaves y
caracterizaremos a las dendritas como los dendroides suaves que tienen la
propiedad RNT'.

Definicién 1.30 Un dendroide X es un dendroide suave si existe un punto
v € X llamado vértice de suavidad tal que pare toda sucesidn convergente
{22}, donde Z, — z, se tiene que la sucesidn de arcos {vz,}22, C C(X)
también converge y cumple que vz, — vz.

Recordemos que los dendroides son Gnicamente arco conexos y por eso
tiene sentido hablar de los arcos vz, pues éstos son dnicos.

En esta seccién probaremos que X es un dendroide suave con la propiedad
RNT siy sélosi X es una dendrita, para probar esto necesitaremos una serie
de resultados preliminares que nos seran de mucha utilidad.

Lema 1.31 Si X es un dendroide suave con vértice de suavidad v, entonces
X es localmente conezo en v.

Demostracién. Sea u una funcién de Whitney, p : C(X) — [0,00). Sea
f : X — R definida como f(z) = p(vz), veremos que f es una funcién
continua. Sea {z,}22; una sucesién en X tal que z, — z. Como v es vértice
de suavidad de X, entonces vz, — vz. Como u es una funcién continua
tenemos que ,u('u:cn) — p(vz), por tanto f(z,) — f(z) y por tanto f s una
- funcién continua. :

Consideremos ahora B = {f~([0,£)) : £ > 0}. Veremos que B es una
base de vecindades conexas de v. Como f es continua y [0,&) es abierto en
[0,00) entonces para toda & > 0 tenemos que f~!([0,€)) es abierto. Ahora
veremos que dada & > 0 se tiene que f ([0, £)) es conexo. Sea z € f~1([0,¢)),
entonces f(z) = p(vz} =& < e. Sea y € vz, entonces como 4 es una funcién
de Whitney y vy C vz se tiene que u{vy) < p(vz) = § < &, por tanto para
toda y € vz se tiene que y € f71([0,€)) con esto tenemos que el arco vz C

~1{[0,€)) v esto es para toda z € f71([0,&), lo cual prueba la conexidad de
~H{[0,€))-

Ahora sélo tenemos que ver que para todo abierto U de X talquevelU
se tiene que existe € > 0 tal que v € f71([0,€)) C U. Sea ¢ = min{f(x) :
r € X\ U} Como v ¢ X'\ U tenemos entonces que f(z) > 0 para toda
z € X\U. Como X\ U es compacto entonces f alcanza su minimo en X\ U.
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‘Por tanto existe y € X \ U tal que f(y) =¢, y como f(y) > 0, tenemos que
g > 0. ,
~ Veremos que v € f71([0,2)) € U, como f(v) = u(v) = 0, entonces v €
~1([0,€)). Sea z € f7([0,¢)). Como f(z) <eye=min{f(z) :z € X\U},
entonces z ¢ X \ U, por tanto z € U. De modo que v € f~'([0,¢)) C U.
Con esto terminamos la prueba del lema.
||

Lema 1.32 Si X es un dendroide suave no localmente conexo, con vértz'ée
de suavidad v, entonces existe un punto p € X y un abierto U tal que p € U,
v ¢ U y pare toda vecindad Ny de p tal que Np C U se tiene que N, no es
COTET.

Demostracién.

Como X no es localmente conexo, entonces X 10 es conexo en pequeilo
[VT Teorema 6.6 pdg. 58|, entonces existe p € X tal que X no es COnexo en
pequeiio en p. De esta manera tenemos que existe un abierto U’ en X tal que
para toda vecindad N, de p contenida en U” se tiene que N, no es conexa.
Notemos que como por el Lema 1.31 X es localmente conexo en v, entonces
v # p. Sea U =U"\ {v}, entonces U es abiertoen X, p e U, v ¢ U y para
toda vecindad IV, de P cc)ntemda en U, tenemos qué N, C U, entonces N
O €5 Conexa. _

]

Lema 1.33 Sea X un dendroide no localmente conego, entonces e:msten
(1) dos abiertos U y V en X, ‘
(2) dos puntos diferentes p yg €V,

(8) dos sucesiones {p,}%, y {g:.}2, en V'y

(4) una sucesion de componentes diferentes Cy, C1,Cs, ... de U

tales que:

(A)V U,

(C)pn =D, >y

(D) prgn, C V NCy para toda n € N,

(. E) 51 X es un dendrozde suave con vértice de suavided v, entonces v gE U.

Demostracmn Como X no es localmente conexo, entonces ex1ste peX
tal que X no es conexo .en pequenio en p. De esta forma tenemos que existe
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un abierto U en X tal que para toda vecindad NN, de p contenida en U, N,
no es conexa. En el caso en que X es un dendroide suave con vértice de
suavidad v por el Lema 1.32 podemos pedir que v ¢ U _
Sea £ > 0 tal que m C U. Sea Cy la componente de U que contiene
- a p. Notemos que, por la forma como elegimos a U, p ¢ int(Cy), entonces
B;(p) no estd contenida en Cp para ninguna & > 0. -
Vamos a construir inductivamente lo-siguiente:
(a) una sucesién de nimeros naturales 2 < n; < ng < ng < ...,
(b) una sucesién de componentes {C, }n_l, de U,y
(c) una sucesién de puntos {p, 22, tales que si B, = B i {p), entonces:

(1) p; € B;NC; para toda 1 € N, ‘
(i) B;Nn(CLUC, UC5U...UC;_;) = @ para toda i € N,
(ili) C; # Ch para toda i € N,

Para i =1sean; €N tal que 2 L < n;. Como B1 no estd contenida en Cp,
ex1ste p1 € By tal que py ¢ Gy.

Sea C1 la componente de U que tiene a p;, entonces se cumple que
m E,.‘BlﬂC’l y también se cumple que C;NCy = @). Supongamos ahora que ya
hemos construido un conjunto finito de niimeros naturales {n4, ns, ns, ..., n; }
un conjunto finito de puntos {ps, pa, p3, ..., p;} y un conjunto finito de com-
ponentes {C1, Cy, Cs, ..., C;} de U con las propiedades mencionadas.

Como () es cerrado en U, y como U es ablerto de X, U\ C; es un abierto
deXtalquepE U\GC;.

Por tanto existe n;41 € N tal que nj4 > n; ¥y queBj N C =P. Como
B.?'H- - BJ y B M (C]_ U 02 U 03 U...uJ CJ 1) @ teénemos que BJ+1 N (C’1
CoUCsU ..U C ) 0. Co

Como Bjy1 no estd contenida en Cy existe pjq € B;y1 tal que pyy; ¢ Co.
Sea Cj41 la componente de U que tiene a p;y;. De donde tenemos que
OJ+1 ﬂ C(] @ . .

De esta manera hemos construide 1nduct1vamente lo que querlamos ¥
as{ hemos demostrado que existen dos abiertos U y V = B:(p) en X, una
sucesién {p,}22, en V, y componentes diferentes Cy, C1, Cs, ... de U tales que
pe(ConV)CU, p,e(CanV) paratodan €Ny p, — p.

Ahora para toda n € N, sea D,, la componente de V' (jue contlene a p,.
Notemos que para toda n € N, D, C C, y, como D, C V, entoncesD, C V.
Por-tanto D, C (VN C,)NU.
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Tomemos la sucesiéon {D,}2., en el compacto V, entonces existe una
subsucesién convergente {D, }, tal que D, — Dy donde Dy es un sub-
continuo de X contenido en V. Puesto que para toda k& € N tenemos que
Day, € Dny, Da, — Do ¥ pn, — b, entonces p € Dy Entonces Dy es un
subcontinuo de U que tiene a p, por tanto Dy C Cj. Por el Teorema de los
Golpes en la Frontera [Nd, Theorem 20.3] tenemos que para toda & € N,
Dy, N Fr(V) # §. Elegimos ¢,, € D, N Fr(V), podemos suponer que la
sucesion {g, }3°, converge a un punto ¢. Como D, — Dy y la sucesién
{gn, }32; cumple que ¢, — g, entonces g € (Do N Fr{V)).

Ahora como X es un dendroide y py, , ¢, € D_n;, entonces el arco py, g,, C
D,, C (C,, NV). Notemos también que, como p € V' y g € Fr(V), entonces
P # ¢. Del mismo modo para toda & € N, se cumple que, como p, € V y
n, € Fr(V), entonces pn, # ¢n,-

De esta manera hemos mostrado que existe una sucesién {g,, }32, en V
tal que ¢, — ¢, gn, € Cp, para toda k € N y q € (. Notemos que como
Prn, — P, €ntonces p,, —+ P.

Entonces, ya tenemos dos abiertos U/ y V en X dos _puntos diferentes
py g€V CU, dos sucesiones {pn, }32, ¥ {an, };2, en V y componentes
diferentes Gy, Cy,Cs, ... de U tales que py.g € CoN'V, s Py ¥ Gy € G N vV
para toda k € N, p,, —= p, ¢, = ¢, €] arco py,gn, C VNCy, ysi X esun
dendroide suave con vértice de suavidad v, entonces v ¢ U.

| ' '

- Lema 1.34 Sea X un continuo con dos abiertos U y W iales que WcCcrU.

Sean Cy, Gy, Cy, ... componentes diferentes de U y Dy, Dy, Ds, ... componentes
diferentes de W, donde D; es un subconjunto de C; W para todaie Ny A
- es un arco en X. Entonces A intersecta sélo. a un nimero finito de conjuntos

D,.

Demostracién. Como A es un arco, existe un homeomorfismo f : [0,1] —
A. Sea d la métrica en X, y sea £ = d(W, X \U). Como [ e una funcién
uniformemente continua, existe & > 0 tal que si B C [0,1] y diam(B)} < 6,
entonces diam(f(B)) < £. Tomemos K; € N tal que - < § y dividamos

K
el intervalo [0, 1] =g 5] U 7%l U.. U [K'Tﬁ1 £s)) si llamamos I al
intervalo [£21 £ para k = 1,2, ..., K tenemos que diam(Ik) < L <dy

) Ky
Ks * K;
por tanto dmm( (Ir)) <
Mostra,remos que si f (I ) N Dy, # ) para alguna n € N, entonces f (Txg) N

= () para toda m # n. Sea D, tal que f(I;) N.D, # ¢ Supongamos
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que existe m # n tal que f(I;) N Dy # 0. Como D, C Cp vy Dy, C Cp,
tenemos que f(Iy) intersecta a dos componentes diferentes de U/ por tanto
FUR)N (X \U) #.0. Como f(L)NW # 0y f(L)N(X\U) #0y
como d{W, X \ U) = g, entonces tenemos que diam(f{I,})) > &, esto es una
contradiccién que nace de suponer que si f(Iy) N D, # @, entonces existe
m # n tal que f(Ix) N Dy # 0. Por tanto f(I}) sdlo puede intersectar una
componente D, de W. Como {0,1] = | J{Ix : ¥ = 1,2,...,K;}, entonces
A = f([0,1]) intersecta sélo un nimero finito.de componentes D, de W. De
esta manera terminamos la prueba del lema.
-l

Lema 1.35 Sea X un continuo con dos abiertos U y W tales que W C U.
Sean Cy, C1, Oy, ... componentes diferentes de U, y Do Dy, Ds, ... componentes
dzferentes de W, donde D; es un subconjunto de C;NW paratodai € Ny T es
un drbol en X, entonces T intersecta sélo un mimero finito de componentes
D deW.

D:'emostracién. Como T es un drbol, entonces 7' es la unidén finita de
arcos -que sdlo se intersectan en sus puntos extremos, digamos que T =
Ay UA3U ... UA,. Por el Lema 1.34, cada arco A; intersecta sélo a un
nIMero ﬁmto de conjuntos D,. Por tanto T Solo intersecta a un nimero
finito de conjuntos D,,.

|

Lema 1.36 Sean X una dendrita, y {kn,}52,, {s,}52, dos sucesiones de
puntos en X tales que k, —+ k y s, — s. FEntonces la sucesion de arcos
{kn3, )52, cumple que kns, — ks. '

Demostracién. Si k& = s, entonces ks = {k} = {s}. Sea € > 0, entonces
como X es una dendrita, existe un abierto arco conexo U tal que k € U C
B.(k). Como kn = k'y 8p, — § =k, existe N € N tal que para toda n > N
se tiene que k,, s, € U, y como U es arco conexo, se tiene que k,s, C /. De
modo que k,s, C U C B(k). Por tanto H(k,sn, ks) < € para toda n > N,
por lo que k.5, — ks.

' Supongamos que k # 5. Sea € > 0, entonces existen I/ y V dos abiertos
conexos de X talesque k € U C U C Be(k)ys eV CcV C Bz(s). Como
kn — k y sn — s, existe V € N, tal que para toda n > N se tiene que
k,eUC Uy s, €V CV. Notemos que como U/ ¥ V son abiertos conexos,
entonces U y V son continiios. : ‘ _
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Consideremos el continuo ¥ = U U ks U V. Veamos que Y C N(g, ks).
Seay €Y, entoncessiy € U, ¥y € Bs (k) y por tanto y € N{g, ks) de igual
modosiy eV, y € Be e (s) y por tanto y € N{g, ks), si y € ks, claramente
y € N(zg,ks). Por tanto Y C N{e,ks). :

Ahora veremos que para n > N, se cumple que el arco k,s, C Y. Como
U es arco conexo y k,,k € U, entonces el arco k,k C U, de igual manera,
como V es arco conexo y s,,s € V, entonces el arco 8,5 C V.

- Consideremos ahora el continuo Z, = k,k U ks U ss,. Como ky, s, € Z,,
entonces el arco k.8, C Z,. De modo que k,s, C Z, = k,k UksUss, C
UUksUV CY C N{g, ks). Por lo que hemos probado que para todan > N
knsn C N(e, ks).

‘ Ahora, para cada n > N consideremos el contmuo Y, = UUk,s, uv.
Veamos que Y, C N(g, kys,). Sea y € Yo, entonces siy € U, y € Be(k) y

como d(k, k,) < £, entonces d{y, k,) < &, por tanto y € N(&, kn8z), de 1gual
modosiy €V, y € B: e(s) y como d(s, sn) < 5, entonces d(y, s,) < €, por
tanto y € N(g, knsa), si Y € knsn, claramente y € N({g, kns,). Por tanto
Y, C N{e,kns,). Comok € U CY,ys &€V C Y, para toda n > N,
entonces el arco ks C Y, paratodan > N. Porlo que ks C Y C N{g, kn5,).

Hemos probado entonces que para toda n > N, ks, C N(g,ks) y ks C
N{g, knsp) porlo que para todan > N, H{knsn, ks) < g, por tanto k,s, = ks
v el lema queda demostrado.

|

Lema 1.37 Sea X una dendrita. Entonces X es un dendroide suave.

Demostracién. Sea X una dendrita, sea v € X y {pn}22, una sucesién de
puntos de X que cumple que p, — p. Por el Lema 1.36 vp, — vp. Por tanto
X es un denroide suave. o _
Notemos que hemos probado, no sélo que si X es una dendrita, X es un
dendroide suave, hemos probado qite todos los puntos de una dendrita X son
vértices de suavidad.
|

Teorema 1.38 Sea X un dendroide suave. Entonces X tiene.lo propiedad
RNT sty solo si X es una dendrita. :

Demostracién. (=) Supongamos que X no es una dendrita, entonces X no
es localmente conexo por tanto por el Lema 1.33 se cumple que X contiene:
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1) dos abiertos U y V en X,
2) dos puntos diferentes p y g € V,

(

(

(3) dos sucesiones {p,}2, vy {g:}, en V v _

(4) una sucesién de componentes diferentes Cy, C1, Ca, ... de'U
t .

)YV, |
) Pq cvVn CO'."
)Pn"’*?;_gn—)qy'
)} Pntn C V NC, para todan € N,
E) Si el vértice de suavidad de X es v, entonces v ¢ U.

Esta demostracién la iremos desarrollando por pasos, puesto que es muy
larga y contiene muchos tecnicismos.

Durante la prueba de este teorema llamaremos E ala componente de V

que ;contiene al arco Pndn ¥ Eo es la componente de V que contiene al arco
pg. Denotaremos por v al vértice de suavidad de X.

(
(B
(C
(D
(

~ Afirmacién 1. Para cada componente E, de V, existe un tnico punto
Tn €V tal que vr, N E, = {r,}.
- Esto es una consecuencia del Lema 1.16.

Afirmacién 2. Para cada n € N, sea 7, € V tal que vr, N B, = {r,},
entonces la sucesién {r,}52 1 tlene una subsucesmn convergente {rnh }kh tal
QUETHE%TYTEEG :

Recordemos que By es la componente de ¥V N € que contiene a p, q.
Claramente como V es un compacto, la sucesién {r}, C V tiene una
subsucesién convergente {r.,}2, tal que r,, — 7 y » € V. Veremos que
r € Ey. La sucesion de componentes {En 12 =1 C V., tiene una subsucesidn
cconvergente {Ey,}72; tal que E,; — EyECV. Como pn; = P, @n; QY
Tn; — T, entonces, p,q,7 € E. .Como E() es la componente de V que contiene
a p,q, entonces & C Ly, v por tanto r € Fy.

‘Observacién 3. Para evitar los complicados subindices, supondremos que.
rn — r. Ahora como p,7,¢ € Eg ¥ p # g, podemos suponer entonces que
r#p6r7#g. A partir de este momento analizaremos el caso en que r # g,
pero como p, ¢ juegan papeles simétricos el caso en que T p, se anahza de
manera andloga. - :
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Afirmacién 4. El arco vr estd contenido propiaments en el arco uq.
Recordemos que para cada n € N, tenemos que g, € E,, y vr, N E, =
{rn}. Como 1y, ¢, € En, entonces rg, C E;,. De modo que vr,Ur,g, cumple
que 1, € vrp Nrag, C vr,NE, = {r,}. Por tanto vg, = vr, Ur,q, para toda
n € N. Con esto tenemos que vr, C vg, para todan € N. Como r, =7,
go — ¢ y X es un dendroide suave con vértice de suavidad v, entonces
U, — UT ¥ vg, — vq. Por tanto como vr,; C vg, para toda n € N, tenemos
que vr. C vg. Como r # ¢, entonces vr esta contenido propiamente en vq.

Aﬁrmacmn 5. Sea d 1a métrica en X. Entonces existe un. ablerto WcX

v un numero posmvo s que cumplen que:
(a )VchWchU,

®) dV,X\U)>¢,

(©) Bulr) C W, B2(q) C W
(&) N(&,rg) C W,

(e) (5‘?'07") ﬂ.BE: (q) = 0.

Como por (A) V C V C U, entonces por normalidad existe un abierto
W, talqueVCVCWCWCU

Sea e = M comoVyX \W son dos cerrados ajenos, entonces £, es
un ndmero p031t1v0 Como r,q € V, veremos que B, (r) C W y Be,(q) C W.
Comeé B, (r) C {z € X : d(z,r) < 1}, entomces si y € B, (), se tiene que
d{y,r) < £, y por tanto y ¢ X \ W, de donde tenemos que B, (r) C W . De
la misma manera se puede mostrar que B, (g) C W.

 Como por-la Afirmacién 2, 7€ Ey v por (B)q € V NC, = Ey, entonces

rg C Ey C V. Veremos que N(e3,rg) € W. Como la Niej,rq) C {z € X :
 d(z,rq) <.}, entonces si ¥y € N{eq,7q), se tiene que d(y,rg) < 1y por
tanto y ¢ X \ W, de donde tenemos que N(e1,rq) C W.

Recordemos que, por la Afirmacién 4, vr C vg y r # ¢, por tanto ¢ y
“vr son dos cerrados ajenos. Sea £ = ,d{%"ﬂ‘. Como N(ez,vr) C {z € X :
d(z,vr) < e3}, entonces si y € N(egg;vr), tenemos que d(y,vr) < g2 ¥ por
tanto d(y,q) > 2e2. De este modo tenemos que si y € N(eg,vr), entonces
y & B, (g).-Por tanto B.,(gyN N{eg;ur) =0 : R

Sea ¢’ ='min{e;,&2}. Veremos que tenemos todo lo que necesitabamos.
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(a,) Hemos probado que por normalidad existe un abierto W tal que V C
VcwcWcU.-

(6) Como &1 = 4, X\W), entonces d(V, X\ W) =2¢ > ¢ -
(¢) Como B, (r) C W, B, (g) C Wy €1 > €, entonces Bu(r) C Wy

(d) Como N(ey,rq) C W.y €1 > €', entonces N(e, 'rq) C W
(e) Como gy = 408 B Tg) N N(Ez,’U’F) =0 y ey > €', entonces B.{g) N

2

Afirmacién 6. X no tiene la propiedad RNT.
Por la Afirmacidn b, existen un abierto W y & > 0 que cumplen que:
‘(a,)VCVCWCWCU
B dV,X\U)>¢ -
(¢) Ba(r) CW, Buafg) CW
(
(

d) (s’ rg) C W

e) N(e',vr) N Bu(q) = X}
~ Como por () tenemos que N(¢',vr) N Bu(q) = 0, entonces el nimero -
g3 = d(N(e’,vr), B.(g)) es positivo. Sea ¢ = min{e’,e3}. Veremos que
‘para toda ¢ > 0, existe un drbol T C X tal que H(T X)<é y para. toda
-retraccmn r: X =T, rnoesuna s-retraccmn

Por el Lema 1.3, existe un drbol 7' € X tal que v e I"y H (7, ) < 4.
Como por la suavidad de X, vr, — vr y como por (C) gn — ¢, entonces
existe V € N tal que para toda n >N, vr, C N(g,vr) y g € Be(q). Sea
D, la componente de W tal que p,g, C D,. Por el Lema 1.35, T'N D, # 0
s6lo para un namerc finito de conjuntos D,. Entonces existe m > N tal que
U C N(g,v7), g € Be(g) y T'N Dy, = . Ahora como 7, € B, C Dy v
Gm © B C Dy, entonces rmgy C D, y por tanto 7" N rmgm = 0. Ademés
tenemos que Ty,¢m C By C V. Consideremos el arco vr,,, COMO ¢, € B.(q),
Ury C Ng,vr) y por (e) tenemos que By (¢) N N(¢/,vr) = 0. Como e < &,
entonces B.(¢) N N{g,vr) = . Por tanto gn, & vry,.

Sea T =T Uwvry, como g, € T' y ¢ & vry, entonces ¢m gé T Veremos
que 7" es un drbol. Como T es un subcontinuo de un dendroide, no contiene
curvas cerradas simples, como 77 es un drbol, entonces 7" Uvr,,, €s una.unién
finita de arcos. Por tanto T es un drbol. Como " C- T y H (T’ X) < 4,
entonces H (T, X) < 6. o
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Veremos que para toda retraccién r de X en T, r no es una e-retraccién.
Supongamos por el contrario que 7 es una g-retraccidén. Primero veremos
que 7(gm) ¢ vrm. Supongamos por el contrario que r(gy) € vy, entonces
A, 7{Gm)) = d(gm,vrm) > d(Bo(g), N(e/,or)) = g5 > &. Lo cual es
imposible pues estamos suponiendo que 7 es una e-tetraccién. Por tanto
7(¢m) € vrm, de modo que 7(q,) € T, como T N D,, = #, entonces
7(@m) & Dy Veremos que gy, estd en una componente I’ de W, que cumple
que D, # D'. Sir(gy,) ¢ W, entonces 7(g,) € X \W C X \ W. Por tanto
tenemos que d(Qm, (gm)) = dlgm, X \ W) > £’ > £. Lo cual no es posible
pues r es una s-retraccién. Entonces r(g,) € W, sea D' la componente de
W que contiene a r(gy). Recordemos que 7{gy,) € T*. Como D, NT' = 1,
entonces D' # D,y,. : : : :

Analizaremos ahora al conjunto 7 (7, ¢m)- Veremos que 7(Tmdm) intersecta

a dos componentes diferentes de W. Como 7, € T, entonces 7(ry) = rp.

Como 7y, € Dy, entonces r(rmgm) N Dy # 0. Recordemos que D' es la

componente de W tal que r(gy,) € D’ y D' cumple que [ # D,,. Entonces

7 (Tmgm) N D' # 8y 1(rmg@m) N Dy, # 0. Por tanto 'r(rmqm) intersecta a dos
componentes diferentes de W.

Tenemos entonces que 7(rmgm) €5 un conexo que intersecta dos compo-
nentes diferentes de W. Por tanto r(rmgm) N X \ W-# 0. Por otro lado
PG C B, por tanto ¢, C K, C V. De modo que existe s € Tydm C vV
tal que r(s) € X \W. Con esto tenemos que d(s,r(s)) > d(V, X \W) > ¢’ >
e. Esta es una contradiccién que nace de suponer que r es una - —retraccién.
Por tanto hemos probado que X no tiene la propledad RNT.

Con esto hemos probado la primera implicacién de este teorema Pro-
baremos ahora la otra implicacién.

{<=) Sea X una dendrita, por el Teorema 1.19, X tiene la propiedad ENT. -
Por el Lema 1.37, X es un dendroide suave. Por tanto si X es una dendrita,
X es un dendroide suave con la propiedad RNT, y con esto terminamos la
prueba del teorema. :

m
Con esto terminamos también la seccidn, en la signiente seccién mostra-
remos un ejemplo de un dendroide no localmente conexo X, tal que X tiene

la propiedad ENT.
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1.6 Un dendroide con la propiedad RNT.

En [Al] Alejandro Illanes construyé un ejemplo de un dendroide no local-
. mente conexo que se puede retraer en todos sus subcontinuos. En esta seccién
utilizaremos este ejemplo con una pequefifsima modificacién y probaremos
‘que el nuevo ejemplo modificado tiene la propiedad ENT.

Antes de que entremos en detalles técnicos, pondremos un dibujo ilus-
trando los dos ejemplos, que describiremos més tarde. .

" Esto lo hicimos sélo para hacer notar cuan tan pequefia es la modificacién,
v como el trabajo que realizé Alejandro Illanes es realmente lo que nos per-
mitiréd demostrar que el dendroide modificado tiene la propiedad BNT.
En este momento explicaremos como construyé Alejandro Tllanes su ejem-
plo. ‘

1.6.1 Un dendroide retractil

Para construir este ejemplo introduciremos algo de notacién que nos hars
més facil el manejo. Dados dos puntos p, ¢ € R?, denotaremos por {p, g} al
segmento convexo que los une. Para un punto p € R?, p = (z,y), definimos
p' como el reflejado de p sobre el gje y, es decir p= (—=z, y). ,
Dado un conjunto B C R?%, definimos B’ como el reflejado del conjunto
B sobre el eje y, es.decir B’ = {p € R*:.pe B}. ,
" El.origen en R? se denotard por ©. Sean m y 7r2 las. proyeccmnes en la
primera vy segunda coordenadas, respectivamente. :
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Definiremos primero una sucesién Ap, A1, ..., An, ... de subconjuntos de
R?, tales que para toda n € N. 4,, es una poligonal que une © con un punto
n, = (Upn, ¥Un)- '

Sea Ay = {@}y 4, = (@, (1, —%)) Entonces A; es una poligonal que
une © con aq = (1, —%). Para construir An,i, supondremos que ya hemos
construido A4, con n > 1. Tomemos A,, como sabemos A,, es una poligonal
que une @ con a,. Tomemos a, + A!_,, esto es tomemos el reflejado de A,_;
sobre el gje y, y trasladémoslo hacia ay,. '

Veamos qué es a, + Al,_;, Al,_; es una poligonal que une © con a,_,, al
trasladarla a a, obtenemos que @, + A],_; es una poligonal que une a, con
an+al_,. Sea b, = a,+al,_,. Ahora tomemos b, + Ay, esto es A, trasladado
a b,. De este modo diremos que A,y1 = A, U (an + AL _1) U (b + Anj. Bl
siguiente dibujo ilustra la explicacién anterior.

AY

De manera que hemos construido inductivamente: Ag, A1, As, ..., Ap, ...
Estas poligonales A, que hemos construido nos servirdn para reconstruir el
ejemplo. Una de las propiedades im:portantes de estos arcos.fue probada
por Alejandro Illanes en [Al, Assertion 1]. A continuacién describimos estas
propiedeades. : S 3
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Propiedada 0. Para cada n > 0, 4, es una poligonal, v, < 0, 4, C
((O,T&] x [Un: 0)) U {@}: Un =Ty Qpil = 2(1‘,” + a’:fqr—l ¥ -An =dp — An Lo cual
implica que el 1inico punto de A, en el gje y es el @ y el 1inico punto de A,
con primera coordenada igual a n es a,.

Lo que haremos ahora serd reacomodar cada An para poder construir el
dendroide.

Definamos, para n > 2, f, @ 4, = R? como f,(z,y) = (%,ﬁ) Se
puede ver facilmente que f, es inyectiva y continua. Como A4,, es compacto,

f{Ayr) también lo es. Ya que f: A4, — R? es lineal, f(A,) ¢s una poligonal.

Como A, es un arco, podemos darle un orden natural donde & < a,.
Notemos que por la manera en que construimos A,, si p < g, entonces
mo(q) < ma(p). Es decir A, es un arco que va descendiéndo. Ahora notemos

que f(p) = (B2, _;i,(f)) falg) = (Wl—fl,%i) = (tin, vn). Como los

arcos A, son descendentes y comienzan en ©, tenemos que v, < 0 para toda
n'> 2 de donde tenemos que si m3(g) < wo(p), entonces 2?;)(9) < _2“2(”) Pero

esto es lo mismo que decir que m3(fo(q)) < ma(fa(p)). Por tanto tenemos que
si p < g en A,, entonces m(fr(g)) < ma( frn(p))-

Habiendo definido f,, definamos ahora, para n > 2, Cy, (0 + zag)
Jn(Az). Notemos que Cy, es una poligonal de (0, 5755) a (0, 5o3) + fn(a,n)
Como C), es s6lo una traslacién de f,(A,) las condiciones de orden recién
planteadas se siguen cumpliendo, de manera que si en C, definimos un orden
tal que (0, 53%) < (0, 525) + Flax), tenemos que si p,g € C, con p < g,
entonces ma(q) < m3(p). De donde obtenemos la siguiente propiedad.

Propiedad 1. Sea C, = (0, 2,%2) + fa(Ap), entonces para todo p € C,
tenemos que ma(p) < 5=z

Para ver esto, tenemos que para toda p € Co\{(0, 7=5)}, (0, e z) < p,
por tanto my(p) < m3((0, 5=z)), asi pues ma(p) <zt

Ahora definamos B,, como la unién de los arcos (G) 1,0)) <@ ,2,,,_3))

y Ca. Bs decir B, = (©,(1,0)) U (0, (0, 25)) UC,. El 51gu1ente dibujo
ilustra como se ve B,,. . oo
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iy A

(1.9)

Notacién. Si ¢,p € By, entonces ({g,p)) denotard el arco en By, que une p
con q.

La siguiente propledad que mencionaremos no seri probada en este tra~
bajo, Alejandro Illanes la probé en [AI Assertion 5, pag 801].

Propledad 2. Para cadan > 2 y q € Cy, existe una retraccién b : B >
({g, (1,0))) que depende de g, que cumple que |m;(p) — m(da(p)) < £.

Afirmacién 3 Sea geChyp: By — {{g (L0 una retraccién, entonces
para toda p € B, se tiene que |ma(p) — ma(p(p))| < F7==-

Por la Propiedad 1 0 < my(p) < 54 para toda p € C,,. Notemos que
m((©, (1,0)) U (0, (0, 5=2))) = [0, 35=z]. De manera que m(p) € [0, 5]
para toda p E B, v como m(p(p)) € m(B, ) = [0, za=2] concluimos que
p,p(p) €10, 7255]. Por tanto |r2(p) — 72(p(p))| < gz

Con la Propiedad 2 y la Afirmacién 3 obtenemos la siguiente propledad

Propiedad 4. Paracadan > 2y q € Cn, existe una retraccién ¢, : B, —

({g, (1,0))) tal que |m1(p) — ™ ($a(P))] < 2 ¥ |ma(p) — ma(¢n(p)| € 7oz

El dendroide no localmente conexo definido por Alejandro Illanes en [Al]
es el siguiente:
Ejemplo 5

Y:U{Bn:n22}=<@,(0,1))u( e, (1, 0))UU{C n>2}

La siguiente figura lo ilustra.
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Nosotro_s definiremos el siguiente dendroide.
Deﬁnicién 1.89 Definimos el dendroide X, como X' =Y U ((1,0),‘ (2,0)).

Este sigue siendo claramente un dendroide no localmente CONEX0 que se
11ustra en la 31gu1ente figura.

\

'_'_E__
_‘._==*

Veremos ahora que X tiene la propiedad RNT.
“Teorema 1.40 Bl dendroide X de la Definicidri 39 tiene la propiedad RNT.

Demostracmn Sea ¢ > 0, tenemos que mostrar que e)uste 5 > 0.tal que si
T es un 4rbol contenido en X y H(T, X) < 6, entonces emste una e-retraccién
r: X —=T.

Esta demostracmn es larga y técnica, asi que la i iremos desarrollando por
pasos.
Notacién. Como X es un dendroide, es tinicamente arco conexo, como es
usual si p,q € X, pq denotard el tinico arco en X que une p.con q. Cada
arco C, tiene como extremos a los puntos (0 ,znl ) ¥ fa(an). Llamaremos
kw = (0,552) ¥ ¢a = fa(an). Llamaremos c al punto (1,0), y.e al punto
(2,0} o : ‘ g - -
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ki

Para n > 2, sea z, un punto interior del arco C,,, es decir z, € C,\{k,, ¢n}
que cumpla que el didmetro del arco z,c, es menor que . Como 2,6, \ {2n}
es un abierto de X, entonces existe un numero positivo &, tal que Bs,{(cn) C
ZnCn \ {20 }-

De igual manera como ce \ {¢} es un abierto en X, existe un ntmero
positivo &' tal que By (e) C {ce \ {c}}.

Ahora prestemos un poco de atencién a la sucesién {2 — ZL5}22, esta
sucesiéon converge a cero por lo tanto existe N € N tal que para todan > N

Sea 6 = min{1,£,4,6,,6,...,0n}. Mostraremos que si T es un 4rbol
contenido en X tal que H (T, X) < 9, entoces ex1ste una e-retraccién r de X
en 7'

~ Afirmacién 5. Sea T' un 4rbol contenido en X, tal que H(T, X) < 4,
entonces:
(a) el arco (@, (1,0)) estd contenido en T,
(b) k,, € T para toda n > 2,
(c) el arco kyz, estd contenido en T para toda n < N.

Para probar el inciso (a}, notemos que como § < entonces tenemos que
Bs((2,0)) NY =B, por tanto existe t; € T tal que tl E {Bs((2,0))NnT}\Y.
También tenemos que como § < Jy, entonces Bj(ez) C 22¢2 \ {22} por tanto
existe t2 € 1' tal que 1, € Bs{e) NT. Como T es un drbol, el arco en X
que une t; con t; est4 contenidoen T Notemos que (t1, (1, ())) u{e,(1,0)u
(©,(0,1)) U {(0,1),%,) es un arco que tiene como extremos a los puntos t;
y t como X es Gpicamente arco conexo, este arco es precisamente t1t2. De
este modo vemos que (8, (1,0)) est4 contenido en T y (a) queda probado.

| Como k&, = (0, sz) € (©,(0,1)) para toda n, > 2, y (6,(0,1)) C t1ts C
T, tenemos que k, € T para toda n > 2 y de esta manera (b) queda de-
mostrado :

- Para probar (c) notemos que como T" C X y H(T, X ) < 6 entonces para
toda n. < N, tenemos que B;(c,) C zye, \ {2}, por tanto existe t, € T tal
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que &, € {Bs{c,) NT}, como por (b) k, € T para toda n > 2, entonces para
n < N, el arco ki, C T, como z, € kpt,, entonces kpz, C T y con esto
queda probado (c).

Afirmacién 6. Para toda.n > 2, existe un punto ¢, € C’ tal que
ConNT = kngy.

Como C,, es un dendroide y Cn,T son subcontinuos de X, C, NT =@ o
C, NT es un subcontinuo de C,. Pero C,, es un arco, k, es un extremo de
C, v kn € T. De manera que C,, NT es un subarco de C,, que tiene a k,,. Por
tanto C, N7 es de la forma k,q, para alguna ¢, € C,.

Afirmacidn 7. Para el arco (9, (2 0)), existe un punto ¢ tal que (@ (2,0)N
T = Ogq. S

La demostracién se hace de manera idéntica a la demostracmn de la Afir-
macién 6.

Affirmacién 8. Para todan > 2, C,, \ T es abierto en X.
-/ Primero notemos que (C,)° = Cy \ {k,}.

Ahora por la Afirmacién 5 (b), tenemos que para toda n > 2, k, € T.
Veremos ahora que C, \ T' = (C,)° \ 7. Claramente (C,})°\T C C, \ 7.
Ahora sea z € C, \ T, como k, € T, tenemos que z € Cy, \ {kn} ¥ como
Co \ {ks} = (C,)°, entonces z € (Co)°\T. Porlo que (C,)°\ T = Cp \ T\

Como (C,)° \T es ablertoen X y C, \T = (C,)°\ T, entonces tenemos
que C, \T es ab1ert0 en X v la afirmacién queda demostrada

Aﬁrrﬁaéiéﬁ 9. La funcic'm rde X en T definida como

) .
T, siz €T,

Tn, siz e C\T y.nSN, _r
r(z) = 1 ‘ ,

g, - size((1,0),2,0)\T,

dnlz), =i T € C’n\T‘y n > N,

\

es una retraccién de X en 7T. _
Veamos que r es continua. Tomemos z € X. Analicemos las distintas
posibilidades para z.
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Caso 1. Siz € G, \ T con n < N, tenemos que r{x) = g, que es una
funcién constante. Como por la Afirmacidén 8, C, \ T es un abierto en X,
entonces r es continua en el abierto C,, \ 7. Por tanto r es continua en .-

Caso 2. Siz € {(1,0), (2,0)\ T, como 7 es constante en {(1,0), (2,0)\T
y esto es un abierto de X, entonces 7 es continua en {((1,0),(2,0)) \ T y por
tanto r es continua en 2.

Caso 3. Siz € C, \ T con n > N, r(z) = ¢,(z), por la Propiedad 2, ¢,
es una funcién continua en el abierto C, \ 7" y por tanto r también lo es. De
modo que 7 es continua en z. ‘ -

Caso'4. Siz € T°, como 7 en 1” estd definida como la funcién identidad
y T° es abierto en X, entonces r es continua en 7 y por tanto r es continua
en x. ' ‘

- Caso 5. Si z = g, para alguna n > 2. En este caso, existe un abierto U
tal que g, € U y U € TU(C,\T). Entonces U € TUC,. Sin > N, notemos
que C, NT = k,g, ¥y ¢ restringida a k,g, es la identidad en %,¢,, pues
krgn C {{gn,(1,0))). De manera que r restringida a C, UT estd definida en
dos conjuntos cerrados (C, y 1), con funciones continuas (¢, y la identidad
en T') que coinciden en la interseccién. Por tanto r restringida a C, UT es
continua y, como C, UT és una vecindad de gy, tenemos ‘que r'es contmua,
en x > ¢,- Bl caso en que n'< IV es similar. :

Caso 5.5. Siz = g, en este caso e)uste un ablerto Utalquege U C
((1,0), (2,0)). Este casoes s1m11ar al Caso 5. '

Caso 6. Siz € FT(T) \({gn:n> 2} U {q}) entonces z es de la forma
z = (%,0) con 0 < u < 1. Tomemos una sucesién de puntos {zm}n-, en X
tal que %, — z. Si cada z,, € T, entonces 7(zp) = Zm, ¥ como r(z) = =,
tenemos que r(z.,) — r(z). Podemos suponer entonces que z,, ¢ T para
toda m y también podemos suponer que z,, ¢ {(3,0), (2,0)) pues u < 1. De
manera que cada z,, es de la forma z,, = {umn, vn) con v, > 0. Entonces
cada z,, estd en un conjunto C,, \ T para alguna n,;, € N. Ya que z = (u,0),
también podemos suponer que n,, > N para toda m > 1. puesto que
Ty — &, entonces v, — 0, asi que n, — 0.

Como |m(r(zm)) — 71(Tm)| = [T1{¢n,(Tm)) = Ti{zm)] < ;= (por la
Propiedad 4) y m1(zm) = %m — u, obtenemos que m (7{zy)) — u.

Por otra parte como ¢, (z.,) € By, y como por la propiedad 4 71'2( )<
527 para T € By, tenemos que, 0 < 7y(r(zm)) = T2(@n;, (Tm)) < 2,2,,,_9. De
Manera que como n, — 0o tenemos que ma(r(z,,)) — 0. '
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Usando los hechos de que mi(r(zn)) = u y m{r(z;,)) — 0, obtenemos
que r({zy) — (u,0) =z = r(z). Por tanto r es continua en z.

Con estos 6 casos queda demostrada la continuidad de r. Notemos que-
como r(z) = z para toda z € T, y como r(z) € T para toda z € X, y como
r es una funcién continua, tenemos que r es una retraccién de X en 7', y con
esto hemos probado la afirmacion.

Afirmacion 10. La retraccién r de X en T de 1a Afirmacién 9 es uns
g-retraccion.

Caso 1. Si z € T, entonces 7(z) = z por lo que d(z,r(z)) =0 <.
Caso 2. Siz € C, \ T con n < N, tenemos que 7(z) = ¢,. Como por la

Afirmacién 5, knz, C T, entonces knzy, C kng, y por tanto d(z,¢,) < § < £
Por tanto d{z, r( )) <e.

Caso 3. Siz € {((1, 0) (2,)M\T, entonces r(z) = ¢g. Como d(q, (2,0)) <
§, entonces d(:ﬂ g) < & < § y por tanto d(z,r(z)) <e.

Caso 4. Siz € G, \ T con n > N, entonces r(z) = ¢n(x). Por la
Propieda,d 4, |m(dn(z)) —m(z)| < 2, y también como ¢,(%) € B, y ma(z) <
-7, entonces 0 < |7r2(gbn(:1:)) — m3(z)| € 5=5. De modo que, como n > N,
entonces

d(z,r(z)) = [z — én(z)| < |m(da(z)) — m(z)] + [m2(¢n(2)) — ma(z)| <

3 1
n Tz <E

De modo que, en cualquier caso, d(z,r(z)) < &. Por tanto r es una e-
retraceién. Con esto damos por terminada la prueba de la aﬁrma,cmn y la
demostracion del teorema.

|

Con esto terminamos el capitulo, en donde estudiamos la propiedad ENT
en los dendroides. En el siguiente capitulo-enfocaremos el estudio de esta
propiedad en continuos que son compactaciones métricas de un rayo.






CAPITULO 2

La Propledad RNT en
Compactacmnes

En este cap1tulo estudiaremos las compactacmnes métricas de un rayo. Vere-
mos cuéles de ellas cumplen que tienen la propiedad RNT. Probaremos que
si una compactacién de un rayo, tiene esta propiedad, entonces su residuo es
el pseudoarco. Daremos dos ejemplos de compactaciones del rayo con residuo
pseudoarco, una con la propiedad RNT y otra sin ella. Con estos ejemplos
lo quie estamos probando es que no todas las compactaciones del rayo con
residuo pseudoarco son homeomorfas, contestando asi una pregunta de M.
Awartani.

2.1 Preliminares

Durante todo el desarrollo de este trabajo estaremos pensando en compacta-
ciones métricas del rayo.

Definicion 2.1 Un continuo X, es una compactacion del rayo si existe un
encaje h del intervalo [0,00) en X tal que h{[0, 00)) es denso en X.

_ Como h([0, 00)) es denso en X, tenemos que X = A([0, 00)).

Definicion 2. 2 Deczmos que R es el residuo de la compactaczon del rayo, 5t

R = h{[0,00)) \ A([0,00))

39
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De manera que como X = A{[0, c0}) v B = h([0, co0))\ ([0, 50)) , tenemos
que X = h([0,00))UR .

Notacién. En este capitulo cuando mencionemos un continuo X, el cual es
compactacién de un rayo, R siempre denotard el residuo y A([0, cc)) dicho
rayo, de modo que X = h([0, co))UR y supondremos que R es no degenerado.

Lema 2.3 Sean X un espacio topofogzco, D denso en X y U un abierto en
D tal que T* C D. Entonces U es abierto en X. ‘

Demostracién. Como U es abierto en D, entonces U =V N D donde V es
abierto en X. Veremos que V C D. Supongamos por el contrario que V no
estd contenido en D), entonces existe v € V tal que v ¢ D. Como U~ C D,
tenemos entonces que v & T . SeaW =V \ T , tenemos que W es abierto
en X y W £ 0 pues v e W. Como D es denso, E‘XlSte un punto p € DNW,
entonces, peD ﬂ V, de modo que pEU, pero eso es una contradlccwn pues
p eW=V\ T*. De modo que tenemos que V C D por tanto U V y U
es abierto de X. : o
~ Sea X una compactacién del rayo, X = h{[0, cc)) U R, probaremos una
serie de resultados de estas compactaciones. | B .

Lema 2.4 Sea X una compactacion del rayo, entonces para toda p € [0,0),
tenemos que h([0,p)) = h({0, p]).

Demostracién. Como [0,p] es compacto, h([0,p]) es compacto y cerrado
en X, entonces A([0,p)) C h{[0,p]). Como A es un encaje, tenemos que

R0,7) o BGe)) " = a0, ) = h([0,p]) por tanto A{[0,p]) =

h{{0, p])
-

Lema 2.5 Sea X una compactacion del rayo, entonces para toda p € [0, 00),
h{([0,p)) es un abierto de X.

Demostracién. Como h([0, p)) es abierto en A([0, 0c)) que es denso en X y

h{[0,p)) = h([0,p]) C A([0, co)), entonces por el Lema 2.3, h([0, p)) es abierto

de X.. -~ . . S P
||
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Teorema 2.6  Sea X una compactacidn del rayo, entonces R es un continuo.

Demostracién. Probaremos que R = ﬂ h([n,00)). Como por deﬁncmn
n=1

= ({0, 00)) \ A([0, oc)), entonces R N ([0, n]) = @ para todan e N Y
como R C X = h({0,n]) U A([n, oc)), entonces B C h([n, c0)) para toda
n € N, por tanto R C [ A([n, o0)). I

n=1 .
oo
Para ver la otra contencién, tomemos g €[] h(fr, 00)) € X = h{[0, 0c0))U
1

R. Si g € h{[0, c0)), entonces existe p € R tal que h(p) = ¢ y existe m € N
tal que p < m, entonces ¢ ¢ h(fm,o0)) y como h([0,m)) es abierto por
Lema 2.25 y h([0,m)) N A([m,00)) = B por la myectlwdad de h, entonces

q(;é h([m,oo)) lo cual es una contradiccién pues g € ﬂ h{[n, ca)). De modo

n=1

que para toda g € ﬂ h([n,0)) C X, ¢ ¢ h{]0,00)), por tanto g € R y asi

n;:l

tefiemos que [} A([n,c0)) C R.

n=1l

De estas dos contencmnes tenemos que ﬂ k([n,00)) = R.
. : n=1

Ahora sélo falta ver que (| A{[n,co)) es un continuo. Como h es un

n=1L

encaje, tenemos que h([n,c0)) es un continuo para toda n € N, de modo
o0

que [\ A{[n,o0)) es una interseccién anidada de continuos y por tanto un
n=1

¢continuo.
- .

Léma 2.7 See X una compactacién del rayo, st A es':'_un subcontinuo ,de'X ;
tal que ANR £, entonces AC R 6 R C A.

Demostracién. Si A no esté contenido en R, entonces AN A([0,00)) # @
Sea h(p) € AN R([0,c0)), probaremos que-{[p, o0)) C A.

‘Supongamos, por el contrario, que existe un A{g) € h((p, cc)) \ A, como
X\ A es abierto y A es un encaje, existe.e > 0 tal que h{{g—¢,q+2))NA =
@, entonces A = (AN A(0,q - €])) U (AN h(lg+e¢,00))) v tenemos que
(AN Rh([0,qg — g])) N (AN hlg +¢,00))) = 8. De modo que A es la unién
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de dos cerrados no vacios y ajenos. Lo cunal es una contradiccién pues A
es conexo. Esta contradiccién nace de suponer que h{g) ¢ A. Por tanto
h{[p,00)) C A, pero como A es cerrado tenemos que A([p, co)) C A de modo
que R C A y con esto terminamos la prueba del lema.

n - |
Lema 2.8 See X una compactacion del rayo. Entonces X no es localmente
conezo en ningin punto de . ' |

Demostracion. Supongamos por el contrario que X es localmente conexo en

algin punto p de R. Como R es no degenerado, existe un abierto conexo U tal

que p € U y R no estd contenido en U Como p.€ R = h{]0, 00)) \ A([0, o0)),

tenemos que U N A([0,00)) # @. Por tanto U es un continuo de X que

intersecta a R, no est contenido en R y no contiene a R, lo cual contradice

el Lema 2.7. Por tanto X no es localmente conexo en ningin punto de R.
- . ‘

Lema 2 9 Sea X UNG compactacwn del rayo, si A es un subcontinuo local—
mente conezo de X, entonces A C R 6 A C h ([0, c0)). '

Demostracién. Si A no estd contenido en R, entonces A M A([0,o0c)) # 0,
supongamos que A N R # @, entonces por el Lema 2.7 R C A, entonces
A = h([p,00)) U R para alguna p € [0,00), pero eso significa que A es una
compactacién del rayo con residuo R, entonces por el Lema 2.8, A no es
localmente conexo en R, lo cual es una contradiccién pues A es un continup
localmente conexo, esti contradiccién nace de suponer que AN R 75 . Por
tanto ANR=0y A C A([0, 00)).
N

Lema 2.10 Sea X una compactacion del rayo, entonces existe 6 > 0 tal que
para todo subcontinuo localmente conezo A de X que cumpla que H (A X )
& se tiene que A C ([0, 00)).

Demostracién. Sea § = min{d(h(0),z) : # € R}. Como RN h{0) == 0,

entonces & > 0. Sea A un subcontinuo localmente conexo de X tal que

H(A, X) < 6, por el Lema 2.7 tenemos que A C R 6 A C h([0,00)}). Como

H(A,X) < 6, existe a € A tal que d{a, h(0)) < 6, entonces a ¢ R, por tanto

a € h([0,00)), de modo que AN A([0,00)) # 0 y por el Lema 2 9 tenemos

“que A C h(]0, 00)) y el lema queda demostrado." ‘
m ST
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2.2 Compactaciones del rayo y la propiedad
RNT. -

En esta seccidén analizaremos a las compactaciones del rayo que tienen la
propiedad RNT y demostraremos que si una compactacidén del rayo tiene
esta propiedad, entonces el residuo de la compactacién es el pseudoarco.
Primero probaremos que si X es una compactacién del rayo con la propiedad
RNT, entonces X es un continuo encadenable, pero para eso necesitamos
dar una serie de definiciones y probar algunos resultados auxiliares.

Definicién 2.11 Dada € > 0, una c-funcidn f: X =Y es una funcién que
cumple que para today € Y diam (f~'(y)) <e¢ :

Definicién 2.12 Sea X un espacio topoldgico. Una cadena es una familia
finita de abiertos C = {U1,Us, ..., Un} que cumple que U; NU; # O 51y sélo
51 |z — 7| € 1. A los elementos U de una cadena los llamamos eslabones.

Deﬁnlcmn 2.13 Una cadena cerrada es una familia finite de cerrados D =
{Dy, Da, ..., D} que cumple que D; N D; # O si y s6lo si i — j| < 1. A los
elementos de unae cadena cerrada tambz’éfn, se-les llama eslabones.

'Definicién 2.14 Dada ¢ > 0 una e-cadena (ce- rrada) es una cadena (cer-
rada) en la que el didmetro de cada eslabdn es menor que €.

Deﬁmcwn 2.15 Un continuo es encadenable (resp., encadenable por’ cer-
mdos} st para toda € > 0, existe una &-cadena (vesp., e-cadena cerrada) tal
que X es lo unidn de los eslabones. Es decir si existe C = {Uy,Us, ..., Uy}
(resp., D = {D1, Dy, ..., Dp}) tal que X = U, U U, U ... UT, (resp., X =
DiuD,U...UDy,) y cada U; es abierto (resp., cada D; es cerrado).

Lema 2.16 Sea X un continuo encadenable, entonces X es encadenable por
cerrados.

Demostracién. Sea € > 0. Como X es encadenable, existe una cadena
C ={Uy,Us,....Up} tal que X = U UT, U...UU, y diam({U;) < § para cada
i. Definimos Dy = Uy UUs, Dy = Us U U, y en general D; = Uy_; U Us; (de
esta manera D), contiene uno o dos uniendos, dependiendo de si n es impar o
par). Veamos que la familia D = {Dy, D,, ..., D,,} es una ¢-cadena cerrada.
Por la manera como se definié D); tenemos que:
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(a) D; es un cerrado para toda 7,

(b) como D; = Upi—s UUs; , Usiy NUy; # @ y diam(U;) < § para toda 4,
tenemos que diam(D;) < £ <. |

(c) veamos ahora que D; ﬂ D;#0siy solo si. [z - jl < 1.

Sea p € D; N D; donde 7 < 7. Entonces p € Uy UUy N Usj—1 U Us;
y p € Uy para alguna &k € {1,2,...,n}, entonces Uy N (Usiy UU) # 0 y
U N{Unj— U Us) #£ 0. Asique k € {20 —2,20—1,24,2i + 1} N {25 — 2,27 —
1,27,27+1}. Pero es ficil verificar que como esto ocurre, entonces Ji—j| < 1.

Ahora supongamos que {i—j| < 1, entonces ¢ = j+16 j = i+1. Enel caso
en que 3= j+1, se tiene que DzﬂDJ = .Dr,;m.Di+1 = Ugi;l U UziﬂU2i+]_ U Ugi.[_g
y como Us; MUy 1 # @, entonces D; N Dy # . El caso j =i+ 1 es andlogo y
con esto probamos la afirmacién (c). Hemos probado que D es una e-cadena,
cerrada.

—_—

Lema 2.17 (de Urysohn) Sean X un espacio métrico y A, B dos cerrados
no vacios y ajenos. Entonces existe una funcidn continua f X = [0,1] tal

que f7H0)=A y fH(1) = B.

Demostracmn Ver [Du, Theorem 4.1]. Sea f : X — [0,1] dada por
gj()ij()p 7 donde d es la distancia de X. Es facil ver que f tiene las
pr0p1e ades mencionadas. ‘

Teorema 2.18 Un continuo X es encadenable sty solo st pam toda c > 0
X admite e-funciones al intervalo.

(=) Seae > 0, como- X es un continuo encadenable, entonces por el Lema
2.16, X es un continuo encadenable por cerrados. Sea D = {Dy, Dy, ..., D}
una g-cadena cerrada de X, donde podemos suponer que m = 0(mod 3).
Por el Lema de Urysohn, para cada ¢ € {1,2,...,m : 4= 1mod 3}, existe una
funcién continua f; : D;UD; 1 UD;yp — [i—1,i+2] tal que f71(z~1) = D;,
f7*(i+2) = D;,5, de modo que f; es una e-funcién para toda i € {1,2, ..., m=
i = 1mod 3}. Sea f: X — [0,m] dada por f(z) = fi(z),siz € D; UD,MU
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Djs. Como f es continua en los cerrados de una familia localmente finita y
coincide en las intersecciones, entonces f es continua y como diam(f~*(z)) =
diam(f;(z)) < € para alguna i € {1,2,..,m : i = 1 mod 3}. Entonces f es
una e-funcién al intervalo [0, n). :

Ahora consideremos un homeomorfismo g : [0, m} — [0, 1], entonces (g o
f) : X — [0,1] es una e-funcién de X en el intervalo [0,1]. Por tanto X
admite e-funciones al intervalo {0, 1] para toda & > 0.

(<) Sea g > 0, como X admite e-funciones al intervalo, existe f X -
[0 ] tal que dlam(f (x)) < & para toda = € [0 1].

Afirmaciéon 1. Existe 6 > 0 tal que si |z — y| < 4§, entonces diam
(fil([z,y])) <e. | |

"Supongamos por el contrario que esto no ocurre, entonces para toda n €
N, existen puntos z,,y, tales que |z, = .| < 1 y diam(f~([zn,y]) >
e. Existe una subsucesion {zn, }32; de {z,}52,; tal que T, — T ¥ como
|y, — Yy | < 7o ¥ Gn,, = 0, entonces g, — x. Pero diam(f = ([zn,, yn,]) = €.
D¢ manera que existen pg, gx € f7 ([scnk,ynk]) tales que d(px, gr) > £, donde
d es la métrica de X. Podemos suponer que py —. p y gx ~+ ¢ para alguna
p.q € X. Entonces f(pr) — f(p), fla) = f(g). Como f(ps), f(a) €
[a:nk,ynk] Y Tn, — T, Yn, — ¥, tenemos que flor) = z ¥ flax) — . De
manera que p,q € f~1(z). Ya que d(px, gx) > ¢, la continuidad de la funcién
distancia implica que d(p, q) > &. Entonces diam(f~(z)) > & Lo cual es una
contradiccién pues f es una e-funcién. Por tanto existe una § > 0 tal que si
|z — y| < & entonces f1([z,y]} <e. .

Por la Afirmacién 1, existe 6 > 0 tal que si |z — y] < 4, entonces

Lz, y]) < e. Sean € N tal que 3<% y'n es un miltiplo impar de

. Consideremos la familia; . . = . _ o :
C= {Ul = [O: %)’ Ug = (%? %)a iy U = (2&—_3_’ 21’?1—4-1 P UnT—l = (n_—3 E]}

m n ’n
Entonces C es una familia de abiertos U, que cumple que U; NU; # B si y
sélo si i — j} < 1, y diam(U;) < & para toda i € {1,2,...,25%}. "Ademds

[0’ 1] = [0= %) U (%’ %) U... U (2]};_—21 zrn:;,_-i-‘l)uv '"JIU(nT_E" % '
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Como X = F7([0,1]), tenemos que X = f~! (Ul) U fHUs) U .
f _1(Un—2—1) como cada U; es abierto, entonces cada f~(U;) es abierto y como
diam(U;) < 4, entonces dlam(f YU;)) < e ycomo U; NU; # 0 siy sélo si
|z—— i| <1, entonces f~H(U, )ﬂf WU;) # 0 siy sblo s |z—3| < 1. Por tanto

={f ( D, fHTR), - (U;2_1)} es una e-cadena de X y por tanto X
es encadenable. Con esto terminamos la prueba del teorema.
[ ]

Corolario 2:19 Un subcontinuo de un continuo encadenable es encadenable

Demostraciéon. Sean ¢ > 0, y X un continuo encadenable. Entonces X
admite g-funciones al intervalo. De modo que existe f : X — [0,1] tal que
diam(f~!(z)) < e paratodaz € [0,1]. Sea A un subcontinuo de X. Entonces
f1A es una e-funcién de A en [0,1]. Por tanto A es encadenable.

B . . .

Lema 2.20 Sea X uno compactacion del rayo. Si X tiene la propiedad
- RNT, entonces X admzte e-funciones al intervalo [0,1] para toda & > 0.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Como X tlene la prop1edad RNT (Definicién
1.7, Capitulo 1) existe § > 0 tal que si T es un 4rbol contenido en X y
H (T X} < 8, entonces existe iina £-retraccién, r : X — T'. Podemos suponer
que ¢ cumple con las condmmnes del Lema 2.10. Como T es un drbol, T es
un continuo localmente conexo y por tanto T' C h([0,00)). De modo que T
es un arco, entonces existe un homeomorfismo f : T — [0, 1]. Ccinsidei‘emos
for:X — [0,1], tomemos p € [0,1] y sean z,y € (f o r)"}(p). Entonces
f(r(x)) = f(r(y)) y como f es homeomorfismo, r(z) = r(y). Por tanto
d(z,y) < d(z,r(z)) + d{y, r(y)) < . De manera que diam((f or)~"}{p)) <¢
y esto es para toda p € [0, 1]. Por lo que X admite e-funciones al inte'rvalq.'
|

Teorema 2.21 Sea X una compactacién del rdyo. 81 X tiene la propiedad
RBNT, entonces X y R son encadenables.

Demostracién. Como X tiene la propiedad RNT, entonces por el Lema
2.20, X admite e-funciones al intervalo [0, 1] para toda & > 0, por el Teorema,
2.18, X es encadenable. Y como R esun subcontlnuo de X entonces por el
Corolario 2.19, R es encadenable. : :

N |
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Definicién 2.22 Un continuo P es el pseudoarco si P es encadenable y
hereditariamente indescomponible.

Teorema 2.23 Sea X una compactaéidn del myo, Si X tiene la propiedad
RNT, entonces R es el pseudoarco.

-Demostracién. Como X tiene la propiedad RNT, entonces por el Teorema

2.21, X v R son encadenables. Asf que para ver que R es el pseudoarco, por
la Definicién 2.22, sélo basta probar que R es hereditariamente indescom-
ponible.

Supongamos, por el contrario, que R contiene un subcontinuo descom-
ponible Y. Como Y es descomponible, existen dos subcontinuos propios Ag,
BydeY talesque Y = A4yUBy. Seana € Ag\ By, b€ By\ Ay y c € Ay By.
Sea A un subcontinuo de Ay, irreducible con respecto a a y ¢, [Nd, 4.35 Ex-
ercise, pig. 68] y sea B un subcontino de By irreducible con respecto a b y
C. ’

- Recordemos que, como X es la compactacién de un rayo con residuo R,
entonces X = h([0,00))UR. Dados dos elementos s,t € h([0, 00)), denotamos
por st el segmento en ~([0, 00)) que los une, si s # ¢, y sea st = {s}, si s = ¢.

' Afirmacién 1. Existen sucesiones de nimeros {322, {ba}, ¥
{cn}s2, en h([O, 00)) tales que para todane N: .

(
(1) Q-1 TH-I §é h’( )an U h'(o)b'n-:

(iti) anca C N(2, A) v cabn € N(L,B),
) o, ), B, ), e <

:I)%Eanb \{an,b}
1
ii

Supongamos que diam(X) < 1. Sea ¢ > 0 tal que a ¢ N(3¢,B) y
b¢ N(3e,A).
- Paran=1,seaq; = h([}) =h(1)y b= h( ), entonces (i), (i1), (iii) y
(iv) se satlsfacen ' '

Supongamos que hemos- constrmdo Q1,0 oy Oy C1, €2y vy G ¥ 01,80, 0,0y
y que satisfacen las condiciones (i),(ii), (iil} y (1v). Sea gg = min({d(z,y) : z €
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h{(0)anUR(0)by y y € R}U{g, -37}). Como X tiene la propiedad RNT, existe
d > 0 tal que si 7 es un drbol, T C X vy H{T, X) < d, entonces existe una e¢-
retraccién r : X — T'. Sea M € h([0, c0}) tal que h(O)aﬂ U h(0)b, C h(0O)M
y tal que H(h(0)M, X) < 6. Entonces, para el drbol T = A{0) M, existe una
gg-retraccion r : X — T -
Como d(a,r(a)) < g0 y d(b,7(b)) < £, entonces r(a) y v(b) ¢ h(0)a, U
h(0)bn. Sea any1 = 7(a), bpyr =7(b) ¥ a1 = r{c).
Veremos que dpp1, bot1 ¥ Cny1 cumplen con las condiciones (i), (ii), (ii)
y (iv). =
Como apey = r(a), bpyy = 7(8) ¥ eayr = 7{c), ¥ r(a), r(b) ¢ A(0)a, U
h(0)b,, entonces anyy ¥ bt € R(0)a, U A(0)b, ¥ (ii) se satisface. .

Como 7 es una ey-retraccién, entonces d{a,r(a)) = d(am,a) < =

d(b,r(b)) = d(bs, b) < L y d(c,7(c)) = d(cp, ¢) < ;. Por tanto (iv) se cumple.

Como 7(A) es un subconjunto conexo de h([{) oo)) que éontiéne a los
puntos apii, b1, entonces a,n+1cn+1 C r(A) c N(i,4), de igual modo
podemos ver que byyic,4y C N(, B). Por tanto (iii) se satisface.

Para ver que (i) se satisface veremos que Gny1 . ¢ Cpi1bni1 ¥ Que bpyg &
an+1cn+1 Supongamos por el contraric que @p+1 € Crti1bny1, entonces apy €
r(B), entonces existe r € B tal que 7(z) = ant1. De modo que d(z,a) <
d(z, r(z)) + d(r(z), ans1) + d{an1,8) < g0+ 0 +ep = 259 < 2e. Con esto
tenemos que a € N(2¢, B), lo cual es una contradiccién. Por tanto an,; ¢
Cni1bny1. Del mismo medo podemos ver que byi1 € Gpyi1Cne1- Por tanto
Cn+1 € @n11bni1 \ {@n41, 0041} ¥ (i) queda probado.

- De manera que hemos construido inductivamente sucesiones {a,}32,,
{6,322, v {en}, en h({0,00)) tales que para toda n € N, (i), (ii), (iii)
y (iv) se cumplen.

Afirmacién 2. Consideremos las sucesiones {an}n_l, {bntnea v {ankits
en h([0, co)) tales que para toda n € N se satisfacen las condiciones (i), (i),
(iii) ¥ (iv) de la Afirmacién 1. Entonces las sucesiones de arcos {anc, }3, ¥y
{bncn}2, cumplen que anc, — Ay by, — B,

~ Tomemos una subsucesién convergente {an,Cn, 7, de {ancn}i;, en-
tonces gg, ¢, — D, para alguna D € C(X). Como a,,.c,, C N(nk A),
entonces @, cn, — D C A, pero como a,, — ay ¢, — ¢, entonces d, ¢ € D.
Como A es irreducible entre a y ¢, entonces D '='A. Por tanto toda sub-
sucesién convergente de {a,cn}32, converge a D). Esto muestra que a,c, —
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A. Del mismo modo podemos ver que c,b, — B. Como ane, U ¢,b, = ayby,,
entonces a,b, - AU B.

Ahora estamos listos para terminar la prueba del teorema.
Sean {a, 152, {bn}ory ¥ {cn}o, sucesiones en A([0, co)) que cumplen con
las condiciones de las Afirmaciones 1y 2.

Sea £ > 0 tal que a ¢ N(3€,B) vy b ¢ N(3¢,A). Sea § > 0 como en la
- definicién de la propiedad RNT y sea m € h([0, o0)) tal que H{h(o)m,X) <

d. ComoanﬁaERyb — b € R existe N > 1talqueparatodan>N
~ se cumple que: :

(1) anb, ¢ h(0)m

(ii) d(a, ay), d(b,b,) < €,

(iii) H(ancn, A), H(bycn, B) < €.

. Consideremos los puntos ay, by. Podemos suponer que ay < by en el
orden natural de h([0,00)). Sea T = A(0)cy, entonces by ¢ Ty A{0)M C
h(0)ew C X, y H(h(0)m, X) < . Entonces H(T, X) <dyT=h(0)mu
may U ayey.

Por la manera como elegimos a 7', existe una &- retraccmn r: X —=T.
Analizaremos qué ocurre con r(by). :

Caso 1. Sir{by) € ancy, como H{aycn, A) < ¢, existe z € A tal que
d(z,r(by)) < e. Entonces d(b, z) < d(b, by)+d(by,r(by)) +d(r(bx), z) < 3e.
De modo que b € N(3¢, A}, lo cual es una cbntradiccién. Por tanto r(bN)GE
aNChy. |

Caso 2. Sir(by) € h(U)mUmaN como r(cy) = ey ¥ r(chN) es conexo,
entonces ay € r{bycy). De modo que existe y € cyby tal que r(y) = ay.
Como H(cyby, B) < ¢, existe z € B tal que d(z,9) < &. De modo que
d(a,z) < d(a,an) + dlaw,?(y)) +d(r(y),y) + d(y,2) y como r(y) ="an y
d(a,an) < € por (ii), entonces d(a, 2) < 3¢, lo cual implica'que a € N (3¢, B),
lo cual es una contradiccién. Por tanto r(bN) ¢ h(0)ymUmay. =

De los casos 1 y 2 obtenemos que r(by) ¢ h(0)m Umay U aycy por
tanto 7{bn) ¢ T, lo cual es una contradiceidn, pues 7 es una retraccién de
X en T'. Esta contradiccion nace de suponer que R contiene un subcontinuo
descomponible, por tanto £ es hereditariamente indescomponible.

De manera que hemos obtenido que R es un continuo hereditariamente
indescomponible y encadenable, por tanto por la Defiricién 2.22 R es el
pseudoarco y con esto terminamos la prueba del teorema.
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2.3 Una compactacion con la propiedad RNT

En esta seccién construiremos una compactacién del rayo que tiene la propie-
dad RNT. Para construir este ejemplo, utilizaremos la construccién de Ale-
-jandro Illanes en [Al, pig 798] de los arcos A, en el plano, estos arcos los
utlhzamos en el Cap1tu10 1, Seccién 1.6.1. '

Definicién 2.24 Una funcidn -y : [a,b] — R es lineal por pedazos si existe

una particion del intervalo a =t, <ty < ... < t, = b tal que s1t € [tiﬁl,tz-],

entonces y(t) = = tt‘! oy (t:) + — 1’}*(t,-;1).

Definicién 2.25 Una poligonal de p a g, es la imagen de una funcidn in-
yectz'va y lz’neal por pedazos i [a- :b] —+ R, tal que v(a) =p y 'y(b) ¢
Lema 2 26 Para. cada n € N existen funciones inyectivas .y continuas
Tn, Rt An = [0,n] % [—3, 3] que cumplen que:

(Z) Tn(@) =0 = Rn(an): Tﬂl(a’n) = (TL,O)= -Rﬂ(@)‘}

(i3) Tu(An) 0 ({0} X (=1, 1)) = {O} = Ru(4,) N ({0} x (-1, 1)) ¥

To(A2) 0 ({n} X (=1,1)) = {(n,0)} = Ra(A;) N ({n} x (-1,1)),
(i) Sip, g€ Ap ¥ |7r1(p) —m{g)] < 2, entonces |7r1( n(0)) — m(Tulg ))| <2

y 171 (Ra(p)) — m(Ra(a))] < 2,
(iv) La imagen-de T, y R, es yab poligonal.

AL
y__ﬂ_

Demostracién. Para cada n € N deﬁmmos Tolz,y) = (z, ) ¥

R(2,9) = (n -z, o). | |

Por la definicién de A,, a, = (un,v,), donde u, = n y v, < 0. Se puede
verificar que T, vy R, son funciones continuas e inyectivas.

Como m (A} = [0, n] y como mp(Ay) = [vg, D] tenemos que dado (.?3 y) €
Ay ¥y <y <0 < -2 < —up,; entonces —3 < 525 < vE <

y
ol S Fon] = o]

< por tanto T (42), Ra(4) o, X - 1)

_tn
—_n el
2om] — 2|v1

Para Verlﬁca,r que (i) se ¢cumple notemos que
Tu(6) = Tu(0,0) = (0, ") = (6,0) = ©,

7 2fvnl

Rp(an) = Ry(tn, vn) = Ru(n,v,) = (n—n, #) = (0,0) =6,
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Tn(an): T(tUn, vs) =T, (n ’Un) = (n, = 21” ] ) = (n, 0),

Bp(©) = Ra(0,0) = (m, %) = (n, 0).
Por tanto T,(0) = © = Ra(as) y Tr{an) = (n,0) = R,(O).

Para verificar (i), recordemos que, por la Propiedad 0 del Capitulo 1
Seccién 1.6.1, el dnico punto de A, en el eje i ez el @ y el dnico punto
de A, con primera coordenada igual a n es a,. Tomemos {z,y) € A, tal

que Tp(z,y) € T, ( n) N ({0} (—1,1)), entonces Ty, (z,y) = ( H_—)' y

z, 2|vg|
To(z,y) = (0, ygly | ~). De modo que = 0, con lo que tenemos que (z,y) sélo

puede ser el © y por (1), Tx(8) = ©. Entonces T,(4,) N ({0} x (-1,1)) =

T.(0) = {6}
- Ahora sea (z,y) € Ra(4, ) ({0} x (=1,1)}. Entonces R (z, y) (n —

nT

z, y2|'u | ) ¥ R.(z,y) = (0, yglﬂ | ) De donde obtenemos que n — z = 0. Por

tanto n = =z, asi que (z,¥) = (n,v,) = a, y por (i) sabemos que R, (a,) =

{Q} De modo que Tr,(4,)N({0} x (=1,1)) = {O} = R (4,)N({0} x (—1,1))

. De igual manera utilizando éstas dos propiedé;des de los A, se puede
verificar que T, ( 2)N{n}x(=1,1)) = (n,0) y que R, (4, )n{{n}x(-1,1)) =

* Ahora para mostrar (iii) sean p,g € A, tales que |m(p) — m(g)| < 2,
entonces como T,,(p) = (m1(p), M) y Tn(g) = (mi(q), "2(4);1:”1("))
tenemos que |11 (Tn(p)) — mi(Tn(9))] = Im(p) ~ m(g)] <2. |

De igual manera R,(p) = (n — m(p), %ﬂlm@) ¥ Rulg) = (n —
m(g), PO N9 entonces |my(Ba(p)) — mi(Rale))] = |(n — m1(p)) - (n —
71(g))| = Imu(p) — m(g)} < 2

Por.iiltimo, como R, y 1), son funciones afines (lineales trasladadas), en-
tonces, envian segmentos en segmentos y en consecuencia, envian poligonales
en poligonales. Ya que A, es una poligonal, entonces R,(4,) y To(As) son
poligonales y (iv) queda demostrado. -

- Con esto terminamos la demostacién del lema.
|
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Lema 2.27 Sean A C [0,8] % (—1,1)} una poligonal de © a (b,0) y 6 > 0 tal
que AN ({0} x (-1,1)) = {0} y An ({b} x (-1,1)) = {(b,0)}. Entonces
ezisten m € N y una G : [0,m} x [=1,1] = [0,8] x (—1,1) que cumplen que:
(a) G es una funcidn continua e inyectiva,

(b) diam (G([i — 1,%] x [~1,1])) < & para cada i € {1,2,...,m},

(c) G([0,n] x {0}) = A4, . \

(d) G(©) = © y G((n,0)) = (5,0).

Demostracion. |

Elegimos e > 0 tal que (N (g, A)N[0, 4] xR) C [0, b]x{—1,1). Por definicién
A es una poligonal, de modo que existen: una funcién continua e inyectiva
g:[0,1] =+ A y una particién P: 0 =, < t; < ... < t, = 1 de {0, 1] tales
que, g(0) = ©, g(1) = (b,0), y para toda i € {1,...,n} y toda ¢t € [t;i=q, 1],
g(t) = fi__t;i‘_llg(t Y+ t—% (t;_1). Paracadai € {1,...,n—1}, sca B; larecta
bisectriz del dngulo formado por los segmentos g([t;_1,t:]) ¥ 9([t:, tiza])-
. Parai=0 (resp .t = n), sea -B_o (resp., Bn)‘el segmento {0} x [—1, 1]
(resp., {b} x [=1,1]).

Elegimos un segmento Ay, contenido en By, con punto termma,l O y que
€

tenga didmetro menor que §. Elegimos un segmento A; contenido en By,
con punto terminal g(¢;), que tenga didmetro menor que $ y que esté en el
mismo semiplano que Ag, de los dos semiplanos en que es dividido el plano
por la recta que contiene a g([tp, t1]). En general, una vez elegido A4;, elegimos
un segmento A;iq contenido en B;yq, con punto terminal g(¢;,1), que tenga
didmetro menor que £ y que esté en el mismo semiplano que A;, de los dos
semiplanos en que es d1v1d1do el plano por la recta que contiene a g([t, tic1]).
Con esto ya elegimos segmentos Ag, A;, ..., A,. Para cada ¢ € {0,1,...,n},
elegimos un segmento C;, contenido en B;, con punto terminal g(ti), que
tenga didmetro menor que £ y sélo intersecte a A; en el punto g(t;).

Notemos que, por construecién, para i € {1,...,n}, la envolvente convexa
A; de A;_1 y A; es un cuadrildtero convexo que tiene como tres de sus lados
a A-a 15 At ¥y g([t’t—lzt ])

Entonces podemos definir un homeomorfismo f; : [t;—1, ] %[0, 1] — A; tal
que fi(ti1,0) = g(ti-1), filts, 0) = g(t;), f2|{t } % [0, 1] es un homeomorfismo
lineal de {t;} x [0,1] sobre Aj, pata-j. =.i — 1,4 y fil[ti-1,%:] % {0} es un
homeomorfismo lineal de [t;_1, ;] X {0} sobre g([t;—1,1;]) ¥ entonces, f;(t,0) =
g(t) para toda t € [t;_1,%;]. En consecuencia, existe una extensién comin
Fr:00,1] x[0,1] = Ay U...U A,, de manera que fH[t;1,2) % [0,1] = f;
para toda i € {1,...,n} y fT(¢,0) = g(¢) para toda t € [0, 1].
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- De igual manera podemos definir para i € {1,2,...,n} a D;, como la
envolvente convexa de C;_; y C;, que es una cuadrllatero CONvexo que tiene
como tres de sus lados a Ci_y, C; v g{[ti1, %)) '

Entonces podemos definir una homeomorfismo gi © [ti-1, 6] X [—1,0] = D;
tal que g; : ((ti=1,0)) = g{ti—1), 6:((4:,0)) = ¢(t:), o:|{t;} x [-1,0] . es un
homeomorfismo lineal de [t;_r, ;] X {0} sobre g([t;—1, £:]), y entonces g;(t,0) =
g(t) para toda t € [t;_1, ). - -

En consecuencia existe una extensién comin f~ : [0;1] x [-1,0] =Dy U
DyU...UD, de manera que f~ }[ i—1, 8] x[—1,0] = g; para todai € {1,2,...,n}
¥ F(0) = g(t). | . R |

‘Podemos hacer una extensién comin F : [0,1] x [-1,1] = (4;U4aU...U
A ) (D1UD;U...U D) C[0,b] x (—1,1), donde F' es un homeomorfismo

que -cumple que:
(1) #[0,1] x [0,1] =

(if) FJ[0,1] x [-1,0] = |
(iii) F([0,1] x {0}) = |
(iv) F(@) =0, F((1, 0)) = (5,0) ¥ F((t 0)) = g((t 0)) para toda & € [U 1].

- Por la continuidad uniforme de F existe m € N'tal que diam(F-([“T_nl, L%
—1,11}) <4 para cadai € {1,2,...,n}.
Sea G : [0,m] x [-1,1] — [0, b] (—1,1) dada por G(:c y) = F(Z, L),
.veamos que (cumple con las condiciones requeridas.
- (a) Como F es homeomorfismo y (z,y) — (2, 3) también lo es, claramente

(7 es continua e inyectiva,

(b) diam(G([¢ — 1, 4] x [-1,1]) diam(F( el x -m m])) <4,
(c) G([0,m] x {0}) = ([0= 1j x {0}) = e

(d) G(6) =F(®) = G(( ,0)) = F((l 0)= (5,0).

n

2.3.1 Construccion del ejempIo

Ahora empezaremos la construccion del ejemplo, esta construccién es muy
técnica, consiste en construir unos arcos L, contenidos en el rectdngulo [0, 1] x
[-1,1] C R2. Después, bajo un homeomorfismo transformamos cada arco
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L, en un arco J, C [0,1] x [-1,1] x [0,1] < R® tal que la unién de esos
arcos J, es homeomorfa al rayo [0, oo) entonces construimos el continuo

X = U Jn, este continuo es una compa.ctacmn métrica del rayo probamos
n=1
que X tiene la propiedad ENT y por el Teorema 2.23, sabemos que entonces

el residuo R de esta compactacién es el pseudoarco. El siguiente lema es méas
bien un lema constructivo que nos sera de gran utilidad para la construccién
que acabamos de describir. - :

Lema 2.28 Consideremos el rectdngulo [0, 1]x[—1;1]). Entonces existen: un
conjunto infinito de los naturales J = {ng, ny,...}, una sucesion de ndmeros
positivos {8,,8,,...} y una sucesion de funciones {Gy,Gs,...} que cumplen
que: '

(i)l—ﬂ0<nl<n2<

(i) 0 < §; < 3 para toda, i €N,

(iii) Gi = [0,m] x [=1,1] = [0,m5_1] X [—1,1] es continua e myectwa pam
toda i € N

(iv) diam({G1 0 Gyo...0G)([j —1,7] x [-1,1]) < 55+ pare toda i € N,

() Gu((0,ms] x {0}) = ) e
"\ R, (An,,) sii es impar

Tni_y ¥ Bn, , son como en el Lema 2.26,
(vi) Gi(@) = 0 y Gi((n;,0)) = (n;—1,0) para todai € N.

T. (A, 521 es par o u
mimt (Ani_) b _para cada i > 2 donde

Demostracién. Seanng = 1,6 = 1y A =1[0,1]x{0}. Como A cumple que
une © con (1,0), estd contenido en [0,1] x (—1,1) y AN ({0} x (—1,1}) =
vy An ({1} x {(—1,1)) = (1,0), entonces podemos aplicarle el Lema 2.27 al
arco Ay ad;. o

De manera que existen n; € N y una funcién G, : [0,ni] x [-1,1] —
[0,1] x (—1,1) tales que: _ o
(a) G es una funcién continua e 1nyect1va
(b} diam (G- ([¢ — 1,1] x [ 1,1])) < 6 = % para cada i € {1,2,...,m},
(c) Gr([0, 1] x {0}) = A = [0,1] x {0},
(d) G1(0) = eyGl((nh 0)) = (1,0).

De modo que para & = %, ny y G (ii), (iii), (iv) y (vi) se.‘satisface'n,‘
como diam(G([i — 1,4 x [-1,1])) < 6 = ¥ G1([0, ] x {0}) = [0,1] x {0}
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entonces diam(G1([0, 1] x {0})) > § por tanto ny > ng = 1y (i) se satisface.
Comnstruyamos ahora los siguientes termlnos de cada sucesion.

Por Ia continuidad uniforme de G; existe & > 0 tal que si diam(A) < &,

8 81,
entonces diam(G;{A )) < 22%,1, sea by = M

Consideremos el arco Ty, (Ay,) como en el Lema 66, entonces. el arco
Tm(Am) cumple que Tm (Am) - [0 nl] { :gl: ;] [0 nl] x [_l! 1]! T’r’ll (Am)n
({0} X (=1, 1)) = {0} ¥ To. () N (fra} X (-1, 1)) = {(n, 0}

- De modo que tenemos que C.[r],,,1 (A, ) es un arco que cumple las condiciones
del Lema 2.27, aplicando este lema al arco T, {A4,,) y 2 obtenemos que
existen ng € Ny Gy : [0,ns] x [-1,1] = [0,71] x (—1,1) que cumplen que:
(a) Gz es una funcién continua e inyectiva, :

(b) diam (Ga([¢ — 1,14] % [ 1,1])) < é; para cada i € {1,2,...,na},
( ) G-?([O n2] X {0}) ( m)’
(d ) 2(0) =0y Gz((nm 0)) = (n1,0).

De modo que para 0, ng y G -se satisfacen (iii), (v) y (vi). Como
G2{[0,n2] % {0}) = T, (An,) v diam(T}, (An,)) > nq, tenemos entonces que
ny <diam(Gs([0, n2] x {0})) < diam(G2([0, ng] x [—1,1])) < damy.< 52 < ngy.

De modo que tenemos que ng > 11 > ng = 1, asf que se satisface (1) Como

min{é’,41,
0y = {—2127—}, entonces 0 < 8, < 35 y se satisface (if). Para ver que se

satisface (iv) notemos que diam(G,([¢ — 1,14] x [—1,1])) < d» < &' para cada
i € {1,2,...,ng}, entonces diam(G10Gy)([i— 1,4 x[~1,1])) < 5z para cada
i €{1,2, ..., na}. |

Supongamos ahora que hemos construido un subconjunto {ng, n, ..., n;}
de los naturales, una sucesién de nimeros positivos {d1,ds,...,4} y una
sucesién de funciones {G1, Gy, ..., G;} que cumplen con las condiciones (i)-
(vi). Supongamos que ¢ es un entero par, (el caso en que 7 es un entero impar
se analiza de manera muy similar). - ' :

Por la continuidad uniforme de (G; o Gy o'... 0 G3)([0, n4]) % [-1,1]) —
[0,1] x (=1, 1), existe &' > 0 tal que si diam(A) < &', entonces diam(G;oGyo

nt . .

.0 Gy )(A) 2:.;.2 Sea ;. = %ﬁzﬁ_}_
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Consideremos el arco Rp,(As,) como en el Lema 2.26, entonces el arco
Rn,; (An,:) Cumple que Rni (Anz) - [0'5 ﬂ,;] [ 27 ] - [0 nz] [_17 1]7 Rﬂ;‘ (Ani)ﬂ
({0} X (—1,1)) = {8} ¥ By (An) N (fns} x (C1,1)) = {(n:,0)}. De modo que
R,.(A,.) es un arco que cumple las condiciones del Lema 2.27. Aplicando
este lema al arco Ry, (A,,) y 8ipr obtenemos que existen n;yy € Ny Gz+1 :
10,n;] x [-1,1] = [0, n441] x (—1,1) que cumplen que:

(a) Giy1 es una funcién continua e inyectiva.

(b) diam (Gi11([7 — 1, 5] x [ 1,1])) < &;41 para cada j € {1,2,...,n;}
(C) I+1([0 ﬂ"i+1] X {O}) Ry, (Am) ' '

(d) G541(8) = © y Gia((7311,0)) = (s, 0).

De modo que para &1, 141 ¥ Gyqr se satisfacen (iii), (v) y (vi). Como
Gi1([0,n511] x {0}) = - Ru.(4s,) vy diam(R,,(4,)) > n; entonces
n; <diam(Gigs ([0, nzar] x{0)) < dian(Gaa ([0, mira] x[=1, 1)) < Sisamiia <
g—f;r% < ngay. Asique njpy > m > oo > Mo > myp > R = 1 De modo que

B R ) min{J’,J- 1.} 1 :
se satisface (i). Como 6,41 = —;’L—-E, entonces 0 < dip < 2‘+2 y se

satisface (ii). Para ver que se satisface (iv), notemos que diam(G;1 ([f —
1,7] x [-1,1])) < 8;11 < &' paracada j € {L,2,...,n;11}, entonces diam(G; o
Gy 0...0G) (G — 1,5} x [1,1])) < 587 para cada j € {1,2, ..., n441}

De modo que hemos construido inductivamente un conjunto infinito J =
{rg, ny, ...} de los naturales, una sucesién de nimeros positivos {8,802, ...} ¥
una sucesién de funciones {Gy, G, ...} que cumplen las condiciones (i ) (v1) y
con esto terminamos la prueba del lema. : .

.m

Deﬁnlclon 2.29 Sea By = [O 1] x [—1,1] y pare cada i € N definimos B; .y
[o.o]

Q como: B; = (Gy0Gyo0...0G)([0,n] % [-1,1]), @ =[] B
=D

Lema 2.30 La sucesidn {B;}2, es tuna sucesion anidada de continuos, Q
es un continuo y Q@ =lim B;. ‘ B

—rDC

Demostracién. Por el Lema 2.28 (iii), G;: [0,n;] % [-1,1] = [0,n4-1]) X
(—1,1) es una funcién continua e inyectiva para todo ¢ € N. .

De modo que B; = (G10G0..0G;) : [0,m;] x [~1,1] = [0,1] x (—1,1)
es un continuo para toda i € N. : .

Como B; = Gi([0,m] % [ 1, 1]) C [0,1] x [-1,1], entonces B; C By
y como Biyy = (GroGao..0 Gz+1)([0 nivi) X [1L,11) C (GroGaro...0
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Gi)([0,n;] x [-1,1]) = B;, tenemos que ... C Biy1 C B; C ... CB; C By y
por tanto {B;}2, es una sucesién anidada de continuos.
o

Ahora @ =(1 B; y como la sucesién {B;}32; es una sucesién anidada de
=0

continuos, entonces Q es un continuo. Nos falta demostrar que ﬂ B; =lim
i=0 i—oo

B;. Para esto primero probaremos que para toda £ > 0, existe M € N tal
que para toda ¢ > M se cumple que B; C N(g, Q).
oQ
Sea ¢ > 0, como @ =[] B; y By son compactos, entonces By\N(e, Q)
=0
también es un compacto. Counsideremos los abiertos U; = By\B;, entonces
C = {U; : © > 1} es una cubierta abierta de By\N(e, @), de manera que
existe & € N tal que Bo\N(e, Q) C Uy UL U ... U Uy Como {B; }z ©o €5 una
_sucesmn anidada de continuos, entonces tenemos que Uy C Us C ... C Uk,
por tanto By\N(e, @) C Uy, entonces By\U; C N(e, Q). Esto quiere decir
que: By, C N{g, Q) y como {B;}, es una sucesién anidada de continuos,
entqnces para toda i > k, B; C N(e, Q). Sea M = k, notemos que como
Q =1 B; C B;, entonces @ C N(e, B;), de manera que para toda £ > 0 se

o =0
tiene que existe M € N tal que para toda i > M se cumple que H(Q, B;) <

entonces lim B; = Q.
el .
u

Definicién 2.31 Definimos una sucesion de arcos {L;}32; C By de la si-
guiente manera. Sea Ly =10,1] x {0} y para cada i € N, definimos L; como

(Gl 0Gy0..0G;) (T, (An)), sitesimpar.
(G1 o G2 ©...0 Gz)(Rﬂl(Anl)), sl 1 es par.

Li=

Lema 2.32 Para toda ¢ € N se cumple que:

(a) L; C [0,1] x (1,1},

(b) L0 ({0} x [1,1]) = {8} § L ({1} x [-1,1]) = {(1,O)},
(C) L; C B@, ‘ : :

(d} L;1 C B;.

Demostracién. Como por la Definicién 2.31
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bl

1 _ J (GroGao.. 0G(To(An,)), sl ies impar,
(Gl OG? 0. G%)(Rm (Ani))! 8l 1 es par.

tenemos lo siguiente:

(a) Por el Lema 2.26, sabemos que Ty, (An,), Ry, (4n,) C [0,15] % [, 3],
ahora (G; es una funcién continua e inyectiva, Gy : [0, n;]x[—1,1] — [0, m;-1] %
(—1,1), para toda ¢ € N (Lema 2.28 (iii)). De modo que G; es un homeomor-
fismo en su imagen. Por tanto como T,.(A,,), Ry, (An,) C [0,75] x (—1,1),
entonces L; C [0,1] x (—1,1) y (a) queda demostrado. ‘

(b) Por el Lema 2.26 (ii), sabemos que T, (A, ) {0} x (-1,1)) =1{06} =
Ru(ADN({0} x (—1,1) y qie Tu(An)n({n} x (-1, 1)) = {(, 0)} = Bal )
({n} x (—1,1)). Ahora por el Lema 2.28 (iii), G es un homeomorfismo en
su imagen para toda i € N, por tanto L, N ({0} x [-1,1]) = © y Ly N ({1} x
~1,1]) = (1,0),

( ) Por Ia Definicén 2.'30, Bz = (G] 0G2 0..0 Ga)([O,n,,] X [—1, 1])C0mo
R, (4n,), T, (An;) C [0, 05 x [—3, 3], entonces L; C B; paratodai € N. -

(d) Commo B, = G4([0, na)x (=1, 1)) y G1([0, ] x{0}) = [0, 1 x {0} = L,
entonces Lo C Bj. ' ' '

Ahora como B; = (G0 Ga0...0 Gy)([0, n4] x [—1,1]) y por el Lema 2.28
(v), tenemos que

CGi([0,n]l x {0}) = { Tﬂs._l(-f‘lm_ﬂ, sites p.z_lr’ |

Ry, (An,_,), sit esimpar.

entorces tenemos que: :
(Gl OGz o. UGZ 1)( (An,-—l)) C (Gl OGZO..LOG,;)([O,?’L,;] x [—-1, 1]) = _B.,:,
si 4 es impar y '
(G]_OGQO DG;— )( i1 (An.;—l)) C (G]_OGzO...OG.,;)([O n,,] X [ 1 1] =
si @ es par.
Por tanto L,_; C B; para toda i € N,
| .

Lema 2.33 Para tode @ € N existe una 2—1-retmcczon 7t By = Liy y
lim L; = Q.

o0

Demostraciéon. Definimos r;: B; — L;_; como
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'ri(p) = (G]_ oGho... © G;‘)(ﬂ';(Gl oGho..0 Gi)—l(p),ﬂ).

Veamos que 7; estd bien definida. Sea p € B;, como por el Lema 68 (iii)
G; : [0,n5] x [-1,1] = [0,m;-1] X (—1,1) es continua e inyectiva para cada
i € N, entonces existe un tnico p' € [0,7;] x [-1,1] tal que p' = (GL o0 Gy 0
..0G;)71(p). Por tanto tenemos que 7;(p) = (G10Gqo...0G;)(m ('), 0) estd -
bien definida. o '

Veamos que r;(p) € L;—; para toda ¢ € N. Por el Lema 2.28 (v) tenemos
que

T (A1) siies par
Gi([05 ng] X {0}) = = ( i 1) .Sl 7 es par

i1 (An,_, ), siiesimpar.

de modo que G;(m(p'), 0) € G4([0,m3] x {0}).
::Con lo anterior podemos ver que

(G1oGgo...0Gi1)(Th,_,(An,—1)) siées par

ri{p) € : . . : =
(GroGgo...0G;)(Ry,_,(An,_,)) sitesimpar
de modo que por la Definicién 2.31 r;(p) € L;_; y r; estd bien definida para
toda t € N. ' ‘ o .
Por ser composicién de funciones continua, tenemos que 7; es una funcién
.continua para toda ¢ € N. Veremos ahora que para toda i € N, r; es una
retraccidn. Para esto sélo tenemos que ver que para toda p € L;_y, r;(p) = p.
~ Sea p € L;.;, entonces por el Lema 2.32, L;_; C B; de modo que le
podemos aplicar la funcién r;. Por la Definicién 2.31 tenemos que -

(GioGyo...0Gi_ )Ty, ,(Ap,—1)), 817 es par,
(G1o0Ga0...0G)(Ry,_, (An,_,)), sitesimpar.

Ly =

Como por el Lema 2.28 (iii), GG; es una funcién inyectiva para toda i € N,
tenemos que existe un unico » -
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! Tﬂi—1 (An,-—l), sl % es par,

P E
‘ Rni_l (A'ni—l)J siies Impar

.tal. qie (G10Gqo0...0 Gz—l)(p’) = p, asi que

{ T’ﬂ-'_ An-— ) si i es ar,
(Gl OGQO DGi~1)~1(P) :p' c s 1( i 1) p -
. Rﬂi—1(-‘4ni_1)} si i es impar.

Pero por el Lema 2.28 (v) tenemos que

. . T, (Ap._1), sii es par,
Gs([0, ns] x {0}) = nis ( s 1) i p
e -Rm_J, (Ani_l), 51 % es lmpar.

De modo que (G;) " (G10Gr0...0 Gz 1)7Hp) €10,n;} x {0}. Con lo que

obtenemos que (71 ({G10Gr 0. OG) Hp), 00} = (G1oG20...0G;) " (p), de

modo que por la inyectividad de G; para toda i € N tenemos que 7;(p) = p.
Por tanto r; es una retraccién de B; en L;_;.

Ahora s6lo nos falta ver que r; es una %—retraccién para toda 4 € N,
Dado p'€ B;, por la inyectividad de las funciones Gi,Ga, ..., G; (Lema
2.28, (iii)) existe un dnico p’ € [0,n;]x{—1, 1] tal que (G10Ga0...0G;)(p') = p.
 Como p’ € 10,ni] x [~1,1], existe j € {1,2,...,n; tal que p’ € [j — 1, 4] %
[—1,1] de modo que p' y (m (9'},0) € [§ — 1,7] x [-1,1] C [0,7] x [-1,1].
Ahora.'pc')r el Lema 2.28 (iv) tenemos que diam(GloGzo LG +1, 4] %
{—1,1]) < z=. Consideremos d(p, ri(p )) d((G10G20 G;)(p), (G1 OGgo
G {),0) < diam(Gr 0 Gy 60 Gl — 5] X [-1 1) < kv < &
y esto es para toda p € B; y por tanto T; €5 una ——retra.ccmn de B; en L;..
Hemos probado que r; es una %;-retraccmn de B; en L; ,, entonces
H(Bi,L;_1) < Z para toda i € N Ahora probaremos que lim L; = Q.

Sea {L;, }3°, cualquier subsucesién convergente de {L;}2,, veamos que klirgo

L;, = Q. Sea e > 0, como por el Lema 2.30 llm B; = @, de manera
que existe N; € N, tal que para toda i > N; (B.;, Q) ;, ademds ex-
iste No € N tal que-para toda k > Ny, i, > N vy 2% . Sea k > Ny,
entonces H(L;,, Q) < H(L;,,By11) + H(B;, ., Q) < 2,k+1 —I— w<.g. Por
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tanto J’clim L; = @, Pero esto es para cualguier subsucesién convergente de

{L }e2,, de manera que lim L; = Q

i—+00
m

' Notacién. En el articulo [Al] se utiliza la siguiente notacién que nosotros
también utilizaremos aqui. Dados dos puntos a,b € A,, denotamos por
({a, b)) el Unico arco que une e y ben A, ,sta#by {{a,b)) = {a},sia =0

Adoptamos también la siguiente notacién. Dados dos puntos a,b € L,
denotamos por ({(a,))} €l Unico arco que une o y ben L,, sia # by

{{{a,b))) = {a}, sia =b.

En ese mismo articulo {Al, Assertion 3], se probd el siguiente resultado.

Proposicién 2.34 Para toda n € N y para toda g € A, eziste una funcidn
continua o : A, — An (que depende de g} que cumple lo siguiente:

(i) cr| {©,q)) = Idye,q (es decir o(z) =z para toda z € ((@ an ),

(i9) Im(p) — m (o(p))| < 2 para toda p € A, S

(iii) Siq e Ap_ 1', entonces 071 (©) N {(g,a,)) # 0 y si 5 es el primer punto
n {{g,00)) No1(O) (tomando el orden natural de A, de © a an ), entonces

a({{g, ) € ({©,9)} y 7(an) = an,
(iv) st g€ Ap \ An_y, entonces o(An) C {((©,4)).

Baséndonos en esta proposicién, probaremos el siguiente lema,.

Lema 2.35 Para cualesquiera i € Ny g € L;, emzste una funczon contmua
m; + Ly — L; que depende de q tal que: :

(a) Sii es impar (((@ q)}) = Id(((@ anys

(a’) Si % es par ) (((Qh (1,0)))) = - Ldiaom,

(b) d(pr 7?3( )) = 21+1 para cada p E Lz; .

(c) Sii esimpary (GyoGao...oGioTy ) g) € An,_,, entonces 7 (@) N
{{{g, (1,00))) # 0 y si s es el primer punto en 77" (©) N ({{g, (1,00)}) (en
el orden natural en ({{g,(1,0)))} de q a (1,0)), entonces m({{{g,s)))) C

(((©, Q)» Y 7??3((1:0)).,: (1,0), _ : _
() Sii es par y (G oGgo...oG,;.oRm)‘_l(_q_) € Ay, entoncels 7 ((1,0)]) N

({(g. (1,0)))) # 0 y si s es el primer punto en ;' ((1,0)]) N {{{g, (1, 0)))) (en
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el orden natural en {{{g, @) de q a ©), entonces 7;({{{g, 8))) T ({{(1,0),¢)))
y m(©) = O, | | '
(d) Sii es impar y (G1o0G20..0G;0T,)" g) € Ap, \ An,_,, entonces

n:(Ls) C {{({O, )}, |
(d’) Siiespary (GroGzo...0Gi0 Ry)'(q) € An, \ Ani_,, entonces

m(Ls) € (({g: (1,00))-

Demostracién. Definimos para cada ¢ € N un homeomorfismo ; : A,, —
L; de la siguiente manera

4i(a) (GioGyo...0G;0T,,)(g), siiesimpar,
i\g) = : :
(GroGz0...0G;0 Ry, )(q), siées par.

‘Como por el Lema 2.26. T;, R; son encajes para toda i € N y G es
inyectiva, y' continua para toda j € N, (Lema 2.28 (iii)) tenemos que ; es
una funcién continua e inyectiva. Por la Definicién 2.31, L; = 1#,,( ) para
toda ¢ € N. Por tanto ¢; es un’ homeomorfismo. :

Sea ¢ € L;, de manera que existe un dinico g € A, tal que 'qbz (q’) =gq6é
¢ =97 (q).

Por la Proposicién 2.34, eéxiste una funcién o que depende de ¢' y que
cumple lo S1gu1ente

(i) o] {{©, g)) = Idye,q) (es decir o(z) = = para toda z € ((©, g))),

(ii) jm(p) — m(o(p))| < 2 para toda p € A, ‘ :
(iii) Si ¢ € Ap_1, entonces o~1(0) N {(g,a,}) # @ y si s es el primer punto
n {{g, a,)) N c~1(0) (tomando e! orden natural de 4, de © a a,), entonces

o(({g,8))) C {©,9)) y olan) = an, .
(iv) sig€ A, \ A,_1, entonces o{A,) c {(e, q)).

Definimos 7; : L; = L; como 7; = 1 o &r o1y

v (d) se cumplen.
@ ¥ %i(as;) = (1,0) (Lema
Oy "rbz l(g) = ¢', tenemos que

Sea i un niimero impar, veamos que (a ) ( c)
Notemos que para toda ¢ impar ¢,( ) =
2 26 (i) y Lema 2.28 (iii)). Como o7 ( )

(O, ) = ((8,4)) C Ani:
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(a) Sea p € ({((@,q))) C L; veremos que 7;(p) = p. Sea p’ el tinico punto
de A, tal que ¢; ' (p) = p', entonces p’. € {(©,¢'})) C Ay, como ol ((8,¢)) =
Idyegy: o(p") = P/, por tanto n;(p) = oo oty (p) = oo (p) = ¢u(p)) = p.

De modo que 7:{p) = p para todop € {{{O©, g))) y por tanto 5| ({{®,¢)}) = -
Tdye,0- | |
. (c) Supongamos ahora que 7' (q) = ¢’ € An,_1. Como ¥;(©) = ©,

'Qbi(afm) = (1! 0) Yy ’Qbi(q’) = ¢ tenemos que wi(((qr: aﬂi))) C (((";L (1, U)))) C L.

Veamos que 1, (©)N{({g, (1,0))}) # 0. Sabemos que {{¢’, an,))Nc"1(0) #
f. Sea z € {{(¢',an,)) tal que o(z) = O, consideremos %;(z} = y como

€ {({g,(1,0)))), veamos que y € 7; (®). | |
- Como y € {{{¢, (1,00))) ¥y mly) = oo o9 () = ¥y 00 0 (th(2)) =
i 0 0(2) = ¥:(©) = ©, tenemos que y € n; () N ({(g, (1,0)))) # 0.

" Sea p el primer punto de n; (©) N {{{g, (1,0)))), en el orden natural de ¢
a (1,0). Veremos que n;(({(7,p}))) C ({6, 9))) ¥ m((1,0)) = (1,0).

Sea p' = ;' (p), veremos que p' es el primer punto en {{¢’, an,}) No~(O)
(ensel orden natural de ¢’ a a,,). Supongamos que existe un p” < p' tal
quera(p’) = ©, como p" < p'y %i({(¢,an)) = ({{g,(1,0)))), tenemos
que 9;(p") < $i(p) = p y m(¥(p")) = ©, entonces ¥i(p") € 7, (O) N
{{{g, (1,0)))}, lo cual es una contradiccién. '

Por (iii) de la Proposicién 2.34, tenemos que o{{{¢',?")) C {{©,¢")
o{an,) = ams. De modo aue 7:({{(g. p))) = % 0 7 0 v (({g, 7)) = 4
o (e, #0) © w(((8,4)) = ((©,0)) ¥ ((1,0)) = 4 0 7 0 9 1((1,0))
s o o{ay,) = Wilan) = (1,0), ¥ el inciso (¢) queda demostrado. o

{d) Ahora supongamos que ¥; '(g) = ¢' € Ay, \ An,_1, entonces o(A4,,) C
({(©,¢") v como 1¥;({({©,¢'))) = {{(©,q))}, tenemos que si p € L;, entonces
(p) = 000w (p) = (o (7 (1)) C $:(((6, ) = ({8, g})), por tanto
(L) € {{(®,¢))) y el inciso (d) queda demostrado. ‘

Ahora supongamos que % es un entero par y vamos a demostrar los incisos
@), (@) ¥ (@). ‘ ~

Notemos que como 7; = G; 0 Gz o...0G; 0 R,,, y por el Lema 2.26 (i),
R,.(©) = (n;,0) y por el Lema 2.28 (iii), Gy(n;,0) = (n;—:1,0) para toda i,
entonces 1;(0) = (1,0) v ¥i(an,) = ©. :

(a’) Sea ¢’ = %; '(q), entonces como ;" es un homeomorfismo tenemos
que $71((1,0)) = ©, entonces 4, ((((a, (1,0))) = ((6,0) C An.. Sea
p € {{{g,(1,0)})}, entonces 1; *(p} € ({©,¢}), entonces como o| ({0, ¢"}) =
Idye,qgy tenemos que oy (p)) = ¢ (p). Por tanto 7;(p) = 000t (p) =
$i(¥i (p)) = p, por lo que | ({(g, (1,00))) = Ide,1.0my- SR

[l o e
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(C?) Sl %b[l(q) = q’ € Ani—l' Como 7,&,,(6) = (1:0) ¥y ¢i(ani)' = 0 ¥
¥i(q') = g, tenemos que ¥;({{¢, dn,))) = ({({g,9))) C L |
Veamos que 7; (1, 0))N{{{g, ©))} # 0. Sabemos que o~ (©)N{(¢', an,)) #
0, sea z € {{¢', an,)) tal que o(z) = ©.. Como ¥;({{7, On, ) = (((q, ©))), en-
tonces ¢Z(z) € <((Q: ®)>) Ahora m(%(z)) ¢a00'0¢ (V,b.i( )) ( ( )) =
2{)(,,(( ) = A (1, O) De modo que 94(2) € 77 '((1,0)) ¥ por tanto 7, '(©) N
q,

Ahora sea p el primer punto en 7; 1©) N {{{g, ) tomando el orden

natural en (({g,©))) de g a ©, veamos que 7({{({z2)))) € (({(1,0),a))) ¥
7:{(©) = ©. De igual manera como probamos el inciso (c) es facil ver que

;7 (p) es el primer punto en o71(O) N {{¢, an,)} en el orden natural en
({¢', an,)} de ¢ & an,. Con lo que tenemos que o({{¢’, %7 (p)})) € {(0,¢)} ¥
o) — i de donde obtenemos que m((((2, M) € ((((1,0),4))) ¥ 7(6) =

O y el inciso (¢') queda demostrado.

(d)) Sea 1;(q) = ¢ € An, \ Api—1, entoncels‘a(Am) C ((@,q’))..-Como
Wi(({0,¢))) = (({(11,0 ,q))) tenemos que si p € L;, entonces 7;(p) =000

)
o (0} = (o (@7 (0))) € Bil((O,¢))) = ({{(L,0),9)}). Por tanto 7;(Ls) C
{{{(1,0), ¢})) y el inciso (d’) queda demostrado .

(b) Ahora probaremos el inciso (b). Sea p € L; y ¥;'(p) =p' € A,,. Por
la Proposicién 2.34 (ii) |m1(p") —mi (e (p'))] < 2, y por Lema 2.26 (iii), tenemos
que |73 (Toy (7)) — T2 (Ta( 0@ < 2 7 171 (Rn(p)) — ma( By 0] < 2
entonces existe k € {0,1,2,..,n; — 3} tal que T, (p), Tn,(c(P")), Ru,(P), €
R, (o(p") € [k, k+ 3] x [—1, 1], como por el Lema 2.28 (iv) diam((G1 0 G3 0
a0 GlF —1,7] % [-1,1]) < 557 entonces diam((Gy 0 Gpo... 0 Gy)([k, % +
3] x [-1,1]) < 551, de modo que d({G1 0 Gayo...0G)(T,.(p'), (G100 Gao
e 0 G (T (0 (P'))) < e d((G’l 0 Gao...0Gi)(Ru,(p), (GroGyo...0
G} (R, (0(p))) < 5=, pero 47 (p) =p' ¥ .

" G10G30...0G; 0T, sitesimpar,
?":
Gi10G30...0G;0R,,, siiespar

‘De modo que d(;(v; 1(_'p)) (oW (p))) < 787 con lo que obtenemos que
d(p, n:(p)) < 551 ¥ (b).queda demostrado.. o _
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Con esto terminamos la prueba del lema.
|

2.3.2 Una compactacién con la propiedad RNT.

Para construir este ejemplo tomamos en cuenta los arcos L,, de 1a Definicién
2.31.

L,

©.0) o (1:8)

v definimos la siguiente funcién

Definicién 2.36 Para cadan > 0 consideremos el plano 7, en RS de ﬁﬁz’do
por la igualdad: '
a(gn) + (L= 2)(), sim es impar,
() + (1 — z)(52r), sin es par.
y definamos la funcidn K, : B2 — B3 estd dada:por: kn(z,y) = (,¥, 2n)-

i

En particular, si el rectdngulo [0,1] x [—1,1] va a dar a un rectdngulo en el
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plano Z,, de la siguiente manera.

En general, la unién |J{x,([0,1] x [-1,1]} : n € N} se ve de la siguiente
manera. ‘ :

~ Ahora i, restringimos &, a los arcos L, y obtenemos lo siguiente:
Definicién 2.37 Para cade n > 0 see J, = k,(Ly,)

Lema 2.38 Para cadan > 0 la funcion kg|Ly, : L, — J, es un homeomor-

fismo y para todo (z, y) € Ly, se cumple que d({z,y), wnlz,y)) < o

Demostracién. Claramente k,|L, : L, — J, es un homeomdrﬁsmo y por la
manera en que estd definido z,, que es una combinacién lineal de 537 2n+1 Y 55 zm se
cumple que 2z, < o=. Por tanto si (z,y) € Ln, entonces d((z,y), kn(2,y)) =
d((z,y,0), (=, Y 2m) < 5

|

En el siguiente dlbu_]O se muestra como se ve la unién U{ran( n) I T E

N} =U{J,:neN} -
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Veremos que efectivamente el dibujo muestra Ia realidad.:

Lema 2.39 Los arcos Jn tienen las sz'guientes propiedade:s:
(1) Tn N I # 0 = [ — m| < 1,

(”)J N {{1,0, o)}, sim oes par,
L n41 —
1(0,0, ) b, 817 es impar.

(tii) nlg{.loJ =0.

Demostracién. (i) El arco J» esté contenido en e cubo €, = [0, 1]x[-1, 1]x
=g 5= 'c.ie manera que si J, M., # (), entonces los cubos C, NC,, # 0, pero
estos cubos sélo se pueden intersectar e los rectdngulos [0, 1] x [-1,1] x {a},
dénde a € {4, L | T 3T} ¥ €sto 5610 ocurre s; ln—mj<1. -

ii) Ahora supongamos que tenemos dos niimeros naturales consecutivos n
y m. Recordemos que cuando se definieron los arcos Ly, (Definicién 2.31) se
probé que los arcos I, cumplen con Ias siguientes propiedades (Lema 2.32).
(a) L, C [0,1] x (—1,1) ¥ es'un arco con extremos © y (1,00
®) Lo 0 ({0} X [-1,1) =@ y L, (f1) x [-1,1)) = (1.0).

Como el homeomorfismo Kn : Ly = J, no altera las primeras dos coorde-
nadas y la coordenads alcanza su maximo ¥ Su minimo dnjcamente en los
puntos © y (1, 0), entonces los tinicos puntos de Jn que se encuentran en Jos
rectdngulos [0,1] x [~1, 1] x {51, &} son #n(6) ¥ £,((1,0)) pero

0,0,°L). sineg ar,
Hn(e): ( 2 )?' ‘ p '

(1,0,2), sines impar.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




68 CAPITULO 2 LA PROPIEDAD RNT EN COMPACTACIONES

Yy
en((1.0)) = 4 (1,0, ;1) sin es par,
, (0,0, 357}, sim es impar.
De modo que J, es un arco contenido en el cubo C, cuyos extremos son
(0,0, 2 , (1,0, 555), sines par y (1,0, 55), (0,0, z57), si » es impar. Por lo

que si m y m son dos enteros consecutivos entonces J, N J,, # @ y sin < m,

1,0, z41)}, sin es par,
entonces J, N Jm = Jp N Jpqy = {( 12 7)) P

{(0,0, 32)}, si n es impar.
(iii) Por el Lema 2.33, hm L, = Q y por el Lema 2.38 pa.ra toda (z,¥) €

Ly se tiene que d((z,y), En(:c y)) < g, por tanto H(Ly,, J,) < z= Sea g >0,
entonces existe N; € N tal que para toda n > Ny H(L,, Q) < £y existe
N € N tal que para toda n > Ny o . Sea N = max{Ny, Ng} entonces
para toda n > N, se tiene que H(Jn, Q) < H{(Jp, Ly) —I—H(Ln, Q) < 2—,, —|— ; <
5 + & = ¢, por tanto l1m Jn=Q

| |

Veremos ahora que X = (| J,)} es una compactacién métrica del rayo.
. n>0

Para ver esto tenemos que mostrar que (| J J,) es la imagen continua e in-
: o n>0

yectiva del rayo [0, oc), esto lo mostrafemos utilizando una serie de resultados
auxiliares.

Lélﬂé 2.40 Sea- Z un éspdcio topoldgico y. g [0, do) —5 Z una ﬁméion
continua e inyectiva que poara todan € N cumple que g([0, n))ﬂ g([n, 00)) = .
Entonces g es un homeomorﬁsmo en su imagen.

Demostracién. Como g es continua e inyectiva, basta ver que g es abierta
en su imagen. '

Afirmacién 1. Para toda z € R se cumple que g([0, z))Ng([z, o00})) =

Sea z € R, entonces existe n € N tal que = € [0,n), por hipétesis
9{[0,n)) N g(([n,o0)) = O por lo que solamente hay que ver que g([0,z)) N
g([z,n)) = 0. Primero notemos que [z,n) = [z, n] asi que por continuidad
g([z,n]) C g([z,n)). Ahora como [z,n] es un compacto, g{[z,n]) también
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lo es, por tanto g([z,n]) = g([z,n]) y como [z,n) C [z,n] tenemos que
g9([z,n)) C g([z,n] = g([z,n]) de modo que g([z,n)) = g([z,n]) por lo que
g([0,z)) N g{[z, n)) = g([0, £)) N g([z, n]) = B, puesto que la funcién es inyec-
{iva, vy de esta manera la afirmacién queda demostrada.

Afirmacion 2. La funcién ¢ es abierta en su imagen.

Para ver esto notemos que los abiertos basicos del rayo [0, 00) son de la
forma [0,z+¢€) o (z—¢,z+¢) donde z € [0,00) y £ > 0. Veremos que si V es
un abierto bdsico de {0, 00), entonces g(V) es abierto en su imagen. Esto lo
haremos parael casoenque V = (r—¢,x+¢) yelcasoen que V = [0,z + &)
es analogo.

Sea K = ¢([0,z — e])U g{[z +€,00)). Como por continuidad g¢([0,z —~
g]) C g(J0,z —¢)) y por compacidad g([0,z —¢€)) C ¢{[0,z — €]) tenemos
que g([0, z — €]) = g([0,z — £)) y por tanto g([0, z — £]) es cerrado en Z. De
modb que K es la unién de dos cerrados en Z y por tanto K es cerrado.
Sea U = Z \ K, veremos que g(V) = U N g([0,00)) con lo cual quedard
demastrado que g(V') es abierto en su imagen.

D) Sea z € U N g([0,00)), como z € U, entonces z ¢ K, por tanto
z & g([0,z — e])U g([z + ¢, 0c)) de modo que z € g((z — e,z +¢)) = g(V),
por tanto U N g([0,00)) C g(V). |

C) Como g(V) = g({z — &,z +¢€)) veremos que g(V)N K = §. Por la
inyectividad de g, tenemos que g([0,z — ) Ng((z — &,z +¢€)) =0 v, por la
‘Afirmacién -1, tenemos que g((z — €,z + €)) N g(|z -+ £,00)) = @. Por tanto
gVINK=0yg(V)CZ\ K =U. Demodo que g(V) C Ung([0,00)).

De las dos contenciones obtenemos que g(V) = U N g([0, 00)), donde U
es abierto en Z y esto es para cualquier abierto bésico de [0, c0), de modo
que g 'es abierta en su imagen y la afirmacién queda demostrada.

De modo que g es continua, inyectiva y por la Afirmacién 2, g es abierta.
en su imagen. Por tanto ¢ es homeomorfismo en su imagen y el lema queda
demostrado. : ' -

|
- Vamos ahora a definir una funcién g de [0, o) sobre {J

: Lo ’ : " S >0
cumple con las condiciones del Lema 2.40, de esta manera podremos probar

Jn ¥ veremos que
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J Jn = [0,00) con lo cual probaremos que X = |J J, es una compactacién
n>0 : n>0
métrica del rayo.

Definicién 2.41 Pare caden € Z, n > 0 y como J, es un arco, podemos
definir un homeomorfismo gy : [n,n+ 1] — J, que cumple que

(0,0,2), sin es par,
gn(n) = , 21 . ;
: (1,0, 5%), sin es impar.

a . 1,0, ==, s n es. par,
gn(n_+ 1) = ( U +1)" : L
(0,0, 35r), si n es impar.

Ahora definimos g : [0,00) = |J J,, como g{z) = g.n( Vsizen,n+ 1l
n>0

Veamos que la funcién g estd bien definida. Siz € [O, o) \ N no tenemos
ningin problema, ahora sea z = m € N, entonces g(x) = g (z) puesto que
T € [m,m+ 1] y g(z) = gm-1(z) puesto que z € {m — 1,m]. Analizaremos
el caso en que m es par, el caso en que m es impar es andlogo. Sea m par,
entonces gn(z) = gm(m) = (0,0, 5% ), ahora como m es par, entonces m — 1
‘es impar de modo que grm_1(Z) = gm—1(m) = (O 0, s25r) = (0,0, 2,,,) De
modo que g estd bien definida.

Probaremos una propiedad importante de gy despues probaremos que g
es un homeomorfismo. :

Le‘r‘na‘2.42 Sean X = g([0,0)) ¥y R = g([0,00))\ 9([0,00)). Entonces

R = B, C [0,1] x [-1,1] x {0}, donde los conjuntos B, son los con-
neN
tinuos de la Definicion 2.29

Demostracién. Recordemos que @ =[) B, _11111 B, es un continuo
neN L
(Definicién 2.29 y Lema 2.30). Primero veamos que R C Q.

(C) Sean p € Ry m € N, veremos que p € By. Sea U un abierto en R
tal que p € U, entonces U N g([n,n + 1]) # @ para una infinidad de nimeros




2.3 UNA COMPACTACION CON LA PROPIEDAD RNT 71

n € N. Como g([n,n - 1]) = J,, entonces U N J, # ® para una infinidad de
numeros i € N.

Sea £ > 0 tal que B.(p) C U. Ahora notemos que la bola Be(p) C U
y Be(p) N # @ para una infinidad de nimeros n € N. Sea N'eN que
cumple que
(a) N > m,
(b) v < § ¥
(c) Bs(myNJn #0. -

Sea z € Jv N B: (p) Como ky @ Ly — Jy es'un homeomorfismo, existe
z € Ly tal que raN( Z') = z y ademés por el Lema 2.38, d(ﬁ:N( ) 2} <

s de modo que d(2',p) < d(2',ky(2) + d(2,p) < £+ § = €, por tanto
z' € Ly N B.(p) con lo que tenemos que Ly N B, (p) 7é ] pero como Ly C
By (Definicién 2.31, Lema 2.32) y By C By, {Definicién 2.29, Lema 2.30),
entonces B:(p) N By, # 0 y por tanto U N B,, # (. Esto es para todo abierto
U en R%.-De modo que p € Bp,. Pero By, es cerrado, por lo que p € B, y

esto ocurre para toda m € N. Por tanto p € [ By, por lo que R C ] B,.
nenN neN )
Sea p € Q. Por el Lema 2.39 (iii), hm J, = Q, entonces p € hm I,

de manera que para toda n € N, ex1ste pn € Jy tal que 11m P = p, por

lo cual existe z, € [n,n + 1] tal que g,(z,) = g{z,) = pn, de manera que.
hm gl(z,) = hm Pp = p, entonces p € g([O 00)).

Veamos que P ¢ g([0, oo)) supongamos por el contrario: que p € g(/0, 00}),
entonces existe m € N, y # € [m,m + 1] tal que g(z) = p. Consideremos la
- sucesion {z, 122, .., entonces g{z,) € g([m +2,00) paratodan>m+2y
g([m +2,0)) N g{[m, m + 1] -, por. tanto g{Im +2,00)) N {p} =, lo cual
€s una contradmcmn pue para toda n > m+ 2, p, € g(lm+ 2 oo)) y por
tanto hm P = p € g{[m + 2, 00)). Esta contradiccién, nace de suponer que

pE g([O, oo)), por tanto p € g([0,00))\g([0, %)) = R, de manera que @ C R.
De las dos contenciones obtenemos que Q@ = R .

Ahora como B, C [0,1] x [-1,1] x {0} para toda n € N entorices [
. : nel
B, c[0,1] x [~1,1] x {0} y el lema est4 demostrado.

Lema 2.43 Lo funcidn g : [0,00) = J J deﬁmda como g(z) = (:c) 81
n>0

z € [n,n + 1] es un homeomorfismo de 0,00) en |J J,.
’ ' n>0
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Demostracién. Probaremos que g es continua, inyectiva, suprayectiva y
abierta.

Afirmacién 1. La funcién g es continua e inyectiva.

Como g es continua en cada cerrado de una familia localmente finita y
coincide en las intersecciones, entonces g es una funcién continua. Para ver
que g es inyectiva, sean z,y € [0,00), ¢ # y. Siexiste n € Z, n > 0 tal
que z,y € [n,n + 1], entonces g(z) = ga(z) ¥ 9(y) = galy) y como g, es un
homeomorfismo de .[n,n+1] en J,, entonces g(z) # g(y). Ahora si para toda
n se tiene que z,y ¢ [n,n + 1] y © < y, entonces = € [m, m + 1] para alguna

.mENny(m+1 o0) de modo que ¢(z) = gn(z) € Sy g} € U Jn
. 'n.>m+1

Si g(y) € J, con n'> m + 1, entonces por el Lema 79, J,NJ, =0y
por tanto g(z) # g¢(y). Ahora si n = m -+ 1, entonces g(y) € Jp menos
sus extremos pues uno de sus e)ctremos es g(m +1yyy#m-+1yel otro
estd en J,io y este caso ya lo analizamos. De modo que g(z) # g(y) pues
I N T = Jy NV T se intersectan solamente en uno de sus extremos (Lema
2.39). De manera que si z # y, entonces g(z) # g{y) y por tanto g es
inyectiva.

Aﬁrmacmn 2. La funcién ¢ : [0 o) = U J es suprayectiva.
n>=0 -

Sea pel) Jm entonces-p € .J, para, alguna n > 0, como gn s [n, i+ 1]
. n>0

‘Jn, es un homeomorﬂsmo para cada n, tenemos que existe z € [n,n - 1] tal
que gn(z) = p, entonces g( ) = gn(x) = p. Por tanto existe z € [0,00) tal
que g(z) = p, lo que prueba que g es una funcién suprayectiva.

Afirmacién 3 La funcu)n g.es ablerta

Como g es continua, inyectiva y suprayectiva, por el Lema 2.40, sdlo es
necesario ver que para toda n € N se cumple que g([0, 7)) N g([n, oo)) 0.

Recordemos que J, € [0,1] x [-1,1] x [51—1,2%] y que el dnico punto
de interseccidn de J, N Joo1 = {g(n)} (Lema 2.39). Entonces g([0,n]) N
9([n, 00)) C (9([0,n — 1)} Ug(ln — 1,n))) N (g([n, n+ 1]) U g([n + 1, 00))) C
((([0, 1] x [=1, 1) % [z, LN U (Fama\g(n) D) N (T U ([0, 1] x [-1, 1] x [0, 55])

C (Ju-1\g(n)}) N T = 0. Por tanto g([0,n)) N g([n,00)) = § y esto es para
toda n € N, por lo que. g es abierta. :
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De modo que por las Afirmaciones 1, 2 y 3 hemos probado que g es un

homeomorfismo de [0,00) en |J J,.
n>{
-

Hemos probado entonces que [0,00) ~ |J J,. De modo que X = (J J, _
n>0 n>0

es una compactacién métrica del rayo [0,00) pues X = |J J, = g([0, o0)).
n>0

Utilizando el Lema 2.42, vemos que si R es el residuo de la compactacion, en-

tonces RC N Bn, donde los conjuntos B, son los continuos de la Deﬁnlclon
neN

2.29. Ahora probaremos que X tiene la propiedad RNT.

‘Teorema 2.44 Sea X = |J J, = ¢([0, 00)) con residuo R, entonces X tiene
n>0 ' .
la propiedad RNT.

Demostracmn Esta demostracién es larga y técnica, por lo que la vamos
a ir proba,ndo por partes.

'A"ﬁrmacién 1. La proyeccién f : R® — R? dada por f(z,y,2) = (z,v)
cumple con que flJ, : J, = L, esun homeomorﬁsmo para todan > 0y
ademds cumple que si p € J,, entonces d(p, f(p)) < 5 .

" La funcién &, se definié como k,(z,3) = (z,v, zn) (Definicién 2.36) y J,
.¢s un arco que se definié como xn{L,) = J,. De modo que si (z,y) € Ly,
se tiene que'hﬁn(x,_y) = (T,%%) €EJn Yy f(’{'n(m:y)) = f((.’L', Y, Zn)) :'(IU, y)
por lo que (f © kn)}[Ln : Ln — Ly, es la identidad de lo que conluimos que
flda = f|%n(Ls) €5 un homeomorfismo de .J, en L,. De hecho f|J, es la
‘inversa, de la funcién &, para toda n € N: Por el Lema 2.38 se cumple que
para toda ¢ € Ly, d(g, k.{g)) < 2,, Sea p € J,, entonces existe ¢ € L,, tal
que #in(q) = p, entonces d(p, £(5)) = d(kn(a), F(5nl@)) = d(a(a),0) < -
Con esto la afirmacién queda demostrada.

Afirmacidn 2. Para cada m € N, existe una 2 -retraccion
om U Jn UR = . ‘
>
Para probar esta aﬁrmacmn definamos pp, : |J Jn UR — Jp como p, =
n>m ’
Kn © rmﬂ o f. Donde f es la funcién de la Afirmacién 1, rpy1 @ Bmg1 — L
es'la 2m+1 retraccidn del Lema 2.33 'y &y, ¢ Loy ~+ Jop €8 el homeomorfismo

de la Definicién 2.36.
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Como por el Lema 2.42, R () B, C [0,1]'x [~1,1] C R* tenemos
n>0
que f(R) = Ry como por la Afirmacién 1, f(J,) = Ly, entonces flU J

n>m
UR) = |J L, UR. como por el Lema 2.32 (iv), L, C Bp1, tenemos entonces
n>m
que |J L, URC|J Bni1 UR.
n>m n>m
Como por el Lema 2.42, R C (| B,, entonces R C B, para toda n y como
n>0

por el Lema 2.30, la sucesién {B,}22, es una sucesién anidada de continuos
tenemos que |J Bui1 UR = By de modo que f(J J, UR) C Bpy;.

n>xm n>m
Con esto hemos probado.que p,, es una composicién bien definida de tres

funciones continuas, y por tanto es continua.
Ahora verificaremos que pp, :|J) Jo UR — J,, es una retraccién. Sea

R>m -
¢ € Jm, ¢ = (., 2), entonces f(q) = (3,¥) € Lm, rm11(f(g)) = (g) pues
Tm+1 €8 una retraccién de Bpiq en Ly y B (Tme1 (F(2)) = 6.(f(@)) = g,
pues por la Afirmacién 1, s, es la inversa de f IJ . De modo que p,(g) =
Em © Tma1 © f{g) = q. : ‘

Veamos ahora que pn.: |J J, UR = J, es una é—n—l-retraccmn Sea
n=m -
p & Ju UR, entonces f(p )) € By, sl p € U Ja, entonces, por la Afir-

n>m nzm
macién 1, d(p, f(p)) < 5= ysip € R, en’s‘onces f(p) = p. Por tanto, para toda

pel) J.UR, se tiene que d{p, f(p)) < 5. Como Tmi1 B Bm+1‘ — L1
nzm . .
1

s una 2ﬂf+1—retra001on se tiene entonces que d(f(p), rms1(f (p))) < 2—mﬁ,
¥ Tmti{f(p)) € Lm. Ahora &, : L, — Jn es un homeomorfismo que
cumple que d(Tym1( f () fm (P2 (F(0)))) < 5%. De modo que para toda
p €U JuU R se tiene que d(p, pa(p)) < d(p, £(p)) + d(f (), rmsa (£ (£))) +

n>m

A1 (F(0))s Km(rme1(F () £ g + g T 3 < 3
- Por tanto gy : |J Ju UR = Jiy es una %—retraccién y la Afirmacidén 2
n>m
queda demostrada.

Aﬁrmacmn 3. SiT es un arbol T C Xy H(T X) < 5 con 6 < 3
entonces TNJy # 0, existe m > 2 tal que T = (JoNT)YU( U J)U (Jma1 DT)

¥y Jm‘—f-l g T.
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Como (1,0,1) € Jy, ¥ By ((1,0,1)) C Jg, tenemos que Jo N'T #.0. Por el
Lema, 49, como JoNT # 0, entonces T' C U Jn. De modo que KN T 0.

n=0

Elegimos un punto z € R. Como JoU JpU o € [0,1] x [-1,1] x [§,1],
z € Rcl0,1] x[-1, 1] x {0} ¥y Bi(z) NT # B, podemos tomar un punto

p€ Bi(z)NT C (U o)\ (Jo U Jy U Jo), por lo que existe m > 3 tal
que p € J, NT. EntoncelengcT SeameNtalqueJ CTy
1 NT # Jmp1. Entonces T = (JoNT) U (U Jo) U (Jn1 N T), ¥ como

JUJy C T, entonces m > 2. Esto termina la prueba de la Afirmacién 3.

Afirmacion 4. Para cada m € N, existe una g—m-retraccmn g: X —
Jo U JU . U Ty
Con51deremos la ——retraccmn pm U Jn UR — J, de la Afirmacién 2.

n>m
Deﬁnlmos o por:
p,' sip€ JOUJi U.. U,
a(p) = . | S
(@), sipe ) JoUR.
n>m

Claramente o es una retraccién y como pm es una 3o =2 _retraccién, obte-
nemos que ¢ también es una —-retraccmn ‘ co

Estamos listos para probar que X tiene la propledad RNT. Por la
Afirmacién 4 sabemos que X puede ser retraido en una unién del tipo
U U..U Jrm, moviendo pOCo. Ahora nos falta ver que una unién de
este tipo puede ser retraida a sus subarboles grandes m0v1endo poco, por
supuesto. : : :

Empecemos pues tomando € > 0. Tenemos que encontrar §>0 tal que
si T es un arbol de X y H(T,X) < 6, entonces X se puede 5~retraer aT.
Sea i € N tal que 2 < §. Consideremos 6 = min{;2+, 1}. : :

- Sea T un arbol de X tal que H(T,X) < 4. Como 4 satisface las condi-

ciones de la Aﬁrmacmn 3, entonces T = (Jon TYu( Lnj Jn) U (Jm+1 NIy,
: n=1 : '
para alguna m > 2 Seap € R como p ¢ Ty H(T, X) < §, existe t € T tal
que d(t,p) < 8 < 527 < 53. De modo que Bs(p) N (Jyd Sy U...U Jimy) = .
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Por lo que JyU...U J;_; C T. Por lo que tenemos que ¢ — 1 < m. Es decir,
< m- 1.

Por la Aﬁrmaczon 4 tenemos una 2,,,,3+1 -retraccién o : X — Jy U Jl U
U Jmer. Como w2 < & < £, ahora s6lo necesitamos una 2-retraccién
T:‘JDUJlU...UJm+1 —)T'. ‘

Notemos que Jo N 7T es de la forma Jy N T = ({{w, (©,1)))).

Caso A. Supongamos priméro que m1 es i impar. En este caso Jypqp1 N7
es de la forma Jnpa N T = {{{(6, 7o5r) s))) Entonces T es de la forma:

T =(((w, (€, 1)) U u T 0 (@), o))

Por la Afirmacién 1, la proyeccién f en el plano XY satisface que f|Jmi1 :
Jmi1 — Ly es un homeomorfismo y, para toda p € Jmy1, d(p, f(P)) < 5o
Entonces la imagen bajo f del subarco ({{(©,z=r),5))) de Jmi1 es un
subarco de L1 que une a © con el punto f(s). Sea ¢ = f(s). Asf que

P, ) )P = (G0,

Vamos a usar la funcién 0,41 1 Lint1 — Lmsa del Lema 2.35, que depende
del punto gq. Recordemos que estamos considerando el caso en que m+1 es
impar, asl que 741 satisface las siguientes propiedades: - -
(2) hmta} (((8, 0))) = Idigio.00)»

(b} d{p, m11(p)) < 727 para cada p € L1,

(0) 51 (G10G20.-9Gm410Tny) 7 (g) € A, , entonces nmﬂ(éa' ﬂ(((q, (1,0))))

# 0 y si u es el primer punto en an(@) ({{g, (1,0))}) (en el orden nat-
ural en ({{g, (1,0)))) de g a (1,0)), entonces mi1({{{g,u))}) C ({(©,a1) ¥

m+1((1,0)) = (1,0).

(d) si (G10Gro...0Gp 4y oTnﬂ;H) l(q) € An i N entonces nm+1(Lm+1) C
(O an)). ‘ |
* Subcaso A.1. (G1 0G30..0Cn1 0T, .,)7 " g) € An,,

. En este caso 7,5;(9) N ((( (1,00))) # @ vy si z es el primer punto en
Nmt1(©) N ({{g; (1,0)))) (en el orden natural en (({g, (1,0)))) de g a (1,0)),

entonees i1 ({2, 2))) C(((0,2))) ¥ Tnaa((1,0)) = (1,0). De modo que

el punto z tiene las siguientes’ propiedades, z > ¢ en el orden natural de
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L1 de © a (1,0), ({(O,9))) C ({((©,2))), mmr1({{(©,2)))) = (({O,a))),
Nm+1(2) = Oy nm+1((1:0)) = (1,0), por 1_0 que fm41(({{z, (1, 0)))) = L 1.

En este caso, definimos r: JoUJ;1U...U Jmi1 — T de la siguiente manera.

r

w,  sipe(@\T)Ufu},

r(p) = 4 b o sip E(((w, (@7 %)») . n@l Jm.
(Em+1 ©Nm+1 © f)(p): Sip€ Jpy f(p) € <<<®7z>)) ’
L (F"'morm+1=07?m+l © f)(p): Sip€ Jdmyry f(p) € ((((zv (1:0)))) ;

donde 711t By = Lip esla o +1 -retraccidn del Lema 2.33.

Recordemos también que %, : L, — J, es el homeomorfismo de la
Definicidn 2.36.

Veamos que r estd bien definida. o

Como f|Jmi1 : Imt1 —+ Lmq1 €s un homeomorfismo, mi1 : Dmir —
Ly es una funcién continua y kpyy @ Ly — Jmpa €s un homeomorfismo,
entonces Km+1 © Ome1 © f estd bien definida. Ahora, como L.y C By
(Lema 2.32, (iv)), "m+1 : Bmy1 = Ly ¥ %m © Lm — J, es un homeomorfismo,
entonces tenemos lo siguiente. P I

Sip € Jm N Jms1, entonces p = (O, 727 ), asi que f(p) = Oy (Kmp1 ©
Nwt1 © F)(P) = bm11(Tm+1(0)) = km41(O) = (O, 2m+1) =p- ‘

i £(5) = 2, (Fms197n 110 () = i1 (41 (2)) = i1 () = (O, k).
Mientras que (K’mOTm+1°T)m+lof)(p) = lr""'1":1.(7'1?:1+1 (Mm41(2))) = fm(rms1 (6)) =
() = (8, yree) (m es par).

Para ver que la imagen de r estd contenida en T, revisemos otra vez las
cuatro formas que definen a r. En la primera basta observar que .w € T,
para la segunda basta observar que el conjunto respect1vo estd contenido en
T, para la cuarta notemos que el contradominio de x,, es Jn C 7. Final-
mente, notemos que K1 (Pm+1({{{0, 2))})) = Kmy1 ({8, 8))}), ¥ como es un
homemorfismo tal que fin.i1 (9) = (0, za7r) y fems1(g) = s, concluimos que
Em1 ({{(0, a1))) = ({{(0,5m),8))) = Jnp1 NT. Con todo esto podemos
concluir que la imagen de r estd contenida en 7.

~ Por tanto r estd bien definida. - .

Como JyU J1 U..ou Jm+1 es un arco y r estd definida contmuamente en
los subarcos que lo componen, podemos concluir que r es continua.
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Para ver que r es una retraccién, tomemos un elemento p € 7. Como
T =({{w, (8, ) U Lnj Jn U {{{(8, 551, 8))), st p estd en uno de los

dos primeros uniendos, claramente r(p) = p. Ahora supongamos que p €

{{{(©, 727r),8)}). Entonces f(p) € {{{6,4))) C {{{B,2))), de manera que

r(p) = Kmi1(Mm-1(f(p))). Por la propiedad (a) de fmi1, 7(P) = fim11(f () =
p. Por tanto r es una retraccidn.

Sélo nos falta ver que r es una %-retraccién. Como diam(Jo \T) < 6 <

A1 < o J-como para toda z € b\ T, 7(z) = w, entonces d(z,r(z)) =
d(z,w) < & < E< &, |

Como r es retraccmn para toda p €T, tenemos que r(p) = p, por lo que

d(p: T(p)) =0 < .

Ahora sea p E Jﬁ_l_l? tal que f(p) € {((8,2))), entonces d(p,r(p)) =
d(p7 ('p"’m—i“l O fhm41 © f)(p)) ‘ . ‘

Como por la Aﬁrmacion 2, d(p, f(p)) < garr, por (b) del Lema 2.35,
d(f(p), tm+1(f(p))) < 2m+2 y por el Lema 2.38 tenemos que:

AWnia (£ 0, s (s (£ (0)))) < g

Deducimos entonces que:

; 1 l..3 1 4 2 3. 3
d(p 'I’(p)) < gmm T oomer Togmr < 2m+1 =om < om < i < f

Ahora sipe Jm+1 y f(p) € (((z, (1, 0)))), entonces 7(p) = Ky, © Pyl ©
N1 © f (P)- o
Como por el Lema 2.33, r,,,+1 €8 una W-retraccién, entonces

(M1 (F(P), T 1 (M (F(2)))) < 2ml+1‘ y por el Lema 2.38,
(i1 (2 (F(2)))s (s (M1 (F(P))))) < 5o,
entonces tenemos que '
d(p,7(p)) < 2m+1 -+ 2m+2 + 2n3+1 -+ 2?71 < i -+ gma+2 < 2,;113-2 < 2% < 35

~ Por lo que hemos probado que r : Jo U A U U = T es una 345
retraccién.

Subcaso A.2. (G10Gz0...0 Gt 0 Topny)) @) € Anigsa \ Anp-
En este caso, ny,i) satisface que nmi1(Lmir) C {{{©,4q))). De manera
que definimios r de la siguiente forma. ' R
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’

", sipe Jo\T,

r(p) =1 P mpe«@ﬂeé»»U£1%,;

\ (Klm+l © Ttm+1 Of)(p), Slp € Jm+1. i

Anjlogamente como en el Subcaso A.l. Podemos ver que r esta, bien
definida, y es una 3 -retraccion de JyU Jy U ..U Jpyy en T _

De manera que 31 m -+ 1 es un entero impar, hemos podido definir una
% retraccién 7 : JoU 1 U . U Jpyy — T,

Con esto terminamos el caso A.

Ahora veremos qué pasa cuando m + 1 es un entero par. -

Caso B. Supongamos primero que m +1 es par. En este caso Jyy NT
es de la forma Jpn1 NT = ((((1,0, 5), 5)}). Entonces T es de la forma:

(o @5 U [ BUL0 o).

Por la Afirmacién 1, la proyeccién f en el plano XY satisface que f |Jm+1
i1 — Lmy1 esun homeomorﬁsmo y, para toda p € Jm+1, d(p, f(p)) < ST
Entonces la imagen bajo f del subarco {(({(1,0,37),5))) d¢ Juy1 €5 un
subarco de Ly41 que une a (1,0) con el pﬂnto f(s). Sea g = f(s). Asi que

FC, 00, g 590)) = (e, (1,0)))).

Vamos a usar la funcién n,41 @ Lime1 — Ly del Lemma 2.35, que
depende del punto g. Recordemos que estamos considerando el caso en que
m + 1 es par, asi que 7,41 satisface las siguientes propiedades '

(a") M| (g, (1, 0)))) = Tda,c,0m:s

(b") d(p, tms1(p)) < zrope bara cada p € Loy,

(¢") si (GroGao...0Gpy1 0 Bn,py) ' (g) € An,, entonces D1 (L,
({{g, (1,0)))) # By si z es el primer punto en 7%, (1, 0))N{{{g, (1, 0))))
orden natural en {({g, ©))) de ¢ a ©), entonces nm+1(((( z))) C {{(1,
y 77m+1(@) o, ..

(d) si (G10Gq0.. OGm+10an+1) l{q) € Aan\Anm, entonces nm+1(Lm+1)
({2, (1,0))-

il
ESTA TESIS MO SAY &
‘L J“ Ur :EIEW” E(} T:‘.-ﬁ‘f:i.
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Subcaso B.1. (G10G20..0Gpyy 0 Tomsr) H(a) € Ap,,.
En este caso 7;,5.1((1,0)) N {{{g,(1,0)))) # @ y si z es el primer punto
en 7,41((1,0)) 0 ({{g, (1,0)))) (en el orden natural en {({g, ©))) de ¢ a ©),

entonces 7,1 ({({{g, 2))) € {{{(1,0),)}) ¥ Pm+1(©) = ©. De modo que el
punto z tiene las siguientes propiedades, z > ¢ en el orden natural de L, de

(1,0)a ©, {{{g, (1,0)))} € {{{, (1 0N, mr ({{(2, (1,0000)) = (g, (1,00))),
7?m+1( ) = (1 0)y 7?m+1(@)

En este caso, definimos 7 : Jo U J1 U...u Jm+1 —Tdela 51gu1ente manera.

{

w, . sipe (JU\T) U {w},
w=1" si p € (((w,(0,1)))) _u U 5,
(ki1 0 fimin 0 £)@), . sip € Jmer y F) € (e (LOD),
| (Km0 g1 0 i1 © £)(P)s 81p € Jmi1 ¥ £(p) € ({8, 2)))

donde rmy1 : Bmy1 = L €s la gmpr-retraccién del Lema 2.33. Recordemos
también que &, : Ly — Jn es el home’omorﬁsmo de la Definicidn 2.36.

La demostracién de que r es una 3 --retraccién, se hace de manera andloga
al Ca,so Al

 Subcaso B.2 (G1 0Gy0...0 Gm+1 0T )" H@) € Anpps \ A
En este caso, Mm+1 sa,tlsface que i1 (Lms1) € {{{g; (1 0)))}. De manera
que ‘definimos 7 de la sigiente forma ' '

¢

'_a}, s p E JO\T

SRR sipe(((w (0.} MUl G

| (Km+1 0 ma1 0 F)(P), sip € Jura-

Andlogamente como en el Subcaso B.2. Podemos ver que 7 estid bien
definida, y es una 3 £-retraccion de Jo U Jy U ... U dppq en T e

De modo que en todos los casos, es posible definir una 3¢ c-retraccion r de
JgU S U U enT. Compomendo T0o¢ obtenemos una s—retraccwn de X
a T. Por tanto X tiene la propiedad RNT v el teorema queda demostra,do

|| .
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El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema anterior
y el Teorema 2.23.

Corolario 2.45 Sea X = |J J, = g([0, oo)) con residuvo R = |J J,\ U
n>0 - nz0 nz>0

Ty = ([ o))\ g([O,oo)) Entonces Roes homeomorfo al pseudoarco (P )y
Q= I{olo n = P.
2,4_' ‘Una compactacion sin la propiedad RNT.

En esta seccién construiremos una compactacién métrica del rayo [0, oo} que

tenga residuo homeomorfo al pseudoarco, pero que no tenga la propiedad

RNT. Esto mostrard que no todas las compactaciones métricas del rayo

[0, 0o} con residuo homeomorfo al pseudoarco son  homeomorfas. El Lema -
2.52 es crucial para la construccién del ejemplo principal de esta seccién. A

primera vista este lema parece muy técnico pero lo que dice en esencia es que
si una sucesién de arcos tiende a un pseudoarco, entonces, para dada uno
de esos AICOoS, existe otro de 111d1(:e muy ‘grande tal que la tinica manera de

enviar una parte del primero, por una funcién que mueva poco los puntos es

achicandolo. Esto se debe a que los arcos de 1ndlce muy grande deben estar
muy retorcidos (pues cada vez se parecen més al pseudoarco) y entonces un

arco ﬁJO solo se puede mandar en una parte pequena, de ellos. Comenzaremos ‘

'con una serie de resultados preliminares.

Léma 2.46 Sea g: K — L una funcz’cm continua, donde K y L son arcos,

y sean t,s € g(K). Entonces ezisten p,q € K tales que g{p) =¢, glg) =5 v

9(pg) =ts.

Demostracién. Podemos suponer que X = [0,1] = L. Sean py, ¢; € [0, 1]
tales que g(p1) =t ¥ g(q1) = s. Supongamos por gjemplo que p; < ¢;. Sea
p = max(g~1(#)) N [p1, ¢:], la existencia de este maximo se justifica porque el
conjunto tomado es cerrado y no vacio pues p; pertenece a él. De 1gual manera
podemos tomar ¢ = min(g~(s))N[p, ¢:]- Entonces g(p) =ty g(g) = s. Como
g(pg) es un conexo que tiene a t y a s, entonces ts C g(pg). Nos falta probar
la otra contencién. Sea y = g(z) € g(’pq) con z € pg. Podemos suponer
que t < 5. Siy <1, entonces p < z y por el Teorema del Valor Intermedio,
existe ¢’ € [z, q] tal que g(p') = ¢ lo cual contradice la eleccion de p. Por
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tanto ¢ < y. Similarmente, y < 5. Esto termina la prueba de que g(pq) =ts
y también la prueba del lema.
|

Lema 2.47 Seanvy > 0y g: K — L una funcidn continua entre dos arcos K
y L, con la propiedad de que para todap € K, d{(p, g(p)) < 7, y diem{g{K)) >
1, entonces diam (K) > § — 2.

Demostraciéﬁ, Sean p,q € K, tales que d(g(p), g(q)) = 3, entonces 3 =
d(g(p), 9(g)) < d(g(p), p)+d(p, q)+d(a, 9(a)) <2"/+d(p, g), entonces d(p, ) >
+ — 27y como p,q € K, entonces diam (K) > 5 — 2v.
|

Lema 2.48 Sea L un arco y {Km}m_1r1 C L, una. sucesion, de arcos, donde
Ko = P, entonces eziste una subsucesion {Kp, Y2, de {Kn}_, tal que
K, — K, donde K = pq y ademds se cumple que pn, — p y Qm,;,—> q.

Demostracion. Como L es compacto, podemos suponer que Dm — D y
gm — @, con p,q € L. Ahora C‘( .) = Hiperespacio de contmuos del arco L,
es compacto, de modo que la sucesién {Km}m _,, contiene una subsucesmn
‘convergente {Kpn, }2; que cumple que K, — K.

Veremos que K = pg. Como pn — p y qm - q, entonces Pm, — p
y Gm; — ¢, de modo que p,g € K, y por tanto pq c K. Veamos que
K C pg,seat € K, entonces existe una sucesion convergente {tm }1=17 donde
tm; € Ky tm; — L. En el orden natural de L supongamos que pr, < g
para toda m > n, entonces p,,, < ., < gm,, por loque p <t <gq. Por tanto
't € pg, con lo que probamos que K C pg. De modo que K = pq y el lema
queda demostrado.

|

Lema 2.49 Sea L un arco, entonces para todan € N, ezistet € N y subarcos
‘Aﬂ‘,A]_, ...,JA; de L tal(_ﬂS que Au U A1 U U At = L, A-,, n Aq:-'—l ?é @ ¥ diam
(Ai) < %, para toda i € {0,1,...,t}. a

Demostracién. Como L es una arco, existe un hoemomorfismo % : [0, 1} —
L, de modo que por la continuidad uniforme de h, existe ¢ € N que cumple

que si diam (B) € 1, entonces diam (h{(B)) < 1. Entonces los intervalos
t Tt
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B; = [¢, %], cumplen con que [0,1] = ByU B U...UB,, BiNBiyy # 0y
diam (B,,) < % Sea A; = h(B;). Como h es un homeomomorﬁsmo entonces
L=AUAU..UA, AiNAy # 0y diam (4;) < .

Lema 2.50 57 X es un continuo hereditariamente indescomponible y A, B
son subcontinuos de X tales que ANDB # (), entonces AC B ¢ B C A.

Demostracién. Sean A; B subcontinuos de X tales que ANB # . Supon-
gamos por el contrario que A ¢ B y que B ¢ A, entonces existe a € A\ B
y b € B\ A De modo que AU B es un subcontinuo.de X que puede ser
descompuesto en dos subcontinuos propios, A y B, lo cual contradice que X
es heredmarlamente mdescomponlble Por tanto AC B 6 B C A

.‘ .

el
Lema 2.51 Sean X un continuo hereditariamente mdescompomble y AD
Al ..., At subcontinuos de X tales que A*NA™ £ 0 para toda i € {0,1,...,t—
1}. Entonces eziste j € {0,1,...,4 — 1} tal que A7 = A"U Al U.. UAL -

Demostracmn
- Como X - es heredltarlamente 111descompomble y At A% #£ ), entonces
por el Lema 2.50, A; C A6 A2 C AL Asique AUA% = Al 6 ATUA? = A2,
Supongamos qué existe j € {0,1,...,k—1} tal que A7 = A°UA'U...U A*L,
entonces A¥ 1 C AJ, y como AR N A% #£ ), entonces A* N AT #£ 0, de
modo que por el Lema 2.50, A* ¢ A7 6 A7 C Ak, Si AF C A7, entonces
=AU ATU .. U AR & A’“ ATUAF = (AU Alu.. U AR 1)uA’c por lo
que existe j € {0,1,...,k} tal que A7 = AO UAl U ..U AR,
| ' :

Lema 2.52 Sea P C R® un pseudoarco con didmetro mayor o igual a uno
y sea { L.}, una sucesion de arcos en B3 tal gque L, — P. Entonces, para
toda n € N existe mp, € N con la pmpzeda,des Mme > n y st K esun subarco
de Ly yg: K — Ly, es una funcmn continua tal que d(p, g(p)) < 9; para
toda p € K, entonces diam(g(K)) < 1. '
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Demostracién. Supongamos por el contrario que existe un ndmero n eEN
tal due, para cada m > n, existe un arco K ' C L, v una funcién con-
tinua g, : K., — Lmn tal que d(p, gm(p)) < =, para cada p € K], pero
diam{gn(K,)) > 1

Ya que, para cada m > n, diam(g,(K},)) > %, tienen que existir puntos
tm, 5m € gm{K},) tales que d(tm, 5m) = 3.
- Por el Lema 2.46, existen puntos ppm,dr. € K, tales que 7(pm) = tm,
"'(Qm) =8m Y rr(T»".rn‘?l‘rri.) = lmSm-

Hacemos Ky, = P Yaque diam (gm(Km)) > 1V gm tiene la propiedad
de que para toda p € K}, d(p,g(p)) < 55, ¥ por otra parte d(pm, g(pm)),
(qm, 9(an)) < 3, entonces por el Lema 2.47, tenemos. que diam (K ) >

1 -2 =25 portanto diam (K,) > 3

Por el Lema 2. 48, podemos suponer que K, — K que las sucesmnes
P}, v {am}-, convergen a puntos py g de K, respectivamente y que
K = pg. Ya que diam(K,,) > < v la funcién didmetro es continua en el
hlperespacm de Ly, tenemos que diam(K) > 3 =.

Ya que K es un arco, existen vecindades ablerta,s y conexas U v Vde K
tales que pe U C Bé(p) yegevV cB, (g). Como d(p,q) = limd(pm,gm) ¥

l = d(tm, Sm) = d("’@m) {gm)) < d(r (pm) Pm) + A(Pm, gm) + A(gm, T{gn))

< (P, Gim) + &, concluimos que d(p,q) > <, asi que UNV = 0. Como
pm ¥ P Y gm — ¢, Xiste un nimero N € N tal que, para toda ' m > N,
PmEUygneV. Ya que U y V son abiertos conexos del arco K, entonces
U v V son arcos, uno de los extremos de U es p, al otro le llamarmos p,
uno de log extremos del arco V es ¢ y a su otro extremo le llamamos ¢'.
Entonces, para todam > N . el punto p,, estd en el arco pp’ y el punto g,
estd en el arco g¢'. Asi que p'¢’ C pam = K Notemos que < d(p,q) <
d(p,p’) +d(p',¢) +d(¢',q) < & +d(¥',¢) + &, de manera que 3 <d(p, ¢).
Entonces 3 < d(p',¢) < A5, g @) + Agm(®). 9m(@) + dlom(@): @) <
o+ d(gm(P'), 9m(¢)) + 55, de manera que 1 < d(gm{p'), 9 (¢’)) por tanto,
diam(gm(p'¢)) 2

Por el Lema 2.49, existen subarcos Ay, Aj, ..., 4; de p'q’ tales que Ay U
AU LUA =9, A ﬂAz+1#(ﬂyd1am(A)< 2,pamratodaze{() Lt
Como diam (4;) < 12', entonces dlam(gm(A )) < 5+ 24 De modo que
diam(gn(A4;)) < 3. -
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Ahora la sucesién {L,};2, cumple que L, — P de modo que existe una
subsucesién {m,}3,; C N que cumple que m, (A;) — At C P dénde AP es
un subcontlnuo de P, y esto ocurre para toda ¢ € {0,1,...,}. Como diam
(9m, (Ai)) < ; y diam es una funcién continua en el hlperespacm entonces
diam (4) < 1 para toda ¢ € {0,1,..,t}. Ademds como A4; N A1 # D,
entonces A’ N i+l # 0. De modo que 4°U Al U ..U A C P que es
un subcontinuo hereditariamente mdescompomble y se cumple también que
A A £ (. Utilizando el Lema 2.51, obtenemos que existej € {0,1, ..., 1}
tal que 47 = A°U Al U...U A% vy como dlam (A7) < 3, entonces diam
(AUAMU...UAY < '

Ahora pensemos en el arco’ ¢ = ApU A U...UA,;, como diam (p'q’) > %
entonces diam (g, (7'¢')) = 3 — & > . Podemos suponer que gmn (p'g) = A
para un subcontinuo A de 73

Como la funcién diam es una funcién continua, entonces dlam (4) >

Observemos que gy, (0'd) = gm, (A"UAtU.. UAt) = Gm, (A) Ugn,, (AL

U g (49)
De modo que lim Grm (/—10 VAU U A = lim gy, (AG) U gm, (A1) U
U g (AY) = AUUAlu LU AL _

Entonces A = A°U Al U .. U At = A para alguna j € {0, 1,...,¢}, por lo

que diam (4) = diam (47) < L.

Hemos visto que diam (A4) > % $ ¥y diam (4) < g, lo cual es una con-
tradiccién. Esta contradiccién nacié de suponer que el lema no era cierto.
Por tanto el lema es cierto y con esto terminamos nuestra demostracién.

. B .

1
i
)U

2.4.1 Construccién del segundo ejemplo

Consideremos los arcos L, de la Definicién 2.31. Recordemos que por el

Lema 2.38, para cada n € N, existe un homeomorfismo «, : L, — J, que

cumple que d(Ky,L,) = min{d(z,y) : z € L, y € J,} = 5. Por el

Corolario 2.45, sabemos que X = (|J J,,) es una compactacién del rayo
S n>l

cuyo residuo pseudoarco (P). Ahora probaremos un lema que nos ayudara

en la construccion del ejemplo.

Lema 2.53 La sucesion {L,}22, cumple que‘Ln.—> P y diam (P) > 1.
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‘Demostracién. Como por el Corolario 2:45 y Lema 2.39 (iii). X = ({J Jn)

es una compactacién métrica del rayo: con residuo P, y &E& Jn=P.

Sea & > 0, entornces existe N; € N tal que para todan > N; se cumple que
H(J,,P) < £&. Ahora min{d(z,y) : £ € L, y € Jo} = 5orr y max{d(z,y) :
T €Ly, y€Jp}= 2% Por lo que H{Ly, Jy) < o&.
~ Sea N, & N tal que para toda n > N; se cumple que 2% < :.

De manera que para toda n > N = max{N;, N;} se cumple que
H(Lp,P) € H(Ln, Jo) + H(J, P) < £+ § =©. | |

Con lo que hemos probado que L, —+ P.

Ahora recordemos que por el Lema 2.32 (ii), se tiene que ©, (1,0) € L,

para toda n € N. De modo que O, (1,0) € P. Por 1o que diam (P) > 1.

[ |

Consideremos la sucesién de arcos {Ln}52, . Por.el Lema 2.53, L, — P
y diam(P) > 1. También tenemos que por el Lema 2.52, para cada n € N,
existe m, > n tal que si K es un subarco de L, y g : K — L,,_ es una
funcién continua que cumple que d(p, g(p)) <.'-2-1;4» para cada p € K, entonces

diam(g(K)) < L.

Vamos ahora a construir una compactacién métrica del rayo. Considere-

"'mos las funciones oy, 8, : B2 — R? definidas de la signiente forma:

an(z,9) = (2,9, 5(ges) + (1~ 2)(re)) ¥
Bulm,y) = (@, 2(zmr) + (1 — m)()).

Notemos que por definicién d((z,y), aa{z,v)), d((z,¥), bu(=,¥)) < =
Ahora definamos los arcos K, de la siguiente manera.

ez (L Si n es impar
K, = gt (Lnaga ),  TPE

ﬁ& (La), . sines par.

' - o0
Consideremos |J K. Esto se ve de la siguiente manera.. .
n=1
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Como la sucesién Ly, L1, Lg, ... converge a P (Lema 2.53) y my, > n,
entonces la sucesién Ly, , L1, Ly, Ls, ... converge a P y por construccién la
sucesmn K 1, Ko, K3, ... converge a P.

Sea Y = (( L_J K,).

Lema 2.54 Y es una compactzﬁcacmn métrice del rayo [0,00), con residuo
PyY =[0,00)UP. '

Demostracion. La demostracién de este lema se hace de manera anéloga a

como se demostro que X = (|J Jn) es una compactacién métrica del rayo.
B -
Teorema 2.44,
|

Vamos a ver a,hora"qlie Y no tiene la propiedad RNT. Para esto supon-
dremos que si la tiene y llegaremos a una contradiccién. La prueba en muchos
aspectos es muy parecida ala prueba del Teorema 2.44, en.que probamos que

>0

= (|J Jn) tiene la propiedad RNT, por lo que no nos detendremos a pro-
bar todos los detalles mmucmsa,mente '

Teorema 2.55 El continuo Y no tiene la propiedad RNT'. |

Demostracién.  Supongamos por el contrario que Y tiene la propiedad
RNT'. Entonces para € = %, existe & > 0 tal que, si T es un 4rbol contenido
en X y H(T,X) < §, entonces existe una e-retraccién r de X en T.. ..
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o
Como Y = ({ U K,), existe un entero positivo impar ¢, tal que 515 < &

y tal que el drbol T = U K., satisface que H (T,X) < é.

n=1L
Por la eleccidn de § existe an s-retraccidn 7 : X — T

Notemos que por construccié_n, K;n K = (1,0, Hie 1) Como 7 es una
retraccién, r{Ki1) N K; # §. Ahora consideremos f : R? — R? dada por
f{z,y,2) = (z,y). Entonces f|K, : K, — Lml#, si n es impar y f|K,

K. — Lz, si n es par son homeomorfismos y d{(z,y, 2), (f|Kn)(z,v,2)) <

1
-2

Definamos g : Lig — Lm#ULt_ 1 U...ULy como g(p) = (foroBu)(p).
Tenemos que Bi i Li i2 — K3+1 es un homeomorfismo y por la deﬁnlclon
de fin, se cumple d(p, ;5'_+_( N < % |

Otra cosa que tenemos €5 que 7 : X — T es una 48—retraccmn ¥ por tanto
se cumple que d(ﬂi (), 7(Bega ()} < 55- |

Como T' = U K, se cumple que f(U Kp) = »%_
-n=1 © o=l
también se cumple que d(r (ﬁi_ (p)), f(T(.BL( D)) < gz, 8l 7‘(,3_+_(10)) € K;.

Ahora ut1llzand0 g podemos conmderar dos Casos.

ULZIU UL]_y

Caso 1. 7r(Ki) C K;. En este aso g(Li) = f(r (ﬁ_—g_1(Li))) =
Fr( z+1))Cf( )CLmi_.?:COIHOd(: 9(p)) < 2r+43+2‘1—. 23‘<936’
entonces d(p, g{p)) < 24 para cada p € Lip y diaﬁl(Lz’+1) > 1, entonces
diam(g(L%_;)) >1- £ que es una contra,dlccmn a la eleccion de maip,
pues por &l Lema 2.52 si g|L i1 ! : L g1 Lml , es continua y cumple que

d(p, 9(p)) < 2 para toda p € Ly, entonces diam (g(L_-g_)) < 3.

Caso 2. 7(K;+1) no estd contenido en K;. Sean u,v € Y tales que
Kiq N K, = {u} y K;NK;_; = {v}. En este caso existe un punto g € K; 4
tal que r(g) = v y si K’ es el subarco de K;;; que une u y ¢, entonces

r(K') = K;. Sea K = f(K") C Li Asi que ,B_+_( ) = K" Entonces la

funcién continua g|lK : K C L; i1 —> Lo, g ©5 sobre y d(p, g(p)) < o paré,

cada p € K, entonces diam(g(K )) > 1 que es una contradiccién a la eleccién
de Mgt (Lema 2.52). -~ '+ . - S
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En ambos casos, obtenemos una contradiccion. Por tanto Y no tiene la
propiedad RNT y con esto terminamos la prueba del teorema.
|

Corolario 2.56 No todas las compactaciones del myo con residuo pseu-
doarco son homeomorfas.

Demostracién. Sea X = (|J J,) el eJemplo de la Seccién 2.3.2, y sea
n=0

= ((|J Ky), el ejemplo de la Seccién 2.4.1. Por el Teorema 2.44, X tiene

la prop?eéla,d BENT. Por el Teorema 2.55, Y no tiene la propiedad RNT. De
modo que X y Y son dos compactaciones del rayo con residuo pseudoarco
que no son homeomorfas, por lo que no todas las compactaciones del arco
con residuo pseudoarco son homeomorfas.




40



CAPITULO 3
Una Familia de Compactaciones

En el capitulo anterior, utilizando la propiedad .RNT, constuimos dos com-
pactaciones métricas-del rayo con residuo pseudoarco que no eran homeomor-
fas. ‘Ahora vamos a construir una familia no numerable de compactaciones
métricas del rayo con residuo pseudoarco tal-que cualesqmera dos de ellas no
son homeomorfas. :

Recordaremos alguna deﬁnlclones que utilizamos en el Capltulo 2, sobre
cadenas, y daremos una serie de resultados auxﬂlares que nos ayudaran 2
construlr esta familia. :

3.1 Preliminares

Definicidn 3.1 Sea X un espacio topoldgico. Una cadena es una familia
finita de abiertos C = {Cy,Cy,...,Cp} que cumple que C;NC; # 0 si y sélo
st |i — j| < 1. A los elementos C; de una cadena los llamamos eslabones.

Deﬁnicién 3.2 Una cadena cerrada es une familic finite de cerrados D =
{D1, D, ..., Din} que cumple que D; N Dy 0 si y sélo si|é — 3| < 1. A los
elementos de una cadena cerrada también se les llama eslabones. -

Definicién 3.3 -Dade € > 0 una e-cadena (cerrada) es una cadena (cerrada)
en la que el didmetro de cada eslabdn es menor que €.

‘Definicién 3.4 Un continuo es encadenable (resp. enmcadenable por cerra-

dos) st para toda € > 0, existe una e-cadena {resp. £-cadena cerrada) tal
que X es la union de los eslabones. Es decir si existe C = {C1,Cy; ..., Cp}

91
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(resp., D = {D1,Dy, ..., D} ) tal que X = CLUC, U ... UG, (resp., X =
Dy U DU UDy, ) y cada C; es abierto (resp., cade D; es cerrado).

Definicién 3.5 Una cadena C = {Ci,Cs,...,Cp} es unae cadena conexa si
cada eslabdn C; es conero..

Definicién 3.6 Sean X un espacio topoldgico, y p,q dos puntos en X. De-
cimos gue C = {C},Cy,...,Cn} es una cadena de p a g, si C es una cadena,
peCi\Cs y g€ Cp\Cp.

Definicién 3.7 Sea D = {D1, ..., Da} una cadena. Denotamos D al con-
junto D ={Dy,...,D,}.

Definicién 3.8 Sean C = {C1,Cy, ...,Cy} y P = { D1, «:,.Dy} cadenas. Dec-
imos que D es una subcadena de C .5t .cada eslabén de D es un eslabdn de
C. De manera que si D es una subcadena de C, entonces D es dé la forma
D = {C;,Cis1, -, Cj—1,C;} con i < j. Otra manera de denotar a D es de
la forma D = Cy 5 = {Ci, Ciza, ., 51, Cs} que es la subcadena de C que va
del eslabdn i al eslabo’nj : ST . .

Deﬁmmon 3 9 Sean C = {01,02, C’} y D = {Dy,... .m} cadenas.
Decimos que D refina a C si para toda § € {1,2,...,m} e:czste i€{1,2,..,n}
tal que D; C C;.

Definicién 3.10 Sean C = {C1,Cs,...,C} y D = {Wi,...,Vn} cadenas.
Decimos que D refina a C -si D refina a C .y D es una cadena cerrada

Definicién 3.11 Sean C = {C},Cy;...,Cs}-una cadena y D = {Dy, ..., D;}
un refinamiento de C. Decimos que D se retuerce en C s D refine a C y
si para cualesquiera tndicesi,j, m y n con m < n — 2 que cumplen que
D;NC, #0, DyNC, # 0, entonces existen indices k yl coni <k <l<j
(6i>k>1>7)) tales que Dy C Cpy y Dy C Cra -

Definicién 3.12 Para una cadena C = {C1,Cy, ...,Cs} definimos C* = | JC
— (G, UGU..UC). -

Lema 3.13 Sean C = {C},Cy, ..., Cs} una cadena (cerrada) y A un continuo
tal que ACC*y ANC, #0 ;é ADOS, entoncesAﬂC‘ 75 @pam toda
i€{1,2,..,5}h :
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Demostracién. Sabemos que AN C; # 0 # AN C,. Supongamos por
el contrario que existe 7 € {2,..,5 — 1} tal que A N C; = 0, entonces sea
U=AN(C1U.UCi)) yV = AN (Cip1 U...UCy). Por la definicién de
cadena (cerrada), U y V son abiertos{cerrados), ajenos, y como ANC,. C U
y ANCs C V, entonces U/ y V son no vacios. Como A CC*y ANGC; =0,
entonces A = U UV, lo cual implica que A no es conexo, lo cual es una
contradiccién, pues A es un continuo. Por tanto A N C; # @ para toda
i €{1,2,..,s}y el lema queda demostrado. W

En la siguiente figura se ilustra un ejemplo simple de coino se retuerce
una cadena en otra. :

e

| pesesss |
VARV ngﬁwﬁm/

Recordemos que en el Capitulo 2, definimos el pseudoarco como un con-
tinuo encadenable hereditariamente indescomponible (Definicién. 2. 22).

Ahora, utilizando todas estas definiciones relacionadas con cadenas con-
struiremos el pseudoarco.

TESTS CON
FALLA DE ORIGEN
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3.2 Construccién del pseudoarco

Sean, py ¢ puntos en el plano, p # q y sea {C,}3%, una sucesién de cadenas
cerradas y conexas en el plano tales que para toda n € N.
(1) C,, es una cadena conexa de p a g, '
(2) Cn, es una -cadena cerrada,
(3) Cpiy refina a Gy,
(4) Cpy1 estd retorcida en C,,; y
(5) los eslabones de las cadenas C, son convexos.

Sea Q= ﬁ C;:. Probaremos que Q es un continuo encadenable y hered-
itariamente ﬁl&escomponible y por la definicién del pseudoarco (Definicién
2.22) estaremos probando que @ es el pseudoarco P.

Lema 3.14 El conjunto Q = [ C: es un continuo encadenable y heredi-
n=1 -
tariamente indescomponible.

Demostracién. Primero notemos que como para toda n € N, C, es una
cadena conexa y cerrada, entonces 7 es un contm_uo y como Cnet refing a
Cr, tenemos que C, ., C C;. De manera que Q = ﬂ C,: es una interseccién

n=1
anidada de continuos y por tanto un continuo.

Pa,ra ver que Q es encadenable proba,remos que & admlte E-funcmnes al
intervalo. (Teorema 2.18, Capitulo 2).
oo
Sea ¢ > 0y k € N tal que 5x < §, como @= (] C; entonces @ C
n=1
y Cf es una §-cadena cerrada, G = {C1,Cs, ..., Cy} donde cada C; = C; y
es conexo. Podemos suponer que m = 0(mod 3). Por el Lema de Urysohn,
(Lema 2.17, Capitulo 2), para cada i € {1,2,...,m : i = 1mod 3}, existe una
funcién comtinua f; : C;UC; 1 UCiy2 — [i—1,i+2] tal que f~1(1—1) = C’z,
1{3—{—2) Cis2, de modo que f; es una s—funczon paratodai € {1,2,.
i = 1mod 3}. Sea f: @ — [0,m] dada por f(z) = fi(z),siz € C; UGZHU
Ciyo. Como f es continua en los cerrados de una familia localmente finita y
coincide en las intersecciones, entonces f es continua y como diam(f~(z)) =
diam(f;(z)) < € para alguna i€ {1,2,..,m: 1= 1lmod3}, entonces f es
una z-funcién al intervalo [0,m]. Ahora consideremos un'homeomorfismo
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g : [0,m] — [0,1], entonces (go f) : @ — [0,1] es una e-funcién de X en el
intervalo {0, 1]. Por tanto @ admite e-funciones al intervalo [0, 1] para toda
g > 0, por el Teorema 2.18, @ es un continuo encadenable.

Ahora probaremos que @ es hereditariamente indescomponible.

Supongamos que @ contien un subcontinuo. descomponible Y. Entonces
Y = AUB, donde Ay B son subcontinuos de Q tales que A no estd contenido
en B y B no estd contenido en A. De manera que existen puntos a € A\ B
ybe B\ A :

Sean € = min{d(a, B) d(b A},eieN tal que o < 5.

Como Q@ C C;,; y Ciyy tefina a C;, entonces existen indices, m/ m n'y
n tales que a € CH C €', y b € C¥1 c C%. Como dla,m(C“) < 3 para
toda 7, entonces |m —n'| > 3. Supongamos que m' < n’ (el caso m' > n' es
analogo), éntonces m’ < n' — 2. Como C;;; se retuerce en C;, existen indices
lykconm<l<k<n (0m>l>k>n)talesque0*+1CC’“,
Citl c Ct ry
Aﬁrmacmn 1 CHlnA=0. o L
- Como Cj*' C C"‘-, 1 C Bz (b) C Be(b) y & < d(b, A), entonces Be(b) N
A=0. Por tanto C{"' N A = Q]

Afirmacién 2. C‘”’1 NB=40. ' :

- Como Ci™' C C"‘ m+1 C Bz (a) C Bg(a) y e < d(a, B), entonces Bz (a) N
B =0. Por tanto C;"' N B = (Z) ' '

Ahora AU B es un continuo contenido en C}, ;' que cumple que (AU B)N
Ciht#0y (AUB)NCHT #Dcomom<i<k<n{(6m>I>k>n) Por
¢l Lema 3.13 tenemos que (AU B)NC £ 0 £ (AU B) nCEML. '

- Como Ci*' N A = (), entonces C“'H NB#0, y como b € Ci1 tenemos
qie C'* N B # (. Como los indi'(':es‘ I, my ncumplen que l < k < n (6
! > k > n) por el Lema 3.13 tenemos que C;7' N B # @ lo cual es una
contradiccién a la Afirmacién 2. Esta contradiccién nace de suponer que
Q contiene un subcontmuo descomponible, por tanto Q es heredltarlamente
indescemponible. '

Hemos probado que @ es un continuo encadenable y hereditariamente
mdescompomble por la Definicion 2. 22 sabemos entonces que el continuo

Q__ ﬂ c: es el pseudoarco P,vel Iema queda demostrado
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|

Utilizando esta construccién daremos un par de definiciones que nos serdn
de gran utilidad mds tarde para la construccién de la familia de compacta-
ciones del rayo con residuo pseudoarco.

Definicién 3.15 Sean p y g dos puntos en el plano p # ¢, y sea C una
cadena de p-a g, decimos que L es una arco derecho en C si:

{0) L es un arco dep a g, -

(b) L C C*, -

(¢c) st z,y € LNC para algun eslabon C de C, entonces el subarco Ty de L
estd contenido en C. -

..Deﬁmcmn 3.16 Conszderemos las cadenas C de la canstmcczon del pseu-
doarco (P).. Para cadan € N, definimos Ly, como un arco derecho.en C, que
tenga la propiedad de que L, ({0} x[0,1]) = {po} ¥ Ly N ({1} x[0, 1] {@}-

Lema 38.17 La sucesidn {L.}2, cumple que Ly — 79.

Demostracién. Sea {L,, }3°, una subsucesién convergénte de {L,}%,. Sea

€ > 0, entonces existe K € N tal que para toda n; > K, 2,% %

Noternos que como P = ﬂ Cy (Lema 3. 14) entonces P cC L,y sl Cn, =

‘{C{“’“,Cg"*, ,Cx 1, entonces PHC“’“ # () para todai € {1 2,. ,snk}- (Lema,
3.13}. Como d1a,m(0“‘") < 5, tenemos que H(C} , P) < zy;. Ademds como
L,; va derecho en C,,, entonces L N CI* # () para toda i€ 4{1,2,..,8,.}
(Lema 3.15), por lo que H(an,‘ Ly,) < T,l—k- Por tanto para toda ny > K
tenemos que H(Lp,; P) < H(Ly,,Cy,) + H(Cn,, P) < 55 < €. Por tanto
la subsucesién {Ly,, 152, cumple que L,, — P, y esto es para cualquier
subsucesién convergente de {L,}>2,. Por tanto L, — P y el lema queda,
demostrado. --
n

Lema 3.18 i .A B y C son cadenas tales que A reﬁna e B y B se retuerce
en C, entonces A se retuerce en C.

Demostracién. Sean. A = {A;, 45, ..., 4n, }, B = {B1,Bs,...,Bp,} y € =
{Cy;Cy, ...y Cpy }. - Supongamos que Ay N Cp, # By Ay N.C, # 0. con
m < n— 2 Como A refina a B; existen indices ¢ e j tales que 4y C B; y
Ay C By DemaneraqueBﬂC‘ 420y B;NCy#P. Comom<n~2
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v B3 esta retorcida en C, entonces existen fndices k ylconi < k <l < j
(6 i > k > 1> j), supongamos, por ejemplo, que i < k < I < j, tales que
By € Ch1 y By C Cpyqq- Fijémonos en la subcadena de B que va del eslabén
7 al eslabdn j, B{fi,j} = {B.H Bi+11 —aey Bk—la Bk, vy Bg_l, .Bj, ceey Bj—l,Bj}-

Ahora supongamos que ¢’ < j’ (el caso i’ > j' es andlogo) y consideremos
la subcadena Az i de A. De esta subcadena Ay ;n, sea Ay el dltimo eslabén
contenido en la subcadena By ). Como Air C B; y Ay C B;, entonces
<K <. :

Veamos que Ay C Bk Como Aer no esta contemda en B(, k)Y como A
refina a B, entonces Ay C By para algint > k+ 1 6 ¢ < 4. E] caso en
que ¢ < i no se puede dar pues §' > k' + 1y Ay C B; lo cual querrfa decir
que existe un indice r'-tal que k' + 1 < r’ < j' tal que Ay C B; y esto es
una contradiccion a la eleccién de &'. Por tanto Agyy C Bycont > k+1
y A 'C Bycon'i < s <k, 313<k entonces B, ﬂBt—(Dyporlotanto
Apr 11 Ak’-H_ =} lo cual es una contradiccién a la definicién de cadena, por lo
que s =k y Ay C By.

~ Ahora de la subcadena A jy sea Ay el 1ltimo eslabén contenido en la
subcadena By . Como Apyy C Bryr vy Ay C Bj, entonces k' + 1 <
I' < j. De igual manera que en el caso anterior podemos probar que
Ay C B, de manera que la subcadena Ay ;o es de la forma Ay =
{A?;:,A?;r+1, ey Apr 1y Aoy oo, Ay, Ap, ...,Ajr_lgAjr} con Ay C B;, Ay C By,
Ay C By, Ajr C Bj et <k <‘J’ < j' , ¥ como B, C C,_; v B, C C,-,H_}_,
entonces Ay C Gy ¥y Ap C Cpyqa, por tanto A se retuerce en C y el lema
-queda demostrado.

.

Lema 3.19 Sea {C.} una sucesidn de cadenas tales que para toda n 2' 2, C,
se retuerce en Cp_1, entonces para tode M € N, si k > M se tiene que Gy, se
retuerce en Cpr. : :

‘Demostracién. Haremos esta prueba por induccién. Sik = M +1, tenemos
que Cpr4+1 se retuerce en Cpr. Ahora supongamos que Cy, se retuerce.en Cyy,
probaremos que Ci.1 se retuerce en Cp.

Como Cp; se retuerce en Ci, en particular Cy.; refina a C; y como ¢, se
retuerce en Cyr, entonces por el Lema 3.18 tenemos que Cry; se retuerce en
Cur. De modo que hemos probado que para toda k > M, C;, se retuerce en
Cur, v €l lema queda demostrado.
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'Deﬁmcwn 3.20 SeaC {C’l, 02, C s} uno cadena de p a.q. Deczmos que
el arco L se retuerce en C si: - S
(a) L C C*, .

(b) Si existen puntos py, P tales quepn, € LNC, ypn € LNCy, conm <
n — 2, enfonces existen puntos p; y Pk, del arco Pmpn CON P < 1 < P < Pp
(0 Dm > P> pr > pn) en el orden natuml del areo pmpn tales que Py e C'n 1

y Pr € C’m+1

Lema 3.21 Sean(C = {Cl, Co, ..., Cs} una cade'ﬂa, L un 'arco que' se retué'rce
en C y L' un subarco de L, entonces L' se retuerce en C.

Demostracién. Como I/ es un subarco de L y L se retuerce en C, entonces
LccCryL'ccC

Ahorasi 'NCp, By L' N C, £ () con m < n — 2, entonces existen
puntos p, € L'NC, € LNCpr vy p, € L'NC, C LﬂC’ . Como L se
retuerce en C existen puntos p; v oy del arco pp,p, con pm < oy < P < Pn (6
Pm > D1 > Pr > Pn) €0 el orden natural del arco pmpn tales qué'p; € O ¥
Pk € Cmy1. :

Como pr., p, € L', entonces-el arco p,,p, estd contenido en L' y por tanto
Pyt € L, con esto hemos probado que L' se retuerce en C y el lema queda
-demostrado ' : :

|

Lema 3.22 Sean C = {C,,C3,...,Cs} y D = {D1, D3, ..., D, } cadenas tales
que D se retuerce en C y L un arco contenido en D*, entonces L se retuerce
en C.

Demostracién. Supongamos que LNC,, #0y LNC, # @, con m < n—2,
entonces existen puntos pm, pp € L tales que p, € LNCp, v p, € LN Gy,
como L C D*, existen eslabones D; y D; de D tales que p,, € D; ¥y p, € Iy,
como D;NCy, # 0, D;NC, # B y D se retuerce en C, entonces existen fndices
k,ltalesquei <k <l <jy Dy CChu1y Dy C Cria. Como L C D* existe
un punto pg en el arco pmpy, tal que py € D; ¥ por la misma razén existe un
punto p; € prpn tal que p; € D;. De modo que prpn = pmpr Upsp Upipn con
Pin < Dy < Pk < pp, ademds tenemos que pg € Dy C Cpy pr C Dy C Chpya,
por lo qile tenemos que L se retuerce en C y el lema queda demostrado.
- . .
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Lema 3.23 Sea { 132, una sucesidn de cadenas tal que para toda n > 2,
C, se retuerce en C,_1, y sea { L, } uno sucesién de orcos, tales que para toda
n € N, L, va derecho en C,, entonces parae toda M € N, si k > M se tiene
que Ly se retuerce en Cyy. '

Demostracién. Por el Lema 3.18, tenemos que para toda k& > M, C, se

retuerce en Cps. Como Ly, va derecho en Cy, y C;, se retuerce en €y, entonces por

el Lema 3.22 tenemos que Ly se retuerce en Cpy ¥ el lema queda demostrado.
- -

Lema 3.24 Sean C = {C,(y, ...,C;} una cadena cerrada, tal qﬁe'cumple
que diam(C};) < € y L un arco derecho en C tal que LNCL #Q y LNC, 0.
FEntonces I se puede descomponer en la forma L = D; U Dy U...U D, donde
para cada i € {1,2,...,s}, D; es un arco; diem(D;) <'c y D;ND; # 0 &
i—dl <t | | |

Demostracmn Con51deremos ; = LN C;. Como L va derecho en C,
entonces por la Definicién 3.15 (b) tenemos que L C C* y L = LNC* =
L ﬂ;(G’l U C;g u..u Cs) =

(LNCHULNCYU..ULNC,) =D, UDyU..UD,.

~ Por la Definicién 3.15 (c) si z, y € D;, entonces el subarco zy de L

estd contenido en Cf, por lo que L N C; es un subconjunto arco conexo del
arco ‘L, con lo cual tenemos que D; = L N C; es un subarco del -arco L.
Tenemos también que diam(C;) < g, entonces diam(L N C;) < ¢, por lo que
diam(D;) < €, y esto ocurre para toda i € {1,2,..,s}. Ademdssiy € D;nD;y,
entonces y € LN (C; N C}), ast que y € C; N Cy, pero esto sdlo es posible si
i — 7] £ 1 por la definicién de cadena (Definicién 3.1). con esto terminamos
la prueba del lema. Por otra parte, cada conjunto de la forma C; ﬂCZ_H tiene
la propiedad de que (C;U...UC) N (G'H'l U...UC,) = C;N'Ciyy, por lo que
si (C1U...JC)\(C;NCsq) 5 B, entonces C; N Cyy; separa a estos conjuntos.
BEsto implica que L intersecta a cada conjunto de la forma C;j n C?,+1 Por
tanto D; N D # 0.

|

Consideremos la sucesién {C,}32, de la construccién del pseudoarco (P)
~ y los arcos Ly, de la Definicién 3.16. Probaremos ahora un lema que es de
suma importancia. En este lema probaremos ciertas propiedades de estos
arcos, y de la manera como se comportan cuando existen encajes de un arco
L, en un arco Lp,.
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Lema 3.25 Sean L' y L dos arcos y h: L' — L un homeomorfismo. Supon-
gamos que L' = Dy U Dy U ... UD; con s < n, donde cada D; es un arco
y D;ND; # 0 < |i—j| < 1. Supongamos que L contiene n+ 1 arcos Ay,
Asy .y A, Any1, ajenos dos a dos, entonces ezisten j € {1,2,..,n-+ 1} e
i €{1,2, ..., 8} tales que A; C h(D;). -

Deinostracion. Como h es homeomorfismo, los conjuntos
R AL); b1 (As), ..., 7 (An1) son arcos de L' ajenos entre si.

Podemos suponer que A~ {A4;) < h71{Ap) < ... < h71(A4,41) en el sentido
de que si le damos un orden a L/, entonces h™1(A;) estd a la izquierda de
h~1(Asz), etc. Sean dp, d,; los extremos del arco L', con dy < dp41. Entonces
existen puntos dy, ...,d, € L' tales que A~ (4;) C [d;_1,d:] para toda i €
{1,..,n + 1}. Notemos que dy,dy, ..., dps1 SOD 7 + 2 puntos en L'=D;U
DyU...UD,ys <£n < n-+ 2. Por el principio de las casillas, existen
i,j € {0,...,n+ 1} tales que d;,d; € Dy para alguna k € {1,..,s} ¥y j < 1.
Entonces A~'(4;41) C [d;,d;j11] C [d;, di] C Dy Esto termina la prueba del
lema. o P : -

B

Lema 3.26 See {L.}2, la sucesion-de arcos de la Definicion 8.16. Para
toda n € N, eriste m, € N, tal gue si k > my, L' es un subarco de L, y h
es un encaje h : L' — L, entonces se cumple alguna de las siguientes dos
afirmaciones:

(o) diam(h(L')) < ; 6 :

(b) existen puntos 5: y € L' tales que H:c yl|< Ly ||h( ) Ay > £

Demosi:racién. Sea n € N. Sabemos que L, va derecho por la cadena
C,={Cp,C%,...,C" }. Donde s, es un nimero fijo que representa el nimero
de eslabones de la cadena Cn. Sea M € N que cumpla con las 31gu1entes
éondiciones:
(i) %2 1, y
(i) 25 + o < 55
Entonces pa.ra toda m > M se cumple que M < 4 Yok +3 oL < 16
Sea m,, = M -+ 1. Veamos que si & > m,,, L’ es un subarco de Ln y h es
un encaje h: L' = L, entonces se cumple {a) 6 (b).
Supongamos que no se cumple (a), entonces diam(h(L')) > 1, por lo que
existen puntos z, y € h(L') C Lj tal que ||z — y|| > 1. ‘
Consideremos el arco zy C Ly come Ly C C,ﬂ 'y Ck C CM, entonces
:cy C Cyy. :
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.. Sea, C’M el primer -eslabén de Cy, tal que zy NCM £ 0y C’M el 1iltimo
eslabén de C,ys tal que zy N C’M # {), entonces si consideramos 1a subcadena
Chugi )y 2Y-C Crrg.gy ¥ como zy N C’M # 0 +# C’M N zy, entonees por el Lema
3.13, tenemos que zyNCM es diferente del vacio para toda [ € {z t+1,...,7—
1,7 o

3 _%{e‘cuerde que Cirq 0 = CMUCH, U C‘Ml UC’M
. Afirmacién 1. [i — j| > 3s, + 3
Supongamos por el contrario que |¢ — ;;| < 3sn,+3, entonces fenemos que

||a: — ZUH < diam(zy) < diam(Crzq; ) <k ]ﬂ— <IH <

Lo cual es una contradiccién, pues el dlamH:x: yH > L. Por tanto i — ] >
33, + 3. : .

Notemos que L; va derecho por C, y como k> M, tenemos por el Lema
3.18 .que C se retuerce en Cpr y por el Lema 3.22 podemos concluir que Ly
se retuerce en Cpr. Como zy es un subarco de Ly, tenemos por el Lema 3.21
que zy se retuerce en Cyy.

Consideremos la subcadena Cugy = {CM,CH,,.. C’;W 1,6‘ } de CM
Podemos suponer que i < § (ya que ¢y j juegan papeles mmetrlcos) ¥ como
por la Afirmacién 1, |i — j| < 3s, + 3, entonces j > ¢ + 3s,.+ 3. ‘

Ahora con51deremos la subcadena Cp(its, j— (snt1)) = {CM,. , Ci +( smeb1)? o
O e (5a2) C'M(S +y} de Cargigy- ‘Como _7 — (s +1) > z+3sn +3-(sn+ 1) =
3 + 257,, + 2, esta subcadena existe. :

Afirmacién 2. El diam(C} M(l tomi— (1)) E 3+

Supongamos por el contrario que diam(C%, Mo g —(snt1))) <it+E Como
dla‘m(CM(z z+sn—1)) =diam(CMUCH, U...uCH, LUCH, ) < E&H—n_li =
<ty dlam(CM(M ) =diam(CY, uCH, +1)YU--UG] 1lJC‘M)

%ﬂ = 5B < 1 — i . Entonces el diam(C); 1)) —dlam(CM(i i+an1y U
Cotitsng—(snr1)) Y Chttizse n) SAam(Cygipr, )+ A (Chrgp, (o)t

171 11
dla,m(CM(J e <16 —grr+3 +—;\;f—i—16 57 = i, lo cual es una contradiccién

pues 7y CCy; 1) v ||z — y|| > , con lo que tenemos que diam(Chyq; 10) > 1
Por tanto diam(Cjy;.,. i (5n+1)]) > 14 ok

Afirmacién 3. h(L') C L y h(L') contiene s,+1 arcos A;, Ag, ..., A; 11,
ajenos dos a dos y tales que el diam(A4;) > % para toda'i € {1,2, ..., s, + 1}.
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Tenemos que zy C h{L') C L, sabemos que Ly va derecho en Cy y que
Cj; se retuerce en Cyy, Por tanto Ly se retuerce en Cyy (Lema 3.22), y como
ry C Ly, tenemos que Ty se retuerce en CM (Lema 3.21). También Sabemos
que xy C CM(W) :

Ahora como zy N C # @ # C; N zy, entonces existen puntos p;, p; de xy
tales que p; € C; y p; € C}, como p; y p; son puntos de zy, entonces pip; es
un subarco de zy.

Ahora como plpj C oy C CJ“{{@ 5y j > i+ 3s, + 3, tenemos que i +
35, +1 < 7 — 2, asl que como zy se retuerce en CM(z ) por la Definicitén

(}1 tales que p1 < pf? )1 < pz < p; tales que

P = PlPJ 1UP( VP Upng

3.20, existen puntos py v p

pg, 1 € Cj—1 ¥ p2 € Cyy1. De modo que el arco pip;

Sea A = plpf, V., entonces mp; =4 Up( Yo U Dapj.
Ahora consideremos el arco DaDy) este arco cumple que pap; N Al = B,

ademds como py € Ciy1, p; € Cj, y-como xy se retuerce en Cpy; 5), entonces

existen puntos p; )1 y p3 del arco pop; tales que Py < pug) <p3 <Py

pg )1 € Cj-1Y ps € Uizs. De modo que el arco pop; = ;pgpf7 ) { )lpaLJ;png Sea

Ay = pap?, entonces pyp; = AUp{2psUpsp; ¥ p1p; = Alupj_lpzquUpapj,
donde A; N A; = 0. |

Puesto que i + s, < 7 — 2, podemos aphcar este proceso sn+1 veces y
obtener que p1p; = A; Upf, )1102 U Ay Upg )lpg UAzU...U p§ “)psnﬂ UA, U
" pgjf' 1)p3n+2 U pa, oPi» donde At N A, = 0 para cualesquiera ¢ 75 3.

Notemos que para cada t € {1,2,. +1}, A = ptpJ , donde p; €
Cirp-1 ¥ pgal € (-1, de manera que por el Lema 3.13, tenemos que 4,NC) #
{ para todo eslabdn C; tal que C) € Crrtirr—1)g-1)- Ahora i+ (t—1) €i+sy,
yvj—1>4— (sn + 1), de modo que CM{itsn,5—(an+1))y €8 UNA subcadena de
Mt (i-1)-1)"

Consideremos 4;NC3
tODC(—)S At n CM(1+Sn,J (Sﬂ_+1))

Veremos que :

C

Mty 5 (Sn +1})’ como Cps(its, j—(sa-+1)) €S cerrada, en-

es cerrado.

H( A O Citggn - (smt 1)) Ctti o g—(smt1))) S 77

Como A; N 'C}\kg(i+sn,j—(sn+l)} C Chlitani—(on +1)}. tenemos que

A N Cirisnj=(ontr)) € N5 Cotisnjm(snt1))) -
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Sea u € Clriiy, j(snt1)) €0tonces u € Cy para algin eslabén C; de
Cot(itsn j—(snt1y- Sabemos A; NGy # B para todo eslabén de la cadena
Cortir 1)1 ¥ €OMO Crr(ita,,j—(s,+1)) €8 una subcadena de Cpr;ye )i ne
entonces A, N C; # O por lo que existe v € A; N C;. Como diam(C,) < 5,
entocnes ||u — v}| < 7, de manera que acabamos de probar.que para toda
U € Chyiitomim(snr1)) XISt U € Ay NChpey oy tal que {lu— || < 55,
por tanto Chriis, i (sar1y) N(gr, A Crt(isn j—(smr1y))- De las dos con-
tenciones obtenemos que H (CM(z smrim(sn +1)),At NV CitGiton i (sn +1))) 37
Por la Afirmacién 2, sabemos que diam(C;, Hond—(on ) > 5+ g

como H(Ciri;yps,,i- (5n+1)),At N CM(E+EH13 (an+1))) < 2M, entonces diam(A4; N

2 —_—
Chttitond—(ent1y) = (5 +307) —30r = §-
Tenemos entonces que dlam(At M CM(2 g (5m +1})) > £ ¥y por tanto

diam(4,) > % para toda ¢ € {1,2,..., s, + 1}. De modo que hemos probado
-que el arco :z:y C h(L") c0ntiene Sn —|— 1 arcos Al, Asg, ...y As 41, ajenos dos a
dos tales que dlam(At) 8 para toda t € {1,2,...,7 — 1}.

Ahora por el Lema 3.24 sabemos que L, = D, UD; U ...U D, donde D;
es un arco, diam(D;) < sk y DiND; £ 0 i —j| < 1.Sea K; = D; N D,y
y d; ‘el punto medic de K; y sean dg'v d, los extremos del arco L,, podemos
suponer que dy € D) v d, € D,,. Entonces L, = dody Udidz U ... U dpp_1dy,
L'=L'n(dody Udidy U ... Udy_1dy) y sea D = L' Nd;_ 1d es un arco o el
conju'nto vacio. Sea ¢ el primer indice tal que D £ y 4" el tltimo indice
tal que D}, # 0, entonces Dy # B para toda ¢ < k < j"e |if = | < sq, de
modo que L’ contiene a lo mas s, arcos D. y dlam(D’) <=

Como h : L' — h(L') es un homeomorﬁsmo y por la Aﬁrma(:lon 3 h(L’ )
contiene s, +1 arcos 4, Ag, ..., A; 11 aJenos dos a dos, entonces por el Lema
'3.25, tenemos que existen k € {1,2,..., 8041} ¥ 1€ {z” i +1,...,7} tal que
Ar € h(D}). Como por la Aﬁrmacmn 3 diam(A4y) > s , ¥ como diam (D)) <
L tenemos entonces que existen puntos :z;n, Un € L' tales que [|2, — 4| < L
y 1h(en) — h(ga)ll 2 &

Por tanto hemos probado quesik >m, yh: L’ C L, — L es un encaje
entonces
(a) diam(h{L)) > _ |
(b) existen dos puntcs Tn, Yn € L' tal que ||:cn,'ynH <2 y ||h(3:n) h{yn)|| = .

Con esto acabamos la prueba del lema. :

.l
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Acabamos de probar un lema (Lema 3.26) que es de suma importan-
cia para la construccién de la familia no numerable de compactaciones con
residuo pseudoarco. Ahora vamos a generalizar un poco maés este lema. Para
ello necesitamos.una serie de definiciones y resultados que a continuacién de-
sarrollaremos.

Definicién 3.27 Sea {L,}2., la sucesion de arcos de la Definicion 3.16.
Para cada n € N, sea a, : Ly — [0,35] una funcidn continua tal que para
todo p,q € Ly se tiene que |on(p) —an(g)] < |lp—qll y sea Jn = {(p, aw(p)) :
pE Ln}- ‘ ‘

Lema 3.28 Consideremos la sucesion de arcos {J,}22,, entonces para cada

n € N eriste m,, € N tal que para toda k > my, si J' es un subarco de J,, y

h es un encaje h': J' — J, entonces alguna de las szgmentes condzczones s€

cumple:

(a) diem {(h(J)) < z o

(b) existen dos puntos TnyUn € Jn tales que ||:cn -yl < 2 2y ||h(za) —
h(ya)ll > §.

Demostracmn Sea 7 : B* — R?'x {0}, dada por = (:c y,2) = (z,y,0).
Como L, C R?, cada punto p € Ln, lo podemos ver como (p, 0) C R2 x {0}.
Aﬁrmacmn 1. La funcién 'n, cumple que (7r|J ) : Jy = L, es un
homeomorfismo v|Z-7@)| <5 :
 Claramente (x{J,) es una funcmn continua y biyectiva entre compactos y
por tanto es un homeomorfismo. Sea Z € J,,, entonces T = (p, o (p)), donde
p € Ly, ¥y m(T) = m(p,an(p)) = p = (p,0) y por ta.nto ﬂ'( Jn) = Ly. Ahora

Iz - 7@ = [|{p, an(®)) — (P, DIl < lom(p) — 0 < 55

Afirmacién 2. La funcién (r|J, )“ cumple que (7|J,)"" : Ly, —+ J, es
un homeomorfismo y ||p — 77 (p)|| < 3; para toda p € Ly,

Como por la Afirmacién 1, (z|J,) es un homeomorﬁsmo, su inversa lo es.
Sea p € L,, entonces (p,an(p)) € Jo y (z|Jn) 1 p) = (p, an{p)). De modo

que [ip — 7} (p)|| = il(p, 0) — (p, e (P))|| < lon(p) — 0|_ 3"

Por el Lema 3.26 para toda n € N, existe m/, tal que si £ >m/,, L' esu
subarco de L, y A’ : L’ — Ly esun encage entonces ' S
(a) diam(H'(L)) < 4 0 | A

(b) existen puntos ', 3’ € L’ tales que ||z’ —y H <ly ||h'( ) W = i
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Sean m, = my, k > m, y b J' = Jp un encaje Llamaremos m, =
Ty In = Lny mp = 7wl Je 1 Jp = Ly y sea L' = m,(J’). Claramente
L' es un subarco de L,. Consideremos #' : L' — L; dada de la siguiente
manera b = 7 0 ho (1) ML Como (mp)" ML : L' — J', b J' — Jy
y m : Jy — L, entonces A’ estd bien definida, y como es composmmn de
encajes con homeomorfismos, 7' es un encaje.

Afirmacién 3. Supongamos que la condicién (a) del Lema 3.26 se sat-
isface, es decir que diam(h'(L')) < 7, entonces diam(h(J')) <

Sean z,y € J' dos puntos cualesquiera, entonces 7, {(z), 7rn( ) € L', como
diam(h/(L)) < 1, entonces ||A'(m,(2)) — h’(:rrn( ))|| < £, como por la Afir-
macién 1, g (1 (na(6) ~ R (ra()| < o ¥ (e 0 (ma(0) — KO <
2 entonces

|l MR (ma () — 7 (h'(Wn( N < lmg (h'('ﬁn( ) - h’(’ﬂn(x))ll+
W (na(2) ~ B () (o) = O] < &3+ = 2 < 3

Pero b’ =wpohomw;!, entonces 7 N (ra(2))) = A(z) y 7, LA (ma (v))) =
h(y), por tanto tenemos que para toda z,y € J' se cumple que ||h(z) —
h(y)|| < 1 v por tanto diam(h(J")) < 3

Afirmacién 4. Sean u,v puntos cualesquiera de I/ y w,z puntos cua-
lesquiera de Ly, entonces | |7, (w) —x; (v}|| = llu—v|| y iz, (w) =7 (2)]| >
llw — z]|.

Sean u = (u1,us), v = (v1,v2), 2 = (21,2%) ¥y w = (wy, ws), entonces
m u) = (uy,uz, om(u)) ¥ 771 (v) = (v1,v2, &y (v)), entonces

[ (”j — 7w ()] = v/ (ur — v1)? + (up — v2)? + (an(u) — @ (v))? >
V(= )2 + (uz — v2)* = [|u — o],

"'De la misma manera 77} (w) = (wy, wa, @ (w)) ¥ 75 1(2) = (21, 23, ax(2)),
entonces | - | I

et w) — 1 ()| =V (wn = 21)? + (we — )7 + (0n(w) — an(2))? >
V{wr = 21)2 + (w2 — z2)2 = ||lw— z]| |

Afirmacién 5. Supongamos ahora que la condicién (b) det Lema 3.26 se
satisface, es decir que existen puntos z;,, y, € L' tales que ||z}, —yp|| < = ¥
lglh’(:cg)—h’ (y)ll > 1 enltonces existen puntos zn, yn € J' tal que ||zn— yn|| <
7 ¥ ||h(zn) - (’yn)ll > : o
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Sean z, = ¥ i) = (@, an(en) ¥ v = 71 ) = (yn>an(yn)): en
tonces por la Aﬁrmacmn 4, Ha: —ull < llan — yn|| y como ||z, — ¥nf| =

150 (25)) — (o cn(ui)I] < 1127 — 4l + lealzh) — em(uh)] ¥ por 1o
Definicién 3.27, |an(z)) — an(v))] < |[a: — ¥,||, tenemos que ”.’En Un|] <
2||z;, — ynl| ¥ por tanto si ||z, —yn|| < L, entonces ||z, —yn|| < 2

Ahora si ||}/ (z],) — A (y)}] > £, como h’ = WkOhO'}T entonces, R(zl) =
mi(h{m; (7 (20)))) = 7 (R(zn)) Y W) = 1 0 h 0w (ma(ya) = Te(Ayn).
Ademds [|A(za) — h(gn)l| = |7 (m(b{2n))) — 77 (Al ||, pOT la Afir
macién 4, sabemos que ||y Hme(A(@n))) — i {me(R(ya )| 2 lime(B(za)) —
mulhun)| = [W(at) — K] 2 - Por tanto s W(at) ~ K6 =
entonces [|A{zn) — (yn)H >3 _ : .

'De modo que si 2Ly, € L’ son tales que ||3: — il < =y ||W (=) —
'h_’(yn)[] > &, entonces existen &y, y, € J' tales que ||z, — | <_ % ¥ ||h(3:n) —

h(yn)ll = 3 | |

De las: aﬁrmacmnes 3 y 5 obtenemos 10 que busca,bamos y con esto ter-

minamos la prueba del lema. :

3.3 Una Familia no Numerable de Compacta—
ciones | |

Ahora estamos listos para comenzar la construccién de una familia no nu-
‘merable de compactaciones del rayo con residuo pseudoarco. Lo primero
que haremos serd definir inductivamente una sucesién cremente de enteros
positivos {ng}52,.

Definicién 3.29 Para cada n € N conszderese un. nume'ro Mn cOMo en el
Lema 8.26. Sean, = 1 y para tode k € N sea nyy) = My, -

Notemos que como para toda n € N se tiene que n < m,, entonces
N < Ng <.

Ahora dado un subconjunto infinito T de {nl, Ng, N3, ... } CONStruimos una
compactacmn ST del rayo [0, 00) de la s1gu1ente MAancra.

Deﬁmclon 3 30 Supongamos que T = {jl, Jo, 3y }, donde 31 < Yy <o

Para cada i €N, sea oy : Ly, — [0, 3;] dada por
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: _ "’E(giﬁ-ﬁ) + (]- _.x)(gi:-[i-‘i)? siies impar,
O{i(ﬂ'), y) - 1

"E(Em) + (1 - IL') 2:‘15)7 sl es"par.

Lema 3.31 La funczon a; : Lj; = [0, 32] es una funcion continua que cumple
que. para toda p, g € Ly, se tiene que lei(p) — i) < |lp—gl|-

Demostracién. Sea p = (z1,41) ¥ ¢ = (Z2,%) ¥ supongamos que % es impar,
entonces [a4(5) —04(a)| — |1 (zhe)+ (1—21) (52)~7a ) = (1) )| =

(1 — 22)gmm— (1 — @1 — 1+ 22) | = |(21 — @a) s — (31— 22) g =
(@1 — 22) (7 — )] = (B2 — 22) (—w)| = o lon — 2.

Ahora |[p — gl| = /(21 — 22)? + (1 = 42)2 > /(1 — 72)? = |21 — 29| >
sz |1 — 2| = |o;(p) — 0 (g)|. Por tanto si 4 es impar entonces |o;(p) — (g )] <

|lp — ¢||, el caso en que i es par, se demuestra de manera andloga y asi el
lema queda demostrado. '

| P

Ahora estamos listos para definir nuestra compactacién Sy del rayo con
re81du0 pseudoarco.

Definicién 8.32 Sean J(7;) = {(p,(p)) € R* : p € Ly}, Re = [ HJ(5) :
4 € N} y finalmente sea Sr = Rr. :

Lema 3.33 Dado un subconjunto infinito T de {ni,n3,...} las siguientes
condiciones se satisfacen :

{a) Ry es homéomorfo al rayo [0,00),

(b) lim J(jz) P (con la métrica de Hausdorﬁ)

(C) ST = RT U P

(d) St es una compactacién métrice del rayo con reszdua pseudoarco.

Demostracién. (a) Para demostrar este inciso construiremos un homeo-
morfismo 4 : [0, c0) = Ry. Sea by : [i — 1,i] — J(f;) un homeomorfismo que
cumple con lo siguiente: '

» O , Si ¢ es lmpar,
ha(z _ l) — ‘(pﬂ z(p[})) - P v
{0, @;(g0)), sii es par.

@ , Sl 1 es impar,
' (Do, 2i{po)), sl i es par.
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Sea h : [0,00) = Ry dada por h(z) =
funcién A estd bien definida. Siz € [0, oc) \ N no tenemos ningtin problema,
ahora sea z = i € N, entonces h(z) = h;(z) puesto que z € [i —1,i] y h{z) =
hiv1(z) puesto que z € [¢,2 + 1]. Analizaremos el caso en que ¢ es impar,
y el caso en que i es par es andlogo. Sea ¢ impar, entonces h(z) = h;(i) =
(g0, @i(g0)) = ((1,0), 5% ), ahora como i es impar, entonces i+ 1 es par, de
modo que i1 (2) = hiy1(8) = (g0, 2isa(0)) = ((1,0), grriprr) = ((1,0), 55
De modo que A esta bien definida. : -

Probaremos que h es continua, myectlva suprayectiva y ablerta

hi(z) siz € [{—1,1]. Veamos que la
)

Aﬁrmacmn 1. La funcién A es continua e inyectiva.
- Como h es contmua. en cada cerrado de una familia localmente finita
'y coincide en las intersecciones, entonces h és una funcmn contmua Para,
ver que h es inyectiva, sean z,y € [0,00), = # ¥. Si existe 1 € N, tal
que z,y € [ — 1,4], entonces h(z) = hi(z) v h(y) = h(y)ycomoh es
'un homeomorfismo de [i — 1, en J(j;), entonces h(m) # h(y). Ahora si
para toda i se tiene que z,y ¢ [i — 1,i] y £ < y, entonces = € [m — 1,m)]
pa,ra, algunam € Ny y € (m 00), de modo que h(z) = hn(z ) € J(jm) :

hi(y) € U J(jn)-

n>m

Notemos que cada mimero de la forma o;(u,v) es una combinacién con-
vexa de 545 ¥ 547, bor lo que J(5;) € [0,1]2 X {;5}. Entonces h(z) =
h{y) € [0,1]* x {5 }. Pero si hn(z) = (u,v, am(y,v)), entonces hiz) =
hun(z) = (1, v, Uzmrs + (1 — u)zmrs), asi que u = 1. Pero el tnico punto de
L;,. que tiene su primera coordenada igual a 1 es go. De modo que (u,v) = g
y & = m. Similarmente y = m. De manera que si & # y, entonces h(z) # h{y)
y por tanto A es inyectiva. |

Afirmacién 2. La funcién A : [0,00) — U Jn €s suprayectiva.
n>0

Sea p € ) Jy, entonces p € J, para alguna n > 0, de modo que como
n>0

by @ [n,n =+ 1] = J,, es un homeomorfismo, para cada n, ténemos que existe
z € [n,n+ 1] tal que h,(z) = p, entonces h(z) = h,(z) = p, por tanto existe
z € [0, 00) tal que A(z) = p, lo que prueba que h es una funcién suprayectiva.

Afirmacién 3. La funcién h es abierta '
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. Como h es continua, inyectiva y suprayectiva, por el Lema 2.40, sélo es
necesario ver que para toda n € N se cumple que A([0, n)) N A([n, c0)) = 0.

Ya que h([s—1,1]) = J(5:) C [0, 1] X [5557, 53] para toda ¢ € N, tenemos
que /([n, 00)) = h([n, n+1])UA([n + 1, 00)) € ([0, 1] x [535; mra] ) U([O, 1]
[0, zo5%)). De manera que A([0, n})NA([n, 00)) C A([n—1,7n))Nh([n,n+1]) =

pues ya mostramos que /1 es inyectiva. Por tanto h es abierta.
De modo que por las Afirmaciones 1, 2 y 3 hemos probado que h €s un
homeomorfismo de [0, 00) én U I (fn)- ‘

Por tanto h([0, 00)) = U{J ( j?;) : 4 € N} y con esto terminamos la prueba
del inciso (a). ' e

(b) Para probar que lim J(j;) = P, notemos primero que como J (jz) =
{(preslp)) s p € Lji} y como az‘(L") [ﬁa: 5], entonces H(J(5:), :r,) <
23+4 < 2:-!-3

Ahora sea € > 0, como por el Lema 3.17, hm L = P, entonces lim L
P, de modo que existe Ny € N tal que para toda i > Ny, H(L;,,P) < Sea
N, € N que cumple que para toda i > Ny, 5z < § y sea lV = max{Nl,' No},
entonces, para toda ¢ > N se tiene que H(J(5),P) < H(J(#),L;,) +
H(sz,’P) <z t+ 5 < 5+ %5 = ¢ Portanto Him. J(jg) =Py el inciso
{(b) queda demostrado : . o =

(c) Sabemos que S = Rr y como por el inciso (a) Ry = |J{J () 1 i €
N}, entonces 8¢ = | J{J(4;) : 1 € N}. Veamos entonces que P = Ry \ Rr-

Como por (b), lim J(j;) = P, tenemos que P C Ry. Ahora como para
toda x € Rr, z € |J{J(Ji) : ¢+ € N} tenemos que existe 4 € N tal que
z € J() C [0,1] x [-1,1] X [5&s, 552, ¥ como P C [0,1] x [-1,1] x {0},
entonces P N Ry = 0. Por tanto P C Ry \ Rr.

Para probar la otra contencién, sean y € Ry \ Ry y £ > 0. Dadan € N,
y & J(j1) U...U J(4,), asl que existe § > 0 tal que § < & y Bs(y) N R #£ 0,
asi que toda £ > 0 y toda n € N, existe ¢ > n tal que B,(y) N J(5;) # 0.
Esto implica que B.(y) N J(jr) # 0 para una infinidad de nimeros k. Lo
cual implica que y € Um(J(j)) = P, por tanto Rr \ Rr € P. De estas
dos contenciones obtenemos que P =R \ Rr y por tanto Sr = Rr=RrU
(R \Rr)=RrUP,y el inciso (c) queda demostrado.




110 ' CAPITULO 3 UNA FAMILIA DE COMPACTACIONES

(d) Como por (a) Ry es homeomorfo al rayo [0, 00), entonces Sy es una
compactacién métrica del Tayo [0,00) y como por (c) tenemos que Sy =
Ry UP =Ry, entonces tenemos que el residuo de dicha compactaciénel es
el pseudoarco. Con esto terminamos la prueba del inciso (d) y del lema.

|

Lema 3.34 Sean T = {ji, J2, ...} un subconjunto infinito de {n,,ny, ...} y T
un subcongunto infinito de T de la forma {ji, jx+1, Jk42, .-} Entonces Sy ==
Sy, '

Demostracién. Por el Lema 3.33 (d) S = Ry UP = J{J(j;) : i eN}UP
Y& =RpUP=H{J{;) :i €N, ¢>k}UP . Entonces Sr = J(j;) U
J(f2) U oo U J(e—1) U () UIUHIG) i e N, i 2 E+1}UPy Sp =
J(Jk)UU{J(z) i€EN, i>k+1}UP. |
.81 % es impar J(jx) es un arco con extremos en los puntos {0,0, z),
(1 0, 2k+5) y 81 k es impar J(j;) es un arco con extremos en los puntos (1 0,
g=1), (0,0, 5 ). Como J(jy) esin arco y J(j1) UJ(jg) U...UJ(jr} también
lo es, de manera que existe un homeomorﬁsmo h’ (jk) '—> J(3:) U J(G2) U
LU J(R) que cumple que o
h'{(0,0, 2A.+4 )) = (0,0; 25) b hi((l 0: _H_a))
W10, 5ie)) = (0.0: 3) y B((0,0, yi)
Definamos entoneces h : S+ — Sy como:

(1 O—k—)sﬂkesunparo
(0,0, 5s) si &k és par.

II

h’(‘ ), si x € J(jk)

h{z) = < L :
| =z, sw:EU{J(%) icNi>k+1}.

Como A es un homeomorﬁsmo y

. ) ‘ {(1 0, 3 , sk esqmpar
J(Ge) NI (re1) = 7)) |
o {(0 0, 2km)} sik es par. -

entonces h esta bien definida y claramente es un homeomorﬁsmo Por
tanto S ~ St y-el lema queda demostrado '

Lema 3.35 Sean Sy = RpUP ySg =RoUP dos coﬁpactacz‘ones del rayo
con residuo pseudoarco, y sea h : St — Sg un homeomorfismo, entonces

hMRr)=Rg y h(P) =P.
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Demostracién. Como &r es localmente conexo en todos los puntos de Ry y
como P es el residuo de la compactacidn, entonces por el Lema 2.8, Sz no es
localmente conexo en ningtin punto de . De igual manera Sg es localmente
conexo en todos los puntos de Rg ¥ Sg no es localmente conexo en ningin
punto de P. De manera que como h es un homeomorfismo y preserva las
propiedades topolégicas podemos concluir que h(Ry) = Rg y A(P) = P.

|

- Ahora si estamos listos para desarrollar el teorema prmmpal de este
capltulo : : ‘

Teorema 3.36 Sean T y Q) conjuntos infinitos de {n1,na, ...} con la carac-
teristice de que T N Q) es un conjunto finito. Entonces Sp y Sg son com-
- pactaciones no homeomorfas del rayo con residuo pseudoarco.

Demostracic’;il Sean T = {f1,ja, ...} ¥ @ = {k1, k2, ...}, como TN Q es un
conjunto ﬁmto existe V € N tal que si T = {jn, jn+1s Jnizs -3 ¥ @ = {kn,
kni1y knio, - } entonces 7' N Q' = §. Como por el lema Sy ~ Spv v Sq ~ Sgr
podemos suponer entonces que 77N @ = 0.

Ahora supongamos por el contrario que existe un homeomorfismo A :
St — Sg, entonces por €l Lema 3.35 tenemos que A(Ry) = Rg v h(P) = P.

‘Paracadai € N, sea R = J{J(k) : ke < 5i} y RF = U{T (k) - by > 53}

Afirmacién 1. Para cada i € N se tiene que Rg = R; UR;, R es
un .arco o-el conjunto vacio, R+ €5 Un rayo y si R; ‘es dlferente del vacio,
entonces ’R NRE es un punto. ‘ :

Sea i€ N, como T N Q @ entonces gi # K para toda | € N, entonces
para toda { € N se tiene que §; > & 6 j; < k. Como Ro =U{J{k) : I € N},
entonces Rq = U7 s ke <33 UL (R) s e > i} = REURS.

Como {ki, kg, } es un subconjunto creciente de los naturales existe I/ €
N tal que &y > j;. Sea I’ exactamente el primer natural con esta propiedad, si
' =1, entonces R; =@y si I’ > 1 tenemos que R} =U{J(&): 1 <1< 0}
que es la imagen homeomerfa del intervalo [0 '—1] ¥y por tanto R; es un
arco.

Por otro lado R = [J{J{(ki) : | > I'} que es la lmagen homeomorfa del
rayo [I' — 1,00) y por tanto R es un rayo.

SiR; # 0, entonces R, = U{J(k;) 1<l<tYy R =U{J(k) 1 1 2 I'}
pero por la manera en que se construyé Ro, J(k) N J(k,) # 0 si y sélo si
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|l —m| < 1 de manera que Ry "R = J(ky_1) M J(kir) ¥ ya hemos visto que
esta interseccidén consta de un solo punto. N o ' :
Con esto terminamos la prueba de la Afirmacién'l.

Para cada i € N sea A; = hHR}) n J(jz) y B, = 'h‘l(;R;-*) N J(F).

- Afirmacién 2. Para cada i € N se tiene que J (7:) = A; U B;, donde
uno de los conjuntos A; y B; es un arco y el otro es un arco, un punto o €l
conjunto vacio.

Notemos primero que h(.f(jz)) C ’RQ, asi que A(J (i)} = (W(J(j D))NR; U
((7(3.)) N RE). Por tanto J(j) = hHR(I(G))) = K (R () NR;)) U
A= (A(J(3s)) NRF)) = A; U B
‘ Tomemos en cuenta también que A; y B; son contlnuos o' el congunto
vacfo cuya unién es un arco; por tanto uro de ellos en’'un arco, y el otro es
un arco, un'punto o el conjunto vacio. ‘ ‘

Afirmacién 3. Ex1ste My €N tal que para cualesqmera i1 > Ml
tiene que diam(J (7)), dlam(.f(kg)) dlam(h(.f(jz))) dlam(h I(J(k;))}z

2
3"

" Por la continuidad de la funcmn diam :definida en los subconjuntos cerra-
dos de [0, 1]® tenemos que para & = % existe 6 > 0 tal-que si K es im‘-subc‘()n-
junto cerrado de [0,1]* y H(K,P) < 6, entonces |diam(K)— diam(P)| < %
Como J(j;) =+ P y J(k) — P por la continuidad de b y AT, tenemos
que A{(J(5:)) = R(P) =Py h~ 1(Jr(kl)) — h~ 1(?3) P. De manera. que
existe M, € N tal que si 4,/ > M, entonces H(I(G), P), HJI(k),P),
CHR(JI(5)), P), HA(J(K)), ..’P) < 8, con lo que tenemos que [d1am(J(3_z))
d1am('P)], |diam(J(k,))— dla,m('P)I',_ ldiam(R(J(5:)))— . diam(P)],
ldiam (R~ (J{k)))— diam(P)| < § como diam(P) > 1, entonces para toda
i, > M; se tiene que diam_(J(ji))', dia,m(J(k;)), diam(h(J(5:))),
diam(h(I(0) > 2 ; |

| Aﬁrmacmn 4. Ex1ste § > 0.tal que silp — q][ <8y ||lu- v|| < 4,
entonces ||h(p) — ~{g)]| < g ¥ ||h ( ) )l < §
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. Esto es una consecuencia inmediata de la continuidad uniforme de las
funciones by h~L. -

Afirmacion 5. Existe M2 € N, tal que Mg > M1 y sii,l.> My, entonces

2 2
B J1<<5

Como k; —> 00y ji = 00 ex1ste M E N tal que para toda <, l > M se
tiene que = 5 < 0. Sea My = max{M, M, }, entonces si ¢,! > M, se cumple

que——<:(5

Afirmacién 6. Existe M3 € Ntalque M; > My ysii > Myy h(J( J)n
J(k;) # 0, entonces [ > Ms. ,

Como h( (],)) — 'P existe M € N tal que, para toda i > M, h(J( i) C
U{J(k;) - L > MZ} Sea M3 = max{M, M,}, entonces sii> Mzy h’( (7:))N
J(k;) # 0, se tiene que 1> Mg ‘

Afirmacién 7. Para toda 1> .Mg, diam(A4;) <

WIM

Sea i > M; y sea ! € N tal que D = h(4;) N J(k) es no degenerado.
Entonces D es un subarco de J{(k;}, por la manera en que se defininié Ay,
tenemos que k < j; ¥ por la manera en que fue construlda la sucesmn
71, Mg, ..., tENEMOS que j; > My, ‘

Consu:leremos h~YD : D — J(j;), entonces A~!D es un encaje de un
subarco de J{k;) en J(4;), donde j; > my,. Por tanto h~1|D cumple con las
condiciones del Lema, 3 28 Por tanto tenemos que
(a) diam(h™Y(D)) <
(b) existen puntos u, v € D tales que [Ju—v|| < 2 ¥ ||h Yu)—h (W) = 5

“Como D= h(A)NJ (k) C R(J(G:))N J(k;) y D es no vacfo, tenemos por
la Aﬁrma,cwn 6, que [ > My, entonces si u,v son puuntos de J(k;) tales que
lu—v|| < &, entonc_es por la Aﬁrmacmn 5, ||u v|] < & y por la Afirmacién 4,
tenemos que ||h~t(u) — A1(v)|| < 1, con lo que concluimos que la condicién
(b) del Lema 3.28 no se cumple y por tanto diam(h~1(D)) < L.

Ahora como ! > M, por] la Afirmacién 3, sabemos que dlam( (kD)) >
2 y como diam(h~(D)) < 3, podemos concluir que D # J(k;).
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Hemos mostrado entonces que si h(A;) N J{k;) es no de’generadb, entonces
R(A4:) N J (k) # J{k) y diam(h'(h{4;)) N J(k)) = diam(h™}(D)) < i, lo
cual prueba que h{A;) no puede contener un arco de la forma J(k;). De
manera que h(A;) estd contenido en un arco de la forma J{ki) U J(kiys).
Con esto tenemos que diam(4;) = diam(h“l(h(Az-))) = diam(h~1(A{A4;) N
() U T(hy2)) = dim(i= () 0 (T08))) U B (A 1 (k) <
diam(h~*(h{4;) N J(k‘;)))—l— diam(h~1{h{4;) N J(k;+1))) <3+3=3 Por
tanto diam(4;) < 2 y la afirmacién queda demostrada.- '

WIM

Afirmacién 8. Para toda i > M3, diam(h(B;)) <

Sea i > Mj y supéngase que existe I € N tal que E = h(B;) N J(k;) es
no degenerado. Notemos que E es un subaro de J(k;) y por definicién de
B;, tenemos que j; < k.. Por la manera: en como construimos la sucesmn
71, N2, ... tENEmMos que &k >:my,. o : ‘

Consideremos hlh~}(E) : h71(E) —= J (k;) entonces h|h_1(E) es un en—
caje de un subarco de J{j;) en J(k;) donde k; > m;,. Por tanto h|h~'(E)
cumple con las condiciones-del Le.ma 3 28. Por tanto tenemos que:

(a) diam(A(R~1(E))) = diam(E’) |
(b) existen puntos p,q € h™'(E) tales que |lp—gl| < 3 v [|A(p) — A(g)]| =

Como i > My > Ms,, tenemos que, si p,g € J(jz) yllp—dl <
‘entonces por la Aﬁrmacmn 5 |lp—gll <éy por la Afirmacién 4 tenemos que
[|R(p) — h(g)|| < % por lo que la condicién (b) del Lema 3.28 no se cumple v
por tanto t.en.emos. que diam(h(h~(E)}) < < i

En particular diam(h(B;) N J(k)) < como por la Aﬁrmacmn 6, [ >
My > M, entonces por la Aﬁrmacion 3 diam(J(k;)) = 2 por lo que
podemos concluir que h(B;) N J{(k) # J (k:;) Hemos mostra.c_lo entonces
que, si A(B;) N J(k;) es no degenerado, entonces h(B;) N J(k;) # J(k;)
y diam(h(B;) N J(k;)) < . Por tanto h(B;) no puede contener un arco
de la forma J(k) y de hecho A(B;) est4 contenido en un arco de la forma
J(k;) N J(k;.,.l) , - o )

De manera que diam(h(B;)) = diam(h(B) N (J(k ) n Jki))) <
diam(h(B;) N (J(k:))+ diam(h(B;) N J(Is_:¢+1)) < 3 +13 =2y esio completa
la pl_‘ueba. de la aﬁrm_acién._ L .

1
8"
2
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Ahora si, estamos listos para terminar la prueba del teorema. Sea {A;, }52,
y {B;,}22, subsucesiones de {4;}%; v {B:}&,, respectivamente, tales que lim
A;, = Aylim B;, = B, donde A y B son subcontinuos de P. |

Como J{j;,) = As,UB;, (Afirmacién 2) y lim J(j;,) = P, entonces tenemos
que P = AUB. Como P es un continuo indescompon_lble tenemos que A = P
6 B="P.

Por la Aﬁrmacwn 7 tenemos que para toda i > M3 dla,m(A) < s bor
tanto diam(A) < 5. Como diam(P) > 1, entonces A C Py por tanto B P.
De modo que lim BH =P y lim h(B;,) = h(P) = P, pero por la Afirmacién
8 tenemos que diam(lim(h({B;))) < 2, lo cual es una contradiccién pues
diam(P) > 1. Esta contradiccién nace de suponer que existe un homeomor-
fismo h : Sp — Sp. Por tanto Sy y Sg son compactaciones métricas del rayo
con residuo pseudoarco no homeomorfas, y el teorema queda demostrado.

|

Lema 3.37 Sea M un conjunto infinito numerable, entonces existe una fa-
milia no numerable de subconjuntos infinitos {M) : A € A} de M iales
gue lo interseccion de cualesquiera dos de ellos tiene cardinolidad ﬁmta (i.e
| M N Mg} < oo para todo A # f3).

Demostracién. Como M es un conjunto infinito numerable, existe una
biyeccién f : M — @ [0,1]. De manera que podemos suponer, que M =
Qno,1]. ‘

Sea A =[0,1]\ Q, es decir A es el conjunto de irracionales en el intervalo
[0,1]. Para cada irraeional A € A, existe una sucesién de puntos diferentes
{z2}2, tal que z}' € QN [0,1] para toda i € N y z{ —> A. Entonces
M, = {z} : i € N} es un subconjunto infinito de Q N [0, 1]

Sea B € A, con X # B, entonces las sucesiones {z} y {:r:ﬁ } CONVErgen a
dos puntos diferentes por lo que sélo pueden coincidr en un ndmero finito de
‘elementos. Por tanto My N Mg = {z} : i € N} N {z? : i € N} es finito. Esto
. termina la prueba del lema.

n _

Teorema 3.38 Eriste una cantided no numerable de compactaciones métri-
cas del rayo que tienen residuo pseudoarco y que no son homeomorfas.

Demostracion.
Consideremos el conjunto {ny,7ns,...} de la Definicién 3.29. Por el Lema
3.37, existe una familia no numerable {7 : A € A} de subconjuntos de
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{nl,ng, .} tal que para toda X # J se tiene que 7, N Tﬂ es finita. Sea
F = {Sp, : A € A}, donde Sr, es la compactacién metrlca del rayo-con .
remduo pseudoarco definida en 3.32. 51 A # f3, entonces por el Teorema 3.36,
tenemos que &7, 10 es homeomotfa a St,- De modo ‘que F es una familia no
mumerable de compactaciones métricas del rayo con residuo pseudoarco que
no son homeomorfas y el teorema queda demostrado

..

Con este resilltado termmamos el capltulo y el estudio de las compacta-
ciones metrlcas del rayo. oo :



CAPITULO 4
SeleCciones Abiertas

En este capitulo estudiaremos qué tipos de dendroides admiten selecciones
abiertas. Una seleccién abierta es una funcién o : C(X) — X tal que para
todo A € C(X) se cumple que o(A) € Ay o(i4) es un abierto de X para todo
abierto U de C(X). En [Nd&Wd] Ward y Nadler probarén que los tinicos
continuos que admiten selecciones son los dendroides. Nosotros estudiamos
ahora este tipo de funciones pero pidiendo que sean abiertas. Aunque de
entrada esto pudiera parecer una pregunta facil para dendritas muy simples
como son los n-odos simples, definir una seleccién abierta en este tipo de
espacios es muy complicado. Nosotros lo que haremos serd mostrar algunas
dendritas que si admiten selecciones abiertas y decir porque los abanicos
suaves (que no son dendritas) no admiten este tipo de funciones..

4.1 Selecciones en el Intervalo

Primero trataremos de definir este tipo de selecciones en el dendroide més
simple, el intervalo.

Definicién :4.1 Dado un dendroide X, una seleccién abierta es una fun.ééo’n
continua y abierta o : C(X) — X que cumple que o(A) € A para toda
AeC(X). > .
4.1.1 El hiperespacio del intervalo.

Consideremos el interirz;alo_ [O,‘l] entonces cada subcontinuo del intervalo es

un subintervalo [a, 5] donde 0 < a < b < 1. Consideremos & : C([0,1]) — R

117




118 CAPITULO 4 SELECCIONES ABIERTAS

dado por h([a,b]) = (22,5 — a). Es ficil convencerse de que h es un encaje
y que A{(C({0,1]) es un trlangulo con vértices (0,0), (1,0), (3,1).

(112,1)

com /A F T TN
§EY T
I B AN
FERFF
$E TR
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-2 N T

©0) ; (1.0)

De hecho C([0, 1]) queda deﬁmdo porel trlangulo A. Donde A= {(a: y) €
R:y<2z,y>0yy<2-2z}

Donde los puntos (a, 0) Tepresentan los singulares {a} del intervalo [0, 1]
o dicho de otra forma, los subintervalog de la forma [a,a]. Cada punto de la
recta y = 2z répresénta un intervalo de la forma [0,b] y cada punto de la
recta y = 2 — 2z representa un intervalo de la forrna {a 1]y el punto ( 5> 1)
representa al-intervalo [0, 1] : :

4.1.2 Selecciones abiértas para el intervalo
Definicién 4.2 Para el intervalo [0,1] definimos oy : C([0,1]) en [0,1] de
la siguiente manera o1([a,b]) =a. para todo {a,b] C{0,1].

Teorema 4.3 Lo funcion o; es una seleccidn abierta de C‘([O,Vl]) — [0,1].

Demostracién. Primero veamos que o; es una funcidn continua. Sea
{[an, 0]}, una sucesién en C([0,1]) tal que [ag,b,] = [a, ], entdnces
an —+ a'y b, — b de manera que como oy([a,, b)) = @, v o1([a,0]) =
tenemos que 01{[an, ba]} = 01([a, 8]} ¥ por tanto oy es una funcién contmua

Como para toda A = [a,b] se tlene que g1(A) = a € A, se tiene entonces
que o; es una seleccién. - TR

Veamos ahora que oy es una funcién ablerta Sea A= [a b} € C([0,1]).
Considéremos la vecndad BZ (A), donde & < |a‘ b| sla 75 b Sabemos que
1(A) = a, veamos que’ orl(BH(A)) = B.(a). ~ |
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C) Sea B € BY(A). Entonces B = [z,y], como H(A4,B) < ¢ , entonces
d(z,a) < £, de manera que z € B:(a) y como o;(B) = z, entonces g,(B) €
B(a) de manera o,(BF(A)) C B.(a). ,

D) Sea z € B.(a). Entonces [z,6] € BI(A) y o1([z,b]) =z Sia=by
a < z entonces [z,7] € BE(A) v 01([z,2]) = . De manera que para toda
z € B.(a), se tiene que existe B € BX{A) tal que o,(B) = z. Por tanto
B.(a) ¢ BE(A). .

De las dos contenciones obtenemos que, para toda A e (o ([0,1]), existe
6 > 0 tal que para toda 0 < € < § se tiene que o1(B#(A)) = B.(a). Por
tanto g, es una seleccién abierta.

_ ‘_

- De manera que una seleccién abierta no es mas que una funcién abierta
y continua del tridngulo en el intervalo [0, 1]. La funcién 1 no es més que la
proyeccién de cada punto (z,y) usando por la recta y = 2x — 2a, sobre el eje
% y claramente esta funcién es continua y abierta.

Por tanto“el intervalo admite selecciones abiertas.

4.2 Seﬁecciones en el Triodo.

Definicién 4.4 Definimos un triodo simple como la unidn de tres intervalos
que se intersectan por un solo punto. Otra manere de verlo es la unidn de
los vectores bdsicos unitarios e;, e; y e; de B2,

En esta seccidon sélo trabajaremos con triodos simples de manera que los
llamaremos triodos.

4.2.1 El hiperespacio de continuos del triodo

El triodo lo podemos ver como la unién de tres segmentos de longitud uno
pegados por un punto p. Llamaremos I, I» e I3 a estos tres segmentos y
veremos un modelo para C'(X). Notemos que en el triodo hay dos tipos de
continuos los que tienen a p y los que no lo tienen. Estos tiltimos tienen que
estar ‘contenidos en uno de los segmentos I;\{p} d¢ X. Entonces podemos
dividir a los elementos de C(X) en dos clases, los que tienen a p y los que
estan contenidos en alguno de los segmentos I;.

Si A € C(X) tiene a p, entonces A es launién de ANI, ANy ANL.
Cada uno de estos tres conjuntos es un segmento (posiblemente degene- rado)
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que contiene a p, de manera que cada uno d¢ ellos estd completamente de-
terminado por su Iongltud De manera, que A queda determinada exacta-
mente por tres longitudes a saber, la longitud a de A N 4, la longitud b
de An I, y la longitud ¢ de AN IS Por tanto, a A le podemos asociar la
tereeta (a,b, c). No es deficil convencerse de que la asociacién 4 — (a,b,¢)
es una funcién continua inyectiva sobre y de inversa continua del conjunto
A={A€C(X):pe A} en C = I x I xI. De manera que .A es homeomorfo
al cubo sélido C. : - A

A este cubo nos falta afiadirle, los elerhentos de C(X) contenidos en I,
Iy e Iy. Es decir nos falta ahadirle C(f;), C(L} y C(I;). Ya sabemos que
cada uno de estos espacios es un tridngulo. Para saber cémo tenemos que
pegar estos trés tridngulos, tenemos que ver, por éjemplo, que hay de comiin
en Ay C(I). Notemos que A € AN C(I,) tiene que ser un subintervalo de
Iy que tenga a p. Por lo que A esta representado en € como un punto de
la forma (,0,0) y en C(I;) esta representado- como un punto de una de las
orillas del tridngulo (Seccién 4.1:1): De manera que una de las orillag del
tridgngulo C(I1) debe pegarse a la arista de C que corresponde al eje x. C(1,)
y C(I3) se pegan de forma suxular a C. Entonces C (X} queda representado
finalmente asi: :

4.2.2 Funciones continuas y abiertas del cubo.en el tri-
- odo. -

Como acabamos de ver, el hiperespacio del triodo es un cubo con alas. Para
definir una funcién abierta del cubo en el triodo necesitamos lo siguiente.

EE¥%
o e L
RSN R
154 Hs
i
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Como sabemos, los elementos que tienen al vértice son precisamente los
que estdn en el cubo, nos concentraremos en definir una funcién en estos
elementos, es decir daremos una funmén abierta y continua del cubo en el
triodo. ' _

Para que podamos entender la funciéon que vamos a definir,  vamos a
suponer gue tenemos dicha funcidn y veamos que propiedades ticne.
 Sea h :C = triodo una fincién continua, abierta y sobre, veamos cémo
son las imdgenes inversas. Llamaremos v, al vértice del triodo, es decir v es el
punto de interseccidn de los tres segmentos que tefinen al trioda. A~1(v) es un
cerrado en C, tenemos también que A~ \{v}), A7 (L\{v}) y A1 (I\{v})
son abiertos ajenos.en € y que C = A7 v) U A~ HI\{vHU A 1 {(L\{v}) U

~1(I;\{v}), donde estos cuatro conjuntos son ajenos dos a dos.

Dados un punto p € h~1(v), y un abierto U en [0,1]%, tales que p € U,
como h es abierta, v € h{l{) y h(l) es abierto, por lo que., para cada
i€ {1,2,3}, htH)N(L;\{v}) # 8. Asi que existe un punto u € UNA~(L\{v}).
Esto muestra que p € A~1(L\{v}). Por tanto h~'(v) C A= (L;\{v}).

De manera,que todo punto de A~!(v) estd en la cerradura de tres regiones
abiertas y ajenas que son las imdgenes inversas de h~1(;\{v}).

De manera que al cubo C lo tenemos que dividir en cuatro zonas ajenas -
dos a dos, donde tres son abiertas, una es cerrada y cada punto de la zona
cerrada estd en la cerradura de las otras tres regiones abiertas.

. Para poder dividir al cubo en dichas secciones utilizaremos una he rra-
mienta llamada Lagos de Wada.

4. 2 3 Lagos de Wada

En 1917 K. Yoneyama pubhco un artlculo 11amado Theory .of Contmuaus

sets of points en [KY] en donde se construia un continuo 1ndesc0mppmble

conocido como Lagos de Wada, una modificacion de este gjemplo se construye

en [H&Y, pdg 143, 144]. La construccién se hace de la manera siguiente.
Consideremos el doble anillo
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Imaginemos que lo podemos ver como una isla con dos lagos, un lago.de
agua azul y otro de agua verde. . .
En el tiempo ¢t = 0, construimos un canal que empieza en el oceano que

lleva agua salada a todosrlos puntos de la isla (sin lagos) a una distancia
menor o igual a uno.

- En ¢l tiempo £ = 5 cavamos un canal del lago azul que lleva agua azul a
‘todos los puntos de la isla (sin lagos) a distancia menor o igiial a un medio.

En el tiempo t = % cavamos un canal que lleve agua’del lago verde a
todos los puntos de la isla (sin lagos) a distancia menor o igual a un tercio.

En el tiempo ¢ = % cavamos un canal del final del primer canal para que
. lleva agua salada a todos los puntos de la isla (sm Iagos) a distancia menor.
o igual a un cuarto.

Continuamos con este proceso que puede ser descrlto de la 51gulente man-
era. Tomamos en cuenta el canal 1, como el canal de agua de mar, el canal
2, como el canal azil y el canal 3 como el canal‘de agua verde. En el tiempo
t= alargamos el canal j +1 dondé n = j{mod 3) para que lleve agua a
todos los puntos de la isla a distancia menor o igiial a un eneavo.

Si pensamos en estos canales como conjuntos abiertos en el tiempo £ = 1
lo que queda en la isla es un continuo en el que cada punto es un punto
frontera de los tres lagos. '

Esta construccién tiene mucho en comiin con lo que nosotros necesitamos
pues cada punto de lo que queda en la isla estd en la cerradura de tres
regiones abiertas. Tomando como base esta construccién vamos a hacer una
construccién parecida en el cubo y a partir de ahi podremos definir una
seleccién abierta del hiperespacio de subcontinuos del triodo en el triodo.

TESIS Wl
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4.2.4 'Tineles de Wada

Consideremos el cubo [0,1] x [0,1] x [0, 1]

como si fuera nuestra isla, y tomaremos en cuenta los siguientes tres puntos

n=%3)r=G620yn=43132).

La regién 1 consiste en el interior de la envolvente convexa de la unién
‘del cuadrado {1} x [0, 1] [0,1] ¥ p1 y a esto le unimos la media esfera con
centro (1,1 3 %) v radioZ.

La regién 2 consiste en el intertor de la envolvente convexa de la unién
del cuadrado [0,1] % {1} x'[0,1] ¥ pz ¥ a esto'le unimos la media esfera con
centro (3,1 ,é) y radio: ' o e

La regién 3 consiste en el interior de la envolvente convexa de la unién
del cuadrado[0,1]x [0,1] x {1} y ps ¥ a esto le unimos la media esfera que
resulta de intersectar al cubo [0,1]° con la esfera con centro (1,1 5,1) y radio
" Rl interior de la regién j§ en el cubo va a ser mi Lago j para j € {1,2,3}.
‘Notemos entonces que el Lago 7 es un abierto en el cubo y que si i 7£ 7,
entonces el Lago i no intersecta al Lago j.

Ahora estamos listos para comenzar los Tiineles de Wada.

En el tiempo ¢ = 0}, construimos un tunel que empieza en el Lago 1 que
lleva agua a todos los puntos de 1a isla (sin lagos) a una dlsta,nma Tenor o
lgual a uno.

b,
bt

1
C |
S PR B

En el tiempo ¢ = £ cavamos un tinel del Lago 2 que lleva agua a todos
los puntos de la isla (sin lagos) a distancia menor o igual a un medio.

En el tiempo ¢ = % cavamos un tinel que lleve agua del Lago 3 a.todos
los puntos de la isla (sin lagos) a distancia menor o igual a un tercio.

En el tiempo ¢ = % cavamos un tinel del final del primer tinel para que
lleve agua a todos los puntos de la isla (sin lagos) a distancia menor o igual
‘a un cuarto.

—TRSES CON
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Continuamos con este proceso que puede ser descrito de la siguiente ma-
nera. Tomamos encuenta el tdnel 1, como el tinel que comenzd en el Lago
1, el ttinel 2, como el tinel que comenzd en el Lago 2 y el tinel 3 como el
tdnel que comenzé en el Lago 3. En el tiempo ¢ = ;25 alargamos el tiinel
4+ 1 donde n = j(mod 3) para que lleve agua a todos los puntos de la isla
a distancia menor o igual a un eneavo.

Si pensamos en estos tuneles como conjuntos abiertos, en el tiempo t =1,
lo que queda en la isla es un continuo, puesto que es la mterseccmn anidada
de continuos, en el que cada punto es un punto frontera de los tres lagos.

Podemos decir entonces que el cubo C =T UTLU T U 75, donde 7 es el
complemento de los tineles, y 7; es el tinel j en el tiempo ¢ = 1. ‘

. Ademés de construir asi los tineles a estos le vamos a pedir que tengan
‘ciertas condlclones , . . .

Primero pedlremos que cada tune] ’T 1o toque las aristas del cubo es decir
que cumpla con que 7; N (By x By x Bg) = () donde B; € {{0}, {1}, [0, 1]} y
si B; =[0,1], entonces B, #[0,1] para todo k 1.

La. segunda condicién que le vamos. a pedir a los tuneles ’T tlenen que
ver con qué tan gruesos pueden ser. Dada j € {1,2,3}, consideremos para,
cada n € N al conjunto Y = Al %, Az X Az, donde A; =[0,1]sii#jy
A; =0, 1], El comienzo de los lagos se.construyen como hemos descrito, pero
para construir el resto de cada tinel vamos a tomar en cuenta lo siguiente,

"¢l pedazo del tinel 7; que estd en la reglon Cﬂ, )\C [, tiene que cumplir que
su didmetro es menor que o +11)27

Notemos que con lo que acabamos de pedlr en cada tunel T; existe un
sélo punto que es precisamente el punto p; tal que d(p;, T) = 5- y para todo
¢ € T;\{p;} se tiene que d(q,’T) < =. (aquf d denota la distacia usual de
R“‘)

De manera que ya hemos construldo en el cubo C nuestros tineles abier-

tos, ahora si estamos listos para definir nuestra,_ seleccién abierta de C(X) en
X donde X es el triodo. ' S

4.2.5 Selecciones abiertas en el triodo

El' triodo X estad formado por los intervalos 11, f» e I3 pegados en el origen
que llamaremos el punto v. Otra manera de pensar el triodo es como la unién
de los vectores basicos unitarios e;, es, 3.

Recordemos que .C{I;) es un 'tridngulo'y recordemos la seleccién abierta
oy que definimos para intervalos en la Seccién 4.1.2, donde si [a,b] C I;
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entonces o1([a, b]} = @, donde a s el punto mas cercano al origen, de manera
que 1([0,5]) = {0} que en este caso no es mds que el vértice del triodo, es
~ decir v.

Para los elementos contenidos en 1 consideraremos la seleccion c:rlJ ) de—
finida en la Seccidn 4.1.2 1dent1ﬁcando al 0 con v,y de esta manera estamos
listos para definir una seleccién abierta o3 : C(X) — X, donde X es el triodo.
Si A € C(X), entonces A estd en alguna de las alitas o A estd en el cubo C,
si A estd en alguna de las alitas, entonces A C I; para alguna j € {1,2,3},
si A no estd en las alitas, entonces A est4 en el cubo C=TUTUTU 7},,
lo que haremos es dar una regla para A depend1endo desiAcTOAET,;
para alguna j € {1,2,3}.

Definicidén 4.5 Sea X el triodo, deﬁnimos o3 : C(X)'-> X por:

o) A), st A C I; para alguna j € {1,2,3},
o3{A) =9 sSiAeT, o |
| 27d(A, ey, siAeT,.
Veamos entonces que o3 es efectivamente una seleccién abierta.

Teorema 4.6 Sea X el triodo, la funcidn o3 : C(X) — X es una seleccion
‘abzerta

Demostracion. :

Afirmacién 1. La funcmn o3 estd bien definida y es continua.

Para ver que o3 estd bien definida sélo basta ver qué ocurre en los ele-
mentos que estin tanto en el cubo como en las alitas. Sea 4 € C(X) tal
que A estd en el cubo interseccién alguna de las alitas, como estd en el cubo,
quiere deccir que v € A, y como estd en alguna alita quiere decir que A C I;,
de manera que A es de la forma [0, 5] C I;, ahora tenemos que ver qué valor
toma o3(A). Por un lado o3{4) = JIUJ([O, b]) = w, por otro lado A ests con-
tenido en las aristas del cubo, y una de las condiciones que pedimos para
construir los tineles, es que las aristas del cubo, no estuvieran en ninguin
tinel, por tanto A € T y por tanto 03(A4) = v, de manera que o3 estd bien
definida. o .

Veamos entonces que o3 es una funcién continua. Sea {A4,}%; una
sucesién de continuos en C(X) tal que A, — A. Aqm tenemos tres posi-
bilidades.. :
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Caso 1. A estd en alguna de las alitas y no estd en €. Enfonces existe
g > 0, tal que B_(A) estd totalmente contenida en la alita I;, por tanto
existe N € N tal que para toda n > N se tiene que A, C B,(A) y en la

alita la funcién que tomamos es la. funcwn cr(] > que es contmua por tanto

03(An) — 03(4) -

Caso 2. A € C y no estd en mnguna de las alitas. ‘

SiAeT; para alguna j, entonces existe € > 0, tal que B.(A) € T; pues
éste es ablerto y por tanto existe N € N tal que para toda n > N se tiene
que A, CB(A)CT;yla func1on que estamos utilizando para este caso es
la funcién distancia, y esta funcién ‘es continua, por tanto os(A,) —+ a3(A).

Si A € T, entonces basta considerar las siguientes dos posibilidades.

(i) Para toda-n > N se tiene que A, C 7. Eu este subcaso o3(Ay) =v =

03(A), de manera que se cumple que o3(A,) — o3(A).

(ii) An € TLU T2 U T;. Como A, =+ A, entonces d(A,, A) — 0, y por tanto
d(Aq, T) —+ 0 de manera que o3(Az) = v = o3(4).

Caso 3. A esté en la interseccién de C con alguna alita. Pero ya sabemos
que en esta parte o3 estd bien definida y es continua en la alita y en el cubo,
por tanto o3(A4,) — o3{A).

Hemos probado entonces que o3 es una funcién continua.

Afirmacidn 2. La funcién s es abierta. . o L

Sea V un abierto de C(X) y sea p; = {te; : 0 < £ < 1}. Tenemos tres
CAasos.

Caso (i) Si-V estd contenida en alguna alita I; y V no intersecta a C,

entonces o3(V) = aij )(V) y como oy es abieta, entonces o1(V) es un abierto

del triodo, de hecho es un abierto contenido en el intervalos I;.

Caso (ii) SiV C C,seap e o3(V}), si p € I;\{v} para alguna j, entonces
p € 03(7;), es decir que existe A € 7; tal que o3(A) = p. Aqui tenemos dos
casos: si A = {pj} como A estd en el interior del tinel 7; y 7; es abierto
en C, existe £ > 0 tal que B.(4) C 7;nY. Como C es localmente conexo,
existe un abierto conexo W tal que A € W C B.(A) ¢ 7; NV, entonces
o3(W) es un conexo en el triodo que contiene al punto p = a; (donde a; es
punto extremo del triodo y del intervalo I;) y no contiene al punto v, es decir
o3(W) es un conexo contenido en I;\{v}. Dado que el tnico maximo en el
tinel 7; es el punto A = p; ¥y 7; se va haciendo mds angosto y no existe
un minimo local que sea absoluto para la funcién d(A, 7), tenémos entonces
qite o3(W) és un intervalo abierto de la forma-[a,, z) ' C I;\{v} ¥ por tanto
abierto, ademds o3(W) C 03(V) y por tanto p estd en el interior de o3(V).
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Ahorasi A # {p;}, como A estd en el interior del tinel 7; y 7; es abierto en
C, existe ¢ > 0 tal que B;(A) C (7;NV)\{p;}. Como C es localmente conexo,
existe un abierto conexo W tal que A € W C B. (A) € T;NV\{p;}, entonces
o3(W) es un conexo en el triodo que contiene al punto p y no contiene a los
puntos v y a;, es decir o3(W) es un conexo contenido en I; \{v aj} Dado
que el tinel 7; se va hacienndo mds angosto y 110 existen ni un minimo ni un
maximo locales que sean absolutos para la funcién d(A4, 7), tenemos entonces
que o3(W) es un intervalo abierto en I;\{v, a;} y por tanto abierto,ademds
o3(W) C o3(V) y por tanto p esté en el interior de o3(V). De hecho lo que
mostramos es que o3| 7; es una funcién abierta para toda j € {1,2,3}.

Nos falta ver que ocurre si v € a3(V). En este caso existe A € 7 tal que |
o3(A) = v. Sea £ > 0 tal que B,(4) C V, y como C es localmente conexo,
existe un abierto conexo W tal que A € W C V. De la densidad de los
abiertos 7; podemos elegir tres puntos k; € T, MW y a3(k;) # v y para cada
j podemos elegir un segmento con puntos extremos A y k; que esté contenido
en W. De meﬂflera que 03{Ak;} es un conexo que tiene a v y a un punto en
la patita I;\{v} de manera que o3(W) contiene a un subintervalo abierto no
degenerado de*l; para toda j € {1,2, 3}, entonces v = o3(A) est4 contenido
en el interior de o3(W) C g3(V) y por tanto o3|C es una funcién abierta.

Caso (iif) V intersecta a una o més alitas y VN C = 0. Entonces V =
(VNCI))U(YNC (L)) u(¥VNC(I3))U(VNL), pero sabemos que (VNC (1))
es un abierto de C'(I;) para toda 7 € {1,2,3} y (VN C) es abierto de C de
manera que o3(V) = ag(VﬂC’(Il)) Uas(VNC(L))Uos(VNC(I;)) Uos(VNC)
‘¢s la‘unién de cuatro abiertos donde o3(V N C(1;)) es un ablerto de I; (caso
1) ¥ o3 (VNC) es un ablerto de en el triodo (caso ii).

Afirmacién 3. La funcién o3 es una seleccidn.

Tenemos que o3 es continua (Afirmacién 1), sélo falta ver que o3(A) € 4
para ‘todo A € C(X) . . '

Sea A € O(X), entonces v € A6 v ¢ A, siv §§ A, entonces A C I;\{v}
para alguna j € {1,2, 3}, y entonces o3(A4) = cr%‘ )(A) y como por el Teorema
4.3, 0% es una seleccién, entonces o3(A4) = o (4) € A. |

Siv e A, entonces. A € C,asi que A € T o A € 7; para alguna j €
{1,2,3}. S5i A € T, entonces o3(A} = v € A, de manera que sélo nos falta
ver qué ocurre si A € 7; para alguna j € {1,2,3}. Como A € C, entonces
AecY \Cﬂl, para alguna n E N, entonces A C Ay X Ay X A3\ By x By x By
donde A;, B; = [0,1] sii # j, A; =[0,1] y B; = [0, —=]. Entonces A es un
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punto en C cuya coordenada j-ésima toma valores en el intervalo [-1-
manera que A = (zy, T, r3) donde z; €

n41? n:I de

[5: 7] Como v € A, tenemos que el

arco vz; C A y por tanto v(-37)e; C A,y como A € Tﬂ(C{JJ\CHI) entonces

(A,T) < ( +1)27 De manera que c3(A) es un punto p € L;\{v} tal que
d(p,v) < +1, de manera que p es un punto del intervalo 'u( 1)e; C vz C A,
de manera que o3{A4) € A. Con esto terminamos la prueba de la afirmacién.

Por las Afirmaciones 1y 3 tenemos que 03:C{X) — X es una seleccion
y por la Afirmacién 2 sabemos que o3 es abierta y con esto termlna,mos la
prueba del teorema [ |

4.3 Selecciones Abiertas en n-odos

Con_sidereinos un n-odo X, éomo la unién de los vectores ey, es, ..., e, en R”
donde ¢, = (xl,a;g, 2 Thy - :J:n) donde z; = 0sij Fky T = 1. También
lo podemos pensar como la unién de los intervalos Iy, Ia, ..., I, pegados en el
origen que llamaremos el punto v.

. De manera andloga en la que construimos el hlpereSPacxo del trlodo
(Secmon 4.2.1) podemos construir el hiperespacio del n-odo y lo que obten-
.dremos es una n-celda con alas, donde las alas son tridngulos que representan
lo continuos contenidos en un intervalo del n-odo. Cada una de estas alas,
donde el ala k, que representa los subcontinuos del intervalo I o del vector
ek, se pega en la n-celda por la arista de la forma By X By x ... X B, donde
B;={0}sij#kyBi=[01].

La n-celda la pensamos como [0, 1]™

Si X, es el n-odo, lo que queremos ahora es definir una seleccién abierta
de C(X,) en X,, y para hacer esto, lo que haremos es generalizar lo que
hicimos en el triodo. ‘

Llamaremos C® a la n-celda y definiremos una seleccién o de C™ en el
n-odo y lo que haremos es utilizar la herramienta de los tineles de Wada,
s6lo que-ahora tenemos que construir n tineles. -

- Consideremos la n-celda [0, 1]™ como si fuera nuestra isla.

La regién 1 consiste en la envolvente convexa de la n — 1 celda {1} x
[0,1] % [0,1] x ... x [0, 1] y el'punto py = (1,31,%,...,3) ¥ & esto le unimos la
‘media n-esfera con centro en p; y radio-L; ‘ S
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En general la regién k consiste en la envolvente convexa de la n — 1 celda
B; % By X ... x B, donde By = {1} y B; = [0,1] 81 § # k y ¢l punto
pp = (21,22, ..., 0n) donde z, = 1y z; = % si § # k y a esto le unimos la
media n-esfera con centro py y radionin.

El interior de la regién & en la n celda, va a ser mi Lago & para k €
{1,2,3,...,n}. Notemos entonces que el Lago & es un abierto en la n celda y
que si ¢ 76 %, entonces el Lago i no intersecta al Lago k. '

Ahora estamos listos para comenzar los Tineles de Wada en la n celda
c”.. : : .

En el tiempo ¢ = 0, construimos un tunel 7; que es un conjunto abierto
de C™ que empieza en el Lago 1 que pasa a distancia menor que uno de todos
los puntos de la n celda (sin lagos).

En el tiempo t = = cavamos un tunel 75 que es un conjunto abierto de C™
que empieza en el Lago 2 que pasa a distancia menor que un medio de todos
los puntos de la 7 celda (sin lagos).

En general en el tiempo ¢t = 1 — % con k& < n cavamos un tinel 7 que
es un conjunté abierto de C™ que empieza en el Lago k que pasa a distancia
menor que ¢ de todos los puntos de la 7 celda (sin lagos).

Continuamos con este proceso que puede ser descrito de la siguiente man-
era. En el tiempo t = k con k >n alargamos el tinel 7; donde k& = j(mod

n) para que pasa a distancia menor que k L de todos los puntos de la n celda
(sin lagos). : =

"~ Notemos que en el tiempo # = 1 lo que hemos construido son n tineles
“Ti; T2, .+, Tn que son n abiertos ajenos dos a dos-en C*. Ademas si' 7 =
C™\(T1UT3U...UT,) tenemos que 7 es un continuo en €™ pues es la interseccién
anidada de continuos, C* = (U TR U ... UT,)UT donde T N7, = 0 para
toda k € {1,2,...,n}, iNT; =0sii+# j y para todo punto A € T se tiene
que A estd en la frontera de Tr para toda k.

Ademas de construir asi los tiineles a estos le vamos a pedlr que tengan
ciertas condiciones. : :

Primero pediremos que cada tunel 75 no toque la.s aristas de la n celda,
es decir que cumpla con que Tz N (By X By X .. X B,) = () donde B; €
{{0},{1},[0,1]} v si B; = [0, 1], entonces B; # [0, 1] para todo § #1..

...La segunda condicién que le vamos a pedir a los taneles 7y tienen que ver
con que tan gruesos pueden ser. Dada k € N, conmderemos para cadam e N
al conjunto Co¥) = A; X Az X ... x Ay, donde Ay, = [0, Ly A =1[0,1])sii #Ek.
Al Lago donde comienza cada regién lo vamos a deja,r de la manera en que
lo construimos, pero para construir el resto de cada tinel vamos a tomar en
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cuenta lo siguiente, el pedazo del tinel 7 que esta en la regidn c }\Cm_l
tiene-que cumplir que su didmetro es menor que W

Notemos que non lo que acabamos de hacer en cada tunel 7;, existe un
s6lo punto que es precisamente el punto pk tal que d(pg, 7) = n,, y ‘para toda
g € Te\{pr} se tiene que d(g,7) < =. : ‘

De manera que ya hemos construido en la n celda € nuestros tuneles
abiertos, ahora si estamos listos para definir nuestra seleccmn abierta de

C(X,) en X,, donde X, es el n-odo. - -

Si A € C(X,), entonces A estd en alguna de las alitas o A estd en la
n celda C7, si A estd en alguna de las alitas, entonces A C-I; para alguna
7 € {1,2,3}, si A no estd en las alitas, entonces A estd en el cubo £ =
TUTRUTU...UT,, v lo que haremos es dar una regla para A dependlendo
demAEToAG Tk para,alguna,ke {1,2,. ,n}

Definicién 4.7 Seaz X, el n-odo, deﬁmmos crn : O(Xn) — Xu dada por:
~ou(A)  si ACIpera alguna j € {1,2,3}
on{d) = v siACT
n"”;c\{(flk,"T)e;c | ' sa Ae 7}

Como podemos notar lo que hemos hecho hasta ahorita no es mas que
generalizar lo que hicimos en;el triodo para un n-odo, de manera que la
prueba del siguiente teorema no:la escribiremos pues se prueba de manera
‘analoga al Teorema 4.6. .

Teorema 4.8 Para todan € N, sea X, el n-odo, la funcidn o, : C(X,;) —
X, es una seleccion abierta. :

Demostracién. Generalizacién a la prueba del Teorema 4.6. R

~ Con esto terminamos nuestro estudio de selecciones abiertas en drboles,
nos quedan aiin muchas preguntas por resolver, pero no sabemos que hacer
si complicamos un poco mas estas graficas, pues la manera de definir estas
selecciones fue constructiva y no sirve si aumentamos los.puntos de ramifi-
cacién. De manera que nos quedan las siguentes preguntas.

Pregunta. ;Existen més graficas que admiten selecciones abiertas?
Pregunta. ;Se pueden caracterizar a los arboles que admiten selecciones
abiertas? =
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Pregunta. ;Existen dendritas que no son arboles que admiten selecciones
abiertas? ‘

Es con esto que terminamos esta tesis, como podra darse cuenta todavia
queda mucho campo abierto en estos temas para la investigacion. '
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