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Introducción

La tesis que tiene usted en sus manos, es una tesis de Topología en el
área de Teória de Continuos e Hipérespacios.

La tesis consta de cuatro capítulos, y para leerla, lo que se necesita es
haber llevado dos cursos de topología general y estar familiarizado con los
continuos.

En esta tesis casi todos los elementos que usamos los definimos dentro de
la misma tesis, excepto tal vez los que a continuación le vamos a mencionar.

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo (no degenerado),
un subcontinuo es un subconjunto compacto conexo y no vacío de un continuo
(que puede ser degenerado o todo el continuo). Los continuos utilizarán la
métrica d, y denotamos por B£(x) = {y G X : d{y,x) < e}.

Un continuo es hereditariamente unicoherente si la intersección de cua-
lesquiera dos de sus subcontinuos es vacía o es un subcontinuo. Un continuo
es arco conexo si para cualesquiera dos puntos a y b en el continuo, existe un
arco en el continuo que los une.

Un dendroide es un continuo arco conexo y hereditariamente unicoher-
ente, supondremos que usted sabe que los subcontinuos de los dendroides son
dendroides. Las dendritas son dendroides localmente conexos.

Entre las nociones de topología general que utilizamos, están las de lo-
calmente conexo, conexo en pequeño, suponemos que usted conoce el Lema
de Uryshon y que sabe que los abiertos conexos de un continuo localmente
conexo son arco conexos.

Además de esto utilizaremos algo de Teoría de Hipérespacios. Dado un
continuo X, denotamos por C(X) al hiperespacio de continuos de X.

C(X) — {A C X : A es un subcontinuo de X}

Dada e > 0 y A E C(X), denotamos a la nube e de A como N(e, A) donde
N(e, A) — {x E X : existe a G A tal que d(x, a) < e}. A este hiperespacio le
damos la métrica de HausdorrT, la cual denotaremos por H, decimos que dos
subcontinuos A y B de X distan menos que e (H(A; B) < e) si A c N{e, B)
y.BcN(e,A).
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Una función de Whitney, fi, es una función continua de C(X) en [0,oo)
que cumple que:

= 0 para todo p e X y si A C By entonces fi(A) < fi(B).

Un continuo es descomponible si se puede escribir como la unión de dos
subcontinuos propios, y es indescomponible si no se puede. Decimos que
un continuo es hereditariamente indescomponible, si todos sus subcontinuos
no degenerados son indescomponibles. Dentro de la familia de los continuos
hereditariamente indescomponibles se encuentra el pseudoarco, la explicación
detallada de este continuo la podrá encontrar en los Capítulos 2 y 3.

Por último una selección abierta o : C(X) —» X, es una función continua
y abierta que además cumple que <r(A) G A para toda A G C(X). Se sabe
que los únicos continuos que admiten selecciones son los.dendroides.

Habiéndonos puesto de acuerdo en qué sabemos y qué no sabemos, pode-
mos hacer un pequeño resumen de lo que usted encontrará en esta tesis.

El primer capítulo es un estudio de retracciones con poco movimiento en
los dendroides, definimos la propiedad RNT (Retractable onto Near Trees),
en la que pedimos que dada una £ > 0, exista una 5 > 0 tal que si T es
un árbol en el dendroide X y H(T,X) < 5, entonces existe una e-retracción
r : X —¥ T. Lo que hicimos en el primer capítulo fue caracterizar ciertas
familias de dendroides a través de esta propiedad. En el segundo capítulo
comenzamos a estudiar la propiedad RNT pero ahora en compactaciones
métricas del rayo, y lo que obtuvimos fue un resultado muy interesante,
pues vimos que las únicas compactaciones del rayo que pueden tener esta
propiedad, deben cumplir que su residuo sea el pseudoarco. Esto nos llevó a
estudiar las compactaciones métricas con residuo pseudoarco, pues se sabía
poco de ellas, y descubrimos, gracias a esta propiedad, que no son homeomor-
fas. En el tercer capítulo construimos toda una familia de compactaciones
métricas diferentes del rayo con residuo pseudoarco. Por último en el cuarto
capítulo trabajamos con dendroides de nuevo, y en este capítulo, lo que hici-
mos fue definir selecciones abiertas sobre n-odos, usted podrá observar más
adelante que esto no es nada sencillo

Pues esto es básicamente lo que usted encontrará. Este trabajo se escribió
pensando en alumnos de maestría interesados en la Teoría de Continuos. Por
ser una tesis de doctorado, ésta contiene resultados originales, de hecho de
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ella se escribieron cuatro artículos, dos de ellos ya han sido aceptados en
revistas internacionales con arbitraje, sin embargo a la hora de desarrollar la
tesis se trato de ir explicando paso por paso lo que se utilizaba de manera
que un alumno de licenciatura o maestría con interés en el área la pudiera
seguir sin ningún problema.

Esperamos que usted disfrute de este trabajo.

Julio del 2002.





CAPITULO 1

La Propiedad RNT en los
Dendroides

1.1 Preliminares

Un dendroide es un continuo, conexo por trayectorias tal que la intersección
de cualesquiera dos de sus subcontinuos es conexa.

Cuando se hicieron los primeros intentos por definir a los dendroides
(1958, 1959 y principios de los años 60), en la sede de Wroclaw del Sem-
inario Superior de Topología de la Academia Polaca de Ciencias, conducido
por Bronislaw Knaster, el mismo Knaster visualizaba a estas curvas como las
que se pueden retraer sobre sus subdendritas, o mejor aún, en sus subarboles
bajo retracciones, con poco movimiento. Más tarde, por facilidad se adoptó
como definición de dendroide, la que hemos escrito arriba, Pero el problema
de decir si las dos definiciones son equivalentes aún permanece abierto. En
este capítulo no resolveremos este problema, pero estudiaremos qué tipo de
subarboles dé los dendroides podrían tener esta propiedad. Como no todos
los dendroides pueden retraerse a todos sus subarboles cercanos, introducire-
mos la propiedad RNT para estudiar los que sí se pueden.

Definición 1.1 Un dendroide es un continuo arco conexo y hereditariamente
unicoherente.

Definición 1.2 Una dendrita es un dendroide ¡ocalmente conexo.
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Definición 1.3 Una gráfica finita es un continuo que es una unión finita de
segmentos (aristas) tales que dos de ellos, o no se intersectan o se intersectan
en sus puntos terminales.

Definición 1.4 Un árbol es una gráfica finita que no contiene curvas cer-
radas simples.

En particular los árboles resultan dendroides ¡ocalmente conexos, es decir
dendritas.

Definición 1.5 Una retracción de X en un subconjunto T de X es una
función continua f : X —> T que cumple que f(t) = i para toda t E T.

Definición 1.6 Una e-retracción es una retracción r : X —>• T que satisface
que d(x, r(x)) < e para toda x £ X.

Notación. En este capítulo trabajaremos casi todo el tiempo con den-
droides, y T siempre denotará un árbol contenido en X.

Definición 1.7 Un continuo X tiene la propiedad RNT si para toda e > 0
existe 5 > 0 tal que si T es un árbol contenido en X y H(T: X) < 5} entonces
existe una e-retracción r : X —$T.

Lo que queremos decir con esta propiedad es que si tenemos una e > 0,
entonces para cualquier subárbpl T suficientemente cercano al total, existe
una e-retracción, r de X sobre T.

En este capítulo probaremos una serie de resultados con respecto a la
propiedad RNT, por el momento los enunciaremos y después iremos desa-
rrollando uno por Uno. . :

(1) Si X es un continuo arco conexo con la propiedad RNT, entonces X
es un dendroide. • • • . - .

(2) Las dendritas tienen la propiedad RNT.
(3) Un dendroide X tiene la propiedad RNT hereditaria si y sólo si X

es una dendrita.
(4) Un dendroide suave X tiene la propiedad RÑT si y sólo si X es una

dendrita.
(5) Existe un dendroide no localmente conexo X tal que X tiene la

propiedad RNT. • •••
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1.2 La propiedad RNT en arco conexos.
En esta sección probaremos que los continuos arco conexos con la propiedad
RNT son dendroides, para esto desarrollaremos una serie de resultados pre-
liminares.

Lema 1.8 Si X y Y son dos continuos no degenerados que no contienen
curvas cerradas simples y X C\Y = {z}, entonces X UY no contiene curvas
cerradas simples.

Demostración. Supongamos por el contrario que XUY contiene una curva
cerrada simple S.

Aseguramos que ( l U Y ) \ {z} no es conexo.
Esto se ve fácilmente pues los conjuntos H = X \ {z} y K = Y \ {z}

nos dan una separación del espacio ya que HnK = Xf](Y\ {z}) = 0,
K O H — Y''C\ {X \ {z}) = 0 y como X y Y son continuos no degenerados,

Veamos que z G S, si esto no ocurriera como S es conexo y z §£ S, entonces
S C X \ {z} C X o S C Y \ {z} C Y, lo cual es una contradicción pues ni
X ni Y contienen curvas cerradas simples, por tanto z G S.

Ahora como S es una curva cerrada simple, entonces ninguno de sus
puntos la desconecta y por tanto S \ {z} es un subconjunto conexo de (X \
{z}) U (Y \ {z}), y como ambos uniendos son separados concluimos que
S \{z} C X \{z} o S \ {z} C Y \ {z}. Esto implica q u e 5 c l o 5 c 7 ,
lo cual es absurdo. Esta contradicción nace de suponer que existe una curva
cerrada simple S contenida en X U F, por tanto X-UY no contiene curvas
cerradas simples.

Lema 1.9 Sea X un continuo. Dado un árbol T C X y un arco A C X,
con extremosp,q (A = pq), siTí] A = {p} o TnA = {q}, entonces TU A
es un árbol.

Demostración. , Supongamos que T H A = {p}, entonces p € T. Sea J
la arista de T que contiene al punto p. Si p es un extremo de la arista J,
entonces TU A es una gráfica finita pues es una unión finita de arcos que se
unen sólo en sus puntos extremos. Si p no es extremo de la arista J, entonces
sean j \ , y jVsus puntos extremos. Ahora redefino T declarando dos nuevas
aristas en T, Jj que es el arco con extremos jx y.p,(es decir el arco jip) y J2
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que es el arco con extremos J2 y p, (es decir el arco J2P) • Para ver que T U A
es un árbol, declaremos ap como vértice de TU A. Veremos que cualesquiera
dos aristas de TU A sólo se interséctan en sus puntos extremos. Para empezar
las aristas en T que no intersectaban a J sólo se interséctan en sus puntos
extremos, y las aristas en T que intersectaban a J la intersectaban en j \ o en
J2 (pues T es un árbol), pero ahora interséctan a la arista 3\ o a la arista Ji
en uno de sus puntos extremos. Finalmente Á, es una arista que intersecta
a J\ en p y a Ji en p o sea en uno de sus puntos enxtemos, por tanto TU A
es una gráfica finita.

Por el Lema 1.8 como T no contiene curvas cerradas simples (pues es un
árbol), además A no contiene curvas cerradas simples (pues es un arco) y
T nA = {p}, entonces TU Ano contiene curvas cerradas simples. De modo
que T U A es una gráfica finita sin curvas cerradas simples, y por tanto es
un árbol.

(El caso T n A = {q} se analiza de manera análoga pues p y q juegan
papeles simétricos).

Lema 1.10 Dado un continuo arco conexo X, un árbol T de X y un punto
x e l , existe un punto t £T y un arco A en X (posiblemente degenerado),
con extremos x, t que cumple que AnT = {t}, :

Demostración. Si x G T,'hacemos A = {x} y t = x. Supongamos entonces
que x ^ T. Sea p un punto fijo en T, como X es arco conexo existe un arco
en X que une x con p, este arco se puede ver como la imagen de una función
inyectiva y continua a : [0,1] —> A tal que a(0) = x y a(l) = p.

Sea s = minar^X), notemos que a~1(T) es no vacío pues como á(l) =
p e T, entonces 1 G a~1(T). Ahora sea í = a(s), entonces a((0,s]) es un
arco que une x con t, pues es la imagen continua e inyectiva del arco [0,5],
donde a(0) = x y a(s) = t.

Veamos ahora que a([0, s]) n T = {t}. Como 5 = Tain{oí~1(T):}í entonces
s G a " 1 ^ ) , de modo que a(s) G T. Y como a(s) = t, entonces t G T, así que
t G a([0, a]) n T. Por tanto {í} C a([0, s]) n T. Para ver la otra contención
tomemos un punto t' en «([O, s]) fl Tt- entonces existe un número s' en [0, s]
que cumple que Qf(s') =f. Como s = minjo;"1^)} y ce(s') ~ if G T,
entonces s < s1, pero como 5̂  G [0,5], entonces sr < s, de modo que 5 = 5',
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y por tanto o¡(s) = a(s'). Con lo que tenemos que t = t'. Con esto hemos
probado que a([0, s ] ) f l T c {£}. De estas dos contenciones obtenemos que
a([0,s])nT = {t}.

Si hacemos que A = a([G, s]), entonces A tiene como extremos a los
puntos x, t pues CK(O) = x y a(s). = í , y i n T = {í}, y con esto terminamos
la prueba. . ..

Lema 1.11 Sea X un continuo arco conexo. Dado un árbol T de X y un
número finito de puntos X\,X2, ...,xn € X, existe un árbol Tn de X tal que
T CTn y {xux2,...,xn} CTn.

Demostración. Haremos esta prueba por inducción en n. Si sólo tuviéramos
un punto xi, podemos suponer que xi fi T. De acuerdo con el Lema 1.10,
existen un punto í e T y u n arco A con extremos xi y t que cumplen que
ÁnT =.{í}. Y por el Lema 1.9 , como TC\A = {í}, entonces A U T es un
árbol que contiene a T y al punto x\.

Para hacer el paso inductivo, supongamos que el lema es cierto para n
puntos y consideremos n+1 puntos x\r...,xn+\. Por la hipótesis de inducción,
existe un árbol Tn que contiene tanto a T como a los puntos Xi,..., xn. Y por
el caso 7i = 1 en esta inducción, existe un árbol Tn+Í que contiene tanto a
Tn como a xn+\. De modo que el árbol Tn_¡_i contiene tanto a T como a los
puntos xi, ...,xn+\. Esto concluye el paso inductivo, termina la inducción y
la prueba del lema. . . ,

Lema 1.12 Dado un continuo arco conexo X y un árbolT contenido en X,
se tiene que para todo número 5 > 0 existe un árbol Ts de X que cumple que
TcT5yH{X,T5)<6.

Demostración. Sea C = {Bs(x) : x 6 X}. Notemos que C es una cubierta
abierta de X. Como X es compacto existen puntos x-í,X2,-—,xn en X que
cumplen que X = B¡{xi) U Bs(x2) U ... U B5(xn). Por el Lema 1.11 existe un
árbol Tn deX que cumple que tanto T como el conjunto de puntos {#r,..., xn}
están contenidos en Tn. Veamos ahora que H(Tn,X) < 5.

Como.Xn C N(5, X), entonces sólo tenemos que probar que X C N(5, Tn).
Sea a; € 'X.. Como X = Bs(x-i) U B5(x2) U ...U Bó(xn)7 .existe i e {1, ...,ra}
tal que d(x,Xi) < 5. Ya que Xi E Tn. Concluimos que x £ N(5,Tn). Hemos
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probado entonces que X C N(5iTn). Por tanto H(Tn, X) < S. Finalmente
hacemos T$ = Tn. Con esto terminamos la prueba del lema.

Definición 1.13 Un candado en un continuo X, es un subcontinuo L de X
que cumple que es la unión de dos subcontinuos A y B de X, (L = A U B)
tales que:
(i) A es un arco no degenerado con extremos p,q y

•

Lema 1.14 Sea X un continuo arco conexo. Si X no es 'hereditariamente
unicoherente, entonces X contiene un candado L.

Demostración. Supongamos que X no es hereditariamente unicoherénte,
entonces existen dos subcontinuos no degenerados H y K de X tales que
H fl K no es conexo. Por tanto H n K tiene al menos dos componentes.
Llamemos C\ y C% a dos de las componentes de H n K. Elegimos p' G Ci, y
qf € C-¿. Como X es un continuo arco conexo existe un arco en X que une p'
con qr, a este arco lo podemos ver como la imagen de una función' continua e
inyectiva a : [0,1] —> X tal que a(0) = p1 y a(l) = q'. Entonces a([0,1]) es
un arco en X con extremos' p' y q'. ;

Veremos que a([0,1]) no está contenido en H n K. Supongamos por el
contrario que "of([0,1]) está contenido en H'n K. entonces o¡([0,1]) es un
conjunto conexo que intersecta a dos componentes diferentes C\ y C% de
HC\K. De modo que a([0, l])UCi U Ci es un subconjunto conexo de HC\K.
Pero como C\ y Ci son componentes de H n K, entonces a([0,1]) U Ci U
G2 C d y a([0,1]) U Ci UC2 C C2. De aquí que d C C2 y que C2 C C{.
De modo que C2 = C\. Pero esto es una contradicción pues Ci y C2 son
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componentes diferentes de H n K. Esta contradicción nace de suponer que
a([0,1]) está contenido en H C\ K. Por tanto a([0,1]) no está contenido en
HHK.

Debido a que o¿([0,1]) no está contenido en H n K tenemos que existe
r e ar([O, 1]) tal que r <£ H ó r £ K.

Analizaremos el caso en que r <f. H y construiremos un candado L en X.
Como H y K juegan papeles simétricos, el caso en que r f K se analiza de
manera análoga y también se puede construir un candado en X.

Sea sr € [0,1] tal que a(sr) = r. Consideremos la función a Téstringida
al intervalo [0, s r], entonces «[[o,*,.] : [0, sr] —> X es una función continua
e inyectiya, sea sp = max(Q;|[o)Sr])~

1(ií), notemos que ( arijo,*,.])"1 (#) 7^-0,
pues a(0) = p' G H. Notemos también que sp < sr pues a(sp) G H y
a(sr) = r ^ H. Sea p = a(sp).Veremos ahora que a([sp, sr]) DH = {p}.

Como p = a;(sp) e H, entonces p £ a([sp,sr]) n i í . Por tanto {p} C
aílspi sr])nH. Para probar la otra contención sea pj € a([spi sr])nH, entonces
existe sPl € [5pjsr] tal que a(sPl) = pv Así que spi E (ailp,,,.])"1^)- Pero
sp•= maxíalfo^])"1^), de manera que sPl < sp. Pero como sPl € [sp,sr],
entonces sp < spi. Por tanto sp = spi. De modo que a(sp) = o-{sPl), y por
tanto p = pi. Con esto hemos probado que o:([sp, sr]) O H C {p}. de las dos
contenciones obtenemos que a([sp, sr]) D H = {p}.

Ahora analizaremos la función o¿ restringida al intervalo [srj 1], entonces
al[sr,i] • Isr51] -^ X es una función continua e inyectiva, definimos
sq = i H
É

notemos que {(al^,!])"1^)} ¿ 0 pues ot(l) = q' e
É. Notemos también que sq > sr pues a(sq) e H y a(sr) = r ^ H.

Sea q = a(sq). Procediendo como antes, se conluye que a([srj sq]) C\H ~
{q}. Ya que a([sp, sj) C\H - (ct([spi sr] Ua([sr, sg]) C\H = (a([sp, sr}) nH)\J
(a([sr, 8q]) r\H) = {p} U {q}. Tenemos que a([sp, sj) O H = {p, q}.

Entonces, si hacemos A = o:([spjs3]), tenemos que A es un arco con
extremos p, q. Notemos que A es no degenerado pues sp < sr < sqi y como a
es una función inyectiva, entonces o¿(sp) ¿̂ a(sg), y por tanto p / Q. Hacemos
B = H, entonces L = A U B es un candado en X, pues ^4?JB e C(X) y
cumplen que:
(i) A es un arco con extremos p,q y
(ii) An£ = fcg}.

Hemos probado que si X es un continuo conexo por trayectorias y X no
es hereditariamente unicoherente, entonces X contiene un candado L.
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Teorema 1.15 SiX es un continuo arco conexo con la propiedad RNT
entonces X es un dendroide.

Demostración. Como X ya es un continuo arco conexo, basta probar que
X es hereditariamente unicoherente.

Supongamos por el contrario que X no es hereditariamente unicoherente,
entonces por el Lema 1.14 existe un candado L de X.

Recordemos que un candado L es un continuo de la forma L — A U B
donde A y B son dos subcontinuos de X que satisfacen:
(i) A es un arco no degenerado con extremos p, q y
(ii)AnB = {p7q}

Probaremos entonces que X no tiene la propiedad RNT (lo cual será una
contradicción).

Sea s e A\{p, q}, entonces s fi B. Como {s} y B, son dos cerrados ajenos
tenemos que, si d es la métrica en X, entonces d(s, B) = e > 0 .

Para esta e > 0 probaremos que para toda 5 > 0 existe un árbol X¿ en X
tal que H(T§,X) < 5 y no hay una e-retracción, r de X sobre Tj.

Consideremos el arco A del candado L, por el Lema 1.12 existe un árbol
T5<zX tal que A C T5 y H(T6,X) < 5.

Como A C Tj, entonces p, q G T¿ y como T¿ es un árbol y en particular
T$ es únicamente arco conexo, tenemos que si H es un subcontinuo de T¿ que
contiene a los puntos p, Q, entonces A C H.

Sea r : X —>• T§ una retracción. Como p,q € TÍ , entonces r(p) = p. y
r;(q) = q. Ahora como p>q € £?, entonces r{B) es un subcontinuo de T§ que
contiene a los puntos p, q y por tanto A C r{B). Como s £ A y A C r(B),
entonces existe un punto b E B, tal que r(b) = s. Con esto obtenemos que
d(í>, r(b)) = d(6, s) > d(B, s) = e, entonces r no es una £>retracción.

Acabamos de probar que para e = d(s,B) y para toda ó > 0, existe un
árbol T¿ C X tal que H(T$,X) < 5 y ninguna retracción r : X —» Ts, es
una e-retracción. De esto obtenemos que X no tiene la propiedad RNT lo
cual es una contradicción que viene de suponer que A" no es hereditariamente
unicoherente. Por tanto X es hereditariamente unicoherente y como X es
arco conexo, X es un dendroide. Con esto finalizamos la prueba del teorema.

•
En ésta sección probamos que los continuos arco conexos con la propiedad

RNT son necesariamente dendroides, en las siguientes secciones enfocaremos
el estudio de la propiedad RNT exclusivamente a los dendroides.
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1.3 La propiedad RNT en las dendritas.

En esta sección probaremos que las dendritas tienen la propiedad RNT, para
ello utilizaremos unos cuantos resultados auxiliares.

Observación.Dado un dendroide Xf para cualesquiera dos puntos x, y G X
existe un único arco xy, que une a; con y y tiene como puntos extremos a

Notación. Cada vez que hablemos del arco ab en un dendroide X, nos
referiremos al único arco en X que tiene como puntos extremos a los puntos
ayb.

Lema 1.16 Sean X un dendroide, B e C(X) y a un punto en X. Entonces
existe un único punto b G B tal que el arco ab cumple que abnB = {b}, y b
tiene la propiedad de que para todo punto y G B, b G ay.

Demostración. Como X es un dendroide, entonces X es únicamente arco
conexo, sea y cualquier punto en B y fijémonos en el arco ay, ahora fijémonos
en ay n B como X es hereditariamente unicoherente, entonces ay D B. es un
subcontinuo de ay y por tanto un subarco de ay que contiene al punto y, de
tal forma que existe b £ ay tal que aynB = by y como ay = abUby tenemos
que ab n B = {b} . .

Ahora veamos que b 6 ay' para todo punto y' € B. Sea y' e B, como
B es únicamente arco conexo (pues los subcontinuos de los dendroides, son
también dendroides) by' c B, ahora abnby' C abnB = {"&}, entonces abUby'
es un arco que une a con y' y como X es únicamente.arco conexo entonces
ab U by' = ay'. Por tanto b G ay', y esto es para toda y1 6 B. .

Corolario 1.17 Sean X una dendrita y T un árbol contenido en X. En-
tonces para toda x G X existe un único punto px € X tal que el arco xpx

cumple que xpx n T = {px} y para toda t £ T se tiene quepx pertenece al
arco xt.

Demostración. Como X es una dendrita, entonces X es un dendroide y
como T es un árbol contenido en X, entonces por el Lema 1.16 para x & X
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existe un único punto px GT tal que el arco xpx cumple que xpxC\T — {px}
y px E xt para toda t E T y esto se cumple para toda x G X.

m
Notación. Dado un dendroide X, un subcontinuo y de X y un punto x £ X7

denotaremos por px al único punto en Y que cumple que xpx Í~)Y — {px} y
Px £ %y para toda y E Y.

Lema 1.18 Sean X una dendrita y Y un subcontinuo de X. Entonces la
función r : X —> Y definida como r(x) = px es una retracción de X en Y.

Demostración. Veamos que r(x) = px es una retracción.
Primero veremos que r(y) = y para toda y 6 Y. Dada y € Y", entonces

y € ypyr\Y = {py} por tanto y = py. De modo que r(y) = y para toda ye Y.
Ahora veremos que r : X —> T es continua. Veremos que para toda e > 0

existe 5 > o tal que si d(x, y) < 5 entonces d(r(x),r(y)) < e.
- Veremos primero el caso en que x ^ Y. Sea e > 0, si x 6 X \ Y como este

conjunto es abierto, existe una e' < s tal que Be'{x) n T = 0 y como X es
una dendrita existe un abierto conexo por arcos Ux tal que x G Ux C By{x)^
(recordemos que los abiertos conexos en un espacio localmente conexo, son
arco conexos) y existe 6\ > 0 tal que x G B^ (x) C Ux C B£> (x) C X \ Y". Sea
y G X tal que d(x, y) < 5i, entonces y G £í5l (x). Probaremos que r(y) = px.
Sabemos que r(y) — py, ahora el arco xy está contenido en Ux pues y,x GUX

y ¿/a, es conexo por trayectorias, y como xy C Ux C B£/(rc) C l \ 7 , entonces
a;yD y = 0, de modo que si nos fijamos en el continuo (ypy U xy U xpx)C\ Y
tenemos que: (ypy U xy U a ^ ) n Y = (ypy C\Y)U (xy nY)U (xpx Í1F) =
{py} U 0 U {px} = {py7Px}- Pero como X es hereditariamente unieoherente
entonces {px,Py} es un conjunto conexo por tanto px = py. Así pues tenemos
que r(y) = py = p^ para toda y G Bs1(x). Entonces, si d(x,y) < Si tenemos
que d(r{x),r(y)) = d(px,py) =d(py,py) = 0 < e.

Analizaremos ahora el caso cuando x eY. Como X es una dendrita, dada
s > 0 existe un abierto arco conexo Ux tal que x G Ux C B£(x), y existe un
número ó2 > 0 que satisface que x 6 ¿^(a;) C Ux C B£(x). Si y cumple
que d(x,y) < 52, entonces y G B¿2(x). Entonces el arco xy está contenido en
Ux G .Be (x) pues y, z G B¿2 (x) C Ux y Ux es conexo por arcos, y también
tenemos que py G yx, pues x £ Y. Entonces py G BE(x). De modo que si
d(x,y) < ¿2, entonces d(r(z),r(í/)) = d{px,py) = d(x,py) < e.

Esto concluye la prueba de que la función r es continua. Tenemos entonces
que r •: X —> Y cumple que r(y) = y para toda y €Y y que r es continua. Por
tanto r es una retracción de X en Y.
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Teorema 1.19 Si X es una dendrita, entonces X tiene la propiedad RNT.

Demostración. Como X es localmente arco conexo para cada x £ X existe
un abierto arco conexo Ux tal que x £ Ux C B¿(x). Consideremos ahora
el conjunto G— {Ux : x £ X}, entonces C es una cubierta abierta de X.
Como X es compacto existen puntos x\,x^ ...xn de X que cumplen que
X = UXlUÜX2 U...UUXn. Para cada i = {l,...,rc}, existe un número positivo
Si > 0 tal que x{ £ BSÍ(XÍ) C Ux. C BZ(XÍ). Sea 6 = min{¿i, 62, ...,£„}.
Sea T un árbol contenido en X tal que H(T, X) < 5, entonces para cada
i = {1, ...,n} existe í¿ G T tal que d(xi,U) < 5. Como 6 < 5¿, tenemos que
U eBdi{xi) C UXi.

Consideremos r : X —> T definida por r(a;) = px . Por el Lema 1.18, r es
una retracción, veremos ahora que r es una e-retracción. Sea x £ X, si x G T,
entonces r(a;) = x y, por tanto d(a;, r(a;)) = tí(rzr, x) = 0 < gr. Si x G X \ T,
entonces como x G t/^ para alguna i = {1,2, . . . ,n}, y tenemos un punto
í¿ G 'Bs^Xi) C UXi, y como Í7ai es arco conexo, entonces el arco xti C Í73:¡ C
B&(XÍ) y como í¿ £ T, entonces px £ xti C UXi C S É ^ ) . Entonces tenemos
que px £ BÍ{XÍ) y x £ B*(XÍ) y por tanto d(x,Xi) < | y rf(^,^) < f, de
donde tenemos que d(x,r(x)). = d(x,px) < d[x,Xi)'+ d(xi,px) < | + | = £-

Por tanto la función r : X —> T es una er-retracción, y con esto hemos
probado que las dendritas tienen la propiedad RNT.

"• .
Con esto terminamos esta sección. En la siguiente sección caracterizare-

mos a las dendritas como dendroides que tienen la propiedad RNT heredi-
taria. ,

1.4 La Propiedad RNT hereditaria

Cuando empezamos a estudiar la propiedad RNT en los dendroides, pen-
samos que sólo las dendritas tenían esta propiedad, pero esto no es cierto,
como se verá en la sección 5. En esta sección veremos que si X es un den-
droide, entonces todo subdendroide Y de X tiene la propiedad RNT si y
sólo si X es una dendrita.

Para probar esto daremos primero un par de definiciones y desarrollare-
mos un par de resultados auxiliares. • • .
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Definición 1.20 Un continuo X tiene la propiedad RNT hereditaria, si
para todo subcontinuo Y de X, se tiene que Y tiene la propiedad RNT.

Definición 1.21 Dado un dendroide en X, una semiescoba en X es un sub-
continuo Y de X que contiene:
(a) un arco A C Y,
(b) dos puntos p, q, con p ̂  q,
(c) una sucesión de puntos {pn}^Li enY\A tales que:

(iii) pnqnpmq
(iv) pnq f]A = {q} para toda n G N.

Observación. Sea Y = A{j{J{pnq : n G N} una semiescoba en un dendroide
X, y sea Y' = \J{pnq : n G N}, entonces como Y' es la cerradura de un
conexo, tenemos que Y', es un continuo. . •

Lema 1.22 Sea Y = A U UÍPn? : n € N} una semiescoba en un dendroide
X y sea Yf = {J{pnQ '• n € N}, entonces para toda 5 > 0 existe un número
natural N$ tal que T'5 = \J{pnq.: n < N§} es un árbol y H(Tg,Yr) < 5.

Demostración. Consideremos el conjunto C = {Bs_(x) : x £ Y'}. Cómo C
es una cubierta abierta de Y' y Y' es compacto, entonces existen, un número
ñnito de puntos x^x^—^k € Y' tal que Y' = Bs(xi)UBs(x2)U...UBi(xk).
Para i = {1,2,..., k} tenemos dos posibilidades:
(A) Xi E ij{fing : n £ N} y por tanto existe m¿ 6 N tal que xi € pmiq o
(B) xi 6 (J{pn<l: í̂  £ N} \ \J{pnq '• n € N} y por tanto existe rrti G N tal que
Bíix^Hp^q^t

Sean Kg = max{mi3m2,...,mfc} y T¡ = {J{pnq • n < K5}. Claramente
corno T's es una unión finita de arcos que sólo se intersectan en su punto
extremo g, entonces 7J es una gráfica finita y como es subcontinuo de un
dendroide, entonces T'5 no contiene curvas cerradas simples y por tanto T'$ es
un árbol.

Veamos ahora que H(T¿,Y') < 8. Como T¡- C N(5,Y'), sólo tenemos
que ver que Y1 C N(5,T¿). Sea d la métrica en X y sea x £ Y"', entonces
x G Bi(xi) para alguna 2 = {1,2,..,,&}. Si-a;» G pmi5, entonces ^ € T¡, de
modo que existe t = £¿ un punto en T¿ tal que d(x71) < 6. Ahora si xi $T¡,
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entonces BS(XÍ) r\pmiq ^ 0 con pmiq C T¿, entonces existe un punto Í G T J

tal que d(xi, t) < f, de modo que d(x, t) < d(x, Xi) + d(rc¿, í) < | -f | = 5. De
cualquier forma, para cada ¡c G y , existe un punto í G T tal que d(x, t) < 8.
Por tanto Y' C iV(5,T¿). De las dos contenciones obtenemos que H(T¡, Y') <
5 y con esto terminamos la prueba del lema.

Lema 1.23 Sean X un dendroide yY = AU{J{pnq : n E N} una semiescoba
en X, entonces X no tiene la propiedad RNT hereditaria.

Demostración. Sea Y' = [J{pnQ '• n G N}. Entonces Y' es un subcontinuo
de X. Veremos que Y' no tiene la propiedad RNT.

Como la sucesión pn —y p (Definición 1.21 (ii)), entonces p e Y7.-De modo
que {p,q} C Y'. Como Y' es un dendroide, Y' es únicamente arco conexo,
por tanto el arco qp está contenido en Y'.

Sea b e qp\{q,p}- Entonces qp = qbUbp, donde qbnbp = {&}. Debido a
que el.punto q y el arco bp son dos cerrados ajenos, entonces existe ei > 0 tal
que BEl (q) C\bp = $. De igual manera, como el punto p y el arco qb son dos
cerrados ajenos, existe 62 > 0 tal que BE2{p) Hqb = 0. Sea e = mm{elj£2}.
Veremos que para todo 6 > 0 existe un árbol T5 c Y' tal que H(T5j Y') < S
y que cumple que para toda retracción r de X en Tj, se tiene que r no es
una e-retracción.

Sea 5 > 0. Por el Lema 1.22, existe un número natural K¿ tal que T¡ =
\J{Pnq :n<K5} es un árbol y H{T¡, Y') <5. •

Como por la propiedad (iv) de la definición de una semiescoba (Deñnición
1.21), pnqC\A = {q} para toda n € N, y como'pq C A, entonces pnqC\pq = {q}
para toda n € N. Por tanto para T¡ = \J{pnq ' n < K¿}, tenemos que
T¡npq = {?}. Ahora como b e pq y b ^ q, entonces b £T¡. '

Consideremos ahora el árbol T$ — T¡ U qb7 como qb es un arco y qb
intersecta al árbol T's sólo en uno de sus puntos extremos, entonces, por el
Lema 1.9 tenemos que Ts — T¡ U qb es un árbol. Como H(T^Y') < 6 y
T¡ C T6, entonces H(ThY

r) < 5.
Sea r : X —t T¿ una retracción, veremos que r no es una e-retracción.

Sea d la métrica en X. Como p ^ T'5 y p ^ qb, entonces p g T¿. Por
tanto r(p) / p. Supongamos por el contrario que r es una e-retracción,
entonces d(p,r(p)) < e. Como d(p,qb) > e, entonces r(p) f qb. Ahora, como
r(p) eT5y r(p) $ qb, entonces r(p) eT¡ = [j{pnq :n<Ks}\{q}, por tanto
r(p) ^ Pnq \ {q} para alguna n < K§. Sea r{p) = k.
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Veamos ahora qué pasa con r(bp). Gomo r es una retracción de X en
T¿ y b € Tgj entonces r(b) •= b, y como r(p) = k tenemos que bk C r(bp).
Veremos que q £ bk.

El punto k pertenece al arco pnk, entonces el arco qk está contenido en el
arco pnq. El punto b pertenece al arco pq, entonces el arco qb está contenido
en el arco pq. De esto obtenemos que bqf]qk C pnq Dpq = {q}. Entonces
concluimos que bq n qk = {q}, de modo que bq U qk es un arco que tiene
como puntos extremos a los puntos b,k y como Y' es un dendroide este arco
es único por tanto bk — bq U qk: Con esto hemos probado que q e bk.

Como bk C r(bp) y q E bk, entonces existe un punto s E bp tal que
r(s) = q. De modo que d(s>r(s)) = d(s,q) > d(bp}q) = e, lo cual es una
contradicción que nace de suponer que r es una e-retracción. Por tanto r no
és una e-retracción, y esto es para cualquier retracción r de Y1 en T§.

Hemos probado que Y' no tiene la propiedad RNT. Como Y' es un
subcontinuo de X, entonces X no tiene la propiedad RNT hereditaria y con
esto concluimos la prueba del lema. •. •

•
Ahora haremos un proceso parecido con el que hicimos con las semiesco-

bas, pero con unos subcontinuos de los dendroides llamados semipeines, mos-
traremos que si X es un dendroide que contiene un semipeine Y,- entonces
existe un subcontinuo de Y' de Y tal que Y' no tiene la propiedad RNT. •

Definición 1.24 Un semipeine en un dendroide X es un subcontinuo Y de
X que contiene:
(a) un arco A, .;
(b) dos puntos p,q G A con p / q,
(c) una sucesión de puntos {pn}^Li en Y \ A, y
(d) una sucesión de puntos {qn}%Li en A.
tales que:

(i)Y.= AU\j{pnqn:neN}, ' .
(Ü) pn -> P, qn ->• g,
(%%%) Piqi, Piqi-, •••> son. arcos ajenos dos a dos,
(iv) pnqn V\A = {qn} para toda n €• N.

Definimos para cada n G N, al arco An como An = pnQn- Entonces
An n Am == 0 si ,.n ^ m y 4n n i4 = {gn} para toda n £ l . .
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Lema 1.25 Sea Y = Au[J{pnqn :-n 6 N} un semipeine de un dendroide X,
entonces existe un subcontinuo Y' de Y que contiene:
(a') un arco £?,
(b}) un punto b G B,
(c1) un subconjunto infinito M de N
tales que:

(i') Y' = BU \J{pmqm : m G M},
(%%') B CÁ, q€Byp£B,
(iii') p,q^b,pbnB = {b}, q $ pb,
(iv!) qm e B para toda m e M i / p ^ p^qm para toda m 6.

Demostración. El continuo Y = A U \J{pnqn : n G N} es un semipeine
con las propiedades mencionadas en la Definición 1.24. Sean a, a1 los puntos
extremos del arco A. Como por la Definición 1.24 (b), P,q € A y p ^ q,
toiíiandb un orden en A podemos suponer que a < q < p < a'. Sea b G A tal
qué a<q<b<p<a\ entonces si hacemos B = ab, tenemos que B es un
arco que cumple que BcA, qeByp^B. También tenemos que p, q / b
por la manera en que se eligió b, además pbf] B = {&} y q ^ pb.

Sea M = {m e N : qm € B). Claramente M C N. Veremos que M es un
conjunto infinito de N. Como por la Definición 1.24 (ii), qn —» q y por la
Definición 1.24 (iv), pnqn í)A = {qn}, entonces dada e > 0 existe Ñ é N tal
que para toda n > N, qn e {B£{q) HA). Como B '=. ab con a < q < b. Sea
d la métrica en X, y sea e — d(-q¿a'); entonces (Be(q) D A) C B y para toda
71 ^ N, qn G (B£(q) í~] A) C B. Por tanto, para toda n > N, tenemos que
n e M.. De modo que {n e N : n > N] C M y, por tanto, M es infinito.
. Sea Y1 = B U {J{pmqm : m G M}. Como para toda m e M, gm e B,
entonces Y' es conexo. Como B es cerrado y [^{pmqm : m G M} es cerrada
entonces Y' es cerrado y por tanto Y' es un continuo.

Ahora tenemos que p G A \ B y como pmqm H A = {qm} y qm G B para
toda m G M, entonces pflpmgm = 0 para toda m e M. Con esto terminamos
la prueba del lema.

Lema 1.26 Sea Y = AU\J{pnqn : n G N} un semipeine en un dendroide X,
y sea Y' = B U \J{pmqm : m G M} un subcontinuo de Y con las propiedades
del Lema 1.25. Entonces para toda 5 > 0 existe un número Ms G M tal que
T6 = BU\J{pmqm : m G M y,m < Ms} es un árbol contenido en Y' y cumple
queH{T5iY')<$-
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Demostración. Consideremos el conjunto C = {Bs(x) : x G Y'}. Como C
es una cubierta abierta de Y' y Y' es compacto, entonces existe un número
finito de puntos £1,22, ...,xn G Y' tales que Yr — Bs(xi) U Bi(x2) U ... U

2 2

Bí(xn).
Para cada i = {1, 2, „., n} tenemos dos posibilidades:

(A) Xi e B U U{P™9m - m G M} y por tanto existe fc¡ e M tal que a;¿ €

(B) Xi G \J{PmQm • m G M} \ (J{pmqm : m € M} y por tanto existe k{ G M
tal que B&_ (ar») n Pfc¿ g^ / 0.

Sea Mg = max{/El5 k2,..., fcn}. Sea T¿ = Bu\J{pmqm • m £ M y m < M6}.
Veremos que T¿ es un árbol. Podemos pensar que T¿ = BUpmiqmi Upril2qm2 U
... UpmLqTTLL Haremos una demostración por inducción para mostrar que Tg
es un árbol. Dada m e {mi,..., TUL} notemos que, por la Definiciónl.24 (iv),
Anpmqm = {qm} y como B.C A y qm G B, entonces Bnpmqm = {gm}-
También notemos que. por la Definición 1.24 (iii), pmqm n pnqn = 0 si n ^ m.
Ahora como 5Hpm i gmi — {gmi} y como B y p m i qmi no tienen curvas cerradas
simples, entonces por el Lema 1.9, tenemos que B Upmiqmi es un árbol.

Supongamos ahora que B Upmiq7Tll Upm2qm2 U •••Upmi_1qrni_1 es un árbol.
Veremos que (BUpmiqmi U pm2qm2 U . . . .Up m M g m M ) Upm,gm¡ es un árbol.
Como (B Upmiqmi Upm2? ra2 U ... U p m ^ g ^ J np m , ? m ¡ = ( 5 C\pmiqmi) U
UÍPmiími npm ,gm ¡ :. i = 1,2,...,/ - 1} =' {gmj}, entonces por el Lema 1.9
(B U pmiqmi Upm2qm2 U ... U ̂ ^ g ^ . J U Pm(gm/ es un árbol. Con esto
terminamos la inducción. .

Veamos ahora que H(T¿, Y') < 5 . Como T5 C N(5, Y1) sólo tenemos
que ver que Y' C N(5,T¿). Sea d la métrica en X y sea x G 7 ' , entonces
3; G ¿?j(a;¿) para alguna i = {1,2,..., n}. Si a;¿ G BUí3mi5mi) entonces a;¿ 6 Tj,
de modo que existe t = Xi un punto en Tg tal que d(a:, t) < 5. Ahora si Xi ^ Tj,
entonces B5(a:¿)npmi5mi 7̂  0 conpmi9m. c T,y. De modo que existe un punto

t € T§ tal que d(xi,t) < | , por lo que d(x,t) < d(x,Xi)-\-d(xi,t) < f + | = 5.
De cualquier forma para cada x € Y' existe un punto t £ T5 tal que

d(x, t) < 6. Por tanto Y' C N(5, T¿). De las dos contenciones obtenemos que
H(T$, Y') < S y con esto terminamos la prueba del lema.

Lema 1.27 SeaX un dendroide y seaY = AU[J{pnqn : n G N} un semipeine
en X, entonces X no tiene la propiedad RNT hereditaria.
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Demostración. Como Y es un semipeine por el Lema 1.25, existe un sub-
continuo Y' de Y que contiene:
(aJ) un arco B,
(b') un punto &G5,
(c') un subconjunto infinito M de N,
tales que: ,

(ii') BcAtq£By.p<£B,

(iv') qm G B para toda m 6 M y p <f. pmqm para, toda m G M.
Probaremos que Y' no tiene la propiedad RNT. Consideremos el arco bp

y sea b' ebp\ {b,p}. De modo que p ^ 66', y como bb' C bp y B D bp = {6},
entonces 66' C\ B = {6}.

• Sea d la métrica en X, como {p} y B U 66' son dos cerrados ajenos existe
ei'> 0 tal que B£l(p) C\{BUbb') = 0. Como Bnb'p = 0, existe e2 > 0 tal que
7V(£2, -E^niVfe, &'P) = 0- Sea e = min{ei, e2}- Para esta e: veremos que para
cualquier número positivo ó, existe un árbol T§ c V tal que ff(T¿, Y') < S
y para toda retracción r de Y' en T¿, r no es una er-retracción.

Sea ó > 0, por el Lema 1.26, para dicha 6 existe un número positivo
•Ms e M y un árbol T¡ C y tal que 3] = fíU Ufrmtfm : m e M y m < Mó}
y ^ ( T ^ r ' ) < 6. Sea T5 = T¿ U bb', veremos que T5 es unárbol. Primero
veremos que T¡ n 66' = {6}, como TJ = SU U{Pm?m : m G M y m < M¿} y
66' n B — {6} y como 66' C bp y 6p n pmgm = 0 para toda m e M, entonces
T¿ n 66' - {6}. Ahora como T'5 es un árbol, 66' es un arco y T¡ n 66' = {6};

entonces por el Lema 1.9, T¡Ubb' es un árbol. Como T¿ C Y' y £»6; c qp C Y',
entonces T5 = T¡ U 66' C Y'. Como #(T¿; Y') < 5 y T'5 C Tj C Y;, entonces
H(T6,Y')<5. . . . .

•, Sea r : Y' -> T¿ cualquier retracción, veremos que r no es una £-retracción.
Primero observemos que p ^ Tg. Como p^B^p^bb'yp^. pmqm para toda
m € M, entonces p ^ T5. Ahora r(p) G T§. Supongamos que r es una
e-retracción, entonces d(p,r(p)) < e < £1. Como r(p) G BEl(p) y como
BSl (p) (~){BU bb'} = 0 tenemos que. r(p) $ BU bb'. De modo que r(p) e Pkqk
para algún fcei con k < M§.

Como b1 G Ts, entonces r(6') = b'. Consideremos r{b'p), sea r(p) = x £
Pkqk para algún k E M con k < M¿, entonces b'x C r(b'p). Veremos que
qk G a;6'. Tenemos que xqk C gjtPfc y gfc6' C 5 U í)6' c i . De modo que
xqk n gfc&' C qkpk HA = {qk}. Por tanto xqk U ^6 ' es un arco en el dendroide
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Y' que une x con &' y como Y' es un dendroide este arco es único. Por tanto
xqk^Qkb' — xb' y con esto hemos probado que q^ G xb'. Como q^ e xb' y xb' C
r(pb'), existe z € pb' tal que r(z) = p¿. Veremos que d(#, r(.z)) > e. Tenemos
que z £ b'p y r(z) = qk G -B, como N(e2,b'p) D N(e2,B) = 0, entonces
d(2,r(2)) > £2 ^ £• Esta es una contradicción que nace de suponer que r
es una e-retracción. Hemos probado entonces que Y' no tiene la propiedad
RNT. Como Y1 es un subcontinuo del semipeine Y contenido en X, entonces
Y' es un subcontinuo del dendroide X. Por tanto X no tiene la propiedad
RNT hereditaria, que es lo que queríamos probar.

•
La demostración del siguiente teorema no la desarrollaremos en esta tesis,

sólo lo utilizaremos como referencia.

Teorema 1.28 Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita si y sólo
si X no contiene ni semipeines ni semiescobas.

Demostración. La demostración de este teorema se puede leer con todo
detalle en [VT, Teorema 6.10, pags 62-69].

Teorema 1.29 Sea X un dendroide. Entonces X tiene la propiedad RNT
hereditaria si y sólo si X es una dendrita.

Demostración.
(=») Supongamos que X no es una dendrita, entonces por el Teorema 1.28,

X contiene una semiescoba o un semipeine. Si X contiene una semiescoba,
entonces por el Lema 1.23, X no tiene la propiedad RNT hereditaria. Si X
contiene un semipeine, entonces por el Lema 1.27, X no tiene la propiedad
RNT hereditaria. Con esto hemos probado que si X es un dendroide con .la
propiedad RNT hereditaria, entonces X es una dendrita.

(^=) Sea X una dendrita, entonces por el Teorema 1.19, X tiene la
propiedad RNT. Como todos los subcontinuos de las dendritas son dendri-
tas, entonces X tiene la propiedad RNT hereditaria. Con esto terminamos
la prueba del teorema.

• " • • . ¡ i ; . .

Con este resultado terminamos también esta sección, en la siguiente
sección caracterizaremos a las dendritas como los dendroides suaves que
tienen la propiedad RNT. •-.. -
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1.5 La propiedad RNT en dendroides suaves

En esta sección estudiaremos la propiedad RNT en dendroides suaves y
caracterizaremos a las dendritas como los dendroides suaves que tienen la
propiedad RNT.

Definición 1.30 Un dendroide X es un dendroide suave si existe un punto
v € X llamado vértice de suavidad tal que para toda sucesión convergente
{xn}™=l! donde xn —> x, se tiene que la sucesión de arcos {vxn}™=1 C C(X)
también converge y cumple que vxn —v vx.

Recordemos que los dendroides son únicamente arco conexos y por eso
tiene sentido hablar de los arcos vxn pues éstos son únicos.

En esta sección probaremos que X es un dendroide suave con la propiedad
RNT si y sólo si X es una dendrita, para probar esto necesitaremos una serie
dé resultados preliminares que nos serán de mucha utilidad.

Lema 1.31 Si X es un dendroide suave con vértice de suavidad v, entonces
X- es localmente conexo en v.

Demostración. Sea ¡i una función de Whitney, fi : C(X) —> [0,oo). Sea
/ : X —> R definida como f(x) — ¿¿(vx), veremos que / es una función
continua. Sea {xn}^=l una sucesión en X tal que xn —y x. Como v es vértice
de suavidad de X, entonces vxn —> vx. Como ¡i es una función continua
tenemos que (i(vxn) —> fi(vx), por tanto f(xn) —> f(x) y por tanto / es una
función continua.

Consideremos ahora B = {/~1([0,e)) : e > 0}. Veremos que B es una
base de vecindades conexas de v. Como / es continua y [0, E) es abierto en
[0, oo) entonces para toda s > 0 tenemos que f~1([Q,e)) es abierto. Ahora
veremos que dadas > 0 se tiene que /~1([0, e)) es conexo. Sea 2 6 /~1([0,£")),
entonces f(z) = f¿{vz) = 5 < e. Sea y G vz, entonces como /i es una función
de Whitney y vy C vz se tiene que ii{vy) < ji(vz) = 5 < e, por tanto para
toda y G vz se tiene que y G /~L([0,e:)) con esto tenemos que el arco vz C
/~1([0,s)) y esto es para toda z e /~1([0,e) ! lo cual prueba la conexidad de

Ahora sólo tenemos que ver que para todo abierto U de X tal que v e U
se tiene que existe e > 0 tal que v e f^QOjs)) C U, Sea e = min{/(a;) :
x £ X \U}. Como v ^ X\U tenemos entonces que f(x) > 0 para toda
x G X \ U. Como X\ U es compacto entonces / alcanza su mínimo en X \ U.
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Por tanto existe y E X \U tal que f(y) = e, y como f(y) > 0, tenemos que
€ > 0.

Veremos que v G /~1([0,e)) C 27, como f(v) = ¡x{v) = 0, entonces v G
/"HPM)). Sea ¿ G /-x([0,e)). Como /(^) < e y e = min{/(:c) : x E X\U},
entonces z $ X\U, por tanto z G U. De modo que v £ /~1([0,e)) C U.
Con esto terminamos la prueba del lema.

•

Lema 1.32 Si X es un dendroide suave no ¡ocalmente conexo, con vértice
de suavidad v, entonces existe un punto p £ X y un abierto U tal que p Eli,
v $ U y para toda vecindad Np de p tal que Np C U, se tiene que Np no es
conexa.

Demostración.
Cómo X no es localmente conexo, entonces X no es conexo en pequeño

[VT Teorema 6.6 pág. 58], entonces existe p € X tal que X no es conexo en
pequeño en p. De esta manera tenemos que existe un abierto U' en X tal que
para toda vecindad Np de p contenida en U1 se tiene que Np no es conexa.
Notemos que como por el Lema 1.31 X es localmente conexo en v, entonces
v y¿ p. Sea U = U'\ {v}, entonces U es abierto en X, p E U, v ^ U y para
toda vecindad Np de p contenida en U, tenemos que Np C 27', entonces Np

no es conexa.

Lema 1.33 Sea X un dendroide'no localmente conexo, entonces existen:
(1) dos abiertos U y V en X,
(2) dos puntos diferentes p y q EV,
(3)' dos sucesiones {pn}^ y {qn}™=i enV'y
(4) una sucesión de componentes diferentes CQ,CI,C2, ••• de U
tales que:

(A)VcU,
(B)pqCVnC0,
(G) pn -¥ p,_qn ~^qy
(D) pnqn C V D Cn para toda neff ,
(E) Si X es un dendroide suave con vértice de suavidad v, entonces v ^ U.

Demostración. Como X no es localmente conexo, entonces existe p E X
tal que X no es conexo en: pequeño en p. De esta forma tenemos que existe
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un abierto U en X tal que para toda vecindad Np de p contenida en £/, Np

no es conexa. En el caso en que X es un dendroide suave con vértice de
suavidad v por el Lema 1.32 podemos pedir que v $. U

Sea e > 0 tal que B£(p) C U. Sea CQ la componente de U que contiene
a p. Notemos que, por la forma como elegimos a U, p ^ mí(Co), entonces
B$(p) no está contenida en CQ para ninguna 5 > 0.

Vamos a construir inductivamente lo siguiente:
(a) una sucesión de números naturales ~ < ni < n^ < n^ < ...,
(b) una sucesión de componentes {Cn}^=1, de U, y
(c) una sucesión de puntos {pn}JS=i tales que si Bi = B±(p), entonces:

ni

(i) pi G Bi n Ci para toda i G N,
(ii) B¿ n (Ci U C2 U Cz U ... U C¿_i) = 0 para toda ¿ e N ,
(ni) Ci T¿ Co para toda Í G N .

. Para i = 1 sea í i i G N tal que ~ <n\. Como Bx no está contenida en Co,
existe pi G 5 i tal que pi ^ Co.

Sea Ci la componente de U que tiene a p1} entonces se cumple que
pi E:-BiC\Ci y también se cumple que CinC 0 = 0. Supongamos ahora que ya
hemos construido un conjunto finito de números naturales {ni, 7̂ 2, n$j..., rij}
un conjunto finito de puntos {^1,̂ 2,̂ 33 ••••>Pj} y un conjunto finito de com-
ponentes {Ci, C2, Csj.'.., Cj} de U con las propiedades mencionadas.'

Como Cj es cerrado en U, y como U es abierto de X, U\Cj es un abierto
de X tal que p GU\Cj.

Por tanto existe nj-+1 £ N tal que n¿+i > rij y queBy+i n Cj = 0. Conio
Bj+1 C Bá y Bj fl (Ci U C2 U C3 U ... U C¿_i) = 0 tenemos que S i + 1 n (Cx U

Como Bj+1 no está contenida en CQ existe pj+i G Bj+i tal que pj+i f CQ.
Sea Cj+i la componente de U que tiene a pj+i. De donde tenemos que
cj+1 n Co - 0. . . .

De esta manera hemos construido inductivamente lo que queríamos y
así hemos demostrado que existen dos abiertos U y V = Be(p) en X, una
sucesión {pn}%Li en V, y componentes diferentes Co, Ci, C2,... de U tales que
p e (Co n F) C í/, pn € (Cn D V) para toda n G N y pn -t p.

Ahora para toda n G N, sea ,Dn la componente de V que contiene a pn.
Notemos que para toda n G N, Dn c (?„ y, como J9re c y , entonces£)n c V.
Por.tanto.A^C (VnCn)nU.
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Tomemos la sucesión {-Dn}íE=i en el compacto V¡ entonces existe una
subsucesión convergente {Dnk}

<j¡L1
 ta^ Que Ai* ~~̂  A) donde DQ es un sub-

continuo de X contenido en V. Puesto que para toda & € N tenemos que
Pnk € Dnk, Dnk - ^ D o y pnk -> P, entonces p e A). Entonces Do es un
subcontinuo de U que tiene a p, por tanto A> C CQ. Por el Teorema de los
Golpes en la Frontera [Nd, Theorem 20.3] tenemos que para toda k € N,
Dnk n Fr(V) 7̂  0- Elegimos qnk e Dnk n Fr(V), podemos suponer que la
sucesión {qnk}kLi converge a un punto q. Como Dnk —»• Do y la sucesión
{flVijJjgzi cumple que qnk -5- q, entonces q € (DQnFr(V)).

Ahora como X es un dendroide y pnk, qnk e Dnk, entonces el arco pnk qn/c c
Dnk C (Cnjh D V). Notemos también que, como p €V y q E Fr(V), entonces
p / q. Del mismo modo para toda k e. N, se cumple que, como pnk € V y
Qnk 6 FrCV), entonces pnk ^ qnk. _

De esta manera hemos mostrado que existe una sucesión {qn^^i en V
tal que qnk —y q, qnk e Cnk para toda fceNyge Co . Notemos que como
pn -t p, entonces pnk -> p.

Entonces, ya tenemos dos abiertos U y V en X, dos. puntos diferentes
p y q € V C U, dos sucesiones { p ^ } ^ y •fefc}&_i_en V y componentes
diferentes Co, Ci,C2 , ••• de Í7 tales que p y,q € Co n VVpní! y Qnfc E Cnfc .0 V
para toda fceN, pnk -t p, qnk -+ g, el arco Pnfcgnjt C ^ n C ^ y s i l es un
dendroide suave con vértice de suavidad v, entonces v §É U.

Lema 1.34 Sea X un continuo con dos abiertos U yW tales que W ,C U.
Sean Co, Ci, Cg, --- componentes diferentes deU y AJ.-^I? ^2y- componentes
diferentes de W, donde Di es un subconjunto de Ci f~l W para toda i e~N y A
es un arco en X. Entonces A intersecta sólo, a un número finito de conjuntos

Demostración. Como A es un arco, existe un homeomorfismo / : [0,1] —y
A. Sea d la métrica en X, y sea e = d(W,X \ U). Como / es una función
uniformemente continua, existe 5 > 0 tal que si B C [0,1] y diam(B) < 5,
entonces diam{f(B)) < e. Tomemos K¡ € N tal que ¿ - < ó y dividamos

el intervalo [0,1] = [^, ¿ ] U [ ¿ , ¿ ] U ... U [ ^ , § ] , si llamamos Ik al
intervalo f^1, J-l para k = 1,2, ...,if¿ tenemos que diamilh) < -£- < 5 y
por tanto diam(f{I}t)) <e.

Mostraremos que si f(Ik) C\Dn^=$ para alguna n E N, entonces /•(/*) H
An = 0 para toda m / n. Sea !)„ tal que /(/*) fl /?„ ^ 0. Supongamos
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•mique existe m / n tal que /(/&) H-Dm =£ 0. Como Dn C Cn y Dm c C,
tenemos que /(/&) intersecta a dos componentes diferentes de U por tanto
/(/») n pf \ Í7) * 0. Como /(/») n f / í y /(/*) n (X \ [/) # 0 y
como d(W,X\U) — £, entonces tenemos que diam(f(I¡¡)) > e, esto es una
contradicción que nace de suponer que si f(h) n -Dn; ¿̂ 0, entonces existe
m ^ n tal que /(/jt) n Dm ^ 0. Por tanto /(/&) sólo puede intersectar una
componente Dn de W". Como [0,1] = |J{/fc : fe = 1,2,..., J ^ } , entonces
A — /([O, l]) intersecta sólo un número finito de componentes Dn de W. De
esta manera terminamos la prueba del lema.

Lema 1.35 Sea X un continuo con dos abiertos U y W tales que W C U.
Sean CQ, Ci, C%,,.. componentes diferentes de U, y DQIDI,D2, ••• componentes
diferentes de W, donde Di es un subconjunto de dnW para toda i G N yT es
un árbol en X, entonces T intersecta sólo un número finito de componentes
Dn de W.

Demostración. Como T es un árbol, entonces T es la unión finita de
arcos que sólo se intersectan en sus puntos extremos, digamos que T =
Ai U A2 U ... U An. Por el Lema 1.34, cada arco Ai intersecta sólo a un
número finito de conjuntos Dn. Por tanto T sólo intersecta a un número
finito de conjuntos Dn.

Lema 1.36 Sean X una dendrita, y {kn}^L1, {sn}^=1 dos sucesiones de
puntos en X tales que kn —> k y sn —)• s. Entonces la sucesión de arcos
{knsn}^=1 cumple que knsn ->- ks.

Demostración. Si k = s, entonces ks = {k} = {s}. Sea e > 0, entonces
como X es una dendrita, existe un abierto arco conexo U tal que fe 6 U C
Be(k). Como kn —» k y sn —̂  s = k, existe N e N tal que para toda n> N
se tiene que fen, sn 6 U,y como U es arco conexo, se tiene que knsn c U. De
modo que knsn C U C Be(k). Por tanto H(knsn, ks) < e para toda n > N7

por lo que knsn —y ks.
Supongamos que fe =£ s. Sea e > 0, entonces existen U y V dos abiertos

conexos de X tales que k e U C U C Bs.(k) ys e V cV <Z B<(s). Como
kn —*• k y sn —)• s, existe N £ N, tal que para toda n > N se tiene que
A;n € 2/ C U y sn G V C V". Notemos que como U y V son abiertos conexos,
entonces U y V son continuos. - • • ;
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Consideremos el continuo Y = U U fes U V. Veamos que Y C N(e¡ ks).
Sea y G y , entonces si y G U, y G B« (fe) y por tanto y e N{e, ks), de igual
modo si y € V, y G BL(S) y por tanto y G N(e,ks), si y G fes, claramente
y G iV(e, fes). Por tanto 7 c JV(e, fes).

Ahora veremos que para n > N, se cumple que el arco &„«„ C Y. Como
U es arco conexo y kni fe G t/, entonces el arco fenfe C £/, de igual manera,
como V es arco conexo y sn,s 6 V, entonces el arco sns'C V.

Consideremos ahora el continuo Zn = knk U ks U ssn. Como kn, sn G Zni

entonces el arco knsn C Zn. De modo que knsn c Zn = knk U fes U ssn C
i y c y c iV"(e, fes). Por lo que hemos probado que para toda n> N

_ __
Ahora, para cada n > N consideremos el continuo Yn = U U fe^s^ U V.

Veamos que Yn C N{s,knsn). Sea y € Yn, entonces si y E U, y G i?£(&) y
como d(k7 kn) < | , entonces d(y, kn) < 6, por tanto y G JV(e, knsn)., de igual
modo si y e V, ?/ G ^£(s) y como cífs, sn) < f, entonces d(y,sn) < e, por
tanto y € N(e,knsn)} si y € knsn, claramente y e N(e,knsn). Por tanto
yn C N(£,knsn). Como fc. G í í C / „ y s € V C i i para toda n > iV,
entonces el arco fes C Yn para toda n> N. Por lo que fes C Y C N(s} knsn).

Hemos probado entonces que para toda n > iV, knsn C N(e, ks) y ks C
N(e, knsn) por lo que para toda n> N, H(knsn, ks) < e, por tanto knSn -> fes
y el lema queda demostrado.

Lema 1.37 Sea X una dendrita. Entonces X es un dendroide suave.

Demostración. Sea X una dendrita, sea v £ X y {pn}%L.1 una sucesión de
puntos de X que cumple que pn —y p. Por el Lema 1.36 vpn —> vp. Por tanto
X es un denroide suave.

Notemos que hemos probado, no sólo que si X es una dendrita, X es un
dendroide suave, hemos probado que todos los puntos de una dendrita X son
vértices de suavidad.

Teorema 1.38 Sea X un dendroide suave. Entonces X tiene la -propiedad
RNT si y sólo si X es una dendrita.

Demostración. (=$-) Supongamos que X nó es una dendrita, entonces X no
es localmente conexo por tanto por el Lema 1.33 se cumple que X contiene:
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(1) dos abiertos U y V en X,
(2) dos puntos diferentes p y q G V,
(3) dos sucesiones {vn}™=i Y {?n}í£=i en V y
(4) una sucesión de componentes diferentes CQ, CI, C2,... del!
tales que:

(A)Fcü,

(C) pn -> p , j n -> q y
(D) PnQn c y n C n para toda Í Í É M , -

(E) Si el vértice de suavidad de X es v, entonces v ^ U.
Esta demostración la iremos desarrollando por pasos, puesto que es muy

larga y contiene muchos tecnicismos.
Durante la prueba de este teorema llamaremos En a la componente de V

que ¡contiene al arco pnqn y EQ es la componente de V que contiene al arco
pq. Denotaremos por v al vértice de suavidad de X.

Afirmación 1. Para cada componente En de V, existe un único punto
rn € V tal que vrn nEn = {rn}.

Esto es una consecuencia del Lema 1.16. • .

Afirmación 2. Para cada n € N, sea rn 6 V tal que vrn D En = {rn},
entonces la sucesión {rn}™-i tiene una subsucesión convergente {r^j-jg^ tal
que rnk -t r y r é EQ. ' _ • • . . . . . .
, Recordemos que EQ es la componente de V D CQ que contiene a p,q.
Claramente como V es un compacto, la sucesión {rn}'^L1 C V tiene una
subsucesión convergente {rnh}%L1 tal que rnk —>• r y r 6 V". Veremos que
T € ¿íb- La sucesión de componentes {E^}^ c "K, tiene una subsucesión
convergente {E^}^ tal que Enj -^ E.j E cV. Como pnj - j - p, Q % -^ ? y
rn. —>• r, entonces, p,q,r .6 JS. Como i?o es la componente de V que contiene
a p7 q, entonces E C üíb; y por tanto r £ EQ.

Observación 3. Para evitar los, complicados subíndices, supondremos que
rn —» r. Ahora como p,r,q e Eo y p ^ q, podemos suponer entonces que
r T¿ p ó r T¿ g. A partir de este momento analizaremos el caso en que r 7̂  g,
pero como p, g juegan papeles simétricos el caso en que r ?¿ p, se analiza de
manera análoga. .



26 CAPITULO 1 LA PROPIEDAD RNT EN LOS DENDROIDES

Afirmación 4. El arco vr está contenido propiamente en el arco vq.
Recordemos que para cada n £ N , tenemos que qn G En, y vrn H En =

{rn}. Como rn, qn G i ^ , entonces rngn c ¿?n. De modo que vrnUrnqn cumple
que rn e vrnr\rnqn C vrnnEn = {rn}. Por tanto vqn = vrnUrnqn para toda
n E N. Con esto tenemos que vrn C vqn para toda n e N . Como rn —>• r,
(fo —> g y ^í es un dendroide suave con vértice de suavidad u, entonces
vr^ - ^ w y ugn —y vq. Por tanto como Wñ C ̂ gn para toda n G N, tenemos
que ur C ug. Como r ̂  q, entonces vr está contenido propiamente en vq.

Afirmación 5. Sea d la métrica en X. Entonces existe un abierto W C X
y un número positivo e', que cumplen que:
(a)VcVcWcW CU,
(b) d{V,X \ U) >e\

(d) N{s',rq)cW,
(e)N{el,vr)nBE,{q)=t

Como por (A) V C V C £/, entonces por normalidad existe un abierto
W,t3lqueV CVcWcWcU.

Sea E\ = d(y^—¿, como V y X\W son dos cerrados ajenos, entonces Si es
un número positivo. Como r,q eV, veremos que BE1(r) C W y Bei(q) C W.
Como Bei(r) C {x E X : d(x,r) < £i], entonces si y £ B£l(r), se tiene que
d(y, r) < £i y por tanto y ̂  X \ W, de donde tenemos que B£l (r) <zW . De
la misma manera se puede mostrar que B£l (q) C W.

Como por la Afirmación 2, r € .Ep y por (B) g G V Pi Co = Eo, entonces
rq C Eo c V. Veremos que N(ei,rq) C W. Como la N^e^rq) C {x e X :
d(x,rq) <-£i}} entonces si y G N(eurq), se tiene que t¿(y, rg) < Si y por
tanto y ̂  X \ W, de donde tenemos que N(e1,rq) C W.

Recordemos que, por la Afirmación 4, vr C ^g y r / g ; por tanto ^ y
ur son dos cerrados ajenos. Sea e2 = .^ 3 • Como N(e2,vr) C {x £ X :
d(x,vr) < £2}, entonces si y G N(e2,vr), tenemos que d(y,vr) < e2 y por
tanto d(y,q) > 2e2- De este modo tenemos que si y G N(e2,vr), entonces
y ^ Bea{q).,Por tanto Be2(qynN(e2ivry = í. • • • • •

Sea e' = min-fei,^}. Veremos que tenemos todo lo que necesitábamos.
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(a) Hemos probado que por normalidad existe un abierto W tal que V C
Fc^cfcl/.- _
(6) Como ei = d 0 / f W , entonces d{V,X\ W) = 2£l > er.
(c) Como Bei(r) C W, B£l(q) C W y ex > el, entonces B£<(r) C W y

(d) Como N(e1,rq) CW.y ex> e'7 entonces N(s',rq) c W.
(e) Cornos = ^ • ^ ( í ) n Í V ( ^ í i : ) = 0 y s2 > e', entonces B^g) n

Afirmación 6. X no tiene la propiedad RNT.
Por la Afirmación 5, existen un abierto W y e' > 0 que cumplen que:

(b) d(V,X \ U) >e'
(c) B£,(r) C W, BE<{q) C W
{d)N(Ef,rq) C T^
(e) iV^e', vr) n Be/ (g) = 0.

Como por (e) tenemos que N(s',vr) n B£t(q) = 0, entonces el número
e3 = d(N(s',vr),B£'(q)) es positivo. Sea e = min-{y,£3}. Veremos que
para toda Ó > 0, existe un árbol T C X tal que H(T7X) < 5 y para toda
retracción r : X —> T, r no es una e-retracción. :

Por el Lema 1.3, existe un árbol T C X tal que v e T y íf (T', X)' < í.
Como por la suavidad de X, vrn —J- vr y como por (C) qn —> q, entonces
existe N G N tal que para toda n > N, vrn C N(e,vr) y qn G BE(q). Sea
Dn la componente de W tal que ivfo.C -¿̂ n- Por el Lema 1.35, T' C\Dn^$
sólo para un número finito de conjuntos Dn. Entonces existe m > N tal que
vrm C iV(e, ur), gm € £e(g) y T ; n Dm = 0. Ahora como rm £ Em c Dm y
qm<Z Em<Z Dmj entonces r^m C Dm y por tanto T n rmgm = 0. Además
tenemos que rmqm C £̂ m C V. Consideremos el arco vrm, como qm € B£(q),
vrm C N{E, vr) y por (e) tenemos que BE<(q) n iV(e', úr) = 0. Como e < e-,
entonces B£(q) n iV(e, ur) — 0. Por tanto qm ^ vrm.

Sea T = T U urm, como qm $T' y qm g vrm, entonces qm ^ T. Veremos
que T es un árbol. Como T es un subcontinuo de un dendroide, no contiene
eurvas cerradas simples, como X" es un árbol, entonces T'Uvrm, es una unión
finita de arcos. Por tanto T es un árbol. Como T" c T y H{T',X) < 5,
entonces H(T,X) < 6.
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Veremos que para toda retracción r de X en T, r no es una e-retracción.
Supongamos por el contrario que r es una e-retracción. Primero veremos
que r(qm) £• vrm. Supongamos por el contrario que r(qm) G vrm, entonces
d(qm,r{qm)) > d(qm,vrm) > d(BE>(q),N(e',vr)) = e3 > e. Lo cual es
imposible pues estamos suponiendo que r es una e-retracción. Por tanto
r{Qm) í vrrrn de modo que r(qm) G T', como T" fl .Dm = 0, entonces
Kftn) ^ ^m- Veremos que qm está en una componente D' de PF, que cumple
que Dm / D'. Si r(gm) $É W, entonces r(qm) eX\W CX\W. Por tanto
tenemos que d(qm,r{qm)) > d(qm,X \ W) > e' > e. Lo cual no es posible
pues r es una er-retracción. Entonces r(qm) E W¡ sea D' la componente de
W que contiene a r(qm). Recordemos que r(qm) e T'. Como Dm D T' = 0,
entonces D ; T¿ Dm.

Analizaremos ahora al conjunto r(rmqm). Veremos que r(rmqm) intersecta
a dos componentes diferentes de W. Como rm 6 X, entonces r(rm) = rm.
Como rm. G Dm, entonces r(rmqm) n Dm 7̂  0- Recordemos que D' es la
componente de W tal que r(qm) € D' y D' cumple que D' ^ Dm. Entonces
r(rmqm) n D1 5¿ 0 y r(rmgm)_n Dm / 0- Por tanto r(rmqm) intersecta a dos
componentes diferentes de W.

Tenemos entonces que r(rmgm) es un conexo que intersecta dos compo-
nentes diferentes de W. Por tanto r(rmqm) n X \ W / 0. Por otro lado
rmqm C -É̂m, P ^ tanto rmgm C £?m C V". De modo que existe s e rmgm C V
tal que r(s). 6 X \ W. Con esto tenemos que d(s,r(s)) > d(V,X\W) > e' >
e. Esta es una contradicción que nace de suponer que r es una e-retracción.
Por tanto hemos probado que X no tiene la propiedad RNT.

Con esto hemos probado la primera implicación de este teorema. Pro-
baremos ahora la otra implicación.

(<í=) Sea X una dendrita, por el Teorema 1.19, X tiene la propiedad RNT.
Por el Lema 1.37, X es un dendroide suave. Por tanto si X es una dendrita,
X es un dendroide suave con la propiedad RNT, y con esto terminamos la
prueba del teorema.

Con esto terminamos también la sección, en la siguiente sección mostra-
remos un ejemplo de un dendroide no localmente conexo X, tal que X tiene
la propiedad RNT.
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1.6 Un dendroide con la propiedad RNT,

29

En [AI] Alejandro Illanes construyó un ejemplo de un dendroide no local-
mente conexo que se puede retraer en todos sus subcontinuos. En esta sección
utilizaremos este ejemplo con una pequeñísima modificación y probaremos
que el nuevo ejemplo modificado tiene la propiedad RNT.

Antes de que entremos en detalles técnicos, pondremos un dibujo ilus-
trando los dos ejemplos, que describiremos más tarde.

Esto lo hicimos sólo para hacer notar cuan tan pequeña es la modificación,
y como el trabajo que realizó Alejandro Illanes es realmente lo que nos per-
mitirá demostrar que el dendroide modificado tiene la propiedad RNT.

En este momento explicaremos como construyó Alejandro Illanes su ejem-
plo.

1.6.1 Un dendroide retráctil

Para construir este ejemplo introduciremos algo de notación que nos hará
más fácil el manejo. Dados dos puntos p , 5 E l 2 , denotaremos por (p, q) al
segmento convexo que los une. Para un punto p £M2, p ~ (x,y), definimos
p' como el reflejado de p sobre el eje y, es decir p = (—x,y).

Dado un conjunto B C R2, definimos B' como el reflejado del conjunto
B sobre el eje y, es decir B' = {p' e H2 : p G B}.

El Origen en M2 se denotará por ©. Sean m y TT2 las proyecciones en la
primera y segunda coordenadas, respectivamente. . ¡ . •
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Definiremos primero una sucesión Ao, Ai,..., Ani... de subconjuntos de
M2, tales que para toda n G N. An es una poligonal que une 0 con un punto

Sea AQ — {©} y Ay = ( 0 , (1, —\))> Entonces Ai es una poligonal que
une 9 con a0 = (1,— | ) . Para construir An+Í, supondremos que ya hemos
construido An con n > 1. Tomemos An7 como sabemos An es una poligonal
que une 0 coii an. Tomemos an + A!n_li esto es tomemos el reflejado de A i - i
sobre el eje y, y trasladémoslo hacia an.

Veamos qué es an + A'n_l7 A'n_x es una poligonal que une 0 con G ^ , al
trasladarla a an obtenemos que an + A'n_x es una poligonal que une an con
an + a'n_l. Sea bn = On+an-i- Ahora tomemos bn-\-An, esto es An trasladado
a bn. De este modo diremos que An+i = An U (an + ^ . j ) U (bn + i4n). El
siguiente dibujo ilustra la explicación anterior.

De manera que hemos construido inductivamente•AQ ÍAI ÍA2 Í •••,A7t)....
Estas poligonales An que hemos construido nos servirán para reconstruir el
ejemplo. Una de las propiedades importantes de estos arcos-fue probada
por Alejandro Illanes en [AI, Assertion 1]. A continuación describimos estas
propiedeades. • • '
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Propiedada 0. Para cada n > 0, An es una poligonal, vn < 0, An C
((0, n] x [vn, 0)) U {0}, un = n, an+1 = 2an + a j ^ y An = an ~ An. Lo cual
implica que el único punto de An en el eje y es el 0 y el único punto de An

con primera coordenada igual a n es an.

Lo que haremos ahora será reacomodar cada An para poder construir el
dendroide.

Definamos, para n > 2, fn : An -í- K2 como fn(z,y) = ( f , ^ ) - Se
puede ver fácilmente que fn es inyectiva y continua. Como An es compacto,
f(An) también lo es. Ya que / : An —> R2 es lineal, f(An) es una poligonal.

Como An es un arco, podemos darle un orden natural donde 0 < an.
Notemos que por la manera en que construimos An, si p < q, entonces
7c2(g) < 7r2(p). Es decir An es un arco que va descendiendo. Ahora notemos

27iUn ) i Jn\M) — { n J 2nun ) J an — i % i " n j
arcos ^ son descendentes y comienzan en 0 , tenemos que vn < 0 para toda
n••> 2 de donde tenemos que si 7r2(g) < 7r2(p), entonces ' ^ < ~^r^- P e r o

esto es lo mismo que decir que 7T2(/n(g)) < 7r2(/n(p)). Por tanto tenemos que
si p < q en ,4nj entonces TT2(/„(?)) < ^2(

Habiendo definido / n definamos ahora, para n > 2, Cn = (0 + ¿¿r ) +
/ n (A n ) . Notemos que Cn es una poligonal de (0, ^=j) a (0, ^¿2) + fn(an).
Como Cn es sólo una traslación de fn(An) las condiciones de orden recién
planteadas se siguen cumpliendo, de manera que si en Cn definimos un orden
tal que (0, —$) < (0, ¿ i r ) + f{an), tenemos que si p,q € Cn con p < q,
entonces ^2(5) < ^-¿{p)- De donde obtenemos la siguiente propiedad.

Propiedad 1. Sea Cn = (0, ^¿ j ) + fn{An)i entonces para todo p G Cn

tenemos que ^{p) < 2¿2-

Para ver esto, tenemos que para toda p G Cn\{(0, gis*)}) (0, 2 ^ ) < P>
por tanto ir2(p) < TT2((O, ^ ¿ T ) ) , así pues 7r2(» < ^ .

Ahora definamos Bn como la unión de los arcos (G, (1,0)), ^0 , (0, 5Í2))
y Cn. Es decir Bn = (0, (1, 0)} U ( 0 , (0, ¿¿y)) UCra. El siguiente dibujo
ilustra como se ve Bn.
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UK)

(1,0)

Notación. Si q,p E -Bn, entonces ({q,p}) denotará el arco en Bn que une p
con q.

La siguiente propiedad que mencionaremos no será probada en este tra-
bajo, Alejandro Illanes la probó en [AI,Assertion 5, pág 801].

Propiedad 2. Para cada n > 2 y g e Cn, existe una retracción <j>n : Bn —)•
({q0 (1,0)).) que depende de q, que cumple que |7Ti(p) — ^i((f>n{p))\ < f •

Afirmación 3 Sea q £ Cn y p : Bn -> {{q, (1,0))) una retracción, entonces
para toda p e Bn se tiene que |7r2(p) — 7r2(p(p))| < ^k=x>

Por la Propiedad 1 0 < ^ ( p ) < 5—^ para toda p € Cn- Notemos que
7T2((e,(l30)) U ( 6 , ( 0 , 2 ^ ) ) ) = [ O ^ j . De manera que TT2(P) G [0, ^
para toda p e 5 n y como 7r2(p(p)) € 7r2(£n) = [0, ̂ ¿gr] concluimos que
p, p(p) G [0, 2¿y]. Por tanto |TT2(P) - 7r2(p(ri)| < ^¿2.

Con la Propiedad 2 y la Afirmación 3 obtenemos la siguiente propiedad:

Propiedad 4. Para cada n > 2 y q e Cn, existe una retracción <pn : Bn —>
, (1,0)» tal que |TTI(P) - < f y

El dendroide no localmente conexo definido por Alejandro Illanes en [AI]
es el siguiente:

Ejemplo 5

Y = \J{Bn :n>2} = {B, (0,1)) U (6, (1,0)) U (J{Cn • n > 2}.

La siguiente figura lo ilustra.
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Nosotros definiremos el siguiente dendroide.

Definición 1.39 Definimos el dendroide X, como X = Y U ((1,0), (2,0)).

-::Éste sigue siendo claramente un dendroide no localmente conexo que se
ilustra en la siguiente figura.

Veremos ahora que X tiene la propiedad RNT.

Teorema 1.40 El dendroide X de la Definición 39 tiene la propiedad RNT.

Demostración. Sea e > 0, tenemos que mostrar que existe 5 > 0 tal que si
T es un árbol contenido en X y H(T, X) < 6, entonces existe una e-retracción
r:X'->T.

Esta demostración es larga y técnica, así que la iremos desarrollando por
pasos.
Notación. Como X es un dendroide, es únicamente arcó conexo, como es
usual si p, q E X, pq denotará el único arco en X que une p con q. Cada
arco Cn tiene como extremos a los puntos (0, ̂ ¿2) y fn(^n)- Llamaremos
kn = (0, 2¿^) y cn = ín{^n)- Llamaremos c al punto (1,0), y e al/punto
(2,0).



34 CAPÍTULO 1 LA PROPIEDAD RNT EN LOS DENDROIDES

Para n > 2, sea zn un punto interior del arco Cni es decir zn G Cn\{kn, cn}
que cumpla que el diámetro del arco zncn es menor que e. Como znCn \ {zn}
es un abierto de X, entonces existe un numero positivo 5n tal que Bgn(cn) C

De igual manera como ce \ {c} es un abierto en X, existe un número
positivo Ó' tal que B§/(e) C {ce \ {c}}.

Ahora prestemos un poco de atención a la sucesión {- —
sucesión converge a cero por lo tanto existe iV E N tal que para toda n > N
se cumple que | - ^=s< £• . • .

Sea 5 = min{|, | , S',5i,ó2, ...,ó^}. Mostraremos que si T es un árbol
contenido en X tal que H(T, X) < 5, entoces existe una e-retracción r de X
enT.

Afirmación 5. Sea T un árbol contenido en X, tal que H(T,X) < 5,
entonces:
(a) el arco (6, (1,0)) está contenido en T,
(b) kn 6 T para toda n > 2,
(c) el arco knzn está contenido enT para toda n < N.

Para probar el inciso (a), notemos que como S < | , entonces tenemos que
B5((2,0))nY = 0, por tanto existe ti e T tal que tx € {Bs((2,0))nT}\Y.
También tenemos que como 5 < 62, entonces Bs(c2) C z2c2 \ {z%\ por tanto
existe t2 £ T tal que i2 6 B${c%) n T. Como T es un árbol, el arco en X
que une ti con i2 está contenido en T. Notemos que (tls (1,0)} U (6,(1,0)) U
(G, (0,1)) U {(0,1)5*2) es un arco que tiene como extremos a los puntos ti
y t2 como X es únicamente arco conexo, este arco es precisamente Í1Í2- De
este modo vemos que (9, (1, 0)) está contenido en T y (a) queda probado.

Como kn = (0, 2¿r) e (©, (0,1)) para toda n > 2, y (0, (0,1)) C tih C
T, tenemos que kn £ T para toda TI. > 2 y de esta manera (b) queda de-
mostrado.

• Para probar (c) notemos que como T• c X y H(T, X) < S, entonces para
toda n. < N, tenemos que Bs(cn) C zncn \ {zn}, por tanto existe tn 6 T tal
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que tn G {B¿(cn) O T}, como por (b) kn G X para toda n > 2, entonces para
n < N, el arco ftntn C T, como zn € &n¿n; entonces knzn C T y con esto
queda probado (c).

Afirmación 6. Para toda n > 2, existe un punto qn G Cn tal que
C' nT — h a

Como Cn es un dendroide y Cn,T son subcontinuos de X, CnTI T = 0 o
Cn n T es un subcontinuo de Cn. Pero Cn es un arco, kn es un extremo de
Cn y kn G T. De manera que Cn fl T es un subarco de <7n que tiene a kn. Por
tanto Cn n T es de la forma fc^ífo para alguna qn £ Cn.

Afirmación 7. Para el arco (9, (2,0)), existe un punto q tal que (9, (2,0)}n

La demostración se hace de manera idéntica a la demostración de la Afir-
mación 6.

Afirmación 8. Para toda n > 2, Cn \ T es abierto en X.
,/:Primero notemos que (Cn)

Q = Cn \ {kn}.

Ahora por la Afirmación 5 (b), tenemos que para toda n > 2, kn € T.
Veremos ahora que Cn \ T = (CJ° \ T. Claramente (Cn)° \T C Cn\T.
Ahora sea x £ Cn\T, como kn e T, tenemos que x £ Cn \ {kn} y como
Cn \ {kn} = {Cn)°, entonces x € (Cn)° \ T. Por lo que {Cn)° \T = Cn\T.

Como (Cn)° \ T es abierto en X y Cn\T = (Cn)° \ T, entonces tenemos
que Cn \ T es abierto en X, y la afirmación queda demostrada.

Afirmación 9. La función r de X en T definida como

x, si x £ T,

, , , Qn, si x e Cn\T yn<N,
r{x) = <

(x), si a; £ {7n\T y n > iV,

es una retracción de X en T.
. Veamos que r es continua. Tomemos x £ X. Analicemos las distintas

posibilidades para x. ,.
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Caso 1. Si x £ Cn \ T con n < N, tenemos que r(x) = qn que es una
función constante. Como por la Afirmación 8, Cn \ T es un abierto en X,
entonces r es continua en el abierto Cn \ T. Por tanto r es continua en x.

Caso 2. Si x £ <(1,0), (2,0))\T, como r es constante en ((1,0), (2,0))\T
y esto es un abierto de X, entonces r es continua en {(1,0), ( 2 , 0 ) ) \ T y por
tanto r es continua en x.

Caso 3. Si x e Cn \ T con n> JV, r(x) = (j>n(x), por la Propiedad 2, 0n

es una función continúa en el abierto Cn \ T y por tanto r también lo es. De
modo que r es continua en a;.

Caso 4. Si x G T°, como r en T° está definida como la función identidad
y T° es abierto en X1 entonces r es continua en T° y por tanto r es continua
e n x . • . - ' . .

Caso 5. Si a; = qw para alguna n > 2. En este caso, existe un abierto U
tal que gn € Í7 y Í7 C TU{Cn\T). Entonces U C TUC n . Si n > ^ n o t e m o s
que CnC\T = knqn y </>n restringida a knqn es la identidad en knqni pues
knQ.n C {(ífo, (1,0))). De manera que r restringida a Cn U T está definida en
dos conjuntos cerrados (Cn y T), con funciones continuas (<fin y la identidad
en T) que coinciden en la intersección. Por tanto r restringida a Cn U T es
continua y, como Cn U T es una vecindad de qn, tenemos que r es continua
en x > qn. El caso en que n'< N es similar.

Caso 5.5. Si x = q, en este caso existe un abierto U tal que q E U C
{(1, 0), (2,0)). Este caso es similar al Caso 5.

Caso 6. Si £ € Fr(T) \ {{qn : n > 2} U {q}), entonces x es de la forma
x = (u, 0) con 0 < u < 1. Tomemos una sucesión de puntos {a;m}^= 1 en X
tal que a;m —> x. Si cada a:m E T, entonces ?•(%) = xm, y COÍHOT(Í) = o:,
tenemos que r(xm) —> r(x). Podemos suponer entonces que xm £ T para
toda m y también podemos suponer que xm ^ {(| , 0), (2, 0)) pues u<\. De
manera que cada xm es de la forma xm = (umi vm) con vm > 0. Entonces
cadaxm está en un conjunto CnrK\T para algunanm E N. Ya que x = (u,0),
también podemos suponer que nm > N para toda m > 1. puesto que
a;m —í- a;, entonces wm —y 0, así que nm —^ oo.

Como |7rx(r(a;m)) - 7Ti(zm)| = [ ^ (^ (a rm) ) - 7Ti(a:m)| < ¿ (por la
Propiedad 4) y TYi(xm) =um —>• u, obtenemos que iri(r{xm)) —> u.

Por otra parte como (/>nm(xm) € Bn7re y como por la propiedad 4 7^(2;) <
5¿ r para x e Bn, tenemos que, 0 < ^i{r{xm)) = 7r2(^nm(^m)) < ^é=s- D e

manera que como nm —¥ 00 tenemos que ir2(r(xm)) —¥ 0.
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Usando los hechos de que 7Ti(r(xm)) -$• u y 7T2(r(xm)) —» 0, obtenemos
que r(xm) —> (w, 0) = x = ri(a;). Por tanto r es continua en x.

Con estos 6 casos queda demostrada la continuidad de r. Notemos que
como r(x) = x para toda x GT, y como r(x) G T para toda x G X, y como
r es una función continua, tenemos que r es una retracción de X en X, y con
esto hemos probado la afirmación.

Afirmación 10. La retracción r de X en T de la Afirmación 9 es una
e-retracción.

Caso 1. Si x E T, entonces r(x) = x por lo que d(x,r(x)) = 0 < e.

Caso 2. Si x G Cn \ X con n < JV, tenemos que r(x) = gn. Como por la
Afirmación 5, knzn C X, entonces /cn2n c knqn y por tanto d(x,qn) < 5 < | .
Por tanto d(x,r(x)) < e.

Caso 3. Si'a G <{(15 0), (2,0)))\X3 entonces r(a;) = q. Como d(g, (2, 0)) <
5, entonces d(x., g) < 6 < | y por tanto d(x, r(x)) < e.

Caso 4. Si x G Cn \ T con n > N, entonces r(x) = i>n{x). Por la
Propiedad 4, |7Ti(^n(x)) — 7Ti(x)| < | , y también como <f>n(x) € Bny 7r2(x) <
2¿a-, entonces 0 < 1^3(^(2:)) — 7r2(a;)| < giy. De modo que, como n > N,
entonces

d(a;,r(2;)) = (x — t^n(x)| < |7Ti(^(x)) — 7Ti(x)| + l^f'jí'n(x)) — ^2(2;)I <

De modo que, en cualquier caso, d(x,r(x)) < e. Por tanto r es una e-
retracción. Con esto damos por terminada la prueba de la afirmación y la
demostración del teorema.

Con esto terminamos el capítulo, en donde estudiamos la propiedad RNT
en los dendroides. En el siguiente capítulo enfocaremos el estudio de esta
propiedad en continuos que son compactaciones métricas de un rayo.
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CAPITULO 2

La Propiedad RNT en
Compactaciones

En este capítulo estudiaremos las compactaciones métricas de un rayo. Vere-
mos cuáles de ellas cumplen que tienen la propiedad RNT. Probaremos que
si una compactación de un rayo, tiene esta propiedad, entonces su residuo es
el pseudoarco. Daremos dos ejemplos de compactaciones del rayo con residuo
pseudoarco, una con la propiedad RNT y otra sin ella. Con estos ejemplos
lo que estamos probando es que no todas las compactaciones del rayo con
residuo pseudoarco son homeomorfas, contestando así una pregunta de M.
Awartani.

2.1 Preliminares
Durante todo el desarrollo de este trabajo, estaremos pensando en compacta-
ciones métricas del rayo.

Definición 2.1 Un continuo X, es una compactación del rayo si existe un
encajé h del intervalo [0, oo) en X tal que /i([0,oo)) es denso en X.

Como h([0, oo)) es denso en X, tenemos que X = /i([0, oo)).

Definición 2.2 Decimos que R es el residuo de la compactación del rayo, si
i2 = /i([0,oo))\fc([0,oo))

39
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De manera que como X = /¿([0,oo)) y R — /i([0,oo))\/i([0, oo)) , tenemos
= h{[0,oo))UR .

Notación. En este capítulo cuando mencionemos un continuo X, el cual es
compactación de un rayo, R siempre denotará el residuo y /i([0,oo)) dicho
rayo, de modo que X = h([0, oo))UÍ2 y supondremos que R es no degenerado.

Lema 2.3 Sean X un espacio topológico, D denso en X yU un abierto en
D tal que U C D. Entonces U es abierto en X.

Demostración. Como U es abierto en D, entonces U = V n D donde V es
abierto en X. Veremos que V C D. Supongamos por el contrario que V no
está contenido en D, entonces existe v E V tal que v 4. D. Como U C D,
tenemos entonces que v ^ U . Sea W = V \ U , tenemos que W es abierto
en X y W / 0 pues v G W. Como D es denso, existe un punto p G D C\ W,
entonces, p e D(~)V, de,modo que'pEÜ, pero eso es una contradicción pues
p £W = V\U . D e modo que tenemos que V C D por tanto U = V y U
es abierto de X.

• • • . .

Sea X una compactación del rayo, X = h([0, oo)) U i¿, probaremos una
serie de resultados de estas compactaciones.

Lema 2.4 Sea X una compactación del rayo, entonces para toda p G [0, oo),
tenemos que ft([0,p)) = h([O,p\).

Demostración. Como [Q,p] es compacto, ft([0,p]) es compacto y cerrado
en X, entonces h([0,p)) C /i([0,p]). Como h es un encaje, tenemos que

R l l " " 0 0 0 » l 1 0 ' 0 0 ' ) = h([0,p]) por t an to l
h([0,p])

Lema 2.5 Sea X una compactación del rayo, entonces para toda p £ [0, oo),
h([0:p)) es un abierto de X.

Demostración. Como h([0,p)) es abierto en /i([0, oo)) que es denso en X y
/i([0,p)) = fr([0,p]) C ft([0,oo)), entonces por el Lema 2.3, /i([0,p)) es abierto
de-X.. . .
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Teorema 2.6 SeaX una compactación del rayo, entonces R es un continuo.

Demostración. Probaremos que R = f"| h([n,oo)). Como por defmción
. n = l

R — /¿([O, oo)) \ /i([0, oo)), entonces i? D /i([0, n]) = 0 para toda n G N. Y
como ií C I = /i([0,n]) U /i([n, oo)), entonces i? C /i([n, oo)) para toda

oo

n G N, por tanto i? C f] h([n, oo)).
n = l

Para ver la otra contención, tomemos qSf] h([n, oo)) C X = /i([0,.oo))U
T t - l

i?. Si g G ft([0, oo)), entonces existe p € K tal que /i(p) = q y existe m G N
tal que p < m, entonces q $ h([m,oo)) y como.ft([0,m)) es abierto por
Lema 2.25 y h([0,m)) n /i([m,oo)) = 0 por la inyectividad de h, entonces

. ;_ O O • "

q ^ /i([m,oo)) lo cual es una contradicción pues q £ f] h([n,oo)). De modo
•'• n = l

oo

que para toda q G f] h([n, oo)) C X, q ^ /i([0,.oo)), por tanto g € i? y así
'• n - l
;-/ OO "

tenemos que f] h([n,oo)) C R.
7 1 = 1

De estas dos contenciones tenemos que f] ft([n,oo)) = ñ.

Ahora sólo falta ver que f] h([n, oo)) es un continuo. Como h es un

encaje, tenemos que h([n, oo)) es un continuo para toda n G N, de modo
oo

que p) h([n,oo)) es una intersección anidada de continuos y por tanto un
n=l

continuo.

Lema 2.7 Sea X una compactación del rayo, si A es un subcontinuo de X,
tal que AnR^fy, entonces A C R ó R C A.

Demostración. Si Ano está contenido en R, entonces An /i([0,oo)) / 0
Sea h(p) G An /i([0,oo)), probaremos que.'/i([p,oo)) C A.

Supongamos, por el contrario, que existe un h(q) € h((p, oo)) \A, como
X \ A es abierto y h es un encaje, existe, e > 0 tal que h((q — e, q + e))C\A =
0, entonces A = (A D fe([0,g - g])) U (A C\ h([q + E,oo))) y tenemos que
(A n /i([0,g - g])) n (̂ 4 D /i([g + e,oo))) = 0. De modo que A es la. unión
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de dos cerrados no vacíos y ajenos. Lo cual es una contradicción pues A
es conexo. Esta contradicción nace de suponer que h(q) £ A. Por tanto
h(\p1 oo)) C A, pero como A es cerrado tenemos que /i([p, co)) C A de modo
que R C A y con esto terminamos la prueba del lema.

• '
Lema 2.8 Sea X una compactación del rayo. Entonces X no es localmente
conexo en ningún punto de R.

Demostración. Supongamos por el contrario que X es localmente conexo en
algún punto p de R. Como R es no degenerado, existe un abierto conexo U tal
que p 6 U y R no está contenido en U Como p£ R~ h([0, oo)) \ /i([0, oo)),
tenemos que U n ft([0,oo)) / 0. Por tanto U es un continuo de X que
intersecta a R, no está contenido en R y no contiene a R, lo cual contradice
el Lema 2.7. Por tanto X no es localmente conexo en ningún punto de R.

Lema 2.9 Sea X una compactación del rayo, si A es un subcontinuo local-
mente conexo de X, entonces A C R ó A C h ([0, oo)).

Demostración. Si A no está contenido en ií, entonces A n h([0, oo)) ¿̂ 0,
supongamos que A D R ^ 0, entonces por el Lema 2.7 R C A, entonces
A = h(\p,oo)) U R para alguna p e [0,oo), pero eso significa que A es una
compactación del rayo con residuo R, entonces por el Lema 2.8, A no es
localmente conexo en i?, lo cual es una contradicción pues A es un continuo
localmente conexo, está contradicción nace de suponer que A n R / 0. Por
tanto AnR = $y Ac /i([0,oo)).

•
Lema 2.10 Sea X una compactación del rayo, entonces existe 5 > 0 tal que
para todo subcontinuo localmente conexo A de X que cumpla que H(A,X) <
5 se tiene que A C ft([0,bo)). ' •

Demostración. Sea 5 = mm{d(h(0),x) : x € R}< Como R n /i(0) ~ 0,
entonces 5 > 0. Sea 4̂ un subcontinuo localmente conexo de X tal que
H(A,X) < 5, por el Lema 2.7 tenemos que A C R ó A C h([0, oo)). Como
H(A, X) < 5, existe a E A tal que d(a, h(0)) < S, entonces a £ R, por tanto
a 67¿([0,oo)), de modo que A n /i([0, oo)) ^ 0 y por el Lema 2.9, tenemos
que A c h([0,oo)) y el lema queda demostrado.



2.2 COMPACTACIONES DEL RAYO Y LA PROPIEDAD RNT. 43

2,2 Compact aciones del rayo y la propiedad
RNT.

En esta sección analizaremos a las compact aciones del rayo que tienen la
propiedad RNT y demostraremos que si una compactación del rayo tiene
esta propiedad, entonces el residuo de la compactación es el pseudoarco.
Primero probaremos que si X es una compactación del rayo con la propiedad
RNT, entonces X es un continuo encadenable, pero para eso necesitamos
dar una serie de definiciones y probar algunos resultados auxiliares.

Definición 2.11 Dada e > 0, una e-función f : X ->Y es una función que
cumple que para toda y eY diara {f~l(y)) < e.

Definición 2.12 Sea X un espacio topológico. Una cadena es una familia
finita de abiertos C = {Ui, U2, ••-, Un} que cumple que Ui C\Uj =¿ 0 si y sólo
SÍ. i — j < 1. A los elementos Ui de una cadena los llamamos eslabones.

Definición 2.13 Una cadena cerrada es una familia finita de cerrados V =
{Di,D2,...7Djn} ?^e cumple que Di n Do; ^ 0 si y sólo si \i — j \ < 1. A los
elementos de una cadena cerrada también se les llama eslabones.

Definición 2.14 Dada e > 0 una e-cadena (ce- rrada) es una cadena (cer-
rada) en la que el diámetro de cada eslabón es menor que e.

Definición 2.15 Un continuo es encadenable (resp., encadenable por cer-
rados) si para toda e > 0; existe una e-cadena (resp., e-cadena cerrada) tal
que X es. la unión de los eslabones. Es decir si existe C = {Í7i, L^,..., Un}
(resp., V = {D1,D2,..., Dm}) tal que X = Ui U U2 U ... U Un (resp., X =
Di U D2 U ... U Dm) y cada Ui es abierto (resp., cada Di es cerrado).

Lema 2.16 Sea X un continuo encadenable, entonces X es encadenable por
cerrados.

Demostración. Sea e > 0. Como X es encadenable, existe una cadena
C = {Ul7 U2,.», Un} tal que X = U\ U U2 U ... U Un y diam(£/¿) < f para cada
i. Definimos Di = U\ U £/2) D% = Í73 U U^ y en general Di = C/2¿-i U U2i (de
esta manera Dn contiene uno o dos uniendos, dependiendo de si n es impar o
par). Veamos que la familia V = {Di,D2,..., Dm} es una e-cadena cerrada.
Por la manera como se definió Di tenemos que:
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(a) Di es un cerrado para toda ¿,
(b) como Di = U2Í-I U U2i , U2i-i íl í/2¿ ^ 0 y áiaxa(Uj) < | para toda j ,
tenemos que diam(.D.¿) < y < e. , .
(c) veamos ahora que £>¿ n D¿ ^ 0 si y sólo si \i — j \ < 1.

Sea p e D j H D¿ donde i < j . Entonces p 6 U2Í-I U Z72¿ H E/y-i U £/2j
y p E Uk para alguna A € {1,2,..., n}, entonces üjt n (C/aí-i u ^2i) / 0 y
C/& n (í/2j-i U Í72j) ?¿ 0- Así que ¿ e { 2 i - 2,2* - 1,2¿, 2¿ + 1} n {2j - 2,2j -
1,2 ,̂ 2j+ 1}. Pero es fácil verificar que como esto ocurre, entonces \i—j\ < 1.

Ahora supongamos que \i—j\ < 1, entonces i = j+1 ój = i+l. En el caso
en que i = j+1, se tiene que DÍDDJ = D^DA+i = ^2i-i U í72¿nt/2¿+i u

y como U$i n í72¿+i / 05 entonces Z?i D D / / 0. El caso j = i 4-1 es análogo y
con esto probamos la afirmación (c). Hemos probado que V es una e-cadena
cerrada.

Lema 2.17 (de Urysohn) Sean X un espacio métrico y A, B dos cerrados
no vacíos y ajenos. Entonces existe una función continua f : X —> [0,1] tal
quef-1{O)=Ayf-1{l) = B. .

Demostración. Ver [Du, Theorem 4.1]. Sea / : X —y [0,1] dada por
f&) ~ d(p A)+d(p B) * donde d es la distancia de X. Es fácil ver que / tiene las
propiedades mencionadas. .

Teorema 2.18 Un continuo X es encadenahle si y sólo si para toda e > 0,
X admite e-funciones al intervalo.

(=>) Sea e > 0, como X es un continuo encadenable, entonces por el Lema
2.16, X es un continuo encadenable por cerrados. Sea V = {Di,D2,..., Dm}
una |-cadéna cerrada de X, donde podemos suponer que m = 0(mod 3).
Por el Lema de Urysohn, para cada i € {1,2,..., m ; i = l mod 3}, existe una
función continua /¿ : D¿U A+iU Di+2 -4 [Í — 1,¿ + 2] tal que Z"1^ — 1) == A ,
f~l{i+2) = Di+3) de modo que /¿ es una e-función para toda i & {1,2,.:;, m-:
i = lmod 3}. Sea / : X —> [0,m] dada por f(x) = fi(x), si x e A U A + i U
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Di+2- Como / es continua en los cerrados de una familia ¡ocalmente finita y
coincide en las intersecciones, entonces / es continua y como áiaxa(f~1(x)) =
ái3m(ff1(x)) < e para alguna i e {l,2,. . . ,m : i ~ Imod3} . Entonces / es
una e-función al intervalo [0,m].

Ahora consideremos un homeomorfismo g : [0, m] —>• [0,1], entonces (g o
/ ) : X —> [0,1] es una e-función de X en el intervalo [0,1]. Por tanto X
admite e-funciones al intervalo [0,1] para toda e > 0.

(-£=) Sea e > 0, como X admite e-funciones al intervalo, existe / : X —>
[0,1] tal que díam(/~1(x)) < e para toda x £ [0,1].

Afirmación 1. Existe 5 > 0 tal que si \x — y\ < £, entonces diam

Supongamos por el contrario que esto no ocurre, entonces para toda n €
N, existen puntos xn,yn tales que \xn - yn\ < ¿ y diam(/~1([a;n)yn]) >
£.. Existe una subsucésión {x^}^ de {xn}™^ tal que xnk 4 i . y como
%nk-ynk\ < ¿ Y¿nk ~^ 0, entonces ynh -t x. Pero diatn(/-1([a;nfc) j /nJ) > e.
De manera que existen pkj qk e /~1([^Tiíblí/nfcÍ)

 t ales que d(pk,qk) > £, donde
d es la métrica de X. Podemos suponer que p¿ —>• p y qk ~> g para alguna
p,g 6 X Entonces f(pk) -»• /(p) , / f e ) - > / ( ? ) . Como f(pk),f{qk) e
[^fe)2/nJ y ^ f c -> a;, j / n j l ->- y, tenemos que '/(pft) -^ a: y / f e ) -)- x. De
manera que p,q £ / - 1(a;) . Ya que d(pk, qk) > e, la continuidad de la función
distancia implica que d(p1 q) > e. Entonces diam(/~1(a;)) > e. Lo cual es una
contradicción pues / es una e-función. Por tanto existe una ó > 0 tal que si
x — y\ < S entonces /^([a;,^]) < e.

Por la Afirmación 1, existe S > 0 tal que si \x — y\ < S, entonces
/"1([a;,y]) < £• Sea n e N tal que ^ < 5 y'n es un múltiplo impar de
3.
. Consideremos la familia:

n — STT — fn 3^ TI — (2 5^ .-77 _ /2m-2 2m+l\ rr _ fn-3 rali

Entonces C es una familia de abiertos Ui, que cumple que Ui n Í7j / 0 si y
sólo si |Í - j | < 1, y diam(í7¿) < 5 para.toda i £ { 1 , 2 , . . . , ^ } . Además
[0. i] = [0. D u & i ) u - u ( ^ ^ ) 5
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• Gomo X = / "HPU]) , tenemos que X = / " ^ í ) U f-1^) U ... U
f~1(Un=^), como cada Ui es abierto, entonces cada f~l{Ui) es abierto y como

diam(¡7¿) < ó, entonces diam(/~1(t/¿)) < e. y como Ui D Í7j- ^ 0 si y sólo si
* — j \ < 1» entonces f~l{Ui) n /"H^j") / 0 s i Y sólo si |z - j | < 1. Por tanto

¿ ' = {/~1(^i), /~1(C/2)J..., /~
1(í7n=i)} es una e-cadena d e l y por tanto X

es encadenable. Con esto terminamos la prueba del teorema.
•

Corolario 2.19 Un subcontinuo de un continuo encadenable es encadenable

Demostración. Sean e > 0, y X un continuo encadenable. Entonces X
admite e-funciones al intervalo. De modo que existe / : X —> ;[0,1] tal que
óiaxa(f~1(x)) < e para toda x G [0,1]. Sea A un subcontinuo de X. Entonces
f\A es una e-función de A en [0,1]. Por tanto A es encadenable.

Lema 2.20 Sea X una compactación del rayo. Si X tiene, la propiedad
RNT, entonces X admite e-funciones al intervalo [0,1] para toda e > 0.

Demostración. Sea e > 0. Como X tiene la propiedad RNT (Definición
1.7, Capítulo 1), existe 5 > 0 tal que si T es un árbol contenido en X y
H(T,X) <'5, entonces existe iina —retracción, r : X• —í- T. Podemos suponer
que 5 cumple con las condiciones del Lema 2.10. Como T es un árbol, T es
un continuo ¡ocalmente conexo y por tanto T C /i([0,oo)). De modo que T
es un arco, entonces existe un homeomorfismo / : T —>• [0,1]. Consideremos
/ o r : X -t [0,1], tomemos p € [0,1] y sean x,y G ( / o r ) " 1 ^ ) . Entonces
f(r(x)) = f(r{y)) y como / es homeomorfismo, r(x) = r(y). Por tanto
d{%,y) < d(a;,r(a;)) + d(y,r(í/)) < s. De manera que diam((/or)"1(¡p)")i<1e
y esto es para toda p G [0,1]. Por lo que X admite e-funciones al intervalo.

Teorema 2.21 Sea X una compactación del rayo. Si X tiene la propiedad
RNT, entonces X y R son encadenables.

Demostración. Como X tiene la propiedad RNT\ entonces por el Lema
2.20, X admite e-funciones al intervalo [0,1] para toda e > 0, por el Teorema
2.18, X es encadenable. Y como R es un subcontinuo de X, entonces por el
Corolario 2.19, R es encadenable. .. • •
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Definición 2.22 Un continuo V es el pseudoarco si V es encadenable y
hereditariamente indescomponible.

Teorema 2.23 Sea X una compactación del rayo. Si X tiene la propiedad
RNT, entonces R es el pseudoarco.

Demostración. Como X tiene la propiedad RNT, entonces por el Teorema
2.21, X y R son encadenables. Así que para ver que R es el pseudoarco, por
la Definición 2.22, sólo basta probar que R es hereditariamente indescom-
ponible.

Supongamos, por el contrarío, que R contiene un subcontinuo descom-
ponible Y. Como Y es descomponible, existen dos subcontinuos propios Ao,
BO de y tales que Y = A0UB0. Sean a £ AQ \BQ, b e Bo \A0 y c e AonBo.
Sea A un subcontinuo de AQ, irreducible con respecto a a y c, [Nd, 4.35 Ex-
ercise, pág. 68] y sea B un subcontino de Bo irreducible con respecto a & y
c."

Recordemos que, como X es la compactación de un rayo con residuo i?,
entonces X = /¿([O, oo))Ui?. Dados dos elementos s , í e h([0, oo)), denotamos
por st el segmento en h([Q, oo)) que los une, si s / t, y sea sí = {s}, si s = t.

Afirmación 1. Existen sucesiones de números {án}£Li; {&n}£Li y
{cn}™=1 en /i([0, oo)) tales que para toda Í I G N :

.(í) Cn G anbn\ {flnA}>
(ii) On+i, 6n+i £ /t(0)an U
(iü) ancn C N{±,A) y c,,^ C
(iv) d^^a)

Supongamos que diam(X) < 1. Sea e >. 0 tal que a ^ N(3e,B) y

Para n — 1, sea ai = /i(0), Ci = /¿(I) y 6i = ft(2), entonces (i), (ii), (iii) y
(iv) se satisfacen.

Supongamos que hemos construido ai,a2,..., an; Ci, c2,..-., cny &Xj &2, •-, &71
y que satisfacen las condiciones (i),(ii),(iii) y (iv). Sea SQ = mm({d(xfy) : x 6
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h(0)anUh(0)bn y y E R}u{£,^-}). Como X tiene la propiedad RNT, existe
Ó > 0 tal que si T es un árbol, T C X y ií(X, X) < Ó, entonces existe una e0-
retracción r:X-*T. Sea M € fc([0, oo)) tal que h(O)an U /i(0)6n C ft(0)M
y tal que H{h{$)M¡X) < 5. Entonces, para el árbol T = h(0)M, existe una
£o-retracción r \ X —±T.

Como d(a,r(a)) < eo y d(b,r(b)) < £Oí entonces r(a) y r(b) £ h(0)an U
h(O)bn. Sea an+1 = r(a), bn+i = r(6) y c^+i = r(c).

Veremos que a ^ i , 6̂ -1-1 y cn+i cumplen con las condiciones (i), (ii), (iii)
y (iv).

Como an+i = r(a), bn+1 = r(b) y cn+1 = r(c), y r(a), r(b) £ h(Q)an U
h(O)bn, entonces an+l y bn+i ^ h(0)an U h(O)bn y (ii) se satisface.

Como r es una £0-retracción, entonces á(a,r(a)) = d{an,a) < ^,
d(b,r(b)) == £;?(&„, &) < ~ y tí(c,r(c)) = ¿ ( Í ^ , c) < £. Por tanto (iv) se cumple.

Como r(A) es un subconjunto conexo de /i([0,00)) que contiene a los
puntos On+i, &n+i) entonces an + icn + i C r(^4) C 7V(¿,J4.), de igual modo
podemos ver que 6n+1cra+i C N(^,B). Por tanto (iii) se satisface.

Para ver que (i) se satisface veremos que an+i ^ Cn+1bn+i y que bn+i ^
an + icn + i . Supongamos por el contrario que an+i e cn+i6n+i, entonces an+í E
r(S) , entonces existe x € B tal que r(s) = an+\. De modo que d(x,a) <
d(x, r(x)) + d(r(x)1an+i) + d(an+i»a) < £o + 0' + E$ = 2e0 < 2e. Con esto
tenemos que a € N(2s,B), lo cual es una contradicción. Por tanto an +i ^
Cn+i&n+i. Del mismo modo podemos ver que bn+i ^ an+iCn+i- P ° r tanto
cn+1 G On+ifen+i \ {an+u bn+1} y (i) queda probado.

De manera que hemos construido inductivamente sucesiones {aT1}^_1,
{MíS=i y icn}%Li en ft([0,oo)) tales que para toda n e N, (i), (ii), (iii)
y (iv) se cumplen.

Afirmación 2. Consideremos las sucesiones {OTJSJLI, {^n}^i y {cn}S!Li
en /i([0, 00)) tales que para toda n e N se satisfacen las condiciones (i), (ii),
(iii) y (iv) de la Afirmación 1. Entonces las sucesiones de arcos {ünCn}^ y
{bnCn}™=1 cumplen que anCn -} A y 6 ^ ->• ^ .

Tomemos una subsucesión convergente {a-nkCnk}kLi de {ancn}Ji1 , en-
tonces ankcnk —̂  D, para alguna í? G C(-X"). Como an¡zcnk C iV(^,A),
entonces ankcnk 4 D c i , pero como anfc —¥ a y cnj, —> c, entonces á, c E D.
Como A es irreducible entre a y c, entonces D ; = : ¿ Por tanto toda sub-
sucesión convergente de {anCn}^Li converge a D. Esto muestra que ancn —y
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A. Del mismo modo podemos ver que Cnbn —> B. Como ancn U cnbn =anbn,
entonces anbn —)• AU B.

Ahora estamos listos para terminar la prueba del teorema.
Sean {an}™=1, {bn}™=1 y {cn}^=i sucesiones en h([0, oq)) que cumplen con

las condiciones de las Afirmaciones 1 y 2.

Sea e > 0 tal que a <£ N(3s,B) y b £ N(3s,A). Sea S > 0 como en la
definición de la propiedad RNT y sea m e h([0, oo)) tal que H(h(o)m, X) <
5. Como an —> a £ Ry bn —> b £ R existe N > 1 tal que para toda n> N
se cumple que:

(i) anbn £ /i(0)m,
(ii) d{a,On), d(b,bn) < £, ' •
(iii) H{ancn,A), H(bnCn,B) < e.

. Consideremos los puntos ô v, 6JV- Podemos suponer que a^ < b¡^ en el
orden natural de /i([0, oo)). Sea T = h(0)cw, entonces bN ^ T y h(O)M C
/iíO)c^ C X, y H(h(0)m, X) < S. Entonces H(T,X) < Ó yT = h(0)m U
TTiGjv U 0>NcN-

Por la manera como elegimos a T, existe una e-retracción r : X —)• T.
Analizaremos qué ocurre con r(b^).

Caso 1. Si r(bpf) G a^c^, como H(a,NCN,A) < £, existe x G A tal que
d(x,r(bN)) < e. Entonces d(b,x) < d(b,bN)+d(bN:r(bN))+d(r(bN),x)'< Se.
De modo que b G N(3s.,A), lo cual es una contradicción. Por tanto r(b^) f

Caso 2. Si r(bN) € h(0)mUmaN como r(c^) = c^ y r(bNcN) es conexo,
entonces a^ G r(bwcN). De modo que existe y G c^b^- tal que r(y) = â v-
Como H(cNbN,B) < e, existe z G B tal que d(z,y) < e. De modo que
d(a,z) < d(a,aN) + d{aN,t(y)) +-d(r(y),y) + d(y, z) y como r(y) ="aN y
d(a, ajv) < e por (ii), entonces d(a, z) < 3e, lo cual implica que a G N(Se, B),
lo cual es una contradicción: Por tanto r(b^) ^ /i(0)m U ma^. ' -

De los casos 1 y 2 obtenemos que r(bjv) ^ h(0)m U ma^y U «ÍVCAT por
tanto r(í>Ar) ^ T, lo cual es una contradicción, pues r es una retracción de
X en T. Esta contradicción nace de suponer que R contiene un subcontinuo
descomponible, por tanto R es hereditariamente indescomponible.

De manera que hemos obtenido que R es un continuo hereditariamente
indescomponible y encadenable, por tanto por la Definición 2.22 R es el
pseudoarco y con esto terminamos la prueba del teorema.
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2.3 Una compactación con la propiedad RNT

En esta sección construiremos una compactación del rayo que tiene la propie-
dad RNT. Para construir este ejemplo, utilizaremos la construcción de Ale-
jandro Illanes en [AI, pág 798] de los arcos An en el plano, estos arcos los
utilizamos en el'Capitulo 1, Sección 1.6.1.

Definición 2.24 Una función y : [a, 6] —> M. es lineal por pedazos si existe
una partición del intervalo a = to < ti < ... < tn = b tal que sitG [ t ; _ i , í i ] ,
entonces 7(í) = £^7(* i ) + i-*gL-

Definición 2.25 Una poligonal de p a q, es la imagen de una función in-
yectiva y lineal por pedazos 7': [a, b] —» R, tal que j(a) =p y '7(6) = q.

Lema 2.26 Para cada n E N existen funciones inyectivas. y continuas
Tn7Rn : An —• [0,n] x [—1} | ] que cumplen que:
(i) Tn(0) = 9 = ünia»), Tn(an) = (n,0) = ñn(0),
(ii) Tn{An) n ({0} x (-1,1)) = {0} = RniAJ-n ({0} x (-1,1)) y

Tn{An) n ( W x (-1,1)) - {(n, 0)} = RniAJ n ( W x (-1,1)),
(iii) Si p, q e An y |TTI(P) - in(q)\ < 2, entonces \iri(Tn(p)) - n(Tn(q))\ < 2

(iv) La imagen de Tn y Rn es yab poligonal.

Demostración. Para cada n e N definimos Tn(x,y) = (x, 2, j ) y
, , Una;

-ñnl^) V) ~ \n — xi 2\Vn\ )•
Por la definición de Am an = (un,tín), donde wn = n y vn < 0. Se puede

verificar que Tny Rn son funciones continuas e inyectivas.
Como 7Vi(An) = [0, n] y como ^(An) — [vn, 0], tenemos que dado (x, y) E

An, vn < y < 0 < - ^ < -uB ) entonces - I < ^ < ^ < ^ <

i ^ f < -2fo < I Por tanto Tn{An\ Rn(An) c[0,n} x [-1,1].

Para verificar que (i) se cumple notemos que:

rn(e) = Tn(o)b) = (o,^¡¿p) = (pío) = 0, .
= (o,o) = e,
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Tn(an) = Tn(un,vn) = Tn{n,vn) = (n, ^7"^") = (n,0),

Por tanto Tn(0) = 0 = Rn{an) y Tn(an) = (n, 0) =

Para verificar (ü), recordemos que, por la Propiedad 0 del Capítulo 1
Sección 1.6.1, el único punto de An en el eje y es el 0 y el único punto
de An con primera coordenada igual a n e s an. Tomemos {x,y) £ An tal
que Tn(x,y) € Tn{An) n ({0} x (-1,1)), entonces Tn{x,y) = (x, v-^~) y

Tn(x, y) = (0, 2,
 n. ). De modo que x = 0, con lo que tenemos que (x, y) sólo

puede ser el 0 y'por (i), Tn(&) = 0. Entonces Tn{An) D ({0} x (-1,1)) =

Ahora sea (x,y) e Rn{An) n ({0} x (-1,1)}. Entonces Rn(x,y) = (n-
x^Zv

v\ ) y Rn{x1y) = (0, v2v^\ )• De donde obtenemos que n — x = 0. Por
tanto n = x, así que (x,y) = (n,vn) = an y por (i) sabemos que Rn{o-n) =
{©,}. De modo que Tn{An)n{{0} X (-1,1)) - {0} = Rn(An)n({0} x (-1,1))

De igual manera utilizando estas dos propiedades de los An se puede
verificar que Tn(An)C\{{n} x (-1,1)) = {n,0) y que Rn(An)n{{n}x {-!,!)) =

Ahora para mostrar (iii) sean p,q £ An tales que |TTI(P) — TTI (g) | < 2,

entonces como Tn(p) - (^(p), ^¿f1®) y.ífe) = ^ ^(p) ((p), ̂ ¿ f ) y.ífe) . ( ^ ( g ) / ^ ) ,
tenemos que |7Ti(Tn(p)) - 7ri(Tn($))| = |7Ti(p) - n^q)] < 2.

De igual manera ^ ( p ) = (n - 7n(p), ̂ | p M ) y ^ ( g ) = (ra _

2-

Por último, como J2n y Tn son funciones afines (lineales trasladadas), en-
tonces, envían segmentos en segmentos y en consecuencia, envían poligonales
en poligonales. Ya que An es una poligonal, entonces Rn{AJ}) y Tn(An) son
poligonales y (iv) queda demostrado.

Con esto terminamos la demostación del lema.



52 CAPITULO 2 LA PROPIEDAD RNT EN COMPACTACIONES

Lema 2.27 Sean A C [0, b] x (—1,1) una poligonal de 6 a (b, 0) y 5 > 0 tal
que A n({0} x (-1,1)) = {©} y ¿ n ({&} x (-1,1)) = {(6,0)}. Entonces
existen m G N y una G : [0, m] x [—1,1] —Y [0,6] x (—1", 1) que cumplen que:
(a) G es una función continua e inyectiva,
(bj diam (G([i — I, i] x [—1,1])) < 5 para cada i G {1,2, ...,m},
(c)G([0,n]x{Q}) = A, .

Demostración.
Elegimos e > 0 tal que (N(s, A)n[0, b] xR) c [0, b] x (-1,1). Por definición

A es una poligonal, de modo que existen: una función continua e inyectiva
g : [0,1] —>• A y una partición P : 0 — tQ < ti < ... < tn = 1 de [0,1] tales
que, 5(0) = 0, g(í) = (6,0), y para toda i G {l,... :n} y toda í G [£¿_i,t¿],
g(t) = ^ t 1 g(ti)+ f.K* g(U-i). Para cada ¿ G { l , . . . , n~ l} , sea Bi la recta
bisectriz del ángulo formado por los segmentos fl([íi_i,íi}) y'fl([*¿j*i+i])-

Para i = 0 (resp., ¿ = n), sea So (resp., Sn) el segmento {0} x [—1,1]
(resp., {6}x[- l , l ] ) .

Elegimos un segmento Ao, contenido en Bo, con punto terminal 6 y que
tenga diámetro menor que | . Elegimos un segmento Ax contenido en Si,
con punto terminal g(ti), que tenga diámetro menor qué § y que esté en el
mismo semiplano que AQ, de los dos semiplanos en que-es dividido el plano
por la recta que contiene a (?([to> ¿i])- En general, una vez elegido A^ elegimos
un segmento A¿+i contenido en i?¿+i, con punto terminal 5(í¿+i), que tenga
diámetro menor que | y que esté en el mismo semiplano que Ai, de los dos
semiplanos en que es dividido ei plano por la recta que contiene a g(\ti, íi+J).
Con esto ya elegimos segmentos Ao, A\,..,, An. Para cada i G {0, l,. . . ,n},
elegimos un segmento C¿, contenido en Bi, con punto terminal g(ti), que
tenga diámetro menor que | y sólo intersecte a Ai en el punto g(ti).

Notemos que, por construcción, para i G {1, ...,n}, la envolvente convexa
A¿ de Ai~i y Ai es un cuadrilátero convexo que tiene como tres de sus lados
8,Ai-u Ai y g{[U-wti])'

Entonces podemos definir un homeomorfismo /¿ : [í¿_i, i¿] x [0,1] —̂  Ai tal
que fi(ti-u 0) = g(ti-i), fi(tij 0) = g(ti), fi\{tj} X [0,1] es un homeomorfismo
lineal de {tj} x [0,1] sobre Aj para j • = -i — 1,¿ y /¿|[í¿-i,í¿] x {0} es un
homeomorfismo lineal de [í¿_i, í¿] x {0} sobre g{[ti-i, í¿]) y entonces, fi(t,O) =
g(t) para toda t e [íi-i,íi]. En consecuencia, existe una extensión común
/ + : [0,1] x [0,1] -> Ai U ... U An, de manera que /+|[íí_i3U] x [0,1] = ft

para toda i G {1, ...,n} y / + ( í , 0) = ^(í) para toda t € [0,1].
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- De igual manera podemos definir para i £ {1,2,...,n} a Vi, como la
envolvente convexa de C¿_i y C¿, que es una cuadrilátero convexo que tiene
como tres de sus lados a Cj_i, C¿ y g([ti~i,ti]).

Entonces podemos definir una homeomorfismo #¿ : [í¿-i, í¿] x [—1,0] —> T>i
tal que & : ((í¿_i,0)) = s(£¿-i), ft(feO)) = #(¿¿), ftlfa} x [-1,0].es un
homeomorfismo lineal de [t¿_i, £¿] x {0} sobre #([í¿_i, ¿J), y entonces <&(£, 0) =
g(t) para toda í E [¿¿-i, í j .

En consecuencia existe una extensión común"/" : [0,1] x [—1, 0] —>• X>j U
£>2U.-..UZ>n de manera que /~|[í¿_x,íi]x[—1,0] = gi para toda? G {1,2, ...,n}

.Podemos hacer una extensión común F : [0,1] x [—1,1] —> (A1UA2U...U
An) U (Di UD2U ... U Dn) C [0, b] x (-1,1), donde F es un homeomorfismo
que cumple que:

(ü) ^[0,1] x [-1,0] = / " ,
( i i i )F([0, l]x{0})=A
(iv) F(O) = G, F{{1, 0)) = (b, 0) y F{{t, 0)) = g((t, 0)) para toda í G [0,1].

Por la continuidad uniforme de F existe m G N tal que diam^Q—, —] x
[~m'm])) < ^ para cada ¿G {1,2, ...,n}.
, Sea G : [0,m] x [Tl, 1] -> [0,6] x (-1,1) dada por G(x,y) = F(^%),

• veamos que G cumple con las condiciones requeridas.
(a) ,Como F es homeomorfismo y (x, y) —y (-, ^) también lo es, claramente

G es continua e inyectiva,
, (b) diam(G([^ - 1, i] x. [-1,1])) = diam(^([^, ±] x [ - i , ¿])) < í,
(c) G([0,m] x {0}) = F({0,1] x {0}) = A, . . .
(d) G(9) = F(0) = 0 y G((m, 0)) = F((l, 0) - (6,0).

2.3.1 Construcción del ejemplo
Ahora empezaremos la construcción del ejemplo, esta construcción es muy
técnica, consiste en construir unos arcos Ln contenidos en el rectángulo [0,1] x
[—1,1] C M2. Después, bajo un homeomorfismo transformamos cada arco
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Ln en un arco Jn C [0,1] x [—1,1] x [0,1] C K3 tal que la unión de esos
arcos Jn es homeomorfa al rayo [0,oo), entonces construimos el continuo

X = U Jn, este continuo es una compactación métrica del rayo, probamos
T i = l

que X tiene la propiedad RNT y por el Teorema 2.23, sabemos que entonces
el residuo R de esta compactación es el pseudoarco. El siguiente lema es más
bien un lema constructivo que nos será de gran utilidad para la construcción
que acabamos de describir.

Lema 2.28 Consideremos el rectángulo [0,1] x [—1> 1]. Entonces existen: un
conjunto infinito de los naturales J = {TCQ, n\,...}, una sucesión de,números
positivos {5i,¿2)---} y una sucesión de funciones {(?i,(?2,...} que cumplen
que:
(i) l = n0 <ni<n2 < ...,
(ii) 0 < S{ < ^ para toda i € N,
(iii) Gi : [Ojni] x [—1,1] —> [0,n¿_i] X [—1,1] es continua e inyectiva para
toda i £~N, .
(iv) diam((Gi oG2o ... o Gi)(\j - 1, j] x [-1,1]) < ¿TÍT pa™ t°da i € H,

para cada i > 2 donde
ní-i(Aií-i) 3** es impar

^ni_i V -̂ Tti-i son como en el Lema 2.26,
( v i ) < J ¿ ( © ) — © y G i ( ( n , i , 0 ) ) = ( n ¡ _ i , 0 ) p a r a t o d a i 6 R

Demostración. Sean na = 1, ¿i = \ y v4 = [0,1] x {0}. Como A cumple que
une© con (1,0), está contenido en [0,1] x (-1,1) y i n ( { 0 } x (-1,1)) = ©
y i n ({1} x (—1,1)) = (1, 0), entonces podemos aplicarle el Lema 2.27 al
arco A y a S\.

De manera que existen n\ E N y una función G\ : [0, ni] x [-1,1] —»
[0,1] x (-1,1) tales que: •
(a) G\ es una función continua e inyectiva,
(b)'diam (Gi([i — 1,¿] x [—1,1])) < 5 = \ para cada i € {1,2, ...,ni},

(c)G1([0)m]x{0}) = ¿ = [0,l]

De modo que para Si = j , ni y G\ (ii), (iii), (iv) y (vi) se satisfacen,
como diamíGifli-l,*] x [-1,1])) < S = j y G i ^ n J x {0}) = [0,1] x,{0}
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entonces diam((?i([0, ni] x {0})) > \ por tanto m > rio = 1 y (i) se satisface.
Construyamos ahora los siguientes términos de cada sucesión.

. Por la continuidad uniforme de G\ existe 5r > 0 tal que si diam(A) < 5',
T /s~t / A \ \ i c- min-fiS',iíi,7-5-}

entonces diam(Gi(A)) < ¿¿r, s e a ¿2 = 2— •

Consideremos el arco Tni(Ani) como en el Lema 66, entonces el arco
Tni{Ani) cumple que Tni (Ani) C [0, n j x [-§, \] C [0, m] X [-1,1], TBl(i4ni)n
({0} x ( - i , 1)) = {0} y rn i( ,4n i) n ({m} x (-1,1)) = {(m, o)}.

De modo que tenemos que Tni {Ani) es un arco que cumple las condiciones
del Lema 2.27, aplicando este lema al arco Tni(^4ni) y 62 obtenemos que
existen n2 G N y G2 : [0, n2] x [—1,1] —y [0,rii] X (—1,1) que cumplen que:
(a) (?2 es una función continua e inyectiva,
(b) diam (<?2([¿ — M] x [—151])) < 2̂ para cada i G {1, 2, ...,TC2},

(c)-Gf2([0ln2]x{
(d) G2(9) = 0 y

De modo que para 62, n2 y G2 se satisfacen (iii), (v) y (vi). Como
^([0,^2] x {0}) = Tni(Ani) y áiam.(Tni(Ání)) > ni , tenemos entonces que
ni <diam(G2([0,n2] x {0})) <diam(G2([0,n2] x [-1,1])) < 52n2.< fl < n2.
De modo que tenemos que n<¿ > ni > n0 = 1, así que se satisface (i). Como

2̂ " 2 '^" * entonces 0 < 52 < ^ y se satisface (ii). Para ver que se
satisface (iv) notemos que diam(G2([¿ — 1,Í] X [—1,1])) < 52 < 5' para cada
¿ G {1,2, ...,712}) entonces diam(GioG2)([z —1,¿] x [—1,1])) < 2¿r para cada
¿ G {l ,2 , . . . ,n 2}.

Supongamos ahora que hemos construido un subconjunto {UQ, m, ...,TC¿}

de los naturales, una sucesión de números positivos {5i, £2,..., Si} y una
sucesión de funciones {Gi,G2, -.., Gj} que cumplen con las condiciones (i)-
(vi). Supongamos que * es un entero par, (el caso en que i es un entero impar
se: analiza de manera muy similar).

Por la continuidad uniforme de (t?i o (?2 o ... o Gi)([0,ni\) X [—1,1]) —»
[0,1] x (—1,1), existe 5' > 0 tal que si diam(^4) < 5r, entonces diam((?ioG2o

... o Gi)(A) < jj+a. Sea ói+i = — 2
 3 + .
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Consideremos el arco Rni(Ani) como en el Lema 2.26, entonces el arco
RntiA^) cumple que i Z ^ Í A J C [0,n¿] x [-§, §] C [0,n¿] x [-1,1], ¿ ^ ( A J n
( { 0 } x ( - l ) l ) ) = { e } y i 2 B ¡ ( A , . ) n ( { n í } x ( - l ) l ) ) = {(n i )0)}. De modo que
Rni(Ani) es un arco que cumple las condiciones del Lema 2.27. Aplicando
este lema al arco Rn^A^) y Si+Í obtenemos que existen n ^ i £ N y G Í + I :
[0,n¿] x [—1,1] —>• [0,7i¿+i] x (-1,1) que cumplen que:
(a) GÍ+I es una función continua e inyectiva.
(b) diam (Gi+1(\j -l,j] x [-1,1]» < Si+1 para cada j e {l,2,...,n¿}
(c) Gí+i([0,ni+1] x {0}) = Rni(Ani)
(d) G m ( O ) = 9 y G m ( (n í + 1 , 0 ) ) = (^ ,0) .

De modo que para ó¿+i, r¿¿+i y GÍ+I se satisfacen •(üi), (v) y (vi). Como
Gi+i([0,n i+i] x {0}) = Rn^A^) y áiam(Rni(Ani)) > ra¿, entonces
ni <áiam(Gi+1{[Q,m+1]x{Q})) < dia,m(Gi+i([O,ni+1]x[-l, 1])) < ¿ m n m <
ff+i- < "i+i- Así que rc¿+i > n¿ > ... > n2 > ni > ra0 = 1. De modo que

se satisface (i). Como í¿+i = y ^ r g ? entonces 0 <. 5¿+i < 2ÍW y se
satisface (ii). Para ver que se satisface (iv), notemos que diam(G¿+i([)" —
l,j] x [—1,1])) < 5j+i < 5' para cada j e {1,2, . . . ,n i + 1 } , entonces diam(<?i o
G2o...oGi){Gi+1[j -l,j] x [-1,1])) < 2¿r para cada j e {1,2, ...,ni+1}.

De modo que hemos construido inductivamente un conjunto infinito J =
{no, ni,. . .} de los naturales, una sucesión de números positivos {¿i, 52,...} y
una sucesión de funciones {Gi,G2,...} que cumplen las condiciones (i)-(vi) y
con esto terminamos la prueba del lema.

Definición 2.29 Sea BQ = [0,1] x [—1,1] y para cada i £ N definimos Bi y
00

Q como: Bi = (Gi o G2 o ... o Gj)([O,n¿] x [-1,1]), Q=f] Bi-
i=0

Lema 2-30 La sucesión {i?¿}¿^D es lina sucesión anidada de continuos, Q
es un continuo y Q =lim B¿.

Demostración. Por el Lema 2.28 (iii), G¿ : [0,n¿] x .[—1,1] —> [O^-i] . x
•(—1,1) es una función continua e inyectiva para todo i € N.

De modo que Bi = {Gx o G2 o ... o G¿) : [0,n¿] x [-1,1] - • [0,1] x (-1,1)
es un continuo para toda t € N .

Como Si = Gi([0,m] x [-1,1]) C [0,1] x [-1,1], entonces BX C BQ

y como Bi+i = (Gx o G2 o ... o G m ) ( [ 0 3 n m ] x [-1,1]) C (Gi o G2 o ... o
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Gi)([0,ni] x [-1,1]) = Bif tenemos que ... C B f + 1 C B¿ C ... C Bx C Bo y
por tanto {B¿}^0 es una sucesión anidada de continuos.

oo

Ahora Q =f] B¿ y como la sucesión {-S¿}^0
 e s u n a sucesión anidada de

oo

continuos, entonces Q es un continuo. Nos falta demostrar que f] Bi =l im

Bi. Para esto primero probaremos que para toda e > 0, existe M € N tal
que para toda i > M se cumple que Bi c -/V(£, Q).

00

Sea e > 0, como Q =f] B¿ y BQ son compactos, entonces B0\N(s, Q)

también es un compacto. Consideremos los abiertos Ui = B0\Bi, entonces
C = {t/¿ : i > 1} es una cubierta abierta de Bo\N(e, Q), de manera que
existe k € N tal que B0\N(e, Q) C Z7i U U2 U ... U t/fc Como {£¿}gl0 es una
sucesión anidada de continuos, entonces tenemos que E/i C C/2 C ... C í/*,
por tanto Bo\N(e,Q) C Í7fc; entonces B0\Uh C N(e,Q). Esto quiere decir
queí'Bfc C iV(e, Q) y como {B¿}g0 es una sucesión anidada de continuos,
entonces para toda i > k, Bi C JV(e, Q). Sea M = fe, notemos que como

DO

Q =i'p Bi C .E?Í3 entonces Q C N(E,BÍ), de manera que para toda e > 0 se
i=0-

tiene que existe M G N tal que para toda i > M se cumple que i í (Q, 5¿) < s,
entonces lim Bi = Q.

Definición 2.31 Definimos una sucesión de arcos {Lj}g0 C Bo de la si-
guiente manera. Sea Lo = [0,1] x {0} y para cada ¿ e N , definimos Li como

{GioG2o...oGi){Tni{Ani)), si ¿es impar.

(C?i o G2 o ... o G¿)(i^ i(Ani)), si i es par.

Lema 2.32 Para toda i EN se cumple que:

W¿n({ó}x[-i,l]) l={e}iiL¡n({i}x[-iIi]) = {(i1o)}I
(c) Li C Bh

(d) Li-r C B^

Demostración. Como por la Definición 2.31
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(Gi o G2 o ... o Gi)(Tni{Ani)), si i es impar,

(GloG2o...oGi)(Rrii(Ani)), si i es par.

tenemos lo siguiente:
(a) Por el Lema 2.26, sabemos que Tni(Ani), B^^A^) C [0,n¿] x [—|, | ] ,

ahora G¿ es una función continua e inyectiva, G¿ : [0, n j x [—1,1] —> [0, n¿_i] x
(—1,1), para toda ¿ e M (Lema 2.28 (iü)). De modo que G¿ es un homeomor-
fismo en su imagen. Por tanto como Tni(Ani), Rn^A^) C [0,^] x (—1,1),
entonces L¿ C [0,1] x (—1,1) y (a) queda demostrado.

(b) Por el Lema 2.26 (ii), sabemos que Tn(An)D ({0} x (-1,1)) =
n ( ) ( { } ( , ) ) y q ( ) ( { } ( , ) ) { K ) } ()

({n} x (—1,1)). Ahora por el Lema 2.28 (iii), Gi es un homeomorfismo en
su imagen para toda ÍGH, por tanto Ln n ({0} x [—1,1]) = 9 y Ln n ({1} x
[-1,1]) = (1,0).

(c) Por la Deíinicóñ 2:30, B¿ = (Gj oG2 o ... oG¿)([0,n¡] x [-1,1]). Como
^( .An. ) , Tn.(^n.) -C [0, ni] x [ - | , | ] , entonces L¡ C B¿ para toda « e N. • .

(d) Como 5 ! = Gi([0, n1] x [-1,1]) y Gi([0, n j x {0}) = [0,1] x {0} = LQ,
entonces LQ C Bi.

Ahora como Bi = (G\ o G2 o ... o Gj)([0, n¿] x [—1,1]) y por el Lema 2.28
(v), tenemos que

G¿([0,n¿] x {0}) = (^-i)' s í * e s

iAn^), si i es impar.

entonces tenemos que:

si i es impar y

si i es par.
Por tanto L¿_i C Bi para toda i e

Lema 2.33 Para ¿orfa i G N ea;¿síe
Jim L¿ = Q.
i—*oo

^--reíracczon r¿ ¿ —> L ¿ _ i ?/

Demostración. Definimos ,-̂ i como
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Ti{p) = (Gi o (?2 ° ••- ° Gi)(ni(Gx o G2 o ... o Gi)~l(p),0).

Veamos que r¿ está bien definida. Sea p 6 B¿, como por el Lema 68 (iii)
Gi : [0,nJ x [—1,1] —> [0,n¡_i] X (—1,1) es continua e inyectiva para cada
i E N, entonces existe un único p' G [0,7^] x [—1,1] tal que p' = (Gi o G2 o
.-.oGi)~1{p). Por tanto tenemos que 7-¿(p) = (Gi OG2O...OG¿)(7TI(ÍJ'),0) está
bien definida.

Veamos que r¿(p) € L¿-i para toda i E N. Por el Lema 2.28 (v) tenemos
que

,r -, r -. •. I -̂  íii—i'l-^íií—i) •> ^ ^ ®s p a r ,
G¿([0,riJ x{0}) = <

I -ñiii-iíAii-i), si ¿ es impar,

de-modo que G¿(?ri(p'),0) C G¿([0?7iJ X {0}). .

Con lo anterior podemos ver que

i o G2 o -. o G i - i ) ^ . ^ ^ - ! ) ) si ¿ es par

i o G2 o ... o G ^ ^ ^ ^ - A n ^ J ) si« es impar

de modo que por la Definición 2.31 n(p) G L¿_i y r¿ está bien definida para
toda ¿ G N . • ,

Por ser composición de funciones continua, tenemos que r¿ es una función
.continua para toda i £ N. Veremos ahora que para toda i 6 N, r¿ es una
retracción. Para esto sólo tenemos que ver que para todap e ¿¿-i, r¿(p) = p.

Sea p G X¿-i, entonces por el Lema 2.32, Ít-_! c B¿ de modo que le
podemos aplicar, la función r¿. Por la Definición 2.31 tenemos que

((?ioG!2 0...o(?M)(rn i_1(A l i_1))1 si-.i es par,

(Gi o G2 o ... o Gi)(Rni_1(Ani_1)}, si i es impar.

Como por el Lema 2.28 (iii), G¡ es una función inyectiva para toda i e N ,
tenemos que existe un único . • • • ' ,
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Uii-ijj si % es par,

^ní_i)j si i es impar.

tal que (Gi o G2 o ... o Gi-i)(pr) = p, así que

o(?2o ... o 1{p) = p'

Pero por el Lema 2.28 (v) tenemos que

x {0})=

-Mni-!), si i es impar.

.¿-i), si % es par,

l í_1), si i es impar.

De modo que (Gi)~
1(Gi oG2o . i . ' o ^ ) " 1 ^ ) e [0,n¿] x {0}. Con lo que

obtenemos que (TTI((GI oG2° ••• °Gi)~1(p),0)) = (Gi oG 2 o . . .oGj)" 1^) , de
modo que por la inyectividad de Gi para .toda i € N tenemos que r¡(p) = p.

Por tanto r¿ es una retracción de B¿ en L¡_i.

Ahora sólo nos falta ver que r¿ es una ^-retracción para toda ¿ É N .
Dado p £ Bi, por la inyectividad de las funciones G^G^, — ,Í7¿ (Lema

2.28, (iii)) existe un únicopf G [0,n¿]x[—1,1] tal que (GioG2°---°Gi)(pf) = p.
Cómop' G [0,nJ x [—1,1], existe j e {1,2, ...,ni} tal que p' G [j — 1, j] x

[-1,1] de modo que p' y ( T T ^ ' ) , 0) € [j - l,j] x [-1,1] C [0,^] x [-1,1].
Ahora por el Lema 2.28 (iv) tenemos que diam(GioG2°...oGy ([j^l,_;] x

[-1,1]) < 2¿pr. Consideremos d{p,Ti{p)) = d((GioG2o...oGi)(p
l),(G1oG2o

< diam(G1oG2o..-.oG !
i)( |>"-l JJ] x [-1,1]) < ^ - < ^

Sea

y esto es para toda p e Bi y por tanto r¿ es una ¿--retracción de £¿ en Z^ i .
Hemos probado que r¿ es una ^--retracción de B¿ en Li_i, entonces

i-i) < A- para toda ¿ G N Ahora probaremos que lim Lj = Q.

{ih}^:1 cualquier subsucesión convergente de {L¿}¿^0, veamos que lim
k—í-oo

¿¿fc = Q- Sea e > 0, como por el Lema 2.30 Jim Bi = Q, de manera
i—í^oo

que existe iVi G N, tal que para toda i > Ni H{B^Q) < | , además ex-
iste iV2 € N tal que: para toda k > JV2, ¿fc > iVi y ¿ < | . Sea fe > JV2,
entonces J?(LÍJfeJ Q) < H{Lik,Bih+1) + H(Bih+1,Q) < ^ + | < e. Por
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tanto lim L¿4 = Q, Pero esto es para cualquier subsucesion convergente de
k—í-oo

{Li}^0, de manera que lim L¿ = Q

Notación. En el artículo [AI] se utiliza la siguiente notación que nosotros
también utilizaremos aquí. Dados dos puntos a, b G An, denotamos por
{{a, b)) el único arco que une a y b en An , si a =¿ 6 y {{a, b}) = {a}, si a = b.

Adoptamos también la siguiente notación. Dados dos puntos a,b G Ln,
denotamos por {((a,b})} el único arco que une a y & en Lni si a / b y
{««,&))) = {a},sia = b.

En ese mismo artículo [AI, Assertion 3], se probó el siguiente resultado.

Proposición 2.34 Para toda n e N y para toda q e An¡ existe una función
continua a : An —y An (que depende de q) que cumple lo siguiente:
.(i) a\ ({©, a)) = Id((Qtq)) (es decir a(x) = x para toda x G {(0, q)))7

(ii) \TT\(P) - ni(a(p))\ < 2 para toda p e An,
(iüj Si q G An-i, entonces (T~1(©) n ({qran)) =£ 0 y si s es el primer punto
en ((q, an)) n ÍT"1(©) (tomando el orden natural de An de 0 a an), entonces
o-(((q,s))) C {{&,q}) y°(a.n) = an,
(iv) si q G An\An-i, entonces a(An) C {{0,(?)).•

Basándonos en esta proposición, probaremos el siguiente lema.

Lema 2.35 Para cualesquiera i 6 N y q G Li} existe una función continua
f¡i : Li —¥ Li que depende de q tal que:
(a) Sii esimparrji\{{{Q1q))) = Id^&;g)))} ' ' •
(a') Si i es par rji\ {({q, (1, 0))» = Id{{{qi{lfim, • . " ¡

(b) d(p, r}i(p)) < 2¿r para cada p e Lit '

(c) Si i es impar y (G\ o G2 o ... oG¡o Tni)~
x{q[) G Ani_l} entonces 7?f

rl(0) D

{((q, (1,0)))) / 0 y si s es el primer punto en r)~l(Q) n {({g, (1,0)))) (en
el orden natural en {({g, (13 O))))1 de q a (1,0)^, entonces r¡i(({(q, s)})) C

(c1) Sii es par y {GioG2o...oGioRn.)-
1(q) € Ani_17 entonces fy1 ((1,0)]) D

(((g,(l,0)))) y£® y sis es el primer punto en ^ ( ( ^ O ) ] ) n (((g, (1,0)))) fen
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el orden natural en (((q, ©})} de q aQ), entonces r)i({{(q, s)}) C ((((1,0),q)))
yrji(&) = Q,
(d) Si i es impar y (Gi o G2 o ... o d o T^)" 1 ^) 6 Ani \ Ani_1} entonces

'J Si i es par y (C?i o G2 o ... o G¿ o i^.) 1(g) 6 Ai. \ Ani_ i ; entonces

!»(£,) C «(a,(l,0)»).

Demostración. Definimos para cada ¿ € N un homeomorfismo ipi : Ani —>•
L¿ de la siguiente manera

Gi o G2 o ... o Gi o Tni)(q), si i es impar,

Gi oG2o ... oG¿o i2Jlí)(g), si i es par.

Como por el Lema 2.26. T¡, üj son encajes para toda ¿ e N y Gj es
inyectiva, y continua para toda j G N, (Lema 2.28 (ni)) tenemos que ipi es
una función continua e inyectiva. Por la Definición 2.31, X¿ == i¡Ji(Ani) para
toda ¿ e N . Por tanto tpi es un homeomorfismo.

Sea q E L{, de manera que existe un único q' € An. tal que ipi(q') = q ó

Por la Proposición 2.34, existe una función a que depende de q' y que
cumple lo siguiente:

(i) a\ ((6, q)) = Id^Q>q)) (es decir a(x) = x para toda x £ ((
(ii) ]?ri(p) - 7Ti((j(p))| < 2 para toda p e An,
(iii) Si Q € An_i, entonces cr -1(0) D ((g, an)) ^ 0 y si s es el primer punto
en ((#, £!„)) D cr~1(0) (tomando el orden natural de An de © a an), entonces
<r(((q,s))) C {{e,q))y o-(an) = anr.
(iv) si 5 e An \ A I - 1 J entonces o-(An) C {{©,<?)).

Definimos ^ : L¿ —̂  Z/¿ como ^ = ^ o ¿j o Í/J"1

Sea i un número impar, veamos que (a), (c) y (d) se cumplen.
Notemos que para toda i impar tpi(Q) = © y ipi(ani) — (1)0) (Lema

2.26 (i) y Lema 2.28 (iii)). Corrió $~ l(©) = © y Í>r1(?) = <?'> tenemos que
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(a) Sea p G ( « 0 , q})} C £¿ veremos que 7]i(p) = p. Sea p' el único punto
de An. tal que VÍ^CP) = p', entonces p'.G «9,g ' ) ) C Ani como <r| {{O,g')} =

t a n t 0 tkÍP) = r^iO<7o^r1{p) = ^OCT(P') = tyity) = p.
De modo que ^(p) = p para todo p G {{(O,?))) y por tanto ^ | («0,<?))) =

(c) Supongamos ahora que ^ 1(q) = q' 6 Ai¿-i. Como Í¿¿(0) = 0 ,
i/>¿(an.) = (1,0) y V'ife') — q tenemos que ipi({{qr, o-ni})) C {{fe, (1,0)))) C X¿.

Veamos que 7?¡"1(0)n{(fe, (1,0)})) ^ 0. Sabemos que (fe', o,ni))Da~1(B) ^
0. Sea z G ( f e ' , ^ ) ) tal qu e ^O3) = @? consideremos ipi(z) = y como
G {{fe, (1,0)))}, veamos que y G ?7f 1 (9) .

Como y € {{fej (1J 0)}}) y rfi(y) = ipio a o ip^l{y) = ^ o u o I0Í~
1(IÍ/)¿(^)) =

-Í/JÍ o CT(^) =ipi(Q) = 0 , tenemos que y é ^ í © ) n «fes(l>0)))) ^ 0-
Sea p el primer punto de r/¡"1(0) D {{fe, (1,0)))), en el orden natural de q

a (1,0). Veremos que % « « ? , ? » » C <({0,<?))) y ^((1,0)) = (1,0).
Sea p' = ip^1 (p), veremos que p' es el primer punto en (fe', ani)) n a~l (0)

(éñílel orden natural de qr a aW;). Supongamos que existe un p" < p' tal
que..íj(p") = 0 , como p" < p' y ipi{({q', ani}) = «fe, (1,0)))), tenemos
que Vifc") < ^(í3 ') = P Y VÍ(Í>Í(P")) •= 9» entonces V»(P") ^ 7?l~

1(®) H
{{fe, (1,0)})}, lo cual es una contradicción.

Por (iii) de la Proposición 2.34, tenemos que cr((fe',p')) C «0,g ' ) ) y
a{ani) = ani. De modo que 77¿(«fe,p))}) = ipi o a o ip^ (({{q,p)))) = i¡?i o

I/JÍ o cr(a^) = ipi(ani) = (1, 0), y el inciso (c) queda demostrado.
(d) Ahora supongamos que ^f1(g) = ?' € A^, \ Aní_i, entonces a{Ani) c

{(0,g')} y como ipi(({Q,q'))) = {{(0,5))}, tenemos que si p G L¿, entonces
7j¿(p) = ipioaoip^ (p) = ipi{a{ip^ (p))) C ipi(((O, q')) = ({{0,5})), por tanto
??¿(Z/¿) C {{(0:g))) y el inciso (d) queda demostrado.

Ahora supongamos que i es un entero par y vamos a demostrar los incisos
(aJ), (cJ) y (d1).

Notemos que como T]Í = G\ o G2 ° ••• °í?¿o Rn,7 y por el Lema 2.26 (i),
•^i(Q) ~ ("ÍJO) y por el Lema, 2.28 (iii), G.¿(r¿¿,0) = (ri¿_i,0) para toda i,
entonces ^i(0) = (1,0) y ipi{ani) = 0 .

(aJ) Sea q' = '0z~
1(g), entonces como ip^1 es un homeomorfismo tenemos

que ^Í¿"1((1 Í0)) = 0 , entonces •0í~
1(((fe, (1,0))))) = {(Q7q'}} C Ani. Sea

p G {((9,(1,0)))}, entonces ip^ip) G ({B,q'})7 entonces como a\ {{Q7q')} =
/íi//0je/\\ tenemos que cr{ip~ (p)) = ip~ (p). Por tanto ?7¿(p) —

= p, por lo que 7/¿| {{fe, (1,0)))) = /<*/«« ,
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(c>) Si ^\q) = Q1 G A.,-1- Como ^ ( 0 ) = (1,0) y ^ ( a j - 0 y
$Á<f) = 9, tenemos que ^{{(q',ani))) = (((?;O))> C £¿.

Veamos que ^ ( ( l j O ^ n ^ f e e » ) ^ 0. Sabemos que a-1(0)n<(^,ani}) /
0, sea 2; G ({qr,an.}) tal que (7(2;) = 0. Como tpi{{{q', an.))) — {({q,B})), en-
tonces ¿̂(¿O £ <{{g,8))). Ahora 77,(^(2)) ^ ^ o a o ^ 1 ^ ^ ) ) =V'¿(o'W) =
ipi(B) = {1,0). De modo que ifii(z) € 7?I"

1((l,0)) y por tanto ??~1(O) n

Ahora sea p el primer punto en T/¿ X(O) D {((q,&)}) tomando el orden
natural en {({q,&))} de q a 0 , veamos que f/¿(({(.9,p)))) C {({(1,0), q))) y
f/¡(G) = 0 . De igual manera como probamos el inciso (c) es fácil ver que
ip^fp) es el primer punto en t7~1(0) n {{q'^m)) en el orden natural en
((q',ani)) de q' a ani. Con lo que tenemos que o'({{?/,V'irl(p.))) C ((0,g')) y
a(ani) = ani de donde obtenemos que r)i((({q,p))}) C {{((1,0), q))) y J/Í(0) =
0 y el inciso (c1) queda demostrado.

(d!) Sea ipr1^) = ff' G ^ \ 4ni-i» entonces (j(Ani) C {(0,<?'))- Como
tenemos que si p G Lit entonces 7?¿(p) = ^ otro
«{0,5'») = «{(1,0), g)». Por tanto m{U) C

{({(1,0), g}}) y el inciso (d!) queda demostrado.

(b) Ahora probaremos el inciso (b). Sea p e l ¿ y V ^ C P ) —v'^ ^n
la Proposición 2.34 (ü) ¡TTI(p') — TTI(^(p7))] < 2, y por Lema 2.26 (iii), tenemos

que MTni(p')) " M^XP')))I < 2 y Mñni(p')) " ^(^^(p ' )))! < 2,
entonces existe k G {0,1,2, ...,n¿ - 3 } tal que Tni(p'), TJli(a(p')),.ñni.(p'),€

;, fc + 3] x [-1,1], como por el Lema 2.28 (iv) diam((Gi o(?2o
" - l,j] x [-1,1]) < 2¿r entonces diam((Gi oG 2 o ... o G ¿ ) ( m +

3] x [-1,1]) < ^ r , de modo que d(.((?i o G2 o ... o G ¿)(^(p')) , (<?i ° G2 o
... o G O Í T ^ X P ' ) ) ) ) < 2¿r y d((Gi.-o G2 o ... o G4)(HH(p')), (Gi-o G2 o ... o

< ¿ r , pero ^\p) =p' y

?! o (?2 o ... oG¿o Tni, si i es impar,

?! o (?2 o ... oGjO Tí̂  si ¿ es par.

De modo que d(V'iWill(p)))''0i(o"(Vít 1 (P) ) ) ) < 2^" c o n °̂ Clue obtenemos que
< 2 ^ y (b).queda demostrado. ,
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Con esto terminamos la prueba del lema.

2.3.2 Una compactacion con la propiedad RNT.

Para construir este ejemplo tomamos en cuenta los arcos Ln de la Definición
2.31.

(0,0)
L,:

y definimos la siguiente función

Definición 2.36 Para cada n > 0 consideremos el plano %n en R3 de finido
por la igualdad:

' ( ? ¿ T ) + (1 T~
 x){éc)i sin es íj

, sin es par.
y definamos la función Kn : R

2 —> M3 está dada por: Kn(x,y) = (x,y,zn).

En particular, si el rectángulo [0,1] x [—1,1] va a dar a un rectángulo en el
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plano Zn de la siguiente manera.

En general, la unión IJWdP, 1] x [—131])
manera.

€ N} se ve de la siguiente

Ahora sí, restringimos Kn a los arcos Ln y obtenemos lo siguiente:

Definición 2.37 Para cada n > 0 sea Jn = Kn(Ln)

Lema 2.38 Para cada n > 0 la función Kn\Ln : Ln —>• Jn es un homeomor-
fismo y para todo (x,y) G Ln se cumple que d((x,y), Kn(x,y)) < ^ .

Demostración. Claramente kn\Ln : Ln -¥ Jn es un homeomorfismo y por la
manera en que está definido zn, que es una combinación lineal de 2¿r y ¿Ti se
cumple que zn < ¿r. Por tanto si (x, y) G Lnj entonces d((x, y), Kn(x,y)) =

< ±.

En el siguiente dibujo se muestra como se ve la unión \J{Kn(Ln) : n £
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Veremos que efectivamente el dibujo muestra la realidad.

m

Lema 2.3E
f v -yn n Jm *̂= 0

/ " * " \ f • T _
/ 4 Q Pl / i TV* f j ' l

(UV ^ ¿n = Q.

Demostración, (i) El arco Jn

SmÍ£nteS Propiedades:

-5? n es impar.

en el cubo Cn =

solo ocurre si n -

" ̂  »°
y

rectángulos [0,11 x i\- } s o n

coorde-ú n i c a r e en ios
encuentran en losy

"n\^~/1 —
sin es par,

si n es impar.

FALLADE ORIGEN
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n\\ ) ( M , ^ ) , sin es par,
»0))= <

(0,0, 2¿FT)J si n es impar.

De modo que Jn es un arco contenido en el cubo Cn cuyos extremos son
(0,0,^), ( 1 , 0 , ^ ) , si raes par y (1,0, ¿ ) , (0,0, ¿¿r), si n es impar. Por lo
que si n y m son dos enteros consecutivos entonces Jn n Jm ^ 0 y si n < m,

\ {(l,0,2¿r)}, sin es par,
e n t o n c e s Jnn JTn = Jn\\ Jn^.i = <

[^ {(0,0, 2 ¿ T ) } , si n es impar,
(iii) Por el Lema 2.33, lim Ln = Qy por el Lema 2.38 para toda (a;, y) G

71—>oo

Ln se tiene que d((x, y), Kn(x, y)) < ~, por tanto H(Ln, Jn) < ~. Sea e > 0,
entonces existe Ni E N tal que para toda n > Ni H(Ln, Q) < § y existe
JV2GN tal que para toda n > N2 ¿r < | - Sea A?" = max{A^, iVa}, entonces
para toda n>N,se tiene que H(Jnj Q) < F(J n j Ln)+H(Ln, Q) < ~ + § <
f + f = e, por tanto lim Jn — Q

•
Veremos ahora que X = ((J Jn) es una compactación métrica del rayo.

71>0

Para ver esto tenemos que mostrar que ( U Jn) es la imagen continua e in-

yectiva del rayo [0, oo), esto lo mostraremosutilizando una serie de resultados
auxiliares. . . . .

Lema 2.40 Sea Z un espacio topológico y g : [0, oo) —f Z una función
continua e inyectiva que para toda n € N cumple que #([0, n))C]g([n, oo)) = 0.
Entonces g es un homeomorfismo en su imagen.

Demostración. Como g es continua e inyectiva, basta ver que g es abierta
en su imagen.

Afirmación 1. Para toda x G l s e cumple que g{[0tx))r\g([x,oo))) — 0,
Sea x G R, entonces existe n £ N tal que x e [0,n), por hipótesis

g([Q,n)) ng(([n,oo)) = 0 por lo que solamente hay que ver que g([0,x)) n
g{[x^n)) = 0. Primero notemos que [x,n) = [x,n\ así que por continuidad
£/([;c, n]) C g([x,n)): Ahora como [x, n] es un compacto, g([x,n]) también

. y ; ,\ • •
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lo es, por tanto g([x, n]) = g([x,.n]) y como [x, n) C [%,n] tenemos que
g([x,n)) C g{[x,n] = g{[x,n]) de modo que g([x,n)) = g{[x,n]) por lo que
g([Q,x))ng{[x,n)) = g([0, x))ng([x,n]) = 0, puesto que la función es inyec-
tiva, y de esta manera la afirmación queda demostrada.

Afirmación 2. La función g es abierta en su imagen.
Para ver esto notemos que los abiertos básicos del rayo [0, oo) son de la

forma [0, x + e) o (x — s, x+e) donde x e [0, oo) y e > 0. Veremos que si V es
un abierto básico de [0,oo), entonces g(V) es abierto en su imagen. Esto lo
haremos para el caso en que V = (x — s,z + £) y el caso en que V — [0, x + e)
es análogo.

Sea K = g{[0,x — e])U g([x + e,oo)). Como por continuidad g([0,x —
s]) C ff([0;x-e)) y por compacidad g([0,x — e)) C g([0,x — e]) tenemos
que ¿?([0, x — e}) = #([0, x — e)) y por tanto g([Q, x — £•]) es cerrado en Z. De
mod.o que K es la unión de dos cerrados en Z y por tanto K es cerrado.
Sea >U = Z' \ Kj veremos que g(V) = U n #([0, oo)) con lo cual quedará
demostrado que (̂V )̂ es abierto en su imagen.

D) Sea z G U D g([0,oo)); como z G U, entonces z ^ K, por tanto
z $. ^([0,3: — e])U g([x + é,oa)) de modo que z € g((x ~ e,x + e)) = g(V),
por tanto Í7n¿([0,oo)) C g(V).

C) Gomo g(V) = g((x — e, x + e)) veremos que g(V) D K = 0. Por la
inyectividad de g, tenemos que #([(), x — e\) D g((x — e,x + e)) = 0 y, por la
Afirmación 1, tenemos que g((x — e, x +"e)) n g([x + e, oo)) = 0. Por tanto
g(V) H K = $ y g{V) CZ\K = U. De modo que g(V) C C/ n fl([0,oo)).

De las dos contenciones.obtenemos que g(V) = U n (/([0,0o)), donde í/
es abierto en Z y esto es para cualquier abierto básico de [0,oo), de modo
que g es abierta en su imagen y la afirmación queda demostrada.

De modo que g es continua, inyectiva y por la Afirmación 2, g es abierta
en su imagen. Por tanto g es homeomorfismo en su imagen y el lema queda
demostrado.

•
Vamos ahora a definir una función g de [0, oo) sobre |J Jn y veremos que

' • • " • • • " " 7 l > 0 • •

cumple con las condiciones del Lema 2.40, de esta manera podremos probar
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U Jn ~ [0, oo) con lo cual probaremos que X = \J Jnes una compactación
n>0 • . n>0

métrica del rayo.

Definición 2.41 Para cada n 6 Z, n > 0 y como Jn es un arco, podemos
definir un homeomorfismo gn : [n,n + 1] —> Jn que cumple que

, ^ , (°>°'¿)> si ^ es par,
9n{n) =<

(1, 0, ^ ) , si n es impar.

), O, 5¿r) , si n es impar.

Ahora definimos g : [0, oo) —Y (J Jn como g(x) = gn(x) si x G [n,n + 1].
Tl>0

Veamos que la función g está bien definida. Si x G [0, oo) \ N no tenemos
ningún problema, ahora sea x = m G N, entonces #(a;) = f/m(a:) puesto que
a; G [m,m + 1] y g(x) — 5m_i(3;) puesto que x 6 [m — l,m]. Analizaremos
el caso en que m es par, el caso en que m es impar es análogo. Sea m par,
entonces gm(x) = gm(m) = (0,0, ^r) , ahora como m es par, entonces m — 1
es impar de modo que gm-\{x) = gm~i{m) = (0,0, 2(roi1)+1) = (0,0, ¿ r ) . De
modo que g está bien definida.

Probaremos una propiedad importante de g y después probaremos que g
es un homeomorfismo.

Lema 2.42 Sean X = g([0,oó)) y R = #([0,oo))\ #([0, oo)). Entonces
R = f] Bn C [0,1] x [—1,1] x {0}, donde los conjuntos Bn son los con-

tinuos de la Definición 2.29

Demostración. Recordemos que Q = f) Bn = lim Bn es un continuo

(Definición 2.29 y Lema 2.30). Primero veamos que R C Q.
(C) Sean p G R y m 6 N, veremos que p G Bm. Sea U un abierto en R3

tal que p € Ü, entonces U ("1 g([n, n + 1]) / % para una infinidad de números
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n G N. . Como g([n, n + 1]) = Jn , entonces U C\ Jn ^ $ para una infinidad de
números n G l

Sea e > 0 tal que B£(p) C £/. Ahora notemos que la bola Bz.(p) c U
y S i (p) n Jn / 0 para una infinidad de números ra € N. Sea i V e N que
cumple que
(a) N > m, • '

(c)Bf(P)nJ^0.-
Sea £ £ JN C\ Bi(p). Como /ÍJV : LN —»• JN es un homeomorfismo, existe

z' G XÍV tal que nN{z') = z y además por el Lema 2.38, d{KN{z'),z') <
2̂ r de modo que d(zf,p) < d(zf,KN(z')) + d(z,p) < | + | = e, por tanto
V £ LÍV H £e(p) con lo que tenemos que L^ D B£(p) ^ 0 pero como LN C
BN (Definición 2.31, Lema 2.32) y BN C Bm (Definición 2.29, Lema 2.30),
entonces B£(p) O Bm / 0 y por tanto Un Bm ^ 0. Esto es para todo abierto
U, en.M3. De modo que p e Bm. Pero Bm es cerrado, por lo que p G Bm y
esto ocurre para toda m eK Por tanto p e f] Bn, por lo que R C f] Bn.

neN nen
Sea p e Q. Por el Lema 2.39 (iii), lim Jn = Q, entonces p € lim Jn,

de manera que para toda n £ N, existe p^ 6 «/n tal que lim pn '= p, por
n-i-ao

lo cual existe ^TJ G [n, n + 1] tal que gn(xn) = g(xn) = pni de manera que
lim g(xn) = lim pn = p, entonces p G i?([0, CXJ)).

Veamos que p $ g([Q, oo)), supongamos por el contrario que p G #([0, oo)),
entonces existe m 6 N, y x 6 [m,m + 1] tal que #(a;) = p. Consideremos la
sucesión {xn}^Lm+2, entonces g(xn) e g([m + 2, oo) para toda n > m 4- 2 y
<7([m+.2,oo)) n3([m,m'+l ] ='0, por.tanto g([m + 2, oo)) n {p} = 0, lo cual
es una contradicción pue para toda n > m + 2, pn e ff([fw + 2, oo)) y por
tanto lim pn = p G f/([m + 2, oo)). Esta contradicción, nace de suponer que

p G #([0, oo)), por tanto p G ^([0, OO))\Í/([0, OO)) = R, de manera que Q C R.
. De las dos contenciones obtenemos que Q = R .

Ahora como Bn C [0,1] x [-1,1] x {0} para toda n G N, entonces f]

5 n C [0,1] x [—1,1] x {0} y el lema está demostrado.

.Lerna 2.43 La función g : [0, oo) —>• {J Jn definida como g(x) = gn(x) si
n>0

x e. ¡71,71 + 1] es un homeomorfismo de [Ó, oo) en (j Jn.
n > 0 ' ' . • • • •
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Demostración. Probaremos que g es continua, inyectiva, suprayectiva y
abierta.

Afirmación 1. La función g es continua e inyectiva.
Como g es continua en cada cerrado de una familia localmente finita y

coincide en las intersecciones, entonces g es una función continua. Para ver
que g es inyectiva, sean x,y E [0, oo), x ^ y. Si existe n E X, n > 0 tal
que x,y. E [n,n + 1], entonces g(x) = gn(x) y g(y) = gn{y) y como gn es un
homeomorfismo de .[n, n-f l] en Jn , entonces g(x) ^ #(?/)• Ahora si para toda
n se tiene que x, y ^ [n, n + 1] y á .< y, entonces x € [m, m + 1] para alguna
-m € N y y € (m -h 1, oo) de modo que g(x) = gm(x) E Jm y #(y) E U J,71"

Si g(y) E Jn con n ' > m + 1, entonces por el Lema 79, Jn D Jm = 0 y
por tanto g{x) ^ fffo)- Ahora si n = m + 1, entonces g(y) G Jm menos
sus extremos pues uno de sus extremos es g(m + 1) y y / m + 1 y el otro
está en Jm-j-2 y este caso ya lo analizamos. De modo que g{x) ¿̂ ^(y) pues
Jn H J m = Jn n Jn+i se intersectan solamente en uno de sus extremos (Lema
2.39). De manera que si x / y, entonces g(x) ^ g(y) y por tanto g es
inyectiva.

Afirmación 2. La función g : [0, oo) —> (J ,/n es suprayectiva.
n > 0

Sea p e |J Jn , entonces p € Jn para alguna n > 0, como gn : [ra, ra +1] —»•

Jn , es un homeomorfismo, para cada n, tenemos que existe x G [n, n + 1] tal
que 5>n(̂ ) = P) entonces 5(3;) = 5n(x) = p. Por tanto existe a; E [0,00) tal
que ^(x) = p, lo que prueba que g es una función suprayectiva.

Afirmación 3. La función g, es abierta
Como g es continua, inyectiva y suprayectiva, por el Lema 2.40, sólo es

necesario ver que para toda n E N se cumple que #([0, n)) H g([n, 00)) = 0.
Recordemos que Jn G [0,1] x [—1,1] x [^¿Frj^r] y fl116 e* único punto

de intersección de Jn n Jn+i = {g{n}} (Lema 2.39). Entonces g([Qjn]) D
9{[n, 00)) C (g([0, n - 1]) Ug{[n - 1, n))) H (ff([n, n + 1]) U ff([n + 1,00))) C
((([0,1] x [-1,1] x [ ^ r , 1]) U (Jn-AÜKn)}) n (JnU([0,l]x [-1,1] x [0, 5 ^ ] )
C (Jn-i\{5(n)}) D Jn = 0. Por tanto <?([(), n)) n ^([n, 00)) = 0 y esto es para
toda Í I É N , por lo que g es abierta.
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De modo que por las Afirmaciones 1, 2 y 3 hemos probado que g es un
homeomorfismo de [0, oo) en |J Jn.

n>0

Hemos probado entonces que [0, oo) ~ |J Jn. De modo que X = \J Jn
n>0 n>Q

es una compactación métrica del rayo [0, oo) pues X = \J Jn ='ff([0,oo)).
n>0

Utilizando el Lema 2.42, vemos que si R es el residuo de la compactación, en-
tonces R C f] Bn, donde los conjuntos Bn son los continuos de la Definición

2.29. Ahora probaremos que X tiene la propiedad RNT.

Teorema 2.44 SeaX = \J Jn = #([0, oo)) con residuo R, entonces X tiene

la propiedad RNT.

Demostración. Esta demostración es larga y técnica, por lo que la vamos
a ir probando por partes.

Afirmación 1. La proyección / : M3 —> R2 dada por f(x,y,z) = {x,y)
cumple con que f\Jn : «/„'—> Ln es un homeomorfismo para toda n > 0 y
además cumple que si p e Jn , entonces d(p, f(p)) < ¿r-

La función Kn se definió como Kn(x,y) = (x,y\zn) (Definición 2.36) y Jn

es un arco que se definió como Kn(Ln) = Jn. De modo que si (x,y) 6 Ln,
.se tiene que'Kn(x,y) = (x,y,zn) e Jn y f(Kn(x,y)) = f({x,y,zn)) = (x,y)
por lo que (/ o Kn)\Ln : Ln —» Ln es la identidad de lo que conluimos que
f\Jn = f\^n{Ln) es un homeomorfismo de Jn en Ln. De hecho f\Jn es la
inversa de la'función Kn para toda n e N. Por el Lema 2.38 se cumple que
para toda q € Ln, d(q, Kn{q)) < -^. Sea p G Jn, entonces existe q € Ln tal
que Kn{q) = p, entonces d{p,f(p)) = d{Kn(q), f(Kn{q))) == d(Kn(q),q) < ^ .
Con esto la afirmación queda demostrada.

Afirmación 2. Para cada m £ N, existe una ¿--retracción
Pm '• U ^n U i 2 —>• Jm-

Para probar esta afirmación definamos pm : {J Jn Ufí —> Jm como pm =
n>m

Km o rm+i o f. Donde / es la función de la Afirmación 1, rm+i : Bm+i —>• Lm

es la 2¿ r - retracción del Lema 2.33 y Km : Lm -> Jm es el homeomorfismo
de la Definición 2.36.



74 CAPÍTULO 2 LA PROPIEDAD RNT EN COMPACTACIONES

Como por el Lema 2.42, R C f\ Bn C [0,1] x [-1,1] C M2 tenemos
n>0

que f(R) — R y como por la Afirmación 1, / (</n) = ¿ni entonces / ( (J
7i>J7i

Ui2) = U Ln UR. como por el Lema 2.32 (iv), Ln. C -Bn+ij tenemos entonces

que U ¿.UfícU 5n+1 Ufí.
n>m n>m

Como por el Lema 2.42, Rcf) ^n, entonces R C Bn para toda n y como

por el Lema 2.30, la sucesión {J3n}JJL0 es una sucesión anidada de continuos
tenemos que |J Bn+i UR = Bm+1 de modo que / ( \J Jn UR) C Bm+Í.

n>m n>m

Con esto hemos probado.que pm es una composición bien definida de tres
funciones continuas, y por tanto es continua.

Ahora verificaremos que pm : |J Jn UR —> Jm es una retracción. Sea
.n>m

Q e Jmi q = fay,*), entonces f(q) = (x,y) E Lm, rm+x(f(q)) = f(q) pues
W i e s u n a retracción de Bm+1 en Lm y Km{rm+1(f(q}) = Km(f(q)) = q7

pues por la Afirmación 1, Km es la inversa de f\Jm. De modo que pm(q) =
/ím o rm+i o f(q) = q.

Veamos ahora que pm '• \J Jn Uií —y Jm es una —-retracción. Sea

P € |J Jn UR, entonces f(p) e B m + i j si p G j j Jm entonces, por la Afir-
n>m • n>m

mación 1, d(p, f(p)) < ^ y sip G R, entonces f(p) = p. Por tanto, para toda
p e.[J Jn U R, se tiene que d(pj(j>)) < ~. Como rm + x : Bm + i -> Lm + i

es. una 2¿r-retracción se tiene entonces que d(f(p),rm+i(f(p))) < ^¿FTÍ

y rm+i(f(p)) e Lm. Ahora /€m : Lm —y Jm es un homeomoríismo que
cumple que d(rm+i{f.(p))i Km{rm+i{f(p)))) < ^r- De modo que para toda
P € | J 4 U i? se tiene que d(p,pm(p)) < d(p , / (p) )+ d(/(p),rm + i( /(p))) +

Por tanto /9TO : (J J^ Uií —y Jm es una ^-retracción y la Afirmación 2

queda demostrada.

Afirmación 3. Si T es un árbol, T C X y H{T,X) < 5, con í < | ,

entonces T n Jo 7̂  0, existe m > 2 tal que T = (JoDT) U ((J Jn) U(/m+i nT)
n=l

y W í r
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Como (1,0,1) € J0) y Bi ((1,0,1)) C JOí tenemos que J o n T ^ 0 . Por el
3

oo

Lema 49, como Jo n T / 0, entonces T e \J Jn. De modo que R n T = 0.

Elegimos un punto x € R. Como Jo.U Jx U J2 C [0,1] x [-1,1] x [|, 1],
x e R C [0,1] x [-1,1] x {0} y Bi (x) n T ^ 0, podemos tomar un punto

8
OO

p e Bi(x) C\T <Z (U Jn)\ (Jo U Ji U J2), por lo que existe m > 3 tal

que pe JmnT. Entonces Ji U J2 C T. Sea m e N tal que Jm C T y

Jm+1 D T 5¿ Jm+1. Entonces T = (Jo n T) U ( U Jn) U (Jm+1 n T), y como
T i - l

Ji U J2 C T, entonces m > 2. Esto termina la prueba de la Afirmación 3.

Afirmación 4. Para cada m e N, existe una ^r-retracción cr : X ->
Jo U Ji U ... U Jm .

'Consideremos la ^-retracción pm : (J Jn UR_—> Jm de la Afirmación 2.

Definimos a por:

Í
p, s ipG J0Ü J iU . . .U

P ( p ) si p e U
n>m

• Claramente a es una retracción y como pm es una ^-retracción, obte-
nemos que u también es una—retracción. , .

Estamos listos para probar que X tiene la propiedad RNT. Por la
Afirmación. 4 sabemos que X puede ser retraido en una unión del tipo
Jo U J\ U ... U Jm, moviendo poco. Ahora nos falta ver que una unión de
este tipo puede ser retraida a sus subárboles grandes, moviendo poco, por
supuesto.

Empecemos pues tomando e > 0. Tenemos que encontrar ó > 0 tal que
si T es un árbol de X y H(T,X) < 5, entonces X se puede e-retraer a T.
Sea i e N tal que |- < | . Consideremos § = m in ia r , | } .

Sea T un árbol de X tal qué H(T,X) < 5. Como ó satisface las condi-
•m

ciones de la Afirmación 3, entonces T = (Jo Pl T) U (IJ Jn) U (Jm + i H I7),
, • . 7 1 = 1

para alguna m > 2. Sea p € R, como p £T y H(T, X) < S, existe í e T tal
que d(í,íO < 5 < 2¿r < 2¿2 • De modo que Bs(p) n (Jo U Ji U ... U J¿_i) = 0.
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Por lo que Ji U ... U J¿_i C T. Por lo que tenemos que i — 1 < m. Es decir,
i < m-H 1. .

Por la Afirmación 4 tenemos una ¿árr -retracción a : X —> Jo U Ji U
... U Jm+i. Cómo 2 ¿ r < ^ < | , ahora sólo necesitamos una ^-retracción
r:-J0UJ1U...UJm+1->T:

Notemos que Jo O T es de la forma Jo n X = ({(w, ( B , |

Caso A. Supongamos primero que m+1 es impar. En este caso Jm+iC\T
es de la forma Jm + J n T = {{{(6, 2¿nr)>s)))' Entonces T es de la forma:

i re

r =«<«,, (e, i)») u U Jnu«<(9l55b),s)».
n = l

Por la Afirmación 1, la proyección / en el plano XY satisface que f\Jm+i :
Jm+1 -t Lm+i es un homeomorfismo y, para todap e Jm+u d(p, f(p)) < ^k^.
Entonces la imagen bajo / del subarco {{{(©, ^é+r)->«))) de Jm + 1 es un
subarco de Lm+i que une a © con el punto f(s). Sea q — / (s ) . Así que

Vamos a usar la función ?7m+i : Xm+i —> ¿m+i del Lema 2.35, que depende
del punto q. Recordemos que estamos considerando el caso en que m + 1 es
impar, así que 77m+i satisface las siguientes propiedades: • • < •

(a) Vm+i\ «{©,?>)> = Id(((®,Q)))i . . • •
(b) dfarjm+íip)) < gjpa para cada p G Lm + i , .
(c) si (GioG2o...oGf

m+1oTnm+1)-1(g) 6 ^ , entonces V7m+i(©)n<«^, (1,0)»)
7¿ 0 y si u es el primer punto en ^ " ^ ( O ) D ({(§, (1,0)))) (en el orden nat-
ural en («3,(1,0)») de q a (1,0)), entonces r)m+1((({q,u)))) C «<0,g») y
Vm+i((l,0)) = (1,0). . ,
(d) si (GioG2o...o(?m+1oT7lm+1) J(g) G •Anm+1\.An,ní entonces 7?m+i(Lm+1) C

Subcaso A. l . (G,o(?2o.. .o(? r a + 1oT ? l m + 1)-1(g)
En este caso fyü+i(©) n ((fe í1 '0)))) 7̂  0 y si 2 es el primer punto en

) n < « g , ( l , 0 ) ) » (en el orden natural en <({g, (1,0))» de g a (1,0)),
entonces í?m+i({«5, «))))• O «{0,g)>) y v + i ^ 1 * 0 ) ) = .(1,0). De modo que
el punto z tiene las siguientes'propiedades, z > q en el orden natural de
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Lm+1 de 0 a (1 ,0 ) , < « e , g » > C ( « 0 , 2 » ) , ? m + 1 ( { « J ) ) ) ) ( « , ? »

) = © y 77m + i ( ( l ,O)) = (1 ,0 ) , po r lo que 7]m+l((({z, (1 ,0 ) ) ) ) = Lm+1.

E n es te caso, definimos r : JQU J I U . . . U J m + i —̂  T de la s iguiente m a n e r a .

= = <

w. sipG(J0\T)Ü{w},

(/ím + 1 o

7 1 = 1

o f)(P),

donde rm+i : Bm+1 ->• L7

sip€Jm+-1y/(p)G«(0,2»)3

si P G Jm+1 y / (p )e («(2,(1,0)))),

-retracción del Lema 2.33.
£m —> Jm es el homeomorfismo de laRecordemos también que

Definición 2.36.
Veamos que r está bien definida.
Gomo f\Jm+i : Jm+i -* Lm+1 es un homeomorfismo, rjm+x : Lm+1 ->•

Lm+i es una función continua y /cm_¡_i : Lm+i —¥ Jm+i es un homeomorfismo,
entonces «m+i o ??m+i o / está bien definida. Ahora, como Lm+i c Bm+1

(Lema 2.32, (iv)), rm + 1 : Bm+i -y i m y /ím : I m -> Jm es un homeomorfismo,
entonces tenemos lo siguiente. ;

Si p e Jm n Jm+i, entonces p = (0, 2¿ r ) , así que f{p) = 0 y («m+i o
?7m+l O /)(p) = > ( ( @ ) ) ' (©) (© ¿ )

SÍ /(p) = Z, 2
Mientrasque (Kmorm+lor}m+1of)(p) = Km(rm^l(r]m+1(z))) = Km(rm+1(Q)) =
Km(B) = (0, 2¿r) (m es par).

Para ver que la imagen de r está contenida en T, revisemos otra vez las
cuatro formas que definen a r. En la primera basta observar que w E T,
para la segunda basta observar que el conjunto respectivo está contenido en
T, para la cuarta notemos que el contradominio de Km es Jm C T...Final-
mente, notemos que Km+i(7?m+i(({(0, z))})) = Km+1({({0, q}))), y como es un
homemorfismo tal que Km+i(0) = (0, 2¿r) y ^m+iio) — 5» concluimos que

2

/ím+1(«(0, q))}) = {({(0, 2¿ r ) ' 5 ) ) ) = Jm+i H T. Con todo esto podemos
concluir que la imagen de r está contenida en T.

Por tanto r está bien definida.
Como Jo U J\ U ... U Jm+i es un arco y r está definida continuamente en

los subarcos que lo componen, podemos concluir que r es continua.
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Para ver que r es una retracción, tomemos un elemento p € T. Como
m '

T =«<>,(e,§)))) U U Jn U «<(e,2¿r) ;s») , si p está en uno de los
17 1 = 1

dos primeros uniendos, claramente r(p) = p. Ahora supongamos que p e
. Entonces f{p) e <<<e,g>» C <«0 :2»>, de manera que

r(p) = K,m+1(r}m+l(f(p))). Por la propiedad (a) de??m+1, r(p) = Km+i{f{p)) =
p. Por tanto r es una retracción.

Sólo nos falta ver que r es una -^-retracción. Como diam( Jo \T) < 5 <
2¿r < ¿ , y como para toda 3;• G Jo \ 2\ r(x) = ÍÜ, entonces d(x,r(x)) =

Como r es retracción, para toda p e T, tenemos que r(p) = p, por lo que

)r(p)) = 0<f.
Ahora sea p 6 Jm+ii tal que /(p) E {({6,2))), entonces

Como por la Afirmación 2, d(p,f(p)) < j ^ r , por (b) del Lema 2.35,

2¿^ y p° r e l L e m a 2-38

Deducimos entonces que:

: fÍ(n r(n\\ <T X -1- á -1 L_ <r- 4 — ^ _ ^ _ 3 _ < - = ^ 3 e

Ahora si p e Jm+i y /(p) e <((^ (!= ° ) )» ; entonces r(p) = Km o rm + 1 o

Como por el Lema 2.33, rm + 1 es una ^¿+r-retTacción, entonces
d(<nm+1(f(p},rm+1(r}m+1(;f(p)))) < 2¿FT Y Por el Lema 2.38,
d(rm+1{T]m+i(f(p))), re
entonces tenemos que

I ^ I- - 3 - <T - i - -i
2 m + 1 ^^ 2 m 2 m

I- <T i 5 _ < ^ <
2 m + 1 ^^ 2 m 2 m 2Tfl+2 2 m + 2 2 m 4 "

Por lo que hemos probado que r : Jo U Ji Ü ... U Jm+i ~* T es una ^»
retracción.

S-ubcaso A.2. [G1 oG2o ... o Gm+1 o T^^-^q))^ Anm+1\ Anm.
En este caso, ?7m-j-i satisface qué 7]m+i{Lm+i) 'C {{(0,^)}). De manera

que definimos r de la siguiente forma.
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r(p) =

si pe J0\T,

P,

SÍ P

m
U Jn,

7 1 - 1

Análogamente como en el Subcaso A.l. Podemos ver que r está bien
definida, y es una ^-retracción de Jo U Ji U ... U J m + i en T.

De manera que si m + 1 es un entero impar, hemos podido definir una
^-retracción r : Jo Ü Ji U ... U J m + i —)• X.

Con esto terminamos el caso A.
Ahora veremos qué pasa cuando m + 1 es un entero par.

Caso B . Supongamos primero que m + 1 es par. En este caso J m + i D T
es de la forma Jm+i C\T = (({(1, 0, ^¿+r), s ) ) ) . Entonces T es de la forma:

!•=(««,, (e,i))»u
n=l.

Por la Afirmación 1, la proyección / en el plano XY satisface que / | Jm+i :
-> Lm+i es un homeomorfismo y, para todap € Jm+ii d(pj f{p)) < 2 ¿ H •

2

Entonces la imagen bajo / del subarco {{(((1, 0, -^é+r), s ))) de J m + 1 es un
subarco de £m+i que une a (1,0) con el punto f(s). Sea q = f(s). Así que

Vamos a usar la función 7?m+i : Lm+i —> Lm+1 del Lemma 2.35, que
depende del punto q. Recordemos que estamos considerando el caso en que
m + 1 es par, así que r]m+i satisface las siguientes propiedades

(a!) r]m+1\ «{g, (1, 0))» = Id{{{qÁimh

(V) d(p,r}m+1(p)) < 2¿ír para cada p e Lm+U

(c?) si ((?! o G2 o ... o Gm+1 o Rn^-^q) € Anm, entonces ^ ( ( 1 , 0 ) ] ) n
{({q, (1,0)>» T¿ 0 y si z es el primer punto en ^ ( ( l , 0))n«(<7,.(l, 0)»). (en el
orden natural en (((q, G))} deQ'aG), entonces 7?m+1((((g, j?))) C {{{(1,0),

(d:) si (doG2o...oGm+io :ñHm+1)-1(g) I entonces 7]m+1(Lm+1) c

LABJ
¿•i fvu SAL?-
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Subcaso B.l . (G1 oG2o ... o Gm+i o T ^ ) - 1 ^ ) G Anm.
En este caso vñ+iiO-,®)) n {({?>(!> 0)») ^ 0 y si £ es el primer punto

en ?7m+i((l) 0)) H (({<?, (1,0))}) (en el orden natural en {({q, 0}» de q a O),
entonces 7]m+1(({{q, z))) C {({(1,0),q))) y 7?m+i(O) = G. De modo que el
punto z tiene las siguientes propiedades, z > q en el orden natural de Lm+i de
(1,0) a O, {{(q, (1,0)»> C <«*, (1,0)»), 7?m+1({{^, (1,0)»» = {((q, (1, 0)»),

) = (1,0) y 7?m+i(6) = 6-

En este caso, definimos r : JQU JiU...U«/m+x. —> T de la siguiente manera.

r(p) =
p,

(Km+1ot]m+1of)(p),

sipe{J0\T)U{w},
m

s i p G ( « w ; , . ( e í | ) » ) u U J™,

si pe Jm+i Y f(p) G {«2, (1,0)»),

y f(p)

donde rm+i : Bm+i —í- Lm es la 2¿pr-retracción del Lema 2.33. Recordemos
también que Km : Lm —̂  Jm es el homéomorfismó de la Definición 2.36.

La demostración de que r es una ^-retracción, se hace de manera análoga
al Caso A.l.

. Subcaso B.2 ( G 1 o G 2 o . . . o G m + 1 o T J l m + 1 ) - 1 ( g ) ) U % + 1 \AUrn.
En este caso, r]m+i satisface que 7?m+1(Lm+i) C {{{<?, (1,0)))). De manera

que definimos r de la siguiente forma. .

r(jp) = 'P,

si p € J0\T,

7 1 = 1

) SÍ p G

Análogamente como en el Subcaso B.2. Podemos ver que r está bien
definida, y es una ̂ -retracción dé Jo U Ji U ... U Jm+\ en T. "•

De modo que en todos los casos, es posible definir una ^-retracción r de
J0U J1U...U Jm+i e n T. Componiendo roa obtenemos una ¿--retracción de X
a T. Por tanto X tiene la propiedad RNT y el teorema queda demostrado.
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El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema anterior
y el Teorema 2.23.

Corolario 2.45 Sea X = \J Jn — r?([0, oo)) con residuo R = (J Jn\ (J
. .. n>0 n>0

Jn — <?([0, oo))\ #([0,oo)). Entonces R es homeomorfo al pseudoarco (V) y
fi = Iim Jn = P-

n—*-oo

2.4 Una compactacion sin la propiedad RNT.

En esta sección construiremos una compactacion métrica del rayo [0, oo) que
tenga residuo homeomorfo al pseudoarco, pero que no tenga la propiedad
RNT. Esto mostrará que no todas las compactaciones métricas del rayo
[0, oo)Vcon residuo homeomorfo al pseudoarco son homeomorfas. El Lema
2.52 es crucial para la construcción del ejemplo principal de esta sección. A
primera vista este lema parece muy técnico pero lo que dice en esencia es que
si una sucesión de arcos tiende a un pseudoarco, entonces, para dada uno
de esos arcos, existe otro de índice muy grande tal que la única manera de
enviar una parte del primero, por una función que mueva poco los puntos es
achicándolo. Esto se debe a que los arcos de índice muy grande deben estar
muy retorcidos (pues cada vez se parecen más al pseudoarco) y entonces un
arco fijo sólo se puede mandar en una parte pequeña de ellos. Comenzaremos
con una serie de resultados preliminares.

Lema 2.46 Sea g : K —>.L una función., continua, donde K y L son arcos,
y sean t,s € g{K). Entonces existen p,q € K tales que g(p) = t, g(q) = s y
g{pq)=ts.

Demostración. Podemos suponer que K = [0,1] = L. Sean pi, qi e [0, l]
tales que g(pi) = í y g{qi) = s. Supongamos por ejemplo que pi < q±. Sea
p = max{g~1(t)} n [pi, cft], la existencia de este máximo se justifica porque el
conjunto tomado es cerrado y no vacío pues p\ pertenece a él. De igual manera
podemos tomar q = min(^^1(s))n|j9? qt]. Entonces g(p) = i y g(q) =' s. Como
g(pq) es un conexo que tiene a t y a s, entonces ts C g(pq). Nos falta probar
la otra contención. Sea,y = g(x) G g(pq), con x e pq. Podemos suponer
que t < s. Si y < i , entonces p < x y por el Teorema del Valor, Intermedio,
existe p' €= [xrq] tal que g(p') — t lo cual contradice la elección de p. Por
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tanto t <y. Similarmente, y < s. Esto termina la prueba de que g(pq) = ts
y también la prueba del lema.

Lema 2.47 Sean 'y > 0 y g : K —> L una función continua entre dos arcos K
y L, con la propiedad de que para todap £ K, d(p,g(p)) < j , y diam(g(K)) >
\, entonces diam (K) > \ — 27.

Demostración. Sean p,q £K, tales.que d(g(p),g(q)) = \¡ entonces | =
<%(ri,s(?)) < d(g(p),p)+d{p,q)+d{q,g(q)) < 2<y±d{p7q)7 entoncesd(p,q) >
\ — 27 y como p,q e K, entonces diam (K) > \ — 27.

Lema 2.48 Sea L un arco y {Km}m=n ^ L, una. sucesión,] de arcos, donde
Km =pm<lm> entonces existe una subsucesión {-^m¿}^i de {Km}m=n ^ {Hue

Kmi. —)• K, donde K = pq y además se cumple que pmi —y p y qmi —>• q.

Demostración. Como L es compacto, podemos suponer que pm —$• p y
Qm —> q, con p,q 6 L. Ahora C(L) = Hiperespacio de continuos del arco L,
es compacto, de modo que la sucesión {Km}™=n contiene una subsucesión
convergente {i^m í}^i Que cumple que Kmi —> K.

Veremos que K = pq. Como pm —> p y qm —>• q, entonces p^, —> p
y Qmi —> 9, de modo que p,g G if, y por tanto pq C K. Veamos que
K c pq, sea t £ K, entonces existe una sucesión convergente { í m i } ^ x , donde
tmi £ Knni *mi ~^ ¿- En el orden natural de L supongamos que pm < qm

para toda m > n, entonces pmi < tmi < q^., por lo que p <t < q. Por tanto
t £ pq, con lo que probamos que K C pq. De modo que K = pq y el lema
queda demostrado.

Lema 2.49 Sea L un arco, entonces para toda n € N, existe t e H y subarcos
Ao, Ai, ...,Ap de L tales que AQ U A\ U .... U At = L, Ai n Ai+1 ^ 0 y diam
(Ai) < -, para toda i £ {0,1, . . . , í} .

Demostración. Como L es una arco, existe un hoemomorfismo h : [G, 1] —y
I/, de modo que por la continuidad uniforme de h, existe t £ N que cumple
que si diam (B) < j , entonces diam (h(B)) < ~. Entonces los intervalos
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Bi = [|. ^ L cumplen con que [0,1] = Bo U Bx U .... U B t l ^ n S i + 1 ^ 0 y
diam (Bm) < \. Sea A¿ = h(Bi). Como h es un homeomomorfismo, entonces

Lema 2.50 £¿ X es urc continuo hereditariamente indescomponible y A, B
son subcontinuos de X tales que Af)B / 0, entonces A C B ó B C A.

Demostración. Sean A, B subcontinuos de X tales que AdB ^ 0. Supon-
gamos por el contrario que A <£ B y que B £'A, entonces existe a E A \ .£?
y ¿ e B \ A. De modo que AU B es un subcontinuo de X que puede ser
descompuesto en dos subcontinuos propios, A y B, lo cual contradice que X
es hereditariamente indescomponible. Por tanto A <z B ó B C A.

Lema 2.51 Sean X un continuo hereditariamente indescomponible y ^4°,
A1,..., A1 subcontinuos deX tales que AznAt+1 / 0 para toda i e {0,l,....,í-
1}. Entonces existe j 6 {0,1, ...,i - 1} tal que Aj = A° U A1 U ... lM*...

Demostración.
Como X es hereditariamente indescomponible y Á1 n A2 / 0, entonces

por elLema 2.50, Ax c A2 ó A2 c A1. Así que Al\jA2 = A1 ó A1UA2 = A2.
Supongamos que existe j 6 {0,1,..., k - 1} tal que A{.= A° UA1 U ... U A*"1,
entonces A*^1 C AJ', y como A*"1 D Afc ¿̂ 0, entonces Afc n AJ' / 0, de
modo que por el Lema 2.50, Ak c AJ' ó i j C Afc. Si Ak C A-7', entonces
AJ' =. A° U A1 U ... U Afc, si Ak = Aj U Ak = (A°U A1 U ... U A^"1) u A* por lo
que existe j e {0,1, ...,k} tal que Aj = A° U A1 U ... UAh.

Lema 2.52 Sea P c K 3 un pseudoarco con diámetro mayor o igual a uno
y sea {Ln}™=l una sucesión de arcos en R3 tal que Ln —> V. Entonces, para
toda n £ H existe mn.€ N con la propiedades: mn > n y si K es un subarco
de Ln y g : K —¥ Lmn es una función continua tal que d(p,g(p)) < ¿ para
toda p G K, entonces diam(g(K)) < ~.
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Demostración. Supongamos por el contrario que existe un número n £ N
tal que, para cada m > n, existe un arco K'm C Ln y una función con-
tinua gm : Kf

m -> Lm tal que d(p,gm(p)) < ~7 para cada p e K'm pero
diam(5m(^)) > \. •

Ya que, para cada m>n, diam(í/m(ifjn)) > | , tienen que existir puntos
tm, sm G gm{K'm) tales que d(tm, sm) = \.

Por el Lema 2.46, existen puntos pm ,gm . G i^^ tales que r(pm) = ím,

Hacemos Km = pmqm. Ya que diam (gm{Km)) > | y gm tiene la propiedad
de que para toda p e K'mt d(p,g(p)) < ¿ , y por otra parte d(pm,g(pm)),
d(qm,9(<Im)) < ¿> entonces por el Lema 2.47, tenemos que diam (Km) >

2 ~ 24 ~ W' P° r t a i l t ° d Í £ i m (^m) - 4"

Por el Lema 2.48, podemos suponer que Km —> T̂5 que las sucesiones
{Pm}m=m y {ím}m=n convergen a puntos j?.y g de K, respectivamente y que
K = pq. Ya que diam(ÜTm) > ^ y la función diámetro es continua en el
hiperespacio de Ln, tenemos que diam(ií) > ^ .

Ya que K es un arco, existen vecindades abiertas y conexas U y V de K
tales que p G U C fíj.(p) y <y 6 V C Bx.(q). Como d(p,q) = limrf(pm,gm) y

| = d(*m,sm) = d(r(pm),r(qm)) < d(r(pm),pm) + d(pm,qm) + d[qm,r(qm))
< d(pm,qm) + ^ j , concluimos que d(p,q) > ̂ , así que Í7 D V = 0. Como
Pm ^ P y 9m •"-+' i? existe un número JV G N tal que, para toda m > N,
Pm ̂  U y qm eV, Ya que [ / y ^ son abiertos conexos del arco K, entonces
U y V son arcos, uno de los extremos de U es p, al otro le llamamos p\
uno de los extremos del arco V es q y a su otro extremo le llamamos q'.
Entonces, para toda m > JV, el punto p m está en el arco pp' y el punto qm

está en el arco qq'. Así que pV C pmQm = -^m- Notemos que ^ < d(p,q) <
d(p,p')+d{p',qf) + d(q',q) < ¿ + d(p',g') + ¿ , de manera que | < % ' , g')-
Entonces § < d(p',q') < d(p',gm{p')) + d(gm{p'), gm(q')) + d(gm(q'),g1) <
¿t + d(gm(pf),gm(q')) + ¿ , de manera que £ < d(gm(p'),gm(q')) por tanto,

(pV)) > \.

Por el Lema 2.49, existen subarcos Ao}Ai7..^At de p'g' tales que ^40 U
A aU.. .U^í =í?V: ^ n A j + i ^ 0 y diám(Ai) < ¿ ; para toda i G {0,1,...,í}.
Como diam (Ai) < ~, entonces diam(^m(J4¿)) < ~ + ^ . De modo que
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Ahora la sucesión {Ln}^í:l cumple que Ln —> V de modo que existe una
subsucesión {mn}^=l C N que cumple que g^iAi) —» Az C V donde A1 es
un subcontinuo de V, y esto ocurre para toda i € {0,1,.. . , i}. Como diam
{dm.n{Ai)) < | y diam es una función continua en el hiperespacio, entonces
diam (A1) < | para toda i G {0,1, . . . , í} . Además como Ai f] Ai+i / 0,
entonces Ai n A^1 ^ 0. De modo que A° U A1 U ... U A* C V que es
un subcontinuo hereditariamente indescomponible y se cumple también que
AtnAt+1 T¿ 0. Utilizando el Lema 2.51, obtenemos que existe j 6 {0,1, ...,í}
tal que Aj = A° \J A1 U ... U A*, y como diam (Aj) < | , entonces diam
(A°UA1U...UAt)<l

Ahora pensemos en el arcopV = AoUAiU...UAt, como diam (p'q1) > | ,
entonces diam {gmn{p'Q')) — | ~ ^ > i- Podemos suponer que gmn(p'q') —t A
para un subcontinuo A dep.

Como la función diam es una función continua, entonces diam (A) > ~.
O b s e r v e m o s q u e g m A p ' v ' ) = g m n ( A ° U A 1 U . . . U A t ) = g ^ ^

n ( )
Dé modo que lim gmn{A° U A1 U ... U A*) = lim gmn{A°) U

71—>-OO íl—>-OO

... U 5,^.(4*) =^0Ui41U...Ui4*..
Entonces A = AG \J A1 \J ...U A1 = Aj para alguna j € {0,1,..., t}, por lo

que diam (A) = diam (A5) < | .

Hemos visto que diam (A) > ~ y diam (Á) < ^, lo cual es una con-
tradicción. Esta contradicción nació de suponer que el lema no era cierto.
Por tanto el lema es cierto y con esto terminamos nuestra demostración.

2.4.1 Construcción del segundo ejemplo
Consideremos los arcos Ln de la Definición 2.31. Recordemos que por el
Lema 2.38, para cada n G N, existe un homeomorfismo rcn : Ln —> Jn que
cumple que d{Kn,Ln) - mm{d{x,y) : x e Ln, y e Jn] = ~ff. Por el

Corolario 2.45, sabemos que X = ( (J Jn) es una compactación del rayo

cuyo residuo pseudoarco (P). Ahora probaremos un lema que nos ayudará
en la construcción del ejemplo.

Lema 2.53 La sucesión {Ln}^_1 cumple que Ln-¥V y diam (V) > 1.
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Demostración. Como por el Corolario 2.45 y Lema 2.39 (iii). X == ([j Jn)
n>o

es una compactación métrica del rayo con residuo V, y lim Jn = V.
Sea e > 0, entonces existe Ni 6 N tal que para toda n > Ni se cumple que

H(JníV) < §. Ahora min{d(x,y) : x E Lnj y £ Jn} = ¿¿FT y niax{d(a;,y) :
x G Ln,y e Jn} = ¿ . Por lo que H(Lni Jn) < ±.

Sea AT2 6 N tal que para toda n > N2 se cumple que ¿r < |-
De manera que para toda n > N = 'max{Nii N2} se cumple que

H(Ln, V) < H(Ln, Jn) + H(Jn, V) < f + § = e.
Con lo que hemos probado que Ln —> V.
Ahora recordemos que por el Lema 2.32 (ii), se tiene que 0, (1,0) G Ln

para toda n e N . De modo que 0, (1,0) G V. Por lo que diam (V) > 1.

• ' '
Consideremos la sucesión de arcos {Ln}%L0 . Por.el Lema 2.53, Ln^V

y diam('P) > 1. También tenemos que por el Lema 2.52, para cada n € N,
existe mn > n tal que si K es un subarco de Ln y # : K —> Lmn es una
función continua que cumple que d(p, g(p)) < ¿ para cada p £ K, entonces
óiam(jg{K)) < \.

Vamos ahora a construir una compactación métrica del rayo. Considere-
mos las funciones a>n,pn : M

2 —y i?3 definidas de la siguiente forma:

Notemos que por definición d((x,y),an{x1y)), d((x,y),¡3n(x,y)) <
Ahora definamos los arcos Kn de la siguiente manera.

an±i{Lmn+L J, si n es impar,

si n es par.

Consideremos [J Kn. Esto se ve de la siguiente manera.
n—l
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Como la sucesión LQ,Li,L2,... converge a V (Lema 2.53) y mn. > n,
entonces la sucesión Lmi,Li,Lm2,L2,... converge a V y por construcción la
sucesión Kx.K^K^... converge a V.

Kn).
7 1 = 1

Lema 2.54 Y es una compactificación métrica del rayo [0, oo), con residuo
P y Y ~ [0,oo)U7?. • •

Demostración. La demostración de este lema se hace de manera análoga a

como se demostró que X = (\J ' Jn) es una compactación métrica del rayo.

Teorema 2.44.

Vamos a ver ahora que Y no tiene la propiedad RNT. Para esto supon-
dremos que sí la tiene y llegaremos a una contradicción. La prueba en muchos
aspectos es muy parecida ala prueba del Teorema 2.44, en que probamos que

X = ( y «/„) tiene la propiedad RNT, por lo que no nos detendremos a pro-

bar todos los detalles minuciosamente.

Teorema 2.55 El continuo Y no tiene la propiedad RNT. .

Demostración. Supongamos por el contrario que Y tiene la propiedad
RNT. Entonces para e = ^ , existe 5 > 0 tal que, si T es un árbol contenido
en X y H(T, X) < 5, entonces existe una e-retracción r d e l e n T .
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Como Y = (((J Kn), existe un entero positivo impar i, tal que ¿¿^ < ¿
7 1 = 1

i

y tal que el árbol T = (j Kn satisface que H(T, X) < 5.
rc-1

Por la elección de ó existe an e-retracción r : X —> T.
Notemos que por construcción, Ki n Ki+1 = (1,0, gir)- Como r es una

retracción, r(Ki+i) H K¿ ^ 0. Ahora consideremos / : R3 —*• R2 dada por
f(x,y,z) = (a;, y). Entonces /|ÜTn : i^n -> L ™ ^ , si n es impar y f\Kn :

iCn -» La, si n es par son homeomorfismos y d{(x,y,z),(f\Kn)(x}y,z)) <

2n~2 •

Definamos^ : LÍ±I —> Lmi±L ULÍ=IU...ULI como g(p) = (foroj3i+i)(p).

Tenemos que 8i±i : Li±2 —>• üT¿_f_i es un homeomorfismo y por la definición
2 2 .

de pi±i, se cumple d(p, ¡3i±i(p)) < ¡jr. ..
Otra cosa que tenemos es que r : X -> T es una ¿-retracción y por tanto

se cumple que d(fii±i(p),r(j3i±i(p))) < ¿ . , ,
i i

Como T = |J lfn se cumple que / ([j Kn) = Lm í ± L U Lt^ U ... U L\ y
7 1 = 1 • • ' ' " 7 1 = 1 ' 2

también se cumple que d(r(pi±i(p)),f{r{¡3i±i{p)))) < ¿¿2, sir(j8i±i(p)).G üf¿.
2 2 2

Ahora utilizando 5 podemos considerar dos casos.

Caso 1. r(Ki+1) C ifj. En este caso g(Li±i) = /(r(/3j±i(Li±i))) ==

/(r(ÍTi+1)) C /(K"i) C Lm í^ 3 como d{p,g(p)) < ^ + ¿ + 2 ¿ ^ < | r < | ,

entonces c¿(p,g(p)) < ¿ para cada p G LÍ±I y diam(L¿+i) > 1, entonces

diam(5(í/í±i)) > 1 — ^ = 0 que es una contradicción a la elección de m¡±i,

pues por el Lema 2.52, si g\Li±i '• L¡±i —> L7Tli es continua y cumple que
2 2 ' —n—'

~d(Pi9(p))'< 2A P a r a todaí3'G L Í ± I , entonces diam (g(Li±i)) < \. •

Caso 2. r(if¿+i) no está contenido en Ki. Sean u,u 6 Y tales que
ffj+i n Ki = {u} y KiC\ Ki-i = {v}. En este caso existe un punto q e Ki+i
tal que r(q) = v y si i í ; es el subarco de Ki+\ que une u y q, entonces
r(K') = Ki. Sea K = f(K') C Li±i. Así que ^ ( Í T ) = if'. Entonces la
función continua g\K : K C LÍ±I —̂  Lm i ± 1 es sobre.y d(p,g(p)) < ^ para

cada p € i í , entonces dia,m(g(K)) > 1 que es una contradicción a la elección
dem¡±i. (Lema 2.52), . :
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En ambos casos, obtenemos una contradicción. Por tanto Y no tiene la
propiedad RNT y con esto terminamos la prueba del teorema.

Corolario 2.56 No todas las compactaciones del rayo con residuo pseu-
doarco son homeomorfas.

Demostración. Sea X = ( | J Jn) el ejemplo de la Sección 2.3.2, y sea

Y = (( U Kn), el ejemplo de la Sección 2.4.1. Por el Teorema 2.44, X tiene
7 1 = 1

la propiedad RNT. Por el Teorema 2.55, Y no tiene la propiedad RNT. De
modo que X y Y son dos compactaciones del rayo con residuo pseudoarco
que no son homeomorfas, por lo que no todas las compactaciones del arco
con residuo pseudoarco son homeomorfas.





CAPITULO 3

Una Familia de Compactaciones

En el capítulo anterior, utilizando la propiedad RNT, constuimos dos com-
pactaciones métricas del rayo con residuo pseudoarco que no eran homeomor-
fas. Ahora vamos a construir una familia no numerable de compactaciones
métricas del rayo con residuo pseudoarco tal que cualesquiera dos de ellas no
son homeomorfas.

Recordaremos alguna definiciones que utilizamos en el Capitulo 2, sobre
cadenas, y daremos una serie de resultados auxiliares que nos ayudarán a
construir esta familia.

3 • 1 Preliminares
Definición 3.1 Sea X un espacio topológico. Una cadena es una familia
finita de abiertos C — {Ci, C2, • ••, Cn} que cumple que Ci DCj / 0 si y sólo
si < 1. A los elementos d de una cadena los llamamos eslabones.

Definición 3.2 Una cadena cerrada es una familia finita de cerrados V =
{Di,D2,-..,Dm} que cumple que DiC\Dj,=fc$ si y sólo si \i — j \ < 1. A los
elementos de una cadena cerrada también se les llama eslabones.

Definición 3.3 Dadas > 0 una e-cadena (cerrada) es una cadena (cerrada)
en la que el diámetro de cada eslabón es menor que e.

Definición 3.4 Un continuo es encadenable (resp. encadenable por cerra-
dos) si para toda e > 0, existe una e-cadena (resp. e-cadena cerrada) tal
que X es la unión de los eslabones. Es decir si existe C = {Ci, C2,..., Cn}

91
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(resp., V = {Dl,D2,...,Dm}). tal que X = Cx U C2 U ... U Cn (resp., X =
Di U D<¿ U ... U Dm) y cada Ci es abierto (resp., cada Di es cerrado).

Definición 3.5 Una cadena C = {Ci,C2, .., Cn} es una cadena conexa si
cada eslabón C¿ es conexo.

Definición 3.6 Sean X un espacio topológico, y p,q dos puntos en X. De-
cimos que C = {Cu C*2,..., Gn} es una cadena de p a q, si C es una cadena,

Definición 3.7 Sea V = {Di,..., Dn} una cadena. Denotamos V al con-
junto V = {£>!,...,£>„}.

Definición 3.8, SeanC = {Ci,C2, . . . ,CÚ} y V = {Di,..-.,,Dn\ cadenas. Dec-
imos que V es una subcadena de C si cada eslabón de V es un eslabón de
C. De manera que si V es una subcadena de C, entonces V es dé la forma
V =• {d,d+i, ...> Cj-uCj} con i < j . Otra manera de denotar a V es de
la forma V = C(¿¿) = {O¿, C¿+i,..., Cj_i, Cj} que es la subcadena de C que va
del eslabón i al eslabón j . , ;

Definición 3.9 Sean C = {Ci, C2, . : . ,Cn} y V = {Dií...1Dm} cadenas.
Decimos que T> refina a C si para toda j E {1,2,..., m} existe i £ {1,2,..., n}
tal que Dj C C¿.

Definición 3.10 Sean C = {CuC^, ...,Cn} y V = {Vi,...,Vm} cadenas.
Decimos que V refina a C si V refina aC yt> es una cadena cerrada

Definición 3.11 Sean C = {Ci,'C2, ...,CS} una cadena y V — {Dí: ...,Dt}
un refinamiento de C. Decimos que T> se retuerce en C si T> refina a C y
si para cualesquiera índices i, "j, m y n con m < n — 2 que cumplen que
Di n Cm ^ 0? .Dj D Cn T¿ 0, entonces existen índices k y I con i < k < I < j
(ó i > k > I > j)) tales que Dk c Cn-\ y Di C

Definición 3.12 Para una cadena C = {Ci,C2, ...,CS} definimos C* = \JC
= {C1UC2U...VCS}.

Lema 3.13 Sean C = {<7i, C2, ••-, C-J una cadena (cerrada) y A un continuo
tal que A C C*' y AnCi / O / i n CSi entonces i n C ¿ ^ 0 para toda
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Demostración. Sabemos que A n Ci / 0 i=- A n Cs. Supongamos por
el contrario que existe i & {2, „, s — 1} tal que A n C ¿ = 0, entonces sea
[/ = A n (Cx U .. U C¿_x) y ^ = A n (C i+1 U ... U Cs). Por la definición de
cadena (cerrada), U y V son abiertos(cerrados), ajenos, y como A CiC-i-cU
y AnCs C V, entonces U y V son no vacíos. Como A. C C* y A n C¿ = 0,
entonces A = Í7 U V, lo cual implica que A no es conexo, lo cual es una
contradicción, pues A es un continuo. Por tanto An Ci ^¿0 para toda
i € {1,2,..., 5} y el lema queda demostrado. •

En la siguiente figura se ilustra un ejemplo simple de como se retuerce
una cadena en otra.

Recordemos que en el Capítulo 2, definimos el pseudoarco como un con-
tinuo encadenable, hereditariamente indescomponible (Definición 2.22).

Ahora, utilizando todas estas definiciones relacionadas con cadenas, con-
struiremos el pseudoarco.
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3.2 Construcción del pseudoarco

Sean, p y q puntos en el plano, p / q y sea {Cn}^=1 una sucesión de cadenas
cerradas y conexas en el plano tales que para toda ñ E N.
(1) Cn es una cadena conexa de p a q,
(2) Cn es una ^--cadena cerrada,
(3) Cn+t refina aC n ,
(4) Cn+i está retorcida en Cn, y
(5) los eslabones de las cadenas Cn son convexos.

oo

Sea Q = f) C*. Probaremos que Q es un continuo encadenable y hered-
n=l

itariamente indescomponible y por la definición del pseudoarco (Definición
2.22) estaremos probando que Q es el pseudoarco V.

oo

Lema 3.14 El conjunto Q= f] C* es un continuo encadenable y heredi-
7 1 = 1 •

tariamente indescomponible.

Demostración. Primero notemos que como para toda n G N, Cn es una
cadena conexa y cerrada, entonces C* es un continuo y como Cn+i refina a

n
ooCn, tenemos que C*+1 C C*. De manera que Q = f] C* es una intersección

n=l
anidada de continuos y por tanto un continuo.

Para ver que Q es encadenable, probaremos que Q admite e-funciones al
intervalo. (Teorema 2.18, Capítulo 2).

oo

Sea e > 0 y k e N tal que ^ < f, como Q = f\ C* entonces Q c C J
7 1 = 1

y Cl es una |-cadena cerrada, Ck = {Ci, <?2>-,^m} donde cada C¿ = C¿ y
es conexo. Podemos suponer que m = 0(mod 3). Por el Lema de Urysohn,
(Lema 2.17, Capítulo 2), para cada * G {1,2,..., m : i = 1 mod 3}, existe una
función continua /¡ : C% U C i + 1 U C¿+2 —>• [i — 1, ¿ + 2] tal que /~1(¿ - 1) = O¿,
/ - 1 ( ¿ + 2) = C¡+2, de modo que /¿ es una e-función para toda i 6 {1, 2,..., m :
i = lmod 3}. Sea / : Q -^ [0,m] dada por / (x) = /¿(x), si x e C¿ U C í+1 U
C¿+2- Como / es continua en los cerrados de una familia localmente finita y
coincide en las intersecciones, entonces / es continua y como diam'(/~1(a;)) =
diam(/í~

1(o;)) < e para alguna Í'E {1,2, ...,m : i = lmod3}, entonces / es
una e-función al intervalo [0,m]. Ahora consideremos un homeomorfismo
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g : [0, m] —> [0,1], entonces (g o / ) : Q —)- [0,1] es una £-función de X en el
intervalo [0,1]. Por tanto Q admite e-funciones al intervalo [0,1] para toda
e > 0, por el Teorema 2.18, Q es un continuo encadenable.

Ahora probaremos que Q es hereditariamente indescomponible.

Supongamos que Q contien un subcontinuo descomponible Y. Entonces
Y = AUB, donde A y B son subcontinuos de Q tales que A no está contenido
en B y B no está contenido en A. De manera que existen puntos a E A \ B
ybeB\A.

Sean e = min{t¿(ft,B),d(b, A)}, e i £ N tal que ^ < | . . •
Como Q C C¿+1 y C¿+i refina a C¿, entonces existen índices, m'}m,n' y

ñ tales que a G C^1 C Cl
m, j b e C f C C¿ . Como diam(Cj) < ^ para

toda j , entonces \m! — n'\ > 3. Supongamos que m! < n' (el caso m' > n' es
análogo), entonces mr <n' — 2. Como d+\ se retuerce en C¿, existen índices
/ y k con m < I < k < n, (ó m > I > k > n) tales que C?+1 C C^- ! y

Afirmación 1. C¡+1 n i4 = 0.
Como C?+1 C C ^ C.B^(6) C B f(b) y e < d ( M ) , entonces 5 f(6) n

A = 0. Por tanto C;+1 n A =\
Afirmación 2. C¿+1 n B = 0."

Como Cj+ 1 C C^+ 1 C B i ( a ) C 5 | ( a ) y e . < d(a,B), entonces Bs.(a) n

B = 0. Por tanto <7j+1 n 5. = 0.
Ahora AuB es un continuo contenido en C¡+1

:que cumple que (AuB)f)
C^1 -± 0 y (A U B) O C;+1 T¿ 0 como m < I < k'< n (ó m > I > k > n) Por
el Lema 3.13 tenemos que (ÁU B) n C¡+1 / 0 ^ {A U B) n Cj+ 1 .

Como C/+1 n A = 0, entonces C;
i+1 Ti S ^ 0, y como 6 e C¿+1 tenemos

que C¿+1 n B / 0. Como los índices I, m y n cumplen que ¿ < A; < n (ó
I > k > n) por el Lema 3.13 tenemos que C¿+1 n B ^ 0 lo cual es una
contradicción a la Afirmación 2. Esta contradicción nace de suponer que
Q contiene un subcontinuo descomponible, por tanto Q es hereditariamente
indescomponible.

Hemos probado que Q es un continuo encadenable y hereditariamente
indescomponible, por la Definición 2.22, sabemos entonces que el continuo

o o • , . • . . .

Q == f] C* es el pseudoarco V, y el lema queda demostrado.
n=l
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Utilizando esta construcción daremos un par de definiciones que nos serán
de gran utilidad más tarde para la construcción de la familia de compacta-
ciones del rayo con residuo pseudoarco.

Definición 3.15 Sean p y q dos puntos en el plano p ^ q, y sea C una
cadena dep. a q, decimos que L es una arco derecho en C si:
(a) L es un arco dep a q7

(b)LcC*,
(c) si x,y 6 LC\C para algún eslabón C de C, entonces el subarco xy de L
está contenido en C. .

Definición 3.16 Consideremos las cadenas Cn de la construcción del pseu-

doarco (V).. Para cada n EN, definimos Ln como un arco derecho en Cn que

tenga la propiedad de que Lnn({0} x [0,1]) = {po} y Lnn({l}x. [0,1]. = {gol-

Lerna 3.17 La sucesión {Ln}%Li cumple que Ln-^V.

Demostración. Sea {Lnk}'^=1 unasubsucesión convergente dé {Ln}™^. Sea
e > 0, entonces existe K e N tal que para toda nk > K, ^ < f •

Notemos que como V = f] C* (Lema 3.14), entonces V C C*fc y si Cnk '=
n- l

, {C?% C%k,.,., C^k}, entonces V n CJ1* / 0 para toda i E {1, 2, ...,sn J (Lema
3.13). Como diam(Cffc) < ^ , tenemos que H(C^k, V) < ^ . Además como
Ln¿ va derecho en Cnk, entonces L f]C^h / 0 para toda i £ {1,2, ...,snfc}
(Lema 3.15), por lo que H(Cnkr Lnk) < ^~. Por tanto para toda nk > K
tenemos que H{Lnk, V) < H(Lnk,Cnk) + H{Cnk,T) < $- < e. Por tanto
la subsucesión {L^}^ cumple que Lnk —Y V, y esto es para cualquier
subsucesión convergente de {¿n}^=i- Por tanto Ln —> V y el lema queda
demostrado.

Lema 3.18 Si A, B y C son cadenas tales que A refina a B y B se retuerce
en C, entonces A se retuerce enC.

Demostración. Sean A = {AuA2^..,Ani}, B = {BliB2,...7Bn2}.y C =
{Gi,C2, —,CW}. Supongamos que -Aa n Cm / . 0 y Ay C\ Cn / 0. con
m < n — 2. Como A refina a B, existen índices i e j tales que Ai> C B¿ y
Ají C Bj. De manera que Bi D Cm ^ 0 y Bj D Cn / 0. Como m < n — 2
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y B está retorcida en C, entonces existen índices k y I con i < k < I < j
(ó i > k > I > j ) , supongamos, por ejemplo, que i < k < I < j , tales que
Bf~ C Cn_i y Bi C Cm + 1 . Fijémonos en la subcadena de £? que va del eslabón
i al eslabón j , B{i¡j) = {Bi}Bi+U ..., Bk-u Bk, ..., -B¡_i, £¿, ...,Bj^Bj}.

Ahora supongamos que i' < f (el caso i' > f es análogo) y consideremos
la subcadena A^^) de A. De esta subcadena A(i>¿>), sea A^ el último eslabón
contenido en la subcadena B(ijky Como A# C Bi y A;v c Bj, entonces
.*' < k' < f.

Veamos que A^ C B^. Como A#+i no está contenida en B^^y como A
refina a B, entonces A&+1 C Bt para algún í > A ; + l ó ¿ < ¿ . El caso en
que t < i no se puede dar pues f > k1 -\-1 y Af C -Bj lo cual querría decir
que existe un índice r' tal que k' + 1 < r' < j ' tal que Ar/ c Bi y esto es
una contradicción a la elección de &'. Por tanto Aki+i C -B¿ con i > k + 1
y A*/ :C 5 a con' i < s < k, si s < k, entonces Bs n 5 Í ="0 y por lo tanto
Ay f l ^ ' n = 0 lo cual es una contradicción a la definición de cadena, por lo
que s = ky Ak> C Bk.

Ahora de la subcadena A^'j1) sea A? el último eslabón contenido en la
subcadena B^+i^i)- Como -A^+1 c B^+i y Af C Bj, entonces k' + 1 <
V < f. De igual manera que en el caso anterior podemos probar que
A[i C Bi de manera que la subcadena A(i>¿') es de la forma A^jt) =
{AitíAi>+li...iAki-UAkJt...iAit^uAp1...iAjt_itAjt} con A? c Bh Ak> C Bjt,

4¿/ C Bu Af C Bj ei' < kr < V < f , y como BA c Cn_i y 5¿ C Cm+l,
entonces Ak< c Cn_i y 4̂̂  c Cm+i, por tanto A se retuerce en C y el lema
queda demostrado.

Lema 3.19 Sea {Cn} una sucesión de cadenas tales que para toda n > 2, Cn

se retuerce en Cn^\, entonces para toda M G N, si k > M se tiene que Ck se
retuerce en Cu-

Demostración. Haremos esta prueba por inducción. Si k = Af+1, tenemos
que CM+I

 s e retuerce en CM- Ahora supongamos que Ck se retuerce en Cu,
probaremos que Ck+1 se retuerce en Cu-

Como Cfc+1 se retuerce en Ck, en particular Cfc+1 refina aCjty como Ck se
retuerce en Cu-, entonces por el Lema 3.18 tenemos que Ck+\ se retuerce en
Cu- De modo que hemos probado que para toda k > M, Ck se retuerce en
Cu, y el lema queda demostrado.
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Definición 3.20 Sea C = {C\, G2, ...,• Cs} una cadena de p aq. Decimos que
el arco L se retuerce en C si:
(a)LcC*,
(b) Si existen puntos pm, pn tales que pm e L D Cm y pn G LC\Cn con m <
n — 2, entonces existen puntos p¿ y Pk, del arco pmpn con pm < Pi < Pk < Pn
( o pm > pi > Pk > Pn) en el orden natural del arco pmpn tales que pi € Cn-\
y Pk £ Cm+i.\

Lema 3.21 Sean C — {Ci, C2,..., Cs} una cadena, L un arco que se retuerce
enC y L' un subarco de L, entonces V se retuerce en C.

Demostración. Como V es un subarco de L y L se retuerce en C, entonces
LcC*y L1 C C*.

Ahora si V D Cm ^ 0 y rL' D Cn ^ 0 con m < n — 2, entonces existen
puntos pm € V n Cm C L n Cm y pn G V n Cn C L n Cn. Como L se
retuerce en C existen puntos p¡ y pk del arco PmPn con p m < pi < pk < pn (ó
Pm > Pi > Pk > Pn) en el orden natural del arco pmpn tales qué p¡ e Cn_i y
Pk £ Cm+i-

Comopm, í5n G L', entonces el arco pmpn está contenido en L' y por tanto
pkiPi ^ -£'', con esto hemos probado que II se retuerce en C y el lema queda
demostrado.

Lema 3.22 Sean C = {Ci,C2, ...,CB} y D = {Dí,D2i...iDr} cadenas tales
que T> se retuerce en C y L un arco contenido en T>*, entonces L se retuerce
en C.

Demostración. Supongamos que LnCm / 0 j Lf]Cn / 0, con m < n — 2,
entonces existen puntos pm, pn G L tales que pm E L n Cm y pn G L.nCn,
como L C V*, existen eslabones Di y Dj de V tales que pm e Di y pn £ Dj,
como D¿nCm T¿ 0, DjC\Cn =£ 0 y X* se retuerce en C, entonces existen índices
fc, ¿ tales que i < k < I < j y Dk C Cn-i y A C Cm+i. Como L CV*, existe
un punto pfc en el arco pmpn tal que pk £ D^y por la misma razón existe un
punto pi e PkPn tal que p¡ e A- De modo que pmpn ^PmPkVPkPi ^PiPn con
Pm < Pi < Pk < Pn, además tenemos que pk e Dk C C^i-y p¿ C D\ C Cm+i,
por lo que tenemos que L se retuerce en C y el lema queda demostrado.
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Lema 3.23 Sea { Cra}^=1 una sucesión de cadenas tal que para toda n >2,
Cn se retuerce en Cn-i, y sea {Ln} una sucesión de arcos, tales que para toda
n G N, Ln va derecho en Cn, entonces para toda M e N , si k > M se tiene
que Lk se retuerce en Cu-

Demostración. Por el Lema 3.18, tenemos que para toda k > M, Ck se
retuerce en CM- Como Lk va derecho en Ck y C¿ se retuerce en CM, entonces por
el Lema 3.22 tenemos que Lk se retuerce en CM y el lema queda demostrado.

Lema 3.24 Sean C = {CíjC^, •-•, Cs} una cadena cerrada, tal que cumple
que diam(Ci) < e y L un arco derecho en C tal que Lf\Ci ^ 0 y LV\CS =fi 0.
Entonces L se puede descomponer en la forma L = D\\J £?2 U ... U Ds donde
para cada i € {1, 2,..., s}, Di es un arco, diam(Di) < :e y Djí] Dj / 0 -^

Demostración. Consideremos Z)¿ = L n C¿. Como L va derecho en C,
entonces por la Definición 3.15 (b) tenemos que L C C* y L = LC\C* =
Ln>(C1uC2u...uCs) =

(X n Ci) u ( i n C2) u... u.(L n Cs) = D 1 U D 2 U ... u Ds.
Por la Definición 3.15 (c) si x, y £ Di, entonces el subarco xy de L

está contenido en G¿, por lo que L n C» es un subconjunto arco conexo del
arco X, con lo cual tenemos que Di = L n C¿ es un subarco del arco L.
Tenemos también que diam(C¿) < e, entonces diam(X n C¿) < e,L por lo que
diam(A) < £) y esto ocurre para toda i £ {1,2, . . . , s} . Además si y € DÍDDJ,

entonces y E L D (C¿ n C^), así que y G C¿ n Cj, pero esto sólo es posible si
¿ — Íl £ 1 P o r Ia definición de cadena (Definición 3.1). con esto terminamos

la prueba del lema. Por otra parte, cada conjunto de la forma C¿nC¿+i tiene
la propiedad de que (C\ U ... U C¿) n (¿7i+i U ... U Cn) = d fl C í+1, por lo que
si (C% U...UC¿)\(C¿nCí+i) T¿ 0, entonces C¿nQ + i separa a estos conjuntos.
Esto implica que L intersecta a cada conjunto de la forma d n C¿+i. Por
tanto AHA+i + 0-

Consideremos la sucesión {Cn}^i de la construcción del pseudoarco (7?)
y los arcos Ln de la Definición 3.16. Probaremos ahora un lema que es de
suma importancia. En este lema probaremos ciertas propiedades de estos
arcos, y de la manera como se comportan cuando existen encajes de un arco
Ln en un arco Lm.
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Lema 3.25 Sean V y L dos arcos y h : V —» L un homeomorfismo. Supon-
gamos que L' = Di U D% U ... U Ds con s < n, donde cada Di es un arco
y Di n Dj T¿ 0 <É4* \i — j \ < 1. Supongamos que L contiene n + 1 arcos Ai,
A2,...,An¡ An+i, ajenos dos a dos, entonces existen j € {1,2, ...,n-t- 1} e
i G {1,2,..., s} tales que A¿ C h(Di).

Demostración. Como h es homeomorfismo, los conjuntos
/ j " 1 ^ ) , h~1(A2), ...,h~1(An+i) son arcos de L' ajenos entre sí.

Podemos suponer que h~1(Ai) < /i~1(A2) < ... < h~1(An+i) en el sentido
de que si le damos un orden a L1, entonces h~1(Ai) está.a la izquierda de
h~1(A2), etc. Sean do,dn+i los extremos del arco L', con do < dn+\. Entonces
existen puntos di,...,dn e V tales que h~1(Ai) C [dj_i,cí¿] para toda i £
.{1, ...,n + 1}. Notemos que da, di,..., dn+i son n + 2 puntos en Z/ = £>i U
D2 U ... U A y s < n < n + 2. Por el principio de las casillas, existen
i,j € {O,...,7i + 1} tales que d^dj € D& para alguna k 6 {1, ...,s} y j < i.
Entonces h~1(Aj+i) c [cíj, dj+i] C fed;] C Dj--Rsko termina la prueba del
lema.

Lema 3.26, Sea {Ln}%>=1 la sucesión de arcos de la Definición 3.16. Para
toda n e N, existe mn £ N, tal que si k > mn, L' es un subarco de Ln y h
es un encaje h : V —¥ L^, entonces se cumple alguna de las siguientes dos
afirmaciones: . .
(a) diam(h(L')) < | ó

. (h) existen puntos x7 y 6 V tales que \\x,y\\ < £ y \\h(x),h(y)\\ > | .

Demostración. Sea n € N. Sabemos que Ln va derecho por la cadena
Cn — {C1™, Cg, •-., C"n}- Donde sn es un número fijo que representa el número
de eslabones de la cadena Cn. Sea M e N que cumpla con las siguientes
condiciones:
[}) 2Ü~ < 4J y
/ H i S j i i 1 ¿- 1

V11; 2 M ^ 2 M ^ 16

Entonces para toda m > M se cumple que 3 ^ 3 < | y | ^ : + ¿ : < ¿ -
Sea mn = iW" + 1. Veamos que si fc > mn , L' es un subarco de Ln y h es

un encaje h : Lf -$• L^, entonces se cumple (a) ó (b).
Supongamos que no se cumple (a), entonces diam(fr(Z/)) > ^, por lo que

existen puntos x, y G h(L') C Lj¿ tal que ||a; — y\\ > \.
Consideremos el arco xy C Lk como Lk c CJ y CJ C CJ¡¿-; entonces
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Sea Cf1 el primer eslabón de CM tal que xy C\ Cf / 0 y Cf el último
eslabón de CM tal que xy n C f ^ 0, entonces si consideramos la subcadena
CM(ijy xyc C*M(i,j) y Í O m o XV n Gf ¥" $ / Cj* n ^2/, entonces por el Lema
3.13, tenemos que xyñC^1 es diferente del vacío para toda I £ {i, 2 + 1, ...-¡j —

}.
Recuerde que CJ,W ) = C^-U C & U . . . C ^ U C f
Afirmación 1. |¿ — j \ > 3sn + 3.
Supongamos por el contrario que \i — j \ < 35n + 3, entonces tenemos que

I .

Lo cual es una contradicción, pues el díam||a; — y\\ > ~. Por tanto \i — j \ >
35n + 3. • . . • • • . .

Notemos que L¿ va derecho por Ck y como k > M, tenemos por el Lema
3.18 que Ck se retuerce en CM y por el Lema 3.22 podemos concluir que Lk
se retuerce en CM- Como xy es un subarco de L¡~, tenemos por el Lema 3.21
que xy se retuerce en CM-

Consideremos la subcadena CM<i¿) = {C^.C^.^C^C^} de CM.
Podemos suponer que i < j (ya que i y j juegan papeles simétricos) y como
por la Afirmación 1, \i — j \ < 3sn + 3, entonces j > i + 3sn.+ 3. '

Ahora consideremos la subcadena CM(H-sn¿-(^+i)) ^ {Ci+sn>
 Ci+(sn+i)> - '

Cf_ iSn+2),Cf_ {Sn+1)} de CM{id). Como j - (sn + 1) > ¿'+ Ssn + 3 - (sn + 1) =
i 4- 2sn + 2, esta subcadena existe. ,

Afirmación 2. El diam(Q( i+S7ij._(Sn+1))) > ± + ^

Supongamos por el contrario que diam(^M(¿+*nj-(a»+i)))' ^ 1 + 2^- Como

< •

< ¿ " 2^- Entonces el d i a m ^ ^ ) =diam(CJí(jji+an_1) U
C ) ( ) ( )

< ^ - 2 ^ + 1 + 2 ^ + ̂ - 2 ^ = \, lo cual es una contradicción
pues xy CC*M{iJ) y ||a; - y\\ > \, con lo que tenemos que d i a m í C ^ . j ) > \.
Por tanto di

Afirmación 3. h(L') C Lk y h(L') contiene sn + l arcos Ai,A2,..., A^+i,
ajenos dos a dos y tales que el diam(AJ > | para toda i e {1,2,..., 5n + 1}.
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Tenemos que xy C h(L') c L%, sabemos que Lk va derecho en Ck y que
C¡¿ se retuerce en Cu. P° r tanto Lk se retuerce en Cu (Lema 3.22), y como
xy c Ljt, tenemos que xy se retuerce en CM (Lema 3.21). También sabemos
que zj/C C J ^ j . ' . •

Ahora como xy D C¿ ̂  0 / Cj D SÍ/, entonces existen puntos pi,Pj de xy
tales que p1 e C ¿ y p¿ G Cj, como pi y Pj- son puntos de xy, entonces pipj es
un subarco de xy.

Ahora como p±pj C xy C ̂ (¿¿ j y .7 > * + 3sn + 3> tenemos que i +
3sn + 1 < j — 2, así que como #?/ se retuerce en CM^-y por la Definición

3.20, existen puntos p2 y pj-_i tales que p-i < Pj}1 < p2 < Vj tales que

pflx e Cj-i yp2e Ci+i. De modo que el arco pipy = fl J

Sea i4x =pipj_1, entonces pxpó = Ax f j
Ahora consideremos el arco P2P3, este arco cumple que p2Pj O Ai = 0,

ademas como pi € C¿+i, pj G C,-, y como 2;?/ se retuerce en CM{Í,J)-> entonces
existen puntos pj-_x y p3 del arco p2pj tales que p2 < Pj¿t < ps < Pj y
pflx € Cj_iyp3 € Ci+3.Demodoqueelarcop2Pj == P^-iUpJ.^Upaiíj . Sea

= P2pfli, entonces p2Pj = AsUp^-iPaU^Pj y PiPj = A1\Jpf21p2UA2\Jp3pjyj —lí ^ u u u u v i - ü ^ ^ —r ¿L-¿^'}Sj-.\lSá^'±'áF] J flt'3 JJ-Í'—•¥y — \¥¿.^>i*£^-Jb'Al'y)

donde Ax n A2 = 0. .
Puesto que ¿ 4- sn < j — 2, podemos aplicar este proceso sn+í veces y

f-\\ (2\ (s }

obtener que Plpj = 4 i uPJ--1P2 U A2 Up}_!P3 UA3U...Up)J?ií?an+i U ASn+1 U

Pj~i PBn+2 Up3n+3Pj, donde At n As = 0 para cualesquiera t^s.

Notemos que para cada t G {1,2, . . . ,sn + 1}, At = PtPj-i donde pt G
C»+(t-i) y pí-_.i G Cj-i, de manera que por el Lema 3.13, tenemos que AtC\Ci /
0 para todo eslabón C\ tal que C¡ G Cj^ /^ /^^ • _ 1 j . Ahora ¿ + (í —1) ^¿H-Sn
y j - 1 > i — (sn + 1), de modo que ¿W(i+ínJ-C«n+i)> e s u n a subcadena de

Consideremos AtnCM{i+Sníj_iSn+1)), como CM(i+Sn,j-(Sn+i)) es cerrada, en-
tonces At n CJf(i+ÍBjí_(aii+1)) es cerrado-

Veremos que

- 2 ^ "

Como i4É n^ ( ¿ + S T i j ._ ( S n + 1 ) ) C C ^ ^ ^ ^ ^ J J 1 tenemos que
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Sea u £ CJf/í+Sn-_/ín+1jjJ-entonces u e Cs para algún eslabón Cs de

^M(i+sn,j-(sn+i))- Sabemos At C\ Q / 0 para todo eslabón de la cadena
CM(i+(t-i)j-i) y c o m o Gí(i+aBj-(í,+i)) e s u n a subcadena de ^
entonces At D Cs =£ 0 por lo que existe u e At fl Cs. Como diam(Cs) < ^ j - ,
entocnes ||u — v\\ < ĵy, de manera que acabamos de probar que para toda

•por tanto Q ^ + w - ^ + i ) ) C iV(^ , At h C*M{i+Sn¡j_{ari+l))). De las dos con-
tenciones obtenemos que H(C^(i+íiiiíHjn+1))1AtnC*í(i+aBj._{SB+1))) < ^r.

Por la Afirmación 2, sabemos que diam(CJfCi+aBj-^+i))) > | + 5^,
como ^ C C S f í i + ^ j - ^ + i j j ^ t n C ^ ^ ^ . ^ + u ) ) < ¿r, entonces diam(i4t n

Tenemos entonces que diam(At h CJf/i+an ,-_/Sn+1«) > | y por tanto
f d ) > I para toda t € {1,2,..., sn + 1}. De modo que hemos probado

que elárco xy c h(L') contiene sn + 1 arcos Ai, A2j..., j4fln+i, ajenos dos a
dos tales que diam(A¿) > ~ para toda t £ {1, 2, ...,,7 — 1}.

Ahora por el Lema 3.24 sabemos que Ln = D1U D2U ...U DSn donde Di
es un arco, diam(A) < ¿ y A n Z)j ^ 0 -o- |i — j | < 1. Sea Jf¿ = Dj n A + i
y (¿i el punto medio de Ki y sean c?oT dn los extremos del arco Lni podemos
suponer que dfl e A y 4 ^ ' A n - Entonces L^ '= dodi U did2 U ••• U dn-rdn,
V — V C\ (d$di U C?L£¿2 U ... U dn-id^) y sea D¡ = L1 n diridi es un arco o el
conjunto vacío. Sea i' el primer índice ta l que D[, ̂  0 y f el último índice
tal que D'-, ^ 0, entonces D'k y¿ 0 para toda i' < k < fe \i' — j ' \ < sn, de
modo que L' contiene a lo mas sn arcos D[. y diam(í?í) < ^ .

Como h : V —> /i(L') es un homeomorñsmo y por la Afirmación 3, /*(£')
contiene sn + 1 arcos Ai, i42) •-., ^4fln+i ajenos dos a dos, entonces por el Lema
3.25, tenemos que existen k e {1, 2,.:., sn+1} y ¿ e {i ' ,¿ '4-1,--. , /} ' tal que
A*, C h(D[). Como por la Afirmación 3, diam(v4fe) > | ' , y como diam(£)¡) <
•^ tenemos entonces que existen puntos xn,yn G V tales que \\xn' — yn\\ < -
y\\h(xn)-h(yn)\\>í. •• • • • .

Por tanto hemos probado que si k > mn y h : V C Ln —> Lk es un encaje
entonces
(a) diam(h(L')) > \ ó
(b) existen dos puntos xn, yn G V tal que ||zn,í/n|| < ¿ y ||^(^n)Xyn)|| > \-

Con esto acabamos la prueba del lema.
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Acabamos de probar un lema (Lema 3.26) que es de suma importan-
cia para la construcción de la familia no numerable de compact aciones con
residuo pseudoarco. Ahora vamos a generalizar un poco más este lema. Para
ello necesitamos una serie de definiciones y resultados que a continuación de-
sarrollaremos.

Definición 3.27 Sea {Ln}^L1 la sucesión de arcos de la Definición 3.16.
Para cada Í I G M , sea an : Ln —» [0, ̂ ] una función continua tal que para
todop.q G Ln se tiene que \an{p) -an(q)\ < \\p-q\\ y sea Jn = {(p,an(p)) :
P e Ln}.

Lema 3.28 Consideremos la sucesión de arcos {Jn}%Lii entonces para cada
n G N existe mn € N tal que para toda k > m m si J' es un subarco de Jn y
h es un encaje h : J' —> J&, entonces alguna de las siguientes condiciones se
cumple:
(a) diam (h(J')) < | o
(b) existen dos puntos xn,yn G Jn tales que \\xn — yn\\'< ñ ^ \\^{xn) ~

KVn)\\ > I-
Demostración. Sea -K : R3 —y M2 x {0}, dada por 7r(x,y,z) = (x.,y,0).
Como Ln c M2, cada punto p G Lni lo podemos ver como (p; 0) C K2 ,x {0}.

Afirnaación 1. La función TT, cumple que (7r|Jn) : Jn —> Ln es un
homeomorfismo y \\x — 7r(a;)|| < ¿ .

Claramente (TT| Jn) es una función continua y biyectiva entre compactos y
por tanto es un homeomorfismo. Sea x G J m entonces x = (p, an(p)), donde
P € Ln, y TV(X) = Tr(p,qn(p)) = p = (p,0) y por tanto 7r(Jn) = Ln. Ahora

X--K{X)\\ = KÓ

Afirmación 2. La función (trlJn)"1 cumple que (nlJn)'1 : Ln —* Jn es
un homeomorfismo y \\p - vr (̂̂ >)|¡ < ¿ para toda p G Ln.

Como por la Afirmación 1, {^\Jn) es un homeomorfismo, su inversa lo es.
Sea p G Ln, entonces (p,an(p)) e Jn y (7r|J"^)"3(p) = (p,an(p)). De modo
que Ib-ir^üOH =.||(p,0) - (p,an(p))\\ < \an(p)-0\ <• ¿ .

Por el Lema 3.26 para toda n G N, existe m'n tal que si k > m^, V es un
subarco de Ln y h' : V —¥ L^ es un encaje, entonces:
(a) dizm(ti{L')) < \ o
(b) existen puntos a:7, y' G V tales que ||a;'-2/' | | < \ y \\ti(x'n) - ti(y'n)\\ > |
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Sean mn = rnr
n, k > mn y h : J' —y Jk un encaje. Llamaremos 7rn =

n\Jn : Jn -». Lnj irk = ir\Jk : Jk ->• Lk y sea 1/ = irn(J
f). Claramente

V es un subarco de Ln. Consideremos h' : V ~¥ Lk dada de la siguiente
manera h' .= TT̂  O /¿ O (TTn)^1^'. Como (vr^)"1!^ : L'. -y J', h : J' —» J"A
y TTfc : Jk —> Lk, entonces h' está bien definida, y como es composición de
encajes con homeomorfismos, h' es un encaje.

. Afirmación 3. Supongamos que la condición (a) del Lema 3.26 se sat-
isface, es decir que diam(/i'(L')) < | , entonces diam(/i(J')) < | .

Sean x,y € J' dos puntos cualesquiera, entonces 7rn(ic), ~nn{y) G ¿'j como
diam(/i'(X')) < | , entonces ||/i;(7rn(:c)) — /¿'(7rn(j/))[| < | , como por la Afir-
mación 1, Wn^ih'iTTnix^-h'Mxm < ¿ y Wx^
^ , entonces

<
.Pero.ft' ^TTfco/ioTT^1, entonces nk

 1(ti(irn(x))) = h(x) y irk
1(h'('Kn(y))) =

)t P o r tanto tenemos que para toda x,y € Jr se cumple que \\h(x) —
h(y)\\ ^ 3 y P o r tanto diam(/i(J /)) < | .

Afirmación 4. Sean I Í , I ; puntos cualesquiera de L' y w,z puntos cua-
lesquiera de Lfc) entonces ||-7r~1(ií)-7rTi;

1(u)|| > ||t¿ —U|| y H^fc*1^)—TTJfc"1^)!! >
\\w — z\\.

Sean u = («¿1,1*2), v — (fi,^2)3 z — (z\->Zt¿) 1 w — (^1^2)» entonces
^ M = (ui»u2,üín(w)) y Trñ1^) = ( ^ b ^ ^ W ) , entonces

De la misma manera ^(w) = (wi,W2,ak(w)) y 7rk
l{z) =_

entonces

{w2 -

Afirmación 5. Supongamos ahora que la condición (b) del Lema 3.26 se
satisface, es decir que existen puntos x'n, y'n e V tales que \\x'n — y'n\\ < £ y
\W(xn) ~h'{y'n)\\ ^ I ' entonces existen puntos xn,yn G J' tal que ||a;n— ?/n|| <
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Sean xn = ^(aQ = « , Qfn«)) y yn = ^(Vn) = Ü/n>^fen))> en-
tonces por la Afirmación 4,
\\(x'n,an(x>n)) - (y>n,an(y>n))\

'n ~ VnW < \\xn - Vn\\ y cómo \\xn- y n

< I K - y'n\\ + K ( O " - Oin{y'n)\ y por la
Definición 3.27, \an(x'n) -an(y'n)\ < \\x'n - y'n\\, tenemos que \\xn - yn\\ <
2IK-3/nll.y P°r tanto si |K-y^ | | < ¿, entonces ||a;n-yn|| < | .

Ahora si'||/i'(a4) — ft'(í/n)|| > | , como /i' = ^ O / I O T T " 1 entonces, h'(x'n) =
^k(H^1(irn{xn)))) = 7rk(h(xn)) y h!{y'n) = -Kkoho'R-1('Kn{yn)) = irk(h(yn)).
Además \\h(xn) - h(yn)\\ = W^1 (irk(h(xn))) - ^MKVnjM , por la Afir-
mación 4, sabemos,que \\ir~l(;7rk(h(xn))}-•iv^1('Kk(h(yn)))\\ > \\nk(h(xn)) -
*k{h(Vn))\\ = J|V(4> - h'(y'n)\\ > 1. Por tanto si \\h'{x'n) - A'.(^B)|| > | ,
entonces \\h(xn).- h{yn)\\ > | . . • • • :

De modo que si x^y^ 6 V son tales que \\x'n — y'n\\ < ¿ y
— 8' e n t ° n c e s existen xn,yn£ J' tales que \\xn — yn\\ < | y

De las afirmaciones' 3 y 5 obtenemos lo que buscábamos y con esto ter-
minamos la prueba del lema.

3.3 Una Familia no Numerable de Gompacta-
ciones

Ahora estamos listos para comenzar la construcción de una familia no nu-
merable de compactaciones del rayo con residuo pseudoarco. Lo primero
que haremos será definir inductivamente una sucesión creciente de enteros
pOSitivOS

Definición 3.29 Para cada n € N considérese un número mn como en el
Lema 3.26. Sea m = 1 y para toda k e N sea nk+i = mnk.

Notemos que como para toda n e N se tiene que n < mn, entonces
ni <n2 < ....

Ahora dado un subconjunto infinito T de {ni, n<i% n3,...} construimos una
compactáción ST del rayo [0,oo) de la siguiente manera.

Definición 3;30: Supongamos queT='{ji, 32, hy~}\ donde j± < J2 < ....
Para cada ¿ € N , sea o;¿ : Lj¿ —> [0, ^ ] dada por
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I 2(2^5) + (1 —ZXSÍTT)»
 s i * e s impar,

<Xi\x,y) = <
I aKjírr) + 0- ~ ^ (^As) ' si ¿ es par.

Lema 3.31 La función a¿ : L^ —¥ [0, ̂ ] es una función continua que cumple
que. para toda p, q E L¿. se ¿¿ene que \o¿i(p) — oti(q)\ < \\p — q\\.

Demostración. Seap = (a;i,yi) y q = (2:2» 2/2) y supongamos que i es impar,
entonces |a;(p)—a;(g)| =

1
2Í+4

Ahora |\p - q\\ = y/{xi- x2)2 + (2/1 - 2/2)2 > V ^ i ~ ^s)2 = \xr - x2\ >
—^2! = \ai{p)—ai(q)\- Por tanto si i es impar entonces |a¿(p) — c¿i(q)\ <

\\p — q\\, el caso en que i es par, se demuestra de manera análoga y así el
lema queda demostrado.

• -
Ahora estamos listos para definir nuestra compactación 5 r del rayo con

residuo pseudóarco.

Definición 3.32 Sean J ( ¿ ) = {&,(%&)) e M3 : p € L,.}, UT = \JUÜi) •
i E N} y finalmente sea S? = HT-

Lema 3.33 Dado un subconjunto infinito T de {ni,n2 , . . .} las siguientes
condiciones se satisfacen
(a) 1ZT es homeomorfo al rayo [0,00),
(b) lim J(ji) — V (con la métrica de Hausdorff),
(c) sT = nT\jv, '
(d). ST es una compactación métrica del rayo con residuo pseudóarco.

Demostración, (a) Para demostrar este inciso construiremos un homeo-
morfismo h : [0,00) -4- TZT. Sea /¿¿ : [i — 1, i] —y J(ji) un homeomorfismo que
cumple con lo siguiente:

{PO,OÍÍ{PO)), si i es impar,
. y

.(9o,o¿i(qo)), si i es par.

(?o,a¿(go)), si ?es impar,

•(PO,CKÍ(PO))I si ves par.
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Sea h : [0, oo) -$• TI? dada por h(x) = hi(x) si £ G [i — 1, i]. Veamos que la
función h está bien definida. Si x G [0, oo) \ N no tenemos ningún problema,
ahora sea x = i G N, entonces h(x) — h^x) puesto que x 6 [* — 1, i] y h(x) =
hi¿-i(x). puesto que x G [i, i + 1]. Analizaremos el caso en que i es impar,
y el caso en que i es par es análogo. Sea i impar, entonces h(x) — hi(i), =
(ffO) Qíi(<fo)) — ((1) 0)) 2¿ Í ) J

 a n o r a como i es impar, entonces * -h 1 es par, de
modo que hi+1(x) = / im (á) = {q0, ai+1(q0)) = (.(1,0), 2(i¿)+i) = ((1,0), ^ r ) .
De modo que h está bien definida.

Probaremos que h es continua, inyectiva, suprayectiva y abierta.

Afirmación 1. La función h es continua e inyectiva.
Como h es continua en cada cerrado de una familia localmente finita

y coincide en las intersecciones, entonces h és una función continua. Para
ver que h es inyectiva, sean re, y e [0, oo), x / y. Si existe i € N, tal
que x,y E [i — 1,¿], entonces A (a;). = hi(x) y h(y) = hi(y) y como hi es
un homeomorfismo de [i — 1,¿] en J(j¿), entonces /i(a;) ^^(y). Ahora si
para toda ¿ se tiene que x,y £ [i — l¡i] y x < y, entonces x G [m — l,m]
para alguna m G N y y € (m,co), de modo que /i(a;) = km(x) € J(ím) y

Notemos que cada número de la forma cti(u,v) es una combinación con-
vexa de 2¿5 y 2¿4, por lo que J(ji) G [0,1]2 x {^¿s}. Entonces h{x) ~
h{y) e [0,l]2 x {^¿PB}- Pero si hm(x)= {u,v,am(u,v)): entonces h{x) =
hm(x) = (u,u,iÍ2¿5 + (1 — u ) ^ ? - ) , así que u = 1. Pero el único,punto de
Ljm que tiene su primera coordenada igual a 1 es qQ. De modo que (u, v) = q0

y x = m. Similarmente y = m. De manera que si x / y, entonces h(x) ^ /i(y)
y por tanto h es inyectiva.

Afirmación 2. La función / i : [0, oo) —• |J Jn es suprayectiva.
71>0

Sea p € l j Jn, entonces p E Jn para alguna n > 0, de modo que como
n>0

/¿^ : [n, n + 1] —> Jn, es un homeomorfismo, para cada n; tenemos que existe
x G [n, n + 1] tal que hn(x) = p, entonces h(x) == hn(x) — p, por tanto existe
x G [0, oo) tal que h(x) = p, lo que prueba que h es una función suprayectiva.

Afirmación 3. La función h es abierta ;i



3.3 UNA FAMILIA NO NUMERABLE DE COMPACTACIONES 109

> Como h es continua, inyectiva y suprayectiva, por el Lema 2.40, sólo es
necesario ver que para toda n 6 N se cumple que /¿([O, n)) D h([n, oo)) = 0.

Ya que h([i-l, i]) = J(ji) c [0,1]2 x [ ^ , ¿kz] para toda i e N, tenemos

[0, 2¿Fe])- De manera que /i([0, n))nh([n, oo)) C /t([n—1, n))n/&([n, n+1]) = 0,
pues ya mostramos que /i es inyectiva. Por tanto h es abierta.

De modo que por las Afirmaciones 1, 2 y 3 hemos probado que h es un
homeomorfismo de [0, oo) en {J J{jn)-

n>Q

Por tanto h([0, oo)) c¿ \J{J(ji) ' i E N} y con esto terminamos la prueba
del inciso (a).

(b) Para probar que lim J{ji) = V, notemos primero que como J(ji) =
{{p,o>i(p)) :p\e Lái} y como a¿(£¿.) C [ ^ ¿ ¿ r ] , entonces #(«/(#), L¿) <

2 i + 4 . ^ 2
f + 3 - - • • . . • : . •

Ahora sea e > 0, como por el Lema 3.17, lim Ln = V, entonces lim Lj¡ =
V, de modo que existe J Y ^ N tal que para toda i > JVi, H(Lj.jV) < | . Sea
N2 € N que cumple que para toda i > A^, 2¿s < f y sea A7" = max{A^i, iy2},
entonces, para toda i > JV, se tiene que H(J(ji),V) < H^fj^jL^) +
H{Lái,V) < 2 ¿ 3 + f < § + § = £. Por tanto lim. J(jt) .= ^ y el inciso
(b) queda demostrado. :

(c) Sabemos que <Sr = 7 ^ y como por el inciso (a) %T — (J{J(ji) '• i
N}, entonces Sr = \J{J(Jd' '• i e ^ } - Veamos entonces que T3 = 7?-r \ "^r-

Como por (b), lim J(ji) = V, tenernos que V C 7&r- Ahora como para
toda x £ IZT-, X £ \J{J(ji) '• i € N} tenemos que existe i e N tal que
x E J(ji) C [0,1] x [-1,1] x [ 2 ¿ F j ^ L _ y c o m o V C [0,1] x [-1,1] x {0},
entonces V n Hr = 0- Por tanto V CRT \ HT-

Para probar la otra contención, sean y € 7ZT \ T^T y í >0- Dada n e N ,
y f J{h) U ••- U J(jn), así que existe 5 > 0 tal que ¿ < e y -Bí(y) fl 7?<r 7̂  0?

así que, toda e > 0 y toda J Í G N , existe ¿ > n tal que Se(y) O J(ji) ^ 0-
Esto implica que Be{y) n JO*) 7̂  0 P a r a u n a infinidad de números A;. Lo
cual implica que y 6 lim(t/(i?i)) = "P, por tanto 7?<r \ 7&r C T7. De estas
dos contenciones obtenemos que V =R-T\'RT y por tanto &r — TZ-T = TZ-T U
(7ZT \ 71T) •= T^-T U T7, y el inciso (c) queda demostrado.
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(d) Como por (a) Tlr es homeomorfo al rayo [0, oo), entonces S? es una
compactación métrica del rayo [0,oo) y como por (c) tenemos que 'Sr =
flT u V = %T¡ entonces tenemos que el residuo de dicha compactaciónel es
el pseudoarco. Con esto terminamos la prueba del inciso (d) y del lema.

Lema 3.34 Sean T. = {ji, ¿2, •-•} un subconjunto, infinito de {ni,n2,...} y T'
un subconjunto infinito de T de la forma {jk)3k+u3k+2) •••}• Entonces ST ~

Demostración. Por el Lema 3.33 (d) Sr = KT U V = \J{J(ji) : i e N} U V
y ST> =T¿r>U V=\J{JUi) '• ¿ ^ N, i > k} U V . Entonces ST = J(ji) U
J(j2) U ... U J(ifc-i) U J(jk) U \J{J{ji) : i e N, i > k + 1} U V y ST- =
J(h\ U \J{J(ji) : ¿ 6 N, ¿ > fc"+ 1} U 7>.

Si A; es impar J(jn) es un arco con extremos en los puntos (0,0, ¿¿á),
(15 05 2A5) Y si ^ e s impar J(jfc) es un arco con extremos en los puntos (1,0,
2¿ft), ( 0 , 0 , ^ ) . Como J(jk) es un arcó y J(ji)U'J(j2) U...U J(jk) también
lo es, de manera que existe un homeomorfismo tí : J(jk) —> ^(ji)'U J{h) u

... U J{jk) que cumple que:
/i'((0,0, 2¿^)) =" (0,0, ¿ ) y A'((l,0, 2¿^)) - (1,0, 2 ^ ) si fc es imparo

='(O,Oj^)y ^((0,0, ^)) = ( 0 , 0 , ^ ) si k es par.
Definamos entonces h : Sp —> <Sr como:

x, si x. € UÍ^ÜO : ¿ € N, 2 > A; + 1}.

Como tí es un homeomorfismo y

{(1,0, 2¿&)}i si k esimpar,

{(0,0, 2¿s)}, si k es par. :

entonces h está bien definida y claramente es un homeomorfismo. Por
tanto ST> — ST y el lema queda demostrado.

Lema 3.35 Sean ST —. T r̂.UT? y.5Q = TZQWP dos compactaciones del rayo
con residuo pseudoarco, y sea h : S? —> SQ un homeomorfismo, entonces

nQ y h{V) = V.



3.3 UNA FAMILIA NO NUMERABLE DE COMPACTACIONES 111

Demostración. Como ST es ¡ocalmente conexo en todos los puntos de TZr y
como V es el residuo de la compactación, entonces por el Lema 2.8, ST no es
localmente conexo en ningún punto de V. De igual manera SQ es localmente
conexo en todos los puntos de TZQ y SQ no es localmente conexo en ningún
punto de V. De manera que como h es un homeomorfismo y preserva las
propiedades topológicas podemos concluir que hil^x) — ^Q Y hfé) = V.

- Ahora sí estamos listos para desarrollar el teorema principal de este
capítulo.

Teorema 3.36 Sean T y Q conjuntos infinitos de {^1,^2, •-•} con la carac-
terística de que T C\Q es un conjunto finito. Entonces ST y SQ son com-
pactaciones no homeomorfas del rayo con residuo pseudoarco.

Demostrac ión . Sean T = {ji,J2, •••} y Q = {&i, &2> •••}> como T D Q es un
conjunto finito existe N G N tal que si T ' .= {J'JV_S JN+U 3n+2, •-•} y Q' = {^AT,

^TI+1J ^n+23 •••} entonces T' n Q' = 0. Como por el lema ST — ST' y SQ ~ SQ>

podemos suponer entonces que T n Q = 0.
Ahora supongamos por el contrario que existe un homeomorfismo h :

ST '—* SQ, entonces por el Lema 3.35 tenemos que h{JZx) = TIQ y h(V) = V.
Para cada i e N, sea %r = \J{J{k¡) : h < j¿} y K+ = \J{J(k¡) : h > j¡}.
Afirmación 1. Para cada i 6 N se tiene que IZQ = K~ U Tlf, TlJ es

un arco o el conjunto vacío, 7lf es un rayo y si 7£~ es diferente del vacío,
entonces 7£¡~ fl Tlf es un punto.

Sea ¿ G N , como T O Q = 0, entonces j¿ ^ ^ para toda ¿ G N, entonces
para toda I € N se tiene que ̂  > k\ ó ̂  < ^ . Como TIQ = \J{J(ki) : I G N}3

entonces ^ Q = U í ^ ) . . : fe* < J¡} u
 LJ{^(^Í ) = k > j¡} = ^ " U ^ t .

Como {fei, ^2,...} es un subconjunto creciente de los naturales, existe V G
N tal que ky > ji. Sea ¿; exactamente el primer natural con esta propiedad, si
I1 = 1, entonces TC¡ = 0 y si V > 1 tenemos que Hf = \J{J{ki) : 1 < I < I'}
que es la imagen homeomorfa del intervalo [0, V — 1] y por tanto VS¡ es un
arco.

Por otro lado Hf — U{^(^) : ¿ ̂  ^'} ^ u e e s ^a imagen homeomorfa del
rayo [I1 — 1,00) y por tanto Tlf es un rayo.

Si n ; + 0, entonces 11; = \J{J(kt) : l < l < Í ' } y n t = Uí^(fe) ' l > l'}
pero por la manera en que se construyó 7£Q, J(k{) D ./(A;m) 7̂  0 si y sólo si
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\l — m\ < 1 de manera que "R.J H%f = 'J(k¡i-i)Ti J(kv) y ya liemos visto que
esta intersección consta de un solo punto.

Con esto terminamos la prueba de la Afirmación 1.

Para cada i e N sea Ai = hr\llr) n J (¿ ) y B{ = h~l{nt) n

Afirmación 2. Para cada i G N s e tiene que J{ji) = A¿ U B^ donde
uno de los conjuntos Ai y B{ es un arco y el otro es un arco, un punto o el
conjunto vacío.

Notemos primero queh(J(ji)) C 1ZQ, así que h(J(ji))•"= (h(J(ji))r\1t~)U
{h(J(ji))nnt). Por tanto J{ji) = hr\h{J{ji))) = H-^hiJtJi)) hnr)) U

Tomemos en cuenta también que Ai y Bi son continuos b él conjunto
vacío cuya unión es un árco^ por tanto uno de ellos enun arco, y el otro es
un arco, un punto o el conjunto vacío.

Afirmación 3. Existe Mi € N tal que para cualesquiera i, I >Mi se
tiene que diam(J(j¿)), diam(J(ki)), diam(/i(t/(j¿))), áia,m(h~1(J(ki))y > | .

Por la continuidad de la función diam :definida en los subconjuntos cerra-
dos de [0,1]3 tenemos que para £ = | existe ó > 0 tal que si K es un subcón-
junto cerrado de [0,1]3 y H{K,V) < ó, entonces |diara(i<")— diam(P)| < | .
Como J(ji) —> V y J(h) ~^ V P o r la continuidad de h y h~l, tenemos
que h{J(ji)) ->• h(V) = V y h^i^ki)) -)• h^CP) = V. De manera que
existe Mx e N tal que si iyl > Mu entonces H(J(ji),V), H(J(ki),P),
H(h(J(ji)),V), H(h(J(ki)),V) < 5, con lo que tenemos que |diam(J(j¿)) —

áiain(h~1(J(ki)))— d i a m ^ ) ! < | corno d i a m ^ ) > 1, entonces para toda
,/ > Mi se tiene que diam(Jr(_7í))3 diam(J(^))3 diam(/i(J(ji))),

Afirmación 4. Existe S > 0 tal que si \\p — q\\- < S y \\u — v\\ < 5,
entonces \\h(p) - h(q)\\ < J y HA"1^) - hr^W < | . • ,, ., ,
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Esto es una consecuencia inmediata de la continuidad uniforme de las
funciones h y h~1. ,

Afirmación 5. Existe M2 e N, tal que M"2 > Mi y si i, I > M2, entonces
9 9 - c

Como &i —• oo y ji —>• oo existe M 6 .N tal que para toda s,¿ > M se
tiene que jj-t •f < 5. Sea M2 = max{M, Mi},, entonces si i, ¿ > M2 se cumple

Afirmación 6. Existe M 3 e N tal que M3 > M2 y si ¿ > Aí3 y h(J(ji)) n
0, entonces ¿ > M2-

Como h(J(jji)) -¥ V, existe M € N tal que, para toda i > M, h(J(ji)) C
(J{J{k) : I >M2}. Sea Af3 = max{M, M2}, entonces si i > M3 y h(J(ji)) D

¿ ^ 07 se tiene que / > M2.

Afirmación 7. Para toda i > M3, diam(J4í) < | .

Sea i > M3 y sea ¿ 6 H tal que L> = /i(̂ 4¿) D /(/cz) es no degenerado.
Entonces -D es un subarco de J(ki), por la manera en que se defininió 4̂¿,
tenemos que k¿ < ji y por la manera eri que fue construida la sucesión
ni, n2,...? tenemos que ji > m^,. •

Consideremos / i " 1 !^ : í? —>• J(J'Í)J entonces /i"1]!) es un encaje de un
subarco de J(ki) en J(ji), donde j¿ > rrikr Por tanto /i"1 |X? cumple con las
condiciones del Lema 3.28. Por tanto tenemos que:
(a) diam(/ra(-D)) < | ó !

(b) existen puntos u,v € D tales que ||it —1>[| < ^ y H/i"1^) —/i"1^)!! ^ |-
Como D"= /i(A) H J(fo) C h(J(ji)) n J(A;Í) y D es no vacío, tenemos por

la Afirmación 6, que ¿ > M2, entonces si u, v son puntos de J(ki) tales que
\\u—v\\ < |-, entonces por la Afirmación 5, \\u—v\\ < Sy por la Afirmación 4,
tenemos que H/i"1^) — /i"1^)!] < | , con lo que concluimos que la condición
(b) del Lema 3.28 no se cumple y por tanto diam(/i~1(D)) < | .

Ahora como ¿ > Mi, por laAfirmación 3, sabemos que diam(/i~1(J(A;¿))) >
| y como diam(/i~1(Z?)) < | , podemos concluir que D /
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Hemos mostrado entonces que si h(Ai)nJ(k¡) es no degenerado, entonces
h(Ai) n J(ki) / J(ki) y diain(h~1(h(Ai)) n J{k¡)) = diam(/i~1(Z?)) < | , lo
cual prueba que h(Ai) no puede contener un arco de la forma J(k¡). De
manera que h(Ai) está contenido en un arco de la forma J(ki)\J.J(ki+i).
Con esto tenemos que diam(j4¿) = diam(/i~1(/i(J4¿))) = diam(/i~1(/i(Aj) n

[(h(Ai) n J(fc¡)))+ diam(/i~1(/i(J4¿) fi J (&Í+I ) ) ) < f + | = | . Por
tanto diam(Ai) < § y la afirmación queda demostrada.

Afirmación 8- Para toda i > M3, diam(/¿(í?j)) < | .

Sea i > M3 y supóngase que existe I € N tal que E = h(Bi)T) J(fo) es
no degenerado. Notemos que E es un subaro de J(k¿) y por definición de
BÍJ tenemos que j¿ < fe¿... Por la manera en como construimos la sucesión
7*1,712, ••• t e n e m o s q u e k¡-> fn^. •••••,

Consideremos h\h~1(E) : h~1(E) ~> J(k¿), entonces h\h~1(E) es un en-
caje de un subarco de J(ji) en J(k¡) donde h > m^. Por tanto h\h~1(E)
cumple con las condiciones del Lema 3.28. Por tanto tenemos que: .
(a) diam(/i(/i~1(^))) = diam(£') < | ó
(b) existen puntos p,gG h~l(E) tales que ||p— g|| < j y ||/i(p) — h(q)\\ > | .

Como i > M2 > M3, tenemos que, si p, q € J(ji) y ||p — q\\ < j ,
entonces por la Afirmación 5, \\p — q\\<$y por la Afirmación 4 tenemos que
\\h(jp) — h(q)\\ < | por lo que la condición (b) del Lema 3.28,no se cumple y
por tanto tenemos que diam(/i(/i~1(E'))) < | .

En particular diam(fo(i?¿) D J{k¿)) < | , como por la Afirmación 6, I >
M2 > Mi, entonces por la Afirmación 3, diam(J(%)) > | por lo que
podemos concluir que h(Bi) n J{h) ¿̂ J(ki). Hemos mostrado entonces
que, si h(B{) n J{ki) es no degenerado, entonces h{Bi) n.J(k¡) / J(h)
y diam(/i(j5j) n J(fa)) < | . Por tanto /t(S¿) no puede contener un arco
de la forma J(k{) y de hecho h(Bi) está contenido en un arco de la forma

J(ki)ñj(ki+i)-. • ' • , : / .
De manera que diam(/i(5¿)) = diam(/i(B¿) D (J(ki) n i(/(A;i+i))) <

diam(/i(5¿) n-(J(Á())+ diam(/i(_B¿) n «/(feí+i)') < | + | = | y esto completa
la prueba de la afirmación. , . .=
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Ahora sí, estamos listos para terminar la prueba del teorema. Sea {-A¿t}£i
y {Bit}^ subsucesiones de {.Aj}?^ y {Bi}^.u respectivamente, tales que lim
Ait = Ay lim Bit = B, donde A y B son subcontinuos de V.

Como J(Jit) = AitUBit (Afirmación 2) y lim J(jit) = V, entonces tenemos
que V = A\JB. Como V es un continuo indescomponible, tenemos que A = V
ÓB = V. " . :

Por la Afirmación 7 tenemos que para toda i > M$ diam(.Aj) < | por
tanto diam(A) < | . Como diam('P) > 1, entonces A C V y por tanto B = V.
De modo que lim Bit ~ V y lim h(Bit) = h(V) = V, pero por la Afirmación
8 tenemos que diam(lim(/i(Bt-f))) < | , lo cual es una contradicción pues
diam('P) > 1. Esta contradicción nace de suponer que existe un homeomor-
fismo h : ST ^ SQ. Por tanto ST y SQ son compactaciones métricas del rayo
con residuo pseudoarco no homeomorfas, y el teorema queda demostrado.

Lema 3.37 Sea M un conjunto infinito numerable, entonces existe una fa-
milia no numerable de subconjuntos infinitos {M* : A G A} de M tales
que la intersección de cualesquiera dos de ellos tiene cardinalidad finita (i.e
\M\ n Mp\ < oo para todo X / /3).

Demostración. Como M es un conjunto infinito numerable, existe una
biyección / : M —í- Q n [0,1]. De manera que podemos suponer, que M =
Qn[o,i].

Sea A = [0,1] \ Q, es decir A es el conjunto de irracionales en el intervalo
[0,1]. Para cada irracional A e A, existe una sucesión de puntos diferentes
{a£}£! tal que a£' G Q H [0,1] para toda i e N y x} -$• A. Entonces
M\ = {xf : i e N} es un subconjunto infinito de Q n [0,1] = M.

Sea p G A, con A ̂  jü, entonces las sucesiones {xf} y {xí¿} convergen a
dos puntos diferentes por lo que sólo pueden coincidr en un número finito de
elementos. Por tanto Mx P) Mp = {xf : i G N} n {of : i G N} es finito. Esto
termina la prueba del lema.

Teorema 3.38 Existe una cantidad no numerable de compactaciones métri-
cas del rayo que tienen residuo pseudoarco y que no son homeomorfas.

Demostración.
Consideremos el conjunto {rti,?^, •••} de la Definición 3.29. Por el Lema

3.37, existe una familia no numerable {T> : A G A} de subconjuntos de
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{711,712»—} tal que para toda A ^ fi se tiene que T\ ñ Tp es finita. Sea
•T7 — {¿>TX '• ^ £ A}, donde 4>rx

 e s ^a compactación métrica del rayo con
residuo pseudoarco definida en 3.32. Si A ^ ^, entonces por el Teorema 3.36,
tenemos que STX no es homeomorfa a Srfi- De modo que T es üná familia no
mumerable de compactaciones métricas del rayo con residuo pseudoarco que
no son homeomorfas, y el teorema queda demostrado.

Con este resultado terminamos el capítulo y el estudio de las compacta-
ciones métricas del rayo.



CAPITULO 4

Selecciones Abiertas

En este capítulo estudiaremos qué tipos de dendroides admiten selecciones
abiertas. Una selección abierta es una función a : C(X) —> X tal que para
todo A E C{X) se cumple que a(Á) EÁy <T{U) es un abierto de X para todo
abierto U de C(X). En [Nd&Wd] Ward y Nadler probarón que los únicos
continuos que admiten selecciones son los dendroides. Nosotros estudiamos
ahora este tipo de funciones pero pidiendo que sean abiertas. Aunque de
entrada esto pudiera parecer una pregunta fácil para dendritas muy simples
como son los n-odos simples, definir una selección abierta en este tipo de
espacios es muy complicado. Nosotros lo que haremos será mostrar algunas
dendritas que sí admiten selecciones abiertas y decir porque los abanicos
suaves (que no son dendritas) no admiten este tipo de funciones.

4.1 Selecciones en el Intervalo
Primero trataremos de definir, este tipo de selecciones en el dendroide más
simple, el intervalo.

Definición 4.1 Dado un dendroide X, una selección abierta es una función
continua y abierta a : C(X) —)• X que cumple que cr(A) G A para toda

:

4.1.1 El hiperespacio del intervalo.
Consideremos el intervalo [0,1] entonces cada subcontinuo del intervalo es
un subintervalo [a, b] donde 0 < a < b < 1. Consideremos h '• C([0,1]) —>• M2

117
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dado por h([a,b]) = ( ^ , 6 — a). Es fácil convencerse de que h es un encaje
y que h(C([0,1]) es un triángulo con vértices (0,0), (1, 0), ( | , 1).

(1/2,1)

(0,0) ' P-UJ

De hecho C([0,1]) queda definido por el triángulo A. Donde A = {(x, y) e
R2 : y < 2x,y>0 y y <2-2x),

Donde los¡ puntos (a, 0) representan los singulares {a} del intervalo [0r, 1]
o dicho de otra forma, los subinterválos de la forma [a, a].: Cada punto de la
recta y = 2x representa un intervalo, de la forma [0,6] y cada punto de la
recta y = 2 — 2x representa un intervalo de la forma [a,,l] y el punto ( | , 1)
representa al intervalo [0,1].; .•'••..••'

4.1.2 Selecciones abiertas para el intervalo

Definición 4.2 Para el intervalo [0,1] definimos ai : C([0,1]) en [0,1] de
la siguiente manera <7i([a, b]) = a. para todo [a, b] C [0,1].-

Teorema 4.3 La función ax es una selección abierta de C([0,1]) —• [0,1].

Demostración. Primero veamos que ai es una función continua. Sea
'{[a™) M}5ÍU u n a sucesión en C([0,1]) tal que [a^&J —)• [a, 6], entonces
«TI —*• a y ¿n —> & de manera que como ai([an,bn}) — an y cri([a, &]) = a,
tenemos que 0i([«„,£>„]) —>• ffi([o,6]) y por tanto ai es una función continua.

Como para toda A = [a, b] se tiene que ai(A) = a E A, se tiene entonces
que ai es una selección. •••. '

Veamos ahora que ai es una función abierta. Sea A = [a,b] E C([0,1]).
Consideremos la vecndad Bp(A), donde'e < |a'— b|, si a ^ b. Sabemos que

•= a, veamos que &i(Bf{A)) = B£(a):
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C) Sea B G Bf(A). Entonces B = [x,y], como H(A,B) < e , entonces
d(x, a) < £, de manera que x G B£(a) y como o~i(B) = £, entonces o-±{B) €
Be(a) de manera ^(B^(A)) c i?£(a).

D) Sea x e B£(a). Entonces [x,b] £ Bf(A) y oifla^fr]) = a;. Si a = & y
a < x entonces [x,x] £ Bf{A) y <7i([a;,a;]) = x. De manera que para toda
x € Bs(a), se tiene que existe B € Bf(A) tal que 0i(Í?) = x. Por tanto
B,(o) C Bf {A).

De las dos contenciones obtenemos que, para toda A E C([0,1]), existe
ó > 0 tal que para toda 0 < e < 5 se tiene que ai{Bf(A)) = Be(a). Por
tanto ai es una selección abierta.

•
De manera que una selección abierta no es más que una función abierta

y continua del triángulo en el intervalo [0,1]. La función a± no es más que la
proyección de cada punto (a;, y) usando por la recta y ~2x — 2a, sobre el eje
x y claramente esta función es continua y abierta.

Por tanto el intervalo admite selecciones abiertas.

4.2 Selecciones en el Triodo.

Definición 4.4 Definimos un triodo simple como la unión de tres intervalos
que se intersectan por un solo punto. Otra manera de verlo es la unión de
los vectores básicos unitarios e ,̂ e2 y e$ de M3.

En esta sección sólo trabajaremos con triodos simples de manera que los
llamaremos triodos.

4.2.1 El hiperespacio de continuos del triodo

El triodo lo podemos ver como la unión de tres segmentos de longitud uno
pegados por un punto p. Llamaremos I±, I2 e 1$ a estos tres segmentos y
veremos un modelo para C(X). Notemos que en el triodo hay dos tipos de
continuos los que tienen a p y los que no lo tienen. Estos últimos tienen que
estar contenidos en uno de los segmentos Ij\{p} dé X. Entonces podemos
dividir a los elementos de C{X) en dos clases, los que tienen a p y los que
están contenidos en alguno de los segmentos Ij.

Si A G C{X) tiene a p, entonces A es la unión de A D I\, A n I2 y A D ^3.
Cada uno de estos tres conjuntos es un segmento (posiblemente degene- rado)

. , • / • ) •
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que contiene a p, de manera que cada uno dé ellos está completamente de-
terminado por su longitud. De manera que A queda determinada exacta-
mente por tres longitudes a saber, la longitud a de A n h, la longitud 6
de A n I2 y la longitud c de A h Í3. Por tanto', a A le podemos asociar la
terceta (a, 6, c). No es defícil convencerse de que la asociación A —y (a, 6, c)
es una función continua invectiva sobre y de inversa continua del conjunto
A ==• {A e C{X) : p e A} en C - Ixlxl. De manera que A es homeomorfo
al cubo sólido C. '

A este cubo nos falta añadirle, los elementos de C(X) contenidos en Iít

h e /3. Es decir nos falta añadirle C(/i), C(/2) y C(I3): Ya sabemos que
cada uno de estos espacios es un triángulo. Para saber cómo tenemos que
pegar estos tres triángulos, tenemos que ver, por ejemplo, que hay de común
en A y C{h). Notemos que A e A O C{Ii) tiene que ser un subintervalo de
h que tenga a p. Por Ib que A1 esta:representado en C como un punto de
la forma (a, 0,0) y en C(Ji) está representado como un punto de una de las
orillas del triángulo (Sección 4.1.1): De manera que una de las orillas del
triángulo C(h) debe pegarse a la arista de C que corresponde al eje x. C(I2)
y C(I3) se pegan de forma similar a C. Entonces C(X) queda representado
finalmente así:

4.2.2 Funciones continuas y abiertas del cubo en el tri-
odo.

Como acabamos de ver, el hiperespacio del triodo es un cubo con alas. Para
definir una función abierta del cubo en el triodo necesitamos lo siguiente.

ÍJ>/f

"fy



4.2 SELECCIONES EN EL TRIODO. 121

Como sabemos, los elementos que tienen al vértice son precisamente los
que están en el cubo, nos concentraremos en definir una función en estos
elementos, es decir daremos una función abierta y continua del cubo en el
triodo.

Para que podamos entender la función que vamos a definir, vamos a
suponer que tenemos dicha función y veamos que propiedades tiene.

Sea h : C —>• triodo una función continua, abierta y sobre, veamos cómo
son las imágenes inversas. Llamaremos v} al vértice del triodo, es decir v es el
punto de intersección de los tres segmentos que tefinen al trioda. h~1(v) es un
cerrado en C, tenemos también que h~1(Ii\{v}), h~1(I2\{v}) y fr~1(Í3\{u})
son abiertos ajenos en C y que C = h"1^) U /Í~1(J1\{?J})U /Í~1( /2 \{T;}) U
/ Í~1(J3 \{Í;}) J donde estos cuatro conjuntos son ajenos dos a dos.

Dados un punto p 6 /i~1(w), y un abierto U en [0,1]3, tales que p G U,
como h es abierta, v 6 h(U) y h(U) es abierto, por lo que , para cada
i € {1, 2,3},h(U)n{Ij\{v}) j - 0. Así que existe un punto u €

lEsto muestra eme p E h~1{Ii\{v}). Por tanto h~l{v) C h~l{Ii\{v}).
De manera, que todo punto de h~l{v) está en la cerradura de tres regiones

abiertas y ajenas que son las imágenes inversas de hT1{Ij\{v}'].
De manera que al cubo C lo tenemos que dividir en cuatro zonas ajenas

dos a dos, donde tres,son abiertas, una es cerrada y cada punto de la zona
cerrada está en la cerradura de las otras tres regiones abiertas.

Para poder dividir al cubo en dichas secciones utilizaremos una he rra-
mienta llamada Lagos de Wada.

4.2.3 Lagos de Wada

En 1917 K. Yoneyama publicó un artículo llamado Theory _of Continuous
sets of points en.[KY] en donde se construía un continuo indescomponible
conocido como Lagos de Wada, una modificación de este ejemplo se construye
en [H&Y, pág 143, 144]. La construcción se hace de la manera siguiente.

Consideremos el doble anillo
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Imaginemos que lo podemos ver como una isla con dos lagos, un lago de
agua azul y otro de agua verde.

En el tiempo t = 0, construimos un canal que empieza en el océano que
lleva agua salada a todos los puntos de la isla (sin lagos) a una distancia
menor o igual a uno. , ,

En él tiempo t = | cavamos un canal del lago azul qué lleva agua azul a
todos los puntos de la isla (sin lagos) á distancia menor o igual a un medio.

En el tiempo t = § cavamos un canal que lleve agua del lago verde a
todos los puntos de la isla (sin lagos) a distancia menor o igual a un tercio.

En el tiempo t = | cavamos un canal del final del primer canal para que
lleva agua salada a todos los puntos de la isla (sin lagos) a distancia menor
o igual a un cuarto.

Continuamos con este proceso que puede ser descrito de la siguiente man-
era. Tomamos en cuenta el canal 1, como el canal de agua de mar, el canal
2, como el canal azul y el canal 3 como el canal de agua verde. En el tiempo
t = ^ j - alargamos el canal j + 1 donde n = j(moá 3) para que lleve agua a
todos los puntos de la isla a distancia menor o igual a un eneavo.

Si pensamos en estos canales como conjuntos abiertos en el tiempo t = 1
lo que queda en la isla es un continuo en el que cada punto es un punto
frontera de los tres lagos.

Esta construcción tiene mucho en común con lo que nosotros necesitamos
pues cada punto de lo que queda en la isla está en la cerradura de tres
regiones abiertas. Tomando como base esta construcción vamos a hacer una
construcción parecida en el cubo y a partir de ahí podremos definir una
selección abierta del hiperespacio de subcontinuos del triodo en el triodo.

SU &f-i'4&!i
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4.2.4 Túneles de Wada

Consideremos el cubo [0,1] x [0,1] x [0,1]
como si fuera nuestra isla, y tomaremos en cuenta los siguientes tres puntos

rL V 5 4 ' 2 ' 2/1 " 2 \ 2 ' 5 4 ' 2 / " ^ 3 ^ 2 ' 2> 5 4 > '

La región 1 consiste en el interior de la envolvente convexa de la unión
del cuadrado {1} x [0,1] x [0,1] y Pi y a esto le unimos la media esfera con
centro (1, ¿, | ) y radio^.

La región 2 consiste en el interior de la envolvente convexa de la unión
del cuadrado [0,1] x {1} x [0,1] y p2 y a estele unimos la media esfera con
centro ( | , 1, \) y radio^.

La región 3 consiste en el interior de la envolvente convexa dé la unión
del cuadrado[0, l]x [0,1] x {1} y p3 y a esto le unimos la media esfera que
resulta de intersectar al cubo [0,1]3 con la esfera con centro ( | , | , 1) y radio

2 7 ' . . •

El interior de la región j en el cubo va a ser mi Lago j para j € {1,2, 3}.
Notemos entonces que el Lago j es un abierto en el cubo y que si i ^ j ,
entonces el Lago i no intersecta al Lago j . !'

Ahora estamos listos para comenzar los Túneles de Wada.
En el tiempo t = 0, construimos un túnel que empieza en el Lago 1 que

lleva agua a todos los puntos de la isla (sin lagos) a una distancia menor o
igual a uno.

En el tiempo t = \ cavamos un túnel del Lago 2 que lleva agua a todos
los puntos de la isla (sin lagos) a distancia menor o igual a un medio.

En;el tiempo t = | cavamos un túnel que lleve agua del Lago 3 a todos
los puntos de la isla (sin lagos) a distancia menor o igual a un tercio.

En el tiempo t = | cavamos un túnel del final del primer túnel para que
lleve agua a todos los puntos de la isla (sin lagos) a distancia menor o igual
a un cuarto. . ... . .
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Continuamos con este proceso que puede ser descrito de la siguiente ma-
nera. Tomamos encuenta el túnel 1, como el túnel que comenzó en el Lago
1, el túnel 2, como el túnel que comenzó en el Lago 2 y el túnel 3 como el
túnel que comenzó en el Lago 3. En el tiempo t = ^~j alargamos el túnel
j + 1 donde n = j(mod 3) para que lleve agua a todos los puntos de la isla
a distancia menor o igual a un eneavo.

Si pensamos en estos túneles como conjuntos abiertos, en el tiempo £ = 1,
lo que queda en la isla es un continuo, puesto que es la intersección anidada
de continuos, en el que cada punto es un punto frontera de los tres lagos.

Podemos decir entonces que el cubo C = T U 7 í U 7 2 U 7 3 , donde T es el
complemento de los túneles, y. Tj es el túnel j en el tiempo i = 1.

Además de construir así los túneles a estos le vamos a pedir que tengan
ciertas condiciones.. .

Primero pediremos que cada túnel Tj no toque las aristas del cubo, es decir
que cumpla con que Tj n (5i x B2 x Bz) = 0 donde B{ € {{0}, {1}., [0,1]} y
si Bi:= [0,1], entonces B& , / [0,1], para todo k =£ i.

La segunda condición que le vamos a pedir a los túneles Tj.tienen que
ver con qué tan gruesos pueden ser. Dada j £ {1,2,3}, consideremos para
cada n .e ;N al conjunto C^ = Ai >í ,A2 x A3, donde Ai = [0,1] si i / j y
Aj = [0, ~\. El comienzo de los lagos se construyen como hemos descrito, pero
para construir el resto de cada túnel vamos a tomar en cuenta lo siguiente,
el pedazo del túnel Tj que está en la región C¿ \Q+i tiene que cumplir que
su diámetro es menor que \

Notemos que con lo que acabamos de pedir, en cada túnel Tj existe un
sólo punto que es precisamente el punto pj tal que d(pj, T) = ^ y para todo
q E Tj\{pj} se tiene que d{q,T) < ^ . (aquí d denota la distacia usual de
R3).

De manera que ya hemos construido en el cubo C nuestros túneles abier-
tos, ahora sí estamos listos para definir nuestra selección abierta de C(X) en
X donde X es el triodo.

4.2.5 Selecciones abiertas en el triodo

El triodo X está formado por los intervalos i i , I'i e h pegados en el origen
que llamaremos el punto v. Otra manera de pensar el triodo es como la unión
de los vectores básicos unitarios éi, e^ 63.

Recordemos que C(/¿) es un triángulo y recordemos la selección abierta
o\ que definimos para intervalos en la Sección 4.1.2, donde si [a, 6] C Ij
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entonces oi([a, b]) = a, donde a es el punto más cercano al origen, de manera
que (7i([0, b]) = {0} que en este caso no es más que el vértice del triodo, es
decir v.

Para los elementos contenidos en i¿ consideraremos la selección G± de-
finida en la Sección 4.1.2 identificando al 0 con v7y de esta manera estamos
listos para definir una selección abierta 03 : C(X) ~> X, donde X es el triodo.
Si A G C(X), entonces A está en alguna de las alitas o A está en el cubo C,
si A está en alguna de las alitas, entonces A C Ij para alguna j G {1, 2,3},
si A no está en las alitas, entonces A está en el cubo C = TÚTiU%UTs, y
lo que haremos es dar una regla para A dependiendo de si A £ T ó A G 7}
para alguna j G {1, 2,3}.

Definición 4.5 Sea X el triodo, definimos a?, : C{X) -> X por:

a<í(A)=_<

si A C Ij para alguna j G {1,2, 3},

sí A G T,

27d(A,T)ej, siAeTj.

Veamos entonces que o^ es efectivamente una selección abierta.

Teorema 4.6 Sea X el triodo, la función a$ : C(X) —> X es una selección
abierta.

Demostración.
Afirmación 1. La función <73 está bien definida y es continua.
Para ver que cr3 está bien definida sólo basta ver qué ocurre en los ele-

mentos que están tanto en el cubo como en las alitas. Sea A G C(X) tal
que A está en el cubo intersección alguna de las alitas, como está en el cubo,
quiere deccir que v E A, y como está en alguna alita quiere decir que Adj,
de manera que A es de la forma [0,6] C Ij, ahora tenemos que ver qué valor
toma (Ts(A). Por un lado (J${A) = ffi ([0,6]) = v, por otro lado A está con-
tenido en las aristas del cubo, y una de las condiciones que pedimos para
construir los túneles, es que las aristas del cubo, no estuvieran en ningún
túnel, por tanto A £ T y por tanto cr5(A) = v, de manera que 03 está bien
definida. • • • . - .

Veamos entonces que <73 es una función continua. Sea {AilííLi una
sucesión de continuos en C(X) tal que An —\ A. Aquí tenemos tres posi-
bilidades.
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Caso 1. A está en alguna de las alitas y no está en C. Entonces existe
e > 0, tal que Be(A) está totalmente contenida en la alita Ij, por tanto
existe N G N tal que para toda n > TV se tiene que An C Be(A) y en la
alita la función que tomamos es la función &1 que es continua, por tanto

Caso 2. A G C y no está en ninguna de las alitas.
Si A 6 Tj para alguna j , entonces existe e > 0, tal que BE(A) C Tj pues

éste es abierto y por tanto existe TV £ N tal que para toda n > N se tiene
que An c BE(A) C Tj y la función que estamos utilizando para este caso es
la función distancia, y esta función es continua, por tanto <Jz{An) -4 cr3(A).

Si A £ T, entonces basta considerar las siguientes dos posibilidades,
(i) Para toda n > TV se tiene que An C 7*. En este subcaso a^(An) ='v =
a^(A), de manera que se cumple que c73(An) -+ 03 (A),
(ii) An £ 7i U % U ,73- Como A^ ~> A, entonces cí(An; A) -^ 03 y por tanto
d(An, T) -> 0 de manera que 03(Ai) —y v = cr3(A).

Caso 3. A está en la intersección de C con alguna alita. Pero ya sabemos
que en esta parte (73 está bien definida y es continua en la alita y en el cubo,
por tanto tr3(An) -4 cr^(A).

Hemos probado entonces que <73 es una función Continua.
Afirmación 2. La función (73 es abierta.
Sea V un abierto de C(X) y sea p¿ = {íe¿ : 0 < t < 1}. Tenemos tres

casos.
Caso (i) Si V está contenida en alguna alita Ij y V no intersecta a C,

entonces CT3(V) = 0"i (V) y c o m o o"i e s abieta, entonces o"!(V) es un abierto
del triodo, de hecho es un abierto contenido en el intervalos Ij.

Caso (ii) Si V C C, sea p 6 cr3(V), si p € -?i\{^} para alguna j , entonces
í» £ &s(Tj), es decir que existe A £ Tj tal que £73(A) = p. Aquí tenemos dos
casos: si A = fe}, como A está en el interior del túnel Tj y Tj es abierto
en C, existe é > 0 tal que B£(A) c 7 J n V . Como C es localmente conexo,
existe un abierto conexo W tal que A G W C Be(A) C 7̂  fl V, entonces
£73 (W) es un conexo en el triodo que contiene al punto p = ÜJ (donde a,j es
punto extremo del triodo y del intervalo Ij) y no contiene al punto v, es decir
as(W) es un conexo contenido en Jj-\{u}. Dado que el único máximo en el
túnel Tj es el punto A = pj y Tj se va haciendo más angosto y no existe
un mínimo local que sea absoluto para la función d(A, T), tenemos entonces
que Í7 3 (W) es un intervalo abierto de la forma\a^x) C Ij\{v} y por tanto
abierto, además a^(W) C <73(V) y por tanto p está en el interior de t73(V).
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Ahora si A / fe}, como A está en el interior del túnel Tj y Tj es abierto en
C, existe £ > 0 tal que f?£(A) C (7}nV)\{pj}. Como C es ¡ocalmente conexo,
existe un abierto conexo W tal que AeWC BE(Á) C 7j n V\{pj}, entonces
cr3(W) es un conexo en el triodo que contiene al punto p y no contiene a los
puntos v y %, es decir cr3(W) es un conexo contenido en Ij\{v,aj}. Dado
que el túnel Tj se va haciendo más angosto y no existen ni un mínimo ni un
máximo locales que sean absolutos para la función d(A, T), tenemos entonces
que cr3(W) es un intervalo abierto en Ij\{v,a,j} y por tanto abierto,además
cr3(W) C a3(V) y por tanto p está en el interior de £T3(V). De hecho lo que
mostramos es que crz\Tj es una función abierta para toda j G {1,2,3}.

Nos falta ver que ocurre si v € crs(V). En este caso existe A £ T tal que
a3(A) = v. Sea e > 0 tal que B£(A) c V , y como C es localmente conexo,
existe un abierto conexo W tal que A £ W C V. De la densidad de los
abiertos Tj podemos elegir tres puntos kj € Tj H W y ^(kj) ^ v y para cada
j podemos elegir un segmento con puntos extremos A y kj que esté contenido
en W. De manera que a^Akj) es un conexo que tiene a v y a un punto en
la patita Ij\{v} de manera que (73 (W) contiene a un subíntervalo abierto no
degenerado de'j/3- para toda j € {1,2,3}, entonces v — a^(A) está contenido
en el interior de cr3(W) C <7z(V) y por tanto CT3|C es una función abierta.

Caso (iii) V intersecta a una o más alitas y V D C = 0. Entonces V =
(VnCf(/ l))u(VnC(/2))U(VnC(/3))U(VnC)) pero sabemos que (VnCÍ/j))
es un abierto de C(Ij) para toda j £ {1,2,3} y (VnC) es abierto de C de
manera que a3(V) = f73(VriCf(/i))Uc73(VnCf(/2))Ucr3(VnC(73))UfT3(Vní:)
es la unión de cuatro abiertos donde a3(V n C(Ij)) es un abierto de Ij (caso
i) y-G$ty H C) es un abierto de en el triodo (caso ii).

Afirmación 3. La función <?$ es una selección.
Tenemos que tr3 es continua (Afirmación 1), sólo falta ver que &s(A) €. A

para todo A 6 C(X) .
Sea A £ C(X), entonces v e A ó v ^ A, si v ^ A, entonces A c Ij\{v}

para alguna j G {1,2,3}, y entonces a3(A) = a[j\A), y como por el Teorema
4.3, ai* es una selección, entonces a^(A) = £7̂  (i4).G A.

Si v G A, entonces A £ C7 así que 4̂ e T o A G 7} para alguna j £
{1,2,3}. Si A £ T, entonces a3(A) = v G A, de manera que sólo nos falta
ver qué ocurre si A £ Tj para alguna j £ {1,2,3}. Como A e C, entonces
A £ C^XCnlí, para alguna n 6 N , entonces A C Í 1 X Í 2 X A3\Bi xB2xB3

donde A, ¿?¿ = [0,1] si i / j , Aj = [0, £] y B¿ = [0, ^ ] . Entonces A es un
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punto en C cuya coordenada j-ésima toma valores en el intervalo [ ¿ ^ , ¿], de
manera que A = (xi, X2-¡ x$) donde ar¿ E [ ¿ j , ¿]- Como v £ A, tenemos que el
arco VXJ C A y por tanto v ( ^ ) e ¿ C A, y como A G Tj(~\(Cn \Q+i)> entonces
Í¿(J4, T^ < fn+i)27 • De manera que 03 (A) es un punto p £ ij\{u} tal que
d(p¡ v) < ~i, de manera que p es un punto del intervalo u(^j)e¿ C tioTj C A,
de manera que ^(.A) € A. Con esto terminamos la prueba de. la afirmación.

Por las Afirmaciones ly 3 tenemos que a^:C(X) -y X es una selección
y por la Afirmación 2 sabemos que as es abierta y con esto terminamos la
prueba del teorema. •

4.3 Selecciones Abiertas en n-odos

Consideremos un n-odo Xn como la unión de los vectores ei, &^ ..-, en en R71

donde e^ =• (xi,X2, ...,Xk, »-,xn) donde x¿ = 0 si j / k y Xk — 1- También
lo podemos pensar como la unión de los intervalos / i , / 2 ; •••? -^ pegados en el
origen que llamaremos el punto v.

, De manera análoga en la que, construimos el hiperespacio del triodo
(Sección 4.2.1) podemos construir el hiperespacio del n-odo y lo que obten-
dremos es una n-celda con alas, donde las alas son triángulos que representan
lo continuos contenidos en un intervalo del h-odo. Cada una de estas alas,
donde el ala k, que representa los subcontinuos del intervalo Ik o del,vector
ejtj se pega en la n-celda por la arista de la forma B\ x B2 x ... x Bn donde

La n-celda la pensamos como [0,1]71

Si Xn es el n-odo, lo que queremos ahora es definir una selección abierta
de C(Xn) en Xni y para hacer esto, lo que haremos es generalizar lo que
hicimos en el triodo.

Llamaremos Cn a la n-celda y definiremos una selección o de Cn en el
n-odo y lo que haremos es utilizar la herramienta de los túneles de Wada,
sólo que ahora tenemos que construir n túneles.

Consideremos la n-celda [0,1]71 como si fuera nuestra isla.
La región 1 consiste en la envolvente convexa de la n — 1 celda {1} x

•[0,1] x [0,1] x ... x [0,1] y el-punto p\ — (1, | , | , . . . , | ) y a esto le unimos la
•media n-esfera con centro en pi y r a d i o \
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En general la región k consiste en la envolvente convexa de la n — 1 celda
B1 x B2 x ... x Bn donde Bk = {1} y Bj = [0,1] si j / k y el punto
Pfc = (xi,x2,...,xn) donde ^ = 1 y Xj = | si j ^ fe y a esto le unimos la
media n-esfera con centro pk y rad io^ .

El interior de la región fe en la n celda, va a ser mi Lago fe para k €
{1,2, 3,..., n} . Notemos entonces que el Lago k es un abierto en la n celda y
que si i ¿̂ fe, entonces el Lago i no intersecta al Lago fe.

Ahora estamos listos para comenzar los Túneles de Wada en la n celda
Cn.

En el tiempo í = 0, construimos un túnel Tí que es un conjunto abierto
de Cn que empieza en el Lago 1 que pasa a distancia menor que uno de todos
los puntos de la n celda (sin lagos).

En el tiempo t = \ cavamos un túnel T2 que es un conjunto abierto de Cn

que empieza en el Lago 2 que pasa a distancia menor que un medio de todos
los puntos de la n celda (sin lagos).

En general en el tiempo í = 1 — i con fe < n cavamos un túnel Tk que
es un conjuntó abierto de Cn que empieza en el Lago fe que pasa a distancia
menor que ~ de todos los puntos de la n celda (sin lagos).

Continuamos con este proceso que puede ser descrito de la siguiente man-
era. En el tiempo t = \ con fe > n alargamos el túnel Tj donde fe = j(mod
n) para que pasa a distancia menor que | de todos los puntos de la n celda
(sin lagos).

Notemos que en el tiempo t = 1 lo que hemos construido son n túneles
7i, 7Í, ••••lTn que son n abiertos ajenos dos a dos en Cn. Ademas si T —
Cn\(7iU72U...U7^) tenemos que T es un continuo en Cn pues es la intersección
anidada de continuos, Cn = (71 U T2 U ... U Tn) U T donde TnTk = § para
toda fe G {1,2, . . . ,n}, 71 nTj = $ si i / j y para todo punto A e T se tiene
que A está en la frontera de Tk para toda k.

Además de construir así los túneles a estos le vamos a pedir que tengan
ciertas condiciones. . . - . . . - • •

Primero pediremos que cada túnel Tk no toque las aristas de la n celda,
es decir que cumpla con que Tk H (B1 x B2 x ... x Bn) — 0 donde Bi €
{{0}, {1}, [0,1]} y si Bi = [0,1], entonces Bj / [0,1] para todo j / i..

La segunda condición que le vamos a pedir a los túneles Tk tienen que ver
con que tan gruesos pueden ser. Dada fe E N,consideremos para cada m G N
al conjunto tí? = Ax x A2 x ... x An, donde Ak = [0, ̂ ] y A{ = [0,1] si i / fe.
Al Lago donde comienza cada región lo vamos a dejar de la manera en que
lo construimos, pero para construir el resto de cada túnel vamos a tomar en
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cuenta lo siguiente, el pedazo del túnel % que está en la región Cm\C^.1
tiene que cumplir que su diámetro es menor que /m+\)nn •

Notemos que non lo que acabamos de hacer en cada túnel 7fc, existe un
sólo punto que es precisamente el punto pk tal que d{p¡í-¡ T) = ¿r y para toda
9 £ %\{pk} se tiene que d(q,T) < ¿r- !

De manera que ya hemos construido en la n celda C nuestros túneles
abiertos, ahora si estamos listos para definir nuestra selección abierta de
C(Xn) en Xn donde Xn es el n-odo.

Si A E C(Xn), entonces A está en alguna de las alitas o A está en la
n celda Cn, si A está en alguna de las alitas, entonces A c-/¿ para alguna
j E {1,2,3}, si A no está en las alitas, entonces A está en el cubo C =
TU7iU72U...U7Ü,ylo que haremos es dar una regla para A dependiendo
de si A eT ó A eTk para alguna k E {1,2, ...,n}.

Definición 4.7 Sea Xn el n-odo, definimos an : C(Xn) —y Xn dada por:

o\{Á) si A c Ij.para, alguna j e {1,2,3}

v si Ac T •

nnd(A,T)ek siAe%

Como podemos notar lo que hemos hecho hasta ahorita no es mas que
generalizar lo que hicimos en;el triodo para un n-odo, de manera que la
prueba del siguiente teorema no; la escribiremos pues se prueba de manera
análoga al Teorema 4.6.

Teorema 4,8 Para toda n E N, sea Xn el n-odo, la función an : C(Xn) —y
Xn es una selección abierta.

Demostración. Generalización a la prueba del Teorema 4.6. •
Con esto terminamos nuestro estudio de selecciones abiertas en árboles,

nos quedan aún muchas preguntas por resolver, pero no sabemos que hacer
si complicamos un poco mas estas gráficas, pues la manera de definir estas
selecciones fue constructiva y no sirve si aumentamos los puntos de ramifi-
cación. De manera que nos quedan las siguentes preguntas.
Pregunta. ¿Existen más gráficas que admiten selecciones abiertas?
Pregunta. ¿Se pueden caracterizar a los árboles que admiten selecciones
abiertas?
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Pregunta. ¿Existen dendritas que no son árboles que admiten selecciones
abiertas?

Es con esto que terminamos esta tesis, como podra darse cuenta todavía
queda mucho campo abierto en estos temas para la investigación.
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