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Resumen

La ecuación de Dirac para una sola partícula en un campo electromagnético
ha tenido gran éxito en sus predicciones. Para mas de una partícula, el
tratamiento se hace usualmente mediante la teoría cuántica de campo. En
este trabajo seguí el enfoque original de Dirac, mostrando que las energías
cinética y potencial de un problema de muchos cuerpos se pueden expresar
en una forma invariante de Lorentz, lo que permite también la eliminación
del movimiento del centro de masa. Posteriormente, calculé el hamiltoniano
para un sistema de dos cuerpos con spin usando una interacción que, en
casos especiales, se reduce a la del pósitronio. Del conjunto de ecuaciones de
primer orden derivé las ecuaciones de segundo orden, que incluyen el límite
no relativista así como la expansión en potencias de (1/c2). La solución
no relativista en el caso del pósitronio es bien conocida, en tanto que, para
el quarkonio, resolví el problema numéricamente. Finalmente, evalué las
correcciones relativistas a orden (1/c2) para ambos sistemas, calculando los
respectivos elementos de matriz en la representación de los eigenestados no
relativistas.
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Abstract

The single particle Diíac equation in an electromagnetic field had many suc-
cessful predictions. For more than one particle, the approach is usually done
through quantum field theory. In this work, we follow the original Dirac
approach by showing that the kinetic and potential energies of a many body
problem can be expressed in a Lorentz invariant way, which allows also the
elimination of the center of mass motion. We then proceed to the derivation
of the Hamiltonian for a two body system with spin using an interaction
that, for special cases, reduces to the one of positronium or quarkonium. We
derive from the first order set of equations the ones of second order, that
include the non-relativistic limit as well as the expansión in powers of (1/c2).
The solution of the non-relativistic case for positronium is well known and for
quarkonium we solve it numerically. Then we evalúate the relativistic correc-
tions to order (1/c2) for both systems by calculating their matrix elements
with réspect to the non-relativistic eigenstates.
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Capítulo 1

Formulación del problema

1.1 Introducción

La ecuación1 de Dirac para una sola partícula en un campo electromagnético
tuvo un gran éxito al explicar muchos aspectos de fenómenos relativistas en
Mecánica Cuántica. Para más de una partícula cargada, las interacciones
se discuten usualmente en una teoría relativista y cuántica de campo. Sin
embargo, es de interés una descripción a lo largo de las líneas seguidas por
Dirac para el caso de una sola partícula [1], como hicieron para el problema de
muchos cuerpos Barut [2, 3] y Moshinsky [4, 5, 6, 7]. Los análisis mencionados
permiten escribir una sola ecuación para el sistema de muchos cuerpos, que
es invariante ante el grupo de Poincaré y, además, dan la posibilidad de
eliminar el movimiento del centro de masa, también en forma invariante,
ante el grupo señalado. Se puede, pues, discutir el problema relativista de
muchos cuerpos con interacción en el sistema del centro de masa en donde
toma una forma simple, dando lugar a un hamiltoniano independiente de los
tiempos presentes en el formalismo.

El sistema más sencillo al que se puede aplicar el método anterior es el de
dos cuerpos con spin \ interactuando a través de un potencial dependiente
sólo de la distancia relativa entre ellos. El hamiltoniano del problema será
analizado en el caso del positrpnio y del quarkonio (sistemas quark-antiquark).



1̂ 2 Ihvariancia del problema de muchos cuer»
\. r-';'••••pos ante el grupo de Poincaré y elimi-

nación del movimiento del centro de masa

Para problemas no relativistas el paso de la ecuación de Schródinger de un
cuerpo a muchos cuerpos es inmediato. El caso de partículas relativistas
es más complejo porque aun sin interacción y con un sistema de partículas
idénticas de spin \ la ecuación invariante de Poincaré

¿ 0 (i-i)
3=1

introduce el tiempo asociado con cada partícula ya que pÜ3 = —id/dx03. En
(1.1) utilizamos unidades en que h~mB = c = 1, pMS es el vector covariante
de energía y cantidad de movimiento y 7^ es un cuadrivector con las matrices
7 de Dirac asociadas con cada partícula s = 1, ...,n.

¿Cómo podemos formular un problema invariante de Poincaré pero que
en el sistema centro de masa dependa de un solo tiempo? Barut et al. [2, 3]
mostraron un procedimiento y Moshinsky dio una formulación diferente [4]
que ahora presentaremos. ,.

Para este propósito, denotaremos por (u^) a un cuadrivector temporaloide
y unitario, lo que implica que es posible encontrar un sistema de referencia
en el cual

> „ ) = (1,0,0,0). (1.2)

Además, introduciremos n cuadrivectores matriciales 7^, en donde fx =
0,1,2} 3; s = 1,2,..., n,1 con la definición

7? = A, 7Í = Aa*, " 1 = 1,2,3, 5 = 1,2,...n (1.3)

donde ¡3 y a tienen la definición usual [8], y la métrica g^ considerada es

= 0 si // T¿ z/, 511 = 922 - 533 = -900 = 1 .• . (I-4)

Gon la ayuda de los cuadrivectores (1.2), (1.3) definimos,los siguientes
escalares de Lorentz ,

•'• . r = - n (-#«>.)/ • r. = ( T X ) " 1 ! 1 , " . ; ,(1.5)



Moshinsky propone la ecuación invariante de Poincaré de la forma

para el sistema de n partículas libres de spin ¿ '
Procederemos ahora a mostrar que la ecuación (1.6) en el sistema de

referencxa donde la («,) toma la forma (1.2), s e reduce a una dondTsóÍ
aparece un taempo relacionado con la energía total Po, el cual es par e de"
vector de energía-momento y

s=l
i" = 0,1,2,3 (i j)

Para U¡1 = (1,0,0,0) la ecuación (1.6) toma la forma

S—1

r=l

en donde las letras negritas sigjúfican vectores tridimensionales
Multiplicando (1.8) por Vo y haciendo uso de (1.3), (1.9) y de eme

es &,, obtenemos H

S—X

donde por nuestra métrica Po = _ j * Ya que P" es la energía total B del
sistema, la ecuaaon (1.10) toma la forma usual para partículas libres, es decir

s = l

El siguiente punto es eliminar el movimiento del centro de masa de la
ecuaaon (1.6), y con este fin mtroducimos el cuadrivector de energía-momento
(1.7) el cual se reduce a P¡ para la parte espacialoide, ¿ = 1 2 3

FALU DE ORIGEN
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Nos gustaría estudiar nuestro problema en el sistema de referencia en
donde él centro de masa se encuentre en reposo, y esto nos sugiere, inmedia-
tamente que el cuadriyector temporaloide unitario debe definirse como

Ufl = P^(-P rP
T ) - Í (1.12)

y así Pi = 0j= 1,2,3;wM = (1,0,0,0).'
Procedamos ahora a poner la interacción de una forma que sea invariante

de Poincaré. Observamos que este término depende de la distancia relativa
entre los cuadrivectores correspondientes a los dos eventos, es decir,

x'p^Xfti — x&i (1.13)

y nos interesa que x^ se reduzca a su parte espacial en el sistema centro de
masa.

Esto puede lograrse si definimos

x±ft = Xp- (a:TwT)uM ; (1-14)

con Up, dado por (1.12), ya que cuando P¿ = 0, i = 1,2,3, u^ — (1,0,0,0) y
X±Q = 0, x±i =Xi. . •

La magnitud al cuadrado de x±^ se llamará r2 y se define como,

r2 = {x^xl) (1.15)

y por consiguiente cualquier función de r2 es invariante de Poincaré, y en
particular éste es el caso de r~x en el potencial del positronio,* y de r en
el potencial del quarkonio. Por tanto, hemos establecido la invariancia de
Poincaré del hamiltoniano con el que trabajaremos, y que para n = 2 es el
siguiente

H' = (c'ai • pi + m;
lC'2A) + (d<x2- p'2 + m'2d

2p2) + V(r') (1.16)

en donde r' = |ri — I ^ I J ^ Í J 1 ^ y Pi)P2 s o n respectivamente las; masas y
mómenta de las dos partículas y V(rr) el potencial central. En adelante, las
variables en el sistema c.g.s. se denotarán como primadas, ya que deseamos
reservar las letras sin primas para otros sistemas mas adecuados de unidades.

Podemos pasar al sistema de referencia del centro de masa haciendo uso
de las definiciones de cantidad de movimiento total y relativo

Pi = y + p ' , p'2 = ^ - p ' ,•;...•- (1.17)

, ' : , • • • . '



11

o, de manera equivalente

P ' = PÍ + P'2, P' = Í ( P Í - P ^ ) (1.18)

Ya que no nos interesa el movimiento del sistema como un todo, tomamos
P ' = 0 y de aquí que la ecuación de Schrodinger resultante sea

- as) • p' + tí^KA + m'2/?2)] + V{r')}v - E'% (1.19)

1.3 Discusión del potencial que se va a em-
plear

Uno de los potenciales más usados para la interacción entre quarks es el
llamado "Coulomb más lineal".

Su derivación está basada en el hecho de que la interacción entre quarks
o un quark y un antiquark contiene una parte relacionada con el intercambio
de un gluón.

Como el problema es similar al de dos electrones interaccionando mediante
el intercambio de un fotón, la contribución al potencial será del tipo coulom-
biano, esto es —b'2/r. Por otro lado, el hecho de que los quarks estén siempre
confinados requiere de un potencial que vaya a infinito cuando r —*• oo. El
potencial que se emplea con más frecuencia es el lineal, o sea q'r'. Tanto b'
como qf son valores numéricos que dependen del problema. Vamos pues a
considerar un potencial de la forma [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]

V{r') = 4r' - ~ (1.20)

Esto incluye el caso del positronio en donde q' = 0, b' — e (la carga del
electrón); usamos el coeficiente 6'2 para enfatizar el hecho de que es positivo
y tiene las mismas unidades que e2.



12

1.4 Derivación del hamiltonianó

En la ecuación (1.16) mostramos la forma que adopta el hamiltoniano en
unidades c.g.s. para un sistema de dos cuerpos, y consideraremos un poten-
cial de la forma dada en la ecuación (1.20). Es conveniente emplear unidades
para las cuales tanto H' como las variables r;', p ' son adimensionales.

Éstas pueden escogerse de varias maneras, pero la más adecuada es tomar
un conjunto de unidades atómicas modificadas, a saber,

h = i/ = tf = l , (1.21)

con b'2 siendo la intensidad de la parte coulombiana del potencial de la
ecuación (1.20), /¿ es la masa reducida y empezaremos a tratar el sistema
de masas iguales para el cual JJ, = (rn/2). El problema,de masas diferentes
se discutirá en una sección posterior.

Las unidades de energía, longitud y momento son, respectivamente,

ür> -W ñ .. . , : (

La ecuación de onda en el sistema de referencia del centro de masa se
escribe como

|[c(ai - aa), • p -f 2c2(A f /52)] + V(r).W - EV (1.23)

en donde ahora c corresponde a la velocidad de la luz en nuestras unidades,
es decir

y el potencial queda de la forma

V() (1.25)

con el parámetro adimensional q dado por
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Siendo éste un problema de dos cuerpos, 0:1,0:2,/3i,/32 están expresados
por los siguientes productos directos [8] • •

OL2 =

O

I O

o i
I O
O - I
/ o
O I

I 0
.0 I

0 <T2

<T2 0

I 0
.0 J

/ o
o - / (1.2T)

Introduciendo estos productos directos explícitamenté en la ecuación (1.23),
podemos escribirla como

O = 2c

0 si • p - s 2 • p 0
s i •

- s 2

I
0
0
0

0
0
0
0
0

P
P

0
0
0
0

0
0

-S2-P

0 '
0
0

—I

0
0

S i - p

- s 2
S i -

0

P
P

E - V(r)

1 0 0 0
0 1 0" 0
0 0 1 0
0 0 0 1

ftpl)

(1.28)

habiendo reemplazado las matrices de Pauli <rt, t = 1 o 2 por las matrices de
spin

SÍ -= |*TI , s2 = ior2 (1.29)

Hacemos notar que las matrices en (1.28) son 16x16, ya que St —> sÉ ®
1,1 —+ I ® I y cada, una de las i^x,X = 1,2,3,4 tiene, de hecho, cuatro
componentes como mostraremos más tarde..

Avoquémonos ahora a reducir la ecuación (1.28) a una expresión estric-
tamente radial y veamos si en esta forma es posible encontrar una solución
exacta.
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Capítulo 2 .

El problema de dos cuerpos

2.1 La forma radial del problema de dos cuer-
pos

El problema relativista de dos cuerpos con spin está dado en la ecuación
(1.28) y para transformarlo en un conjunto de ecuaciones que sólo contengan
a la variable radial r, requerimos la parte angular y espinorial del ket, que
obviamente es

, s)jm >=
¡t,<r

y por la suma de dos spines | , el spin total s solamente puede tomar los va-
lores s = 0 o 1, cuyas proyecciones son respectivamente a = 0 o a = 1,0, — 1.
El momento angular total j y su proyección son integrales de movimiento, ya
que el problema completo es invariante ante rotaciones, y el momento angular
orbital está restringido a los valores I = j si s = 0 o a I = j +.1JJ - 1 si.
s = 1. Obsérvese que los estados con I = j ±1 y I = j poseen paridad
opuesta (la paridad es (-1)1). Asimismo, x™ representa la función de onda

espinorial Xsa — \^2scr>-
La función de onda,0A)A = 1,2,3,4 de la ecuación (1.28), puede repre-

sentarse como
. Í>x = Z.flXsJ(r)\(hs)jm> (2-2)

1,8 • ;

Para obtener las ecuaciones radiales que involucran a las /¿ J(r), necesi-
tamos únicamente la representación matricial del operador O en la ecuación

15
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(1.28), con respecto al ket angular y espinorial de la ecuación (2.1). Dado que
O puede ponerse en la forma matricial O = \\O xr\\\ tenemos de la ecuación
(1.28) que

- ( S 2 • p)[5v= l fA=3 + ¿>A'=3,A=1

4c2(tfv=i,x=i - Sy=4íX=A) -[E- V(r)]5yx (2.3)

y la única parte que no es trivial de calcular en la matriz

<(l',s')jm\Oxx\(l,s)jm>

< (lfs')jm\st • p\{l,s)jm >= (-1)''+'-' X

[{2V + \){2¿ -I- l)}^W(Ufssf; Ij) < lf\\p\\l >< ^s 'IWIsíl5 > (2-4)

En la fórmula (2.4), W es un coeficiente de Racah y los elementos de
matriz reducidos están expresados por [17]

< nw
y

y el elemento de matriz reducido de St muestra que cuando s' = l ,s = 0, el
término no desaparece. En efecto

(2.7)

En consecuencia, los estados sjpm-órbita \(J;0)jm > y \{j,Í)jfm >
tienen la misma paridad, y satisfacen la regla de selección en el spin, estarán
conectados. También estarán conectados con los estados \(j ± 1, l)jm > por
el elemento de matriz de la ecuación (2.4), ya que p es un vector polar.

Podemos entonces escribir explícitamente el conjunto de ecuaciones ra-
diales de primer orden para /¿'(r), pero no lo haremos-debido a que no es
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posible haUar una relación de recurrencia que nos permita encontrar la solu-
ción exacta del problema, como ocurrió con la discusión, de Dirac para el
átomo de hidrógeno [1], Lo que haremos entonces es analizar la ecuación de
segundo orden para el operador O y hacer una expansión en potencias de
1/c2. : .

2.2. La ecuación de segundo orden para el pro-
blema de dos cuerpos

La ecuación de onda matricial (1.28.) puede expresarse en términos de las
siguientes submatrices,

si p -s2-p\ íf2

—S2 ' P Si -p / \1pz

([E- V(r)\ - 4c2 u W m \ (o R̂

- ' O [E-V{r))±^)UJ> {2'8)
0 ifa

2c
- s 2 • P si • p

(2-9)

Dividiendo la ecuación (2.9) entre \E-V{r)] y sustituyendo en la ecuación
(2.8), tenemos

4c: Si • p - S 2 • P

- s 2 • p si • p y [E - V(r)] \ - s 2 • P si • p
f[E-V{r)]-4c2 O

O \E-V(r)]+.4i
(2-10)

El conmutador que requerimos está dado por,

[(S¡.P), (B-vMr^.r
ldV_
r dr

(2.11)

por tanto, podemos escribir la expresión (2.10) como

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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\EV()V-— ( Sl'r - S 2 * r V Sl P S2

r dr V - s 2 - r sa • r ) V - s 2 - P sx • p
t ( a i P s 2 p W s x - p -

[E~V(r)] V-s2-p Si-p
[ ~ y ( r ) ] - 4 c 2 O

O •[E-V(r

Esta ultima ecuación todavía involucra a los spines de las dos partículas
Si, S2? pero puede transformarse de tal manera que sólo incluya al spin total.

Usando la siguiente relación entre las matrices de spin de Pauli

GÍVJ = 6ij + i€ijk&k (2.13)

obtenemos de forma directa que la ecuación (2.12) puede expresarse del modo
siguiente,

+ 4(S-L)-(S-r)(S-p)
i(r.p) + i(S-L)

(S:P)'

[E-V{r)]-4c2

O

donde S es el spin total y L el momento angular orbital cuando denotan ope-
radores, mientras que las letras minúsculas s,l representan los eigenvalorés,
i. e.

S ^ S i + ss, L = r x p (2.15)

Podemos observar que en la ecuación (2.14) únicamente aparecen las com-
ponentes del vector de spin total S, las cuales conmutan con el operador S2.
Por consiguiente, S2 es una integral de movimiento cuyo eigenvalor s(s + 1)
es 0 o 2. De aquí que podamos separar a la ecuación (2.14) en dos partes;
una para el caso s = 0 que es llamado para (positronio o quarkonio), la otra
para s = 1 que se conoce como orto (positronio o quarkonio).

Además, en el caso orto encontramos que la paridad es ún buen número
cuántico y, por tanto, podemos distinguir entre dos casos: ¿ = ¿ y Z = j ± l .

Consideraremos de manera independiente los casos para y orto:

Tif'-'í^'K;'."'
- ' • • • •



Capítulo 3

Positronio

La predicción y el subsecuente descubrimiento del positrón constituyen uno
de los más grandes logros de la mecánica-cuántica relativista. Cuando Dirac
[18] desarrolló su teoría del electrón en 1930, se percató de que las soluciones
de energía negativa para la ecuación de onda invariante relativista, en la cual
la energía total E' de una partícula y su masa en reposo rrí se relacionan con
su momento lineal pf por

c.g.s.) (3.1)

tenían sentido físico. De aquí que postulara que el "mar" de estados elec-
trónicos con energías entre -mV2 y -oo estaba completamente ocupado
de acuerdo con el principio de exclusión de Pauli, y no debería ser obser-
vable. Una vacante en este ensamble, sin embargo, se manifestaría como una
partícula cargada positivamente con una masa en reposo positiva, razón por
la cual sobre la base de las correcciones a la energía de Coulomb que todavía
no habían sido calculadas y según las partículas conocidas en la época, Dirac
asumió que se trataba del protón. Pronto se vio que no era éste el caso y
que lo que la teoría realmente predecía, sin ninguna duda, era la existencia
de una nueva partícula con la masa en reposo del electrón y una carga igual
pero de signo contrario: el positrón.

El positrón fue descubierto por Anderson en 1933 [19] en una cámara
de niebla que servía para estudiar los rayos cósmicos. Este hallazgo fue
confirmado por Blackett y Occhialim en el mismo año [20].

En 1934 Mohorovicic propuso la existencia de un estado ligado de un
positrón y un electrón al cual llamo "electrum" y sugirió (de manera in-
correcta) que podía ser el responsable de algunos hechos inexplicables en el

19
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espectro de emisión de alguna estrellas [21]. El actual nombre de "positronio"
fue dado por Ruark en 1945 [22].

El positronio es un estado ligado neutro cuasi-estable de un electrón y
un positrón. Es de tipo hidrogenoide, pero debido a que su masa reducida
es m'/2, los valores de los niveles de energía se reducen, a grosso modo, a la
mitad del valor de aquellos que se presentan en1 el átomo de hidrógeno. De
aquí que la energía de amarre del estado fundamental del positronio es de
aproximadamente 6.8 éV.

El positronio puede existir en dos estados de spin, S = 0, 1. El esta-
do singulete (S — 0), en el cual los spines del electrón y él positrón son
antiparalelos, se denomina parapositronio. El estado triplete (S ~ 1) se lla-
ma ortopositronio. El estado de spin tiene una importante influencia en la
estructura de los niveles de energía en el positronio.

3.1 Correcciones relativistas a la energía del
parapositronio y el paraquarkonio hasta
orden (1/c2)

Antes de proceder a nuestra discusión vemos que en unidades c.g.s. la energía
en reposo del positronio es 2mV2 = 4/x'c'2, donde y! es la masa reducida.

En las unidades de la ecuación (1.21), la energía en reposo es 4c2. Por
tanto, podemos denotar a la energía total E como

E = 4c2 + e (3.2)

donde e representa la energía de amarre del sistema de dos partículas, la cual
deseamos determinar.

En el caso para, ya que 5 = 0, los términos que contienen al vector S en
la ecuación (2.14) desaparecen, y usando (3.2) nuestra ecuación se convierte
en -

] ( } (33)
0 e V ( r ) + 8 C

2 | W J ( '

1 ! • '

' • (

Al

• i ! '

í

J
1

1

A ' i ' f
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La parte izquierda de (3.3) puede diagonalizarse con ayuda de la matriz,

ya que

))u=(2 °
Escribiendo entonces

(3.5)

J L J (3-6)
y multiplicando a la ecuación (3.3) por U^ en la parte izquierda, tenemos

4c
2

0 = [4c2
e - + - 4cV-, (3.7)

(3.8)

Haciendo uso de (3.8) para expresar f_ en términos de f+ y sustituyendo
en la ecuación (3.7), obtenemos una relación que solamente involucra a ^

(3.9):

Queremos ahora expresar la ecuación (3.9) en términos de potencias
versas dec , usando la bien conocida expansión [23] in-

Si definimos ahora w como

(3.10)

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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tenemos de la ecuación (3.10), los siguientes desarrollos

4c2»-1=i+E (- iHirZMr (3.12)
L ^ C J771=1

Sustituyendo en la ecuación (3.9) se obtiene

£ 1' K f f (3.14)
m=2

Si despreciamos en la ecuación (3.14) a todos los términos que contienen
(1/c2) (o equivalentemente consideramos que c ~> oo), tenemos que

+ = eV+ . (3.Í5)

la cual es precisamente la fórmula no relativista para el caso para en unidades
de la ecuación (1.21).

En el caso específico del parapositronio, V(r) se convierte en — (1/r) y la
ecuación (3.14) es idéntica a la del átomo de hidrógeno en unidades atómicas.
Por consiguiente la energía de amarre se escribe como

v =

con 1/, n número cuántico total y radial, respectivamente, y I es el momento
angular orbital.

Tratándose delparaquarkonio, tenemos que V(r) está dado en la ecuación
(1.25) y de aquí que la expresión no relativista correspondiente se enuncia de
la forma que a continuación se muestra, . , !\

(3.17)

WM) W
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la cual sólo puede resolverse numéricamente, cuestión que discutiremos más
adelante.

Si incluimos en (3.9) todos los términos hasta orden (1/e2) y dividimos
entre 2, llegamos a la siguiente expresión

en donde para los términos de orden (1/c2) hemos reemplazado, como es
habitual [24], [e — V{r)] por (í>2/2), y recurrimos al hecho de que

( r • P) = -*»•£: (3-19).

Un resultado similar ha sido obtenido, mediante un proceso diferente, por
'W, Królikowski [25].

La fórmula correspondiente para el átomo de hidrógeno, en unidades
atómicas ñ = m = c= I, es

Encontramos que en el caso para no existen términos de acoplamiento
spwi-órbita, como era de esperarse, ya que el spin total es s = 0. Por otra
parte, para el caso del positronio donde V(r) = —(1/r), los coeficientes de
los otros términos en (3.18) y (3.20) son semejantes.

3.2 Correcciones relativistas del orto (positro-
nio o quarkonio) hasta orden (1/c2)

Consideremos ahora la ecuación completa (2.14), pero con el valor del spin
1, lo que implica que S2 es una integral de movimiento, cuyo eigénvalor es
s(s + 1) = 2. Descomponemos la parte derecha de la ecuación (2.14) en la
forma que ahora se cita

Y escribimos

•($)-"(£)
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en donde U está dado en la ecuación (3.4). Procedemos asimismo a multi-
plicar la ecuación (2.14) por Í7"1 en la parte izquierda.

Antes de escribir las expresiones que resultan, calculamos

U i ) u l o i ) '

1 (I > - {"V A)
Con el objeto de hacer la fórmula más compacta, definimos

a = | ( r • p) + |(S". L),6 S ±(r • p) + | (S • L) - (S - r)(S - P) (3.24)

u^\P\ « s l p ? _ ( S . p ) a ; (3.25)

M7 = [JB-V(r)] (3.26)

en donde hemos usado la expresión (3.2) para E; por tanto, w es la misma
que en la ecuación (3.11).

Sustituyendo los resultados (3.21-3.26) en la ecuación (2.14), encontramos
para $+, i¡j- las ecuaciones

-2-~(a + b) + 4c2w-1(w + v) - ^}^+ = 4cV- (3.27)
r or . . ••

- ^ f a - 6) + 4 c V r ( w - v) - ^ } ^ - = 4C2T/;+ (3.28)
. . r d r ' • ' . ' • • ' • • ' • !

Usando la ecuación (3.27) para expresar ^u en términos de ^i+ y susti-
tuyendo en la expresión (3.28) obtenemos

•I [-4?C2?Í;~2——(o — 6)
V r dr

^ 2 ~ ( a + b) + 4c2^"1(u + w) - w] W = 16cV+ (3-29)
r a?* J

Acudiendo a las expansiones (3.12) y (3.13) para (4C2IÜ"1) y (4C2IÜ~2),

tenemos qué la ecuación (3.29) se transforma en
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[{• y . j^ . [ti 01

=-16cV+ (3-30)

En la expresión (3.30) mantenemos los términos hasta orden (1/c2) y
reemplazamos a,b,u,v en (3.24), (3.25) por sus valores. Vemos que existe
un término 16c4 en la parte izquierda, que cancela al 16c4 del lado derecho.
Si además dividimos la expresión que resulta entre (—8c2) obtenemos para
el caso orto, hasta orden (1/c2), la siguiente ecuación

rdr dr r dr

+(S • p ) V - (S • P)2]] - ¿ } ^ + = e«,+ (3.31)

De forma similar al caso para, reemplazamos [e — V(r)] por (p2/2) en los
términos de orden (1/c2), y (l/r)(dV/dr)(r • p) por —(i/r)(dV/dr)rd/dr.

Tenemos entonces que a orden (1/c2) el hamiltoniano en el. caso para
(3.18) y el orto (3.31), difieren en sus correcciones a orden (1/c2).

Hasta este momento, nuestra discusión se aplica tanto al positronio cuan-
do V{r) = — 1/r, como al quarkonio donde V(r) = qr — r"1; en este caso
q = (qrh4/n2b'6). De aquí en adelante discutiremos el problema de manera
separada empezando con el positronio.
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3.3 Evaluación de las correcciones relativis-
tas de la energía en el positronio hasta
orden (l/c2)

Es fácil notar el hecho de que para el positronio, en donde (dV/dr) = 1/r2,
las correciones relativistas hasta orden (l/c2) tienen los mismos términos que
los presentes en el átomo de hidrógeno (3.20), pero con coeficientes distintos.
Es claro que el valor del spin s = | para el átomo de hidrógeno y de s = 0
o s — 1 para el caso para y orto7 tienen una marcada influencia en la parte
(l/c2) en sus respectivos hamiltonianos.

. Observamos asimismo que, en comparación con la energía no relativista
—l/2z/2 de la ecuación (3.16), la corrección relativista a la energía hasta orden
(l/c2) es muy pequeña, ya que c == (ñd/d2), donde d es la velocidad de la
luz en el sistema c.g.s,, i.e. 3 x 1010em/s, y d es la carga del electrón, esto

¿ - ^ = 5.328x10- (3-32)

por tanto, podemos limitarnos a la teoría de perturbaciones a primer orden,
usando los eigenestados de la ecuación (41.32) p. 197 referencia [26] del
problema de Coulomb con una parte de spin, de la manera siguiente

\n(lj s)jm >= Rni(r)\(l, s)jm > (3.33)

aquí el ket representa la parte angular y espinorial y está dado en la ecuación
(2.1), mientras que la parte radial Rni(r) es de la forma (41.32) p. 197 de la
referencia [26]

Rni(T) ——^ Rn,i(p)) v = n-M + l (3.34)

La función en la parte derecha corresponde a la eigenfunción del problema
de Sturm-Coulomb de la ecuación (41.17) p. 195 referencia [26] i.e.

Los hamilÜonianos del para y ortopositronio están dados por los términos
dentro de las llaves, en las expresiones (3.18) y (3.31) y han sido designados
respectivamente por

Hp, Ho (3.36)



27

Los eigenvalores de estos hamiltonianos (que se han escrito hasta orden
1/c2) estarán expresados por los elementos de matriz de sus valores de ex-
pectación, esto es

< n(l, s)'jm\Hg\n(l, s)jm > donde q = p,o (3.37)

El cálculo de dichos elementos de matriz se hace de forma directa usando
los resultados de la Tabla 25 p. 117 en la referencia [24]. Nos limitaremos
a dar sus valores, mientras que los cálculos explícitos se encuentran en el
Apéndice A. Denotaremos a las energías por e^i o eoni según correspondan
al para o al ortopositronio. Para este último, el ket en la expresión (3.33) se
reduce a

\n(j, l)jm > y \n(j ± 1, l)jm > (3.38)

los cuales tienen paridad opuesta y por tanto dan origen a resultados inde-
pendientes. En este trabajo solamente trataremos el primer caso, i.e. I = j .

De la ecuación (3.37) obtenemos para el parapositronio, con I = j , lo que
sigue [27]

¿ ¿ ¿ V h ( i)] (3-39)
d o n d e v = ( n + 2 + 1 ) ; p a r a e l e s t a d o f u n d a m e n t a l n = l ~ 0 o u ~ l y s e
t i e n e

con el factor (1/c2) expresado en la fórmula (3.32).
En el caso del ortopositronio; con I = j7 obtenemos mediante el uso de la

ecuación (3.37) que [27]

i_ gj-o i ri i i i i r / i4,-3(j+-)]
( 5 |

(3.41)
Enfaticemos el hecho de que nuestro análisis se lleva solamente hasta

orden (1/c2) en las unidades de la ecuación (1.21), que en c.g.s. equivale a
(e2/hc)2 = a2 la constante de estructura fina. Por tanto, nuestros resultados
nos dan términos sólo hasta o?. Para órdenes mayores, tendríamos que usar
las expansiones en las fórmulas (3.14) o (3.30) hasta desarrollos superiores en
(1/c2), reemplazando e cada vez por la dada en la aproximación previa. No
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llevaremos a cabo estos cálculos en la presente tesis, ya que nuestro objetivo
es ilustrar el problema de dos cuerpos del cual el positronio es sólo un ejemplo.
Sin embargo, existen muchos trabajos que llevan la aproximación a órdenes
mayores, y de los cuales citamos algunos [28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35].

Pasemos ahora al problema quark-antiquark.

130 Oíofr



Capítulo 4

Sistema quark-antiguark

El término "quarkonio" designa a cualquier estado ligado de un quark y un
antiquárk. Sin embargo, solamente para los quarks pesados se justifica un
tratamiento no relativista [36].

Los potenciales no relativistas han demostrado ser los más exitosos para
calcular y predecir los niveles de energía y decaimientos. Existen otros
métodos más sofisticados para hacer estos cálculos, como serían los mode-
los de "bolsa", las reglas de suma de cromodinámica cuántica (QCD) [37],
[38], y de latiz [39], [40]. Entre más pesado sea el sistema quarkonio, menos
importantes serán los efectos relativistas.

Generalmente, se trata al botomonio (botom-antibotom) con un poten-
cial no relativista, con las siguientes suposiciones:
1)31 quark h es pesado, por lo cual se puede usar la dinámica no relativista
al orden más bajo y las correcciones relativistas serán mínirnas.
2) El intercambio de un gluón debería dominar a distancias cortas y el co-
rrespondiente potencial tendría que comportarse como Coulombiano, Le. co-
mo 1/r para r pequeña.
3) A grandes distancias el potencial, debería ser de confinamiento, para jus-
tificar el hecho de que los quarks no pueden aparecer como partículas libres.

El potencial seleccionado se usa en una ecuación de onda y se obtienen
soluciones numéricas bajo ciertas suposiciones. Sin embargo, el mero concep-
to de un potencial local es una aproximación, por lo que'resulta realmente
sorprendente que esta idea funcione adecuadamente para el quarkonio pesa-
do.

Como ya hemos señalado previamente, en este trabajo se usará el poten-
cial "Coulomb más lineal".

29



30

4.1 Energías de amarre no relativistas para
el sistema quark-antiquark

En el caso del positronio no relativista, hemos visto que el problema puede
resolverse completamente ya que, en las unidades que usamos, es idéntico al
caso del hidrógeno en unidades atómicas. Para el sistema quark-antiquark con
partículas de la misma masa, encontramos a partir de las expresiones (3.31),
(1.24), (1.25) y (1.26) que la ecuación de Schrodinger se puede escribir como

HQ1I¡J =

' 9

V 1

+ or - -
r

(4.1)

en donde hemos agregado los índices ql al operador hamiltoniano H.
Podemos observar fácilmente que la ecuación (4.1) no tiene una solución

analítica explícita salvo en el caso trivial q = 0, que es el problema corres-
pondiente al positronio. ,

Nuestro primer objetivo será obtener soluciones a la ecuación (4.1), y
en particular los valores de las energías de amarre e, usando un método
variacional de Ritz. Para realizarlo, requerimos de un conjunto,completo de
soluciones de un problema de mecánica cuántica que puedan servir como base
variacional. Una elección que parece obvia es la correspondiente al problema
de Coulomb. Sin embargo, si sólo usamos los niveles discretos, la base no
es completa; tenemos una contribución que proviene de los estados en el
continuo. Podríamos considerar asimismo la base de estados de oscilador
armónico, pero su convergencia para el hamiltoniano en la ecuación (4.1) es
sumamante lenta. Decidimos entonces acudir a la base de estados de Sturm-
Coulomb Rni{

T) de la expresión (3.35), en donde reemplazamos p por r y los
cuales cumplen con la ecuación [26],

= (; -1)( ; 1) (4-2)
con

, r2dr dr r2 -

Estos estados son ortonormales respectó del elemento radial diferencial
de volumen rdr, pero no lo son en relación al elemento físico r2dr, por tanto
tenemos w

/ =< ríl\nl >= b{n%nl,2) (4.4)/
Jo
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con los coeficientes b(nflr, ni, k) definidos en la referencia [41].
En la ecuación (4.2) hemos hecho una elección definida de parámetros

para las Rni{r) y, si deseamos continuar usándolos, podemos introducir pará-
metros en el hamiltoniano Hql de la ecuación- (4.1) mediante la sustitución
[26]

p->Ap, r - v - (4.5)

así que nuestro hamiltoniano resulta ser

Para el método, variacional de Ritz necesitamos matrices hamiltonianas
(que serán designadas, por letras mayúsculas negritas) cuyos elementos se
calculan respecto a los estados Rn¡(r), Le.

(4.7)

con p2 dada en la ecuación (4.3). Haciendo uso de la expresión (4.2), se tiene

H9! =" f *««{ Ib2 (í - Í ) + f - F]*- « } ^ H
= Wétfv - X)b(n%rútl) - ^ 6 ( ^ , ^ , 2 ) + ^6(7*7,̂ ,3)11 (4.8)

2 o A

donde ....
b{ríl,nl,k)= / Rnn^Rnúrydr . (4.9)

han sido calculados explícitamente en la referencia [41].
Procederemos ahora a determinar el valor del parámetro A que nos da la

mejor aproximación a las.energías reales de amarre e en la ecuación (4.1).
Con este propósito, determinamos los elementos de matriz de la ecuación

(4.8) para el caso n = n' = 0 y obtenemos

: F{\q)= [1A2(Í + 1 ) - A ] - | A 2 ( 2 Í + 2 ) + | ( 2 Z + 3)(2Z + 2) : (4.10)

debido a que [41]

• b{0l, 01,1) = 1, &(<Mi 01,2) == (21 + 2), 6(0/,01,3) - (21 + 3)(2/ + 2) (4.11)
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La mejor opción para A es aquella que minimiza F(X, q) y cuyo Valor está
dado por

^ A(2¿ + 2) - ^ ( 2 1 + 3)(2Í + 2) - 0 (4.12)

e implica la ecuación cúbica siguiente

Í 3 2 ' : 2) = O ' (4.13)

Para cualquier valor numérico dé q tenemos un valor real correspondiente
A = \(q). Posteriormente consideraremos casos numéricos particulares. En
la matriz de la expresión (4.8) es menester reemplazar A por A y la llamaremos
H9*. Bel mismo modo, denotaremos por N' á la matriz

N1 = \\b{n%ñl,2)\\ (4.14)

Nuestro proceso variacional para determinar las energías es mediante la
triz

(4.15)

donde e es el valor que aparece en la ecuación de Schródinger (4.1). De aquí
que las energías dé amarre e puedan determinarse a través de la ecuación
secular siguiente

det[Üql - eN'] = 0 (4.16)

en donde det significa el determinante de la matriz que se indica.
La ecuación (4.16) tiene ciertas dificultades numéricas, debido a que la

capacidad de cómputo para resolver ecuaciones algebraicas de orden muy
alto es limitada. Por consiguiente, hemos de recurrir a un procedimiento
equivalente que sea más simple 'de calcular numéricamente y en donde e no
aparezca explícitamente. Con este objetivo en mente, observamos que N¿ es
una matriz simétrica real, y por lo tanto puede diagonalizarse, de aquí que
es factible escribir

N ' - Ó ' D O ' (4.17)

donde Oz es una matriz ortogonal y & es su transpuesta; en tanto que D
es una matriz diagonal cuyos elementos son todos positivos y diferentes de
cero.

De aquí se deduce que la expresión (4.15) puede reemplazarse por

QqI - el con Qql = D ^ O ' H ^ Ó ' b 1 - 1 ' 2 (4.18)
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i z unitaria con la dimensión correspondiente a las otras

de mi. matriz orfc>g»»J <po

d » d . A - (Q* -

— * 2

basta

eHactor dado en la expresión (1.22). i.e.

(4.21)

Habiendo delineado el procedimiento paxa obtener los valores de e, pro-
oBdSSTa- dar un ejemplo numérico aplicado al botomomo.

4.2 Botomonio
es necesario especificar los valores para g', V*•' n wn nara Kír1) es necesario especificar los val p q

ión (1.20) para V \r),<s. u ™rontrainos una propuesta de

con a _

mientras que 6'2 está dada por

bv = -ashc' con a5 = 0.39 portante,
3
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En nuestro caso tenemos que / / = (w!/2), donde rñf corresponde á la
masa del quark, y para el botom está comprendida en el rango de 4 a 4.4
GeV [43]. Tomamos el valor medio en el rango, i.e. 4.2 GeV por lo que

p' = 2.1GeV (4.24)

El único parámetro que nos resta determinar para calcular la matriz de la
expresión (4.18).es q, que es adimensional y está dado en la ecuación (1.26),
de aquí que

Con este valor definido para q y una I dada, (que estará limitada a los
valores i = 0 o 1 que son los únicos niveles observados experimentalmente),
podemos obtener los correspondientes valores adimensionáles e/, que al ser
multiplicados por el factor (fi'br4/ñ2) nos darán los ej en unidades GeV.

En la Tabla I hacernos la comparación para í = 0 o I — 1 de la diferen-
cia entre niveles contiguos predichos por nuestra teoría y aquellos medidos
experimentalmente. El acuerdo entre nuestros niveles teóricos y los experi-
mentales es bueno, aun cuando estamos en la aproximación no relativista. En
la Figura 1 se muestran los niveles de energía experimentales para el sistema
botomonio, y los niveles dados por la teoría [44].

Para calcular las correcciones relativistas a orden (1/c2), como se dis-
cutieron en la expresión (3.31), necesitamos los eigenvectores asociados con
los eigenvalores de la matriz en (4.18). Ya que las Rni(r) forman una base
no ortonormal, requerimos primero un análisis del procedimiento correspon-
diente para esta clase de sistemas completos de funciones.
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í = 0, j = l
Notación

T(2S) - T(l£)
T(3S) - T(LS)
T(45) - TÍÍJ)

T(10860) - T(15)
T(1102Ó) - 1 ( 1 5 )

J - l , 3 = 0
Notación

Xb0(lP) - T(15)
»o(2P) - T(1S)

2 = 1, j = l
Notación

X&i(lP)-T(l^)
Xbi(2P)-T(15)

Notación

X 6 2 ( IP) - r(is)
Xb2(2P)-T(lS)

GeV
Experimental

0.56296
0.8949
1.1197
1.4047
1.5587

GeV
Experimental
, 0.3996

0.7718

. GeV
Experimental

0.4324
0.7949

Ge V
Experimental

0.4523
0.8082

Teórico
0.573621
0.928582
1.2177

1.47197
1.70366

Teórico
0.4679509
0.8337729

Teórico
0.4679509
0.8337729

Teórico
0.4679509
0.8337729

Tabla I: Espectro experimental del botomonio y los resultados teóricos no
relativistas.
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4.3 Los eigenvectores asociados con los eigen-
valores de la energía

Como ya hemos señalado, los eigenvalores de la energía e se obtienen al
diagonalizar la matriz simétrica real Qql dada en la expresión (4.18). En el
proceso de derivación de Q9Í también obtenemos las matrices! ortogonales Oz

y la matriz diagonal D a la cual se reduce. Por tanto, podemos calcular la
matriz [45]

: C = Ó D 1 / 2 Q 9 ' (4.26)

Dado un eigehvalór de la energía, que denotaremos por e¿, existe en QQl

un eigenvector columna correspondiente que designaremos por letras negritas
minúsculas como q¿. A la ecuación (4.26), vemos que le corresponde un
vector columna CA dado por . .

cA = (4.27)

De aquí en adelante usaremos una notación de kets para designar a nues-
tras funciones radiales

\n>=Rn+ll(r) (428)

en donde hemos suprimido el índice I que es fijo. Consideremos ahora un
vector columna formado por estos kets, Le.

(4.29)

r i i > i
| 2 >

'.
\n >

del mismo tamaño que c¿.
Consideremos ahora la siguiente función

(4.30)

donde c^ es el vector transpuesto de c¿, por lo que se trata de un vector
renglón, y es por esto que tomamos la sumatoriá que aparece en el lado
derecho, con tantos términos como las dimensiones de la matriz

•-•jí •
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energía
1.8

1.6

1.4

1.2

1

.8

.6

.4

.2

Partes angular
ydespin:

i (GeV)

X(11020)

X(10860)

X(4S)

X(3S)

' X(2S)

X(1S) ,

Botomónio

X M ( 2 P ) Xbl(2P) Xb2(2P)

0" 1" 2 '

Figura 1: Espectro experimental del botomónio (líneas sólidas) [43] y resul-
tados teóricos no relativistas (líneas punteadas).
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Los elementos cAn son reales y el transpuesto de la ecuación (4!30) se
escribe

= Y, cAn < n\ (4.31)
71

La función cA& definida en la ecuación (4.31) es la eigenfunción corres-
pondiente a la eigenenergía eA ya que la q^ que allí aparece tiene precisamente
esta característica.

Procedamos ahora a mostrar que estas funciones poseen la propiedad de
ortonormalidad, considerando otro eigenvalor de la energía que designaremos
por e_s y su correspondiente eigenestado cBoc. Si calculamos el producto
escalar

(cAot)(cBot) = Y' o
n,m

£(D~ 1 / 2O) < |mn\m > cBm = £(qAD1 / 2O)n < n |
l

n\m > (ÓD-'^lqs),. (4.32)
r,S 71,771

Ya que la matriz || < n\m > || es justamente N* tenemos que en notación
de matrices, cuando realizamos la primera sumatoria sobre n, m resulta

: (4.33)
r,s

y el paréntesis intermedio es, de las expresiones (4.17)-(4.18), exactamente
la matriz unitaria, por lo que finalmente tenemos

(cAoc)(cBoc) = tUqs : (4.34)

Como qAjCjB son eigenvectores asociados a diferentes eigenvalorés, eA y
son ortonormales, y por consiguiente se obtiene que

{cAa)(cBpt) = 6AB . (4.35)
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4.4 Correcciones relativistas a orden (1/c2)
para el sistema quark-antiquark

Para el sistema particular 66 hemos obtenido ya, en la aproximación no re-
lativista, las energías de amarre y sus eigenvectores asociados.

En la expresión (3.31), con el potencial de la ecuación (1.25), tenemos
que la parte del hamiltoniano de orden (1/c2) que denotaremos por HR se
escribe como

+ (S • p) V - (S • P)2]} - | ^ (4.36)

Como en el caso del posiiroñio, evaluaremos esta corrección en el marco
de la teoría de perturbaciones de primer orden partiendo del resultado no
relativista. Dado este objetivo, requerimos primero tener los estados no
relativistas asociados a una energía dada e^ la cual, de las discusiones en las
secciones inmediatamente anteriores, toma la siguiente forma

.\A(l,s)jrn >— ^2cAn\n{hs)j'nT' > (4.37)

con CAn dada en la expresión (4.30) y

\n(l,s)jm >= Rni{r)\{l,s)jm > (4.38)

con Rni(r) expresada en (3.35), reemplazando p por r, en tanto que el último
ket está dado en (2.1).

Estamos particularmente interesados en el caso triplete, i.e. s — 1, ya
que es el único observado experimentalmente en el sistema bb. Notamos que
HR es invariante bajo la operación de paridad

p —* —p, r —y — r por tanto L —> L (4.39)

de aquí que el valor de paridad (—1)' sea una integral de movimiento.
Dado que el momento angular total J es también una integral de movimien-

to, el valor de j en (4.37) permanece fijo, y por lo tanto, ya que s = 1, I está
restringida a I = j ± 1 y ¿ = y, l° s cuales tienen paridad opuesta. De aquí
que los elementos de matriz de HR que nos interesan son

< A(j, l)jm\Hñ\A(j,í)jm > de paridad (-1)'" (4.40)
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o

< A(j + r', l)jm\Hn\A(j 4- r, 1)jm >, r, r7 = ±1 de paridad —

En el primer caso, si tenemos un estado no relativista dado denotado por
el índice A, el elemento de matriz de (4.40) nos proporciona la corrección
relativista a la energía, hasta la aproximación (1/c2), en perturbaciones de
primer orden. En el segundo caso, i.e. la ecuación (4.41), tenemos realmente
una matriz 2 x 2 para los valores r, rf = ±1, y es necesario diagonalizarla
para obtener las correcciones a la energía.

Debido a que en la definición de los estados \A(l, s)jm > los coeficientes
CAn fueron determinados numéricamente, solamente hemos de preocuparnos
de los elementos de matriz de las ecuaciones (4.40), (4.41), en las cuales la
A se sustituye por n en el ket y. por n' en el bra, y podemos escribir, de la
expresión (4.38)

l)jm\HR\ñ(l,

j ^ d r (4.42)

en donde el elemento de matriz encerrado en el paréntesis cuadrado, con bras
y kets expresados en la ecuación (2.1), corresponde a una integración sobre
las partes angular y espinorial de la función de onda, y que se ha calcula-
do usando álgebra de Racah estándar, resultando operadores que dependen
solamente de r y (d/dr). A continuación damos estos operadores de forma
explícita.

4.4.1 El casó de paridad (—

Si la paridad de bra y ket es (—l)j tenemos

r 1 ^ ][ r
32c2 L r2dr dr r2 J L r2 dr dr

d j ( j + !)]•[. r2 ,
d 2 J L 2 d d

Si queremos determinar los elementos de matriz correspondientes de la
ecuación (4.43), simplemente requerimos usar la expresión (4.2) y la defini-
ción de los coeficientes b(n'l,nl,k) dados en la ecuación (4.9). Si k resulta
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ser un entero positivo se ha evaluado en la referencia [41]; si k < 0 se discute
en el Apéndice B. Finalmente, obtenemos

' + 3 + !)(» +J + l)b(n'j,nj,0)

~(n + n' + 2¿ + 2)6(n'j, nj, 1) + ( ^ ) &«7,'n7, 2)]

8?"_
(4.44)

Consideremos ahora los dos únicos estados del botomonio que tienen I =
I' = j — 1, a, saber: XbiO-P) Y Xfri(2-P)- Deseamos evaluar las correcciones
relativistas a la energía hasta orden (1/c2) para estos niveles. Notamos que
c = [Ud/b'2) así que, de la ecuación (4.23) c = (1/0.52), y de (4.25) el
parámetro adimensional es q — 0.2935.. Con estos valores la corrección re-
lativista a la energía de amarre no relativista eA asociada al estado A se
expresa por

<rí(l,l)lm\HR\n(l,l)lm>cAn (4.45)
n,n' • '

donde las CAn han sido discutidas en la sección previa y el elemento de matriz
está dado en (4.44) con j = 1, considerando en nuestros. cálculos n^n' =
1,2,..., 100, Si designamos por A y B los estados que corresponden a las
energías más bajas en el botomonio con I = j . = 1, i.e. Xbi(lP) J Xbi{%P),
obtenemos los valores adimensionales siguientes

Ae¿ = -.00444, AeB = -.002995; (AeB - AeA) = .001445 (4.46)

Para obtener estos valores en unidades GeV es imprescindible multiplicar
por (fi'b'^/h2) con b'2 dada en (4.23) y \¿ en (4.24). Se tiene entonces

A<4 - Ae'A = .00082 GeV = .82 MeV (4.47)

en tanto que la diferencia de energías no relativistas obtenida teóricamente
se lee

¿A-¿B = 0.365822 GeV (4.48)
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Por consiguiente, la corrección hasta orden (1/c2) solamente afecta los
últimos tres dígitos del resultado no relativista. Podemos concluir que la
modificación resulta irrelevante, lo que significa que el cálculo no relativista
para el botomonio es suficientemente bueno.

4.4.2 El caso de paridad — (—1)J

Como se indica en la ecuación (4.43), tenemos que tratar con la matriz cuyos
elementos se expresan allí. Como primer punto, observamos que nuestros
estados están dados por

dónde r se restringe a los valores ' :

r = ±1 . - :: • (4.50)

y el último ket está definido en la ecuación (2.1), donde 5 toma los valores 0
o 1.

Tenemos que c^-ra = 1,. ...iV, con N siendo su valor máximo, ha sido
dado en la discusión del problema no relativista en la sección 4.3, mientras
que Rni(r} tiene la forma de la expresión (3.35) con p reemplazada por r.
Nuestro primer paso será obtener como funciones de r y d/dr, los elemen-
tos de matriz de HR a orden (1/c2) con respecto a la parte de spiri orbital

le.

< (j + T', s)jm\HR\(j + r,s)jm > (4.51)

con r, T7 = ±1 y HR dado por los términos hasta orden 1/c2 en la ecuación
(3.31).

Si s == 0 este elemento de matriz se obtiene de forma trivial,

A •' " (4.52)
8c2\drdr 4T )

El caso s = les más complejo. Para el término (S • L) en (3.31) podemos
reemplazarlo en (4.51) por

(4.53)
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El término más complicado es, sin duda,

^ p) V - (S • p >= Q{,T (4.54)

el cual se discute en el Apéndice C. Reemplazando los subíndices r ' = =bl y
r = ±1 solamente por ± en la posición correspondiente, tenemos

rz— +(2j + I ) 2 [ j-2 dr dr
m-i _ | _

r dr dr

+ (4.55)

(4.56)

QÚ =

rj\dr r

l d , ¿ ( j - l ) j l - l r f o d

) \ r2 dr dr\dr r)\dr r

r ) \dr r

r2
2 dr dr(2¿ +1) 2

Aunque no parezca obvio, al desarrollar los términos.en QJ
+_ y"QL+,

obtenemos que son idénticamente cero. En ese caso, resulta que al realizar
los cálculos el momento angular orbital es un buen número cuántico, y el
hecho de indicarlo así en las tablas [43] se fundamenta plenamente. En este
trabajo nos interesan solamente los operadores Qj

++ y Qt_. Para evaluar
las correcciones relativistas a los estados T, que se discuten en la siguiente
sección, los números cuánticos I = 0 y j = 1 están justificados, por lo que
usamos el operador QL—

Denotemos ahora al resto de los elementos de matriz respecto a los estados
,sp¿ívórbita en HR como . ,

TÍ,T =< (j + T', l)jm

d

dV 8 ldV
dr or r dr (j + T, l)jm >
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G7
T,T = < Ü + T',

r2 dr dr
X ^ . 2 ^ . (J+T)(7HT+1)1C
-~r — H r¿— HOTT' (4.60)r
2 dr

por tanto, tenemos los elementos de matriz de HR en la forma

ñ j ^ T j ñ j = ñj • (A fin

Lo que nos resta por el momento es calcular el elemento de matriz de
OT/T con respecto a las funciones de onda radiales, i.e-

f0

(4.62)

el cual requiere únicamente del conocimiento de las integrales en las cuales el
operador es función de alguna potencia de r de d/dr o de ambos. Tenemos
que [46]

lo cual implica que las integrales (4.62) adoptan la forma de la ecuación (4.9)
con k tomando algunos valores negativos. Por tanto, los elementos de matriz
de (4.61) pueden ser expresados en términos de 6(n'Z,nZ,fc) y coeficientes que
dependen de j . ; ,

No daremos los elementos de matriz de HR específicamente en función
de números, ya que son triviales de determinar y nos llevarían a expresiones
aún más extensas. ,

Nos concentraremos en cambio en un problema físico concreto: las co-
rrecciones relativistas a orden (1/c2) de los estados T en el botomonio, los
cuales serán discutidos en la siguiente sección.

i . ' ' i • • • • ! > ¡ i ' l .
' -.i'-1 í -Jí,,,.: ''L
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4.4.3 Las correciones relativistas a orden (1/c2) de los
estados (T) del botomonio

En la Fig. 1 observamos que los estados T corresponden a momento angular
orbital I = 0 {i.e. estados S) y momento angular total j = 1. La corrección
relativista a estos estados a orden 1/c2 está dada, en teoría de perturbaciones
a primer orden, por

/ Rn'G{r)O __Rao(r)r2dr \cAn . (4.64)

donde A tomará valores apropiados para cada uno de los estados X en la
primera columna de la Fig. 1.

Los coeficientes CAn han sido ya discutidos en la sección 4.3, por lo que
nos ocuparemos de la integral encerrada en los paréntesis cuadrados de la
expresión (4.64).

De la ecuación (4.61) se tiene

y empezaremos por discutir la integral en la ecuación (4.62) para el_término
QL- el cual, de la ecuación (4.56), es

f
/

Jo
2 r
9 Jo
2 r

+ 9/0

dr r) dr J \\dr r/dr
O fOO

en donde hemos hecho uso de la propiedad de hermiticidad

De la expresión (4.2) tenemos que la última integral de la ecuación (4.66)
se convierte en
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9

= g(rí + l)(n+l)b{n%nO,Q)

" | j ("' + l.)6(n'O, nO, 1) - ~ (n + l)6(n'O, 7*0,1) ,
2

+—6(n'0,n0,2) • (4.68)

habiendo empleado los coeficientes b(nfl, ni, k) definidos explícitamente en la
ecuación (4.9) y que han sido calculados en [41].

Para la primera integral en la parte derecha de la expresión (4.66) hemos
hecho uso de la ecuación [46]

~K{r) = -£"íí(r) (4.69)

para obtener

d l \ d

ar r/dr

Por tanto, la integral a la que aludimos, que será denotada por X, toma
la forma siguiente

z =

iW + (r + l)ÜÍUi(r) + ¿L2M] } * (4.71)

Para evaluar la integral X requerimos calcular integrales del tipo

rrkL£,(r)Ll{r)dr, k = 0,1,2 (4.72)

las cuales se discuten en el Apéndice D, usando la función generadora de los
polinomios asociados de Laguerre

^ g l - í r K » (4.73)
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Las integrales que involucran Ti_ y Gl__ pueden evaluarse en una forma
similar y podemos obtener, por tanto, el valor numérico de los elementos de
matriz de la ecuación (4.64) para un valor dado del parámetro q y usando los
coeficientes CAn que han sido calculados previamente al resolver el problema
no relativista. En la Tabla II, multiplicamos los valores obtenidos por el
factor (pftf^/h2) y tenemos la corrección relativista a orden (1/c2) en GeV,
comparándola con la aproximación no relativista que se calculó previamente.

1 = 0, j = l
Notación

T(25) - T(15)
T(35) - T(1S)
T{4S) - T(XS)

•T(10860)-T(lSf)
T(11020)-T(l£f)

GeV
Experimental

0.56296
0.8949
1.1197
1.4047
1.5587

eó
Teórico

0.573621
0.928582

1.2177
1.47197
1.70366

Ae¿ - Ae^
Corrección relativista

-0.001567230
-0.000747538
-0.000523218
-0.000447207
-0.000423974

Tabla II: Espectro experimental de los estados (T) del botomonio y correc-
ciones teóricas relativistas.
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Capítulo 5

El problema relativista de dos
cuerpos con spin y masas
diferentes

Hasta ahora hemos discutido los problemas del positronio y el botomonio,
para los cuales la partícula y la antipartícula tienen la misma masa. Existen
otros ejemplos de quarkonio en los cuales las masas son diferentes, y nos
gustaría extender nuestros resultados de tal forma que estos casos pudieran
ser analizados. .

Tomaremos como potencial a V'^J)i el mismo de la expresión (1.20), pero
ahora las masas de las partículas en unidades c.g.s. se denotarán por m'1? m

f
2.

Las masas reducida y total, en las mismas unidades, son

/i' \ 2 o — = — + — , M'±=m\±m!2 5.1)

donde también hemos incluido M- como la diferencia de las masas.
La ecuación equivalente a la expresión (1.23) para masas iguales, se es-

cribe ahora como

{[¿(a! - a2) • p'] -f mit/2/?! + m'2d
2p2 + V'(r')}* = &* (5.2)

Para hacer esta ecuación adimensional, procedemos como en la ecuación
(1.22), tomando \¿ = %' — b'2 = 1, lo cual nos da las unidades de energía,
longitud y momentum, respectivamente .

n2 ' tfv» n {b-d)

49
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Definimos las variables adimensionales £ , r ,p ,
guientes relaciones

V&'2

de aquí que la ecuación (5.2) se transforma en

mediante las si-

mí
= -—m2 =

roí

(5:4)

- a2) • p] 4- (5.5)

donde

b'2
(5.6)

siendo c la velocidad de la luz adimensional en las unidades dadas, mientras
quec' = 3x 1010(cm/s).

Las matrices ai,ota,hiPz están dadas en la ecuación (1.27) y, por tanto,
la expresión correspondiente,a la fórmula (1.28) se convierte en

2c

/ 0

- s 2 - p
o

0 -
0

V o

\E-V{r)]

si • p
0
0

- s 2 • p
0 0
M- 0
0 M_
0 . 0

n o o o\
0 1 0 0
0 0 .1 0
o o o i ;

-s2-p
o
o

Si • p

o \
o
o

0 \
- s 2 -p
sa • p

o y

= 0 (5.7)

donde Si,S2 están definidos en términos de las matrices de spin de Pauli
mediante la ecuación (1.29) y M± = m i ± m%.

La matriz de la ecuación (5.7) puede ser escrita en términos de subma-
trices, i.e.
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2c
- s 2 • p s i • p

- V(r) - M|_c2

O

—s 2 • p Si • p

O * U o (5.8)

^
-0

o

Ya que i? es la energía total, podemos escribirla como

E = 2M+c2 + e (5.10)

con e como la energía de amarre que queremos determinar. Empleamos la
notación abreviada . .

w±~E- V(r) ± M+c2, w± = E- V(r) ± M_c2. . (5.11)

la cual, por medio de las ecuaciones (5.1), (5.10) se lee como

( e _ V(r) \ f e — V(r) \
1 4- — — Y ~ ) , w_ = 2m2c2 11 + — ^ I (5.12)

IÜ+ = 2M+c2 + e - V(r), «;_ = € - "K(r) (5.13)

Dado que el inverso de una matriz diagonal es el inverso de sus elementos,
podemos escribir a la ecuación (5.9) de la siguiente forma

2c cu.-
1 0

0
Si • p —S2 • p

—s2 • p Si • p
(5.14)

Sustituyendo este valor en la expresión (5.8), llegarnos a la ecuación

'íl1- 0
4c? i - p - s 2 - p

s2 • p Si - p
Si • p - S 2 • p

- s 2 • p si • p

0 cu

;_ 0

- i

[ S I - (5.15)

Observamos que

(5.16)
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donde t = 1,2. Haciendo este reemplazo en la primera matriz de la ecuación
(5.15), obtenemos

4c21 ^+Hsi • P ) -wrx(s2 • p) i r Si • p ~s 2 • p
- Ü ; + 1 ( S 2 • P) üC^Si • P) J L - S 2 • p S! • p

+ _ r_i w+tfa-T) - a C 2 ( s 2 - r ) j I" S i - p : - s a - p l
' dr [-w72(s2 r r) ^Z2(s! • r) J L - s 2 • p; sx • p Jir u,i L ^ +

Realizando las multiplicaciones de matrices que se indican en la ecuación
(5.17) finalmente tenemos

I+1(S1 • P)(S1 • p) -i- W l 1 ( s 2 • P){S2 • p) -W+ 1(Si • p ) ( s 2 • p ) - Wl1(S2 • p ) ( s i - p)

¡} , (S2 • p ) ( s i " p ) — UJ_ (BI • p)(S2 • p ) <*} i (S2 " Pj( s2 " p) "I" UJ_ (si • p ) ( s i • p)

4^dV; I ( i ) ( i p ) + - 2 ( s 2 - r ) ( s 2 - p ) -w^2(ai -r)(s2 • p) - wI 2 (s 2 • r)(si • p
ir dr [~a»^ 2 (8 2 - r ) ( s i -p ) -u ) I 2 ( s i - r ) ( s2 -p) w~2(s2 • r)(s2 • p) + wI2(si • r)(si • p)

Podemos simplificar algunos de los términos usando la bien conocida
fórmula del producto de matrices de spin de Pauli, i.e.

<7i<jj = SÍJ + úijkcrk ' (5.19)

la cual, según las definiciones de la ecuación (1.29), implica

1 i

SÍSJ = --SÍJ + -eyfcSfe (5.20)

- De (5.20) obtenemos inmediatamente que

(sÉ-p)(s£-p) = i?>2, í = l o 2. . (5.21)
Para los términos (si • p)(s2 • p) notamos que, ya que Si, s2 se refieren a

partículas diferentes, luego entonces conmutan y también las p's conmutan,
por lo que podemos escribir
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(Sl-p)(s2-p) ==

(si • p)(si • p) + (s2 • p)(s2 • p)

(5.22)

donde
S = s2 (5.23)

es el spin total.,
Volviendo ahora a la segunda matriz en la expresión (5.18), tenemos los

siguientes términos

[1
j

(5.24)

donde, como antes, L = r x p y designamos el término completo por ai.
Además, .

1 i
(s2 • r)(s2 • p)' = - ( r • p) + - ( s 2 • L) = a2 (5.25)

Sustituimos aLora estos resultados en la ecuación (5.18), y obtenemos

ÍP

tr dr -wT 2 ( s 2 • r)(si • p) —w~. (SÍ • r)(s2 • p)

0

. - 2 , (Ba • p) - w_2(s2 • r)(si • p)

; 7 íi2 + ^1 ai

(5.26)

Si en la expresión (5.26) hacemos mi •= m2 = m, tenemos que M_ =
0, M + = 2m, /i = m/2 y recuperamos el caso de masas iguales expresado en
la ecuación (2.14).

Limitemos ahora nuestro hamiltoniano hasta términos de orden (1/c2).
Para llevar a cabo nuestro objetivo, hagamos notar que de la ecuación (5.12)
se tiene
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2raic2

4c2uC2 =

m2

1
(5.27)

De aquí que en la expresión (5.26) podamos reemplazar, hasta orden

(e-V)

J2_
m 2

(5.28)

Antes de hacer esto, notemos que la ecuación (5.26) puede escribirse como

lo cual implica que ipijip^, denotando ambas por ip^ satisfacen también la
ecuación dada por el determinante

(AI) - BÓty = 0 (5.30)

y donde A,B}C,D están dados por los operadores correspondientes en la
matriz (5.26). Podemos dividir a la ecuación (5.30) por cualquier constante
numérica, la cual será para nuestros propósitos ~2M+c2, por lo que tenemos

[~A(D/2M+c2) + B(C/2M+c2)] ip = 0 (5.31)

Ahora usaremos la notación compacta dada en la ecuación (3.25) i.e.

u=.-p , v = -p .-{ -p) { . )

y además hacemos las siguientes definiciones

d s . — - j - , 61 = (Si • r)(s2 • p) , b2 ^ (s2' • r)(si • p) (5.33)
ir ar . ,

Acudiendo a las ecuaciones (5.27), la expresión (5.31) toma la forma
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(e-V)u-2da1'\ _ \{e-V)u~2da2

2m2c2 J L 2m¡c2

(e-VU
2 M + c 2 ' ( • • ' •

2mf&

(e - 2db

x (5.34)

. Eliminando de esta ecuación todos los términos de orden mayor que 1/c2

obtenemos

Í712/

1

V-e\-
(e - V)u - (e - V)u - 2da2

\m1

1

+ y-€

+ — ]v
m 2 /

2M+cs u -

(5.35)

Para el caso en que mi = m2 = m, que en nuestras unidades significa
m = 2, M + = 4, la ecuación se reduce a aquella en la cual las masas son
iguales, i.e. la expresión (3.31).

Cuando c —+ oo recuperamos la ecuación no relativista,

2 m2
(5.36)

por lo tanto, e será la energía no relativista calculada en la sección 4 .1 . En-
tonces requerimos que todos los términos en [e — V(r)] de orden (1/c2) sean
reemplazados por (p2/2//), con \i = mim2(mi + m2)~1, y de esta forma
llegamos a la siguiente expresión para nuestro hamiltoniano, cuando las
masas son diferentes

.2
H = iBL idy_^

-—(si-L)
r dr

2m¡c2

i
\212

2M+c2 (5.37)
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Para llevar a cabo los cálculos de los eigenvalores de este hamiltonia-
no debemos considerar primero los eigenvalores de la parte no relativista
[(p2/2//) — V(r)], al igual que hicimos en la sección.4.1, después obtener los
correspondientes eigenvectores de la sección 4.3, y con ellos calcular el valor
de expectación de la parte (1/c2) del hamiltoniano. No discutiremos ejemplos
numéricos de este tipo en la presente tesis.



Capítulo 6

Conclusiones

El propósito de este trabajo ha.sido desarrollar un formalismo que describa
el problema de dos cuerpos con spin en el marco de la mecánica cuántica re-
lativista. En particular, hemos analizado los casos del positronio y el quarko-
nio (botomonio). No hemos intentado, sin embargo, hacer comparaciones con
todos los resultados de otros análisis dedicados a los problemas aquí conside-
rados, pero sí con algunos datos experimentales.

Respecto al caso del positronio, puede decirse que el problema radial exac-
to con spines 1 o 0, (orto o parapositronio respectivamente), es similar a la
ecuación de Dirac para una sola partícula, con un potencial del tipo r"1 y con
spin 1/2. Contrario a lo que ocurre con el problema de un solo cuerpo, las
ecuaciones radiales para el positronio no parecen tener una solución mediante
una relación de recurrencia, sin embargo, ha sido posible obtener las correc-
ciones relativistas al sistema, hasta orden (1/c2). Dichas correcciones son
muy diferentes para el orto y el parapositronio, como ocurre también para el
átomo de hidrógeno. Asimismo, podemos concluir que, en nuestro formalis-
mo, las correcciones relativistas al positronio resultan ser muy pequeñas com-
paradas con la energía no relativista del sistema, í.'e. • (l/2z/2). El término
(1/c2), en nuestras unidades, es de aproximadamente 10~5, por lo que es per-
fectamente válido el habernos limitado a la teoría de perturbaciones a. primer
orden. Existen muchos trabajos acerca del positronio que van a potencias
mayores en (1/c3), y que ya hemos referido anteriormente. En particular, lla-
ma la atención el artículo de Kniehl et al. [47] en el cual se hacen cálculos, en
el formalismo de la electrodinámica cuántica, a órdenes muy altos en (e2/ñc).

En lo que respecta al quarkonio, hemos formulado el caso no relativista y
las correcciones relativistas hasta orden (1/c2), en los casos de masas iguales
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y masas diferentes, tratando con un potencial central general. Nos hemos
ocupado, específicamente, del caso del botomonio y el llamado potencial
"Coulomb más lineal", el cual posee dos parámetros que han sido tomados
de ajustes a los datos experimentales. Debemos hacer notar que ni el proble-
ma relativista ni el no relativista se pueden resolver analíticamente, por lo
que es preciso recurrir a métodos numéricos. Para hacer los cálculos, se ha
usado la base no ortonormal de funciones de Sturm-Coulomb. Los resultados
se han obtenido utilizando matrices de dimensión 100 x 100; es posible ir a
matrices de mayores dimensiones, pero habiendo probado el método en matri-
ces cuadradas de órdenes 10, 20 y 50, podemos concluir que la base utilizada
converge rápidamente para el hamiltoniano que tenemos. Es así que una
matriz de 100 x 100 da resultados confiables para los primeros estados. Dado
que el botona es un quark pesado, hemos obtenido que la aproximación no
relativista (con el potencial de quarks elegido) tiene un acuerdo satisfactorio
con los datos experimentales. Respecto a las correcciones relativistas, éstas
han resultado ser aproximadamente tres órdenes de magnitud más pequeñas
que la diferencia de energías entre las partículas x&i(l-P) y X&i(2-P)- Para los
estados T, la corrección relativista a la diferencia energética entre T(2S) y
T(15) aproxima un poco más el resultado teórico, de tal forma que nuestro
cálculo difiere en 1.6% del dato experimental. Para las otras partículas T
consideradas, la corrección relativista mejora ligeramente los resultados de la
teoría. Cabe señalar que, aunque no aparece en el presente trabajo, también
se calculó el sistema charmonio [48, 49, 50]. Debido a que el quark charra es
más ligero que el botom, el resultado obtenido con un potencial de quarks
del tipo "Coulomb más lineal" es menos satisfactorio que para el caso del
botomonio, siendo las correcciones relativistas de mayor magnitud. Sin em-
bargo,, los resultados para el charmonio tienen un acuerdo razonable con los
datos experimentales.

Finalmente, es preciso indicar que egta formulación del problema de dos
cuerpos con spin puede hacerse para otras clases de potencial, como sería
el caso del potencial de quarks sugerido por Isgur [51], que es de tipo ten-
sorial. Para este caso, ya han sido calculados los elementos de matriz del
hamiltoniano correspondiente, en la base de estados de oscilador armónico
[52], utilizando el concepto de "spin de signo" formulado por Moshinsky et
al. [53,.54, 55, 56, 57, 58, 59]. : '



Apéndice A

Cálculo de los elementos de
matriz relevantes para epni y

Empezaremos con el caso del parapositronio, y ya que no hay parte de spin,
i.e. s =• 0, el estado de la expresión (3:33) se reduce únicamente a la parte
orbital

\njm>=Rnj(r}\jm>^Rnj(r)Y:Jm(e,<p) (A.l)

y, por tanto, se tiene

njm\Hp\njm >=-— -

32c2 < njm\pA\njm > (A.2)

Usando las ecuaciones (3.34), (3.35) el segundo término en la parte derecha
de la expresión (A.2) se convierte en .

= sW |5'° (A.3)

El último término en el lado derecho de la ecuación (A.2) se puede ex-
presar como . .
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njm\p4\njm

= 32? i,
donde, obviamente, se tiene

32c2

1 f°°
" (A.4)

l »f (A,)
de aquí que nuestra integral resulta ser

2

habiendo reemplazado rRnj(r) por R{nj) en la notación de la referencia [24].
Usando la Tabla 25 de [24] obtenemos de la expresión (A.6) la relación que
ponemos a continuación

1 i r / 1 \ i

(A.7)

En la ecuación (3.39) obtenemos finalmente la energía del parapositronio
hasta la aproximación (1/c2).

En el caso del ortopositronio discutiremos primero p2(S • p)2 y (S • p)4

pero se ha mostrado en la referencia [26] p. 346, fórmula. (64.7d), que

< (j, l)jm|(S • P)a)(í, D¿m >= [ - ' ^ / l + fcll] (A.8)

Por consiguiente p2(S • p)2 y (S • p)4 se reducen a p4 que ha sido evaluada
en (A.7).

Permanece entonces el término r~z(S -X) cuyo elemento de matriz es

< n(j, l)jm|r"3(S • L)|«(j, l)jm >=
1 i

J i ^ y d ( l ) | S L|Ü !)Ím > (A-9)

El último elemento de matriz es evidentemente — 1, y la integral radial
puede expresarse como

roo i

/ R(nj)~R(nj)dr (A.10)
Jo ra
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donde hemos usado nuevamente la notación de la referencia [24], de aquí que
empleando la Tabla 25 p. 117 [24], tenemos que (A.10) se expresa como .

(A.11)
\)J

Nótese que j > 0, porque para j = 0 el ket de la ecuación (2.1) si s ~ 1
se convierte en |(0,1)00 >, el cual no existe.

Combinando todos los términos en < n(j,l)jm\H0\n(jyl)jm > se llega
al valor de e ^ expresado en la ecuación (3.41).
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Apéndice B

Cálculo de los coeficientes
b(nflf, ni, k) para el caso k < 0

Usando la función generadora de los polinomios asociados de Laguerre (4.73)
y la fórmula de desarrollo en serie (3.10) tenemos, análogamente a los cálculos
realizados en [41], que

_ -/

Z

!

Haciendo m +
/*OO

/ r*í
Jo
— R ... 7
— JJJIU'Í

min(n',n)

3=0

para & < 0.
Con

s — n

UWJ

(7 -1

y m

B»i(r)

- f c +
0'-

+ s = n, obtenemos

• n ; — s)\{l — lr — k-)r'¡

1 - k)\(nf - 3)1(1 - V

finalmente

n — o l í i / _ 1 /* _[_ I/* . f. o l í

— fc)I(n —JS)!B!

» . (B.5)
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Apéndice C

Cálculo del operador Q_

Hemos definido

Se presentan dos casos, según la.paridad.

C.2 C a s o l = j ± l ; p a r i d a d -

Empecemos por escribir

<Ü + r\l)jm\(S-p)\(j,l)jm>
x < (j, l)jm\(S • p)|(j +T,l)jm >

65

(C.l)

C.l

Sabemos

por tanto

Caso 1 =_. / .= j ;

que [26]

<(Í.I)M(S"-P)V

paridad (—1)J

¡ i d d
r2 dr dr

=< (j, l)jm\p \{J,

-(S-p)2]|Ü,l)jm>=

ÍÜ + D1

0

(C.2)

(C.3)

(C.4)
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Calculemos los dos distintos elementos de matriz de (S • p) [45]:

< tí + rr, l)jm|(S • p)|Ü, l)jm >=

(-lf+1WUi + r, 11; l?){3[2(j + T) + 1]}*
x<j + r'\\p\\j>V2 (C.5)

(j, l)jro|(S • p)|(í + r, \)jm >=

Tjt 11; lj)[3(2j + 1)]* < j\\p\\j

ya que

por lo tanto, tenemos

< tí + T', l)jm|(S • p)2|(j + r, l)jm >=

(-IJ^WÜ + ^J, Ü;"y)Wr(í + r, 11; lj)[2(j + r) + 1]*
(2j + 1)* < j + T'HPIIJ >< JIIPUJ -f- r >

Los coeficientes de Racah que se requieren [16] son

- (-i)

j-lj,ll;lj) = (-1)

(C.6)

(C.7)

(2J +1).

Mientras que el elemento de matriz correspondiente a p2 es

(C.8)

(C.9)

(CIO)

tí >= dr

Por otra parte, podemos escribir
(C.ll)

i . • • . - • - •

1. i'í.sí.'.V
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V p)2]|(j + r, l)jm >=< Ü + r",l)jm|(S-P)2[p

¿ < (j + T", l)jm|(S • p)2|(j + / , l)jm >
T ' = - 1 • • • • • .

x < (j + T', l)jm\p2 - (S • p)2\(j + r, í)jm >

=< (j + r", l)jm\(S • pf\(j + 1, l)jm >

x < (j + 1, l)jm\p2 - (S • p)2|Ü + r,

< {j - 1, l)jm\p2 - (S • p)2|Ü + T, í)jm >

Además

Tenemos cuatro casos diferentes:

(C.12)

(C.13)

G.2.1 T' = T = 1

p + y, 11; li)]2(6)(2j + 3)i
x(2j + 1)3 < j + l\\p\\j >< JIIPIJJ -f 1 >

) +

dr r) \dr r

(i+ 1)0'1 r* h ̂ ——'-^——- ÍC.14)
rÁdr dr r¿

Calculemos ahora el elemento correspondiente a p2 — (S • p)2,

< (j -I-1, l)jm\p2 - (S • p)2 |(j + 1, l)jm >

+ w ' T ' / (C.15)
r2 dr c?r

Y con estos elementos, finalmente tenemos,
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_ ]_±r2±
(2j + I)2 L r2 dr dr r

1 d , á
9j ' j "I

~T

X -r-

r/ \dr r

.dr r J\dr r

C..2.2 r ' = r = - 1

(C.16)

- (-1)[WÜ - 1¿ll;,lj)]2(6)(2j - 3)* x (2j + 1)*

1 rf
 r 2 d |

2 d d
(C.17)

También podemos escribir,

< (j - l,l)jm\p2 - {S

2 j
1 d^d ,
2 d ¿

¿Ü-l)'
r2 dr í¿r r2 (C.18)

Y obtenemos,

l\(.d

r 7 Vdr ' r J\dr
\(.d i)(±

r) \dr
3(3 +1)
(2¿ + l)2L r2dr' dr ' r ;

r¿ dr dr
(C.19)
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C.2.3 r ' = 1 , T = - 1

< (j + 1, l)jm|(S • p)2|(j - 1, l)¿m >•

j - 1¿, 11; l¿)]*Hr(i + y , 11; lj f 3)

2J.+
j-l-V/d

dr r j \dr r

Mientras que p2 - (S • p) 2 está dado como,

(C.20)

i) (£ _ Lzl)
r) \dr. r )

(C.21)
Y por tanto,

<3'+_ = < (; + 1, l) jm|(S • p)2\p2 - (S • p)2]|(j - 1, l)jm >

(2j + 1 ) 2 dr
d- j\/d , j -
dr rj\dr r

(2j'H-l)2 \dr r)\dr

C.2.4 T' = - l , r = 1

r2 dr dr r2 (C.22)

-i- y» ni
ilblli +1

- 1 )

i(
+1 \dr r dr r

(C.23)

En tanto que p2 - (S - p) 2 se expresa por,

\dr

x
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Obteniéndose finalmente,

QL+ =< (j - 1, l)¿m|(S • p ) V - (S • p)2]|0' + 1, l)jm >

(2j + 1 ) 2 L r2 dr dr r2 J \dr r)\dr

/d j \ / d j - 1 \ r l d r á d ( ( j - l ) j

r

(2j +1)2 Vdr r / Vár r / L r2 dr dr

JU(2j +1)2 \dr r J \dr r
i+ 2)'

L • r¿ dr dr

(¿ | ü i ) j i / d (

¿ 2 J Vd(2j +1)2

x (Í- + í±2) (C25)
Var r J /

; / • _ ; • . ' - ' f > :



Apéndice D

- 1
Cálculo del operador O

Sabemos que,

A1 — ni
8c2 8c2 (D.l)

En el caso particular del operador QL_, nos falta calcular la integral
designada por X, y que está definida como

X =

x

(D.2)

Así que es menester calcular integrales del tipo siguiente, que denotaremos
por A ' ' •

A = i e"-rkL£,(r)L%l(r)dr, k = 0,1,2 (D.3)
Jo

Usando la función generadora de los polinomios asociados de Laguerre

(1 - exp (D,4)
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podemos escribir

Z
(1 - z)^'1 exp dr

_J 1 fe

JO
rfcea:p

l-z'z
- r -

Definimos ahora

por tanto

r — u

1
( 1 -

( 1 -

-z!
z')(í

z')(l

z
-*)

-*)
l-zfz

Sustituyendo en la ecuación para A, tenemos

dr (D.5)

(D.6)

(D.7)

l-z'z

fc+1

/ uke~udu
Jo

•fe!

í7l',J7i=0

Por consiguiente

(D.8)

; (D.9)

, A partir de este momento hacemos los desarrollos en serie de los factores
que conforman a A, usando las siguientes fórmulas, según si los exrjonentes
son mayores o menores que cero [23]

(1 - x)-" =
i-0
oo.

\ p>0

i> p>0 (D.10)

Observamos que se presentan cuatro casos, que a continuación calculamos.



D. l -a' + k<0
—a + k < O
- f c - 1 < O

Tenemos entonces

¿S
fc

73

(D.ll)

D.2 -a' + fc > 0
-ct + k < 0
- f c - 1 < 0

Obtenemos

n, (D.12)

D.3 - a ' + fc < 0
- a + fc > 0
-fc - 1 < 0

Paxa este caso,

V ;
3=0.

{a'-k- X)\{n' -s)\(-a s)\{n- s)\s\
K }
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D.4 -a' + k>0
—a + k > O
-fe-l<0

Se tiene entonces

™*^,«) (-0/ + fc)¡(-« + fc)l(Jb + s)!
l i x } fa' + k n t + sy(n's)\(a + knlsy(n3)ls\ K J

Con ayuda de estas ecuaciones, calculamos el operador Q_
Por otra parte,

«--(Sé)
pero,

r dr r¿

entonces,

é
Por tanto,

/>O

JO

' 2 s=0

Mientras que el operador Gl__ se puede escribir como

¡ • • ' • • ' * • ' •



75

Rn>o{r)Gl_RnO(r)r2dr =

= r
JO

debido a que p2 es un operador hermitiano.
Pero, además, sabemos que la ecuación que cumplen las funciones de

Sturm-Coulomb es,

(D.20)

Finalmente tenemos,

= (rí -f

+ lo

l)6(n'0,n0,l)

(D.21)

Usando las expresiones para los operadores QL_,T__ y G__ podemos
calcular el operador Ó]__.
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