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Resumen

La ecuacién de Dirac para una sola particula en un campo electromagnético
ha tenido gran éxito en sus predicciones. Para mds de una particula, el
tratamiento se hace usualmente mediante la teoria cudntica de campo. En
este trabajo seguf el enfoque original de Dirac, mostrando que las energias
cinética y potencial de un problema de muchos cuerpos se pueden expresar
en una forma invariante de Lorentz, lo que permite también la eliminacién
del movimiente del centro de masa. Posteriormente, calculé el hamiltoniano
para un sistema de dos cuerpos con spin usando una interaccién que, en
casos especiales, se reduce a la del positronio. Del conjunto de ecuaciones de
primer orden derivé las ecuaciones de segundo orden, que incluyen el limite
no relativista as{ como la expansién en potencias de (1/c?). La solucién
no relativista en el caso del positronio es bien conocida, en tanto que, para
el quarkonio, resolvi el problema numéricamente. Finalmente, evalué las
correcciones relativistas a orden {1/c*) para ambos sistemas, calculando los
respectivos elementos de matriz en la representacién de los eigenestados no
relativistas. '
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Abstract

The single particle Dirac equation in an electromagnetic field had many suc-
cessful predictions. For more than one particle, the approach is usually done
through quantum field theory. In this work, we follow the original Dirac
approach by showing that the kinetic and potential energies of a many body
problem can be expressed in a Lorentz invariant way, which allows also the
elimination of the center of mass motion. We then proceed to the derivation
of the Hamiltonian for a two body system with spin using an interaction
that, for special cases, reduces to the one of positronium or quarkonium. We
derive from the first order set of equations the ones of second order, that
include the non-relativistic limit as well as the expansion in powers of (1/c?).
The solution of the non-relativistic case for positronium is well known and for
quarkonium we solve it numerically. Then we evaluate the relativistic correc-
tions to order (1/c?) for both systems by calculating their matrix elements
with respect to the non-relativistic eigenstates.
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Capitulo 1 |
Formulacion del problema

1.1 Introduccién

La ecuacién-de Dirac para una sola particula en un ¢ampo electromagnético
tuvo un gran €xito al explicar muchos aspectos de fenémenos relativistas en
Mecénica Cudntica. Para mds de una particula cargada, las interacciones
~ se discuten usualmente en una teorfa relativista y cudntica de campo. Sin
embargo, es de interés una descripcion a lo largo de las lineas seguidas por
Dirac para el caso de una sola particula [1], como hicieron para ¢l problema de
muchos cuerpos Barut [2, 3] y Moshinsky [4, 5, 6, 7]. Los anlisis mencionados
permiten escribir una, sola ecuacién para. el sistema de muchos cuerpos, que
es invariante ante el grupo de Poincaré y, ademds, dan la posibilidad de
eliminar el movimiento del centro de masa, también en forma invariante,
ante el grupo sefialado. Se puede, pues, discutir el problema relativista de
muchos cuerpos con interaccién en el sistema del ¢centro de masa en donde
.toma una forma simple, dando lugar a un ha;rmltomano independiente de los
t1empos presentes en el formalismo.

" El sistema més sencillo al que se puede aplicar el método anterior es el de
dos cuerpos con spin % interactuando a través de un potencial dependiente
sélo de la distancia relativa entre ellos. El hamiltoniano del problema serd
analizado en el caso del positronio y del quarkonio (sistemas guark-antiquark).

7
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2 Invarlanc,la del problema de muchos cuer-

RO

k
1

\\‘

.‘pos ante el grupo de Poincaré y elimi-
nacion del movimiento del centro de masa

Para problemas no relativistas el paso de la ecuacién de Schrédinger de un
cuerpo a muchos cuerpos es inmediato. El caso de pa:ntl’cula's"‘j:elativistas
es mas complejo porque aun sin interaccidn y con un sistema de particulas
idénticas de spin % la ecuacion invariante de Poincaré

nooo L
D (pus+ W =0 2 - (L)
g=1

introduce el tiempo asociado con cada particula ya que pos = —i8/8zp,. En

(1.1) utilizamos unidades en que i = m, = ¢ = 1, p,, es el vector covariante
de energia y cantidad de movimienfo y v¥ es un cuadrwector con las matrices
~ de Dirac asociadas con cada particula s =1,.

;Cémo podemos formular un problema 1nvarlaute de Poincaré pero que
en el sistema centro de masa dependa de un solo tiempo? Barut ef al. |2, 3]
mostraron un ‘procedimiento y Moshinsky dio una formulacmn diferente [4]

.. que-ahora presentaremos. : : :

. Para este proposito, denotaremos por ('“’u) aun cuadnvector temporalmde
v umtano lo que 1mphca. que es posible encontrar un sistema de referencia
en el cual : -
(u#)—‘(ID(]O) - (12)_

Ademés, introduciremos n cuadrivectores matriciales '7;‘, en doude p, =
0,1,2,3; s—12 nconladeﬁmmon

ﬁg, ')rs ﬂaazs, T i=1,2, 3 s=1,2,..n (1.3)
" donde ﬁ v o t1enen la deﬁmcxon usual [8] v la metrlca g,m, cons1dera.da es
G = 0 si pu#v, 911 = fg22.7 g33 = —4Goo = 1 (1.4)

~ Con la ayuda de los cuadrivectores (1 2) (1.3)_ definimos los siguientes
‘escalares de Lorentz - N -

eefi () e (o) a9
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donde los indices griegos repetidos se suman sobre #=0,1,2,3. Nétese que
- (Yu,)™ en (1.5) elimina el correspondiente t6rmino en I', por lo que T, tiene

‘todavia forma. de producto. o .
‘Moshinsky propone la ecuacién invariante de Poincaré de la forma

n

ZPH(7§pﬂs+1)"r{)=G S ‘(1-6)

§=1

para, el sistema de n ‘particulas libres de spin 3. ,

Procederemos ahora a mostrar que la ecuacién (1.6) en el sistems de
referencia donde la (u,) toma la forma (1.2), se reduce a una donde sélo
-aparece un tiempo relacionado con la energia total Fy, el cual es parte del
~ vector de energia-momento

Pu=) puy £=0,1,2,3 . (1.7)
8=1

Para u, = (1,0,0,0) Ia ecﬁacién_(l.ﬁ) toma la forma

{FOZM +> I3, p, +1)J¢=_0, o (18)

a=1 =1 :
=1, =)o, (1.9)
r=1 - ) . .

“en donde las letras negritas significan Avéctores tridimensionales. '
Multiplicando (1.8) por I'’ y haciendo uso de (1.3), (1.9) y de que (2)-?
s (J;, obtenemos - , _ .

[~ 7+ >y b, +a)|v=0 (1.10)
a=1 . .
donde por nuestra métrica Py =—P" Ya que P es lalen'ergia, total & del .
- sistema, la ecuacién (1.10) toma 18 forma usual para partfculas libres, es decir
L Yo p+ B = By ()
: g=1 ' . : ' ’ :
El siguiente punto es elimin i ar el movimieﬁto_del centro de masa de Ia
ecuacién (1.6), ¥ con este fin introducimos o] cuadrivector de energia~-momento
© (1.7) el cual se reduce a F; para __la parte espacialoide, ¢ = 1,2, 3.
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Nos gusta.fla estudiar nuestro problema en el sistema’de teferencia en
donde ¢l centro de masa se encuentre en reposo, y.esto nos sugiere. inmedia-
tamente que el cuadnvector temporalcnde unitario debe deﬁ_m_rse coOmo

u, = P,(—P P"’)" (1.12)

yasi P,=0,i=1, 2371,#—(1 000)

- Procedamos ahora a poner la interaccién de una forma que sea invariante
de Poincaré. Observamos que este término depende de la distancia relafiva
entre los cuadrivectores eorrespondientes a los dos eventos, es decir, -

T =Ty — T, (1.13)
y mnos interesa que z, se reduzca a su parte espacial en el sistema centro de

masa. _
Esto puede lograrse si definimos

Tlp =Tp— (zru” )“ﬂ s o (114)

con u, dado por (1.12), ya que cuando P; =0, i = 1 2,3, u, = (1 0,0,0) y
z10="0, T3 = T;.
La magnitud al cuadrado dez,, se llamara r? y se define como,

2 = (z 7)) (1.15)

y por consiguiente cualquier funcién de r? es invariante de Poincaré, y en

particular éste es el caso'de =1 en el potencial del positronio,: y de ren

el potencial del quarkonio. ' Por tanto, hemos establecido la invariancia de

Poincaré del hamiltoniano con el que trabajaremos, y que para n = 2 es el
siguiente

= (co - P} + m’lc’zﬁl) + (g - ph+ mzc’zﬁg) + V(r’) (L. 16)

en donde " = |rj — r2| my; My Y Ph,Phy son respectlvamente las masas y
mémenta de las dos particulas y V(r') el potencial central. En adelante, las
variables en el sistema c¢.g.s. se denotardn como primadas, ya que deseamos
reservar las letras sin primas para otros sistemas mas adecuados de unidades.

" Podemos pésar al sistema de referencia del centro de masa haciendo uso
- de las deﬁmcmnes de cantidad de mowmlento total y relativo '
| P L, P

pi=%5+p, m=5-p o (117
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0, de manera equivalente

P=pi+p;, P=5@i-py) (118

‘I'.\Jl—*

Ya que no nos miteresa el mov1m1ento del sistemna como un todo, tomamos
P’ = 0 y de aqui que la, -ecuacién de Schrodlnger resulta.nte sea

| {[C’ (cr — az) -p' + P(mif + mgﬁz)] + V(r')}mp; E'U (1.19)

1.3 Dlscusmn del poten(:lal que se va a em-
plear

Uno de los potencw.les mas usa.dos para la, interaccion entre guarks es el
llamado “Coulomb maés lineal”.

- Su derivacién estd basada en el hecho de que la interaccién entre quarks
o un quarky un antiguark contiene una parte relacionada con el mtercamblo
de un gludn.

Como el problema es similar al de dos electrones interaccionando mediante
el intercambio de un fotén, la contribucién al potencial serd del tipo coulom-
biano, esto es —b2/r. Por otro lado, el hecho de que los quarks estén siempre
confinados requiere de un potencial que vaya a infinito cuando r — co. El
potencial que se emplea con més. frecuencia es el lineal, o sea ¢'. Tanto ¥

como ¢ son valores numéricos que dependen del problema. Vamos pues a-

considerar un potencial de la forma [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]

' bf2 :
V(r)y=4q¢7r — o (1.20)

Esto incluye el caso del positronio en donde ¢ =0,0=¢e (la carga. del
electrén); usamos el coeficiente &2 para enfatizar el hecho de que es positivo
y tiene las mismas unidades que ez
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1.4 Derivacién del hamiltoniano

En la ecuacién (1.16) mostramos la forma que adopta el hamiltoniano en
unidades c.g.s. para un sistema de dos cuérpos, y consideraremos un poten-
cial de la forma dada en la ecuacion (1.20). Es conveniente emplear unidades
_para las cuales tanto H' como las variables r’, p’.son adimensionales.
 Yistas pueden escogerse de varias maneras, pero la més adecua.da es tomar
un conjunto de unidades atémicas modificadas, a saber,

h=p=b=1 . . - (121)

con 5?2 siendo la intensidad de la parte coulombiana del potencial de la
ecuacién (1.20), u es la masa reducida y empezaremos a tratar el sistema
de masas iguales para el cual g = (m/2}. El problema de masas diferentes
se discutird en una seccién posterlor ' ' ' '

Las unidades de energia, longitud y momento son, respectivamente,

_ber4_ ‘ hz - #fb{?_ N
R b R

(1.22)

La ecuacmn de onda en el mstema de referencm. del centro de masa se
escribe como

{,[C(ou - az) p+ _2(;2(51 + ﬁé)] + V(T).}‘I' = E\IJ ; (1.23)

. en dondei ahora ¢ corresponde a la f_&e]ocidé,d' de 1a luz éﬁ nuestras unidades,
es decir

A L
v el potencial queda de la forma
,‘ . ) 1
Vir)=ar—— (1.25)
,.con el pardmetro adimensional g dado por
=2 )

“12 blﬁ



13

Siendo éste un problema de dos cuerpos, oy, aug, B1, B2 estdn expresados
por los siguientes productos directos [8]

R CILI)

=5 1)e(s, T)

o=(o 2)elor)

ﬁ2=(‘5 ?)@(é _OI) (1.27)

Introduciendo estos productos directos explicitamente en la ecuacién (1.23),
podemos escribirla como

% 0 s1*p —s2-p . 0
. 0 0 —Sg -
O P = {9 5P 2P
Y3 {c —S2-p 0 0 51°P
P4 0 —S2:P S1-P 0
I 00 0
10 0 0 0
T4y 00 o
00 0 —7
1 00 0 W1
e 01 070 {%]_
[E V(r)] 0 010 } wl=0  as
0 00 1 Wy

habiendo reemplazado las matrices de Pauli o3, t = 1 o 2 por las matrices de -
Spin '
: sT=101, Sp=303 , (1.29)
Hacemos notar que las matrices en (1.28) son 16x16, ya que s, — 8; ®
I.,I - I®1I ycada una de las ¥, = 1,2,3,4 tiene, de hecho, cuatro
componentes como mostraremos mas tarde. ' '
- Avoquémonos ahora a reducir la ecuacién (1.28) a una expresion estric-
tamente radial y veamos si en esta forma es posible encontrar una solucién
exacta. '
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Capitulo 2
El problema de dos cuerpos

2.1 - La forma radial del problema de dos cuer-
pos

' El problema relativista de dos cuerpos con spin estéd dado en la ecuacion
(1.28) y para transformarlo en un conjunto de ecuaciones que sélo contengan
a la variable radial r, requerimos la parte angular y espinorial del ket, que
obviamente es

l(l s)yim >=3_ <lp, scrlsm> Ym(é’ O)Xoo - - (21)
o :

y por la suma de dos spmes , €l spin total s solamente puede tomar los va-
~lores s =00 1, cuyas proyeccmnes son respectivamente o =0 oo = 1,0, 1.

"El momento angular total j y su proyeccion son integrales de movimiento, ya
- que el problema completo es invariante ante rotaciones, y el momento angular
orbital estd restringido a los valores I = jsis =0o0al=j+1,5,j—1sl
s = 1. Obsérvese que los estados con I = j +1 y | = j poseen pa;rldad
opuesta (la paridad es (— 1)1). Asimismo, ¥, representa la funcién de onda
espinorial Y. = Izwsa >, :

La funcién de onda z,b;, = 1;2, 3,4 de la_ecuacién (1.28), puede repre-

sentarse como ' o

%.-—Z lsgm> | o (2.2)

Para obtener las ecuaciones radiales que involucran a las f,s (r) necesi-
tamos vnicamente la representacion matricial del operador O en la ecuacion

15
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(1.28), con respecto al ket angular y espinorial de la ecuacién (2.1). Dado que
O puede ponerse en la forma matricial O = ||(’) x| tenemos de la ecuacién
(1.28) que

O = 2‘3{ (s1 - P)[x=1a=2 + Ov=p3=1 + 6x=3p=a + x=gps)
—(s2 - P)[Oxv=1,223 + Sxms et + Brvca =2 + Oycp ad] } PR
4c*(fx=t a1 — 5x=4 =) = [E=V(r)owx. | (2.3)
y la tinica parte que 1o es trivial de caleular en la matriz :
< (¥, 8")im|O (1, 8)5m >
es (s;-p),t=1,2[16}: -~ - - ' ce

< (V's)jmls: - p|(I, s)jm >= (1) x
[(20 + 1)(25" + D)]'PW (iW'ss';15) < Vllpllt >< 115 ||sefl3ds > (2. )

En la férmula (2.4), W es un coeficiente de Racah ¥ los elementos de.

‘matriz reducidos ést4n exprésados por [17]

: . { o I+1 [+1/78 I
<Vlpll >= itrgry) 5 (5 + =) — 8 21+3(?97‘F) (25)
y[e . - o
<§g ’nstn 3> - (= 1)1““’W(1113 52)\/— ' 2.6)

yel elemento de matriz reducido de 8¢ muestra que cua;ndo §=1s= 0 el

' termmo no desaparece. En efecto -

LA T
150} = -7 (2.7)
En consecuencia, los estados spin-Grbita |(j,0)3m > v |(4, )Jm > que
tienen la misma paridad, y satisfacen la regla de seleccitn en el spin, estardn
conectados. También estaran conectadds con los estados |(j £ 1,1)jm > por
el elemento de matriz de la ecuacién (2.4), ya que p es un vector polar.
' Podemos entonces escribir exphmtamente el conjunto de ecuaciones ra-

W3

b=

 diales de primer orden para f; A (r), pero no lo harémos.debido a que no es-
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pomble hallar una relacién de recurrencia que nos permlta encontrar la solu- -
cién exacta del problema, como ocurrié con la discusién. de Dirac para el
atomo de hldrogeno [1]. Lo que haremos entonces es analizar la ecuacién de

segundo orden para el operador O y hacer una expanswn en potencias de
1 /c _ :

2.2 Laecuacién de segundo orden para el pro—
blema de dos cuerpos

. La ecuacién de onda matricial (1.28) puede expresarse en términos de las
mgmentes submatnces

L
( i B - v8~)]+4c2)(1§/€i)’ (28)
(5 ‘;,?p)(iii) !
S

Dividiendo la ecuacién (2.9) entre [E— V(fr)] y sustituyendo en la ecuacién
(2. 8) tenemos : .

@(an T (s =)
—Vi)) -4 : 1Y
=([E. .v(o)] 4 [E~V(2)]'+.4c?) (;1;4) e

2

x5

El conmutador'que requerimos esté dado pof;
. 1 | 1 . .
[-9), (8- V(r))-] He-ve)] g @

por tanto, podemos escribir la expresién (2.10) como -

" TESIS CON
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Fle-ve] Fr (3 s 2
42 (s —8y - $i‘p —s 4

[E V(r)] ( I:p | sl-pp)-(—s'z?p g P) (224)

=(w V%H {E_V8H+%Q($D ‘ (2.12)

- Esta dltima ecuacién todavia involucra a los spines de las dos particulas
S1, 82, Pero puede transformarse de tal manera que sdlo incluya al spin total.
Usando la siguiente relacién entre las matrices de spin de Paxili

0,04 = (5,;5’ -—I-—-ie.;_;;k()'k o (2 ‘13)

obtenemos de forma directa que la ecuacién (2.12) puede expresarse del modo
mgmente,

4c [E Vir )]—@g

rdr
x{[ @R +3S L) R P)+ES: L) - (8- r)(s-p)]
L p)+%(s-L)—-(S--r)-(s-p)_ C e+ L)
_ 4 3p° 12 - (8-pP1) [
-+w—vmﬂ Ssep? T 1 ”[ﬁ}
_[BE-V(r)] -4 0 P |
-| o [B- V(r)1+4cH¢l] - (2.14)

donde S es €l spin total y L el momento angular orbltal cuando denota.n ope-
radores, mientras que las letras mintsculas s,/ representa.n los eigenvalores,

ie. .
S=s8+8;, L=rxp : (2.15)

Podemos observar que en la ecuacién (2.14) tinicamente aparecen las com-
ponentes del vector de spin total S, las cuales conmutan con el operador S?.
Por consiguiente, 5? es una integral de movimiento cuyo eigenvalor s(s + 1)
es 0 o 2. De aquf que podamos separar a la ecuacién (2.14) en dos partes;
una para €l caso s = 0 que es llamado para (positronic o quarkonio}, la otra
para s =1 que se conoce como orto (positronio o quarkonio). '

Ademis, en el caso orto encontramos que la paridad es 1in buen mimero
cusntico y, por tanto, podemos distinguir entre dos casos: [ =jy =7+ 1.

Consideraremos de manera independiente los casos para y orto. -



Capitulo 3
Positronio

La prediccién y el subsecuente descubrimiento del positrén constituyen uno
de los més grandes logros de la mecdnica-cuéntica relativista. Cuando Dirac
. [18] desarrollé su teoria del electrén en 1930, se percaté de que las soluciones
* de energfa negativa para la ecuacién de onda invariante relativista, en la cual
la energia total B’ de una particula y su masa en reposo m/ se relacionan con
su momento lineal p’ por

B? = m?¢* + p*¢? (unidades c.g.s) (3.1)

tenfan sentido fisico. De aqui que postulara que el “mar” de estados elec-
trénicos con energias entre —m/c® y —oo estaba completamente ocupado
de acuerdo con el principio de exclusién de Pauli, y no deberia ser obser-
vable. Una vacante en este ensamble, sin embargo, se manifestaria como una
‘particula cargada positivamente con una masa en reposo positiva, razén por
1a cual sobre la base de las correcciones a la energfa de Coulomb que todavia
'no habfan sido calculadas y segin las particulas conocidas en la época, Dirac
asumié que se trataba del protén. Pronto’se vio que no era éste el caso y
que lo que la teorfa realmente predecia, sin ninguna duda, era la existencia
de uns nueva particula con la masa en reposo del electrén y una carga igual
pero de signo contrario: el positrén. - ' _

E] positrén fue descubierto por Anderson en 1933 [19] en una cdmara
de miebla que servia pera estudiar los rayos cGsrnicos. “Este hallazgo fue
confirmado por Blackett y Occhialini en el mismo afio [20].

En 1934 Mohorovi¢ié propuso la existencia de un estado ligade de un
positrén y un electrdn al cual llamo “electrum” y sugirié (de manera in-
correcta) que podia ser el responsable de algunos hechos inexplicables en el

19
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espectro de emisién de alguna estrellas [21]. El actual nombre de “positronio”
fue dado por Ruark en 1945 [22]. : .

El positronio es un estado ligado neutro cuasi-estable de un electmn y
un positrén. Es de tipo hidrogenoide, pero debido a que su masa reducida

m/ /2, los valores de los niveles de energia se reducen, a grosso modo, a la
mitad del valor de aquellos que se presentan en: el dtomo de hidr6geno. -De
aqui que la energia de amarre del estado fundamental del positronio es de
aproximadamente 6.8 eV'.

El positronio puede existir en dos estados de spin, S = 0, 1. El esta-
do singulete (5 = 0), en el cual los spines del electrén y el positrén son
antiparalelos, se denomina parapositronio. El estado triplete (S = 1) se lla-
ma ortopositronio. El estado de spin tiene una importante influencia en la
estructura de los niveles.de energia en el positronio. -

3.1 Correccmnes relatlwstas a la energla del
paraposﬂ;romo y el paraquarkonlo hasta

orden (1/c?)

Antes de proceder 2 nuestra discusién vemos que en unidades c.g.s. la energia

en reposo del positronio es 2m’c”? = 4u'c”, donde ,u es la masa reducida.
‘En las unidades de la ecuacién (1.21), la energia en reposo es 4¢%. Por
tanto, podemos denotar a la energia total £ como :

E=4cte - (39)

donde e representa la energia de amarre del sistema de dos particulas, la cual
- deseamos determinar. :

En el caso para, ya que s = 0, 1o términos que cont1enen al vector S en
 la ecuacién (2.14) desaparecen, y usando (3 2) nuestra ecuacién se convierte
en -

B 'ﬂ(:ﬁ:) =
+2c [4:: +E V(T‘)] -1 2[1 1] (ﬁi) |

E_'(‘)/(T'): e*V(S)-I-Bc ] (3:) '. l- | ‘  (33)

[T ——
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La parte izquierda de (3.3) puede diagonalizarse con ayuda, de la matriz,

11 -1y | |
| v=50G 7) (@)
ya que ' _ .
| el 1N, 2 0y '
(3 o= (2 ) o3
‘Escribiendo entonces ’ "
. 111 + .

=U ( ) 3.6
(%) - v (36)

y multiplicando a la ecuacién (3.3) por U~ en 1a parte izquierda, tenemos

o 721 dV
—dic? [4::2 +e—~V(r)} ;E‘-(r )

+4¢? [482 +e— V(r)] ;1p2¢+ = [4c2 +e— V('r_)} Yy — dcPp_, (3.7)

0= [4(:2 +e— V(T)J'gb.q — Ay, (3.8)
Hacieﬁd_o qu de (3.8) bara expresar 4_ en términos de ¢, y sﬁstituyendq

en la ecuacién (3.7), obtenemos wuna, relacién que solamente involucra a 1f,.,
i.€.

214V

—4ic? [402-1- €~ V('r)] ;W(r - plY -

. |
+4c? {44:2 +e— V_(fr)} | Py

=4l -V + 1,

—4c? [1 + (e - V(r) (4:32)"1] hlxb.f_' (3.9)

Queremos ahora expresar la ecuacién’ (3.9) en términos de potencias in-
versas de c?, usando la bien conocida expansién [23]

-n .m min+m—1)! mo C
B Y e e Y 6
Si definimos ahora w como S
w= [4c2 +e— V(‘r)] = 4c? [1 + %@} | (3.11)
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tenemos de la ecuacién (3.10), los siguientes desarrollos

D m[E= VO o
dctw _1+m2=31_(_1) {—462—] (3.12)
422 = 2(-—1)’“’”[6 z;;g:z]mu (3.13)

Sustituyendo en la ecuacién\(‘3.9) se obtiene

e (462573],,,_??:( P

i S,

=2~V - 3 (- 1)“%5%% (3.14)

m=3

Si despreciamos en la ecuacién (3.14) a todos los términos que contienen
1/ 02) (o equlvalentemente conmderamos que ¢ — oo) tenemos que o

[gp +V()]o be=eh (3.1’;5).

la cual es precisamente la férmula no relativista para. el caso para en unidades
de la ecuacién (1.21). :

En el easo especifico del parapositronio, V( ) se convierte en —(1/7) v la
ecuacién (3.14) es idéntica ala del 4tomo de hidrégeno en unidades atSmicas.
Por consiguiente la energia de amarre se escribe como

i
22’

€ = — V'=n+l+1 - (3.18)
con v, n nfimero cuantico total ¥y radla.l respectlvamente v I es el momento
angular orbital. ‘

Tratindose del pa.ra.quarkomo tenemos que V (r) est4 dado en la ecuacion
(1.25) y de aqui que la expresién no relativista correspondiente se enuncia de-
la forma que a continnacion se muestra, - '

leeees am
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la cual sélo puede resolverse numencamente, cuestién que discutiremos més
adelante.
- Si incluimos en (3.9) todos los términos hasta orden (1/02) y d1v1dmlos
entre 2, llegamos a la siguiente expresién
P 1 /1dV @ p*
H, =< |= — £ =
e {[2 +.V(T)] 82 (r dr Br) 32c2} Ve=eby  (318)
en donde para los términos de orden (1/¢%) hemos reemplazado, como es
habitual [24], [e — V(r)] por (p*/2), y recurrimos al hecho de que

ew=cl e

Un resultado similar ha sido obtemdo mediante un proceso dlferente por

T W, Krélikowski [25].

La férmula correspondiente para el a.tomo de hldrogeno en unidades
atdmicas Ai=m=c=1, es

e Y ir 16 1
Hhm_{[Qp ?"]+cz[ 8 4'r26r+2r3(L S)]} =e¥  (3.20)

~ Encontramos que en el caso para no existen termmos de acopla.rmento
spin-6rbita, como era de esperarse, ya que el spin total es s = 0. Por otra
parte, para el caso del positronio donde V(r) = —(1/r), los coeficientes de
los otros términos en (3.18) y (3.20) son semejantes.

3 5 Correcc1ones relativistas del orto (p051tr0-

nio o quarkonio) hasta orden (1/c?)
-Consideremos ahora la ecuacién completa (2.14), pero con el valor-del spin
1, lo que implica que S? es una integral de movimiento, cuyo eigenvalor es
s(s + 1) = 2. Descomponemos la parte derecha de la ecuacién (2.14) en la
forma que ahora se cita

poven(h -(1 0) e

(iﬁ)ﬂ(iﬁi’) | - (3.22)

Y escribimos
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en donde U est4 dado en la ‘ecuacién (3.4). Procedemos asimismo a multi-
plicar la ecuacién (2.14) por U™! en la parte izquierda.
Antes de escribir las expresiones que resultan, calcﬁlamos

(o )7 = (o 1)
(o )7 = -1 o)
U—-l(‘; Z)U (CHO—b agb) (3.23)

Con el objeto de hacer la férmula més compacta, definimos

0= 5@ B)+ 58 L)b=5r-p) + 15 L)~ (S )8 ) (324

E%p“], =%P (S p)® o | (3.25)
w=[E ~ V(r)] : - (3:26)

en donde hemos usado la expresmn (3 2) paIa E; por tanto, w es la misma
que en la ecuacién (3.11).

Sustituyendo los resultados (3.21-3. 26) enla ecuacién (2.14), encontramos
para ¥, ¥_ las eCuamones

{—tictw —25-—(a+ D) + 4™ o) =~ whhy = 48 (521)
{- —4 c2 _Z_d_z( — b) +4c’w™ ( 'v) w}q,b_ = 4021/)+ (3.28)

. Usando la ecuacién (3.27) para expresar 2 en términos de 1y y susti-
tuyendo en la expresi6n (3.28) obtenemos

{[—4ic2w"2—:7%(a - +4tw N (u—v)—w]x
[—4@'62107_2%%@ +b6) + 4021”—1 (u.-i- v) — w]}¢ 4+ = 16c*p, (3.29)

_Acudiendo a las expansiones (3.12) y. (3.13) para (4c®w™?!) y (4c®w™?),

‘tenemos que la ecuacién (3.29) se transforma en
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({5 cormle 252]"“ ii—‘:( b

-+[1+mz;s-1>m<f—;—zz“—>>”‘]<u'—*a-—@c%é—w»}

S (SE) Jor - @ e-vorle
~ 16cy, | - . (3.30)

En la expresién (3.30) mantenemos los términos hasta orden (1/c2) y
reemplazamos a, b, u, v en (3.24), (3.25) por sus valores. Vemos que existe
un término 16c* en la parte izquierda, que cancela al 16¢* del lado derecho.
- Si ademés dividimos la expresién que resulta entre (—8c?) obtenemos para
el caso orto, hasta orden (1/c?), la siguiente ecuacion

([P 1 1dV 9 1dV
ot = {5V - gz | - 75 a‘;'&:( )

_'ff(S'p)z[pz—(S-p)2]] 322}¢+ ey o (3.31)

- De forma similar al caso para, reemplazamos [e — V(r)] por (p?/2) en los
- términos de orden (1/¢%),'y (1/7)(dV/dr)(x - p} por ~(¢/r)(dV/dr)rd/or.

Tenemos entonces que a orden (1/¢?) el hamiltoniano en el. caso pare
(3.18) y el orto (3.31), difieren en sus correcciones a orden (1/c?).

Hasta este momento, nuestra discusion se aplica tanto al positronio cuan-
do V(r) = —1/r, como al quarkenio donde V(r) = gr.— r~!; en este caso
g = (¢'A*/u%%). De aquf en adelante discutiremos el problema de manera
~ separada empezando con el positronio. :
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3.3 Evaluacién de- las correcciones relativis-
tas de la energla en el positronio hasta
orden (1/¢*) | |

Es fécil notar el hecho de que para el positronio, en donde (dV/dr) = 1/r?
las correciones relativistas hasta orden (1/c?) tienen los mismos términos que
los presentes en el 4tomo de }ﬁdrog'eno (3. 20) pero con coeficientes distintos.
Es claro que el valor del spin s = 2 para el dtomo de hldrogeno ydes=0
0 8 == 1 para el caso para y orto, tienen una marcada influencia en la parte
(1/¢%) en sus respectivos hamiltonianos.

. Observamos asimismo que, en comparacién con la energia no relativista
—1/2v2 dela ecuacién (3.16), la correccién relativista a la energfa hasta orden
(1/¢?) es muy pequefia, ya que ¢ = (hc'/e?), donde ¢ es la velocidad: de la
luz en el sistema c.g.s., i.e. 3 % 101°cm/3 ye esla carga del electron esto
es.

' 1 1
- (13’7’)2
por tanto, podemos 11.m1ta1‘nos a la teoria de perturbaciones a primer orden,
usando los eigenestados de la ecuacién (41.32) p. 197 referencia [26] del
problema de Coulomb con una parte de spin, de la manera siguiente

—5328x10°5 . (3.32)

n(t, 8)jm >= Ru(r)((l, s)jm > - (3.33)

aqui el ket representa la parte angular y espmonal y estd dado en la ecuacion
(2.1), mientras que la parte radial R (r) es de la forma (41.32) p. 197 dela
referencia [26]

Roulr) = % Ruilp); v=rnti+1 (3.34)

La funcién en la parte derecha coi'responde ala eigenfuncién del problema
de Sturm-Coulomb de la ecuacién (41.17) p. 195 referencia [26] i.e.

Tl
 (n+20+ e

Bou(p) = SLBe, p=ry)  (339)

Los harmltoma.nos del paray 0rt0p031tron10 ‘estén dados por los términos

" dentro de las ]lav&s en Ias expresmnas (3.18) ¥ (3 31) ¥ han sido designados

respectivamente por o : ‘ ‘
H,, H, o (3.36)
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Los eigenvalores de estos hamiltonianos (que se han escrito hasta orden '
1/¢?) estardn expresados por los elementos de matriz de sus valores de ex-
_ pectacién, esto es

< n(l, sYjm|Hyn(l, 8)jm > donde q=7p,0 .': (3.37)

El calculo de dichos elementos de matriz se hace de forma directa usando
los resultados de la Tabla 2° p. 117 en la referencia [24]. Nos limitaremos
a dar sus valores, mientras que los calculos explicitos se encuentran en el
Apéndice A. Denotaremos a las energias por €yn; 0 €m segin correspondan
al paro o al ortopositronio. Para este tltimo, el ket en la expresién (3.33) se
reduce a

n(G,)jm> v In(G£1,1)m> (3.38)

los cuales tienen paridad opuesta y por tanto dan origen a resultados inde-
pendientes. En este trabajo solamente trataremos el primer caso, i.e. [ = j.

De la ecuacién (3.37) obtenemos para el parapositronio, con [ =7, loque
sigue [27]

15 11 1
el = T2 + 4t V(G + ) {41} B 3(3 + 2)] (3:39)
donde v = (n + [+ 1); para el estado fundamental n =l =0o0v =1y se
tiene ‘ 1 g
€00 = —5 + 3002 (3.40)

con el factor (1/¢%) expresado en la férmula (3.32).
En el caso del ortopositronio, con { = j, obtenemos mediante el uso de la
ecuacibn. (3.37) que {27]

e bt el srd)
T2 acd B8 (5 + )+ 1)) 32 uA(i+ 1) 2

‘ (3.41)

Enfaticemos el hecho de que nuestro andlisis se lleva solamente hasta

orden {1/c¢?) en las unidades de la ecuacién (1.21), que en c.g.s. equivale a

(e?/hc)? = o? la constante de estructura fina. Por tanto, nuestros resultados

-nos dan términos sélo hasta o®. Para érdenes mayores, tendriamos que usar

las expansiones en las férmulas (3.14) o (3.30) hasta desarrollos superiores en

(1/c?), reemplazando € cada vez por la dada en la aproximacién previa. No

"~ TESIS CON

l

TFALLA DE ORICEN




28

“ lleva;remos a cabo estos céalculos en la presente tesis, ya que nuestro objetivo
‘es ilustrar el problema de dos cuerpos del ciial el positronio es sélo un ejemplo.

Sin embargo, existen muchos trabajos que llevan la aproximacion a érdenes

~mayores, y de los cuales citamos alguncs [28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35].

Pasemos ahora al problema quark-antiquark.

2



Capitulo 4
Sistema quark-antiquark

El término “quarkonio” designa a. cualquier estado ligado de un quark y un
antiquark. Sin embargo, solamente para los quarks pesa,dos se Justlﬁca un -
tratamiento no relativista [36].

Los potenciales no relativistas han demostrado ser los ' més e:-utosos para
‘calcular y predecir los niveles de energia v decaimientos, Existen otros
‘métodos més sofisticados para hacer estos cdlculos, como serfan los mode-

los'de “balsa”, las reglas de suma de cromod_ma,rmca cudntica (QCD) [37],
[38], y de latiz [39], [40]. Entre més pesado sea el mstema quarkomo meros
'1mportantes serdn los efectos relatlwstas '

‘Generalmente, se trata al botomonio (botom-antibotom) con un poten-
cial no relativista, con las Slgmentes suposiciones:

1) Bl quark b es pesado, por lo cual se puede usar la dindmica no relativista
al orden mas bajo y las correcciones relativistas serdn minimas. _
2) El intercambio de un gluén deberfa dominar a distancias cortas y el co-
rréspondiente potencial tendria que comportarse como Coulomblano, i.e. co-
mo 1/r para r pequena.
3) A grandes distancias el potencial deberia ser de confinamiento, para jus-
*“tificar el hecho de que los quarks no pueden aparecer como pa.rtlcula.s libres.

El potencial seleccionado se usa en una ecuacién de onda y se obtienen

soluciones ruméricas bajo ciertas suposiciones. Sin embargo, el mero concep-
to de un potencial local es una aproximacién, por lo que resulta realmente
sorprendente que esta idea func_ione adecuadamente para el qua.rkonjo_pesa-
do. . : ' :
Como ya hemos sefialado prewamente en este trabajo se usara el poten-
cial “Coulomb s lineal”.

29
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4.1 Energl’as de amarre no relativistas para
el sistema quark-antiquark

En el caso del positronio no relativista, hemos visto que el problema puede
resolverse completamente ya que, en las unidades que usamos, es idéntico al
caso del hidrégeno en unidades atémicas. Para el sistema quairk-antiquark con
particulas de la misma masa, encontramos a partir de las expresiones (3.31),

(1.24), (1. 25) ¥ (1. 26) que la ecuacién de Schrodmger se puede ESCHbII' como

| Hq% {E—qu—ﬂ ;,b=egb | (4.1)

. en donde hemos agregado los indices ¢l al operador hamiltoniano H.

Podemos observar fécilmente que la ecuacién (4. 1) no tiene una solucién

‘analftica explicita salvo en ¢l caso trivial ¢ = 0, _que es el problema corres-—
pondiente al positronio.

Nuestro primer objetivo serd obtener solucwnes ala ecuacién (4 1), y
en partlcu]aI los valores de las energ;zas de a.ma.rre €, usando un método
variacional de Ritz. Para rea.hzarlo requerimos ‘de un con_]unto completo de
soluciones de un problema de mecénica cudntica que puedan servir como base
variacional. Una eleccién que parece obvia es la correspmldzente al problema.
de Coulomb. S5in embargo si s6lo usamos los niveles discretos, la base no

es completa; tenemos una contribucién que proviene de los estados en el

continuo. Podriamos considerar asimismo 14 base de estados de oscilador
arménico, pero su convergencia pa,ra el hamiltoniano en la ecuacién (4. 1) es
sumarmante lenta. Decidimos entonces acudir a la base de estados de Sturm-
Coulomb Ry (r) de la expresmn (3.35), en donde reemplazamos p por r y los

. cuales cumplen con la ecuacién [26],

Zan(r) (“E) Rur) (42

con

. 1d d {1+ 1)
. ‘ L9 2 .

Co l'}=n-+rl+1-’ = 2dfr d'r'+ r2 - :
‘Estos estados son ortonormales respecto del elemento’radial diferencial

de volumen rdr, pero no loson en relacxon al elemento ﬁsmo r2dr, por ta.nto

tenemos

' _: (4.3)

f Rng(r)an(r)r?dr =< n’llnl)- Blal,2) (44)
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con los coeficientes b(n'l’, nl k) deﬁmdos en la referencia [41].

En la ecuacién (4.2) hemos hecho una eleccién definida de parametros
para las R,;(r) y, si deseamos continuar uséndolos, podemos introducir pars-
metros en el ha.ruﬂtoma.no H% de la ecuacién. (4. 1) mechante la sustitucién
[26] -

. P—Ap, T ->§ (4.5)
. asf que nuestro hamiltoniano resulta ser
A ' .
ae A“ ‘f-—; (s

- Pa.ra. el metodo varlac:lona,l de Ritz nece51tamos rnatnces hamiltonianas
(que serédn demgnadas por letras mayusculas negntas) cuyos elementos se
calculan respecto a los estados Ry (r), €.

||/ R 'r)[( —AZp? 4+ 7_— %)Rm(?")}ﬁdr"' _ (4.7)

con p? dada en la ecuacién (4.3). Haciendo uso de la expresién (4.2), se tiene

. o 1-'2 ,V_lA 1 A 5 9 |

e = [ Ba){ [ (F‘Z)*%“;]Rnﬂ(*")} ol
= ||(%)\2V — N)b(n'l, nl, 1) - %A2b(n’l,nl,2) + %b(nl,nZ,S)H (4.8)
“donde " | ' . D
S ( nl,nl, k) = j B ”')an(‘-‘")f'de' @)

. han 51do calculados exphmtamente en la referencia [41].
- Procederemos ahora a determinar el valor del parnetro A que nos da la-
mejor aproximacion a las energias reales de amarre € en la. ecuacién (4 1).
Con este propésito, determinamos los elementos de matriz de la ecuacion
(4.8) para €] caso n = n’ = 0 y obtenemos

CFAg) = EA?(; +1) -3 - é)\?(z_z r2)+i@+aE+2)  (410)
deBidp a que [4_1]

- B(01,04,1) = 1, B(01, 01,2) = (21 +2), b(0,00,3) = (20 + 3)(2A+2) (4.11)
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La mejor opcmn paIa. )\ es a.quella. que Ininiimizs, F(A q) y cuyo valor esta
dado por ‘

Eiq Q) (l + 1) 11— —A(Zl + 2) = (21 +3)21+2)=0 (4.12)
e implica la ecuacién ciibica siguiente
. 1 - . - - . . ‘ . - . L } p
5}&"(1 +1) = A — g2 +3)2A+2)=0 (4.13)

Para cualquier valor numérico de ¢ tenemos un valor real correspondiente
X = A(g). Posteriormente consideraremos casos numéricos particulares. En
la matriz de la expresién (4.8) es menester reemplazax Apor Ayla Hamaremos
H%. Del mismo modo, denotaremos por N‘ a la matrlz ' o

N' = [jo(n', al

Nuestro proceso variacional pa.ra determma.r las energlas es mediante la

matriz ‘

o HY LN (4:15)

donde € es €l valor que aparéce en la ecuacién de Schrédinger (4.1). De aqud

que las energias de amarre e puedan determinarse a través:de la ecuacién

secular siguiente . _
-' det[H? —eN|=0 I (4.16)

en donde det significa el determinante de la matriz que se indica.
La ecuacién (4.16) tiene ciertas dificultades numéricas, debido a que la

. ‘capacidad de cémputo para resolver écuaciones algebraicas de orden muy

alto es limitada. Por consiguiente, hemos de recurrir a un procedimiento
equivalente que sea mds simple ‘de calcular numéricamente y en donde € no

‘aparezca explicitamente, Con este objetivo en mente, obsérvamos que N' es

una matriz smzetrlca Teal, y por lo tanto puede dlagonahza:rse, de aqui que

-~ es factible escribir

N! = O'DO ' - - (4.17)

: -:donde O! es una matriz ortogonal y O’ es su transpuesta; en tanto que D

es una matriz cha,gonal cuyos elementos SOIl todos positivos y diferentes de .
CETO.
De aqlu se deduce que la expresién (4.15) puede reemplazarse por

Q¥ —el con Q*=DVOEFOD Y2 (418)
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'y donde I es la matriz unitaria con la dimension correspondiente 2 las otras.
. Los eigenvalores € pueden obtenerse tomando el determinante y resolviendo
la ecuacién secular, lo cual es equivalente al paso (4.16). Pero desde el punto
de vista del cémputo es mucho més sencillo -diagonalizar la matriz Q2. a
través de una matriz ortogonal que llamaremos R. Entonces,

RQR =A% : < (4.19)
donde A¥ es diagonai; F] determinante (Q% — €¥) se puede escribir como

del{RAVR — RIR] = det{RldetlA” = AAdet|iR]
= detlA? —€l]=0 {4.20)

ya que det[R] es 1. Obviamente, ek Glimo término se hace cero para cuando

la € toma cualquiera de los valores de los elementos de la matriz diagonal A2,
Por lo tanto, podemos cbtener los valores de € diagonalizando ]a. matriz QF
“en la ecuacién (4. 18) para valores dados de 1 y ¢. Esta e resulta adimensional
por construccion, pero para tenerla en unidades GeV basta multiplicar por
ol factor dado en la expresion (1.22) t.e '

AT 4 -

¢ = (&2_ e . (4.21)
Habiendo delineado el procedimiento para obtener los valores de €, PIO-

cederemos a dar un ejemplo numérico aplicado al botdn;onio; '

4.2 Botomonio
En la ecuacién {1.20) para V (), es necesario especificar los valores para ¢, v
. que aparecen alli. Usando la referencia [42], encontramos una propuesta de
potencial para el sistema guark-antiquark de la forma de la expresién (1.20)
con )

=L

d=35 = 0.182(GeV)? (4.22)

mientras que b esté dada por

K2 = %asﬁc’ con a,=0.3¢ por tanto, §? = '(0.52)?10’ (4.23)

“TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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En nuestro ¢aso tenemos que &' = (m’'/2), donde m/ cdrrésponde‘a; la
masa del guark, y para el botom estd comprendlda en el rarngo de 4 a 44
GeV [43]. Tomamos el valor medio en €l rango, 7.e. 4.2 GeV por lo que

' =21GeV ' - (4.24)

El tinico pardmetro que nos resta determinar para calcular la matriz de la
expresxon (4.18) es g, que es a.dlmensmnal y estd dado en la ecuacién (1.26),
de aqui que :

¢n’
q= W =0.2935 (4.25)

- Con este valor definido para g y una ! dada, (que estard limitada a los
valores [ = 0 o0 1 que son los tinicos niveles observados experimentalmente),
podemos obtener los correspondlentes valores adimensionales €, que al ser
multlphcados por el factor (1 b’4/ 1?) nos darén los €, en unidades GeV.

En la Tabla I hacernos la comparacién paral=001=1 de la diferen-
cia entre niveles contlguos predlchos por nuestra teorfa y aquellos medidos
experimentalmente. El acuerdo entre nuestros niveles tedricos y los experi-
mentales es bueno, aun cuando estamos en la aproximacién no relativista. En
la Figura 1 se muestran los niveles de energfa experimentales para el sistema
botomonio, y los niveles dados por la teorfa {44].

Para calcular las correcciones relativistas a orden (1/c?), como se dis-
cutieron en la expresién (3.31), necesitamos los eigenvectores asociados con
los eigenvalores de la matriz en (4.18). Ya que las Rn(r) forman una base
no ortonormal, requerimos primero un anlisis del procedimiento correspon-
diente para esta clase de sistemas completos de funciones.




C’eV

€

Notacion Experitental |- Tedrico
T(25) - T(18) 0.56296 0.573621
T(35) — T(19) 0.8949 0.928582
T(48) — T(15) 1.1197 1.2177

T(10860) — T(1S) 1.4047 1.47197
T(11020) — T(15) - 1.5587 1.70366
l=1, j=0" - GeV ¢,

Notacién Experimental | Tedrico

xo(1P) —T(15) | . 0.3996 0.4679509
xw0(2P) — T(15) 0.7718 0.8337729
I=1, j=1 . GeV € .

Notacion Experimental | Tedrico

xn(1P) —T(1S) 0.4324 0.4679509
xn{2P) — YT(19) 0.7949 ~ | 0.8337729
i=1 4j=2 GeV €

Notacion { Experimental | Tedrico

xe2(1P) — T(15) 0.4523 0.4679509
- 0.8082 0.8337729

xp2(2P) — T(185)

35.

Tabla I: Espectro experimental del botomonio y los resultadoé f_eéi_:i,cos no

relativistas.
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4.3 Los eigenvectores asociados con los eigen-
valores de la energia |

Como ya hemos senalado, los eigenvalores de la enerpgia ¢ se obtienen al
diagonalizar la matriz simétrica real Q% dada en la expresién (4.18). En el
proceso de derivacién de Q¥ también obtenemos las matricesi ortogonales O
y la matriz diagonal D a la cual sé reduce. , Por tanto, podemos calcular la
matriz [45] :
C OD—1/2Q‘1‘ . {(4.26)

Dado un eigenvalor de la energia, que denotaremos por e4, existe en Q%
un eigenvector columna correspondiente que designaremos por letras negritas

- mindsculas como q4. A la ecuacmn (4.26), vemos que le corresponde un

vector columna cy dado- por . .
cq = ODY2q, S (4.27)

De aqui en a.delante usaremos una notacién de kets para designar a nues-
tras funciones radla.les '

fn >= Rn+1z(") | (4.28)

en donde hemos supnxmdo el indice | que es ﬁ]o Conmderemos ahora un
vector columna formado por estos kets, i.e.

>
12>
a=| : | (4.29)
|n >
- del mismo tamafio que c4.
Consideremos ahora la siguiente funcién
Cax =3 Cpn|n > (4.30)

donde €4 es el vector transpuesto de cg4, por lo que se trata de un vector
renglén, y es por esto que tomamos la sumatoria que aparece en el lado
derecho, con tantos términos como las dimensiones de la matriz Q4.
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‘energia (GeV) Botomonio
187
16 |
T(11020)
14 {0860y
12 F """
Y (45)
1 L
bg i
81 Xu0 (2P) Xp1 (2P) Xpz (2F)
6+ .
T x(28)
4 Xoo (1P) Xo1 (1F) Xez (1R)
2 F
r(1s) . | |
J I 0 1 2=
Partes angular ' S
ydespin: | 1@D1> Ane> 1> N2>

Flgura 1: Espectro experlmenta.l del botomonio (lineas solldas) [43] y resula
tados tedricos no relativistas (lineas punteadas).
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Los elementos ¢4, son reales y el transpuesto de la ecuacién (4.30) se
escribe

(Can)=dca=Ycan<n| (4.31)
A R

La funcién &40 definida en la ecuacién (4.31) es la eigenfuncién corres-
pondiente a la eigenenergia €4 ya que la g 4 que alli ; aparece tlene precisamente
esta caracteristica. :

Procedamos ahora a mostrar que estas flmmones poseen la propiedad de
ortonormalidad, considerando otro eigenvalor de la energia que designaremos
por €g y su correspondiente eigenestado &gcv.  Si calculamos el producto
escalar

(EAQ)(EBC\!) = Z < n|cAncBm|m >

=3 Can < M > Cpm = E(%D_llgo)n < n|m > ( OD2q5)m
T, n,m
=3 (@a)s D“1/20)m < n|m > (OD~ 12) (as)s (4.32)

e T,

Ya que la matriz || < n[m > || es justamente N’ tenemos que en notacién
de matrices, cuando realizamos la primera sumatoria sobre n, m resulta

Z(ﬁf;)s(D-lfzoNIGD—“?)ar(qB)r_ | .' (4.33)

7,3

y el paréntesis intermedio es, de las expresiones (4_.17)-(4. 18), exactamente
la matriz unitaria, por lo que finalmente tenemos

G = @43

Como qa,qp son eigenvectores asociados a diferentes eigenvalores, €4 v
€g son ortonormales, y por consiguiente se obtiene que -

- (€aa)(Eper) = bas. | - (4.35)
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4.4 Correcciones relat1v1stas a orden (1/ cz) ﬁ
para el sistema quark-antiquark

Para el sistema particular bb hemos obtenido ya, en la aproximacidn no re-
latWLSta las energfas de amarre y sus mgenvectores asociados.

En la expresién (3.31), con el potencial de la ecuacién (1.25), tenemos
que la parte del hamiltoniano de orden (1/¢®) que denotaremos por H, R Se

escnbecomo _ _
| | 17/  1\8 1 1N,
He= = g (0+ ) 3o+ )6 )
4
o — (e oy 2
+ (- - 50} -~ 557 - (a36)

Como en el caso del positronio, evaluaremos esta correccién en el marco
de la teoria de perturbaciones de primer orden partiendo del resultado no
relativista. Dado este objetivo, requerimos primero tener los estados no
relativistas asociados a una energia dada €, la cual, de las discusiones en las
secciones inmediatamente anteriores, toma la siguiente forma

1A(l, 8)jm >= .Z_cAnln(l,s)jm> (4.37)
con ¢ An daaa en la exlll)re-siér'i (¢30)y ,
| In(l, s)jm > R,,,g('r)|(l S)jm > (4. 38)

con R, (r) expresada en (3.35), reemplaza.ndo P por r, en tanto que el iltimo
ket estd dado en (2.1).

‘Estamos particularmente interesados en el caso triplete, i.e. ¢ =1, ya
que s el dnico observado experunentahnente en el sistema, bb. Notamos que
Hpy, es invariante bajo la operacién de paridad '

p——p, r— —r portanto L—L (4.39)

de aqid que el valor de paridad (—1)! sea una integral de movimiento,

Dado que el mormento anguler total J es también una integral de movimien-
to, el valor de j en (4.37) permanece fijo, y por lo tanto, ya que s = 1, { estd
restringida a I = j £ 1 y I = j, los cuales tienen paridad opuesta. De aqui
que: los elementos de matriz de Hg que nos interesan son .

' <A(g, 1)ijHR}A(3,1)jm> ‘de paridad ( 17 | (440)
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< A(j +7,1)im|Hg|A(G + T, l)jm >, T,T’ +1 de pandad — (- 1)3
. (4 41)
En el prlmer caso, si tenemos un estado no rela,tlwsta dado denotado por
el indice A, el elemento de matriz de (4. 40) nos proporciona la correccién

 relativista a la energia, hasta la a.prommamon (1/¢%), en perturbaciones de

primer orden. En el segundo caso, i.e. la ecuacién (4.41), tenemos realmente
una matriz 2 x 2 para los valores 7,7 = %1, y es necesario diagonalizarla
para obtener las correcciones a la energia.

Debido a que en la definicién de los estados IA(Z s)jm > los coeficientes
Can fueron determinados numéricamente, solamente hemos de preocuparnos
de los elementos de matriz de las ecuaciones (4.40), (4.41), en las cuales la
A se sustituye por n en el ket y por n' en el bra, y podemos escribir, de la
expresion (4.38)

<n’(,l’,'1)'jm|HR'|'ﬁ'(z, jm> : -
= fa Ruw(r) [~<-(lf, 1)jm|Hg|(l, 1)jm > ]Rn;(r)rzdr  (4.42)

" en donde el elemento de matriz encerrado en el paréntesis cuadrado, con bras

y kets expresados en la ecuacién (2.1), corresponde a una integracién sobre
las partes angular y espinorial de la funcién de onda, ¥ que se ha calcula-
do usando algebra de Racah estandar, resultando operadores que dependen
solamente de r y (d/dr). A continmacién da.mos estos operadores de forma

-explicita..

4.4.1 = El caso de parldad (= 1)3
Si la pandad de bra y ket es (—1)7 tenemos

< (4,1)gm|Hg|(j,1)jm >
ﬂ__l_[__ld 2.(_1_.4_1@][ 1d 2d+i(j.+_1)].
B r? d.’rr dr r2 ridr dr 2

_812(é+1);r éizz{l(qfwz)(s L)] "='(4.43)_.

Si queremos determmax los elementos de matriz correspondlentes de la
ecuacién (4.43), simplemente requerimos usar la expresién (4.2} y la defini-

ci6én de los coeficientes b(n'l, nl, k) dados en la. ecuacion (4.9). Si k resulta
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ser un entero positivo se ha evaluado en la referencia [41] sik<0se dlscute
_en el Apéndice B. Fma.]mente obtenemos
<G, gl Hafn(, Djm >

o |0 T+ D+ (s, 0
1

g+ +25 + 2)b(n'j; 1) + (16) bn's, 2)]

o ab(e5m32) - S/ F D74 1]

812 [qb(n 3ymgs 1) + b(n', g, ~1)(1 - 630)] o (4.44)

-Consideremos ahora los dos tnicos estados del botomonio que tienen ! =
I = 4 =1, asaber: x,(1P) v x5 (2P). Deseamos evaluar las correcciones
relativistas a la energfa hasta orden (1/c?) para estos niveles. Notamos que
c = (Kd/V*?) asi que, de la ecuacién (4.23) ¢ = (1/0.52), y de (4.25) el
parametro adimensional es g = 0.2935.. Con estos valores la correccidn re-
lativista a la energla de amarre no relativista €4 asociada al estado A se
expresa por ‘

AEA = ZcAn’ < n’(l 1)1m|HR|n(1 1)1m > CAn (4.45)

©omnt

donde las can, han sido discutidas en la sécblon previay el elemento de matriz
estd dado en (4.44) con j = 1, considerando en muestros cdleulos n,n’ =
1,2,...,100. Si designamos por A y B los estados que corresponden alas
energlas mas bajas en el botomonio con ! = j =1, i.e. x31(1P) v xn(2P),

obtenemos los valores adimensionales signientes ‘

Acq = — 00444, Acp = —.002995; (Aes — Acy) = 001445  (4.46)

Para obtener estos valores en unidades GeV es imprescindible multiplicar
por ( (b /h?) con b dada en (4.23) y ,u, en (4.24). Se tiene entonces

Aéy — Aé, = 00082 CeV = 82 MeV (4.47)

en tanto que la diferencia de energlas no rela.t1v1stas Dbtemda teoncamente

se lee ,
e’A —ep = 03656822 GeV = - (4.48)
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Por consiguiente, la correccién: hasta orden’ (1/c?) solamente afecta los
ultimos tres digitos del resultado no relativista. Podemos concluir que la

modificacién resulta irrelevante, lo que significa que el célculo no relativista
para, €l botomonio es suficientemente bueno '

4.4.2  FEl caso de parldad —-( 1)’

Como se indica en la ecuacién (4 43) fenemos que tratar con la matriz cuyos
elementos se expresan alli. Como primer punto, observamos que nuestros
estados estdn dados por

AG +7,8)jm > =3 canln(G+7,5)jm >

= YemBu G+ rs)im > (449)

donde 7 sé restringe a los valores

=41 ; - - (4.50)

| v el Gltimo ket esté deﬁmdo enla ecuacién (2 1) dondé s toma los valores 0

ol.

-‘Tenemos que c4,,n = 1,... N, con IV siendo su valor maximo, ha sido
dado en la discusion del problema no relativista en la seccién 4.3, mientras
que Rn;(r) tiene la forma de la expresién (3.35) con p reemplazada por 7.
Nuestro primer paso ser4 obtener como funciones de r y d/dr, los elemen-
tos de matriz de Hg a orden (1 /cz) con respecto a la. pa:fte de spm orblta.l

‘:.I(J + 7, s)jm> 1, e.

<+ 7, s)jm|Hal G+, s)jm > (4‘..51)
" con T, 7! = 11y Hpg dado por los termmos hasta orden 1/¢? en la ecuacién
(3.31).
Si s = 0.este elemento de matriz se obtiene de forma trivial, :
1 (dV 8 BECE
— 4.52
8c2(dr6r+ p) (4.52)

El caso s = 1 es mas complejo Para el terrmno (S L) en (3.31) podemos '

reemplazarlo en (4.51) por

S+ - GHnG+T =28 (@)
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El término mas complicado es, sin duda,

< (+ 7, D)iml(S - ) ~ (8- PYG + 7, L)jm >= O (4.54)

el cual se discute en el Apendlce C. Reemp]azando los subfndices 7/ = =1 ¥
7 = =1 solamente por + en la posicién correspondiente, tenemos

O = - g GG Lded Gr0Gvn)
aEE)E ) e
e - ER(E () () -
N
o - TR o belisal(s 0 o
- b (a- %)(z‘f:“j?l)[—:zizd + ) @57)
O, = (J+(21W(di+jjl)(%+3j2)[ rlzdci 2di+(j+13£j+z)J
CGHDVIGED[ 1d .4 (=1 i+1\( d ﬂ
(27 -+ 1)2 [ Zdr ar T 2 ](dﬁ - )(d + )(4.58)

Aunque no parezca obvio, al desarrollar los términos en &%y @7,
obtenemos que son idénticamente cero. En ese caso, resulta que al realizar
Jos célculos el momento angular orbital es un buen ndmero cudntico, y el
~ hecho de indicarlo asi en las tablas [43] se fundamenta plenamente. En este
~ trabajo nos interesan solamente los operadores @iy @Y_. Para evaluar
las correcciones relativistas a los estados T, que se discuten en la signiente
seccion, los nimeros cudnticos I = 0 v j = 1 estan J'LlStlﬁCB.d.OS por lo que
usamos el operador 7 _. :

Denotemos ahora al resto de los elemnentos de matriz respecto a los estados
" spin-Orbita en H R COMO :

' Vo 1dv e
1 -<(j+r',1)jmj-“’.————— D)+ 1m >

tdror 7 dr
= {55-— 5;5[3(3+1) G+m)G+7+1) —2]}57_7' (4.59)

TR CON
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-dT"n:'

o

o= < (+7,10)imlp"|( + 7, 1)jm >

S [*iirzi_F(j“l“T)(j‘FT‘i‘l)]--
ridr dr B

_ld,d , GHDG+T+D],
X [FrzaTE;+ 72 ]TT’ ‘

(4.60)

por tanto, tenemos los elementos de matriz de H r en la forma

(J + 7,1 )JmIHRl(j + 7, 1).?'m >
o 1 .? : 1 ] ¥ J— "J .
= 52 T g 2T” 32ch ' (461)

Lo que nos resta por el momento es calcular el elemento de matriz de
7 . . . o
0. con respecto a las funciones de onda radiales, .e. ‘

T Rusr (O Bugalri?ar (4.62)

el cual requiere énicamente del conocimiento de las integrales en las cuales el
operador es funcién de alguna potencia de r de d/dr o de ambos. Tenemos
que [46] |

szz+1(T)-_ i[ :Lﬂ"'l( )] | i[an-.;-l(T) | (n+2£+1)L2‘“('r)} (4.63)

' lo cual implica que las infegrales (4.62) adoptan la forma de la ecuacién (4.9)

con k tomando algunes valores negativos. Por tanto, los elementos de maitriz
de (4.61) pueden ser expresados en términos de b(n ’l nl,k)y coeficientes que
dependen de j. T A
No daremos los elementos de matriz de H R espemficamente en funcmn
de niimeros, ya que son trlvuales de determinar y nos llevarian a expresiones
ain més extensas. ’
Nos concentraremos en’ cambio en un problema fisico concreto: las co-

_ rrecciones relativistas a orden (1/c%) de los estados T en el botomomo los

cuales sersn discutidos en la siguiente seccién.
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4.4.3 Las correciones relat1v1stas a orden (1 / c?) de los -
“estados (Y) del botomonio

- Enla Fig. 1 observamos que los estados T corresponden a momento angular

orbital I = 0 (i.e. estados S) y momento angular total j = 1. La correccién
relativista a estos estados a orden 1/ c? estd dada, en teorfa de perfurbaciones

a primer orden, por

< A(O 1)1m|HR|A(O 1)im > , _ -
ZCAn’{ /o ~ Rynlr )0__Rno( )r dr] Cn S (4.64)

o

donde A tomars valores apropiados pa;ra' ca_da uno de los estados T en la

_primera columna de la Fig. 1.

Los coeficientes ¢4, han sido ya dlSCI]tldOS en la seccidn 4. 3, por lo que
nos ocuparemos de la integral encerrada en los paréntesis cuadrados de la
expresion (4.64).

De la ecuacién (4.61) se tiene

AL 1 1o 1 .
= T -
O__ SCEQ__ 8a2 = 32026* (4.65)

y émpezaremoé por discutir la integral en la ecuacién (4.62) para el término
(% _ el cual, de la ecuacién (4.56), es

| / ~ Roo(r)[QL_Rno(r))r’dr S )
IOl Dl
3 (C ][~ ko]

en donde hemos hecho uso de Ia propiedad de herrmtlmdad

[l -plro=-[[312) J e

" De la expresién (4. 2) tenemos que la ultzma mteg'ral de la ecuacién (4.66)
se convierte en '
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LI Y e

—(n + 1)('n,+ 1)b(n'0, 70, 0)

2
5 2 (' + 1)b(n'0,n0,1) — -2—(n+ 1)b(n'0,n0, 1

_— ’ . . :
+13 45( 0,n0,2) | (4.68)

habiendo empleado los coeficientes b(n'l, nl, k) definidos explicitamente en la
ecuacién (4.9) y que han sido calculados en [41].
Para la primera integral en la parte derecha de la expresién (4.66) hemos
hecho uso de la ecuacién [46] |
d o
_ d—L“(r) —Lg"‘_‘%( ) - (4.69)
para, obténer

(di; - ;)—Rno(f’)

% [(G+3) 0+ (147)220) + Bt (470

Por tanto, la mtegral a la que aludimos, que sera. denotada por I toma. :
la forma siguiente

1
NEESCESY

5 e-"{ [+ D))+ 4020+ 10
x [(Z )Ll(r)+(r+1)L2_ (r) + L3 _,(r )]}d'r (4.71)

Para evaluar la integral Z requerimos ca.lcﬂar mtegrales del tipo

/:o - ’“L“'()L‘*(T)dr k=0,1,2 | (4.72)

las cuales se discuten en el Apéndice D, usandola funcmn generadora de los

polinomios asociados de Laguerre

(1-2) ‘I‘“lexp(

)= ZL“ M (4T

S S



a7

Las integrales que involucran T _ y G _ pueden evaluarse en una forma
similar y podemos obtener, por tanto, el valor numérico de los elementos de
matriz de la ecuacién (4.64) para un valor dado del pardmetro g y usando los
coeficientes ca», que han sido calculados previamente al resolver el problema
no relativista. En la Tabla II, multiplicamos los valores obtenidos por el
factor (u'b'*/%*) y tenemos la correccién relativista a orden (1/¢%) en GeV,
comparandola con la aproximacién no relativista que se calculé previamente.

I=0, 7=1 GeV €y Ady — Aéy
Notacién Experimental | Teérico | Correccién relativista
T(25) — T(15) 0.56296 0.573621 -0.001567230
T(35) — T(15) 0.8949 0.928582 -0.000747538
T(49) — T(19) 1.1197 1.2177 -0.000523218
Y (10860) — T(1S) 1.4047 1.47197 -0.000447207
T(11020) — T(1.5) 1.5587 1.70366 | - -0.000423974

Tabla II: Espectro experimental de los estados (T) del botomonio y correc-
ciones tedricas relativistas.
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_Capltulo 5

El problema relat1v1sta de dos
cuerpos con Spin y masas
diferentes

Hasta ahora hemos discutido los problemas del pdsitronio y el botomonio,

para los cuales la particula y la antiparticula tienen la misma masa. Existen

otros ejemplos de quarkonio en los cuales las masas son diferentes, y nos
gustaria extender nuestros resultados de tal forma que estos casos pudieran
ser analizados..

Tomaremos como potencial a V*(r'), el mismo de la expresién (1.20), pero
ahora las masas de las particulas en unidades c.g.s. se depotardn por m/, mj.
Las masas reducida y total, en las mismas unidades, son

P onnt : y .
T L M tm) (5.1)

- % . 7 . Y
mi+my . o4 my my

donde también hemos incluido M_. como la diferencia de las masas.

La ecuacién equivalente a la expresmn (1. 23) para masas iguales, se es-

crlbe ‘ahora como
(e~ o) D]+ B 4 i L VN =B (52)

Para hacer esta ecuacién adimensional, procedemos como en la ecuacién
(1.22), tomando ¢ =# =b%2 =1, lo cual nos da las unidades de energia,
longitud y momentum, respectlvamente
: p'fbf{i ' h2 _ ,ufbﬂ
.h2 ? 'w-b!z’ B

(5.3)
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Definimos las variables adimensionales E,r p,ml,m2 mediante las si-
guientes relaciones

p‘.r b4 K2 o ,u’b’2 m.i m!
E'=E(—ﬁ"§" ,P=r R , P=p ) m1=?,.m2=7,2
de aqui que la ecuacién (5.2) se transforma en
| {le(oy — o) - P] + miézﬁli-'f- mac* By + V(T')}\I' =BT (5.5)
donde
he! P

siendo ¢ la velocidad de la uz adimensional en las unidades dadas, mientras
que ¢ =3 x 10"(cm/s).
Las matrices o, o, ﬁl, 32 estan dadas en la ecuacién (1.27) y, por tanto,

la expresion correspondiente a la formula (L. 28) se convierte en

[ 0 sl-p —32-p 0

1 s+ p 0 0. —S3 P
el 2m 05
0 —Sg*P. S1-p 0
0 -M. 0 0
Tl 0o M o
\ 0 0. 0 -M,
1 000 ¥\ :
0100 o | o
f[E—V(r)J 0010 }_% =0 (37
\0 0 0 1 s

donde sl,sz estan deﬁmdos en termmos de las matrlces de spm de Pauh
mediante la ecuacién (1.29) y My = my £mg. :

- La matriz de la ecuacién (5.7 ) puede ser escnta en términos de subma-
trices, i.e. _




51.

% [ S1-p —Sz p] [ ] A
- 5q -
E - V(r) + M_,.c W '
_20[ 81 - P —5g - P][ 1]
—Sg- 5P (2 _
_ [E- V(r) +M_c 0 W] '
T -E—V&%JL&]MJ—O (5:9)
Ya que E es la energia total, podemos escribirla como
E= 2M+c € (5.10)

con ¢ como la energia de amarre que queremaos determmar Empleamos la
notacion abreviada

wy=F—-V(r)+ M_l_cz,‘ wy =E —V(r) + M_c? - (5.11)

la cual, por | medlo de las ecuaciones (5.1), (5.10) se lee Como

wy = 2myc? (1 + 2m1:c(:)) ,  w_ = 2mgye (1 + mi:(r)) (5.12)
wy = 2M,c+e—V(r), w_=ec—V(r) (5.13)

Dado que ¢l inverso de una matrlz dlagonal eseli mverso de sus elementos
podemos escribir a la ecuacién (5.9) de la siguienté forma
Wy () ]

%[ [l =1

-1
o
Sustituyendo este valor en la expresién (5.8), llegamos a la ectiacién

_.SZ.P
5 -p

5.-p

5.14
o (5:14

e 5m, ][5 2]
g B [:Zﬂ 619
" Observamos que | -
(se-pz' = wi'e-p)+l pher]
| = W:I:I(St P)+ : ( 2?) (St'r)‘ | (5-16)
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donde ¢ = 1, 2. Haciendo este reempla.zo"en la prilﬁe]:a. mairiz de la ecuacién
(5.15), obtenemos

~wi(sz-p) wIl(si-p) ‘P 81-P

‘dc*dV [ wi3(sy - r) —w“2(52 I‘)] [ 5P —Sz'P}
ir dr L—wi(s2:r) w(sir) ||l-s2-p s-p

Tr ol e

Realizando las multlphcacmnes de matrlces que se md_wa.n en la ecuacion

{43[% (s1-0) —w:.l(s;-p)] e e

- (5.17) finalmente tenemos

g2 | OE (e p) T (s p)er p) ey (s p(sa )~ ez Bl -0)
—w“l{sz -p)(s1-p)—w ' (s1-P)(s2-P) wi'(sa:Pp)sz-p)+w '(s1-p)(s1- D)

~wi?(s2 - ®)(E1 p) —wI¥(s1-e)(e2-P)  wi’(s2-r)(s2- P)-+wIt(s1-T)(s1-p)

T A e

4c2dV[ w51 e - Py +wlP(sz r)(s2 - p) - —wii(m --r)(sz-p),—wf_"z(sz'r)(51-P)]
ir dr

Podemos simplificar algunos de los térrinos usando la bien conocnda

férmula del producto de matrices de spm de Pa,u_h e

005 = 5,J + ze,,,kurk - (5.19)
la cual, segin las definiciones de la ecuacién (1.29), implica
1 i
Si.Sj = Zé{j + EEiijk | : (520)
-De (5.20) obtenemos inmediatamente que
1,
(St'p)(st'P)ZZPs t=1 o 2 . (5.21)7
Para los términos (51 'P)(s - p) notamos que, ya que sy, sé se refieren a

particulas diferentes, luego entonces conmutan y también las p’s conmutan,
por lo que podemos eScribir




53.

(S1~p)(52-p) - (s2-p)(s1- p)

~ 5l P)e B + G2 B)(s: B

+ % (Sl-P)(‘Sl-P')+(52'P)-(52'p):

— e P )+ (s b )
= % [(S 13)2 - %P ] | (5.2

donde - |
S=s +s, | (5.23)

es el spm total.
Volviendo a.hora a la segunda matriz en la expresmn (5.18), tenemos los
31gmentes términos

| 1 i
(s1-x)(81-P) = (803%:)(s205) = [Eﬁiﬂ' + §ijsfk]$épf
=zt + —(5_1 Ly=a (5.24)
donde, como antes, L =TXPY des1gnamos el término completo por a;.

Ademis,

(s2-r)(s2 Py = l(r P} + -2;(52 ‘L)=a; (5.’25)

4
Sustituimos ahora estos resultados en la ecuacién (5.18), y obtenemos

3307 — (8-p)
2 ala .
{4(! (w - ) [3[2? -(s- p)EI ] 4lp2 ] ) .
- 4c? dV W 2a; +wan . '—wf(sl -r)(sy - p) —w™%(s2 - r){51 - p}
ir dr —wlzl(sn‘l‘)(éx ‘p) f'wig (s1-1)(s2 : p) - : wilay 4+ wa
_ 0 Py _ '
- w3 -0 _ o S e

Si en la expresién (5.26) hacemos my = ma = m, tenemos que M. =
0, My = 2m, pp = m/2 y recuperamos el caso de masas 1guales expresado en
la ecuaci6n (2.14). :

Limitemos ahora nuestro hamﬂtomano hasta términos de orden (1/¢?).
Para llevar a cabo nuestro objetivo, hagamos notar que de la ecuacién (5.12)
se tiene : '
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| 402;};1-_,_ %[1“%51+]
P = o [I‘i(:l;) +o],
wat = 2= 2],
@t = mgf;? [1';' (jn;}:) ' ] (5.27)

De aquf que en la expresmn (5. 26) podamos reemplazar, hasta orden

(1/c*)

o - 2 (e—V)
4 2 2_ _ 4 2 1_ & ;
cw mic?’ Y T mic?
1 2 (e=V)
4ctw? = 4wl = — — :
Wz el wZ —— m202 (5.28)

Antes de hacer esto, notemos que la ecuacién (5.26) puede escribirse como

(& 3= (529

lo cual 1mphca que 1,1y, denotando ambas por P, satlsfacen también la
ecuacién dada por el determinante

(AD - BCyp = o  (330)

v donde A B C, D estén dados por los operadores correspond1entes en la
matriz (5.26). Podemos dividir a la ecuacién (5.30) por cualquier constante
numérica, la cual serd para nuestros propésitos —2M.c?, por lo que tenemos

[—A(D/2M+c2) +B(C/2M1c?)] % =0 (5.31)
Ahora, usaremos la notacién compactada.da en la ecuacién (3.25) i.e.
15 12 |
=5p, v= zp (S- p) . (5.32)
y ademés hacemos las Sngentes definiciones |
. 1dv -
=oo by = (s1- r)(sz p)s b= (52 T)(s:- P) - (5.33)
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(1) v - - (™) - (™))

| S — (i+ )+(E_)
2M. 2 \my 2M.,.c?

{v(-l L)_[(ETV)v-t—zdbl]m[(cf_V)v+2c?b?]} '

my Mg/ 2mic? - 2mée? -
7] 1 1
x {m(m_ﬁm_z)}]‘”—" (5.34)

. Eliminando de esta ecuacién todos los términos de orden mayor que 1/c?
obtenemos

1 1 1 |e=V)u—2da (e — Vu — 2da,
{[('rm + m2)u—|— v E] : [ 2mic? ] [ 2mic?
1 1 1 1 1
1 /1 1y,
AT (FE " m_z) v }¢ =0 i (5.35)

Para el caso en que m; = mgy = m, que en nuestras unidades significa
m = 2, M, = 4, la ecuacién se reduce a aque]la en la cual las masas son
iguales, i.e. la expresién (3.31).

Cuando ¢ — oo recuperamos la ecuacioén no relativista,

P71 1
[E (E + —) +V(r)— j|’¢' =0 (5.36)
por lo tanto, € serd la energia no relativista calculada en la seccién 4.1. En-
tonces requerimos que todos los términos en [e — V(r)] de orden (1/¢?) sean
reemplazados por (p?/2u), con p = mymg(my + me)~1, v de esta forma
llegamos a la siguiente expresién para nuestro hamiltoniano, cuando las
masas son diferentes

g = (ziw)_;[ﬁgﬂﬁ_zﬂ(l.m]

2 2mic? 4y 2drdr rdr
1 [pt 1dV 8 14V l
- g oY Y L
2mac? [4,1:; t5oror rdr (s2- L)

1 [P =(8-p)*
2M_].C2 . lU,z

(5.37)
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Para llevar a cabo los cdleulos de los eigenvalores de este hamiltonia-
no debemos considerar primero los eigenvalores de la parte no relativista
[(p?/2p) — V (7)), al igual que hicimos en la seccién 4.1, después obtener los
correspondientes eigenvectores de la seccidn 4.3, y con ellos calcular el valor
de expectacién de la parte (1/¢%) del hamiltoniano, No discutiremos ejemplos
numéricos de este tipo en la presente tesis. -




Capftulo 6
Con‘cluSiOnés

El prapésito de este tra,bajo ha sido. desarrollar un formalismo que describa
_el problema de dos cuerpos con spin en el marco de la ; mecénica cuédntica re-
_lativista. En particular, hemos anslizado los casos del posﬂ;romo y el quarko-
" nio (botomomo) No hemos intentado, sin embargo, hacer comparaciones con
todos los resultados de otros analisis’ dechcados alos problemas a.qm con51de—
rados, pero sf con algunos datos experimentales.

Respecto al caso del positronio, puede decirse que el problema radial exac-
to con spines 1 0 0, (orto o pampomtromo respectwamente), es similar a la
ecuacion de Dirac para una sola partlcula con un potencial del tlpo r1 y con

_spin 1/2. Contrario a lo que ocurre con el problema de un solo cuerpo, las
ecuaciones radiales para el positronio no parecen tener una solucién mediante
una relacién de recurrencia, sin embargo, ha sido posible obtener las correc-

 ciones relativistas al sistema, hasta orden (1/c?). Dichas correcciones son
muy diferentes para el orto y el parapositronio, como ocurre también para el

dtomo de hidrégeno. Asimismo, podemos concluir que, en nuestro formalis-.
mo, las correcciones relativistas al posﬂ:romo remlta,n ser muy pequefias com--

paradas con la energia no relativista del sistema, i.e.- (1/20%). El término
(1/¢%), en nuestras unidades, es de aprommada.mente 10~%, por lo que es per-
fectamente vélido el habernos hn:utado a la teorfa de perturbaciones a primer
~ orden. Existen. muchos tra,ba.Jos acerca del positronio que van a potencias
mayores en (1/ 02), y-que ya hemos referido anteriormente. En particular, lla-
ma la atencién el articulo de Knichl et al. [47] en el cual se hacen céleulos, en

el formalismo de la electrodindmica cusntica, a érdenes muy altos en (e2/ hc) _

En lo que respecta al quarkonio, hemos formulado el caso no relativista y
las correcciones relativistas hasta orden {1/¢?), en los casos de masas iguales
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y masas diferentes, tratando con un potencial central general. Nos hemos
ocupado, especificamente, del caso del botomonio y el llamado potencial
“Coulomb més lineal”, el cual posee dos pardmetros que han sido tomados
de ajustes a los datos experimentales. Debemos hacer notar que ni el proble-
ma relativista ni el no relativista se pueden resolver analiticamente, por lo
que es preciso recurrir a métodos numéricos. Para hacer los célculos; se ha
usado la base no ortonormal de funciones de Sturm-Coulomb. Los resultados
se han obtenido utilizando matrices de dimensién 100 x 100; es posible ir a
matrices de mayores dimensiones, pero habiendo probado el método en matri-
ces cuadradas de érdenes 10, 20 y 50, podemos concluir que 1a base utilizada
converge rapidamente para el hamiltoniano que tememos. FEs asi que una
matriz de 100 x 100 da resultados confiables para los primeros estados. Dado

. que el botom es un gquark pesado, hemos obtenido que la aproximacién no

relativista (con el potencial de quarks elegldo) tlene un acuerdo satisfactorio
con los datos experimentales. Respecto a las cor:reccwnes relat1v1stas éstas
han resulta.do ser aprommada,mente tres érdenes de magmtud mas pequenas
que la dlferenma de energfas entre las pa;rtlcula,s xbl(lP) Y Xo1 (2P) Para los
estados T, la correccién relatltha ala diférencia energetica entre T(,‘ZS) y
T(1S5) aproxima un poco mds el resultado tedrico, de tal forma que nitestro
célculo difiere en L 6% del da.to expenmental Pa.ra las otras partmulas T
canSIderadas la correccién relatlwsta mejora. hgeramente los resultados de la
teorfa. Cabe sefialar que, aunque no aparece en el presénte trabajo, también
se calculé el sistema charmonio [48, 49, 50]. Debido a que ¢l quark charm es
més ligero que el botom, el resulﬁado obtenido con un potencial de quarks
del tipo “Coulomb més linéal” es menos sat1sfact0r10 que para el caso del
botomonio, siendo las correcciones relatlwstas de mayor magmtud Sm efn-
bargo, los resultados pa,ra el cha.rmomo tlenen un a:cuerdo razonable con los

- datos experimentales.

Fmalmente, €5 preciso indicar que esta forfaulacién del problema. de dos

. cuerpos con spin puede hacerse pars otras ‘clases de potencial, como serfa

el caso del potencial de quarks sugerido por Isgur [51], que es de tipo ten-
sonal Para este caso, ya han sido calculados los elementos de matriz del

_.ha,mﬂtomano correspondlente, en la base de estados de oscilador arménico.
~ [52], utilizando el concepto de “spm de sagno” formula,do por Moshmsky et
~al. [53 54 55 56 57' 58 59] '




Apéndice A

Célculo de los elementos de
matriz relevantes para €Epnl Y

. eonl

Empezaremos con el caso del parapositronio, y ya que no hay parte de spin,
i.e. s =0, el estado de la expresién (3 33) se reduce vinicamente a la parte

orbital
Injm >= Rug()ljm >= BusWim(0y0)  (A)

y, por tanto, se tiene
<nJmIlenJm> 2 — 802f Rn; [rﬂa an(,,)] 2
Tea < nymlp |n_7m > ,. (A.2)

) Usando las ecuaciones (3 34) (3 35) el segundo termmo enla parte derecha
de la expresién (A.2) se convierte en =

L ot = ol 2o

8c2\12/ 2
B 1 (2
T 82 ( )510 (4.3)

El dltimo término en el lado derecho de la ecuacién (A.2) se puede ex-
presar como ' ' '
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puede expresarse como .
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1
2@ < njmlp*|njm >

B 32&/ By (1) { < jmlp* Um > Rpy(r )}rzdr | (A4)

donde, obviamente, se tiene

1d ,d +j(j+1)]2'
2d dr 72

de aqui que nuestra integral resulta ser

32c2f Bons(r )K z)z'énj(";)]""zdf' | S
_:——3—21--0—2/0 R(nj)[(;g Tiz-l-:) (nj)]dr B (A.6)

habiendo reemplazado rRBy;(r) por R(nj) en la notacién de la referencia [24].

Usando la Tabla 2° de [24] obtenemos de la expresién (A.6) la relacién que
ponemos a continuacién

TREAG+ ) [4” 3(‘" + 5)] (A7)
En la ecuacién (3. 39) obtenemos finalmente la energ1a del parapositronio
hasta la aproximacién {1/c?).

En el caso del ortopositronio discutiremos primero p*(S - p)? y (S p)*
pero se ha mostra.do en la referen(na [26] p. 3486, formula, (64.7d), que

< G, 1)gml(8- B, i >= | - sarat P we

< jmlpf|jm >= | - (A.5)

Por consiguiente p?(S - p)2 7 (S p)* se reducen & p* que ha SldO evaluada

| en (A.7).

Permanece entonces el térmmo T~ (S + L) cuyo elemento de matriz ¢s°
< n{j, l)Jmlr (S - L)n(j, 1)jm >=
[ R S Rtr)rr] < G 0imiS - TG im > (A9

El tdltimo elemento de matriz es ewdentemente -1, yla mtegra.l rad1a1

f‘JmR(nj);;—R(nj)dr )




- 61.
donde hemos usado nuevamente la notacién de la referencia [24], de aqui que -
empleando la Tabla 2° p. 117 [24], tenemos que (A.10} se expresa como

1 .
B+ 1) + 1)

(A.11)

Nétese que 7 > 0, porque para § = 0 el ket de la ecuacién (2.1) sis =1
se convierte en |(0,1)00 >, el cual no existe.

Combinando todos los términos en < n(j, 1)jm|Hy[n(j, 1)jm > se lega
al valor de €, expresado en la ecuacién (3.41).
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Apéndice B

Calculo de los coeficientes
b(n'l’,nl, k) para el caso k < 0

Usando la funcién generadora de los polinomios asociados de Laé;uerre (4.73)
y la férmula de desarrollo en serie (3. 10) tenemos, analogamente a los cdlculos
reahzados en [41], que

0 (L k),

k)
S 2 TR (B-1)
(1-2) 2 7= Ryl - (8-2)
[+ oI 8 ! '
ki) e GRS
(1-22) 2 Trrim &) (B3)
Haciendo m' -+ s = n’ ¥y m + s = n, obtenemos finalmente
[; ™ Ry (PR (r)dr
w1 Bri ]
M W~k — )=V —k+n— s) (I + U +E+ 5! B.4)
5 T~ 1=\ — )= T — (.~ s)s! -
para k < 0. |
Con o
Ru(r) = Bur'e™*L24(r) (B
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Apéndice C
Célculo del operador Ql__

- Hemos definido
<+, 0mIS )P — (8- p)G + 7, 1)im >= QY (C.1)

Se presentan dos casos, segun la paridad.

C.1 Casol =10l =j; .'paridad' (—1)3
Sabemos que [26] |

<GS PP m > = |+ 1OE]

=< (j, Dgmlp®|(j, )jm >  (C.2)
por tanto, | '

<GS B S G0 (€9

C. 2 Caso | = = 7 :I: 1; parldad —(— 1)3

Empecemos por eSCI'IbII’

<(G+7,1im|(8 Pl + 7, 1)jm >=
< @G+ ml(S )G Dim >
x < (5, 1)iml(S-pI( +7,1)jm > (C4)
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" Por otra parte, podemos escribir'
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Calculemos los dos distintos elementos de matriz de (S - p) [45]:

<+, 1)jm|(S - p)I(, Djm >=
(—D)" W (5 + 7,11 1) {326 + 7) + 1]}

x < j+7|lplli > V2 o e (CB)
y
< G 0gml(S DG + 7, Dim =
(W + 75151325 + D)E <jllplli+7>v2  (C6)
ya que

<dfsfi>=vE - (©1)

por lo tanto, tenemos

< (F+7,1)im|(S  p)|(5 + 7, L)jm >=
(-1 )"’W(a + AL )W (G + 7, 18; 13)[2(:r+fr)+ 1]z
(25 +1)F < +7|plli >< jllplli +7 > - (CB)

Los coeficientes de Racah que se requieren [16] sori

ba[=

Wi+ 131) = (D)3 (23+15(g+1)} (©9)
W(i—14,11;15) = (—1.) [G—Jé?—;}‘-?-‘?)r (C.10)

Mientras que el elemento de matriz correspondiente a p? es

1 drzg+(j+f')(j+r+1)
r2dp. d'r 72

< G +7, )jmlp?|(G + 7, L)jm >= 6oy [
| (C.11)



<G s PV = (8B + 7 ) 5=

Z <{j+1", 1)Jml(S P)2|(J+T' 1)jm >

TI=—1

x < (j+7, Djmlp® ~ (8 -p)%IG +, 1)jm >
=< (j+7",1)jm|(8 - p)?|(j + 1, 1)jm >

x < (j+1,1)jmlp? — (8 - p)’|(§ + 7, 1)jm >
+ < (F+ 7", 1)jm|(S - p)*|(j — 1,1)jm >

< (§ —1,1)jmlp® = (S p)*|(f + 7, 1)jm >

Ademas

. , j+1 . d j
< —|— ! T _— _—
J T ||p”.? > Zj+ .:J'+1 2} I 3( ‘Z) (d,r T
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(C.12)

_ [ 3 fd  j+1
_7+'n,5.—1 23_1( z)(d’r‘-l_ - ) (013)

Tenemos cuatro casos diferentes:

< (G+1,1)jml(8 - p)I( + 1, 1)jm >
= (D)W + 1,15 19)16) (2 + 3)%
><(2J +1)2 <j+1plli ><jlplli +1>

(o222
() [ e 2

Calculemos ahora el elemento correspondiente a p% — (S - p)Z,

< (j+1,1)jmlp* — (S~ p)sz +1,1)jm >
_f(3+1 1d, _l_(j+1)(j-'+2)
27 +1 Tr2dr dr r?

Y con estos elementos, finalmente tenemos,

(C.14)

(C.15)
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Qhy = <(@G+1,0m|(S-p)[P* ~ (S o)+ 1, 1)jm >
:i(j+1)[ 1d 2d+(+1)(3+2)]
(2j+1)2L " r2dr dr 2 '
[, 1.d zd+(f+1)(5r+2)]
r2dr dr | 2

s )G 5)
(d +3+1)(d+j,+2)_ B (C.16)

-+

X

dar r dr r

C22 17=7=-1

< (5~ 1, V)im|(8 B ~ 1, 1)jm >
= (W ~ 15, 1515)P(6)(27 — 3)% x (25 +1)*
x  <i-1llpllj ><llplli — 1>

i+t _¢£+,j,+1 d j-1
N 25 +1/\drr dr T

C(i+1\[ 14,4 _iG-D] S
o (23’—!— 1) [ rzd'rr dr +_T (C-17)

También podemos escribir,

<{j-1 I)Jmlp —(8-p)?|(j - 1,1)jm >

= (23'11) { rlzi”zdrfg(%ﬂ] (C.18)
Y obtenemos,
Q- =< (j-1,1)jm|(S-p)’ [p” )| — 1,1)jm >
- Gpla T +”‘12)(a;—i)(d%—321)
+ %% .'r jr 2dr+(j:;)3]”-. |
e B (@19
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C.23 =17 = —1

< (G +1,1)jm|(S-p)’|(j — 1, 1)jm >.-
= (LW — Y, 15 1)PW( + 15, 11; 1) (6 )(23+3)
%(25+1)% < §+ jpllj >< J“P”J -1>

GHD) (4 i1y (d j-1y
T2 +1 | \dr dr T) - (©2)
. Mientras que p* — (8 - p)? estd dado como, | '

L C +1) (d J‘ d _i-1)
s (ol 1 _ (iG+1) IN(e _
< (+1,1)jm|p*—(S-p)*|(—1, )Jm:" 25+ 1 dr dr. T

(C.21)

B3

Y por tanto, S ,
Yoo =< (i +1,)5ml(S - p)’lp — (S p)(F — 1, 1)gm >

j\/j(j+1)[ 1d g+(3+1)(1+2)](d j)(i_,j——l)

(27 +1)2 2dr dr r2 dr dr r
i j\/j(jJrl)(_d__i)(i_j—l)[ 1d 2d+(j'—1)j] (©2)
(27 +1)2 \dr dr r r2dr dr 72 '

C24 v=-1,7=1

< (G-1,1)im|(8 - p)|(j + 1, 1)jm >
= (D)W (j — 13,15 1)PW(j + 14,11; $17)(6)(25 — 1)
x(2j +1)7 <5 = 1p|ls ><jllplli +1>

ju+l)fd j+1y(d 'i+2)
2i+1 \dr T dr 7

En tanto que p? — (S - p)? se expresa por,

11

(C.23)

j(a'_ﬂ)'(igﬂ) N

(j—1,1)jmlp? — (8- p)2|G+1,1)jm> = —
< (=1L, 1)jmlp* — (S - p)*|(§ + 1,1)jm 5+l \a Ty
| d | j+2
bt ('&;—l* - ) (C.24)
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Obteniéndose finalmente,

) =< (j— L1)jm|(S - p)’[p® -

4 . J +2)
(dr-+ r

(S p)AIG + 1, 1)jm >

i e G- D6
R D - heg
(j-f-(;;—fij_Fl (dr T )(di:"_l—j—:z)
[_i_ql_rzi+ (J+1)(J+2)}
cr2dr dr r2
e e e
d ‘
X

(C.25)



Apéndice D

Calculo del operador O }__

Sabemos que,

a1 1 1 1 .,
O = Q — D.
T 802 T 8¢? - - 32¢? 22 (D-1)

En el caso particular del operador Q__, nos falta calcular la integral
designada por Z, y que esté definida como -

1
y(n+1)(n +1)
x [T {[(GH g} + e+ D) + )]

x |(3 D)+ (DI L) bor (D-2)

" Asf que es menester calcular integrales del tipo siguiente, que denotaremos

. por A

A= / e~ rELe, (1) L"‘( r)dr, k=0,1,2 (D.3)

Usando la funcién generag:lora de los po]jnomios asociados de Laguerre

T1)=§U;a(r)zm' o4

-aren
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podemos escribir

!

A= fu T e (1 — z')"a'”l-e;'cp (;_‘i 1) (1 _ z)—a-le;p ( : 1) dr
= (1= 2y o1 - z)o! fomr ea:p[ ((1 _1;)8"_ Z))] r (D. 5)

Definimos ahora

el {(iwlzj)giz— z),] B S
por tanto . u[(l _lzi)gz— z)} N (D.7)

Sustituyendo en la ecuacién para A, tenemos

(1 — #) =31 — 7)ot [(1 —1z-').(1 — z)]kﬁ '/Om e

— 2z
A=) gk
- (1 — )k+1 e e

=3 f « (r)L2 (r)dr (D.8) .

m’ m=0
Por consiguiente

a't+k | z‘—a+k
amg,

- A=

. A partir de este momento hacemos los desarrollos en serie de los factores
que conforman a A, usando las siguientes férmulas, segtm si los exponerntes
Son mayores O menores que cero [23)

(1-z)? = Z(p_LH) ,p>0
o - St e

J-—O

Observamos que se presentan cuatro Casos, que a contmuacmn calculamos.




3.
D1 —ao'+k<0

—at+k <0

—k—1<0

Tenemos entonces

min(n/ n) (o ~k+n' —s~ D a—k+n—s—1)lk+s)!

,.Az 2

& (@ -k -9l a—k—1)l(n—s)ls! (D.11)
D2 —a'+k>0
- —a+k<O0
—k—-—1<0
Obtenemos
A= miﬂz(:“’jn)(_ o=+ Bkt n— s~ i+ o) o

s5=0

(e +k—n' + s)l(n —s)l(a— &k — D)I(n— s)ls! -

D3 —-a+k<0
—a+k>0
—k-4-1<0

Para este caso,

m'in(n",n) ) ) , . ) .
nesy & —k+n —s— 1M {—a+ EN(k+ s)!
A= S (-1 ( ) Nk + s)

(¢ —k—1)(n' — s)l{(—a+k—n+s)(r—s)ls! (D.13)-

a=0.

TESIS CON

FALLA DE ORIGEN



74

D4 —o’'+Ek>0

—a—+k>0
—k—1<0
Se tiene entonces
min(n! ) .
A= gﬂ (e (_ar+k—nfti)!?n’f)i(:)?(t:)i(:ff :- popm

Con ayuda de estas ecuaciones, calculamos el operador. Qr_.
Por otra parte,

™ = (%dir) : o (D.15)
pero, ‘ _ |
qur—%; %‘;/:q—l-;l; (D.186)
entonces, S
T .(qu 1) i» (D.17)
 Por tanto, o

fo ” Ruo(r)Tt_ R (r)ridr =

1 g * +s1 1732
T [5 fo e~ LY (r) LA (r)rdr

+-q f TLL(r)L2 (r)rzdr‘

2 / e LY (r)LL(r)dr + / "Ll, _1(7.')117']’

B 1 , min{n',n) (S +2)(S—!— 1)
—\/(n'+1)(n+1)[ 0,0, 2) + ;) (—n' + s+ 1)(n' ~ s)!
min{n' n) : ' .
s Lb(n0,n0,0)+. 3 ('n,—s)] (D.18)
=0

Mientras que el operador G _ se puede escribir como
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/0 = Rnfo(r)é}__Rno(?“)rgdr_ = ]:o Rnfo(r)p‘LRno(r)rzdr
/0 = ﬁzR,,fg (r)p®Ruo(r)r®dr (D.19)

debido a que p? es un operador hermitiano. .
Pero, ademas, sabemos que la ecuacién que cumplen las funciones de
Sturm-Coulomb es,

n+1

PR (r) = ( _ %) Raol(r) (D.20)

Finalmente tenemos,

| Ban(n)GL_Reo(r)r®dr = (nf +1)(n + 1)5(w'0,n0,0)

- %(n’—}-l)b(n'ﬁ,n(), 1)
- i(n+ 1)b(n'0, n0, 1)
+ —i-l—fi-b(n'o,nQ,Q) (D.21)
Usando laé expresmnes para los operadores or _y é’}__ podemos

calcular el operador &1 _
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