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0.  PRELIMINARES.

En esta seccidn presentaremos las notaciones y convenciones presentes en el

desarrolio de este‘traﬁajd:

Vl-ll) = Espécio real de Hilbert.
(v, l1+11.) = Espacio dual de V.
<o o> 1 V'RV +jR = Par de dua11dad.ehtref¢V' y V.;
(Hy[+]) = Eépacio real de Hi]bert ideht{ficédo cpn su duaTIEn el

-

cual 'V estd continua y densamente embebido, esto es:
VGH=~H GV,

Siendo J = [0,T], 0'<T <+, el intervalo de tiempo, LP(0,T;V),
1% p<+wo, denotard el espacio. de funciones Vectoh1a1es del tiempo definido

3

por:

LP0,13V) i d eV

o T i/p. o
’“V”][} = f ”V(t)“p dt" < 4 o},
0 J ‘ E
QA([O,T];V) ='{v +J + V: v es absolutamente continua}.’
Bajo esta éonvenciones, usaremos - la siguiente simbologia: |

v < 1200,7;v),

L2(0.T3H),

2
u

-
H




Vo= L3(0,T3V'),
= {v.g V: v' ¢ V'}

_mv‘mw = fivllly + Tyl

2 _ .
Aqui v" = _'?'V es 1a segunda derivada distribucional con respecto al tiempo

de v, 1a cuaI pertenece 2 DT((0,T);V).

La transformacidn a(:,:):VxV>R denotard una forma bilineal, continua y

simétrica, tal que satisface semicoeréiviqad, esto es:

4220, a>0:
alv,v) + alv)? 2 allvl|®, ¥ veV.
En base a esta forma bi]inea1,'105'operadoreé Ae L(V,V"), 'Age'L'Lv;Vil_ se dg

finiran por:

<Au,v> = alu,v), ¥ u,ve V,f

(Av)(t) = A(v(t)), ¥ veV, ct. te (0,T).

La funcional J : V + (o, +-m]- es prop1a, convexa y sem1cont1nua por abaJo,

con subdiferencial . 3j C VkV'. E1 congunto

D(J) {vew j{v) < + «} Cv,

r
E

. es 11amado el dom1n1o efectivo de j:V+{-w, +=], Ademas, 'J£U+U' es 1a funcig

nal def1n1da por:




(T . _
Jve)dt, st 30 e Lio,m),
o) '
J(v) =4
oo | + Si no,
T

Los correspondientes dominios efectiVos'y subdiferencial de JHsYT serdn deng,
tados por: | e
D(3) = v e v 3(v(+)) e A0} ¢
{ve v ov(t) e D(J). c.t. te (OQT)};

adJCuxi',
respectivamente.

Finalmente, siendo @ C Rh , W P(Q) denota el espacio de Sbvolev defini

do por:
WP0) = {ue LP(e): 0% e LP(a), 0% a<m),

Aqui,

Lp(Q) = {u;ﬂ+H{;'f |u(x)lp S < R @}’
. Q. |

ys, si o= (al, Ops +ve3 an) es una n-ada de enteros np negativos,

p* = in 'Eii. ‘ :'Qi_f
3X1 BXZ ttax. T




. . n .
es un operador diferencial de orden |a| = I ay.
: B j=1

En el caso de que . p=2,"
se tienen los espacios de Hilbert 'HmCQ), esto es,

Hm(ﬂ)= wm,z(g)a N

| _
' cuya norma es dada por:

o a2
”““_m {éslélfm ”Da“”'z} -
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Los objetivos fundamentales del presente trabajo son:

1) Generar algunos mode10s mecdnicos, asociados a problemés_dinémicos de
placas eldsticas sujetas, sobre alguna parte de su frontera, a condi
ciones de friccidn,

2) Realizar el ané]isi%-cua]itativo de los modelqs mecanicos resultantes.
Con este fin, presentaremos condiciones suficientes de existencia, uni’
cidad y regularidad de soluciones del wodelo matemdtico asociado é ta
71es problemas. | “

3) Presentar, junto con el anéTisis cualitativo correspondiente, aproxima
ciones continuas, en dimensidn infinita, y semidiscretas, en dimensisn

~finita, de éste modelo matematico. | |
- 4) Presentar el Métodofde]‘E]emento Finito como una fbrma sistemdtica de

construir aproximaciones internas de los problemas en estudio.

Existen en‘fa actualidad varios métédos'para formular el modelo matemdtico
bidimené{ona1 asociado a probiemas de placas eldsticas Tineales. En un primer
tipo de ellos éste es deriﬁado del modelo matemdtico de Ta elasticidad lineal
tridihensiona1,_hac1endo hipétesis'sobke la forma de los componentes del vég
tor desplazamiento y de'algunos componentes del tensor esfuekzo.. Algunos resul
tados en este sentido pueden encontrarse en [ 71, [ 173, [ 251, [27]1. En un
segundo tipo de métodos estdn los 1lamados métodos asintéticos, para los cuales
se introduce un cambio delﬁariab1e y 1a'501u616n tridiménsionai es eXpresada,
en términos de este-cambio@de variable, mediante una sefie de potenc{as,_[ 5 1,
[ 6 i, [ 201, [ 14 ], En Tas referencias antes citadas los modelos. mateméti
cos bid{mensionales obtenidos estén asociados a problemas estaticos. .Recientg.

mente, [ 23 ], se aplicd el segundo tipo de métodos para el caso dindmico.



E1 andlisis cua1itativo; asi como 1a aproxima;ién'en dimensién'infinita-mg
diante regularizacion, de algunos problemas dinamicos y est@ticos de placas
elasticas Jineales pueden encontrarse en [ 7 ]“' E1 caso no Tineal, placas de
Von Karman, ha sido estudiado en [ & ]y [ 22 7. La aproximacidn, median
te elementos finftos, de a]Qunos problemas estiticos de p1aca5'e1éstica§.1ineg

Tes, con condiciones de frontera lineales, es presentada en [ 2 I, [ 4‘].

En este trabajo en Ta formulacion de Jos modelos de placas eldsticas linea
les, asociados a prob]emés dindmicos, se usa un métddo‘deT pr%mer tipo de Tos
deséfitos anteriormente, a].cua1'11amamos‘ﬁétodo de la e1as£odinémica aplica |
da. Las condiciones de frontera tipo friccidn se expresan mediante subdiferen
ciales, [ 9 I, 1o cual nos permite, de manera natural, dar ias formulaciones .
variacionales de los problemas de valores sobre la frontera e iniciales corres
pondientes, las cuales resultan estar dadas-por'inecuaéiones variacionales hi
perbélicas, [ 19 ]. .Por tanto, el andlisis cualitativo y de aproximacidn de
esfe.tipo de problemas, se reduce al correspondiente ané1isis de tal tipo de
inecuaciones. En el primer tipo de andlisis se usa el método de semigrupos no
Tineales presentado en [ 1 ] y I 31, en el segundo, el Tlamado método varia
cional, [ 18 1, com binado con aproximaciones tipo penalizacidn, {19 1, regu
Tarizacién, ! 11 1, e internas. La construceidn de Bstas G1timas se

realizaran mediante el método de elementos finitos.

Este trabajo estd dividido en siete capitulos. E1 segundo de ellos esta

relacionads con el andTisis cualitativo del siguiente tipo de problemas

: ' ' ) . .
Dados fe V', u, eV, v, e D(J),

encuentre u z W con u' e D(J): _ (1.1)

u' +Au + ad(u') 3 f,

TTESSCON
FALLA DE ORIGEN
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u(0) = u; u'(O) = Ve

| cuya representacion 1ntégra1 es una inecuacién variacional hiberb61ica. Aqui

Ae LIV, V") y ad V-~ 2U' es el subdiferencial de. J V= (oo, +«ﬂ. la

existencia, unicidad y regularidad de soluciones de este problema ha sido ng

ﬁrada en [ 1 1yl 3 ],'vTa el método de semigrupos no lineales, para el

caso que A€ L(V,V') seaﬁsemicoercivo, j iy + (-é, o] séa propia, conve
. |

xa, semicontinua inferiormente y

]

re

feH con f7e Ll(O,T;H),

uy € Vs vy e D{J), o ‘ | (1.2)

{thu, + 2ty)) 0 ) # 0.

ET problema (1.1) es expreéado, para el caso que 1a funcional j : V= (-, oo]
eété‘definida en término de las trazas yv de v eV, mediante el siguiente
problema abstracto de valokes sobre la frontera e iniciales: |

Encueftre u eV con u"eH, u' eD(J):

3

w(t) + Pult) = £(t),

Copult) e sh(yut(t)), }te.t. te (0,T). (1.3)

u{0) = v, ut(0) = v, .

4

Aqui se asume la regularidad (1.2) y, P« L(V,Va)‘ es el operador fbrmal,
‘ '
2 € L(DO,B') ‘es el operador abstracto de Green, j=hoy y odh:B~ ZB es

el subdiferencial de 1a funcional h : B = (==, 4],

En el capitulo tres seipresentan'aproximaciones continuas, penalizacibn y



regularizacién, y semidiscretas, aproximaciones internas, del siguiente pro

blema:

Dados f e H con f'_s Ll(O,T;H), u, € v, V, € D(j) con {(Au0 ¥

+ aj(vo)) N H} # 6, encuentre uelV con " e H, u''e DJ):

() + Au(t), v(t) - w(t)> + 5(v(t))- F(u'(t)) 2 <F(t), v(t) - u'(t)>,
| ¥ veDd), c.t. tel0,T), (1.4)
u(0) = Uys u'(0) = v e |

a

el cual es el problema pseudoinstantaneo asociado a la-representacion integral

de {1.1) con regularidad en los datos {1.2),

£1 problema penalizado y regularizado asociado a (1.4) queda expreéadolpor:

Encuentre u_ eV con u; e H, u;.s Vi

¥ velV, c.t. te (0,T), >0, (1.5)

0 (0) = u, w(o)=v. | TESIS CON
] | | FALLA DE ORIGEN

Aqui B : V= V' es é] operador de penalizéciﬁn asociadO‘a'-D(j) el cual es
mondtono y hemicontinuo de nicleo D(j) vy Vi, } V> V', mondtono hemiconti
huo, es el gradiente de.una familia de funcionales Jg : V- R diferencjab1e$
que regularizan a j V- (-w, +o|, Bajo definiciones apropiadas el prdb1ema
(1.5) es 1levado a un sistema de primer orden, paré el cual, apTicandb el méﬁg
do de semigrupos no-lineales, [ 1 J, I 3], se obtienen resultados de exis -

tencia unicidad y regularidad de soluciones. Posteriormente se introduce Ta



definicién de aproximacién interna de Tos espacios (V,V) para transformar el

problema (1.5} en el siguiente problema semidiscreto.

Encuentre u, € Vh:
cun(e) + Au () + LB (D1 3_(8 (1), v (£)> = <F(8), vy (t)>

¥

v, € Vs ¢t te (B,T), ' - (16)

u {0) = u_ . 0 (0) = v_ .
h o, h '(-)h,

Aqui ¥, = L2(0,T5v,), donde, Y, es un subespacio de dimensién finita de V,
dim Vh =m, > e, cuande h ~ 0, talque ¥ veV con v' eV, existe

_ , o + Yo o
~ v, en V. El problema semidiscreto (1.6) es 1levado a su representa -

T ; 1 ¥ -
Vp €V con vy eV vy voen UV Y vy rvooen H. Ademds, u
y v,
. Oh

cidn de primer orden correspondiente, la cual resulta ser:

S A m,
Encuentre y : [0,T]» R "™ x R.":

() = altsy(t)) = By(t) + E(E), )

C{0) = vy,

| | o TESIS CON
dornde, c.t.. te (,O_,T), . o FALLA DE ORI(}EN

y(t) = [alt), @' (8, yy = [e(0), o'(0)]',

By(t) = [o'(t), - W (Ka(t) + C_(a'(t]) + D(a' (1)1, - (1.8)

CF(E) = [0ME()].




- 10 -

Aqui se tiene que el vector oft), <.t t. e (0,T), se forma con el vector

coordenado de vh.é Vs esto es, si vh(t) = “i(t)wi’ P 3, cees Mo sien
= Y = T

do B _A{wl’ Wos <0 U } una base de Vh’ gﬁt)‘- gul(t), vaes amh(t)] C

M h
CR Y, ademas,

=
n

o = <o o - [ TEss con
e . | FALLA DE ORIGEN

1 _.l 11 i
(\:-Ej {g'- (t)] = c <B(0‘i(1’)@~i?: wj>9

-~
"

?; [Q'l(t)] =.<Vj€’ ((x,‘-i(,t)o_)_i),mj‘sv, c.t. te (0,T) (1.9)

Fj(t) = <f(t), wy”-

Se muestra que el problema (1.7) posee una {nica solucidn ¥ ¢ ¢, (L0, 1) Vh) X

x C. (0,7} v,) la cual depende cont1nuamente de los datos, puesto que,
A h

My, MM o . ‘
xR” +R xR ‘satisface las condiciones de caratheodory,
e

[ 16 1, ademas para todo compacto w C [0,T] % R" ox ERr“ oxiste una funcidn

» [0.T, ] X R
9@ e L (O,T):

a(eg(e) - GEsae] £ g (8 it - el

'(t,xﬁt)); (t,8(t)) e w, c-t t e {0,T). ‘, {1.10)
La solucidn es g1bbal, puesto que, las siguientes acotaciones son satisfechas:

{uh(t)}h?O es acotada en V, c.t. tel0,Tl

{uh}hbo es acotada en V y en L7 LO,T;V), | (1.11)




{”ﬂ(t)}hzd es acotada en H, c.t. ¢ el[O;T],C

~ TESIS CON

g es acotaca en v en 0,701 | FALLA DE ORIGEN

Se muestra, mediante el método variacional, [ 18 1, utilizando las propiedades

de monotonfa y hemicontinuidad de g : V> V' y Vigt VY que la solucidn
u, eV de (1.7), equivalentemente de (1.6), es convergente, en un'ciertb sen -
tido, a la solucion del pfob]ema (1.5), 1a cual a sb vez, converge a la solucidn

A .

del prob1ema‘(1.4). |

En el capitulo cuatro se presenta el modeio mecdnico de una placa tridimen
sional, eldstica, 1ineal, homogénea e isotrépica, denominada, a través de este
trabajo, modelo tridimensional de Kirchhoff. Entenderemos por modelo mecdnico
aqUeT'qge se deriva de Tos pkincipios de balance de la_elastodindmica tridimeﬂ
sional, bajo hipétesis-enf]gs campos, dando Tugar a las ecuaciones de campo, de
consistencia en cargas de cuerpo ¥y tracpionés.de superficie, cohdicioneslinicig
les y de frontera, asi édmo a las ecuacibhés de equilibrio dindmico y‘de elemen
~ tos mecdnicos, moméntds y' cortantes, del cuerpo eﬁ estudio. Este método, al
~ cual 1lamaremos método de Ta'elastodinémica-apliéada, sistematiza Ta ohtencidn,
a partir de los principios de.ba1ance tridimensionales de un medio continuo y.

de 1a hipdtesis.

i

0, en @ x{0} xJ, (1.12)

=
-
—
>
[xa
—
I

= X ﬁ } (xsoﬂt):
3 1{3 =

UZ(X,t) = X3 u2,3 ('-?-(“’O’t)’ 2,(_.8 o co ‘
' o y SR X = (X.%4)eB, (1.13)
u (X,t) =u (X,O,t) + Xo U "(X:'Ost), + ' '
3 3= 3 393 -
: L 2 teld.
+ v X3 U3’ (,__X_so-.nt)s

33
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Ta obtencién de principios bidimensionales asociades al problema de placas. |
Aqui B es Ta placa tridimensional y @ su‘correspondiente‘p]ano medio. De
tales principios bidimensionales se concluyen, la ecuacion bidimensional de
equilibrio dindmico y los e?emenfos mecéniboquué actuan sobre la placa. Esto
pekmite ubicar la Resisteﬁcia‘de Materiales en-el tontexto de la mecénica‘de1
medio continuo en generaTiy, de 1a elasticidad lineal en particular. Se fdrmg
Ta también, bajo hipdtesis en cargas, el modelo mecapico de Kirchﬁoff con trac

ciones nulas. Finalmente se presenta una férmula de Green para tales.wmodelos,

-
En el capitulo cinco, se presentan algunas simplificaciones del modelo me
cdnico desarrollado en el capitulo cuatro En la primera de e11as se supone

que‘los términos'de O(h Y, en desp1azam1entos son desprec1ab1es En este

caso el campo de desplazam1ento satisface las expres1ones s1gu1entes'

o . | TESIS CON

Ui(X5t) = = xg Uy + xp ¥[8 8 ],
1 373, ¥ 11 FALLA DE ORIGEN
_ - 1ty
Up(x,t) = - xg "3, T X3 g [“2 2
X . ‘ o
Ug(x,t) = Oy + X, Li%lt(_l._%‘)’l 1+ 8, - ten BxJd. (1.14)
2
X X
3 30w -
- (- ) S [”3,11 i 192
1+\) A Ak S ~k
U S ST SR S
B 1,71, 2,702,

| Aqui 1, = 3( 1,x2,0 t), (XI’XZ) e, ted y S=(5.5 52),
Ak L : . .
S = (§1, 52, 3) son las tracciones en la parte superior e inferior della

placa, respectivamente. Con este campo de desplazamientos se formula el Tlama

A
do modelo mecanico de Kirchhoff de O(hz). Suponiendo ademds que S =S =

=)
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se genéra el modelo mécénicblde Kirchhoff de O(hZ) con tracciones nulas, el
. cual correSpohde a un modelo de placa que satisface hipétesis,‘en despiazamien
tos, t1po Hencky y, 10s componentes de cortante en los tensores de deformacién
y esfuerzo son ho nulos. Ademas,l1a ecuacidn de equilibrio dindmico bidimen

sional, la cual considera la inercia de rotacidn, [ 23 1 de 1a placa, es

- S O 3u-2 o
en 2 xd
Aqui, b (bl’ 23 3) ‘en B xJ es el vector de éargas de cuerpo y |
3 O
TS
12(1-v°)

| }h/z o _ AR (1.16)

h

br. = % b dxa.
03 03 “X3
‘ 2

Suboniendo, ademds de (1.14) y §‘=‘§* = 9, que los términos de O(h)‘ en-d§_ 
formaciones son‘despreciabies, se Obtiene el modelo de placas de Ta teoria de

Kirchhoff. En este caso 1bs éomponentes de cortante en el tensor de esfuerzos -
son nulds? Para el caso qu en desp1azamfentos.1os términos-de 0(h) sean des.

preciables, esto es, los cdmponentes del vector desp?azamiento satisfagan

SIS CO
mﬁ DE amem
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ul(x,t) 3 3’1 *+ Xg 3 [S1 §1],
1ty a*
en B x J, (1.17)
(X t) = ag + x (14’\)2(.1 2\) [(—1 * »--...) ‘
x #y
- (1- ) 877,

se formuTa e modelo mecdnico de Kirchhoff de 0(n). - E1 mode?o mecanico de
O(h} con tracciones nulas es tamb1en pre%entaﬂo En este u1t1mo caso 1a ecua

c1on de equilibrio dindmico de) cuerpo resulta ser

0 B(I-l\’).mam ~ R, +h . s .
12 TTW)TT-2o7 2443 2,07 1y, TR03 T
. . : {1.18)
N [h G -4 u ], en @ x J.

Para el caso del modelo de Kirchhoff de O(hz) se der1va una formula de Green,
la cual con tracciones externas hulas corresponde a la férmula de Green c?a51

¢a de placas eldsticas [ 7 1. Se preqentan algunos problemas de valores S0

~ bre la frontera e 1n1c1a]es Tineales y no lineales, asociados.al modelo de

Kirchhoff de O(h ) asf como al de 1la teoria c?as1ca de p]acas elasticas.
Las cond1c1ones de frontera ]1nea1es Dirichlet, Neumann.o mixtas, se deducen
de Ta formu?a de Green correspondiente Las condiciones de frontera no- Tinea

les son del tipo Friccidn, en momentos y cortantes, [ 8 L

En el capitulo seis se aplican los resultados abstractos de Tos can1tu1os
dos y tres al s1gu1ente prob1ema de vaTores sobre la frontera e 1n1c1a1es, aso

ciado a una placa e1ast1ca Tineal, en la cual el term1no de inercia de rota

cidn es despreciado. _ _ . | TESIS CON _
- - | FALLA DE ORIGEN
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A ' ‘ : . L *x : * |
Dado$.§§§f=ﬂ sobre 9B xJ, 8B_ X J, respectivamente, b = (0;0,b03)
. * K ~ ~ ’ ‘ A
en & x J; uo, vb' en §; W, ¥V, sobre 391 X J; F,ﬂ sobre 392 X Jg

4=

g: 805 x J + R';h:o+R, >80, 0<v “‘% encuentre [y : 8 x J ;-‘]R:

_n - * . . :
=Py hu - DAAHB + b03 =0, en @ xdJ,
- _ * -»"‘ . * -~
u3(0) = Ugs u3(0) = yq,. : en Q, ‘ |
- ~ aas ~ .
g W, s Y, | i 'wsobre 30y X J,
F3(u3); £, *HI_(U3) = M, sobre ‘392 X J,
.-. ) i o [
|F(u3)| <g = L(ué) = 03
[F(ug)] =g = 4 220: \ | .
+ sobre 9R xJ. {1.19)

L(iy) = - & F(ay),

L@ = 0. [T TEss oon

FALLA DE ORIGEN
._Aqui la frontera del plano medio, 3%, es tal que ' '
90 = a0

U ag, U ag

1

2 L . : R

Y. 88+, 3B_ son 1la frontera superior e inferior de-la placa, respectivamente.
Las condiciones sobre la frontera 893 X'J, modela restricciones tipo friccién
en cortantes y momentos y, F3(ﬁ3),*HT(63), son la fuerza cortante y el momento

flexionante, inducidos por 63, respéctivamente.

Para satisfacer nuestros objetivos es necesario presentar la formulacidn
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variaciona1 de (1.19, para lo cual, las condiciones sobre 393 x Jd, se expre
san en términos del subdiferencial de una funcional ¥ : R+ R convexa y se

micontinua inferiormente. E1 problema (1.19) es equivalente, entonces, a:

Encuentre Ué X Jd> R

_n o % .
~Pq h u3 - DAAu3 = - b03, en QO xJd,
. g
- * - L ,
3(0) 0 US(O) - V05 an R,‘ N |
8l B o . (1.21)
Ug = W 5" = Vs - . sobre 391 X Jd,
| Fa(Ug) = F, *HI () = M, sobre 82, X Jf

~F(ig) € arw(t.x,t;l.(.ﬁ_;}),,‘ -
' sobre 893 X J,

1

LC(Gé) 0.

I TESScon
| aﬁmﬁ. DE ORIGES

r

g(x,t}, si £>0,

wiotie) = {[-gt), ooty st g0, (1.22)

"g(.x’t)s- 51 E < 03
es el subdiferencial de la funcional (x,t;) : R+ R definida por
vix,t38) = g(x,t)[E], ¥ £eR. | - (1.23)

Posteriormente se muestra que el prob]emau(l.Zl) es equiva]enﬁe,.si
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R o
w(@)=u,(0),v(0)= 7;%-(0), al problema
Encuentre iy 2 0 x J > R:
ot - ' %
-p_ h Ug - DAAUS = - b03, en Q X J,
. * _t * ‘ _
u3(0) = Uy lu3(0) = Vg en 9,
“l A~ 31]3 . . | 7
Ug = W', —==v', sobre 391*5 J, (1.24)
F3(u3) = F,*Hl(us)‘=.M, §?bre % X J,

i) € 0 glatillBy)), | - TESIS CON

sobre 893. x‘ J, FALLADE OR[GEN

LC(Gs) = 0.

Las formulaciones variacionales correspondientes al problema (1.24) se obtie
nen, de manera natural, §1 aplicar el concepto de subdiferencial de la func{g

nal y= R~> R. Para eéto se introducen los sigufentes espacios de Hilbert

“

vie) = K@) ¢L¥() e,
0@ = 130,7:%@)), #(a) = L20,TL%@),
Wo) = (v e V(Q): v e v (Q)3,
Vl(ﬂ) = {v e H?(Q):.YO v.= Yi v =0, sobre 501
YLV = 0, sobre 393}, | |
(@) = L30,T3v, (), - s (1.25)
0,(Q) = {v e 0(Q) = v' e vy(Q)),
VZ(Q) = {v e-H?(Q); Yo V=vqv=0, sobre 80 5
Yo V =€0, sobre 30,1,
U = 120, Tiv,0),
W,(Q) = tv e w(Q): v' e V5(Q)} .
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Las funcionales que modelan las condiciones de friccidn sobre 804 X J, estan

dadas por las expresiones.

W(xy e, v e D(3,)
JBQB ] . 1
Jq(v) =) |
+00, v Eolip,
r.T . -~
[ 3y e, veoty), |
_ 0
=
+ 00, .V 43 D(Jl):
R (1.26) -
w(xsy,vdde, v e 0(i,), o
jz(v) = 3
+ 00, v £ 0(3,),
- o
- | |
[ sptutenat,  veniy,
‘o
JZ(V) = 4
' + 00, A filf D(JE):
L )
cuyos dominios efectivos correspondientes son:
DIdy) = v e Vy(@): ol « 3y v(+)) e Li(ong)},
| S N (1.27)
D(d;) = tv e vy (@) 4,(v(+)) e LY0, TS, |

RS CON
TALLA DE ORIGEN
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D(3,) = {v e Vé(ﬂ)i Wleayg () a‘LI(aQB)},

. . 1 '(,1-28)
Plog) = v & 1y(Q): d(v(+)) e Ld(0,m), |

Con esto, Ta formulacign variacional cldsica’de (1.24), asociada g condicio

nes de cortante con friccidn es:

M

;% B0 M D e @), by < Q) con b1 e 1Yo, TuRm)), £,

i g LZ(O,T;LZ(BQZ)), con F , A’ € LI(O,T;Lz(éﬂz)), u:,'vg £ VI(Q), ehcuég
Y n n 'l . . L I

tfe us e w,(Q) | o(dq):

4

0L - S,
Lig, v-0,1 + [4 lgs v=lig] + 4, (v) - 3y(0y) 2

[3G s Y V;Y 61] + [b* s V‘at]’ ¥ ‘V e D(J )’ . (1;29)
- _ * . Lt *
U3(O) .= u :“ US(O) = VO.

0

Asimisme tenemos que, para el caso de condiciones de tipo momento con friccion,
la formuTacidn variacional_ciésica correspondiente es:

, o * | | *1 1 ‘.'2 ~

Dados Pps Bs De L7(0), b0 e H{Q) con bO e L7(0,T;L%(R)), F,
~ 2 2 ) WAl Al 1 D, * * ‘ ;
He L%(0,T5L (32,)), con F, A ¢t (0,T;L (39,)), Ups Yy € VolR), encuén
tre Us e W,(Q) N v(qz):*, |

it T o -t -1
T v-v] + LA‘u3,1v~u31 tdy(v) - Jplug) 2.

R V-ii5], ¥ v e D(d,), (1.30)
a2, 3’ e -

.

us(0)

[a G, vlv;Ylag]

- - *
u3(0) =u0’ Vo.

T TESS CON |
FALLA DE ORIGEN |
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-Otras dos formuTac1ones variacionales, 11amados formu]ac1on var1ac1ona1 punto
a punto y formulacidn variacional fuerte, asoc1adas a (1. 24) son presentadas
| Ademds, con el fin de ap]icar los resultados de andlisis del cap1tu1o_dos,‘los
prbblemas (1.27) y (1.28) son Tlevados a los sistemas de primer ordeﬁ corres
-pondientes. Finalmente se presentan los brob1emés‘hegu1arizados asociados a
1a representacién pseudoinstdntanea de (1.29) y'(l.BO), Tos cuales resultan

ser de la forma:

'
1

Encuentre Uy EfVlQQ) con u; e Vl(Q)’,ule e H(Q):

-

<u£ (£}, V(t)> + <Auy (t) v(t)> AP (“1p(t)) v(t)> =

. . . (1.31)
= <f-(t),v(p)>, ¥ ve Vl(Q), c.t. te (0,T}; € > o,
e (0) = ugs uy (0 = v, e
Encuéntre, Uy, € Uz(Q) con Uéé £ UZLQ), u%e £ H(Q):
cup (1), v(t)> + <Au2 (£),9(t)> + <vi, (u, (1)), v{t)> =
(1.32)

*

AT, ¥ Ve b, et te (0T €0,

Aqui vjla : Vl(ﬂ) - V;(Q), vjzez‘vz(ﬂ) +'Vé(ﬂ), son los gradientes de las

. funcionales. j18 : Vl(Q)-+ R, j2€ : Vz(g) + R, definidas por

JIGCV) ) J |  %£%9'IYo V(Xli1+€:dx, | € 5'0= - | (1'33)‘
393 : .

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN |
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Jpe (v) = l %(,é—) I.wr‘_'lV()().Il*_"8 dx, &> 0, | (1.34)
O | |

las cuales regularizan a j, : V.{R) > R y .j, : V,(R) » R, respectivamen
g 107 2 ¢ Y\ L

te. : ’
|

Los resultados de andlisis del capitulo dos son también aplicados a los
o, e

probiemas (1.31) y (1.32).

v

Finalmente en el capitulo siete se cofistruye, mediante el método del ele
mento finito, una aprdximécién interna de los espacios (Vl(ﬂ), UI(Q))’
(Vé(ﬁ), VZ(Q))’ asociados'a Tos problemas (1.31) y‘(1.32). Se presenta, Pﬂi‘
meramente, el método del elemento finito, mediante sus tres aspectos‘bésicos,
como un procedimientos Siixemético para construir subespacios de dimensién fi
nita, Vin y.vzh, de los espacios de Hi]bert Vl(ﬂ); VZ(Q)'- Posteriormente
se desériben'tres elementos finitbs particulares, Argyris,‘Be11 y Bogner-Fox~
Schmit, mediante 1os cua]es—se construyen dichos suhespacios mostrando que'-'
Tos dos primeros pueden ser embebidos en familias casi- af1nes de elementos
finitos y el Gltimo se embebe en familias afines, [ 4. Flna1mente me
diante algunos resultados de la teoria de_interpd1ac16n, [ 4 1, se demuestra

que as parejas (V, (@), Uy (Q). (¥, (2), Vy (Q)), donde,
2 _ TP _

Vlh(Q) = L (O,T,Vlh(ﬂ)), Vo (Q) = L (Q,T.Vzh(ﬂ)),

constituyen una aproximaci@h interna de . (Vltﬂ),vl(ql) y (Mé(ﬂ); Vé(Q)), =ré§_'

pectivamente, .con 1o cual Ta convergéncia de Tos modelos semidisecretos esta. ga

rantizada.

- TESIS CON
FALLA DF ORIGEN !
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2. PROBLEMA ABSTRACTO DE VALORES EN LA FRONTERA E INICIALES..

Il objetivo de esta parte es presenta

tracto de valores en’la frontera e iniciales

te nroblema variacional hiperbSlico,

[ Dados fsv‘,uosv, Vdan(ji; -
encuentre ual) con u'ed(J):

(P) 7 -
u” + Au +.3J(u'). 3£,

L u(0) - ugr w'(0) = v,
cuya forma integral 59:‘
lbédos £elt, ?AEV,IYOED(j), encuentre
T .
0. 0.

T . ‘ .
-J:<f{t),,v(t)—u‘(t)>dt:' ¥ ve D(J),

LY

fi

u. o, w0 = v .

u(0) o "V,

fJ'<u"(t) + Au(t),uv(t)-u‘(t)>dt +UJ-'{j(v(t))-jlux(t))}dt

r un problema abg

asociado al siguien

-

uelW con u'eDCJ):' 

W

.r C(2.1)

Bl problema (P) puede ser escrito en la forma

( Dados fel', u_eV, v_eD(3),
M o o ‘
encuentre uel con u'el(J):

U' + MU BT,

k'U(O) f'UB

L

7 TESK CON
FALLA DE ORIGEN
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" al definir

U.f'[pr‘u'],ﬂU(O) = fU(O), u“(O}];’Ud é [gb,:ﬁbl,
Mo, Vx DCJ1_+ V% v, |

o= [-ut, (Aw + 0TI,

&

F = [0, £1.
La forma Qseudoinstantanea 28] del problema {2.1) es

LI

v

Dados fel', uOEV, VOED(j), encuentre uell con u'eD(J):

<a¥ (£} + Bult), v(E)-u'(£)>+3 (VIE)) =3 (u’ (£)) 22E (L), v(E)-ur (€)>|

¥ ve D(J),e. t.te(0,T),

u(o) = ug . u' (0) = {ro.

‘Por tanto, la forma instanténea del problema (P) es
( Pados fel', ug ev, VoeR(3)
encuentre uew ‘con u'eD(J):

(P1)
_ u“(t) + Au(t) + 3j{u'{t)) > £(t),c.t ta(o T),

u(0) = u,, g‘(O)‘: Vo
y el problema de primer orden correspondiente es
( 'ou ) (5

Dados f;U r Ugev, VOED(J)f

encuentre uelW  con u'ep(J).:

. . : . '
(PDY yr(e) + MU(t) > F(t), o.t.te(0,T),

L U(0) = U,

coh.M: (VxD{j)) > (vxrV! J‘ MU(t)—(MU)(t),andNJ) .c.t; te{0,T}).

(2.2)
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“l problema (rl) POsee una ﬁnlca soluc;én ueC([0,7]; V),!
j
con u"e€L®(0,T;H), [2 J, [31, pajo 1a 31culente regularldad en f

ﬂlos datos:

feHl  con fre LY(0,7;8H),
Yo €V, v eD(]), b
R+ a3 (v ) yns + 4. ‘

e

En efecto, el operador M\es'ﬁnﬁsubconjunto‘wﬂ.maximo monétono
de VxH con

R s e R  T

ﬂuestro siguiente objétivo es expresaf el probiema (P)
como un nroblema abstracto de valores en la frontera e 1nlclabs
'Sea yeL (v, B) un operador lineal , contlnuo Y sGhre, con nucleo
‘Vb dengo en H, B un espa01o de Hllbert 1som6rflco al espac1o
cociente V/V , Y y V/V +B el operador c001ente que preserva la

norma. Supongamos gue la fun01onal F V> (=0, +u] astg definida
en t&rminos de las trazas Yv de veV esto es, ex1ste una fun01o
nal convexa propla semlcontlnua 1nferlormenta h: B+(—m,+?3:tal
que | | | | |
| 3 =hoy. | - (2.5)
. Gbhbsexve gue _ :
o ! | TESIS CON
D3} + vy = D3, | FALLA NE ORIGEN | (2-8)

(2.4)
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£l pronlema (2 1) adoptando la regularldad (2 3), toma

la forma:

Dados feH con f"eLl.‘.(O',..T;H‘)‘,'-u- eV, v faD.(j)_‘,f con-
{Au oT33 (v ))INH} + ¢, encuentre uel con u“aH, u'eD(T):

T
. [‘<u“(t)+Au(t), v(t) -1! (t)> dt + J [h (yv(t))-h{yu' (t))]dt*(2.7)
\ o ) ' .

T . .
2 J <E(t) ,vit)-w' (£)> dt, ¥ veD(T),
o S S

Te

-

a(0) = ug, "u (0) R N | )

Identificarembs el ?roblema {2.7) con un problema de va
lores en la frontéra‘aplicando la férmula de Green abstracta

de la fqrma'bilinealﬁgsimétrica'y_continua a:VXV+R, [261,

<Au,v> - (Pu,v) = <au YV>B,

YueD VEV, . T (2.8)
‘donde PeL(V}V&) es e% operador‘fqrwal: <Pu;v$=¢(u;§),usv,ﬁgvo,
y‘BQL(DO,B‘)es elIOP%rador abstracto de,Gfeén con dominio

Do % '{veV:PVEH}. Séa PeL(U,U'O)'el operador lineal y,coﬁtinuo

definido por : Pv(t) = P(V(t)),-vav, e.t. te(o,T), donde

l__2‘. XY . y “="2—‘ e
VO = L (QfT'Vo)" es_el_dual de Vo" L (O,T,VO).

Teorema 2.1 El problema variacional hiperbdlico. (2.7) es equiva
lente al problema abstracto de Qalores en la frontera e inicia-
les:

'Dados feH con f?eL?{O,T;H),‘udgv, vOED(j),con

{(Auofaj(vﬁ))nH}"¢‘¢,enCuentre ueV con u"eH, uted(J) s



"uu‘ + 'Pu oz ‘f’. ‘ , . ) ) .

. J <au1t),yv(t)—Yu’(t)>Bdt +J {hyv(t))-h{yut(t))} dt > 0,
o : T o B | f $(2.9)
¥ veb(d),

A

Demostracién. Sea u la solucién del problema {2.7).

" Entonces de acuerdo a (2.5) ¥ (2.6), podemos tomar v = u'v
e D(J), v, € Uo, y obtener .

T ' ‘ ' . ‘
Jf<u"(t) + Pult) - £(t), vi(t) » dt = 0
o} o ' T

4

de donde,u" + Pu - £ = 0, puesto que.vo es denso en H. Ademéds,
puésﬁo quexu"(t)eﬁ, Pu(t)eH y,ﬂ(t)sDo para ¢.t.te(0,T). Usando
la férmula de Green (2.8) se obtiene la desiQUaldad'dé-(2.9).
Inﬁersamente, sea u solucidn de (2.9), entonces u(t)eDo,c.t.

te(0,T). Aplicando la f6rmula de Green $e obtiene (2.7) M

Obéervacién'z.l.- Obsérﬁese que la forma inétant&nea del proble-.

mar(2,9) es:

Dados feH con £'eLl(0,T;H), wu SEVs V'ED(j) con’ {(Au +aj(v ))nIi}+ b,
encuentre uel- con u"sH, 'eD(J)
at () Pu(t) ‘= £(t), |
—aﬁiﬁ)eah(vu'(t)) T '  c.t. te(0,m). | (2.10)

u{O) = uo,u‘(O} =V

P hsson 1
 FALLA DR Q}H@EL |
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3. APROXIMACIONE% DE INECURCIONES HIPERBOLICAS.

El objetivo de este capitulo es introducir aproxima-
ciones, continuas y semidiscretas, asi como establecer los
correspondientes teoremas de convergencia.del problema

g
pseudoinstantdnec asociado a (2.7).

Se presentan primergmente las aproximaciones conti-
nuas, penalizacibn y regularizacibn, en el sentido de [19
yrmediante &stassse presentan los problemas aproximados
- asociados a'(2.7)‘ A continuacién'se presenta una aproxi
macién‘semidiscreﬁa, aproximaciones interhas, de un proble
mé penalizado v regularizado.asociado a (2.7). Se demues-
tra existencia de:Soluciones‘del problema semidiscreto al.
‘ moétrar‘que el sistema de primer orden asociadd satisféce
las coﬁdiciones de Carathéodory [16] y, mediante estim&cio-
nes a priori, que laé sﬁéesioneé genéradas por las aproxi
-maciones soﬁ acotédaé; en un sentido apropiado. Finaliren
' te, mediante el paso al limite, se demuestran los teore-

mas Jde convergencia correspondiente.



3.1 APROXIMACIONES CONTINUAS DE INECUACIONES HIPERBOLICAS.

"El objetivo de esta parte es introducir aproximaciones.
continuass penalizacidn y regularizacidn, del siguiente pro-

blema variacional hiperbdlico:

Dado: feff con £'eL’(0,T;H), uyeV, VyeD(3) con

b

0

' {(Au0 + Bj(vo)

5“H} +'¢'encuentre uel! con uﬁaﬂ,au'eD(J):

‘e

< (t) + Au(t), vit) - u' (0> +3((vE) - J (©) ><E(L), Vi) - u' (E)>

v ve D(;r); k. te (0,1, , (3.1)

u(0) = uy, u ) = vy,
el cual corresponde a la formulacidn pseudoinsténtanea del
problema_(2.7}. . Se preséﬂta, tambidn, el teorema de con-

vergencia correspondiente.

Primeramente introducieremos una penalizacién del pro
blema (3.1); recuérdese que D(j) =13U)+V0- Sea R:V+V' un

operador de penalizacién asociado a D(j), esto es

i) B:V+V' es mondtono y hemicontinuo,

ii) N, = Ncleo de 8 = D(3)

- @)l cual satisface
113y [JgN || < c [ v [], ¥ vev,
iv) <B(v), v> > 0, ¥ v ¢ V.

B
1



S , '
El problema penalizado asociado a (3.1) es:

Encuentre uEsU con ug e H ué e V

() + Au () + 5 BELE), vIE) = wE)> + Jvie)) - 3w (E)
| | (3.2)
> <E(t), viB)-ul(®)> ¥ vel  c.t. te (0,7), o

A ' &
—_ 1] —
| uE(O) =, - uE(O) = Vje

\

te

Nuestro siguiente okjetivo es regularizar el problema
(3.2). Sea je‘; ¥ > R una familia de funcionales con-.
vexas ¥y G-diferehciable en V que regularizan a j:V-(-w,»],
esto es: ' | -

V) je(v) +.3j (v}, cuando & + O,

vi) si u, + u debilmente en V, entonces,

1im 1n£ Je(u“) > J(u)q
cuyo gradiente Vj€:V+Vfl satisface.

vii) Vi ]|, <c Hvll, ¥ ve ¥,

viii) <Vj€(v), v> > 0, ¥ ve V.

El problema iegularizado'asociado a (3.2) es:

Encuentre u_ ey con u" e #, u' ¢ Vr:‘
. e € €
i ' 1 . ‘ . < L _ . | ‘
<u€(t) +.Au€(t) +-E B(us(t)), v(t) f-ue(t)> + JE(V(tl)~jE(u€(t))_i
> <E@®), vit) ~ullt)>, ¥ve V. ct. te (O,T);‘ (3.3)

uE(O) =, . ué:(O) = VO.



Teorema 3.1. El problemaf(S}B).es equivalente al problema

Eﬁcuentre u EV con u" é'”, u' € VvV :

£ e £ ‘ |
| <ug(t)+Aué(t) + % B(ué(t}) + VjE(Ué(t)): V(t)*ué(t)33i<f(t),V(t)-u;(t)>;]3 "
¥Yve ¥V, c.t. te (0,0,

\ue(O) f uo, ué(O) = vo. ‘ w

v

Demostracién, Obsérvese que siéndo-jE:V+(-W, w} cone

vexa y G-diferenciable é%-N_, su gradiente satisfacé _
VI (ullt)), v(E) - ul(e)> < 3 (v(E)) - (ul(t)), ¥ veV.
Por tanto (3.4) implica (3.3). Sea ahora v = u! '+ 0(V-u!)

v € V, ©0¢[0,1]}. Entonces, v - ué'= QjGQué)‘.y

SN ; 1 ! ‘ : 1 ~ ' ‘ "
O <ug(t) + Au_(t) + = Blug (£))+Vi_(ul(t)), () - ul(£)> +

#5,GLE) + O~ uliED) - I () ZEED), FE) - ule)>
dividiendo por © y tomando el limite 040, se obtiene (3.4},
o m

Observacién 3.1. El problema (3.3), en términos.

del subdiferencial BjECVxV' de jE:V&'mq el cual - es univa»_
luado e idéntico."al gradiente,'puede exprésarse COmo:
‘Encuentre u_ eV con u” H,ou' e ¥ 2
€ £ £

upe) + Bu_(6) 2 B0y (0) + Vi (L(0) = £(0), 0.t te(O,m,

_ _ (3.5)
uS(O) = Uqr ué(O) % Vg

El sistema de primer orden asociado a (3.5) es:

Encuentre u e con u; e H, ué e V. s

TR RN e
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Ul(t) + M_(U_ (£)) = F (t) c.t. te(0,T),

: {3.6)
U (0) = U ’ '
£ G."
donde, U_(t) = [us-};t), ul (B, U (0) = [u_ (0),ul(0)],, er = [ug, vl
J ' o
MiVxV vy v :
- P4 - X.V ’ _ ‘(3:7)

M (O (8) = [~ul(0), Au_+ £ Blal(0) + U (a0,

F (t) = [0, £(t)]. "

e

El problema (3.6) posee una inica solucifn u, aLm(O,T:V)

° ' " * ; ; ot Epwwsd e )) N .
con ué el (0,T;V}, u; e L (0,T;H) si (Aug+_gu(v0}+33€(v6)).II+¢,.
puesto que, el operador‘ME es un subconjunto w - m&ximo mond-

tono de V x H, -[1].

Observacidn 3.2, ,Obsérvese _que siendq (3.4Y) defiﬂidoTVvaU;f

V un espdcio lineal, este puede expresarse como:

L4
*x

Encuentre u_ e V con u; e H, ué e ¥

< () +Au (6) + ZBL(E)) + VI (al(6), FEP=EE) TR, ¥ e v,

ot te (0,T), o (3.8)

uE(O) =u, , ué(O) = Vg~

0

En efecto, témese v = ué L9, Claramente (3.8} es idéntico a (3{5). II

Presentaremos ahora el siguiente teorema de convergen-

cia, el cual serd demostrado posteriormente en la seccidn 3.4,

para el prdblema (3.8).

/



Tecorema 3.2, La_soiucién ué del problema (3.8), la cual sa

tisface, U eLm(O;T;V), ué sLm(O,T;V), u; EL?(O,T;H), cbn—

verge a la solucidn u del problema (3.1) en ei'siguiente

Lo

sentido
u, - *ou, debilmente estrella, en L' (0,T;V),
. ‘ & . . :
) . ' oc
ué - u'h‘debllmente est:ella, en L (0,T;V), = (3.9)

te

u; -~ % yu¥, debi}m?nte estrella;'en Lm(O,T;H). ll_.



3.2  APROXIMACIONES INTERNAS.

Nuestro siguiente'objetivo es_introducir una
aproximacién interna del problema’{3.8). Diremos gque {Vh,
Vh? es una aproximaci®n interna de {v, V} si

i) {v,_.} - es una familia de subespacios de dimen-
sidn finita de Vv, dim v, =m, + =, cuando h>0.

i) Y = 17(0,Ti%),
iii) W v e Vfcon‘ﬁ'ev_existe thVh con

' EU

Yh

nf Vi B en V y vﬁ + v' en H.

El prObléma semidiscreto asociado al problema3(3,6)<es
Encuentre u, € Jh.

ﬁ%&)+m%w)+%Bmyﬂf+v%&%&n,ﬁﬂﬂ>=<ﬂm,ﬁﬁﬂ>,

0) = our (o) = 3.10
' I h
v
uQ. -+ u0 en. Vv,
i)
A'4 + v en V.
% 0

Demostraremos a continuacidn el teorema de existen-~

cia de soluciones del problema (3.10)

Teorema 3.3. El problema (3.10) posee al menos ' una solu-

cién U, u£ £ CA([O,Tmh]; V).
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Demostracién. Sea {w;, w } una base ortogonal de V.,

2,.;.,wmh N

: entonges, ¥ vy € Vp vh(t) = ai(t)wi; izl,z,...,mh.- L.a
ecuacién semidiscreta del problema 3.10 es equivalénte al sis

tema de my, ecuaciones diferenciales no lineales

o
Encuentre ¢ : {0,T] - R b ta1 que

M IE(E) - Ko (0) - ¢ [a'{8)] - D e (8211,

i

-q-ll (t)

a (0) z‘_%, QL(O) =L, (3.11)
donde ,
M.,
J3

I

<wi, wj%, kji.= <Awi{ wj>, Fj(t) =‘<f(t), Wj>f

C T o= L e e ) e
_gsj [g (£)] = 2 ﬁB(ui(t)wi),wj>,_

[

Dj [a'(t)] .<vje(ai(t) wi')'Wj}'

El problema (3.11) puede escribirse como un sistema de pri-’

B G
- mer orden al definir y : [0,T] + R "x R ~

w—

por y(t)=[o(t),
g'(t)]T.' El problema equivalente asociado es

m m

ey

Enguenﬁre i : [0,T] >R P xR P tal que
| YE) = Gl Y (E) = Ave) +F), o (3.12)
y(0) = ¥4,
donde,
Ay(e) = o' (8), - MLk a(t) + c_-(a'(£)) + Dia' ()],
Ft) = [0, W5 E()], v, = [2(0), o' (0)].
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Mostraremos que el problema (3.12) posee al menos una solu-

cidn loca;'uh{ uyp € CA([O,Tmh]; Vh), puesto que, G:[O,Tm 1 x

m » ‘ h
I?h x R h, B x Rmh satisface las condiciones de Carath§o~
dory, esto es, | ;

i) a(., 8):f0,7_ 1 + R x R™ es medible,
| . N S

ii) G(t, .): R®h x B » R0 x R™h g5 continua,
o

1ii) ¥ compacto wc[0,T]x R™B x R™, existe una funcidn

g

p € LY0,T),, tal que |G{t,§| < g, (t), (£,8)eu.

Obsérvésaque feLz(O,T;H') yfFj(t) = <f(t),wj>,flo
cual implica que Fj aLl(O,T),'j=l,...,mh:bor tanto la condi
cién (i) es satisfecha. Obsérvese.qﬁe B+ Vi v + V! es mo-
~ ndtone y hemicpntihuo puesto que B:V +'V‘_y VjEiV'f vt,lo
son, por tanto, si Uy > u en V, <(B + Vje)(uh);w> -+ <{B+Vjs)_
~ces A{y(t)) es contipuo en R™ x:Rmh,‘lo cual implica que
(ii) és'satisfecha. Mostraremos a continuacién que (iiii es
también satisfecﬁél Sea

},

W = [{:l,tz]x {Ue R™ x R™: |u, | < C k=1,2,...,2m

OIi ty 2ty T y (t, y{tlew.

Entonces,

By (©)) ] = JA (y (&) + F (B | = | (e! (t), —=—— {-0, (£)<aw, ,w, > -
|Gk ALY, l I 1 L k % < w, er>- i 17K

L > + <ER),w>h) | =

Wt

- 'T'ngg c G -
;A@A DE QR}?W

1 ' LT e
- = <Blo} (t)w;) > = <Vi (ol

e

i o
B

e

LI, =2
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oy (0) |+ - 1
[ﬁﬂfwﬁﬂ

1

1

{f - o (t)«Aw .

l<Vj€ (o] (B)wy) , w> + <E(E),w > | <

W =g <B (dt' (£)w;) W > -

< log 0]+ —L— ] o @rw; || |fu |t+-—||e<a «t)wm el
l<w. ﬂﬁ?l
+an€(a-mw)|| w1+ [1E@ ], 1w} <
“mn
'ﬁlukit}l+ B o, )] 2 flw ||+
Wy W Pl i i=1 '

+ Mx Ioz;L(t) | [ g_+ 1)

{A

| (t)l+—-—-—-——
ak A< w >|

oy

E IIW T+ [{E@ HL,Y T H

i=1

@ 3 [yl o+ le@ ], Hwdl

Bl resultado se sigue al observar que |[£(*)|]|, ¢ L*(0,2). I

‘A continuacién mostraremos que IO,THh]= [0,7], al mos~ -

trar, mediante estimaciones a priori, el

Teorema 3.4. Toda solucién

face -
{uhkt)}hzﬁ-es
{uhihzd es
{ué(t)}hzo es
{ﬁﬁ}hia os

{ua, }
h h>0

acotada
acotada
acotada

acotada

Demostracidn. Sustituyendo en

por uﬁ(t},‘t'e‘{o,mm ] se obtiene

h

del problema 3,10 satis -

en

en

en

en

el

VvV, c.t. t e {0,T1,
Vy en L7(0,T;V),

‘ (3.13)
H, c.t. te [O,T],

H vy en L’ {0,T;H).

problema (3.10)vh(t)
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TR 1 Vo3 . [ 1 —',-‘. t
\‘“uh‘(t) + Alu}i(t) tz B(ph(t)) + Y3 (uh(t)), g'h(t)> = <f (,t),. pn(t) b

Tomando en cuenta la positividad de R:V > V' oy Vi;Vﬂ*V',

se obtiene

Sap(t) + Ay (€), ul (£)> < <E£(8), u) (B)>,

i
- por tanto i I -
L& ure) ]2 4 Qau (b)) ue(6)S) < <E(E)S ul(E)>.

Al integrar esta (ltima desigualdad y tomar en cuenta la
semicoercividad y continuidad de A:V - V' vy la acotacidn de

btiehe.
0.’ Vo, Se o]
h - h

[-u‘,,;l(t)]z + o I.uh‘t)ilz < CHA 'lu-h[t? |2+ 2 IO_.§=‘f(jc), uﬁ(T.)>dT <

A

L, SRR
C+lufer]? + 2 [ [£@] [lom ] dr,

Al aplicar la desigualdad de Young se obtiene

[ (£) ll2 + allufltt),[[z- <Cp A fu )|+ oy | [u, ()] ar

Puesto que,

lug ()12 < 2, Juyp (@) ]2 + ¢y [ lug () *de, ¢ > 0,

se obtiene

: ”tﬁ;q(_t') 12+ 0 o @12 <c3+ G, JZI%(THZ&T 'f;lluht'ﬂ [1? &

2C3 7t Gy '{.‘f:f[lul'i(r) 12+ |l (1] l.zld"_c}.
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Pof tanto, existen constantes C5 Y Cs, tal que,
. It‘ .
]%mﬁ+u%mnﬁg%+%{£mwﬂﬁ+H%m”%m}

Al aplicar la desigualdad de Gronwall, [1d, se obtiene

. c.T
' . Vg
!uhgt)]z + lluh(t)||2 < Cg e

por tantc, (3.13) es satisfecho. JJ *

3

Observacién 3,1. Obsérvese que e satisfacen las acotaciones
. : -+ ’ :

siguientes: :
e ‘ CT | o CeT
lup(e)f? < cge® , [ly (01} 2 cge ™.

Estas desigualdades puéden eécribirSe'en la siguiente‘forma

matricial _ '
c, T ‘ C.T

of(e) aalt) ccge® , (@)Te) Batte) se e,

~donde,

alt) = [o, (£}, a,(£),...,0,

(£)1%,

il

(w., wi)v ; B, = (w’l w°)

Bij . i3 50 ©3)g

Por tanto,

- - _ - C, T
af(e) 2 alt) + @)T(e) Ba'(t) <c el

Esta desigualdad puede escribirse como

donde,



L]

59

x(e) = [alt) , o' (8],
( A 0
A =l
- 0 . B

~

| m m o
Por tanto, y(tle IR h x m D es acotada. La existencia glo

bal se sigue-al éplicar el teorema de continuacibn, [14, a
(3.12). *

Ademds la solucidn es finica y depénde continuamente del
| i v ‘ ‘ m m .
dato inicial si para todo compacto w C [0,T] x‘ﬂR-h x IR h

existe una funcién 9, € L*{0,T) tal que

G(E 7 y(£)) - Gt 1 8] < g (8) [x(t) = 8(8) ],
(t, y(3), (£, s(t))e w.
En este caso se tiene que

loy (Erx (£) = G (£18(t))] = A x(e)) = A (seen | <

| | - .
L rmmex [fwl] %
|<w.w > i 7 i=1l

i,k

< agte) -]+ o, ) - 818)]

i \ i=
B

< lote) - g+ o latt) - ] + ¢, (|l dl <

1 . vy B |
+ e ex faj @] s (80D 2 e 11 |

<ot - gre)]| ey latt) - g@| ¢, [xlt) - S0},

Por tanto, unicidad y dependencia continua respecto a los

datos de la solucidn de (3;12).esﬁsatisfecha. B
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3.3 CONVERGENCIA DEL PROBLEMA SEMIDISCRETO.

Demostraremos ahora el siguiente teorema de convergen-

cia débil.

Teorema 3.5. Toda sucesibn {uh} solucidn del problema

h>0
(3.10) converge a u_, cuando m, > e, en el siguiente senti-

_ do:

e P debilmente, en U,'.

)

1, —= %y _,gdebilmente,estrélla,'eh‘Lm(O,T;V), :
: v (3.14)

m—— ué , debilmente, en f,

u! -~ *u'! , debilmente estrella, en LQ(O,T;H).

Demostracidn. De acuerdo a las acotaciones dadas por
el teoremal3.4 y tomando en cuenta que todo conjunto acota=-

" do en espacios,deﬂilbertes'secuehcialmente debilmente com-

pacto, existe una subsucesién de {uh} ' que denotaremos tam
. - ) B hs0 | A
bién:{uh} ~ que satisface (3.14),, (§.14)3. Ademds, {3.14),
v (3.14)q son implicados por (3.13)2, (3.14)l Yy (3.13)4,
(3.14), respectivamente. B
Mostraremos a continuacidn acotacidn de {uﬁ} median
' ' ' “ h>0
te el siguiente teorema. -
- Teorema 3.6. Toda solucidn {uh} del problema (3.10) sa-
: ' h>Q ‘

tisface, ademds de (3.13), y (3.13), ,
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'{uﬁ(t)} _ es acotada en V, c.t. t ¢ [0,%],
h>0 -
{uﬁ} es acotada'en V- y L@(O,T}VL,
>0 . .
h2 (3.15)
{u“(t)} : ‘ ‘
h>0 es acotada en H, @.t. t ¢ [0,T],
{uﬂ} es acotada en H y en LW(O,T;H);
h>0 ‘ R

4

Demostracidn. 'DerivandO‘lgfecuacidn {3.10) COn.respeg

ke

to al tiempo se qbtiene

<apile) + A (6) + 2 (B9 (D)7 + (W) v (0> +
+o<ur(e) + Ay (6) + 3 BUL(E) + VIR)), v ()% = < (), v (E)> +
| + < f‘('t), vy (00> |

Al SuStltUlr en esta ecuacmén v (t). por u"(t) y v (t) por

(t) 'y, tomando en cuenta la p051t1v1dad de B V+V‘ y

"_ Vj v»v', se obtlene

uﬁ'{t) +Auh(t) +- (B(uh(t)))' + (Vjtuh(t)))‘ u}';(t) 2+
+ < uﬂ'(t) + Auh(t),luh(t)> < <f'(t), “ﬁ(t)> +% f(t), uh(t)>

Adends, puesto que f:V>V' y Vj:vévf, SOn-monéthos, se sa-

tisface
<(BLa (E))) T + (V3w (E)))", ul(k)> > 0,

por tanto,



- 4?2 =~

<ﬁw}+MMﬂm%m>+%(H+H%m,uww<<fWﬂ,%wP+

+-<f(t>,u%(tn>,

" de donde .

‘%;§~ 'Wt)|2+-<mﬁgt), ﬁﬂ>-&Iuhﬁﬂ|24~<mﬁﬂt),9hﬁﬂ?1ji

<< ER), WHe> + < £, u (B>

Al integrar esta Gltima desigua%@ad se‘obtiene

-

[ (6) |2+ <ma? (), o (6> + <au_(©),0 (6> < [u(0)]2 = |ur()|2 +
'+M{H%wH|¥H%MHV}+2%?¢%ﬂ,%ﬁw+<ﬂﬂ,%wwhﬂ .

 Puesto que {u (t)} LU, v  son acotados en Hy V se
h>0 Oh Oh

i

| satlsface ques
']IJ:;,;(t) |2 + <Ay (€), ) (£)> + <Au (t), uh(t)> <C+ 'Iu;;(.o).]2 +

w2 {5 KE ), >+ <E@), wo N e .
0 | - - -

L ' I ' ‘. l' ’ l . | L] ’ M . ' .l
Tamblenf uy (0) = f(O) s B(VOh) - VJ(Y0h} - AU

oL’ por tanto,

ugo ]

[IFQS

[£00) ]+ S I8tvg )| + ]VJ{Voh)‘ + laug, |

| A

[£@)] + ¢ ug | +m [lug, || < ¢y,

Yo lug e ]F + <aul(e), up (e)> + <au (), w (£)> < C o+

+ 2 (JEIET (), up(n)> ¢ <g(n), wl(1)>} dat} < +
‘ + 2 {ﬁ: Tf((T)lldﬂ(T)ldT + ft|f(T)] luﬁ(T)l df}‘%
. 0 , - —

<

oy 2 U5 gl ¢ a0 |27 an
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Al usar la semicoercividad de A:V=V' se obtiene,
‘I%w12+a{w%wuﬁ+|mﬂuu}<c +Aﬂ%wnz+hhwn}+
+ 2 1 f II (1) |2 + [uh(T)IZ] dt} < Cq

| + 2 { f [I {T)[2 + |uh(T)| ] dT} < C3

. cq.{; [iuh(T)|2 + | @] ar,

b

-por tanto, . : - s

NHUP+aIWMHH2<C+C fH%hH2+H%hH!]m.
Existen entonces constantes C6 y C7 tales gue
a0y |2+ [lw ) []* < ¢+ Cv'}gEW“E‘T’IZ + [lug ) || #1ar.

: ‘Al aplicar la desigualdad'de Gronwall se obtienen los si~

“guientes resultados _
" A f C,T
!
lup(e) ] < Cp e P Hug e[ 2 ¢ e

'por tantq-(3.15) es satisfecha.

Observacidn 3.2. Obsérvese que, de acuerdo al teorema 3.5,

existen subsucesiones de {u'l , {utl denotadas tambié&n
. - S h'h>o nyso
_ por {uﬁ}' o {uf} tal que
h>0 h>0
ﬁ' - u' , debilmente, en V,
h ‘€

v! -~ * u' , debilmente estrella, en Lm(O,T:V),
: : "(3.16}
uﬁ -~ u'. , debilmente, en H, '

uﬁ -k ug , debilmente estrella, en Lm(Q,T;H).
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Ademés, puesto qﬁe B:V+V1,.Vj€:V+V' son acotados,

B(uﬁ(t)) + ¥(t), debilmente, en V', c¢.t. tIE.IO,TI,

. . o (3.17)
VjéIU£(t))+¢(t); debilmeptg, e V', c.t, t e [0,T]. m

- Teorema 3.7. LOS limites débiles:dellteo:ema {3.5) y obser-

Vacién 3.2 satisfaéen
. ; : y
/ '

0

T - ‘ ‘ .
<ul(t), vit)>dt + [ <au_(t). +"~‘;_§- X(E) + Ylk), w(ty>dt =
! 0 'y : ‘ .
T . - (3.18)
= [ <£(t), v{t)> at,
0 o

¥ vell con v'e V

ug(OJ = uo;, uE(O) = Vg

h.
grando por partes la ecuacidn (3.10) se obtiene

 Demostracibn. ' Sea v, € Vh, ~ tal que vh(T) =0, Inte-

T . T : , '
foﬁ,uglft), vy (E)>dt + ’fb@h(t) 2B (6) + Vi (w) (6}, v ()> &t
'  T. S :; ' _— - . |
= j6<f(t),_vh(t)> dt + .(voh, .vh.(O)). ,
Al pasar al limite, tomando en‘cuehta‘la definiecién de aproxi

macidn interna, se obtiene

T T | . | '

f<mulie), v'(£)>at + [ <Bu_(£) + T x(t) * p(t), v(B)> at =

0 - ° ' (3.19)

= [ <E{(t),. v(t)>dt + (Vg vI(0)), ¥ v e V con v'el.
0 ; : " : )

Al tomar v ¢ D(O,T)‘se observa qgue

T . _ ST D o ‘
f <¢ué(t), vi(t)> dt = f <E(t) -‘Aue(t)r“ Eﬂx(t) - P (), v(t)> dt.
0 : ; 0 _ _ .
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Por tanto,

] -. : — l. — .- — ..:!.'. - - .- . \ i
<mul (), vE)> = <E()- Au ()= £ x ()= w (), V(D>

- a
e
e D' (0,T),

esto es,

F <L) = <60 = A ()= () - b,

* e DV (0,T;V').

_Por tanto,

e

-

= £~ Au_ - % X'~ % e V' =L2(0,T;V*)C D'(0,T;V").

Ademas debidpua que, uh(O) - 118(0),r debilmente, en V y
uh(O) * Ugy fuertementa en V,_uE(O)‘='u0. También
T T

Cf<ut (), vie)>at = ~ f <u'{t), v'(t)>dt - (u'(0), v(0)),
0 £ : 0 £ . . £ ’ .

¥ ve V con v{T) = 0.
Por tanto,

 (ué(0) - vd,'v(oy) = 0, ¥V ve V, v(i) = 0, v'e V.

Esto'eS'ué(O) = v,- Al integrar por partes (3.19) se ob-

tiene (3.18). |

Para mostrar que u_ es solucidn del problema (3;9) es
necesario que
=2 (ti + P{t) = i‘e(u'(t)) + V7 (u'(tf} -c £. te (0,T)
= X { = 8(u! i), ot (TY,  (3.20)

lo cual se muestra utilizando los dos siguientes lemas, la.

demostracién del lema 1,3 se presta en [19].
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Lema 1.3. Sea mst(O,T}V),‘m'eLw(O,T;H), tal gue

w"(t) + Aw(t) = g(t), g e L2{0,T;V')

w(0) = vy , 0'(0) = vy,
entonces, para casi toda ta[Q;T],

: . U
<aw (£), w(B)> + [w (8) | > <Bug, up> + |vpl? + 2 [ <glt), w'(1)>dr. (3.21)

)

Lema 2.3

T . S
Lim inf [ <B(y) (1)) = B(v(t}) + Vi_(ul(1}) - Vi(v(t}), v (v) = v{r)>dr <
0 - , ‘ .
| - (3.22)

< f ) = B(T)) + Yt} - Vi(v(T)), ul (t) - v(t)> dr, ¥ vel
0 ‘ : ' '
Demostracién. .Una condicién.suficiepte‘para que (3.22}
sea satisfecha es: |
AT rro 1 : .
lim inf £[< E-B(uﬁ(T)) + Vi tup (), upln)>] dr <
{3.23)

SR | |
f < 2 x(t) + ¢(m), u! (t)> drt,

. 0 € o £ i
puesto que, '

<L B (M- F (D) + Vi (1) = Vilvin), ui) - V(0> =

I
c <L p), wo> - <L), wa> - < am @), v +
=57 Py T.’_uh: € e ' e "M d o

+ <

(ORI

Bv(D)), V(> + < Vi (@) (), w (0> = < Tvin), u (0> -
= < Viu (), V(D> + < Vi), vin>.

Procederemos a demostrar la desigualdad (3;23). De la

ecuacidén (3.10) se obtiene, al sﬁstituir ﬁh(t)'por uﬁ(t), que

Cmsscor ]
| FALLA EE_MQRIGENY |
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5 U6 [2 + <Awy (8), w (0951 + [ < Bl (1) + Vi_ (@ (1)), Wl (1)>dr =
0 - :
t o
= [ <f(1), W (t)>dr + = [<aw, , u . >+ |v, %],
g e 2 oy Mo, 7 T oh[_.

en el limite se obtiene

<|u'(t)[2 + <Au (t), u, (t)>}+lun 1nf f<— B(thT))+Vj(Uh(T)), uh(T)>dT <

t
< f < £(1), u (T)>dT "|' [<AU.0, u> + IVO’Z]'

-

ya gue
“limdng [ 6] > |0, lim inf <aw (£), w (00> > <Au_(t), u_(0)>.

Puesto qué,

It

wi(t) + Bu_(8) = £(8) - 2 x(v) = $(6), a.e. tel0,T],

uetoo = Uy ué(O) = VYqr

Se puede aplicariel lemal.3 cong(t) = £(t) - % x{t). Enton-

ces - . _ . £ ‘ :
s 3 1 oo ‘ : (1] 1 1 ' '
lim inf £<g_e_(uhm)_+ V3 tag (1)), uf (0)>dr < (ff‘é‘ X(E) +y(x) ug(r)>ar,

vy, (3.22) es satisfecha. [
Puesto que B:V»V' y Vj #+V' son monStonos y satisfacen
(3.22) se observa que - | '
0 < f '% x(t) - —-B{v(t)) + pit) - VJ(V(T)), w! {1) - V(T)/dT
0

_ ] o s . C
Haciendo v = ué - Aw, . A > 0, wel arbltrarlo, se obtiene

[ TS CON
[ FALLA DE ORIGEN |
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. : _
1 1oy i vy "
Qiggxh)—gm%h)AMﬂ)+Wﬂ Viul (z) MhH,MﬂﬁL

Al usar la hemicontinuidad de B:V»V' y V;;VWV' se obtiene,

cuando A ~ 0,
0 < IE i {T) -1 Ba!(r)) + Y(T) —:V' (u' (7))} @(T)>'dT
-5 € X‘T E P w. e e T '

por tanto,
) &

x(t) + ¥{1), - (3.24)

o |-

l ' 1 ! =

- B(UE(T)) + Vjéug(T))
Se ha demostrado, mediamte (3.18) y (3.24), el siguiente teorema
Teorema 3 5. E1l 1im1te dgpbil u eL £0,T;V}, gue satisﬁace,

€ e:L (0 T:V) v u" eL” {0,T; H), es. solucifn del problana (3 9)

3.4 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.2.

Mostraremos ahora que la solucmén del problema (3 9)
es convergente, en el sentido del teorema 3.2, a 1a solu~

cién del problema (3.1).

Teorema 3.6, La soluciﬁn, u_, del problema (3.4) éatisface,

£

_{us}. es acotada en Lw{O,T;V),
£>0

{u }o es acotada en Lm(O,T;V), - : (3.25)
>0

{u;}; es acotada en L@(O,T;H).
e>0 :

Demostracidn. La demostracién es idéntica a la del

teorema 3.5. [

Observacidn 3.4. Obéerve,e que por (3 25) ex1sten subsuce~

siones de {u 1, {dé}, {ull, denotadas de la misma forma,
~ TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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tal gue _
u, + u (debilmente estrella) en 17 (0,T; V),
ué -~ % ! {debilmente estrelia) en Lé(O,T;V), (3.26)
IR * u" (debilmente éstfella) enim(O,T;H);
Bul(t)) = B(u'(tj) (debilmente)en V', c.©. te(0,T],

¥

Vj(ué(t)) Vj(u'(t))_(debilmente)én V].d.b. ts[O,Tj,

-

Ademés,

A

CBlarie)) = e [E(E) - ug(e) 5 Aule) - T ()T = 0

por_tanto, B(ué(t)) = (0, c.t. te (O,T), esto es, ué(t)sK,

o.t. te (0,T). Ademds,
qa(e) + Ao (6) + 1 Bl(B) - £, vE) - E> (v (£)) =3 () (£)) =
= 3 B - I lul (D) - < Vi LR, vie) (> 2 O ¥ve V.

por'la.conﬁexidad de j€£V+IR.-'A1 tomar el limite y al usar
las propiedades,3de convergencia ¥y coneistencia, de j€:V+ R,
se obtiene |
<at (€} +2u(t), viE)u' (> + I E)-IEE) 2 < £, vit)-u' (£)> ¥ vel.
También

0*

u{0d) = v, , u'(0) = v,

Lo cual indica gue u es solucién del problema (3.1}. Se ha

mostrado, por tanto, el teorema 3.2. |

"~ TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




4, MODELOC MECANICO GENERAL DE KIRCHHOFF.

El objetivo de este capitulo es obtener el modelo me-
: B . , »

céanico; ecuac1one$ de campo, consistencia {en cargas de
cuerpo, tracciones de superficie, de condiciones iniciales
"y de frontera), equilibrio dindmico y elementos mecénicos,
‘de una placa tridimensional, elistica lineal, homogé&neo e
isotrbpica. A dicha placa la llamaremos cuerpo tridimen-
sional de Krichhoff y, a su modelo mecinico correspondien-

te, modelo mecanico genefal de Kirchhoff.

Cqmo una primera etapa Se espeqializar&h, mediante el
Métodolde Kantarouich.[zj, las ecuaciones de campo de 1la
elasticidad lineal tridimensional. Posteriormente, median

te la écﬁacién de%equilibrio'dinamicb de un medio continuo
y la relacidn del?tensor de esfuerzos con la tracéién-de
superficie, ley dé Cauchy, se p:QSentan condiciones de con
sistencia para cafgas.de cuerpo y de supgrficie, respecti~-
vamente., La consistencia en condiciones dé frontera e ini-
ciales guedan deteérminadas, en forma directa, de las hipév-
tesis ae'partida.w Finalmente mediante los principios de
balance, lineal y:angulaf de un medio continuq, se plan-
tean laé ecuaciongs de equilibrid dinémico del cuefpo en
estudio y, mediante la ley de Cauchy, se establecen las re

laciones entre cortantes y momentos con los desplazamientos.
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Se presenta también, bajo hipétesis.en cargas, una
simplificacién del modelo meéénico general de Kirchhoff.
El modelo mecénlco resultante es llamado modelo de Kirch-
hoff con tracciones nulas. Flnalmente, medlante un pro-
cedimiento formal presentado.en [7], se desarrolla una

férmula de Green:para el cuerpo tridimensional en estudio.

1y




4.1 ECUACIONES DE:CAMPO TRIDIMENSIONALES DE KIRCHHOFF.

El objetivo de esta parte es expresar los componen.
tes del tensor de deformaciones y de esfuerzos de un éuerpo'
_BCR*B, eléstico‘lineal, homogéneo e isotrdpico que saﬁisface
hipﬁtesis a priori conocidas en desplazamientos. Para lograr
nuestro objetivo r?cqrdemos que las relaéiones, en este caso,
desplazamiehto - deformacidn y esfuerzo - deformacidn est§n 

r

dadas por las siguientes ®cuaciones de campo [151]3

. B
5 [Vu + vu'J, )

A
|

. en BxJ (4.1)'

=5y (tr B)LL

‘ B
5 1+v [E *
Aqui, 8 > 0, es el‘mddulo de young, 0 < v < % es el coefi-
ciente de,Poisson, u, E, §, son el vector desplazamiento,

el tensor de deformaciones y el de esfuerzos, respectiva~

mente, y J = (0,T), T < + », el inteérvalo de tiempo.

Sea B el cuerpo tridimensional definido, en su configu-
" racidn de referencia, con respecto a un sistema ortogonal

. por:
= . 3 S ‘ . . .
B = {p =(xy,x,,%3) 8 R” : (x),x))ell, - % h(xy,X,) < X3 < Bhix, %))}

donde,
% es un subconjunto abierto y acotado defmz de frontera

30 = 904 USN., suficientemente regular, h:0-(0, + «) re-

presenta el espesor de B.



La frontera de} cuerpo B, 9B, es tal que

3B = 9B, UdB_ UdB; U3B,,

donde,

aB_,_ = {(Xlrx ’ %"‘(lex‘?) ) :(xl,x2)e§§} R

oB:

h : -
{0, -3§v(xl,x2)5:{xl,x2)eﬂ} ,

-,

Ty

_h e h ] -
aBz - {(xlllexa)' "2"" (Xllx2) < x3 < _2" (xltxz)l (hl’xz)eagz} .

Al cuerpo B, asi definido, lo llamaremos cuerpo tridimensio
nal de Kirchhoff al-satisfacer ademds la hip6tesis
Hl: Hipdtesis de Kirchhoff Modificadas

u, = uz‘, en {(xl,xz,O)}XJ,‘{lexz)EQ ,

%

ul(x't) = X3. bt (x,0,t),

'3 |
‘ ‘ ; . r X = (§,x3)eB,
ug(x,t) = ui(ﬁ,o,t)'+ Xq u3'3(§,0,t) + t e J.
1,
+ '2— X u3 (Ef_rort) - J
3 33

Esﬁa hipétesﬁs y las ecuaciones de bampb (4.1) permiten
particulariéar las expresiones de los éomponeﬁtes dei ténsor
de deformacibnes E y'de esfuerzos S del cﬁerpo B. A tales ex
presioneSﬂasllamaremés ecuaciones de campo tridimensionales

de Kirchhoff. Su forma explicita es:



Ell'(x,t) =Xy Ui

131
B2 (x,t) = 3 uzlaz !
” i )
E33 (x,t) = uy, + x37;£u3‘,33 ' | |
‘ g 7 : : o (x,t)eBxT
E Xt) =% %, [uy;, +u
12 ( f ) 2 3 [1’32 2’31].1’ .
L [T =z 3 L ow? G r (4.3
E X = 1 +i0; + X, U + u
13 %t ¢ [ulas Yy, 309, T EE B0 '
E x,t) =% [G, +0s +x.0s +%x23a
23 (x,t) 2 [ s 2 3 a2 23 -3332]'

E (x,t) =E12 (x,t), E31 (X,t) = El3 (x,t), E32 (x,t)l = E23 (x,t),

21
tTE (X,t) = Uy + X, [y 40, o+ Ty 1. o
~ ) | 131 132 133 ' < J
- B s Ve m (x L
Spp B8 = g u Fg W E &AL,
e B - v o ‘
Spp ) = o Ky w g B (kU
Sy (t) = g (By +x3 0+ i tr B (k01 | Gotiemxd
: ' f_ : A
. | (4.4)-
. — BXB o - ' ?’(
S12.09%) =gy [y, + o, '
— B et - ) = 1 2 -
813 &H) = 2(1+v) [uln Tyt X3 Uy, X 113’331] !
: B = S - L2 T
= myr— + + ‘
S23 (x,t) 2 {1+v} [112,3 u3!2 x3 .gslsz *ti ,xa _1'13:332:1 !

821 (xlt]_ = Slz(x,t) f 831 (Xrt) = 813(Xrt) N 832(X,t) =-823(x:t)‘r‘1

_doncie, fli = ui,_.'(xl"XZ"O’t)’ Q. =

u, (x, ,x ,O,t),'
Ej J : lljk lfjk ..1 2 .
ap o=y (xg%,,0,8), (x),x,)e0, ted-

ike - Teike

i



4.2 CONSISTENCIA DE CARGAS DE CUERPO.

‘En esta parte presentaremos condiciones de consisten-
cia, con respecto a lé hipéfesis Hl, para las cargas.dé -
cuerpo gue pueden actuar en el cuerpo. B. Para esto utili—.
zaremos la ecuacidn deequilibrio de la élasticidad lineal

L4

tridimensional [15};

L 4

- Div §“=,§o - P 4, en BxJ - (4.5)

Aqui, 20 (bol, boz, bo3), Ps 0, son el vector de cargas
de cuerpo y la densidad de masa por unidad de volumen, del
cuerpo B respectivamente. Al'éustituirf14.4l‘en3(4.51 . 8@
obtienen las siguientes condiciones de consistencia para

las cargas -de cuerpo.

b =- (811 + 81 + o lg = -
oy 77 By, Sy, +Say T Gy =
B q e - X3 - - -
== "/1+v [1/2 us, .+ -5-(2u1- +uy  tu,  +
. . 31 , 1311 1322 1312
. Vv ‘ =
Yhapt T Toay (B2 Elnl + 0, R AR
o ' ‘ ‘LEh BxJ
| .
_— ] (48)
b =~ [S31 + Say +8 +p_ W o=
o, [ 23+ Saz 23’3] Py 132

- X - - -
Bilev 1172 3 4 % o(2h, 4G, 4+
: ; 2. . 1322 1311 1321

il
1

— . \) :."‘ -
T B 32)' T Iy .(tr Dl + pQ F3 g, s

| mssooN )
| FALLA DE ORIGEN |




= - + +8 +p U
b [3331 53%23 73%31 0o Uy

- Bitv 5 (20, + Gy 40, 4+ G, + B
133 131 1 32 t

Il

372 - +. +
+ %372 ¢ Bopy ¥ By, )+ 1/4 % (W,  + W

v . = w
S S . 1
-5y (tr E),s] + po ('Ll3 + X3 us’a + % X

4,3 CONSISTENCIA DE TRACCIONES-DE SUPERFICIE

La consistencia, entre la hipbtesis Hl y las traccio-
nes de superficie que pueden actuar sobre la frontera 9B,

'se establece mediante la ley de cauchy [, esto es,

OB

=Sn , sobre 3BxJ. o (4.7)

_Aqﬁi 8 , n son la traccidn de superficie §“la normal unita

”~

‘ria exterior a 3B, fespectivamente Sean § = (S 2, 5 ),

A A ~

s* = (éi . SE' Sg), g = (gl, 92' g3) las tracciones de sy~
perficie actuando sobre 8B+XJ, 9B_xJ y'BBsz, respectlva-

mente, entonces, de acuerdo a (4.7). se tiene que

- , - h 2 _ A
8: (x,t) = Sla(x h/2, t} 2(§+v) [u u%1+ 3‘“%31+ %' %331]'
é R _ ' h - " h? -

v G5t) = Saa(V2,t) = iy (B g+ 30 kg Gy T,

S (o ) e oo B == 2 Y

2(l+v) [g, Hy -

* = - - = o o9
S* (x,t)=- 835 (x70/2,t) Ty (93] 2 4" To2v

S* - (x, t)=- 825 (5h/2,t)= "

tr B(x,-5.0)],

' (4.8)



ddnde,h = h(x), x e @,

v

B2xJ

- LB pe. =
g, (1) = —gig-lixg uy 4 7555 0 (X8 )0y +
* (@ (u%32+u%31))n2], _
R (x,t)ed
g (x,t) = B XG4, I, + o
) r A+ 2 13 2 331 1 - 1 (4.9)
L - ) ) . ‘ ’ i L
+ (x3 u%32+ 2 tr g(g,t))nzl,
° B ah r xS e n w2 E. .+
LR (x,t) = 2(1+v)[(u%3+u%i *3 u%31‘ C xs.uasal) 1
G, 40s + xg Us & x? B n
* (u%a Us, T X3 Us T R X, %332) 2] )
Observacidén 4.1. Obsérvese que en Xy = 0 se SatiSface
5 (x,0,€) = =% G, )
gi XYy ‘w__l—l2\) 3}3 1,
. . Xeoflp, ted
~ R . . , -
gzl (Elolt) "",dl___z\) ug}s D.2 . ) r
g (2,0,1) = wrrer [(Ty, +85 0, + (U, +8, )00,
g =""7 "_2(1'1'\)) . & 1’ 1 13 12 27 )

4.4 CONSISTENCIA DE CONDICIONES INICIALES ¥ DE FRONTERA
EN DESPLAZAMIENTO.

¥ - a i ’ I * ) . ) *
La hipdtesis Hl introduce condiciones de consistencia,

en condiciones inicialeé v de'frontera,'naturales.=Semngb =

(w ,u ,u ), v o=V, Vv, v ), m= (U, Uy U)o
03 0, Og :o 0y 0, 05 . 1 2 73

las condiciones iniciales en B, en desplazamiento y veloci-

dad v las condlclones de frontera prescrltas sobre BleJ

Entonces, estas cond1c1ones naturales de consistencia son: - -



ﬁi(x,O) = x4 ui's (Ei,rofb) ’ ]
.uz(:x,()} = X, Ulz_'s(_}_{.,0,0)-; ‘
u3(;,0) = us (§,0,0)+x3 u%3(§,0,0)+

|  +, * xi u3’33(3t_,0.,0)‘, '
&l('glo) = X, ﬁ1,3(§,0,0), - ¢ XEB
ﬁé(x,O) = x5 82 (x,0,0),
Gy0x,00 = 83 (2,0,0)+xy G5 (x,0,00%

- + % xz ﬁ%ag(ifo'q)’ )
uifX,t} X4 alﬁ ' .
uznx,t)= Xq 5%3,

Observaci6n 4.2. En X5 =.0.1as condiciones iniciales y de

frontera satisfacen:

u_ o (x)

ul-(x,t}

It

|

B
I
<

f

L ®x=(x,0)¢eB

(x,0)€

aBﬁJ

¢ (4.10)




4.5 COMPONENTES DEL ‘VECTOR DESPLAZAMIENTO EN TERMINOS DE
Uy Y SUS DERIVADAS.
Nuestro siguiente objetivo es expresar los com-

ponentes del vector desplazamiento, (ul,u ,u3), en té&rmi-

2
~nos de la funcién u, = ug{x, 0, t), xeQ, ted y sus deriva
das. La siguiente notacidén sers usada con este fin.

-~

Sl(zilt) r SZ' = SZ‘(E{_rt) r SS'—:" SB'(_}E;t) ’ {Eyt)S;Q XJr

451
H.
Ii

W

*.
2

)]
%
il

S*(x,t), SH(x,k), S* = B%(x,8), (x,t)ef X T,

Primeramente observemos gue, de acuerdo a la ecuacidn (4.8),

se satisfacen las siguientes relaciones

K

~ o~ gn -

* ool
Sl‘* Sl 2(1+v) a5,
~ ~ :
Bh -

: F oo et
Sz + 82 ) (.14_\)) u3’32 ’
~ ~ B ' h2- b {4.11)

- g% : ne
S1 'Sl (1+v) [u1) * usll * 8 .u3)331 ’
S2 Sz (1+v) [ %13 N U, 3 uﬁssz '

lo cual nos permite, de acuerdo a las ecuaciones (4.2),

obtener
S o+ Bf gl (V) (A 5., )E=(x,%3)eB
ul(x't) B %3 [“}13?1 * 8 u.)ssl -+ X3 B [S2 .Si]' teeT
o (4.12)
- - h2 e ‘ (1+\)) o _A*_ ’
u, (x,t) = - X5 Fu%Z + 3 u%aaz] * Xy o [S, 52L

También de acuerdo a las ecuaciones (4.8) vy (fwd

relaciones
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(1+v) (1=2v) 2 fer _ =
SE(1-v)  [Ss T 81 = us

~

(1+v) (1-2V) 5. 4 g#]
' 3

hg(1-v) |
¢(4,13,_
vooLIty o h L A . 4 e -
- e 2IY - S* + 8, - 8%
1=y B £s 11_1 _S 1, S 2ﬂ2 8 , 1+ -
_ .t | 2
\ - . - h?, - - -
4o + + 2 + =
1-v [u%11 u%zg 8 (u%3311 u%saaz)] u%ss)‘

son satisfechas. Sustituyendo la ecuacién (4.13) en la.tercé+'
ra ecuacidn (4.2) se obtiene .
£) = T4 g (LHV) (1-20) X3y & ‘
.ua(X,t) ug + X3 ; 28(1“\)) £(l + h ) SB . x=(x,x )E:B
. : =3
. o : ’
PO & _ 2 lted
- (1 = Xz 3 [ 2 13 1 h® = G — o
(l R St i [u%11+'u%22+ 8 (u%331;+ u%aszz)J r (4.14)

~ ~

..lﬂ}iﬁl - G% 4 G, - S
s 53 S; * 8y,m 53 )

- Observacién 4.3. Observemos que, de acuerdo a las ecuaciones

(4.11) y’(4.13), se satisfacen las sigulentes relaciones:;

. * = fubd B %

51+ 8% 1 Tov S S%-l,
: i

SR h 1-2v 2 a -
. * = = - %*.

S. + S* 1 1oy 8%, :s% 1. I.

, ‘2
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4.6 ECUACIONES DE CAMPO TRIDIMENSIONALES DE KIRCHHOFF

COMO FUNCION DE 1.

Las ecuaciones (4.3) y . (4.4) pueden ser expre-
sadas, mediante las ecuaciones (4.12) v (4,14), en términos

de la funcidn Uy y sus derivadas. Las expresiones de los

componentes del tensor de deformaciones “son:

2

. _ He - 1+v 4 2

o h 1ty 15, - g*
By, (x,t) = = X5 [u3’11+ 8 u3:3311] T ¥3 78 [ 1.'1. 1|1]'

- h2- 14y 5 a |

= - . — ) i - - 8%
E,,(x,t) *3 [u%22+ 8 u13322] T X3 B [S%z %a]’

L= e m oAV (A-29) [ 4 Xama |
E33(X;t) = u%3+ Ry Us B(1-v) ,[(2 ( 18a. (%,t)eBxJ

- (s = *3/h) §* ] -
- b 4.5)

_ _ /\* o~ L 1\*-. _
X3 l v l: Esl 51, * Szlz Sz‘, .
1 . 2

- — hz - ' —
- + + = (ug .+ u )
[us Us 8 ( 3311 13s22 S

Elz(xrt) = = X [us +




E13{x,t)

E23{x,t)

trE(x;t)

1i

I

il

B T
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'Xz h?, - 1+v % 4 X3 =
RS 4 - 3 =2 q =
(= 16)u%331 28 [81_81] 2 u%31
(1+v) (1-2v) X nya
1 +v —aV P - Byg -
ST Yy D=t 7= - 1) 85
‘ 2
x ~
- 3 Q *. -
Xy =5+ 4)8“’:1}
2
X 2 :
: h R = R 2 " "
3 - -
('4 1 ) l_\) [‘—'B“" [Slr S;:;l "|” .82'21- .S;\.;ZI']
13 R )11+
+ o
[u%lll Y221 8 ‘u%sa;ll REEPES M
+ ~ ”~ . T
1_8\)‘ [Sl - S*j_f
o ‘ 1
(f; - Bi)a + v {§ _§*3 + £33 5. =
4 16’ “%3452 B MY, 2 Ye2
(1+v) (1-2v) X n
(14w} (1-2v 3 a
1 - =3 . == -
i TR (I-V) Lxgt 5 = 78,
N hyg |
—— —_ * -
(XB . h + 4)83,2]
2 lA
X K 2 ~ :
e L _Y..l__._. _l__l_'i‘ﬁ_ 3 _«s_. A.. (\*'
( 4 . 16) l_"'\) [ ]B‘ (81!1,2 "s-ll2!1‘2+ 82’2.2 '5212‘2)
_ _ " h? . ' L _
o _ '
T %22 8 (u%aa112. u%aszzz)]] *
1+v 2 a
= 3, = G%
26 [82 2] ’
- N L - h?* - -
o) =+ —
u%3+ *3 u%sa' X3[u3!11 _u%22+ 8 (uagall b
1'+\) a — ;* o R A*‘ =
*3 78 [Sﬁl " S%z S%é]
(149) (1-29) (p oX5 00 p X3 aun -
x, =2 (G4, + u, + h? + 1
3 1-v %11 %22 8 %3311 %3322)
AV S Gw 4 og, - gk ‘
LSy S%1+ S%z Szm]]'

)1+
'%3322-

{4.15)



- 63 -

La ecuacidn (4.15) nos permite expresar los componentes del

tensor de esfuerzos mediante las siguiehtes: ecuaciones:

s 1(x,t)=f—x

s 2(_x,t)
= 3(x,t)
S 2(x,t)

3(x,t)

B/1-v2(T, +vay + 37 [Gy  +vE, 1] +
111 . 122 :

3/2[51 - S* + Sz - S* ]r

X2 h ~ xz h ”~
= 1 -3 .. 2 - 3 4 2)yg* 1 -
y 1- [(;&_ + 5 - 4)s (3= 4)5:3'1] _
b—z) . [-;-:’1 - S*‘ + éz' - §*' -
16" 1-v "1 ,:11 121 %21
l' - - - h2 - A - .
+ .+ Uy + 3 + - |
B/1+v [u%111 Uy, .17 8 (u%33111 u%33221’]] *
[S.— S%I.
x? x?2
s o byl 3, hyas
Dlxeg + 57 = Sy~ (x5 + P83 1 -
h? " ~ 2 ~
) Sy - 8%. 4+ 8, - g*. o
16" 1-v [ b 2 o Szlz S 12 2
viu T + ‘ : ‘
| A%112 9,,,7 B (u3h3112 u%33222)}].+
%[5~ 8%1,

h2
8 Y3311 13322

~ X K
% j%)s . (% - .i/h)sgﬁ+

o X3 (5, - g*
(S%z '822)] * Loy, [Slu ’s%l]'
'2 _ h2 - -
X3 B/1l-v [U.3 \)u%l [u313322+\)u3'3311]] *
v Xiva '
=5 [0s+ 2y (% - x3/h)$’§ +
x5 (’sl—-s )]+f:-*\§;[52,"‘32,]f.
| | (x,t)
X3 _ X3 ok
L%+ /h)Sa IES /h?_“s}r - €3BxJ
8/1+v [ﬁalz +‘% 5%3312] + f (4.16)
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4.7 CONSISTENCIA DE LAS CARGAS DE CUERPO CON u

3°

- Las ecuaciones de consgistencia, para las cargas

de cuerpo, pueden ser expresadas, mediante (4.12), (4}14)

en términos de la funcidn 33

2

b = x, 2V 5 + 3 + 05

3r 3r ) 8_ 3:

9 3 2(1-v?) 111 122

~ X

X ~

1 3 o 3
- L = - Py A *
Iy [{1+2 /h)‘8371 | (1~2 }1) S

3 [SZ ~ 8
2{1l-v)  "'23 21 Ta

IS, st 11+
: 22 22

“ 2

: . o hZ = o
tog [y lug +5F w14
b

e

S TR
+ X3 B [Sl | Sl}lr

b = X, Bl2=v) [ + Ej + %; o,
2 T 2(1=v?) Y202 "112 R

,l %
- A (1-v

; . k -~ ’ o~
-y L 3h) s, - (12 °/m) 8

2 .

X3 A~ ‘ o~

Za-v) 5, "8,
21 21 22

+ @S, -sp 11+
11 11

: hzﬁ

2 . 332

y sus derivadas,

3,

I+v 2

+ pg E_X3[u3, + u3’ 1+ X3-*E"'[S -

- + U

11-}

r
33111 38122

] -
)

+u
3,
3112 33222

* -
3,]

2

~

)[4 - g%
s* + (2 V)[Sz, .82' 1 +

Y

11 -

Estas son

en BxJ

Laan
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' 2
1-2v L h ... ~ : 9
o o b ATV S - \ . _ .
s T g+ cm-Mae; 48y ) .
11 22
x4 ~
- Gy - By My (65 + 8 )1+
‘ ) "33 "22
Xz 2 A ~ A b
3 .h% -y — a%. , -
1) o I8y 57+ 8,
11 111 211
_ * o~ _ I\*.. ~ _
s5  + 5 sf.  + S,
211 122 L22°" 222
- é* - B [u +2u + 1 +
2: l+\) r : o [ [
222 1111 2211 2222
h2 - | .' - Hll? '
+ g [y +21; + 8y }]—] b (4.17
331111 ) - 331122 332222 - ’
_ _ A . ~ _ A* _
W15, 78, 8, 7,1
1 ! 2 2
- § [85+ ‘8*33 *
s e )% - SF .
* oo [y +xy BRIl rav ) 5y - a- 5 sy 4
X2 o= = e = e O (1) A :
ty gy tug vy Fuy ) - gEy [Sl, Bk
11 S22 3311 3822 1
_ I\* ~ ; _ /\*
81' + 82,, 82’ ]]] . |
1 2 2 J



4.8 CONSISTENCIA DE LAS TRACCIONES DE SUPERFICIE CON u

de superficie, sobre la frontera 9B

~'66.—

3.
Las ecuaciones de consistencia para las tracciones

27 en términcos de la fun-

cidn 53'y sus derivadas, segun (4.12) v (4.14) son:

9"1‘(X:t)'

g?_-(xrt)

ga'(X;t)

= [-X3 iiir [y +vugy + 3 [us

~ ._‘ A*‘ ’
4 X3 [52’2 .82,241]. + T~

+ [~x, B/1+v [u%12+

HH

’ o . - L h* -
+ [-x, B/1l-v*{uy +vuz + 3 [us
] 122

~ ~ : % !
L *. =8 e
+ Xg [S%x st )+ [S%Z.S%Zl}nz,
= [;5 -1-':\—) [(X3 + E" - .h/.4)s3,1_ (x3—
2 2 ‘
- (*%/74 - h /16) —— [Sy - S* + 8

“ 6/1+6 [ﬁsl + g

e .
+ [5 TESl(xy + “3/h = h/4)Sy ~ (x4

X3
- 3

2

1] +

: +vu g .
L=V i1 - 122 13311 13322

Y

’.—J

i{% + x3/h)}Sy - (% - Xs/h)8§‘+

X3
v

[S%l- Slu]]nl +

h® 5.
8 13312

X3 [§, - §% + 8, - S n.,,
2 [S%z S%z S%l %1]] 27

8 .= k-
x5 135 Uyt 8 @

i} N

13312

~ A I ' .

g% + 8, = 8* 1ln, +
1 %1 41771

X3 -
2 12

=5 8y
2

11 +

+Vg
111 8 19322 13311

o [k x3/h)S5 - U5 - X3/h)s% +

1-v

b

3
1-v
2

X ~
3/h + h/4)s§11-

. “a "
3

1-2v

~ TA ~

6102

- -

.
2 2
11 121 12 1

H11]

+ = s .+ g
1111 1221 8 33111 33221

1-v 111
. -

+% (S1- S¥}1n+

X2

X34 %)sg; ] -

'h 2

. ~ ~

. "S_*" + 8, =~ _S* ) —_
“hie e “h22 %22
0

1-v
2 2

SO < T S
A TR L

- B/l4v [Os + 85 + 8 (T, + T 111 +
M L g2 |

22 8 133112 133222

Y

+ % (82 - S3)ln, .

Hx,t)e

BBfﬂ

b (4.18)
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4. 9. CONSISTENCIA DE CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA EN

TERMINQS DE G3.

Las condiciones de consistencia de condiciones ini

ciales y dé frontera, en términos.de (4.12) y (4.14}, quedan

‘determinadas por
v, h?% _ o
u_ (X) = - x4 [9%;(§,0,0)+ 3 uﬁaal(g.o,o)] +
+ 'A‘ A_ .
+ %, Y [83(x,0)- S%(x,0)],

. . h2'
_33Iu32(§,0,0)+ g ua332(§,0.0)1 +

o ) |
1Y ys.(x,00- 8% (x,0)1,

+X3 A

(1+v) (1~2v)
B(l-v)

- (1-xa/h)S%(x,0)1 -

X3
2

‘ Uy (‘}“{"O'O).+

- 2 VvV lvog
% *: I

- [Gs {x,0,0)+ us (x,0,0)+ h2/8(u;
. . 22 ™ ’ .. 138

nit

 (%,0,0))11,
22

2

. - h--. _
X3 [usl(?:{_r.oro)'l' E-UQ’Ssl(I_&rOrO)] +,

Dl i
+ e ' a7 o
+ oy T 18102, 00~ SE(x, 0],
_ ] . h?.
voz(x) = - X, :?%z($'0’0}+ 3 u%s32(§,0,0)] +
ey T I52(x,00- SE(x,0)],
o : X3 (1+v) (1-2v)
Vo (X)) = ug (£,0,00% 9% Ty

3 ) o .
- (1- %3/h)S*(x,0)] -

v 1+v 4

- % %2 72 NS, (x,0)-5% (x,00+8, (x,0)-8% (x,0))-
1 no 12 z

l-v B

, o _ . R?
- [1:13 :(Xr010)+ﬁ3 (Xr010)+ - (fla
R S T 122 8 1331

+ Uy (x,0,0)]7 «
13322 —
A. - _ - -112.... - l+\) A-.-«. ~
Uy (2,80 = *3 [‘u3:1+ 8 u3:331]+" 3 TE [Sl‘ 811
-~ - _ — hz... ' ' l+\) ~ A*‘ )
u, (x,t}= - x4 [g%2+ 5 u%332]+ 33 o [S.~ S*1.

L1+ 228, (x,0)

[“‘“‘B‘“"(Sl"ll(ﬁr 0) "S?u (.xr 0)"'82"2 (_5‘5_, 0) "S.g,'z (3{_, 0) )"'

1155,0,0)+

[(1+ ﬁi)§3(§,01—

%

1(5} 0,0)+

(%,t)edByxJ

fas]

xe

(4.19)



= ‘ - 1. 2.5 | 1
u, (%, %) g + Xq u3,. t a2 X u3,3 Uj +
. : 3
x5y (1+v) (1-29) S (1~ Xiya*] -
B ST (g /my sy (- skl -
w2 Y IR S S S ak ) - b raom
e I-v* g (Slr 51’ * 521 -Szt ) r(‘;.zo)
1 ' 2 2
- h? -
11 22 3311
+q yIT.. ’ J

_ ObserQaéién.4;4; De acuerdo a la observacibn (4.1) y a las
| ecﬁéciohesf(4;11),‘(4113). los componehteswdel vector de trag

- ciones preescritas g, sobre 3B, con x, = 0, satisfacen:

332 .

3
o = Ao G
~ ey = _v(i+v) oA
9, %/ 0,8) = 5oy [S - 83in,
5 (5,0,8) = (- BB G 'y re A
4y F = ' —_ %
g 2T .16(l+v) 3,331 + %_[Sl Sl]]nl +
N TR ) S A AT |

i



1

4.10 =CUACIONES DE EQUILIBRIO: = METODO DE LA
ELASTODINAMICA APLICADA,

Nuestro objetivo, en esta parte, es conétruir, mediante
el método de la‘e}astodinémica aplicada, las ecuaéidnes de
equilibrio locales, del cuerpo tridimensional de Kirchhoff
en estudio. Consideremosuna parte B; -de g‘de frontera

L

gk = 351U382U383. Esto es

-

El = {p = (X11x21x3)€ IRB: (xlr _XZ}EQE_,‘— ;ﬁ.h(xlrxz)‘ f_ X3’ _<__ ;5 h'(x;l:xz)},

donde, &

, €s un subconjunto de @ de frontera 891, Yy

88, = {(xy,%,, % hix;, x,)): (kl,xz)eﬂl}e
832‘:‘ {(Xl'Xz' - ﬁ(xl,xz)'): (Xl'xz)&:ﬂl}'

a8,

B

L0t %,%) = 5 hix) %)) <x, <% h(x1,x25, {x;,%,)e BQl}Q

Supondremos que B, satisface la hipéfesis Hl. Por tan~
to, sus ecuaciones de campo, de consisténcia dé cargaé de
cuerpo, tracciones ae superficie, condiciones iniciales y de
frontera estén dadas ?or (4;15) - (4.20). Para 1ograr‘nues-
tro objetiVo'apliqaremos a B, los principios.de balance del
momentum lineal y'angular de un medio ContiDUO‘ﬂﬂ, cuyas

expresiones son:,



35"1_ Bl' - - ) en B;x J,
| ‘ (4.21)
IPdex+-fEx§dx=fEXpugd}:'

1l

3B, o By

Sdx +./ S*dx + [ g dx =
asl BSZ 883

0>

j;js.ax‘,'*'f‘%*dx-l-fgdx’
1Y) o

1 §iy 08,
[ e... x. 8 dx=] e, . =x. 8 dx+
5B, ijk 73 "k hg, 13k T3 Tk
a8, 13k 73 7k 38, 1k 73 "k
/ (e X, + € h/‘),S\'dx-{- sobre
o, 10k @ 1.k M2l Pk |
’ 7 OB XJ
. - hy. 'A*, o (4.22)
I (Elak ‘ Xa Ein /2)Sk dx +
Q1 _
i 3

~ h ) ~ n
*) h _
X (Sk + Sk) ax + 5 fﬂl €i3k'(sk Sf;)dx-&-

(e, . %+ ik xé}gk dx. i,3,k=1,2,3
3
\ 1,2.

o



Las integrales en el interior del cuerpo B; pueden

también ser expresadas como:

[ exb) dx=f ei X, b dx f (E +
By S Ey sljk | :Lozk *a ik Ox
=fe L% b¥ dx + | € dx,
o, €ilok %o O B, isk 3 Ok

J pxp W,dx= j % €k Xy U O =

Bl Ty,
= él €50k %o T i3k B)ﬁk ax =
= [0, €iok Yo Y & +_f'po €iqx X3 e dx.
2 o B
Aqui

| bk "2 b, &

Ok | R/y Ok 3
C B,
i o= [ " G dx
b/,

X4y)b, dx =

en B]_XJ

1 (4.23)

Al tomar en cuenta (4.22), (4.23) ygque g = S n sobre

BS3xJ,rlos principios de balance (4.21), en componentes, es

tdn dados por las expresiones siguientes:

~

. . - At* ) B . ) . )
[ by +8; +shax + [ Sf ng dax = [ p G¥ dx,

1 O_i T T 38 , 01
[ e, x (b% + 8 + 8*)dx + [ ¢ X n, dx +
& iak X k 50, iok T kB B

en ﬁIXJ_

{ (4.24)




Aqui .
. v h )
s* = f/? s, dxg,
o —h/2 o
B/ ' h ..~ o~
— — Lo . 22 - *
‘%‘Afmk%‘%kPﬂwﬁﬁzﬁwﬁ'%LLW%)
h ~ | |
WZ
M, = |
1 hy 1313 Sko 3

Al aplicar el teorema de lé'divergencia en (4.24)‘se
obtiene;

3

[ (ofF + 5, +8F+s] - opf) dx=0, 1.k=1,2,3

a8 =1,2

J € ak xa(lqgkfl- § +t 8 -p A+ [ (e, X Skglrg A%+t (4.26)

Puesto que (4.26)1fes vdlida para cualquier subregidn @,
aplicando el_teoreﬁa‘de localizacién, se obtienes.
b* + S, + 8%+ 8% =p U¥, enQxJ,  (4.27)
0. 1 i Lla, o 1 -
1 o .
'1=1,2,3, a=1,2.

Al sustituir (4.27) en la segunda ecuacidn (4.26) se

obtiene:
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* = {
€l ak Ska -!»mz.L + Mim,.OL Q, en X J, (4.28)

i, k=1,2,3 oa=1,2.

Si i = 3, en (4.28), m, = M3 = 0, Entonces,
. ) 0"!@

. * = -= '
€35k Sku 0, a,k 1,2, . (4.29)
_ ObsérVese que (4.29) implica que 8{2 = Sgl' en & x J,

T

Si i =1,2, en (4.28} se obtienen las siguientes

ecuacidnes
* . - = -
332 + my + M;q}a 0, en 2 x J, | _ |
o o =1,2 {4.30)
Q% —_ .
831 4 m, + Mza,a 0, en 0 xn J.

1
Obsérvese que la tercera ecuacién de equilibrio (4.27)
es

b* + S. + 8% + 8% = p 45, en 2 x J, a = 1,2 (4.31)

sg, =m + M, - m - M ., en 9xJ, o,p=1,2. (4.32)
' B

De (4.31) y (4.32) se obtiene,

M - M, - m + m + b* + 8, + 8% {
: Za,ul .la’a2 l,2 2,l 03 3 3 0




'La forma explicita de las ecuaciones (4.27) y (4.33) son:

__hv

* S 4 o * o
T [ 3’1 33'1] + 8y + 8F + bOJ. 0,
h\) _ /\*. ~ . -~ .
2(1,,.\)) [S 83’ ] + 32 + 83 + bg =0,
2 2 2
s - - -
- ?2-—§—z[u3 + 2u3 + uy (u3 + 2u3 + u3 )1+
: 1111 1212 '2222 331111 T'331212 | “’332222
| +I11'%T'EU (5, ~-Sf +8§, -8} i§2 -S5 +S "éi ]
122 Tf122.0 ‘21 fn2l 29 ‘122 11 a1l
+ ?;-I§g'[ﬁﬂ -+§§ -+§é7 + é* I+ m, -’y -+S3~+s§-+b3 = p [hﬁ3 +
“n1 £E T A R T 3 '
2 e 2 e o
+ 31 ”E‘fi'-‘iyz‘” [S +s*]+ 23T v[us by 4@y o +hy ) -
11 “n2 3311 13322
LR +s - 8% )11,
B L Ly 2y 2

1

Observacibn 4.5. El término g = 8 n' sobre 35,xJ, representa

la fuerza por unidag'de drea ejercida, a través de BS3XJ, s50-

bre B, por la parte B - Bl' Por.tanto, el té&rmino

[ *s, dx = s¥, n, dx = f jé Siy D, 9%y dx =
a0, an, ™ a1 - by,

1
e

‘ {4.35)
=.f §. n dx = f -gi dx, o

3 9S4

i=1,2,3, ; a=1,2,

o)

(Fe°¥%)



representa la componente i-&sima de la fuerza resultante

ejercida sobre,Bl, a través de aS3XJ, por la parte B - B

1l
Asimismo
* = *. = % , {
S5 _‘Siﬂ n, .(§ g)i , sobre BSBXJ,. (4.36)

representa 13 . i-g&sima componente de la fuerza por unidad de
longitud ejercida, a través de BS3XJ, sobre B1 por.BVH‘Bl.

Observacién 4.6. Bl término p x § sobre 3B;xJ nos repre-

sénta el vector momento, con respecto a un punto fijo, pro-
ducido por la traccibn de superficie 8. ‘En forma-expiici-

ta estéd dado por

" M=pxS=¢g, X S e =

13k 79 "k = Xy Skt Eik ¥y B & 43D

®1ok o "k T F13k ¥3
i3,k =1,2,3; a=1,2.
por lo tanto, los componentes del vector M estan da-
dos por . ‘

M, = G, +4 H. = e X 5 .+ e X, B sobre aleJ.(4.38)

i 1 -1 iack "ok 3k 3 Tk’

La forma explicita‘de estos componentes son:

1 T %3 °3 3 P
sobre 9B,xJ




Obsérvese que el término

‘Sk ; sobre aleJ, ‘(4.40)

representa el componente i-&simo del momento producide por

la componente S k =1,2,3 de la traccidn de supexficie S.

r
k",

£l componente Sk de S puede ser escrito como Sk = Skq N,
k=1,2,3; o = 1,2, por tanto,

H, =

Hy = e,4 %3 8, B, = Sobre 3B;xJ, i=1,2,3. (4.41)

‘Al integrar (4.40) obtenemos
hfy h/2
* =3 i ' —
*H, = [ "B, axg =/

dx, =M, n. . (4.42)
Zhp . | Zhyp 3  Tio o _

€13k ¥3 Skg Py

Ademds de acuerdo a (4.22), se tiene que, para i,k = 1;2,3{

. .‘ A* ‘
=1 A iuk}{a(%c+ %J ax +

P x ‘ | K N

30, k an, ° _
o ' -+ {4,43)
— V . p A*. . - . * >
= | €k X (s, +SF)ax + f €10k %o SkB Dy X +
Q1 I

hoy PO ' ,
t 3k, fim B Spax + %’Ql Mty & W J




4.11 ELEMENTOS MECANICOS.

El objetivo de esta parte es presentar los elementos
mecdnicos, en el contexto de la Resistencia de Materiales,

que actuan socbre el cuerpo Bl’ a través de la frontera

984x%J. Para esto utilizaremos las ecuaciones (4.36) y
(4.42), aesto es
*g, = 8% n T i=1,2,3
i ig Taf ret ‘
ST sobre 95.xJ. (4.44)
tHy = My n* o = 1,2.
La forma explicifa de estas ecuaciones, segfin {4.16) y
(4.25), es
o ... v h o % )
*) =17 8383 ng.
Sy = 1v 7 1857531 my
*g, = [= (s ~+s i V(g -8t .
3 T ) 3n 28T L, '11 2'?.1 2n3
‘ sobre
'1“46'-”' @, ¥+ %2 @y, +0y  NI+3 ESPIn s
VooCn Creal 733111 “*33221 3
, . (4.45)
h? 1-2v h’ v & a a a |
+ - s (s +s% 3+ M s -s¥ 48, - st -
24 1-v. ,2 3,2 24 1-v ]412 l,12 _2,22 2,22
--B. @, +G‘.+EH% .+G )} +
14 3,112 ' 3,222 8 33112 3,33222
h (s, - St]ln
+ 3 2 2 J
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e h?
CFH, = ["]'_"2'

n® g

t 33 1552

v h? 7

—_—

3

G, =[-8 B
Ty = 1

v h?

*‘i:G"i“z" [(53+S§) + h(8

h? B

thnw

T @

{u

1= 12 153

- 78 -

h? - h: 2 2
T U
12 - 7’3312 ) 2

K2 - -
+ = (u + v
Iy 8 339y 3

o. +vu
312

~ :_ ~ ~ ) 3 : A‘
SE+N(S, -SF )]- s
:3 l[l l’l

L]

-

2

- [, h - -
(u +vu + = (u +vu
S 3np 8 T3y

22

~ ~ 8
2755, T
l2 12

(_ h2_ ) hS (A A*
u +z u + =57 (8, -8
312 8 333y’ 24 Ly UL

)"'*2'4- (Sl' -‘S_?l"’ +8

T

13y 8

~,

2,.1

)
3311

~

"2

313322

- 0% -

2,

2 1

- = 8%
2.'2)-]:[12!

1

-85 )Ing o+

"1

)) +

- A*
S, Mm*

. SoObre
- R

(4.45)




En términos de (4.44) podemos definir los vectores

*S = (*S;, *S,, *83), *H o= i*Hl., *Hz;,-O), cuyas com-

ponentes, normales y tangenciales, est&n dados por

*$, = (*S'n)n = (S*n'nin, )

*ql = *S - *§E = S*n % (8*n-nln, | sopre 38 4%J
‘m, = OB nin, - ’ (4.47)
o= - Ry ‘

Al tomar en cuenta las ecuaciones (4.405) se puede ex- -
presar en forma explicita las componentes cartesianas de

B %ﬁr. Estas satisfacen las si-

-— — — —

‘los vectores *S 08 *H

guientes ecuaciones

=h. v (& . ax . |
(*8$n)y = 3 75 (83 ~ 83Iny,
=B _ vV (& _ ax
(*Sp)o = 3 1= (85 =~ 83)Imyr
' Sobre
8. xJd
* =
{ §E)3 0, 3
(4. 48)
P * =

#5TATESIS NO SALE
K LA BIBLIOTE A
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In +'(§ +§*' In. +
1 ,3,2 3_.2 2

Iy 2 2y

B - - ht - -
- — [u +u, . +3% (v, +uy )])nl+
33111 ’33221

A~ ~ .A 'A_ B _-._ -
+ (8 -8* +8 -8% ~==[u, . +u ,
Loy iy 2y T 2rpp IRV T30 T3y

LR

+

e imy] +

+ u
3’33112 3’33222

h ~ —7 ~ N _ A*
+3 [(8) = 87In; + (8, - 8%)n,],

= B E@ #E S, )SENE, -85 +8, -8 y@- nd)
(*H ) = 5 o ti5 o -57(8, -S8%¥ +8, -8% YI{n°- n)n, +
Tl 3 33127 22 Ly Ty 2y "2 T 2l

8 - - hz_. . “‘.'
— [(u +vu + = {u o+ vu )) -
1 3 8 3i3300 3e33m1

~ @, +vi, +2@, +vi, - Niatn, +
8 3'3311 - 3e33p0 v 2

L s s
R u, V=57 (5

3 -5% +8, -5% )] (n'2---n"")'n2 +
"2 8 3312 i 12

1, "2,7%2,

I
kn
=Y
+
o
(]
G

*17: :
1),

3 _. o T 2 _ e
+b—— _-ii- [ {u 4+ vu 4,—%-(1.13' +vu3"" )} -
' '3311

3'11 3322

+vu ‘1o, n? +
2

73311 313300 1

- S, + 8% ] n, n?,
"2 Iz 2
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(*H ). = HiJi.ﬁ +Ezﬁ whaé-;é*-+§--s*)]&1n3+n11)+
FU1 0 T2 T 34, 8 Biggyg 2471y Le 24 24001 1 '
h3 B . __' .hz 2
2[(u +v1 + T (q +V U ))(n n.) +
T, T Mgy, 3'3311 M
@ 5, o+ PG G, ))n?n)
u +vu + = (u +vu i n I -
3m1 32 8 3 313392 1 . 2
v h* 2 N _ oa nd * .
51z 834 S * h(sl,l 5, T zaY (s, 2/, 52,2”“2
'-‘?%[gl'gf'g + 85 1y,
l'l Il 2 1'2 1
h® 8 = = = = | 2
), == 35 e llay Fvug (u +vu )) {(n,-n,n%) +
T2 121 TEyy '?2 8 T3nyyy Brg3 1 Lo
@ G b v )nn?] +
t (u +vu + = (u +vu n.n%] +
3rg9. 31 8 T 3eg30p 0 3igyyy Lz
+[1v12“3 +S*)+h(S —55,)]+
, "2 2
B . IR |
(s, -& yn + - @ 4B ) +
12(1 v) l,.l ‘ 1,1. 1 12 1+v 3,12 8 . 3,3312
3 A~ A* '. ~ ' A* » 5 .
* 57 [Sl'z- 81'2-1- 82’1- 82'1)] (n2 + nl n, - nz) -
3 ~ ~ ~
I N I O L
12 771, Tl T2, 2, L2
(*§3)3:= (*H }5 = 0.

“Obsefﬁaciéﬁ'4.5. De acuerdo a (4.47) se observa que

*Hp = *Hy n = (*E’ *n)n, sobre 9Syxd. ' (4.49)

El término *Hp = *H *'n, segin (4.48) estd dado por la ecua-

¢ldn siguiente:




an 5

3 _ 2 . h3 CA ~

h” B -3 2
M o= [ryete{u, + Fou Y-5x (8, ~8% )T {n* - n%) +
n T HETR M, 1 8,0 Py 2'1 U
S T NS - - |
Rl et IR + vu + % {u + v yy -
12 1-v% 23,5, " 3eyp 8 T3iazgp 0 3rasn
@ s PG TR bY
= (u +vu,  +35(u +vu n.n
3y 3igp 8 T 3iagyy 0 gz 12
s (§ -8 -8, +8 )inp
MYy (5,751, 7 8, 5, My

El vector “I

* = Ry T = (*E '-_’E)_T_, sobrle SS3XJ,

con T = =Ny gyt gy ¥

h3 ~ ) . ~
=-(8, —-8¥ +8, -S* IR 2n.n, -
24 12 1,2 2,1 1 172

h.‘-} h2 -
—{u u BE
12 l-f-\) 3, 12 3,3312

*F = [~

I~

I8 - n2 -
};2 l?\)z {(u3 +vu + "é' (u

: In? +
22 31

+vu
3r331; 2

313392

+vﬁ3

- - h? -
+ {u +vu -+§ m3
03311

SETRRREDY 33222

_S*
21y 24,

)n? + (g

. N A X
s h [(o + g% +hi{s
2 3 ry r 2 f

T 1 )niH +

h3 ~ ~

e e -~ O%
M VY=Y [‘52,2 53,0

puede tambign determinarse de la relacién'

))n?) + l R

~ sobre

08, %6J
{4.50)

(4.51)

scbre
38
(4.52)



Observacidn 4.5 Obsérvese gue las dos primeras ecua-

ciones de eqguilibrio en (4.34) nos relacionan las cargas de
cuerpo con las cargas de superficie y la tercera es la ecua-

cibn de equilibrio dindmico de momentos y fuerzas verticales.

Los términos *Sl,

Resistencia de Materiales, tracciones normales y traccién de

*Sz' *53 son llamados; en el marco de la

cortante, y*Hn,*HT, momento torgionante y momento flexionan

te, respectivamente. -]

Observacién 4.6 ~  La hipGtesis HL y el nétodo de la
elastoding@mica aplicada nos‘pérmiten expresar la ecuacidn de
equiiibrio din&mico, ecuacién.(4.34),en funcidn de una Gni-
ca incégnita, 53'=3u3(xl,x2,0,t), (% xz)sﬂCImz. En este
sentido puéde deciFse que el problema ha sido bidimensio-
nalizado. Este método es conocido como método de Kantarovich

rn. W



4.12 MODELO DE KIRCHHOFF CON TRACCIONES NULAS

' El objetivo de esta parte es, bajo hipbtesis de cargas,
simplificar el modelo general dé«Kirchhoff. £1 modelo. asi

obtenido lo llamaremos modelo mec8nico de Kirchhoff con trac

ciones nulas. i

Consideremos que las cargas que actuan, sobre BB+xJ Yy

9B_xJ, satisfacen 8§ = (0,0,0), 8* = (0,0,0), respectivamen~-

L)

té. ‘Entonces, de (4.12), (4.14) se obtiene

L n? -
u, (x,€) = - x4 [u3’l *F U3 1,
33 %
‘ Xefl,
- h2 - T (4.53)
u, {x,8) = = x4 ‘[u3'2__ g u3’3321, | x = (X,%3)eB,
, ted,
- ;FS Y - . h2 -
uglxst) = ug* s Uyt g -Aus,“]‘ J

siendo A el operadér lapalaciano en IR 2,

Mediante (4. 53) podemos construir las ecuaciones de cam
po deformacmones vy esfuerzos, correspondlentebeﬂ modelo me-~
: cénlco de Kirchhoff con tracc1ones nulas, las primeras resul

tan ser:
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’ . - h2 _
Elltx,t) == X3 [u3; t 3 us 1,
. 14 3311
- h% = -
Ezz(x,t} == Xq [u3': + B u3’ 1,
: T 3322
L . v - h? =
Byg(x,t) = x5 g5 [Buy + 5 duy 1,
33
- h2 -~ '
L2 1312
o ':..
%3 h* vYo- s
Eygbeot) = g =g ) oy Mg, Uy, 7
111 2el
h .
33111 33221
. %2 ,
.y = s _ _Nh v -
Eyglxst) = {7 = g5 ) 105 [y, + vy +
i 112 2Z2
h2- - -
+ 8-‘“3, _ + u , )1.
33112 33222

(x,t)eBXJ,'

.-(4;54)

Los componentes del tensor de esfuerzos, construidos me-

diante (4.54), satisfacen las ecuacicnes

S11(x/t) == Xgig=5z [uy  + v oug
11 22
2 .
+ % {u + v u Y1,
r . r
3311 332?
S .(%x,t) == x B [u + v u +
22 %, 3 T=y7 MUy, 3,




ey My, to

L
+ "8" (Ll3’ +
3322
L B =
S1p(x,t) == x5 37 [ug
2
Spalxt) = CF - 3g) 17y
h? -
-+ "'8" ) (1,'!.3 -
5311l
2 .
& 2
X h
T3 h
Soy(xst) = = - 3
e
g (ug

'
33412

‘('x;‘t)s Bwd

(4.55)

En -este caso las ecuaciones de consistencia para las car

gas de cuerpo son:

- B(2-v) =
by = %y 3Ty [vy

I

1 . 111
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h? - _ _ e
+ = + o = :
g (U3, Y3, e N T
33112 "33222 , T2
& | %
2
+ a u3 1,
’
) g3z .
_ b G S _
- h% By R i -
T U 1 VA syy i, t 2 ug, tug o F
: 131l . 2211 B A 2 R 4
h* ‘ -
+ = (u + 2. +u )yl +
8 rf Lo r .
331111 gsll2z2 832222
2 .. o
.- x- ’ 2 o
' 0. + -3 =Y % a. h* &
*pg [ug g7 Uy Huy o Hm uy
. L1 22 3311
tug, Y.
84322

- Las condiciones_de‘consistencia‘para.las tracciones de
superficie, sobre la frontera 9B, estén dadas por las ecua-

ciones siguientes:

= I B ST
g, (x,t) [~xy gZg2lug  +Vvougy o+
1L 22
hE e _ o
+ 5 (u3, +W u3’ )]nl +
3311 "3322
) B - 2 .
Iy gy (g tgug  )ng
12 3312 -
A B _ -:?_B e EZ_
gzlxrt} = [ X3 755 (U3, + g Us, )]nl +
12 3312

en Bxd

(4.56)
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B ‘ = h? - -
+ [- x 2 (U, + v ou + = (uy -+ '
3 1-v 3, : :
22 3"11 8 3'3322 (x,t)e 0Byx<
+ v Usq )]nz,
3311
52
¥
~ Vo (8 _h? By - =
l‘ll BN R
h? - \
+ B (u3’ + u ) )]n:L +
33111 33221
- - * : h2
+ [u + u., + == (u +u }in.}.
3, 3. 8 ' r 27
112 222 33liz T3s222 j

‘Las condiciones de consistencia, en condiciones inicia-

les y de frontera, estaén dadas por

-V

() = = h* = ‘ )
uol(x) = X3 [u3' {0} + g '\13’ (O)If :
| ‘ Y 331
o _ ht oo
T2 o 332
xZ
- AR ey (0) "+
g, O = ug (0) 4 oy g fug A0
‘3 : it
| h?, - - .
+ Uy (0) + 5 (uy (0) '+ ug {0))1,
" 22 T Tasan a2 - XeB
.. | b (a.ssy
L 4h2 3 _ . ?‘
Vol(X) =- x3.[uy {0) + 37 u; . (O)], :
1 - 331
~ s p? 2 N
Ué(x) =- Xq [u3' {0) + §~‘93’ (0)],
T2 S T



vV

_ L v oo ‘ ,o=
03(x) U, (0) + ~5 Tov [uS' (Q) + u3’
) i 3¢ 22
e - . |
S = {u (0 + u (0))].
8 3 '
. 3311 3322
P - h? - :
ul(xlt) - x3 [u3’ + 'é' u3, ]I ]
At 331
A _ T - ‘hé - ‘
uz(x,t) == X, [u3’, +-§ u3’ 1,
2 232
»
| %2 .
0. (k,t) = G, + =2 [@ i+
Ug %y 3 7 T-v Y3, 3,
11 22
nz o _
+-§- (u3, + 1.13' )].
: 3311 3822 J

= y

sobre 9BixJ

(4.59)

B
en OxJ

(4.60)




Aqui,
. . |
D = "“Eh—f- ’ '}
12(1-v?)
- by -
My o= - jh x3 by dxy, - + (4.61)
-hy "2
h/
- . 2 ,
m, = [ x, b dx,. -
2 B/, 3%, 3 )

.~ Al término D, definido en 4.61, :1o llamaremos el m&dulo. de

hi

. rigidez a la flexibn del cuerpo B,

Los componentes cartesianos de los vectores *$, *H, de-
finidos en (4.44) satisfacen, sobre 38,;xJ, las siguientes

ecuaciones,

*g. = *§,_ = 0,

1 2
_ hd Bv - -
* R e e X .
- *8y 2% T ooy (g, + vy, *
1l 221
+ hz(ﬁ o + 1 )ih +
8 3, . - 3, 1
. T'ii111 33221
- o h? - -
+ [uy +ou, + g (uy +oug S )1n,t,
T2 J222 "ssrzz . " ssz222 sobre 3S3xJ
h? 8 = h? -~ | |
* = n__B a2 o
! 12 14y [u3'1z+ 8 3:3312]nl * r (4.62)
- h% - . -
+ D [u + vu + = (u + v ou YIn
3, 3, 8 ’ r 27
22 11 3322 3311
- h2 . - '
* = - h* ‘ _
H2 D [u3’ + vu31 + 5 (u . + vu3, }]n1
11 22 3311 3322
h® B8 g h* - '
"Iz T M3, T § U3 Iy,
2 3glz2
*Hy = © 0 |

s
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Al COnstruir,‘medianfe (4.62), los componentes cartesia-

I

nos de los vectores *S , *S_, *H y *H_ definidos en (4.47),

se obtiene:

(*gg)l = (*§£)2 = (*§E)3 = 0, : ' -]
(*-S—T)ll = (*_3_1)2 = Q,

("8.)3 = *S3

hd B - h? u 1(n%*-n?)n, +
* = 2 _b_ -
(5;3’1_ 12 1+v [us,lf 8 3'3312_ o2 b
- ,,hZ - -
+ D[u3122+\)u3111+ 8‘(1‘13’3.322%\)“3'3311}
- (u + vua, +E2(u‘ +56 . ‘iﬁhzn-
3., 3,22 8 3r3311 319922 . 1 2"
- R 8 . n? - e zyn
* IR =t e . ol —
( Eﬂ)z 12 1T+ M3, 3 u3;3312](n1 pz)n2‘+
- - n: - - | o
+ D [u + vt + = ' + v u ~ sobre
3, u3:11 8 g3r3322 3,5812) " :
o o az o A o Y "TQSEXJ
- +va, = + . '
(u3111 322 8 (u313311 vu3?3322))]nl nzf '
. : o o : (4.63)
hS B - : 2 _ i
* L= Al et —rn 3 ) 2
CRIy =73 169 [3,,,7 8 U3, T

- 2
. nh

+ D [(u +vu S +vu ' ﬁ-qﬁn‘+

[( 3,22 3,22 8 ( 3,3322 3:3311)){ 27 2)
+ (a + V0 - +'\')G | }In? n,1,

31 3,22 8 "3,3311 33322 1 27

(*H_ )}, =-D [(ﬁ.. ; v + EZ(E ) +vu }{(n -n.n%) +
=T1°2 3,21 . 3i22 8 3raa1a 33322 171

+ (u + ; -t E?(E +vu .))ﬁ n?] -

3,22 3,22 8 3;3322 33311 12

3 - 2 - .
S A U b + 803 l(n, + n® n, - n¥),
- e

2 1+v 3712 8 3,33812 2 1 2

(E) = (FE) 5 = o



Observaéién 4,7,

satisfecha con

*Y =
n

——

u ‘1 {n%-n?*) +
Ts312 2

Las ecuaciones (4.49) y (4.51) son

sobre
L 98 4xJ

(4.64)




4,13 FORMULA DE GREEN

En esta parte presentaremos la férmula de Green asocié
aa alICuerpo.tridimensional de Kirchhoff. Para esto segui-
remos el procedimiento, formal, presentado en [ 7], es decir,
”consideraremos‘que las funciones soﬁ sufidienteménte reguiaa
res para gue las integraciones por partes téngan sentido.
‘Primeramente multipliquemos la ecuacidn (4.33) por una fun-

cidn, llamé&mosla v, e integremos;. para obtener

-

- ) ~ . *_ " :
: f‘{Mza - Mia -m m2 + 83 + S§ + bo} v ax = p, f ug v dx. (4.865)
2 ol ’OLZ r? _ ’1 . 3 0 ‘

Observemos ahora que

EBT&S Myarq'6= —Mzd:m'lqi Mlq,az ¢ CsY.0 = 1'2', (.4.'6b)

por tanto, la ecuacifn (4.65) puede ser escrita como

i

; +S* + h¥ } v K. (4.67)

SR M vdx=f{-p, ut~m +m +8 555,

9] 3Y0 YOras 9 3 ’2 " 3

Integrando por partes, el término izquierdo de la ecuacidn

(4.67), se obtiene

dx=- | vkt [ e

M M n,dx .,  (4.68
Q:.EsY(S Yo&'a‘ > nQ 3Y§ lY‘Jﬂ,. v 8 ( )

f € M _ .
Q 3Y 48 YQ.,’ o

ad
‘Integrando por partes, el primer término de la derecha de

(4368) se obtiene
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Vg dx=-fe dx+£ﬂs:3Y6MYa

é ®sv6 Mo, 4 Cave Myo Ve Vs, @ (4.69)

ad

De acuerdo a (4.68) y (4.£69) se tiene la siguiente f6rmu1a de

Green

- é € v8 MY&'@S v dx = é € v6 N%a Vi & |
' (4.7Q)

o v, vn, dx.,

6

n, ax + [ € 5

. M "
1o Y8 ya JZ5v6 Mya

Al sustituir la £6rmula de Green (4.70) en (4.67) se

'.obtiené
. ée;Yﬁ'MYa V'ué dx - £§€3Y6 MYd V’G n dx T gg R YG: v na dx =
' ' (4.71}
= sz {-pu§ -m +m 4857+ 5§+ by }voax.
r 2 rl '

Nuestro siguiente objetivo es expresar las integrales

sobre la frontera en (4.70) en términos de *Ss ,f&n y*HT

3
| Para‘ello,utilizarémos (4.28),

M o= - ¢ S*¥ - m ., 14.72)

Yoy vyak ko, Nt
por tanto,_
e : y = = ‘ + dx =
£ Zavs Mo,y V0 ST s e o T ) Y R
, o .
— % dx - m dx = 4.73
ég " na v BQEBYS y v na ‘ )

- * - ,
gg S, v dx éﬂssYﬁ m v ng dx,
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Ademés

£ M, ' n = EaYﬁ( HBnYl+*II.1 Tyb

"6 T Ceay Ty 1 T8 85y Ty

por tanto, siendo la froatera una curva cekrrada [J7.]

- 7, o n = | YH D+ T' v,. dx =
. hi T . _
= {;ﬁ, Vig Tg 9% ~ éggz ng Vs dx =
(4.75)-
(xy 2V g BV i |
= JB'ﬂHn _E‘)d'-f- dx . gﬂli_ 3 dx
qaﬂi . 3
}l w [ oV A,

30 EY I

La'férmula de Green (4.70) puede escribirse, de

acuerdo a‘(4,12) - {4.78), como

[ ' = M v dx
IQ € vs MYarag v dx jg e vs My Vias +
_ * n, - —2%) v dx + (4.76)
| én ("S3 % € vs My P8 T B
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Al tomar en cuenta las ecuadiones (4.25) los térmi
nos de la f&rmula de Green (4.76) pueden expresarse en forma.

explicita, esto es,

_ L 2
fe M v dx =D f(AAu + b AAuB, ) v dx - 1
Q 3Y38 Y%, a8 ‘ -0 3 8
th . ~ ~ s h ~ . s ~ A
- 3T é{A(s3+33) + 5 (s 8y, *8,, =8, )+
: 122 122 . 211 .211 '
+ (52' - SZ' + sl’ ~ 8 , Y)Y} v dxe
222 222 111 111
. - h?. - . -
éanG Moy Vigs dx = Dé(&u3_+ 7 AuBIaa)Av ax +
{ h* o ‘ | N (4
+ Df{(l-v)[2(n t g Ug yove - | b4
12 jarz ’ :
- - h? - -
- {u v, +u, v, + = (u v, +u v, 1)1} dx -
3, 22 3, 11 8 : 3,
11 22 3311 3822
h3 ~ ~ g ~ . ~ e . )
- 33 f‘Sl, 31’ + 82; Sz, )v,12 ax
2 2 1
b .
h l ok 1T - o A*.' o
- 3T é £(54 +8 )Av + [(s -8 ) TSy - Sy, o+
1 2 2 . .
5 sy + 1B -8 } 4
¥ ”52,2' 2, } Ty 8y, 78y, Mo 0 dne J

Aqui D es el mbdulo de rigidez a la flexién definida .

en {4.61).



ébservacian 4.8,  De acuerdo a (2.8) se obserVa que, de ma-

nera formal, se satisface

< Au,v >

B é €3Y6 ﬁym Vs dx!
( Pu, v ) % é €3Y§ #Yq’aG'v dx , : .(4373)
<du,yv > = gg(*sg+ an;’mY n = Egé) v dx -

- [ & ax.

En el capitulo 6 se precisan los espacios donde'(4.?8) tiene

sentido y el significado de las integrales. .
El término,

+e. . m n~PB  oonre 30xJ,  (4.79).
: 3}’5 Y 4§ _:3;{_ ]

F, = *S

3 3

es llamado, en el contexto de la resigtencia de materiales,

fuerza cortante.. [
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5. MODELOS DE KIRCHHOFF SIMPLIFICADOS.

El objetivo de este capitﬁlo es presentartgﬁioéﬁmodelos
mecdnicos asociados al cuerpo tridimensional de Kirchhoff
del capitul§ anterior. E1 priméro de ellos,qﬁéfllamaremos,

modelo de Kirchhoff'de 0(h?), lo obténdremps déspreéiando
en las ecuaciones (4.12), (4.14) los términos de 0(h?), en
el seﬁtido de [15. Con el campo de desplazamientosﬁési a-
proximado se construirép las ecuaciones de campo de 0(h?*)
correspondientes. POsteriormente se constrﬁir&n las condi-
ciones de consistencia en cargas de cuerpo, traﬁciones de
superficie, cOndicioneé'iniciales y de frqntera, asi como,
las ecuaciones de-equiliBriQ dinédmico de fuerzas y momentos.
Se establece también, las relaciones entre fuerza cortante
y momentos, tanto flexionante como torsionante, con el des-
plazamiento'ﬁ3, Mediante hipdtesis en traccicnes externas,
en el'mbdelo anterior, se construiri el modelo de Rirchhoff
de Q(hz) con tracciones nulas.  Se éompéraré este Gltimo mo
delo con el modelo de la teoria de placas eldsticas linea-
les que sétisfacen hipétesis tipo_Hencky [2d. También, des
preciando en (4.12) y (4.14)‘105 términos de 0(h) se éons~
truird el modelo de Kirchhoff de 0(h). Despies, bajo las.
hipbtesisg de que en desplazamientos los ﬁérmipos de 0(h?)
.son déspreciables y, en deformaciones, los de 0(h) y, que
las trécciones eﬁternas son nulas, se construye el modelo me

cdnico de la teoria de Kirchhoff de placas elésticas linea-

TESIS CON |
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les. Se presenta una fdrmula de Green para el modelo de

Kirchhoff de 0(h?).

Algunps.problemas de ﬁaloreé scbhre la frontera é ini-
ciales clésiéos para el modelo de D(hz),soﬁ presentados.
Finalmente se discuten algﬁﬁas condiciones de frontera no
1ineales tipo friccién para ei modela dé O(hz),.presenﬁan—
do los correspondientes problemas de valores sobre la fron

'y -

tera e iniciales. e
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5.1: ECUACIONES DE CAMPO DE 0(h?)

El objetivo de esta parte es presentar una aproximacidn
de las ecuaciones de campo desarrolladas en la:seccidn 4.6,
las cuales llamaremos ecuadciones de canpo de 0(h?%*). Sea

f: R+ R Diremos que la funcién o -+ f(a) se aproXima mas répi-

do al cero que o & R vy lo escribiremos f£(a) = 0(&) si,;‘
1im JE@ ] | (5.1)
a0 [o]

a+0

De acuerdo a‘(S.l)_las‘eCuaciones (4.12) v (4.14) pue-~

den expresarse como

 ul‘x,t) = = x3~63’l+ 332%2 [éh-é*}.}“o(hz); ‘T
uz(x,t) = = x3 ﬁ3'2% xgilgg [S -S*] + 0(h?), ".én.Bm}_
R 1 NUT: TN L]

- (1#%)_3»?;-1: :‘fg—'—é-uu £G, -
. R
-5 sy, 'Sf,1+”§z,2“§§;2]3 tom®).

:

Despreciando en (5.2) los términos de 0(h®) se obtiene
lo gque liamatemos campo de desplézamientolde 0(h?%). Mediag
te este campo de desplazamiento.aérokimado construiremos
las eéuaciones de campo dé O(hé) cuyoslcomﬁonentes satisfa

cen las siguientes ecuaciones.



| IR iry - A% )
Ell(x,t) = xju‘a"ll "i' X3 -B [Sltl Sl’].]'
b Got) = - xEe 4l (B < By
..z22 r C .3‘ 3’22 i 3 B ‘2 ‘2’.2 -
_ l(1+\9) | (1"2.‘\3)- . ,§_§_ 'Av;_ - ' A*, &L
Bypet) = STt + RISem (i - xafh) Byl |
.\) 1+u f\.‘ | Y ”~ ~ g
- —Z [T C e QF G, - Sk - ~
3 Te% R [Sl;a, "S.‘“,1+- S*.-_‘z 52,2] ' £
: : f m
_ w
- (us + uy i1, 5
s 11 . r 2R
o
' = - = ‘}_c_ii Itw a.. - A*. a . - «:*‘
Elz(x,t) = ,X3 _uar12+ 75 JB [81,‘2 Sll.-zf Sz"l 027-1],
' ' L2 2
(IHw) . (1=20) . L Faon SR TP
= ‘ —e¥l Y G ., (X, —3)G%
T4+ AooxE |
Ity ro Gxal s ¥ rlty -5k S, -
Y [84-511- -V [ B. (Sl}.ll S'1-111+ SZ:21
’ h - +o{5.3)
- g% - (u s
Serl) { LR ‘3" 221”’
i . 2' 2 ‘
: X ~ X ~
' {1+%) (1=2v) _ 3va. Byax 1
= — D - - *.
Eyq(x,t) = % 51T =) [.(33 T RISy, Xy ,h).ssle *
B e T N o 5o U ST a..
+ 28 [82 821 4 1_’[ B‘-(Slr_l.Z S.1"12+- 82'22
B 8’2*'-22) _.'(.ﬁarllz‘ * .ﬁs;‘r'z:'2‘2“)]-'
v (1+v) (1-2v) . Nt
erE(x,t) = SRR lEEh 10 4 xg/h)Ss- (3 - %y7R) 4]
- 1-2v = . ..:.__ml"'\’;" S. - 8% 4+
3 1-v _[.u3.’11+ B, B (Sl‘r,l Sl;l+
+ SZ‘» _. §-}2f )] ¢
. r2 r2 P




- ibé,“_”w,__

3

Los compgnentes del;tensor esfuerzo, tomando en cuenta.
(4.1) y (5.3), satisfacen las siguientes ecuaciones:
L B - -
S.,(x,t) = - % ; -
11( ’ ) 3 1..:'\9.2 [‘u3’ll'.|'. \)'1'13."22]-"'.
V-, ~ Gy X ~
+ T [ + X3/h)$3“1% - ﬁ%)Sﬁ*f
Fx, (82 - 8% )1 4 Baps, - gt ]
3 r2 TE0 0 I Y R R
8,5 (x,t) = '.833/1_92 193}22+ ?Fs;li] +
+”;X; (% + fﬁ)g - (Y - -/5 ax
T-y 42T R P x3/h) 8% 4
Fx, (S = 8T )] + 2305, - 8% ]
: 3 - rl "l{l . l-\) 72:2 "2_:2’
S33(x,8) = [(% + xa/WSs- (% - x3/h)5¥],
b = o x Bom o Es S h LA e 1
812 (xlt) - X3 l+\) ‘u3'12-l.- 2 [\31"2'.' St’ 2+ SZj’ ld.. .S..g"'l]‘;
. o o2 : '
. . 1-—2\) .4 ~ 2. ~ ~ ~
813(X,t) = !‘5 1“"‘1). [( 3 + ._I—IQI')SS"].—(X:B_ .Xg/'h)sg"‘lj '+.;§ [S;t._s-'f]
, , .
xa \) ~ : A. ._r\ ) ~ . B -
- el Sq -. 5% . . - *. -t
4 l-v,[ Yo Sl:ll+ 52,07 %, LT T puarlll i
+u
_3,221)}’ ‘
:.l , xz )
. -2V L . ~ : . . ~ ~ ~
2 ' ' '
X . ~ A s ~
3V . : g
- 23 _Y. g -r3 ‘ - a% R * -
7 1T-v ! Y12 1,107 szfzz 5%, 22 1+v a2

g 2 {21

e



La
cuerpo, seglGn (5.2), estdn dadas.por las siguientes ecuacio
nes:
Dy B(2=v) = - 1 X, on
= XK. ——«——g—r[u ‘ +_uy -l o2 RN
Op. 73 2(I-v?) "7, 407 P3r122] * 1-VI(1+211) A
X, © ~ N -
- (1-2 23yg%x 1] - %z | :
BISE, - gy 18, sy, 4
+ (2-v) [é .- g% ¥ (1 (S, - g |
1(11 Slr].l] + (1 \)) [811‘22 S.,]\-‘1.22]‘] +
T A liﬁ a
oy [ 33:u3’l+ X3 7R [Sl' S*]]r 
= 'B(2~v) . -
= x _Bla=V) [u + - X ~
°, 3 2(1-v2) 7%, 50, r112 2-(1"2?§)S§;2]
- X, ~ ""* C o
2(1_\)) [81{21" Sl + (2—\)) [Sz - S’; ’22] +
¥ (1-v) [S, - % e
Lo ( )1 21 82,11]] i
: Y 3'. i+v A LA
f Py [ X3. ‘u3 + X3 E“ [Sz“" S:]] r‘
— -y 1-2v 5
==X ~—- [x, + x /h Sy -
93 1- ) ( ‘;11+ S?;zz) '
- _(X - x /h §*‘ + ~ _ _ A ~ ~
3 5/} ( S 1aT S )] % [8, S§’1+ 52’2- 5312] -
- %f§3+ S*] + fﬁ —2~. Al - g* S S*) .
. 3 4 1-v 2111 PL1LL r211 S2,211 5 s122
1,122 "%, 220 2,222 lfv (93,1111+293,1122f‘3,2222)]
o 15 C(14v). (1-2v) . R o
0 [U‘3 + X3 TR R(ISW 11 + Xs/h)Sg"‘r_(I—X_é/h)_sg"]- +
\ o . o .
X3 1,.[.,\) o~ ::

.:Hid3_;"”__.

5.2 CONSISTENCIA DE CARGAS DE CUERPO DE 0 (h?)

s condiciones de consistencia para las cargas de

Zeopv @ 45 Sl A R X
2 Tl e, TE By 7 St sy - sy DL

en

(5;5;
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5.3 CONSISTENCIA DE TRACCIONES DE SUPERFICIE DE 0 (h?)

‘Las ecuaciones de consistencia para las tracciones de

superficie, sobre la frontera 9B,, segn (4.7) y (5.4), son:

g A%, ) = [-x, —o—[0s  + vas
1 AR I 3 :l.-'-\)z[_ 3:ll+ V.u_‘arzzJ 4
. . s
MR E i b x3/h) ST +
$xy 182 = 8% 1+ 552 (8, - 8% 11n 4
- 73 I T A Rt A PR U R
- - — — . - .

_.38 14y ._us’ + 5 (51{2 51,,7 Sz, 8% ) ing.
~ o e B = xé. o AT ~ ‘
golx,t) = [-x, 375 uy ot ﬁf;(Slfzf 8t ,* Sz - 8%, ) ng +

tolmxy g5alus vag L)
R, e
TS 5 o+ Xsf )Ss"‘(% - Xa/h)5§=+
+x,(S1 - 8% )1+ 23_(8, -8%: )In
3 R P I-viP2 e, 27
5 (x,t) = L 1=2v lfi‘A : K3\ A
g3 ’ =1 4 l."‘\) [(X3 + _h).s3,1_ (X3 - “ﬁ“)sg;’] -+
+ % (8;-8%) - —2 =2 [s -S¥ 4+ S, - S% -
1 4 1-v [ Y1 1{11 2,2 82,21
- Bz s -2y CxE
'1+V(,u‘?: s u3,221)]]n1 -+ [%; '"“_:;')‘ [(X3 + _"1:1"5"153’2"
( Xj)/\ ~ ‘ § X2 V -~ ~
= (Zy=72)8% . ] 4+ ¥ (S~ 5%) - = Y75 . - g%
3 g, _ T T T ! PP S
> - % - B |
8212,2 82121 1'+\)(.u3:112 3:2 )]] nz.

rxlere = (v




5 4  CONSISTENCIA DE CONDICIONES INICTALES Y DE FRONTERA DE 0(h?)

Las condlclones de cons1sten01a de condiciones inicia-

les y de frontera, en términos de (5.2), estén dadas’ por:

. . o1y 2 e
u, (%) = -x5 us o (x,0,0) + %4 -"—E ISa(x,0) = SFEO T )

I

o, N \-.X-s.“s,*f“ﬁfo'(” b ey L IS2lg,0) - S0 ],

it

e . _1 (1+v) (i~2§) T N

‘u_ (x) =u

Xal_

t\')h-a -

4 R ' . ~ .
- (1 8y, 0l E1+“ (81 (x,0) =

’n

- 81 (x,0) 4 Sz (2,00 - ’g (%,0)) - f({'is'--l.l-(é,o,c)) +

f _,113.;‘ 22 (5; 0;0) ) ] ,p-“. .

>

| e e e 1y A A
v (x). = _x3 Iua’l(gcj,o,O) + Xgq 5 ['Sl‘;_g_zi__:()) - S?"-(X,O}] P

Vo, () = 7xg da (6,0,0) * X Y 155(x,00 - 836,00
- _ 1+v) (1-2v) | |
voa (g) = u (x 0,0) + 2 f 3 )({_v)v"[(l"+ ——)Sa(x 0) f . (:

R I PRSI B

2 2 - e . _
+ 52".-2' (x,0) - S’;’Z (x,0)) "".'(‘1.13",‘1"1' (_%ro.--o)"_"_.us'rzfz ($_;0}0)_)]‘

Gy lx,E) = mxg Ba b y 3,-85 .. | TESIS CON

N PUal FALLA DU ORGEY] |

{32- | ‘x,t) = -x3._ ﬁ‘a‘: ,t %3 é:é_‘ﬁ [gzi" g’z‘], ORIGEN | % |

By ) = iy 2_‘1fvé({1va) T(L + %3 /h)Ssm (I-Xa/h)S§3 - 'fé
-3 if"s e G, 1."8-’{.,_1T52.',2‘§’5,-'2" - 3‘?,3’1,11*5;‘,2;’- SOEN
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5.5 ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE 0(h?)

En esta parte presentaremos las ecuaciones de egquilibrio
locales del modelo de Kirchhoff de O(hz)."Para ello escribi-
remos, usando (5.2), la forma.explicita de (4.31) v (3.33)._

. Las ecuaciones resultantes son:

\)h_ A._. _A . ./\ I\*_
T (83, 8311] + pol +8, + sk=0,
vh [§ ~'§*~ 1 + b* + é + §*-= 0,
2{(1-v) 3:2 3’2. 02 2 2 en xJ
‘ - ha [A A* ~ . ~
- D AA + w5 [8, ~8*% + &, - G +
Y3 T 127(I) 1,212 1,212 32;211 S2;211
~ e 3 “A* o h2y Ll s v (5.8)
R O - s* R + S%
2,222 2!2"22 - 1111‘1 11111- 12(1-v) L (83 83)] ¥
~ ~ .. 2 o "
= h™ (1+v) (1-2v)
+ - + + 8% + b* = S
M2.2” M1, T P37 53 b03' Po [hug + 3 B(1-v)
S U VIV S U SN T
* a4 Ny - =Y -Gk - g%
(83 +83) + 5 1= [Awg = 5= (8 = 8] + 8, - 83,011

5.6 ELEMENTOS MECANICOS DE 0 (h2)

Presentaremos, eh esta seccién, los elementbs mecénicos
del modelo de Kirchhoff_de 0(h?*) gque actfian a través de 1la
 frontera 953xJ. En este caso, seglin (4.44) y (5.4), los com
‘ponentes de los.vectoresf*§-=n(*sl,.*82,.*83), CFH = (*H,

*H,, 0), estén'dados pbr:



*8
g

*3

- *H

*H

Il

o107 -

hv A ~x
[83 SBInl’

hy - 2 Ak
(I=vy [S3 ~ S3ing.

v . - _ B -
8 v (81, T T Try & U3, It
11 11 21 21 1
hz 1“2\) ~ o h ~ _ A*‘
I35 = (53,2+ Sy ) + 3 (8,7 8),)
'hs v ~ _ ~% ~ _ g _ B . '
28 T=v ‘81, T8y, T8y -8, i Aug )ny,
2 12 22 22 2
h3 B - _ h3 ~ . _ l\*. A _ ~k
T3 7o M3, ~ 22 (81, 7 8y, ¥ 5y, 78 Nng ¥
12 2 1 1
o - - . hz v ~ ~ ) A . w\*
{D(u3r + vu3’ ) - 17 1T-v (83+ S, + h(Sl, - Sl, }) -
22 11 ¢ 1 1
'ha. ~ ~ %
17 (1<v) (S2, 52,2}]n2'
[—D(u3} + vu3’ Y+ 13 = (53+ 83.+ h(SZ, 52’ )Y+
11 22 2
h3 ~ ~ ' h3 B -
T3 (1=v) ‘51,1 §p, Yinp + [- 73 v Y3,
h3 A~ ~ e o~ ~%
25 {51, = 8y, * 8y ~ 85 )iny,
2 2 1 1

sobre

95,%J

L (5.9)
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Las componentes de los‘veCtoresfgn;ng, definidos en

Pl — —_—

(4.47), satisfacen las siguientes ecuaciones:

—'E ;Eg a .MVA*
' =h v 5. g | B ’
(*"S-B) 2 = 'é" 1~v (5’3 83) nz, : _. ;
( *§n) 3 = 0 ' . 7 SObre:
o | - 9S,x:!
% = *o =
CST)l (D_'E)2 OI
| 2 o _ ¢ (5.1¢
= ho1-2v (g ox e A -
ﬁ§1)3 - 8)3 48 1-v [(03 * 53,1)n1‘+ (83, * $3r2)n2]
8 ETV [(Slfll Sl;11+ 82’21 821T21 1Fv AuB’l)nl +
~ A~ ~ N B_
' - 8% + 8 - % B A
¥ (Sl’lz l!12 2,22 82'22 1+v u3’2)n2] +

s ~ ~

'[(él - Sf)n, + (S, - S§)n,].

T S

Las ecuaciones de momentos, torsionante y flexionante,

construidas con (4.49), (4.50) y (5.2), son:

h3 B - h3 ~ ~ ~ IS 5
#I = —_— - s - * 4 . — *. 2 2y +
E {1 l'f'\) u31,12 2 ( 1,2 Sl,z 82,1 82,1)] (nl nz)
+ [D‘u3,22_ u3’11+ v(u3’11+ u3’22))]nln2 +
h3 Ll /\* lA A* . )
+ TE [Sl; - Sl?l- 82'2+ 82;2]nln20
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schre
h3_ B‘ - h3 ~ (\* A. r\*‘ ’ g asng

13 5% Y3,,," 77 51, L2 72,57 .’2,’1“);] B2 TG
D + vu 2 4 + 27 g

[(u3’ v 3:11)n2 (u3;11 v u3.-22)n‘1"}'
B VS B e 8, - Br mt 6, 8%ty s

12 1-v 3 3 1,0 1,.772 772,, T2, 1
mﬁa—wtté- - 8% )n? + (S, - 8% )n?]

12(1"\)) 212 2.-2 2 111 lrl '

~ TESIS CON |
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5.7. MODELO DE KIRCHHOFEF DE 0{h?) CON TRACCIONES. NULAS.

En esta seccibn, bajo hipStesis de cargasiféimﬁiificaﬁ
remos el modelo de Kirchhoff de 0(h®). E1 modelo obtenido

serd llamado modelo de Kirchhoff de 0(h?) coﬁltra@:kmeSTEQas,.
| Ny

Sean §i= (0,0,0), 8* = (0,0,0) sobre'3B+xJ y'BwaJ,
respectivamente, entonces de (5.2) se obtiene |

~

.u (x,t) = - x u 1
1 3 734, " " en BxJ
uz(x,t) = = X, u3,2l, r ‘(5.12)_
. : %2 ‘
= n. 4+ = Y AgD
u3(x,t) = ug +'2; 15 Aug- J

-

Mediante (5.12) podemos construir las ecuaciones de
campo, de formaciones y esfuerzos, correspondientes al meodg
lo de Kirchhoff de O(h?) ¢on tracciones nulaé. ‘Los-componeg
tes del tensor ae deformaciones safisfacen las ecuaciones

siguiéntes:
Ell(x't) =T *3 u3111 ’

Epp(¥/t) = = xgug |
22.. en BxJ

o RO ©(5.13)
Egzlx,t) = x3 375 bug : '



E12(x,t)
B3 (xst)

E23(x,t)

-,

TR

3 73, !

Ii

2
X
3 ¥
4

% ?
—3.
4

.').

Con {5.13) se construyen las ecuaciones para los compo-

nentes del tensor de esfuerzos, estas son:

Sll(x,t) Xg

833(x,t) =0 ,

Slz(xrt) = = Xg
x*

: = —3
S;3(x.8) = 3
. x?
83 (%, %) 1

Tv7 [u3’ +_vu3’
11 22
‘—B—'z' IU. + Uﬁ
l"""\) 3, 3;
2 11
B =
T+v %3, ¢
' 12 .
Bv =
1-vz vz, v
. 1
Bv -
T-v2 43, -

-en BxJ

Las condiciones de consistencia para las cargas de

cuerpo estan dadas, en este caso, por las siguientes ecua-

ciones.

RS OOy ]

FALLA DE ORIGEN |



- 112 -

B(2-v) - - 2 -
b = ®., —————=t fu Fouy ] - px, 1 t
| ‘ o | X3 M3,
01 . 3 2(1_\)2) . 3‘7111 - 3.112.2_ 0 . ‘ ‘ |
i P . l‘..ﬁ‘\' :
by, = X4 B2-v) [53 +”ES* ] - p0x3‘ﬁj- ,  |en BxJ
' 2 2(1-v2) 222 ‘-fllzj B ‘g |
Xz' . A 7 . r ‘(5.,‘15)
= - .3 By = iy Sy
by, = = IRy (M3, TAu3,  tug b
3 : - 1111 1122 2222
. x?
+ [0, + = = (u + 1 })
Po M3 T T I M, 3, '
11 22 )

Las condiciones de consistencia para las tracciones de

superficie, sobre 332, se expresan mediante las siguientes

ecuaciones
A.‘(X t) =- ¥ -—-l%--- (G ' +\)'E '.)n -x“_.g.‘_..a‘ "n '1
AR 3 T2 M3, 3, 1773 T+9 Y3, 27
' Lo 22 ' .1z - | sobre
gylx,t) =~ x5 755 Uy Dy —X3 3752 (ug  Fvug )Ry, L (5.16)
: 12 : 22 11 _ T
%2 o : . S
~ ) 3- v - - . - i ;
gq(x,t) T 1__\)‘2[(u3' +ouy )ng +(p3, _+-g3’ )nz].J

111 221 . 112 222

las ecuaciones de consistencia, en condiciones iniciales

y de frohtera, estén dadas por

TESS CON
| FALLA DE ORIGEN |
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; ST - Y
uo—i(x) - X3 1‘_13’11 (0).,
. - ' “
ug (x) = - x4 uj (0},
2 oy
\ . . 2eB
”QB(X) = g0 + 5 x5 Aug(0), |
| . S bisan
vo (R = - xyug, (0, |
1
vy (x) =~ x4 u3; (0).,
2 ‘ e .
V. (x) = é-(O) + é-xzw‘ﬁi Au1T0)‘
0, 3 2 X, I- 3tvh /
apx,t) == x3;“3,1f - sobre 3B1xJ
aye e = =%y 8y N
A - 1 v =
uy(x,t) uy 5 X 3Ty Aug J

Oi 0,
- - o IR .If_' 3\J—2 o
_D‘AAu3 + mz"1 ml’; b03‘ = P 7[_h g3+ 51 Ty A_u3.] .

Los términos D, 'ﬁ"lé, r'ﬁ.l, est&n definidos en (4.61). "

" TESIS CON

FALLA DE ORIGEN |



- 114 -

Los componentes cartesianos de 1os‘vectores(*§h,‘*§1,

y los momentos torsionantes y flexlonantes satisfacen, so-

oty
LY

‘bre 95;xJ, las siguientes ecuaciones

1

: -
I - *Q = (*g =
(‘52)1 (,gg}z (.§E)3 0,
*. . = %* =
RN h® gy = ' T
* e e k .
(,51)3 5 1-v?[A u3'1nl + A u3’2n21, sobre
| \ ‘ | 38 ,xJ
' ‘ h B = 2 2 C
* = h- - ‘
Hy, - 12 Ty Y3, By=p, )+ L (5,20)
= 12 - :
+ D hl3, - u3’ + v (ug' + u3’ )]nlnz,
22 11 11 22
s o _h® B = = v, oyt
He = - % 190 Y3, M- Dl +vuy o ogno#
- 12 22 11
+ (u + VU )n2}.
(u3, 3, 1] )

TS CON

LFALLA DE ORIGEN
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Observacidn 5.2. En el modelo de Kircchoff de O(h%} con

. ) o
tracciones nulas se observa gue los componentes E13, E23
del tensor de deformaciones son no nulos y consecuente-

mente los de esfuerzos S En la ecuacidn de equi-

‘ 137 S23° |
librio dinémico_k5.19) aparece el té&rmino A 33'que, segfin
la termindlogia de [p3l, considera.la inercia de rotacidn
del c@erpo. De acuerdo a la terminologia de la Resisten-
cia de Materiales al cuerpo tridimensional de Kirchhoff

se le da el nombre de placa. Por tanto,.este modelo, co-.
rrespOnde a una plécé donde los efectos de deformacidn |
por.cbrfante e inercia de rotacidn son considerados. Segln
Dﬂeﬁte'es el mo&eio de placa de la teoria de Hencky con
el té&rmino ihercia de rotacidn presente. Modelos simila
res, para el caso estético, sé presentan en {71, sin es-
pecificar las condiciones de consistencia en éargas de
cuerpo, traccibneé‘de superficie; bbndiciones iniciales

y de frontera y, sin considerar, los t&rminos m , M

2!1 1,2
en la ecuacidn de equilibrio. Hay que observar que la
hipStesis clédsica en la teoria de placas 833(x,t) = 0,

(x,t)e BxJ, sé satisface para el modelo aqui desarrolla--

do . -
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5.3 . MODELO DE KIRCHHOFF DE 0 (h).

Construiremos en esta secqién un modelo'mecéniéb aso-
ciado a un cuerpo tridimensional de Kirchhoff despreciando,
en las ecuaciqnes (5.2), los téfminbs de O(E). El modelo
resultante serd dlamado modelo.de Kirchhoff de'O(h). Los
componentes del vector despiazamiento, bajb la hipétesis
aya‘eépecificada, estén dados por las ecuaciones siguientes

A ~ 3

ul(x,t) = - Xg u3,l + Xy 5 [Sl Si],
‘ “en BxJ
' - ’ l+\) ~ ~ .
up(x,t) = = %y uy  F x5 T 18, - S5,
| - (5.21)
= (1+v) (1-2v) T
u3(x,t) = U, + Xq S (Ioy) [(l + h)S3
X-3 A*
— — e - ]
(1 h).s3].

Los componentes del tensor de deformaciones asociado
a este modelo mec&nico, de acuerdo a (5.21), deben satis-

facer las siguientes ecuaciones

. _ - - 14+ o - A*‘ )
Ell(X,t) = X3 1.13'11‘*' X3 '-—"B [-81,1 Sl;_]_]'
E..(x,t) = - x b g, LY [g BCET N
ng (X T3 73,020 T3 8 172, T2,,7
, . : en BxrJ
oy o ) (=2v) L B Ks oo
Egq(x,t) = s(i-vy LG5 piSy - - 5sEl L o Lg)
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X

Bip /) = - x, a3llz+.._2§..l.g.2 [él.’2_§1'2+ .52.’1_ AE,I.] '
N 1 Pt}
+ %:é\)' [gl - g;]’;
e, 6 = s (g P28, - (33—:§gégtzl'+
PG, |
Rt = - [y  wd, 1+ x# ;%Etgl;l“ g§}1+
+ éé,Z* sy 1+ M) gy 2 8y -

Los componentes del tensor esfuerzo satisfacen, de

acuerdo a 5.22, las ecuaciones

ey = o B T - |z = |
Spp A8 = = X3 RSy (rmaey (Wvieg,  tveg 0
X3 ./\* ‘. '\ .A* ‘
+ 1o 2\)[(1 v)(S ”-31;1) + (82'2- 82;2)] o
X ~ . X ~
A : ué. — - L3yax
S .(x,8) ‘= - x B [(1-v)T3, +va, 1 +
22 7 3. (1+v) (1-2v) 3,22 3,11
[ e —— P = & T . —_ % ,
t 199 [(l'v)(SQ;Z 82,2) i (81:1 Slrl)] *
X ~ x l/\ .
v __??. B I . _3 *.
+ 1:; [(% + h)33 ~ (% h)s3]r




533{x,t)= -
i
+
sl'ztx,t)r_- -
813(x,t)=
+
823(x}t}=
+

:_iié_;"_

Bv =
X3 ) (-2v) Y3,,,
L
3 1-2v 1,1 1, .
X ~ x
3 3
L _ - L - 2
A X3 oA
X3 1+v 3,12+ _j: [_81;2
| sz ~
3
5 —-1'"_2\:’ [y + 57)8,
5[5, - SiI,
2
X ~
1_2\) 3
i oy ¥y + )85,
3 -

3:22) ¥
-~ 8% ) +
2!2 2!2) '_
S§J,
- *. g - *-‘-;.
-Slrz S2f1 82;1]'
x% .
- 5 *.
(x3 = )5%,,]
x% .
- w3y ak
(k3= 5183, ,1 7

5.9 CONSISTENCIA DE CARGAS DE CUERPO DE 0(h)

en BxJ

(5.23)

Al construir, mediante (4,5) y (5.23), las ecuaciones

de consistencia para los componentes del vector de cargas

de CuUEXpo 9—0 ;

se obtiene



CB{1-v)

en

X3 TE (1-297 M3,00.% Y3000
X3 - A _‘ A. o A ~ o .
—r [ (1- S,c - 8% + S, = 8%. I
Togy LV 1,12 Slrll? V5, 2:21)1 '
% Coe D - “ﬁ‘
A . ~ . o ~ . ) 1 2% ~ :
—= . ~8* 4+ 8. - 8% =% === [(l+ 228, -
2 [Slrzz lra2. 2,12 '2r12] * 1-v [(1 h )-3f;
- LA . " . . ﬂ;\‘ /.\ ‘ .
. 2Xx3y % - o I S - By
(L—=ghsy 1+ o4 [ X3Uy * X3 g A8y = 87},
% B{1-v) - ] -
3 (1+v) (1-2v) 3f222 37112
x3 - ~ ~ ~ o
— . ~ 8% 4 g - 5% -~
2 (81121 lr2z 72520 725120
% A oA .~ N
. . . gk + g < gx -
1-2v b v)(szrzz Sl;zz) ?(_1r12. 1;12)1
1 2%, % 2%5, 2 R
i =23 - - Z23)y ak
i Ty L+ TpH sy - e sy
I v 3 oseyr
Pg [=x3uy + x5 7= (5y = 851,
' x2 K., oA ~
=2V 34 g 3,
oS — + - .. % + Sk -
Bv o + 1 - l p o+ A*- -
(Tro) (1=2v) 3,:. 93,2, ~h 83 % 5%
S T
2(1-2v) 1,1 1,1 2,2 2,2
‘ ' X. X X, A
' = (1+v) (1-2v) -3 o _ 3y an
po- [u3 +X3 [{(1 + h‘_)S3 (1 'h')js3].1'

26(1~v)
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5.10 CONSISTENCIA DE TRACCIONES DE SUPERFICIE DE 0 (h).

Las ecuaciones de consistenclia de O(h)

para logvcompo-

nentes del vector tracecidn de superficie, segﬁn (4, 7) y

(5.23), son:
; (x,t)= [- X, - {3 [ (1-v)u +vu ] +
et R 3 (l+v}(l“2V) 3,11 3,22°
X3 ~ ’ All ~
—_ *. - - *.
+ 7z 2\)[(l v)(S Vs 'Sl,:_) + v (82,2 82’2)] +
X ~ . .X ~
V 3 3
— —_ Cm (= ==} %] .
riog [0+ Sy = 5 - 5 S5l 4
— R R - g%
o+ X3 1+ u‘3:12 2 (Sllz Sl:2+ Sz_rl SZI )]nz'
gf‘(x,'t)= [- x4 £ 3 +f—3- S, =8, + 8. - 8% )ln
2 _ 1+v 3:12 2 1;2 112 _211 2:
+ [~ x B [(1-v) u +vaua 1 +
- 3 (1+v) (I-2v) 3,22 3,
- ! - — *. ! [ - %
L s f(1 \.))(S“:‘z’2 82’2)f+v (Sl,1 81'1)] +
X X, o~ '
._\)._ 1. _3._ . X - .._.g o*
~ 1 2 'Xz ~ ) Xz ~
=4V 3 . 3 .
= 1 3 -{x. - —=3)g*
gylxit)= D5 5 [lxg + )85 ~(xg =%y 1+
- o%)
+ % (Sl Sl)]?l +
1-2 %2 %%
-y : _3 - SRS A~ N
+ oIy g+ ) 8y - (kg o) Sy 1 4
+ % (s, - 8% 1n,,

sobre

aByxJ

L (5,25)




Vo

5,11 ,CONSISQENCIA DE CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA‘
DE 0(h). '

Las condiciones de consistencia de condiciones inicia-

les y de frontera de 0(h) se simplifican, segfin (5.21), a

las ecuaciones

(x}
1

Yo

(%)

Yo

(%)

i

o 1+v 7, _
—X3 1.13’1(0) +X3T (Sl(O)
- x. U1 (0) + x 1+ (5‘(0) -
3 Y3, F X373 2
- | (14v) (1-2V)
U3 (0) + xSy [
X3 ~
-1 - PS5O,
= B VI
= X3 oug. (0) 4 x5 == (5,(0) -
- 14w L7
- x3 u3’2.(0) +.X3 T (52(.0) -
- (1+v) (1-2v) .
T4 (0) xSt (L4
X3 ) : |
- - *. i
(1 - IS0
- +v 5 4
= - X3 U.B.'1 + _x3 T(Sl ,Si),‘
_ - .—]:-:tg -~ _ ~
= - x3 u3’2 t X, 5 {5, Si?y
- (1+v) (1-2v) *3
4y * Ry Tggasy (R
X ~
- (1 - sk

S%(0)),

53(0)),

%3

—"H') 83'(0)

S%(0)),

m>e

X‘
3
) 85(0)

83

XeB

L (5.26)

{(x,t)edB1xJ

'r'(5;27)-
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5.12 ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE 0O (h).

Mediante las ecuaciones (5.21) y (5.23) esnpoéible ex-
presar en forma explicita las ecuaciones de quilibrio dind-

micas del modelo de 0(h}). ¥F¥stas resultan ser’

~ ~ . h\) ~ ~
% - * % -
by + 8+ Sf+ grry (55, - 8,0 =0,
' A l\. h\) ~ ~
* T * - & =
o, T 82T Sz ammy s, 785, 2 O
B _ﬂl—"_\’)___ﬂﬂa h [(1-v) (S - ax. 4+ 8. ey
12 - (L+v) (1-2v) 12(1 2v) Loain "Llr1i1 20232 T2,222
+\)(S ) sk« S - g )]4—31—3L-(§- + g% 4 é- o
2:211 2,210 lrizz Tliaee 12 I-v 3,31 3,11 322
f\* h3 ~ A* . ~ ~ — -
+ S - Gk +m, - +
‘ 83:22) 12 (S 1,221 Sl:zzl S2r121 S2;121) #&rl ™,
+-B-(§ + 5% +8, +8% 7) +h* =p {hﬁﬁ o A ﬁ' +
h2 (1#v) (1-2v) o A% h¥ Lev o A A~ n
frnln S, S S S i/ + + C :l:.‘ + v % .
+ 54 (S 3 ) 13 B (52’2 32’2 Sl,l Sl,l T,

~ (V)

m

5 ~estdn definidos en (4.61).

Los té&rminos my .

en

Y+

(5.
[
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5.13 ELEMENTOS MECANICOS DE 0(h).

[

En esta parte presentaremos los elementos mecdnicos

asociados al modelo de 0(h). Los componentes de’ los vec-

tores *3, *

ciones

*82 =

*g. =

*H, = 0,

Lo B 5. ohg sr 45 -8 )in
12 T Y3,,,” 2451,,7 5I,,* 82,7 83,01y
" . | i _ )
2 @y (rmzyy LUV F vy 1
17(-av) LTV (8,7 SE L T S T ST )
h2v L eEr 1w
12(iowy (83 F S3Hmy
- B (1-u)E + v, 1+
12 TI+v) (I=29) 3,11 3,20

i

| | - TESIScoN |
%5 (S5 + S¥Iny, FALLA DE ORIGEN| )

2 1-9

h v o . &

5 Ty [S3 * 83In,,

h? 1-2v 4 g% S . +ek

18 oy 83  F 8% Ing + (S5 +8% dnol o+

-
-~

_I_:-l_ A-_* : A-.... *,
+3 15 = Shny + (5, = S§)n,],

___hi_ﬂm — a _gﬁ*‘ ' ? — A*
T2(i-2vy ["VI(8y —8F )+ v (5, =85 017
hz"\) A. /\*

13 Toy (83 * 85 Ing +

- Qi _B - hi a - A*. a - o .
= 12 7379 ¥3,., T 24 81,,7 51,,% S3,,7 Sy, ) Iny

i,sétisfacen, geglin (4.44) y:(5.23j,_la§ ecua~-

sobre

883XJ

(5.29)
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Los componentes de los vectores*gn,*§T-satisfacen, se-

gtin (5.29), las ecuaciones

S _ _}1 v ~ _ "*
wey b vona,
C08)5 = 3 1=y 183+ 531Ny, o
sob:e asng
j*§2)3 = 0,
* . = * — ’ ! ,.
(*$;01 ( Sc 0= 0 ‘ i (5.30)
(*_S__T 3 48 1-v 3,1 3,271
+ (S, +8% In 1 +L 1(8, - 8n, +
3,2 3,272 2.0 1771
. S Q%Y.
+ (S2 Sz)nz], J

Las ecuaciones de momentos, torsionante y flexionante,
construidas con (4.47) vy (5.29) son:

~

' 3 3 o 'R 2.
o o= i 83 _h® (s, - 8% +58, -~ 8%t. )](n°-n%)+
HP'_. - [12 1+v U—3’12 24 ) l:_z 112 2!1 ‘2.1-1 1 2 -
h® 8 - _ =
* 1z T (U3,,,7 U3, M Y
h3 ~ l/\ ~ A*
) — - L - .
* 12-[Sltl Slrl S2:z+ 8232]n1n2

TESIS CON

 FALLA DE QRIGEN
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: h? g - h® 2 S a o sobre
i - 13 1= Ys3,,," 22 8y,,” 5%1,,% 8y,,” S3,,)1enmy -
- . 853XJ
_h B [(1-v) @ n2+ q n?) +-' , (5.31)
12 (1+v) (1-2v) 3,11 1 3,22 2.
= 2 + - 2 +
v (u3r11 nz*= u3r22 nl)]
b BB, - 8 amt e By - 8% gmel 4
12(1-2v) _ 1,1 71,2 2,2 2,2" 2"
o+ s, - s* 2} (5, - g% 211 +
v [(-lrl lrl)n2 ( 2,2 2:2)n1]]
- h?v o o ‘ : }
+ (5, + 5%). o )

12(1-v)

5.14 MODELO DE KIRCHHCFF DE 0(h) CON TRACCIONES NULAS..

En esta'parte,bajo.hipétesis en cargas, simplificaremos
él modelo de Kirchhoff de 0(h }. El modelo resultante serid
llamado modelo mecdnico de Kirchhoff de ¢ (h) con traccionés

nulas.

~

Sean '8 = (0,0,0), s8* = (0,0,0) sobre BB+XJ y 9B _xJ,

respectiVamente. Entonces, de (5.21)_se obtiene
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ul(x't) = — 33_u3'1,

en BxJ
uz(x,t) = = Xq u3’?, ( (5.32) .
u3(x,t) = Usy.

‘Al construir, mediante {(5.32) los componentes del ten-

sor de deformaciones, se obtiene

Ell(x’t) = = X, u3'11,
E22(x,t) = - x3 u3'22,

- en BxJ

E33(x,t} = {, _

Elz(X.#) = - x

trE(x,t) = - x, A u

' Los componentes del tensor esfuerzo satisfacen las

ecuaciones, construidas mediante (5.33}, siguientes:



o g
Spp (/%) = 3 TF(1T-2v)
S.. (x,t) = - x 8
22 ¥ 3 (1+v) (1=2V)
| - B\) _
338 == X3 T (= 27
S.,(x,t) = - x B G
12 ’ =3 14+v 3,12°
Sy3(x,t) =  S,5(x,t) ="0.

127

[(1_v>a3,
I(l-v)u3'22

(u
( 3,11

'&%wt)EBXJ

N L (5.34)

Las ecuaciones de consistencia de cargas de cuerpo

(5.24) se simplifican a

R (1-v)

. = ' : N + oo - .

0, ~ F3 TTRI-297 M3,1000 U3, P03
- B{l-v) - e
b02_ 3 (l+V)(l 2v) 3,222& g3,1121 QO 33

. B_\) . . - ’ — - S .‘
b03 (1+V)(l 2“) rll * 3;221 f pO u3

len BxJ

L (5.35)

Las condiciones de consistencia para las traccicnes de

superficie de 0(h) estén_dadas,

de acuerdo a=(5.25};

‘por



A B
g, (x,t) T OF3 IR (IS20)
3 1+v ;3;12 2!
~ _ B =
gy {x,t) 31 Y3,,, M1
+ o[- %, (T+v) (T-2v)

128 -

-~

lnl

[(1-v)a, + va.
[ )u3w11~ u3:2z

[(l—v)uj’ézf‘vu3;l‘]]n2(

: (X, t}edB,yxd

'rﬁ(s,ss)

Las condiciones de consistencia en condiciones iniciales

_y.de frontera de 0(h) son

xel

b (5.37)

3 uol(x) = - Xg u3';(0)r
uoé(x) = - X, uS}é(O),
u, (x} = u,{(0),

04" 3 |
voltx) = - x3‘u3’1(0),
VOZ('X) = - X3 93"2(0).1'
v.o(x) =  u,(0).

. 03 3777



A . SN

up(x, k) = - g 0 |
tlx;t)e 9By xT
p ) =7 Xy Ny, ' (5.38)

~

‘ -1.1‘3-(x., t) ‘=

|
=l

Las ecuaciones de equilibwmio dindmico asociadas al mo-

-

delo de 0(h) se simplifican a

h
= * =
b31 boz O |
, | en OxJ
13 T (=267, 8083 F My, T Mt P (5-39)
oo ®  p¥y o= : :
= py hug = 35 6 ugh . |

Los componentes de los. vectores *S, *H, satisfacen

*S}_ .: *SZ = *53 = {,
| _ | . sobre
_hn* 8 - O SRR T PE - AU 883x J
. ~ b B . h ) - . . . 3
By #1317/ Y,,, M1 * 13 ENEIEN fvs '2,‘2:#\)_113'11]1& "
. .o f [ (5.40)

S vl ey Ko I WP WS R - Eovile WS 1
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Por tanto, los componentes de los‘vectores‘*gn,f*gT satis—

facen,

5_.(5.4'1) |

F8hy = U8, = (P804

—
%
m‘
—
i}
o
.

L]

Las ecuaciones de »os momentos torsionantes y flexio-

nantes son;

ay B B 22y @ - -
39 12 1w [u3'12.(n1 'nz) (u3r11 -u3}22)n1n2]’
N B g - : : - sobre ?Ssqu,

]

6§ Trv U3,1. M1f2 7

o ¥ (5.42)

b B @, 4, nd) o+ |
12 (1) (1~2v) 31 1 322 2

+v (@, n®+u, n?7.
, 3711 2 3r22 1
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5.15 MODELQO DE LA TEORIA DE KIRCHHOFF DE PLACAS ELASTICAS
.LINEALES.

“De acuerdo a la observacién 5.2 el cuerpo tridimeﬁsio-
nal de Kirchhoff presentado en este trabajo es llamado én el
contexto de la Resigstencia de Materiales,placa. El objetivb
~de esta parte es presentar.el modelo mecdnico clasico‘de la
tgoria,de Kirchhoff de placas elés#icas lineales. Las hipé-

tesis caracteristicas de tal teoria son:

-

E13(x,t) = E23(x,t) =.0, en BxJ.
| b (5.43) -

Obsé&rvese que las hipbtesis (5.43) se obtienen del mo-
delo de Kirchhoff:de 0(h?) con tracciones nulas al suponer
que los términos de 0(h) en deformaciones, ecgaci§h=(5,13),
son también despreciables. -En este caso los componentes del

tensor de deformaciones estin dados por:

Ell(xrt) = T X3 u3,‘11,'.*;
Ezz(x,t) = - x3 u3’22, .en BxJ
. N _ \) - [e

Eyp(x,t) ’"‘"‘“ Xy Uy v o | | TESISCON -‘
| | - {FALLA DE ORIGEN |

Eqq(k,t) = E,a(x,t) = 0.
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Los componentes del tensor de esfuerzos satisfacen, de

acuerdo a (5.44), las ecuaciones

—8 G, v a

Spp(x,t) = - x4 1v7) uy ot viug 1,
Sy, (x,t) = —.£3 7;:%;; tﬁ3'22 + v 53’1%], en BQJ'
S35 (%, t) -0, —_— : 4 (s.a5)
Sy (x,t) = - ox, o &,
12 3T T30ae
Slg(x;t) ='523[x,t) = 0. )
L .

Las condiciones de consistencia para los componentes
del vector de cardgas de cuerp® se expresan mediante las si-

guientes ecuaciones

o B . - &

bOl *3 1T-v? 3,211 lJ'3;221] Po *3 u3:1'
. .. " len BxJ

b =x, —+, [u + 35 1 - p. x, 0. , 1(5.46)

0, 3 1-v 3,222 3;121 0 73 73,

R
= = S Y - , :

b03 = Py {u3 LR A u3}. ‘ )

Las ecuaciones de consistencia para los componentes del

vector de tracciones de superficie son
' ,

{

“TESE CON

© [ pAuLA DR Omoy
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o Y = - x P (T oT _ . B - . )sobre
9 ety = - %3 75 (Mg FVUy )0y S X3Sy, By |

‘ - | - 3B,
G, t) = = %, e G, n - By (n, A VE,  ng, b (5.47)
27 31+ 3,121 3 1-v2¢ 3_,22 3,11 2' [ * ‘
s36t) = 0. - o

Las ecuaéionés de consistencia en cohdiciones iniciales
y de frontera estin dadas por (5 17) ¥y {5 18) y las de equi-

librio dlnamlco por (5 19), esto es,

len ax3
- (5.48) -
h’ 3v-2 , *

-DAAu-I-m ml +b —po [hﬁ'3+—2—2--—1-:6—

Los componentes de los védtoresfgn,*gT, satisfacen

-

0,_‘Qﬂsobre 98 ,xJ

(585)) = (%850, = (*8,),

L (5.49)

!
n

‘(*§l)3

%
w.
il

i
(.§£)2 Q._
v, los momentos, torsionante y flexionante, satisfacen la

ecuacidn (5.20) .

Las ecuaciones (5.44) - (5.49), ademds de (5.17),
(5.18) vy (5.20),‘cohstituYen‘el modelo mecénico de la teo-

ria de Kirchhoff de pldcas el&sticas lineales.

CTESS CON
FALLA DE ORIGEN
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Observacién 5;32 Bajo la hipétesis de que los términos
de 0(h) en deformaciones son despreciables en el modelo de
0(h?) con traéciones nulas se obtienen las ecuaciones de cam
po clasicas‘de la teoria de Kirchhoff de placas elasﬁicés 1i
neales. Sin embargo, en la ecuaci®n de eguilibrio dinamica
(5.48), aparece un-términoladicional a la ecuacién clésica
‘de equilibrio. Este término toma en cuenta la inercia de
rotaéiﬁn-de la placa. Modelos”similares; para el caso diné-
mico, haﬁ sido desarrollados récientemente'en R3] vy, para
el caso estdtico, en [7)]. Las condiciones de consistencia
en cargas de cuerpo, tracciones de superficie y condiciones
iniciales y de frontera, no se preééntén en las‘referencias’
m., ‘selconéideran eﬁ la ecua

112, 2!1 )
cién de equilibrio. Esto dltimo porque se considera que los

citadas ni los té&rminos m

componentes b, , b0 ~del vector de cargas de cuerpo
' : 1 2 ‘ - '

son . nulos. Hay que observar que esta hipbdtesis no pue-

de ser arbitraria puesto que, segln las ecuaciones de con-

sistencia correspondientes, esto introduciria condiciones

adicionales en la funcién 63. '
‘En base a la! presente cbservacién N a la: 5.2 se con-
cluye que los modelos de placas, en las teorias de Hencky

y Kirchhof, son modelos de O(hz) en desplazamientos con

tracciones nulas.” Iﬂ

TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN
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5.16 FORMULA DE GREEN: MODELC DE KIRCHHOFF DE 0(h?*)

En esta parte presentaremos, en forma explicita los
términos de la fOrmula de Green (4.78), para el modelo de

Kirchhoff deHO(hz)f De acuerdo a (4.25) y {5-4).Se‘tiéne que

e ™ ax = D | AAG ax -
_é 63Y6 Yo s v ax é uy v dx
. \)h2 ‘. . ~ _ A*.' h A‘. . A*‘ /\' ‘ A .
T5(1=v) é ags; + 89 +5(esy) - 8f  +8, -8y )+
. 122 r2z 211 211
. . - * - *. ) -~
¥ (sgf sy o+ 31, 5§ Y3} v ax,
. 222 . 222 111 111 .
f A6 MY@ rs 9% = D‘Sf?'Au3 Av dx +
+ D g(l-vﬁu3' Ve," U3, Ve,,"Ug 1] dx -
§ 12 - 11 22
B [ (8. - 8% +8, - 8% d
-13 /(5 1, T 5, 3, IVe,, 9% -
Q 1'2 12 ’ . ’1
h v 0 15 L as 5 oax Lo _ax’
- 75 7S ‘gfz{ h(53+ SB)AV + [(sl’ s'l' )} + v(szr 7 )]v,_22+
.. ' 1 2 -2
IS, -8% )+ X -8 )1v, )ax
‘-2'_2 2,2 Vv lyl l,l "ll ' '

Observacibn 5.4. Obs&rvese gue en el caso S = 0, sobre BB+XJl

ys S* = 0 sobre 3B_xJ se obtiene la férmula de Green cléisica

de placas eldsticas [71. W

[ TEsSs CoN
| BALLA DE ORIGEN

(9]

n
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5.17 ALCUNOS PROBLEMAS DE. VALORES SOBRE Lﬁ FRONTERA E

INICIALES ASOCIADOS AL MODELO DE Olhz):-CONDICIg

NES DE FRONTERA LINEALES.. S

'En esta parte presentaremos algunos probiemas de ?alo—

res en la fronteré e iniciales asociados al nodelo Kirchhdff
de 0(h%). De acuerdo a lé eCuacién-(S.B) se obsérva que el
equilibrio din&mico del cuerpo tridimensional de Kirchhoff
estd gobernado por una ecuacién difefencial parcial‘bidimen-
sional, de éegundo‘orden en eiltiempo y espaéialmente de
cuarto orden. De acuerdo é la teoria de ecuaciones en deri-
vadas parciales las condiciones iniciales. a especificar para
que el problema sea bien planteado son sobre la funéi§n y su
primer derivada. Ademés{'el‘nﬁmero de cbndiciones‘de'frontg
tra apropiado son dos, estas estdn determinadas por 1asimagg

nes béjo los operadoreé de Dirichlet y Neumann gue aparecen

en la formula de Green (4.692), esto es,

yv = (v, §Ea)'
T , - (5.51)
du = (*sS_(u) + e m. (u —iiHIi'-’H (a)).
3V T T3ys Ty s At U T

De acuerdo % {5.51) se pueden tener los siguientés ti-
pos de problemas de valores.sdmxa1aufrontera:tipo Dirichlet‘
donde se especifican, sdbre.alguna parfe de ld frontera, las
cqndiciones (5.51)1; tipo Neumann, donae,se prescribe
(5.51)2; tipd mixto donde se”iQSPECifican,"en
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ntmero apropiado, combinaciones de las condiciones (5.51);

v. (5.52) 5.

Consideremoé el siguiente problemé de valores sobre la
| frontera e 1n1c1ales asociado a un cuerpo trldlmen51onal de
Krlchhoff, el cual satlsface las hlpéte51s del modelo de -

0(h?).

Dados b*'=‘(0, 0, b* ) en OxJ, S = (8., S,, S ), sobre
=0 _ , 03 e - 1 2 3
9B,xJ, S*= (5%, S%, S%) sobre 3B_xJ, u%, vi en Qx{0}, w, v

sobre 3G:1xJ, F, M sobre 30,xJ, h:@+R', 8 > 0, 0 < v < %,

encuentre 63:RXJ+IR:

B v p 85 opasm+ .

24].v 3 3 en :
| T,

+ Sy 4 5%+ b03 tmy Ty =G (6 8% hBY),

- polhu + 5

@

- =*; it *
u3(0) ugr u3(0) =V en\@,

0 .
_ b (5.52)
ﬁ3 = W, g—-r—i’— = ¥, sobre 90:xJ, | -
P (U |
‘“s’ ey My M) m 5= P sopre
-
@5y = M. J
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Agui ) .
S A w o v o h? (1) (-2v) o~
G(S, 8%, h,B,v} = DY Y P (S Tk Sg) -
B V() & _ ok 4 h A |
Ut S Ll Y - 4+ . ] -
24 B By St 52,7 53, sobre OxJ
PR ~ .i- - s | - (5.53)
12(1-v) [81;212 1,212 2r211  2s211 2,222
5 5 g R A + g%
i - ' + §%)1.
Svaee” S Sl T 200 (5, + 891

»

‘Obserﬁacién,5.4.

Para el caso del modelo de Kirchhoff de

O(hz) con tracciones nulas el problema (5,52) se¢ simplifica a:.

QXJ + R:

Encuentre 63 H
2 h?3y-2 = o o= =
LA al) - + - =0,
Polhus+ 57 Fo5 A:u3.] D A Au, +b03 m, =™ .
- _ = _ ok
u3(0) = ug, u3(0) V¥, en.Q,
1 = & _Bu V scobre aﬂlxﬂ
u3 N an ? ,
- - dHn(ug)  ~ ) o
. - = : S
83(u3) +_€3y6 H& (u3) T F, re
' 392XJ

*HT(uB) = M,

en (o

} (5.54)
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El problema (5.54) corresponde a una placa eldstica lineal
'que satisface hipbtesis tipo Hencky én desplazamiento donde

ge considera la inercia de rotacién de la misma, [13.

Algunas condiciones de frontera clisicas en la teoria
de placas eldsticas lineales son: empotramiento, apoyo sim

ple, borde libre. Tales condiciones corresponden a:

yug = (0, 0), ~ sobre 90xJ

*H_'_-E = 0, GB = 0, }' ‘ (5-55)

a5, = (0, 0). J
respectivaménte.

Ademds, si los tédrminos de 0(h) en deformaciones se des
precian, el problema (5.54) corresponde a una placa el&stica
1iheal que-satisfaqe las hipStesis de Kirchhoff doﬁde se con

-sidera su inercia de rotacidn. |

+
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5.18 CONDICIONES DE FRONTERA TIPO FRICCION.

En esta parte-presentaremés algunqs problemas con con.
diciones de frontera no lingales, tipo friceibén, asociados
al modelo de Kiréhhoff de 0(h®*). Consideremos que sobre‘mxatqg
cera parte del cuérpo en estﬁdio se satisfacen, adem&s de
las c#ndiciones clédsicas de los problemas (5.52) y”(5.53),

alguna de las siguientes condiciones de frontera:
.

1} Momento con frieccidn [8],

_ 3513-_ o
|m1(“3” <9 = Fm <0
_ ' ;_sobre Lo xd
I"Hi(GB)l =g, = 3 A2>0: }- (5.56)
2%, |
3' = o N
Ty .?\*Hl. J

Aqui 0 < 9y < + o , @s un dato.

ii) Cortanteicon fricecidn [gl,

3773 2 3 ' ‘sobre 9{yxJ

[F3(53)]‘= g, => F A>0: "} (5.57)

gl
n
|
>
g
[ %]
=
(&)
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donde, 0 < g, < + » es dato y

3Fh (4,4)

——2 5.58)
5 ( )

‘F3(u3) =‘*S3(u31 + €3Y6 my(u3)-

schre 3QgxJ.

-

El jproblema de valores sobre la frontera e iniciales corres

pondiente a la restriccidn (5.56), resulta sers

- p A
Encuentre u3:QxJ + 1R : 1
- [h 4 f B Y A8y Cpasg, + en -
Po 37 23 T-v ° U3 - %3 S
~ ~ ~ QXJ
. : - = *. : .
+ 8, + Sg + bgj + m2’1 rnl'2 G(S' S,, h, B. v}, .
113(0) ug ’ 1.13‘(0) VOI y en §2, .
A8y s | D - }(5.59)
u, = W, 5 =y , sobre BQIgJ, ‘
F31u3) = B, .
, sobhre afl,xJ
Frrofm ) = , B
. ~duy L
[ tag)] < gy => =00 sobre
o ' au, o [3%axJ
[,.HT (113) ] = 9‘1 => 3 A z 0: Sn -~ A 'H_'_r_"



- 142 -

En el caso de que las condiciones de friccifn sea del
tipo (5.57), el problema de valores sobre la frontera e ini

ciales correspondiente es

Encuentre u.: 2 xJ + TR :

3 .
3 h3 - - . ]
* * - = . w*. .
+ 54 + 5% + b03 tmy L omy G(S, S8*,h,B,v)
= R = y¥ Py
u3(0) uO ’ u3(0) vol en er
- ~ 3-3 “
u, = W, o =V sobre 39&,;xJ,
(ua) - F-’ ‘ . .
‘sobre 30,%J, S [ (5.60)
(u ) = M, | |
- ©
|F, (u,) | < g, => uy = 0.
'|F3(u3)]‘= g, => F A 20 4 e 30 sxJ
u, = - A‘Fé(u3). , J
Observacién 5.5 En el modelo de Kirchhoff de 0(h?)

con tracciones nulas los problemas (5}59),y (5.60) se redu-

cen a:
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Encuentre 53‘:QxJ-+]R:

F3{63) = F,JﬁT(a3) = M, sobre 30,xJ,
|F3(u3)[ < g, =>u; =0,
jFatug)| =g, => 2 > 0

‘ uy = - AE3{u3).

[h§,4!ﬁ_§£££yﬁ-]“ DAME, + bE 4 B - R =

Pttt ¥3™ 37 T 3 S8y 0,7 M2,,7 M, "
en x'J,-

u. (D) = u* a = v

u3(0) uo ‘v u3(0) va, en 9,

B n 3'3- R

Ugy ='w,~—1¥ = v, sobre 30,xJ,

33{1*1-3). = F"*HI ({"13-) = M, sobre aggxq,

_ _ .8133 N :
‘[vk‘H,r (u3)| < gy = o= 0, - sobre
a.'_ ‘ .

g — = . _____é I e o0 xJ
|*HI(u3)l =gy => 3 A2 0: 53 Ak, |°
Encuentre E3 :OxT >R 3
T hé 3v-2 = - *—  = -
Polhug® 37 T A U431 = DAL U+ B 4 my =my

en @ x J,
53(0) = uf, 53(0) = v¥, en 9,
_ ) ~ 3—3 ~
u, = W, o T v, sobre 301xJ,

sobre 90sxJ

- > (5.61)

L (5.62)
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Observacién 5.5 Los problemas de valores sobre la
fronteré presentados en las secciones 5.16 y 5.17 éon, des
de el punto‘de vista de la teorfa de ecuaciones en deriﬁa—
das parciales, bien_planteados. Cada une de Eales proble-
-ﬁas'caracteriza un prbbléma tridimensional‘asociado el cqai '
ge conhoce; medianﬁe las condiciones de consisténcia, en'tég.

minos de sus soluciones bidimensionales. ]

e

Observacidn 5.6 En la teoria de placas es comin su-

poner gue b, = (0, 0 b, ) en BxJ. Segln las ecuaciones de

0
. o3
consistencia (5.15) y (5.46) se observa gue esto es satis-

fecho solo si

B@mw) 5 cer B =0, -
2(1-v2) 3:11% 3;1g2 0 "3,1 Lgn OxJ
| ‘ 1(5.63)
CBA2=v) 5 + 8., 1 -op 8. =o0. |
2 (1=v* [u3;222 u3f112] "~ Po g3r2 0. J

en la teoria de Hencky y, en la teoria de Kirchhoff,

L P + ul
l'VZ[u3rlll ‘u31221]

Po U3,, S en gxJ .

b (5.64)

- p‘lﬁ = 0. ‘J
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En este caso adends. se satisface ﬁz'm'ﬁl'=”0, en OxJ.
Por tahto; los problemas de valores sobre la frontera e ini

clales asociadosa awbas teorias de placas son de la forma

Encuentre ﬁ3 : OxJ - R:

m o thu., + P32 A% 1 D ApA T+ b* =0, en oxd
0 3 24 1-vw 3 ‘ -3 70 ' !

3
u3(0) = ua, u3(0) = vg,_en Qg

-

- ~ a— !A
a, = w,‘~$§ = V,-gobre BQ;gJ,
Fy(U,) = F, ¥ (35) = M, sobre 3R.xJ, . b ts.69)
- 2 ] 4 .
[Flag)| < g => L uy=0, sobre 3025%J,.
|;?(ii3)| =g=>9 x>0 : L0 < g <+
L uz = - A F (u3).

Si las condiciones sobre 8Q,xJ son de momento con friccifn,

_entonces F =*HT y L = 3%. En caso de condiciones de cortan

"te con friceibén F =4'11"3, L = I, Es comfin tambi&n en las teo

rias de placas despreciar el término

_h 3v-2  E (5.6 :
I,tug) = 57 o5 4 ug, en OxJ, -(5.-.66) \

‘el cual es llamado inercia de rotacidén.de la placa. [l
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6., FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA DE PLACAS ELASTI~
CAS CON CONDICIONES DE FRONTERA TIPO FRICCION.

El objetivo de este capftulo es aplicar los resultados
' ae los,capftulos‘Z y 3 a un-p:obleﬁarde valores sobre l@
frontera é iniciales de uéaplaca“elastica sujeta;rsob?é
parte de su frontera, a condicidn tipo ftidcién. La formu-
laéién de tal tipoﬁde problemas se presenta a‘través-de los
capitulos 4 y 5. De acuerdo a (2.10) y (5.65}-sé 6bsefva
N
' que-para cumplir nﬁestro cbjetivo es‘hécesario despreéiér
la inefcia de rotacién de 1a.placa._‘El probléma de nuéstro

interés es, por tanto:

Dados S = (0,0,0) sobre 3B+xJ ; 8% = (0,0,0) sobre
% # ' * * Aa
3B xJ ; b, = (0,0 b, ) en @xJ : u,, v, en  ; w, v, sobre
- 20 70, , o Vo

IRyxT ; F, M sobre 90:xXJ ; g:903xT = E+ sobre 30:xJ; h:ﬂ+]R+,

B > 0}-0.<.v'< X, eﬁcuentxe U,:0xJ > R:

3

t
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- p.hu, -DAA U, + b* =0, en 0xJ,
0 3  3 03
-t : :
- = o*
u3(0) = uEJ u3(0) vEe en Q,
GB = W, %ﬂ% = v, gsobre 3Q.,xJ,
Fy(uy) ='F, H_(u;) = M, sobre 8Q:xJ, - p (6.1)
. l"l!' . " )
IF(u3)] < g => L(P3) = {,
|Fug)| =g =>4 A > 0:." | sobre
| RexT.
L(u3) = - AF{uy),
L= - o ’
Lc(u-?)) _ 0. J

Las condiciones de frontera sobre aanJ que considerare

mos gon de dos tipos. Ep el primero de ellos F{u3)=F3(u3),

. . ‘ Ju ) ) .
_‘l _ -t "."I _ _-g o . o - .

L (u,) gav3, Lo(ug) = 5T En el segundo F(u,) Hl(us?,

L(ﬁ;)éﬁﬁ% V% Lc(ﬁ;) = Gg. Tales condiciones coyresponden a co?tag

te y momento con friccibn, respectivamente.

Primeramente expresaremos las condiciones de friccién
del problema (6.1) en t&rminos del subdiferencial [9] de
una funcional P(x,t;.): R~> IR. Despuds daremos un proble-

ma equivalente a (6.1) en el cuai'las'condiciones de fron-
. [ ] B

tera sobre 3R1xJ estén dadas sobre ﬁ3 y Egﬁ; Posteriormente

presentaremos la formulacifn variacional y de primer orden
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asociada a este fltimo problena. Finalmente presentaremos

su formulacién variacional regularizada.

6.1 FORMULACION DEL PROBLEMA BN TERMINOS DE SUBDIFEREN-
CIALES. B :

En esta seccidn formularemos el problemé-(G;l)en'

‘términos del subdiferencial, IQ],‘de'una funcional ¥I(x,t; )3
R - m‘.' Tal objetivo es satisfecho a través del siguiente

teocrema.,

feorema 6.1. E1 problemailﬁ.l)'es eQuiﬁalente al problema

Encuentre uazﬂxJ-ij: f}

’ - . - : * .
h uy - D Azﬁu3'$ - b03,'en QxJ,.

—

.DO

- | , .
= : ( - vk
u3(9) SN 93(0) vis en Q.
| b (6.2)
ﬁB = v, 223 = v, sobre 301xd |

A"

Fa(ﬁ3) = F,*HE(GB) = M, sobre 90:xJ,

~ F(g3)s Bw(xff;L(u3))a

sobre dQyxJ

.
LC(Q3) = 0.

4

“TESIS CON
‘PALLA DE ORIGEN
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dOnde;
r gfx,t) si & >0
Y (x,ti E) = {Fglx,t),g(x,t)] si & = 0, (6.3)
Vi : ‘ _ . ‘ .
g (x,t) si £ <0

es el‘subdiferencial de la funcional Y{x,t;-): R+ IR |

definida por

V(x,ti8) =35, [8]) ¥ ge R, (6.4)

Demostracién. Bl teorema queda demostrado al mostrar
que las condiciones de frontera, 'sobre 8Q4xJ, en (6.1) vy
' (6.2) son equivalentes. Mostremos primero que (6.1) impli-

ca (6.2). ObsérVesé que DIWJ = Ry ademés
- Fay) {x,t) [&-L (G;) (%,)] < |F(@y) (x,i—_,)”g[.; F (@) (x,tJL(E;).(x,_t_) _<_ |
< abxt) B+ FE,) 6,0 L@y (8, (6.5)

vE&e R, (x,t) ¢ 30 sxT.

Mostraremos ahoraique

F(G3) (x,t)L(G;) (x,£)=-g (x,t) |Lg) 0 | (x, t)e 8, (6.6)
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. 1 . )
gn efecto, si L(u3) = 0 sobre 3QsxJ, (6.6) es trivialmente sa-

tisfecha. Sea L(ﬁ;) . 0, entonces,‘L(G;):él‘F(ﬁs), A >0 Y

]

F(ﬁ3)(x,t)L(ﬁ;)(x,t).% - MF(E) ()2 = - X]f(ﬁé)(x,t)llF(G3)(x,t)]

- A gl OIF @) (=0 | =

it

, L
~ lgﬁﬁtnkllliu3)bgt)|=

fl

~ gl B|L) tut) |, ¥ (x,t)e 30exd.
De (6.5) y (6.6) se concluye que

- F(ﬁé)bnt)[E—L(ﬁéﬂxrt”_gqbgt){lal,— IL(ﬁ;)(x,t)I};

¥ & e R,(x,t)e 3QsxJ.
Por tanto,

- F(3,) (x,the 39 (x,t; L(B,) (x,6)), ¥ (x,t)e 0Qsxd,  (6.7)

donde la funcién Y(x,t;+): R » R estd definida por
Y, E) =g B [E], ¥V £ & R, (x,the 9axd. (6.8)

Nuestro siguiente objetivo es caracterizar el subdiferen-

cial P(x,t;.) de la funcional w(x,t;r)ﬁiﬂa+ R, (x,t)e %%xJ.
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Sea -F (i) (x,t)e 2 (x, b5 LT, (x,8)), (x,t)e 225%3, entonces,
- FAG,) (x,t) {E-L(T,) (x,£) 1€ 9,0 {[g]-| L(Ey) (x,0) |3, (6.9)
v 4x,t)eagsxj, Ee R.
si L{ay) (x,t) = 0, se tiene de (6.9) que
| - F(G3).'<x,t)§'5_.g,tx,t) jglv g er,

te

*

}o\Cu;l es satisfecho para valores
- - F(§3)(X,t)e‘[— gi(x,t), é;x,t)l,

I(x,t)e 3QsxJ. N (6.10)
sea L(E,) (x,t) > 0. 'Entonces, si & = 0 en (6.9), se obtiene |
Fiay) (x, )L (Gy) c:éc,t_) <=9, D)L (T5) (x,t),

‘por tanto,
b
- F(,) (x,t) > g (x,t) |  (6.11)
Seg £ >0, entOnces; |£]$E§rde(6.§) se tiene que
- F(a_,,)'(x,t){ﬁg-uﬁ‘;) (x,t)}gg(x,t)-{a-tr(ﬁ;) (x,t)}.

- | . -1 i |
Si E-L(u;)(x,t)<0, se obtiene (6.11); si E-L(uj)(x,t)-> 0,

se obtiene

TESIS CON

|PALLA D ORIGEN |
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- F(§3)(x,t)%§ gix,t) '{6.12).
qué junto con (G.ii) implican que
- - F(GB)(x,£)=g12,u,xxnja'agst; | (6.13)
'El caso £ < 0 és trivialmenté satisfecho, puesto que,
- FlEg) Gx,8) (6L (340, 6 =gk, t) {e-u{i;i (x,£)}
. = %jix,l;.){-s-ttﬁé) (x,t)},
i (E-L (B (x,8)} < {-&-L(Fy) (x,8) ).
Sea ahora L(G;)(x,t) < 0. Entonces
-‘F(ﬁs)(x,t){£~i(ﬁé)(x,t)} jﬂgb@t)HEI+L(ﬁ;)(x,t)},
V'.(R,t)é 3sxdT, £ € R
- Bea £ = 0, Eptonceé
F(ﬁ3)(x;t)ﬂ(ﬁ;)@gt)igﬂx{t)L(ﬁ;)(x,ﬁ),
Por taﬁto | | !
- F(535(x,t0_§ - gbﬁ#hb@t)eaﬂaxq. : (6.14)
Sea €.<‘O. Entonqes

'  - F(ﬁ3)(x,t){€~L(G;)(x,tﬁfg*gbgt){é-t(ﬁ;)(x,t)}.‘

si {£~L(G;)(x,t)} > 0 se obtiene (6.14). Si'{S-L(ﬁ;)(x,t)}<O,

entonces,
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- F(GBNx,t)iAh JEENE B e 30exT,  (6.15)
: que'junt‘o con (6.14) implica que | |

- F(aé)ﬁht)=— g(kJﬂJX,t)E 393XJ;. - (6.16)
El caso £ > 0 es trivialmente satisfecha,rpuestolque,

" FEy) (6,0 {6 LB 0,00} = 9,0 (~E4L (B0 (x,8)] <
S 9 TBUE,) (x,8) ),

Yo LSERL(L) (x,E) ] < LE4LEL) (x, ) )
Las ecuaciones (6.13), (6.16).y (6.10) indican que, pa-
ra (x,t)e 2R3xJ,
glxt) §il(3,) (x,€) > 0,
B‘P(x,t;L(G;):(x,'t)‘) = [“g(x,t).g(x,t\)_]‘s.iuﬁ;). (%, t) =0, (6.17)

~g66,t), 81 L{E,) (x,t) < 0,

Sean 1as’condiCiones sobre'aasxd‘del problema (6.2) sé—l

‘tisfechas. Ademds - F(3,)cl-g(x,t), 96,0, 81 LEY = - A F(H)x,0)

con A = 0, (x,t)e 3N;xJI. . Por otra parte‘si |
L(ﬁ;)(X,t) >0, (x,t)e 30sxT, - F(Gslﬁht)= g&gt);;rpara1xﬂq

€ >.0 se tiene que
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- Fluy) (,x,t){ci;[L(Gé) (8|} = = F ) G, E)E4F (Bg) e, ) [L (By). () | |
<SP 6,08 - glet) L@ (t), (5t)e 05,
?or tanto
L(E) (x,t) = = A '#'(53.) (,€) , (6.18)
con

. IL(G;)(x,t)l |
A= . ' > 0, - (6.19)
gix,t) - :

‘ : wt . ' . ‘
En el caso L(ujy) (x,t) < 0, (x,t}e 9R;xJ, se obtiene de nuevo
(6.18) y {6.19). Las condiciones sobré-agsxg del problema

(6.1) son por tanto satisfechas. ]

L}

Observacidn 6.2. Las gréficas de ¢v(x,t,): R> Ry éw(x,t;a):

R+ IR se muestran en las siguientes figuras:



A o0 (x,t:8)

g(x,tf

-q'(x,t) '

Fig 6.1 Graficas de Y(x,t;*)>*R y su subdiferenciaL

Presenfaremos a cont1nuac16n un- problema equ;valente a

LB

6. 2)# en el cual laq cond:c1ones de frontera sobre aﬂli

. 31.13
estdn dadas sobre u3 Y ~wpy
 Teorema 6.2. ‘Sea w(0) = G,(0), v(0) = &2 (0) sobre 30;.

Entonces, el problema (6.2) es equivalente a:

Encuentre'ﬁézﬁij+IR:

- o, b U. -~ DAAG, = - b* , en Q xJ,

3 ‘ 3 03'
. __.| ‘:
(0) = ug, u3(g) = VS’ gn 2,
n -t ‘. R ‘ - ‘ - .
‘ﬁ; = w', ~§§ = v', sobre 3Q;xJ, , (6.20)
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‘-'-.A-k "=A' -
F3(u3) = F, HT (u3) .M, sobr? Qﬁng”

- F(531 oY (x,t; t(G;)),

.y }fsobre 08y xJ,

: Lc(u3) = 0, _ . : J
Demostracidn.’ Obsérvese que las condiciones de fronte-

ra de (6.2), sobre 30:xJ, implican las de (6.20). Sean aho-

ra las condiciones sobre §{1xJ de {6.20) satisfechas. Enton

ces

Ga(xrt) = VI‘}(?{rt) + hix) ;'}
- . . lf(x,t)e Sﬂli.
a;ﬁ (x,t)= v(x,t) + p(x). J

Por tanto, h(x) = 53(x,0) ~ w(x,0) = 0, p(x) = ggﬁ (x,0) -

_;'J

v(x,0) =0, xe30,. B

En e1 caso de que los datos w, v, g, no dependan del

tiempo, esto es, w:Q =+ IR, v:iQ +~IR, giodfl; +3Eﬁ, el prdble~

ma (6.20) toma la siguiente fprma

Encuentre 53:QxJ-+ R :

[l . . 9
en 2xJ,

- 0,

poh u, - D AAQ3 = - b ,

a,(0) = u*, q4(0) = vE, en %,

= 0, sobre 30yxJ, Lo (6. 21)
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En este caso el préblemal(6.21)'es_equivalente al problema
(6.20) si y solo si w:dRy +[R; vy ~ By

Wix) = 8,06,00, vix) = 282 (5,00, xeamy.  (6.22)

6.2 FORMULACION VARIACIONAL Y DE PRIMER ORDEN.

"“En esta seccidn presentaremos laslformulaciones varia
_lcionales, ﬁuntola punto, fuerte'§ clédsica o débil, asi co-
mo 1as'f0rmu1aciones de primer orden, asociadas al proble-
ma (6.21). Primeramehte, usando la definicidén de subdife-

rencial, escribiremos &ste problema en la forma:

Encuentre 63:QXJ-%IR:'

- *
~ DAAML, = - b, , en QxJ,

h G‘l‘l
3 04

Pot Y3

l_ -
Uy (0) = uf, G4(0) = vg, en 2,

¥
-t : .
Uy = 0"%53 = 0, sobre AN 1xJT,
F3(a3) = F,*H%(ﬁ3) = M, sobre 3Q:xJ, : r“(‘6_23‘)

Liagde Db(x:i)) =R,
Plv (e, £)) - Wi L(Eg(x,8))) >
| | (x,t)e 9QsxJ.

> = FlEy) {vix,t) ~ L(Ey(x,t)) )

Y ovlx,tle D(p(x;+)) =R,

Lc(ué(x,t)) = 0.
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A (6.23) lo llamaremos la formulacién variacional fuer-
te punto a punto de (6.21).

a COntinuaciéﬁ presentaremos la formulacidn variacional
global fuerte asociada a (6.23). Para esto consideremos los

- egpacios de Hilbert,

HE(Q) G L%(R) G HZ(Q)', (6.24)

Vi) =
V(Q) = L2(0,T; B*(R)), H(Q) = L*(0,T; L?(R)),{6.25)
W(Q) =

LveV(Q): viey' (@}, (6.26)

~ Bajo las definiciones,

Dy (@) = {veL?(0,T;H2(2)): = D*Ab eH®(Q)}, (6.27)
DO(Q}-='{veH2(m): - D*AA & L2(Q)}, o (6.28)
<'Pu,v > = &2— BAAu v 4, ue DO(Q), VEHzfﬂ), (6.29)
[Pa,v) = [I<Pu(t) ,v(£)>at, uedy (Q), vel(Q), (6.30)
<u,v> = fﬂu vag, u, veL?(Q), (6.31)
[u",v] = £§<p0hﬁ"(t), v(t»;&t,po, heL” (Q),
' - {6.32)
uelW (Q), vel(Q),

. T i*

[£,v] = [ < by (t), v{t)>dt,

o 3 .

| - (6.33)
b; £ H{Q), vel{Q),
3 .
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se obtiene la siguiente igualdad variacional asociada a la

‘igualdad en @, del problema (6.23),
3 N .
us€ w{Q} DO(Q).

[,v] + [Pg,v) = [£,v], & (6.34)

v ovelr(Q). | )

Obtendremos a continuaci6n la expresidn variacional corres-
pondiente a las restricciones de frontera del problema en

estudio. Primeramente observemos que el erraddr Dirichlet
' ‘ 3/, L '
yel (H*(Q), H 2(BQ)x H?(3Q)) asociado al operador formal

DAA ¢ L(Hi(ﬂ),.Hi(Q)) estd caracterizado por
8y
- : - au ¥
vu = (ygu, yyul = (u, 5 )eH (aR)x H*(3Q), ‘
i ‘ - : (6735)
¥ ue H?(Q),

3/,

y, el operador Neumann, 6eL(D0(9),(H {oR) x H%(SQ))'),

seglin (4.78), por

+

<u,yv> = [ Fo(u)yv A2 = f & (u)y, v dQ,
_ _ : (6.36)
u éDO(Q), ve H? (R).

Consideremos ahora gue la condicién de frontera sobre SQQXJ

sea de cortante con friccidn, esto es,
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L(uB} = YOuB’ F(U3) = F3(u3)r LC(U3) = Ylu3. , (6.37)
Definamos ‘a continuacién lcs espacios de Hilbert

v, (R) = {veR?(R): v = y,v = 0, sobre 39,

_ _ . (6.38)
Y,V = 0, sobre 3Qs}, :
. . ) } . .
V(@ = L%(0,T:v, (2)), ~(6.39)
W) = {VEW(Q): v'e VI(@Y,  (6.40)
'y las funcionales convexas j, : vl(ﬂ)-rlRuL+w}, !
3y Vi {Q) + RU {+2},
.faﬂaw(x:YOV)dQ, ve P(3;).
jl(V) = (6f41)
+ w0, v¢'D(jl),
(73, wenat, ved (),
0
I = (6.42)

+ o, V¢D(Jl),

con dominios efectivos

D(3y) = {vev (@) : ¥(-,ygv(-))e L (303)}}, = (6.43)
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D(3y) = (ve v1(@: J;(v(-))e LI(0,M}.  (6.44)

Por tanto, la inecuacidn de frontera global asociada a las

condiciones sobre la frontera del problema (6.21) es

- A .
u3€W1(Q) fD(Jl)‘ , ' . (6.45)

_levr—vJ1(§3)_i“ [Fytaz), vgv = voualyo , /

'f ¥ ve D(Jl).
Agui

. ' ' T — .
[33(u3?,y0u 0u3]893= ﬂ):gQBEb(u3){Yov - Y0u3}dxdt. (6.46)

i

Combinando la ecuacidn (6.35) con la inecuacidn. (6.46) se
i o '
obtiene la siguiente formulacién variacional global fuerte

del problema en estudio.

Dados g * h, DeLm(Q), bg e H(Q), F HEL {0,T; Lz(aﬂz)),
3
uk, v seV(Q) . encuentre u Ewth)r‘D (Q)r‘D(J )

[u3,.v—u3] + [Pus, u—u3] + J¥(u)'— Jl(u3) >
- [F (1-1 )IYOV_YO 3}89- + .[f‘rV’GB] ¢ ¥ ve D (Jl) ..r
3(u3) = F *H (u3) = H,

u3(0) = Uy u3(0) Vo

(6.47)
[
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Nuestro siguiéente objetivo es presentar la formulacidn varig-
cional clésica o Aébil de (6.23). Para &sto aplicaremos la

primera formula de;Green del operador formal del problema,

D AMeL(H(), Hi (2)), la cual estdi dada por:

<Au,v> =D f {bu &v = (1=v) [2u,12 Vi12 ~Ws11 V22~ U, 22 Ve11ll dx =
=D [ Auv a0 + [ Fyla)yyvdon - f *H v,V ag, (6.48)
Q A %~

.

ue DO(SB) , VE H2 ().

-De la 1necua01on (6.47) v (6.48) se concluye la siguiente for

. mulacidn clisica o debll de (6.23):

. . o o * ~ ~ |
Dados 1Y, h, DeL (Q), bo ,‘?, HeV'{Q), uO, VO €V, (Q),
— : V n . 1
encuentre ualewl(Q) ,D(Jl)'
|

" o | — . -1t -1
[ug, v-uzl + [Au, vfu3] +‘Jl(v) - Jy(ug) >

. o (6.49)
3 . . '
u3(0)-= u0 ‘ u3(0) = Vg J
Agui
[Au,v] = [ ‘< Au,t>dt, - - (6.50)
0 : _
(33 2 - fo b (Y v—y Bo}d 30
3,y YV=YUsl.  F - Fo{y, vyl 00, -
3 3 3%, 0 9%, 0 073 _
(6.51)

o ( n o
- (" [ H {y,v-y,u,} d3Q,.
0 TR, 13

f
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Desarrollemos ahora el caso en que la condicién de frontera

sobre 3N;xJ sea de momento con friccidn. Esto es,

-1 . -
L{ug) = Ylu_?:'

F(ﬁ3) =JHT(G

), | sobre 3@sxJ. ~ (6.52)

- |
Lo (u3) = vouy-

En este caso los espacios de Hilbert considerados son:

€«

Vo (R) = {veH®(R) : y,v = y;v = 0, sobre 3%,
yov‘= 0 sobre 90},
| | (6.53)
SV, = LA(0,T 2 V2 (Q)),
W,(Q) = {veW(Q) : v'e VI (Q)},
y, las funcionale§ convexas 32:v2(g; + RU {+=},
Ja:V,{(Q) » R.U{+®},‘COn dominios efectivos
D{j,) = {veVo () 1 ¥ (-, Tav(-))e L' (30s)},
(6.54)

D(3,) = {veVa(@): 3,(v(-))el* (0, },

estén definidas por:
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fin, V1R, veD (),
G vy = - \ - (6.55)

+ oo, : V‘fD‘(jz)r

T i wenae, v eD(J,),
I (v) = R | (6.56)

+ o, - VdZD(Jz)-

La inecuacién global de frontera para este caso es:

By € W, (Q) N D(T,):

(6.57)

.JZ(V)" JZ(G-3) _>_ FHT (1-13)1 Yiv - YIGB]QQS'
Ve 03,

donde,

' . T | ‘ . '
— _ -— . ) * ™ ‘ - —
.[*Hi(u3)’ Y1V wflunBJM3 = é fasstl(u:‘Hn? qu3}d 3R at. _‘(s.sg) .

La formulacidn variacional global fuerte correspondiente es: o
* ~ o~ . .
bados po,h;Dengﬂj, b03€H(Q), F, H €L?{0,7; Lz(aﬂz});

o) = n n
..ué, vg eV (Q), §ngueqtre u3ew2(Q) DO(Q) D{(T,):

N —

1 .'_, - ’ 1
[u3, v-u3] o+ [Qu3, v—u3] + Jz{v) ~ J2(u3).i

TS o |
|FALLA DE ORIGEN
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. 1 - | (6.59)
?ﬁz(u3), Y1V'-_Y1u3]8Qa +LE v-ud, ¥ved (3,),

v, su formulacién variacional clésica,

*

04

pados ey, h, DeL™(8), by , F, H e V' (Q),

ok ' - ‘
N :
Ugs Vg €V(Q), encuentre uze W D(JI,):

_n ot - )
[93, v-u3] + [4u3, v - 93] + (6.60)

: A - - .
+ J2(v) - Jz2(uz) > [dug, YV-YU3]BQZ+ [f, vfu3i,
4 vavtaz);

- k= *®
u3(0) = Ugs u3(0) =V

Las formulaciones pseudoinstantineas de los prleémas

(6.49) v (6.60) son:
Encuentre G3€w1(Q)rTD(Jl):
<ﬁ;{t);,§(t)nﬁ;(t)> + <EE (), v ()T (6)> + |
S (6.61)

I SR e o N o=

b O<E(E), v(t)-a;(t)>, v v ev(jl), c.t. te(0,T),

~TESISCON
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- * .l | _ *
u3(0) = PO’ _33(0) = Vgy-

Encuentre GB £ wz(Q)r‘D(JZ):

<ﬁ;[t), v(t)—ﬁ;(t)> £ <Aﬁ3(t), vtt)~ﬁ;(t)> +

F VIR - dpMup(E)) 2 By (e) v e vug (Rl gy,

{6.62)

F<E(D), V(E) - BL(E)>, ¥ g D (), c.t. te (0,T),

L

- _ * -t %
u3(0)_— Uy u3(0) = vo.

Las formulaciones de primer orden asociadas a (6.61) vy

- {6.62) son:.
_ oo N ‘ =
Encuentre u3ewk(Q) D(Jk), k 1,2,
U;(t) + MU4(t) 3 F(t), c.t. te(0,T),
donde, para k = 1,2,
u3(t) = {u3(t), u3(t)],
- o * * . ! - = ‘
Uy = [uo, VO}’ U3(0)‘= fp3(01, u3(t)],
. *3-
CF(t) = [0, £ (t)],

<ff(t);%xt);agft)> = <f(t),v(t)—a;{t)> +

{6.63)

c.t te(0,T)

l‘ (6.64)
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- —_F
+ <Bu3(t), ya{t) - yu3(t)>892’

y, para k = 1, cortante con friccidn se tiene que
_ =" - oy (6.65)
MU, (£) = [~Ug(t), AUy () + 8, (M (e, |
para k = 2, momento con friccidn,
-1 - -1 .
MU, (t) = [-u3(t), A u3(t)+ 832(u3(t))], 7 (6.66)

<EF(E), vIE)-Tg(6)> = <E(t), V(E) = G,(E)> +

- E | ‘
.+ <8u3(t), yv (t) T Yu3(t)>ag2' c.t. t E(O,T%.
“En la referencia [7] aamuestré que la forma bilineal sim&trica
.a:Vk(Q)ka(Q) '+ R, k =1,2, es seicoerxciva y continua,

Jg 1V (Q) ~+ Ru{+«} k = 1,2, es propia, convexa y semicon-
tinua inferiormente. De acuerdo al capitulo 2, el problema

de primer orden (6.63) posee una Unica solucdidn u.eC([0,T];

3
v (@), k = 1,2, ageLm(o,T; L2(Q)), bajo la siguiente regu-
laridad en los datoé,
% ‘ ) )
£e H(Q), £ eL¥ (0,7 ; L2(R) )
. * ; ¥ . i . )
ug £V (R), v, eD(3)y (6.67)

ey + 33, WEN 0 L2@F $ 9,

la cual es satifecha en los problemas (6.49) v (6.60).
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6.3 FORMULACION VARIACIONAL REGULARIZADA

Nuestro‘siguienté‘objetivo es presentar una regulariza-
~c¢idn, en el sentido del capitulo‘B, de las funcionales
Jp:V Q) = RU{+ =}, Jo:V,(8) » RU{+ =} y, por consiguien—
te, formular lqs problemas regularizados asociados a (6.61)

y (6.62). En la referencia [7] se muestran gue las funcionales

Jip V() R, JpeiVy(R) » R definidas por
. . ' 1te
hie ) = J 22) |y v | ax , e o,
3
(6.68)
1te
e = f o FEL tvvieo ] ex, eso,

regularizan a las funcionales jlzvl(ﬁ) > RU{+ =} y
j2:V2(Q) +-IRU {+ » }, respectivamente. Los gradientes de es-

tas funcionales son

<VJ

L) w = jag (519700 90) ¥ ()| “ygulx)a,

‘3
¥ we Vl(Q), e>0
' (6.69)

<vj (v), w = J

v o (519 7,0) g0 yyv ()| Pypwlxdax,

3

¥ we VZ(Q), e > 0.
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Los problemas pseudoinstanténeos regularizados, correspbndieg
tes a (6.61) y (6.62), son:

‘Dados £¥eH(Q) con £¥'eLl(0,T;L2(R)), uyEv, (R)

v eD(3;) con {(Aug + 33:(vg))al® ()} + ¢,

encuentre ulé eV1{(Q) con uieevl(Q), Uy € H{Q) : ‘) , (6.70)
< ulett),.v(t)>_+a(ulE(t),v(t)) + <3 (ag (£)),v(E)> =

-

= < () ,vI(E)>,¥ vel, {Q),c.t te(0,T), & > 0,

. . . * ' L
-918‘0’ = Uy ule(o)'* Yo

Dados £¥e H(Q) con £%'cr? (0,7;1,2 (n)), ukev, (2),
% .- :
Vg €D(32) con {(Auj + 832 (v3))aL?(Q)} # ¢,

| | | S .
encuentre uxe € V, (Q) con useel, {Q), uZEEH(Q)=

o - | | (6.71)
Sag (B, vIE)> 4 alu,c (£),v(E)) + <Vy (w4 (t)),v(E)>

= * | — ,
= SET(R),v(t)>, ¥ owe Vo (Q), c.t. te(0,T), € > 0,
' |
*

uZE(O) - uor uAE(O) = VO,

respectivamente y, los correspondientes sistemas de primer

orden:
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_Encuentre u;e

eUng)‘con u, eV, (Q), uleeH(Q):
U (E) + M, U (£) = F _(£), c.t. te(0,T), € > 0,  (6.72)

 01€(0) = Uy~

Bncuentre uzaevz(Q) con.uieevth), uzeeH(Q):
| \ 4

U, (t) + M, U, (£) = F(t), c,t, te(0,T), € >0, (6.73)

L2

o
Aqui,
U () = [ﬁke(t), uké(t)]} Ce.t. te(0,t),
: 1 . . .
Upe (00 = Ty (0), w (O], ‘ k= 1,2,
. o, ' . ) e > 0.
M Oy (6)= [ow (8), Bu(6) + V3, (a (6))]. |

Los operadores Mke’ k = 1,2 son, bajo la'regularidad supues-
ta en los datos, w-méximos mondtonos, con w > 0. Por tanto,

los problemas (6.72) y (6.73) poseen una Gnica solucibn

ke

ke k

'k =1,2, las cuales satisfacen, para k = 1,

u__e C ({0,T]; Vk(ﬂ)l} u ELm(O,t:Vk(ﬂ)), u EELf(O}T;LZ(Q)),
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- o
uls -~ %k u3 en L (0,T;V, (Q))'

— &
U, ~ fu; enl (O,T;VI(Q)),

© 2 :
ula , 5 en L (0,T;L°(Q)),

donde,ﬁ3 es la solucidn del problema {6.61).

Uy, & * Uy en L (0,T:V,(Q)),

: 0
Uy~ *'us en L (O.Tivzfﬂ))f

oe en Lm(o,T;L%(Q)),

donde, 53 es la solucidn del problema (6.62)

(6.74)

Para k=2,

(6.75)

 TESIS CON
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7." METODO DEL ELEMENTO FINITO

ET objetivo de‘este capitulo es constryir una aproximacidn interna de los

~ espacios (vl(Q), Vl(Q)), (VZ(Q) Vo(Q)), asociados a los problemas de placas
del capitulo anterior, med?ante el método del eTemento finito. ‘Primeramerite
presentaremos este método como un procesos sistemdtico para construir subespa
cios de dimensidn finita de Vl(Q) ¥ VZ(Q), este proceso estari caracter1zado
. por tres aspectos bdsicos los cuales 1lamamos MEFI1, MEF?2 y MEF§ Poster1ormen
te describimos tres e]ementos finitos, Argyris, Bell y Bogner-Fox-Schmit, .con ‘
los cuales construiremos d1chos sdBeSpac1os de d1mens1on finita, en los cuales
1os tres aspectos basicos estin presentes. Se presentan tamb1en a1gunos resul
tados de 1a teoria de interpolacign, [ 4 I, para familias afines y cas1-af1
nes de elemento finitos, mostrando, ademds que famifias de e]ementos f1n1tos
formada de elementos de Bogner Fox-Schmit son afines y familias' formadas con
elementos finitos de Argyris G Bell son casi-afines. Finalmente, usando los
resu]tados de errores de inteﬁpa?acién (41, se construyen mediante los e?emen
tos finitos antes mencionados, aproximaciones internas de (V Q). VJLQ)) y

(Vo(0), v,(Q)).

7.1 CONSTRUCCION DEfsuBEspAcros OE DIMENSION FINITA,

El obget1vo de esta secc1on es presentar el Metodo del Elemento Finita co
mo un Proceso sistemdtico para construir subespacios de d1mens1on finita de es
pacios de Hilbert como los definidos en (6. 38) y (6.537, Tal construccion esta
‘caracter1zada por tres aspectos bas1cos gue Iiamaremqs MEFI, MEF2 y MEF3, Tos

cua]es describiremos a continuacion;

MEF1. 'E1 primer aspecto bisico es establecer una "triangularizacign"
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fh' sobre el dominio & C R?, el cual serd supuesto poligonal. ﬁsto
gs, el conjunto & es subdividido én un nimero finito de'subconjuntos
E, 1lamados elementos finitos geométricos, de tal mahera que se satis.

faga

i) E C R?, cerrado, con interior no vacio y
frontera Lipchitz continua,
i) &= U E,
| EETh . ‘
[+] Lo
i) ¥ Elo EZ £ 1h distintos, . Eq fi Ey = ¢. Ademas,
3E; 0 3E2_ es un vértice, o una cara, comin a E,

y E2.

Una vez que la triangularizacién es establecida sobre el dominio t; se define
el espacio Xh, tlamado espacio de elemento finito, el cual es un subespacio

de dimensidn finita de funciones f : fi> R, esto es,

X, CUF:8+R v

i

Dado el espacio X, se definen los espacios,

Vh = {Vh e X ¢ vy sat1sface las condiciones de frontera (7.3)

tipo Dirichlet homogeneas del prob]ema}

A través de hipitesis en los espacios Pes E € 7' se Togrardn. las inclusiones,

C VI(Q), vy, € VZ(Q).

h h

THSES O]
[j‘ALLA DE ORIGEN
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MEF2 ET segundo aspecto bdsico del elemento finito es, que los espa
cios PE’ E e Tps SOR espacios polinomiales. Esto es, son subespa
cios de espacios de polinomios & de espacio de funciones cercanas a.

ellos.

MEF3 Existe al menos una base candnica en el espacio X cuyas
correspondientes funciones base poseen soporte "pequefio”.

_ _ ;
A la terna formada por (E, PE’ EE), donde,

te

m
il

Elemento finito geomékrico,

E1 subespacio definido en (7.2),

-U .
11

s
|t}

E {q')_i, 'i=1,2,.:.N3 ¢_i £ L(PE’ ]R)}a

es el conjunto de grados de libertad del elemento
finito, el cual se supone que es Pp - unisolvénte;

esto es, ¥ a;e R, i=l,...N, existe pe P
6:(p) = oy, I (7.4}

la definiremos en general como un elemento finito.

‘Observacidn 7.1. Obsérvese que si p e.PE, entonces,

o € R, 1S4i%N, (7.5

donde,' ws € PE’ ‘159 sN, son ]1amadaé‘1a5‘funciones hase de] e1emento fini -
to. De acuerdo a 1a Pz-unisolvencia de ¢ € L(PE,TQJ, 1 5-j <, se ohserva

- que

i(p) = ay = oy oslwgd, IS i5<N, - (7.8
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por tanto,
.= S . . -S ' ‘ .
¢J(w'l) (SJ'I’ 1 1,.J] N, ' . (7.7)
1o cual implica que las funcionales ¢j'e_L(PE,R), 1% j s N, forman una base
del espacio dual de PE'. B |

~ Presentaremos a continuacidn algunos elementos finitos, mediante los cuales:
' . . b
construiremos subespacios de dimensidén finita, de los espacios Vi(ﬂ), Vz(ﬂ),
definidos en (6.38) y (6.53).

7.2 ELEMENTO FINITO DE ARGYRIS

Presentaremos, primeramente, el elemento finito de Argyris, el cual estd

definﬁdo,‘segﬁn la seccién anterior, mediante la terna (E, PE,-EE), donde,

i) E C R*, es un tridngulo de'vérticeslial, A5 33 ¥ puntos ‘me

!

dios 195 349 y 535 segln se muestra en la sjguiente figura:

Al conjunto




4

lo 1lamaremos el conjunto de puntos nodales de E,

Si1) P

T

i) _ZE

‘¢j(p)
| ¢1(P) =

4(p)

il
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PS(E) = {p:E+B?: p es un polinomio de grado.

S5 en dos variaples}, '

.{¢r e L(P,R), 1€ v <21,

1t

ap

<q%
(&1_32, 4"] ‘6;

1

9P <ks
By (k-gle TS

= 3%p. 108 57
¢, (P) Ny (3, _g)> 10%m12,

2
28 (a 13sn<15,

o (p) =
T e

n_lz’) »
N '329

_2
d19(P) = 5 (ay,),

a .
¢20(p) = '3‘% (323) N

Cap
¢'21(_P) "‘5% (.‘3-13) }

(aq;ls), 1659518,

(7.9

(7.10)

Las funciones base de este elemento finito estdn dadas.por el conjunto -

N P 4 5 6 o
. twas wOE’ wﬂ.’ wu.’ UJ&: w()l’ wa, 1‘5.@43}/ C PB(E)':

3

- (7.11)

7RSS CON |
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cuyos elementos se determinan al resolver, segiin (7.7), los siguientes sistemas

de ecuagiones:

1)

- < < 4.

¢j(m0!,) = wOL(aJ) = Gdj°
_ 3(»&
¢‘| (w&) = g)'("i' (.31_3). = 0,
d)k('wu.) = ‘5“)(‘;‘5 (ak-ﬁ) =0,
Szwu
¢m(-woz) = v (am‘_g) = 0:
3)(1 S

Bzwa
tyly) = 7 (3 _gp) = O
| 2
2

‘.a.w.
, Coal, o
_ : awa |
4duy) = 5n (ag2) = 0,
Bma '
dg0ley) = g7 (2g3) = 0,
.awa :
¢21(th) = S (313) = 0,
i
wl e PS(E),
¢j(wi) = wi(aj) =0,
1
.. oW
1, _ [v% _
log) = 5 (Brog) = 8y(103)s
1 | .
)
1, _ o _
(bk('w(l) - 3)(2 (ak-G) Os

(7.12)

TESS CON
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Bzwl
1 o 0
(w ) = : (a . ) s
¢m o Bx% Im 9
21
W
dplig) =~ (ag.10) = O
axz
21
9w ,
1., _ o 0,
¢qﬁwa) 3% 9%, (aq-ls)
' 1
"
1
dyglog) = 5 (212) = 0
1
S
1 ‘ -
dpleg) = 5 (323) = 0
1 dw_ :ﬂ
dp1(ug) = 5w (agg) = 0
W € PS(E);
2 2 -
¢J (wu) = w{!.[‘aj) = 0,
é ng 0
dylwy) = E;Ita]_3) ,
2 8w§ 5
o) = 3%, (6! T Palk-6)’
2 _82w§ ( ) =0
0y = 'g;g” -9 :

2 azwi 0
¢n(w0l.) =-“_g;§— ".an 12) »
22

dw

2 o ‘
¢q(wa) 'éx13x2 (aq-]S) 0,
2 ‘
W
/4 _

q}19(:%&)- B;} (312) 0,

Bwi )
bpglwy) = 5 (3g3) = 0

105m512;‘

13$n%15,

1654518,

105m<12,
13%5n<15,

165q=18,

{7.13)

(7.14)
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¢J(U33) = wg (a‘]) =l03
3 3"52
¢1(wa) = 5;; (61_3) 0,

3y _ T Ta -
'¢q(wu) ~ 9X{9%y (aq-15) =0

W3
3 Wy :
b1gluy) = 7 (agp) = 0
' 3 Bwi
baoluy) = 5 (2p3) = 0,
.3

‘ 3y, Wy
bp1leg) = (8g3) = 0.

4
wq £ PS(E)’

4y _ & Z
¢J(w0t) =W (a') - 09

4y _ o, P
blug) = 557 (230 = 0,

. 10sms12,

(7.15)

- TESIS CON
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4 BQi _ | s
?k(wu) = EEE'(ak-G) =70, 75k=9,
opley) = —* (8 o) = 0, 10%ps12,

h 3)(1 : . ‘
24
¢ (w)) = w3 (a,_1p) = Su(n-12) 135015,
2

.4 ‘ 32&3 ) ' <J<
&g (o) = Ty (ag.15) =0, 16%%18,
. 4l Bwi » .
d)lg(wa) = "Eﬁ'" (alz) = 03 '

. 4 ._ 8&2 . V
bagluy) = p (ag) = 0,

4 3w2

Wy € PE(E)s 15023,
By _ 5 A s

qu(w&) - wu (a.]) = Os : 15353, .

‘ 5 : a“’z T - N <.<

‘ (b'l ('w&) = ‘5‘5("]-" -‘81_3.) = 0, - 4--1-—6,

5 awg i o ' <
¢k(woa) = *ﬁ; (ak-G = 0, 7-k§9,
tnlug) = =3 (a,9) = 0, 10sms12,
5 szwg
dlug) = —7 (3y_3p) = 05

_ 3x2

32w5

B2y e .
¢q(wq) - 3x18X2 (aq_ls) = SQ(Q-JS)’ 16‘q-18?

13%n%15, - r'“

(7.16)

(7.17)
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8w5
5., . a =
b1gluy ) = 55 (27p) = 0,
5 | 3“’2 '
¢20('w0£) = "“a“ﬁ“‘ (aza) =0,
5 .ng
bpylwg) = —5n- (ag3) = 0.
w® e PglE),
6, 6 _
d)j(w()l.) = wO(. (aJ')" Os
6 ng | .
¢1(wu) = 5;; (aj—3) 0,
6y ng
¢k(w0¢) -B_XE (ak_s) =0,
6, 32“’@ |
¢m(w0L) = —8‘}?" (am_g) 0,
1.
6. azwﬁi
o) = 52 ) =0,
6\ _ azma
¢q(wu )-'Bxlax ( q;ls)
6 h
oW :
: 6 1 _
$1901) = 5y (agp) = 1
. . 6
3w, |
6 1 -
boolur) = ga (853 = 0y
é awﬁ:'
b21007) = 5 (agg) = 05
6 .
oW’
6, _ T2 _
¢19(w2) = "'é‘ﬁ" (alz) =0,
6.
ey
6 2z
¢20(w2) = _8“1,';"" (5-23) 19

75k<9, .
10sm<12,

13<n$15, -

4
(1.18)
" TESIS CON
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1]

¢21(.wg)'

B
¢19(w3)

6

bpg(03) = %5

—
at)
—
™
—
L

(a,5)

(als) =

- 182 -

}

Observacidn 7.2 Obsérvese que €] elemento finito de Argyris puede ser definido,

como una forma alternativa, de la.siguiente manera:

i)

34, 8.5, 86, |

do

@

E C R?es un tridngulo de vertices

como se muestra en la figura:

a1s 895 B3 Y phntos medios

TESS CON
FALLA DE ORIGEN

ET correspondiente conjunto de puhtos nhodales buede ser escrito en 1a forma’

donde,

nfa

i

N
e o

e E

M=

s as,aﬁeE

NVE U NME’

a es un vértice de E}

s 35 3
entre a; ¥ 235 3 y Py a2 Yy a3, respectlvamente}."

(7.19)

(7.20)

son los puntos medios

(7.21)
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A los conjuntos NVE y NME" de cardinalidad Card NVE =3y CarvaM = 3, ves’
~ pectivamente, los 11amaremos el conjunto de vértices y el conjunto de puntos

medios del elemente finito E.

i1) Pp = Pg(E), S . ) (7.22)
| ' ' }
‘donde, _ o |
- ' ' . ]

. _ <, < .
ZEQ - {¢1 e L(PE,]R) » l-'n'-CaY‘d NVE .
0:(p) = plag)s ;@ NVE}’
I =-{¢% e L(PE,HQ)ﬂ lsiscard'NVE :
Colio) = 22 (), a6 Nl
$p) = g (35) 25 e NVE}’
Zpa = {¢f e L(P,,R), ISiScard Ny :

E(p) = 2 (o), 2y € Mg,

Icn = {q)%l € IT('PE’]R)’ 15iscard NVE : | | o } (7.24)
4 '
11, y .3
¢'1 (P) - ‘a;g' (.a.i): a'i £ NVE}:
~1

Zpz * {¢§2 £ %(PE,B?), lsifcarq Nyp *

22 , )3 3
¢~i (p) =_B' (a-i): a.i € NVE}:
2 ‘

" TESES CON
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ZEJZ =

——,

12 ‘ s T
97 € L(PE,R), lslﬁcarq Nyg *
o1 (P) = gxoan, Brd> 3y € My

'EEn = {(f)? € L(:PE:R)'Q Cal"d NVE-{'ISiScar‘d N\;’I‘:-l-(':ay‘d NME:

¢'-:(p) ="§% (a'l)’ shey a'l € NME}'

b )

Los sistemas de ecuaciones (7-12)-(7-18), de los cuales se determinan las fun

"

- ciones base del elemento finito, se puede expresar también de la siguiente for

ma :

1) Wy e'PS(E), | 1siscard Myg: o )
¢](w-i) = w.i(a'{) = 6.”3
| o B0,
1, 71 N
¢'| (‘w'i.) = ”ﬁ"f \(.:.a} ) g,
. B
4 e b fa) =
brlog) = 5, (o) = 0
ot (w:) - €2®1 (a;) =0 1515 Card Now, | é
1 b
2
W,
22 _ i -
¢] (UJ.I) = ; 7. (a]) =0,
*2
.
. 9w,
12 i
b7 (w;) = (a;) =0,
[N A Bxlaxz 1 )
n _ oy i €rand o a
¢J.(m1.) = -gﬁ—(a‘]), Card NVE+1_ j=Card NVE+C§Pd NME.’

TESIS CON
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2).

3) of e Pg(E), 159SCard

1
w3 € PS(E),

- 185 .

£3<Ca; :
} i Card\NVE:

"

. 1 ) 1 ' . )
¢'[(w-i) _w..i (a‘[) - 05
' 1
¢1(m1) = ..a_u.’.'_i.. (a )'= 8
1Y Bxl 1 il?
1
o
653 = 5 (o) = 0,
2 1 o b
9wy o
1,1
07 M i) = —t (a;) = 0,
BXI -
22 s
4% wi) = —> (a)) = 0,
1 K ox.,
2 '
L9 Wy
12, 1. _ i .
¢]_(wi) “lggzggg (az) = Q,
N ° K J
¢n(m1) = EE%-(a ), Card N
[ R TR L VE

vE!
’
2 ' ]
¢](w1) = UJ_I? (a'l) = 0:
2
o g .. O
2, 2y _ i -
(:l)-[ (U).I) = "a“)q (a'l) Os
2
g, .
2, 2, ¥ -
Pytug) = SIE'(aI)“611’ (
a?wz |
$1M6E) = — (a) = 0,
sz ‘
..‘32(32 e
(bzz(w.’z) = _""':2”'1‘ (a]) = 05
1 X,y

+Card N,,..

<2< ‘
+1-J-Card‘NVE ME

r

(7.26)

(7.27).



-‘VIJS 15 Card N

. 32w2
12, 2 T '
b (ws) = (aq) = 0, I
1% 09X, 09X, 1 J
o 8m2
bt
_ ¢ G» ) e (a ) = 0, Card NvE+ISJSCard NVE+Card N

VE?

<
+1%j<Card N +Cavd NME‘

YE

N1 . ‘
4. wi’ € PlE),  ISiSCard Ny,
¢'| (w:}l) = }1 '(.a].). =Q,
. autd
¢1( ) BXJ (3,1 = 0,
wil
o2ulh) = 5 a1 = 0,
! 9%y
a2 1
51071 = (ag) =&y,
211
SR I P
1 : _
628 (wih) = —k (ay) = 0,
o 9%y -
)1y b
1 oy
$7 (Wwi7) = e (8] =70,
R 9X19X, 1.
11
11 ,'
| J } La ), Card NVE
20 cim
22 2 ' N
30057 = o5 (a) = 0,
022
01085°) = 3 gl = 0,
2
,-.¢]( ) = 57— (8] = 0,

ME®
~J‘

\ .

. "

.

(7.28)

(7.29)



. 2 22
R I
09X - -
01
22, 22 Al
877 7)) = — (a,
%
o a®
ac i) - wmg

Buws e
22 i
d)J( ) = 3” (a.}}
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} =0,

Y= 8,

) =0,
)

/

0, Car‘d N +1< 3Card N, +Card N

te

*

6) wie Pg(E),  1SisCard Ny,
12 12
¢](.w.i ) = W "!(31) =0, I |
it
12, _ O }
(b](w ) = W(al) 0,
o2
o2 u; 12) - = ;@) =0,
242 L 1
12, 9wy
(w ?‘ 2 (a ) = 0,
o |
) .32442
‘sz(wlz = —Jd (a,) = 0,
1 sz - .
‘ 2
- ,2 12
(w ) = axlax (31) = 8. i1°
J B
12
n, 12,

‘(a .} =0, Card NV+1 j=Card N +Card N

< Card N,,~,

~VE ME*

VE

J

Mﬁ'} -

N

(7.30)
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7) w?E:PSLE), Card NVE+15j56ard NUE+Card Nygg » : ,}
Ny _.n -
flug) = aj (3 =0, I
l, n ng I
o7 (0] = %, (ay) = 0, |
‘,awr.l ' a
2eny =0
4y (wyd %, (a’1) , y ool
, 20 L1 s s Card Nyps [ (7.31)
1, ny _ h| _ ' ' ‘ o
¢y (w;) = (a;} = G,
2 n
3wy
22, n o
67 (ws) = —5=.(a;) = 0,
173 Bxg q 1
2 n |
2w,
12, n L Jd - n.
7 wy) = mows—(ay) = 0,
173 Bxlafz 1 J
Nl = Eﬁg-(‘ ) =8,., C & N, +15k3Card N, +Card N o
bleg) = g (3 = G5y Lard Bygrlzk-tard Hygriard Sy - | m

7.3 ELEMENTO FINITO DE BELL

Presentaremos ahora'el elemento finito de Bell. En este caso'la terna

(E, Pp, Ip) estd dada ppri

i} EC R* ;' Tridngulo de vértices a,, a,, a; -segln se muestra

en la figura 4 ‘ ' a

03‘

'..I%ﬁHScmuv :
FALLA IHE ORIGEN
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ii) P'E‘ = Pé(E) = {p £ PS(E) : g% € P3(AE') ' ‘ (7.32)

¥ card E'C E}, dim P} = 18.

i) 3 = s, o LPLR),  15r18:
6,(0) = play), 15553,
.. ‘ j
0(p) = 5 (ay.5), 45156,
b (p) = 5?;?5 R R o (1.33)
¢m(p) = l_axz (am_g)s : 10"]1]-].2.,
. 1
2 <
' = <
9,(p) = 18%123 (3, 1p),  13ns15,
%2
2 R
blP) = %13y (2g-15)+ 16{q§18}'
_ ]

El correspondiente conjunto de puntos nodales del elemento finito geométrico es:

= Ja. e, asisst o
Mg = {3; ¢ B, 1153} | | | (7.34)

Ademds, segin [ 4 1,

CTESSCON |
_.J‘"P4(_E),CP§(_‘E1. ' | FALLADE ORIGEN (7.35)

lLas Ffunciones base correspondientes a este elemento finito estdn dadas por el

conjunto,

ol 1 203 4 5 4 S
B {Qa, Wys Wys Wy Wy 0o, 15053 0 PL(E), (7.36)



- 190 -

las cuales se construyen de manera idéntica a las funciones base del elemento

finito de Argyris.

7.4 ELEMENTO FINITO DE BOGNER-FOX-SCHMIT
ET elemento finito, cuya terna satisface que

i) E CIR® es un rectingulo de vértices al,‘az, 835 a5

segiin se muestra en la figura

te

-

94 : & s

aq E— " ‘ — 8

02
- .E1 conjunto de puntos nodales correspondientes es

- &E ='{§1, 855 g a4} CE. - | ‘-_, - (7.37)

| i) PE = QS(E) ='{p_; E+ R: pes un polinomio, en dos o
‘variables de grado 3'3},' : - {7.38)

dim Q(E) = 16.

111) Zg = {¢j ? L(p3(E),HQ), ‘1515;6}

¢k(p)=-§§1-¢ (a, 4}, 5%s8, | o (1.39)




¢ (P) = (a] 8’

2

- _9p. :
¢ (p) -5;(1—35—5 (2127
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951512,

135m516}.

J

-es ITémado elemento finito de Bogner-Fdx»SchmTt.

Las funciones base de este elemento f1n1to cuya construcc1on es s1m11ar

a 105 casos anteriores, estan dadas por el conjunto,

B = {m , o)

o' ot o

W, w2, 15a54}.. |
o

*”

(7.40)‘

‘Observacidn 7.3 'E1 conjunto de grados de Tibertad del elemento finito de

Bell se puede definir, como en el caso del elemento finito de Argyris, de la

siguiente manera

donde, siendo a. e Ny,

fgo = {46L(PL(E )R,

2E22'= {¢§2eL(Pg(Ek),R),

ZEIZ = {¢%2€F(Pé(Ek)sR)$

| I = EEo U'ZE? U ZE? U ZEH U ;EQ_U z

EE

1%i3Card Ny, ¢i(p)=p(a1)},

1=i Card NVE” ¢i(p)"axl (ai)}’

1<isCard N

- (a )}

VE® ¢ p)

<1<
13i=Card NVE’ )

Bxl

2
sz.
4
9P

. <
15iCard N VE* ¢ (p) Bxlaxz

11(p>~—~i°- (a, )}

_ 2
1%isCard Nygs ¢22(p)~§—9-(a )}

(3;)}. |

—
~4
o
o

(7.41)

)
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Aqui el conjunto Ny, de cardinalidad Card Nyg = 3, estd definido por

N

VE = {a e E : a es un vértice del elemento finito geométrico}.(7.43)

Similarmente, para e1'recténgu]o de Bognek-Fox-Schmidt, el conjunto de grados de

1ibertad queda definido por:

donde, para a, € NVE’

-

e = {67 ¢ LQEELR),  1€isCard Ny,
¢; (p) =ip(a; )},
Zgl = {¢11 € L(,Q:3‘(.E),'1R).= - 1SisCard Nyg,

p) = 22 ()},

o o . (7.45)
w2 = {of < L(0(E). ). I5§%Card Ny, |
W2(n) = 2P u
¢.I(p) - 3){2 (a.l)}:
712 = {¢12 e L(Q4(E),R) 15iSCard N
E j 3(E):R). VE®

1

_ 2
¢%2(P)ﬁ='§§§52§é (a.)}.

4

ET conjunto Ny estd definido como.en el caso del elemento finito de Bell.

1
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7.5 CONSTRUCCION DE ESPACIOS DE ELEMENTOS FINITOS.

' '
Procederemos a cont1nuac1on a eJempT1f1car med1ante los e]ementos finitos

presentados anter1ormente‘ la construccion de los espac1os de elementos f1n1tos

X, . - Primeramente construiremos el espacio asociado a una "tr1angu1ar1zac1on

h‘
. realizada mediante el elemento finito de Argyris. Supongamos que tal triangu
1ar1zac10n satisface el primer aspecto basico que caracteriza al metodo del e1e

mento finito, MEFl. Definamos a cont1nuac1on Tos conJuntos. /

Ny = {a e RZ: a es um vértice de un elemento finito de

 la triangularizacién Th}.. ' (7.46)

NMh = {a e R?: a es un punto medio, entre dos vértices,
- de algin elemento finito de Ta triangula = (7.47)

' rizacién Th}’

de ‘cardinalidad, card Ny» card Ny, respectivamente. E1 conjunto de puntos no
dales de T, se def1ne como

i
Ny =

b

Nyp UM " (7.48)

"su correspondiente cardinalidad es

. ©(7.49
c_agd Ny = Card NVh+ Card Ny . R . )

_Supongamos ademas que en tal triangular1zac1on se numeran primeramente. 1os vér

‘t1ces y posteriormente 1os puntos medios. ET espacio de elemento f1n1t0, Xh;

asociado a tal triangularizacidn serd tal que:

o TESIS CON t
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- 194 -

Xh C{f': Q-+ R : flEj > PS(_Ej), Y Ej € Ty } (7.50)

El conjunto de grados de libertad de la triangularizacion estd dado por

. Xh = Zhg U Zhl U Ehz U Zh:;u U thzU Zh-lzp Ehn, (7.51)
donde,
Zpo = {@i e L(P5(E,),R), - 1SisCard th: }
¢.i(p) = p(.a.i)s 31 £ NVH.’ Ek € Th}» '
5.1 = {el e L(P.(E,),R) 159<Card N, :
h 1%i & B R vh*
¢1 (p) %-@E-(a ), a: € N E"e T
i axy il % T Ny B E Thfe
2 e e L .
zhz = {"’1‘ € L‘(sz(Ek),]R),- ~ 1si<Card th.
o2(p) = 2B
¢’.i(p) = sz('ai)’ a'i S st Ek € Th }s
511 = {q;” e L(P<(E,),R), 15i%Card N ,:
h Py B RgE LR vh'
'¢11='2‘(a)aeN E. e, b, {
e A i T T VA [ (7.52)
_ 1 - : '
.22 = ¢22 e L(P-(E, },R) 151"5Carld N o
- i APBAER /53 vh*
22, v . 9% - | -
(1).[ (p) = 2 (‘a'i)’ a'i & NV’ Ek € Th}s ,
ax2 p—
. - 12 . 2 <o . o
7,12 {¢1. € L(Ps(Ek),nz), 15i%Card N, : §E§ e
12,y o % ) Vi
4Pl = e (aghs g e s Be Th}’ %.ﬂﬁ
Eﬁ‘
B
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PN % 1159 <card :
In= l?i sL(PS(Ek),R), Card N i+1 J Card th+Card Nyn:

n o : N
¢.|(P) - n (a-'l)s a.I £ NM: Ek € Th}. J
De acuerdo a las expresiones (7.51) y {7.52), se observa que

| Card Z,, = 6‘C§rd N Card Ng: ‘ (7.53)

‘ 1 : b '
La base del espacio de elemento finito X,, estd dada por el conjunto, de car

dinalidad igual a Card £, siguiente.

_f 1 2 11 22 12 n
B = le, Wys Wi W5 Wy Wi wi N

1515Card:NVh, Card NVh +.15j$Card NVh + Card NMh}'r (7.54)

- Los elementos de B son 1lamadas funciones base globales de 1a triangu]arizg

cion Ty Tas cuales se determinan al resolver los siguientes sistemas de

ecuaciones:
1) wye X _1%isCard NVE,
Copleg) = wylag) = 8y, P .
W T epm— = . .
o)~y (o) {FALLA DE_ORIGEN
Jw. )
o1lag) = 55 () = 0,
. azwi ‘ I
87 (wg) = —5 (a;) = 0, f 1515Card N, 1 (7.55)
2 .
9w
22 T
( ‘) g (a ) = 05
Gy \w .exg 1




2)
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2
12 _ P w.]
d}'l (w-]) Bxlax (31, 0,
n 2 '
¢j(w-i) - T(aa)s CaY‘d NVh"'lSJ'SCaY‘d NVh+CaY‘d NMh.
1 ‘e |
wy € X5 - 1%i3Card Nyp s
L, .1, )
o1(wy) = wi (3;) =0,
#1(ul) = E(-”—%( - !
1'% 9% ay) = .10
S 1 -
oW :
2, 1y _ i
¢](mi) 5;; (61) = 0,
21
11, 1, _ 905
o7 (wy) = a,) =0, <18 : :
1 i 3x§ .( ]) r 1 T.Card NVh?
07%w) = —5t(ay) = o,
_ oy
2
2 .
3w,
12, 1y i '
9y (wi) = B[ %, (a,) =0,
- J
3m? e :
$Mwl) = 1 (a;), Card N,, +1%5<
M an- 29§/ ypti=i=Card NVh+ Card NMh‘
¢2 X <ig :
i € A %-1-Card NVh’
¢'I(UJ§) = m? (a_]) = O: - ' . T'ESIS CON
B FALLA DE ORIGEN
W, R
j _

12, .
‘b](wi) "é'x_ (,'a]) = Q,

15]$Card th.

i

1
Q2
>
—_—
.. U
e
!
-
Ed
-

(7.56)

.(7.57)



11, 2

It

¢%2(w§)

12,

91

012 (wit) =

n, 11, _

22
Wi e Xh,

b, (03)

¢1( w3?)

2) ="~'—~——-—-('a1) = 0,

22( %1) N

AWy

" 1<i<Card N

29

= W,

T

[an)
—
.
fatl .
—_—
. L
1
O
-

1 < ' :
—sﬁ—-(aj), Card Ny, +13j3Card N, + Card Ny .

(

22

..oy,

Wl
®ax () = 0,

—
jo]
—
LS
n-
fam )
-

J-

L) o= <3< . J
a.,) =0, Card NVh+1 ; Card NVh+Card NMh' j
4 .

gig
lsisCard NVh%,

-

a']). = Q,
=0, .

=0, _ 1S15Card N

—
-
—t
—
|

Vo' N

-
e}
—
el
1

= 84ys

Yh

Vh?

- TESIS CON -
| [FALLA DE ORIGEN

a,[) = 0,

(7.58)
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e
duy -5 o
e
011wt = *5;%f-(a1> =0, |
.BZw?Z
058 (%) = Bxé (ay) = 8415
9%ul?
0 wit) - axla;2 (a)) =0,
2w’?
¢3(w§2) *
ol e %, 1sisCard Ny,
¢](N$2) = wi (ap) = 0, \
il
ph(wi?) = '3;1 (a;) = 0,
aw;l‘z |
oluy’) = i (o) = 0,
‘ .32Q%2 :
01 (g2 = g;% (2) = 0,
| 52wl
622 (i?) = 5 (o) - 0.
X2
, 32;%2.
617 (wi%) = 3*1;X2 (a7) = 895
r I

351 24) = —i— (85) = 0, Card Ny, +1535Card Ny, +Card Ny .

j\ey an

: (aj) ="0, Card NVh+15j5Cdrd NVh+Card NMh'

<< L
1-1 -_Car‘d NVh, ) »

<1< s ] '
: 1v1-.C§rd NVh’ | }

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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(7.60).
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7). wfe X, Card Ny, +1%35Card NypeCard Ky,
fb-l(wg) = mg (a‘]) = 07
n .
oW .
1p0y _ dday =
¢-l ({UJ) " axl.(.a]) 0,
. qu :
2, My o ( =
97 (w;) Ty (a;) = 0s
: s
- 2n ‘ :
¢11( ) = E_fi.(a ) =0 | 161 Card N (7.61)
% ol ’ { tard fyps - M
Xy . .
z2n
3y : . o _
¢%2(w2) = 3 23 (a']} = Os' '_ '
X
72 .  TESIS CON
o FALLA DE OR
- .
‘¢E(w2) = —aﬁj'.(ak)' = 5jk.= Card Ny, +1%ksCard Ny +Card N

/

Sea ahora una tr1angu1ar12ac1on, Ty realizada con el elemento finito
de Bell, la cual satisface MEF1. E1 conjunto de puntos nodales de ]a tr1angu

 larizacion serd en este ¢aso

Ny = NVh = {a ¢ R*: aes un vert1ce de un elemento ' - (7.62)

finito de la tr1angu1ar1zac1on Th} |

E1 espacio de elemento! finito  Xg, asociado a esta triangularizacidn serad

tal gque: ' |

_Xh C {f..,: g R: flEj £ 'P%(Ej-), ¥ Ej £ Th}.l’ | - (7.63)
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El correspondiente conjunto de grados de libertad es:

Xh = .zho U Zhl U -Ehz U zh.ll U Z_hzz U Ehlz [} ' ,(7-64)

donde, para 1%iSCard Nps a5 e Mo By e fh’ se tiéne‘que

Tpe = {0y € LPJELLRI: 4,(0) = play)}e
Bl = {0] = LP(E) R 4(p) = o (27},
2 2 = 2P
B2 = {6 e LOgED R of0e) = 22 (),
o[l 11, - 9% -
it = {0}l e LPyE LR o) = 2B (a)) b (7.69)
‘ ‘ axl ) :
22 22,
zh22,=_{¢1 e LIPHE LR o%(p) = 2B (ai)},
, 3X2 .
S - )2
532 = {0 e LR R o0 = i (ay o)
La cardinalidad de Zh en este caso es,
Card =6 Card N,.  (7.66)
" E1 conjunto,
i} 12 11 22 12 ... | | -
B = {wi s Wi Wis Wi Wi, wit,  1fi%Card Nh}’ : ‘ (7.67)

_cuyos elementos, 1lamados funciones base globa1es de Th Y Construidas de mane_

ra 1dent1ca al caso del elemento finito de Argyr15 forman una base del’ espac10

“TESIS CON
{ FALLA DE ORIGEN
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‘ Xh; cuya dﬁnensT6n.es igual-a la cardinalidad de Zpe

Finalmente, supongamos que la triangularizacion, Th's " la cual satisface
MEF1, se realiza mediante elemento finitos de Bogner-Fox-Schmit., E1 conjunto

de puntos nodales de Ta triangularizacidn es

ﬁh'= {a £ RZ: a es un vértice'de un e1emehto finito de la (7.68)

triangularizacion T&}.
ET espacio de elemento finitog Xh’ correspondiente.satiSface

thC {F: a-R :fIEj

ET conjunto de grados de Tibertad de Ty estd determinado por

n = Ipo t Il zh_zf 12, : o (7.70)

donde, para lfiSCardh%}%:sNh, Ep € Tps

B = 405 ¢ LQELRE  5,(0) = plap},
5,1 = {q;} € L(_QB(Ek),R): | d)_}(p) =%9I .(ai)},_
| n | - 3 (7.71)
R G NG R T O RS XU |
12 } 12 - 9 '
3,12 = {017 & L(Qy(E, ). R R orllo) - bt (ap)}

La'qardiha1idad de EH estd determinada pok:. . B

TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN




Cardlzh = 4 {ard Nh'

- 202 -

(7.72)
La base del espacid Xh’ estd dada por el conjunto
1 2 1 1< 3 -
Wis Wiy W3 154 Card_Nh}.. (7.73)

“Las funciones. base

globales se determinan al resolver los sistemas de ecuaciones

siguientes
<ag .
1) o E-Xh, 15i%Card Np:
, N )
¢J(w'|) = w-i (a,]l = 6133
K ..Bwi ' ' o . '
ywg) = 5;;-(aj) =0,  1%=2, r-'lﬁjSCarth (7.74)
1 Bzw - | |
12 R - .
%3 (w;) = 9% 13%y (aj) 0. J
2) wlex, 1SisCard N,:
i~ "n* h*
Iy . 1,y
1
T
1,3y o - -
: ¢J(w1) ".5')'(1' (aJ) 6"1:')’ .; o .
) L 1sjs.Card Ny . (7.75)
oWy ‘ .
2, 1y 7 _
¢j(w1) = 53("2— (aJ) = 0,
21
' 3 W
12, 1 i -
. .} = e (a.) = 0.
95 (wy) = e ()
)
TESIS CON

FALLA DE ORIGEN




2 ei<rand 1 -
3) wi & X 15isCard Nhf
2 _ 2 o . )
¢j(w'i) = 0y (aJ) =0,
: 2
- 0wWs
1.2y 2% _
¢J(w1) = ‘é‘)“{";(a.]) = 0, . |
2 2)‘;'321.(3 ) = 5 2 |
94w 3%, '3 ij’
'12 %
2 ' i '
¢ (w5} = 50— (a;) = 0.
; 1 .Bxlaxz J J
12 e
4) w:" € Xh, 1<i<Card Nh'
12, 12 _ !
¢J- (w.i ) = (.O.i (aj) = .0,
¢j(-‘°12) = ax; (ag) =0,  1skse, f 155 Card N, . (7.77)
iz 12, 0y
2 _
q)j (w.i ) - axlaxz (aj) 5-“]' 3
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Las propiedades de los elementos finitos ejemplificados anteriormente, asi como

de los espacios correspondientes, son estudiadas en (4], Algunos de ellas,

~de acuerdo a nuestros intereses, se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 7.1 Los elementos finitos de Argyris;‘Bell, Bogner-Fox—Schmidt; son

PE(E)i unisolventes. 54 ‘Xh es el espacio de elementos finitos cdnstruidoA:_

con algunos de estos elementos, entonces,

X, © G0 (@) M K2 ().

I
LFALLA DE ORIGEN| -
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~  Ademds,
. : ..th _
iy = {Vh e Xy by = FTH 0, sobre 82,
..avh B . . : . ' '
T 0, sobre 393} C VI(Q), : : (7.79)
, N ..BVH . .
Vo = {Vh e X ¢ Vh T on T 0, sobre BQI,
'*yh = 0, sobre 893} C Vz(ﬂ); - (7.80)

siempre que 391 y 393 sean, en forma exacta, la unidn de caras de algunos ele
mentos finitos de la triangularizacién. Aqui Vl(a),_vz(ﬂ), son los éspacios

definidos en (6.38) y (6.53), respectivaménte.  | ]

' Observacidi 7.4. ' Obsérvese qﬁe en todos Tos casos anteriormente presentados,
Tos tres aspectos basicos del elemento finito estdn presentes.. En_é1 e]émgg
to'finfto de Argyris, Pp = Ps(E) en el de Bell P C P4(E) 'y, en el de Bog

'ner-Foi-Schmit QS e P4(El, con lo cual MF2 es satisfecho; Ademas de acuerdo
a Ta construccidn de la base global de la triangularizacidn, MF3 es satiSfecHa.

7.6 OPERADORES DE INTERPOLACION

'Para‘mostrar 15 tercer propiedad de Ta definicidn de aproximacidn interna,
| presentada en el capith1o 3, es hecesario introducir algunos conceptngadicig_
lna1es, temas de ésta y la préximé seccidn, a los Utilizados en las primeras sec
_ ciones del presente capitulo. Sean (E, Prs ZE) un elemento finitoy ve |
C§(E,EU, . donde S “denota eI'méximo orden de Tas derivadas que aparecen en la
definiciénldel'conjunto- Ze. £l operador I’ : Cg(E,R)i+ P, defihidd por
TESISCON
FALLA DE-ORIGEN |
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. | | | |
Mgv =% $; (V) P> | (7.81)

donde, N = cardinalidad del conjunto Nps siendo,
NE = {a.e E : a es un punto noda1}.. ' : : (7.82)

es Tlamado el P

£ - interpolante de la funcidn v e"C-g’(E,lR).

‘ Se’é Xh un ‘espacio. de elementos finitos y Zh. su correspondiente 'conjunto de

.grados de libertad. Sea ve ¢™@,R), donde m es el rhéxi.mp orden de las

derivﬂadas‘ que aparecen en la definicidn del conjunto ‘Zh' E1 operador

L Cm(__ﬂ,IR) > X s definido por

My = QE ¢1(Vl‘mi, ‘ ' (7.83)
i=1 . ‘

“donde, M = Cardinalidad de N, siendo,

Ny '—"-{a e : aesun nodo}, | ' ‘ (7.84)

es 1lamado el Xh - interpolante de la funcidn v e CS’_(_Q,IR)-_. -

El s_igui’e‘nte teorema, presentado en [4] , nos relaciona el Xh - interpo}arite

de ve Cm(‘fz,;R) ¢on el Pp - interpolante.

il

Teorema 7.1. Sea v ¢ dom I‘[h Cm(_S'a,IR), entoncﬁe's, ¥ _E‘e':"'rh-,

i) v]g e dom T = C(E,R),

o)

i) ()| = v 3 ‘
_, | TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Para el caso de condiciones de frontera homogeneas, como las consideradas en

(7.79) y {7.80), se presenta, en 141 ; el siguiénte_resuitado.l,

Teorema 7.2. Los elementos finitos de Argyris, Bell y Bogner-FOx—Schmidt, po

seen las siguientes propiedades

v e dom I, thl=%%bgl %%ha3=

(7.86)

n o
H

v e dom T, vlaﬂl v1333.= 0, =M VeV, @B

3y
anlanl

7.7 ELEMENTOS FINITOS AFINES Y CASI AFINES

Nuestko objetivo en esta seccidn es el demostrar que las parejas (vhl’

Vhlls (vhz: th)’ donde V1, th se caracterizah‘ppr 07.79); (7.8Q) y,

o 12(n.T. o 1 2[0 T.
Uhl = L (Q,T,Vhl), th = (O,T,thl, - {7.87)

representan una aproximacidn interna, en el sentido del capitulo 3, de (Vl(ﬂ), :
‘LZ(O,T;Vlﬁn) (Vz(g),.Lz(O,T;VZGﬂ) respectivamente. Para satisfacer este obje
. tivo es necesario intrpducir los .conceptos de fami]ias_dfines y casi-afines de

elementos finitos,

Sea (E,PE,ZE) un elemento finito, donde los grados de lihertad son de

la forma

" THSS CON
FALLA DE ORIGEN

p = p(a),

(7.88)

P ""—‘"' -DZDC.ai) (‘E'”{’ ‘E.I'[):
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aqui, p e Pp, a?,a%,'af son'puntos noda1es del elemento finito E C R°,
Dp : R + L(R",R"), D R +L(1R , L(R" ]Rn))son la primera y segunda deri
| . . _ no
vada del Fréchet de p ¢ PE Y Eik’ Eik; Eil son vectores-fijos de E C R,
Dos elementos finitos (E, ﬁE"ﬁEl y (E, PE’ ZE) con grados de libertad de
la forma (7.88) se dicen ser afinmente equivalentes si existe una transforma

cién afin invertible F : R" - R", tal que,

o B o
F(ﬁ) = Bg +b, | FALLA DE QRIGEN : ) (7.89;)

£ =FE) o (7.90)
PE'= {p :E+R; p=po F';, P e ﬁE}". . (7.91)
ag = F(ﬁ:) e E, 3? e ﬁ; r=0, 1,2, | ‘ ' (7.92)
Ey - ég}k’ G- 8, & o, N X

al A2

donde, 3?, € §1k’ .51 aparecen en la definicidn del conjunto EE’ B es

 una matriz de orden nxn y be R" - fijo.

Mostraremos a continuacidn que dos elementos finitos de Bogner-Fox-Schmit

son afinmente equivalentes, mediante el siguiente teorema.

Teorema 7.3  Si (E,_ﬁE, ﬁE) 'y (E, Pp, Ze) ,son.doé elementos finitos de

Bogner-Fox—Schmit;'entonces, son afinmente equivalentes.

Demostracién. Para. demostrar e] teorema constru1remos 1a transf@rmac1on
afiﬁ,‘-F : R +_ﬁ2,; que deforma un elemento finito de referencia (E PE’ EE)_
- en el elemento finito (E, Pp, Zp). Consideremos un eTemento.finito de refe |
rencia de.Bogner-FbX-Schmit de vérticeS- (0,0}, (3,0), (0,1}, (1,1)‘ el cual

se deforma, mediante F : R" + R", segiin' se muestra en la figura
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—
>
e
—
tad
2]
.
o
—

(O, 1) 4 _M._L
Hx2, y2)
PT] .
(0,00

Nuestro objetivb es construir la tfansformaciéni F: R'> R" tal que satisfaga

'(7.89)~(7.93). Primeramente supongamos que

F(0,0) = (xLyh),

F(1,0) = (.9, o
F(1,1) = (Y, - (7.94)
F0,1) = (x* ). R C”'}T*as
| DE ORIGEN
1o cual nos 1leva a 3up§ner ﬁue
Goy) = FELED) = (g8 oyl 82, 6 pe v 6008 Te0),  (7.95)

v ghed) e B

Los coeficientes G Bj,e R, jé051,2;3,' se determinan al va]uar.(7.95) en 1os

vértices del elemento finito de referencia y Utilizar (7 94) para obtener que
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(0g8,) = (<), o | (7.96)
* (agsBy) = (x?—xl, yeyhy, - | o {7.97)
(0p085) = (X'=xT, yhyl), (7.98)
: (d3;63) = (Xi—x2+x3—x4, yl-y24y3—y4)- | (7-95)

Mediante (7;951-(7.99)’se obtiene que
(x;y) = F(g1,e%) = (e (aBaxyel 4 (x4—¥1)£2 + (xl—x2+334x4lal£2,
| vt yPyhet + (y4-y1152+'(y1-y2+y3-y45£15é), (7.10§)
L) . | |

Esta ecuacidn puede escribirse en la siguiente forma matricial

.- - ‘ o | L ——
X X% x*-x ‘_xl-x2+x3'-5xzr 51 K] _
= : - ‘. gz .l C (mo)
21 401 1.2 .3 4| |[.1.2 -
Y y -y Y =y Y-y ty -y Elihj : y;

Al observar que xl=x4, x2=x3, y1=y2, y3=y4, la ecuacidn (7.100) se reduce a

(x,y). = F(El,az) = (x1+(x2-x1)£1, y1+(y4-yl)£2), - - (7.302)
| | v gl ek, | |

y la correspondiente representacion matricial es, tomando en cuenta que

xe-xt=3 y y4—y1éb,

M 30 -

X a 0y 187 %
- A+ |y et et
y| o bl (g v |
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La transformacién "F : R" » R" presentada en (7.102) es afin, de la forma

(7.89), ademds E = F (E),‘lgj'= F(gi);' i=1,2;3;4 e invertible, puesto que,

FLl:E+E esti dada por,

(£5,6%) = Flxy) = (% (x-xt), 3 (y.-_yl)]', o (7.108)

.'('x,y) e E.

Mostraremos ahora que {7.91) y (7.93) son también satisfechas. Obsérvese qﬁe

BE‘E Qé(ﬁ), esto es,

A - 2 22 .3
P(Egn) = a0+@1€ +&2n+&3€n+u452+a5n +@6n‘£ %a7E +
+"’%35"‘2'_“".95-2”*‘3‘10”3”"“‘1‘1‘53"”‘3*""?125” Yo (7.105)

23 32 :
+al4€ n +m15€ LI (E,n)-E_E-

- Por tanto, (7.91) es satisfeéha, buesto que

p0Gy) = Go P () =B Py = (7.106)
- 5 (£ e § vt op0.

ET conjunto de grados de libertad ﬁE en este caso, Segﬁn (7.70) y (7.71),

son de 1a forma (7.88), puesto que

A-i A_ = _a_@_ 3 = o a .
¢j(P) X (aj) DP(aJ-) Ei-f

Eo )
‘™
o

| ‘ . (7.106)
. A12 ~ 32/\ . oA . 2A ) oA A " " B

Ademds , | | | - R | | TESISCON
| | - FALLA DE ORIGEN
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a=ag +0§g =B§&, (7.107)
B=08 +bg, =8 g,  (7.108)

" Por tanto, (7.93) es satisfecha.j'll"

Mediante el mismo procedimiento que el empleado en el teorema 7.3 se demues
tra que dos elementos finitos de Argyris o Bell no son afinmente equiva]entes,‘
ver [ 4 1. “. En e1'primer céso (7:93) no se satisface pék la presencia.de']as
derivadas normales en 165 puntos medios de las caras de los elementos finitos.y,.l
en el ségundo, (7.91) ro es satisfecha. Debido a esto es necesario introducir el
concepto de familias casi-afines de elementos finitos, 1o cual se hard poStériqg |
mente. Para elementos finitos afinmente equivalentes se tiene el siguiente resul

tado de la teorfa de interpolacién, [ 4 1.

Teorema 7.4 Sea (E, ﬁE’ ﬁE) un elemento finito, para el cual ‘s denota el mi
ximo orden de derivadas parciales que aparece‘en la definicion de %, Si las in

'c1usiones siguientes son satisfechas para m20, k20, p,q ell,e],

WHLPEI G S (),

R
wk“l’P(E)_c;wm’q-(E), FALLA DEORIGEN (7.109):‘ |

¢ W™S(E),

Pk C PE
existe una constante C(E, SE,EE), tal que, para todo elemento finito (E, PE,ZE)
afinmente équiVa1ente a (Ej; ﬁE; §E) se satisface.Ta siguiente desigua1dad

o 11 hk+1 )

. A A ~ - e :

lv. - Mevf - - s ¢ (E, P ZE) (mes (E))9 P —uﬁr-|v , (7.110)
mrsqu ! . ‘ . ' DE k*"l:P:E’ .

¥ v e WPy,
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donde,

P~
n

didmetro de E,

PE = Sup {diam(S): $ es una bola contenida en El:.l:

Para familias afinmente regulares de elementos finitos, en el sentido de [ 4 1,
~ la estimacion del error de interpolacidn de?\teqﬁema 7.4 se transforma en el resul

tado presentado en el siguiente teorema, [ 4 .

Teorema 7.5 Sea dada_una familia afinmente regular de eléméntos finitos (E, PE’
zEl cuyo elemento finito de referencia (E; 3E; %E) satisface las hipétesi;Ide]
Teorema 7.4. Entonceé, existe una constaﬁte C(E, ﬁE’ fE) ité1 que para tbdo élg
mento finito de Ta familia se satisfaga la deﬁfguaIdad

Avemgvll S o, Bp, B (mes(e))® ARy (7.111)
: m?q’E ‘ k+1:P:Es o .

»
-p
v v e wlPey,

donde,

E1 teorema (7.5) es 1a base de la sigUientE definicion. La familia deieTementos

finitos (E, Pes Iz) es casi-afin si para todo k,m20, 'P,q'gil,wﬂ'pcompatibie

con las inclusiones

KPR G CS(E), |

wk*‘l?P(g);Cwm’q.[E)_, - TESIS CON | (7.112)
- FALLA DE QRIGEN

, - _ “m;q .
P(E) C Pg C WA,
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existe una constante C independiente de 'E,  tal que

-yl S Clmes(E))° P pfHLm |.v|k - (7.113)
. +1,p,E, . :

m,q,E

v v e WLPCE)
Los resultados siguientes son presentados.én [.4a 1,

Teorema 7.6. UNa familia regular de tridngulos de Argyfis es. casi-afin. Para

toda pell,®) y (m,g), con mAa y q‘s[i,ﬁﬂ,[ coﬁpatib]es con la inclusidn
W8 P(E) G u" O (E),

existe una constante C 1ndependiehte de E, tal qUe,

11
fmgell - f Clmes(x))Y P ™ vl (7.114)
m,q,E ' 6.p,E,

v v e WOPE). -' |

Teorema 7.7. Una familia regular de tridngulos de Bell es casi-éf?n, Para toda

peli,» y (mg), con m0. y q-sII;wﬂ _compatibles con las inclusiones..

> PE) G (e,
SR CHmS(E), N (7.115)

Py(E) € PE(EL € W-3(K],

existe una constante C indebendiente de E, tal que,

TESIS CON
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7.8 APROXIMACION INTERNA DE PROBLEMAS DE PLACAS

Moétraremos en esta seccifn la manera de construir, mediante el uso de
1os_teorémas 7;4-7.8, una aproximacién interna para_]os'pkoﬁ1emas de placas
‘presentados en el capitulo anterior; En este ;aSo,._p%m=q=2,‘jpor tanto, las
- condiciones de la expresidn (7.102) se reducen a garantizar las siguientes in

clusiones:

k+1 C C (E
K G &), o )
p c-ﬁE C H 2(8).

k

Asimismo, Tas est1mac1ones de error de 1nterpolac1on para fam111as af1nmente

equivalentes, y casi-a f1nes, ecuac1ones (7. 111) y (7. 1131 se reducen a:

vy | L SOl B B et
He(e) H

¥ o ve Hk+1(E).

k+1(' ’

(7.117)

‘De acuerdo a la seccidn 7.2 sabemos. que el orden‘méximo-de-derivadas que apare
cen en la def1n1c1on del conjunto de grados de 1ibertad, tanto en el e1emento
finito de Argyr1s, Bel],y_Bogner-Fox -Schmit es dos. Ademas, en e1 pr1mer caso

Pp = P5(E),‘-bor tanto, las relaciones dadas en la ecuac1on‘07.116)_se reducen

| TESIS CON
{FALLA DE ORIGEN
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8 G c2(E),
WG R, (7.118)

- P(B) ¢ HE(E),

y la estimacidn del error de interpolacidn es, en este caso,

hv-ngv | scof, B, B0t v v v e (e, (7.119)
WE) W@ | |

Para el elemento f1n1to de Be11 se tiene que P4 c P5(E), por tanto, las ecuacio

" nes (7 116) se partlcu]amzan a:
H(E) G A8,
H5t€)C:.H2cﬁx, - j . (7;12§) .
P4c'P5(E) C Hz(nﬁ,

la correspondiente estimacién de] error es:

Ivmevl SoE, B, S v, vy e . o 7a21)
5 . o
H’ (El : h*(E)

Finalmente, para.e1 elemento finito de Bogner-Fox-Schmit, se tiene que
)G c3(8), |
HEGHE), | L (7a22)
‘ 2,0, '
Py C Q4(E) C HE(E),

| Ys ademés.,._ I i - . TESIS CON
{ FALLA DE ORIGEN
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u-mvl] e, B, £ p® vl L ¥ v e e (7.123)
T HE) -~ whe) |
Tomando en cuenta que,_segﬁn teorema 7.1,
| o I V£
lv-T, v]] - = (¢ |lv-1.vi| ) . vedomI, (7.124)
h 2 Eer E 2 ey h
Ho(R) *%Th HE(E)

se obtiene las siguientés estimaciones de error de interpolacién, para el elemen

‘td de Argyris, Bell y Bogner-Fox-Schmit, globales

A

flv-T v | fCh4|v[ .V ve H(R),
W@ o)
v-n ] <Sendivi L, ¥ ve (D), | (7.125)
| RO ) | |
ffv-m, vl Sen’iv] v veHia).
Waa) «  Ha)

Los resultados presentados en (7.124) son la base, de la demostracion de los si

guientes teoremas.

Teorema 7.8 La pareja (Vp,, Vp,), donde V., estd dado por (7.79), con X,
| conﬁtruido mediante elemehtos ffnitOS de Argyris, Bell 6'Bogner~Fox-Schm1t y
Uhi = LZ(O,T;Vhl), const%tuyen-una aproximacion interna de _(vlgvl), defini
dos en (6.38) y (6.39). | | ' |

Demostracion. -Mostraremos primera el caso del elemento finito de Argyris. Obser
vese que T, : C2(@) - V, ;. por tanto, ¥ v(t) e HO(@) B v con v'(t) e
‘HG(Q) n'vhl’ c.t. te (0,T), se tiene que se satisfacen 1las desigualdades si

~guientes

It -l Setlvel L v vie) e W), (7.126)

Sa e THSS CON
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[|v(t) - HEVTt)II- < ot |v(t | : ¥ ov(t) e HG(Q) c.t.te(0.T) (7.127)
N N O |

qu tanto, si vh(t) = th(t), vﬁ(t)'= Hhv’Ct), c.t. te (0,T), ¥ |
Hm [[v(t) - v (E) ] = lim [[v'(t)s yg(t)ﬂ =0,  (7.128)
140 W@ ™0 -

ademds, segiin Teorema 7.2, v, (t), vg(tl e V1. También,

| T
Tim flv-vp || = Vim | flv(t) - v (0] - dt
R A P T2

=0, (7.129)
H™(Q)
T 3
i [|v-vy | =1m[HW&1-%um at = 0,. (7.130)
0 v h H2(0)
por'tanto,‘
im [v-vi| S C Tim |[v-v]| =0, | | (7.131)
o MW hpo o My . | |
Tim |v' vh[ $C Tim ||v- Vh” =0, = ' : (7.132)
hi0. h+0. Vs - B

E1 resultado buscado se sigue del Teorema 7.1 y ecuaciones (7.130) y (7.131).

. Los casos de Bell y Bogner-Fox-Schmit se muestran de manera similar, seleccio
do 1 S(q) N n n

narido  v{t) e H(Q) Vhl con v'(t) e HO (Q) Vop Y v(t) e H (Q) Vi1

ocon vi(t) e Ha(ﬂ) n Vpps c.t “t e (0,T), reSpect1vamente Ill

Teorema 7.9. La pareja (th, Vﬁ2)’ con Vo definido por (7.80), donde

| X4 eSté:construido mediante elementos finitos de Argyris, Bell, Bogner-Fox-
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Schmit y V., = LZ(O,T;VhZ), _constituyen una aproximacién interna de (vz,‘vz),-

definidos en (6.53):

Demostracién. Es jdéntica a la demostracidn del teorema 7.8. .|
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CONCLUSLONES

A través de la presente tesis fueron satisfechos 10s siguientes objetivos:

a)

.b)

c)

d)

e)

f)

Fundamentar,-a partir de la mecanica del continﬂo,‘aTgunos modelos

dindmicos de placas linealmente eldsticas las. cuales satisfacen

‘condiciones de frontera de friccidén tipo Coulomb,

ModeTar matemdticamente los modelos meca@nicos de interds. .

Realizar el correspondiente andlisis cualitativo de los modelos

mateméticos resultantes.

Regularizar y pénalizar el modelo variacional, para enmarcar el
problema dentro de la teorfa de ecuaciones hiperbdlicas no linea

les:

Establecer condiciones suficientes de convergencia para aproxima

ciones de ecuaciones hiperbdlicas no lineales, asi como el andli

'si§ cualitativo de Tos sistemas no lineales semidiscretos resul

_ tahtes.

Demostrar que algunas familias de elementos finitos conformes

son aproximaciones internas convergentes.

La fundamentacidn de lTos modelos mecédnicos presentados en este trabajo, se

1levé a cabo mediante un método el cual fué Tlamado Método de Elastodindmica Ap]j_-‘

cada. Este consiste en construir el modelo mecdnico de interés particularizando,

mediante hipotesis en los campos, el modelo de,Ia‘e]asticidad.tridiménsibna1. En

este trabajo se procedid a introducir, capitulo 4, hipStesis sobre la variacidn -
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transversal del cémpo de desp]azamiento del cuerpo tridimensional conocido Qg
munmente como Placa. Esto dié lugar a simplificaciones en las ecuaciones de
campo de Ta elasticidad tridimensional y a las ecuaciones de consistencia de
cargas de cuerpo, tracciones de superficie y condiciones iniciales y de fron
tera, mediante Tas cuales' fué posible conocer la familia de acéiones externas
consistentes con la hipéﬁésié de partida. Ademds, Tas ecuaciones de consisten
¢ia de las traccioneé externas permitid expresar el - campo de desplazamiento, y
consecuentemente los de déformacién ¥ esfuerzo; en funcidn {inicamente del deg
plazamiento vertical de]\blanO'medib; sus derivadas y las tracciones externas-
actuantes. Mediante estalﬁitima representacion del campo de eéfuerZo, fué po .
sible expresa%‘los principios de batance tridimensionales de un medio continuo,
en términos Onicamente qQ integrales sobre el plano mediq, obteniéndose los.
principios de balance bidimensionales del cuerpo en estudio. De taTes‘prinqi
pios, se obtuvieron las épuaciones de equilibrio bidimensiona]es de fuerzas y
momentos. Mediante la construccién de la férmula de Green del operador formal
de la ecuacidn de equi1ibrio dindmico de la placa, se cbnc1uyeron las ecuacio
nes de los elementos mecénicos, momentos y cortantes, que actuan sobre_]a mis
ma. Bajo la hipotesis dg que las tracciones externas en la parte superior e
inferior de 1a placa son nulas, se dié Tugar a un modelo que podria ser adecua

do para placas gruesas.

Posteriormente, cépitu]o 5, otras simplificaciones de Tos modelos mecéni
_cos fueron consideradas. Primeramente se despreciarion en el campe de despla
zamiento términos de O(hzi,‘ construyéndose el Tlamado modelo de Kirchhoff de
O(hZ). Suponiendo, ademas, que las tracciones en las fronteras superior e in
Ferior de la placa son nilas, se obtuve el modelo de placas de la teoria de

Hencky; dicho modelo con'términos de O(h) en deformaciones despreciados, co

F
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rresponde al modelo de placas-de la teoria de Kirchhoff. Es importante enfa
tizar que, en ambos modelos de‘placas, el término de inercia de kotacién,'qg
munmente ignorado, silésté presente: FTnaJmente, en este capitulo se cons
truyd, despreciahdo términos de- 0(h} en desplazamientos, el modelo de |

Kirchhoff de O(h); el cué1 puede ser asociado a unakmembrana plaﬁa.

Como se menciond en la introduCciﬁn; este método ya ha sidolaplicado an

. la generacidn de modelos ﬁidimensfonales asdciado§ a placas eTésficas Tinea
les. Sin embargo 1a potencialidad del método no es del todolapreciado en di |
 chos trabajos, puesto que Tos modelos ahi obtenidos representan problemas ‘es. .
.téticos con con@iciohe& de frontera y cargas muy particulares. - E1 problema
dinamico ha sido tratado reciéntemente.mediante el segundo tipo de método en
[ 23 1. 'En todos estos casos ho se presentan las ecuaciones de consiéﬁencié_
ni los principios de balance hidimensionales correspondientes, En éonc]usién;
podemos decir qUe-se ha logrado ekhibir la naturalidad y potencialidad dél ME
todo de‘1é Elastodinamica Aplicada en la generacion de modelos mecdnicos parti
culares. Su importancia ha quedado constahtada en el desarroi?d de Tos mode
Tos aqui presentados, quedando 1as Bases metodolégicas del mismo claramente

. asentados para el tratamiento de cualquier otro prob]ema;

La modelacidn matemitica de problemas de valores sobre 1a frontera e ini
éia]es asociados a una placa elédstica lineal la cual satisface condiciones de
frontera en momentos y cortantes tipo friccidn de Coulomb, fué presentada‘eh
el ¢apitulo'6. Se éonc]uyé primeramente; mediante eleméntos del andlisis con
vexo, que tales condiciones de fficcién pueden ser expresadas en términos del
subdiferencial de una funcidnél convexa ¢ : R - IR, ‘con 10‘cua1*esjposible"
presentar de una manera natural 155 fdrmuTacfones‘variacidna1esfpuhto:a‘punto,
fuerte y débil (o'ciés{Cal de ]os'proBJémas en estudio. E1.modelo matemdtico

PR
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correspondiente a ésta Gftima formulacion variacional, resultd estar dado por
una inecuacidn variacional hiperbé]i;a'o, equivalentemente, por una ecuacidn
multivaluada. Mediante una regu]arizécién de- Ta funcional no-diferenciable
que modetla las condiciones de friccidn sobfe Ta frontera de la placa, la ing
éuacién variacional hiperbdlica fué transformada a una ecuacidn hiperbglica

no lineal, con To que se;geheraron las formulaciones variaciona]es reguTar1?§
das de los problemas de interds. Asi entonces, con base en Tos resultados de
andlisis de Ta teoria de semigrupos presentados en los cgpifu1os 2y 3, se
pudieron concluir propiedades de existencia, unicidad y regularidad de solucio
nes para los problemas variacionales cldsicos, asi como para sus regularizacip
‘nes. Ademds, dentro del. marco variacional de Tos problemas, extendiendo Tas
técnicas clasicas uti]i;gdas en el estudio de aproximaciones tipo Ga]efkin, se
analizd y establecid 1la convergencia de las soluciones de los problemas reguig

rizados a aquellas de 1o$ problemas variacionales originales.

Es importante resaltar el papel que juega Ta formulacidn de problemas de
ta fisica en términos defsubdiferenciales.' Esto es, a partir de las expresio
nes subdiferenciales, de-mahéra natural, se da Tugar al modelo matemdtico sub
diferencial global correspondignte, el cual tiene dos intérpfetaciones, una va
vkiacional Yy una de semigrupos; La primera es precisamente‘e1 problema varia
cional clasico del cual te derivan prin;ipios variacionales alternativos, asf
como distintos problemas de aproximacién, tanto en dimensién infinita como en

. dimensién-finita. En cuanto a la segunda, se tiene el problema en el contexto
de los sistemas dindmicds y, consecuentemente, a disposicidn los résbltados de
ané1isis cualitativo de‘ﬁomportamiento en el tiempo de la propia teoria.

N
.

Como anteriormente se ha mencionado, el modelo matematico que representa
Tos problemas de .nuestro interés resultd estar dado por una inecuacidn vi:
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cional hiperbdlica o, equivalentemente, por la siguiente ecuacidn multivalua

da:

Dados f e V', u eV, vy e D(i)s

encuentre ue W con u' e D)
| 9
u" + Au + 3d(ut) 3 F, (8.1)

w(0) = uy, u'(0) = v,

para la cual, Capitulo 2, mediante el método de.Semigrupos no lineales, que exi
ge la regularidad en Ios datos'(2!3), se concluyd existencia, unicidad y regula
ridad de soluciones. Como:se Vvid - la aplicacidn de este método requiere
moétrar que e1.operador del sistema de primer orden. asociado a (8.1)sea w;méxil _
Mo mondtono con w20, E1 caso en que dicha regularidad en 1os datos no es ig
tisfecha es tratado en [ 18 ] mediante el métodO'variaciona]'Usando_apkoximg |
ciones tipo penalizacidn y Faedo—Ga1erkin; dandose lugar, en cuanto a regulari
dad de la solucidn, a resultados mas débiles.que los aqui preéentadds. 'gin em
-bargo, la regulariqad probia del métbdo de semigrupbs permite caracterizar el
problema {8.1), al poder entonces apT{car la férmﬁ]a de Greeﬁ, en la siguiente

forma:

Encuentre u ¢V con u".eH, .u' ¢ D(J}:

W) + Pult] = F(t)

ault) e 3w ()], -} et te (T, 82

u(0) = gy u'(0) = vy.|

Esta’eé una forma abstracta del problema de valores sobre la frontera e



iniciales de la cual el modelo mecdnico en estudio es recuperado. Ademds, di

cha regularidad es precisamente aquella requerida en'e1 estudio de veiocidades

de'COUVergencia al aplicar la teorfa de interpolacidn para aproximaciones de

elemento finito. ; : ' o f

En el Capitulo 3, con el objeto de enmarcar el probiema en la teorfa de
ecuaciones hiperbslicas no lineales, se introdujeron aproximaciones en dimen
sion infinita tipo penalizacidn y regularizacidh, Para tales aproximaciones
se concluyd primeramente, mediante el método de semigrupos, existencia, unici
dad y regularidad de soluciones y posteriormente, mediante el método variacig
nal, el teorema de'convefgencia correspond%ente; La aproximﬁcién mediante pe
na1izacién de 1necuacionés variacionales hiperbdlicas ha sido anteriormente
utilizada en [ 18 7, T? 19 ] .y la regularizacion de problemas dindmicos de
_plaéas con -condiciones de frontera tipo friccionen [ 7 J. Sin embargo,. el
andlisis de las dos aproximaciones simultdneas, To que permite éﬁordar proble
mas con restricciones unilaterales y friccién al mismo tiempo, parece no haber

sido realijzado.

Con el fin de generar esquemas‘humériéos semidiscretos asociadds-a.1a'
chacién hiperbdlica no lineal, se introdujo el concepto de aproximaciones in
terna, obteniéndose el problema (3.16) para el cual se mostrd existencia y uni
cidad de soluciones. Adémés,'mediante‘e1 método variaciona1lla convergencia de
tales esquemas fué establecida. La aproximacidn semidiscreta de ecvaciones hi
perbélicas no Tineales ha sido reaiizada a través del método de-Faedo-Galerkin -

en [ 18 11 19 1. sin embargo, como es facil demostrar, este tipo de apro

o

ximacién es un caso particular del concepto de aproximacién interna aqui pre
sentado. A su vez, es importante mencionar que el propio concepto de aproxima

. - » 5 13 » - ‘o‘ .
cton interna es un caso particular del concepto mas amplio de aproximacidn ex

TTESE CON |
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terna.. Este Gltimo permite abstraer aproximaciones de tipo diferencias fini
tas variacionales, asi como de e1émento$ finitos no conformes. En la tesis'de_
Raviart, [ 24 1, eT andlisis numérico de aproximaciones.exterhas‘és desarro

1lado para ecuaciones hiperbdlicas no ]Tneaies. E1 caso de inecuaciones ha si

do tratado por Tremoliere, [ 28 ]

F1na1mente en el cap1tu10 7, con el objeto de constru1r aprox1mac1ones
internas de 105 problemas var1ac1ona1es en estudio, se presentd el metodo del
elemento finito mediante e1 cual se generaron en forma sistemdtica los suhqg
pacios de dimensidn finita de Ios aspacios de‘H11bert corresbohdientes;‘ Como
€asos part1cu1ares se presentaron los elementoa finitos conformes de Argyr1s,
Bell y Bogner-Fox-Schmit, con los cuales se concretaron las aprox1mac1ones ‘de
seadas. En el andlisis correspondiente se conc1uy6 que los e1ementos finitos_
de Argyr1s 'y Bell pueden ser embebidos en familias casi- af1nes de e]ementos
f1n1tos y, el de Bogner-Fox-Schmit, en familias af1nes. Mediante este resu]ta
do'y la teoria de interpolacidn de espacioé de Sovolev, se demostrd que los -
~espacios de elementos finitos asi construidos constituyen aproximaciones inter
nas, en el sentido del capitulo 2 Por tanto, 1os esquemas. numéricos resu]tan
tes son convergentes en el sentido (3. 14) y (3. 16) ‘pudiéndose entonces con
cluir que el método del elemento finito conforme puede ser entendido como una -
técnica Sistemética‘para concretar aproximéciones internas; En términos anéui
gos elementos finitos no conformes son énalizabies como aprox{maciohes exter

has; casos tipicos son el tr{éngulo de Zienckiewrez y el rectdngulo de Adini,
' Podemos finalmente concluir que en general, en este trabajo se han esta

blecido las bases metodologicas para el ana]151s y aprox1mac1on de prob]emas

de la fisica. Futuros estudios derivados del mismo podrian ser:



9)

) Modelacidn Mecédnica de Sistemas Estructurales con Placas Sujetos

526

) Aproximaciones (comp1etamente) Discretas de Ecuaciones HiperbdTi i

cas no Lineales 'y su Experimentacion Numérica.

Aproximaciones Internas y Externas de Inecuaciones.Variacionales

Hiperbé]icas.

) Penalizacidon y Regularizacién de Inecuaciones Yariacionales Hiper

bolicas Semidiscretas.

 Estabilidad de Inecuaciones Variacionales Hiperbdlicas.

Modelacidn, Andlisis y Aproximacidn de Probliemas Dindmicos de

Contacto y Friccion.

' Andlisis y.Aprinmacién de Problemas de Placas con Inercia Rota

cional.

Formulaciones Lagrangianas e Hibridas de Problemas de Evolucidn

no Lineales.

a Restricciones' no Lineales." |

Experimentacién’ Numérica y Fisica de Problemas de:Placas Modela

dos Tri y Bidimensionalmente.
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