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0 . PRELIMINARES. I

En esta sección presentaremos las notaciones y convenciones presentes en el

desarrollo de este trabajo:

(7,11*11) = Espacio real de Hilbert.

CV •11*11*) = Espacio dual de V.

<•,•> : V'xV +JR = Par de dualidad entre V y V.

(H s | * | ) = Espacio real de Hilbert identificado con su dual en el
•*• '

cual V está continua y densamente embebido, esto es:

Siendo J = [ Q j ] , 0"< T < + »9 ' el in terva lo de tiempo, LP(O,T;V)S

1 - p < +•»,• denotará el espacio de funciones vector ia les del tiempo def in ido

por:

LP(O,T;V) = - {v ' - : J + V : .

•T

• l | v . ( t ) | | p dt
1/P

CA((O,T];V) = {v : J -*• V: v es absolutamente continua}

Bajo estss convenciones, usaremos la siguiente simbología:

•/ =*!/(0J;V),

H = L2(0J;H),
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í/' = L ^ O J j V ) ,

W = {v. e t/: v" e I/1.;

2
Aquí v" = -*=-*• v es la segunda derivada distribucional con respecto al tiempo

. ' dr
de v , l a cual per tenece a TP'((O,T) ; V ) .

La transformación a(: s:) :VxV-*-K denotará una forma bilineal, continua y

simétrica, tal que satisface semicoercividad9 esto es:

3^-0, a>0:

a ( v , v ) + A | v | 2 > a | | v | | 2
s V v e V,

En base a e s t a f o r m a b i l i n e a l , l o s o p e r a d o r e s A e ' L C V S V ' } , A e'L'{V,V'l se de_

f i n i r á n p o r : . • •

<Áu,v> = a ( u s v ) , V u , v e V , '

(Av)( t ) = A ( v ( t ) ) , V v e' (/, • c . t . f e ( 0 J ) .

La funciona) j : V -»• '(-«>, +»]• es propia, convexa y semicontinua por abajo,

con subdiferencial . 3j C VxV. El conjunto

V: j(.v)< + «} CV,

es llamado el dominio efectivo de j:V->(-«, +00]. Además, J:l^-t/' es la funci£

nal definida por:
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j(v(.t))dt, si

J(v) -

+00 , si no

Los correspondientes dominios efectivos y subdiferencial de O r t W serán deno,

tados por: <* ,. '

= {v e l / : - j ( O.T}} C

' { v e (/: v ( t ) e D(.j)s c . t . t e CQ»T)}S

respectivamente.

Finalmente, siendo Q C 3Rn , Wm>p[n) denota el espacio de Sovolev definj_

do por:

Wm'p(.fi) =.{u e L p (ñ) : Dau e L p (n) , Q ¿ a * ro}.

Aquí,

u(x)

y» si a - (a,, a2> •••> a ) es una n-ada de enteros no negativos,

a



es un operador d i fe renc ia l de orden |ct| - 2 a - . En el cas.o de que p=2,

se tienen los espacios de. H i lbe r t H (ft)» esto esi —

cuya norma es dada por:

IML •ni 0<|a(-m



1. INTRODUCCIÓN

Los objetivos fundamentales del presente trabajo son:

1) Generar algunos modelos mecánicos, asociados a problemas dinámicos de

placas elásticas sujetas, sobre alguna parte de su frontera, a condj_

ciones de fricción.

2) Realizar el análisis cualitativo de los modelgs mecánicos resultantes.

Con este fin, presentaremos condiciones suficientes dé existencias unT

cidad y regularidad de soluciones cfe'l modelo matemático asociado a ta

les problemas.

3) Presentar, junto con el análisis cualitativo correspondiente, aproxima

ciones continuas, en dimensión infinita» y semidiscretas, en dimensión

f in i ta , de éste modelo matemático.

4) Presentar el Método del Elemento Finito como una forma sistemática de

construir aproximaciones internas de los problemas en estudio.

Existen en la actualidad varios métodos para formular el modelo matemático

bidimensional asociado a problema:; de placas elásticas l ineales. En un primer

tipo de ellos éste es derivado del modelo matemático de la elasticidad lineal

tridimensional,_ haciendo hipótesis sobre la forma de los componentes del ve£

tor desplazamiento y de algunos componentes del tensor esfuerzo. Algunos resu]_

tados en este sentido pueden encontrarse en [ 7 ] , [ 17-h i 25] , [ 27 ] . En un

segundo tipo de métodos están, los llamados métodos asintóticos, para los cuales

se introduce un cambio de variable y la solución tridimensional es expresada,

en términos de este cambióle variable, mediante una serie de potencias, í 5 J,

[ 6 ]9 f 10 ], f 14 ] . En las referencias antes citadas los modelos matemáti.

eos bidimensionales obtenidos están asociados a problemas estát icos. Reciente

mente, [ 23 ] , se aplicó el, segundo tipo de métodos para el caso dinámico.
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El análisis cualitativo, asi como la aproximación en dimensión infinita me

diante regularización, de algunos problemas dinámicos y estáticos de placas

elásticas lineales pueden encontrarse en f 7 ]„ El caso no l ineal , placas de

Von Karman, ha sido estudiado en f 8 ] y ¡ 22 J. La aproximación, mediajn

te elementos f initos, de algunos problemas estáticos de placas elásticas lineja

les, con condiciones de frontera lineales, es presentada en [ 2 ] , [ 4 ] ,

En este trabajo en la formulación de los modelos de placas elásticas linea,

les , asociados a problemas dinámicos, se usa un método del primer tipo de los

descritos anteriormente, al cual llamamos método de la elastodinámica aplica_

da. Las condiciones de frontera tipo fricción se expresan mediante subdifereji

ciales, i 9 I, lo cual nos permite, de manera natural, dar las formulaciones

variacionales de los problemas de valores sobre la frontera e iniciales corre£

pondientes, las cuales resultan estar dadas por inecuaciones variacionales M_

perbólicas, [ 19 ] . Por tanto, el análisis cualitativo y de aproximación de

este tipo de problemas, se reduce al correspondiente análisis de tal tipo de

inecuaciones. En el primer tipo de análisis se usa el método de semigrupos no

lineales presentado en f 1 í y T 3 3, en el segundo, el llamado método varia_

cional, [ 18 3,. comb-inado con aproximaciones tipo penalizacion, [19 ] , regu;

larización, I 11 1, e internas. La construcción de fastas últimas se

realizarán mediante el método de elementos finitos.

Este trabajo está dividido en siete capítulos. El segundo de ellos está

relacionado con el análisis cualitativo del siguiente tipo de problemas

Dados f s t/', uQ e V, VQ e D(j],

encuentre u £ W con u' e

u" + Au + SJ(.u')3 f,
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u(0) = uQ> u'(0) = vQ,

cuya representación integral es una inecuación variacional hiperbólica. Aquí

A e L(l/,l/'í y 3J : l>-*• 2^' es el subcliferencial de J : 1/ -* (-«, •»*»]. La

existencia, unicidad y regularidad de soluciones de este problema ha sido mqs

trada en [ 1 ] y [ 3 ] , vía el método de semigrupos no l ineales, para el

caso que A e i.(V,V) sea semicoercívo, j : V + (-», -*»] sea propia, conve

xa, semicontinua inferiormente y

f e t í con f r e n . 0 J ; H ) s

UQ £ V , VQ £ D ( j ) , U.2)

{(Auo.+ 3j(vo))

El problema (1.1) es expresado, para el caso que la funcional j : V -> (-», •»«]

este definida en término de las trazas yv de v e V, mediante el siguiente

problema abstracto de valores sobre la frontera e iniciales:

Encuentre u e V con u" e H, u1 e P(J):

u"(t) + Pu(t) = f(.t)3

-3u(.t) e 3h(TU'(t))4

u(0) = u , u l(0) - V

• c . t . t e (Q,T) (1.3)

Aquí se asume la regularidad (.1.2) y , P s L(V,V¿) es el operador formal,
B'B

3 e L(D ,B') es el operador abstracto de Green, j s ho y y 3h. : B •* 2 es

el subdiferencial de la funcional h : B •> (-«>, +»J .

En el capítulo tres se presentan aproximaciones continuas, penalización y



regularización, y semidiscretas, aproximaciones internas, del siguiente pr£

blema:

Dados f e tí con f e La(O,T;H.)9 UQ e V, VQ e D(j) con í(Au +

+ 3J(.vJ) n H> i cf>5 encuentre u e 1/ con ü" e H, u l e

Au(t)s v ( t ) - u'( t)> + j (vCt ) ) - j ( u ' ( t ) ) * < f ( t ) , v( t ) - u'

V v e P(J), c . t . t*e (0,T), (1.4)

u(0) = uQ, u'(0) = vQÍ w

el cual es el problema pseudoinstantáneo asociado a la-representación integral

de (1.1) con regularidad en los datos (1.2),

El problema penalizado y regularizado asociado a (1.4) queda expresado por

Encuentre u e 1/ con u" e H. u' e t/;
e . • e ' e

Au£(t) +j 3(u¿(.t)) + Vj£Cu¿(t))5 vh(t)> - <f(,t), vhCt)>,

V v e I/, C t . t e ( .0J), e > 0, (1.5)

U£(0) = UQS U¿(0) = vQ.

Aquí e : V + V es el operador de penalización asociado a D(j) el cual es

monótono y hemicontinuo de núcleo D(j) y Vj : V -> V , monótono hemiconti

nuo, es el gradiente de una familia de funcionales j : V -• IR diferenciables

que regularizan a j : V •+ (-«>, -^{|. Bajo definiciones apropiadas el problema

(1.5) es llevado a un sistema de primer orden, para el cual, aplicando el méto_

do de semigrupos no lineales» [ 1 ] , [ 3 ] s se obtienen resultados de exis_

tencia unicidad y regularidad de soluciones. Posteriormente se introduce la
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definición de aproximación interna de los. espacios (V,V). para transformar el

problema (.1.5) en el siguiente problema senridiscreto.

Encuentre u. e t/. :

Auh(t) , vh(.t)> =

V V, £ I / - , C . t . t

Uh(0) - U%, Uh(.O). • y .

, vh(.t)>

(1.6)

Aquí I/. = L (0,T;Vh) , donde, V. es un subes pací o de dime.nsión f in i t a de V;

d i m V. = m, .-*• «>, c u a n d o h ^ 0 , t a l q u e V v e l / c o n v 1 e f , e x i s t e

e I/, con u £ fu : VL
i i

v en 1/ y w -»• v en H. Además» u -*- uw

y v ••*•• v en V. £1 problema semidiscreto.(1,6) es llevado a su representa
°h ° •

ción de primer orden correspondiente, la cual resul ta se r :

nv m.
Encuentre x - CO,T-] * IR x IR.

= G(.t;XCt)) -

donde, c . t . t e ( 0 , T ) ,

, a ' ( t ) ] T ,

Bx(t) = [a ' ( . t ) , - M"1(.Ka(tl + ^ (a 'CtJ . ) + p

(1-7)

( .1 .8 )

F(.t) = [O
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Aquí se tiene que el vector a

coordenado de

do B =.
mh

: R , ademas»

c.t t e (0,T), se forma con el vector

, . i » i mh, s 1 en.
s l h 1 1 ,.x_T

una base de Vh, a ( t ) « p ^ t ) , . . . . %

K i i =

F.(t) =
J

S, - t r .

T]lVh) „ c».

: [0.T- ] x
10;,

FALLA DE ORIGEN

- c.t. t e (0,T) (1.9)

[ 16 ] , ademas para todo compacto IÜ

g e L^O.T):

. continuamente de los datos, puesto que,

satisface las condiciones de Caratheodory,

C [0,T] x X% x IR^ existe una función

- G(tSi(t)l|

(t,x(t)), (t,í(t) ) e«> c.t. te CO.T).
(1.10)

U s o l u C i 5 n es . o . a U P - t o . e , US s i lentes acotaciones son satisfecha,

íuh(t)}h40 es acotada en V. c.t. t é CO.T].

<«„>„*> « acotada en ^ Y en L"tO.T;V).
(1.11)
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{u('(t)}h>Q es acotada en H, c.t. t £ [0,T],

es acotada en H y en L°°(0J;V). FALLA DE ORIGEN

Se muestra9 mediante el método variacional, í 18 ], utilizando las propiedades

de monotonía y hemicontinuidad de $ : V ->• V1 y V. : V •*• V que la solución

u. e V, de (1.7), equivalentemente de (1.6), es convergente, en un cierto sen^

tido, a la solución del problema (1.5)., la cual a su vez, converge a la solución

del problema (1.4).

En el capitulo cuatro se presenta el modelo mecánico de una placa tridimen,

sional, elástica, lineal, homogénea e isotrópica, denominada;, a través de este

trabajo, modelo tridimensional de Kirchhoff. Entenderemos por modelo mecánico

aquel que se deriva de los principios de balance de la elastodinámica tridime_n

sional, bajo hipótesis en!los campos, dando lugar a las ecuaciones de campo, de

consistencia en cargas de cuerpo y tracciones de superficie, condiciones inicia_

les y de frontera, así como a las ecuaciones de equilibrio dinámico y de elerner̂

tos mecánicos, momentos y!cortantes, del cuerpo en estudio. Este método, al

cual llamaremos método de la elastodinámica aplicada, sistematiza la obtención,

a partir de los principios de balance tridimensionales de un medio continuo y

de la hipótesis.

Hl: u, = u~ = O, en Q x { O } x Js

= x

O

(£,09t)9

Cx9Q,t),

uq (x,0,t) + Xo Uo (xs0,t)
O O Ojo —

\ ^: (x,0,t),
3'33

x_ e fí»

x s'(x_

t £ J.

(1.12)

(1.13)
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la obtención de principios tridimensionales asociados al problema de placas.

Aquí B es la placa tridimensional y fi su correspondiente plano medio. De

tales principios bidimensionales se concluyens la ecuación bidimensional de

equi l ibr io dinámico y los elementos mecánicos^que actúan sobre la placa. Esto

permite ubicar la Resistencia de Materiales en el contexto de la mecánica del

medio continuo en general y , de la elasticidad l ineal en part icular. Se formu

la también, bajo hipótesis en cargas, el modelo mecánico de Kirchhoff con trac

ciones nulas. Finalmente se presenta una fórmula de Green para tales .'modelos.

En el capítulo cinco, se presentan algunas simplificaciones del modelo me_

cánico desarrollado en el capítulo cuatro. En la primera de ellas se supone

que los términos de 0(h ), en desplazamientos," son despreciables. En este

caso el campo de desplazamiento satisface las expresiones siguientes:

u x (x, t ) =

Uo(x,t) = Ü.

'3 3

:3 U 3 , 2
 + X3 3 L 2"

Ff l

-i

-S +S -S±^(S S +S -S
P J - s - 1 A j - j t - S O t - j o

(22

en B x J. (1.14)

Aquí t e J y s S S

S_ = (S,, S2s So) son las tracciones en la parte superior e in fer ior de la

placa, respectivamente. Con este campo de desplazamientos se formula el llama

do modelo mecánico de Kirchhoff de 0(h ). Suponiendo además que Ŝ  = S_ * e_,
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se genera el modelo mecánico de Kirchhoff de 0(h ) con tracciones nulas, el

cual corresponde a un modelo de placa que satisface hipótesis, en desplazamiejí

tos, t ipo Hencky y, los componentes de cortante en los tensores de deformación

y esfuerzo son no nulos. Ademas, la ecuación ,de equi l ibr io dinámico bidimen^

sional, la cual considera la inercia de rotación, [ 23 ] de la placa, es

•DAAÜ.
i

= pO * "+ ^ J (1.15)

en ti x J.

Aquí, b_ = (b,,boSb3) en B x J es el vector de cargas de cuerpo y

D - -JÜL
12.Í.-1-V2}"

m l - "

rh
7

X3 b02

m2 =
h/2

-h/2

X3 b01 d x 3 s

'03 03 d.x3-

(1.16)

Suponiendo, además de (1.14) y |_ = § = 6_9 que los términos de 0(h) en de_

formaciones son despreciabless se obtiene el modelo de placas de la teoría de

Kirchhoff. En este caso los componentes de cortante en el tensor de esfuerzos

son nulos. Para el caso que en desplazamientos los términos de 0(h) sean des_

preciables, esto es, los componentes del vector desplazamiento satisfagan
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(Xst) = -
A3

en B x 0 , U.J.7)

se formula el modelo mecánico de Kirchhoff de o(hh E1 m o d e l o t á n i c o de

0(h) con tracciones nulas es tap ien p res tado . En este último caso la ecua

cion de equi l ibr io dinámico del cuerpo resulta ser

12 AA- - m.
' 1 A » 2

h
(,1.18)

S po Lh U3 " T? A "3]» en í i x J .

Para el caso del m 0de l 0 de Kirchhoff de 0(.h2) se deriva una fórmula de Green

la cual con tracciones externas nulas corresponde a la fórmula de Green clási

ca de placas e s t i c a s [ 7 ] . Se presentan algunos problemas da valores so"

bre la frontera e in ic ia les , lineales y no l ineales, asociados al mOdelo de "

Kirchhoff de .0(h2) así como al de la teoría clásica de placas elásticas "

Us condiciones de frontera üneales, Dir ichlet , Neumann o mixtas, se deducen

de la ft.rn.ula de Green correspondiente. Las condiciones de frontera no linea

les son del t ipo f r i cc ión , en momentos y cortantes, [ 8 ]..

En el capítulo seis se aplican los resultados abstractos de los caoítulos

dos y tres al siguiente problema de valores sobre la frontera e in ic ia les- aso

ciado a una placa elástica l inea! , en la cual el término de inercia de rota "

ción es despreciado.

FALLA DE ORIGEN



Dados S^S; =& sobre
* *

!, x J , 3B x J5 respectivamente, b = (0,09bnq)

en fi x J ; u , v_ en fi; w, v, sobre 8fí- x J ; F,M sobre 3fíg x J>

g : 9 ^ x J -»- 1R+ ; h. : ü -*- iR+
 9 6 > Q,' 0 < v <;*» encuentre iL : fí .x .J + R:

-p h ü - DAAÜo + bQ3 = 0, en fix J ,

0,(0) = un , 5,(0) = vn , en fi,

s o b r e 3ñ- x J

(Do) = M, sobre 3fi9 'x 0,

9 =•

| F ( . Ü 3 ) | - g => = | A > 0 :

L(ü3) = - A F(u3)
sobre x 0

tc(S3) = o.

Aquí la frontera del plano medio, 3ft, es ta l que

(1,19).

FALLA DE ORIGEN

- U dti- U (.1.20)

y, 9B , 3B son la frontera superior e inferior de la placa, respectivamente.

Las condiciones sobre la frontera 3Í2, x J9 modela restricciones tipo fricción

en cortantes y momentos y, F3(üJs*H (Ü 3), son la fuerza cortante y el momento

flexionante, inducidos por üoS respectivárente.

Para satisfacer nuestros objetivos es necesario presentar la formulación
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variacional de (1.19), para lo cual, las condiciones sobre 3H, x J, se expre_

san en términos del subdiferencial de una funcional \|> : TR •*• R convexa, y se_

micontinua inferiormente. El problema (1.19) es equivalente, entonces» a:

Encuentre u~ : ü x J ••*- IR:

h D 3 " D A A G 3 = ' b03>

Ü3(O) = u*. D

F3(ü3) = F, *HT (D3) -

en Q x J ,

en Q,,

sobre 3í3- x J ,

sobre

(1.21)

-F(D3) e 8 ^(,xst;L(ü3))s

= 0 .

sobre 30. x J ,

dondes

g(x,t)a si ¿ > 09

-gtx.t), gtx.t)-], si B, = Os

-g(x,t), si ^ < O,

(1.22)

es el subdiferencial de la funcional ^ (x . t ; » ) : IR -»- K definida por

, V- £ s R. (.1.23)

Posteriormente se muestra que el problema (1.21) es equivalente, si
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3u.
w(0)=u3(0),v(.a)=: —jj- (o) , a l problema

Encuentre LU ; Q x J ->

- p h ü , - DAAÍL = - b Q 3 , e n S ] x J ,

D3(0) = u*s D̂

F3CD3) = P .

-F(ü3) £ 3 ^(xst;J.(ü-3))

- 0.

en

sobre

sobre

1 < *
x J,

sobre 3£u x

(1.24)

FALLA DE ORÍG

Las formulaciones variacionales correspondientes al problema (1.24) se obtie_

nen, de manera natural, al aplicar el concepto de subdiferericial de la funcio^

nal IJJ •- K •+ K.. Para esto se introducen los siguientes espacios de Hilbert

v(n) = H2{ü) CL2(n)

t/(Q) = L 2 { 0 J ; U

W(Q) = {v e 1/(0): v- e I / " (Q)} 9

s H(Q) = L2(0 j ;
M i

e H2(ñ): Y0 V = ya v = 0, sobre

Y-, v = 0, sobre

= ív e W(Q) : v1 e

v2to)

i/2(Q)

W2(Q)

= {v

0

* L {

= (v

e H¡(fí)

v =.0,
1

:0,T;V2(:

e W(Q):

: Yo v =

sobre

V e V'2

Yi v

0üá *\ S %

3 s

ÍQ)} •

= o , sobre

(1.25)
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Las funcionales que modelan las condiciones de fr icc ión sobre %$ x J , están

dadas por las expresiones .

<Kx:y v).dQ, v e £>(j

+ 00,

J2(v) =

J2(v) =

j , (yCtl)dt, v e

+ 0Qs v i

v e

'3

+ 00, v ^ V(iz)

T
d2(v(t))dts v

+ 00, v i P(J 2 ) ,

cuyos dominios efectivos correspondientes, son:

) * {v e \

) = (v e V

(1.26)

"(1.27)



19 -

= ív e |/2CQ): j CvC- U.28)

Con esto, la formulación variacional clási

nes de cortante con fricción es:
ca* de. (.1.24),. asociada a condicio.

Dados p o , h , D e L - ( n ) . b e*
?3 con

con \ He l\o J
t re u 3 e W l ( Q ) A p ( J i ) :

* *
o o

encuen

. v-Dg] + [A ü3S v-üi] + j .

>0 , v - ü j s V v

>0.; 53(0) = *
vo-

(1.29)

Asi.is.0 tenaos que, p a r a el caso de contienes de tipo « , c o n f r l c c i 5 n

la formulación variacional clásica correspondiente es:

Dados
L-O». bj e«(.q, con bj ' s L ^ O J ; ^ ) ) , ?>

D3 e W2(Q)
2Jt

°5 3 ( O ) = - V °

(1.30)

FALLA BE ORIGEN
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Otras dos formulaciones variacionales, llamados formulación variacional punto

a punto y formulación variacional fuerte, asociadas a.(1.24) son presentadas.

Además, con el f i n de aplicar los resultados de análisis del capítulo dos, los

problemas (1.27) y (1.28) son llevados a los sistemas de primer orden corres,

pondientes. Finalmente se presentan los problemas regularizados asociados a

la representación pseudoinstántanea de (.1.29) y (.1.30), los cuales resultan

ser de la-forma: :

Encuentre u- e l / - f t ¡ con u, e l/-(.Ql., u^ e W(.Q):

v(t)> + <Aule(.t)sv(.t)>

= <f ( t ) , v ( t ) > , V

U . U-, " V

c.t. t e ( 0 J ) , e > o,
(1.31)

Encuentre Up e

v(t)> + <Au2e.(t),v(.t)>

= <f*(t),v(t)>, V ve

V U2eC0)

c o n U2e £ ^ 2 ^ ^ ' U2e e

c.t. t e (0J) , e > 0,
(1.32)

Aquí Vj' : VjCfi) •*• v J í í ) , V j 2 : VgC )̂ + Vgt^)» son los gradientes de las

funcionales j - : V^{ü) -*- IR, j ' 2 : V2CP) •* ÍR3 definidas por

dü.

> 0, (1.33)

FALLA DE ORIGEN
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i+T-

las cuales regularizan a j , : V-(fí) -»- M y , J 2 : V2(#) •+ IR \ respectivamen_

t e . ' ' • • - . • •

i

Los resultados de análisis del capítulo dos son también aplicados a los

problemas (1.31) y (1.32).

Finalmente en el capitulo siete se construye, mediante el método del ele_

mentó f in i to , una aproximación interna de los espacios (V-(fi), l^(Q)),

(V2(ñ), ^ 2 ^ " ' asociados a los problemas (1.31) y (1,32). Se presenta, pr1_

meramente, el método del elemento finito9 mediante sus tres aspectos básicos,

como un procedimientos si^emático para construir subéspacios de dimensión fi_

nita , Vlh y-V2u» de los espacios de Hilbert VA$), V2(ñ). Posteriormente

se describen tres elementos finitos particulares, Árgyris, Bell y Bogner-Fox-

Schmit, mediante los cuales se construyen dichos subéspacios, mostrando que

los dos primeros pueden ser embebidos en familias casi- afines de elementos

finitos y el último se embebe en familias afines, [ 4 ] . Finalmente,, me

diante algunos resultados de la teoría de interpolación, [ 4 L se demuestra

que las pareja¿ (V l h(«), ^lhCQ))» (V2 (p), ^2h(.Q))9 donde,

= L 2(0J;V 2 h(Q)),

constituyen una aproximación interna de (V-(ñ)9' l/̂ CQ)) y (V9(fi), t/9(.Q)), res

pectivamente, con lo cual la convergencia de los modelos semidisGretos esta, ga_

rantizada.
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2. PROBLEMA ABSTRACTO DE VALORES EN LA FRONTERA E INICIALES.

SI objetivo de esta parte es presentar un problema abs

tracto de valores en la frontera e iniciales asociado al siguien

te problema variacional hiperbólico,

Dados fef'/U eV,. v epíj),o o
» r

encuentre u&W con. u'e.S'.(J).;

u" + Au + a.J(.ü').? f #.

u(0) = u / u1 (0). - vrt/

cuya forma integral es;

Dados f£t/', u eV, v eD(j), encuentre ueW con ufeP(-J)s

, v(t)-u(

<f (t) , v(t)-u' (t)>dt, V ve D(J) ,

0

u(0) = u Q , u
1(0) = v o ;

!l problema (P) puede ser escrito en la forma

Dados fel/1/ u eV, v eD(j),

(2.1)

(P1)

encuentre ueW con u'eV(J):

U1 + MU 2?,

U(0) « U ^
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a l d e f i n i r

ü ~ [ u , u ' ] / U(0) - [ u ( 0 ) . 7 u ' ( O ) ] / U d « £%> V

Mu- [ - u 1 , (Au + : 3 J ( u 1 ) ) ] ,

F - [O, £ ] .

La f o r m a p s e u d o i n s t a n t á n e a [28] d e l p r o b l e i n a ( 2 . 1 ) e s

Dados feV1, u o
e V' v ED(JJ, encuentre ueW con u'eP(J):

, v(t)-u'

u(o) = u o , u
! (.0) = v^.

-j (u1 (t)) ><f (t) >

Por tanto, la forma instantánea del problema (P) es

Dados fef, u_ev, v eD.(j),

encuentre ueW con u'eD(J):

u" (t) + Au(t) + 3j (u' (t)) 9 f (t) ,c.t.te(O,T) ,

u(0) = U Q / U1 (0) .« v ,

y el problema de primer orden correspondiente es

Dados fel/', uieV, v eD(j),

(Pl)'l

encuentre usW , con ufeo.(J).:

U1 (t) + MU(t) ^F(t),c,t.te(0,T)

U(0): - U ,

2.2)

con M: (VxD(j)) <t) = (UV) (t), üetecDGrL, c,t. t. e{0,T).
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con

-Los datos:

P o s e e u n a

12 3, [3 J, b ab a D 0 l a s i g u i e n t e r e q u l a e l d a d
e n

con fe, X1: (O./JÍ;H),,

u
o

,{{Auo + aj(Y0:))nñ} 4 *.
(2.3)

con

ni-
vp- ; U£V-

es, M + tóIC (VX.H)x(yxH) ,

Nuestro siguiente ortivo e s e x p r e s a r e l p r o b l s m a (p)

un P r o b l e m a a b s t r a c t Q d e v a l o r e s ^ ^ ^ ^ e ^

H, B un eSpacio d e H i l b e r t i s o m 6 r f i c o

co c l e n t e

norma. Supongamos que la funcional j :v-(- f +-] e s t á d e f i n i d a

en términos to i a s t r a z a s y v d e V £ V j e s t Q M #

nal convexa propia semicontin.ua infe r Í Q r m e n t e h:

que

o 7.

Observe que

* v0 - D(;n.

(2.5)

(2.6)
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El problema (2-1) adoptando la regularidad (2.3), toma

la forma:

Dados fetf con f' elA(0 ,T;H) , u.eV,. v e,D (j), con-

{Au +9.j (v ))HH} =f 4>, encuentre UEI/ con u"eH, u'ej

i
, v.(t)-u-'(t)> dt +. (t))] dt

T
> | <f (t),v(t)-u'(t)> dt, V veD(J),

o

u(0) - u o, Y :

(2.7)

Identificaremos el problema (2.7) con un problema de va

lores en la frontera aplicando la fórmula de Green abstracta

de la forma bilineal/ simétrica y continua a:VxV-H£/ [263 ,

<Au/v> , veV, (2.8)

donde PEÍ.(V,VM es el operador formal: <Pu,v>=.a (u,v) ,ueV/V£Vo \ . . . o

y 3eL(D ,B') es el operador abstracto de Green con dominio

D = {ve.V:PveH}. Se;a ?eL{V,V* ) el operador lineal y continuo

definido por : Pv(t) = P(v(t)), VEV , e.t.. te(o;T)., donde

= L 2V = L2o r*)': es el dual de V = Lz(0,T.;Vo).

Teorema 2.1 El probl'fema variacional hiperbólico (2.7) es equiva

lente al problema abstracto de valores en la frontera e inicia-

les:

Dados fetí con f' el?. (0,.T.;H) , u '.eV, v ••et)(j). con

{ (Au +3 j (vd) )nH} ), encuentre

o • o

con u"eff, u'e.D.(J)
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UM +• Pu - .f ,.

T

o B

T
<"3.u(t)/YV(.t)-Y.u-

1 (t)>R-dt +• .{h('Yv(t))-h(Yu:t (t)) } dt > 0,

o

J. v ej>.(j).,

u(0) = uQ, u< (0) ~

(2.9)

Demostración. Sea u la solución del problema (2.7).

Sntonces de acuerdo a (2,5) y (2.6), podemos tomar v = u'±v.

e D(J), v • e (/ , y obtener
o o

T
" (.tj + Pu(t) - f(t), : dt = 0 ,

de donde,u" + Pu - f .- 0, puesto qué. V es denso en H. Además,

puesto que u"(t)eH, Pu.(t) eH y.u(t)eD para c.t.te(O,T). Usando

la fórmula de Green (2.8) se obtiene la desigualdad de (2.9).

Inversamente, sea u solución de (2.9), entonces u(t)eD ,c.t.

te(0,T). Aplicando la fórmula de Gréen se obtiene (2.7) •

Observación 2.1. Obsérvese que la forma instantánea del proble-

ma (2.9) es:

Dados' feH con f '.eL1(0,T;H) , 'u eV,.. v.eD(j) con .{ (Au +9 j • (v .) ) n H} ̂

encuentre uef con u"eH, u'eD

u" (t) + Pu(t) j- f (t),

1 (t)) •"

u(0) = uo,u'(0) ~

c.t. te(O/<p) . (2.10)

— 1 1 WIII i y T—im

tím i
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3. APROXIMACIONES DE INECUACIONES HIPERBÓLICAS.
i

El objetivo de este capítulo es introducir aproxima-

ciones/ continuas y semidiscretas, así como establecer los

correspondientes teoremas de convergencia.j3el problema

pseudoinstantáneo asociado a (2.7).

* r

Se presentan primeramente las aproximaciones conti-? •.

nuas, penalización y regularización, en el sentido de :[19]

y, mediante éstasrse presentan los problemas aproximados

asociados a (2.7). A continuación se presenta una aproxi

mación semidiscreta, aproximaciones internas, de un proble

ma penalizado y regularizado asociado a (2.7). Se demues-

tra existencia de soluciones del problema semidiscreto al

mostrar que el sistema de primer orden asociado satisface

las condiciones de Carathéodory [íel Yr mediante estimacio-

nes a priori, que las sucesiones generadas por las aproxi

maciones. son acotadas, en un sentido apropiado. Finalmen

te, mediante el paso al límite, se demuestran los teore-

mas de convergencia correspondiente.
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3.1 APROXIMACIONES CONTINUAS DE INECUACIONES HIPERBÓLICAS.

El objetivo de esta parte es introducir aproximaciones

continuas/penalización y regularización, del siguiente pro-

blema variacional hiperbólico:

Dado: feff con f' eL1 (0,T;H) , uoeV, V Q E D ( J ) con

{ (AuQ + 9j(vQ))
nH} =j= (J) encuentre ueV con u"e.ff,-.u'eD (J) :

(t) +ñu(t), v{t) - u'(t)> +"j((v(t))- j{u'(t)) ̂ <:f(t), v(t) - u'(t)>

V ve D(J), C t . t e (O.T), (3.1)

u(0) = uQ, u'tO) = v0. ,

el cual corresponde a la formulación pseudoinstSntanea del

problema (2.7). Se presenta, también, el teorema de con-

vergencia correspondiente.

Primeramente introducieremos una penalizaci6n del pro

blema (3.1); recuérdese que D(j) = P(J)+VQ. Sea 3:V-*Vf un

operador de penalización asociado a D(j), esto es

i) 3:V^V' es monótono y hemicontinuo,

ii) N g = Núcleo de 3 = D,(j)

el cual satisface

iii) ||3(v))|| < C || v ||, V veV,* —

iv) <3(v) , v> > 0, V v. £ V.
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El problema pena l i zado asoc iado a (3.1) e s ;

Encuentre u et/- con u" e H, u1 e V
e e e .

<u^ (t) + Au£ (t) + i B (u¿ (t ) ) , v(t) - u¿ (t)> + j (v(t)) - j (u¿ (t))
£3.2)

>_-<f(t), v(t)-u¿(t)>, Vvel/ . c.t . te (O/E)",

V°> = u 0 ' u¿ ( 0 ) = V

Nuestro s iguiente objetivo es regular izar e l problema

(3.2) . Sea j ; V * I< una familia de funcionales con-

vexas y G-diferenciable en V que regularizan a j :

esto e s ;

v) j (v) + . j (v) , cuando £ •> 0,

vi) s i u ->•' u débilmente en V, entonces,,
slim inf j (u ,) > j (u) ,

cuyo gradiente Vj :V->-V-f sa t i s face

v i i ) | | Vj (v) | ¡ _< C | |v ¡. | , V ve V,

v i i i ) <Vj (v), v> > 0, V ve V.

El problema regularizado asociado a (3.2) e s :

Encuentre u e(/ con u" e H, u1 e V .: .

(t) + Au (t) + ~ 3(u ' ( t ) ) , v(t) - uMt)> + j ^ t v C t J H (ul(t)) >
t o o o o o £ —

^<f( t ) , v(t) - u¿(t)>, V ve 1/ . c.t. te <0,T), (3.3)

u e í 0 ) = U 0 ' U¿ ( 0 ) = V 0 '
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Teorema 3.1. El problema (3.3) es equivalente al problema

Encuentre u eV con u" e' íL u1 £ V :
£ • • e £

(t) + ¿ $(u!( t ) ) + V j ( u ' ( t ) ) , v ( t ) - u ' ( t ) > > < £ { t ) f v ( t ) - u ' ( t ) ^
e e e e e e - • e

V VE t/ , c . t . t e (0,T),

u ¿ ( 0 ) « v .

Demostración. Obsérvese que siendo j ¡

vexa y G-diferenciable en -V , su gradiente satisface

< V j í u ' ( t ) ) , v ( t ) - u ! ( t ) > < j p ( v ( t ) ) - i ( u ' í t ) ) , V V£V.

P o r t a n t o ( 3 . 4 ) i m p l i c a ( 3 . 3 ) . Sea a h o r a v = u 1 ' + O ( v - u ' )

V v £ V, 0 e [ O , l ] . E n t o n c e s , v - u 1 = 0 ( v - u ' ) y

O < u " ( t ) + Au ( t ) ' + i M u ' ( t ) ) + V j í u ' ( t ) ) , v ( t ) - u ! ( t ) > +
£ E . £ E b E £

+ j c K ( t ) + e/(v(t): - u - ( t ) 0 - j P ( u ; ( t ) ) > : e < f ( t ) , v ( t ) - u M t ) > #

d i v i d i e n d o p o r 0 y t o rnando e l l í m i t e ©4-0, s e o b t i e n e ( 3 . 4 ) .

Observación 3.1. El problema (3.3), en términos.

del subdiferencial 3j CVxV de j :V-̂  3R.> el cual es univa-

luado, e idéntico.'al gradiente, puede expresarse como:

Encuentre u ef con u" £ H ,• u1 £ i¿. :
£ £ £

u"(t) + Au (t) + i B(uMt)) + Vjju' (t)) = f (t), o..t. t£(0,'.f),

u£(0) = u Q , u¿(0) = v0.

El sistema de primer orden asociado a (3.5) es:

Encuentre u el/ con u" £ ¡i, u1 £ 'I/.. :

(3.5)
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U!(t) + M (U (t)) = F (t) c.t. te(O,T).

(3.6)

donde, ü (t) = [ujt), u'ít)], U (0) = [u (0) ,u! (0) ],, U - [un, v n],

I
M£¡ V:.'x V Í V ' X V 1 ,

" • , í 3 ' 7 )

M P (u (t)) = [-u; (t), AU + i a (u: (t)) + VJ (U; (t)) 3,

F (t) = [0, f(t)].
-v

00

El problema (3.6) posee una única solución u eL (0,T;V)

con u! EL (0,T;V), u" e L (0,T;H) si (Au + ¿g(vn>+3 j (v J )
 n H+.+

puesto que, el operador M es un subconjunto o¡ - máximo mono-

tono de V x H, [l}f | .

Observación 3.2, >Obsérvese que siendo (3.4) definido Vv£f,

V un espacio lineal, este puede expresarse como;

Encuentre u• . e V con u" c I?, u' e tí :"

<u"(t) +Au (t) +¿3(u'(t)) + Vi (uMt)), v(t}>=<f(tí/v(t)>, V V E (/•-.,
£ £ £ £ £ E

•ct, te (0,T), (3.8)

u£(0) = u Q , u¿(0) = v Q .

En efecto, tómese v = u' i v, Claramente (3.8) es idéntico a (3.5).
££

Presentaremos ahora el siguiente teorema de convergen-

cia, el cual será demostrado posteriormente en: la sección. 3.4,

para el problema £3.81.
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Teorema 3.2. La solución u del problema (3.0),1 la cual sa
oo co co

tisface, u eL (0,T;V), u1 eL (0,T;V), u" eL (OfT;H), con-

verge a la solución u del problema (3.1) en el siguiente

sentido

u -1- * u, débilmente estrella, en L (0,T;V),

ococ

u' * * u1
 t débilmente estrella, en L ÍO,T;V),, (3.9

u" •*• * u", debiimente estrella, en L (O,T;H). •
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3.2 APROXIMACIONES INTERNAS.

Nuestro siguiente objetivo es introducir una

aproximación interna del problema"(3,8). Diremos que {V. ,

[/, } es una aproximación interna de {V, V} si

i) {vv,} e s u n a familia de subespacios de dimen-
n h > 0 . * • "

sión finita de. V, dim. v.. = m. -»- °°, guando h->-0.

ii) Vh - L
2(0,T;V^},

iii) V v £ y con v'ef existe v,el/, con
' n n

v¿ e Â : v. ->- v en V y v¿ ^ v1 en H.

El problema Semidiscreto asociado al problema (3.8) es

Encuentre u, e V^:

<u¿(t) + Auh(t) + ̂  0{u¿(t))"+ Vje(u¿(t)), vh(t)> - <f (t), Vh(t)>;

Vvh£l/h,c.t. te. (0,T]if

V 0 ) - V " UnÍÜ) = V0. ' (3

h h
u - uQ en. V,
h

v o h * vo en v-

Demostraremos a continuación el teorema de existen-

cia de soluciones del problema (3.10)

Teorema 3.3. El problema (3.10) posee al menos • una solu-

ción uh, u¿ e CA(E0,Tm ]; V h ) ,
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D e m o s t r a c i ó n . Sea {w- , w 9 , . . . , w } una base ortogonal de V,

entonces, V vh e V.h, v^(t) = a.<t)w.; i=lv,,2,.. . ,m,h. La

ecuación semidiscreta del problema 3,10 es equivalente al sis

tema de m- ecuaciones diferenciales no lineales

Encuentre a : [0,T] •+ B, tal que

a"(t) = M**1 [F(t) - K a (t) - C £ [a' |t) 3 - P [a'(t)]],

a(0) *'a0, a'jO) - *á¿, (3.11)

donde,

I; . •= <w. , w.>, k. . = <Aw. , w .>, F . (t)
Ji i' 3 ' 31 i' 3 3

C [a1 (t)] = i <6(a' (t)w.),w.>, '

D . [a1 (t)] = <Vjc(a! (t) w. •),w.>.

El problema (3.11) puede escribirse como un sistema de pri-
mh mhroer orden al definir y i [0,T] •*-"&. x B por YÍtJ^Eatt),

T
a/(t)3 . El problema equivalente asociado es

m m
Encuentre X : 10rT] •*• IR . x ]R tal que

y1 (t) =. G(t,Ytt) •= Ay(t) +-F(t), (3.12)

T(0) = Yo,

donde,

Áy(t) C (a

F(t) = [0, M"1 F(t)], Y Q = [a(0), a' (0) ]
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Mostraremos que el problema (3,12) posee al menos una solu-

ción local u,, u¿e CA^°' Tm ]; vh* ' P u e s t o ^ue, G s forT
m ^

 x

m, m, '.. h h
" n - •" n • ~ mÜ x B n satisface las condiciones de CarathSo-

dory, esto es,

i) G(. , i):[0,Tm ]
mh

es medible,

ii) G(t, .) : B h x B
h •+ B h x B h es continua,

iii) V compacto toc[O,T]x Kmh x B m h, exis'te una función

M
que g M(t) r (t,<5)eaj.

Obsérveseque feL2(0,T;H ) y.P.(t) = <f (t) ,w .>, lo

cual implica que F. eL1(0,T), j=l,...,m, por tanto la coridi
.3 n ~ .

ción (i) es satisfecha. Obsérvese que 3 + Vj :V -*- V1 es mo-

nótono y hemicontinuo puesto que g:V -*- V1 y Vj :V + V , lo

son, por tanto, si u. ->• u en V, <($•+ Vj^) (u. ) ,w> + <(3+Vj^)

(u) ,w> V'WE'V, esto es 3 + Vj es demicontinuo, [29] , Enton-

ces A(y(t)) es continuo en B n x B n, lo cual implica que

iii) es satisfecha. Mostraremos a continuación que (iii) es

también satisfecha. Sea

[t1,t2]x {Ue x 3Rmh. \u C k = 1,2, ,2m, >,
/ n

0 < t- < t < T y (t, y(t))etú.

Entonces,

Fk(t) = |(o¿(t)
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= a1 ít)

|ot¿(t)

+

1 |a¿(t)

i k

- a. (t)<ñw.,w.> — <3(á! (t)w.),w.;
i x' k e x i ' k

<f (t),

. (t)w.

é Vu !

+ l l f ( t ) |U|w k | |} £

i<t)| ¿ | 1^1 I H

+ | | f ( t )

m
{C £

x *

El resultado se sigue al observar que |.|f(*)||A e L
2 (.0/r.) .

A continuación mostraremos que [0,T ]= [0,T], al mos-

trar, mediante estimaciones a priori, el

Teorema 3.4. Toda solución íu,} del problema 3.10 sáti£

f a c e • : ' ' . : •

{u, ;(t) }, >Q es acotada en V, c.t. t e [0,T] ,

es acotada en V y en L (0,T;V),{u }

{u! (t) } • n es acotada en H, c.t. te [0,1.],
•li n ^ O

(3.13)

íu,1 } 00

es acotada en ti y en L (O.T;H).

Demostración. Sustituyendo en el problema (3.10)v (t)

por u' (t) , t e [0,T. ] se obtiene
n mh
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1
SU, \ w X rtU, I Ul T — p ILt I Ul I T V ] IU- I Ul I / Ui

• h. .11 e n n . :h

Tomando e n c u e n t a l a o o s i t i v i d a d d e 3:V •> V1 y Vj:V-+-V1 ,
•fe

se obtiene •

, U¿(t)> < <f í t ) ,

por tanto ¡

1 ^ | | 2 , u'¿(t)>}

Al in tegrar .es ta última desigualdad y tomar en cuenta la

semicoercividad y continuidad de A:V •+• V y la acotación de

U-. , v- , se obtiene
Uh Uh

|u| (t) | 2 + ct| |vL(t) 112 £ C + X |ü-.(t) | 2 +. 2 / .<€(T) , u, (x)>dx £

£ C + X K ; ( t ) | 2 + 2 / |f (T) I I |U (X) I I dx.

Al a p l i c a r l a d e s i g u a l d a d de Young s e o b t i e n e

.' . t . . .
| u ' ( t ) | 2 + a | | u ( t ) í | 2 < c- + X k ( t ) í 2 + t . HtL-(T)||-z dx

u . fl . a- . xi un

Puesto que,

| u h ( t ) I 2 1 2, i u h ( 0 ) | 2 + C 2 J o | u ¿ ( T ) | 2 d x , C 2 > 0 ,

se obtiene

2dx HU¿(t)
3 2

<c3 + c4
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Por tanto, existen constantes C^ y C,-, tal que,

T l I ^ ||u.h(T)||2]dT}
O " h

Al aplicar la desigualdad de Gronwáll, [l¿| , se obtiene

C T
|u¿(t)|2 + ||uH(t)||

2 < C5 e
 6

X-L J. *• ^

por tanto, (3.13) es satisfecho.. f¡ *

Observación .3.1. Obsérvese que íre satisfacen las acotaciones

siguientes:
C T •- c T

I . , í 9 6 I I , . 1 1 5 6

u'(t) \¿ < C,- e , I |u (t) I j ¿ < CK e .

Estas desigualdades pueden escribirse en la siguiente forma

matricial

ax(t) A a(t) <• Cc e ° , (a1) (t) B a1 (t) < C- e • ,

donde,

Ta(t) = [aít), a (t) , . . . ,a- (t)3 ,i 2 m h

Por tanto,

C T
otT(t) A a(t) + (a1 )T(t) B a1 (t) <_ C? e

 6 *

Esta desigualdad puede escribirse como

1 tt) A Y(t) < C ? e
 D ,

donde,



Y(t) "« [a(t) ; a1 (t) ] ,

A =
A

O

m
x IR n

B

Por tanto, X^ e -^ x IR n es acotada. La existencia glo

bal se sigue al aplicar el teorema de continuación, [16] , a

(3.12) . *

Además la solución es única* y depende continuamente del

dato inicial si para todo compacto w C [0,T] x. IR x IR

existe una función g e L1(0,T) tal que

G(t ; - G(t ; - 6(t) ,

(t, x(t)), (t, _6(t))e w.

En este caso se tiene que

|Gk(t?1(t) -

< |o¿(t) -3-¿<t)

- Ak(¿.(t))

x, k
M Max WÍ

mi.

+ (1 + -)• ( Max |aí (t) | + Max |$! (t) |) • Z
s i x i 1 i= l

. (t) - 3i(t)

lw, II <

< |ct¿(t) - e¿(t)|+ {Cx |a(t) - 3 ±

la ' ( t ) - e' a( t ) - 3 ( t ) | < C, |y( t) - 6

Por tanto, unicidad y dependencia continua respecto a los

datos de la .solución de (3.12). es satisfecha. •
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3.3 CONVERGENCIA DEL PROBLEMA SEMIDISCRETO.

Demostraremos ahora el siguiente teorema de convergen-

cia débil.

Teorema 3.5. Toda sucesión {u,} Polución del problema

(3.10) converge a u , cuando m, •* «>, en el siguiente senti-

do: '

u, —•*• u , débilmente, en V, .

u —•*; *u ^débilmente estrella, en L (0,T;V),
n £ * • (3.14)

Uh "*" U' ' débilmente, en M,

U' _.̂ . * u^ t débilmente estrella, en L (0,T;H) .

Demostración. De acuerdo a las acotaciones dadas por

el teorema 3.4 y tomando en cuenta que todo conjunto acota-

do en espacios de Hilbert es secuencialmente débilmente com-

pacto, existe una subsucesión de {u. } que denotaremos tam
h h>0

bien {u,} que satisface (3.14)lf (1.14) . Además, (3.14)2
h^O

y (3.14) son implicados por (3.13)2, (3.14)x y (3.13)íf,

(3.14) respectivamente. •

Mostraremos a continuación acotación de íu"} median
h h>0

te el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Toda solución {u. } del problema (3.10) sa-

: ; . n h>o
tisface, además de (3.13)1 y (3.13)2 ,
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{u' (t) } es acotada en V, c . t . t e [0,T],,
n h>Ó

co

{u'} es acotada en 1/ y L (0,T;V),
n h>0

(3.15)
íu»(t)}

h>0 es acotada en H, c.t. t e [0,T]>

{u"} es acotada en tf y en L (0,T;H).

Demostración. Derivando la.̂  ecuación (3.1Ó) con. resgec

to al tiempo se obtiene

u»(t) + ¿ta^tt) + ¿ é(u¿(t)) + Vj(ü¿.(t)):•,: v¿(t)> = <f',(t), vh(t)>

+ < f(t), v¿(t)>.

Al sustituir en esta ecuación v^(t). por u£(t) y v¿(t) por

u¿(t) y, tomando en cuenta, la. positividad de 3:V-*-V y.

Vj :V-*-V' ,. se obtiene

+Au¿(t) + ¿ (Btu^tt)))1 t ( V

+ Auh(t) f( u¿(t)> < <f-
I(t), ug(t)> + < f (t), u¿

Además, puesto qué 3:V>V y Vj:V->V', son monótonos, se sa

tisface

> o;

por tantOf
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ujj'(t) + Au¿(t), u£ f'.(t), u»

de donde

I HE
< f<t),.u¿(t¡)>.

Al integrar esta última desigualdad se obtiene

M

u¿(t)> + <ñuh(t),uh(t)> < |u¿

|2} + 2 {j^

Puesto que {u/(t) }, n, u , v son acotados en H y. V se
_ Vi Vi

satisface que; • '

<ftuh(t), uh(t)> < C +

+ 2 { J* [<f (T), U¿(T)> + <f(x), u¿(t)}]

También, u¿(0): = f (Ó).

|f(0)| + I

<_ |f (0) I + C |v

y |u£(t) |2 + <Au¿(t), u¿

- Vj

Oh Au

por tanto,

Oh

Oh

h
<Auh(t), u <• C

O

1(T), u¿

lh
2 { 7 C |f (x) I |Ú£(T) |dr

O

O

h

(T)

dx} < "C

lh

u¿(x)|2] dx
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Al usar la semicoercividad. de AtV^V1 se obtiene,

ó }i< C2.+ A" {|u¿(t)

| U ¿ ( T ) | 2 , 1 dx} < C 3 +

| U ¿ ( T > | 2 3 dx} < C3• + "

||.U¿(T)|[2]'dT,

p o r t a n t o f

a |u¿(t) / | U ¿ ( T ) | | 2 ] dx.

Existen entonces constantes Cg y C_ t a l e s que

1 Cg + C? / " [ l u ^ ! 2 u¿ÍT) | | 2 ]dT .

Al aplicar la desigualdad de Gronwall se obtienen los si

guientes resultados

u¿<t)|| < c6 e
C?T

por tanto (3.15) es satisfecha.

Observación 3.2. Obsérvese que, de acuerdo al teorema. 3.5,

existen subsucesiones de (u¿}. . , íu"} denotadas también
hh^,0 h

 h>0

por {u*} , {u"} tal que
n nn

h>0 " h>0

u i u' , débilmente, en V f

u' -̂  * u' ., débilmente estrella, en L (0,T:V) ,
(3.16)

uh
u" , débilmente, en H fe

u
II ^. * n"

h
u" , débilmente estrella, en L (0,T;H).
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Además, puesto que $:V^V',. Vj :V-+Vf son acotados,

3(u¿(.t)) -*- x(t), débilmente, en V , c.t. t e [0,T},

(3.17)
Vj ,(u' (t) )-nJ; (t) , débilmente, en:V ,. efe. t e [O.,T3 . M

Teorema. 3.7. Los límites débiles del teorema (3.5) y obser-

vación 3.2 satisfacen
; • • . fi

T T , . . ' .
, v(t)>dt'+ f <Au (t). + - x(t) '+ 'ipít) , v(t)>dt *

0 0 e ,,e

T ^ (3.18)
= / <f(t), v(t)> dt,

0 .

. V vel/ con v' e 1/

Demostración. ¡Sea v. e V, tal que v, (T) » 0. Inte-

grando por partes la ecuación (3.10) se obtiene

T T .

/ <-u¿(.t)r v¿(t)>dt + i ^ í t ) + ~ e(u¿(t))•+ vj£(u¿(t)), vh(tj> dt = ,
T . .

= /, <f(t), v (t)> dt + (v , v. (0)).
0 n . .h n

Al pasar al limite, tomando en cuenta la definición de aproxi

mación interna, se obtiene

T T 1 •

/ <-ul(.t), v1 (t)>dt + / <Au (t) + - x(t) + T|»(t)f v(t)> dt =
0 £

 T ° • " (3.19)

= / <f (t) , v(t)>dt + (vn, v(0) ) ,. V y e 1/ con y'sl/.
0 U

Al tomar, v e V{QtT) se observa que

j<-uMt), v((t)> dt = |T<f(t) - Au (t) -Tx(t) - ífj(t), V(t)> dt.
0 0
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Por tanto,

~~ <-u¿ <"•)., v(t)> = <f ("•).- Au £(>)- i

esto es,

, v(t)>

e -V

= <f XÍ-), -

* e P1 (0,T;V).

Por tanto,

— U1 = f - Au - ~ X -
Clt £ E E

L2(0,T;VI)CÍ"(0,T;VI)

Además debido a que, u, (0) -> u (0) , débilmente, en V y

uh(0) -> uQ, fuertemente en V, u (0) • = ufi. También

, v(t)>dt = - , v1(t)>dt - (u

V ve f con v(T) = 0.

Por tanto,

(uMO) - v_, v(0).) - 0, V ve 'V, v(T) « 0, v'e I/.

Esto es u1(0) = vn. Al integrar por partes (3.19) se ob-

tiene (3.18). •

Para mostrar que u es solución del problema (3.9) es

necesario que

X(t) + eiu'(t)) + Vj (u'(t)), o.t. te (0,T), (3.20)

lo cual se muestra utilizando los dos siguientes lemas, la

demostración del lema 1.3 se presta en [33]*
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Lema 1 . 3 , S e a coeL (O,T;V) , w ' e L ( 0 , T ; H ) , t a l q u e

o)" ( t ) + " A u ( f ) = g ( t ) , g s L z ( 0 , T ; V )

o ) ( 0 ) = u Q , CÜ1 ( 0 ) = vQf

entonces, para casi toda te[0fT],

) f w( t )> +" | w ' ( t ) | 2 > <Aun, un> + | v J 2 + 2 dx. (3.21)

Lema 2.3

ira inf / <e(u¿(x)) - 3(v(x)) + Vje(u¿(x)) - Vj(v(T)), u¿(x) - v(T)>dT <

(3.22)
<X(T) - 3(V(T)) , u1 (x) - v(x)> dx, V.vel/

Demostración. Una condic ión s u f i c i e n t e para que (3.22)

sea s a t i s f e c h a e s :
t .

l im in f / V j e (u¿ (x )> , u¿(x)>] dx/ e(u¿ ¿

< 7 X"(T) + K T ) , U ' ( T ) > dx ;
(3.23)

p u e s t o q u e ,

U¿(T)

88 e 0 ( U ¿ ( T ) ) ' U¿ÍT)> - < e 3<V<T>>' " ¿ ( T » - <~ 3(u¿(x)), V(T)> +

+ < ~ 3(V(X)), V(T)> "+ < VJ£(U¿(T)), U¿(T)> - < VJ(V(T)), U¿(x)> -

- < Vj(u¿(x)), V(T)> + < Vj(v(x)), V(T)>.

Procederemos a demostrar la desigualdad (3.23). De la

ecuación (3.10) se obtiene, al sustituir v (t) por u¿(t), que
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1 1

— [ u,' ít) + *ÍA u, í'

. t .
- / < f ( r ) , u¿ (T)>dx -

1

0 £

1
I- TT [<&U A , U r t , > H2 0, 0,h h

en el l ími te se obtiene

2 < uMt) | 2 + <Au (t

< / < f (T) , u1(T)>dx
o e

ya que

lim inf |u¿(t) | j> |i

Puesto que,

;, u (t)»+lim inf

+ \ [<Au0, uQ> 4-

i1 (t) | , lim inf <Ai

h ! \

. t-,

o £

v n | 2 3 ,

U¿(T)>dT

U¿(T)>CI

uh(t)> >_ <ñu (t) , u£(t)>

u"( t ) + Aup{t!) = f (t) - ¿ x í t ) - íHt) , a . e . te[0,T] ,

u e ( 0 ) = u0' K{0) = v0'

Se puede aplicar 'el lema 1.3 cong(t) - f(t) - ¿ x (fc) • Enton

ees fc t

lim inf J<¿ B (U¿(T) ) + Vj(u¿íx)), u¿(T)>dx < f<~ x(t) + . * ( T ) ,u¿(x).>dT,

y, (3 .22) e s s a t i s f e c h a . H

Puesto que 3:V->V y Vj ¡V-+-V11 son monótonos y satisfacen

(3.22) se observa que
t , • '

0 < / < 7 X W - 7 B(v<t)) + ip(T) - VJJV(T)), uMx) - v(x)>dT

Haciendo v = u1 - Aco,.X > 0, cue:l/ arbitrario, se obtiene
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t 1 1
O < /< ~ X(T) - ^ 3 (U!(T) -XCO(T)) + ípíx) - VJ(UMT) - AW(T)),

Al u s a r l a hemicont inuidad de SJV-^V1 y VicV^-V se o b t i e n e ,

cuando X •*• 0,
fc i 1

0 < / < ¿ X ( T ) - 7 0 ( U ' ( T | ) + * ( T ) - V j c ( U ' ( T ) ) , C O ( T ) > d i ,
— i £ ¡ £ £ £ £

p o r t a n t o ,

^ 3 ( u ! ( r ) ) + V j ( u ' ( T ) ) - i X ( T ) + ! M T ) . (3.24)
£ £ e £ £

Se ha demostrado, mediante_ (3.18) y (3.24), el siguiente teorema

Teorema 3.5.. El l ími te débil' u . ,eLO(0,.T;V) , .'que. sat isface, .
s

u! eL°°(0,.T;V) y u" eL°° (0,T;H) , es. .solución del problema (3.9).

3.4 DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 3.2.

Mostraremos ahora que la solución del problema (3.9)

es convergente, en el sentido del teorema 3.2, a la solu-

ción del problema (3.1).

Teorema 3.6. La solución, u , del problema (3.4) satisface,

{u } es acotada en L (0,T;V),
ee>0

{u1} es acotada en L^tO^-V), (3.25)
ee>0

{u"} ' es acotada en L°°(0,T;H).
ee>0

Demostración. La demostración es idéntica a la del

teorema 3.5.

Observación 3 .4 . ípbáervese que por (3.25) e x i s t e n subsuce-

s iones de {u }, { u 1 } , {u11}, denotadas de l a misma forma,e e e

FALLA DE ORIGEN
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tal que „
u - * u (débilmente estrella) en L (O,T;V),
e

u. * * u
( (débilmente estrella) en L°°(O,T;V), (3.26)

U" * u" (débilmente estrella) en L (O,T;H),

3(u'(t)) ^ 3(u'(t)) (débilmente) en, V , c.fc. te[O,T],

vj(u.(t)). - Vj(u'(t)). (débilmente)en V'.c.t. te[O,T],-

Además, * '

3(u¿-(t)) = s [f(t) - u-(t) - Au£(t) -..Vje(u¿(t))] ••• O,

por tanto, 3 <u¿ (t)) = 0." d.t. te <0,T), esto es, u¿(t)6K,

a.t. te (0,T). Además,

<u"(t) + Au (t) + ¿ BtuMtí) - f («, v(t) - u¿(t)> + je(v(t))-je(u¿(t)) -

- je<v<t» ' íe(u¿(t)) " < Vje(u¿(t», v(t) - «¿<t)> > 0, V v e V,

por la,convexidad de j£::V-H<. Al tomar el límite y al usar

las propiedades, de convergencia y consistencia, de J e¡V^B,

se obtiene

<u" (t) +Ai(t), v(t)-u' (t)> + j (v(t) )-j (u1 (t)) > < f (t), v(t)-u'

También

u(0) = u Q , u1(0) s vQ.

Lo cual indica que u es solución del problema (3.1). Se ha

mostrado, por tanto, el teorema 3.2.
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\

4. MODELO MECÁNICO GENERAL DE KIRCHHOFF.

El objetivo de este capítulo es obtener el modelo me-

cánico; ecuacioneá de campo, consistencia {en cargas de

cuerpo, tracciones de superficie, de condiciones iniciales

y de frontera), equilibrio dinámico y elementos mecánicos,

'de una placa tridimensional, elástica lineal, homogéneo e

isotrópica.. A dicha placa la llamaremos cuerpo tridimen-

sional de Krichhoff y, a su modelo mecánico correspondien-

te, modelo mecánico general de Kirchhoff.

Como una primera etapa se especializarán, mediante el

Método de Kantarovách [2$ , las ecuaciones de campo de la

elasticidad lineal tridimensional. Posteriormente, median

te la ecuación de equilibrio dinámico de un medio continúo

y la relación del^tensor de esfuerzos con la tracción de

superficie, ley de Cauchy, se presentan condiciones de con

sistencia para cargas de cuerpo y de superficie, respecti-

vamente. La consistencia en condiciones de frontera e ini-

ciales quedan determinadas, en forma directa, de las hipó-

tesis de partida. Finalmente mediante los principios de

balance, lineal y angular de un medio continuo, se plan-

tean las ecuaciones de equilibrio dinámico del cuerpo en

estudio y, mediante la ley de Cauchy, se establecen las re

laciones entre cortantes y momentos con los desplazamientos
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Se presenta también, bajo hipótesis en cargas, una

simplificación del modelo mecánico general de Kirchhoff.

El modelo mecánico resultante es llamado modelo.de Kirch-

hoff con tracciones nulas. Finalmente, mediante un pro-

cedimiento formal presentado en [7], se desarrolla una

fórmula de Green.para el cuerpo tridimensional en estudio
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4.1 ECUACIONES DESCAMPO TRIDIMENSIONALES DE KIRCHHOFF.

El objetivo de esta parte es expresar los componen

tes del tensor de deformaciones y de esfuerzos de un cuerpo

BĈ ;'• 3 , elástico lineal, homogéneo e isotrópico que satisface

hipótesis a priori conocidas en desplazamientos. Para lograr

nuestro objetivo recordemos que las relaciones, en este caso,

desplazamiento - deformación y esfuerzo - deformación están

dadas por las siguientes Ecuaciones de campo [l5p

E = i [Vu + VuT],

[5 + I^2v ítr

en BxJ (4.1)

Aquí, 0 > 0, es e\ módulo de young, 0 < v < h es el coefi-

ciente de Poisson, u, E, S, son el vector desplazamiento,

el tensor de deformaciones y el de esfuerzos, respectiva-

mente, y J - (0,T), T < + °°, el intervalo de tiempo.

Sea B el cuerpo tridimensional definido, en su configu-

ración de referencia, con respecto a un sistema ortogonal

por:

B = {p =(xn ,xn,xj¿ JR
3 : (x, ,x_)eñ, - h h(x,,x«) < x, < ^h(x1 ,x?) },

donde, ••

2
0. es un subconjunto abierto y acotado de ÍR de frontera

dü - 3fii U8ÍÍ2; suficientemente regular, h:?2->(0, + «>). re-

presenta el espesor de B.
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La frontera del cuerpo B, 3B, es tal que

3B" = 09B U9B
2,

donde ,

3B =

h

h

V>
- < •«• (X- f X J

Al cuerpo B, así definido, lo llamaremos cuerpo tridimensio

nal de Kirchhoff al satisfacer además la hipótesis

Hl: Hipótesis de Kirchhoff Modificadas

Ul = U2 ' e n

u,(x,t) = x, u, (x,0,t),
1 5 X,3 -

u2(x,t)

-3,

'3

u,(x,0,t)
O —

(x,0,'t) ,

~ u-. (x

X £
(4.2)

x = (x,x3)eB,

t e J.

T x2 u (x,0,t) -
2 3 3 / 3 3 -

Esta hipótesis y las ecuaciones de campo (4.1) permiten

particularizar las expresiones de los componentes del tensor

de deformaciones E y de esfuerzos S del cuerpo B. A tales ex

presiones las llamaremos ecuaciones de campo tridimensionales

de Kirchhoff. Su forma explícita es:
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(x,t) -

(x,t) = x u2
| 32

E-, (x,t) = u33
13

(x,t) = h

. Í33

Í32 Í3X

( X , t ) - 3g ' [ Ü i + U 3 + X , Ü
Í3 )1 J

i
Í3

3
)31

<x,t) = h [u2
'3 12

u3132

Ü3 ]
¡331

u31332

E21 (x,t) = E l 2 (x , t ) , E31 (x,t) ~ E13

trE (x,t) - ü3
1

3

13

+ ü2 + u3
)31 132 (33

(x,t) « E23 (x,t) f

(x,t)eBxJ

(4.3)

(x,t)

(x,t) =

33

U l
)
l
) 3 1

( X ' t > 3

Sx,

>13 ix , u, -

; o o (x,t) =

+ u 3 • • + x u 3 • ' + h x 3 u 3 ] ,
)3 u J )3i 3

Ü3 + H X§ Ü3
132 J332

(x,t)cBxJ

H 4 . 4 ) -

.# t j — b-, y (X, t ) , D_^ ̂ X,tJ — b~ o IX, -/"t) — S 2 o l X , t ) ,

donde , u . = u . (x , x , 0 , t ) , u .
X X X Z 1

. = u ( x 1 f x o / 0 , t ) ,
1 # j k X ' j k X ¿

u.
l

u. ( x , , L / ° / t ) ,
1 # j k A ;

, teJ--
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4.2 CONSISTENCIA DE CARGAS DE CUERPO.

En esta parte presentaremos condiciones de consisten-

cia/ con respecto a la hipótesis Hl, para las cargas de

cuerpo que pueden actuar en el cuerpo B. Para esto utili-

zaremos la ecuación <?e equilibrio de la elasticidad lineal

tridimensional [15};

- Div S--r= b - p_ ü, en BxJ
^ —o o "

(4.5)

Aquí/ b
O

(b , b , b ), p > O, son el vector de cargas
°2 °3 °

de cuerpo y la densidad de masa por unidad de volumen,

cuerpo B: respectivamente. Al sustituir,...(4,4) en (4.5) . se

obtienen las siguientes condiciones de consistencia para

las cargas de cuerpo..

b = -

= - p/l+v [1/2 u3

s1 3 j 33

' 3 1

b =
°2

[S2i + S22 + S 2 3
U Í2 Í3

= "- 71+V [1/2. ü3

u3

32.

V

o uA

(2u'7,
7,
J 3 1 1

O 2

^ - (2u

3
Í 3 3 2

(tr

1322

o

l + u2
13.2 2 )312

Í311 13 2 1

en BxJ

(4.6)
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o. 11

B

Í 2
33

13 o 3

= - p/l+v [h (2u33
) 3 3 ) 3 1

ü3
J
J l l

4. ( t r X» Ugg
í3

+ ü3
32 Í22

X2 Ü3
3 _ 13 3

4.3 CONSISTENCIA DE TRACCIONES-DE SUPERFICIE

La consistencia, entre la-hipótesis Hl y las traccio-

nes de superficie que pueden actuar sobre la frontera 8B,

se establece mediante la ley de cauchy 1X$ , esto es,

S = S sobre SBxJ. (4.7)

Aguí S , ri son la tracción de superficie y la normal unita
A A A A

ria exterior a 3B, respectivamente. Sean S ~ (S1, S«, S-)

S* = (SJ , S*, S*) , g = (g1, g.2, g3) las tracciones de su-

perficie actuando sobre 3B xj, 3B_xJ y 3B2xJf respectiva-

mente, entonces, de acuerdo a (4.7). se tiene que

A

s2

A

s3

A

s*
1

A

s*
2

A

s*
3

(x,

"(X,

(x,

•(x.

(x.

(x,

t) =

t) *=

t) =

t)=-

t)=-

t)=-

Sl3

S23

S33

Sl3

S23

S33

(x,h/2,t)

(x,h/2/t)

(x,h/2,t)

(xrh/2,t)

(xTh/2,t)

(x-h/2,t)

_ B

- B
1+v

- h - h2 -
[Ui + U 3 + - U 3 + » U3

)3 II 2 131 8 13 31

3 r - - ^ h -[u2 +u3 + -^ " h2

J32
U 3 3 ,

» 3 3 2

—

[Ui 3

h — h 2 —
- ~ U3 •+ - u 3

¿ Í 1 O Í
3

Í 3 1 3
Í 3 3 1

[u2 +u3 - ^ u3
>3 ) 2 ¿ Í3 2

3

)3 3 2

(4.C)
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donde, h = h(x), x e U,

{Krt) =
V

L +ü2 ))n9] ,
)3 2 13 1 ¿

t r

g (xft) =
2

+ (x, ü2 +
j )32 •

+u2 )n- +
• 1 3 1 J- ^

- tr E(x,t))ti,J,

(ü213 12

, u3 + % x2 S¡
J »3 i 3 13 3 1

:- u3 t h x
2 ú3 )n ] .

•J )3 2 3 Í3 32 ¿

(4.9)

Observación _4.1. Obsérvese que en x_ = 0. se satisface

V
13

g (x,0,t)
3 —

+u3 )n
>3 ix -

(u2-+u3
13 )2

4.4 CONSISTENCIA DE CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA
EN DESPLAZAMIENTO.

La hipótesis Hl introduce condiciones de consistencia,

en condiciones iniciales y de frontera, naturales,;Sean u =

' uo 2' =

las condiciones iniciales en B, en desplazamiento y veloci-

dad, y las condiciones de frontera prescritas sobre 3B

Entonces, estas condiciones naturales de consistencia ,son:
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u ( x ) = ü-, ( x , 0 ) = x - u x ( x , 0 , 0 ) ,

u ( x ) - ü o ( x , 0 ) = x , u 2 ( x , 0 , 0 ) .

u ( x ) = ü . ( x f 0 )
°3 ó

u 3 ( x , O , O ) + x - u 3 ( x , 0 , 0 ) +
— J 13 —

x 2 u 3 ( x , 0 , 0 ) ,
3 )3 3 " "

v (x) = ü-, (x,0) = x~ úi (x,0,0) ,

°1 n ~
v . (x) = úo(x,0) = x- ú 2 ,Cx,O,O) ,
O~ <¿ J J3 ~~

Á •*

V (X) = Ü3(X,0) = Ü3 (X/Ó/OJ+X*

+ h x2 ú3 (x,O,O),

ü 3 ( x , O , O )
)3 -"

3

Í3 3

u. (x,t) = u1(x,t)= x3
J3

ü2 j"'3

U , ( X , t ) = U « ( X , t ) = Ú 3 + X-, U3
O •> 3 Í3

X2 Ü3
3 13 3

xeB

(4.10)

Observación 4.2. En x 3 = 0 las condiciones iniciales y de

frontera satisfacen:

o °
= u,(x,0,0) ,v '(x) = ú- (x,O,O),

u (x) = u^ (x) = vn (x) = vn (x) = 0

°1
U°3 U )

ux- (x,t)

u o (xrt)

x=(x,0)eB

u2(x,t) - 0 *

u3(x,o,t).
(x,

(9 B n
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4.5 COMPONENTES DEL VECTOR DESPLAZAMIENTO EN TÉRMINOS DE

u3 Y SUS DERIVADAS.

Nuestro siguiente objetivo es expresar los com-

ponentes del vector desplazamiento, (u,,u_,u.), en térmi-

nos de la función u_ = u~ (x, 0, t), xeti, teJ y sus deriva

das. La siguiente notación será usada con este fin.

/ t ) , S 2 - S 2(x,t), S3-. « S 3(x,t),

* = S*(x,t), S*•» S*(x,4r), S*
1 l ~ 2 2 ™ . 3

,f), (x,t)ef¿xJ.

Primeramente observemos que, de acuerdo a la ecuación (4.8)/

se satisfacen las siguientes relaciones

Rh

S* fih
3
)3 2

- S* =
2

h2-

h2-
2
13

3,
Í2

3, ],
Í3 3 2

(4.11)

lo cual nos permite, de acuerdo a las ecuaciones (4.2),

obtener

X , [-U u 3 J
.1331

[u3
3
)2

u3)3 3 2

x-5 P

[S2-S*l.
2

eB
teJ
I- (4.12)

También de acuerdo a las ecuaciones (4.8) y (

relaciones

Jas



- 60 -

23T1-V)

hS(l-v)

V. 1 + V
•i-v. e

1-v

S
3
] "

S
3
J

[Si - S* + S 2 - S* •] +
íl 1, *2 2,

h2 -[u3 + u3 + -s (us + u3
111 1 2 2 o 13 3 1 1 13 3 2 2

(4.13)

son satisfechas. Sustituyendo la ecuación (4.13) en la terce-

ra ecuación (4.2) se obtiene

u3
(1+v)(l-2v)

v) h

S3]+ ^ E h2.-
-—• lu* + ua + » (u3
l-V "hi 2̂2 8 13

+ 53
311 Í3322

A / \ A /S

(Si - S* + S2 - S* ) ]
"li i. )z 2,

h h

X=(X,X-)EB

t e J

(4.14)

Observación 4.3. Observemos que, de acuerdo a las ecuaciones

(4.11) y (4.13), se satisfacen las siguientes relaciones:

Si + S* = ü

* s : - í
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4.6 ECUACIONES DE CAMPO TRIDIMENSIONALES DE KIHCHHOFP

COMO FUNCIÓN DE ú"3.

Las ecuaciones (4.3) y (4.4) pueden ser expre-

sadas, mediante las ecuaciones (4.12) y (4.14), en términos

de la función u^ y sus derivadas. Las expresiones de los

componentes del tensor de deformaciones'son:

: . . ( x , t ) = - x- [u3 + p- u 3 ] +
1 1 O l i l O Í3 3 1 1

E n o ( X , t ) * "

E3 3(x,t) =

V, 2

x v [u 3 , + ~ u3| •]
3 ' 2 2 O I3 3 2 2

[Si - s* J,
' l

[ S 2 - S*

u 13 u 3
t 3 3

(h -i- X 3 /h) S* ] -
3

- X
v fl+v /S A <N fi

S1 ~ S * + S 2 - S * • • ] -
U 1. 12 2.

' l >2

- h 2 - -
[Ü3 + U 3 + r (Us, + U 3

l l 1 12 2 o )3 3 1 1 . 13 3 2 2

X-, [ U 3 + -X U3, J
3 T1 2 8 > 3 3 1 2

• ] •

x
2 3

[Si - s* + s , ~ s* ] ,
»1

(x,t)eBxJ

(4.15)
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1-f-u rt

+ ~ [Si
13 3 1 ¿ P . 1

r , , X
3 h *

U x + )

tu
1
13 X

X h 2 . _ v

' 1 1 1 J2 2 1

tS i - S*j

2 _

, 1 1 -

3, + Ü 3
)3 3 i i i 13 3 2 21

2 ' 2 1

E23(x,t) Te)Ua
J. D t.3 3.2 Z '

( X3 ~

, x h2

'"T " Te

' 2

U 2

hh - -
Us + U3 + - g - (U3 • + U» ) 3

' 1 1 2 1222 o ' 3 3 1 1 2 ' 3 3 2 2 2

h2 -(u_ h
t r E ( x , ' t ) = u 3 + x . u 3 - x [u 3 + ua + ^ (u 3 +

' 3 -5 »3 3 J ' 1 1 1 O1 2 2 i
13311 '3322

)] +

+ x,
-j / S

[ S i - S* •+ S2 - S* ] =
íi ni 12 ¿i2

l - 2 v r - , -
- X -= [ U 3 + U 3 •

•5 J-~V ' 11 122

S L - s* + s2 - s
U -41 12

+ u 3 v
1 3 3 1 1 J 3 3 2 2 J
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La ecuación (4.15) nos permite expresar los componentes del

tensor de esfuerzos mediante las .siguientes-ecuaciones-

i +vu3 + *$ [u3 3
' 1 1 12 2 O 1 3 3 1 1 1 3 3 2 2

iíh

h2 - - -
S5p(xft) « - x, e/l-v2 [ua +vua + £ [u3 +vu3 3] +

¿¿ • J Í 2 2 - , T i l O 13 32 2 1 3 3 1 1

1-v - x3/h)S* •

3 3 ( X , t ) = [ (h + X 3 / x x / o 3/h)s
X

/h)s*-3 ,

i 9 ( x , t ) = - x - e / i + v [ ü 3
1 Á •3 ' 1 2

h 2 -
*Q U 3 .

' 3 3 1 2

+ X3/2[S1 - S* + S, - S* ] ,

S1 3(x, t) -

3. _ h 2 , v i' - S* +
1 1 1 , A » l l » 2 1

h2 ' -

- s*M 1 6 ' 1-v

- 3 / 1 + v [Ü3_ + u 3 . + £ ( u 3 + u 3
' 1 1 1 '2 2 1 O 1 3 3 1 1 1 >3 3 2 2

+ h [ S i - s * l .

s23(x,t)
X '

:3 + F
h,

v [ S i - S* + S2 - S* -4 1 6 ' 1 - v - ( 1 2 i ) X 2 - ^ ) 2 2 - 2 ) 2 2

- 6/1+vCu. +ü3
A ' 1 1 2 »

¿ (ü3, +ü3
8 I33H2 )3 3 2 2 2

(x,t)

e3BxJ

F (4.16)
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4.7 CONSISTENCIA DE LAS CARGAS DE CUERPO CON u3.

Las ecuaciones de consistencia, para las cargas

de cuerpo, pueden ser expresadas, mediante (4.12), (4.14)

en términos de la función ü_ y sus derivadas. Estas son

b = x, fí(2-v)- [u. + S,
O-, J o n 2\ ¿t -i,
i ¿U-V i 111 122 33X11 33122

i •

h,
X
3__ [S9 - S* + (2-v)-ES1 - S* ] +

21 21 11 11

- S*
22

331

•> •*

en BxJ

V (4.17)

3(2-V) r~^ , ~ i "• r~

= x-j -^ — Luo + u_ + -Q- tu
2(1~V ) 222 112 33112 33222

u.

«, X

h) S 3,

X.

21 21

ti-v) is2 - s* ]]

22 22

h2 -
+ ~a- U3, ] + X3-

2 332
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l -2v x

o. 3,
11 22

3/ \\l * *

(x3 - 'h .+ n /4) (S* + S* )] +
' 3 ,1 ' 2 2

16J 1=5 l S l r " S í , + S2,
111 111 211

2 1 1 122 X22 '

S2 + 2 G

2 2 2 l i l i
3,

2211 2222

h 2 r"
T [U3, 3]

331111 3 3 1 1 2 2 3 3 2 2 2 2 "

"(4..X7

- h [s. - s* + s0 - s* ] -
1 1 2 2

TT

11 22 3311 3322

/̂  /\
S* + S9: - S* ]]

1 , Zr ¿,
1 2 2
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4.8 CONSISTENCIA DE LAS TRACCIONES DE SUPERFICIE CON' JL.

Las ecuaciones de consistencia para las tracciones

de superficie, sobre la frontera 3B0, en términos de la fun-

ción u_ y sus derivadas, según (4.12) y (4.14) son:

y
1-v

+ X-,

6 h 2 - _
-Q [U.3 +VU 3

o 13 3 11 13 3223 l-v¿ L 3 m

[(% + x3/h)S3 - {h - x3/h)S*

" S^]]nl

gz .(x,.t)

i-x3 B/l+v

2 )2 • *12 U U

r _. .'3 . r- . ; h
2 -

h2 -
+ [-x, B/l-v2[u3 +vu3 + ̂  [us +vus 1] +

L 3 Í 2 2 111 8 1 3 3 2 2 Í 3 3 1 1

V

1-v
(h + x3/h)S3 - (h - x3/h)S*

2. U n , ,
'2 . £

x X
g 3 - ( x , t ) - [h T_~

«2

/h

- 3/1+V

+ ^ V í-31 ° i ' J 11-i

•—— [ S i - S* + S2 - S;

1-V ) n x l l l 12 1

h 2 - -
La + o1 ( U 3 . + U 3

l i l i 1221 o F33111 '3 32 2

x h :

g/l+v.[u3 + u3
U12 12 22

(Ü3 + U3
Í3 3 1 1 2 13 3 2 2 2

35 ( S 2 - S * ) ] n 2 ,
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4.9 CONSISTENCIA DE CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA EN

TÉRMINOS DE ü .

Las condiciones de consistencia de condiciones ini

ciales y de frontera, en términos de (4.12) y (4.14), quedan

determinadas por
h 2

u ( x ) « - x , , [ u 3 . ( x , 0 , 0 ) - t - -̂  u 3 , ( x , 0 , 0 ) ] +

S i - ( x , 0 ) - S * ( x , 0 , ) ] ,+ x3 [

: h2

u (x) = - x-tu3| (x,0,0)+ ̂  u» (x,0,0)3 +
O~ -5 12 ~ O I332 -

+ x3 ¿ ^ [S2(x,0)~ Sf (x,0)],

. u3 (xf0r0)+

- (l-x3/h)S*(x,O)3 -

- [ u 3
 : ( x , 0 , 0 ) + u 3 ( x , 0 , 0 ) + h 2 / 8 ( u 3 ( x , 0 , 0 )

• . 1 1 1 - Í 2 2 ~ , . 1 3 3 1 1 —

i ' •

Í 3 3 2 2

h 2 -
( x ) - - x , [ u 3 ( x , 0 , 0 ) + ^ u 3 ( x , 0 , 0 ) ] +

»1 J '• U *~ o Í3 3 3. . " "

3 p [ S r ( x , 0 ) - S j ( x , 0 ) ] ,

h 2 -
( x ) = - x [ u 3 ) ( x , 0 , 0 ) + TT u 3 ( x , 0 , 0 ) ] +

(x) = ¿3 < x , 0 , 0 ) +

- ( 1 - x 3 / h ) S * ( x , 0 ) ] -

* x2 — - [ ^ (S r (x,0)-S* (x,0)+S2 (x,0)-S* (x,

h2

[ ü 3 , ( x , 0 , 0 ) + ú 3 ( ( x f 0 , 0 ) + p- (Ú3 ( x , 0 , 0 ) +
U l ~ ~ )2 2 ~ «5 13311 ~

ü 3
 : ( x , 0 , 0 ) ] ] ,
13 3 2 2 —

[ S x -3 u 3 ) 3 3 i ] + x 3 ¿ ± [ S x 8*

2u ( x r t ) - - x [ u 3 + ^ u 3 ]+ x ^ p [ á 2 - . S í i
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x3 ü 3 /

11

3 3 2 2

Z2

+Í

3 3

- h.
2 2

3311

(4.20)

Observación 4.4. De acuerdo a la, observación (4.1) y a las

ecuaciones (4.11) / (4.13), los componentes-del vector de trac

ciones preescritas £/ sobre con X- « 0, satisfacen;

g (x,O,t) =
i

" S*3]IV

= f —

+ I-

I6(l+v) U 3 , + h IS-- S*-]]n, +
3 3 1 -L X X

U,
3 3 2

r s*] n.
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4.10 ECUACIONES DE EQUILIBRIO: MÉTODO DE LA .

ELASTODINAMXCA.APLICADA.

Nuestro objetivo, en esta parte., es construir, mediante

el método de la elastodinámica aplicada, las ecuaciones de

equilibrio locales, del cuerpo tridimensional de Kirchhoff

en estudio. Consideremos una parte Bt de B de frontera

3P,i = 3SXU3S2U3S3. Esto es

Üi - íp = (xirx.¿rxz)e 3R
3: (xx, xz)eQ1, - h híx^x^ £ x 3 < h l

donde, fi1 es un subconjunto de fi de frontera 3^,/ y

3S1 = {(x1,x2, kh(xlt x2)): (x1,x2)eí21} (

dS2 = {(xlfx2, - h h(x1,x2)): (x1,x2)eí21}r

8S3 « {(x1,x2,x3):- h h(x1,x2) < x^ < h h(xx,x2), {xlfx2)e 8H1}.

Supondremos que B1 satisface la hipótesis Hl. Por tan-

to, sus ecuaciones de campo, de consistencia de cargas de

cuerpo, tracciones de superficie, condiciones iniciales y dé

frontera están dadas por (4.15) - (4.20). Para lograr nues-

tro objetivo aplicaremos a B los principios de balance del

mqmentum lineal y angular de un medio continuo [15] , cuyas

expresiones son: '



- 70 -

/ b o d x + / S dx = / pfl ü d x .

f p x b.dx +• / p x S dx = í p x p n d x
VI ^U ~* • TI ° ~

en BiX J ,

(4.21)

Las integrales sobre la frontera 3B1 están dadas por

/ S dx -• / S dx + ./ S* dx + / g dx =
dB SS SS 9S3

J d x dx ,

( p x S ) . d x = f e . . . x .. S, dx ~ í e . ., x . S, dx +k ¿ ijk 3 k

i i k x i gk

V sobre

(.4.22)

+ f (E , , x • + e

as,
i a k

dx =

dx + - /

iak a Í3
a == 1 > 2 .
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Las integrales en el interior del cuerpo lii pueden

también ser expresadas como:

/ íp x b . ) . dx = f £. . . x . hn dx = í (e. . x + e. , x.,)bnj \£ - o ' i ¿ íjk ] 0, ¿ iak a i3k d 0k
t i l ' -til • -K- -Pl

= f e¿ , x b* dx + í e. . x-, b . dx.
£ iak a Oí ¿ isk 3 0u '

¿ , x biak a Oí

í p x p u) .dx = í p
B t*

:ijk xj \ <*=

= í p (£J . X

/ p o
i í ]

itxk a i3k 3

Aquí

°k ,

f
h /2

ti/o
dx.

dx =

dx =

en

(4.23)

Al tomar en cuenta ( 4 . 2 2 ) , (4.23) y que £ = S n sobre

8S3XJ, l o s p r i n c i p i o s de ba lance ( 4 . 2 1 ) , en componentes, es¡

t an dados por l a s expres iones s i g u i e n t e s :

/ (b* + S. + S*)dx + / S* n a dx = / p ü* dx,
O Í riO "^^ O

e. . x (b* + S, + S*)dx +iak a 0k k k x S* nf) dx +
a kS 3

+ / m dx + / M. n a dx = / e x p ü* dx.

en

(4.24)



- 72 -

Aguí

s* = / S dx
-h / 2 «

m. = e . -, x-. i J
t i3k 3

/
2

e . _. x_ S. dx_
„h, i3k 3 ka 3

h (4.25)

Al aplicar el teorema de la divergencia en (4.24) se

obtiene.

sil i
S? + S, - p1 va •

Sk

ÜV dx =

/ x
a

+ f (m. + 'M. ) dx = 0.

i,k = 1,2,3

a,3 - 1,2

(4.26)

Puesto que (4.26L es válida para cualquier .subregión tix-,

aplicando el. teorema de localización, se obtiene;^

b* + S. + S* + S* = P ü* en Ü x J, (4.27)
0. i i íot, o i

a X ' J. f /• i O i 0»"~ J. i £• *

Al sustituir (4.27) en la segunda ecuación (4.26) se

obtiene '
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, . S* + m. + M. = 0 , en fí x J,iak ka x la,'a
(4.28)

J. , ¿é •

Si i - 3, en (4.28), m3 - M_ = 0 . Entonces,
a'a

e_ . S* = 0, a,k = 1,2,. .
3ak ka '

Obsérvese que (4.29) implica que S* = S* , en 0 x J.

* •
Si i ~ 1,2, en (4.281 se obtienen las siguientes

ecuaciones

4.29)

S* + mn •+ M •. = 0 , en Q x J,
32 1 ia,a

-S* + mo + M, = 0 , en Q x J.

a = 1,2 (4.30)

Obsérvese que la tercera ecuación de equilibrio (4.27)

es

b* +u _ S* + sí =• p üí, en Í2 x J, a = 1,2 (4.31)

Además de (4.30) se tiene que

S*
3 2 'al

- M. , en fixJ, a,3=l,2. (4.32)
l0t'a2

De (4.31) y (4.32) se obtiene.

M - M
2a'al la'a2

+ m + b* + S- + S* .« p ü* (4.33)

en íl x J, a = 1,2.
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La f o r m a e x p l í c i t a d e l a s e c u a c i o n e s ( 4 . 2 7 ) y ( 4 . 3 3 ) s o n :

h v r c - s* ] + s.. • + s*. + b* = 0 ,

hv

T?

[S 3 - S* ] + S 2 ' + S* + b* « 0 ,

3 '1111 3 /1212 3 '2222 8 3 '331111 3 '331212 3 '332222

ÍS, - S í + Sn «- S* + S^ . - S * + S , - S * 1

12 l~v a , u 3 , u 3 , 2 2 3 , 2 2 2 ^ 1,2 3 3 03 0 3

A A A A

(a, - s* + so - s*

0bservaci6n 4.5. El término £ = S n sobre 9S-xJ, representa

la fuerza por unidad de área ejercida, a través de 3S-XJ, so-

bre B-i por la parte B - B,. Por tanto, el término

f *S. dx = ( S* n dx = í f S. n dx- dx =
in x ¿ o ia a ^ J, la a 3

; (4.35)
= Í S . n d x = í g . dx.

¿s ía a as

i=l,2,3, ; a-1,2.
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representa la componente i-ésima de la fuerza resultante

ejercida sobre.B-, a través de 3S-XJ, por la parte B - B *

Asimismo

*S. = S* n = (S* n). , sobre 3S,xJ, (4.36)
i i,a ot -* —* x ó

representa la.i-ésima componente de la fuerza por unidad de

longitud ejercida, a través de 3S-XJ, sobre B., por B - B-. .

•
Observación 4.6. El término p x S sobre 9B.XJ nos repre-

senta el vector momento, con respecto a un punto fijo, pro-

ducido por la tracción de superficie í3. En forma explíci-

ta está dado por

X. Sk % = (Elak xa SR •+ £i3k x3 Sk) fiL, (4.37)

Por lo tanto, los componentes del vector M están da-

dos por '

M. = G. + H = e x S. .+ £.• , xo S. , sobre SB-xJ. (4.38)i i i iak a k i3k , 3 k 1

La forma explícita de estos componentes son:

Ml = X2 S3 " X3 V

M2-x

sobre 9Bx.xJ

(4.39)
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Obsérvese que el término

Hi * £i3k X3 Sk ' S O b r e 9 B 1 X J ' (4.40)

representa el componente i-ésimo del momento producido por

la componente S,, k = 1,2,3 de la tracción de superficie S.

21 componente S, de J3 puede ser escrito como S, - Sj^ n ,

k = 1,2,3; a - 1,2, por tanto,

H. = e x., S. n •, sobre 3BTXJ, i-1,2,3.. i i3k 3 ka a 1 ' ' '

Al integrar (4.40) obtenemos

(4.41J

, h / 2

-V2
H.

h/2

-h/2
S. n dxo = M. nka a 3 xa a1 (4.42J

Además de acuerdo a (4.22), se tiene que, para i,k = 1,2,3;

a , B - 1,2,

9B. fi.

+ / e j . x g* dx + / M. n dx + ? L e . « (S. . xiak a n
ía a

f e. ^ x (S, +S*)dx + / • e
"loík a k k

e .« (S,
x i3k k

c S*o nn cbc +
a k3 3

-S*)dx + / M. n dx.
a

(4,43)
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4.11 ELEMENTOS MECÁNICOS.

El objetivo de esta parte es presentar1los elementos

mecánicos, en el contexto de la Resistencia de Materiales,

que actúan sobre el cuerpo B., a través de la frontera

9S3xJ, Para esto utilizaremos las ecuaciones (4.36) y

(4.42), esto es

*S. = S*. n , i « 1,2,3,x xa a ' ' '

*Hi = Miia n.
a

sobre (4.44)

a = 1,2-

La forma explícita de estas ecuaciones, según (4.16) y

(4.25), es

*S1 = W 2 tS3~;S3]nl'

b2
\t Vi

jL. ti
-v 2

h2 l-2v +S*> (S^ S
v o,, o,,

• ' • '

24

i+V

h [S9
2 2

(S3 + S 33 J

V,2

VI

i t

+ U

ES

'21 91

•| (S^S*)]!!-

" S2

U U

sobre

(4.45)



- 78 -

*H1 •
x h2 -

'12 B 1<3'3312 /2

rh
3 3 h 2 , -

2,¿

íu3,
"'3311 3 ''3322

sobre

(4.46)

+ r_ h l Ji_/Ü + í l 2 -
24 + S 2 "

= 0 .
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En términos de (4.44) podemos definir los vectores

*S = (*S,, *S 9, *S,), *H

ponentes, normales y tangenciales, están dados por

(*H . , *H_,, 0) , cuyas com-
'JL £#

*S = (*S*n)n = (S*n*n)n,

*S = *S - *S = S*n - (S*n-n)n,
*~T -^ • n "' — ~~ ~~

*H « (*H * n)n,—n — — —

*H. = *R -n

sobre 3S»xJ

(4.47)

Al tomar en cuenta las ecuaciones {4.45) se puede ex-

presar en forma explícita las componentes cartesianas de

los vectores *S ,*S , *K , *H. . Estas satisfacen las si-—n ™~T ~*n "̂~T

guientes ecuaciones

!

* s n ) 3 = o.

<*aT>i =

H)n2'
Sobre

(4.4S1)

¡',STA TESIS N O SALE
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ti W
A A

" S í + S 2 " S 2
l ¿ ¿

+ (S - S í + S - S* - ^ [u + u

h2 -
^ (u. + u-
° . '33112 °'33222

h
2

ÍT?TÍ^<U-Í + i?2 ^ J - ^ i -sf+-s ? -s* JKn2-!»2

1¿ 1+v 3 , 1 2 8 J '33i2 '2 2 1 '1 x 2

T51 T 4 ^ t (5- + v 5 + ̂  (ü- ' • + V 5 - )) -
LÍ i v J j o J ' 0'3311

+ v 5 , '+ § (u, + v ü , ) ) ] n 2 n 9 +
'22 ° J'3311 •3'3322 x

" - S* - S, + S* ]n2 n ,
, . 1,. ¿,^ ¿i2 1

+^ 53 ' " t í (^1 -% +S -S* , ) ] (n*-n*
, . , g '3312 2 2 1 1

+ o7 rvra H U , + V ü + -p (u • + v uJ" ))
4̂ i-v J,22 ó,n tí J,3322 •5 '33u

L. ' h 2 ~
- (u_ + v u , + •=• (u- + v u_ ))]n- n2 +

3322

~ ES- - S* - S , . + S* ] nn n
2 .

1 - 3 <">

ES- S S + S ] nn
J-* -L/^ - 1 - / ^ . *i>2 ^ / o



1 -

+ l ^ -5TÍS1 • ~ s í + S v - S * ) ] ( n
, 1 2 8 ^ '3312 '2 '2 1 '1

To f^72 [ (ü~ + v ü o + 1 ( 5 , + v i ) ) ( n , - n 2 n

h 2 - - - • o

+ (u- +v u + -„ (u + v u ))n2 n ] -
J ' l l J '22 ü J '3311 J x ^

Yñ CS- - S* - S9 + S* .] n2 n - ,

T9 T^72EÍ^ + V S - ^"i < V12 1-v 3 , u 3 , ? 2 8 3 ,

- h 2 - - »
+ v u - + - (u, + v u , ) )n ,n 2 ] +

J ' l l B J /3322 J '3311 X 2

h 3 A A h 3 8 — h 2

( S - S í ) ] n + [" ( U 3 , 1 2
+ 8

S* + S9 - S* )] (no + n2 nn - n3)
X ^ z24 L " l / O "1 ' " 2 M " 2 , / J V " 2 1 "22 X / 2 ^' 2

3

~ [S1 - S* - S2 + S* ] lyif,

(*H. ).= (*H ) = 0.
~n 3 — x J

O b s e r v a c i ó n 4 . 5 . De a c u e r d o a (4 .47) s e o b s e r v a que

*Hn = *Hn n = (*E *n)n , s o b r e 3S-XJ. (4 .49)

El término *Hn = *ñ * n , según <4.4 8) está dado por la ecua-

ción siguiente:
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12

+ v
i h2 -

+ Q- íu

'2 1 I ' 1

(Ú, + V ¿ ))
J '3322 '3311

+ v ü- ))]nnn«
22 ''3311

12(l+v)
[(S. - S* * S9 + S* )]nnn . -

1 ' 1 -1 '1 2 ' 2 ¿ / 2 X ¿

- n'

sobre

(4.50)

El vector *H puede también determinarse de la re lación

*Sv = *HT T = (*S ' ' T J T , sobre 3S-XJ, .{4.51

con x = - n o en + n- e o , y

"f 3
, , « o '3312

% 2 %'2 2 1 1
2 n l n 2

' ' •22

•£ (u_ + v ü . )n2 +
ü ^'3322 d/3311 2 .

(u. h 2 , -(u- + v 5 . ))n2]
° '3311 '3322 x

hJ

To C(S, + Sí) > h{ Sn - S * )n2 + (S, - S * )n2}] +
V ±¿ o -J X , , 1 , , 2 • r2 "1 1

[(S S
' '2

)n 2 + (S1 - S* ) n 2 ] .
! 2 X ' l X ' l 1

sobre

(4.52)
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Observación 4.5 Obsérvese que las dos primeras ecua-

ciones de equilibrio en (4.34) nos relacionan las cargas de

cuerpo con las cargas de superficie y la tercera es la ecua-

ción de equilibrio dinámico de momentos y fuerzas verticales.
/\ /v A

Los términos *S,, *S2/ *S 3 son llamados, en el marco de la

Resistencia de Materiales, tracciones normales y tracción de

cortante, y*R , *H , momento torsionante y momento flexionan

te/ respectivamente.

Observación 4.6 La hipótesis Hl y el método de la

elastodinámica aplicada nos permiten expresar la ecuación de

equilibrio dinámico, ecuación (4.34), en función de una úni-

ca incógnita, íL =; u~ (x., ,x2,0, t) , (x,, x2)eíícm
2. En este

sentido puede decirse que el problema ha sido bidimensio-

nalisado. Este método es conocido como método dé Kantarovich
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4.12 MODELO DE KIRCHHOFF CON TRACCIONES NULAS

El objetivo de esta parte es, bajo hipótesis de cargas,

simplificar el modelo general de Kirchhoff. El modelo asi

obtenido lo llamaremos modelo mecánico de Kirchhoff con trac_

ciones nulas. !

Consideremos que las cargas que actúan, sobre 3B xJ y

3B_xJ, satisfacen S - (0,0,0), S* » (0,0,0), respectivamen-

té. Entonces, de (4.12),* (4.14) se obtiene

u., (x,t) = - x, [u, + -Q u. ] ,
3 a X

uo(x,t) = -

U3(x,t) «

-[u h 2 - ],

~
3 3

(4.53)
X =

teJ.

siendo A el operador lapalaciano en IR2.

Mediante (4.53) podemos construir las ecuaciones de cam

po, deformaciones y esfuerzos, correspondientes al,modelo me-

cánico de Kirchhoff con tracciones nulas, las primeras resul

tan ser:
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= - X. + h.z -
8 U3,

11 3 3 1 1

2 2

v rA~ ' h .- TX 3 "i'-v L Ü U3 "*" "g " U 3 J '
'3 3

E12(x,t) =

E13(x/t)

~* X.
J.2 3 3 12

l - A * _ l rü + s
4 16 J 1--V L U 3 , U 3 ,

.111

33111 33221

_3. _ n.
4 16 J.X2 Ü 2 2

33112 33222

(x,t)eBxJ,

(4.54)

Los componentes del tensor de esfuerzos, construidos me-

diante (4.54)i satisfacen las ecuaciones

Su(x,t)
$

3 3 X 1

+ v u- +
11 - 22

3322

S22(x,t)
' 8 r"

3 1-V 3, 3,
22 XI
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3 22 3 3

S33(x,t) - O,

S12(x/t) =-

13 l A /

«3 h 2 •

+ íl2 -
12 '33 12

• 3V . r- .
U

11 I
3,

h
• + u,

3 1 1 1 3 3 2 2 1

* 3 ; h 2

;~T ~ Te
[u~ + u_

112 :

+
h

+" tU ) ] .
3 3 1 12 3 3 222

(x,t)eBxJ

(4.55)

-En este caso las ecuaciones de consistencia para las car

gas de cuerpo son:

0-. 3 2 (l-v£) 3, u.
12 2

3 3 1 1 1 3 3 1 2 2

p0 [ U3,

U 3,
3 3 1

b v 6(2-v)
0, X3 2(l-v:¿) + u3

222 112
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h2 - --x (u- + u_
8 O / O f

3 3 1 1 2 3 3 2 2 2

3 32

•hf;
4 ~ 16

) ] - x p • [u- +

[u.
11.1.1 • ' 2 2 1.1 ' l i l i

( u , + 2 + u
3 3 1. 1 1 1

x 2 •

3 ,
3 3 1 1 . 2 2 3 3 2 2 2 2

[U
V

U 3,
2 2 3 3 1 1

•+ u , ) ] -

S 3 22

en BxJ'

(4.56)

Las condiciones de consistencia para las tracciones de

superficie, sobre la frontera 3B 2 í están dadas por las ecua-

ciones siguientes;

6 4-. V U o3 ,
11. 2 2

3 3 1 1 3 3 2 2

( « 3 , + 8 " 3 , ) ] n 2 '
1 2 3 3 X 2

•••ft - h 2 -

g 2 (x , t ) = L- x3 J^J {u^ 8 u3^ n x
12 3 3 1 2
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ü
22 11

+ v u 3 * ^ n 2 '
3 3 11

h; { [u« +' u.
1 1 1

h2 -((u- + u
33111 33221

( 5+ 5 3 ,
112 222 3 3222

(x,t)e

(4.57)

Las condiciones de consistencia, en condiciones inicia

les y de frontera, están dadas por

u Q (x) =
1

(0) (0)3,
331

u Q (x) -- x 3 [u3 (0).
2 '2

(0).],
3 3 2

x

11

(ü+ 5- (0) + ~ (ü. (0) •+ u- (0))]fo, tí ór J,
1-2 3 3 11 3 322 xeB

(4.58)
(x) =- (0) (0)],

3 3 i

Vn (x) =- x- tu- (0) + ~ u, (0)],
¿ 2 3 3 2
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xV (x) = ¿
3

(0)
• 1 1

(0) + u3 (0))].
3 3 1 1 . # 3 3 2 2

22

[5 3 ,

u2(x,t) =-

3 3 1

3 32

t53 + 53
11 22

+ S3,
3311 3 322

sobre 3BiXJ

(4.59)

Las ecuaciones de equilibrio (4.34) se simplifican a

x - x
h2 - - - *

D [AA u- + -s- AA uo] + mo - m- + bn
.O o J ¿ r ± f U o

1 2 - 5

3 3

en ,QxJ

(4.60)
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Aquí,

D =
Sh3

12(l-v2)

.h/2

-h/2 2

K3 bI
-h/2

OU

(4.61)

Al término D, definido en 4.61, -lo llamaremos el m6dulo de
•*>

rigidez a la flexión del cuerpo B.

Los componentes cartesianos de los vectores *S, *H, de-

finidos en (4.44) satisfacen, sobre 9S3xJ, las siguientes

ecuaciones,

!1 = *S2 - °'

24 + U 3 ,
111 2 2 1

33111

-

+ U

33221

h2 -
+' •=• (U

a
+ = (U

Ó, a Ó,
112 i 222 33112

u Hn2},
33222

h3 3 ,
1+V L"3/ 8 "3,3312

12

n _ - r

1

sobre SS3xJ

I- (4.62)

+ D [uo + v u- + -3- (u-
22 11 3322

h2 -- D [uo + vu, + -5- (u-. +
11 22 3311

>]n9,
3 3 11

vu3,
3 3 22

12

0.

U

12
3,

1
J n 2 '3 3 12
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Al construir, mediante (4.62), los componentes cartesia-

nos de los vectores *S , *S , *H y. *H definidos en (4.47),

se obtiene:

(*sT)1 = (*sT)2 = o,

* S 3 '

1*2
h2 5, ](n 2-n 2) n i +
8 /3*12 l 2

_
D[uo +VU.,

J/22 J f i 1

_

(u

'll J#22

f 3 3 2 2

-
+vü- ))]n2 iu,

3 3 1 1 J / 3 3' 2 2- • 1 ^ •

12

+ D

:u, + | u , ] (n2-n2)a '+

h2

+ VÚ, + -g {U- + V U_ )
J / l l o • ^ r 8 32.2 J / 3 3 1 1

h -

(u
, )) ]n, n 2,
/3322 -I- 2

12 14-v

8

+ ^ ü . . ] (n n -n 3 + n, n2) +8 U 3 ,33i¿ 1 z

+ D [ ({L + vú_ + — (ü^ + vú_ ) ) (n o -n 2 h o )
J f 2 2 J f l l O J ' 3 3 2 2 - 5 / 3 3 1 1 Z 1 Z

(u
h

+ v u
22

D [ (u- +• v u

+
h2 -

(
h(u- + vu. + -5- (uo + vu,

3 , 2 2 J / l l O 3 , 3 3 2 2 J / 8 Í 1 1

) ) (n -n n2)

) )a , n2] -

h3 3 - h -
1¿ 1+V 3 , 1 2 o 1 2

+ n2 a . - n3) ,
1 ¿2

sobre

(4.63)
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O b s e r v a c i ó n 4 . 7 . Las e c u a c i o n e s (4 .49 ) y (4 .51) son

s a t i s f e c h a con

*H
n T5 i L ["3 + Í"3 ] (n2"n2

12 X+v J , tí J , 1 2
12 3 a 12

t v u
h 2 , -

1 1 3 3 2 2 3 3 1 1

(ü3 + v u 3 + -g (u3 '• + v u 3

' 11 ' 2 2 * ' 3 3 1 1 3322

*H = 12

- D[
¿1

2 2

3 f
 + 8 U 3 ,

12 3 3 12

, + 8 ( U 3 ,
1 1 3 3 2 2

) )n
8311

+ (ü_ + vü- +
J/ o r

11 22

h2 -
tu

-

+ v ü - ) ) n 2 ] .
3 3 1 1 3 3 2 2

sobre

as9xj

(4.64;
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4.13 FORMULA DE GRBEN

En esta parte presentaremos la fórmula de Green asocia

da al cuerpo tridimensional de Kirchhoff. Para esto segui-

remos el procedimiento, formal, presentado en [7 ], es decirf

consideraremos que las funciones son suficientemente regula-

res para que las integraciones por partes tengan sentido.

Primeramente multipliquemos la ecuación (4.33) por una fun-

ción, llamémosla v, e integremos;- para obtener
•*•

• /" ÍM - M. - m- + m + S, + S* + b*} v dx - ptl / u* v dx. (4.65)
Ü 2a'ai 1 ( \ 2 'z 2

r 3 Q 3

Observemos ahora que

por tanto, la ecuación (4.65) puede ser escrita como

S Y 6 MY<X V dX =:^ {"P« S3 " ̂  + m2 + %' +-H + b0 } v-0x-(4
a 3 y o yct/a6 a ó '.2 \ J J U 3

Integrando por partes, el término izquierdo de la ecuación
•

(4.67), se obtiene

a ^ Y ¿. 3Y6 Ya,a & ^a sY« Y«r.a «

'•a6

Integrando por partes, el primer término de la derecha de

(4.68) se obtiene
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V V'a6 <* + ¿ £
3 y 6 M

Ya v ' 6 na *<•

De acuerdo a (4.68) y (4.69) se tiene la siguiente fórmula de

Green

e „, M v dx = f e „» M vr - dx£ 3Y0 ya, c. ¿ 3Y0 ya ao" ao u (4/?Q)

- f e . M 1 v,.n dx+ Í€ ..M v n, dx.,ín 3Y0 ya 'Ó a in 3y6 ya. 6

Al sustituir la fornarla de Greén (4.70) en (4.67) se

obtiene

£' ,st M v, . dx - f e ,M . y,tn dx + f e « M v n.v, t dx - í e »M . v , , n dx + / e « M v n f ,¿ Ya 'aó ¿ f i 3 y 6 y a - ' 6 a ¿Q-3Y« Ya,a ó dx -

(4.71)
• * *•* ^

= / {-p u* - m• + m .+ S-- + S* .+ b* } v dx.
» r.2 f 1

Nuestro siguiente objetivo es expresar las integrales

sobre la frontera en (4.7,0.) en términos de *S3i*H y*H .

Para ello utilizaremos (4-2B) .̂

M . = - e . S* - m / 1(4.72)
y a , yak k a . y

po r t a n t o ,

e . M v n r dx = - f e <,(e , S* + m ) ' v n . dx =
Y 6 Ya 6 l YÓ Yak ka y 6

= - f S* n v d x - í e « m v n » d x = (4.73)

= - / *S v dx - j e 6 m v nfi dx ,
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Además

V

Y'
(4.74)

por tanto, siendo la. frontera una curva cerrada [7.]

V '6

- s 3-n

*H

(4.75)

La fórmula de Green (4.70) puede escribirse, de

acuerdo a (4.7:2) - (4,75), como

-1 n6 -
(4.76)

+ 5 *K dx.



- 96 -

Al tomar en cuenta las ecuaciones (4.25) los fcérmi.

nos de la fSrmula de Green (4.76) pueden expresarse en forma

explícita, esto es,

1 AAu"fe v j c M
h 3Y5 v dx = D /(AAÜ, +

tt 3 3, ) v dx

+ (S - So + S..
2 2 2 2 2 2

h

V

122 122 211

- S- ) ) } v
1 1 1

h2 -
7T A U n
8 3 ,

3 3

2 1 1

+ D/íd-v) £2(5, :• + »
o J / o

h 2

) v ,
3 3 12

K2 _
( u - v , • . + u - ; v , + •=- ( v u v , + u * • v , • ) ) ] } d x

J/ 22 Jf 11 O J , 22 Jí 11
11 22 3 311 3322

12 / ( S1 " Sl + S- - S_ )v , dx -
¿ /- ¿ / 12

2 2 1 1

12 I^
II

*
(S2, " si,

2 2

+ [{s9 - s* ) +-i (s-- - s* )] v, } dx.
2 2 1 1

(4.77)

Aquí D es el módulo de rigidez a la flexión definida

en



- 97 -

Observación .4.8, , De acuerdo a (2.8) se observa que, de ma-

nera formal, se satisface

Au,v > = / 6 i Y f i Mya v , a 6 d x .

O u , Y v > = f (*S3% S Y 6 mY n 6 - ^ ) v dx

En el capitulo 6 se precisadlos espacios donde (4.78) tiene

sentido y el significado de las integrales.

El término,

P3 ="*S3 + e3 6 m nó-^^. , sobre dÜxJ, (4.79)

es llamado, en el contexto de la resistencia de materiales,

fuerza cortante. •
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5. MODELOS DE KIRCHHOFF SIMPLIFICADOS.

El objetivo de este capítulo es presentar tQt>roé '"modelos

mecánicos asociados al-cuerpo tridimensional de. Kirchhoff

del capítulo anterior. El primero de ellos, que.llamaremos,.

modelo de Kirchhoff de 0(h2)/ lo obtendremos despreóiando

en las ecuaciones (4.12), (4.14) los términos de 0(h2), en

el sentido de [15J , Con el campo de desplazamientos asi a-

proximado se construirán las ecuaciones de campo de 0(h2)

correspondientes, posteriormente se construirán las condi-

ciones de consistencia en cargas de cuerpo, tracciones de

superficie, condiciones iniciales y de frontera, así como,

las ecuaciones de equilibrio dinámico de fuerzas y momentos.

Se establece también, las relaciones entre fuerza cortante

y momentos, tanto flexionante como torsionante, con el des-

plazamiento U-. Mediante hipótesis en tracciones externas,

en el modelo anterior, se construirá 61 modelo de Kirchhoff

de 0(h2) con tracciones nulas. Se comparará este último mo

délo con el modelo de la teoría de placas elásticas linea-

les que satisfacen hipótesis tipo Hencky [23 • También, de¡3

preciando en (4.12) y (4.14) los términos de 0(h) se cons-

truirá el modelo de Kirchhoff de 0(h). Después, bajo las

hipótesis de que en desplazamientos los términos de 0(h2)

son despreciables y, en deformaciones, los de 0{h) y, que

las tracciones externas son nulas,se construye el modelo me

cánico de la teoría de Kirchhoff de placas elásticas linea-
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les. Se presenta una fórmula de Green para el modelo de

Kirchhoff de O.(h2) .

Algunos problemas de valores sobre la frontera e ini-

ciales clásicos para el modelo de 0{h2) son presentados.

Finalmente se discuten algunas condiciones de frontera no

lineales tipo fricción para el modelo de 0(h2.), presentan-

do los correspondientes problemas de valores sobre la fron

tera e iniciales, *•
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5.1 ECUACIONES DE CAMPO DE 0(h2)

El objetivo de esta parte es presentar una aproximación

de las ecuaciones de campo desarrolladas en lá^secclon 4*6,

las cuales llamaremos ecuaciones de campo de G(h 2). Sea

f: R-»• R Diremos que la función a ->• f(a) se aproxima mas rápi-

do al cero que a •& M y lo escribiremos f (a) - 0 (a) si'

lim
a-»-0

fía) 0 (5,1)
a

De acuerdo a (5.1) las ecuaciones (4.12) y (4.14) pue-

den expresarse como

u,(x,t) = - x

u 3 ( x . t ) -

+

x

h

[S -S*] + 0(h 2),
M 1- 1

• ^ [S 4*1 + 0(h2),
P 2 2

2 .l-v 3
11 22

[s1 -s* +
' 1 ' 1

-S* ]] + 0(h3)
2 Z ' 2

en ExJ-

"(5.2)

Despreciando en (5.2) los términos de 0(h2) se obtiene

lo que llamaremos campo de desplazamiento de 0(h 2). Median

te este campo de desplazamiento aproximado construiremos

las ecuaciones de campo de 0(h2) cuyos componentes satisfa

cen las siguientes ecuaciones»
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E-, (x,t). * - X..Ü3 t X.~~ [Si - 5f-, 3,
11 - 0 / 1 1 . 3 . , $ / i i.' i *

J- T V r .-i Í-ÍJ. i

'33

- x,u3 w + XV
-> / 2 2 J P

"^"yri^ '~

'3 l-v

/2

h.' J s^

2 '

- (u3 + u3
/ 1 I .

E12 ̂ X/t* = " X3 Ü 3

E i 3 ( x, t )

+ -- -S*
# 1 1

X
[S2- S¡] -

/ 2 2 / 1 1 2

(x.t)
&(l-yj

_ x ÍZ2V f- .
x o 1 _v» I U 3 u3 , 2 2

S* +. s2
2 f 22

:3 (s • - s*- +
• / I l / 1 •

/ 2 ¿ , 2
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Los componentes del tensor esfuerzo, tomando en cuenta

(4.1) y (5.3), satisfacen las siguientes ecuaciones:

Sri (x,t) = - x~ -r¿-f [ü3 + 'vu3v . ]
11 3 1~V. . / XI • , ,22

i(h + x / h ) s S " (V(V

(S2 - S* ) ] •+ T ^ T T I S Í - S* • ] ,

-3 1-V . / 22

V r » X
3 \ ^ 1 ^

•irr [ (% + — ~ ) s 3 - (Í5 - x 3 / h ) S ?

S33(x,t)

3. n

s13(x,t) « V ijf^ [(x3

2 . . . . .
y •. , . •"• ^ •"* ^ O

-f T™ [Si - $$ +""S2" - S * - - T £ - ( U 3 +
4 l-v. , n S n ,21 ¿,2i 1+V . ,iii

)],
/ 2 2 1

2

2
X 11 *"* "̂  • A A n

-T- T^T ^si "sí + S2 - S* - T^- (u3
• 4 1 - V , 1 2 1 / 1 2 , 2 2 2 / 2 2 1 + V . / 1 1 2

/ 222
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5.2 CONSISTENCIA DE CARGAS DE CUERPO DE. 0(h2)

Las condiciones de consistencia para las cargas de

cuerpo, según (5.2), están dadas por las siguientes ecuacio

nes:

on
 X3 2(l-v2

x,

[u
ii+U3,i22]-^^v[(1+2T)" 5«:

0 M _,,\ 1-S 2 - Sí1 • +

1+v

b =•o^ x

x
(2-v)[S2 - S* . ] +

' 2 2 2 22-<

[s2 - s*
'11 2

/ 2 •3 3 IS 2 - .S*-]-3

(S s3
/ 1 1 . ,22

;• + s»-
/ 1 • >

en B:

h s;-]
, 122

p fu x3/h)s3~ (l-x.3/h)sY]

x

v
+ ^3

'11 . '22

1 + V

(5.S
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2 i5.. 3 CONSISTENCIA DE TRACCIONES DE SUPERFICIE DE 0 (h¿ )

Las ecuaciones de consistencia para las tracciones de

superficie, sobre la frontera 9B2, según (4,7). y (5.4), son

g, (x,t) = [-x, T^-2[U3- +. vu3 J +
1 • • • . • O 1 - - V Z . . - r l l - . , 2 2

+ - j — (̂  •+• x3/h)S3- .{h - xs/h)S*- +

+ x 3 [&zr -' .s*-t ] + j:z^' ls_v - ,SJ . ]J -n.

•5 lJ-~V • . , 2 2

V r /, .

gT(x,t) = [ k y~ [(x- + -T-;b3 - ixo -

.2

h (Si-S*) - rf i ^ [Sr -S.{ • + S2

+ S2 - S* - T^-(U 3 + üY )]1 n>
/2.2 2 - , 2 ^ 1 + V 1 3 , H 2 3 , 2 2 2 M J '2

(5.
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5 . 4 CONSISTENCIA DE CONDICIONES INICIAOS Y DE FRONTERA DE Q(h2)

Las condiciones de consistencia de condiciones inicia-

les y de frontera, en términos de (5.2), están dadas por:

u (x) = .-x~ u 3 ( x , 0 , 0 ) + x
o., . "3 , / 1 ,— , ••

u (x) = -x-, u 3 ( x , 0 , 0 ) + x.
°2 3 . , 2 ~

u (x) =
3

( x , 0 ) •+ S2 .(x

- . S * ( x , 0 ) } ,

[S . 2 (X ,O ) - S * - ( X , O ) ] ,

( x , 0 K ) - : ( ü 3 " • • • • ( x , 0 , 0 )
1 i

u 3 .-•
/ 22

v (x). = - x , us , (»
1o . ' ' 3 u s , » ^ y '

V o 2
 Í X ) = ^ 3 U 3 , 2

(

v (x) = ú, (x^Ó)
°3 3 "

X . *

x ( x , 0 ) 3

1+v Z S 2 ( x , 0 ) -

• [ ( 1 ••+

2 , , i . - • • *

( x , 0 ) - S * ( x , 0 ) ) - . ( ü 3 • • ( x , 0 , 0 ) + u s - ( x , 0 , Q ) ) K

= -x

un (x,t) - -:

(x7t) -

1 2

2 x"3'
v

1+v

/\ A

- « • ] • ,

x - S * +S2 -Bf ) - ' (U3 )J
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5.5 ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE O.(h2)

En esta parte presentaremos las ecuaciones de equilibrio

locales del modelo de Kirchhoff de 0(h2). Para ello escribi-

remos, usando (5.2), la forma explícita de (4.31) y (4.33).

Las ecuaciones resultantes son;

h-
- D AAu. + h3

ó ±¿\±~V) 1/2 12 1/212 ¿/2ll ¿/211

: - S* + S.
1222 ¿1222 „

m 2 / 1
 m

y' [A(S3 + S*)]- S* J +

S3 + bo •" P0 [ h U3 +" 24 S(l-v)

(S- + S*-) + -^ TÍ- [A u, - ̂ F (Sn - S* + So . - S* )]]

en fixj

y (5.8)

5.6 ELEMENTOS MECÁNICOS DE 0(h2)

Presentaremos, en ésta sección, los elementos mecánicos

del modelo de Kirchhoff de 0(h2) que actúan a través de la

frontera 3S3xJ. En este caso, según (4.44) y (5.4), los com

ponentes de los vectores *S = (*S1,. *S2, *S3) , *H - (*H1,

*H2, 0), están dados por:
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*S1 = 2(1-v) [ S3 ~ S 3 ] n l '

* S 2 =
hv

2 = 2 ( 1 -

* S

*
" S 3 ] n 2 '

*

<S3, + S 3 ,
1 1

1 1

S 2 , ~ S 2 ,
2 1 2 1

ü
48

48

L12

4. c _ q
2 2

12 22 2 2

-
A U 3 , o

) ] n 2 '

U 3 ,
£1
241 2

[D(5 3 + . v 5 3

22 11

J^3 * ^ * .

1 2 ( l - v ) ( S 2 , • S 2 , ) ] n 2 '
2 2

= [-D(u
3 /

1 1

h 2 u *• " * A ^ *
)+ Yo "i"ZTT (S-3+ S« + n(S, , - S9

2 2 2 2

h ^ "* h3 $ -
l¿( l -v; 1, l> 1 1¿ 1+v J/

1 1 1 2

v. 3

24

*H3 = 0.

+ S 2 , " S 2 ,
2 1 1

sobre

9S3xJ

(5 .9
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Las' componentes de los vectores*S ,*S , definidos en

(4.47), satisfacen las siguientes ecuaciones:

\i

" S 3 ) n 2 '

(*sn)3 = o, sobre

= 0

<*s
T ' 3 48 1-v I(¡ S *

•if 2 -5/2

(5.10

h3 v
48 1-V

(S, - - S*- + - S*'

+ (S. - S* + S,
1/12 1/12

- Q*.

/ 2 2

~ "[(•S1 - S*)n v + (S9 - S*)n9] .

Las ecuaciones de momentos, torsionante y flexionante,

construidas con (4.49), (4.50) y(5.2), son:

, i 2 1 , 2 1 /
- S*

-¿/I
( n 2 - n 2 ) +•

1 2

+ [ D ( ü - ü + v ( u . + Í L ) ) ] n n n o +
J Í 2 2 -5/11 J / l l -5,22 L ¿

1 . 3 A

, - S* - So + S* ] n 1 n 0 .i l 2 2 1 2
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6 -
12

h

4.

[ ( S 2 , " S 2

-I-/ 2 1 /

/ 1

sobre

(5.11)
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5.7 MODELO DE KIRCHHOFF DE 0(h2) CON. TRACCIONES. NULAS.

En esta sección, bajo hipótesis de cargai&/,.
:sirrtjJlifica-

remos el modelo de Kirchhoff de 0(h2). El modelo obtenido

será llamado modelo de Kirchhoff de 0(h2) con tracciones nulas.

i

Sean S = (0,0/0), S*• .= (0,0,0) sobre 3B xj y 3B_xJ,

respectivamente, entonces de (5.2) se obtiene

ul

U2

U3

(x.

(x,

(x,

t) =

t) =

t) =

- X3

- x3

53

U3

ü3

+ '

' i

/ n
' 2
X2

2:

r

i

V
1-v

AÜ3* ;

en

• (5

BxJ

.12)

Mediante (.5.12.) podemos construir las ecuaciones de

campo, de formaciones y esfuerzos, correspondientes al mode

lo de Kirchhoff de 0(h2) con tracciones nulas. Los componen

tes del tensor de deformaciones satisfacen las ecuaciones

siguientes:

Eu(x,t) = ^

E 22 X3 U3, '

E33(x,t) - x3 j ^

en BxJ

(5.13)
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- X 3 U 3 ,

X
E13(x,t) =

E23(x,t) =
X

1 2

1

2 v

I=v ¿ " 3 ,

* ,'\

Con (5.13) se construyen las ecuaciones para los compo-

nentes del tensor de esfuerzos, estas son:

+ - v 5 3 ,
XI 2 2

s22(x,t) = - [53

2 2

S33

S12

S13

S23

(x,t) =

(x,t) =

(x,t) =

(x,t) =

0 ,

" X3

X 2

3

4

X 2

4

3 ñ
1+v U 3 ,

13^2 A u

6 vo Aü
1-v2 A u

12

11

/
' 2

en. BxJ

(5,14)

Las condiciones de consistencia para las cargas de

cuerpo están dadas, en este caso, por las siguientes ecua-

ciones

FALLA DE ORIGEN
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x

X'

¿-ZL fu3- .+ u ^ ] - pn-x, u
• - v ) 'm '122

0*3 "3, '
1

( -

11
U.

'0 . 4- (1-vHl+v)

+ u
3 J

2 2 2 ' 1 1 2 2

ü 3 +2u3 + u 3 . ' )
' 1 1 1 1 ' 1 1 2 2 ' 2 2 2 2

11 22

en BxJ

(5.15)

Las condiciones de consistencia para las tracciones de

superficie, sobre 9B2, se expresan mediante las siguientes

ecuaciones

g1(x,t) =-

g2(x,t) ~

(x,t) =

11 22

e - •
X3 l+v U 3 , nl " X3

12

X

1 1 1 2 2 1

1 2

+ VÜ-
22 ' l l

112 222

sobre

(5.16)

Las ecuaciones de consistencia, en condiciones iniciales

y de frontera, están dadas por

FALLA DE ORIGEN
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(0).,

(0),

u . (x) = 5,(0) . + ¿ x2 y™- Au.(Ó).,

vn (x) = - x- u-- (0) ,

v (x) - - x3 ü3 (0).,
2 2 •

xefi

(5.17)

u2(x,t)

u3(x,t) -

" X 3 U 3 ,

™ X 3 U 3 ,

sobre

(5.18)

Las ecuaciones de equilibrio: (5.8) se simplifican a

en. ííxj

(5.19)

-D - + b* = p0

2 ^
+

Los términos D, rru, m , e s t á n d e f i n i d o s en (4..6Í) -
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Los componentes cartesianos de los vectores *S, , *£! ,

y los momentos torsionantes y flexionantes satisfacen., so-

bre 9S3xJ, las siguientes ecuaciones

n 12

D

, nl + A U3, n 2 ] '
1 2

-
3,

12

3
'22 .'11

2- n2

v
3

'11 '22

llv 5 3 ,
12

+ (uo + v ü • )n2] .
o, o, 1

11 22

22 XI

sobre

(5.20)
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Observación 5.2. En el modelo de Kircchoff de 0(h2) con

tracciones nulas se observa que los componentes E--, Eo~

del tensor de deformaciones son no nulos y consecuente-

mente los de esfuerzos S-~, S?^* En la ecuación de equi-

librio dinámico (5.19) aparece el término A u3 que, según

la terminología de [23] , considera la inercia de rotación

del cuerpo. De acuerdo a la terminología de la Resisten-

cia de Materiales al cuerpo tridimensional de Kirchhoff

se le da el nombre de placa. Por tanto, este modelo, co-

rresponde a una placa donde los efectos de deformación

por cortante e inercia de rotación son considerados. Según

¡25[ este es el modelo de placa de la teoría de Hencky con

el término inercia de rotación presente. Modelos simila

res, para el caso estático, se presentan en [7], sin es-

pecificar las condiciones de consistencia en cargas de

cuerpo, tracciones de superficie, condiciones iniciales

y de frontera y, sin considerar, los términos mo , mn

en la ecuación de equilibrio. Hay que observar que la

hipótesis clásica en la teoría de placas S33(x,t) = 0,

(x,t)s BxJ, se satisface para el modelo aquí desarrolla-

do . •
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5.8 MODELO DE KIRCHHOFF DE 0(h).

Construiremos en esta sección un modelo mecánico aso-

ciado a un cuerpo tridimensional de Kirchhoff despreciando,

en las ecuaciones (5.2), los términos de 0 (h). El modelo

resultante será -llamado modelo de Kirchhoff de 0(h). Los

componentes del vector desplazamiento, bajo la hipótesis

;iya especificada, están dados por las ecuaciones siguientes

1+v— X , U, + X, Q6 j , i J ti

(x,t) = - x. 1+v
, 2

n - S*],

ES2 - s*

u. 3 23(l-v) h ) S3

• en BxJ

(5.21)

Los componentes del tensor de deformaciones asociado

a este modelo mecánico, de acuerdo a (5.21), deben satis-

facer las siguientes ecuaciones

" " X3 U 3 , + X3
11

E,~,^(X,tJ — ~ X-j U-j + X.
¿.c. O •*> t 2 Z

E33(x,t) -

1+v

[S - S* ] ,
1,1 1,1

- S*
en BxJ

(5.22)
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E12(x,t) =

E13(x,t) =

x
+ [q . _q* 4.

B L 1 / 2 1 / 2
X2 „

Bd-v)

1+v - S*I,

X'

--3Í1-V)

[S

x2

t x3 + h-)S3,2 {K3
x

tr E(x,t) = - x, [u, +, u_ ] +
J 5 1 1 J Z 2

1+v [S-. - S* +
1 1

S 2 , 2 "
 S 2 / 2

]

x

(1+v) d-2v) Sv -

Los componentes del tensor esfuerzo satisfacen, de

acuerdo a 5.22, las ecuaciones

Sn(x/t) - - X - V ) U V U

+ — ! - [ ( l - v ) (S-- - S* ) +v (S, - S* )} +
l-ZV 1 , 1 1 , 1 ¿r2 ¿ ; 2

X_ A

T)S3"
X

h" ) S 3 ] '

S22(x,t) W3

x .

3 , vu2 2

[ (1~V)(S , - S * ) +V (S - S* • ) ] +

X X
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S33(x,t)= - x3
P>\)

— —
(U3,n + U 3 / 2 2

}

1,

s (x,t)« -

S23(x,t)

J X+V

X

L + ES s*
1

- s*:

l-2v

s*r,

(x

[s9-- s*].

2

h n )S*

X

en BxJ

(5.23)

5.9 CONSISTENCIA DE CARGAS DE CUERPO DE 0(h)

Al construir, mediante (4,5) y (5.23), las ecuaciones

de consistencia para los componentes del vector de cargas

de cuerpob-, se obtiene
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3 ( 1 - V )
L U 3 f l l l

+ U 3 , 2 2 1
J

[ (i-v) (s v - s* ) + v (s5- - s*. >r
1 , 1 1 1 / 1 1 ¿ / 2 1 ¿ / 2 1

x
[S • - S * - + S • - S * ] -

- í - , 22 J - , 2 2 - i / 1 2 * f l 2
[(1+

X

X

8 (1-v) en

BxJ

X ,- /\ A . A /\

T - f - [ ( l - v ) ( S , - S* ) + v ( S - S* ) ]
1-2V 2 , 2 2 1 / 2 2 1 / 1 2 1 ) 1 2

(5.

, 2
- (i-

-
p 0 [ " X 3 U 3 , 2

+ X 3

1+v

(S (x (S* S*

3 v
(U. '3 , 2 2

) - - + s*i -

l

[ U3 + X3 + X 3 23 ( 1 -
3v

F ) S3 "
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5.10 CONSISTENCIA DE TRACCIONES DE SUPERFICIE DE 0(h).

Las ecuaciones de consistencia de 0(h) para losvcompo-

nentes del vector tracción de superficie, según (4,7) y

(5.23), son:

g1'(x,t) = [ (l-v)u, + vu, ] •+

X.

+

g3(x,t)=

l=v

(S, - S* ) +V - S* )] +
,2 ¿,2.

X

X.

x.
g (X,t)= E-x

t- X.

+ ~ (S

x.

- s*- + s.

S + S -" S*
-1-/2 -¿/I 2

+ v 5 3 , 1 1 3

9 - S* ) +v (S. - S*
¿t2 2,2 1/1 X,i

r"(5.25)

1-2V X'

- S*-)]n1

X'

- S*)

sobre



5.11 CONSISTENCIA DE CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA

DE 0 (h) .

Las condiciones de consistencia de condiciones inicia-

les y de frontera de 0(h) se simplifican, según (5.21), a

las ecuaciones -- !

u (x) - -

vx)=

un (x) -
U3

x, ü, (0) +

•i ó ,
(0)

u 3 ( 0 ) + X3 2Bd-v)

v0 (x) -

(0)

í s i í 0 ) - s£co>>,

H T ( ^ 2 í 0 ) - %<°>>'

T)S3

X3 U3fl
i0) + X3

1+v

1+V (S2(0)

v o 3
( x ) =

~ tn\ o. (1+V? (1-2
U 3 l J X3 23.U-V)

x.
(i - -Y)S*(0)].

- S*(0))-,

S*(0)),

x;
1T)S3

xeB

(5.26)

u2(x,t)

= - x.

= - x. X
1+V

,2

3 + X3

X
(5.27)
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5.12 ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE 0 (h) .

Mediante las ecuaciones (5.21) y (5.23) es posible ex-

presar en forma explícita las ecuaciones de guilibrio diná-

micas del modelo de 0(h). Estas resultan ser

SÍ

hi B(l-v) AA- , h
;

12 =

= O,
en

^

+ v (S, * - S* J- S, - S* )} +2-V (s_- + S* + S," +
"'" ' " -L/122 -L/122 l-¿ J-—V Jíll J/ll -í/22

>N 1 . 3 /> X / \ A

+ Sí ) + v> (S, - Sí + So •" S* ) + iru - ÍTL
J 2 2 1 ¿ L 2 2 1 J 2 2 1 ^ 1 2 1 ¿ 1 ¿ f l 1

§ (S-, + S* + So +• S* ) + b* = pn {h'.ü- - ^ A

¡ + +
24 S(l-v) lfa3 + fa3J + 12 3

Los términos m., , m están definidos en (4.61).
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5.13 ELEMENTOS MECÁNICOS DE 0(h).

En esta parte presentaremos los elementos mecánicos

asociados al modelo de 0(h). Los componentes de los vec-

tores *£3, *E satisfacen, según (4.44) y (5.23), las ecua-

ciones

¿3-1 f\

TESIS CON
ORíGi

h
t /2 -3/2

*H, =
-hf. J3_ -
1 2 "" '-• u '

•u 3

J.

tS2 -

(S, - -S*•• + S. S* )]h-
¿r 1 J-

¿, - S*
l

ÍS3 + S3 ) ] n2 '

T2

í s
1,1 ,2

12

12

(S3 + S3 ) ) nl

u 3,i2
h3 A

Z4 1,2 1,2 " S2 1
) 3 n 2 '

¿ , 1 ^
= 0.

sobre

8S3xJ

(5.29)
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Los componentes de los vectores*S ,*S satisfacen, se-
—n —T

gún (5.29), las ecuaciones

-n 1 O + S*]n3 3 1

(*sn)3 = o,

(*s T) 1 =•• (*sT ) 2 = o,

T

h2 l-2v

(S,- + S* )n9]
3,2 3,2 ¿ •

(S2 - S*)n2]

)n.

sobre 3S3xJ

(5.30)

Las ecuaciones de momentos, torsionante y flexionante,

construidas con (4.4.7) y (5.29) son:

• h 3 6
u.n L12 l+v 3,i2 24

h3 (S, - S* + So - S* )](ri2-n2) +
-1-/2 1(2 -¿/I ^/l 1 2

h 3 fi

3, 22
)n n

h 3

n - S*
1,1 1,1 ,2 -¿

S* ]nnn-]n
,2 -I-
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— E~ 3 -
12 24

(S-, - S*
¿i i

12 (1+v) (l-2v) •E(l-v) 3,
n2+'u

11 1 -3^22 2
n2) +

+ v (u

h

n2 + n2)] +

12(l-2v)
[(l-v)[(S, - S* )n2 + (So - S* )n2l +

+- v [(S

h2v

- S* )n2 + (S
J-f 1 2

(S, + S*).

- S* )n2]] +

sobre

(5.31)

5.14 MODELO DE KIRCHHOFF DE 0(h) CON TRACCIONES NULAS.

En esta parte, bajo hipótesis en cargas, simplificaremos

el modelo de Kirchhoff de 0(h ). El modelo resultante será

llamado modelo mecánico de Kirchhoff de 0(h) con tracciones

nulas.

Sean S = (0,0,0), S* = (0,0,0) sobre 9B xj y 3B xj,

respectivamente. Entonces, de (5.21) se obtiene
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u,(x,t) = - x. u ,
1 „ J o, i

u2(x/t) - -

u3(x,t) =

en BxJ

(5.32)

'Al construir, mediante (5.32) los componentes del ten-

sor de deformaciones, se obtiene

E u

Eoo(x,t) = - xQ u ,
£.¿. O O r 2 2

E33(x,t) = 0,

E10(x,t) = - x u

trE(x,t) = - x^ A u-.

0,

en BxJ

(5.33)

Los componentes del tensor esfuer2O satisfacen las

ecuaciones, construidas mediante (5.33), siguientes:
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-i -i (x,t) - - -x.

t? lyy \ X / T~/

,33(x,t) = - x3

C Iv -i~\ — — V Z. ., TI

ü12[xrz) - x 3 1 + v ^3fi2f

S13(x,t) = S23(x,t) ='0.

U 3 , 2 2
3 '

[(l-v)u + v u • ],
-SÍ 2 2 J / U

(x,t)sBxJ

(5.34)

Las ecuaciones de consistencia de cargas de cuerpo

(5.24) se simplifican a

= x3 (l+vMl-2v)

b 0 2 " X 3

b, 3v .(u,

3,22

U 3 , 1 1 2
3 P0 X3 ?*3> 2

 4

u_ ) + p u •

en BxJ

(5.35)

Las condiciones de consistencia para las tracciones de

superficie de 0(h) están dadas, de acuerdo a: .(5.2-5), por
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+ vu- 3n. -

- x.

g2(x,t) » - x3

+ [- x

g3(x/t) = 0.

3
3 (1+v) (l-/v) i 3 ¿

(x,t)e3B2xJ

(5.36)

Las condiciones de consistencia en condiciones iniciales

y de frontera de 0(h) son

un (x) « - x- u- (0),
0 3 3

U- (X) = - X» U- (0),
^2 3 3,2

u (x) = u-(0) ,
U3 ó

v (x) = - x u (0) ,
1 3 3,i

v (x) = - x- u • (0),
2 2

V 0 3
( x ) •• u 3 ( 0 ) -

(5.37)
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u^tx, t) - x.. u

u9(x,t) = - x- u_ ,

u 3(x, t). '= • ' u 3

ÍXi

(5.38)

Las ecuaciones de equilibrio dinámico asociadas al mo-

délo de 0(h) se simplifican a

°
12

b * ss 0 .

°2 '

(l-2vT¡

- po"íh- ü3;- I J A U 3 } .

m.. + b*
X / 9 U,

en fíxJ

(5.39)

Los componentes de los. vectores *S,. *H, satisfacen

*S1 -' *S2 = *S3 "- °'

*HT
V, 3 • o „

^ u n
• u

h3

2 12

3,22

h3.g r

_
+vu

sobre

SS3x J

• (5.40)
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Por tanto, los componentes de los vectores *£> t'.'*.& satis-

facen,

<*V2 = = 0.

sobre aS3.xJ

•(5.41)

Las ecuaciones de >os momentos torsxonantes y flexio-

nantes son?

12 ín2 - n2) - (ü. - ÍL )n-n_] ,
, i2 i 2 3,n 3,22 1 2

6 1+V -3/12

+ v n 2 + u_ n 2 ) ] ' .
2 J Í22 1

sobre 3S3xJ

(5.42)
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5.15 MODELO DE LA TEORÍA DE KIRCHHOFF DE PLACAS ELÁSTICAS

LINEALES.

De acuerdo a la observación 5.2 el cuerpo tridimensio-

nal de Kirchhoff presentado en este trabajo es llamado en el

contexto de la Resistencia de Materiales,placa. El objetivo

de esta parte es presentar el modelo mecánico clásico de la

teoría de Kirchhoff de placas elásticas lineales. Las hipó-

tesis características de tal teoría son:

= 0,

S33(x,t) = 0.

en BxJ

(5.43)

Obsérvese que las hipótesis (5.43) se obtienen del mo-

delo de Kirchhoff de 0(hz) con tracciones nulas al suponer

que los términos de 0(h) en deformaciones, ecuación (5.13),

son también despreciables. En este caso los componentes del

tensor de deformaciones están dados por;

Ell

E
22

E33

E12

E13

(x,t) =

(x,t) =

(x,t) -

(x,t) =

(x,t) =

X3

- X»

X3

- x»

E23

u

u_
3,

V

1-v

u

(x,

11 -\

f
2 2

A u 3 ,

f

t) = 0.
*

en BxJ

• (5.44
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Los componentes del tensor de esfuerzos satisfacen, de

acuerdo a (5.44), las ecuaciones

(x,t) = -

99 ' ~* *~

S33(x,t) = 0,

3 [U.

S12(x,t) - - x3 1 + v - 3 f l 2'u.

S13(x,t) 0.

-3/22

v u o 3, en BxJ

(5.45)

Las condiciones de consistencia para los componentes

del vector de cargas de cuerpo se expresan mediante las si-

guientes ecuaciones

I O 1 3 1-v2 [U,
3,221 ü 3

b
3,222

2

u " p0 X3 U 3 , 2 '

o

en BxJ

(5.46)

Las ecuaciones de consistencia para los componentes del

vector de tracciones de superficie son

FALLA DE ORIGEN
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-*• g — — 8 —
g1 (x,t) = - x . Y—~2 (u,. +vu )n - x -r~-~. u- n , '

1 J l -V ^ , 1 1 J / 2 2 1 3 -L+V J , i 2 ^

g2(x#t) - -

g3(x,t) - 0.

sobre

(5.47)

Las ecuaciones de consistencia en condiciones iniciales

y de frontera están dadas por (5.17) y (5.18) y las de equi-

librio dinámico por (5.13), esto es,

b* = b* = 0,
1 2

— — — — h 3 "ÍM—O —

-DAAuo+mo - m1 -Kb* = pA [hu.+ í— 4^-=- A u j .

(5.48)

Los componentes de los vectores*S ,*S , satisfacen
-—n —T

- (*Sn>2

(*sT)x = <*sT)2.=- ( * S T ) 3 = o,

sobre 3S3xJ

(5.49)

y, los momentos, torsionante y flexionante, satisfacen la

ecuación (5.20).

Las ecuaciones (5-44) - (5.49), además de (5.17),

(5.18) y (5.20), constituyen el modelo mecánico de la teo-

ría de Kirchhoff de placas elásticas lineales.

FALLA DE ORIGEN
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Observación 5.3. Bajo la hipótesis de que los términos

de 0(h) en deformaciones son despreciables en el modelo de

0(h2} con tracciones nulas se obtienen las ecuaciones de cam

po clásicas de la teoría de Kirchhoff de placas elásticas li

neales. Sin embargo, en la ecuación de equilibrio dinámica

(5.48), aparece un término adicional a la ecuación clásica

de equilibrio. Este término toma en cuenta la inercia de

rotación de la placa. Modelos similares, para el caso diná-

mico, han sido desarrollados recientemente en 123] y, para

el caso estático, en [7]. Las condiciones de consistencia

en cargas de cuerpo, tracciones de superficie y condiciones

iniciales y de frontera, no se presentan en las referencias

citadas ni los términos : mn , 5L • se consideran en la ecua

ción de equilibrio. Esto último porque se considera qué los

componentes b n , b. del vector de cargas de cuerpo
ul U2

son nulos. Hay que observar que esta hipótesis no pue-

de ser arbitraria puesto que, ségün las ecuaciones de con-

sistencia correspondientes, esto introduciría condiciones

adicionales en la función u_. '

En base a la1 presente observación y a la 5.2 se con-

cluye que los modelos de placas, en las teorías de Hencky

y Kirctíhof, , son modelos de 0(h2) en desplazamientos con

tracciones nulas. Hl
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5.16 FORMULA DE GREENí MODELO DE KIRCHHOFF DE 0(h2)

En esta parte presentaremos, en forma explícita los

términos de la formula de Green (4.78), para el modelo de

Kirchhoff dé 0(h?). De acuerdo a (4.25) y (5.4) se tiene que

M vdx = D í AAu-, v dx -¿ 3

12 2
- k,

es 0 - s* + s. - s* ))}
2 2 2 2 2 2 111 1 1 1

v

- s * 2 '••

211 ' 2 11

fe r. M v, jf dx = D f Auo Av dx +^ 3y6 ya 'afi. ^ 3

D í 2(l-v)[u~ v, - u, v. Un v, ] dx -
O Jí .12 -5, 22 -i , 11
i¿ 1 2 • 1.1 - 2 2

•12
T (S, - S* + $n - S* )v, dx -
O i-, X, ¿ , ¿ r 12

12 I-1 S*)Av
X, -X,

1

- S*
¿ 22

(5.5

+ [{S9 - S* ) + i (S1 - S* )] vf } dx.
¿, Í¡, V X, X, 11

2 2 1 1

Observación 5.4. Obsérvese que en el caso £> = Cl, sobre 9B xj

y* ^* = 5. soí:)re 8 B- X j s e obtiene la fórmula de Green clásica

de placas elásticas [7] 81

FALLA DE ORIGEN
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5.17 ALGUNOS PROBLEMAS DE VALORES SOBRE LA FRONTERA E
INICIALES ASOCIADOS AL MODELO DE G(h2): CONDICIO
NES DE FRONTERA LINEALES.

En esta parte presentaremos algunos problemas de valo-

res en la frontera e iniciales asociados al modelo Kirchhoff

de 0(h2). De acuerdo a la ecuación (5.8) se observa que el

equilibrio dinámico del cuerpo tridimensional de Kirchhoff

está gobernado por una ecuación diferencial parcial bidimen-

sional, de segundo orden en el tiempo y especialmente de

cuarto orden. De acuerdo a la teoría de ecuaciones en deri-

vadas parciales las condiciones iniciales a especificar para

que el problema sea bien planteado son sobre la función y su

primer derivada. ' Además, el número de condiciones de fronte

tra apropiado sorí dos, estas están determinadas por la.s iraáge

nes bajo los operadores de Dirichlet y Néumann que aparecen

en la fórmula de Green (4.69), esto es.

= (v,

3u = <*S3(u> + e 3 Y 6 my ( u ^ ~^\ ^ (u)

(5.51)

De acuerdo a (5.51) se pueden tener los siguientes ti-
¡

pos de problemas de valores sobre la: frontera: tipo Dirichlet

donde se especifican, sobre alguna parte de la frontera, las

condiciones (5.51)i; tipo Neumann, donde se prescribe

(5.51) 2; tipcí mixto donde se ' especifican/ en
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número apropiado, combinaciones de las condiciones {5.51)i

y (5.52)2.

Consideremos! el siguiente problema de valores sobre la

frontera e iniciales asociado a un cuerpo tridimensional de

Krichhoff, el cual satisface las hipótesis del modelo de

0(h2).

Dados b n = (0, 0, b* ) en flxJ, S = (S-,> S o, S o ) , sobre

3B+xJ, S*= (Sí, S*, S*) sobre 8B_xJ, u*f ví en £2x{0}, W, v

sobre SHixJ, F, M sobre 3fi2xJ., h:fí->IR , 3 > 0, 0 < v < h,

encuentre u :

TLL h3 v

+ S- +.SS + b* + nu - .m_ - G (S, S*r h,3/V),

en

u3(0) = u*f u3(0) =v*,. en

, sobre' 3n

*S3(53) (53) -

(ü3) = M.

sobre

(5.52)
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Aquí

G(S,

24

24 3 (I-1

(S, - S* + S,

ES, - S* + S,

- S* )
i ¿t2

12(1-V) 1/212 1*212 2 f 2 H 2 , 211 - 2 , 2 2 2

s* + s.
¿,222 J

S* ] " h 2 v
12(l-v) + S*)]

sobre

(5.53)

Observación 5 .4 . Para e l caso del modelo de Kirchhoff de

0(h2) con t r acc iones nulas e l problema (5.52) se s impl i f ica a

Encuentre u» : ÜxJ -*• 3R

u3(0) - u*, u (0) = v*, en Q,

U

üo - w / -7r-f = v , sobre
3 ori

* S 3 ( 5 3 )

*H (u ) = M.

3Hh(u3)

i sobre

en

(5.54)



- 139 -

El problema (5.54.) corresponde a una placa elástica lineal

que satisface hipótesis tipo. HencJcy en desplazamiento donde

se considera la inercia de. rotación de la misma/. [13) .

Algunas condiciones de frontera clásicas en la teoría'

de placas elásticas lineales son: empotramiento, apoyo sim

pie, borde libre. Tales condiciones corresponden as

(O, 0), . .1 ' '' sobre

0, u3 = 0,

(0, 0) .

(5.55)

respectivamente.

Además, si los términos de 0(h) en deformaciones se des

precian, el problema (5.54) corresponde a una placa elástica

lineal que satisface las hipótesis de Kirchhoff donde se con

sidera su inercia de rotación. •
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5.18 CONDICIONES DE FRONTERA TIPO FRICCIÓN.

• En esta parte presentaremos algunos problemas con con

¿liciones de frontera no lineales, tipo fricción, asociados

al modelo de Kirchhoff de 0(h2). Consideremos que sobre una ter

cera parte del cuerpo en estudio se satisfacen,, además de

las condiciones clásicas de los problemas (5.52) y (5,53),

alguna de las siguientes condiciones de frontera:

i) Momento con fricción [8],

8u.

V ' = gi

•Sn

X > 0:

Aguí 0 < g_ < + °° , es un dato

ii) Cortante con fricción [8],

sobre

(5.56)

F (5 )| < g2 => u3 = o,

> "3 X t 0:

ü3 = - A F 3(u 3),

sobre

(5.57)
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donde, O < g'2. < + °° es da to y

3*Ih<u
(5.58)

sobre 3íí3xJf

El problema de valores sobre la frontera e iniciales corres,

pendiente a la restricción C5.56)V resulta ser;

Encuentre u-.fíxJ -*•

[h u

/\ /\. + sí- + b* . + iri
-5 O U_

», = G($ S*> h, 3 V) ,

ü 3 (0) = u* , u3(0) = v*, , -en-íí.

= ' v , sobre3
U3 = w"'' TÍT

íu3) - P,

\ sobre

3u,

= o.

=> 3 A ̂  0: 3 = -

en.

QxJ

sobre

(5.59)
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En el.caso de que las condiciones de fricción sea' del

tipo (5.57), el problema de valores sobre la frontera e ini-

ciales correspondiente es

Encuentre u_: fi xJ + 3R :

en

S* + b*
-3 L>

- m1 = G(S,

ü3(0) - u* , u3(0). = v*, en «f

3
u = w, —z— = v, sobre

- F,

ÍH T(U 3) = M,

F3(ü3)

sobre

- 0.

« > 3 A • > • 0 :

u 3 = - A F 3(u 3).

sobre

(5.60)

Observación 5.5 En el modelo de Kirchhoff de 0(h2)

con tracciones nulas los problemas (5.59) y (5.60) se redu-

cen a:



- 143 -

Encuentre U- :. ííx J -*• JRx

P 0 [ h u 3 + 3v-2V7 "T1™ A" u , ] - D AAu. + b*••+ ra0 - n y « O,
¿Qt 1 - V J .JO-, ¿ti . I f 2

u3(O) = u* ., u 3 (0 ) = v*, en fi.

en ti x J,

U3 ~ ' w / ' ~3̂ T = v ' sobre 3

F^(u^) - F , *H (u_) = M, solare

= g 1 => 3 A > 0:
9u_
9n " A ' t í

r

sobre

(5.61)

E n c u e n t r e u* : Í 2 X J - » - 3 R :

p . [ h u - +
U J

A ü - ] - D A A 5 , + b * + m0 - fñ- - 0

en Q x J ,

u 3 (0 ) = u*, u 3 (0 ) == v*, en Q,

u_ = w, -r— = v , sobre

= F , • = M, sobre dü2xJ,
(5 .62 )

F 3 ( u 3 ) => u 3 - 0,

3*"3 = g => 0:

s o b r e

- - X F 3 ( u 3 ) .
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Observación 5.5 Los problemas de. valores sobre la

frontera presentados en las secciones 5.16 y 5.17 son, des

de el punto de vista de la teoría de ecuaciones en deriva-

das parciales, bien planteados. Cada uno de tales proble-

mas caracteriza un problema tridimensional asociado el cual

se conoce; mediante las condiciones de consistencia, en tér_

minos de sus soluciones bidimensionales. H

Observación 5.6 En la teoría de placas es común su-

poner que b = (0, 0 b ) en BxJ. Según las ecuaciones de
3

consistencia (5.15) y (5.46) se observa que esto es satis-

fecho solo ,si

2{1-V2). -í/111 J/122 ü - 5 , 1

$(2-v)
2 {l.-V¿

n
U3| 2 2 2

•]" - p n u = O
U j , 2

en

(5.63)

en la teoría de HencJty y, en la. teoría de Kirchhoff,

[U.
/ 2 2 1 0 . 3 , 1

- + u - ]
O, 2 2 2 - 5 , 1 2 1

= 0

en QxJ

(5 .64 )



En este caso además, se satisface 5L- ~ m, = 0 , en fixJ.

Por tanto, los problemas de valores sobre la frontera e i ni

cíales asociados a arabas teorías de placas son de la forma

Encuentre u. : ÍJxJ -*• IR:

53(6) « ug, Ü

- D A A

= y*, en ft.

- ñ íl n
u • = W / £;iü = y sobre
J dn

F3(ü3) = F/ *H (ú3) = M, sobre

F(u 3)| < 9 => L ü 3 -" 0,

=> 3 ̂  > 0 :

L ü 3 = - X F (u3) .

= 0, en

sobre

0 < g < +

(5.65)

Si las condiciones.sobre 3fi3xJ son de momento con fricción,

entonces F = H y i 3n En caso de. condiciones de cortan

te con fricción F = F^r L - I. Es coinún también en las teo

rias de placas despreciar el término

A en (5.66)

el cual es llamado inercia de rotación de la placa.
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6, FORMULACIÓN VARIACIONAL DEL PROBLEMA DE PLACAS ELÁSTI-

CAS CON CONDICIONES DE FRONTERA TIPO FRICCIÓN.

El objetivo de este capítulo es aplicar los resultados

de los capítulos 2 y 3 a un problema de valores sobre la

frontera e iniciales de una placa elástica sujeta, sobre

parte de su frontera, a condición tipo fricción. La formu-

lación de tal tipo ide problemas se presenta a través de los

capítulos 4 y 5. De acuerdo a (2.10) y (5.65) se observa

que para cumplir nuestro objetivo es necesario despreciar

la inercia de rotación de la placa. El problema de nuestro

interés es, por tanto;

Dados S = (0,0,0) sobre 3BxJ ; S* = (0,0,0) sobre
* * * * A ^

3B x J ; b A = ( 0 , 0 b n ) e n CixJ : u n , v e n fí ; w , v , s o b r e~ —u i u o u u

3 ^ ! X J ; F , M s o b r e 3 ü 2 x J ; g : 3 í 2 3 ^ J •+ & s o b r e 3 f t x J ; h : ^ > I R

3 > 0, 0 < v < h, encuen t re u-:fixJ-»-3R :
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p h u, - D AA ti, + b* = O, en flxJ,u J J u3

^ 1

u3(0) « u*, u3(0) = V*, en fl,

U3 = w ' "Tíf

F3(ü3) = -F,

= v, sobre

M, sobre

F(u ) | < g => JL(Í )" = Ó',

F(u-)I = g =>
•J

A > 0: sobre

(6,1)

L ( ü 3 ) = - X F ( ü 3 ) ,

l c ( ü i ) = 0 .

Las condiciones de frontera sobre 9Q xj que considerare
• 3 .

mos son de dos tipos. En el primero de ellos F(.u~)=F, (u,) ,

í-(.ül) = 5,f ¿^(5,) = -tTT- En el segundo F(u«) = - *H (üQ) ,
— ' "3 — I — '

L(u )=-;— y I (uo) = uo. Tales condiciones corresponden a cortan
•i a íl' C o -i . —

te y momento con fricción, respectivamente.

Primeramente expresaremos las condiciones de fricción

del problema (6.1) en términos del subdiferencial [9] de

una funcional ij/(x,t;.): IR -»- 3R. Después daremos un proble-

ma equivalente a (6.1) en el cual las condiciones de fron-
_'

tera sobre 3f2ixJ están dadas sobre u~ y -v-3-* Posteriormente

presentaremos la formulación variacional y de primer orden
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rociada a este üiti*o problema. Finalmente presentareis

su .formulación variacional regularizada.

6.1 FORMULACIÓN DEL

CÍALES.

PROBLEMA EN TÉRMINOS DE SÜBDIFBREN-

E n esta sección formularemos el problema- <6.1)en

* i mi rî  una funcional iMXjt;* )¡
términos del subdxferencxal, [9], de una lunox

**• <-• rt «« «satisfecho-a través del siguienteJR •* IR . Tal objetivo es satisre.cnu

teorema.

* i El problema (6.1) es equivalente al problema
Teorema 6.1. &J- prooj.««i*

Encuentre

- D

u*/5;(0)

- _ w -"ÍH5. » v, sobreu
3 ~

 u' 8n

P3(ü3) = F,*Vu3) = M, sobre

- F(ú-)e

5

' sobre

(6.2)
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d o n d e ,

E) ~

g(x , t ) s i C > 0

E-g(x, t) , g ( x , t ) } s i 5 * 0 ,

-g(x , t ) s i £ < o

(6.3)

es e l subd i fe renc ia l de la funcional I/J ( x , t ; •) : K •+ ! ' • ' ,

definida por .

^ ( x , t ; C ) = g ( x , t ) | C | V £ e H . ( 6 . 4 )

Demostración. El teorema queda demostrado al mostrar

que las condiciones de frontera, sobre 3í23xJ, en (6.1) y

(6,2) son equivalentes. Mostremos primero que (6.1) impli

ca (6-2). Obsérvese que D(I|J) - K y además

3 _< | F ( ü 3 ) ( x , t ) | | C |

Ü (6.5)

V £, e li., (x , t ) e 3í23xJ.

Mostraremos ahora íque

F(u3) (x,t)í(u3) (x,t) |,(x,t)e (6.6)
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En efecto, si L(u.) = 0 sobre 9fí.3xJ, (6.6) es trivialmente sa-

tisfecha. Sea Mu~) $ 0, entonces/ L(u3)=-A F(u,), X > 0 y

F(u3)(x,t)L(ü3)(x#t) = - X(F(u3)(x,t))
2

« - Ag(x,t)|F{53) (x,t) | =

- » Ag(x,t)|A"\ I(u3)(xft)| =

= - -g(x,t)|L(uJ (x»t) |, V (x,t)e

De (6.5) y (6.6) se concluye que

— — ' — I

- F (u~)(x,t) [$-L (uJ(x,t)] <g(x,t){ | £ | - 11 (u-) (x,t) | } ,

V 5 £ B * \ X / t) E pífi3 X J •

Por tanto,

„ _ i

- F(uo) (x,t)e 3^(x,t; /.(uo) (x,t)), V (x,t)e 3í23xJ, (6.7)

donde la función ip(x,t;*): K -»• 3R está definida por

i(j(x,t;5)=g(x/t) \%\, V ? e B, (x,t)e 9í23xJ. (6.8)

Nuestro siguiente objetivo es caracterizar el subdiferen-

cial 3\p(x,t;») de la funcional I|J (x,t; •) : 3R •+ B, (x,t)e 3Q3xJ.
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S e a - F ( u 3 ) ( x , t ) s 3i¡> ( x , t ; L ( u ) ( x , t ) ) ,• ( x , t ) e 9 f í 3 x J , e n t o n c e s ,

- F(u3) (x, ü g(x,t) ( x , t ) | } , ( 6 . 9 )

V <x,t)e 3í33xJ, | e IR.

S i L ( u ^ ) ( x , t ) = 0 , s e t i e n e d e ( 6 . 9 ) q u e

g(x,t) |C| V £ e

lo cual es sa t is fecho para valores

( x , t ) e ,f) , g<x , t )} ,

( x , t ) e (6.10)

Sea Mu.) (-x,t) > 0. Entonces, si £ = 0 en (6.9), se obtiene

F(ü"3) (x , t ) l . (5 3 ) (x , t ) <-g(x,t)L(ü3)

por tanto,

- F ( u 3 ) ( x , t ) > g ( x , t ) (6.11)

Sea g > 0, entonces, | E, | = € y de (6.9) se tiene que

- F(ü3) (x , t ){C-t(u 3 ) (x,t)}<g(x,t)"-U-U53)

_«
Si E.-L (u 3) (x,t)<0, se obtiene (6.11); si g- í '(uj) (x,t) > 0,

se obtiene

FALU DE ORIGEN
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- F(53) (x,t) <_ g(x,t) (6.12)

que junto con (6.11) implican que

- F(ü3) (x,t)=g(x,t)/(x,t)e 3íí3xJ. (6.13)

El caso £ < 0 es trivialmente satisfecho, puesto que,

F(5) ) U U l ¡ } ) ÍC-Líu^) (x#t)} '

y, {E,-L (53

Sea ahora L(u3) (x,t) < 0. Entonces

- F(u3) (Klt){£>~L(^3) (x,t)} < g(xft){|5|H-(u3) (xft)},
3

V (x, t ) e 9í23xJ, £ e 3R

Sea C - 0. Entonces

F(ü3) (x,t)L(Ü3)(x,t) £g(x,t)L(u3) (x,t) ,

Por tanto

- F(ü3) (x,t) £ - g(x,t),(x,t)e3fí3xJ. (6.14)

Sea £ < 0. Entonces

- F(ü3) (x,t){C-i(ü3) (xft)}^-g(x,t){C-L(u3) (x,t)}.

Si {C-í. (Ü3) (x,t) } > 0 se obtiene (6.14). Si U~t (ü3) (x,t) }<0,

entonces,
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- g(x,t),<x,t)e (6.15)

que juntó con (6.14) implica que

- F(u3)(x,t) = - g(x,t),(x,t)e 3í23xJ. (6.16)

El caso C > 0 es trivialmente satisfecha, puesto que,

1 g(x,t)"".ft

Las ecuaciones (6.13), (6.16), y (6.10) indican que, pa

ra (x,t)e 3

g(x,t) si JL(53) (x,t) > o.

(x,t) = 0 , (6.17)

-g(x,t), si i(33). (x,t) < o.

Sean las condiciones sobre 9fi3xJ del problema (6.2) sa-

tisfechas. Además - F(ü3)e[~g(x,t), g(xft)} fSiL{ul)± - X F(ÜJ(x,t)
~* . . ó

con A = 0, (x,t)e 3^3xJ. Por otra parte si

U ü 3 ) ( x , t ) > 0, ( x , t ) e

C > 0 se t i e n e que

- nü 3)(x,t)= g ( x, t ), y p a r a t o d o

PALLA DE ORIGEN
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_'(x,t)U-|Uu3) <x,t) |} = - F(u3) <x,t)€+F(u3) (x,t) |£<ü3).(x,t)

) (x,t)£ - g(x,t) /.(3¿)(x,t), (x,t)e

Por tanto

ft)*» - A F(ü3)(K,t)f (6.18)

con

|Mü') (x,t)
~̂

g(x,t)

En el caso L (ü^) (x,t) < 0, (x,t)e 3í23xJ, se obtiene de nuevo

(6.18) y (6.19). Las condiciones sobre •3tl8xj del problema

(6.1) son por tanto satisfechas. £

*

Observación 6.2. Las gráficas de i/>(x,t,); 3R ->• IR y 3T|Í (x,t;"«) :

3R •+• 3R se muestran en las siguientes figuras:
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g(x,t)

•3<>(x,t;S)

-g

Fig 6.1 Gráficas de ifj (x, t; '*) •+ IR y su subdiferencial.

Presentaremos.a continuación un problema equivalente a

(6,2)? en eX cual las condiciones de frontera sobre
— i

están dadas sobre ü^ y -^-.

Teorema 6.2. Seaw(O) =u.(0), v(0) - -SiU. (0) s o b r e

Entonces, el problema (6.2) es equivalente a:

Encuentre u~ : ÜxJ -*• IR :

pn h uo - D AAub - - b* , en Q x J,
U o J U 3

u3 (0) = u*, u3(Q) v*, en ñ,

u' = w 9U3
' 8n

- vr, sobre (6.20)
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F - (ü - ) = F, *H (ü ) =. M, sobre 3fi2xJ,

,t; ¿(uM),
3 L sobre

tc(ü3) = o.
Demostración. Obsérvese que las condiciones de fronte*

ra de (6.2), sobre aí^xJ, implican las de (6.20). Sean aho-

ra las condiciones sobre 3fixxJ de (6,20) satisfechas. Enton

ees ' .. •

ü3(x,t) •- w(x,t) + h(x) ,"

(x,t)= v(x,t) + p(x) .

(x,t)e

Por tanto, h(x) « ü3(x,0) - w(x,0) « 0, p(x)

v(x,0) = 0, x £ 8ñi. B

(X/o) -

En el caso de que los datos w, v, g, no dependan del

tiempo, esto es, w:ft -»- IR, v:^^IR, g: 3fi3 -*-:.3R , el proble

ma (6.20) toma la siguiente forma

Encuentre u.:toJ -> IR :

Poh u^ - D AAu^ = - b* , en ÜxJ,

u-(0) = u*, u3(0) ~ ví, en Sí,

o, dn
= o, sobre

F3(ü3) = F, *HT (u3) = M, sobre

, L(ü3)), sobré 3Q3xJr

a

(6.21)
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En este caso el problema (6.21) es equivalente al problema

(6.20) si y solo si w: düi -*- CR / v: 9fh + IR y

-
w(x) - u3(x,0) , v(x) = (x,0), x e (6.22)

6.2 FORMULACIÓN VARIACIONAL Y DE PRIMER ORDEN.

En esta sección presentaremos las. formulaciones varia

clónales, punto a punto, fuerte y clásica o débil, así co-

mo las formulaciones de primer orden, asociadas al proble-

ma (6,21). Primeramente, usando la definición de subdife-

rencial, escribiremos éste problema en la forma;

Encuentre

Poh D

-*- IR:

*
- = - bfi , en

u3(0) - u*, Ü3(O) = v*, en ü,

u o = O, -r-3- = O, sobre
ó dn

F3(ü3) = P,*H_(u ) = M, sobre

ü

" L(Ü3(X,t))};

V v(x,t)e

i.c(u"3(x,t)) = 0.

(x,t)e

(6.23)
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A (6,23) lo llamaremos la formulación variacional fuar-

te punto a punto de (6.21). •

. i

A continuación presentaremos la formulación variacional

global fuerte asociada a (6.23). Para esto consideremos los

espacios de Hilbert,

V(fi) = H2(Í2) £L 2 ( f t ) a H 2 W , (6.24)

1/(Q) = L 2 ( O , T ; e2 («))/ 'W(Q) = L2 (0 ,T; L2 <R) ^ 6 . 2 5 )

W(Q) «"{veV(Q): v I l e j / l (Q)} . (6.26)

Bajo l a s d e f i n i c i o n e s ,

P0(Q) = {veL
2(0:,T;H2(fi)): - D*AA etf2(Q)}, (6.27)

- D*AA e L2(ñ)}, (6.28)

< Pu ,v > - f - DAAu v dS^, ue D n ( f i ) , veH2 (Ü) f ( 6 .29 )

[Pu ,v ] = J T < P u ( t ) , v ( t ) > d t , ueí?0 (Q) , v e t / ( ,Q) , (6 .30 )

<u,v> = ] u vdí2 r u , veL 2 (fi) , (6 .31 )
Q

[u" ,v] = / i < p n h u " ( t ) , v ( t ) > d t , P n /
0

(6.32)
ueW(Q), vel/(Q) ,

[f,v] - JT < b* (t), v(t)>dt,
0 U3

b* e H(Q), ve(/(Q),
U3

(6.33)
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se obtiene la siguiente igualdad variacional asociada a la

igualdad en ü, del problema (6.23),

0/(Q)

[u3,v] + [Pu3,v] = [f,

Vvef(Q).

(6.34)

Obtendremos a continuación la expresión variacional corres-

pondiente a las restricciones de frontera del problema en

estudio. Primeramente observemos que el operador Dirichlet

y eí (H2 (ñ), H (8ft)x H2(3^)) asociado al operador formal

DAA c M H 2 (tt) , H2 (Ú) ) está caracterizado por
o

YU = ( Y Q U ' Y U* = ÍU' "In * E H Í 3 f i) x H'Ofi),

V ue H2 (íí),

/2

y , e l o p e r a d o r Neumann , 5eL(D Q (íí) , (H ( 9 ñ ) x

s e g ú n ( 4 . 7 8 ) , p o r

O u j v > - ( u ) v

u eDQ(ü) , v e H2

(6.35)

( 6 . 3 6 )

Consideremos ahora que la condición de frontera sobre

sea de cortante con fricción, esto es,
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U3 , L -(u,) = y , L . (6.37)

Definamos a continuación les espacios de Hilbert

= 0, sobre dülr

(6.38)

W1(Q) = {V£W(Q): v'e t/j_ (Q) } ,

y las funcionales convexas jn : v,(ÍJ) ^
J Jl 1
Jn : !MG) "»- 3RU {+.«>} ,

j x(v) = •

/ ve

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(v(t))dt, ),
x

(6.42)

con dominios efectivos

Díi (6.43)
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-L» = {ve iMQ) : J1(v(-))e ¿Mo (6.44)

Por tanto, la inecuación de frontera global asociada a las

condiciones sobre la frontera del problema (6.21) es

(6.45)

Y0v -

V ve

Aquí

jT
(6.46)

o

Combinando la ecuación (6.35) con la inecuación (6.46) se
i

obtiene la siguiente formulación variacional global fuerte

del problema en estudio.

Dados p 0, h, DeL (Q), b* e H(Q), F,HeL2(0,T;L2(3ñ2)),

u*, v*e_V(Q)f- encuentre ü*3 VQ(Q) ^ V

[u3, v-u3]

5
(6.47)

F3(U3) = F,*HT(u3) - H,

Ü3(O) = u*, u"3(0) = v*.
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Nuestro siguiente objetivo es presentar la formulación varia

cional clásica o débil de (6.23). Para esto aplicaremos la

primera fórmula de Green del operador formal del problema,

D A A eL(H2(íí), H" (Q) ) , la cual está dada por:"

<Au,v> = D J {Au Av - (1-v) [2u, 1 2v, u -u,ii v, 2 2- u,22 v.,n]} dx -

• n ... •• " V V •

= D í AAu v áü + í P-(u)Ynvd8Q - / *H (u)Y,v d3H, (6.48)

ueDQ(fl)f ve

De la inecuación (6.47) y (6.48) se concluye la siguiente for

mulación clásica o. débil de (6.23):

Dados 0'

encuentre

, V-Ü3]

Ü3(O) =

, b* , F, H e.V (Q), u*, v*
U3

(Q) n

/ V-Ü3] + Jx(v) -

[f,

0 ' = v,

ü
(6.49)

Aquí

[Au,v] = Áu,t>dt,

T

, 0 dQ;

(6.50)

(6.51)
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Desarrollemos ahora el caso en que la condición de frontera

sobre 3fi3xJ sea de momento con fricción. Esto es,

F(ü3) =»-%T(53

Lc(53) = Y o V

sobre 9n3xJ,. (6.52)

En este caso los espacios de Hilbert considerados son:

= {veH2 (íí) : Y QV = y1v = 0, sobre dült

YQv = 0 sobre dü3},

L2(0,T -

(6.53)

W2(Q) = : v'e

y, l a s f u n c i o n a l e s convexas j 2
: V 2 Í ^ ) •+• 3R U

•*• HU{+°°}, con dominios e f e c t i v o s

D(j 2 )

(6.54)

e s t á n d e f i n i d a s por:
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J2(v) =| -i
(6.55)

(v) =

/
T • " k

J2(v(t))dt, vep(j2),

(6.56)

La inecuación global de frontera para este caso es:

n

Y l V -

V

donde,

= /
O

T
}d . (6.58)

La formulación variacional global fuerte correspondiente es:

Dados po,h,DEL (ü), b^eHiQ), F, H eL2(0,T; L
2(8K2)),

,."5> v*el/(Q), encuentre 53£W2(Q) np o ( Q ) o p {j 2 ).

' v-5'] + J2(v) - J2(5^, >
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(6.59)
i%(u ), y v - y u ] + [ f, v - u j , V vsP (J ),

F 3 ( u 3 ) = F , *Hx(ü3) = H,

Ü3(O) = .u*.

y, su formulación variacional clásica,

D a d o s p Q , h , DeL ( Q ) , b Q , P , H e V {Q),

u 0 ' v 0 G V 2 ^ * ' e n c u e n t r e ü e W2^V(J ) :

a 3 , v - u 3 J + [ A u 3 , v - u 3 ] + ( 6 . 6 0

Ja(v) - J 2 ( ü " 3 ) ^ [ 3 Ü 3 , "YV-YÜ3]3fí + [ f , v - G ^ T ,

• V

- * _ i *

u3(0) = uQ, U 3 (0) = vQ.

Las formulaciones pseudoinstantáneás de los problemas

(6.49) y (6.60) son:

Encuentre ü3eW1 (Q). n V ( J . ) :

. v ( t ) - G . 3 ( t ) > + <AÜ 3 ( t ) . . ,v( t ) -ü 3 ' ( t )> +

.(6,61)
_ ' i

< f ( t ) , v ( t ) - u " 3 ( t ) > , V v e í ? ( J 1 ) / c . t . t e ( 0 , T ) ,
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üo(0) - un, «- (0) = vn.

Encuentre LU £ W 2ÍQ)
nP(J 9):

ü

j2(v(t)) - I

<Au3(t), 5

(6.62)

<f (t), v(t) - ü^(t)>/ V v e P ( J 2 ) , c.t, te (0,T)

Las formulaciones de primer orden asociadas a (6.61) y

(6.62) son;.

Encuentre ü eW, (Q) ^ P (J ) , k = 1,2,

+ MU3(t) 3 F(t), c.t. t e (0,T),

u3(0) « u0.

donde, para k = 1/2,

(6.63)

u3(t) = [Ú3(t), Ü3(t)],

ü0 a [ U0' V 0 ] / U 3 í 0 ) =

F(t) = [0# f (t)],

, Ü3(t)3

<f*(t),v(t)-u3(t)> = <f(t),v(t)-ú3

c.t te(0,T)

(6.64)
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Ou,(t) ,
2 i

y, para k = 1, cortante con fricción se tiene que

MU3(t) = E-u3(t), Au 3(t)+
(6.65)

para k = 2, momento con fricción,

MU3(t) = [-u3(t) , A u3(t) + (6.66)

<f*(t), v(t)-u3(t)> = <f(t), v(t) - Ü3(t)>

, yv(t) , c.t. t e (0,T)

En la referencia [7] se muestra que la forma bilineal simétrica

a: V, (£2)xV, (Q) •-*• 3R , k = 1,2, es seicoerciva y continua,

JK:V, (ti) -*- JRu{+°°}, k = 1,2, es propia, convexa y semicon-

tihua inferiormente. De acuerdo al capitulo 2, el problema

de primer orden (6.63) posee una única solución u~.£C([0,T];

V,(ft) ) , k = 1,2, u-eL (0,T; L¿(ü)), bajo la siguiente regu-

laridad en los" datos,

f*£ H(Q) , f*'£L1(0/.T ; L
2 (ft) )

u v (6.67)

{(Au

la cuál es satifecha en los problemas (6.49) y (6.60).
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6.3 FORMULACIÓN VARIACIONAL REGULARIZADA

Nuestro siguiente objetivo es presentar una regulariza-

ción, en el sentido del capítulo 3, de las funcionales

J1:V1 (Q) -* 3R U{+ «> } , J2:V2 ̂  ->- K U {+<*>} y, por consiguien-

te, formular los problemas regularizados asociados a (6.61)

y (6.62). En la referencia [7] se muestran que las funcionales

j, :V1(Q) -y IR, j 2 :V2(S2) -*• . E definidas por

Jie(v) = / f~~ |Y QV(X)| dx , e>0,

(6.68)

3fi f r í |Yiv(x)|dx, e>0,

regularizan a las funcionales ji:V..(£2) •> 3RU{+°°} y

j2:V2(^) -»-lRU{+ °° }, respectivamente. Los gradientes de es-

tas funcionales son

<Vj (v), w> - (Sig y wOO) g(x)|Tnv(x)|
eYnw(x)dx,

V w e V-(ñ), e > 0

<Vj (y), w> = (Sig Y w(x)) g(x
3

V w s V2(ñ), e > 0.

(6.69)
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Los problemas pseudoinstantáneos regularizados, correspondien

tes a (6.61) y (6.62), son:

Dados f etí(Q) con f * ' eL1 (0 ,T;L2.{&) ) , u_ev
U j.

v* eD(J1) con { (Au* + 3jx (v*))nL
2(fi)} + <K

encuentre u, el/i'(Q) con u, et/i (Q) , u-, e H(Q) : y (6.70)

< u^e (t), v(t)> + .a(ule(t),v(t)J + <7jl£(u;[e(t)),v(t)> -

'= <f*(t)/v(t)>,V vel/i'íQ) ,c.t te(0,T), e > 0,

ule ( 0 ) ^ U 0 ' U Í B < ° > = VS-

Dados f*e '« (Q) c o n f * ' e L a ( 0 í T . L 2 { S 3 ) ) / u j e v , (fi) ,

v * e D ( j 2 ) con {(Au* f a j a (v*) ) nL2 («) } + ({,,

e n c u e n t r e u 2 £ e l/¿ (Q) con u ¡ £ e ( / 2 (Q) ,- u " ei

v(t)> + a(u2E(t),v(t)) + <VJ2£(u;

<f*(-t) ,v{t)>, V ye V2 (Q) , c.t. te(0,T) , e > 0,

'= u , u? (0) = v*,

respectivamente y, los correspondientes sistemas de primer

orden:
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I II

E n c u e n t r e u_ e l / j (Q) c o n u_ P e l / . (Q) , u cH'{Q) :

U ! _ ( t ) + M U . ( t ) = F . [ ( r ( t ) , c . t . t e ( 0 , T ) , e > 0 , ( 6 . 7 2 )

Ü 1 £ ( O ) = Ü Q .

E n c u e n t r e u 9 _ e V ? ( Q ) c o n u ' e l / , ( Q ) , u ' e H ( Q ) :

U 2 £ ( t ) + M 2 £ U 2 £ . ( t ) =
2 £

2 £ U 2 £ . / c , t , t e ( 0 , T ) , e > 0 , ( 6 . 7 3 )

- uQ.

Aquí,

Uke ( O Í [ u k £ ( 0 ) / u

[ - u ( t ) , A u ( t ) + V j , ( u , í t ) ) ]

c . t . t e (0,t) ,

JSP ™~ J . / ¿I f

E > 0 .

Los operadores M. . k - 1,2 son, bajo la regularidad supues-

ta en los datos, co-máximos monótonos, con w > 0. Por tanto,

los problemas (6.72) y (6.73) poseen una única solución

uk£e C ([0,T]; Vfe («))', u k £ eL (0,t;Vk (fí) ) , uk£eL (0,T;L
2

k = 1,2, las cuales satisfacen, para k = 1 ,
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en L (O,T;VX(fi)),

ul e - * u 3 en L (Q,'V7V1(Q)) , (6.74)

ule
uo en L (0,T;L2(Q)),

donde, u» es la solución del prob'lema (6.61). Para k=2,

u 3 en L (0,T;V2 (ÍJ) ) ,

u
2 e

u3 en L (0,T; (6.75)

_ » 00

* u en L (0T;L2
00

en L (0fT;L
2(0)),

donde, u- es la solución del problema (6.62).

FALLA DE ORIG
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7. MÉTODO DEL ELEMENTO FINITO

El objetivo de este capítulo es construir una aproximación interna de los

espacios ( v ^ f l ) , ¥ Q » , (V2(íl), . ^ Q ) ) , asociados a los problemas de placas

del capítulo anterior, mediante el método del elemento f i n i t o . Primeramente

presentaremos este método como un procesos sistemático para construir subespa

cios de dimensión f i n i t a de v ^ ) y v ^ , , e s t e p r o c 6 s o 6 s t a r S c a r a c t e r i M d o

por tres aspectos básicoslos cuales llamamos MEF1, MEF2 y M E F I Posteriormen

te describimos tres elementos f i n i t o s , Argyris, Bell y Bogner-Fox-Sdm.it. .con

los cua l e s construiremos dichos subespacios de dimensión f i n i t a , en los cuales'

los tres aspectos básicos están presentes. Se presentan también ayunos resul

tadps de la teoría de interpolación, f 4 ] , para familias afines; y casi.-af¿

nes de elemento f i n i t os , mostrando, además que familias de elementos f in i tos

formada de elementos de Bpgner-Fox-Schnit son afines y familias- formadas con

elementos f in i tos de Argyris ó Bell son casi-afines. Finalmente, usando los

resultados de errores de tn terpo ladón.U ] , se construyen, mediante los elemen

tos f in i tos antes mencionados, aproximaciones internas de &{a), v m y

(V2(n), l /(Q))

7.1 CONSTRUCCIÓN DE SUBESPACIOS DE DIMENSIÓN FINITA.

El objetivo de esta sección es presentar el. Método del Elemento Finito co

mo un proceso sistemático para construir subespacios de dimensión f i n i t a de'es

pacios de Hilbert como los definidos en (6.38) y (5.53). Tal Construcción está

caracterizada por tres aspectos básicos, que llamaremos MEF1, MEF2 y MEF3, los

cuales describiremos a continuación;

MEF1. El primer aspecto básico es establecer una "triangularización"
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T. sobre el dominio ñ C IR2 , el cual será supuesto poligonal. Esto

es, el conjunto fí es subdividido en un número f i n i t o de subconjuntos

Es llamados elementos f in i tos geométricos» de ta l manera que se satis;,

faga

i ) E C 3R2, cerrado, con inter ior no vacío y

frontera Lipchitz continua,

iij Q =' U E9
E£ Th

o o

iii) V E-ióEo £ Th distintos, E. ri E 2 = <J>. Además,

9E, n 3Eo es un vértice, o una cara, común a Ê ,

Una vez que "la triangularización es establecida sobre el dominio ñ¿. se define

el; espacio X, , llamado espacio de elemento finito, el cual es: un subespacio

de dimensión finita de funciones f : Ü •*• K , esto es,

y í f : ñ * IR} (.7.1)

i

Dado el espacio X. se definen los espacios,

V, = -ív. e X. : v. satisface las condiciones de frontera (7.3)

tipo Dirichlet homogéneas del problema}.

A través de hipótesis en los espacios Pr, E e T. se lograrán las inclusiones

Vh C Vjí f i ) , Vh C V
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MEF2 El segundo aspecto básico del elemento finito es» que los espa_

cios Pr, E e xh, son espacios polinomiales. Esto es, son subesp£

cios de espacios de polinomios ó de espacio de funciones cercanas a.

ellos.

MEF3 Existe al menos una base canónica en el espacio X.s cuyas

correspondientes funciones base poseen soporte "pequeño!1.

/
A la terna formada por (E-, P^, lA, donde,

r

E = Elemento finito geométrico,

PF - El subespacio definido en (7.2),

es el conjunto de grados de libertad del elemento

finito, el cual se supone que es Pr - unisolve'nte,

esto ess V a- e IR, i=l,...sN» existe p e PF:

w {7Al

la definiremos en general como un elemento f i n i t o .

Observación 7,1. Obsérvese que s i p e Pr, entonces, • . .

p = a i w i s a., e 3R, 1 - i - Ns (7.5)

donde, w. e P - , 1 ^ i * N, son llamadas las funciones base del elemento f in í

to. De acuerdo a la p£-unisolvencia de 0. s L(Pr>K)». 1 - j - N, se p&serva

que

= a . = a, *.((*>,], 1 £ i , j ^ N5 ( 7 . 6 ]
J O
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por tanto,

(7.7)

lo cual implica que las funcionales $, e L(PF»]R), 1 ¿ j ¿ N,.. forman una base

del espacio dual de Pr-. H

Presentaremos a continuación algunos elementos f i n i t os , mediante los cuales
/

construiremos subespacios de dimensión f in i tas de los espacios V,(Q), V

definidos en (6.38) y (6.5.3).

7.2 ELEMENTO FINITO DE ARGYRIS

Presentaremos, primeramente, el elemento f i n i t o de Argyris, el cual está

definido, según la sección anterior, mediante la terna (E, Pe»1 % L donde,

i ) E C B 2 , es un triángulo de vértices a,s a2s a3 y puntos rae

dios a,2» a i3 y ao3» según se muestra en la siguiente f igura:

Al conjunto
FALLA DE ORIGEN

e E: 1 <- i * 3, a ^ e E, 1 * i I, (7.81
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lo llamaremos el conjunto de puntos nodales de E.

i i ) PE « Pr(E) = jp:E-*-!R: p es un polinomio de grado,

* 5 en dos variables}»

(7.9).

S p S-

(pj = P U J ) , •

(p) - ^ - ( a

l n

(7.10)

Las funciones base de este elemento f i n i t o están dadas por el conjunto

B =
1 2 3 4 5 6

"a'
3 4 5 6

' V "a' V V C P5(EÍ, (7.11]
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cuyos elementos se determinan al resolver, según (7 .7 ) , los siguientes sistemas

de ecuaciones: • .

1) tu e P 5 ( E ) , 1 * a í 3 :

•j^a' awa laí' = V

3ü>
a - 0.

cT ( a k - 6 } = 0 >

3 2 ÍÜ
a

32ü)
a

•qH1. = ^ t ?

a
3n VW1Z

' 2 0 ^ ' " ~3ñ~ ( a 2 3 -

a 1 9 ) = 0 ,

3ñ

^<m<10S raSi2,

^13^n^l5,

:<„<16^18,

(7.12)

2)

, ) - 0,

.*£
vi I O

K-el ^7?k=99
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•mK* =

§<r

Sw

Seoo = 0

17,13)

3) ¿ e PR(E),'

4*1*6,

.2 2

3x.

a O, 16-q-18,

(7.14)
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9ÍÜ

(a13> =

4)

3(0

a 2 3

3

J¿ 3
,9 ai

3w

9íf

9w

ITT

(7.15)

5)

_ 4
"a

FALLA DE OHKJE
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6)

2u>4

S2

3 túú

3x

M _

3o)

ir

* = "

= 0,

1*01*3,

17,16)

.17)

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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3n U12( a , J = O,

- o,

(a13) = 0.

7)

o
a

(aj= O,

(aJ-3> =

U 3X
1

* (ü)°) = = O,

íxT Caq-15J " ° s

9n

l
W (a23J

3n os

) = O,

9r

1*01*3,

(7.18)

FALLA DE ORIGEN
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(a13)

(a12> =
12

(a23) = Q ,

Observación 7.2 Obsérvese que él elemento finito de Argyris puede ser definido,

como una forma alternativa, de 1a*siguiente manera:

i) E C IR2 es un triángulo de vértices, a^, a2» a« y puntos medios

a 4 s a5* a6* c o m 0 s e n i u e s ' t r a e n ^

El correspondiente conjunto de puntos nodales puede ser escrito en la forma*

= W V E U (7.19)

donde s

A/
VF

ia. e E : a. es un vér t ice de Ef, Í7.20J

= lla4* a 5 s a6
entre

: a4* a 5 s s o n ^os P u n t o s

y a3, y a2> a^ y a 3 , respectivamente!-, 17.21)
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A los conjuntos W V F y WMF.» de cardinalidad Card W y E = 3 y Card W« = 3, res_

pectivamente, los llamaremos el conjunto de vértices y el conjunto de puntos

medios del elemento finito E.

i i ) PE = P5(E),

Ü i J U 2E i U S£2 U ZEn-U \& U

(7.22)

(7.23)

donde s

L(PE,]R) , l^n^card W

^ i a. e

i = U J e L:-(PE,3R)a

VE

W V E :

i ) , a1 e N >,

L(PE,1R),

" ( p ) -
3x

9X,

} (7.24J

FALLA DE ORIGEN
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i*" e -» Card

MEf

Los sistemas de ecuaciones (,7-12)-C7-18J^ de Tos cuales se determinan las fun_
» • . •

ciones base del elemento finito, se puede expresar también de la siguiente for,

ma:

P5(.E),

== w^ (a-j} =

32Ü):

= O,

- Card C7.25)

•>,> •
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2).

-J = u.

2, 1

c2

Ü

= ü,

r 1 * 1 * Card N , . \ ' ( 7 i 2 6 )

09

- 0 ,

j J ' C a r d

3} (ô  e P5(E), I^i^Card W

i '

*•,(<«>?) = u>? ( a ^ = 0 s

VE

2 o

11 2

k2

,2 2

^2 2

3 ü)j

< -j < Card2 < -j < (7.27)
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12 2

•i lV
• 9 t ü i

= 0> C a r d WyE+Card
-y

4) »\le P 5(E)S

, r 11v l í

11

l l
11

2 11
1

OO 1 1

1

- 0 s

12

11 3 í 0-í
C a r d

^ Card WVF>. (7.28)

NyE+Card Wj

22

B .0,

22
3(07

— l a , ] = Q,
1 l

?**
22

* 1 í CardWVfr9 J. C7.29J
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A 1 1 f 2 2 '

22 , 22

12 22

22

- 4 - 1 ^ 1 - 0 .

2 22

! 22

j 2 2

rP U j J =

12
6) to;p e P5(.E)

12. _

' C a r d

WVE>

= o,

1 1 '/»

12-

2 1 2

1 1 / 1 2 , , d °H , v n
i V.W4

Lio )

12

n, 12

-.2 1
o OÍ-*

19x
1- (aj = 0 ,

12

12;

N..-+Card WM r .VE ME

9 C a r d w v + i " j ¿ C a r d W V E + C a r d

(7.30)
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7} , Card Wy£+Card

= O ,

acó"

d ü).

9xí

C .-.i

Seo"
(ak) = 6jk, Card

Card W V E, ( 7 . 3 1 )

7 . 3 ELEMENTO FINITO DE BELL

Presentaremos ahora el elemento finito de Bell. En este caso la terna

(E, Pr9 £r) está dada por:

i) E C M'¿ : Triangulo de vértices a-, a2, a3 según se muestra

en la figura ¡ ^ a
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ü ) PE = P¿(E) = {p e Pg(E) :

V card E1 C E^ dim P¿ - 18

i i i ) Z£ = ^ r e L(P£S]R)

(2

3X

<í>n(p)

(7.32)

(7.33)

El correspondiente conjunto de puntos nodales del elemento f i n i t o geométrico es

= ja. (7.34)

Además s según [ 4 ],

'"P4CE1 C P¿CE1 (7.35)

Las funciones base correspondientes a este elemento f i n i t o están dadas por el

conjunto,

• 5 (7.36)
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las cuales se construyen de manera idéntica a las funciones base del elemento

f i n i t o de Argyris.

7 . 4 ELEMENTO FINITO DE BOGNER-FOX-SCHMIT

El elemento f i n i t o , cuya terna satisface que

i ) E C IR2 es un rectángulo de vértices, a i» a?* a3s aA>

según se muestra en la figura

11)

El conjunto de puntos, nodales correspondientes es

C E.

p : E •> IR : p es un polinomio, en dos

variables de grado ^ 3

dim Q3(E) = 16.

iii) , e

(7.37)

(7.38)

(.7.39)
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es llamado elemento f i n i t o de Bogner-Fox-Schmít.

Las funciones base de este elemento finito, cuya construcción es similar

a los casos anteriores, están dadas por el conjunto,

1 2 12
1 a a* a* a -ot-4}.. (7.40)

Observación 7.3 El conjunto de grados de libertad del elemente finito de

Bell se puede definir, como en el caso del elemento finito de Argyris, de la

siguiente manera

U (7.41)

dondea siendo a. e

(a,)},

Sx-

(p)^f(a.)},

(7.42)
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AquT el conjunto WVF, de cardinal i dad Card WVF - 3, está definido por
'VE

W./F = -ja e E : a es un vértice del elemento f i n i t o geométrico)*. (7.43)

Similarmente, para el rectángulo de Bogner-Fox-Schmidt» el conjunto de grados de

l ibertad queda definido por:

donde, para a. e

L(Q3(EhlR)9

SE1 = {*} £ L(Q3(E),]R),

2£2 = j ^ e L(Q3(E)SK)

= j ^ 1 2 e L ( Q 3 ( E ) 3 ] R ) S

12

Í7.44)

(7.45)

El conjunto / O está definido como.en el caso del elemento f i n i t o de Bell
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7.5 CONSTRUCCIÓN DE ESPACIOS DE ELEMENTOS FINITOS.

f • '

Procederemos a continuación a ejemplificar* mediante los elementos f in i tos

presentados anteriormente, la construcción de los espacios de elementos f in i tos

X. . Primeramente construiremos el espacio asociado a una "triangularización"

realizada mediante el elemento f i n i t o de Argyris. Supongamos que ta l triangjj

larización satisface el primer aspecto básico que caracteriza al método-del ele_

mentó f i n i t o , MEF1. Definamos a continuación los conjuntos.

a e K2 : a es ui> vértice de un elemento f i n i t o de
11 a t r i angulari zación x>|. (7.46)

I a e ^ 2 : a es u n Pun to med"i°> entre dos vért ices,

• de algún elemento f i n i t o de la triangula ilAl)

rización T.

node cardinalidad, card W ŝ card'W.., respectivamente. El conjunto de puntos

dales de T. se define como

Wt, = N,,t l i A/.,u . " (1 AQ\
\ n vn Mh. v * • í*°/

su correspondiente cardinalidad es

Card Wh - Card Nvh + Card N ^ . C7.49)

Supongamos además que en ta l triangularización se numeran primeramente los ver

tices y posteriormente los puntos medios. El espacio de elemento f i n i t o , X ,

asociado a tal trianguinHzacion será tal que:
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y r i f • O -»• IR • f f p fF 1/F PT I (7.50)

El conjunto de grados de libertad de la triangularización está dado por

donde,

ü Z h i U £ h 2 U Zh.u U (7.51)

e L(P5(EkhIR]

^ . a t

•i

V =

í' ai

S h l l = e L(.P5(.EkJ,]R)

l

12
'i

i< i<card

( a , ) } a. e W, . E. e T

(7.52)
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Sun = (*J eL(Pc(É. ),1R), Card vh vh

E

De acuerdo a las expresiones (7-51) y (7.52), se observa que

Card Eh = 6 Card W y h + Card [7.53)

La base del espacio de elemento f i n i t o X , está dada por el conjunto, de car_

dinal idad igual a Card £. s s iguiente..

/ 1 2 11 22 12 n
= ioi^, w ^ , oí., u). - , ÜJ^ 9 ü i i s ÜI^oí.,

Card Card (7.54)

Los elementos de B son llamadas funciones base globales de la t r iangu lar iz i

ción T..J las cuales se determinan al resolver los siguientes sistemas de

ecuaciones;

. e Xh,

11

22/
)j. (^

3X
j 1 ^ ) = 09

0,

(7.55)
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12

3w.

j K C a r d

2) ^ e Xh ,

^ ) = Ü ) . = 0,

1

= -0-,

•1 { tV

1

(7.56)

Card
' v h + C a r d W M h '

3)

? 7
^ = = 0s

1 2 3 Í O .

ato?

FALIA BE OfilGBN

(7.57)
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i - j o

oo o

12/ 2,

n / Z-

2 2
3 • o».

i

2 2
3 w.

, 2 2
3 . Ü ) .

» 0s

C a r d Wyh+Card

4) 11

}1
w}
3ü) .

11

11

) =

- 0s

3x7

2 11
1 :u1

-,

a2 12
3 • Ü ) .

(7.58)

n 11 ^ i
{üJ } = i ^ C a r d Wvh+ Card

5) a)?2 e X , s
 : K i ¿ C a r d

« O,

,. '22
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22
2 , 22

(a,) = Os }

>?2) =
I 22
• ü ) .

. 2 22

6..,

l<l<Card

22
oíil •

î - ( a . ) =-0 , Card Wv ,+l<jíCard Wv.+Card MM. .
'Vh Vh'"°'u "Mh

(7.59)

6)

) f (9l) = 0
12

12-

•i

12

12

tí)-. (Ü)_. ) = • : ? ( a j = 0 ,

2 12
12 i

(to- ) - ——o— (a-i) = 0
3X

2 1
22 12 i

(to ) —

1

12

2 12

132

¿ - ( a J = 0 , Card

<1Í .Card WVh,

WVh+Card

(7.60)
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7) J¡ z \ . Card Nvh+Card

- O ,

..al?

^1 í .Carel (7.61)

• sea ahora una triangularización, xh> realizada con el elemento finito

de Bell9 U cual satisface MEFl. El conjunto de puntos nodales de la triangu

larización será en este caso

finito de la triangularizacion

- W = í a e IR2: a es un vér t ice de un elemento
h Vh (

El espacio de elemento

ta l que:

; finito Xh> asociado a esta triangularización será

(7.63)
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El correspondiente conjunto de grados de libertad es:

<̂ <donde, para 1-i-Card Wh, a^ e W ,̂ E, e L , se t iene que

e L(P¿(Ek),Kl:

e L(P¿(Ek),]R):

,2

3x

<¡>f(p) = i-P (a,)} .

La cardinalidad de S. en este caso es5

Card Eh = 6 Card

El conjunto,

1 2 11 22 12

(7.64)

(7.65)

(7.66)

(7.67)

cuyos elementos» llamados funciones base globales de -n y construidas de mane_

ra idéntica al caso del elemento finito de Argyris, forman uñábase del espacio
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X »̂ cuya dimensión, es tgu^l .-a,la,, cardinal.|dad de. ^ . .

Finalmente, supongamos que la tr iangularización, T, , - la cual satisface

MEF1S se realiza mediante elemento f in i tos de Bogner-Fox-Schmit. El conjunto

de puntos nodales de la triangularización es

fr = la e IR2 : a es un vértice de un elemento f i n i t o de la (7.68)

t r i angulari .¿ación x j

El espacio de elemento f i n i t o , X, , correspondiente.satisface

C f : Q + l R : f
Ei

. ) s V E.

El conjunto de grados de l ibertad de T. está determinado por

h - V V

donde, para líi-CardNh,aj:ewh, E k e

e L(Q3(Ek),K): ((..(p) = p(a.)|,

(a.)

La cardinalidad de 2. está determinada por:

(7.69)

(7.70)

(7.71)



- 202 -

Card Sh = 4 Card (7.72)

La base del espacio X.s está dada por el conjunto

1 2 12

V V V V
W (7.73)

Las funciones, base globales se determinan al resolver los sistemas de ecuaciones

siguientes

o)

, 1 = 6 ^ .

.3to.
T ta.) = 0 s

2) cof e Xh>

^ = 0 s

2, 1

3u}

Btüí

W.

(7.74)

(7.75)
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31 coi e Xh ,

) - «

2 2

(7.76)

4) wj 2 e Xh ,

• j 1
12

12

3(0,

Card (7.77)

Las propiedades de los elementos finitos ejemplificados anteriormente, asi como

de los espacios correspondientes, son estudiadas en [ 4 ] . Algunos de e l las ,

de acuerdo a nuestros intereses, se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 7.1 Los elementos finitos de Argyris, Bell, Bogner-Fox-Schmidt, son

PE(E) unisolventes. Si X. es el espacio de elementos, finitos construido

con algunos de estos elementos, entonces,

Xh C C1 (Q):-
TESIS CON

FALLA DE ORIGEN
C7.78)



- 204 -

Además s

í h
= Í v h e X h : v b " T r r " 0 ' sobre

= O, sobre, dü^} C V-, [ f i ] , (7.79)

,3v ,f h
V h 2 = { v h e Xh : v h B l ñ -

•vh = 0, sobre Bfigl C V2(.ft). (7.80)

siempre que 3fi, y 30- sean, en forma exacta, la unión de caras de algunos ele_

mentos f in i tos de la tr iangular ización. Aquí V^ííí)».Vp(í2)> son los espacios

definidos en (6.38) y (6.53), respectivamente. H

Observación" 7.4. Obsérvese que en todos los cas:os anteriormente presentados,

los tr.es aspectos básicos del elemento f i n i t o están presentes. En el elemeji

to f i n i t o de Argyris, P£ = P5(.E) en el de Bell P¿ C P4(E) y , en el de Bo£

ner-Fox-Schmit Q3 e P4(E)S con.lo cual MF2 es satisfecho. Además de acuerdo

a la construcción de la base global de la t r iangular ización, MF3 es satisfecha.

' •
7.6 OPERADORES DE INTERPOLACIÓN

Para mostrar la tercer propiedad de la definición de aproximación interna,

presentada en el capítulo 3S es necesario introducir algunos conceptos adici£

nales, temas de ésta y la próxima sección, a los uti l izados en las primeras se£

ciones del presente capítulo. Sean (E, P£* S'r) u n elemento f i n i t o y v e
s

C"-(E,IR), donde S denota el máximo orden de las derivadas que aparecen en la

definición del conjunto t^. El operador IL- : C'CE,IR) '•*• Pp9 definido por
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IL• V = .1 ^ ( . V ) p ^ , (7.81)

donde, N = cardinalidad del conjunto Wr, siendo,

Wr = j a e E : a es un punto nodal>.

es llamado el Pr - interpolante de la función v e"O(E (R)

(7.82)

Sea X. un espacio de elementos f in i tos y Z^ su correspondiente conjunto de

grados de l iber tad. Sea v e CmCS,IRls donde m es el máximo orden de las

derivadas que aparecen en la definición del conjunto £,.. £1 operador

7 1 .71.: Cm(ñsJR) -*• Xh, definido por

M
n.v = -2

h t - i
(7.83)

donde, M = Cardinalidad de W, , siendo,

W. = -ja e Q : a es un nodo1}» (7.84)

es llamado el X. - interpolante de la función v e C (ñ,IR).n

El siguiente teorema» presentado en [ 4 ] » nos relaciona el X. - interpolante

de v e Cm(ft,IR) con el Pr - interpolante.

Teorema 7.1. Sea v e dom irh = C C^.K]» entonces» V E e

i ) v r e dom Hr = C~(E , ]R] ,

(7.85)

ü) (n.v) E - V E -
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Para el caso de condiciones de frontera homogéneas, como las consideradas en

(7.79) y (7.80), se presenta, en £4 ] s el siguiente resultado.

Teorema 7.2. Los elementos f in i tos de Argyris, Bell y Bogner-Fo-X-Schnndt, pp_

seen las siguientes propiedades

v e dom II, , v

v e dom IL , v 3n = V

V h l '

- o , => nh v e v h 2 .

(.7.86)

7.7 ELEMENTOS FINITOS AFINES Y CASI AFINES

Nuestro ob je t ivo en esta sección es el demostrar que las parejas CVhl»

l / h l ) , (Vh2> l /h 2)s donde V ^ , V^z se caracterizan por (7 .79) ; (7.8Q) y

(7.87)

representan una aproximación interna, en el sentido del capítulo 3, de (V

.L2(P>T;Viíí)) (V2(.S2), L
2(.O J;V2(Q)i respectivamente. Para satisfacer este obje_

tivo es necesario introducir los conceptos de familias afines y casi-afines de

elementos finitos, .

Sea (E,Pr,EF) un elemento finito, donde los grados de libertad son de

la forma

P -^

p — > D2p(af).a?k.

C7.88)
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aquí, p e PE, 3?,a. , a. son puntos nodales del elemento f i n i t o E C !Rn,

Dp : Rn -* LCKn
9R

n).> D2P : ^ +L(Rn» UlR^SÍ^son la primera y segunda der i
T O O , .

vada del Fréchet de p e P£ y £ i ( < , í-^, £ ^ son vectores f i j os de E C K .

Dos elementos f in i tos (É, PF> L-) y (Eb Pp.s 2£) con grados de "libertad de

la forma (7.88) se dicen ser afinmente equivalentes si existe una transforma

ción afín invert ible F : IRn ->- lRn
 4 ta l que;

FALLA BE ORIGEN
E = F(É) (7.90)

P£ = | p : E •+ K; p = p o F ' 1 , p e PE | , C7.91)£ = |p : E + K; p = p o F , p e PE

r = (Sp E Sí" Éa = F(átl) e Es á'. s E, r = Q, 1 , 2 , ' (7.92)
T I i

ÍT ~ R £" E ^ ~ R v £" R f / 7 Q ^ ^
1 K *ÍK *1K *1K ilí 1 K V * •* ^ /

donde, a. , %.,, £.. » £.-, aparecen en la definición del conjunto 2 r s B es

una matriz de orden nxn y b e IR f i j o .

Mostraremos a continuación que dos elementos f in i tos, de Bogner-Fo^-Schmit

son afinmente equivalentes., mediante el siguiente teorema.

A A A ^ '

Teorema 7.3 Si (E, PE> Zri y (E, Pp., zA son dos elementos f in i tos de

Bogner-Fo-x-Schmit, entonces, son afinmente equivalentes.

Demostración. Para demostrar el teorema construiremos la transformación

af ín , F : lRn •*-. IRn,, que deforma un elemento f i n i t o de referencia (£, P^, S^l

en el elemento f i n i t o (E, PE, Zp). Consideremos m elemento f i n i t o de réfe_

rencia de Bogner-Fox-Schmit de vértices (Q,0)s Cl»0]s (0,1), (1,1) el cual

se deforma, mediante F : Kn -> IRn, según se muestra en la figura
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U 4 , y 4 )

( 0 , 0

t i , O Í

Nuestro objetivo es construir la transformación F : lRn -+ 3Rn tal que satisfaga

(7.89)-(7.93). Primeramente supongamos que.

F(0,0). = ( x 1 ^ ) ,

,1} = (xVh

F(0,l) = (/,y4).

(7.94)

TESIS COI

lo cual nos l leva a suponer que

(xsy) = (7.95)

e É.

Los coeficientes a - , B- e IR, j = 0 , l , 2 5 3 s se determinan al valuar (7.95) en los
j j •

vértices del elemento f in i to de referencia y ut i l izar (7.9.4) para obtener que:
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2 1 2

(7.96)

(7.97)

(7.98)

(7.99)

Mediante (7.95).-(7.99) se obtiene que

(x.y) = Ftg1,?2) = (x-W-x1)?1 + U 4 - x V + (¿-x

y 1 + + CyVl62-+ (j l-y2+y3-/)cV), (7.100)

V (B},£^) e É.

Esta ecuación puede escribiese en la siguiente forma matricial

x kW' x4-x2 x^+x3-

. 2 1 . 4 1 1 2^ 3
y -y y -y y -y +y •

?
£2 +

"x1

y 1

(7.101)

1 4 2 3 1 2 3 4 - , v
Al observar que x =x , x =x , y =y s y =y 5 la ecuación (.7.100) se reduce a

( x 9 y ) . = (7.102)

V C? 1 ^ 2 ) e É,

y la correspondiente representación matricial es, tomando en cuenta que

2 1 4 1 • •
x -x =a y y -y =b,

X

y

=

a 0

0 b

+ C51,?2) e E
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La transformación F : IRn -*• Rn presentada en (7.102) es a f í n , de la forma

(7 .89) , además E = F (E) , a.1 = F(£1)» i = l í 2 s 3 , 4 e i n v e r t i b l e , puesto que,

F : E -*• § está dada por,

Oc-xVéCy.y1

(x,y) e E.

(7.104)

Mostraremos ahora que (7-91) y (7.93) son también satisfechas. Obsérvese que

pr e Q3CÉ], esto es,

+ n +an í

(7.105)

2 3, _3 2 E.

Por tanto» (7*91) es satisfecha, puesto que

p(x,y) = (po F" ) (xsy) = p (F" (x,: (7.106)

= P ̂ Q3CE)

El conjunto de grados de libertad t? en este caso, según (7.70) y (7.71),

son de la forma (7.88), puesto que

(7.106)

Ademas, ras CON
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a = a ei + O Qo

3 = 0 e . ; + b e0 = B

.C7..1Q7)

(7.108)

Por tanto, (7.93) es satisfecha.

Mediante el mismo procedimiento que el' empleado en el teorema 7.3 se demues_

tra que dos elementos f in i tos de Argyris o BelT no son afinmente equivalentes,

ver [ 4 ] .; . En el primer caso (7.93) no se satisface por la presencia de las

derivadas normales en los puntos medios de las caras de los elementos f in i tos y , '

en el segundo, (.7.91) no es satisfecha. Debido a esto es necesario introducir el

concepto de familias casi-afines de elementos; f i n i t os , lo cual se hará posterior

mente. Para elementos f in i tos afinmente equivalentes se tiene el siguiente resul_

tado de la teoría de interpolación, [ 4 ] .

Teorema 7.4 Sea (E, P̂ » Z£) un elemento f i n i t o , para el cual s denota el m¿

ximo orden de derivadas parciales que aparece en 1.a definición de £. Si las in_

clusiones siguientes son satisfechas para n£0, k*0, p,q. e [ l , ° ° ] ,

(7.109)

c K

f\ f\ ss

existe una constante C(ES P r ,£ rh ta l que, para todo elemento f i n i t o (E, Pr»

afinmente equivalente a (E.9. Pr-, 2E) se satisface la siguiente desigualdad

v -
mfq,E

5 C CE, P r , L) Cmes (E ) ] q

m k+l,p,Es
(7.110)

V v £ Wk+1)P(E),
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donde,

hr - diámetro de E,

PE = Sup {diam(S): S es una bola contenida en E},

Para familias afinmente regulares de elementos f i n i t os , en el sentido de [ 4 ] ,

la estimación del error de interpolación del teorema 7.4 se transforma en el resul_

tado presentado en el siguiente teorema» [ 4 ] .

Teorema 7.5 Sea dada una familia afinmente regular de elementos f in i tos (Es P£9

2E). cuyo elemento f i n i t o de referencia {£, PE> ZA satisface las hipótesis del

Teorema 7.4. Entonces, existe una constante C[É, P£9 ZJ\ ta l que para todo ele^

mentó f i n i t o de la familia se satisfaga la desigualdad

||v-nEv!| ^ C(É> PE, ÍEJ (me.s:CE)]q P hk + 1-m |v| (7.111)
msq,E * k+l ,p sE s • • .

V v e Wk+1>P(E)S

donde,

h = max h n . . m

El teorema (7.5) es la base de la siguiente definición. La familia de elementos

f in i tos (E, Pr, ^r) es casi-afín s i para todo k,n£0\ p»q efl,»'] compatible

con las inclusiones .

FALLA DE ORIGEN
(7.112)
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existe una constante C independiente de Es tal que

| |v-nEv| | 1 C(mes
m»q,E

I I
" P

V v e W

(7.113)
k+l,psE,

Los resultados siguientes son presentados, en [.. 4 ] >

Teorema 7.6. UNa familia regular de. triángulos de Argyris es casi-afín. Para

toda pe[ l ,«0 y (m.q)» con m̂Q y q e f l ^ j , compatibles con la inclusión

existe una constante C independiente de E, tal que

i I
||v-H,v|| ¿ C(mes(.K))q (7.114)

msq,E

V v £ W6'P(E}..6 '

Teorema 7.7. Una familia regular de triángulos de Bell es casi-afín. Para toda

p e[l,°°) y (m,q), con m̂O y q-ell*»'] compatibles con las inclusiones.

W.5sP(E)Cc2C.Eh

(7.115)

P4CE) C W m > q W ,

existe una constante C independiente de Es. tal que,

FALLA DE OMGE



- 214 -

||v-nEv|¡ "í C ímesmfi"? h^m |v| ,
m,q,E 5,p,E

V V e W5lPCE)v •

7 . 8 APROXIMACIÓN INTERNA DE PROBLEMAS DE PLACAS .

Mostraremos en esta sección la manera de construir, mediante el uso de

los teoremas 7.4-7.8, una aproximación interna para los problemas de placas

presentados en el capítulo anterior. En este caso, p=m=q=2, . por tanto, las

condiciones de la expresión (7.109) se reducen a garantizar las siguientes i_n_

clusiones:

H k + 1 (E)Cc 3 (É) ,

H k + 1 (É)CH2 (E), (.7.116)

P, CP r C H2(É).

Asimismo, las estimaciones de error de interpolación para familias afinmente

equivalentes» y casi-a fines, ecuaciones (7.111) y (7.1131" se reducen a:

. Hv-HpV| ' | í C(É, P , L ) hk + 1"2 M . , (7.117)
t 9 L L r,. *

H¿(El Hk + 1(E1

V v e H k + 1 ( E ) .

De acuerdo a la sección 7.2 sabemos que el orden máximo de- derivadas que apar£

cen en la definición del conjunto de grados de libertad, tanto en el elemento

finito de Argyris, Bell y Bognér-Fox-Schnrit es dos. Además, en el primer caso

Pr-•= PrCE)>' por tanto, las relaciones dadas en la ecuación •(¡7.116) se reducen

a:
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(7.118)

P5 = .P5(É} C H2(ÍL

y la estimación del error de interpolación es» en este caso.

| |v-nEv|| * C(É, PE

H2(E). .

É E i h4

H6(EK

V v e H°(E). (7.119)

Para el elemento f i n i t o de Bell se tiene que P4 C P¿(E), por tanto» las ecuaci£

nes (7.116) se particularizan a:

H5(É)CC2(.É)S

H 5 ( É ) C H 2 C É K

P4 C P¿(E} C H1

la correspondiente estimación del error es::

|Iv-nFv|| - C(E, P,f L ) h3 |vi , V v e H5(E).

(7.120)

H2(E) h5(E).

(7.121)

Finalmente5 para el elemento f i n i t o de Bogner-Fox-Schmit, se tiene que

H4(E)CH2(E),

P. C QJÉ) C H2(ÉL

(7.122)

y , ademáss
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Hv-IL-vll í C(E, PF5 L ) . h2 |v | , • V v e H4(E). (.7.123)

H¿(E) H^E)

Tomando en cuenta que, según teorema 7 .1 S

1/2
||.v-Hhv|| - C £ l l v -n E v | r " ). , v e dom n f t , (7.124)

Z E e Th H2(E)

se obtiene las siguientes estimaciones de error de interpolación, para el elemen̂

to de Argyris, Bell y Bogner-Fox-Schmi.t, globales

||v-Hhv|| 5 Ch4|v| , .V v e'H6(ah
HZ(Ü) H6fc)

||v-nhv|| 5 Ch3|v¡ , V v e H 5 ( f i ) , (7.125)

H2(.fl) . H5

||v-nhv|| i Ch2|v| , V v e H4(fi).

H (ü) ; H\ {ti\

Los resultados presentados en (.7.124) son. l a base.de la demostración de los si_

guientes teoremas.

Teorema 7.8 La pareja (V^p l / h l ) , donde V h l está dado por (7 .79) , con Xh

construido mediante elementos f i n i t o s de Argyr is , Bel l 6 Bogner-Fox-Schmit y

2V.-, - L (Q,T;V. - ) , constituyen una aproximación interna de (V-,,1/,),

dos en (6.38) y (6 ,39) .

De-mostración. Mostraremos primero el caso del elemento f t n í t o de Argyr is .

vese que II. : C {ñ) -> V. *» por tan to , V v ( t ) e H (9.) n VU1 con v ' ( t ) e
n n J. ni

H6CS¡) n

guientes

H ítt) n Vh1> c . t . t e {0,1}, se t iene que se sat isfacen las desigualdades si

v(t) -n h v( t ) | | 1 CK4|vCt)| , V v(t]eH6m, (7.126)
2 • H6(í2)

FALLA DE 01GEN
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l l v ' ( t ) - I L v 1 í Ch4|v'Ct) , V v(t) e H6(p) c.t..te(O.T) (7.127)

Por tanto, si. vh(t) = i^vCt), v¿Ctl = irhv'Ct)s c.t. t e (0J ) 9 y

l im | | v ( t ) - v h ( t ) | | = lira | I v ' ( t ) r v ¿ ( t ) | | = 0

ademas , según Teorema 7 . 2 , v. ( t ) . , \(.%l e V. •,. También

li.m l lv-v. II = l i m
h*Q. .

lim ||v -vh | | l im
h+Ó

Í l v ( t ) - vhCt)H

v ' C t l - v ¿

por tanto,

l im | v - v h | - C l im | |v -v . II = O,
hf0 h H hfO h ' | /hf-0 H hfO

dt = 0,

dt = 0,

(7.128)

(7.129)

(7.130)

(7.131)

l i m I v ' - v J - C l i m | | v - v h | |
h+0- n H h40 n

= 0 (7.132)

El resultado buscado se sigue del Teorema 7,1 y ecuaciones (7.130) y (7.131).

Los casos de Bell y Bogner-Fox-Schmit se muestran de manera similar» seleccio_

narido v(t) e Hs(tt) n Vhl con v ' ( t ) e H5(íí) n Vhl y v(t) e H4(fi). n l/hl

con v ' ( t ) e H (Q) n Vhls c . t . t e ( Ü J i , respectivamente.,,^ ;
,-

Teorema 7.9. La pareja (Vuos ^h?'5 c o n ^h2 ^f inido por (.7.80), donde

X- e s t á c o n s t r u i d o m e d i a n t e e l emen tos f i n i t o s de A r g y r i s , B e l l , Bogner -Fox-
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9

Schmit y ^u? = L (°»T;Vh2L constituyen una aproximación interna de CV2> l/o

definidos en (6.53). .

Demostración. Es idéntica a la demostración del teorema 7.8. Bj
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8. CONCLUSIONES

A través de la presente tesis, fueron satisfechos los siguientes objetivos:

a) Fundamentar, a partir de la mecánica del continúo, algunos modelos

dinámicos de placas linealmente elásticas las cuales satisfacen

condiciones de frontera de fricción tipo Coulomb.

b) Modelar matemáticamente los modelos mecánicos de interés.

c) Realizar el correspondiente análisis cualitativo de los modelos

matemáticos resultantes.

d) Regularizar y penalizar el modelo variacionals para enmarcar el

problema dentro de la teoría de ecuaciones hiperbólicas no linea_

les:

el Establecer condiciones suficientes; de convergencia para aproxima_

ciones de ecuaciones hiperbólicas no lineales, asi como el análi_

sis cualitativo de los sistemas no lineales semidiscretos resul_

tahtes. . • .

f) Demostrar que algunas familias de elementos finitos conformes

son aproximaciones internas convergentes.

La fundamentación de los modelos mecánicos presentados en este trabajo, se

llevó a cabo mediante un método el cual fue llamado Método de Elas.todinámica Apli_

cada. Este consiste en construir el modelo mecánico de interés particularizando,

mediante hipótesis en los campos, el modelo de la elasticidad tridimensional. En

este trabajo se procedió a introducir, capítulo 4, hipótesis sobre la variación
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transversal del campo de desplazamiento del cuerpo tridimensional conocido co_

munmente como Placa. Esto dio lugar a simplificaciones en las ecuaciones de

campo de la elasticidad tridimensional y a las ecuaciones de consistencia de

cargas de cuerpo,, tracciones de superficie y condiciones iniciales y de fron, ,

tera, mediante las cualeá fue posible conocer la familia de acciones externas

consistentes con la hipótesis de partida. Además» las ecuaciones de consisten,

cia de las tracciones externas permitió expresar el campo de desplazamiento» y

consecuentemente los de deformación y esfuerzo, en función únicamente del des,

plazamiento vert ical del plano medio» sus derivadas y las tracciones externas

actuantes. Mediante esta última representación del campo de esfuerzos fue po_

sible expresar los principios de balance tridimensionales de un medio continuo,

en términos únicamente de integrales sobre el plano medio» obteniéndose los,

principios de balance hidimensionales: del cuerpo en estudio. De tales princj_

pios, se obtuvieron las ecuaciones de equi l ibr io bidimensionales de fuerzas y

momentos. Mediante la construcción de la fórmula de Green del operador formal

de la ecuación de equi l ibr io dinámico de la placa» se concluyeron las ecuacio_

nes de los elementos mecánicos, momentos y cortantes, que actúan sobre la mis.

ma. Bajo la hipótesis de que las tracciones externas en la parte superior e

infer ior de la placa son,nulass se dio lugar a un modelo que podría ser adecua_

do para placas gruesas.

Posteriormente> capitulo 5, otras simplificaciones de los modelos mecánj_

eos fueron consideradas.1 Primeramente se despreciarion en el campo de. despla_

zamlento términos de 0(h ), construyéndose el llamado modelo de Kirchhoff de

0(h ] . Suponiendo, además, que las tracciones en las fronteras superior e in_

fer ior de la placa son nulas, se obtuvo el modelo de placas de la teoría de

Hencky; dicho modelo con términos de 0Ch1 en deformaciones despreciados, co
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rresponde al modelo de placas: de. la teoría de. Kirchhoff. Es importante enfa

t izar que, en ambos modelos de placas, el término de inercia de rotación, co_

munmente ignorado, si está presente. Finalmente» en este capítulo se cóns_

truyó, despreciando términos de 0(.h) en desplazamientos, el modelo de

Kirchhoff de O.(h], el cual puede ser asociado a una membrana plana.

Como se mencionó en la introducción, este método ya fia sido, aplicado en

la generación de modelos bidimensionales asociados a placas elásticas T1nea_

les . Sin embargo la potencialidad del método no es del todo apreciado en di_

chos trabajos, puesto que los modelos ahí obtenidos representan problemas es_ .

taticos: con condiciones; de frontera y cargas muy particulares. El problema

dinámico ha sido tratado recientemente mediante el segundo tipo de método en

[ 2 3 ] . En todos estos casos no se presentan las ecuaciones de consistencia

ni los principios de balance, hidiraensionales correspondientes;. En conclusión,

podemos decir que se ha logrado exhibir la naturalidad y potencialidad del Me

todo de la Elastodinámica Aplicada en la generación de modelos mecánicos parti_

culares. Su importancia ha quedado constantada en el desarrollo de los móde_

los aquí presentados» quedando las; frases metodológicas del mismo claramente

asentados para el tratamiento de cualquier otro problema.

La modelación matemática de. problemas de valores sobre la frontera e ini_

ciales asociados a una placa elástica lineal la cuál satisface condiciones de

frontera en momentos y cortantes tipo fricción de Coulomb, fue presentada en

el Capítulo 6. Se. concluyó primeramente, mediante elementos del análisis, con̂

vexo, que tales condiciones de fricción pueden ser expresadas en términos del

subdiferencíal de una funcional convexa I]J : M -»• Ks con lo cual es. posible

presentar de una manera natural las formulaciones variacionales punto á punto,

fuerte, y deb.il (o clásica), de los problemas en estudio. El modeló matemático
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correspondiente a ésta ultima formulación variacional, resultó estar dado por

una inecuación variacional hiperbólica o, equivalentemente,, por una ecuación

mu! t i valuada. Mediante una regulan'zación de la funcional no diferenciable

que modela las condiciones de fr icción sobre la frontera de la placa, la ine_

cuación variacional hiperbólica fue transformada a una ecuación hiperbólica

no l i nea l , con lo que se generaron las formulaciones variacionales regulariza

das de los problemas de interés. Así entonces, con base en los resultados de

análisis de la teoría de semígrupos. presentados en los capítulos E y 3, se

pudieron concluir propiedades de existencia, unicidad y regularidad de solucio_

nes para los problemas variacionales clásicos» así como para sus regula riza cío

nes. Además, dentro del marco variacional de los problemas» extendiendo las

técnicas clásicas utilizadas en el estudio de aproximaciones tipo Galerkin, se

analizó y estableció la convergencia de las soluciones de los problemas regula

rizados a aquellas de los problemas variacionales originales.

Es importante resaltar el papel que juega la formulación de problemas de

la f ís ica en términos de; sub.diferenciales. Esto es, a par t i r de las expresic^

nes. sufediferencial esB de manera natural, sé da lugar al modelo matemático sub_

diferencial global correspondiente, el cual tiene dos interpretaciones, una va_

nacional y una de semigrupos. La primera es precisamente el problema vari ja

cional clásico del cual se derivan principios variacionales alternativos, así

como distintos problemas' de aproximación» tanto en dimensión in f i n i ta como en

dimensión f i n i t a . En cuanto a la segunda, se tiene el problema en el contexto

de los sistemas dinámico^ y, consecuentemente, a disposición los. resultados de

análisis cual i tat ivo de "comportamiento en el tiempo de la propia teoría.

Como anteriormente se ha mencionados el modelo matemático que representa

Tos problemas de nuestro interés resultó estar dado por una inecuación v^



- 223 -

ciónal hiperbólica os equivalentemente, por la siguiente ecuación multivalu£

da:

Dados: f e I/1, UQ e V, vQ e D(.j);

encuentre u e W con u1 e

' 3 • • " •

u" + Áu + 9J(u') 3 f , (8.1)

u(0) = uQÍ u1(Q) = vQS i

para la cual, Capítulo 2, mediante el método de semigrupos no l ineales, que exi_

ge la regularidad en los datos [2.3]., se concluyó existencia, unicidad y reguU

ridad de soluciones. Comoj s:e .v ló la aplicación de este método requiere

mostrar que el operador del sistema de primer orden asociado a (8.1) sea u)-máxi_

mo monótono con a£0. El caso en que dicha regularidad en los datos no es sâ

tisfecha es tratado en [ 18 ] mediante el método variacional usando aproxima

clones tipo penalización y Faedo-Galerkin, dándose "lugar, en cuanto a regularj_

dad de la solución, a resultados más débiles que los aquí presentados. Sin ejn

bargo, la regularidad propia del método de semigrupos permite caracterizar el

problema {.8.1}, al poder entonces aplicar la fórmula de Green, en la siguiente

forma:

Encuentre u e 1/ con u" e Hs .u1 s £?[J):

u"í.t) + PuCtI = fCtl

-9uftl e

uCOl = uQÍ u'CO) = v 0.

c.t. t e CQ.T1. (8.2)

Esta es una forma abstracta de.V problema de valores sobre la frontera e



iniciales de la cual el modelo mecánico en estudio es recuperado. Además, di

cha regularidad es precisamente aquella requerida en el estudio de velocidades

de convergencia al aplicar la teoría de interpolación para aproximaciones de

elemento f i n i t o .

En el Capítulo 3, con el objeto de enmarcar el problema en la teoría de

ecuaciones hiperbólicas no l ineales, se introdujeron aproximaciones en dimen_

sión in f in i ta tipo penalización y regular izaron. Para tales aproximaciones

se concluyó primeramente, mediante el método de semigrupos, existencia» unici

dad y regularidad de soluciones y posteriormente, mediante el método variado,

nal , el teorema de convergencia correspondiente. La aproximación mediante p£

nalización de inecuaciones variacionales hiperbólicas ha sido anteriormente

uti l izada en [ 18 ]» f ' 19 ] , y la regularización de problemas dinámicos de

placas con condiciones de frontera tipo fr icción en É 7 3, Sin embargo, el

análisis de las dos aproximaciones simultáneas, lo que permite abordar proble^

mas con restricciones unilaterales y fr icción al mismo tiempo» parece no haber

sido realizado.

Con el f in de generar esquemas numéricos semidiscretos asociados a la '

ecuación hiperbólica no l i nea l , se introdujo el concepto de aproximaciones in_

terna, obteniéndose el problema (3.10.) para el cual se mostró existencia y úni

cidad de soluciones. Además, mediante el método variacion,al la convergencia de

tales esquemas fue establecida. La aproximación semidiscreta de'ecuaciones'hi_

perbólicas no lineales ha sido realizada a través del método de Faedo-Galerkin

e n E 18 ]t [ 19 ] . sin embargo, como es fáci l demostrar» este t ipo de a pro

ximacion es un caso particular del concepto de aproximación interna aqui pre

sentado. A su vez, es importante mencionar que el propio concepto de aproxima^

ción interna es un caso part icular del concepto mas amplio de aproximación ex

FALLA DE ORIGEN
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terna. Este último permite abstraer aproximaciones da t ipo diferencias finj_

tas variacionales, asi como de elementos f in i tos no conformes. En la tesis de

Raviart, [ 24, ] , .el análisis numérico de aproximaciones externas es. desarro

liado para ecuaciones hiperbólicas no lineales. El caso de inecuaciones ha sj_

do tratado por Tremoliere, [ 28 3.

Finalmente, en el capítulo 7, con el objeto de construir aproximaciones

internas de los problemas variacionales en estudio, se presentó el método del

elemento f i n i t o mediante el cual se generaron en forma sistemática los subes_

pacios de dimensión f i n i t a de los espacios de Hilbert correspondientes. Como

casos particulares se presentaron los elementos, f in i tos conformes de. Argyris,

Bell y Bogner-Fox-Schmit, con los cuales se concretaron las aproximaciones de_

seadas. En el análisis correspondiente se concluyó que los elementos f in i tos

de Argyris'y Bell pueden ser embebidos, en familias casi-afines de. elementos

f in i tos y , el de Bogner-Fox-Schmit, en familias: afines. Mediante este resulta_

do y la teoría de interpolación de espacios de Sovolev* se demostró que los:

espacios de elementos f in i tos asi construidos constituyen aproximaciones inter_

ñas, en el sentido del capítulo 2. Por tanto, los. esquemas, numéricos resultar^

tes son convergentes en el sentido C3.14] y (.3.16) s' pudiéndose entonces con̂

c lu i r que el método del elemento f i n i t o conforme puede ser entendido como una

técnica sistemática para concretar aproximaciones internas. En términos análc^

gos elementos f in i tos no conformes son analizables como aproximaciones exter_

ñas; casos típicos son el triángulo da Zienckiewrez y el rectángulo de Adini,

Podemos finalmente concluir que, en generals en este trabajo se han el ta

blecido las bases metodológicas para el análisis y aproximación da problemas

de la f ís ica . Futuros estudios derivados del mismo podrían ser:



a) Aproximaciones (completamente) Discretas de Ecuaciones Hiperboli_

cas no Lineales y su Experimentación Numérica.

b) Aproximaciones Internas y Externas, de Inecuaciones.^Variacionales

Hiperbólicas,

c) Penalización y Regulanzación de Inecuaciones Variacionales Hiper.

bólicas Semidiscretas.

d) Estabilidad de Inecuaciones Variacionales Hiperbólicas.

e) Modelación, Análisis y Aproximación de Problemas Dinámicos de

Contacto y Fricción.

f ) Análisis y Aproximación de Problemas, de Placas con Inercia Rota/

cional.

g) Formulaciones Lagrangianas. e Híbridas de Problemas de Evolución

lio Lineales.

h) Modelación Mecánica de Sistemas Estructurales con placas Sujetos

a Restricciones no Lineales.

i ) Experimentación1 Numérica y Física de Problemas de:Placas. Modela

dos Tri y Bidimensionalmente.
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