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S e presenta un modelo matemático bidimensional para aguas poco profundas,
que considera flujo no permanente y estima el campo de velocidades, el
movimiento del fondo y el cambio en la distribución granulométrica asociado a
la variación del lecho en cauces arenosos. El modelo se desarrolla en

coordenadas curvilíneas generales, con la finalidad de adaptarse mejor a las fronteras
del problema; además, está diseñado para estudiar zonas de líos y pequeños estuarios
donde el uso de ecuaciones promediadas en la profundidad sea apropiado y para una
escala de longitud media (kilómetros). La construcción del modelo se hace en forma
modular con la finalidad de darle mayor flexibilidad, sobre todo en la incorporación de
distintas fórmulas de resistencia al flujo y transporte de sedimentos. La mezcla de
sedimentos se representa a través de un número discreto de tamaños de clase, en
donde algunos de ellos pueden ser arrastrados en el fondo, otros en suspensión y
algunos más pueden saltar entre los dos estados. El tipo de transporte depende de las
condiciones hidráulicas prevalecientes y del tamaño y posición de las partículas al inicio
del movimiento.

Con la finalidad de determinar el nivel de la superficie libre, el campo de velocidades
de la corriente, el movimiento y el cambio granulométrico del fondo, el sistema de
ecuaciones se resuelve a través de un proceso semi-acoplado, que tiene como punto de
partida el cálculo de la hidrodinámica, para después resolver las ecuaciones de
sedimentos acoplándolas en el paso de tiempo.

El modelo se compara y calibra con datos experimentales obtenidos en el Instituto de
Ingeniería de la UNAM.



A mathematical formulation for the computation of two dimensional depth
average unsteady flow, seditnent transport and bed evolution in natural
watercourses is presented. The model is developed in a general curvilinear
coordínate system to chatacterize the longitudinal and transvetse movement,

and it is designed to study river reaches and small estuaries, where depth averaging is
appropriate. The model is built in modular form, therefore different flow resistance
and seditnent transport ctiteria can be choseñ. The seditnent mixtures are represented
through a suitable number of discrete size classes, of which some of them may move
as bedload or in suspensión, or are changing between both states, depending on the
prevailing local hydraulic conditions and the size-fraction change in the bed surface.

The system of equations at any computational point is solved by an implicit finite
diffeíence scheme. Starting from a computed free-surface flow and velocity field, the
sediment equations system is computed and coupled with the water flow in order to
take into account the iteration between the flow field and the changes in both, bed
elevation and bed surface size distribution.

The mathematical model is compared and validated with experimental data obtained
¿rom the hydraulics laboratory of the Engineering Institute.



ios problemas sin resolver, no
los resueltos los que mantienen
activa la mente"•

L os esfuerzos por predeck la interacción de agua y sedimentos en cauces
naturales o artificiales enfrentan uno de los problemas más complejos que se
estudian en la hidráulica. La dificultad consiste en que el gasto líquido, causa
principal del movimiento de las partículas de sedimentos, tiene un carácter

eminentemente tridimensional, mientras que las partículas, cada una de distinta forma y
tamaño se comportan de manera aleatoria dentro del flujo. Esto ocasiona que haya
relaciones complejas entre el agua y las partículas, así como un intercambio continuo
de los distintos medios de transporte de sedimentos. Al observar el flujo en
determinado instante, se pueden encontrar partículas que son arrastradas en
suspensión, otras que se mueven en el fondo y algunas que saltan entre estos dos
estados. Este movimiento continuo de material afecta las condiciones hidráulicas' del
cauce, lo que modifica la rugosidad. Del mismo modo, una variación en las
condiciones de flujo va ligada de manera directa con el transporte de partículas, por lo
que la mutua dependencia de ambos procesos se hace evidente.

La mayoría de los modelos matemáticos de fondo móvil, consideran que hay un
tamaño representativo del material del fondo (diámetro medio) y que este tamaño se
mantiene fijo durante el cálculo. Esta hipótesis aunque simplifica enormemente los
cálculos puede no ser siempre válida. Por ejemplo en casos donde la distribución de



tamaños de los sedimentos sea no uniforme, al calcula! el transporte de sedimentos
considerando un tamaño medio de partículas se puede generar un error sustancial
debido a lo poco representativo que puede ser este tamaño en la muestra. Por
consiguiente se puede subestimar o sobiestimar el transporte y en consecuencia al
determinar el movimiento del fondo habrá mas error.

En estos casos, lo más conveniente es dividir la muestra en fracciones con un tamaño
(diámetro) representativo para cada una y obtener el transporte de sedimento por
partes, Así, aunque la consideración de una granulometría fija siga siendo aplicada, el
error en el transporte será menor que al emplear un solo diámetro para representar
todo el material del fondo.

En el presente trabajo, se desarrolla un modelo de fondo móvil en coordenadas
curvilíneas generales que calcula la hidrodinámica, pronostica los procesos de erosión y
depósito, y determina el cambio granulométrico asociado al movimiento del fondo. Se
supone una escala de solución longitudinal media (varios kilómetros), y se aplica una
fórmula de transporte total para cada tracción en que se divide el material del fondo.

El objetivo general de este trabajo es el de generar un modelo numérico bidimensional
de fondo móvil, que sea suficientemente robusto para caracterizar el flujo y el
movimiento del fondo, tanto longitudinal como transversalmente, en una curva de un
río o en un tramo afectado por obras de rectificación.

Uno de los objetivos particulares de esta investigación es: utilizar un sistema de
coordenadas curvilíneas generales. Es importante destacar que la aplicación de dicho
sistema para solucionar el movimiento del fondo ha sido poco tratado en la literatura,
por lo cual esta formulación se considera el principal aporte del presente estudio.
Asimismo, se trabaja con el concepto de capa activa para representar el intercambio de
sedimentos y la evolución del fondo. El sistema de ecuaciones para agua y sedimentos
se resuelve en forma semiacoplada.

El modelo se desarrolla de manera modular con el fin de darle mayor flexibilidad;
además, proporciona datos sobre el depósito y erosión de sedimentos en tramos
fluviales de varios kilómetros o de mediana escala. La mayoría de los modelos
existentes realizan predicciones en tramos relativamente largos (varias decenas de
kilómetros) o de gran escala (Spasojevic, 1988; Holly y Karim, 1986; Holíy y Rahuel,
1990; Berezowsky y Jiménez, 1995; Akbari, 1997), mientras que otros modelos las
efectúan en forma local (tramos de algunos metros) o de pequeña escala (Shimuzu,
1990; Iiu y Egashira, 1997; Kobayashi, 1997; Olsen y Melaan, 1993).

Iv
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La hidrodinámica, el transporte de sedimentos y la evolución del fondo son elementos
de un proceso único y complejo. Las partículas son arrastradas, movidas y depositadas
debido a la acción del agua, lo cual causa que el fondo evolucione. La relación entre el
agua y los sedimentos tiene diferentes escalas de tiempo (escalas morfológicas); por
tanto, definir el transporte y la evolución del fondo a partir del movimiento de cada
partícula resulta extremadamente difícil; debido a lo anterior, se considera que el fondo
se mueve de manera continua. En otras palabras, el movimiento del fondo se centra en
las modificaciones globales y su distribución granulométiica, donde la escala de
tiempo es mucho mayor; así que los cambios en el nivel del fondo durante el tiempo
apropiado para calcular la hidrodinámica son en general rnuy pequeños y no alteran
significativamente el flujo. Es decir, durante el cálculo hidrodinámico, las variables de
sedimentos se mantienen fijas; a su vez, las condiciones de flujo permanecen
inalteradas durante la determinación del movimiento del fondo y cambio
granulométrico. Esta es la hipótesis básica empleada en el presente trabajo.

En el capítulo se 2 presenta una descripción detallada de las ecuaciones involucradas en
el problema; donde, el sistema por resolver se forma con las ecuaciones
hidrodinámicas (cantidad de movimiento y continuidad del líquido) y las de
sedimentos. De estas últimas, se establecen "«"ecuaciones de continuidad, una para
cada fracción en que se divide el material y una global. La metodología de solución se
discute ampliamente en el capítulo 3, donde el sistema de ecuaciones se separa en un
módulo hidrodinámico y otro de sedimentos. El módulo hidrodinámico se resuelve
por el método de pasos sucesivos (fractional steps), considerando un modelo de
turbulencia de orden cero.

Es durante la etapa de propagación, donde se lleva a cabo el acoplamiento entre los
dos módulos. Las ecuaciones de sedimentos se resuelven por medio de un esquema
explícito y se acoplan al sistema total en cada de paso de tiempo. Este tipo de
acoplamiento se justifica debido a la diferencia entre las escalas de adaptación del el
movimiento del agua y los sedimentos (escalas morfológicas), las cuales permiten
suponer que, durante un incremento de tiempo de la hidrodinámica, la cota del fondo y
su cambio granulométrico no cambian lo suficiente como para alterar las condiciones
de flujo de manera significativa, por lo que se pueden considerar constantes durante el
calculo de las variables de flujo. Asimismo, se supone que durante la estimación del
movimiento del fondo y el cambio granulométrico, sus valores no se ven afectados de
manera sustancial por las condiciones hidrodinámicas durante un intervalo de tiempo,
por lo que éstas se pueden considerar fijas durante el cálculo.

La estimación de la nueva granulometría adopta el concepto de "capa activa" (descrito
a detalle en el capítulo 2), el cual se define como una capa superficial del fondo en la
que se lleva a cabo el movimiento. Si ía capa activa crece se considera que hay
depósito, por lo tanto una nueva granulometría se forma en el fondo. Si el espesor de
dicha capa desciende, hay erosión y se puede producir acorazamiento, ambos casos van



ligados con su respectivo cambio en la granulometria original. En caso de que el flujo
origine un cambio fuerte en el fondo, es posible que el acorazamiento desaparezca al
sef removidas las partículas más grandes que lo formaron descubriendo así la
granulometría original existente debajo de estas. El modelo propuesto considera esta
posibilidad y conserva de manera permanente la granulometría original, la cual puede
surgir dependiendo de las condiciones de ñujo prevalecientes.

En el caso de una zona con depósito que empieza a sufrir erosión, la granulometría va
cambiando hasta encontrar el nivel original del fondo y su respectiva granulometría. Es
lógico pensar que estas variaciones granulométricas van ligadas con cambios en la
rugosidad y la resistencia al flujo, lo que a su vez modifica las condiciones
hidrodinámicas; es por esta causa que cada vez que hay un cambio en la granulometría
se recalcula la rugosidad y la resistencia al flujo del fondo.

El modelo presentado se compara y calibra con datos experimentales obtenidos en el
laboratorio de Instituto de Ingeniería de la UNAM, el diseño experimental y sus
resultados se describen en el capítulo 4. En el capítulo 5 se hace la simulación
numérica de la erosión y el depósito para el tramo experimental propuesto y se hacen
las comparaciones entre los resultados obtenidos al simular empleando un tamaño
representativo del material del fondo (diámetro medio), dividiendo al material del
fondo en fracciones con un tamaño representativo para cada fracción (D) y finalmente
dividiendo al material en tracciones, pero considerando la variación temporal de la
distribución granulométrica del fondo.

Al final del trabajo, se generan las observaciones y conclusiones derivadas de esta
investigación.

vi



uapilirio

"El suelo, por más rico que sea,
no puede dar frutos si no se
cultiva; la mente sin cultivo
tampoco puede producir1'.

Séneca

V

E l aprovechamiento actual de los tíos, (ya sea para almacenamiento,
producción de energía, irrigación, etc.), puede destruir el equilibrio natural de
los mismos y producir grandes cambios morfológicos. Por ello, se pueden
requerir obras hidráulicas que estabilicen dichos cambios. Para estudiar los

efectos que ocasionan estas estructuras a corto, mediano y gran alcance es necesario el
desarrollo de modelos capaces de pronosticar tales transformaciones. En general, los
modelos físicos son adecuados para analizar los efectos locales (corto alcance); pero, si
se esta interesado en los fenómenos a mediano y gran alcance, los modelos
matemáticos constituyen en muchas ocasiones la mejor alternativa.

La predicción del movimiento del fondo en tíos mediante modelos matemáticos es un
problema que se ha estudiado desde hace tres décadas. Se tienen progresos
significativos, los cuales están en función del avance computacional ocurrido en años
recientes. Los modelos matemáticos se clasifican por el número de dimensiones en que
se describen (unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales) y por la forma en
que resuelven al sistema de ecuaciones resultantes (hidrodinámicas y de sedimentos) se
denominan modelos acoplados o no acoplados.

El flujo en tíos naturales consiste en el movimiento simultáneo de agua y sedimentos;
por tanto, un cambio en las condiciones del flujo puede asociarse a una variación en el
transporte de sedimentos y, consecuentemente, en el nivel del fondo. Por tradición,



M O D E L O S D E F O N D O M Ó V I L

prevalece la práctica de realizar modelos matemáticos predictivos del nivel del fondo y
las condiciones del flujo que separan ambos aspectos en dos componentes: sedimento
y agua. Tal planteamiento se basa en los distintos tiempos de respuesta de los
movimientos del agua y del sedimento, según se explica en Berezowsky y
Jiménez(1995).

La hipótesis fundamental de la mayoría de los modelos no acoplados es considerar el
fondo fijo durante la solución de las ecuaciones hidrodinámicas, y el flujo con gasto
constante durante el cálculo del fondo móvil. Es decir, se determinan las características
hidráulicas para cada incremento de tiempo, se desprecia el cambio en la geometría
debido a efectos locales de erosión o depósito y, finalmente, se obtienen las variaciones
globales del fondo para escalas de tiempo grandes. Muchos de los modelos
desarrollados son de este tipo, como por ejemplo, el HEC-6. (Thomas, 1982).

En gran parte de casos prácticos, el uso de sistemas de ecuaciones no acoplados se
justifica, pues la respuesta dinámica del fondo es mucho más lenta que la del líquido;
dicho de otra manera, en tramos largos, el fondo se ajusta a caudales medios mensuales
y casi no le afectan las variaciones diarias u horarias en el flujo; además, el movimiento
del fondo es lento y no altera instantáneamente los perfiles hidráulicos.

En un tramo de río, más o menos corto sujeto a modificaciones súbitas en su régimen
de flujo o por la presencia de obras hidráulicas como diques, represas, escotaduras,
tomas, descargas, etc., se pueden causar cambios importantes en los niveles del fondo y
la capacidad de transporte, lo cual magnifica la importancia de la vinculación entre los
movimientos del agua y del sedimento. Además, si el modelo es relativamente corto,
las escalas espaciales se acercan. En estos casos, emplear un modelo no acoplado no es
la mejor opción, ya que puede subestimarse la predicción del movimiento del fondo.
Por lo tanto se deben buscar alternativas de solución.

Holly y colegas (Holly y Karim, 1986; Holly y Rahuel, 1989, 1990 a y b; Rahuel et al,
1989; Van Nicker, 1992; Keh-Chin et al, 1993) han laborado en el mejoramiento de
modelos acoplados y semiacoplados. La escuela de estos autores considera que la
distribución granulométrica cambia con el tiempo; se trabaja una capa activa o capa de
mezclado, la cual se define como el lugar físico donde se llevan a cabo los fenómenos
de erosión, depósito, acorazamiento, etc. En este tipo de modelos, se resuelven las
ecuaciones para el agua y los sedimentos de manera simultánea, lo que permite
minimizar el error que se produce en una solución no acoplada o semiacoplada.
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Lino de los primeros modelos de fondo móvil desarrollado para estimar la evolución
del fondo en curvas de ríos fue el de Engelund (1974), el cual se fundamenta en las
ecuaciones de continuidad, la de velocidad centrífuga y, en su momento, la idea
novedosa de la viscosidad turbulenta; en este caso, se estudió la modificación local del
fondo. Después surgieron otros modelos capaces de describir los cambios a gran escala
que, además de usar las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento,
adoptaron un concepto nuevo llamado capa activa para explicar el efecto de la
variación de distribución granulométrica en el fondo (Thomas et al, 1977). A partir de
aquí, se continuó este modo de razonamiento y se denominó capa activa o capa de
mezclado a la región donde se lleva a cabo el depósito y la erosión entre el fondo y el
flujo. Iniciaknente, el sistema de ecuaciones que involucra el movimiento de agua y
sedimentos es resuelto separándolo en dos partes independientes, una para el agua y
otea para los sedimentos. A este tipo de solución se le llamó no acoplada (Bora et al,
1982; Holíy y Rahuel, 1986).

No tardaron en hacerse presentes los modelos acoplados que resuelven las ecuaciones
de manera simultánea (Holly y Rahuel, 1989; Rahuel et al, 1989; Holly y Rahuel, 1990a);
algunos incluyen términos debidos a la turbulencia (Van Nickerk et al, 1992), mientras
que óteos enfatizan el efecto de la movilidad y distribución de las partículas (Hsu y
Holly, 1992).

En lo que respecta a los métodos de solución numérica, se emplean
predominantemente las diferencias finitas {Thomas et al, V)ll; Holly y Rahuel, 1986,
1989; Rahuel et al, 1989; Holly y Rahuel, 1990a; Van Nickerk et al, 1992; Hsu y Holly,
1992; Keh-Chia et al, 1993), aunque algunos autores usan el método de las
características (Bora et al, 1982, Yeh etal, 1995).

Muchos modelos se desarroDan en forma modular (Berezowsky y Jiménez, 1997;
Akbari y Ghumman, 1997), lo cual les da gran flexibilidad para ser modificados e
incorporar nuevas fórmulas en el proceso de cálculo.

Las ecuaciones que se resuelven de manera unidimensional en modelos no acoplados o
semiacoplados, son las más sencillas de trabajar; tienen su esencia en las ecuaciones de
continuidad y cantidad de movimiento para agua y sedimentos, y presentan algunas
diferencias según las consideraciones e hipótesis realizadas por cada autor.

Los primeros modelos bidimensionales surgieron una década después que los
unidimensionales; esto se debió en gran parte al insuficiente avance computacional.
Modelos como los generados por Haque y Mahmood (1987), Spasojevic y Holly
(1990) y otros autores más recientes (Dorby y Trióme, 1996) manejan criterios de
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solución sumamente distintos. Así, Haque y Mahmood desarrollan un modelo
bidimcnsíonal local para estudiar el cambio de forma en una duna aislada, donde el
tamaño de grano se considera uniforme y la velocidad de caída de las partículas
constante. El problema se resuelve utilizando ecuaciones de difusión-convección para
agua y sedimentos por separado.

En contraste, Spasojevic y Holly (1990) comentan que la principal debilidad de
algunos modelos bidimensionales es el inadecuado manejo de los sedimentos, ya que
estos se tratan con un tamaño representativo de partícula y no se incluyen el efecto de
la distribución granulométrica ni los cambios en el fondo sobre el flujo. Además, el
tratamiento numérico que se da al flujo y sedimento en muchos casos es enteramente
no acoplado; por tanto, estos autores proponen un sistema semiacoplado de solución,
en el cual se tome en cuenta la distribución granulométrica y, por consecuencia, el
intercambio en la zona denominada capa activa. Para describir mejor las fronteras de
un rio y facilitar la utilización de las condiciones de frontera, se llevó a cabo una
transformación de coordenadas a un sistema curvilíneo ortogonal. El sistema de
ecuaciones formado es más complejo que el unidimensional, ya que además se deben
incluir las ecuaciones necesarias para el acoplamiento y distribución de grano en la capa
activa. Por ello en la solución se requiere emplear una computadora de gran capacidad,
ya que el número de cálculos indispensables es extremadamente grande.

En este trabajo se adoptan algunas de las ideas de Spasojevic y Holly, como son el
empleo de la capa activa y el transporte por fracciones. Pero se extiende el estudio a un
sistema coordenado generalizado en el cual la malla generadora no tiene la
característica de la ortogonalidad, con lo cual se pretende tener una mejor
representación física de las fronteras; además, se desarrolla el código para poder ser
empleado en una computadora personal lo cual tiene las ventajas de que puede ser
modificado y ejecutado libremente sin tener las restricciones de memoria y capacidad
necesario en otros códigos.

El desarrollo de modelos tridimensionales es limitado debido a dos causas: la primera,
el alto costo computacional, y la segunda, la dificultad para ser representados. Por ello,
surgieron algunos modelos llamados cuasi-tridimensionales, que hacen algunas
simplificaciones a los modelos completos; entre estas, la más importante es la
consideración de modelos por capas, con fondo fijo y transporte de sedimentos
constante.

El modelo de Shimizu eta¿ (1990), desarrollado para predecir la evolución del fondo en
curvas, incluye el transporte de fondo y el de suspensión en forma tridimensional; con
esto, se determinan las condiciones locales que pueden presentarse en la curvatura de
un río. Otros trabajos, como el de Iiu y Egashira (1997), basan su desarrollo en un
flujo tridimensional y evalúan el transporte de sedimentos en dirección del flujo;
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además, utilizan coordenadas curvilíneas ortogonales en el plano horizontal y la
transformación sigma en el vertical.

Los modelos tridimensionales, como los de Kobayashi (1997), Olsen y Melaan (1993) y
otros autores, donde se incluye algún modelo de turbulencia, fueron planteados para
predecir la socavación alrededor de obstáculos.

Últimamente, ha surgido la necesidad de generar modelos de fondo móvil más y más
complejos, como una repuesta a preguntas cada vez más apremiantes. Esto ha
requerido un estudio mucho más profundo de la capa activa, tal y como se comenta en
Belleudy (2000). En la mayor parte de los trabajos, el concepto de capa activa se trata
de manera unidimensional y en coordenadas cartesianas, según se aprecia en
investigaciones como las de Reed eta¿ (Í999), Belleudy (2000) y Tárela eia¿(\998)t entre
otras. Se han propuesto distintas hipótesis sobre el espesor de dicha capa, su
tratamiento durante la erosión y el depósito, y la generación de términos fuentes.
Además Kassem y Chaudhry (1998) encontraron que la solución no acoplada tiene un
comportamiento casi idéntico al de la acoplada, en un amplio rango de condiciones de
flujo.

En los problemas de fondo móvil, las escalas más representativas son la longitud y el
tiempo, los cuales definen las escalas espaciales y temporales que acotan la solución del
problema. Estos casos han sido ampliamente discutidos por Tárela y Menéndez (1998).

i', -í.

Sea _Le la escala espacial o escala de estudio, definida por la extensión del fenómeno de
interés; la escala de adaptación hidrodinámica JL¿ equivale a la distancia sobre la cual las
condiciones hidrodinámicas regresan al estado de equilibrio local luego de una
perturbación, y la escala de adaptación sedimentológica ,Lh. representa la distancia sobre
la cual la carga de sedimentos se readapta al equilibrio después de un cambio abrupto.
Los modelos de fondo móvil se pueden clasificar como de escala larga, corta y media.

En estos casos, se supone que la hidrodinámica y el transporte de sedimentos se
adaptan continuamente a las condiciones locales, por lo que:
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y &>U (1.2)

Ar es el mínimo tamaño de celda dentro de la malla de cálculo del modelo
hidrodinámico.

Si h es la profundidad característica en el sistema, k longitud de adaptación
hidrodinámica se puede estimar en el rango L/l=

:20-40b (Tárela y Menéndez, 1998); por
tanto, las condiciones se satisfacen para:

Ár> 2040b (1.3)

Algo similar ocurre con el transporte de sedimentos. En este caso la mínima escala de
la celda cumple

Ar>L( con Ls * 10h (Van Rijn,1984) (1.4)

MODELOS DE ESCALA CORTA

En los modelos de escala corta o locales, se supone que el movimiento del agua y
sedimentos tiene la misma escala de tiempo, es decir, que las partículas se mueven casi
con la misma velocidad que el flujo; pot tanto, las variaciones en el fondo son más
rápidas.

En estos modelos, se cumple que

VI* I, (1-5)

Estos modelos no tienen un rango bien definido; puede decirse solamente que se
encuentran entre los modelos de escala larga y corta.

La discretización temporal durante el cálculo numérico está restringida por el propio
proceso cuasiestacionario. Un criterio para determinar el paso temporal surge de
considerar que, durante este lapso, la variación de la altura del lecho es pequeña frente a
la profundidad local (o sea las corrientes medias permanecen casi inalteradas).
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En este trabajo se considera una escala media, la cual define el rango de aplicación en
longitudes de varios kilómetros. La finalidad es resolver problemas con más detalle que
un modelo unidimensional, pero sin acercarse a la definición de un modelo
tridimensional. Es decir no estamos interesados en los efectos locales que puedan
surgir por alguna obra hidráulica, sino en la repercusión global que se tendrá en un
tramo de una longitud hasta de unos cuantos kilómetros.

Con la elección de este tipo de escala se pretenden resolver problemas como:

• Estudio de protecciones marginales
• Rectificación de tramos de ríos
• Estudio de la erosión y el depósito en zonas de ríos, como curvas, etc.
• Efecto promedio de estructuras que modifiquen el equilibro natural en ríos donde

las ecuaciones promediadas sean aplicables
• Puede ser una alternativa a modelos físicos a escala reducida de fondo móvil
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Capítulo

##2¿p error real es aquel del
que no se aprende nada".

John Powell

A desarrollar un modelo de fondo móvil, las ecuaciones resultantes deben
asociarse con un modelo hidrodinámico que proporcione información sobre
los parámetros hidráulicos involucrados en el proceso. A continuación se
escriben las ecuaciones hidrodináinicas diferenciales en 2D para aguas poco

profundas derivadas de las hipótesis de Saint-Venant. Estas ecuaciones describen al
modelo hidrodinámico, el cual es la base sobre la que se resuelven las ecuaciones de
sedimentos.

Ecuación de cantidad de movimiento en la dirección x

dU d(uU) d(vü) f dh , dZ, xbx (d2U d2U
\~ — H — - — - + f/z --—h &h—-- 4- • - *- - /; 1

A* a a, ° a ° a ' -L 2 o 2
dt dx dy dx ex p \dx dy

(2.1)

Ecuación de cantidad de movimiento en la dirección y

dV d(uV) d(vV) , dh , dZ. x. (tf-y d2V~
—- + —*—'- + ——¿ + gh— + gh—-+ —^-t?, •—-- + --•-„-
dt dx dy dy dy p \dx dy

(2.2)
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Ecuación de continuidad

dh dU dV n

— + + — = 0 (2.3)
dt dx dy

donde:

g aceleración de la gravedad

h tirante

Tbx, Thy esfuerzos cortantes en el fondo en las direcciones xj y

u componente de velocidad en la dirección x

v componente de velocidad en la dirección y

x,j coordenadas cartesianas

p densidad del agua

U, V flujos por unidad de ancho en las direcciones xyj

t tiempo

Vt viscosidad turbulenta

Los esfuerzos cortantes en el fondo, se expresan como:

(2.4)

(2-5)

Donde JV y S& representan la pendiente de fricción en el fondo en las direcciones x y y,
respectivamente.

Las variables dependientes en las ecuaciones anteriores son C7 — uh, V-vhy b=H-%k

donde ^ corresponde a la cota de fondo y H es la superficie libre del agua.

10
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Conviene representar a las mezclas de sedimentos en cauces naturales a través de un
número determinado de clases, con un tamaño promedio y una relación matemática
asociada a cada uno de ellos. El conjunto global de ecuaciones que se resuelven para
todos los tamaños de clase, describe el comportamiento global de la mezcla.

La idea básica es identificar el tipo de transporte de sedimentos asociado a cada tamaño
de clase (en el espacio y tiempo). Por tal motivo, se define un conjunto de ecuaciones
para el transporte y la evolución del'fondo. JEstas ecuaciones y las del flujo de agua se
resuelven acoplándose en cada paso de tiempo, incorporando el cálculo del transporte
de sedimentos y su intercambio.

El transporte de sedimentos es el responsable directo de la evolución del fondo, lo cual
trae como consecuencia cambios en la elevación de éste y una nueva distribución
granulométiica.

Al resolver las ecuaciones hidrodinámicas junto con las de sedimentos, se obtiene el
comportamiento de la mezcla. Las trayectorias que siguen las partículas en el fondo
son altamente aleatorias; por tanto, estudiarlas de manera separada resulta imposible.
Una alternativa es considerar el movimiento del fondo como continuo. Esta idea de
un movimiento continuo sugiere que, en cada instante, se pueden ver partículas que
empiezan a moverse, partículas en movimiento y partículas que se detienen. Así,
durante un momento determinado la elevación y distribución granulotnétricas han
cambiado. Estas modificaciones dependen del número y tamaño de las partículas que
han iniciado el movimiento y de aquellas que lo han finalizado. En la predicción del
movimiento y distribución granulométrica del fondo, se puede escoger un volumen
elemental finito y aplicarle el principio de conservación de masa. Este principio
establece que, la razón de cambio de la masa M de partículas de cierto tamaño en el
volumen elemental, es igual al transporte neto de sedimentos qh de dicho tamaño. El
balance de masa del volumen elemental está en función de las partículas que entran y
salen del mismo, por lo que una diferencia positiva entre la masa total de partículas que
salen y entran en el volumen provoca erosión, mientras que una diferencia negativa
ocasiona depósito.

Las partículas que se encuentran bajo la superficie pueden, durante la erosión, quedar
expuestas al flujo y pasar a formar paite de ella. Es muy difícil cuantificar la posición y
tamaño de las partículas debajo de la superficie del fondo; por ello, se adopta el
concepto de "capa activa", el cual ayuda en el análisis del fenómeno. Esta se define
como una capa superficial del fondo que incluye la superficie del mismo, la cual tiene
una distribución de tamaños uniforme. Se supone que todas las partículas de

11
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determinado tamaño de clase dentro de la capa activa son igualmente propensas a
moverse independientemente de su localización.

En la figura 2.1 se muestra el volumen elemental finito completo. El volumen tiene un
espesor igual al espesor de la capa activa, Ev/. Siempre que se adicionan o se remueven
partículas de la superficie dentro del volumen elemental, su distribución granulométrica
cambia.

Trayectoria de
las partículas

E,ni

Figura 2.1 volumen elemental del fondo

En la figura, A/ es la longitud del volumen elemental finito, Em es el espesor de la capa
activa y qb es el transporte de sedimentos.

Si se satisface que A/ es mayor que la máxima longitud de salto de cualquier partícula,
entonces qk - qbs representa la entrada neta al volumen. Sean p la porosidad y A V el
volumen elemental que contiene la capa activa, entonces (1-p) AV es el volumen de
todas las partículas contenidas en AV. La fracción P en la capa activa de un tamaño en
particular, se define como la razón del volumen de partículas de tamaño n, entre el
volumen total de partículas contenidas en AV, dondejí> es la porosidad.

A este volumen elemental se le aplica la ecuación de conservación de masa para un
tamaño en particular de sedimento (Spasojevic, 1988):

Ot
(2.6)

donde

12
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qb¡ transporte de sedimentos para la fracción i-ésima

Siendo ^ la cota o elevación del fondo, entonces la diferencia fy-EJ representa el
nivel inferior del volumen elemental.

Durante la erosión o el depósito, el volumen elemental desciende o crece; cuando
desciende, el material debajo de él pasa a formar parte del mismo, por lo que su
distribución granulométrica puede cambiar. Es muy difícil conocer la posición y
tamaño de cada partícula, por lo que se usa una aproximación discreta para conocer la
nueva distribución granulométrica. Durante su formación natural, el material debajo de
la superficie del fondo se arregla por estratos con distribuciones internas uniformes,
uno debajo de otro. Apoyándose en esta suposición, se puede intuir el siguiente
arreglo; se divide el fondo debajo del volumen elemental en estratos, cada uno con una
distribución uniforme, tal como se esquematiza en la siguiente figura siguiente.

A/

Estrato Activo /

Estrato Activo /-I

Capa
Activa

Figura 2.2 Arreglo en estratos

Conforme se mueve el fondo del volumen elemental, la parte superior del estrato
debajo de éste cambia y se modifica su espesor, por lo que se introduce un término
fuente Se que representa el intercambio de material entre estratos.

Existe un término Se para cada tamaño de clase, por lo que la ecuación de continuidad
correspondiente a cada tamaño de clase dentro del volumen elemental queda como:

(2.7)
dt

Esta misma ecuación escrita por estratos resulta:

13
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Ot
(2.8)

Donde (^-EJ, representa el nivel superior del estrato activo. Al sumar las ecuaciones
de continuidad de todos los tamaños de clase, se tiene que la ecuación de continuidad
global del volumen elemental es:

?„+«.) = 0 (2.9)

y la de los estratos,

dz
(2.10)

Finalmente, la ecuación de continuidad global del fondo es la suma de las ecuaciones
2.9 y 2.10

c)z

dt t?

El sistema resultante de ecuaciones de sedimentos queda definido por:

a) "n" ecuaciones 2.7, que describen el transporte y el cambio en la distribución
granulométrica (una ecuación por cada tamaño de clase).

b) una ecuación global (2.11) de todo el material del fondo, que describe los cambios
en la elevación de éste.

La capa activa de h. fracción [3 y el nivel del fondo ^ se consideran como variables
desconocidas. El transporte de sedimentos qh (gasto sólido), el término fuente Se y el
espesor de la capa activa Er/!> son en general variables de flujo y de sedimentos que se
tratan como relaciones auxiliares.

El modelo propuesto incluye en su desarrollo dos grados de libertad, uno el obtenido
al evaluar el método resistencia al flujo y otro en la elección de la ecuación de
transporte de sedimentos; además, existe la posibilidad de un tercero en la definición
del espesor de la capa activa. Estos grados de libertad hacen la diferencia entre los
distintos modelos numéricos desarrollados.

14
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Se han propuesto numerosas ecuaciones para calcular el transporte de sedimentos en
función de las características, hidráulicas y sedimentológicas de los ríos. Aunque dichas
ecuaciones han sido desarrolladas y verificadas experimentalmcnte, la complejidad del
problema ha favorecido la proliferación en vez de la unificación y aceptación general
de las mismas. Esto hace pensar que existe una carencia de fundamentos teóricos que
favorezcan el proceso de unificación.

En la literatura existe gran cantidad de fórmulas que estiman el caudal de sedimentos,
entre éstas se encuentran las planteadas por: Ackers y White, (1973); Engelud y
Hansen, (1967); Yang, (1973); Parker, Klingmeman y McLean, (1982); Hsu y Holly,
(1992); Molinas y Wu, (1998); Proffitt y Sutherland, (1983); Van Rijn, (1984); y Karim,
(1998). Un resumen del ema puede verse en Maza (1996)

En la presente investigación se analizaron las formulas de: Ackers y White, (1973);
Engelud y Hansen, (1967); VanRijn, (1984) y Karim, (1998). De entre ellas, se escogió
la expresión desarrollada por Karim por considerarla como una buena alternativa al
evaluar el transporte por fracciones. La fórmula propuesta fue validada contra datos de
laboratorio y comparada con otras ecuaciones, proporcionando muy buenos
resultados. Este autor toma en cuenta la interacción entre diferentes tamaños de
fracciones mediante una función de peso, la cual depende de dos partes: una fracción
de área para cada tamaño de partícula, la cual representa el área expuesta de cada una al
flujo, y un factor de cobertura que mide la reducción en el transporte de partículas finas
debido a que son cubiertas por partículas más grandes.

A continuación se presenta la formula de Karim adoptada en este trabajo y las variables
involucradas.

Sea una mezcla de sedimentos con una distribución granulométrica con "n" tamaños
de clase, con L^como diámetro medio {generalmente media geométrica), i el tamaño
representativo de cada fracción y qb¡ el caudal de sedimentos por unidad de ancho para
la fracción de tamaño i, entonces:

(2.12)

(2.13)

/=!

donde Oi es la función de peso de la i-ésima fracción y qb es el gasto total de
sedimentos, el cual se obtiene a partir de:

15
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™ k

f v - 9 7 ' , M.47

m J

donde

u

u*

W

s

A.

k

velocidad inedia del flujo

velocidad al esfuerzo cortante

velocidad de caída

densidad específica de las partículas

Diámetro medio Dso.

constante empírica

Con frecuencia, se supone que <J>, = P¡, donde P¡ es la fracción volumétrica de los
materiales del fondo del tamaño i-ésimo D¿. Karim (1998) comenta que con esta
hipótesis se sobrestkna el caudal total de sedimentos (qj.

En los párrafos siguientes, se presenta una expresión para O,, que considera las
interacciones de los diferentes tamaños de fracciones, el arrastre del fluido, las fuerzas
de sustentación y el acorazamiento parcial del lecho.

Para que las partículas de sedimentos del fondo sean transportadas por el flujo, éstas
tienen que ser removidas del fondo por una combinación de fuerzas de arrastre
(ejercidas por el flujo) y de sustentación experimentadas por las partículas debido a la
turbulencia. Estas fuerzas son proporcionales a las áreas proyectadas de las partículas
expuestas al flujo. Al seguir este argumento, se tiene que *3>i es proporcional a Pai,
donde Pa¡es la fracción del área de la superficie del fondo cubierta por partículas de la
fracción i-ésima del tamaño D-

Karim (1998) propone convertir la fracción volumétrica (P¿) en una fracción de área
(PJ mediante la siguiente expresión:
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;=1

En canales aluviales con fondos compuestos por mezclas de sedimentos de vanos
tamaños, las partículas más pequeñas tienden a permanecer inmóviles durante cierto
periodo, debido al entrampamiento por las partículas más grandes; hasta que son
puestas en movimiento por las fluctuaciones de la turbulencia o el movimiento de las
partículas mayores que las cubren. Por tanto, en una mezcla de sedimentos, el.
transporte de las partículas más pequeñas es menor que el correspondiente a un fondo
compuesto por sedimentos uniformes y del mismo tamaño. Con base en este
razonamiento, Oi debería ser proporcional a la relación del tamaño de la i-ésima
fracción respecto al promedio representativo del tamaño del sedimento del fondo. En
este análisis, se supone que <Di es proporcional a (D¡ ¡D5Q)C2. El efecto de cobertura de
las partículas más pequeñas por las más grandes se indica con y (factor de cobertura) y
se define como:

(2.16)

Donde C, y C7 son exponentes empíricos que se pueden expresar como funciones de
las variables del ñujo u* y W. Karim (1998) determinó las siguientes expresiones a
partir del análisis de los datos experimentales de Einstein y Chien (1953).

C, =1.15|—] ' (2.17)

íw
C2=0.60 — (2.18)

FUNCIÓN PONDERADA ( # , )

Karim (1998) propone la siguiente expresión para la función ponderada:

®i=Pai7i (2-19)
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GAS T O 8 O i- í I) O If O R V R A. C € 1

Con base en las ecuaciones anteriores, la expresión del caudal de sedimentos
(volumétrico) por unidad de ancho de la fracción del i-ésimo tamaño (q^) resulta:

\2.97

:(s-í)D]
= k

Al
U *

W:

P .y (2.20)

El espesor Hm de la capa activa se introduce para establecer la ecuación de
conservación de masa asociada a cada tamaño de clase. La capa activa, su espesor y
cuantificación pueden ser muy diferentes durante la erosión y el depósito.

Durante la erosión, el fondo sufre un intercambio continuo entre las partículas sobre
este y aquellas inmediatamente debajo de estas. Esta capa consta de partículas que se
encuentran totalmente mezcladas y en promedio están igualmente expuestas a ser
movidas por el flujo. Muchos autores suponen un espesor constante de la capa activa o
de mezclado y la evalúan la altura de la duna; otros, sugieren que el espesor de dicha
capa depende del grado de erosión. Cuando una mezcla natural de sedimentos es
erosionada continuamente, cierta cantidad de material grueso queda inmóvil o presenta
un grado de erosión muy bajo comparado con el del resto de las partículas, lo que
disminuye el grado de erosión, al igual que la cantidad de material erosionable y el
espesor de la capa activa. En este caso, se dice que la superficie del fondo se está
acorazando, pues la acumulación de partículas inmóviles sobre la superficie protege
contra la erosión a las partículas finas debajo de aquéllas (figura 2.3).

El uso de una capa activa con espesor constante durante la erosión, o de una capa

Z
Z

Figura 2.3 Arreglo del fondo durante la erosión.
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activa con espesor proporcional al grado de erosión, supone una representación
cualitativa propia del decremento natural del grado de erosión antes mencionado, pues
cuantitativamente este proceso es muy difícil de evaluar con exactitud. En cualquiera
de los casos, dado que el porcentaje de sedimentos acorazados en la capa activa se
puede incrementar durante 3a erosión, el espesor de dicha capa tiende a reducirse. Sin
embargo, si se supone que el espesor de la capa activa es proporcional al grado de
erosión, un bajo grado de erosión causa una disminución adicional en el espesor de la
capa activa y, como consecuencia, un acelerado decremento de la erosión.
Desafortunadamente, no hay suficiente evidencia experimental para decidir cuál de las
dos aproximaciones da los mejores resultados. Por otro lado, durante el depósito la
superficie del fondo se altera menos. Los cambios en la distribución superficial se
llevan a cabo en una capa muy delgada cerca de la superficie del fondo. Las partículas
depositadas son cubiertas por nuevos sedimentos, los cuales influyen poco en el
transporte y la distribución de depósitos. Por tanto, la capa activa debe tener un
espesor muy pequeño durante el depósito. Asimismo, las partículas cubiertas por
nuevos sedimentos deben ser excluidas de la capa activa y el almacenamiento se debe
considerar como un nuevo estrato o una adición a alguno que ya existe (figura 2.4).

X X

Figura 2.4 Arreglo durante el depósito

Para evitar la necesidad de manejar un excesivo número de estratos o el constante
cambio eñ el estrato activo, la capa activa se define durante la sedimentación como una
capa de depósito. El nuevo sedimento depositado simplemente se adiciona a la capa
activa existente y se supone que está mezclado con el material contenido en ésta. La
elevación de la capa activa se considera constante durante el depósito. En esa fase, el
límite superior del espesor de la capa activa (espesor de depósito) depende del detalle
con el que se pueda representar k estratificación de material debajo de la superficie del
fondo en erosiones subsecuentes.
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Como se comentó con anterioridad, se define un término fuente del fondo St para
evaluar el intercambio de las partículas de la capa activa y el estrato activo, debido al
movimiento de la capa activa del fondo (estrato activo superior).

Cuando la capa activa del fondo (estrato activo superior) desciende, los sedimentos que
conforman el estrato activo de control empiezan a ser parte del volumen elemental
contenido en la capa activa, los cuales se supone completamente mezclados con los
otros sedimentos que ahí se encuentran. Esto cambia la distribución en la capa activa
de volumen elemental. El término fuente de la capa activa del fondo Sese representa en
la ecuación de conservación de masa, según Basile (1999) como:

donde

ÍP/O^O ñZb-Em <Z<Zh

P SI z<Zb~E

(3JT- corresponde a la fracción de tamaño i, contenida en el estrato activo de control.
Durante el depósito el término fuente vale cero, por lo que la ecuación (2.9) se
simplifica.

Aplicando las reglas de transformación de coordenadas (Anderson, 1995), las
ecuaciones 2.1 a 2.3 se representan en el espacio transformado (£,, rj) según se indica a
continuación.
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Ecuación de cantidad de movimiento en la dirección cj

T di 1
/ i — + -

a J

p
1

J 1
2g12 (A«L + g!

-Mf*J =°
Ecuación de cantidad de movimiento en dirección r\

/z- •- +

p

/ 3

= 0

Ecuación de continuidad

ch 1
[MÍ^-M,^+M,

(2.23)

(2.25)

los coeficientes métricos y el Jacobiano de la ttansformación se definen como:

(2.28)

Su = (2.29)

(2.30)

(2.31)
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Los detalles de la transformación y sobte la solución del subtnodelo hidrodinámico se
pueden consultar el trabajo de Soto (2001).

Ecuación de continuidad pata un tamaño de clase en la capa activa

Sj, = o (2.33)

Ecuación global para sedimentos

(2.35)

En el siguiente capítulo se muestran las estrategias de solución y las consideraciones
lealizadas en este trabajo. Así mismo se esquematiza el algoritmo empleado para
resolver el sistema de ecuaciones. Finalmente, se presenta un diagrama a bloques, que
representa el funcionamiento del programa desarrollado, que sirve para determinar la
hidrodinámica y el movimiento del fondo.
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CapíMo

"Si cierras la puerta a todos los
errores, incluso la verdad quedará

fuera"

Anónimo.

La hidrodinámica, el transporte de sedimentos y la evolución del fondo son
elementos de un proceso único y complejo. Las partículas son arrastradas,
movidas y depositadas debido a la acción del agua, causando la evolución del
fondo y como consecuencia el transporte de sedimentos. Por el otro lado, los

cambios en la elevación del fondo y por consiguiente cambios en la distribución de
tamaños de los sedimentos afectan la rugosidad, la cual modifica las condiciones de
flujo. Como se aprecia, los dos procesos están mutuamente ligados, por lo que tratarlos
de forma separada no parece ser lo más lógico. Aunque se pueden hacer algunas
consideraciones que ayuden a simplificar el problema.

Partiendo de la suposición que el movimiento del agua y sedimentos tiene diferentes
escalas de tiempo, entonces se tmede considerar al transporte y la evolución de fondo
en forma promediada; es decir, al cuantificar los cambios en el fondo debidos al
movimiento de las partículas, éstas no se estudian de manera aislada, sino como
transporte en "masa". En otras palabras el estudio se centra en los cambios globales en
el fondo y su distribución en su superficie, donde las escalas de tiempo son mayores.
Así, cambios en el nivel del fondo durante un lapso de tiempo apropiado en el cálculo
hidrodinámico, son generalmente muy pequeños como para alterar el flujo
significativamente. De manera similar, cambios en la cota del fondo, rugosidad y
distribución granulométrica son lentos al alterar el campo de flujo. Esta es la hipótesis
básica del desarrollo aquí propuesto.
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La solución simultánea de las ecuaciones bídimensionales de agua y sedimentos
requiere un alto consumo de recursos computacionales. Sin embargo, aquí se resuelve
el sistema de ecuaciones en forma semi-acoplada, donde el acoplamiento se realiza en
el intervalo de tiempo propuesto como se describe a continuación.

Primero se resuelven las ecuaciones de flujo considerando que el nivel del fondo y su
rugosidad se conocen del intervalo previo, entonces se resuelven las ecuaciones de
sedimentos. El procedimiento se repite avanzando en el tiempo, en principio hasta que
cierto criterio de convergencia se satisfaga. Sin embargo en este trabajo, se emplea una
sola iteración global en cada paso, ya que los cambios en el nivel del fondo y la
composición de la superficie son generalmente muy pequeños durante un lapso corto
de tiempo, aunque, se pueden generar un error significativo si los pasos de tiempo
durante el acoplamiento del modulo de sedimentos es excesivo. El procedimiento
general difiere de los algoritmos previamente desarrollados en la solución de las
ecuaciones de sedimentos, ya que en este trabajo se calcula no solamente la variación
de la cota del fondo, sino también el cambio granulométiico asociado. Esto se logra a
través de un proceso iterativo, en el cual la ecuación de continuidad de cada fracción de
tamaño i, se relaciona con el cambio granulométrico, mientras que la ecuación global se
asocia con la variación de la cota del fondo.

Las ecuaciones de flujo bidimensionales promediadas en la profundidad o las
usualmente llamadas ecuaciones de aguas someras, han sido ampliamente usadas para
calcular flujos y propagación de ondas, comenzando con Leendertse, (1970); muchos
otros investigadores han trabajado con la solución numérica de estas ecuaciones, como
por ejemplo Falconer (1980), Stelling et al (1986), etc.. La mayoría de los autores
emplean el método de diferencias finitas. El sistema de ecuaciones a resolver se forma
considerando dos ecuaciones de cantidad de movimiento y una de continuidad, donde
se tienen las dos componentes de la velocidad y el nivel de la superficie libre como
incógnitas principales. La mayor parte de los trabajos citados varían en la definición
matemática del sistema de ecuaciones y sus condiciones de frontera.

En años recientes se ha intentado solucionar las ecuaciones de Navier-Stokes
expresándolas en términos de las variables primitivas como son las componentes de
velocidad y presión., en las cuales se trata de relacionar a cada ecuación con una
incógnita específica. Así el carácter matemático de cada ecuación se puede definir en
términos de esa variable en particular, lo cual facilita seleccionar las condiciones de
¿contera y el método numérico de solución apropiados.

Los componentes de la velocidad usualmente se relacionan con la ecuación de cantidad
de movimiento, mientras que el término de presión, aunque no esta claramente
definido se acostumbra relacionar con la ecuación de continuidad combinada con las
ecuaciones de cantidad de movimiento.

24



C A P I T U L O 3

Autores como Pantankar (1980) (siguiendo la idea de Pantankar y Spalding(1972)),
discretiza primero la ecuación de cantidad de movimiento y continuidad integrándolas
sobre un volumen de control construido alrededor de un punto computacional.
Después, los componentes de la velocidad discretizados en la ecuación de continuidad,
se sustituyen por las expresiones obtenidas en las expresiones de cantidad de
movimiento. De ahí resulta una corrección al termino de presión. Varios autores entre
ellos Rastogi y Rodi (1978), McGuirk y Rodi (1978) entre otros, han empleado esta
corrección como base en la solución de las ecuaciones hidrodinámicas para aguas
someras en canales abiertos.

Otra grupo de investigadores (Yanenko (1971), Benque et al (1982), Benque, Haugel
and Viollet (1982) por citar algunos) se apoyan en el hecho de que la ecuación de
cantidad de movimiento comprende diferentes operadores, cada uno representando un
proceso físico diferente e influenciado por un carácter matemático de las ecuaciones
diferenciales completas. Estos autores, emplean diferentes variaciones de la
aproximación llamada de pasos sucesivos (fractional step) o del operador de
separación. La idea básica detrás de esta aproximación es la de separar las ecuaciones
diferencíales en una secuencia de ecuaciones simples, las cuales representen etapas
físicas aisladas de otros procesos en las ecuaciones. Se supone que el cambio total
debido a la acción común de todos los términos en la ecuación puede ser obtenido por
superposición. Esto permite hacer mucho más fácil la definición del carácter
matemático, escoger las condiciones de frontera apropiadas y seleccionar el mejor
método numérico de cada ecuación diferencial simplificada obtenida por medio de esta
separación. El operador de separación permite la posibilidad de empezar con un
modelo relativamente burdo para el flujo y después refinarlo. Esta es una de las
ventajas por las que se escogió este operador como básico en el modelado numérico de
las ecuaciones promediadas en la profundidad, tal y como se describe en Soto (2001).

En el presente estudio se hace énfasis en los conceptos propuestos de flujo, transporte
de sedimentos y evolución del fondo (interacción flujo-sedimentos). Además, la
solución numérica de las ecuaciones de sedimentos, cuyo número depende de los
tamaños de clases en que se represente la muestra, puede requerir una enorme cantidad
de tiempo y memoria computacional, por lo que una posible alternativa de solución es
aceptar menos rigidez en la estimación de las variables, sin embargo, es muy
importante proporcionar la posibilidad derefinar el modelado^ lo cual se logra a través
de un desarrollo numérico en bloques.

A continuación se poresenta la versión particular del operador de separación aquí
porpuesta; con la finalidad de simplificar la escritura, se usa 3a forma vectorial de la
ecuación de cantidad de movimiento para un fluido incompresible.
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dv (-* V 1 1
— = _ v-V U---VP + -V -T
dt { ) p p

(1) (2) (3) (4)

Donde p es la densidad, v ~ velocidad, P = pg% + p ~ presión dinámica y T es el tensor
de esfuerzos cortantes.

Es útil explicar el significado físico de cada término en la ecuación. El término (1) es la
aceleración local, el (2) es la advección, el (3) es la resultante de las fuerzas de presión y
rl (4) contiene las fuerzas cortantes que reflejan la difusión del movimiento,
simplemente llamado término difusivo.

La aceleración local debida solamente a la acción del término de advección, se expresa
como:

í ->
dj_
dt

v J

(3.2)

De manera similar, la aceleración local debida a la difusión y la advección se expresa
como:

(3.3)
dt y J

v J

Finalmente, la aceleración local debida a la presión combinada con la advección y
difusión es:

r
dv
dt

v J

- V P + ^ V - T (3.4)
P P

Combinando las ecuaciones 3.2 a 3.4 se tienen tres ecuaciones que pueden resolverse
junto con la ecuación de continuidad en tres pasos sucesivos:

Advección:

d^

dt
J

= - v - V v (3.5)
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Difusión:

dv
di

\ )

81_
dt

V /

(3.6)

Propagación:

dv

dt
v J

dt
(3.7)

V - v = (3.8)

La ecuación de cantidad de movimiento ha sido separada en tres partes: advección,
difusión y propagación. La ecuación de continuidad se incorpora dentro del paso de
propagación, pues en esta parte la ecuación de conservación de la cantidad de
movimiento contiene como incógnitas a la velocidad y presión. El resolver estos tres
pasos sucesivos es equivalente a resolver simultáneamente la ecuación de continuidad y
la ecuación de cantidad de movimiento.

La aproximación por medio del operador de separación se aplica en este trabajo en las
ecuaciones de flujo en coordenadas curvilíneas generales y promediadas en la
profundidad.

Bajo esta perspectiva los términos de las ecuaciones 2.1 a 2.3 involucrados en cada uno
de los procesos físicos son:

Advección

(3.9)

(3.10)

donde

(3.11)
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Difusión

=0us+fiuIJ + E (3.13)

=#v,+/?ur/+F (3.14)

donde

^ C x í + Dy^ (3.15)

/3 = DY!!-Cx4 (3.16)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Propagación

ilíl +\bnV€-xM)+\{xeV,-ytVtl)=O (3.24)

Detalles de la transformación y discretización se pueden consultat en el trabajo de Soto
(2001).
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Es importante hacer notar que el transporte de sedimentos en el fondo no afecta a los
procesos de difusión y convección.

El modelo de transporte de sedimentos se incluye en el modelo hidrodinámico
propuesto en la etapa de propagación. Benque et al (1982) y Soto (2001) consideran al
término de facción de manera implícita y la obtienen a partir de la formula de Chezy.
En el presente trabajo este se obtiene de manera semi-implícita a través de la selección
de una entre varias fórmulas de fricción Chezy, Manning, Cruikshank-Maza, Engelund,
Vanrijn); además, el código de programación se desarrolla de manera modular por lo
que nuevas foirmulas se pueden adicionar con facilidad.

Con el fin de adoptar una aproximación numérica adecuada de solución de las
ecuaciones, es importante examinar primero el sentido matemático. Una alternativa es
tratar de relacionar cada una de las incógnitas principales (tamaños de la fracción activa
p;. y elevación del fondo Z¡) con una ecuación de sedimentos apropiada, la cual se
peinsa gobierne a la variable en particular. Esto facilitará la manera de definir el sentido
matemático de cada ecuación de sedimento en términos de una variable específica.

Las dimensiones de la fracción activa p; para cada uno de los tamaños de clase, es
regida por la ecuación de continuidad de sedimentos (ec 2.7) correspondiente a cada
tamaño, mientras que la elevación del fondo Zh se asocia a la ecuación de continuidad
global de sedimentos en el fondo (ec 2.11).

La estimación del flujo líquido y el transporte de sedimentos se acoplan en el tiempo.
Durante el cálculo de los sedimentos las variables de ñujo se suponen conocidas a
partir de su último cálculo en el tiempo. Además, se supone que las partículas de
sedimentos en el fondo después de que empiezan el movimiento, se desplazan en
dirección de la velocidad media.

El sistema de ecuaciones de sedimentos que se resuelve de manera simultánea consiste
en: n ecuaciones de continuidad (una para cada tamaño de clase) y una ecuación
global. Las condiciones de frontera de la capa activa pz y la elevación del fondo Zh se
calculan dentro del dominio del flujo y en dirección de las condiciones de frontera.
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Con base en la discretización propuesta para cada etapa del modelo, las variables H, U,
Vj q, Zb y /?.se definen en una malla computacional llamadas malla U, como se ilustra
en la figura 3.1. Por una parte, los flujos tanto líquidos como sólidos se definen en las
caras de la malla U, mientras que los niveles de superficie libre, cota del fondo y
variación granulométiica se definen en los centros de dicha malla.

i+i

i-i

i
i
i
1

V\9n
i

-.—ifl...

i
i
i

i
¡
i

ü

i-l

Figura 3.1 Malla de cálculo

DISCRETIZAC1ON Oí: ECUACIONES DE SEDIMENTOS

Las ecuaciones 2.33 y 2.35 se discretizan en un paso de tiempo y sobre un volumen de
control construido en los centros de la la malla U.

Ecuación de continuidad global

1
W = 0 (3.25)
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Ecuación de continuidad por fracciones

El término fuente de intercambio en el fondo durante erosión queda:

A/ b m \z* ~hM JW*) ^•¿l)

durante depósito

Se - 0 (3.28)

Donde £ representa la suma de todos los tamaños de clase de sedimentos en que se
dividió la muestra en consideración. Es necesario hacer notar que se trata distinto a la
capa activa y al término fuente durante la erosión y durante el depósito; esto se describe
posteriormente a detalle.

Las ecuaciones de sedimentos discretizadas se deben resolver simultáneamente en cada
punto computacional. Todos los elementos de las ecuaciones se expresan
explícitamente en términos de las variables de sedimentos. Las ecuaciones discretizadas
forman un sistema explícito de ecuaciones algebraicas.

Para visualizar la solución del sistema de ecuaciones, se puede pensar que las incógnitas
de sedimentos son los componentes de un vector 5 en un punto, de la siguiente
manera:

De manerajnas compacta-se puede escribir como:-

k=1,, (3.30)

donde k se introduce para denotar al i-ésimo tamaño de clase de la mezcla de
sedimentos en consideración.

La ecuación de continuidad global de sedimentos (2.11), se puede escribir
simbólicamente como:
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FAS"*1 =0 (3.31)

La ecuación de continuidad por fracciones (2.7):

Uo (3.32)

Las ecuaciones 3.31 y 3.32 forman un sistema algebraico de ecuaciones no lineales. En
su solución se apKca el método de Newton-Raphson como se muestra a continuación:

(3.33)

(3.34)

donde al sistema a resolver es de la forma:

_ r (3.35)

reescribiendo las ecuaciones que forman el sistema algebraico se tiene:

= fk.

(3.36)

(3.37)

donde at,¡,, ,ak+},k+l representan a los coeficientes del Jacobiano, cuya descripción
detallada se presenta en el apéndice A.

Arreglándolo en forma matricial queda:

a1,1

lk+\.k+\ J k+\

(3.38)

Las correcciones de las variables de sedimentos se escriben como:

k=1,i (3.39)
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o de manera explícita:

9 Afik) k=1,i (3.40)

Una vez obtenidas las correcciones de las variables de sedimentos, el valor actualizado
de la iteración se calcula por medio de:

*>«$»« ^S^ + AS (3.41)

Las iteración continúan hasta que se alcanza un criterio de convergencia previamente
establecido, es decir;

&$<£ (3.42)

donde £ es el vector de convergencia.

El procedimiento descrito se repite en cada punto computacional dentro del dominio y
a lo largo de todas las fronteras.

V j /

En el capítulo 2 se mencionó que durante la erosión la capa activa es muy diferente que
durante el depósito. Durante la erosión, la capa activa se describe como una capa de
mezclado. A medida que el nivel del fondo desciende, la erosión se va produciendo en
el llamado estrato activo, el cual se encuentra por debajo de la capa activa y es el
causante de la variación de tamaño de la misma. El espesor de la capa activa durante el
proceso de erosión de acuerdo a la formula de Bennet y Nordin (1977), es
proporcional al grado de erosión que ocurre en cada paso de tiempo, y está definida
como:

Si el fondo se aproxima a la condición de acorazamiento, el espesor de la capa activa
tiende a cero; en ese caso se usa la siguiente aproximación:

Em=2D9G (3.44)

El término fuente Se durante la erosión queda descrito con la ecuación (2.21). Durante
el depósito, la capa activa es una capa de depósito, es decir el material que va
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asentándose se adiciona al mateiial existente y se supone que se mezcla
completamente. La elevación que va sufriendo el fondo de la capa activa se mantiene
constante y solamente varía el espesor de la misma mediante la siguiente expresión:

mientras que la fuente de intercambio entre estratos es igual a cero.

= 0

(3.45)

(3.46)

Las condiciones iniciales están representadas por las características geométricas del
cauce, la topografía inicial, las características del material (composición), los parámetros
hidrodinámicos y las capacidades de transporte de sedimentos.

Las condiciones de frontera son: aguas arriba, el gasto líquido U y el gasto de
sedimentos Qa (aunque este también puede calcularse a partir de las condiciones
hidrodinámicas); aguas abajo, se recomienda usar el nivel de agua.

Una de las partes más delicadas en el esquema numérico se encuentra en representar de
forma adecuada las condiciones de frontera en las márgenes. En este trabajo se supone
que el flujo perpendicular a las orillas es nulo con la hipótesis de libre deslizamiento en
la dirección tangente. El impacto que tiene esta consideración afecte, de manera directa
a la etapa de propagación. Detalles del tipo de discretización y forma de solución se
pueden consultar en Soto (2001).

El algoritmo de solución se forma por tres bloques principales; el bloque
hidrodinámico (I) que incluye al término de fricción (II), y el bloque de sedimentos
(III), tal y como se muestra en la figura 3.3.

En el cuerpo principal del programa se hacen: la lectura de datos, condiciones iniciales
y de frontera, la generación y rectificación de la malla hidrodinámica, la inicialización y
cuenta del tiempo y la impresión de resultados. En el bloque I se lleva a cabo el
cálculo hidrodinámico. Como se ha comentado a lo largo de este capítulo, en la
estimación de las variables hidrodinámicas se emplea el método de etapas sucesivas
(fractional step), pero a diferencia de la versión desarrollada por Benque et al (19K0), en
este trabajo el término de fricción se estima de forma semi-implícita (bloque II). Esta
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particularidad del modelo, permite tener una mayor diversidad de alternativas en el
cálculo de la fricción en el fondo. En el modelo aquí propuesto se cuenta con las
fórmulas de Manning, Chczy, Engelund-Hansen, Cruikshank-Maza y VanRijn; además,
por la estructura en bloques del programa, se tiene la facilidad de adicionar otras de
manera simple y sencilla. Solo se necesita despejar al término de fricción y ponerlo en
función de k velocidad. En el apéndice B, se puede consultar a detalle el desarrollo
algebraico de cada una de las formulas de fricción utilizadas.

Inicuamente se calculan las variables las variables de flujo y apoyándose en la diferencia
que existe en los tiempos de respuesta entre el flujo y los sedimentos, se establece el
paso de tiempo en que se desea calcular el transporte de sedimentos (bloque III).
Aunque se puede escoger la misma escala de tiempo del flujo, se recomienda que el
paso de tiempo de sedimentos sea mucho mayor que este (en el capítulo 5 se discute la
influencia del paso de tiempo en los resultados); así, mientras no se alcance el intervalo
de tiempo establecido por el paso de sedimentos, el modelo recalcula la hidrodinámica
y avanza en el tiempo. En el instante en que el intervalo de tiempo elegido pata activar
el modulo de sedimentos se alcanza, las variables hidrodinámicas se fijan y se toman
como datos que se leen en el módulo de sedimentos. A partir de estos, se calculan
algunas relaciones auxiliares involucradas en el transporte como son: la velocidad de
caída de las partículas, los parámetros de transporte, factores de Acuitamiento, etc.. A
continuación y a dependiendo de la fórmula de transporte seleccionada ya sea total o
por fracciones, se proceden a realizar los cálculos necesarios para determinar el
movimiento del fondo. En el caso de seleccionar una fórmula total o una por
fracciones pero sin cambio granulométrico fgranulometria fija), el efecto del cambio
granulométrico no se considera y las variables involucradas en el como son: el
porcentaje volumétrico contenido de cada fracción, su velocidad de caída y su diámetro
medio se mantienen constantes. En caso contrario, se forma un sistema de ecuaciones
no lineales que involucran a la variación de la cota del fondo y al cambio en la
distribución granulométrica. Este sistema se resuelve de manera iterativa tal y como se
describe en el apéndice B.

Con la nueva cota y distribución granulométrica del fondo, se regresa al modulo
hidrodinámico y se avanza en el tiempo. Lo anterior se cumple siempre y cuando el
intervalo de tiempo calculado no sea igual al tiempo máximo de modelación o mientras
no se llegue al número máximo de iteraciones establecidas en el modulo de
sedimentos, pues en ese caso se detiene el programa y se imprimen los resultados
finales.
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Figura 3.3 Diagrama de flujo
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Capítulo

ÍCNo conozco ningún hecho más
alentador, que la incuestionable
capacidad del hombre para
dignificar su vida por medio del
esfuerzo constante".

HemDaúd Thoreau

E n la literatura, existe poca información referente a mediciones de fondo móvil,
ya sean de campo o experimentales. En la mayor parte de los trabajos
experimentales publicados se realizan pruebas en canales rectos, obteniendo
principalmente mediciones sobre la erosión, ver por ejemplo los trabajos de

Seal etat (1997) y Basile (2000)

Los resultados calculados a partir del modelo numérico propuesto se comprobaron
contra datos experimentales; para ello, se diseñaron y realizaron una serie de
experimentos en el canal de pendiente variable del Instituto de Ingeniería de la UNAM.
El diseño experimental ha sido comentado ampliamente con el Dr. Julián Aguirre Pe,
catedrático de la Universidad de los Andes, en Mérida, Venezuela y experto en
modelación experimental (Aguirre, 1980). Con esta finalidad se realizó una estancia de
15 días en días en dicha institución.

El diseño consistió en simular el movimiento del fondo en un tramo con una curva.
Con esta finalidad en un tramo aguas arriba del canal de pendiente variable, se
colocaron dos estructuras que modificaron sus orillas y simularon una sección de una
curva; además, el fondo se cubrió con arena del tipo volcánica con granulometm cuasi-
uniforme (CU = 2.72) y una distribución del tipo log-normal (Dx=03tnm y Gg~1.6).
Este material ha sido ampliamente usado en modelos de fondo móvil a escala reducida
en el Instituto de Ingeniería de la UNAM, véase por ejemplo Gracia (1998).
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La experimentación consistió en dos etapas principales. La primera cosistió en la
calibración de la parte hidrodinámica, en la cual a partir de los valores reportados por
Soto (2001) para fondo fijo,se hicieron las modificaciones y mediciones necesarias para
fondo móvil. De estos resultados experimentales se seleccionó la formula de fricción
que representó mejor el comportamiento del nivel de la superficie libre del agua en el
modelo numérico. En la segunda etapa se calibró y verificó la formula de transporte en
los procesos de erosión y depósito. Durante esta, se simularon distintos grados de
erosión y depósito al modificar el flujo a la entrada en el canal y tirante aguas abajo. Es
contra estas mediciones que se llevaron a cabo las comparaciones y se seleecionó y
calibró la mejor formula de transporte en el modelo matemático.

A continuación se describen a detalle la realización de cada uno de estas procesos.

La instalación experimental se diseño sobre un tramo de un canal rectangular recto de
pendiente variable, el cual tiene 2óm de longitud, 0.9 de profundidad y 0.78m de
ancho. Se soporta por medio de tres gatos hidráulicos a 3m sobre el nivel del piso. El
canal cuenta con dos articulaciones en puntos medios, que le permiten generar distintas
pendientes en varios tramos. El canal está construido con una estructura de acero, con
placa metálica en el fondo y paredes de cristal para la visualización del flujo,

El canal cuenta con un sistema de bombeo y recirculación de agua. Además, el gasto a
la entrada es aforado en un vertedor rectangular de pared delgada. Se cuenta aguas
abajo del canal con una compuerta que permite regular los niveles de la superficie libre.

La zona de estudio se colocó aguas arriba en el tramo inicial del canal, con una longitud
de 8m. Su sección transversal se modificó para simular un tramo curvo en un rio tal
como se muestra en la figura 4.1.

Para obtener las mediciones se contó con el siguiente equipo de laboratorio:

• Medidores dinámicos del nivel de agua (wave probé monitor), que son
sensores que funcionan a partir del principio de conductividad y poseen alta
velocidad de respuesta. Un gabinete concentra y procesa las señales enviadas
por los. sensores y entrega una señal continua y lineal de voltajes (±10VCD) a
un sistema de adquisición de datos controlado por una computadora personal
(figuras 4.2 y 4.3)

• Medidor de perfiles topográficos en dos dimensiones (bed profiler) con
precisión de ± 0.005m en la vertical y ± 1 mm en la horizontal, marca
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Wallingford, instrumento de alta precisión que permite medir el perfil
topográfico de una superficie sin alterar su forma. Su principio de operación se
basa en la refracción de un rayo infrarrojo a través de un sensor óptico, el cual
es activado por medio de presión (menos de 0.005 kg) y manda una señal que
es registrada en la computadora (figuras 4.7 y 4.8).

Equipo de computo. Computadora personal, software y hardware para los
medidores de nivel y perfilador topográfico (figura 4.4).

La zona de estudio consiste en un tramo de 8m que se ha colocado en el tramo aguas
arriba en el canal de pendiente variable, tal y como se muestra en el diagrama de la
figura 4.1. La plantilla del canal fue cubierta con una capa de arena de 0.25m de
espesor, la cual se nivela antes de cada experimento. A continuación de las estructuras,
se construyó una trampa de sedimentos para captar la arena y evitar que ésta llegue a
las bombas, así como para medir su volumen.

\ ! "^
\ i'i • 11

IOIH

w
-rrrrTllTlili

IODO 300(1 4000

• I
50 H)

Trampa de
sedimentos \ \

\ \

7000

Figura 4.1. Diseño del modelo experimental (planta)

Para establecer las condiciones de flujo se necesita conocer la condición límite de inicio
de movimiento en el fondo. Una vez conocida esta, se proponen distintas patrones de
arrastre como son: a) inicio de movimiento donde los efectos se deben únicamente al
primer obstáculo, b) movimiento ocasionado por el segundo obstáculo y c)
movimiento total debido a la presencia de las dos estructuras.
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Con esta finalidad se colocaron los medidores dinámicos de nivel a lo largo de la. zona
de estudio, separándolos de tal maneta que en las contracciones se tenga un mayor
número de mediciones. Este arreglo y detalles de los medidores se puede ver en las
figuras 4.2 y 4.3.

Una vez establecidas las condiciones de ñujo, se hicieron las mediciones de nivel en
forma continua durante intervalos de 1 minuto cada media hora, durante 2 horas.

Figura 4.2. Distribución de los
medidores dinámicos de nivel.

Figura 4.3. Detalles de la medición de
nivel

Las mediciones se registraron en el sistema de adquisición de datos como se ve en la
figura 4.4, para su posterior procesamiento.

Los valores medidos fueron comparados contra los obtenidos numéricamente a partir
de las distintas fórmulas de fricción. Los resultados de las comparaciones pueden verse
gráficamente en la figura 4.5.
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Figura 4.4 Adquisición de datos.

En dicha figura y para nuestro caso de estudio se aprecia que las mejores formulas de
fricción son la de Cñukshank-Maza y Engelund- Hansen. Por lo tanto durante las
simulaciones numéricas tomaremos a estas para cálculos posteriores.
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Figura 4.5 Mediciones de niveles del agua

El objetivo de los experimento es obtener mediciones de erosión y depósito tanto en el
sentido longitudinal como el transversal; por tal motivo la elección de los puntos de
medición se realizó dividiendo la zona de estudio en celdas de lOcm
aproximadamente.

Esta división se esquematiza en la siguiente figura, donde cada punto marcado se
encuentra en el centro de las celdas.
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Puntos de medición
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Figura 4.6 Puntos de

Los experimentos consistieron en medir la erosión y depósito para un gasto líquido,
cota del agua y pendiente de la plantilla determinadas previamente.

Al inicio de cada prueba, se cubría el
tondo con una malla plástica para evitar
que el fondo comience a moverse antes
de tener un flujo constante con el caudal
y cota del agua deseados. Una vez
establecido el flujo, se retira la malla y se
empiezan las mediciones. Primero se
midió la variación del nivel del fondo
mientras se circulaba agua por el canal.
Esto se hizo considerando que el
movimiento del fondo es lo
suficientemente lento como para pensar
que las mediciones en una línea en
dirección al flujo son continuas.

El intervalo de tiempo que se deja pasar
entre una medición y otra dependió de
las condiciones del flujo. En general se
siguió el siguiente criterio: con el flujo
establecido se hicieron mediciones cada
15 minutos durante la primer hora,
después se incrementó gradualmente el
tiempo de muestreo, apoyándose en que
las modificaciones del nivel del fondo
más fuertes se manifiestan al inicio. Este

Figura 4.7. Zona de estudio y medidor
topográfico
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proceso originó varias dificultades como fueron: atascamiento de la probeta,
modificación del fondo debido a la presencia del medidor y dificultad para hacer las
mediciones de manera continua. Por tal motivo un grupo de mediciones se realizaron
para un tiempo fijo, es decir, se dejo circular el agua durante el intervalo de tiempo
establecido. Se detuvo el flujo y una vez "seco" el fondo se procedió a medirlo. Con
esta metodología se lograron mejorar las mediciones y evitar las dificultades
anteriormente mencionadas.

Para la medición del movimiento del fondo en la zona de estudio, se monto el equipo
experimental que se muestra la figura 4.7. En ella pueden apreciarse tanto el perfilador
topográfico como las estmcturas que modifican la dirección del flujo. El perfilador
recorre la zona de estudio en dirección del flujo, además se puede mover en la
dirección transversal al mismo, de tal manera que se pueden cubrir todos los puntos de
medición.

La medición del fondo se puede apreciar con más a detalle en la figura 4.8. En esta se
ve el dispositivo en función y las variaciones del fondo.

;S^íí^^ñ^

Figura 4.8. Medidor topográfico en operación.

Durante las etapas de experimentación se consideraron las siguientes condiciones de
flujo.

• Aguas araba. Gasto conocido y constante

• Aguas abajo. Nivel conocido y previamente establecido.

• Malla de calculo de mediciones 10x10 cm. aproximadamente

• Espesor de la cama de arena nivelado antes de cada experimento
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Tiempo de estabilización de las condiciones de flujo igual a una hora, antes de
remover la malla protectora del fondo.

La medición del movimiento del fondo es un proceso muy complejo, como se
observa en los experimentos existen efectos tridimensionales, sobretodo a la salida de
la curva donde el ñujo tiene la mayor modificación.
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capfoio

"Nunca emprenderíamos nada si
quisiéramos asegurar por
antiápado el éxito de nuestra
empresa".

Napoleón Bonapaft

I nicialmente se muestran los resultados numéricos obtenidos al simular
condiciones de laboratorio en un caso unidimensional. Se aprecia de manera
simple la diferencia que existe al simular el movimiento del fondo con tres
criterios de comportamiento morfológico como son: a) considerando una

fórmula de transporte total que emplea un diámetro representativo de toda la
granulometría y lo mantiene fijo, b) usando una fórmula de transporte por fracciones
en la cual se divide la muestra en un número definido de tamaños de dase con un
diámetro representativo para cada uno, los cuales se mantienen constantes durante
todo el cálculo y c) aplicando una fórmula por fracciones, pero considerando que existe
una variación temporal de la granulometría.

En la parte siguiente se analizan los resultados numéricos bidimensionales y se
comparan con las mediciones experimentales.

Se estudiaron los cambios granulométricos asociados a los procesos de erosión y
depósito. Se consideró un tramo de 5.5 m de longitud de sección rectangular que
incluye una curva y que tiene las mismas dimensiones que el modelo experimental. La
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composición granulométrica propuesta, para probar el modelo se muestra en la tabla
siguiente, inidalmente se consideró que el contenido volumétrico de cada fracción en la
muestra es el mismo:

Numero de clase i

Diámetro medio (mtn)

Porcentaje contenido (%)

Porcentaje acumulado (%)

1

0.02

20

20

2

0.16

20

40

3

0.21

60

4

3.5

20

80

5

7.5

20

100

Tabla 5.1. Contenido volumétrico para fracción propuestos

Las condiciones propuestas para la modelación fueron las siguientes:

Gasto líquido, Q = 13.8 1/s; pendiente del fondo, So = 0.0; tiempo de modelación, t ~
3h; tirante aguas abajo, h = O.lO4m; fórmula de fricción aplicada, Engelund; fórmula de
transporte total, Karim; fórmula de transporte por fracciones, Karim

A continuación se granean los resultados obtenidos en esta simulación

, , , ,
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:
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:
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0,24
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2 3

X

cota original

total

c/c granulometrico

s/c granulometrico

Figura 5.1. Movimiento del fondo

Se puede apreciar que existe una diferencia muy marcada entre modelar el movimiento
del fondo utilizando una fórmula de transporte total, una por fracciones sin cambio
granulometrico (s/c) y cuando se calcula por fracciones con cambio granulometrico
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(c/c). Al aplicar transporte total para un rango de sedimentos no uniforme, se tiene una
menor variación en la cota del fondo (línea gruesa), debido en parte a que domina el
efecto del diámetro mayor sobre el promedio total de la muestra. En cambio, al
emplear el transporte por fracciones se tiene mayor movilidad de los granos finos y por
eso se resulta una variación mayor del nivel del fondo (línea fina). Sin embargo," de
manera intuitiva se sabe que a medida que el fondo se va erosionando granos de mayor
diámetro van apareciendo en el mismo, por lo que considerar que la granulomeüía no
cambia infiere cierto error; de igual manera, durante el depósito se va adicionando
material con distinta granulometría que la original, lo cual afecta el transporte. Esta es la
causa principal de la diferencia entre aplicar la fórmula de transporte por fracciones con
y sin cambio granulóme trico. Se destaca de nueva cuenta que cuando se considera
cambio el granulométrico (línea media) la erosión es menor, esto se debe a la aparición
de partículas de mayor diámetro en el fondo. Así mismo durante el depósito, las
partículas finas son arrastradas con más facilidad que el resto por lo que el nivel del
fondo no se eleva tanto como cuando no se incluye la variación granulométrica.

Los cambios gtanulornétricos en la capa superficial del fondo (capa activa) asociados
con su variación se granean en la figura 5.2. B1, B2, B3, B4j B5 son las fracciones
granulométricas asociadas a los respectivos diámetros representativos dp d?, dp d4y d5.
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Figura 5.2. Cambio granulométrico

Partiendo del hecho de considerar que al iniciar la simulación, todas las muestras se
encontraban en la misma proporción (20 %) se aprecia en la gráfica anterior en la parte
donde se tiene mayor erosión como el fondo se va acorazando y como en el tramo
donde se tiene depósito aumenta la proporción de partículas finas.
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Se hace la aclaración que la nueva granulometría obtenida al final del cálculo se
encuentra solamente en una pequeña capa superficial, y por consiguiente una variación
brusca del caudal, puede dejar al descubierto la granulometría inicial, Esta posibilidad se
incluye en de la modelación.

Como se comentó, aplicar fórmulas pata determinar el movimiento del fondo a
partir de un diámetro representativo de partícula en suelos compuestos de
sedimentos heterogéneos, puede no ser la mejor alternativa, ya que al usar una
fórmula de transporte total se subestima el mismo, mientras que al usar la misma
por fracciones se obtiene un transporte mayor. Sin embargo al aplicar el cambio
granulométrico asociado al movimiento del fondo se obtiene una corrección que,
de alguna manera incluye el acorazamiento en la parte donde hay erosión y
depósito con mayor contenido de partículas finas en zonas de baja velocidad. Es
por esta razón que la erosión y el depósito son menores que cuando no se
considera cambio granulométrico. Aunque los resultados parecen estar en
concordancia con la realidad, es necesario validarlos con mediciones
experimentales.

Pensando en el comportamiento del modelo numérico en un caso completamente
unidimensional, se propuso la siguiente simulación. Se modeló la erosión y
depósito para un canal recto con las siguientes características: 0.78m de ancho,
0.5m de largo, So = 0.02 y cubierto con arena con una distribución granulométrica
idéntica a la de los experimentos. Las simulaciones se compararon contra las
obtenidas con el modelo numérico unidimensional NFONDO (Berezowsky y
Jiménez, 1997). En las siguientes figuras se muestran la malla de cálculo, las
condiciones iniciales fueron las siguientes: caudal Q=20 1/s; cota de agua (aguas
abajo), 0.17m; pendiente inicial del fondo, So=0.02; tiempo de modelación, 6h;
fórmula de resistencia al flujo empleada, Engelund-Hansen; fórmula de transporte,
Eneeíund.
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Malla de Cálculo
Caso Unidimensional

NFONDO

X ím\

Figura 5.3 Malla de cálculo caso unidimensional

Movimiento del fondo NFONDO
Q=20 1/s, t=6h, h=0.17m5 So=0.02

A A A A Ato=O.Oh t2=3

ti=0.25h D a a D D a t3=6h O O O O O

0.075

: • i ¡ M i '
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5.4 Resultados a la modelación del fondo aplicando NFONDO
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Malla de Cálculo
Caso Unidimensional

MOVFO2D

"T "hrtt

j ,

.X(m).
Figura 5.5 Malla de cálculo caso unidimensional

Movimiento del fondo MOVFO2D
/s, t=6h, h=0.17ms So=0.02

to=O.Oh
t]=0.25h D a • • a o

t2=3h A A A A A
t3=6h o o O Q - e -

0.75

0.5

0.25

0

0.1

0.075

0.05

0.025

N

5.6 Resultados a la modelación del fondo aplicando MOVFO2D
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En las figuras 5.3 y 5.5 se muestran las mallas de cálculo para los modelos numéricos
NFONDO y MOVFO2D, se aprecia la clara diferencia entre atnbas; siendo la primera
formada por una sola fila de celdas o elementos a lo largo del eje "X," este arreglo se
debe al carácter unidimensional del modelo. En el caso de MOVFO2D y debido a su
formulación bidimensional, el número menor de elementos o celdas que puede tener
en la dirección "Y" es de tres. Esto se debe a la forma en que se resuelven las
ecuaciones para las condiciones de frontera en las márgenes. La condición de flujo
perpendicular nulo con la hipótesis de libre deslizamiento nulo, hacen necesario el
promedio de valores de velocidad para las caras de las celdas, y estos se obtienen a
través de interpolaciones de puntos interiores. En el caso de una sola celda estas
interpolaciones no tendrían mucho sentido, pues no se contara con valores en las caras
perpendiculares de las mismas. Es a partir de la hidrodinámica, que se estima la
evolución del fondo del fondo y su cambio granulométtico, estos procesos se obtienen
para los centros de las celdas.

El modelo numérico NFONDO (Berezowsky y Jiménez, 1997), ha sido probado y
validado ampliamente, por lo que se considera como un fuente confiable que se puede
tomar como referencia pata comparar unidimensionalmente al modelo desarrollado en
este trabajo.

De las simulaciones generadas, se grafican los resultados para los tiempos de 0.25, 3 y 6
horas respectivamente, se encuentra que MOVFO2D (figura 5.6) representa de
manera general la misma tendencia que NFONDO (figura 5.3), aunque se perciben
algunas diferencias. Estas se deben a que el modelo NFONDO no considera la
posible variación de la superficie libre y a que el paso de tiempo es distinto entre los
modelos. En general se piensa que MOVFO2D reproduce de manera aceptable casos
unidimensionales, aunque con el consumo de un alto tiempo de computo.

A continuación se muestran las comparaciones entre resultados experimentales y la
simulación numérica aplicadas al caso bidimensional.

Para la modelación de fondo móvil en 2D en coordenadas curvilíneas generalizadas se
aplican dos criterios. Primero se analizan los resultados obtenidos de manera intuitiva y
se genera un criterio sobre el funcionamiento del modelo numérico. Una vez que se ha
discutido el funcionamiento general del modelo, se procede a calibrarlo y validarlo con
los datos experimentales.
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DIMENTO1

Como se ha discutido a lo largo de este trabajo, el modelo numérico se construye
acoplando el módulo hidrodinámico con el de transporte de sedimentos. Este
acoplamiento se realiza a través de] paso de tiempo. Es decir, primero se calcula la
hidrodinámica y se fijan los valores para después usarlos como datos conocidos en el
módulo de transporte de sedimentos.

Debido a que el transporte de sedimentos y el fondo tiene una escala (escala
morfológica) de tiempo distinta que la hidrodinámica, es posible realizar varios pasos
de tiempo hidrodinámicos antes de acoplar el módulo de sedimentos. Con esta
finalidad, en las siguiente gráficas se muestra la influencia que tiene el paso de tiempo
en el transporte de sedimentos. Se modelaron pasos de tiempo de sedimentos en un
rango entre 5 y 500 pasos hidrodinámicos.

Las condiciones propuestas para la modelación de la influencia del paso de tiempo en
el movimiento del fondo son las siguientes: caudal, Q=13.7 1/s; pendiente del fondo,
So^O.O, tiempo de modelación, t=lh; cota del agua (aguas abajo), h=0.104 m; fórmula
de fricción aplicada, Engelund; fórmula de transporte por fracciones, Karim;
incremento de tiempo hidrodinámico, zl/^O.l s. En este caso y en adelante se utilizarán
las fracciones, diámetros medios y sus porcentajes de contenido en la muestra de arena
empleada durante los experimentos; estos valores se reportan en la siguiente tabla:

Numero de clase /

Diámetro medio (mm)

Porcentaje contenido (%)

Porcentaje acumulado (%)

1

0.02

17.2

17.2

2

0.16

14.8

32

3

0.21

5.8

37.8

4

3.5

46

83.8

5

7.5

16.2

100

Tabla 5-2. Contenido volumétrico de la muestra de sedimentos

En las siguientes gráficas se muestran los resultados obtenidos al simular el
movimiento del fondo con cambio granulométrico y la influencia que tiene el paso de
tiempo.
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Simulación No. 1
Ats = 0.5s

Zm[n=-0.037 Zmáx= 0.013

X(m)

C A P I T U L O 5

Z{m)

m 0.00504111
S 0,000222222
m -0,00459667
jÉ -0,00941556
ü -0.0142344

-0.0190533
-0.0238722
-0.0286911
-0.03351

Figura 5.7 Influencia del paso de tiempo (At sedimentos = 0.5s)

E,

Simulación No. 2
Ats= i 5

Zmín = - 0 . 0 3 7 Zmfa = 0 . 0 l 3

X(m)

0.00986
0.00504111
0.000222222
-0.00459667
-0.00941556
-0.0142344
-0.0190533
-0.0238722
-0.0286911
-0.03351

Figura 5.8 Influencia del paso de tiempo (At sedimentos —ls)
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0 -

Simulación No. 3
Ats = 5s

Zmfn = -0.036 Zmáx = 0.012

X(m)

Z(m)
0.00986
0.00504111
0.000222222

-0.00459667
-0.00941556
-0.0142344
0.0190533

-0.0238722
-0.0286911
-0.03351

Figura 5.9 Influencia del paso de tiempo (At sedimentos = 5s)

>

Simulación No. 4
zífs=1Os

= -0.035 Zmáv = 0.012

X(m)

2(m)
0.00986
0.00504111
0.000222222

-0.00459667
-0.00941556
-0.0142344
-0-0190533
-0.0238722
-0.0286911
-0.03351

Figura 5.10 Influencia del paso de tiempo (At sedimentos = 1 Os)
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Simulación No. 5
¿lís=50s

Zmín =-0.036 Zmáx = 0.013

X(m)

Z(m)
0.00986
0.00504111
0.OOO222222

-0.00459667
-0.00941556
-0.0142344
-0.0190533
-0.0238722
-0.0286911
-0.03351

Figuta 5.11 Influencia del paso de tiempo (At sedimentos = 50s)
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El paso de tiempo empleado (0.5, 1, 5,10 y 50 segundos), equivale a realizar 5, 10, 50,
100 y 500 veces el calculo hidrodinámica antes de proceder al módulo de sedimentos.

En las figuras se aprecia que en un rango entre 5 y 100 pasos hidrodinámicos, no hay
diferencias significativa en el cálculo del movimiento del fondo. Esto en fines prácticos
se traduce en un ahorro de tiempo de calculo, ya que se puede proponer un paso de
tiempo para el calculo de sedimentos de hasta 100 veces la hidrodinámica y obtener
buenos resultados. Se hace notar que entre menor sea el paso de tiempo entre la
hidrodinámica y los sedimentos, el modelo tendrá mejor respuesta, pero con la
consecuencia que el tiempo de calculo aumentará significativamente. Esto se debe a
que las variables involucradas en el proceso toman valores del paso anterior de tiempo,
por lo que entre mayor sea éste, los valores estimados se encontraran más alejados del
valor real y por consiguiente se tendrá un error en los cálculos. Por lo tanto, en cada
problema, se debe "ajustar" el paso de tiempo. La finalidad es que no sea tan grande
como para originar errores sustanciales, pero tampoco tan pequeño que origine un
tiempo de cálculo poco práctico. Por lo tanto se recomienda usar un paso de tiempo
intermedio y cuyos valores representen adecuadamente a las variables involucradas.

Í N T R K APLICAR FORMULAS DE T

En este punto se estudia la influencia que se tiene la aplicación de las formulas de
transporte de sedimentos en sus distintas variantes, que son: transporte total,
transporte por tracciones y transporte por fracciones con cambio granulométtico
asociado al movimiento del fondo.

Como se comentó en el capítulo 2, existen una gran variedad de fórmulas de
transporte de sedimentos; por lo que, en este trabajo se adoptó el empleo de la
ecuación desarrollada por Karim (1998), para transporte total y su variante por
fracciones.

La fórmula de transporte por fracciones a la cual se asocia el cambio de granulometría,
no se modifica en su estructura. La diferencia en su aplicación se encuentra en el
tratamiento que se da al fondo y la consideración de la "capa activa", tal y como se
describe en el capítulo 2.

La formula de Karim(1998) en su estructura original considera una constante empírica
k=:0.00139, que en este trabajo se obtuvo de los datos experimentales y fue igual a
0.0139, pero en general se recomienda estimarla para cada problema de estudio.

En las gráficas siguientes se pueden apreciar los resultados obtenidos de. la simulación
numérica, considerando los tres criterios de aplicación de la formula de transporte tal y
como se discutió con anterioridad, las condiciones iniciales son las mismas que en la
simulación para los distintos pasos de tiempo.
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Simulación No. 6
Transporte Total t = 1h

Zmin =-0.027 Zmáx =0.0068

Z(m)
0.01
0-00666667
0.00333333
3.46945E-18

-0.00333333
-0.00666667
-0,01
-0.0133333
-0.0166667
-0.02

V..- -

X(m)

Figura 5.12 Simulación 6 (fórmula de transporte total)

Simulación No. 7
Transporte Fracciones

s / cambio granulométrico
t = 1 h

Zmín =-0.036 Zmáx = 0.013

Z(m)
0.01
0.00666667

0.00333333

-3.46945E-18

-0.00333333

-0.00666667

-0.01

-0.0133333

-0.0166667

-0.02

X(m)

Figura 5.13 Simulación. 7 (fórmula de transporte por fracciones)
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o -

Simulación No. 8
Transporte Fracciones

c / cambio granulométrico
t = 1 h

Zmín=-0,019 Zmáx= 0.013

0.01

0.00666667
0,00333333
-3.46945E-18
-0.00333333
-0.00666667
-0.01
-0.0133333
-0.0166667
-0.02

i i i

X(m)

Figura 5.14 Simulación 8 (fórmula con cambio gtanulométrico)
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Se hace evidente que existen diferencias apreciables durante la simulación del
movimiento del fondo, dependiendo del tipo de enfoque de transporte seleccionado.
La zona modificada depende de la cantidad de material arrastrado, y es distinto en cada
caso. Cabe la pena mencionar que, aunque la formula de transporte sea la misma, las
consideraciones realizadas en su aplicación son las que le dan el carácter distinto. En
forma general se puede concluir que las tres maneras de aplicar la formula de
transporte, bajo las misma condiciones responden de manera similar. Aunque casos
como el acorazamiento de partículas finas, solo puede considerarse al emplear una
granulotnettía variable. La elección de alguna de las versiones dependerá del grado de
detalle del problema en estudio. La diferencia entre la aplicación de cada una de ellas se
pueden considerar dentro de un rango de variación aceptable, pero se necesita analizar
cuál reproduce mejor al fenómeno.

Con esta finalidad y pata poder emitir un criterio más amplio acerca de las ventajas que
se tienen entre seleccionar un tipo de transporte y otro, a continuación se muestran las
mediciones obtenidas de una serie de experimentos y realizados dentro de las
instalaciones del Instituto de Ingeniería de la UNAM.

, Se comparan y discuten los resultados medidos contra los obtenidos por medio de la
simulación y se genera un criterio de selección apoyándose en la respuesta encontradas.

M 01) E L A CIO N N U M E M I C A.

Las condiciones iniciales fueron: caudal (aguas arriba) y cota del agua (aguas abajo). La
composición granulométrica consistió de los siguientes diámetros: d¡—0.02mm,
<^=0.016mm, 43~0.2ítxím, d4—3.5mm, ¿/5=7.5mm. Cada tamaño representativo en la
muestra se encuentra en una proporción del 17.2%, 14.8%, 5.8%, 46% yl6.2%
respectivamente.

Las condiciones de laboratorio y los procedimientos utilizados durante las mediciones
son los descritos en el capítulo 4. Se comenta que durante la simulación numérica al
igual que durante la experimentación, se dejó un tiempo de 1 hora para estabilizar el
flujo antes de iniciar el transporte de sedimentos: La maya de cálculo utilizada y los
campos de flujo establecidos para la modelación se reportan en el apéndice "C".

Debido a que en las gráficas de algunas de las modelaciones numéricas se aprecia cierta
inestabilidad, se empleó un filtro para suavizar los resultados numéricos obtenidos. El
filtro empleado es como el propuesto por Abbot (1979), pero modificado para un
flujo bidknensional. La utilización de filtros es una práctica común en modelación
matemática, como puede verse por ejemplo en Wcare (1976), Fálconeu (1980), Stelüng
(1980) y Cmz(1991) entre otros. En el apéndice "D" se puede consultar la adaptación
del filtro y sus características.

Se realizaron los seis experimentos que se reportan en la tabla siguientes:
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Experimento

1

2

3

4

5

6

Caudal Q (l/s)
Aguas arriba

14.0

13.8

13.2

14.8

14.8

15.0

Cota del agua (m)
Aguas abajo

0.104

0.104

0.100

0.104

0.104

0.104

Pendiente del
fondo (So)

0.004

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

Tiempo final
reportado (h)

4.0

4.0

5.0

5.0

3.0

5.0

Tabla 5.3. Condiciones de los experimentos
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EXPERIMENTO NO. 1

2.5

1.5

0.5

Experimento No. 1

X(m)

Figura 5.15 Mediciones Experimentales No. 1

Zfm)
0.05
0.0377778
0.0255556
0.0133333
0.00111111
-0.0111111
-0.0233333
-0.0355556
-0.0477778
-0.06

2.5

1.5

Simulación No. 1
Fórmula de

transporte total

0.5

Z(m)
0,05
0.0377778
0.0255556
0.0133333
0.00111111
-0.0111111
-0.0233333
-0.0355556
-0.0477778
-0.06

X(m)

Figura 5.16 Simulación No. 1 (Transporte total)
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2.5

1.5

0.5

° 1

Simulación No. 2
Fórmula de transporte

por fracciones s/c
granulométrico

Z(m)
0.05
0.0377778
0.0255556
0.0133333
0.00111111
-0.0111111
-0.0233333
-0.0355556
-0.0477778
-0.06

X(m)

Figura 5.17 Simulación No. 2 (Transporte sin cambio granulométrico)

2.5

1.5

0.5

0 L

Simulación No. 3
Fórmula de transporte

por fracciones c/c
granulométrico

Z(m)
0.05
0.0377778
0.0255556
0.0133333
0.00111111
-0.0111111
-0.0233333
-0.0355556
-0.0477778
-0.06

X(m)

Figura 5.18 Simulación No.3 (Transporte con cambio granulométrico)
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Las tendencias en la simulación numérica son similares; al emplear las distintas
variantes de las formulas de transporte, aunque se aprecian diferencias en cuanto a la
forma y magnitud de las variables modeladas.

Al aplicar una formula de transporte total (figura 5.16), los procesos de erosión y
depósito se concentran más en algunas zonas especificas dentro del área de estudio.
Este hecho se puede justificar al considerar un tamaño de grano representativo para
toda la muestra y su invariabilidad con el tiempo; es decir, bajo las mismas condiciones
de flujo los procesos de erosión y depósito no se ven alterados por el movimiento de
los granos, solamente se rigen por las variables hidrodinámicas. Por esta razón, se nota
una mayor erosión en donde las velocidades son mayores; mientras que, los posibles
efectos de acorazamiento o depósito de partículas finas no se considerados.

Cuando se aplica una fon-nula de transporte por fracciones (figura 5.17), se encuentra
una mayor área de influencia afectada por el movimiento de partículas. Esta nueva
configuración del fondo se origina como resultado de considerar que se tiene una
distinta movilidad de los granos que componen el material del fondo al ser
transportados dependiendo de su tamaño; es por ello, que lo efectos ya nos son tan
localizados. Aunque una vez más., efectos como el acorazamiento o el depósito de
partículas finas no es considerado.

La realidad implica una variación granulométrica en el tiempo, lo cual posibilita la
aparición de zonas acorazados y/o el depósito de material fino en la superficie del
fondo. Este cambio en la composición, afecta la movilidad de las partículas que
componen el fondo; por tanto, la configuración del mismo se ve alterada. Efectos
como el acorazamiento, reducen el transporte de partículas, lo cual repercute en un
menor grado de erosión, mientras que el depósito de partículas finas posibilita una
mayor movilidad en la superficie. Además estos cambios en la composición, afectan la
rugosidad del fondo y las condiciones hidrodinámicas se ven alteradas. Se piensa que
los fenómenos de erosión, depósito y evolución del fondo reproducen mejor la
realidad, al hacer estas consideraciones de cambio granulométrico. Al comparar las
figuras 5.16, 5.17 y 5.18 contra los resultados medidos experimentalmente (figura 5.15),
se aprecia claramente la diferencia que existe al aplicar la formula de transporte en sus
distintas variantes. De estas, se ve que la mejor representación en cuanto a forma y
escala se logra con la fórmula de transporte por tracciones que considera el cambio
granulométrico asociado el movimiento del fondo. Además es importante destacar que
aunque la granulometría es uniforme, la influencia al modelar con granulometría
variable es significativa y si afecta los resultados.

A continuación se grafican los experimentos 2, 3, 4, 5 y 6 y a partir de estos resultados
se hacen los comentarios pertinentes y se genera un criterio acerca del funcionamiento
del modelo matemático propuesto.
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EXPERIMENTO NO. 2

2.5

1.5

0.5

Experimento No. 2
Zírrrt
0,05
0.0372222
0.0244444

•~j 0.0116667
-0.00111111
-0.0138889
-D. 0266667
-0.0394444
-0.0522222
-0.065

\

X(m)

Figura 5.19 Mediciones Experimentales No.2

2.5

1.5

0.5

Simulación Exp. 2
Fórmula de transporte

por fracciones c/c
granulométrico

7 (m\
1
m

— >• v

0.05
0.0372222
0.0244444
0.0116667

^-0.00111111
'Hj -0.0138889

B

-0.0266667
-0.0394444
-0.0522222

Í§¡ -0.065

X(m)

Figura 5.20 Simulación Experimento No.2
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EXPERIMENTO NO. 3

2.5

1.5

0.5

Experimento No. 3

X(m)

Figura 5.21 Mediciones Experimentales No. 3

2.5

1.5

>-

0.5

Simulación Exp. 3
Fórmula de transporte

por fracciones c/c
granulométrico

X(m)

Figura 5.22 Simulación Experimento No.3

LJ

Z(m)
0.036
0.0218889
0.00777778
0.00633333
0.0204444
0.0345556
0.0486667

í 0.0627778
0,0768889
0.091

Zfm)
0.036
0.0218889
0.00777778
-0.00633333
-0.0204444
-0.0345556
-0.0486667
-0.0627778
-0.0768889
-0.091
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EXPERIMENTO NO. 4

2.5

1.5

>

0.5

Experimento No. 4

X(m)

Figura 5.23 Mediciones Experimentales No. 4

2.5

1.5

>-

0.5

Simulación Exp. 4
Fórmula de transporte

por fracciones c/c
granulométrico

-1

X(m)

Figura 5.24 Simulación Experimento No.4

2(m)
0.11
0.0872222
0.0644444
0.0416667
0.0188889
-0.00388889
-0.0266667
-0.0494444
-0.0722222
-0.095

Zím)
0.11
0.0872222
0.0644444
0.0416667
0.018B889
-0.00388889
-0.0266667
-Ó. 0494444
-0.0722222
-0.095
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Experimento No. 5
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Figuía 5.25 Mediciones Experimentales No, 5
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Z(m)
o.r '
0.0822222
0.0644444
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0.0288889
0-0111111
-0.00666667
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Simulación Exp. 5
Fórmula de transporte por
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°o

*.* ~
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0.0644444
0.0466667
0.0288889
0.0111111
-0.00666667
-0.0244444
-0.0422222
-0.06

X(m)

Figura 5.26 Simulación Experimento No.5
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EXPERIMENTO NO. 6

2.5

1.5

0.5

Experimento No. 6

X(m)

Figura 5.27 Mediciones Experimentales No. 6
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Figura 5.28 Simulación Experimento No.6

Z(m)
0.0425
0.0294444
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0.00333333
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Simulación Exp. 6

rormula de transporte por
fracciones c/c

granulométrico

Z(m)

1

^A
*«<
S Í

0.0425
0.0294444
0.0163889
0.00333333

-0-00972222
-0.0227778
-0.0358333
-0.0488889
-0.0619444

• -0.075
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Como se puede apreciar en los experimentos anteriores cada uno es único y sus
valores, aunque parecidos son irrepetibles. La experimentación involucra la
combinación de muchas variables, por lo que cierta aleatoriedad siempre esta presente.

La aparición del concepto de "capa activa" ha significado un cambio en la forma de
pensar sobre el intercambio de partículas y su transporte en el fondo. Esto se debe a la
posibilidad de poder representar un volumen donde se hace el balance de cada tracción
de la muestra de suelo. Esta particularidad permite establecer un conjunto de
ecuaciones donde se consideren como variables, no solo al movimiento del fondo, sino
también a la composición granulométrica del mismo.

Así se pueden calcular el movimiento del fondo y la variación granulométrica en
función del tiempo. Los resultados de este tipo de modelación se espera que sean más
representativos del fenómeno, pues estas consideraciones son las que más se asemejan
a la realidad. En las modelaciones realizadas en este trabajo se percibe una buena
representación, tanto en la forma como en la magnitud de los resultados obtenidos
comparados contra las mediciones experimentales.

Debido a la dificultad para encontrar datos experimentales reportados en la literatura y
pensando en lo complicado de la simulación, se consideran a los resultados obtenidos
como buenos, aunque no sin destacar que se observa una sobreestimación del área de
influencia en zonas determinadas, así como una mejor representación de las zonas
erosionadas comparadas con las zonas con depósito.

Debido al carácter biditnensional del modelo, es difícil apreciar la comparación
cuantitativa de la evolución del fondo. Pero, con la finalidad de dar otra visión, se
pueden considerar algunas zonas específicas para su comparación. Aquí se seleccionó
la zona de mayor contracción y se hizo un corte perpendicular, pensando que es una
de las zonas de más interés por ser donde hay mayor erosión. Las diferencias entre la
modelación y la experimentación se muestran a continuación.

Se hace notar que los valores de las secciones medidas son interpolados a partir de
datos puntuales medidos; es decir, las curvas se encuentran suavizadas para que se
puedan comparar contra los resultados numéricos.
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Comparación Exp. No. 1
Cotas del fondo X-1.0 m

Calculadas

Figura 5.29. Corte en el estrechamiento Exp. 1

Comparación Exp. No. 2
Cotas del fondo X=1.0 m

• • D Calculadas

3 -0.05

0.2
Y(m)

Figura 5.30. Corte en el estrechamiento Exp. 2

Comparación Exp. No. 3
Cotas del fondo X=1.0 m

• Da Calculadas

ij ¿....,

" " • f

- •Ha- 1 7 1 ' 1 ' '
•E-0.05 • -

0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 5.31. Corte en el estrechamiento Exp. 3

Comparación Exp. No. 4
Cotas del fondo X—1.0 m

Q D D Calculadas

0,2
Y(m)

Figura 5.32. Corte en el estrechamiento Exp. 4

-0.1

Comparación Exp. No. 5
Cotas del fondo X—1.0 m

D D D Calculadas

0

-0.05

0.1 0.2 0.3 0.4

Comparación Exp. No. 6
Cotas del fondo X—1.0 m

D D P Calculadas

5 • ^--r-

• . '• ''.i

0.2
Y(m)

0.4

Figura 5.33. Corte en el estrechamiento Exp. 5 Figura 5.34. Corte en eí estrechamiento Exp.6
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Se nota que existe una diferencia entre los resultados medidos experimentalrnente
y los simulados, ya que el grado de erosión es mayor en los datos experimentales
que en los simulados numéricamente. También se aprecia que en la simulación el
área de influencia obtenida a partir de la simulación, es mayor que la medida
exp crimen talmente, es decir, aunque la erosión no es tan profunda como en los
resultados experimentales, el área erosionada es levemente más ancha. Para la
sección seleccionada, los resultados numéricos no difieren mas allá de un 30 %,
valor aceptable para este tipo de trabajos (van der Zwaard, 1974). Por lo que la
forma de la sección obtenida es en general muy semejante a la medida, aunque hay
diferencias en algunos zonas.
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S e desarrolló un modelo numérico tridimensional de fondo móvil en coordenadas
curvilíneas generales, el cual considera el cambio en la distribución granulométrica
asociado al movimiento del fondo.

Las hipótesis básicas introducidas en el algoritmo de solución del modelo fueron las siguientes:

• Se aplicó el concepto de capa activa, como la principal hipótesis para estimar el cambio en
la granulometría del fondo

• Se consideró que todas las partículas dentro de la capa activa están igualmente expuestas al
movimiento, independientemente de su localización

• Con fines de simplificación, el caudül de sedimentos suspendidos no fue calculado
separadamente de los sedimentos del fondo; ambos se estimaron aplicando una formula
de transporte total

Las contribuciones originales aportadas por el presente trabajo son:

• La generación de un modelo numérico bidimensional de fondo móvil en coordenadas
curvilíneas generales.
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• La determinación del cambio granulométrico asociado al movimiento del fondo

• La aplicación del concepto de capa activa en la solución de las ecuaciones de sedimentos
en coordenadas curvilíneas generales

• La generación de un modelo matemático de escala media

Los resultados calculados a partir del modelo numérico se compararon contra mediciones
experimentales, encontrando resultados muy interesantes entre los cuales se destacan los
siguientes:

• Como se ve en la experimentación, la erosión y el depósito en cauces donde se tienen
curvas tiene efectos tridimensionales; por lo que, en problemas donde las ecuaciones
promediadas en la profundidad sean aplicables, se recomienda el uso modelos
bidimensionales que puedan de proporcionar información de la erosión y el depósito tanto
longitudinalmente como transversalmente.

• El tratamiento del fondo móvil a través de las distintas variaciones de las fórmulas de
transporte (total, por fracciones y por fracciones con cambio granulométrico) simula
aspectos distintos en la caracterización del fondo

• Se considera que el mejor pronóstico de la configuración del fondo, se obtiene cuando se
modela a través de una fórmula de transporte en la que se considera la variación
granulométiica asociada

Entre las aplicaciones que se pueden dar al modelo son (como se comentó en el capitulo 1):

• Estudio de protecciones marginales

• Rectificación de ríos

• Estudios de erosión y depósito en tramos de curvas de ríos

• La determinación de efecto promedio que pueden causar cualquier tipo de estructuras
que modifiquen el equilibrio natural en ríos, siempre y cuando las ecuaciones
promediadas en la profundidad sean aplicables.

• Pueden ser una alternativa a la construcción de modelos físicos de fondo móvil a
escala reducida

Algunas de las ventajas del modelo desarrollado son:

• Gracias al sistema de referencia en coordenadas curvilíneas generales, es posible
representar fronteras físicas irregulares con una buena respuesta

• La aplicación del operador de separación al resolver el sistema de ecuaciones, permite
explorar diversas técnicas de solución para cada proceso involucrado (advección,
difusión y propagación)
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• La programación del modelo numérico se hace en forma modular, por ío que se tiene
la posibilidad de escoger entre distintas formulas de fricción (Engelund-Hansen,
Chezy, Manning, Cruikshnak-Maza, Vantijn, Karim-Kennedy) y de transporte de
sedimentos (Engelund, Vanrijn, Karim)

• Se tiene la posibilidad de adicionar nuevas fórmulas con relativa sencillez

Nuevas líneas de investigación que surgen a partir del trabajo de investigación y que le
pueden dar continuidad son:

• El estudio y análisis de la capa activa donde se consideren como puntos principales

• El espesor límite

• La revisión de hipótesis realizadas durante la erosión y el depósito

• La variación y arreglo entre estratos

• El acorazamiento

La inclusión de los sedimentos suspendidos donde se aborden casos como:

• Una fuerte contribución de sedimentos suspendidos

• La solución simultánea de las ecuaciones de sedimentos e hidrodinámicas en los procesos
de advección y difusión

• Consideraciones de transporte en suspensión, de fondo y su mezcla

El desarrollo del modelo pensando en fronteras móviles que incluiría:

• Hipótesis básicas del movimiento y estabilidad de las márgenes

• Modelo hidrodinámico adaptable a las fronteras

• Modelo de fondo móvil con cambio granulométrico

De igual manera, numéricamente se pueden hacer muchas mejoras, explorando nuevas
técnicas de solución, de acoplamiento del sistema de ecuaciones y distintas formas de
programación.

Finalmente se dirá que el estudio y movimiento del fondo es un problema muy complejo,
donde se involucran dos procesos que van relacionados mutuamente como son: la
hidrodinámica y el movimiento de sedimentos.

En este trabajo se pretendió explotar una de las técnicas de solución que se pueden aplicar en
este tipo de modelos; la simulación bidimensional en coordenadas curvilíneas generales. Los
resultados obtenidos se consideran satisfactorios y se tiene optimismo en seguir trabajando
con esta línea de investigación, aunque claro, no se descartan la adición de nuevas técnicas y
posibles mejoras que vayan surgiendo con el tiempo y que refuercen el trabajo realizado.
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La discretización de la ecuación de continuidad global de sedimentos, que
después de sel' linealizada con la ecuación (3.1), se teesciibe como:

donde:

9IL = ^1
dS¡ dz,, Ai

5 / Ip (A.l)

(A.2.)

(A.3)

-F, 111 cll+1

k=l

(A.4)

En estas ecuaciones, el subíndice kk denota la variable de sedimento evaluada,
mientras que k denota el tamaño de clase de una tracción particular de sedimento.
Como todas las variables son evaluadas en el punto P, no es necesario un subíndice
para denotarlo.

La discretización de la ecuación de continuidad para el tamaño k-ésimo de sedimento
en la capa activa ecuación (3.2), después de ser linealizada, se escribe como:
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«2*.l A5I + G2k,2^2kk = / , * l^=l,k (A.5)

donde:

dS
<Z« i = — ""- ~ — -—- " - — — ~— p;"'\£,t I. — l*b" I. , (A (V)

dF dF
lk ik

=
si > é í ^ (A.7)

5S2 dpti

2/í 2í: i J \ r ) \ m r? n+\ m / ? " + 1 | 7 J T V I

si k—kk (A.8)

aquí (£,„) 2í.t denota la derivada del espesor de la capa activa con respecto a la variable

S2kk ~~
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Apéncfice

Se introduce el coeficiente de peso a e [0,1] para afectar las derivadas espaciales.
Sustituyendo los términos de los esfuerzos en el fondo descritos con las
ecuaciones 2.4 y 2,5, las ecuaciones 3.13 y 3.14 se escriben como:

A T T \ -> ->

— +adivUn+1 + (l-a)divUn =0 (B.l)
At ; (Xy)

u -u
At

g[ohn+1gradHIH'1 +(l-a)hngradH"]+gSr =0 (B.2)

Con la finalidad de que S,- quede en término de la velocidad y poder integrada de forma
implícita en la solución se usa la siguiente aproximación:

Sf = U Sf] (B.3)

donde el término S» depende de la fórmula de fricción elegida y está en función de la
velocidad calculada a partir de la etapa anterior. Así la ecuación (B.2) queda:

— — + glahn+lgradHn+1 +(l-a)hngradHnj+gU Sfl - O (B.4)

La forma de la ecuación B.4. permite evaluar el término de fricción de manera semi-
implícita.

El término S» se obtiene a partir de las ecuaciones básicas de fricción y se busca que
tengan la forma de la ecuación B.3. A continuación se muestran las ecuaciones de
fricción aquí empleadas en la forma deseada.
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u
s,, = *-V

donde

C — coeficiente de rugosidad Chezy

(B.5)

U
S f l - • - ' I / " -

h / 3

donde

K = coeficiente de rugosidad Mannint

(B.6)

u
v J

(expb*2)-l

c

donde

k =
'65

kÁa

E N G E L O N D - HA.NS.

kÁD 65

1.25

(B.7)

(B.8)

(B.9)
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AD
(B.10)

35

Se, —

75.1ghD65(h
D65

.25
(B.11)

donde los valores de a y b, se obtienen de la siguiente tabla (Berezowsky y Jiménez,
1993).

Confiímración del
fondo

Fondo plano

Dunas 1

Dunas 2

Dunas3

Fondo plano

Rango de 0

0< 0.055

0.055 < 0<OJOO

0.300 < 6< 0.900

0.900 < 0 < 1.080

toso <e

a

1.000

0.143

0.439

0.698

1.000

B

1.000

0.328

1.259

5.760

1.000

Tabla A.l. Valores de los coeficientes a y b de la formula de Engelund-Hansen

En régimen inferior

r ..7./V-193

= A ^ ~

7.58w<
0.634

(B.12)

si
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83.5
0.350

(B.13)

En régimen superior

.841

U

S f l = A -

6.50w,50

0.644 2.841
(B.14)

SI

S f l >

66.5
0.382

(B.15)

Los flujos U y F s e pueden encontrar a partir de la ecuación B.4. como se indica a
continuación

! A t
U

donde

Ci =I + gAtSfl

— _!At.[ahn+1gradHn+1 +(l -a)hngradHn] (B.16)

(B.17)

A partir de B.16 y B.17, las derivadas de los flujos unitarios U y V se pueden expresar
en términos lineales en función del cambio de la cota de la superficie libre del agua.

Desarrollando en coordenadas curvilíneas los operadores divergencia de U que
aparecen en la ecuación 3.13 se obtiene:

(B.18)

(B.19)

Adicionaknente, la variación en el tiempo de la cota de la superficie libre del agua, H, se
escribe:

82



A P É N D I C E B

De manera que la ecuación 3.13 queda

(B.21)

Las derivadas de los flujos unitarios U y V se pueden obtener a partir de:

(B.22)

(B.23)

Considerando las ees (B.22) y (B.23), separando el componente X:

C1 C1

.n+l

(B.24)

En esta última ecuación si se considera que Hn+l = Hn 4- A// y hn+1 = h" + &H

C¡ Cj J **

c,

(B.25)

O de manera simplificada:

Un+l = + y2 (B.26)

Similarmente en el componente Y:

Vn+] = a3ÁH1} (B.27)

con :
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ag&t ,,,

(B.29)

(B.30)

a

(B.32)

(B.33)

a

M L (B.36)

(B-37)

(B.38)

(B.39)

La discretización de la ecuación B.21, puede desarrollarse linealmente en témiinos del
cambio en la cota de la superficie libre del agua usando las expresiones (B.26) — (B.39).
Tal como se indicó, esta ecuación se discretea alrededor de los nodos de la malla H de
la figura 3.1 con la intención de resolver la etapa de propagación.
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L a principal característica del modelo numérico es la transformación del espacio
geométrico normalmente referenciado en el cartesiano a un espacio curvilíneo.
La idea principal es dividir la geometría del fluido en pequeños elementos o
células y resolver el sistema de ecuaciones en cada una. En el presente trabajo

se utilizó un generador elíptico para distribuir suavemente puntos en una malla con
estructura cuadriteral, donde los elementos no necesariamente tienen que cumplir con
criterios de ortogonalidad (Olsen,1997).

En la figura (C.l), se puede apreciar la malla de cálculo generada para resolver el
sistema de ecuaciones. En ella se puede apreciar claramente como algunos de sus
elementos no son ortogonales.

Este tipo de transformación a un sistema de referencia curvilíneo facilita la
representación de fronteras físicas irregulares, como son las que se presentan en la
naturaleza.

E n las figuras C.2 y C.3 se muestran los campos de flujo calculados a partir de las
condiciones iniciales y de frontera. Como el rango del gasto líquido no fue muy grande
(13.8 a 15 1/s) no existe una gran variación entre un experimento y otro, por lo que de
manera representativa solamente se muestran dos casos, siendo los restantes muy
similares.

La hidrodinámica representada en estas figuras corresponde al 1 hora de modelación

con el fondo fijo, es decir primero se estabilizo el flujo y después se inicio el estudio del

movimiento del fondo.
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MALLA DE CALCULO

Figura C.l. Malla de cálculo

1 2
X(m)

2.5

2

1.5

1

0.5

0

Q =
So =

1

I

HIDRODINÁMICA

141/S h = 0.104
= 0.004 t = 4 h

m/s

l , , i , 1 , i , i 1

Figuta C.2. Campo de flujo líquido (Experimento No. 1)
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1.5
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0.5

A P É N D I C E C

HIDRODINÁMICA

Q = 13.8l/s h = 0.104
So = 0.00 t = 4 h

1 m/s

J 1 L

X(m)

Figura C.3. Campo de flujo líquido (Experimento No. 2)
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Apéncfce

D ebido a que el método de difeiencias finitas es aproximado e induce errores
numéricos de truncado, el método de solución puede no tener una solución
numérica estable. Para lograr la estabilidad del modelo es común aplicar un
filtro que suavice la solución.

En el modelo numérico desarrollado en el presente trabajo, se aplica un filtro como el
propuesto por Abbot (1979), pero se ha adaptado a un flujo bidimensional. El filtro
consiste en modificar a cada una de las variables dependientes en función de los
valores vecinos de la misma variable.

Esta representación se escribe como:

R^X^j+X^ + X^+X,^ (D.l)

Xft¡ = (l - 4a)Xtj + a Rf (D.2)

donde: X¡- es la variable a filtraí, Ry es el promedio de los valores en las celdas vecinas,

a es un factor de peso el cual varia (0 < a < 0.25) y X\ - es la variable filtrada.

Puesto que la variable filtrada se obtiene con base en el promedio pesado de las
variables en las celdas vecinas, al aplicar la expresión D.2 a las celdas que definen las
fronteras, se debe tener cuidado de que el promedio sea solamente con las celdas en las
que se tiene valor.

En las siguientes gráficas se aprecia la influencia del valor de el factor de peso a en la
estimación del movimiento del fondo.

Para elegir el mejor valor de a, las gráficas de la simulación se compararqn contra.los.
datos medidos experimentalmente. Encontrando que la mejor, representación se
obtiene para un valor de a = 0.01 que se aplica cada 10 incrementos de tiempo.
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1.5

X(m)

-

Filtro = 0.0

-
-
-
-

Z(m).
0.0696958
0.0523588
0.0350217
0.0176847
0.000347622

-0.0169894
-0.0343265
-0.0516635

r- ' -0.0690006
b ¿ -0.0863376

*

• . . , , ! , , . 1

Figura D.l Influencia del factor de peso en la simulación numérica

2

1.5

1 1

0.5

0

Filtro = 0.001

- , , i , i , . i

Z(m)
0.0600273
0.0432445
0.0264616
0.00967871

-0.00710416
-0.023887
-0.0406698
-0.0574528
-0.0742357
-0.0910185

1 2 3
X(m)

Figura D.2 Influencia del factor de peso en la simulación numérica
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1.5

0.5

Filtro = 0.005
Z(m)
0.0468248
0.0342895
0.0217541
0.00921872
-0,00331665
-0.015852
-0.0283874
-0.0409228
-0.0534581
-0.0659935

r
X(m)

Figura D.3 Influencia del factor de peso en la simulación

1.5

0.5

: Filtro = 0.01

-

r
t
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W

M
m
iü
n
mi

Z(m)
0.0391099
0.0293087
0.0195075
0.0097063

-9.490S5E-05
-0.00989612
-0.0196973
-0.0294985
-0.0392998
-0.049101

X(m)

Figura D.4 Influencia del factor de peso en la simulación
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1.5

0.5 -

Filtro = 0.05

X(m)

Z(m)
0.0351297
0.0264342
0.0177387
0.00904315
0.000347646

-0.00834736
-0.0170434
-0.0257389
-0.0344344
-0.0431299

Figura D.5 Influencia del actor de peso en la simulación
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