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Capítulo 1

Introducción

1.1 Orden y desorden en sólidos: Amorfos, quasicristales y

vidrios

En eí proceso de formación de un sólido son varios los factores que determinan la estructura

final del mismo. Por ejemplo pueden mencionarse los enlaces químicos, el tiempo transcurrido

para que los átomos alcancen sus posiciones de equilibrio finales, la movilidad de los átomos, los

procesos térmicos a los que el material es sometido, y otros. Como resultado de esto los sólidos

presentan estructuras específicas, y como sabemos el arreglo interno determina en gran parte las

propiedades físicas del sólido. Podemos referirnos por ejemplo a las propiedades electrónicas,

existe una gran diferencia en la conducción en un material cuyos átomos se disponen de manera

ordenada preservando simetría de traslación, con otro en el que sus átomos o moléculas no tienen

orden de largo alcance y se arreglan en una malla irregular en todo el espacio. También en el

caso de las propiedades termodinámicas, se observan rasgos característicos en las curvas de calor

específico y coeficiente de dilatación térmica dependiendo de la estructura,, Una clara diferencia

se encuentra en los patrones de difracción correspondientes a cristales, quasicristales y amorfos;

mientras que en los dos primeros se distinguen puntos específicos con intensidad variable (que

depende del factor de estructura) que reflejan la simetría existente, en los materiales amorfos

estos patrones presentan anillos difusos que son consecuencia de la pérdida de orden a unas

cuantas distancias inteiatómicas. Observemos la figura 1-1; en ella se encuentran los patrones de
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Figura 1-1: Patrones de difracción correspondientes a arreglos (a) cristalino, (b)amorfo y (c)
quas i cristalino.

difracción cor respondientes a estas estructuras. 10) patrón asociado a un cristal osla compuesto

de puntos bien definidos. Lo cual es una consecuencia del orden tiaslacional de largo alcance que

genera planos atómicos igualmente espaciados. En la figura 1-la se presenta el patrón asociado

a un cristal de NaCl. La figura 1-lb corresponde ai patrón de difracción de un sólido amorfo,

y se pueden apreciar los anillos arriba mencionados, los cuales están asociados a la pérdida

de orden de largo alcance. Este patrón proviene de una muestra de hierro. Finalmente en la

r i f - í i i m I ' 1< HÍ: n i i n i < ! i t í : t n < i | p a t r ó n *U-- d i f u u t H ' H I a n o n a d a n . l n Í U H O q u a n i r i i n l i i l i i m <!<• A l - M u .

Eu un arreglo ordenado todas las cantidades físicas mediblcis reflejan la periodicidad de la ic-d

[1], A continuación se hará una descripción breve de las estructuras mencionadas arriba, a

fin de resaltar sus características principales. El objetivo es dar un panorama general de los

sólidos, e identificar entonces aquellos que podernos describir con el modelo de crecimiento que

se presenta en este trabajo.,

Una forma de clasificar un material sólido es estableciendo el tipo de oidcn presente en su

arreglo atómico y molecular, y en este sentido se habla de cristales, quasicristales y amorfos

como casos generales. Cada uno de ellos tiene rasgos característicos, pero también es posible

que compartan algunas de sus propiedades; sin embargo no todos los materiales sólidos caen

dentro de alguna de estas categorías pues además existen casos intermedios como las aleaciones,

los policristales y cristales con defectos.

Rl extremo ideal de orden es un crista] perfecto cuyos sí tomos o moléculas se encuentran
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dispuestos en un patrón que se repite periódicamente en tres dimensiones y se extiende por

todo el espacio. Entonces su estructura se puede describir por una red, es decir un arreglo

tridimensional infinito de puntos en el que cada uno de ellos tiene un entorno idéntico a los

demás y se denominan puntos de la red o nodos. Solamente son posibles 14 redes compa-

tibles con la simetría de traslación y se denominan redes de Bravais [2]. Los oidenaniientos

atómicos pueden describirse totalmente especificando las posiciones atómicas de alguna unidad

repetitiva de la red espacial. Dicha unidad se denomina celda unitaria, y si se especifican las

posiciones atómicas dentro de la misma, se llama celda unitaria de la red cristalina, y sus aris-

tas deben ser traslaciones de la red. Son estas características lo que define un cristal perfecto.

Sin embargo, la simetría de traslación puede romperse simplemente introduciendo defectos en

su estructura. Los defectos pueden ser puntuales (O-dimensión), lineales (1-dimensión) o su-

perficiales (2-dimensiones). También existen imperfecciones en tres dimensiones, tales como la

exitación térmica de todos los átomos que se encuentran fuera de sus posiciones reticulares

Un solo defecto puntual rompe la simetría traslacional aunque se conserve la red cristalina.

Ejemplo de ello son las vacancias, átomos substitucionales, átomos intersticiales, impurezas

(i.e. átomos dé distinta especie química). Algunas redes se ven alteradas por la presencia de

defectos denominados FVenkel [3] que consistan en la asociación do una vacancia con un átomo

intersticial, o también los llamados defectos de SchoUky [3] que se producen cuando se asocia

una vacancia catiónica con una aniónica. Estos defectos son importantísimos pues unas cuantas

partes por millón pueden cambiar las propiedades físicas de los materiales, ejemplo de ello es

la conductividad eléctrica en cristales iónicos, o sus propiedades ópticas que se alteran en gran

medida [4].

Todos los sólidos contienen defectos lineales conocidos como dislocaciones [2], y son esen-

ciales para explicar la pérdida de esfuerzos cortantes observados en cristales reales. La distorsión

comHporKÜdiita a un d«foc((o lino-a! CIHÜÍ centrada a lo largo (ir. una Unen, y por Unto la im-

perfección puede ser considerada «uno oí límite enUe dos regiones do una superficie eme son

perfectas en sí mismas pero entre las cuales existe un desajuste. Rs posible identificar dos tipos

de dislocaciones, la dislocación de alabeo y la dislocacón de borde o arista. Un estudio de

amplio de este tipo de defectos puede encontrarse en las icferencias [4] y [5].

Mencionaremos ahora en forma breve los defectos superficiales, los cuales se deben a las



Figura 1-2: Representación esquemática de la frontera entre tres granos de un policristal.

alteraciones en el apilanúento de los planos atómicos, Esta alteración puede ocurrir tanto en

la orientación como en la secuencia de apilamiento de planos. Las fronteras de grano son las

imperfecciones superficiales que separan cristales de diferente orientación dentro de un arreglo

policristalino, y por lo tanto los átomos en el límite de dos gTanos orientados al azar no pueden

tener un complemento perfecto en cuanto a BU entorno y como consecuencia existe una región

de transición en la cual el empaquetamiento atómico es imperfecto.

Si se considera inicialmente Una estructura cuyo estado inicial corresponde a un cristal

perfecto, y gradualmente so introducen defectos de todos tipos, el resultado puede mr una

estructura totalmente desordenada. Sin embargo no existe una receta para ir de un extremo

a otro. Además la simetría traslacional se pierde al introducir un sólo defecto puntual, y al

continuar este proceso, la posición de los átomos varía de tal manera que no es posible reconocer

un arreglo cristalino, y se habla entonces de desorden estructural. El extremo de desorden

topológico sería un disposición de átomos totalmente desordenada, y que se denomina amorfo.

Una forma do visualizarlo es considerar un arreglo eu el que la celda unitaria es infinita. Sin

embargo debemos señalar que no existen amorfos perfectos en los cuales los átomos se encuentren

totalmente al azar (los que más se aproximan son los metales amorfos), ya que usualmente las

interacciones físicas o químicas producen orden de corto o medio alcance-

El tipo de desorden que conserva la red cristalina se conoce como desorden estructural,

pero podemos mencionar otro tipo de desorden en donde no.se altera estructuralmente la red,

podemos citar al desorden magnético en donde cada sitio posee un spin orientado aleatoriamente

()



o con intensidad variable.

Hasta ahora hemos hablado de cómo las desviación» del orden dau lugar a todo Upo

de estructuras, y pareciera que todos los sólidos pueden encontrarse en algún punto de este

esquema de orden, desde el extremo máximo que es un cristal hasta el mínimo grado de orden

representado de alguna forma por un amorfo. Existe sin embargo otro tipo de «olidos llamados

quasicristales con características comunes tanto a sistemas cristalinos como amorfos, pero estos

sistemas no se pueden definir a partir de un grado de desorden, pues resulta que sus átomos

se encuentran en posiciones bien definidas a corto y largo alcance, pero no existe simetría de

traslación, la escala a la que se observan s i t ¡ o s equivalente, no es arbitraria, d orden ocurre

a escalas de inflación irracionales. Estos materiales fueron descubiertos en 1984 [6] cuando

«1 enfriar rápidamente el compuesto Al86Mn14 se observó que presentaba una geometría con

'simetría cinco o icosaedral (el nombre se debe a los seis ejes de simetría de orden 5 que pasan a

¿través de los vértices de un icosaedro), posteriormente se encontraron otros sistemas metálicos

binarios, ternarios y cuaternarios que se ordenan de este modo.

El orden y desorden, desde lnego no están restringidos al espacio .tridimensional, podemos

encontrar superficies, e incluso arreglos unidimensionales en los que se distingue algún tipo de

simetría de largo alcance o en donde el máximo orden del que se puede habla, es de corto o

medio alcance. Para referirnos a superficie* no cristalinas penónos en las películas amorfas

que se crecen en el laboratorio empleando la técnica CVD (chemical vapor depoeiüon), o en

el conocido mosaico de Penrose cuyo arreglo es quasicristalino. En una dimensión se pueden

también identificar estructuras con algún tipo de orden o desorden, y dadas las limitaciones

solamente es posible clasificaré por lo tanto en uno de los grupos generales, ejemplo de ello es

la secuencia quasicristalina de Fibonacci [7].

1.2 Modelos de crecimiento

Por lo expuesto antes nos interesa estudiar la fenomenología que tiene lugar cuando los átomos

se aglomeran para formar un sólido. Como se mencionó antes, en este proceso intervienen

muchos Atores, por ejemplo físicos, químicos, geométricos, etc., y como consecuencia el orden

espacial durante la secuencia de aglomeran no os una característica q u e compartan (,odoíj k)s
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sólidos en formación. De hecho, tenemos en mente que esta forma de agregación sólo ocuixe en

situaciones particulares cuando los átomos tienen la oportunidad de ocupar la configuración de

mínima energía y existe por tanto una tendencia a formar estructuras ordenadas en el espacio,

pero además debemos tener el cuenta la relativa facilidad de las especies químicas para formar

cierto tipo de arreglos, pues en este caso os primordial el papel do loa enlaces químicos entre

unidades fundamentales. Por ejemplo cuando se hace referencia a orden de corto y medio

alcance existe una competencia entre los enlaces químicos que favorecen ciertas estructuras, y

las condiciones a las que está sujeto el sólido en formación, particularmente la velocidad de

enfriamiento es determinante en la estructura resultante. El criterio para establecer cuando un

arreglo presenta orden de corto o medio alcance depende de las unidades fundamentales que lo

componen. Sin embargo en sistemas cuyas componentes son átomos y no largos conglomerados

de ellos (moléculas grandes), el orden de corto alcance comprende distancias de ~ 5Á, y el de

medio alcance distancias de ~ 20Á [8].

Los modelos numéricos de crecimiento que se emplean en la descripción del proceso de

aglomeración generalmente están relacionados con simulaciones computación ales en donde se

establecen condiciones iniciales para un conjunto de partículas y dado un potencial de inter-

acción entre ellas se simula la dinámica de evolución del sistema a medida que la temperatura

disminuye hasta que los átomos alcanzan sus posiciones de equilibrio [9], y en estos casos es

posible obtener información relativa al arreglo interno del sólido haciendo un análisis estadístico

de las estructuras locales que rodean a un átomo particular. Ejemplo de ello es la función de

distribución radial [10]. Otros estudios relacionados con el objetivo de modelar principalmente

la formación de sistemas vitreos son los elaborados por J.C. Phillips [11], [12], en donde se intro-

duce un modelo atómico cuyos enlaces predominantes son covalentes. Este modelo no contiene

parámetros ajustables y predice la tendencia para formar vidrios como función do la composi-

ción. En este mismo contexto un antecedente del método que utilizaremos en este trabajo es

el modelo desarrollado por Frank L. Galeener y R. Barrio [13] en donde se explica la presencia

de anillos en SÍO2 debido a la existencia de orden de medio alcance. En una serie de estudios

realizados para este sistema, así como para B2O3, la idea esencial es pensar que la formación de

un vidrio es un proceso irreversible basado en la aglomeración y el crecimiento local de cúmulos

que contienen unos cuantos átomos en la etapa inicial.

nn *5Twy*"" """'̂



En general durante Ja formación de un sólido tienen lugar una amplia variedad de fenómenos,

y si queremos representar este proceso a través un modelo, debemos tomar en cuenta las varia-

bles que intervienen e identificar los sistemas a los cuales este modelo sea aplicable- Utilizaremos

el Método de la Matriz Estocástica (MME) para nuestro propósito, el cual consiste en conside-

rar que el sólido se forma a partir de un líquido mediante la continua agregación de entidades

fundamentales estables conforme su temperatura desciende; a partir de esta secuencia de even-

tos se estudia la evolución de la frontera de crecimiento entre sólido y líquido, y se interpretan

los resultados para investigar las propiedades del sólido. El nombre del método tiene su origen

en el hecho que cada paso se describe por la aplicación de una matriz que actúa sobre un vector

que representa probabilidades de configuraciones locales en el borde de un sólido en formación

y^que esta matriz debe ser estocástica. La palabra vector es usada en un sentido muy especial,

debido a que sus componentes representan probabilidades. En el siguiente capítulo se explica

en detalle el método. En este procedimiento es posible distinguir cada paso en la secuencia

de aglomeración, y por lo tanto existe una clara diferencia entre el tiempo en el que un enlace

llega a equilibrio termodinámico y el tiempo en el que el sólido completo alcanza equilibrio

termodinámico. Debido a que suponemos equilibrio local en cada enlace químico, la cantidad

apropiada para formar un ensamble estadístico canónico es la energía libre de ílelmholtz, que

contiene una parte energética y otra cntrópica, y como consecuencia la dinámica do evolución

en la formación del material se determina por estos dos factores. En la superficie que separa

al sólido del líquido existe un numero limitado de configuraciones en las que los componentes

elementales pueden encontrarse y a cada una de estas configuraciones se les asocia una proba-

bilidad. La descripción del proceso se realiza en forma estadística atendiendo el cambio en las

probabilidades de la frontera de separación sólido-líquido, sin embargo lo que nos interesa es

estudiar el comportamiento asintótico de estas probabilidades y entonces el estudio se realiza

en el límite terniodmámico, es decir cuando a<: l,k;nc un «olido macioscópico y se observa que

en <«tc momento el comportamiento del sintenia w; encuentra en un régimen CHRacionario.

Nos preguntamos entonces por los sistemas a los que tal método es aplicable, y encontramos

que durante la formación de los sólidos existen restricciones que en algunos casos resultan

determinantes para la estructura final. Además* tienen lugar ciertos procesos que el método

antes descrito no contempla, mencionemos por ejemplo el caso de los sólidos policristalinos, en

9
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donde es muy importante la formación de fronteras de grano. Observemos en la figura 1-2 uno

de tales materiales. La formación de cada monocristal ocurre de manera independiente y con el

método no es posible describir estas fronteras. De hecho con el método solo puede modelarse el

crecimiento estadístico de cúmulos, que en el lfmite de alcanzar un tamaño macroscópico simulan

la estructura promedio de un sólido. Otro caso que queda excluido es el de los metales, debido

a que en general estos materiales no presentan arreglos amorfos. Experimentalmente requieren

grandes velocidades de enfriamiento para conseguirlo y por lo tanto los tiempos en que un

enlace químico y el sólido completo alcanzan equilibrio termodlnárnico son comparables. Existe

sin embargo un tipo de materiales a los cuales el método sí es aplicable dado que los tiempos

mencionados arriba están separados por un lapso amplio. Nos referimos a los sólidos que se

arreglan en configuraciones amorfas y qUe presentan una transición vitrea, es decir materiales

con tendencia natural a formar vidrios, en ellos no He requieren velocidades de enfriamiento

extremas para presentar tales configuraciones. En este caso los procesos de relajación son

lentos y el tiempo en el que el sólido no cambia más su configuración puede ser de días o incluso

años.

No sólo es posible el tratamiento de sistemas tridimensionales. En la sección 2.2 se estudian

ejemplos unidimensionales, el primero de ellos tiene la finalidad de ilustrar cómo funciona el

MME, mientras que los siguientes ilustran la formación de una cadena quasicristalina con la

secuencia de Fibonacci y el proceso de difusión en sólidos, lin los tres ejemplos se emplean

unidades elementales con coordinación 2. Sin embargo, en el caso del proceso de formación que

representa la difusión en sólidos sólo es necesario considerar una especie química. A pesar de la

restricción unidimensional de estos ejemplos, resulta útil su exposición, particularmente el caso

del proceso de difusión, pues en 3 dimensiones se obtienen resultados cualitativos similares.

lílu 2 dimensiones es pasible también enconUar aplicaciones dol método. \>)n In sección 2.3

presentamos el análisis de los mosaicos que se pueden construir si se utilizan como unidades

cuadros y triángulos equiláteros, ambos de lado uno,, La condición necesaria para evitar que

el mosaico resultante tenga curvaturas locales o defectos es restringir los posibles vértices en

el catálogo de configuraciones. Corno resultado se obtuvo que es posible encontrar un gran

número de estructuras cristalinas, y que los arreglos amorfos pueden construirse con menores

restricciones que el caso de los mosaicos cristalinos y quasicristalinos. Aunque es posible encon-

10
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t r a r « físicos qUe p i n t a n g — , bidimensiona. y, - aun, se ordenan

red — í d a por cuacos y triangu.os, p — m . bien en e s . eterna

geométrica del atóelo, y en este sentido no - necesario definir facto.es e n é j e o s

con la unión de unidades — , . , - — * * * » ^ ^

de que ocurra uno de tales eventos.

E I método de la matriz e s t o i c a fue desarrollado recientemente por R. Kerner y R.A.

Barrio [14,, y ha sido aplicado durante los últimos anos a gran c a n t i l de sistema, en su

L J J : l cuy. especies pertenecen a la familia de lo. c a u r o s . * ta.es estucos se
o l i e r o n .cuitados que reproducen los datos experimentales en gran medida, pues * estud.ar

s u s propiedades termodinámica, cerca de la temperatura a la cual ocurre un camb.o de fase en

„ Kmite en que uno de .os componentes tiende a cero se puede obtener por ejemp.o .a curva de

T. (temperatura de transición vitrea) en func¡ón de .a composición de uno de .o, componentes

e x é n t a l e , En e. estudio de s i — ternarios [15] ei método permite obtener la ley hasta

añora empírica de Gibbs-Di Marzio y además e. valor de uno de los parámetros de la misma, que

de otro modo se ajusU en forma experimental. Sin embargo, debemos aclara: que esta curva

prodicha por .a teoHa obedece a. comportamiento real S6.o para bajo. valoteS de „ c o m p o n ,

,o cual también es un resultado de la ley ^ e m p í r i c a de Oibbs-Di Mar^io. U> antenor sugrere

q u e en la descripción de. crecimiento no se han incluido suficientes aspectos tales que la relacen

entre temperatura de t r a n s a n vitrea y c o r n p o ^ n pueda ser reproducida para todos los

d a t 0 S experimentales que se conocen y por .o tanto se requieren aigunas modificaciones No

obstante debemos resaltar que el me todo aplicado al sistema B2O3 permite obtener resultados

q u e concuerdan en gran medida con .os experimentales, tal como e, hecho de que d arreg^

interno de este material se compone en su mayoría por anil.os formados por tres átomos de O

y tres de B, y se dice por tanto que en este caso se aprecia orden de medio alcance..

Una descripción de .a «Huacién real durante la fo.macién de un vidrio requiero el conuderar

ta correlacione, que tienen .ugar en cada evento de formación de un enlace. Podemos men-

ciona, por ejemplo .as coorre.aciones laterales, i.e. .a forma en la que se modifican .os en.aces

,„„„„„„,„„„„„„„,„ „,..!„* « « I ^ ^ ^
^sulta importante considera «Smo influyen los ^ antefieres;^ la fo?naci6n de uu. en-

lace o los cambios loca.es en la concentrad*. rlMmkéi^¿mf ^ ^ ^

11
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inmediatamente después que un paso en la secuencia de aglomeración tiene lugar.

Puesto que el método desarrollado permite desciibir hasta cierto punto los sistemas vitre-

os, se consideró pertinente extender la teoría de tal forma que en el método se incluyan otros

aspectos que modelen de forma mas aproximada lo que ocurre durante la formación de los sóli-

dos. Como parte de esta generalización en el capítulo 3 se modeló la existencia de coorrelación

cuando menos entre algunos pasos en la secuencia de aglomeración, así como el tomar en cuenta

que algunos sitios se saturan por completo y no es posible agregar más átomos en este caso,

además de considerar que el crecimiento no es puramente dendrítico y por lo tanto se modela

naturalmente la formación de anillos.

Una vez tomadas en cuenta las consideraciones anteriores, se estudió el sistema más simple

para el cual el método anterior no predecía correctamente el comportamiento de la curva de

temperatura de transición vitrea en función de la composición. Este sistema es la aleación

As^Se^..^), y posteriormente se estudiaron sus propiedades termodinámicas, verificando que

con la modificación al método se obtuvieron mejores resultados.

La tesis se organizó en 4 capítulos. En el capítulo 2 se presenta la descripción del MME,

así como aplicaciones a sistemas en una y dos dimensiones. El primero constituye simplemente

una forma de ejemplificar el método, en tanto que el segundo es la realización de un sistema

bidimensional que; en algunos casos os útil al modelar sistemas reales,, En el capítulo 3 se

introduce una nueva versión del MME, justificando la necesidad de esta extensión al describir

sistemas vitreos, entonces se expone también de manera breve algunas propiedades físicas de

lo vidrios. En este mismo capítulo se presenta la aplicación de el nuevo modelo a una aleación

escogida de tal forma que es posible comparar con resultados experimentales.. Finalmente en el

capítulo 4 se encuentran las conclusiones de este trabajo.

' í i t •• M . i,
• ' ' '



Capítulo 2

Teoría de Crecimiento por

Aglomeración: Método de la Matriz

Estocástica.

2.1 Método de la Matriz Estocástica: Justificación de las hipóte-

sis

El objetivo de nuestro trabajo es describir cómo crecen los sólidos y representar este proceso a

través de un modelo que tome en cuenta la fenomenología que tiene lugar cuando íós átomos o

moléculas se aglomeran para formar un aólido.

En un sentido general, se puede decir que cuando un sólido se forma, el material atraviesa

por varias fases antes de que sus átomos alcancen sus posiciones de equilibrio en las que sólo

pequeñas oscilaciones alrededor de ellas ocurren. Sin embargo, éste no es necesariamente el

único camino que tienen los sistemas para solidificar, pues en algunos casos también se forma

un sólido a partir de un gas sin pasar por su fase líquida. Cualquiera que sea el camino

para llegar al estado sólido, la idea esencial es considerar que inicialmente ciertas unidades

elementales (que pueden ser átomos o moléculas) se encuentran suficientemente separadas, y en

algún lugar del recipiente que las contiene ocurre la mideHción, es decir unos cuantos átomos se

aglomeran y entonces comienza el proceso de crecimiento, la pequeña semilla se nutre del medio

13



que la rodea y aumenta de tamaño a medida que los átomos libres que la rodean se enlazan al

centro de nucleación< La tendencia del sistema para formar un arreglo cristalino, quasicristaliiio

o amorfo, depende del tiempo disponible para los enlaces químicos entre átomos y por supuesto

de las entidades fundamentales que componen el material. Así pues, si ios átomos del medio

tienen suficiente tiempo para acomodarse en la configuración de mínima energía, el resultado

será una estructura cristalina con una red específica (que depende del material en cuestión),

mientras que si los átomos disponen de un tiempo menor o se encuentran sujetos a ciertas

condiciones (por ejemplo presión y cambios drásticos en temperatura), pueden formar amorfos

o quasicristales.

Existen numerosas técnicas experimentales para producir sólidos [16], y dependiendo del

arreglo interno que se requiere y del material, se utilizan condiciones específicas en el laboratorio

para producir estos materiales, incluso algunas veces se recurre a simulación computacional [17]

para modelar la estructuras que no pueden ser producidas en el laboratorio. Imaginemos una

situación en la que simplemente el sólido se forma por la continua aglomeración de átomos y no

tenemos que considerar la velocidad de enfriamiento como parámetro fundamental, pero en la

que el tiempo necesario para la formación de un enlace y el tiempo para la formación del sólido

son muy diferentes. Además supóngase que la dinámica del sistema está determinada por la

entropía configuracional y las energías de enlace entre átomos, (bino resultado de tomar en

cuenta OH loa aspectos R. Korner y R.Barrio [14], desai rollaron rocienloimuiUi el Método de la

Matriz Estocástica (MME), el cual ha sido aplicado a diversos sistemas físicos. En lo que sigue

explicamos el método.

La idea principal en el MME es considerar que el sólido se forma por la aglomeración

de entidades fundamentales estables, que pueden ser átomos o moléculas. Estas unidades se

encuentran libres con movimiento aleatorio dentro del material que inicialmente está en su fase

líquida a una temperatura T mayor que la temperatura de fusión Tm; cuando la temperatura

decrece, i.e. la energía cinética disminuye, unas cuantas de estas unidades se adhieren en varios

sitios formando pequeños cúmulos que constituyen los centros de nucleación. En estos pequeños

nímuloH existen úoa pa r t a ol interior y el borde. El inUrriot no OH relevmil.0 para la dinámica de

crecimiento pues, por la situación descrita, todos los enlaces químicos que ya están saturados

no se pueden destruir en promedio y no es posible por tanto agregar nuevas unidades. Sin

14



embargo, en el borde de un cúmulo típico se encuentra un número limitado de configuraciones,

que llamaremos sitios, cuyos enlaces químicos no están totalmente satisfechos, y por lo tanto

en cada uno es posible agregar una de las unidades presentes en el líquido. Por lo tanto, para

describir el crecimiento del sólido lo importante es describir estadísticamente el borde y su

evolución en cada paso de crecimiento hasta conseguir un cúmulo macroscópico, de tal forma

que la estructura final represente la de un sólido.

Pero ¿qué factores intervienen en esta

descripción?. En general el proceso de transformación del borde es no lineal pues depende de

factores como la presencia de vecinos laterales y cambio local en la concentración. Sin embargo,

en primera aproximación podemos considerar que el crecimiento se puede describir como una

secuencia de eventos independientes. Cada uno consiste en la unión de una de las unidades libres

oif el medio con ei borde, entonces cada paso en el proceso de crecimiento ocurro con una cierta

probabilidad, y la probabilidad de que ocurra una unión entre tino de los átomos del líquido y

él -borde depende de la existencia de esa configuración en el borde y de que en el líquido existan

disponibles tales unidades. Además, podemos calcular esta probabilidad tomando en cuenta dos

aspectos físicos: el factor de entropía configuracional y la energía involucrada en la formación

de un enlacie químico. Trasladaremos la teoría a un lenguaje en términos de probabilidades.

Dada la sencillez del método, se ixxlríii pensar que IÍH posible modelar (ü crecimiento do

cualquier sólido, sin embargo, existen restricciones para ello, pues como se explicó antes, la

aplicación del método se basa en suponer que hay dos tiempos fundamentales en la descripción

y que están reparados por un período grande, Estos tiempos son: el tiempo para que un enlace

alcance equilibrio termodinámico (ti), y el tiempo necesario para que el sólido completo llegue

al equilibrio (t2). Estos tiempos son muy importantes, pues en el caso de los metales son

muy parecidos (dada la movilidad de los átomos). La formación de metales amorfos requiere

de velocidades de enfriamiento grandes (^ 105 K/s ), y como habíamos dicho la velocidad

de enfriamiento no es un parámetro controlable en esta versión de la teoría. Además si la

temperatura cambia drásticamente no existe equilibrio local. En algunos vidrios

(particularmente los fuertes) [18], estos tiempos están suficientemente separados pues ti ^

10~12 s y l¡2 r^ horas, días o incluso añon, por tal motivo estos sistemas pueden describirse

satisfactoriamente usando el MME.
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Puesto qué nos interesa describir la evolución del borde para describir matemáticamente el

crecimiento, se considera la frontera de un cúmulo típico y la forma en que evoluciona cuando

nuevas unidades se agregan. En este punto nos damos cuenta de que sólo existen unas cuantas

configuraciones diferentes, es decir la situaciones geométricas en las que se pueden encontrar

las unidades que costituyen la frontera entre el sólido y el líquido es limitada y está relacionada

con el número de coordinación de las entidades elementales estables. Se puede entonces definir

un vector cuyas componentes sean las probabilidades de cada una de las configuraciones que

existen. En el proceso de aglomeración de nuevas unidades se observa que la superficie de

separación sólido-líquido cambia continuamente, es decir algunos sitios se transforman en otros.

Si este proceso es cerrado cada configuración se puede transformar solamente en otra de las del

borde o en ella misma. Por lo tanto el vector que representa el borde se puede normalizar, y su

evolución al agregar nuevas unidades puede describirse como una transformación descrita por

una matriz en la que cada una de sus componentes es la probabilidad de que ocurra un proceso

de transformación específico. Esta matriz debe ser estocástica (la suma de sus componentes en

cada columna debe ser igual a 1) [19] si se quiere preservar la probabilidad.

Si cada enlace que se forma alcanza equilibrio termodinámico en un tiempo muy corto

comparado con el tiempo en el que el sólido llega al equilibrio, entonces la probabilidad de que

ocurra este enlace químico es proporcional a un factor de BoRzrnann que considera la barrera

tic energía en un proceso térmicamente activado de enlacen etil.ro UÍIÍÍUHIOH fundaméntalos. FA

factor de multiplicidad que toma en cuenta el número de formas que conducen a la misma

configuración contribuye a un término de entropía configuración al que es específico del sistema

a modelar. Por lo tanto la probabilidad de formar un enlace es producto de dos factores, uno

está relacionado con el costo energético de producir un enlace, y el otro con la entropía asociada

a los procesos que conducen al mismo resultado. El número de coordinación de las unidades

presentes en el líquido juega un papel esencial, pues la dimensión del vector asociado al borde

y el factor de entropía configuracional están directamente relacionados a él En las secciones

posteriores desarrollaremos ejemplos ilustrando este hecho. En lo que sigue trasladaremos estas

idean u un lenguaje mnUmuUieo.

Una vez que se ha determinado la validez de las hipótesis para un sistema particular, es

necesario contar con información relativa a los componentes del sólido en formación, es decir,



los números de coordinación, las concentraciones relativas, y las energías de activación para

los enlaces entre unidades funadamentales. Con estos elementos es posible definir el catálogo

de configuraciones de la superficie y las regías de transformación al agregar cualquiera de las

unidades a dicha superficie. Una vez que se tienen las probabilidades de transformación, éstas

se introducen a la matriz y puesto que la matriz actúa sobre un vector normalizado, que es el

vector de probabilidades del borde, normalizamos también las columnas de la matriz dividiendo

cada entrada por la suma de todas las entradas en la columna, es decir tenemos una matriz

estocástica. La dimensión de esta matriz es igual al número de sitios distintos en el borde, y

puesto que el proceso es cerrado tenemos entonces una matriz cuadrada.

La matriz estocástica se aplica sucesivamente a un vector inicial arbitrario v0 (que es el

-vector asociado al cúmulo inicial), y la configuración del borde resultante después de j pasos

ele aplicación estará dada por:

: ' Vj = MJv0 (2.1)

Cualquiera que sea el vector inicial vo, se puede escribir como una combinación lineal de

los eigenvectores de M en la siguiente forma

*=1

con n el número de eigenvectores de M. Debido a que M no necesariamente es simétrica, los

eigenvectores asociados no forman una base ortonormal, sin embargo para nuestros propósi-

tos, no es necesario exigir esta condición. La configuración final dependerá únicamente de los

eigenvectores de la matriz estocástica pues el vector resultante puede expresarse en términos

<1Í; (!H(,OH íúgíiiiVfictornH como:

(2.3)
¿ " I

en donde e¿ es el eigenvector de la matriz estocástica correspondiente al eigenvalor At) y c,. es

la proyección de v() sobre «1 eigonvector* Piuwto que M V.H una ímilri/. rslocáslica, CXMIÜOIKÍ al

menos un eígenvaloi igual uno, y todos los demás satisfacen | A j< 1 [20],, De entre todos los
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eigenvectores de la matriz estocástica, sólo aquellos que tienen eigenvalor 1, satisfacen que la

suma de sus componentes es igual a 1, en tanto que los otros poseen traza nula (llamaremos

traza del vector a la suma de sus componentes), lo que se verifica como sigue:

Tr(Mv) =

En el caso de los eigenvectores ea correspondientes a | Xa |?¿1 se tiene

Tr(Mea) = Tr(Aaea) = AQTr(ea) =Tr(e a) =» lr(e a) = 0

El hecho de tener al menos un eigenvalor igual a uno nos permite estudiar la evolución del

borde, y predecir la estructura de un cúmulo macroscópico, pues el vector correspondiente al

eigenvalor de norma uno es el único que sobrevivirá en el límite j —* oo, como se observa a

partir de la ecuación 2.3. La probabilidad de distribución de configuraciones en el sólido infinito

estará dada por los elementos del eigenvector correspondiente al eigenvalor uno, independiente-

mente del vector inicial vo. De esta forma podemos conocer en cada paso j las probabilidades

de las componentes en la frontera. A partir de aquí surge la interrogante ¿qué propiedades

í'ÍHÍcaa HU pueden infciír del conocimicnU) do IOH HÍÜOH CU la superficie?.. Lo que veremoa es

que la información que se puede obtener depende del sistema en estudio. En algunos casos

encontraremos propiedades físicas, por ejemplo cantidades termodinámicas y características

específicas de sistemas vitreos, en otros investigaremos acerca de su estructura y geometría.

2.2 Ejemplos unidimensionales

2.2.1 Método de la Matriz Estocástica: una aplicación

Para ilustrar el MME en su forma más simple estudiaremos el ejemplo de una cadena unidimen-

sional (con coordinación 2) formada por átomoa de dos especies que denotaremos por Ay B,y

cuyas concentraciones relativas son x y (1 — x) respectivamente. El proceso de crecimiento inicia

cuando cualquiera de los átomos se adhiere a uno de los extremos del pequeño cúmulo, que en
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este caso es una cadena primaria f o r m a d a p o r UI1O8 c u a n t o g ^ ^ ^ ^ ^

este cumulo se agregan al borde con una cierta probabilidad qne es proporcional a. producto

de tres f lores : la concentración de la especie que se agrega al borde, el numero de procesos

que conducen a. mismo resultado (es decir e. factor de . u n i c i d a d ) , y ,a probabilidad de que

cualqu.era de las siguientes uniones ocurra: A-A, A-B y B-B. En algunos casos la probabilidad

de esta unión - el factor de Boltzmann . - - / « • , p ero esto ocurre para los sisteme, en ,os oue la

um6n de dos unidades fundamentales ocurre en equilibrio con un baño térmico a temperatura

y cuya barrera de energía es E, este proceso se .leva a cabo cuando el material se encuentra

en estado líquido y se establece un balance entre el numero de partículas (átomos) que se in-

corporan al cumulo v el numero de partículas que se separan de el a una temperatura T dada

En nuestro ejemplo de la cadena lineal no consideraremos los factores de Botemann debido a
*» e, e n s a m b l e e t d f e t i

la probabilidad de transición para la unión entre dos unidades es la siguiente-

A - A : «> (2.5)
A-B : e2

B-B : e.

onde e; deben ser nümeros mayores cue cero,. Los posibles sitios en e! borde Se ilustran en al

figura 2-1, como vemos sMo pueden ser A o B, y cualquiera de ellos tiene un enlace no saturado

dmas cada especie se encuentra en el medio a una eoncenüacion (¡ja d«d,,

Las reglas de transformación de cada sitio son las siguientes:

P i + A

P2 + A —> 2xe2

n,n,,()H definido que un p ^ , de adj,,nt,a, un» unidad Upo A a „„ ,,„,<,, q l I 0 lmnhm „ ,

un tapo B, es equivalente ai procer de adjunta, una unidad tipo B a un borde que termina en
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A:

B: - 1-x

Figura 2-1: Representación del proceso de crecimiento de una cadena unidimensional. Las
unidades A y B se encuentran en concentraciones x y (1-x). Observamos que los posibles sitios
en el borde son una unidad tipo A o tipo B, y estas terminaciones se denotan con P\ y P2.

una unidad de tipo A. Más adelante veremos que es irrelevante el considerar una asimetría en

este proceso debido a que la solución de nuestro problema depende únicamente de las razones

entre las e¿. El factor de multiplicidad en este caso es el mismo para todos los procesos pues el

número de coordinación de ambas unidades es 2, sin embargo en general este factor es distinto

para cada proceso y está relacionado con el número de coordinación. Estas reglas definen los

elementos de una matriz de transformación e 2x2:

T =

puesto que esta matriz se aplicará a un vector de probabilidad, debemos normalizar sus colum-

nas, entonces la matriz estocas tica es:

(2.7)

en donde hemos definido las razones entre probabilidades de enlaces como sigue:

_ £2 _
e

1 Wf) ?Í?;fT 1



Ahora queremos conocer los eigenvalores de M, por lo que resolvemos

M - A I = 0

es decir

- A

- A
t\

Para simplificar este determinante introducimos

a = x
c =

Así el determinante a resolver es

a - A 1 -
= 0

1 - a c - A

lo que nos conduce a la ecuación característica para A :

A2 - A ( t t - f c ) + (a 4 - c ) - (2.8)

Puesto que M es estocastica, la ecuación para A debe teñe* al menos una solución con A«l.

esto podernos verlo fácilmente si factor izamos la ecuación 2.S:

es decir las soluciones son

(2.9)

A2 = a •+• c - 1
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y podemos comprobar que A2<1 pues

0 < o + c < 2

=> - 1 < a + c - 1< 1

Nos interesa el eigenvalor tal que su eigenvector asociado satisfaga Mei = ei. Usando el

hecho que ei debe estar normalizado obtenemos este

eigenvector como sigue:

a 1 - c \ / a?i \ I xi

l - o c / \ x2 j \ X2

X! (2.10)

(1 — a)x\ + CX2 = x<¿

Las ecuaciones 2.10 son equivalentes, pero usando la condición x\ +^2 = 1 por completez,

ol.)ton<3mos

' ** \=—± ( l"C

x-2 ) 2 ~ a ~ c y i - a

o en forma equivalente sustituyendo los valores de a y c tenemos que:

xe.
xE+(l~x)r¡

x+(l-~xje xe±(l~x)r}

Con este vector conocemos la distribución estadística asintótica de los sitios en el borde, es

decir la probabilidad de encontrar cada tipo de sitio entre la frontera líquido-sólido después de
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aplicar consecutivamente M al vector inicial arbitrario

y tenemos que

pero A2 —»0 cuando j —> 00, entonces v ^ = c\Aj°ei = c{e\, y como v ^ debe estar normalizado

c\ ~ 1, por lo tanto v^ — ei , es decir

en donde (Pi)oo y (1*2)00 son las componentes de ei independientemente de vo.

¿Qué podemos concluir a partir de ei? Con cualquier valor qué introducimos para el con-

junto íl<! pnráimitroH (x^yry), en decir la conoenüación <1<̂  la <íHpc<-ic aLómica A y los nvsptx-

tivos cocientes entre probabilidades de pares, obtenemos un resultado, que puede ser un sólido

de naturaleza amorfa, cristalina, o incluso quasicristalina Podx fainos pensar en un análisis

(ixliauwUvo (id espacio y estudiar toda» \f\n HÍOUHCÍOIK» posiblon como función del conjunto do

parámetros, y a partir del eigenvector correspondiente al eigenvalor 1 (el cual es función de to-

dos los parámetros) conocer la composición de cada cadena, esto es posible pues como sabemos

las componentes de ei son las probabilidades de encontrar cada sitio en el límite asintótico,

es decir después de aplicar un número infinito de veces M al vector inicial,. De hecho estas

probabilidades representan las concentraciones de cada especie dentro del sólido. Nos pregun-

tamos si es posible inferir algo acerca de la estructura conociendo las proporciones en las que

se encuentra cada especie atómica. En la siguiente sección veremos que al estudiar una cadena

quasicristalina es fundamental este aspecto.

El sistema que estamos estudiando representa la secuencia de aglomeración de un sólido

unidimensional en el que cada paso se modela mediante la aplicación de una matriz a un vector
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inicial, es decir tenemos un vector inicial fijo que se transforma en cada paso, y queremos

conocer cual es la evolución de este vector. Debido a que la transformación está descrita por la

aplicación de una matriz estocástica, el comportamiento asintótico está descrito por un vector

estacionario, el cual hemos denotado con ei. Es decir el vector ei representa el punto fijo de la

transformación.

Aquí es necesario agregar información sobre el sistema específico que se requiera modelar.

Si uno está interesado en modelar vidrios fuertes, cuya temperatura de transición cambia con

la concentración de una substancia modificadora, entonces podemos usar la llamada condición

de homogeneidad. En el pasado esta condición se ha usado exitosamente y significa que la

concentración de unidades A en el líquido sea la misma que en el sólido (y en consenuencia lo

mismo es cierto para las unidades B). Esta condición se justifica experimentalmente, ya que el

vidrio no se forma si la concentración de las especies químicas que se encuentran en el líquido

no es igual a la que se obtiene cuando se ha formado el sólido. Esta condición fue introducida

por R. Kerner [21], y nos conduce a la siguiente ecuación:

1 xe
o £ {i-xyo xe + íl — x)r¡
* x-\-(l-x)e xe+(l-x)ri x '

y simplificando obtenemos

x = a;[a: + ( 1 - • aQf] .
x(x + (1 - x)e) + (1 - x)\xe + (1 - x)rj\ v ' J

Como vemos 2.11 es una ecuación algebraica de grado 3, y por ello tiene tres soluciones. De

forma inmediata se observa que x — 0 y x — 1 representan dos puntos fijos y nos conducen a:

(2.12)

Estas dos soluciones siempre existen independientemente de los valores entre las probabilidades

do enlace», y representan la tendencia del sistema a permanecer puro. Las Hohición correspon-

diente a x = 0 representa un sólido formado por átomos de tipo B, en tanto que la solución

x ~ 1 nos conduce a un sólido formado únicamente por átomos de tipo A. Estos dos puntos fijos
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son atractores o repulsores dependiendo de los valores del resto de los parámetros. Debernos

observar que el hecho de tener un sólido compuesto por una sola especie atómica sugiere que

la estructura resultante es cristalina, pues además no intervienen las probabilidades de unión.

Pero existe un tecer punto fijo, y lo encontramos resolviendo 2.11:

x[x + (1 — x)e] + (1 - x)[xe f (1 - x)r¡] — x + (1 - x)e

x2 + x(l - x) -4 x(l - x)s + (1 - x)2T} ~ x + (1 - x)e

(1 - x)[2x£ + (1 - x)i]\ = (1 - x){x + e)

2xe — 7]x — x ~ e — 7}

y esté punto define otra solución. Como observamos XQ es función de las probabilidades de

enlace entre átomos, y debe satisfacer

2e - 77 - 1

lo que nos conduce a las siguientes condiciones

1) e - r¡ > 0, 2e - y - 1 > 0 y s - rj < 2e - r¡ - 1

o

2) 2e - r¡ - 1 < 0, e - f] < 0 y e - rj < 2e - r] - 1

Es decir, la solución debe ser tal que se satisface 1) o 2), con la condición de que las tres

desigualdades en 1) o 2) se cumplan simultáneamente. Al resolver estas desigualdades podemos

encontrar ia relación que existe entre las probabilidades de unión de cada pareja de especies

La condición 1) nos conduce a las siguientes tres desigualdades

(2.13)

2e2
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A partir de 2.13 encontramos que las probabilidades de enlace satisfacen la siguiente condición:

e3,ei <e 2 (2.14)

La conclusión por lo tanto es que la unión que ocurre con más probabilidad es A-B, pero

desde luego las uniones A-A y B-B están presentes dentro del sólido. El hecho de construir un

sólido en donde existe una mezcla de ambas especies, podemos interpretarlo como un amorfo

debido a que se establece un régimen homogéneo de crecimiento, que es análogo de un sistema

vitreo en el que es posible identificar la temperatura de transición cuando estas condiciones

ocurren, o dependiendo de los valores de e y 77 puede tratarse también de un cristal. Sin

embargo, en el caso de este sistema unidimensional, una composición formada por la mezcla

de unidades A y B no nos permite concluir respecto a la naturaleza amorfa de la estructura

resultante. Análogamente para la condición 2) se obtienen las desigualdades

C2-e3 < 0 ^ e 2 < e s (2-15)

e-2 - e.3 +62 - fii < 0

^2 ~ e;j < e? — e% + e-2 — e¡ => e\ < e<¿

Con las desigualdades 2.15 se obtiene que las piobabilidades de unión satisfacen la siguiente

relación:

ei < e2 < e3 (2.16)

Podemos ver que 2,14 y 2.16 relacionan los parámetros e¿ a través de desigualdades, y estas

restricciones en los parámetros las interpretamos simplemente como la existencia de cadenas

que pueden no ser cristalinas por el hecho de presentar una mezcla de las especies A y B.

Como conclusión del estudio de la cadena unidimensional se puede decir que el sistema tiene

dos tendencias, la primera es la separación do especies, y se deriva clol hecho do los dos puntos

fijos encontrados para la transformación: x = 1 y x = 0, uno se comporta como un atractor y

el otro como repulsor, asociados cada uno a la tendencia del sistema de permanecer puro. En
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Figura 2-2: Los esquemas representan el comportamiento cíe un sistema unidimensional cuando
a) existen dos soluciones, cada una representa la formación de un sólido puro y corresponen a
las soluciones 2.12. En b) aparece una tercer solución asociada a la mezcla de componentes,
esta solución corresponde a las condiciones 2.14 y 2.16.

el segundo caso se tiene un punto intermedio entre los dos anteriores, cuya existencia depende

de los valores de x, e, y r/, y en este caso el sistema tendrá tres puntos fijos, convirtiéndose el

intermedio en un repulsor, el cual corresponde a una mezcla entre las especies que componen

la cadena. Los resultados obtenidos se representan esquemáticamente en la figura 2-2.

2.2.2 Método de la Matriz Estocástica y los quasicristales

Así, con el ejemplo de la cadena lineal hemos visto que podemos generar estructuras unidimen-

sionales con arreglo interno con tendencias a la separación de fases (segregación)o la formación

de aleaciones homogéneas, dependiendo de los valores de las energías de enlace y las concen-

traciones. Ahora estamos interesados en examinar una cadena unidimensional quasicristalina

con las propiedades de la serie de Kibonacci. líticordemoH primero algunas propiedades de esta

serie.

La secuencia generadora de los números de Fibonacci esta definida por el algoritmo

fn+2 = fn+1

con /o = 0
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Los primeros términos en la serie son 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., pero esta secuencia es muy

peculiar pues a partir de ella se define la razón dorada. Si consideramos los cocientes entre

números consecutivos de la serie, vemos que

1 2 3 U
2 ' 3 ' 5 ' 8 t 1 3 ' " '

de forma que

1
_ „ o l j m _J! ~ a c o n e __ ^ ( v v^

Jn O "—«> Jn-l ' I CT

Si pensamos que dos números consecutivos de Fibonacci son las componentes de un vector

en el espacio de dos dimensiones; se puede construir una matriz que aplicada a un vector inicial

nos permita obtener la secuencia de los números de Fibonacci.

El vector inicial es ( | , y la matriz que genera los números de Fibonacci es la siguiente
1

0 1
La mat.ri/, F— | | HÍI Jiplírn (•onwirul.ivanmnl.d al wrl.or inifúal, y tm cmla pnmi HO

1 1
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un vector cuyas componentes son los números de Fibonacci. Por ejemplo

F =

F3 =

0
1

1

1

1

2

2

3

i—
i

1

1

2

2

3

3

5

Estas son las matrices de inflación, y en forma general

Jn Jn+Í

Jn+1 Jn r'2

y se satisface ademas que Fn= F7\ ÍJO que signiíica que (.anibtón con ía« potencias de F se

genera la secuencia de Fibonacci.

Ahora investigaremos los eigenvalores de F:

-A 1

1 1-A

Cuya ecuación característica es

X¿ - A - 1 = 0

y las raíces de esta ecuación son A^ = ^(1 ± V^)) una de ellas es la razón dorada <7, y la otra

es el inverso del valor absoluto de a.

Ahora bien, queremos a partir de lo anterior construir una matriz estocástica, si normaliza-
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mos F, obtenemos

o i
1 I

y comprobamos que esta última matriz es estocástica, pero no es de Fibonacci pues no genera la

secuencia. Las siguientes matrices además de ser estocásticas generan la secuencia de Fibonacci

O _ | fn+l fn + 2
ín fn+l

fn+l fn+2

y vemos que se satisface la condición de normalización

— 1 v 4- •^n + '1 — 1

f ffn+1 fn+l fn+2 fn+2

Cuando n—* oo

(2.17)

puesto que Seo es estocástica, tiene al menos un eigenvalor de norma uno, y queremos conocer

su eigenvector:



y usando nuevamente l a c o n d ó n de normalización Xl + X2 = ,, o b t e n e m o s e l

correspondiente a A = 1:

Regresemos ahora al ejemplo de la cadena unidimensional, dado que en el método de la

matnz estocastica los parámetros son las concentraciones de unidades elementales y 1» p rC-

habilidades de que ocurra una unión entre ellas. Queremos conocer para que valores de estos

parámetros podemos construir una cadena quasicristalina con la secuencia de Fibonacci De

.a sección anterior toamos q u e el caso genera, de una cadena formada por dos unidades nos

con ucfe a ,a matriz 2.7, p o r l o q u e ^ d e b e m o s ^ ^ ^ ^

con las de 2.17:

Si resolvemos este sistema encontramos que jocosamente ex

<* "«a condición que w «atisf«™ «„ ]„ desbaldad 2 H
e.¿ ( l ü q u e e s t a

^

1 l

Lo que significa que la concentración de los átomos A, es decir x, debe ser igual a 4,, y la COn-

centracHJn de los átomos B igual » 1. Notamos que el cociente entre estas dos „ '

dá como resultado el inverso de la razón dorada:

I ~ x (2.19)

Así podemos construir las pr imea generaciones de la cadena quasicústalina q u e tiene la
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Comportamiento asimotico del cociente x/1-i

10 12 14 16 18 20

Figura 2-3: Se observa una gráfica del cociente p ^ , como se aprecia cuando n—* oo el lfmite es
el inverso de la razón clorada.

propiedad 2.19, usando la regla de transformación

B -* AB

i - a ;

A

B

AB

BAB

AtiliAB

BABABBAB

1

1
i
2

1
3

•2

5
3
8

OO

1

i
2
2
3
:s
5
5
8

0

1

1

1
2
2
:Í

3
5

En la figura 2-3 graneamos el cociente j ~ , y vemos que tiende a ~ cuando n —• oo.

Si comparamos con el eigenvector de Se», vemos que se cumple que la concentración inicial
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de A es igual a la final solo cuando

i t v i - *

En el caso en que ei, e ,̂ e3 ^ 1, el resultado es absurdo pues no existen e y rj que cumplan

la condición 2.18- Debemos observar que

S -l Q.n

n

Pero la matriz de inflación de Fibonacci satisface

•p __ r?n

Concluimos entonces que el crecimiento dé una cadena de Fibonacci lio puede ser descrito

con esto modelo, sino por aproximaciones sucesivas que progresivamente tomen en cuenta la

influencia de los primeros vecinos, y los segundos vecinos, y así en adelante [7] para evitar la

formación de secuencias lilíB. Esto trabajo es materia de una investigación fut.ura.

2,2.3 Proceso de difusión en sólidos

En las secciones anteriores vimos que el MME es de gran utilidad al describir la formación de

sólidos unidimensionales pues al aplicar el modelo concluimos que es posible examinar cualquier

tipo de estructuras, y nos permite obtener información relativa a la composición del sólido,

Como sabemos esta no as la única información relevante acerca de la piopiodudos do un maUuinl

sólido, desde luego hay una giaii variedad de rasgos asociados a cada Upo de estructura más

allá de la composición (propiedades electrónicas, ópticas, magnéticas, térmicas etc.) y queremos

estudiar más estas características.

Gon lo anterior en mente, otro aspecto que se puede estudiar cuando se considera la secuencia

do aglomeración, es la movilidad de los átomos y el subsecuente proceso de difusión en sólidos.

¿Por qué es importante este aspecto? Las propiedades de un sólido dependen crucialmente de
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ías condiciones físicas a las que están sujetos durante el proceso de formación. Consideraremos

por ejemplo el caso de dos materiales formados por una sola especie como Ge y Si. Al estudiar

ambos sistemas con el MME descrito antes observaríamos que los dos se comportan de forma

similar debido a qué ambos pertenecen a la familia IV; sin embargo en realidad cada uno

presenta características muy particulares dentro de su estructura: es conocido que el Ge amorfo

depositado por CVD (Chemical Vapor Deposition) es un material poroso, en tanto que el Si es

menos poroso bajo las mismas condiciones de crecimiento [22].

Debido a la naturaleza química de los enlaces dentro del sólido pueden hallarse vacíos locales.

Esto es en parte consecuencia de que durante la formación del material, el substrato sobre el

que se depositan los átomos tiene una temperatura que proporciona una cierta movilidad a

los átomos que se han adherido, de manera que estos pueden quedar débilmente enlazados.

El proceso de formación continúa y nuevas capas de material se depositan sobre los átomos

que quedaron débilmente enlazados. Posteriormente algunos de los enlaces débiles podrían

romperse, entonces los átomos se difunden, y se generan huecos dentro el sólido. Si este proceso

continua, una fracción de enlaces se rompe y es posible obtener un material poroso (cuando

ha finalizado el proceso de crecimiento es posible reducir el número de poros incrementando la

temperatura, o también sometiendo el material a algún proceso de bombardeo con neutrones)

en el que las propiedades físicas cambian radicalmente.

Por lo anterior es muy importante modelar el proceso de crecimiento que tiene lugar cuando

los átomos tienen ía oportunidad de difundirse dcnii.ro del material. De esta forma podremos

describir también el crecimiento de los sólidos que se lleva a cabo cuando una película de

material amorfo crece sobre un substrato, ejemplo de ello son las conocidas técnicas CVD, y

Sputtering [8¡.

Podemos incorporar a la teoría el proceso de difusión en forma sencilla, y para ello conti-

nuaremos con el ejemplo de la cadena lineal. En este caso solo se requiere un tipo de átomo, y

en forma análoga a la cadena lineal binaria, la cadena sólo tiene la posibilidad de crecer en un

sentido. A diferencia del caso anterior, necesitamos considerar que el proceso de difusión está

relacionado con el tipo de enlace que se establece mientras el sólido se forma. De esta forma

podremos relacionar la porosidad cómo función de la temperatura del substrato, con el Upo de

enlace que se forma en el sólido. La idea básica en este modelo es pensar que los átomos pueden
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adherirse al sólido en crecimiento en dos formas: fuerte o débil:, si el átomo se une con un

enlace fuerte, caracterizado por una energía Ei, éste permanecerá en tal sitio y no será posible

que se separe; si por el contrario el átomo que se adhiere a la superficie lo hace débilmente con

una energía E2, tres procesos pueden ocurrir antes que el enlace alcance equilibrio local: 1) que

se evapore a razón ue1''2'^1, aquí el factor de Boltzmanu torna en cuenta la energía requerida

para romper el enlace débil, 2) que se transforme en un enlace fuerte a razón Ve^E2~El^kJ\

o que permanezca sin cambiar a razón w. Puesto que ningún otro proceso puede ocurrir, se

satisface la condición

Los factores u v y w están relacionados con el coeficiente de difusión y la energía cinética

inicial con la que el átomo llega a la superficie. En la figura 2-4 se representan las reglas de

transformación de nuestro modelo. Como se observa en esta figura se ha considerado un paso

intermedio entre la configuración inicial y final del borde para tomar en cuenta los posibles

cambios instantáneos que ocurren en los enlaces débiles debidos a la difusión.

Los procesos de transformación pueden ser representados en una matriz de 4x4, en la que

después de normalizar sus columnas tendremos la nmlri1/ estoeastíca. Laa reglas de transfor-

mación de cada sitio en el borde se obtienen considerando el resultado final después de agregar



Configuración
inicial

(1)

(2)

(3)

(4)

Configuración
final

(2)

(2), (4), (3)

(4)

(3), (2), (I)

(2)

(4), (4), (3)

(4)

Figura 2-4: Diagrama que muestra todas las posibles transformaciones en el modelo de difusión
dé una cadena lineal. Se observa la configuración inicial (denotada con (1), (2), (3), y (4)), una
configuración intermedia, y la configuración final

un átomo que se enlaza con un enlace débil (d) o con un enlace fuerte (/) son las siguientes:

4 : P(2,4) = va

24-/ -+ {4:P(2,4) = a}

3:P(3,3) = «

2 : P(3, 2) - va

{2:P(3,2)-a}

ffi U+/
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en donde i (i ~ 1, ..,4) etiqueta la configuración del borde que se ilustra en la figura 2-4,

a — ex.p(—E\/kT) y (3 = exp(—£J2fkT). Introduciendo estas probabilidades tenemos que la

matriz resultante es:

v. + w/3 O wf3

va + a u va +

O wfí u

O va + a O

0

0

w(3

va -f- a -j- u J

donde d = u + w{3+a(v + l) . Como antes, nos interesa el eigenvector correspondiente a A = 1, y

encontramos que M tiene sólo un eigenvalor uno. Como sabemos este eigenvector representa el

comportamiento asintótico del borde y más aún del sólido infinito; además nos permite averiguar

acerca de la composición del sólido, es decir de la cantidad de defectos (enlaces débiles) como

función de la temperatura y los parámetros de difusión. Así el vector correspondiente a A = 1

es

r = X)5

X

X

U2

en donde x = ^

Como podemos ver a partir de este resultado, la evolución del borde no dependerá de los

átomos cuyos enlaces se evaporan, i.e. de u, y esto es razonable pues en la configuración final del

sólido no OH relevante el número de átomos que no se incorporaron,, Sin embargo es importante

incluir el factor u en la condición de normalización pues se deben tomar en cuenta todos los

procesos que tienen lugar. Con las proporciones de cada configuración, es decir las componentes

del eigenvector, podemos encontrar el número de enlaces débiles en función de la temperatura:

N
2

1 f X

Esta fracción se obtiene de forma natural si observamos la figura 2-4 y tornamos en cuenta los
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Figura 2-5: Dependencia de la temperatura de las componentes del eigenvector r para el modelo
de una cadena lineal Los parámetros en las gráficas son El-E2=0.01, u=0, la v se indica en
cada figura.

sitios que tienen un enlace débil en ías configuraciones en el borde de la cadena, y dividimos

por el número total de sitios distintos. Además resulta interesante granear ías componentes del

eigenvector como función de la temperatura, lo que se ilustra en la figura 2-5. En esta figura se

incluyen dos gráficas para diferentes valores del parámetro o. Como se observa en esta gráfica,

a medida que la temperatura se incrementa, existen dos tendencias dependiendo del valor de

v: Sí éste es pequeño, el material se vuelve más poroso y si es grande, al calentar primero se

aumentan los poros (P2 o P3) y luego se disminuyen los poros..

En este caso los parámetros involucrados no corresponden a energías reales debido a lo

simplificado del modelo; sin embargo al estudiar sistemas físicos tridimensionales sí debe tomarse

en cuenta las temperaturas y energías involucradas en la formación del sólido. De esta forma

será posible estudiar el comportamiento de materiales con tendencia a formar arreglos porosos

como el caso de Ge hidrogenado. Un reporte de este trabajo preliminar sobre materiales porosos

se encuentra ya publicado [23].

A partir de las aplicaciones del MME en una dimensión, los resultados que pueden obtenerse
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son muy ricos, pues resulta natural considerar estos mismos sistemas en dos y tres dimensiones.

Desde luego no en todos los casos es posible esta generalización. Sin embargo, la información

física que proporciona cada uno de loa sistemas expuestos nos da pauta a estudiar su análogo

en otra dimensión. Consideremos por ejemplo la cadena lineal con unidades A y B. Es posible

estudiar el espacio solución y determinar a partir de él los puntos fijos, es decir, las

regiones en el espacio de concentraciones y probabilidad de pares que dan lugar a la forma-

ción de un sólido homogéneo o una separación de fases. Por lo tanto una exploración exhaustiva

del simplex nos conduce a determinar todas las posibles soluciones. También el ejemplo del pro-

ceso de difusión ilustra la naturaleza de un proceso real y las conclusiones a partir de su estudio

muestran la dependencia de la temperatura durante el proceso de formación de un sólido, la

cual es fundamental en la preparación de materiales con características específicas. Adicional-

mente este sistema unidimensional tiene la posibilidad de extenderse para considerar un sistema

tridimensional y analizar sistemas específicos que están bien caracterizados experimentalmente.

2.3 Mosaico Bidimensional

2.3.1 Estructuras en dos dimensiones

Resulta interesante estudiar mosaicos en dos dimensiones, y la relevancia de ello radica en las

propiedades que podemos investigar en superficies de sólidos, o más aún el estudio de materiales

en los que los átomos y moléculas se arreglan de esta forma [24], [25]. Es interesante en sí el

estudio de la topología de estos sistemas. En este caso, igual que ocurre en tres dimensiones, se

pueden encontrar arreglos con orden de corto alcance como mosaicos amorfos bidímensionales,

cuya celda unidad es infinita, pero también podemos encontrar estructuras con orden de largo

alcaixce como cristales y quasicrisUlcs,

Es bien conocida la imposibilidad de llenar el espacio si sólo se dispone de pentágonos o

polígonos regulares de más de seis lados. Esto se atribuye al hecho de que con tales mosaicos

se pierde la simetría de traslación en la red. Al contrario, el plano queda totalmente cubierto si

se acomodan triángulos, cuadros, rectángulos, o hexágonos en su superficie, de igual forma es

posible tflsohir el espacio con un arreglo quasictisUlm», tal «>mo «1 mosaico do Ponióse formado

por dos tipos de celdas: un rombo "gordo" y otro "ñaco". En la figura ?? se observan mosaicos

3 9 . j . ' -
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(a) (b) (c)

Figura 2-6: Mosaicos bidimensionales con orden de corto y largo alcance, a) cristal, b) quasi-
cristal y c) amorfo.

en dos dimensiones en qvie se presentan arreglos con orden de corto y largo alcance.

A partir de las redes de Bravaís en dos dimensiones se pueden identificar los posibles mo-

saicos cristalinos, y en el mismo contexto estudiar sus propiedades de simetría, pero dadas las

características de las estructuras amorfas no hay una forma de definir cómo construirlas, por

lo que resulta natural la siguiente pregunta ¿cómo podernos generar una estructura amorfa en

dos dimensiones? Una forma de conseguirlo es pensar en una superficie totalmente cubierta de

polígonos irregulares que bien pueden ser de 5, 6t 7, 8, 9,... lados; podemos arreglar cada uno

de estos mosaicos en forma aleatoria haciendo coincidir sus aristas. Este sólido tiene relevancia

si consideramos que cada vértice de la malla está asociado a un punto de la red, que bien puede

representar un átomo. En la figura ??c se ilustra una superficie formada por polígonos de 5 y

7 lados. El resultado es una malla de coordinación tres que no contiene defectos. ¿Por qué se

requieren polígonos irregulares? AI igual que ocurre con los pentágonos, si sólo se dispone de

heptágonos regulares, no es posible cubrir el espacio plano totalmente, la condición de llenar

el espacio con polígonos de esta clase requiere curvarlo. Pensemos por ejemplo en un balón

de fútbol, en su superficie se disponen pentágonos y hexágonos, pero la superficie no es plana;

de forma análoga si sustituimos por pentágonos los heptágonos, la superficie resultante será

curva pero en sentido inverso. De tal forma que es posible construir una superficie con cur-

40



(b)

(d)

(e)

Figura 2-7: Ejemplos de mosaicos formados por pentágonos, hexágonos y heptágonos. Formas
cristalinas en (a), (b)t (c) y (d) , tomadas de ref. [27]. Ejemplo de un amorfo en (e).

vafcuras locales acomodando pentágonos, hexágonos y heptágonos, pues la curvatura positiva

creada por los pentágonos compensa la curvatura negativa de los heptágonos, esto se debe a

que las desviaciones creadas por los pentágonos son el negativo de las que se crean si se utilizan

heptágonos [26]. También es posible lograr una superficie plana sin curvaturas si se emplean

polígonos irregulares, y en este caso es posible identiíicaí sitnetiías cristalinas y amorfas, este

aspecto se ilustia en la figura 2-7.

Hace algunos años R. Kerner y D.M. dos Santos [28] presentaron una teoría basada también

en el proeoso de aglomeración para describir la formación de un sólido bídiniensioual formado

por ixuitágonos, hexágonos y heptágonos. En eHta teoría se; considera que cada paso en el

proceso de crecimiento se puede describir usando probabilidades, la conformación total del sólido

requiere estudiar cada paso en el proceso de crecimiento y pensar que durante éste es posible

encontrar cúmulos de todos tamaños. Para que el sólido se forme, inicialmente se encuentran

en el líquido IHH unidades ainladaH cotí una probabilidad que va independiente del tiempo [y

(i — 5, 6, 7) (singuletes), y el siguiente paso se obtiene calculando la probabilidad de que dos

de estas unidades se adhieran formando pares /y. ' (dobletes). A partir de aquí se obtiene un
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p =1
P 7 =l r 6 l

Figura 2-8: Espacio de variables P5 y Pe que muestra el comportamiento de los puntos fijos,
correspondientes a estructuras cristalinas y amorfas.

sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para las probabilidades de cada polígono {P5, Pg,

y P7). La solución de este sistema de ecuaciones consiste en identificar los puntos fijos del

sistema y entonces determinar la evolución dinámica de cada una de las probabilidades dentro

del simplex. Para el siguiente paso se considera la formación de tripletes y ello conduce a otro

sistema de ecuaciones, pero en este caso de segundo orden, de tal forma que la descripción

del proceso de formación del sólido involucra en cada paso un mayor número de ecuaciones

acopladas y cuyo orden en las derivadas va en incremento. Así la solución del problema crece

exponencialmente. Observemos en la figura 2-8 el espacio de variables y las trayectorias dentro

del simplex, en este esquema encontramos varios purítos fijos, algunos de ellos corresponden a

estructuras cristalinas, en tanto que otros están asociados a estructuras amorfas.

La existencia de un mosaico plano esta determinada por las reglas de Euler [31], que rela-

cionan el número de coordinación y el número de celdas:

1 ^ ^ (2-20)
{Nc) (NP) 2

en donde {No} es el número de coordinación promedio y {Np) el número promedio de lados del

polígono, y si los polígonos son de k lados, y sus concentraciones están dadas por probabilidades
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hay dos constricciones adicionales:

= !. y

Con base en las restricciones para construir mosaicos, nos preguntamos ¿cuántas formas

existen de hacer una red sin defectos, que llene todo él plano dadas las proporciones de las celdas,

y si podemos determinar la naturaleza amorfa, cristalina o quasicristalina de tales estructuras?

Para responder a esta pregunta elegimos estudiar el sistema bidimensional más simple, cuyas

unidades fundamentales son cuadros y triángulos.

2.3.2 Mosaico bidimensional formando por cuadros y triángulos

-•Aplicaremos el método de la matriz estocástica para describir el crecimiento de un sólido en

d̂os dimensiones que se forma por la aglomeración de polígonos cerrados regulares cuyas formas

son un cuadrado de lado uno y un triángulo equilátero también de lado uno. ¿Por qué elegir

este problema? Si construimos un sólido usando como unidades fundamentales un cuadrado y

un triángulo podernos generar una estructura plana. Desdo luego también es posible construir

estructuras en tres dimensiones (o planas en promedio, i.e. con curvaturas locales) a ñn de crear

un sólido sin defectos. Pensemos por ejemplo en un cumulo formado por la combinación de

ambas unidades como los que se observan en la figura 2-9. Si se quiere que el sólido no contenga

defectos, la estructura resultante necesariamente tendrá nna curvatura local. Pero nos interesa

estudiar un sistema en el que de alguna forma podamos garantizar que la estructura resultante

será un mosaico bidimensional, y esta condición se satisface escogiendo en forma adecuada

los vértices formados por cuadros y triágulos. Además este modelo es aplicable a sistemas

físicos pues se ha encontrado que existen algunas fases de Ni [25], [29], [30] particularmente las

quasicristalinas en las que sus átomos se arreglan formando una red de cuadros y triángulos.

Comenzaremos definiendo las unidades elementales y las concentraciones en las que se en-

cuentran antes de formar el sólido. Asociamos S al cuadrado, y T al triángulo, y cada una se

encuentra en concentraciones (1 — x) y x respectivamente

Supongamos que dejamos fija la cantidad de triángulos y queremos Haber qué estructura

se forma. Tiene sentido preguntarse esto pues para una concentración dada re, la estructura
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Figtira 2-9: Cúmulos formados por triángulos y cuadros que muestran posibles desviaciones de
mosaicos bidimensionales cuando forman estructuras cerradas.

no está determinada, el sólido resultante puede ser cristal, amorfo o quasicristal, y más aún,

teniendo cualquiera de estos arreglos pueden encontrarse distintas geometrías.

En principio la fracción de triángulos en el sólido resultante Pr, no es igual a la inicial x.

Sin embargo, estamos interesados en construir una superficie sin defectos, entonces esperamos

que la fracción de unidades antes de la formación del mosaico, sea la misma que al final Para

hacer posible esta condición es necesario hacer una consideración adicional, la cual consiste

en restringir los posibles vértices en el mosaico, la elección de esta cíase de vértices se explica

posteriormente. Nuestro objetivo es pues, conocer las estructuras que satisfacen además la

condición de llenar el piano 2.20.. Esperamos obtener diferentes geometrías en función de los

valores de los parámetros involucrados en la formación de uniones entre unidades. El siguiente

puso rmt.urá! es por lo danto, definir las probabilidades para la fon nación do culncés entre

unidades. Asignamos a a la unión S-S, /? a la unión S-T, y 7 a la unión T-T como se ilustra en

la figura 2-10.

Definidas estas probabilidades y la proporción de unidades fundamentales podemos deter-

minar las posibles configuraciones en el borde de un cúmulo típico. Estamos interesados en

construir sólidos sin defectos, y para ello es necesario imponer la siguiente condición: sólo se

permiten en el borde vértices que formen ángulos cóncavos o convexos en múltiplos de 60 y 90

grados. Esta es una condición muy fuer le pues prohibo todos los sólidos con defectos cualquiera
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S-S a S-T.p T-T: y

Figura 2-10: Posibles pares presentes en el mosaico'tridimensional

(a) (b)

7W\//

7VW J
Figura 2-11: Se observa a) un sólido con defectos, y b) un sólido en el que ha ocurrido una
fractura

que sea su naturaleza, de no imponer esta condición el catálogo de posibles vértices se hace

muy extenso, e incluso la propagación de un defecto puede propiciar la formación de una frac-

tura, y en este caso un cúmulo inicial genera dos estructuras separadas. El considerar defectos

genera por lo tanto un catálogo de sitios diferentes, lo que nos conduce al tratamiento de otro

problema. En la figura 2-11 se observan ejemplos de las posibles configuraciones en caso de no

restringir los ángulos de cada vértice en el borde.

Con la restricción en los ángulos encontramos que son posibles 17 configuraciones diferentes

(fíg. 2-12) mil tal do fótmai v6rl,i(x;n rompletoH; Iluto significa que dado que iiueHl.ro- proceso cu

(•errado en cada paso se debe adjuntar una nueva unidad S o T transformando la configuración

de la frontera en otra, hasta formar un vértice completo que de nuevo nos regresa a una de las

configuraciones del catálogo.
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Figura 2-12: Catálogo de posibles configuraciones en el borde de un mosaico bidimensional sin
defectos.
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Considerando el proceso de transformación de cada vértice encontramos las posibles confi-

iieB del bordo, y qti<: por lo Luni,o definen t:l caUilogo. I'in la figura 2-12 encontramos eaU;

catálogo cíe sitios, y a continuación se calculan las probabilidades de transformación en cada

paso, observemos que en este caso las probabilidades están dadas por el producto del factoi de

multiplicidad y la probabilidad de que ocurra una unión entre pares, como se estableció antes,

en general se considera un factor de Boltzmann que toma en cuenta el ensamble canónico de

enlaces, sin embargo puesto que en este caso se trata de una aplicación geométrica este factor es

simplemente cualquiera de los parámetros a, (3, o 7 y la temperatura no interviene. En forma

explícita



1 + 5—» 5 . P(l,5) = 8(l-a;)/3

2 + T —* 5,6 P(2,5) = P(2,6) = 3a;/?

2 + 5 —• 8,9 P(2,8) = P(2,9) = 4(1 - x)p

3 + T — + 7 • P(3,7) = 6^7

3 + 5'—+ 10 P(3,10) = 8(1 - a;)/?

4 + S —* 12 i>(4,12) = 8(1 - a:)a

5 + T —> 10,11 JP(5, 10) = 3T7, P(5,11)

54 .5 _ ^ i5 ) 17 p(5 ; 15) = 45^} _p(5; 17) = 4(1

6 + T—* 11 P(6,11) = 6a;/?

6 + 5 —* 16 P(6,16) = 8(1 - a:)/?

7 + T — * 13 P(7,13) = 6x7

8 + T —> 14,17 P(8,14) = 3T^, P(8,17) =

9 + T —> 16 P(9,16) = tice/?

10 + 5 —^ 2,4 F(10,2) = P(10,4) = 4(1 - x)

11 + 5 —> 2 iJ(U,2) = 8(1 - a:)^

12 + 5 —> 4 P(12,4) = 8(1 - x)a2

16 + T —> 1,2 P(16,1) = P(16,2) = 6ÍC7/3

17 + T —* 1,2 P(17,1) = P(17,2)

Las probabilidades de transformación deíinen uiia matriz de 17 x 17, y a partir de esta
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obtenemos la matriz estocástica normalizando sus columnas. La matriz estocástica resultante

es la aiguiciiLe:

M

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 / 2 1 / 2

0 0 0 0 0 Ü 0 0 1/2 1 0 0 0 1 1 /2 1/2

o o o o o o o o o o o o o o o o
0 0 0 0 0 0 0 0 1/2 0 1 0 0 0 0 0

\

a ' C 0 0 0 0 0 0 0 0

0 d 0 0 0 0 0 0 0 0

O O a O O O O O O O
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0 0 a' 0 c 0 0 0 0 0

0 0 0 0 d a 0 0 0 0

0 0 0 tí 0 0 0 0 0 Ü

o o o o o o i o o o
o o o o o o o / o o
O O O O Í P O O O O 0
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(2.21)

en donde

a =
W1 Zxf 4(1 -a : ) a

•, d* — 1"~ c — d e,
d - 35í(7 + « + 4(l-fl;)(a + /?) 3a:(7 + 0) + 4(1 " x)(a + 0)

f - • P v r ' - l ' - : r
^ fQ t "

Queremos eucontiar las cigenvectoies tic M con cigcnvalor uno, y como observamos eHta

matriz depende de cuatro parámetros, así que esperamos una solución en función de x, a, (3, y
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7, además observamos que estos parámetros satisfacen

y definen un simplex q = (x, a, (3, 7).

Aunque la matriz 2.21 tiene muchas entradas iguales a cero, no es posible encontrar una

solución analítica, lo que hace necesario resolver la matriz numéricamente. Así, para cada

cuaiteta de parámetros encontramos el eigenveclor ei que corresponde a A = 1. En el apéndice

A al final de la tesis se incluyen \os programas de computación utilizados en este capítulo. El

programa vectores se encarga de encontrar ei dados x, a, (3,7.

¿Qué información podemos obtener de ei? El eigenvalor correspondiente a A = 1 es un vector

de 17 componentes, y la componente i de este vector nos da la proporción de la configuración

i en el borde. De hecho es la proporción de cada configuración en el sólido infinito pues ei es

el único vector que sobrevive después de aplicar cosecutivamente M al vector inicial arbitrario.

A partir de ej podemos conocer la proporción de triángulos Pp, ia proporción de cuadros Ps-,

el número de enlaces cuadro-cuadro; ÍV55, el número de enlaces cuadro-triángulo: N$T, y el

número de enlaces triángulo-triángulo: NTT, y con esta información podemos conocer algo de

la estructura del sólido.

Cada estructura puede determinarse por la proporción de celdas y la fracción de enlaces

de cada tipo. Esto podemos verlo a partir de las reglas de Euler que relacionan el número de

coordinación promedio y el número promedio de lados de loa polígonos que constituyen la red,

y son válidas para cualquier estructura en el plano, en particular para aquéllas formadas por

cuadros y triángulos.

Como antes se dijo cada cuarteta de valores del simplex producen un resultado ei, sin

embargo no todos los vectores resultantes pueden interpretarse como una solución físicamente

aceptable. Mas adelante veremos los criterios que usamos para considerar que e¡ es una solución

válida. Antes de continuar debe notarse la diferencia que existe entre a, /3, 7 y Nsst ^sr-> Nfrr

respectivamente: los primeros son las probabilidades de que ocurran los enlaces, y los segundos

son la fracción de enlaces dentro del sólido dada una cuarteta de valores q.

Consideremos primero la propoicióii de triángulos en d sólido infinito, <:sta cantidad pode-
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mos obtenerla a partir del catálogo de configuraciones y del eigenvector resultante. Observemos

en la figura 2-12 los posibles sitios en el borde, cada uno esta compuesto de una combinación

de las unidades fundamentales, o de una sola especie de ellas. Lo que es importante resaltar es

la transformación después de agregar una unidad T o una unidad S debido a que de esta forma

se asegura que cualquiera de ellas se incorporará al sólido en un paso de transformación, por

lo tanto, para conocer la fracción de triángulos Pp (cuadros Ps) es necesario considerar que ya

exista la configuración, es decir la información contenida en ei, y el paso de transformación que

involucra la unión de un triángulo (cuadro) a dicha configuración. Por lo tanto P? esta dada

por la siguiente expresión:

PT - (nM(3,1) + r2(M(5,2) + M(6,2)) + r3M(7, 3) + r4M(8,4) + r3(M(10,5) + M(ll, 5))

+r6M(ll, 6) + r7M(13,7) + r8(M(14,8) + M(17,8)) + r9M(16,9) + r13 + r14 + r i5

en donde n es la componente i de ej. Observemos que las únicas entradas de M que intervienen

son aquellas en las que se agrega un triángulo al sólido. En forma análoga podemos calcular' la

fracción de cuadros dentro del sólido, la cual está dada por;

en donde hemos incluido el factor de normalización Qi, el cual está dado por Q\ = PT •¥ Ps-

Bs decir usando la información contenida en el eigenvector podemos reconstruir el sólido que

predice la teoría. Pero hemos visto a partir de las reglas de Euler que para caracterizar un

sólido bidimensional requerimos además de la información de las celdas, es decir Ps yPr-, la

fracción de enlaces presentes, pero estas cantidades también podemos calcularlas usando ei

y la infoimación contenida t;n la íuntri/, cMU)CíÍHtu;H l'ani calcular la fiacrión *Av. CIÜHCOH lo

que hacemos es considerar lo» vórtices en el borde y MU transfoimación deHpuew de agregar

una do Icjus don unidades. AHÍ por ejemplo, HÍ (SHI-UUIOH ÍIIU<:H;HH(I<W en <:al<uilai la flucción díi

enlaces cuadro-cuadro debemos considerar todos los pasos que involucran la formación de uno
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de tales enlaces, si partimos de la configuración 2 de la figura 2-12 vemos que al agregar un

cuadro la configuración resultante es la 8 y en este caso se forma un enlace cuadro-cuadro,

para obtener N$s debemos considerar todas las trayectorias que involucran la formación de

uno de estos enlaces, cada sumando de esta fracción es entonces el producto de la componente

del eigenvector correspondiente al sitio y la probabilidad de que este sitio se transforme en

otro del catálogo después de un paso en la secuencia de aglomeración, es decir el elemento de

matriz correspondiente a esta transición. Con estas consideraciones calculamos las fracciones

de enlaces en la siguiente forma:

Nss = (r2M(2,8) + r4M(4,12) + r5M(5,17) + rJ0M{10,4) + 2r12M(12,4))/Q2

NST = (riM(1,5) + r2(M(2,6) + M(2,9)) 4- r3M(3,10) + r4M(4,8) + r5(M(5,15) + M(5,11))

4-r6M(6,16) + r8M{8,14) + r9M(9,16) + no(M(lO, 4) + M(10,2)) -f 2r nM(ll , 2)

+2rir,M(15,2) + r1(1(M(Hi, !) + M(lf>,2)) f r]7(M(17t 1) 4- M{\7,2)))/Q.¿

NTT = (nM(l, 3) + r2M(2; 5) 4- r3M(3, 7) + r5M(5,10) + r6M(6, 11) + r7M(7, 13) + r8M(8,17)

+2r13M(13,1) + 2r14M(l4,1) + ri6(M(16,1) + M(16,2)) + n7(M(17,1) + M(17,2)))/Q2

En este caso tenemos que también las fracciones se encuentran normalizadas por el factor

Qv = Nss + NST + A^TT-

El programa "enlaces" (ver apéndice A), tiene por objetivo calcular la fracción de enlaces

para cada cuarteta q. Con esta información tenemos de alguna forma caracterizado el sólido

resultante, lo cual no significa que podamos dibujarlo, pero si conocemos las Cantidades que lo

definen de forma única, para dibujar el sólido sería necesario conocer no sólo las fracciones y

los pares, sino también las proporciones de tripletos, cuadrupletes* etc.. Asociaremos a cada

estructura, es decir al conjunto de parámetros que la definen, un vector E2 cuyas componentes

son E2 = {PT, PS, NSS, NST, NTT)-

Nos interesa encontrar loa par/unciros qo = (:Í:O, <*O, /7(), 7(}) correspotiduuit.es a aquellas

estructuras tales que la concentración inicial de triángulos x (o cuadros (1 — x)) es igual a la

obtenida en el sólido infinito B¡- (Ps).. Como se explica anteriormente,dado que hemos definido

un catálogo do configuración^ quo no contieno defectos, os íazonablo imponer esta condición,

pues sólo demandamos que todas las unidades presentes en el líquido tarde o temprano se incor-
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poren al sólido.. Esta condición nos conduce a estructuras cristalinas y amorfas pues representa

las soluciones estables que se pueden llevar al infinito, y para identificarlas estudiaremos los

mínimos globales y locales de la siguiente función1:

. . . F(q) = \x-PT(q)\ . (2.22)

La función F depende de los cuatro parámetros del sistema, y como sabemos cada cuarteta de

ellos genera una matriz estocástica, así que en principio cada cuarteta produce una estructura

distinta, pero esto no es del todo cierto pues existen sin duda parámetros para los cuales no es

posible construir un mosaico. Más aún en el caso de los sólidos bidimensionales con simetrías

cristalinas debe estar restringido a valores específicos de dichos parámetros. El conjunto de

parámetros (a, /?,7) i.e. las probablilidades de que ocurra cada tipo de enlace, están relacionadas

de alguna forma con la fracción de enlaces de cada tipo (Ns-St NS-T Y ^T-T)> Estamos

interesados en conocer los parámetros que hacen cero la función F, dicho de otra forma queremos

encontrar los punios fijos de esta función. Las estructuras cristalinas corresponden a un arreglo

estable en el que los átomos o moléculas se acomodan en la configuración de mínima energía;

por otro lado las estructuras amorfas son el resultado de una configuración que se encuentia en

un estado metaestable, pensemos en los vidrios que se comportan como fluidos para periodos

grandes. Este es un criterio por tanto para establecer el tipo de arreglo en cada estructura.

El tratamiento en este caso también se hace en forma numérica y utilizamos un programa de

computación (Mínimos).

Para encontrar los mínimos de F usamos un programa basado en el método directo de Nelder•-•

Mead Simplex Method [32], el programa que permite obtener los parámetros que minimizan la

función se llama Mínimos, y funciona como sigue:

1. Tenemos un espacio de cuatro dimensiones cuyos parámetros varían entre 0 y 1. Necesi-

tamos barrer este espacio con el fin de encontrar las cuartetas qo, así que asignamos un vector

Fj a Ion viilonis (Ir. entrada de tos pnrámelroH 1'JHI.O HÍgnifiai que OH neeraario hacer una división

del espacio con los valores iniciales, y debemos señalar que la subdivisión se hace de tal forma

1 lisia, condición dá los mismos resultados numéricos que al imponer la Uegla de Buler 2 20 Hicimos el cálculo
usando la función F(q)=|2íj - Z|, donde Z& = 2 (4 - x) / (2 - x), y Z es el el número promedio de coordinación
dede.los cuatro tipos de véitices posibles, y se puede calcular usando M y r =
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que los cálculos puedan agilizarse.

2. Cada cuarteta de parámetros q i.e. Fi generan una M, y a partir de esfca matriz

obtenemos ei; con las componentes de este eigenvector calculamos el vector E2, es decir las

cantidades que caracterizan cada estructura.

3. Se evalúa F(q) = | x - Pr(q) I & partir de E2, y si se obtiene un resultado diferente de

cero recurrimos a una rutina que inicia con los valores previos y busca en la vecindad de ellos

el conjunto de valores a fin de conseguir F = 0. Como resultado obtenemos un valor F2.

4. F2 tiene componentes tales que se satisface F = 0, es decir corresponden a los puntos

fijos de la transformación, o en forma equivalente son las cuartetas qo = (x$, ao, /?0, 70)-

Al ejecutar el programa Mínimos nos dimos cuenta que no todas las cuartetas son físicamente

aceptables (i.e. los valores iniciales del vector Fi). Las razones de ello pueden ser cualquiera

de las siguientes:

a) El punto final no pertenece al simplex. Este punto no es válido pues dada una estructura

vimos que los valores de las componentes del vector E2 no se encuentran en ei intervalo [0,1].

b) El eigenvector ei presenta componentes negativas. Puesto que ej es un vector que

representa las probabilidades de encontrar cada configuración dentro del sólido, sus componentes

no pueden ser negativas, y por lo tanto concluimos que con esta cuarteta de valores iniciales no

es posible construir un mosaico.

c) El programa no converge adecuadamente. En el paso 3 descrito arriba se asigna como

máximo un número de iteraciones fijo N para alcanzar el mínimo, y si después de N no se

obtiene F ~ 0, significa que cu eat.ii vochulml dol topacio no hay un conjunto do paramutras que

conduzcan a un punto fijo, al menos para este número de iteraciones, lo cual no significa que

no exista tal punto en la vecindad.

El resultado que obtenemos después de ejecutar el programa Mínimos es el conjunto de

cuartetas que producen una estructura cristalina o amoifa, pues corresponden a los puntos fijos

del sistema. FAI ln figura 2-1,'i so encuentran los puntos obtenidos para las estructuras, las lincas

indican los valores iniciales F j , y terminan en F2 (*).

Es muy interesante notar en la figura 2-13 como puntos provenientes de distintos sectores del

espacio convergen a una región específica. En particular podemos distinguir dos puntos muy

importantes: q$ = (0,0,0) y qr — (ls0,0) correspondientes a la red cuadrada y triangular
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Figura 2-13: Se observan los valores iniciales de los parámetros x, /?, 7, es decir la concentración
inicial de triángulos y los valores de las probabilidades de pares cuadro-triángulo y triángulo-
triangulo (Fl). Los valores finales (*) denotan los puntos lijos y corresponden a la concentración,
y las fracciones de pares cuadre-triángulo y triángulo-triángulo (F2). En este caso el espacio
inicial contiene 1296 puntos.
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respectivamente. Estos puntos como observamos provienen de una gran cantidad de puntos en

el simplex, esto se debe a que las redes cuadrada y triangular son soluciones muy estables, es

decir corresponden a dos atractores del sistema. Los otros puntos de convergencia se encuen-

tran en una superficie formada por dos hojas. ¿Cómo podemos identificar a qué estructuras

corresponden estos puntos del simplex qo — (so» <XQ, j3$, 7Q)? la respuesta es que algunas de

ellas se encuentran en una superficie definida por las familias de redes cuadradas y triangulares,

así como por la superficie de definida por las fases de Frank-Kasper. En la siguiente sección

se explica cómo generar estas superficies, y por supuesto nuestro objetivo es comprobar que

algunos puntos fijos de F caen dentro de estas superficies.

2.3.3 Algunas familias cristalinas de cuadros y triángulos en dos dimensiones

De la misma forma que en el espacio tridimensional, se encuentra que en dos dimensiones

es limitado el número de redes que pueden definirse a fin de cubrir el plano en su totalidad.

Estas estructuras se conocen como redes de Bravais en dos dimensiones y cumplen que las únicas

rotaciones compatibles con la simetría de traslación son por ángulos iguales a 2TT/2, 2TT/3, 2TT/4,

y 2TT/6. Cada red esta.definida por una celda unidad tal que sus puntos cumplen las siguientes

propiedades de simetría: traslación, rotación, reflexión e inversión. La celda unidad se repite

periódicamente hasta llenar el plano. En dos dimensiones las posibles redes son cuadrada,

triangular, oblicua, rectangular y hexagonal.

Podemos encontrar dos mosaicos distintos con la misma red pues la celda unidad que los

define tiene diseños diferentes. Nos preguntamos entonces cuántos diseños podemos lograr si

disponemos de cuadros y triángulos, y si es posible encontrar un mosaico con simetría quasi-

cristalina, la respuesta es que existe un número muy grande de empaquetamientos cristalinos

perfectos, y que también pueden encontrarse estructuras quasicristalinas [33].

Fases de Frank-Kasper

En lo que sigue estudiaremos algunas familias cristalinas formadas por cuadros y triángulos.

Comenzaremos con las fases de Frank-Kasper [34], que se construyen apilando hileras de cuadros

y triángulos. En la figura 2-14 podemos ver algunas de estas fases (las primeras de ellas) y sus

correspondientes proporciones de celdas triangulares y cuadradas, así como las fracciones de
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1 AAAA/
L

Fases.de Frank-Kaspeí

• S T S-S S-T T-T-

1 2 1 2 2

3. AAAA7

1 4 1

2 2 3

Figura 2-14: Algunas fases de írank-Kasper

enlaces. También en la misma figura observamos la celda unidad de cada fase.

Como sabemos (debido a las reglas de Ruler), cada est.rUd.ura os(,A determinada por las

proporciones de sus celdas y la fracción de sus enlaces dentro de la celda unidad. Si obser-

varnos las fases de Frank-Kaspeí (n,m) donde m os ei numero de hileras de triángulos y n

el correspondiente a cuadros, encontramos que existen expresiones cerradas para encontrar

Ps n 2m

n -i- 2m'
(2.23)

Las fases de Frank-Kasper tienen simetría 2. ahora estudiaremos cómo generar cristales con

simetría 3.

Familia triangular 1 Los cristales con simetría 3 peitenecen a familias generadas por la

inflación dt: celdas unidad con bordes que ronsliUiyen "palfibríis" palíndromos (BíiotienciaH

definidas de cuadrados y triángulos). Consideremos que cada celda unidad está formada por
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dos partes, el interior y el borde como observamos en la figura 2-15, al empatar ambas se cons-

truye la celda unidad, y con éstas se puede generar una familia con simetría de rotación 2TT/3,

es decir una red triangular cuyas proporciones de cuadros y triángulos, así como fracción de

enlaces entre ellos también pueden obtenerse en forma general:

n

1

2

3

4

S
3
2

|

1
12

T

4

7

12

19

S-S

0

1
1
£
n

S-T

6

9

12

15

3

6

12

21

2f n2+3 2fc£Ü 3(n + l) f[2 + n(n~l)]

y debemos normalizar para encontrar las relaciones generales que permiten obtener esta familia

triangular:

n¿ + 3n + 3 n¿ + ón + 3
/y, _ 3 ( n - l ) _3(ñ + l) _3[2 + n(n-l)] , • _

Familia triangular 2

Nuevamente consideramos a la celda unidad formada por el interior y el borde. fc)n la figura 2-16

se ilustran los mosaicos pertenecientes a esta familia, en este caso también podemos construir
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Borde

A

V

A

V

Familia triangular I

Interior Celda unidad

A

Figura 2-15: Mosaicos cristalinos con simetría 3 (familia triangular 1)

una tabla señalando las características que definen cada celda unidad:

n

1

2

3

4

S

3

6

9

12

T

7

16

:ÍÍ

19

5-5

0
3
2

fi
2

9
ti

S-T

12

9

12

15

T-T
3
2

6

12

21

2 , •> 'Mn-

ir + 3 -̂ TT
1)]

y a partir de esta tabla obtenemos las relaciones generales para las proporciones de celdas y

fracción de enlaces para la familia triangular 2:

(2.25)

Observemos que a partir de las fases de Frank-Kasper y las'familias 1 y 2 podemos generar
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Borde

Familia triangular 2

Interior Celda unidad

A

Figura 2-16: Mosaicos cristalinos con simetría 3 (familia triangular 2)

una infinidad de mosaicos en dos dimensiones pues n — 1,2,3,4,... (y también m = 1,2,3,4,...

para el caso de las fases de Frank-Kasper). En la figura 2-17 observamos los cristales encontrados

usando las relaciones 2.23, 2.24 y 2.25. Cada punto corresponde a las proporciones de triángulos

(PT)* fracción de enlaces cuadro-triángulo (N$T) Y fracción de enlaces triángulo-triángulo (JVTT)

que definen una celda unidad, y por lo tanto un cristal. También en la misma figura se observan

los puntos correspondientes a otras estructuras cristalinas reportadas en el artículo "Crecimiento

estocáatico de sólidos" [35], así como dos quasicris talos con aimoUías 6 y 12 reportados por

primera vez en el artículo "Nonperiodic hexagonal.square-triangle tilings"[3&], ambos artículos

se encuentran al final de este trabajo en el apéndice B.

Las estructuras cristalinas tomadas de [35] se marcan con G y >,. y corresponden a las redes

cuadrada y triangular respectivamente. Observarnos que como era dé esperarse algunas de estas

redes pertenecen a las familias 1 y 2. El caso n = 1 i eneja este hecho pues es la red cristalina

triangular más simple.

Siguiendo este método geométrico se pueden generar más estructuras cristalinas con simetría

3,4 y 6. De hecho nuestro trabajo predice que en superficies específicas del espacio mostrado

en la figura 2-17 deben existir muchos más cristales obtenidos por inflación.
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Monoicos aln defacto*

0 2
Enlaces cuadro-triangulo 0 0

08

Enlaces triangulo-triángulo

I'jgura 2-17: Puntos concspondienten a la familia infinita de cristales coa u-.ú U ¡angular y
cuadrada (denotados con él símbolo de triángulo y cuadro respectivamente) y las fases dé
Prank Kasper (denotados con puntos), •

¿Cómo se puede predecir la existencia.de quasicristales usando el MME? Como es sabido, los

quasiorifl tales se pueden obtener por reglas do inflación con escala, irracional., Hemos visto que

a partir de los eigenvectores correspondientes a eigenvalores con norma uno se puede definir un

sólido infinito, y en general sólo tomamos en cuenta que los eigenvalores de M son reales, pero

ésta no es necesariamente la única opción pues la matriz estocástica es en general no Hermitiana

y por lo tanto algunos de sus eigenvalores pueden ser complejos con norma 1. La presencia de

este tipo de eigenvalores sugiere que un régimen oscilatorio se establece durante el crecimiento

del sólido al igual que ocurre en el caso de los eigenvalores reales, pero si estos eigenvalores son

complejos irracionales el sólido resultante será un quasicristal. La única condición que debe

satisfacer para asegunu que BC puede construir un sólido infinito os que su norma-sea uno f 19].

Los quasicristales reportados en [36] se pueden obtener a través de las reglas de inflación,

y es importante señalar que la escala de inflación es irracional, esto puede verse a partir de

los eigenvalores complejos irracionales,. Al contar las proporciones/de cuadros y triángulos, así

como, la fracción de enlaces, se pone de manifiesto el carácter qu asi cristalino dé estas estructura.
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Figura 2-18; Se ilustran las predicciones de la teoría (MME) (denotadas con asteriscos), así como
algunos puntos pertenecientes a la familia infinita de cristales con redes triangulares y cuadrada,
y las fases de Prank Kasper (denotadas con triángulos cuadros y puntos respectivamente)

En el apéndice B se muestra la forma de calcular las-fracciones de enlaces y vértices de los

quasicristalés y dé cualquier estructura cristalina en general. Tomando en cuenta los parámetros

que definen cada estructura cristalina con su red específica, en la figura 2-18 se ilustran todas

las predicciones teóricas así como las fases de Frank-Kasper, las familias triangulares 1 y 2,

IÍIH fnmiliaH'cuadradas, loa quíiaicristalíif) y los ciiñtalea reportados en [ÍÍ5]. Fin esta figura so

aprecia la coincidencia existente entre las redes obtenidas a través del MME y las que se pueden

construir mediante las reglas analíticas descritas antes. La razón de esta coincidencia radica en

la equivalencia entre las reglas de Euler para mosaicos y la condición que exigimos a través de

la ecuación ,2.22 en un mosaico sin defectos.

Como conclusión de esta aplicación geométrica podemos decir lo siguiente:

- Con la teoría puede predecirse la existencia de sólidos cristalinos, amorfos, y quasicrista-

linos.

- La condición de restringir, que en el catálogo sólo existan vértices cóncavos o convexos en

miiltiplos de 60 y 90 grados (es decir una condición local), da como resultado una condición no
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local, pues no es posible que en ningún punto del sólido infinito existan defectos.

- Las soluciones estables coi responden a valores específicos de x, «, {3, y 7, (os decir la

concentración de celdas triangúlales y las probabilidades de que ocurran enlaces entre diferentes

especies), y están asociadas a estructuras amorfas y cristalinas.

- Si observamos las estructuras generadas por las familias 1 y 2, y las fases de Fiank-Kasper,

vemos que para n grande, la celda unidad tiende a ifinito, y en este caso se confirma que un

cristal con celda unidad infinita y un amorfo son muy parecidos.

- Cualquier valor de los parámetros conduce a una solución, es decir se puede construir de

ellos una estructura, la cual en la mayoría de los casos es amorfa. Existen algunos casos en los

que para una cierta cuarteta q/ = (x¿, ctf, ¡3f, 7^), el eigenvector asociado al eigenvalor uno

tiene componentes negativas, y para este conjunto de parámetros no es posible por lo tanto

construir una estructura,

Dos conlusiones importantes que queremos enfatizar son:

\ 1) Con el método pudimos descubrir dos nuevas estructuras quasicristalinas que resultan

muy curiosas en sus propiedades. Por primera vez se exhibe un quasicristal con simetría 6,

que en principio debería cristalizar. Estas estructuras son complicadas pues pertenecen a los

mosaicos bicolores con ventanas fractales en el espacio perpendicular (ver artículo [36]).

2) El método puede extenderse para investigar el caso de eigenvalores complejos, que sig-

nifican oscilaciones en la composición del sólido con escala mayor a las unidades usadas para

construirlo. Las super redes, ordenadas o desordenadas, son un caso de esta situación.

63





Capítulo 3

Nuevo Método de la Matriz

Estocástica

3.1 Algunas consideraciones físicas

El MME es útil al estudiar sistemas que bien pueden ser puramente geométricos o tratarse

de algún sistema físico idealizado restringido a un espacio en dos dimensiones (por ejemplo

superficies). Es decir, el método se aplica a sistemas en los que sus componentes no nece-

sariamente representan átomos y moléculas y que por Lauto los parámetros involucrados en

su descripción no corresponden a cantidades físicas. Sin embargo en la descripción inicial del

método se dijo que el interés principal es estudiar sistemas físicos en tres dimensiones, en los

que durante la formación del sólido se distinguen dos tiempos característicos, el tiempo en que

un enlace químico entro unidades nlcanza equilibrio tcnnoílinámico (t¡) y el tiempo m que el

sólido completo alcanza el equilibrio (t2). Entonces su crecimiento puede describirse como un

proceso de aglomeración. En algunos vidrios fuertes con enlaces covalentes estas condiciones

se presentan. Por lo tanto los vidrios con estas características son sistemas físicos apropiados

para ser descritos empleando el MME. Queremos estudiar sus propiedades, y tenemos especial

interés en estudiar sus rasgos característicos como la temperatura de transición vitrea Tg en

función de la composición. ,

Los sistemas para los que se puede definir una temperatura crítica de solidificación general-

mente forman estructuras cristalinas, y par» tales sistemas son bien conocidas gran cantidad

64



de sus propiedades físicas. El orden traslacional permite elaborar modelos y a partir de éstos

estudiar su comportamiento cuando son sometidos a perturbaciones creadas por un campo ex-

terno [37]. En contraparte se conoce poco acerca de la naturaleza de los sistemas vitreos. Desde

luego los vidrios son materiales usados ampliamente desde la antigüedad y son bien conocidos

experimentalmente dentro de ciertos límites. Su estudio se ha llevado a cabo en forma mas

empírica que teórica, y la existencia de teorías y modelos para describirlos es limitada. De he-

cho, no hay una forma de definir Tg, o estudiar sus propiedades temodinámicas como en el caso

de los sistemas cristalinos. Las teorías dedicadas al estudio de sistemas amorfos generalmente

analizan las propiedades electrónicas partiendo del Ilamiltomano de un arreglo cristalino, e

introduciendo desorden, por ejemplo CPA (Coherent potential approximation), Random phase

[38], Nos interesa estudiar la fenomenología de estos sistemas, particularmente el estudio de

las propiedades termodinámicas de sistemas desordenados. De hecho el MME fue desarrollado

con el objetivo de estudiar sistemas específicos como B2O3, S1O2, AsaSe^..^), GeKSe(1_a;), y

cualquier otro sistema ternario con tendencia a formar un vidrio.

Cuando se estudió B2O3 [39] se obtuvieron resulta dos que concuerdan en gran medida

con los experimentales, pues con el MME es posible modelar la existencia de anillos boroxol

(siempre que las unidades elementales sean las adecuadas para formar este tipo de estructuras)

y contar la proporción de ellos dentro del sólido, lo cual es un resultado experimental que se

obtiene empleando dispersión Raman, rayos X y espectroscopia infraroja [40]. Se debe observar

en este caso la tendencia a la formación de estructuras locales en dos dimensiones, es decir la

presencia de los anillos. En este sentido no es necesario considerar las correlaciones con loa

vecinos, mientras las unidades elegidas sean las apropiadas, y por lo tanto se puede despreciar

en primera aproximación la naturaleza real en tres dimensiones de la formación de un sólido.

En general el MME presentado en el capítulo 2 ha sido aplicado a distintos sistemas obte-

niendo resultados satisfactorios. Sin embargo, al modelar el proceso de aglomeración de un

sólido pueden considerarse otros aspectos físicos con el fin de contar con una descripción mas

realista del fenómeno, y que además permita caracterizar' el sistema en forma más completa. El

método descrito antes considera que el crecimiento es dendrítico, cuándo en realidad durante el

proceso de crecimiento los átomos y moléculas que se adhieren al borde no sólo crecen formando

largas cadenas, sino que se van arreglado en función del entorno que observan en la proximidad
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on el momento en que se incorporan al sólido. Los átomos de la superficie participan de manera

significativa en el proceso de formación, pues en algunos casos ofrecen enlaces no saturados

y por lo tanto el nuevo átomo tiene una probabilidad diferente de cero de enlazarse a estos

vecinos, incluso en cada paso pueden saturarse nuevos sitios y con ello se tiene que en forma

natural se crean anillos. Así podemos decir que el modelo descrito es muy útil en sistemas

como Se puro cuyos átomos tienen valencia 2 y el crecimiento es por lo tanto dendrítico, pero

si en lugar de ello se quiere estudiar una aleación con componentes elementales con número de

coordinación mayor que 2, el MME no es un modelo adecuado.

El MME no toma en cuenta que durante el crecimiento puede haber correlación, es decir no

existe una forma de que el átomo que va a adherirse al borde tome en cuenta que por ejemplo

puede encontrar sitios saturados con los que ya no es posible enlazarse, o que el siguiente paso

se vea afectado por los procesos antes ocurridos. Con todo esto vemos que el método constituye

un proceso de Markov en el que el paso i41 sólo depende del paso anterior i. También puede

ocurrir que aunque un enlace esté dispuesto en la superficie a enlazarse, la unidad que llegue

puede encontrar obstáculos estéricos para alcanzarlo y por lo tanto no se enlaza.

El método ha sido aplicado a otros sistemas vitreos, como las aleaciones Aŝ Sê ....-,.) y

Gea-Se .̂.,,.) [41], [42] y en ambos casos se determinó Tg como función de la composición x

de. uno de sus componentes, poro la T{¡ obtenida en estos sistemas HO infirió a partir do la condi-

ción x — xij es decir de suponer que las concentraciones en el líquido y el «olido infinito son

iguales, lo cual es una condición razonable si pensamos que un vidrio es homogéneo y no se

observan desviaciones locales en la concentración. Sin embargo, la Tg calculada de esta forma

no es el resultado de una transición de fase termodinámica, sino más bien dinámica, resultado

de un crecimiento dinámico homogéneo, y esto es precisamente lo que nos interesa, estudiar la

termodinámica de un sistema vitreo, pues como se verá después un vidrio es un amorfo que

presenta una transición vitrea, y la Tg es característica de cada aleación.

Algunos BÍSUÜII&B específioos a IOH que He ha aplicado el MMF, NOII 0<aSt'n~x), AH^SOÍ [_.,.) y

SiOy, por mencionar algunos pues también se han estudiado sisteman ternarios. La característica

común en estos sistemas es que el orden químico de corto alcance es muy robusto. En todos ellos

las unidades identificables son arreglos atómicos tipo estrella, y la diferencia en el tratamiento

de cada compuesto es la construcción de la matriz estocástíca, pues ésta depende de los números
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Concentración de As(o), Ge(*) en el vidrio

Figura 3-1: Temperatura de transición vitrea en función de la composición para As!eSe(l_a.)
señalada con o y para Ge3!Se(i._a.)(*)í ambas curvas son resultados experimentales tomadas de
[48], [47], [49]..

m y m' que son las valencias de las unidades elementales que forman el sólido binario. En cada

una de estas aleaciones se ha encontrado una relación analítica entre parámetros físicos, a saber

la concentración de uno de los componentes x y la temperatura de transición vitrea Tg. Además

se obtuvo la curva de calor específico en función de la temperatura.

La elección de los sistemas a estudiar se debe en parte a que se dispone de gran cantidad

de datos experimentales y por lo tanto pueden compararse con las predicciones de la teoría,

además de las aplicaciones tecnológicas de algunos de ellos como en el caso de B2O3. En

los experimentos realizados en Gea,Se(i_a.j y AsarSe^^ se reportan puntos que constituyen

la curva de Tg en función de x para todo el intervalo de concentraciones tal que es posible

la formación del vidrio. En la figura 3-1 observamos las curvas experimentales para ambos

sistemas, Sin embargo con la teoría del MME sólo es posible estudiar la dependencia con la

concentración para bajos valores de esta última. La teoría no predice correctamente Tg para

valores dé x > 0.3 en el caso de As^Se^^^ y x > 0.4 para Ge^Se^-a;)- De acuerdo al método la

temperatura de transición es función creciente de la concentración para todos los valores de x, y
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como se observa en la figura .1-1 Tg crece con x hasta un cierto valor corea de la estequiornetría

y posteriormente disminuye. La razón por la cual el MME no predice este comportamiento es

que para valores de x > 0.4 (0.3 en el caso de GexSe(i-x)) es significativa la formación de otro

tipo de estructuras, por ejemplo anillos. Experimentalmente es ha encontrado que la presencia

de anillos es responsable del máximo en la figura 3-1 en x — 0.4 en el caso de GeSe2, mientras

que una tendencia similar en el caso de As2Se3 es menos pronunciada, y esta característica se

atribuye a un comportamiento químico muy específico de este compuesto cerca de x — 0.3.

Entonces nos interesa incorporar como primera aproximación, correlaciones que permitan le

formación de anillos y determinar si con ello se puede describir el comportamiento de Tg en

función do la concentración para valores mayores que los que se obtienen a través de MME.

Es conveniente aclarar sin embargo, que los resultados obtenidos con el MME están apoyados

experimentalmente por estudios que confirman que en la fase inicial del proceso de aglomeración,

la estructura es netamente tridimensional y dendrftica. En este sentido las hipótesis del método

se satisfacen, y por lo tanto las predicciones concuerdan con los resultados experimentales.

Todos estos aspectos descritos arriba no son tomados en cuenta en el MME, por lo que

estamos interesados en incorporarlos a la teoría y de esta forma tener un modelo que represente

de forma más aproximada la situación física que ocurre durante el proceso de aglomeración.

Es decir, introduciremos al MME correlaciones que don solución a los problemas expuestos,

además investigaremos Tg identificando el punto donde ocune una transición vitrea.

3.2 Propiedades físicas de los vidrios

Para determinar el punto donde ocurre una transición vitrea se estudian las curvas de calor

específico y viscosidad en función de la temperatura. Ambas curvas presentan características

muy particulares en Tg con respecto al comportamiento observado en otros sistemas [43]. En

lo que sigue estudiaremos las curvas de calor específico y viscosidad. Sin embargo tenemos

especial interés en las propiedades térmicas, pues las nuevas consideraciones en la teoría deben

ser tales que permitan encontrar T(J como resultado de una transición de fase.

Lo primero es preguntarse si una transición vitrea puede considerarse cómo una transición

termodinámica y particularmente si es una transición de segundo orden, Para estudiar lo que
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Figura 3-2: Se observa la dependencia del volumen en función de la temperatura para un
material que solidifica como un cristal (1) y un material que se vuelve un amorfo (2) ([1]).

ocurre cuando un material atraviesa por un cambio de fase podemos considerar en primera

instancia la curva de volumen en función de la temperatura. En la figura 3-2 se presenta una

curva general del comportamiento de un material que tiene dos caminos para alcanzar el estado

sólido, el camino 1 lo conduce a uu arreglo cristalino, mientras que la trayectoria 2 finaliza en

una configuración amorfa que ha sufrido una transición vitrea.

En la figura se señalan varias temperaturas (7^t) Tg, 7),), la carcterística de cada una es que

definen un cambio de fase en el arreglo del material. Si en lugar de la trayectoria 1 el sistema

va por el camino 2, el material continúa en estado líquido y la temperatura desciende por

debajo de Tm. En esta región se dice que el líquido esta sobreenfriado, y la formación del vidrio

esta caracterizada por un rompimiento gradual en la pendiente. La región en donde ocurre el

cambio de pendiente es conocida como temperatura de transición vitrea Tg. Como se aprecia en

la figura esta pendiente es continua, por lo que el valor dé Tg no está bien definido, pero en su

lugar puede definirse una temperatura ficticia Tj como el valor obtenido de la intersección de

las curvas del líquido y el vidrio. Esto nos hace pensar que T/ definida así tiene un valor único

para cada material. Sin embargo, esto no es asf pues dependo de la rapidez do enfriamiento del
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líquido sobreenfliado.

Sé ha encontrado que si se reduce la velocidad de enfriamiento, la región en la cual el líquido

puede ser sobreenfriado se alarga. Como conclusión de lo anterior se tiene que la temperatura

de transición vitrea de un ̂ material particular depende de la historia térmica del mismo.

Cuando ocurre una transición termodinámica se observan discontinuidades en algunas varia-

bles extensivas o sus derivadas. De acuerdo al esquema de Ehrenfest el orden de una transición

es el mismo que el de la más baja derivada de la energía libre de Gibbs que presenta una

discontinuidad [44]. Observemos que en la figura 3-2 el volumen (V= (dG/dp)r) se vuelve

discontinuo en Tm, lo que significa que la transición líquido-cristal sería de primer orden.

En los sistemas vitreos la capacidad calorífica {Cp - T{dS/dT)p = -~T(d2G/dT2)p)), la

compresibilidad isotérmica («r = —(d\nV/dp)T) y el coeficiente de expansión térmica (ar =

l/V(dV/dT)p) son discontinuos en Tg, y por tal motivo se podría considerar entonces a la

transición vitrea como de segundo orden. Sin embargo esta interpretación falla algunas veces.

Ejemplo de ello es ía diferencia que se obtiene al medir experimentalmente el cociente entre

el cambio de la compresibilidad isotérmica y el cambio en el coeficiente de expansión térmica,

y compararlo con dTgfdp. Si la transición vitrea es una transición termodinámica no deberfa

haber cambios en la magnitud de Tg debidos a factores cinéticos.

Corno hemos visto el valor de Tg define la naturaleza vitrea de un material pues de lo con-

trario la estructura que se esperaría al solidificar el material es cristalina Dada la importancia

de este parámetro, se ha estudiado la posibilidad de relacionarlo con otros factores físicos, pen-

sando principalmente en cantidades termodinámicas. Sin embargo también se ha considerado

su relación con factores estructurales, como se pone de manifiesto en la ley semiempírica de

Gibss-Di Marzio, a la cual nos referiremos más adelante. Es importante resaltar que si bien es

cierto que el valor de Tg no es único para cada material, si es posible inferirlo para un material

sometido a algún proceso de enfriamiento a partir de la curva de calor específico, y este es

precisamente nuestio objetivo tui la «¡guíente sección.

Otra característica que define ft los vidrios es la viscosidad. Esto se dolx¡ a que cuando

el líquido se encuentra en un estado sobreenfriado, es decir la temperatura es menor que Tm

pero el material conserva sus propiedades de líquido, se vuelve mas viscoso. La viscosidad

está relacionada con los procesos de relajación, y los cambios configuracionales que causa la
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relajación de un líquido sobreenfriado se vuelven muy lentos cuando decrece la temperatura

hasta que finalmente el material solidifica. Para tiempos de observación t0 largos comparados

con el tiempo de relajación estructural ry (ío > r r) el material tiene apariencia de líquido

mientras que para ío < Tr el material se vuelve de apariencia sólida. El tiempo de relajación

estructural puede entenderse de la siguiente forma: cuando se tiene un material tal que T > Tg,

los átomos se difunden esencialmente debido a colisiones entre ellos sin cambiar la estructura

del líquido. Cuando T decrece el tiempo de difusión aumenta. Al tiempo de difusión se le llama

tiempo dé relajación estructural. La transición vitrea ocurre cuando ¿o zz rr

Los procesos lentos de relajación exhiben un comportamiento no exponencial en relación a

la dependencia temporal, la función respuesta $(£) se comporta como exponencial alargada:

Una definición alternativa para Tg es la temperatura a la cual el líquido alcanza una cierta

viscosidad, (por ejemplo 10!'! poise), pues como sabemoa cu los vidrios el flujo no cesa al alcanzar

este valor para r\ (la viscosidad), sino continúa en algunos casos por días o años.

En la figura 3-3 se muestra una gráfica de la dependencia de la viscosidad con la temperatura,

y se observa que r\ cambia muy rápidamente en la región de la temperatura de transición vitrea,

i.e. en T = Tg. En esta figura pueden apreciarse también dos tipos do comportamiento, uno

corresponde a los vidrios fuertes, que siguen la ley de Arrhenius:

y por otro lado se tienen los vidrios débiles. Existe una ecuación que describe el comportamiento

de esta curva, es la llamada ecuación empírica de Vogel-Tamman-Fulcher:

La viscosidad obedece en gran medida a esta última ecuación, y funciona para viscosidades

;anas a Tg.

A diferencia de la capacidad calorífica, en la que como observamos en la figura 3-4 se

^ . , , - •-••• Y T.1



Figura 3-3: Dependencia de la viscosidad con la temperatura para distintos compuestos, tomada
de [16J.
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Figura 3-4: Calor específico en función de la temperatura ([16]).

presenta una discontinuidad en T = Tg, la viscosidad es continua en este punto, pero tiene una

singularidad en este valor. Recientemente se ha utilizado el método de la matriz estocástica

para obtener una descripción de los procesos de relajación [45], sin embargo usaremos esta

teoría tomando en cuenta otras consideraciones para estudiar las "propiedades térmicas de un

sistema vitreo.

3.3 Generalización del método de la matriz estocástica

Comenzaremos describiendo lo que ocurre cuando en el proceso de aglomeración no sólo se

considera que el crecimiento es dendrítico y veremos las implicaciones físicas y matemáticas a

las que conduce esta idea.

Durante el proceso de crecimiento el átomo que se aproxima a la superficie de separación

solido-líquido, observa no sólo el átomo con el que se enlaza, sino una vecindad de átomos

que rodean a este sitio principal. En dos dimensiones el número máximo que se observa es

o en tres dimensiones este número no tiene por qué ser 2. Entonces
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la configuración resultante después de la. unión depende de la prienda, de estos átomos vecinos

pues en algunos casos éstos últimos tienen enlaces no satisfechos disponibles al nuevo átomo. De

esta forma, tenemos que el crecimiento ya no es dendrítico, los nuevos átomos no se aglomeran

sólo en forma de cadena sino que interactúan con los vecinos cercanos formando una red. Es

importante señalar que en muchos sistemas se observa que cada átomo sólo forma un enlace

con cada sitio, es decir no existen anillos de dos miembros.

La primera implicación física que tiene el considerar la presencia de vecinos es que se puede

saturar un mayor número de enlaces en un sólo paso de la secuencia de aglomeración. De hecho

existe la posibilidad de saturar en un sólo paso todos los enlaces del átomo que proviene del

líquido, la condición para ello es que exista al menos entre los vecinos y el sitio principal el

mismo número de enlaces no satisfechos que los del átomo que se aproxima al borde, y en la

orientación y distancia correctas. Entonces, con todos estos factores en juego, esperamos que

la probabilidad de que ocurran más de dos enlaces con los vecinos en un sólo paso sea muy

pequeña.

Las ideas anteriores se representan esquemáticamente en la figura 3-5. Se observa que uno

de los átomos del líquido se adhiere al borde del cúmulo, y en un solo paso todos sus enlaces

pueden saturarse. En este ejemplo tenemos un sistema binario con componentes que denotamos

como A y B , con valencias m = 3 y m ' = 2 respectivamente. En el borde se encuentra que el

átomo A puede tener dos enlaces libres (Fi), un enlace libre (P2), o todos sus enlaces saturados

(P.o), en forma análoga B puede tener un enlace libre (P3) o sus dos enlaces saturados (Po).

Al permitir que el átomo que se incorpora tenga la posiblilidad de enlazarse al sitio vecino

tenemos como resultado dos procesos: 1) El nuevo átomo puede tener más de un enlace saturado,

y 2) La formación de anillos ocurre naturalmente. ¿Que relevancia tiene el considerar sitios

saturados?, ¿cómo, se traduce esto a un lenguaje matemático? En lo que sigue responderemos

estas preguntas y posteriormete estudiaremos una aplicación del método.

Como antes se explicó, en los sistemas vitreos se ha encontrado orden de corto y medio

alcance, lo cual es consecuencia principalmente de los enlaces químicos. Dentro del orden de

medio alcance se reconoce la formación de anillos regulares elementales. Este tipo de estructuras

es fundamental en algunos casos pues constituye la mayor forma de agregación dentro de estos

materiales. Puesto eme la construcción de la matriz estocas tica, requiere tomar en cuenta todos
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Figura 3-5: Representación esquemática del borde de un Bólido en formación. Se observa que
en la superficie es posible encontrar cuatro configuraciones diferentes. Los sitios saturados
Po representan una nueva configuración, estos pueden encontrarse en la superficie, o bien ser
cualquier sitio dentro del sólido.

los procesos que pueden ocurrir, es posible conocer a partir de ésta y del eigenvector que

representa el comportamiento asintótico, la proporción de anillos que se forman.' Tomar en

cuenta que los sitios saturados participan de alguna forma en la dinámica de evolución resulta

también un avance en la descripción de la formación de un sólido. En la figura 3-5 observamos

que los sitios saturados han sido etiquetados con Po, pues representan un nuevo sitio dentro de

las posibles configuraciones del borde y por lo tanto este sitio es una componente más del vector

asociado a la superficie. Debemos aclarar en este punto, que los sitios PQ pueden encontrarse

en la superficie, o aer cualquier sitio dentro del interior debido a que por definición en el interior

ya no es posible adjuntar ninguna unidad. Mientras que con el método anterior teníamos que

para este caso (m = 3 y m' = 2) el vector del borde era de 3 componente»:

v —
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Ahora tenemos que este vector es de 4 componentes, cuyas entradas son las siguientes:

v =

y recordamos que las componentes de v son las probabilidades de encontrar cada configuración

en el borde. Más aún, debido a que la acción de la matriz sobre cualquier sitio saturado Po es

regresar a la misma configuración Po; en el límite de aplicar M^, la componente Po representa

la proporción de sitios saturados en la superficie y el interior. Así en cada paso podemos

conocer la proporción de esta clase de sitios en el borde y la superficie, es decir tenemos una

forma de contar la fracción de átomos que forman parte del sólido dado que en estos sitios ya no

pueden agregarse nuevas unidades, a menos que el átomo que se ha enlazado tenga la energía

térmica suficiente para romper la barrera de energía potencial. Más adelante consideraremos

este aspecto.

Veamos ahora cómo se modifica la matriz estocástica al considerar a Po como un sitio del

borde. Igual que el en caso anterior, las reglas de transformación de las posibles configuraciones

en el borde determinan una matriz cuadrada, sólo que en la nueva teoría se tiene un renglón y,

una columna adicionales correspondientes a la nueva componente considerada Po. Además dado

que ahora el vecino próximo al sitio en consideración participa en el proceso de aglomeración,

las componentes de la matriz dependerán de la probabilidad de tener estos nuevos vecinos.

Debemos resaltar la asimetría presento en este proceso pues todas las componentes del vector

asociado al borde se transforman en alguna otra, mientras que Po no tiene nunca esta posibilidad

(Po -"PO.

Con ayuda de la figura 3-6 podemos explicar de forma más clara las ideas expuestas antes.

Continuando con el ejemplo A^ 13 (!_,,.) en el que m = 3 y m' — 2, en la figura se observan las

posibles configuraciones en el borde. Se ha elegido una de ellas, en este caso Pi, y puesto que

el primer vecino participa en el proceso de aglomeración, en la figura se muestran los posibles

vecinos que pueden encontrarse al lado de Pi. Se denota con R¿ la probabilidad de encontrar

el Httio / junto a P ¡ , niiálogmiientc ÍUUIJI .sitio P(), l*>¿, o I';j puethr tenei 'I vecinos dífeienUíH, y
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Figura 3-6: Se representa la uno de los posibles sitios Pi y sus posibles vecinos adyacentes

la transformación de cada par después de agregar una unidad A o B es por lo tanto distinta.

Las reglas de transformación dependen explícitamente de las probabiiiades R¿ siempre que el

vecino forme un enlace con el nuevo átomo. Consecuentemente la matriz estocastica también

depende de las R¿, lo que conduce a la siguiente ecuación:

p2

(3.1)

donde R¿ T¿P¿ en general. Es decir tenemos una transformación que aplicada al vector inicial

ai bitrario nos conduce en el límite a un vector de probabilidades fijo ei, pero es muy importante

darse cuenta que la ecuación 3.1 es autoconsistente (es decir RJ=RJ+1) paia asegurar que al final

se tiene RJ°=P|°, en donde P^° es la proporción existente del sitio i en el sistema macroscópico.

Para resolver esta ecuación proponemos un vector de probabilidad inicial Ro=(Po>Pi)p2tP3) y

encontramos los eigenvectores relevantes de la matriz para obtener los nuevos P¿ que definen la



nueva matriz, la cual a su vez es diagonalizada, y así sucesivamente hasta alcanzar un criterio

de convergencia adecuado en el que |R£-P" |< e. Ahora los sitios saturados juegan un papel

dinámico en el crecimiento del sólido y esta es la razón por la que tenemos una forma de

contar los sitios que se han quedado atrapados dentro del sólido. Podríamos preguntarnos

cómo puede ocurrir que un sitio saturado se transforme. Efectivamente este sitio no tiene

enlaces disponibles, lo que sucede es que al considerar' el vecino cercano de este sitio sí es

posible modificar el estado inicial Po agregando nuevas unidades. Observemos que la única

forma para que no sea posible una transformación de Po en otras configuraciones es que su

vecino cercano sea otro sitio saturado, en otras palabras no existe una forma de comenzar con

dos sitios saturados y terminar en alguna otra de las configuraciones.

La forma de construir la matriz estocástica como ya hemos visto es encontrar' la probabilidad

de transformación de cada sitio en otro del mismo catálogo. Inicialmente construimos la matriz

de transformación T, y al normalizar las columnas de esta obtenemos la matriz estocástica M.

Las componentes de la matriz de transformación son T(ij)=P(j,i), es decir el elemento (ij) es

igual a la probabilidad de transformación de la configuración j en la configuración i. Por lo

tanto los elementos correspondientes al renglón I de la matriz deben ser interpretados como la

cantidad de sólido pues corresponden a la probabilidad de transformación de cada configuración

en Po* El elemento M(l,l) contiene todas las trayectorias que comienzan y terminan en un sitio

saturado, una de ellas considera un sitio saturado y su vecino que también es un sitio saturado,

y por lo tanto su valor es 2Ro (el factor 2 se debe a que se ha considerado el sitio principal y

su primer vecino cercano), éste es el único término en M que no depende de los parámetros

del sistema (i.e. concentración de los componentes y energías de enlace entre ellos). Todos

los siguientes términos dependen de los parámetros y la temperatura a través del factor de

Boitzmann y el factor de multiplicidad.

Nos preguntamos qué ocurre cuando T ~*0? ¿cuál es la matriz en este caso? El único

término que sobrevive en la matriz en el límite T —»0 es el primer sumando de la entrada

M(l,l) (que en este caso es 2KQ) pues no depende de T, todos los demás términos en el límite
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tienden a cero y la matriz resultante es la siguiente:

' 1 0 0 0 \

0 0 0 0
Mn =

0 0 0 0

0 0 0 0 /

¿Cómo podemos interpretar esta situación? sabemos que M es una transformación que opera

sobre un vector de probabilidades, y resulta muy importante para nuestro propósito encon-

trar los puntos fijos de esta transformación pues estos representan laa soluciones estables, que

posteriormente nos permitirán estudiar la composición del sólido resultante.

Puesto que Mo aplicada a cualquier vector da como resultado Po, decimos que Po = 1 es

un punto fijo de la transformación cuando T -+ 0, esto significa que todos los enlaces están

saturados y no tiene lugar un proceso de aglomeración. Más aun las fases sólida y líquida no

tienen forma de interactuar, y por lo tanto no tiene sentido hablar de concentraciones y energías

de enlace en este caso. Además no podemos extraer información relativa a la naturaleza del

sólido ya formado. El eigenvector solución es es = (1,0,0,0), el cual interpretamos como la

naturaleza totalmente sólida del material, independientemente de sus alrededores.

El sólido asociado al punto fijo Po se encuentra en un estado estacionario pues su condición

no cambia en el tiempo, sin embargo no está en equilibrio con su entorno. ¿Qué significa

esto? Consideremos la situación del borde cuando éste tiene enlaces libres dispuestos a ser

satisfechos por los átomos que se encuentran en el líquido. Como se observa en la figura 3-7

el material se encuentra a una temperatura por encima de To, que es el valor correspondiente

a la temperatura de transición de fase, para temperaturas menores que To el material forma

un sólido infinito y no existe la posibilidad de agregar nuevas unidades pues como se dijo antes

todos los enlaces estári saturados. En contraparte para T > To se establece un régimen de

equilibrio para cada T pues el borde ofrece enlaces libres para ser saturados por las unidades

presentes en el líquido. Continuamente se crean y destruyen enlaces, y cada proceso ocurre en

equilibrio a una temperatura T, así pues tenemos que en toda la región para T > TQ el borde

se encuentra en un estado estacionario y de equilibrio.

^~w"*J^¿Oué:pofí|emos decir respecto a To? Este valor separa dos regiones: sólido y líquido aislados
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Sitios saturados «n función de la temperatura
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Figura 3-7: Comportamiento de la componente correspondiente a sitios saturados Po en función
de 'lac temperatura,

y sólido y líquido en equilibrio, y por lo tanto es el valor de la temperatura correspondiente

a una transición de fase. En principio no podemos asegurar que se trata de una transición

vitrea, pues bien puede ser que el resultado sea un sólido cristalino. Esta indeterminación se

debe al hecho de no conocer la especie química que constituye el .sitio saturado, y a la falta

de información relativa al arreglo interno Sin embargo, hay materiales con tendencia a formar

cierto tipo de arreglos, ello depende de los enlaces químicos, es decir las barreras de energía

correspondientes a cada unión. El hecho de encontrar que algún tipo de enlace predomina sobre

otro, sugiere que loa enlacies están distribuidos en forma aleatoria, formando una mezcla, y en

ese sentido hablamos de un sólido amorfo como en la sección 2.2.1 del capítulo 2. Por otro lado

el conocimiento preciso del arreglo interno podemos investigarlo por ejemplo estudiando las

propiedades térmicas del sistema en cuestión. Experimentalmente esta caracterización se hace

estudiando la curva del calor específico. En la sección 3.2 vimos que en este punto Cp presenta

una discontinuidad. O dependiendo del sistema específico,-como el estudio del mosaico formado

de cuadros y triángulos presentado en el capítulo 2, se puede explorar el espacio de parámetros

a fin de encontrar estructuras estables que pueden ser amorfos o cristales dependiendo de los

parámetros.
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Nuestro objetivo es estudiar un sistema que tiene tendencia a formar un arreglo amorfo y

exhibir una transición vitrea, así que investigaremos algunas cantidades termodinámicas durante

el proceso de crecimiento, y entonces podremos concluir respecto a su estructura. Es importante

notar que el proceso de iteración es equivalente a encontrar los puntos fijos de la transformación.

Si el punto fijo para una cierta T y x (dadas las energías de enlace) indica que Po ^ 1, esto

significa que siempre existe sólido interactuando con el líquido,. Cerca de TQ podemos aproximar

la estructura de este sólido (superficie que no cambia) con la de un sólido infinito (vidrio), por

abajo de 7o no tenemos información.

Hemos visto que los sitios saturados Po son una consecuencia natural do considerar que el

vecino próximo al sitio de enlace participa en el procoso do aglomeración, por supuesto en el

método anterior también existían tales sitios, pero no había una forma de contarlos pues no

formaban parte de las componentes del vector asociado al borde. Como vimos en la figura 3-5

existe la posibilidad de saturar en un sólo paso todos los enlaces del átomo que se adhiere a la

superficie. En nuestro ejemplo de Ag;B(i-a;) s e debe considerar en principio, no sólo un vecino,

sino el sitio en cuestión y sus dos vecinos cercanos, de tal forma que cuando un átomo de tipo

A se aproxima puede unirse a tres sitios diferentes y saturar en un solo paso todos los enlaces.

De hecho para evitar situaciones privilegiadas en alguna de las dos unidades, y que sólo una de

ellas pueda saturar todos sus enlaces en un solo paso, la forma correcta de estudiar el sistema

sería considerar tantos sitios vecinos como número máximo de coordinación de cualquiera de

las unidades elementales.

Observemos que el hecho de considerar sólo un vecino es responsable de que en la componente

M(l,i) el primer sumando sea igual a 21ÍQ. Si en lugar de ello se consideran dos vecinos, este

número es igual a 3Ro-

Es conveniente señalar en este, punto que el hecho de considerar un sitio promedio que

participa durante el proceso de aglomeración, no garantiza que el crecimento tenga lugar en

tres dimensiones. Esto se debe a que como se explicaba antes aún en dos dimensiones este

numero es 2, pero no para el caso de un sistema en tres dimensiones. Sin embargo este hecho se

justifica si tomamos en cuenta que la probabilidad de formación de tres enlaces (que el sitio al

cual se agrega la nueva unidad tenga simultáneamente disponibles Ri y Rj como vecinos) en un

sólo paso es mucho menor que la probabilidad de formación de dos enlaces (que el sitio al cual
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se agrega la nueva unidad tenga disponible Ri como vecino) también en un sólo paso. Aun asi,

nuestro modelo bien puede ser aplicado para la descripción de ciertos procesos de crecimiento

bidimensional epitaxial.

En la siguiente sección presentaremos en detalle el estudio de la aleación A ^ S e ^ ) usando

el MME extendido, es decir tomaremos en cuenta los vecinos y consecuentemente los sitios satu-

rados P 0 | analizaremos primero el caso de un vecino al lado del sitio principal, y posteriormente

consideraremos la presencia de dos vecinos.

3.4 Aleación A^Sed-^: Una aplicación del MME extendido

En esta sección se presente una aplicación de las consideraciones tomadas en cuenta al gene-

ralizar el MME. El sistema que estudiaremos es el más simple pues las unidades elementales

que forman el material tienen valencias m = 3 y m' = 2, * trate de la aleación A s ^ , ^ ,

con la notación empleada en la sección anterior tenemos A : As y B : Se. Esta aleación ha sido

ampliamente estudiada con técnicas experimentales [46], por ejemplo es bien conocida la curva

de temperatura de transición vitrea en función de la composición de As. La elección del sistema

A^Seu-,) se debe a que el estudio realizado para el caso genérico mas simple, es decir átomos

«m vaJoiioiiw 2 y .'i puede aplicarse wiiwiiiciileiiiontc mi <«!,» aleación.

Resulta muy importante estudiar esta aleación empleando el nuevo método, pues como se

explicó antes el MME predice correctamente T, como función de x para x < 0.4, y en esta

teoría nunca observamos que Tg sea función decreciente de x.

Las unidades elementales de este sistema son átomos con valencia m = 3 para As y m' = 2

para Se. Estos átomos se encuentran aislados para una temperatura mayor que la.de fusión,

en otras palabras no se considera que inicialmente existan moléculas en el líquido. En la figura

3.5 se observa un cúmulo típico del sólido en formación, aquí hemos tomado en cuenta que los

sitios saturados representan una configuración más del vector asociado al borde

Para modelar el proceso de crecimiento consideraremos que cada átomo de As o Se. que se

aproxima a la superficie se puede enlazar con un sitio y su vecino próximo. Como sabemos este

proceso ocurre en equilibrio a temperatura T, y la probabilidad de que uno de los átomos se

adhiera al borde depende por un lado del factor de Boltzmann que toma en cuenta la barrera
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de energía entre cada enlace, y por otro del factor de multiplicidad que está relacionado con el

húmero de coordinación. Definimos entonces las barreras de energfa como sigue:

As-As :

As-Se :

Se-Se : e3

donde e% ~ exp(—Ei/ksT), y las concentraciones relativas de cada especie son x y (1 — x) para

As y Se respectivamente.

Una vez establecidos estos parámetros podemos calcular las probabilidades de transfor-

mación de cada configuración en otra. Po, Pi, P2 y P3 constituyen el catálogo de posibles

configuraciones en el borde (sitios).

A continuación estudiaremos el sitio etiquetado con Pi (i.e. un átomo de Aa con dos enlaces

no saturados) y las configuraciones en que se transforma cuando un átomo de As o Se se adhiere

á él. Ademas representamos los vecinos a Pj tomando en cuenta un sitio promedio, tai que

el nuevo átomo también tiene la posiblilidad de enlazarse al vecino próximo de Pi, para ello

consideramos la figura 3-8 en dónde se muestra el cambio en la superficie después de un paso.

Las probabilidades de transformación del sitio tipo Pi en cualquiera de las otras configura-

ciones se calculan también en la figura 3-8, y podernos observar que el factor de multiplicidad

está relacionado con el número de coordinación de las unidades elementales, y es este factor

precisamente el que determina la entropía configuracional del sistema.

Es importante notar que en todos los procesos iniciamos con dos sitios y terminamos con

tres, el único caso que en el que terminamos con el mismo número de sitios con el que empezamos

es al considerar la transformación de P<> f Po- Esto ^ debe a que en ambos sitios no hay forma

de agregar una nueva unidad, Es este punto en donde se refleja la asimetría mencionada antes

(Po - P i ) .

Una vez que se han calculado las probabilidades de transformación para cada sitio toman-

do en cuenta su vecino cercano, podemos introducirlas en la matriz de transformación en la
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R,
f (12»)

(6»)

(4je)

(dye)

(4ye)

Figura 3-8: Posibles transformaciones de un sitio tipo Pidespués de un paso en la secuencia de
aglomeración ( y = i ~ x). Se observa como algunos sitios se saturan, y por lo tanto formarán
parte del interior.
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siguiente; forma:

P(Po,Po) P(Pi,Po)f

P(PO)P2) P(P1,P2)

P(P0,P3) F(Pi,P3)

Cada una de las componentes P(P¿,P?) es la suma de las probabilidades de todas las trayec-

torias que inician en en * y terminan en j . A partir de T obtenemos la matriz estócastica M

simplemente dividiendo cada componente por la suma de todos los elementos en cada columna,

con esto podemos asegurar como sabemos la existencia de cuando menos un eigenvalor igual a

uno.

A continuación se escriben en forma explícita todos los elementos de la matriz estócastica:

- 4(1 — x)e2) + R2(6arej + 4(1 — x)e2) + R3(6#e2 + 4(1 — x)e$)\

[Ri(6a;cj + 4(1 - x)e*))

x)e2) + R2(2(l - x)e2) + Rg(2(l - a;)e3)]

4(l-x)e2) + Ri{8(í-x)(%) + R2(3arei+6ícef+ 8(l-a;)e¡+2(l-a;)e2)

+.4(1 -x)e3 + 8(l

M(2,2)

+R3(6a;e1 2(1 - x)e3)¡

-x)e2• + 4(l-x)e|)+R3(6o:e1 + 4(1 - x)e2 + 4(1 -

M(4,2) = l/Q2[Ro(4(l-a0e2) + Ri(8(l-ar)e2) + R2(6(l-o:)e2) +8(1 - a;)c2 +2(1-

= l/Q3[Ro(6a:ei+

x)e^ + 4(l-aj)e2)

M(2,3) = l/Q3[Ro(3x-ei) + R1(24

M(3,3) = l/Q3[Ri(12a;ei+12a;c?+

2(1 - x)e3)¡

M(4,3) = l/Q3[Ro(2(l-a:)e2)

Ri(3a;ei

4(1 - z)(e3 + e2) + 6(l-

2(6a;ei) + R3(&ce2 +3a:ei)]

+ Rí(6a;ei+3a;eJ+4(l-x)c2)+R3(3a;e2+

+4(1 -ar



x)e3)\

2(1 - x)(e3 + e2) .+ 6(l-z)e2e3) + R3(&re2 + 6xe¡ + 4(1 - x)ez + 6(1 ~

M(2,4) = l/Q4[Ro(3xe2) + Ri(6ze2 +'6se.i + 2(1 - x)e3) + R2(3xe2 + 3xei) + R3(

M(3,4) = l/Q4[Ri(6a:ei + 12xei.e2-f 4(l-x)e2 + 4(l-:r)e2e:i) + R2(3a;e2 + teei^ + 2(l-¡c)e3)

R3(6a:ei)]

M(4,4) = l/Q4[Ro(2(l~a:)e2) + Ri(6a:ei + 2(1 - x)e3+ 8{l-x)e2) + R2(3^e1 4- 2(l-2:)e3 +

4(1 - ^)e2)+R3(6xe2 + 8(1 - x)e3)}

donde Qi = £ M(j,¿).

Observemos que cada sumando de estos elementos está multiplicado por un factor R ,̂ que

corresponde al tipo de vecino que se encuentra al lado del sitio principal.

A partir de M encontramos ei, es decir el vector asociado al eigenvalor uno, que es como

sabemos el vector que define el comportamiento asintótico del borde,. Los parámetros en este

sistema son la concentración ce, las energías de enlace Et.(i = 1,2,3), y la temperatura T. En este

punto tenemos los elementos necesarios para investigar acerca del crecimiento del sólido y su

evolución. Además más adelante veremos que también es posible estudiar algunas propiedades

termodinámicas..

La solución del problema es numérica debido a que en este caso no es posible conocer la

solución analítica, y para tal efecto empleamos un programa de computación llamado Anülos32

(ver apéndice A), En el programa se incluyen los parámetros mencionados antes. Es muy

importante señalar el vínculo existente entre los estudios experimentales que se conocen para

esta aleación y los ajustes necesarios en nuestra teoría para modelar el crecimiento. En principio

no esperamos que estos parámetros tengan una relación directa con.las energías de enlace entre

unidades. Esto se debe en parte al hecho de la fenomenología que ocurre durante la transición

vitrea. Es claro que en este proceso participan una serie de constricciones físicas que no hemos

representado en forma matemática, como las que se han señalado antes. Si particularmente

nos referimos al caso.de Se puro, puesto que su número de coordinación es dos, el estado

vitreo se alcanza como resultado de la interacción débil entre largas cadenas, lo cual ocurre a

temperaturas por debajo de 313 K. El valoi de la energía involucrado no se reduce por tanto

Lo a la barrera ck: energía para la unión (Mitre dos rílomo.s do SÍ; sitio que también
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debe estar relacionado con estas fuerzas débiles y el incremento de la viscosidad del sistema.

Puesto que los parámetros no se pueden establecer desde un punto de vista teórico, los datos

experimentales serán un punto de partida para fijar el resto de loa parámetros del sistema,

de forma que para x = 0, la temperatura de transición vitrea sea 313 K. En este límite la

única energía que participa es E%, es decir la energía Se-Se. En otras palabras el valor de este

parámetro con el que se obtiene la Tgo correcta (Tg(x — 0)) es £3 = lQ.8O5fkBTgo = 0.29 meV.

En el programa se asigna un intervalo de temperaturas tal que se asegure que se lleva a

cabo el proceso completo de formación del sólido desde el material en su fase líquida. Así para

cada temperatura encontramos ei, cuyas componentes definen la nueva matriz estocastica que

será diagonalizada, y se repite este procedimiento hasta alcanzar e = 1/105 como se explicó

en la sección anterior. Toda la rutina se realiza para una concentración dada de As, y puesto

que el interés es estudiar el comportamiento para todo el rango de concentraciones en el cual

es posible la formación de vidrio, el intervalo de concentraciones que se establece inicialmente

es x € [0, Ij. Posteriormente encontraremos que no es posible formar el vidrio para cualquier

concentración arbitraria de As.

Las otras energías (Ei, E2) se fijan como los mejores parámetros que ajustan los datos ex-

perimentales. En la figura 3-9 se observan los puntos experimentales correspondientes a la

temperatura de transición vitrea en función de la composición de As [47], [48], [49], y también

los resultados obtenidos con la teoría. Esta curva representa el mejor ajuste a los datos expe-

rimentales. Los valores de los parámetros correspondientes a este ajuste son Ei = 3.49Ezt y

Ei = 9.7E3.

A partir de la figura 3-9 podemos hacer varias observaciones, la primera es no tai1 la gran

coincidencia que existe con los puntos experimentales para x < 0.4, que corresponde a una

composición de As menor que la estequiométrica y otra muy importante es notar cómo la teoría

predice correctamente la imposibilidad de la formación del vidrio para altas concentraciones

de As (x > 0.75), lo cual también es el comportamiento observado experimentalmente. Como

explicamos estas dos características, puesto que en la teoría el límite termodinámico se alcanza

cuando j — • oo} entonces es posible calcular cantidades termodinámicas como función de la

temperatura y la concentración, entre ellas la energía interna y el calor específico. La curva

obtenida con la teoría corresponde a las discontinuidades de las curvas del calor específico en
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Temperatura de transición vitrea en función de la concentración

beta=1/(2'log(2)

01 0.2 03 04 05 06

Figura 3-9: Predicción teórica de la temperatura de transición vitrea en función de la con-
centración de la aleación Asa;Se^_x). Los parámetros utilizados fueron E$ = 10.805/fcB'i^Oi
¿?2 — 3.49J53, y E\ — 9.7i?3. Los puntos señalan datos experimentales, y las líneas punteadas
corresponden a la prediccón de la ley de Gibbs-Di Marzio.
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función de T para una concentración dada.

Estudiemos ahora algunas cantidades termodinámicas. Para una temperatura dada T, uno

de los resultados es el eigenvector ep = [PQ°,PI° J?™^3°], es decir el vector resultante después

del proceso de iteración (hasta satisfacer el criterio de convergencia), y con la información

contenida en este vector es posible conocer no solamente la composición del borde de un cúmulo

macroscópico, sino también el número de enlaces de cada tipo que denotaremos como ni, n2,

y n3 para As-As, As-Se y Se-Se respectivamente. Esto es claro a partir de la información

contenida en M pues cada proceso de transformación involucra la formación de un enlace. La

energía interna por enlace se escribe de la siguiente forma:

U{T) = \kBT - (Emi + E2n2 + E3n3) (3.2)

en donde el primer término es la contribución cinética. Observemos que el signo menos se debe a

que en el momento de la formación de un enlace, se tiene una energía de ligadura. Entonces la

cotribución al calor específico proveniente de la formación de enlaces la podemos calcular como

la derivada de la ecuación 3.2 respecto a T, y la temperatura de transición vitrea se obtiene

investigando el punto de inflexión de la curva de CP(T) para cada concentración. Así en forma

numérica y ajustando de la mejor forma las energías podemos cononocer la Tg en función de

x. Sin embargo existe otra forma de investigar Tg, y para ello se requiere considerar los sitios

saturados, más adelante regresaremos a este punto. En la curva que se muestra en la figura 3-9,

no se observa una dependencia de Tg para concentraciones mayores que 0.7, ello se debe a que

para este caso se observa un comportamiento que no es aceptable físicamente, pues la curva de

calor específico en función de la temperatura presenta valores negativos.

En la figura 3-9 se encuentra también la predicción obtenida

mediante la ley de Gibbs-Di Marzio-Varshneya [50] [51], la cual relaciona la temperatura de

transición vitrea y el número de coordinación promedio (r) de los componentes del material a

través de la relación

T> = l

en donde TQ es la temperatura de transición del material en estado puro, y ¡3 es una constante que



depende del sistema en consideración. Esta ecuación se obtuvo de lomar en cuenta que Tg, que es

la cantidad que define una transición vitrea, debería estar relacionada con factores estructurales

que determinan el único tipo de orden presente en los vidrios, es decir orden estructural local.

El factor 0 se obtiene al ajustar por mínimos cuadrados los datos experimentales, aunque

también es posible obtenerlo como una consecuencia natural de la descripción estocástica de

una red. Para tal efecto se considera la probabildad de unión de cada enlace posible dentro

del vidrio y desde luego los otros factores que intervienen en este evento como composición,

número de coordinación, y las barreras de energía correspondientes; con esta información se

puede relacionar el número de coordinación promedio de la red (r) con la composición de las

unidades fundamentales y el resto de los parámetros. De esta forma se tendrá una ecuación que

relaciona {r} con Tg en el límite en el que una de las componentes tiende a cero, si se compara

la derivada de esta ecuación con la que resulta de la ecuación 3-3, se obtiene el valor para {3.

Guarido se estudia la aleación As^Se^-a;), el factoi resultante fi es l/log(3/2), sin embargo

como se aprecia en la figura 3.8, con éste valor no es posible reproducir los resultados expe-

rimentales y por otro lado se tiene que si /? = l/21og(2) la ley de Gibbs-Di Maizio predice

correctamente el comportamiento de Tg para x < 0.4. Una forma de explicar este compor-

tamiento es considerar que las unidades que se aglomeran para formar el vidrio no son átomos

de As y Se aislados, sino que a temperaturas mayores que Tg se encuentran formando unidades

con coordinación 4, 3 y 2 . Las primeras corresponden a dos átomos de As unidos mediante

uno de Se (As-Se-As), y las otras dos a las unidades naturales del sistema. La presencia de

estas unidades ha sido sugerida antes, y por tal motivo se estudió la aleación considerando esta

hipótesis. Sin embargo los resultados no mejoraron sensiblemente. Se encontró que el mejor

ajuste es el que observa en la figura 3-9.

Un resultado mas obtenido mediante la teoría extendida fue el comportamiento de los sitios

saturados en función de la temperatura para una concentración fija. En la figura 3-10 se observa

el rasgo característico reflejado también en la figura 3-7, es decir Tg divide dos regiones, y para

T < Tg se tiene un sólido infinito con todos los sitios saturados, en tanto que para temperaturas

mayores hay una coexistencia de sólido y líquido en equilibrio.

Hemos mencionado que el calor específico presenta valores negativos cuando la composición

x es mayoi que 0,7, y atribuimos este comportamiento a la imposiblidad de formar una config-
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Figura 3-10: Sitios saturados como función de la temperatura, y la concentración. Los parámet-
ros utilizados son los mismos que en la figura 3-9.

uración homogénea dentro del vidrio para valores de x mayores. Debemos resaltar que el salto

del calor específico en el punto de inflexión no correspondo a cantidades reales. Llllo se debe

a la dificultad de asociar valores reales para los enlaces entre unidades. Experimentalmente se

ha encontrado [47] que el salto del calor específico disminuye a medida que x -+ 0, pero las

curvas obtenidas para el calor específico en función de T no muestran este comportamiento.

No obstante, para un ajuste correspondiente a otros parámetros en el que se obtiene un com-

portamiento cualitativo que concuerda con los resultados experimentales, el calor específico se

comporta de la forma señalada antes, es decir el salto disminuye para valores de x menores que

el que el máximo de Tgi y aumenta para el resto de los valores de x para los que Tg decrece.

En la figura 3-11 se muestra el ajuste correspondiente a E% = 8.5£?;Í, y E\ = 6/?a. En la figura

3-12 observamos el comportamiento de las curvas de Cp.

Además del estudio de la curva del calor específico con el objetivo de determinar T<j[52],

existe otra forma de investigar esta temperatura. La forma de hacerlo es contar el número

de enlaces que SÍ?; crean y saturan en cíida paso. Consideremos que para un tiempo dado / el

91



07 08 09

y .Ei — 6£b
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número de enlaces disponibles en la superficie es N(t), y que para un tiempo posterior igual al

tiempo característico en el que una nueva capa ha crecido en la superficie el número de enlaces

en la superficie estará dado por

donde <r es el exponente característico del crecimiento y se define como sigue

La interpretación de esta cantidad es la rapidez con la que cambia el número de enlaces en el

borde, y puede calcularse a partir de la matriz estocástica. La integral de <x sobre el número de

pasos está conectada con la dimensión fractal del cúmulo a — df - 1. En el límite de continuo

entre pasos de crecimiento <r — d(ln(N))/d(tfr). En el tratamiento previo con el MME a los

sistemas vitreos sólo es posible encontrar valores positivos dea , Ello se debe a que no se

tomaban en cuenta loa sitios saturados en cada paso; en nuestro caso, sin embargo, es posible

crear enlaces en cada paso o destruirlos. Pero de cualquier forma los cambios de a con la

temperatura son proporcionales al valor de Pg0, es decir el número de enlaces saturados a una

temperatura dada. El calor específico debe ser una función monótona de da/OT. Entonces la

temperatura de transición puede encontrarse en el punto (donde dPff/dT presenta un salto.

Por1 otro lado podemos calcular a estudiando los elementos de la matriz y contando el número

de enlaces creados y destruidos en un paso de aglomeración, y a partir de esta información se

construye una matriz de 4x4: de números enteros D, y entonces

4

En un sólido perfecto se obtiene a = 2, y este resultado se observa para temperaturas

menores que Tg, en las que la única solución es como habíamos visto el eigenvector eg. Sin

embargo nuestro interés principal es conocer Tg como función de x, y por lo tanto examinamos

el comportamiento de la figura 3-12. En este caso estudiamos también a la transición vitrea

como uña transición de fase.
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Figura 3-13: Temperatura de transición vitrea en función de la concentración considerando
dos vecinos cercanos al sitio principal, Los parámetros de la energía para este ajuste son:

Estudiemos ahora cómo se modifica ia figura 3-9 si consideramos que los dos vecinos cercanos

al sitio principal participan en el proceso de aglomeración, en lugai de considerar sólo un

vecino, que fue la primera aproximación. En la figura 3-13 se observa la predicción teórica

correspondiente al mejor ajuste para los datos experimentales, los parámetros en este caso son

2?3 = 15.185, &¿ ~ 3.72#3, y E\ — 6.5E-¿. Si comparamos estos valores con los correspondientes

a la figura 3-9 observamos que son diferentes por un factor aproximado de 2/3, el cual está

asociado al hecho de tomar en cuenta un segundo vecino, y por lo tanto en este caso son tres

los sitios

que participan en el proceso de crecimiento en cada paso.

Como podemos ver a partir de la figura 3-13 la descripción del proceso de aglomeración se

modela de forma más aproximada cuantas más correlaciones se consideren. Además puesto que

una de las unidades fundamentales tiene coordinación tres (el As), es necesario tomar en cuenta

que en un solo paso una de esta unidades puede saturarse completamente, igual que ocurre en

el caso de Se cuando sólo se considera un vecino.

En resumen podemos decir que la extensión de la teoría nos permite describir de manera
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más cercana la fenomenología que tiene lugar durante el proceso de aglomeración. Bl hecho

de-tomar en cuenta la participación de los vecinos resulta fundamental dentro del proceso de

crecimiento. Dos consecuencias importantes de considerarlos son: 1) Al permitir que los vecinos

al sitio principal sean activos, existe una probabilidad de saturar enlaces en un solo paso y por

lo tanto es posible la formación de anillos, los que resultan fundamentales en la estructura de

un sistema vitreo, y en general determinan el único tipo de orden del que se puede hablar en

un amorfo, i.e. corto o medio alcance, 2) Si loa sitios saturados forman una configuración más,

entonces es posible conocer en cada paso la distribución de ellos en la superficie en función de

la temperatura, y por lo tanto podemos identificar una transición de fase como el momento en

el cual todas las componentes del eigenvector solución son iguales a cero excepto la componente

correspondiente a los sitios saturados, la cual por supuesto debe ser igual a uno. Entonces

pensamos en esta transición como una transición dinámica. No podemos afirmar que sea una

transición termodinámica. Sin embargo debemos resaltar la similitud existente entre el com-

portamiento cualitativo de las curvas de calor específico obtenidas experimentalmente y las que

se obtienen con nuestra teoría ajustando los parámetros.



Capítulo 4

Conclusiones

En dste trabajo se modeló el proceso de crecimiento de los sólidos empleando el método de la

matriz estocástica. Este método fue desarrollado tomando en cuenta los aspectos físicos que

intervienen cuando los átomos y moléculas se aglomeran para formar un sólido, y se aplica a

sistemas que cumplen ciertas condiciones. Específicamente nos referimos a los tiempos carac-

terísticos involucrados en los procesos microscópicos y macroscópicos. Es necesario establecer

esta restricción pues durante el proceso de formación los materiales están sujetos a una serie de

condiciones que determinan su arreglo interno una vez que el material se encuentra totalmente

constituido. Es bien sabido que en general la secuencia de

aglomeración atómica y molecular no ocurre de manera ordenada en el tiempo y espacio,

y ésa es precisamente la razón de limitar los sistemas a los cuales el método es aplicable. Se

require distinguir dos tiempos fundamentales, el tiempo en el que un enlace entre unidades

fundamentales alcanza equilibrio termodinámico, y el tiempo en el que el sólido infinito llega

también a un estado de equilibrio. Los materiales para los cuales estos dos tiempos están bien

diferenciados son los vidrios, pues como sabemos el equilibrio en este caso puede tomar días,

meses o incluso años.

Puesto que en el caso de sólidos amorfos se conoce gran cantidad de datos experimentales,

y al conLmtib mi duipont! dt; poeaH (UiHcripcionoH UióríciiH, tú objetivo dul MMfí tur. contribuir

n su estudio modelando el proceso de formación tomando en cuenta la fenomenología de es-

tos fíisi,oiruis y a partir de esta descripción estudiar algunas do sus propiedades, entre ellas

composición, estructura y cantidades termodinámicas. De estás últimas se pueden determinar
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la energía interna y el calor específico durante el proceso de aglomeración. La razón por la

cual es importante estudiar las propiedades térmicas obedece a que un vidrio se define como

un amorfo que presenta una transición vitrea. Además debemos señalar que la temperatura

de transición es específica del sólido en cuestión, y depende de la historia térmica a la cual es

sometido. Atendiendo el esquema de Erhenfest la transición vitrea corresponde a una transición

termodinámica de segundo orden, y por lo tanto para determinar el valor de la temperatura

de transición se requiere estudiar la curva de calor específico y encontrar sus discontinuidades.

El MME permite derterminar de manera indirecta la Tg como función de la composición. Para

ello se demnnda la condición de homogeneidad en la proporción de una áv. las componentes del

sólido al inicio y al final de la secuencia de aglomeración. En este trabajo hemos hecho uso de

esta condición al estudiar una cadena unidimensional. Si bien es cierto que esta condición se

justifica experimentalmente, la hemos aplicado a nuestro modelo simplificado del sólido unidi-

mensional, para estudiar las composiciones resultantes, y tratar de interpretar los resultados en

términos del arreglo interno de mismo.

Además de la información correspondiente a las simetrías (Je un arreglo, con el método se

puede modelar el proceso de difusión que tiene lugar cuando algunos átomos quedan débilmente

atrapados durante la formación. Físicamente esto puede atribuirse a que el sustrato sobre el

cual se depositan los átomos en algunos casos proporciona una cierta movilidad a los átomos que

se adhieren a la superficie en crecimiento, particular mente sí estamos interesados en describir

sólidos que se forman a partir de un vapor (como es el caso de algunos sólidos amorfos). Como

parte del desarrollo de este trabajo se analizó el caso de una cadena unidimensional formada por

una «ola especie atómica y encontramos que la íonnadón de vados loealua dentro de un sólido

es función de la temperatura. Desde luego es posible extender este análisis a sistemas físicos en

tres dimensiones. La relevancia de tomar en cuenta este aspecto es que como consecuencia de

los vacíos locales, el material puede convertirse en poroso, alterando de esta forma gran parte

de sus propiedades. Ejemplo de ello es Ge hidrogenado que presenta esta tendencia.,

Si bien es cierto que el MME fue desarrollado con el objetivo de estudiar sistemas físicos con

tendencia a formar arreglos amorfos, también es posible aplicarlo a la descripción de modelos

geométricos, que pueden representar sólidos en una o dos dimensiones. Este tipo de arreglos se

ha encontrado en diversas aleaciones y no se limita a simetrías cristalinas y estructuras amorfas
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sino que las simetrías quasicristalinas también resultan en algunos casos.

En este trabajo se estudió un mosaico bidimensional compuesto de cuadros y triángulos

equiláteros de lado uno con la finalidad de establecer qué tipo de estructuras pueden constru-

irse dadas estas unidades fundamentales. El antecedente inmediato a este estudio fue modelar

un sólido bidimensional con curvaturas locales, en el que el proceso de aglomeración conduce

a la formación de una red con coordinación tres compuesta de polígonos irregulares de cinco,

seis y siete lados. Sin embargo al resolver este sistema con el MME, el conjunto solución es

muy reducido pues sólo es posible construir la red hexagonal, y una red formada por pentá-

gonos y heptágonos en las mismas proporciones. Por este motivo elegimos estudiar el sistema

bidimensional más simple y cuyo espectro de soluciones no fuera limitado, es decir el mosaico

formado por cuadros y tiiángulos. Se encontró que es posible predecir la existencia de estruc-

turas amorfas, cristalinas y quasicristalinas. El arreglo interno en cada uno de estos sólidos se

asocia al comportamiento de los eigenvalores resultantes de la matriz estocástica» Los eigenval-

ores complejos irracionales con norma uno conducen a mosaicos quasicristalinos, en tanto que

los oigonvalores realeo de norma uno producen tísLruotiitfiH amorfas y <;rÍHl,alina,s dependiendo

de los parámetros involucrados (composición de una do; la» especies y probabilidades de unión

entre ellas). En otras palabras, el análisis de este mosaico consistió en identificar los mínimos de

una función definida por la diferencia de la concentración inicial de triángulos (i.e. proporción

de triángulos antes de formar el sólido) y la concentración final (la proporción de triángulos

en el sólido). Esto aunado a la restricción de permitir solamente cierto tipo de vértices (evitar

defectos), nos condujo a determinar la existencia de conjunto de estructuras. Al comparar estas

estructuras con las que se obtienen mediante reglas analíticas para generar familias cristalinas

con simetría tres y cuatro; y las fases de Frank-Kasper, encontramos una gran coincidencia. La

razón de ello es que la condición impuesta sobre las concentraciones de triángulos, es equivalente

a la regla de Euler, la cual garantiza llenar por completo el espacio.

En el tratamiento del sistema bidimensional resulta interesante observar como una condición

local genera un comportamiento no local, nos referimos a la condición de limitar el catálogo

de configuraciones en el borde a aquellas sin defectos. De esta forma se asegura que el sólido

infinito está compuesto únicamente por cierto tipo de vértices y que bajo ninguna circusntancia

es posible la presencia de fractura» o arreglos con defectos
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Dado que con el MME la determinación de la temperatura de transición vitrea en función de

la concentración se realiza de forma indirecta, y que además la predicción del método reproduce

los datos experimentales para un rango limitado de valores de la composición, uno de los

objetivos en este trabajo fue extender la teoría de manera que la relación entre Tg y x no fuera

siempre monótona, lo cual también es el resultado de la ley semiempírica de Gibbs-Di Marzio.

La extensión de la teoría consistió considerar que durante el proceso de formación de un sólido

debe tomarse en cuenta la presencia del entorno inmediato al sitio en el que ocurre un enlace.

Esto significa que la formación de enlaces entre la superficie y los átomos del líquido no pueden

ser vistos como eventos independientes del entorno inmediato o de los pasos anteriores. Por lo

tanto el proceso de transformación es no lineal. En nuestra aproximación no tomamos en cuenta

la memoria, pero sí la presencia de los vecinos al sitio principal. Como resultado inmediato

tenemos una descripción mas cercana del proceso de crecimiento, y además nos conduce a

reconocer la existencia de sitios saturados. Mientras que en la versión anterior del método sólo

se contemplaba crecimiento dendrítico, y por lo tanto las entidades presentes en el líquido sólo

interactuaban con el borde a través de un enlace químico, en el nuevo método se permite la

interacción de otros sitios, representados por un sitio promedio. Esto se traduce en la formación

de mas de un enlacé en forma simultánea con el átomo proveniente del líquido, y la formación de

anillos. Puesto que los sitios vecinos participan en el proceso de crecimiento, la presencia de ellos

se incluye a través de un factor que representa la probabilidad de que exista tal sitio vecino. Sin

embargo, el incluir el factor correspondiente al sitio vecino, sólo es relevante si se forma un enlace

químico en esta situación. Para encontrar1 la solución, es decir, predecir el comportamiento

aamtótico del borde, se resolvió el problema, en forma aütoooiiaiaUjiiU;, garantizando al final la

convergencia del vector resultante.

La nueva teoría fue aplicada al sistema más simple cuyo estudio con el método anterior

fallaba, que es caso de la aleación As^Se^-^. Escogimos este sistema por conveniencia, pues

representa el caso más simple en la aplicación de nuestra teoría, además se dispone de gran

cantidad de información experimental Como resultado obtuvimos que ajustando los parámet-

ros correspondientes a las energías de enlace la teoría predice correctamente la dependencia de

Tg con la concentración hasta x = 0.4, y que el comportamiento cualitativo de esta relación es

posible predecirlo para todo el intervalo permitido de concentraciones para los cuales es posible
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la formación del vidrio. Debemos resaltar la importancia de este aspecto pues expeí imental-

mente se tiene que a condición de formar una estructura homogénea no es posible x > 0.7.

Este aspecto también lo resuelve la teoría pues las curvas de calor específico en función de la

temperatura para x > 0.7 presentan valores negativos, y por lo tanto no es físicamente acept-

able la temperatura que señala la transición vitrea. También es importante hacer notar que el

ajuste que representa en forma cualitativa adecuada el comportamiento de Tg en función de x,

reproduce los resultados experimentales conocidos para el salto del calor específico en función

de T, para concentraciones mayores que la estequiométrica. Esta discontinuidad se vuelve mas

grande, y al contrario ocurre para concentraciones menores que este valor. Los parámetros que

se utilizan para ajustar las curvas no corresponden a las energías reales entre enlaces, pues en

la formación de un sólido participan otros aspectos que no han sido considerados.

Es conveniente señalar la importancia del modelo utilizado en un sentido más teórico que

corno un modelo que se apega a la fenomenología real para describir todos los procesos físicos

durante la formación de un sólido. Es pertinente esta aclaración debido a que en el ajuste que

se.prescrita para 7y en función do xy intervienen varios parámetros, y el hecho que se observo un

comportamiento apegado a los resultados experimentales, puede atribuirse; al ajuste realizado

con los parámetros. Además de la imposibilidad de relacionar estos parámetros con cantidades

medibles experimentalmente.

Como resultado de lo anterior encontramos la importancia que tiene el considerar la forma-

ción de estructuras con orden de medio alcance, es decir la presencia de anillos compuestos por

tres unidades elementales o más. En los amorfos constituidos por entidades elementales con

número de coordinación mayor que dos, el arreglo está determinado por los enlaces químicos y

la capacidad de formar estructuras estables dadas las condiciones externas.

La descripción completa del proceso de formación de un sólido involucra gran cantidad do

variables y correlaciones entre pasos de la secuencia de aglomeración, además de las restricciones

impuestas por las condiciones externas a las que está sujeto el material, incluyendo las constric-

ciones impuestas por la geometría donde tiene lugar el proceso de foimarión. La aplicación del

MME involucra comportamientos locales que tienen una consecuencia global. Sin embargo, un

tratamiento completo exige la descripción paso a paso El método es una herramienta útil al

estudiar la secuencia de aglomeración de los sólidos, particularmente al estudiar los siatemas
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vitreos pues permite obtener rasgos característicos de su estructura, y es aplicable a un vasto

grupo de la familia de los calcógenos.

Como parte del trabajo futuro pensamos en la descripción de sistemas vitreos tomando

en cuenta más rasgos característicos de su fenomenología. En particular podemos pensar en

las unidades elementales cuando se encuentran aisladas, y los enlaces atómicos ocurren en

direcciones preferenciales. Entonces si experimentalmente se contara con una distribución de

las geometrías en las unidades, el catálogo que contiene las configuraciones de la superficie

podría definirse en forma diferente. De esta forma sería posible incluir correlaciones angulares

en la estructura, y consecuentemente, conocer el orden de corto y medio alcance dentro del

sólido. De esta forma el método podría aplicarse a un mayor número de sistemas.

Al momento no es posible establecer una relación entre los parámetros que utilizamos para

ajustar las curvas experimentales y las que se obtienen a partir de la teoría. Sin embargo el

hecho de tomar en cuenta más aspectos en la descripción de la formación de un sólido, nos

conduce a buscar las energías involucradas en los

enlaces químicos por otros métodos, para posteriormente introducirlas en nuestro método,

y comparar entonces con los resultados experimentales. Adicionalmente, pata algunos de los

sistemas estudiados con ei MME, se dispone de resultados obtenidos a través de simulación

molecular, y se podría entonces comparar en cada paso la evolución dinámica de la superficie

en crecimiento.

101

1' ' ' V^*5'1^' ' '* ír' í



Bibliografía

[1] J ,M. Ziman, Principies of the Theory of Solids, (Univ. Press Cambridge, 1964).

[2] J. P. McKelvey, Solid State Physics, (Malabar Florida, 1993).

[3] Ó. Madelung, Introduction to Solid-State Theory, (Plenum Press. New York, 1978).

[4] W.G. Moflatt, G.W. Pearsall and F. Wulff, Estructura, (México ed, Limusa, 1979).

[5] H.W. HaydenW.G. Moffatt, and F. Wulff, Propiedades Mecánicas, (México, ed. Lirausa,

1980).

[6] D. Shechtman, D.Blech, D. Gratias and J .W.Cahn, Phys.Rev Lett 5 3 , (1984) 1951

[7] R. Kerner, Current Problems in Condensed Matter , ed. by Morán-López, (Plenum Press,

New York, 1998).

[8] Ellíot, S.R., Physics of Amorphous Materials, 2nd ed,., (University of Cambridge, Cam-

bridge, 1989).

[9] J.R. Thompson, Simulation: A modeler's Approach, (Rice University, 2000).

[10] Y. Waseda, The Structure of Non-Crystalline Materials,(Néw York, 1980),,

[11] J .C. Phillips, Journ. Non-Cryst. Solids, 34 (1979), 153.

[12] J . C Phillips, Journ., Non-Cryst. Solids; 4 3 (1981), 37

[13] F.L. Galeener, R.A. Barrio, E. Martínez and R.G. Elliot, Phys. Rev. Lett 5 3 (1984) 2429.

[14] R.A. Barrio, R. Korncr, M. Micoulaut and G.G, Naumifl, J. Phys.: CíitidfíiiH.Mattcr, 9

(1997) 9219.-

1ÉJ2

FALLA DE ORIGEN



[15] G.G. Naumis and R. Kerner, J. Non-Cryst. Solids 231 (1998) 111.

[16] S. Elliot, The Physics and Chemistry of Solids, (Jonh Wiley and Sons, New York, 1998)

[17] A. Posada-Amarillas and I. L. Garzón, Phys Rev. B., 53 13 (1996).

[18] C.A. Angelí, J. Non Cryst. Solids, 13 (1991) 31.

[19] S. Barnet, Matrices: Methods and Applications, by (Oxford, Oxford University Press

1990).

[20] JX. Goldberg, Matrix Theory with Applications, (University of Michigan, 1992).

[21] R. Kerner and M. Micoulaut, J.of Molecular Liquids, 71 (1997) 175.

[22] M. Mulato, I. Chambouleyron, and I.L. Toniani, J. Appl. Phys. 79, (1996).

[23] R.A. Barrio and G.G. Naumis, Models of Glass Formation, Proceedings of the International

Conference "Glasees and solid Electrolytes", St. Petersburg, Rusia, May 17-I9t 1999.

[24] M.P. Hierlemann and T.F. Kuech, J. of Crystal Growth, 124 (1992) 56.

[25] D.X. Li and K.H. Kuo, Acta Cryst. B 42 (1986) 152.

[26] H. Terrones, M. Terrones, and W.K. Hsu, Chemical Society Reviews, (1995) 341.

[27] H. Terrones, M. Terrones, E. Hernández, N. Grobert, J'C. Charlier, P.M. Ajayan, Phys.

Rev. Lett. 84, (2000) 1716,

[28] R. Kerner and Dina Maria L.F. dos Santos, Phys. Rev. B, 37, 8 (1988), 3881.

[29] T. Ishimasa, H.U. Nissen and Y. Fukano, Phys. Rev. Lett, 55, 5 (1985) 511.

[30] F.C. Frank and J.S. Kasper, Acta Cryst. 12 (1959) 483.

[31] R.A. Barrio, Disorder in Solids, en Dynamics of Nonlinear and Disordered Systems, (1995)

163.

[32] Matlab 5, Métodos para obtener mínimos.

[33] K. Iiigerecnt and Paul J. SlomlmnK, Phyn. Rev. LeU. 64 17 (1990), 2034..

103



[34] F.C, Frank and J.S. Kasper, Acta Cryst., 11 (1958) 184.

[35] R. Paredes, J.L. Aragón y R.A. Barrio, Revista Mexicana de Física, suplemento 45 (1999)

21.

[36] R. Paredes, J.L. Aragón and R.A. Barrio, Phys Rev. B, 58 (1999) 11990.

[37] C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, (John Wiley and Sons, New York 1986)

[38] J.M. Ziman, Models of disorder: the theoretical physics of honiogeneusly disordered sys-

tems, Cambridge University, Press Cambridge, 1979)

[39] G.G Naumis, R.A. Barrio, R. Kerner and M. Mícoulaut, Revista Mexicana de Física,

suplemento 3, 44 (1998) 80.

[40] M.A. Kanehisa, R.J. Elliot, in Microionics, Solid State Integrable B&tteries, ed por M.

Balkanski, Comission of the European Communilics (1991),

[41] R., Kerner and G.C. NaumiH, en preingreao.

[42] G.G. Naumis, J. Non-Cryst,, Solids 232-234 (1998) 600.

[43] N.W. Ashcroft and N.D. Mermin, Solid State Physics, (HRW Editions, 1988).

[44] H.B. Callen, Thermodynamics and an Introduction to Thermostatistics, (John Wiley and

Sons, New York 1985).

[45] L. Dagdug and i .S . García-Colín, J. Phys.C: Condens. Matter 11 (1999) 4575.

[46] D.G. Georgiev, P. Boolchand and M. Micoulaut, en preingreso.

[47] M. Tatsuraisago, B.L. Halfpap, J.L. Green, S.M. Lindsay, C.A. Angelí, Phys. Rev,. Leu.

64 (1990) 1549.

[-18] B. Fil^y, and R-T, OnpiMilloUi, Pliys. Rev. B 59, A\ 19 (IÍMM))

[49] A. Feltz, H. Aust A. Blayer, J. Nou-Cryst. Solids, 55 (1983) 179

[50] M. Micoulaut., Kur. Phys. J. B, 1 (1998) 277

1 TESIS CON
FALLA DE ORIGEN



[51] M. Micouiaut and G.G. Naumis, Europhys, Lett. 47, 5 (1999) 568

[52] R. Paredes, G.G. Naumis, R.A. Barrio, and R. Kerner, enviado a Phys. Rev. B.

i llOt) W!il ! 105



Apéndice A

Programas de cómputo

En esta sección se encuentran los programas de computación utilizados en los capítulos 2 y 3.

Primero presentamos los programas correspondientes a las secciones 3.2 y 3.3:

A.l Programa Vectores

clear all

global x r E2

iter»0;

stp=.3;

dO=[ie-23:stp:l];

cO=[le--23:stp:l];

bO-[le-23:stp:l];

aO=[ie-23:stp:l3;

cont=zeros(l,Clength(aO))*length(bO)*length(c0)*;length(d0))

for l=l:length(dO)
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for i=Í:length(aO)

for j=l:length(bO)

for k=l:length(cO)

iter-iter+i

x=[aO(i),bO(j)(c0(k),

Fl(l:3,iter)=x(l:3);

x4(iter)=x(4);

ci(iter)=Fit2(x);

si(:,iter)=r(:);

Ei(:,iter)=E2(:);

options=[] ;

optiohs(2)=le-6;

options(14)=2000;

[y,options3=:finins(3Fit23 ,x,options)

if options(10)>=optionsCl4)

cont(iter)--l;

end

final(iter)=options(8);

F2(l:3,iter)=y(l:3);

tri(:,iter)=y(4);

cf(iter)=Fit2(y);

s(: ,iter)=r(:);

E(:,iter)=E2(:);

end

end

end
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end

cube

test

test2

A.l.l Rutinas del programa anterior

rutina principal

function [ffJ=Fit2(x);

global r E2

B=x(4);

A=l-B;

a=3*B/(3*B+4*A*x(2)/x(3));

b=3*B/(3*B+4*A*x(l)/x(2));

c==3*B/(3*B*Cl+x(2)/x(3))+4*A*(x(l)+xC2))/x(3));

d=3*B*x(2)/x(3)/(3*B*(x(2)/x(3)+l)+4*A*(x(l)/x(3)+x(2)/x(3)));

e=4*A*x(i)/x(3)/(3*B*(l+x(2)/x(3))+4*A*(x(l)+x(2))/x(3));

f=x(2)/(x(2)+x(3));

redes;

[VjDl̂ eigCM, Jnobalance0 ;

n=0;for i=l:17

if absCsum(D(:,i))-l)<==le-7

n=n+1;

r(: ,n)=v(:, i)/sum(v(:, i));

end

end

if n>=2

rt=r;

ot=l;

au=min(rt(:,i));
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for i=2:n

if min(rt(:,i))>=au

au=min(rt(:,i));

ot=i;

end

end

% clear r

r=rt<:,ot);

end

vertí;

Z£=2*(4-x(4))/(2-x(4));

ZC=6*V(1)+4*V(2)+5*(V(3)+V(4));

'¿Diferencia Fl y F2:
í/off=abs(ZE-ZC); esto se usa para la ley de Euler

ff = abs(x(4)-E2(4));

rutina redes

gestas son las componentes de la matriz}

M=zeros(17);

M(2,15)=l;

M(2,16)=l/2;

M(2,i7)=l/2;

M(3,i)=a;

M(5,l)=l-a¡

M(B,2)-c;

M(6,2)=d;

M(8f2)=e;

M(9,2)=l~c~d-e;



M(7,3)=a;

M(10,3)=l-a;

M(12,4)=i-b;

M(iO,5)=c;

M(il,5)=d;

M(i5,5)=l-c-d-e;

M(17,5)=e;

M(íi,6)=a;

M(16,6)=l-a;

M(14,8)«f;

M(i7,8)=í-f;

M(2,10)=l/2;

M(4,10)=í/2;

M(4Í12)=1;

Programa vertí

global r E2

%Este programa calcula probabilidades de unidades, enlaces y vértices

V(Í)=r(i)*M<13>7)*M(7,3)*MC3)l)+r(3)*M(Í3f7)*MC7,3)+r(7)*M(Í3,7)+r(i3);

VC2)=r(4)*M(12f4)+rCi2);

VC3)=rCl)*CM(15,5)+MCll,5))*M(5,l);

V(3)=V(3)+r(2)*((M(16f6)+M(lÍí6))*M(6,2)+M(16,9)*MC9,2)+(M(Ílf5)+M(15f6))*M(6,2));

V(3)=V(3)+r(5)*(M(Í5,5)+MCii,5))+r(6)*CM(16,6)+MCli,6))+rC9)*MCi6f9)+r(iÍ)+r<iB)+r(i6);

VC4)=r(l)*(M(10f3)*MC3,l)+CMCl0(5)+M(l7,5))*MC5,l));
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VC4)=V(4)+r(2)*((M(14,8)+M(17,8))*M(8,2)+CM(17,5)+MCi0,S))*MC5f2))+r(3)*MCi0,3)+r(Í0)+r(

V(4)=VC4)+r<4)*(M(17>8)+MCi4,8))*M(8)4)+r(5)*(M(17,5)+M(10,5))+r(8)*(M(17í8)+MCi4>8));

q=V(l)+V(2)+V(3)+V<4);

S2=r(2)*M(8,2)+r(4)*M(12,4)+rC5)*M(i7>5)+rCi0)+r(12);

S2=S2+r(l)*M(5fl)+r(2)*MC9,2)+r(3)*M(10í3)+r(5)*M(15,5)+r(6)*M(16J6);

T2=r(l)*M<3Jl)íT(2)*MC5,2)+rC3)*M(7,3)+rC5)*M(10,5)+r<6)*M(li,6)+rC7)*M<13,7)+r(8)*M(17,

T2=T2+r(i6)+r<17)+r(2)*M(6,2)+rC4)*MC8(4)+r(5)*MCíi,5)+rC8)*M(14,8)+r(9)*MCi6,9);

SS2=r(2)*M(8)2)+r(4)*M(i2,4)+r(5)*MCl7,5)+r(10)+2*r(i2);

ST2=r(l)*M(5)l)+r(2)*CMC6t2)+MC9,2))+r(3)*M(10,3)+r(4)*MC8)4)+r(5)*(M(15,5)+MCll)5))+r(e

ST2=ST2fr(10)+2*r(ll)+2*r(15)+r(16)+r(17);

TT2=r(l)*MC3íl)+r(2)*M(5,2)+r(3)*MC7í3)+r(5)*MCl,0>5)+r(6)*M(ll)6)+r(7)*M(13,7)+rC8)*M(17

TT2=TT2+r(16)+r(l7);

Q=SS2+ST2+TT2;

SS2=SS2/Q;

ST2=ST2/Q;

TT2=TT2/Q;

Q1=T2+S2;

T2=T2/Q1;

S2=S2/Q1;

E2=[SS2,ST2,TT2,T2]Í;

Programas para graficar

%test2
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figure(3)

hold on

for i=l:length(F2)

if CttinCF2(:fi))>=ie-7 & max(F2(:,i)X=i) & cont(i)==O & (abs(fiaal(i))<*le-S)

elseif

elss

plot3Cff2(l1i),ff2(2,i)>ff2(3,í)J
)ok),>markersizeM0)

: line([ff2(í,í))Fl(l)i)3,Cff2(2,i)1Fl(2li)]íCff2(3,i),F

end

end

hold off

gríd

viev(10,10)

fasesl;

grid

view(-37,30),axis([0 1 0 1 0 1];

cube:

dif=min(s);

figure(l)

subplot(211),bar(cont)

subplot(212),bar(dif)

figure(2)
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».*g>

'•He*

»+b*

xb

xg

or

ob
5og'

clf

hold on

for i=í:length(F2)

if (difCi><=-1 e-4)

end

end

[yíI]=sort(abs(sum(F2)));

finC:,i:length(F2))=F2C:,I)

Yi=finJ;

plót3(Fl(l>I(l)),Fl(2,lCl))>Fl(3,I(i)),
Jo)

í
ímarkersize>

>10);

i

i
í Tí
] si 4Ü iki!.ii:,i
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plot3CFl(lfr(l)),Fl(2íI(l)),FlC3,lCl)),str(jj,:))

for i=2:length(F2)

if Y(i)~i5

text(Fl(l>lCi))>FlC2,I(i)),FlC3,I(i))í
íno')

el se

plot3(FlCl,lCi)),Fl(2,lCi))>Fl(3>I(í))>
)o's

)markersizeJ110);

if

end

end

end

for j-l:length(cont)

if cont(j)=~-l

plot3CFl(l)j)>FlC2Jj),FlC3)j)(
ísí,ímarkersizeJ,15)

end

end

hold off

axis([0

grid

view(-40.

fases 1:

1 0

,80)

•¿figure (1)

S t ]

' 2

1 0 1])

1»
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'3

>4

'5

' 6

»7

10

11

14

% clf

hold on

ss=[l 0 0 1/5 1/8 3/7 0 1/66 0 1/38 1/11 1/10 3/66 0 4/76 .0392 .0501]';

st=[0 0 4/5 2/5 2/8 2/7 2/3 45/66 5/7 26/38 6/1í 6/10 42/66 8/11 49/76 .6224 .6086]';

tt=l*-ss-st;

cc^[0 1 2/3 2/3 4/5 1/2 8/11 7/10 12/17 2/3 9/13 2/3 7/10 7/10 16/23

4/(4+sqrt(3)) 4/(4+sqrt(3))];

Especial triangular fases in the paper

u«[l,3,7,8,ii,13,14];

for i=l:length(u)

plot3CstCuCi)),ttCuCi)),cc(uCi)),3>rJ);%,'markersize',18);

0/otGXt(stCuCi)) ,tt(u<i)),cc(u<i)),strCu(i),:) ,'fontsize' ,10)

end
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Especial square fases in tke paper

us=[2,9,10,12,15];

for i=l:length(us)

plot3Cst(us(i)),ttCus(i)),cc(us(i)),>sb>);%,'markersize*,18)

%text<st(u(i)),tt(u(i)),cc(u(i)),str(u(i),:),'fontsize*,10)

end

Xquasicrystal

plot3(st(16),tt(Í6),cc(16),'og3,'markersize',10);

%text(st(16),tt(16),cc(16),str(16,:),'fontsize1,10)

plot3Cst(17),tt(17),cc(17),'og1,Jmarkersize',10);

%text(st(17),tt(17),CC(17),str(17,:),'fontsize3,10)

y,figure(5)

Ufases de Frank-Kasper

[n,m3=mesligrid(l: 1:100,1:1:100) ;

X=2./(2*n+3*m);

Y=(3*m-1)./(2*n+3*m);

Z=2*tn./(n+2*m) ;

plot3(X,Y,Z,'.m3,'markersize',4)

%secuencia triangulan

Q(l,:)«3*n(l,:)+9/2+3*tt(l,:).*nCl,:)/2;

Qp(l,:)=3*nCl,:)/2+3+nCl>:).*n(l>:);
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yp(Í):)=3*C24nCi,:).*(na,:)-i))./C2*QCl,:));

plot3(xp,yp,zp,*"r')

"¿secuencia triangular 2

Q2(l,:)=3*nU,:).*(nÜ,:)+l)+4;

Qp2(i,:)=9*n(l,:).*nCl,:)/2+6*(n(i,:)+l);

plot3(xp2,yp2,zp2('vr')

test:

figure(3)

hold on.

ff2=F2;

for i=l:length(F2)

if (min(F2(:,i))<=le-4 I max(F2(:,i

elseif F2(l,i)==5

ff2(:,i)=FlC:,i);

else

pl.ot3(Fl(l,i),Fl(2 )i),FlC3 íi) í '*r ))

plot3(ff2(l,i),ff2(2,i),ff2(3,i), 'ok', 'markersize',10)

lineC[ff2(l,i),Fl(l,i)],Cff2(2,i)»Fl(2,i)] íCff2(3 )i),Fl(3,i)])

end

end



hold off

grid

view(lO.lO)

A.2 Anillos32

clear al l

T=313;

dt=.02;

dx=.03;

tt=[0.9:dt:2] ;

xx=i. / t t ;

xc=[0:dx:.7];%As concentration

7oxc=i;

a=..086*T/2.4914,

ee3=a;

ee2=5.5*a;

u=0.*xx;

cp=u;

pbl=u;

pb2=n;

pb3=u;

del=l/2;

vv=zeros(length(xc),length(tt),4)

ss=zeros(length(xc),length(tt));

for kk=l:length(xc)

x=xc(kk);

°/o L=l/C(x-2/5)"2+del"2);
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for ii=i:length(xx)

el=exp(-xx(ii)*eel/0.086/T); %As-As

e2=exp(-xx(ii)*ee2/0.086/T); %Se-As

e3=exp(-xx(ii)*ee3/0.086/T); %Se-Se

p3=(l-x);

p2=.l*x/2;

pO=l-pl-p2-p3;

M=zeros(4);

tol-1;

while tol >-le-7

matrizO % elementos de matriz

for i«l:4

for j=l:4

end

end

[v,D]=eig(N);

n=0;

for i=l:4

if abs(sum(D(:,i))-í)<=le-7

r(:,n)=v(:,i)/sum(v(:,i

end

end

toL=sum(abs(r-vl));

pO=r(l);

pl=r(2);
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p2=r(3j;

p3=r(4);

end

wCkk^ii, :) = [pO,plíp2,p3] ;

xsup=i-r(4)/(r(2)+r(3)+r(4));

realx<kk,ii)=l-r<4)/<(r(2)+r(3))/2+r(4));

yy(kk,íi)-(r(2)+r(3))/(r(2)+r(3)+r(4));

bb(kk,ii)=r(l);

ii;

end

sigmaO

for ii=l:length(tt)-l

dcp(kk>ii)=(cps(kkíii)-cps(kk,ii+l))/(tt(ii+l)

end

cps(kkíl)=cps(kk,2);

cpCkk,l)=cp(kkí2);

[qq ddĵ maxCabsCdcpCkk,:)J);

sa(kk)=qq

pp(kk)=tt(dd);

for jj=2:(length(xx)-l)

end

[SS1 ssl]=max(abs(sd));

SS1;

ppl(kk)=tt(ssl)-dt

xr(kk)=realx(kk,ssl);

xrp(kk)=yy(kk,ssl);
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X

end

figure(2)

[X,Y]=meshgrid(xc,tt);

figure(3)

plot(tt,cps')

beta=i/log(3/2);

áx=3 **xc+2.*(i-xc);

ww=l./(l~beta.*(ax-2));

'¿experimental points in intervals of 0.05

hh=(273*23)/100+9;

ex(l)=l;

ex(2)=(41-22+31-22)/2/bh+2.73*23/tah; .

ex(3)=(41-22)/hh+2.73*23/hh;

ex(4)=(45-22)/hh+2.73*23/hii;

ex(5)=(47-22)/hh+2.73*23/hh;

ex(6)=(47.6~22)/hh+2.73*23/hh;

ex(7)=(49.5-22)/hh+2.73*23/hh;

exC8)=(54-22)/hh+2.73*23/hh;

ex(9)=(64.5-22)/hh+2,73*23/hh;

ex(i0)=(62-22)/hh+2.73*23/hh;

ex(ll)=(61.5-22)/hh+2.73*23/hh;

ex(12)=(56-22)/hh+2.73*23/hh;

ex(13)=(60.5-22)/hh+2.73*23/hh;

ex(14)=(57.5-22)/hh+2.73*23/hh;

ex(15)=(70-22)/hh+2.73*23/hh;

xxe=[0:.05:.7];

xe»[.16 .4 .6 .7];

pe=([92 196 135 150]+273)/313;
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xel=[O .05 ,1 .15 .2 .25 .43;

pel= [313.79 324.14 337.93 351.72 368.96 386,21 437.933/313.79

figure(1)

plot(xc,ppl, Jm')

hold on

plot(xxe,ex, 'dO

plot(xel,pel,'s1)

plot(xe,pe,Jv>)

A.2.1 Subrutinas

siginaO

% calculo del coeficiente sigma

Num=[[3 -5 -5 -5] ; [3 6 6 6] ; [1 -6 -2 -33 ; [0 1 1 3 ] ] ;

t/0Num=2erüs{4) ;

'/.Num(l,2)=3, Num(l,3) = 17, Num(l,4) = 17;

j l=kk;

for ii-l:length(tt)

p2=w(jl,iiJ3);

p3=w(jl,ü.4);

matrizO

for i=l;4

for j-l:4

end

end
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pr(2)=w(jl,ii,2);

pr(3)=w(jl,ii,3);

pr(4)=w(jl íii í4);

sigma(jl,ii)=sum<CNum.*N)*pr>);

end

matrizO

M(ííi)=2*p0+pÍ*C6*x*eÍ+4*(Í-x)*e2)+p2*C6*x*el+4*(l"x)*e2)+p3*(6*x*e2+4*(l-x)*e3);

M(l>2)=p0*(6*x*el+4*(i~x)*e2)+pl*8*(i-x)*e2"2+p2*C3*x*el+2*(l-x)*e2+6*x*el~2+

4*(l-x)*e2"2);

M(iJ2)=M(l,2)+p3*(3*x*e2+2*(l-x)*e3+6*x*el*e2+8*(l-x)*e2*e3);

M(Í,3)=p0*(6*x*ei+4*Ci-x)*e2)+pl*C3*x*el+2*(l-x)*e2+6*x*ei"2+8*Cl-x)*e2'>2)+

p2*(6*x*ei+4*(l-x)*e2+6*x*el'12+6*(l-x)*e2's2)+p3*(3*x*el+3*x*e2+6*x*el*e2+

2*(l-x)*(e2+e3)4-6*(l-x)*e2*e3);

M(i,4)=pO*(6*x*e2+4*(1-x)*e3)+pi*(3*x*e2+2*(i~x)*e3+6*x*el*e2+8*(1-x)*e2*e3)

+p2*(3*x*e2+6*x*el*e2+3*x*el+2* Cl-x)*e3+2*(1-x)*e2+6*(1-x)*e2*e3) +

p3*(6*x*e2+6*x*e2"2+4*(l~x)*e3+6*(1-x)*e3*e3);

M(2íl)=pl*6*x*el+p2*3*x*el+p3*3*x*e2;

M(2,2)=^)0*6*x*el+pl*(24*x*el+8*(l-x)*e2)+p2*(12*x*el+2*(l-x)*e2)+

p3*(6*x*el+6*x*e2+2*(l-x)*e3);

M(2)3)'=p0*3*x*el+pl*(12*x*el+2*(Í-x)*e2)+p2*6*x*el+p3*(3*x*el+3*x*e2);

M(2,4)=p0+3+x*e2+pl*(6*x*(ol+Q2)+2*(l-x)*Q3)+p2*C3*x*e2+3*x*Ql)+p3*6*x*o2;

M(3,l)=pl*(6*x*el+4*(l-x)*e2);

M(3,2)!=p0*(6*x*el+4*(l-x)*e2)+pl*(12*x*el+8*(l-x)*e2+36*x*el*6l+16*(l-x)*e2*e2)+

p2*(12*x*el+12*x*el*el+8*(l-x)*e2+4*(l-x)*e2*e2)+p3*(6*x*el+12*x*e2*eí+

4*(l-x)*e2+4*(l-x)*e2*e3);

M(3,3)^1*(12*x*el+8*(1-x)*e2+12*x*el*el+4*(1-x)*e2*e2)+p2*(6*x*el+3*x*el*el+

4*(l-x)*e2)+p3*(3*x*e2+3*x*e2*el+2*(l-x)*e3);

M(3,4)=pl*(6*x*el+4*(l-x)*e2+12*x*el*e2+4*(l-x)*e2*e3)+p2*(3*x*e2+3*x*el*e2+

2*(1-x)*e3)+p3*3*x*e2*e2;
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M(4)l)=pl*(4*(i-x)*e2)+p2*2*(l-x)*e2+p3*2*(l-x)*e3;

M(4,2) =pO*4*(1-x)*e2+pi*8*(1 -x)*e2+p2*6*(1-x)*e2+p3*(6*x*el+8*(1-x)*e2+2*(1-x)*e3)

M(4í3)=p0*2*Cl-x)*e2+pl*6*(l-x)*e2+p2*4*(l-x)*e2+p3*(3*x*el't-4*(l-x)*e2+2*(l-x)*e3)

M(4>4)=p0*2*(l-x)*e3+pl*(6*x*el+2*(l-x)*e3+8*(l-x)*e2)+p2*(3*x*el+2*(l-x)*e3+

4*(l-x)*e2)+p3*(6*x*e2+8*(l-x)*e3);
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Nonperiodic hexagonal square-triangle tilings

R, Paredes, J, L. Aragón,* and R.. A. Barrio
instituto de Física, Universidad Nacional Autónoma de México, Apartado Pona! 20-364, 01000 México, Distrito Federal, México

(Rcccivcd 22 April 1998; revised manuscript rcccivcd 2 July 1998)

The sliuciural ptopcriics of two nonperiodic squarc-trianglc tilings of ihc plañe wilh sixfold symmcLry are
dcscñbcd Simple dcicrminislic infiation rules toi construcling thc lilings are proposed One oí ihc lilings is
quasiperiodic with bounded fractal acccptance domaín The sccond tiling is non-Pisot with unboundcd fluc-
tuations in perpendicular spacc, [S0]63-1829(98}02542-9]

I. INTRODUCTION

Tilings wilh only squares and equilateral mangles have
becn a vciy useful too! to study sevetal stiuctura! and ther-
modynamica] propertics of a wide variciy oí solids. Frank
and Kasper1 siudicd familiar crystallinc structures and fbr-
mulaicd general principies of cíosc packing oí equal spheres
when they are regarded as an asscmbly of layéis with thc
same .triangular nctwork, Thcy f'ound ihat tcsscllations oí
squares and triangles oceux frequcntly in complex alloy
structures, In amoiphous systems, thc pioblem of melting
(or the appearance of topologicaí disorder) was studied by
using two-dimcnsional random latticcs composed of tri-
angles and squares. With the discovery of quasicrystals3

many new tilings displaying noncryslallographic symmctrics
and quasiperiodic translational ordci were intioduced. In par-
ticular, high-resolution images of dodecagonal quasicrystals
in NiCr (Rcf,. 4) and NiV (Rcf 5) rcvcal planar networks that
can be dcscribed by using square-triangle tilings witb global
dodecagonal symmetry.6 More importantly, this class of til-
ings has been a good laboratory in which Lo study thc still
coniroversial origin of the thermodynamical stabüity of qua-
sicrystalline alloys.7"10

The first detailed geométrica! analysis of a 12-fbld sym-
metric tiling was cairied out by Niizeki11 (using higher di-
mensions) and Socolar12 (providing matching rules). In both
cases, thc slrucLurcs consist of equilateral convex tiles thal
can be reduced lo squares, equilateral iriangles, and thin
(30°) rhombi,, Tbc obscrvaüan of a vciy low density of thin
rhombi in dodecagonal aíloys led to consider these tiles as
structura] defeets and motivated the study of dodecagonal
tilings without defeets. The first example of these had al-
ieady been geneíatcd by Stampfli33 using a modíñeation of
thc grid method or a set of nondeterministic inflation mies,
Rcccntly, dodecagonal tilings composed only of squares and
tiianglcs wcie gonerated by thc cut-and-prqjccüon method
fiom a fbur-dimcnsional latticc using a íractally bounded
acceptance domain..14'15

In this paper wc present simple deterministic inflation
rules to genérate two difícrent sclf-similar nonperiodic
square-triangle tilings with sixfbíd symmetry. The first tiling
is quasipciiodic and can be buill by using thc proposed in-
ílation rules or by thc eul-and-projection method from a foui-
dimcnsional space with a fractally bounded hexagonal accep-
tance domain. The second onc is a üling generated by a
non-Pisot inflation rule, which leads to an intermedíate struc-

turc bctwccn quasiperiodic and random, chaiactcrizcd by un-
bounded fluctuations in perpendicular1 spacc and thc absence
of Bragg peaks in thc Fouricr spectrum..16

II, QUASIPERIODIC TILING

Leí us consider the inflation (or substitution} rules shown
in Fig. I that can be applied ad infinitum to form a liling..
Thcsc can be written as a mauix transformation

where two sorts oí triangles are considerad: whilc (Tw) and
black (Tj?).. Taking into accouni only combinatoria] aspeets,
distinction bctween the two types of triangles can be ne-
glcctcd, so the associated substitution matrix rcads

M-
7 16

Y
\m H

FIG. 1. Inflation rules fór thc quasiperiodie tiling., Two lypcs of
triangles ate considered and because of iheir symmetiy therc aie no
ambiguities concerning theü oricntation during thc inflalion proce-
dure.
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From ihis suhsLitution malrix, onc can apply Ihc critcria duc
lo Bombicri and Taylor1' íor onc-dimcnsional sLructutcs and
gcncralízcd to thc plañe by Godrechc and Luck16 to state the
main propertics of thc tiling gcncraicd by successive applí-
cations of Ai lo a given inilial eonfiguralion..

Sincc thc enlrics oí M are positivo numbers, íhc Pcnon-
Irobcnius ihcorem assuics thai Lhc jnauix has a real, poskivc
cigenvaluc. In this case, \ 3 - 14\+ 1, and

The largest eigcnvalue kl is a Pisot number (its conjúgate
root X.2 has moduius < 1) and conscqucntly S\ is also a Pisot
number. This property, logclhcr with lhc facls that dcl(M)
= ], and that thc charactcristic polynomia! oí M is irreducible
on Lhc integets, allows ihc conclusión that thc tiling gener-
ated by M is quasiperiodic.16"18 Thc scaling factor, after cach
step of inílalion, is given by .V| Thc íicqucncics oí squares
(J$) and mangles (fj) in thc infinite liiing are given by thc
elements oí the normalizcd eigenvectot associated with thc
cigenvaluc with largcr moduius ( \ ¡ ) , namcly,

Thcieforc, thc raüo bctwecn thc number of Liianglcs and
thc number of squares is 4/\[í The components of Lhc ci»
gcnvecEor of thc laigest cigenvalue of M7 are proporliona! to
thc arcas of thc Liles19'20

F1G.. 2 Palch oí thc quasiperiodie tiling oblaincd aflcr ihrcc
applications of the inflalion mies shown ¡n Fig 1 starting íiom a
square oí unil edge length..

periodic tiling, the closure of the set oí thc vcticx position xl

in perpendicular space defines thc so-callcd acccptancc
domain.

Figure 3 shows thc set of perpendicular coordínales of Lhc
liiing obLaincd afler lifting thc vértices of four inflation steps

when bolh squares and triangles have sides of unit length.
Since frAT~fsAs trien thc squares cover thc same arca as
the triangles in the infinite tiling

Figure 2 shows a patch of Lhe Liiing obLaincd by inflating
threc times Lhc square of unit edge Icngth In lhc Appcndix
wc give a formal prooí that thc inílation rules defined by M
tcally gencrate an infinite tiling

Four-dimensional description. Tilings with dodecagonal
symmetry can be viewed as projections from a four-
dimcnsional latticc in thc Euclidcan spacc R . Following a
standard procedure, this spacc is orthogonally decomposed
as E^SE1 in such a way that thc latlicc is generated by thc
basis vectors CJ~CJ<BCJ , ;'= 1, . . . ,4, whetc E'' denotes thc
two-dimensional subspace of the tiling and E1 is the or-
thogonal complement or "intemal" space. The basis vectors
e] and cj are chosen so as lo recover the metric tensor of the
dodecagonal latticc given in Rcf, 21.. Thcsc basis vectors are

e| = {cos[0-I)7r/6],sin[(,/-l)7r/6]},

cj={cos[5(./-l)7r/6J,sin[5U-l)7r/6j}.

To every vertex of the lattice in four dimensions
(n],n2,n3,n4) therc corresponds one vértex of the tiling
given by x" = 2 ; „ j rijéj and one vertex in Lhe perpendicular
space given by x1 — É^^rijej . For a given infinite quasi-

12.1

FIG 3.. Projeclion onto the perpendicular space E1 of the ver-
tices of a tiling with 20 649 vértices gencrated altor four inflation
steps applied to a unil square. Holcs in thc buik are due to finilc-sizc
efeets,

TESIS GON
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FIG 4 Acccptancc domain oí ihc quasipcriodic tiling obtained
afler ihc ihird slagc of the dcvelopmcnt of ihc hcxagon uscd as
initiator, The gencrator (shown ín ihc inset) consists of ninc seg-
ments of three diffeieni sizes (see lext)..

appiied to ihe squaie, Notice that the set is a nch geometrical
object, similar1 to the Koch island.23

If we want to describe exactly the acccptance domain
from the informador! given in Fig. 3, we face the diffículty
that constructing a ñactal curve with a required similarity
ratio and shapc is not a wcll-poscd problem, Instcad, wc can
follow a heuristic approach which, of coursc, cannot rigor-
ousiy guaianlcc ihal the consbuclcd frac tal conesponds cx-
actly to the real acceptance domain. However, a very good
agreement is íbund.

Given the similarity with the Koch island, we looked fot a
variant of this object. This elassie fractal is constiucted by
the initiatoi-generator1 method,23 the initiator being an equi-
lateral irianglc and the gencrator a triangular promontory, in
such a way that each stiaight interval of the initiator is re-
placed with a reduced copy of the generator, and this process
is appiied ad infinitum, If the scale in the four-dimensionaí
space ís chosen such that ihe prpjcclcd tiling has unit edge
Icngth, then wc shall use as the initialor a hexagon of edge
length / = 1,3584, and as a generator the more complex ob-
ject shown in the inset of Fig. 4., Il is a symmctric objccl with
ninc segments oí threc difícrent sizes The yatio bctwecn Une
segments is as follows:

1 2+V3

Figure 4 shows Ihc third stage of the devclopmcnt of the

FIG. 5. Inflation mies íor the sccond tiling consideted in this
paper. Two types of triangles are considered and the squares have a
direction: hcads and lails always facing while triangles

fractal structure. Note that more than one scale is involved,
so the rcsulting structure is multifractal. The fracial dimen-
sión d is given by the solution of the cquation

which gives ¿=1.36219., This dimensión turas oul to be
larger than that fór the Koch Island (d~ 1,26), as expected
for a more complex slructurc.

III. NON-PISOT TILING

The second tiling presented heie is generaled by the in-
flation rules shown in Fig, 5. Note that now squares have a
matching direction such that hcads and tails always face
white triangles. These rules read

where, as in the previous case, two kinds of tiiangles, Tw and
TB, are considered, The associated substitulíon matrix reads

12 24^ 3 4'

- I | I 2 J - ^ ,
Notice that M is not formally a substitution rule, since not

al! ihe entiies are integers. However, íts square, conespond-
ing to the second step of the inflation, is tiu'ly a substitution
matrix. In what fbllows, wc shall consider the second infla-
tion as Ihc initial onc; thus wc considei M' = M2,

The characteristic polynomial of M' is \ 2 - 252\ + 1296
with roots

= ( 12+6^3"),
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FIG. 6 Paich of thc non-PisoL liling oblaincd ailcr thrcc appli-
caüons of the inflation rules shown in Fig 5, slaru'ng from a squarc
of unil cdge lcngth.,

In this case, the iargest cigcnvaluc X ¡ is not a Pisot núm-
bcr since X.2> 1, and the same is valid lor J ¡ . Now since
de t (M)#±l , and the characteristic polynomial of M' is ir-
reducible on thc integers, we conelude that thc Liling is
non-Pisol,,17'16 The scaling factor af'lcr cach step of infiation
is now J1 = 12+6V3 Following thc same procedure as in
ihc quasiperiodic case, wc íound thal Ihc Ircqucncics of
squares and triangles in thc infinite liling are

16-4^3 4>/3-3

13 13

so that again thc ratio belween triangles and squares is 4/\¡3
and squares and üianglcs cover thc same arca in thc infinite
tiling.

Non-Pisoi Lilings have a singular1 continuous Fouricr spec-
trum with thc notable property of thc absence of Bragg
peaks.16 Thc acccptancc domain oí this class oí tilings is
unbounded so a cut-and-projection approach is not at our
disposal. Theie are few cxamples of non-Pisot tilings in thc
litcraturc: somc made with üianglcs with fivcfold or seven-
íold symmctrics,16 and a tiling wiih fivcfold symmclry made
of Pcnrose ihombi,24

Bccause of thcir properties, non-PisoL lüings have been
considered as new stractures, intermedíate betwccn quasi-
periodie and random, and il has been elaimed thal ihcse ncw
sclf-simüar nonperiodic slructures could be íound in naturc
as well.24

Figure 6 shows a patch oí thc tile obtained by inflating a
squarc of uiñl edge Icngüi. Thc same argumcnis used in the
Appcndix to prove that thc infiation tules oí thc quasiperi-
odic tiling rcally genérate an infinite tüing can be rcadily
applied lo Ihc inflation rules of Fig. 5.

For comparison purposes, Figs. 7(a) and 7(b) show calcu-
íated Fouricr spectra for the two tilings considered in this
paper. In both cases, patches of 6000 vértices wcre used. Wc

tíí,
••••.y •

(a) (b)

FIG.. 7.. Calculalcd Fouricr specira of thc quasipetiodie tiling (a)
and ihc non-Pisot tiling (b). Palchcs of 6000 vórtices wcrc used in
cach case.

tried diffcrcriL intcnsity cutoff and conüast degrecs and wc
show ihc best compromiso íound Observe thal Ihc more
promineni dilícrcncc betwccn tbese spectra is Ihc complcxily
oí ihc non-Pisot case, in agreement wiLli theorelical
considerations lá>24

IV. CONCLUS1ONS

We have presentad simple deterministic inflation mies to
genérate two ncw tilings composed of squares and equilat-
eral triangles. From thc propeilies of thc inflation matrices,
wc infer that thc fiíst tiling is quasiperiodic. By lifting the
vértices of a patch of this tiling to four dimensions, we can
noticc thc fractal nalurc of thc acccptance domain and we
proposc a fractal surfácc that matches wcll ihc real one,

Thc sccond tiling turns out to be of thc so-callcd non-
Pisol class,, Thcsc tilings have interésting properties in Fou-
ricr spacc and have been considered inlcrmcdíatc betwccn
quasiperiodic and random. Thc non-Pisot liling presented
hcie has thc advantage of being composed of squares and
triangles, which are the basic motiís nol onjy of dodecagonal
quasiperiodic tilings but also of complex alloy slruclurcs,
and have been veiy useful in sludying amorphous systems.
All thesc properties makc this particular non-PisoL tiling a
good candidatc to be íound in real alloys, such as disordered
transilion-metal malcriáis.

Thc most importan! fcature of this paper is that it picsents
two nonperiodic tilings with ovcrall hexagonal symmeüy
with very simple deterministic rules., These strucluics falí
into thc so-called class of two-color stiucturcs that is of grcat
cunera interest.25
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APPENDÍX: INFLATION RULES
GENERATING INFINITE TILINGS

In this appendix wc shatl give an inductive proof thal ihc
inflation rules depicted in Fig, 1 can genérale an infinite lil-
ing.
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The prooí relies on ihc fací that thc edges oí (he inflatcd
protoülcs (tiianglcs and squares) can be viewcd as scqucnccs
of distanecs with certain properties. If thesc propertics are
succcssfutly iransmillcd in cach inflation slcp aá ínfinitum,
then it is assurcd that no unmatched edges will be present,.

Lct us consider thc inflation rules of Fig.. 1 Leí 5¡ and O|
be thc sequenecs corresponding lo Ihc edges and bisectors oí
the white triangle, respectivcly. Let S[ and D[ be the cone-
sponding sequences of the black triangle. Observe that all
edges and bisectors are thc same. Thus, if thc edge of thc
square has length 1, we have

Si =( 73/2,1,1,73/2), Dj = (1,73/2,73/2,1/2),

This can be casily done by decorating lhc Ules in Fig 1
wílh marks dislinguishing bisectors and edges By doing
that, wc have

and

where the overbar means that the sequence is read in reverse
order, and Sn/2 índicates that only halí of thc sequence is
taken into account. The bisectois of the square are

and

S\ =(1,73/2,73/2,1), 0¡ = ( 73/2,1,73/2,1/2),

Accoiding to lhc figure, Lhc cdgcs of lhc square have to be Sj
(horizontal) and S\ (vertical) Howcvet, lhc biscciors perpen-
dicular to the edges are thc same, except fot a change of
color. Lcl Ihcm be M and M \ and

M = M' = ( 1/2,73/2,1,73/2,1/2)

Note that S¡, S\, and M\ have thc uscful property of
being a palindrome (it rcads the same backwards)

Summarizing, thc properties of a)l sequences are the fol-
lowing.

(1) All 5,'s and 5¡'s are equal and palindromic,
(2) All Dj's and £>¡'s aic equal,
(3) Thc squarc has a hcad and a tail defined by opposile

cdgcs S\ and S[ .
(4) The squaie has two palindromic bisectors /W, and M\

that are the same, except f'or an inversión of color.,
Trivially, the step n = 0 of the inflation (prototilcs) has the

same properties, since 50=5¿=Mo = M¿=(l) and D^D'Q
= (73/2).

Now let us assumc thal at the nlh stage of the construction
wc have triangles and squaics with sequenecs containing the
desired propertics, By induction, wc have to prove that all
these features are present in the ( n + l)th genciation.

Il is íbund ihat only onc Lypc of £„+, and S'n+\ are íound.
The same is true for D n 4 ] and D'n + l, It only icmains lo
verify the palindromic propeity.

Dn and Dn aie not palindromic, but obviously any se-
quence A attached to A is palindromic, In particular, DnDn

is, and this is thc only sequence found in Sni.] ThercfoTc,
5 f l + 1 is palindromic. The same applies to the piimcd quan-
tiiics and thc W s . Observe that Dn + , andD^ + , temain non-
palindromic.

Thc succcssful transmission of all the properties of thc
sequences frofn gencration n to n + 1 is piovcd, Thc f'act Ihal
no new types appear in the inflation procedure guáranteos no
edge mismatches ad infinitwn,

The same arguments can be applied to thc inflation mies
of the non-Pisot tiling of Fig, 5 because thc symmctry of thc
sequences is exactly the same.

We therefore conclude that any tiling with equilateral tri-
angles of two coloi's with true C3 symmetry and squares with
equal opposite edges matching the colors (C 2 symmetry) can
genérate infinite tilings. Wc have constructed further tilings
following these simple deterministic rules that present total!y
different statistics of vcTticcs but with piopcrtics similar to
the two examples presented heie.
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El» este aiirculo se presenta un modelo de acámenlo de un sólido hercio en el concepto de .ylome, ación El modelo empica el melado
de «minees estocas ¡cas-, y se aplica u un salido bi-dimensional de cuuifaox y triángulos Los únicos piíidmoiio» libra «m lus energías ,»,,„
L n ^ a c t ^ u n los valores de esta, ene.*» « ofc*.van fase, cristalina, «rafe, y ^¡cristalinas.. Algún» de estas ulumas «

tcpoitan por primera vez..

Oescnptom.v Crecimiento de sólidos; cuasictistaíes; procesos aleatorios

ln this pape, wc picscni 1. modeí lo, solid gíowíh Ha**l upon ilie concept oí agglomcralion of snuill unitó. This model uses (he mcihod
ol sioclwuic manioc* and ¡s applicd to a bidimensíonal lailicc ol iriaiifilcs and squa.es The only párameles are .He cnergy banieis lo
loim honds Accoiding lo ihc vali.es of ihcsc encieles onc could ontain.ciysialüne. amoiphous and quasictysiallmc pilases. Somc of thc

qtiiisiciyMiiiliíicsmicluicsntc icporied hcic fot ihcllisi lime

Kcywtmh Solid giowih; qunsiciystaJs; landom pracess

PACS:8I 44.Ui; 61

I. Introducción

Los sólidos prcscnian cslrucluias con simctifas específicas,
como ciislalinas, amorfas y quasiciisíalinas El ongen <Jc es-
las iuses debe eslai relacionado con el pioccsode Ibiniauón
del sólido como ¡a lapide/ de culi ¡amiento, la energía de
¡imane de los enlaces químicos y la disposición gcomiítiicn
de pequeños cúmulos de ¡íiomos Aícndicndo1 eslos laclóles
niodclaicmos el crecimiento t!c un sólido bidimensional em-
plcundo el mcioüo de las maLiices cslocásticas introducido
lecicntemcnie poi R Kcinci |L]. líl sólido tiene iclcvancia.
por ejemplo al modelar algunas lases del Ni |2 |

Bu e! méloclo de [as malí ices cslocáslicas (MME) la idea
pi ¡ncipLil es pensai que el sólido se 101 ma como consecuencia
de ¡a aglomeración de unidades fundamentales. Inieiaimcnte
se tiene al maieiial en su lase líquida, cuando éste comien-
za a eníiiaisc las unidades se adhieicn formando cúmulos,
este proceso se repite continuamente y finaliza en la confor-
mación del sólido. Cada paso en el proceso de aglomeración
consiste en agregar una unidad más en forma estadística y
por lo tamo es necesario caiculai los íacloics de pionnbili-
dad, incluyendo el peso estadístico (multiplicidad) y el íacloi
de Boltzman, que toma en cuenta la correspondiente bañe-
ra de cncigía, si suponemos que el enlace químico alcanza
equilibrio icmodinámico en un tiempo muy coito.,

Las unidades fundamentales componentes de nuestro
sólido hidimcnsioíial (orinan un mosaico de celdas cuadra-
das (C) y triangularos (T) cuyos lados tienen la misma lon-
gitud. Cuando algunas de ejitas unidades se lian aglomerado
y se ha formado un cúmulo, podemos considerarlo (orina-
do por dos paites: el inlci ior y el borde, podemos picscindir

TESIS CON
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de la inloimación tclaliva al inlciioi pues el MME converge
a una configuración final que es independiente de las con-
diciones iniciales Ul. Las unidades que componen el borde
se cncucnlian dispuestas en cieito número de situaciones gc-
omélt icas tales que una nueva unidad puede agregarse a este
sitio, tic esta manera podemos hacct un catálogo de los posi-
bles véiiiccs que se obscí van en el boidc ele este cúmulo con
ki condición de que no se dejen espacios libres (defectos) En
el MME el boidecs considerado como un vecloi cuyas com-
ponentes son las pi obabilidades de observar un cierto vértice
III crecimiento es descrito por la aplicación de la matriz sobre
el vecioi y las componentes de esta imilriz son ¡as pi obabili-
dades de iiansíbi inación de cada clase de vci tice en olio.

2. El método de la matriz estadística

Paia modclai este crecimiento de cúmulos de celdas construi-
mos la maü v¿ cstocáslica atendiendo al catálogo de las 17 po-
sibles configuiaciones en el borde (Fig. I) Cada vez que una
unidad se adhiere al boide pueden ocurrir tres tipos de enlace:
cuadio-cuadro.cuadro-ii ¡ángulo y triángulo-ti ¡ángulo, y su-
ponemos que se icquieicdc una energía característica para la
eicación de cualesquiera de estos enlaces,. Denotaremos por
Ei, E-i y E-j las energías paráoslos enlaces, respcclivamcaie.

Los ¡7 posibles véi tices en el borde resultan de la res-
tricción de evitar defectos de forma que la suma debe es-
tar noi mal izada, es decir el vector que icpresenla el bor-
de v = (PitPi, • • ,Pfí) debe tener norma igual a uno:

Cuando un triángulo o un cuadro se adhiere al boidedste
se transforma en otio vértice de nuestro catálogo, Iaprobabi-
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FIGUKA I En el boide de un mosaico Imito formado ¡X>I las unkln-
dcs C y T se pueden encontiai únicamente tos 17 vértices incom-
pletos mostrados, siempre y cuando se eviten espacios sin llenar de
30 grados (dcfccios). Estas 17 configuraciones forman un conjunto
completo, puesto que se pueden transformar unas en otras t¡;ís la
adición de una unidad

lidad de esta iransíotinación se obtiene considciando el pe-
so estadístico de cada pioceso, es decii1, el número de formas
que conducen a la misma configuración final y el I'acior de
Bollzniíin que incluye la íoi maeion ele enlaces

Por ejemplo:

8 :

2 + T -*

en donde n = &i(k\{\\ 0 ~ /ía//«:nT P¿ es la probabi-
lidad ele encontrar la especie i, A'u es la conslanlc de Boli/-
n i i i n

Introduciéndooslas contribuciones, la matiiz de tianslor-
mación que obtenemos de 17 x 1?, sin enigaigo como esta
maiiiz aciúa sobre un vector t]uc.esi¡i iiounali/ado el vcctoi
obtenido después de aplicar la matriz debe tcnci también esta
caralerfstica, puesto que tepicscnla una clishibución (le pro-
babilidades, poi, lanío las columnas de ¡a maliiz deben csltii
normalizadas a uno.. Después de normalizar cada cokilmna la
matiiz resultante es:

M =

0
0
0
0
c
d
0
e

d*
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
Ü

0
0
0
0
0
c
d
0
Ü

0
d*

0

0 0 0 1 1 0 1/2 1/2 1

1 / 2 1 0 0 0 1 1/2 1/2

0 0 0 0 Ü 0
1/2 0 1 0 Ü 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
o o o o
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0
o o o o o
o o o o o
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 a (í 0 / ' 0 0 0 0 0 0 0 0

en donde

d —

i,
'áP-í -V

y donde

x' = 1 - x

r,t>V-a

I =
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3. Análisis matemático del proceso de aglome-
ración

Usando la malí i/, obtenida podemos modelar ci crecimiento
de un cúmulo medíanle la aplicación sucesiva de esta matriz,
a un vector inicial atbitiario v0 que describe el borde. Des-
pués de aplicar j veces la matriz, la configuración íesultanle
del boidc esta dada poi:

La configuración final dependerá únicamente de los
eigenveelores de !a matriz cstocástica es dccii el vector re-
sultante puede expresarse en términos de estos eigenvectores
como:

17

c¡ son los eigenvectuics de M coi respondientes a!
eigcnvaloi A¿ y c, son ¡as prospecciones de vo sobre los
cigeiwecloics.

Como ¡as columnas de la matrizestán normalizadas a uno
hay por lo menos un eigcnvalor igual a uno y ios otios eigen-
valorcs en geneial pueden ser complejos, teniendo su parte
real sicnipic menor o igual que uno [3] Por lo tanto sólo
los eigenvectores de magnitud uno permanecerán después de
aplicar infinitamente la matriz M, y sólo estos eigenvalores
tienen interés,

Al intentar encontrar los eigenvalores de esta matriz ob-
tuvimos un cigenvalor uno, siete eigenvalores cero y los si-
guientes cigcnvaloics implícitos en un polinomio de grado
nueve, que sólo admite solución numérica. Sin embaígo co-
mo en nucstio problema los únicos parámetros libres son las
energías, podemos buscar puntos de alta simetría que peimi-
tan diagonalizar la matiiz por bloques menores y encontrar ia
solución analítica

Los puntos de alta simetría son casos particulares de las
energías de enlace, esludiai estos casos significa resli ingir los
posibles enlaces, es decir fijar alguna de las siguientes condi-
ciones: no C-C, no C-T, ó no T-T, físicamente esto significa
hacer tender E\>E-i o En, a oo respectivamente. Haciendo
esto, encontramos una considerable simplificación de nues-
tra matriz eslocástica, la cual nos conduce en algunos casos
a encontrar en forma explícita los eigenvalores, y luego re-
solviendo la ecuación de eigenvalores los coi respondientes
cigcnvccloics

4. Energías de enlace

Cuando hacemos i astricciones con respecto a ¡os enlaces
energéticos csperai íamos obtener, por ejemplo en el caso
de no C-C, esltucluias que en su mayoría estañan formadas
por vértices del (ipo 1,3,7, l3(Fíg I), análogamente si im-
ponemos la condición no T-T obtendríamos vértices como
2,0,9,1c,

FIGURA 2 Los posibles vértices completos que icsultan del
catálogo de la Figura 1 son Vi, Vi, V3, V4.. Con ellos se pueden
encontrar diversas lases con simetría de translación Aquí presen-
Umios algunas de las más conocidas. Las fases 4, 5 y 6 pcilencccn
a las lamosas fases de Fiank-Kasper. Las fases, 1, 7, 8, 11, 13 y 14
tienen simetría triangular, y c¡ resto tienen simetrías 2 64

Una de las restricciones más interesantes resulta de la
condición no T-T, los eigenvalorcs que obtenemos son: 1,0
(con multiplicidad nueve) —23/3/2 dos eigenvalores que son
función de la diferencia de energía B\ y £2, y dos parejas
de eigenvalores complejos conjugados que tienen norma uno
En estos casos esperamos que al aplicai sucesivamente la ma-
triz M, obtengamos cada vez el eigenvector que 1 epresenta el
borde y de esta íorma crece el sólido, además dado que es-
Ios eigenvalores complejos son irracionales (1/2 ± Í- /3/2),
la escala inflacionaria de este sólido sciá irracional, lo cual
es caracteiísu'c.0 de estructuras quasicrislalinas, Otro resulta-
do de los eigenvalores obtenidos con esta condición es tener
estructuras amorfas.

La condición no C-C sólo admite solución numérica, así
que no tenemos sus eigenvalores en foima explícita, sin em-
bargo aun la solución numérica permite obtener información
acerca del sólido, es decir podemos conocer la abundancia de
mosaicos triangulares y cuadrados.

De la condición no C-T obtenemos los eigcnvalorcs: 1
(con multiplicidad dos), 0 (con multiplicidad ocho), 4 eigen-
valores complejos irracionales cuya norma es 1 y — 22 /3 /2,
estos resultados nos dan una gran variedad de estructuras cris-
talinas y amorfas..

En cada uno de los casos estudiados, incluyendo el caso
geneíai, el eigcnvalor uno nos conduce a una estructura con
simetría cristalina. La Fig.. 2 resume las fases cristalinas cn-
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FIGURA 3 Gláfica que muestra la variación de !as probabilidades
P; de cada configuración j numerada en la Fig, 1, en función de
la desviación de la condición cxp(- .Sa/AioT) = 0, que excluye la
formación tic enlaces C-T. Observe que en el cero del eje de energía
sólo se obtienen P4 y Pv¡ dilereníesde cero, lo cual quiete decir \a
separación de dos lases una cuadiada, y olía triangula!. Al iclajai
la piohibición aparecen olías probabilidades oscilanlcs que rcpic-
sotil;in la lomiíicii'm de horneras ende cst:is dos lases con véiliccs
tlcl lipo V4

coiiiradas Las lases de, Frank-Kaspei [2] (ver estructuras 2,
4,5 y 6 en la Fig. 2) se obtienen de esta foirna. Es curioso ver
(Fig. 3) cómo ias probabilidades Pe y Pv oscilan como fun-
ción de la energía, Jo que representa la aparición de tronicias
ende cuadrados y triángulos..

En algunos lugares del espacio de energías las proporcio-
nes entre cuadrados y triángulos, así como las razones entre
¡as piobahüidadcs combinadas de paicsy las propoicionesde
los di filíenles vértices (Vi) cu la Fig 2) son muy similares a
tabones ¡nacionales Examinando estas porporciones logra-
mos eneonliai lies nuevas lases quasicnsialinas (vei Fig. 4)
Aparentemente estos nuevos quasicristales son dodecagona-
les y pcrlcncccn al guipo de los llamados mosaicos bicolo-
res [4] Actualmente nos encomiamos haciendo un análisis
de las propiedades geométricas y lopológicas de estos quasi-
cristales, y ¡os resultados serán 1 aportados en una futura co-
municación.

5. Conclusiones

En este aiticulo se aplicó e! método de la matriz cstocáslica
a un sólido bidimensionat de mosaicos cuadrados y triangu-
lares. Hemos obseí vado que los parámetros de energía repre-
sentan puntos de alia simetría de la matriz y nos conducen a
soluciones analíticas, y a pailii de estas soluciones obtene-
rnos estructuias con simetría cristalina amorfa y quasicrista-
ItníL. Los resultados más importantes son el haber podido en-

Quasicrixtates ne forman con

J)Sl+n+T3

2)S2+TS*TSe

Ouaúcrhtal J

FIGURA 4, Representaciones de las ucs nuevas fíises quasicrisia-
linas encontradas Los mosaicos son dodecágona les y .se lew man
inflando un mosaico cuadrado y dos mosaicos triangulares (estos
licnen diferente "color") En el quasicristal (2) T5c significa inter-
cambiar eoloics lisias csliuciiinis lienen dilcienles cslailí.slicas de
véniccs, enlaces y celdas, por ejemplo la esiniciura (O no tiene
véitices Va, la estructura (2) licnc iñad'as de cuaíltados, y la es-
trnctura (3) tiene unos cuantos véilices Va.

conlrar quasici istalcs dodecagonalcs nuevos Este método
puede sci aplicado a un si nú mero de situaciones diferentes
que pueden ser relevantes en el estudio de las lases de los
sólidos reales.
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Abstract—The siochastic matrix method is used to describe the statisíical processes that take place when a
glass >s formed We stress the phys cal features of the rnodel and the televaícy of the hypoíhese made The
theory xs apphed to vanous types of binary and temary chalcogenide giasses, Zd he p : X t ons ofThe model
are compared w.th the experimental data. We abo reveal ,he influence of donag,,11 the transSn temDeíítuíe
The theory is extended to the case of growing a disordered solid on a substraje «ansmon temperature

FALLA DE ORIG

INlROUUCriON l ü r s l 0 l ] l c pu>CCSi ¡ o í fürmation oí a bond, ihui i.s, Lu
Giasses are common maíeriaís in nature and have ^gíomerate a single atom to the sur face of the growing

been used by mankind since the beginning of times. s o l i d- T h e o t h e r process can be regarded as a Mark-
However, there is very íittle theoretical understanding o v i a n c h a i n o f eventsf each one having a statistical
in this ñeld [1], due to the essential role that disorder probability of oceurrence, dictated by some configura-
plays in dictaüng their peculiar physical properties. t!o n a l ent«>py (the nurnber of ways to go from one ini-
One of the basic questions about giasses is the persis- t i a l configuration to a final one), and by somc geomet-
tenceof a disordered stmeture at Iow temperaturas, rical rules thatspecify thefacüity toobtainagivencon-
knowing that the thermodynamically stable state is the figuration from another one. The full details of this
crystal. This fact has driven people to conciude that a theory of glass growing through agglomeration are
glass is in a metastabte state that eventually should described elsewhere [5, 6]. However in this paper we
transíorm to another more stable and ordered state [2]. wiü treat the detaüed study of some features of chalco-
This metastable state could be locked-in by a rapid genide giasses that allowsus to compare the predictions
g ^ i prevcntmg atoms Irom diffusing into more of the theory with some experimental data. After hat

f' ° i'' *¥ othQr^%^^ccs aris- we will consider a hypotheíical situatioa in which one
w P^C a t C d g e T e t i y ° f n u d e a í e d c I u s" h a s a s i n ^ l e k i n d o f a t o m ' b ^ ^ bonding could be dif-
i f ^ H ^ *** ™ 1 fcrenL ™ S eKtension of th

B A [3]. Thereíore at least in these cases, one should vanee of this understanding on cunent issues of interest
recognize that there is more to the process of formation in the field.
ot a glass than only thermodynamic equitibrium con-
siderations The formation of a solid glass from the
melt or the growch of an amorphous solid from a free MARKOV PROCESSES
surface are processes that take pl.ee far from equilib- TO CHALCOGEMDE
riurn, and kinelics becomes very important. ^ r t A ^ u u t N i ü b

T
s ery important.

The sit.uation of good giass formers( in which the Chalcogenide giasses usually giow from a hot melt
short-range Chemical arder is very robust [4], has been [ h a t contains the basic atomic entities which form the
considerad by the authorsinpreviouspapers [5,6]. The S l a s s During the cooling piocess of the melt these
tmpoitant physical considerution is that there are two entities form clusters of difierentsizes that are the seeds
well separated nmescales to reach equilibrium in the from which the resulting giass grows as a successive
coonng melt. lhe tune to form a chemical bond and agglomeration. This veiy baste physical observation
reach local equilibrium is very fast, and the time it take.s can give us lots oíinformation about the formntion and
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Fig. L A lypical clusicr wiih foui kinds oí sites ¡n tlic sur-
face I ayer, indicated by tho dashed I i tic. Explanations ate
gíven in tlic text.

Markov process, which is a probabilistic way of
describing the time evolution of thc clustersurface..

Let us consider thc particular case of vitreous
Ge(Se!_r This glass is made from a melt thai contains
atomsGcandSc withconccniralions cuand cA = I -c B ,
rcspectively (note that, in principie, cB is not cqual to
the concentiation in the glass (x), although at the end,
one will demand that cB = ,.\).. With only two types of
atoms that fonncovalcnt bonds, ihcrc aie threc elemen-
ta ry processes íor cieation oí single bonds Sc--Sc, Se~
Ge, and Ge-Ge The bond creation is a rapid process
and can be assumed to icach cquilibriuni in a vciy shoit
time Therefore, each bond created can be iabeled by an
activation energy that we denote by £,, E2. and £3,
respective!/.

When a new atom (Ge or Se) comes cióse to the
ckister, it can be attached to onc of the unsaturated
bonds that are at the cluster suiface Since the coordi-
nation of Ge is four and that oí Se is two, thc new atom
may encountei four kinds of environment siles corre-
sponding to particular eonrigurations of unsaturated
bonds (these sites being explicitly shown in Fig. 1)..
Since any atom at thc surfacc is necessarily in one of
these configurations, a vector with four components is
cnough to define thc composition oí thc sur face ií each
component is the probability of finding a given config-
uration on it. The growth process can be described with
a lineat transformation, that is, by a matrix operatoi that
gives thestatistical resullof agglomeratingatoms at the
surfacc. Hcrc, it will be assumed that there are no two-
or three-membered rings; i e.,, the growth is dendritic.
This assumption allows one to simpiify the siz.e of the
matrix Lo 4 x 4 , and it is only vaüd in the case oí low
concenlnuion x < L This matrix has to be stochastic
(ali eiernents in a column add up to one) if one wants to
describe thc evolulion of probabilities

Each kind of site has a certain frequeney of oceur-
rence (d.cnoted by s; y, ̂ , t) at thc surfnee of the clustci
For cxample, a fice bond that belongs to a Se has a fie-
queney s in the lim, while a Ge atom with only onc frec
bond has a frequeney y. Thus, tíic distiibnñon oj each
kind oj unscttiirated bonds at any stage of the growing
piocess can be lupie.scnlcti by thc vccioi (v, y, ; , / ) , witli
its trace normalizcd to one: s + y + z + t - 1

Thc new Ge or Se atom has a ceriain piobability to
,stick to each oí thc fice bonds on I he su i lace. Once ihis
atom sticks, a new site on the sur face is creaied and thc
surface changes. For example, if a Ge or Se atom is
added at a site 5, the transformation is as follows:

y.P(s,s)~2cAc'

Gc—- ;: P(s, t) ~

(1)

(2)

where the probabilities oí each stickmg process [repre-
sented by P(¿, s), P(s, t)] are given by two factors: one
is the purely configurational entropy íactoi [the number
of ways of joining the 4 (2) valences of Ge (Se) in each
kind of site], and the other is the Boltzmann factor
which takes intoaccount thc conesponding cnergy bar-
rier to form a bond. Similar expressions can be lound
when the Ge and Se atoms aie added to each of the
other sites, that is,

V + Sc - * . s : / J ( y . ¿ ) - 2 c A Í . ' '

y + Ge—- r. P(y, i) - 4c

(3)

(4)

-E.ttl
* + S c - ~ ^,y:P(?,i) = / ' ( Z . J O - S ^ C " , (5)

P(t, 0 =

P(t,s) = P(i!:)-2cAc

+ Ge _ * • í, z\ P{t, t) = P(t, z) -

- i

(6)

(V)

(3)

Note that, for some sites, there are two possible
palhs with difierent piobabiliiics [foi cxample, loi cie-
ating one z. site, theje are two ways: (1) stick a Se on a
t site or (2) stick a Ge on a / site] In these cases, the
total piobability for creating a site is thc sum of the
probabilities of each paih

This process can be written as ¿i matiix u h o s c ele-
ments representthe probabilities P(.i,j) of t ransfonnmg
a site / into a site y, because the total probability Coi all
atoms lo stick toacc r i a in site is thc sticking piobability
of the process muJtiplied by the frequeney of oceur-
rence in !he surface of that kind of silo Inscrting a!I thc

• comributions, thc explicit matrix is wiitten as
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M =

-/y*/ „ -¿y

e 2c Ae

O O

O O

2cAe

-LJk!

2c Ae
-£.,!kf -EJkT

-/ ,/U

(9)

Since this matrix ;icts on a vcctoi [huí icpiesents thc
probabilities oí finding each class of site and, as stüted
previously, should be normaiized, the surn of the ele-

mcnts in oach column mu.st be uniiy, so thu vcctoi
obtained afier applying the matrix is also normaiized
After normalizing each column of the matrix, one gels

M =

f

{<£

¿A

0

0
0

0

2cBf,i

( c A t + 2cBÍx)

C A ^

1/2

0

2cB\x

2(cA5 + 2cBH)

C A ^

0

1/2

2CBM

2(cA^ + 2cB

1-0

(10)

where £ = exp((£, - E2)/k7) and p, = exp((£, -

The growth of clusters is modeled by a successtve
application of che matrix on an arbitnuy initia! vector
(v0), whieh could be written as a linear combination of
the four eigenvectois of this matrix After applying the
matrix; times, the final configuration of the rim is given

where e; are the eigenvectors of M corresponding to the
eigenvalue Xr and a, ate the projections oí v0 onto the
eigenveclors

A matrix of this sort has at least one eigenvalue (in
general, complex) wiih modulus equal to unity, while
all the others have theii moduli less than unity This
means that only the eigenvectors c¡ vvith eigenvalue
such that |X,|= 1 icmain after•succcssivcíipplications oí
the stochastic matrix. íf we suppose that M has only one
such eigenvect.0! (cali it c¡) Then, in thc limit of./ — - »«,
Vj converges to precisely that eigenvector, since a{ must
be unity due to conservation of probability. Thus, thc
rim attains a stable suuistical regime after enough suc-
cessive steps of growing This regime is govemed
solely by the statistics of the eigenvector vvith cigen-
value one.. Note that beíoic thc growing process altains
the stable regime, there are fiucttiations in the first gen-
eratíons due to the eigenvaiues different from unity,
which are in genci.al complex numbcis

The form of the eigenvector one is obtained by solv-
ing the system of equations given by

{M- l ) e , = 0, (12)

which for the present case yields the foüowing vector.

i
c, =

where

and

4B + 7A

A - -

B =

(13)

(14)

(15)

Once the asymptotic regime is attained, the concen-
tiation of Se atoms in the rim is given by the statistics
of the only eigenvector1 that remains. lf (s(nl yM, ^„J, O is
ihc eigenvector which conesponds lo eigenvalue one,
then thc proportion of Se atoms in thc stable régimen is
given by the proportion of new Se atoms on the suríace
of the cluster

1-jc = 4B/(4B+7A). (16)

The concentraron obtained from equation (16) is a
lunction oí the concentración in the mclt {cn) Howeveí,
since the glass is growing at the expense oí the sur-
lounding médium, we can impose a condition of seíf-
consisteney, x = cB, since the composttions of the melt
and the glass are the same after the glass transition., If
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one puts c'u = ..v in thc right-hand side oí'equation (16),
three solutions aie obtained, that is, x - 0,x = 1, and thc
following equation f'or Lhe concentrador):

x = í _
(17)

which gives a rclation bctween thc glass ttansition lem-
peraturc, the concentiation and [he difíeience of ener-
gies for forming thc bonds, as we will discuss in the
next seclion..

PHYSICAL IMPLICATIONS FOR
CHALCOGENIDE GLASSES

Equation (17) contains two free parameters, which
are thc differences in encrgies between the three kinds
of bonds., But we can use the fact that bonds Ge-Ge are
not observed in ihis glass [7, 8J. Thus, wc may set \i =
0, since lhe cneigclie cosí fot ihis bond is loo high, and,
thus, the only remaining páramete: to fix is £,,. This
parameter is fixed by observing that in the iimit x —•*•
0, the glass transition tempera tu re of puré selenium is

Tga = 315 K [8], By making x = 0 in equation (17),

we get

kT. ln(i/2) = 0.02 eV. (18)

which gives the corresponding energy difference
between different kind of bonds., Using this for small x,
equation (17) can be written as

T . _ _ *
! i n í < > 2 )

(19)

where (r) = 4x •+• 2(1 - x) is the average coordinaron
number, and (3 = (l/21n2) = 0.72.

Equation (19) is tums out to be the uell-known
modified Gibbs-Di Man: i o equation, which is an
empirical law that has been very successful for obtain-
ing Tg in chalcogcnide glasses (9] Furihermoie, Lhe
melhod presented hete allows onc lo obtain iheoreti-

Parameter p fo; various glasses

c .
System

Gc-(Se)
Ge-(S)
Si-(Se)

Ge-Sb-(Se)
Ga-Gc-(Sc)

Ga-Gc-(S)
AI--F-{Se)
Ge-Sb-Te-CSe)
Si-As-Gc-(Te)
Ge-Sb-As-Te-fSe)

3pr

0.72
0.72

0.72

0.5 ó
0.56

0.56
0 :i2
0,56
0.3]

0.45

o
Pcap

0.72
0 7.3
0..8I

0 66

0.55
0.59
0 21

0 55
0.30

0.55

Con elación
cocfíicicnt

0 988
0 998
0 997

0 972
0 965
0 823
0 952

0 99S
0 979

Refer-
en ees

From [5]
Fiom [5J
From [5]

[10]
115|

(161
[17]

[10]

[IS]

[10]

cally the consumí P = 0 72, which is very cióse to the
observed onc in expciimcnts [3 = 0,73 [10J

Note that thc origin oí this constant is purely topo-
logical; i c , it, depends only on thc logaiiihin of the
ratio between valences, as vvas ñist proposed by Kciner
and Micoulaul [5] This cxplain why thc valúe of f> is
similai lo that for other glasses with similar coordina-
tion numbers. like Ge^S,.,, (|3 = 0.73) [!1] and
GejASySe^^.j ((3 = 0.73) [10]. In this icrnary glass, the
As aloms cnlcr with an c(lectivo cooidirmtion of foin
since they oceur in paiis conncctcd by a selenium bond
[12]; thus, it should behave as ourexample foi a binaiy
chalcogenide glass This way for obtaining p is a!so
valid for other binary glasses with diffeicnt coordina-
tion number ratios [13],

For multicomponent glasses, we can obtain the
valué of p by using the valúes observed in thc conc-
spondtng binary systcms. For exampie, if wc nave a
gliuss of lhe lypc A^RyC^D, _x.. y., wilh cuoidituitions
mA> mD, mc, and 2, respectively, wheie D is the chalco-
genide element, the derivative of (r) = mAx + mny +
mcz + 2( 1 - x - y - z) with res pee t to 7̂ , is

d<r) dv dv

(20)

Thc binary glasses A,D¡ „,, ByD| ,,, and C.D, _. fol-
low thc modified Gibbs-Di Marzio equation with con-
stants p | , [32, and (31, íespectively. Then, if equalion (20)
is evaluated al A = 0, we obtain

1/(3 = ( 2 1 )
where [3 is the constant of the multicomponent system
Clearly, this procedure can be applied to systems with
an arbitrary number of chemical componen! n. Thus,
lhe valué oí lhe constanl follows a law íhat reminds thc
sum rule of resistances in a paral le! circuit.. Some
glasses that obey ihis rules are listed in the table (repio-
duced from (14])

It is worth einphasizing what this simple theory is
able to predict with very little effbrt We have derived
an extremeiy importantempiiical relation used m glass
jcsearch This icsult was oblaincd basically wilh thc
assLimption that chemical bonding and ordei aie thc
main restrictions when agglomerating atoms fiom the
melt

A SIMPLE MODRL FOR DIFFLJSIVl- F.P1TAXY

There are cases when these faciütating physical
consideíanons are not prcsent.^One impon a nt case is
when onc obtains an amorphous lilm giown on a sub-
strate by some chemical deposition method. It is truc
thal the final composiüon of the solid depends not only
on thc concentrations of thc chemicals in thc vapoi. bul
also on the substrate properties and temperatuie. Foi

GLASS PHYS1CS AND CHEMISTRY Vol 26 No 4 2000





MODULS ÜI: DlSORDLiR

ínstance, when growing an amorphous silicon film, the
porosity of the material depends crucially on the sub-
strate temperature, and the number and size of internal
voids can be modificd by subsequent ihcrmul anncal-
ing. On the contrary, amorphous Ge films cannot be
thermally annealed, but the porosity can be reduced ií
some bombaidment vvith neutral atoms is combined
during the growing process [19].

In thi.s case, ihcic is only onc sort oíatoni, and u.su-
aliy the substrato imposes some lattice mismatch
restríctions on the configurations of the adatoms The
¡mportant featurethatdistinguishesbetween the Si, and
Ge cases shoutd be the strength of the diiectional cova-
lent bonding, and the mobility of the adatoms on the
surface. This lead us to conclude that a good model fot
this kind of process should be an extensión of our thc-
01 y lo the bond binary alloy One may suggcsi that an
¿itom can slick lo Ihc suiíncc in lwo difieren! w;iys:
cither it is bonded strongly and beeomes a pa¡t oí the
soíid, or it binds itself in a weak way such that, in a
short time, it could become an adatom by increasing the
strength of the bond, or díffuse away to another place,
or even be evaporated from the surface. The case of Si
orGe is difficuli to model, since the formation of rings
should be very important A simple model to ¡Ilústrate
this extensión of the theory is to consider a one-dimen-
sionaí solid giowing in onc direction. There is a strong
bond vvith energy Ex that defines a Boltzmann factor
a = c\p(-E\/k7~)t and a weak bond with energy E2 and
Boltzmann factor [3 = exp(-En/fcr). If a strong bond is
formed, it iemnins unchanged and eventual ly íorm.s a
pctfect solid Novv, if a weak bond attaches, three si tu-
ations could arise before coming to local equilibrium:
(i) ií could be evapojated with rate «/(ü, since one has to
break a bond of strength [3; (ii) it could be transfoimed
into a strong bond with late va,/{3, since one needs an
extra energy factor oí a/(3; and (iii) it could icmain
unchanged with rate w The faciors u, v, and w shouid
depend on the mobility of the atoms, i.e., the diffusion
coefficient and the initial kinetic enetgy vvith which
they strike ihc suiiaee.. Jn this simple model, nothing
else can happen; thus, one has that

Initial
Configuration

Piñal
Configuration

+ va/(3 + w = I (22)

The possibíc transformaron rules are illustrated in
Fig. 2. Notice that one has to consider an intermedíate
step to take into account the possible rapid changes of
the weak bonds due to diffusion The final stochastic
matrix of the model is

(í + M'p O

va + a u
0 H'P
0 va + a

v a + a

v a + a •+•

. (23)

(-2)

( i )

— Strong bond
— Weak bond

l(ig, 2. Diagiam showing all the possible iraiistormaiions in
the modet

500
Temperature (K)

1000

Fig.. 3. "itrmpciatino depcndcncc oi Uie coniponents ul Llic
eigcnvcctoi wiih eigenvaluc onc ioi the simple lineai1 chain
model, with rcasonablc valúes of Lhe paramelers t \ - E-^ =
0 0! and it =• 0: (a) bond convetsion rate v = 0 I and (!>) v-
1 Observe thal íor the íirst case 1'3 diminislics quailiati-
caily, whilc fot the sccond case, it grows alniost linearl>
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vvhcrc thc normalizalion lucloi is d - u ••)- w\\ -i- a(v •¥
I). This matrix has a single cigenvaiue one with eigen-
vector

= d , X . X . X ) / ( l + X ) ' (24)

= ( v + l)ccAvfÍ Note thal this cigcnvcctoi doe.s
not depend on evaporation race w, since this term puts
the systcm in the initial state regardiess of the configu-
ration and only appeais in thc diagonal tcim Its influ-
cnce is indiiect only in ihc normulization condilion ol
equation (22).From this solution, one can extract infor-
mation about the number of defects (weak bonds) leít
in the structure as a function oí the temperature and the
diffusion parameters contained in the paramctei %. It is
not worth írying to fit these parameters to a ieaí case,
because the model is exceedingly simple This problem
WÍIS solved only to ¡Ilústrate a diiícicnl kind of silualion
in the fíeld of disordcicd solids Ncvcrlhcless, one can
see thal the main physics is aheady in the niodcl In
Fig. 3, we have ploited the components of the limit
eigenvector in equation (24) íor two different valúes of
the"mobility" vwiih H = 0 and íor a fixed valué of ot/p
Note that, at normal substrate temperaturas, the depen-
dence of the number of defects, or "porosiiy," could be
almosl linear or quadratic, and the porosiLy could
change appreciably or not. These two behaviors are
documented expeiimentally for Si and Ge [19]. Cer-
tainly, a more sophisticated model is needed for a quan-
titative comparison with experimental data

CONCLUSIÓN

The stochastic matrix method íor studying a cova-
lent network glass has been applied to the case of chal-
cogenide multicomponent glasses. The model turns out
to be extreme]y simple but allows one to get importan!
informatiorí about the glass forming processes. The
analytical rclationship bctwccn relevant physical
parameters of the glass was found. For the oGe~-Se
system, the coiresponding relation is similar to thc
Gibbs-Di Marzio law in the limit of small x. The
method has been applied to model othei systems likc
vitreous B2O:, and quasicrystals In this paper, we have
exposed a simple extensión of the model to consider
totally different situations when growing disordered
solids Futuic woik is needed to investígate the wcíilih
oí theoretical knowledge that can be extracted with tliis
method
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