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Resumen de la tesis doctoral

"Representaciones con grupo de
auto-extensiones simple"

Uno de los problemas principales en la Teoría de Representaciones de Álgebras de
Artin es la clasificación de los módulos inescindibles de un álgebra de Artin dada. El
resultado más importante para el tipo de representación infinita, obtenido en 1986
por Y.A. Drozd, es que toda álgebra Lambda de dimensión finita sobre un campo k
algebraicamente cerrado, es mansa o salvaje pero no ambas. En 1988 Crawley^Boevey
dio una nueva versión de la prueba del Teorema de Drozd usando bocses.

En el presente trabajo se ha desarrollado la teoría relativa a los bocses y a los funtores
de reducción. Dicha teoría es desarrollada a través de morfismos de birsaódulos y
diferenciales, por lo que resulta más clara que en la literatura anterior y muchos
resultados se generalizan a álgebras de dimensión finita sobre campos perfectos.

Los funtores Eliminación de idempotentes, Regularización, Absorción y Reducción
son utilizados para simplificar bocses, en el sentido de disminuir la norma cero, y
a través de ellos se logra la parametrización de la familia de representaciones con
grupo de auto-extensiones simple, para bocses pequeños, de tipo de representación
no-salvaje, sobre campos perfectos.

Todos los requisitos del teorema principal son satisfechos por el bocs de Drozd asoci-
ado a una k—álgebra Lambda de dimensión finita para un campo perfecto, y la cual
no es de tipo de representación salvaje, así que el funtor cokernel induce una parame-
trización desde el bocs de Drozd en mod Lambda , para ciertas familias caracterizadas
por su vector de coordenadas normalizadas y su índice de Bautista-Boza.



INTRODUCCIÓN

Uno de los problemas piincipales en la Teoría de Representaciones de Álgebras de
Aitin es la clasificación de los módulos inescindibles de un álgebra de Aitm dada,
El resultado más importante para el tipo de representación infinita, obtenido en
1986 por Y A. Drozd, es que toda álgebra A de dimensión finita sobre un campo k
algebraicamente cerrado, es mansa o salvaje pero no ambas En 1988 Crawley-Boevey
dio una nueva versión de la piueba del Teorema de Drozd usando boeses.
Nuestra meta de investigación, es lograr la generalización del Teorema de Drozd hasta
campos perfectos, lo cual esperamos que ocurra en el mediano plazo. El presente
trabajo se encuentra enmarcado en este anhelo, por lo que en él estudiamos a los
boeses y especialmente a los funtoies de reducción, cuyas propiedades nos permiten
parametrizar ciertas familias de ^presentaciones de boeses y módulos de álgebras de
Artin.

En el capítulo 1 se estudian morfismos de bimódulos cuyas propiedades utilizamos
para desarrolla* la teoría Consideramos que la reformulación conseguida presenta el
tema de estudio de una manera más clara que en la literatura existente,,

En al capítulo 2 se encuentran las definiciones de bocs y su categoría de representa-
ciones, así como los conceptos de noima y de dim^M. En este capítulo se introducen
los conceptos de moifismos de boeses (ver [BBP]), de tiiarigularidad y tnangulan-
dad aditiva y se analizan sus consecuencias. De esta parte debemos de destacar que
las abstracciones realizadas, aunque tienen un aspecto bastante técnico, en realidad
clarifican las pruebas,

En el capítulo 3 se construyen los funtoies de reducción y se estudian sus propiedades
Un funtoi de reducción es un funtor fiel y pleno F : Rep(B) -* Rep(A), donde B es
un bocs obtenido del bocs A y que on cierto sentido os más sunple. Los funtores
Eliminación de idempotentes, Regularización y Absorción son construidos a partir de
cieitos morfismos de boeses, lo que da mayor unidad y claridad en su estudio. El
funtor Reducción es construido a partir de un bimódulo muy específico, lo que ayuda
a entender sus piopiedades. La composición de los fautores Absorción y Reducción
resultan en los clásicos unravelling y reducción de un eje.
Aquí también introducimos el concepto de e-dimensión, el cual, que para una repre-
sentación inescidible de dimensión finita M, puede pensarse como el vector dimensión
clásico dividido entre la ¿-dimensión del anillo de división asociado a los endomor-
fismos de M en el bocs. Utilizamos este concepto ya que se muestra más útil para
trabajar con boeses sobie campos períéctos.



En el capítulo 4 se estudia una estructura exacta asociada a un bocs de Kleiner-Roiter,
y se muestra como los funtoies de reducción afectan al grupo de auto-extensiones de
una representación dada.. El amable lector podía encontrar en la observación IV.,2
las relaciones que hay entie los tres tipos de vector dimensión.
Vale la pena destacar al lema IV.29, pues se revela crucial: justo este resultado
permite controlar el cambio de dimensión del grupo de autoextensíones al aplicar
los funtoies Absorción y Reducción. También se exhibe como están relacionados la
dimensión del grupo de auto-extensiones con la forma cuadrática asociada,.
El resultado principal de este capítulo es el teorema IV.38, el cual nos dice que
si se cumplen ciertas condiciones sobre un bocs A = (R,W,S), en particular que
el campo base k sea perfecto, entonces paia representaciones inescindibles L y N
en el bocs, las cuales cumplen que Ext¿(L,L) = ExtA{N,N) = 0, se tiene que
e — dim¿ = e •- dimiV si y sólo si L ~ N en RepA

En el capítulo 5 se utilizan una variedad de resultados y técnicas de M. Ringel y W.
Crawley-Boevey, sin profundizar en sus demostraciones, defecto que subsanaremos en
los artículos resultantes del presente trabajo
El resultado principal de la tesis es el teorema V.26, el cual requiere un bocs triangu-
lar' aditivo y no salvaje sobre un campo perfecto, de tal manera que W = Wo®Wit

generalmente visualizado como las flechas llenas (WQ) y punteadas (W{), sea finita-
mente generado como bimódulo En tal situación, si tenemos una familia infinita de
representaciones con grupo de auto-extensiones simple para una e—dimensión fija d,
esta familia estará parametrizada por la localización de una k—álgebra, la cual es un
oí den muy especial Tal orden está asociado al anillo de endomoifismos del único
módulo genérico de un álgebra hereditaria mansa, y ha sido extensamente estudiado
por C.M Ringel y W., Crawley-Boevey.

Todos los requisitos del teorema principal son satisfechos poi el bocs de Drozd aso-
ciado a una &—álgebra A de dimensión finita para k un campo perfecto, y la cual no
es de tipo de representación salvaje. Esto se demuestra en el capítulo 6,, Luego se
prueba que el funtor cokernel induce una parametrización desde el bocs de Drozd en
mod A,, Para caracterizar a los módulos parametrizados recurrimos a los resultados de
[B]. Mencionemos brevemente el contexto del resultado principal del sexto capítulo,
es decir el teorema VI.23,, Sea

Ur
i=lmiPi — UUiniPi -> M -+ 0

la presentación proyectiva mínima de M e mod A, Definimos el vector de M de
coordenadas normalizadas como



n-dim(M) =—(cimi, • >c7rnJ,clni, ,c,n,)

dondo c.M = (liiiifc (End\ (A/) / r«cí (/£ur/A (A/))) y c¡ = dinifc (Pi
Gracias al índice Bautista- Boza obtenemos que

S(M, N) = dimjcHvm^N, DtrM) — dimkHom^topM, socDtrN),,

Finalmente probamos que si la familia UA de A-módulos L tales que

S(L, L) = dimfc {Endh (L) /rad {End\ (£))) y n — dini (L) = d,

tiene infinitas isoclases, entonces es paiametiizada poi una localización de un orden
asociado a un módulo genérico.



Capítulo I
Isomorfismos preliminares.

En este capítulo se estudian algunos isoinoi lisiaos loqueados en los siguientes
capítulos Todo anillo será asociativo unitario Con k siempre denotaremos un campo
central en algún anillo, Los anillos generalmente serán denotados poi R, S oT.

1.1 Isomorfismos.

Por comodidad, y cuando no provoque confusiones, utilizaremos la siguiente no-
tación: para morfismos en H — Mod usaremos n (_, _), para aquellos en Mod - R
usaremos (_, _)R, y para morfismos en R — S - Mod usaremos n (_., J)s .,

Paia X en R — Mod denotaremos poi ' X a / ¡ (X, /?), para V en Mod — S deno-
taremos por Y* a (Y, S)s.

Paia cada S ~~ S—bimódulo X denotaremos por Xs al subgrupo {x 6 X : sx — xs
para todo s € S),

Definición 1. Sea P un R—módulo derecho. Un conjunto {pif X¡ j i € /} donde A¡ G
P* y Vi € P se llama base dual de P, si para cualquier p £ P se tiene que A¿ (p) = 0
para casi toda i, y además 5Die/ P*^i (p) = V-

Lema 2. (2 8.20 [Ro]) Sea P un R-módulo deiedio.

1. Si P es proyectivo y {p¿ | i € / } es un conjunto generador de P entonces existen
\i 6 P*, i 6 / , tales que {pi, A¿ ¡ i E /} es mía base dual para P,

2. Si existe una base dual de P entonces P es proyectivo.

Similarmente se hace la definición dual en R — Mod y se satisface el lema dual.

Lema 3. Sea P un R-módulo derecho pxoyectivo y ñnitamente generado, Sea
{Pi, \\Í € 1} una base dual finita para P, y sea p- G* (P*) dado por pj (A) = A (p¿)
para A € P*. El conjunto {p-, A¿) i € /} es una base dual de P*..

Demostración: A cada A £ P* hagamos corresponder el elemento de F* dado
por A' = Y^ieiP'i (^) -V Tenemos que
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Capítulo II
Bocses y su categoría de representaciones.

II. 1 Álgebras tensoriales y morfismos diferenciales*

Definición 1. Sea R un anillo y W un R — R—bimódulo., El álgebra tensorial
TR (W), de W sobre R> es el álgebra graduada sobre los números naturales:

TR (W) = R © W © W®2 © W®3 © • • • © W®q © • •

donde el pivducto de r = w\ <8> w-¿ ® - •• • <8>wn G W®n y s — w\ <8> • • • ® tü.^ € íy®"1

está dado por rs ~ w\ ® w% <%>••• ® Wn® w[ ® w2® - <&w'm <= V7® ( u + m ) . ,

Lema 2. (Propiedad Universal del álgebra tensorial)., Sea R un anillo y W un R —
R—bimódulo, Entonces, para cada K—álgebra A', i,e. paia. cada morñsrno de anillos
p : R' —* A', y cada, par de morfismos tp0 : R ~* R' de anillos, <px : W -> A' de
R — R—bimódulos, existe un único moiñsmo íp : TR(W) ~+ A' de anillos tal que

<P\W = <Pl ylP\R = P<P0

Definición 3. SiW = W0(&Wi como R—R-bimódulos entonces tenemos una nueva
graduación para el álgebra tensoiíal TR (W) deñnída en elementos homogéneos como:

L gr{w) = 0siw e WoURt

2, gr(w) = 1 si w € Wx,

3., {

En la situación anterior diremos que W es graduado. Definiremos [Tu (M/)]i como
el R - R—bimódulo generado poi los elementos homogéneos de grado i.

Lema 4. Sea W = WQ © W% como R — R~ bimódulos, entonces

1. Hay un isoinorfísmo A = TR{WQ) = [Tit(W)]0 inducido por el morñsmo canónico
TR (Wo) -* TR (W).. Más aún TH (W) ^ [TR (W)]0®T como R- R~bimódulos.

2. Hay un isoinorñsmo TA (A ®R W\ ®R A) ^ TA (W), inducido por el morfísmo
canónico de A <S>R W\ ®R A en TR (W), el cual es de R—álgebras y de A —
A—bimódulos.
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3. La, restricción del isomorñsmo del inciso anterior induce un isomorñsmo V =
A0RWl®RA^[TR(W)}1.

4. La. íestricción del isomorfísmo del segundo inciso induce un isomorñsmo V®" =

Demostración:

1. Por el lema II.2 IdR : R ~> R y la inclusión j : Wo -* TR (W) inducen un
morfisrao de anillos f]: TR (WQ) -» TR (W). A su vez, IdR y la proyección TT0 :
W —> Wo inducen un morfismo de anillos % : TR (W) —*• TR (Wo) - Claramente
^tfift = Id* Y ViV\w0 =

 Idw<» por lo que rt^rj = I¿rR(w0), así q«e TR(W0) es
isomoifa a su imagen bajo 77, es decir a [TR (W)]ü, y ésta es un sumando dilecto
deTR{W).

2. Sea ¥ = TTñ{Wo) (Tñ(WQ) ®ñ Wx ®RTH(W0)). Sean 71 : Wo -> Tfi(W0) y
J2 : Tfí (Wo) —*• i3 las inclusiones canónicas, y sea a : Wi —* 5P el morfismo
definido como a (w) = 1 ® w <g> 1.. Poi lema 11,2 los morfismos Íí//¡ y {j-¡ji, ̂ ) '
Wo © Wi —> í3 inducen un morfismo f : TR (W) --* ¥ de anillos,,

Poi el primer inciso TR(W) es una TR(WQ) -álgebra vía el morfismo r¡, Sea
w! : TR(WQ) ®R WI ®nTR(WQ) -> TR(W) el morfismo m(rt®j®r¡), donde
j : W\ —» TR (W) es la inclusión canónica y m es la multiplicación TR (W) ®R

TR (W) <g>R TR (W) -* TR (W). Claramente m es un morfismo de TR (Wo) -
TR (WQ) —bhnóduios, así que por lema 11,2 se induce un morfismo de anillos

Es claro que v\V\R = IdR y que fi^\w0
 = ^w0» P o r ° t r a paite, para w £ W\,

tenemos que v^v (w) — ltol = w; luego uxv — IdrR(w)-

Por construcción VI\TR(W0) ~ V> P o r G11° wi\rR(w0) = ^{TRÍW)]^ = ^TR(W0)-
Ademas, paran; € W\, tenemos que vu\ (1 ® w ® 1) = ^(tü) = l®íf ® 1, luego

Se sigue que vv\ ~

3. Por el inciso anteiior hay un isomoifismo v 1 : ¥ —* TR (W) Por su construcción
se tiene que ux (TR (WQ) <8>R WX ®R TR (WO)) = [TR (W)^ , luego
l'i\TR(wl))®nWl®rlTR(Wo) es un isomoiüsmo de A - A-bimodulos.

4 Como antes, de la construcción del isomorfismo vi : ¥ -+ TJÍ (W) se tiene que
i>i (V®71) = [Tfí (W)]n, así que f nv®« es un isomoifismo de A — A- bimódulos.,

Definición 5. Una diferencial 6 : Tj? (W) --» Tj* (W) es un morftsmo de R—R- bimódulos
tal que:
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2-, Regla de Leibnitz: si r, s son homogéneos, entonces

6{rs) = 6(r)s + {-\yrt-f)r6{s)]

Observación I I . l : Por el lema II..4 podemos considerar a una difeiencial como
un morfismo de R - R~ bimódulos

5 : (A © V © ... © V®n © ,...) -> (A © V © .,. © V®n © ...)

el cual cumple que 6 (A) C V y <5(V®*) C y®<i+1), así corno la regla de Leibnitz.
Usaremos libremente ambas interpretaciones de 6'..

De la regla de Leibnitz se obtiene la fórmula para elementos homogéneos:

Podemos apreciar de esta fórmula que la diferencial está totalmente determinada
por su definición sobre Wo y W\.

Si x>y son elementos homogéneos tales que Ó2 (i) = 0 y ¿2 (y) = 0 entonces

= 0
por lo que es necesario y suficiente que 52 (W) — 0 paiá que 52 = 0.

Nótese que 52 ([TR (W)}0) = 0 si y sólo si 6 es coasociativo en [TR (íV)]1, es decir,
(6 ®Id)Óy {Id <8>ó)6 coinciden sobre [TR (W)^ .

Proposición 6. [L3 ZJ Para definir una diferencial 6 : TR (W) -* TR (W), es sufi-
ciente con tener un morñsmo deR- R—bimódulos 6Q : W —* TR (W) tal que:

1. So(Wo)C[TR(W)]iy

2,.

II. 2 Bocses y su categoría de representaciones.

Definición 7. Un bocs es una. teína A = (R, Wt 5) donde R es un& k—álgebra,
W = WoeWi es un R- R-bimódulo graduado y S : Tñ(W) -^ TR(W) es una,
diferencial tal que 62 == 0,. El bocs tiene asociados ¡a k~~ álgebra
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y el A (A) - A (A) -bimódulo

Definición 8. La categoiía de lepresentaciones del bocs A = (Rt W, 6) denotada por
RepA, tiene por objetos a Jas r&piesentaciones del álgebra A (A)..

Así que si M y N son dos lepresentaeiones de A, un moifísmo f : M -+ N en
RepA consiste de un par de morfismos f = {/°, /*) tai que;

1. f€Homa(M,N);

2. fl e HomA(AyA(A)(V(A),HomhXM,N)); ;

3. Para toda a£Aym€.Mse tiene:

af°(m) = f(am)+fl(S{a))[m]

Dados dos morfismos f : M ~* N y g ; N —> L en RepA, su composición
9Í = ((flF/)°> (p/)1) se define como:

= 9o f°

donde v € V{A) y6(v)=. £ ¡ v\ ® vf.

Nótese que la composición de moifismos entre representaciones de boeses está bien
definida, pues la última suma se obtiene de aplicar la composición:

TR(W) «- V^) Homk(M,L)

i6 I* »»»/* Tc

TU(W) 4- V(A)®AlA)V(A) -> üomk{NJJ)®A{

donde c es la composición de funciones,,
Una verificación detallada del hecho de que RepA es una categoría puede verse

en (I 22 [Z]). Denotaremos por repA a la subeategoría plena de RepA cuyos objetos
son las representaciones de .A de dimensión finita sobre fe

Observación II.2:

1. Si / = (Z0,/1) es un isomorfísmo en RepA, entonces /° es un isomoifismo en
R - Mod.
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2. Notemos que toda pareja (/°,0) con / ° G HorriA (M,N) es un morfismo en
RepA, así que hay una inraeisión densa de A — Mod en RepA, En particular,
esto nos dice que RepA es una categoría aditiva

3. Sean M,N € RepA, Para que un par do morfismos f° e Hom¡t(M,N) y
fl € HomA(A)-A{A) {V> C í̂j -W)jfc) sea un morfismo en RepA, es necesario y su-
ficiente que wf°(m) — f°{wm) — f1 (6(w))[m], donde w € WQ y m 6 M,
Para convencernos de la suficiencia, usemos la fórmula de la observación II. 1 en
w\ ®... ® íün, donde u>¿ 6 VKo :

m) - ( )
.... ® tu») m) ..

Por Hnealidad el resultado se extiende a todo a e A (A).

Definición 9. SeanRyR'k-álgebras, W = Wo®W\ unR-R-bimóduhgiaduado
y W — W¿ © W[ un R — Rf -bimódulo graduado Sea una paieja (i)Rlr)w) con
7¡n : R -* R! un inorRsmo de k~ álgebras y i)w : W —+ W un moifístno de R —
fi—bimdííuJos, donde la estructura de R— R-bimódulo de W está inducida por rfa

Cuando r\w (WQ) C W¿ y r¡w (Wi) C W[ diremos que el par es graduado,,

Nótese que un par graduado induce un morfismo de álgebras graduadas r¡ :
Tu (W) —*• TR< (W), donde la graduación es la de la definición 113 Otra forma
de expresar esto es que r¡ {A{A)) C A(A') y •(}(V(A)®i) C VÍA1)®*.

Definición 10. Sean A = {R,W,S) y A' - (RtW',6') bocses. Definimos un mor-
fismo de bocses r): A —* A' como un morfismo de k—álgebras

el cual cumple que:

1, preserva la graduación, es decir que

para toda i > 0;
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2. conmuta con las diferenciales, es decir que

Lema 11. Sean A = {R, W, 6) y A' = (R1, W',6') bocses yq un morftsmo del bocs
A en el bocs A!, Entonces i) induce un funtoi Fn : RepA'—>RepA. Además, si r¡ es
supiayectivo tenemos que:

Fv (M'} = Fv {N') implica que M' = N', y que Fv es fiel,

es decir, que Fn es un encaje.

Demostración: Por H.4 podemos identificar A (A) con [^ ( ÍV)^ y V(A) con
\Tn (W)},, así como A (A') con [T« (W% y V (A') con [TK (W%

Por definición r\ induce un morftsmo de fe—álgebras graduadas

e induce un moifismo de A (A) — A (A) —bimódulos

Si M' G RepA' definimos Fn (M
f) como M' con la estructura de A (A) -módulo

inducida por rf..
Si / = (,/°, f1) : M' -> JV' es un moifismo en RepA' entonces

tfi (/) ^ ( ( ^ (/))° . ( ^ (/))1) ^ t á dado por

)° = f°i (/))° = f° co"»o fc-transformación lineal y

Veamos que Fn (/) : Fv {M) -* Fv (N) es un moifismo en RepA.. Sea ae A (A) y
m € M', entonces

o- {{Fn U)f M ) - (Fn (/))° (am) = r,0 (a)j* (m) - /° (V° (a) m)

( ' )

En paiticulai, si r € R Q A (A), la identidad anteiioi se convierte en

r((F,(/))°(m))-(íi(/))°(rm) = (F^f))1 (6(r)) [m] = 0.
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Por lo tanto (Fv (f))° ea mi /í-moifismo y Fr¡ (/) es un morfismu en llepA.
Es claro que F , ,{ (J Í I W ) 0)) - (IdFv{M),0). Sean / = ( A / 1 ) : V -> M' y g =
,{)1) • M' -* N' inorfismos en RepA% os inmediato que

(F,

Para v E V (A) sea 6 (v) = £ v\ ® vf tenemos que: "

(^(ff)^í/))^)
= (Fv {g))° (Fv (f))

1 (v) + (F,, (g))1 (v) (F,, (/))° + £ (F,, (g))1 (v¡) {F, (f))1 («?)
= 9o U'v) (v) + (9^) (v)f + £ (g'v) (v¡) (fv) (f ?)•

Por otra parte,

6'v (v) - f¡6 (v) = n ( £ ^ ® vt
2) « £ IÍ {v¡) 017 (wf

Así que

Se sigue que i ^ ^ / ) = F, (5) F^ {/).
Si 77 es suprayectivo, entonces el funtoi A (Ar) — Mod —» >1 (^l) — Mod inducido por

?70 es un encaje pleno [Si] Luego Fv (M
1) = Fn (N

1), lo que es una igualdad como
A(A) -módulos, ocurre sí y sólo si M' — N' como A (A1) —módulos, if también
induce un epimorfismo A (A) ®k (A (*4))op -* A {Ar) ®k (A [A'))011, poi lo que tenernos
para M\N' € RepA', Fn {M') = M y Fn (N

1) = N que

HamMA/)-A{AI)(V(A'),(M\N')k) = HvmAiAyMA)(V (A1) ^MiN),).

Y a su vez, el epimorfismo r/1 induce una inyección

HomA{A)-AiA) (V (A'), (Ai, N)k) -* HamA{A).A{A) (V (A), (Aft N)k).

m
Observación II.3: Si y es un moiíismo de boeses de A en A' y rf es un morfismo

de boeses de A' en. A" entonces rfr¡ es un morfismo de boeses de A en A" Más aún,

II.3 Normas.

Definición 12, Sea A = (R, Wo®Wx, 6) un bocs.
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1,. Si U es un R — R—bimódulo, definimos

\-\\u : repA -* Z U {00} como \\M\\u = dimfc (HorriR (U ®fi M, Ai)).

Porsimplicidad [|_|¡ = ||.||«f ||.||0 = \\.\U y \\.\U = ¡!-lluv

2. Definimos q¿ : repoA -* Z, donde repoA — {M e repA \ \\M\\Q, \\M\\I < 00},
como

<3A(M) = \\M\\-\\M\\O+\\M\\1..

Cuando alguna de las funciones anteriores aparezca en un enunciado, estaremos
suponiendo que está definida.

Definición 13. Sea A = (fí, W, 6) un bocs, y supongamos que R — Di x ... x Dn

es una descomposición en producto de k~álgebias de división, es decir, que hay una
descomposición IR = TZ=ie* en idempotentes ortogonales, primitivos y centrales. En
tal caso, para M € RepA definimos su R~ vector dimensión como el vectoi (di, tdn),
donde di = dim^ (e^M). Denotaremos a este vector como dim^M.

Lema 14. Sea A ~ (R}W,S) es un bocs, tal que R = DiX....xDn es una descomposi-
ción en producto de k—álgebras de división, y sea IR =?= Y2=ie* ^a descomposición aso-
ciada., Para un R ~ R— bimódulo U y un objeto M G repA con dimfíM = (di, , dn),
tenemos que

\\M\\v =

Luego, si M € repoA entonces

qA (M) = 2

Demostración: La piiraeía de las íónnulas se sigue de las identidades
u = áimk{HomR(U<S>RM,M))

(

= S i j dj á"nA (HomeiR (eiUe
~ E Í J didj dim& {BomeiR {ei
= Ei¿ <kdj dimfc (eiR) dimeifí

Luego, ||Ai|| = YA,J didj dimfc (ei/£e.í) = T.id% îm& (ei^)» así que por definición de
(M) se obtiene la segunda fórmula.
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Lema 15. Sea A = {R, W,5) un bocs Sean M,N e RepA tales que ||M||Ü — 0,,
Entonces M SÉ N en RepA si y sólo si M = N en R~ Mod.

Demostración: Si / = ( / ° , / l ) : M —* N es un isomorfismo en RepA, por
observación 11.2,1, f° es un isomoiíisrno de R— módulos.

Si M = N en R- Mod, entonces ||JV||o = 0. Luego, si g : N ~* M es un morfismo
de ü—módulos entonces (g,0) es un moifismo en RepA. Así que, si f° : M -+ TV es
un isomoifismo de i2—módulos y p° : N —+ M es su inversa, tenemos los moifismos
(/°,0) : M —* N y (</\0) : TV —* M en Ííepv4, los cuales son inversos entre sí.

II.4 Isomorfismos y una reformulación de RepA.

El siguiente resultado nos ayudará a estudiar los morüsmos en RepA,,

Lema 16. Sean R unak-álgebia, AyB R-álgebras, M G A~Mod, N € B-Mod
yU un R — R—bimódulo. Entonces hay un diagrama conmutativo:

HcmB-k (B ®n 1/®RA®A M, N) —» Hornn-k {U ®R M, N)

HOTUB-A (B ®JÍ U <%>ñ A, Honik (A/, N)) —* HorriR^n (U, Hornk (M,

P

donde ¡os isomoiñsmos veiticales son los de adjunción ([M] Cor. V3 2),

Po : Hom,B-k {•# ®R U ®R A ®¿ M, N) -»• HomR-k (U 0n M, N)
está deñnido poi /30 (/) (u ® m) = / (l ® u ® 1 <8> m), con inversa
PQ1 (h) (b ® u <g> a <g> m) — bh(u<g> am); y finalmente

P : HomB-A (B ®R U ®fi A, Homk {M, N)) -•* HomR-n (U, Homk (M, N))

está deñnido por (3 (/) (u) — / (1 ® u ® 1), con inversa
fTl{h)(b®u®a) =bh{u)a

Demostración: Las piuebas son cálculos rutinarios, tan sólo veamos que
2̂ Wo (/)) (u) H =po(f)(u®m) = f{l®u®l®m)y que

p {d (/)) (u) [m] - (crj (/) (1 ® u ® 1)) [m] = / (1 ® u ® 1 ® m) f

es decir, el diagrama conmuta.
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Corolario 17. Hay un diagrama conmutativo de isomorfismos naturales:

HomA(A).k (y(A) ®A(A) M,N) - HomR-k (Wi ®ñ M, N)

HomA(A)-A{A){V{A)tH<mk(M,N)) -+

donde los isomoiñsmos verticales son ¡os de adjunción,

& : HomA(Ayk (V(A) ®A(A) M>N) -» HomR-k {Wx ®ñ M, N)

está deñnido por ft0 (/) (w ® m) — / (1 & w @ 1 <g> m), con inversa
/3o1 (h) (a 0 w <S> a' ® m) = ah (w ® a'm); y ñnaltnente

0 : Hom^^-^^) (V(-4), Homk (M, JV)) -» iíam/í-ií (Wlt Hvmk (M, N))

está deñnido por 0 (/) (w) = f (1 ® w <8> 1), con inversa
/T1 (/i) (a ® «; <g> a') = ah (w) a',,

Observación II.4: Sea A = (R, W,¿) un bocs y sean M,iV objetos de HepA,
tenemos el isomorfismo de adjunción:

Este isomorüsmo nos pennite reinterpretai1 la categoría RepA como la siguiente
categoría isomoifa RepA :

RepA tiene poi objetos los A (A) —módulos,,
Si M y N son dos objetos de RepA un moiñsmo / : M —> iV en fiep.4 consiste

de un par de moifismos / = í/0,/1) tal que:

1. feHornR{M,N);

2. Z1 6 ffom^Hb (V(^l) ® {̂.4) M, iV) ;

3. Paia toda a€Aym&Mse tiene:

o/°(m) = f°(am) + /x(.5(a) ® m).

Dados dos moifismos f : M —> N y g : N -•* L en RepA, su composición
9Í = (Cff/)°i (5/)1) se define como:
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(gf)l{v®m) =

donde u € Vtyl), m € M y 6(v) = ^
En efecto, la xegla de asociación -Q : RepA —>RepA tal que d (M) = M, para

M e JlfoelA (,4), y tal que 0 ((/°, /*)) = (f^1 ( i 1 ) ) , si (j*, f) € J í o m ^ (M, N),
envía la composición de moi fismos de RepA en la composición de moi fiamos de RepA :

Sean / = {/°, f1) e HOW-R^A {L, M)yg = (g°, gl) e Hom^A (M, AT) entonces

gl {v ® / ° (m)) + Eff1 (u¿ ® / l (v? ® m))

Se sigue que RepA es una categoría y que $ es un isomoifismo de categorías. A
menudo identificaremos a RepA con Rf-pA vía •&) en los siguientes capítulos.

II.5 Bocses triangulares y bocses de Kleiner-Roiter.

En esta sección usaremos los isomorfismos de 11.16 y 11.17, así como la equivalencia
de categorías señalada en la observación II.4.

Notación: Si W es un R - R—bimódulo y W es un subconjunto de W, denotare-
mos por {W')R al R- R-•sub-bimódulo de W generado poi W. Sea A un i?—álgebra
y A' un subconjunto de A, denotaremos por {A')A a la Jl-subálgebia de A generada
por A'.

Siempre que H y G sean i?—sub-bimódulos de TR (W), denotaremos por H®nG
a la imagen del morfismo natural r¡: / / ®j¡ G ™» TR (W) dado por r/ (h ® g) = h ® g.

Si Í? es inyectivo a menudo identificamos H.®RG con H ®R G

Definición 18. Diremos que un bocs A — (R,W,S) es triangular si existen R ~
R-sub-bimódulosW$,W¿, WJ deW0, yR-R-sub-bimódulosW^Wf, tWf de
W\ tales que:

j , 0 = H/o° C W¡ C W¡ C .... C W$ - Wo.

2. ¿(Wg) C Ai-iénWiénAi-u para t > 1, done/e A^!
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3.0 = W? C W¡ C W} C „„ C W{ = Wi.

4. 5 (W¡) C (W¡-1) ®R {WÍ'1) , para %>1. Esto es dcch que 6 (Wl
L) está

contenido en el R - R-sub-bhnódulo de [Tu {W)]2 generado por WQ y W\~i.

SiW¿+1 = W¿&Vi como R- R-bimódulos para i € { l , . . . , r - 1} diremos que A
es un bocs triangular aditivo.

Lema 19. Sean .4 = (R,Wt6) un bocs triangular, M € RepA, y f = (Z0 , /1) un
elemento de End¿ (M) , Entonces f es nilpotente si y sólo si f° es nilpotente,,

Demostración: Denotemos / ( n ) = ( (/<nJ) , í / í n ) ) ) • Si hay un entero n tal

que /<n> = (0,0), entonces (/ ( n ))° = (/°)n = 0 prueba que / ° es nilpotente,,

Ahora supongamos que existe un entero m tal que (f(mn = (f°)m = 0, Veamos
que podemos decir acerca de la paite de grado 1, paia n > m. Sea 0 = Wf C W] C
,.,,CWf = W\ la filtración de grado 1 de la condición de triangularidad

Para v/ 6 W{ se tiene, pues 5 (w1) = 0, que

V ) - (/{-))°(/M)1
M + (/^))1K

Sí para w € W{ y t natural, se cumple que (/^ímM (w) — 0 entonces para

w' € W(+1 se tiene, donde 6{v/) = E¿ v} ® v¡, que

= 0,

pues v? e (W(\ .. Luego /((«+1)"») = (0,0), es decir, / es nilpotente

•
Observación II.5: Como antes sea Ai = (W¿) ^ J . Hay propiedades adicionales

a la tñangulaiidad que son muy útiles; consideremos, para i € {1,. ,r — 1} , que:
1- Ai = TR(WQ) bajo el epimorfismo canónico,
2.- El moríisnio canónico de A {A) ®R W\ ®¡t Ai en A (A) ®R WI ®R A (A) es

inyectivo.
2T- El rnorfismo canónico de Ai ®it W\ ®R A (A) en A (A) ®n Wx ®ñ A (A) es

inyectivo,
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3.-El moifisino canónico do Ai®nWí<&HAi un A {A)<8>UWÍQHA (A) <m inyocüvo.
4.- Ai+i ~ Ai ®Ti como R - ií-bimódulos.
Si el boas es triangular aditivo las propiedades anteriores se cumplen, pues en ta)

caso A (A) - Tn (Wo) Sí Tn (W¿) © % = A¡ ®Tt.
Otra posibilidad de que se cumplan las condiciones 1, 2, T9 y 3, es que Wi y Wo

sean píanos por ambos lados, y W¿ sea plano como R—módulo deiecho (izquierdo)
par a i £ {1,.,. , r — 1}, En tal caso, si ¿ : WQ -*• WQ es la inclusión, hay monomorfísmos

e inductivamente monomorfismos

por lo que Ai = T^ (W¿) - Como W\ y 14̂  son planos por ambos lados se siguen las
condiciones 2, 2°P y 3.

En el lema 11.20 se usan las condiciones 1 y 2f pero pudo usarse la 3 en lugar de
la 2 y obtener el mismo resultado mediante una prueba análoga. Similar mente en el
lema 11,21 se puede sustitír 2op con 3, y obtener el mismo resultado mediante una
prueba análoga.

Lema 20. (Kleinei-Roíter) Sea A = (R,W,6) un bocs triangular, donde WQ C
WQ C WQ C ... C W¿ es la fíltiacióii de giado cao asociada a Ja triangulasidad, y se
cumple para i e {1,,. -,r — 1} que eJ epimoifísmo canónico de TR {WQ) en Ai es uniso-
morñsmo, así como que el moiñsmo canónico de A (A)®R WI®RAÍ en A (LA)®RWI®R

A (A) es inyectivo. Supongamos que M es un R~~módulo izquierdo, que N e RepA,
y que tenemos morfísinos / ° €¡ t {Aí> N) y f £ HorriR-R {W\, {M, N)k). Si fQ es una
R—retracción, entonces existe una. estructura de A (A) —módulo izquierdo sobie M
tal que (f°, fl) es un morfísmo en RepA, donde f1 (w) = / ' (w) paia w € W\..

Demostración: Recordemos los isomoifismos

ÍJ2 : fIomR-.k (Wi ®R M, N) -•* H<yma-n (Wi, Homk (M, N))

({3Q)~l : Homn^iW^nM^N) ^ JímnMA)^(V(A)®AiA)M,

ox : HomA(Ayk (v (A) ®A(A) M, N) -* HomA(Ah.A(A) (V (A), Homk (M, N))
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de 11.17, podemos considerar que / ' £ HornR-k {W\ ®R M, N), y como se mencionó
en la observación II 4, resolver el problema en RepA Sea $i : A (A) ®n N —* N el
R—morfismo que le da la estructura de A (Á) -módulo a N. Puesto que A (A) es un
álgebra tensorial, este morfismo está determinado por su valor en WQ ®R N.

Teniendo en mente la primera condición de triangular idad, definiremos inductiva-
mente los R—morfismos 0\ : W¿ <8># M —> M Poi la propiedad universal del álgebra

tensorial, estos últimos determinan de manera única i2-moifismos dx : TR {W¿) <8>R
M —• M. Sean j t : W¿ —> WQ y j¡+1 : W¿ -* WQ+1 las inclusiones canónicas. Es
rutinario verilear la conmutatividad del siguiente diagrama para i € {0, ...,r~ 1} :

A (A) ®n Wi ®R A (A) = A {A) ®JI Wi ®R A {A)

A (A) <8>R Wi ®ñAi -* A (A) <8>R Wi ®« ^¿+1

donde todos los moríísmos son canónicos. Como TR(WQ) = Ao = R es un R —
R—sumando directo de A(A) tenemos que a0 es inyectivo y que 6o es isomorfismo.
Luego, teniendo en cuenta lo anterior y las hipótesis del lema, para ¿ € {0, ,r — 1}
tenemos que a¿ es inyectivo, por lo que h\ también lo es, y puesto que ó¿ es isomorfismo
entonces h¡ es inyectivo. Recordemos que £(H ío+1) Q AÍ®RWI®ÍÍAÍ, así que Sji+i
se factoriza como OCÍS'Í+1 para un morfismo de R — ü—bimódulos 6'H1 : W¿+1 —>
A (A) ®R Wi ®R A^ Definamos 6i+1 : W¿+1 -»,4 (A) ®H ^ r ®JÍTR (W¿) como b~l6'i+l.,
Luego tenemos las siguientes identidades:

y como ai+ibi+i es inyectivo, se cumple que ¿i+2?7f"? = hi$i+i para i 6 {0, ,r — 2} .,
Por el lema 11.16 podemos definir el A (A) —morfismo f'ü : A (A) ®R W\ ®R

TR (W§) ®R M -* N como /¿ (a ® w ® r ® m) = 62{a® f'\w® rm)), para a 6
A(A),weWi,re RymeM.

Sea q : N —> M un ií-morfismo tal que f°q — Id¡-j. Sean w e W¿ y m € Mt

tenemos un ñ—morfismo

0\ {w ® m) = q [92 (h M ® f° (m)) - /¿ (Ó! («/) ® m)].
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-* 1

Como decíamos antes, obtenemos 0l : TR(W¿) ® ¿ i M - + M , y a partir de este
R—morfismo se construye, por 11.16, el A (A) -morfismo f[ : A (A) ®R W\ ®R
TR (W¿) ® R M - » N : si a € A { A ) , a' <= TR (W¿) ,weWiymeM e n t o n c e s

a

Inductivamente, definimos,

0l+ 1 = 9 [&t Ui+i

y, por 11.16, definimos el .4 (^) -moifismo f¡H : A (>l) ® ñ Ŵ  ®fiT/í (lV¿+1) ®« Af
ÍV, como

/;+ 1 = 92 (ldA(A) ®

En r pasos obtenemos los morfismos

0, = $\:A {A) ®nM^My f¡. € HomMA).k {V {A) ®n M, iV).

Consideremos el isomoifismo de TR (W¡) - Tñ (W¿) -bimódulos CÍ : TH (Wg) -*
TR{WÍ) ®^(Wi) ^ ( W ? ) dado por CÍ (*) = í ® 1, y el morfismo de TH(W¿) -

jfc-bimódulos C2 :
 TR{WQ) ®R M —> M dado poi Cí (í® m) = ím. Es claro que

la composición

A(A)®HW1®RTR(W¿)<S>RM

/I (.4) ®ü Wi ®/Í r A {WÍ) ®Ta(Wi) TR {Wí) ®n M

A (A) ®R Wx ®« TR (W¿) ®TR(W¿) M,

es un isomoifismo de A (A) — A;—bimódulos. Luego, los moifismos f¡ determinan
de manera única morfismos U : A(A)®RWi®nTR(Wo}®T¡ttWi\M~> N, dados por

fi(a®w®a?®m) = f¡(a®w®a'® m) .

Observemos que {f'i)\A{A)»HWiQ*Mw$)®*M = f>i ̂  ® / d jw^ = ^« a a í

= «i-
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En geneial, el que f¡+í (/¿¿ ® ÍÚM) = f¡ implica que

o\+2 (jií? ® idM) =

Sea %+l : TR(W¿) -> T* (WJ+1) el moifismo inducido por £+1. Si se cumple

que 0J4*1 tó+I®Mw) = ^1 entonces ^ + 1 (j\+l <& IdM) = e\\ como además hi =

I(IA(Á) ® /dwi ® jf+1. obtenemos que

f) íd Wl ® &

Por lo tanto, para w EWo y m e M, se tiene que

e2{w®f°{m))-fo(0l{w®m)) = 52

[02 (» ® /° (m)) - /;.._! (5, (w) ® m)])
( ) )

luego (/°,/r) : M —> A1" es un moifismo en ifep.4 (ver obseivación II..4), así que
(/°i fl) : M ~> N, con Z1 = <xi (/,-), es un moifismo en RepA.

Lema 21. (Kíeiucr-Roitoi) Sea A = (R,W,6) un hocs tñaiigiüax, donde WQ C
W¿ C WQ C .„. C WQ es la filtración de grado ceio asociada a la tii&ngulaxidad, y
se cumple para i e {l, ...,r — 1} que eJ epimorñsmo canónico deT^ (WQ) en Ai es un
isomorñsmo, así como que el moifismo canónico de Ai @/¡ W\ ®n A(A) en ^4(̂ 4) ®u
W\ ®n A(A) es inyectivo, Supongamos que M € RepA, que N es un R-módulo
izquierdo y que tenemos moifismos / ° €n (M, N) y f € HornR-R (Wi, [M, N)k)..
Si / ° es una R—sección, entonces existe una estructura de A(A)—módulo izquierdo
sobre N tal que [f°,fl) es un morñsmo en RepA, donde fl (w) = / ' (w) pora w € W\.,
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Demostración: Como en el lema anterior traslademos el pioblema a RepA. Sea
&i : A(A) ®ft M —> M el ií-rnorfismo que le da la estructura de A(A)—módulo a
M. Puesto que A(A) es un álgebra tensorial, este moifismo está deteiminado por su
valor en WQ <§>/Í M

Teniendo en mente la primera condición de triangular idad, es decir, consideiando
a una filtración 0 — W§ C W¿ C ... C W% - WQ, definiremos inductivamente los
R—morfismos 0\ : W¿ ®/i N —> JV,. Por la piopiedad universal del álgebra tensorial,

estos últimos determinan de manera única Tí-morfismos 02 : T¿i (WQ) ®R N —> N,
Sean j¿ : WQ •-+ Wo y j¡+l : W¿ "^ ^ o + 1 ^ inclusiones canónicas. Es rutinario
verilear la conmutativídad del siguiente diagrama:

A (A) ®/Í Wl ®/Í ^ (A) = A {A)
«, t /(¡

Ai®ílWi®RA(A) -> A + I
61 í /.(

TJt{Wi)<8>HWi<8>RA(A) -»

donde todos los moifismos son canónicos.. Los argumentos son loa mismos del lema
anterior: como a¿ es invectivo tenemos que /^ también lo es, y puesto que bi es
isomorfismo entonces hi es invectivo.. Corno 6 (WQ*1) Q AÍ^RW^RAÍ, tenemos que
Sji+i se factoriza como cti8f

i+l para un raorfisrno de H — R—bimódulos <5¿+1 : WQ+ —*
Ai ®n W-L ®R A [A). Definamos 6i+1 : W¿+1 -» TR (W¿) ®R Wx ®R A {A) como bTl6'i+l,
Luego tenemos las siguientes identidades:

y como íií+J6j+i es inyectivo, se cumplo íjue Si±-¿j\l\ — K&i+\ para i e {0, ...,r - 2} .
Por el lerna 11.16 podemos definir el /í-mornymo /¿ : Tlt (WQ)®ttWi®H.A(A)®R

M -+ N como /¿ (r ® w ® a ® m) = r / ' (£?i (tu ® am)), para a € A (A), u? e Wi,
r € ií y m e M.

Sea 5 : ÍV ~+ M un /í-moifismo tal que y/0 = ídM. Sean w € W¡} y »"» € M,
tenemos un i?—moifismo

f?5 (^ ® ») - / ° («i O'x H ® 9 (n))) + fo (Si N ® í (n))..

Luego obtenemos í2 ; T¡I(WQ) ®lt N —>• iV, y a partir de este iÜ-moifisrno se
construye el TR (W¿) -morfismo } \ : Tfl (M^1) ® ñ Wi ®R A{A) ®a M -> JV : si
o' e Tk (IVJ), a 6 v4 (^4), -u; € Wx y m e M entonces
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f[ (a' ® w ® a ® m) = $\ {a! ® / ' (w ® #i (a <g> m)))

Inductivamente, definimos,

y, por lema II16, el TR (w¿+1) - morfismo f¡+1 : TR (w¡+1) ®R WX ®R A (A) ®R M -•*•

como

En r pasos obtenemos los moifismos

02 ~0r
2:A(A)®RN->Nyfte HomA{A).k {V {A) ®lt M, N).

Como en la piueba del lema anteiior, tenemos isomorfismos de bimódulos
(id ® Ca) (/d ® CÍ ® ^ ) :
TR (W¿) ®R WI <8>R A (A) <8>RM->TR (W¿) ®fi Wx <S>ñ v4 (^) ®A M ) M
inducidos por Ci : A. {A) —» .4 (.4) ®^(^) A (̂ 4) dado por (\(a) = a ® 1, y Q :

A (A) <S>ñ M ~+ M dado por £í (a ® m) = am.. Luego, los moifismos // determinan
de manera única moifismos /¿ : TR (WQ) ®« W\ <2>R A (A) ®A(A) M —* N, dados por
/i (a' ® tu ® a ® m) = / / (a' ® tu ® a ® m).

Observemos que ( / O ^ ^ ^ W i e ^ ) * * * = / í C»o ® W«) = /ó, así que

En geneial, el que /t'+1 (h* ® Idju) = f¡ implica que
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Sea j j + 1 : TK (

Q%
2i entonces Q\

Ta (W¡+1) el morfismo inducido por j j + 1 . Si 8?1 (j¡+1 ® IdN)

/ti/v) = 02, luego / [+ 1 (/¿¡ ® /<¿M) = / | , pues tenemos que
, así que

= //-

Por lo tanto, para w e WQ y m £ M, se tiene que

(w <8> / ° (m)) - / ° (í, (w ® m)) - f% (w ® g (/° (m))} + /;_j (6r, (w)

°
(m)))

ldM) {6r {w) <gi m)

luego (f°,fr) : M —* N es un morfismo en RepA (ver observación 114), así que
C/0! fl)'-M—y Nt con / l = <j\ (//), es un morfismo en flep.4..

•
Observación II.6: Como ya vimos en 11.17, hay un iaomoifismo

0 : (V(A)t Hmnk (M, N)) -+ HomR-R (Wi, Hamk (M, N))

que nos índica que todo morfismo en HomA(A)-A{A){V{*Á),Hornk(M,N)) está to-
talmente determinado por su evaluación en W\. Por esto, en lugar de un enunciado
como "entonces existe una estructuia tal que (/°, f1} es un morfismo en RepA, donde
f1 (w) ~ f (w) para w € Wi", directamente usaremos "entonces existe una estruc-
tuia tal que (Z0,/1) es un moifismo en RepA".

Definición 22. Sea A — (/í, W, ó) un bocs triangular, Dhemos que A es un bocs de
Kleiner-Roiter, o bocs K-R, sí se cumplen las siguientes condiciones:

1. Sea M un R-módulo izquierdo y N € RepA. Sean f° €R {M,N) y fl €
HorriR-R (Wi, (M, N)k), Si f° es un R—isomorfismo, entonces existe una. es-
tiuctiua, de A(A)~módulo izquierdo sobre M tal que (Z0,/1) es un morñsmo
en RepA..
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2. Sea M g RepA y N un R-módulo izquierdo Sea f° €n (M,N) y f1 g
Homll-a(Wi,(M,N)k). Si / ° es un R—isoinoifísino, entonces existe una es-
tructura de A(A)-módulo izquierdo sobre N tal que (Z0 , /1) es un moiñsmo
en RepA

Lema 23. Sean A = {R, W,tf) un bocs K-ií y / = (Z0 ,/1) : M -* N w morñsmo
en RepA, tal que / ° es tina 2Í—retí acción Entonces existe en RepA un moiñsmo
h = (Idu,^) :M'^M talquefh = (f°t0) . SeaO = W? C W/ C „,. C W{ = Wy la
filtración de grado uno asociada a la ti ¡angular idad, y sea q : N —* M un R— moiñsmo
tal que f°q = /djv Podemos elegir a /i c/e tai manera que si f1 (Wí) — 0 eníojices,

para u? € Wf+l, /i1 (w) = -q1/1 (tu) ..

Demostración: Sea M1 igual a M como R—módulo., Definamos el R—R—moifismo
h\ : Wi —» (M1, Aí)fe como ^ (w) [m] = -<? f/1 (w) [m]), el cual está bien definido
pues f1 (wr) — f1 (w) r para todo r € R.

Poi II.22.1 hay una A(A)~estructuia en Ml, y un moifismo h\ = (/Í¿A/,/IJ) :

Mx —> M en RepA tal que paia tu € Wj y m € Ai se cumple que /ij (tu) [?n] —
-q (fl (w) [m]). Supongamos que / x (w() = 0, luego para w € W{+1 tenemos que

= o.
Similarmente construyamos inductivamente, paiai > 2, moifismos h¡ : (Idm,h]) r

Mi -> M*"1 en RepA, a partir de q y fhi ...h^i : Ml~l —* N. Entonces, h\ (w) [m] =
—q ({fhi hi-i) (w) [m]j para w 6 Wi y ni G M, A lo mas en s — j pasos obtenemos
un morfismo h = hi..,,ht-\ht en RepA tal que Jh = (/°, 0).

Observemos que paia w S W/"1"1 e i > 2 se cumple que /i¿ (tu) [m] = 0 y h\ (w) =
-qf1 (w). Sean w e Wf+1 y 5(«Í]¡« E Í U / ® ^ , si paiaw e WÍ+1, i > 1 y 9i = h^.h*
se tiene que g\ (w) = - Í / / 1 (W) , entonces

( ^ ^ i ) 1 (to) - IdMh¡+1 (xa) + s* (to) W t í + S Í S? {v¡) Ñ+1 (vf) = g¡ (w) = ~qf (w).

Así que, para w £ Wf"1"1, tenemos que /i1 (iw) — —q.fl {w).
U

Lema 24. Sean .4 = {R,W,6) un bocs K-Ry f = (Z0 ,/1) : M - i N un morfismo
en üepyl tai cjúe / ° es una Rsección. Entonces existe en /?ep^4 un moiñsmo h —
{IdN,hl) : Ñ ^ N' tal que hf = (y°,0). Sea 0 = W¡ C ^ C ... C Wf = Wi la
filtración de grado 1 asociada a la tuangulaiidad, y sea q: N —* M un R—morfísmo
tal que qf° = IdM.. Podemos elegir a h de tal manera que si f1 (W{) = 0 entonces

para w € W(+l yn€.Nsc cumple que hl (w) [n] = / ' (w) [-q (n)] „
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Demostración: Sea Nl igual a N corno /i—módulo. Definamos el 7?-morfismo
h[ : W1 -+ (N, N% como h\ (n) [n\ = / ' {w) \-q (n)] •

Por II.22.2 hay una 4(.4)—estructura en N1, y un moifismo /ii = (Jcijv, &>!) : N -+
Nl en /?ep-4 tal que paia w € Wi y n € N ue cumple que h\ {w) [n] = fl (w) [-q (n)].
Supongamos que / : (w{\ = 0, Juego, paia ¿y € M "̂1"1 y m € M, tunemos que

Í%

Similarraente construyamos inductivamente, para i > 2, morñsmos hi : {ICLM, h\) :
Ml -* Af'"1 en itep.4, a partir de Í; y /t¿_i,,../ti/ : M —* Nl"K Entonces, /)j(w)[n] =
(hi-1-...hif)1 {w) [~q (•«)] paia w € W\ y m £ M. A lo más en s - j pasos obtenemos
un morfismo h = htht~\ h\ en RepA tal que hf = (f°, 0).

Observemos que para w e H/j3+i, n G JV o ¿ > 2 su cumplo que /i1 (w) [?»] = ü,
así que como en el lema anterior probamos que, para w 6 W\ , so cumple que

Lema 25. (Kleiner-Roiter) Sea A = {R, W, 5) un bocs yf = (f, f1) : M -> N un
morfísmo en RepA Si A es un bocs K-R y f° es un isomoiñsmo entonces f es un
isoniorñsmo

Demostración: Si j° es un isomorfismo, por lema 11.23, existe un morfismo
h = (/,/i1) : M' -» M en RepA tal que fh = (/°,0). Sea g° la inveisa de f°. Como
/ ° es un moifismo en A(A) - Mod, entonces g = (g°,0) : N ~-> M' es un morfismo
en RepA, luego fhg = (Id^^O). Similarmente, por lema 11.24 existe un morfismo
t = (Idf/,?) : N -> N' en RepA tal que í / = (/°,0), y tenemos que 5 - {g°,0) ;
N' -+ M es un morfismo cu RepA) luego a i / — (/t/A/,0). Por asociatividad de la
composición se sigue que hg = si — / - 1 .

•

Proposición 26. (Kleiner-Roiter) Sea. A — (R,W,6) un bocs K-R, Entonces los
idempotentes se dividen en RepA-

Demostración: Sea e = (e0,^1) : M —+ M un idempotente en RepA,. Si e1 = 0»
entonces e° es un moifismo en ^4(̂ 4) — Mod, por lo que se divide. Luego, para mostrar
que todo idempotente se divide, es suficiente con encontrar un isomor fismo h tal que
(heh-1)1 = 0. Sea 0 = W? C Wf C ... C jy« = ^ la filtración de grado uno dada
por la triangularidad. Sea n el número máximo con la propiedad de que hay un
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isomoifismo h : M ~> M' tal que (heh~l) (VKf) = 0 Si n = s se tiene el enunciado.
En caso contrario, e1 (W?) = 0 y e1 ( w ^ 1 ) ^ 0 Luego, para w € W¡*+! tenemos
que

e1 (iu) = (ee)1 (tu) = e V (tu) + e1 {w) e°.

De esto se sigue que e°e1 (-u?) e° — e°e1 (tu) e°+eüe1 (tu) e°, es decir que e^ 1 (w) e° =
0. Sea M' igual a Ai como Z?-módulo e Z : M ~> M' la identidad como /¿-módulos-
Sea h> e Homn-ñ (Wu (M, Ai')) dado por h1 = (2/e° - / ) e1,. Por 11.22 2, existe una
estructura de ¿Í(X)-módulo en M' tal que h = (/,/i1) : M —*• M' es un morfismo
en RepA Por 11,25, /i es un isomorfismo, y claramente, h"1 = (/"^t/) Puesto que
0 = (frlhy , tenemos paia w e IVj"+t que Z"1^1 (w) + v (tu) / = 0. Luego se cumple
que

(heh-1)1 {w) = h> (w) (e/i"1)0 + h° (eh-1)1 (w)
= h1 (w) e 0 / " ^ / {e°v (w) + e1 (w) Z"1)
= (2/e° - /) e1 {w) e°rl+ IeQ {-I^h1 {w) I~l) + Je1 (w) I"1

= - / e 1 (tu) e o / - ] + /e° (-2e° + /dM ) e1 {w) J"1 + / e 1 (tu) Z"1

- - / e 1 (w) e0 /"1 - 2/e°e1 (u;) Z"1 + J e V (w) Z"1 + Ze1 (w) 7"1

= / ( -e 1 (w) e° - e^ 1 (w) + e1 {«;)) Z"1 = 0

contradiciendo la maximalidad de n, luego n = s

Corolario 27- Sea 4̂ — (R, W,6) un bocs K-R, Entonces repA es una, categoría de
KiuU-Schmidt

Demostración: El enunciado afirma que repA es aditiva y esbelta, y cada objeto
es una suma de directa finita de inescindibles, cada uno de ellos con álgebra de
endomorfisrnos local. Por la observación II 2.2 se tiene la aditividad de la categoría.
Por el lema anterior, y el hecho de que los objetos son de dimensión finita, se sigue
el resto de las propiedades,,

•
El corolario nos peimite, por (3.3 [GR]), afirmar que hay unicidad, salvo orden

e isomorfisrno, en la descomposición en sumandos directos inescindibles de un objeto
de repA En particular, M € repA es inescidible si y sólo si End^ (M) es local.,

Definición 28. Si A — (R,W,6) es un bocs, la siguiente fórmula, para M,N 6
R - Mod,

T.A {M, N) = Homa {K N) x Horn^t (W1, (M, N)k)
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determina un bifuntor rA (_,?) sobre R - Mod. Si A' — (R1, W'r6') es otio bocs y
F : RepA' ~* RepA es un functor, diremos que F está enmarcado por el poi (Fo, f}p)
si

1 Fo: R' - Mod —> R - Mod es un ftmtor;

2 VF '• TA^M'IN') -» rA(Fo(Mr),Fo{N'}) es una tionsformación natural en

M',N'eR'~Mod;

3, RF (M') = Fo (R'Mf), para todo M' € RepA'\

4- F((f»,f)) = nP{{f°J1)). P«a todo (/°, ñ € HomA. (M',N')

Observación II.7; Para constiuii los funtoies de ieducción, a menudo construi-
mos Fo y r}F, damos estructura de A (A) —módulo F (M1) a Fo (M') y luego definimos
F en moifísmos de acuerdo al inciso cuatio de la anterior definición,.

Lema 29. Sean A ~ (R, W, 6) y A' — (R1, W',6') bocses, y sea r¡ un morñsmo de
bocses de A en A' talquer¡(Wi) C W[. En talcaso, el funtoi Fn ; RepA' ~* RepA de
11.11 está enmarcado por un par (Fo,r)F), Además, sir¡ es supiayectivayn(W\) = W[,
entonces r¡F es inyectiva.

Demostración: Sea FQ: R1 — Mod —* R — Mod el funtor inducido por rj\R : R —•
Rf, el cual es fieL Poi construcción de Fn se sigue el tercer axioma de la definición
anterior,

Para /„ e Hom« (M1, N') y ¡i 6 Hom^R, (W{, (M', N%), definimos Vf ((/Ol /x))
(flo, 9i) como:

1. 5o es /o considerado como R—morfismo, es decir, g» = Fo (/o).

2. Hay una inyección

-R> (W{t (M>, N%) -> Homñ-ñ (Fo (W{), (Fo (M'), Fo (JV'))fc),

y un homomorfismo

-n (Fo (ÍVJ), (Fo (M
f), Fo

^ (m, (Fo (M'), Fo

el cual es ¡nyecüvo cuando r ^ j es supiayectivo. Luego, definimos a g\ como
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No es difícil verificar que r¡F es natural en M',N'..
Además, poi lema II17 todo morfismo f1 e HomA(A)-A{A) (V(.A), Homk (M, N))

está determinado por su evaluación en W\, luego, para (Z0 , /1) € HomA> (M',N')
tenemos que F (( i0 , f)) = VF (U°> H):

Lema 30. Sean A - {R,W,S) y A' = (R!,W'J') bocses triangúlales y sea. F :
RepAf -+ RepA un funtoi enmarcado por (FQ, r¡F),. Supongamos que se cumplen las
siguientes condiciones:

1. F es pleno;

2. rfF es inyectiva..

3. Sea 7}p{{fo,f\)) = Í9o,9i), si /o es un R'~isomorñsmo entonces QQ es un
R~ isomoiñsmo.

4,, Si M(¡ e R' - Mod yM'<= RepA' con FQ (M¿) = FQ (M'), entonces M¿ admite
una estructura de A (A1) -módulo y, con esa estiuctuia, F (^M¿) — F (M1).

5,. 5ean N £ imF y M € RepA tal que como R—módulo M G ImFo Se cumple
que:

(a) Si r¡F ((/o, /i)) : M ^ N es un isomorñsmo en RepA entonces M elmF-

(b) Si r¡p ((/o, /i)) : N —> M es un isomoiñsmo en RepA entonces M € Ira F.

En caso de cumplirse todas las condiciones, tendremos que s¡ A es un bocs K-R
entonces A' es un bocs K-R.

Demostración: Sean W e Rr - Mod y N' G RepB. Denotemos M = Fo (M
f) y

N = F {N')..
Consideremos moifismos /o €/? {M',N') y / i € HomIt'~ñ' {W[y {M!, N')k) tales

que /o es un Rf—isomorfismo. Luego, si (ffo>Si) — Í J ÍT( ( /O, / I ) ) , poi el tercer in-
ciso go es un R—isomoifismo,. Como A es un bocs K-R existe una estiuctma de
J4(«4)—módulo izquierdo sobie M, denotemos por ¿M a este objeto, tal que (¡7o? Qi) -A
M —* N es un morfismo en RepA.

Como A es un bocs K-R. y QQ es un isomoifismo, por 11.25 AM es isomoifo a N,
así que por el inciso 5.2 ¿Ai = F {M") para algún M" e RepA'.

Por el cuarto inciso M' admite una A {A') -estructura para la cual F (A-M') =
F (Ai") =A M.
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Por plenitud de F hay un morfismo/i = (h.°,hl) :A, W -* N' tal que i11 ((/i0,^1)) =
(gQ,gi), luego íjF({/0,/i)) = VFÍ(h°>hl)) P o r inyectividad de r¡F tenemos que

La prueba del axioma II 22.2 es dual

II.6 Producto de bocses.

Lema 31. Sean R una &—álgebra, e un idempotente cential de R y W un R ~
R-bimódulo, Sean é = 1 - e, T = Tñ (W) yL,NeT~ Mod Entonces:

1. Hay moifismos de k—álgebras graduadas r¡ :T -~* TeR (eWé) y a : T^R (eWe) —*
T tales que r¡a = IdTtR{eWe.y

2. Si eWe' © e'We = 0 entonces T^eTxe'T^ Teít {eWe) x T¿R (e'We1).

3,, Si T^eTx e'T entonces Homr (L, ¿V) ^ HrnieT {eL, eN) x Haine'T {e'L, e'N).

4. Si T^eTx e'T entonces ExtT {N, L) * ExteT (eN, eL) x Exte? (e'N, e'L),

Demostración: El raorfismo de fc~álgebras qH : R —* eR y el moifismo de
R — R~bimódulos T¡W : W —* eWe inducen, por lema II.2, un único morfismo de
A:-álgebras r¡ : T -+ Ten (eWé)., Similaimente hay un morfismo de fc~algebias aeR :
eR —• R, y un moifismo de eR — eñ-bimódulos aeWe¡ : eWe ~* W que inducen,
por lema II.2, un único morfismo de k~álgebras a : Teft(eWe) -* T, Puesto que
riH(T<,R — Ideít y WwVeWe = -í̂ eive tenemos que -qa ~ idr^ew^, comprobándose el
primer inciso.

Análogamente podernos construir moifismos de fc—álgebras r¡' ;T —* Te>R(e'We')
y a': T¿R {e'We1) -> T tales que r¡o' = /<¿Te,K(eW)

Si eWe'^eWe = 0t una rápida verificación en generadores piueba que fr'íj'+cr?/ =
Id?, rfa = 0 y T¡O' — 0,

Es claio que Ima C eTe y que Imcr' C e'Te', luego Imcr = eTe y Ima' = e'Te',
así que e y e' son centrales en T.,

El teicei inciso se sigue de la centiaíidad y ortogonalidad de e y e'.
Puesto que L = eL © e'L y N = eN © e'N como T- módulos, tenemos que

ExtT (N, L) S £?a:ír (eN, eL) © JSÍiía. (e'W, eL) © JSartr (eJV, e'¿) © ExtT (e'N, e'L).

Como las sucesiones exactas de !T—módulos de la forma
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O -> eL - * M -*• e'N -> O

se dividen, tenemos que

ExtT (N, L) s? Extr (eN, eL) © BxtT (¿N, éL) « ExteT (eN, eL) x £aríe.T (e'lV, e'L)

Definición 32. Sean Ax =* (RuW\&y) y A? = (i?2^2,<52) bocses. BJ boas pro-
ducto de Ai por A-i y (knotíulo por A\ x A'¿, es la terna (fi, W, S) donde R = Hi x fí-¿
es h k-álgcbva. producto de /?! por i?2, W - Wl © W2, donde Wi = W¡ e W?, para
« € {0,1}, y cada W/ tiene la estructura natural de R — R—bimódulo determinada-
por su estructura, de Rj ~ Rj-birnódulo, y 6 : TR{W) ~+ TR{W) es la diferencial que
se obtiene extendiendo, de acuerdo con el lema 11.31, el morfismo de R-bímódulos

Si 0
0 62

W *= WX®W2 • -* ' THl{Wí)(BTít2{W2)&T,i(W).

Proposición 33. Sean Ai = {RuW1^^ y Ai- (R2>W2,62) boeses. Entonces

RepAi x RepA2 Sí Rep (Ai x A*) -

Demostración: Sean e¡ y e2 los idempotentes canónicamente asociados a i? =
Í?iX i?2.. Por el lema 11.31,2 tenemos que hay un isomoifismo de fc—álgebras ai x cr3 :
Teiii (ei Wei) x %2R {e'¿We2) ~* TR (W), el cual también puede ser consideíado como

os(TiÉDa2 : Tein(eiWei)®Te2li(e2We2) —> TR(W) .
a atln, paia _/ £ {1,2} , tenemos que o-j es un morfismo de A [Aj) —álgebras.
Para j 6 {1,2} hay, siguiendo la notación del lema anterior, los morfismos de

¿—álgebras
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TR(W) -i T

TR{W) * T

Los moifismos de A;—álgebras mostrados inducen moifismos de bocses

Ff¡. : RepAj ~* Rep (Ai x A-¿)

Por 11.11 cada uno de estos fúntoies es un encaje
Definamos ahoia funtoies

Faj : Rep (Ai x A2) -+ RepAy

Sean M, TV e Rep (Ai x A2)y f = C/0,/1) : Aí ~* iVunnioifismoenñep(v4i x ^42) •
Sean A = A (̂ 4i x >l2) y V = V (Ai x .A2) • Definimos Faj (M) = e,M como
Rj—módulo Notemos que e¿M tiene una estructura canónica como A (A,) —módulo,
pues, por el lema anterior, Tñ (W) ®ñ e¿M = TR, [Wj) ®^ fyM-

También por el lema anterior tenemos que fó = f®x /£ donde ff : CjM —* e¿N
es el Rj -morfismo obtenido por restricción de / ° .

Por otra parte fxo:j : V (Aj) —* (M, N)k es un morfismo de A (Aj)~A (Aj) -bimódulos,
el cual induce de manera canónica un moifismo de A(Aj) — A(Aj) — bhnódulos

Así que definimos Fffj (/) = (ffjj) ,
Por construcción de 8 tenemos diagramas conmutativos de A (Aj)- A (Aj) — bimodulos

TR{W) *- TItl(W*)
i6

 a- i5'
TR{W) *i T

Luego, para a € A(A.¡) y rn, 6 ejM, ao cumple (nio
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De la construcción de FVj y F0i es inmediato que Faj Fn. = ldH(.pAi y, para i ^ j-,
queFaiF,t. = 0 i i f lMi

También es fácil convencerse de que (F^ x Fff2) [F^ X

luego Fai es uu funtoi, y ÍFV¡ X F T , J : RepA\ x RepÁ2 -* Rep(Ai x A2) es un
isomorfismo ole categorías.
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Capítulo III
Rmtores de Reducción.

Dado un boca A> entenderemos por un funtor de i educción a un funtor fiel y pleno
F : RepB —> RepA, donde B es un bocs que en cierto sentido es más simple que A. El
propósito de este capítulo es describir explícitamente a cuatro funtores de reducción
y obtener algunas de sus propiedades importantes. Dichos funtores son; Eliminación
de idempotentes, Regular izacíón, Absorción y Reducción.

III. 1 Eliminación de idempotentes y regularización.

Lema 1. Sea A = (R,W,S) un bocs Sea. (r)fí>r)w), con r/fi : R —* R' un morñsmo
de k-álgebras yr)w: W —* W ~ Wf

ü © W[ un motftsmo de R — R-bimódubs, un
pai graduado como en la definición 11.9. Sea i) : Tu {W) —+ Tn< {W) el morfismo de
álgebras graduadas inducido. Supongamos que r¡R y -qw son suprayectivos y

Entonces:

1. Existe o tal que A' ~ {R', W, S ) es un bocs yrj es un moifismo del bocs A en
el bocs A'.

2. Si A es tvíangulai entonces A' es fciianguJar.

Demostración:

1. Si 7]R y 7]w son morfismos supiayectivos entonces el morfismo de álgebras gradu-
adas T? : TR {W) -* TR> (W) también Poi constiucción, r¡: TR (W) -* Tw (W)
es un moifismo homogéneo de giado cero muítiplicativo.

La hipótesis nos aseguia la existencia de un morfismo de R! — R!— birnódulos
¿ó, tal que el siguiente diagrama conmuta:

6

W -* Tu (W)
I T > w n> \T>
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Se cumple que S'0(W¿) C [TR,{W% y &0{W{) C [TIP{W% pues r, es homogé-
neo de grado cero. Luego, podemos aplicar la proposición II.6 y asegurar la
existencia de una diferencial 8' : TR> (W) —» TR> (W)., Por la fórmula de la
observación II. 1 tenemos que

= EJU ÍC-

luego ¿'^ = 77*5.

Finalmente notemos que í á' J j? = r¡62 = 0 implica que (S j =0, pues r¡ es un

morfismo supiayectivo.

2. Sean 0 = Ĥ o° C W¿ C ... C V7¿ = Wo y 0 = Wf C W} CWfC ... C W? « W^
las filtraciones que hacen triangular a .4,

Tenemos entonces que

• 0 = rj{Wg) QvW) C C ^(Wí) =17(WO) = W¿

= í)(-A¿-i)<S>ñ'í?(Wi)®jí'?í(A-i)» lo que es la propiedad buscada, pues
r)(Ai-\) es la subálgebia de A(A') geneíada por r¡ (WQ'1) ..

0 = rj(Wf) C jj(WJ) C C Í;{WO = r}{W1) = W[

= 7/ ((^ / i i~1) j 4(4)) ^ Ü ' ^ ((H/i~1)i*(>t)) ' ! o ^ u e ^ l a P 1 0 P i e d a d buscada,
pues

Así que ^t' es triangular.
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Proposición 2. Sean A = (•#> W, 6) y A — (R't W, 8') bocses. Sea 1/ un moiñsmo
del bocs A en el bocs A' inducido por el par graduado (r/w, i)w), donde jyw y i]w son
moiñsmos supiayectivos. Entonces:

1. Hay un encaje F^ : RepA' —* RepA

2. La imagen de Fv es una subeategoría, de RepA constituida poi aquellos objetos
M que son anulados por R, l~l ker r¡ y por WQ (1 kei r¡.

3. Fv está enmaicado por el par (FQ} T¡F) , donde FQ : R' — Mod —* R— Mod es el
funtor restiieción de escalares vía 7)R : R —> R', y r¡F ((/o, /i)) = (/o, / í i j i^) .

4. Sean M,N e imF^, si para, todo motfísmo (g°ig
1) : M -*• N en RepA se

satisface que

entonces F,, es pleno,

5, Si F7¡ es pleno y se cumple el axioma. 11.30.5, entonces el que A sea un bocs K-R
implica que A es un bocs K-R,

Demostración:

1. Sea Fv como en el lema 11.11, es decir, si / = (Z0 , /1) : M —* N es un moifismo
en RepA1 entonces (Fv (f))° es / ° considerado como R—morfismo, y (Fv (/))* =
Z1^1. Como 7} es suprayectivo, del mismo lema se sigue que F^ es un encaje.

2. Sea FQ : R! — Mod —* R - Mod el funtor del tercer inciso. Es claro que la
imagen de FQ consta de los Jí-módulos anulados por kei r)R

Sea M € RepA', por construcción de Fv tenemos que M es un A(A) -módulo
con

am = r/ (a) m,

donde m & M y a € ^4(^4). Luego, es claro que kei 7]ñ y WQ C\ ker r¡w anulan a

AM = Ffl{M)..

Ahora supongamos que M fE RepA es anulado por kei i)R y que Wo O ker 77^
Como r¡ñ es supiayectivo, el funtor FQ es un encaje pleno, cuya imagen con-
siste de los fí—módulos anulados por ker r)R, De modo que ^M se obtiene por
restricción de escalares de un módulo R>M-

Ahora bien, la acción del álgebra TR {WQ) sobre M deteimina un morfismo de
R — i?-bimódulos
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Sea T}% : WQ —> W¿ la restricción de r¡w. Entonces, kei rf^ — WQ n kei 77^. La
hipótesis de que kei rfiy anuía a M significa que 9 (kei r/^) = 0., Luego existe 0",
morfismo de R — J?-bimódulos, tal que conmuta

Wo -» W¿
\0 \0"

{M,M)k = (M,M)k

Sea 0 : W¿ -* (M, Aí)fc el moifismo de R' - /í'-bimódulos que corresponde a
B" bajo el morfismo identidad

Este morfismo 6' determina una estructura de TR> (WQ) —módulo sobié R-M tal
que FV{A*M) =A M

3. Se sigue del lema II 30,.

4., Sea g = ( Í / 0 , ^ 1 ) : M —» TV un morfismo en RepA, donde Fn(A>M) =A M y
Fv (A'N) =A JV- Sea IJ}^ : Wi -* WJ la restricción de J?^, luego W\ n kei T; =

Como íjjj es suprayectiva, tenemos que

/ ^^ (^ ' . (M. iV) , ) = HomRI-R.{W[,{R,M,[i,N)k),,

Dada la hipótesis de este inciso hay un isomorfismo

a C^í, (Mt N)k) - iíomf i_f i ( ^ i , (M, N)k),

es decir, que g¡wl = fitj\y para algún fx en HomK-w C^í» {KM,K N)k),. Sea
¿5 el isomorfismo de 11.17, construimos el par (p0,/?"1 (/i)) , donde g° es visto
como morfismo de R' -módulos,

Veamos que / = (0o,/?"1 (/i)) :.4' M ~*xf A1" es un morfismo en RepA'.. Sea
a' £ A (.4'), m 6 M y 77 (a) = a' para algún a& A (A), entonces
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a'(g°(m))-g°(a'm) - a (g° (m)) - gQ (am)
= 9'iS ia))\m]

Por otro lado tenernos, para 5 (a) = Y^i al ® w* ® a\ c o n w¿ € V7j y a?, a? €
A {A), que

Asf, / es un A {A') -moifismo y F,¡ (/) = g. Luego Fv es pleno.

5. Hemos demostrado la inyectividad de r¡F, y es claro que se cumple el axioma
11.30.3. Como Fo es un encaje pleno, se cumple II.30.4. Las hipótesis de este
inciso son II.30.1 y 11.30.5, por lo que del lema 11.30 se sigue el enunciado,.

Teorema 3. Sea A = (i?, W, S) un boas, Sea e un idempotente de H tal que y
eR (1 -• e) = (1 - e) Re = 0. Entonces;

1 Existen un bocs Ae — (eRe, eWe, 6e)1 y un encaje pleno Fe : RepAe —» RepA
que Uamaiemos eliminación de idempotentes.

2. La imagen de Fe es ¡a subeategoría plena constituida poi aquellos objetos M
tales que (1 - e ) Af = 0.

3. Si A es triangulen- (aditivo) entonces Ae es tii&ngulai- (aditivo):

4. Si A es K-R entonces Ae es K-R,

5 Si M' € repAe y W es un R- Rsubbimódulo de WQ, entonces \\M'\\e]ye =
HFa (M') \\w y qAc (M') = qA (Fe (M')) -

Demostración: Sean ej = e y e-¿ = (l — e) , En general, esta descomposición de
la unidad de R en idempotentes induce descomposiciones de R — R—bimódulos

WQ = eiWoei © eiW0e2 © e2W0e1 © e'¿W0e2 y
© e2W\e2-
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Sean A = A(A), JT = exRex, W¿ = e^W^ W{ = eiWiei yW' =
Las proyecciones r¡R : R —* R' y rqw : W ~+ eiWei son, gracias a que eR(l - e) =
(1 - e) Re = 0, un morfismo de anillos y un moifismo de R - R- bimódulos respecti-
vamente, es decir, forman un pai graduado. Luego hay un moifismo de A;—álgebras

Se cumplen las hipótesis del lema III. 1 pues

©e2Wüe2))
C r}([eiAéRWiénAe2] © [ e ^ ® ^ ® , ^ ] © {e2A®RWl®RAe2}) = 0,
y por otro lado

= r) (6 (61^162 © e-2W1e1 © e2W1e2))

C v ([eiV (A) ®RV (A) e2] © [eaV (A) ®ltV {A) e j © {e2V (A) ®RV {A) e2])
= 0.
Así que por III. 1 1 hay un bocs A' = (eiJíe^eiiye^Ó'), y un morfismo J? del bocs

A en el bocs A'. Luego, por III,2, existe un encaje Fe — Fv : RepA' —> R&pA.
Por III,2 2 la imagen de Fe se compone de aquellos objetos M <E RepA que son

anulados por1 R n kei rj y por WQ f\ kei r). Ahora bien, es claro que un R—módulo
M es anulado por R fl kerr; si y sólo si e2M — 0, Más aún, si e2M — 0 entonces
WQ f! ker^ anula a M. Esto prueba que la imagen de Fe es la subcategoiía plena de
RepA constituida poi aquellos objetos M tales que e-iM = 0.

Poi observación II.2.1 ImFÉ es cenada bajo isomorfismos en RepA,.
Mas aún, si M,N € lmF,¡ y f = (f°,fl) : M —* N es un morfismo en

tenemos que, para -w € ex Wie2 © ê VKie! © e2Wie2 = Wi O kerij y m £ Jlí

Z1 (tu) [m] = e i C/1 (w) [eim]) - Z1 (Cl«;ci) H = 0.

Así que se cumple la condición III.2,4, por lo que Fe es pleno
Poi III.1.2 la triangulaiidad de A implica la de A'..
Ahora bien, si A triangular aditivo, y W¿+1 = W¿ © V¡ como R — /?—bimódulos

para i € { l , . . . , r - 1}, entonces eiW¿+lei — eiW¿ei ©eiVíei = ^(W^) ©eiV^ej, por
lo que Ae es triangular aditivo,

Como imFe es cenada bajo isomoifismos en RepA se sigue cumple el axioma
IL30.5, así que por III.2 5, si A un bocs K-R entonces Ae es un bocs K-R,

Sea Fe (M') = M. Tenemos que

j|M|| = dimfc (ñ(M,M)) = dim* (eiñei (M, M)) = dirn* (eiRei (M',M')) = ||Aí'||.

Para lV un R - ü-subbimódulo de W se cumple que W C\ kei ^ = e lll
/e2 ©

í luego
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\\M\\W = dim*

dim*

W ®R M, M o
®RM,M

= 0

Wnkeir¡\ ®aM>Mjj+ dim* [R
O

Por las identidades anteriores se sigue que M' € repoAe si y sólo si M &
y que

9A (M) = \\M\\ - \\M\\o + \\M\U = 'lio + ||Atf'||, - qAe {M')

Teorema 4. Sea A = (R, W, 5) un bocs. Sean

O -> y / \ l ) -* tVi -+ W,<2) - » O
1 x 1

sucesiones exactas de R - R-bimódulos, tales que 6 \WQ J — W{ ., Entonces:

1. Existe un bocs A, = (R> Wffi © W[2\8T\ , y un encaje pleno F, : RepA, -*
RepA al que llamaremos regularización. Si M' 6 repA? entonces F, {M') €
repA.

2, La imagen de Fr es Ja subcategoría piena de RepA constituida poi aquellos
objetos M tales que WQ anula, a M.

3 Si A es triangulíii entonces AT es triangular.

4. Si A es un bocs K-R entonces A,- es un bocs K-R.

5. Sea A tiiangular y 0 = W§ C W¿ C ... C WQ = Wo una de las ñltiaciones
asociada a la triangularidad Si A es triangula! aditivo y W¿1' C W¿, entonces
Ar es triangular aditivo,,



is OE REDUCCIÓN 61

Demostración: La identidad ifn : R —> R y el epimoifismo r¡w =
—* WQ © W[ = H^2-1 forman un par graduado. Sea r¡ : T21 (W) —* Tu {W^)

el morfismo de fc—álgebras inducido. La hipótesis del lema III 1 se sigue de que
= í? ( Wi ] = 0, y de

W^) - 0. Luego hay un bocs A' = (Rt W^ © w[2)>&) y rj

es un morfismo de boeses,, Por III 2.1, F7} : RepA' —* RepA es un encaje Denotemos
a este caso particular de Fn como Fr,y a A' como AT.

Por IH.,2,2, la imagen de Fr está constituida por aquellos objetos de RepA que
son anulados por' WQ ,,

Sean M = FT (M1), N = FT (N1) y / = [f°, fl) : M -> N un morfismo en RepA..
Puesto que para todo w € W\ ' existe o 6 1^' ' tal que Ó (o) — w, se tiene para toda
m 6 M la identidad Z1 ('^) [rn] = f1 (S (a)) [m] = a/° (m) — /° (am) = 0, pues M y
N son anulados por WQ ,, Luego se cumple la condición de lema III ,2,,4S por lo que
Fr es pleno

La triangulaiidad de A implica la triangularidad de A, por III.1.2
Sea A un bocs K-R. Sean M 6 RepA y N = F, (TV') „ Supongamos que Z° € «

(M,N) y / ! e HorriR-R lW-¿ ,(M, W)A) son tales que (Z°jZl7ri) : M -* Â  es un

isomorfismo en iíep.4. Por observación II 2.1 / ° ^ un isomorfismo Terremos paia
a € WQ que

Z° (am) = a/° (m) - fr> (ff (a)) [m] - -f (0) [m] = 0,

luego WQ anula a M, así que M e l m F7..

Similaimente, si f° e ñ (N,M) y fl € Homn-R (M2)>(^>^0fc) s o n t a^ e s Q116

(Z0>Z1^r) : iV —» M es un isomoifismo en 7?ep.A Tenemos paia a € WQ que

a/° (n) = /° (an) + / ^ (ó (a)) [n] = Z1 (0) [n] - 0

luego WQ ' anula a M, así que M € Im F r .
Con esto hemos verificado el axioma 11.30 5. Por III,2.5 Ar es un bocs K-R,.
Demostremos el último inciso, Como se vio en la prueba de III.1.2, la filtración

en grado cero asociada a AT es 0 = »?(Wj) C rj{W¡) C . . C Í J (WJ) = rf(Wa) =
WQ. Si paia cada i 6 {i, ...,,7- — 1} hay una descomposición como R — ü—bimódulos
W^1 = W¿ 8 Vi, entonces W¿+1 =' W¿ © ^ © © K como Í2 - ñ-bimódulos.

Luego, si W^ C Wo1 entonces r / ^ 1 ) = (M^/Wo 1 ' ) © ^ © - © V5, así que
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Proposición 5. Sea A — (Ii, W, 6) un bocs y F,. : RepA, —* RepA el t'untoi íeg-
ulaiización como en el teorema anterior. Sean W un R — R—sub-bimódulo de W,
W&i = r¡ (w) , WM = íkcrrinw'] , M' e RepA, y F7 (M

1) - M. Si paia W se
tiene una, sucesión exacta

0 -»JI [Wí2)
 ®/Í M, Af) -*A [W ®;e M ( M j ^ ^ [W^ ®R MtM) -> 0 (*)

entoiíces HM'jj^ < \\FT (M1) ||^(2), y Ja desiguak/ací estricta se obtiene si y sólo si

Si para cada ty G {fi, W&, W\) se tiejjen sucesiones exactas como (*) > eníonces
q,A, {M') > q.A {F-r {M')), obteniéndose la igualdad si y sólo si S,wv> es biyectivo.

Sí H es scmisimple, paia todo Ii — R—bunódulo W ia sucesidii (*) es exacta.

Demostración: De la sucesión exacta

0 -^R (W& <S>R M, M\ -»« (w ®R M, M ) -+« ÍW(1) ®R M, Ai) -> 0

se sigue que

|¡ Aí I ̂  =

con igualdad si y sólo si dim¿ (R (w^ ®R M, Af J ] = 0,
Ahora supongamos la existencia de sucesiones exactas similares para R, WQ y W\.,
El epimorfismo 6 ® / : W$ ®R M -> W± %R M induce un monomorfiamo

n (WÍ1} ®R Af, Ai) -+ft (W^1J @fi M, M) , luego

®ii M, Mj) - dirnt ( n (W(S2) ®/t M, Af))

( ( ¿ 1 } ®fí Af, Af)) > dimfc (fi (wp* ®fi M, M

= dim* (a {Wl ®R M, M)) - dim* (/E (w í a ) ®fl M, Ai)) ,

por lo que q,A (M) < q¿r (M'), y la igualdad se obtiene sólo si S.w(i) es biyectivo.,

Si R es semisimple, se tienen, para cualquier R ~ R—bimódulo W7 las sucesiones
exactas
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0 _• tf/O) -» | f -» W<® -+ 0

0 ->,£ (w® « « M, M) -» / t ( iy «>„ /V/, A/) —«

Lema 6. Sea R una fc-áigebra semisimpie y sean M,Ar un par de R-módulos,
entonces (M, N)k es un R~ R-bímódulo inyectivo.

Demostración: Sea 0 -->• V —t W —* Z —* Q una sucesión exacta arbitraria de
R — R—bimódulos, Poi la semisimplicidad de R ae tienen las sucesiones exactas

Q-*V®HM->W®RM-tZ®iiM-t0deR~ /c-bimódulos y
0 -+« (Z ®fl M, Ar)fc -+fl (VK ®JÍ M, N)k -*R {V ®R M, N)k -» 0 de grupos.

Aplicando el isomorfismo de adjunción se sigue que 3a sucesión

0 -->« (2, (M, N)k)ñ ~>n {W, (M, N)k)R - . « (V, (Af, iV),)fí -> 0

también es exacta.

Proposición T. Sea A - (i?, W, 6) un bocs K-R, Sean 0 -* W¿x> -> Wo -* 14^2) ~> 0
y 0 —* Wj —» Vfi —* Wj —* 0 sucesiones exactas de R— R— bimódulos, tales que

6 ÍWQ j = W/ . Supongamos que

1, jf? es sem'ísimple o que

2. Wi = W¡1) ® W^(2) como R - R~bimódulos,,

Si F, : RepAr' ~* RepA es el funtoi regulaiización asociado, entonces M € RepA
es isomoifo a un objeto de Im F, si y sólo si es anulado por (kei S) C\ WQ .

Demostración: Sea M' igual a M considerado como R—módulo,, Si (kerÓ) n
anula a M, entonces podemos definir un moifismo de R - i?—bimódulos f¡ :
—> (M1, M)k mediante la fóimula f1 (6 (a)) [m] — am Si R es semisimple, por

el lema anterioi, podemos extender f¡ a f : Wi -> (Ai', M)k „ Si Wx - W[l) © Wt
(2)

extendemos /j1 a / ' definiendo fl ((w\,v)2)) = / i (wj). De 11.22.1 y 11.25 se sigue que
hay un isomorfismo / = (Id, / ' ) : M' —> A/ en fíepA. Por construcción tenemos que
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si w € W^ entonces wld(m) = Id(vim) +/1(6(w))[m] - Id(wm) +wld(m), por lo
tanto wm = 0, es decii, WQ1} anula a M'. Así que, poi III.4.2 W está en ímFr.

Supongamos que hay un isomorfisino f/0 , /1) : M -> N = FT{N'), Por III.4.2
Wu

(lí anula a iV, y poi obsoivaciónll 2.1 / ° os un iHomoifismo. Sea w € (kur <5) D W¿ },
entonces

f° (wm) = wf (m) - / x (5 («;)) [m] = 0

implica que (ker¿) n WQ anula a M.

•

III.2 Absorción.

Proposición 8. Sea A = (R, W, 5) un bocs Éai que Wo - W^l) © ^ 2 ) y 6

0, entonces:

t. Hay un nuevo bocs A& = ( ^ , W',¿')» donde

y un isomorfísmo de boeses 0 de A en Ag.

2. Eí funtor asociado por II, 11 Fo : RepAo ~* RepA, al que en este caso ¡¡amatemos
absorción, es un isoinoifismo de categorías.

3, Sea WQ un sub-bimódulo de WQ tal que WQ = W^ © W$2\ donde W¡1) C
y W^ C W^\ y sean M' G RepAo y M = F0{M'). Entonces se

cumple que HM'IJ^ #w9 T < 11^11^» con desigualdad estricta si y sólo si

¿ 0, y qAi (Ml) > qA (M)

4. Sí A es triangular entonces Ao es triangular

5., Si A es K-R entonces Ao es K-R,

Demostración:
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Sea Bu : R —> IÜ la inclusión, el cual es un morfismo de anillos, Sean los
morfismo de R — R—bimódulos 8^ : WQ —*• R\ el cual es la inclusión canónica,
0°w • WP -H- R' ®/t W¡2) ®n R', dado por 6$ (w) = 1 ® w ® 1, y Bl

w : wf* -»
lí? ®/t VV"i ®j( fi7, dudo por ¿íjv (IU) = 1 ® w ® 1., Por lema 11.2 eatos inoifismos
inducen un único morfismo de anillos 0 : 7^ (Ví̂ ) —* Tw (W),.

Consideremos los moifismos canónicos $&> : R' -^ TR(WQ) , de anillos, $%, :
m ®n W¡1] ®ñ R1 -* TfíCVK) y &w, : i?' ®ft Wx ®R R' ~> T/i(VK) de R -
R—bimódulos. Poi lema 11,2 estos morfismos inducen un único morfismo de
anillos i? : TR> (W) -> TA(A) (A (A) <S>it Wo ®R A (A)) = ?

Es un cálculo rutinario veiificar que -&Q\a = Ida, que "d0\w<¡ e s ^a inclusión
canónica de Wo en ¥, y que para w € Wi se tiene dQ (w) = 1 ® w ® 1. Luego
•99 ~ v : Tu (W) —* f es el isomorfismo de aniilos constiuido en el lema 11 4.2,
así que 9 es inyectivo.

Tampoco es difícil convencerse de que 0 es suprayoctivo y que preserva la gra-
duación, es decir que

Definamos 6' = 060'1, así que 5' es un moifisrno de R— ií-bimódulos. Es claro
que 6' es de grado 1, que cumple la regla de Leibnitz, y que {£') = 0.

Mostremos ahora que 6' es un moifismo de R' — R'~ bimódulos,. Sea z =
Q(®'i'LlWi) la imagen de un elemento homogéneo de T¡i{W), sean n<¿,ni €
{!,...,«} tales que n2 > nu y II>Í € WQ para i € {l,.. . ,ni} U {«a, . . . ,n} .
Puesto que ó (IÍ?¿) = 0 y fl'r(tüi) = 0 paia i € {1,.,.,%} U {n<¿t., , n } , por la
fórmula de la observación II.1 tenemos que:

6'0
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por lo que á' es un moifismo de R' — R'~birnódulos, luego es una diferencial.

Puesto que 0 es un isomorfismo de k—álgebras que preserva la graduación y
conmuta con las diferenciales, es un isomorfismo do bocses

2. Por 11,11 existen los encajes Fo : RepAo ~* RepA y F6-i : RepA -+ RepAo- Es
inmediato que Fo-¡ = F¿~1.

3. Sean Z un R - i?-bimódulo y M G RepA Notemos que R es un subanillo
de R1, y que 9\tl = IdR> por lo que R (Fgl (Ai)) =R (M), así que tenemos
isomoi fiarnos

Luego,

dimk U {R' ®R W™ ®R R'

et (W¡2)®RM}M))
e~

l (M), F " 1 (M)))

poi lo que \\Fgl (Ai) llff®^^»®^» - Ü-^Hw,' ^ I a desigualdad estricta se ob-

tiene si y sólo si a ÍW^ ®/e M, M\ ¿ 0.

Sea <j> : WQ <8>n M —* M el i?—moifismo determinado por la estructura de
de Ff1 (M) = M', Se tiene una función k—lineal

a :H (M, M) ~>ñ [w^ ®a M,M\ definida como a (/) - f4> - (j>(I®f).

Como el núcleo de a es R>{M', M') se sigue que

dimjb (R (M, M)) < dimfc (ff (M'f Af')) + dimfc ^ (íyo
(1) ®« Af (

y por lo tanto que

= dimfc {„ {M1, M')) + dim* (B (w0
(1) ®« M, M ) ) - dim* («(Ai, M» > 0
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4. Supongamos ahora que A es triangular, y sean 0 = Wj} C W¿ C C W¿ =
Wo y 0 = W? C W¡ C C jyf - Wi las filtraciones asociadas. Sea TT0 :

Wó —> Ŵo e* epiraoifismo canónico, y sean {W')%
0 = {9{nü{Wl)))RI , para

i e {0, . . . , r } , y (W')í = {^(^O)fí' P81"* J € {0> •->*}- Entonces tenemos las
filtraciones:

0 - (W)? £ (H^Ol C ... C {W')¡ - i ? ®« VKX ®R fíf.

La/?'-subálgebrade A(Ao) generada poi (W% será denotada por ^ + 1 Nótese

que A'i¥l está generada por 9 ( WQ + (WQ) ) , por lo que contiene a la subál-

gebra generada por 0 (WQ) .. Sea Ai la ií-subálgebra de A (A) generada por W¿t

entonces tenemos que {$ (^4»))^ C A\.. Por fin, podemos verificar las propiedades
de las nuevas filtraciones:

= XÍ_I®/Í' (i? ®R Wi ®R R') én'A'^ = A'^éwW&R'Al.!,.
Denotemos por W (;) al v4(^o) — A (Ae) — sub-bimódulo generado por
(W')í Luego

5. Sea FQ : Rf — Mod —*• R — Mod el funtor restricción inducido por 6\¡t: R-* R!.

Sean M,N 6 Rf — Mod y consideremos las funciones / 0 €«' {M,N) y /i £
Hom,Rt_R> (W[, (Ai, JV)^). Como antes hay un isomorfismo

Si ô = -̂ o (/o), y 5i es la imagen de / t bajo el isomorfismo anterior, entonces
no es difícil verificar que rjF ((/o, f\)) = (go,gi) es una función invectiva y que
(FQ>VF) enmarcan a Fj, Es claro que si /o es un isomorfismo entonces QQ es
un isomorfismo,, La condición 11.30,5 se sigue de imFo = RepA, La condición
H.30.,4 se obtiene de la existencia de Ffx Luego, por 11.30, si A es un bocs K-R
entonces Ao es un bocs K-R,
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III. 3 Construcción del bocs Ax y del fiintor reducción
Fx : RepAx -> RepA

Definición 9. Sean R y S k—álgebras* El módulo RX es llamado S—admisible si

1. F = (Ü (X, X))0** contiene a S como una subálgebm;

2. F contiene un ideal bilútero B tal que

como S — S— bimódulos; y

3- X$ y Bs son proyectivos y finitamente generados

Recordemos que si Bs es proyectivo y finitamente generado, por el corolario I.12>
hay un morfismo de S — S—bimódulos \i cbasociativo, es decir que hace conmutativo
al siguiente diagrama:

B* ^ B* ®s B*

B* ®5 B* ^ B* ®5 B* ®s B'

En los siguientes lemas estaremos considerando un módulo RX que sea S—admisible.
Consideremos la evaluación v : X®sB —* X, dada por v {x ® p) = p(x), la cual es un
morfismo de R— S—bimódulos. Por lema 1,9, como en la observación 1.1, v induce el
morfismo de S—R— bimódulos a = (fe lv* : X* —» B*<&sX*, tal que a (A) — ^¡7¿®A¡
es el único elemento de B* ®sX* que satisface ^ i y i (A¿ (x)p) = X(p(x)), paia todo
x € X y toda pe B

Lema 10. {fi ® /) a = (/ ® a) a.

Demostración: El siguiente diagrama conmuta,
/®Trt

X ®s B ®s B X®SB
] V®¡ j U

X®SB T X
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pues v (I ® m) (x ® px ® p2) = v{x®{p2 • px)) ~ p2 • Pi {%) y
v (v <S> I) (x <S> Pi <8> p-¿) = v ÍPi {x) ® /^) = A¡ ÍPi (x)) • ^ ( l u e P o r ^ - ^ también el

siguiente diagrama conmuta:

X* " ti* tos X*

Consideremos nuevamente a la evaluación, peio ahora vista como el morfismo
R — 5—bimódulos v' : X —* (B, X)s dado por v' (x) [p] = p (x). Por el lema 1.5 hay
un isomorfismo de bimódulos «f̂ T1 : {B,X)S —* X ®s B*> por lo que se induce un
morfismo é : X —* X<g>$B* tal que é (a;) = Ylt^t^lt e s e ' único elemento de X<S>sB*
que satisface ]T)( xt*it (p) = p (x) para toda p en B.

Lerna 11. (é <̂  1) é = (/ ® /x) é..

Demostración: Sean los isomorfismos naturales de bimódulos $ : ((B fX)5) ®$
B* -» (B, (S, X)3)s, $ 2 : X®SB* -> (5 , X ) s ( ^ 3 : X®S(B ®5 B)* -* (B <S>5 B, X ) s

y 02 : #* ® 5 S* -* (J3 ® s B)* construidos en 1.5 y 1.9.
Por naturalidad de los isomoifisraos considerados conmuta el siguiente diagrama:

X
II
X
II

- • X g
é

-+ x &
T"

II
15 B*

—i

l®m*
- y

(m.1)

X i

x$

%s B* *

í>s(Bí
I*!1

Si r : (£,(•#, X) 5 ) 5 ~* (B &s B,X)S es el isomoifísmo de adjunción, entonces,
para u € (B,X)S tenemos que r ((/,v')(«)) (ft ® />2) = [((/,«') («))(ft)l N =

Por otra paite, ((m, /) («)) (^i ® p2) = u (p2 • />t) - Luego, si w = v' (x) tenemos
que p2 {u (pi)) = p2 (pi (x)) — u{p2- px) así que el diagrama:

(m,/)
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es conmutativo.
Por naturalidad, también el siguiente diagrama es conmutativo:

(B,X)S

X®SB*

é®l

t{B>X)s)s

,X)S®SB*

i 2

A su vez, la conmutatividad de

x

1*3

( » ,

se sigue de que

x 0 7i ® 72)) [Pi

y de que

7i ® 72) [Pi

Por fin podemos ver que

, v1) • v' = (é
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Lema 12. Sea RX un módulo S~admisible. Sea e : X —* X ®s B* el moiñsmo de
S — R—bimódulos inducido por la evaluación v': X —» (B, X)s dada, por 1/ (x) [p] =
p(x) Sea a : X* —> B* ®¿- A"* el jnoifiyino Í/O S - R—bimódulos inducido por hi
evaiuaciíJíi v : X ®s B —* X, dada poi v(x0 (>) — p(^). Sean {pplj \ j € J} y
{XÍ, Xi | i e / } bases duales ñnitan de 8$ y Xs respectivamente. Entonces;

1. Si e = ~é y x 6 X, entonces

2. Si Ae X* tenemos que:

Demostración: Para probar el primer inciso recoidemos que por la fórmula del
lema L5.2

e (x) = *? (v' (x)) = E ^ (*) [p¿] ® 7> = E Pá (i)

Resolvamos ahora el segundo inciso. Si A € A"* entonces

v*(A) [re® p] = \(v{x®p)) =X(p{x)),

asf que, poi fórmula 1.9.2, se sigue que

a (A) - 4qx (v* (A)) = E i A (.., (su)) ® A¡.

Puesto que para 7 e B* se cumple E j 7 (J°J) 7> — 7> tenemos que:

Definición 13. SeanRyS anillos, W un R—R—bimóduloyX unR -S-bimódulo,
tal que Xs es pioyectivo y nidiamente generado. Por 1,5.2, $ 2

 : X @s X* —* (X, X)s

es un isomorñsmo de bimódulos, por lo que si ^ J 1 (Idx) — E Í ^ Í ® Aj, entonces
{^, Ai ¡ ¿ e / } es una base dual de Xs Como Idx €R (X, X)s se cumple por 1,5.1 que
E¿ xi® A¿ £ (X ®s X*) ., Podemos definir entonces el morfismo de S — S—bimódulos
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en elementos homogéneos como a(\<g>r®x) = \ (rx) y
a (A ® IÜI ® • - - <2> Í

í . a , , ( „ , ) (

Por comodidad, paia tu € T/£ (W), e/enotarernos (x(X®w®x) como a*,* (u>). Note-
mas que

pw&w,v/ € T R Í Í ^ ) , A e l ' y s e X . De ello se sigue que gr (w) = gr (a^ (w)),
para w€TR (W).

Proposición 14. Sea A = (R, WQ®WI , S) un bocs. Sea, RX un módulo S—admisible.
Entonces Ax = (S,W? © W?t6

x) es un bocs, donde W$ - X" ®R WO ®fi X,
Wf — B* ® (X* <S>H W\ ®nX),y donde 8X se obtiene de extender mediante la, regla
de Leibnitz su deñnición en Wx = B* © (X* ®R W ® A X) :

6X (A ® w ® i ) = a (A) ® w ® x + ax¡x {5 (w)) + (-lfr<-w>X ®w®e(x),y
ffJf(7)=/*(7),«7eB*.
En paiticulai, si t G T^fW) es un eiemerjío homogéneo, \ £ X* y x & X se

cumple que

¿X ( ^ , , (*)) = (a ® J) (aAltf (É)) + aA,» («5 (í)) + ( - 1 ) ^ 0 (/ ® e) (aKx (i)).

Demostración: Teniendo en mente el lema II.4, se deiiva que 6X {Wx) C
[r s (W

x)] l y 6^ (Wx) C [Ts (W^J j , así que por 11,6 podemos extender Sx me-
diante la regla de Leibnitz. Por observación II. 1 basta con ver que (<5X) (Wx) ='0
para probar que Sx al cuadrado ea cero,, Recordemos que (¿Í ® /) a = ( /®o)oy que
(e ® /) e = - (/ ® /i) e.

Sea 7 ® A ® ¿u <g> # un elemento de B* ®s X* &ñ W ®fi X, donde 7 € B", A € X",
v) eW y x e X. Por la fórmula de la obseivación II. 1, y por el hecho de que 7 es de
grado 1 en Ts (Wx) , tenemos que

6 (7 ® A ® w ® x)
= 6 (7)®A®IÜ®a: — 7®á (A®ÍÜ®X)

= /í(7)tg>A®tii®a; — 7 ® (a (X) <g> w <g> x + a^.i (5 (w)))
- 7 ® ( ( - i r w A ® w ® e ( x ) )

= (/i (7) ® A - 7 ® O (A)) ® W ® X - 7 ® o;Aia; (5 («;))
>

Luego, si A € X", w €W, x€ X, Ii= Idx*> e /2 — /¿s- tenemos que
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Sx (a (A) ® w ® a:)
= ((/i ® A - h ® o) a (A)) ® u» ® a;

- (/2 ® a) (a (A) ® S (w) ® x) + ( - I j ^ ^ a (A) ® u> ® e (x)
= - (/2 ® a) (o (A) ® 5 (tu) ® x) + ( - l^ íW+i (a (A) ® w ® e (x))

Sea ahora A ® w ® x ® 7 u n elemento de X* 8>RW®/IX <$>S B*, donde 7 e B*,
A 6 X*, w 6 W y a; 6 X Poi la fóimula de la observación 11,1, tenemos que

S (A <g> w ® a: ® 7)
- ¿* (A ® w ® 1) ® 7 + ( - l ) ^ ^ A ® w ® ar ® ff* (7)
= (a(A) ® u> ® x + aAia: (¿ (iy)) + (-l)a i í lü)A ® ̂  ® e (xj) ® 7

- o ( A ) ® i ü ® x ® 7 + ct\,x {S {w)) ® 7
® (e (x) ® 7 + x © fi (7)) •

Luego, si A € X*, w eWfx e X, Ii = Idx*> e h~ fdB* tenemos que

6X (A ® w <E> e (x))
= ü (A) ® UJ ® e (x) + (Q ® /2) (A ® ó («í) ® e (x))

+ ( - l f W A ® w ® (e ® /2 + A ® /i) e (x)
- a (A) ® IÜ ® e (x) + (a ® J2) (A ® 6 (w) ® e (x)) .

Recordemos que ^ ) í x< ® A¡ es la imagen de /^^ bajo el isomorfismo X ®s X* =
(X, X)s del lema 1.5.2, y asf {xi} A¿ j i € 1} es una base dual de Xs Sean / ' = Idx e
/ " = Idx-. Usando las fórmulas III.12.1 y III 12.2 se sigue que

Usemos esta identidad para demostrar que

¿X K * (í)) = (o ® /) {ax¡x (í)) + aKx (6 (í)) + (-1)̂ <™> (/ ® e) (a^ (t)) ,

donde t = w\® ®u>nes un elemento homogéneo de W®n, A £ X* y x G X
Hagamos la prueba por inducción sobie n.
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Para n =* 1 el resultado se sigue por definición de S .
Supongamos cierto el resultado p a i a u n n - 1 dado, y sea t = w\ ® • • •• <g>«v-i ®wn =

£' ®u;w. En tal caso tenemos que

..* (0) + « \* (<* (£'))) ® «fc
® c) («A,,, (0)

= E i

-* (¿') ® « (Ai) ® ^n ® X]

Por la fórmula (*) y se cancelan los sumandos intermedios y obtenemos:

¿') ® wn

Lo que por regla de Leíbnitz es igual a

(a © /) aKx (£) + a^ (6 («)) + ( - l )^ 1 8* 8" ®»-> (/ ® e) (a,, , (í))

Podemos ver ahora que
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X ( ! )
= - {h ® o) {a (A) ® 6 (tíí) ® a;) + ( - l ^ W + i (a (A) ® w ® e (ar))

+ (a ® /} aAj¡E (6 («,)) + ^ (5 (5 («,))) + ( - I ) 9 * " » 1 (/ ® e) <aA(, (¿ (w)))
+.(,_l)fl'» (a (A) ® w ® e (ar)) +• (-l)»7"^ (a ® /2) (A ® 6 (w) ® e (»))

= - (J2 ® a) (a (A) ® ¿ (tu) ® s) + (a ® / ) axiX (6 («;))

+ (_!)^í»)+i (/ @ e) (aAji (5(w)) j + (_ I ) ÍT(«) (a® I2) (\®ó{w)®e(x))
= 0

Con esto hemos comprobado que tenemos un nuevo bocs

•
Construyamos ahoia un funtoi Fx : Rep Ax —• RepA. Mantendremos la base

dual {a;¿, A¿ ¡ i € 1} de X$ fijada en III. 13 y, desde ahoia, fijamús también una base
dual finita {pj,"fi \ 3 £ J} de Bs

Definición 15. Para M € Rep A*, definimos Fx (M) = X ®s M como R—módulo*
Recordemos que Ax — A (Ax) = Ts (X* ®/j WQ ®Ü X). La siguiente composición
proporciona una. estructura, de A (A) —módulo a. Fx (M), a la que denotaremos por -

A (A) ®w X ®s M
ÍT

X ® s X* ®n A {A) ®RX®SM

X ®s Ax ®s M

donder (a <%> x <g> m) — X^#i®A.;®a®a;®m)iy* : A
x®sM -»JW eslaestructma

de Ax—módulo de M, así que

1. a • (re ® m) — 2 ¿ £ ' ® QA¿,a; («) * "i-

Puesto que las funciones son aditivas y ^ fXi ® Ai = ^ ¡^1® Ajr, por 1.5 J, nos
basta cou checar que

la • (a: ® m) = £ ; a:¿ ® a^^ (lA) * m
~ I3i «t ® Ai (x) •* m

= Y
= a:

7 que
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= (a'-

= Z)ix

= (a1®

E
X i (

í ®
a)

;ftXA®ax^(o'
Si ax i>Ih (a') * (
gi ( Q J ^ ^ (a') <g

(«A^,^ (ar ® a)
• (x ® m).,

) *m))
QA^,! (a)

) *m

* m)
|) * n

Si / = (f0,/1) : M —> N es un moiñsmo en RepAx definimos, pata v) € V {A),
x e X ym € M :

2. (Fx (f))°{x®m]=x®f (m) + ^Pj(x) ® p (7rf) [m] y

3. (F x ( /)) ' (w) [a <2> m) = £ , ̂  ® f (aKx (w)) [m].

Teorema 16. Sea A = (R, W, 6) un bocs. Sea RX un módulo S-admisible. En-
tonces se tiene un funtor Fx : RepAx ~* RepA dado por las fórmulas de 111,14,
III.15.1, III. 15.2 y 111.15.3 al cual Mamaremos funtor reducción con respecto a X.

Además, Fx está enmoicado por un par (Fo,riF), donde Fo = X 0$ -, y VF ^ ^
definida de la siguiente rnaneia. si f0 £s {M,N), / i € Homs-s (M^i (M,N)k) ,
VF ((/O. / I ) ) - (ffo, 9i),w€Wiym€ M, entonces

1. 5o [a; ® m] = x ® f0 (m) + ^ p̂  (x) ® / i (7 j) [m],

2. ^ (w) [a; ® m] = ^ ¿ *i ® / i («AÍ,* («»)) H .

Demostración: Sea / = (f0,/1) : M —* N un moiñsmo en i íep^^, claramente
(Fx (f})° es un morfismo de R—módulos. Veamos que Fx (/) es un morfismo en
RepA, así que sean w € V {A), x € X y m € M :

poi otra parte,

w.{Fx(f))°[x<8>m]

= w(x<8>f° (m) + Zj Pi W ® Z1 (7j) H )

= E¿ xi ® aAil3: (UÍ) * / ° (m) + E Í J ^i ® «A, ,^^) (w) * Z1 (7 í) [m]

Se sigue que
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w • (Fx (/))° [x ® m] - (Fx U))° [w - (a: <g> m)]
E Í ^ Í ® [«A,,» («0 * y° (m) - / ° (a^^ (w) * m)]

* «

Por comodidad, sean J]¿^ s» ® «Ajrfij{*) ("') * / ' (7.;) [w] = ^ y
EijPjí**) ® / ' (7j) [ftA,̂  (w) * m] - //; aaí que, como / es un morfiamo en

RepA > y tu es de grado 1, la expresión anterior se convierte en

Zi
n ((a ® /) {aXitX ( » ) + aA¡,a (ó (w))) [m]

Z1

£; - / /

¿ ® "Ahl« M ) H
7,-) H

m]

1 (7,0

+JS7-H

con lo que se comprueba que Fx (/) es un moifismo en RepA.

Es fácil ver que Fx ((IdMt0)) = (/íi/.>(M)lO) .
Sean f : M —* N, g : N -* L moifismos en RepAx. Verifiquemos que F

•P'x (?) ̂ v (Z) Veamos primero que coinciden las primeras componentes; sean x € X
y m £ M :

(í//)) (gf)° (m) (í/Z)1 (7^) N
í/° («01 + E;l£/1(7.5,,)Z1(7?,ít) H ]

donde Ó'(TJ) = /* (7^) = E h
Por otra parte se tiene que
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(Fx (g))° (Fx (f))° [s ® m] = (Fx (p))° (z ® /° (m) + E.. Pj (x) ® Z1 (7,)

)° (m) + E PÍ 0*) ® tf0/1 (7¿) H

y recordemos que (1 © /¿) (—e) = (-e <8> 1) (—e), luego las expresiones son iguales,
por lo que en la primera componente la composición va en la composición.

Veamos que ocurre en la segunda componente; tenemos, usando la definición de
composición en RepA, que para w eV (A), x € X y m € M :

(Fx(g)Fx(f))
l(w)\z®m]

= {FX (g))° (Fx (/))' (w) [x ® m] + {Fx (g))1 (w) [(Fx (f)f {x ® m)]
+c {(Fx (g))1 ® {Fx (f))

1) (6 (w)) [x ® m]

donde c: (X®SN,X ®s L) ®A(A) (X ®s M, X ®s N) -> (X ®s M, X ®s 1) es
el morfismo composición,

( ( ^ ( E / M ^ H J H )
+ {FX (g)) * (w) [x ®,/° (m) + E Ps (x) ® f1 (7 )̂ H ]
+c ((Fx (s))1 ® (FX f/))1) (5 (w)) [x ® m]

- 2 > i «> í0 /1 («x,,, (w)) [m] + E*j PÍ í^i) ® í̂ 1 (7;) í/1 K , M) N I

+ E Í ̂  ® gl{a^ (w)) [f (m)] + E i t í ^ ® í/1 (<*A^<*) (^)) [Z1 <7Í) H ]

+c{(Fx(g))l®(Fx(f))
l)(8(w))[x®m}

Mientras que la segunda componente de la imagen de la composición es

1 1 aAli, (w)) [m]= E ^ ® (g0!1 {a^ (w)) [m]

+ E *i X

donde c* : (N, L) <8>A(AX) (M, N) ~» (M, L) es el morfismo composición. Usando
las fórmulas III.12..1 y III,12.2 se sigue que:

(g1 ® Z1) (¿x (^,x (w))) H )
® a1 (^ (ft K ) ) 71) [Z1 («A,,. M ) N
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M ) [fi (7j) H ]

K)) [z1 K,, («í)) N]
«Am* H ) N I

í x C/))1) (5 (w)) [o: (g> m]
1 (7/) [f (^..x (w)) N I

( (AÍ^-Í - ) ) M ) [Z1 (7,) H ]
1 ® (Fx (f))1) (6(w)) [x ® m],

donde S(w) = ^ ( Wj1 ® w^, pues Yli xi\ = Idx, comprobándose por ello la iden-
tidad.

Por construcción de Fx este funtor estará enmarcado por (FQ,7)F) si y sólo si r¡F

es una transfoimación natural..
Sean M, N, M', N1 e S - Mod, u : M' -~+ M y v : N -> N' 5-morfismos y

I ®u : X <8>s M' -^ X ®s M, I <2)v: X ®$ N -> X ®s N' los ií-~morfismos inducidos.
Afiimamoa que el siguiente diagrama conmuta

VF

rAx(MtN) -> TÁ(X®SM,X®SN)
!(«*.(«*).) |((í®w)*,((/©«r)4)

rAx{M',N) Z TA(X®SM',X®SN).

Para verificar esto sea (/o,/i) € rAx (MtN) = Homs {M, N)xHaniS-s {W\,{M, N)k)
Tenemos que

está dada, para w € WÍ7 x e X y rn' € M' por

= re
(/i(7j))

(7,-) [« K )
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/i t ^ ,* (w)) [u (m')]

Por otio lado

y tenemos, para w€ i f i ^ e X y m ' e M', que

= </o [a; ® w (m')]
= a: ® /o (m') +

) [a: ® m'\ = fli (w) (/ ® «) [a; ® m'}
= E¿ «i ® h (a*ux M ) [

Luego '^F (u-, (u*) J = ((/ ® «)*, ((/ ® u)') J 77,,,
Similar mente probamos la conmutatividad de

1F

rAx{M,N) ~* T,4 (X
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Lema 17. Sean A — (Rt WQ © W\, S) un bocs, RX un módulo S—admisible y Fx '•
RepAx —• RepA el funtor ¡educción asociado Entonces:

1. SÍMQ € 5-ModesÉa/que^®£fMÓadmiteunaesíiucturadeTR(VVo)— módulo,
módulo al que llamaremos M, entonces Af¿ admite una única estructura de
T$ {WQ) —módulo, ¡o que denotaremos por M't tal que Fx (M') = M.

Sean v : X* <g>fi X —* S la evaluación, y a ; S <&s M'Q ~* M'Q el isomoifismo
canónico, entonces la estructura * de M' está deteiminada por la estructura •
de M por la fóimula:

<j{v<8>Id){\®w-{x§í> m))

para A € X*, w G WQ, X e X y m G M¿,,

2. Sea Fü — X ©fí _ : S - Mod —* R — Mod. Entonces lmFx es Ja subcategoiía
piona do RepA cuyos objetos, como ff-móduios, están en

3. Sean N, N' € RepAx'. Si Fx (N) = Fx (N1) como A (A) -módulos y N = N'
como S—módulos, entonces N = N' como A (Ax) -módulos,

Demostración: Sea M¿ como en el primer inciso, Puesto que v es un S -
£~moifismo y a es un S-morfismo, * : Wo

x g>s M¿ ~ X* ®R Wo ®/¿ X ®s Aí¿ -» MQ
es un S— morfismo. Sea *' la imagen do * bajo el isomorfismo

s (W*, (M

Por lema II 2, hay un único moifismo de anillos

al que poi el isomorfismo

s {A (Ax), (M¿, Aí¿)fc) =s {A {Ax)
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le corresponde un único S— moifismo *, es decir una estructura de A (Ax) —módulo
sobre M¿ Denotemos por M' tal A (Ax) —módulo

Para A e X*, w 6 Wo, x € X y m € M'o tenemos, si ' denota la estructura
de A (A) -módulo de Fx (M1), es decii la inducida por el fuiitor, y w •• (x®m) =

'i e s *a estructura oiiginal de M, que

w •' (x ® m) = £ \ Xi ® (A¿ ® w ® x) * m
= IZi xi ® ^ iv ® Id) (A,- <S> w - (x @ m))

por lo que -Fx (A/') = Ai, Es decir que cada objeto de RepA que corno J?—módulo
está en ImJPo pertenece a l m i ^ .

Supongamos ahora que N G RepAx y que * es su estructura como A (Ax) —módulo.
Sea *' la estructuia como A (Ax) -módulo inducida poi Fx (N) = A/en sN, y de-
notemos a este objeto de RepA como N',, Tenemos, paia A G X*, w € WQ, X 6 X

iV que

(A ® ÍÜ ® ar) *' n = cr (v ® /Í¿) (A ® w • (a: ® n))
- o- (u ® /d) (A © ( ^ i ; ® (A¿ ® tn ® a:) * n))
~ (Z)Í -̂  (^í) Ai ® iy (S1 ^) * n
= (A® uxgia.-) *n.

Es decir que JV = N'., Esto prueba que hay una única estructura de A [Ax) —módulo
sobre sN tal que su imagen bajo Fx es M,. Otra foima de expresar esto es el enunciado
del teicer inciso,

Corolario 18. La categoría R — Mod es claramente ¡somorfa a ftepC pora el boas
C ~ (i?, 0,0) Sea, RX un módulo S-admisible Entonces hay un bocs

Cx = ($IW
C,5C)

donde WQ = 0, Wf == B* y 6o es te diferencia/ inducida poi la comultiplicadón
¡i: B* —> B* ®s B*', y tenemos un funtor de reducción F% : RepCx —* R — Mod..
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Observación I I I . l : Llamaremos a Cx el bocs canónico asociado a X. Si A =
(/?, WoCDH^á) OH un boca y «X es un módulo S--admisible, la proyección i^ : Wx —*
B*, y la inyección ax : B* --» PV*, junto con la identidad !<,• : S —* St deteiminan
paics graduados {ls,ih) y 0-s»^i) <1U<J inducen moríimiius de álgebras graduadas

tales que 6xa = crS \ 6crj = r}8x y r\a =
Tenemos entonces morfemas de bocses

tales que //o" = /d, lo cual determina funtores

fíepCx i=i RepAx

tales que F^F^ — Idu^x. Así, las representaciones del bocs canónico Cx yacen
entre las del bocs inducido Ax'.

Describamos a los funtores en cuestión,,
Para M, N € i?epCx y un moifismo / = (/°, fl):M-> N, se tiene que Fv (M) =

A/, pues bajo la estructura de i4 (^4X) —módulo inducida, FV(M) es anulada por Wx,
que (F, (/))° = / ° , y que (F, f/))1 - Z 1 ^ .

Para M,N e RepAx y un morfismo f = (Z0 , /1) : M -~> N, se tiene que
F a (M) = 5 Af, que {Fa (f))° = / ° , y que (Fa (f))

1 = /|
1
B...

Finalmente notemos que conmuta el diagrama de funtores

RepAx -> RepC

llc,vA -> II-

donde
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Definición 19. Sea RX un módulo S—admisible, Dhemos que X es S~completo si
el tuntot F'H : RepCx —> R - Mod es fíel y pleno,

Iteorema 20. Sean A = (R,Wo ® Wi,6) un bocs y RX un módulo S—completo.
Entonces:

1. Sea, {FotT)F), como en el teorema III16, el par que enmarca al funtor Fx,
entonces T¡F es biyectiva.

2. El funtor ¡educción Fx • RepAx ~» RepA es Bel y pleno.

Demostración: Sean L7M 6 S ~ Mod y sea «o : X fg>s L —* X ®s M un
fí—moifismo. Como RX es S— completo, se sigue que existe un único morfismo
9 — Ü/\ 91) '• L ~* M en RepCx, tal que «o = Fx (o)' es decir que

Nótese que todo par (go,gi), donde g0 €s (L, M), <?i € HomS-s (#*» {L, M)k),
es un morfismo en RepCx

Sea a : S ®s M —* M el isomorfismo canónico, y sea v : X* ®« X ~> S la
evaluación; ambos son morfismos de bimódulos.

Definimos, para A € X", w 6 W\, x € X y I €, L,
QX : Hornea (WU(X ®s L,X ®s M)h) -* HomS-s {X* ®R WI ®n X, (£, Jtf)t)

como
^i M (A ® «»<S> x) [1] = o- (u ® / ) (A ® «i (iu) [a: ® Z]),

y
£2 : Hom5-¿í(X*®íllVi<8>iÍJ?f,(L>M)jfc) -* HOIYIR-R(WU(X<S>S L,X ®sM)h)

como
& {h) {w) [x ® i] = 5] ^ ® h (axij. (w)) [1].
Tenemos entonces, que

E (
== ui («») [a: ® / ] ,

pues E ^ Í - ^ Í (y) = y P a i a t o d o y € x , y

= h (A ® w ® x) [i],
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pues E¿ A (xi) A; = A para todo A e X'.,
Luego Qi es inversa de Q<¿, Estas biyecciones inducen una biyección Q, recordando

la notación de II 28t entre
rAX(L,M)

í 9oes(L,M),gieHoms.í:(B\(LtM)k)-í(n n MI
{{go> 9l' } ¡ h e Homs-s

y
rA {X <8>s L, X <8>s M)
= {(wo.ui) I üo € f i (X ® s L,X ® s M) ) U l Gfl (ÍVi, (X ® 5 L ,X ® s M)4}} ..
Es inmediato que g = Í7J?, donde T?^ es como en el teorema III 16.
Sea u = (vPjU1) : X ®$ L —* X ®¿r M un morfísmo en RepA- Por 111.17 podemos

definir una estructura de Ax—módulo sobre L y sobre M. Sea (/°, ¿j-1, /í.) la única
tema que bajo r¡F va en (u°, u1). Denotemos por f1 : W* --> (L, M)k al morfismo de
Ax — Ax—bímódulos que se obtiene de (gl, h) al aplicar los isomorfismos de 11.17.

Afirmamos que / = (/D, f1) : L —* M es un moifismo en RepAx.
Por observación 11,2,3 basta con probar la fórmula de la definición de morfismo

para w G WGí para lo que tenernos que

- u° (w - (x ® i)) -

o, equivalentemente,

= uí(6(w))[x®l].

Así que, para A e X*, tenemos por fórmula 11117,2 que

(A <8> w ® a:) * j° (1) — f° ((A ®w®x)*l)
= a (v ® /) [A ® w • (ar ® / ° (/)) - (/ ® / ® f°) (A ® w • (x ® 1))]
= a {v ® /) [A <S> w1 (ó («;)) [re ® /]]

+c (f ® /)

—CT ( T ; <g> / )

- E j ̂  (« ® ^) [A ® w • (pj (*) ® gl (y¿) [i])] •

Por otra parte,
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f1{óx{\®w®x))[l}
= f1 («x,, (6 (w))) [1] + f (a (\)®w® x) [l} + f1(\®w®e (ar)) [1],

lo que por 111,12 es igual a

f (aXiX (6(w))) [1] + f (¿\. X (Pj (Xi)) 7 í ® Xi ® «i ® x) [/]

y por ser /* un morfismo de Ax — Ax — bimódulos equivale a

Z1 (aAlS (5 (tu))) [i] + ZÍJ A (^ (x*)) gl (7 í) [(^ ® w ® i ) * I]

( ) ( )
= f1 ( ^ (5 («-))) [I] + E ^ A (P;- {XÍ)) g1 (7 í) [a (t; ® / ) (A, ® w • (x ® 0)3

- E j (ff (« ® / ) (A ® w • (^ (x) ® í/1 (7 í) W)))

y por ser gl un morfismo de 5 — 5—bimódulos lo anterior es

f (ax,x (6 (w))) [1] + E . [ff (u ® /) [(/ ® í/1 (7,)) ( E Í A ( ^ (^)) A, ® w • (x ® I))]]

E ( ( ( ( 1 ( ) T O ) )
y puesto que E i A (¿>j (^i)) \ = \pp tenemos que lo anterior es igual a

/* ( a ^ (5 («/))) [i] + E3- {* (v <8> I) [ ( / ® 51 ( T . ) ) ((Ap,-) ® w (x ® /))]]
- E,- (ff (« ® /) (A ® w • (Pf (x) ® 91

 ( 7 Í ) W))) >

lo que es el resultado de (1), luego / es un morfismo en RepAx, y consecuente-
mente Fx es fiel y pleno,.

Proposición 21. Sean A = (R,W,6) un bocs y RX un módulo S— completo. Sea
Fx : RepAx -* RepA el ñmtoi reducción correspondiente. Si M € repAx y X tiene
k—dimensión finita entonces Fx (Ai) € repA.. Sea W un R — R—sub-bimódulo de
Wo, se cumple que \\M\\x.9alyQHX = \\FX (M) ¡|^, y qAx (M) = qA {F

Demostración; De la proposición 1.7.2 se sigue que

y que
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s {X* ®JJ Wi ®R X ®s M, M) ^R {Wl <S>ñ X<S>sMtX ®s M),

poi lo que \\M\\X,^RW&RX = \\FX (M) | |^,,

Como aX es un módulo 3—completo hay k—isomoifismos

{X ®5 M, X ®s M) ^Rtjcx (X ®s M, X ®s M) ^s (M, A/) ©s (B* ® s M, M).

Luego

+ dim* (a (Wi ®ÍÍ X$>SM,X ®s M))
= dimfc {s (M, M)) + dim* (s (B* ® s M, M))

- dim* (^ (Jf ®/t WQ ®R X ®s M, M))
(s (X* ®R Wi ®Ü X ®5 M, M))

Lema 22. Sea «X uu mdduio S—admisible, entonces Tens$-MOílV* es equivalente &
RepCx,,

Demostración: Teniendo en mente a 1.17 3 y III. 18 definamos un funtor G\ :
Tenss-M<,dF* -* RepCx.

En objetos d (Ai) = M.
Puesto que F = 5© B, sean 715 : V —*• 5 y TT̂  : T ~+ B las pioyecciones canónicas,

y TI 5 : i?" --+ P* el monomorfismo inducido
Consideremos los isomoifismos naturales de bimódulos

s (P ®s L, M) ^s (S* ®s L, M) ®s (B* ®s i , M) ^s (i, M) ©s (B\ (L, M)k)s.

Podemos asociai a cada f €s (F* ®5 ¿, M) el moifismo imagen bajo la sucesión
anterior de isomoifismos, esto es : G\ (f) = (f°,fl) — f definido como f°(l) =
f (TTS ® 1) y f1 (Y) [i] = V (*% (i) ® 1) para 7 ' e B\

Sean las comultiplicaciones pi0 : F* —> F" © s F* y ¡i : B* —* B* ®$ B*. Por 1.14
A'aC^s) = TÍS® ÍT Î y si paia 7' e JS* denotamos 7 = TT̂  (Y), entonces fx0 (7) =
•7T5 ® 7 + 7 ® 71$ + /I (Y) (?TJB ® T B ) •

Ahora sea (f € s (F* ®5 Af,7V), entonces

7TS ® /) = £/' (TT5 ® / ' (7TS ® 0 )
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Por otro lado, si 7 = n*B (Y) y pt {7') = X)i 7i ® 7?

(<?! (</©/')/(7) R]
= s ' (Jd ® /') (/io ® /d) (7 ® 0
= g'{ld® /') [{TTS ® 7 + 7 ® T S + /X (Y) ("fl ® *"s)) ® ¿]
- Í70/1 (7) [i] + í?1 (7) í/° (01 + E* 51 tá (7!)) Z1 fa (7?)) W

1

Por lo que composiciones van en composiciones. Si IM : M ~> M es la identidad
de M en Tenss-ModT** m € M y 7' G 5" , entonces

(Gt (ljw))° (m) - IM {ir3 ® m) = ?r5 ( l r) m - TTS ( 1 S ) m - m
(Gi ( I M ) ) 1 (Y) H - llV; (7r*fí (Y) ® m) = 7 V « (Ir) m = 0,

es decir, Gj (1^/) = (/d, 0) Hemos comprobado que Gi es un funtor.
Ahoia definamos un funtor G% : RepCx —* Tenss-ModF*••
En objetos G2 (Af) = M. Si / = ( i 0 , / 1 ) : ¿ -* M es un modismo en RepCx

definimos el moifismo G2 (/) = / ' : P ^ 5 L -» M como / ' ((STTS, TT̂  (7')) ® 0 -

fw + rwi]
Puesto que G2 (Gi (/')) = / ' y ¿?i (G2 (/)) = / , tenemos que C?2 es un funtor y es

inverso de G\.

Proposición 23. Sea RX un módulo S—admisible. Si S es semisimple y X es ñni-
tamente generado como R—módulo entonces X es S—completo,

Demostración: Consideremos a F% : RepCx —*• R — Mod y el funtor del lema
anterior G\ : Tenss-Mod^* —* RepCx.. Poi corolario 1.21.1 S — Mod es X—reducible.

Recordemos que F — S®B., Sea {p'p'Yj | j 6 {2,...,m}} una base dual de B$. Sean
71-5 : T —* S y ITQ : V --* B las proyecciones canónicas, w*B : B* ~+ F* el monomoifismo
inducido e ¿B : B* —* T* la inyección canónica. Definiendo 7^ = ir*B (70 , Pj = ig {p'j)
paia j e {2,..,m}, Ji = KS y Pi = (U,0) obtenemos que {p3-,7¿ ! 3 € {lt...,m}}
es una base dual de IV Como en 1,21.1 tenemos el isómoifismo natural de S ~
S—bimódulos que preserva composiciones

* = ^ a ^ r 1 :s (r* ®s £, Ai) ->« (X ® s ¿, X ® s M)

el cual para / ' €&• (F* @s> -L, M) está dado por
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'))° (0

Es decir, el funtor inducido por ty entre Tenss-ModF* e Inducs-ModX Q R—Mod
es igual a FxG\, Puesto que \& y Gi son ñeles y plenos tenemos que Fx es fiel y pleno.

Proposición 24. Sean RXi módulos Si—completos, pata i G {1,2}. Supongamos
que si i j¿ j entonces n {inducSi-ModXi, Inducsj-ModXj) — 0.. Entonces el R~módulo
X = Xi © X2 es Si x S2-completo,

Demostración: Tenemos los isomoifismos de álgebias

0 ^^.fS^Bi 0
0 5 2©

Sea S = S\ x 5a, Tenemos el isomorfismo de S — S—bimódulos

e B i 0 \ ~ ( Si 0 \ í Bi 0
0 S2®B2 ) ~~ \ 0 52 ) \ 0 B2

luego X es 5-admisible De hecho, RepCx SÉ i?ep(CXl x CXa) , Por proposi-
ción 11.32, y usando su notación, tenemos un isomorfismo de categorías F^ x FV2 :
RepCXl x RepCx* -* RepCx.

Dada la hipótesis, podemos aseguiar la existencia de un isomoifismo de cate-
gorías $ : Inducsí-ModXi x hiducs2-MOltX2 -* Induc$~ModX, dado en objetos como
tf {{Xi ® Mi, X2 ® M2)) = ((Jti ® Mi) © (X2 ® M2)) ( y en moifismos, digamos para
fi : Xx® Mx -4 Xi® N! y f2; X2® M2 •--> X2 ® iV2, como i? ((/ i , /2)) = / i © /a-

Afiunamos que el siguiente diagrama de funtores conmuta:

Re¡CXl x RepC*2 -* RepCx
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Paia Mi £ Si— Moa y M2 e S2 ~ Moa tenernos que

= Fx (M1 © M2) = X ® (Afc

Sea{x},Aj | je {!,-.,«}} una base dual de pG ) A y {a^.A? j¿ € { n + 1 , ,J}}
una base dual de (X2)Í2 , entonces su unión se puede identificada con {XJ,XJ \ j e {1, . ,1}}
una base dual de X. Similarmente si {/>¿, 7¿ ¡ /i € {1,..., s}} es una base dual de B\y
{ph'Th I ' l e í s + -1-» •••• '^1} e s «nabase dual de B 2 | entonces su unión puede ser iden-
tificada con {Ph,"Yh \ he {l,...,t}} una base dual de B.

Por otra paite, si / i = ( /{\ / i) : Mi —* Ni es un morfismo en RepCXl y f2 —
(/21/2) : ^ 2 -"* -Â2 ̂  un raoifismo en RepCx*, tenemos, para x € X, m-i £ M1 y
m2 € M2, que

( F x (F th x FV2) (fi x /2))° [a: ® (mi + m2)]
O O i + m2)

(/í (ci7fc) © /21 (C27fc)) [mi + m2]

() Ni

? (m,) + E L i PÁ (*«0 ® /í (7Í) [mil)
? (m2) + E U t l PÍ (*«2) ® /21 M
^£) C/i x h)) [x ® («1 + m2)].

Similarmente verificamos, donde w £ V î, que

n x Ftl,) (h x ft)) (XÍ ®

)
/ í (AÍ ® wei ® en) [mi])

XÍ ® /21 (Ai ® ' ^2 ® e2x) [m2])

£ ) (/i x A))1 [x <g> (m, + m2)]

Se sigue que í ^ es fiel y pleno.

•
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Corolario 25. Sean f^Xi módulos Si—completos, paia i € {1,2}. Entonces X =
X\ ® Xi es un R^ x R2~módulo Sj x S-¿~coixipleto

Demostración: A través de las proyecciones 7r¿ : R\ x R¿ -+ Ri los Xi adquieien
estructura de R\ x R%—módulo, Es claro que si i j¿ j entonces

/íix/ia {inducSi-ModXiJnducSj-ModXj) = 0, por lo que aplicamos la pioposición
anterior.

•

III.4 Preservación de triangularidad.

En esta sección veiemos condiciones sobre X, un módulo S~admisible, para que
la construcción Ax preserve tiiangularidad.

Definición 26. Sea RX un módulo S—admisible, diremos que X es S— triangular si
las siguientes condiciones se cumplen:

1. B = Si ©... © Bn como 5 - 5-bimódulos, y BnB = BBn = 0 y B{B + BBt C
-Bne ©B( í+i).

2,, 0 = Xo C Xj C C Xw = X como R — 5—bimódulos, Ademas pediremos que
como S—módulos, Xi+x — X¿ © ¿i+i, paia i > 0

3. Para todo p € ¿?, y para cada i > 1, se tiene que p(Xi) C X¡_i.

Lema 27. Sea flX un inddu/o 5-trÍanguJai', y consideremos los mapeos a : X' —>
que:

1. e (Jtx) = 0. Paia i > 2 se cumple que e (X) C Xi_.i ®s B*.

2. Paia « € {0,1, . . , m} definimos Ym^ ~ {A € X* \ \ {Xi) = 0} . Entonces V¿ es
un S — R—subbimódulo de X* y que a(Yi) C J5* ®5 KÍ-I, para i > 1. En
particular, a(Ví) = 0.

Demostración:

1. Por 111.12 1 tenemos que
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2. Sea A € Ym n> como Xn es un ü-módulo tenemos que (sXr) (Xn) = s (A (rXn)) =

SO - 0, por lo que Ym-n es un S - ií-bimódulo.

Poi hipótesis X = ©J^L; como 5 - módulos derechos. Sea {xiítX,t I* € O» • '»^/J
una base dual de ̂ , Sean *, : X - ^ las proyecciones cañóme** y \ , - ^

s e r v é i s que'si A 6 K m J entonces A(p(x)) = 0 para todo x 6 ^ + i - L u ^ ° '
para p € B, tenemos que A (p (xilt)) ^ 0 sólo puede cumphise cuando i > n + 1 -
Usando III.12 2 se tiene que, para A € Vm_«,

a (A) = EÍ,Í,¿ A iPi (*<.*)) 7 í ® ̂ ^ = ^ i>»+1 ^*-í A ^ ^ ' ^ l j ® *'"

Como A*,(X + í ) = 0 cuando i > n + 1, se sigue que los elementos Airí que
aparecen'en la expresión anterior de a(A), están en Ym-»-u por lo que se
cumple el enunciado.

Lema 28. So. «X un »***> S - W ^ u t a r , * :
= 0 . ^ (fi.") £ (Sí + • • + -B--,) ®

Demostración: Sea {ft,,,^,, I * 6 U. - .*}} ^ f ¿ f j ^
TI- • B -' B¡ las proyecciones canónicas, y sea -yM = 7i,.*i. entonces tenemos

isomoifismos

® u {B; ® B ; ) ®fJ ( i )

Rocorden^ de la observación 1.1 que la comultipücacion estó dada por M(7) =
V »-v2 tal que éste es el ünico elemento que cumple que ¿ , 7ml7.»WftJ -

( ' ; ,¿2) para todo ftlft € B. Si •, 6 Bí, entonces 7 (p , • A ) = 0, por lo que
) = o luego /.(Bí) = 0. Como BiB + BB, C B. + ... + B(¡+.) » - f " <Jue 51

6 Í - en tonL 7 (ft •») - 0 cuando „, o ft pertenece a B,, para , S ,. As< ql.e,
« L t ó n d e ' ^ e ñ l ^ , deducimos que en E ^ i , ^ no hay elementos de

B ; + + B?.

•
Corolario 29. Sean >1 = («, W,«) unbocsy** umnddutoí-triaflguhr. JB»to««

C x es un hocs K-R.
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Demostración: Por definición Cx = (3,^,8°) , donde {EndR{X)f = V =
S ® B*} W$ — 0, VKp = B" y Sc es la diferencial inducida por la comultiplicación
¡x : B* —* B* <g>s B*. Por el lema anterior Cx es un bocs triangular. Como W^ — 0,
cualquier par de morfismos (q°, g1), donde q° €5 (A M) y 51 e Homs~s {B*, {L, M)k),
es un moi fismo en RejiCx, luego Cx es un bocs K-R.

Lema 30. SeajiA — {R,W,Ó) un bocsy RX un módulo S -completó y S~ triangular.
Sea f = (/°, f^-.L^Mun morñsmo en RepAx y sea {u°,v}) = Fx (f).

1. Entonces f° es una S—sección (retracción) s't y sólo si u° es una R—sección
(retracción). En paxtículúi, f° es un S—isomoifísmo si y sólo si u° es un
R—isomoi fismo.

2,, Sea g = {g°,gl): M -t N un moifismo en RepAx y sea, (v°, v1) = Fx (g). Si

0 -» X®SL -* X®SM -^ X®3N -* 0

es una sucesión exacta que se divide en R — Mod entonces

Io g°
0 ^ I - • M -» JV -> 0

es una sucesión exacta que se divide en S — Mod.

Demostración: Sea Cx = (SiW0^0) Puesto que W§ = 0, cualquier par de
morfismos ( Í / 0 , ^ 1 ) , donde Í / €5 (L,M)y¡jl € líoms-s {&*, (&, M)k), es un morfismo
en RepCx.

Sea F§ : RepCx -~> R - Mod el funtor de III.18. Como en observación III.l

sea / ' = Fa (/) — ( / 0 , / | B - ) Del diagrama conmutativo de funtores, de la misma

observación, se sigue que u° ~ F% (/')
Puesto que X es S— completo tenemos que F§ es fiel y pleno.
Sea q° <ES (M}L) tal que q°f° — IdL, por el corolario 111.29 RepCx es un bocs

K-R, así que por 11.24 existe un morfismo h — {Id, hl) : M -* M' en RepCx tal que
hf = (/°,0), luego (q°,Q)hf = ( / d t l 0) . En tal caso IdX9í = F$((q°,Q)hf) «
F$ {{q°, 0) h)«°- Esto prueba que si f° es una 5 -sección entonces u° es una /í-sección.

Sea v° ; X ®s M —• X ®s L tal que v°u° = Idx®i Hay un rinico morfismo
9 = (g°, g1) : M -> L de i?eí>Cx tal que í ? ( $ ) = v°. Luego, Idx®L = v°w° =
J í (9) *?</') = ¿=3? (9/0.
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Entonces (Id¡JtQ) = qf — (q°f°, (<//'/) • Se aigue que si w° es una /í-sección
entonces / " es una 5—sección.

De manera similar se prueba que u° es una /í-ietracción si y sólo si f° es una
S -retracción.

Vayamos al último inciso
Supongamos que hay R—morfismos q : X®$M —* X<&$Lyp : X<&sN —* X<&sM

tales que qp = 0, v°u° ~ 0, qu° = Idx®su v°p = MX®SN y 'pv° + u°q = Idx®SM-
Como F% es fiel y pleno, hay morfismos únicos (q°, ql) : M —> L y (p°,i>x) : N —>

M tales que f j ((Í;°, Í;1)) = g y F§ ((p°,p1)) = p. Así que, por fidelidad y plenitud,
obtenemos que

(</V) (P°y) = (0,0), luego flY = 0,
(fl°, 51) (/°, Z1) - (0,0), luego ¡,°/° = 0,
(fl0,91) / ' - ( « ¿ , 0) f luego tf°/° = / d t í

í/'(pP,p1) = (IdNt0), luego¿/V = IdN, y
f{q\ql) + (poy)g' = {idMío) t luego / V +P° g° = uM.
Entonces,

es exacta que se divide en 5 - Mod.
B

Proposición 31 . Sea A = (R,Wt6) un bocs y sea RX un módulo S-admisible.
Entonces se satisface ¡o siguiente:

1, Si A es tiíangul&r y RX es S—triangular, entonces Ax es triangular.

2. Si A es un bocsK-Ry RX es S-tiiangulai y completo, entonces Ax es un bocs
K-R,

Demostración: Consideiemos las filtraciones 0 = W¡ C W¿ C .,, C W¡ = W y
0 = W? CW¡ C .. C W^ = W\ que hacen triangula! al bocs A.. Sean Bx ©.... ® Bn =
B,0 = X0CX1C C Xm = X y 0 = Y0 C Yl C .... a m = r como en 111.26 y
111.27. ParaO < i < rn, 0 < u < r, 0 < j < m consideremos los S-5-sub-bimódulos
de X* ®/i WQ ®fi X de la forma

¿) *Denotaremos poi (W¿) * al S-5-sub-bimódulo generado por todos los W'o ((i, u, j))
tales que i + 2mu + j < k,

La filtración previa induce una filtración:
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o = c c ... c w0 <$>R x.

Para 0 < i < m, 0 < t < s, 0 < j < rn, consideremos los S - S—sub-bimódulos
de X* ®/i W1 ®fi X de la forina

W[ ((i,t,í)) = ¡ A€ ^.

Denotaremos poi (W^) al £-£-subbimódulogeneiadopoi todos los W[ ({i,t,j))
con i •+• 2m£ + j < Z..

Sea W¡ (d) = ©¿<d-B; para 1 < d < n, y WÍ (0) = 0. Recordemos que W? =
(X* ®H M̂  ®fi X) ©"B*. Se induce la filtración

o = H< (o) c vi/; (i) c,. „ c iv; (n) c (w;)1 ®B*C....C (w¡y ®B* = W?.

Animamos que las dos filtraciones presentadas hacen que Ax sea triangular1.
Sea A'h la subálgebra de A (Ax) generada por (W¿)', y Au la subálgebra de A (A)

generada poi Wfi..
Recordemos de III 14 que

pt(i) si 7 € B*..
,y Óx (-y) =

Así que aplicando III 27 obtenemos, para i + 2mu + j < h, con h, i, j > 0, A G Y*
y x 6 Xy, que

í (i.u, j -

(*)

Ahora bien, sean TJJ!, >,.,vjq,w'ly ,w'p e Tenemos por III. 13 que

Luego
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® sífc) <m + Ira (u—l)+m< 2mu < h,.

Así que (*) está contenida en A!h_x®sWi
Consideremos la parte de giado uno. Sea W[ [d] el A(AX) - A(^4x)-subbimódulo

de B" generado por W[{d), es decir que W[ \d\ = {^'\{d)) A,Ax\ - P° r HI.27 tenemos
que

Sx (Wí (d)) = 6X (®i<dB*) C (B¡ + + B^) ® s (J3J + ...+• B^)
cw¡[d-i}ésw[[d~i].

S e a n {W[) [1] = ( ( W ¡ ) 1 © B ' ) ^ > y ^ i (*) = (WÍ)A(A)
 P a i a ¿ + 2 m É + J 5 Í ,

con /i, í, j > 0, A £ Yi y x € X^ tenemos, por 111,26, que

6x(W1{i,ttj))

) 1] + aKx (Wk (£ - 1) ®fiWk (¿ - 1)) ( )
C (W¡) [/ - 1] ®s (Wí) [l~l} + aAiX (IVJ (í - 1) ®ñW1 (í - 1))
c (wí) [i - 1 ] é s (wj) [i - 1 ] + (x*ésWl-l®sX) ®5 { ^ é í W í - 1 ® ^ ^ ) . (**)

Para A £ X*, x € X y w £ W\~l tenernos que

gr (A ® tu ® x) < m + 2m (í - 1) + m < 2mí < /i,.

Así que (**) está contenida en (Wí) [I - 1] <S>s (W¡) [I - 1]

Con esto hemos comprobado la triangulai idad de Ax.
Ahora supongamos que A es un bocs K-R y que RX es 5—triangular y completo.
En la 111,20 vimos que Fx es fiel y pleno, y que si {PÜ,VF)

 e s e* P31' ^ e III.. 16 que
enmarca a F, entonces r¡F es biyectiva.

Por 111.30 tenemos que si r¡F ((/°, f1)) = {g°,gl), entonces g° es un R -isomorfismo
si y sólo si /° es un S—isomoifismo.

Por III. 17 1 se cumple el axioma 11,30,4,,
El axioma 11,30 5 se cumple dado que T]P está definido en moifismos en la imagen

de Fo, y si algún objeto en ImJ^o también se encuentra en RepA, por III.17,1 está en
I m F

Luego Ax es un bocs K-R.
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Corolario 32. Sean RXÍ módulos Si-tiíangulaies, para i € {1,2}. Supongamos que
si i v¿ j entonces nilnducs^ModX^Inducs^-ModX.)) — 0- Entonces el R—módulo
X = Xi ® X2 es Si x S2-tiiangulai.

Demostración: Como se piueba al principio de la prueba de 111,24, X es Si x
¿2—admisible.

Sean Bt = (S1)1 © ... © (¿?i)ni y 0 = (Xt)o C (X^ C ... C {X1)mt = X : la
descomposición y la filtración asociada a Xi, y sean B2 = ( i^ ) ! ® • ® (^2)^ y 0 =
(-^2)0 ^ (-^2)1 Q •• • Q {^'¿)rn2 = -^2 la descomposición y la filtración asociada a X2.
Sean n = min (ni, na), n' = max (ni, na) , m = min (mi, rn?) y m' — max (mi, m.2) -
Si n = ni entonces sea i ~ 1, j = 2, en caso contrario sea i = 2, j = 1. Similarmente,
si m = mi entonces sea h — 1, ¿ = 2, en caso contrario sea /i = 2, / = 1,,

No es difícil verificar que la descomposición de S — S—bimódulos

hacen que X sea S\ x 5a—triangular,

Corolario 33. Sean J^XÍ módulos Si- ti ¡angula* es, para i € {1,2}, Entonces X =
Xx (& X2 es un Ri x Rq—módulo 5 t x S2-triangular.

Necesitaremos algunos resultados de la teoría de anillos

Definición 34. (2 5.28[Ro]) Sea R una k~álgebva de dimensión finita. Decimos que
R es sepamble si R ®¡{ L es semisimple artimaña para toda, extensión de campo L de
k.

Definición 35. (5.3 6 [Ro]) Sean C una. k-álgebra conmutativa y R una C—álgebra.
Decimos que R es C-sepaiable si R es proyectivo como R ®c Rop—módulo

Teorema 36. (5.3 18 [Ro]) R es k-sepaiable en el sentido de IIL34 si y sólo sí lo
es en el sentido de III. 35
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Proposición 37. Si R y S son k—álgebras senñsimples de dimensión fínita, con k
un campo perfecto, entonces R ®& S es semisimplc aitiniana,.

Demostración: Poi ejercicio 2 5.8 [Ro] se tiene que si A: es perfecto y Res una
k—álgebra semisimple artimaña, entonces R es ¿--separable. Por proposición 5.3.10
(ii) [Ro] se sigue que R ®Ü S es k ®fc fc-separable, luego, poi HI.36 es semisimple
aitiniana.

Teorema 3S. Sea k un campo perfecto y R una k-álgebra. Sea X un R—módulo
izquierdo de k—dimensión finita,.. Entonces X es S— triangular y S—completo, con
S Sí (Endñ {X))°í>/rad {{BndR

Demostración: Por el Teorema de Wedderbuin-Malcev (5.3,20 [Ro]) tenemos
que F = {EndR {X))op = S ® rad((End¡t (X))^) y que S es semisimple, luego por
111.23 X es S—completo. Para obtener la S~ triangularidad veamos que si radV tiene
grado de nilpotencia n •+• 1 entonces

1. Tenemos una filtración 0 C (radV)n C C radV = B. Por proposición 111,37
tenemos que S ®k Safi es semisimple, luego hay S — S—bimódulos Bi tales
que Bn = (radr)n, y los cuales satisfacen que (radV)1 = (ratiP)*4"1 © B^ A
foitioii los Bi son pioyectivos y f.g como S—módulos derechos., Tenemos que
BnB = {radV)n [radT) = 0 y BBn = (radV) (radT)n = 0. Además,

¿•f-i+ BBi C {radry (radV) + (radV) (raárf == (radF)

2. Sea Xj = (radr) ( n + 1 j) (X) y Xn+1 = X, entonces se cumple que 0 = Xo C
Xi C C Xn+i = X corno R - 5-bimódulos, donde cada Xi es finitamente
generado y pioyectivo como S-módulo, y que como S-rnódulosf Xi+i == Xi ©

3. También es claro que para todo p € B, y cada ¿ > 1, se tiene que /> (X») C X(i_i).

III.5 Endolongitud y funtores de reducción.
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Definición 39. Sea A — {R,WyS) un bocs. Sea, M un objeto de RepA y EM —
{f° I ( /° . /3) € EndA{M)}. Luego EM es un subanillo de Enda{M), y M es un
E0^—módulo con acción mf = / (m) Decimos que la endolongitud de M es la
longitud que tiene como E^—módulo, y la denotaiemos por endolen(M).

Definición 40. Sea .4 = (#, W, 8) un bocs y sea e = (ej,..., en) un vector de ídem-
potentes paia Tí, esto es, por deñnición, una descomposición 1R ~ Yl^=i e> ^ uno ^e

Ja k—álgebra R en suma, de idempotentes ortogonales Notemos que si M e RepA¡
por deñnición de E^, hay morfismos de anillos ifi : E^s —> {Endei¡it.i (eiM))^. Así
que tiene sentido consideren la longitud í¿ cíe ê AÍ como E^-módulo. Denotaremos
entonces,

e - dimM = (í1(.,..,., ln).

Observación III. 2; Notemos que si M = JVt entonces e — dimM = e — dimN,
pues por observación II.2..1, tenemos que si / = (Z0»/1) : M —> N es un isornorfisrno
en RepA entonces j° es un isomoifismo, así que una filtración como í^J—módulo
de dM se corresponde de manera única, a través de / ° , a una filtración como
.E^-módulo de e¡N.

Lema 41. Sean A = (R,W,S) un bocs triangular y e = (ei, ,e») un vector de
idempotentes para i?, Sea j € {1, , n } , e = 1 - e,-, Ae = (Rs,Wei6£) el bocs
asociado al funtor eliminación del idempotente e : F£ : RepA£ —* RepA. Entonces,
e' = (eit..,..)ey_i,e^+i, ...,en) es un vector de idempotentes para Rg y si M' f= RepAs,
tenemos:

e' — dimM/ = (li,-»,lj-itlj+it -Jn) si y sólo si

Demostración: Por III 3 2 la imagen de F£ es la subeategoría de RepA con-
stituida por aquellos objetos M tales que tjM = 0, así que existe W € RepA£

tal que M = Fs (M'). Recordemos que M es M' considerado como ñ-módulo, y
que si / = U°>f1) € EndAc (M1) entonces (F£ (/))° no es más que j° visto como
Jí~morfismo. Luego, para i ^ j ,

tiM[ C .... C eiM'n =

es una E$,~-filtración si y sólo sí es una £^-filtración, por lo que se cumple el
enunciado

•
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Lema 42. Sean A = (R,W,S) un bocs triangular y e = ( e i , . . . ^ ) un vector de
idempotentes para R. Sea Av = (R, Wri 6r) ei bocs asociado ai fautor legufai¡nación
Fr : RepAr -* RepA. Entonces, puní cada M' e RepAT,

e - dimM/ = e - dimF, (M').

Demostración: Similai al lema anterior.

Lema 43. Sea A = (R, W, 6) un bocs triangula!' y e = (ej,. .,,en) un vector de

idempotentes para R. Supongamos que Wo = W¡1) a W0
<3), 6 (lV0

Cl)) - 0, /? =

TR(W 0 )- Seaji entonces ^e = (i?.', Wo, So) el bocs asociado ai funtor absorción Fo :
RepAo —* /Íepv4. Entonces, para cada M' e RepAo

e - diniM' = e ~ d\mFe (M1).

Demostración: Es inmediato que (ei,....)en) es un vector de idempotentes de
R'. Ademas, de la prueba de III.83 deducimos que RM' =R FO{M'), por lo que
i i o i )

Como en las pruebas anteriores, si / — í / 0 , / 1 ) € BnÜAo (M1) entonces (Fe(f))°
no es más que / ° visto como R— rnoifismo, Luego, paia i ^ j ,

t¡M\ C CeiM'uz=eiM'

es una £7j^,-filtración si y sólo si es una ¿?j$-filtración, por lo que se cumple el
enunciado,,

Proposición 44. Sea A — (ñ, W, S) un bocs triangular con vector de idempotentes
e — (ei, ..., en) Sea RX un módulo S~ triangular donde S = Di x., x Dm con Di una
k—álgebra de división. Se&e' = (e¡ , . .>efm) el vector de idempotentes para S asociado
a la descomposición S = -Di x ... x Dmi y sea a\ = dini£)( {etXe'¡) para t € {1, . . . , ÍÍ}

e i € {1,. ,m} Sea Fx • RepAx —• RepA el funtor de reducción asociado a X,
Entonces, si M' € RepAx tiene e — dímM/ = (l[t ..>^,t), íenefiemos que

e_-zdimFx (M') = {Z?=1 o\^, ,EHi<&%)

Demostración: Usando la notación y las fóimulas de III.15.2 y II15 3 tenemos
que si (Z0,/1) es un automorfismo de M' en RepAx, entonces Fx ((Z0,/1)) = (u0,^1)
es un automorfismo de M = Fx (M') = J % ¥ en RepA, y que
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«° {x ® m) = a; ® /° (m) + £ ¿ ^ (a;) ® Z1 (7,

Definimos, r(x®m) = ^ p¿ (x) ® /* (7^ [m],. Así,

Sea 0 = Xo C Jt1 C ... C X* = Jf la filtración de fí - S-bimódulos considerada
en la definición de S^triangularidad. Poi comodidad usarnos superíndices en lugar
de subíndices* Recordemos que para toda p € B, se cumple que p(Xh^ C Xh~l

t

luego r (e(X
íl ®s M') C etX^1"1 ® s Ai' (*),. De esto se sigue que los etX

h <g>s M' son
£^-módulos y &$*- módulos. Más aún, de (*) se sigue, paia h 6 {0,..., g - 1} , que

j ^ ®s M')

También poi (*) las sucesionea

0 -> etX
h ®s Ai' -• e(X'l+1 ®5 M' -» (e(X't+1 ®s M'/etX

h ®s M') -> 0

son exactas de JS^-módulos y exactas de E^, -módulos. Luego, inductivamente
demostramos que Igg (etX

k ®s M') = l ^ (etX'1 ®s Ai') , para h € {1,..., g) : el
caso /¿ = 1 ya fue contemplado anteriormente, así que basta con ver que si suponemos
cieito el enunciado para h¡ entonces, por las sucesiones exactas presentadas, tenemos
que

IE«P (etX
h+l ® s M') = l E % ( ) i s ( )

= Í ^ P (etX
h ®s Ai') +1&* (etX

h+l ®s M'/etX
h ®s Ai')

= l&rletX^tosM1).
Así que , p a r a / i € { ! , • ) ? }

s Ai') = lengthE°p <etX
h ®s M')
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Luego, length^ {etX ®s M') = Y¿Li °ili-
m
Observación III.3; Las condiciones de la proposición anterior son satisfechas

cuando se cumplen las hipótesis de III 38 y R es básica..
Observación III.4: Consideremos a Zn, (k, .,,,/«) un elemento arbitrario de Zn

y las siguientes transfoimaciones:
tFc. : Zn --)• Z"+1 dada como tFe. ( ( I i , . , y ) = {h,-..,li-i,0}lu-Jn) para i €

{1, , » + ! } ,
tpr '• Zn —»• Zn dada como la identidad,
tp$ '• Z

n —* Zn dada como la identidad,
tFx ; Zn -» Zm dada como tFx ((¿,, ,.}ln)) = (ELiOÍ¿¡, , E ? = i < ' 0 P a i^ en-

teros a*-.,
Lo que hemos mostrado de ÍII..41 a III.44 es que

tjp̂  (e - dimAT) = e - dimFe. (M'),
tj-je - áimM') = e ~ dimfi (M1),
¿Fo (e_-^dimM') = e - dirnifr (M'),
f ^ íe - dímMQ = e - dimJV (M').

III.6 Bocses salvajes.

Sea S la categoiía de fc {#,?/) —módulos izquierdos de dimensión finita sobre &.
Para motivaí1 la siguiente definición véase 3,6 de [LRS].

Definición 45. Decimos que el hocs A = (R,W,S) es de tipo de representación
salvaje, o que es salvaje, si existe un A (A) — k (x,y) —bimódulo M, finitamente
genetado como k (x,y) -módulo, tal que el fuator composición G — E[M <2>h{x,y) -] :
£ —* repA (A) —* repA, donde E denota la, inmeisión canónica, preseiva inescindibles
y clases de isomoifía. En lo sucesivo denotaremos a G simplemente como M <&k

Por supuesto que esta definición incluye el caso A = (R, 0,0), y para el cual
RepA = R - Mod,

Lema 46. Sea, A = (R, W¡S) un bocs K-R, y sea WQ un R — R—sumando directo
de Wo tal que ó (W'Q) = 0. Sea M un objeto de repA y A' la subálgebia TJI(W¡J) de
A (A). Si M es inescindible como A'—módulo entonces es inescindible en repA

Demostración: Supongamos que M es inescindible como A'-módulo y que
/ = (Z0)/1) : M —* M es un moifismo idempotente en repA. Como (/) = /
tenemos que (/ü)2 = f°. Por hipótesis 6 (W'o) = 0, así que /° e EndA/{M), y
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como es idernpotente, /° sólo puede sei la identidad o el moifismo cero. Si / ° es un
isomorfismo del lema 11.25 se sigue que / es un isomorfismo, y así / = ídM en repA..
Si / ° = 0 por 11.19 / es nilpotente, y por ser iderapotente es el moifismo (0,0),.

Proposición 47. Sea A = (R,W,8) un bocs K-R, y sea WQ un R- R—sumando
directo de WOí tal que 6 (Wo) = 0. Sea A' la subáigébra Tít(W0) de A (A), Si A' es
salvaje entonces A es salvaje.

Demostración: Sea M un A' - k {x,y) -bimódulo, el cual es finitamente gene-
rado como k {x,y} —módulo, tal que el füntor GQ = M ®k^,y) _•.£—> repA' preserva
inescindibles y clases de isomorfía. Hay una letracción de anillos A (A) —* A', así
que se induce una retracción de funtores r : A' — Mod -^ A [A) — Mod por V.1.2
de [M]. Luego hay un funtor G = TGQ : £ -> repA, dado en objetos como Q (Y) =
r (M ®k{x,y) Y) = r {M)®k{x,y)Y, y en moifismos g de E, como F {g) = (r (Go (g)), 0}.,
Se cumple que r(M) es finitamente generado como k (x, y)~módulo, pues tiene la
misma k (x, y) —estructura que M. Por el lema 111.46, corno r es retracción, se tiene
que F pieseiva inescindibles.,

Supongamos que h - {h°, h1) : r (M)0kíXiy)Y -+ r {M)®kfav\Y' es un isomoifismo
en repA, por observación 1X2.1 k° es un isomoifismo Como 6 (Wo) = 0 se sigue que
/i° es un. isomoifismo en A' — Mod, así que por- hipótesis Y y Y' son isomorfbs en S.
Luego F preserva clases de isomoiffa..

•

Proposición 48. Sean A = (ií, WtS) un bocs y (*jo»*7i) • con rh '• R "~* ^ ' y ? i •
W —> W, un par graduado como en 111,1, Sea A' = (R',W',$') el bocs inducido
y F' : RepA1 —* RepA el encaje asociado, como en 111.21. Supongamos que F' es
pleno. Luego, si Ar es salvaje entonces A es salvaje.

Demostración: Sea M un A (A') — k {x, y) -bimódulo, finitamente generado
como k (x,y) -módulo, de maneía tal que el funtoi G = M <8>k{x,y) - : S -+ repA'
preserva inescindibles y clases de isomoifía.

Sea r¡: TR (W) —> TR> (W) el epimorfismo inducido, el cual es un moifismo de boc-
ses Sea 9' : A {A')®jy M —> M el ií'—morfismo que da estructura de A (Ar) —módulo
a M, y sea 9 : A (A) ®RM —t-Méi R— moifismo que es la A (A) -estructura inducida
por ÍJ. Ahoia bien, si Y € £> entonces la A (A1) —estructura de M ®kt,x¡y) Y está dada
poi 6' ® Idy Luego la A (A) —estructura inducida por r¡ es Q\ = 9 ® Idy, es decir,

Si / = (Z0 , /1) i M -* N es un moifismo en RepA' entonces F'((fQJ1)) =
(f°,flrj) „ Luego, si g : Y —*• Y' es un moifismo en £ tenemos que

F1 [G {s)) = P {ldM ® g10) = {Idp.m ® g, 0)..
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Concluimos que hay un funtor GQ — F' (M) ®k(x,y) ~ ' £ —> repA el cual es
naturalmente isomoifo a F"G, y puesto que en el contexto de la hipótesis F' es fiel y
pleno, tenemos que F'G pieserva inescindibles y clases de isomorfía.,

•

Corolario 49. Sea A = (R, W, 5) un bocs y sea. Fe : RepAe —> RepA el funtor
eliminación de idempotentes. Si Ae es salvaje entonces A es salvaje,.

Corolario 50. Sea A = (R, Wt6) un bocs y sea F7 : RepA? —* RepA el funtoi
legal&iización. Si A, es salvaje entonces A es salvaje.

Proposición 51. Sea A — {R, W, 5) un bocs y sea, Fe : RepAo —* RepA el funtor
absorción. Si A& es salvaje, entonces A es salvaje,

Demostración: Se sigue de que FQ es un isomoifismo de categorías,

•
Proposición 52, Sea . 4 = (RjW^) un bocs y sea RX un módulo S— completo. Sea
Fx : RepAx —» RepA el funtor reducción asociado a X. Si Ax es salvaje, entonces
A es salvaje.

Demostración: Sea M un 4̂ (Ax) - k{x,y) -bimódulo, finitamente generado
como k {x, y) —módulo, de manera tal que el funtoi G = M ®k{a>,y) - : S —> repAx

preserva inescindibles y clases de isomoif'ía.
Sea {XÍ,XÍ | i € /} una base dual finita de Xs- Sea N un objeto en RepAx

y * : A{AX) ®s N -» N su A (Ax) -estiuctura. Tenemos por III.17.2 que la
A (A) —estructura de Fx (N) está dada por

a • (x ® n) = Yli xi ® aX(tx (o) * n

para a 6 A (A) - Así que la A (A) -estmctura de Fx (M) <%>k{xiy) y está dada por

a • (z ® ni) <%> y = (^ x\ ® a\uX (a) * m) ® y

y la A (A) —estructura de Fx [M <8k(x,y) V) está dada poi

a • (x® (m ® y)) =^xi® &\i,x (a) * (m® v) — (12^ ® aA,,« («) *m)®y
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por lo que Fx (M ®k{XiV> Y) s Fx (Ai) ®fc<x,u) Y.

Si g : Y ~y Y' es un morfismo en £ tenemos por III 15,2 y III.15.3 que

(G (g)) = Px ((Mw ® g> 0)) = (Idx ® / d w ® £/. 0) = (/dxaw ® 5,0)

Se sigue que hay un funtor C?o = Fx (M) ®k{x,y) - : E -• repyl, el cual es natural-
mente isomoiíb a FxG, y puesto que Fx es fiel y pleno, tenemos que FxG preseiva
inescindibles y clases de isomorfía,. Como Mk(Xiy) y Xs son finitamente generados,
tenemos que Fx i^)k{x,y) e s finitamente generado.
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Capítulo IV
Estructuras exactas.

IV.l Estructuras exactas y funtores exactos.

Recordemos que una categoría C es preaditiva si para cada par de objetos A, B en
C, el conjunto de moifismos Home (A) B) es un giupo abeliano, y para cada terna de
objetos A, B, C en C, la composición de morfismos Home (A, B) x Home (B,C) —•
Home (A C) es Z-bilineal. Si ademas C tiene sumas directas finitas, y objeto cero,
entonces C es aditiva. En los siguientes nueve enunciados C será una categoría aditiva.,

Definición 1. Sea (Í, d) una pareja de moifismos en C con composición

i d

X — Y -> Z

Decimos que i es un núcleo ded si di = Oypaia todo moiñsmo t: M •—> Y tal que
dt = 0, existe un único moiñsmo $ : M --+ X tal que t = is., A su vez, d es coniídeo
de i si di = 0 y si para todo moiñsmo p : Y —* N tal que pi = 0, existe un único
moiñsmo q : Z —* N tal que p = qd.

Nótese que un núcleo es un monomorfismo, y un conúcleo es un epimorfismo.
Mas aún, para un morfismo dado> en caso de existir su núcleo éste es único salvo
isomoifismo, y en caso de existir su conúcleo éste es único salvo isomoifismo,,

Definición 2. Sea (i,d) una pareja de morfísmos en C con composición

x w y ~* z,

diiemos que (i, d) es una pareja exacta si i es núcleo de d, y d es conúcleo de i,

Definición 3. Un morñsmo entre parejas exactas (i, d) e (iotdo), es una teína (f^.h)
de moiñsmos que hacen conmutax- el siguiente diagi&ma:

i d

X -+ Y -> Z
S i "i hi

iü da
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Definición 4. Decimos que un moiñsmo entie parejas exactas es un isomorfísmo si
cada uno de los elementos de la tema es un isomorñsmo.

Luego, la relación de isomoiíía es una relación de equivalencia.

Proposición 5. Sea (/, g, h) : (i, d) —*• (¿o, cío) «« moiñsmo de parejas exactas;

1. Si f, h son monomoiñsmos, entonces g es un monomorñsmo,

2. Si f, k son epimorñsmos, entonces g es un epimovñsmo,

Demostración: Tengamos en mente el diagrama de la definición IV.3.

1. Sea É : M —• Y tal que gt = 0, entonces 0 = doí?í = hdt. Puesto que h es un
monomorfismo, se sigue que dt = 0, y así existe un único s : M —* X tal que
is = t, Luego 0 = gt = gis = iofs, y como i$f es un monomorfisino tenemos
que 0 = s y que í = 0

2 Dual

Definición 6, Una, estructura, exacta E para Ja categoría C es una clase de parejas
exactas e cenada bajo isomorñsmos,. Una conflación es una paieja exacta (¿, d) en e\
en tai caso llamamos a i inflación y a d deñación.

Definición 7. ([GRJ) Una categoría exacta es un par (C,E), donde s. es una estruc-
tura exacta para C, que satisface el conjunto GR de axiomas siguiente:

1. La composición de dos deñaciones es una deñación.

2. Pora cada f G Homc(ZQt Z) y cada deñación d:Y -> Z, hay ung € Homc{YQ, Y)
y una deñación ÍI0 : YQ —> ZQ tal que dg = /<¿o«

3. Las identidades son deñaciones, si dp es una deñación, entonces d es una de-
ñación

4. Las identidades son inñaciones, sipi es una infíación, entonces i es una, inñación.

Teorema 8. (Keller) Sea (f,gth) : (i,d) —* (¿o, do) "« moiñsmo de conñaciones. Si
f y h son moiñsmos identidad, entonces g es un isomorfísmo.
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Demostración: Es el paso 2, pag.31, de ([DRSS]).

•
Definición 9. Consideremos el siguiente conjunto K de axiomas para un pai (C, e) :

i. lo es una donación.

2 Composición de deflaciones es una deflación.

3, Para todo h e Homc{Z, Zo) y toda deflación do € Homc(Yo, ZQ) hay un pull-
back

d

Y -* Z
i do í

Yo -* Zo

donde d es una deñadón,

4, Para todo f 6 Homc(X, Xo) y toda inflación i € Hontc(X, Y) hay urt pushout

X U Y
/ I . \9

donde ¿0 es una inflación

5. Las retracciones en C tienen núcleos,

Tfeorema 10. (Keller [DRSSJ) Para un par (C,e), los siguientes conjuntos de ax-
iomas son equivalentes:

1. K

2. K°r

3. GR

4. GR0*

Ahora construyamos una estructura exacta para RepA cuando A es un bocs.
Recordemos que por observación II 2.2 RepA es una categoría aditiva,.
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Definición 11. Si A es un bocs, deaotaiemos por EA a la clase formada por aquellos
pares de moifismos con composición,

f 9

L -* M -* N

tales que gf = 0 y la sucesión de R—módulos

0 - * £ - > A Í - * J V - + 0

as exacta que se divide

Probaremos que {RepA^AJ es una categoría exacta, si A es un bocs K-R, pero
primero veremos que £A consta de paies exactos (le RepA,

Lema 12. Sea A un bocs, entonces £.A es cenada bajo isomoiñsmos.

Demostración: Sea (/,#) un elemento de £4, y consideremos el isomoifisnio de
parejas exactas

/ 9
L -> M -> N

Como 0 = h3gf ~ vuh\ y ht es un ísomoifismo, tenemos que vu = 0, Por
observación 11,2,1 h%, h® y h® son R—isomorfismos, así que (u°,v°) es exacta corta
que se divide,,

Definición 13. Dos peues (f,g), (/',<?') € SA son equivalentes, sí y sólo si hay un
isomorfísmo h que iiace conmutativo el siguiente diagrama en RepA :

f 9

L - * M -> N

\\ h i ii
L -+ W ~* N.

r 9-

Lema 14. (Ovsienko) Sea A un bocs K-R Cada pai {f>g) £ £A> en donde f =
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/ a
L -> M -* N,

os <x¡uivnhntü a un par cti £A Í'C ÍÍ* fon mi

Demostración: Sea a; — ( t / 0 , / 1 ) , ^ ^ 1 ) ) un elemento de e^.
Como f° es una R—sección, tenemos por 11.24 un isomorfismo h = (Id, hl) : M

M' tal que hf = ( /° ,0), es decir que tenemos la equivalencia de pares de £4

L
(id,o) |

L

-r M -
'' 1

-v M ' -

-i AT

-• AT.

De la misma maneia, como g° es una ií-retracción, por 11.23 hay un isomor-
fismo h = (Id, h1) : M" —*• M tal que <?/t = (Í/°, 0), es decíi que ahota tenemos la
equivalencia de paies de eA

¿ -* M " -i- N
(W,0) j h i {/íi.O) I

L -> M -> N.

Consideremos a todos los pares de eA equivalentes a a: que son de la forma

W -U N

o de la foima

N

Sea 0 = W? C W7]1 C C V^ = Wx la filtración de grado 1 lelacionada a la
triangularidad. A un par x' S e¿ del primer tipo asociémosle el nüineio ix>, definido
como el máximo valor para el que v (W{) = 0, y a un par x" € eA del segundo tipo, el
número jx», definido como el máximo valor para el cual u {W{) ~ 0. Sea n el máximo
de todos los posibles valores v y j X " , si n = s el enunciado es cierto. Supongamos
que n < s y que n = ix> paia algún par xf e £A, como antes, por II 23 tenemos una
equivalencia de pares de eA
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L -> M' -* iV

M " — ¿V

pai-a la cual h1 (w) = -í/f (w) cuando w 6 W '̂"1"1, donde g €# (N,Mf) es tal
que #°g = Jd. Puesto que 0 = ((g°>u)(f°,Ú))1 {w) — u{w)fü, tenemos que, para
W € Wf

O /i f J * 0 \ \ 1 ^ \ t i / \ í O + r J 1 / \ / \ Í O i 1 / ^ 1 ^ ^

lo que contradice la maximalidad d e n . S i n < s y n = jK« para algún pai x" €
como antes, tenemos una equivalencia de pares de e¿, por 11,24

i ft | (/d,0) |

(Ao) C ,̂̂ )

para la cual /i1 (w) = t¿(w) (-q) cuando w € W/*"41, donde q €« (M"tL) es tal
que <7/° = /ci, Puesto que 0 = ({g°,0)(fo,u)) (w) = g°it{w)t tenemos que, para

0 = ((5°, y) /i)1 (w) - í/0/»1 (w) + »/ (w) Id = 5°u (w) (-0) +

lo que contradice la maximalidad de n

•
Lema 15. Sea A un bocs K-R y supongamos que

L ~> M -* N

es una. sucesión exacta corta de A (A)—módulos, entonces en RepA : (/° t0) es
núcleo de (g°, 0), y (g°, 0) es un conúcleo de (/°, 0), As/ que, ((/°, 0), (g°, 0)) es un
par' exacto en RepA.
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Demostración: Por observación II 2,2 (/°,0) y (g°,0) son morfismos en RepA.
Sea h — (h°, h1) : X —> M tal que gh = 0 Luego existe un único u° €# (X, L) tal

que fu0 = h°, y para cada v € V(A) existe un único moifismo u1 (v) e (X, L)k tal
que / V (u) = hl (v) .

Entonces, para cada a 6 ^4(^4), se cumple que

fu1 (av) = ti (av) = ati (v) = af (ul (v)) = /° (aul (v)),

luego, de la inyectividad de f se sigue que ul (av) — aul (v). Similarmente, se
tiene que

/ ° [(u1 (va)) [x\] = h1 (va) [$] = h1 (v) [ax] - f [(u' (v)) {ax]} = f [(u* (v) a) [x]}

implica que u1 (va) — (u1 (v))a. Por lo anterior u1 6 HQW,A{A)-A{A) (V(A),(X,L)k)
Como tenemos que f es un moifismo de ^4(^4)—módulos, luego

f (au° (i) - u° (ax)) = af (u° (x)) - f (u° (ax)) = ah° (x) - h° (ax) =

poi lo tanto au° (x) — u° (ax) = u1 (6 (a)) \x], por lo que u — (u°, u1) : X —> L es
un morfismo en iíepX, y como se vio en la construcción es único.

De manera análoga se prueba que (<?°,0) es un conúcleo.

m
Corolario 16. Si A un bocs K-R, ej, es una estructura exacta sobre RepA,,

Lema 17. Sea A un bocs K-R, Un morfismo (g0^1) \ M —* N en RepA es una
deflación si y sólo si g° es una R—retracción.

Demostración: Una implicación se sigue de la definición.
Si g = (g°,g1) cumple que g° es una i?—retracción, entonces por lema 11.23 existe

un isomorfismo h = (Id,h}) : M' —> M tal que gh = ( Í / \0) . , Como ( Í / 0 ,0 ) es un
morfismo en RepA, se sigue que g° es una -¿(^J—retracción Sea,/0 el inveiso derecho
de gQ. Por lema IV.15 la primera línea del siguiente diagrama es conflación:

K

K

— W -
h i

-* M

-* N
(Idfi)

-*> N..
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Puesto que e¿ es cenado bajo isomorfismos, por IV.. 12, la segunda línea también
es conflación.

•
Similarmente se prueba el resultado dual,

Lema 18. Sea A un bocs K-R,. Un moiñémo (/°, /*) :L.—*M en RepA es inflación
si y sólo si f° es una R-sección.

Teorema 19. (RepA, ¿A) ^ una- categoría exacta.

Demostración: De los lernas anterioies se siguen los axiomas 11.1, 11.3 y 11,4 :

1. (11,1) : Si g = {g°,gl) : U -+ N y h = (ft0,/!1) : N -> X son deflaciones,
entonces g° y h° son fí—ietracciones, así que h°g° es una R— retracción, luego
hg = (h°g°, (hg)1} es una deflación.

2. (11.3) : Las identidades, las cuales son morfismos de la forma (Id,Q), por
IV.17 son deflaciones, Si dp es una deflación entonces (dp)° = d°p° es una
ií-ietracción, así que (f es una fi-retracción y d es una deflación.

3. (114) : Argumento dual,

Vamos a piobar 11.2, Sean / = (/°, fl) : ZQ —» 2 un moifismo en RepA y
d = (cí0,^1) : Y —• Z una deflación. Puesto que d° es una R~ retracción existe
q €/j (Z, Y) tal que é>q = Idz Luego, el ñ-moifismo (oí0, - / ° ) : Y © Zo -* 2 es una
/í—retracción, pues si consideramos el il-morfismo (̂ ) : ¿̂  - * V © 2 0 obtenemos que
(d°, —/°) (̂ ) = d°q = Idz- Así que poi IV.17, existe una conflación

fe) '̂-̂
TV ^ Y®Z0 -+ Z.

Así, j == (jj) es núcleo de (d, —/) . Luego, si (") : X ~> Y ® ZQ es un morfismo
en RepA tal que du = fv, existe un único morfismo p : X -* N en RepA tal que
Ji/> = u y J2P = f, es decir, tenemos un pullback en j?ep.4.:

N ~* Zo

y - * 2

Como (?, (á, —/)) es una conflación, tenemos que (j°, (d°, - / ° ) ) es una sucesión
corta exacta que se divide, luego
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ñ

N -+ Z{)

Y -+ Z

es el pullback en R— Mod, por lo que j!> es una Jí—retracción. Por IV. 17 tenemos
que J2 es una deflación.

•
Observación IV.l: En el desarrollo anterior hemos construido el pullback en

RepA, de manera dual podemos construir el pushout, el cual existe por IV. 10.

Definición 20. Denotaremos por Ext,A (M, TV) a Jas clases de equivalencia bajo ¡a
equivalencia de conflaciones que principian en N y terminan en M.

Como en el caso de las categorías abelianas se le puede dar a Ext A (M, N) una
estructura de k—espacio vectorial: el teorema IV.10, y la existencia del pullback y
el pushout permiten imitar las pruebas de III. 1 y III.2 do [MJ. Más aún, •J2xt¿ (?,_)
es un bifuntor sobre RepA, contravariante en la primera variable y covariante en la
segunda.

Definición 21. Sea T un álgebra, y R, una subálgebra de T. Si M,N e T - Mod
entonces deñnimos a Extr,R(M,N) como todos los elementos de ExtT{MtN) que
restringidos a R se dividen.

Proposición 22. Sea A = (R,W,6) un bocs K-R. Sean L,N € RepA, y denote-
mos por 0i e H&m¡t-R(Woi(L,L)k) y $-¿ € HomR-R (Wo, (N, N)k) los morfísmos
correspondientes a sus respectivas estructuras ííe A (A) -módulos Consideremos la
siguiente sucesión:

a 0

0 -> HomA(N,L) -» R{NtL)®H<miñ-ft{Wu{N,L)k) -*

-• Homñ-n(Wo}{N1L)k) -+ ExtA(N,L) -> 0

donde a(f) = a ((f, f)) = (f, f),(3 ((/0, .A)) (W) [n]
— 0i (w) [/o (n)] — /o (02 (p) [n]) - / i (6 (w)) [n\, y definimos a 7 (g) como la clase

de la conflación

(O) mm
cg = L —* L © JV -* N
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donde L y N consei van las respectivas estiuctuias de A (A) —módulos, y a
le asociamos ¡a esfouctwa dada por

3 ^ o 92

Entonces la sucesión es exacta,
En particular, para M € repA se tiene que

dimjfe [HomA (Ai, M)) - diin* (BxtA (M, M)) = qA (M).

Demostración: La inyectividad de a es inmediata. El núcleo de 0 se compone de
los morfismos (/i, fa) tales que B\ (w) [/o (n)] — fo (0% (w) [n]) - / i (6 (w)) [n] = 0, los
cuales son precisamente los morfismos (f0,/1) €ñepA {N>L) > ^ decir, Ima = Kerfi,.

Cualquier sucesión x € ExtA (N, L) se divide en R — Moa, por lo que podemos
suponer, gracias a IV.14, que un repiesentante de 3 se escribe, en términos de
A (A) -módulos, como

( ( ) )
L -* L®N -> iV.

De esta manera tenemos que la estructura de A (A) -módulo de L ® N está
determinada por un #3 € HorriR-R (Wo, (L(& N,L® N)k), lo que podemos escribir

como ^3—1 -ji A J Entonces, para que (i) y (0,1) sean A (A) — moifismos se

\ ( 9
J ) = ( 'debe cumplir que J = I ' y \OÍ,0i) = (0,9o) > por lo que en realidad

\ ° °2
De aquí se sigue que 7 : HorriR-R (Wo, (N, L)k) -* ExtA (N, L) es suprayectiva.
Supongamos que las conflaciones cy y cs> son equivalentes, esto es, tenemos un

diagrama conmutativo:

«o,U,o)

c9\ 0 -> L

cg.
( ( ) )

0 -^ L -* X(0JV -+ TV -> 0.

Usando la conmutatividad del diagrama en fiep-4., es una comprobación directa
. / / I í \ / 0 Í \ \ver que /i = M 0 x I » í 0 0 J J , por lo que
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» g ' ( w ) \ { 1 t \ n _ / l i
o #2 (w) ) \ o i y u ^ o i
o

de lo cual se sigue que

0, (ti;) [t (n)] + 5' M [n] - í (02 («») [n]) - g (ti;) [n] - 5 (5 (w)) [n] - 0

es decir que (5 — g') = 0 {{tts)), por lo que Im/Í = Ker*y.

Proposición 23. Sea A — {R,W,S) un bocs K-R y e¿ la estiuctuia exacta sobre
RepA deñnida en IV. 11, Sea W¿ un sumando dhecto de WQ como R- R—bimódulos,
tal que S(WQ) ~0,y sea. T = TR (WQ ).. Entonces tenemos un moiñsmo suprayectivo
de Bnó,A (L) — (End¿ (N))^ - bimódulos dado por ¡a testücción

r : ExtA (N, L) -• ExtT¡R (N, L).

Demostración: Sea i : WQ —*• WQ la inclusión canónica Consideiemos las
sucesiones de la proposición pievia Afirmamos que hay un diagrama conmutativo

R(N,L)®HomR.R(W1>(N,L)k) í
(1,0) I /3' »• I y r i

fiW¿)

donde las hoiizontales son sucesiones exactas y 7 y Y son supiayectivaa. Las
últimas afirmaciones se siguen de la proposición anterioi, así que comprobemos la
conmutatividad:

^•(1.0) ((/o, h)) = 0 (/o) = 9 ^finida por g (w) [n] = 0, (ti;) [/0 ( n ) ] - / 0 {62 (w) [n\),
mientras que -i* • /? ((/Ol fi)) = g0 está dada por

g0 (w) [n] = 0, (i («,)) [/o (n)] - A (ffa (i («/)) [«]) - / , (é (¿ (ti;))) [n]
= 0i(i(w)){h(n)}-fo($2(i(w)){n})

luego conmuta el primei cxiadio. Por otra parte,

U)
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donde a L © TV le asociamos la estructura dada poi 6$ ~ ( * a I , y precisa-
\ ü & }

mente ésta es el resultado de r (7(3)) • Como 7'í* es un epimoifismo, se tiene que r
es un epimoifismo,.

Sea x = ((/°, 0), (30, 0)) un representante de un elemento ExtA (N¡ L). Por IV.19
y IV.14, si u = (u°, u1): N' ~* N es un morfismo en RepA entonces hay un diagrama
de pullback en RepA y una equivalencia de conflaciones:

() ()
x': L ~> M" -> N'

I! /' ^ o' II
L -+ E -+ N'

x: L -» M ->• JV.

Sea ^1^2 = v — ( t i0^1). Como ó (WQ1) = 0 se sigue que v° y u° son T-^moifismos.
Luego, al aplicar- r obtenemos el diagrama conmutativo de sucesiones exactas coi tas
en T - Mod :

U'f {r?')°
r{x'): L -* M" -» JV'

II r r ü ^ i«°
r (K) : L ~> M -» N.

Set&r(x)uQ el pullback de r (re) por u° enT~Mod, Por lema III.1.3 de [M] existe
un diagrama conmutativo:

ir? la')0

r (xf) : L -* M" -+ N'

II I II
r (x) u° : L -* Ai' -» N'

II /* I f in

r(x): L -* M —* AT.

Luego, r (a/) es equivalente a r (x)«°. Hemos demostiado que si, para y 6 Ext<riR (JV, L)
y u = (w0,!/1) 6 Endj, (N), definimos la acción por la derecha como el pullback
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yu° (¡compárese con la definición de E^¡ en III.39 !), entonces r es un morfismo de
{EndA{N))op -módulos.

Similarmente probamos que r es moifismo de End¿ (L) —módulos.
•

Definición 24. Un funtoi F : RepB —> RepA donde A y B son bocses K~Rt se dice
que es exacto si envía conflaciones en conflaciones.

Lema 25. Sea F : RepB —*• RepA un íuntor exacto,, Entonces:

1,. F induce una, transformación natur&J de bifuntores

2., Si F es ñel y pleno entonces F* es inyectívíi,,

Demostración: La primera paítese realiza como en [M]. Para la segunda paite,
consideremos la conflación en RepB

f a
L ~> M ~> N.

La conflación

F{L) -* F(M) -* F{N)

se divide si y sólo si existe un morfismo h : F (N) —> F (M) tal que F(g)h =
[lp{N) > O). Como F es pleno existe h' tal que F (h?) = h., Como F es fiel tenemos que
ghf = (/jv, 0), así que la sucesión original se divide

•

Lema 26. Sea A = (R, W7 6) un bocs K~R Sea, A' = (R1, W, 6') un bocs como en
III1, de manera que el morfismo de bocses r¡ es suprayectivo, por lo que Fv : RepA' —*
RepA es el encaje de III.2.

1,. Si A' es K-R entonces Fv es exacto

2. Supongamos que imF,, es cenada bajo extensiones en A (A) — Mod. Si el par'
de morfísmos con composición (Fv ( / ) , Fn (g)) es una conflación, entonces es
equivalente a la imagen, bajo Fv, de una conñación (f,g).
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Demostración: Sea / = (/°, fl) en RepA'i el morfismo (Fv (/))° es piecisamente
el moriismo f° considerado como R~morfismo. Luego, pata / ~ (/°, f1) : L —> M y
g = (JAJ?1) : M * N en RepA' tenemos que

f
g = (JAJ?1) : M —* N en RepA' tenemos que

es exacta que se divide si y sólo si

0 -* Fn(L) - , FV(M) -» F,(W) -H. 0

es exacta que se divide Por fidelidad tenemos que (F,¡ (</)) (Fj, (/)) = 0 si y sólo
si 0 / - 0.

Supongamos que (/, (/) es una conflación. Por IV. 14 hay una conflación equivalente
(/ , 5) de la foima

M' -^ N

donde / ° y g° son A (^') -morfismos. Como Fn (/) = f ( ^ ( / ) ) ° , 0) y Fv (g) =

( (-^Í (£)) ' ^) ' entonces (Ffl ( /)) y (í^, (5)) son >1 (̂ 4.) —morfismos. Luego, por
IV.15, (Fv ( / ) , Fv (p)) es un elemento de EA» Como i^ es un funtor (Fn ( /) , Fv (^))
es equivalente a (FT¡ ( / ) , F^ (^)), así que también es una conflación.

Hemos probado que Fv es exacto.
Supongamos ahora que (Ft, (f) > Fv (g)) es una conflación. Por IV. 14 hay una

conflación equivalente de la forma

FV(L) -> M" w Fn(N)

donde (íjj (/))° y ( ^ ( í ) ) 0 son /I (.4) -moifismos. Por hipótesis del segundo
inciso M" = Fv {M'). Como f}\A{A') ^ i m epimorfismo de anillos, poi [Si] r¡ induce
un encaje pleno A (A') — Mod •--* A (A) — Mod, así que hay una sucesión exacta corta
en A (A') - Mod de la forma

L -* W ^ N
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donde f° y £° vistos como A (A) -morfismos son (FTI (/)) y (Fn (</)) respectiva-
mente. Poi IV 15, (f_,g) = ((/°>0) > (5°>0)) es un elemento de e¿> , y por constiucción
su imagen es (((£, (/))° ,0) t ((F, (g))° ,0)) .

Proposición 27. Sea .4 = (/?, W, 5) un bocs K-R y Fe : RepA& —• RepA el funtor
eliminación de klempotentes.. Este funtor induce un ísomoifismo natural de bifuntoxes

(Fe)t : ExtAe (?t _) - , ExtA (Fe (?), Fe (_)).,

Demostración: Por III.3.4 AÉ es un bocs K-R, Por IV.26,1 Fe es exacto. Por
IV25.2 (Fe)t es una transformación natural inyectiva, Sea una conflación

/ 9

Fe{L) -> M -* Fe(N)

Por IIL3.2 tenemos que la imagen de Fe es la subcategoría plena de RepA formada
por los objetos Q tales que (1 — e)Q = 0,. Puesto que como R—módulos M = Fe (£)©
Fe {N), existe M' en RepAe tal que F& (M1) = M. Por IV.26.2 la conflación (/f g)
proviene de una conflación en RepAe, luego (Fe)t es suprayectiva

Proposición 28. Sea A = (R, W, &) un bocs K~R. Sean 0 -* W¡1) -> Wo

0 y 0 —> M/i1^ —» Wi —» U^ 2 ' -> 0 sucesioiies exactas de R- R—bimódulos, t&les que

5 (WÍ0) = WÍ°. Entonces,

1. El funtor legul&riz&tíón Ff : RepA, ~* fiep.4 induce una transformación natural
inyectiva, de bifuntoies (.Fr.)s : Ext A, (?, _) -* ExtA {F7 (?), Fr (_)) .

^ti) inyecÉivo., SiRessemisimple, osiWi = Vf/ ©W^ comobinadduios,
entonces (F,)^ es un isomorfismo.

Demostración: Por III.4.4 A? es un bocs K-R, Poi IV.26.1 Fr es exacto. Por
IV.25.2 (FT)m es inyectiva.

Supongamos que S.^i-, es invectivo,. Así, (ker¿) n WQ = 0 y, gracias a las
hipótesis del segundo inciso, por III .7, F, es un funtor denso.. Consideremos ahora
una conflación

/ g

Fr(L) -)• M -> F7{N).
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Entonces, existe M' en RepA,. tal que FT (M1) = M, luego hay una conflación
t / ' i í / ) > e n ^a imagen de F,, que es equivalente a (/,<?). Por IV..26..2 la conflación
{f,g') proviene de una conflación en RepA,, luego (F,.),, es suprayectiva.,

•

Lema 29. Sea A = (R, W, 6) un bocs K-R, con WQ un sumando directo de WQ como
R - R~bimódulos tal que 6 (W¿) = 0, Sea T = TR (W¿) , El funtor absorción Fo :
RepAo —* RepA es exacto, e induce una sucesión exacta coi tade R- R-bimódulos:

0 -> ExtAe{N,L) 4 ExtA(F&(N),F0(L)) 1 BxtTA{FQ (N) tFt{L)) -» 0

donde r es Ja

Demostración: Por III 8.4 A& es un bocs K-R. Sea (/,¿/)un par de morfismos
con composición en RepAo '•

í 9
L -* M •-> JV

Como i^ es un isomorfismo de categorías se cumple que (/, g) es una pareja exacta
si y sólo si (Fo ( / ) , FQ (g)) es una pareja exacta.

Puesto que (FQ (/)) es / ° considerado como R— moifismo, tenemos que Fe envía
conflaciones en conflaciones.,

Por IV.23 r es un epimorfismo. Como su núcleo está constituido por aquellas
conflaciones que consideíadas como T—sucesiones se dividen, se sigue que keír =
Im.fi).

Lema 30. Sea A ~ (R,W,S) un bocs K-R y sea RX un módulo S—triangular y
S~ completo. El ñxntor reducción Fx • RepAx —> RepA es exacto e induce un
isomoiñsmo natural de bifúntores

(Fx). : BxtAx (?,_) - ExtA(F(?) tF{.)).

Demostración: Por III,31.2 Ax es un bocs K-R.
Sea

L -» M -+ N
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un representante del elemento z de ExtAx (N, L).. La sucesión Fx (z), por fórmu-
las IH.15.2 y III.15.3, es de la forma

X <g>s L -* X®SM -> X®s N.

Como Fx es fiel y pleno, la última sucesión es una sucesión exacta corta en
A (A) — Mod, así que poi IV.15 es una conflación,, Luego, Fx es exacto.

Poi III.25..2 (Fx)* es una transformación natuial inyectiva
Veamos que {Fx),, es suprayectiva., Sea x

(9o,0) (h°,0)

una conflación en RepA Puesto que en R — Mod la sucesión se divide, tenemos
un R—isomoifiamo a : B —+ X ®s (L 6 N). Luego, vía a dotamos a X ®s (¿ © iV) de
una estructura de A {A) —módulo, poi lo que podernos considerar a a un moifismo
de A {A) -módulos.

Por IÍI.17,1, S{L®N) admite una estiuctuia de A [AK) -módulo, denotémosla
por M, tal que Fx (M) ~ X®S{L®N) .

Tenemos una equivalencia de conflaciones

x: X®SL -»• B ->' X®SN

x' : X®SL -» X ®5 M ~* X®SN,

Tenemos entonces que existen morfismos Tínicos / = C/0,/1) : L —* M y g =
^1) : M - , N en i t e M * tales que F x ((Z0,/1)) = (a^.O) = «,

{ \ ) y g f
Por 111.30 / ° y gü determinan una S—sucesión exacta corta, luego (/,<?) es una

conflación cuya imagen es x'

IV. 2 representaciones sin auto-extensiones y con e-cüm fija.

Lema 31. Sean R una. k—álgebra., WQ un R — R—bimódulo y sea 1R — e\ + .... + en

una descomposición del I de R como suma, de idempotentes ortogonales centrales.
Sean i,j € {1, ,n] , no necesariamente distintos, y sean e = e¿ + e¡ — eiej y e' =

1 - e,, Pina/mente, sean Wo
(1) un R - R-subbimóduh de eiWQej, T = Tn (w^) y

L,N <ZT~ Mod, Entonces:
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1. Endq- (L) = End¿p [eL) x End¿r (e'L) = End¿r (eL) x Ende-R (e'L).,

2. Extr {N, L) S Ext,:T [eN, eL) x Ext¿,t (e'N, e'L),

3. Si R es semisimple entonces Extr,n (N, L) = Ext'p (Nt L) y Ext? (JV, L) ==
Exi¿v (eiV, eL).,

Demostración: Los enunciados 1 y 2 son consecuencia directa del lema 11.31.

A menudo, al efectuar procesos de i educción sobre representaciones de bocses,
nos veremos en la necesidad de utilizar bimódulos como W¡¡ en el corolario anterior.
Nos interesará particularmente el caso R = Di x .... x Dn, donde cada A es una
¿—álgebra de división de dimensión finita sobre k, y WQ finitamente generado sobre
R. Para comprender sus propiedades apoyémonos en el estudio de las &—especies.

Proposición 32. Sea Q una realización cíe Ja k—especie «i —> *2, donde ¡os véitices
se corresponden a los anillos de división Di y Z>2> ambos de dimensión finita sobre k, y
asociada a la flecha se tiene el Di — D-¿—himódulo W» Sea R — DixDzyAel álgebra
de Aitin deteiminada, por Q Sea M una representación de dimensión finita de A,
difewnte de cero, tai que Ext\ (M, M) — 0. Si M = <&ie¡Mi es una descomposición
en inescindibles tenemos que:

1. Todos los sumandos Mi son prepioyectivos, o todos los sumandos Mi son
preinyectivos

2. Hay a lo más dos clases de isomoifía de sumandos.

3. En caso de que haya dos clases de isomorfía, estas se conesponden a ciases
contiguas en el carcaj efe Auslandei-Reiten de A.

Demostración: De la proposición IV.. 1 9 (b) de [ARS] sabemos que Dtr :
mpdA •-* modA es una equivalencia de categorías con inveisa trD : modA —» modA.

De p.135 [ARS] tenemos el isomorfismo íüntoríal (fórmula de Auslander-Reiten)
D(Ext\(Y,X)) ^ JÍ&m(X,Dtr{Y)) para X,Y € modA., En nuestro caso A es
hereditaria, por ello tenemos que Hom (X, Dtr (Y)) = Horri (X, Dtr (Y)).

Las representaciones de A han sido estudiadas en [DR]: de la pioposíción 2.4 del
citado artículo tenemos que hay un pioyectivo, al que llamaremos P\, determinado
por dím^Pi = (0,1), y un inyectivo al que llamaremos h, determinado por dimfl7? =
(1,0) „ Además, hay otro pioyectivo: / ^ y otro inyectivo; Ii, Salvo Fi e 1% todos los
inescindibles tienen vectores dimensión sin ceros,,

Observemos que para inescindibles X, Y € mod A, se cumple que Y "£ 1% implica
{P\,Y) =¿ 0, y que si X % Pi entonces Hom^ (X, I2) ^ 0.
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Sea M un inescindible con diinflM — (a,b) y a ^ 0, claramente su cubierta
proycctiva debo tener sumandos isomotfos a P¿, luego, ííom\ (P¿, Ai) ^ 0.

Similantiente, si dimf{M = {(i,b) y b ^ 0, entonces la envolvente inyectiva de M
tiene sumandos directos isomoifos a l\, luego Hom\ (M, I\) ^ 0,.

Veamos que si M = ®M¿ es una descomposición en móduloa ineticindíbics y
Ext\ (M, Ai) = 0, entonces ninguno do los Mi es regular1, y si alguno es preproyec-
tivo, entonces todos son pieproyectivos, o si alguno es pieinyectivo, entonces todos
son preinyectivos:

1. Sea Mi inescindible no preproyectivoy M-¿ = {trD)n (P¿), conn > 0 e-i € {1,2}
entonces

D{Ext\(MuM2)) =A (M2,Dtr(Mi)) ^ {Pi,(Dtr)n+l (Ai,)) ^ 0.

2, Sea Mi = (Dtr)n (h) y Mz inescindible no preinyectivo, con n > 0 e i € {1,2}
entonces

D (Extl
A (Mu M-2)) =A (M2, Dtr (Mi)) ^ A (M2, (DTr)n+l {h}) =A

3. Si M es regular, Bxt\ (Ai, A/) j¿ 0, pues su forma cuadrática es cero o negativa:
véase [DR]

Ahora analicemos las posibles combinaciones de preproyectivos:

1. S e a Mi = (trD)n(Pi) y M 2 = (trD)m(Pj), c o n n - l > m > 0 e i , j € { 1 , 2 }
e n t o n c e s

D (Ext\ (MUM2)) ^ A (M2lDtr (M,)) ^

2. Sea M1 = (írD)n+1 (P2) y M2 = {trD)n (Px)t con n > 0 entonces

Otf íx í iW.Ma)) ^ A (M2lZ>tr (JlfO) - A ((trZ))B (P,)( («r23)n (fi))

^ A ( P u f t ) # 0 .

3,. Sea Mi = (¿ri?)^1 (P¿) y M 2 = (írD)11 (P¿), con n > 0 e * 6 {1,2} entonces
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D(Ext\(MuM2)) ^A (M^DtriM,)) =A ((tri)

Esto nos deja pocas opciones, es decii, si ¿?a;tA (JW, M) = 0 y M sólo tiene suman-
dos prepioyectivos, entonces M es una suma de un sólo preproyectivo inescindible,
o a lo más tiene dos clases de isomoifía de sumandos prepioyectivos inescindibles
contiguos en el carcaj de Auslander-Reiten.

Un análisis similar nos piopoiciona el resultado dual, es decir que si Ext\ (M, M) =
0 y M sólo tiene sumandos preinyectivos entonces M es suma de isomorfos a un
sólo pieinyectivo inescindible, o a lo más tiene dos clases de isomoiíía de sumandos
preinyectivos inescindibles contiguos en el carcaj de Auslander-Reiten.

Proposición 33. Sea Q una realización de la k-especie »i —* *2l donde los vértices
se corresponden & los anillos de división Di y D2) ambos de dimensión finita, sobre
fc, y asociada a la Beclia se tiene el Di — D2—biinódulo W. Sea R = Di x D<¿ y A el
álgebra, de Axtin determinada, poi Q. Sean L, N representaciones de dimensión ftni'ta
de Q, tales que. Ext\ {N, N) — 0 y Ext\ (L, L) = 0, entonces AI- =A N si y sólo si
RL =n N., Equivalentemente dim^¿ = dim^TV sí y sólo si &L ^ A JV-

Demostración: Es claio que siL = N entonces RL =/¡ N. También es inmediato
que dim^L = dim^iV si y sólo si RL =R N.,

La siguiente paite de la prueba está basada en [DR] y en Vílí.2 de [ARS].
Sea d\ = dimü, (W) y d-i = d im^ (W), por la introducción de [DR] tenemos las

siguientes transformaciones lineales de 3fí x 5ft en ?í x 5f¿:

C = S]_S2, C"1 = $2S\.

Observemos que sf = Id — s\.
A c = Si$2 se le conoce como transformación de Coxeter (pag 8 [DR]). Asocia-

dos a esta transformación están los funtores (7+ — 5 / S£ y C~ = S^Sj, llamados
funtores de Coxeter (pag,, 19 [DR]),. Por 2.4 [DR], se relacionan de la siguiente
manera: sea M una representación inescindible de Q, si M no es pioyectivo en-
tonces dimK (C+ (M)) = c(dim f l(M)), y si M no es inyectivo, dimfi (C'~ (M)) —
c~l (dinift (M)). A su vez, por 2,1 [DR]( a los funtores 5/" y 5f se les asocia la
transformación st, y a los funtoies S2 y ¿>¿" se les asocia la transformación s2.

En la proposición 2,4 [DR] se prueba que un módulo es proyectivo inescindible si y
sólo si es de la forma Pt ~ S^S^.-.S^^F^ y es preinyectivo inescindible si y sólo si es
de la forma Qt — 5¿L

BS^_ I ... 5^ : F^.. Luego 2 4 [DR] nos indica que dÍmftPi = (0,1) f
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dimR/a = (1,0), timRP¿ = 32 ((1,0)) - (1,4) y cUm^ = Si((0,l)) = (d , , l ) . Más
aún, tenemos que

c"1 (dimfi(Pi)) = s2S! ((0,1)) - s2((dlt 1)) = {dud.d* - 1)
c(dímfi (/2)) = s l S 2((l ,0)) = sx {(l.ífc)) = {did2 - 1,^)
También tenemos:
c~l (dim^ (A)) = s2slSl ((0,1)) = s2 ((0,1)) = (0, -1 ) = - d i r n ^
c-1 (dmaih)) = s2Sl ((1,0)) =
cfdim^ (P,)) = Sls2 ((0,1)) = si ({0, -1)) = - (di, 1) - -

= si ((1,0)) - (-1,0) - -d i
Observemos que si J ÍM = f i Ai" entonces c" (dim^ (M)) = cn (dimñ (M')) para TÍ

en los enteros..
Por VIII.2.2 de [ARS] cfdim.^ (M)) = dimfí {Dtr {M)) para M inescindible no

pioyectivo, y c~l (dimfí (M)) = dimA (trD (Ai)) paia M inescindible no inyectivo,.
Supongamos que Ext\ (N,N) = 0 y Ext\ (L,L) = 0. Por la proposición anterior

si L = ©Lj es una descomposición en inescindibles, entonces a lo más hay dos clases
de isomorfía en los sumandos; todos pieproyectivos o todos pieinyectivos. Lo mismo
ocurre para N = ©A^ Así que si A no es de tipo de representación finito y aL =R N>
tenemos que los sumandos de L son pieproyectivos si y sólo si son preproyectivos los de
N] de otra manera habría algún entero n tal que c™ ídimfl (L)) < 0 y c" (dirn^ (N)) >
0, o tal que c~'n (dimfi (L)) < 0 y c~n (dimft (A')) > 0, lo que es una contradicción.

Con esto en mente empecemos a compaiar combinaciones de prepioyectivos.
Sean L = aLi © bL'¿ y N = aNi ®/3N2, donde L1( L2, Ni y JV2 son inescindibles,

por lo que ocurre alguna de las siguientes posibilidades:

1. la = (trD)n (Pi), Lt = (trD)n (P2), M S {trü)™ (P,) y N2 & (trD)m (P3)

• Si m 5¿ n( podemos suponer sin pérdida de generalidad, que m > n} luego
cn+1 (dmifí (L)) = c (dim/j (oPj + bP2)) = - (dim^ (ali + bl2)) < 0
y cn+1 (dimñ {N)) = c

n+1~m (djm^ (aPL + /?P2)) > 0 : contradicción.,

• Si m = n entonces
dimfí (aPi + 6P2) = cn (dim/í (¿)) = cn (djm^ (N)) = dim^ (aA + /?P2),
es decir que (6, a + bd2) ~ (/?, a + ^ 2 ) > lo cual sólo es posible si a = a y

2. L, Sí ( Í T - D ) ^ 1 (Pi), i a Sf (Érü)" (P2), iVx S (írí?)"1-*-1 (J\) y ^2 ^ (¿rD)m (P2)

Si m ,¿ n, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que m > n, luego
cn+1 (dmifí (I)) - dimyí («A) + c (dimfí (W^)) = (-¿ , a ) .
Por otro lado cn+1 {dimfi (A )̂) = cn~m (djmfi (aPi)) + c"41""1 (dirafí (/?P2))
tiene primera componente positiva: contradicción.
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• Si m = n tenemos que

(-6, a) = cn+1 (dirn^ (I)) = (-/?,a) = d*1 (dimfi (N)), lo cual sólo es
posible si a = a y si b = /?..

3. Lx « (ír£>)"+1 (PO , L2 S ( í r£ )" (P2), N, » (¿ rD)m (A) y ^ 2 ^ (írD)m (P2)

• Si m < n entonces
= c (dimft ( a ^ + /?P2)) = - (dim^ (a^ 4- 0I3)) < 0

c"^1 (dimií (L)) = cm~n (dirnji (aPO) + cm+l~n (dimfi (&Pa)) tiene primera
componente positiva: contradicción.

• Si m = n entonces

C* (dimji (N)) = dimfi (aA) + dimK (/5P2) = (0, a) + ¡3 (1, da)
es decir que se debe satisfacer que a — (¡3 — b) /á\, lo que implica que
P > b, y se debe cumplir simultáneamente que 0 < a == afí/ida ~ 1) +
(6 - /?) <¿2 = (/? - &) (^2 — ^ ™ ¿fe) > lo cual es sólo posible si 0 — b, pero
en tal caso a = a — 0

• Si m > n entonces

cn+1 (dimfí(L)) = a(0,1) - 6dimfí (/2) = (-&,<*)
c"+1 (dim /j(^)) = ¿"+1-"1 (dinifl (aPi + /J/^)) tiene piimeía componente
positiva: contradicción.

Con esto concluimos el caso preproyectivo,. Un análisis similar para el caso
preinyectivo veiifica la proposición.

Lema 34. Sea A = (R, W} 8) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto. Sea,
M € repA. Entonces:

1. Hay una descomposición EndA(M) = D(Brad (End^ (M)) como D— D—bimódu-
ios, con D una k—álgebra, de división.

2, Supongamos que R es sexnisimple y \\M\\Q = 0, entonces

rad(EndA (M)) = {/ = ( i 0 , / 1 ) € EndA (M) | f = 0} ,

y podemos elegir a D como:
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£ = {/ - ( A / 1 ) € tfrn/^M) [ /» 5¿ O,/1 = 0} .,

Demostración: Por el Teorema de Wedtleibuin, 2.5,37 [Ro], EndA (M) — D®
rad [EndA (M)) donde D es una subalgebia isomoifa a EndA (A/) ¡rad (EndA (M)),
luego, como M es inescindible, tenemos que D es un anillo de división.

Por 11.19 / = ( /V/ 1) e rad(EndA{M)) si y sólo si / ° es nilpotente. Puesto
que [|M|¡o = 0, el que M sea inescindible en RepA implica que es inescindible
como R— módulo Como R es semisimple, esto sólo deja dos posibilidades para / =
(/°, f1) e EndA (M) : f° es un isomorfismo o / ° = 0., Luego, si / € rad (EndA (M))
entonces / ° = 0.

Por 11.25 D = {/ = (/°,0) e EndA (M) \ f° ¿ 0} es un anillo de división, y como
|¡M|jp = 0, se sigue que EndA (M) = D®rad (EndA (M)).

É

Definición 35. Sea A = (R> W,ó) un bocs, y supongamos que hay una descomposi-
ción 1R = YH&i ei en idempotentes oitogonales primitivos y centrales. En tal caso,
para M € RepA definimos su vectoi' dimensión como el vector (t¿it ....fcín) ( donde
di — dimk (ejM) . Denotaremos a este vector como dimM..

Observación IV.2: Sea A = [R,W,6) un bocs con R = Dx x ..... x Dni donde
cada Di es una fc—álgebra de división de dimensión finita Sean M,N €. repA Si
c¡ = dimfc (Di) y dimfíM = (di, ,dn) entonces dimM = (tíiCi, . . . ,^^) „

Luego, para q en los racionales tenernos que qdhnM = dimN si y sólo si qdimRM —
dimRiV. Más aún, de la fórmula 11.14 se sigue que si (/dimM = dimJV entonces

Supongamos que en el bocs A = (R, W,$) la &—álgebra R es de la forma Di x
.... x Dn x O = S x O, donde una vez más cada £>¿ es una A;- álgebra de división de
dimensión ñnita, peí o O es un anillo arbitrario. Sea / i + /a = 1,R la descomposición
canónica de la unidad correspondiente a R — S x O.

Si U es un S — S—bimódulo, este tiene una estructura canónica como R —
R—bimódulp En tal caso, paia M 6 repA, tenemos que

- dimfc (n {U ®* M, M)) = dirn,. ( s (U ®s fiM, j.M)) =

donde <lirnv(/|M) = (f/1( .,.,(/„)• Así que incluso en esta situación tendremos,
para q racional, que si </dim(/iM) = dimf/iiV) entonces g2¡|Aí||í/ — üAT¡|t/. Este
resultado será usado en el capítulo 5,

Proposición 36. Sea A = {/£, W,8) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto.
Seae = (ei, ••.•,erí) un vector de idempotentes oitogonales, primitivos y centrales para
R. Sea M € repA Si DM = EndA (M) /rad [EndA (Ai)) y cM = dim& (DM) entonces
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CM (e — dimM) = dmiM.,

Demostración: Por el lema anterior, EndA (M) = D @ rad{EndA{M)). Por
otia parte D°e ̂  {EndA (M) /rad (EndA (M)) )** ̂  {E^/rad (E%)), así que todo
D^-módulo es un ^ - m ó d u l o vía la proyección canónica. Loa D^- módulos son
los E^~módulos anulados por rad {E^)

Puesto que cada ü^-módulo simple N es anulado por rad(E^), N = D,
Entonces, si 0 = LQ C ... C Ln = e¿AÍ es una fí^-serie de composición para
eiM) tenemos que dirá* (Li) = CM + dim^fLi-i), paia i = 1, ..,n Se sigue que

Ln) = ncM. Esto es que dimfc (eiM) = CM^ngthE"p (e¿M).

Lema 37. Sea A = (R, W,6) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto, y sea
M e repA inescindible tal que EndA(M) es de k~dimensión finita.. Por IV.34
EndA (M) = D ® rad(EndA (M)) . Sea W^ un R - R-sumando directo de Wo

tal que 6 (Wo) - 0, y sea T = TR (Wo) Sea Ao = {T, W, 6') el bocs inducido y
FQ : RepAo —* RepA el funtor absorción asociado., SeárX es un módulo S—completo,
Á$ = (5, WX,6X) el bocs inducido y Fx : RepAf —* RepAo el tuntoi reducción
asociado. Supongamos que Mx € repÁ§ es tal que FoFx(Mx) = F0{MQ) — M,
entonces hay una sucesión exacta corta de D — D^—bimódulos

ExtAx(MXiMx) - ExtA(F0Fx(Mx),F0Fx{Mx)) -» ExtT¡R{M,M)

donde r es el morñsmo restiicción de IV 23, En particular,

dimD{ExtA{M,M)) = dim¿. {ExPr¡/t (M, M)) + dimo (ExtAx (MX,MX)\ .,

Demostración: Por IV.29 hay una sucesión exacta corta

•{'•"b).

ExtAñ (Me, M$) ~* ExtA (M, M) -> ExtT,n (M, M)

donde r es un morfismo suprayectivo de D - Dop—birnódulos. Como Fo es fiel y
pleno EndAo (Me) = D' ®rad (EndAe (Me)) donde Fo (£>') - D. Luego, BxtAe {Me, M9)
tiene estructura de D — D09—bimódulo vía el isomorfismo que hay entre D y D',
Puesto que (Fo)# es una tiansfoimación natuial de bifuntores, es también un isomor-
fismo de D - .D^-bimódulos,, De la misma manera se induce un isomorfismo de
D - r>°P-bimódulos

(Fx)4 : Extjx {Mx, Mx) -» ExtM {Mo, M9).



ESTRUCTURAS EXACTAS 130

Teorema 38 Sea A = (/?, W¡ 6) un loes K-R con R « D, x . x Dn, donde cada
Vi es una k-álgebia de ávmón de dimensión finita. Sea e = fe, e ) el vector

idetnpotentes centialcs ortqgonata. de i?, Supongamos que A es p e r t o o y Wo es de

k-dimensión fímta. Sean L,N <= repA tules que ExtA (JV, TV) = 0 y ExtA (L L) « 0

RepA m " i<ac í / i< i iWflS ' e í i t o l J C e s e ~ d » » ¿ = e-dimJV si y sólo si L W JV oti

Demostración: Por observación IIL2, si L - N en RepA entonces e - dim¿ =

Sea •< el orden lexicográfico en Z x Z. Realizaremos la prueba de la suficiencia
por inducción sobre (||L||0, dim* (Wo)) con el orden < sunciencia

Pero antes veamos que por IV.36 dirnL = cLe-dimL y dimiV = cNe - drmJV, así

que por observación IV..2 [jiVj¡0 = (f-V |]£|j0.

Si ||L||0 = 0 entonces EndR (L) = EndA(A) (L), así q u e L inescindible en RepA
implica,que L es mescíndible en R~ Mod, por lo que L es de la forma A - e-R SmV
ilarmente conchamos que N es de la forma e ^ . Como las endolongitudes coinciden

Supongamos cierto el enunciado para todo bocs A' = {R',W}b
r), como en el

l\\r7A Yf t O d ° P a í d C i n e s c i n d i b l e s L'>N> € repA' tales que (||£'|¡0 dim^(W1))X
(Wo.drni* (Wb)). Supongamos ahora que ||Lj|0 =, n y dimfc (Wo) L m + 1° P07
triangulandad existe un R - ií-subbimódulo 0 ^ W¿ de l^0 tal que ¿(H^1) C Wi

idempoTe^ia; ^ C - ^ ^ ^ ^ u«ar diminación de
Por III 3.2 y 111.41 hay objetosV, N'% R¡p\ tales' quT^ (L') ^L y F (N'\ ~

¿V, ios cuales cumplen que e - d i m ¿ ' = (¿1}., ^_. /. ; ) 2. e _ J- AT' P

que dim*((^)0) « dim, (eiyoe) < dim,(^0)\
Ii1

mtnos''podem^¡uP^ner qu^tn
• mL n ° h a y c e r o s ' C o n e s t 0 e n mente analicemos las diferentes posibilidades:

1- Sean 6¡wi inyectivo y S(W¡) = ^ ( 1 ) . Por III.4 tenemos un bocs

A = (*, (HVWg) ̂  (Wl/WK1)) , ST) y e l f u n t o r I e g u l a l i 2 a c i o n Fr ; JJ ^
RepA.

S i ¿ r m 7

Por III 42Por III 42 e^imL' = e-dimJV'. Como dim, (Wo/W¿) es menor que m + 1
por hipótesis de inducción V S JV'. Como F r es un funtor L&N.
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2,. Supongamos que Ker(Ó) f\ WQ ^ 0, luego hay ídempotentes primitivos cen-
tiales oítogonales e¿ y e¿, donde i no necesariamente es distinto de j , tales que
e¿ (Ker (6) PtW¿)ej^Q. Por comodidad sea W^ = e¿ (üfer (¿) n Wj) e,.,

Por 111,37 tenemos una descomposición de R—¿?.-bimódulos WQ — WQ®WQ '.

Sean e = Ci + e^e^ e'=\-e,R' = e'R,T = TR (wo
(1)) yT' = TeR

Por lema 11.31 T^eT,y que T^T'x T¿H (e'W¡l)A =Tx e'R

Por IV.23 hay un epimorfismo r, y corolario IV.31,.3 un isomoifismo a :

ExtÁ{L,L) -^ ExtTiIi(L,L) = ExtT{L,L) s ExtT> {eL,eL).

Por hipótesis Exí^ (L, ¿) = 0, así que ^ í y (eL, eL) = 0., Como en e — dim¿
no hay ceros, se sigue que i ^ j -

Como vimos antes Cwdim (L) — c/.dim (JV), así que por IV.33 cN (eL) = cfj (eJV)
como T'-módulos, por lo que aparecen las mismas clases de isomoifía de ine-
scindibles en sus descomposiciones, Por observación IV.2 cN (L) S? cL (N) como
T—módulos,,

Sean ®^=1muXu = eL y <$l,=inuXu = eAT descomposiciones en suma de T'—mó-
dulos inescindibles, tales que si u ^ v! entonces Xu & Xu-. Sin pérdida de
generalidad digamos que {i,j} — {n — l,ra} , así que d = e[ 4-e2+ +e^_¿ es la
descomposición canónica en Ídempotentes ortogonales, primitivos y centrales
Dado que CN (L) = c¿(/V) como T— módulos, se sigue que cNmu = c¡,nu y
cN dimofc (¿hL) = cL d im^ (e^iV), para u € {1, ,?} y / i € {1, ..,n-2}

Sea T ^ = (©Li*«) © fi'- Por 111.23, III 25,111.33 y 111.38 X es 5-completo y
S-triangular, donde S = S' x R1, S' = S\ x .... x Sq, y, como era de esperarse,

Sea Ae = (T, W",5') el bocs inducido por W^ y sea i^ : RepAa -> -Rep l̂ el
correspondiente funtor absorción. Sea ^ = {S, WX,6X) el bocs inducido por
X y sea i ^ : RepA* —• /íep^É» el conespondíente fúntoi reducción asociado a
X..

Sean L* = Ffl(L) y No = Fg1 (N)., Puesto que como T-módulos Ld Sí
^ ®5 ( ( © L i 1 ^ ^ ) © e'L) y No ^ X 0S ( (©Lr««^) © e'AT), por ffl.,17.,1 hay
objetos L', JV' e /2ep-4? tales que Fx (Lr) = Ley Fx (N

f) & N0.

Sea ls- — I2«=i fq ^a descomposición en Ídempotentes ortogonales centrales de
S', por lo tanto e" = (/i,.... , /4, ei, ,en_2) es un vector de Ídempotentes para
Áx
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Argumentando como antes tenemos que rn^X^ = Xu®(muSu), luego dimsu fuL' =

c/víllin^ {V) = cN (mi, ,mq,dimDí (e\L), ,...,dim£>n_2 (eJ,
= cL (ni, ,.,,,nq,dimDl (e[N), ^ i m p ^ (e'n^
= cr.dim?(N').

Poi fidelidad y plenitud de los funtores reducción y absorción cN = c^i y
c¿', luego, por observación IV.2 y IV.36 e" -~ dim¿ ; = e" — dimN',

Por IV.37 hay un monomoifismo:

0 -• ExtAx(L',U) -+ ExtA{F0Fx(L'),F6Fx{L')) « ExtT{L,L),
1 &

Se sigue que ExtAx (L',V) = 0 y £&í ,* (JV, TV') = 0-

Como e - dimL no tiene ceios> R ÍWQ ®RL,LJ ^ 0. Luego, por III.8 3 y

111,21, tenemos que |j¿'||o < n> así que por hipótesis de inducción U = JV', y
así L ss N.
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Capítulo V
Familias parametrizadas de

representaciones.

V.l Subálgebras mansas y módulos generadores.

Definición 1, Sea Q un anillo. Q es un anillo de cocientes si todo elemento regular
deQ es una unidad., Un subanillo O deQ es un oxden izquierdo si cada, q e Q es de
la forma ou~l para o,u € O.. Un orden derecho es defínido análogamente; y un orden
izquierdo y derecho es un orden.

Definición 2. Sea Z un dominio entero conmutativo con campo de fracciones K. Un
subanillo O de Q será llamado un orden clásico en Q sobre Z, o Z- orden en Q, si
Z C O, OK = QyÓes finitamente generado sobre Z.

Definición 3. Una k—álgebra R es minimal si existen ídempotentes primitivos cen-
trales ortogonales tales que Ijt — Y^i=\e¿> /p í " " a toda i € { l , . . . ,n} , eJ anillodR es
una, k—álgebra, de división de dimensión ñnita o un Z{— orden pma, algún dominio
entero conmutativo £¿,

Si A ~ {R, W,6) es un bocs con R una k—álgebra minimal, y es tal que WQ — 0,
entonces decimos que A es un bocs minimal.

Los órdenes consideíados, denotados por O, estarán relacionados con el único
módulo genérico asociado a un álgebra de Aitin hereditaria de tipo de xepresentación
manso, llamémosla A, por lo que, entie otras, tendrán las siguientes caiacteiísticas:

1, O es un dominio, es dech, es un anillo sin divisores de ceio.,

2, O es un dominio de ideales izquierdos principales, y un dominio de ideales
derechos principales,,

3, Z (O), es decii el centro de O, es un dominio de Dedekind,

4, O es finitamente generado como Z (O) —módulo.

5, Casi todos los A—módulos regulares simples están en correspondencia biyectiva
con los O-módulos simples-
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6. Hay una correspondencia biyectiva entie los O—módulos simples y los Z (O) —mó-
dulos simples.

Para proseguir usaremos resultados tle W., Ciawley-Boevey en [CB2], que com-
plementan la teoría desarrollada por Claus M, Ringel en [Ri2] Comencemos por
algunas definiciones,,

Definición 4. R es una k—álgebra central simple si R es simple, y si Ja dimensión
de R sobre su centro es finita.

Observemos que el Teoiema deWedderbura-Artin (2 18 [Ro]) nos dice que si i? es
un anillo primitivo y cumple la condición de cadena descendente en ideales izquierdos,
entonces R es isomorfó a un anillo MH (D) para un cierto anillo de división D. En
particular, si R es como en la definición, y Z (R) es un campo, entonces R 2£ Mn (D).

Teorema 5. (4.1 [Se]) Sean R un anillo y ^ un conjunto de /ñápeos entre R—módulos
pioyecüvos y finitamente generados, Entonces hay un R—anillo J?£, el cual es uni-
versal respecto a la propiedad de que las mapeos R^ ®« <*•> para a € ]£, tienen
inversa.

Definición 6. ([CB2]) Sea A una k—álgebra hereditaria,

1. En lo sucesivo rkKQ [A) es el número de módulos simples de A..

2. U será un conjunto de clases de isomorfta de A-módulos simples

3 Por A\j denotaremos a la localización universal de A con respecto a U, es decir
el A—anillo A^ del teorema anterior, donde ^Z es el conjunto de todos los
monomor-fismos a entre A—módulos proyectivos finitamente generados tales que
cok (a) e [/„ Por (2.2 [CB2]) hay un epimorfismo de álgebras A —> Au> el cual
es inyecüvo.,

4. Un cliqué es un conjunto de clases de módulos simples regulares en un tubo, y
un cuqué será completo si contiene a todas las ciases que aparecen en ese tubo.

Teorema 7. (4,2 [CB2]) Sea, A un álgebra hereditaria de tipo de representación
manso con centro k, y sea V un conjunto de clases de isomoríía de módulos tegulares
simples- Exactamente uno de los siguientes casos ocurre.

1, Si U no contiene diques completos entonces A\j es un álgebra mansa hereditaria,
de dimensión finita sobre k, con rkKo(Au) = rkKo(A) — \U\, y donde la función
rango inducida es el defecto normalizado para Ao,.
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2. Si U consiste de todos los módulos simples regulares, entonces Au, también
denotado por AQ, es ajtinia.no simple, de dimensión finita sohiesu centro, pero
de dimensión infinita sobie k.

3. Do otra uiancm, si hay algún cliquó con ü¡ monos dos módulos regularas simples
que no están en £/, entonces Ay no es un orden maximal en As y Ja función
rango inducida es la dimensión normalizada uniforme

4. En otro caso, Ay es un orden máximo en Aa, es decir (3 [CB2]) que

• Au es hereditario,

• Aa es finitamente generado como módulo sobre su centro Z (Au),

• A\j es un Z (Au) —OÍ den máximo en A$,

• el campo de cocientes del centio de Z (Au) es el centro de AQ, y

• Z(At/) es un dominio de Dcdvkind,

AQ es isomorfo al anillo Mn (D), donde D es el anillo, de división, de los endomoi-
fismos del único módulo genéiico, salvo iaomoifismo, én A — Mod, La existencia de
tal módulo fue probada en 5.3 [Ri3] y sus propiedades fueron ampliamente utilizadas
en [Ri2].,

Teorema 8. (5.2 [CB2]) Si A es una álgebra, hereditaria mansa entonces hay un
conjunto U, consistente de rkKo (A) — 1 módulos regulares simples, tal que Av es un
anillo de matrices sobie un dominio O, y

1. todos los ideales izquierdos y todos los ideales derechos de O son principales, es
dedr, son de la forma Ox y xO respectivamente,

2., el centro Z (O) de O es un dominio de Dedekind, y O es finitamente generado
como un Z (O) —módulo,

3. los A—módulos regulares simples, que no están en U, están en correspondencia
biyectiva con Jos O—modulas simples, y por lo tanto también están en con-es-
pondencia. biyectiva con los Z (O) —módulos simples.

Observación V . l : La prueba del teoiema anterior se realiza por inducción sobie
rkKQ (A), y el primer paso de la inducción se realiza para rkKo (A) = 2, es decir,
para un álgebra con dos módulos simples.

En este caso se prueba que hay un yl—módulo simple regular, digamos S, tal que
A{s} es un anillo de matñces sobre un anillo de ideales libres. Se anima que A[s} es
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noetheriano y que es un anillo de matrices sobre un dominio O, el cual es de ideales
principales poi la izquierda, y de ideales principales por la derecha.

Veamos con un poco más de detenimiento al inciso 2.
Por teorema V.7.4 A{$} es un Z (-A{s>) —orden máximo en AQ, y este último por

V.7.2 es un álgebra central simple. Ahora bien, el teorema 5.3.1 de [MR] afirma que
para un anillo R con centro Z son equivalentes:

1. R es un anillo PI primo,

2. R es un orden en un álgebra central simple,

3. R es un 2—orden en un álgebra central simple,

así que A^s) es un anillo PI primo.
Por V.7.4 A{s} es hereditario, y sabemos que es noetheriano, luego por el corolario

6.2.8 de [MR], el cual afirma que si R es un anillo primo hereditario noetheiiano
entonces su dimensión de Krull es menor o igual a uno, podemos afirmar que A{s)
tiene dimensión de Krull 1, pues no es artiniano.

Una de las caracterizaciones de un anillo primo de Dedekind, por 5.2.10 de [MR],
es que el anillo sea primo, hereditario, noetheriano y un orden máxima], así que A^g]
es un anillo primo de Dedekind

Citemos ahora al teorema 13.9.14 de [MR]:
Sea R un anillo PI primo, noetheriano, el cual es un orden maximal y posee

dimensión de Krull igual a uno. Entonces el centro Z (R) de R es un dominio de
Dedekind y R es un Z (R) -orden clasico y un anillo primo de Dedekind.

Ahora bien, sea A{sy — Mn (O), entonces Z {A{s\) — Z (O) In — Z (O), donde
In es la matriz identidad. Se sigue que Z {O) es un dominio de Dedekind, y como
A{s} es finitamente generado sobie su centro, también O es finitamente generado en
Z(O).

Puesto que Mn (O) es noetheriano, tenemos que O es noetheiiano.
Si K es el anillo de fracciones de Z (O) entonces el anillo de fracciones de Z {Mn (O))

es KInt y tenemos que Mn (OK) = Mn (O) KIn = AQ, luego OK es simple artiniano,
por lo que O es un Z (O) —orden maximal.

Utilizaremos ahora el teorema 5.3,16 de [MR]: si Z es un dominio de Dedekind
y R es un 2—orden maximal en Qt entonces R es un anillo primo de Dedekind, De
este teorema se sigue que O es un anillo primo de Dedekind,

No entraremos en más detalles de la prueba del inciso 3( pero debemos notar que
la primera correspondencia biyectiva está dada de la siguiente manera; si m es un
ideal maximal de O, entonces hay epimorfisrnos de anillos

A -* Mn (O) — Mn (O) ®o (O/m) Sí Mn (O/m)
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los cuales dotan de una estructura de A—módulo a {O/nif1: este es un A—módulo
regular simple., Por V.,1 2 de [M] estos eptmorfismos inducen una inmersión plena
Mn {O/m)-Mod w A-Mod, así que BndA {{O/m)n) = BndMn{O/m) {{O/m)n) =
O/m.

La correspondencia biyectiva entre los O—módulos simples, y los Z (O) —módulos
simples, está dada por el siguiente teorema, 22 4 de [R]:

Sea R un 2—orden máximo en una if-álgebra A. Entonces hay una correspon-
dencia biyectiva entre los ideales primos de H y los ideales pumos de 2, dada de la
siguiente manera:

A un ideal primo P de R le asociamos el ideal primo Z ñ P, a un ideal primo P'
de Z le asociamos el ideal pumo 7?D rad(Ry<)

Observación V.2: Es una propiedad muy conveniente que Z (O) sea un dominio
de Dedekind; 9 5.6 de [Co] nos dice que todo ideal no cero de un dominio de Dedekind
se expresa de manera Única como un producto finito de ideales maximales. Si x €
%{O) Y consideramos ej ideal xZ{0), este se expresa como eí pioducto mi.., m¿, así
que si xZ (O) está contenido en el ideal inaximal m, como este es primo, tenemos
que al menos para una i €. {1,...,/} se cumple que m = m¿, luego x está en un
número finito de ideales maximales. Concluimos que cada vez que localizamos por un
elemento x de Z (O) perdemos sólo un número finito de ideales maximales, así que
los Z (O)^ —simples están en conespondencia biyectiva con un conjunto cofinito de
clases de isoraorfía de A—módulos regulares simples.

Poi 5.3.1 de [MR] O es un anillo PI primo, así que 6.1.36 de [Ro] se puede
localizar con respecto a urr elemento x del centro de Pormaneck, de tal manera, que
Ox es un álgebra de Azumaya libre sobre Z (O)x ..

En este caso el inciso ties queda más bonito, pues poi 5.3.25 de [Ro] hay una
conespondencia biyectiva entre los ideales de Z (O)x y los ideales de Ox dada de la
siguiente manera: a un ideal I de Ox le asociamos el ideal ICÍZ {O)x, y a un ideal J
de Z (O)x le asociamos el ideal JOX

Definición 9. Sea A una k-~álgehi& heicclit&iia de dimensión finita y mansa, Sea
O el dominio del teorema V.,8, eJ epimoiñsmo A —* Mn (O) induce una estiuctuia de
A-módulo en On Al himóduio A (On)o lo llamaremos un A—módulo geneiodoi.

Proposición 10. Sea A una k—álgebra heiaditai¡a de dimensión finita, y mansa. Si
QQ es un A-módulo generador entonces es O—completo y O—triangular.

Demostración: Por V 1.2 de [M] tenemos que A (<?O, C?O) =Mn[O) {GQ,GQ) , luego
P = {A {GO> G0))

op = O, y poi hipótesis (G0)o = On> así que Go es O-admisible.
Por otia parte, como en III18, sean A = (.A, 0,0), CGa — (0,0,0) el bocs canónico

asociado y F£ : CGo —> A el conespondiente í'untor reducción,. Consideremos a
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{e¿, Ai | i 6 {1, ,n}} la base dual canónica de {Go)0 Por III. 15,1, pata a € A,
x € GQ, M € O — Mod y m € M, tenemos que la A—estructura de GQ ®O M está
dada poi:

a •• (a? <8> m) = 5IÍLI
 &i® a{\®a®x)-*m~ Y?¡=\ &Í®XÍ {ax) m = a

Por III.15 2, paia un morfisrao / : M —> N en TíepC6"", tenemos que

® »«] = a <S> / (m) + J > j (2-') ® / ! (7j) M = i ® / (m)

Se sigue que el funtoi FG0 es el funtoi Gtí ®o - : O - Aíodl —* 4̂ - Mod
Consideremos el funtor í \ = O" ®¿> - : O — Mod —> M</ (O) — MOÍ/, el cual es una

equivalencia de categorías por 1,1,17,, [R.o],y elfuntori^ : Mn(O)-Mod •-* A—Mod
inducido por el epímorfismo de anillos A ~> Mn (O) , Poi V I . 2 de [M] P-¿ es un encaje
pleno. Como la composición F^i coincide con Faa este es un funtoi fiel y pleno, por
lo que (?o es O—completo, La tnangularidad es inmediata,

Lema 11. SiR ~* R' es un epimoifísxno de anillos entonces X =« R' es unR~módu¡o
R'-completo y R1- triangular.

Demostración: Por V.1,.2 de [M] R(R\R') = # {R',R') = Z?7, luego X es
J?'-admisible.. Puesto q\ieCx ~ (R',0,0) el funtoi Fx coincide con el funtor R'®JP_ :
i?' - Mod ~+ 7? - MOÍZ el cual, también por V i 2 de [M] es fiel y pleno.

V.2 Representaciones con grupo de autoextensiones simple.

En lo sucesivo R será una k- álgebra miniínal y k será un campo perfecto. Sea
Ift = YA=iei ^a descomposición de la unidad en idempotentea primitivos centrales
ortogonales. Sea 0 < í < n, cuando escribamos R = Oyx .... x Ot x S entenderemos
que O¿ es un orden, relacionado a un módulo generador (Go^ > y ^ u e P o r e ^° S —
St+i x ... x Sn donde S¿ es un anillo de división de ¿—dimensión finita. Si £ = 1
simplemente escribhemos R = O x 5..

Utilizaremos la definición III..40 de e - dirn, y nos referiremos a este concepto
como e—dimensión-
Definición 12. Sea A = (R, W,S) un bocs K-R., Paia M e repA definimos IM como
¡a longitud de Ext^ {M, M) como EndA (M) —módulo. Para cada «atuja] i deñnimos
las familias
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Ti (A) = {M € repA \ M as inoscindibh y lM = i}
y Fi {A) (d) = {M € ? i (^) | e ~ dimM = d} .

Definición 13. Sai .4 = (R, W,fi) un boca K-li Sen ¡i ~ O\ x xOtxS DVÜUÍIUOH

a la Familia Ti (A) como

{ RM ^ ^

M € rep-4 [ y tal que m G N U {0} , míes un ideaJ maxiiuai de OÍ > .,
y M' es un S - módulo J

Deñnimos la familia Ti {A) (d) como

Ti (A) (d) = {M€H\ e - dimM - d}

Definición 14. Sea A = (/í, IV, ¿) un bocs K-IL Sea R ~ d x x O¡ x 5. Deñnimos
a Jas íáiniJias 7í¿ (A) y Ti* (A) {d) como

Hi (A) = Tí {A) D^¡ (̂ 4) y Tí* {A) (d) - H {A) r\T\ (A) (d).
Definición 15. Sea A = (R, W, 6) un bocs, Si Q\ y Q-¿ son familias de objetos en
RepA, decimos que Qi cubie a Q<¿ si

1. Si Q Q2.

2. Para casi toda clase de isomorfía. [M], con M € Q2, existe un M' S Qi tal que
M « M',.

Definición 16. Sea yí. = {J£, Ĥ , 6) un bocs. Diremos que es pequeño sí W es finita-
mente generado como R — R-bimódulo

Definición 17. Sea d un vector y U un R. — R—bímódulo Por observación IV.2,
j~7i\\N\\u es un valor constante, para cada N e repA tal que e — dim (N) = d Por
ello deñnimos la. norma de la dimensión con respecto al bimódulo U como \\d\\u —

Proposición 18. Sea A = (i?, W, 6) un bocs K~Rt pec¡ueño y R = Oí x .... x O¡ x S
Sean e = 1 — e¡, Ae = (eR.,eWe,Se) y Fe : RepAe —> RepA ei funtor eliminación de
idempotentes Entonces, para cada e—dimensión d, con (d)i = 0, existe una tínica
e-dimensión £ tal que Fe (Hf (Ae) {£)) = Tij (A) (d), donde j € N U {0} , Además,
Af. es K-R y pequeño.
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Demostración: SeaM' e repA^y M = Fa{M'). Sead = (h,,...»¿»_i>0,¿Í+I» ,ln)
Como ü-módulos Fe (M

1) = M', luego Fe (H {Ae)} está contenida en H (A), y
siN sHnlmFz entonces M e Fe(W)..

Por III.3.2 ímFe es la subcategoría de RepA cuyos objetos son anulados poi ei,
así que H (d) C Ira Fe.

Por 111.41, si e - dimM' = (£'lt ,1¿í_1>¿í+lf - , ' « ) = £ entonces
= (¿i,,. ,, C x , 0,/í+1,.... l'n). Luego, J?8 (H (Ae) (á'J) - W (á) •
( ) { )

( )
Por IV.27, (i^)^ : BxtAc {M1, M') -+ ExtA {M, M) es un isomoifismo natmal en

M'. Luego, paia cada j , Fe {Hj ( A ) (£)) C ^ (>l) (d). Así que Fe (H, {Ae) {<£)) =

Por III.3.4, Ae es K-R.
Claramente eWe es finitamente generado como eR — eií--bimódulo

Lema 19. Sea <x : T —* S un moifismo de anillos. Sean U un T—módulo y M un
S—módulo,. M tiene estructura de T— módulo y S tiene estructura deT—T-bimódulo
vía a. Entonces:

1. Hay un isomorfísmo de T—módulos ti : 8 <8>s M —> M dado por T\ (s<&m) =
srn, con inversa r^1 (m) = 1 ® m..

2. Hay un isomorñsmo de T—módulos T-¿ : Hom$ {Sr, Aí) —* M dado por Ti (/) =
, con inversa r j 1 (m) = fm, donde fm (s) — sm,.

3, Hay un isomorñsmo de grupos r^ : Horns (S <8>T V, M) —* Roma (U, M) dado
por r j (g) [u] = g (1 <S> u), con inversa T^1 (h) [s @ u] = sh (u) .

Demostración: Veamos que TI es un morfismo de T—módulos:
Ti (ís ® m) = Ti (a (í) s ® ni) —a (i) sm = í (sm)
Galamente i\l es la inversa de T\
Veamos que T2 es un morfismo de T- módulos:
r2 (tf) - (tf) (1) = / (lt) = / (a {*)) = a (í) / (1) = í ( / (1)) .
También tenemos que
T2T21 (m) = fm (1) = m y que

T ? ^ 2 (/) = T21 (f (1)) = //(i), donde / / ( I ) (s) = s / (1) = / (s), luego / = / / ( 1 ) .
Poi el segundo inciso y el isomoifismo de adjunción <, tenemos el isomorfismo

composición, al que dennotamos por r 3 :

í (a).

Homs{S®TU,M) — Hom,r {U,s {S, M)) -* HomT(U,M).
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Así que r 3 (g) (u) - ((r2), í (s)) («) = [í (ff) («)] [1] = * (1 ® u)
Finalmente
r í 1 (h) (¿ ® «) = (s"1 ( r^ 1 ) , (/*)) (« ® «) = T Í 1 (fc («)) [5] - fh[u) [s] = ah (u).

Proposición 20. Sea A = (/2, ÍV, 5) im bocs K-R, pequeño y R — O x 5. Sea 0 =
WQ C WQ C ... C WQ = Wo ^ fiJíiación «Je grado cero asociada a Ja tiiangulatidad.
Sea 6 (eíWge,-) == W^ C e i ^ e , . Sea rf un vector ÉaJ que (d)i ¿Qo (d)^ ¿ 0.

J. Si i,j > I, existe un R— R—bimódulo Wg de €iW¿ej tal que el hocs

A - (R, {Wp/WS) © (Wi/Wí1») , 6r)

es K-R y pequeño, y el funtor legulmización FT : RepAf -~* RepA cumple, para
cada Í G J V U {0} que

2. Si i — 1 o j = 1, y A es triangular aditivo y no salvaje, entonces hay un bocs
K-R, pequeño y triangular aditivo

A = (R, (Wo/eiWfo) © {WX/WÍ1)) A) •

Además, el funtor legulañzación Fr : RepA, —* RepA cumple, para cada d, que

Fr CHo ( A ) (flD) cubre a fío (A) (d),

Demostración: Denotemos Ti (A,) como Ti' y H (A) como Ti Los siguientes
hechos son comunes a ambos casos, una vez que se haya precisado A- :

Poi III.42 e - dimM' = e - dimfi [M').
Puesto que como /?-módulos M / = Fr (M

1), tenemos que Fr (Ti1) está contenida
enH.

Sea M € 7i, es decii que ¡tM = ni {O/m) © (1 — ei) M para m ideal niaximal de
O. Así que consideremos al anillo semisimple 5 ' = O/m x S»

Como SÍ®RW®RS' es finitamente generado como bimódulo, tiene A;-dimensión
finita, así que

|¡M|¡ = diin* {HwnR (M, Ai)) = dimfc {Homs> (M, M)) < 00,
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por lema V.,19

= d\mk(HomR{W0®RMtM))
= dimfc {HomR (Wo ®R S' ®s> Af, Af))
= dimfc (H&rns- (S' <&R WQ <&ñ S' ®s> M, Ai)) < oo

= d\mh(HvmR(Wl®RM,M))

= dim* {Hom$> (5" ®R W\ ®R S' ®S> M, Af)) < oo,

Luego M € rep0A y está definida qA (Af) = ||Mj| — ||Af¡|o + ||Af || l( es decir
Es claro que en ambos incisos de la proposición obtenemos bocses pequeños, por

lo que si M' € H' podemos usar la argumentación anterior para probar que M' €

1. Supongamos qnei,j > 1. En tal casof e¿Woe¿ y W^ son S — 5-bimódulos; así
que, por 111.37, hay descomposiciones de 5-5-bimóduloseiW()e?- = ke

^W}^ y
Entonces tenemos descomposiciones de R - ií-bimúdulos:

[ ' © ker ^
y

Sean A, y Fr como en el inciso 1..

Por III.7.2, Fr es denso. Es claro que Fr {W (d)) = H(d).

Sean M € Tí y S' = O/m x S como al comienzo de la demostración, tenemos
entonces que

1 ®R Wo ®R S' * (5' ®« M '̂ ® ñ 5') © (S1 ®fí W

®R Wi ®R S' *á (S' ®fi W[l)
 ®R 5') © (S' ®fi W{" ®H S'),

y que <5 induce un isomorfismo (5' ®ñ Wg ®R S') ^ (s* ®R W¡1) ®R 5') . Poi

IH.,5, para M' e Tí' tal que FT (AF) = M, se cumple que qA (M) = q x (A/') .

Por IV 22 esto equivale a que
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dimfc {HamAl (Ai', Ai')) - dimfc {ExtAi (Ai', M')) =
dimfc (HamA (M, Ai)) - dimfc (ExtA (Ai, Ai)).

Lo cual, poí fidelidad y plenitud de Fr implica que

dimfc [ExtAr (Ai', Aí')) = dimfc {ExtA (Ai, Aí)).,

Por IV 34 BndAt (Ai') = D'Qrad (EndAr (M1)) y EndA (Ai) = D®rad {EndA (Ai))
Por fidelidad y plenitud D' = J9. Luego, la identidad en las k—dimensiones de
las extensiones, implica que Pr (7i't) está contenida en Tít para cada t. Se sigue

2. Supongamos que ¿ = 1 y j / 1 y i triangulai aditivo. Por III.4.5 A, es
triangular aditivo.

Sea WQ — &ÍWQCJ. Supongamos que hubiese cinco ideales maximales m\,...,m^
de O tales que paia cada q € {1, ...,5}

Iq®$®Iq: {O/mq) ®« W'o®ne3ñ-* (O/mg) ®n W¡1} ®RCjR (*)

no es inyectivo En tal caso sea

X = O/ñu ® ... © O/m$ ® ejR,

en donde la estructura de A (A) —módulo no es más que la que posee como
R—módulo, Tenemos entonces que

r = (^(

Dado que R —»• e¿R y R -+ O/m, son epimorfismos paia cada q, por V.1.2 de
[M] lo último es igual a

x ... x (o / t

Sí O/mx x ... x O/m5 x efR

Así que P = So el cual es un anillo semisimple, Luego, poí 111,23, X es
£0-completo, así que hay un funtor fiel y pleno Fx : RepAx —> RepA.
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Como f = 5o, es decir, lo que en la definición 111.26 correspondería al bimódulo
B es cero, tenemos que la filtración de R - S—bimódulos O C X hace que X
sea So-tiiangular, así que por III .31 Ax es un bocs K-R.

Veamos que la suposición implica que Ax es salvaje. Primero observemos que
para cada

iP/mq)' = (O/mqi O/mi x ... x O/m5 x ejR)Sa ** {O/mq> O/mq)S(¡

SÉ (0/mqt0/mq)o/^
s O/mr

Luego, para cada q

{O/mqy 0.

Como B* = 0, tenemos, para los moifismos de III.12 que e = 0 y a — 0. Para
cada q hay una base dual que está dada por Xq = Ido/mq y xq = lo/m^-
Similarmente A6 = IdÉ.R, a;6 = e¿ es una base dual de e^R,, No es difícil con-
venceise de que si $2É.

— lu\=\x9
(X>X)S —* X ®s0 X* es como en 1.5.2, entonces

Aplicando las fóraiulas de III.14 obtenemos, para\9
\ € {O/mqy , q e {1, , 5 } y i u € W¿, que

{a ® I) ( a v . i (6 (t C) (aAl-J (w))

pues 6 (w) € Luego,

{O/mq)

Por suposición ker (/9 ® ¿ ® ^

Wq = ker (<5̂ ) n ((0/mqy ®
es un sumando directo de X*
¿-especie de la forma

0. Así que sea

^¿ ® ñ e 3ñ). P01 111,37 tenemos que ®*=lWq

Q ® X. Como ©^Wi , se conesponde a una
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\ i

/ t

el cual, por [Rilj, es de tipo salvaje., Asf que, por 111.47, Ax es salvaje y, por
111.52, A es salvaje: contradicción con la hipótesis.

Luego hay a lo más cuatro ideales que cumplen las condiciones pedidas,. Por
IV.38 en 7{Q (d) hay a lo más cuatro clases de ¡somorffa que como R-módulos
tienen componentes O/mq, tal que mq cumple que (*) no es invectivo.

Por III.4,2 Irn Fr es la subcategoría de objetos que son anulados por W¿t así que
FT{H')(d) cubiea H0(d).

Sea M € FT {Ti') (d) y S' = O/m x S como al comienzo de la demostración.
Sea Wo — W¿ © W¿', Hay un diagrama conmutativo:

S' ®R W'a ®Ü S' -*• S' ®R Wo ®R S' •-» 5' ®fi

i- /®¿i®/ 4- -t-

S'®RWP®RS' -> S'®RV(A)®RS' - 5'®

donde la primera sucesión es exacta corta, y la segunda sucesión es exacta,.
En S' no aparecen los ideales mq> así que I®S®I\s'^,nw¿®aS' es invectivo, luego
es isomor fismo, por lo que / ® ti ® / es ínyectivo. Tenemos entonces la sucesión
exacta corta:

Luego, como S' es semisimple, por III,5 podemos concluir que si M' € Ti' y
.F;. (M') = M, entonces g^ (Ai) = qAr (M'). Por IV.22 esto equivale a que

dim* {HomAr {M1, M')) - dimfc (J?xíA (Ai', Ai')) =
{H<miA (M, M)) - dimfc {ExtA (Ai, M)) .
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Por IV-28 se cumple que

aun* {Ext A,. (M\ M')) - dimfc (BxtA (M, M)).

Como vimos en IV.34 EndA,\M') = U © rad{EndA{M')) y EndA(M) =
D © rad {End¿ (M)) - Por fidelidad y plenitud de Fr se sigue que U = D.
Luego, la identidad en la dimensión de las extensiones implica que Fr (H'i) está
contenida en 7ii, Luego Fr (H'o (d)) cubre a Tío (¿O •

El caso i =£• 1, ; = 1 se resuelve de maneía similar al anterior.

Veamos que no es posible que i = j = 1, pues entonces, para T = TR {^iW^e^) y
M ttCoid), tendríamos que Ext^a(M,M) =fc 0, lo que, debido al epimorfismo
r : ExtA (M, M) -* ExtTrR {M, M) de IV..23, contradice que ExtA {M, M) = 0.

Definición 21 . Sea D un anillo, x una vajiable y cr ; D —* D un automorñsmo.
El anillo de polinomios torcidos D [x,a] tiene como conjunto base a ¡os polinomios
formales de x sobre D, pero donde la acción por la derecha de D está dada por
xd — a (d) x.

Proposición 22. Sea A = (R, W, 6) un bocs triangular pequeño y sea R semisimple
(recordemos que en esta sección R siempre es k-minimal, y que por III.37 esto implica
que A es aditivo). Sea 0 = W$ C W¿ C .... C WQ = Wo la ñltración de grado cero
asociada, a ia trianguíaridad. Sea Wjp un R - Rsub-bimódiüo de CiWje,- taJ que
5 (w0

(1)) = 0. Sea T = TR(W^). Sea d un vector tal que ( d ) j ? í 0 o {d)j ¿ 0. Sea
e = 6i + e;— e¿ + ej, j e' = 1 — e. Si la familia 7ii (d) tiene infinitas isodoses de
inescindibles sucede una, y sólo una, de las siguientes situaciones:

1, Si j = i entonces hay un bocs Ao = {R1, W, 6') triangula! aditivo pequeño, y
una única e—dimensión <£ tal que FQ {{He)^ {£)) cubre &H\(d), donde Fe es el
funtor absorción,,

2. Sea i 5¿ j,. Hay un T—módulo geneiádor Go y una única e-dimensión $ tal que

F6Fx({n$)0{d!)) cubre&Hi {&,paraX = G0®e'R. AdemásAg = (Ro,Wx,óx)
es tiiangular aditivo y pequeño.

3- Sea i j¿ j,, Hay un T—módulo X que es S- triangular y de k- dimensión fínita,
y una única e -dimensión £ tal que FQFX {{7~L*\ {á')) cubre a fi\ (d) .

A* = {S) W
x, Sx) es triangular aditivo y pequeño.
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Demostración: Comencemos recordando que por III.37, WQ es un sumando
directo de e¡W¿e3- como R — R~bimódulos, luego podemos aplicar absorción. Por
semisimplicidad de R tenemos que Extr a {-> -) = Ext? (-1 -) •

Sea M e W i (íí). Por IV.34 EndA (M) - DM © rad (EndA (Ai)). Por IV.23 hay
un epimorfismo r : Ext¿ (Ai, M) —* fM-r (M, M) de £>M - DjJ- bimódulos, así que
Extf (M, M) sólo puede ser tiivial o simple como DM~módulo.

Como 8 f Wo ) — 0, hay un morfismo de anillos i : DM -» Endr (M) dado poi
a ( í /0?/1)) = / ° - Como DM es una A—álgebra de división, y claramente la identidad
va en la identidad, ¿ es ínyectivo.

Tenemos entonces que la longitud de Ext? (M, M) como DM—módulo izquierdo
(derecho) es mayor o igual a la que tiene como End? {M) -módulo izquierdo (dere-
cho), así que ExtTrR (M, M) sólo puede ser trivial o simple como End? (M) --módulo
izquierdo (derecho),.

Sea Cjw = dim& ( D w ) . Recordemos que por IV.36 CM fe - dim (Aí)) = dim (Ai).
Como se mostró en IV.31 hay isomorfismos Extr{M,M) ^ ExteTe(eM,eM) y

Endr (M) = EndeTe ieM), poi lo que generalmente sólo estudiaremos las propiedades
de eM.

1. Sea j = i. Probemos que WQ es de dimensión 1 en el anillo de división eR — D.

Sea qere la forma cuadrática del álgebra tensoiial eTe. Tenemos que

q&e (eM) = dim* (D {eM, eM)) - dimfc (& (w^ ®D eM, eM^ )

lo que claramente es negativo si dim^ (Ho j > 1 Como también

ge7-e (eM) = dimfc («re {eM, eM)) - dimfc {ExteTe (eM, eM)),

tenemos entonces que la única manera de que Ext¿re (eMt eM) sea simple como

DM-rnódulo, es que q<s¿-e (eM) > 0, luego es necesario que dimo ( WQ J = 1.

Así que WQ = DMW — WDM paia w & WQ - {0}, es decir que si fijamos a w
obtenemos un automoifismo de álgebras a : D —> D definido por wd ~ a (d) w :

<r(d\d2)w = wd\d2 = a (di)wd2 ~ a(d\)a (d-¿)w.

La identidad / : D —* D y el isomorfismo de D - D- bimódulos b : W^1' —> Dx
dado por b (dw) = dx, induce por la propiedad universal del álgebra tensorial un
morfismo de &—álgebras £»': eTe -+ D \x,a\ Es inmediato que b' es biyectivo.

Ahora bien, D{x,a] es uno de los dominios considerados en V.8 (véase 5-3.1
[CB2]), que parametrizan a los módulos regulares simples. De esto se sigue
que casi todo objeto de H,\ (rf) es isomoifo a un objeto de Fo (Tío).
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Puesto que R = xf=le¡R y ¿?i — xf^etR x eTe, si d = (dií...ídit...,dn) y
FQ (N) = M para M € Ti (d) entonces JV e Ha {£), donde el nuevo vectoi de
e—dimensión es £ ~ (di, )ÚEJ_1)1,Í¿J+1I ,dn),.

Por IV 29, para ÍV € RepAo y FQ (N) = M, hay una sxicesión exacta corta:

ExtAe{N,N) -> ^ ^ ( M ^ ) ->• Extrtn{M,M),.
Puesto que Fo es un isomorfismo de categorías tenemos que Bnd^ (N) =
Ffl {DM){&rad(End¿0 (N)), así que se induce una estructura de DM~D^~bi-
módulo en Bxtji9(N)N).. Como (FQ)^ es una transformación natural de bi-
funtoies, tenemos que si Ext^iM,M) es simple como DM-módulo, entonces
EXÍT,R (M, M) es simple como Z^^-módulo si y sólo si Extj^ (N, N) = 0

Luego Fo({7io)o(á')) cubre a ^ { d ) .

2. Sea j T¿ i. Supongamos que Extere(eMteM) es simple como DM—módulo,
luego es simple como Endcr& (eM) -módulo. Sabemos que eM es de la forma:

eM = (AiMj® ...eXnMn)<&{tt1Zi®...®ttmZm),

donde Mh es regular1 inescindible y Zt es preyectivo inescindible, es decir f que es
pieproyectivo o preinyectivo. Como se vio en la prueba de IV..33 Extere {Mh, Mh)
es distinto de cero, y ExteTe (Mh, Zt) o Ext¿re (Zt) Mh) es distinto de cero, luego
de los isomorfismos de Endere (M) -módulos

, eM) Sé (®l=lXhExt¿rE (eM, Mh)) © {®™=l}¿tExteTe (eM, Zt))

Ext¿ra (eM, eM) Sé (®lsl\hExteTe (M, eM)) © (@£lfitExt¿r* {Zt, eM))

y el que Ext¿r& (eM, eM) sea simple ae sigue que eM ^ M/t para un único
módulo regular, o que es suma de módulos preyectivos.

Supongamos que eM es xegular,. Consideiemos a Í/, la forma cuadrática asociada
a T, se cumple que

0 = q (eM) = dimfc (EndeTe (eM)) - dimfc (ExteTe (eM, eM))
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Luego, como dimfc {Ext¿re (^M, eM)) ~ c^, tenemos que End¿pe (eM) = D M |

por lo que eM es regular simple

Sea N 6 V.i (d). Por IV.36 y observación IV.2 dimfi (M) = ^ (dim^ {N)), por
lo que se cumple que q (eN) = 0, Esto nos permite repetir el argumento anterior
y concluir que End¿re. (eN) es anillo de división, luego eN es inescindible, luego
es regular simple.

Sea GQ un módulo generador asociado a eTe, por V.8 casi todo simple regular
eTe es de la foima GQ ®O {O/rn) con m un ideal maximal de G, y todos tienen
endolongitud ít con I un entero fijo.

Sea X = Go © e'R. Por VIO, V i l , 111,25 y III 32 X es O x e'H-completo y
O x e'R— triangular, así que existe un bocs Ag = (So, Wx>6 ) triangula!, con
Ra = O x e'R, y una fúntoi fiel y pleno que es la composición de los funtores
absorción y reducción F&FX : RepA* ~> RepA

Puesto que {G0)o ^ O1, y Wx ^ ({G0Y ®« W ®R GO) © (e'We1), tenemos que
Wx es finitamente generado como bimódulo. Ademas, si hay una filtración>
0 = W§ C Wl C W0

2 C .„ C W& = Wo, por IÍI.37 W¿+1 = W¿®Vi como ñ -
i?—bimódulos. Basta verificar' que la filtración de grado cero de Ax, construida
en 111.31, es X" ®R (W¿+1) ®R X *É (X* ®R W¿ ®R X) © {X* ®R Vi+1 ®R X),
luego Ax ea triangular aditiva^

Por construcción, casi todo objeto de V.\ (d) es isomorfo a un objeto de FxF$ ("Hx),
pues son de la forma (FQFX (A/')) = ((Go ®o (O/m)) © e'R) ®s' Mf como <
T—módulos, así que aplicamos III.17.2

Sea FQFX {M') = M Por IV.37 hay una sucesión exacta corta (*)

ExtAx{M',M') -» ExtÁ{M,M) -» Extr{M,M)..

Como en el inciso anterior, de esta sucesión obtenernos que si M' S UepAx es
tal que M € Hi (d), entonces W € {iix)ü •

Veamos cual debe de ser el vector de e- dimensión de tal M' : sea e — dim (M') =
d!, y sea S' = O/m x e'R el anillo semisimple asociado,. Sea d = {dx,d^) donde
dx es el vector correspondiente a e, y d-¿ es el vector correspondiente a e', Para
d sea á_ = (^,^2) donde d\ se corresponde al orden O, y d¡ se corresponde a
fi'H

Tenemos que M = (F$FX (M')) ^ ((C?o ®o {O/m)) © e'i2) ®s' M' es isomorfo
como T—modulo a un elemento de Tíi (d), luego d2 = d ,̂ pues por fidelidad
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y plenitud CM — cM>- Recordemos que EndeTe(eM) = DM, mientras que poi
otro lado EndtTc (eM) SÉ {O/m), y ((7o ®o (O/m)) tiene cndolongitud 1. Por
lo tanto É¿J = 1.

Por III 43 y 10.44 FOFX ((Hx)ü (1 ,¿)) C Tí (d).

Sea M' e ( W ? ) ^ . ^ ) y Ai ^ (i^Fx(AÍ')). ^ <íuc e A Í contiene módulos
eTe—regulaies simples, y como la endolongitud de cualquiera de tales módulos
es lt tenemos que EndeTe (eM) ^ DM> ̂  Aw. luego ExteTe (eM, eM) es simple
como DM módulo, y por (*) eso implica que M € ft\ {d)

3. Sea M € H\ (d)., Piosigamos con la labor del inciso anterior suponiendo que
e (eM, eM) es DM -simple, pero que ahora

donde Zt es preyectivo inescindible Probemos que sólo hay una cantidad finita
de clases de isomoifía de preyectivos, que aparecen como sumandos1 directos
de eM, para todos los M € H\ (d),. Como en el inciso anterior tenemos los
isomorfismos de Endere (M) —módulos

ExteTe {eM, eM) s eZi^^eTe {eM, Zt)

Ext¿re (eM, eM) ^ eT=i^xteTe {Zt, eM)

así que Ext¿pe (eM, eM) simple implica que hay al menos un í0 tal que fit0 = 1..
Puesto que hay un monomorfismo de anillos inducido

DM -» EndeTe(eM)/rad(EndeTe(eM)) S x^End(fitZt)

se induce un monomorfisrao DM -+ End (t¿t0Ztü) Puesto que el anillo de
endomoifismos de un módulo preyectivo es e¿/?. o e¡Rt se sigue que cu S
max{dirn.í;(eiíí) ,dimA;(eji?)} . Poi lo tanto dim (M) está acotada, así que sólo
aparece una cantidad finita de clases de isomoifía de módulos preyectivos.

Sea X = (Zi © ... ® Zm)®e'R,, Por 111,38 X es 5-completo y S-triangular, así
que existe un bocs A* — (S,WX,6X) triangular, y un funtor fiel y pleno el cual
es composición de los funtores absorción y reducción FQFX '• RepA* --> RepA-

Por (*), si M' € (Hx) es tal que M = FOFX (M1), entonces M' e (Hx)0,.

Por IV.3S, para cada £, hay una sola isoclase en {HQ)^ {£). En 111.44 vimos
que las e—dimensiones de RepAx son enviadas linealmente en e-dimensiones

FALLA DE ORIGEN
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de RepA mediante una rnatiiz de números enteros,. Luego hay una cantidad
finita de e—dimensiones d' que van en d, así que sólo hay una cantidad finita
de isoclases en H\ (¿0 tales que su Ext¿ra (eM,eM) es D^-simple,

Denotemos poi H\ (d)~ a los objetos A Í 6 H i ( d ) tales que ExteTe (eMteM) =
0. Sean M,N € Hi{d)~, como e - dím (eM) = e - dim (eN), se sigue, poi
obseivación IV.2 y IV.33, que hay enteros c^, cM tales que cN (eM) = cM (eN),
es decir que aparecen las mismas clases de isomoiffa de inescindibles en sus
descomposiciones como eTe—módulos.

Sea X = U\Zi © iiiZ% © e'R, donde Ui es 1 si n» ^ 0 y cero en otro caso.
Por 111.38 este módulo es 5o—completo y 5o—triangular, así que existe un bocs
Ax = (5, Wx

t6
x) triangular y una composición de funtores absorción y re-

ducción FgFx : RepAx —» RepA fiel y pleno Por construcción, y IIL17.2, todo
elemento de H\ (d) es isomorfo a algún objeto de Im (F#Fx) ••

Sea W € RepA$, tal que F0FX [M') = U € U\ {£f • D e l a sucesión exacta
(*) tenemos que ExtAx (M1, M') es simple en EndAx (M1), es decir que M' G
(Hf) j . Recíprocamente, si N' e {H¡)1 entonces ExteTe {FoFx (N

1), FeFx (N'))
0, así que FffFjr (N') e ( W i r >

_^_dim (JW"') = ti'.Por III.43 y IIL44, todo objeto con e—dimensión d'
))va bajo FoFx en un objeto con e-dimensión d, luego FQFX {fá(f)i(íí)) Q

Wi (áT •
Sean N e Wx (d)^ y N' € RepA$ tal que FOFX (Nr) s iV. Sea e -- dim (JVQ =
cí". Como vimos antes c^ (eM) = CM (eJV)} es decir, que si eM = rt\Z\® n^Z?

y eAT = m,\Z\ © m222, entonces cNnq = cMmq. Luego ¿' = (&*-) d*, pero, una

vez más por III.44, eso sólo es posible si c = 1.

Observemos que para una e-dimensión d los ties casos presentados son ajenos;
en el primeio i — j (se corresponde con un lazo), el segundo tiene forma cuadrática
sobre T igual a cero y en el tercero la forma cuadrática es positiva,

S

Proposición 23. Sean A = (R, W, Ó) un bocs triangular aditivo pequeño y R ~
Ox x x OÍ x 5. Sea 0 = I ^ C W¿ C C W¿ = W0 ¡a filtración de grado ceio
asociada a la triangulaiidad.. Sea WQ un R- R—subbimódulo de e^W^ej tal que

8 ÍW¡jl)) = 0, y donde i, j > t. Sea T = TR(W^).. Sea d un vector dimensión tai
que (d)i j¿ 0 o (d)¿ ̂  0. Entonces existe un T-módulo X el cual es So-completo y
So-triangula* tal que:

Sea Ao — (5o, IVX, 6X) el bocs asociado y FQFX : RepAx -+ RepA la composi-
ción de los funtoies reducción y absorción. Ax es triangula! aditivo pequeño.
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Hay una, sola dimensión ¿ tal que FQFX {(%*)$ (<£)) cubre a fío (d).

Demostración: Sea e = 1 — (e¿ + e¿ — e¿e¿), como i,j > í, eiW¿ej es un S —
S-bimódulo. WQ también lo es, y resulta sumando directo de eiW^ej, por III 37
como 5 - 5—bimódulo, luego también es sumando directo como R — R—bimódulo.

Sea M e K o (d) Por IV.23 hay un epimoifismo de bimódulos r : ExtA (M, M) -+
Bxtr,R {M, M). Así que ExtT¡R (M, M) = 0, luego ExteTe,ii (eM, eM) = ExteTe (eM} eM)
0 Así que i ^ j,,

Sea N € Tío (d), como e- dtm (eM) = e - d i m (eN), poi IV.33, se sigue que hay
enteros a, b tales que a (eM) = b (eN), es decir que aparecen las mismas clases de
isomoiíía de inescindibles en sus descomposiciones como eTe~ módulos., Sea eTeX la-
suma de representantes de las clases de isomoifía que aparecen en eM, luego

¿reX © (®i=iOn) es un módulo SQ = Oí x ... xOtx 5'-triangular.
Por constiucción, para M' € RepAff se cumple que FgFx {M') € H sólo cuando

M' e W?.
Sea M € H y sea Af' € J?ep^4f tal que FeFx (M1) = M. Por IV.37 tenemos una

sucesión exacta corta

ExtAx{M',M') -> ExtA(M,M) -*

Luego ExtAx (M1, M'} = 0 si y sólo si JSxí^ (M, M) = 0, por lo que M' € (W?)0 .
Sea d = {dl)d^}, donde dx es el vector correspondiente a e, y d2 es el vector

correspondiente a l - e . Para £ sea rf = Gfi,^) ¡ donde fl^ se corresponde a e , y ^
se corresponde a S'.

Sean M,N€ Tío (d), iV' e (W?) (i') y M' € (Tíf) ((£") tales que FOFX (N1) Sí AT
y F A (M') s M. Claiamente &=*&= £[

Sea eyeX = Zi®Z-¿,. Como vimos antes hay enteros a, 6 tales que a (eM) =í 6 (eN),
es decir, que si eM — niZi ©712^2 y eJV = rrii^i ©1712^2, entonces an^ = 6mg. Luego
^ ' = <%̂ ? pero esto sólo es posible si c — 1

Teorema 24. Sea ^t = (R, W, 8) un bocs triangula! pequeño con íi una k-álgebra
minimed, semisimple y de k—dimensión finita Sea k perfecto y A no salvaje. En-
tonces, para cada vector de e—dimensión d con una cantidad infinita de isoclases de
inescindibles en Hi (A) (d), hay un bocs triangular ininknal B = (RB, W&, S¡s) y un
funtor F : RepB ~* RepA tal que:

1. RB = OX S, donde O es un orden asociado a un módulo generador,
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2. F es composición de ¡os íuntoies eliminación de idempotentes, icgulañzación y
la composición de absoi ción y reducción,

3. hay una e-dimensión ág = (1,0,... ,0) talqueF(Ho{B){dB)) cubiea7ii(A)(d).

Demostración: Sea l/i = 52"=i e¿ ^a descomposición de la unidad de H en
idempotentes primitivos centrales ortogonales. Para M € repA sea ETIÚA (M) =
DM®^o,d(EndwA(M)) como en IV.34.1 y sea cA/ = dun* (DM).

Los funtores de reducción son fieles y plenos, así que si F es un funtor de estos,

Procedamos a resolver el problema.
Paso 1: Si d tiene ceros, podemos aplicar eliminación de idempotentes cuantas

veces sea necesario hasta obtener1 una nueva e—dimensión sin ceros, digamos dx. Por
utilización sucesiva de V.18 obtenemos un funtor P\ : RepA' —* RepA, el cual es
composición de mntoies eliminación de idempotentes y tal que í \ (7i\ {A') (dx)) =
"Hi {A) (d).. Por III..3..5, pues es suficiente que la propiedad se cumpla en un sólo
objeto con e—dimensión ¿f, tenemos que Idilio = \\á\\o

Paso 2: De ser posible, aplicamos sucesivamente V.20.,1 obteniéndose un funtor
F2 : RepA" —* RepA', el cual es composición de funtores regularización y el cual
satisface que F2 (Wt {A") {d¡)) = Hi (A1) (d^ , Observemos, por IÍI.5, que para M' 6
Tii {A") (dx) se cumple la desigualdad estricta ||M"|¡0 < \\F2 (M") ||0, luego \d^0 <

114 lio»
Paso 3: Ahora tenemos que aplicar los funtoies absorción y reducción, Si el mó-

dulo triangular X es de dimensión finita, por V22..3 hay un bocs A$ = (¿>o, Wx
t6

x}
y una única e—dimensión d2 tal que FQFX ((W^), (A2Í) cubie a Ji\ ( d j . Por IH.,8.3
y 111.21 para M <=Hi (A*) (d^) se cumple la desigualdad estiicta |¡d2llo < iláillo-

Repetimos estos tres pasos tantas veces como sea posible, como la norma va
disminuyendo, esto ocurrirá un número finito de veces. Mediante este proceso no
es posible llegar a un bocs minimal, pues en un bocs minimal toda conflación es
equivalente a la trivial, es decii, el giupo de auto-extensiones es cero. Sea Bt —
(RttWttSt) el bocs en el que este proceso termina y sea Ft : RepBt ~» RepA el
funtor obtenido, y sea ¿̂  la única e-dimensión para la cual Ft (7ii (Bt) (dt)) cubre a

De manera que debe llegar el momento en que empleamos absorción y reducción
como en V.22.1-2. Sea 1^ = e + e', donde e es la suma de los idempotentes a
considerar. Sea Wt ~ e' (Wt)0 ef y en lugar de la norma cero consideramos a Hdjj^ <
ll^llo-

Al aplicar el funtor obtenemos un módulo generador Go, con anillo de endo-
morfismos O, un anillo fc—minimal R ~ O x e'Rt, un bocs B\ = (ñi,Wi,ái) y
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una única e—dimensión dr tal que FQFX ((>£*)„ (ci')) cubre a 7~¿i (d) Además, si

Wi = ¿{Wi)oé tenemos de HI.8.3 y 10.21 que \\d'\\Wi = ¡|dt|[^(.
Por comodidad denotemos en todos los bocses que aparecerán, cuyos anillos son

de la foima O x Sq con Sq somisimple, poi W al ií— /í-sub-bimódulo de (Wo)(; dado
por \sv{Wtí)(lls<,..

Paso 4: Si d' tiene ceros, podemos aplicar el funtor eliminación de idempotentes
cuantas veces sea necesaiio hasta obtener una nueva e-dimensión sin ceros, digamos
¿i. Por utilización sucesiva de V.18 obtenernos un funtor F{ : RepB2 —> RepB\, el cual
es composición de funtores eliminación de idempotentes y tal que F[ (Tío (#2) (ííi)) =
Tíg (Si) Ü), Poi III.3.5 tenemos que I ^ J ^ = y\\&.

Por III.4S, 111.49,111.50, III.51 y 111,52 ninguno de los bocses que aparecen pueden
ser salvajes.

Paso 5: Así que si O = Wg C W¿ C ... C W¿ = WQ es la filtración de grado
cero asociada a la triangulaiidad de fía, y se tiene que 6 (Wo

l) i= O, podemos aplicar
el funtor regulauzación como en V.2G.1 o en V.20-2, Observemos, por III,5, que
si empleamos V.20.1 disminuimos de manera estricta el valor de \dx ||^.. La variante.
V.20.,2 del funtor regularización sólo puede aplicarse de manera consecutiva un húmero
ñnito de veces, de hecho, si n es el número de idempotentes primitivos y r es el número
de submódulos de la filtración de grado cero, V.20.2 se puede utilizar a lo mas n2r
veces consecutivamente

Así que utilizamos regular ización tantas veces como sea posible, y como ya obser-
vamos esto es un número finito, obteniéndose uir funtor F^ : RepB$ —> RepB^, el cual
es composición de funtoies regulaiización y el cual satisface que F2 {HQ (#3) (dj)) —

Paso 6: Luego, si no hemos llegado a un bocs minimal, hemos de aplicar los
funtores absorción y reducción como en V.23 obteniéndose un bocs Bx y una única
dimensión </2 tal que FOFX ( ( W ? ) 0 ( É £ ) ) cubre a Ho (f£). Por III .8.3 y 111.21 H^H^ <

Ilífil!*-
Repitiendo estos pasos llegamos a un bocs Bn y un funtor Fq : RepBa —•> RepBj

tales que hay una única e—dimensión d^ para la cual Fq (Ho(Bn) (dQ) cubre a

t O C W W l
Si este bocs no es minimal, como no es salvaje podemos aplicar V.20.2 hasta que

obtenemos un bocs minimal B, un funtor F¡ ; RepB -•> RepBn y una dimensión ds

tal que Ft (Tío (B) (d8)) cubre a HQ [Bn) ((Q .,
Ahora bien, por construcción 7?s = O x 5,. Poi minimalidad Ho (B) está constituida

por una cantidad finita de objetos asociados a la parte semisimple, y casi todos
al orden O. Luego casi todos tienen e-dimensión (1,0, ..,,,0), por lo que podemos
considerar dB = (1,0, , 0) .

La composición FtFqF¡ : RepB —• RepA satisface los incisos finales del enunciado.
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Definición 25. Se&A = (R,Wt6) un bocs. UnA(Á}-O-bimóduloMsexállamado
p&iametrizadoi sobre una subcategoría U de O — Mod, si el funtoi M ®Q - : U —*
repA preserva inescindibles y dones de isomoiiía, y si M como O—módulo es libre
finitamente generado. A ¡a imagen de dicho funtoi la, denotaremos por Q¿,. A una
familia Q que sea cubierta poi Qj^ la llamaremos pai-ameti izada por U mediante M.

En lo siguiente ti será la familia. Tí (O — Mod), así que sólo utilizaremos la expre-
sión "Q. es parametrizada por M".,

Corolario 26. Sea A = (R, W, 6) un bocs triangulen pequeño, con R una k—álgebra
mi-nimal, semisímple y de k—dimensión finita. Sea k peifecto yA no salvaje. Si ¡a
familia H\ (A) (d) tiene infinitas isoclases entonces está parametrizada por un A (A) ~
O—bimódulo M, donde O es una localización de un orden asociado a un módulo
generador.

Demostración: Sea B = (fig, WB, 8B) el bocs y F : RepB ~> RepA el funtoi del
teorema anterior.

Es claio que paia dB = (1,0, ,0) la familia Tío (B) (d,s) es parametrizada por O,
el cual es una localización de un orden asociado a un módulo generador.

Imitemos las argumentaciones de III.48 a III..52:

Sea F' : RepA' —> RepA el funtoi eliminación de idempotentes o regulariaación y
sea Q una subcategoiía de repA' parametrizada poi un A (A') — O—bimódulo M.

Sea r): T¡t (W) —* TR> (W) el epimorfismo correspondiente, el cual es un moifismo
de bocses

Sea el ií-morfismo 0' : A (A') <S>n> M -* M la estructura de A (A') -módulo de
M, y el ñ-morfismo 9 : A (A) <8>R M —» M la A (A) —estructura inducida por r¡
Ahora bien, si Y e "H (O ~~ Mod), entonces la A (A1) -estructura de Ai ®o V está
dada por & % Idy. Luego la A (A) —estructura inducida por rj es #i = 9 ® Idy, es
decir, F' {M ®OY) = FI (M) ®o Y.

Si / = (Z0 ,/1) : M -» N es un moifismo en RepA' entonces Fr{(f,f1)) =
(/°> / 1 T / ) • Luego, si g : Y —> Y' es un moifismo en Ti (O — Mod) tenemos que

F' {IdM ® g, 0) = (rdF>(M) ® g, 0)
Concluimos que hay un A(A)~-O-bimódulo T^1'(M), y que el funtoi i7" (M)®o- •

7i{0 — Mod) -* repA es naturalmente isomoifo a F' (M ®o _), y puesto que F' es
fiel y pleno, tenernos que F' (M ®o -) preserva inescindibles y clases de isomoiiía.
Luego la familia F' (Q) es parametriaada por F* (M), el cual por la derecha tiene la
misma estructura que M,.

Ahora sea FoFx : RepA* ~+ RepA la composición de los funtores absorción y
reducción.
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Sea Q una subcategoría de repA parametrizada por un A (Ax) — O—bimódulo
M.

Sea {XÍ,\Í,Í 6 / } una base dual de X$. Sea N un objeto en HepAx y * :
A (Ax)®sN -*• NsuA (Ax) -estructura, Tenemos por III.15.1 que la A (Ai) —estiuctura
de Fx {N) está dada poi

a • (x ® n) = £

para a e A (Ai). Así que la A (A\) —estiuctura de Fx (M) ®o Y está dada por

a - (x <8>m) ® y = (Yl^i ® QA(fs (a) *m)®y

y la A (Ai) —estiuctura de Fx (M ®Q Y) está dada por

a • (x <g> (m ® y)) = J ] ^ <g> aAilK (a) * (m ® í/) = ( £ xt ® aAi,x («) * m)

por lo que F x (M ®o K) ^ Fj: (M) ®o Y,
Si p : Y —* Y' es un mor&mo en £ tenemos poi III. 15.2 y III. 15.3 que

Fx ((IdM ® p, 0)) = (Idx © /djtf ® g, 0) = (WX®A/ ® ff, 0) •

Se sigue que Fx (M) ®¿> _ es naturalmente isomorfo a Fx (M ®¿> _) f y puesto que
Fx es fiel y pleno, tenemos que Fx (M ®Q -) preserva inescindibles y clases de isomor-
fía. Como MQ y X$ son finitamente generados tenemos que Fx (M)o es finitamente
generado, así que localizamos adecuadamente a O, lo que denotamos por O (a), para
que Fx (^)ota) además sea libre. Luego Fx (Q) es parametiiaada por Fx (M)0,a-..
Como U es una equivalencia UFx (Q) es paiametrizada por FQFX (AÍ)O(«> -

Las argumentaciones anteiiores, y el que F (¿HQ (B) (dB)) cubie a Hi (A) (d) pei-
miten afirmar que hay una localización O^y y un A (A) — O^— bimódulo M que
parametrizan a H\ (A) (d)..



157

Capítulo VI
El bocs de Drozd.

Sea A una ¿-álgebra básica, con k un campo perfecto. Bu este capítulo consid-
eramos la categoría de representaciones del bocs de Drozd D(A) de A. Veremos que
si D(A) es salvaje entonces A es salvaje, y si A no es salvaje parametrizaiemos una
familia especial de módulos.

VI. 1 El bocs de Drozd para A.

Proposición 1. Sea HX un módulo S-admisible. Sea T = {R(X,X))OP = S@B
Hay un bocs asociado: el bocs de Diozd V (X) = (T, WQ ®W\,S) donde

s ° \ W ~ ( ° °\ W - ( B* °
0 S ) ' °^\B* 0 J ' l ~ \ 0 B4

WQ y W\ son T — T— bimódulos a través del producto usual de matrices. Para
7 € B* y fi (7) = Yli 7i ®s l\ definimos

6(T) = 0
^ / 0 0 \ \ ^ / / 0 0 \ | ^ 0 0 \ \ „ / / O 0 \ / 7 J 0

7 0j)~ ^V^O TÍ / T\7l O J J ^ f lW¿ ° i \ ° °
7 o ^ ^ _ v . f{7¡ tn {n o

r / / 0 0 \ \ ^ / / 0 0 \ / 0 0
VV° T J J = ^ [ \ O 7 Í J 1,0 7J

7 extendemos 6 a tiavés c/e Ja legla de Leibnitz, lo que es posible por proposición
11.6 (o equivalentemente por medio de la fórmula de la observación II.i) a TT(WQ

Demostración: Poi definición ¿1 restringida a T, WQ y W* es un morfismo de
T — T-bímódulos de grado 1, al extender mediante la regla de Leibnitz nos queda
un morfismo T — T—bimódulos de grado 1. Sólo resta veiificaí que Ó2 = 0.

Por medio de la descomposición canónica del 1 de T en idempotentes centrales
ortogonales) que denotaremos por 1 = d + e%, podemos describir matricíalmente a
los T — T—bimódulos, por ejemplo sea M un T — T-bimódulo, luego
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donde cada e¿Me.¿ es un S — S—bimódulo y la estructura de T — T-bimódulo está
dada por el producto matricial. Más aún, podemos representar un producto tensorial
por

(e2Mei ®s eiNei) © (e2Me2 ®s e2A^ei) (e2Mei ®s eiiVe2) © (e2Aíe2 <g>s e2Ne2) )

En efecto, se tiene un isomorfiamo de espacios vectoriales

M ®T JV = {e^etMej) ®T (®k,tekNet)

inducido poi la función T—balanceada

y la multiplicación por elementos de T es compatible con la notación matiicial.
Esto aplicado a W¡ nos da

más aún, se tiene que

por lo que de la coasociatividad de /¿ (ver corolario 1.12) se sigue la coasociatívidad
de 6 en Wi, y como muestra la observación II. 1, esto implica que ¿2 (V^i) = 0.

Con el siguiente cálculo, donde 7 6 B*, ¿Í (7) = £ \ 7J ®5 7?, /x (7?) = ^ ^ 7¿j ®s

7Í,f Y P (7?) = E i TÍÍ ®5 7Í ' . vemos que ó2 (Wo) = 0 :
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por lo que utilizando la representación matricíal y la coasodatividad de y, vemos
que la cuenta anterior es ceio.

•
Estudiemos a RepV (X).

Proposición 2. Sea V {X) = (T, WQ © W\, S) el bocs de Diozd asociado al módulo
RX el cuai es S—admisible. Entonces:

1. A~A(V (X)) = I „„ c ] , por lo que podemos consideiai a los objetos de
\ ü * /

RepV {X) como temas H = {Hx, Hy> $) donde HX) Hy son S-módulo$ izquier-
dos, y&€s (£* ®s HXÍ Hy) (ver ¡ARS] III.2 ) .
Recordemos que un moiñsmo f : H ~* H'en RepV (X) es UQ par (f°, f 1 ) , donde
f €T (//, H') yf'e HvmA-A (A ®T Wi ®r A, Hvmk (//, H')) t sujetos a las
condiciono^ de lti definición IÍ.8. En cuto contexto his condiciones so enuncian
como sigue:
Para toda 7 € B* y hx € Hx se cumple que
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2., Denotemos por (/°, /°) a Ja imagen cíe./° bajo Ja composición

r (tf, H') ^s (#„ l£) x s (fftf, j-Q S S (5 ' ® Hx> iQ xs(S*® Hy, H'y).

Así, si TT

hy € Hy,
S es la pioyección canónica, y h = hx + hyy con hx £ Hx y

Ahoia, denotemos por (/¿, /¿) a la imagen de f1 bajo la composición

HomA.A (A ®T Wi ®T A, (H, H')k) * Horr^.-r (Wu (H, H') J

r H, H')

^ (S- ® s H9, H'x) xs (B* ®s Hy, H'y)

Así, si 7 l t 72 € B* y /i = hx + hy, con hx 6 Hx y hy € HJ (

= / Í (7i ® /»-) + f¡ (72

3. Ya que T* = S* (& B*, podemos extender a los morñsmo anteriores para deñnir
U £s (T*®sHx,H'x) como (J¡J¡) y h ¿s (r*®sHy,H'y) como (fí,f¡).
Además extendemos a $ y $' a Jas funciones <E>0 €s (F* ©5 Hx,Hy) y &0 es
(r* <2>s ¿C, H^) respectivamente, las cuales en S* ®s Hx valen cero

Entonces, el siguiente diagrama conmuta en Tens^s-Mcd)^* (por S~admisibilidad
de X y por 118 2 Tensas-Mud)?* es una categoría)

H ~-» H

U i h }

Demostración: Por 112 tenemos comultiplicaciones ¡x0 : F* —*• T* g>$ V* y
l¿ : B* -> B* ®s B* • Teniendo en mente que V* = (5 © B, 5 ) s ^ (5, S ) s © B* ^
S © fi*, por simplificar la notación, a menudo supondiemos que dichos sumandos
están contenidos en V*.

Observemos que

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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'**) = 0 = /b (/ © *0) (7 © TTS ® hx)

para cualquier 7 en F*3 por lo que, siguiendo las fórmulas de 114 obtenemos

<í>ó (/ © fa) {¡¿o ® / ) (irs © ft*) = <K (/ ® /a) (*rj © 7T5 © />*) = 0
A {i ® *o) (/¿o ® J ) ( ^ ® '**) - A U ® *o) C ŝ ® Ts © M = 0

Ahoia un cálculo auxiliar, donde h € H> exh = hx £ exH = Hx, e2/i = hy

o o
0 7l

?

0 0
7Í 0

En Hy lo anterioi es igual a

E i A1 H ® *o (7? ® h»)] - E i * i (7} ® SI (7f © A»))
= E i A1 W ® *o)) E7,1 ® 7? ® A»] - E* * i ( w ® A1) (7Í © 7^
= f¡ {Id ® 4>o) (M © /d) (7 © ft*) - *!> {Id © A1) (/* © ^ ) (7 ©

Entonces la identidad

donde /t̂  € //^ y 7 € B*, se cumple si y sólo se cumplen las identidades

0 = -<

© ^ ) + A1 ( ' ® *o) (/i ® /) (7 ® ^ )
+A (/ © $0) (7 © TS © h*)
- * [ , (/ © /«) (7 ® 1TS © K, + TTfí ® 7 ® /l» + 0¿ © /) (7 © ha,))
4-A (/ ® *o) (írs ® 7 © ^ + {fi © /) (7 © M + 7 ® TS ® hx).
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Por 1,14, esta expresión es igual a

-í>; (/ ® /«) (/io ® /) (7 ® M + A (/ ® <I>o) 0¿() ® /) (7 ® A*)

lo que, por definición 1.17.3 es la composición en Tensas-Mod)^*- Es decir

o) (7 ® M - 0,,

Esto significa que tenemos el siguiente diagrama conmutativo en

fo I
Hy

•

Definición 3. Sea C una categoría, definimos Morph (C) de la siguiente manera:

1. Los objetos son los morñsmos f : Y •-+ Z en C\

2. Los morñsmos de f ; Y\ -~» Y% en f : Y{ —* Y¿ son parejas [g\, g-¿) de morñsmos
en C, Qi : Y¡ --* Y¡ para i = 1,2, tales que el diagrama

Si i 91 i

y' J' y'

conmuta,

Proposición 4. Sea RX un módulo S-admisible Sea T = (R(X,X))op = S ® B.
Sea V (X) = (Ty WQ © W\, 6) el bocs de Drozd asociado. Hay un funtor fiel y pleno

G : RepV (X) ~» Morph (TensiS-Mod>r*)
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dado por G [H) = (Hx, Hy, * 0 ) y G (/) = (/a, A) (como en VI2).
Mes aún G es un isomorñsmo entre RepV (X) e Ira G La imagen de G es la

subcategorfa plena de Morph (Tens^s-Mod)^*) constituida por aquellas ternas en
que $ [S* ® Hx) - 0.,

Demostración: La proposición VI.2 prueba que G está bien definido. Sean
C/0,/1) : H -* H' y {(f.g1) : H' -* i/" morfismos en RepV{X) Por definición,

°

( ( ) M C ) )
para 7 € 5* y ¿¿ (7) = X)i 7? ®s 7?-
Queremos ver que G preserva la composición gf, es decir que:

(9a ® fat9b ® Jb) =

Siguiendo la notación de VI.2 y 1.14 tenemos que

(gf)a (*s ® /»,) = (ff/)í (i ® /»*) = (Í / /)° (fc.) = a° (/° (A«)) = sí
= £ía fcs ® /a (TT5 ® hx)) = ga (Id ® /«) (/IQ ® Jd) (TCS ® ^ ) = (flo ®
De la misma maneía se verifica que (gf)b (ns ® hy) = (gb ® fb) (ns
Por otra parte, se tiene que

a) ( E i 7i ® 7?
fa) (HQ ® /d) (7 ® h^) = (//«© /„) (7 ® hx).

( ( ) )
= / [/¿ (7 ® A-)] + gl [7 ® ,/° (A.)] + Ei 9l [7Í ® / i (7? ® A»)]
= SÍ [TS ® /¿ (7 ® A»)] + ¿ [7 ® /? ( ^ ® A»)] + E i SÍ W ® / i (7? ® A»))
= 5o (/d ® /a) (7TS ® 7 ® A») + 0a (/d ® /«) (7 ® 7TS ® A*)
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De la misma manera se verifica que (gj)h (7 <g> hx) = (<ji, © /(,) (7 <g> hx).

Por lo que tenemos un funtor G : Rttp'D (X) —> Morph {Tens^s-Moá)?*) • En
efecto, hemos demostrado que G píese*va composiciones, y puesto que por construc-
ción es fiel y pleno, eso implica que las identidades van en identidades,,

•

Lema 5. Sea RX un módulo S—admisible con S semisimple y RX finitamente gen-
erado. Sea T = (Enea (X))^. Para cada, par H, H' enS — Mod hay un isomorñsmo
natural de bimódulos

$ :s ( P ® H, H1) ^R (X ®s H, X ®s H1),

el cual induce una equivalencia, do catcgoifaa

G': Morph (Tens($~Mod)F*) - + Morph {Induces-Mod)X)

dada por

Demostración: Por 1.21.1 S — Mod es X—reducible, es decir que existe un
isomorfismo natural de bimódulos 1' :s ( r * ® H , i / ' ) —*R (X<8>s H,X<8>sH) que
induce una equivalencia de categorías ^ : Tens^-Mod)?* —> InduC(s-Mod)X.

Es inmediato que el funtoi \I> induce una equivalencia G' como en el enunciado.

Definición 6. Dhemos que un anillo R es iadica,l-escindible si R — S®rod (R) como
S — S—bimódulos para alguna subálgebia semisimple S de R.

Corolario 7. Sea RX un módulo de k-dimensión finita. Sea T = (ñ(XlX))op y
sea F = S © N la descomposición provista por 111.38, Sea # :s (f* ®$ H, H') —>n
{X ®s H> X ®s # ' ) como en el lema anterior. Entonces hay un funtor ñel y pleno

F = G'G : RepV (X) -» Morph (lnduc{S-Mod)X) ..

Además, un objeto (X ®$ Hx, X @s Hy,<f>) está en la imagen de F si y sólo si
<f> e f i (X ®s HXJ X ®s Hy) es Ja imagen bajo * cíe algún <& € 5 (TV* ® 5 Hx, Hv).

Entonces, dada una base dual fínita {pj,jj \ j 6 J } de Ns, tenemos, para hx G Hx

yx € X, que:

4>{x® hx) = Ylj Pj (*) ® * (7i ® hx) .
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Demostración: La última fórmula aparece como consecuencia de IIL15..2.

•
Definición 8. 1. Sea A: un campo peifccto y A unak—álgebra de dimensión finita.

Por el teorema 111,38, &X =A A e s un módulo S~completo y S~ triangular,
donde

con N = radV-, Llamaremos a &X el A—módulo (completo tii&ngul&i) regular,
el cual tiene un bocs de Drozd V\ = V (X) asociado

2,, Sea P' (A) la subcategoría plena de A—Mod foimada por los A—módulos proyec-
tivos.

3. SeaP(A) la subcategoría, plena, de A - mod formada por los A-módulos proyec-
tivos de k- dimensión finita.

4. Sea P{ (A) la, subcategoría plena de Morph (P' (A)) formada por los moifismos
<f>: P —• Q tales que (f> (P) C radQ.

5. Sea Pi (A) la subcategoria plena de Morph (P (A)) formada por los moifismos
4>: P —* Q tales que (p (P) C radQ,.

Teorema 9. Si A; es un campo perfecto y A es una h—álgebra de dimensión finita,
hay una equivalencia de categorías

repVA -» P1 (A),

donde T>\ es el bocs de Drozd del A-módulo regular

Demostración: Como en el teorema III 38, tenemos que

A « r = (EndA {X))op =S®N,

donde N = radT, El isomoifismo envia cada A € A en i¿x : A —+ A, donde
;xA(a:) — xX. En consecuencia, si 7 = /¿A e radT, es decii, si A € radA, entonces
I1117 = AA C AradA = radA.

Veamos que cualquier objeto de P{A) se puede escribir como X ®s H donde
H € S — mod -. Si 1 = &i + ,.... + en es la descomposición del 1 de A en idempotentes
primitivos ortogonales, y denotamos poi é¿ a la imagen de e* en A/iadA, entonces

Aé¿ = (A®sS)éi = A ®s Se% así que ©ie/Aéi a* É0j€/ (A ®s S)éi S A <8>s

(BieiSéi). Se sigue que P\ (A) C Morph (Inducs~tiíOdX).
Por corolario VI.,7 se sigue que F : repD (X) —* P\ (A) es una equivalencia de

categorías
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Proposición 10* Sea RX un módulo de ¡¿-dimensión fínita y sea k perfecto. Por
111.38 hay una descomposición V - {End,t {X))"p = S®N, con N = radV, y X en
S—completo y S— ti ¡angular. Entonces el bocs de Di ozd asociado V (X) es triangular
aditivo.

Demostración: Consideremos la filtración {0} = rad?lJrlY C ratfT C ... C
radV. = N. Puesto que 5 es semisimple y de dimensión finita, por III.37 hay S —
5-bimódulos Ni tales que Nn = Nn, N* = Ni+l © Ni. Los Nt son proyectivos y £,g.
como 5-módulos derechos, además NnN - NNn - 0 y NÍN+NNÍ C JVn©—©^V(i+i),
luego, por 111.28, tenemos que p(N¿) = 0 y que /t(iV;) C (N¡ + . . . + N^) <8>s
(iVf + ... + A£.i) ., Recordemos que

s o \ „, í o o \ „, / ÍV* o
TV*

asf que tenemos nuevas filtraciones

Recordemos que 6 está dada por 6 (T) = 0 y

o ^ ^ / Y o o \ „ /-Y? o

7 0 ^ _ ^ ^ 7 i o > ^ ( ü 0

0 0

O 1 | / ^ rt I J ^ " / • , J I I rt rt I t j í / ¡ /-! . rt

á l ' 0

donde ^(7) - X ) Í 7 Í ® S 7 ? » luego 6 ( ( ^ Q J J = 0, 6 í í Q * ^ ) ) == 0,
así que

' o o ^ ^ / ^ o o

o
O | | ^^ u f a rt I J . ^ I 1 ^ ^^ A r w J XJ* I I m ¡ tr* n

,_- lN¡ 0

y
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De esto se sigue la triangnlaiidad aditiva de

VI.2 De DA en A.

Sea A una k~ álgebra básica de dimensión finita, A: un campo perfecto y VA

el bocs asociado a A. Sean P j , . .., PT un conjunto completo de representantes de las
clases de isomorfismos de los pioyectivos inescindibles de A con A = P\ © .... tB P7.

Deñnición 11. Sea M £ modk un A-módulo no pioyectivo Por <p(M) se denotará
a Ja presentación proyectiva minimalt la cual está en Pi(A).. Por 0 (M) denot&iemos
al objeto de repT>\ al cual equivale. Si

ip{M) = Px (M) -> PQ (M) -*M~*0 = UUirrnPi -* U ¿ = i ^ -* Af -> 0
definimos

= (mi, ,mnnj, •• - - ,n7)

Observación VI.1: Por ser k un campo perfecto, del teoiema de Weddeibum-
Malcev tenemos que

{EndA (Pi, Pi))
op 2¿Di® rad ((EndA {Pit

como Di — Di-bimódulos, con Di un anillo de división Sea 5¿ = Pi/rad(Pi)
De la sucesión exacta

0 - A (Pi,rod(P¡)) -> EndA (Pit P¿) -* EndA (P¡,Si) -* 0

y de que rad{End\ (P¿, P¿)) =A (P^rad(P¿)) se sigue que
A » (A (PÍ, 5,))^ S (EndA {Si))19,. Luego dim* (A) = dim* (Bnd¿ (Si)).
Como ¿?.¡ es un módulo simple tenemos que dim^ (EndA (iS¡)) = dimjt (Si) .
Sea d = dimfc (£>i) = dimfc (£?ndA (-S¡)) = d m i * (^0 •
Luego, si dim!^(M) = (mi, • • -,m7)ni,-• • •• ^ r ) , entonces de la constiucción de la

equivalencia entie repDA y Pi(A) se sigue que

dimftiM) = [ciTUx,-- •1crrriT.,Cini,"',cInI.).
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Observación VI.2: Sea M € modA un módulo ineacindíble, y sea DM —
(M) /Vtwi {EndA (M)).. Puesto que £>jw actúa en íopAí, y Z>jy es un anillo de di-

visión, tenemos que si c^ — dimfc(DM) ydim/j(A/) — (cimi,--- ,c,.pmr,Cini,*--,crnr))

entonces Í:AÍ divido a í̂ n* para i € {1,. -,'•"}
Por otra paito leñemos que />mv{jv/) = DM, y <iue por IV.1.11 de [ARS] aocDtr (M)

Uí"=imt (•f>i/ ' '^/ )i), es decir que Dprr(M) actúa en socDtr (M) y que poi ello CM di-
vide a Citrii paia ¿ e {1, ,.,r} „ Esto nos peimite introducir el siguiente concepto.

Definición 12. Sea M e modA un módulo inescindible. Si
d\m<p(M) = (mi,-- >mT,n\,*•• ••,«,), defíuimos el vector de M de cooidenadas

como

« " dJm(M) — ~

donde tv = dimfc {EndA (M) /rad {End\ {M))) y Cj == dimfc (Pi/rad (P¿)).

Recoidemos que en ¡ep'D\ hay una función </pA (vei 11.12), y que si M' G r
por IV.22

(^A (M') = dimfc (£n^ A (M>)) - dim, (^ íp A (M1, M')).

Definición 13. Sean M,N € modA. Definimos

S(M,N) - dimhHomA{N, DtrM) ~ dimkHamA(topM,$ocDtrN).

Proposición 14. Sea M 6 modA, Entonces

, M).

Demostración: Sean PQ(M) = I I ^ ^ P Í , A (Ai) = ULi'm¿-P¡> t a l e s

<p(M) - Pi(M) -* P0(M) -* M -* 0.
Denotemos (MtZ) = dim,kHorn^M, Z), poi 4.3 de [ARS] tenemos

<M,Z) - (ZtDtrM) = {Pü{M)tZ) -

De la sucesión exacta Ü —> 0 2 —> Po (2) —* 2 —* 0 se tiene

lo cual implica,
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(Pi(M),£12) - {PiiM),PQ(Z)} + (F^M),Z) = 0 .

De manera simular, es exacta

0 -* Ü2Z -+ Pj. (Z) -+ £3Z — 0,

y esto implica,

, (Z)) + {PdM),ÜZ) = 0.

De la piueba de 13 [B] ae obtiene que:

dimk(HomPl(A)(<p(M) ,<p(M))) = {M,N)

Tenemos las identidades:

{Pi(M)t P0(M)) = dimfc {radHomtPi (M), Po (M)) +
{Po{M), P0(M)) = dirn* {radHamAP0 (M), Po (Ai)) +
(Pi(M), A (M)} = dim* (radHorn^ (M), A (M)) +

Por otra parte

= dimfc (T (/? (Af), ^ (M))) - dimfe (T (Wo ® T /? (M) ,

( íy 1 ® T / ? (M) ) ^C^)) )

(y? (Af),, /3 (M)J) + dimfc ( s (/? (M)o , /3 (Aí)o))
áimk

, Po(M))
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+dimkradHcymA{P1(M), PxiM)) + dimkradBomh{P^{M), PQ{M))

(PO{M),PÜ{M)} - dimílradHom/i{Pi{M)1P<i{M))
(Po(M),Po(M)) - {P,(M),P0(Af)) +£;»iroi"iCí

Por IV.1.11 de [ARS] socDtrM £ Ur
i=1mi {Pi/radPi), de esto se sigue que

Í — {topM',socDtrM), por lo que

dim* {
= {M,M)

+ {PQ{M),PQ(M)) - (P^M^PoiM)) + (topM,socDtrM))

= (M,M) + (Pl(M)íP0{M)} ~ (topM,socDtrM)

= (M, M) + (Pi(M), P 0 (M))- (ÍOÍJM,socDtrM)- ({Pi(M),Í)M) + (P0(M),M))

= <AÍ, M) - (P0(M), M) -l- <Pi(M), M) - (t&pM, socDtrM)

- (M,DtrM) - {tapM, socDtrM).,

m
Corolario 15. Sea M emodA. Entonces dimk(Extvñ (/?(M) ,p{M))) ^8{M,M)..

Demostración: Basta recordar que repV\ y P\ (A) son equivalentes, así que

Lema 16- Sí A es una k~álgebra, de dimensión ñnita, entonces P\ (A) en una. cate-
goría de Knül-SchiñídL El funtor conúcleo

cok : Pi (A) —* A — mod

tiene Jas siguientes propiedades:

1. cok és denso.

2. cok es pleno y refíeja, isomoiñsmos.

3- cok conserva inescindíbles que no son de la forma P —* 0, con P pioyectivo,
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Demostración: Corno rept>A = Pi (A). por 11.27, Px (A) es una categoría de
Krull-Schmidt.

Puesto que todo M 6 A — mod tiene cubieita proyectiva ([ARS]) cok es denso.
El segundo inciso se obtiene de las propiedades de las presentaciones pioyectivas.

Sea x = P --> Q, con Q =¿ 0, un inescindible de PifA), por lo que cok (x) ^ 0,
Como x es inescindible el anillo Endp^) (x) es local, es decir que todo endomorfismo
de x es isomorfismo o nilpotente. Sea

cok : Endy^A) (x) —> EndA (cok (re)),

el epimorfismo de anillos canónico. Sean g 6 Homp^) (x,x) y cok(g) = / , es
claro que / es o un isoraoifismo o un morfismo nilpotente, luego, si / es idempotente
y no es isomoifismo / = 0

•

Lema 17. Sean F : repD^ -* P t (A), la equivalencia, do categorías construida en
VI.9, y sean cok : P\ (A) ~+ A - mod y Cok : P[ (A) —* A - Mod los funtores
conúcleo., Sean Q una k—álgebra y M un A (X>A) — Q-bimódulo. Sean 4> = F (M) y
Mo = Cok {<f>).

Entonces el fnntor MQ ®Q _ es naturalmente isomoifo a Ja composición

Q B F cok

Q - mod -*• A (V&) - mod -^ repVA -* P, (A) -^ A - mod

Demostración: Como en VI.2 M tiene asociados los S — Q-bimódulos Mx, My

y un S-üomomoifismo $ ; N* ®s Mx —> My.. Sea

(X ®s Mx,X®sMVi4>-.X®sM,J;^X ®s My)

la imagen de {MXiMyi$) bajo el funtor F de VI.7. Por el mismo coroíaiio, si
ppj | 7 £ J ) es una base dual finita de N, entonces 4>{x®m3:) =

j
Sea y un Q—módulo, no es difícil verificar que la teína asociada a M 0Q Y es
(Ai* ®Q y, My <8>Q Y, (í> ® /ti) Así que si

(X ® s Mx ®Q Y, X ® s My ®Q Y,<f>' :X®SM:L®QY -> X ® s Mw ®Q K)
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es la imagen de bajo el funtor F de VI 7, poi fórmula de VI.7,

{x ® mx ® y) = X)i

Así que tenemos ísomorfismos de A—módulos

nQíd

I <>' I T T ' i
x ®5 M* ®Í? y -» x ® s My ®Q y -» cofc (0')..

Sea g : Y —> Z un Q—morfismo. Tenemos los diagramas conmutativos

f, ®Q Y -* X «a Mj, ®0 y -+ CoA (0) ®Q Y

My ®Q Z -* Cofc

X®SMX®QZ -+ X ^ s M ^ p Z -* cok{4>'z).

Por (*) tenemos que los dos diagramas son isomorfos, luego el funtor MQ ®Q „ es
naturalmente isomoifo a coA; (FE (M ®^ _)).

Proposición 18. (V.9 [Z]) Sea W \m k{x,y) -bimódulo, tal que M' ~ k (x,y)
k (x, y) © k {#, y) como módulo deredio y

( o u{^> o \ / o o o \
TM'{x)= 0 0 lk{x,y} ,TM,{y)= \ x 0 0 .

\o o o / Vo y °J
El funtor G' = M' <8>k(x,y} - : S - » S satisface que

1., Si Y = G' (X), entonces Y no es un módulo simple;
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2, C conserva inescindibles;

3. G' refleja, isomorfísmos..

Proposición 19. Si el bocs 2>A es salvaje, entonces A es salvaje.

Demostración: Supongamos que VA es un bocs salvaje, entonces existe un
•<4 (£>A) - k ix> y) -bimódulo M, finitamente generado como k {x, y) -módulo, tal que
el funtor H = M ®k(x,y) - : £ —» RepV& preserva inescindibles y clases de isomoiffa.

Sea G : £ -+ S el funtor definido en la proposición anterior, y sea G = HG :
£ —* RepVh la composición de ambos. Por VI.18 G preserva inescindibles y clases
de isomorfía,

Sea F : repT>& —* Px (A) la equivalencia de categorías de VI.9.
Veamos que ocurre con la composición

C : £ £ E ^ repV{k) •£ Pl (A) ^ modk.

1. Es claro que FHG' = FG conserva inescindibles, y que en su imagen no hay
objetos simples, luego, por Vi. 16.3 C preserva inescindibles.

2. Por VL16.2 cok refleja isomorfismos, luego C refleja isomorfísmos.

Por' VÍ.17 esto prueba que A es salvaje.
•

Definición 20. Sea. M un A — O—bimódulo. Sea U una subcategorfa. plenet de A —
mod . Diremos que U es paxametrízada poi M, si e¡ funtor M®o-'-O — rnod —* repA
preserva inescindíhles y clases de isomorfía, M como O—módulo es libre finitamente
geneiado y casi toda clase de isomorfía de V está en Im (M ®o -)..

Teorema 21. Si A no es salvaje, y la familia U¿ de A—módulos L toles que

6(1,1) = dimfc (EndA(L)/rad(EndA(L))) vn- dím(L) = d.

tiene infinitas isocíases, entonces es parametrizada por un A — 0(7j - bimódulo,
donde O es un dominio asociado a un A—módulo genérico.
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Demostración: Sea ip{L) es la presentación pioyectiva minimal y /? (L) el ele-
mento de £>A al que equivale Sea

DL = HomVA (p (L), 0 (L)) /rad (Ham^ {fi (L), (3 (L)))

lo que es isomorfo, vía eí funtor de VI.,7, a

HomPlW {tp (L), tp (L)) /rad (HomPlW (<p (L), ip (L)))

y sea cL = dimi (DL) „
Por otia parte también tenemos que

á\mk(H(mplW{<p(L)tip(L))/rad(H<miPlW(<p{L),tp(L))))
dimjt {BndA {L) /rad (EndA (L))).

Por VI.15 dimk (ExtvA(/3(L)t0{L))) = S(L,L), así que si L € Uá, entonces

Por V26 Hi (Á)(d) es parametiizada por un A(T>\) — 0$)—bimódulo M. Sea
(X <g>s My/X ®s Mx) el A—O^— bimódulo de VI17, el cual es finitamente generado
como O^)—módulo. Localizando una vez más obtenemos un A—0<7>- bimódulo libre
y finitamente generado tal que pararnetiiEa a U¿-



175

Bibliografía

[ARS] M,, Auslander, I. Reiten, S. Smalo, "Representation Theory of Artin Alge-
bras'*, Cambiidge Univ. Press, Cambridge, 1995.

\B] J. Boza. "Algoritmos de i educción en la teoiía de representaciones de coalge-
bras", Tesis de Doctoiado, Facultad de Ciencias UNAM, México, 1996

[BBP] R.. Bautista, J, Boza, E. Péiez, "Reduction Functors and Exact Structures
for Boxes", enviado a Boletín de la Sociedad Matemática Mexicana

[BZ] RBautista, R Zuazua. "Morita equivalence and reduction algorithms foi
repiesentations of coalgebias", Canadian Math. Soc, Coníeience Proc, Vol 18, 1996

[CB1] W.W. Crawley-Boevey. "On tame algebras and boeses", Pioc, London
Math.. Soc. 3(56), 1988

[CB2] W.,W,. Crawley-Boevey, "Regular Modules foi Tame Heieditaiy Algebias",
Proc. London Math,. Soc. 1989..

[CB3] WW. Crawley-Boevey. "Tarae Algebras and Generic Modules", Proc.
London Math. Saciety, Vol. 63, 1989, (241-265).

[CBA] W.W. Ciawlcy-Bocvey. "Matiix pioblems and Drozd's theorem", Topics
in Algebra, Banacti Ccntci Publ., Vol 26, Part 1, Wareaw, 1990.

[CB5] W..W. Crawley-Boevey. "Modulea of Finite Length oveí their Endomoi-
phism Rings", Reptescntations of Algebras and Related Topics, London Mathematical
Society Lecture Note Series 168, Cambidge Univ.. Piessl992, (127-184),.

\Co] P. M Cohn, "Algebia", John Wiiey k Sons, 1989,,

[DK] Y, A. Diozd y V,, M. Kiriciienko. "Aígebias de dimensión finita", Universi-
dad de Kiev 1980.

[DR] V. Dlab &c C M. Ringel "Indecomposable lepresentations of graphs and
algebras", Memoirs of the American Mathematical Society Number, Vol. 6, Number
173, July 1976.

[DRSS] P Diexler, I Reiten, S. O. Smalo, O. Solberg. "Exact categories and
vector space categories, appendix by B Keller", Univeisidad de Bielefeld,

[GR] P. Gabriel, A. Roiter.. "Repiesentations of finite dimensional aígebias",
Encyclopedia of the Mathernatical Sciencies, Vol. 73, Springer 1992..



BIBLIOGRAFÍA 176

[K] M Kleinei „ "Induced modules and comodules and representations of BOCS's
and DGC's", Lectura Notes in Mathematics 903, Springer, Beilín, 1981, (168-185).

[Ké\ B. Keller,. "Chain complexes andstable categoiies appendix A", Manusciipta
Mathematica 67, 1990, (379-417).

[LRS] F., Lanión, G. Raggi, L. Salmerón. "Rudimentos de mansedumbre y sal-
vajismo en teoiía de íepiesentaciones", Aportaciones Matemáticas, SMMf 1995.

[M] S. MacLane., "Horaology", Spiinger-Verlag, Nueva York, 1967.

[Aía] P., Malcolmson. "Constructíon of universal matrix localisation", Spiinger
Lectuie Notes 951, 1982, (117-132).,

[Mi?] J. C. McConnell, X C. Robson. "Noncommutative Noetherian Rings", Puré
and Applied Mathematics, a Wiley-Inteiscience series oí texts, monogiaphs &; tracts,
1987.,

[P] Claudio Piocesi., "Rings with Polynomial Identities", Maicel Dekker, Inc.,
Vol 17 en Puie and Applied Mathematics, 1973.

[i?] I.. Reinei,, "Maximal Ordeis", Academic Press Inc., 1975.

[-R.il] Claus M, Ringel. "Repiesentations of fc-species and bimodules", J. of
Algebra, 41, 1976, (269-302).

[Ri2] Claus M Ringel. "The spectium of a finite dimensional algebra", Proceed-
ings of a conference on Ring Theory, Antwerp 1978, Dekker, New York, 1979.

[Ri3\ Claus M. Ringel, "Infinite dimensional lepiesentations of finite dimensional
heieditary algebras", Pioceedings of a conference on Ring Theoiy, Antweip 1978,
Dekker, New York, 1979..

[Ro] Louis H. Rowen. "Ring Theory I &¿ II", Academic Piess Inc , Volúmenes 127
y 128 en Puré and Applied Mathematics, 1989.

[5c] A H,. Schofield. "Repiesentations of íings oveí skew ñelds", London Mathe-
matical Society Lectuie Notes Seiies 92, Cambridge University Piess, 1985.

[Si] L. Silver. "Nonconmutative Localisations and Applications" J., Algebra 7,
1967, (44-76).



BIBLIOGRAFÍA 177

[Sw] Moss E. Sweedler. "Hopf Algebras", W.A. Benjamín Inc.,, 1969

[Z] Rita Zuazua,, "Aiboles algorítmicos en la teoría de bocses", Tesis de Docto-
lado, Facultad de Ciencias UNAM, 1999.



26

Capítulo II
Bocses y su categoría de representaciones.

II. 1 Álgebras tensoriales y morfismos diferenciales*

Definición 1. Sea R un anillo y W un R — R—bimódulo., El álgebra tensorial
TR (W), de W sobre R> es el álgebra graduada sobre los números naturales:

TR (W) = R © W © W®2 © W®3 © • • • © W®q © • •

donde el pivducto de r = w\ <8> w-¿ ® - •• • <8>wn G W®n y s — w\ <8> • • • ® tü.^ € íy®"1

está dado por rs ~ w\ ® w% <%>••• ® Wn® w[ ® w2® - <&w'm <= V7® ( u + m ) . ,

Lema 2. (Propiedad Universal del álgebra tensorial)., Sea R un anillo y W un R —
R—bimódulo, Entonces, para cada K—álgebra A', i,e. paia. cada morñsrno de anillos
p : R' —* A', y cada, par de morfismos tp0 : R ~* R' de anillos, <px : W -> A' de
R — R—bimódulos, existe un único moiñsmo íp : TR(W) ~+ A' de anillos tal que

<P\W = <Pl ylP\R = P<P0

Definición 3. SiW = W0(&Wi como R—R-bimódulos entonces tenemos una nueva
graduación para el álgebra tensoiíal TR (W) deñnída en elementos homogéneos como:

L gr{w) = 0siw e WoURt

2, gr(w) = 1 si w € Wx,

3., {

En la situación anterior diremos que W es graduado. Definiremos [Tu (M/)]i como
el R - R—bimódulo generado poi los elementos homogéneos de grado i.

Lema 4. Sea W = WQ © W% como R — R~ bimódulos, entonces

1. Hay un isoinorfísmo A = TR{WQ) = [Tit(W)]0 inducido por el morñsmo canónico
TR (Wo) -* TR (W).. Más aún TH (W) ^ [TR (W)]0®T como R- R~bimódulos.

2. Hay un isoinorñsmo TA (A ®R W\ ®R A) ^ TA (W), inducido por el morfísmo
canónico de A <S>R W\ ®R A en TR (W), el cual es de R—álgebras y de A —
A—bimódulos.
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3. La, restricción del isomorñsmo del inciso anterior induce un isomorñsmo V =
A0RWl®RA^[TR(W)}1.

4. La. íestricción del isomorfísmo del segundo inciso induce un isomorñsmo V®" =

Demostración:

1. Por el lema II.2 IdR : R ~> R y la inclusión j : Wo -* TR (W) inducen un
morfisrao de anillos f]: TR (WQ) -» TR (W). A su vez, IdR y la proyección TT0 :
W —> Wo inducen un morfismo de anillos % : TR (W) —*• TR (Wo) - Claramente
^tfift = Id* Y ViV\w0 =

 Idw<» por lo que rt^rj = I¿rR(w0), así q«e TR(W0) es
isomoifa a su imagen bajo 77, es decir a [TR (W)]ü, y ésta es un sumando dilecto
deTR{W).

2. Sea ¥ = TTñ{Wo) (Tñ(WQ) ®ñ Wx ®RTH(W0)). Sean 71 : Wo -> Tfi(W0) y
J2 : Tfí (Wo) —*• i3 las inclusiones canónicas, y sea a : Wi —* 5P el morfismo
definido como a (w) = 1 ® w <g> 1.. Poi lema 11,2 los morfismos Íí//¡ y {j-¡ji, ̂ ) '
Wo © Wi —> í3 inducen un morfismo f : TR (W) --* ¥ de anillos,,

Poi el primer inciso TR(W) es una TR(WQ) -álgebra vía el morfismo r¡, Sea
w! : TR(WQ) ®R WI ®nTR(WQ) -> TR(W) el morfismo m(rt®j®r¡), donde
j : W\ —» TR (W) es la inclusión canónica y m es la multiplicación TR (W) ®R

TR (W) <g>R TR (W) -* TR (W). Claramente m es un morfismo de TR (Wo) -
TR (WQ) —bhnóduios, así que por lema 11,2 se induce un morfismo de anillos

Es claro que v\V\R = IdR y que fi^\w0
 = ^w0» P o r ° t r a paite, para w £ W\,

tenemos que v^v (w) — ltol = w; luego uxv — IdrR(w)-

Por construcción VI\TR(W0) ~ V> P o r G11° wi\rR(w0) = ^{TRÍW)]^ = ^TR(W0)-
Ademas, paran; € W\, tenemos que vu\ (1 ® w ® 1) = ^(tü) = l®íf ® 1, luego

Se sigue que vv\ ~

3. Por el inciso anteiior hay un isomoifismo v 1 : ¥ —* TR (W) Por su construcción
se tiene que ux (TR (WQ) <8>R WX ®R TR (WO)) = [TR (W)^ , luego
l'i\TR(wl))®nWl®rlTR(Wo) es un isomoiüsmo de A - A-bimodulos.

4 Como antes, de la construcción del isomorfismo vi : ¥ -+ TJÍ (W) se tiene que
i>i (V®71) = [Tfí (W)]n, así que f nv®« es un isomoifismo de A — A- bimódulos.,

Definición 5. Una diferencial 6 : Tj? (W) --» Tj* (W) es un morftsmo de R—R- bimódulos
tal que:
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2-, Regla de Leibnitz: si r, s son homogéneos, entonces

6{rs) = 6(r)s + {-\yrt-f)r6{s)]

Observación I I . l : Por el lema II..4 podemos considerar a una difeiencial como
un morfismo de R - R~ bimódulos

5 : (A © V © ... © V®n © ,...) -> (A © V © .,. © V®n © ...)

el cual cumple que 6 (A) C V y <5(V®*) C y®<i+1), así corno la regla de Leibnitz.
Usaremos libremente ambas interpretaciones de 6'..

De la regla de Leibnitz se obtiene la fórmula para elementos homogéneos:

Podemos apreciar de esta fórmula que la diferencial está totalmente determinada
por su definición sobre Wo y W\.

Si x>y son elementos homogéneos tales que Ó2 (i) = 0 y ¿2 (y) = 0 entonces

= 0
por lo que es necesario y suficiente que 52 (W) — 0 paiá que 52 = 0.

Nótese que 52 ([TR (W)}0) = 0 si y sólo si 6 es coasociativo en [TR (íV)]1, es decir,
(6 ®Id)Óy {Id <8>ó)6 coinciden sobre [TR (W)^ .

Proposición 6. [L3 ZJ Para definir una diferencial 6 : TR (W) -* TR (W), es sufi-
ciente con tener un morñsmo deR- R—bimódulos 6Q : W —* TR (W) tal que:

1. So(Wo)C[TR(W)]iy

2,.

II. 2 Bocses y su categoría de representaciones.

Definición 7. Un bocs es una. teína A = (R, Wt 5) donde R es un& k—álgebra,
W = WoeWi es un R- R-bimódulo graduado y S : Tñ(W) -^ TR(W) es una,
diferencial tal que 62 == 0,. El bocs tiene asociados ¡a k~~ álgebra
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y el A (A) - A (A) -bimódulo

Definición 8. La categoiía de lepresentaciones del bocs A = (Rt W, 6) denotada por
RepA, tiene por objetos a Jas r&piesentaciones del álgebra A (A)..

Así que si M y N son dos lepresentaeiones de A, un moifísmo f : M -+ N en
RepA consiste de un par de morfismos f = {/°, /*) tai que;

1. f€Homa(M,N);

2. fl e HomA(AyA(A)(V(A),HomhXM,N)); ;

3. Para toda a£Aym€.Mse tiene:

af°(m) = f(am)+fl(S{a))[m]

Dados dos morfismos f : M ~* N y g ; N —> L en RepA, su composición
9Í = ((flF/)°> (p/)1) se define como:

= 9o f°

donde v € V{A) y6(v)=. £ ¡ v\ ® vf.

Nótese que la composición de moifismos entre representaciones de boeses está bien
definida, pues la última suma se obtiene de aplicar la composición:

TR(W) «- V^) Homk(M,L)

i6 I* »»»/* Tc

TU(W) 4- V(A)®AlA)V(A) -> üomk{NJJ)®A{

donde c es la composición de funciones,,
Una verificación detallada del hecho de que RepA es una categoría puede verse

en (I 22 [Z]). Denotaremos por repA a la subeategoría plena de RepA cuyos objetos
son las representaciones de .A de dimensión finita sobre fe

Observación II.2:

1. Si / = (Z0,/1) es un isomorfísmo en RepA, entonces /° es un isomoifismo en
R - Mod.
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2. Notemos que toda pareja (/°,0) con / ° G HorriA (M,N) es un morfismo en
RepA, así que hay una inraeisión densa de A — Mod en RepA, En particular,
esto nos dice que RepA es una categoría aditiva

3. Sean M,N € RepA, Para que un par do morfismos f° e Hom¡t(M,N) y
fl € HomA(A)-A{A) {V> C í̂j -W)jfc) sea un morfismo en RepA, es necesario y su-
ficiente que wf°(m) — f°{wm) — f1 (6(w))[m], donde w € WQ y m 6 M,
Para convencernos de la suficiencia, usemos la fórmula de la observación II. 1 en
w\ ®... ® íün, donde u>¿ 6 VKo :

m) - ( )
.... ® tu») m) ..

Por Hnealidad el resultado se extiende a todo a e A (A).

Definición 9. SeanRyR'k-álgebras, W = Wo®W\ unR-R-bimóduhgiaduado
y W — W¿ © W[ un R — Rf -bimódulo graduado Sea una paieja (i)Rlr)w) con
7¡n : R -* R! un inorRsmo de k~ álgebras y i)w : W —+ W un moifístno de R —
fi—bimdííuJos, donde la estructura de R— R-bimódulo de W está inducida por rfa

Cuando r\w (WQ) C W¿ y r¡w (Wi) C W[ diremos que el par es graduado,,

Nótese que un par graduado induce un morfismo de álgebras graduadas r¡ :
Tu (W) —*• TR< (W), donde la graduación es la de la definición 113 Otra forma
de expresar esto es que r¡ {A{A)) C A(A') y •(}(V(A)®i) C VÍA1)®*.

Definición 10. Sean A = {R,W,S) y A' - (RtW',6') bocses. Definimos un mor-
fismo de bocses r): A —* A' como un morfismo de k—álgebras

el cual cumple que:

1, preserva la graduación, es decir que

para toda i > 0;
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2. conmuta con las diferenciales, es decir que

Lema 11. Sean A = {R, W, 6) y A' = (R1, W',6') bocses yq un morftsmo del bocs
A en el bocs A!, Entonces i) induce un funtoi Fn : RepA'—>RepA. Además, si r¡ es
supiayectivo tenemos que:

Fv (M'} = Fv {N') implica que M' = N', y que Fv es fiel,

es decir, que Fn es un encaje.

Demostración: Por H.4 podemos identificar A (A) con [^ ( ÍV)^ y V(A) con
\Tn (W)},, así como A (A') con [T« (W% y V (A') con [TK (W%

Por definición r\ induce un morftsmo de fe—álgebras graduadas

e induce un moifismo de A (A) — A (A) —bimódulos

Si M' G RepA' definimos Fn (M
f) como M' con la estructura de A (A) -módulo

inducida por rf..
Si / = (,/°, f1) : M' -> JV' es un moifismo en RepA' entonces

tfi (/) ^ ( ( ^ (/))° . ( ^ (/))1) ^ t á dado por

)° = f°i (/))° = f° co"»o fc-transformación lineal y

Veamos que Fn (/) : Fv {M) -* Fv (N) es un moifismo en RepA.. Sea ae A (A) y
m € M', entonces

o- {{Fn U)f M ) - (Fn (/))° (am) = r,0 (a)j* (m) - /° (V° (a) m)

( ' )

En paiticulai, si r € R Q A (A), la identidad anteiioi se convierte en

r((F,(/))°(m))-(íi(/))°(rm) = (F^f))1 (6(r)) [m] = 0.
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Por lo tanto (Fv (f))° ea mi /í-moifismo y Fr¡ (/) es un morfismu en llepA.
Es claro que F , ,{ (J Í I W ) 0)) - (IdFv{M),0). Sean / = ( A / 1 ) : V -> M' y g =
,{)1) • M' -* N' inorfismos en RepA% os inmediato que

(F,

Para v E V (A) sea 6 (v) = £ v\ ® vf tenemos que: "

(^(ff)^í/))^)
= (Fv {g))° (Fv (f))

1 (v) + (F,, (g))1 (v) (F,, (/))° + £ (F,, (g))1 (v¡) {F, (f))1 («?)
= 9o U'v) (v) + (9^) (v)f + £ (g'v) (v¡) (fv) (f ?)•

Por otra parte,

6'v (v) - f¡6 (v) = n ( £ ^ ® vt
2) « £ IÍ {v¡) 017 (wf

Así que

Se sigue que i ^ ^ / ) = F, (5) F^ {/).
Si 77 es suprayectivo, entonces el funtoi A (Ar) — Mod —» >1 (^l) — Mod inducido por

?70 es un encaje pleno [Si] Luego Fv (M
1) = Fn (N

1), lo que es una igualdad como
A(A) -módulos, ocurre sí y sólo si M' — N' como A (A1) —módulos, if también
induce un epimorfismo A (A) ®k (A (*4))op -* A {Ar) ®k (A [A'))011, poi lo que tenernos
para M\N' € RepA', Fn {M') = M y Fn (N

1) = N que

HamMA/)-A{AI)(V(A'),(M\N')k) = HvmAiAyMA)(V (A1) ^MiN),).

Y a su vez, el epimorfismo r/1 induce una inyección

HomA{A)-AiA) (V (A'), (Ai, N)k) -* HamA{A).A{A) (V (A), (Aft N)k).

m
Observación II.3: Si y es un moiíismo de boeses de A en A' y rf es un morfismo

de boeses de A' en. A" entonces rfr¡ es un morfismo de boeses de A en A" Más aún,

II.3 Normas.

Definición 12, Sea A = (R, Wo®Wx, 6) un bocs.
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1,. Si U es un R — R—bimódulo, definimos

\-\\u : repA -* Z U {00} como \\M\\u = dimfc (HorriR (U ®fi M, Ai)).

Porsimplicidad [|_|¡ = ||.||«f ||.||0 = \\.\U y \\.\U = ¡!-lluv

2. Definimos q¿ : repoA -* Z, donde repoA — {M e repA \ \\M\\Q, \\M\\I < 00},
como

<3A(M) = \\M\\-\\M\\O+\\M\\1..

Cuando alguna de las funciones anteriores aparezca en un enunciado, estaremos
suponiendo que está definida.

Definición 13. Sea A = (fí, W, 6) un bocs, y supongamos que R — Di x ... x Dn

es una descomposición en producto de k~álgebias de división, es decir, que hay una
descomposición IR = TZ=ie* en idempotentes ortogonales, primitivos y centrales. En
tal caso, para M € RepA definimos su R~ vector dimensión como el vectoi (di, tdn),
donde di = dim^ (e^M). Denotaremos a este vector como dim^M.

Lema 14. Sea A ~ (R}W,S) es un bocs, tal que R = DiX....xDn es una descomposi-
ción en producto de k—álgebras de división, y sea IR =?= Y2=ie* ^a descomposición aso-
ciada., Para un R ~ R— bimódulo U y un objeto M G repA con dimfíM = (di, , dn),
tenemos que

\\M\\v =

Luego, si M € repoA entonces

qA (M) = 2

Demostración: La piiraeía de las íónnulas se sigue de las identidades
u = áimk{HomR(U<S>RM,M))

(

= S i j dj á"nA (HomeiR (eiUe
~ E Í J didj dim& {BomeiR {ei
= Ei¿ <kdj dimfc (eiR) dimeifí

Luego, ||Ai|| = YA,J didj dimfc (ei/£e.í) = T.id% îm& (ei^)» así que por definición de
(M) se obtiene la segunda fórmula.
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Lema 15. Sea A = {R, W,5) un bocs Sean M,N e RepA tales que ||M||Ü — 0,,
Entonces M SÉ N en RepA si y sólo si M = N en R~ Mod.

Demostración: Si / = ( / ° , / l ) : M —* N es un isomorfismo en RepA, por
observación 11.2,1, f° es un isomoiíisrno de R— módulos.

Si M = N en R- Mod, entonces ||JV||o = 0. Luego, si g : N ~* M es un morfismo
de ü—módulos entonces (g,0) es un moifismo en RepA. Así que, si f° : M -+ TV es
un isomoifismo de i2—módulos y p° : N —+ M es su inversa, tenemos los moifismos
(/°,0) : M —* N y (</\0) : TV —* M en Ííepv4, los cuales son inversos entre sí.

II.4 Isomorfismos y una reformulación de RepA.

El siguiente resultado nos ayudará a estudiar los morüsmos en RepA,,

Lema 16. Sean R unak-álgebia, AyB R-álgebras, M G A~Mod, N € B-Mod
yU un R — R—bimódulo. Entonces hay un diagrama conmutativo:

HcmB-k (B ®n 1/®RA®A M, N) —» Hornn-k {U ®R M, N)

HOTUB-A (B ®JÍ U <%>ñ A, Honik (A/, N)) —* HorriR^n (U, Hornk (M,

P

donde ¡os isomoiñsmos veiticales son los de adjunción ([M] Cor. V3 2),

Po : Hom,B-k {•# ®R U ®R A ®¿ M, N) -»• HomR-k (U 0n M, N)
está deñnido poi /30 (/) (u ® m) = / (l ® u ® 1 <8> m), con inversa
PQ1 (h) (b ® u <g> a <g> m) — bh(u<g> am); y finalmente

P : HomB-A (B ®R U ®fi A, Homk {M, N)) -•* HomR-n (U, Homk (M, N))

está deñnido por (3 (/) (u) — / (1 ® u ® 1), con inversa
fTl{h)(b®u®a) =bh{u)a

Demostración: Las piuebas son cálculos rutinarios, tan sólo veamos que
2̂ Wo (/)) (u) H =po(f)(u®m) = f{l®u®l®m)y que

p {d (/)) (u) [m] - (crj (/) (1 ® u ® 1)) [m] = / (1 ® u ® 1 ® m) f

es decir, el diagrama conmuta.
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Corolario 17. Hay un diagrama conmutativo de isomorfismos naturales:

HomA(A).k (y(A) ®A(A) M,N) - HomR-k (Wi ®ñ M, N)

HomA(A)-A{A){V{A)tH<mk(M,N)) -+

donde los isomoiñsmos verticales son ¡os de adjunción,

& : HomA(Ayk (V(A) ®A(A) M>N) -» HomR-k {Wx ®ñ M, N)

está deñnido por ft0 (/) (w ® m) — / (1 & w @ 1 <g> m), con inversa
/3o1 (h) (a 0 w <S> a' ® m) = ah (w ® a'm); y ñnaltnente

0 : Hom^^-^^) (V(-4), Homk (M, JV)) -» iíam/í-ií (Wlt Hvmk (M, N))

está deñnido por 0 (/) (w) = f (1 ® w <8> 1), con inversa
/T1 (/i) (a ® «; <g> a') = ah (w) a',,

Observación II.4: Sea A = (R, W,¿) un bocs y sean M,iV objetos de HepA,
tenemos el isomorfismo de adjunción:

Este isomorüsmo nos pennite reinterpretai1 la categoría RepA como la siguiente
categoría isomoifa RepA :

RepA tiene poi objetos los A (A) —módulos,,
Si M y N son dos objetos de RepA un moiñsmo / : M —> iV en fiep.4 consiste

de un par de moifismos / = í/0,/1) tal que:

1. feHornR{M,N);

2. Z1 6 ffom^Hb (V(^l) ® {̂.4) M, iV) ;

3. Paia toda a€Aym&Mse tiene:

o/°(m) = f°(am) + /x(.5(a) ® m).

Dados dos moifismos f : M —> N y g : N -•* L en RepA, su composición
9Í = (Cff/)°i (5/)1) se define como:
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(gf)l{v®m) =

donde u € Vtyl), m € M y 6(v) = ^
En efecto, la xegla de asociación -Q : RepA —>RepA tal que d (M) = M, para

M e JlfoelA (,4), y tal que 0 ((/°, /*)) = (f^1 ( i 1 ) ) , si (j*, f) € J í o m ^ (M, N),
envía la composición de moi fismos de RepA en la composición de moi fiamos de RepA :

Sean / = {/°, f1) e HOW-R^A {L, M)yg = (g°, gl) e Hom^A (M, AT) entonces

gl {v ® / ° (m)) + Eff1 (u¿ ® / l (v? ® m))

Se sigue que RepA es una categoría y que $ es un isomoifismo de categorías. A
menudo identificaremos a RepA con Rf-pA vía •&) en los siguientes capítulos.

II.5 Bocses triangulares y bocses de Kleiner-Roiter.

En esta sección usaremos los isomorfismos de 11.16 y 11.17, así como la equivalencia
de categorías señalada en la observación II.4.

Notación: Si W es un R - R—bimódulo y W es un subconjunto de W, denotare-
mos por {W')R al R- R-•sub-bimódulo de W generado poi W. Sea A un i?—álgebra
y A' un subconjunto de A, denotaremos por {A')A a la Jl-subálgebia de A generada
por A'.

Siempre que H y G sean i?—sub-bimódulos de TR (W), denotaremos por H®nG
a la imagen del morfismo natural r¡: / / ®j¡ G ™» TR (W) dado por r/ (h ® g) = h ® g.

Si Í? es inyectivo a menudo identificamos H.®RG con H ®R G

Definición 18. Diremos que un bocs A — (R,W,S) es triangular si existen R ~
R-sub-bimódulosW$,W¿, WJ deW0, yR-R-sub-bimódulosW^Wf, tWf de
W\ tales que:

j , 0 = H/o° C W¡ C W¡ C .... C W$ - Wo.

2. ¿(Wg) C Ai-iénWiénAi-u para t > 1, done/e A^!
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3.0 = W? C W¡ C W} C „„ C W{ = Wi.

4. 5 (W¡) C (W¡-1) ®R {WÍ'1) , para %>1. Esto es dcch que 6 (Wl
L) está

contenido en el R - R-sub-bhnódulo de [Tu {W)]2 generado por WQ y W\~i.

SiW¿+1 = W¿&Vi como R- R-bimódulos para i € { l , . . . , r - 1} diremos que A
es un bocs triangular aditivo.

Lema 19. Sean .4 = (R,Wt6) un bocs triangular, M € RepA, y f = (Z0 , /1) un
elemento de End¿ (M) , Entonces f es nilpotente si y sólo si f° es nilpotente,,

Demostración: Denotemos / ( n ) = ( (/<nJ) , í / í n ) ) ) • Si hay un entero n tal

que /<n> = (0,0), entonces (/ ( n ))° = (/°)n = 0 prueba que / ° es nilpotente,,

Ahora supongamos que existe un entero m tal que (f(mn = (f°)m = 0, Veamos
que podemos decir acerca de la paite de grado 1, paia n > m. Sea 0 = Wf C W] C
,.,,CWf = W\ la filtración de grado 1 de la condición de triangularidad

Para v/ 6 W{ se tiene, pues 5 (w1) = 0, que

V ) - (/{-))°(/M)1
M + (/^))1K

Sí para w € W{ y t natural, se cumple que (/^ímM (w) — 0 entonces para

w' € W(+1 se tiene, donde 6{v/) = E¿ v} ® v¡, que

= 0,

pues v? e (W(\ .. Luego /((«+1)"») = (0,0), es decir, / es nilpotente

•
Observación II.5: Como antes sea Ai = (W¿) ^ J . Hay propiedades adicionales

a la tñangulaiidad que son muy útiles; consideremos, para i € {1,. ,r — 1} , que:
1- Ai = TR(WQ) bajo el epimorfismo canónico,
2.- El moríisnio canónico de A {A) ®R W\ ®¡t Ai en A (A) ®R WI ®R A (A) es

inyectivo.
2T- El rnorfismo canónico de Ai ®it W\ ®R A (A) en A (A) ®n Wx ®ñ A (A) es

inyectivo,
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3.-El moifisino canónico do Ai®nWí<&HAi un A {A)<8>UWÍQHA (A) <m inyocüvo.
4.- Ai+i ~ Ai ®Ti como R - ií-bimódulos.
Si el boas es triangular aditivo las propiedades anteriores se cumplen, pues en ta)

caso A (A) - Tn (Wo) Sí Tn (W¿) © % = A¡ ®Tt.
Otra posibilidad de que se cumplan las condiciones 1, 2, T9 y 3, es que Wi y Wo

sean píanos por ambos lados, y W¿ sea plano como R—módulo deiecho (izquierdo)
par a i £ {1,.,. , r — 1}, En tal caso, si ¿ : WQ -*• WQ es la inclusión, hay monomorfísmos

e inductivamente monomorfismos

por lo que Ai = T^ (W¿) - Como W\ y 14̂  son planos por ambos lados se siguen las
condiciones 2, 2°P y 3.

En el lema 11.20 se usan las condiciones 1 y 2f pero pudo usarse la 3 en lugar de
la 2 y obtener el mismo resultado mediante una prueba análoga. Similar mente en el
lema 11,21 se puede sustitír 2op con 3, y obtener el mismo resultado mediante una
prueba análoga.

Lema 20. (Kleinei-Roíter) Sea A = (R,W,6) un bocs triangular, donde WQ C
WQ C WQ C ... C W¿ es la fíltiacióii de giado cao asociada a Ja triangulasidad, y se
cumple para i e {1,,. -,r — 1} que eJ epimoifísmo canónico de TR {WQ) en Ai es uniso-
morñsmo, así como que el moiñsmo canónico de A (A)®R WI®RAÍ en A (LA)®RWI®R

A (A) es inyectivo. Supongamos que M es un R~~módulo izquierdo, que N e RepA,
y que tenemos morfísinos / ° €¡ t {Aí> N) y f £ HorriR-R {W\, {M, N)k). Si fQ es una
R—retracción, entonces existe una. estructura de A (A) —módulo izquierdo sobie M
tal que (f°, fl) es un morfísmo en RepA, donde f1 (w) = / ' (w) paia w € W\..

Demostración: Recordemos los isomoifismos

ÍJ2 : fIomR-.k (Wi ®R M, N) -•* H<yma-n (Wi, Homk (M, N))

({3Q)~l : Homn^iW^nM^N) ^ JímnMA)^(V(A)®AiA)M,

ox : HomA(Ayk (v (A) ®A(A) M, N) -* HomA(Ah.A(A) (V (A), Homk (M, N))
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de 11.17, podemos considerar que / ' £ HornR-k {W\ ®R M, N), y como se mencionó
en la observación II 4, resolver el problema en RepA Sea $i : A (A) ®n N —* N el
R—morfismo que le da la estructura de A (Á) -módulo a N. Puesto que A (A) es un
álgebra tensorial, este morfismo está determinado por su valor en WQ ®R N.

Teniendo en mente la primera condición de triangular idad, definiremos inductiva-
mente los R—morfismos 0\ : W¿ <8># M —> M Poi la propiedad universal del álgebra

tensorial, estos últimos determinan de manera única i2-moifismos dx : TR {W¿) <8>R
M —• M. Sean j t : W¿ —> WQ y j¡+1 : W¿ -* WQ+1 las inclusiones canónicas. Es
rutinario verilear la conmutatividad del siguiente diagrama para i € {0, ...,r~ 1} :

A (A) ®n Wi ®R A (A) = A {A) ®JI Wi ®R A {A)

A (A) <8>R Wi ®ñAi -* A (A) <8>R Wi ®« ^¿+1

donde todos los moríísmos son canónicos. Como TR(WQ) = Ao = R es un R —
R—sumando directo de A(A) tenemos que a0 es inyectivo y que 6o es isomorfismo.
Luego, teniendo en cuenta lo anterior y las hipótesis del lema, para ¿ € {0, ,r — 1}
tenemos que a¿ es inyectivo, por lo que h\ también lo es, y puesto que ó¿ es isomorfismo
entonces h¡ es inyectivo. Recordemos que £(H ío+1) Q AÍ®RWI®ÍÍAÍ, así que Sji+i
se factoriza como OCÍS'Í+1 para un morfismo de R — ü—bimódulos 6'H1 : W¿+1 —>
A (A) ®R Wi ®R A^ Definamos 6i+1 : W¿+1 -»,4 (A) ®H ^ r ®JÍTR (W¿) como b~l6'i+l.,
Luego tenemos las siguientes identidades:

y como ai+ibi+i es inyectivo, se cumple que ¿i+2?7f"? = hi$i+i para i 6 {0, ,r — 2} .,
Por el lema 11.16 podemos definir el A (A) —morfismo f'ü : A (A) ®R W\ ®R

TR (W§) ®R M -* N como /¿ (a ® w ® r ® m) = 62{a® f'\w® rm)), para a 6
A(A),weWi,re RymeM.

Sea q : N —> M un ií-morfismo tal que f°q — Id¡-j. Sean w e W¿ y m € Mt

tenemos un ñ—morfismo

0\ {w ® m) = q [92 (h M ® f° (m)) - /¿ (Ó! («/) ® m)].
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-* 1

Como decíamos antes, obtenemos 0l : TR(W¿) ® ¿ i M - + M , y a partir de este
R—morfismo se construye, por 11.16, el A (A) -morfismo f[ : A (A) ®R W\ ®R
TR (W¿) ® R M - » N : si a € A { A ) , a' <= TR (W¿) ,weWiymeM e n t o n c e s

a

Inductivamente, definimos,

0l+ 1 = 9 [&t Ui+i

y, por 11.16, definimos el .4 (^) -moifismo f¡H : A (>l) ® ñ Ŵ  ®fiT/í (lV¿+1) ®« Af
ÍV, como

/;+ 1 = 92 (ldA(A) ®

En r pasos obtenemos los morfismos

0, = $\:A {A) ®nM^My f¡. € HomMA).k {V {A) ®n M, iV).

Consideremos el isomoifismo de TR (W¡) - Tñ (W¿) -bimódulos CÍ : TH (Wg) -*
TR{WÍ) ®^(Wi) ^ ( W ? ) dado por CÍ (*) = í ® 1, y el morfismo de TH(W¿) -

jfc-bimódulos C2 :
 TR{WQ) ®R M —> M dado poi Cí (í® m) = ím. Es claro que

la composición

A(A)®HW1®RTR(W¿)<S>RM

/I (.4) ®ü Wi ®/Í r A {WÍ) ®Ta(Wi) TR {Wí) ®n M

A (A) ®R Wx ®« TR (W¿) ®TR(W¿) M,

es un isomoifismo de A (A) — A;—bimódulos. Luego, los moifismos f¡ determinan
de manera única morfismos U : A(A)®RWi®nTR(Wo}®T¡ttWi\M~> N, dados por

fi(a®w®a?®m) = f¡(a®w®a'® m) .

Observemos que {f'i)\A{A)»HWiQ*Mw$)®*M = f>i ̂  ® / d jw^ = ^« a a í

= «i-
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En geneial, el que f¡+í (/¿¿ ® ÍÚM) = f¡ implica que

o\+2 (jií? ® idM) =

Sea %+l : TR(W¿) -> T* (WJ+1) el moifismo inducido por £+1. Si se cumple

que 0J4*1 tó+I®Mw) = ^1 entonces ^ + 1 (j\+l <& IdM) = e\\ como además hi =

I(IA(Á) ® /dwi ® jf+1. obtenemos que

f) íd Wl ® &

Por lo tanto, para w EWo y m e M, se tiene que

e2{w®f°{m))-fo(0l{w®m)) = 52

[02 (» ® /° (m)) - /;.._! (5, (w) ® m)])
( ) )

luego (/°,/r) : M —> A1" es un moifismo en ifep.4 (ver obseivación II..4), así que
(/°i fl) : M ~> N, con Z1 = <xi (/,-), es un moifismo en RepA.

Lema 21. (Kíeiucr-Roitoi) Sea A = (R,W,6) un hocs tñaiigiüax, donde WQ C
W¿ C WQ C .„. C WQ es la filtración de grado ceio asociada a la tii&ngulaxidad, y
se cumple para i e {l, ...,r — 1} que eJ epimorñsmo canónico deT^ (WQ) en Ai es un
isomorñsmo, así como que el moifismo canónico de Ai @/¡ W\ ®n A(A) en ^4(̂ 4) ®u
W\ ®n A(A) es inyectivo, Supongamos que M € RepA, que N es un R-módulo
izquierdo y que tenemos moifismos / ° €n (M, N) y f € HornR-R (Wi, [M, N)k)..
Si / ° es una R—sección, entonces existe una estructura de A(A)—módulo izquierdo
sobre N tal que [f°,fl) es un morñsmo en RepA, donde fl (w) = / ' (w) pora w € W\.,
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Demostración: Como en el lema anterior traslademos el pioblema a RepA. Sea
&i : A(A) ®ft M —> M el ií-rnorfismo que le da la estructura de A(A)—módulo a
M. Puesto que A(A) es un álgebra tensorial, este moifismo está deteiminado por su
valor en WQ <§>/Í M

Teniendo en mente la primera condición de triangular idad, es decir, consideiando
a una filtración 0 — W§ C W¿ C ... C W% - WQ, definiremos inductivamente los
R—morfismos 0\ : W¿ ®/i N —> JV,. Por la piopiedad universal del álgebra tensorial,

estos últimos determinan de manera única Tí-morfismos 02 : T¿i (WQ) ®R N —> N,
Sean j¿ : WQ •-+ Wo y j¡+l : W¿ "^ ^ o + 1 ^ inclusiones canónicas. Es rutinario
verilear la conmutativídad del siguiente diagrama:

A (A) ®/Í Wl ®/Í ^ (A) = A {A)
«, t /(¡

Ai®ílWi®RA(A) -> A + I
61 í /.(

TJt{Wi)<8>HWi<8>RA(A) -»

donde todos los moifismos son canónicos.. Los argumentos son loa mismos del lema
anterior: como a¿ es invectivo tenemos que /^ también lo es, y puesto que bi es
isomorfismo entonces hi es invectivo.. Corno 6 (WQ*1) Q AÍ^RW^RAÍ, tenemos que
Sji+i se factoriza como cti8f

i+l para un raorfisrno de H — R—bimódulos <5¿+1 : WQ+ —*
Ai ®n W-L ®R A [A). Definamos 6i+1 : W¿+1 -» TR (W¿) ®R Wx ®R A {A) como bTl6'i+l,
Luego tenemos las siguientes identidades:

y como íií+J6j+i es inyectivo, se cumplo íjue Si±-¿j\l\ — K&i+\ para i e {0, ...,r - 2} .
Por el lerna 11.16 podemos definir el /í-mornymo /¿ : Tlt (WQ)®ttWi®H.A(A)®R

M -+ N como /¿ (r ® w ® a ® m) = r / ' (£?i (tu ® am)), para a € A (A), u? e Wi,
r € ií y m e M.

Sea 5 : ÍV ~+ M un /í-moifismo tal que y/0 = ídM. Sean w € W¡} y »"» € M,
tenemos un i?—moifismo

f?5 (^ ® ») - / ° («i O'x H ® 9 (n))) + fo (Si N ® í (n))..

Luego obtenemos í2 ; T¡I(WQ) ®lt N —>• iV, y a partir de este iÜ-moifisrno se
construye el TR (W¿) -morfismo } \ : Tfl (M^1) ® ñ Wi ®R A{A) ®a M -> JV : si
o' e Tk (IVJ), a 6 v4 (^4), -u; € Wx y m e M entonces
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f[ (a' ® w ® a ® m) = $\ {a! ® / ' (w ® #i (a <g> m)))

Inductivamente, definimos,

y, por lema II16, el TR (w¿+1) - morfismo f¡+1 : TR (w¡+1) ®R WX ®R A (A) ®R M -•*•

como

En r pasos obtenemos los moifismos

02 ~0r
2:A(A)®RN->Nyfte HomA{A).k {V {A) ®lt M, N).

Como en la piueba del lema anteiior, tenemos isomorfismos de bimódulos
(id ® Ca) (/d ® CÍ ® ^ ) :
TR (W¿) ®R WI <8>R A (A) <8>RM->TR (W¿) ®fi Wx <S>ñ v4 (^) ®A M ) M
inducidos por Ci : A. {A) —» .4 (.4) ®^(^) A (̂ 4) dado por (\(a) = a ® 1, y Q :

A (A) <S>ñ M ~+ M dado por £í (a ® m) = am.. Luego, los moifismos // determinan
de manera única moifismos /¿ : TR (WQ) ®« W\ <2>R A (A) ®A(A) M —* N, dados por
/i (a' ® tu ® a ® m) = / / (a' ® tu ® a ® m).

Observemos que ( / O ^ ^ ^ W i e ^ ) * * * = / í C»o ® W«) = /ó, así que

En geneial, el que /t'+1 (h* ® Idju) = f¡ implica que
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Sea j j + 1 : TK (

Q%
2i entonces Q\

Ta (W¡+1) el morfismo inducido por j j + 1 . Si 8?1 (j¡+1 ® IdN)

/ti/v) = 02, luego / [+ 1 (/¿¡ ® /<¿M) = / | , pues tenemos que
, así que

= //-

Por lo tanto, para w e WQ y m £ M, se tiene que

(w <8> / ° (m)) - / ° (í, (w ® m)) - f% (w ® g (/° (m))} + /;_j (6r, (w)

°
(m)))

ldM) {6r {w) <gi m)

luego (f°,fr) : M —* N es un morfismo en RepA (ver observación 114), así que
C/0! fl)'-M—y Nt con / l = <j\ (//), es un morfismo en flep.4..

•
Observación II.6: Como ya vimos en 11.17, hay un iaomoifismo

0 : (V(A)t Hmnk (M, N)) -+ HomR-R (Wi, Hamk (M, N))

que nos índica que todo morfismo en HomA(A)-A{A){V{*Á),Hornk(M,N)) está to-
talmente determinado por su evaluación en W\. Por esto, en lugar de un enunciado
como "entonces existe una estructuia tal que (/°, f1} es un morfismo en RepA, donde
f1 (w) ~ f (w) para w € Wi", directamente usaremos "entonces existe una estruc-
tuia tal que (Z0,/1) es un moifismo en RepA".

Definición 22. Sea A — (/í, W, ó) un bocs triangular, Dhemos que A es un bocs de
Kleiner-Roiter, o bocs K-R, sí se cumplen las siguientes condiciones:

1. Sea M un R-módulo izquierdo y N € RepA. Sean f° €R {M,N) y fl €
HorriR-R (Wi, (M, N)k), Si f° es un R—isomorfismo, entonces existe una. es-
tiuctiua, de A(A)~módulo izquierdo sobre M tal que (Z0,/1) es un morñsmo
en RepA..
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2. Sea M g RepA y N un R-módulo izquierdo Sea f° €n (M,N) y f1 g
Homll-a(Wi,(M,N)k). Si / ° es un R—isoinoifísino, entonces existe una es-
tructura de A(A)-módulo izquierdo sobre N tal que (Z0 , /1) es un moiñsmo
en RepA

Lema 23. Sean A = {R, W,tf) un bocs K-ií y / = (Z0 ,/1) : M -* N w morñsmo
en RepA, tal que / ° es tina 2Í—retí acción Entonces existe en RepA un moiñsmo
h = (Idu,^) :M'^M talquefh = (f°t0) . SeaO = W? C W/ C „,. C W{ = Wy la
filtración de grado uno asociada a la ti ¡angular idad, y sea q : N —* M un R— moiñsmo
tal que f°q = /djv Podemos elegir a /i c/e tai manera que si f1 (Wí) — 0 eníojices,

para u? € Wf+l, /i1 (w) = -q1/1 (tu) ..

Demostración: Sea M1 igual a M como R—módulo., Definamos el R—R—moifismo
h\ : Wi —» (M1, Aí)fe como ^ (w) [m] = -<? f/1 (w) [m]), el cual está bien definido
pues f1 (wr) — f1 (w) r para todo r € R.

Poi II.22.1 hay una A(A)~estructuia en Ml, y un moifismo h\ = (/Í¿A/,/IJ) :

Mx —> M en RepA tal que paia tu € Wj y m € Ai se cumple que /ij (tu) [?n] —
-q (fl (w) [m]). Supongamos que / x (w() = 0, luego para w € W{+1 tenemos que

= o.
Similarmente construyamos inductivamente, paiai > 2, moifismos h¡ : (Idm,h]) r

Mi -> M*"1 en RepA, a partir de q y fhi ...h^i : Ml~l —* N. Entonces, h\ (w) [m] =
—q ({fhi hi-i) (w) [m]j para w 6 Wi y ni G M, A lo mas en s — j pasos obtenemos
un morfismo h = hi..,,ht-\ht en RepA tal que Jh = (/°, 0).

Observemos que paia w S W/"1"1 e i > 2 se cumple que /i¿ (tu) [m] = 0 y h\ (w) =
-qf1 (w). Sean w e Wf+1 y 5(«Í]¡« E Í U / ® ^ , si paiaw e WÍ+1, i > 1 y 9i = h^.h*
se tiene que g\ (w) = - Í / / 1 (W) , entonces

( ^ ^ i ) 1 (to) - IdMh¡+1 (xa) + s* (to) W t í + S Í S? {v¡) Ñ+1 (vf) = g¡ (w) = ~qf (w).

Así que, para w £ Wf"1"1, tenemos que /i1 (iw) — —q.fl {w).
U

Lema 24. Sean .4 = {R,W,6) un bocs K-Ry f = (Z0 ,/1) : M - i N un morfismo
en üepyl tai cjúe / ° es una Rsección. Entonces existe en /?ep^4 un moiñsmo h —
{IdN,hl) : Ñ ^ N' tal que hf = (y°,0). Sea 0 = W¡ C ^ C ... C Wf = Wi la
filtración de grado 1 asociada a la tuangulaiidad, y sea q: N —* M un R—morfísmo
tal que qf° = IdM.. Podemos elegir a h de tal manera que si f1 (W{) = 0 entonces

para w € W(+l yn€.Nsc cumple que hl (w) [n] = / ' (w) [-q (n)] „
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Demostración: Sea Nl igual a N corno /i—módulo. Definamos el 7?-morfismo
h[ : W1 -+ (N, N% como h\ (n) [n\ = / ' {w) \-q (n)] •

Por II.22.2 hay una 4(.4)—estructura en N1, y un moifismo /ii = (Jcijv, &>!) : N -+
Nl en /?ep-4 tal que paia w € Wi y n € N ue cumple que h\ {w) [n] = fl (w) [-q (n)].
Supongamos que / : (w{\ = 0, Juego, paia ¿y € M "̂1"1 y m € M, tunemos que

Í%

Similarraente construyamos inductivamente, para i > 2, morñsmos hi : {ICLM, h\) :
Ml -* Af'"1 en itep.4, a partir de Í; y /t¿_i,,../ti/ : M —* Nl"K Entonces, /)j(w)[n] =
(hi-1-...hif)1 {w) [~q (•«)] paia w € W\ y m £ M. A lo más en s - j pasos obtenemos
un morfismo h = htht~\ h\ en RepA tal que hf = (f°, 0).

Observemos que para w e H/j3+i, n G JV o ¿ > 2 su cumplo que /i1 (w) [?»] = ü,
así que como en el lema anterior probamos que, para w 6 W\ , so cumple que

Lema 25. (Kleiner-Roiter) Sea A = {R, W, 5) un bocs yf = (f, f1) : M -> N un
morfísmo en RepA Si A es un bocs K-R y f° es un isomoiñsmo entonces f es un
isoniorñsmo

Demostración: Si j° es un isomorfismo, por lema 11.23, existe un morfismo
h = (/,/i1) : M' -» M en RepA tal que fh = (/°,0). Sea g° la inveisa de f°. Como
/ ° es un moifismo en A(A) - Mod, entonces g = (g°,0) : N ~-> M' es un morfismo
en RepA, luego fhg = (Id^^O). Similarmente, por lema 11.24 existe un morfismo
t = (Idf/,?) : N -> N' en RepA tal que í / = (/°,0), y tenemos que 5 - {g°,0) ;
N' -+ M es un morfismo cu RepA) luego a i / — (/t/A/,0). Por asociatividad de la
composición se sigue que hg = si — / - 1 .

•

Proposición 26. (Kleiner-Roiter) Sea. A — (R,W,6) un bocs K-R, Entonces los
idempotentes se dividen en RepA-

Demostración: Sea e = (e0,^1) : M —+ M un idempotente en RepA,. Si e1 = 0»
entonces e° es un moifismo en ^4(̂ 4) — Mod, por lo que se divide. Luego, para mostrar
que todo idempotente se divide, es suficiente con encontrar un isomor fismo h tal que
(heh-1)1 = 0. Sea 0 = W? C Wf C ... C jy« = ^ la filtración de grado uno dada
por la triangularidad. Sea n el número máximo con la propiedad de que hay un
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isomoifismo h : M ~> M' tal que (heh~l) (VKf) = 0 Si n = s se tiene el enunciado.
En caso contrario, e1 (W?) = 0 y e1 ( w ^ 1 ) ^ 0 Luego, para w € W¡*+! tenemos
que

e1 (iu) = (ee)1 (tu) = e V (tu) + e1 {w) e°.

De esto se sigue que e°e1 (-u?) e° — e°e1 (tu) e°+eüe1 (tu) e°, es decir que e^ 1 (w) e° =
0. Sea M' igual a Ai como Z?-módulo e Z : M ~> M' la identidad como /¿-módulos-
Sea h> e Homn-ñ (Wu (M, Ai')) dado por h1 = (2/e° - / ) e1,. Por 11.22 2, existe una
estructura de ¿Í(X)-módulo en M' tal que h = (/,/i1) : M —*• M' es un morfismo
en RepA Por 11,25, /i es un isomorfismo, y claramente, h"1 = (/"^t/) Puesto que
0 = (frlhy , tenemos paia w e IVj"+t que Z"1^1 (w) + v (tu) / = 0. Luego se cumple
que

(heh-1)1 {w) = h> (w) (e/i"1)0 + h° (eh-1)1 (w)
= h1 (w) e 0 / " ^ / {e°v (w) + e1 (w) Z"1)
= (2/e° - /) e1 {w) e°rl+ IeQ {-I^h1 {w) I~l) + Je1 (w) I"1

= - / e 1 (tu) e o / - ] + /e° (-2e° + /dM ) e1 {w) J"1 + / e 1 (tu) Z"1

- - / e 1 (w) e0 /"1 - 2/e°e1 (u;) Z"1 + J e V (w) Z"1 + Ze1 (w) 7"1

= / ( -e 1 (w) e° - e^ 1 (w) + e1 {«;)) Z"1 = 0

contradiciendo la maximalidad de n, luego n = s

Corolario 27- Sea 4̂ — (R, W,6) un bocs K-R, Entonces repA es una, categoría de
KiuU-Schmidt

Demostración: El enunciado afirma que repA es aditiva y esbelta, y cada objeto
es una suma de directa finita de inescindibles, cada uno de ellos con álgebra de
endomorfisrnos local. Por la observación II 2.2 se tiene la aditividad de la categoría.
Por el lema anterior, y el hecho de que los objetos son de dimensión finita, se sigue
el resto de las propiedades,,

•
El corolario nos peimite, por (3.3 [GR]), afirmar que hay unicidad, salvo orden

e isomorfisrno, en la descomposición en sumandos directos inescindibles de un objeto
de repA En particular, M € repA es inescidible si y sólo si End^ (M) es local.,

Definición 28. Si A — (R,W,6) es un bocs, la siguiente fórmula, para M,N 6
R - Mod,

T.A {M, N) = Homa {K N) x Horn^t (W1, (M, N)k)
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determina un bifuntor rA (_,?) sobre R - Mod. Si A' — (R1, W'r6') es otio bocs y
F : RepA' ~* RepA es un functor, diremos que F está enmarcado por el poi (Fo, f}p)
si

1 Fo: R' - Mod —> R - Mod es un ftmtor;

2 VF '• TA^M'IN') -» rA(Fo(Mr),Fo{N'}) es una tionsformación natural en

M',N'eR'~Mod;

3, RF (M') = Fo (R'Mf), para todo M' € RepA'\

4- F((f»,f)) = nP{{f°J1)). P«a todo (/°, ñ € HomA. (M',N')

Observación II.7; Para constiuii los funtoies de ieducción, a menudo construi-
mos Fo y r}F, damos estructura de A (A) —módulo F (M1) a Fo (M') y luego definimos
F en moifísmos de acuerdo al inciso cuatio de la anterior definición,.

Lema 29. Sean A ~ (R, W, 6) y A' — (R1, W',6') bocses, y sea r¡ un morñsmo de
bocses de A en A' talquer¡(Wi) C W[. En talcaso, el funtoi Fn ; RepA' ~* RepA de
11.11 está enmarcado por un par (Fo,r)F), Además, sir¡ es supiayectivayn(W\) = W[,
entonces r¡F es inyectiva.

Demostración: Sea FQ: R1 — Mod —* R — Mod el funtor inducido por rj\R : R —•
Rf, el cual es fieL Poi construcción de Fn se sigue el tercer axioma de la definición
anterior,

Para /„ e Hom« (M1, N') y ¡i 6 Hom^R, (W{, (M', N%), definimos Vf ((/Ol /x))
(flo, 9i) como:

1. 5o es /o considerado como R—morfismo, es decir, g» = Fo (/o).

2. Hay una inyección

-R> (W{t (M>, N%) -> Homñ-ñ (Fo (W{), (Fo (M'), Fo (JV'))fc),

y un homomorfismo

-n (Fo (ÍVJ), (Fo (M
f), Fo

^ (m, (Fo (M'), Fo

el cual es ¡nyecüvo cuando r ^ j es supiayectivo. Luego, definimos a g\ como
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No es difícil verificar que r¡F es natural en M',N'..
Además, poi lema II17 todo morfismo f1 e HomA(A)-A{A) (V(.A), Homk (M, N))

está determinado por su evaluación en W\, luego, para (Z0 , /1) € HomA> (M',N')
tenemos que F (( i0 , f)) = VF (U°> H):

Lema 30. Sean A - {R,W,S) y A' = (R!,W'J') bocses triangúlales y sea. F :
RepAf -+ RepA un funtoi enmarcado por (FQ, r¡F),. Supongamos que se cumplen las
siguientes condiciones:

1. F es pleno;

2. rfF es inyectiva..

3. Sea 7}p{{fo,f\)) = Í9o,9i), si /o es un R'~isomorñsmo entonces QQ es un
R~ isomoiñsmo.

4,, Si M(¡ e R' - Mod yM'<= RepA' con FQ (M¿) = FQ (M'), entonces M¿ admite
una estructura de A (A1) -módulo y, con esa estiuctuia, F (^M¿) — F (M1).

5,. 5ean N £ imF y M € RepA tal que como R—módulo M G ImFo Se cumple
que:

(a) Si r¡F ((/o, /i)) : M ^ N es un isomorñsmo en RepA entonces M elmF-

(b) Si r¡p ((/o, /i)) : N —> M es un isomoiñsmo en RepA entonces M € Ira F.

En caso de cumplirse todas las condiciones, tendremos que s¡ A es un bocs K-R
entonces A' es un bocs K-R.

Demostración: Sean W e Rr - Mod y N' G RepB. Denotemos M = Fo (M
f) y

N = F {N')..
Consideremos moifismos /o €/? {M',N') y / i € HomIt'~ñ' {W[y {M!, N')k) tales

que /o es un Rf—isomorfismo. Luego, si (ffo>Si) — Í J ÍT( ( /O, / I ) ) , poi el tercer in-
ciso go es un R—isomoifismo,. Como A es un bocs K-R existe una estiuctma de
J4(«4)—módulo izquierdo sobie M, denotemos por ¿M a este objeto, tal que (¡7o? Qi) -A
M —* N es un morfismo en RepA.

Como A es un bocs K-R. y QQ es un isomoifismo, por 11.25 AM es isomoifo a N,
así que por el inciso 5.2 ¿Ai = F {M") para algún M" e RepA'.

Por el cuarto inciso M' admite una A {A') -estructura para la cual F (A-M') =
F (Ai") =A M.
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Por plenitud de F hay un morfismo/i = (h.°,hl) :A, W -* N' tal que i11 ((/i0,^1)) =
(gQ,gi), luego íjF({/0,/i)) = VFÍ(h°>hl)) P o r inyectividad de r¡F tenemos que

La prueba del axioma II 22.2 es dual

II.6 Producto de bocses.

Lema 31. Sean R una &—álgebra, e un idempotente cential de R y W un R ~
R-bimódulo, Sean é = 1 - e, T = Tñ (W) yL,NeT~ Mod Entonces:

1. Hay moifismos de k—álgebras graduadas r¡ :T -~* TeR (eWé) y a : T^R (eWe) —*
T tales que r¡a = IdTtR{eWe.y

2. Si eWe' © e'We = 0 entonces T^eTxe'T^ Teít {eWe) x T¿R (e'We1).

3,, Si T^eTx e'T entonces Homr (L, ¿V) ^ HrnieT {eL, eN) x Haine'T {e'L, e'N).

4. Si T^eTx e'T entonces ExtT {N, L) * ExteT (eN, eL) x Exte? (e'N, e'L),

Demostración: El raorfismo de fc~álgebras qH : R —* eR y el moifismo de
R — R~bimódulos T¡W : W —* eWe inducen, por lema II.2, un único morfismo de
A:-álgebras r¡ : T -+ Ten (eWé)., Similaimente hay un morfismo de fc~algebias aeR :
eR —• R, y un moifismo de eR — eñ-bimódulos aeWe¡ : eWe ~* W que inducen,
por lema II.2, un único morfismo de k~álgebras a : Teft(eWe) -* T, Puesto que
riH(T<,R — Ideít y WwVeWe = -í̂ eive tenemos que -qa ~ idr^ew^, comprobándose el
primer inciso.

Análogamente podernos construir moifismos de fc—álgebras r¡' ;T —* Te>R(e'We')
y a': T¿R {e'We1) -> T tales que r¡o' = /<¿Te,K(eW)

Si eWe'^eWe = 0t una rápida verificación en generadores piueba que fr'íj'+cr?/ =
Id?, rfa = 0 y T¡O' — 0,

Es claio que Ima C eTe y que Imcr' C e'Te', luego Imcr = eTe y Ima' = e'Te',
así que e y e' son centrales en T.,

El teicei inciso se sigue de la centiaíidad y ortogonalidad de e y e'.
Puesto que L = eL © e'L y N = eN © e'N como T- módulos, tenemos que

ExtT (N, L) S £?a:ír (eN, eL) © JSÍiía. (e'W, eL) © JSartr (eJV, e'¿) © ExtT (e'N, e'L).

Como las sucesiones exactas de !T—módulos de la forma
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O -> eL - * M -*• e'N -> O

se dividen, tenemos que

ExtT (N, L) s? Extr (eN, eL) © BxtT (¿N, éL) « ExteT (eN, eL) x £aríe.T (e'lV, e'L)

Definición 32. Sean Ax =* (RuW\&y) y A? = (i?2^2,<52) bocses. BJ boas pro-
ducto de Ai por A-i y (knotíulo por A\ x A'¿, es la terna (fi, W, S) donde R = Hi x fí-¿
es h k-álgcbva. producto de /?! por i?2, W - Wl © W2, donde Wi = W¡ e W?, para
« € {0,1}, y cada W/ tiene la estructura natural de R — R—bimódulo determinada-
por su estructura, de Rj ~ Rj-birnódulo, y 6 : TR{W) ~+ TR{W) es la diferencial que
se obtiene extendiendo, de acuerdo con el lema 11.31, el morfismo de R-bímódulos

Si 0
0 62

W *= WX®W2 • -* ' THl{Wí)(BTít2{W2)&T,i(W).

Proposición 33. Sean Ai = {RuW1^^ y Ai- (R2>W2,62) boeses. Entonces

RepAi x RepA2 Sí Rep (Ai x A*) -

Demostración: Sean e¡ y e2 los idempotentes canónicamente asociados a i? =
Í?iX i?2.. Por el lema 11.31,2 tenemos que hay un isomoifismo de fc—álgebras ai x cr3 :
Teiii (ei Wei) x %2R {e'¿We2) ~* TR (W), el cual también puede ser consideíado como

os(TiÉDa2 : Tein(eiWei)®Te2li(e2We2) —> TR(W) .
a atln, paia _/ £ {1,2} , tenemos que o-j es un morfismo de A [Aj) —álgebras.
Para j 6 {1,2} hay, siguiendo la notación del lema anterior, los morfismos de

¿—álgebras



BOCSES Y SU CATEGORÍA DE REPRESENTACIONES. 52

TR(W) -i T

TR{W) * T

Los moifismos de A;—álgebras mostrados inducen moifismos de bocses

Ff¡. : RepAj ~* Rep (Ai x A-¿)

Por 11.11 cada uno de estos fúntoies es un encaje
Definamos ahoia funtoies

Faj : Rep (Ai x A2) -+ RepAy

Sean M, TV e Rep (Ai x A2)y f = C/0,/1) : Aí ~* iVunnioifismoenñep(v4i x ^42) •
Sean A = A (̂ 4i x >l2) y V = V (Ai x .A2) • Definimos Faj (M) = e,M como
Rj—módulo Notemos que e¿M tiene una estructura canónica como A (A,) —módulo,
pues, por el lema anterior, Tñ (W) ®ñ e¿M = TR, [Wj) ®^ fyM-

También por el lema anterior tenemos que fó = f®x /£ donde ff : CjM —* e¿N
es el Rj -morfismo obtenido por restricción de / ° .

Por otra parte fxo:j : V (Aj) —* (M, N)k es un morfismo de A (Aj)~A (Aj) -bimódulos,
el cual induce de manera canónica un moifismo de A(Aj) — A(Aj) — bhnódulos

Así que definimos Fffj (/) = (ffjj) ,
Por construcción de 8 tenemos diagramas conmutativos de A (Aj)- A (Aj) — bimodulos

TR{W) *- TItl(W*)
i6

 a- i5'
TR{W) *i T

Luego, para a € A(A.¡) y rn, 6 ejM, ao cumple (nio
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De la construcción de FVj y F0i es inmediato que Faj Fn. = ldH(.pAi y, para i ^ j-,
queFaiF,t. = 0 i i f lMi

También es fácil convencerse de que (F^ x Fff2) [F^ X

luego Fai es uu funtoi, y ÍFV¡ X F T , J : RepA\ x RepÁ2 -* Rep(Ai x A2) es un
isomorfismo ole categorías.
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Capítulo III
Rmtores de Reducción.

Dado un boca A> entenderemos por un funtor de i educción a un funtor fiel y pleno
F : RepB —> RepA, donde B es un bocs que en cierto sentido es más simple que A. El
propósito de este capítulo es describir explícitamente a cuatro funtores de reducción
y obtener algunas de sus propiedades importantes. Dichos funtores son; Eliminación
de idempotentes, Regular izacíón, Absorción y Reducción.

III. 1 Eliminación de idempotentes y regularización.

Lema 1. Sea A = (R,W,S) un bocs Sea. (r)fí>r)w), con r/fi : R —* R' un morñsmo
de k-álgebras yr)w: W —* W ~ Wf

ü © W[ un motftsmo de R — R-bimódubs, un
pai graduado como en la definición 11.9. Sea i) : Tu {W) —+ Tn< {W) el morfismo de
álgebras graduadas inducido. Supongamos que r¡R y -qw son suprayectivos y

Entonces:

1. Existe o tal que A' ~ {R', W, S ) es un bocs yrj es un moifismo del bocs A en
el bocs A'.

2. Si A es tvíangulai entonces A' es fciianguJar.

Demostración:

1. Si 7]R y 7]w son morfismos supiayectivos entonces el morfismo de álgebras gradu-
adas T? : TR {W) -* TR> (W) también Poi constiucción, r¡: TR (W) -* Tw (W)
es un moifismo homogéneo de giado cero muítiplicativo.

La hipótesis nos aseguia la existencia de un morfismo de R! — R!— birnódulos
¿ó, tal que el siguiente diagrama conmuta:

6

W -* Tu (W)
I T > w n> \T>
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Se cumple que S'0(W¿) C [TR,{W% y &0{W{) C [TIP{W% pues r, es homogé-
neo de grado cero. Luego, podemos aplicar la proposición II.6 y asegurar la
existencia de una diferencial 8' : TR> (W) —» TR> (W)., Por la fórmula de la
observación II. 1 tenemos que

= EJU ÍC-

luego ¿'^ = 77*5.

Finalmente notemos que í á' J j? = r¡62 = 0 implica que (S j =0, pues r¡ es un

morfismo supiayectivo.

2. Sean 0 = Ĥ o° C W¿ C ... C V7¿ = Wo y 0 = Wf C W} CWfC ... C W? « W^
las filtraciones que hacen triangular a .4,

Tenemos entonces que

• 0 = rj{Wg) QvW) C C ^(Wí) =17(WO) = W¿

= í)(-A¿-i)<S>ñ'í?(Wi)®jí'?í(A-i)» lo que es la propiedad buscada, pues
r)(Ai-\) es la subálgebia de A(A') geneíada por r¡ (WQ'1) ..

0 = rj(Wf) C jj(WJ) C C Í;{WO = r}{W1) = W[

= 7/ ((^ / i i~1) j 4(4)) ^ Ü ' ^ ((H/i~1)i*(>t)) ' ! o ^ u e ^ l a P 1 0 P i e d a d buscada,
pues

Así que ^t' es triangular.
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Proposición 2. Sean A = (•#> W, 6) y A — (R't W, 8') bocses. Sea 1/ un moiñsmo
del bocs A en el bocs A' inducido por el par graduado (r/w, i)w), donde jyw y i]w son
moiñsmos supiayectivos. Entonces:

1. Hay un encaje F^ : RepA' —* RepA

2. La imagen de Fv es una subeategoría, de RepA constituida poi aquellos objetos
M que son anulados por R, l~l ker r¡ y por WQ (1 kei r¡.

3. Fv está enmaicado por el par (FQ} T¡F) , donde FQ : R' — Mod —* R— Mod es el
funtor restiieción de escalares vía 7)R : R —> R', y r¡F ((/o, /i)) = (/o, / í i j i^) .

4. Sean M,N e imF^, si para, todo motfísmo (g°ig
1) : M -*• N en RepA se

satisface que

entonces F,, es pleno,

5, Si F7¡ es pleno y se cumple el axioma. 11.30.5, entonces el que A sea un bocs K-R
implica que A es un bocs K-R,

Demostración:

1. Sea Fv como en el lema 11.11, es decir, si / = (Z0 , /1) : M —* N es un moifismo
en RepA1 entonces (Fv (f))° es / ° considerado como R—morfismo, y (Fv (/))* =
Z1^1. Como 7} es suprayectivo, del mismo lema se sigue que F^ es un encaje.

2. Sea FQ : R! — Mod —* R - Mod el funtor del tercer inciso. Es claro que la
imagen de FQ consta de los Jí-módulos anulados por kei r)R

Sea M € RepA', por construcción de Fv tenemos que M es un A(A) -módulo
con

am = r/ (a) m,

donde m & M y a € ^4(^4). Luego, es claro que kei 7]ñ y WQ C\ ker r¡w anulan a

AM = Ffl{M)..

Ahora supongamos que M fE RepA es anulado por kei i)R y que Wo O ker 77^
Como r¡ñ es supiayectivo, el funtor FQ es un encaje pleno, cuya imagen con-
siste de los fí—módulos anulados por ker r)R, De modo que ^M se obtiene por
restricción de escalares de un módulo R>M-

Ahora bien, la acción del álgebra TR {WQ) sobre M deteimina un morfismo de
R — i?-bimódulos
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Sea T}% : WQ —> W¿ la restricción de r¡w. Entonces, kei rf^ — WQ n kei 77^. La
hipótesis de que kei rfiy anuía a M significa que 9 (kei r/^) = 0., Luego existe 0",
morfismo de R — J?-bimódulos, tal que conmuta

Wo -» W¿
\0 \0"

{M,M)k = (M,M)k

Sea 0 : W¿ -* (M, Aí)fc el moifismo de R' - /í'-bimódulos que corresponde a
B" bajo el morfismo identidad

Este morfismo 6' determina una estructura de TR> (WQ) —módulo sobié R-M tal
que FV{A*M) =A M

3. Se sigue del lema II 30,.

4., Sea g = ( Í / 0 , ^ 1 ) : M —» TV un morfismo en RepA, donde Fn(A>M) =A M y
Fv (A'N) =A JV- Sea IJ}^ : Wi -* WJ la restricción de J?^, luego W\ n kei T; =

Como íjjj es suprayectiva, tenemos que

/ ^^ (^ ' . (M. iV) , ) = HomRI-R.{W[,{R,M,[i,N)k),,

Dada la hipótesis de este inciso hay un isomorfismo

a C^í, (Mt N)k) - iíomf i_f i ( ^ i , (M, N)k),

es decir, que g¡wl = fitj\y para algún fx en HomK-w C^í» {KM,K N)k),. Sea
¿5 el isomorfismo de 11.17, construimos el par (p0,/?"1 (/i)) , donde g° es visto
como morfismo de R' -módulos,

Veamos que / = (0o,/?"1 (/i)) :.4' M ~*xf A1" es un morfismo en RepA'.. Sea
a' £ A (.4'), m 6 M y 77 (a) = a' para algún a& A (A), entonces
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a'(g°(m))-g°(a'm) - a (g° (m)) - gQ (am)
= 9'iS ia))\m]

Por otro lado tenernos, para 5 (a) = Y^i al ® w* ® a\ c o n w¿ € V7j y a?, a? €
A {A), que

Asf, / es un A {A') -moifismo y F,¡ (/) = g. Luego Fv es pleno.

5. Hemos demostrado la inyectividad de r¡F, y es claro que se cumple el axioma
11.30.3. Como Fo es un encaje pleno, se cumple II.30.4. Las hipótesis de este
inciso son II.30.1 y 11.30.5, por lo que del lema 11.30 se sigue el enunciado,.

Teorema 3. Sea A = (i?, W, S) un boas, Sea e un idempotente de H tal que y
eR (1 -• e) = (1 - e) Re = 0. Entonces;

1 Existen un bocs Ae — (eRe, eWe, 6e)1 y un encaje pleno Fe : RepAe —» RepA
que Uamaiemos eliminación de idempotentes.

2. La imagen de Fe es ¡a subeategoría plena constituida poi aquellos objetos M
tales que (1 - e ) Af = 0.

3. Si A es triangulen- (aditivo) entonces Ae es tii&ngulai- (aditivo):

4. Si A es K-R entonces Ae es K-R,

5 Si M' € repAe y W es un R- Rsubbimódulo de WQ, entonces \\M'\\e]ye =
HFa (M') \\w y qAc (M') = qA (Fe (M')) -

Demostración: Sean ej = e y e-¿ = (l — e) , En general, esta descomposición de
la unidad de R en idempotentes induce descomposiciones de R — R—bimódulos

WQ = eiWoei © eiW0e2 © e2W0e1 © e'¿W0e2 y
© e2W\e2-
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Sean A = A(A), JT = exRex, W¿ = e^W^ W{ = eiWiei yW' =
Las proyecciones r¡R : R —* R' y rqw : W ~+ eiWei son, gracias a que eR(l - e) =
(1 - e) Re = 0, un morfismo de anillos y un moifismo de R - R- bimódulos respecti-
vamente, es decir, forman un pai graduado. Luego hay un moifismo de A;—álgebras

Se cumplen las hipótesis del lema III. 1 pues

©e2Wüe2))
C r}([eiAéRWiénAe2] © [ e ^ ® ^ ® , ^ ] © {e2A®RWl®RAe2}) = 0,
y por otro lado

= r) (6 (61^162 © e-2W1e1 © e2W1e2))

C v ([eiV (A) ®RV (A) e2] © [eaV (A) ®ltV {A) e j © {e2V (A) ®RV {A) e2])
= 0.
Así que por III. 1 1 hay un bocs A' = (eiJíe^eiiye^Ó'), y un morfismo J? del bocs

A en el bocs A'. Luego, por III,2, existe un encaje Fe — Fv : RepA' —> R&pA.
Por III,2 2 la imagen de Fe se compone de aquellos objetos M <E RepA que son

anulados por1 R n kei rj y por WQ f\ kei r). Ahora bien, es claro que un R—módulo
M es anulado por R fl kerr; si y sólo si e2M — 0, Más aún, si e2M — 0 entonces
WQ f! ker^ anula a M. Esto prueba que la imagen de Fe es la subcategoiía plena de
RepA constituida poi aquellos objetos M tales que e-iM = 0.

Poi observación II.2.1 ImFÉ es cenada bajo isomorfismos en RepA,.
Mas aún, si M,N € lmF,¡ y f = (f°,fl) : M —* N es un morfismo en

tenemos que, para -w € ex Wie2 © ê VKie! © e2Wie2 = Wi O kerij y m £ Jlí

Z1 (tu) [m] = e i C/1 (w) [eim]) - Z1 (Cl«;ci) H = 0.

Así que se cumple la condición III.2,4, por lo que Fe es pleno
Poi III.1.2 la triangulaiidad de A implica la de A'..
Ahora bien, si A triangular aditivo, y W¿+1 = W¿ © V¡ como R — /?—bimódulos

para i € { l , . . . , r - 1}, entonces eiW¿+lei — eiW¿ei ©eiVíei = ^(W^) ©eiV^ej, por
lo que Ae es triangular aditivo,

Como imFe es cenada bajo isomoifismos en RepA se sigue cumple el axioma
IL30.5, así que por III.2 5, si A un bocs K-R entonces Ae es un bocs K-R,

Sea Fe (M') = M. Tenemos que

j|M|| = dimfc (ñ(M,M)) = dim* (eiñei (M, M)) = dirn* (eiRei (M',M')) = ||Aí'||.

Para lV un R - ü-subbimódulo de W se cumple que W C\ kei ^ = e lll
/e2 ©

í luego
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\\M\\W = dim*

dim*

W ®R M, M o
®RM,M

= 0

Wnkeir¡\ ®aM>Mjj+ dim* [R
O

Por las identidades anteriores se sigue que M' € repoAe si y sólo si M &
y que

9A (M) = \\M\\ - \\M\\o + \\M\U = 'lio + ||Atf'||, - qAe {M')

Teorema 4. Sea A = (R, W, 5) un bocs. Sean

O -> y / \ l ) -* tVi -+ W,<2) - » O
1 x 1

sucesiones exactas de R - R-bimódulos, tales que 6 \WQ J — W{ ., Entonces:

1. Existe un bocs A, = (R> Wffi © W[2\8T\ , y un encaje pleno F, : RepA, -*
RepA al que llamaremos regularización. Si M' 6 repA? entonces F, {M') €
repA.

2, La imagen de Fr es Ja subcategoría piena de RepA constituida poi aquellos
objetos M tales que WQ anula, a M.

3 Si A es triangulíii entonces AT es triangular.

4. Si A es un bocs K-R entonces A,- es un bocs K-R.

5. Sea A tiiangular y 0 = W§ C W¿ C ... C WQ = Wo una de las ñltiaciones
asociada a la triangularidad Si A es triangula! aditivo y W¿1' C W¿, entonces
Ar es triangular aditivo,,
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Demostración: La identidad ifn : R —> R y el epimoifismo r¡w =
—* WQ © W[ = H^2-1 forman un par graduado. Sea r¡ : T21 (W) —* Tu {W^)

el morfismo de fc—álgebras inducido. La hipótesis del lema III 1 se sigue de que
= í? ( Wi ] = 0, y de

W^) - 0. Luego hay un bocs A' = (Rt W^ © w[2)>&) y rj

es un morfismo de boeses,, Por III 2.1, F7} : RepA' —* RepA es un encaje Denotemos
a este caso particular de Fn como Fr,y a A' como AT.

Por IH.,2,2, la imagen de Fr está constituida por aquellos objetos de RepA que
son anulados por' WQ ,,

Sean M = FT (M1), N = FT (N1) y / = [f°, fl) : M -> N un morfismo en RepA..
Puesto que para todo w € W\ ' existe o 6 1^' ' tal que Ó (o) — w, se tiene para toda
m 6 M la identidad Z1 ('^) [rn] = f1 (S (a)) [m] = a/° (m) — /° (am) = 0, pues M y
N son anulados por WQ ,, Luego se cumple la condición de lema III ,2,,4S por lo que
Fr es pleno

La triangulaiidad de A implica la triangularidad de A, por III.1.2
Sea A un bocs K-R. Sean M 6 RepA y N = F, (TV') „ Supongamos que Z° € «

(M,N) y / ! e HorriR-R lW-¿ ,(M, W)A) son tales que (Z°jZl7ri) : M -* Â  es un

isomorfismo en iíep.4. Por observación II 2.1 / ° ^ un isomorfismo Terremos paia
a € WQ que

Z° (am) = a/° (m) - fr> (ff (a)) [m] - -f (0) [m] = 0,

luego WQ anula a M, así que M e l m F7..

Similaimente, si f° e ñ (N,M) y fl € Homn-R (M2)>(^>^0fc) s o n t a^ e s Q116

(Z0>Z1^r) : iV —» M es un isomoifismo en 7?ep.A Tenemos paia a € WQ que

a/° (n) = /° (an) + / ^ (ó (a)) [n] = Z1 (0) [n] - 0

luego WQ ' anula a M, así que M € Im F r .
Con esto hemos verificado el axioma 11.30 5. Por III,2.5 Ar es un bocs K-R,.
Demostremos el último inciso, Como se vio en la prueba de III.1.2, la filtración

en grado cero asociada a AT es 0 = »?(Wj) C rj{W¡) C . . C Í J (WJ) = rf(Wa) =
WQ. Si paia cada i 6 {i, ...,,7- — 1} hay una descomposición como R — ü—bimódulos
W^1 = W¿ 8 Vi, entonces W¿+1 =' W¿ © ^ © © K como Í2 - ñ-bimódulos.

Luego, si W^ C Wo1 entonces r / ^ 1 ) = (M^/Wo 1 ' ) © ^ © - © V5, así que
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Proposición 5. Sea A — (Ii, W, 6) un bocs y F,. : RepA, —* RepA el t'untoi íeg-
ulaiización como en el teorema anterior. Sean W un R — R—sub-bimódulo de W,
W&i = r¡ (w) , WM = íkcrrinw'] , M' e RepA, y F7 (M

1) - M. Si paia W se
tiene una, sucesión exacta

0 -»JI [Wí2)
 ®/Í M, Af) -*A [W ®;e M ( M j ^ ^ [W^ ®R MtM) -> 0 (*)

entoiíces HM'jj^ < \\FT (M1) ||^(2), y Ja desiguak/ací estricta se obtiene si y sólo si

Si para cada ty G {fi, W&, W\) se tiejjen sucesiones exactas como (*) > eníonces
q,A, {M') > q.A {F-r {M')), obteniéndose la igualdad si y sólo si S,wv> es biyectivo.

Sí H es scmisimple, paia todo Ii — R—bunódulo W ia sucesidii (*) es exacta.

Demostración: De la sucesión exacta

0 -^R (W& <S>R M, M\ -»« (w ®R M, M ) -+« ÍW(1) ®R M, Ai) -> 0

se sigue que

|¡ Aí I ̂  =

con igualdad si y sólo si dim¿ (R (w^ ®R M, Af J ] = 0,
Ahora supongamos la existencia de sucesiones exactas similares para R, WQ y W\.,
El epimorfismo 6 ® / : W$ ®R M -> W± %R M induce un monomorfiamo

n (WÍ1} ®R Af, Ai) -+ft (W^1J @fi M, M) , luego

®ii M, Mj) - dirnt ( n (W(S2) ®/t M, Af))

( ( ¿ 1 } ®fí Af, Af)) > dimfc (fi (wp* ®fi M, M

= dim* (a {Wl ®R M, M)) - dim* (/E (w í a ) ®fl M, Ai)) ,

por lo que q,A (M) < q¿r (M'), y la igualdad se obtiene sólo si S.w(i) es biyectivo.,

Si R es semisimple, se tienen, para cualquier R ~ R—bimódulo W7 las sucesiones
exactas
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0 _• tf/O) -» | f -» W<® -+ 0

0 ->,£ (w® « « M, M) -» / t ( iy «>„ /V/, A/) —«

Lema 6. Sea R una fc-áigebra semisimpie y sean M,Ar un par de R-módulos,
entonces (M, N)k es un R~ R-bímódulo inyectivo.

Demostración: Sea 0 -->• V —t W —* Z —* Q una sucesión exacta arbitraria de
R — R—bimódulos, Poi la semisimplicidad de R ae tienen las sucesiones exactas

Q-*V®HM->W®RM-tZ®iiM-t0deR~ /c-bimódulos y
0 -+« (Z ®fl M, Ar)fc -+fl (VK ®JÍ M, N)k -*R {V ®R M, N)k -» 0 de grupos.

Aplicando el isomorfismo de adjunción se sigue que 3a sucesión

0 -->« (2, (M, N)k)ñ ~>n {W, (M, N)k)R - . « (V, (Af, iV),)fí -> 0

también es exacta.

Proposición T. Sea A - (i?, W, 6) un bocs K-R, Sean 0 -* W¿x> -> Wo -* 14^2) ~> 0
y 0 —* Wj —» Vfi —* Wj —* 0 sucesiones exactas de R— R— bimódulos, tales que

6 ÍWQ j = W/ . Supongamos que

1, jf? es sem'ísimple o que

2. Wi = W¡1) ® W^(2) como R - R~bimódulos,,

Si F, : RepAr' ~* RepA es el funtoi regulaiización asociado, entonces M € RepA
es isomoifo a un objeto de Im F, si y sólo si es anulado por (kei S) C\ WQ .

Demostración: Sea M' igual a M considerado como R—módulo,, Si (kerÓ) n
anula a M, entonces podemos definir un moifismo de R - i?—bimódulos f¡ :
—> (M1, M)k mediante la fóimula f1 (6 (a)) [m] — am Si R es semisimple, por

el lema anterioi, podemos extender f¡ a f : Wi -> (Ai', M)k „ Si Wx - W[l) © Wt
(2)

extendemos /j1 a / ' definiendo fl ((w\,v)2)) = / i (wj). De 11.22.1 y 11.25 se sigue que
hay un isomorfismo / = (Id, / ' ) : M' —> A/ en fíepA. Por construcción tenemos que



FUNTOKES DE REDUCCIÓN 64

si w € W^ entonces wld(m) = Id(vim) +/1(6(w))[m] - Id(wm) +wld(m), por lo
tanto wm = 0, es decii, WQ1} anula a M'. Así que, poi III.4.2 W está en ímFr.

Supongamos que hay un isomorfisino f/0 , /1) : M -> N = FT{N'), Por III.4.2
Wu

(lí anula a iV, y poi obsoivaciónll 2.1 / ° os un iHomoifismo. Sea w € (kur <5) D W¿ },
entonces

f° (wm) = wf (m) - / x (5 («;)) [m] = 0

implica que (ker¿) n WQ anula a M.

•

III.2 Absorción.

Proposición 8. Sea A = (R, W, 5) un bocs Éai que Wo - W^l) © ^ 2 ) y 6

0, entonces:

t. Hay un nuevo bocs A& = ( ^ , W',¿')» donde

y un isomorfísmo de boeses 0 de A en Ag.

2. Eí funtor asociado por II, 11 Fo : RepAo ~* RepA, al que en este caso ¡¡amatemos
absorción, es un isoinoifismo de categorías.

3, Sea WQ un sub-bimódulo de WQ tal que WQ = W^ © W$2\ donde W¡1) C
y W^ C W^\ y sean M' G RepAo y M = F0{M'). Entonces se

cumple que HM'IJ^ #w9 T < 11^11^» con desigualdad estricta si y sólo si

¿ 0, y qAi (Ml) > qA (M)

4. Sí A es triangular entonces Ao es triangular

5., Si A es K-R entonces Ao es K-R,

Demostración:
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Sea Bu : R —> IÜ la inclusión, el cual es un morfismo de anillos, Sean los
morfismo de R — R—bimódulos 8^ : WQ —*• R\ el cual es la inclusión canónica,
0°w • WP -H- R' ®/t W¡2) ®n R', dado por 6$ (w) = 1 ® w ® 1, y Bl

w : wf* -»
lí? ®/t VV"i ®j( fi7, dudo por ¿íjv (IU) = 1 ® w ® 1., Por lema 11.2 eatos inoifismos
inducen un único morfismo de anillos 0 : 7^ (Ví̂ ) —* Tw (W),.

Consideremos los moifismos canónicos $&> : R' -^ TR(WQ) , de anillos, $%, :
m ®n W¡1] ®ñ R1 -* TfíCVK) y &w, : i?' ®ft Wx ®R R' ~> T/i(VK) de R -
R—bimódulos. Poi lema 11,2 estos morfismos inducen un único morfismo de
anillos i? : TR> (W) -> TA(A) (A (A) <S>it Wo ®R A (A)) = ?

Es un cálculo rutinario veiificar que -&Q\a = Ida, que "d0\w<¡ e s ^a inclusión
canónica de Wo en ¥, y que para w € Wi se tiene dQ (w) = 1 ® w ® 1. Luego
•99 ~ v : Tu (W) —* f es el isomorfismo de aniilos constiuido en el lema 11 4.2,
así que 9 es inyectivo.

Tampoco es difícil convencerse de que 0 es suprayoctivo y que preserva la gra-
duación, es decir que

Definamos 6' = 060'1, así que 5' es un moifisrno de R— ií-bimódulos. Es claro
que 6' es de grado 1, que cumple la regla de Leibnitz, y que {£') = 0.

Mostremos ahora que 6' es un moifismo de R' — R'~ bimódulos,. Sea z =
Q(®'i'LlWi) la imagen de un elemento homogéneo de T¡i{W), sean n<¿,ni €
{!,...,«} tales que n2 > nu y II>Í € WQ para i € {l,.. . ,ni} U {«a, . . . ,n} .
Puesto que ó (IÍ?¿) = 0 y fl'r(tüi) = 0 paia i € {1,.,.,%} U {n<¿t., , n } , por la
fórmula de la observación II.1 tenemos que:

6'0
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por lo que á' es un moifismo de R' — R'~birnódulos, luego es una diferencial.

Puesto que 0 es un isomorfismo de k—álgebras que preserva la graduación y
conmuta con las diferenciales, es un isomorfismo do bocses

2. Por 11,11 existen los encajes Fo : RepAo ~* RepA y F6-i : RepA -+ RepAo- Es
inmediato que Fo-¡ = F¿~1.

3. Sean Z un R - i?-bimódulo y M G RepA Notemos que R es un subanillo
de R1, y que 9\tl = IdR> por lo que R (Fgl (Ai)) =R (M), así que tenemos
isomoi fiarnos

Luego,

dimk U {R' ®R W™ ®R R'

et (W¡2)®RM}M))
e~

l (M), F " 1 (M)))

poi lo que \\Fgl (Ai) llff®^^»®^» - Ü-^Hw,' ^ I a desigualdad estricta se ob-

tiene si y sólo si a ÍW^ ®/e M, M\ ¿ 0.

Sea <j> : WQ <8>n M —* M el i?—moifismo determinado por la estructura de
de Ff1 (M) = M', Se tiene una función k—lineal

a :H (M, M) ~>ñ [w^ ®a M,M\ definida como a (/) - f4> - (j>(I®f).

Como el núcleo de a es R>{M', M') se sigue que

dimjb (R (M, M)) < dimfc (ff (M'f Af')) + dimfc ^ (íyo
(1) ®« Af (

y por lo tanto que

= dimfc {„ {M1, M')) + dim* (B (w0
(1) ®« M, M ) ) - dim* («(Ai, M» > 0
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4. Supongamos ahora que A es triangular, y sean 0 = Wj} C W¿ C C W¿ =
Wo y 0 = W? C W¡ C C jyf - Wi las filtraciones asociadas. Sea TT0 :

Wó —> Ŵo e* epiraoifismo canónico, y sean {W')%
0 = {9{nü{Wl)))RI , para

i e {0, . . . , r } , y (W')í = {^(^O)fí' P81"* J € {0> •->*}- Entonces tenemos las
filtraciones:

0 - (W)? £ (H^Ol C ... C {W')¡ - i ? ®« VKX ®R fíf.

La/?'-subálgebrade A(Ao) generada poi (W% será denotada por ^ + 1 Nótese

que A'i¥l está generada por 9 ( WQ + (WQ) ) , por lo que contiene a la subál-

gebra generada por 0 (WQ) .. Sea Ai la ií-subálgebra de A (A) generada por W¿t

entonces tenemos que {$ (^4»))^ C A\.. Por fin, podemos verificar las propiedades
de las nuevas filtraciones:

= XÍ_I®/Í' (i? ®R Wi ®R R') én'A'^ = A'^éwW&R'Al.!,.
Denotemos por W (;) al v4(^o) — A (Ae) — sub-bimódulo generado por
(W')í Luego

5. Sea FQ : Rf — Mod —*• R — Mod el funtor restricción inducido por 6\¡t: R-* R!.

Sean M,N 6 Rf — Mod y consideremos las funciones / 0 €«' {M,N) y /i £
Hom,Rt_R> (W[, (Ai, JV)^). Como antes hay un isomorfismo

Si ô = -̂ o (/o), y 5i es la imagen de / t bajo el isomorfismo anterior, entonces
no es difícil verificar que rjF ((/o, f\)) = (go,gi) es una función invectiva y que
(FQ>VF) enmarcan a Fj, Es claro que si /o es un isomorfismo entonces QQ es
un isomorfismo,, La condición 11.30,5 se sigue de imFo = RepA, La condición
H.30.,4 se obtiene de la existencia de Ffx Luego, por 11.30, si A es un bocs K-R
entonces Ao es un bocs K-R,
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III. 3 Construcción del bocs Ax y del fiintor reducción
Fx : RepAx -> RepA

Definición 9. Sean R y S k—álgebras* El módulo RX es llamado S—admisible si

1. F = (Ü (X, X))0** contiene a S como una subálgebm;

2. F contiene un ideal bilútero B tal que

como S — S— bimódulos; y

3- X$ y Bs son proyectivos y finitamente generados

Recordemos que si Bs es proyectivo y finitamente generado, por el corolario I.12>
hay un morfismo de S — S—bimódulos \i cbasociativo, es decir que hace conmutativo
al siguiente diagrama:

B* ^ B* ®s B*

B* ®5 B* ^ B* ®5 B* ®s B'

En los siguientes lemas estaremos considerando un módulo RX que sea S—admisible.
Consideremos la evaluación v : X®sB —* X, dada por v {x ® p) = p(x), la cual es un
morfismo de R— S—bimódulos. Por lema 1,9, como en la observación 1.1, v induce el
morfismo de S—R— bimódulos a = (fe lv* : X* —» B*<&sX*, tal que a (A) — ^¡7¿®A¡
es el único elemento de B* ®sX* que satisface ^ i y i (A¿ (x)p) = X(p(x)), paia todo
x € X y toda pe B

Lema 10. {fi ® /) a = (/ ® a) a.

Demostración: El siguiente diagrama conmuta,
/®Trt

X ®s B ®s B X®SB
] V®¡ j U

X®SB T X
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pues v (I ® m) (x ® px ® p2) = v{x®{p2 • px)) ~ p2 • Pi {%) y
v (v <S> I) (x <S> Pi <8> p-¿) = v ÍPi {x) ® /^) = A¡ ÍPi (x)) • ^ ( l u e P o r ^ - ^ también el

siguiente diagrama conmuta:

X* " ti* tos X*

Consideremos nuevamente a la evaluación, peio ahora vista como el morfismo
R — 5—bimódulos v' : X —* (B, X)s dado por v' (x) [p] = p (x). Por el lema 1.5 hay
un isomorfismo de bimódulos «f̂ T1 : {B,X)S —* X ®s B*> por lo que se induce un
morfismo é : X —* X<g>$B* tal que é (a;) = Ylt^t^lt e s e ' único elemento de X<S>sB*
que satisface ]T)( xt*it (p) = p (x) para toda p en B.

Lerna 11. (é <̂  1) é = (/ ® /x) é..

Demostración: Sean los isomorfismos naturales de bimódulos $ : ((B fX)5) ®$
B* -» (B, (S, X)3)s, $ 2 : X®SB* -> (5 , X ) s ( ^ 3 : X®S(B ®5 B)* -* (B <S>5 B, X ) s

y 02 : #* ® 5 S* -* (J3 ® s B)* construidos en 1.5 y 1.9.
Por naturalidad de los isomoifisraos considerados conmuta el siguiente diagrama:

X
II
X
II

- • X g
é

-+ x &
T"

II
15 B*

—i

l®m*
- y

(m.1)

X i

x$

%s B* *

í>s(Bí
I*!1

Si r : (£,(•#, X) 5 ) 5 ~* (B &s B,X)S es el isomoifísmo de adjunción, entonces,
para u € (B,X)S tenemos que r ((/,v')(«)) (ft ® />2) = [((/,«') («))(ft)l N =

Por otra paite, ((m, /) («)) (^i ® p2) = u (p2 • />t) - Luego, si w = v' (x) tenemos
que p2 {u (pi)) = p2 (pi (x)) — u{p2- px) así que el diagrama:

(m,/)
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es conmutativo.
Por naturalidad, también el siguiente diagrama es conmutativo:

(B,X)S

X®SB*

é®l

t{B>X)s)s

,X)S®SB*

i 2

A su vez, la conmutatividad de

x

1*3

( » ,

se sigue de que

x 0 7i ® 72)) [Pi

y de que

7i ® 72) [Pi

Por fin podemos ver que

, v1) • v' = (é
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Lema 12. Sea RX un módulo S~admisible. Sea e : X —* X ®s B* el moiñsmo de
S — R—bimódulos inducido por la evaluación v': X —» (B, X)s dada, por 1/ (x) [p] =
p(x) Sea a : X* —> B* ®¿- A"* el jnoifiyino Í/O S - R—bimódulos inducido por hi
evaiuaciíJíi v : X ®s B —* X, dada poi v(x0 (>) — p(^). Sean {pplj \ j € J} y
{XÍ, Xi | i e / } bases duales ñnitan de 8$ y Xs respectivamente. Entonces;

1. Si e = ~é y x 6 X, entonces

2. Si Ae X* tenemos que:

Demostración: Para probar el primer inciso recoidemos que por la fórmula del
lema L5.2

e (x) = *? (v' (x)) = E ^ (*) [p¿] ® 7> = E Pá (i)

Resolvamos ahora el segundo inciso. Si A € A"* entonces

v*(A) [re® p] = \(v{x®p)) =X(p{x)),

asf que, poi fórmula 1.9.2, se sigue que

a (A) - 4qx (v* (A)) = E i A (.., (su)) ® A¡.

Puesto que para 7 e B* se cumple E j 7 (J°J) 7> — 7> tenemos que:

Definición 13. SeanRyS anillos, W un R—R—bimóduloyX unR -S-bimódulo,
tal que Xs es pioyectivo y nidiamente generado. Por 1,5.2, $ 2

 : X @s X* —* (X, X)s

es un isomorñsmo de bimódulos, por lo que si ^ J 1 (Idx) — E Í ^ Í ® Aj, entonces
{^, Ai ¡ ¿ e / } es una base dual de Xs Como Idx €R (X, X)s se cumple por 1,5.1 que
E¿ xi® A¿ £ (X ®s X*) ., Podemos definir entonces el morfismo de S — S—bimódulos
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en elementos homogéneos como a(\<g>r®x) = \ (rx) y
a (A ® IÜI ® • - - <2> Í

í . a , , ( „ , ) (

Por comodidad, paia tu € T/£ (W), e/enotarernos (x(X®w®x) como a*,* (u>). Note-
mas que

pw&w,v/ € T R Í Í ^ ) , A e l ' y s e X . De ello se sigue que gr (w) = gr (a^ (w)),
para w€TR (W).

Proposición 14. Sea A = (R, WQ®WI , S) un bocs. Sea, RX un módulo S—admisible.
Entonces Ax = (S,W? © W?t6

x) es un bocs, donde W$ - X" ®R WO ®fi X,
Wf — B* ® (X* <S>H W\ ®nX),y donde 8X se obtiene de extender mediante la, regla
de Leibnitz su deñnición en Wx = B* © (X* ®R W ® A X) :

6X (A ® w ® i ) = a (A) ® w ® x + ax¡x {5 (w)) + (-lfr<-w>X ®w®e(x),y
ffJf(7)=/*(7),«7eB*.
En paiticulai, si t G T^fW) es un eiemerjío homogéneo, \ £ X* y x & X se

cumple que

¿X ( ^ , , (*)) = (a ® J) (aAltf (É)) + aA,» («5 (í)) + ( - 1 ) ^ 0 (/ ® e) (aKx (i)).

Demostración: Teniendo en mente el lema II.4, se deiiva que 6X {Wx) C
[r s (W

x)] l y 6^ (Wx) C [Ts (W^J j , así que por 11,6 podemos extender Sx me-
diante la regla de Leibnitz. Por observación II. 1 basta con ver que (<5X) (Wx) ='0
para probar que Sx al cuadrado ea cero,, Recordemos que (¿Í ® /) a = ( /®o)oy que
(e ® /) e = - (/ ® /i) e.

Sea 7 ® A ® ¿u <g> # un elemento de B* ®s X* &ñ W ®fi X, donde 7 € B", A € X",
v) eW y x e X. Por la fórmula de la obseivación II. 1, y por el hecho de que 7 es de
grado 1 en Ts (Wx) , tenemos que

6 (7 ® A ® w ® x)
= 6 (7)®A®IÜ®a: — 7®á (A®ÍÜ®X)

= /í(7)tg>A®tii®a; — 7 ® (a (X) <g> w <g> x + a^.i (5 (w)))
- 7 ® ( ( - i r w A ® w ® e ( x ) )

= (/i (7) ® A - 7 ® O (A)) ® W ® X - 7 ® o;Aia; (5 («;))
>

Luego, si A € X", w €W, x€ X, Ii= Idx*> e /2 — /¿s- tenemos que
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Sx (a (A) ® w ® a:)
= ((/i ® A - h ® o) a (A)) ® u» ® a;

- (/2 ® a) (a (A) ® S (w) ® x) + ( - I j ^ ^ a (A) ® u> ® e (x)
= - (/2 ® a) (o (A) ® 5 (tu) ® x) + ( - l^ íW+i (a (A) ® w ® e (x))

Sea ahora A ® w ® x ® 7 u n elemento de X* 8>RW®/IX <$>S B*, donde 7 e B*,
A 6 X*, w 6 W y a; 6 X Poi la fóimula de la observación 11,1, tenemos que

S (A <g> w ® a: ® 7)
- ¿* (A ® w ® 1) ® 7 + ( - l ) ^ ^ A ® w ® ar ® ff* (7)
= (a(A) ® u> ® x + aAia: (¿ (iy)) + (-l)a i í lü)A ® ̂  ® e (xj) ® 7

- o ( A ) ® i ü ® x ® 7 + ct\,x {S {w)) ® 7
® (e (x) ® 7 + x © fi (7)) •

Luego, si A € X*, w eWfx e X, Ii = Idx*> e h~ fdB* tenemos que

6X (A ® w <E> e (x))
= ü (A) ® UJ ® e (x) + (Q ® /2) (A ® ó («í) ® e (x))

+ ( - l f W A ® w ® (e ® /2 + A ® /i) e (x)
- a (A) ® IÜ ® e (x) + (a ® J2) (A ® 6 (w) ® e (x)) .

Recordemos que ^ ) í x< ® A¡ es la imagen de /^^ bajo el isomorfismo X ®s X* =
(X, X)s del lema 1.5.2, y asf {xi} A¿ j i € 1} es una base dual de Xs Sean / ' = Idx e
/ " = Idx-. Usando las fórmulas III.12.1 y III 12.2 se sigue que

Usemos esta identidad para demostrar que

¿X K * (í)) = (o ® /) {ax¡x (í)) + aKx (6 (í)) + (-1)̂ <™> (/ ® e) (a^ (t)) ,

donde t = w\® ®u>nes un elemento homogéneo de W®n, A £ X* y x G X
Hagamos la prueba por inducción sobie n.
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Para n =* 1 el resultado se sigue por definición de S .
Supongamos cierto el resultado p a i a u n n - 1 dado, y sea t = w\ ® • • •• <g>«v-i ®wn =

£' ®u;w. En tal caso tenemos que

..* (0) + « \* (<* (£'))) ® «fc
® c) («A,,, (0)

= E i

-* (¿') ® « (Ai) ® ^n ® X]

Por la fórmula (*) y se cancelan los sumandos intermedios y obtenemos:

¿') ® wn

Lo que por regla de Leíbnitz es igual a

(a © /) aKx (£) + a^ (6 («)) + ( - l )^ 1 8* 8" ®»-> (/ ® e) (a,, , (í))

Podemos ver ahora que
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X ( ! )
= - {h ® o) {a (A) ® 6 (tíí) ® a;) + ( - l ^ W + i (a (A) ® w ® e (ar))

+ (a ® /} aAj¡E (6 («,)) + ^ (5 (5 («,))) + ( - I ) 9 * " » 1 (/ ® e) <aA(, (¿ (w)))
+.(,_l)fl'» (a (A) ® w ® e (ar)) +• (-l)»7"^ (a ® /2) (A ® 6 (w) ® e (»))

= - (J2 ® a) (a (A) ® ¿ (tu) ® s) + (a ® / ) axiX (6 («;))

+ (_!)^í»)+i (/ @ e) (aAji (5(w)) j + (_ I ) ÍT(«) (a® I2) (\®ó{w)®e(x))
= 0

Con esto hemos comprobado que tenemos un nuevo bocs

•
Construyamos ahoia un funtoi Fx : Rep Ax —• RepA. Mantendremos la base

dual {a;¿, A¿ ¡ i € 1} de X$ fijada en III. 13 y, desde ahoia, fijamús también una base
dual finita {pj,"fi \ 3 £ J} de Bs

Definición 15. Para M € Rep A*, definimos Fx (M) = X ®s M como R—módulo*
Recordemos que Ax — A (Ax) = Ts (X* ®/j WQ ®Ü X). La siguiente composición
proporciona una. estructura, de A (A) —módulo a. Fx (M), a la que denotaremos por -

A (A) ®w X ®s M
ÍT

X ® s X* ®n A {A) ®RX®SM

X ®s Ax ®s M

donder (a <%> x <g> m) — X^#i®A.;®a®a;®m)iy* : A
x®sM -»JW eslaestructma

de Ax—módulo de M, así que

1. a • (re ® m) — 2 ¿ £ ' ® QA¿,a; («) * "i-

Puesto que las funciones son aditivas y ^ fXi ® Ai = ^ ¡^1® Ajr, por 1.5 J, nos
basta cou checar que

la • (a: ® m) = £ ; a:¿ ® a^^ (lA) * m
~ I3i «t ® Ai (x) •* m

= Y
= a:

7 que
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= (a'-

= Z)ix

= (a1®

E
X i (

í ®
a)

;ftXA®ax^(o'
Si ax i>Ih (a') * (
gi ( Q J ^ ^ (a') <g

(«A^,^ (ar ® a)
• (x ® m).,

) *m))
QA^,! (a)

) *m

* m)
|) * n

Si / = (f0,/1) : M —> N es un moiñsmo en RepAx definimos, pata v) € V {A),
x e X ym € M :

2. (Fx (f))°{x®m]=x®f (m) + ^Pj(x) ® p (7rf) [m] y

3. (F x ( /)) ' (w) [a <2> m) = £ , ̂  ® f (aKx (w)) [m].

Teorema 16. Sea A = (R, W, 6) un bocs. Sea RX un módulo S-admisible. En-
tonces se tiene un funtor Fx : RepAx ~* RepA dado por las fórmulas de 111,14,
III.15.1, III. 15.2 y 111.15.3 al cual Mamaremos funtor reducción con respecto a X.

Además, Fx está enmoicado por un par (Fo,riF), donde Fo = X 0$ -, y VF ^ ^
definida de la siguiente rnaneia. si f0 £s {M,N), / i € Homs-s (M^i (M,N)k) ,
VF ((/O. / I ) ) - (ffo, 9i),w€Wiym€ M, entonces

1. 5o [a; ® m] = x ® f0 (m) + ^ p̂  (x) ® / i (7 j) [m],

2. ^ (w) [a; ® m] = ^ ¿ *i ® / i («AÍ,* («»)) H .

Demostración: Sea / = (f0,/1) : M —* N un moiñsmo en i íep^^, claramente
(Fx (f})° es un morfismo de R—módulos. Veamos que Fx (/) es un morfismo en
RepA, así que sean w € V {A), x € X y m € M :

poi otra parte,

w.{Fx(f))°[x<8>m]

= w(x<8>f° (m) + Zj Pi W ® Z1 (7j) H )

= E¿ xi ® aAil3: (UÍ) * / ° (m) + E Í J ^i ® «A, ,^^) (w) * Z1 (7 í) [m]

Se sigue que



FUNTOUES DE REDUCCIÓN 77

w • (Fx (/))° [x ® m] - (Fx U))° [w - (a: <g> m)]
E Í ^ Í ® [«A,,» («0 * y° (m) - / ° (a^^ (w) * m)]

* «

Por comodidad, sean J]¿^ s» ® «Ajrfij{*) ("') * / ' (7.;) [w] = ^ y
EijPjí**) ® / ' (7j) [ftA,̂  (w) * m] - //; aaí que, como / es un morfiamo en

RepA > y tu es de grado 1, la expresión anterior se convierte en

Zi
n ((a ® /) {aXitX ( » ) + aA¡,a (ó (w))) [m]

Z1

£; - / /

¿ ® "Ahl« M ) H
7,-) H

m]

1 (7,0

+JS7-H

con lo que se comprueba que Fx (/) es un moifismo en RepA.

Es fácil ver que Fx ((IdMt0)) = (/íi/.>(M)lO) .
Sean f : M —* N, g : N -* L moifismos en RepAx. Verifiquemos que F

•P'x (?) ̂ v (Z) Veamos primero que coinciden las primeras componentes; sean x € X
y m £ M :

(í//)) (gf)° (m) (í/Z)1 (7^) N
í/° («01 + E;l£/1(7.5,,)Z1(7?,ít) H ]

donde Ó'(TJ) = /* (7^) = E h
Por otra parte se tiene que
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(Fx (g))° (Fx (f))° [s ® m] = (Fx (p))° (z ® /° (m) + E.. Pj (x) ® Z1 (7,)

)° (m) + E PÍ 0*) ® tf0/1 (7¿) H

y recordemos que (1 © /¿) (—e) = (-e <8> 1) (—e), luego las expresiones son iguales,
por lo que en la primera componente la composición va en la composición.

Veamos que ocurre en la segunda componente; tenemos, usando la definición de
composición en RepA, que para w eV (A), x € X y m € M :

(Fx(g)Fx(f))
l(w)\z®m]

= {FX (g))° (Fx (/))' (w) [x ® m] + {Fx (g))1 (w) [(Fx (f)f {x ® m)]
+c {(Fx (g))1 ® {Fx (f))

1) (6 (w)) [x ® m]

donde c: (X®SN,X ®s L) ®A(A) (X ®s M, X ®s N) -> (X ®s M, X ®s 1) es
el morfismo composición,

( ( ^ ( E / M ^ H J H )
+ {FX (g)) * (w) [x ®,/° (m) + E Ps (x) ® f1 (7 )̂ H ]
+c ((Fx (s))1 ® (FX f/))1) (5 (w)) [x ® m]

- 2 > i «> í0 /1 («x,,, (w)) [m] + E*j PÍ í^i) ® í̂ 1 (7;) í/1 K , M) N I

+ E Í ̂  ® gl{a^ (w)) [f (m)] + E i t í ^ ® í/1 (<*A^<*) (^)) [Z1 <7Í) H ]

+c{(Fx(g))l®(Fx(f))
l)(8(w))[x®m}

Mientras que la segunda componente de la imagen de la composición es

1 1 aAli, (w)) [m]= E ^ ® (g0!1 {a^ (w)) [m]

+ E *i X

donde c* : (N, L) <8>A(AX) (M, N) ~» (M, L) es el morfismo composición. Usando
las fórmulas III.12..1 y III,12.2 se sigue que:

(g1 ® Z1) (¿x (^,x (w))) H )
® a1 (^ (ft K ) ) 71) [Z1 («A,,. M ) N
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M ) [fi (7j) H ]

K)) [z1 K,, («í)) N]
«Am* H ) N I

í x C/))1) (5 (w)) [o: (g> m]
1 (7/) [f (^..x (w)) N I

( (AÍ^-Í - ) ) M ) [Z1 (7,) H ]
1 ® (Fx (f))1) (6(w)) [x ® m],

donde S(w) = ^ ( Wj1 ® w^, pues Yli xi\ = Idx, comprobándose por ello la iden-
tidad.

Por construcción de Fx este funtor estará enmarcado por (FQ,7)F) si y sólo si r¡F

es una transfoimación natural..
Sean M, N, M', N1 e S - Mod, u : M' -~+ M y v : N -> N' 5-morfismos y

I ®u : X <8>s M' -^ X ®s M, I <2)v: X ®$ N -> X ®s N' los ií-~morfismos inducidos.
Afiimamoa que el siguiente diagrama conmuta

VF

rAx(MtN) -> TÁ(X®SM,X®SN)
!(«*.(«*).) |((í®w)*,((/©«r)4)

rAx{M',N) Z TA(X®SM',X®SN).

Para verificar esto sea (/o,/i) € rAx (MtN) = Homs {M, N)xHaniS-s {W\,{M, N)k)
Tenemos que

está dada, para w € WÍ7 x e X y rn' € M' por

= re
(/i(7j))

(7,-) [« K )
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/i t ^ ,* (w)) [u (m')]

Por otio lado

y tenemos, para w€ i f i ^ e X y m ' e M', que

= </o [a; ® w (m')]
= a: ® /o (m') +

) [a: ® m'\ = fli (w) (/ ® «) [a; ® m'}
= E¿ «i ® h (a*ux M ) [

Luego '^F (u-, (u*) J = ((/ ® «)*, ((/ ® u)') J 77,,,
Similar mente probamos la conmutatividad de

1F

rAx{M,N) ~* T,4 (X
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Lema 17. Sean A — (Rt WQ © W\, S) un bocs, RX un módulo S—admisible y Fx '•
RepAx —• RepA el funtor ¡educción asociado Entonces:

1. SÍMQ € 5-ModesÉa/que^®£fMÓadmiteunaesíiucturadeTR(VVo)— módulo,
módulo al que llamaremos M, entonces Af¿ admite una única estructura de
T$ {WQ) —módulo, ¡o que denotaremos por M't tal que Fx (M') = M.

Sean v : X* <g>fi X —* S la evaluación, y a ; S <&s M'Q ~* M'Q el isomoifismo
canónico, entonces la estructura * de M' está deteiminada por la estructura •
de M por la fóimula:

<j{v<8>Id){\®w-{x§í> m))

para A € X*, w G WQ, X e X y m G M¿,,

2. Sea Fü — X ©fí _ : S - Mod —* R — Mod. Entonces lmFx es Ja subcategoiía
piona do RepA cuyos objetos, como ff-móduios, están en

3. Sean N, N' € RepAx'. Si Fx (N) = Fx (N1) como A (A) -módulos y N = N'
como S—módulos, entonces N = N' como A (Ax) -módulos,

Demostración: Sea M¿ como en el primer inciso, Puesto que v es un S -
£~moifismo y a es un S-morfismo, * : Wo

x g>s M¿ ~ X* ®R Wo ®/¿ X ®s Aí¿ -» MQ
es un S— morfismo. Sea *' la imagen do * bajo el isomorfismo

s (W*, (M

Por lema II 2, hay un único moifismo de anillos

al que poi el isomorfismo

s {A (Ax), (M¿, Aí¿)fc) =s {A {Ax)
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le corresponde un único S— moifismo *, es decir una estructura de A (Ax) —módulo
sobre M¿ Denotemos por M' tal A (Ax) —módulo

Para A e X*, w 6 Wo, x € X y m € M'o tenemos, si ' denota la estructura
de A (A) -módulo de Fx (M1), es decii la inducida por el fuiitor, y w •• (x®m) =

'i e s *a estructura oiiginal de M, que

w •' (x ® m) = £ \ Xi ® (A¿ ® w ® x) * m
= IZi xi ® ^ iv ® Id) (A,- <S> w - (x @ m))

por lo que -Fx (A/') = Ai, Es decir que cada objeto de RepA que corno J?—módulo
está en ImJPo pertenece a l m i ^ .

Supongamos ahora que N G RepAx y que * es su estructura como A (Ax) —módulo.
Sea *' la estructuia como A (Ax) -módulo inducida poi Fx (N) = A/en sN, y de-
notemos a este objeto de RepA como N',, Tenemos, paia A G X*, w € WQ, X 6 X

iV que

(A ® ÍÜ ® ar) *' n = cr (v ® /Í¿) (A ® w • (a: ® n))
- o- (u ® /d) (A © ( ^ i ; ® (A¿ ® tn ® a:) * n))
~ (Z)Í -̂  (^í) Ai ® iy (S1 ^) * n
= (A® uxgia.-) *n.

Es decir que JV = N'., Esto prueba que hay una única estructura de A [Ax) —módulo
sobre sN tal que su imagen bajo Fx es M,. Otra foima de expresar esto es el enunciado
del teicer inciso,

Corolario 18. La categoría R — Mod es claramente ¡somorfa a ftepC pora el boas
C ~ (i?, 0,0) Sea, RX un módulo S-admisible Entonces hay un bocs

Cx = ($IW
C,5C)

donde WQ = 0, Wf == B* y 6o es te diferencia/ inducida poi la comultiplicadón
¡i: B* —> B* ®s B*', y tenemos un funtor de reducción F% : RepCx —* R — Mod..
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Observación I I I . l : Llamaremos a Cx el bocs canónico asociado a X. Si A =
(/?, WoCDH^á) OH un boca y «X es un módulo S--admisible, la proyección i^ : Wx —*
B*, y la inyección ax : B* --» PV*, junto con la identidad !<,• : S —* St deteiminan
paics graduados {ls,ih) y 0-s»^i) <1U<J inducen moríimiius de álgebras graduadas

tales que 6xa = crS \ 6crj = r}8x y r\a =
Tenemos entonces morfemas de bocses

tales que //o" = /d, lo cual determina funtores

fíepCx i=i RepAx

tales que F^F^ — Idu^x. Así, las representaciones del bocs canónico Cx yacen
entre las del bocs inducido Ax'.

Describamos a los funtores en cuestión,,
Para M, N € i?epCx y un moifismo / = (/°, fl):M-> N, se tiene que Fv (M) =

A/, pues bajo la estructura de i4 (^4X) —módulo inducida, FV(M) es anulada por Wx,
que (F, (/))° = / ° , y que (F, f/))1 - Z 1 ^ .

Para M,N e RepAx y un morfismo f = (Z0 , /1) : M -~> N, se tiene que
F a (M) = 5 Af, que {Fa (f))° = / ° , y que (Fa (f))

1 = /|
1
B...

Finalmente notemos que conmuta el diagrama de funtores

RepAx -> RepC

llc,vA -> II-

donde
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Definición 19. Sea RX un módulo S—admisible, Dhemos que X es S~completo si
el tuntot F'H : RepCx —> R - Mod es fíel y pleno,

Iteorema 20. Sean A = (R,Wo ® Wi,6) un bocs y RX un módulo S—completo.
Entonces:

1. Sea, {FotT)F), como en el teorema III16, el par que enmarca al funtor Fx,
entonces T¡F es biyectiva.

2. El funtor ¡educción Fx • RepAx ~» RepA es Bel y pleno.

Demostración: Sean L7M 6 S ~ Mod y sea «o : X fg>s L —* X ®s M un
fí—moifismo. Como RX es S— completo, se sigue que existe un único morfismo
9 — Ü/\ 91) '• L ~* M en RepCx, tal que «o = Fx (o)' es decir que

Nótese que todo par (go,gi), donde g0 €s (L, M), <?i € HomS-s (#*» {L, M)k),
es un morfismo en RepCx

Sea a : S ®s M —* M el isomorfismo canónico, y sea v : X* ®« X ~> S la
evaluación; ambos son morfismos de bimódulos.

Definimos, para A € X", w 6 W\, x € X y I €, L,
QX : Hornea (WU(X ®s L,X ®s M)h) -* HomS-s {X* ®R WI ®n X, (£, Jtf)t)

como
^i M (A ® «»<S> x) [1] = o- (u ® / ) (A ® «i (iu) [a: ® Z]),

y
£2 : Hom5-¿í(X*®íllVi<8>iÍJ?f,(L>M)jfc) -* HOIYIR-R(WU(X<S>S L,X ®sM)h)

como
& {h) {w) [x ® i] = 5] ^ ® h (axij. (w)) [1].
Tenemos entonces, que

E (
== ui («») [a: ® / ] ,

pues E ^ Í - ^ Í (y) = y P a i a t o d o y € x , y

= h (A ® w ® x) [i],
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pues E¿ A (xi) A; = A para todo A e X'.,
Luego Qi es inversa de Q<¿, Estas biyecciones inducen una biyección Q, recordando

la notación de II 28t entre
rAX(L,M)

í 9oes(L,M),gieHoms.í:(B\(LtM)k)-í(n n MI
{{go> 9l' } ¡ h e Homs-s

y
rA {X <8>s L, X <8>s M)
= {(wo.ui) I üo € f i (X ® s L,X ® s M) ) U l Gfl (ÍVi, (X ® 5 L ,X ® s M)4}} ..
Es inmediato que g = Í7J?, donde T?^ es como en el teorema III 16.
Sea u = (vPjU1) : X ®$ L —* X ®¿r M un morfísmo en RepA- Por 111.17 podemos

definir una estructura de Ax—módulo sobre L y sobre M. Sea (/°, ¿j-1, /í.) la única
tema que bajo r¡F va en (u°, u1). Denotemos por f1 : W* --> (L, M)k al morfismo de
Ax — Ax—bímódulos que se obtiene de (gl, h) al aplicar los isomorfismos de 11.17.

Afirmamos que / = (/D, f1) : L —* M es un moifismo en RepAx.
Por observación 11,2,3 basta con probar la fórmula de la definición de morfismo

para w G WGí para lo que tenernos que

- u° (w - (x ® i)) -

o, equivalentemente,

= uí(6(w))[x®l].

Así que, para A e X*, tenemos por fórmula 11117,2 que

(A <8> w ® a:) * j° (1) — f° ((A ®w®x)*l)
= a (v ® /) [A ® w • (ar ® / ° (/)) - (/ ® / ® f°) (A ® w • (x ® 1))]
= a {v ® /) [A <S> w1 (ó («;)) [re ® /]]

+c (f ® /)

—CT ( T ; <g> / )

- E j ̂  (« ® ^) [A ® w • (pj (*) ® gl (y¿) [i])] •

Por otra parte,
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f1{óx{\®w®x))[l}
= f1 («x,, (6 (w))) [1] + f (a (\)®w® x) [l} + f1(\®w®e (ar)) [1],

lo que por 111,12 es igual a

f (aXiX (6(w))) [1] + f (¿\. X (Pj (Xi)) 7 í ® Xi ® «i ® x) [/]

y por ser /* un morfismo de Ax — Ax — bimódulos equivale a

Z1 (aAlS (5 (tu))) [i] + ZÍJ A (^ (x*)) gl (7 í) [(^ ® w ® i ) * I]

( ) ( )
= f1 ( ^ (5 («-))) [I] + E ^ A (P;- {XÍ)) g1 (7 í) [a (t; ® / ) (A, ® w • (x ® 0)3

- E j (ff (« ® / ) (A ® w • (^ (x) ® í/1 (7 í) W)))

y por ser gl un morfismo de 5 — 5—bimódulos lo anterior es

f (ax,x (6 (w))) [1] + E . [ff (u ® /) [(/ ® í/1 (7,)) ( E Í A ( ^ (^)) A, ® w • (x ® I))]]

E ( ( ( ( 1 ( ) T O ) )
y puesto que E i A (¿>j (^i)) \ = \pp tenemos que lo anterior es igual a

/* ( a ^ (5 («/))) [i] + E3- {* (v <8> I) [ ( / ® 51 ( T . ) ) ((Ap,-) ® w (x ® /))]]
- E,- (ff (« ® /) (A ® w • (Pf (x) ® 91

 ( 7 Í ) W))) >

lo que es el resultado de (1), luego / es un morfismo en RepAx, y consecuente-
mente Fx es fiel y pleno,.

Proposición 21. Sean A = (R,W,6) un bocs y RX un módulo S— completo. Sea
Fx : RepAx -* RepA el ñmtoi reducción correspondiente. Si M € repAx y X tiene
k—dimensión finita entonces Fx (Ai) € repA.. Sea W un R — R—sub-bimódulo de
Wo, se cumple que \\M\\x.9alyQHX = \\FX (M) ¡|^, y qAx (M) = qA {F

Demostración; De la proposición 1.7.2 se sigue que

y que
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s {X* ®JJ Wi ®R X ®s M, M) ^R {Wl <S>ñ X<S>sMtX ®s M),

poi lo que \\M\\X,^RW&RX = \\FX (M) | |^,,

Como aX es un módulo 3—completo hay k—isomoifismos

{X ®5 M, X ®s M) ^Rtjcx (X ®s M, X ®s M) ^s (M, A/) ©s (B* ® s M, M).

Luego

+ dim* (a (Wi ®ÍÍ X$>SM,X ®s M))
= dimfc {s (M, M)) + dim* (s (B* ® s M, M))

- dim* (^ (Jf ®/t WQ ®R X ®s M, M))
(s (X* ®R Wi ®Ü X ®5 M, M))

Lema 22. Sea «X uu mdduio S—admisible, entonces Tens$-MOílV* es equivalente &
RepCx,,

Demostración: Teniendo en mente a 1.17 3 y III. 18 definamos un funtor G\ :
Tenss-M<,dF* -* RepCx.

En objetos d (Ai) = M.
Puesto que F = 5© B, sean 715 : V —*• 5 y TT̂  : T ~+ B las pioyecciones canónicas,

y TI 5 : i?" --+ P* el monomorfismo inducido
Consideremos los isomoifismos naturales de bimódulos

s (P ®s L, M) ^s (S* ®s L, M) ®s (B* ®s i , M) ^s (i, M) ©s (B\ (L, M)k)s.

Podemos asociai a cada f €s (F* ®5 ¿, M) el moifismo imagen bajo la sucesión
anterior de isomoifismos, esto es : G\ (f) = (f°,fl) — f definido como f°(l) =
f (TTS ® 1) y f1 (Y) [i] = V (*% (i) ® 1) para 7 ' e B\

Sean las comultiplicaciones pi0 : F* —> F" © s F* y ¡i : B* —* B* ®$ B*. Por 1.14
A'aC^s) = TÍS® ÍT Î y si paia 7' e JS* denotamos 7 = TT̂  (Y), entonces fx0 (7) =
•7T5 ® 7 + 7 ® 71$ + /I (Y) (?TJB ® T B ) •

Ahora sea (f € s (F* ®5 Af,7V), entonces

7TS ® /) = £/' (TT5 ® / ' (7TS ® 0 )
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Por otro lado, si 7 = n*B (Y) y pt {7') = X)i 7i ® 7?

(<?! (</©/')/(7) R]
= s ' (Jd ® /') (/io ® /d) (7 ® 0
= g'{ld® /') [{TTS ® 7 + 7 ® T S + /X (Y) ("fl ® *"s)) ® ¿]
- Í70/1 (7) [i] + í?1 (7) í/° (01 + E* 51 tá (7!)) Z1 fa (7?)) W

1

Por lo que composiciones van en composiciones. Si IM : M ~> M es la identidad
de M en Tenss-ModT** m € M y 7' G 5" , entonces

(Gt (ljw))° (m) - IM {ir3 ® m) = ?r5 ( l r) m - TTS ( 1 S ) m - m
(Gi ( I M ) ) 1 (Y) H - llV; (7r*fí (Y) ® m) = 7 V « (Ir) m = 0,

es decir, Gj (1^/) = (/d, 0) Hemos comprobado que Gi es un funtor.
Ahoia definamos un funtor G% : RepCx —* Tenss-ModF*••
En objetos G2 (Af) = M. Si / = ( i 0 , / 1 ) : ¿ -* M es un modismo en RepCx

definimos el moifismo G2 (/) = / ' : P ^ 5 L -» M como / ' ((STTS, TT̂  (7')) ® 0 -

fw + rwi]
Puesto que G2 (Gi (/')) = / ' y ¿?i (G2 (/)) = / , tenemos que C?2 es un funtor y es

inverso de G\.

Proposición 23. Sea RX un módulo S—admisible. Si S es semisimple y X es ñni-
tamente generado como R—módulo entonces X es S—completo,

Demostración: Consideremos a F% : RepCx —*• R — Mod y el funtor del lema
anterior G\ : Tenss-Mod^* —* RepCx.. Poi corolario 1.21.1 S — Mod es X—reducible.

Recordemos que F — S®B., Sea {p'p'Yj | j 6 {2,...,m}} una base dual de B$. Sean
71-5 : T —* S y ITQ : V --* B las proyecciones canónicas, w*B : B* ~+ F* el monomoifismo
inducido e ¿B : B* —* T* la inyección canónica. Definiendo 7^ = ir*B (70 , Pj = ig {p'j)
paia j e {2,..,m}, Ji = KS y Pi = (U,0) obtenemos que {p3-,7¿ ! 3 € {lt...,m}}
es una base dual de IV Como en 1,21.1 tenemos el isómoifismo natural de S ~
S—bimódulos que preserva composiciones

* = ^ a ^ r 1 :s (r* ®s £, Ai) ->« (X ® s ¿, X ® s M)

el cual para / ' €&• (F* @s> -L, M) está dado por
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'))° (0

Es decir, el funtor inducido por ty entre Tenss-ModF* e Inducs-ModX Q R—Mod
es igual a FxG\, Puesto que \& y Gi son ñeles y plenos tenemos que Fx es fiel y pleno.

Proposición 24. Sean RXi módulos Si—completos, pata i G {1,2}. Supongamos
que si i j¿ j entonces n {inducSi-ModXi, Inducsj-ModXj) — 0.. Entonces el R~módulo
X = Xi © X2 es Si x S2-completo,

Demostración: Tenemos los isomoifismos de álgebias

0 ^^.fS^Bi 0
0 5 2©

Sea S = S\ x 5a, Tenemos el isomorfismo de S — S—bimódulos

e B i 0 \ ~ ( Si 0 \ í Bi 0
0 S2®B2 ) ~~ \ 0 52 ) \ 0 B2

luego X es 5-admisible De hecho, RepCx SÉ i?ep(CXl x CXa) , Por proposi-
ción 11.32, y usando su notación, tenemos un isomorfismo de categorías F^ x FV2 :
RepCXl x RepCx* -* RepCx.

Dada la hipótesis, podemos aseguiar la existencia de un isomoifismo de cate-
gorías $ : Inducsí-ModXi x hiducs2-MOltX2 -* Induc$~ModX, dado en objetos como
tf {{Xi ® Mi, X2 ® M2)) = ((Jti ® Mi) © (X2 ® M2)) ( y en moifismos, digamos para
fi : Xx® Mx -4 Xi® N! y f2; X2® M2 •--> X2 ® iV2, como i? ((/ i , /2)) = / i © /a-

Afiunamos que el siguiente diagrama de funtores conmuta:

Re¡CXl x RepC*2 -* RepCx
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Paia Mi £ Si— Moa y M2 e S2 ~ Moa tenernos que

= Fx (M1 © M2) = X ® (Afc

Sea{x},Aj | je {!,-.,«}} una base dual de pG ) A y {a^.A? j¿ € { n + 1 , ,J}}
una base dual de (X2)Í2 , entonces su unión se puede identificada con {XJ,XJ \ j e {1, . ,1}}
una base dual de X. Similarmente si {/>¿, 7¿ ¡ /i € {1,..., s}} es una base dual de B\y
{ph'Th I ' l e í s + -1-» •••• '^1} e s «nabase dual de B 2 | entonces su unión puede ser iden-
tificada con {Ph,"Yh \ he {l,...,t}} una base dual de B.

Por otra paite, si / i = ( /{\ / i) : Mi —* Ni es un morfismo en RepCXl y f2 —
(/21/2) : ^ 2 -"* -Â2 ̂  un raoifismo en RepCx*, tenemos, para x € X, m-i £ M1 y
m2 € M2, que

( F x (F th x FV2) (fi x /2))° [a: ® (mi + m2)]
O O i + m2)

(/í (ci7fc) © /21 (C27fc)) [mi + m2]

() Ni

? (m,) + E L i PÁ (*«0 ® /í (7Í) [mil)
? (m2) + E U t l PÍ (*«2) ® /21 M
^£) C/i x h)) [x ® («1 + m2)].

Similarmente verificamos, donde w £ V î, que

n x Ftl,) (h x ft)) (XÍ ®

)
/ í (AÍ ® wei ® en) [mi])

XÍ ® /21 (Ai ® ' ^2 ® e2x) [m2])

£ ) (/i x A))1 [x <g> (m, + m2)]

Se sigue que í ^ es fiel y pleno.

•
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Corolario 25. Sean f^Xi módulos Si—completos, paia i € {1,2}. Entonces X =
X\ ® Xi es un R^ x R2~módulo Sj x S-¿~coixipleto

Demostración: A través de las proyecciones 7r¿ : R\ x R¿ -+ Ri los Xi adquieien
estructura de R\ x R%—módulo, Es claro que si i j¿ j entonces

/íix/ia {inducSi-ModXiJnducSj-ModXj) = 0, por lo que aplicamos la pioposición
anterior.

•

III.4 Preservación de triangularidad.

En esta sección veiemos condiciones sobre X, un módulo S~admisible, para que
la construcción Ax preserve tiiangularidad.

Definición 26. Sea RX un módulo S—admisible, diremos que X es S— triangular si
las siguientes condiciones se cumplen:

1. B = Si ©... © Bn como 5 - 5-bimódulos, y BnB = BBn = 0 y B{B + BBt C
-Bne ©B( í+i).

2,, 0 = Xo C Xj C C Xw = X como R — 5—bimódulos, Ademas pediremos que
como S—módulos, Xi+x — X¿ © ¿i+i, paia i > 0

3. Para todo p € ¿?, y para cada i > 1, se tiene que p(Xi) C X¡_i.

Lema 27. Sea flX un inddu/o 5-trÍanguJai', y consideremos los mapeos a : X' —>
que:

1. e (Jtx) = 0. Paia i > 2 se cumple que e (X) C Xi_.i ®s B*.

2. Paia « € {0,1, . . , m} definimos Ym^ ~ {A € X* \ \ {Xi) = 0} . Entonces V¿ es
un S — R—subbimódulo de X* y que a(Yi) C J5* ®5 KÍ-I, para i > 1. En
particular, a(Ví) = 0.

Demostración:

1. Por 111.12 1 tenemos que
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2. Sea A € Ym n> como Xn es un ü-módulo tenemos que (sXr) (Xn) = s (A (rXn)) =

SO - 0, por lo que Ym-n es un S - ií-bimódulo.

Poi hipótesis X = ©J^L; como 5 - módulos derechos. Sea {xiítX,t I* € O» • '»^/J
una base dual de ̂ , Sean *, : X - ^ las proyecciones cañóme** y \ , - ^

s e r v é i s que'si A 6 K m J entonces A(p(x)) = 0 para todo x 6 ^ + i - L u ^ ° '
para p € B, tenemos que A (p (xilt)) ^ 0 sólo puede cumphise cuando i > n + 1 -
Usando III.12 2 se tiene que, para A € Vm_«,

a (A) = EÍ,Í,¿ A iPi (*<.*)) 7 í ® ̂ ^ = ^ i>»+1 ^*-í A ^ ^ ' ^ l j ® *'"

Como A*,(X + í ) = 0 cuando i > n + 1, se sigue que los elementos Airí que
aparecen'en la expresión anterior de a(A), están en Ym-»-u por lo que se
cumple el enunciado.

Lema 28. So. «X un »***> S - W ^ u t a r , * :
= 0 . ^ (fi.") £ (Sí + • • + -B--,) ®

Demostración: Sea {ft,,,^,, I * 6 U. - .*}} ^ f ¿ f j ^
TI- • B -' B¡ las proyecciones canónicas, y sea -yM = 7i,.*i. entonces tenemos

isomoifismos

® u {B; ® B ; ) ®fJ ( i )

Rocorden^ de la observación 1.1 que la comultipücacion estó dada por M(7) =
V »-v2 tal que éste es el ünico elemento que cumple que ¿ , 7ml7.»WftJ -

( ' ; ,¿2) para todo ftlft € B. Si •, 6 Bí, entonces 7 (p , • A ) = 0, por lo que
) = o luego /.(Bí) = 0. Como BiB + BB, C B. + ... + B(¡+.) » - f " <Jue 51

6 Í - en tonL 7 (ft •») - 0 cuando „, o ft pertenece a B,, para , S ,. As< ql.e,
« L t ó n d e ' ^ e ñ l ^ , deducimos que en E ^ i , ^ no hay elementos de

B ; + + B?.

•
Corolario 29. Sean >1 = («, W,«) unbocsy** umnddutoí-triaflguhr. JB»to««

C x es un hocs K-R.
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Demostración: Por definición Cx = (3,^,8°) , donde {EndR{X)f = V =
S ® B*} W$ — 0, VKp = B" y Sc es la diferencial inducida por la comultiplicación
¡x : B* —* B* <g>s B*. Por el lema anterior Cx es un bocs triangular. Como W^ — 0,
cualquier par de morfismos (q°, g1), donde q° €5 (A M) y 51 e Homs~s {B*, {L, M)k),
es un moi fismo en RejiCx, luego Cx es un bocs K-R.

Lema 30. SeajiA — {R,W,Ó) un bocsy RX un módulo S -completó y S~ triangular.
Sea f = (/°, f^-.L^Mun morñsmo en RepAx y sea {u°,v}) = Fx (f).

1. Entonces f° es una S—sección (retracción) s't y sólo si u° es una R—sección
(retracción). En paxtículúi, f° es un S—isomoifísmo si y sólo si u° es un
R—isomoi fismo.

2,, Sea g = {g°,gl): M -t N un moifismo en RepAx y sea, (v°, v1) = Fx (g). Si

0 -» X®SL -* X®SM -^ X®3N -* 0

es una sucesión exacta que se divide en R — Mod entonces

Io g°
0 ^ I - • M -» JV -> 0

es una sucesión exacta que se divide en S — Mod.

Demostración: Sea Cx = (SiW0^0) Puesto que W§ = 0, cualquier par de
morfismos ( Í / 0 , ^ 1 ) , donde Í / €5 (L,M)y¡jl € líoms-s {&*, (&, M)k), es un morfismo
en RepCx.

Sea F§ : RepCx -~> R - Mod el funtor de III.18. Como en observación III.l

sea / ' = Fa (/) — ( / 0 , / | B - ) Del diagrama conmutativo de funtores, de la misma

observación, se sigue que u° ~ F% (/')
Puesto que X es S— completo tenemos que F§ es fiel y pleno.
Sea q° <ES (M}L) tal que q°f° — IdL, por el corolario 111.29 RepCx es un bocs

K-R, así que por 11.24 existe un morfismo h — {Id, hl) : M -* M' en RepCx tal que
hf = (/°,0), luego (q°,Q)hf = ( / d t l 0) . En tal caso IdX9í = F$((q°,Q)hf) «
F$ {{q°, 0) h)«°- Esto prueba que si f° es una 5 -sección entonces u° es una /í-sección.

Sea v° ; X ®s M —• X ®s L tal que v°u° = Idx®i Hay un rinico morfismo
9 = (g°, g1) : M -> L de i?eí>Cx tal que í ? ( $ ) = v°. Luego, Idx®L = v°w° =
J í (9) *?</') = ¿=3? (9/0.
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Entonces (Id¡JtQ) = qf — (q°f°, (<//'/) • Se aigue que si w° es una /í-sección
entonces / " es una 5—sección.

De manera similar se prueba que u° es una /í-ietracción si y sólo si f° es una
S -retracción.

Vayamos al último inciso
Supongamos que hay R—morfismos q : X®$M —* X<&$Lyp : X<&sN —* X<&sM

tales que qp = 0, v°u° ~ 0, qu° = Idx®su v°p = MX®SN y 'pv° + u°q = Idx®SM-
Como F% es fiel y pleno, hay morfismos únicos (q°, ql) : M —> L y (p°,i>x) : N —>

M tales que f j ((Í;°, Í;1)) = g y F§ ((p°,p1)) = p. Así que, por fidelidad y plenitud,
obtenemos que

(</V) (P°y) = (0,0), luego flY = 0,
(fl°, 51) (/°, Z1) - (0,0), luego ¡,°/° = 0,
(fl0,91) / ' - ( « ¿ , 0) f luego tf°/° = / d t í

í/'(pP,p1) = (IdNt0), luego¿/V = IdN, y
f{q\ql) + (poy)g' = {idMío) t luego / V +P° g° = uM.
Entonces,

es exacta que se divide en 5 - Mod.
B

Proposición 31 . Sea A = (R,Wt6) un bocs y sea RX un módulo S-admisible.
Entonces se satisface ¡o siguiente:

1, Si A es tiíangul&r y RX es S—triangular, entonces Ax es triangular.

2. Si A es un bocsK-Ry RX es S-tiiangulai y completo, entonces Ax es un bocs
K-R,

Demostración: Consideiemos las filtraciones 0 = W¡ C W¿ C .,, C W¡ = W y
0 = W? CW¡ C .. C W^ = W\ que hacen triangula! al bocs A.. Sean Bx ©.... ® Bn =
B,0 = X0CX1C C Xm = X y 0 = Y0 C Yl C .... a m = r como en 111.26 y
111.27. ParaO < i < rn, 0 < u < r, 0 < j < m consideremos los S-5-sub-bimódulos
de X* ®/i WQ ®fi X de la forma

¿) *Denotaremos poi (W¿) * al S-5-sub-bimódulo generado por todos los W'o ((i, u, j))
tales que i + 2mu + j < k,

La filtración previa induce una filtración:
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o = c c ... c w0 <$>R x.

Para 0 < i < m, 0 < t < s, 0 < j < rn, consideremos los S - S—sub-bimódulos
de X* ®/i W1 ®fi X de la forina

W[ ((i,t,í)) = ¡ A€ ^.

Denotaremos poi (W^) al £-£-subbimódulogeneiadopoi todos los W[ ({i,t,j))
con i •+• 2m£ + j < Z..

Sea W¡ (d) = ©¿<d-B; para 1 < d < n, y WÍ (0) = 0. Recordemos que W? =
(X* ®H M̂  ®fi X) ©"B*. Se induce la filtración

o = H< (o) c vi/; (i) c,. „ c iv; (n) c (w;)1 ®B*C....C (w¡y ®B* = W?.

Animamos que las dos filtraciones presentadas hacen que Ax sea triangular1.
Sea A'h la subálgebra de A (Ax) generada por (W¿)', y Au la subálgebra de A (A)

generada poi Wfi..
Recordemos de III 14 que

pt(i) si 7 € B*..
,y Óx (-y) =

Así que aplicando III 27 obtenemos, para i + 2mu + j < h, con h, i, j > 0, A G Y*
y x 6 Xy, que

í (i.u, j -

(*)

Ahora bien, sean TJJ!, >,.,vjq,w'ly ,w'p e Tenemos por III. 13 que

Luego
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® sífc) <m + Ira (u—l)+m< 2mu < h,.

Así que (*) está contenida en A!h_x®sWi
Consideremos la parte de giado uno. Sea W[ [d] el A(AX) - A(^4x)-subbimódulo

de B" generado por W[{d), es decir que W[ \d\ = {^'\{d)) A,Ax\ - P° r HI.27 tenemos
que

Sx (Wí (d)) = 6X (®i<dB*) C (B¡ + + B^) ® s (J3J + ...+• B^)
cw¡[d-i}ésw[[d~i].

S e a n {W[) [1] = ( ( W ¡ ) 1 © B ' ) ^ > y ^ i (*) = (WÍ)A(A)
 P a i a ¿ + 2 m É + J 5 Í ,

con /i, í, j > 0, A £ Yi y x € X^ tenemos, por 111,26, que

6x(W1{i,ttj))

) 1] + aKx (Wk (£ - 1) ®fiWk (¿ - 1)) ( )
C (W¡) [/ - 1] ®s (Wí) [l~l} + aAiX (IVJ (í - 1) ®ñW1 (í - 1))
c (wí) [i - 1 ] é s (wj) [i - 1 ] + (x*ésWl-l®sX) ®5 { ^ é í W í - 1 ® ^ ^ ) . (**)

Para A £ X*, x € X y w £ W\~l tenernos que

gr (A ® tu ® x) < m + 2m (í - 1) + m < 2mí < /i,.

Así que (**) está contenida en (Wí) [I - 1] <S>s (W¡) [I - 1]

Con esto hemos comprobado la triangulai idad de Ax.
Ahora supongamos que A es un bocs K-R y que RX es 5—triangular y completo.
En la 111,20 vimos que Fx es fiel y pleno, y que si {PÜ,VF)

 e s e* P31' ^ e III.. 16 que
enmarca a F, entonces r¡F es biyectiva.

Por 111.30 tenemos que si r¡F ((/°, f1)) = {g°,gl), entonces g° es un R -isomorfismo
si y sólo si /° es un S—isomoifismo.

Por III. 17 1 se cumple el axioma 11,30,4,,
El axioma 11,30 5 se cumple dado que T]P está definido en moifismos en la imagen

de Fo, y si algún objeto en ImJ^o también se encuentra en RepA, por III.17,1 está en
I m F

Luego Ax es un bocs K-R.
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Corolario 32. Sean RXÍ módulos Si-tiíangulaies, para i € {1,2}. Supongamos que
si i v¿ j entonces nilnducs^ModX^Inducs^-ModX.)) — 0- Entonces el R—módulo
X = Xi ® X2 es Si x S2-tiiangulai.

Demostración: Como se piueba al principio de la prueba de 111,24, X es Si x
¿2—admisible.

Sean Bt = (S1)1 © ... © (¿?i)ni y 0 = (Xt)o C (X^ C ... C {X1)mt = X : la
descomposición y la filtración asociada a Xi, y sean B2 = ( i^ ) ! ® • ® (^2)^ y 0 =
(-^2)0 ^ (-^2)1 Q •• • Q {^'¿)rn2 = -^2 la descomposición y la filtración asociada a X2.
Sean n = min (ni, na), n' = max (ni, na) , m = min (mi, rn?) y m' — max (mi, m.2) -
Si n = ni entonces sea i ~ 1, j = 2, en caso contrario sea i = 2, j = 1. Similarmente,
si m = mi entonces sea h — 1, ¿ = 2, en caso contrario sea /i = 2, / = 1,,

No es difícil verificar que la descomposición de S — S—bimódulos

hacen que X sea S\ x 5a—triangular,

Corolario 33. Sean J^XÍ módulos Si- ti ¡angula* es, para i € {1,2}, Entonces X =
Xx (& X2 es un Ri x Rq—módulo 5 t x S2-triangular.

Necesitaremos algunos resultados de la teoría de anillos

Definición 34. (2 5.28[Ro]) Sea R una k~álgebva de dimensión finita. Decimos que
R es sepamble si R ®¡{ L es semisimple artimaña para toda, extensión de campo L de
k.

Definición 35. (5.3 6 [Ro]) Sean C una. k-álgebra conmutativa y R una C—álgebra.
Decimos que R es C-sepaiable si R es proyectivo como R ®c Rop—módulo

Teorema 36. (5.3 18 [Ro]) R es k-sepaiable en el sentido de IIL34 si y sólo sí lo
es en el sentido de III. 35
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Proposición 37. Si R y S son k—álgebras senñsimples de dimensión fínita, con k
un campo perfecto, entonces R ®& S es semisimplc aitiniana,.

Demostración: Poi ejercicio 2 5.8 [Ro] se tiene que si A: es perfecto y Res una
k—álgebra semisimple artimaña, entonces R es ¿--separable. Por proposición 5.3.10
(ii) [Ro] se sigue que R ®Ü S es k ®fc fc-separable, luego, poi HI.36 es semisimple
aitiniana.

Teorema 3S. Sea k un campo perfecto y R una k-álgebra. Sea X un R—módulo
izquierdo de k—dimensión finita,.. Entonces X es S— triangular y S—completo, con
S Sí (Endñ {X))°í>/rad {{BndR

Demostración: Por el Teorema de Wedderbuin-Malcev (5.3,20 [Ro]) tenemos
que F = {EndR {X))op = S ® rad((End¡t (X))^) y que S es semisimple, luego por
111.23 X es S—completo. Para obtener la S~ triangularidad veamos que si radV tiene
grado de nilpotencia n •+• 1 entonces

1. Tenemos una filtración 0 C (radV)n C C radV = B. Por proposición 111,37
tenemos que S ®k Safi es semisimple, luego hay S — S—bimódulos Bi tales
que Bn = (radr)n, y los cuales satisfacen que (radV)1 = (ratiP)*4"1 © B^ A
foitioii los Bi son pioyectivos y f.g como S—módulos derechos., Tenemos que
BnB = {radV)n [radT) = 0 y BBn = (radV) (radT)n = 0. Además,

¿•f-i+ BBi C {radry (radV) + (radV) (raárf == (radF)

2. Sea Xj = (radr) ( n + 1 j) (X) y Xn+1 = X, entonces se cumple que 0 = Xo C
Xi C C Xn+i = X corno R - 5-bimódulos, donde cada Xi es finitamente
generado y pioyectivo como S-módulo, y que como S-rnódulosf Xi+i == Xi ©

3. También es claro que para todo p € B, y cada ¿ > 1, se tiene que /> (X») C X(i_i).

III.5 Endolongitud y funtores de reducción.
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Definición 39. Sea A — {R,WyS) un bocs. Sea, M un objeto de RepA y EM —
{f° I ( /° . /3) € EndA{M)}. Luego EM es un subanillo de Enda{M), y M es un
E0^—módulo con acción mf = / (m) Decimos que la endolongitud de M es la
longitud que tiene como E^—módulo, y la denotaiemos por endolen(M).

Definición 40. Sea .4 = (#, W, 8) un bocs y sea e = (ej,..., en) un vector de ídem-
potentes paia Tí, esto es, por deñnición, una descomposición 1R ~ Yl^=i e> ^ uno ^e

Ja k—álgebra R en suma, de idempotentes ortogonales Notemos que si M e RepA¡
por deñnición de E^, hay morfismos de anillos ifi : E^s —> {Endei¡it.i (eiM))^. Así
que tiene sentido consideren la longitud í¿ cíe ê AÍ como E^-módulo. Denotaremos
entonces,

e - dimM = (í1(.,..,., ln).

Observación III. 2; Notemos que si M = JVt entonces e — dimM = e — dimN,
pues por observación II.2..1, tenemos que si / = (Z0»/1) : M —> N es un isornorfisrno
en RepA entonces j° es un isomoifismo, así que una filtración como í^J—módulo
de dM se corresponde de manera única, a través de / ° , a una filtración como
.E^-módulo de e¡N.

Lema 41. Sean A = (R,W,S) un bocs triangular y e = (ei, ,e») un vector de
idempotentes para i?, Sea j € {1, , n } , e = 1 - e,-, Ae = (Rs,Wei6£) el bocs
asociado al funtor eliminación del idempotente e : F£ : RepA£ —* RepA. Entonces,
e' = (eit..,..)ey_i,e^+i, ...,en) es un vector de idempotentes para Rg y si M' f= RepAs,
tenemos:

e' — dimM/ = (li,-»,lj-itlj+it -Jn) si y sólo si

Demostración: Por III 3 2 la imagen de F£ es la subeategoría de RepA con-
stituida por aquellos objetos M tales que tjM = 0, así que existe W € RepA£

tal que M = Fs (M'). Recordemos que M es M' considerado como ñ-módulo, y
que si / = U°>f1) € EndAc (M1) entonces (F£ (/))° no es más que j° visto como
Jí~morfismo. Luego, para i ^ j ,

tiM[ C .... C eiM'n =

es una E$,~-filtración si y sólo sí es una £^-filtración, por lo que se cumple el
enunciado

•
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Lema 42. Sean A = (R,W,S) un bocs triangular y e = ( e i , . . . ^ ) un vector de
idempotentes para R. Sea Av = (R, Wri 6r) ei bocs asociado ai fautor legufai¡nación
Fr : RepAr -* RepA. Entonces, puní cada M' e RepAT,

e - dimM/ = e - dimF, (M').

Demostración: Similai al lema anterior.

Lema 43. Sea A = (R, W, 6) un bocs triangula!' y e = (ej,. .,,en) un vector de

idempotentes para R. Supongamos que Wo = W¡1) a W0
<3), 6 (lV0

Cl)) - 0, /? =

TR(W 0 )- Seaji entonces ^e = (i?.', Wo, So) el bocs asociado ai funtor absorción Fo :
RepAo —* /Íepv4. Entonces, para cada M' e RepAo

e - diniM' = e ~ d\mFe (M1).

Demostración: Es inmediato que (ei,....)en) es un vector de idempotentes de
R'. Ademas, de la prueba de III.83 deducimos que RM' =R FO{M'), por lo que
i i o i )

Como en las pruebas anteriores, si / — í / 0 , / 1 ) € BnÜAo (M1) entonces (Fe(f))°
no es más que / ° visto como R— rnoifismo, Luego, paia i ^ j ,

t¡M\ C CeiM'uz=eiM'

es una £7j^,-filtración si y sólo si es una ¿?j$-filtración, por lo que se cumple el
enunciado,,

Proposición 44. Sea A — (ñ, W, S) un bocs triangular con vector de idempotentes
e — (ei, ..., en) Sea RX un módulo S~ triangular donde S = Di x., x Dm con Di una
k—álgebra de división. Se&e' = (e¡ , . .>efm) el vector de idempotentes para S asociado
a la descomposición S = -Di x ... x Dmi y sea a\ = dini£)( {etXe'¡) para t € {1, . . . , ÍÍ}

e i € {1,. ,m} Sea Fx • RepAx —• RepA el funtor de reducción asociado a X,
Entonces, si M' € RepAx tiene e — dímM/ = (l[t ..>^,t), íenefiemos que

e_-zdimFx (M') = {Z?=1 o\^, ,EHi<&%)

Demostración: Usando la notación y las fóimulas de III.15.2 y II15 3 tenemos
que si (Z0,/1) es un automorfismo de M' en RepAx, entonces Fx ((Z0,/1)) = (u0,^1)
es un automorfismo de M = Fx (M') = J % ¥ en RepA, y que
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«° {x ® m) = a; ® /° (m) + £ ¿ ^ (a;) ® Z1 (7,

Definimos, r(x®m) = ^ p¿ (x) ® /* (7^ [m],. Así,

Sea 0 = Xo C Jt1 C ... C X* = Jf la filtración de fí - S-bimódulos considerada
en la definición de S^triangularidad. Poi comodidad usarnos superíndices en lugar
de subíndices* Recordemos que para toda p € B, se cumple que p(Xh^ C Xh~l

t

luego r (e(X
íl ®s M') C etX^1"1 ® s Ai' (*),. De esto se sigue que los etX

h <g>s M' son
£^-módulos y &$*- módulos. Más aún, de (*) se sigue, paia h 6 {0,..., g - 1} , que

j ^ ®s M')

También poi (*) las sucesionea

0 -> etX
h ®s Ai' -• e(X'l+1 ®5 M' -» (e(X't+1 ®s M'/etX

h ®s M') -> 0

son exactas de JS^-módulos y exactas de E^, -módulos. Luego, inductivamente
demostramos que Igg (etX

k ®s M') = l ^ (etX'1 ®s Ai') , para h € {1,..., g) : el
caso /¿ = 1 ya fue contemplado anteriormente, así que basta con ver que si suponemos
cieito el enunciado para h¡ entonces, por las sucesiones exactas presentadas, tenemos
que

IE«P (etX
h+l ® s M') = l E % ( ) i s ( )

= Í ^ P (etX
h ®s Ai') +1&* (etX

h+l ®s M'/etX
h ®s Ai')

= l&rletX^tosM1).
Así que , p a r a / i € { ! , • ) ? }

s Ai') = lengthE°p <etX
h ®s M')
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Luego, length^ {etX ®s M') = Y¿Li °ili-
m
Observación III.3; Las condiciones de la proposición anterior son satisfechas

cuando se cumplen las hipótesis de III 38 y R es básica..
Observación III.4: Consideremos a Zn, (k, .,,,/«) un elemento arbitrario de Zn

y las siguientes transfoimaciones:
tFc. : Zn --)• Z"+1 dada como tFe. ( ( I i , . , y ) = {h,-..,li-i,0}lu-Jn) para i €

{1, , » + ! } ,
tpr '• Zn —»• Zn dada como la identidad,
tp$ '• Z

n —* Zn dada como la identidad,
tFx ; Zn -» Zm dada como tFx ((¿,, ,.}ln)) = (ELiOÍ¿¡, , E ? = i < ' 0 P a i^ en-

teros a*-.,
Lo que hemos mostrado de ÍII..41 a III.44 es que

tjp̂  (e - dimAT) = e - dimFe. (M'),
tj-je - áimM') = e ~ dimfi (M1),
¿Fo (e_-^dimM') = e - dirnifr (M'),
f ^ íe - dímMQ = e - dimJV (M').

III.6 Bocses salvajes.

Sea S la categoiía de fc {#,?/) —módulos izquierdos de dimensión finita sobre &.
Para motivaí1 la siguiente definición véase 3,6 de [LRS].

Definición 45. Decimos que el hocs A = (R,W,S) es de tipo de representación
salvaje, o que es salvaje, si existe un A (A) — k (x,y) —bimódulo M, finitamente
genetado como k (x,y) -módulo, tal que el fuator composición G — E[M <2>h{x,y) -] :
£ —* repA (A) —* repA, donde E denota la, inmeisión canónica, preseiva inescindibles
y clases de isomoifía. En lo sucesivo denotaremos a G simplemente como M <&k

Por supuesto que esta definición incluye el caso A = (R, 0,0), y para el cual
RepA = R - Mod,

Lema 46. Sea, A = (R, W¡S) un bocs K-R, y sea WQ un R — R—sumando directo
de Wo tal que ó (W'Q) = 0. Sea M un objeto de repA y A' la subálgebia TJI(W¡J) de
A (A). Si M es inescindible como A'—módulo entonces es inescindible en repA

Demostración: Supongamos que M es inescindible como A'-módulo y que
/ = (Z0)/1) : M —* M es un moifismo idempotente en repA. Como (/) = /
tenemos que (/ü)2 = f°. Por hipótesis 6 (W'o) = 0, así que /° e EndA/{M), y
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como es idernpotente, /° sólo puede sei la identidad o el moifismo cero. Si / ° es un
isomorfismo del lema 11.25 se sigue que / es un isomorfismo, y así / = ídM en repA..
Si / ° = 0 por 11.19 / es nilpotente, y por ser iderapotente es el moifismo (0,0),.

Proposición 47. Sea A = (R,W,8) un bocs K-R, y sea WQ un R- R—sumando
directo de WOí tal que 6 (Wo) = 0. Sea A' la subáigébra Tít(W0) de A (A), Si A' es
salvaje entonces A es salvaje.

Demostración: Sea M un A' - k {x,y) -bimódulo, el cual es finitamente gene-
rado como k {x,y} —módulo, tal que el füntor GQ = M ®k^,y) _•.£—> repA' preserva
inescindibles y clases de isomorfía. Hay una letracción de anillos A (A) —* A', así
que se induce una retracción de funtores r : A' — Mod -^ A [A) — Mod por V.1.2
de [M]. Luego hay un funtor G = TGQ : £ -> repA, dado en objetos como Q (Y) =
r (M ®k{x,y) Y) = r {M)®k{x,y)Y, y en moifismos g de E, como F {g) = (r (Go (g)), 0}.,
Se cumple que r(M) es finitamente generado como k (x, y)~módulo, pues tiene la
misma k (x, y) —estructura que M. Por el lema 111.46, corno r es retracción, se tiene
que F pieseiva inescindibles.,

Supongamos que h - {h°, h1) : r (M)0kíXiy)Y -+ r {M)®kfav\Y' es un isomoifismo
en repA, por observación 1X2.1 k° es un isomoifismo Como 6 (Wo) = 0 se sigue que
/i° es un. isomoifismo en A' — Mod, así que por- hipótesis Y y Y' son isomorfbs en S.
Luego F preserva clases de isomoiffa..

•

Proposición 48. Sean A = (ií, WtS) un bocs y (*jo»*7i) • con rh '• R "~* ^ ' y ? i •
W —> W, un par graduado como en 111,1, Sea A' = (R',W',$') el bocs inducido
y F' : RepA1 —* RepA el encaje asociado, como en 111.21. Supongamos que F' es
pleno. Luego, si Ar es salvaje entonces A es salvaje.

Demostración: Sea M un A (A') — k {x, y) -bimódulo, finitamente generado
como k (x,y) -módulo, de maneía tal que el funtoi G = M <8>k{x,y) - : S -+ repA'
preserva inescindibles y clases de isomoifía.

Sea r¡: TR (W) —> TR> (W) el epimorfismo inducido, el cual es un moifismo de boc-
ses Sea 9' : A {A')®jy M —> M el ií'—morfismo que da estructura de A (Ar) —módulo
a M, y sea 9 : A (A) ®RM —t-Méi R— moifismo que es la A (A) -estructura inducida
por ÍJ. Ahoia bien, si Y € £> entonces la A (A1) —estructura de M ®kt,x¡y) Y está dada
poi 6' ® Idy Luego la A (A) —estructura inducida por r¡ es Q\ = 9 ® Idy, es decir,

Si / = (Z0 , /1) i M -* N es un moifismo en RepA' entonces F'((fQJ1)) =
(f°,flrj) „ Luego, si g : Y —*• Y' es un moifismo en £ tenemos que

F1 [G {s)) = P {ldM ® g10) = {Idp.m ® g, 0)..



FUNTORES DE REDUCCIÓN 104

Concluimos que hay un funtor GQ — F' (M) ®k(x,y) ~ ' £ —> repA el cual es
naturalmente isomoifo a F"G, y puesto que en el contexto de la hipótesis F' es fiel y
pleno, tenemos que F'G pieserva inescindibles y clases de isomorfía.,

•

Corolario 49. Sea A = (R, W, 5) un bocs y sea. Fe : RepAe —> RepA el funtor
eliminación de idempotentes. Si Ae es salvaje entonces A es salvaje,.

Corolario 50. Sea A = (R, Wt6) un bocs y sea F7 : RepA? —* RepA el funtoi
legal&iización. Si A, es salvaje entonces A es salvaje.

Proposición 51. Sea A — {R, W, 5) un bocs y sea, Fe : RepAo —* RepA el funtor
absorción. Si A& es salvaje, entonces A es salvaje,

Demostración: Se sigue de que FQ es un isomoifismo de categorías,

•
Proposición 52, Sea . 4 = (RjW^) un bocs y sea RX un módulo S— completo. Sea
Fx : RepAx —» RepA el funtor reducción asociado a X. Si Ax es salvaje, entonces
A es salvaje.

Demostración: Sea M un 4̂ (Ax) - k{x,y) -bimódulo, finitamente generado
como k {x, y) —módulo, de manera tal que el funtoi G = M ®k{a>,y) - : S —> repAx

preserva inescindibles y clases de isomoif'ía.
Sea {XÍ,XÍ | i € /} una base dual finita de Xs- Sea N un objeto en RepAx

y * : A{AX) ®s N -» N su A (Ax) -estiuctura. Tenemos por III.17.2 que la
A (A) —estructura de Fx (N) está dada por

a • (x ® n) = Yli xi ® aX(tx (o) * n

para a 6 A (A) - Así que la A (A) -estmctura de Fx (M) <%>k{xiy) y está dada por

a • (z ® ni) <%> y = (^ x\ ® a\uX (a) * m) ® y

y la A (A) —estructura de Fx [M <8k(x,y) V) está dada poi

a • (x® (m ® y)) =^xi® &\i,x (a) * (m® v) — (12^ ® aA,,« («) *m)®y
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por lo que Fx (M ®k{XiV> Y) s Fx (Ai) ®fc<x,u) Y.

Si g : Y ~y Y' es un morfismo en £ tenemos por III 15,2 y III.15.3 que

(G (g)) = Px ((Mw ® g> 0)) = (Idx ® / d w ® £/. 0) = (/dxaw ® 5,0)

Se sigue que hay un funtor C?o = Fx (M) ®k{x,y) - : E -• repyl, el cual es natural-
mente isomoiíb a FxG, y puesto que Fx es fiel y pleno, tenemos que FxG preseiva
inescindibles y clases de isomorfía,. Como Mk(Xiy) y Xs son finitamente generados,
tenemos que Fx i^)k{x,y) e s finitamente generado.
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Capítulo IV
Estructuras exactas.

IV.l Estructuras exactas y funtores exactos.

Recordemos que una categoría C es preaditiva si para cada par de objetos A, B en
C, el conjunto de moifismos Home (A) B) es un giupo abeliano, y para cada terna de
objetos A, B, C en C, la composición de morfismos Home (A, B) x Home (B,C) —•
Home (A C) es Z-bilineal. Si ademas C tiene sumas directas finitas, y objeto cero,
entonces C es aditiva. En los siguientes nueve enunciados C será una categoría aditiva.,

Definición 1. Sea (Í, d) una pareja de moifismos en C con composición

i d

X — Y -> Z

Decimos que i es un núcleo ded si di = Oypaia todo moiñsmo t: M •—> Y tal que
dt = 0, existe un único moiñsmo $ : M --+ X tal que t = is., A su vez, d es coniídeo
de i si di = 0 y si para todo moiñsmo p : Y —* N tal que pi = 0, existe un único
moiñsmo q : Z —* N tal que p = qd.

Nótese que un núcleo es un monomorfismo, y un conúcleo es un epimorfismo.
Mas aún, para un morfismo dado> en caso de existir su núcleo éste es único salvo
isomoifismo, y en caso de existir su conúcleo éste es único salvo isomoifismo,,

Definición 2. Sea (i,d) una pareja de morfísmos en C con composición

x w y ~* z,

diiemos que (i, d) es una pareja exacta si i es núcleo de d, y d es conúcleo de i,

Definición 3. Un morñsmo entre parejas exactas (i, d) e (iotdo), es una teína (f^.h)
de moiñsmos que hacen conmutax- el siguiente diagi&ma:

i d

X -+ Y -> Z
S i "i hi

iü da
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Definición 4. Decimos que un moiñsmo entie parejas exactas es un isomorfísmo si
cada uno de los elementos de la tema es un isomorñsmo.

Luego, la relación de isomoiíía es una relación de equivalencia.

Proposición 5. Sea (/, g, h) : (i, d) —*• (¿o, cío) «« moiñsmo de parejas exactas;

1. Si f, h son monomoiñsmos, entonces g es un monomorñsmo,

2. Si f, k son epimorñsmos, entonces g es un epimovñsmo,

Demostración: Tengamos en mente el diagrama de la definición IV.3.

1. Sea É : M —• Y tal que gt = 0, entonces 0 = doí?í = hdt. Puesto que h es un
monomorfismo, se sigue que dt = 0, y así existe un único s : M —* X tal que
is = t, Luego 0 = gt = gis = iofs, y como i$f es un monomorfisino tenemos
que 0 = s y que í = 0

2 Dual

Definición 6, Una, estructura, exacta E para Ja categoría C es una clase de parejas
exactas e cenada bajo isomorñsmos,. Una conflación es una paieja exacta (¿, d) en e\
en tai caso llamamos a i inflación y a d deñación.

Definición 7. ([GRJ) Una categoría exacta es un par (C,E), donde s. es una estruc-
tura exacta para C, que satisface el conjunto GR de axiomas siguiente:

1. La composición de dos deñaciones es una deñación.

2. Pora cada f G Homc(ZQt Z) y cada deñación d:Y -> Z, hay ung € Homc{YQ, Y)
y una deñación ÍI0 : YQ —> ZQ tal que dg = /<¿o«

3. Las identidades son deñaciones, si dp es una deñación, entonces d es una de-
ñación

4. Las identidades son inñaciones, sipi es una infíación, entonces i es una, inñación.

Teorema 8. (Keller) Sea (f,gth) : (i,d) —* (¿o, do) "« moiñsmo de conñaciones. Si
f y h son moiñsmos identidad, entonces g es un isomorfísmo.
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Demostración: Es el paso 2, pag.31, de ([DRSS]).

•
Definición 9. Consideremos el siguiente conjunto K de axiomas para un pai (C, e) :

i. lo es una donación.

2 Composición de deflaciones es una deflación.

3, Para todo h e Homc{Z, Zo) y toda deflación do € Homc(Yo, ZQ) hay un pull-
back

d

Y -* Z
i do í

Yo -* Zo

donde d es una deñadón,

4, Para todo f 6 Homc(X, Xo) y toda inflación i € Hontc(X, Y) hay urt pushout

X U Y
/ I . \9

donde ¿0 es una inflación

5. Las retracciones en C tienen núcleos,

Tfeorema 10. (Keller [DRSSJ) Para un par (C,e), los siguientes conjuntos de ax-
iomas son equivalentes:

1. K

2. K°r

3. GR

4. GR0*

Ahora construyamos una estructura exacta para RepA cuando A es un bocs.
Recordemos que por observación II 2.2 RepA es una categoría aditiva,.
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Definición 11. Si A es un bocs, deaotaiemos por EA a la clase formada por aquellos
pares de moifismos con composición,

f 9

L -* M -* N

tales que gf = 0 y la sucesión de R—módulos

0 - * £ - > A Í - * J V - + 0

as exacta que se divide

Probaremos que {RepA^AJ es una categoría exacta, si A es un bocs K-R, pero
primero veremos que £A consta de paies exactos (le RepA,

Lema 12. Sea A un bocs, entonces £.A es cenada bajo isomoiñsmos.

Demostración: Sea (/,#) un elemento de £4, y consideremos el isomoifisnio de
parejas exactas

/ 9
L -> M -> N

Como 0 = h3gf ~ vuh\ y ht es un ísomoifismo, tenemos que vu = 0, Por
observación 11,2,1 h%, h® y h® son R—isomorfismos, así que (u°,v°) es exacta corta
que se divide,,

Definición 13. Dos peues (f,g), (/',<?') € SA son equivalentes, sí y sólo si hay un
isomorfísmo h que iiace conmutativo el siguiente diagrama en RepA :

f 9

L - * M -> N

\\ h i ii
L -+ W ~* N.

r 9-

Lema 14. (Ovsienko) Sea A un bocs K-R Cada pai {f>g) £ £A> en donde f =
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/ a
L -> M -* N,

os <x¡uivnhntü a un par cti £A Í'C ÍÍ* fon mi

Demostración: Sea a; — ( t / 0 , / 1 ) , ^ ^ 1 ) ) un elemento de e^.
Como f° es una R—sección, tenemos por 11.24 un isomorfismo h = (Id, hl) : M

M' tal que hf = ( /° ,0), es decir que tenemos la equivalencia de pares de £4

L
(id,o) |

L

-r M -
'' 1

-v M ' -

-i AT

-• AT.

De la misma maneia, como g° es una ií-retracción, por 11.23 hay un isomor-
fismo h = (Id, h1) : M" —*• M tal que <?/t = (Í/°, 0), es decíi que ahota tenemos la
equivalencia de paies de eA

¿ -* M " -i- N
(W,0) j h i {/íi.O) I

L -> M -> N.

Consideremos a todos los pares de eA equivalentes a a: que son de la forma

W -U N

o de la foima

N

Sea 0 = W? C W7]1 C C V^ = Wx la filtración de grado 1 lelacionada a la
triangularidad. A un par x' S e¿ del primer tipo asociémosle el nüineio ix>, definido
como el máximo valor para el que v (W{) = 0, y a un par x" € eA del segundo tipo, el
número jx», definido como el máximo valor para el cual u {W{) ~ 0. Sea n el máximo
de todos los posibles valores v y j X " , si n = s el enunciado es cierto. Supongamos
que n < s y que n = ix> paia algún par xf e £A, como antes, por II 23 tenemos una
equivalencia de pares de eA
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L -> M' -* iV

M " — ¿V

pai-a la cual h1 (w) = -í/f (w) cuando w 6 W '̂"1"1, donde g €# (N,Mf) es tal
que #°g = Jd. Puesto que 0 = ((g°>u)(f°,Ú))1 {w) — u{w)fü, tenemos que, para
W € Wf

O /i f J * 0 \ \ 1 ^ \ t i / \ í O + r J 1 / \ / \ Í O i 1 / ^ 1 ^ ^

lo que contradice la maximalidad d e n . S i n < s y n = jK« para algún pai x" €
como antes, tenemos una equivalencia de pares de e¿, por 11,24

i ft | (/d,0) |

(Ao) C ,̂̂ )

para la cual /i1 (w) = t¿(w) (-q) cuando w € W/*"41, donde q €« (M"tL) es tal
que <7/° = /ci, Puesto que 0 = ({g°,0)(fo,u)) (w) = g°it{w)t tenemos que, para

0 = ((5°, y) /i)1 (w) - í/0/»1 (w) + »/ (w) Id = 5°u (w) (-0) +

lo que contradice la maximalidad de n

•
Lema 15. Sea A un bocs K-R y supongamos que

L ~> M -* N

es una. sucesión exacta corta de A (A)—módulos, entonces en RepA : (/° t0) es
núcleo de (g°, 0), y (g°, 0) es un conúcleo de (/°, 0), As/ que, ((/°, 0), (g°, 0)) es un
par' exacto en RepA.
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Demostración: Por observación II 2,2 (/°,0) y (g°,0) son morfismos en RepA.
Sea h — (h°, h1) : X —> M tal que gh = 0 Luego existe un único u° €# (X, L) tal

que fu0 = h°, y para cada v € V(A) existe un único moifismo u1 (v) e (X, L)k tal
que / V (u) = hl (v) .

Entonces, para cada a 6 ^4(^4), se cumple que

fu1 (av) = ti (av) = ati (v) = af (ul (v)) = /° (aul (v)),

luego, de la inyectividad de f se sigue que ul (av) — aul (v). Similarmente, se
tiene que

/ ° [(u1 (va)) [x\] = h1 (va) [$] = h1 (v) [ax] - f [(u' (v)) {ax]} = f [(u* (v) a) [x]}

implica que u1 (va) — (u1 (v))a. Por lo anterior u1 6 HQW,A{A)-A{A) (V(A),(X,L)k)
Como tenemos que f es un moifismo de ^4(^4)—módulos, luego

f (au° (i) - u° (ax)) = af (u° (x)) - f (u° (ax)) = ah° (x) - h° (ax) =

poi lo tanto au° (x) — u° (ax) = u1 (6 (a)) \x], por lo que u — (u°, u1) : X —> L es
un morfismo en iíepX, y como se vio en la construcción es único.

De manera análoga se prueba que (<?°,0) es un conúcleo.

m
Corolario 16. Si A un bocs K-R, ej, es una estructura exacta sobre RepA,,

Lema 17. Sea A un bocs K-R, Un morfismo (g0^1) \ M —* N en RepA es una
deflación si y sólo si g° es una R—retracción.

Demostración: Una implicación se sigue de la definición.
Si g = (g°,g1) cumple que g° es una i?—retracción, entonces por lema 11.23 existe

un isomorfismo h = (Id,h}) : M' —> M tal que gh = ( Í / \0) . , Como ( Í / 0 ,0 ) es un
morfismo en RepA, se sigue que g° es una -¿(^J—retracción Sea,/0 el inveiso derecho
de gQ. Por lema IV.15 la primera línea del siguiente diagrama es conflación:

K

K

— W -
h i

-* M

-* N
(Idfi)

-*> N..
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Puesto que e¿ es cenado bajo isomorfismos, por IV.. 12, la segunda línea también
es conflación.

•
Similarmente se prueba el resultado dual,

Lema 18. Sea A un bocs K-R,. Un moiñémo (/°, /*) :L.—*M en RepA es inflación
si y sólo si f° es una R-sección.

Teorema 19. (RepA, ¿A) ^ una- categoría exacta.

Demostración: De los lernas anterioies se siguen los axiomas 11.1, 11.3 y 11,4 :

1. (11,1) : Si g = {g°,gl) : U -+ N y h = (ft0,/!1) : N -> X son deflaciones,
entonces g° y h° son fí—ietracciones, así que h°g° es una R— retracción, luego
hg = (h°g°, (hg)1} es una deflación.

2. (11.3) : Las identidades, las cuales son morfismos de la forma (Id,Q), por
IV.17 son deflaciones, Si dp es una deflación entonces (dp)° = d°p° es una
ií-ietracción, así que (f es una fi-retracción y d es una deflación.

3. (114) : Argumento dual,

Vamos a piobar 11.2, Sean / = (/°, fl) : ZQ —» 2 un moifismo en RepA y
d = (cí0,^1) : Y —• Z una deflación. Puesto que d° es una R~ retracción existe
q €/j (Z, Y) tal que é>q = Idz Luego, el ñ-moifismo (oí0, - / ° ) : Y © Zo -* 2 es una
/í—retracción, pues si consideramos el il-morfismo (̂ ) : ¿̂  - * V © 2 0 obtenemos que
(d°, —/°) (̂ ) = d°q = Idz- Así que poi IV.17, existe una conflación

fe) '̂-̂
TV ^ Y®Z0 -+ Z.

Así, j == (jj) es núcleo de (d, —/) . Luego, si (") : X ~> Y ® ZQ es un morfismo
en RepA tal que du = fv, existe un único morfismo p : X -* N en RepA tal que
Ji/> = u y J2P = f, es decir, tenemos un pullback en j?ep.4.:

N ~* Zo

y - * 2

Como (?, (á, —/)) es una conflación, tenemos que (j°, (d°, - / ° ) ) es una sucesión
corta exacta que se divide, luego
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ñ

N -+ Z{)

Y -+ Z

es el pullback en R— Mod, por lo que j!> es una Jí—retracción. Por IV. 17 tenemos
que J2 es una deflación.

•
Observación IV.l: En el desarrollo anterior hemos construido el pullback en

RepA, de manera dual podemos construir el pushout, el cual existe por IV. 10.

Definición 20. Denotaremos por Ext,A (M, TV) a Jas clases de equivalencia bajo ¡a
equivalencia de conflaciones que principian en N y terminan en M.

Como en el caso de las categorías abelianas se le puede dar a Ext A (M, N) una
estructura de k—espacio vectorial: el teorema IV.10, y la existencia del pullback y
el pushout permiten imitar las pruebas de III. 1 y III.2 do [MJ. Más aún, •J2xt¿ (?,_)
es un bifuntor sobre RepA, contravariante en la primera variable y covariante en la
segunda.

Definición 21. Sea T un álgebra, y R, una subálgebra de T. Si M,N e T - Mod
entonces deñnimos a Extr,R(M,N) como todos los elementos de ExtT{MtN) que
restringidos a R se dividen.

Proposición 22. Sea A = (R,W,6) un bocs K-R. Sean L,N € RepA, y denote-
mos por 0i e H&m¡t-R(Woi(L,L)k) y $-¿ € HomR-R (Wo, (N, N)k) los morfísmos
correspondientes a sus respectivas estructuras ííe A (A) -módulos Consideremos la
siguiente sucesión:

a 0

0 -> HomA(N,L) -» R{NtL)®H<miñ-ft{Wu{N,L)k) -*

-• Homñ-n(Wo}{N1L)k) -+ ExtA(N,L) -> 0

donde a(f) = a ((f, f)) = (f, f),(3 ((/0, .A)) (W) [n]
— 0i (w) [/o (n)] — /o (02 (p) [n]) - / i (6 (w)) [n\, y definimos a 7 (g) como la clase

de la conflación

(O) mm
cg = L —* L © JV -* N
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donde L y N consei van las respectivas estiuctuias de A (A) —módulos, y a
le asociamos ¡a esfouctwa dada por

3 ^ o 92

Entonces la sucesión es exacta,
En particular, para M € repA se tiene que

dimjfe [HomA (Ai, M)) - diin* (BxtA (M, M)) = qA (M).

Demostración: La inyectividad de a es inmediata. El núcleo de 0 se compone de
los morfismos (/i, fa) tales que B\ (w) [/o (n)] — fo (0% (w) [n]) - / i (6 (w)) [n] = 0, los
cuales son precisamente los morfismos (f0,/1) €ñepA {N>L) > ^ decir, Ima = Kerfi,.

Cualquier sucesión x € ExtA (N, L) se divide en R — Moa, por lo que podemos
suponer, gracias a IV.14, que un repiesentante de 3 se escribe, en términos de
A (A) -módulos, como

( ( ) )
L -* L®N -> iV.

De esta manera tenemos que la estructura de A (A) -módulo de L ® N está
determinada por un #3 € HorriR-R (Wo, (L(& N,L® N)k), lo que podemos escribir

como ^3—1 -ji A J Entonces, para que (i) y (0,1) sean A (A) — moifismos se

\ ( 9
J ) = ( 'debe cumplir que J = I ' y \OÍ,0i) = (0,9o) > por lo que en realidad

\ ° °2
De aquí se sigue que 7 : HorriR-R (Wo, (N, L)k) -* ExtA (N, L) es suprayectiva.
Supongamos que las conflaciones cy y cs> son equivalentes, esto es, tenemos un

diagrama conmutativo:

«o,U,o)

c9\ 0 -> L

cg.
( ( ) )

0 -^ L -* X(0JV -+ TV -> 0.

Usando la conmutatividad del diagrama en fiep-4., es una comprobación directa
. / / I í \ / 0 Í \ \ver que /i = M 0 x I » í 0 0 J J , por lo que
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» g ' ( w ) \ { 1 t \ n _ / l i
o #2 (w) ) \ o i y u ^ o i
o

de lo cual se sigue que

0, (ti;) [t (n)] + 5' M [n] - í (02 («») [n]) - g (ti;) [n] - 5 (5 (w)) [n] - 0

es decir que (5 — g') = 0 {{tts)), por lo que Im/Í = Ker*y.

Proposición 23. Sea A — {R,W,S) un bocs K-R y e¿ la estiuctuia exacta sobre
RepA deñnida en IV. 11, Sea W¿ un sumando dhecto de WQ como R- R—bimódulos,
tal que S(WQ) ~0,y sea. T = TR (WQ ).. Entonces tenemos un moiñsmo suprayectivo
de Bnó,A (L) — (End¿ (N))^ - bimódulos dado por ¡a testücción

r : ExtA (N, L) -• ExtT¡R (N, L).

Demostración: Sea i : WQ —*• WQ la inclusión canónica Consideiemos las
sucesiones de la proposición pievia Afirmamos que hay un diagrama conmutativo

R(N,L)®HomR.R(W1>(N,L)k) í
(1,0) I /3' »• I y r i

fiW¿)

donde las hoiizontales son sucesiones exactas y 7 y Y son supiayectivaa. Las
últimas afirmaciones se siguen de la proposición anterioi, así que comprobemos la
conmutatividad:

^•(1.0) ((/o, h)) = 0 (/o) = 9 ^finida por g (w) [n] = 0, (ti;) [/0 ( n ) ] - / 0 {62 (w) [n\),
mientras que -i* • /? ((/Ol fi)) = g0 está dada por

g0 (w) [n] = 0, (i («,)) [/o (n)] - A (ffa (i («/)) [«]) - / , (é (¿ (ti;))) [n]
= 0i(i(w)){h(n)}-fo($2(i(w)){n})

luego conmuta el primei cxiadio. Por otra parte,

U)
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donde a L © TV le asociamos la estructura dada poi 6$ ~ ( * a I , y precisa-
\ ü & }

mente ésta es el resultado de r (7(3)) • Como 7'í* es un epimoifismo, se tiene que r
es un epimoifismo,.

Sea x = ((/°, 0), (30, 0)) un representante de un elemento ExtA (N¡ L). Por IV.19
y IV.14, si u = (u°, u1): N' ~* N es un morfismo en RepA entonces hay un diagrama
de pullback en RepA y una equivalencia de conflaciones:

() ()
x': L ~> M" -> N'

I! /' ^ o' II
L -+ E -+ N'

x: L -» M ->• JV.

Sea ^1^2 = v — ( t i0^1). Como ó (WQ1) = 0 se sigue que v° y u° son T-^moifismos.
Luego, al aplicar- r obtenemos el diagrama conmutativo de sucesiones exactas coi tas
en T - Mod :

U'f {r?')°
r{x'): L -* M" -» JV'

II r r ü ^ i«°
r (K) : L ~> M -» N.

Set&r(x)uQ el pullback de r (re) por u° enT~Mod, Por lema III.1.3 de [M] existe
un diagrama conmutativo:

ir? la')0

r (xf) : L -* M" -+ N'

II I II
r (x) u° : L -* Ai' -» N'

II /* I f in

r(x): L -* M —* AT.

Luego, r (a/) es equivalente a r (x)«°. Hemos demostiado que si, para y 6 Ext<riR (JV, L)
y u = (w0,!/1) 6 Endj, (N), definimos la acción por la derecha como el pullback
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yu° (¡compárese con la definición de E^¡ en III.39 !), entonces r es un morfismo de
{EndA{N))op -módulos.

Similarmente probamos que r es moifismo de End¿ (L) —módulos.
•

Definición 24. Un funtoi F : RepB —> RepA donde A y B son bocses K~Rt se dice
que es exacto si envía conflaciones en conflaciones.

Lema 25. Sea F : RepB —*• RepA un íuntor exacto,, Entonces:

1,. F induce una, transformación natur&J de bifuntores

2., Si F es ñel y pleno entonces F* es inyectívíi,,

Demostración: La primera paítese realiza como en [M]. Para la segunda paite,
consideremos la conflación en RepB

f a
L ~> M ~> N.

La conflación

F{L) -* F(M) -* F{N)

se divide si y sólo si existe un morfismo h : F (N) —> F (M) tal que F(g)h =
[lp{N) > O). Como F es pleno existe h' tal que F (h?) = h., Como F es fiel tenemos que
ghf = (/jv, 0), así que la sucesión original se divide

•

Lema 26. Sea A = (R, W7 6) un bocs K~R Sea, A' = (R1, W, 6') un bocs como en
III1, de manera que el morfismo de bocses r¡ es suprayectivo, por lo que Fv : RepA' —*
RepA es el encaje de III.2.

1,. Si A' es K-R entonces Fv es exacto

2. Supongamos que imF,, es cenada bajo extensiones en A (A) — Mod. Si el par'
de morfísmos con composición (Fv ( / ) , Fn (g)) es una conflación, entonces es
equivalente a la imagen, bajo Fv, de una conñación (f,g).



ESTRUCTURAS EXACTAS 119

Demostración: Sea / = (/°, fl) en RepA'i el morfismo (Fv (/))° es piecisamente
el moriismo f° considerado como R~morfismo. Luego, pata / ~ (/°, f1) : L —> M y
g = (JAJ?1) : M * N en RepA' tenemos que

f
g = (JAJ?1) : M —* N en RepA' tenemos que

es exacta que se divide si y sólo si

0 -* Fn(L) - , FV(M) -» F,(W) -H. 0

es exacta que se divide Por fidelidad tenemos que (F,¡ (</)) (Fj, (/)) = 0 si y sólo
si 0 / - 0.

Supongamos que (/, (/) es una conflación. Por IV. 14 hay una conflación equivalente
(/ , 5) de la foima

M' -^ N

donde / ° y g° son A (^') -morfismos. Como Fn (/) = f ( ^ ( / ) ) ° , 0) y Fv (g) =

( (-^Í (£)) ' ^) ' entonces (Ffl ( /)) y (í^, (5)) son >1 (̂ 4.) —morfismos. Luego, por
IV.15, (Fv ( / ) , Fv (p)) es un elemento de EA» Como i^ es un funtor (Fn ( /) , Fv (^))
es equivalente a (FT¡ ( / ) , F^ (^)), así que también es una conflación.

Hemos probado que Fv es exacto.
Supongamos ahora que (Ft, (f) > Fv (g)) es una conflación. Por IV. 14 hay una

conflación equivalente de la forma

FV(L) -> M" w Fn(N)

donde (íjj (/))° y ( ^ ( í ) ) 0 son /I (.4) -moifismos. Por hipótesis del segundo
inciso M" = Fv {M'). Como f}\A{A') ^ i m epimorfismo de anillos, poi [Si] r¡ induce
un encaje pleno A (A') — Mod •--* A (A) — Mod, así que hay una sucesión exacta corta
en A (A') - Mod de la forma

L -* W ^ N
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donde f° y £° vistos como A (A) -morfismos son (FTI (/)) y (Fn (</)) respectiva-
mente. Poi IV 15, (f_,g) = ((/°>0) > (5°>0)) es un elemento de e¿> , y por constiucción
su imagen es (((£, (/))° ,0) t ((F, (g))° ,0)) .

Proposición 27. Sea .4 = (/?, W, 5) un bocs K-R y Fe : RepA& —• RepA el funtor
eliminación de klempotentes.. Este funtor induce un ísomoifismo natural de bifuntoxes

(Fe)t : ExtAe (?t _) - , ExtA (Fe (?), Fe (_)).,

Demostración: Por III.3.4 AÉ es un bocs K-R, Por IV.26,1 Fe es exacto. Por
IV25.2 (Fe)t es una transformación natural inyectiva, Sea una conflación

/ 9

Fe{L) -> M -* Fe(N)

Por IIL3.2 tenemos que la imagen de Fe es la subcategoría plena de RepA formada
por los objetos Q tales que (1 — e)Q = 0,. Puesto que como R—módulos M = Fe (£)©
Fe {N), existe M' en RepAe tal que F& (M1) = M. Por IV.26.2 la conflación (/f g)
proviene de una conflación en RepAe, luego (Fe)t es suprayectiva

Proposición 28. Sea A = (R, W, &) un bocs K~R. Sean 0 -* W¡1) -> Wo

0 y 0 —> M/i1^ —» Wi —» U^ 2 ' -> 0 sucesioiies exactas de R- R—bimódulos, t&les que

5 (WÍ0) = WÍ°. Entonces,

1. El funtor legul&riz&tíón Ff : RepA, ~* fiep.4 induce una transformación natural
inyectiva, de bifuntoies (.Fr.)s : Ext A, (?, _) -* ExtA {F7 (?), Fr (_)) .

^ti) inyecÉivo., SiRessemisimple, osiWi = Vf/ ©W^ comobinadduios,
entonces (F,)^ es un isomorfismo.

Demostración: Por III.4.4 A? es un bocs K-R, Poi IV.26.1 Fr es exacto. Por
IV.25.2 (FT)m es inyectiva.

Supongamos que S.^i-, es invectivo,. Así, (ker¿) n WQ = 0 y, gracias a las
hipótesis del segundo inciso, por III .7, F, es un funtor denso.. Consideremos ahora
una conflación

/ g

Fr(L) -)• M -> F7{N).
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Entonces, existe M' en RepA,. tal que FT (M1) = M, luego hay una conflación
t / ' i í / ) > e n ^a imagen de F,, que es equivalente a (/,<?). Por IV..26..2 la conflación
{f,g') proviene de una conflación en RepA,, luego (F,.),, es suprayectiva.,

•

Lema 29. Sea A = (R, W, 6) un bocs K-R, con WQ un sumando directo de WQ como
R - R~bimódulos tal que 6 (W¿) = 0, Sea T = TR (W¿) , El funtor absorción Fo :
RepAo —* RepA es exacto, e induce una sucesión exacta coi tade R- R-bimódulos:

0 -> ExtAe{N,L) 4 ExtA(F&(N),F0(L)) 1 BxtTA{FQ (N) tFt{L)) -» 0

donde r es Ja

Demostración: Por III 8.4 A& es un bocs K-R. Sea (/,¿/)un par de morfismos
con composición en RepAo '•

í 9
L -* M •-> JV

Como i^ es un isomorfismo de categorías se cumple que (/, g) es una pareja exacta
si y sólo si (Fo ( / ) , FQ (g)) es una pareja exacta.

Puesto que (FQ (/)) es / ° considerado como R— moifismo, tenemos que Fe envía
conflaciones en conflaciones.,

Por IV.23 r es un epimorfismo. Como su núcleo está constituido por aquellas
conflaciones que consideíadas como T—sucesiones se dividen, se sigue que keír =
Im.fi).

Lema 30. Sea A ~ (R,W,S) un bocs K-R y sea RX un módulo S—triangular y
S~ completo. El ñxntor reducción Fx • RepAx —> RepA es exacto e induce un
isomoiñsmo natural de bifúntores

(Fx). : BxtAx (?,_) - ExtA(F(?) tF{.)).

Demostración: Por III,31.2 Ax es un bocs K-R.
Sea

L -» M -+ N
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un representante del elemento z de ExtAx (N, L).. La sucesión Fx (z), por fórmu-
las IH.15.2 y III.15.3, es de la forma

X <g>s L -* X®SM -> X®s N.

Como Fx es fiel y pleno, la última sucesión es una sucesión exacta corta en
A (A) — Mod, así que poi IV.15 es una conflación,, Luego, Fx es exacto.

Poi III.25..2 (Fx)* es una transformación natuial inyectiva
Veamos que {Fx),, es suprayectiva., Sea x

(9o,0) (h°,0)

una conflación en RepA Puesto que en R — Mod la sucesión se divide, tenemos
un R—isomoifiamo a : B —+ X ®s (L 6 N). Luego, vía a dotamos a X ®s (¿ © iV) de
una estructura de A {A) —módulo, poi lo que podernos considerar a a un moifismo
de A {A) -módulos.

Por IÍI.17,1, S{L®N) admite una estiuctuia de A [AK) -módulo, denotémosla
por M, tal que Fx (M) ~ X®S{L®N) .

Tenemos una equivalencia de conflaciones

x: X®SL -»• B ->' X®SN

x' : X®SL -» X ®5 M ~* X®SN,

Tenemos entonces que existen morfismos Tínicos / = C/0,/1) : L —* M y g =
^1) : M - , N en i t e M * tales que F x ((Z0,/1)) = (a^.O) = «,

{ \ ) y g f
Por 111.30 / ° y gü determinan una S—sucesión exacta corta, luego (/,<?) es una

conflación cuya imagen es x'

IV. 2 representaciones sin auto-extensiones y con e-cüm fija.

Lema 31. Sean R una. k—álgebra., WQ un R — R—bimódulo y sea 1R — e\ + .... + en

una descomposición del I de R como suma, de idempotentes ortogonales centrales.
Sean i,j € {1, ,n] , no necesariamente distintos, y sean e = e¿ + e¡ — eiej y e' =

1 - e,, Pina/mente, sean Wo
(1) un R - R-subbimóduh de eiWQej, T = Tn (w^) y

L,N <ZT~ Mod, Entonces:
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1. Endq- (L) = End¿p [eL) x End¿r (e'L) = End¿r (eL) x Ende-R (e'L).,

2. Extr {N, L) S Ext,:T [eN, eL) x Ext¿,t (e'N, e'L),

3. Si R es semisimple entonces Extr,n (N, L) = Ext'p (Nt L) y Ext? (JV, L) ==
Exi¿v (eiV, eL).,

Demostración: Los enunciados 1 y 2 son consecuencia directa del lema 11.31.

A menudo, al efectuar procesos de i educción sobre representaciones de bocses,
nos veremos en la necesidad de utilizar bimódulos como W¡¡ en el corolario anterior.
Nos interesará particularmente el caso R = Di x .... x Dn, donde cada A es una
¿—álgebra de división de dimensión finita sobre k, y WQ finitamente generado sobre
R. Para comprender sus propiedades apoyémonos en el estudio de las &—especies.

Proposición 32. Sea Q una realización cíe Ja k—especie «i —> *2, donde ¡os véitices
se corresponden a los anillos de división Di y Z>2> ambos de dimensión finita sobre k, y
asociada a la flecha se tiene el Di — D-¿—himódulo W» Sea R — DixDzyAel álgebra
de Aitin deteiminada, por Q Sea M una representación de dimensión finita de A,
difewnte de cero, tai que Ext\ (M, M) — 0. Si M = <&ie¡Mi es una descomposición
en inescindibles tenemos que:

1. Todos los sumandos Mi son prepioyectivos, o todos los sumandos Mi son
preinyectivos

2. Hay a lo más dos clases de isomoifía de sumandos.

3. En caso de que haya dos clases de isomorfía, estas se conesponden a ciases
contiguas en el carcaj efe Auslandei-Reiten de A.

Demostración: De la proposición IV.. 1 9 (b) de [ARS] sabemos que Dtr :
mpdA •-* modA es una equivalencia de categorías con inveisa trD : modA —» modA.

De p.135 [ARS] tenemos el isomorfismo íüntoríal (fórmula de Auslander-Reiten)
D(Ext\(Y,X)) ^ JÍ&m(X,Dtr{Y)) para X,Y € modA., En nuestro caso A es
hereditaria, por ello tenemos que Hom (X, Dtr (Y)) = Horri (X, Dtr (Y)).

Las representaciones de A han sido estudiadas en [DR]: de la pioposíción 2.4 del
citado artículo tenemos que hay un pioyectivo, al que llamaremos P\, determinado
por dím^Pi = (0,1), y un inyectivo al que llamaremos h, determinado por dimfl7? =
(1,0) „ Además, hay otro pioyectivo: / ^ y otro inyectivo; Ii, Salvo Fi e 1% todos los
inescindibles tienen vectores dimensión sin ceros,,

Observemos que para inescindibles X, Y € mod A, se cumple que Y "£ 1% implica
{P\,Y) =¿ 0, y que si X % Pi entonces Hom^ (X, I2) ^ 0.
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Sea M un inescindible con diinflM — (a,b) y a ^ 0, claramente su cubierta
proycctiva debo tener sumandos isomotfos a P¿, luego, ííom\ (P¿, Ai) ^ 0.

Similantiente, si dimf{M = {(i,b) y b ^ 0, entonces la envolvente inyectiva de M
tiene sumandos directos isomoifos a l\, luego Hom\ (M, I\) ^ 0,.

Veamos que si M = ®M¿ es una descomposición en móduloa ineticindíbics y
Ext\ (M, Ai) = 0, entonces ninguno do los Mi es regular1, y si alguno es preproyec-
tivo, entonces todos son pieproyectivos, o si alguno es pieinyectivo, entonces todos
son preinyectivos:

1. Sea Mi inescindible no preproyectivoy M-¿ = {trD)n (P¿), conn > 0 e-i € {1,2}
entonces

D{Ext\(MuM2)) =A (M2,Dtr(Mi)) ^ {Pi,(Dtr)n+l (Ai,)) ^ 0.

2, Sea Mi = (Dtr)n (h) y Mz inescindible no preinyectivo, con n > 0 e i € {1,2}
entonces

D (Extl
A (Mu M-2)) =A (M2, Dtr (Mi)) ^ A (M2, (DTr)n+l {h}) =A

3. Si M es regular, Bxt\ (Ai, A/) j¿ 0, pues su forma cuadrática es cero o negativa:
véase [DR]

Ahora analicemos las posibles combinaciones de preproyectivos:

1. S e a Mi = (trD)n(Pi) y M 2 = (trD)m(Pj), c o n n - l > m > 0 e i , j € { 1 , 2 }
e n t o n c e s

D (Ext\ (MUM2)) ^ A (M2lDtr (M,)) ^

2. Sea M1 = (írD)n+1 (P2) y M2 = {trD)n (Px)t con n > 0 entonces

Otf íx í iW.Ma)) ^ A (M2lZ>tr (JlfO) - A ((trZ))B (P,)( («r23)n (fi))

^ A ( P u f t ) # 0 .

3,. Sea Mi = (¿ri?)^1 (P¿) y M 2 = (írD)11 (P¿), con n > 0 e * 6 {1,2} entonces
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D(Ext\(MuM2)) ^A (M^DtriM,)) =A ((tri)

Esto nos deja pocas opciones, es decii, si ¿?a;tA (JW, M) = 0 y M sólo tiene suman-
dos prepioyectivos, entonces M es una suma de un sólo preproyectivo inescindible,
o a lo más tiene dos clases de isomoifía de sumandos prepioyectivos inescindibles
contiguos en el carcaj de Auslander-Reiten.

Un análisis similar nos piopoiciona el resultado dual, es decir que si Ext\ (M, M) =
0 y M sólo tiene sumandos preinyectivos entonces M es suma de isomorfos a un
sólo pieinyectivo inescindible, o a lo más tiene dos clases de isomoiíía de sumandos
preinyectivos inescindibles contiguos en el carcaj de Auslander-Reiten.

Proposición 33. Sea Q una realización de la k-especie »i —* *2l donde los vértices
se corresponden & los anillos de división Di y D2) ambos de dimensión finita, sobre
fc, y asociada a la Beclia se tiene el Di — D2—biinódulo W. Sea R = Di x D<¿ y A el
álgebra, de Axtin determinada, poi Q. Sean L, N representaciones de dimensión ftni'ta
de Q, tales que. Ext\ {N, N) — 0 y Ext\ (L, L) = 0, entonces AI- =A N si y sólo si
RL =n N., Equivalentemente dim^¿ = dim^TV sí y sólo si &L ^ A JV-

Demostración: Es claio que siL = N entonces RL =/¡ N. También es inmediato
que dim^L = dim^iV si y sólo si RL =R N.,

La siguiente paite de la prueba está basada en [DR] y en Vílí.2 de [ARS].
Sea d\ = dimü, (W) y d-i = d im^ (W), por la introducción de [DR] tenemos las

siguientes transformaciones lineales de 3fí x 5ft en ?í x 5f¿:

C = S]_S2, C"1 = $2S\.

Observemos que sf = Id — s\.
A c = Si$2 se le conoce como transformación de Coxeter (pag 8 [DR]). Asocia-

dos a esta transformación están los funtores (7+ — 5 / S£ y C~ = S^Sj, llamados
funtores de Coxeter (pag,, 19 [DR]),. Por 2.4 [DR], se relacionan de la siguiente
manera: sea M una representación inescindible de Q, si M no es pioyectivo en-
tonces dimK (C+ (M)) = c(dim f l(M)), y si M no es inyectivo, dimfi (C'~ (M)) —
c~l (dinift (M)). A su vez, por 2,1 [DR]( a los funtores 5/" y 5f se les asocia la
transformación st, y a los funtoies S2 y ¿>¿" se les asocia la transformación s2.

En la proposición 2,4 [DR] se prueba que un módulo es proyectivo inescindible si y
sólo si es de la forma Pt ~ S^S^.-.S^^F^ y es preinyectivo inescindible si y sólo si es
de la forma Qt — 5¿L

BS^_ I ... 5^ : F^.. Luego 2 4 [DR] nos indica que dÍmftPi = (0,1) f
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dimR/a = (1,0), timRP¿ = 32 ((1,0)) - (1,4) y cUm^ = Si((0,l)) = (d , , l ) . Más
aún, tenemos que

c"1 (dimfi(Pi)) = s2S! ((0,1)) - s2((dlt 1)) = {dud.d* - 1)
c(dímfi (/2)) = s l S 2((l ,0)) = sx {(l.ífc)) = {did2 - 1,^)
También tenemos:
c~l (dim^ (A)) = s2slSl ((0,1)) = s2 ((0,1)) = (0, -1 ) = - d i r n ^
c-1 (dmaih)) = s2Sl ((1,0)) =
cfdim^ (P,)) = Sls2 ((0,1)) = si ({0, -1)) = - (di, 1) - -

= si ((1,0)) - (-1,0) - -d i
Observemos que si J ÍM = f i Ai" entonces c" (dim^ (M)) = cn (dimñ (M')) para TÍ

en los enteros..
Por VIII.2.2 de [ARS] cfdim.^ (M)) = dimfí {Dtr {M)) para M inescindible no

pioyectivo, y c~l (dimfí (M)) = dimA (trD (Ai)) paia M inescindible no inyectivo,.
Supongamos que Ext\ (N,N) = 0 y Ext\ (L,L) = 0. Por la proposición anterior

si L = ©Lj es una descomposición en inescindibles, entonces a lo más hay dos clases
de isomorfía en los sumandos; todos pieproyectivos o todos pieinyectivos. Lo mismo
ocurre para N = ©A^ Así que si A no es de tipo de representación finito y aL =R N>
tenemos que los sumandos de L son pieproyectivos si y sólo si son preproyectivos los de
N] de otra manera habría algún entero n tal que c™ ídimfl (L)) < 0 y c" (dirn^ (N)) >
0, o tal que c~'n (dimfi (L)) < 0 y c~n (dimft (A')) > 0, lo que es una contradicción.

Con esto en mente empecemos a compaiar combinaciones de prepioyectivos.
Sean L = aLi © bL'¿ y N = aNi ®/3N2, donde L1( L2, Ni y JV2 son inescindibles,

por lo que ocurre alguna de las siguientes posibilidades:

1. la = (trD)n (Pi), Lt = (trD)n (P2), M S {trü)™ (P,) y N2 & (trD)m (P3)

• Si m 5¿ n( podemos suponer sin pérdida de generalidad, que m > n} luego
cn+1 (dmifí (L)) = c (dim/j (oPj + bP2)) = - (dim^ (ali + bl2)) < 0
y cn+1 (dimñ {N)) = c

n+1~m (djm^ (aPL + /?P2)) > 0 : contradicción.,

• Si m = n entonces
dimfí (aPi + 6P2) = cn (dim/í (¿)) = cn (djm^ (N)) = dim^ (aA + /?P2),
es decir que (6, a + bd2) ~ (/?, a + ^ 2 ) > lo cual sólo es posible si a = a y

2. L, Sí ( Í T - D ) ^ 1 (Pi), i a Sf (Érü)" (P2), iVx S (írí?)"1-*-1 (J\) y ^2 ^ (¿rD)m (P2)

Si m ,¿ n, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que m > n, luego
cn+1 (dmifí (I)) - dimyí («A) + c (dimfí (W^)) = (-¿ , a ) .
Por otro lado cn+1 {dimfi (A )̂) = cn~m (djmfi (aPi)) + c"41""1 (dirafí (/?P2))
tiene primera componente positiva: contradicción.
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• Si m = n tenemos que

(-6, a) = cn+1 (dirn^ (I)) = (-/?,a) = d*1 (dimfi (N)), lo cual sólo es
posible si a = a y si b = /?..

3. Lx « (ír£>)"+1 (PO , L2 S ( í r£ )" (P2), N, » (¿ rD)m (A) y ^ 2 ^ (írD)m (P2)

• Si m < n entonces
= c (dimft ( a ^ + /?P2)) = - (dim^ (a^ 4- 0I3)) < 0

c"^1 (dimií (L)) = cm~n (dirnji (aPO) + cm+l~n (dimfi (&Pa)) tiene primera
componente positiva: contradicción.

• Si m = n entonces

C* (dimji (N)) = dimfi (aA) + dimK (/5P2) = (0, a) + ¡3 (1, da)
es decir que se debe satisfacer que a — (¡3 — b) /á\, lo que implica que
P > b, y se debe cumplir simultáneamente que 0 < a == afí/ida ~ 1) +
(6 - /?) <¿2 = (/? - &) (^2 — ^ ™ ¿fe) > lo cual es sólo posible si 0 — b, pero
en tal caso a = a — 0

• Si m > n entonces

cn+1 (dimfí(L)) = a(0,1) - 6dimfí (/2) = (-&,<*)
c"+1 (dim /j(^)) = ¿"+1-"1 (dinifl (aPi + /J/^)) tiene piimeía componente
positiva: contradicción.

Con esto concluimos el caso preproyectivo,. Un análisis similar para el caso
preinyectivo veiifica la proposición.

Lema 34. Sea A = (R, W} 8) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto. Sea,
M € repA. Entonces:

1. Hay una descomposición EndA(M) = D(Brad (End^ (M)) como D— D—bimódu-
ios, con D una k—álgebra, de división.

2, Supongamos que R es sexnisimple y \\M\\Q = 0, entonces

rad(EndA (M)) = {/ = ( i 0 , / 1 ) € EndA (M) | f = 0} ,

y podemos elegir a D como:
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£ = {/ - ( A / 1 ) € tfrn/^M) [ /» 5¿ O,/1 = 0} .,

Demostración: Por el Teorema de Wedtleibuin, 2.5,37 [Ro], EndA (M) — D®
rad [EndA (M)) donde D es una subalgebia isomoifa a EndA (A/) ¡rad (EndA (M)),
luego, como M es inescindible, tenemos que D es un anillo de división.

Por 11.19 / = ( /V/ 1) e rad(EndA{M)) si y sólo si / ° es nilpotente. Puesto
que [|M|¡o = 0, el que M sea inescindible en RepA implica que es inescindible
como R— módulo Como R es semisimple, esto sólo deja dos posibilidades para / =
(/°, f1) e EndA (M) : f° es un isomorfismo o / ° = 0., Luego, si / € rad (EndA (M))
entonces / ° = 0.

Por 11.25 D = {/ = (/°,0) e EndA (M) \ f° ¿ 0} es un anillo de división, y como
|¡M|jp = 0, se sigue que EndA (M) = D®rad (EndA (M)).

É

Definición 35. Sea A = (R> W,ó) un bocs, y supongamos que hay una descomposi-
ción 1R = YH&i ei en idempotentes oitogonales primitivos y centrales. En tal caso,
para M € RepA definimos su vectoi' dimensión como el vector (t¿it ....fcín) ( donde
di — dimk (ejM) . Denotaremos a este vector como dimM..

Observación IV.2: Sea A = [R,W,6) un bocs con R = Dx x ..... x Dni donde
cada Di es una fc—álgebra de división de dimensión finita Sean M,N €. repA Si
c¡ = dimfc (Di) y dimfíM = (di, ,dn) entonces dimM = (tíiCi, . . . ,^^) „

Luego, para q en los racionales tenernos que qdhnM = dimN si y sólo si qdimRM —
dimRiV. Más aún, de la fórmula 11.14 se sigue que si (/dimM = dimJV entonces

Supongamos que en el bocs A = (R, W,$) la &—álgebra R es de la forma Di x
.... x Dn x O = S x O, donde una vez más cada £>¿ es una A;- álgebra de división de
dimensión ñnita, peí o O es un anillo arbitrario. Sea / i + /a = 1,R la descomposición
canónica de la unidad correspondiente a R — S x O.

Si U es un S — S—bimódulo, este tiene una estructura canónica como R —
R—bimódulp En tal caso, paia M 6 repA, tenemos que

- dimfc (n {U ®* M, M)) = dirn,. ( s (U ®s fiM, j.M)) =

donde <lirnv(/|M) = (f/1( .,.,(/„)• Así que incluso en esta situación tendremos,
para q racional, que si </dim(/iM) = dimf/iiV) entonces g2¡|Aí||í/ — üAT¡|t/. Este
resultado será usado en el capítulo 5,

Proposición 36. Sea A = {/£, W,8) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto.
Seae = (ei, ••.•,erí) un vector de idempotentes oitogonales, primitivos y centrales para
R. Sea M € repA Si DM = EndA (M) /rad [EndA (Ai)) y cM = dim& (DM) entonces
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CM (e — dimM) = dmiM.,

Demostración: Por el lema anterior, EndA (M) = D @ rad{EndA{M)). Por
otia parte D°e ̂  {EndA (M) /rad (EndA (M)) )** ̂  {E^/rad (E%)), así que todo
D^-módulo es un ^ - m ó d u l o vía la proyección canónica. Loa D^- módulos son
los E^~módulos anulados por rad {E^)

Puesto que cada ü^-módulo simple N es anulado por rad(E^), N = D,
Entonces, si 0 = LQ C ... C Ln = e¿AÍ es una fí^-serie de composición para
eiM) tenemos que dirá* (Li) = CM + dim^fLi-i), paia i = 1, ..,n Se sigue que

Ln) = ncM. Esto es que dimfc (eiM) = CM^ngthE"p (e¿M).

Lema 37. Sea A = (R, W,6) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto, y sea
M e repA inescindible tal que EndA(M) es de k~dimensión finita.. Por IV.34
EndA (M) = D ® rad(EndA (M)) . Sea W^ un R - R-sumando directo de Wo

tal que 6 (Wo) - 0, y sea T = TR (Wo) Sea Ao = {T, W, 6') el bocs inducido y
FQ : RepAo —* RepA el funtor absorción asociado., SeárX es un módulo S—completo,
Á$ = (5, WX,6X) el bocs inducido y Fx : RepAf —* RepAo el tuntoi reducción
asociado. Supongamos que Mx € repÁ§ es tal que FoFx(Mx) = F0{MQ) — M,
entonces hay una sucesión exacta corta de D — D^—bimódulos

ExtAx(MXiMx) - ExtA(F0Fx(Mx),F0Fx{Mx)) -» ExtT¡R{M,M)

donde r es el morñsmo restiicción de IV 23, En particular,

dimD{ExtA{M,M)) = dim¿. {ExPr¡/t (M, M)) + dimo (ExtAx (MX,MX)\ .,

Demostración: Por IV.29 hay una sucesión exacta corta

•{'•"b).

ExtAñ (Me, M$) ~* ExtA (M, M) -> ExtT,n (M, M)

donde r es un morfismo suprayectivo de D - Dop—birnódulos. Como Fo es fiel y
pleno EndAo (Me) = D' ®rad (EndAe (Me)) donde Fo (£>') - D. Luego, BxtAe {Me, M9)
tiene estructura de D — D09—bimódulo vía el isomorfismo que hay entre D y D',
Puesto que (Fo)# es una tiansfoimación natuial de bifuntores, es también un isomor-
fismo de D - .D^-bimódulos,, De la misma manera se induce un isomorfismo de
D - r>°P-bimódulos

(Fx)4 : Extjx {Mx, Mx) -» ExtM {Mo, M9).
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Teorema 38 Sea A = (/?, W¡ 6) un loes K-R con R « D, x . x Dn, donde cada
Vi es una k-álgebia de ávmón de dimensión finita. Sea e = fe, e ) el vector

idetnpotentes centialcs ortqgonata. de i?, Supongamos que A es p e r t o o y Wo es de

k-dimensión fímta. Sean L,N <= repA tules que ExtA (JV, TV) = 0 y ExtA (L L) « 0

RepA m " i<ac í / i< i iWflS ' e í i t o l J C e s e ~ d » » ¿ = e-dimJV si y sólo si L W JV oti

Demostración: Por observación IIL2, si L - N en RepA entonces e - dim¿ =

Sea •< el orden lexicográfico en Z x Z. Realizaremos la prueba de la suficiencia
por inducción sobre (||L||0, dim* (Wo)) con el orden < sunciencia

Pero antes veamos que por IV.36 dirnL = cLe-dimL y dimiV = cNe - drmJV, así

que por observación IV..2 [jiVj¡0 = (f-V |]£|j0.

Si ||L||0 = 0 entonces EndR (L) = EndA(A) (L), así q u e L inescindible en RepA
implica,que L es mescíndible en R~ Mod, por lo que L es de la forma A - e-R SmV
ilarmente conchamos que N es de la forma e ^ . Como las endolongitudes coinciden

Supongamos cierto el enunciado para todo bocs A' = {R',W}b
r), como en el

l\\r7A Yf t O d ° P a í d C i n e s c i n d i b l e s L'>N> € repA' tales que (||£'|¡0 dim^(W1))X
(Wo.drni* (Wb)). Supongamos ahora que ||Lj|0 =, n y dimfc (Wo) L m + 1° P07
triangulandad existe un R - ií-subbimódulo 0 ^ W¿ de l^0 tal que ¿(H^1) C Wi

idempoTe^ia; ^ C - ^ ^ ^ ^ u«ar diminación de
Por III 3.2 y 111.41 hay objetosV, N'% R¡p\ tales' quT^ (L') ^L y F (N'\ ~

¿V, ios cuales cumplen que e - d i m ¿ ' = (¿1}., ^_. /. ; ) 2. e _ J- AT' P

que dim*((^)0) « dim, (eiyoe) < dim,(^0)\
Ii1

mtnos''podem^¡uP^ner qu^tn
• mL n ° h a y c e r o s ' C o n e s t 0 e n mente analicemos las diferentes posibilidades:

1- Sean 6¡wi inyectivo y S(W¡) = ^ ( 1 ) . Por III.4 tenemos un bocs

A = (*, (HVWg) ̂  (Wl/WK1)) , ST) y e l f u n t o r I e g u l a l i 2 a c i o n Fr ; JJ ^
RepA.

S i ¿ r m 7

Por III 42Por III 42 e^imL' = e-dimJV'. Como dim, (Wo/W¿) es menor que m + 1
por hipótesis de inducción V S JV'. Como F r es un funtor L&N.
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2,. Supongamos que Ker(Ó) f\ WQ ^ 0, luego hay ídempotentes primitivos cen-
tiales oítogonales e¿ y e¿, donde i no necesariamente es distinto de j , tales que
e¿ (Ker (6) PtW¿)ej^Q. Por comodidad sea W^ = e¿ (üfer (¿) n Wj) e,.,

Por 111,37 tenemos una descomposición de R—¿?.-bimódulos WQ — WQ®WQ '.

Sean e = Ci + e^e^ e'=\-e,R' = e'R,T = TR (wo
(1)) yT' = TeR

Por lema 11.31 T^eT,y que T^T'x T¿H (e'W¡l)A =Tx e'R

Por IV.23 hay un epimorfismo r, y corolario IV.31,.3 un isomoifismo a :

ExtÁ{L,L) -^ ExtTiIi(L,L) = ExtT{L,L) s ExtT> {eL,eL).

Por hipótesis Exí^ (L, ¿) = 0, así que ^ í y (eL, eL) = 0., Como en e — dim¿
no hay ceros, se sigue que i ^ j -

Como vimos antes Cwdim (L) — c/.dim (JV), así que por IV.33 cN (eL) = cfj (eJV)
como T'-módulos, por lo que aparecen las mismas clases de isomoifía de ine-
scindibles en sus descomposiciones, Por observación IV.2 cN (L) S? cL (N) como
T—módulos,,

Sean ®^=1muXu = eL y <$l,=inuXu = eAT descomposiciones en suma de T'—mó-
dulos inescindibles, tales que si u ^ v! entonces Xu & Xu-. Sin pérdida de
generalidad digamos que {i,j} — {n — l,ra} , así que d = e[ 4-e2+ +e^_¿ es la
descomposición canónica en Ídempotentes ortogonales, primitivos y centrales
Dado que CN (L) = c¿(/V) como T— módulos, se sigue que cNmu = c¡,nu y
cN dimofc (¿hL) = cL d im^ (e^iV), para u € {1, ,?} y / i € {1, ..,n-2}

Sea T ^ = (©Li*«) © fi'- Por 111.23, III 25,111.33 y 111.38 X es 5-completo y
S-triangular, donde S = S' x R1, S' = S\ x .... x Sq, y, como era de esperarse,

Sea Ae = (T, W",5') el bocs inducido por W^ y sea i^ : RepAa -> -Rep l̂ el
correspondiente funtor absorción. Sea ^ = {S, WX,6X) el bocs inducido por
X y sea i ^ : RepA* —• /íep^É» el conespondíente fúntoi reducción asociado a
X..

Sean L* = Ffl(L) y No = Fg1 (N)., Puesto que como T-módulos Ld Sí
^ ®5 ( ( © L i 1 ^ ^ ) © e'L) y No ^ X 0S ( (©Lr««^) © e'AT), por ffl.,17.,1 hay
objetos L', JV' e /2ep-4? tales que Fx (Lr) = Ley Fx (N

f) & N0.

Sea ls- — I2«=i fq ^a descomposición en Ídempotentes ortogonales centrales de
S', por lo tanto e" = (/i,.... , /4, ei, ,en_2) es un vector de Ídempotentes para
Áx
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Argumentando como antes tenemos que rn^X^ = Xu®(muSu), luego dimsu fuL' =

c/víllin^ {V) = cN (mi, ,mq,dimDí (e\L), ,...,dim£>n_2 (eJ,
= cL (ni, ,.,,,nq,dimDl (e[N), ^ i m p ^ (e'n^
= cr.dim?(N').

Poi fidelidad y plenitud de los funtores reducción y absorción cN = c^i y
c¿', luego, por observación IV.2 y IV.36 e" -~ dim¿ ; = e" — dimN',

Por IV.37 hay un monomoifismo:

0 -• ExtAx(L',U) -+ ExtA{F0Fx(L'),F6Fx{L')) « ExtT{L,L),
1 &

Se sigue que ExtAx (L',V) = 0 y £&í ,* (JV, TV') = 0-

Como e - dimL no tiene ceios> R ÍWQ ®RL,LJ ^ 0. Luego, por III.8 3 y

111,21, tenemos que |j¿'||o < n> así que por hipótesis de inducción U = JV', y
así L ss N.
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Capítulo V
Familias parametrizadas de

representaciones.

V.l Subálgebras mansas y módulos generadores.

Definición 1, Sea Q un anillo. Q es un anillo de cocientes si todo elemento regular
deQ es una unidad., Un subanillo O deQ es un oxden izquierdo si cada, q e Q es de
la forma ou~l para o,u € O.. Un orden derecho es defínido análogamente; y un orden
izquierdo y derecho es un orden.

Definición 2. Sea Z un dominio entero conmutativo con campo de fracciones K. Un
subanillo O de Q será llamado un orden clásico en Q sobre Z, o Z- orden en Q, si
Z C O, OK = QyÓes finitamente generado sobre Z.

Definición 3. Una k—álgebra R es minimal si existen ídempotentes primitivos cen-
trales ortogonales tales que Ijt — Y^i=\e¿> /p í " " a toda i € { l , . . . ,n} , eJ anillodR es
una, k—álgebra, de división de dimensión ñnita o un Z{— orden pma, algún dominio
entero conmutativo £¿,

Si A ~ {R, W,6) es un bocs con R una k—álgebra minimal, y es tal que WQ — 0,
entonces decimos que A es un bocs minimal.

Los órdenes consideíados, denotados por O, estarán relacionados con el único
módulo genérico asociado a un álgebra de Aitin hereditaria de tipo de xepresentación
manso, llamémosla A, por lo que, entie otras, tendrán las siguientes caiacteiísticas:

1, O es un dominio, es dech, es un anillo sin divisores de ceio.,

2, O es un dominio de ideales izquierdos principales, y un dominio de ideales
derechos principales,,

3, Z (O), es decii el centro de O, es un dominio de Dedekind,

4, O es finitamente generado como Z (O) —módulo.

5, Casi todos los A—módulos regulares simples están en correspondencia biyectiva
con los O-módulos simples-
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