Quiero agradecer a Raymundo y Leonardo, por llevarme a la frontera del conocimiento:
estoy seguro que pronto traeremos tesoros de esa Terra Incognita que estamos avis-
tando...

& Rudyd, quien maternalmente alimentd mi espiritu y mi cuerpo ..

a Susana, que junto a Rudyd me alenté a seguir siempre adelante...

a mis sinodales: Dr. Raymundo Bautista Ramos, Dr. Roberto Martinez Villa, Dr.
Leonardo Salmerdén Castre, Dr. José Antonio de la Pefla, Dr. Dieter Vossieck, Dia.
Rita Esther Zuazua Vega y Dr Christof Geiss...

a Gerardo y Sergio, cuya amistad y apoyo son invaluables...

a Rafael, por confiar en ml para triunfar juntos en la CGEPL..

a Luis, Bety, Ricardo y Aracely, por su amistad y no permitirme olvidar que me
encanta dar clases...

a todos los profesores cubanos que han impartido clases en la Escuela de Matematicas,
especialmente a Teresita Norlega y Héctor de Arazosa, pues su profesionalisme y
vocacidn han logrado que nuestra pequeiia institucién sobreviva.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Indice

InEroducCION. . oo, 1
Isomorfismos preliminares. ... ... eeeverreeeererenaenans 4
Bocses y su categoria de representaciones................. 26
Funtores de reducCion........ooovvvvviiieeerinieinieirinnen, 54
Estructuras exactas......cocoeeevniviiviiiiiennnnieviiceen e, 106
Familias parametrizadas de representaciones.......... 133
Elbocsde Drozd........ccooveeeiiiiiiiiiine e 167

Bibliografia....c.ccccv i 175




Resumen de la tesis doctoral

”Representaciones con grupo de
auto-extensiones simple”

Uno de los problemas principales en la Teorfa de Representaciones de Algebras de

‘Artin es la clasificacién de los médulos inescindibles de un 4lgebra de Artin dada. El

resultado m4s importante para el tipo de representacién infinita, obtenido en 1986

por Y.A. Drozd, es que toda dlgebra Lambda de dimensién finita sobre un campo &k |

algebraicamente cerrado, es mansa o salvaje pero no ambas. En 19858 Crawley-Boevey
dié una nueva versién de la prueba del Teorema de Drozd usando bocses.

En el presente trabajo se ha desarrollado la teoria relativa a los bocses y a los funtores
de reduccién. Dicha teoria es desarrollada a través de morfismos de bimédulos y
diferenciales, por lo que resulta més clara que en la literatura anterior y muchos
resultados se generalizan a 4lgebras de dimensién finita sobre campos perfectos.

Los funtores Eliminacién de idempotentes, Regularizacién, Absorcién v Reduccién
son utilizados para simplificar bocses, en el sentido de disminuir la norma cero, y
a través de ellos se logra la parametrizacién de la familia de representaciones con
grupo de auto-extensiones simple, para bocses pequenos, de tipo de representacién
no-salvaje, sobre campos perfectos.

Todos los requisitos del teorema principal son satistechos por el bocs de Drozd asoci-
ado a una k- dlgebra Lambda de dimensién finita para un campo perfecto, y la cual
no es de tipo de representacion salvaje, asi que el funtor cokernel induce una parame-
trizacién desde el bocs de Drozd en mod Lambde , para ciertas familias caracterizadas
por su vector de coordenadas normalizadas y su indice de Bautista-Boza.




TESIS CON
FALLA DE ORIGEN :

INTRODUCCION

Uno de los problemas principales en la Teoria de Hepresentaciones de Algebras de
Astin es la clasificacion de los médulos inescindibles de un lgebra de Artin dada.
El resultado més importante para el tipo de 1epresentacién infinita, obtenido en
1986 por Y.A. Drozd, es que toda slgebra A de dimensién finita sobie un campo k
algebraicamente cerrado, es mansa o salvaje pero no ambas. En 1988 Crawley-Boeavey
di6 una nueva versién de la prueba del Teorema de Drozd usando bocses.

Nuestra meta de investigacion, es lograr la generalizacion del Teorema de Drozd hasta
campos perfectos, lo cual esperamos que ocurra en ¢l mediano plazo. Tl presente
trabajo se encuentia enmarcado en este anhelo, por lo que en él estudiamos a los
bocses y especialmente a Jos funtores de reduccién, cuyas propiedades nos permiten
paiametrizar ciertas familias de 1epresentaciones de bocses y médulos de dlgebras de
Artin. :

En el capftulo 1 se estudian morfismos de himédulos cuyas propiedades utilizamos
para desarxollar la teorfa. Consideramos que la. reformulacién conseguida presenta el
tema de estudio de una manera més clara que en la literatura existente.

En 2l capftulo 2 se encuentran las definiciones de baocs y su categoria de representa-
ciones, asf como los coneeptos de notma y de ditnp M. En este capltulo se introducen
los conceptos de motfismos de bocses (ver [BBPY), de triangularidad y triangulari-
dad aditiva y se analizan sus consecuencias. De esta parte debemos de destacar que
las abstracciones realizadas, aunque tienen un aspecto bastante técnico, en 1ealidad
clarifican las pruebas.

En el capitulo 3 se construyen los funtores de reduccién y se estudian sus propiedades.
Un funtor de 1educcién es un funtor fiel y pleno F': Rep(B) — Rep{A), donde B es
un boes obtenido del bocs A ¥ que en cierto gentido cs maés simple. Los funtores
Eliminacién de idempotentes, Regularizacion y Absorcion son construidos a pattir de
ciertos morfismos de boeses, 1o que da mayor unidad y claridad en sn estudio. Fl
funtor Reduccién es construido a partir de un bimddulo muy especifico, lo que ayuda
a entender sus propiedades. La composicién de los funtores Absorcién y Reduccién
resultan en los clasicos unravelling y reduccién de un eje.

Aguf también introducimos el concepto de e—dimensién, el cual, que para una repre-
sentacién inescidible de dimensién finita M, puede pensarse como el vector dimensién
clisico dividido ensre la k—dimensién del anillo de divisién asociado a los endomor-
fismos de M en el bocs. Utilizamos este concepto ya que se muestra més itil para
trabajar con bocses sobre campos perfectos.



En el capitulo 4 se estudia una estructurs exacta asoctada a un boes de Klelner-Roiter,
v se muestra como los funtores de reduccidn afectan al grupo de auto-extensiones de
una representacion dada. El amable lector podrd encontrar en la chservacién IV.2
las relaciones que hay entre los tres tipos de vector dimensién.

Vale la pena destacar al lema IV.29, pues se revela crucial: justo este resultado
permite controlar el cambio de dimensién del grupo de autoextensiones al aplicar
los funtores Abscicién y Reduccién. También se exhibe como estdn relacionados la
dimensién del grupo de auto-extensiones con la forma cuadritica asociada.

El resultado principal de este capftulo es el teorema IV.38, el cual nos dice que
si se cumplen clertas condiciones sobie un bocs A = (R, W, 8}, en particular que
el campo base & sea perfecto, entonces para representaciones inescindibles L y N
en el boes, las enales cumplen que Exty (L, L) = Ert4(N,N) = 0, se tiene que
¢ —dimL =g — dimN si y s6lo si L= N en RepA.

En el capftulo 5 se utilizan una variedad de resultados y técnicas de M. Ringel y W.
Crawley-Boevey, sin profundizar en sus demostraciones, defecto que subsanaremos en
los artfeulos resultantes del presente tiabajo

El resultado principal de la tesis es ] teorema V.26, el cual requiere un bocs triangn-
lar aditivo y no salvaje sobre un campo perfecto, de tal manera que W = Wy & W,
generalmente visualizado como las flechas llenas (W) v punteadas (W1}, sea finita-
mente generado como bimddulo. En tal situacidn, si tenemos una familia infinita de
representaciones con grupo de auto-extensiones simple para una e—dimensién fija d,
esta familia estard parametrizada por la localizacién de una k—4&lgebra, la cual es un
orden muy especial Tal orden estd asociado al anillo de endomotfismos del 1inico
mddulo genérico de un dlgebra hereditaria mansa, y ha sido extensamente estudiado
por C.M Ringel y W. Crawley-Boevey.

Todos los requisitos del tecrema principal son satisfechos por el boes de Drozd aso-
ciado a una k—4lgebra A de dimensién finita para k un campo perfecto, ¥ la cual no
es de tipo de representacién salvaje. Esto se demuestra en el capftulo 6. Luego se
prueba que el funtor cokernel induce una parametrizacién desde el bocs de Diozd en
mod A. Para caracterizar a los médulos parametrizados recurrimos a los resultados de
[B]. Mencionemos brevemente ¢l contexto del resultado principal del sexto capftulo,
es decir el teorema VI.23. Sea

IT_ mP; — LE_ nFs — M — 0

T

la presentacién proyectiva minima de M € modA. Definimos el vector de M de
coordenadas normalizadas como



n—dim(M) = g=(cima, -, e, e, 61

donde ey, == divy, (Bndy (M) Arad (Endy (M) y ¢ = diwy (B/rad (B))
Gracias al Indice Bautista-Boza obtenemos que

(M, N) = dimgHomy (N, Dtr M) — dim Hom (topM, socDtr N).

Finalmente probamos que si la familia i de A-~médulos L tales que

8(L, L) = dimy (End, (L) /rad (Endy (L)) y n — dim (L) = d,

tiene infinitas isoclases, entonces s parametrizada por una localizacién de un orden
asociado a un médulo genérico. ‘



Capitulo I
Isomorfismos preliminares.

En este capftulo se estudian algunos isomoifismos requeridos en los sipnientes
capftulos. Todo anillo serd asociativo unitario. Con k siernpre denotaremos un campo
central en alglin anillo. Los anillos generalmente serdn denotados por R, 8§ o T\

1.1 Isomorfismos.

Por comodidad, ¥ cuande no provoque confusiones, utilizaremos la siguiente no-
tacién: pars morfismos en R — Maod usarcmos p{.,.), pata aquellos en Mod - IR
usaremos {, )5, ¥ para morfismos en R — 5 — Mod usaremos g (., )z

Pata X en R -- Mod denotaremos por *X a g{X,R), para ¥ en Mod — 5 deno-
taremos por Y* a (Y,5),.

Para cada § — 5—bimdédulo X denotaremos por X% al subgrupo {x € X : sz = xs
para todo s € 5},

Definicién 1. Sea P un R—mddulo derecho. Un conjunto {p;, A; |1 € I} donde ); €
P* y p; € P se llama base dual de P, si para cualquier p € P se tiene que A;(p) =0
para casi toda i, y ademds 3 .. p:Mi (p) = .

Lema 2. (28.20 [Ro]} Sea P un R-mdédulo derecho.

1. Si P es proyectivo y {p; | 1 € I} es un conjunto generador de P entonces existen
Ai € PY i€, tales que {p;, A | i € I} es una base dual para P.

2. Si existe una base dual de P entonces P es proyectivo,
Similarmente se hace la definicién dual en R — Mod y se satisface el lema dual.

Lema 3. Sea P un R—mddulo derecho proyectivo v finitamente generado. Sea
{p:, M | i € I'} una base dual finita para P, y sea p} €* {(P*) dado por pi {A) = A(p;)
para A € P*. El conjunto {p,,\; | i € I} es una base dual de P*.

Demeostracién: A cada A € P* hagamos corresponder ¢l elemento de P* dado
por A = 3, 7, (A) A Tenemos que

M) = (aerpi (N A) ()

Yoier P (AN () = Toicr A(p) A (p)
A (Ez‘e! Pik; (P))

3:(10).

[
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Capitulo I1
Bocses v su categorfa de representaciones.

I1.1 Algebras tensoriales y morfismos diferenciales.

Definicién 1. Sea R un anillo y W un R — R—bimddulo. E! dlgebra tensorial
Tr (W), de W sobre R, es el dlgebra graduada sobre los mimeros naturales:

ThR(W)=ROWaeWaW®®g . g W@

donde el producto de 7 = v @ W, @ - Qwy E W ys = w & - @ w,, € W™
estd dado porrs =un @un® - D W, @ w, ® w; ® - @, € Wohim),

Lema 2. (Propiedad Universal del dlgebra tensorial). Sea R un anilloy W un R —
FE—bimdédulo. Entonces, para cada R --dlgebra A', i.e. para cada morfismo de apillos
p: R — A y cada par de morfismos ¢y : R — R’ de anillos, ¢, : W — A de
R — R—bimédulos, existe un tnico morfismo ¢ : T (W) — A’ de anillos tal que
Pow = @1V PR~ PPy

Definicién 3. Si W = Wy@W) como R— R--bimddulos entonces tenemos una nueva
graduacion para el dlgebra tensorial Tg (W) definida en elementos homogéneos como:

1 gr{iw)=0siwe WoUR,
2 gr{w)=1siwe W,
3 gr(un® - ®w,)=Y5, gr(w).

Eu Ja situacién anterior diremos que W es graduado. Definiremos [T (W)}, como
el R - R—bimdédulo generade por los elementos homogéneos de grado i.

Lema 4. Sea W = W, ® W, como R - R—bimddulos, entonces

1. Hay un isomorfismo A = Ty (Wo) = [T (W), inducido por el motfismo candnico
Tr{Wo} — Tg (W) . Més atin Ty (W) = [T (W)],®7" como R— R—bimddulos.

2. Hay un isomorfismo Ta (A ®g Wy ®r A) & Tx (W), inducido por el morfismo
candnico de A @p W1 ®r A en Tr(W), el cual es de R—dlgebras y de A —
A—bimddulos.
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3. La restriccién del isomorfisino del inciso anterior induce un isomorfismo V' =
A@QrW,®g A [TR (W)]} .

4. La restriccién del isomorfismo del sezundo inciso induce un isomorfismo V& =
VRy. @ V(T (W)]n . )

Demostracidn:

1. Por el lema I1.2 fdg : R — R y la inclusién j : Wy — T (W) inducen un
morfismo de anillos n : T (W) — T (W) . A su vez, Idg y la proyeccién mp :
W — Wy inducen un morfisme de anillos 7, : T (W) — T (W) . Claramente
Mg = Idr ¥ MM, = Idw,, por lo que mn = Tdrywy), asl que T (Wo) es
isomorfa 2 su imagen bajo 1, es decir a [T (W)}, , ¥ ésta es un sumando directo
de Tr (W)

2. Sea T = Trawe) (Tr (Wo) @ W) &r Th (Wg)) . Sean j; : Wy — Tp(Wo) ¥
2+ Tr(Wo) — F las inclusiones candmicas, y sea o : W) — F el morfismo
definido como ¢ (w) = 1 @ w® 1. Por lema I1.2 los morfismos Idg y (f251,0) ¢
Wo & W, — Finducen un morfismo v : T (W)} — F de anillos.

Por el primer inciso T (W} es una Tx (Ws) —dlgebra via el morfismo #. Sea
m' Tr{We) @ W ®r Te (Wo) — T (W) el morfismoe m{n® j ®n), donde
it Wy — Tr(W) es la inclusién candnica y m es la multiplicacién Tp (W) @5
Ta (W) @r Tr (W) — Tr (W). Claramente m es un morfismo de Tx (Wy) —
Tr {Wy) ~bimédulos, asf que por lema 1.2 se induce un morfismo de anillos
vy 1 F— T (W),

Es claro que vig = Idr y que viw, = Idw,, por otra parte, para w € Wy,
tenemos que vr (w) = lwl = w; luego v1v = Idg, .

Por construcCion ¥iraiwy) = %, por ello vriryany = Yirawd,? = fdraown)
Ademds, para w € W1, tenemos que v (1@ w @ 1) = v{w) = 1@ w® 1, luego

VTR (Wo)®a WA @ rTr(Wo) = IdITR(Wo)iSan@aTR(Wo)- Se sigue que vy = Idy.

3. Por el inciso anterior hay un isomorfismo 1y : F — T (W) . Por su construccion
se tiene que v (Tr (Wo) @ Wi @& Tr (Wo)) = [Tr (W), , luego

V1| Tr(Wo)@ W1 ®nTr(We) €5 N isomorfismo de A ~ A—bimdédulos.

4. Como antes, de la construecidn del isomorfismo vy + F — T (W) se tiene que
vy (V) = [T (W)],,, asi que vyye« es un isomorfismo de A — A-bimédulos.

Definicién 5. Una diferencial § : T (W) — T (W) es un morfismo de R~ R—bimddulos
tal que:
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L §({Tr(W}),) C [Tr (W4,

2. Regla de Leibnitz: si r, s son homogéneos, entonces
6(rs) = 8(r)s + (~ 1)U (s);

Observacién {1.1: Por el lema 114 podemos considerar a una diferencial como
un motfismo de R — R—bimddulos

§:{(ADVD..eVEg. )= (AdaVe .aVeg. )

el cual cumple que 6{A) C V y §(V®) C Vei+1 asf como la regla de Leibnitz.
Usaremos libremente ambas interpretaciones de 4.
De la regla de Leibnitz se obtiene la férmula para elementos homogéneos:

§(@Lw) = Y ((-—1)(8’;‘9@:)) (®f5w) ®r 6(w;) B (®;‘=j+,wt)) :

Podemos apreciar de esta formula que la diferencial estd totalmente determinada
por su definicidn sobre Wy y Wh.

Si z, son elementos homogéneos tales que §° (z) = 0 y 6° (y) = 0 entonces

oy =66@ey+(-1"Yzes()

= (z)®y+ (._1)91'(5(5)) §{z)®6(y) + (_1)91‘(1) S(r)R6(y)+ (_l)yr‘(w) z®8% ()

=0 )
por lo que es necesario y suficiente que 8% (W) = 0 para que 6% = 0.

Nétese que &% ([Tr (W)]p) = 0si y s6lo si & es coasociativo en [T (W), , es decir,
(6@ Id}8y (Id ® 8)é coinciden sobre [T (W)]; .

Proposicién 6. [1.3 Z] Para definir una diferencial § : Tp (W) — Ty (W), es sufi-
clente con tener un morfismo de R — R—bimddulos 8 : W — Tgr (W) tal que:

1. 6o(Wo) € [Tr(W)), ¥
2 60(W1) g {TR (W)]2

I1.2 Bocses y su categorfa de representaciones.

Definicién 7. Un boes o5 una terna A = (B, W,6) donde R es una k—slgebra,
W = Wy, & W, es un R — R—bimddulo graduado y & : Tg (W) — Tr(W) es una
diferencial tal que 6* = 0. E! bocs tiene asociados la k—4lgebra
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[T (W)]p = Ta(We) = A= A(A)
y el A(A) — A(A) —bimédulo )
[Te(W), X AQr Wi ®r A=V =V (A).

Definicién 8. La categorfa de representaciones del bocs A = (R, W, §) denotada por
RepA, tiene por objetos a las representaciones del dlgebra A(A).

Asf gue si M y N son dos representaciones de A, un morfismo f : M — N en
RepA consiste de un par de moifismos f = {f°, f') tal que:

1 fOEHO’J'nR(M,N);
2, fl [ HOTT!.A(A)._A(A) (V(A),Homk(M, N)),

3. Paratodaa e Aym e M se tiene:
afP(m) = fam) + f*(§(a))lm]

Dados dos morfismos f : M — N y ¢ : N — L en RepA, su composicién
gf = ((g£)°, (gf)") se define como:

(9f)° §f°
(@) vy = F W) +g" () fO+ g (u]) 1 (v])

dondev € V(A) ¥y §(v) = L0} @ vf.

I

Nétese que la composicién de morfismos entre representaciones de bocses est4 bien
definida, pues la dltima suma se obtiene de aplicar la composicién:

16 16 e Tc
Tu(W) e VA @y V(A) —  Homg(N, L) @ agay Hong (M, N)

donde ¢ es la composicidén de funciones.

Una. verificacién detallada del hecho de que Rep.4 es una categoria puede verse
en (I 22 {Z]). Denotaremos por repA a la subcategorfa plena de RepA cuyos objetos
son las representaciones de A de dimensién finita sobre k.

Observacion 11.2:

1. Si f = (f° f') es un isomorfismo en RepA, entonces f° es un isomorfismo en
R Mod. ‘
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2. Notemos que toda pareja (f°,0) con f° € Homu (M, N) es un morfismo en
RepA, asi que hay una inmersidn densa de A — Mod en RepA. En particular,
esto nos dice que RepA es una categorfa aditiva.

3. Sean M, N € RepA. Para que un par de motfismos f® € Homg(M,N) y
f! € Homagy-agay (V, (M, N}, } sea un morfismo en RepA, es necesario y su-
ficiente que wfo(m) — fOwm) = (6 (w))[m], donde w € Wy y m € M.
Para convencernos de la suficiencia, usemos la férmula de le observacién I11.1 en
w R ... ® w,, donde w; € Wy !

fr{é ('wl & ... @ wy)) rn]
I ( L((®f21w) ®r 8 (w)) ®r (@1 11w:)) ) )

i=1 g®¢_=1w? (f1 (8 (ws})) {(®tmj+lwt) m}

et (@) 12 (1) m) = (®1wr) £° ((@1ge) m)
(wy @ ... @uwy) fOlm)— fH{(r ® ... w,)m

i

I

Par linealidad el resultado se extiende a todo a € A (A).

Definicidon 9. Sean R y R’ k—dlgebras, W = Wy @W, un R— R— bimddulo graduado
y W = Wie W] un R — R —bimddulo graduado. Sea una pareja (g, Ty} con

: B~ R un morfisino de k—4dlgebras y my : W — W' un morfisme de R —
R bjmédldos, donde la estructura de R — R—bimddulo de W' estd inducids por ny.
Cuando iy, (W) C WS v oy (W) € W] diremos que el par es graduado.

Nétese que un par graduado induce un morfismo de dlgebras graduadas n :
T (W) — T (W), donde la greduacion es la de la definicién 113 Otra forma
de expresar esto es que 7 (A(A)) C A(A) y n{V{A)®¥) C V(A)®.

Definicién 10. Sean A = (R,W,6) y A" = (R, W', &) bocses. Definirnos un mor-
fismo de bocses n : A — A' como un morfismo de k—édlgebras

7 T (W) — Tp (W)
el cual cumple que:

1. preserva la graduacicn, es decir que

n([Tr(W)],) C [Tw (W]

3

para toda i = 0;
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2. conmuta con las diferenciales, es decir que
&' = né.

Lema 11. Sean A = (R,W,8) y A’ = (R, W", &'} bocses y n un morfismo del bocs
A en el bacs A'. Entonces iy induce un funtor F, : RepA'— Rep A. Ademds, si 1 es
suprayectivo tenemos que:

F,(M'") = F, (N") implica que M' = N', y que F,, es fiel,
es decir, que F, es un encaje.

Demostracién: Por [1.4 podemos identificar A (A4) con [Th (W}, ¥ V (A4) con
[Tr (W)],, asf como A(A") con {Ta (W')], ¥y V (A} con [T (W)}, .
Por definicién 7 induce un morfismo de k—4élgebras graduadas

n: A{A) — A(A);
e induce un morfismo de 4 {4) — 4 {A4) —bimddulos
7t V{(4) — V(4.

Si M’ € Rep A’ definimos F, (M") como M’ con la estructura de A (A) —médulo
inducida por 7" ’
Sif=(f%fY: M~ N'esun morfismo en RepA’ entonces

Fy () = ((Fa (1)), (B, (f))') esté dado por

(Fy (1) = f° como kl-mtransformacién lincal y
(F () = fin'.

Veamos que F, (f) : Fy (M) — F, (N} es un moifisimo en RepA. Seaa € A(A) y
™ € M', entonces ’

o (B (£)° (m)) = (Fy () (am)

It

7 (a) f(m) — £° (7 (o) m)
f@m@Ml

1 7' (8 (@) [}
(B (1)} (8 (@) [m).

En particular, sir € B C A(A), la identidad anterior se convierte en

r((E ) () = (B (D) rm) = (F () (6 () Im] =

1l
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Por Io tanto (F, ( f })" es un R-motlisino y £, {f) cs un morfismo en RepA.
Es claro que F, {({({dp,0)) = (Xdp,an,0). Sean f = (f,f1) : L' = My g =
(¢° ")+ M' — N’ morfismos en Rep A, e inmediato que
(Fy (95))° = (5 @) (Fo ().
Para v € V (A) sea 6 (v) = T v} ® v} tenemos que:

(£ (0) By (/) ) 1 1
= (B (g0° (Fy (NN () + (5, (9))* (@) (B, (F)° + Z (B (o))" (v]) (B (S ()
= ¢°(f'n) (v) + (g"n) (v} /° + T (g*n) (v} (F1n) (v]).

Por otra parte, .
§qv) =18 (v) = (Zof ®v)) = Tn ) @n(v]).

Asf que
CACHINE

H

@) + g (@) O+ g (n(w)) £ ()
(B (9) B (1) ().

Se sigue que Fo{gf) = F, (9) 7, {f}).
Si 7 es suprayectivo, entonces el funtor A (A")— Mod — A (A)~ Mod inducido por

7° es un encaje pleno [Si]. Luego F, (M') = F,(N"), lo que es una igualdad como
A{A) —médulos, ocurre si y s6lo si M‘ = N’ como A(A') —modulos. #° también
induce un epimorfismo A (A)® (A (A))7 — A{A) & {A (A7, pot lo que tenemos
para M’ N' € RepA', Fy (M"Y =M y F,(N') = N que

Homaan-aay (V (A} (M, N),) = Homagay-aa) (V(A) (M, N),).
Y a su vez, el epimorfismo 7' induce una inyeccién
Hom - acay (V (A), (M, N),) — Homaga-acay (V (A), (M, N),).
|
Observacién I1.3: 5i 9 es un morfismo de bocses de .A en A’ y % es un morfismo

de bocses de A’ en A" entonces n'n es un morfismo de bocses de A en A" Mds axin,
Fipg = FyFy.

I1.3 Normas.

Definicién 12, Sea A = (R, Wy & Wy, 6) un bocs.
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1. Si IV es un K — R—bimddulo, definitnos
I-fe : repA — Z U {co} como |M]ly = dimy (Homg (U @5 M, M)).
Por simplicidad |-} = ||-ll&, [l-o = ll-lwy ¥ II-l: = §llw,.

2. Definimos g4 : reppA — Z, donde repp A = {M € repA | {|Milo, | M < o0},
como

ga (M) = M|} - 1| Ml + | M),

Cuando alguna de las funciones anteriores aparezca en un enunciado, estaremos
suponiendo que estd definida.

Definicién 13. Sea A = (R, W,8) un bocs, y supongamos que R = Dy x ... x D,
es una descomposicién en producto de k—dlgebras de divisidn, es decir, que hay una
descomposicion 1z = ¥4, e; en idempotentes ortogonales, primitivos y centrales. En

tal caso, para M € RepA definimoes su R—vector dimensién como el vector {dy, ..., d,)
donde d; = dimp, (e;M) . Denotaremos a este vector como dimg M.

Lema 14. Sea A = (R, W, §) es un bocs, tal que R = Dy x...%x D, es una descomposi-
cién en producto de k—dlgebras de division, y sea lg = ¥5.; & la descomposicién aso-
ciada. Para un R— R—bimédulo U y un objeto M € repA condimpM = (dy, ..., dn),

tenemos que
1Mlly = 5y did; dimn (eUe;)
Lunego, si M € repp.A entonces
qa (M) = T, df dimy (e:R) — Ty ; did; dinny (e:Waey) + T did; dimg (e:W1e;)

Demostracién: La primera de las {drmulas se sigue de las identidades
1Mlle = dimg{Homga (U @g M, M))

5 s dimg (Home,r (e:Ue; ®¢n e;M, M)

Eé,j df dill’lk (Home,.R (EiUB?', &iM})

Ei,j dld, dimk (HO’J’J’Le‘R (e,- UEj, =] R))

;5 did; dimy, (e R) dimg g (e;Ue;)

3 did; dimy (e;Ue;) .

Luego, | M| = 5% ; did; dimy (e;Re;) = 3, dF dimy (e:R) , asi que por definicién de
g4 {M) se obtiene la sepunda férmula.
[

]

I

Bonon
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Lema 15, Sea A = (R, W,8) un bocs. Sean M,N € RepA tales que {|M]ly = 0.
Entonces M = N en RepA si y sélosi M = N en R~ Mod.

Demostracién: Si f = (f% f1) : M — N es un isomorfismo en RepA, por
observactén I11.2.1, f© es un isomorfismo de B—médulos.

Si M = N en R— Mod, entonces [|N|lo = 0. Luego, si g: N —» M es un morfismo
de R—mdédulos entonces {(g,0) es un motfismo en RepA. Asf que, si f®: M — N es
un isomorfismo de R—médulos v g° : N — M es su inversa, ténemos los morfismos
(f°,0): M — N y (g°,0) : N — M en RepA, los cuales son inversos entre sf,

|

IL.4 Isomorfismos y una reformmlaciéon de RepA.

El siguiente resultado nos ayudard a estudiar los morfismos en RepA.

Lema 16. Sean R una k—4dlgebra, A y B R— dlgebras, M € A— Mod, N € B— Mod
y U un R~ R—bimdédulo. Entonces hay un diagrama conmutativo:

Bo

Homg  (B@aU®rA@AM,N}) = Homp(U®gy M, N)
a1 o2

HO?RBWA(B®RU®RA,HOWL;C(M,N)} — HmnHAR(U,Homk(M,N))
B

donde los isomorfismos verticales son los de adjuncicn ({M] Cor. V.3.2),
By Hompg_ k(B@RU@RA@,:;M N) — Homp_i (U®RM N)

estd definido por B, (v ®m) = f (1% u &1 ®m)}, con inversa
Bl (h) (b®u®a®m) = bh(u®am); y finalmente

B: Homg_A(B®RU®RA,Homk_(M,N)) —3 HomR_R(U,Homk(M,N))

estd definido por 8(f)(u) = f(l®@u@ 1), con inversa
B (b@u®a)=bh{u)a

Demostracién: Las pruebas son célculos rutinarios, tan sélo veamos que
o2 (Bo(fN (W) fm] =B (f) u@m) = f(l@u®1@m) ¥ que
Bloa(MN@ml= (e (fH1@uel))(mi=Ff(18u®18m),

es decir, el diagrama conmuta.
|
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Corolario 17. Hay un diagrama conmutativo de isomorfismos naturales:

B
Hom agay-k (V(.A) Bacay M, N) — Homp_r (W1 ®g M,N)
ia’l . lﬁ?g
HomA{‘A)_A(A, (V(A),Homk (M,N)) ..; HOTJ’LR%R(WhHm‘J"&k (M,N))

donde los isomorfismos verticales son los de adjuncion,
By + Homagay—x (V(A) Racay M, N) — Homp_x (W) @a M, N)

estd definido por B (f){(w@m) = f(1®@w®1®m), con inversa
SH(h) (6@ w®a' @ m) = ah(w®a'm); y finalmente

B Homagay—aca) (V(A), Homy (M, N)) — Homp_p (Wh, Homy, (M, N))

estd definido por G (f) (w) = f{1®w®1), con inversa
B lh)(e@w®a)=ah(w)d.

Observaciton I1.4: Sea A = (R, W,4) un bocs y sean M, N objetos de HepA,
tenemos el isomorfismo de adjuncisn:

oy : Homagay-x (V(.A) Baray M, N) — Hom agay-acay (V(A), Homy, (M,N)).

Este isomorfismo nos permite reinterpretar la categorfa RepA como la siguiente
categorfa isomoifa HepA :

RepA tiene por objetos los 4 (A) —mo6dulos.

5t M y N son dos objetos de RepAd un morfismo f: M — N en RepA consiste

de un par de morfismos f = {f°, 1) tal que:
1. f* € Homp (M, N);
2. f1 € Homaay—i (V(A) ® ey M, N) ;
3. Patatodaa € Ay m & M se tiene:
af®(m) = f*am) + f1(5(e) @ m).

Dados dos motfismos f : M — Ny g : N -+ L en RepA, su composicién
af = ((gf)° (gf)*) se define como:
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(gf)° &
(g {v@m) dflvem)+¢' (v® FF(m))+ gt (v ® fi{v @m))
donde v € V{A), m € M y §(v) = 3, v} @ v¢
En efecto, la regla de asoclacién 9 : RepA —RepA tal que ¢ (M) = M, para
M € ModA{A),ytal qued {(f% f}) = (f L(FD)), st (f0, 1) € Hompepa (M, N),
envfa la composicién de morfismos de Rep.A en la composicién de morfismos de RepA :
Sean f = (f° f') € Hompepa (L, M} y g = (4°,9") € Hompepa (M, N) entonces

i

@ ()9 (N WHm] = (90’3 (v) +9(9)" @) ()} [m]
+(Z0(9)' W9 (f)* @3)) [m}

(%1 (1) (0) + 01 (6") (1) £ + T a1 (g") () o1 () () )
PF (v@m)+g' (we fO(m) + Loy (") (o] )fl(vf@m)
@F w@m) + ¢! (0@ £ (m) + Lot (vl @ 1
(9f) (v @ m)

@ (o)) () [m].

Se sigue que RepA es una categorfa y que 9 es un isomorfisio de categorfas. A
menudo identificaremos a RepA con RepA via 9, en los siguientes capitulos.

—
i)

oo

I

I1.5 Bocses triangulares y bocses de Kleiner-Roiter.

En esta seccién usaremos los isomotfismos de I1.16 ¥ IL.17, asf como la equivalencia
de categorias sefialada en la. observacién 114,

Notacion: Si W es un B — R—bimdédulo y W es un subeonjunto de W, denotare-
mos por {W’) ; al R~ R—sub-bimédulo de W generado por W’. Sea A un R—algebra
y A’ un subconjunto de A, denotaremos por (A’)A a la l—subdlgebia de A generada
por A'.

Siempre que H y G sean R—sub-bimédulos de Ty (W), denotaremos por H& (G
4 la imagen del morfismo natwal n: HQp G — Tr(W) dadoporn{h @ g) =h @ g.

Si 1 es inyectivo a menudo identificamos H®xG con H @5 G.

Definicién 18. Diremos que un bocs A = (R, W, §) es triangunlar si existen R —
R—sub-bimédulos W, W}, ..., W} de Wy, y R— R—sub-bimdédulos W, W}, .., W? de
W tales que:

LO=WSCWCWEC..CW =

2. §{W}) C A @rW1BrA; 1, parai > 1, donde A;_, = (Wd"‘)AM}.
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30=WPCW cWIC.CW=W.

i i1 5 i1 o Poto as cdoc i e
4. 5{WH (W, >A(.AJ®R<WL >-'\(A) , para i > 1. BEsto es decit que 6(Wl)' estd
contenido en el R — R—sub-bimddulo de {Tr (W)), generado por Wy y Wi,

5i Wit = Wi @ Vi como R — R—bimédulos para i € {1, ...,r ~ 1} diremos que A
es un bocs triangular aditivo.

Lema 19. Sean A = (R, W,6) un bocs triangular, M € RepA, y f = (f° f) un
elemento de End 4 (M) . Entonces f es nilpotente si y s6lo si f° es nilpotente.

a 1
Demostracién: Denotemos f™ = (( f(")) ,( f(“')) ) Si hay un entero n tal

que f™ = (0,0}, entonces ( f('“))o = (%" = 0 prueba que f° es nilpotente.

0
Ahora supongamos que existe un entero m tal que (_f{"‘]) = (f%)" = 0. Veamos

que podemos decir acerca de la parte de grado 1, patan > m. Sea 0= WP C W! C
. © WP =W la filttacion de grado 1 de la condicién de triangularidad
Para w’' € W] se tiene, pues § (w') = 0, que

(e @y = () (£) )+ (£m) ) (£) = 0.

. 1
St para w € W{ y t natural, se cumple que (f("“]) (w) = O entonces para
w' € Wit se tiene, donde & (w) = T; v} @ v}, que

(f((t-l—l)m})] (,wr) — (f(tm))o (f(m))" (,wr) + (f(tm))l (,wl) (f(m})o
i I3
5 (1) ) (7))
5 (7Y @) (1) @)

- i

pues v} € (Wf)

|

(bservacién IL5: Como antes sea 4; = (Wg}“‘("d‘) . Hay propiedades adicionales
a la triangularidad que son muy utiles; consideremos, pata ¢ € {1,..,r — 1}, que:

1~ A; = Tr{W3) bajo el epimorfismo candnico.

2.- El morfismo candnico de A{A) @z W) @ A; en A(A) @x W) @r A(A) es
inyectivo,

2° .- El morfismo candnico de A; Qp Wi ®p A(A) en A (A) @ W) &g A(A) es
inyectivo.

e Lmego fU+I™ = (0,0}, es decir, f es nilpotente
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3.- El motfismo canénico de A; @ W1 @p A en A (A)®, W, @ A (A) o5 inyectivo.

4.- Ay = A; @T: como R — B—bimédulos.

St el bocs es triangular aditive las propiedades anterioes se cumplen, pues en tal
caso A (.A) TR Wn) =1 TH (WO) & T A G}I‘

Otra posibilidad de que se cumplan las condiciones 1, 2, 2P y 3, esque Wy y Wy
sean planos por ambos lados, y W sea plano como R—médulo derecho (izquierdo)
patat € {1,..,r — 1}. En tal caso, si ¢ : W§ — W), es la inclusion, hay monomorfismos

. . Id®e w@ld
WierW - WjexWy, — Weepllh

e inductivamente monomorfismos

) - om 1d@{e®. Bu) . v3Td ®
Wi ®r (W) — Wi®nr (Wo)®* — Wodg (W)™

por lo que 4; = Ty (W}). Como W, y W son planos por ambos lades se siguen las
condiciones 2, 2°F y 3.

En el lema 1120 se usan las condiciones 1 y 2, pero pudo usarse la 3 en lugar de
la 2 y obtener el mismo resultado mediante una prueba andloga. Similarmente en el
lemna I1.21 se puede sustitir 2% con 3, y obtener el mismo resultado mediante nna
prueba andloga.

Lema 20. (Kleiner-Roiter) Sea A = (R,W,8) un bocs triangular, donde W{ C
Wi CW§ C ... C W es la filtracidn de grado cero asociada a la triangularidad, y se
cumple parai € {1,..,r - 1} que el epimot fismo candnico de Tr (W() en A; es un iso-
morfismo, asf como que el mo: fismo candnico de A (A)@rW1BrA4; en A(AYQrW1®r
A(A) es inyectivo. Supongamos que M es un R~—mddulo izquierdo, que N € RepA,
¥ que tenemos morfismos f® € (M,N) y f' € Homg_g (W1, (M, N),). 51 f® es una
R—retraccion, entonces existe una estructura de A {(A) —mddulo fzquierdo sobre M
tal que (f°, ') es un morfismo en RepA, donde f! (w) = f' (w) paraw € Wy.

Demostracion: Recordemos los isomorfismos
T2 : Homp_y (Wl ®@r M, N) -+ Hompg_p (W], Homy, (M, N))

Bo)™" : Homp (Wi @ M, N) — Homaar (V (A) ®acty M, N)
o1 1 Homagay-x (V (A) @agay M, N) =+ Hom g4y acay (V (A), Homy, (M, N))
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de IL17, podemos considerar que f' € Homp_y (W1 @ M, N}, y como se mencioné
en la observacién I1 4, resolver el problema en RepA Sea 0, : A(A)®r N — N el
R—morfismo que le da la estructura de A (A) ~médulo a N. Puesto que A(A4) es un
dlgebra tensorial, este morfismo estd determinado por su valor en Wy @z N.
Teniende en mente la primera condicion de triangularidad, definiremos inductiva-
mente los R—morfismos &} : Wi ®p M — M Por la propiedad universal del digebra
tensorial, estos tltimos determinan de manera tnica R--morfismos 9; T
M — M. Sean ji : Wi — Wy y s+ - Wi — WE*! las inclusicnes candnicas. Bs
rutinario verficar la conmutatividad del siguiente diagrama para i € {0, .., — 1}:

AA)@r W @rA(A) = A(A)@x Wy @ A(A)
w1 % et

A(A) ®f Wy @g A, — A(A)®g ;VVI &g Ain
7 B Thir

A(A) ®r Wi ®r Tr(Wg) — A(A) @5 W ®r Ta (W)
donde todos los morfismos son candnicos. Como Th (W0) = Ay = Resun R —
R—sumando directo de A(.A4) tenemos que og es inyectivo y que by es isomorfismo,
Luego, teniendo en cuenta lo anterior y las hipétesis del lema, para i € {0,...,r — 1}
tenemos que o es inyectivo, por lo que k! también lo es, y puesto que b; es isomorfismo
entonces h; es inyectivo. Recordemos que & (Wé"’l) C A@pW 1B g, asi que 8444
se factoriza como a;f},; para un motfismo de R — R-—-bimédulos &, : Wg™' —
A(A)® Wi ®r A;. Definamos 8,4y : Wi — A(A) @r W1 @ Tr (W) como b8,
Luego tenemos lag siguientes identidades:

s I s U SR £ S
Ciprbinbinafily = ai+16{+2}i+l = 6Ji+2Je‘+1 = 0fis1
o
= @, = il = apnahibibiy
= o1l hding,

¥ como a1biq es inyectivo, se cumple que 8ip05iFE = hibiyy para i€ {0,..,r ~ 2},
Por el lema IL16 pedemos definir el A (A) —morfismo ff : A{A) ®z W) @5
Ta(Wg)@rM — N como fil{a@w®r®@m) = 6(a® f(w®rm)), pata o &
AlA),weW,re Ryme M.
Sea ¢ : N — M un R-morfismo tal que fO = Idy Sean w € W} y m € M,
tenemos un R—morfismo

81 (w @m) = q[f2 (1 (w) @ fO{m)) — f5 (61 (w) @ m)] .
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Como decfamos antes, obtenemos E?i : TR(W§) ®r M — M, y a partir de este
R—morfismo se construye, por IL16, el A{A) ~morfismo f] : A(A) @r W g
Tr{W)@rM — N:siae A(A), a € Tp{Wg), we W)y me M entonces

fleduw®d @m)=>6 (a@f’ (w@@?: (a"®m))) .
Inductivamente, definimos,
g = q[82 (Girr © [} ~ f1 (61 © Idwr)]

¥, pot 1116, definimos el A (A) ~motfismo ], : A(A)@rW1@rTh (Wé"’l) QM —
N, como

~d-1
for = 02 (Iday ® f) (IdA(A) ® Idw, @ 0" ) ”

En 7 pasos obtenemos los morfismos
y=08: A(A)@r M — My f. € Homyax (V (4) @ M, N).

Consideremos el isomotfismo de Tq (W) — Tr (Wi) —bimédulos i : Tr (W]) —
Tr (WE) Dra(wy) Tr (W{) dado por (((t) = £ ® 1, y el morfismo de T (Wj) —
k—bimddulos ¢} : Tr (W) @ M — M dado por ¢} (¢®m) = tm. Es claro que
la composicion

A(A)y®a W1 Br Tr (Wé) @M
aesiele
A(A) ®r W1 @r Tr (W5) ®TR(WO‘) Tr (W5) ®r M
lmmg
A{A) ®r Wi ®r Tr (W§) Bra(wy) M

s un isomorfismo de A (A) — k—bimdédulos. Luego, los moifismos f/ determinan
de manera tinica morfismos f; 1 A(A) @ Wy @ Tr (WE) ®TR(W3) M ~+ N, dados por
file@w®ad®m)=fle@wd @m}.

Observemos que (f;)IA(A)MW@RTR{WE)@RM = f1(hy ® Idpr} = f§, asl que

0162 (722 ® f°) — £ (622 ® Lddag)]
[t (L ® F%) — £ (hobr @ Idar))
gl[ﬂ'z (h @ f%) — fo (6, @ Idy)]

0 (e IdM)

[

Il
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En genexal, el que fl,, (h ® Idy) = fi implica que

01" (J:If ®1 dM) q |02 (ji-l—zjf-ﬁ ®f 0) ~ fis1 (514—23':1 el d.w)]
7102 (is1 © 1) ~ flp (hiben © IdM)}

9 (6 (ml ® f%) — fl(8is1 ® Ids)]

= g

I

Il

It

Sea 7t Tp (W) — Ty (W"' ‘) el m01fismo inducido por i1 Si se cumple
que 9“”( ‘+1®IdM) = 6} entonces 9, (”"’1®IdM) = 01; como ademds h; =
Idaga) ® Idw, ® 7+', obtenemos que

Sl (s @ Idag) b (fdA(A] @ .f') Tdany @ Idw, ® 9? (’”1 & IdM))

(2 (IdA(AJ & ff) IdA(A) ® IdW. ® 5‘1)

Por lo tanto, para w € Wy v m € M, se tiene que

Gwd ffm) - ffo(wem) = we fP(m)
19 (a [0 w ® P ) = J1s (5, () @ )]
= f;_1 (8 (w) @m)
Fr (b1 ® Idag) (6 (w) @ m)
L (G (w)@m) = f. (6 (w}®m)

luego (f°, f) : — N es un morfismo en RepA (ver observacién IL4), asf que
(£°, fl) M s N con f! = oy (), es un morfismo en RepA.

Lema 21. (Kleiner-Roiicr} Sea A = (R, W,8) un bocs triangular, donde W§ C
Wi C W¢ C .. C W] es la filtracion de grado cero asociada a la triangularidad, y
se cumple para i € {1, ..,7 — 1} que el epimorfismo candnico de T (W3) en A; es un
isomorfismo, asf como que el morfismo candnico de A; @ W @p A(A) en A(A) @
Wi @g A(A) es invective. Supongamos que M € RepA, que N es un B—mddulo
izquierdo y que tenemos morfismos fO €4 (M,N) y f' € Homp_r (W1, (M,N),).
5i f° es una R—seccién, entonces existe una estructura de A(A)—mddulo izquierdo
sobre N tal que (f°, f*) es un morfismo en Rep A, donde f! (w) = f'{w) paraw € W,.
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Demostracion: Como en el lema anterior traslademos el problema a Rep.A. Sea
: A(A) ®r M — M el R—morfismo que le da la estructura de A(A)— “médulo a
M Puesto que A(A) es un slgebra tensorial, este morfismo estd determinado por su
valor en Wy ®&p M.
Teniendo en mente la primera condicién de triangularidad, es decir, considerando
a una filtracién 0 = W§ C W} C .. C W) = W), definiremos inductivamente los
R—morfismos &) : Wi ®r N — N. Por la propiedad universal del dlgebra tensorial,
estos ultimos determinan de manera tnica R—morfismos 9; T (W ®@r N — N.
Sean i : Wi — Wo y 7it' : Wi — WE' las inclusiones candnicas. Es rutinario
verficar la. conmutatividad del siguiente diagrama:

A (-A) ®R Wl ®R A (-'4) = A (.A) Rn W1 ®n A (.A)
i 1 h; Tqu

A; & Wb: ®r A(A) - A1 Og H:l ®n A(A)
i ‘]‘ Il( T )L

Tr(W) ®@x W1 ®r A(A) ~ Ti(WiH) @p Wi ®x A(A)

donde todos los moifismos son canduicos. Los argumentos son los mismos del lema
anterior: como o; € Inyectivo tenemos que h] también lo es, y puesto que b; es
isomorfismo entonces k; es inyectivo. Como § (W"“) C A& W, &pA;, tenemos que
8ji+1 se factoriza como o8%,, para un morfismo de R — R—bimodulos &, : Wit —

A, ®pW1®g A (A) . Definamos §;4y : Wit - T (W) ®p W1 ®r A (A) como by 16,»“

Luego tenemos las signientes identidades:

1

a‘+’61+271+1 = 63!+2Jz +1 = 8jit1
& blll = by 51+1 = a;.ﬂh bz61+l

aa+1bt+1h361+1 y

2
ir1bibigaditi

I

It

Yy €omo cy11biyy c8 inyectivo, se cumple que & 9357 = A6y, parai € {0,..,r — 2}.
Por cl lema .16 podemos definir ¢l R-morfismo f} : T (W)@ Wi1@rA(A) Qg
M- Ncomo fllraw®a®@m) = rf (f (w®am)}, para a € A(A), w e Wy,
rellyme M.
Sea g : N — M un R—morfismo tal que gf® = T dM Sean w € Wi ym € M,
tenemos un R—morfismo

B (wen) = 210, (5 (w) @ a () + 5 (1 (w) @ g (n)) -

Luego obtenemos 53 Tr(WE)@g N — N, y a partir de este R—motfisino se
construye el Tr (W) ~morfismo f] : ThiWi) @g W), ®p A(A) @ M — N : s
g € Tr(W3), € A(A), we W, y m € M cntonces
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fild @uw@a®m) =9; (0@ f{w®b (a®m))).
Inductivamente, definimos,

05 = (1% (jis1 ® ) + 1 (811 ® 7))

¥y, por lema FL.16, el T (Wg"‘l) ~morfismo fl., : Tg (Wé"'l) @SrW\@rA(A)@gM —
N como

;i
i 6,

(IdTR(Wf‘,'“) & ff) (IdTR(Wg“) @ Idw, @ 91) .
En r pasos obtenemos los morfismos
bo=8,: A(A)@r NNy fie Homyga)x (V (A)@r M, N).

Como en la prueba del lema. anterior, tenemos isornorfismos de bimédulos

(1ded) (lde ¢ eld): |

Tp(W5) @aW18r A(A) @g M — T (W§) @ Wi @ A(A) @40 M _

inducidos por {} : A(A) — A(A) ®aca) A(A) dado por {j{a) =a® 1,y
A{A)®@g M ~ M dado por (] (e ® m) = am. Luego, los moifismos f] determinan
de manera Unica morfismos f; : Th (W3} ®r W1 ®r A (A} ®4¢0 M — N, dados por
fil@w@a@m)=fid/@w®a®m).

QObservemos que { fl')i'l‘n(wg)@am SnAABRM = Fi (ho ® Id) = fi, asf que

5 (72 ® Idw) Fi (6273 ® @)

(f°8: (o7t ® @) +
fi (hotr @ @)
fo

(f°0 (ihhoa +
6(){'091 (h®g +
2

(6, ®q))

I

En general, el que f/,, (b ® Idy) = f] implica que

%81 (j-w-zjfﬁ ® G) + fin (5i+-2jfif ® '?))
o0 (G @ ) + Sl (hibi ® fl))

(81 (Jirr ® @) + f{ (6:41 ® ¢))
— 9124-1‘ .

i (1213 @ )

I

il
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Sea %! T (W) — Ty (W"”) el motfismo inducido por 7i+!. §i g5+ ('f'” ® IdN) =

0;, entonces f);‘“ (~;+l ®IdN) = 92, luego f, (s ® Idy) = f!, pues tenemos que
hi= .ﬁ+l @ Idy, @ Id a4y, asl que

9;+1 (~=+1 & f,) (_[d A, @ Jdu, ® 9 )
92 (Idﬁ-wx ® f’) (Id“‘-'ﬂ ® ldw, ® 91)

i'.

o1 (e ® Tdag)

Por lo tanto, para w € Wy y m € M, se tiene Que

B3 (w® fO(m)) — f* (6 (w @ m))

1%, (w @ a (£ (M) + f1- (5 (w) @ 9 (/° (m)))
=061 (w @ m))

$i3 (65 () @ m)

£ (i ® Idyg) (6, () & m)

£ (6 (w) ®m) = £, (5 () ©'m)

It

luego (f°, f) : M — N es un morfismo en RepA (ver observacion I1.4), asf que
(J% fY: M — N, con f' =ay(f!), es un morfismo en RepA.

|

Observacion 11.6: Como ya vimos en IL17, hay un isorozfismo

ﬁ : Homg{_;;)_A(A) (V(A),Homk (M, N)) — HO'm,R_R (Wl, Hom;: (M, .N))

que nos indica que todo morfismo en Homaay-aqay (V(A), Homy (M, N)) esté to-
talmente determinado por su evaluacion en W), Por esto, en lugar de un enunciado
como “entonces existe una estructura tal que (f°, 1) es un morfismo en RepA, donde
FH{w} = f' {w) para w € W,”, directamente usaremos “entonces existe una estruc-
tura tal que (f9, f1) es un morfismo en RepA”.

Definicién 22. Sea A = (R, W, §) un bocs triangular. Diremos que A es un boes de
Kleiner-Roiter, o bocs K-R, si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Sea M un R—mddulo izquierdo y N € RepA. Sean f® €5 (M\N) y f! €
Hompg_g (Wi, (M, N),)}. Si f° es un R—isomorfismo, entonces existe una es-
tructura de A(A)~médulo izquierdo sobre M tal que (f°, ') es un morfismo
en RepA.
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2. Sea M € RepA y N un R—médulo izquierdo. Sea f° €p (M,N) y f! €
Homyg_ g (Wi, (M, N},). Si f* es un R—isomotfismo, entonces existe una es-
tructura de A{A)—mdédulo izquierdo sobre N tal que (f°, f*) es un morfismo
en RepA.

Lema 23. Sean A = (R, W,8) un bocs K-Ry f = {f°, /') : M — N un morfismo
en RepA, tal que f° es una R—retraccion. Entonces existe en RepA un morfismo
h= (Jdp, hY) : M’ — M tal que fh = (f°,0) Sea0 =W C W} C...CWi=W,la
filtracion de grado uno asociada a la triangularidad, y seaq : N -— M un R—morfismo
tal que f% = Idy Podemos elegir a h de tal manera que si f* (Wf) = ( enfonces,

paraw € Wi, k! (w) = —qf* (w).

Demostracién Sea M!igual a M como R—médulo. Definamos el £— R—motfismo
R - — (M, M), como ki (w)[m] = —q(f* (w)[m]), el cual estd bien definido
pues fl (wr) = fl( )7 para todo r € R.

Por 11.22.1 hay una A(A)~estructiva en M!, y un moxfismo hy = (IdM,hl)
M - M en RepA tal que pata w € W, y m € M se cumple que f} (w)[m] =
~q (f* (w) [m]). Supongamos que f? (W,J ) =0, luego para w € Wi tenemos que

(f)' (w)fm] = O (h () tml) + £ (w) (Idas (m))
gﬂ (~a (! (w) [m]) + 17 () [m]

I

Similarmente construyamos inductivamente, para i > 2, morfismos h; : (Jdar, b)) -
M — Mi—]' en RepA, a partir de ¢ y fhy ..hio1 : M1 — N. Entonces, bl (w) [m] =
—q (( fhyo b ) (w) {m]) paraw € Wy y mn € M. A lo mds en 5 — j pasos obtenemos
un moxﬁsmo h = hy...hs_1h; en RepA tal que fh = (f°,0}.

Observemos que pata w € Wit! e i > 2 se cumple que A} (w) tm] = 0y h}(w) =
—qf* (w). Sean w e Witt y 'w) ¥, vl @, sipataw € 'VVJ iz lyg=m.h
s¢ tiene que g (w) = ~qf* (w), entonces

(0chsra)} () = Tdahyy (1) + g (w) Idas + 5 6} (o) ey (0F) = 9} (w) = =g ().

Asf que, para w € W™, tenemos que h' (w) = —qf! (w).
- :

Lema 24, Sean A = (R,W,8) un bocs KRy f = (f°, f'): M — N un morfismo
en RepA tal que f* es una R—seccidn. Entonces existe en RepA un morfismo b =
(Idw, k') : N — N tal que hf = (f*,0). Sea 0= WP C W} C .C Wi =W la
filiracién de grado 1 asoclada a la triangularidad, y sea ¢ 1 N — M un R—morfismo
tal que qf°® = Idy. Podemos elegir a h de tal manera que si f! (W{) = 0 entonces

paraw € Wit yn & N se cumple que h' (w) [n] = f* (w) [-q (0)].
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Demostracién: Sca N'! ignal a N como R—médulo. Definamos el R—morfismo
By Wy — (N, N*), como &} (n)[n] = f! (i) [-—q ).

Por 11.22.2 hay una A{A)—estructura en N, y un morfismo Ay = (Idy, hlY: N —
Nlen RepAtal que paraw € Wy yn € N se (,umple que A} (w) [n] = f1 (w){-g(n)].
Supongamos que f1 (Wl) = (), luego, pata w € W“’ y m € M, tenernos que

Idy (f! (w) fm)) + bt (w) [f° (m)]

(hif)} (w) [m]
g‘ (w) [} + £ (w) [—g (f° (m))]

I

U

Similarmente construyamos inductivamente, para ¢ > 2, morfismos h; : (Yda, hy) :
M- M""“ en RepA, a partir de ¢ y hiy. i f : M ~ N*'. Entonces, b (w) [n] =
(Pic1-du f)F (1) [-¢ (n)] paraw € Wy y m € M. A lo més en s — j pasos obtenemos
un morfismo A = hyhs-1..h) en RepA tal que Af = (f°,0).

Observamos que para w € Wit n € N ¢ > 2 se cuple que 2 {w) g} == 0,
as{ que como cn el lema anterior probanos gue, para w € W’ . se cumple que
hi (T:) [n] = f! (w)}{~q(n)].

Lema 25. (Kleiner-Roiter} Sea A = (R,W,8) un bocs y f = {f°, f}): M — N un
morfismo en RepA. Si A es un boes K-R ¥ f° es un isomorfismo entonces f es un
isomorfismo.

Demostracién: Si f° es un isomorfismo, por lema 11,23, existe un morfismo
= (I,h}) : M" — M en RepA tal que fh = (f°,0). Sea ¢° la inversa de f°. Como
f® es un morfismo en A(A) ~ Mod, entonces g = (¢°,0) : N — M’ es un morfismo
en RepA, lego fhy = (Idy,0). Similarmente, por lema I11.24 existe un morfismo
t = (Idy,t*) : N — N' en RepA tal que tf = (f°,0), y tenemos que s = (g% 0) :
N' — M es wn morfismo en RepA, luego stf = (fdy, 0). Por ssociatividad de la
composicién se sigue que hg = st = f~1,
]

Proposicién 26. (Kleiner-Roiter} Sea A = (R, W, 6) un bocs K-R. Entonces los
idempotentes se dividen en RepA.

Demostracién: Sea e = (e,e!) : M — M un idempotente en RepA. Si et =0,
entonces ” es un morfisino en A{A) — Mod, por lo que se divide. Luego, para mostrar
que todo idempotente se divide, es suficiente con encontrar un isomorfismo h tal que
(heh™1)' = 0. Sea 0 = WP C Wl C .. C W = W, la filtracién de grado uno dada
por la triangularidad. Sea n el mimero méximo con la propiedad de que hay un
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isomotfismo h : M — M’ tal que (heh™')" (W}*) = 0 Sin = s se tiene el enunciado.
En caso contrario, e! (W) = 0y ¢ (W{"“) # 0. Luego, para w € W' tenemos
que .
! (w) = (ee)* {w) = %€ (w) + &! (w) €.

De esto se sigue que e%? (w) & = e%¢! (w) e¥+ele! (w) €°, es decir que %! (w) e =
0. Sea M’ igual a M como R—mddulo e I : M -+ M’ la identidad como R—médulos.
Sea h! € Homy_p (W), (M, M")) dado por ! = (21" — I} e!. Por 11.22.2, existe una
estructura de A{A)—médulo en M7 tal que b = (I, h') : M — M’ es un morfismo
en RepA. Por I1.25, h es un isomorfismo, y claramente, A~ = {71, v)  Puesto que
0 = (h™'h)', tencmos para w € W que I7*h! (w) + v (w) I = 0. Luego se cumple
que ’

(heh ™)' (w) = A (w) (eh™1)° + A0 (eh™)" (a0)

= h' {w)e® T 1+ I {e% (w) + &l (w) I71)
(2%~ Iy el (a0) 11+ T8 (I~ R (w) I7Y) + Tet (w) I!
—Ie  {w) "I+ 1e® (—2e° + Idps) et (w) I o+ Tet {w) I
—Iet (w) 21! — 21e%! (w) I71 + Jele! (w) I + Ie! (w) I}
I{—e (w)e® — e (w)+e' (w)) ' =0
contradiciendo la maximalidad de »n, luego n = s
|

ok

I

Corolario 27. Sea A = (R, W,8) un bocs K-R. Entonces repA es una cﬁtegorfa de
Krull-Schmidt.

Demostracién: El enunciado afirma que rep.A es aditiva y eshelta, y cada objeto
es una suma de directa finita de inescindibles, cada uno de ellos con dlgebra de
endomorfismos local, Por la observacién I1.2.2 se tiene la aditividad de la categoria.
Por el lema anterior, ¥ el heche de que los objetos son de dimensidn finita, se sigue
el resto de las propiedades.

u

El corolario nos permite, por (3.3 [GRY)), afirmar que hay unicidad, salvo orden
e isomorfisino, en la descomposicion en sumandos directos inescindibles de un objeto
de repA. En particular, M € repA es inescidible si y sélo st End4 (M) es local.

Definicién 28. St A = (R,W,5) es un bocs, la siguiente férmula, para M, N €
R — Mod,

T4{M,N) = Homg (M, N) x Homp..x (Wy, (M, N),)
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determina un bifuntor 74 (-,7) sobre R — Mod. Si A' = (R',W',§) es ot1o bocs y
F: Rep A’ — RepA es un functor, diremos que F estd enmarcado por el par (Fy,ng)
si ‘

1. Fy: R — Mod ~ R— Mod es un funtor;

2. Mg Tar (M,N'Y — 14 (Fo (M), Fo (N')) es una transformacion natural en
M, N e R — Mod;

3. RF (M") = Fy (o M"), para todo M' € RepA’;
4. F{(f°, 1)) =np ((f%, 1)), para todo (f°, f') € Hom 4 (M',N')

QObservacién I1.7; Para construir los funtores de 1educeién, a menudo constiui-
mos Fy y np, damos estructura de A (A) —moédulo F (M) a Fy (M) y luego definimos
Fen morfismos de acuerdo al inciso cuatio de la anterior definicién,

Lema 29, Sean A = (R,W,8) y A = (I, W', &) bocses, y sea n un morfismo de
bocses de A en A’ tal que n (W) C W{. En tal caso, el funtor F, : Rep A’ — Rep A de
11.11 estd enmarcado por un par (Fo, 1) . Ademds, sin es suprayectivay n(Wy) = Wy,
entonces N es inyectiva.

Demostracién: Sea Fy: B — Mod — R— Mod el funtor inducide por 9 : B —
R/, el cual es fiel. Por constiuecién de F) se sigue el tercer axioma de la definicién
anterior.

Paa fy € Homp (M', N}y fi € Homp_p (W7, (M', N'),), definimos 5 ((fo, f1)) =
{g0, 1) como:

1. go es fo considerado como R—morfismo, es decit, go = Fu ().

2. Hay una inyeccién
o e s Hompe g (W], (M7, N'),) — Homp_g (Fo (W}), (Fo (M), Fa (N")),)
y un homomorfismo

()" = Homn_z (o (W), (Fo (), Fo (N')},) —
Homp g (Wh, (Fo (M°), Fo (N'}),),

el cual es inyectivo cuando nyy, es suprayectivo. Luego, definimos a g1 como

(myen ) (cam e (1))
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No es diffcil verificar que 7 es natural en M’, N',

Ademds, por lema II 17 todo morfismo f! € Homaay—acay (V(A), Homy (M, N))
estd determinado por su evaluacién en W), luego, para (f°, f') € Homy (M’', N')
tenemos que F{(f%, /1)) = np (/% f*)).

|

Lema 30. Sean A = (R, W,6) y A" = (R, W',{') bocses triangulares y sea F :
RepA’ — RepA un funtor enmarcado por (Fy, 1) . Supongamos que se cumplen las
siguientes condiciones:

1. F es pleno;
2. np es inyectiva.

3. Sea np((fo, £1)) = (go,0n), si fo es un R'—isomorfismo entonces gy es un
R—isomorfisme.

d SiMie R - Mod y M' € RepA' con Fy (M}} = Fy (M'), entonces M} admite
una estructura de A (A’) ~mddulo y, con esa estructura, F {4 M) = F (M’).

5 Sean N & ImF yv M € RepA tal que como R—médulo M € I Fy. Se cumple
que:

{a) 5ing({fo, f1)}: M — N es un isomorfismo en RepA entonces M € Im F.
{b) Sing((fo, 1)) : N — M es un isomorfismo en Rep A entonces M € Im F.

En caso de cumplirse todas las condiciones, tendremos que si A es un bocs K-R
entonces A es un bocs K-R.

Demostracién: Sean M’ € R’ — Mod y N' € RepB. Denotemos M = Fo (M") vy
N =F(NY). |

Consideremos morfismos fo € (M, N} y fi € Homp.p (W], (M’ N'}, ) tales
que fy es un A'—isomorfismo. Luego, sl {90, g1} = 7r {{fo, f1)}, por el tercer in-
ciso go es un R--isomoifismo. Como A es un bocs K-R existe una estructura de
A{A)—médulo izquierdo sobre M, denotemos por 4 M a este objeto, tal que (g0, 1) 14
M — N es un morfisme en RepA.

Como A es un bocs XK-TL y go es un isomorfisme, por 1125 4 M es isomoifo a N,
asf que por el inciso 5.2 4 M = F (M") para algin M” € RepA'.

Por el cuarto incise M’ admite una A (A') —estructura para la cual F (M) =
F(M") =4 M.
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Por plenitud de F hay un morfismo h = (h%, b} 10 M' — N* tal que F ({h°, A1) =
(go, 1) » luego 1ip ({fo, 1)) = ng((A% 1Y) . Por inyectividad de 7, tenemos que

ho = fo Yy h] = f]..
La prueba del axioma I1.22.2 es dual.
|

I1.6 Producto de bocses.

Lema 31. Sean R una k-—dlgebra, e un idempotente centrtal de R y W un R ~
R--bimddulo. Seane¢ =1—¢, T =T {W) y L, N € T — Mod Entonces:

1. Hay morfismos de k—dlgebras graduadasn : T — T.p (eWe) y o : Tor(eWe) —
T tales que no = Idr,gewe)-

2 SieWe @e'We =0 entonces T 2 eT x T = Typp{eWe) x Tup (eWe).
3. 8iT = T xe'T entonces Homy (L, N) 2 Homep{eL,eN)x Homay (€L, &N).
4. 5iT = eT x T entonces Exty (N, L) 2 Ext.r(eN,eL) x Extor(¢/N,e'L).

Demostracién: El motfismo de k—~4lgebras n; 1 B — eR y el morfismo de
R — R~bimédulos ny : W — elWe inducen, por lema 12, un tnico morfismo de
k-glgebras n : T — Tep(eWe) . Similaimente hay un morfismo de k~algebias oz :
eR — R, y un morfismo de eR — eR-bimddulos o.w, : eWe — W que inducen,
por lema 1.2, un tnico morfismo de k—algebras o : Ty (eWe) — T. Puesto que
NMrOer = ldep ¥ My Oewe = Idew. tenemos que no = Idy, owe), comprobindose el
primer inciso.

Analogamente podemos construir morfismos de k—algebras o' ; T — Tug (¢'We')
y o' i Tor(e¢We') = T tales que 'o’ = Idg, (owey.

Si eWe' @e'We = 0, una rdpida verificacién en generadores prueba que o'y +on =
Idr, o =0y ne' =0.

Es clato que Imo C eTey que Imo’ C &Te', luego Imo = ¢le y Imo’ = &'T¢,
asi que e y & son centrales en T,

El tercer inciso se sigue de la centralidad y ortogonalidad de e y ¢'.

Puesto que L= el &'l y N = eN @ ¢N como T'-mdédulos, tenemos que

Extr (N,L) 2 Exty (eN,el) ® Exty (¢'N,eL) @ Exty (eN,e'L) ® Extr (¢/N,e'L).

Como las sucesiones exactas de T'—médulos de 1a forma
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0 - el - M — N — 0

0 - &L - M — eN — D

se dividen, tenemos que

Extr (N, L) & Extr (eN,eL) & Exty (¢N,e'L) 2 Extor (eN,el) X Exter (¢'N,e'L)
|

Definicién 32. Sean A; = (B, W, 8,) v Ay = (R, W*®,62) bocses. El bocs pro-
ducto de 4, por Ay, denatade por A; x Ay, os s terna (R, W, 6) doude R = Ry= R,
es lo k—dlgebra producto de Ry por Ry, W = W' @ W?, donde W; = W} & W}, para
i & {0,1}, ¥ cada W/ tiene la estructura natural de R ~ R~ himddulo deteyminada
por su estructura de R; — Ry—bimddulo, y 6 : Tp (W) -~ T (W) es la diferencial que
se obtiene extendiendo, de acuerde con el lema I11.31, el morfismo de R—bimdédulos

8§ 0
0 &
W = W'eWw? — T, (Wh) & T, (W) & Tr (W)

Proposicién 33. Sean A, = ({1, W1,8,) y Ay = (Ry, W*,63) bocses. Entonces
RepA; x Rep Ay =2 Rep (A x Aa).

Demostracidn: Sean ey v es los idempotentes eandnicamente ascciados a R =
R1x R Por el lema I1.31.2 tenemos que hay un isomorfismo de k--4lgebras o X oy
Ten{eiWer) x Toyp (e2Weg) — Tr (W), el cual también puede ser considerado como
un isomorfismo de B— A—bimdédulos o1@oy : Ty (e1We )BT,k (€2Wen) — Tr(W).
Mds atiny, para § € {1,2}, tenemos que o5 es un motfisme de A (A4;) —dlgebras.

Para j € {1,2} hay, sigulendo la notacién del lema anterior, los morfismos de
k—slgebras
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i .

Tr (W) - Tg (W)
16 - iﬁ,' ,
Ta(W) = Tn, (W9).

Los morfismos de k—dlgebras mostrados inducen morfismos de bocses

Fﬂj : RepA,- s Rep (.41 x .A'z) .

Por 11.11 cada uno de estos funtores es un encaje.
Definamos ahora funtores

Fy; : Rep(A; x Ag) — RepA,;.

Sean M, N € Rep(A; x A2)y f = (f°, f1): M — N unmorfismo en Rep (A4; x 4,).
Sean A = A(A x Ay) y V = V(A4 x As). Definimos F, (M) = ;M como
R;~médulo. Notemos que e; M tiene una estructura canénica como A (A;) ~médulo,
pues, por el lema anterior, Tx (W) @g ;M = Ty, (W) ®p, ;M.

También por el lema anterior tenemos que fi3 = fP x f7 donde f7 : e;M — ;N
es el R;—morfismo obtenido por restriccién de fO.

Por otra parte flo; : V (A4;} — (M, N}, es un morfismo de 4 (A;)— A (A;) ~bimédulos,
el cual induce de manera candnica un moifismo de A(A;) — A(A;) —bimédulos
f,f 'V (.Af) —* (e\,—M, BjN)k.

Asf que definimos Fy, (f) = ( i, f;f) :

Por construceitn de § tenemos diagramas conmutativos de A (A;)- A (A;) —bimédulos

TR(W) < Ty, (W9)
P
T {W) — Tg, (WJ) .

Taogo, para a € A(A;) y m; € e; M, se cumple que

11 (65 (a)) [my}

]

}H(ng6o;(a)) ) = £ (694 (a)) ()
a5 (@) f2 () — [ (o (a)my)

afj[-’ {my) — f;’ (am;).

hou
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De la construccién de Fy, y Fy; es inmediato que Fy, Fy = Idgepa; ¥, Para i # j,
que F"iﬂi‘j = 013&1‘-’-4&‘

También es facil convencerse de que {Fy, X Fy,) (Fm X an) = IdRopA,xRepAss
hego Fy, es un funtor, y (En x F,,,a) i RepAy x RepAg — Rep(Ar x Az) es un
isomorfismo de categorfas.

]
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Capitulo III
Funtores de Reduccion.

Dado un boces 4, entenderemos por un funtor de reduceidn a un funtor fiel y pleno
F : RepB — RepA, donde B es un boes que en cierto sentide es mds simple que A. El
propésito de este capftulo es describir explicitamente a cuatro funtores de reduccién
y obtener algunas de sus propiedades importantes. Dichos funtores son: Eliminacién
de idempotentes, Regularizacién, Absorcidn y Reduccidn.

II1.1 Eliminacién de idempotentes y regularizacién.

Lema 1. Sea A = (R, W, 6} un bocs. Sea (fp, ), con iy : B — R’ un morfismo
de k—dlgebras y ny : W -« W' = W] ® W] un morfismo de R — R—bimddulos, un
par graduado como en la definicién I1.9. Sea v : T (W) — Tr (W) el worfismo de
dlgebras graduadas inducido. Supongamos que 7y ¥ My son suprayectivos y

7 {6 (ker ny.)) = 0.
Entonces:

1. Existe § tal que A' = (R,W',6') es un bocs y 11 es un morfismo del bocs A en
el boes A’

2, Si A es triangular entonces A’ es triangular.
Demostracisn:

1. Sing y nyw son morfismos suprayectivos entonces el morfismo de dlgebras gradu-
adas : T (W) — T (W’) también. Por construccion, i : Tq (W) — T (W)
es un moifismo homogéneo de grado cero multiplicative,

La hipdtesis nos asegura la existencia de un morfismo de #' — R'—bimddulos
&, tal que el siguiente diagrama conmuta:

5
W — Te(W)
™ g 4"

W' o T (W),
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Se cumple que dp(W5) € (T (W), v 66(WY) C [T (W’)], pues 17 es homogé-
neo de grado cero. Luego, podemos aplicar la proposicidn IL6 y asegurar la
existencia de una diferencial § : Tp (W) — Tp (W'). Por la férmula de la
observacién I1.1 tenemos que

6’7? (®?=1wi)
= & (®Ln(w)) . _
= ¥, ((~)E et (@i 1y (wr)) @ 6 (w;) ® (B (wz)))
- (—1)Ti s‘ar(n{we)) (®i1n (w)) ® 08 (w;) @ (@ ;1M (w)))
= 7?( i ((—1)2‘{;’ o)) (@1 ~lwy) ® 6 (w;) ® (®I‘=,-+1w¢)))
= 7}5 (®?=1wi) )

luego §'n = né.

N2 ¢ ” 2
Finalmente notemos que (4_5 ) 7 = nb* = 0 implica que (6 ) =, pues n es un
morfismo suprayectivo.

L Bean 0=W) CWIC..CWi=Woy0=W)CW! CWIC..CW)=W,

las filtraciones que hacen triangular a 4.

Tenemos entonces que

o 0=0(W5) Sa(W5) € ... Cn(Wg) = n(Wo) = W5,

o & (W) =n{(6(We) Cn (A4—1®RW1®HA5—1)
= 1 {A4i-1) @an (W) @ (Ai1), o que es la propiedad buscada, pues
7 (Ai-1) es la subslgebra de A(A’) generada por n (W5™) .

= 0=n(W) Cn(WH)C..CqWs)=n(W) =W
o 5 (V) = 06OV € n (W) p0 82 Wi a)

=7 ((Wf“l}A(A)) ®an (<Wii_l)A(.A)) , 1o que es la propiedad buscada,
pues

7 (<W§_1>Au)) = (W) acey-

Asf que A’ es triangular.

TS CON.
fALLA DE ORIGEN
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Proposicién 2. Sean A = (R,W,8) y A" = (R, W*,§) bocses. Sea n un morfismo
del bocs A en el boes A’ inducido por el par graduado (ng,ny ), donde 5, ¥y ny son
morfismos suprayectivos. Entonces:

1. Hay un encaje F, : RepA’ — RepA

2. La imagen de F, es una subcategorfa de Rep A constituida por aquellos abjetos
M que son apulados por RN kern y por Wy N kern.

3. F, estd enmarcado por el par (Fo,np), donde Fy: R — Mod — R — Mod es el
funtor restriccién de escalares via gt R — R, y 52 ((fo, i) = (fo, fl'q'WJ .

4. Sean M, N € ImF,, si para todo morfismo (¢° ¢') : M — N en RepA se
satisface que

g (Wi Nkern) =
entonces F, es pleno.

5. 5i F, es pleno y se cumple el axioma I1.30.5, entonces el que A sea un bocs K-R
implica que A’ es un boes K-R.

Demostraciéon:

1. Sea F), como en el lema II. 11 es decir, si f = (f°, f1): M — N esun moxﬁsmo
en RepA’ entonces (K, (f))° es f° considerado como R-morfismo, y (F, (f))!
Fint. Como 1 es suprayectivo, del mismo lema se sigue que F; es un encaje.

2. Sea Fy : R~ Mod — R — Mod el funtor del tercer inciso. Es claio que la

imagen de Fy consta de los R—-mddulos anulados por kerny,

Sea M € RepA’, por construccién de F,, tenemos que M es un A{.A4)—mdédulo
con,

am = n (a)m,

donde m € M y o € A(A). Luego, es claro que keyn, y Wi Nkern,, anulan a
AM = Fy (M).

Ahora supongamos que M € RepA es anulado por kerng y que W N kerny,
Como 1y es suprayectivo, el funtor Fy es un encaje pleno, cuya imagen con-
siste de los R—médulos anulados por ker 5. De modo que s se obtiene por
restriccién de escalares de un médulo g M.

Ahora bien, la accién del dlgebra Tg (W) sobre M determina un morfistne de
B — R-~bimédulos
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6 e Homp.g (W, (M,M)k) = Homp i, (Wo®g M, M)}.

Sea 1%, : Wo — W la restriccion de ny Entonces, ket Yy = Wy Nkerny,. La
hipétesis de que ker 79, anula a M significa que 8 (ker 5}, ) = 0. Luego existe 8,
morfismo de R — R—bimdédules, tal que conmuta

Wo — W[;
la lﬂﬂ
(M, M), = (M,M),

Sea & : W} = (M, M), el morfismo de R’ — R'—bimédulos que corresponde a
#” bajo el morfismo identidad

Homp g (W5, (M, M),) = Homp_p(Wg, (M, M),).
Este morfismo ¢ determina una estructura de Ty (W) —mddulo sobié oM tal
que By (4 M) =4 M.
. Se sigue del lema 11.30.

. Sea g = (g% ¢") : M — N un morfismo en RepA, donde Fy (4 M) =4 M y
F,(wN) =4 N. Sea ny, : Wy — W] la restriccién de 5y, Inego W) Nkery =
ker nl;..

Como 1, €8 suprayectiva, tenemos que
Homp. g (W{,(M,N),) = Homp_p (W, {gMr N),).
Dada la hipétesis de este inciso hay un isomorfismo
(miw)" : Hompp (W},(M,N),) — Homp_p (W, (M, N),),
es decir, que 9I1W1 = fimy para algin fi en Homp-p (W], (o M,z N),). Sea

8 el isomorfismo de 1117, construimos el par {¢°, 87" (1)}, donde g° es visto
como motfismo de R ~modulos.

Veamos que f = (gro,,(?_1 (fl)) car M = N oes un morfismo en RepA'. Sea
o€ AlA), me Myn{e)=c paa algin a € A(A), entonces



FuNTORES DE REDUCCION &8

It

a{g® (m)) — g (am)
g' (8{a)}{m]

o (¢ (m)} - ¢° (a'm)

Por otro lado tenemos, para §(a) = 3,0l ® w; ® a} con w; € W, y o}, af €
A(A}, que

87 () (08 (a)) Il

£ (h) (s (ad) 7 (ws) 0 (a})) ]
3 (@) () (ws) [ (af) m]

5 1(@}) (G ) () fr (o) m]

g (52m(a}) 8 ws ® 7 (a)) ]

= ¢ (8(a) Im].

87 (£1) (6 (n(a)} [m}

b4

Asf, f es un A(A") —~motfismo y F, (f) = g. Luego F;, es pleno.

5. Hemos demostrado la inyectividad de g, y es claro que se cumple el axioma
IL.30.3. Como Fy ¢s un encaje pleno, se cumple 11.30.4, Las hipétesis de este
inciso son 11.30.1 y I1.30.5, por lo que del lema I1.30 se sigue el enunciado.

Teorema 3. Sea A = (R, W,8) un bocs. Sea e un idempotente de R tal que y
eR (1 —e) = {1~ ¢} Re = (. Entonces:

1. Existen un bocs A, = (eRe,eWe,8,.), ¥ un encaje pleno F, : RepA, — RepA
que Hamaremos eliminacién de idempotentes.

2, La imagen de F; es la subcategorfa plena constituida por aquellos objetos M
tales que (1 —e) M = 0.

3. Si A es triangular (aditivo) entonces A, es triangular (aditivo).
4 8i A es K-R entonces A, es K-R.

5 S5iM € repAd, v W es un R — R~subbimédulo de Wy, entonces [ M|l .y, =
HF (M) |y ¥ a4, (M) = ga {Fe (M")).

Demostracion: Sean ey =e y ey = {1 ~ e). En general, esta descomposicién de
la unidad de R en idempotentes induce descomposiciones de R — R—bimdédulos

Wy = e;Woer @ exWpes @ exWoer @ exWoen v
W = e;Whey @ esWiep @ ealWiey & ealien.
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Sean 4 = A(A), R’ = e;Rey, Wi = eyWhey, W] = eWiey y W' = g, Wyey.
Las proyecciones 7, : B — R y 0y : W — e;We, son, gracias a que eR(1 —¢) =
(1 - €) Re = 0, un morfismo de anillos y un moifismo de R ~ A—bimdédulos respecti-
vamente, es decir, forman un par graduado. Luego hay un morfismo de k—4lgebras
n: TR (W) =+ Lo, Rey (€1W61) '

Se cumplen las hipdétesis del lema 1111 pues

7 (8 (Wo N ker )

= 1 (8 (e Woes @ exWoey @ exWoes))

C n{[eABr W GrAe:]| @ [erA@pW S pde ] @ [e2AGpW OrAdey]) =

y por otro lado

{8 (W1 Nkerny))

= ’f) (6 (61W1&2 B esWhe & EQW;CQ))

([€1V (.A) ®RV (A) 82] [EQV ( ) ®;¢V (A) 81] [82V (.A) ®RV (.A) eg])

Asi que por ITL1.1 hay un boes A" = (e; Rey, e1We, 5), y un morfismo 7 del bocs
A en el bocs A’ Luego, por II1.2, existe un encaje F = F, : RepA’ — RepA.

Por 111.2.2 la imagen de F, se compone de aquellos objetos M € RepA quie son
anulados por R Nkern y por W N kern. Ahora bien, es claro que un K—médulo
M es anulado por RN kern si y s6lo si egM = 0. Mds adn, si eeM = 0 entonces
Wo Nkern anula a M. Esto prueba que la imagen de F, es la subcategoifa plena de
RepA constituida por aquellos objetos M tales que ea M = 0.

Por observacién 11.2.1 Im F, es certada bajo isomorfismos en RepA.

Mss ain, si M,N € ImF, y f = (f% f*): M — N es un morfismo en RepA,
tenemos que, para w € e;Wies @ esWiey ®eaWies =Winkernyme M

fHw)[m] = er (f (w) [eam]) = f* (erwes) [m] = 0.

Asi que se cumple la condicién I11.2.4, por lo que F, es pleno.

Por I11.1.2 la triangutaridad de A implica la de A’

Ahora bicn, si A triangular aditivo, y Wit = Wi @ V; como R — R-bimédulos
para i € {1,...,r — 1}, entonces e;W’“el = elwc‘,'e; b e;Viey = n{W}) ® e Viey, por
o que A, es triangular aditivo.

Como Im F, es cerrada bajo isomotfismos en RepA se sigue cumple el axioma
11.30.5, asf gue por 1I1.2.5, si A un hocs K-R entonces A, es un boes K-R.

Sea F, {M") = M. Tonemos que

MY = dirng (5 M, ) = dinn (e, ey (M, M)) = dinn (e, ey (M7, M) = 201

Para W un i — R—subbimédulo de W se cumple que Wnken = ¢, We, @
eaWer @ eaWes, luego
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Mz = dimelz W@RM,M)
= dimg | (Wﬂkem%ﬂae;ﬁ/e}) ®RM,M)
Ekae[ 1) @r M, M) ) +dimy ( (e1Ve, @a M, M) )
0 + dimyg (elgel (e;ﬁ"e; By ey M, M’))
Moy e,

Por las identidades anteriores se sigue que M’ € repo.d. si y s6lo st M € repm.A,
Y que

dimg R

It

ga (M) = [1M|| = | Mo + [|M|| = UMl = J327]lo + 1MLl = g, (M)
=

Teorema 4. Sea A = (R, W, §) un bocs. Sean

T
0 - W o w - WP - oo

T

0 - W 5 W - WP S o0
sucesiones exactas de R — R—bimédulos, tales que § (Wé") ~ W, Entonces:

1. Existe un boes A, = (R, Wég) @ sz),&) , ¥ un encaje pleno F, : RepA, —
RepA al que Uamaremos regularizacion. Si M’ € repA, entonces F, (M') €
repA.

2 La ifmagen de F, es la subcategorta plena de RepA constituida por aquellos
objetos M tales que Wél) anula a M.

3. St A es triangular entonces A, es triangular.

4 Si A es un boecs K-R entonces A, es un boes K-R.

5. Sea A triangular y 0 = W§ C Wi C .. C W] = W, una de las filtraciones
asociada a la triangularidad. Si A es triangular aditivo y Wél) C W}, entonces
A, es triangular aditivo.
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Demostracién: La identidad 5, : & — R y ¢l epimorfismo 7y, = wo @y : Wod
W, — W & W = W® forman un par graduado. Sea n: Tp (W) — Tx (W)
el moifismo de k—4dlgebras inducido. La hipdtesis del lema III1 se sigue de que
7 (é (Wél))) =7 (Wl(l)) =0, ¥y de que

7 (5 (Wfl))) =17 (52 (Wél))) = (). Luego hay un boes A" = (R, Wéz) &5} Wl(z},é') ¥
es un morfismo de bocses. Por 1I1.2.1, F;, : RepA’ — RepA es un encaje. Denoternos
a este caso particular de F;, como F,, y a A’ como A,.

Por I11.2.2, 1a imagen de F, estd constituida por aguellos objetos de Rep A que
son anulados por Wél)‘.

Sean M = F, (M"), N=F.(N)y f=(f%f): M — N un morfismo en RepA.
Puesto que para todo w & Wl1 existe a € Wél) tal que & (@) = w, se¢ tiene para toda
m € M la identidad f!(w)[m] = f1{§(e)}[m] = af®(m) — f®(am) =0, pues M y
N son anulados por Wél).. Luego se cumple la condicién de lema II1.2.4, por lo que
F, es pleno.

La triangularidad de A implica la triangularidad de A, por ITL1.2.

Sea A un bocs X-R. Sean M € RepA y N = F, (V). Supongamos que f° €4
(M,N)y f' € Hompg_g (W1(2),(M, N)k) son tales que (f°, fim) : M — N esun
isomorfismo en RepA. Por observacién 11.2.1 f° es un isomorfismo. Tenemos pata
a€ Wé” que

£ (am) = ef° (m) - f'n(8(a)) [m] = —f* (0) [m] = 0,

luego Wél) anula a M, asf que M € Im F,.
Similarmente, si f® € (N, M)y f! € Homu.-g (Wl(z),(N, M)k) son tales que

(f°, f'm1) : N — M es un isomorfismo en RepA. Tenemos pata a € WiV que
af%(n) = f*(an) + fin(8(a)) [n] = F (O} [n] = 0

luego Wé” anla & M, asf que M € Im F,.

Con esto hemos verificado el axioma 11.30.5. Por I11.2.5 A4, es un bocs K-R.

Demostremaos el 1iltimo inciso. Como se vid en la prueba de 111.1.2, la Altracion
en grado cero asociada a A, es 0 = (W) C (W) C .. C (W) = n (W) =
W} Si para cada ¢ € {L,...,7 — 1} hay una descomposicién como R -- R-bimdédulos
Wi = W} @ V,, entonces Wit = Wl @ Vi & ... ® V; como B -- R—bimédulos.

Luego, si Wél} C W¢ entonces n (Wit) = (W(}/Wél)) GV .8V, as que

n (Wi =n (Wi e Vi
n
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Proposicién 5. Sea A = (R, W,6) un bocs y F, : RepA, — RepA cl funtor reg-
ularizacién como en el teorema anterior, Sean W un R ~ R—sub-bimddulo de W,
W® =y (W), W = (kcrnﬂW) . M’ € RepA, y F, (M"Y = M. Si pua W se
tiene una sucesidn exacta
0—g (W(Q} ®r M, M) —g (W ®p M,M) —i (W(l) ®r M»M) — 0 (*}
entonces Ml < |50 (M) e, ¥ 1a desigualdad estricta se obtiene si y solo s
(W en M M) £0

Si para cada W € {R, Wy, W1} se tienen sucesiones exactas como (), entonces
ga, (M') 2 qu(F, (M), obteniéndose la igualdad si y s6lo si 6]W&1, es biyectivo,

Si R es semisimple, paa todo R — R—bimdédulo W la sucesion (x) es exacta.
Demostracién: De la sucesién exacta

0—p (W{2)®RM,M) — g (W@RM,M) —p (W(l) ®R M,M) — Ol

se sigue que
WMl = dimg{g{W @M M
= dimng (r (WO @5 M, M)) + dimy (R (W@) ®p M, M))
2 dlm;c R W(Q) ®1¢ M, M}t = “M’HW(Q)'

con igualdad si y s6lo si dimyg (R (W“} ®a M, M)) =0,
Ahora supongameoes la existencia de sucesiones exactas similares para B, Wy y W1,
El epimorfismo § @ T : Wél) Rg M — Wi(” ®p M induce un monomorfismo

R (WI{I} ®r M, M) —a (Wél) R M, M) , luego

dimg (1 (Wo @ M, M)) — dim (» (Wé” ®r M, M))
dixng (R (Wé” ®n M, M)) > dimg (R (wf” ®nr M, M))
dimy (2 (Wy ® 5 M, M)) — dimy, (,g (W}” ®r M, M)) ,

It

por lo que g4 (M) < g4, (M), v la igualdad se obtiene sélo si § win es biyectivo.

I
Si R es semisimple, se tienen, para cualquier B — B—bimddulo W, las sucesiones
exactas
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0—»W(U~—>W S W® 0
0-WlRMoWes MWW, M—=0
0 -, (Wf'-’-m“ M,M) -y (W A M) —p (WU)@“ M, M) -0

Lema 6. Sea R una k—dlgebra semisimaple y sean M, N un par de R-—-mddulos,
entonces (M, N}, es un B — R—bimddulo inyectivo.

Demostracién: Sea 0 — V' — W — Z — 0 una sucesion exacta arbitraria de
IR - R—bimdédulos. Por la semisimplicidad de R se tienen las sucesiones exactas

02 VegM--WerM - Z@xg M — 0de R~ k—bimddulos y
0—p{Z@rM,N)y =2 (WRgM,N), =i (V&M,N) — 0 de grupos.
Aplicando el isomorfismo de adjuncién se sigue que la sucesion

0-—g (Z> (M= N)k)R R (VV, (M, N)k)R — R (V: (M, N)k)!i -0

también es exacta.
|

Proposicion 7. Sea A = (R, W, ) un bocs K-R. Sean (¢ — Wél Y Wo — Wég) — 0
y0— Wl(l) - W — Wlm) — 0 sucesiones exactas de R — R—bimddulos, tales que
& (Wén) = WI{I). Supongamos que

1. R es semisimple o que
2 Wy = Wl(l) & sz} como R — R-bimddulos.

Si F, : Rep A, — RepA es el funtor regula.zizacién asociado, entonces M € RepA
es Isomorfo a un objeto de Im F,. si y sélo si es anulado por (ker §) N Wé” .

Demostracién: Sea M’ ignal a M considerado como R—médulo. Si (ker§) N
Wél) anula a M, entonces podemos definir un motfismo de R — R—bimédulos f} :
wi - (', M), mediante la formula f! (§(a)) [m} = am Si R es semisimple, por
el lema anterior, podemos extender f{ a f': Wy — (M, M),. 8t W, = wi g WP)
extendemos f] a f' definiendo f1 ((un, w2)) = f} (w). De 11.22.1 y 11.25 se sigue que
hay un isomorfismo f = (Id, f') : M’ — M en RepA. Por construccién tenemos que
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siw € I/Vé‘) entonees wld(m) = fd(wm) + fH{(w))fm] = Id{wm) + wld (m}), por lo
tanto wm = 0, cs decir, Wé” anula 2 M’. Asi que, por IIL4.2 M’ estden Im F,.,

Supongamos que hay un isomorfismo (f°, 1) : M — N = F, (N'). Por I11.4.2

Wum atda 0V, v por obscrvacidn T 2.1 f? s un isomon fismio. Scea w € (ker éjﬂWlf]) ,

entonces
fO (wm} = wf®{m) - f (6 (w))im] =0

implica que (ker§) N WS" anula a M.
n

I11.2 Absorcidn.

Propaosicién 8. Sea A = (R, W, §) un bocs ta] que Wy = Wél) @ WéQ) yé (Wé‘}) ==
0, entonces:

1. Hay un nuevo bocs Ag = (R, W', 8"}, donde
; (1) i Dt o (2} ' ' '
R —-TR(WO ),WQ_R @ W @ B, Wi = R @g Wy @n R,

¥ un isomorfismo de bocses 6 de A en Ay.

2. Kl funtor asociado por IL11 Fy . RepAg — RepA, al que en este caso llamaremos
absorcién, es un isomorfismo de categorfas.

3. Sea Wy un sub-bimédulo de Wy tal que Wy = Wél) 1)) Wéz), donde Wé” c
Wo(” y Wé” C Wo(g), y sean M' € Repdp y M = Fy(M'). Entonces se
cumple que ”M’H'Planﬁ"‘gz) onT = | M1 3, con desigualdad estricta si y solo si

R (WD @ M, M) #0, 3 qa (M) 2 qa (M)
d. 5f A es triangular entonces Ay es triangular.

5. Si A es K-R entonces Ay es K-R.

Demostracién:
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1. Sea #z : R — R' la mclusién, el (.ua.l es un morfismo de anillos. Sean los
morfismo de R— B—bimédulos 9(“ Wo — R, el cual es la inclusién candnica,
%2 W o R @y W @y R, dado por 8% (w) = 1@ w®1, y 0y : W —
B @y Wy @ i, dadoe por 0,',‘, {w) = 1@ w® 1. Por lema ¥.2 cstos morfismos
inducen un tinico morfismo de anillos & : Ty (W) — T (W)

Consideremos los morfismos candnicos 95 : R — Tr(Wy), de anillos, 9%, :
R@aWH @R — Ta(W)y &% : ROgW, ®g R — Tp(W) de R —
R—bimédulos. Por lema 1.2 estos morfismos inducer un tinico morfismo de
anillos 9 : Tr (W) — Tac) (A(A)@rWo@r A(A))=TF

Es un célculo rutinario veyificar que 98z = Idg, que 98, es la inclusién
candnica de Wy en F, y que para w € W) se tiene 96 (w) = 1 ® w ® 1. Luego
W =p:Te (W) — Fesel lSOIIlO[ﬁbIIlO de anillos construido en el lema 1142,
asf que € es inyectivo.

Tampoco cs diffcil convencerse de que @ es suprayectivo y que preserva la gro-
duacidn, es decir que

0({Ta (W)} = (Tr (W],

Definamos § = #6071, asf que & es un morfiszmo de R— R- blméduio':. Es clare
que § es de grado 1, que cumple la 1egla de Leibnitz, y que (8’) =9.

Mostremos shora que & es un morfismo de ' — R'—bimédulos. Sea z =
#{®%,w;} la imagen de un elemento homogéneo de Ty (W), sean ng,ny €
{1,..,n} tales que ng > ny, y w; € Wé‘) para i € {1,..,n} U {ny,...,n}.
Puesto que 8{wy) = 0y gr(uy) = 0 para i € {1,...,m} U {ns, ..,n}, por la
férmula de la observacién 1.1 tenemos que:

6'9 (®?=lwi)
= 08 (@ wi) _
=6 (ELI ((_1)(2?51 o) (®:~.1’w1) ®r & (w;) ®r (®z—;-+1'wt)))
= § ( ;?«Er:x-l-l 1)(Z!=(n1 H)Qr(wt)) (@1.—.1 'l‘-UI) R b (wj,) Dr (®?=j+]wt)
= § (( “1 ’u}l) ®R o (@1_(n1+1}10,) ®H (®::2wt))
= @ (®I=1'WZ) g 86 (®z—[n +l)wl) ®R ] (@gzwt)
= 0(@Rw) @r 80 (O1G), yui) Bl (SR,1),
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por lo que § es un morfismo de R’ — R'—~bimaédulos, luego es una diferencial.

Puesto que # es un isomorfismo de k—4lgebras que preserva la graduacion y
conmuts con las diferenciales, es un isomorfisme de bocses.

. Por 1111 existen los cnca;es Fy: Rep.Ag — Rep Ay Fy-1: Repd — RepAy. Es
inmediato que Fypr = Iy

. Sean Z un R — R-bimédulo y M € RepA. Notemos que B es un subanillo
de R, y que Oz = Idg, por lo que g (F; (M)) =g {M), asf que tenemos
isomor fismos

r(Z®r £, (M), Fyt (M)
r(Z®p M, M).

(4

g (R ®rZ@p R g F; ' (M), F; (M)

Luego,

W M) | povwgare = dim (a (R' ®r Wé‘z) ®r R @ F;H (M), F,? (M)))

dimy ( (W5” @n M, M)
| M|l — dimg (R (wg” ®a M, M)) ,

I¢

por lo que |, {M) || roahPoar < 1My, ¥ 1a desigualdad estricta se ob-
tiene si y sélo si g (Wé” ®n M, M) ¥ 0.

Sea ¢ : Wél) ®@pr M — M el R—moifismo determinado por la estructwa de
R'--médulo de F;} (M) = M'. Se tiene una funcién k—lineal

w (M, M) ~g (Wé" ®r M, M) definida como a (f) = f¢ - d(I® f).
Como el micleo de o es (M, M') se sigue que
: : Y 3 (1)
dimy, (g (M, M)) < dimy, (p (M', M) + dimg [ g (W) @ M, M

y por lo tanto que
Qi (M') — qa (M)
= dimy, (g (M, M")) + dimy (,t (Wa‘” ®q M, M)) — dimg ( (M, M) 2 0.
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4. Supongamos ahora que A es triangular, ysear 0 = W C Wi € .. C W} =
Woy 0= W° CW!C..CWy=Wlas filtracmnes asociadas. Sea mg :
Wy — 0 ) el eplmorﬁsmo candénico, y sean (W')y = (8 (mo (W) o » para
i€ {0,.,7}, ¥y (W) =(0(Wj)),, para j € {0,.. s} Entonces tenemos las
filtraciones;

0= (WS C (WG ..COV), =R @aW Qs R,
=(WNCWNC..CW)=RerW xR

La R'—subélgebra de A {A;) geneiada por (W'} serd denotada por A7, Nétese
que A}, estd generada por 8 (Wm (Wg)‘” ) , por lo que contiene a la subél-

gebra gencrada por # (W}) . Sea 4; la R—subélgebra de A (A) geneiada por W,
entonces tenemos que (8 (A;)} , € A}, Por fin, podemos verificar las propiedades
de las nuevas filtraciones:

)
C (6 (Ain1®pW1®pAi1) Yw € <A;“1®R'WI®R'A£“1>R'
= AL ®p (R @ W1 @r R) Ow Al = AL @ W{GrAL,.
+ Denotemos por W' (j) al A(As) — A(Ap)—sub-bimédulo generado por
(W"]  Luego
§ (W) = (80 (W),
- <'9 ((Wfﬂ)A(A) ®r (leml)A{A)) >R'
< (9 ((le_&)A{‘A)) St ((W{_1>A(-A))>R’

(i), ., B ()

5. Sea Fy: B — Mod — R — Mod el fimntor restriccién inducido por _B{R cR— R

Sean M,N € R — Mod y consideremos las funciones fy € {(M,N}y fi €
Hompg_p (W], (M,N},;}. Como antes hay un isomorfismo

Homp.w (R @ Wi ®r R, (M, N),) = Homp.p(Wh, (Fo (M), Fa(M)),).
Sigs = Fo(fo), y ¢u es la imagen de f, bajo el isomorfismo anterior, entonces
no es dificil verificar que 5 {(fo, 1)) = (g0, 1) es una funcién inyectiva y que
{Fy, 1p) enmarcan a Fy Es claro que si fy es un isomorfismo entonces gy s
un isomorfismo. La condicién I1.30.5 se sigue de Im Fy = RepA. La condicién -
I1.30.4 se obtiene de la existencia de F; ! Luego, por 11.30, si A es un boes K-R
entonces Ag es un bocs K-R.

Alds)
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IIL.3 Construccién del bocs AX y del funtor reduccién
Fy : RepA* — RepA
Definicién 9. Sean R y S k—dlgebras. El médulo g X es llamado S—admisible si
1. T'= (g (X, X))® contiene a S como una subslgebra;

2. T contiene un ideal bildtero B tal que
'=5¢#8

como § — 5~bimdédulos; y
3. Xg v Bg son proyectivos y finitamente generados.

Recordemos que si Bg es proyectivo y finitamente generado, por el corolario .12,
hay un morfismo de S - 5—bimddulos p coasociativo, es decir que hace conmutativo
al siguiente diagrama:

B* T B*®g B*
i# (&1
B* ®s B* o R B* ®S B*

I@u

En los siguientes lemas estaremos considerando un médulo p X que sea S—admisible.
Consideremos la evaluacién v : X®g B — X, dada por v (x ® p) = p(z), la cual es un
morfismo de 22— S--bimédulos. Por lema 1.9, como en la observacién 1.1, v induce el
morfismo de S— R—bimédulos & = ¢; 'v* : X* — B*@gX*, talquea (\) =5, 1,0\
es el Unico elemento de B* ®¢ X* que satisface 3, v, (A () p) = A{p(2)), paia todo
reXytodape B

Lema 10. (u®fa=(I®a)a.

Demostracién: El siguiente dingrama conmuta,

fam

X®sBesB _ X®sB
! i

X®esB , X
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pues v{({ @m)(z®@p) @ py) =v(z®{py-p1)} = pz- Py (2} ¥
v(w@ N (x@p @p) =vi{p (x) @p) = py(p, (2)). Asf que por L11 también el
siguiente diagrama conmuta:

X* * B* &g X*
—_—
18 (mef

B @5 X 1o B'8s B ®sX*

|
_ Consideremos nuevamente a la evaluacién, pero ahora vista como el morfismo
R — S—bimédulos o' : X — (B, X); dado por v/ (z) [p] = p(z)}. Por el lema L5 hay
un isomorfismo de bimédulos &5 1 (B, X), - X ®g B, por 1o que se induce un
morfismo & : X — X ®g B* tal que é(x) = ), x, &, e3 ¢! inico elemento de X @5 B*
que satisface 3, 7.y, (0) = p(2) para toda p en B.

- Lema 11, (é®l}é= (I Qpu)é.

Demostraciéon: Sean los isomorfismos naturales de bimédulos @ : ((B, X)) ®s
B* = (B,(B,X)g)g, &3 : X85B* — (B, X)g, by : X8s(B &5 B)' — (B8s B, X)g
¥ ¢y B*®s B* — (B ®5 B)" construidos en 1.5 y L.9.

Por naturalidad de los isomorfismos considerados conmuta el siguiente diagrama:

& 2
X —- XgsB* ,.: X @g B*®@g B*
e I om> Ted’
X - X@sB* — X®s(B®gB)
” v T‘b";l (m,f) T{);l

X o (BX); — (B®sBX);.

SiT: (B, (B, X)s)g = (B®s B, X)g es el isomotfismo de adjuncion, entonces,
para u € (B, X); tenemos que 7((Z,v') (1)) (; ®p2) = [((1,) (u}) (0] [p2] =

Pz (v (o))
Por otra paite, ({(m, ) {(u}) (p) @ ) = w{ps- ). Luego, sl u = o' (z) tenemos

que p; (u(p1)} = p2(p1 (%)) = w(py - p)) asi que el diagrama:

, {m,0)
igrni) - (B®sB,X)g

I
(BI(B:X)S)S - (B®S B!X)S

o e LAY T Rt R L 1
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es conmutativo,
Por naturalidad, también el siguiente diagrama es conmutativo:

[¢R'S
BX)y = (B(B,X)g)s

1% e 12
X@sB — (B X)s®sB"
l 31 P28t

X®sB* — X®@gB*wshB.

A su vez, la conmutatividad de

$o®l!

X@ui~oe* - (BX),@sD*

L () 7

X®s(BesB)  (B.(B,X)s)s
; u

ks
(B ®s B#X)S A (Ba (B, X)S)S
se sigue de que

7(2 {27, (=) @ 72)) [py ® 2]
7 {7 (N v (D oy @ 23]
zy; (12 {p1) p2) s

T(B- (2@ (2 @7 B 7)) [ ® o}

y de que

(P2 (I @) (@711 @72} P © 24 B3 (z @7 (7, () )) [ @ P2]

zy, (Y2 (1) p2) -

HI|

Por fin podemos ver que

(Igp)eé

It

I®¢t) o5 -(m, D v
I@¢) o5 7-(I,0) -
e @ 1)@ (1) v =
(é®@I)é

(e ) &5t o
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Lema 12. Sea g X un mddulo S—admisible. Sea é: X — X @g B* el morfismo de
S — R—bimddulos inducido por la evaluacion v' : X — (B, X), dada por v/ (2){p] =
plx). Seaa: X* — B*®g X* ol motlismo de 5 — R—bimddulos inducido por la
evaluacién v : X ®s B — X, dada por v(x @ p) = p(x}. Sean {p;,v;|7 € J} ¥y
{xi, A | 3 € T} bases duales finitas de By y Xg rospectivamente. Iintonces:

1. Sie=~é yz e X, entonces

ele) =~ Tp (@) @7

2. 85t A € X* tenemos que:

a(}) = Zi,j A (pj () YV @ Ay

Demostracién: Para probar el primer inciso recordemos que por la formula del
lema 1.5.2

&(z) = &7 (v (2 = LV (2) [p;] @75 = Loy (£} ® ;.

Resolvamos ahora €l segundo inciso. 8i A € X™ entonces

(N [z@p =A(viz@p) =A(p(z]),
asf que, por féormula 1.9.2, se sigue que

a(A) = ¢y (v (W) = L A (Aaa)) ® N,
Puesto que para v € B* se cumple 3 3 (pj) ¥4 = 7, tenemos que:

a(A) = Zi,g‘ A (Pj (-171)) Y ® Ai

n

Definicién 13. Sean R y S anillos, W un R— R—~bimédulo y X un R-- 5 bimédulo,
tal que Xs es prayectivo y finitamente generado. Por L5.2, $.: X @5 X* — (X, X)q
es un isomorfismo de bimddulos, por lo que si &' (Idx) = 3,2, @ A, entonces
{®:, A | 4 € I'} es una base dual de Xg Como Idx €g (X, X) g se cumple por 15.1 que
Ymeh e (X @ X ")R . Podemos definir entonces el morfisme de S — S—bimddulos

a: X' @i Tr(W)Rp X - Ts{X* @, W®g X)
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en elementos homogéneos como a{(A®r@ ) = Alrz) y

alA@u @ - - ®w, @)

= Zlhiz, sign—1) A® w) ®-’;t| @ ’\n ®w, ® L ® Au @ - ®.’E,(“ 3 @ A‘(n—l) ®wn®-c
Por comodidad, para w € T (W}, deuotazemoa a(A®w® ) como ax, (w). Note-
mos que

Cr e (w ® wl) = zi Qp (w) Vo ('w') 1

paraw,w’ € Tp (W), A € X* yz € X De ello se sigue que gr (w) = gr (o (w)),
paraw € Tp (W),

Proposicién 14, Sea.d = (R, Wy®W),8) un bocs. Sea g X un médulo S—admisible.
Entonces AX = (S, W& @ W, ,6%) es un bocs, donde W = X* ®g Wy ®p X
W = B*®(X* @y W1 ®r X), y donde 6 se obtiene de extender mediante Ia regla
de Leibnitz su definicién en WX = B* @ (X* @ W ®r X)

AR uwez)=e)@uwer+ay, )+ (-1 A@uwee(), y

8% () =ply), sive B

En particular, sit € Tp{W) es un elemento homogéneo, A € X" y x € X se
cumple que

8 (ane (£) = (@® I} (ara (6) + e (6 (1) + (1) (I D &) (ra (1))

Demostracién: Teniendo en mente el lema I14, se deriva gue &% (Wox) c
[Ts (W)}, ¥ 8 (W) ¢ [Ts (WX)],, asf que por IL.6 podemos extender &% me-
diante la regla de Leibnitz. Por observacién IL.1 basta con ver que (6 )2 (WX} =0
para probar que 6% al cuadrado es cero. Recordemos que (u® e = (I ®a)a y que
(e®e=—([®pue.

Sea v® A ® w®z un elemento de B* @5 X* @p W ®p X, donde vy € B*, A € X,
we W yze X, Por la frmula de la observacién IL1, y por el hecho de gue -y es de
grado 1 en Ts (W), tenemos que

S (YRA@weT)

FMergwdz—-y08 AQwz)
pRABw®z —7®(a(N) @wda +ar: (§(w)))
—v® ((~—1)9"{w)/\®w®e(w))
RMNO®A-78a(N) @uez —7® s (6 (w)}
+(-1H @ e we(z).

i h

Imego,sid€ X", we W,z € X, I} = [dx., e Iy = Idg. tenemos que
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5 (a(A) @ w®z)

((peph-L®da(A))@w®s

—(Lea)(a(N) @) @z)+ (-1 (N puwe(r)
~(L®a)(a(A) ®§{w) @)+ (-7 e (V) w @ e(z))

i

Sea ahora A @ w® £ @ un elemento de X* ®px W @ X ®5 B*, donde v € B*,
Ae X', weWyxe X Polaféimula de la observacién I1.1, tenemos que

FOouwerer)

= 5 Deuar)@y+ (-1 A\ Queral (v)

= (N @wz +an: (W) + (-1 guwe(z) @y
+ (-1 ewereu(y)

= a(M@uw@zr®y+an: (8 (w)®y
H-1rN@we (e(z) @y +r @ uly)).

Luego,siAe X*, we W,z ¢ X, I = Idx., e [ = Idg. tenemos que

Frewee(z))

= a(M)Q@uee(r)+(a®@ L) (AR {w)@e(x))
+-1)rNN@we(e@ L+ 1 ® pe(x)

= a(M@wee(s)+(a@hL)(A®§{w)®e(z))

Recordemos que Y, x; ® A; s la imagen de Idx bajo el isomorfismo X ®¢ X* =
(X,X)s del lema 1.5.2, y asf {&;, A; | ¢ € I'} es una base dual de X Sean I' = Idx e
I" = I'dx.. Usando las férmulas 1I1.12.1 y TIT 12.2 se sigue que

(F@a)(3,za®@h) = Zi,f,h @ Ap (Pj ('1'!)) 1 ® A
Ei,j,h mh)‘h (.pg (-"!:t)) ® ')’3 @ /\i (*)
= 2.0 @) B8N

- (e@ I (Xm® M)

Usemos esta identidad para demostrar que

5" (ane (1)) = (2@ 1) (ra (8)) + e (()) + (- 1)) (I ® &) (s (1)),

donde t = u ® - & w, es un elemento homogéneo de We" re X*yreX.
Hagamos la prueba pot induccién sobre n.
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Para n = 1 el resultado se signe por definicion de 5.
Supongamos cierto el resultado para unn—1 dado, yseat = w1 ®-- ®wn_1 Ry, =
t’ @u,. En tal caso tenemos que

& (are (¢ ® wn)

8 (i (£) ® ryz (1))

- T, [(5" (eas (t’))) ® tirgm (wa) + (— 1) D o (V@6 (s (wn))]
T (e ® 1) (ang, (1)) + ang, (8 (€))) ® an, 2z ()] |
+ (1) O S (] @ 6) (e, (1)) B o ()]

(1 e s 5 oy (#) @8 (ana (wa))]

Tl (08 T) (a0 () + e (6 (2))) @ aon,z (100)]

+ (= 1)o7 S S ST @ €) {ang, () © A @ Wy ® af

+ {2y B 3 (o (1) ® 0 (N) @ wn @ 2]

(-1 TN T (1) ® [(ene (8 () + (-1 N @ B e (2)]

il

it

it

Por la férmula (#) y se cancelan los sumandos intermedios y obtenemos:

Lillla® ) (axg, () + o0 (6 (NI © i (a0)

(1) ) 5 (1) ® [(@ne (6 () + (<)) N @ w, @ e (2)]
(a @ 1o, (t)

+ Zi (ah,za- BN ane ('u-'n) + (“l)m{wl@ Bon-i) ey z; (t) ® (oo, 2 (6 (wn))))
+ (- 1) B (1 @ €Y (. ()

(a @Iy (1)

Foxg (6 () ® w, + (—1)7TIE Bl p g g (wn))

+ (1)@ B (] @ e) (g . (2))

[

]

Lo que por regla de Leijbnitz es ignal a

(@ I o (t) + are (8 (£) + (~1)7E ) (1 @ &) (a0 (1))

Podemos ver ahora que
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(6X) (A@uw®z)

5 (e @wz+ o, (5{w) + (-1 @ w e e(x))
~(Hh@a){e(V)®{w) @)+ (-1)T@H () @w B e(z))

+(a® I ona (6 (W) + o (5 (6 (W) + (1) (I @ €) (eae (8 (w)))
#H~1) @ (N @we(z)) + (-1)7™ (a @ L) (A® 6 (w) @ e(x))
~(L®a)(a(\) @5 {w) @z} + (e @ I} s (8 (w))

+ (=17 (T @ €) (e (6 (w))) + (~1)7 ™ (a ® L) (A® § (w) @ e (z))
=

I

Il

Con esto hemos comprobado que tenemos un nueve bocs.

|

Construyamos ahora un funtor Fy : Rep A¥ — Rep.A. Mantendremos la base
dual {z;, A | i € I} de X fijada en II1.13 y, desde ahora, fijamos también una base
dual finita {p;,v; | € J} de Bs.

Definicién 15. Para M € Rep A, definimos Fx (M) = X ®¢ M como R—mddulo
Recordemos que A% = A (AX ) = T4 (X* @r Wo®g X). La siguiente composicién
proporciona una estructma de A (A) —mddulo a Fy (M), a la que denotaremos por -

AlAYep X @ M
L‘T
X@s X"z A(A)Rr X Qg M
i!®a®!
XesAX9s M
e

X®s M

dondeT (a@2@m) =3, 5,8\, Q@aQx@m, y* : AX @M ~ M es la estructura
de AX —médulo de M, asf que

1L a{z®@m)=3, 5Qa.(e)*m

Puesto que las funciones son aditivas y 3, ri® A = 3, 2 @ Ayr, por 151, nos
basta con checar que

lg- (z®@m) LT @y (15) xm
25 @N(r)xm
2z (z)@m
t@m

o

y que
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a'-{a-(x®m)) {0 - (Zhan @ an . (a) xm))

z:’.h x @ (£3 9 (CL") * (aAn.m (a) * m)
E:i,h. @ (a-\i,zh {a’) & e (a)) * 1
Yoz ® (o, (0 @a)) xm

(¢ ®a)-(z@m).

Sif=(f°f): M — N es un morfismo en RepAX definimos, paraw € V (A),
reEXymeM:

2 (Fx () e@m|=2® f°(m)+ 3, p;(x) ® f* {7,) [m] y

3. (Fx (M) (w)lz @m] = 3,2 ® f* (a2 (w)) fm].

Teorema 16, Sea A = (R, W, &) un bocs. Sea gX un mddulo S—admisible. En-
tonces se tiene un funtor Fy : RepAX -+ RepA dado por las formulas de IIT.14,
ITL15.1, II115.2 y IT1.15.3 al cual lamaremos funtor reduccidén con respecto a X,

Ademds, Fx estd enmarcado por un par (Fp,ng), donde Fy = X @5 -, ¥ np estd
definida de ln signiente manera: si fy €5 (M,N), fi € Homs_s (W{% (M,N),),
e ({(Fo, f1)) = (90, 1) , w € W1 y m € M, entonces

L golz®m)=x& folm)+ 3,0 (=)@ f (v;) ],
2 g (wrem] =32 f (a. (W) [m].

(o]

Demostracién: Sea f = (f% f1) : M — N un morfismo en RepA¥, claramente
(Fx (f})° es un morfismo de R—médulos. Veamos que Fi (f) es un morfismo en
RepA, asfqueseanw e V(A), z e Xyme M:

(F (f))° [w - (2 @ m)}
(Fx () (25 ® o (w) +1m)
= z %n® f (a)\‘, ( ) * m) + Zl,l;l P (LL‘,) @ fl ('TJ) [a«\i.m (w) * m];

por otra parte,

w- (Fx (f))° [z @m)]
= w-(z282m)+ L0, (@) @ F* (1) [m])
= Zz1®aiaw(w) fO(m +erm’®a’\np($( ) fl('y,)[m]

Se sigue que
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w (Fx (f)°lz®@m] — (Fx (/))° [iw - (x ® m)]
= 3,7 ® [onz (W) x 0 (m) — 0 (o, (w) xm))

+ 205 B ) * f (7;) brm

= Sy 05 (@) ® [ (1) lovne () ]

Por comodidad, scan 3, . 2 ® s o) (0} # f1 {(v;) ] = By
3 i p;(#:) @ F1(7,) lonz (W) m] = H,; asf que, como f es un morfismo en
RepA*, v w es de grado 1, la expresién anterior se convierte en

Ym® (8 (. (W) m}+ E- H
= T ® f (0@ 1) (an s (W) + e (6 () )

+ 528 1 (-1 (1 @ €) (o ()} ) + B~ H
= T,5® (e (6 (W) )

05w ® S (L (0 (51)) 13 @ e () [

—> e f! (Zj s 0502y (10) & ’r,-) [m]

+E -l

= 3@ ! (oo (8 (w))) )]
+ X in e (0 {20)) ® 1 () fan, = (w) * m]
- Zz‘,jmi @ Cexy 0, () {w}) = f? (')’j) [m]
+E—H
= 37 ® o (8 (w))) [m}
+ Zu; P (z1) ® f! ('Y;) iy e (W) ¥} ~ H
= 3w ® fH{ana (6 (w) [m],

con lo gque se comprueba que Fy (f) ¢s un morfismo en RepA.

Es facil ver que Fx ((I(EM, 0)) = (Id["x(ml), 0) .

Sean f : M — N, g: N — L morfismos en RepAX. Verifiquemos que Fy (gf) =
Fx (9} Fx (f) . Veamos primero que coinciden las primeras componentes; sean x € X
ymeM:

(Fx(@gf)’zem=z® (yf)° (m) + 2, 0, (@) @ (9f)" (v;) [m]
= 2@y )" (m)+ 3, p; (2)@[0°F1 (4, Imdd + 62 (v,) L0 ()] + 25 02 (v ) £L(72,) (]

donde é('f;) - H‘ (‘7}) .._»h, 7_1 B i ’VJ Je-
Por otra parte se tiene que



FUNTORES DE REDUCCION 78

(FE @ (Bx (1 e ® m] = (Fx (0))° (2.® 2 (m) + X, p, (2) ® f* (1) )
=z (9f)" ( (m) + 32 p, (:r) ® ¢°f* {7;) [m)
+2 () ® g '7,)[f°(m
+ 30, Py (2) ® g w) [F* () bmd]

y recordemos que (1 ®@ p) (—e) = (—e ® 1) (—e), luego las expresiones son iguales,
por lo que en la. primera componente la composicién va en la composicion.

Veamos que ocurre en la segunda componente; tenemos, usando la definicién de
‘composicién en Rep A, queparaw e V{A),ze X yme M

(Fx (9) Fx (1)) (x0) [w®m]
= (Fx (g))° (Fx (1) )[-c®m1+ (Fx () (w) [(Fx (1))° (z ® m)]
+e{(Fx (9))! ® (Fx (f))') (6 (w)) [z @ m]

donde ¢ ; (X R N, X Bs L) ® 44 (X 2y M, X &g N) - (X &35 Nf,X@S L) a5
el morfismo composicidn,

= (Fx (g)) (-2 ® f (e (w)) [])
+{Fx(a)’ (w) [w@f”(m +Zp, (z) @ f* (7;) (]
+e ((Fx (0)) @ (Fx (1N (6 () [ @ m)
=322 @ ¢°f (e (W) [} 4 3255 p; (23) @ 9 (7)) [F! (s, o (0)) [m]
+ 505 @ g @0 () (12 ()] + 8 6 (npy00 () [/ (7,) (]
+e ((Fx (9)' ® (Fx (F))') (6 (w)) [« ® m} '

Mientras que la segunda componente de la imagen de la composicién es

(Fx (g (w) [z @ m} = T 2:® (9f) (en0 (w)) fm]
= 32 ® (¢°f (e (w)) [m] + 9 (i, 2 (w)) I£° (m)])
+32:® (M (gt @ f1) (5% (an2 (W)Y [m])

donde c* : (N, L) @ acaxy (M, N) — (M, L) es el morfismo composicion. Usando
las formulas IT1.12.1 y I11.12.2 se sigue que:

Tz ® (X (9" @ £1) (67 (e () [m})
= Zi,h,t @i ® g (a () ) [ (o e () [rnf]
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+ E:l-,,- @ g (aks,p,-(:r) (w)) [f1 ('Yj) [m]]

+ 305502 ® g (o (16])) [ (e (wd)) [m]]

= 2 int Tidi (o (@8)) @ ¢ (70) [f! (ain, o (@) Im]]

+ 205289 (e @) [ (1) ]

+c{(Fx (9))' ® (Fx (') (6 (w)) [z @ m}

= Yo (@) @ g (7)) [F (2,2 () [m]]

+Zi,j 7 ®g ((aki.jﬂj(z}) ('w)) [.fl (’Yj) [m]]

+c((Fx (@) ® (Fx (f))) (6(w)) [z @ m],

donde §(w) = Y, w} ® wi, pues 3", x:\; = Idy, comprobsndose por ello la iden-
tldalgic.)r construccién de Fy este funtor estard enmarcado por (Fy,np) si ¥ sélo si np
es una transformacién natural.

Sean M,N.M',N' € §— Mod, w : M’ -» M yv: N - N' S—morfismos y

IQu i X®sM —» X Qs M, IGv: X®sgN = X @5 N' los R—morfismos inducidos.
Afirmamos que el siguiente diagrama conmuta

e
Tax (M,N) — 7,(X®s M, X&sN)
Jenen)” (8 Cama)'),)
®

T AX (M’,N) - ‘TA(X®S M’,X@S N),

Para verificar esto sea (fo, fi) € 7.ax (M, N) = Homg (M, N)x Homg_g (W, (M, N),}.
Tenemos que

ap (e (W) [(fo, i)l = npi(fow,uw )] = (ho h1)

estd dada, para w € Wy, z € X ym' € M’ por

Il

ho(@®m) = 28 foulm) + T, 0, (@) ®u* (£ (1)) ]

2@ fou(m) + 22, p; (2) ® fi (7;) lu ()]
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hy (w) [z @ m] 2: 2 @ {fi (o, 2 (w))) [m)

226810 ® fi (oo, e (w)) [u ()]

Por otio lado

(7 ®u), (I ®u)),) (90,01}

(T @u)", (T ®u)),} e ((fo, A}
(g {I@u), (I8 U g},

[

y tenemos, partaw € W, e € X ym/ € M', que

gofr @ u(m

g (I ®u)fz @m] .
z® folm') + 52, p; (2) @ fu {75} [ ()]

g1 (w) (I @ u) fx @ m']
2w @ fi (oo () fu ()]

(I ®@w) o) (w)[r@m]

It

Luego np (u™, (w),) = (U @ )", ({ ®v)"),) np
Similarmente probamos la conmutatividad de

g
T_AX(M,N) o 4 TA(X®S]1/I,X®SN)
feey l((!@v)..(uw.)‘)
Tax (MyNY = 74(X @3 M, X ®s5N').
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Lema 17. Sean A = (R, W, @ W), 8) un bocs, g X un médulo S—admisible y Fy :
RepAX — RepA el funtor reduccién asociado. Entonces:

1. Si M} € S—Mod es tal que X®@g M} admite una estructura de Tr (Wo) —mddulo,
médulo al que Hamaremos M, entonces M admite una tinica estructura de
Ts (W) —médulo, lo que denotaremos por M’, tal que Fx (M) = M.

Sean v : X* @ X — 8 la evaluacion, y @ : S ®g M}, — M) el isomorfismo
canduico, entonces la estructura * de M’ estd determinada por la estructura -
de M por la férmula:

Apw@z)sm=clv@Id)(A@w-  (r@m))

para e X", we Wy, ze X yme M.

2 SeaFy =X @&p_:S— Mod — R— Mod. Entonces Im Fy es la subcategorfa
plena de RepA cuvos objetos, como B—madilos, estdn cn Tm F,

3. Sean N, N' € RepA*. Si Fx (N) = Fx (N"} como A(A) —médulos y N = N’
como S—mdédules, entonces N = N’ como A (Ax ) — mddulos.

Demostracién: Sea M) como en ¢l primer inciso. Puesto que v es un § —
S—morfismo y o ¢s un S—~morfismo, * : W @ M) = X* @, W08 X @y M, — M|,
es un S—morfismo. Sea ' la imapgen de » bajo el isomor fismo

s (W(ix ®g ﬂ/fé, M{;) = HWE'S_S (dez( 6: Mé)k) y

Por lema I1.2, hay un dnico morfismo de anillos

* A (.AX) =Ty (W[‘),c) - (M{S»jwt;)ka
al que por el isomorfismo

Homs—s (A (-AX) 3 ( 61 M(;)k:) ’53 (A (-AX) Dg M6>M6)
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le corresponde un tnico S—morfismo *, es decir una estructura de 4 (.AX ) —mdédulo
sobre M}. Denotemos por M’ tal A (A¥) —médulo.

Para A€ X*, w € Wy, z € X y m € M| tenemos, si ¥ denota la estructura
de A(A) —~médulo de Fx (M'), es decix la inducida por el funtor, y w- (x ®m) =
3, T ® 10y, €5 la estructura oiginal de M, que '

w (z®m) @ (hew®x)sm
Yir®o(w@Id)(M@w- (z@m))
2oin s ® A () my,

Ei,h .’L‘,‘A" (:Eh) @ my,

2onTn ®my

I 4

Il

por lo que Fx (M') = M., Es decir que cada objeto de RepA que como R—mddulo
estd en Im Fy pertenece a Im Fy.

Supongamos ahora que N € Rep.4X y que * es su estructura como A (AX) ~moédulo.
Sea *' la estructura como A )) —médulo inducida por Fy (N) = M en gN, y de-
notemos a este objeto de RepA* como N'. Tenemos, para A € X*, we Wy, z € X
yn € N, que

A@uwez)¥n clv@ld)(Aew (x@n)
cloRId(Ae (3,50 MQuwaz)*n))
(30 A () A ®'w®:v)*n

(AQuw®x)*n.

(]

(|

Es decir que N = N’. Esto prueba que hay una nica estructwra de A {(A*) --médulo
sobre sV tal que su imagen bajo Fy es M. Otra forma de expresar esto es el enunciado
del tercer inciso.

|

Corolario 18, La categorfa R ~ Mod es claramente isomorfa a RepC para el bocs
= {R,0,0) Sea pX un mddulo S—admisible. Entonces hay un bocs

CX = (8, W€, 6%

donde WE = 0, WE = B* y &% es la diferencial inducida por la comultiplicacion
@ B* —» B* ®g B*, y tenemos un funtor de reduccion F§ : RepC* — R — Mod.
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Observacién II1.1: Llamaremos a C¥ ¢l bocs candnico asociado a X, i A =
(R, Wo@mW),5) cs un bocs ¥ £ X es un médulo S—admisible, la proyeccién o, : W4 —
B*, y la inyeccién oy : B* —~ W¥ | junto con la identidad 1g : § — 8, determinan
pares graduandos (1g, 1) ¥ {15, 01) que inducen morfismos de dlgebras graduadas

n
Ts{B*) S T (W¥)

tales que %0 = 6%, 6p =n6" yno = Tdry(ey-
Tenemos entonces morfismos de bocses

U
CX =5 AX
[

tales que no = Id, lo cual determina funtores

Fa
RepC* = RepAX

Fa

tales que F,Fy, = Idpeex. Asf, las 1epresentaciones del bocs candnico CX yacen

entre las del boes inducido A%,

Describamos a los funtores en cuestion.

Para M, N € RepC* y un moifismo f = (f°, f1) : M — N, se tiene que Fy, (M) =
M, pues bajo la estructura de A (A%} —médulo inducida, £, (M) es anulada por W,
que (F, (M)’ = % y que (£, (/) = f'n,.

Para M, N € RepA* y un motfismo f = 1(f“, Y1 M — N, se tiene que
Fo (M) =5 M, que (F; (f))" = [y que (F, (f))" = fjp.-

Finalmente notemos que conmuta el diagrama de funtores

RepA* —  RepCX
I 1%
Rep A — - Mod

donde u{{f°, f1)) = f°.
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Definicién 19. Sea zX un mddulo S—admisible. Diremos gue X es 5—~completo si
el funtor F$ : RepC* — R — Mod es fiel y pleno,

Teorema 20. Sean A = (R, Wy & Wh,6) un bocs y pX un mddulo S~completo.
Entonces: .

1. Sea {Fy,mp), como en el teorema III 16, el par que enmarca al funtor Fy,
entonces np es biyectiva.

2. El funtor reduccion Fy : RepAX — RepA es fiel y pleno.

Demostracidn: Sean LM € S~ Mod ysea g : X @z L — X ®@s M un
E—moifismo. Como rX es S—completo, se sigue que existe un tinico morfismo
g=1{g%g"): L— M en RepC¥, tal que ug = F¥ (g}, es decir que

wlz@l) =20+, (1)1

Nétese que todo par (g, ¢), donde gy €5 (L, M), g1 € Homg_s (B, (L, M),),
&5 wn morfisme en RepCY

Sea 0 : §@s M — M el isomorfismo canénico, y sea v : X* 95 X — S la
evaluacién; ambos son morfismos de bimédulos.

Definimoes, para Ae X*, weW,,ze X vyl € L,

ot Homp p (W, (X ®s5 L, X @ M), } = Homg_g(X* @r W1 @5 X, (L, M),)
como

gl @uwen)lll=ec@®N(A@wy (wiral),

¥

89 . HO?TES_S (X* Br W1 Rr X, (L,M)k) — HO‘IRR._H (Wl, (X Rg L,X ®Bs M)ic)
COomo

o2 (R) (w) [z @] = 2 2: @ h{on . (w)) [1].-

Tenemos entonces, que

2.2 @ (0 (w1) (ea s (W) 1
Em‘- ®0’(’U®I) ()\,-@ul(w)[m@ll)
u (w)jz®{],

2201 () {w) [z ® 1]

I |

pues 3ok (y) =y paatodoy € X, y

cw@ (A e(gk) (w)lrel)
T{v@ I (A® T2 ® h (o, (w)) {f)
hAowex)(l],

o0 (M) (Aewe)|]

nn
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pues 3 . A () A = A para todo A € X*.
Luego g, es inversa de g,. Estas biyecciones inducen una bxyeccldn g, recordando
la notacion de I1.28, entre
TaAX (L, M)
(a0t} S5 LM 0 € Hihecs (B B0
1Ih he Hmg.s (X' @y W@, X, (L, M),) |’
Y

Ta(X ®s L, X ®5 M)

= {(uu,ul) | Up €g (X Rg L,X@s M),ul Enr (Wl,(X ®s L, X @5 M)k)} .

Es inmediato que g = 7z, donde 5, es como en el teorema I11.16.

Sea u = (1% 4!) : X ®5 L — X ®s M un morfismo en Rep.A. Por ITL17 podemos
definir una estructura de 4* —médulo sobre L y sobre M. Sea (f°,¢',h) la tinica
terna que bajo iy va en (u° u') . Denotemos por f!: W{¥ — (L, M), al morfismo de
A¥ — A ~bimédules que se obtiene de (¢!, k) al aplicar los isomorfismos de 11.17.

Afirmamos que f = (f°, f1}: L — M es un morfismo en Rep.A¥.

Por observacién 11,2.3 basta con probar la férmula de la definicién de morfismo
para w & W), para lo que tenemos que

w- (W (z@) —u{w - (z®)) =u' (6{w)) [z &

o0, equivalentemente,

w (28 0+ T;0,) 89 () ) - (181 + Ty, 00' (1)) (w- (@ 1)
! () 1]

Asi que, pata A € X*, tenemos por férmula HI.17.2 que

ARwer)* f21)— FP(ADw®z)*i)

e NPew o)) -(Iele ) (Aew- (zel)

e(w®@ DAt (6(w)) |z )

+owe (165, (584 (1) Gow o)

~a (@)X, @w- (p;(2) ® ¢ (v,) [ll)]

= fllans (8 (w))) 1]
+30we D) [(T8 g (1) () @w (e )]
~iowel) [Aow- (p; () ® o' (v,} [1])] -

Por otra parte,

il

(1)



FUuNTORES DE REDUCCION 86

A hewen)]
= fHla G+ laMNewa)l]+ ffOhowae()(],

lo que por II1.12 ¢y igual 2

M ars G @M+ 1 (TisA oy @) @ M@ wo z) )
—f(Tirewep@e) i,
y por ser f' un morfismo de AX — A% —bimédulos equivale a
7 {ons (6 (@) I+ 35 s () ' (1) [N @ w@ @) # ]
-3 (A®w®p, (=) *g" (v;)

= Flans G [+ 5,2 s @) ¢ (1) b @8 DN (@ (@)
~Yilewey(A8w (o ()@ (v) )

y por ser g' un morfismo de § ~ S—bimo6dulos lo anterior es

oo (5(w)) ] + 3, [a(v@f){(f@g (1)) (2 (b3 (@) M ®w- (2@ D)]]
5, (cwa D (A8 w- (o @) 8" (1) 1))

y puesto que 3, A (p; (z:)) A = Ap;, tenemos que lo anterior es igual a

flloa BN+ Efewe D {Ieg (y ))((Apj)?@w (@ D)]]
=3 lelv®l) (A®w (p; (®) @ ¢* (;) [ll))j

lo que es el resnltado de (1}, luego f es un morfismo en RepAY, y consecuente-
mente Fy es fiel y pleno.
|

Proposicién 21, Sean A = (R, W,6) un boes ¥y g X un mddulo S—completo, Sea
Fy : RepAX — RepA el funtor reduccion correspondiente. Si M € repA* y X tienc

k—dimensién finita entonces Fx (M) € repA. Sea W un R — R~sub-bimédulo de
W, se cumple que | M| x- g owenx = 1Ex (M) Iy ¥ ¢ax (M) = qa (Fx (M)).

Demostracién: De la proposicién 1.7.2 se sigue que
s (X* ®r W ®r X ®s M, M) g (W@RX@:S M, X ® M)

¥ que
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3(X*®RW1 ®RX®SM,M) Sp (W1®RX®5M,X®S M),

pot 1o que || M| x.g we.x = I1Fx (M) [l
Como pX es un médulo S5—completo hay k—isomorfismos

R{X ®s M, X @5 M) Zppex (X ®s M, X @ M) =25 (M, M) @5 (B* @5 M, M)

Luego

au(Fx (M) = dim (r (X ®5 M, X @5 M)) — dimy. (2 (Wo ®a X @5 M, X ®s M))
+ dimy, (g (W) @z X ®5 M, X ®g M))
= dimy (s (M, M)) + dimy, (5 (B* ®¢ M, M))
—dimy (¢ (X* @ Wo ®r X @5 M, M))
+dimg (5 (X* @r W) @ X @5 M, M))
= gax (M).

Lema 22. Sea X un mddulo S—admisible, entonces Tensg_p.al™" es equivalente a

RepC*X.

Demostracién: Teniendo en mente a 1173 y IIL18 definamos un funtor G -
Te‘ns.g_Modl'" — RepCX.

En objetos Gy (M) = M.

PuestoqueI'= 5@ B, seanng : I' = 5 y w5 : I' — B las proyecciones candnicas,
y g : B* -— I el monomorfismo inducido.

Consideremos los isomorfismos naturales de bimédulos

s(T"®s L, M) =g (S* ®s L, M) ®s (B* ®@g L, M) =g (L, M) @g (B*, (L, M),)g.

Podemos asociar a cada f' €¢ (™ &g L, M) el morfisino imagen bajo la sucesién
anterior de isomorfismos, esto es : Gy (f) = (f% f') = f definido como f°(I) =
fiims@lyy f1(¥){l] = f' (x5 (v) ® 1) para o' € B*,

- Sean las comultiplicaciones py : I™ - T @g ™y p: B* = B*®s B*. Por 114
Ho (M) = wg ® mg, y si pata v € B* denotamos v = ) (7'}, entonces py () =
Ts®7+y®@mns +ul(y)(rp®xp).

Ahora sea ¢’ €5 (T'* @5 M, N), entonces

[/ (1d® f') (1o ® Id)] (ms ® 1)
JId® fY(me@mg @) =g (ms @ f' (s ® 1))
LU =G @GN O

(Gi (g ® ) ()

B



FUNTORES BE REBUCCION 88

Por otro lado, siy =k (¥) y n(¥) = 24! @4

(Gilg® ) (]

=g (Id® [ Id)(v® )
=9’(Id®f')[(ﬂ’s®”!+'Y®7fs+#(’)’)(ﬂ3®?’ra))®l]

=g°f (MU +9' () PO+t (rp () £ (7 (v 1]
= (gf) (M

Por lo que composiciones van en composiciones. Si 1y : M -— M es la identidad
de M en Tensg_poa™, m & M y +' € B*, entonces

(G, (lM)) (m) =1y (ns@m) =ng(lp)m = ms{lg)m=1m
(G (1)} () ] = Loty () © 1) = 7' (irym = 0,

es decir, Gy (1pr) = (1d,0) . Hemos comprobado que G es un funtor.

Ahora definamos un funtor G : RepC* — Tensg_proql™.

En objetos G2 (M) = M. Si f = (% f'): L > M es un moxﬁsmo en Repcx
definimos el morfismo G2 (f) = f' : " ®@s L — M como f' ((srg,wh (' ) @) =
S+ e[

Puesto que G2 (G (/1)) = f' y GL (G (f)) = [, tenemos que G es un funtor y es
inverso de G). '

|

Proposicién 23. Sea X un mddulo S—admisible. Si S es semisimple y X es fini-
tamente generado como R—mddulo entonces X es 5—completo.

Demostracién: Consideremos a FS : RepC* — R — Mod y el funtor del lema
anterior Gy : Tensg_aoal™ — RepC¥ . Por corolario 1.21.1 § — Moeod es X —reducible.

Recordemos que I' = S®B. Sea {},v; | € {2,...,m} } una base dual de Bs. Sean
wg: ' —= Symg:T -~ B las proyecciones candnicas, 7 : B* -—— [ el monomorfismo
inducido e ¢g : B* — I'* la inyecci6n candnica. Definiendo v; = g (’y’?) P =B (p;)
paia j € {2,..,m}, v, = s y p, = (1s,0) obtenemos que {p;,v; {7 € {1,....m}}
es una base dual de I'g. Como en 1.21.1 tenemos el isomorfismo natural de S -
S--bimédulos que preserva composiciones

U =007 s (T"Qs L, M) ~p5 (X ®s5 L, X ®5 M)

el cual para f' €g (I @5 L, M) estd dado por
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(el = X;pEef (v;01)

$®JN(7"S®I +Z;>2P;(¢)®f’('¥3®£)

2@ (C1 (F))° (D + X ype 05 (@) @ (G (N (35} 1]
FEla (Mol

I

It

Es decir, el funtor inducido por ¥ entre Tensg_aoal ™ & Inducs_pogX © R— Mod
es igual a Fix Gy, Puesto que W y G son fieles y plenos tenemos que Fix es fiel ¥ pleno,
|

Proposicién 24. Sean pX; mddulos 5;—completos, parai € {1,2}. Supongamos
que sii # j entonces g (Inducs‘..-Mang, Inducg, - M,,dXJ-) = (). Entonces el R—mddulo
X=X aX;es 51 % .5'2—completo” .

Demostracion: Tenemos los isomorfismos de dlgebras

5 ¢ B 0 F S$,& B 0
_— 1 ) o 1 1
(r(X,X}) “( 0 Sgp@Bgﬂ’) —( 0 Sy & By

Sea § = 8, x 93. Tenernos el isomorfismo de § — §—bimodulos

$i18B. 0 N (S 0) (B 0
\ 0 Se®By )T\ 0 8 0 B,

luego X es S—admisible De hecho, RepC* & Rep{C*! x C*?) . Por proposi-
cién IL32, y usando su notacién, tenemos un isomorfismo de categorfas £, x F, :
RepCXt x RepC*? — RepCX.

Dada la hipétesis, podemos asegurar la existencia de un isomorfismo de cate-
gorfas & : Inducs,—moaXi % Inducg,_ prouXa — Inducg. pro4X, dado en objetos como
9 (X1 @ My, X, @ Ma)) = (X1 ® My) @ (X2 ® M)}, y en morfismos, digamos para
fl M X1 ®Ml — X1 @ N1 Y f2 N X2 b2y M2 -t X-z ®N2, como ﬂ((f},fg)) = fl & fz..

Aficmamos que el siguiente diagrama de funtores conmuta:

B, XK
RepCX x RepCXs "L RepcX
| R, ? 1=

Inducsl -—MoXm x Indur:gz_. MMX?_ — InducsMModX
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Para My € 5| — Mod y Mo &€ S5 — Mod tenemos que

(X1 @ My, Xz ® My)

O (FF, x Fg,) (M, M) =
= (Xl®M1)G§(X2®M2)EX®(M1®M2)

¥

Fy (F X qu) (M1, My) = Fx (M @ M) = X ® (M & Mz).

Bea {z},4; 17 € {1,.. ,n}} una base dual de (Xy)g, ¥ {22, X} }j € {n+1,..,1}}

una base dual de (X3), , entonces su union se puede identificada con {x;, A; | 5 € {1,...,

una base dual de X. Similarmente si {p}, v} | h € {1,..,5}} es una base dual de By
{p3, 72| he{s+1,.,t}} es una base dual de By, entonces su unién puede ser iden-
tificada con {py,,¥, | & € {1,...,¢}} una base dual de B.

Por otra parte, si fi = (fY, f1) : My — N es un morfismo en RepC%r y fo =
(£2, 71y : Mz —» N es un morfismo en RepC™2, tenemos, para 2 € X, my € My y
my € M, que

(Fx (B, % F,) (1 x 7))’ [z ® (my +mg)]
= z® (1 @ f) (my + ma)
+ Y oner 20 (2) @ (f] (B174) B £2 (€272)) [ + o)
= 2® (f) (m) + f§ (ms)) :
+ 3 oner 20 (2) ® f (e1yn) [ma] + Xonmy Pa (7) ® 13 (e2773) 2]
= (2e; ® [P () + 205, i (we) ® f1 (1) fma})
+ (zee ® fF (m2) -+ 30y £ (we2) ® f3 (7v3) [a])
= (¢ (FE x FE) (fi x £2)) & ® (my + ma)].

Similarmente verificamos, donde w € Wi, que

(Fx (B % By (% f2)' (@) 2@ (o + )
= Z!,-ml @ ((Fo, x F,) (/1 % f2)) (N @ w @ ) [y + e
(Chamo A hoave) m)
+ ( 0 fi@em fma]
( 1 2 ® fi (A ® we, @ eyz) [ml])
(9

I3

(pr:n-l—l 2} @ f3 (M @ wep @ epx) [mz])
(Fg x F&) (fix fz)) [z ® (my + mg)].

Se sigue que Fy es fiel y pleno.
|

11}
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Corolario 25. Sean g, X; mddulos S;—completos, para © € {1,2}. Entonces X =
X1 @ X, es un Ry x Ry—médulo S x Sy~completo.

Demostracidn: A través de las proyecciones m; : Iy x Re — Iy los X; adauieren
estructura de R} x Ip—modulo. Es claro que st ¢ 3 j entonces

RuxRy (Inducs.._M,,dXi, I'nducs; _proaX ,-) = {, por lo que aplicamos la proposicién
anterior,

|

ITI.4 Preservacién de triangularidad.

En esta seccidn veremos condiciones sobre X, un médulo §—admisible, para que
la construccién AX preserve triangularidad.

Definicién 26. Sea x X un médulo S—admisible, dirernos que X es S—triangular si
las siguientes condiciones se cumplen:

1. B=B®d..0 B, como § - $—bimddulos, y B,B= BB, =0y B;B+ BB; C
Bn @ G} B(i.._]_)u

20=XCX,C..CXy=X como R—S5-bimédulos. Ademds pediremos que
como S—mdédulos, X, = X; @ Ly, paxat = 0

3. Para todo p € B, y para cada > 1, se tiene que p{X;} € Xi1.

Lema 27. Sea g X un mdédulo S~—triangular, y consideremos los mapeos @ ; X* —
B*®@g X" ye: X -+ X ®g B*. Entonces tenemos que:

1. 2(X)) = 0. Para i > 2 se cumple que e (X;) € X;-, ®¢ B*.

2. Pama i € {0,1,...,m} definimos ¥,y = {A € X* | A(X;) = 0}. Entonces Y; es
un 5 — R—subbimédulo de X* y que a(Y;) € B* ®s Yy, para i > 1. En
particular, ¢ (Y1) = 0.

Demostracién:

1. Por II1.12.1 tenemos que

e{X;)=—3"p;(Xi}®; & Xy @s B
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2. Sea A € Yi-n, cOMO Xy, €5 un R—modulo tenemos que (sxr)(Xn) = s (ArXa)) =
80 = 0, por lo que Vi, C5 UR 5 — R—bimddulo.
Por hipétesis X = @iz, L; como S—médulos derechos. Sea {Zie, Ay | £ € {1, Fit}
una base dual de L. Scan 7 : X -+ [; Ias proyeccionos candnicas v Ay = )\Q'pr,-,
entonees {Tig Mg )i € {L,omb b€ {1,...,4i}} es una base dual de X. Ob-
servemos que si A € Yy, entonces A (p(z)) = 0 para todo z € Xue1- Luego,
para p € B, tenetos que A {p{1.)) # 0 s6lo puede cumplitse cuando ! > n+ 1.
Usande 11112 2 se tiene que, para A€ Yon

a(d) =302 (o5 (1"”)) 7Y ® X = 2isatl PR (Pi (mi,!)) ¥; ® A

Como Aie{Xns1) =0 cuando i > n+ 1, se sigue que los elementos Ay, que
aparecen en la expresion anterior de a{\), estan en Yn_n-1, POT lo que se
cumple ¢l enunciado, '

u *

Lema 28. Sea pX un mddulo S—triangular y ju + B* — B" ®s B* como en LI2
Entonces u(B}) =0y u(B}) € (Bi+. .+ Bt )®s{Bi+ .+ B} parai> 1.

Demostracién: Sea {p,,, i, |t € {L, ., 3:}} una base dual de B, ¢ € {1,..,n}.
Sean 7; : B -+ B las proyecciones candnicas, y sea Y, = Vi Mi; SNLONCES tenemos
que {pip Vi |1 € {1, ..,m},te{l, .y Ji}} s una base dual de B*. Por L9 tenemos
isomorfisinos

@ (B ® B)) 2 @:;(B;® Bi)" (B B)".

Recordemos de la observacién 1.1 que la comultiplicacién estd dada por ply) =
S 7l @42, tal que éste es el unico elemento que cumnple que 3, L (¥a(p)0) =
4{py - ) P2 todo p,pp € B. Sty € B}, entonces v(p, - pa) = 0, por lo que
p{y) = 0, luego ©(B}) = 0. Como B;B -+ BB; C Bu + - + By se sigue que si
4 € B, entonces ¥ (p1 - ps) = 0 cuando p, 0 py pertenece a B;, para j z 4. Asf que,
de la definicién de ¢, en 19, deducimos que en 7L, @ 2 no hay elementos de
B:+..+ B} '

|

Corolario 29. Sean A = (R,W,8) unbocs y X un médule §—triangular. Entonces
CX es un bocs K-R.

TESIS CON
FALLA DE QRIGEN
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Demostracién: Por definicién €% = (S, W7, 5%}, donde (Endp (X))® =T =
S@®B*, WE =0, WF = B* y § es la diferencial inducida por la comultiplicacién
i : B* — B* ®g B*. Por el lema anterior C¥ es un bocs triangular. Como W = (,
cualquier par de morfismos (¢°, ¢*) , donde ¢® €5 (L, M)y ¢' € Homs_s(B*,(L, M),),
s un morfismo en RepC¥, tuego C* es un bocs K-R.

]

Lema 30. Sean A = (R, W, §) un boes y p X un médulo S —-completo y S—triangular.
Sea f = (f f'): L — M un marfismo en Rep A y sea (u0,u') = Fx (f).

1. Entonces f° es una S—seccién (retraccién) si y sclo si u® es una R—seccicn

(retraccion). En particular, fO es un S--isomorfismo si y solo si u® es un
R~ isomorfismo.

2 Seag=(¢%g"): M — N un morfismo en RepA* y sea (v°,v') = Fx (g). Si

oyl

.UO
0 - X®sL — XQsM - X®N — 0
es tuna sucesion exacta que se divide en R — Mod entonces

D go

O - L - M - N = Q0

&5 una sucesion exacta que se divide en S — Mod.

Demostracién: Sea C¥ = (S, WS, 6%) . Puesto que W = 0, cualquier par de
morfismos (¢, ¢'}, donde ¢° €¢ (L, M) y ¢* € Homg_g (B*,(L, M),), es un morfismo
en RepCX.

Sea FZ : RepCX — R — Mod el funtor de 111.18. Como en cbservacién II1.1
sea f' = F, (f) = {7 fﬁg,) . Del diagrama conmutativo de funtores, de la misma

observacién, se sigue que u® = F ()

Puesto que X es S—completo tenemos que FY es fiel y pleno.

Sea ¢° €5 (M, L) tal que ¢°f° == Idy, por el corolario IIL29 RepC¥ es un bocs
K-R, asf que por 11.24 existe un moifismio b = (Id, h') : M — M’ en RepC¥ tal que
hf' = (f°0), luego (¢°,0) hf' = (Id,0). En tal caso Idxgr = FZ ({(¢,0)hf) =
FZ (g% 0) h}u®. Esto prueba quessi f° es una S--seccién entonces u° es una R—seccion.

Sea v : X @s M — X ®s L tal que v°u° = Idygr. Hay un tinico morfismo
g = (", ¢") : M — L de RepC* tal que FY (¢) = 1°. Luego, ldxgr = v"u® =
FE(a) FE(f) = FZ {af).
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Entonces (Idy,,0) = qf" = (¢°f° (¢f')') - Se sigue que si «® ¢s una R—scecion
cntonees f% es una S—seecidn.

De manera, similar se prueba que u® es una R—retraccién si y sélo si f® es una
S—retraccidn. '

Vayamos al dltimo inciso.

Supongamos que hay B—morfismos g : X@sM — X@sLyp: X@sN - X @M
tales que gp = 0, v%° = 0, qu = Idxg.r, v’ = Idxgon ¥ £v° +ulq = Tdxgom.

Como F¢ es fiel y pleno, hay morfismos tinicos (¢°,¢') : M — Ly (3°p) : N —
M tales que FS ((¢°,¢")) = ¢ ¥ FS((p°, ")) = p. Asi que, por fidelidad y plenitud,
obtenemos que

(Q‘ ) (% p ) = (0,0), luego ¢%" = 0,

(9%,8") (f% f) = (0,0), luego ¢°f* = 0

( )f' (£dr,0), luego ¢°f° = Idy,

( p') = (IdN,O) luego ¢%° = ldw, ¥
f’ (@ 9") + (P°,p") ¢’ = (Idas, 0}, Tuego 2%+ p° ¢® = Idy.
Entonces,
r 9

0 - L M -> N -0

es exacta que se divide en 5 — Mod.
]

Proposicién 31. Sea A = (R, W,5) un bocs y sea X un médulo S—admisible.
Entonces se satisface lo siguiente:

1. Si A es triangular y X es S—triangular, entonces AX es triangular.

2. Si A esunbocs K-R y g X es §—triangular y completo, entonces AX es un bocs
K-R.

Demostracién: Consideremos las filtraciones 0 = WiCWiC . cWi=Wy
0=WPCW!C. CW?=W que hacen triangular al boes A. Sean Bl @.. &8, =
B,0=XsCX1C .. QXm=XyO-$Yu§Y1 C...C Y =X*comoen IIL26 y
IIL27. Para0 £ ¢ < m, 0 < u < r, 0 < j < m consideremos los 5 — 5--sub-bimédulos
de X" ®@r Wy @5 X de la forma

W ((hw ) = (A@uw®z A€ Yow € W o € X;)y = VidsWiRsX;.

Denotaremos por (Wé)h al §—5 -sub-bimédulo generado por todos los Wy ({4, 4, 5))
tales que i+ 2mu + 7 < h. _
La filtracién previa induce una filtracién:
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= (W)’ S (W) € C (W) =X ®aWodr X

Pua0<i<m, 0<t<s,0< j < m, consideremos los § — S—sub-bimédulos
de X* @ W, &g X de la forma

Wi ((i57) = (A@uw®z | A € Yiw e Wi,z € Xj)5 = Yi®sWi@sX;,

Denotaremes por (W{)l al §~ S—subbimédulo generado por todos los W) ((4, ¢, 7))
coni+2mt+j <l

Sea W (d) = ®icaBf paxa 1 < d < n, y W, (0) = 0. Recordemos que W;¥ =
(X*®r W) ®g X} & B*. Se induce la filtracién

0=W (O SWIC. . CWS W) eB < .C(W)es =W

Afiimamos que las dos filtiaciones presentadas hacen que A% sea triangular.

Sea A/, la subslgebra de A (4%} generada por (W) " |y A, lasubdlgebra de A (4)
generada por Wy

Recordemos de [I1.14 que

FOower)=a(N)Q@wdr+arn (§w)+ (-1} @A@we(z),y 6% (v) =
piy) siye B

Asf que aplicando [II 27 obtenemos, para i+ 2mu+j < h,con b4, >0, A€ ¥;
¥y x € X, que

& (Wo (i, w,9)) , .

C B*®sWoli — 1,u,5) + arg (A1 B aWi®pAu1 ) + Wo (tyu, )~ 1) ®sB*
CWX&sAl_, +an, (A-u_1®RW1®HAu 1)+ AL ®s W

C Ay 1 @sW{GsA,_ 3 + ary (Aur@rWi@pA 1) . (#)

Ahora bien, sean wy, .., wy, v, ..., w, € Wg™ y v € Wy. Tenemos por IIL13 que

(W G.. QuQUBw ®... ®w)
=3, A0WBE, @M, @ BA, By BT, @, QVR .. B Ay, O U, Q.

Luego
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grid, @up®z, ) <m+2m{u—1)+m < 2mu < h.

Asf que (*) estd contenida en A},_,@sW{f®sA,_, .

Consideremos la parte de grado uno. Sea W [d] el A{A*) — A(AX)—subbimédulo
de B* generado por W, (d), es decir que W, {d] = (W;(d)) AAXY - Por II1.27 tenemos
que

& (W) (d)) = 6% (:uB}) G (B +...+ By_)) ®s (B + .. + B}_,)
C W, [d- 1] &sW; [d—1].

Sean (W]) {i] = ( (W) & B >AW} y Wi(t) = (Wi)an Porai+2me+j<l,
con h,i,§ >0, AE€Y; y z € X tenemos, por I11.26, que

&% (W] G, 1, 5))
- B*®SW; (2 - lat: 7) + L2 5% (6 (Wlt)) + er (’iataj - 1)®SB*
g B'@s (W)l =1+, (Wit~ 1) &Wr {8~ 1)) + (W) {1 -- 1]&sB*
< (W) [[-1]&s (W;) [ =1+ 0. (Wi (t - 1) @i (t - 1))
c (W) L - 1] &s (W) | ~ 1] + (X@sWi R X) &g (X RsWI R X) . (#%)

Para A€ X*, 2 € X y w € W{™! tenemos que
gr(A@u®zy<m+2m(t —1)+m < 2mt < h.

Asi que (#*) estd contenida en (W)) [l - 1] &g (W;) [I ~ 1}

Con esto hemos comprobado la triangularidad de A%,

Ahora supongamos que A es un bocs K-R y que pX es S—triangular y completo.

En la IIL20 vimos que Fy es fiel y pleno, ¥ que si (£, 7p) €s ¢l par de IIL16 que
enmarca a F, entonces 7, es biyectiva.

Por I11.30 tenemos que si i, ({f*, f1)) = (% ¢*) , entonces g° es un R—~isomorfismo
si y sélo si f7 es un S—isomoifismo.

Por II1.17.1 se cumple &l axioma I1.30.4.

El axioma I1.30.5 se cumple dado que n,. estd definido en morfismos en la imagen
de Fy, y si algiin objeto en Im Fyy también se encuentra en RepA, por HI1.17.1 estd en
Im F

Luego A* es un boes K-R.

|
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Corolario 32. Sean pX; mdédulos S;— triangulares, parat € {1,2}. Supongamos gue
si i # 7 entonces g (Inducs‘_M,,dX,-,Inducsj_.MmX,-) = (. Entonces el R—mdédulo
X =X, 8 X, es 81 x Sp—triangular.

Demostracién: Como se prueba al principio de la prueba de IIL24, X es 5} x
Ss—admisible.

Sean By = (B)), @ .. ®(B1),, y 0= (X1}, € (Xi), € - & (M), = X1 1a
descomposicién y la filtracion asociada a Xi, y sean By = (Bs), @ ... ® (Bg),,, y 0=
(X2)p € (Xy), € .. C {X2},,, = X2 la descomposicién y la filtracién asociada a X.
Sean 7 = min (1, n2), 7 = max(ng,ne}, m = min(my, me} y m’ = max (m,, ma).
Sin =m entonces sea i = 1, j = 2, en caso contrario sea ¢ = 2, j = 1. Similarmente,
Si m = m, entonces sea b= 1,1 =2, en caso contrariosea h =2, 1 = 1.

No es dificil verificar que la descomposicién de § — §—bimédulos

BigB; .
= [(B1); @ (Ba),]@. @ [(B1), © (Ba), | @](B)), @ (By),, |08, & (B)),]

y la filtracién

0= [(X1)o® (Xa)o) C [(X2) ® ()i € . € [(X)u® (Xa)] €
C [(Xn)y @ (Xl ] € - € [(Xn), @ (XD,

hacen que X sea 51 x S;—triangular,

n

Corolario 33. Sean p X; moédulos S;— triangulares, psuﬁz' € {1,2}. Entonces X =
X1 @ Xz es un By x Ry—médulo Sy x Sy~triangular.

Necesitaremos algunos resultados de la teorfa de anillos.

Definicién 34. (2 5.28{Ro]) Sea R una k—4slgebra de dimensién finita, Decimos que
R es separable si R®yx L es semisimple artiniana para toda extension de campo L de
k.

Definicién 35. (5.3 6 [Ro]) Sean C una k-dlgebra conmutativa y R una C—4lgebra.
Decimos que R es C—separable si R es proyectivo como R ®¢ RP—mdédulo.

Teorema 36. (5.3 18 [Ro]) R es k—separable en el sentido de II.34 s5i y sdlo si lo
es en el sentido de 1135,
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Proposicién 37. Si R vy S son k—4dlgebras semisimples de dimension finita, con k
un campe perfecto, entonces R ®, S es semisimple artiniana.

- Demostracién: Por ejercicio 2 5.8 [Ro] se tiene que si k es perfecto y R es una
k—&lgebra semisimple artiniana, entonces K es k--separable. Por proposicién 5.3.10
(i) [Ro] se sigue que R @ 5 es k ®, k—separable, luego, por II1.36 es semisimple
artiniana.

|

Teorema 38. Sea k un campo perfecto y R una k-algebra. Sea X un R—médulo
izquicrdo de k--dimension finita. Entonces X es S—triangular y S—completo, con
S (Bndg (X)” /rad ((Endg (X)),

Demostracién: Por el Teorema de Wedderburn-Malcev (5.3 20 [Ro]) tenemos
que ' = {Endg (X))” = S & rad ((Endg (X))™) ¥ que 5 es semisimple, luego por
I11.23 X es S—completo. Para obtener la §~triangularidad veamos que si radl’ tiene
grado de nilpotencia n + 1 entonces

1. Tenemos una filtracién 0 C (radl’)* C ... C radl’ = B. Por proposicion 1IL.37
tenemos que § ®; S es semisimple, luego hay S — S—bimédulos B; tales
que B, = (radl)™, y los cuales satisfacen que (radl')' = (radl)**' @ B;. A
fortiori los B; son proyectives y fg. como S—mddulos derechos. Tenemos que
BpB = (radl')" (radl') = 0 y BB, = {radl’} (radl’)* = 0. Ademis,

(radly'+?

BB + BB; C (radl'} (radl’) + (radl’) (radf’)’ =
= @b

2. Sea X; = (radD)" (X} y X, = X, entonces se cumple que 0 = X, C
X1 € .. € Xy = X como R — S—himédulos, donde cada X; es finitamente
generado y proyectivo como S~mdédulo, ¥ que como S—mdédules, X;1, =X, @
L.

3. También es claro que para todo p € B,y cadai > 1, setiene que p{Xi) € Xy

I11.5 Endolongitud y funtores de reduccion.
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Definicién 39. Sea A = (R, W,8) un bocs. Sea M un objeto de RepA y Ey =
{1 (f% Y € Bnd 4 (M)} . Luego Ey es un subanillo de Endg (M), y M es un
Ef—mddulo con accién mf = f(m). Decimos que la endolongitud de M es la
longitud que tiene como E\f—mddulo, y la denotaremos por endolen(M) .

Definicién 40. Sea A = (B, W,8) un bocs y sea e = (ey, ..., £a) un vector de idem-
potentes para R, esto es, por definicién, una descomposicion 1 = 3 1., & del uno de
la k—dlgebra R en suma de idempotentes ortogonales. Notemos que si M € RepA,
por definicién de E3, hay morfismos de anillos @; : B — (Endege, (&:M))7 . Ast
que tiene sentido considerar la longitud l; de e;M como E3f—mddulo. Denotaremos
enfonces,

e —dimd = {{;,...,1,).

Observacién II1.2: Notemos que si M 2 N, entonces g - dimM = ¢ - dimN,
pues por observaciéu 11.2.1, tenemos que si f = (f°, f!) : M —» N es un isomorfismo
en RepA entonces f® es un isomorfismo, asi que una filtracién como Eyf-—mdédulo
de e;M se corresponde de manera tnica, a través de f°, a una ﬁltra(:lén COMo
E¥—médulo de ¢;N.

Lema 41. Sean A = (R,W,§) un bocs triangular y e = (e, ...,e,) un vector de
idempotentes para R. Sea j € {1,.,n}, e = 1 —¢;, A. = {R.,W.,8.) el bocs
asociado al funtor eliminacion del idempotente € . F; . RepA; — RepA. Entonces,
€ = (ey,...,€j-1,€j41, ..., €n) €3 un vector de idempotentes para R, y si M' € RepA,,
tenemos:

¢ —dimM' = (l,.... iy, iy, . In) 81y s6lo si
e— dunF (M) = (11, 3.“1,0 fj.{,.l,...”,l") B

Demostracién: Por II1.3.2 la imagen de F; es la subcategorfa de RepA con-
stituida por aquellos objetos M tales que e;M = 0, asf que existe M’ € RepA,
tal que M = F, (M’). Recordemos que M es M considerado como R—médulo, y
que si f = (f° fY) € Bndg, (M') entonces (F. (f))° no es més que f° visto como
R-morfismo. Luego, parai # 3,

e C .. CeM, =e M

es una Ey, ~filtracion si y solo si es una Ejf—filtracién, por lo que se cumple el
enunciado.
=
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Lema 42. Sean A = (R, W,§) un bocs iriangular y e = (e, ...,&.) un vector de
idempotentes para R. Sea A, = (R, W,,8,) ¢l bocs asociado al funtor regularizacion
F.: RepA, — RepA. Entonces, para cada M’ € RepA,,

e~ dimM’' =e — dimF, (M').

Demostracién: Similar al lema anterior.

||
Lema 43. Sea A = (R, W,6) un bocs triangular y e = {ei,..,e,) un vector de
idempotentes para R. Supongamos que W, = Wé” & Wé2), ) (Wél)) =0, R =
TR{Wﬂm). Sean entonces Ay = (R, Wy, 8y) el bocs asociado al funtor absorcién Fy -
RepAy — RepA. Entonces, para cada M' € RepAp

e~ dimM’' = e — dimF, (M.

Demostracién: s inmediato que {ey, ...,e,) es un vector de idempotentes de
R'. Ademds, de la prueba de 11183 deducimos que gfM’ =5 Fy (M'), por lo que
e;M' = E;Fa (M') ”

Como en las pruebas anteriores, si f = (f°, f1) € Bnd.a, (M’) entonces (Fy {f))°
no es més que f0 visto como R—morfismo. Luego, paia i # j,

eM; C ... C M, =M

es una Ep, —filtiacion si y sélo si es una Ef—filtracién, por lo que se cumple el
enunciado.
||

Proposicién 44. Sea A = (R, W, ) un boes triangular con vector de idempotentes
€ = (€1, ..., &n) . Sea pX un médulo S—triangular donde 8 = Dy x ... % Dy, con D, una
k--dlgebra de division, Sea e’ = (e}, .., €),) el vector de idempotentes para S asociado
a Ja descomposicién § = Dy X ... X Dy, y sea o} = dimp, (e, Xe]) parat € {1,...,n}
ei € {1,..,m}. Sea Fy : RepAX — RepA el funtor de reduccién asociado a X.
Entonces, si M’ € RepA* tiene e -- dimM’ = (I}, ..,I! ), tendremos que

e—dimPy (M) = (3" aill,.. 5" aill)

Demostracidn: Usando la notacién y las férmulas de 1I1.15.2 y I1.15 3 tenemos
que si (f% f') es un automorfismo de M’ en RepA¥, entonces Fx ((f°, 1)) = (0, u!)
es un automorfismo de M = Fiy (M) = X @5 M’ en RepA, v que
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W w®@my=z® fO(m)+ 3,0 (=) & f* () Im].
Defnimos, r(z ®m) = T, 25 (=) @ /1 (1) ). As,
wW=1@ % +r

Sea 0= X"C X' C..C X?= X la filtracién de R — S~—bimédulos considerada
en la definicién de S—triangnlaridad. Por comodidad usamos superindices en lugar
de subindices. Recordemos que para toda p € B, se cumple que p (X") C X5-1,
luego r (e X" ®g M') C e, X"~ @s M’ (x). De esto se sigue que los e, X* ®g M’ son
EF-—-médulos y EJF,—médulos. Mas atin, de () se sigue, paxa h € {0,..,g— 1}, que

Lo (X! @s M /e, X" @5 M') = lesr, (XM @5 M' /e, X" @y M)

También por (*) las sucesiones

t— E;Xh Rg M — 8£Xh+1 Rg M — (81;Xh+1 Rz M'/eth ®S M’) —

son exactas de Eg,’}’ —mddulos y exactas de E:ﬁ, —médulos. Luego, inductivamente
demostramos que g (e,X* ®s M) = Igen, (e X" @sM'), para h € {1,..,g} : el
caso h = 1 ya fue conternplado anterioymente, asf que basta con ver que si suponemos
cierto el enunciado para h, entonces, por las sucesiones exactas presentadas, tenermos
que

lﬂﬁ (ELX’H-I ®s M,) EER'? (etXh ®S M') -+ iﬁ';‘f (etXh-f-l ®5' M,/eiXh ®S M,)
Lz, (ecX" ®s M) + Lige, (e X @5 M’ /e, X* @5 M)

ZE“;?, (Bth"H @z Mt) .

I

Asi que, para h € {1,..,q}

length ger, (e X* ®s M) lengthge (e.X" ®s M)

lengthger (B 6. X "¢} ®s ejM’)
Yo dimp; (e, X"e}) lengthgoe (elM')
E:il dimp; (E;X"E;) l;

il

I

]
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L.uego, lengthpe, (X ®s M') =372, ofl;.

Observacion I11.3: Las condiciones de la proposicién anterior son satisfechas
cuando se cumplen las hipétesis de II1.38 y R es bdsica.

Observacién I11.4: Consideremos a Z%, (I3, ..., I,) un elemento arbitrario de Z»
v las siguientes transformaciones:

tg, + Z" - Z" dada como tp, (I, 0a)) = (b lic1 0,0 n bn) PaYa © €
{1,..,n+1},

tp : Z" — Z™ dada como la identidad,

tp, : 2™ — 2" dada como la identidad,

tre 1 2"~ Z™ dada como tp, (b, ) = (i) @ik, o) oney 8kali) para en-
teros ai. ‘

Lo que hemos mostrado de 11141 a J11.44 es que

tp, (e dimM') = e—dimF, (M),
tr (e —dimM"Y = e—dinF, (M),
tr, (e — dimM') = e--dimFy (M)},
tm = dimM)) = e dinPy (M),

II1.6 Bocses salvajes.

Sea ¥ la categoria de k (z,y) ~mddulos izquierdos de dimensién finita sobre k.
Para motivar la siguiente definicién véase 3.6 de [LRS].

Definicién 45. Decimos que el boes A = (R, W,8) es de tipo de representacion
salvaje, o que es salvaje, si existe un A{A) — k{z,y) —bimédulo M, finitamente
generado como k (,y) —médulo, tal que el funtor composicion G = E [M @y -} :
Y — repA{A) — repA, donde E denota la inmersidn candnica, preserva inescindibles
¥ clases de isomorffa. En lo sucesivo denotaremos a G simplemente como M @y y)

Por supuesto que esta definicién incluye el caso 4 = (R,0,0), y para €l cual
RepA =R — Mod.

Lema 46. Sea .4 = (R, W,6) un bocs K-R, y sea W, un R — R—sumando directo
de Wy tal que 8 (W;) = 0. Sea M un objeto de repA y A’ la subdlgebra Typ(Wy) de
A(A). St M es inescindible como A'—mddulo entonces es inescindible en repA

Demaostracién: Supongamos que M es inescindible como A'-mdédulo vy que
f=10"f: M — M es un morfismo idempotente en repA. Como (5 = f
tenemos que (f%)° = fO. Por hipétesis & (Wy) = 0, asf que f* € Endy (M), y
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como es idempotente, fO sélo puede ser la identidad o el morfismo cero. Si f es un
isomorfismo del lema I11.25 se sigue que f es un isomorfismo, y asi f = Ids en rep A.
Si f° = 0 por 11.19 f es nilpotente, y por ser idempotente es el morfismo (0,0} .

|

Proposicién 47. Sea A = (B, W,8) un bocs K-R, y sea W, un R — R—sumando
directo de Wy, tal que § (Wy) = 0. Sea A' la subdlgebra Tu(Wy) de A(A). 5i A’ es
salvaje entonces A es salvaje.

Demostracién: Sea M un A’ — k (x,y) —bimddulo, el cual es finitamente gene-
rado como k (z,y) —médule, tal que el funtor Go = M @iz, -1 L — repA’ preserva
inescindibles y clases de isomorffa. Hay una retraccién de anillos A4 (A} — A, asf
que se induce una retraccién de funtores r : A’ - Mod ~ A(A) — Mod por V.12
de {M]. Luego hay un funtor G = rGq : £ — repd, dado en objetos como G(Y) =
(M ey Y) =7 (M)Buizy Y, v en moxfismos g de T, como F (g) = (r (Go (9)), 0}
Se cumple que 7 (M) es finitamente generado como % {z,y) ~-mddulo, pues tiene la
misma & {z, y) —estructura que M. Por el lema 1146, como r es retraccion, se tiene
que F preserva inescindibles. ' :

Supongamos que b= (A%, BY) : 7 (M) @ipogyY —~ 7 (M) ®poyy Y’ es un isomorfismo
en repA, por observacién IL2.1 k% es un isomorfismo. Como & (W,) = 0 se sigue que
RY es un isomorfismo en A’ — Mod, asf que por hipétesis ¥ y Y” son isomorfos en .
Luego F preserva clases de isomorfia.

|

Proposicién 48. Sean A = (R, W,8} un boes y {ng,m), conng : B — Iy
W — W, un par graduado como en IIL1. Sea A’ = (R',W’,§) el bocs inducido
y F': RepA’ — RepA el encaje asociado, como en 1112 1. Supongamos que F' es
pleno. Luego, si A’ es salvaje entonces A es salvaje.

Demostracion: Sea M un A(A') — & {z,y) -bimédulo, finitamente generado
como k (z,y} —médulo, de manera tal que el funtor G = M @y -+ L~ repA’
preserva inescindibles y clases de isomortia.

Sean : Tr (W) — Th (W) el epimorfismo inducido, el cual es un moifismo de boc-
ses. Sead : A{A)@p M — M el R'—morfismo que da estructura de A (A"} ~médulo
aM,ysead: A{A)@rM — M el R—morfismo que es la A (4) —estructura inducida
por n. Ahora bien, si Y € X, entonces la A (A") —estructura de M ®yy. ) Y estd dada
poi & ® Idy. Luego la A(A) —estructura inducida por n es &, = 8 ® Idy, es decir,
FGY)) = F (M) @ Y-

Si f=(ffY+ M — N es un morfismo en RepA' entonces F' ((f°, f*)} =
(f°, f'n). Luego, si g: ¥ -+ Y es un morfismo en £ tenemos que

F(G(g)=F(ldy®g,0)= (Idpf(M) @ g, U) .
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Concluimos que hay un funtor Gp = F' (M) @xiyy -+ & — repA el cual es
naturalmente isomorfo a /G, y puesto que en el contexto de la hipétesis F* es fiel y
pleno, tenemos que F'G preserva inescindibles y clases de isomorfia,

|

Corolario 49. Sea 4 = (R, W,8) un bocs y sea F, : RepA, — RepA el funtor
eliminacicn de idempotentes. Si A, es salvaje entonces A es salvaje.

Corolario 50. Sea A = (R, W,6) un bocs y sea F, : RepA, — RepA &l funtor
regularizacién. Si A, es salvaje entonces A es salvaje.

Proposicién 51, Sea A = (R,W,§) un bocs y sea Fp 1 RepAy — RepA el funtor
absorcidn. Si Ay es salvaje, entonces A es salvaje.

Demostracién: Se sigue de que Fy es un isomorfismo de categorfas.
||

Proposicion 52, Sea A = (R, W, ) un bocs y sea g X un mdédulo 5—completo. Sea
Fyx : Rep A% — RepA el funtor reduccién asociado 2 X. Si A¥ es salvaje, entonces
A es salvaje.

Demostracién: Sea M un A (AX) ~ k{(z,y) ~-bimddulo, finitamente generado
como k (z,y) —médulo, de manera tal que el funtor & = M @y -1 L — repAX
preserva inescindibles y clases de isomorfia,

Sea {;, A | ¢ €} una base dual finita de Xg Sea N un objeto en RepA*

¥« A (AX) Ry N — Nsu A (.AX ) —estiuctura.  Tenemos por I11.17.2 que la
A{A) —estructwia de Fy (V) estd dada por

a-(z@n)=3%,2:@ . (a)*n

para @ € A(A). Asf que la A (A) —estructura de Fx (M) Qpyy ¥ estd dada por

o (Z@m)@y=(3 r@ay.{e)+m)Qy

y la A(A) —estructura de Fx (M @y Y) estd dada por

a (x@mBy)) =3 x@an.(a)»(mOY) = (L 2:@ar.(a) xm) @y



FUNTORES DE REDUCCION 105

por lo que Fix (M @y Y) = Fx (M) ®ppapy Yo
Sig:Y — Y es un morfismo en ¥ tenemos por [11.15.2 3y 111153 que

Fx (G (g)) = Fx ({(Idy 9,0)) = (Idx ® Idas @ 9,0) = (Jdxau ® 9,0).

Se sigue que hay un funtor Gp = Fx (M) @y -+ B ~ repA, el cual es natural-
mente isomorfo a FxG, y puesto que Fy es fiel y pleno, tenemos que Fx G preserva
inescindibles y clases de isomorfia. Como My, v Xs son finitamente generados,
tenemos que Fx (M), ., es finitamente generado.

|
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Capitulo IV
Estructuras exactas.

IV.1 Estructuras exactas y funtores exactos.

Recordemos que una categoria C es preaditiva si para cada par de objetos A, B en
C, el conjunto de morfismos Homg (A4, B) es un grupo abeliano, y para cada terna de
objetos A, B, C en C, la composicién de morfismos Home (4, B} x Home (B, ) —
Homg (A, C) es Z—Dbilineal. Si ademds C tiene sumas directas finitas, y abjeto cero,
entonces C es aditiva. En los siguientes nueve enunciados € serd una categorfa aditiva.

Definicién 1. Sea (i,'d) una pareja de morfismos en C con cemposicién

i d
X =Y —= 2
Decimos que i es un micleo de d si di = 0 y para todo morfismot : M — Y tal que
dt = 0, existe un tnico morfismo s : M — X tal que t = is. A su vez, d es comicleo
dei st di = 0 y si para todo morfismo p : Y — N tal que pi = 0, existe un dnico
morfismo ¢ : Z — N tal que p = gd.

Nétese que un niicleo es un monomorfismo, ¥ un condcleo es un epimorfismo.
Mads ain, para un motrfismo dado, en caso de existir su micleo éste es nico salvo
isomorfismo, v en caso de existir su condcleo éste es dnico salvo isomorfismo,

Definicidn 2. Sea {1,d) una pareja de morfismos en C con composicién

i )

X - Y = Z
diremos que (i, d) es una pareja exacta si 4 es micleo de d, y d es coniicleo de 1.
Definicién 3. Un morfiemo entre pargjas exactas (i, d) e (io, dg}, €3 una terna (f, g, h)

de morfismos que hacen conmutar el siguiente diagrama:

X = Y = Z
fi | hl
Xo = Yo = 2
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Definicién 4. Decimos que un morfismo entre parejas exactas es un isomorfismo si
cada uno de los elementos de la terna es un isomorfismo.

Luego, la relacién de isomotifa s una relacién de equivalencia,
Proposicién 5. Sea (f, g, h) : (§,d) — (io, do) un morfismo de parejas exactas:
1. Si f, h son monomorfismos, entonces g es un monomorfismo.

2. 5i f,h son epimorfismos, entonces g ¢s un epimorfismo.
Demostracion: Tengamos en mente ¢l diagrama de la definicién IV.3.

1. Sea £t : M — Y tal que gt = 0, entonces 0 = dogt = hdf. Puesto que A es un
monomorfismo, se sigue que di = 0, y asf existe un tinico s : M — X tal que
is = t. Luego 0 = gt = gis = 4pfs, ¥ como ixf es un moncmorfisino tenemos
quel=syquet=0

2. Dual

Definicidén 6. Una estructura exacta £ para la categorfa C es una clase de parejas
exactas ¢ cerrada bajo isomorfismes. Una conflacién es una pareja exacta (1,d) en g
en tal caso lamamos a 1 inflacidn y a d deflacién.

Definicién 7. ([GR]) Una categoria exacta es un par (C,&), donde ¢ es una estruc-
tura exacta para C, que satisface el conjunto G R de axiomas sigulente:

1. La composicién de dos deflaciones es una deflacicon.

2. Paracada f € Home(Z, Z) vy cada deflaciénd 1 Y — Z, hayung € Home(¥,,Y)
v una deflacién dy : Yo — Zy tal que dg = fdy.

3. Las identidades son deflaciones, si dp es una deflacidn, entonces d es una de-
flacion.

4. Las identidades son inflaciones, si pt es una inflacion, entonces i es una inflacion.

Teorema 8. (Keller) Sea (f,9,h) : (3,d) — (io,ds) un morfismo de conflaciones. Si
F ¥ h son morfismos identidad, entonces g es un isomorfismo,
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Demostracién: Es el paso 2, pag.31, de ([DRSS]).
|
Definicién 9. Consideremos el siguiente conjunto K de axiomas para un par {C, ) :
1. 1y es una deflacién.

2. Composicitn de deflaciones es una deflacion.

8. Para todo h € Homp(Z, Zy) v toda deflacion dy € Home(Ys, ) bay un pull-

back
d
Y —= Z
9] 4 1°
Yo — Zy

donde d es una deflacién.

4. Para todo f € Home{X,Xo) ¥ toda inflacién i € Home(X,Y) hay un pushout

X —- Y

fi P
Xg — Yu

donde i¢ es una inflacién.

5. Las retracciones en C tienen nicleos.

Teorema 10. (Keller [DRSS]) Para un par (C, ), los siguientes conjuntos de ax-
iomas son equivalentes:

LK

2. K™
3. GR
4. GR*

Ahora construyamos una estructura exacta para Rep.A cuando A4 es un bocs.
Recordemos que por observacion 11.2.2 RepA es una categorfa aditiva.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN |
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Definicion 11. 5.4 es un bocs, denotaremos por £ 4 a la clase formada por aquellos
pares de morfismos con composicién,

[

!
L - M - N
tales que gf = 0 y la sucesion de R—mddulos

i 9°

0 L - M - N — 0
eg exacta que se divide.

Probaremos que {RepA,c4) es una categoria exacta, si .4 es un boes K-R, pero
primero veremos que €4 consta de pares exactos de RepA.

Lerna 12. Sea A un bocs, entonces €4 es cerrada bajo isomorfismos.

Demostracion: Sea {f, ¢) un elemento de £ 4, ¥ consideremos ¢l isomorfismo de
patejas exactas

f @
L - M —- N
hy i hyp l ha ‘L
Lo - Mo — Ng..
v,

u

Como (0 = hzgf = vuhy ¥y hy es un isomorfismo, tenemos que wu = 0, Por
observacion 11.2.1 A9, hY ¥ 2§ son R—isomorfismos, asi que (u?,4%) es exacta corta
que se divide.

|

Definicién 13. Dos pates (f,9),(f',¢') € ca son equivalentes, si y solo si hay un
isomorfismo h que hace conmutativo el siguienie diagrama en RepA :

J g
L -— M - N

b f
L — M - N

r g

Lema 14. {Ovsienko} Sea A un bocs K-R. Cada par (f,g) € €, en donde f =
(%1, 9= ") ¥y
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f 2
L - M — N,

os equivalente o un par ey €4 de ta forma

(ro.ny ("N
L - M - N.

Demostracion: Sea z = ({f°, f1),(g% ¢")) un elemento de 4.
Como f° es una R—seccién, tenemos por 11.24 un isomorfismo b = (Id,h') 1 M —»
M’ tal que b f = (f°,0), es decir que tenemos la equivalencia de pares de ¢4

(2.1 (99"}
— M —
(rd0) | B (a0) |
L - M - N.
{°0) (s°»)

De la misma manera, como ¢° os una R—retraccién, por 11.23 hay un isomor-
fismo h = (Id,h') : M" — M tal que gh = (¢°,0), es decit que ahora tenemos la
equivalencia de pares de g4

(%) (9°.0)

L - MY = N
(1d,0) l hl {1d,0) l
L — M - N,
(s0.04) (s"9")

Consideremos a todos los pares de £ 4 equivalentes a = que son de la forma

(o0 (9%
L - M —= N

o de la forma

(£} (5°,0)
L - M -

Sea 0 = WP C W}l € ..C Wy =W, la filtracién de grado 1 relacionada a la
triangularidad. A un par ' € g4 del primer tipo asociémosle el mimeio i, definido
como el maximo valor para el que » (W}) = 0, y a un par 2” € g4 del segundo tipo, el
ntimero j», definido como el maximo valor para el cual u (W{} = 0. Sea n &l maximo
de todos los posibles valoves ix ¥ Jur, 8l n = s el enunciado es cierto. Supongamos
que n < § Y que n = iy para algin par ' € €4, como antes, por I1.23 tenemos una
equivalencia de pares de €4
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(7o) (9%.0)

L - M - N
(140) | n| (140} |
L — M"Y - N
() @)

para la cual h! (w) = —qv (w) cuando w € W;* ™, donde g € (N, M’) es tal
que g°¢ = Id. Puesto que 0 = ({¢°,v) (/°, O (w) = v (w) fO, tenemos que, para
we Wit ‘

0= (h(f%u)’ (w) = h* (w) f° + Idu! (w) = —qu (w) F* + " (w) = u* (w),

lo que contradice la maximalidad de n. Sin < gy n = j,» para algin par z” € g4,
como antes, tenemos una equivalencia de pares de £,4, por 1124

(Iovu) (!Joxn)

L - M - N
(1d,0) | ) (rag) y
L . N
(72,0) ()

para la cual A (w) = u(w) (—¢) cuando w € W', donde ¢ € (M*, L) es tal

que ¢f° = Id. Puesto que 0 = {(¢°,0) {(#%u))' (w) = g% (w), tenemos que, para
we Wi‘r_:u-i-l

0= ((g"v) h}' (w) = g (w) + v (w) Id = g°u(w) (=) + v (w) = v (w)

o que contradice la maximalidad de n.
|

Lema 15. Sea A un bocs K-R y supongamos que

IU y()

L - M —- N

es una sucesion exacta corta de A(A) —-mddulos, entonces en RepA : (f°,0) es
nitcleo de (¢°,0), ¥ {¢°,0) es un concleo de (f°,0). Asf que, ((f°,0), (g% 0)) es un
par exacto en RepA.
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Demostracién: Por observacién I1.2.2 (f9,0) y (g% 0) son morﬁsmos en fepA.
Sea h = (h®, k') : X — M tal que gh = 0. Luego existe un unico w €p (X, L) tal
que fou° = h° y para cada v € V(A4) existe un dnico morfismo u! (v) € (X, L), tal
que ful (v} = At (v) .
Entonces, para cada a € A(4), se cumple que

1out (av) = Bt (av) = aht (v) = af® (u! () = f° (au* (v))

~ luego, de la inyectividad de f° se sigue que u' (av) = au! (v). Similarmente, se
tiene que

POl (va)) [a]] = h* (va) [2] = A* (v) [az] = f° [(u! () faz]] = f° (" (v) @) [2]]

implica que u! {(va) = (u! (v)) a. Por lo anterior u' € Homagay-a(4) (V(A), (X, L)) .
Como tenemos que f° es un morfismo de A(A)—mddulos, luego

fO (vl (z) — u° (az)) = af® (u° (2)) = f° (u° (ax)) = ak® (z) — A° (aw) =
ht (8 (a)) [} = f° [u! (6(a)} Ial},

por lo tanto au® (x) — w0 (ax) = u! (6 (a)) {z], porlo que w = (v, ul) : X — Les
un morfismo en RepA, y como se vié en la construccidn es dnico,

De manera andloga se prueba que (g°,0) es un comicleo.

|

Corolario 16. Si A un bocs K-R, €4 es una estructura exacta sobie RepA.

Lema 17. Sea A un bocs K-R. Un morfismo (¢°,¢') : M — N en RepA es una
deflacidn si y sdlo si % es una R—retraccion. ‘

Demostracién: Una 1mphca.016n se sigue de la definicién.

Sig= (g% g') cumple que g° es una R—retraccién, entonces por lema I1.23 existe
~un isomorfismo A = (Id,h!) : M" — M tal que gh = (4° 0). Como (¢°0) es un
morfismo en RepA, se sigue que g% es una A(A)~1etraccién. Sea f° el inverso derecho
de g". Por lema IV.15 la primera linea del siguiente diagrama es conflacién: '

(19,0 {5°,0}
— M’ —d N
(1,0) l hl {1d,0) l
K — M = N,

(£2.14) (")
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Puesto que €4 es cerrado bajo isomorfismos, por IV.12, la segunda linea también
es conflacion.

| |

Similarmente se prucba el resultado dual.

Lema 18. Sea A un bocs K-R. Un morfisgmo (f°, f'}: L — M en RepA es inflacién
siy sdlo si f° es una R—seccidn.

Teorema 19. (RepA, £4) es una categoria exacia,
Demostracién: De los lemas anteriores se siguen los axiomas 11.1, 11.3 y 11.4:

L(111):Sig=(g%¢"): M - Nyh={h): N — X son deflaciones,
entonces g° v A9 son R—retracciones, asi que A% es una R—retraccién, huego
hg = (h°°, (hg)l) es una deflacién.

2. (11.3} : Las identidades, las cuales son morfismos de la forma (Id,0), por
IV.17 son deflaciones. Si dp es una deflacién entonces (dp)® = d®p® es una
R—retraccién, asf que d® es una R—retraccién y d es una deflacion.

3. (11.4): Argumento dual.

Vamos a probar 11.2. Sean f = (f% 1) : 2y — Z un mofismo en RepA y .
d = (d®d'}) : Y — Z una deflacién. Puesto que d® es una R-ietraccién existe
q €z (Z,Y) tal que d°¢ = I'dz. Luego, el R—~motfismo (d°, - %) : Y @ Zo ~—+ Z es una
R—retraccion, pues si consideramos el R—morfismo (§) : Z — Y @ Z; obtenemos que
(@, — %) (2) = d®q = Idz. Asf que por IV.17, existe una conflacién

) (CE ]

JE

N = Yod,y, — Z
Asf, j = G;) es micleo de (d, —f). Luego, si (%) : X ~ ¥ & Z es un morfismo
en RepA tal que du = fu, existe un tnico morfisme p : X — N en RepA tal que
hp =uy jap = v, es decir, tenemos un pullback en RepA :

Jx

_N — Zo
nloy lf
Y — Z

Como (4, (d, —f)) es una conflacién, tenemos que (52, (d% ~ f°)) es una sucesién
corta exacta que se divide, luego
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1]

N - Z()
R e L
Y —- Z

es el pullback en R— Med, por lo que 52 es una R—retraccién. Por IV.17 tenemos
que jy es una deflacién.

n

Observacién IV.1: En el desarrollo anterior hemos constiuido el pullback en
RepA, de manera dual podemos construir el pushout, el cual existe por IV.10.

Definicién 20. Denotaremas par Ext 4 (M, N) a las clases de equivalencia bajo la
equivalencia de conflaciones que principian en N y terminan en M,

Como en el caso de las categorfas abelianas se le puede dar a Eat4 (M, N) una
estiuctura de k—espacio vectorial: el teorema IV.10, y la existencia del pullback y
el pushout permiten imitar las pruebas de IIL1 y IIL2 de {M]. Mds atn, Szt 4 (?,.)
es un bifuntor sobre RepA, contravariante en la primera variable y covariante en la
segunda.

Definicion 21. Sea T un dlgebra y R una subdlgebra de T. Si M,N € T' — Mod
entonces definimos & Exty g (M, N) como todos los elemenios de Exty (M, N) que
restringidos a R se dividen.

Proposicién 22, Sea A == (R,W,8) un boes K-R. Sean L, N € RepA, y denote-
mos por € Homp_p (Wo,(L, L)) ¥ 82 € Homg.g (W, (N, N),) los morfismos
correspondientes a sus respectivas estructuras de A (A) ~mddulos. Consideremos la
siguiente sucesion:

0 — Homa(N,L) — r(N,L)® Homan(Wy,(N,L)) —
L Homp g (Wo, (N.L))) — Exta(N.I) — 0
donde o (f) = a{{(f*, /1)) = (J°, f1), B((fo, /1)) (w} [n]

= 61 (w} {fo ()} = fo (82 (w}[n]} — f1 (6 (w)) {n], ¥ definimos a ~y (g} como la clase
de la conflacion ‘
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donde L y N conservan las respectivas estiucturas de 4 {(A) —mddulos, y a LG N
le asociamos la estructura dada por

{6 g
93“‘(0 92)

Entonces la sucesion es exacta
En particular, para M € repA se tiene que

dimy, (Hom 4 (M, M)) — dim, (Exta (M, M)) = Q.A.(M) .

Demostracién: La inyectividad de « es inmediata. El micleo de 3 se compone de
los morfismos (f1, f2) tales que 8, (w) [fo (n)] — fo (B2 (w) [n]) — fi (6 (w)) [n} =0, los
cuales son precisamente los morfismos (f°, 1} Erepa (N, L), es decir, Ima = Kerf.

Cualquier sucesion x € FExztq (N, L) se divide en B — Mod, por lo que podemos
suponer, gracias a IV.14, que un representante de z se escribe, en términos de
A{A) —médulos, como

(1)) )
L - LN - N

De esta manera tenemos que la estructura de A (A)~mdédulo de L @ N estd
determinada por un 83 € Hompg_z{Wy, (L& N,L & N}, }, lo que podemos escribir

1
como §; = ( gg gﬁ ) - Entonces, para que (3) y (0,1) sean A(.A) —morfismos se
s U -

1 .
debe cumplir que ( 4 ) = ( % ) y (63,63) = (0,62), por lo que en realidad

3
6‘% 0
N
93——(0 92)'

De aquf se sigue que v : Hompg_g (W, (N, L)) ~ Exta (N, L) es suprayectiva.
Supongamos que’las conflaciones ¢, ¥ ¢y son equivalentes, esto es, tenemos un
diagrama conmutativo:

(0,1),0)

c: 0 — L LN — N — 0
i oy sl eno I

cg: 0 - L — L@N — N — Q.

——
——
(=X
15
(=]
~—

—
—
O e

Usando la conmutatividad del diagrama en RepA, es una comprobacién directa

ver que b = Li 0 s or | e
q e 0 1 L] 0 0 ,pquu
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(2 2@y (DY o-(5 (28 22 @)
0 ¢ Y anie] =0 |
de lo cual se sigue que

w) [t (n)] + ¢ (w) In] — £ (0 (w) [n]) — g (w) [n] — 5 (6 (w)} [n] = O

es decie que {g — ¢') = 8((t,3)), por lo que Im 8 = Kery.
|

Proposicién 23. Sea A = (R, W, §) un bocs K-R y €4 la estructura exacta sobre
RepA definida en IV.11, Sea W} un sumando directo de Wy como R — R—bimddulos,
tal que 6 (W3) =0, y sea T' = T (W) . Entonces tenemos un morfismo suprayectwo
de End (L) — (End 4 (N))® - bimddulos dado por la restriccidn

v Bzt (N, L) - Bxtpp (N, L).

Demostracién: Sea i : W} — W, la inclusién canénica Consideremos las
sucesiones de la proposicién previa, Afirmamos que hay un diagrama conmutativo

B ¥
a(N,LYy® Homp_p (W1, (N, L),) — Homu p{(We,(N,L),) — Exta(N,L)
(o 4 g ol v .l
(N, L) — Homp_p{(W},(N,L)) — BEztrp(N, L),

donde las horizontales son sucesiones exactas y -y y ¥ son suprayectivas. Las
dltimas afirmaciones se siguen de la proposicién anterior, asi que comprobemos la
conmutatividad
B'(1,0) ({fo, fl)) = ' {fo) = g definida por g (w) [n] = b () [fo ()]~ fo (02 (w) [n]),
mientras que * - 3 ((fo, fi)} = go estd dada por

go (w) [n] = 84 (i (w)) Lo ()] — fo (02 (i (w)) [n]) ~ fi (6 G (w))) []
=61 (i (w)) [fo (m}] - fo (B2 (i (w)) [},

luego conmuta el primer cuadio. Por otra parte,

| B o
vYi*{gy = L - L&oN — N
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donde a L@ N le asociamos la estructura dada por fy = ( %1 99' ’ ) , ¥ precisa-
2
mente ésta es el resultado de r (v (g)) . Como +'i* es un epimorfismo, se tiene que r

es un epimorfismo.
Sea z = ((f°,0), (¢°,0)) un representante de un elemento Ezt 4 (N, L) . Por IV.19

y IV.14, siu = (u%, u!) : N' — N es un morfismo en RepA entonces hay un diagrama.
de pullback en RepA y una equivalencia de conflaciones:

(Unr0) (@)°.0)
' L — M — N'
H £ 1" g' “
— E — N’

I e 17 oy ¥
r: L — M — N.

Sea vyvy = v = (1% v'). Como § (W) = 0 se sigue que v° y u° son T—moxfismos.
Luego, al aplicar r obtenemos el diagrama conmutativo de sucesiones exactas cortas

enT — Mod :

ey’ @)
r{iz): L - M'" - N
R A
r{zgy: L —- M — N

Sea r{z) u° el pullback de r () por ©° en T — Mod. Por lema II1.1.3 de [M] existe
un diagrama conmutativo:

(° ()*
r{@y: L — M' - N
I l i
r(z)u®: L - M - N

” bid 1 g° [
r{zy: L -+ M — N.

Luego, 7 (') es equivalente a r (2) u°. Hemos demostrado que si, paray € Extr g (N, L)
y v = (u°,u!) € Endy(N), definimos la accién por la derecha como el pullback
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yu® (jcompdrese con la definicién de E7 en I11.39 1), entonces r es un moifismo de.

(End4 (N))* —mdédules.
Similarmente probamos que r es motfismo de Fnda (L) —médulos.
|

Definicién 24. Un funtor F' : RepB — RepA donde A y B son bocses K-R, se dice
que es exacto si envia conflaciones en conflaciones.

Lema 25. Sea F : RepB — Rep A un funtor exacto. Entonces:

1. F induce una transformacidn natural de bifuntores
F.: Extg (7,.) = Ext o (F(7),F ().

2. 5i F es fiel y pleno entonces F, es inyectiva.

Demostracidn: La primera parte se realiza como en [M]. Para la segunda parte,
consideremos la conflacién en RepfS

La conflacién

() F(g)
F(L) - F{M) — F(N)

se divide st y sélo si existe un morfismo A : F(N) — F (M) tal que F(g)h =
Tpiy, 0) . Como F es pleno existe A’ tal que F {R') = h. Como I es fiel tenemos que
(M)
gh! = (Iy,0), asi que la sucesién original se divide.
n

Lema 26. Sea A = (R, W,$) un bocs I-R. Sea A’ = {R', W, &) un bocs como en
II1.1, de manera que el morfismo de bocses 1 es suprayectivo, por lo que Fy, : Rep A’ —
RepA es el encaje de I11.2.

1. 5i A’ es K-R entonces F, es exacto.

2. Supongamos que Im F, es cerrada bajo extensiones en A (A) — Mod. Si el par
de morfismos con composicion (F, (f), F, (g)) es una conflacién, entonces es
equivalente a la imagen, bajo F,, de una conflacién (£, g) .
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Demostracién: Sea f = (f°, f1) en Rep.A’; el morfismo (F, (£))° es precisamente
el morfismo f° considerado comno R—morfismo. Luego, para f = (f*, f)}: L - M ¥
g=1{g%g"): M — N en RepA’ tenemos que

(]

g
0 - L — M - N - 0
es exacta que se divide si y sélo si

(E 0P (Fy)®
0 = R} — FM) = F{N) -0

es exacta que se divide. Por fidelidad tenemos que (F, {¢)) (F, (f)} = 0 si y sdlo
sigf=0.
Supongamos que {f, g) es uns conflacion. Por V.14 hay una conflacién equivalente

{f.g)de la forma

{£°,0} («*.0
L - M = N

donde f° y ¢° son A (A"} ~morfismos. Como F, (f) = ((F,, Q’_))O,O) y Fy{g) =
((F,, @)0,0) , entonces (Fy (£))° v (&, (g))° son A(A) ~morfismos. Luego, por
Va5, (F, (f), Fy {g)) es un elemento de e 4. Como Fy, es un funtor (F, (£}, F; (g))
es equivalente a (F, (f), 5, (g)), asf que también es una conflacién.
Hemos probado que F), es exacto,
Supongamos ahora que (F,(f),F, (¢)) es una conflacién. Por IV.14 hay una
conflacién equivalente de la forma

{(Fal))" 0} {(Fate)®,0)
F, (L) — M” — E,(N)

donde (F, ()’ y (F, (9))" son A(A)~morfismos, Por hipétesis del segundo
inciso M” = F,, (M"). Como n4(4y € un epimorfismo de anillos, por [Si} 9 induce
un encaje pleno A (A) — Mod — A (A}~ Mod, asf que hay una sucesion exacta corta
en A (A"} — Mod de la forma

Jrﬂ

¢°
L - M - N
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donde f y g° vistos como A (A) —morfismos son (F, (M°y (F, (o))" respectiva-
mente. Por IV 15, (£, 4 _) ((£°,0),{g° 0)) es un elemento de € 4, y por construccién

su imagen es (((F (FN°, 0, ((Fy (g))® ,0)).
R

Proposicién 27, Sea A = (R, W,8) un bocs K-R y F, : RepA, — RepA el funtor
eliminacidn de idempotentes. Este funtor induce un isomorfismo natural de bifuntores

(Fu), : Exta, (?,) — Exta (Fe(?), F().

Demostracién: Por II1.3.4 A, es un boes K-R. Por IV.26.1 F, es exacto. Por
IV.25.2 (F,), es una transformacién natural inyectiva. Sea una conflacién

S g
F(L)y - M - F.(N)

Por I11.3.2 tenemnos que la imagen de F, es la subcategorfa plena de RepA formada
por los objetos @ tales que (1 — e) Q = 0. Puesto que como R—médulos M = F, (L)&
F, (N), existe M’ en RepA, tal que F, {M') = M. Por 1V.26.2 la conflacién (f, g)
proviene de una conflacién en RepA,, luego (F,), es suprayectiva

n

Proposicién 28, Sea A = (R, W,5) un bocs K-R. Sean 0 — WP — Wy — WP
O0y0-— W( ) Wy — W( ) 0 sucesiones exactas de R — R—bimddulos, tales que
& (Wm) Wm Entonces,

1. El funtor regularizacion F, © RepA, — RepA induce una transforinacion natural
inyectiva de bifuntores (F,), : Exty, (7,)) — Bzt (F{7),F.()}.

2. Sea 5IW‘§” inyectivo. Si R es semisimple, o si W) = WI(I)EB WP) como bimddulos,
entonces (F,), es un isomorfismo.

Demostracidn: Por 111.4.4 A, es un bocs K-R. Por IV.26.1 F. es exacto. Por
IV 25 2 (F,), es inyectiva.

Supongamos que ‘SIWé” es inyectivo. Asf, (kerd) N Wél) = 0 y, pracias a las
hip6tesis del segundo inciso, por HL7, F; es un funtor denso. Consideremos ahora
una conflacion

F(L) > M — EW).
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Entonces, existe M’ en RepA, tal que F, {(M") = M, luego hay una conflacién
{f',g"), en la imagen de F,, que es equivalente a (f,9). Por IV.26.2 la conflacién
{f', ') proviene de una conflacién en RepA,, luego (F,), es suprayectiva

|

Lema 29. Sea A = (R, W, §) un boes K-R, con Wél) un sumando directo de Wy como
R — R—bimédulos tal que § (Wy) = 0. Sea T' = T (W) . El funtor absorcidn Fy :
Rep Ay — RepA es exacto, e induce una sucesién exacta corta de R — R—bimddulos:

Fg T
0 — Exta, (NI} ~ EButa(Fp(N),Fo(L)) — Eztra(Fo(N),F(L)) — 0

donde r es la restriccion.

Demostracién: Por I11.8.4 Ay es un bocs K-R. Sea (f, g)un par de morfismos
con composicidn en RepAy :

f g
L - M - N

Como Fy es un isomorfismo de categorias se cumple que (f, ¢) es una pareja exacta
siy s6lo st (Fp (f), Fp (g)) es una pareja exacta.

Puesto que (F{ f))ﬂ es f° considerado como R—morfismo, tenemos que Fy envia
conflaciones en conflaciones.

Por IV.23 r es un epimorfismo. Como su micleo estd constituido por aguellas
conflaciones gue consideradas como T'—sucesiones se dividen, se sigue que kerr =
Im F, 0.

B

Lema 30. Sea A = (R, W,§) un boes K-R y sea gX un mddulo S~iriangular y
S~completo. El fimtor recuccion Fx : RepA¥ — RepA es exacto e induce un
isomorfismo natural de bifuntores

(Fx). : Batax (7,) = Bata(F(?),F ().,

Demostracidén: Por 111.31.2 A% es un boes K-R.
Sea,

(0.0 (9°,0)
L - M — N
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un representante del elemento z de Ext 4x (N, L) . La sucesién Fy (z) , por férmu-
las I11.15.2 y TI1.15.3, es de la forma

(I@f2,0) (199" ,0}
X®s L — XeosM — X®sN.

Como Fx es fiel y pleno, la dltima sucesién es una sucesidn exacta corta en
A{A) ~ Mod, ast que por IV 15 es una conflacién. Luego, Fy es exacto.

Por 111.25.2 (Fy), es una transformacién natural inyectiva

Veamos que (Fx), es suprayectiva, Sea

{2°.0) (n0.0)
X®sL — E -— X@shN

una conflacién en Hep A Puesto que en R — Mod la sucesién se divide, tenemos
un R—isomotfisino ¢ : B — X @g (L & N). Luego, via o dotamos a X ®g (L @ N) de
una estructura de 4 (A) —médulo, por lo que podemos considerar a o un mozﬁsmo
de A{A) —mddulos.

Por [11.17.1, (L & N admite una estructura de A (A%} —médulo, denotémoala
por M, tal que Fy (M) = X @z (L& N) .

Tenemos una equivalencia de conflaciones

(2% (1°,0)
r: X&glL — E — A @g N
i T N T i

z: X®sL — X@gM — X ®g N,

i

Tenemos entonces que existen morfismos ﬁmcos F=0f:LMyg
(9% ¢') : M — N en RepA* tales que Fx ((f°, f1)) = (o¢®,0) = u, Fx {(¢°,¢")) =
(hc'uf‘1 MN=vygf=0

Por 1IL.30 f° y ¢° determinan una S—sucesion exacta corta, luego (f,g) es una
conflacién cuya imagen es &'

n

IV.2 representaciones sin auto-extensiones y con e-dim fija.

Lema 31. Sean R upa k--dlgebra, Wy un R — R—bimddulo y sea lp = €1 + .. + €,
una descomposicién del 1 de R como suma de idempotentes ortogonales centrales,
Sean 4,7 € {1,...,n}, no necesariamente distintos, y sean e = e; +¢; — e;e; y & =
1 -- e. Finalmente, sean Wom un R — R—subbimddulo de e;Wye;, T = Ty (Wén ) g
L,N € T~ Mod. Entonces:
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1 Endy (L) ¥ Endyr (eL) x Endyr (¢'L) = Endgr(el) x Endyg (e'L).
2. Extr (N, L) & Buter (eN,eL) x Exton{e'N,e'L).

3. 8i R es semisimple entonces Extyp(N,L) = Euty(N,L) y Exty (N, L) =
Bty (eN,el).

Demostracidn: Los enunciados 1 y 2 son consecuencia directa del lema IL31.

n

A menudo, al efectuar procesos de reduccidn sobre xe(presentaciones de bocses,
nos veremos en la necesidad de utilizar bimédulos como WY en el corolario anterior.
Nos interesard particularmente el caso & = D) x ... x D, donde cada D; es una
k—algebra de divisién de dimensién finita sobre k, y Wy finitamente generado sobre
R. Para comprender sus propiedades apoyémonos en el estudio de las k—especies.

-Proposicién 32. Sea ¢} una realizacion de la k—especie ; — 3, donde los vértices
se corresponden a log anillos de divisién D) y D,, ambos de dimensidn fnitg sobre k, y
asociada a la flecha se tiene el D) — Dy--bimdédulo W, Sea R = Dy x Dy y A el dlgebra
de Artin determinada por . Sea M una representacion de dimensién finita de A,
diferente de cero, tal que Extl (M, M) = 0. Si M & ®;e; M, es una descomposicién
en inescindibles tenemos que:

1. Todos los sumandos. M; son preproyectivos, o todos los sumandos M; son
preinyectivos.

2. Hay a lo mds dos clases de isomorfia de sumandos.

3. En caso de que haya dos clases de isomorfla, estas se cortesponden a clases
contiguas en el carcaj de Auslander-Reiten de A.

Demostracién: De la proposicién IV.19 (b) de [ARS] sabemos que Dir :
modA -+ modA es una equivalencia de categorfas con inversa trD : modA — modA.

De p.135 [ARS] tenemos el isomorfismo funtorial {(fSrmula de Auslander-Reiten)
D (Exti (Y, X)) & Hom{X,Dtr (Y)) para X,Y € modA. En nuestio caso A es
hereditaria, por ello tenemos que Hom (X, Dtr (Y)) = Hom (X, Dtr (Y)).

Las representaciones de A han sido estudiadas en [DRY): de la proposicion 2.4 del
citado articulo tenemos que hay un provectivo, al que Nlamaremos Py, determinado
por dimz A = (0, 1), y un inyectivo al que Nlamaremos [z, determinado por dimpfp =
(1,0). Ademsds, hay otio proyectivo: Py, y otro inyectivo: 1. Salvo Py e [ todos los
inescindibles tienen vectores dimensién sin ceros.

Observemos que para inescindibles X, ¥ € mod A, se cumple que Y 2 [ implica
Homy (P, Y)# 0,y quesi X % P, entonces Homa (X, 12) #0.
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Sea M un inescindible con dimzM = (a,b) y 2 # 0, claramente su cubierta
proyectiva debe tener smnandoy isomorfos o Py, luego, Fomy (P, M) £ 0.

Similarmente, si dim,M = (a,b) y b # 0, entonces la envolvente inyectiva de M
tiene sumandos directos isomoifos a Iy, luego Homy (M, 1)) # 0.

Vearnos que si M 2 @M; ¢s una descomposicidn en mddulos incscindibles y
Ext} (M, M) = {}, entonces ninguno de los M; es regular, y si alguno cs preproyec-
tivo, entonces todos son preproyectivos, o si alguno es preinyectivo, entonces todos
son preinyectivos: ‘

1. Sea M, inescindible no preproyectivo y My = (¢rD)" (P;), conn > 0 ez € {1,2}
entonces

D (Bt} (My, M)} =4 (My, Dir (M)} =4 (B, (DY (M,)) #

2. Sea M, = (Dtr)* (I;} y M; inescindible no preinyectivo, conn' > 0 ¢4 € {1,2}
entonces

D (Ext) (M, Ma)) 2, (M, Dtr (M) =5 (My, (DTr)* (1)) =a
{(TrD)**! (M2), 1) # 0.

3. 8i M esrepular, Ext} (M, M) s 0, pues su forma cuadrética es cero o negativa:
véase [DR]

Ahora analicemos las posibles combinaciones de preproyectivos:

1. Sea My = (trDY (P) y My = (v D)™ (Pj),conn—1>m > 0ed,j€ {1,2}
entonces

D (Euty (My, Ma)) =y (M, Dir (M) &5 ((trD)™ (Py), (trD)" ™ (P))
2, (B, (tr DY (B)) # 0.

2. Sea M = (trDY*™" (P3) y My = (tr D)™ (P}, con n > 0 entonces

D (Ext) (My, Ma)} 2y (My, Dtr (My)) =5 ((trD)" (By), (trD)" (P2))
Sa (P, P) # 0

3. Sea My = (trDY™* (B) y Mz = (trD)* (F;), con n = 0 e 4 € {1,2} entonces
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D(Exth (M, Ma)) =4 (Mo, Dir (M) %, (D) (P, (rD)* (P)
=4 (PR #0

Esto nos deja pocas opciones, es decir, si Ezt) (M, M) = 0y M s6lo tiene suman-
dos preproyectivos, entonces M es una suma de un sélo preproyectivo inescindible,
o a lo mas ticne dos clases de isomoiffa de sumandos preproyectivos inescindibles
contiguos en el carcaj de Auslander-Reiten.

Un analisis similar nos propoiciona el 1esultado dual, es decir que si Exty (M, M) =
0 y M sdlo tiene sumandos preinyectivos entonces M es suma de isomorfos a un
s6lo preinyectivo inescindible, o a lo mas tiene dos clases de isomorfia de sumandos
preinyectivos inescindibles contiguos en el carcaj de Auslander-Reiten.

|

Proposicion 33. Sea @ una realizacion de la k—~especie o) -+ 3, donde los vértices
se corresponden a los anillos de division Dy y D, ambos de dimension finita sobre
k, y asociada a la flecha se tiene el Dy — Dy—bimédulo W. Sea R =Dy x Dy y A el
dlgebra de Artin determinada por §. Sean L, N representaciones de dimension finita
de @, tales que Ext) (N,N) = 0 y Ext} (L,L) = 0, entonces ,L =, N si y solo si
nl &, N. Equivalentemente dimz L = dim N si y s6lo si oL =, N.

Demostracidn: Es clato que si L = N entonces gL &5 N. También es inmediato
que dimpl = dimgN sl y solo si gL =g N,

La siguiente parte de la prueba estd basada en [DR] y en VIIL.2 de [ARS].

Sea dy = dimp, (W) y dy = dimp, (W), por la introduccién de [DR] tenemos las
siguientes transformaciones lincales de R x Ren W x N

1 ({1, 22)) = (— 1 + Tady, 72)

S2 (($1;$2)) = (1, -2 + %1da)

= 552, ¢l = 8261

Observemos que s7 = Id = 3,

A ¢ = 5,8 se le conoce como transformacién de Coxeter (pag. 8 [DR]). Asocia-
dos a esta transformacién estdn los funtores C* = 5} 55 y C~ = §;557, llamados
funtores de Coxeter {pag. 19 [DR]). Por 2.4 [DR], se relacionan de la siguiente
manera: sea M una representacién inescindible de @, si M no es proyectivo en-
tonces dimy (C* (M)) = ¢(dimg, (M)), ¥y st M no es inyectivo, dim, (C~ (M)) =
¢! (dimg (M)). A su vez, por 21 [DR], a los funtores S} y Sy se les asocia la
transformacién sy, y  los funtores §F y 57 se les asocia la transformacién s

En la proposicidn 2.4 [DR] se prueba que un médulo es proyectivo inescindible si y
sélo si es de la forma Py, = S S .S Fy, ¥ es preinyectivo inescindible si y sélo si es
dela forma @ = S} ¥ ...S% | Fi,- Luego 2 4 [DR] nos indica que dim P = (0,1),
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di—mRI? = (1’0) , dimp Py = 55 ((170)) = (lad‘i) y dimgfy = s ((0,1)) = (dla 1). Més
atin, tenemos que

¢ {dimpg (1)) = 5251 ((0,1)) = 52 {(dh, 1)) = (d1, cdhdz — 1)

c{dimp (12)) = s152 (1, 0)) = 81 (1, d2)) = (dudlz ~ 1, dp)

También tenemos:
¢ Hdimp (h)) = s25181 (0, 1)) = 52 ({0, 1)) = (0, -1) = —dim, /4
"’ (dimp (L)) = 5281 ((1,0)) = 52 ((=1,0)) = — (L, ds} = ~dimp P>

c{dimpg (P)) = s12 ((0, 1)) =51 {{0, -1)) = — {dy, 1) = —dimp 1,

c(dimpg (P2)) = 518282 ((1,0)) = 8, ((1,0)) = (=1,0) = —dimp/p.

Observemos que si gM =g M’ entonces ¢* {dimy (M)} = ¢* (dimg (M')) pata n
en los enteros.

Por VIIL.2.2 de [ARS] c{dimg (M)} = dim, (Dtr (M)) para M inescindible no
proyectivo, v ¢ (dimy {M)) == dimg (trD (M)) para M inescindible no inyectivo.

Supongamos que Eztl (N, N) =0y Ext} (L,L) = 0. Por la proposicién anterior
si L = @L; es una descomposicién en inescindibles, entonces a lo mds hay dos clases
de isomorffa en los sumandos: todos preproyectivos o todos preinyectivos. Lo mismo
ocurre para IV & e N;. Asf que si A no es de tipo de 1epresentacion finito y I, =g N,
tenemos que los sumandos de L son preproyectivos si y s6lo si son preproyectivos los de
N; de otra manera habifa algiin entero n tal que ¢® (dim, (L))} < 0y ¢* (dim, (N)) >
0, o tal que "™ (dimp (L)) < 0y ¢ (dimg {N)) > 0, lo gque es una contradiccién.

Con esto en mente empecemos a comparar combinaciones de preproyectivos.

Sean L = al, ® bLs y N = aNy & fNs, donde Ly, Ly, Ny y Ny son inescindibles,
por lo que ccurre alguna de las siguientes posibilidades:

L Ly = (erD)" (P}, Lo = (tr D) (B), Ny 2 (&r D)™ (P y N3 = (tr D)™ (B)

¢ Sim # n, podemos suponer sin péidida de generalidad, que m > n, luego
¢ (dimp (L)) = c(dimy (aPs +bPy)) = — (dimp (aky +b12)) < 0
y " {dimg (N)) = "™ (dimy (P + BP,)) > 0 : contradiccion.

+ 5i m = n entonces
dimp {aPy +bF) = ¢ (dimp (L)) = ¢* (dimp (N}) = dimg (0P + 5P),
es decir que (b, a + bdy) = (3, + fd;), lo cual s6lo es posible sia=a ¥
b=g.

2. Ly 2 (trDY" (B), Ly & (trD)" (R), Ny = (tr D)™ (P) y N2 & (tr D)™ (Py)
o Sim # n, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que m > n, luego
¥ {dimp (L)) = dimg (aPy) + c(dimpg (bP2)) = (~b,a) .

Por otro lado ¢* (dimp (N)) = ™ (dimp (@ P1}) + 1™ (dimg (BP))
tiene primera componente positiva: contradiccidn.
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e Sim = n tenemos que .
(=b,a) = " (dimg (L)) = {=B,0) = ™ (dimg (NV)), lo cual stlo es
posiblesia=aysib= 8

3. L, = (trD)™ (B Lo = (trDY* (P), Ny & (tr D)™ (P)) y Ny & (D)™ (P)

« Sim < n entonces
¢™+ (dimg (N)) = e(dimy (aPy + BF)) = — (dimpg (afy + B)) < 0
™t (dimg (L)) = ™" (dimy (e PA)) + ™" (dimy, (DP;)) tiene primera
componente positiva: contradiccidn.

+ 51 m = n entonces
™ (dimpg (L)) = ¢ (dimg (aF1)) +dimg (bF2) = a(dy, didz — 1) +b (1, d)
™ (dimp (V) = dimp («P1) + dimp (8P2) = (0,2) + 8 (1, ds)
es decir que se debe satisfacer que a = (8 — b} /dy, lo que implica que
8 > b, y se debe cumplir simultdneamente que 0 < a = a(didy - 1) +
(- Bde=(8-8) (dz - dil - dz) ; lo cual es solo posible si § = b, pero
en tal caso ¢ = ¢ = 0.

¢ 3im > n entonces
e (S.i.l.m..R (L)) = Q(Dr 1) - bf.i_i..m.R ('[2) = (_'b? a)
"t {dimpg (V) = 1™ (dimp (P + BF;)) tiene primera componente
positiva: contradiceion.

Con esto concluimos el caso preproyectivo. Un andlisis similar para el caso
preinyectivo veiifica la proposicidn. '
|

Lema 34. Sea A = (R,W,§) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto. Sea
M & repA. Entonces:

1. Hay una descomposicion End 4 (M} = D®rad {End 4 (M)) como D— D—bimédu-
los, con D una k--dlgebra de division.

2. Supongamos que R es semisimple y || M||q = 0, entonces
rad{(Enda (M) = {f = (", f') € End4 (M) | f* =0},

¥y podemos elegir a D como:
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D={f=(f°)")€Ends(M)| fO£0,f =0}.

Demostracién: Por ¢f ‘Teorema de Wedderburn, 2.5.37 [Ro), Enda (M) =D @
rad (End 4 {M)) donde D es una subdlgebra isomotfa a Ends (M) frod (End4 (M),
luego, como M es inescindible, tenemos que D es un anillo de divisidn.

Por IL19 f = (f° f') € rad(Enda(M)) si y s6lo si f* es nilpotente. Puesto
aque Mo = 0, el que M sea inescindible en RepA implica gue es inescindible
como R—mdédulo. Como R es semisimple, esto sélo deja dos posibilidades para f =
(% F1) € Endq (M) : f° es un isomorfismo o f® = 0. Luego, si f € rad(End (M))
entonces f° =0,

Por 1125 D = {f = (f°,0) € Ends (M) | f* + 0} es un anillo de divisién, y como
|M[lp = 0, se sigue que Ends (M) = D @® rad (Enda(M)).

=

Definicién 35. Sea A = (R, W, §} un bocs, y supongamos que hay una descomposi-
cion lg = Zfﬁl e; en Idempotentes ortogonales primitivos y centrales. En tal caso,
para M € RepA definimos su vector dimension como el vector (dy,...,d,), donde
d; = dimy, (e; M) . Denotaremos a este vector como dimM.

Observacién 1V.2: Sea A = (R, W,8) un bocs con B = Dy x ... x D,,, donde
cada D; es una k—algebra de divisién de dimensién finita. Sean M, N € repA. Si
e = dimg (D;) y dimpM = {d;, ..., &) entonces dimM = (dy¢y, ..., dnes) .

Luego, para q en los racionales tenemos que gdimM = dimN si y sélo si gdimgM =
dimpN. Mds ain, de la formula I1.14 se sigue que si ¢dimA = dimN entonces
A My = [ Njo.

Supongamos que en &l boes A = (R, W,§) la k—algebra R es de la forma I x
X Dy O =8 x 0, donde una vez mds cada J; es una k-dlgebra de divisién de
dimensicén finita, pero O es un anillo arbitrario. Sea f; + f2 = 15 la descomposicién
candnica de la unidad correspondiente a R = .5 x O.

Si 7 es un S — S—bimdédulo, este tiene una estructura candnica como R -
R—bimédulo. En tal caso, para M € rep4, tenemos que

1My = dimg (r (U @5 M, M)) = dimy, (s (U ®s fiM, LM)) =
Ei,j didj dimk (eiUﬂj)

domde ditg (iM) = (dy, ..., du}. Asl que inclnso en esta sibuacion tendicmos,
para ¢ 1acional, que si qdim (fiM) = dim{f1N) entonces ¢*[|Mlly = §N}u. Este
resultado serd usado en el capftulo 5.

Proposicién 36. Sea A = (R, W,8) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto.
Sea e = (e, ..., .} un vector de idempotentes ortogonales, primitivos y centrales para
R.Sea M € repA. 51 Dy = Enda (M) jrad {End 4 (M)) y ey = dimy, (D} entonces
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ey (e — dimM) = dimM.

Demostracién: Por el lema anterior, End, (M) = D ® rad (Enda (M)). Por
otra parte D & (Enda (M) /rad (Ends (M))? = (EF /red (EF)), asi que todo
DP—médulo es un Ef—médulo via Ja proyeceién canénica. Los DP—médulos son
los By —maédules anulados por rad (E)

Puesto que cada Ejf—médulo simple N es anulado por red(Ef), N = D.
Entonces, si 0 = Lo € ... € L, = ;M ¢s una Eﬁ-—serie de composicién para
e;: M, tenemos que dimy, (L;) = cpr + dimg (L;_), para @ = 1, ..,n Se sigue que
dimy (Lz) = ney . Esto es que dimy (e:M) = carlengthper (M)

|

Lema 37. Sea A = (R,W,8) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto, y sea
M € repA inescindible tal que Enda (M) es de k—dimensién finita. FPor 1V.34
Enda (M) = D @ rad(Enda{M)). Sea W un R — R—sumando directo de W
tal que §(Wp) = 0, vy sea T = Tr{Wy). Sea Ap = (T,W', 6 el bocs inducido y
Fy : RepAy — RepA el funtor absorcion asociado. Sea+X es un médulo S—completo,
AX = (5,WX,5%) el bocs inducido y Fx : RepA¥ — RepA, el funtor reduccion
asociado. Supongamos que Mx € repAy es tal que FpFyx (Mx) = Fy(Mp) = M,
entonces hay una sucesion exacta corta de D — DP—bimddulos

(FoFx), v
E.’z’tAg( {Mx, Mx) - Ext 4 (FoFx (Mx), FoFx (Mx)) — EmtT.R(M,M)

donde v es el morfismo restriecicn de I'V.23. En particular,
dimp (Bzt s (M, M)) = dimp (Batr,e (M, M)) + dimp (Bat 5 (MX,MX)) ..
Demeostracién: Por IV.29 hay una sucesidn exacta corta

).

g .
Emf,ga (MQ,MQ) — ESBt_A(M,M) — Eﬁ:tT,H(M,M)

donde r es un morflsmo suprayectivo de D ~ D?—bimédulos. Como Fp es fiel y
pleno End 4, (My) = D' @rad (End 4, (Me)) donde Fy (D') = D. Luego, Ext 4, (My, Mp)
tiene estructura de D — DP—bimdédulo via el isomorfismo que hay entre Dy IV,
Puesto que (Fp), es una transformacién natural de bifuntores, es también un isomor-
fismo de D — D®-bimédulos. De la misma manera se induce un isomorfismo de
D — DP—bimédulos '

(Fx)' : Eﬂ)t‘on (Mx, Myx) — Exty, (Mg, My) .

|
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Teorema 38. Sea A = (R, W, 8} un bocs K-R con R = Dy x .. x D,, donde cada
D; es una k—4dlgebra de division de dimension finita, Sea e = {e1,....e.) el vector
de idempotentes correspondiento o 1y = 3% e la descomponicidn candnica en
idempotentes centrales ortogonales de R. Supongamos que k es perfecto y Wy es de
k—~dimension finita. Sean L, N ¢ repA tales que Exta (N,NY =0y Exta (L, L) =0,
Si Ly N son Inescindibles, entouces ¢ ~ diml, = e - dimN siy solo si L = N on

RepA.

Demostracién: Por observacién 112, si L& N en RepA entonces e — dimf, =
e — dimN.

Sea = el orden lexicogrsfico en Z x Z. Realizaremos la prueba de s suficiencia
por inducciéa sobre (| Lijo, dimy (Wo)) con el orden < .

Pero antes veamos que por IV.36 diml = ¢re — dimJ, ydimN = cye — dimN, asf

2
que por observacién V.2 [|N]jp = (4_;}) 1L ljo.

81 [Lllo = 0 entonces Endy, (L) = Endagay (L), asf que L inescindible en RepAd
implica que L es inescindible en. 2— M od, por lo que L es de la forma D = e R Sitn-
ilarmente concluimos que N es de la forma e;R. Como las endolongitudes coinciden
i=j. :

Supongamos cierto el enunciado para todo bacs A4' = (&, W, 8", como en el
enunciada, ¥ todo par de inescindibles [/ V' € rep A’ tales que (|1 llo, dimny, (W5)) <
(Il Llle, dimy (W3)) . Supongamos ahora que [[Lflo = n y dimg (W) = m + 1. Por
triangularidad existe un £ - R~subbimédulo 6 ¥ W5 de Wy tal que § (W) C W,

St g —diml = (L, .., iy, 0, Ly, o du), por I3 podemos usar eliminacion de
idempotentes: sean € = 1 — ¢, Ae = (R, W, 8.}y F. : RepA, — RepA.

Por IIL.3.2 y 11141 hay objetos I/, N' € TiepA; tales que FL.{L') = L y F AN =
), los cuales cumplen que e — dim// — byl b, o0 b)) = e — dimNY, Puesto
que dimy ((W,),) = dimy (eWoe) < dimy {Wo}, a! menos podemas suponer que en
¢ — dim/ no hay ceros. Con esto en mente analicemos las diferentes posibilidades:

1. Sean 8y imyectivo y §(W3) = WM. Por I11.4 tenemos un bocs

A, = (R, (Wo/WhH @ (Wl / W,(I)) ,6,) y ¢l funtor regularizacién &, : RepA, —
RepA. '

Como (ker 8) N Wy} = 0, por 111 7 F, es denso. Sean [/, N € repA, tales que
F(L)=L,yF (N)=N.

Por 11142 ¢ — dimZ/ = £=dimN', Como dimy, (Wy /W) es menor que m + 1,
por hipétesis de induccién I' = V. Come Fr es un funtor L =2 .
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2. Supongamos que Ker (6) N W] # 0, luego hay idempotentes primitivos cen-
trales ortogonales ¢; y e;, donde 4 no necesariamente es distinto de j, tales que

e: (Ker (§)NWhe; # 0 Por comodidad sea WY = e, (Ker (5) N\ WE)e;.

Por IIE.37 tenemos una descomposicién de R~ R—bimddulos Wy = WD(I) eaWém.
Sean e = e;+e;—ee;, ¢ =1—e, B =R, T =Ty (Wél)) y1T'=T.p (Wé”) )
Por lema [L31 TV T, y que T = T' x Tup (e'Wél)e') =T x¢R

Por 1V.23 hay un epimorfismo r, y corolario IV.31.3 un isomorfismo o :

2 o
Exts(L,L) — Extrp(L,L) = Ezty(L,L) = Ezxtp(el,el).

Por hip6tesis Extq{L, L) = 0, asi que Exty {eL,eL) = 0. Como en & — dimL
no hay ceros, se sigue que % # 7. _

Como vimos antes eydim (L) = e dim (N}, asf que por IV.33 ey {eL) = ¢;, (eN)
como T'—méddulos, por lo que aparecen las mismas clases de isomorffa de ine-
scindibles en sus descomposiciones. Por observacién IV.2 ey (L} 2 ¢, (N) como
T—médulos.

Sean ®&Y_ m, X, ZeLy ®Y_n,X, = eN descomposiciones en suma de 7'—m6-
dulos inescindibles, tales que si u # o' entonces X, % X,. Sin pérdida de
generalidad digamos que {¢, 7} = {n —1,n} ,asfque e’ = €| +eh+ .. +é,_sesla
descomposicién candénica en idempotentes ortogonales, primitives y centrales
Dado que ey (L) = ¢, {N) como T—mddulos, se sigue que cymm, = crn, ¥
ey dimp, (€L} = ¢p dimp, (e, N), parav e {1,..,q} y h € {1,...,n —2}.

Sea v X = (&% _, X,)® R'. Por 11123, 1I1.25, I11.33 y I11.38 X es S—completo y
S—triangular, donde § =8 x R/, §' = §; x ... x &, v, como era de esperarse,
Si & (Endy (X5) /rad (Endp (X3)))%

Sea Ap = (T, W', §) el boes inducido por WM y sea Fy : RepAg — RepA el
correspondiente funtor absorcién, Sea A¥ = (8, W*,6%) el bocs inducido por
X ysea Fx : RepAF — RepAp el correspondiente funtor reduccién asociado a
X

Sean Ly = F;'(L) y Ny = F;1(N). Puesto que como T—mdédulos Lp &
X @5 (B2 m,S)®el)y Nog = X ®g ((0!_n.5.) D e'N), por II1.17.1 hay
objetos L', N' € RepA¥ tales que Fyx (1) = Ly y Fx {N') = N,.

Sea lg = Y 1_, fy la descomposicién en idempotentes ortogonales centrales de
S, por lo tanto & = (f1,..., fy, €1, - ., €n—2) €5 un vector de idempotentes para
AF
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Argumentando como antes tenemos que m, X, = X, ®(m,S,) , luego dimg, f, L' =
m,.

endimg (L'} = ey (s, ..., my, dimp, (€} L}, ...,dimp,_, (e’n*gL))
= (‘ﬂ-}, ‘...,'nq,dimpl (ele) ,.H.‘.,dirﬁp“’_2 (6:.‘__2N))
= cpdimg (V')

Por fidelidad y plenitud de los funtores reduccién y absoreién cy = ey ¥ € =
ey, lunego, por observacién IV.2 y IV.36 ¢” -~ dimI/ = e’ — dim V",

Por IV.37 hay un monomorfismo:

(FaFx),
0 — E:I:t‘Aé: (L, L7 - Exta (FoFx (L), FyFx (L)) & Euxty(L,L).

Se sigue que Extqx (L, L') =0y Ext x (N',N') = 0.

Como ¢ — diml no tiene ceros, g (Wél) &g L, L) # 0. Luego, por IIL83 y

11121, tenemos que ||L'[s < n, asf que por hipétesis de induccion L' &= N, y
asf L= N.
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Capitulo V

Familias parametrizadas de
representaciones.

V.1 Subalgebras mansas y médulos generadores.

Definicién 1. Sea @ un anillo. @) es un anillo de cocientes si todo elemento regular
de @ es una unidad. Un subanillo O de @} es un orden izquierdo si cada ¢ € @ es de
la forma ou™! para o,u € O. Un orden derecho es definido andlogamente; y un orden
izquierdo y derecho es un orden.

Definicién 2. Sea Z un dominio entero conmutativo con campo de fracciones K. Un
subanillo O de Q serd llamado un orden cldsico en @ sobre Z, o Z--orden enQ, si
Z C 0, 0K = Q y O es finitamente generado sobre Z.

Definicién 3. Una k—4dlgebra R es minimal si existen idempotentes primitivos cen-
trales ortogonales tales que 1p = 3. &;, y para toda i € {1,..,n}, el anillo e;R es
una k—édlgebra de division de dimensidn finita o un Z;— orden para algin dominio
entem conmutativo Z;.

= (R,W, &) es un bocs con R una k—dlgebra minimal, y es tal que Wu =
entonces decimos que A es un boes minimal.

Los érdenes considerados, denotados por O, estardn relacionados con el tnico
mdédulo genérico asociado a un slgebra de Artin hereditaria de tipo de representacion
mango, llamémosla A, por lo que, entie otras, tendrén las sipuientes caacterfsticas:

1. O es un dominio, es decix, es un anillo sin divisores de cero.

2. O es un dominio de ideales izquierdos principales, y un dominio de ideales
derechos principales,

3. Z{(), es decix el centro de O, es un dominio de Dedekind.
4. O es finitamente generado como Z (O) —médulo.

5. Casi todos los A—mddulos regulaies simples estan en cortespondencia biyectiva
con los O—mdédulos simples.



FAMILIAS PARAMETRIZADAS DE REPRESENTACIONES. 134

6. Hay una correspondencia biyectiva entie los O—médulos simples y los Z (0) —mé6-
dulos simples.

Para proseguir usaremos resultados de W. Crawley-Boevey en [CB2], que com-
plementan la teoifa desarrollada por Claus M. Ringel en {Ri2] Comencemos por
algunas definiciones.

Definicién 4. R es una k—dlgebra central simple si R es simple, y si la dimensicn
de R sobre su centro es finita.

Observemos que el Teorema deWedderburn-Artin (2.18 [Ro]) nos dice que si R es
un anillo primitivo y cumple la condicién de cadena descendente en ideales izquierdos,
entonces R es isomorfo a un anillo M, (D} para un cierto anillo de divisién D. En
particular, si 12 es como en la definicién, y Z (R) es un campo, entonces R = M,, (D).

Teorema 5. (4.1 [Sc])Sean R un anilloy 5" un conjunto de mapeos entre R—mddulos
proyectivos y finitamente generados. Entonces hay un R—anillo Ry, el cual es uni-
versal respecto a la propiedad de que los mapeos Ry ®g a, para o € ), tienen
inversa.

Definicién 6. ([CB2]) Sea A una k—4dlgebra hereditaria.

1. En lo sucesivo rkK; (A) es el mimero de mddulos simples de A.
2, U serd un conjunto de clases de isomorffa de A-mddulos simples

3 Por Ay denotaremos o la localizacion universal de A con respecto a U, es decir
el A—anillo Ay del teorema anterior, donde 3 es el conjunto de todos los
monemorfismos & entre A-~mddulos proyectivos finitamente generados tales que
cok (a) € U. Por (2.2 [CB2]) hay un epimorfismo de dlgebras A — Ay, el cual
es inyectivo.

4. Un cliqué es un conjunto de clases de médulos simples regulares en un tubo, y
un cliqué serd completo si contiene a todas las clases que aparecen en ese tubo.

Teorema 7. {42 [CB2]) Sea A un #lgebra hereditaria de tipo de representacisn
manso con centro k, y sea U un conjunto de clases de isomorffa de mdédulos regulares
simples. Exactamente uno de los siguientes casos ocurre.

1. 8iJ no contiene eliqués completos entonces Ay es un dlgebra mansa hereditaria,
de dimensicn finita sobie k, con rk Ko (Ay) = kKo (A)—{U|, y donde la funcién
range inducida es el defecto normalizado para Ay.



FAMILIAS PARAMETRIZADAS DE REPRRESENTACIONES. 135

2. 8i U consiste de todos los mddulos simples regulares, entonces Ay, también
denotado por Ag, es artiniano simple, de dimmension finita sobve su centro, pero
de dimension infinita sobre k. )

3. De otru mancra, st hay algin cliqué con af menos dos modulos regulares sirmples
que no estin en U, entonces Ay no es un orden maximal en Ap y la funcidn
rango inducida es la dimensién normalizada uniforme.

4. En otro caso, Ay es un orden méximo en A, es decir (3 [CB2]) que

s Ay es hereditario,
s Ay es finitamente generado como médule sobre su centro Z (Ay) ,

Ay es un Z (Ay) —orden médximo en Ap,

el campo de cocientes del centio de Z (Ay) es el centro de Ap, ¥

Z (Ay) es un dorainio de Dedekind,

Ap es isomorfo al anillo M, (D), donde D es el anillo, de divisién, de los endomor-
fismos del dnico mddulo genérico, salvo isomorfismo, en A — Mod. La existencia de
tal médulo fue probada en 5.3 [Ri3] y sus propiedades fueron ampliamente utilizadas

en [Ri2).

Teorema 8. (5.2 [CB2]) 5i A es una dlgebra hereditaria mansa entonces hay un
conjunto U, consistente de rkKy (A) — 1 mddulos regulares simples, tal que Ay es un
anillo de matrices sobie un dominio O, y '

1. todos los ideales izquierdos y todos los ideales derechos de O son principales, es
decir, son de la forma Oz y x0 respectivamente,

2. el centro Z (O) de O es un dominio de Dedekind, y O es finitamente generado
como un Z (O} ~médulo,

3. los A—mddulos regulares simples, que no estdn en U, estdn en correspondencia
biyectiva con los O—mddulos simples, y por lo tanto también estén en corres-
pondencia biyectiva con los Z (O) ~mddulos simples.

Observacidén V.1: La prueba del teorema anterior se realiza por induccidn sobre
rkKg (A), ¥y el primer paso de la induccién sc realiza para rkKp (A) = 2, es decir,
para un dlgebra con dos médulos simples,

En este caso se prueba que hay un A—mdédule simple regular, digamos S, tal que
Argy es un anille de matiices sobre un anilio de ideales libres. Se afiima que Ayg es
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noetheriano y que es un anitlo de matrices sobre un dominio O, el cual es de ideales
principales por la izquierda, y de ideales principales por la derecha.

Veamos con un poco més de detenimiento al inciso 2.

Por teorema V.7.4 A;q) es un Z (A{S}) —orden méaximo en Ag, ¥ este tltimo por
V.7.2 es un &lgebra central simple. Ahora bien, el teorema 5.3.1 de [MR] afirma que
para un anillo R con centro Z son equivalentes:

1. R es un anillo PI primo,
2. R es un orden en un slgebra central simple,
3. Resun Z—orden en un dlgebra central simple,

asf que Assy es un anillo PI primo.

Por V.7.4 Aggy es hereditaiio, y sabemos que es noetheriano, luego por el corolario
6.2.8 de [MR], el cual afirma que si R es un anillo primo hereditaric noetherianc
entonces su dimensién de Krull es menor o igual a wno, podemos afirmar que As
tiene dimensién de Krull 1, pues no es artiniana,

Una de las caracterizaciones de un anillo primo de Dedekind, por 5.2.10 de [MRY],
es que el anillo sea primo, hereditario, noetheriano y un orden maximal, asf que Agg)
es un anillo primo de Dedekind.

Citemos ahora al teorema 13.9.14 de [MR}:

Sea R un anillo PI primo, noetheriano, el cual es un orden maximal y posee
dimensién de Krull igual a uno, Entonces el centro Z (R) de R es un dominio de
Dedekind y R es un Z (R) ~orden cldsico y un anillo primo de Dedekind.

Ahora bien, sea Asy = M, (O}, entonces Z (As)) = Z(0) I, = Z(0), donde
I, es la matriz identidad. Se sigue que Z (0) es un dominioc de Dedekind, y como
Agsy es finitamente generado sobre su centro, también O es finitamente generado en
A(OR

Puesto que M, (O) es noetheriano, tenemos que O es noetheriano.

Si K es el anillo de fracciones de Z () entonces el anillo de fracciones de Z (M, (O))
es K1, y tenemos que M, (OK) = M, (O) K1, & Ap, luego OK es simple artiniano, .
por lo que O es un Z {O) —orden maximal.

Utilizaremos ahora el teorema 5.3.16 de [MR]: si Z es un dominio de Dedekind
y R es un Z--orden maximal en (3, entonces K es un anillo primo de Dedekind, De
este teorema se sigue que O es un anillo primo de Dedekind. '

No entraremos en mds detalles de la prueba del inciso 3, pero debemos notar que
la primera correspondencia biyectiva estd dada de la siguiente manera; si m es un
ideal maximal de O, entonces hay epimorfismos de anillos

A = Mp(0) ~ M, (0)®c (0,/m) = M, (0 m)
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los cuales dotan de una estructura de A~médulo a (O,/m)" : este es un A—médulo
regulay simple. Por V.12 de {M] estos epimorfismos inducen una inmersién plena
M {0/ m)y—Mod — A—Mod, asique End, {(O,/m)*) = Bndu, 0,/m) {{Q/m)") =
o/ m.

La eorrespondencia. biyectiva entre los O—médulos simples, y los Z (O} ~médulos
simples, estd dada por ol siguiente teoraina, 224 de [R]:

Sea R un Z-orden méximo en una K—4algebra A Entonces hay una correspon-
dencia biyectiva entre los ideales primos de R v los ideales primos de Z, dada de la
siguiente maneta:

A un ideal primo P de R le asociamos el ideal primo Z M P, a un ideel primo P
de Z le asoclamos el ideal primo RN rad (1)

Observacitn V.2: Es una propiedad muy conveniente que Z (Q) sea uu dominio
de Dedekind; 9 5.6 de [Co] nos dice que todo ideal 1o cero de un dominio de Dedekind
se expresa de manera dnica como un producto finito de ideales maximales. Sia €
Z (0) y consideramos el ideal 22 {0), este se expresa como el producto my...my, asi
que si 2Z (O) estd contenido en el ideal maximal m, como este es primo, tenemos
que al menos para una ¢ € {1,..,1} se cumple que m = m;, lego T estd en un
nimero finito de ideales maximales. Concluimos que cada vez que localizamos por un
elemento x de Z (0) perdemos sélo un mimero finito de ideales maximales, asf que
los Z {0), —simples estdn en correspondencia biyectiva con un conjunto cofinito de
clases de isomorfia de A—mddulos regulares simples.

Por 5.3.1 de [MR] O cs un anillo PI primo, asi que 6.1.36 de [Ro] se puede
localizayr con respecto a un elemento x del centro de Formaneck, de tal manera que
O, es un dlgebra de Azumaya libre sobre Z (0), .

En este caso el inciso ties queda mds bonito, pues por 53.25 de [Ro] hay una
correspondencia biyectiva entie los ideales de Z (0), v los ideales de G, dada de la
siguiente manera: a un ideal I de O, le asociamos el ideal 7N Z (0}, , y & un ideal J
de Z (0}, le asociamos el ideal JO,

Definicion 9. Sca A una k--dlgebra hereditoda de dimension finita y mansa. Sea
O el dominio del teorema V.8, el epimorfismo A — M, (0) induce una estiuctura de
A—mddulo en O Al bimédulo 4 (0%),, o Hamaremos un A—médulo generador.

Proposicién 10. Sea A una k~—dlgebra heteditaria de dimension finita y mansa. Si
Gy es un A—-mdédulo generador entonces es O—completo y O—triangular.

Demostracién: Por V1.2 de [M] tenemos que 4 (Go, Go) =um,(0) (Go, Go) , luego
I = (4 (Go,Go))}* = O, y por hipétesis (Go),, & O", asf que Gy es O--admisible.

Por otra parte, como en I11 18, sean A = (A,0,0), C% = (0,0, 0) el bocs candénico
asociado y F§ : C% -+ A el correspondiente funtor reduccién. Consideremos a
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{e;, M ]4€{1,..,n}} la base dual canénica de {Gp), Por IIL15.1, pata ¢ € A,
€ Gy MeO-— Modym ¢ M, tenemos que la A—estructura de Gy ®o M estd
dada por;

T

a-(z@m)=31 e®@a(lh®@a@zr)xm=>37" e@N{ax)m=ar@m.

Por I11.15.2, para un morfismo f: M — N en RepC%, tenemos que

(Fo, (N x@m]=2@ f(m)+ Lo ()@ f1 (v;) [m) =2 @ f{m).

Se sigue que el funtor Fg, es el funtor Gy ®@o -+ O — Mod - A - Mad.

Consideremos ¢l funtor F) = O*®p _: O —~ Mod — My {O) ~ Mad, ¢} cual es una
equivalencia de categorfas por 1.1.17. [Ro], y el funtor Fy : M, (O)— Mod — A—Mod
inducido por el epimorfismo de anillos A — A, (O} Por V.1.2 de [M] F} es un encaje
pleno. Como la composicidn Faf} coincide con Fg, este es un funtor fiel y pleno, por
lo que G es O—~completo. La triangularidad es inmediata,

|

Lema 11. SiR — ' es un epimorfismo de anjllos entonces X =g R’ es un R~mddulo
R'—complete y /- triangular.,

Demostracién: Por V.1.2 de [M] (R, R) =g (R, R) = R, luego X os
R'—admisible. Puesto que CX = (R',0,0) el funtor Fy coincide con el funtor B’ ®pr_ :
R — Mod — R — Mod el cual, también por V.12 de [M] es fiel y pleno.

|

V.2 Representaciones con grupo de autoextensiones simple,

En 1o sucesivo R serd una k—algebra minimal y k serd un campo perfecto. Sea
lp = 3.0, & la descomposicién de la unidad en idempotentes primitivos centrales
ortogonales. Sea 0 £ t < n, cuando escribamos B = O x ... x O, x § entenderemos
que O; es un orden, relacionado a un médulo generador {Gy);, ¥ que por ello § =
841 X .. x 5, donde S; es un anillo de divisién de k—dimensién finita. Sit =1
simplemente escribiremos R = 0 x 8.

Utilizaremos ta definicidn IIL40 de e -- dim, ¥ nos referiremos a este concepto

como e—dimension.

Definicién 12. Sea A = (R, W,8) un boes K-R. Para M € repA definimos Iy como
la longitud de Ext 4 {M, M) como End 4 (M) ~moédulo. Para cada natwmal i definimos
las familias
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Fi{A) = {M € repA | M cs incscindible y Ly = i}
yF (A d) = {M € Fi (A) | e — dimM =g} .

Definicién 13. Sca A = (1, W, 8) un boes K-R. Sen B = Oy x... x Oy x § Definimos
a la familia H (A} como

M = ?’L10]/Tﬂ1 D .. D ?’LLO,;/TYL‘ & M
H(A)Y=<{ M erepAl yital quen; € NU {0}, m;es un ideal maximal de O; ) .
¥y M esun S — médulo

Definimos la familia H {A) (d) como
H{AY (D) ={M e H|e—dimM =d}

Definicidén 14. Sca 4 = (R, W,8) un bocs K-R. Sea R = 0, x ... x Oy x §. Definimos
a las familias H; (A) ¥ H; (A) (d) como

Hi(A) =HAINF; (A) y Hi (A) (d) = H (A NF; (A) ().

Definicion 15. Sea 4 = (R, W, 8) un bocs. Si Q, y Qq son familias de objetos en
RepA, decimos que Q) cubie a Qs si

1L & C Q.

2 Para casi toda clase de isomorfiz (M), con M & Qa, existe un M’ € Q, tal que
M = M.

Definicién 16. Sea A = {R,W,#) un bocs, Diremos que es pequefio si W es finita-
mente generado como R — R-—bimddulo.

Definicién 17. Sea d un vector y U/ un R — R—bimédulo. Por observacidn IV.2,
E-c—;-}nf | Nl es un valor constanie, para cada N € repA tal que ¢ —dim (N) =4 Por
ello definimos la norma de la dimensidn con respecto al bimédulo U como ||dljy =
-

Proposicién 18, Sed A = (R, W,8) un bocs K-R, pequenio y R=0; x ... x O, x §.
Seane=1-—¢;, A, = (eR,eWe,6,) v F.: RepA. — RepA el funtor eliminacién de
idempotentes. Entonces, para cada e~ dimensién d, con (d); = 0, existe una unica

e~dimension d tal que Fy (H; (A} (d)) = M, (A} (d}, donde j € N U {0} . Ademds,
Ae es K.R y pequeno.
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Demostracién: Sea M’ € rep A,y M = F.(M").Sead = (I, .., 4i—1,0, i1, oy bn) -

Como R-—médules F, (M"Y = M, luego F. (H (4.)) estd contenida en H(A), ¥y
si Ne HNImF, entonces M € F, (H).

Por I11.3.2 Im F, es la subcategorfa de Rep.A cuyos objetos son anulados por e,
asf que H (d) € Im F..

Por 11141, si e — dimM" = (¥, .., ¥_;, 85, . ) = d entonees

e—dimM = (,. ,1_1,0,8,,,.., 1) . Luego, F. (H {A}(d)) =H(d).

Por IV.27, (F,), : Exta, (M', M) — Ext4 (M, M) es un isomorfismo natural en
M. Luego, para cada j, F; (H; (A} (d)) € H; (A)(d). Asi que F, (H; (A:) (d)) =
H; (A} (d).

Por I11.3.4, 4, es K-R.

Claramente eWe es finitamente generado como eR ~ eR--bimédulo.

| |

Lema 19. Sea o : T — 5 un morfisio de anillos. Sean U un T'—mddulo y M un
S—mddulo. M tiene estructura de T—mddulo v S tiene estructwra de T'—T'- bimédulo
vfa o. Entonces:

1. Hay un isomorfismo de T—médulos 71 : 5 @ M — M dado por 71 (s @ m) =
sm, con inversa 77! (m) = 1®@m.

2. Hay un isomorfismo de T—mddulos 72 : Homg (S, M} — M dado por 1y (f) =
f(1ls), con inversa 73! (m) = f., donde fin (s) = sm.

3. Hay un isomorfismo de grupos 74 : Homg (S @p U, M) — Homp (U, M) dado
por 73 (g) [u] = g (1 @ u), con inversa 75! (h) (s @ u] = sh{u).

Demostracién: Veamos que 71 es un morfismo de T—mddulos:

Ti{ts@m}=11{oc(t)s@m) = o (t)sm = t (sm).

Claxamente 77" es la inversa de 7.

Veamos que T, es un morfismo de T'—mddulos:

T2 (tf) =) () =F(1) =F (e ®)) = o (t) f (1) =2 (F (1)).

También tenemos que

7975 (M) = fm (1) = m y que

5 72 (f) =731 (f (1)) = Sy, donde fray (s) = sf (1) = f (s), luego f = fro).

Por el segundo incise y el isomorfismo de adjuncién ¢ tenemos el isomorfismo
composicién, al que dennotamos por 73 :

< (r2). :
Homg (S@p U, M) -+ Homyp(Us (S, M) —  Home (U, M).
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Asi que 75 (¢) (1} = ((72),5 (g) () = s () ()] {1] = g {1 ®w)
Finalmente
) (®1) = (57 (1), () (4@ ) = 75" (b () o] = i o) = o (0,

Proposicién 20. Sea A = (R, W,§) un bocs K-, pequefio y R =0 x 8. Sea 0 =
W§ C Wy € ... C Wi = W la filiracion de grado cero asociada a la triangularidad.
Sea & (e;Wje;) = W,{l) C e;Wie;. Sea d un vector tal que (d); # 0 o (d}; # 0.

1. 5ii,j > 1, existe un B — R—bimédulo WY de ¢;W]e; tal que el bocs

A= (R, Worwg) @ (Wi, W), 5,)

.es K-R y pequefio, y el funtor regularizacion F; : Rep.A, —+ RepA cumple, para
‘cadat e NU{0)} que

F, (Ht (-Av) (Q)) =H, (-A) (QD .

2 Sii=107=1, y A es triangular aditivo y no salvaje, entonces hay un bocs
K-R, pequefic ¥ triangular aditivo

A = (B Wo el ® (Wa, W) ,6,).
Ademds, el funtor regularizacién F, : Rep.d, — RepA cumple, para cada d, que

F, (Mo (As) (d)) cubre a Ho (A){d) .

Demostracién: Denotemos H (A4,) como H' y H (A) como H. Los siguientes
hechos son comunes a ambos casos, una vez que se haya precisado A4, :

Por 111 42 ¢ — dimM’ = ¢ — dimF, (M) .

Puesto que come R~mdédulos M’ = F, (M"}, tenemos que B, (H') est4 contenida
en H.

Sea M € H, es decit que zgM 2 ny {O/m) ® {1 — e;} M para m ideal maximal de
0. Asf que consideremos al anillo semisimpie .S = O/m x 5.

Como S’ ®pg W @55 es finitamente generado como bimdédulo, tiene k—dimensién
finita, asi que

M| = ditng (Homn (M, M)} = dimg (Homg: (M, M)) < oo,
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por lema V.19

IMllo = dimy(Homg(Wo®a M, M))

¥

dimy, (HomR (Wo RrS ®s M, M})
dimy, (Ho'm_g: (S ®gWoer 5 ®s M, M)) < 00

(Mly = dimg{Homg(W: ®r M, M))

dimy, (Homp (W) @ 5" @ M, M))
= dimg (Homg (5' @z W) @r 5’ @5 M, M)) < o0,

Luego M € repyA y estd definida g4 (M) = [ M} — | M]o + || M]|1, es decir
Es claro que en ambos incisos de la proposicién obtenemos bocses pequefios, por
lo que si M’ € H' podemos usar la argumentacién anterior para probar que M’ €

repoAs.

1

Supongamos que 3, j > 1. En tal caso, e;Wie, y Wl(l) son § — S§--bimdédulos; asf
que, por T11.37, hay descomposiciones de - S—bimédulos e, Wie; = ker 6,,%.%83.@
WY, eWoe; = (eWae;) ® esWle; vy eiWae; = Wrrewdh,
Entonces tenemos descomnposiciones de B ~ R—bimdédulos:

We = Wydele; =W (eiwgej)’ & e,-W(}e,-

= (W@ (eWoey) @ler e, | @ WY = Wy © WY,

¥y
Wy = W] @ eWie; = Wi o Wr e W = wiv g wib,
Sean 4, y F, como en el inciso 1.
Por IIL.7.2, F, es denso. Es claro que F, {7 (d)) = H{d}.

Sean M € Hy & = Ofm x § como al comienzo de la demostracién, tenemos
entonces que

S@rWo@rS Z(S'RrWIQrS)D (S Qr W ®r S,
5 @p W, 8p & = (3’ or WP ®g .S") @ (5 @ W ®r 5,
y que § induce un isomorfismo (S’ @z Wy @4 5') ~ (S‘ Sk Wfl) ®r S') . Por
I1L3, para M’ & H' tal que F, (M') = M, se cumple que ¢4 (M)} = g4, (M").
Por TV 22 esto equivale a que



FAMILIAS PARAMETRIZADAS DE REPRESENTACIONES. 143

dimy, (Hom 4, (M, M")) — dimy, (Bxta, (M’ M") =
dimk (HO’!J’!._A (M, M)) - dimk (E:L‘.tA (M,M)) .

Lo cual, por fidelidad y plenitud de F, implica que
dimg, (Bxt 4, (M, M)y = dimy, (Ext 0 (M, M}).

Por IV .34 End,, (M*) = D'@rad (Bnda, (M")y Enda (M) = D@red (End., (M)) .
Por fidelidad y plenitud DY = D, Luego, la identidad en las k—dimensiones de
las extensiones, implica que F, (H}) estd contenida en H, para cada t. Se sigue
que F, (H} () = H: (d) |

. Supongamos que { = 1y § # 1 y A triangular aditive. Por 11145 A, es
triangular aditiva,

Sea W = e;Wie;. Supongamos que hubiese cinco ideales maximales my, .., M5
de O tales que para cada ¢ € {1, ...,5}

(O/ M) @g Wi ®Rre;R#£0e
I, @8@1,: (O/my) @rWi@pe;R — (0O m;) @r Wlm @rejlR (*)

1o es inyectivo. En tal caso sea
X=0/m®..®0/ms®e;R,

en donde la estructura de A{A)--médulo no es més que la que posee como
R—médulo. Tenemos entonces que

L= (i (X X)) = (a (X, X))*"

(r (Ofmy, Ofm)}* x .. x (8 (O/ms, Ofms))” x (i (e;R,e;R))%.
Dado que R — ¢;R y R -+ O/m, son epimorfismos para cada ¢, por V.1.2 de
[M] lo dltimo es igual a

(opm (OFm1, 0/m1})% X ... % {0/my (Ofms, Ofms))” % (o, (e;R,e;R))™
= Ofmy X ..x Ofmg % ;R

Rl

Asf que T" = 5; el cual es un anillo semisimple. Luego, por II11.23, X es
So—completo, asi que hay un funtor fiel y pleno Fx : RepA* — RepA.
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Como I" & 5y, es decir, lo que en la definicién 1T11.26 corresponderfa a2l bimadulo
B es cero, tenemos que la filtracién de R — §—Dbimadulos 0 € X hace que X
sea Sp—triangular, asf que por I111.31 A¥ es un bocs K-R.

Veamos que la suposicién implica que A¥ es salvaje. Primero observemos que
para cada

(O/myY = (Ofmy,O0fmy X ... x Ofms x e;R)g, = (Ofmy, Ofmy)g,
& (0/mg,Ofme)gpm,
& Ofm,.
Luego, para cada ¢
(0,/my)’ ®a Wi @ ;R # 0.

Como B* = 0, tenemos, para los morfismos de I1L12 gque e = 0 y a = 0. Para
. cada g hay una base dual que estd dada por Ay = ldo,m, ¥ T4 = loym,.
Similarmente s = Id, r, s = e; es una base dual de ¢;R. No es difici] can-
vencerse de que a1 &7 ¢ (X, X)g — X @5, X* es como en 1.5.2, entonces
&' {Tdx) = 38,7, @ Ay Aplicando las férmulas de II1.14 obteriemos, para
)\q & (O/mq)*s q € {1: 15} Yw € Wé? que

&% (A ®pw Br €5)

(a' @ I) (aJ\.e,- (w)) + 0‘3\.85 (‘5 (w)) + ('_1)91(?”) (I & e) (QA,GJ’ ('w))
AW (6 ('U)))

Ag ®n b (w) ®r ),

1 n 8

pues § (w) € ¢;Wie;. Luego,

6% ((O/mg)” ®p Wy @re;R) = (0/my)" ®r8(W)) ®re,R

(1,86 ® I,) [(O,/m,) ®r Wi @r e; ).

[t

Por suposicién ker (I, ® § @ I;) # 0. Asf que sea

W, = ker (6%) 1 ((O,/my)" ®r Wi ®r e;R). Por 11137 tenemos que &5, W,
es un sumando directo de X* & W, @ X. Como EBE:IW.] se corresponde a una
k—especie de 1a forma
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*0/ ma 20 my
N

*a,my T %R
7000

*0, my O /mg

el cual, por [Ril], es de tipo salvaje. Asf que, por 11147, AX es salvaje y, por
I11.52, A es salvaje: contradiccién con la hipétesis.

Luego hay a lo mds cuatro ideales que cumplen las condiciones pedidas. Por
1V.38 en Mg (d) hay a lo més cuatro clases de isomorffa que como R—médulos
tienen componentes O,/ 1m,, tal que m, cumple que (*) no es inyectivo.

Por II1.4.2 Im F, es la subcategorfa de objetos que son anulados por W, asf que
F.(H) (d) cubre a Hy (d) .

Sea M € F,.(H'){d) vy & = O/m x 5 como al comienzo de la demostracién,
. Sea Wo = W & Wy. Hay un diagrama conmutativo:

’ fRug@I
S @rWi@rS — SopWe®rs — SFRpWiars
TQ@bal Il &1
i ronal i) i

SRrWPRrS — SeuV(A)RrS — SepV(4)8rS — 0

donde la primera sucesién es exacta corta; y la segunda sucesién es exacta.
En 5’ no aparecen los ideales m,, asi que I ® 8§ ® J|gg,wie s 8 inyectivo, luego
es isomorfismo, por lo que { @1y ® [ es inyectivo. Tenemos entonces la sucesién
exacta corta:

@@l : T i
SRrWV8rS =  SerWi8aS — §r (W WD) xS

Luego, como S es semisimple, por 1115 podemos concluir que si M ¢ H' y
F, (M") = M, entonces g4 {M) = qa, (M’). Por IV.22 esto equivale a que

dimy (Hom 4, (M, M")) — dimy (Ext 4, (M, M")) =
diny, (Hom 4 (M, MY)) — dimy, (Ext, (M, M)) .
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Por IV.28 se cumple que
dimy, (Ext 4, (M', M")) = dimy (Bxt 4 (M, M)).

Como vimos en 1V.34 Endy, (M) = D @ rad (End 4 (M")) y Enda(M) =
D @ rad (End4 (M)). Por fidelidad y plenitud de F, se sigue que D' = D,
Luego, la identidad en 1a dimensién de las extensiones implica que F, (H!) estd
contenida en H;. Luego F, (H; (d)) cubre a Ho {d}.

El caso i # 1, j = 1 se resuelve de manexa similay al anterjor.

Veamos que no es posible que i = j = 1, pues entonces, para T = Tg {e;Wle)) y
M € Ho(d), tendriamos que Exty g (M, M) # 0, lo que, debido al epimorfismo
v Exta (M, M) —~ Extrg (M, M) de 1V.23, contradice que Bxt, (M, M) =0.

Definicién 21. Sea D un anillo, x una variable yo 1 D - D un:automorfismo.
EI anillo de polinomios torcidos D [z, o) tiene como conjunto base a los polinomios
formales de = sobre D, perc donde la accién por la derecha de D estd dada por
zd = o (d) z.

Proposicién 22. Sea A = (R, W, é) un boes triangular pequeiio y sea R semisimple
. ({recordemos que en esta seccién R siempre es k—minimal, y que por If1.37 esto implica
gue A es aditivo). Sea 0= W C W¢ C ... C W = W, la filtracion de grado cero
asociada a la triangularidad. Sea Wél) un R — R—sub-himédulo de e;Wie; tal que
§ (W_&”) = 0. Sea T = To(W§"). Sea d un vector tal que (d); # 0 o (d); # 0. Sea
e=¢e+e —e+e, ye =1—e Silafamilia M; (d) tiene infinitas isoclases de
inescindibles sucede una, y sdlc una, de las siguientes situaciones:

1. 8i j = i entonces hay un bocs Ay = (R, W’,8") triangular aditive pequefio, y
una iinica e—dimension &' tal que Fy {(Ho), (d')) cubre a H; (d) , donde Fj es el
funtor absorcién.

2. Seat 3 j. Hay un T-mddulo generador Gy y una tnica e—dimensisn d tal que

FpFx ((MF), (d)) cubrea™, (d), para X = Gobe' R. Ademds AY = (Ro, WX,6%)

es triangular aditivo y pequefio.

3. Seat # j. Hay un T—mddulo X que es S—triangular y de k—dimensidn finita,
y una tnica e—dimension ' tal que FoFy ((HF), (d)) cubre a H, (d) .

A = (5, WX 6% } es triangular aditivo y pequefio.
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Demostracién: Comencemos recordando que por I11.37, Wél) es un sumando .

directo de g;Wle; como R — R—bimédulos, luego podemos aplicar absorcién. Por
semisimplicidad de R tenemos que Extrp (., ) = Exty(-,.). :

Sca M € My {d). Por IV.34 Endq (M) = Dy @ rad(Fnd4 (M)). Por IV.23 hay
un epimorfismo r : Ext 4 (M, M) — B2ty (M, M) de Dy — DY ~bimédules, asf que
Exty (M, M) sdlo puede ser trivial o simple como Dy—médulo.

Como § (Wén) = 0, hay un morfismo de anillos ¢ : Dy — Endy (M) dado por
o ({f°, F1)) = f° Come Dy, es una k—adlgebra de divisién, y claramente la identidad
va en la identidad, ¢ es inyectivo,

Tenemos entonces que la longitud de Exip (M, M} como Dy —médulo izquierdo
(derecho) es mayor o ignal a la que tiene como Endy (M) —médulo izquierdo (dere-
cho), asi que Bty g (M, M) s6lo puede ser trivial o simple como Endy (M) --médulo
izquierdo (derecho), .

Sea ¢y = dimy (D) . Recordemos que por IV.36 ¢y (e — dim (M) = dim (M)

Como se mostrd en IV.31 hay isomorfisimos Exty (M, M) & Exler. (eM,eM) y
Endr (M} = Endgr. (M), pot lo que generalmente s6lo estudiaremcs las propiedades
de eM. o '

1, Sea j = ¢. Piobemos que Wom es de dimensidn 1 en el anillo de division eR = D,

Sea q.7. la forma cuadratica dé] algehra tensorial eTe. Tenemos que

Gere (M) = dimy (o (eM, eM)) — dirow (p (WEY @ eM, €M) )

lo que claramente es negativo si dimp (Wél)) > 1. Como también

Gere (€M) = dimy (ere (eM, eM)) — dimy  Extere (€M, eM)), _
tenemos entonces que la tinica manera de que Extar, {eM, eM) sea simple como
Dy~médulo, es que qure (eM) > 0, luego es necesario que dimp (Wé”) = 1.

Asf que Wél) = Dpow = wDy; paraw € Wé“ - {0}, es decir que si fijamos a w
obtenemos un antomo: fisino de dlgebras o : 0 — D definido por wd = o (d)w :

o {dida)w = wdidy = o (d)) wdz = o (d1) o (d2) w.

La identidad I : D — D y el isomorfismo de D) — D—himédules b : Wén — Dz
dado por b (dw) = dz, induce por la propiedad universal del algebra tensorial un
morfismo de k—dlgebras &' : eTe — D[z, o] Es inmediato que ¥ es biyectivo.

Ahora bien, D{z,g] es uno de los dominios considerados en V.8 (véase 5.3.1
[CB2]), que parametrizan a los médulos regulares simples. De esto se sigue
que casi todo objeto de H, {d) es isomorfo a un objeto de Fy (Hy).
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Puesto que R = xR y B = x,elR x eTe, sid = (dr,.,di,.080) ¥
Fy(N) = M para M € H{d) entonces N € Hs(d'), donde ¢l nuevo vector de
e—dimension es d' = {dy, .., di_y, 1, dig1,orr Ga) -

Por IV.29, para N € RepAp ¥y Fy (N) = M, hay una sucesién exacta corta:

(Fa),

Exts, (NN} — Bzt (M,M) — Extpp{M,M).

Puesto que Fp es un isomorfismo de categorfas tenemos que Enda, (N) =
EyY (Da)®rad (Enda, {N)), asf que se induce una estructura de Dy — D3 —bi-
médulo en Extg, (N, N). Como (Fp), es una transformacion natural de bi-
funtotes, tenemos que si Fxt (M, M) es simple como Djyy-—médulo, entonces
Exty p (M, M) es simple como Dy —1médulo st y solo si Exty, (N,N) =0

Luego Fy {(Hg)o (d)) cubre a H; {(d) .

. Sea j 5 4. Supongemos que Exter. (eM,eM) es simple como Dyr~médulo,
Inego es simple como Bnd,r. (eM) —mdédulo. Sabemos que eM es de la forma:

eM = (MM & .. O MNM) O (21 B .. ©p, T,

donde M, es regular inescindible y Z; es preyvective inescindible, es decir, que es
preproyectivo o preinyectivo. Como se vid en la prueba de IV.33 Eatepe (My, M)
es distinto de cero, y Ext.re (My, Z;) 0 Bxter, (2., My) es distinto de cero, luego
de los isomorfismos de Endyr, (M) —médulos

Extops (eM,eM) 2 (&7_ M Evtore (eM, My)) ® (O, o Brter. (€M, Z,))
Extyr. (eM,eM} = (Sh_ M Extor. (M, eM)) & (872, p Extor. (Z;, e M))

y el que Extep, (eM,eM) sea simple se sigue que eM 2 M), para un inico
médulo regular, o que es suma de modulos preyectivos.

Supongamos que eM es 1egular. Consideremos a g, la forma cuadrdtica asociada
a T, se cumple que

0 = ¢ (eM) = dimy (Endep. (eM)) — dimy, (Exter. (eM, eM)).
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Luego, como dimy {Ezt.pe (eM, eM)) = cp, tenemos que Endyr, (eM) = Dy,
por lo que eM es regular simple

Sea N € H, (d) . Por 1V.36 y observacién 1V.2 dimp (M) = 22 (dimp (V) , por
lo que se cumple que g (eN) = 0. Esto nos permite repetir ¢l argumento anterior
y conchiir que End.r, (eN) es anille de division, luego eV es inescindible, luego
es regular simple,

Sea Gy un médulo generador asociado a eTe, por V.8 casi todo simple regular
eTe es de la foima Gy ® (O m) con m un ideal maximal de O, y todos tienen
endolongitud [, con ! un entero fijo.

Sea X = Gy &R, Por V.10, V.11, II1.25 y II1.32 X es O x € R—completo y
O x &' R—triangular, asf que existe un bocs Af = (So, WX, §% ) triangular, con
Ry = O x &R, y una funtor fiel y pleno que es la composicién de los funtores
absorcién y reduccién FyFy : RepA¥ — Rep A

Puesto que (Go)p = O, y WX 2 ((Go)" ® W @5 Go) @ (e'We'), tenemos que
W" es finitamente generado como bimédulo. Adernds, si hay una filtracién.
O—W CWECWEC .. C WS =W, por IIL3T Wit = Wi ® Vi como R -
R—bimédulos. Basta veriﬁca,r que la filtracién de grado cero de Af, construida
en IIL31, es X* @ (Wi @r X 2 (X*@p Wi ®r X) © (X" Qg Vi1 ®r X)),
luego A es triangular aditiva.

Por construccién, casi todo objeto de H; (d) es isomorfo a un objeto de Fx Fy (H¥ ),
pues son de la forma (FyFx (M) = {(Go Qo (O m)) @ ¢R) @y M como
T—médulos, asf que aplicamos I11.17.2

Sea FpFx (M) = M. Por IV 37 hay una sucesion exacta corta (x)

(FaFx), "
Extax (M, M) —  EBxta(M,M) — Eaty(M,M).

Como en el inciso anterior, de esta sucesién obtenemos que si M’ € Rep Ay es
tal que M € M, {d), entonces M’ € (’H{,"r)u.

Veamos cual debe de ser el vector de e—dimensidn de tal M’ : sea g — dim (M') =
&, ysea 85 =0/m x &R el anillo semisimple asociado. Sea d = (d;,d,) donde
d, es el vector correspondiente a e, y d, es el vector correspondiente a &' Para
d sea d = (d),d;) donde d se corresponde al orden O, y dj se corresponde a
e'R

Tenemos que M = (FyFy (M")) & ((Gy ®0 (0./m)) & &'R) ®g M’ es isomorfo
como T—médulo a un elemento de * {d}, luego &, = d, pues por fidelidad
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y plenitud cpr = epp. Recordemos que Endere (eM) = Dy, mientras que por
otro lado Bndur. (eM) 2 (0, /m), y (Go ®0 (O/m)} tiene endolongitud {. Por
lo tanto dj = 1.

Por 11143 y 1144 FyFy ({HF), (1.43)) S H(d).

Sea M' € (HF),(1,dy) y M = {FFx (M), asf que eM conticue médulos
eTe—regulares simples, y como la endolongitud de cralquiera de tales médulos
es [, tenemos que End.r, (eM) & Dy = Dy, liego Exter. {(eM, eM) es simple
como Dy médulo, y por {x) eso implica que M € H, {d) .

. Sea M € H;(d). Prosigamos con la labor del inciso anterior suponiendo que
Extep. (eM,eM) es Dy —simple, pero que ahora

eM = ”‘[ZI D ... @ﬂ‘m‘zm

donde Z, es preyectivo inescindible. Probemos gque sélo hay una cantidad finita
de clases de isomoiffa de preyectivos, que aparecen como sumandos' directos
de eM, para todos los M & H) (d}. Como en el inciso anterior tenemos los
isomorfismos de Endeyrs (M) —mddulos

Extere (eM,eM) = @2, p Extop, (eM, Z))
Extore (eM, eM) = @, p,Exter, (2, eM)

asf que Eztop, (eM, eM) simple implica que hay al menos un £ tal que g, = 1.
Puesto que hay un monomorfisme de anillos inducido

Dy — Endere (eM) /rad {Endere (eM}) = x 7 End (14, 2,)

se induce un monomorfisme Dy, — FEnd (,%Zto) . Puesto que el anillo de
endomotfismos de un médulo preyectivo es e o e;R, se sigue que ¢y <
max {dimy (e;R) ,dimy {(e;R)} . Por lo tanto dim (M) estd acotada, asf que sélo
aparece una cantidad finita de clases de isomorfla de médulos preyectivos,

Sea X = (2, @®.. & Zy)De' R Por 11138 X es 5-—completo y S—triangular, asf
que existe un bocs AF = (S, WX, §%) triangular, y un funtor fiel y pleno el cual
es composicién de los funtores absorcién y reduccién FpF : Rep A ~+ RepA.
Por (x), st M’ € (H}) es tal que M = FyFx (M), entonces M’ € (Hf),.

Por IV.38, para cada ¢, hay una sola isoclase en {HJ), (d") . En 11144 vimos
que lag e—dimensiones de RepAJ son enviadas linealmente en e-dimensiones

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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de RepA mediante una matiiz de ndmeros enteros. Luego hay una cantidad
finita de e—dimensiones d’ que van en d, asf que s6lo hay una cantidad finita
de isoclases en H, {d) tales que su Ext.p, (eM, eM) es Dys—~simple.

Denotemos por H; (d)™ a los objetos M € H,; (d) tales que Extyp. (eM,eM) =
0. Sean M, N € Hi{d)”", como e —~dim(eM) = e~ dim(eN), se sigue, por
observacidn 1V.2 y IV.33, que hay enteros cy, c)y tales que ey (eM) = e (eN},
es decir gque aparecen las mismas clases de isomorffa de inescindibles en sus
descomposiciones como eT'e—médulos.

Sea X = w12 & ueZy ® 'R, donde u; es 1 si n; # 0 ¥ cero en otio caso.
Por I11.38 este médulo es Sp—~completo y Sp—triangular, asf que existe un bocs
AF = (S,WX,6%) triangular y una composicién de funtores absorcién y re-
duccién FyFx : RepAY — RepA fiel y pleno. Por construccién, y 11L.17.2, todo
elemento de H; (d) es isomotfo a algin objeto de Im (FpFy).

Sea M’ € RepAj, tal que FpFx (M') = M € H, (d)” . De la sucesién exacta
(*) tenemos que Ext ox (M', M’} es simple en Bnd 4x (M'}, es decir que M’ €
(M), - Recfprocameite, si N' € (H}'), entonces Extip. (FaFx (N'), FoFx (N')) =
0, asf que FpFx (N') &€ (H,)”.

Sea e~ dim (M’) = ¢ .Por [I143 y IIL44, todo objeto con e—dimensién d'
va bajo FyFx en un objeto con e-dimensién d, luego FpFx ((’Ha’()l (é’)) C
Hy(d)".

Sean N € H; (d)” y N’ € Rep A} tal que FoFy (N) 2 N. Sea g -- dim (N') =
d”. Como vimos antes ex (eM) 2 cpr (eN), es decir, que st eM = n 2 B np s
y eN = mZ; @& myZa, entonces cyng = cymy. Luego @87 = (-g—ﬁ) d', pero, una
vez més por [11.44, eso s6lo es posible si ¢ = 1.

Observernos que para una e—dimensién d los ties casos presentados son ajenos;
en el primero ¢ = j {se corresponde con un lazo), el segundo tiene forma cuadrética
sobre T igual a cero y en el tercero la forma cuadrdtica es positiva,

=

Proposicién 23. Sean A = (R, W,8) un bocs triangular aditive pequefio y R =
Oy X ... X Oy x 8 Sea0 =W C WS C..< WS =W, la filiracion de grado cero
asociada a la triangularidad. Sea Wén un R — R--sub-bimédulo de e;Wle; tal que
8 (Wé!)) =0, ydonded,j >t SeaT = TR(Wél)).. Sea d un vector dimensién tal
que (d); # 0 o (d); # 0. Entonces existe un T--mddulo X el cual es Sy—completo y
So—triangular tal que:

Sea Af = (So, wx ,6x) el bocs asociado y FyFx : RepAf — RepA la composi-
cion de los funtores reduccién y absorcién. Ay es triangular aditivo pequeio.
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Hay una sola dimension d' tal que FyFx ({H¥ )o{d)) cubre a Ho (d).

Demostracién: Sea ¢ = 1 — (e; +¢&; — &;¢;), como i, > ¢, e;Wde; esun § —
S—bimdédulo. Wé!) también lo es, v resulta sumando directo de e;Wje;, por 11137
como S — S--bimédulo, luego también es sumando directo come R — R—bimddulo.

Sea M € Hp(d) . Por IV.23 hay un epimorfismo de bimédulos r : Ext 4 (M, M) —
Exty g (M, M) . Asi que Extr g (M, M) = 0, luego Extere g (eM,eM) = Extep, (eM,eM) =
0 Asfquei#j

Sea N & Hg(d), como e — dim (edf} = ¢ — dim (eN), por 1V.33, se sigue que hay
enteros a, b tales que a{eM) = b(elN), es decir que aparecen las mismas clases de
isomorfia de inescindibles en sus descomposiciones como ele~médulos. Sea X la
suma. de representantes de las clases de isomorffa que aparecen en eM, luego

ereX ® (@4_,0r) es un médulo Sp = O X ... x O, X §'—triangular.

Por construccion, para M’ € RepAJ se cumple que FyFy (M') € H sélo cuando
M e Hf.

Sea. M € H y sea M' € RepAf tal que FyFy (M') = M. Por 1V.37 tenemos una
sucesion exacta corta

(FafFx), v
E:Et_d‘.;c (}Vf',M') — Ext 4 (M,M) —  FExtp (M,M) .

Luego Bxt ax (M', M') = 0si y sélosi Exta (M, M) =0, por lo que M’ € € (Hy),-

Sea d = (dl,dz) donde d, es el vector cozrespondaente ae ¥y dy es el vector
correspondiente a 1 — e, Para d' sea d = (d},d;), donde g} se corresponde a e, y dy
se corresponde a S’

Sean M, N € Ho(d), N' € (HF) (@) y M’ € (M) (d") tales que FyFyx (N') = N
y FeFx (M) = M. Claramente dy=d =d]

Sea gre X = 218 Z2. Como vimos antes hay enteros a, b tales que a (eM) 22 b(eN),
es decir, que si eM = n 2 EneZy y elN = my 21 §meZs, entonces an, = bm,. Luego

" = cdy, pero esto s6lo es posible si ¢ = 1.
|

Teorema 24. Sea A = (R, W,d) un bocs triangular pequefio con R una k—dlgebra
minimal, semisimple y de k—dimensién finita. Sea k perfecto y A no salvaje. En-
tonces, para cada vector de e--dimension d con una cantidad infinita de isoclases de
inescindibles en M, (A) (d) , hay un bocs triangular minimal B = (Rg, Wg, 8g) ¥ un
funtor F ; RepBB — Rep A tal gque:

1. Rg= 0 % &5, donde O es un orden asociado & un médulo generador,
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2 F es compeosicion de los funtores eliminacién de idempotentes, regularizacion y
la composicién de absorcién y reduccion,

3. hay unae—dimensiéndg = (1,0, ...,0) tal que F (Ho (B) (dg)) cubre a ™, (A) (d).

Demostracién: Sea 1z = Y ;e la descomposicién de la unidad de R en
idempotentes primitivos centrales ortogonales. Para M & repA sea Enda (M) =
Dir @ rad (Ends (M)) como en IV.34 1 y sea cpy = dimg (Dyy) .

Los funtores de reduccién son fieles v plenocs, asf que si F' es un funtor de estos,
S = CR{A-

Procedamos a resolver el problema.

Paso 1: Si d tiene ceros, podemos aplicar eliminacién de idempotentes cuantas
veces sea hecesario hasta obtener una nueva e—dimensién sin ceros, digamos d,. Por
utilizacién sucesiva de V.18 obtenemos un funtor Fy © Rep A’ — RepA, el cual es
composicién de funtoies climinacién de idempotentes y tal que Fy (H, (A (d,)) =
Hi1 (A} {(d). Por HI3.5, pues es suficiente que la propiedad se cumpla en un sélo
objeto con e—dimensién d, tenemos que {|d, [lo = ||dfio

Paso 2: De ser posibie, aplicamos sucesivamente V.20.1 obteniéndose un funtor
Fy : RepA" — RepA, el cual es composicién de funtores regularizacién y el cual
satisface que Fy (M (A") (d,)) = Hy (A) (d,) . Observemos, por TIL5, que para M’ €
Hi (A7) (d,) se cumple la desigualdad estricta [|M”|lo < || F2 (M") [lo, luego id; o <
lds .

Paso 3: Ahora tenemos que aplicar los funtores absorcién y reduccién, Si el mé-
dulo triangular X es de dimensién finita, por V.22.3 hay un bocs A = (S, WX, 6%)
¥ una tinica e—dimension d, tal que FpFx ((HF), (d;)) cubre a H, (d;). Por II1.8.3
y I11.21 para M € H; (Af) (d,) se cumple la desigualdad estricta ||d; o < lid, lo-

Repetimos estos tres pasos tantas veces como szea posible, como la norma va
disminuyendo, esto gcurritd un mimero finito de veces. Mediante este proceso no
es posible llegar a un bocs minimal, pues en un bocs minimal toda conflacién es
equivalente a la trivial, es decly, el grupo de auto-extensiones es cero. Sea By =
{R,,W;, &) el bocs en el que este proceso termina y sea F, : Repl3, — RepA el
funtor obterido, y sea d, a tinica e—dimension para la cual F, (H; (B;) (d,)) cubre a
Ty (A) ().

De manera que debe llegar el momento en que empleamos absorcién vy reduecién
como en V.22.1-2. Sea 1z, = e + ¢, donde e es la suma de los idempotentes a
considerar. Sea W, = ¢’ (W) o€y en lugar de la norma cero consideramos a ||d,|ly, <
lelto-

Al aplicar el funtor obtenemos un médulo generador Gy, con anillo de endo-
morfismos (, un anillo &A-—minimal B = O x ¢'Ry, un bocs B, = (R, W1,6) v
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una tnica e—dimensién ¢ tal que FyFx ((Hy},(d)) cubre a M,{d) Ademss, si
W, = ¢ (Wh), ¢ tenemos do IL.8.3 y I1L21 que ||d'liy, = lld: I,

Por comodidad denotemos en todos los bocses que aparecerdn, cuyos anillos son
de la forma O x 5, con Sy semisimple, po W al R — R—sub-bimédulo de {Wo), dado
por ng (Wu)q 150 "

Paso 4: 5i d' tiene ceros, podemos aplicar el funtor eliminacién de idempotentes
cuanias veces sea necesario hasta obtener una nueva e—dimensidn sin ceros, digamos
d). Por utilizaci6n stucesiva de V.18 obtenemos un funtor Fy : RepB, — RepbB, el cual
es composicién de funtores eliminacién de idempotentes y tal que F} (M, (B2) (d))) =
HE (B} (d) . Poi IIL.3.5 tenemos que ||d\ v = 1]y

Por 111.48, 111.49, I11.50, Y11 51 y I11.52 ninguno de los bocses que aparecen pueden
ser salvajes.

Paso 5: Asfquesi 0= W C W} C ... € W = W, es la filiracién de grado
cero asociada a la triangularidad de By, y se tiene que § (W3) # 0, podemos aplicar
el funtor regularizacién como en V.20.1 o en V.20.2. Observemos, por IIL5, que
st empleamos V.20.1 disminuimos de manera estricta el valor de Jd) [ La variante,
V.20.2 del funtor regularizacion sélo puede aplicarse de maneia consecutiva un mimero
finito de veces, de hecho, si n es el ndmero de idempotentes primitivos y r es €l ndmero
de subméduios de la filtracién de grado cero, V.20.2 se puede utilizar a lo més nr
veces consecutivamente.

Asi que utilizamos regularizacion tantas veces como sea posible, y como ya obser-
varnos esto es un mimero finito, obteniéndose un funtor Fj : RepBy — RepBs, el cual
es composicin de funtores regularizacién y el cual satisface que Fh (My (Ba) (d))) ==
HU (82) ((_l’l) :

Paso 6: Luego, si no hemos legado a4 un bocs minimal, hemos de aplicar los
funtores absorcién y 1educcién como en V.23 obteniéndose un bocs BY y una vinica
dimensitn dj tal que FyFx ((HF ) (d3)) cubre a Ho (dy) . Por I1.8.3 y I1.21 {|dylly <
il

Repitiendo estos pasos llegamos a un bocs B, y un funtor F, : Repf3, — Replf
tales que hay una unica e—dimensién &, para la cual F, (Ho(B.)(d;}) cubre a
Ho (B (@), ¥ Iidlly = O

-5i este bocs no es minimal, como no es salvaje podemos aplicar V.20.2 hasta que
obtenemos un bocs minimal 5, un funtor F} : RepB — RepB, y una dimensién d.
tal que F} {Ho (B) (dg)) cubre a Ho (Ba) (d;) .

Ahora bien, por construccion Ry = Ox .S. Por minimalidad He (B) estd constituida
por una cantidad finita de objetos asociados a la parte semisimple, ¥ casi todos
al orden . Luego cost todos tienen e—~dimensién (1,0,..,0), por lo que podemos
considerar dyg = (1,0, ...,0}.

La. composicidn F,F,F) : RepB — Rep.A satisface los incisos finales del enunciado.
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Definicion 25, Sea A = (R, W,6) un bocs. Un A{A}—O-bimédulo M serd Hamado
parametrizador sobre una subcategorfa iU de Q - Mod, si el funtor M @g . : U —
repA preserva inescindibles y clases de isomortfa, y si M como O—mddulo es libre
finitamente generado. A la imagen de dicho funtor la denotaremos por Q4. A una
familia Q que sea cubicrta por Q% la llamaremos parametrizada por U mediante M,

En lo siguiente U serd la familia H (G — Med), asf que solo utilizaremos la expre-
sion “Q es parametrizada por M”.

Corolario 26. Sea A = (R, W, 8) un bocs triangular pequeiic, con R una k—4dlgebra
mi-nimal, semisimple y de k—dimension finita. Sea k petfecto y.A no salvaje. 5i la
familia Hy {A) (d) tiene infinitas isoclases entonces estd parametrizada por un A (A4)~
O—bimédulo M, donde O es una localizacién de un orden asociado & un médulo
generador,

Demostracion: Sea B = (Rg, Wg, 6g) €l bocs y F ; RepB — RepA el funtor del
teorema anteiior.

Es clato que pata dg = (1,0, ...,0) la familia H, (B) (dg) es parametrizada por O,
el cual es una localizacién de un orden asociado a un médulo generador.

Tmitemos las argumentaciones de 11148 5 TIL52:

Sea F' : Rep A" — RepA el funitor eliminacion de idempotentes o regularizacién y
sea @ una subcategoria de rep.Ad’ parametrizada por un A{A’) - O—bimédulo M.

Sean : T (W) — T (W) ¢l epimorfismo correspondiente, ¢l cual es un motfismo
de bocses

Sea el R'~motfismo & : A(A") @x M — M la estructura de A (4') —médulo de
M, vy &8 R-motfismo & : A(A) ®g M — M la A(A) ~estructura inducida por 5.
Ahora blen, si ¥V € H (O~ Mod), entonces la 4 (A") —estructura de M @0 ¥ estd
dada por & ® Idy. Luego la A({A) —estructura inducida por 77 es 8 = 8 @ Idy, es
declt, F (M QoY) F (M)®oY.

Si f={(f%f): M — N es un morfismo en RepA’ entonces F' ((f°, /) =
(f° f'n) . Luego, sig: ¥ — Y’ es un moifismo en H (O — Mod) tenemos que

Fldy®g,0)= (Idpt(M} @ g, 0) ‘

Concluimos que hay un A4 (A}~ O—bimdédule F' (M), y que el fantor F' {M@o-:
H (O ~ Mod) — repA es naturalmente isomerfo a F' (M ®¢ ), v puesto que F’ es
fiel y pleno, tenemos que F' (M ®g ) preserva inescindibles y clases de isomorfia.
Luego la familia F (Q) es parametrizada por F' (M), el cual por la derecha tiene la
misma estructura que M.

Ahora sea FpFy . RepAaX — RepA la composicién de los funtores absorcién y
reduccion.
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Sea Q una subcategorfa de repA parametrizade por un 4 (AJ) — O—bimédulo
M,

Sea {z;,M,i€ I} una base dual de Xs. Sea N un objeto en RepAX y x :
A{AX)®@sN — N su A (AX) —estructura, Tenemos por 111.15.1 que la 4 (A;) —estructura
de Fix (N} estd dada pot

a-(x®@n)=>3 x4 ®a.(a)*n

para a € A(A;). Asi gque la A{A;) —estructura de Fy (M) 8 Y ests dada por

a (x@mj@y= 2R (a)*m)Qy

y la A(A;) ~estructura de Fx (M ®o Y) esta dada por

2 z@MmOY)) =L zBal)*mBy) = (xS oy (8)xm) Sy

pot lo que Fx (M @oY) = Fxy (M) Q@ Y.
Sig:Y — Y es un morfismo en ¥ tenemos por JIL15.2 v II1.15.3 que

F ((Idy ® 9,0)) = (Idx ® Idps ® g,0) = (Idxenm ® 9,0).

Se sigue que Fx (M) @ - es naturahmente isomorfo a Fy (M ®¢ .}, ¥ puesto que
F es fiel y pleno, tenemos que Fy (M @ -) preserva inescindibles y clases de isomor-
ffa. Como Mp y Xg son finitamente generados tenemos que Fy (M), es finitamente
generado, asf que localizamos adecuadamente a O, lo que denotamos por O (o} , para
que Fy (M Jotay ademds seca libre. Luego Fx {Q)} es parametrizada por Fx (M)O{u)
Como U es una equivalencia UFy (@) es parametrizada por FoFy (M )Ot

Las argumentaciones anteriores, y el que F {Ho (B) (dg)) cubre a H, (A) (d) per-
miten afirmar que hay una localizacién O,y ¥ un A (A} — Oy —bimédule M que
parametrizan a H, {A4) (d).

|
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Capitulo VI
El bocs de Drozd.

Sea A una k-dlgebra ldsica, con k un campo perfecto, En este capitulo consid-
eramos la categorfa de representaciones del bocs de Diozd D(A) de A. Veremos que
si D{A) es salvaje entonces A es salvaje, y st A no es salvaje parametrizaremos una
familia especial de modulos.

V1.1 El bocs de Drozd para A.

Proposicién 1. Sea X un médulo S—admisible. Sea ' = (g (X, X))* =S& B
Hay un bees asociado: el boes de Drozd D (X) = (T, Wo & W4, 8) donde

S0 0 0 B* 0
T=(0 S):WO_—"(B* 0)1W1=(0 B')

Wo y Wi son T — T—bimddulos a través del producto usual de matrices. Para
Y€ By u(y) =27 ®s v} definimos
§(T) =0

)-8 2 )on (5 )2 (5 2o (7 )
BRI ENEH)

(0 5))==:((s 5 )or (5 %))

v extendemos § a través de la regla de Leibnitz, lo que es posible por proposicidn
I1.6 {0 equivalentemente por medio de la frmula de la observacidn I1.1) a Tp(Wy &
Wh).

Demostracién: Por definicitn § restringida a T, Wy ¥y Wy es un morfismo de
T — T—bimédules de grado 1, al extender mediante la regla de Leibnitz nos queda
un morfismo T — T—bimédules de grado 1. Sélo resta verificar que 6% = 0.

Por medio de la descomposicidn candnica del 1 de T en idempotentes centrales
ortogonales, que denotaremos por 1 = e; + eg, podemos describir matiicialmente a
los T — T-bimddulos, por ejemplo sea M un T — T'—~bimdédule, luego

M e erMe, e Meg
- €2M81 BgMEg
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donde cada e;Me; es un § — S—bimddulo y la estructura de T — T'—bimddulo estd
dada por el producto matricial. Més atin, podemos representar un producto tensorial
por

M® N ( BlMel 81M62 ) (61N61 61N62 ) ~
T =

exMe, exMes ealNe, exlNeg

(e1Me, ®se1Ney) ® (e1Mes ®g eaNey) (e:Me) ®geiNeo) d (exMes ®s ealNey)
(ezMel @g 61N61) 53] (62M82 Qg 62N61) (62M61 ®s 81N62) &b (BgMEQ ®Rs EQNGQ)

En efecto, se tiene un isomorfismo de espacios vectoriales

M &r N = (@ ;6:Me;) @ (BrexNe) — B 5 (e:Me;) @ (e;Ney)

inducide por la funcién T—balanceada

[(Ei,f eime,-) 3 (Zk,z eknet)] - Ea‘,j,a e:me; B e;ne,,

y la multiplicacién por elementos de T es compatible con la notacién matricial.
Esto aplicado a W) nos da

o~ B* @4 B* &g B* 0
Wi@r Wi@rW = ( 0 B ®s B* ®s B* )
més alin, se tiene que
Id} p(B*) 0
s@pId) 6wy} o [ (B8s
(6@ 1d)8]Wa) ( 0 (1 ®s 1d) 4 (B*)
. o [ (Ud®sp) (B 0
raersyswy = { ¢ )
(Id@r 8o (W] ( 0 (14 @s 1) p(B*)

por lo que de la coasociatividad de g (ver corolario 1.12) se sigue la coasociatividad

de § en W1, y como muestra la observacion 111, esto implica que §% (W;) = 0.
Con el siguiente caleulo, donde v € B*, p (v) = 5,7} ®s 7%, u (1) = 1,71 ®s
2,1 -

iy () = T, vid ®s vy, vemos que 6% (Wo) =0
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i,
0 0 Yo 0 Vi
Z""((’y} 0)®T(0 0/% 0" o

por lo que utilizando la representacién matricial y la coasociatividad de u vemos
que la cuenta anterior es cero.

|

Estudiemos a RepD {X).
Proposicién 2. Sea D(X) = (T, Wo @ W4, 6) el bocs de Drozd asociado al mddulo
rX el cual es S—admisible. Entonces:

La=a@op= (.Y

RepD (X) como ternas H = (Hy, H,, &) donde H,, H,, son S—médulos izquier-
dos, y & €5 (B* ®s H,, H,) {ver [ARS] II1.2 ),

Recordemos que un morfismo f : H -~ H en RepD (X) es un par (f°, 1), donde
fﬂ Er (1‘[, H') ¥y fl € Homa_a (A Dy Wi ¢ A, Homy, (I“I, H‘)) , sujetos a las
condicionos de la definicion IL8. En cste contexto las condiciones se emncinn
como sigue:

Para toda v € B* y h, € H, se cumple que

¥ (0 0 = rwaor+ (5((5 ) m

, por lo que podemos considerar a los objetos de
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2. Denotemos por {9, ) a la imagen de f° bajo la composicion
r(H, H) 2 (H,, H,) x5 (Hy, H,} 25 {S*® H,,, H,) x5 (S*® H,, H,).

Ast, simg : I" = § es la proyeccion candnica, y h = hg + hy, con by € Hy y
hy € Hy,

PO B = 10 (5 ® ha) + 10 (5 ® )

Ahora, denotemos por (f}, f}) a la imagen de f! bajo la composicicn
Homa s (A®r Wi @r A, (H,H'),} = Homp_y (W1, (H,H'),)

2 (W @ H, H') =7 ((esWhe, @ eWie2) @7 H, H')

2y (eiWier @r ey H, e1H') @7 (e2Wie2 ®r eaH, e H')

g (B* @s H,, H,} x5 (B ®s Hy, H,) -

Asf, siy, 2 €EB*  yh=h+hy, conh, € Hy y hy € Hy,

s (( o 31 )) (bl = £ (s @ ha) + 3 (12 ® ).

3. Ya que I'* = S* @ B*, podemos extender a los morfismo anteriores para definir
fo €5 (I" ®s Hy, H,) como (2 £) v fo & (T* ®s Hy, H,) como (ff, ).
Ademds extendemos a ® y & a las funciones ®y €5 (I"™ @5 Hy, Hy) ¥ &, €5
(l"* ®s H,, H, ) respectivamente, las cuales en S* ®g H, valen cero.

Entonces, el signiente diagrama conmuta en Tens(g_proayT™ (por S-admisibilidad
de X y por I18 2 Tens(s_poa)l'™ es una categorfa)

(I)O
H, — H
s ) .
H, - Hy.
%

Demostracién: Por 112 tenemos comultiplicaciones py : I — I ®s ™ ¥
p: B* - B* ®g B*. Teniendo en mente que I™ = (S @ B, S)g = (5,5, & B* =
S @ B*, por simplificar la notacién, a menudo supondremos que dichos sumandos
estdn contenidos en I™.

Observernos que

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Po{I®fo)(ns®Y®hy) =0 = f{{ @ Do) (Y@ 75 ® b))

para cualquier -y en I'*) por lo que, siguiendo las férmulas de 1.14 obtenemos

Dol @ fa) (o @ N (Ms @ he) = (I ® f) (Mg @M ® hy) =0
HU@D) (@ DN{ms®h) = fi{I ®P) (s @5 @ Iy} =0

Ahora un cdleulo auxiliar, donde h € H, eth = h, € ey = H;, esh = by €
€2H = Hy .

If
g/
*
T T

0 2 2
SIGERN
g 03;1 )) - (‘rf;hm; - (’YE @ef (( gf g )) [h;}) .

En H,; lo anterior es igual a

|
|\g|
Sy
=
P

T v @80 (¥ @ ha)) - 20, 0 (v ® £2 (o @A)

S f (U@ Re)) [7} @4 @ ha] ~ -, 8 (1d® Y (7} @ Y] @ hw)
AR ) (@ Id) (7 ® he) ~ B (Id @ /) (0@ Id) (YO ha) .
Entonces la. identidad

([

0= v ety reryr(5((0)))

donde h, € H; vy v € B*, se cumple si y s6lo se cumplen las identidades

0 = —5(v® f2{ms@ha)) + f) (s ® Bo (v ® ha))

+f'§(I®‘I’o)(ﬂ®1)('r®hw)—,‘1’6(1®fi)(#®1)(7®hm)

= I (1O®Ts®hy) ~ (I ® fu) (rs ® Y@ hs)
~®&, (I @ ) (@) (v® hs)
+f (I @) (15 @Y @ ha) + fL{I @ Bo) (& I) (¥ ® hs)
+fo (I ® @) (Y ® 75 & hy)

= ~0,{(J@f)(YBMs @I+ Fs B YO ho + (16 ® 1) (v® b))
+HI@P) (s @ YA+ (RN h) + 7@ R hy).
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Por 1.14, esta expresién es igual a

— B (I ® fa) (1o @ I) (Y @ b} + fo (T © P} (i, ® T) (Y ® B)

lo que, por definicién 1.17.3 es la composicién en Tensis_apony ™. Es decir

(~%4 @ fa+ f5® Bo) (Y® ha) = 0,

Esto significa que tenemos el siguiente diagrama conmutativo en Tensis_ ymonl™ :

$o
H, — H,
Ll oal
H, - H,
&

|
Definicién 3. Sea C una categorfa, definimos Morph (C) de la siguiente manera:

1. Los objetos son los morfismos f ;Y -+ & en C;

2. Los morfismos de f : Y1 — Yz en f': Y] — Y] son parejas (¢, g2) de morfismos
enC, g;: Y; - Y/ para i = 1,2, tales que el diagrama,

v I ow
al ol
w /oy

conmuta.

Proposicién 4. Sea X un mddulo S—admisible Sea T = (r (X, X))* = S & B.
Sea D (X) = (T, Wo ® W\, 6) el bocs de Drozd asociado. Hay un funtor fiel y pleno

G : RepD (X) — Morph (Tenss_poqT™)



EL nocs neE Drozp 163

dado por G (H) = (H,, Hy, &) y G (f) = (fa, fs) (como en VI.2).

Mids atin G es un isomorfismo éntre RepD (X} e InG. La imagen de G es la
subcategorfa plena de Morph (Tenss_y.qI*) constituida por aquellas ternas en
que & (S*® H,) = 0.

Demostracidn: La proposicién V1.2 prueba que G estd bien definido. Sean
(fO ) : H — H y(°¢"): H — H" morfismos en RepD (X) . Por definicién,

w:)‘ Eo(y’é 0)) = ((55))+((55))”
2o (3 0))r((F0))

o' ((55)) = (5 5)) o (5 5)) 7
o +zi(f(((8 ) ((: %3))

para-y € B' y pu(v) = 3,7 ®s 7.
_ Queremos ver que (& preserva la composicién g f, es decir que:

(92 ® far 06 ® fr) = ((gf)a ' (gf)b) .

Siguiendo la notacién de V1.2 v .14 tenemos que

(9f)a (15 ® ha) = (95), (1@ o) = (9£)° (hs) = ¢ (f° (1)) = 93 (1 ® f2 (1 @ z))
= fa ('"'S @ fa (7".5‘ & hz)) =g, ({d® fa) (P‘() ® Id) (IS @ hﬂ:) = (ga ®fﬂ) ("TS b2 hw) »
De la misma maneta se verifica que (9f), (ms @ hy) = {2 ® fi} (s @ hy) .

Por otra parte, se tiene que

(9 (v ® hs)

(3 5)) 1

Llalr®h) + o ly® fO(h)]+ 202 v} @ fL{¥ @ o)}

Galms ® fo (Y@ )+ g [y ® f (ms @ ha)l+ 22,02 [vi ® £ (7] @ ha))
G {Id® fo}(ms @ Y@ hy) + g (Id® fo) (Y@ 75 © ha)

02 (14 ® fo) (3,71 ® 7 @ h)
Ga (Id ® fa) (1“'0 @Id) (Y& ha) = (0. ® fo) ('Y ® hy).

[ (I | I

N
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De la misma manera se verifica que (g}, (Y ® he) = (g @ i) (7 ® h).

Por lo que tenemos un funtor G 1 RepD(X) — Morph (Tenss_aponl*) . En
efecto, hemos demostiado que G pieserva composiciones, y puesto que por ¢onstruc-
cién es fiel y pleno, eso implica que las identidades van en identidades,

|

Lema 5. Sea X un mddulo S—admisible con § semisimple y g X fAnitamente gen-
erado. Sea T = (Endg (X))? . Para cada par H, H' en S —~ Mod hay un isomorfismo
natural de bimdédulos ,

Vi (PQHH) - (X@sH, X®s H'),
el cual induce una equivalencia de catogorfay
G' . Morph (Tens(s_M,,d)F") — Morph (I?lduC(s_‘Mod)X)

dada por
G ((Hy, Hy, @) = (X ®g Ho, X @5 Hy, W (D)), y G (fo, fo) = (¥ (fa) ¥ () -

Demostracién: Por 1211 5§ — Mod es X—reducible, es decir que existe un
isomorfismo natural de bimédulos ¥ g (I @ H, H') —g (X ®s H, X @s H Y que
induce una equivalencia de categorfas ¥ : Tenss_moq)[™ — Inducis_pon X,

Es inmediato que el funtor ¥ induce una equivalencia G' como en el enunciado.

|

Definicién 6. Diremos que un anillo R es radical-escindible si R = S®vrad (R) como
S — S~bimédilos para alguna subdlgebra semisimple S de R.

Corolario 7. Sea pX un médule de k—dimensién finita. Sea T’ = (g (X, X))* y
sea ' = § & N la descomposicion provista por I1I1L38. Sea ¥ :g (I"' ®Rs H, H') —p
(X ®s H,X ®s H) como en el lema anterior. Entonces hay un funtor fiel y pleno

F=G'G: RepD (X} — Morph (Inducis—sronyX) .

Ademds, un objeto (X ®g H,, X @g Hy,¢) estd en la imagen de F si y solo si
¢ €g (X ®s Hz, X &5 H,) es la imagen bajo ¥ de algin ® €5 (N* ®g Ho, H,).

Entonces, dada una base dual finita { P tdES } de Ng, tenemos, para b, € H,
yr € X, que :

PE@he) = T 0; (€)@ O (7; @ ha) .
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Demostracién: La tltima férmula aparece como consecuencia de 11.15.2,
| |

Definicién 8. 1. Sea k un campo perfecto y A una k-- dlgebra de dimension finita.
Por ¢l teorema IT1.38, 4 X =4 A es un médulo S—~completo y 5—triangular,
donde

AT = (Bndy (X))® = S@ N,

con N = radl". Llamaremos a 4 X el A—mddulo (completo triangular} regular,
el eual tiene un bocs de Drozd Dy = D (X)) asociado.

2. Sea P'(A) la subcategorfa plena de A~ Mod foimada por los A—mddulos proyec-
tivos.

3. Sea P (A) la subcategorfa plena de A—mod formada por los A—mdduios proyec-
tivos de k--dimensién finita.

4. Sea P (A) la subcategoria plena de Morph (P {A)) formada por los morfismos
¢: P — Q tales que ¢ (P) C radQ. '

5. Sea Py (A) la subcategoria plena de Morph (P (A)) formads por los moifismos
¢: P — @ tales que ¢ (P) C rad().

Teorema 9. Si k es un campo perfecto y A es una k—dalgebra de dimension finita,
hay una equivalencia de categorfas

repDy — Py (A),
donde Dy es el bocs de Drozd del A—mddulo regular.
Demostracién: Como en el teorema I11.38, tenemos que
AT = (Endy (X)) =8®N,

donde N = radl'. El isomorfismo envia cada A € Aen y, : A — A, donde
() = xX. En consecuencia, si v = p, € radl, es decit, si A € radA, entonces
Imy = AN C AradA = radA.

Veamos que cualquier objeto de P(A) se puede eseribir como X ®gs H donde
HeS-—mod.Sil=e¢e +..+e, esla descomposicién del 1 de A en idempotentes
primitivos ortogonales, y denotamos por &; a la imagen de e; en A “7adA, entonces

Ag; 2 (A®sS)é = A @5 5& asl que BicrAdi = Bier (AR5 5)é = A @
(DierSé;) . Se sigue que Py (A) € Morph (Inducg..mea X} -

Por corolario VL7 se sigue que F : repD (X) — P (A) s una equivalencia de
categorias.

n
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Proposicién 10, Sea X un mddulo de k—dimensién finita y sea k perfecto. Por
I1.38 hay una descompuosicion U = {Endp (X))* = SO N, con N = rudl', y X es

S—completo y S—triangular. Entonces el bocs de Drozd asociado D (X} es triangular

aditivo.

Demostracién: Consideremos la filtracion {0} = rad®™I’ C rad®l C .. C
radll = N. Puesto gque S es semisimple y de dimensién finita, por IL37 hay 5 -
S—bimédulos N; tales que N® = N, NP = N*¥1 @& N;. Los N; son proyectivos y f.g.
como S—médulos derechos, ademss NN = NN, = 0y N;N+NN; C N, @...& Ny,
luego, por ITL28, tenemos que p{N;) = 0y que p(N?) © (Nf+...+ N,) ®s
(Nf+.. + Ni,). Recordemos que

s 0 {0 0 (N0
T“(G S)rWO—(Nt 0)ywl'—(0 N*):

asf que tenemos nuevas filtraciones

0 0 . 0 0 0 0
OQ(NJ' O)C_.M g(@jSiN}‘ O)QI"Q(N* 0)_‘WD
C

Ny O - ®iNG 0
C » 1=
0—(0 N,’;)g‘ g(o ©j<ilV)

Recordemos que 8 estd dada por 6 (T} =0y

5((30))=% glg (3 g
o((85))-=((8 %)= (o %
donde 4 (7) = 3, ®s 7, 1ueg,06(( ?W g )=0,6(( ONT ?V; ))=0,

asf que
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BN 0 - ®yciaN7 0 By N O
Y, C Si-14Y5 . <i- Y )
d (( 0 Dj<idVy =10 ®jci-1 N} ®r . Bjgi-1 V]

De esto se sigue la triangularidad aditiva de D (X).
n

VI.2 De Dy en A.

Sea A una k— algebra bdsica de dimensién finita, k& un campo perfecto y Dy
el bocs asociado a A. Sean Fy,. ., P, un conjunto completo de representantes de las
clases de isomorfismos de los proyectivos inescindibles de Acon A= P& ... 8 F,.

" Definicién 11. Sea M € modA un A—mddulo no proyectivo. Por (M) se denotard -
a la presentacidn proyectiva minimal, la cual estd en Pi(A). Por 8 {M) denotazemos
al objeto de repDy al cual equivale. Si

(M) =P (M)— B (M) - M- 0=U_mPF - U_nF—>M-0
definimos

%W(M) = (Im‘b Ty Wy Ty e 1”7')

Observacidén VI.1: Por ser & un campo perfecto, del tecrema de Weddarbuin-
Malcev teriemos que

(Endy (P, P))* & D; @ rad ({Endy (P, P,))™)

como Dy — D;--bimédulos, con Dy un anillo de divisién. Sea S; = Fifrad (B} .
De la sucesion exacta

0 A (-P!!Tad(}jz)) - Endﬁ (-P'ia 'Pl) -+ Eﬂd.{\ (-PnSt) -0

y de que rad {Endy (P, F)) =4 (P, rad (B)) se sigue que

D; = (A (P, S:))™ = (Endy (8:))™ . Luego dimy, (D) = dimg (Enda (S:)) .

Como 5; es un médulo simple tenemos que dimy, (Endy, (5;)) = dimg (55) .

Sea ¢; = dimy (D) = dimy, (Endy {5;)) = dim, {S;).

Luege, st dimp(M) = (my, -+, m,,ny,- -, 7,), entonces de la construccién de la
equivalencia entre repD, y Pi(A) se sigue que

dimn G (M) = (eymng, v G, CLTYy, o, G
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Observacidn VI.2: Sca M € modA un médulo inescindible, y sea Dy =
Endy (M) /rad (Endy (M)) . Puesto que Dy acita en topM, y Dy es un anillo de di-
visin, tenemos que si cy = dimy (Dyy) y dim3 (M) = (ermy, -+, &, G170, > -0, Gy ),
cutonces ¢y divide a e, para i € {1,..,r}.

Por otra parte tencmos que Dy = Dar, y que por IV.1.11 de [ARS] soeDtr (M) =
N7_,m; (P /Tad By}, es deeir que D (ary actiia en soeDir (M) y que por ello ¢y di-
vide a gym; para i € {1, ..,r}. Esto nos permite introducir el siguiente concepto.

Definicién 12. Sea M € modA un mdédulo inescindible. 5i
dimp{M) = {mq, .My, T, -, 0, ), definimos el vector de M de coordenadas
normalizadas como

n—dim(M) = em, - eme, an, -, G)
donde ¢y = dimg (Endy (M) /rad (Bndy (M) y & = dimy, (Py/rad (F)) .

Recordemos que en 1epDy hay una funcién gp, (ver I112), ¥ que si M’ € repD,,
por IV.22

gp, (M') = dimy, (Endp, (M")) — dimy, (Batp, (M, M")).
Definicién 13. Sean M, N € modA Definimos
(M, N} = dimgHomy (N, Dtr M) — dimgHom (topM, socDir N).
Proposicién 14. Sea M € modA. Entonces
dimg (Homp,ay(p(M), p(M))) — gp, (B(M)) = (M, M).
Demostracién: Sean Py(M) = _n P, Pi(M) = I_,m; P, tales que
(M) = A(M) = Py(M}) > M — 0. ‘
Denotemos (M, Z) = dimpHoma{M, Z), por 4.3 de [ARS] tenemos
(M, Z) — {Z,Dtr M) = (Po(M), Z) — {P1(M), Z) .

De la sucesion exacta 0 — QZ — By (2) — Z — 0 se tiene

0 (P(M),QZ) — (P(M), Pa (Z)} — (B(M), Z) — 0

1o cual implica,
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(Pi(M),Q2) — (BAM), P (2)) + (R(M), Z) = 0.

De manera similiar, ¢s exacta

00— 022 = P (Z) = QZ =0,

y esto implica,

(Pi(M), Q*Z) — (P{(M), P (Z)) + (F(M),QZ) = 0.

De la prueba de 1.3 [B] se obtiene que:
dimy (Homp sy (v (M), @ (M) = (M, N) + (Fo{M), QM) + (P\(M), Q2 M)

Tenemos las identidades:

(PL(M), Pol M}y = dimy (radHoma Py (M), Po( N+ Y m,n,c,
(Po(M), Po(M)) = dimy, (radHoma Py (M), Py (M)) + 31, ] c;
(PL(M), P (M) = dimy {radHoma Py (M), P1 (M)) + 3. mic.

Por otra parte

ap) (B{M))

= dimy, (2 (8 (M), B{M))) — dimy (¢ (Wo @ B (M), 5 (M)
+dimg {7 (W1 @7 8 (M), 8 (M)))

= dimy (s (8 (M), , B(M),)) + dim (5 (8 (M), , 8 (M)y))
—_ dimk (S (N* ®S}6 (M)l n@(M)G))
+dimy, (¢ (V* @5 B{M),, 5 (M),)) + dimy, (s (N* @3 8 (M)g,8(M),))

= P miC + S nie
—~dimyradHom, (P (M), Po(M))

169
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+dim;cdeomA(P1(M), Pu(M)) + dimyradHomp (Po(M), Po(M))

(PL(M}, Py (M)} + (Po(M), Po( M) — dimyradHoma(Py(M), Po(M))
(PUM), PL(M)) -+ (Po(M), Py(M)) — (PL{M), Po(M)) + 200, mamac

Bl

Por IV.1.11 de [ARS] socDtrM = W'_,m; (P, radf), de esto se sigue que
S g = {topM, socDtrM) , por lo que

dimy, (Hompyay(0(M), o(M)}) — ap, (ﬁ(M))
= (M, M) + (Fb(M) QM) + (P(M), Q2 M)
= {{P(M), BI(M)) + (Fo(M), Po(M)) — (PL{M), Po(M)) + (topM, socDtr M)

= (M, M} + (P(M), Po(M)} ~ (topM, socDtrM} _
+ ((P{M), P M) — (PL(M), Pu(M))) + ({Po{ M), M) — (Ro(M), Fo(M)))

= (M, M)+ {P\(M), Po(M)) ~ {topM, socDtr My — ({Pi{ M), IM} + (Fy( M), M)}
= (M, M) — (Po(M}, M} + (PL(M), M) — (topM, socDtr M)

= (M, Dtr M} — {topM, socDtr M} .
n

Carolario 15. Sea M € modA. Entonces dimy, (Fxtp, (8 (M), 3(M))) = 5(M, M).

Demostracién: Basta recordar que repDy v Py (A) son equivalentes, asf que
dimy (P1(A)(‘P{M)’(P(M))) = dimk (DA (ﬁ (M) Jﬁ (M))) .
|

Lema 16. 5i A es una k—4dlgebra de dimensidn finita, entonces Py (A} es una cate-
gorfa de Krull-Schmidt. El funtor comicleo

cok : By (A) — A — mod
tiene las sigsuientes propiedades:
1. cok es denso.

2. cok es pleno y refleja isomorfismos

3. cok conserva inescindibles que no son de la forma P — 0, con P proyectivo,
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Demostracién: Como repDs = Py (A), por 1L27, P {A) es una categorfa de
Krull-Schinidt,

Puesto que todo M € A — mod tiene cubierta proyectiva ([ARS]) cok es denso.
El segundo inciso se obtiene de las propicdades de las presentaciones proyectivas,

Sea x = £ -~ , con @ # 0, un inescindible de A (A), por lo que cok (x) # 0.
Como z es inescindible el anillo Endp,(a) (x) es local, es decir que todo endomorfismo
de x es isomorfiso o nilpotente. Sea

cok : Endp,a) (z} — Endy (cok (2)),

el e;ﬁimorfismo de anillos canénico. Sean g € Homp(ay (z,2) y cok{y) = f, es
claro que f es o un isomorfismo o un morfismo nilpotente, luego, si f es idempotente
¥ no ¢s isomorfismo f =0

[

Lema 17. Sean F : repDy — Py (A), I equivalencia de categorfas construida en
V1.9, y sean cok : PL{A) = A —mod ¥y Cok : F{(A) - A — Maod los funtores
comticleo. Sean (@ una k—dlgebra y M un A{Dy) — Q—bimddulo, Sean ¢ = F{M) y
Mo = Cok ({b) .

Entonces el funtor My ®¢ - es naturalmente isomoifo a la composicidn

Mag_ B F cok
@-mod — A(Dp)~mod — repDy — P (A} — A—mod

Demostracién: Como en V1.2 M tiene asociados los § — @~bimédulos M, M,
¥ un S—homomotfismo & : N* @5 M, — M,. Sea

(X@sME,X@lSMﬂ,(ﬁ:X@SM.,;—}X@SM,J)

la imagen de (M., M,, ®) bajo el funtor ¥ de VL7. Por el mismo corolario, si
{75,517 € J} es una base dual finita de N, entonces ¢ (z @ my) = 3,0, p;(2) ®
 (7; ®m) .

Sea Y un @--mddulo, no es diffcil verificar que la terna asociada a M @g Y es

(M, Rq Y M, @Y, D ® Id}). Asf que st

(X ®s My @Y, X %95 My ®q ¥, ¢ : X @ My ®0Y — X ®35 M, ®q ¥)
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es la imagen de bajo el funtor F de VL7, por férmula de V1.7,

P (@M ®y) =3 ey 0 (2) (PRI (1,8M:Qy) = (0@ ) (2 @M. @ Y).

Asf que tenemos isomorfismos de A—mddulos

pR1d n@ld

X®sM,®Y — X@sM,20Y — Cok{¢p)@oY )
l 'y l Ly l

X®sM,®0Y — X®sM,®Y —  cok(¢).

Sea g: Y — Z un @—morfismo. Tenemos los diagramas conmutativos

P@Id w@id
X@osM; @Y —» X@sMy@yY — COk(¢)®QY
IREZE soId l"w@g w@Id fee

X ®s M, Bg Z - X @ My &g Z -~ ok (‘»b) Ba Z.

=
X Qs M, i) Y — X ®¢g My B¢ Y —  cok (gbfd)
l[@f@g & i!@!@y o lcok(l@!@g)

X@sM,®0Z — X®@sM,®c2Z — cok(dy).
Por () tenemos que los dos diagramas son isomorfos, luego el funtor My ®q - es

naturalmente isomorfo a cok (FE (M Qo ).
]

Proposicién 18. (V.9 [Z]) Sea M’ un k{z,y) —bimddulo, tal que M’ = k{z,y) ®
k{z,y) @k {z,y) como mdédulo derecho y

0

0 4.

0

0 Lygy O 0 0
T (.’L‘) = 00 ]-k:(:n,y} s Tar (y) = x 0
00 0 0 y
El funtor G' = M’ @iz - & — T satisface que

1. 8iY = &' (X)), entonces Y no es un mddulo simple;
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2, & conserva inescindibles;
3. & refleja isomorfismos.
Proposicién 19. 5i el boes Dy es salvaje, entonces A es salvaje.

Demostracién: Supongamos que D4 es un bocs salvaje, entonces existe un
A{Dy)— k{z,y) —bimédulo M, finitamente generado commo k {z, y) —mddulo, tal que
el funtor H = M @y -+ £ — RepDy, preserva inescindibles y clases de isomorffa.

Sea G’ : & — I el funtor definido en la proposicién anterior, y sea G = HG' :
I — RepDy la composicidn de ambos. Por VLIB G preserva inescindibles v clases
de isomorfia.

Sea F : repDy — Py (A) la equivalencia de categorfas de V1.9,

Veamos que ocurie con la composicién

C: TS T A repD(A) 5 P(A) S modA.

1. Es claro que FHG' = FG conserva. inescindibles, y que en su imagen no hay
objetos simples, luego, por VI.16.3 £ preserva inescindibles.

2. Por VI.16.2 cok refleja isomorfismos, luego C refleja isomorfismos.

Por VL.17 esto prueba que A os salvaje.
]

Definicién 20. Sea M un A -~ O—bimddulo. Sea U una subcategorfa plena de A —
mod . Diremos que IV es parametrizada por M, si el funtor M o - O —mod — repA

preserva inescindibles y clases de isomorfia, M como O—médulo es libre finitamente
generado y casi toda clase de isomorfia de U estd en Im (M ®o ).

Teorema 21. 5i A no es salvaje, y la familia Ly de A—mddulos L tales que
(L, L) = dimy (Endy (L) /rad (Endy (L)) y n — dim (L) = d,

tiene Infinftas isoclases, entonces es parametrizada por un A — Oy — bimédulo,
donde O es un dominio asociado a un A—mddulo genérico,
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Demostracién: Sea (L) es la presentacién proyectiva minimal y (L) el ele-
mento de D, al que equivale. Sea

Dy, = Homp, (B(L),B(L)) ./ rad (Homn, (8(L), B (L)))
1o que es isomorifo, via el funtor de VL7, a

Hompyy (1w (L), 0 (L)) /rad (Homp,m (0 (L), ¢ (L))

v sea o = dimg (Dy).
Por otra parte también tenemos que

dimg (Homp,a)(@(L), (L)), rad (Homp a)(9(L), p(L)))) =
dimy (Endy (L) /rad (Endy (L)) .

Por V1.15 dimy (Extp, (8(L),8(L))) = 6(L,L), asf que si L & Uy, entonces
B(L) € Hy (A)(d).

Por V.26 M, (A)(d) es parametrizada por un A (D) — Ogy—bimédulo M. Sea
(X ®s M, X &s Mz) el A— Oz —bimédulo de V117, el cual es finitamente generado
como Oy ~middulo. Localizando una vez més obtenemos un A — Oy —bimédulo libre
y finttamente generado tal que parametriza a L.

=
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Capitulo I1
Bocses v su categorfa de representaciones.

I1.1 Algebras tensoriales y morfismos diferenciales.

Definicién 1. Sea R un anillo y W un R — R—bimddulo. E! dlgebra tensorial
Tr (W), de W sobre R, es el dlgebra graduada sobre los mimeros naturales:

ThR(W)=ROWaeWaW®®g . g W@

donde el producto de 7 = v @ W, @ - Qwy E W ys = w & - @ w,, € W™
estd dado porrs =un @un® - D W, @ w, ® w; ® - @, € Wohim),

Lema 2. (Propiedad Universal del dlgebra tensorial). Sea R un anilloy W un R —
FE—bimdédulo. Entonces, para cada R --dlgebra A', i.e. para cada morfismo de apillos
p: R — A y cada par de morfismos ¢y : R — R’ de anillos, ¢, : W — A de
R — R—bimédulos, existe un tnico morfismo ¢ : T (W) — A’ de anillos tal que
Pow = @1V PR~ PPy

Definicién 3. Si W = Wy@W) como R— R--bimddulos entonces tenemos una nueva
graduacion para el dlgebra tensorial Tg (W) definida en elementos homogéneos como:

1 gr{iw)=0siwe WoUR,
2 gr{w)=1siwe W,
3 gr(un® - ®w,)=Y5, gr(w).

Eu Ja situacién anterior diremos que W es graduado. Definiremos [T (W)}, como
el R - R—bimdédulo generade por los elementos homogéneos de grado i.

Lema 4. Sea W = W, ® W, como R - R—bimddulos, entonces

1. Hay un isomorfismo A = Ty (Wo) = [T (W), inducido por el motfismo candnico
Tr{Wo} — Tg (W) . Més atin Ty (W) = [T (W)],®7" como R— R—bimddulos.

2. Hay un isomorfismo Ta (A ®g Wy ®r A) & Tx (W), inducido por el morfismo
candnico de A @p W1 ®r A en Tr(W), el cual es de R—dlgebras y de A —
A—bimddulos.
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3. La restriccién del isomorfisino del inciso anterior induce un isomorfismo V' =
A@QrW,®g A [TR (W)]} .

4. La restriccién del isomorfismo del sezundo inciso induce un isomorfismo V& =
VRy. @ V(T (W)]n . )

Demostracidn:

1. Por el lema I1.2 fdg : R — R y la inclusién j : Wy — T (W) inducen un
morfismo de anillos n : T (W) — T (W) . A su vez, Idg y la proyeccién mp :
W — Wy inducen un morfisme de anillos 7, : T (W) — T (W) . Claramente
Mg = Idr ¥ MM, = Idw,, por lo que mn = Tdrywy), asl que T (Wo) es
isomorfa 2 su imagen bajo 1, es decir a [T (W)}, , ¥ ésta es un sumando directo
de Tr (W)

2. Sea T = Trawe) (Tr (Wo) @ W) &r Th (Wg)) . Sean j; : Wy — Tp(Wo) ¥
2+ Tr(Wo) — F las inclusiones candmicas, y sea o : W) — F el morfismo
definido como ¢ (w) = 1 @ w® 1. Por lema I1.2 los morfismos Idg y (f251,0) ¢
Wo & W, — Finducen un morfismo v : T (W)} — F de anillos.

Por el primer inciso T (W} es una Tx (Ws) —dlgebra via el morfismo #. Sea
m' Tr{We) @ W ®r Te (Wo) — T (W) el morfismoe m{n® j ®n), donde
it Wy — Tr(W) es la inclusién candnica y m es la multiplicacién Tp (W) @5
Ta (W) @r Tr (W) — Tr (W). Claramente m es un morfismo de Tx (Wy) —
Tr {Wy) ~bimédulos, asf que por lema 1.2 se induce un morfismo de anillos
vy 1 F— T (W),

Es claro que vig = Idr y que viw, = Idw,, por otra parte, para w € Wy,
tenemos que vr (w) = lwl = w; luego v1v = Idg, .

Por construcCion ¥iraiwy) = %, por ello vriryany = Yirawd,? = fdraown)
Ademds, para w € W1, tenemos que v (1@ w @ 1) = v{w) = 1@ w® 1, luego

VTR (Wo)®a WA @ rTr(Wo) = IdITR(Wo)iSan@aTR(Wo)- Se sigue que vy = Idy.

3. Por el inciso anterior hay un isomorfismo 1y : F — T (W) . Por su construccion
se tiene que v (Tr (Wo) @ Wi @& Tr (Wo)) = [Tr (W), , luego

V1| Tr(Wo)@ W1 ®nTr(We) €5 N isomorfismo de A ~ A—bimdédulos.

4. Como antes, de la construecidn del isomorfismo vy + F — T (W) se tiene que
vy (V) = [T (W)],,, asi que vyye« es un isomorfismo de A — A-bimédulos.

Definicién 5. Una diferencial § : T (W) — T (W) es un morfismo de R~ R—bimddulos
tal que:
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L §({Tr(W}),) C [Tr (W4,

2. Regla de Leibnitz: si r, s son homogéneos, entonces
6(rs) = 8(r)s + (~ 1)U (s);

Observacién {1.1: Por el lema 114 podemos considerar a una diferencial como
un motfismo de R — R—bimddulos

§:{(ADVD..eVEg. )= (AdaVe .aVeg. )

el cual cumple que 6{A) C V y §(V®) C Vei+1 asf como la regla de Leibnitz.
Usaremos libremente ambas interpretaciones de 4.
De la regla de Leibnitz se obtiene la férmula para elementos homogéneos:

§(@Lw) = Y ((-—1)(8’;‘9@:)) (®f5w) ®r 6(w;) B (®;‘=j+,wt)) :

Podemos apreciar de esta formula que la diferencial estd totalmente determinada
por su definicidn sobre Wy y Wh.

Si z, son elementos homogéneos tales que §° (z) = 0 y 6° (y) = 0 entonces

oy =66@ey+(-1"Yzes()

= (z)®y+ (._1)91'(5(5)) §{z)®6(y) + (_1)91‘(1) S(r)R6(y)+ (_l)yr‘(w) z®8% ()

=0 )
por lo que es necesario y suficiente que 8% (W) = 0 para que 6% = 0.

Nétese que &% ([Tr (W)]p) = 0si y s6lo si & es coasociativo en [T (W), , es decir,
(6@ Id}8y (Id ® 8)é coinciden sobre [T (W)]; .

Proposicién 6. [1.3 Z] Para definir una diferencial § : Tp (W) — Ty (W), es sufi-
clente con tener un morfismo de R — R—bimddulos 8 : W — Tgr (W) tal que:

1. 6o(Wo) € [Tr(W)), ¥
2 60(W1) g {TR (W)]2

I1.2 Bocses y su categorfa de representaciones.

Definicién 7. Un boes o5 una terna A = (B, W,6) donde R es una k—slgebra,
W = Wy, & W, es un R — R—bimddulo graduado y & : Tg (W) — Tr(W) es una
diferencial tal que 6* = 0. E! bocs tiene asociados la k—4lgebra
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[T (W)]p = Ta(We) = A= A(A)
y el A(A) — A(A) —bimédulo )
[Te(W), X AQr Wi ®r A=V =V (A).

Definicién 8. La categorfa de representaciones del bocs A = (R, W, §) denotada por
RepA, tiene por objetos a las representaciones del dlgebra A(A).

Asf gue si M y N son dos representaciones de A, un morfismo f : M — N en
RepA consiste de un par de moifismos f = {f°, f') tal que:

1 fOEHO’J'nR(M,N);
2, fl [ HOTT!.A(A)._A(A) (V(A),Homk(M, N)),

3. Paratodaa e Aym e M se tiene:
afP(m) = fam) + f*(§(a))lm]

Dados dos morfismos f : M — N y ¢ : N — L en RepA, su composicién
gf = ((g£)°, (gf)") se define como:

(9f)° §f°
(@) vy = F W) +g" () fO+ g (u]) 1 (v])

dondev € V(A) ¥y §(v) = L0} @ vf.

I

Nétese que la composicién de morfismos entre representaciones de bocses est4 bien
definida, pues la dltima suma se obtiene de aplicar la composicién:

16 16 e Tc
Tu(W) e VA @y V(A) —  Homg(N, L) @ agay Hong (M, N)

donde ¢ es la composicidén de funciones.

Una. verificacién detallada del hecho de que Rep.4 es una categoria puede verse
en (I 22 {Z]). Denotaremos por repA a la subcategorfa plena de RepA cuyos objetos
son las representaciones de A de dimensién finita sobre k.

Observacion 11.2:

1. Si f = (f° f') es un isomorfismo en RepA, entonces f° es un isomorfismo en
R Mod. ‘
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2. Notemos que toda pareja (f°,0) con f° € Homu (M, N) es un morfismo en
RepA, asi que hay una inmersidn densa de A — Mod en RepA. En particular,
esto nos dice que RepA es una categorfa aditiva.

3. Sean M, N € RepA. Para que un par de motfismos f® € Homg(M,N) y
f! € Homagy-agay (V, (M, N}, } sea un morfismo en RepA, es necesario y su-
ficiente que wfo(m) — fOwm) = (6 (w))[m], donde w € Wy y m € M.
Para convencernos de la suficiencia, usemos la férmula de le observacién I11.1 en
w R ... ® w,, donde w; € Wy !

fr{é ('wl & ... @ wy)) rn]
I ( L((®f21w) ®r 8 (w)) ®r (@1 11w:)) ) )

i=1 g®¢_=1w? (f1 (8 (ws})) {(®tmj+lwt) m}

et (@) 12 (1) m) = (®1wr) £° ((@1ge) m)
(wy @ ... @uwy) fOlm)— fH{(r ® ... w,)m

i

I

Par linealidad el resultado se extiende a todo a € A (A).

Definicidon 9. Sean R y R’ k—dlgebras, W = Wy @W, un R— R— bimddulo graduado
y W = Wie W] un R — R —bimddulo graduado. Sea una pareja (g, Ty} con

: B~ R un morfisino de k—4dlgebras y my : W — W' un morfisme de R —
R bjmédldos, donde la estructura de R — R—bimddulo de W' estd inducids por ny.
Cuando iy, (W) C WS v oy (W) € W] diremos que el par es graduado.

Nétese que un par graduado induce un morfismo de dlgebras graduadas n :
T (W) — T (W), donde la greduacion es la de la definicién 113 Otra forma
de expresar esto es que 7 (A(A)) C A(A) y n{V{A)®¥) C V(A)®.

Definicién 10. Sean A = (R,W,6) y A" = (R, W', &) bocses. Definirnos un mor-
fismo de bocses n : A — A' como un morfismo de k—édlgebras

7 T (W) — Tp (W)
el cual cumple que:

1. preserva la graduacicn, es decir que

n([Tr(W)],) C [Tw (W]

3

para toda i = 0;
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2. conmuta con las diferenciales, es decir que
&' = né.

Lema 11. Sean A = (R,W,8) y A’ = (R, W", &'} bocses y n un morfismo del bocs
A en el bacs A'. Entonces iy induce un funtor F, : RepA'— Rep A. Ademds, si 1 es
suprayectivo tenemos que:

F,(M'") = F, (N") implica que M' = N', y que F,, es fiel,
es decir, que F, es un encaje.

Demostracién: Por [1.4 podemos identificar A (A4) con [Th (W}, ¥ V (A4) con
[Tr (W)],, asf como A(A") con {Ta (W')], ¥y V (A} con [T (W)}, .
Por definicién 7 induce un morfismo de k—4élgebras graduadas

n: A{A) — A(A);
e induce un morfismo de 4 {4) — 4 {A4) —bimddulos
7t V{(4) — V(4.

Si M’ € Rep A’ definimos F, (M") como M’ con la estructura de A (A) —médulo
inducida por 7" ’
Sif=(f%fY: M~ N'esun morfismo en RepA’ entonces

Fy () = ((Fa (1)), (B, (f))') esté dado por

(Fy (1) = f° como kl-mtransformacién lincal y
(F () = fin'.

Veamos que F, (f) : Fy (M) — F, (N} es un moifisimo en RepA. Seaa € A(A) y
™ € M', entonces ’

o (B (£)° (m)) = (Fy () (am)

It

7 (a) f(m) — £° (7 (o) m)
f@m@Ml

1 7' (8 (@) [}
(B (1)} (8 (@) [m).

En particular, sir € B C A(A), la identidad anterior se convierte en

r((E ) () = (B (D) rm) = (F () (6 () Im] =

1l
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Por Io tanto (F, ( f })" es un R-motlisino y £, {f) cs un morfismo en RepA.
Es claro que F, {({({dp,0)) = (Xdp,an,0). Sean f = (f,f1) : L' = My g =
(¢° ")+ M' — N’ morfismos en Rep A, e inmediato que
(Fy (95))° = (5 @) (Fo ().
Para v € V (A) sea 6 (v) = T v} ® v} tenemos que:

(£ (0) By (/) ) 1 1
= (B (g0° (Fy (NN () + (5, (9))* (@) (B, (F)° + Z (B (o))" (v]) (B (S ()
= ¢°(f'n) (v) + (g"n) (v} /° + T (g*n) (v} (F1n) (v]).

Por otra parte, .
§qv) =18 (v) = (Zof ®v)) = Tn ) @n(v]).

Asf que
CACHINE

H

@) + g (@) O+ g (n(w)) £ ()
(B (9) B (1) ().

Se sigue que Fo{gf) = F, (9) 7, {f}).
Si 7 es suprayectivo, entonces el funtor A (A")— Mod — A (A)~ Mod inducido por

7° es un encaje pleno [Si]. Luego F, (M') = F,(N"), lo que es una igualdad como
A{A) —médulos, ocurre si y s6lo si M‘ = N’ como A(A') —modulos. #° también
induce un epimorfismo A (A)® (A (A))7 — A{A) & {A (A7, pot lo que tenemos
para M’ N' € RepA', Fy (M"Y =M y F,(N') = N que

Homaan-aay (V (A} (M, N),) = Homagay-aa) (V(A) (M, N),).
Y a su vez, el epimorfismo 7' induce una inyeccién
Hom - acay (V (A), (M, N),) — Homaga-acay (V (A), (M, N),).
|
Observacién I1.3: 5i 9 es un morfismo de bocses de .A en A’ y % es un morfismo

de bocses de A’ en A" entonces n'n es un morfismo de bocses de A en A" Mds axin,
Fipg = FyFy.

I1.3 Normas.

Definicién 12, Sea A = (R, Wy & Wy, 6) un bocs.
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1. Si IV es un K — R—bimddulo, definitnos
I-fe : repA — Z U {co} como |M]ly = dimy (Homg (U @5 M, M)).
Por simplicidad |-} = ||-ll&, [l-o = ll-lwy ¥ II-l: = §llw,.

2. Definimos g4 : reppA — Z, donde repp A = {M € repA | {|Milo, | M < o0},
como

ga (M) = M|} - 1| Ml + | M),

Cuando alguna de las funciones anteriores aparezca en un enunciado, estaremos
suponiendo que estd definida.

Definicién 13. Sea A = (R, W,8) un bocs, y supongamos que R = Dy x ... x D,
es una descomposicién en producto de k—dlgebras de divisidn, es decir, que hay una
descomposicion 1z = ¥4, e; en idempotentes ortogonales, primitivos y centrales. En

tal caso, para M € RepA definimoes su R—vector dimensién como el vector {dy, ..., d,)
donde d; = dimp, (e;M) . Denotaremos a este vector como dimg M.

Lema 14. Sea A = (R, W, §) es un bocs, tal que R = Dy x...%x D, es una descomposi-
cién en producto de k—dlgebras de division, y sea lg = ¥5.; & la descomposicién aso-
ciada. Para un R— R—bimédulo U y un objeto M € repA condimpM = (dy, ..., dn),

tenemos que
1Mlly = 5y did; dimn (eUe;)
Lunego, si M € repp.A entonces
qa (M) = T, df dimy (e:R) — Ty ; did; dinny (e:Waey) + T did; dimg (e:W1e;)

Demostracién: La primera de las {drmulas se sigue de las identidades
1Mlle = dimg{Homga (U @g M, M))

5 s dimg (Home,r (e:Ue; ®¢n e;M, M)

Eé,j df dill’lk (Home,.R (EiUB?', &iM})

Ei,j dld, dimk (HO’J’J’Le‘R (e,- UEj, =] R))

;5 did; dimy, (e R) dimg g (e;Ue;)

3 did; dimy (e;Ue;) .

Luego, | M| = 5% ; did; dimy (e;Re;) = 3, dF dimy (e:R) , asi que por definicién de
g4 {M) se obtiene la sepunda férmula.
[

]

I

Bonon
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Lema 15, Sea A = (R, W,8) un bocs. Sean M,N € RepA tales que {|M]ly = 0.
Entonces M = N en RepA si y sélosi M = N en R~ Mod.

Demostracién: Si f = (f% f1) : M — N es un isomorfismo en RepA, por
observactén I11.2.1, f© es un isomorfismo de B—médulos.

Si M = N en R— Mod, entonces [|N|lo = 0. Luego, si g: N —» M es un morfismo
de R—mdédulos entonces {(g,0) es un motfismo en RepA. Asf que, si f®: M — N es
un isomorfismo de R—médulos v g° : N — M es su inversa, ténemos los morfismos
(f°,0): M — N y (g°,0) : N — M en RepA, los cuales son inversos entre sf,

|

IL.4 Isomorfismos y una reformmlaciéon de RepA.

El siguiente resultado nos ayudard a estudiar los morfismos en RepA.

Lema 16. Sean R una k—4dlgebra, A y B R— dlgebras, M € A— Mod, N € B— Mod
y U un R~ R—bimdédulo. Entonces hay un diagrama conmutativo:

Bo

Homg  (B@aU®rA@AM,N}) = Homp(U®gy M, N)
a1 o2

HO?RBWA(B®RU®RA,HOWL;C(M,N)} — HmnHAR(U,Homk(M,N))
B

donde los isomorfismos verticales son los de adjuncicn ({M] Cor. V.3.2),
By Hompg_ k(B@RU@RA@,:;M N) — Homp_i (U®RM N)

estd definido por B, (v ®m) = f (1% u &1 ®m)}, con inversa
Bl (h) (b®u®a®m) = bh(u®am); y finalmente

B: Homg_A(B®RU®RA,Homk_(M,N)) —3 HomR_R(U,Homk(M,N))

estd definido por 8(f)(u) = f(l®@u@ 1), con inversa
B (b@u®a)=bh{u)a

Demostracién: Las pruebas son célculos rutinarios, tan sélo veamos que
o2 (Bo(fN (W) fm] =B (f) u@m) = f(l@u®1@m) ¥ que
Bloa(MN@ml= (e (fH1@uel))(mi=Ff(18u®18m),

es decir, el diagrama conmuta.
|
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Corolario 17. Hay un diagrama conmutativo de isomorfismos naturales:

B
Hom agay-k (V(.A) Bacay M, N) — Homp_r (W1 ®g M,N)
ia’l . lﬁ?g
HomA{‘A)_A(A, (V(A),Homk (M,N)) ..; HOTJ’LR%R(WhHm‘J"&k (M,N))

donde los isomorfismos verticales son los de adjuncion,
By + Homagay—x (V(A) Racay M, N) — Homp_x (W) @a M, N)

estd definido por B (f){(w@m) = f(1®@w®1®m), con inversa
SH(h) (6@ w®a' @ m) = ah(w®a'm); y finalmente

B Homagay—aca) (V(A), Homy (M, N)) — Homp_p (Wh, Homy, (M, N))

estd definido por G (f) (w) = f{1®w®1), con inversa
B lh)(e@w®a)=ah(w)d.

Observaciton I1.4: Sea A = (R, W,4) un bocs y sean M, N objetos de HepA,
tenemos el isomorfismo de adjuncisn:

oy : Homagay-x (V(.A) Baray M, N) — Hom agay-acay (V(A), Homy, (M,N)).

Este isomorfismo nos permite reinterpretar la categorfa RepA como la siguiente
categorfa isomoifa HepA :

RepA tiene por objetos los 4 (A) —mo6dulos.

5t M y N son dos objetos de RepAd un morfismo f: M — N en RepA consiste

de un par de morfismos f = {f°, 1) tal que:
1. f* € Homp (M, N);
2. f1 € Homaay—i (V(A) ® ey M, N) ;
3. Patatodaa € Ay m & M se tiene:
af®(m) = f*am) + f1(5(e) @ m).

Dados dos motfismos f : M — Ny g : N -+ L en RepA, su composicién
af = ((gf)° (gf)*) se define como:
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(gf)° &
(g {v@m) dflvem)+¢' (v® FF(m))+ gt (v ® fi{v @m))
donde v € V{A), m € M y §(v) = 3, v} @ v¢
En efecto, la regla de asoclacién 9 : RepA —RepA tal que ¢ (M) = M, para
M € ModA{A),ytal qued {(f% f}) = (f L(FD)), st (f0, 1) € Hompepa (M, N),
envfa la composicién de morfismos de Rep.A en la composicién de morfismos de RepA :
Sean f = (f° f') € Hompepa (L, M} y g = (4°,9") € Hompepa (M, N) entonces

i

@ ()9 (N WHm] = (90’3 (v) +9(9)" @) ()} [m]
+(Z0(9)' W9 (f)* @3)) [m}

(%1 (1) (0) + 01 (6") (1) £ + T a1 (g") () o1 () () )
PF (v@m)+g' (we fO(m) + Loy (") (o] )fl(vf@m)
@F w@m) + ¢! (0@ £ (m) + Lot (vl @ 1
(9f) (v @ m)

@ (o)) () [m].

Se sigue que RepA es una categorfa y que 9 es un isomorfisio de categorfas. A
menudo identificaremos a RepA con RepA via 9, en los siguientes capitulos.

—
i)

oo

I

I1.5 Bocses triangulares y bocses de Kleiner-Roiter.

En esta seccién usaremos los isomotfismos de I1.16 ¥ IL.17, asf como la equivalencia
de categorias sefialada en la. observacién 114,

Notacion: Si W es un B — R—bimdédulo y W es un subeonjunto de W, denotare-
mos por {W’) ; al R~ R—sub-bimédulo de W generado por W’. Sea A un R—algebra
y A’ un subconjunto de A, denotaremos por (A’)A a la l—subdlgebia de A generada
por A'.

Siempre que H y G sean R—sub-bimédulos de Ty (W), denotaremos por H& (G
4 la imagen del morfismo natwal n: HQp G — Tr(W) dadoporn{h @ g) =h @ g.

Si 1 es inyectivo a menudo identificamos H®xG con H @5 G.

Definicién 18. Diremos que un bocs A = (R, W, §) es triangunlar si existen R —
R—sub-bimédulos W, W}, ..., W} de Wy, y R— R—sub-bimdédulos W, W}, .., W? de
W tales que:

LO=WSCWCWEC..CW =

2. §{W}) C A @rW1BrA; 1, parai > 1, donde A;_, = (Wd"‘)AM}.
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30=WPCW cWIC.CW=W.

i i1 5 i1 o Poto as cdoc i e
4. 5{WH (W, >A(.AJ®R<WL >-'\(A) , para i > 1. BEsto es decit que 6(Wl)' estd
contenido en el R — R—sub-bimddulo de {Tr (W)), generado por Wy y Wi,

5i Wit = Wi @ Vi como R — R—bimédulos para i € {1, ...,r ~ 1} diremos que A
es un bocs triangular aditivo.

Lema 19. Sean A = (R, W,6) un bocs triangular, M € RepA, y f = (f° f) un
elemento de End 4 (M) . Entonces f es nilpotente si y s6lo si f° es nilpotente.

a 1
Demostracién: Denotemos f™ = (( f(")) ,( f(“')) ) Si hay un entero n tal

que f™ = (0,0}, entonces ( f('“))o = (%" = 0 prueba que f° es nilpotente.

0
Ahora supongamos que existe un entero m tal que (_f{"‘]) = (f%)" = 0. Veamos

que podemos decir acerca de la parte de grado 1, patan > m. Sea 0= WP C W! C
. © WP =W la filttacion de grado 1 de la condicién de triangularidad
Para w’' € W] se tiene, pues § (w') = 0, que

(e @y = () (£) )+ (£m) ) (£) = 0.

. 1
St para w € W{ y t natural, se cumple que (f("“]) (w) = O entonces para
w' € Wit se tiene, donde & (w) = T; v} @ v}, que

(f((t-l—l)m})] (,wr) — (f(tm))o (f(m))" (,wr) + (f(tm))l (,wl) (f(m})o
i I3
5 (1) ) (7))
5 (7Y @) (1) @)

- i

pues v} € (Wf)

|

(bservacién IL5: Como antes sea 4; = (Wg}“‘("d‘) . Hay propiedades adicionales
a la triangularidad que son muy utiles; consideremos, pata ¢ € {1,..,r — 1}, que:

1~ A; = Tr{W3) bajo el epimorfismo candnico.

2.- El morfismo candnico de A{A) @z W) @ A; en A(A) @x W) @r A(A) es
inyectivo,

2° .- El morfismo candnico de A; Qp Wi ®p A(A) en A (A) @ W) &g A(A) es
inyectivo.

e Lmego fU+I™ = (0,0}, es decir, f es nilpotente
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3.- El motfismo canénico de A; @ W1 @p A en A (A)®, W, @ A (A) o5 inyectivo.

4.- Ay = A; @T: como R — B—bimédulos.

St el bocs es triangular aditive las propiedades anterioes se cumplen, pues en tal
caso A (.A) TR Wn) =1 TH (WO) & T A G}I‘

Otra posibilidad de que se cumplan las condiciones 1, 2, 2P y 3, esque Wy y Wy
sean planos por ambos lados, y W sea plano como R—médulo derecho (izquierdo)
patat € {1,..,r — 1}. En tal caso, si ¢ : W§ — W), es la inclusion, hay monomorfismos

. . Id®e w@ld
WierW - WjexWy, — Weepllh

e inductivamente monomorfismos

) - om 1d@{e®. Bu) . v3Td ®
Wi ®r (W) — Wi®nr (Wo)®* — Wodg (W)™

por lo que 4; = Ty (W}). Como W, y W son planos por ambos lades se siguen las
condiciones 2, 2°F y 3.

En el lema 1120 se usan las condiciones 1 y 2, pero pudo usarse la 3 en lugar de
la 2 y obtener el mismo resultado mediante una prueba andloga. Similarmente en el
lemna I1.21 se puede sustitir 2% con 3, y obtener el mismo resultado mediante nna
prueba andloga.

Lema 20. (Kleiner-Roiter) Sea A = (R,W,8) un bocs triangular, donde W{ C
Wi CW§ C ... C W es la filtracidn de grado cero asociada a la triangularidad, y se
cumple parai € {1,..,r - 1} que el epimot fismo candnico de Tr (W() en A; es un iso-
morfismo, asf como que el mo: fismo candnico de A (A)@rW1BrA4; en A(AYQrW1®r
A(A) es inyectivo. Supongamos que M es un R~—mddulo izquierdo, que N € RepA,
¥ que tenemos morfismos f® € (M,N) y f' € Homg_g (W1, (M, N),). 51 f® es una
R—retraccion, entonces existe una estructura de A {(A) —mddulo fzquierdo sobre M
tal que (f°, ') es un morfismo en RepA, donde f! (w) = f' (w) paraw € Wy.

Demostracion: Recordemos los isomorfismos
T2 : Homp_y (Wl ®@r M, N) -+ Hompg_p (W], Homy, (M, N))

Bo)™" : Homp (Wi @ M, N) — Homaar (V (A) ®acty M, N)
o1 1 Homagay-x (V (A) @agay M, N) =+ Hom g4y acay (V (A), Homy, (M, N))
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de IL17, podemos considerar que f' € Homp_y (W1 @ M, N}, y como se mencioné
en la observacién I1 4, resolver el problema en RepA Sea 0, : A(A)®r N — N el
R—morfismo que le da la estructura de A (A) ~médulo a N. Puesto que A(A4) es un
dlgebra tensorial, este morfismo estd determinado por su valor en Wy @z N.
Teniende en mente la primera condicion de triangularidad, definiremos inductiva-
mente los R—morfismos &} : Wi ®p M — M Por la propiedad universal del digebra
tensorial, estos tltimos determinan de manera tnica R--morfismos 9; T
M — M. Sean ji : Wi — Wy y s+ - Wi — WE*! las inclusicnes candnicas. Bs
rutinario verficar la conmutatividad del siguiente diagrama para i € {0, .., — 1}:

AA)@r W @rA(A) = A(A)@x Wy @ A(A)
w1 % et

A(A) ®f Wy @g A, — A(A)®g ;VVI &g Ain
7 B Thir

A(A) ®r Wi ®r Tr(Wg) — A(A) @5 W ®r Ta (W)
donde todos los morfismos son candnicos. Como Th (W0) = Ay = Resun R —
R—sumando directo de A(.A4) tenemos que og es inyectivo y que by es isomorfismo,
Luego, teniendo en cuenta lo anterior y las hipétesis del lema, para i € {0,...,r — 1}
tenemos que o es inyectivo, por lo que k! también lo es, y puesto que b; es isomorfismo
entonces h; es inyectivo. Recordemos que & (Wé"’l) C A@pW 1B g, asi que 8444
se factoriza como a;f},; para un motfismo de R — R-—-bimédulos &, : Wg™' —
A(A)® Wi ®r A;. Definamos 8,4y : Wi — A(A) @r W1 @ Tr (W) como b8,
Luego tenemos lag siguientes identidades:

s I s U SR £ S
Ciprbinbinafily = ai+16{+2}i+l = 6Ji+2Je‘+1 = 0fis1
o
= @, = il = apnahibibiy
= o1l hding,

¥ como a1biq es inyectivo, se cumple que 8ip05iFE = hibiyy para i€ {0,..,r ~ 2},
Por el lema IL16 pedemos definir el A (A) —morfismo ff : A{A) ®z W) @5
Ta(Wg)@rM — N como fil{a@w®r®@m) = 6(a® f(w®rm)), pata o &
AlA),weW,re Ryme M.
Sea ¢ : N — M un R-morfismo tal que fO = Idy Sean w € W} y m € M,
tenemos un R—morfismo

81 (w @m) = q[f2 (1 (w) @ fO{m)) — f5 (61 (w) @ m)] .
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Como decfamos antes, obtenemos E?i : TR(W§) ®r M — M, y a partir de este
R—morfismo se construye, por IL16, el A{A) ~morfismo f] : A(A) @r W g
Tr{W)@rM — N:siae A(A), a € Tp{Wg), we W)y me M entonces

fleduw®d @m)=>6 (a@f’ (w@@?: (a"®m))) .
Inductivamente, definimos,
g = q[82 (Girr © [} ~ f1 (61 © Idwr)]

¥, pot 1116, definimos el A (A) ~motfismo ], : A(A)@rW1@rTh (Wé"’l) QM —
N, como

~d-1
for = 02 (Iday ® f) (IdA(A) ® Idw, @ 0" ) ”

En 7 pasos obtenemos los morfismos
y=08: A(A)@r M — My f. € Homyax (V (4) @ M, N).

Consideremos el isomotfismo de Tq (W) — Tr (Wi) —bimédulos i : Tr (W]) —
Tr (WE) Dra(wy) Tr (W{) dado por (((t) = £ ® 1, y el morfismo de T (Wj) —
k—bimddulos ¢} : Tr (W) @ M — M dado por ¢} (¢®m) = tm. Es claro que
la composicion

A(A)y®a W1 Br Tr (Wé) @M
aesiele
A(A) ®r W1 @r Tr (W5) ®TR(WO‘) Tr (W5) ®r M
lmmg
A{A) ®r Wi ®r Tr (W§) Bra(wy) M

s un isomorfismo de A (A) — k—bimdédulos. Luego, los moifismos f/ determinan
de manera tinica morfismos f; 1 A(A) @ Wy @ Tr (WE) ®TR(W3) M ~+ N, dados por
file@w®ad®m)=fle@wd @m}.

Observemos que (f;)IA(A)MW@RTR{WE)@RM = f1(hy ® Idpr} = f§, asl que

0162 (722 ® f°) — £ (622 ® Lddag)]
[t (L ® F%) — £ (hobr @ Idar))
gl[ﬂ'z (h @ f%) — fo (6, @ Idy)]

0 (e IdM)

[

Il
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En genexal, el que fl,, (h ® Idy) = fi implica que

01" (J:If ®1 dM) q |02 (ji-l—zjf-ﬁ ®f 0) ~ fis1 (514—23':1 el d.w)]
7102 (is1 © 1) ~ flp (hiben © IdM)}

9 (6 (ml ® f%) — fl(8is1 ® Ids)]

= g

I

Il

It

Sea 7t Tp (W) — Ty (W"' ‘) el m01fismo inducido por i1 Si se cumple
que 9“”( ‘+1®IdM) = 6} entonces 9, (”"’1®IdM) = 01; como ademds h; =
Idaga) ® Idw, ® 7+', obtenemos que

Sl (s @ Idag) b (fdA(A] @ .f') Tdany @ Idw, ® 9? (’”1 & IdM))

(2 (IdA(AJ & ff) IdA(A) ® IdW. ® 5‘1)

Por lo tanto, para w € Wy v m € M, se tiene que

Gwd ffm) - ffo(wem) = we fP(m)
19 (a [0 w ® P ) = J1s (5, () @ )]
= f;_1 (8 (w) @m)
Fr (b1 ® Idag) (6 (w) @ m)
L (G (w)@m) = f. (6 (w}®m)

luego (f°, f) : — N es un morfismo en RepA (ver observacién IL4), asf que
(£°, fl) M s N con f! = oy (), es un morfismo en RepA.

Lema 21. (Kleiner-Roiicr} Sea A = (R, W,8) un bocs triangular, donde W§ C
Wi C W¢ C .. C W] es la filtracion de grado cero asociada a la triangularidad, y
se cumple para i € {1, ..,7 — 1} que el epimorfismo candnico de T (W3) en A; es un
isomorfismo, asf como que el morfismo candnico de A; @ W @p A(A) en A(A) @
Wi @g A(A) es invective. Supongamos que M € RepA, que N es un B—mddulo
izquierdo y que tenemos morfismos fO €4 (M,N) y f' € Homp_r (W1, (M,N),).
5i f° es una R—seccién, entonces existe una estructura de A(A)—mddulo izquierdo
sobre N tal que (f°, f*) es un morfismo en Rep A, donde f! (w) = f'{w) paraw € W,.
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Demostracion: Como en el lema anterior traslademos el problema a Rep.A. Sea
: A(A) ®r M — M el R—morfismo que le da la estructura de A(A)— “médulo a
M Puesto que A(A) es un slgebra tensorial, este morfismo estd determinado por su
valor en Wy ®&p M.
Teniendo en mente la primera condicién de triangularidad, es decir, considerando
a una filtracién 0 = W§ C W} C .. C W) = W), definiremos inductivamente los
R—morfismos &) : Wi ®r N — N. Por la propiedad universal del dlgebra tensorial,
estos ultimos determinan de manera tnica R—morfismos 9; T (W ®@r N — N.
Sean i : Wi — Wo y 7it' : Wi — WE' las inclusiones candnicas. Es rutinario
verficar la. conmutatividad del siguiente diagrama:

A (-A) ®R Wl ®R A (-'4) = A (.A) Rn W1 ®n A (.A)
i 1 h; Tqu

A; & Wb: ®r A(A) - A1 Og H:l ®n A(A)
i ‘]‘ Il( T )L

Tr(W) ®@x W1 ®r A(A) ~ Ti(WiH) @p Wi ®x A(A)

donde todos los moifismos son canduicos. Los argumentos son los mismos del lema
anterior: como o; € Inyectivo tenemos que h] también lo es, y puesto que b; es
isomorfismo entonces k; es inyectivo. Como § (W"“) C A& W, &pA;, tenemos que
8ji+1 se factoriza como o8%,, para un morfismo de R — R—bimodulos &, : Wit —

A, ®pW1®g A (A) . Definamos §;4y : Wit - T (W) ®p W1 ®r A (A) como by 16,»“

Luego tenemos las signientes identidades:

1

a‘+’61+271+1 = 63!+2Jz +1 = 8jit1
& blll = by 51+1 = a;.ﬂh bz61+l

aa+1bt+1h361+1 y

2
ir1bibigaditi

I

It

Yy €omo cy11biyy c8 inyectivo, se cumple que & 9357 = A6y, parai € {0,..,r — 2}.
Por cl lema .16 podemos definir ¢l R-morfismo f} : T (W)@ Wi1@rA(A) Qg
M- Ncomo fllraw®a®@m) = rf (f (w®am)}, para a € A(A), w e Wy,
rellyme M.
Sea g : N — M un R—morfismo tal que gf® = T dM Sean w € Wi ym € M,
tenemos un R—morfismo

B (wen) = 210, (5 (w) @ a () + 5 (1 (w) @ g (n)) -

Luego obtenemos 53 Tr(WE)@g N — N, y a partir de este R—motfisino se
construye el Tr (W) ~morfismo f] : ThiWi) @g W), ®p A(A) @ M — N : s
g € Tr(W3), € A(A), we W, y m € M cntonces
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fild @uw@a®m) =9; (0@ f{w®b (a®m))).
Inductivamente, definimos,

05 = (1% (jis1 ® ) + 1 (811 ® 7))

¥y, por lema FL.16, el T (Wg"‘l) ~morfismo fl., : Tg (Wé"'l) @SrW\@rA(A)@gM —
N como

;i
i 6,

(IdTR(Wf‘,'“) & ff) (IdTR(Wg“) @ Idw, @ 91) .
En r pasos obtenemos los morfismos
bo=8,: A(A)@r NNy fie Homyga)x (V (A)@r M, N).

Como en la prueba del lema. anterior, tenemos isornorfismos de bimédulos

(1ded) (lde ¢ eld): |

Tp(W5) @aW18r A(A) @g M — T (W§) @ Wi @ A(A) @40 M _

inducidos por {} : A(A) — A(A) ®aca) A(A) dado por {j{a) =a® 1,y
A{A)®@g M ~ M dado por (] (e ® m) = am. Luego, los moifismos f] determinan
de manera Unica morfismos f; : Th (W3} ®r W1 ®r A (A} ®4¢0 M — N, dados por
fil@w@a@m)=fid/@w®a®m).

QObservemos que { fl')i'l‘n(wg)@am SnAABRM = Fi (ho ® Id) = fi, asf que

5 (72 ® Idw) Fi (6273 ® @)

(f°8: (o7t ® @) +
fi (hotr @ @)
fo

(f°0 (ihhoa +
6(){'091 (h®g +
2

(6, ®q))

I

En general, el que f/,, (b ® Idy) = f] implica que

%81 (j-w-zjfﬁ ® G) + fin (5i+-2jfif ® '?))
o0 (G @ ) + Sl (hibi ® fl))

(81 (Jirr ® @) + f{ (6:41 ® ¢))
— 9124-1‘ .

i (1213 @ )

I

il
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Sea %! T (W) — Ty (W"”) el motfismo inducido por 7i+!. §i g5+ ('f'” ® IdN) =

0;, entonces f);‘“ (~;+l ®IdN) = 92, luego f, (s ® Idy) = f!, pues tenemos que
hi= .ﬁ+l @ Idy, @ Id a4y, asl que

9;+1 (~=+1 & f,) (_[d A, @ Jdu, ® 9 )
92 (Idﬁ-wx ® f’) (Id“‘-'ﬂ ® ldw, ® 91)

i'.

o1 (e ® Tdag)

Por lo tanto, para w € Wy y m € M, se tiene Que

B3 (w® fO(m)) — f* (6 (w @ m))

1%, (w @ a (£ (M) + f1- (5 (w) @ 9 (/° (m)))
=061 (w @ m))

$i3 (65 () @ m)

£ (i ® Idyg) (6, () & m)

£ (6 (w) ®m) = £, (5 () ©'m)

It

luego (f°, f) : M — N es un morfismo en RepA (ver observacion I1.4), asf que
(J% fY: M — N, con f' =ay(f!), es un morfismo en RepA.

|

Observacion 11.6: Como ya vimos en IL17, hay un isorozfismo

ﬁ : Homg{_;;)_A(A) (V(A),Homk (M, N)) — HO'm,R_R (Wl, Hom;: (M, .N))

que nos indica que todo morfismo en Homaay-aqay (V(A), Homy (M, N)) esté to-
talmente determinado por su evaluacion en W), Por esto, en lugar de un enunciado
como “entonces existe una estructura tal que (f°, 1) es un morfismo en RepA, donde
FH{w} = f' {w) para w € W,”, directamente usaremos “entonces existe una estruc-
tura tal que (f9, f1) es un morfismo en RepA”.

Definicién 22. Sea A = (R, W, §) un bocs triangular. Diremos que A es un boes de
Kleiner-Roiter, o bocs K-R, si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Sea M un R—mddulo izquierdo y N € RepA. Sean f® €5 (M\N) y f! €
Hompg_g (Wi, (M, N),)}. Si f° es un R—isomorfismo, entonces existe una es-
tructura de A(A)~médulo izquierdo sobre M tal que (f°, ') es un morfismo
en RepA.
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2. Sea M € RepA y N un R—médulo izquierdo. Sea f° €p (M,N) y f! €
Homyg_ g (Wi, (M, N},). Si f* es un R—isomotfismo, entonces existe una es-
tructura de A{A)—mdédulo izquierdo sobre N tal que (f°, f*) es un morfismo
en RepA.

Lema 23. Sean A = (R, W,8) un bocs K-Ry f = {f°, /') : M — N un morfismo
en RepA, tal que f° es una R—retraccion. Entonces existe en RepA un morfismo
h= (Jdp, hY) : M’ — M tal que fh = (f°,0) Sea0 =W C W} C...CWi=W,la
filtracion de grado uno asociada a la triangularidad, y seaq : N -— M un R—morfismo
tal que f% = Idy Podemos elegir a h de tal manera que si f* (Wf) = ( enfonces,

paraw € Wi, k! (w) = —qf* (w).

Demostracién Sea M!igual a M como R—médulo. Definamos el £— R—motfismo
R - — (M, M), como ki (w)[m] = —q(f* (w)[m]), el cual estd bien definido
pues fl (wr) = fl( )7 para todo r € R.

Por 11.22.1 hay una A(A)~estructiva en M!, y un moxfismo hy = (IdM,hl)
M - M en RepA tal que pata w € W, y m € M se cumple que f} (w)[m] =
~q (f* (w) [m]). Supongamos que f? (W,J ) =0, luego para w € Wi tenemos que

(f)' (w)fm] = O (h () tml) + £ (w) (Idas (m))
gﬂ (~a (! (w) [m]) + 17 () [m]

I

Similarmente construyamos inductivamente, para i > 2, morfismos h; : (Jdar, b)) -
M — Mi—]' en RepA, a partir de ¢ y fhy ..hio1 : M1 — N. Entonces, bl (w) [m] =
—q (( fhyo b ) (w) {m]) paraw € Wy y mn € M. A lo mds en 5 — j pasos obtenemos
un moxﬁsmo h = hy...hs_1h; en RepA tal que fh = (f°,0}.

Observemos que pata w € Wit! e i > 2 se cumple que A} (w) tm] = 0y h}(w) =
—qf* (w). Sean w e Witt y 'w) ¥, vl @, sipataw € 'VVJ iz lyg=m.h
s¢ tiene que g (w) = ~qf* (w), entonces

(0chsra)} () = Tdahyy (1) + g (w) Idas + 5 6} (o) ey (0F) = 9} (w) = =g ().

Asf que, para w € W™, tenemos que h' (w) = —qf! (w).
- :

Lema 24, Sean A = (R,W,8) un bocs KRy f = (f°, f'): M — N un morfismo
en RepA tal que f* es una R—seccidn. Entonces existe en RepA un morfismo b =
(Idw, k') : N — N tal que hf = (f*,0). Sea 0= WP C W} C .C Wi =W la
filiracién de grado 1 asoclada a la triangularidad, y sea ¢ 1 N — M un R—morfismo
tal que qf°® = Idy. Podemos elegir a h de tal manera que si f! (W{) = 0 entonces

paraw € Wit yn & N se cumple que h' (w) [n] = f* (w) [-q (0)].
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Demostracién: Sca N'! ignal a N como R—médulo. Definamos el R—morfismo
By Wy — (N, N*), como &} (n)[n] = f! (i) [-—q ).

Por 11.22.2 hay una A{A)—estructura en N, y un morfismo Ay = (Idy, hlY: N —
Nlen RepAtal que paraw € Wy yn € N se (,umple que A} (w) [n] = f1 (w){-g(n)].
Supongamos que f1 (Wl) = (), luego, pata w € W“’ y m € M, tenernos que

Idy (f! (w) fm)) + bt (w) [f° (m)]

(hif)} (w) [m]
g‘ (w) [} + £ (w) [—g (f° (m))]

I

U

Similarmente construyamos inductivamente, para ¢ > 2, morfismos h; : (Yda, hy) :
M- M""“ en RepA, a partir de ¢ y hiy. i f : M ~ N*'. Entonces, b (w) [n] =
(Pic1-du f)F (1) [-¢ (n)] paraw € Wy y m € M. A lo més en s — j pasos obtenemos
un morfismo A = hyhs-1..h) en RepA tal que Af = (f°,0).

Observamos que para w € Wit n € N ¢ > 2 se cuple que 2 {w) g} == 0,
as{ que como cn el lema anterior probanos gue, para w € W’ . se cumple que
hi (T:) [n] = f! (w)}{~q(n)].

Lema 25. (Kleiner-Roiter} Sea A = (R,W,8) un bocs y f = {f°, f}): M — N un
morfismo en RepA. Si A es un boes K-R ¥ f° es un isomorfismo entonces f es un
isomorfismo.

Demostracién: Si f° es un isomorfismo, por lema 11,23, existe un morfismo
= (I,h}) : M" — M en RepA tal que fh = (f°,0). Sea ¢° la inversa de f°. Como
f® es un morfismo en A(A) ~ Mod, entonces g = (¢°,0) : N — M’ es un morfismo
en RepA, lego fhy = (Idy,0). Similarmente, por lema I11.24 existe un morfismo
t = (Idy,t*) : N — N' en RepA tal que tf = (f°,0), y tenemos que s = (g% 0) :
N' — M es wn morfismo en RepA, luego stf = (fdy, 0). Por ssociatividad de la
composicién se sigue que hg = st = f~1,
]

Proposicién 26. (Kleiner-Roiter} Sea A = (R, W, 6) un bocs K-R. Entonces los
idempotentes se dividen en RepA.

Demostracién: Sea e = (e,e!) : M — M un idempotente en RepA. Si et =0,
entonces ” es un morfisino en A{A) — Mod, por lo que se divide. Luego, para mostrar
que todo idempotente se divide, es suficiente con encontrar un isomorfismo h tal que
(heh™1)' = 0. Sea 0 = WP C Wl C .. C W = W, la filtracién de grado uno dada
por la triangularidad. Sea n el mimero méximo con la propiedad de que hay un
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isomotfismo h : M — M’ tal que (heh™')" (W}*) = 0 Sin = s se tiene el enunciado.
En caso contrario, e! (W) = 0y ¢ (W{"“) # 0. Luego, para w € W' tenemos
que .
! (w) = (ee)* {w) = %€ (w) + &! (w) €.

De esto se sigue que e%? (w) & = e%¢! (w) e¥+ele! (w) €°, es decir que %! (w) e =
0. Sea M’ igual a M como R—mddulo e I : M -+ M’ la identidad como R—médulos.
Sea h! € Homy_p (W), (M, M")) dado por ! = (21" — I} e!. Por 11.22.2, existe una
estructura de A{A)—médulo en M7 tal que b = (I, h') : M — M’ es un morfismo
en RepA. Por I1.25, h es un isomorfismo, y claramente, A~ = {71, v)  Puesto que
0 = (h™'h)', tencmos para w € W que I7*h! (w) + v (w) I = 0. Luego se cumple
que ’

(heh ™)' (w) = A (w) (eh™1)° + A0 (eh™)" (a0)

= h' {w)e® T 1+ I {e% (w) + &l (w) I71)
(2%~ Iy el (a0) 11+ T8 (I~ R (w) I7Y) + Tet (w) I!
—Ie  {w) "I+ 1e® (—2e° + Idps) et (w) I o+ Tet {w) I
—Iet (w) 21! — 21e%! (w) I71 + Jele! (w) I + Ie! (w) I}
I{—e (w)e® — e (w)+e' (w)) ' =0
contradiciendo la maximalidad de »n, luego n = s
|

ok

I

Corolario 27. Sea A = (R, W,8) un bocs K-R. Entonces repA es una cﬁtegorfa de
Krull-Schmidt.

Demostracién: El enunciado afirma que rep.A es aditiva y eshelta, y cada objeto
es una suma de directa finita de inescindibles, cada uno de ellos con dlgebra de
endomorfismos local, Por la observacién I1.2.2 se tiene la aditividad de la categoria.
Por el lema anterior, ¥ el heche de que los objetos son de dimensidn finita, se sigue
el resto de las propiedades.

u

El corolario nos permite, por (3.3 [GRY)), afirmar que hay unicidad, salvo orden
e isomorfisino, en la descomposicion en sumandos directos inescindibles de un objeto
de repA. En particular, M € repA es inescidible si y sélo st End4 (M) es local.

Definicién 28. St A = (R,W,5) es un bocs, la siguiente férmula, para M, N €
R — Mod,

T4{M,N) = Homg (M, N) x Homp..x (Wy, (M, N),)
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determina un bifuntor 74 (-,7) sobre R — Mod. Si A' = (R',W',§) es ot1o bocs y
F: Rep A’ — RepA es un functor, diremos que F estd enmarcado por el par (Fy,ng)
si ‘

1. Fy: R — Mod ~ R— Mod es un funtor;

2. Mg Tar (M,N'Y — 14 (Fo (M), Fo (N')) es una transformacion natural en
M, N e R — Mod;

3. RF (M") = Fy (o M"), para todo M' € RepA’;
4. F{(f°, 1)) =np ((f%, 1)), para todo (f°, f') € Hom 4 (M',N')

QObservacién I1.7; Para construir los funtores de 1educeién, a menudo constiui-
mos Fy y np, damos estructura de A (A) —moédulo F (M) a Fy (M) y luego definimos
Fen morfismos de acuerdo al inciso cuatio de la anterior definicién,

Lema 29, Sean A = (R,W,8) y A = (I, W', &) bocses, y sea n un morfismo de
bocses de A en A’ tal que n (W) C W{. En tal caso, el funtor F, : Rep A’ — Rep A de
11.11 estd enmarcado por un par (Fo, 1) . Ademds, sin es suprayectivay n(Wy) = Wy,
entonces N es inyectiva.

Demostracién: Sea Fy: B — Mod — R— Mod el funtor inducide por 9 : B —
R/, el cual es fiel. Por constiuecién de F) se sigue el tercer axioma de la definicién
anterior.

Paa fy € Homp (M', N}y fi € Homp_p (W7, (M', N'),), definimos 5 ((fo, f1)) =
{g0, 1) como:

1. go es fo considerado como R—morfismo, es decit, go = Fu ().

2. Hay una inyeccién
o e s Hompe g (W], (M7, N'),) — Homp_g (Fo (W}), (Fo (M), Fa (N")),)
y un homomorfismo

()" = Homn_z (o (W), (Fo (), Fo (N')},) —
Homp g (Wh, (Fo (M°), Fo (N'}),),

el cual es inyectivo cuando nyy, es suprayectivo. Luego, definimos a g1 como

(myen ) (cam e (1))
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No es diffcil verificar que 7 es natural en M’, N',

Ademds, por lema II 17 todo morfismo f! € Homaay—acay (V(A), Homy (M, N))
estd determinado por su evaluacién en W), luego, para (f°, f') € Homy (M’', N')
tenemos que F{(f%, /1)) = np (/% f*)).

|

Lema 30. Sean A = (R, W,6) y A" = (R, W',{') bocses triangulares y sea F :
RepA’ — RepA un funtor enmarcado por (Fy, 1) . Supongamos que se cumplen las
siguientes condiciones:

1. F es pleno;
2. np es inyectiva.

3. Sea np((fo, £1)) = (go,0n), si fo es un R'—isomorfismo entonces gy es un
R—isomorfisme.

d SiMie R - Mod y M' € RepA' con Fy (M}} = Fy (M'), entonces M} admite
una estructura de A (A’) ~mddulo y, con esa estructura, F {4 M) = F (M’).

5 Sean N & ImF yv M € RepA tal que como R—médulo M € I Fy. Se cumple
que:

{a) 5ing({fo, f1)}: M — N es un isomorfismo en RepA entonces M € Im F.
{b) Sing((fo, 1)) : N — M es un isomorfismo en Rep A entonces M € Im F.

En caso de cumplirse todas las condiciones, tendremos que si A es un bocs K-R
entonces A es un bocs K-R.

Demostracién: Sean M’ € R’ — Mod y N' € RepB. Denotemos M = Fo (M") vy
N =F(NY). |

Consideremos morfismos fo € (M, N} y fi € Homp.p (W], (M’ N'}, ) tales
que fy es un A'—isomorfismo. Luego, sl {90, g1} = 7r {{fo, f1)}, por el tercer in-
ciso go es un R--isomoifismo. Como A es un bocs K-R existe una estructura de
A{A)—médulo izquierdo sobre M, denotemos por 4 M a este objeto, tal que (g0, 1) 14
M — N es un morfisme en RepA.

Como A es un bocs XK-TL y go es un isomorfisme, por 1125 4 M es isomoifo a N,
asf que por el inciso 5.2 4 M = F (M") para algin M” € RepA'.

Por el cuarto incise M’ admite una A (A') —estructura para la cual F (M) =
F(M") =4 M.
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Por plenitud de F hay un morfismo h = (h%, b} 10 M' — N* tal que F ({h°, A1) =
(go, 1) » luego 1ip ({fo, 1)) = ng((A% 1Y) . Por inyectividad de 7, tenemos que

ho = fo Yy h] = f]..
La prueba del axioma I1.22.2 es dual.
|

I1.6 Producto de bocses.

Lema 31. Sean R una k-—dlgebra, e un idempotente centrtal de R y W un R ~
R--bimddulo. Seane¢ =1—¢, T =T {W) y L, N € T — Mod Entonces:

1. Hay morfismos de k—dlgebras graduadasn : T — T.p (eWe) y o : Tor(eWe) —
T tales que no = Idr,gewe)-

2 SieWe @e'We =0 entonces T 2 eT x T = Typp{eWe) x Tup (eWe).
3. 8iT = T xe'T entonces Homy (L, N) 2 Homep{eL,eN)x Homay (€L, &N).
4. 5iT = eT x T entonces Exty (N, L) 2 Ext.r(eN,eL) x Extor(¢/N,e'L).

Demostracién: El motfismo de k—~4lgebras n; 1 B — eR y el morfismo de
R — R~bimédulos ny : W — elWe inducen, por lema 12, un tnico morfismo de
k-glgebras n : T — Tep(eWe) . Similaimente hay un morfismo de k~algebias oz :
eR — R, y un morfismo de eR — eR-bimddulos o.w, : eWe — W que inducen,
por lema 1.2, un tnico morfismo de k—algebras o : Ty (eWe) — T. Puesto que
NMrOer = ldep ¥ My Oewe = Idew. tenemos que no = Idy, owe), comprobindose el
primer inciso.

Analogamente podemos construir morfismos de k—algebras o' ; T — Tug (¢'We')
y o' i Tor(e¢We') = T tales que 'o’ = Idg, (owey.

Si eWe' @e'We = 0, una rdpida verificacién en generadores prueba que o'y +on =
Idr, o =0y ne' =0.

Es clato que Imo C eTey que Imo’ C &Te', luego Imo = ¢le y Imo’ = &'T¢,
asi que e y & son centrales en T,

El tercer inciso se sigue de la centralidad y ortogonalidad de e y ¢'.

Puesto que L= el &'l y N = eN @ ¢N como T'-mdédulos, tenemos que

Extr (N,L) 2 Exty (eN,el) ® Exty (¢'N,eL) @ Exty (eN,e'L) ® Extr (¢/N,e'L).

Como las sucesiones exactas de T'—médulos de 1a forma
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0 - el - M — N — 0

0 - &L - M — eN — D

se dividen, tenemos que

Extr (N, L) & Extr (eN,eL) & Exty (¢N,e'L) 2 Extor (eN,el) X Exter (¢'N,e'L)
|

Definicién 32. Sean A; = (B, W, 8,) v Ay = (R, W*®,62) bocses. El bocs pro-
ducto de 4, por Ay, denatade por A; x Ay, os s terna (R, W, 6) doude R = Ry= R,
es lo k—dlgebra producto de Ry por Ry, W = W' @ W?, donde W; = W} & W}, para
i & {0,1}, ¥ cada W/ tiene la estructura natural de R ~ R~ himddulo deteyminada
por su estructura de R; — Ry—bimddulo, y 6 : Tp (W) -~ T (W) es la diferencial que
se obtiene extendiendo, de acuerde con el lema I11.31, el morfismo de R—bimdédulos

8§ 0
0 &
W = W'eWw? — T, (Wh) & T, (W) & Tr (W)

Proposicién 33. Sean A, = ({1, W1,8,) y Ay = (Ry, W*,63) bocses. Entonces
RepA; x Rep Ay =2 Rep (A x Aa).

Demostracidn: Sean ey v es los idempotentes eandnicamente ascciados a R =
R1x R Por el lema I1.31.2 tenemos que hay un isomorfismo de k--4lgebras o X oy
Ten{eiWer) x Toyp (e2Weg) — Tr (W), el cual también puede ser considerado como
un isomorfismo de B— A—bimdédulos o1@oy : Ty (e1We )BT,k (€2Wen) — Tr(W).
Mds atiny, para § € {1,2}, tenemos que o5 es un motfisme de A (A4;) —dlgebras.

Para j € {1,2} hay, sigulendo la notacién del lema anterior, los morfismos de
k—slgebras
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i .

Tr (W) - Tg (W)
16 - iﬁ,' ,
Ta(W) = Tn, (W9).

Los morfismos de k—dlgebras mostrados inducen morfismos de bocses

Fﬂj : RepA,- s Rep (.41 x .A'z) .

Por 11.11 cada uno de estos funtores es un encaje.
Definamos ahora funtores

Fy; : Rep(A; x Ag) — RepA,;.

Sean M, N € Rep(A; x A2)y f = (f°, f1): M — N unmorfismo en Rep (A4; x 4,).
Sean A = A(A x Ay) y V = V(A4 x As). Definimos F, (M) = ;M como
R;~médulo. Notemos que e; M tiene una estructura canénica como A (A;) ~médulo,
pues, por el lema anterior, Tx (W) @g ;M = Ty, (W) ®p, ;M.

También por el lema anterior tenemos que fi3 = fP x f7 donde f7 : e;M — ;N
es el R;—morfismo obtenido por restriccién de fO.

Por otra parte flo; : V (A4;} — (M, N}, es un morfismo de 4 (A;)— A (A;) ~bimédulos,
el cual induce de manera candnica un moifismo de A(A;) — A(A;) —bimédulos
f,f 'V (.Af) —* (e\,—M, BjN)k.

Asf que definimos Fy, (f) = ( i, f;f) :

Por construceitn de § tenemos diagramas conmutativos de A (A;)- A (A;) —bimédulos

TR(W) < Ty, (W9)
P
T {W) — Tg, (WJ) .

Taogo, para a € A(A;) y m; € e; M, se cumple que

11 (65 (a)) [my}

]

}H(ng6o;(a)) ) = £ (694 (a)) ()
a5 (@) f2 () — [ (o (a)my)

afj[-’ {my) — f;’ (am;).

hou
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De la construccién de Fy, y Fy; es inmediato que Fy, Fy = Idgepa; ¥, Para i # j,
que F"iﬂi‘j = 013&1‘-’-4&‘

También es facil convencerse de que {Fy, X Fy,) (Fm X an) = IdRopA,xRepAss
hego Fy, es un funtor, y (En x F,,,a) i RepAy x RepAg — Rep(Ar x Az) es un
isomorfismo de categorfas.

]
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Capitulo III
Funtores de Reduccion.

Dado un boces 4, entenderemos por un funtor de reduceidn a un funtor fiel y pleno
F : RepB — RepA, donde B es un boes que en cierto sentide es mds simple que A. El
propésito de este capftulo es describir explicitamente a cuatro funtores de reduccién
y obtener algunas de sus propiedades importantes. Dichos funtores son: Eliminacién
de idempotentes, Regularizacién, Absorcidn y Reduccidn.

II1.1 Eliminacién de idempotentes y regularizacién.

Lema 1. Sea A = (R, W, 6} un bocs. Sea (fp, ), con iy : B — R’ un morfismo
de k—dlgebras y ny : W -« W' = W] ® W] un morfismo de R — R—bimddulos, un
par graduado como en la definicién I1.9. Sea v : T (W) — Tr (W) el worfismo de
dlgebras graduadas inducido. Supongamos que 7y ¥ My son suprayectivos y

7 {6 (ker ny.)) = 0.
Entonces:

1. Existe § tal que A' = (R,W',6') es un bocs y 11 es un morfismo del bocs A en
el boes A’

2, Si A es triangular entonces A’ es triangular.
Demostracisn:

1. Sing y nyw son morfismos suprayectivos entonces el morfismo de dlgebras gradu-
adas : T (W) — T (W’) también. Por construccion, i : Tq (W) — T (W)
es un moifismo homogéneo de grado cero multiplicative,

La hipdtesis nos asegura la existencia de un morfismo de #' — R'—bimddulos
&, tal que el siguiente diagrama conmuta:

5
W — Te(W)
™ g 4"

W' o T (W),
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Se cumple que dp(W5) € (T (W), v 66(WY) C [T (W’)], pues 17 es homogé-
neo de grado cero. Luego, podemos aplicar la proposicidn IL6 y asegurar la
existencia de una diferencial § : Tp (W) — Tp (W'). Por la férmula de la
observacién I1.1 tenemos que

6’7? (®?=1wi)
= & (®Ln(w)) . _
= ¥, ((~)E et (@i 1y (wr)) @ 6 (w;) ® (B (wz)))
- (—1)Ti s‘ar(n{we)) (®i1n (w)) ® 08 (w;) @ (@ ;1M (w)))
= 7?( i ((—1)2‘{;’ o)) (@1 ~lwy) ® 6 (w;) ® (®I‘=,-+1w¢)))
= 7}5 (®?=1wi) )

luego §'n = né.

N2 ¢ ” 2
Finalmente notemos que (4_5 ) 7 = nb* = 0 implica que (6 ) =, pues n es un
morfismo suprayectivo.

L Bean 0=W) CWIC..CWi=Woy0=W)CW! CWIC..CW)=W,

las filtraciones que hacen triangular a 4.

Tenemos entonces que

o 0=0(W5) Sa(W5) € ... Cn(Wg) = n(Wo) = W5,

o & (W) =n{(6(We) Cn (A4—1®RW1®HA5—1)
= 1 {A4i-1) @an (W) @ (Ai1), o que es la propiedad buscada, pues
7 (Ai-1) es la subslgebra de A(A’) generada por n (W5™) .

= 0=n(W) Cn(WH)C..CqWs)=n(W) =W
o 5 (V) = 06OV € n (W) p0 82 Wi a)

=7 ((Wf“l}A(A)) ®an (<Wii_l)A(.A)) , 1o que es la propiedad buscada,
pues

7 (<W§_1>Au)) = (W) acey-

Asf que A’ es triangular.

TS CON.
fALLA DE ORIGEN
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Proposicién 2. Sean A = (R,W,8) y A" = (R, W*,§) bocses. Sea n un morfismo
del bocs A en el boes A’ inducido por el par graduado (ng,ny ), donde 5, ¥y ny son
morfismos suprayectivos. Entonces:

1. Hay un encaje F, : RepA’ — RepA

2. La imagen de F, es una subcategorfa de Rep A constituida por aquellos abjetos
M que son apulados por RN kern y por Wy N kern.

3. F, estd enmarcado por el par (Fo,np), donde Fy: R — Mod — R — Mod es el
funtor restriccién de escalares via gt R — R, y 52 ((fo, i) = (fo, fl'q'WJ .

4. Sean M, N € ImF,, si para todo morfismo (¢° ¢') : M — N en RepA se
satisface que

g (Wi Nkern) =
entonces F, es pleno.

5. 5i F, es pleno y se cumple el axioma I1.30.5, entonces el que A sea un bocs K-R
implica que A’ es un boes K-R.

Demostraciéon:

1. Sea F), como en el lema II. 11 es decir, si f = (f°, f1): M — N esun moxﬁsmo
en RepA’ entonces (K, (f))° es f° considerado como R-morfismo, y (F, (f))!
Fint. Como 1 es suprayectivo, del mismo lema se sigue que F; es un encaje.

2. Sea Fy : R~ Mod — R — Mod el funtor del tercer inciso. Es claio que la

imagen de Fy consta de los R—-mddulos anulados por kerny,

Sea M € RepA’, por construccién de F,, tenemos que M es un A{.A4)—mdédulo
con,

am = n (a)m,

donde m € M y o € A(A). Luego, es claro que keyn, y Wi Nkern,, anulan a
AM = Fy (M).

Ahora supongamos que M € RepA es anulado por kerng y que W N kerny,
Como 1y es suprayectivo, el funtor Fy es un encaje pleno, cuya imagen con-
siste de los R—médulos anulados por ker 5. De modo que s se obtiene por
restriccién de escalares de un médulo g M.

Ahora bien, la accién del dlgebra Tg (W) sobre M determina un morfistne de
B — R-~bimédulos
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6 e Homp.g (W, (M,M)k) = Homp i, (Wo®g M, M)}.

Sea 1%, : Wo — W la restriccion de ny Entonces, ket Yy = Wy Nkerny,. La
hipétesis de que ker 79, anula a M significa que 8 (ker 5}, ) = 0. Luego existe 8,
morfismo de R — R—bimdédules, tal que conmuta

Wo — W[;
la lﬂﬂ
(M, M), = (M,M),

Sea & : W} = (M, M), el morfismo de R’ — R'—bimédulos que corresponde a
#” bajo el morfismo identidad

Homp g (W5, (M, M),) = Homp_p(Wg, (M, M),).
Este morfismo ¢ determina una estructura de Ty (W) —mddulo sobié oM tal
que By (4 M) =4 M.
. Se sigue del lema 11.30.

. Sea g = (g% ¢") : M — N un morfismo en RepA, donde Fy (4 M) =4 M y
F,(wN) =4 N. Sea ny, : Wy — W] la restriccién de 5y, Inego W) Nkery =
ker nl;..

Como 1, €8 suprayectiva, tenemos que
Homp. g (W{,(M,N),) = Homp_p (W, {gMr N),).
Dada la hipétesis de este inciso hay un isomorfismo
(miw)" : Hompp (W},(M,N),) — Homp_p (W, (M, N),),
es decir, que 9I1W1 = fimy para algin fi en Homp-p (W], (o M,z N),). Sea

8 el isomorfismo de 1117, construimos el par {¢°, 87" (1)}, donde g° es visto
como motfismo de R ~modulos.

Veamos que f = (gro,,(?_1 (fl)) car M = N oes un morfismo en RepA'. Sea
o€ AlA), me Myn{e)=c paa algin a € A(A), entonces
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It

a{g® (m)) — g (am)
g' (8{a)}{m]

o (¢ (m)} - ¢° (a'm)

Por otro lado tenemos, para §(a) = 3,0l ® w; ® a} con w; € W, y o}, af €
A(A}, que

87 () (08 (a)) Il

£ (h) (s (ad) 7 (ws) 0 (a})) ]
3 (@) () (ws) [ (af) m]

5 1(@}) (G ) () fr (o) m]

g (52m(a}) 8 ws ® 7 (a)) ]

= ¢ (8(a) Im].

87 (£1) (6 (n(a)} [m}

b4

Asf, f es un A(A") —~motfismo y F, (f) = g. Luego F;, es pleno.

5. Hemos demostrado la inyectividad de g, y es claro que se cumple el axioma
IL.30.3. Como Fy ¢s un encaje pleno, se cumple 11.30.4, Las hipétesis de este
inciso son 11.30.1 y I1.30.5, por lo que del lema I1.30 se sigue el enunciado.

Teorema 3. Sea A = (R, W,8) un bocs. Sea e un idempotente de R tal que y
eR (1 —e) = {1~ ¢} Re = (. Entonces:

1. Existen un bocs A, = (eRe,eWe,8,.), ¥ un encaje pleno F, : RepA, — RepA
que Hamaremos eliminacién de idempotentes.

2, La imagen de F; es la subcategorfa plena constituida por aquellos objetos M
tales que (1 —e) M = 0.

3. Si A es triangular (aditivo) entonces A, es triangular (aditivo).
4 8i A es K-R entonces A, es K-R.

5 S5iM € repAd, v W es un R — R~subbimédulo de Wy, entonces [ M|l .y, =
HF (M) |y ¥ a4, (M) = ga {Fe (M")).

Demostracion: Sean ey =e y ey = {1 ~ e). En general, esta descomposicién de
la unidad de R en idempotentes induce descomposiciones de R — R—bimdédulos

Wy = e;Woer @ exWpes @ exWoer @ exWoen v
W = e;Whey @ esWiep @ ealWiey & ealien.
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Sean 4 = A(A), R’ = e;Rey, Wi = eyWhey, W] = eWiey y W' = g, Wyey.
Las proyecciones 7, : B — R y 0y : W — e;We, son, gracias a que eR(1 —¢) =
(1 - €) Re = 0, un morfismo de anillos y un moifismo de R ~ A—bimdédulos respecti-
vamente, es decir, forman un par graduado. Luego hay un morfismo de k—4lgebras
n: TR (W) =+ Lo, Rey (€1W61) '

Se cumplen las hipdétesis del lema 1111 pues

7 (8 (Wo N ker )

= 1 (8 (e Woes @ exWoey @ exWoes))

C n{[eABr W GrAe:]| @ [erA@pW S pde ] @ [e2AGpW OrAdey]) =

y por otro lado

{8 (W1 Nkerny))

= ’f) (6 (61W1&2 B esWhe & EQW;CQ))

([€1V (.A) ®RV (A) 82] [EQV ( ) ®;¢V (A) 81] [82V (.A) ®RV (.A) eg])

Asi que por ITL1.1 hay un boes A" = (e; Rey, e1We, 5), y un morfismo 7 del bocs
A en el bocs A’ Luego, por II1.2, existe un encaje F = F, : RepA’ — RepA.

Por 111.2.2 la imagen de F, se compone de aquellos objetos M € RepA quie son
anulados por R Nkern y por W N kern. Ahora bien, es claro que un K—médulo
M es anulado por RN kern si y s6lo si egM = 0. Mds adn, si eeM = 0 entonces
Wo Nkern anula a M. Esto prueba que la imagen de F, es la subcategoifa plena de
RepA constituida por aquellos objetos M tales que ea M = 0.

Por observacién 11.2.1 Im F, es certada bajo isomorfismos en RepA.

Mss ain, si M,N € ImF, y f = (f% f*): M — N es un morfismo en RepA,
tenemos que, para w € e;Wies @ esWiey ®eaWies =Winkernyme M

fHw)[m] = er (f (w) [eam]) = f* (erwes) [m] = 0.

Asi que se cumple la condicién I11.2.4, por lo que F, es pleno.

Por I11.1.2 la triangutaridad de A implica la de A’

Ahora bicn, si A triangular aditivo, y Wit = Wi @ V; como R — R-bimédulos
para i € {1,...,r — 1}, entonces e;W’“el = elwc‘,'e; b e;Viey = n{W}) ® e Viey, por
o que A, es triangular aditivo.

Como Im F, es cerrada bajo isomotfismos en RepA se sigue cumple el axioma
11.30.5, asf gue por 1I1.2.5, si A un hocs K-R entonces A, es un boes K-R.

Sea F, {M") = M. Tonemos que

MY = dirng (5 M, ) = dinn (e, ey (M, M)) = dinn (e, ey (M7, M) = 201

Para W un i — R—subbimédulo de W se cumple que Wnken = ¢, We, @
eaWer @ eaWes, luego
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Mz = dimelz W@RM,M)
= dimg | (Wﬂkem%ﬂae;ﬁ/e}) ®RM,M)
Ekae[ 1) @r M, M) ) +dimy ( (e1Ve, @a M, M) )
0 + dimyg (elgel (e;ﬁ"e; By ey M, M’))
Moy e,

Por las identidades anteriores se sigue que M’ € repo.d. si y s6lo st M € repm.A,
Y que

dimg R

It

ga (M) = [1M|| = | Mo + [|M|| = UMl = J327]lo + 1MLl = g, (M)
=

Teorema 4. Sea A = (R, W, §) un bocs. Sean

T
0 - W o w - WP - oo

T

0 - W 5 W - WP S o0
sucesiones exactas de R — R—bimédulos, tales que § (Wé") ~ W, Entonces:

1. Existe un boes A, = (R, Wég) @ sz),&) , ¥ un encaje pleno F, : RepA, —
RepA al que Uamaremos regularizacion. Si M’ € repA, entonces F, (M') €
repA.

2 La ifmagen de F, es la subcategorta plena de RepA constituida por aquellos
objetos M tales que Wél) anula a M.

3. St A es triangular entonces A, es triangular.

4 Si A es un boecs K-R entonces A, es un boes K-R.

5. Sea A triangular y 0 = W§ C Wi C .. C W] = W, una de las filtraciones
asociada a la triangularidad. Si A es triangular aditivo y Wél) C W}, entonces
A, es triangular aditivo.
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Demostracién: La identidad 5, : & — R y ¢l epimorfismo 7y, = wo @y : Wod
W, — W & W = W® forman un par graduado. Sea n: Tp (W) — Tx (W)
el moifismo de k—4dlgebras inducido. La hipdtesis del lema III1 se sigue de que
7 (é (Wél))) =7 (Wl(l)) =0, ¥y de que

7 (5 (Wfl))) =17 (52 (Wél))) = (). Luego hay un boes A" = (R, Wéz) &5} Wl(z},é') ¥
es un morfismo de bocses. Por 1I1.2.1, F;, : RepA’ — RepA es un encaje. Denoternos
a este caso particular de F;, como F,, y a A’ como A,.

Por I11.2.2, 1a imagen de F, estd constituida por aguellos objetos de Rep A que
son anulados por Wél)‘.

Sean M = F, (M"), N=F.(N)y f=(f%f): M — N un morfismo en RepA.
Puesto que para todo w & Wl1 existe a € Wél) tal que & (@) = w, se¢ tiene para toda
m € M la identidad f!(w)[m] = f1{§(e)}[m] = af®(m) — f®(am) =0, pues M y
N son anulados por Wél).. Luego se cumple la condicién de lema II1.2.4, por lo que
F, es pleno.

La triangularidad de A implica la triangularidad de A, por ITL1.2.

Sea A un bocs X-R. Sean M € RepA y N = F, (V). Supongamos que f° €4
(M,N)y f' € Hompg_g (W1(2),(M, N)k) son tales que (f°, fim) : M — N esun
isomorfismo en RepA. Por observacién 11.2.1 f° es un isomorfismo. Tenemos pata
a€ Wé” que

£ (am) = ef° (m) - f'n(8(a)) [m] = —f* (0) [m] = 0,

luego Wél) anula a M, asf que M € Im F,.
Similarmente, si f® € (N, M)y f! € Homu.-g (Wl(z),(N, M)k) son tales que

(f°, f'm1) : N — M es un isomorfismo en RepA. Tenemos pata a € WiV que
af%(n) = f*(an) + fin(8(a)) [n] = F (O} [n] = 0

luego Wé” anla & M, asf que M € Im F,.

Con esto hemos verificado el axioma 11.30.5. Por I11.2.5 A4, es un bocs K-R.

Demostremaos el 1iltimo inciso. Como se vid en la prueba de 111.1.2, la Altracion
en grado cero asociada a A, es 0 = (W) C (W) C .. C (W) = n (W) =
W} Si para cada ¢ € {L,...,7 — 1} hay una descomposicién como R -- R-bimdédulos
Wi = W} @ V,, entonces Wit = Wl @ Vi & ... ® V; como B -- R—bimédulos.

Luego, si Wél} C W¢ entonces n (Wit) = (W(}/Wél)) GV .8V, as que

n (Wi =n (Wi e Vi
n
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Proposicién 5. Sea A = (R, W,6) un bocs y F, : RepA, — RepA cl funtor reg-
ularizacién como en el teorema anterior, Sean W un R ~ R—sub-bimddulo de W,
W® =y (W), W = (kcrnﬂW) . M’ € RepA, y F, (M"Y = M. Si pua W se
tiene una sucesidn exacta
0—g (W(Q} ®r M, M) —g (W ®p M,M) —i (W(l) ®r M»M) — 0 (*}
entonces Ml < |50 (M) e, ¥ 1a desigualdad estricta se obtiene si y solo s
(W en M M) £0

Si para cada W € {R, Wy, W1} se tienen sucesiones exactas como (), entonces
ga, (M') 2 qu(F, (M), obteniéndose la igualdad si y s6lo si 6]W&1, es biyectivo,

Si R es semisimple, paa todo R — R—bimdédulo W la sucesion (x) es exacta.
Demostracién: De la sucesién exacta

0—p (W{2)®RM,M) — g (W@RM,M) —p (W(l) ®R M,M) — Ol

se sigue que
WMl = dimg{g{W @M M
= dimng (r (WO @5 M, M)) + dimy (R (W@) ®p M, M))
2 dlm;c R W(Q) ®1¢ M, M}t = “M’HW(Q)'

con igualdad si y s6lo si dimyg (R (W“} ®a M, M)) =0,
Ahora supongameoes la existencia de sucesiones exactas similares para B, Wy y W1,
El epimorfismo § @ T : Wél) Rg M — Wi(” ®p M induce un monomorfismo

R (WI{I} ®r M, M) —a (Wél) R M, M) , luego

dimg (1 (Wo @ M, M)) — dim (» (Wé” ®r M, M))
dixng (R (Wé” ®n M, M)) > dimg (R (wf” ®nr M, M))
dimy (2 (Wy ® 5 M, M)) — dimy, (,g (W}” ®r M, M)) ,

It

por lo que g4 (M) < g4, (M), v la igualdad se obtiene sélo si § win es biyectivo.

I
Si R es semisimple, se tienen, para cualquier B — B—bimddulo W, las sucesiones
exactas
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0—»W(U~—>W S W® 0
0-WlRMoWes MWW, M—=0
0 -, (Wf'-’-m“ M,M) -y (W A M) —p (WU)@“ M, M) -0

Lema 6. Sea R una k—dlgebra semisimaple y sean M, N un par de R-—-mddulos,
entonces (M, N}, es un B — R—bimddulo inyectivo.

Demostracién: Sea 0 — V' — W — Z — 0 una sucesion exacta arbitraria de
IR - R—bimdédulos. Por la semisimplicidad de R se tienen las sucesiones exactas

02 VegM--WerM - Z@xg M — 0de R~ k—bimddulos y
0—p{Z@rM,N)y =2 (WRgM,N), =i (V&M,N) — 0 de grupos.
Aplicando el isomorfismo de adjuncién se sigue que la sucesion

0-—g (Z> (M= N)k)R R (VV, (M, N)k)R — R (V: (M, N)k)!i -0

también es exacta.
|

Proposicion 7. Sea A = (R, W, ) un bocs K-R. Sean (¢ — Wél Y Wo — Wég) — 0
y0— Wl(l) - W — Wlm) — 0 sucesiones exactas de R — R—bimddulos, tales que
& (Wén) = WI{I). Supongamos que

1. R es semisimple o que
2 Wy = Wl(l) & sz} como R — R-bimddulos.

Si F, : Rep A, — RepA es el funtor regula.zizacién asociado, entonces M € RepA
es Isomorfo a un objeto de Im F,. si y sélo si es anulado por (ker §) N Wé” .

Demostracién: Sea M’ ignal a M considerado como R—médulo. Si (ker§) N
Wél) anula a M, entonces podemos definir un motfismo de R — R—bimédulos f} :
wi - (', M), mediante la formula f! (§(a)) [m} = am Si R es semisimple, por
el lema anterior, podemos extender f{ a f': Wy — (M, M),. 8t W, = wi g WP)
extendemos f] a f' definiendo f1 ((un, w2)) = f} (w). De 11.22.1 y 11.25 se sigue que
hay un isomorfismo f = (Id, f') : M’ — M en RepA. Por construccién tenemos que
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siw € I/Vé‘) entonees wld(m) = fd(wm) + fH{(w))fm] = Id{wm) + wld (m}), por lo
tanto wm = 0, cs decir, Wé” anula 2 M’. Asi que, por IIL4.2 M’ estden Im F,.,

Supongamos que hay un isomorfismo (f°, 1) : M — N = F, (N'). Por I11.4.2

Wum atda 0V, v por obscrvacidn T 2.1 f? s un isomon fismio. Scea w € (ker éjﬂWlf]) ,

entonces
fO (wm} = wf®{m) - f (6 (w))im] =0

implica que (ker§) N WS" anula a M.
n

I11.2 Absorcidn.

Propaosicién 8. Sea A = (R, W, §) un bocs ta] que Wy = Wél) @ WéQ) yé (Wé‘}) ==
0, entonces:

1. Hay un nuevo bocs Ag = (R, W', 8"}, donde
; (1) i Dt o (2} ' ' '
R —-TR(WO ),WQ_R @ W @ B, Wi = R @g Wy @n R,

¥ un isomorfismo de bocses 6 de A en Ay.

2. Kl funtor asociado por IL11 Fy . RepAg — RepA, al que en este caso llamaremos
absorcién, es un isomorfismo de categorfas.

3. Sea Wy un sub-bimédulo de Wy tal que Wy = Wél) 1)) Wéz), donde Wé” c
Wo(” y Wé” C Wo(g), y sean M' € Repdp y M = Fy(M'). Entonces se
cumple que ”M’H'Planﬁ"‘gz) onT = | M1 3, con desigualdad estricta si y solo si

R (WD @ M, M) #0, 3 qa (M) 2 qa (M)
d. 5f A es triangular entonces Ay es triangular.

5. Si A es K-R entonces Ay es K-R.

Demostracién:
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1. Sea #z : R — R' la mclusién, el (.ua.l es un morfismo de anillos. Sean los
morfismo de R— B—bimédulos 9(“ Wo — R, el cual es la inclusién candnica,
%2 W o R @y W @y R, dado por 8% (w) = 1@ w®1, y 0y : W —
B @y Wy @ i, dadoe por 0,',‘, {w) = 1@ w® 1. Por lema ¥.2 cstos morfismos
inducen un tinico morfismo de anillos & : Ty (W) — T (W)

Consideremos los morfismos candnicos 95 : R — Tr(Wy), de anillos, 9%, :
R@aWH @R — Ta(W)y &% : ROgW, ®g R — Tp(W) de R —
R—bimédulos. Por lema 1.2 estos morfismos inducer un tinico morfismo de
anillos 9 : Tr (W) — Tac) (A(A)@rWo@r A(A))=TF

Es un célculo rutinario veyificar que 98z = Idg, que 98, es la inclusién
candnica de Wy en F, y que para w € W) se tiene 96 (w) = 1 ® w ® 1. Luego
W =p:Te (W) — Fesel lSOIIlO[ﬁbIIlO de anillos construido en el lema 1142,
asf que € es inyectivo.

Tampoco cs diffcil convencerse de que @ es suprayectivo y que preserva la gro-
duacidn, es decir que

0({Ta (W)} = (Tr (W],

Definamos § = #6071, asf que & es un morfiszmo de R— R- blméduio':. Es clare
que § es de grado 1, que cumple la 1egla de Leibnitz, y que (8’) =9.

Mostremos shora que & es un morfismo de ' — R'—bimédulos. Sea z =
#{®%,w;} la imagen de un elemento homogéneo de Ty (W), sean ng,ny €
{1,..,n} tales que ng > ny, y w; € Wé‘) para i € {1,..,n} U {ny,...,n}.
Puesto que 8{wy) = 0y gr(uy) = 0 para i € {1,...,m} U {ns, ..,n}, por la
férmula de la observacién 1.1 tenemos que:

6'9 (®?=lwi)
= 08 (@ wi) _
=6 (ELI ((_1)(2?51 o) (®:~.1’w1) ®r & (w;) ®r (®z—;-+1'wt)))
= § ( ;?«Er:x-l-l 1)(Z!=(n1 H)Qr(wt)) (@1.—.1 'l‘-UI) R b (wj,) Dr (®?=j+]wt)
= § (( “1 ’u}l) ®R o (@1_(n1+1}10,) ®H (®::2wt))
= @ (®I=1'WZ) g 86 (®z—[n +l)wl) ®R ] (@gzwt)
= 0(@Rw) @r 80 (O1G), yui) Bl (SR,1),
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por lo que § es un morfismo de R’ — R'—~bimaédulos, luego es una diferencial.

Puesto que # es un isomorfismo de k—4lgebras que preserva la graduacion y
conmuts con las diferenciales, es un isomorfisme de bocses.

. Por 1111 existen los cnca;es Fy: Rep.Ag — Rep Ay Fy-1: Repd — RepAy. Es
inmediato que Fypr = Iy

. Sean Z un R — R-bimédulo y M € RepA. Notemos que B es un subanillo
de R, y que Oz = Idg, por lo que g (F; (M)) =g {M), asf que tenemos
isomor fismos

r(Z®r £, (M), Fyt (M)
r(Z®p M, M).

(4

g (R ®rZ@p R g F; ' (M), F; (M)

Luego,

W M) | povwgare = dim (a (R' ®r Wé‘z) ®r R @ F;H (M), F,? (M)))

dimy ( (W5” @n M, M)
| M|l — dimg (R (wg” ®a M, M)) ,

I¢

por lo que |, {M) || roahPoar < 1My, ¥ 1a desigualdad estricta se ob-
tiene si y sélo si g (Wé” ®n M, M) ¥ 0.

Sea ¢ : Wél) ®@pr M — M el R—moifismo determinado por la estructwa de
R'--médulo de F;} (M) = M'. Se tiene una funcién k—lineal

w (M, M) ~g (Wé" ®r M, M) definida como a (f) = f¢ - d(I® f).
Como el micleo de o es (M, M') se sigue que
: : Y 3 (1)
dimy, (g (M, M)) < dimy, (p (M', M) + dimg [ g (W) @ M, M

y por lo tanto que
Qi (M') — qa (M)
= dimy, (g (M, M")) + dimy (,t (Wa‘” ®q M, M)) — dimg ( (M, M) 2 0.
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4. Supongamos ahora que A es triangular, ysear 0 = W C Wi € .. C W} =
Woy 0= W° CW!C..CWy=Wlas filtracmnes asociadas. Sea mg :
Wy — 0 ) el eplmorﬁsmo candénico, y sean (W')y = (8 (mo (W) o » para
i€ {0,.,7}, ¥y (W) =(0(Wj)),, para j € {0,.. s} Entonces tenemos las
filtraciones;

0= (WS C (WG ..COV), =R @aW Qs R,
=(WNCWNC..CW)=RerW xR

La R'—subélgebra de A {A;) geneiada por (W'} serd denotada por A7, Nétese
que A}, estd generada por 8 (Wm (Wg)‘” ) , por lo que contiene a la subél-

gebra gencrada por # (W}) . Sea 4; la R—subélgebra de A (A) geneiada por W,
entonces tenemos que (8 (A;)} , € A}, Por fin, podemos verificar las propiedades
de las nuevas filtraciones:

)
C (6 (Ain1®pW1®pAi1) Yw € <A;“1®R'WI®R'A£“1>R'
= AL ®p (R @ W1 @r R) Ow Al = AL @ W{GrAL,.
+ Denotemos por W' (j) al A(As) — A(Ap)—sub-bimédulo generado por
(W"]  Luego
§ (W) = (80 (W),
- <'9 ((Wfﬂ)A(A) ®r (leml)A{A)) >R'
< (9 ((le_&)A{‘A)) St ((W{_1>A(-A))>R’

(i), ., B ()

5. Sea Fy: B — Mod — R — Mod el fimntor restriccién inducido por _B{R cR— R

Sean M,N € R — Mod y consideremos las funciones fy € {(M,N}y fi €
Hompg_p (W], (M,N},;}. Como antes hay un isomorfismo

Homp.w (R @ Wi ®r R, (M, N),) = Homp.p(Wh, (Fo (M), Fa(M)),).
Sigs = Fo(fo), y ¢u es la imagen de f, bajo el isomorfismo anterior, entonces
no es dificil verificar que 5 {(fo, 1)) = (g0, 1) es una funcién inyectiva y que
{Fy, 1p) enmarcan a Fy Es claro que si fy es un isomorfismo entonces gy s
un isomorfismo. La condicién I1.30.5 se sigue de Im Fy = RepA. La condicién -
I1.30.4 se obtiene de la existencia de F; ! Luego, por 11.30, si A es un boes K-R
entonces Ag es un bocs K-R.

Alds)
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IIL.3 Construccién del bocs AX y del funtor reduccién
Fy : RepA* — RepA
Definicién 9. Sean R y S k—dlgebras. El médulo g X es llamado S—admisible si
1. T'= (g (X, X))® contiene a S como una subslgebra;

2. T contiene un ideal bildtero B tal que
'=5¢#8

como § — 5~bimdédulos; y
3. Xg v Bg son proyectivos y finitamente generados.

Recordemos que si Bg es proyectivo y finitamente generado, por el corolario .12,
hay un morfismo de S - 5—bimddulos p coasociativo, es decir que hace conmutativo
al siguiente diagrama:

B* T B*®g B*
i# (&1
B* ®s B* o R B* ®S B*

I@u

En los siguientes lemas estaremos considerando un médulo p X que sea S—admisible.
Consideremos la evaluacién v : X®g B — X, dada por v (x ® p) = p(z), la cual es un
morfismo de 22— S--bimédulos. Por lema 1.9, como en la observacién 1.1, v induce el
morfismo de S— R—bimédulos & = ¢; 'v* : X* — B*@gX*, talquea (\) =5, 1,0\
es el Unico elemento de B* ®¢ X* que satisface 3, v, (A () p) = A{p(2)), paia todo
reXytodape B

Lema 10. (u®fa=(I®a)a.

Demostracién: El siguiente dingrama conmuta,

fam

X®sBesB _ X®sB
! i

X®esB , X



FUNTORES DE REDUCCION 69

pues v{({ @m)(z®@p) @ py) =v(z®{py-p1)} = pz- Py (2} ¥
v(w@ N (x@p @p) =vi{p (x) @p) = py(p, (2)). Asf que por L11 también el
siguiente diagrama conmuta:

X* * B* &g X*
—_—
18 (mef

B @5 X 1o B'8s B ®sX*

|
_ Consideremos nuevamente a la evaluacién, pero ahora vista como el morfismo
R — S—bimédulos o' : X — (B, X); dado por v/ (z) [p] = p(z)}. Por el lema L5 hay
un isomorfismo de bimédulos &5 1 (B, X), - X ®g B, por 1o que se induce un
morfismo & : X — X ®g B* tal que é(x) = ), x, &, e3 ¢! inico elemento de X @5 B*
que satisface 3, 7.y, (0) = p(2) para toda p en B.

- Lema 11, (é®l}é= (I Qpu)é.

Demostraciéon: Sean los isomorfismos naturales de bimédulos @ : ((B, X)) ®s
B* = (B,(B,X)g)g, &3 : X85B* — (B, X)g, by : X8s(B &5 B)' — (B8s B, X)g
¥ ¢y B*®s B* — (B ®5 B)" construidos en 1.5 y L.9.

Por naturalidad de los isomorfismos considerados conmuta el siguiente diagrama:

& 2
X —- XgsB* ,.: X @g B*®@g B*
e I om> Ted’
X - X@sB* — X®s(B®gB)
” v T‘b";l (m,f) T{);l

X o (BX); — (B®sBX);.

SiT: (B, (B, X)s)g = (B®s B, X)g es el isomotfismo de adjuncion, entonces,
para u € (B, X); tenemos que 7((Z,v') (1)) (; ®p2) = [((1,) (u}) (0] [p2] =

Pz (v (o))
Por otra paite, ({(m, ) {(u}) (p) @ ) = w{ps- ). Luego, sl u = o' (z) tenemos

que p; (u(p1)} = p2(p1 (%)) = w(py - p)) asi que el diagrama:

, {m,0)
igrni) - (B®sB,X)g

I
(BI(B:X)S)S - (B®S B!X)S

o e LAY T Rt R L 1
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es conmutativo,
Por naturalidad, también el siguiente diagrama es conmutativo:

[¢R'S
BX)y = (B(B,X)g)s

1% e 12
X@sB — (B X)s®sB"
l 31 P28t

X®sB* — X®@gB*wshB.

A su vez, la conmutatividad de

$o®l!

X@ui~oe* - (BX),@sD*

L () 7

X®s(BesB)  (B.(B,X)s)s
; u

ks
(B ®s B#X)S A (Ba (B, X)S)S
se sigue de que

7(2 {27, (=) @ 72)) [py ® 2]
7 {7 (N v (D oy @ 23]
zy; (12 {p1) p2) s

T(B- (2@ (2 @7 B 7)) [ ® o}

y de que

(P2 (I @) (@711 @72} P © 24 B3 (z @7 (7, () )) [ @ P2]

zy, (Y2 (1) p2) -

HI|

Por fin podemos ver que

(Igp)eé

It

I®¢t) o5 -(m, D v
I@¢) o5 7-(I,0) -
e @ 1)@ (1) v =
(é®@I)é

(e ) &5t o
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Lema 12. Sea g X un mddulo S—admisible. Sea é: X — X @g B* el morfismo de
S — R—bimddulos inducido por la evaluacion v' : X — (B, X), dada por v/ (2){p] =
plx). Seaa: X* — B*®g X* ol motlismo de 5 — R—bimddulos inducido por la
evaluacién v : X ®s B — X, dada por v(x @ p) = p(x}. Sean {p;,v;|7 € J} ¥y
{xi, A | 3 € T} bases duales finitas de By y Xg rospectivamente. Iintonces:

1. Sie=~é yz e X, entonces

ele) =~ Tp (@) @7

2. 85t A € X* tenemos que:

a(}) = Zi,j A (pj () YV @ Ay

Demostracién: Para probar el primer inciso recordemos que por la formula del
lema 1.5.2

&(z) = &7 (v (2 = LV (2) [p;] @75 = Loy (£} ® ;.

Resolvamos ahora €l segundo inciso. 8i A € X™ entonces

(N [z@p =A(viz@p) =A(p(z]),
asf que, por féormula 1.9.2, se sigue que

a(A) = ¢y (v (W) = L A (Aaa)) ® N,
Puesto que para v € B* se cumple 3 3 (pj) ¥4 = 7, tenemos que:

a(A) = Zi,g‘ A (Pj (-171)) Y ® Ai

n

Definicién 13. Sean R y S anillos, W un R— R—~bimédulo y X un R-- 5 bimédulo,
tal que Xs es prayectivo y finitamente generado. Por L5.2, $.: X @5 X* — (X, X)q
es un isomorfismo de bimddulos, por lo que si &' (Idx) = 3,2, @ A, entonces
{®:, A | 4 € I'} es una base dual de Xg Como Idx €g (X, X) g se cumple por 15.1 que
Ymeh e (X @ X ")R . Podemos definir entonces el morfisme de S — S—bimddulos

a: X' @i Tr(W)Rp X - Ts{X* @, W®g X)
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en elementos homogéneos como a{(A®r@ ) = Alrz) y

alA@u @ - - ®w, @)

= Zlhiz, sign—1) A® w) ®-’;t| @ ’\n ®w, ® L ® Au @ - ®.’E,(“ 3 @ A‘(n—l) ®wn®-c
Por comodidad, para w € T (W}, deuotazemoa a(A®w® ) como ax, (w). Note-
mos que

Cr e (w ® wl) = zi Qp (w) Vo ('w') 1

paraw,w’ € Tp (W), A € X* yz € X De ello se sigue que gr (w) = gr (o (w)),
paraw € Tp (W),

Proposicién 14, Sea.d = (R, Wy®W),8) un bocs. Sea g X un médulo S—admisible.
Entonces AX = (S, W& @ W, ,6%) es un bocs, donde W = X* ®g Wy ®p X
W = B*®(X* @y W1 ®r X), y donde 6 se obtiene de extender mediante Ia regla
de Leibnitz su definicién en WX = B* @ (X* @ W ®r X)

AR uwez)=e)@uwer+ay, )+ (-1 A@uwee(), y

8% () =ply), sive B

En particular, sit € Tp{W) es un elemento homogéneo, A € X" y x € X se
cumple que

8 (ane (£) = (@® I} (ara (6) + e (6 (1) + (1) (I D &) (ra (1))

Demostracién: Teniendo en mente el lema I14, se deriva gue &% (Wox) c
[Ts (W)}, ¥ 8 (W) ¢ [Ts (WX)],, asf que por IL.6 podemos extender &% me-
diante la regla de Leibnitz. Por observacién IL.1 basta con ver que (6 )2 (WX} =0
para probar que 6% al cuadrado es cero. Recordemos que (u® e = (I ®a)a y que
(e®e=—([®pue.

Sea v® A ® w®z un elemento de B* @5 X* @p W ®p X, donde vy € B*, A € X,
we W yze X, Por la frmula de la observacién IL1, y por el hecho de gue -y es de
grado 1 en Ts (W), tenemos que

S (YRA@weT)

FMergwdz—-y08 AQwz)
pRABw®z —7®(a(N) @wda +ar: (§(w)))
—v® ((~—1)9"{w)/\®w®e(w))
RMNO®A-78a(N) @uez —7® s (6 (w)}
+(-1H @ e we(z).

i h

Imego,sid€ X", we W,z € X, I} = [dx., e Iy = Idg. tenemos que
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5 (a(A) @ w®z)

((peph-L®da(A))@w®s

—(Lea)(a(N) @) @z)+ (-1 (N puwe(r)
~(L®a)(a(A) ®§{w) @)+ (-7 e (V) w @ e(z))

i

Sea ahora A @ w® £ @ un elemento de X* ®px W @ X ®5 B*, donde v € B*,
Ae X', weWyxe X Polaféimula de la observacién I1.1, tenemos que

FOouwerer)

= 5 Deuar)@y+ (-1 A\ Queral (v)

= (N @wz +an: (W) + (-1 guwe(z) @y
+ (-1 ewereu(y)

= a(M@uw@zr®y+an: (8 (w)®y
H-1rN@we (e(z) @y +r @ uly)).

Luego,siAe X*, we W,z ¢ X, I = Idx., e [ = Idg. tenemos que

Frewee(z))

= a(M)Q@uee(r)+(a®@ L) (AR {w)@e(x))
+-1)rNN@we(e@ L+ 1 ® pe(x)

= a(M@wee(s)+(a@hL)(A®§{w)®e(z))

Recordemos que Y, x; ® A; s la imagen de Idx bajo el isomorfismo X ®¢ X* =
(X,X)s del lema 1.5.2, y asf {&;, A; | ¢ € I'} es una base dual de X Sean I' = Idx e
I" = I'dx.. Usando las férmulas 1I1.12.1 y TIT 12.2 se sigue que

(F@a)(3,za®@h) = Zi,f,h @ Ap (Pj ('1'!)) 1 ® A
Ei,j,h mh)‘h (.pg (-"!:t)) ® ')’3 @ /\i (*)
= 2.0 @) B8N

- (e@ I (Xm® M)

Usemos esta identidad para demostrar que

5" (ane (1)) = (2@ 1) (ra (8)) + e (()) + (- 1)) (I ® &) (s (1)),

donde t = u ® - & w, es un elemento homogéneo de We" re X*yreX.
Hagamos la prueba pot induccién sobre n.
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Para n = 1 el resultado se signe por definicion de 5.
Supongamos cierto el resultado para unn—1 dado, yseat = w1 ®-- ®wn_1 Ry, =
t’ @u,. En tal caso tenemos que

& (are (¢ ® wn)

8 (i (£) ® ryz (1))

- T, [(5" (eas (t’))) ® tirgm (wa) + (— 1) D o (V@6 (s (wn))]
T (e ® 1) (ang, (1)) + ang, (8 (€))) ® an, 2z ()] |
+ (1) O S (] @ 6) (e, (1)) B o ()]

(1 e s 5 oy (#) @8 (ana (wa))]

Tl (08 T) (a0 () + e (6 (2))) @ aon,z (100)]

+ (= 1)o7 S S ST @ €) {ang, () © A @ Wy ® af

+ {2y B 3 (o (1) ® 0 (N) @ wn @ 2]

(-1 TN T (1) ® [(ene (8 () + (-1 N @ B e (2)]

il

it

it

Por la férmula (#) y se cancelan los sumandos intermedios y obtenemos:

Lillla® ) (axg, () + o0 (6 (NI © i (a0)

(1) ) 5 (1) ® [(@ne (6 () + (<)) N @ w, @ e (2)]
(a @ 1o, (t)

+ Zi (ah,za- BN ane ('u-'n) + (“l)m{wl@ Bon-i) ey z; (t) ® (oo, 2 (6 (wn))))
+ (- 1) B (1 @ €Y (. ()

(a @Iy (1)

Foxg (6 () ® w, + (—1)7TIE Bl p g g (wn))

+ (1)@ B (] @ e) (g . (2))

[

]

Lo que por regla de Leijbnitz es ignal a

(@ I o (t) + are (8 (£) + (~1)7E ) (1 @ &) (a0 (1))

Podemos ver ahora que
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(6X) (A@uw®z)

5 (e @wz+ o, (5{w) + (-1 @ w e e(x))
~(Hh@a){e(V)®{w) @)+ (-1)T@H () @w B e(z))

+(a® I ona (6 (W) + o (5 (6 (W) + (1) (I @ €) (eae (8 (w)))
#H~1) @ (N @we(z)) + (-1)7™ (a @ L) (A® 6 (w) @ e(x))
~(L®a)(a(\) @5 {w) @z} + (e @ I} s (8 (w))

+ (=17 (T @ €) (e (6 (w))) + (~1)7 ™ (a ® L) (A® § (w) @ e (z))
=

I

Il

Con esto hemos comprobado que tenemos un nueve bocs.

|

Construyamos ahora un funtor Fy : Rep A¥ — Rep.A. Mantendremos la base
dual {z;, A | i € I} de X fijada en II1.13 y, desde ahora, fijamos también una base
dual finita {p;,v; | € J} de Bs.

Definicién 15. Para M € Rep A, definimos Fx (M) = X ®¢ M como R—mddulo
Recordemos que A% = A (AX ) = T4 (X* @r Wo®g X). La siguiente composicién
proporciona una estructma de A (A) —mddulo a Fy (M), a la que denotaremos por -

AlAYep X @ M
L‘T
X@s X"z A(A)Rr X Qg M
i!®a®!
XesAX9s M
e

X®s M

dondeT (a@2@m) =3, 5,8\, Q@aQx@m, y* : AX @M ~ M es la estructura
de AX —médulo de M, asf que

1L a{z®@m)=3, 5Qa.(e)*m

Puesto que las funciones son aditivas y 3, ri® A = 3, 2 @ Ayr, por 151, nos
basta con checar que

lg- (z®@m) LT @y (15) xm
25 @N(r)xm
2z (z)@m
t@m

o

y que
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a'-{a-(x®m)) {0 - (Zhan @ an . (a) xm))

z:’.h x @ (£3 9 (CL") * (aAn.m (a) * m)
E:i,h. @ (a-\i,zh {a’) & e (a)) * 1
Yoz ® (o, (0 @a)) xm

(¢ ®a)-(z@m).

Sif=(f°f): M — N es un morfismo en RepAX definimos, paraw € V (A),
reEXymeM:

2 (Fx () e@m|=2® f°(m)+ 3, p;(x) ® f* {7,) [m] y

3. (Fx (M) (w)lz @m] = 3,2 ® f* (a2 (w)) fm].

Teorema 16, Sea A = (R, W, &) un bocs. Sea gX un mddulo S—admisible. En-
tonces se tiene un funtor Fy : RepAX -+ RepA dado por las formulas de IIT.14,
ITL15.1, II115.2 y IT1.15.3 al cual lamaremos funtor reduccidén con respecto a X,

Ademds, Fx estd enmarcado por un par (Fp,ng), donde Fy = X @5 -, ¥ np estd
definida de ln signiente manera: si fy €5 (M,N), fi € Homs_s (W{% (M,N),),
e ({(Fo, f1)) = (90, 1) , w € W1 y m € M, entonces

L golz®m)=x& folm)+ 3,0 (=)@ f (v;) ],
2 g (wrem] =32 f (a. (W) [m].

(o]

Demostracién: Sea f = (f% f1) : M — N un morfismo en RepA¥, claramente
(Fx (f})° es un morfismo de R—médulos. Veamos que Fi (f) es un morfismo en
RepA, asfqueseanw e V(A), z e Xyme M:

(F (f))° [w - (2 @ m)}
(Fx () (25 ® o (w) +1m)
= z %n® f (a)\‘, ( ) * m) + Zl,l;l P (LL‘,) @ fl ('TJ) [a«\i.m (w) * m];

por otra parte,

w- (Fx (f))° [z @m)]
= w-(z282m)+ L0, (@) @ F* (1) [m])
= Zz1®aiaw(w) fO(m +erm’®a’\np($( ) fl('y,)[m]

Se sigue que
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w (Fx (f)°lz®@m] — (Fx (/))° [iw - (x ® m)]
= 3,7 ® [onz (W) x 0 (m) — 0 (o, (w) xm))

+ 205 B ) * f (7;) brm

= Sy 05 (@) ® [ (1) lovne () ]

Por comodidad, scan 3, . 2 ® s o) (0} # f1 {(v;) ] = By
3 i p;(#:) @ F1(7,) lonz (W) m] = H,; asf que, como f es un morfismo en
RepA*, v w es de grado 1, la expresién anterior se convierte en

Ym® (8 (. (W) m}+ E- H
= T ® f (0@ 1) (an s (W) + e (6 () )

+ 528 1 (-1 (1 @ €) (o ()} ) + B~ H
= T,5® (e (6 (W) )

05w ® S (L (0 (51)) 13 @ e () [

—> e f! (Zj s 0502y (10) & ’r,-) [m]

+E -l

= 3@ ! (oo (8 (w))) )]
+ X in e (0 {20)) ® 1 () fan, = (w) * m]
- Zz‘,jmi @ Cexy 0, () {w}) = f? (')’j) [m]
+E—H
= 37 ® o (8 (w))) [m}
+ Zu; P (z1) ® f! ('Y;) iy e (W) ¥} ~ H
= 3w ® fH{ana (6 (w) [m],

con lo gque se comprueba que Fy (f) ¢s un morfismo en RepA.

Es facil ver que Fx ((I(EM, 0)) = (Id["x(ml), 0) .

Sean f : M — N, g: N — L morfismos en RepAX. Verifiquemos que Fy (gf) =
Fx (9} Fx (f) . Veamos primero que coinciden las primeras componentes; sean x € X
ymeM:

(Fx(@gf)’zem=z® (yf)° (m) + 2, 0, (@) @ (9f)" (v;) [m]
= 2@y )" (m)+ 3, p; (2)@[0°F1 (4, Imdd + 62 (v,) L0 ()] + 25 02 (v ) £L(72,) (]

donde é('f;) - H‘ (‘7}) .._»h, 7_1 B i ’VJ Je-
Por otra parte se tiene que
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(FE @ (Bx (1 e ® m] = (Fx (0))° (2.® 2 (m) + X, p, (2) ® f* (1) )
=z (9f)" ( (m) + 32 p, (:r) ® ¢°f* {7;) [m)
+2 () ® g '7,)[f°(m
+ 30, Py (2) ® g w) [F* () bmd]

y recordemos que (1 ®@ p) (—e) = (—e ® 1) (—e), luego las expresiones son iguales,
por lo que en la. primera componente la composicién va en la composicion.

Veamos que ocurre en la segunda componente; tenemos, usando la definicién de
‘composicién en Rep A, queparaw e V{A),ze X yme M

(Fx (9) Fx (1)) (x0) [w®m]
= (Fx (g))° (Fx (1) )[-c®m1+ (Fx () (w) [(Fx (1))° (z ® m)]
+e{(Fx (9))! ® (Fx (f))') (6 (w)) [z @ m]

donde ¢ ; (X R N, X Bs L) ® 44 (X 2y M, X &g N) - (X &35 Nf,X@S L) a5
el morfismo composicidn,

= (Fx (g)) (-2 ® f (e (w)) [])
+{Fx(a)’ (w) [w@f”(m +Zp, (z) @ f* (7;) (]
+e ((Fx (0)) @ (Fx (1N (6 () [ @ m)
=322 @ ¢°f (e (W) [} 4 3255 p; (23) @ 9 (7)) [F! (s, o (0)) [m]
+ 505 @ g @0 () (12 ()] + 8 6 (npy00 () [/ (7,) (]
+e ((Fx (9)' ® (Fx (F))') (6 (w)) [« ® m} '

Mientras que la segunda componente de la imagen de la composicién es

(Fx (g (w) [z @ m} = T 2:® (9f) (en0 (w)) fm]
= 32 ® (¢°f (e (w)) [m] + 9 (i, 2 (w)) I£° (m)])
+32:® (M (gt @ f1) (5% (an2 (W)Y [m])

donde c* : (N, L) @ acaxy (M, N) — (M, L) es el morfismo composicion. Usando
las formulas IT1.12.1 y I11.12.2 se sigue que:

Tz ® (X (9" @ £1) (67 (e () [m})
= Zi,h,t @i ® g (a () ) [ (o e () [rnf]
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+ E:l-,,- @ g (aks,p,-(:r) (w)) [f1 ('Yj) [m]]

+ 305502 ® g (o (16])) [ (e (wd)) [m]]

= 2 int Tidi (o (@8)) @ ¢ (70) [f! (ain, o (@) Im]]

+ 205289 (e @) [ (1) ]

+c{(Fx (9))' ® (Fx (') (6 (w)) [z @ m}

= Yo (@) @ g (7)) [F (2,2 () [m]]

+Zi,j 7 ®g ((aki.jﬂj(z}) ('w)) [.fl (’Yj) [m]]

+c((Fx (@) ® (Fx (f))) (6(w)) [z @ m],

donde §(w) = Y, w} ® wi, pues 3", x:\; = Idy, comprobsndose por ello la iden-
tldalgic.)r construccién de Fy este funtor estard enmarcado por (Fy,np) si ¥ sélo si np
es una transformacién natural.

Sean M,N.M',N' € §— Mod, w : M’ -» M yv: N - N' S—morfismos y

IQu i X®sM —» X Qs M, IGv: X®sgN = X @5 N' los R—morfismos inducidos.
Afirmamos que el siguiente diagrama conmuta

e
Tax (M,N) — 7,(X®s M, X&sN)
Jenen)” (8 Cama)'),)
®

T AX (M’,N) - ‘TA(X®S M’,X@S N),

Para verificar esto sea (fo, fi) € 7.ax (M, N) = Homg (M, N)x Homg_g (W, (M, N),}.
Tenemos que

ap (e (W) [(fo, i)l = npi(fow,uw )] = (ho h1)

estd dada, para w € Wy, z € X ym' € M’ por

Il

ho(@®m) = 28 foulm) + T, 0, (@) ®u* (£ (1)) ]

2@ fou(m) + 22, p; (2) ® fi (7;) lu ()]
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hy (w) [z @ m] 2: 2 @ {fi (o, 2 (w))) [m)

226810 ® fi (oo, e (w)) [u ()]

Por otio lado

(7 ®u), (I ®u)),) (90,01}

(T @u)", (T ®u)),} e ((fo, A}
(g {I@u), (I8 U g},

[

y tenemos, partaw € W, e € X ym/ € M', que

gofr @ u(m

g (I ®u)fz @m] .
z® folm') + 52, p; (2) @ fu {75} [ ()]

g1 (w) (I @ u) fx @ m']
2w @ fi (oo () fu ()]

(I ®@w) o) (w)[r@m]

It

Luego np (u™, (w),) = (U @ )", ({ ®v)"),) np
Similarmente probamos la conmutatividad de

g
T_AX(M,N) o 4 TA(X®S]1/I,X®SN)
feey l((!@v)..(uw.)‘)
Tax (MyNY = 74(X @3 M, X ®s5N').
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Lema 17. Sean A = (R, W, @ W), 8) un bocs, g X un médulo S—admisible y Fy :
RepAX — RepA el funtor reduccién asociado. Entonces:

1. Si M} € S—Mod es tal que X®@g M} admite una estructura de Tr (Wo) —mddulo,
médulo al que Hamaremos M, entonces M admite una tinica estructura de
Ts (W) —médulo, lo que denotaremos por M’, tal que Fx (M) = M.

Sean v : X* @ X — 8 la evaluacion, y @ : S ®g M}, — M) el isomorfismo
canduico, entonces la estructura * de M’ estd determinada por la estructura -
de M por la férmula:

Apw@z)sm=clv@Id)(A@w-  (r@m))

para e X", we Wy, ze X yme M.

2 SeaFy =X @&p_:S— Mod — R— Mod. Entonces Im Fy es la subcategorfa
plena de RepA cuvos objetos, como B—madilos, estdn cn Tm F,

3. Sean N, N' € RepA*. Si Fx (N) = Fx (N"} como A(A) —médulos y N = N’
como S—mdédules, entonces N = N’ como A (Ax ) — mddulos.

Demostracién: Sea M) como en ¢l primer inciso. Puesto que v es un § —
S—morfismo y o ¢s un S—~morfismo, * : W @ M) = X* @, W08 X @y M, — M|,
es un S—morfismo. Sea ' la imapgen de » bajo el isomor fismo

s (W(ix ®g ﬂ/fé, M{;) = HWE'S_S (dez( 6: Mé)k) y

Por lema I1.2, hay un dnico morfismo de anillos

* A (.AX) =Ty (W[‘),c) - (M{S»jwt;)ka
al que por el isomorfismo

Homs—s (A (-AX) 3 ( 61 M(;)k:) ’53 (A (-AX) Dg M6>M6)
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le corresponde un tnico S—morfismo *, es decir una estructura de 4 (.AX ) —mdédulo
sobre M}. Denotemos por M’ tal A (A¥) —médulo.

Para A€ X*, w € Wy, z € X y m € M| tenemos, si ¥ denota la estructura
de A(A) —~médulo de Fx (M'), es decix la inducida por el funtor, y w- (x ®m) =
3, T ® 10y, €5 la estructura oiginal de M, que '

w (z®m) @ (hew®x)sm
Yir®o(w@Id)(M@w- (z@m))
2oin s ® A () my,

Ei,h .’L‘,‘A" (:Eh) @ my,

2onTn ®my

I 4

Il

por lo que Fx (M') = M., Es decir que cada objeto de RepA que como R—mddulo
estd en Im Fy pertenece a Im Fy.

Supongamos ahora que N € Rep.4X y que * es su estructura como A (AX) ~moédulo.
Sea *' la estructura como A )) —médulo inducida por Fy (N) = M en gN, y de-
notemos a este objeto de RepA* como N'. Tenemos, para A € X*, we Wy, z € X
yn € N, que

A@uwez)¥n clv@ld)(Aew (x@n)
cloRId(Ae (3,50 MQuwaz)*n))
(30 A () A ®'w®:v)*n

(AQuw®x)*n.

(]

(|

Es decir que N = N’. Esto prueba que hay una nica estructwra de A {(A*) --médulo
sobre sV tal que su imagen bajo Fy es M. Otra forma de expresar esto es el enunciado
del tercer inciso.

|

Corolario 18, La categorfa R ~ Mod es claramente isomorfa a RepC para el bocs
= {R,0,0) Sea pX un mddulo S—admisible. Entonces hay un bocs

CX = (8, W€, 6%

donde WE = 0, WE = B* y &% es la diferencial inducida por la comultiplicacion
@ B* —» B* ®g B*, y tenemos un funtor de reduccion F§ : RepC* — R — Mod.
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Observacién II1.1: Llamaremos a C¥ ¢l bocs candnico asociado a X, i A =
(R, Wo@mW),5) cs un bocs ¥ £ X es un médulo S—admisible, la proyeccién o, : W4 —
B*, y la inyeccién oy : B* —~ W¥ | junto con la identidad 1g : § — 8, determinan
pares graduandos (1g, 1) ¥ {15, 01) que inducen morfismos de dlgebras graduadas

n
Ts{B*) S T (W¥)

tales que %0 = 6%, 6p =n6" yno = Tdry(ey-
Tenemos entonces morfismos de bocses

U
CX =5 AX
[

tales que no = Id, lo cual determina funtores

Fa
RepC* = RepAX

Fa

tales que F,Fy, = Idpeex. Asf, las 1epresentaciones del bocs candnico CX yacen

entre las del boes inducido A%,

Describamos a los funtores en cuestion.

Para M, N € RepC* y un moifismo f = (f°, f1) : M — N, se tiene que Fy, (M) =
M, pues bajo la estructura de A (A%} —médulo inducida, £, (M) es anulada por W,
que (F, (M)’ = % y que (£, (/) = f'n,.

Para M, N € RepA* y un motfismo f = 1(f“, Y1 M — N, se tiene que
Fo (M) =5 M, que (F; (f))" = [y que (F, (f))" = fjp.-

Finalmente notemos que conmuta el diagrama de funtores

RepA* —  RepCX
I 1%
Rep A — - Mod

donde u{{f°, f1)) = f°.
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Definicién 19. Sea zX un mddulo S—admisible. Diremos gue X es 5—~completo si
el funtor F$ : RepC* — R — Mod es fiel y pleno,

Teorema 20. Sean A = (R, Wy & Wh,6) un bocs y pX un mddulo S~completo.
Entonces: .

1. Sea {Fy,mp), como en el teorema III 16, el par que enmarca al funtor Fy,
entonces np es biyectiva.

2. El funtor reduccion Fy : RepAX — RepA es fiel y pleno.

Demostracidn: Sean LM € S~ Mod ysea g : X @z L — X ®@s M un
E—moifismo. Como rX es S—completo, se sigue que existe un tinico morfismo
g=1{g%g"): L— M en RepC¥, tal que ug = F¥ (g}, es decir que

wlz@l) =20+, (1)1

Nétese que todo par (g, ¢), donde gy €5 (L, M), g1 € Homg_s (B, (L, M),),
&5 wn morfisme en RepCY

Sea 0 : §@s M — M el isomorfismo canénico, y sea v : X* 95 X — S la
evaluacién; ambos son morfismos de bimédulos.

Definimoes, para Ae X*, weW,,ze X vyl € L,

ot Homp p (W, (X ®s5 L, X @ M), } = Homg_g(X* @r W1 @5 X, (L, M),)
como

gl @uwen)lll=ec@®N(A@wy (wiral),

¥

89 . HO?TES_S (X* Br W1 Rr X, (L,M)k) — HO‘IRR._H (Wl, (X Rg L,X ®Bs M)ic)
COomo

o2 (R) (w) [z @] = 2 2: @ h{on . (w)) [1].-

Tenemos entonces, que

2.2 @ (0 (w1) (ea s (W) 1
Em‘- ®0’(’U®I) ()\,-@ul(w)[m@ll)
u (w)jz®{],

2201 () {w) [z ® 1]

I |

pues 3ok (y) =y paatodoy € X, y

cw@ (A e(gk) (w)lrel)
T{v@ I (A® T2 ® h (o, (w)) {f)
hAowex)(l],

o0 (M) (Aewe)|]

nn
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pues 3 . A () A = A para todo A € X*.
Luego g, es inversa de g,. Estas biyecciones inducen una bxyeccldn g, recordando
la notacion de I1.28, entre
TaAX (L, M)
(a0t} S5 LM 0 € Hihecs (B B0
1Ih he Hmg.s (X' @y W@, X, (L, M),) |’
Y

Ta(X ®s L, X ®5 M)

= {(uu,ul) | Up €g (X Rg L,X@s M),ul Enr (Wl,(X ®s L, X @5 M)k)} .

Es inmediato que g = 7z, donde 5, es como en el teorema I11.16.

Sea u = (1% 4!) : X ®5 L — X ®s M un morfismo en Rep.A. Por ITL17 podemos
definir una estructura de 4* —médulo sobre L y sobre M. Sea (f°,¢',h) la tinica
terna que bajo iy va en (u° u') . Denotemos por f!: W{¥ — (L, M), al morfismo de
A¥ — A ~bimédules que se obtiene de (¢!, k) al aplicar los isomorfismos de 11.17.

Afirmamos que f = (f°, f1}: L — M es un morfismo en Rep.A¥.

Por observacién 11,2.3 basta con probar la férmula de la definicién de morfismo
para w & W), para lo que tenemos que

w- (W (z@) —u{w - (z®)) =u' (6{w)) [z &

o0, equivalentemente,

w (28 0+ T;0,) 89 () ) - (181 + Ty, 00' (1)) (w- (@ 1)
! () 1]

Asi que, pata A € X*, tenemos por férmula HI.17.2 que

ARwer)* f21)— FP(ADw®z)*i)

e NPew o)) -(Iele ) (Aew- (zel)

e(w®@ DAt (6(w)) |z )

+owe (165, (584 (1) Gow o)

~a (@)X, @w- (p;(2) ® ¢ (v,) [ll)]

= fllans (8 (w))) 1]
+30we D) [(T8 g (1) () @w (e )]
~iowel) [Aow- (p; () ® o' (v,} [1])] -

Por otra parte,

il

(1)
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A hewen)]
= fHla G+ laMNewa)l]+ ffOhowae()(],

lo que por II1.12 ¢y igual 2

M ars G @M+ 1 (TisA oy @) @ M@ wo z) )
—f(Tirewep@e) i,
y por ser f' un morfismo de AX — A% —bimédulos equivale a
7 {ons (6 (@) I+ 35 s () ' (1) [N @ w@ @) # ]
-3 (A®w®p, (=) *g" (v;)

= Flans G [+ 5,2 s @) ¢ (1) b @8 DN (@ (@)
~Yilewey(A8w (o ()@ (v) )

y por ser g' un morfismo de § ~ S—bimo6dulos lo anterior es

oo (5(w)) ] + 3, [a(v@f){(f@g (1)) (2 (b3 (@) M ®w- (2@ D)]]
5, (cwa D (A8 w- (o @) 8" (1) 1))

y puesto que 3, A (p; (z:)) A = Ap;, tenemos que lo anterior es igual a

flloa BN+ Efewe D {Ieg (y ))((Apj)?@w (@ D)]]
=3 lelv®l) (A®w (p; (®) @ ¢* (;) [ll))j

lo que es el resnltado de (1}, luego f es un morfismo en RepAY, y consecuente-
mente Fy es fiel y pleno.
|

Proposicién 21, Sean A = (R, W,6) un boes ¥y g X un mddulo S—completo, Sea
Fy : RepAX — RepA el funtor reduccion correspondiente. Si M € repA* y X tienc

k—dimensién finita entonces Fx (M) € repA. Sea W un R — R~sub-bimédulo de
W, se cumple que | M| x- g owenx = 1Ex (M) Iy ¥ ¢ax (M) = qa (Fx (M)).

Demostracién: De la proposicién 1.7.2 se sigue que
s (X* ®r W ®r X ®s M, M) g (W@RX@:S M, X ® M)

¥ que
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3(X*®RW1 ®RX®SM,M) Sp (W1®RX®5M,X®S M),

pot 1o que || M| x.g we.x = I1Fx (M) [l
Como pX es un médulo S5—completo hay k—isomorfismos

R{X ®s M, X @5 M) Zppex (X ®s M, X @ M) =25 (M, M) @5 (B* @5 M, M)

Luego

au(Fx (M) = dim (r (X ®5 M, X @5 M)) — dimy. (2 (Wo ®a X @5 M, X ®s M))
+ dimy, (g (W) @z X ®5 M, X ®g M))
= dimy (s (M, M)) + dimy, (5 (B* ®¢ M, M))
—dimy (¢ (X* @ Wo ®r X @5 M, M))
+dimg (5 (X* @r W) @ X @5 M, M))
= gax (M).

Lema 22. Sea X un mddulo S—admisible, entonces Tensg_p.al™" es equivalente a

RepC*X.

Demostracién: Teniendo en mente a 1173 y IIL18 definamos un funtor G -
Te‘ns.g_Modl'" — RepCX.

En objetos Gy (M) = M.

PuestoqueI'= 5@ B, seanng : I' = 5 y w5 : I' — B las proyecciones candnicas,
y g : B* -— I el monomorfismo inducido.

Consideremos los isomorfismos naturales de bimédulos

s(T"®s L, M) =g (S* ®s L, M) ®s (B* ®@g L, M) =g (L, M) @g (B*, (L, M),)g.

Podemos asociar a cada f' €¢ (™ &g L, M) el morfisino imagen bajo la sucesién
anterior de isomorfismos, esto es : Gy (f) = (f% f') = f definido como f°(I) =
fiims@lyy f1(¥){l] = f' (x5 (v) ® 1) para o' € B*,

- Sean las comultiplicaciones py : I™ - T @g ™y p: B* = B*®s B*. Por 114
Ho (M) = wg ® mg, y si pata v € B* denotamos v = ) (7'}, entonces py () =
Ts®7+y®@mns +ul(y)(rp®xp).

Ahora sea ¢’ €5 (T'* @5 M, N), entonces

[/ (1d® f') (1o ® Id)] (ms ® 1)
JId® fY(me@mg @) =g (ms @ f' (s ® 1))
LU =G @GN O

(Gi (g ® ) ()

B
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Por otro lado, siy =k (¥) y n(¥) = 24! @4

(Gilg® ) (]

=g (Id® [ Id)(v® )
=9’(Id®f')[(ﬂ’s®”!+'Y®7fs+#(’)’)(ﬂ3®?’ra))®l]

=g°f (MU +9' () PO+t (rp () £ (7 (v 1]
= (gf) (M

Por lo que composiciones van en composiciones. Si 1y : M -— M es la identidad
de M en Tensg_poa™, m & M y +' € B*, entonces

(G, (lM)) (m) =1y (ns@m) =ng(lp)m = ms{lg)m=1m
(G (1)} () ] = Loty () © 1) = 7' (irym = 0,

es decir, Gy (1pr) = (1d,0) . Hemos comprobado que G es un funtor.

Ahora definamos un funtor G : RepC* — Tensg_proql™.

En objetos G2 (M) = M. Si f = (% f'): L > M es un moxﬁsmo en Repcx
definimos el morfismo G2 (f) = f' : " ®@s L — M como f' ((srg,wh (' ) @) =
S+ e[

Puesto que G2 (G (/1)) = f' y GL (G (f)) = [, tenemos que G es un funtor y es
inverso de G). '

|

Proposicién 23. Sea X un mddulo S—admisible. Si S es semisimple y X es fini-
tamente generado como R—mddulo entonces X es 5—completo.

Demostracién: Consideremos a FS : RepC* — R — Mod y el funtor del lema
anterior Gy : Tensg_aoal™ — RepC¥ . Por corolario 1.21.1 § — Moeod es X —reducible.

Recordemos que I' = S®B. Sea {},v; | € {2,...,m} } una base dual de Bs. Sean
wg: ' —= Symg:T -~ B las proyecciones candnicas, 7 : B* -—— [ el monomorfismo
inducido e ¢g : B* — I'* la inyecci6n candnica. Definiendo v; = g (’y’?) P =B (p;)
paia j € {2,..,m}, v, = s y p, = (1s,0) obtenemos que {p;,v; {7 € {1,....m}}
es una base dual de I'g. Como en 1.21.1 tenemos el isomorfismo natural de S -
S--bimédulos que preserva composiciones

U =007 s (T"Qs L, M) ~p5 (X ®s5 L, X ®5 M)

el cual para f' €g (I @5 L, M) estd dado por
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(el = X;pEef (v;01)

$®JN(7"S®I +Z;>2P;(¢)®f’('¥3®£)

2@ (C1 (F))° (D + X ype 05 (@) @ (G (N (35} 1]
FEla (Mol

I

It

Es decir, el funtor inducido por ¥ entre Tensg_aoal ™ & Inducs_pogX © R— Mod
es igual a Fix Gy, Puesto que W y G son fieles y plenos tenemos que Fix es fiel ¥ pleno,
|

Proposicién 24. Sean pX; mddulos 5;—completos, parai € {1,2}. Supongamos
que sii # j entonces g (Inducs‘..-Mang, Inducg, - M,,dXJ-) = (). Entonces el R—mddulo
X=X aX;es 51 % .5'2—completo” .

Demostracion: Tenemos los isomorfismos de dlgebras

5 ¢ B 0 F S$,& B 0
_— 1 ) o 1 1
(r(X,X}) “( 0 Sgp@Bgﬂ’) —( 0 Sy & By

Sea § = 8, x 93. Tenernos el isomorfismo de § — §—bimodulos

$i18B. 0 N (S 0) (B 0
\ 0 Se®By )T\ 0 8 0 B,

luego X es S—admisible De hecho, RepC* & Rep{C*! x C*?) . Por proposi-
cién IL32, y usando su notacién, tenemos un isomorfismo de categorfas £, x F, :
RepCXt x RepC*? — RepCX.

Dada la hipétesis, podemos asegurar la existencia de un isomorfismo de cate-
gorfas & : Inducs,—moaXi % Inducg,_ prouXa — Inducg. pro4X, dado en objetos como
9 (X1 @ My, X, @ Ma)) = (X1 ® My) @ (X2 ® M)}, y en morfismos, digamos para
fl M X1 ®Ml — X1 @ N1 Y f2 N X2 b2y M2 -t X-z ®N2, como ﬂ((f},fg)) = fl & fz..

Aficmamos que el siguiente diagrama de funtores conmuta:

B, XK
RepCX x RepCXs "L RepcX
| R, ? 1=

Inducsl -—MoXm x Indur:gz_. MMX?_ — InducsMModX
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Para My € 5| — Mod y Mo &€ S5 — Mod tenemos que

(X1 @ My, Xz ® My)

O (FF, x Fg,) (M, M) =
= (Xl®M1)G§(X2®M2)EX®(M1®M2)

¥

Fy (F X qu) (M1, My) = Fx (M @ M) = X ® (M & Mz).

Bea {z},4; 17 € {1,.. ,n}} una base dual de (Xy)g, ¥ {22, X} }j € {n+1,..,1}}

una base dual de (X3), , entonces su union se puede identificada con {x;, A; | 5 € {1,...,

una base dual de X. Similarmente si {p}, v} | h € {1,..,5}} es una base dual de By
{p3, 72| he{s+1,.,t}} es una base dual de By, entonces su unién puede ser iden-
tificada con {py,,¥, | & € {1,...,¢}} una base dual de B.

Por otra parte, si fi = (fY, f1) : My — N es un morfismo en RepC%r y fo =
(£2, 71y : Mz —» N es un morfismo en RepC™2, tenemos, para 2 € X, my € My y
my € M, que

(Fx (B, % F,) (1 x 7))’ [z ® (my +mg)]
= z® (1 @ f) (my + ma)
+ Y oner 20 (2) @ (f] (B174) B £2 (€272)) [ + o)
= 2® (f) (m) + f§ (ms)) :
+ 3 oner 20 (2) ® f (e1yn) [ma] + Xonmy Pa (7) ® 13 (e2773) 2]
= (2e; ® [P () + 205, i (we) ® f1 (1) fma})
+ (zee ® fF (m2) -+ 30y £ (we2) ® f3 (7v3) [a])
= (¢ (FE x FE) (fi x £2)) & ® (my + ma)].

Similarmente verificamos, donde w € Wi, que

(Fx (B % By (% f2)' (@) 2@ (o + )
= Z!,-ml @ ((Fo, x F,) (/1 % f2)) (N @ w @ ) [y + e
(Chamo A hoave) m)
+ ( 0 fi@em fma]
( 1 2 ® fi (A ® we, @ eyz) [ml])
(9

I3

(pr:n-l—l 2} @ f3 (M @ wep @ epx) [mz])
(Fg x F&) (fix fz)) [z ® (my + mg)].

Se sigue que Fy es fiel y pleno.
|

11}
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Corolario 25. Sean g, X; mddulos S;—completos, para © € {1,2}. Entonces X =
X1 @ X, es un Ry x Ry—médulo S x Sy~completo.

Demostracidn: A través de las proyecciones m; : Iy x Re — Iy los X; adauieren
estructura de R} x Ip—modulo. Es claro que st ¢ 3 j entonces

RuxRy (Inducs.._M,,dXi, I'nducs; _proaX ,-) = {, por lo que aplicamos la proposicién
anterior,

|

ITI.4 Preservacién de triangularidad.

En esta seccidn veremos condiciones sobre X, un médulo §—admisible, para que
la construccién AX preserve triangularidad.

Definicién 26. Sea x X un médulo S—admisible, dirernos que X es S—triangular si
las siguientes condiciones se cumplen:

1. B=B®d..0 B, como § - $—bimddulos, y B,B= BB, =0y B;B+ BB; C
Bn @ G} B(i.._]_)u

20=XCX,C..CXy=X como R—S5-bimédulos. Ademds pediremos que
como S—mdédulos, X, = X; @ Ly, paxat = 0

3. Para todo p € B, y para cada > 1, se tiene que p{X;} € Xi1.

Lema 27. Sea g X un mdédulo S~—triangular, y consideremos los mapeos @ ; X* —
B*®@g X" ye: X -+ X ®g B*. Entonces tenemos que:

1. 2(X)) = 0. Para i > 2 se cumple que e (X;) € X;-, ®¢ B*.

2. Pama i € {0,1,...,m} definimos ¥,y = {A € X* | A(X;) = 0}. Entonces Y; es
un 5 — R—subbimédulo de X* y que a(Y;) € B* ®s Yy, para i > 1. En
particular, ¢ (Y1) = 0.

Demostracién:

1. Por II1.12.1 tenemos que

e{X;)=—3"p;(Xi}®; & Xy @s B
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2. Sea A € Yi-n, cOMO Xy, €5 un R—modulo tenemos que (sxr)(Xn) = s (ArXa)) =
80 = 0, por lo que Vi, C5 UR 5 — R—bimddulo.
Por hipétesis X = @iz, L; como S—médulos derechos. Sea {Zie, Ay | £ € {1, Fit}
una base dual de L. Scan 7 : X -+ [; Ias proyeccionos candnicas v Ay = )\Q'pr,-,
entonees {Tig Mg )i € {L,omb b€ {1,...,4i}} es una base dual de X. Ob-
servemos que si A € Yy, entonces A (p(z)) = 0 para todo z € Xue1- Luego,
para p € B, tenetos que A {p{1.)) # 0 s6lo puede cumplitse cuando ! > n+ 1.
Usande 11112 2 se tiene que, para A€ Yon

a(d) =302 (o5 (1"”)) 7Y ® X = 2isatl PR (Pi (mi,!)) ¥; ® A

Como Aie{Xns1) =0 cuando i > n+ 1, se sigue que los elementos Ay, que
aparecen en la expresion anterior de a{\), estan en Yn_n-1, POT lo que se
cumple ¢l enunciado, '

u *

Lema 28. Sea pX un mddulo S—triangular y ju + B* — B" ®s B* como en LI2
Entonces u(B}) =0y u(B}) € (Bi+. .+ Bt )®s{Bi+ .+ B} parai> 1.

Demostracién: Sea {p,,, i, |t € {L, ., 3:}} una base dual de B, ¢ € {1,..,n}.
Sean 7; : B -+ B las proyecciones candnicas, y sea Y, = Vi Mi; SNLONCES tenemos
que {pip Vi |1 € {1, ..,m},te{l, .y Ji}} s una base dual de B*. Por L9 tenemos
isomorfisinos

@ (B ® B)) 2 @:;(B;® Bi)" (B B)".

Recordemos de la observacién 1.1 que la comultiplicacién estd dada por ply) =
S 7l @42, tal que éste es el unico elemento que cumnple que 3, L (¥a(p)0) =
4{py - ) P2 todo p,pp € B. Sty € B}, entonces v(p, - pa) = 0, por lo que
p{y) = 0, luego ©(B}) = 0. Como B;B -+ BB; C Bu + - + By se sigue que si
4 € B, entonces ¥ (p1 - ps) = 0 cuando p, 0 py pertenece a B;, para j z 4. Asf que,
de la definicién de ¢, en 19, deducimos que en 7L, @ 2 no hay elementos de
B:+..+ B} '

|

Corolario 29. Sean A = (R,W,8) unbocs y X un médule §—triangular. Entonces
CX es un bocs K-R.

TESIS CON
FALLA DE QRIGEN
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Demostracién: Por definicién €% = (S, W7, 5%}, donde (Endp (X))® =T =
S@®B*, WE =0, WF = B* y § es la diferencial inducida por la comultiplicacién
i : B* — B* ®g B*. Por el lema anterior C¥ es un bocs triangular. Como W = (,
cualquier par de morfismos (¢°, ¢*) , donde ¢® €5 (L, M)y ¢' € Homs_s(B*,(L, M),),
s un morfismo en RepC¥, tuego C* es un bocs K-R.

]

Lema 30. Sean A = (R, W, §) un boes y p X un médulo S —-completo y S—triangular.
Sea f = (f f'): L — M un marfismo en Rep A y sea (u0,u') = Fx (f).

1. Entonces f° es una S—seccién (retraccién) si y sclo si u® es una R—seccicn

(retraccion). En particular, fO es un S--isomorfismo si y solo si u® es un
R~ isomorfismo.

2 Seag=(¢%g"): M — N un morfismo en RepA* y sea (v°,v') = Fx (g). Si

oyl

.UO
0 - X®sL — XQsM - X®N — 0
es tuna sucesion exacta que se divide en R — Mod entonces

D go

O - L - M - N = Q0

&5 una sucesion exacta que se divide en S — Mod.

Demostracién: Sea C¥ = (S, WS, 6%) . Puesto que W = 0, cualquier par de
morfismos (¢, ¢'}, donde ¢° €¢ (L, M) y ¢* € Homg_g (B*,(L, M),), es un morfismo
en RepCX.

Sea FZ : RepCX — R — Mod el funtor de 111.18. Como en cbservacién II1.1
sea f' = F, (f) = {7 fﬁg,) . Del diagrama conmutativo de funtores, de la misma

observacién, se sigue que u® = F ()

Puesto que X es S—completo tenemos que FY es fiel y pleno.

Sea ¢° €5 (M, L) tal que ¢°f° == Idy, por el corolario IIL29 RepC¥ es un bocs
K-R, asf que por 11.24 existe un moifismio b = (Id, h') : M — M’ en RepC¥ tal que
hf' = (f°0), luego (¢°,0) hf' = (Id,0). En tal caso Idxgr = FZ ({(¢,0)hf) =
FZ (g% 0) h}u®. Esto prueba quessi f° es una S--seccién entonces u° es una R—seccion.

Sea v : X @s M — X ®s L tal que v°u° = Idygr. Hay un tinico morfismo
g = (", ¢") : M — L de RepC* tal que FY (¢) = 1°. Luego, ldxgr = v"u® =
FE(a) FE(f) = FZ {af).
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Entonces (Idy,,0) = qf" = (¢°f° (¢f')') - Se sigue que si «® ¢s una R—scecion
cntonees f% es una S—seecidn.

De manera, similar se prueba que u® es una R—retraccién si y sélo si f® es una
S—retraccidn. '

Vayamos al dltimo inciso.

Supongamos que hay B—morfismos g : X@sM — X@sLyp: X@sN - X @M
tales que gp = 0, v%° = 0, qu = Idxg.r, v’ = Idxgon ¥ £v° +ulq = Tdxgom.

Como F¢ es fiel y pleno, hay morfismos tinicos (¢°,¢') : M — Ly (3°p) : N —
M tales que FS ((¢°,¢")) = ¢ ¥ FS((p°, ")) = p. Asi que, por fidelidad y plenitud,
obtenemos que

(Q‘ ) (% p ) = (0,0), luego ¢%" = 0,

(9%,8") (f% f) = (0,0), luego ¢°f* = 0

( )f' (£dr,0), luego ¢°f° = Idy,

( p') = (IdN,O) luego ¢%° = ldw, ¥
f’ (@ 9") + (P°,p") ¢’ = (Idas, 0}, Tuego 2%+ p° ¢® = Idy.
Entonces,
r 9

0 - L M -> N -0

es exacta que se divide en 5 — Mod.
]

Proposicién 31. Sea A = (R, W,5) un bocs y sea X un médulo S—admisible.
Entonces se satisface lo siguiente:

1. Si A es triangular y X es S—triangular, entonces AX es triangular.

2. Si A esunbocs K-R y g X es §—triangular y completo, entonces AX es un bocs
K-R.

Demostracién: Consideremos las filtraciones 0 = WiCWiC . cWi=Wy
0=WPCW!C. CW?=W que hacen triangular al boes A. Sean Bl @.. &8, =
B,0=XsCX1C .. QXm=XyO-$Yu§Y1 C...C Y =X*comoen IIL26 y
IIL27. Para0 £ ¢ < m, 0 < u < r, 0 < j < m consideremos los 5 — 5--sub-bimédulos
de X" ®@r Wy @5 X de la forma

W ((hw ) = (A@uw®z A€ Yow € W o € X;)y = VidsWiRsX;.

Denotaremos por (Wé)h al §—5 -sub-bimédulo generado por todos los Wy ({4, 4, 5))
tales que i+ 2mu + 7 < h. _
La filtracién previa induce una filtracién:
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= (W)’ S (W) € C (W) =X ®aWodr X

Pua0<i<m, 0<t<s,0< j < m, consideremos los § — S—sub-bimédulos
de X* @ W, &g X de la forma

Wi ((i57) = (A@uw®z | A € Yiw e Wi,z € Xj)5 = Yi®sWi@sX;,

Denotaremes por (W{)l al §~ S—subbimédulo generado por todos los W) ((4, ¢, 7))
coni+2mt+j <l

Sea W (d) = ®icaBf paxa 1 < d < n, y W, (0) = 0. Recordemos que W;¥ =
(X*®r W) ®g X} & B*. Se induce la filtracién

0=W (O SWIC. . CWS W) eB < .C(W)es =W

Afiimamos que las dos filtiaciones presentadas hacen que A% sea triangular.

Sea A/, la subslgebra de A (4%} generada por (W) " |y A, lasubdlgebra de A (4)
generada por Wy

Recordemos de [I1.14 que

FOower)=a(N)Q@wdr+arn (§w)+ (-1} @A@we(z),y 6% (v) =
piy) siye B

Asf que aplicando [II 27 obtenemos, para i+ 2mu+j < h,con b4, >0, A€ ¥;
¥y x € X, que

& (Wo (i, w,9)) , .

C B*®sWoli — 1,u,5) + arg (A1 B aWi®pAu1 ) + Wo (tyu, )~ 1) ®sB*
CWX&sAl_, +an, (A-u_1®RW1®HAu 1)+ AL ®s W

C Ay 1 @sW{GsA,_ 3 + ary (Aur@rWi@pA 1) . (#)

Ahora bien, sean wy, .., wy, v, ..., w, € Wg™ y v € Wy. Tenemos por IIL13 que

(W G.. QuQUBw ®... ®w)
=3, A0WBE, @M, @ BA, By BT, @, QVR .. B Ay, O U, Q.

Luego
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grid, @up®z, ) <m+2m{u—1)+m < 2mu < h.

Asf que (*) estd contenida en A},_,@sW{f®sA,_, .

Consideremos la parte de grado uno. Sea W [d] el A{A*) — A(AX)—subbimédulo
de B* generado por W, (d), es decir que W, {d] = (W;(d)) AAXY - Por II1.27 tenemos
que

& (W) (d)) = 6% (:uB}) G (B +...+ By_)) ®s (B + .. + B}_,)
C W, [d- 1] &sW; [d—1].

Sean (W]) {i] = ( (W) & B >AW} y Wi(t) = (Wi)an Porai+2me+j<l,
con h,i,§ >0, AE€Y; y z € X tenemos, por I11.26, que

&% (W] G, 1, 5))
- B*®SW; (2 - lat: 7) + L2 5% (6 (Wlt)) + er (’iataj - 1)®SB*
g B'@s (W)l =1+, (Wit~ 1) &Wr {8~ 1)) + (W) {1 -- 1]&sB*
< (W) [[-1]&s (W;) [ =1+ 0. (Wi (t - 1) @i (t - 1))
c (W) L - 1] &s (W) | ~ 1] + (X@sWi R X) &g (X RsWI R X) . (#%)

Para A€ X*, 2 € X y w € W{™! tenemos que
gr(A@u®zy<m+2m(t —1)+m < 2mt < h.

Asi que (#*) estd contenida en (W)) [l - 1] &g (W;) [I ~ 1}

Con esto hemos comprobado la triangularidad de A%,

Ahora supongamos que A es un bocs K-R y que pX es S—triangular y completo.

En la IIL20 vimos que Fy es fiel y pleno, ¥ que si (£, 7p) €s ¢l par de IIL16 que
enmarca a F, entonces 7, es biyectiva.

Por I11.30 tenemos que si i, ({f*, f1)) = (% ¢*) , entonces g° es un R—~isomorfismo
si y sélo si f7 es un S—isomoifismo.

Por II1.17.1 se cumple &l axioma I1.30.4.

El axioma I1.30.5 se cumple dado que n,. estd definido en morfismos en la imagen
de Fy, y si algiin objeto en Im Fyy también se encuentra en RepA, por HI1.17.1 estd en
Im F

Luego A* es un boes K-R.

|
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Corolario 32. Sean pX; mdédulos S;— triangulares, parat € {1,2}. Supongamos gue
si i # 7 entonces g (Inducs‘_M,,dX,-,Inducsj_.MmX,-) = (. Entonces el R—mdédulo
X =X, 8 X, es 81 x Sp—triangular.

Demostracién: Como se prueba al principio de la prueba de IIL24, X es 5} x
Ss—admisible.

Sean By = (B)), @ .. ®(B1),, y 0= (X1}, € (Xi), € - & (M), = X1 1a
descomposicién y la filtracion asociada a Xi, y sean By = (Bs), @ ... ® (Bg),,, y 0=
(X2)p € (Xy), € .. C {X2},,, = X2 la descomposicién y la filtracién asociada a X.
Sean 7 = min (1, n2), 7 = max(ng,ne}, m = min(my, me} y m’ = max (m,, ma).
Sin =m entonces sea i = 1, j = 2, en caso contrario sea ¢ = 2, j = 1. Similarmente,
Si m = m, entonces sea b= 1,1 =2, en caso contrariosea h =2, 1 = 1.

No es dificil verificar que la descomposicién de § — §—bimédulos

BigB; .
= [(B1); @ (Ba),]@. @ [(B1), © (Ba), | @](B)), @ (By),, |08, & (B)),]

y la filtracién

0= [(X1)o® (Xa)o) C [(X2) ® ()i € . € [(X)u® (Xa)] €
C [(Xn)y @ (Xl ] € - € [(Xn), @ (XD,

hacen que X sea 51 x S;—triangular,

n

Corolario 33. Sean p X; moédulos S;— triangulares, psuﬁz' € {1,2}. Entonces X =
X1 @ Xz es un By x Ry—médulo Sy x Sy~triangular.

Necesitaremos algunos resultados de la teorfa de anillos.

Definicién 34. (2 5.28{Ro]) Sea R una k—4slgebra de dimensién finita, Decimos que
R es separable si R®yx L es semisimple artiniana para toda extension de campo L de
k.

Definicién 35. (5.3 6 [Ro]) Sean C una k-dlgebra conmutativa y R una C—4lgebra.
Decimos que R es C—separable si R es proyectivo como R ®¢ RP—mdédulo.

Teorema 36. (5.3 18 [Ro]) R es k—separable en el sentido de II.34 s5i y sdlo si lo
es en el sentido de 1135,
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Proposicién 37. Si R vy S son k—4dlgebras semisimples de dimension finita, con k
un campe perfecto, entonces R ®, S es semisimple artiniana.

- Demostracién: Por ejercicio 2 5.8 [Ro] se tiene que si k es perfecto y R es una
k—&lgebra semisimple artiniana, entonces K es k--separable. Por proposicién 5.3.10
(i) [Ro] se sigue que R @ 5 es k ®, k—separable, luego, por II1.36 es semisimple
artiniana.

|

Teorema 38. Sea k un campo perfecto y R una k-algebra. Sea X un R—médulo
izquicrdo de k--dimension finita. Entonces X es S—triangular y S—completo, con
S (Bndg (X)” /rad ((Endg (X)),

Demostracién: Por el Teorema de Wedderburn-Malcev (5.3 20 [Ro]) tenemos
que ' = {Endg (X))” = S & rad ((Endg (X))™) ¥ que 5 es semisimple, luego por
I11.23 X es S—completo. Para obtener la §~triangularidad veamos que si radl’ tiene
grado de nilpotencia n + 1 entonces

1. Tenemos una filtracién 0 C (radl’)* C ... C radl’ = B. Por proposicion 1IL.37
tenemos que § ®; S es semisimple, luego hay S — S—bimédulos B; tales
que B, = (radl)™, y los cuales satisfacen que (radl')' = (radl)**' @ B;. A
fortiori los B; son proyectives y fg. como S—mddulos derechos. Tenemos que
BpB = (radl')" (radl') = 0 y BB, = {radl’} (radl’)* = 0. Ademis,

(radly'+?

BB + BB; C (radl'} (radl’) + (radl’) (radf’)’ =
= @b

2. Sea X; = (radD)" (X} y X, = X, entonces se cumple que 0 = X, C
X1 € .. € Xy = X como R — S—himédulos, donde cada X; es finitamente
generado y proyectivo como S~mdédulo, ¥ que como S—mdédules, X;1, =X, @
L.

3. También es claro que para todo p € B,y cadai > 1, setiene que p{Xi) € Xy

I11.5 Endolongitud y funtores de reduccion.
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Definicién 39. Sea A = (R, W,8) un bocs. Sea M un objeto de RepA y Ey =
{1 (f% Y € Bnd 4 (M)} . Luego Ey es un subanillo de Endg (M), y M es un
Ef—mddulo con accién mf = f(m). Decimos que la endolongitud de M es la
longitud que tiene como E\f—mddulo, y la denotaremos por endolen(M) .

Definicién 40. Sea A = (B, W,8) un bocs y sea e = (ey, ..., £a) un vector de idem-
potentes para R, esto es, por definicién, una descomposicion 1 = 3 1., & del uno de
la k—dlgebra R en suma de idempotentes ortogonales. Notemos que si M € RepA,
por definicién de E3, hay morfismos de anillos @; : B — (Endege, (&:M))7 . Ast
que tiene sentido considerar la longitud l; de e;M como E3f—mddulo. Denotaremos
enfonces,

e —dimd = {{;,...,1,).

Observacién II1.2: Notemos que si M 2 N, entonces g - dimM = ¢ - dimN,
pues por observaciéu 11.2.1, tenemos que si f = (f°, f!) : M —» N es un isomorfismo
en RepA entonces f® es un isomorfismo, asi que una filtracién como Eyf-—mdédulo
de e;M se corresponde de manera tnica, a través de f°, a una ﬁltra(:lén COMo
E¥—médulo de ¢;N.

Lema 41. Sean A = (R,W,§) un bocs triangular y e = (e, ...,e,) un vector de
idempotentes para R. Sea j € {1,.,n}, e = 1 —¢;, A. = {R.,W.,8.) el bocs
asociado al funtor eliminacion del idempotente € . F; . RepA; — RepA. Entonces,
€ = (ey,...,€j-1,€j41, ..., €n) €3 un vector de idempotentes para R, y si M' € RepA,,
tenemos:

¢ —dimM' = (l,.... iy, iy, . In) 81y s6lo si
e— dunF (M) = (11, 3.“1,0 fj.{,.l,...”,l") B

Demostracién: Por II1.3.2 la imagen de F; es la subcategorfa de RepA con-
stituida por aquellos objetos M tales que e;M = 0, asf que existe M’ € RepA,
tal que M = F, (M’). Recordemos que M es M considerado como R—médulo, y
que si f = (f° fY) € Bndg, (M') entonces (F. (f))° no es més que f° visto como
R-morfismo. Luego, parai # 3,

e C .. CeM, =e M

es una Ey, ~filtracion si y solo si es una Ejf—filtracién, por lo que se cumple el
enunciado.
=



FUNTORES DE REDUCCION 100

Lema 42. Sean A = (R, W,§) un bocs iriangular y e = (e, ...,&.) un vector de
idempotentes para R. Sea A, = (R, W,,8,) ¢l bocs asociado al funtor regularizacion
F.: RepA, — RepA. Entonces, para cada M’ € RepA,,

e~ dimM’' =e — dimF, (M').

Demostracién: Similar al lema anterior.

||
Lema 43. Sea A = (R, W,6) un bocs triangular y e = {ei,..,e,) un vector de
idempotentes para R. Supongamos que W, = Wé” & Wé2), ) (Wél)) =0, R =
TR{Wﬂm). Sean entonces Ay = (R, Wy, 8y) el bocs asociado al funtor absorcién Fy -
RepAy — RepA. Entonces, para cada M' € RepAp

e~ dimM’' = e — dimF, (M.

Demostracién: s inmediato que {ey, ...,e,) es un vector de idempotentes de
R'. Ademds, de la prueba de 11183 deducimos que gfM’ =5 Fy (M'), por lo que
e;M' = E;Fa (M') ”

Como en las pruebas anteriores, si f = (f°, f1) € Bnd.a, (M’) entonces (Fy {f))°
no es més que f0 visto como R—morfismo. Luego, paia i # j,

eM; C ... C M, =M

es una Ep, —filtiacion si y sélo si es una Ef—filtracién, por lo que se cumple el
enunciado.
||

Proposicién 44. Sea A = (R, W, ) un boes triangular con vector de idempotentes
€ = (€1, ..., &n) . Sea pX un médulo S—triangular donde 8 = Dy x ... % Dy, con D, una
k--dlgebra de division, Sea e’ = (e}, .., €),) el vector de idempotentes para S asociado
a Ja descomposicién § = Dy X ... X Dy, y sea o} = dimp, (e, Xe]) parat € {1,...,n}
ei € {1,..,m}. Sea Fy : RepAX — RepA el funtor de reduccién asociado a X.
Entonces, si M’ € RepA* tiene e -- dimM’ = (I}, ..,I! ), tendremos que

e—dimPy (M) = (3" aill,.. 5" aill)

Demostracidn: Usando la notacién y las férmulas de 1I1.15.2 y I1.15 3 tenemos
que si (f% f') es un automorfismo de M’ en RepA¥, entonces Fx ((f°, 1)) = (0, u!)
es un automorfismo de M = Fiy (M) = X @5 M’ en RepA, v que
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W w®@my=z® fO(m)+ 3,0 (=) & f* () Im].
Defnimos, r(z ®m) = T, 25 (=) @ /1 (1) ). As,
wW=1@ % +r

Sea 0= X"C X' C..C X?= X la filtracién de R — S~—bimédulos considerada
en la definicién de S—triangnlaridad. Por comodidad usamos superindices en lugar
de subindices. Recordemos que para toda p € B, se cumple que p (X") C X5-1,
luego r (e X" ®g M') C e, X"~ @s M’ (x). De esto se sigue que los e, X* ®g M’ son
EF-—-médulos y EJF,—médulos. Mas atin, de () se sigue, paxa h € {0,..,g— 1}, que

Lo (X! @s M /e, X" @5 M') = lesr, (XM @5 M' /e, X" @y M)

También por (*) las sucesiones

t— E;Xh Rg M — 8£Xh+1 Rg M — (81;Xh+1 Rz M'/eth ®S M’) —

son exactas de Eg,’}’ —mddulos y exactas de E:ﬁ, —médulos. Luego, inductivamente
demostramos que g (e,X* ®s M) = Igen, (e X" @sM'), para h € {1,..,g} : el
caso h = 1 ya fue conternplado anterioymente, asf que basta con ver que si suponemos
cierto el enunciado para h, entonces, por las sucesiones exactas presentadas, tenermos
que

lﬂﬁ (ELX’H-I ®s M,) EER'? (etXh ®S M') -+ iﬁ';‘f (etXh-f-l ®5' M,/eiXh ®S M,)
Lz, (ecX" ®s M) + Lige, (e X @5 M’ /e, X* @5 M)

ZE“;?, (Bth"H @z Mt) .

I

Asi que, para h € {1,..,q}

length ger, (e X* ®s M) lengthge (e.X" ®s M)

lengthger (B 6. X "¢} ®s ejM’)
Yo dimp; (e, X"e}) lengthgoe (elM')
E:il dimp; (E;X"E;) l;

il

I

]
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L.uego, lengthpe, (X ®s M') =372, ofl;.

Observacion I11.3: Las condiciones de la proposicién anterior son satisfechas
cuando se cumplen las hipétesis de II1.38 y R es bdsica.

Observacién I11.4: Consideremos a Z%, (I3, ..., I,) un elemento arbitrario de Z»
v las siguientes transformaciones:

tg, + Z" - Z" dada como tp, (I, 0a)) = (b lic1 0,0 n bn) PaYa © €
{1,..,n+1},

tp : Z" — Z™ dada como la identidad,

tp, : 2™ — 2" dada como la identidad,

tre 1 2"~ Z™ dada como tp, (b, ) = (i) @ik, o) oney 8kali) para en-
teros ai. ‘

Lo que hemos mostrado de 11141 a J11.44 es que

tp, (e dimM') = e—dimF, (M),
tr (e —dimM"Y = e—dinF, (M),
tr, (e — dimM') = e--dimFy (M)},
tm = dimM)) = e dinPy (M),

II1.6 Bocses salvajes.

Sea ¥ la categoria de k (z,y) ~mddulos izquierdos de dimensién finita sobre k.
Para motivar la siguiente definicién véase 3.6 de [LRS].

Definicién 45. Decimos que el boes A = (R, W,8) es de tipo de representacion
salvaje, o que es salvaje, si existe un A{A) — k{z,y) —bimédulo M, finitamente
generado como k (,y) —médulo, tal que el funtor composicion G = E [M @y -} :
Y — repA{A) — repA, donde E denota la inmersidn candnica, preserva inescindibles
¥ clases de isomorffa. En lo sucesivo denotaremos a G simplemente como M @y y)

Por supuesto que esta definicién incluye el caso 4 = (R,0,0), y para €l cual
RepA =R — Mod.

Lema 46. Sea .4 = (R, W,6) un bocs K-R, y sea W, un R — R—sumando directo
de Wy tal que 8 (W;) = 0. Sea M un objeto de repA y A’ la subdlgebra Typ(Wy) de
A(A). St M es inescindible como A'—mddulo entonces es inescindible en repA

Demaostracién: Supongamos que M es inescindible como A'-mdédulo vy que
f=10"f: M — M es un morfismo idempotente en repA. Como (5 = f
tenemos que (f%)° = fO. Por hipétesis & (Wy) = 0, asf que f* € Endy (M), y
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como es idempotente, fO sélo puede ser la identidad o el morfismo cero. Si f es un
isomorfismo del lema I11.25 se sigue que f es un isomorfismo, y asi f = Ids en rep A.
Si f° = 0 por 11.19 f es nilpotente, y por ser idempotente es el morfismo (0,0} .

|

Proposicién 47. Sea A = (B, W,8) un bocs K-R, y sea W, un R — R—sumando
directo de Wy, tal que § (Wy) = 0. Sea A' la subdlgebra Tu(Wy) de A(A). 5i A’ es
salvaje entonces A es salvaje.

Demostracién: Sea M un A’ — k (x,y) —bimddulo, el cual es finitamente gene-
rado como k (z,y) —médule, tal que el funtor Go = M @iz, -1 L — repA’ preserva
inescindibles y clases de isomorffa. Hay una retraccién de anillos A4 (A} — A, asf
que se induce una retraccién de funtores r : A’ - Mod ~ A(A) — Mod por V.12
de {M]. Luego hay un funtor G = rGq : £ — repd, dado en objetos como G(Y) =
(M ey Y) =7 (M)Buizy Y, v en moxfismos g de T, como F (g) = (r (Go (9)), 0}
Se cumple que 7 (M) es finitamente generado como % {z,y) ~-mddulo, pues tiene la
misma & {z, y) —estructura que M. Por el lema 1146, como r es retraccion, se tiene
que F preserva inescindibles. ' :

Supongamos que b= (A%, BY) : 7 (M) @ipogyY —~ 7 (M) ®poyy Y’ es un isomorfismo
en repA, por observacién IL2.1 k% es un isomorfismo. Como & (W,) = 0 se sigue que
RY es un isomorfismo en A’ — Mod, asf que por hipétesis ¥ y Y” son isomorfos en .
Luego F preserva clases de isomorfia.

|

Proposicién 48. Sean A = (R, W,8} un boes y {ng,m), conng : B — Iy
W — W, un par graduado como en IIL1. Sea A’ = (R',W’,§) el bocs inducido
y F': RepA’ — RepA el encaje asociado, como en 1112 1. Supongamos que F' es
pleno. Luego, si A’ es salvaje entonces A es salvaje.

Demostracion: Sea M un A(A') — & {z,y) -bimédulo, finitamente generado
como k (z,y} —médulo, de manera tal que el funtor G = M @y -+ L~ repA’
preserva inescindibles y clases de isomortia.

Sean : Tr (W) — Th (W) el epimorfismo inducido, el cual es un moifismo de boc-
ses. Sead : A{A)@p M — M el R'—morfismo que da estructura de A (A"} ~médulo
aM,ysead: A{A)@rM — M el R—morfismo que es la A (4) —estructura inducida
por n. Ahora bien, si Y € X, entonces la A (A") —estructura de M ®yy. ) Y estd dada
poi & ® Idy. Luego la A(A) —estructura inducida por n es &, = 8 ® Idy, es decir,
FGY)) = F (M) @ Y-

Si f=(ffY+ M — N es un morfismo en RepA' entonces F' ((f°, f*)} =
(f°, f'n). Luego, si g: ¥ -+ Y es un morfismo en £ tenemos que

F(G(g)=F(ldy®g,0)= (Idpf(M) @ g, U) .
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Concluimos que hay un funtor Gp = F' (M) @xiyy -+ & — repA el cual es
naturalmente isomorfo a /G, y puesto que en el contexto de la hipétesis F* es fiel y
pleno, tenemos que F'G preserva inescindibles y clases de isomorfia,

|

Corolario 49. Sea 4 = (R, W,8) un bocs y sea F, : RepA, — RepA el funtor
eliminacicn de idempotentes. Si A, es salvaje entonces A es salvaje.

Corolario 50. Sea A = (R, W,6) un bocs y sea F, : RepA, — RepA &l funtor
regularizacién. Si A, es salvaje entonces A es salvaje.

Proposicién 51, Sea A = (R,W,§) un bocs y sea Fp 1 RepAy — RepA el funtor
absorcidn. Si Ay es salvaje, entonces A es salvaje.

Demostracién: Se sigue de que Fy es un isomorfismo de categorfas.
||

Proposicion 52, Sea A = (R, W, ) un bocs y sea g X un mdédulo 5—completo. Sea
Fyx : Rep A% — RepA el funtor reduccién asociado 2 X. Si A¥ es salvaje, entonces
A es salvaje.

Demostracién: Sea M un A (AX) ~ k{(z,y) ~-bimddulo, finitamente generado
como k (z,y) —médulo, de manera tal que el funtor & = M @y -1 L — repAX
preserva inescindibles y clases de isomorfia,

Sea {;, A | ¢ €} una base dual finita de Xg Sea N un objeto en RepA*

¥« A (AX) Ry N — Nsu A (.AX ) —estiuctura.  Tenemos por I11.17.2 que la
A{A) —estructwia de Fy (V) estd dada por

a-(z@n)=3%,2:@ . (a)*n

para @ € A(A). Asf que la A (A) —estructura de Fx (M) Qpyy ¥ estd dada por

o (Z@m)@y=(3 r@ay.{e)+m)Qy

y la A(A) —estructura de Fx (M @y Y) estd dada por

a (x@mBy)) =3 x@an.(a)»(mOY) = (L 2:@ar.(a) xm) @y
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por lo que Fix (M @y Y) = Fx (M) ®ppapy Yo
Sig:Y — Y es un morfismo en ¥ tenemos por [11.15.2 3y 111153 que

Fx (G (g)) = Fx ({(Idy 9,0)) = (Idx ® Idas @ 9,0) = (Jdxau ® 9,0).

Se sigue que hay un funtor Gp = Fx (M) @y -+ B ~ repA, el cual es natural-
mente isomorfo a FxG, y puesto que Fy es fiel y pleno, tenemos que Fx G preserva
inescindibles y clases de isomorfia. Como My, v Xs son finitamente generados,
tenemos que Fx (M), ., es finitamente generado.

|
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Capitulo IV
Estructuras exactas.

IV.1 Estructuras exactas y funtores exactos.

Recordemos que una categoria C es preaditiva si para cada par de objetos A, B en
C, el conjunto de morfismos Homg (A4, B) es un grupo abeliano, y para cada terna de
objetos A, B, C en C, la composicién de morfismos Home (4, B} x Home (B, ) —
Homg (A, C) es Z—Dbilineal. Si ademds C tiene sumas directas finitas, y abjeto cero,
entonces C es aditiva. En los siguientes nueve enunciados € serd una categorfa aditiva.

Definicién 1. Sea (i,'d) una pareja de morfismos en C con cemposicién

i d
X =Y —= 2
Decimos que i es un micleo de d si di = 0 y para todo morfismot : M — Y tal que
dt = 0, existe un tnico morfismo s : M — X tal que t = is. A su vez, d es comicleo
dei st di = 0 y si para todo morfismo p : Y — N tal que pi = 0, existe un dnico
morfismo ¢ : Z — N tal que p = gd.

Nétese que un niicleo es un monomorfismo, ¥ un condcleo es un epimorfismo.
Mads ain, para un motrfismo dado, en caso de existir su micleo éste es nico salvo
isomorfismo, v en caso de existir su condcleo éste es dnico salvo isomorfismo,

Definicidn 2. Sea {1,d) una pareja de morfismos en C con composicién

i )

X - Y = Z
diremos que (i, d) es una pareja exacta si 4 es micleo de d, y d es coniicleo de 1.
Definicién 3. Un morfiemo entre pargjas exactas (i, d) e (io, dg}, €3 una terna (f, g, h)

de morfismos que hacen conmutar el siguiente diagrama:

X = Y = Z
fi | hl
Xo = Yo = 2
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Definicién 4. Decimos que un morfismo entre parejas exactas es un isomorfismo si
cada uno de los elementos de la terna es un isomorfismo.

Luego, la relacién de isomotifa s una relacién de equivalencia,
Proposicién 5. Sea (f, g, h) : (§,d) — (io, do) un morfismo de parejas exactas:
1. Si f, h son monomorfismos, entonces g es un monomorfismo.

2. 5i f,h son epimorfismos, entonces g ¢s un epimorfismo.
Demostracion: Tengamos en mente ¢l diagrama de la definicién IV.3.

1. Sea £t : M — Y tal que gt = 0, entonces 0 = dogt = hdf. Puesto que A es un
monomorfismo, se sigue que di = 0, y asf existe un tinico s : M — X tal que
is = t. Luego 0 = gt = gis = 4pfs, ¥ como ixf es un moncmorfisino tenemos
quel=syquet=0

2. Dual

Definicidén 6. Una estructura exacta £ para la categorfa C es una clase de parejas
exactas ¢ cerrada bajo isomorfismes. Una conflacién es una pareja exacta (1,d) en g
en tal caso lamamos a 1 inflacidn y a d deflacién.

Definicién 7. ([GR]) Una categoria exacta es un par (C,&), donde ¢ es una estruc-
tura exacta para C, que satisface el conjunto G R de axiomas sigulente:

1. La composicién de dos deflaciones es una deflacicon.

2. Paracada f € Home(Z, Z) vy cada deflaciénd 1 Y — Z, hayung € Home(¥,,Y)
v una deflacién dy : Yo — Zy tal que dg = fdy.

3. Las identidades son deflaciones, si dp es una deflacidn, entonces d es una de-
flacion.

4. Las identidades son inflaciones, si pt es una inflacion, entonces i es una inflacion.

Teorema 8. (Keller) Sea (f,9,h) : (3,d) — (io,ds) un morfismo de conflaciones. Si
F ¥ h son morfismos identidad, entonces g es un isomorfismo,
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Demostracién: Es el paso 2, pag.31, de ([DRSS]).
|
Definicién 9. Consideremos el siguiente conjunto K de axiomas para un par {C, ) :
1. 1y es una deflacién.

2. Composicitn de deflaciones es una deflacion.

8. Para todo h € Homp(Z, Zy) v toda deflacion dy € Home(Ys, ) bay un pull-

back
d
Y —= Z
9] 4 1°
Yo — Zy

donde d es una deflacién.

4. Para todo f € Home{X,Xo) ¥ toda inflacién i € Home(X,Y) hay un pushout

X —- Y

fi P
Xg — Yu

donde i¢ es una inflacién.

5. Las retracciones en C tienen nicleos.

Teorema 10. (Keller [DRSS]) Para un par (C, ), los siguientes conjuntos de ax-
iomas son equivalentes:

LK

2. K™
3. GR
4. GR*

Ahora construyamos una estructura exacta para Rep.A cuando A4 es un bocs.
Recordemos que por observacion 11.2.2 RepA es una categorfa aditiva.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN |
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Definicion 11. 5.4 es un bocs, denotaremos por £ 4 a la clase formada por aquellos
pares de morfismos con composicién,

[

!
L - M - N
tales que gf = 0 y la sucesion de R—mddulos

i 9°

0 L - M - N — 0
eg exacta que se divide.

Probaremos que {RepA,c4) es una categoria exacta, si .4 es un boes K-R, pero
primero veremos que €4 consta de pares exactos de RepA.

Lerna 12. Sea A un bocs, entonces €4 es cerrada bajo isomorfismos.

Demostracion: Sea {f, ¢) un elemento de £ 4, ¥ consideremos ¢l isomorfismo de
patejas exactas

f @
L - M —- N
hy i hyp l ha ‘L
Lo - Mo — Ng..
v,

u

Como (0 = hzgf = vuhy ¥y hy es un isomorfismo, tenemos que wu = 0, Por
observacion 11.2.1 A9, hY ¥ 2§ son R—isomorfismos, asi que (u?,4%) es exacta corta
que se divide.

|

Definicién 13. Dos pates (f,9),(f',¢') € ca son equivalentes, si y solo si hay un
isomorfismo h que hace conmutativo el siguienie diagrama en RepA :

J g
L -— M - N

b f
L — M - N

r g

Lema 14. {Ovsienko} Sea A un bocs K-R. Cada par (f,g) € €, en donde f =
(%1, 9= ") ¥y
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f 2
L - M — N,

os equivalente o un par ey €4 de ta forma

(ro.ny ("N
L - M - N.

Demostracion: Sea z = ({f°, f1),(g% ¢")) un elemento de 4.
Como f° es una R—seccién, tenemos por 11.24 un isomorfismo b = (Id,h') 1 M —»
M’ tal que b f = (f°,0), es decir que tenemos la equivalencia de pares de ¢4

(2.1 (99"}
— M —
(rd0) | B (a0) |
L - M - N.
{°0) (s°»)

De la misma manera, como ¢° os una R—retraccién, por 11.23 hay un isomor-
fismo h = (Id,h') : M" — M tal que gh = (¢°,0), es decit que ahora tenemos la
equivalencia de pares de g4

(%) (9°.0)

L - MY = N
(1d,0) l hl {1d,0) l
L — M - N,
(s0.04) (s"9")

Consideremos a todos los pares de £ 4 equivalentes a = que son de la forma

(o0 (9%
L - M —= N

o de la forma

(£} (5°,0)
L - M -

Sea 0 = WP C W}l € ..C Wy =W, la filtracién de grado 1 relacionada a la
triangularidad. A un par ' € g4 del primer tipo asociémosle el mimeio i, definido
como el maximo valor para el que » (W}) = 0, y a un par 2” € g4 del segundo tipo, el
ntimero j», definido como el maximo valor para el cual u (W{} = 0. Sea n &l maximo
de todos los posibles valoves ix ¥ Jur, 8l n = s el enunciado es cierto. Supongamos
que n < § Y que n = iy para algin par ' € €4, como antes, por I1.23 tenemos una
equivalencia de pares de €4
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(7o) (9%.0)

L - M - N
(140) | n| (140} |
L — M"Y - N
() @)

para la cual h! (w) = —qv (w) cuando w € W;* ™, donde g € (N, M’) es tal
que g°¢ = Id. Puesto que 0 = ({¢°,v) (/°, O (w) = v (w) fO, tenemos que, para
we Wit ‘

0= (h(f%u)’ (w) = h* (w) f° + Idu! (w) = —qu (w) F* + " (w) = u* (w),

lo que contradice la maximalidad de n. Sin < gy n = j,» para algin par z” € g4,
como antes, tenemos una equivalencia de pares de £,4, por 1124

(Iovu) (!Joxn)

L - M - N
(1d,0) | ) (rag) y
L . N
(72,0) ()

para la cual A (w) = u(w) (—¢) cuando w € W', donde ¢ € (M*, L) es tal

que ¢f° = Id. Puesto que 0 = {(¢°,0) {(#%u))' (w) = g% (w), tenemos que, para
we Wi‘r_:u-i-l

0= ((g"v) h}' (w) = g (w) + v (w) Id = g°u(w) (=) + v (w) = v (w)

o que contradice la maximalidad de n.
|

Lema 15. Sea A un bocs K-R y supongamos que

IU y()

L - M —- N

es una sucesion exacta corta de A(A) —-mddulos, entonces en RepA : (f°,0) es
nitcleo de (¢°,0), ¥ {¢°,0) es un concleo de (f°,0). Asf que, ((f°,0), (g% 0)) es un
par exacto en RepA.
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Demostracién: Por observacién I1.2.2 (f9,0) y (g% 0) son morﬁsmos en fepA.
Sea h = (h®, k') : X — M tal que gh = 0. Luego existe un unico w €p (X, L) tal
que fou° = h° y para cada v € V(A4) existe un dnico morfismo u! (v) € (X, L), tal
que ful (v} = At (v) .
Entonces, para cada a € A(4), se cumple que

1out (av) = Bt (av) = aht (v) = af® (u! () = f° (au* (v))

~ luego, de la inyectividad de f° se sigue que u' (av) = au! (v). Similarmente, se
tiene que

POl (va)) [a]] = h* (va) [2] = A* (v) [az] = f° [(u! () faz]] = f° (" (v) @) [2]]

implica que u! {(va) = (u! (v)) a. Por lo anterior u' € Homagay-a(4) (V(A), (X, L)) .
Como tenemos que f° es un morfismo de A(A)—mddulos, luego

fO (vl (z) — u° (az)) = af® (u° (2)) = f° (u° (ax)) = ak® (z) — A° (aw) =
ht (8 (a)) [} = f° [u! (6(a)} Ial},

por lo tanto au® (x) — w0 (ax) = u! (6 (a)) {z], porlo que w = (v, ul) : X — Les
un morfismo en RepA, y como se vié en la construccidn es dnico,

De manera andloga se prueba que (g°,0) es un comicleo.

|

Corolario 16. Si A un bocs K-R, €4 es una estructura exacta sobie RepA.

Lema 17. Sea A un bocs K-R. Un morfismo (¢°,¢') : M — N en RepA es una
deflacidn si y sdlo si % es una R—retraccion. ‘

Demostracién: Una 1mphca.016n se sigue de la definicién.

Sig= (g% g') cumple que g° es una R—retraccién, entonces por lema I1.23 existe
~un isomorfismo A = (Id,h!) : M" — M tal que gh = (4° 0). Como (¢°0) es un
morfismo en RepA, se sigue que g% es una A(A)~1etraccién. Sea f° el inverso derecho
de g". Por lema IV.15 la primera linea del siguiente diagrama es conflacién: '

(19,0 {5°,0}
— M’ —d N
(1,0) l hl {1d,0) l
K — M = N,

(£2.14) (")
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Puesto que €4 es cerrado bajo isomorfismos, por IV.12, la segunda linea también
es conflacion.

| |

Similarmente se prucba el resultado dual.

Lema 18. Sea A un bocs K-R. Un morfisgmo (f°, f'}: L — M en RepA es inflacién
siy sdlo si f° es una R—seccidn.

Teorema 19. (RepA, £4) es una categoria exacia,
Demostracién: De los lemas anteriores se siguen los axiomas 11.1, 11.3 y 11.4:

L(111):Sig=(g%¢"): M - Nyh={h): N — X son deflaciones,
entonces g° v A9 son R—retracciones, asi que A% es una R—retraccién, huego
hg = (h°°, (hg)l) es una deflacién.

2. (11.3} : Las identidades, las cuales son morfismos de la forma (Id,0), por
IV.17 son deflaciones. Si dp es una deflacién entonces (dp)® = d®p® es una
R—retraccién, asf que d® es una R—retraccién y d es una deflacion.

3. (11.4): Argumento dual.

Vamos a probar 11.2. Sean f = (f% 1) : 2y — Z un mofismo en RepA y .
d = (d®d'}) : Y — Z una deflacién. Puesto que d® es una R-ietraccién existe
q €z (Z,Y) tal que d°¢ = I'dz. Luego, el R—~motfismo (d°, - %) : Y @ Zo ~—+ Z es una
R—retraccion, pues si consideramos el R—morfismo (§) : Z — Y @ Z; obtenemos que
(@, — %) (2) = d®q = Idz. Asf que por IV.17, existe una conflacién

) (CE ]

JE

N = Yod,y, — Z
Asf, j = G;) es micleo de (d, —f). Luego, si (%) : X ~ ¥ & Z es un morfismo
en RepA tal que du = fu, existe un tnico morfisme p : X — N en RepA tal que
hp =uy jap = v, es decir, tenemos un pullback en RepA :

Jx

_N — Zo
nloy lf
Y — Z

Como (4, (d, —f)) es una conflacién, tenemos que (52, (d% ~ f°)) es una sucesién
corta exacta que se divide, luego
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1]

N - Z()
R e L
Y —- Z

es el pullback en R— Med, por lo que 52 es una R—retraccién. Por IV.17 tenemos
que jy es una deflacién.

n

Observacién IV.1: En el desarrollo anterior hemos constiuido el pullback en
RepA, de manera dual podemos construir el pushout, el cual existe por IV.10.

Definicién 20. Denotaremas par Ext 4 (M, N) a las clases de equivalencia bajo la
equivalencia de conflaciones que principian en N y terminan en M,

Como en el caso de las categorfas abelianas se le puede dar a Eat4 (M, N) una
estiuctura de k—espacio vectorial: el teorema IV.10, y la existencia del pullback y
el pushout permiten imitar las pruebas de IIL1 y IIL2 de {M]. Mds atn, Szt 4 (?,.)
es un bifuntor sobre RepA, contravariante en la primera variable y covariante en la
segunda.

Definicion 21. Sea T un dlgebra y R una subdlgebra de T. Si M,N € T' — Mod
entonces definimos & Exty g (M, N) como todos los elemenios de Exty (M, N) que
restringidos a R se dividen.

Proposicién 22, Sea A == (R,W,8) un boes K-R. Sean L, N € RepA, y denote-
mos por € Homp_p (Wo,(L, L)) ¥ 82 € Homg.g (W, (N, N),) los morfismos
correspondientes a sus respectivas estructuras de A (A) ~mddulos. Consideremos la
siguiente sucesion:

0 — Homa(N,L) — r(N,L)® Homan(Wy,(N,L)) —
L Homp g (Wo, (N.L))) — Exta(N.I) — 0
donde o (f) = a{{(f*, /1)) = (J°, f1), B((fo, /1)) (w} [n]

= 61 (w} {fo ()} = fo (82 (w}[n]} — f1 (6 (w)) {n], ¥ definimos a ~y (g} como la clase
de la conflacion ‘
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donde L y N conservan las respectivas estiucturas de 4 {(A) —mddulos, y a LG N
le asociamos la estructura dada por

{6 g
93“‘(0 92)

Entonces la sucesion es exacta
En particular, para M € repA se tiene que

dimy, (Hom 4 (M, M)) — dim, (Exta (M, M)) = Q.A.(M) .

Demostracién: La inyectividad de « es inmediata. El micleo de 3 se compone de
los morfismos (f1, f2) tales que 8, (w) [fo (n)] — fo (B2 (w) [n]) — fi (6 (w)) [n} =0, los
cuales son precisamente los morfismos (f°, 1} Erepa (N, L), es decir, Ima = Kerf.

Cualquier sucesion x € FExztq (N, L) se divide en B — Mod, por lo que podemos
suponer, gracias a IV.14, que un representante de z se escribe, en términos de
A{A) —médulos, como

(1)) )
L - LN - N

De esta manera tenemos que la estructura de A (A)~mdédulo de L @ N estd
determinada por un 83 € Hompg_z{Wy, (L& N,L & N}, }, lo que podemos escribir

1
como §; = ( gg gﬁ ) - Entonces, para que (3) y (0,1) sean A(.A) —morfismos se
s U -

1 .
debe cumplir que ( 4 ) = ( % ) y (63,63) = (0,62), por lo que en realidad

3
6‘% 0
N
93——(0 92)'

De aquf se sigue que v : Hompg_g (W, (N, L)) ~ Exta (N, L) es suprayectiva.
Supongamos que’las conflaciones ¢, ¥ ¢y son equivalentes, esto es, tenemos un
diagrama conmutativo:

(0,1),0)

c: 0 — L LN — N — 0
i oy sl eno I

cg: 0 - L — L@N — N — Q.

——
——
(=X
15
(=]
~—

—
—
O e

Usando la conmutatividad del diagrama en RepA, es una comprobacién directa

ver que b = Li 0 s or | e
q e 0 1 L] 0 0 ,pquu
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(2 2@y (DY o-(5 (28 22 @)
0 ¢ Y anie] =0 |
de lo cual se sigue que

w) [t (n)] + ¢ (w) In] — £ (0 (w) [n]) — g (w) [n] — 5 (6 (w)} [n] = O

es decie que {g — ¢') = 8((t,3)), por lo que Im 8 = Kery.
|

Proposicién 23. Sea A = (R, W, §) un bocs K-R y €4 la estructura exacta sobre
RepA definida en IV.11, Sea W} un sumando directo de Wy como R — R—bimddulos,
tal que 6 (W3) =0, y sea T' = T (W) . Entonces tenemos un morfismo suprayectwo
de End (L) — (End 4 (N))® - bimddulos dado por la restriccidn

v Bzt (N, L) - Bxtpp (N, L).

Demostracién: Sea i : W} — W, la inclusién canénica Consideremos las
sucesiones de la proposicién previa, Afirmamos que hay un diagrama conmutativo

B ¥
a(N,LYy® Homp_p (W1, (N, L),) — Homu p{(We,(N,L),) — Exta(N,L)
(o 4 g ol v .l
(N, L) — Homp_p{(W},(N,L)) — BEztrp(N, L),

donde las horizontales son sucesiones exactas y -y y ¥ son suprayectivas. Las
dltimas afirmaciones se siguen de la proposicién anterior, asi que comprobemos la
conmutatividad
B'(1,0) ({fo, fl)) = ' {fo) = g definida por g (w) [n] = b () [fo ()]~ fo (02 (w) [n]),
mientras que * - 3 ((fo, fi)} = go estd dada por

go (w) [n] = 84 (i (w)) Lo ()] — fo (02 (i (w)) [n]) ~ fi (6 G (w))) []
=61 (i (w)) [fo (m}] - fo (B2 (i (w)) [},

luego conmuta el primer cuadio. Por otra parte,

| B o
vYi*{gy = L - L&oN — N
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donde a L@ N le asociamos la estructura dada por fy = ( %1 99' ’ ) , ¥ precisa-
2
mente ésta es el resultado de r (v (g)) . Como +'i* es un epimorfismo, se tiene que r

es un epimorfismo.
Sea z = ((f°,0), (¢°,0)) un representante de un elemento Ezt 4 (N, L) . Por IV.19

y IV.14, siu = (u%, u!) : N' — N es un morfismo en RepA entonces hay un diagrama.
de pullback en RepA y una equivalencia de conflaciones:

(Unr0) (@)°.0)
' L — M — N'
H £ 1" g' “
— E — N’

I e 17 oy ¥
r: L — M — N.

Sea vyvy = v = (1% v'). Como § (W) = 0 se sigue que v° y u° son T—moxfismos.
Luego, al aplicar r obtenemos el diagrama conmutativo de sucesiones exactas cortas

enT — Mod :

ey’ @)
r{iz): L - M'" - N
R A
r{zgy: L —- M — N

Sea r{z) u° el pullback de r () por ©° en T — Mod. Por lema II1.1.3 de [M] existe
un diagrama conmutativo:

(° ()*
r{@y: L — M' - N
I l i
r(z)u®: L - M - N

” bid 1 g° [
r{zy: L -+ M — N.

Luego, 7 (') es equivalente a r (2) u°. Hemos demostrado que si, paray € Extr g (N, L)
y v = (u°,u!) € Endy(N), definimos la accién por la derecha como el pullback
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yu® (jcompdrese con la definicién de E7 en I11.39 1), entonces r es un moifismo de.

(End4 (N))* —mdédules.
Similarmente probamos que r es motfismo de Fnda (L) —médulos.
|

Definicién 24. Un funtor F' : RepB — RepA donde A y B son bocses K-R, se dice
que es exacto si envia conflaciones en conflaciones.

Lema 25. Sea F : RepB — Rep A un funtor exacto. Entonces:

1. F induce una transformacidn natural de bifuntores
F.: Extg (7,.) = Ext o (F(7),F ().

2. 5i F es fiel y pleno entonces F, es inyectiva.

Demostracidn: La primera parte se realiza como en [M]. Para la segunda parte,
consideremos la conflacién en RepfS

La conflacién

() F(g)
F(L) - F{M) — F(N)

se divide st y sélo si existe un morfismo A : F(N) — F (M) tal que F(g)h =
Tpiy, 0) . Como F es pleno existe A’ tal que F {R') = h. Como I es fiel tenemos que
(M)
gh! = (Iy,0), asi que la sucesién original se divide.
n

Lema 26. Sea A = (R, W,$) un bocs I-R. Sea A’ = {R', W, &) un bocs como en
II1.1, de manera que el morfismo de bocses 1 es suprayectivo, por lo que Fy, : Rep A’ —
RepA es el encaje de I11.2.

1. 5i A’ es K-R entonces F, es exacto.

2. Supongamos que Im F, es cerrada bajo extensiones en A (A) — Mod. Si el par
de morfismos con composicion (F, (f), F, (g)) es una conflacién, entonces es
equivalente a la imagen, bajo F,, de una conflacién (£, g) .
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Demostracién: Sea f = (f°, f1) en Rep.A’; el morfismo (F, (£))° es precisamente
el morfismo f° considerado comno R—morfismo. Luego, para f = (f*, f)}: L - M ¥
g=1{g%g"): M — N en RepA’ tenemos que

(]

g
0 - L — M - N - 0
es exacta que se divide si y sélo si

(E 0P (Fy)®
0 = R} — FM) = F{N) -0

es exacta que se divide. Por fidelidad tenemos que (F, {¢)) (F, (f)} = 0 si y sdlo
sigf=0.
Supongamos que {f, g) es uns conflacion. Por V.14 hay una conflacién equivalente

{f.g)de la forma

{£°,0} («*.0
L - M = N

donde f° y ¢° son A (A"} ~morfismos. Como F, (f) = ((F,, Q’_))O,O) y Fy{g) =
((F,, @)0,0) , entonces (Fy (£))° v (&, (g))° son A(A) ~morfismos. Luego, por
Va5, (F, (f), Fy {g)) es un elemento de e 4. Como Fy, es un funtor (F, (£}, F; (g))
es equivalente a (F, (f), 5, (g)), asf que también es una conflacién.
Hemos probado que F), es exacto,
Supongamos ahora que (F,(f),F, (¢)) es una conflacién. Por IV.14 hay una
conflacién equivalente de la forma

{(Fal))" 0} {(Fate)®,0)
F, (L) — M” — E,(N)

donde (F, ()’ y (F, (9))" son A(A)~morfismos, Por hipétesis del segundo
inciso M” = F,, (M"). Como n4(4y € un epimorfismo de anillos, por [Si} 9 induce
un encaje pleno A (A) — Mod — A (A}~ Mod, asf que hay una sucesion exacta corta
en A (A"} — Mod de la forma

Jrﬂ

¢°
L - M - N
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donde f y g° vistos como A (A) —morfismos son (F, (M°y (F, (o))" respectiva-
mente. Por IV 15, (£, 4 _) ((£°,0),{g° 0)) es un elemento de € 4, y por construccién

su imagen es (((F (FN°, 0, ((Fy (g))® ,0)).
R

Proposicién 27, Sea A = (R, W,8) un bocs K-R y F, : RepA, — RepA el funtor
eliminacidn de idempotentes. Este funtor induce un isomorfismo natural de bifuntores

(Fu), : Exta, (?,) — Exta (Fe(?), F().

Demostracién: Por II1.3.4 A, es un boes K-R. Por IV.26.1 F, es exacto. Por
IV.25.2 (F,), es una transformacién natural inyectiva. Sea una conflacién

S g
F(L)y - M - F.(N)

Por I11.3.2 tenemnos que la imagen de F, es la subcategorfa plena de RepA formada
por los objetos @ tales que (1 — e) Q = 0. Puesto que como R—médulos M = F, (L)&
F, (N), existe M’ en RepA, tal que F, {M') = M. Por 1V.26.2 la conflacién (f, g)
proviene de una conflacién en RepA,, luego (F,), es suprayectiva

n

Proposicién 28, Sea A = (R, W,5) un bocs K-R. Sean 0 — WP — Wy — WP
O0y0-— W( ) Wy — W( ) 0 sucesiones exactas de R — R—bimddulos, tales que
& (Wm) Wm Entonces,

1. El funtor regularizacion F, © RepA, — RepA induce una transforinacion natural
inyectiva de bifuntores (F,), : Exty, (7,)) — Bzt (F{7),F.()}.

2. Sea 5IW‘§” inyectivo. Si R es semisimple, o si W) = WI(I)EB WP) como bimddulos,
entonces (F,), es un isomorfismo.

Demostracidn: Por 111.4.4 A, es un bocs K-R. Por IV.26.1 F. es exacto. Por
IV 25 2 (F,), es inyectiva.

Supongamos que ‘SIWé” es inyectivo. Asf, (kerd) N Wél) = 0 y, pracias a las
hip6tesis del segundo inciso, por HL7, F; es un funtor denso. Consideremos ahora
una conflacion

F(L) > M — EW).
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Entonces, existe M’ en RepA, tal que F, {(M") = M, luego hay una conflacién
{f',g"), en la imagen de F,, que es equivalente a (f,9). Por IV.26.2 la conflacién
{f', ') proviene de una conflacién en RepA,, luego (F,), es suprayectiva

|

Lema 29. Sea A = (R, W, §) un boes K-R, con Wél) un sumando directo de Wy como
R — R—bimédulos tal que § (Wy) = 0. Sea T' = T (W) . El funtor absorcidn Fy :
Rep Ay — RepA es exacto, e induce una sucesién exacta corta de R — R—bimddulos:

Fg T
0 — Exta, (NI} ~ EButa(Fp(N),Fo(L)) — Eztra(Fo(N),F(L)) — 0

donde r es la restriccion.

Demostracién: Por I11.8.4 Ay es un bocs K-R. Sea (f, g)un par de morfismos
con composicidn en RepAy :

f g
L - M - N

Como Fy es un isomorfismo de categorias se cumple que (f, ¢) es una pareja exacta
siy s6lo st (Fp (f), Fp (g)) es una pareja exacta.

Puesto que (F{ f))ﬂ es f° considerado como R—morfismo, tenemos que Fy envia
conflaciones en conflaciones.

Por IV.23 r es un epimorfismo. Como su micleo estd constituido por aguellas
conflaciones gue consideradas como T'—sucesiones se dividen, se sigue que kerr =
Im F, 0.

B

Lema 30. Sea A = (R, W,§) un boes K-R y sea gX un mddulo S~iriangular y
S~completo. El fimtor recuccion Fx : RepA¥ — RepA es exacto e induce un
isomorfismo natural de bifuntores

(Fx). : Batax (7,) = Bata(F(?),F ().,

Demostracidén: Por 111.31.2 A% es un boes K-R.
Sea,

(0.0 (9°,0)
L - M — N
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un representante del elemento z de Ext 4x (N, L) . La sucesién Fy (z) , por férmu-
las I11.15.2 y TI1.15.3, es de la forma

(I@f2,0) (199" ,0}
X®s L — XeosM — X®sN.

Como Fx es fiel y pleno, la dltima sucesién es una sucesidn exacta corta en
A{A) ~ Mod, ast que por IV 15 es una conflacién. Luego, Fy es exacto.

Por 111.25.2 (Fy), es una transformacién natural inyectiva

Veamos que (Fx), es suprayectiva, Sea

{2°.0) (n0.0)
X®sL — E -— X@shN

una conflacién en Hep A Puesto que en R — Mod la sucesién se divide, tenemos
un R—isomotfisino ¢ : B — X @g (L & N). Luego, via o dotamos a X ®g (L @ N) de
una estructura de 4 (A) —médulo, por lo que podemos considerar a o un mozﬁsmo
de A{A) —mddulos.

Por [11.17.1, (L & N admite una estructura de A (A%} —médulo, denotémoala
por M, tal que Fy (M) = X @z (L& N) .

Tenemos una equivalencia de conflaciones

(2% (1°,0)
r: X&glL — E — A @g N
i T N T i

z: X®sL — X@gM — X ®g N,

i

Tenemos entonces que existen morfismos ﬁmcos F=0f:LMyg
(9% ¢') : M — N en RepA* tales que Fx ((f°, f1)) = (o¢®,0) = u, Fx {(¢°,¢")) =
(hc'uf‘1 MN=vygf=0

Por 1IL.30 f° y ¢° determinan una S—sucesion exacta corta, luego (f,g) es una
conflacién cuya imagen es &'

n

IV.2 representaciones sin auto-extensiones y con e-dim fija.

Lema 31. Sean R upa k--dlgebra, Wy un R — R—bimddulo y sea lp = €1 + .. + €,
una descomposicién del 1 de R como suma de idempotentes ortogonales centrales,
Sean 4,7 € {1,...,n}, no necesariamente distintos, y sean e = e; +¢; — e;e; y & =
1 -- e. Finalmente, sean Wom un R — R—subbimddulo de e;Wye;, T = Ty (Wén ) g
L,N € T~ Mod. Entonces:



ESTRUCTURAS BXACTAS 123

1 Endy (L) ¥ Endyr (eL) x Endyr (¢'L) = Endgr(el) x Endyg (e'L).
2. Extr (N, L) & Buter (eN,eL) x Exton{e'N,e'L).

3. 8i R es semisimple entonces Extyp(N,L) = Euty(N,L) y Exty (N, L) =
Bty (eN,el).

Demostracidn: Los enunciados 1 y 2 son consecuencia directa del lema IL31.

n

A menudo, al efectuar procesos de reduccidn sobre xe(presentaciones de bocses,
nos veremos en la necesidad de utilizar bimédulos como WY en el corolario anterior.
Nos interesard particularmente el caso & = D) x ... x D, donde cada D; es una
k—algebra de divisién de dimensién finita sobre k, y Wy finitamente generado sobre
R. Para comprender sus propiedades apoyémonos en el estudio de las k—especies.

-Proposicién 32. Sea ¢} una realizacion de la k—especie ; — 3, donde los vértices
se corresponden a log anillos de divisién D) y D,, ambos de dimensidn fnitg sobre k, y
asociada a la flecha se tiene el D) — Dy--bimdédulo W, Sea R = Dy x Dy y A el dlgebra
de Artin determinada por . Sea M una representacion de dimensién finita de A,
diferente de cero, tal que Extl (M, M) = 0. Si M & ®;e; M, es una descomposicién
en inescindibles tenemos que:

1. Todos los sumandos. M; son preproyectivos, o todos los sumandos M; son
preinyectivos.

2. Hay a lo mds dos clases de isomorfia de sumandos.

3. En caso de que haya dos clases de isomorfla, estas se cortesponden a clases
contiguas en el carcaj de Auslander-Reiten de A.

Demostracién: De la proposicién IV.19 (b) de [ARS] sabemos que Dir :
modA -+ modA es una equivalencia de categorfas con inversa trD : modA — modA.

De p.135 [ARS] tenemos el isomorfismo funtorial {(fSrmula de Auslander-Reiten)
D (Exti (Y, X)) & Hom{X,Dtr (Y)) para X,Y € modA. En nuestio caso A es
hereditaria, por ello tenemos que Hom (X, Dtr (Y)) = Hom (X, Dtr (Y)).

Las representaciones de A han sido estudiadas en [DRY): de la proposicion 2.4 del
citado articulo tenemos que hay un provectivo, al que Nlamaremos Py, determinado
por dimz A = (0, 1), y un inyectivo al que Nlamaremos [z, determinado por dimpfp =
(1,0). Ademsds, hay otio proyectivo: Py, y otro inyectivo: 1. Salvo Py e [ todos los
inescindibles tienen vectores dimensién sin ceros.

Observemos que para inescindibles X, ¥ € mod A, se cumple que Y 2 [ implica
Homy (P, Y)# 0,y quesi X % P, entonces Homa (X, 12) #0.
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Sea M un inescindible con dimzM = (a,b) y 2 # 0, claramente su cubierta
proyectiva debe tener smnandoy isomorfos o Py, luego, Fomy (P, M) £ 0.

Similarmente, si dim,M = (a,b) y b # 0, entonces la envolvente inyectiva de M
tiene sumandos directos isomoifos a Iy, luego Homy (M, 1)) # 0.

Vearnos que si M 2 @M; ¢s una descomposicidn en mddulos incscindibles y
Ext} (M, M) = {}, entonces ninguno de los M; es regular, y si alguno cs preproyec-
tivo, entonces todos son preproyectivos, o si alguno es preinyectivo, entonces todos
son preinyectivos: ‘

1. Sea M, inescindible no preproyectivo y My = (¢rD)" (P;), conn > 0 ez € {1,2}
entonces

D (Bt} (My, M)} =4 (My, Dir (M)} =4 (B, (DY (M,)) #

2. Sea M, = (Dtr)* (I;} y M; inescindible no preinyectivo, conn' > 0 ¢4 € {1,2}
entonces

D (Ext) (M, Ma)) 2, (M, Dtr (M) =5 (My, (DTr)* (1)) =a
{(TrD)**! (M2), 1) # 0.

3. 8i M esrepular, Ext} (M, M) s 0, pues su forma cuadrética es cero o negativa:
véase [DR]

Ahora analicemos las posibles combinaciones de preproyectivos:

1. Sea My = (trDY (P) y My = (v D)™ (Pj),conn—1>m > 0ed,j€ {1,2}
entonces

D (Euty (My, Ma)) =y (M, Dir (M) &5 ((trD)™ (Py), (trD)" ™ (P))
2, (B, (tr DY (B)) # 0.

2. Sea M = (trDY*™" (P3) y My = (tr D)™ (P}, con n > 0 entonces

D (Ext) (My, Ma)} 2y (My, Dtr (My)) =5 ((trD)" (By), (trD)" (P2))
Sa (P, P) # 0

3. Sea My = (trDY™* (B) y Mz = (trD)* (F;), con n = 0 e 4 € {1,2} entonces
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D(Exth (M, Ma)) =4 (Mo, Dir (M) %, (D) (P, (rD)* (P)
=4 (PR #0

Esto nos deja pocas opciones, es decir, si Ezt) (M, M) = 0y M s6lo tiene suman-
dos preproyectivos, entonces M es una suma de un sélo preproyectivo inescindible,
o a lo mas ticne dos clases de isomoiffa de sumandos preproyectivos inescindibles
contiguos en el carcaj de Auslander-Reiten.

Un analisis similar nos propoiciona el 1esultado dual, es decir que si Exty (M, M) =
0 y M sdlo tiene sumandos preinyectivos entonces M es suma de isomorfos a un
s6lo preinyectivo inescindible, o a lo mas tiene dos clases de isomorfia de sumandos
preinyectivos inescindibles contiguos en el carcaj de Auslander-Reiten.

|

Proposicion 33. Sea @ una realizacion de la k—~especie o) -+ 3, donde los vértices
se corresponden a los anillos de division Dy y D, ambos de dimension finita sobre
k, y asociada a la flecha se tiene el Dy — Dy—bimédulo W. Sea R =Dy x Dy y A el
dlgebra de Artin determinada por §. Sean L, N representaciones de dimension finita
de @, tales que Ext) (N,N) = 0 y Ext} (L,L) = 0, entonces ,L =, N si y solo si
nl &, N. Equivalentemente dimz L = dim N si y s6lo si oL =, N.

Demostracidn: Es clato que si L = N entonces gL &5 N. También es inmediato
que dimpl = dimgN sl y solo si gL =g N,

La siguiente parte de la prueba estd basada en [DR] y en VIIL.2 de [ARS].

Sea dy = dimp, (W) y dy = dimp, (W), por la introduccién de [DR] tenemos las
siguientes transformaciones lincales de R x Ren W x N

1 ({1, 22)) = (— 1 + Tady, 72)

S2 (($1;$2)) = (1, -2 + %1da)

= 552, ¢l = 8261

Observemos que s7 = Id = 3,

A ¢ = 5,8 se le conoce como transformacién de Coxeter (pag. 8 [DR]). Asocia-
dos a esta transformacién estdn los funtores C* = 5} 55 y C~ = §;557, llamados
funtores de Coxeter {pag. 19 [DR]). Por 2.4 [DR], se relacionan de la siguiente
manera: sea M una representacién inescindible de @, si M no es proyectivo en-
tonces dimy (C* (M)) = ¢(dimg, (M)), ¥y st M no es inyectivo, dim, (C~ (M)) =
¢! (dimg (M)). A su vez, por 21 [DR], a los funtores S} y Sy se les asocia la
transformacién sy, y  los funtores §F y 57 se les asocia la transformacién s

En la proposicidn 2.4 [DR] se prueba que un médulo es proyectivo inescindible si y
sélo si es de la forma Py, = S S .S Fy, ¥ es preinyectivo inescindible si y sélo si es
dela forma @ = S} ¥ ...S% | Fi,- Luego 2 4 [DR] nos indica que dim P = (0,1),
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di—mRI? = (1’0) , dimp Py = 55 ((170)) = (lad‘i) y dimgfy = s ((0,1)) = (dla 1). Més
atin, tenemos que

¢ {dimpg (1)) = 5251 ((0,1)) = 52 {(dh, 1)) = (d1, cdhdz — 1)

c{dimp (12)) = s152 (1, 0)) = 81 (1, d2)) = (dudlz ~ 1, dp)

También tenemos:
¢ Hdimp (h)) = s25181 (0, 1)) = 52 ({0, 1)) = (0, -1) = —dim, /4
"’ (dimp (L)) = 5281 ((1,0)) = 52 ((=1,0)) = — (L, ds} = ~dimp P>

c{dimpg (P)) = s12 ((0, 1)) =51 {{0, -1)) = — {dy, 1) = —dimp 1,

c(dimpg (P2)) = 518282 ((1,0)) = 8, ((1,0)) = (=1,0) = —dimp/p.

Observemos que si gM =g M’ entonces ¢* {dimy (M)} = ¢* (dimg (M')) pata n
en los enteros.

Por VIIL.2.2 de [ARS] c{dimg (M)} = dim, (Dtr (M)) para M inescindible no
proyectivo, v ¢ (dimy {M)) == dimg (trD (M)) para M inescindible no inyectivo.

Supongamos que Eztl (N, N) =0y Ext} (L,L) = 0. Por la proposicién anterior
si L = @L; es una descomposicién en inescindibles, entonces a lo mds hay dos clases
de isomorffa en los sumandos: todos preproyectivos o todos preinyectivos. Lo mismo
ocurre para IV & e N;. Asf que si A no es de tipo de 1epresentacion finito y I, =g N,
tenemos que los sumandos de L son preproyectivos si y s6lo si son preproyectivos los de
N; de otra manera habifa algiin entero n tal que ¢® (dim, (L))} < 0y ¢* (dim, (N)) >
0, o tal que "™ (dimp (L)) < 0y ¢ (dimg {N)) > 0, lo gque es una contradiccién.

Con esto en mente empecemos a comparar combinaciones de preproyectivos.

Sean L = al, ® bLs y N = aNy & fNs, donde Ly, Ly, Ny y Ny son inescindibles,
por lo que ccurre alguna de las siguientes posibilidades:

L Ly = (erD)" (P}, Lo = (tr D) (B), Ny 2 (&r D)™ (P y N3 = (tr D)™ (B)

¢ Sim # n, podemos suponer sin péidida de generalidad, que m > n, luego
¢ (dimp (L)) = c(dimy (aPs +bPy)) = — (dimp (aky +b12)) < 0
y " {dimg (N)) = "™ (dimy (P + BP,)) > 0 : contradiccion.

+ 5i m = n entonces
dimp {aPy +bF) = ¢ (dimp (L)) = ¢* (dimp (N}) = dimg (0P + 5P),
es decir que (b, a + bdy) = (3, + fd;), lo cual s6lo es posible sia=a ¥
b=g.

2. Ly 2 (trDY" (B), Ly & (trD)" (R), Ny = (tr D)™ (P) y N2 & (tr D)™ (Py)
o Sim # n, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que m > n, luego
¥ {dimp (L)) = dimg (aPy) + c(dimpg (bP2)) = (~b,a) .

Por otro lado ¢* (dimp (N)) = ™ (dimp (@ P1}) + 1™ (dimg (BP))
tiene primera componente positiva: contradiccidn.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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e Sim = n tenemos que .
(=b,a) = " (dimg (L)) = {=B,0) = ™ (dimg (NV)), lo cual stlo es
posiblesia=aysib= 8

3. L, = (trD)™ (B Lo = (trDY* (P), Ny & (tr D)™ (P)) y Ny & (D)™ (P)

« Sim < n entonces
¢™+ (dimg (N)) = e(dimy (aPy + BF)) = — (dimpg (afy + B)) < 0
™t (dimg (L)) = ™" (dimy (e PA)) + ™" (dimy, (DP;)) tiene primera
componente positiva: contradiccidn.

+ 51 m = n entonces
™ (dimpg (L)) = ¢ (dimg (aF1)) +dimg (bF2) = a(dy, didz — 1) +b (1, d)
™ (dimp (V) = dimp («P1) + dimp (8P2) = (0,2) + 8 (1, ds)
es decir que se debe satisfacer que a = (8 — b} /dy, lo que implica que
8 > b, y se debe cumplir simultdneamente que 0 < a = a(didy - 1) +
(- Bde=(8-8) (dz - dil - dz) ; lo cual es solo posible si § = b, pero
en tal caso ¢ = ¢ = 0.

¢ 3im > n entonces
e (S.i.l.m..R (L)) = Q(Dr 1) - bf.i_i..m.R ('[2) = (_'b? a)
"t {dimpg (V) = 1™ (dimp (P + BF;)) tiene primera componente
positiva: contradiceion.

Con esto concluimos el caso preproyectivo. Un andlisis similar para el caso
preinyectivo veiifica la proposicidn. '
|

Lema 34. Sea A = (R,W,§) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto. Sea
M & repA. Entonces:

1. Hay una descomposicion End 4 (M} = D®rad {End 4 (M)) como D— D—bimédu-
los, con D una k--dlgebra de division.

2. Supongamos que R es semisimple y || M||q = 0, entonces
rad{(Enda (M) = {f = (", f') € End4 (M) | f* =0},

¥y podemos elegir a D como:
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D={f=(f°)")€Ends(M)| fO£0,f =0}.

Demostracién: Por ¢f ‘Teorema de Wedderburn, 2.5.37 [Ro), Enda (M) =D @
rad (End 4 {M)) donde D es una subdlgebra isomotfa a Ends (M) frod (End4 (M),
luego, como M es inescindible, tenemos que D es un anillo de divisidn.

Por IL19 f = (f° f') € rad(Enda(M)) si y s6lo si f* es nilpotente. Puesto
aque Mo = 0, el que M sea inescindible en RepA implica gue es inescindible
como R—mdédulo. Como R es semisimple, esto sélo deja dos posibilidades para f =
(% F1) € Endq (M) : f° es un isomorfismo o f® = 0. Luego, si f € rad(End (M))
entonces f° =0,

Por 1125 D = {f = (f°,0) € Ends (M) | f* + 0} es un anillo de divisién, y como
|M[lp = 0, se sigue que Ends (M) = D @® rad (Enda(M)).

=

Definicién 35. Sea A = (R, W, §} un bocs, y supongamos que hay una descomposi-
cion lg = Zfﬁl e; en Idempotentes ortogonales primitivos y centrales. En tal caso,
para M € RepA definimos su vector dimension como el vector (dy,...,d,), donde
d; = dimy, (e; M) . Denotaremos a este vector como dimM.

Observacién 1V.2: Sea A = (R, W,8) un bocs con B = Dy x ... x D,,, donde
cada D; es una k—algebra de divisién de dimensién finita. Sean M, N € repA. Si
e = dimg (D;) y dimpM = {d;, ..., &) entonces dimM = (dy¢y, ..., dnes) .

Luego, para q en los racionales tenemos que gdimM = dimN si y sélo si gdimgM =
dimpN. Mds ain, de la formula I1.14 se sigue que si ¢dimA = dimN entonces
A My = [ Njo.

Supongamos que en &l boes A = (R, W,§) la k—algebra R es de la forma I x
X Dy O =8 x 0, donde una vez mds cada J; es una k-dlgebra de divisién de
dimensicén finita, pero O es un anillo arbitrario. Sea f; + f2 = 15 la descomposicién
candnica de la unidad correspondiente a R = .5 x O.

Si 7 es un S — S—bimdédulo, este tiene una estructura candnica como R -
R—bimédulo. En tal caso, para M € rep4, tenemos que

1My = dimg (r (U @5 M, M)) = dimy, (s (U ®s fiM, LM)) =
Ei,j didj dimk (eiUﬂj)

domde ditg (iM) = (dy, ..., du}. Asl que inclnso en esta sibuacion tendicmos,
para ¢ 1acional, que si qdim (fiM) = dim{f1N) entonces ¢*[|Mlly = §N}u. Este
resultado serd usado en el capftulo 5.

Proposicién 36. Sea A = (R, W,8) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto.
Sea e = (e, ..., .} un vector de idempotentes ortogonales, primitivos y centrales para
R.Sea M € repA. 51 Dy = Enda (M) jrad {End 4 (M)) y ey = dimy, (D} entonces
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ey (e — dimM) = dimM.

Demostracién: Por el lema anterior, End, (M) = D ® rad (Enda (M)). Por
otra parte D & (Enda (M) /rad (Ends (M))? = (EF /red (EF)), asi que todo
DP—médulo es un Ef—médulo via Ja proyeceién canénica. Los DP—médulos son
los By —maédules anulados por rad (E)

Puesto que cada Ejf—médulo simple N es anulado por red(Ef), N = D.
Entonces, si 0 = Lo € ... € L, = ;M ¢s una Eﬁ-—serie de composicién para
e;: M, tenemos que dimy, (L;) = cpr + dimg (L;_), para @ = 1, ..,n Se sigue que
dimy (Lz) = ney . Esto es que dimy (e:M) = carlengthper (M)

|

Lema 37. Sea A = (R,W,8) un bocs K-R, tal que k es un campo perfecto, y sea
M € repA inescindible tal que Enda (M) es de k—dimensién finita. FPor 1V.34
Enda (M) = D @ rad(Enda{M)). Sea W un R — R—sumando directo de W
tal que §(Wp) = 0, vy sea T = Tr{Wy). Sea Ap = (T,W', 6 el bocs inducido y
Fy : RepAy — RepA el funtor absorcion asociado. Sea+X es un médulo S—completo,
AX = (5,WX,5%) el bocs inducido y Fx : RepA¥ — RepA, el funtor reduccion
asociado. Supongamos que Mx € repAy es tal que FpFyx (Mx) = Fy(Mp) = M,
entonces hay una sucesion exacta corta de D — DP—bimddulos

(FoFx), v
E.’z’tAg( {Mx, Mx) - Ext 4 (FoFx (Mx), FoFx (Mx)) — EmtT.R(M,M)

donde v es el morfismo restriecicn de I'V.23. En particular,
dimp (Bzt s (M, M)) = dimp (Batr,e (M, M)) + dimp (Bat 5 (MX,MX)) ..
Demeostracién: Por IV.29 hay una sucesidn exacta corta

).

g .
Emf,ga (MQ,MQ) — ESBt_A(M,M) — Eﬁ:tT,H(M,M)

donde r es un morflsmo suprayectivo de D ~ D?—bimédulos. Como Fp es fiel y
pleno End 4, (My) = D' @rad (End 4, (Me)) donde Fy (D') = D. Luego, Ext 4, (My, Mp)
tiene estructura de D — DP—bimdédulo via el isomorfismo que hay entre Dy IV,
Puesto que (Fp), es una transformacién natural de bifuntores, es también un isomor-
fismo de D — D®-bimédulos. De la misma manera se induce un isomorfismo de
D — DP—bimédulos '

(Fx)' : Eﬂ)t‘on (Mx, Myx) — Exty, (Mg, My) .

|
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Teorema 38. Sea A = (R, W, 8} un bocs K-R con R = Dy x .. x D,, donde cada
D; es una k—4dlgebra de division de dimension finita, Sea e = {e1,....e.) el vector
de idempotentes correspondiento o 1y = 3% e la descomponicidn candnica en
idempotentes centrales ortogonales de R. Supongamos que k es perfecto y Wy es de
k—~dimension finita. Sean L, N ¢ repA tales que Exta (N,NY =0y Exta (L, L) =0,
Si Ly N son Inescindibles, entouces ¢ ~ diml, = e - dimN siy solo si L = N on

RepA.

Demostracién: Por observacién 112, si L& N en RepA entonces e — dimf, =
e — dimN.

Sea = el orden lexicogrsfico en Z x Z. Realizaremos la prueba de s suficiencia
por inducciéa sobre (| Lijo, dimy (Wo)) con el orden < .

Pero antes veamos que por IV.36 diml = ¢re — dimJ, ydimN = cye — dimN, asf

2
que por observacién V.2 [|N]jp = (4_;}) 1L ljo.

81 [Lllo = 0 entonces Endy, (L) = Endagay (L), asf que L inescindible en RepAd
implica que L es inescindible en. 2— M od, por lo que L es de la forma D = e R Sitn-
ilarmente concluimos que N es de la forma e;R. Como las endolongitudes coinciden
i=j. :

Supongamos cierto el enunciado para todo bacs A4' = (&, W, 8", como en el
enunciada, ¥ todo par de inescindibles [/ V' € rep A’ tales que (|1 llo, dimny, (W5)) <
(Il Llle, dimy (W3)) . Supongamos ahora que [[Lflo = n y dimg (W) = m + 1. Por
triangularidad existe un £ - R~subbimédulo 6 ¥ W5 de Wy tal que § (W) C W,

St g —diml = (L, .., iy, 0, Ly, o du), por I3 podemos usar eliminacion de
idempotentes: sean € = 1 — ¢, Ae = (R, W, 8.}y F. : RepA, — RepA.

Por IIL.3.2 y 11141 hay objetos I/, N' € TiepA; tales que FL.{L') = L y F AN =
), los cuales cumplen que e — dim// — byl b, o0 b)) = e — dimNY, Puesto
que dimy ((W,),) = dimy (eWoe) < dimy {Wo}, a! menos podemas suponer que en
¢ — dim/ no hay ceros. Con esto en mente analicemos las diferentes posibilidades:

1. Sean 8y imyectivo y §(W3) = WM. Por I11.4 tenemos un bocs

A, = (R, (Wo/WhH @ (Wl / W,(I)) ,6,) y ¢l funtor regularizacién &, : RepA, —
RepA. '

Como (ker 8) N Wy} = 0, por 111 7 F, es denso. Sean [/, N € repA, tales que
F(L)=L,yF (N)=N.

Por 11142 ¢ — dimZ/ = £=dimN', Como dimy, (Wy /W) es menor que m + 1,
por hipétesis de induccién I' = V. Come Fr es un funtor L =2 .

TESIS CON
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2. Supongamos que Ker (6) N W] # 0, luego hay idempotentes primitivos cen-
trales ortogonales ¢; y e;, donde 4 no necesariamente es distinto de j, tales que

e: (Ker (§)NWhe; # 0 Por comodidad sea WY = e, (Ker (5) N\ WE)e;.

Por IIE.37 tenemos una descomposicién de R~ R—bimddulos Wy = WD(I) eaWém.
Sean e = e;+e;—ee;, ¢ =1—e, B =R, T =Ty (Wél)) y1T'=T.p (Wé”) )
Por lema [L31 TV T, y que T = T' x Tup (e'Wél)e') =T x¢R

Por 1V.23 hay un epimorfismo r, y corolario IV.31.3 un isomorfismo o :

2 o
Exts(L,L) — Extrp(L,L) = Ezty(L,L) = Ezxtp(el,el).

Por hip6tesis Extq{L, L) = 0, asi que Exty {eL,eL) = 0. Como en & — dimL
no hay ceros, se sigue que % # 7. _

Como vimos antes eydim (L) = e dim (N}, asf que por IV.33 ey {eL) = ¢;, (eN)
como T'—méddulos, por lo que aparecen las mismas clases de isomorffa de ine-
scindibles en sus descomposiciones. Por observacién IV.2 ey (L} 2 ¢, (N) como
T—médulos.

Sean ®&Y_ m, X, ZeLy ®Y_n,X, = eN descomposiciones en suma de 7'—m6-
dulos inescindibles, tales que si u # o' entonces X, % X,. Sin pérdida de
generalidad digamos que {¢, 7} = {n —1,n} ,asfque e’ = €| +eh+ .. +é,_sesla
descomposicién candénica en idempotentes ortogonales, primitives y centrales
Dado que ey (L) = ¢, {N) como T—mddulos, se sigue que cymm, = crn, ¥
ey dimp, (€L} = ¢p dimp, (e, N), parav e {1,..,q} y h € {1,...,n —2}.

Sea v X = (&% _, X,)® R'. Por 11123, 1I1.25, I11.33 y I11.38 X es S—completo y
S—triangular, donde § =8 x R/, §' = §; x ... x &, v, como era de esperarse,
Si & (Endy (X5) /rad (Endp (X3)))%

Sea Ap = (T, W', §) el boes inducido por WM y sea Fy : RepAg — RepA el
correspondiente funtor absorcién, Sea A¥ = (8, W*,6%) el bocs inducido por
X ysea Fx : RepAF — RepAp el correspondiente funtor reduccién asociado a
X

Sean Ly = F;'(L) y Ny = F;1(N). Puesto que como T—mdédulos Lp &
X @5 (B2 m,S)®el)y Nog = X ®g ((0!_n.5.) D e'N), por II1.17.1 hay
objetos L', N' € RepA¥ tales que Fyx (1) = Ly y Fx {N') = N,.

Sea lg = Y 1_, fy la descomposicién en idempotentes ortogonales centrales de
S, por lo tanto & = (f1,..., fy, €1, - ., €n—2) €5 un vector de idempotentes para
AF
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Argumentando como antes tenemos que m, X, = X, ®(m,S,) , luego dimg, f, L' =
m,.

endimg (L'} = ey (s, ..., my, dimp, (€} L}, ...,dimp,_, (e’n*gL))
= (‘ﬂ-}, ‘...,'nq,dimpl (ele) ,.H.‘.,dirﬁp“’_2 (6:.‘__2N))
= cpdimg (V')

Por fidelidad y plenitud de los funtores reduccién y absoreién cy = ey ¥ € =
ey, lunego, por observacién IV.2 y IV.36 ¢” -~ dimI/ = e’ — dim V",

Por IV.37 hay un monomorfismo:

(FaFx),
0 — E:I:t‘Aé: (L, L7 - Exta (FoFx (L), FyFx (L)) & Euxty(L,L).

Se sigue que Extqx (L, L') =0y Ext x (N',N') = 0.

Como ¢ — diml no tiene ceros, g (Wél) &g L, L) # 0. Luego, por IIL83 y

11121, tenemos que ||L'[s < n, asf que por hipétesis de induccion L' &= N, y
asf L= N.
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Capitulo V

Familias parametrizadas de
representaciones.

V.1 Subalgebras mansas y médulos generadores.

Definicién 1. Sea @ un anillo. @) es un anillo de cocientes si todo elemento regular
de @ es una unidad. Un subanillo O de @} es un orden izquierdo si cada ¢ € @ es de
la forma ou™! para o,u € O. Un orden derecho es definido andlogamente; y un orden
izquierdo y derecho es un orden.

Definicién 2. Sea Z un dominio entero conmutativo con campo de fracciones K. Un
subanillo O de Q serd llamado un orden cldsico en @ sobre Z, o Z--orden enQ, si
Z C 0, 0K = Q y O es finitamente generado sobre Z.

Definicién 3. Una k—4dlgebra R es minimal si existen idempotentes primitivos cen-
trales ortogonales tales que 1p = 3. &;, y para toda i € {1,..,n}, el anillo e;R es
una k—édlgebra de division de dimensidn finita o un Z;— orden para algin dominio
entem conmutativo Z;.

= (R,W, &) es un bocs con R una k—dlgebra minimal, y es tal que Wu =
entonces decimos que A es un boes minimal.

Los érdenes considerados, denotados por O, estardn relacionados con el tnico
mdédulo genérico asociado a un slgebra de Artin hereditaria de tipo de representacion
mango, llamémosla A, por lo que, entie otras, tendrén las sipuientes caacterfsticas:

1. O es un dominio, es decix, es un anillo sin divisores de cero.

2. O es un dominio de ideales izquierdos principales, y un dominio de ideales
derechos principales,

3. Z{(), es decix el centro de O, es un dominio de Dedekind.
4. O es finitamente generado como Z (O) —médulo.

5. Casi todos los A—mddulos regulaies simples estan en cortespondencia biyectiva
con los O—mdédulos simples.
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