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RESUMEN 

La expansi6n de las empresas requiere de un plan de desarrollo 

estructurado. El plan requiere definir las inversiones que deben 

efectuarse, cuA nto, cuAndo y en qué. Para obtener el plan 6pt! 

mo se han desarrollado modelos de planeaci6n de inversiones. R~ 

cientemente en 1973, Hamilton y Moses desarrollaron un modelO 

que hace intervenir tanto las inversiones de capital como la cre~ 

ci6n y cancelaci6n de deuda, emisión de bonos y acciones, re

ducción de capital y pago de dividendos en una corporación con 

varias subsidiarias, donde la central está encargada de coordinar 

los planes propuestos por ellas. El modelo trata el problema ~ 

jo certeza, pudiendo decirse que en general el problema es bajo 

incertidumbre. Hamllton y Moses se avocan al planteamiento y 

no tanto a la soluciÓn. 

l. Esta tesis generaliza el modelo para incertidumbre. 

2. Plantea la soluci6n con el algoritmo de descomposiciÓn de Be,ll 

ders. 

3. Propone y desClrrolla un subalgoritmo para la soluciÓn del pro

blema mixto. Es una generalización del de Lawler y Bel1. 

4. Este algoritmo es aplicable tanto para certoza cumo lnccrtldu'!l 

bre. 
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S. Se ha elaborado un caso al cual se ha aplicado la metodolo-

gia propuesta. 

6. La soluci6n se propone bajo el enfoque de sist~mas, estruct!!. 

rando la recolecci6n de informaci6n, el modelo de optimiza-

ci6n y el modelo dinamico. 

7. Se desarro1l6 igualmente el software de apoyo, resultando en 

un paquete (¡t1l para casos de aplicaci6n real. 
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CAPITULO 

CONCEPTOS GENERALES 

1. l. Introducci6n. 

La teoría del financiamiento de la corporaci6n se ha caracteriza-

do por una confianza extensiva en los anAlisis complejos y sofi~ 

ticados. La s personas que han contribuido a su desarrollo son 
• 

numerosas y frecuentemente ha surgido cierta controversia sobre 

algunos aspectos particulares, por ejemplo Miller y Modiglianl(27) 

establecen que, bajo ciertas condiciones, el costo del capital es 

independiente de la cantidad de deuda que se tenga, mientras que 

los te6ricos tradicionales (7) aseveran que no, si la política de 

dividendos influye o no en el valor de las acciones (9), (40), Y 

sobre si es apropiado o no incluir un factor de riesgo en la tasa 

de descuento, (3), (14). 

Fundamentalmente se trata de responder las preguntas Siguientes: 

l. ¿Qué decisiones deberAn tomarse para distribuir el presupuesto? 

2. ¿ Qué política de dividendos deberá seguir la organizaci6n? 

3. ¿CuAnta deuda deberá tener la organizaci6n en su estructura de 

cnpita I ? 

4. ¿ CuAl es el costo del capital? 
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1. 2. Definici6n de conceptos. 

Se definen a continuaci6n: el precio de una acci6n ordinaria, el 

valor de mercado de una organizaci6n, la incertidumbre, el 'rendl 

miento sistemAtico, el rendimiento no sistemAtico, la diversifica

ci6n, el equivalente bajo certeza, el valor de mercado de la or~ 

nizaci6n bajo incertidumbre, el riesgo financiero de las acciones, 

el costo del capital y la estructura de capital. 

DEFINICION l. Precio de una acci6n ordinaria. Es el valor pr!,! 

sente de los dividendos que se percibirAn por el hecho de poseer 

una acci6n más lo que se obtiene cuando ésta se vende. 

DEFINICION 2. Valor de mercado de una organizaci6n. bajo cer

teza. Es el valor presente del pago total de dividendos. 

DEf'INICION 3. Incertidumbre. Es el desconocimiento del resul-

tado de und d,:(:isi6n. 

DEFINIcrON 4. Rendimiento sistemAtico. Es la parte del rendi

miento total que tiene correlaci6n perfecta con el rendimiento del 

mercado. 

DEFINICION 5. Rendimiento no sistemAtico. Es la parte del rc.Q. 

dimlento total que no tiene correlaci6n con el rendimiento del 

mercado. 
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DEFINICION 6. Diversificaci6n. Consiste en combinar va lores 

cuyos rendimientos no estAn totalmente correlacionados de tal 

manera que la variancia del rendimiento no sistemAtico de la ca..!: 

tera disminuye sin disminuir el rendimiento total esperado. 

DEFINICION 'l. Equivalente bajo certeza. Es la mínima canti

dad bajo certeza, que se estA dispuesto a aceptar a cambio de 

una situaci6n con incertidumbre que se posee. 

DEFINICION 8. Valor de mercado de una organizaci6n bajo in

certidumbre. Es el equivalente bajo certeza de la utilidad espe

rada del valor presente del pago total de dividendos. 

DEFINICION 9. Riesqo financiero de la acci6n. Es el incremen 

to en riesgo por acci6n, derivado de que lo que tiene la organi

zaci6n no es poseído totalmente por ella. 

DEFINICION 10. Costo del capital. El costo de capital para una 

inversi6n es la mAxima tasa de rendimiento que los inversionistas 

podrían obtener en cualquier otra parte en inversiones de riesgo 

equivalente. El costo de capital de la organizaci6n es un prorn~ 

dio ponderado de los costos de los proyectos individuales. Sien

do los pesos los valores relativos de mercado de los proyectos, 

DErINIcrON 11. Estructura de capital. Es el cociente del Pil-
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sivo entre el capital social, o sea lo que se adeuda entre el 

capital propio. 

I. 3. Estado actual y objetivo de la tesis. 

1. 3. 1. Estado actual. 

Un pa so importante en los problemas de inversión de capital lo 

fue el procedimiento de Joel Dean (47), el cual consistía en cal 

cular la tasa interna de rendimiento para cada proyecto de inver

sión,y ordenar estos proyectos en orden decreciente según este 

criterio. Se van aceptando los proyectos hasta que se agota el 

presupuesto o la tasa interna de rendimiento es menor que el 

costo del capital. 

El procedimiento de Dean solo garantiza un resultado óptimo si 

se satisfacen las hipótesis que él establece: certeza perfecta, 

mercado perfecto de capital, funciones continuas de inversión y 

una independencia estricta de los proyectos de inversión. 

Lorie y Savage (48) mostraron claramente porqué el criterio de la 

tasa de rendimiento debe fallar cuando: i) los proyectos que se 

est~n evaluando no son independientes', 11) el flujo de dinero de 

un prOYL'cto tiene cambios en signo y 111) el presupuesto se en-

c'..;,'ntra limiti'ldo en m~s de un período de tiempo. Lone y Save)gc 

fu<!ron ~~apaces de desarrollar procedlmwntos alternatJvos satls 
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factorios para los casos i) y ti), sin embargo, no tuvieron 

éxito con el ca so iU) • 

Para el caso de un período de inversi6n, su procedimiento con

sistía en calcular el valor presente neto de cada proyecto y el 

valor presente de la invers16n, hacer el cociente entre esas dos 

cantidades y ordenar los proyectos según ese cociente en orden 

descendente hasta agotar el presupuesto. Para el caso de va

rios períodos, su método consiste en calcular el valor presente 

neto de todos los proyectos y el valor presente de las inversio

nes en todos los períodos. Escoger un proyecto, y calcular el 

cociente del valor presente neto entre la inversi6n en un período, 

para todos los perfodos. Se aceptan todos los proyectos cuya 

diferencia del valor presente neto menos la suma de los produc

tos de la inversi6n en un período por su cociente correspondien

te es mayor o igual que cero y se rechazan los que dicha dife

renci.a la tengan negativa I siempre y cuando no se viole ninguna 

restricción presupuestal o queden sobrantes que puedan utilizarse 

en proyectos adicionales. Por lo dnterior se ve que se trato de 

un método de ensayo y error. 

Weingartner (54) encuentra que para proyectos indl" sib\c::; el pr~ 

cedimiénto de Lorle- Savage no funClOnCl ~1 ¡;,"UI el Cii 5(1 .k un 

solo períodú. El formula modelos tanto de programación I¡¡¡cal 
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como de programaci6n entera para resolver los problemas deter-

rnini:>tas de pcúyectos dependientes, independlentes, divisibles 

e indivisibles. 

Se presenta ahora una clasificaci6n que hace Ochoa (S 1) respec-

to a los modelos de selecci6n 6ptima de inversiones. 

Modelos de 

selecci6n 

6ptima de 

inversiones 

Proyectos 
dependientes 

Independientes 

Un perfodo 
de inversi6n 

Varios perIodos 
de inversi6n 

Proyectos 

Modelos 
determinlsticos 

Modelos 
estocásticos 

de inversi6n 
continua. 

Inversi6n discreta. 
Mixtos. 

Los proyectos dependientes pueden a su vez subdividirse en: 

económicamente dependientes 

tec nológ icamente dependiente s 

operac1onalmente dependientes 

mutuamente exclusivos 
contingentes 
compuestos 

Se consideran como proyectos econ6micamente dependientes aque-

¡¡(lS para los r:uales la erogaci6n y recuperaci6n total de proyec-

tos individuales se ve. afectada por la aceptación de otros pro-

yectos. 
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Proyectos mutuamente exclusivos son aquellos que no pueden llg, 

varse a cabo slmultaneaTllentp., r'x ejemplo dlsei'\os altem"3tivos 

para un puente o la selección de entre diferentes sitios posibles 

para la localización de la cortina para una presa. 

Proyectos contingentes son aquellos que solo tiene sentido inver

Ur en ellos si se cuenta con la aprobación del otro (u otros) prQ 

yecto. Por ejemplo la inversión en una nueva planta no se pue

de hacer sin tener previamente la energía eléctrica disponible a 

través de otra inversión. 

Proyectos compuestos son aquellos que constan de un proyecto 

principal y varios contingentes, de tal manera que el grupo pue

de considerarse como mutuamente exclusivo respecto a otros pro

yectos o g!"1.1pOS de proyectos. . 

En los modelos estáticos, la decisión de invertir se toma en un 

solo tiempo, y los proyectos seleccionados se inician simultane~ 

mente. Por ejemplo, la inversión en proyectos a realizar en un 

solo ejercicio fiscal. En los modelos dinllm1cos es permisible 

diferir las inversiones a períodos posteriores en el horizonte de 

pIa neaci6n. 

enlonces, puode docaso quo t'n cu,1nlo un problema Ul) 1I1V/JI:Jl( 1 

se define, el paso siguiente es {oL.lular un modelo matcmjt¡co 
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que represente la estructura esencial del prOblema y sea suscep-

tibIe de resolverse mediante la aplicación de un cierto algoritmo 

computacional. El caso determinista se ha estudiado tanto en la 

formulación de modelos por Weingartner (48), Reiter (47), Ochoa (30), 

etc. , como en la generaci6n de algorlttnos de cómputo por Dantzlg (46), 

Bellman (45), Geoffrion (49), Balas (44), Lawler y BeU (22), Shapiro (53), 

Mao (2 S), Ochoa (30), Gomory (50), etc., en programación lineal, 
. 

programaci6n dinámica, programaci6n entera, algoritmos de enume-

raci6n parcia 1 y de ramificar y acotar. 

Ahora se verá el caso con incertidumbre. 

En primer lugar se analiza la aceptaci6n o rechazo de un solo pf2. 

yecto. Procedimientos crudos Que se han utilizado en la práctica 

son el método del perlodo de recuperación y del valor esperado. 

Mao (25) concluye que es erróneo el utilizar el perlodo de recu-

peración como cdterio para aceptar o rechazar una lnversión deb.,! 

do a que 10 el método considera como detenninista lo que ocu-

rre desde el inicio de la inversión hasta que se recupera ésta y 

2° no considera lo que puede ocurrir después que se ha recupe-

rado la inversión. Welngartner (SS) concuerda con Mao, pero 

analiza el hecho que ha pesar de ser erróneo el método, en la 

pr~ct1ca se ut1l1za con mucha frecuencia, y concluyo que os de-

hldü u que el perCodo de recuperoclón puedo considerMso como 



10 

indicador de aspectos que le interesan mucho al inversionista 

(tiempo en que recupera su capital) por 10 que aCm cuando no d~ 

berá considerarse como criterio de selecci6n si es conveniente 

introducirlo como restricci6n en métodos más elaboré:\90s. Mao 

analiza también el método del valor esperado, el cual es erróneo 

en todos los casos en Que el inversionista no tiene aversi6n neg 

tra al riesgo. 

Fonnas m~s elaboradas para aceptar o rechazar un proyecto lo 

constituyen el enfoque de HlIl1er (15) quien obtiene la dlstribu-

c i6n de probabilidad del valor presente neto de la inversión o de 

su tasa interna de rendimiento por medios analíticos. Al año si

guiente I 1964, Hertz (56) sigue el mismo enfoque de Hl111er pero 

utilizando simulaci6n para obtener la distribución de probabilidad. 

Aplicaciones de estos métodos se encuentran en Pouliquen (34) y 

Reutlinger (36). 

Modelos para considerar varios proyectos. En primer 1 ugar pue

de considerarse el modelo de Markowitz (57), Quien utiliza la m~ 

dia y la variancia para obtener una frontera eficiente y para la 

selección, obtener aquella cuya utilidad esperada es m~xima. 

A continuación se tiene el modelo de Farrar (58) I el cual m,ltem~ 

tlcamente coincide con el de Markowitz, pero no obstante ello, 
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el enfoque es totalmente diferente. Markowitz utiliza la funciOn 

objetivo para obtener la frontera eficiente haciendo variar el par! 

metro en ella, mientras que rarrar la deriva de una funciOn util1-

dad cuadrática, maximizando la utilidad esperada. Un error que 

tuvo Farrar explica porqué pudo llegar a una funciOn objetivo que 

depende de la media y la variancia. Schoner (59) corrigiO el error 
" 

de rarrar y mostrO que cuando la funciOn utilidad es exponencial 

negativa y la distribuciOn normal, se llega a una funci6n objetivo 

de ese tipo. 

La funciOn utilidad esta basada en el trabajo de Von Neumann y 

Morgenstern (60) (Apéndice s n. 1 y n.2). Posteriormente Pratt l331 

hace un análisis de las funciones utilidad dependiendo del compo.! 

tamlento de l inversionista. 

A partir de este punto, puede decirse que existen tres tipos de 

trabajos desarrollados en problemas de inversiOn de capital bajó 

incertidumbre. 

1 ° MaximlzaciOn del valor esperado 

2° MaxlmlzaciOn de la utilidad esperada 

3° Arboles de decisiOn y decisiones secuenciales. 

Dentro del primer grupo se pueden citar los trabajos de: N~slund (61) 

Quien utiliza la técnica de restricciones aleatorias, la cuol.consU> 
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te en sustituirlas por sus equivalentes bajo certeza. 

Byrne, Charnes, Cooper y Kortanek quienes en (62) utilizan la técni

ca de restricciones aleatorias y en (63) una combinaci6n de la técni

ca de restricciones aleatorias con programaci6n lineal bajo incertidul!!. 

breo En la programaci6n l1neal bajo incertidumbre el problema se di

vide en dos etapas. Es necesario considerar lo que cuesta el que las 

restricciones sean violadas debido 'a la aleatoriedad. 

Lo interesante de los trabajOS dentro de este grupo es no tanto el he

cho de que maximicen el valor esperado, lo cual es vAlido únicamen

te cuando la aversi6n al riesgo es neutra, sino la formulaci6n de las 

restricciones y la técnica de soluci6n. 

Dentro del segundo grupo pueden considerarse los trabajos de: HilUcr 

(64) quien maximiza la utilidad e.sperada, pero que en su trabaja no 

trata el tema de las restricciones y Adelson (65). 

En el tercer grupo pueden citarse a Raiffd f35) Schlaifer (39) y Mao (25). 

Se considera el concepto dl~ ~rboles de decisi6n para considerar las 

diferentes decisiones en el tiempo, las cuales estAn interrelaciona

das, pero como criterio de selecci6n se continúa maximizando la uti

lidad esperada. 

En 1973, se tiene un modelo de optimizaci6n para la planeac16n fln",!!. 

cJeratde la corporaci6n de H,1mllton y Moscs (1:'. LsIl' modele' COTl-

junta tanto los asp..?ctos de selecciÓn de lnverSlones de ~',lpJtol como 
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los financieros, pero es determinista. En este modelo se maximiza 

Al rAnd1miento por a~ci6n. Como resultado se obtienen las inversio

nes que deben efectuarse y su forma de financiamiento. 

1. 3.2. Obj etivo de la Tesis • • 

La motivaci6n para el desarrollo de este trabajo fue la convenien 

cla de generalizar para incertidumbre el modelo de Hamllton y MQ 

ses. En esta tesis se ha hecho precisamente eso, manejando la 

funci6n objetivo para diferentes comportamientos de aversi6n al 

riesgo. 

Asimismo I se atac6 el problema de la resoluci6n bajo incertidum

bre derivado del trabajO de Hamilton y Mases. Estos autores no 

hacen mayor énfasis en el método de soluci6n de su modelo. De.,! 

de luego que su contribución grande fue la de modelar I pero no 

en el sentido de resolver, por lo tanto en esta tesis se ha dado 

especial énfas~s al problema de soluci6n. El método propuesto 

se aplica tanto al caso de certeza de Hamilton y Mases como al 

de incertidumbre presentado en el documento. 

Se utiliz6 el algoritmo de partici6n de Benders (l), el cual utili

za un problema auxiliar que en cada iteraci6n crece en el nÚmero 

de re striccione s. El algoritmo de Senders se public6 en 1962, 

propone la descomposición de un problema rnixto en un problema 
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de programación lineal y otro que consiste de variables enteras y 

una variable continua lrrestricta en signo, pero no da métodos de 

solución para este Clltimo problema. 

Revisando la literatura, en la tesis doctoral de Ochoa Rosso (30), . 
unn pcsible solución eR el considerar la variable contfnua como 

entera y utilizar el algoritmo de GonzAlez Zubieta, sin embargo, 

se considera necesario desarrollar un algoritmo ad hoc. Este al-

goritmo constituye una generalizaci6n al caso de programaci6n en-

tera de Lawler y BeU (22), ya que ellos resuelven el problema en 

tero o binario, pero no consideran el problema mixto. Se propone 

también un mecanismo de reoptimizaci6n cuando nuevas restriccio-

nes se ai'laden al problema original. 
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2. De dependencia en las inversiones. 

3. De financiamiento asoci1\do con ciertas estrategias 

exc lusivamente. 

4. De pago anticipado de la deuda. 

5. Referentes a la reducción de ~p1tal. 

H. 5. Resoluci6n del modelo utilizando el algoritmo de descomposici6n 

de Senders. 

n. 6. Algoritmo para resolver un problema de programaci6n mixta. 

II. 7. Modelo DinAmico. 

n. 8. Subsistema de optimizaci6n . . 

11. l. Modelos de Planeaci6n de la Corporaci6n. 

Este es un campo donde el interés es creciente y el cambio dra-

mAtico. 
(29) 

Naylor y Schauland identificaron en 1975 mas de 

2,000 corporaciones en los Estados Unidos, CanadA y Europa 

que estaban usando, desarrollando o planeando desarrollar un 

modelo de planeación de la corporaci6n, siendo en 1969 menos 

de 100. Encontraron que los beneficios de la utilizaciÓn de es 

tos modelos en una muestra de 346 corporaciones fueron 

ConsideraciÓn de mayor número de altern--tlva s 78~~, 

Mejora en la callddd de las deCisiones tomadils 72'X. 

PlilneaclÓn mAs efectiva li5~ 



18 

Mejor comprensiOn de la empresa y su ámbito 

Decisiones más rápidas 

InformaciOn en el momento necesario 

Mejores pronOsticos 

Ahorro en costo 

50% 

48% 

44% 

38% 

28% 

Una de esas aplicacionelt es la realizada por Hamilton y Moses 

(12', (13). El estudio lo efectuaron para una corporaciOn que 

cuenta con 50 subsidiarias, donde cada subsidiaria elabora anual 

mente planes, constando de diferentes conjuntos alternativos de 

estrategias, debiendo la central seleccionar de entre estos pla

nes los que conduzcan al logro de los objetivos de la corporaciOn. 

Las estrategias las clasifican de la manera siguiente: 

Estrategias de momento, las cuales reflejan la continuaciOn de 

las actividades presentes. 

Estrategias de desarrollo, reflejan los efectos incrementales de 

todos los cambios propuestos en las estrategias de momento. 

Estrategias financiera s, reflejan las oportunidades alternativas ~ 

ra financiar las actividades existentes y las propuestas. 

Estrategias para dejar de invertir, reflejan la desconUnuacl0n de 

una estrategia existente de momento, vendiéndola a un agf'nte e.xtcrno. 
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Estrategias de adquisiciÓn, reflejan formas alternativas de incor-

porar nueva s compaf'ltas. 

n. 2. El sistema. 

Se sugiere un sistema integral que consta de los subsistemas de 

optimización y de información relacionados como se muestra en 

el siguiente diagrama. 

GERENCIA 

DE LA 

CORPORACION 

¡ 
SUBSISTEMA --ti SUBSISTEMA 

DE DE 

INFORMACION OPTIMlZACION 

l 
GENERACION DE REPORTES 

Se analizarAn cada uno de los subsistemas. 

Ir. 3. Subsistema de Informaci6n. 

Consiste de dos fases, la de desarrollo y la de operaci6n. 1/1 

de desarrollo tiene tres eta~s: la de planeaclón. ev~ IUdclón y 

diset\o. 
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FASE DE DESARROLLO FASE DE OPERACION 

a} b) c) 

Etapa de Etapa" de Etapa de 
PlaneaciOn EvaluaciOn Disefto 

FASE DE DESARROLLO 

a) La etapa de planeaciOn consiste en definir los datos requeridos 

en el subsistema de opÚmizaciOn y contestar las interrogantes 

siguientes: 

10 ¿ Sera un modelo de planeaciOn financiera a largo plazo? 

2 o ¿ Si el modelo se desarrolla exitosamente la gerencia lo 

usara en su proceso de toma de decisiones? 

Ademas en esta etapa la gerencia establecerá claramente el U-

po de reportes que desea y la frecuencia de ellos (semanal, 

mensuul o anual) y especificara cuando necesita que el siste-

ma esté operando integralmente. 

b) En la etapa de evaluaciOn se responder6n las preguntas s.1gu1en 

tes: 

1° ¿Es factible hacer el subsistema? 

2° ¿ Quién lo desarrollarA? 

3° ¿ Quién lo operarA? 
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4° ¿Deberá ajustarse el subsistema al equipo de cómputo di~ 

ponible? 

S° ¿ Cuánto costará en función de personal y tiempo de má

quina? 

6° ¿El valor de los beneficios potenciales excederá el costo 

para desarrollar y operar el subsistema? 

c) Etapa de Diseflo. En ella se 

1 ° IdentificarAn las relaciones' financieras y los insumo s nece 

sarios. 

2° Especificarán las reglas especiales de decisión y 

3° Estableceré la forma Usica en que los resultados se trans 

mitirén a los otros subsistemas (impresa, en grc\ficas o 

por pantalla). 

Fase de Operación 

En esta fase ",1 ~',:::,slstema que se haya dlser"lado estara funcio

nando. Se recoplldran '.' procesaran el balance, el estado de 

p6rdldas y ganancias, lC's cuadros de usos y fuentes de f()ncks 

para todas las estrate;;13s, calt::ndarlo de pagos, restrlcciorles :;~ 

bre el uso de los fondos y costo del financiamiento, función uti

lidad y distribuciones de probubl11cad para enviar la lnform,IC¡til\ 
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4° ¿Deber~ ajustarse el subsistema al equipo de cómputo di.§. 

ponible? 

S° ¿ Cuanto costara en función de personal y tiempo de ma

quina? 

6° ¿El valor de los beneficios potenciales exceder6 el costo 

para desarrollar y operar el subsistema? 

c) Etapa de Diseflo. En ella se 

1 ° Identificaran las relaciones financieras y los insumos necQ 

sartas. 

2° Especificaran las reglas especiales de decisión y 

3° Establecera la forma Usica en que los resultados se tran.§. 

mitirAn a los otros subsistemas (impresa, en gra.ticas o 

por pantalla). 

Fase de Operación 

En esta fase el ~'J~Slstema que se haya disel'\ado estaré funcio

nando. Se recopllaran ',' procesaran el balance, el estado de 

pérdIdas y C;;anancias, les cuadros de usos y fuentes de fond,.)s 

para todi'ls las estrale:;13s, calendario de pagos, restricciont:'S s2, 

bre el '..lSO de los fondos y costo del financiamiento, función uti

I1dad y dlstrlbuClUnes de probablliclad para enviar la lnIOrTTldC1611 
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necesaria al subsistema de optimizaci6n,. el cual regresarA los 

resultados que serviran para generar los reportes que la gerencia 

considere útiles para la toma de decisiones. 

II.4. El modelo. 

En este modelo se reflejara el rango completo de decisiones fi

na'ncieras, inc'luyendo el presupues"to intet~o del capital, adquisi

ci6n de equipo, creaci6n y cancelaci6n de deuda, emisi6n de bo

nos y acciones, reducci6n de. capital y pago de dividendos. Se 

trata de un modelo de programación mixta que selecciona los pro

gramas de financiamiento y de inversi6n 6ptimas en un horizonte 

de planeaci6n. 

Se debera iniciar con la definici6n de los objetivos de la corpo

raci6n, los que se traducirán en un conjunto de metas cuantifica

bles y sus correspondientes medidas de efectividad. Podrían ser 

ganancia, porcentaje que se tiene del mercado, empleos qenera

dos, satisfacci6n del cliente, etc., algunos de los cuales están 

en conflicto. Existen varias formas de atacar este problema. 

Una es seleccionar el objetivo mas importante, tomAndolo en la 

función objetivo y los dema s considerarlos como restriccione s donde 

se obliga la satisfacci6n de niveles de aspiración: otra serta proC]ro

mc1clón interactiva de metas y un tercer nnfoQufl mediante la determJ

/MeJón de una función utilidad con atributos múltiples. (19), (20), (21) 
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En este trabajo se -recomienda este tercer enfoque utilizando el 

procedimiento de reducción que se presenta en el apéndice II. 5. 

El procedimiento consiste en ir reduciendo la complej idad del 

problema: De un problema con incertidumbre y objetivos mCllti

pIes se pasa a uno determinista con objetivos múltiples y de 

ah! a uno con incertidumbre pero con un solo objetivo. 

A continuaci6n se considerarA como si la corporaci6n tuviera un 

solo objetivo, ya que de no ser as! es posible reducir el pro

blema a esa situaci6n. 

lI.4.1. Funci6n objetivo. 

Se desea maximizar la utilidad esperada del valor presente neto 

de la organizaci6n. O sea 

max z = utilidad esperada de t (ingreso de las estrategias) -

(costo de la deuda a largo plazo) - (costo de la deuda a corto 

plazo) - (dividendos pagados a las acciones preferentes) + (caD. 

tidad que se obtiene al pagar anticipadamente la deuda a largo 

plazo) } 

Al hablar de utilidad esperada se estcl conjuntando tanto la ln-

certidumbre en los eventos como la preferenCia del decisor. P,-,-

ro para su anAlisis es conveniente considerarlas por separado. 

midiendo la incertidumbre con la probabilidad y la preft!rencll\ 
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con la utilidad. 

l. Incertidumbre. 

Se considera como variable aleatoria aij, el ingreso de la es-

trateg1a j en el ai'io i, donde J-l, ... ,m e i=0,l,2, ••• , ti, 

y las demás variables, costo de la deuda a largo plazo, costo 

de la deuda a corto plazo, dividendos pagados a las accione s 

preferentes y cantidad que se obtiene al pagar anticipadamente 

la deuda a largo plazo, como deterministas. 

2 
Es necesarlo determinar la media .M ij Y la variancia Úij de 

Como 

donde 

a 1j = f ij ( h l' h2 , ••• , hp ) 

h 1 = precio del producto en el mercado 

h 2 = demanda del producto 

h = porcentaje del mercado al que se vende r 

Una manera de lograrlo es obtener la media y la varlancia de 
• 

las variables- hr estimándolas directamente o a partir de su 

distribución de probabilidad. La distribución se puede obtener 

ajustando una curva a un histograma si se cuenta con datos, 

o bien obtenerla de manera sub;etiva (34), (36), (38), o una 

combinaci6n de datos y op1n.16n do los expertos. 
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Sean mr y S; la media y la variancia de la variable hr • 

Mediante una expansiÓn de serie de Taylor multid1mensional se 

puede hacer una aproximaciÓn de segundo orden (SecciÓn 2.4.4. 

de Benjamín ~nd Cornell (2)). 

2 
• 1 P P d f ij 

AsíP,iJ= f ij (ml,m2, ... ,mp>+.2~1 ~l Glhrh¡ 
COy [hr/hsJ 

(m l' •.. , mp) 

sl los coeficientes de variaciÓn Sr/mr y las no linealidades de 

{lJ no son grandes el sec¡undo término es despreciable. 

La aproximaciÓn de primer orden de la variancia de alJ es 

si las hr son independientes I entonces 

e 2 i. P () { ij I 82 
V iJ - L --;-n:- r 

r = 1 u r (m 1 I • • • I m p ) 

2 
Otra forma de obtener ,,6iJ y ÚiJ es agrupar las variables 

cependientes de tal manera que 

f lJ ( h 1 I ... I hp ) = g 1 + 9 2 + ... + 9 q 
'-

Obtener las d1stribucior.as de probabllidad de gi"" I 9 q (para 

su obtención puede utilizarse lo expuesto en la secc16n 9.7 de 

SchlaHer (38)). 
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Teniendo la distribución de las variables gr se calcula su m~ 

d1a y su variancia, nr y sr 

Entonces 
q 

J..L ij = L nr 
r= 1 

y la varianc1a 

2 q q 

Uij = L 2: cov (gr- g~ 
r= 1 s = 1 

si las variables gr son independientes entonces: 

Una tercer manera de obtener p'ij y O1J es estimarlas direc

tamente, como propone Hlll1er [15 J . 

Se considerará desde este momen~ que las #iJ y Ó ij ya se 

han determinado. 

El valor presente de la estrategia es: 

n i 
VP

J 
= L ai/O + r) donde r es la tasa' de interés que re-

í = O 

fleJa propiamente el valor del dinero en el tiempo para el inver-

sionista. 

Esperanza dQ E[v~1 
n . :Ir;=- ~i/ll .. r)' ,-o I 
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Vnriancia de VP
j 

• 

Slgule ndo a Hillier (lSl Y a Mao (2Sl se considerará n tre s ca so s • 

al las alj son independientes 

2 2 ft
1 

/ (l + r) 1 

b) las a 1j tienen correlaci6n perfecta 

r = L ~ / (1 + r)i, 2 ( n J 2 
\J VPj i = O 

cl un caso intennedio en que nI son independientes ni totalmen-

te correlacionadas las variables aij 

2 LL [ "iJ' "kJ J (1 + r)1+k ~PJ = COy / 
k 

Distribuci6n de VPj . 

Puesto que VP j es la suma ponderada de las variables aleatoria s 

a iJ' su distribuci6n será nonnal si las ai) son nonnales o se 

aproximarA a la nonnal en caso que no lo sean aplicando el teo-

rema del límite central. (ACm cuando la distribuci6n no sea nor-

mal, las ecuae iones de 

2. Preferencia del decisor. 

2 
~'p , ) 

son vA l1da s) . 

Se consIderarA que la preferencia del decisor para diferentes eve!!. 

tos puede medirse util1zando una funci6n utilidad basada en los 

axiomas de Van Neumann y Morgensten. (Ap~nd1ce 11. 2). 
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El comportamiento del decisor puede clasificarse como: 

BQsqueda Je tiesgo 

Neutralidad al riesgo 

{

AVerSi6n creciente 

Aversi6n al riesgo Aversi6n constante 

Aversi6n decreciente 

Como a cada tipo de comportamiento le corresponde una funci6n 

utilidad diferente se desarrollara su funci6n objetivo correspon-

diente. 

3. Funci6n objetivo cuando el decisor esta buscando el riesgo. 

Funci6n utilidad. u (xl = x2 + bx b ~ O, x ~ - ~ 

la utilidad e sperada e s E u (x) = E (x 2) + b E (xl 

2 2 
como 0x = E (x 2) - (E (x) ) 

entonces [u(x) = ¿ + (E (x»2 + b E (x) 

2 
= r: + (E (x) + b) E (x) 

x 

luego la funci6n objetivo serA 

2 
Max Z = (E (x) + b) E (x) + ( 

x 

donde E (x) = un estimador de E (x) 



29 

n 

L - (t-p) htp W..(p1 -~ l/O + r) t 
k 

Qkt (l-rct) Vkt -

n t n t-1 t 
-¿ 1/(l+r)t p~ bp p + L 1/(1 +r)t L ~ q{p+ 1 

glp ( 
t = 1 P t = 1 j 

lo cua 1 puede escribirse comq 

E (x) .. A-B-C-D-E+F (las expresiones que permiten -el cAlculo de 

B,C,D,E y F se tomaron del modelo de Hamilton y Moses (12). 

donde A = Esperanza del valor presente neto del ingreso de las 
estrategias 

x . 

B = Costo de la deuda a largo plazo en valor presente 

C = Costo de la deuda 8 largo plazo en valor presente 
cuando ésta solo puede asignarse a determinados prQ. 
yectos 

D = Costo de la deuda a corto plazo en valor presente 

E = Dividendos pagados a las acciones preferentes en 
valor presente 

r = CantIdad en valor presente Que se obtiene al pagar 
anticipadamente la deuda. 

Esperanza del valor preser:e de la estrategia 

1. . fa no se implanta la estrategia 

II se implanta la estrategia i. 
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r = tasa de interés que refleja el valor del dinero en el tie!!!. 
po para el lnversiontsta 

= es la tasa de interés que se debe pagar a la fuente 
por préstamos efectuados en el período p 

= tasa de impuestos en el período t 

Yjp :: préstamo a largo plazo de la fuente en el perlodo p 

hj p = fracci6n de YjpJ'equertda. como pago constante al prin-

9;.p 

Wj. 
P 

h", 
p 

cipal en cada período 

= tasa de interés que se debe pagar a la fuente .J, por el 
préstamo, efectuado en el perlodo p 

= préstamo a largo plazo que solo puede utilizarse en la 
estrategia ~ 

= fracci6n de w..tp requerida como pago constante al pr1n 

cipal en cada período, 

Qkt = tasa de interés que se debe pagar a la fuente le por el 
préstamo a corto plazo del perrodo t 

Vkt = préstamo a ,corto plazo de la fuente k en el perlodo t 

b p = dividendo que se paga por acci6n preferente en el perío
do p 

P = nCimero de acciones preferentes emitidas en el período p p 

= cantidad que se paga anticipadamente en el período 
de la deuda a largo plazo del perrodo p y fuente 

2 
Y Úx 

n 

=L 
J = 1 

n 

L cov 
k = 1 

si las estrategias son independientes entonces: 

2 
0~ 

n 

= r.'o 
j = 1 

q 

j 
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4. FunciÓn objetivo cuando el decisor tiene neutralidad al riesgo. 

FunciÓn utilidad u (x) = x (Apéndice II. 4) 

FunciÓn obJ etlvo max Z = E (x) 

donde E (x) es la misma que en el inciso anterior. 

S. FunciÓn obJ etivo cuando el decisor tiene aversiÓn creciente al 

riesgo. 

FunciÓn utilidad u(x) = - x2 + a x + c x " a 

se calcula su funciÓn de aversiÓn local al riesgo [apéndice Il.4] 

r (x) '" -
u" (x) 
Uf (x) 

Uf (x) = - 2 x + a 

u" (x) = - 2 

r (x) = 
a - 2x 

2 

Puede verse que mientra s mayor sea la cantidad de dinero ,X, e s 

mayor la aversiÓn al riesgo r(x) I por lo que se considera que 

u (xl representa efectivamente un comportamiento de aversiÓn cre 

ciente al riesgo. 

E u(x)=-E (x2)+aE(x)+c 

= - 0-
2 

- (E (x))2 +ct....E (x) T C 
x 

luego la función objetivo serA: 
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2 
max z = (a. - E (x)) E (x) - U

x 
+ c 

2 
donde E (x), E (x) I Y Ux ya estan definidas en el inciso 3. 

6. Funci6n objetivo cuando el decisor tiene aversi6n constante al riesgo. 

Funci6n utilidad: u (x) = - exp (-x/e) (Apéndice H.4: se excluye 

u (x) = x puesto que se consider6 en el inciso 4). 

Considerando fx (xO) la funci6n densidad normal por lo expuesto 

en el inciso 1. 

ro 
E u(x) = f u (xO) fx (xo) dxO = 

x·=-ro 

ro 2 2 
=-l/(~21t- a;))x =_e:(-xo/c)exP(-[Xo-E(x)J /2~)dxo= 

O 

00 2 2 2 2 
= - 1/( ~2íA Úx) Ix =~:(-xo/c-xo /2 ~ - (E (x)) /2 ~ + 

O 

2 
+ 2 x o E (xl/2 (f:' ) d X o = 

x 

2 - E (x)) -

- ~ / e 2 + 2 E (x) <r! / c} 1 d x') -

2 = - exp ( cr: / 2 c 2 - E (x) / e 1 x 

max E u (x) = max [- exp ( ~ /2 e 2 - E (x) / e il = 

= min [exp ( e: 12 c 2 - E (x) / cil 2 
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= mln ( cr: /2 c 2 - E (x) / c) = 

2 
= max (E (x) / c - o:: /2 c 2 ) x 

si c ~ O la funci6n obJ etivo serA 

2 
max z = E (x) - Ox / 2 c 

7. Funci6n objetivo cuando el decisor tiene aversi6n decreciente al 

riesgo. 

Funci6n utilidad: u (x) = (x + b)-2 x > - b. 

Mediante una expansi6n en serie de Taylor 

u (x)=(E(x)+b)-2 + (x-E(x)) d u (x) \ + 
d x E (x) 

+ [(x - E (x) ) 2 /2 ] + ••. 
\ 

E(x) 

Tomando los dos primeros términos de la serie y obteniendo la es-

peranza 

E u (x) ~ 1 / ( CE (x) ) 2 + 2 b E (x) + b 2 ) 

luego la funci6n objetivo serA: 

min z = ( E(x) + 2 b) E (x) 

Si se toman los tres primeros términos se mejora la aproxi:ndci6n 

2 
E u (x) = (E (x) + b) - 2 + 3 cr x (E (x) + b) - 4 
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por lo que la funci6n objetivo serA ahora: 

Il.4.2. Restricciones. 

l. Restricciones de flujo de fondos. 

En este tipo de restricciones se especifica que la cantidad neta 

al final de cada período t, Zt' deberá ser mayor o igual que 

cero con una posibilidad de al menos 01... , es decir. 

-t=l, ••• , n 

donde Zt es el valor esperado de Zt y Dt es la desviaci6n 

estAndar de Zt. 

donde 

(l - rcl ) + hjl I'jl) - Z (gil c..J
1l 

(1 - f cl ) + hil ...0 il \ -
1 
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y en general 

-L 
k. 

t 

L~ 
j ~ 

(l-r )g R +'Z 
ct ip jpq t-l 

Se supondra que L a ij X
j 

tiene una ,dlstriblc16n nonnal, luego 

Z; = (Zt - Zt) / Dt tendra distribuci6n nonnal estAndar. 

As! p (z* 
r t 

K = 
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De la figura es posible observar que para valores menores que 

K ~ la probab1l1dad aumenta. 

De manera que para tener Pr ( (Zt - Zt) / Dt ~ - Z t / Dt) ~ o( 

basta con que se cumpla que - Zt / Dt ~ Ko<. 

luego' las restricciones quedaran como 

- ~ 
Zt - K 01. t Dt - O t=l, ••• , n 

donde D, = JFU': x j " 

La notaci6n adicional a la que se tiene en la secci6n 3 de 

II.4.1 es 

s" t 

= Flujo de dinero en el perrodo t 
(positivo si es un requerimiento) 

de la estrategia 

= Número de acciones ordinarias que se emiten en el 
período t 

= Pngo de dividendos a una acci6n ordinaria en el perío
do t 

= Número de acciones ordinarias en el período cero 

= Número de acciones en que se reduce el capital en el 
período p 

= Costo de reducir el capital en una· acci6n ordinaria en 
el perIodo 

eX t = Proba bllidad mínima pMa Que se cumplll 1,' restricci6n 
en el tiompo 

Zt = Cantidad neto al I1Ml del perlado 
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2. Restricciones de dependencia en las inversiones. 

Las estrategias pueden ser mutuamente exclusivas, en cuyo ca-

so la restricci6n sera: 

L:= xi ~ 1 donde 
i e M 

M- Ji \las estrategias i son} l mutuamente exclusivas 

Pueden ser contingentes, es decir q~e solo tienen sentido si 

otra estrategia se adopta: 

xi - x
j 
~ O impide la implantaci6n de 

cida la implantaci6n de j. 

a menos que se de-

Las variables Xi son binarias, como se habla mencionado a n-

teriormente. Según sea la dependencia entre las inversiones, 

así seran las restricciones que sera necesario formular. 

3. Restricciones de financiamiento asociado con ciertas estrategias 

exclusivamente. 

Existen ocasiones en que las institucione s solo otorgan présta-

mas si éstos se destinan exclusivamente a un cierto tipo de ac 

tividad, en este caso las restricdones seran 

Wt- p "- /....¡., ÁJlf rft-.p 

donde AtJf es la cantidad máxima dp. financiamiento p:Ud 1<1 

estrategia P en el perIodo p. 
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4. Pago a ntlcipado de la deuda. 

Es necesario asegurar que el pago anticipado total en el hor1zon 

te de planeaciÓn no excede la cantidad que se adeuda. 

~ Rjpq t: y,P [ 1- (n- p) hjp] 
q=p+l 

.vcP,i 

5. Restricciones referentes a la reducciÓn de capital. 

t=l, ••• , n 

donde 

y 

St = Cantidad de acciones en que se reduce el capital social en 
el período t 

S* = Cantidad de acciones que se emiten en el perIodo t 
t 

Ht = Capital social en el período t 

donde 

H
t 

min = es el m!nlmo capital social que se considera convenlente. 

II. S. Resolución del modelo utilizando el algoritmo de descomposición 

de Benders. 

Como se describió en 11.4 el modelo es de pro9ramación mbtUl, 

Varld:,tt~S contrnua~ y entt.?I,\S hlné\rlas. Un mt>tcxio pilr,} resolvcI 
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lo es el de descomposici6n de Benders (1). En este método se r~ 

suelve en forma alternativa un problema de programaci6n lineal y 

otro de programaci6n mixta con una sola variable continua. 

Cuando el decisor tiene neutralidad al riesgo o aversi6n constan-

te, la soluci6n aplicando el algoritmo de Benders es directa. Cuan 

do el decisor estA buscando el riesgo, tiene aversi6n creciente o 

decreciente, se requiere una estimaci6n de E(x). Por supuesto 

el valor de E(x) deberA ser igual al valor que se calcula de E(x) 

en la soluci6n subsecuente del modelo, pero raras veces ocurrirA 

esto. Generalmente, el valor calculado en una soluci6n provee 

un estimador razonable de E (xl para el ensayo siguiente. Nor-

malmente se requieren pocas iteraciones para reducir la diferencia 

entre los dos a un valor aceptable. 

A. continuación se presenta el método de descomposición de Ben-

ders, utilizando su notación. 

El problema es 

max I CT x + f (y)IAx+F (y) < b,xo')" , .• si 
donde 

x: es un vector de variables continuas 

~: espacio euclidiano de p dimensiones 

Rq: espacio euclidiano de q dime n sione s 

y: variables enteras 
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S : es un subconjunto de R q 

A· matriz de mxp 

f (y) : funciÓn escalar con doml nl0 igual a S 

F(y) : funciÓn vectorial con dominio igual a S 

b vector fijo en Rm 
c vector fijo en Rq. 

Se define e como 

e = ~uo I u) I A T u - c uo ~ O, uo ~ O, u ~ ~ 
0° es un subconjunto de e 

M: es una constante tal que todos los vértices de 

01 ATu~c, u~o} 

estén contenidos en la región (u I eT u ~ M, u ~ O} donde 

e es el vector cuyas componentes son todas igual a la unidad. 

: es el renglOn de las Zj - c j ' en la tabla Optima del 

slmplex, cuando cT x - M Zo se sustituye por cT x 

2 ~ 
d ' : es el renglOn de la s Zj - c J' en la tabla Optima del siJ!l 

plex, cuando c T x - /1.1 Zo se sustituye por - Zo 
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Este método de Benders se presenta mediante su diagrama de 

flujo. 

no 

yO punlo arbilraria 

2 

DATOS. 

MY (uo,u)tQo 

s. o lO ,oluclón 6p 11/110 

(.~ .1> 

problema no es 

foChOle. 
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tnOrlcTX-MZo!AX-ZeeSb-FC:I"', Xi!:O, Ze~O, e. CI,I, .oo",} 

no FIN ~1lIO originol >---------.t "" lolucion rochbM o 
no cx:otodo. 

omnríloar 

d/~ , d 2,t>, 1.4 I,¡) , U 2,~ 
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Ejemplo 

S.A. 

4X 1 + SX2 + y 1 - Y 2 ' 10 

X2 - 3y 1 + 2y 2 - 5y 1 Y 2 ' 30 

e = [1,2J 

A' [: :] 
F(y)= í Yl-

Y
2 1 b= [3

1
0°1 

L -3y 1 + 2y 2 - 5y 1 Y 2 J 11 

s.a. 

Xo + Y
1 

- Y2 - 4Y1 - 3Y2 - ZYl Yz ~ 10 

Xo - 3Y1 - 4yZ'- ZY 1 Y2' 10 

Soluc16n yO = 1 yO = 1 X0.,. 19 
1 2 O 

Ahora 



s.a. 

O 
Z 

O 

4X 1 + SX2 - Zo ' 10 

X - Z 6. 36 2 O 

Xl' X2 , Zo ~ O 

Xl X2 X
3 

4 S· 1 

1 

-1 -2 

.8 1 0.2 

-.8 -0.2 

.6 0.4 

O 
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X
4 Zo b V.b. 

-1 10 X
3 

1 -1 36 X4 

3 

-.2 2 X? 

1 -.8 34 X4 

2.6 4.0 

O 
4 + 9 = 13 < X = 19 

O 

e 

2 

6 

por lo que la soluci6n no es 6ptima. 

di, O 
= [.6,0,0.4,0,-0.4] 1, ° = [0.4, u 

d 2 ,0 = [0,0,0,0,11 u2 ,0 ::o ÚJ ,0] 

O] 

como es menor que 
O 

X - [ (y O) = 19 - 9 '" 1 O 
O 

0 1 
= 0° U {O,0.4,0) , (0,0,00 

)=0.+1=1 
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s,a, 

Xo - 3y
l
-4Y

2 
- 2Y

1 
Y

2 
~ 10 

Xo + 9, 4y 1 - O. 4y 2 - 4y 1 - 3y 2 - 2y 1 Y 2 " 4 

s.a. 

X
o 

- 3 Y - 4 Y - 2 Y Y '10 1 2 1 2 

Xo .-3.6Yl-3.4Y2-2YlY2¿4 

1 1 
SoluciÓn y 1 = 1, Y 2 = 1 

1 
X = 13 

O 

El problema de programaciÓn lineal queda igual que el anterior 

por lo que la soluciÓn es 

C T Xl + f (y 1) = 4 + 9 = 13 = Xl 
O 

Xl = 2 I ZI = O 
2 O 

Tennlna el algoritmo y la soluciÓ[l Óptima es Xl = 0 , X2 = 2 

Y = l Y = 1 l I 2 

Z = 13 

11. 6. Algoritmo para resolver un problema de programaciÓn mixta. 

Como puede verse del inciso anterior, es necesario contar con 

un algoritmo para resolver un problema mixto de vanables blna-

rías y una variable continua. Se presenta ~ste algorlt;no (::1 el 

capítulo III, 



------ ---------------------------

46 

Ir. 7. Modelo Dinémico. 

Este modelo es de simulaci6n. Los modelos de simulaci6n pue

den hacerse tan complejos y detallados como el tiempo, el dine

ro y la paciencia lo permitan. De safortunadamente no puede de

cirse lo mismo respecto a modelos de optimizaci6n. Pero como 

sugieren De Neufv1l1e y Marks (5) es conveniente utilizar optimi

zaci6n y simulaci6n como herramientas complementarias 8n vez 

de competitivas. Este es el enfoque que se le da en este traba

Jo, donde el modelo dinamico complementa al modelo anterior de 

optimizac.ión. 

Para desarrollar este modelo se utilizaran la notación y la estruc 

tura de los modelos dinamicos de Jay W. Forrester (8). 

Se definen a continuació,n las variables principales. 

l. Activo circulante. 

Se considera que el activo circulante en el tiempo K es igual 

al que se tenIa en el tiempo J mas el dinero que ingresa ya 

sea por aumento del capital o préstamos a torto y largo plazo o 

ingreso de las estrategias en el perrodo JK, menos compras de 

activo fijo, pagos de la deuda a corto y largo plazo e intereses, 

pago de dividendos y costo de la reducción de capital. OuedA.!} 
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do por tanto 

ACI.K = ACr.J + (DT) (PCL.JK + rES.JK + EAC.JK - CAF.JK 

- PDCL. JK - PDI. JK - CAC. JK) 

Donde DT es el intervalo de tiempo entre cAlculos sucesivos. 

PCL = Préstamos a corto y a largo plazo. 

PCL.KL = TABHL (PCLT, TIME.K , 1975, 1976,1) 

PCLT = 552 280/0 

En este caso, se trata de una tabla donde en el eje de las absci

sas se tiene el tie¡npo y en el eje de las coordenadas la canti

dad que ingresa por concepto de préstamos en los diferentes pU.!l 

tos de tiempo. Es un insumo que viene del modelo de optimiza

ci6n. 

,"el 

.5.52 280 

197.5 1976 
TI M E 

lES = Ingreso de las estrategias 

IES.KL = NO'RMRN (A.K, S.K) 

Con esta ecuClci6n durante el tiempc KL se tiene la generución 

de r,úmeros uleatcrios con dlstnbuciC:n normul de media A y Ol-'S 

viaci6n est~ndar S que varran en el tiempo. Las cantidades ,\ 
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y B son datos que proporciona el modelo de optimizaciÓn. 

EAC = EmisiÓn de acciones. 

Esta ecuaci6n también está especificada mediante una tabla, cu

ya abscisa es el tiempo de 1975 a 1985 y su ordenada EAC, 

las acciones que se sugiere se emitan en el modelo de optimiz~ 

ciÓn. 

198.5 lIME 

CAF = Compras de activo fijo. 

CAF.KL = PULSE (e, 1975, D) 

Esta ecuaciÓn representa la compra de activo fijo cuyo costo es 

C y que se remplaza cada D ai"los. 

PDCL = Pago de la deuda a corto y largo plazo 

PDCL. KL = TABHL (PDCLT, TIME. K, 1976, 1985, 1) 

Se trata de una tabla donde !';e sitúan los pagos de la del'da mAs 

los intereses especificados por el modelo de optimizaciÓn. 
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1976 1985 TIME 

POI = pago de dividendos. 

PDI.KL = CLIP (O, 2DI.K, O, 2DI.K) 

donde 

ZDI. K = KDI * VTI. K 

El pago de dividendos se estA considerando como un porcentaje 

de la utilidad si ésta es positiva, cero en caso contrado. La 

función CLIP compara o con ZDI 

POI = Jo. 
LZDI 

y hace 

si 

si 

o ~ ZDI 

o <ZDI 

CAC = Reducción de capital. Se define como una tabla cuyos da-

tos provienen del modelo de optimización. 

2. Activo fijo. 

El activo fIjo, AFI, en el tiempo K se conSIdera igual al ¿¡CUVO 

fija que se tenIa en el tll?rnpo mtJs las nuevas adquiSIciones 

menos la depreciaCión durante el perfodo ]K. [s deCir 

AfI.K '" AfI.] + (DT) (CAf.JK - DEP.]K) 
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CAF es una variable que representa las nuevas adquisiciones, la 

cual se defini6 en el inciso anterior. 

DEP = Depreciaci6n. 

DEP.KL = AFI.K/VU 

la depreciaci6n se considera igual al activo fijo, AFI, dividido 

entre su vida útil, VU. 

3. Pasivo. 

El pasivo es la cantidad que adeuda la corporaci6n, la cual va 

variando en el tiempo, disminuyendo en cuanto se hacen pagos 

e incrementAndose en cuanto se contraen nuevos compromisos. 

PCF.K = Dl.K + D2.K + D3.K + D4.K 

Donde en DI, D2, D3 y D4 se lleva el registro de lo que se 

adeuda con las diferentes fuentes de financiamiento. 

4. Capital social. 

El capital social, CSO, en el tiempo K es igual al que se te

nIa en el tiempo J rpAs la emisiOn de nuevas acciones o la re

ducci6n de capital durante el período JK. Es decir, 

eSO.K = CSO.J + (DTl (EAC.JK - CAC.IK) 

5. Capita l Contable. 

El c<'\pllctl contablo, CCO, es I1)Uill <'11 actlvo circulante, ACI, 
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mas activo fijo, AFI, menos el pasivo, PCF. 

O sea, CCO.K = ACI.K +AFI.K - PCF.K 

6. Utilidad. 

La utilidad es igual al capital contable menos el capital social. 

UTI.K = CCO.K - CSO.K 

7. Dividendos pagados. 

Los dividendos pagados son una acumulaci6n en valor presente de 

los dividendos que se pagan durante todos los perfodos 

DPA. K = DPA. J + (DT)(PDI. JK/EXP ( (TIME. J - 1975) * LOG N (l + 

CCA.J))) 

Donde 

LOGN () es la funci6n logaritmo natural 

EXP () 

PDI 

CCA 

es la funci6n exponencial 

pago de dividendos definida en el inciso 1 

es el costo del capital, definido como 

CCA.K = (IhDl.K+12* D2.K+ 13*D3.K+I4*D4.K+CSO.K*KI)/ 

(CSO.K+ PCF .K) 

Siendo 11, 12, 13 I 14 Y KI constantes que corresponden a las 

tasas de interés de la deuda y del capital propio. 

PCF es el pasivo y CSO el capital social definidos en los lnci-
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sos 3 Y 4respecUvamente. 

8. Estructura financiera. 

La estructura financiera, EFI, se considera como el cociente del 

pasivo entre el capital cpntable. 

EFI.K = PCF.K / CCO.K 

Se presenta a continuaciÓn el diagrama de flujo de este modelo 

dinámico. 
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11.8. Subsistema de Optimización. 

Se trata de tener un sistema integral en el que lleguen los pla-

nes anuales de las compal'Has subsidiarias de la corporación, se 

perforen los datos en tarjetas, o bien lleguen ya los datos en 

cinta o en tarjeta y después de 10 minutos (se incluye lectura 

de datos, procesamiento e impresión de resultados) se cuente ya 

con la solución, es decir I los planes aceptados y cómo deberá 

ser el financiamiento. 

Los datos necesarios son: 

Proporcionados 
por 
cada 
Subsidiaria 

l. Esperanza y variancia del valor presente ne
to de cada estrategia 

2. El ingreso esperado y la variancia anual de 
cada estrategia 

3. Dependencia entre las estrategias propuestas 

4. Activo circulante consolidado 

S. Pasivo consolidado 

6. Tasas de interés y forma de pago de las di
ferentes instituciones de crédito 

7. Capital social de la corporación 

8. Qué préstamos estdn asoei ,dos a qué estra
tegia s 

9. Tipo de aversión del presidente de la corpo
raclón 
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Estos datos son procesados por un programa A que calcula los 

coeficientes de la funciOn objetivo y las restricciones, env!ando

se a la cinta No. 10. 

A continuaciOn se tiene otro programa ACOSTl que calcula los 

términos independientes de las restricciones, lee los coeficientes 

de la funciOn objetivo y restricciones de la cinta 10 y todo lo r~ 

gistra en la cinta 8. Ciertos parnmetros los envía a la cinta 12. 

De la cinta 8 el programa MPSX de IBM lee los datos y re

suelve el problema de programaciOn lineal enviando sus resultados 

a la ci nta 11. 

Después de eso, funciona el programa ACOST2 que lee los re

sultados de 11 y 12, resuelve el problema de programaciOn mixta 

y sigue la rutina del algoritmo de Benders, preguntando si se sa

tisfacen las condiciones de opUmal1dad. En caso afirmativo, se 

imprimen resultados y éstos a su "'ez sirven de insumo al modelo 

dinémlco para que éste efectCte una simulaciOn y muestre en el 

tiempo el comportamiento de las variables que se considere de 

interés. (costo del capital, estructura financiera, activo, pasivo, 

utilidad, pago de dividendos, capital social, etc.). En caso ne

gativo se generan nuevas restricciones, las que se envían a la 

cinta 12, se leen lvs coeficientes de la funciOn objetivo y restrlf. 

ciones de la cinta 10, se calculan los nuevos ténninos indepen-
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dif::ntes, envlandose esta información a la cinta 8, de donde la 

toma nuevamente el MPSX resolviendo otro problema de program,2. 

ción lineal, enviando resultados a la c1.,ta 11, repitiéndose de 

ah! el proceso. 

La (.mica posibilidad de que no exista solución óptima es que el 

problema de programación lineal en la primera iteración no tenga 

soluci6n factible o no esté acotado. 

El MPSX utiliza 3 discos. 

A continuacibn se presenta su diagrama de flu.lo simplificado • 

• 



• 
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PrOQfalftac10n Mixta 
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Dln6mico 

DLAGRAMA DE rUJIO SI¡ .. Pt.IFICADO 

Resultado! 
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CAPITULO III 

ALGORITMO PARA RESOLVER UN PROBLEMA 
DE PROGAAMACION MIXTA 

III. 1. El problema. 

En este capítulo se desarrollare un método simple I f~cll de prog~ 

mar para resolver problemas de programación mixta con una fun-

ciÓn objetivo que es una variable continua y restricciones arbitra-

das (pueden ser no convexas). El método es aplicable a cualquier 

problema que puede fonnularse de la manera siguiente: 

maximizar 

sujeta a 

donde 

y 

z=x 
O 

- Xo + g11 (y) - g12 ( Y ) ~ O 

911 (y) - 912 (y) ~ O 

9 = (y l' Y 2 ' • • • , y n) 

Y
j 
= O 6 1 Ú ::: 1,2, •• " n) 

- ro (XO < ro 

i=l, ... ,p 

1 = P + 1, •.. , m' 

y donde se aplica la restricci6n que cada una de las funciones 

gil' 9 i2' 1::: 1, .. o, m son monot6nicamente no decrecientes en 

cada una de las variables 

tste problema surge al apl1Cár el método de descomposici6n de 

Benders; recordando, ese método descompone el problema mixto 

• 
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en dos problemas que actClan en forma interactiva. Uno de ellos 

es de programaci6n lineal y el otro de programaci6n entera con 

una variable irrestricta que se maximiza, o sea que puede formu-

larse como el problema cuyo método de soluci6n se presenta en 

este trabajo. El método es esencialmente uno de enumeraci6n 

parcial, estrechamente relacionado al método de Lawler y Sell (22) 

para resolver problemas de optimizaci6n discreta. Se dan a con-

tinuaci6n 3 definiciones que son necesarias para el desarrollo del 

algoritmo. 

6 

Definici6n 1. Considerando vectores y de la forma y= ('>1'" • , Yn) 

donde Yj es uno o cero, se dira que x ~ y si .y Clnlcamen-

te si Xj 
, y 

j 
para toda j. 

Definici6n 2. El ordenamiento.numérico de estos vectores Y, se 

obtiene identificando con cada vector y el valor entero 

n-2 O 
+y 2 + ••• +y 2 

2 n 

- * Definici6n 3. Y es el primer vector que con el ordenamiento nu-

mérico sigue a y que tie ne la propiedad que y ~ y * 

IlI. 2. Descripci6n del algoritmo. 

III. 2. l. Un problema simplificado. 

Considérese inicialmente el problema siguiente: 
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maximizar Z = Xo 
sujeta a 

donde 

- Xo + g 11 (V) - g i2 (V) ~ O 

ya (Y1' ••• ' Yn ) 

YJ a O O 1 

- 00 <XO <00 

i=l, ••• ,m 

Cada una de la s funciones y se suponen monotÓnica-

mente no decrecientes en cada una de las variables y l' Y 2' ••• , y n 

Este problema puede resolverse examinando cada uno de los 2
n 

vectores soluciÓn posibles en orden numérico, iniciando con 

y =(0,0, ••. ,0) y terminando con (1,1, ••• ,1). Sin embargo, es-

te proceso puede acortarse recurriendo a ciertas reglas, las cua-

les se establecen a continuaci6n. 

Al ir examinando la lista se mantiene un registro de la mejor so-

luciÓn hasta ese momento. Sea ~ esa soluciÓn y su Z co-

rrespondiente M. Sea V el vector que se estA examinando • 

• Las reglas siguientes indican las condiciones bajo las cuales 

ciertos vectores en el ordenamiento numérico pueden dejarse de 

examinar. 

Regl<'l l. Si gil (y. - 1) - g12 (y) ~ M paro ~lQuna 1 no onollce 

mnguno de los vectores y ,y+l, .•. ,y. - 1, o sea pase a y •. 
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Justificaci6n: 
• 

Como - Xo + 9
il 

('y) - 9
i2 

(y) ~ O, el Xo mAximo corresponde 

• Xo - m:n I 9il (Yl - 912 (V) I 
Debido a que 9 il y son monot6nicamente no decrecientes 

9 (y*-l)-g (y) 
11 i2 

constituye una cota superior a la diferencia 

9
11 

(y) -9
i2 

(y) en el intervalo [y,y*-l]. ( véase figura l.) 

y y' -1 

Fig. 1. 

Luego puede escribirse 

gil(y*-1)-gi2(V)~gll(y')-gi2(Y')~X~ "y' E. [y, y*-l] 

donde Xü = m:n \ 911 (y') - 912 (y') I 
si M~91l (y*-O-9i2 (y) ~ M~XO 'dy'~ [y, y*-l] 

o sea que no existe ningún vector y' en el intervalo [y,y. - 1J 

que pueda mejorar la soluci6n Que se tiene re."istrada, por lo 

cual es valido no Lnal1zar ningún vector en dicho intervalo y Pd-
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sar directamente a y*. 

Regla 2. Si M ~ g11 (y) - gi2 (y) para alguna 1, deje de ana

lizar el vector y y pase al y + l. 

Justificaci6n: 

luego si g11 (y)-gi2 (y) ~ M para alguna 1, entonces Xo ~ M, 

o sea que la soluci6n y, no mej ora la ya exI stente. 

Sl no se cumple la regla 2, o sea que M<gU (y)-gI2 (y) '1i 

entonces y = y , M = mIn tgu (Y}-9t2 cYi} ,Y se pasa a y + l. 
1 

Se presentan los pasos del algoritmo Y su dIagrama de flujo. 

Pa so 1. Inicia l1zar y y y* - 1 haciendo Yj = O, (y* - 1) j = 1 para 

toda 1, ( (Y*-l)j es la j-ésIma componente de y*-l). y = y y va

ya al paso 2. 

Paso 2. Calcular M - m:n I gil (V ¡ -gi2 (y ¡l. ContlnO. con el 

paso 3. 

Paso 3. Apl1caci6nde la regla l. Si M~gll (Y*-1)-gi2 (y) 

para alguna i, vaya al paso 7, sl no, continOe con el paso 4. 

Paso 4. Aplicaci6n de la regla 2. SI M ~ 9
il 

(y) - 9
i2 

(y) para 

alguna i, vaya al paso 6; s1 no, continúe con el paso 5. 

PasoS. Haga 9=1' ¡calcule M=mln lo" (YI-O'2 (YI!. va· 
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ya al paso 9. 

Paso 6. Cambie el valor de y, aumentándolo en una unidad y = y + lo 

Vaya al paso 8. 

Paso 7. Haga y = y*, continuando en el paso 8. 

pa so 8. Si Y sale del rango (O, ••• , O) a (1, ••• ,l) que se proporcio

nÓ en el paso 1, se tiene la solución óptima, siendo ésta y y Xo = M; 

si no, calcule y* - 1 Y regrese al pa so 3. 
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Pa so 9. Si M. a:> la soluci6n e s no acotada, Xo - 00: si no, 

vaya al paso 6. 

9=(0,"',0) 
.... 
'1= '; 

,,!al =0 J' •• ,1) 

Calcule 

M=~~9>-~)} 

NO 

y = y" 

Calcul, 
l· I 
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III. 2.2. El problema original. 

Se considera ahora el problema 

maximizar Z - xo 
sujeto a 

-x +g (V) -g (V)~O 
O 11. i2 

i=l, ... ,p 

h
11 

(y) - h12 (V) ~ O i=l, .•• , m-p 

y = (y l' .. " y n)' Yj = O Ó 1 O = 1, ... , n) 

hll , h i2 , gil Y g12 son monotón1camente no decrecientes y 

- 00 <. Xo < oo. 

Nuevamente, este problema puede resolverse examinando cada uno 

de los 2n vectores, en orden numérico, desde (0,0, •.• ,0) has-

ta (l, 1, ••• ,1). Pero' este proceso se acorta recurriendo a las 

reglas 1 Y 2 de la secciÓn anterior, que son aplicables a este 

problema, mas una nueva regla: 

Regla 3. S1 hU (y* - 1) - hi2 (y) < O para alguna 1, no analice 

ninguno de los vectores y, y + 1, •.. , y* - 1, o sea pase a y*. (E.§. 

ta es la regla 3 de Lawler y Seu (22». 

Justificaci6n: Con respecto a los vectores en el intervalo 

[ y, y* - 1] , y* - 1 maximiza hll y Y m..:ximiza - h
i2

. Enton

ces si hll (y* - 1) - h
i2 

(ij) < O. no existe en ese intervalo ningún 

vector y tal que hi1 (ij) - h
i2 

( Y ) !I. ° . 
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Se presentan a continuaci6n los pasos que se han de seguir en el al

goritmo y su diagrama de flujo. 

Paso l. Inicializar y y y* - 1 haciendo YJ = O, (y* - 1) J ... 1 para 

toda j. L= 1 Y contino.e en el paso 2. 

Pa so 2. Aplicac16n de la regla 3. SI hU (y* - 1) - h
12 

(y) c::. O pa

ra alguna 1, vaya al paso 3. SI no, vaya al paso 4. 

Paso 3. Si L es igual a 1 no existen soluciones factibles y se te.!. 

mIna el algoritmo. Si no, haga y= y* y vaya al paso 12. 

Paso 4. SI L es Igual a 3 vaya al paso 5, sI no, vaya al paso 7. 

Paso 5. Aplicac16n de la regla 1. SI M es mayor o 19ual que 

g11 (y*-1) - 9
12 

(y) para alguna i, haga y= y* y contino.e en el 

paso 12; 51 no, vaya al paso 6. 

Paso 6. Aplicac16n de la regla 2. SI" M es mayor o igual que 

911 (y) - g12 (y) para alguna 1, haga y=y+ 1, yendo al paso 

12; 51 no, continCie en el paso 7. 

Paso 7. Si h
1l 

(y) - h12 (y) <'0 para alguna 1, haga y = y + 1 

Y vaya al paso 8; sI no, vaya al paso 10. 

Paso 8. SI L es Iguala 3 vaya al paso 12; sIno, haga L=Z y 

continúe en e 1 paso 12. 

Pesog. Calcule y*-l y continúe enel paso 2. 
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Paso 10. Haoa L=3, ~. ¡; ,calcule M = m:n 1°11 <Y) - 0'2 (i') I 
y conUnóe en el paso 11. 

Paso 11. Sl M" 00 la solucl0n es no acotada, Xo - 00: sl no, ha-

ga y = y + 1 Y vaya al paso 8. 
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Paso 12. Si Y lale del ran90 (O, ••• ,0) a (l, ••• , 1) que le propor-

cionO en el palo 1 y L" 2 se tiene la solución óptima, liendo élta 

y y Xo • M; si L - 2 no existen soluciones factibles, y si y no ha 

saUdo del ran90, calcule y* - 1 Y re9rele al paso 2. 

'" (0 ••..• 01 

-1-1" (l. oo •• 1) 

L" 1 

'i" '1. 

L • 2 

. '11' 
'elllele. 
;111"1111. 

\~, ...... 
-- -

/~'I" 
;M e.1 
.•• _Ion •• 
I , '-',"' .... 
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m. 3. Comparac16n con el alqoritmo de Lawler y Bell. 

Las d1ferenclaa esenciales del alqorltmo desarrollado en esta te-

sis y el de Lawler y Seu para problema s de optimizaci6n di scre-

ta (22) son: 

l. Lawler y Sell resuelven un problema donde todas sus variables son 

binarias y su alqoritmo no puede resolver el problema con varia-

bies bÜ\arias y una variable continua frrestricta en slqno, que es 

el que resuelve el alqoritmo desarrollado en este trabajo. 

2. Su problema es de mlnimizaci6n, mientras que el resuelto aquí es 

de maximlzaci6n. 

3. Su cota inicial M es iqual a cx). haciéndola corresponder a la 

soluci6n 
.. .. .. 
YO • 1, Yl •••• • Yn • O , ~lentras que aquí se tra-

baJa en dos fases. En la fase r, cuando L· 2, se busca una s9, 

luc16n factible inicial hasta que se encuentra una o bien la lndi-

cac16n que no existe nlnquna. Habiendo encontrado la soluci6n 

factible se pasa a la Fase n. que corresponde a L-3, donde se 

optimiza. 

4. Ellos no tienen la necesidad de localizar cuando la soluciOn es 

no acotada. puesto que en proc;¡ramaci6n binaria no existe esa po-

lib1l1dad. 
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III. 4. Lemas. 

Lema 1. El paso 9 en la sección m. 2. l. Y el paso 11 en la 

secci6n 111.2.2. del algoritmo, detectan cuando la solución es 

no acotada, al preguntar si M es igual a infinito. 

Prueba. El problema que se tiene es el siguiente: 

max Z'" Xo 
(i ... 1 , ••• , m) 

son monot6nicamente no decrecientes en cada variable YJ' 

La soluci6n no acotada no puede deberse a los vectores y pue§. 

to que estos se encuentran restringidos a estar dentro del rango 

[(O, ••• , O) , (1, ••• ,1)] . Luego la Qnica posibilidad de tener la 

no acotaci6n e s cuando 

tiende a 00 6 g12 a 

x - oo. Eso ocurre solo cuando g 11 

- oo. Puesto que Xo=mintgil(Y)-9i2(Y)} 
i 

yen el algoritmo M-min \ 9il (y) -gi2 (y)} , entonces cuando 
i 

M = 00, Xo - oo. 

Lema 2. Excluyendo la soluci6n no acotada, las demAs solucio-

nes del problema JU.2.1. son factibles. 

Prueba. La única restricci6n es que Xo"'mtn (911 ('Y)-9 i2 ('Y)) 

por lo que, sea cual sea el valor de y siempre Xo estará dentro 

del intervalo (- 00, ro ') , es decir, todas las soluciones son foctJ. 

bIes. 
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Lema 3. El paso 3, cuando L= 1 Y el paso 12 cuando L = 2 

son las formas en el algoritmo de determinar que no existen sol!!. 

ciones factibles en el problema del inciso m.2.2. 

Prueba. L es igual a uno solo en la primera iteraci6n, es decir 

cuando y= (0, ••• ,0), y*-1=(1, ••• ,1) Y h
U

(y*-1)-hi2 (y)<0 

para alguna 1. Como hU y hi2 son monot6nicamente no de

crecientes en cada Yj' hU ( (1, ••• ,1) ) es el valor m6ximo de 

hU y h i2 «(1, ••• ,1» es el valor mínimo de h i2 ' luego si 

hu (1, ••• ,1) - hi2 «O, ••• , O» <: O no existe ninguna soluci6n y 

tal que hU (y) - h
12 

(y) lIII O dentro del intervalo [(O, ••• , O) , 

(1, .•• ,1) ] • Luego en el paso 3 cuando L = 1 se tiene una 

condici6n suficiente para la no existencia de soluciones factibles. 

Sin embargo, puede darse el ca.so en que hU «(l, ••• , 1» -

h i2 ( (O, ••• , O) ) lit O Y no tener solucione s factibles. En este ca so, 

inicialmente se har6 L= 2 Y después quedar6 en un ciclo donde siel!l 

pre hll (y* - 1) - h i2 (9') ~ O para alguna i hasta que y sale del 

rango. Como no existen soluciones factibles, nunca cambia el v~ 

lor de L y as! cuando en el paso 12 se pregunta sl L = 2 y. 

la respuesta es afirmativa, ésto indica la no existencia de solu-

ciones factibles. 

Lema 4. El algoritmo determina la soluciÓn Optlma si existen 50-

luciones factibles y ninguna est~ no acotada. 
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Prueba. El algoritmo inicia la enumeraci6n de las 2n solucio-

nes posibles en (O, ••• O), aplica la regla 3 para eliminar interv~ 

los donde no existen soluciones factibles hasta que encuentra una, 

de ah! continOa examinando intervalos, eliminando aquellos donde 

o no existen soluciones factibles (aplicaci6n de la regla 3) 6 no 

existen soluciones mejores a la que ya se tiene en registro. (apl!. 

caci6n de las reglas 1 y 2). En caso de encontrar una soluci6n 

mejor a la ya registrada, ésta sera sustituida, continuandose de 

esta, manera hasta llegar a 1 (O, ••• , O) • Ahora bien, por el lema 

1 se conocera si la soluci6n es no acotada y por el lema 3 si 

no existen solucione s factible s; siendo éstas, situaciones mu tua-

mente exclusivas ya que L = 1 6 2 6 3. Por lo anterior, se 

considera que este algoritmo puede detenninar la soluci6n 6ptima 

sI ésta existe. 

III. s. Programaci6n entera lineal mixta. 

En este caso..el problema es: 

max Z = Xo 
sujeto a 

1 = 1, ... , p 

i= p+l, ••. , m 

donde las son variables enteras no negativas y - en <. Xo <. en . 
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lll. 5.1. Variables enteras con cota superior. 

Puesto que cualquier variable entera no binaria Yj con cota sg, 

perlar v J tiene la representación binaria 

donde le es el entero' mas pequef'lo tal que vJ ~ 2k+ 1 - 1 Y 

las variables son binarias, puede sustituirse y transformar-

se el problema de programación entera a programación binaria, 

quedando por tanto: 

max Z == Xo 
sujeto a 

(1 = p + 1, .•. , m) 

donde Yjk = O ó 1 'O'1,k Y b
lJk

, ciJk ~ O V'l,j,k. 

Evidentemente sl b ljk > O entonces ci!k = O Y si c
ljk

> O entonces 

bljk = O 

considerando 

9 12 (y) = L L ~ijk Ylk 
j k 

(1 = 1, ••• , p) 
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siendo el problema max Z a Xo 
s.a. - Xo + g11 (y) - gi2 (y) ~ O 

hU (y) - hi2 (y) ~ O 

(i = P + 1, ••• , m) 

(i al, ••• , p) 

o .. 1 , ••• , n, k .. O , ••• , k) 

gil Y gi2 son monot6nicamente no decrecientes con conjuntos de 

variables mutuamente exclusivos. Lo mismo para hU y hi2 • 

Como se ve este problema es el de la secci6n 111.2.2., por lo 

que puede resolverse por el algoritmo. 

III.S.2. Variables enteras sin cota superior. 

Cuando algunas variables enteras no tienen cota superior, un pri

mer anAlisis puede hacerse viendo si para alguna de estas varia-

bies sus coeficientes aiJ y biJ ~ O V 1. Si esto es así, la 

so luci6n no estA acotada. Si no ocurre eso, se sugiere el proc~ 

dimiento siguiente: 

lo Suponer cotas v j para cada variable YJ no acotada y re

solver el problema como en III. S. l. 
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2° Si todas ,as variables no acotadas en "la soludOn son 

menores que la cota v
J 

supuesta, se tiene la soluci6n 6p

tima. Si no es así, increméntese la cota de las variables 

no acotadas cuya YJ = vJ• Repítase el proceso !:lasta que el 

problema sea el óptimo, exista evidencia que no estA acotado 

o el problema sea tan grande que no sea posible resolverlo. 

IIl. 6. Programación entera no lineal mixta. 

Para el problema 

(i=l, ... ,p) 

(i = P + 1, ••• , m) 

y = (Yl"" , yn), YJ enteras mayores o iguales a cero, 

- 00 <. Xo o( 00: g11' gi2' hll , h i2 , funciones no lineales mon,2. 

tónicamente no decrecientes. 

Como en el inciso anterior, si Y
j 
~ v

J 
entonces se puede hacer 

la sustitución K k 
Y =~ 2 

j k= O 
mAs donde es el entero K 

pequeño tal que v
J 

= 2k+ 1 - 1 y las variables Yjk son bina-

rias. 

Con lo que se reduce al problema del inciso III.2.2., di cual es 

aplicable el algoritmo desarrollado. 
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IlI. 7. Reoptimlzaci6n. 

En el método de descomposici6n de .Benders, al actuar interacti-

vamente el problema de programaci6n lineal y el de programaci6n 

entera mixta, se va modificando el problema de programaci6n en-

tera mixta agregando una nueva restricci6n en cada iteraci6n. 

Por lo anterior se viO la necesidad de modificar el algoritmo pa-

ra que cuando se agregara una nueva restricciÓn, no se tuviera 

que iniciar el proceso desaprovechando calculo s anteriores. 

La modificaciOn que se sugiere es considerarlo como un método 

de ramificaciOn y acotaciOn, descartando totalmente aquellos nu-

dos que son infactibles. La ramificaciOn se hace considerando 

los intervalos [ y, y* - 1 ] Cada rama es uno de esos in-

tervalos y su cota es C = min { gil (y* - 1) - gi2 (y) } 
i 

se calcula Xo del vector inicial y. 

Las reglas para cancelar nudos son: 

También 

Regla 1. Si M, la mejor soluciÓn hasta el momento de la com-

paraciOn, es mayor o igual que la cota C de un nudo, cancé-

lese temporalmente dicho nudo. 

Justl f¡caci '>n: 

g11 (y* - 1) - g12 (y) es una cota superior de 911 (y) - 9
12 

(y) pa-

ra toda y 3n el intervalo [ y, y* - 1]. Por lo cua 1, 

C = min { gil (y* - 1) - 9
i2 

Cy)} serA una cota superior de 
1 
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\ 

" .. '.'. . ._ ",Xo = min f gil (y) - g (y) l para toda 
.... :-_. i \ i2 1 y en el intervalo [y,y*-11. 

[) t .!.J .,' 

As!, si M ~ C, entonces M ~ Xo y se puede afirmar que dentro 

del intervalo [y, y* - 1] no existe nill9una solución que mejore 

la ya existente. Se cancela temporalmente puesto que de una 1t~ 

ración a otra el valor de M puede cambiar haciendo que un nu-

do pase de inactivo a activo. 

Regla 2. Si hU (y* - 1) - hi2 (y) < O para alguna i no existen 

soluciones factibles dentro del intervalo [y, y* - 1] • Cancele 

definitivamente e l nudo. 

Justificaci6n: Esta es la regla 3 del inciso IIl.2.2., la cual ya 

se justific6. La razón por la cual se cancela definitivamente el 

nudo es que al agregar nuevas restricciones sin quitar las anteriQ 

res, no es posible que las soluciones infactibles se conviertan 

en factibles. 

La estrategia para ramificar es hacerlo desde la cota mAs grande. 

Si al tener la soluciÓn M = co, ésta serA no acotada, o si 

M=- co, no existirA ninguna soluciÓn factible. 

Se presentan los pasos del algoritmo cuando se presenta en su 

forma de ramificar y acotar: 

Paso O. Considere la raíz como el nudo que comprerJlie al inter-

valo [ (O, ••• ,O), (1, ••• ,1) ] ' calcule su cota C, hag<l 



80 

M = - ce y vaya al paso 3. 

Paso l. Ramificar desde ese nudo para todos los intervalos 

[y", y* - 1] Que no se han cancelado definitivamente, y calcúle

se su cota C. Continúe en el paso 2. 

Paso 2. De los nudos activos Que no se han etiquetado vaya a 

aquel cuya cota e sea mayor. Continúe en el paso 3. 

Paso 3. Analizar si el nudo no tiene soluciones factibles, utili

zando la regla 2. Si es asr cancele definitivamente el nudo y 

vaya al paso 7. En caso de Que no se cumpla la regla 2 conti

núe en el paso 4. 

Paso 4. Si M ~ e cancele temporalmente el nudo y vaya a 7; 

si no, continúe en S. 

Paso S. Analice sl y es factible. En caso afinnativo, calcule 

XO' etiquete el nudo con "Xo = "y vaya al paso 6. S1 y no 

es factible, f:!tiQuete el nudo con YNEF y pase a 7. 

Paso 6. Si M es menor Que Xo haga M-XO y continúe en 

7. Si no, continúe en 7. 

Paso 7. Si en todos los nudos no cancelados C~ M, se tiene 

la solución óptima y en el nudo donde M = Xo' Si e > M 

para algún nudo continúe en 8. 
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Paso 8. Si existen nudos activos sin etiqueta continúe en el pa

so- 2; si no, seleccione de entre los nudos activos el que tenga 

su cota mayor y regrese al paso l. 

IlI. 7. l. Reopt1mizaci6n cuando se agrega una restricci6n del tipo 

h Nl (y) - h
N2 

(y) }¡ O. 

Al árbol que se tiene de la soluci6n anterior, déjense los valores 

de c, las etiquetas YNEF y los nudos cancelados definitiva

mente, y 

a) analícense los nudos etiquetados con "XO = " para ver si 

continúan siendo factibles con la nueva restricci6n, todos aque

llos que no lo sean, cAmbleseles su etiqueta por YNEF. HAga

se M igual al valor de Xo máximo de entre los nudos etique-

tados con "XO = "; sI no existe ninguno entonces M = - ro 

b) a los nudos cancelados temporalmente qufteles la cancelación, 

quedando como activos y continúe en el paso 7 del algoritmo de 

ramificar y acotar. 

II1.7.2. Reoptimización cuando se agrega una restricci6n del tipo 

- Xo + gNl Cy) -gN2 (Y) ~ O 

En el árbol de la solu-:ión anterior, los nudos cancelados defim

tivamente continuarán estAndolo. Los nudos etiquetados YNEf 



82 

continuarAn con su etiqueta. A los nudos cancelados temporal

mente se les quitarA su cancelaci6n. 

Los nudos no cancelados tendrán una cota e calculada corno 

c= min Z e anterior, gN1 (y* - 1) - gN2 (y) } 

Los nudos etiquetados con "XO = "conservarAn su etiqueta, pe-

ro el valor Xo se calcularA como 

Xo = min { Xo anterior, gN1 (y) - gN2 (y) } 

HAgase M igual al valor Xo mAximo entre los nudos etiqueta-

dos con "XO = 

mificar y acotar. 

III.B. Ejemplos. 

" y continúe en el paso 7 del algOritmo de ra-

Se presentarA la soluci6n de un ejemplo numérico para cada una 

de las secciones III.2.l., 111.2.2., 111.5., 1II.6. Y 111.7. 

Ejemplo 1. 

Max Z = X 
O 

sujeto a 
- Xo + (5Y I + 4y 3 + 5y 1 Y 2) + 30 - (3y 2 + 2y 1 Y 3 ) ~ O 

-XO+(4Y lY2+ Y2Y3)+25-(3YI+2Y2+Y3 +3YIY3)~ O 

YJ = O 6 u = 1,2,3) • 

Aplicando el dlgorltmo de la secci6n III. 2. l. Y Siguiendo su dia-
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grama de flujo, se tiene: 

9= (0,0,0) 

y * - 1 = (1, 1 , 1) 

M= 2S 

y= (0,0,0) 

¿ M ~ gj 1 (y* - 1) - gj2 (9) para alguna J? NO 

¿ M~ gjl (9) - gj2 (9) para alguna 17 SI 

y= (0,0,1) 

¿ 9 sale del rango inicial? NO 

y * - 1 = (O , ° , 1) 

¿ M~ gil (y* - 1) - gj2 (9) para alguna j? SI 

y=y*= (0,1,0) 

¿ 9 sale del rango inicial? NO 

y * - 1 = (O, 1,1) 

¿ M~ gjl (y* - 1) - gj 2 (9) para alguna 17 SI 

Y = y* = (l,O,O) 

¿ y sale del rango inicial? NO 

y*-1={l,l,1) 

¿M ?!r: 9jl (y* - 1) - gj2 (9) para algl,lna j? NO 

¿M~gjl(Y)-gI2(y) para alguna j? SI 

'1=9+1"'(1,0,1) 

¿ 9 sale del rango inicial? NO 
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y*-1=(l,0,1) 

¿ M ~ gj (y* - 1) - gj2 (9) para alguna j? SI 

9 = y * = (l, 1, O) 

¿ 9 sale del rango inicial? NO 

y*-1=(1,1,1) 

¿ M ~ gjl (y* - 1) - gj2 (9) para alguna j? SI 

Y = y* = (l, O , O , O) 

¿y sale del rango inicial? SI 

soluci6n y=(O,O,O) XO =25 

Ejemplo 2. 

Max Z = X 
O 

sujeto a 
- Xo + 3y 1 - 2y 1 Y 2 ~ O 

- Xo + y 1 + Y 2 Y 3 + 5y 4 d O 

Yj =0 ó 1 

l-Yl-Y2~0 

1 -y 3 - Y 4 ~ O 

Ú :: 1, ••. ,4) 

Para este ejemplo se aplicará el algoritmo de la sección 111.2.2., 

puesto que existen restricciones del tiPO~+9ilM-<J12&)~O y del 

otro hU (y) -h i2 (y) ~ o. 

Se sigue su diagrama de flujO para obtener la soluci6n: 
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y = (O, O, O, O) 

y * - 1 = (1 , 1, 1 , 1) 

L = 1 

¿ hj 1 (y* - 1) - hj2 (y) < O para alguna j? NO 

¿ L = 3? NO 

¿h j1 (V)-hj2 (y)<0 para alguna j? NO 

Y = y = (O, O, O, O), M = O, L= 3 ¡ 
y = y + 1 = (O, O , O , 1) ¿ L= 3? SI 

¿ y sale del rango? NO 

y * - 1 = (O , ° , O , 1) 

¿h
j 
1 (y* - 1) - hj2 (V).(, ° para alguna j? NO 

¿ L = 3? SI 

¿ M ~ gj 1 (y* - 1) - gj2 (y) p~ra alguna j? SI 

V = y* = (O, 0,1, O) 

¿ 9 sale del rango? NO 

y*-I= (0,0,1,1) 

¿ hj 1 (y* - 1) - h j2 (V) <. ° para alguna j? NO 

¿ L=3? SI 

¿ M ~ gj 1 (y* - 1) - gj2 (V) para alguna j? SI 

Y = y* = (0,1, ° ,O) 

¿ y sale del rango? NO 

y*-l = (0,1,1,1) 
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¿ hj 1 (y* - 1) - hj2 (y) < O para alguna j? NO 

¿ L = 3? SI 

¿ M ~ g jI (y* -1) - gj 2 (y) para alguna j? SI 

y= y* = (1,0,0,0) 

¿ y sale del rango? NO 

y*-l= (1,1,1,1) 

¿ hj 1 (y* - 1) - h j2 (y) < O para alguna j? NO 

¿L=3? SI 

¿ M ~ gJ 1 (y* - 1) - gj2 (y) para alguna j? NO 

¿ M~ gj 1 (y) - gj2 (y) para alguna j? NO 

¿ hJ 1 (y) - h
j2 

(y) < O para alguna j? NO 

Y = yo (I,O,O,Ol, M - 1, L= 3 I 
y = y + 1 = (l, O, 0,1) ¿ L = 3? SI 

¿ y sale del rango? NO 

y* - 1 = (l,0,0,1) 

¿ h
jl 

(y*-1) - hj2 (y) <: O para alguna j? NO 

¿ L = 3? SI 

¿ M ~ gJ 1 (y* -1) - gJ2 (y) para alguna j? NO 

¿ M ~ gjl 0) - gj2 (y) para alguna J? NO 

¿ hjl (y)- h
j2 

(y) < O para alguna j? NO 

y = y = (l, O, O, 1), M = 3, L = 3 
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y = y + 1 = (1, 0,1, O) ¿ L" 3? SI 

¿ y sale del rango? NO 

y* - 1 :: (1, 0,1,1) 

¿ hj 1 (y* - 1) - hj 2 (y) < O para alguna j? NO 

¿L= 3? SI 

¿ M ~ gj 1 (y* - 1) - gj2 (9) para alguna j? SI 

y" y*" (1,1,0,0) 

¿ y sale del rango? NO 

y* - 1 = (l, 1 , 1 , 1) 

¿ hj 1 (y* - 1) - hj 2 (y) .(. O para alguna j? SI 

¿ L= 1? NO 

y = y* = (1,0,0,0,0) 

¿ y sale del rango? SI : ¿ L= 2? NO 

FIN Solución Y1 = 1, Y2 = X3" O, Y4 = 1, Xo = 3 

Ejemplo 3. 

Max Z = Xo 

sujeto a: 

- Xo + 8 Y 1 - 4. 1 Y 2 ~ O 

- Xo + 3 Y 3 - O. 5 Y 1 ~ O 

- X + 5 Y - 2 Y2 ~ O O 1 

6 - 2 Y 1 - 2y 2 - Y 3 ~ O 

Yl~1'Y2~1'Y3~3 

YJ enteras mayores o iguales a cero U = 1,2,3) 
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Este ejemplo es de programaci6n entera lineal mixta, por lo cual 

se hace la sustituciÓn sugerida en la secci6n III.5. 

Y1=Y01+ 2Y 11 

Y2=Y02+2Y12 

Y3=Y03+2Y13 

y el problema es ahora 

Max Z = Xo 
sujeto a: 

-XO+8Y01+16Y11-4.1Y02-8.2Y12 ~ O 

~ O 

. ~ 

6 - 2Y01-4Y11-2Y02-4 Y 12 -Y03 -2 Y13 - O 

Y
01 

+2Y 11 

Ykj=061 (k=O,l' ;j=1,3) Y02 + 2 Y12 

3 

- 1 ~ O 

- 1 • O 

~ O 

Utilizando el diagrama de flujo de la sección IlI.2.2. 

y = (O, O I O, O, O, O) 

y* - 1 = (l,1,1,1,1,1) 

L = 1 

¿ h
i 
1 (y* - 1) - hi2 (y) <. O para alguna i? NO 

¿ L = 3? NO 
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¿hU (y) - h12 (y) < O' para alguna 1? SI 

y= y+ 1 = (0,0,0,0,0,1) 

¿L = 3? NO 

L = 2 

¿y sale del rango? NO 

y * - 1 = (O , ° , ° , ° ,0 , 1) 

¿ hU (y* - 1) - h12 (y) < ° para alguna 1? SI 

¿L=l? NO 

y= y* = (0,0,0,0,1,0) 

¿y sale del rango? NO 

y* - 1 = (0,0,0,0,1,1) 

¿hn (y* - 1)- h i2 Cy) <. ° para alguna i? SI 

¿L = l? NO 

y = y* = (O, O, 0,1, O, O) 

¿y sale del rango? NO 

y * - 1 = (O, O, O, 1, 1, 1) 

¿ hU (y* - 1) - h
i2 

(y) <. O para alguna 1? SI 

¿ L = l? NO 

y = y * = (O, O, 1 , O, O, O) 

¿ y sale del rango? NO 

Y * - 1 = (O , O , 1 , 1 , 1 , 1) 

¿hU (y*-l) - h\2 (y) <. O para alguna 1? SI 

¿L = l? NO 



y= y* = (0,1,0,0,0,0) 

¿y sale del rango? NO 

y*-l= (0,1,1,1,1,1) 
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¿ hU (y* - 1) - h
12 

(y) < O para alguna 1? NO 

¿L = 3? NO 

¿ hU (y) - h12 <y).(, ° para alguna 1? SI 

Y = Y + 1 = (0, 1, O , O , ° , 1) 

¿ L = 3? NO: L = 2 

¿ y sale del rango? NO 

y* - 1 = (0,1,0,0,0,1) 

¿ h
i1 

(y* - 1) - h12 (y) < ° para alguna 1? SI 

¿L = 1? NO 

y= y* = (0,1,0,0,1,0) 

¿ Y sale del rango? NO 

y* - 1 = (0,1,0,0,1,1) 

¿ hU (y* - 1) - hi2 (Y) < ° para alguna 17 SI 

¿L = 1? NO 

y= y* = (0,1,0,1,0,0) 

¿ Y sale del rango? NO 

y * - 1 = (O , 1 ; ° , 1 , 1 , 1) 

¿ hU (y* - 1) - h
i2 

Cy) < ° para alguna i? SI 

¿ L = l? NO 

y = y * 1: (O I 1 11 10 10 ,0) 



¿ y sale del rango? NO 

Y * - 1 .. (O , 1 , 1 , 1 ,1 , 1) 
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¿ hU (y* - 1) - h12 (y) <. O para alguna 1? NO 

¿L .. 3? NO 

¿ hU (y) - h
12 

(y) <. O para alguna 1? NO 

! y = y= (0,1,1,0,0,0) , M = - 1, L = 3 

¿ M=co? NO 

y = y + 1 = (0,1,1, 0, 0,1) 

¿L=3?SI 

¿ y sale del rango? NO 

y* - 1 = (0,1,1,0,0,1) 

¿ hU (y* - 1) - h
12 

(y) <. O para alguna 1? SI 

¿L = 1? NO 

y= y* = (0,1,1,0,1,0) 

¿ Y sale del rango? NO 

Y * - 1 = (O , 1 , 1 , O , 1 , 1) 

¿ hU (y* - 1) - h12 (y) < ° para alguna i? SI 

¿L = 1? NO 

y= y* = (0,1,1,1,0,0) 

¿ Y sale del rango? NO 

y * - 1 = (O, 1 , 1 , 1 , 1 , 1) 

¿ hU (y* - 1) - h12 (y) (, O para alguna 1? SI 
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¿L = l? NO 

Y = y* = (1,0,0,0,0,0,0) 

¿ y sale del rango? NO 

y * - 1 = (1, 1 , 1 , 1, 1 , 1) 

¿h
11 

(y* - 1) - h
12 

(y) O para alguna 1? NO 

¿ L = 3? SI 

¿M = g11 (y* - 1) - g12 (y) para alguna 1? NO 

¿M= g11 (y) -g12 (y) para alguna 1? NO 

¿h
ll 

(V) - h
12 

(V) O para alguna 1? SI 

Y = Y + 1 = (1, O, O, O, 0,1) 

¿L = 3? SI 

¿y sale del rango? NO 

y* - 1 = (l,O,O,O,O,l) 

¿hll (y* - 1) - h12 (y) O para alguna 1? SI 

¿L= 1? NO 

y= y* = (l,O,O,O,l,O) 

¿V sale del rango? NO 

y* - 1 = (1,0,0,0,1,1) 

¿h ll (y* - 1) - h 12 (y) 

¿ L = l? NO 

Y = y* = (l,O,O,l,O,O) 

¿y sale del rango? NO 

y* - 1 = (l,O,O,l,l,l) 

¿ h 11 (y * - 1) - h 12 (y) 

¿ L = 3? SI 

o para alguna 1? SI 

O para alguna 1? NO 

¿M = gil (y. - 1) - g12 (y) para alguna 1? NO 

¿M = gll (y) -g12 (y) para alguna 1? NO 

¿ h 11 (y) - h 12 (y ) O pa ra al 9 u na 1? N O 

Y = Y = (l. O, 0.1, O, O) M = - O. S, L = 3 

¿ M = ro? NO 

y = y + 1 = 0,0,0,1,0,1) 



¿L = 3? SI 

¿ y sale del rango? NO 

y*-l= (1,0,0,1,0,1) 

93 

¿ hU (y* - 1) - h12 (y) < O para alguna i? SI 

¿ L = 1? NO 

y= y* = (1,0,0,1,1,0) 

. ¿ y sale del rango? NO 

y* - 1 = (l,0,0,1,1,1) 

¿ h
ll 

(y* - 1) - h
12 

(yo) <. O para alguna i? SI 

¿L = 1? NO 

y= y* = (1,0,1,0,0,0) 

¿ yo sale del rango? NO 

y* - 1 = (1 , O , 1 , 1 , 1 , 1) 

¿ h
ll 

(y* - 1) - h i2 (y) < O para alguna i? NO 

¿ L=3? SI 

¿ M ~ g II (y* - 1) - g12 (y) para alguna 1? NO 

¿ M ~ 9
il 

(y) - 9
12 

(y) para alguna 1? SI 

Y = Y + 1 = (1, O , 1 , O, O, 1) 

¿ L '= 3? SI 

¿"y sale del rango? NO 

y* - 1 = (1,0,1,0,0,1) 

¿ h
ll 

(y* - 1) - h
i2 

(y) < O para alQuna i? NO 

¿L=3?SI 
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¿ M~gll (y*-1) - <.1
12 

(y) para alguna 1? NO 

¿ hU (y) - h12 (y) <. O para alguna 1? NO 

y = y = (1, 0,1, O, 0,1) , M· 3, L· 3 

¿ M=co? NO 

y =. y + 1 = (1, O ,.1, O , 1, O) 

¿L = 3? SI 

¿ Y sale del rango? NO 

y* - 1 = (1, 0,1, 0,1,1) 

¿ hU (y* - 1) - h 12 (y) <. O para alguna 1? SI 

¿L = l? NO 

y= y* = (1,0,1,1,0,0) 

¿ Y sale del rango? NO 

y * - 1 = (1, O , 1, 1 , 1 , 1) 

¿ hU (y* - 1) - h
12 

(y) ( O para alguna 1? SI 

¿L = 1? NO 

y= y* = (1,1,0,0,0,0) 

¿ Y sale del rango? NO 

;¡* - 1 = (1, 1 , 1 , 1 , 1 , 1) 

¿ hU (y* - 1) - h12 (y)< O para alguna 1? NO 

¿ L = 3? SI 

¿ M ~ gl1 (y* - 1) - g12 (y) para alguna 1? NO 

¿ M ~ 911 (V) - 9
12 

(y) para alguna 1? SI 
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y =y+ 1 = (1,1,0,0,0,1) 

¿L = 3? SI 

¿ Y sale del rango? NO 

y*-1 - (1,1,0,0,0,1) 

¿ hU (y* - 1) = h
12 

(y) <. O para alguna 1? SI 

¿L = 1? NO 

y= y* = (1,1,0,0,1,0) 

¿ Y sale del rango? NO 

y* - 1 = (1,1,0,0,1,1) 

¿ hU (y* - 1) - h
12 

(y) <. O para alguna 1? SI 

¿L = 1? NO 

y= y* = (1,1,0,1,0,0) 

¿ Y sale del rango? NO 

y*-l = (1,1,0,1,1,1) 

¿ hU (y* - 1) - h
12 

(y) < O para alguna 1? SI 

¿L = l? NO 

y=y*= (1,1,1,0,0,0) 

¿ Y sale del rango? NO 

y* - 1 = (1,1,1,1,1,1) 

¿ hU (y* - 1) - h
i2 

(y) <. O para alguna 1? SI 

¿ L = 1? NO 

Y = y* = 1 (O, O, O, O, O, O) 

¿ Y sale del rango? SI 

¿L- 2? NO 
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FIN Soluci6n 6ptima y = (1,0,1,0,0,1), Xo = 3 

Luego: 

Yl=i'Y2=1'Y3,,"2, XQ=3 

Ejemplo 4. 

ProgramaciOn entera no lineal mixta. 

Max Z = Xo 
sujeto a: -XO+3Yl-2YIY2 ~ ° 

- Xo + Y1 + Y 2 Y 3 
~ ° 

Yi ~ 3 

Y2 ~ 2 

Y3 
~ 1 

y j = entero mayor o igual que cero. 

Haciendo la transfonnaciOn: 

Y¡=Y
01

+2 Yll 

Y2=Y02+2Y12 

donde Ykj = ° O 1 para 'i k ,J 

el problema queda: 

Max Z = Xo 
sujeto a: 

- Xo + 3 YO 1 + 6 Y 11 - 2 (y al + 2 y l1)(Y 02 + 2 Y 12) = O 

- X
O

+Y01 +2Y¡1+ (Y02+2 y
22 ) Y3 

~ O 

3 -Y01 -2Yll ~ O 

2-Y02-2Y12 
~ O 

1 - y ~ O 
3 
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donde todas las ,variabl~s son binarias O 6 1. 

Siguiendo el diagrama de flujo de la secci6n III. 2.2. 

y = (0,0,0,0,0) 

y* - 1 = (l, 1 ,1, 1,1) 

L = 1 

¿ hu (y* - 1) - h
i2 

(V) <. O para alguna i? NO 

¿L:: 3? NO 

¿ hil (y) - h
i2 

(y) < O para alguna i? NO 

I y = V::: (O, O, O, O, O), M = O, L 1: 3 

¿ M = oo? NO 

y:: y + 1 ,.. (O, O, O, 0,1) 

¿L= 3? SI 

¿ y sale del rango? NO 

y*-I" (0,0,0,0,1) 

¿ hU (y* - 1) - h
i2 

(y) <. O para alguna 1? NO 

¿L= 3? SI 

¿ M ~ g (y* - 1) - g 2 ("y) para alguna 17 SI 
11 1 

Y = y* = (0,0,0,1,0) 

¿ y sale del rango? NO 

y* - 1::: (0,0,0,1,1) 

¿ hU (y* - 1) - h12 (V) < O para alguna 1? NO 
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¿ L :: 3? SI 

¿ M ~ gil (y* - 1) - g12 (y) para alguna 1? SI 

y= y* = (0,0,1,0,0) 

¿ y sale del rango? NO 

y* - 1 = (O, 0,1,1,1) 

¿ hU (y* -1) - h12 (y) < O para alguna 1? NO 

¿ L = 3? SI 

¿ M ~ gil (y* - 1) - g12 (y) para alguna 1? SI 

y= y* = (0,1,0,0,0) 

¿ y sale del rango? NO 

y* - 1 = (0,1,1,1,1) 

¿ hU (y* - 1) - h 12 (y) < O para alguna 1? NO 

¿ L = 3? SI 

¿M ~ g (y* - 1) - g (Y) para alguna 1? NO 
11 12 

¿M ~ gil (y) - g12 (y) para alguna 1? NO 

¿ hu (y) - \2 (y) < O para alguna 1? NO 

y = y = (O, 1 , O , O , O), M = 2., L = 3 

¿M = ro? NO 

y = y + 1 = (O, 1 , O , O , 1) 

¿ L = 3? SI 

¿ y sale del rango? NO 

y* - 1 = (O, 1, O, O, 1) 
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¿h
n 

(y* - 1) - h
12 

(,y) <. O ~ara alguna 1? NO 

¿L = 3? SI 

¿M ~ g11 (y* - l) - g12 (V) para alguna 1? SI 

Y = y* '" (O 11, 0,1, O) 

¿ y sale del rango? NO 

y*-l = (0,1,0,1,1) 

¿hU (y* - 1) - h
12 

(V) < O para alguna 1? NO 

¿ L = 3? SI 

¿M ~ g11 (y* - 1) - g12 (y) para alguna 1? SI 

y = y* = (O, 1,1, O, O) 

¿y sale del rango? NO 

y * - 1 = (0,1,1,1,1) 

¿hU (y* - 1) - h
12 

(y) < O para alguna 1? NO 

¿L = 3? SI 

¿M ~ g11 (y*-1) - g12 (V) para alguna 1? SI 

Y = y * = (1, O, O, O, (3) 

-¿ y sale del rango? NO 

y*-l = (l,l,l,l,l) 

¿hU (y* - 1) - h
i2 

(y) <. O para alguna 1? NO 

¿L= 3? SI 

¿ M ~ 9
il 

(y* - l) - 9
12 

(y) para alguna i? NO 

¿M ~ gil (y) - gi2 (y) para alguna i? SI 

y=y+ 1'" (1,0,0,0,1) 

¿Ü"'3? SI .c. Y sale del rongo? NO • y*- l=(l,l',',iJ,ll 
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¿ hU (y* - 1) - h12 (y) < O para alguna 1? NO 

¿ L = 37 SI 

¿ M ~ g11 (y* -1) - 012 (y) para alguna 1? SI 

Y = y* = (1, O, 0,1, O) 

¿ y sale del rango? NO 

y.:' 1= (1,0,0,1,1) 

¿h
n 

(y* - 1) - h
12 

(y) < O para alguna 1? NO 

¿L = 3? SI 

¿ M ~ gil (y* - 1) - g12 (yl para alguna 17 SI 

V=; y* = (1,0,1,0,0) 

¿ Y sale del rango7 NO 

y* - 1 = (1, O , 1,1,1) 

¿hn (y* - 1) - h
12 

(y) < O para alguna 1? NO 

¿ L = 3? SI 

¿ M ~ gil (y* - 1) - g12 (y) para alguna 1? SI 

y= y* = (1,1,0,0,0) 

¿ y sale del rango? NO 

y* - 1 = (1,1,1,1,1) 

¿hU (y* - 1) - h
12 

(y) < O para alguna 1? NO 

¿ L = 3? SI 

¿ M ~ gil (y* - 1) - 9
12 

(y) para alguna i 7 NO 

¿M ~ g11 (y) - g12 (y) para alguna 1? NO 

¿ hU ey) - h
12 

(y) < O para alguna 1? NO 
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y == y == (1,1, O, O, O), M == 3, L == 3 

¿M = co? NO 

y. y + 1 ... (1,1,0,0,1) 

¿L ... 3? SI 

¿ y sale del ranqo? NO 

y* - 1- (1,1,0,0,1) 

¿hU (y* - 1) - h
12 

(y) ¿" O para alquna 1? NO 

¿L3:3? SI 

¿M i!t q11 (y*-l) - q12 (y) para alquna i? SI 

y== y* = (1,1,0,1,0) 

¿ y sale del ranqo? NO 

y* - 1 = (1,1, O, 1,1) 

¿hU (y* - 1) - h
12 

(y) < O para alquna 1? NO 

¿L=3? SI 

¿M ~ 9
11 

(y*- 1) - q12 (y) para alquna 1? SI 

Y == y* == (1, 1, 1, O , O) 

¿ y sale del rango? NO 

y* - 1 == (1,1,1, 1,1) 

¿hU (y* - 1) - h
12 

(y) (O para alguna 1? NO 

¿ L == 3? SI 

¿M ~91l (y*-l) - 9
12 

(,y) para al9una 1? SI 

Y == y* == 1 (O, O , O , O , O) 

. ¿ y sale del rango? SI 
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¿L = 2? NO 

FIN. SoluciÓn 
A 
y= (1,1,0,0,0) M = 3 

SoluciÓn óptima: 

y 1 = 3, Y 2 = Y 3 = O, Xo = 3 

Ejemplo 5. Reopt1mizaclOn 

a) Max Z = Xo 
sujeto a: -XO + 3 YI - 2 Y1Y2 ~ O 

1 

y = O O 1 
j 

(j "" 1 , ••• , 4) 

Se resuelve inicialmente el problema anterior utilizando el algorit-

mo de la secciÓn 111.7. 

c=O 

)(= O 

c = 3, Xo .. 3, M '" 3 

SoluciÓn: Y 1 • 1, 

x = 3 
O 

y .y ay -O 
234 
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b) Se agrega ahora la restricción -XO + y 1 + Y 2 Y 3 + 5 Y 4 ~ O 

El ArOOl es ahora 

SoluciÓn y 1 = 1, Y 2 = O, Y 3 = O, Y 4 = 1, Xo = 3 

c) Se agrega ahora la restricciÓn' 1- Y 1 - Y 4 ~ O 

Soluci6n Yl-l, Yz"'O, Y3- l , Y4" O, Xo '" l. 

CD 
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CAPITULO IV 

EJEMPLOS 

En esta secci6n se han desarrollado dos ejemplos. En eL primer 

ejemplo se resuelve un problema de programaci6n mixta. Primero 

manualmente y después utilizando la computadora. 

El segundo ejemplo considera una compafHa que debe seleccionar 

su estrategia de inversi6n y su forma de financiamiento. 

IV.1. Ejemplo No. 1 

Se desea 

Max Z = -Y1l-2Yl2-3V12+20Y¡+30Y2 

Sujeta a - Y
U

-Vll +Zl + lOYl +20Y2 -Z3 =20 

- Y 12 - V 12 + Z2 - Z 1 + SY 1 + 1 OY 2 - Z 4 = O 

Zl -O.SY1 - O.2Y
2 

-ZS ~ O 

Z2 - 0.6 Y 1 - 0.3 Y 2 - Z6 ~ O 

Y
1

+Y
2

!: 1 

Las variables Y 1 11 Y
2 

son binarias y las dem6s contfnuas mayo

res o iguales que cero. 

IV. l. l. Solución manual. 

Siguiendo el diagrama de flujo del método de Participac1ón de Ben 

ders se tiene: 
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o 
Xo = + ce 

y = (O, O) 

Max Z = - y 11 - 2 Y 12 - 2 V 11 

Sujeto a: - y 11 - VIl + Zl - Z3 .. 20 

-Y12 -V 12 +Z2 - Zl- Z4 = O 

Zl - Z5 ~ O 

Z2 - Z6 ~ O 

cuyos resultados son: 

Y
ll Y 12 VIl V 12 Zl Z2 Z3 Z4 Z5 Z6 . . 

-1 -1 -1 1 1 

-1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 

-1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 

-1 -1 1 -1 1 

2001. 1002 2002 1003 ~OO 2)00' -2COO -uro 

1 2 2 3 

2 1 2 1 3 2 -2 -1 

M min = O u = (0,0,0,0), V'= (-2,-1,1,1) 

(l,u) = (l,O/O,O,O) 

(O, \1) = {O ,-2 1-1 , 1 , 11 

v= 1 

Sujeto a: x - 20 Y - 30 Y 6 O 
012 

Z9 Z10 b 

-1 20 Z5 

20 Z2 

-1 2(\ Z6 

20 Z1 

1000 1000 -40C0J 

d 1y 

1 1 d 2V 



Yl1 YI2 

1 

1 
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-26.1 Y1 - 50.S Y
2 

:!!: -40 

Y
1

+Y
2

:!!:1 

Resultado X~ = 30 Y = (0,1) 

El problema de programación lineal es ahora 

sujeto a: 
-Yll -V

ll 
+Zl- Z3- 0 

-YI2-V12+Z2·-Z1-Z4 = -10 

Zl -Z5 !!Í: 0.2 

obteniéndose: Z2 - Z6 !!Í: 0.3 

Vll V12 Z1 Z2 Z3 Z4 Zs Z6 . . 
1 -1 

1 -1 1 1 -1 

I 1 -1 -1 

1 -1 

I 1 2 999 998 999 1000 1 

C T X V = - 19.8 

f (y) = 1L-
Suma = 10.2 

u = (l, 2, I , O) Mmin = 2 

-19.8<30-30 

(1 , u) = O, I ,2 , 1 , O) 

Max Xo 
Sujeto a: 

Xo - 20 Y 1 - 30 Y
2 

6 O 

-26.1Yl-SOY2 ~ -40 

Xo- ,SY 1 + 9.8 YZ ~ 20 

2 

x¿ = 10.2 Y= (0,1) Como 10.2 = 10.2 

Zg Z10 b 

1 0.2 Zl 

-1 9.8 Y12 

1 0.2 Yll 
1 0.3 1Z 1O 

1 H9.a 

rIN. 
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y la soluciÓn Óptima es: 

Yll-O.2, Y
12

-9.8, Z1,,"0.2, Y1 ,,"0, Y2 = 1 

IV. 1. 2. Solución en la computadora. 

l. El programa A envía a la cinta 10 los datos del problema de pro

gramaciÓn 11neal, con excepciÓn de los ténninos independientes. 

2. El programa ACOSTI, el cual se desarro1l6 en esta tesis y se mue-ª. 

tra en el apéndice 1.1., hace XO=O.99x 1038 , y= 0(0,0) 

k = O, indicando con ello que no existen restricciones, hasta 

este momento, del tipo - Xo + gil (y) - 9
i2 

(y) ~ O. ks = 1, lo 

cual muestra que existe una restricciÓn del tipo hU (,y) - hi2 (y) ~ O, 

la cual es 1 - Y 1 - Y 2 ~ O, por lo que ASP = coeficientes P2. 

sitivos de las variables y ténnino independiente positivo = 

(0, 0,1) Y ASN = coeficientes de las variables y término inde

pendiente negativos = (l, 1 ,0). 

Calcula con y los ténninos independientes del problema de 

programaci6n lineal. Lee de la cinta 10 los datos, pas~ndolos 

a la cinta 8 agregando los términos independientes. 

Escribe en la cinta 12, XO' y, k, ks, ASP y ASN. 

3. El paquete MPSX de IBM lee los datos de la cinta 8, resuelve 

el problema de programaci6n lineal y er.vra sus resultados a la 

cinta 11. 
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4. El programa ACOST2 (elaborado en esta tesis, se muestra en 

el apéndice r.2.) lee de la cinta 12 los valorea 'de Xc' " t, 

les, ASP y ASN Y los imprime. (ver CI en las hojas impresas 

por la computadora). 

En C2, lee los resultados de la cinta 11, los imprime hasta 

que encuentra que la soluciOn es Optima. (En otros problemas, 

si no tuvieran soluciones factibles o fueran no acotados, aqul 

se habrla detectado, termin6ndose por tanto el proceso). 

En CJ, se calcula el valor de Z, puesto que es dUerente de 

d ._- d 1 ,0 d 2 ,0 1,0 2,0 cero, se eterm ..... n , , u , u • 

Puesto que u2 ,0 es dUerente de cero, calcula M mJ.n y uO y vO. 

En C4, se imprimen los valores de o O u , v Y M min. 

En CS, se presenta la soluciOn del problema de programaciOn 

lineal. 

En C6, se genemn dos nuevas restricciones 

- Xo + 20 VI + JOYZ ~ O 

26.09999996 YI + SO.4999999Y2 - 40 it O 

En C7, se resuelve el problema de programaciOn mixta con una 

varlable continua irrelltricta en .1gno y lal dema. binaria., uY, 

!izando el algoritmo desarrollado en el capfiulo III. 

Teniendo como soluciOn VI· O, VZ • l Y Xo • 30. 

Lee de la cinta lO los datos del problema de proqramaciOn 11-
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llS 

neal, calcula con y los términos independientes, enviando e.l 

ta informaciOn a la cinta a. 

Escribe en la cinta 12, XO' y, K, les, ASP, ASN, AP, AN, don

de AP son los coeficientes positivos y AN los negativos de las 

restricciones tipo -XO+gI , (y)-gI2 (y) ~ O. U, UN, US, 

USN son los valores de las variables duales. U y US positivos 

y U N Y USN negativos. 

5. El paquete MPSX de I8M lee los datos de la cinta a, resuelve 

el problema de programaciOn lineal y envía sus resultados a la 

cinta 11. 

6. Interviene nuevamente ACÍ>ST2. 

En ca, lee de la cinta 12 XO' y, K, KS, ASP, ASN, AP, "N,U, 

UN, US, USN, imprimIendo estos valores. 

En C9, lee e imprime los resultados de la cinta 11 hasta que 

encuentra que la soluciOn es Optima. 

En CID, se calcula el valor de Z, puesto que es igual a cero, 

se compara CTX1 + t(y) con XO' Ya que son diferentes, se 

1, 1 d2, 1 1, 1 2, I determinan d, , u ,u • 

Ya que 2 1 1 u' es igual a cero, solo interesa u • 

En CII, se imprimen los valores de u 1, 

En C 12, se presenta la solucl0n del problema de PC09ramaclon 

1 tnea!. 

• 



ro 
U

 

... 
J
'J

 ... 

~
 

.. t I r , 1 [ 1-" L
. 

( ,; 

'. -., , , J 
.
.
.
 

I ,,,' L
. 

: .~ J:= 
.J .. ~~ .' ... 

: 
-

;
:
 

............. 
-
:
 ... ~

~
 :-"":"''''-:-''" 

l'·
 ~ 

~
 

>
 

-
; 

" 
.. 

-
' 

'
'
'
'
 

.
,
 .. 

; 
-

1 \ 
... 

-
•
•
 

, 
•
•
•
•
•
•
•
•
 

<
10. 

, 
"
"
'-

.'';''J
 _

_
_

 
~ 

4
_

'"
 
~
 

~
 

.. ' 
.. " 

"" .. 
.... 

U
..oI 

V
 

~~":"!~""! ~-: !~-.~ 
J 

..... "
'
-

.... 'J
..I .... ..J .. o

J
..,J

 

"
"
 

... 
. ... 

: 

• 
>

 

. . 
-

>
 

~
 

-
-

:..~: . 
.
.
.
.
 .:;. 

&
 
,
:
 

.
,
.
:
-
:
~
 

....... Io
-

-.. ---

.. 

.: 
" .. 

=
 

.... . 
~
 

... 
.! ... .. 

.:: 
~
 

, ... o o 
.. 

o 
': : 

" 
.. 

3 
oC 

~ 
.. 

.. 
.. 

'o
 

.. 

• .. J
I 

M
 

~
 

&
 

... " 
-

, 
.. -, ~ : : ~
-

., 
.. " 

.:::: 
" . . 
j-

-" 
':": ; ~ 

-' 
•
•
 
-
' 

...:.! 
:
:
 
~
.
 

• i. 
.. ""'-. 

/". 
-
~
 

; :. 

-. ,.,. 
J
I 

f
' .. 

..... ~
 

-.¡. .. 
-

4
_

 
&. 

r 
~ .. i j ... 
", .. -: .. 
.... 

-. 
.. 

". 
" ... ~ : : ...... : 
;
:
:
 

.. ' 
--. 

" -,-
&. 

~
 

... 
! 

-
"
 l 

.. 
:' ," 

., . ~
"
"
 

. 
..: -

... 
"
.
'
 ... 

'&
. 

.... 
:" ... .; . 

.
:
 : : ~ ... : 

'-. 
"
-

..,-. ' .. -. .:: -
~ -

; 
: 

>
 

: 
-:::. 

,. 
.>-

• 'i ..... 
.. -: ! , . 
. .. 

,
:
' 

--"
,O

; 
~ . 
~
 , • =

 
....... ..: 

• 
, ... 1 

t
.
' 

.. 0-'_ 
~
'
-
-
"
"
-
'
'
'
'
 

4
-

-.... 
'"

 -
,'" ..... 

.. -
-

-
... 

-
.
1

&
-

.lo =
 

:c!:.:::! 
1. 

: 
... 

lo
"
 

t 
~
~
~
'
,
J
~
.
_
 

-
_
4
4
_
~
~
_
 

-
...... -.... -... --... 

-\o.. 
-

116 

r .. ~
 

:: " .. ,J
, 

.. ~
 

! , 

.: : 
.-:
~
 . 

-
;
 ,..-

O
) 

U
 

' .. ; , -~ 
i 

~ 
. . 
¿ .. ... 

..: 
-. 

... .. 
~ 

:
."

 . 
::;;:;..:.:.;.: 

~ 
~ 

......... , 
... 

.... _
..:_

.l ... _
_

 ... .c 
: 

... ...... , .... -
' ..... 

Z
 

l' '
:
:
~
.
~
 
~
 ':.' 

! 
• 

, 

:':':.::::.:.:.:! 
.0 "'" "" .. 

~. /" ... _ 

• 
a. ... Z

'.c
 

.r 
....... """ ......... '"

 
4

#
"
'''''''· 

~
"
"
"
"
"
"
"
'
'
'
~
j
J
~
~
 

.... ""' .... _
~
 .. -

~
-
&
.
 .. "-.. -_.'-..,-

"--
........ ----

--....... 
I
_
"
~
 

_
_

 .&
 
I
~
 

-'"l 
4

"
 

.. 
_ 

.... 
~
#
"
'
 ........ ..a

_
 ... ~

'
.
,
 ...... _ 

... 

-.......... -... _-
... -

~
~
-

"
' _

_
 
~
"
.
J
~
4
 

~
¿
 

~
 _

_
 

e
J
 _

_
_

_
_

 ........ ' 
... , 

';~.. 
~ 

E
 

'1
 
!
:
 ~~; 

~;~ 
::::::::;~~2 

. ~ " <
 

... : 
.. 
~
.
;
 

....... 
.; 

.
6

 
" 
_

_
 
"
.
 
~
 

• 

." ... 
.. . 

......... 
~
 

:.. 
,
.
,
'
 

11 
•
•
•
 

e oC 
.J. 

.6. 
•
•
 r. 

1: ..... _ 
~
 
&

.
 

-

. .. -) .. 

. -

" ? ~ ¿
 

'" .. 
=

 . 
~
 
~
 

.. ~ 
¡ 

':"' .... 
~
 

... 
" . 
" . 
. .. 
.... ., .. 
~
-
-

-..... 

• ~ , ~
 

.. -
-., -
.
:
 
l
'
 

.... 
,.:. 

t 
... -.. 
-

, 
, 

, .... -
-

';~ ~ .. 
... 

.-..: 
-

, .. 
: 

~ 
o

' 
6

'"
 

• 
¡, 

... 

, . -
1 

-

,. -
-

• 
&

 
-

...--
.. 

-
' 

.. 
I 

.
,
 e 

~ --
=

 116 ..: '
~
 

:
-

;-: 

-.. 
, 

, 
_ ..... -
:
~
:
!
 

o
C

-
-
-



~ ... .! 

-.... '" , 

i 

: 
. " . -
. . 

~ 
, .. .. 

: 
.. 

w
 

6 
: 

... .. 
::; 

... 
... 

.. 
.>

 
~
 

~
 

! 
... 

. . 
I . " 
.... . ' . ~ 

'.l 

; 
~ 

~ 
.¡ 

~ 
~.~ .. ~ 

J e .. 
.... -

..... " .. :-
... 

: 

,,-, .. -.. 

=::. 

. ....... 
.... -

"
;
~
4
 
_

_
 
"
'
 
_

_
_

 
_ 

: 
;
'
:
_
¡
~
:
'
:
:
e
 

..... --
~ ,." .. ' 

•
•
•
 

I 
'
,
_

 
I 

, 
•
•
 

~ r 

-

.. .. ... ~
 é .. ,i 

.: -~ ; . ,. r,; 
~ 

fi " 
~ 

,;: 
, 

~
 : 

" ...... 

:;-:: 
.,z

_
 •

... 
-

... " -
-
.: 

: 
..... -
. .. 

~
 .. 

: 'J" 
. ~

 

.. -_ .. 
.(

.. 
... ...... -

4
' 
,
-

: 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

. 

",-.:..--... 
--

~
 : 

:' 
.. 

'''C
'': 

~
 

-
.
l
 

-.. ! .. ,:=-
=

 
: 

.... _ 
U

 
&

"
J
 

... . " 
.-

... 
-, .. 

.. -
.... -....... 

;. .:.-. 
J 

4
. 

,.;'0,. 
,'" 

.".. 
..... &

 
.. 

J 
.
-
-
-
.
~
 

_
A

 .... ' 
.. 

.. 
&

-
.. 

~
 

: 
, 

....... 
.
;
 

f 
_ 

.
1

 

4
-. '" 

----.' ... 
.. .......... 1

.
-

_ 

.
.
.
-

&
.. 

~
 

~ , . . ' " 

~ 
: 

.. 
~
 

. , , 
... 

... 

.:: 

J 
117 

j 
~
 

~ ~ 
'!' 
~
 . . 

': i .. 
=

 ? .. 
-

-
-. 

! ... :: i o Ü
 . . ¡ 

>
 

" 

• 
.. 

w
 

.. 
, 

, 
:: 

;: 

I 
" : -. ~

 
.¡ 

~ 
.. 

" .. 

, '" .... 
:: ., 

, 
. 

~
 · 

L · '': 
:¡ · 

" 
. , 

,. 
~
 

": ., . · 
: -
: • 

:! 
.
~
-

.. : 
oO 

.-...... 
" 

_.1-
-:. ... 

>
-

-
" 

¡: 
» .... .: L 

&
 

... ".-
!." 

........ 
_

,
 

•
•
 " 

oC 
• 

.. .: ........ . 
:
',

 .. .. 
, _

.:. 
... "
. .. .. 

' 
... 

" ...... ...:' .. 
,,,: 

... 
' .: ...... 

'. '. 

.. :: , ....... 

• , - .. # ~ .. 

• -: ! . ~
 

.: ! 
,. -.. ~ -
.4

 
~ 

L
_

 
~
 

_ . .. 
i 

.. . . ,4 --: ¡ " 
'. ~

 

· ... ~
 

~
~
-

;. 
~
 , 

-: 
:.. 

1
~
~
 , 

.) 
· 

o
O

' 

:,'::.: .: 
"
'.: 

~
 

J 

... ~
 ~
 

.. ; :: e , 
. :. :. • ~ 

1 
--

.,:-
.
.
.
.
.
 -
.
 

..."
"
 

-...1
 

-
.. .c. 

•
•
 "",,z 

.... , 
~
"
.
_
 

.
'4

.
' 

",' .... '0
 _

_
 '_

 
A

,
-

_
_

 

.
.
.
.
.
.
 "
'"

 
"Ir. 

-
,' .. 

4 
.. 

'.-
a
.: 

•
•
 

-
../&

w
 

_
_

 

o
l:-::; 

.
.
.

• 
I
t
_
~
 

" 

~
&
"
"
'
&
-

¿ 
-

-
:
-
~
-
-

-

-'.-. 
...... 

.: ,. i . ~ L 

--" 
,¿ 

, 
.
.
.
 
"
'
.
 

• 
t.c

-
----e .... .: ...... .; 
4 

..... "
'
-
-
-
-
.
:
_

'
 

J 
, 

't %
. 

1. 
.... _

_
 ""1

' 
-

'
:
;
'
,
.
:
~
:
'
~
'
:
.
:
~
 

-----------
.
.
.
.
I
_
~
 _

_
 ..... _

I _
_

 .t:. 

."\,J
 

-
¿
 • 

.a
.-

-
-
.
'
 

-
.
.
.
.
 -

A
"
 ....... "

,,, .. ' ... .I'I .... .,J 
_"'" -_"'." 

_.!.......... 
oJ_....... 

. ............... , ....... ." .... ,-
-
.
~
_
 

-
:
-

:
-
,
-
.
-
~
 

'
"
 
J
I
 

~
,
 .
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 ,
.
 
.. 

-
'
.
'
 ... .,1

,&
_

 .
.
.
.
.
.
.
 1 

.
.
.
.
.
 
-
,
 .
.
.
 "

', 
... "

.
\
 

J
J
 .... J

..J
 

.
.
 

~
-
_

_
 .... 
_
~
 _

_
 
~
-
4
~
'
-
A
 

.. -
-
-

_
-.. 

~
~
 

~
:
_
 
~
d
:
!
~
~
~
~
!
'
:
:
 

!
~
:
~
_
.
1
.
:
 

L
:_

 
.. ::'::: 

~
~
~
 

:
~
:
.
 ~
~
 .. ~'" ::':'" ~ ~ "'':':~ ~_:.\;;W; ... ::~ ... :~-;~\:-

_
"'4

 ~ p
:;! 

lo 
•
•
 ' 

... ,
.
_

 
."""_':1 ... _..... 

C
 • 

..J 
_ 

.. -
... 

"
"
,.,... 

-
_

_
_

 ............... .. 

; 
; 

; 
~ 

~j :;: ~ 
~
:
 

: 
t 

~ 
:~= f:= 

:::::::=~~: 



: , o
' 

.. 
_ 

•• 
~
"
I
i
I
 

: 
.. e .. 

~.:~;~ •. ": i 
... ~

 
-: 

,a,. "
,_

,'., 
oC 

~
 A

a
 

K
.::.: 

~
 
,
.
~
_
.
 

4
"
"
-
._

.J
 

-
-
-
~
-
-

-
.
.
.
~
 

.J
w

. 
" 

""-..... -
.,J 

_ 
... A

 

.. -.. 
.,J 

.
"
"
'.

_
 

Al: 
.A

a
. ... . z .; 

<
' 

1
1

8
 I 

_o 

" .. 
. .: ~

 .. .. 
~
 

-; 
:; 

.. 
4 

! 
· 

4 . i :. 

.;¡ .. 
.. 

.... 
...; 
!. . .. 
J 

... 
"' ... 
,. · 
~
,
 ... 

,
~
 

. · · · 
. ,-

"
.
~
 

---~:: :: 
~
~
~
 

~::, 
_

o
' 

~';': 
, .. 
: : : 
.. '.-.. -· 
~
c
 =

 
-.- ..1:: _ 
f~~ 
"
"
 

" · 
, , 
~
 . 

I 
:; 

, ~
 : : =

 
.. : : 
. 

,
J
 

t~ .: .. 
, . 

.' . 
-
~:4~ 

.:. .. -.: 
:, 

-
L

.s. 
:
,
'
 

.. -.. --
-
.-

-
¡ 

*:¡ 
_ ...... 

" 
, 

~
 

I 
• 

,~ -: 
:.": 
, 

o 

,-
.. ',' 

o 
•
•
 

oC 
...... 

.. -.. --.. -~:.: 
!,t • 
-
i
·
 

"'" 
.. o 
•
•
 

-
1

.
,
 

... 

-.. 
-
:
~
 

0-
-
-
':

"
 

J ... .: ;¡ .. 

-.'7
 

_ 
.''--
: ... ) 

, ~
 

:. 
..., 

~.J 

~
 

'oJ 
C
'
:
"
)
~
e
~
 

1
1

 
•
•
•
 

.rJ
:::c

:"_
=

 
.. 

~
 

.' 

~
 .. 

'.J 
..., 

" 
u 

.. 
... 

_
':)...1

"': 
.

• 
l 
•
•
•
 

..... ~
-
"
'
:
 ... 

..... 1" 

"
'."

 
:: 

'.'!I 
to

": 
1" • 

e""": 
...,.,}

"
)v

"
'! 

..... 
" 

'-=
"'-':"" 

... .. 
~ 

"
:'':'-

'':-
........ 
;
-
~
"
-
:
'
I
 

-
.:, , 

. .., ... ., 
,#

 
J
.
 

o 
_ 

, 
JIII. 

.
.
.
.
.
 

¡ 
.;:~!~~7 
_
~
 
_

_
_

 
l. 

-1 

. o'': :
. -

¿
-

: 

¡ I 
::: : ~ -

. 
!. 

.' •
•
•
•
•
 

I 
"
:
-
-
-
~
1
 

i . 
I 

" 0-
, 

'o
 • 

.:.:, 
:r-~.. 

..: 
I 

~ 
-e__ 

_ ... _
J
 

~
 

&
. 

.
.
.
.
 

Z
~
 

_' _
_

 ..J._ 
.., .... -

.:-...... . 
.a. 

... _
:..-_

 
&

. •
• 

' _
_

 
~
:
r
 

-=---: -
-
L

 
, --.... 

: ... '-

" .. c --.. 
ti 

.J 
·
Z
~
 

.J 
-

. 
.J

 J 
• 

,
-
-
.
.
.
 

• 
.
J
J
 

... -
-... 
..-

.. 
0

-
J ~

 
:
l
' 

w
 

J 
tIl..: 

_ 
. 

"""1
 

-, 
.. 

a 
_

_
 

:~.~ 
: 

.. -..... -. 
.. 

-
.
-
-
-

... 
"
'-

J
 

t 
.
,
 

"
"
 
.
-
,
 -,..J 

.. -. 
..... 

~
 

l
e
 .

.
 

!
~
-

... -.......... -"'" -... 
~
I
 

_ .. _ .. 
~
 
~
 

_
.'4

 
_

-
-
_

 
.a. 

_
_

 .. 
_
~
 

_
~
~
 

4 
•
•
 
~
 

.. .c-__ 
&

. 
L

_
 



" .. .. ~
 

C\J 

u 

::: .~-:~-
.............. , 
3':3:::: 
.3~~':_ 
... '"

 t' ~ .
.
.
 

... . " 
" 

• .. :: :! 

, .. 

• .. .. ~
 

119 

• .. 
• .. 

:: ~
 . ~n~~n~~H 

I 

.......... 

.. :.. 1 

-'" U , " ..: 

-
-. .. 

· · 
.
'
)
 

.... 
~
 

· · . 
U

 
" 

:> 
J
_

 

. -
· . 
.. 

., 
~
 

. ~
 

... ... ~-: 

V
 

... 
~ .. 

. ~ 
. ...... ., 
" 

"'''0#''' 
V

 
.. 

... 
.:l!.,)r,:).J

 
: 

;! -
' .. 

... 
"

.,.,.., 
-

.. 
.. 

.. -
., 

., 
w

 
~
 

.. 
.. 

.. 
.. . 
.. 

.. 



120 

. ~
 

~
 

! 
;: 

::: 



121 

En C13, se genera una nueva restricci6n 

-X
O

+0.5 Yl-9.8000000l y 2 +20 ~ O 

En C14 se resuelve el problema de programaci6n mixta con una va

riable continua irrestricta en signo, y las demAs binaria s. 

Dando como solución Y1=0, y2 =1, Xo = 10.2 

A continuación lee de la cinta 10 los datos del problema de progra

mación lineal, calcula con y los términos independientes, env ia n

do esta información a la cinta 8. 

Se escriben en la cinta 12 los valores de X
O

' y, K, KS, ASP, ASN, 

AP, AN, U, UN, US, USN. 

7. El paquete MPSX de IBM lee los datos de la cinta 8, resuelve el 

problema de programación lineal y envía sus resultados a la cinta 11. 

8. Toma el control ACOST2. 

En CIS, lee de la cinta 12 X
O

' y, K, KS, ASP, ASN,AP, AN, U , 

UN, US, USN, imprimiendo estos valores. 

En C16, lee e imprime los resultados de la cinta 11 hasta que en

cuentra que la solución es óptima. 

En C 17 calcula el valor Z, el cual es igual a cero. Compara 

C T X2 + f (y) con XO' Puesto QUe son iguales, termina el proce

dimiento y escribe que "la solución es la óptima". 

Los valores de las variables continua s en la solución óptima se 
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encuentran en C16, siendo éstos 

Yll = 0.2, Y12 = 9.8, ZI = 0.2 

los valores de las variables discretas estan en C14,' siendo éstos 

y 1 = O, Y 2 = 1, Xo = 1 O. 2 

IV. 2. Ejemplo No. 2 

Se trata de un ejemplo hipotético, en el que la Compai'\!a Fres, S. 

A., tiene la concesión para explotar los yacimientos mineros de 

Naica que se localizan en la parte centro-sur del estado de Chi

huahua aproximadamente a 110 kil6metros al sureste de la capital 

del estado. 

La explotaci6n se efectúa utilizando el sistema de corte y relleno. 

El costo total en la mina es de $65. DO/tonelada extraída. 

En la planta de beneficio de la misma compai'\!a s.-tratan por el 

método de flotaci6n selectiva 45,000 toneladas de mineral por 

mes, provenientes exclusivamente de las minas de Naica. 

Mensualmente se obtiene un tota 1 aproximado de 3,500 tonelada s 

de concentrados de plomo con las leyes siguientes 

Gramos/ton 

Oro Plata 

1.09 19 

Plomo 

64.9 

Zinc 

3.90 

% 

Cobre Hierro 

4. 13 6.89 

Los concentrados de zinc que salen de la planta mensualmente s~ 
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man aproximadamente 2,700 toneladas con los valores siguientes: 

Gramos/ton % 

Oro Plata Plomo Zinc Cobre Hierro 

0.27 71 1. 20 53.7 0.70 8.75 

La planta de beneficio opera con un costo aproximado de $59.00 

por tonelada de mineral, el cual se desglosa a continuaci6n: 

Mano de obra Material Energía eléctrica Total 

Secci6n de quebradoras 

SecciOn de molinos 

Secci6n de flotaci6n 

Abastecimiento de agua, 
muestreo y ensayes, s~ 
pervisi6n presa de jales 
y oficinas 

PROYECTOS DE INVERSION. 

2.00 

1. 00 

5.00 

7.48 

15.48 

2.48 1. 52 

9.00 6.52 

18.00 3.48 

• 

1. 52 1. 00 

31.00 12.52 

Las posibilidades de inversi6n de la Cra. pueden agruparse en 

dos temas: uno referente a un complejo industrial en Naica y el 

6.00 

16.52 

26.48 

10.00 

59.00 

otro a un yacimiento de Tungsteno en Sonora. Se describen a con 

tinuaci6n. 

1) Se propone la formaci6n de un complejO lndustrial compuesto 

por cuatro fAbricas, como sigue: 
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1) Unidad productora de zinc 

2) Unidad productora de ácido sulfl1rico 

3) Fábrica de amoniaco 

4) Fábrica de abonos, en la que el amoniaco se combina con 
el ácido sulfúrico para producir sulfato de amonio. 

Los concentrados de zinc contienen azufre que es necesario elimi-

nar antes de proceder a la separación del zinc. La eliminación 

se realiza en un proceso de tostación mediante el cual el azufre 

se desprende en forma de gas sulfuroso. La disipación de este 

último en la atmósfera crea serios problemas. Este inconveniente 

se soluciona aprovechando los gases de la tostación para produ-

cir ácido sulfúrico. La disponibilidad de ácido sulfúrico y las n~ 

cesidades de abonos nitrogenados llevaron a abordar el estudio 
• 

de una planta de sulfato de amonio. 

Se tratarán de producir diariamente 50 toneladas de zinc metAlico. 

La capacidad de la fábrica de ácido permitirá aprovechar todos 

los gases sulfurosos resultantes en la producción de zinc; la fá-

brlca de abonos, para convertir el ácido y el amoniaco en sulfato 

de amonio, trabajará a razón de 269 toneladas por día. 

Después de hacer la tostación de los concentrados, éstos se li-

xlvlan para producir una soluciÓn de zinc que iI su vez se some-

te a un proceso electrolítico a fin de recuperar el áCldo y produ-

clr zinc met~lico. 
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El compleja mdustrial se explica esquemaUcamente en la figura 

siguiente: 

ENERGIA ELECTRICA 

1 
FABRICA 

ELECTROLITICA 

DE ZINC 

~, 

ZINC 
METALlCO 

CONCENTRADO DE 
1 ZINC 

HORNO DE 

TOSTACION 

CALCINAS 

GAS 
SULFUROSO 

PLAN TA 
DE 

ACIDO 

ACIDO 
SULFURICO , 

PLANTA DE 

SULFATO DE 

AMONIO 

VAPOR 

PLANTA 

DE 

AMONIACO 

AMONIACO 
LIQUIDO 

ABONO SULFATO DE 
AMONIO 

La inversi6n necesaria se especifica en el cuadro siguiente: 

Fábrica de zinc 180 millones de pesos 

Pla nta de ácido sulfúrico 52 millones de pesos 

Planta de amoniaco 120 millones de pesos 

Pla nta de su lfa to de amonio 13 millones de pesos 

105 gastos de producci6n son: . 
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- FAbrica de: Producci6n diaria Costo por tonelada 
(ton) 

Zinc 50 $ 720.00 

Acido su lf(¡rico 205 . 60.00 

Amoníaco 73 760.00 

Sulfato de amonio 269 110.00 

lI) La compai'Ha posee el yacimiento de San Antonio en Sonora a 140 

kil6metros de Hermos1llo. Actualmente se ha detenido la explota-

ción del tungsteno en ese yacimiento porque se trabajaría con p~ 

dida. La compai'lía La Perla desea adquirirlo pagando 

$ 500,000.00. 

Los estudios geológicos muestran que existe una probabilidad de 

0.5 de tener 100,000 ton con una ley de 1% de tungsteno, 

500,000 con una ley del 0.5% y 4'000,000 con una ley del 0.25%; 

una probabilidad de 0.25 que se tengan 300,000 toneladas con ley 

del 1%, 500,000 con ley del 0.5% y 3'800,000 con ley del 0.25%; 

y una probabilidad de 0.25 de tener 1'000,000 de toneladas con 

ley del 1%, 2'000,000 de toneladas con ley del 0.5% y 3'600,000 

con ley del 0.25%. 

Se ha llegado a una decisión, la cual no puede modificarse por 

este estudio, que establece vender San AntonlO o ,ontinuar la 

explotación, pero de n.nguna manera segul! con la situaclón actual. 
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Se ha calculado también que para continuar la explotación es ne-

ce3aria la siguiente inversiÓn. 

Mina 2 millones de pesos 

Bombeo 3 'millones de pesos 

SocavÓn y locomotora S millones de pesos 

Planta de beneficio 48 m1ll0ne's de pesos 

Campamento 7 millones de pesos 

Total 65 millones de pesos 

El costo de operaciÓn es de $61.00/ton extrarda. 

Se desea desarrollar la planeaci6n estratégica de esta empresa . 
Fre s, S. A., por lo que se ha llamado a la Compai\ra Consultora 

Plafin, S.A., la cual inici6 el estudio con el subsistema de in-

formaci6n. 

10. ETAPA DE PLANEACION 

I) Se le pregunt6 a la gerencia qué era lo que deseaba. La com-

pai\!a Fres, S. A., especific6 claramente que lo que quena era 

un reporte que estableciera: 

l. Las decisiones de inversi6n 

2. Las fuentes de financiamiento, las cantidades necesarias y 
la fecha en que se deben tener 

3. El costo de I capital. 

La frecuencia de los reportes debe ser anual, pero debe tener 
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la flexibilidad suficiente para analizar las alternativas posibles 

de inversi6n y financiamiento que pueden surgir. 

1I) Ademas, la gerencia necesita que el sistema esté operando in

tegralmente dentro de cuatro meses. 

III) Los datos que se requieren son el estado de Fres, S.A., las 

inversiones alternativas, tiempo de instalaci6n y puesta en mal. 

cha, precia y demanda de la producci6n, fuentes de financia

miento, curva de preferencia y la determinaci6n de cuales vari~ 

bIes se consideraran como deterministas y cuales como aleato

rias. Esta informaci6n pasara al subsistema de optimizaci6n, 

el cual generara los datos para poder elaborar los reportes que 

se requieren. 

2°. ETAPA DE EVALUACION 

Los desarrollara la Cra. Plafin, S.A. 

Costo de desarrollo 

Costo de operaci6n 

$ 200,000.00 

1,000.00/mes. Plafin, S.A., entrena-

ra al personal de Fres, S.A., para que opere el sistema. 

En este punto el gerente de fres, S.A., consideró que Jos bene

ficios potenciales serran mayores que el costo, por lo que se prQ 

siguió con el estudio. 
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3°. ETAPA DE DISE~O 

Se especifica que los reportes del sistema seran impresos. Los 

datos de entrada, decisiones sugeridas y acciones tomadas se 

guardaran en un disco del que se pueden recuperar o modificar en 

cuanto se tenga nueva información. 

4°. ETAPA DE OPERACION 

Los datos que se han recopilado son: 

1) De la empresa Fres, S.A. 

BALANCE GENERAL AL 31 DE DICIEMBRE DE 1974. 

ACTNO 

Circulante: 
Caja y Bancos $ 500,000.00 
Cuenta s por cobrar 7'000,000.00 
Inventarios 5'000,000.00 

$ 12'500,000.00 

Fijo: 
Terrenos $ 2'000,000.00 
Edificio 1'000,000.00 
Maquinaria 5'000,000.00 

$ 8'000,000.00 

Total $ 20' 500,000.00 
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PASIVO 

Circulante: 
Préstamos Bancarios $ 2'000,000.00 
Proveedores y Cuentas 

por Pagar 2'000,000.00 

$ 4'000,000.00 

A largo Plazo: 6'000,000.00 

CAPITAL 

Capital Social $ 6'000,000.00 
Reserva Legal 600,000.00 
Utilidades Acumuladas 3'900,000.00 

$ 10'500,000.00 

Total $ 20'500,000.00 

El préstamo a largo plazo se tiene con una tasa de interés del 

6% Y un plazo de 6 ai'\os para pagarlo. 

ESTADO DE RESULTADOS D"E LA CIA. FRES, S.A, 

Durante el ai'\o de 1974 

Venta de concentrados 

Plomo 

Zinc 

27,258 ton a S 614.00/ton = 16'902,192 

17,400 ton a S3,814.00/ton = 66'363,600 

83,265,792 

Costos 

Mina 540,000 ton a $65.00/ton 

Planta 540,000 ton a $59. ~O/ton 

Gastos ac:ministratlvos 

Gastos generales 

Util1dad 

35'100,UOO 

31'860,000 

6'OOO,UOO 

4'000,000 

76'960,(JOO 

(i'305,752 
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Es conveniente aclarar en este punto que el cAlculo aproxi

mado de 3,500 ton/mes de concentrados de plomo con una 

ley del 64.9% proporciona al ai'lo 3,500 x .649 x 12 = 

28,036.8 ton, el cual es un valor cercano a las 27,258 ton 

que se obtuvieron realmente. La misma situaci6n se tiene 

respecto al zinc, donde 2,700 x .537 x 12 = 17,398.8 

Trabajando a esta capacidad, se estima que las reservas de 

mineral durarAn: 

8 ai'los con probabilidad de 0.1 

7 ai'los con probabilidad de 0.6 

6 ai'los con probabilidad de 0.3 

Se entrevist6 al gerente de Fres, S.A., para determinar su 

funci6n utilidad. Se encontr6 que tiene aversi6n constante 

al riesgo, por lo que su funci6n utilidad es de tipo exponen 

cial (apéndice Ir. 4.), estimAndose como u (x) = exp [-X/IOOO] 

donde x tiene como unidades miles de pesos. 

S1 se decide realizar el proyecto 1 de inversi6n se venderA 

maquinaria por un valor de $ 4'000,000.00. 

11) El tiempo de instalaci6n y puesta en marcha de 106 proyectos 

serA de un afio. 

iii) Las fuentes de financiamiento ser~n: emlsi6n de acc10nes or-
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dinarlas y preferentes, bancos para préstamos a corto plazo y 

financieras para los préstamos a largo plazo. (Comisi6n de F2. 

mento Minero, Banco Minero, Nacional Financiera, etc.). 

iv) Se ha analizado que los costos pueden considerarse como vari~ 

bIes deterministas y que los productos tienen gran demanda en 

el mercado internacional, por lo que ésta no sera un factor 11-

mitante en la producci6n. Los precios de venta del zinc, pl2. 

mo, tungsteno, acido sulfúrico, amonIaco y sulfato de amonio 

se consideran como variables aleatorias. 

Se presentan a continuaci6n la media y la variancia que se ha 

estimado para los ai'\os 1975 a 1985 de los precios de venta. 

S/ton S/ton S/ton 
S/ton 

S/ton S/ton 

Zinc Plomo Tungsteno 
Acido 

Amoniaco Sulfato de 
Sulf(¡rico Amonio 

~ qa ..P (fl JI ~ ..)1 era .P (fa ..P <:fa 
1975 3814 16 614 4 44700 333 280 2 882 5 1630 10 

1976 3900 18 615 S 45400 350 281 2 885 5 1635 11 

1977 4000 21 616 6 46100 383 282 3 890 7 1640 12 

1978 4100 25 617 6 46700 417 283 3 895 7 1650 12 

1979 4100 27 619 7 47300 500 284 4 900 8 1670 13 

19BO 4150 28 620 7 47900 600 285 4 920 8 1695 14 

1981 4200 33 623 8 48600 717 286 5 930 9 1710 15 

1982 4250 37 629 8 49200 833 287 5 940 9 17¡jO 16 

1983 4300 42 638 9 49900 883 291 6 950 10 1760 1 Ú 

1984 4300 45 654 10 50600 966 298 6 955 10 178i) 17 

1985 4500 67 675 11 51300 1000 310 7 960 11 lBor) 18 
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PROCESAMIENTO DE IA INFORMACION. 

Se procederá ahora a detenninar los flujos de dinero de las dife-

rentes estrategias. 

A. Estrategia de momento. Si se continl1a con la situaci6n actual 

se tendrán las medias y vartancias para los ai'\os de 1975 a 

1980 en miles de pesos. 

Media 
miles $ 8500 13340 14863 16630 18398 18452 13349 

i f r t t t i 
1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 

Variancia O 7816 9164 10815 12027 13376 13678 

(miles $)2 

Puesto que existe incertidumbre sobre las reservas de mineral 

para los ai'los 1982 y 1983 se tiene la situaci6n siguiente 

1982 

1983 

media 

~(20301 

(O, O) 

(21 335 

(O, O) 

variancla 
15935) 

17146) 

Para la obtenci6n de la media y la variando se efectúan los 

cAlcules siguientes: 

• 
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~l' Ú
2 

) 
1 

!,.,Ü 2 , Ó~ ) 

( ...Pn , G"2) 
n 

n 

La media h es igual a .,p= E Y' ) = z:: 
:.r- i i = 1 P i.,JJ i 

2 2 2 
Y la var1anc1a (j = ~ + E ((j i ) 

n 2 2 n 2 

= ~1 P i ~ i -.,;;. + ~1 Pi Ú i 

n 2 2 
..:::- ( Ó

i
) _/2 = C- p, \ 111' + 

i = 1 1 /--

Así media . variancia 

1982 14 211 86 558 580 

1983 2 134 40 965 981 

miles de $ (miles de $) 2 

B. Estrategias de desarrollo. Son las siguientes: 

i) FAbrica de zinc y rttbrica de Acido sulfúrico. 

Inicio en b75 

Media 
223500 69426 71000 72812 74627 747lJ2 b9647 45208 7789 

L 1 ! T 1 i T ! ! 
75 76 77 78 79 80 H 1 A2 B,l 

Varlancia 
O 19013 20361 27611 28822 35770 3ti073 S.¡t..:J2120) 

tl7 S 'Hl l> 0·1 .~ 
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• 

Inicio en 1976. 

Media 
8500 218660 71000 72812 74627 74702 69647 45208 7789 

1 1 1 ! 1 ! 1 1 1 
75 76 77 78 79 80 81 82 83 

Variancia 
O 7816 20361 27611 28822 35770 36073 546021203 

875906043 

Inicio en 1977 

Media 
8500 13340 217137 7281.2 74627 74702 69647 45208 7789 

! ! l ! ! ! ! ! t 
75 76 77 78 79 80 81 82 83 

Variancla 
O 7816 9164 27611 28822 35770 36073 546021203 

875906043 

11) FAbrica de amoníaco. 

Medla 
120000 3250 3330 3464 3597 3730 4263 4529 4796 5062 5195 

~ ! ! ! ! ! ! ! 1 ! 1 
75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 

Varlancia 
O 3549 3549 4969 4969 5679 5679 6389 6389 7099 7099 

i 11) FAbrica de zlnc, fAbrica de Acido sulfúrico, fAbrica de amonr~ 

ca y fAbrica de sulfato de amonio. 

Inicio en 1975. 

Media 
356500 178336 180324 182555 185277 187241 184205 128034 19672 

~ 1 ! ! i ! ! ! 1 
75 76 77 78 79 80 81 82 83 

Variancia 
O 104218 115207 126498 127709 138698 148642 3482984083 
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Inicio en 1976 

Media 
8500 351660 180324 182555 185277 187241 184205 128034 19672 

! i ! ! 1 1 1 1 1 
75 76 77 78 79 80 81 82 83 

Variancia 
O 7816 115207 126498 127709 138698 148642 3482984083 

7025886675 

Inicio en 1977 

Media 
8500 13340 350137 182555 185277 187241 184205 128034 19672 

! ! ~ ! t ! ! ! ! 
75 76 77 78 79 80 81 82 83 

Variancia 
O 7816 9164 126498 127709 138698 148642 3482984083 

7025886675 

Iv) Explotar el yacimiento de Tungsteno de San Antonio. 

Media 

65000 115287 77750 44750 33975 34725 35475 36350 30950 25500 26200 

1 t t r t t t t ! 1 t 
1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 

Varianc1a 

o 843084906 1593907500 419491875 442867500 S3280000 
2189982500 4089168 7~ 430201875 1134 b 7500 h r)[) O 000 O 
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SUBSISTEMA DE OPTIMlZACION 

1) Funci6n objetivo. Se desea maximizar la utilidad esperada del v~ 

lar presente neto de la organizaci6n. 

Max Z '"' Utilidad espereda de~ingreSO de las estrategias) - (costo 

de la deuda a largo plazo) - (costo de la deuda a corto plazo) -

- (dividendos pagados a las acciones preferentes) + (cantidad que 

se obtiene al pagar anticipadamente la deuda a largo PlazO)} 

Puesto que la funci6n utilidad del presidente de la compaf'l!a es 

de tipo exponencial y la distribuci6n de probabilidad del valor pr~ 

sente neto de las estrategias puede considerarse como normal, 

puede aplicarse la funci6n objetivo de la secci6n II. 4.1. 

2 
Max Z = E (x) - <Ix / 2c 

la cua 1 queda como 

10 2 
Max Z = ¿ rE [VPi J -\j /2C] Xi - (costo de la deuda a lar-

i = 1 L VP i 

go plazo) - (costo de la deuda a corto plazo) - (dividendos paga-

dos a las acciones preferentes) + (cantidad que se obtiene al pa-

gar anticipadamente la deuda a largo plazo), 

2 
Haciendo Ee i = E[ VPiJ - Vvp /2c, se calcularan para cada 

i 

una de las vMiables Xi' 
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{ 

1 continuar con la situacl0n actual 
X ::o 

1 O no continuar 

2 
EC

1 
= E (VP1) - (j /2C = 80,310 - (24 424 000/20 000) = 

VP i 
... 80 310 - 1 211 ::o 68099 

EC
2

'" 82 191 

EC3 = 56 992 

EC 4 = 34 413 

X ={ 1 
5 O 

lnsta1aciOn de las fAbricas de zinc y Acido sulfúrico 

en 1975 

no se efectúa dicha insta1aciOn 

instalaciOn de las fAbricas de zinc y Acido sulfúrico 

en 1976 

no se dÍectúa la instalaciOn 

instalaciOn de las fabricas de zinc y de acido sulfú

rico en 1977 

no se efectúa la instalaciOn 

instalaciOn de la fabrica de amonIaco en 1975 

no se efectúa la instalacl0n 

EC
5

=-97931 

EC6 = 359 300 

fabrica s de zinc, acido su 1 [úrico, amonIaco y su 1-

fato de amonio en 1975 

no se efectúan dichas irversiones 
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x7= { 

1 fabricas de zinc, ácido sulfo.rico, amoníaco y 
sulfato de amonio en 1976 

O no se efecto.an dichas inversiones 

EC 7 = 315 800 

v{ 1 fábricas de zinc, ácido sulfo.r1co, amoníaco y sul-
fato de amonio en 1927 

O no se efect6an dichas inversiones 

ECa = 154 100 

Xg '{ 

1 se vende San Antonio a la era. La Perla 

O no se vende 

EC9 = 500 

X1O={ 
1 se explota el yacimiento de tungsteno de San Antonio 

O no se efecto.a 

EC
IO 

= 67 510 

Se continúa calculando los demAs integrantes de la funciÓn objetivo: 

(costo de la deuda a largo plazo) -

- (t - pi hJp YJpJ 1(1+ rl
t 

donde 

gJP - es la tasa de interés que se debe pagar a la fuente J por 

préstamos efectuados en el período p. 

rct - tasa de impuestos en el período t. 

YJP - préstamo a largo plazo de la fuente J en el período p. 
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h jp - fracción de Yjp requerida como pago constante al principal 

en cada perrada. 

r - costo del capital. 

Se tienen los datos siguientes: 

t 9 lt <¡2t 93t 94t 9St hlt h2t h
3t 

h4t h5t rct 

1 0.04 0.03 0.08 0.09 0.05 0.20 0.10 .067 .067 0.10 0.05 

2 0.04 0.03 0.08 0.09 0.06 0.20 0.10 .067 .067 0.10 0.05 

3 0.05 0.04 0.07 0.09 0.07 0.20 0.10 .067 .067 0.10 0.05 

4 0.05 0.04 0.07 0.09 0.05 0.20 0.10 .067 .067 0.10 0.06 

5 0.06 0.05 0.06 0.09 0.06 0.20 0.10 .067 .067 0.10 0.06 

6 0.06 0.05 0.06 0.09 0.07 0.20 0.10 .067 .067 0.10 0.06 

7 0.05 0.06 0.05 0.09 0.05 0.20 0.10 .067 .067 0.10 0.07 

8 0.07 0.06 0.05 0.09 0.06 0;20 0.10 .067 .067 0.10 0.07 

9 0.07 0.07 0.04 0.09 0.07 0.20 0.10 .067 .067 0.10 0.07 

10 0.05 0.07 0.04 0.09 0.05 0.20 0.10 .067 .067 0.10 0.08 

11 0.08 0.08 0.06 0.09 0.06 0.20 0.10 .067 .067 0.10 0.08 

Como existe una fuente que presta exclusivamente para llevar a cabo 

la estrategia 10 hay que sumar ademAs 

11 

L 
t = 1 
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donde 
g - es la tasa de interés que se debe pagar a la fuente 

10p 

10 por el préstamo efectuado en el periodo p. 

W 10p - préstamo a largo plazo que solo puede utilizarse en 

la estrategia 10. 

h lOp - fracci6n de W 10p requerida como pago constante al 

principal en cada período. 

Teniéndose como datos 

t 9 10,p 
h 

10,r 

1 .06 0.10 

2 .06 0.10 

3 .06 0.10 

4 .06 0.10 

5 .06 0.10 

6 .06 0.10 

7 .06 0.10 

8 .06 0.10 

9 .06 0.10 

10 .06 0.10 

11 .06 0.10 

11 3 
(costo de la deuda a corto plazo) 0= L L ek.t (l-r ) V

k t = 1 k. = 1 ct t 

siendo ekt - tasa de interés que se debe pagar a la fuente k 

por el préstamo a corto plazo del período t. 
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V let - préstamo a corto plazo de la fuente le en el período t. 

t e
lt 

e 2t e 3t 

1 0.10 0.06 0.04 

2 0.10 0.06 0.05 

3 O. 11 0.06 0.06 

4 0.11 0.08 0.07 

5 0.12 0.08 0.07 

6 0.12 0.08 0.07 

7 0.13 0.10 0.07 

8 0.13 0.10 0.08 

9 0.14 0.10 0.08 

la 0.14 0.11 0.08 

11 0.14 0.11 0.09 

lL t 

(Dividendos pagados a las acciones preferentes) = L L p = 1 bp Pp 
t = 1 

donde 
b - dividendo que se paga por acción preferente en el período p. 

p 

P - número de acciones preferentes de $1,000 emitidas en el 
p 

período p. 

en este caso se considera bp = 0.06 po: 1, ... ,11 

(cantidad que so obtiene al pagar anticipadamente la deuda) 

11 5 t - 1 

L L L 
t = 1 j = 1 p=l 

donde Rjpq = cantidad en miles de pesos que se paga antlClpdda-
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mente en el período q de la deuda a largo plazo del perIodo P y 

fuente j. 

RES TRICCIO NES. 

Se requiere encontrar una soluci6n de tal manera, que la probabi-

lidad que las restricciones se verifiquen cuando se conozca el v~ 

lor de las variables aleatorias sea al menos una derta cantidad 

e stablec1da. 

a) Restricciones de flujo de fondos. 

(1) 

+ ~ b P + L ~ [(qJ Yj (1 - r 2) (l - (2 - p) hJ ) + hj Yj d 
p = O P P j p= 1 P P e p p P) 

+ 

+ 
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(2) 

y en general para el perfodo t. 

t * L a jt Xj + d
t 

So + L d (S - S ) + L Vk (t - 1) + 
j p=l t p p k 

R + e S + Zt = S* + P + L V 
j pt t t t t k kt + 

t 

L (l-r )g R +z 
ct jp jpQ t-l Q=p+l 

donde 

a - flujo neto de dinero en el período t de la estrategia 
Jt 

(positivo si es un requerimiento) en mite s d, pesos. 
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S• - número de acciones ordinarias emitidas en el perrodo t con 
t 

va lar de $1,00'0 cada una 

Pt - número de acciones preferentes de $1,000 emitidas en el 

perIodo t. 

V!et - préstamo a corto plazo de la fuente le en el período t (en 

miles de pesos) 

y - préstamo a largo plazo de la fuente e en el período t (en 
et 

miles de pesos) 

Wjt- préstamo en miles de pesos exclusivamente para la estrate-

gia j. 

d - pago de dividendo a una acci6n oridinaria. 
t 

So - número de acciones ordinarias en el período cero. 

S - número de acciones en que se disminuye el capital en el pe
p 

rIodo P. 

e kt - interés que se debe pagar a la fuente k por el préstamo a 

corto plazo del perIodo t. 

r - tasa de impuestos en el período t. 
ct 

b - dividendos que se pagan por acci6n preferente. 
p 
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9
Jp 

- tasa de interés que se debe pagar a la fuente J por présta

mos,en el período p. 

hJp - fracci6n de YJP requerida como pago constante al principal 

en cada período. 

Rj - cantidad en miles de pesos de la deuda a largo plazo de la pq 

fuente J que se inici6 en el período p y que voluntariamen 

te se reembolsa en el perfodo q> p. 

c
t 

- costo de la reducción de capital en una acción oridinaria. 

al t - probabilidad mínima para que se cumpla la restricción t. 

Zt - cantidad neta al final del período t. 

-------------------------------------------------

Se especifica que la cantidad neta al final de cada período t, 

Zt' deberA ser mayor o igual que cero con una probabilidad de 

al menos 0.95, es decir: 

p (Z ~ O) ~ 0.9 S 
r t 

t= 1, ... ,11 

Por la sección n. 4.2. las restricciones para que se cumpla la 

condición anterior son: 
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10 t 
Z = - L IJ tj X - d S - L. d (S * - S )-

t 1-- j t O l' t P P j = p= 

-L t {9jp Yjp (l-r
ct

) (l-(t-p) +hjp Y
jp

)} -
j p= 1 

-~ ti {(9IP WIP (I-re ,) (1- ~-p) hlp ) + hlP Wlp ) } -

t - 1 
-L L 

j p = 1 
R - c S + S* + 

j pt t t t L 
m 

y + P + 
mt t 

t - 1 t 

+LWjt+L L L (l-r )9 R +Z 
ct jp jpq t-l j j p=l q=p+1 

y 

b) Restricciones de dependencia en las inversiones 

Xl + X2 + X3 + X
4 

+ X
6 

+ X7 + Xs = 1 

Xs + X
6 

+ X
7 

+ Xs ~ l 

X
9 

+ X10 = 1 

e) Financiamiento asociado a XIO 

W 10P ~ j lOp X10 
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donde' es la cantidad m~ima de financiamiento paTa la es 
1\10p -

trategla 10 en el período P. 

P Á 10p 

1 30000 

2 25000 

3 30 000 

4 25 000 

5 30 000 

6 5 000 

7 S 000 

8 5 000 

9 10 000 

10 10 000 

d) Pago anticipado de la deuda. "t:s necesario asegurar que el 

pago anticipado total en el horizonte de planeaci6n no excede 

la cantidad de deuda que se tiene al final del período 11. 

P=8, 9,10 

~ R liIi Y [ 1 - (11 - p) h 2p J 
q=p+l 2pq 2p P = 3, ••. , 10 

~ R ~ Y
3P 

[ 1 - (11 - p) h
3P 
J 

q=p+1 
3pq P = 1, .•• , 10 

1 1 
[1-(l1- P)h

4P
] L. R4pq 

~ Y
4P q=p+l 

p= 1, ... ,10 
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q=p+l 

R 5pq 
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p. 3, ••• , 10 

También se tienen restricciones respecto al nClmero de acciones 

que se pueden retirar, estas son: 

SI + H1 = 500 

S-S· + H - H = O 
2 1 2 1 

S-S· + H - H = O 
3 2 3 2 

SIl - S· + H - H = O 
10 11 10 

IlI. 2. Resultados. 

Los reportes finales son: 

La Cra. Fres, S.A., deberá: 

l° Invertir en las fabricas de zinc, Acido sulfúrico, amoníaco y 

sulfato de amonio en 1975. 

2° Explotar el yacimiento de Tungsteno de San Antonio. 

3° Pré sta mas a corto plazo. 

FUENTE 

Mo 1 2 3 

1975 500 500 500 

(mUes de pesos) 
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4° Préstamo a largo plazo. 

Pedir a la fuente 1 en 1975, 550 780 miles de pesos. 

5° Pagos a las fuentes de financiamiento (sin intereses) 

Fuente Fuente 
Corto Plazo Largo ~lazo 

Ai'lo 1 2 3 1 

1975 

1976 500 500 500 110156 

1977 110156 

1978 110156 

1979 110156 

1980 110156 

(miles de pesos) 

6 ° Pago de intere se s • 

Ai'\o Fuente 1 Largo Plazo 

1976 220:n.2 

1977 17 624.96 

1978 I 13 218.72 

1979 

I 
8 812.48 

lQRn 4 406 ?4 

(miles de pe sos) 

7° Se presentan a continuaci6n QrAficas que m\..oestran en el tlem 

po el desarrollo simulado de la empresa I obtenidas utlllzdndo 

el modelo dinámico de la corporaci6n. 
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• 
CAPITULO V 

CONCLUSIONES 

En el estudio presente se ha incluido la aversiÓn al riesgo del 

decisor (considerando a éste una sola persona, o bien un grupo 

donde existe una persona cuya decisión será la que se llevarA l1 

cabo si el grupo no logra llegar a un acuerdo común) mediante el 

uso de una función utilidad. 

Claramonte la función utilidad de un decisor es diferente si se 

encuentra en dos empresas de distinto taml1no, por 10 que en la 

obtonciÓn de esta función de preferencia se ha considerado im-

plfcitamente el factor tamal'\o de la empreSl1. 

La incertidumbre se ha considerado al cuantificarla mediante pro-

bc1bllld,ldcs. (las pOSibilidades se determinan utllizl1ndo registros 

hlst6r1cos. (, : I ('pintón de las personl1s que tienen amplia expe-

r1enc1a sobre IdS vdriables aleatorids de interés, o combinac1ón 

de datos y opiniones). 

Se ha conceptual izado a la empresa y a las fuentes de financla-

miento cemo un sistema, donde el objetivo ha sido maximizar el 

valor de la organización, utilizando como medida de efectividad 

131 dinero en valor presente neto, se generaron las alternativl1s de 

solución. se eVDluaron estas alternativas y plora selocc1onar la 
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soluci6n que se _su~iere se utiliz6 11 criterio de esco~er la que 

conduJera a la utilidad esperada m!xima, al utilizar el criterio de 

selecci6n se concluy6 que no es necesario incluir medidas sobre 

la forma en que termina la incertidumbre en el tiempo, ya que el!. 

to factor no proporciona informaci6n adicional a la existente, que 

permita tomar decisiones. 

Se ha desarrollado un ejemplo hipotétioo, pero los programas que 

le han elaborado para la ~enemci6n de los datos y la metodolo

gía permiten la utilizaci6n de este trabajo en aplicaciones prActi

cas a corporaciones que tienen vllrias subsidiarias con or~aniza

ci6n descentralizada y que anualmente proponen sus planes o es

trate~ias para una revisi6n por parte de la corporaci6n. De esta 

manera se ha realizado un esfuerzo para loc;¡rar una contribuci6n 

de tipo social en nuestro medio. 
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II. - TEORIA DE LA UTILIDAD. 

II.l.- Introducci6n. 

Los matem6Ucos Daniel B ernoulll y Gabriel Cramer fueron los prime

ros en desarrollar la hipótesis de que el hecho que los lndiv1duC's no están 

dispuestos a aceptar loterías a\1n cuaooo éstas actuarialmente sean mejor 

que los Ju~os Justos refleja utUidad man¡inal decreciente. Ni Bernoulll -

ni Cramer suqtr1eron un método para medir las ftmc10nes utUidad, no oba-

tante uno puede sentir que ell08 tuvieron la idee sobre la cual la tema de 

utilidad mooerna se de~rT01l6. 

Alirad Marsholl fue conscionte de la contribución de Daniel Bernoulli 

pero él tampoco obtuvo una teorfa general de utilidad numérica. Sin embo.!. 

go, él sugirió que la utilidad de una mercancia específica puede medirse 

si el precio de la mercancia representa muy poco en el presupuesto del indl 

viduo. Esto es porque el individuo racional compra las cantidades de todos 

los bienes que igualan la relación de las utUidades marginales de dos bie

nes cualesquiera a la relación de sus precios; por consiguiente, se puede 

temar una marcancra la cual tenga poco peso en el presupuesto del indiv1-

duo y se puede seleccionar el agregado de tooos los otros bienes (llamado 

., dinero") como la otra mercancfa, postulando que el pequei'\o peso de la 

primer mercancra asegurar!. que la utilidad marginal del dlnBl"o pennanece 

constante independientemente de cuánto de estn mercancfl'l piHticu\i\r se 62 

quiere. Entonces la utUidad marginal de la merca ncra pequei'\a puooe m.!l 
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dlrse en téminos de una unidad la cual se define como la utilidad mar

CJinal del dinero al individuo. El método es inaplicable a bienes en g~ 

neral, porque la utilidad marCJinal del dinero no es independiente de cut3.!l 

to se oasta en un art!culo que represente una gran pocciÓn del presupu~s 

to del conaumidoc. Entonces, en general, la utilidt..d marginal del dine

ro no puede usarse cano una unidad constante de medida. Marshall y 

muchos de sus contempor6neos postularon un concepto de utilidad num! 

rica, pero este fué eflencialmente intuitivo, introspectivo p~o no opel1! 

cional. 

El concepto de curvas de indiferencia ha sido definido operacion~ 

mente. Fué utilizado para propósitos analnicos especCficos y limitados 

pcr F.Y. Edgewcrth, Vllfredo Pareto e Irving Fisher. La funciÓn de ine!!. 

ferencia fué la herramienta central de la teoría de utilidad ordinal elabo 

rada por J. R. Hicks y R.G.D. Allen ( 1934). Este enfoque implica el 

axioma de la clasificación completa y transitiva de las utilidades median 

te las relaciones ~ y ~ 

Fra nle. P. Ramsey de Kings College, Cambridge, sugirió que la uti

lidad y la probabilidad eran cardinalmente sujetas a medición y que es

tas medidas podrían estar basadas en la observación de las selecciones 

de incHvtduor en situaciones bajo riesgo. Ramsey murió a la edad de 

26 ai'\os y no presentó su enfoque por medio de axioma s. La teorfa Pr:9 

babllista de utilidad fué desarrollada por Von Neuma nn y Morgenstern en 
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Prtnceton ( 1944 ). F'rederick Mostellar y Ph1l1p Noqee fuaron los pio

neros en la medida expertnrental de utilidad. 

, 
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II. 2.- Axiomas sobre teoría de utilidad de Iohn Von Neumann y 05-

Itar Moroenstem. 

Se considEl"a un sistema U de entidades u , V, W I ••• En U se da 

una relación u > V y para cualquiEl" mlmero o( I ( 0<-<' <:. 1) una 

-c.u+(l-O() v"w 

Estos concoptos satisflSoen los siQuientes axiomas: 

A. u> v es un ordenamiento completo de U. (escriba u <.v 

cUllndo v> u ) 

esto significa: 

A.a. PlSrlS dos u, v ~lllesquiera una y únicamente una de las 

tres relaciones siguientes sucede: u = v, u> v, u<:;:v 

A.b. u> v, v,> w implica u >w. 
B. Qrd ena nd o y combl na ndo. 

c. 

B.a . 

B.b. 

u < v 

u>v 

Implica que '\1.<' -<.,.. + (1 - O() v 

implicd que \l> ti.. \l. + (l - O() v 

B.c. u < w < v 1rnpl1ca la existencia de un o<. con 

B .d. 

Algebca de ccmblnar. 

o(u+(l-O() v<w 

lrr,plica la existencia de \ln o<. tal que 

o(.u + ( 1 -o<.) v > w 

o ~OSf3 J t :::. 1 
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C.a. o(u+(I- O()v-(1-o()v+o(,u 

e.b. o( 'u + (1 - P ) v ). + ( 1 - o( ) v - r- u + 

( 1 - jo) v d ond e r .. o/p. 

Puede mostrarse que estos axlanas implican la existencia de u-

na correspondencia u ~~. V (u ) (donde u es la u-

til1dad y le ccrrespondo el mlmero e que se calcula cano V (u) ) 

con las propiedades 

1) u'"> v implica V(u»V(v) 

Ir) V ( o<. u + ( 1 -.c.) v) .. oC. V ( u ) + (1- o() V (v ) 

S1 dos de tales correspondenc1as existen u ~ -t = V (u) 

entonces -tI a ~ (~) 

dondo)! ( .t) debe ser una función lineal 

.e' = )! ( .t) = W o -t + w 1 

• V' u ~.e.. (u ) 

dondo w o ' w 1 :Jon mlmeros fijos con w o > O. 

Se enfatiza que so. están considerando exclusivamente las utilJ. 

dadas experimentadas por una pErsona. Que estas consideraciones no 

implican nada respectu a la comparación de utilidades que pertenecen 

<1 individuos diferentes. 
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• 
II. - 3.- Un tratamiento Axiom6t1co de Utilidad por R. Dunca n Luce y 

Howard Ralfm. 

Se consideranSn boletos de loterra como mecanismos' que pro--

porclonan loa premios Al' A2 , • • • Ar como resultados con proba

bUldades conocidas. Si las probabllldades son Pl' P2' . • . Pr' -

donde cada Pi ~ O Y la suma es 1, entonces la lotería correspondll3!l 

te se representa como ( Pl Al ' P2 A2 , ••• , Pr Ar ). 

HIPOfESIS ~. (Ordenamiento de alternativas ). El crdenamie.n 

to de "preferencia o indiferencia", ~ suced e entre dos p remi os 

cualquiera y es transitivo. ,Formalmente, para cualquier ~ y AJ suce

de 6 At ~ AJ 6 AJ ~ Ai ; Y si Ai ~ AJ Y AJ ~ ~ entonces 

Ai ~ Ak . 

HIPOfESIS 2. (Reducci6n de loterías compuestas). 

Cualquier letería compuesta es indiferente a una loterra simple con Al 

A
2

, .•• , Ar como premios, calculándose sus probabilidades de acuer 

do con el c.1lculo ordinario de probabitidad. En particular, si 

entonces 

(1) (2) 
(ql L , q2 L , 

I ••• , 
P (i)A ), para 

r r :: 1, 2, ... , S 

... , (s) ) 
qs L (P 1 Al' P 2 A2 , ... , P r ~ ) 
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donde 

P P
(l) p(2) p(s) 

1 • ql 1 + q2 1, + • • • qs 1 

HIPorESIS 3. (Contin,:,idad). Sl Al>- Al ~ Ar' entonces -

cada proml0 Al es indiferente a alc¡\ln boleto de lotería que Uene Al y 

Ar· Es declr, existe \In mlmero u l tal que Ai e8 indiferente a [Ul Al' 

OA 2 , ••• , 0Ar-l' (l-u i ) 

~1 Al' (l - ul ) ArJ • 
Pcr convenlenoia, 8e esor1be Ai r--J 

,-..J 

pero nótese que At y At son dos en-

Udades completamente diferentes. 

HIPOfESIS 4. (Sustitución) En cualquier lotería L, 
,-.J 

A puede 
1 

sustituirse por Al' esto es (P l Al' ••• Pi Al ' ••• , Pr Ar) ro-

-' 
( PI Al'·'" Pl Ai' ••• , Pr Ar ) 

HIPOfESIS S. ('I'ranslt1v1dad) • Las relaclones de preferencia e 

indiferencia entre boletos de lotería son transit1 vas. 

HIPOfESIS 6. (Monotonlc1dad). U na lotería [pAl' (l-p) ~] 

p :! 1 
p 

sl y lln1camiente si 

A continuación se presentan algunas falacias comunes. 

FALACIA l. 
1 1 

(PI Al' ••• , Pr \) es preferida a (PI Al"'" prAr) 

porque la util1dlld de la prima-a PI u 1 + ..• + P r ur os mayor que la 

utilidad de la últirr.a P l u I + ••• + P: u r 
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L~ f~l~ci~ sucede aqur porque una alternativa tiene un~ utilidad mayor 

que otra debido a que l~ primera se prefiere sobre la sec¡unda y no el 

I1lzon~miento inverso. 

FAIACIA 2. Suponc¡a que A>B,>-C>O y que las utU1dades de e,! 

t~s alternativas satisfacen u (A) + u (O) • u (B) + u (C) entonces 

( 11 
2 B'2 C) 

1 1 
deber6 ser preferida a (-,;- A, 2 O) porque, no ob!, 

t~ nte que el1~ s tienen la misma utilidad esperada, la primera tiene la 

vari~ncia en utilidad m~s pequetla. 

Esta es unll interpretllciÓn completamente \1quivocad~ de III nociÓn de u 

t111d~d que resultll nuevamente de no aceptar que las preferencias pre-

ceden II las u ti 11 da des • Todll la infamación de preferenCias se da en 

el valor esperado de III utilidad en particular, la variancia de utilidades 

no tiene ningún significado. 

FALA::1A 3. Suponga que A"> B > C "> D Y que la función lltil1 

dad tiene la propiedad que u{A) - u (B) > u{C) - u(D) entonces el 

cambio do B a A so prefiere más que el de D ti c. 

Si se considera cómo se construyó la funci6n utilidad a partir de pre-

ferencias entre pares de alternativas, no entre pares de pares de illter 

nativas, es claro que la aseveración de arriba no est6 justif.1cadn. Es 

to no significa que uno no deberá considerar construir una teoría de 

utilidad que sea capaz de comparar diferencias en utilidad. Lo que 
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se desea enfatizar es que la teerra presente no permite tales oomparo! 

olones. 

Suponc¡a por ejemplo que una persona, debido a su aversión al rtesc¡o, 

reportó que él 8 erra indiferente entre pa~r $ 90.00 ahera 15 jugar una 

lotErla con la misma posibilidad de perder $ 100.00 15 nada. 
- 100 

- 90 ,-.j 

o 

su relipuesta podña resumirse diciendo que sus utilidades para $ O, -

$ 90. Y -$100 son 1, 1/2 Y O. Sin embarc¡o, no estaríamos dis--

puestos a decir que pasar de -$100 a -$90 es tan aqradable como ir 

de - $90 a $ O. 

FALACIA 4. Las comparaciones lnterpersonales en utilldad son posi-

bles. 

Ya que ni el cero nl la unidad de una escala de utilidad est~n det~ 

minados, no tiene sentido en esta teería cc:mparar utilidades entre dos 

persona s. 
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II. 4. Funciones utilidad con un solo atributo. 

lo. Notaci6n. 

1: una lctería 

X : una variable alea torta 

u rx) : utilidad de esa variable 

E u ('X): ut1l1dad esperada de una lotería 

Equiwlente bajo certeza. Es la mínima cantidad por la cual estamos 

dispuestos a vender una 10terta que poseemos. Un eqUivalente bajo -

certeza corTesponde a una lotería determinada. 

8i 8 ", 1. ~~------~--- x 

entonces: 

equivalente bajo cS'teza de 1" 8 .. u-1 E u (~) 

Equlwlencia estratégica. Se dice que dos funciones utilidad son el! 

traté9i~mente equivalentes, u1 ~ u2 ' si se cumple que: 

a) los equivalentes bajo certe~a calculados con una función u-

tUidad son iguales a los calculados con la ct.ra, o seo, 
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b) Una funoiOn utllidad ea une tranaformaoión 11 neal d. la otra, 

u2 (x)· a + b ul ( x ) b>O, lt/-x. 

la condioiOn a) impl10a la b) y vioeversa. 

A versión looal al riesgo. Se define oomo el neqativo del oociente de 

la sOQunda derivada áe la fl.moión utilidad entre au primera derivada. 

" 
r ( x) • u (x). 

Uf (x) 
...L-

d x 
( In Uf ( X ) 1 

Se dan a continuaoiÓn dos teoremas omitiéndose su dem08tl'8ciÓn. 

TeorOOla 1 • Dos funciones utilidad son eatrat6<¡ioamente equivalentes 

si y llnicamente si tienen iO\lal avenlón local al riesQo. 

x + h 

Considérese ahora la leteria Ix h 

x - h 

~ X - 11 xh 

Ahora bien cerno el equivalente baJo certeza es igual al valor esperado 

menos la prima de riesgo. 

Como el valor esperado de la lotería es X, la prima de riesgo es lrx 
h • 
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Teorema 2 • l!m 
h ~ O .+ r(x) 

20. AVersl6n CODltonte al riesgo. Se considera que una persona tiene 

aversi6n constante al rie990 cuando la prima de ries90 de .una lotaña -

permanece constante no obstante que el capital awnente o disminuya. 

Teorema 3! Cada una de 10 s li9uientes concHciones implica a ~ s 

otras tres: 

o) TI x h no depende de x. 

b) r ( xJ • 2 11m • constante. 
h -+ O 

e) u ( x ~ ea [ 11nMl 

exponencial oeqativo 

x 

-x/e - e 

d) E C {'X + A} a E e (X' ) + A 

Equivalente bajo eErtoza de x + A ,es 

El teor00l6 anterior es de utilidad puesto que sl se conoce que unn per.. 

sena se ecrnporta 8egl1n las condiciones a) Ó d), automáticamente 

s~ conoce que su averslón al rtDsgo es constante y que su función uli 

-x 
l1dad es 6 x 6 - e -rr , 

Si no se comporta seglln el valor osperado entonces su función 
-x 

utilidad sec.4 u ( x ) = 
-c-

-e y para tenerla ccrnpletamente determl 

nada har~ falta calcular la constante c, 

30. Aversión decreciente al riesgo. Se considera que una persona 

tiene aversión decreciente al riesgo cuando la prima de riesgo de Urk"! 
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lotería disminuye en cuanto lSumenta su aspital. 

Se consideran a continuaci6n lSlgunas de las fundones utUidad m6s c2 

munes que representan lSversi6n decreciente al riesgo. La l1sta no es exhlSU,! 

Uva. 

u ( x ) restriociones 

109 ( x + b) 

0(cC.1 

( x + b) -c c')O 

x + c 109 ( x + b ) c')O 

-ax -ex 
- e - b e a,b,c,>O 

r ( x) 

--L-
x+b 

-( o - 1 ) 
x+b 

c+1 
x + b 

c 
(x+b)(x+c+b) 

a e -ax + b c e-C1C 

rlSn<¡o donde la 
aversion a riesgo 
es deaeciente. 

x '> - b 

x '> -b 

x > - b 

x > - b 

AVERSION PROPORCIONAL AL RIESGO CONSTANTE. Se dice que una persona ti!t 

ne a versl ón propcrcional al riesgo constlmte etc. cuand o la inversión no depe.!l 

de del capital que puede ser invertido. 

Teorema 4. S1 en cualquier clase de inversiones el plan de inversión óptima no 

depende de la cantidad que puede ser invertida y si su funci6n u de aversi6n 

u" ( x) 
al riesgo est6 "bien compcrtada", entonces -x u' (x) es constante . 

( Por" b1en comportada" se ent1ende que u es dos veces diferenciable y ex1!. 

te el 11m 
x~ o 

- x u" (x) ) 
u· (x) 
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Corolario. Para una funci6n u oon aversi6n al riesqo, los tres ln-

clsoa siguientes son equiwlentes: 

1 ) x r ( x ) es oonstante 

11) u ( x )_ 109 

6 -x -(0-1) 

x , 6 

para 

l-c x para 

lU) el plan 6ptim o de inversi6n es independiente del capi-

tal. 

Dado que quien toma las decisiones desea utilizar una función utilidad 

oon rte890 propcroional oonstante, él puede determinar operaclonalmente 

el pardmetro c apropiado de la siquiente manera: 

S e 1 e pid e que compare la s dos q)ciones. 

Opc16n 1 status que Ó sea x C10n certeza. 
e 

Opo16n 2 una loterns SO - SO en la cual 6 dobla esa 

cantidad a 2 x ó la reduce a ex 
e o 

SI él es indiferente entre la opción 1 Y la 

oes c • 1 ó u ( x ) ~ lag x 

1 
SI '38 lnfHerente cua ndo e > r entonces 

1 
Si es indiferentes cuando e < T entonces 

2 cuando 

c'>1 6 

1 
e =2 enton-

1-c u ( ')( ) r-J -x 

o <c <. 1 ó 
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JI. 5 • Funciones utilidad con vanos atributos 

lo. Procedimiento de reduociOn. 

Considl1rese el siguiente prcblema 

Paso 1 Escoja wlOl'es base yO, ZO 

Paso 2 Encuentre 

v ( x f ' yO, Z o ) 

donde V ( xl' Yi' zi ) ea la función valer (determinada cuaooo no 

existe lnc«tid umbre ). 

entonees (Kt' Yl' zi) '" (X~ , yO, ZO 

Paso 3) Obtener la funciOn utilidad condicional de la va 

riable x dados yO y zO fijos. 

Sea u (x! I ... 

Paso 4 Calcule 



Paso S ) 

Conclusión: 1 
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.". Encuentre x tal que 

u rx' y o, zO) • u 

(~, yO, zO ) 

De esta manera se pueden comparar las diferentes loterías y 8eloocio

/lo. 
nar aquella cuya x sea maya si al. problema es de maximización. 

20. Fcnna aditiva de una función utilidad 

Las propiedades que son condiciones necesarias y suficientes para que 

la utilidad tenc¡a ferma ad1tiva son : 

l. Independencia en utU1dad de ler. aden. 

2. Independencia proferencial pcr pares 

3. Marc¡inalidad por pares. 

Propiedad l. Independencia en ut1l1dad de 1 er. orden es que cada atti 

buto sea independiente en utilidad de los otros. 

Ejemplo: 

(a, 60, e, d ) 

A. 
( a, x 2 ' e, d ) ~ 

(a, 20, e, d) 

A 
¿ X

2 
de¡:.ende do los valoros a, e y d? S1 no, O~ indepondiento on 



224 

util1dad de fa, c, y d. 

Propiedad 2. Independencia prefeeaclal por pares existe cuando en 

dos atributos cualeaquiera 101 lnteroembtol en wlcr no dependen de'lCMI 

• 
nivele. de los Wos atrUNtoa. 

Ejemplo. 

( al x 2 ' 6, d ) r-.J (a, 40, S, d ) 

X
2 

no debe depender ni de a ni de d para que md.ata independencia -

preferencial entre loa 2° y 3° atributos respecto al 1° Y 4°. 

Propiedad 3. Marvtnalldad por pare •• 

Ejemplo: Considere cuatro atnbutos. 

TenOIl fiJ08 loa componemes 1 y" en a y d • 

X3 
6 

4 

Compare 

.s~(a, 30, 4,d) 

/ 
~ (a, SO, 6, d) 

( x ) 

O 

X 

" ,X 

" ", 

" "" ",~ 
;' .... 

' "-o 

30 50 

1 

(a, 30,6, d) 

(a, SO, 4, d) 
( o) 
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PMa que se ten(Jfl margiMlidad pe:.- pares J..(tIJ debe ser indif .. ente con 

1 (o) • 

81 le cumplen las tre. propiedad_ ant .. lcrel es leqn1mo usar UM fu.!! 

• clÓn IltiUdad de tipo aditivo. 

reduciéndose el prctllana a calcuJ¿,r las u
I 

( Xl ) como funciones utUl

d<1d d. un solo atr1buto, y las l..i por cualquier8 de loa ,m.odos ex1s-

tentes • 
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