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Introduccién
|

Las 3-variedades son espacios topolégicos que localmente se ven como R® y
‘ que, por lo tanto, son modelos para la forma del universo en que vivimos.

. El problema de clasificacion de las 3-variedades consiste en averiguar cémo
: son todas las posibles formas topolégicas de éstas y distinguir entre ellas.

i El primero en abordar este problema fue H. Poincare, quien-a principios
f del siglo XX conjetur6 que una 3-variedad que tenga los mismos grupos de
" homotopia que la esfera tridimensional deberfa ser homeomorfa a la esfera.
i Aunque la conjetura de Poincare aiin no ha sido resuelta, la idea de usar los
; grupos de homotopia para clasificar las 3-variedades ha sido muy fructifera.
! Knesser y Milnor demostraron que cada 3-variedad cerrada admite una
f descomposicién en factores primos (variedades que no pueden descompo-
nerse mas) y que esta descomposicién es finica. El teorema de la esfera de
Papakiriakopolous, junto con el teorema de Hurewicz muestran que para las
3-variedades primas con grupo fundamental infinito todos los grupos de ho-
motopia estan determinados por 7. Es natural entonces preguntarse si estas
3-variedades estAn determinadas por su grupo fundamental. (Se conocen
ejemplos de 3-variedades primas con grupo fundamental finito —los espacios
; lente— en las que esto no sucede)

El tecrema de Waldhausen dice que si la 3-variedad es prima y “suficien-
temente grande”, en el sentido de que contiene una superficie cuyo grupo
' fundamental se inyecta en el grupo de la variedad, entonces el grupo funda-
 mental efectivamente determina a la variedad.

El proposito de esta tesis es mostrar estos resultados de una forma acce-
sible a quienes sélo tienén conocimentos basicos de topologia algebraica y

diferencial.
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Preliminares

1.1 Variedades

'Una n-variedad es un espacio métrico tal que cada punto tiene una vecindad
homeomorfa a R". Una n-variedad con frontera es un espacio métrico
‘tal que cada punto tiene una vecindad homeomorfa a R® o al semiplano
iR**. Una subvariedad es un subespacio topol6gico que es en si mismo una
variedad. Decimos que una variedad M est4 encajada en otra variedad N si
hay una funcién f: M — N tal que f(M) es una subvariedad de N, y f es
un homeomorfismo entre M y f(M).

El n-simplejo canénico es la cerradura convexa en R*** de n+1 puntos
en posicién general. Un n-simplejo es un espacio homeomorfo al n-simplejo
canénico.Una cara de un simplejo es un simplejo generado por un subcon-
junto de sus vértices.

" Un complejo simplicial es una coleccién K de simplejos en algin R,
tal que: Si 7 € K y 0 es una cara de 7, entonces ¢ € K, ysi i, € Ky
Ty (72 # 0, entonces 1y ﬂ‘rg es una cara de ambos.

. Llamameos poliedro aiun subespacio de R* homeomorfo a un complejo
simplicial. : ,

" El i-esqueleto de K es el subcomplejo K (i) formado por los simplejos
‘de K con dimension < 1.

' Una variedad triangulada s un poliedro homeomorfo a una variedad.
Teorema 1.1 (Moise). Todas las vamedades de dimensidn menor o igual a
3 tienen una triangulacidn.
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Teorema 1.2. Dos triangulaciones diferentes pare una vaeriedad de dimen-
sion menor o igual ¢ 3 son equivalentes.

Una funcién f: M — N entre dos variedades trianguladas es lineal a
pedazos, o PL, si existen subdivisiones de las triangulaciones tales que f
aplica a cada simplejo de M linealmente sobre un simplejo de N.

Teorema 1.3. Toda funcidn continua entre poliedros es homoio’piéa a una
Juncién PL.

Demostracién. Sean M, N complejos, y sea f: M — N una funcién contmua
entre ellos.

La estrella de un simplejo ¢ en un poliedro es el conjunto de todos los
simplejos del poliedro que contienen a o, junto con sus caras. La denotamos
como ST o.

Figura 1.1: La estrella de un vértice - _‘ '. C

Subdividamos la triangulacién de M hasta que la imagen de la estrella
" de cada vértice de M esté contenida en la estrella de un vértice de N. Esto
es posible puesto que los interiores de las estrellas de N forman una cubierta
abierta de N. Si subdividimos la triangulaci6n de M hasta que el didmetro
de las estrellas de sus vértices sea menor que el namero de Lebesgue de Ia.s
estrellas de los vértices de' N obtendremos la propiedad pedida.
Construiremos una nueva funcién g: M — N como sigue; Para cada n-.
simplejo & en M, consideremos al conjunto V.= {vy,vs,.. ., Up } de vértices
de o, y tomemos uno de ellos, dlgamos a v;. 'La estrella de 'v; esta contenida
en la estrella de un vértice g; en N. Si esté contenido en varias, tomamos uno
arbitrario, y definimos g(v;) = ¢;. Asi g(V) es un conjunto de vértices de N.
Como cada v; est4 en o, o esta en ST v; para cada i. Entonces f(o) esta en
ST ¢; para cada i, de modo que (},ST¢; # 0, y por lo t,hnto, {¢:} define un
simplejo T de N. Definimos g: ¢ — 7 como la extension lineal de la funcién
dada en los vértices. Repetimos este proceso sobre todos los simplejos de M,
y obtenemos una funcién g;: M — N. o o o
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Por definicion, g es lineal por pedazos. Veremos ahora que es homotépica
a f. Para ver esto, basta mostrar que las imégenes de un punto p € M bajo
f ¥ bajo g estan en el mmismo tridngulo de N, pues en este caso, definimos
la homotopia como H(p,t) = tg(p) + (1 — t) f(p), donde el desplazamiento se
da sobre el segmento rectilineo entre ambos puntos.

Ahora, para cualquier simplejo 7 € N, que no esté contenido en otro
simplejo de N, si f(o){]7 # @ entonces g(V) C 7. Supongamos que no
es asf, y que g(vl) ¢ 7. Entonces f(o)(\7 # 0 y 7 ¢ ST g(v;), asi que
f(o) & ST g(w), lo que contradice la manera en que elegimos g(v;). De aquf
deducimos que g(o) C 7, y por lo tanto, g(o) esta contenido en la interseccién
de todos los simplejos de N que intersectan a f(o), de modo que para cada
p € o, f(p) y g(p) estin en el mismo simplejo de N.

‘ _ =

|

1.1.1 Transversalidad

Dada una superficie triangulada F' y una curva c en ella, decimos que ¢ es
transversal a la triangulacion si no intersecta al 0-esqueleto, y todas las
intersecciones de c con el 1- esqueleto se ven localmente como la intersecci6n
de los ejes de R2.

Supongamos que tenemos dos supetficies G y F, una curva ¢ C G trans-
versal a la triangulacién y una funcién f:F — @ lineal a pedazos. Entonces
la preimagen de ¢ es una unién de curvas en F. '

Para ver esto, consideremos un simplejo o en G tal que o(\c # 0. Si o
es un 2-simplejo, la interseccion consta de arcos y segmentos. La preimagen
bajo f de o es una coleccién de 2-simplejos en F, que son transformados de
forma lineal, de modo que la preimagen de c consta de arcos o segmentos.

Si & es un 1-simplejo, la intersecci6n con ¢ es un nimero finito de puntos.
Y la preimagen de o consta de 1 y 2-simplejos. En el caso de 1-simplejos,
la preimagen de la interseccién son puntos, y en el caso de 2—51mplejos, son
arcos.

Uniendo los pedazos de la intersecci6n, que no puede tener puntos fron-
tera, tenemos que la preimagen de ¢ es una unién de curvas. "

Consideremos ahora el caso de una 3-variedad triangulada M y una su-
perficie ¥ C M. F ¢s transversal a la triangulacion si no intersecta al
0-esqueleto, sus intersecciones con el 1-esqueleto se ven localmente como Ia
interseccion del plano #y con el eje z en R* y sus intersecciones con el 2-
esqueleto se ven localmente como la interseccién de los planos zy y 2z en R®.
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Como en las superficies, si tenemos dos 3-variedades trianguladas M y N,
una superficie ' C N transversal a la triangulacién y una funcién f: M — N
lineal a pedazos, entonces la preimagen de F' es una unién de superficies en
M.

De nuevo s6lo necesmamos ver que pasa en las mterseccmnes con un sim-
plejoc ¢ C N.

Si o es un 3-simplejo, su preimagen son 3-simplejos homeomorfos a él, por
lo que la preimagen de la interseccién es una unién de tramos de superficie.

Si ¢ es un 2-simplejo, su preimagen son 2-simplejos homeomorfos a él,
o 3-simplejos proyectados linealmente. En el primer caso el resultado es
automético. En el segundo, la preimagen de la interseccién es la preimagen
bajo proyeccidén de una curva, es decir, discos.

Si ¢ es un 1-simplejo, su preimagen pueden ser 1-simplejos homeomorfos
o 2 o 3-simplejos proyectados linealmente, y la interseccion de ¢ con ¢ son
puntos aislados. De modo que la preimagen de la interseccién son puntos,
curvas o discos.

1.1.2 Funciones propias

Dec1mos que una funcién f: M — N entre dos va.r1edades M y N es propia
si f~1(ON) = 8M, es decir si la frontera, y s6lo la frontera, de M va a dar a
la frontera de N.

Cuando tenemos una funcién f PL, entre va.nedades orientables cerra.das
de la misma dimensién M y N, podemos definir el grado de dicha funci6n.
Hay dos maneras en que podemos hacerlo. La imés sencilla es la siguiente:
Sabemos que H,(M) = H,(N) = Z, por lo que la funcién inducida por f
entre estos grupos es de la forma f,(a) = ka, k € Z. Definimos el grado de f
como k. Es claro que esta definicién es invariante bajo homotopfa, perc no
es muy claro cuél es su significado geométrico.

Emplearemos entonces esta otra definicién: Puesto que f es PL, sabemos
que Ia preimagen de un n-simplejo 7 en la triangulacién de N consta de un
conjunto finito de n-simplejos {o;} en M. Como M y N son orientables,
inducen una orientacién en 7 y en cada uno de {o;} y por tanto en {f(o;)}.
Definiremos el grado de f como la suma Za; +1, donde escogemos el signo
segiin si la orientacién de f(o;) es igual o no a la de 7.

. Para que esta definicién tenga sentido, necesitamos ver.que no depende
de 7, sino solamente de f. Tomemos entonces dos simplejos 1 y i, en N,
y veamos que la suma es la misma. Para esto, usaremos un segmento [ que
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una los puntos centrales p; y p, de ambos simplejos, y que sea transversal
a la triangulacién. Como 'M es cerrada y f es PL, f~1(l} es una unién de
segmentos, cuyos extremos son precisamente f~lpy, ps.

' Esto en general no es posible en variedades con frontera, por ejemplo, si
:mandamos el segmento sobre sf mismo, como en la figura 1.2 es claro que

Figura 1.2: Una funcién sin grado definido.

'no hay un grado bien definido. Sin embargo, consideremos el caso de una
funci6n propia. Dada cualquier variedad con frontera, su variedad doble es
¢l resultado de pegar dos copias de la variedad identificando las fronteras
correspondientes. Si tenemos una funcién propia entre dos variedades con
frontera, ésta induce una ‘funcion entre las variedades dobles. Como éstas
tltimas son cerradas, dicha funcién tiene un grado bien definido, lo gue nos

da un grado para la funci6n original,
. !

1.2 ‘Topologia Algebraica

'Dos espacios topolégicos M y N son homotépicamente equivalentes si
hay funciones f: M — Ny g: N = M tales que f o g: N -+ N es homotopica
ald:N > Nygof:M -5 M es homotépicaa Id: M — M.

Se sigue que si M y N, son homotopicamente equivalentes entonces para
toda n my(M) = m,(N). El inverso también es cierto, pero sblo necesitaremos
el siguiente resultado mas débil.

Teorema 1.4. Si M y N son complejos de dimensisnm yn mspectivaﬁ:cn;
te, y tales que m (M} = m(N) y m(M) = n;(N) = 0 para toda i tal que
2 <1< max{m,n} entonces M y N son homotdpicamente equivalentes.

'Demostracidn. Definiremos una funcién f: M — N como sigue:
Sea T la triangulacion de M. Sea S un arbol generador del 1-esqueleto
de M. Definimos f(T) = py € N, donde py es el punto base de m (V).
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Para cada arista @ € T \ §, hay un par de caminos v; y 72 en S del
punto base de M a los vértices de . may,; es un lazo en M, de modo que
existe un lazo « en N tal que [a} = [viaye]. Definimos-f(a) = a.

Para cada triangulo t € T®, consideremos la imagen de,sus tres aristas
a3, gz, as. Puesto que, si completamos con el camino en S del punto base.a
un vértice de ¢, el producto de las tres aristas es una curva trivial, f(e;aza3)
es una curva trivial en N, de modo que hay un disco inmerso en N que tiene
por frontera a dicha curva. Definimos f(t) como la imagen de ese disco.

Del mismo modo, para cada simplejo o € T, n > 2, tenemos que 9o es
una n — 1 esfera en M. Como m,_(N) =0, f(do) es frontera de una n-bola -
inmersa en N, y definimos f(¢) como esa bola.

Podemos definir del mismo modo una funcién g: N-— M. El teorema
estard completo si demostramos que f o g: M — M es homot6pica a la iden-
tidad.

Para ver esto, debemos definir una funcién F: M x I — M tal que
F(z,0) = z y F(z;1) = f(g(z)). La triangulacién de M nos da una di-
visién natural de M x [ en prismas.' F ya estd definida en los extremos,
hace falta extenderla al.interior de M x I.- Lo haremos procediendo sobre los.
prismas de cada dimensién, Comenzamos con los de dimension 1 y llamare-;
mos ¢ al punto base de m;{M)}. Cada .uno de estos prismas_es un-segmento
con extremos {p,0) y (p,1) en puntos de la triangulacién de M. Como f
manda todos estos puntos a ¢, también f o ¢ lo hace. Escogemos entonces
como imagen del segmento el \inico camino sobre el arbol generador de la
triangulacion de M que une p con q. -

Ahora para los de dimensién 2. Cada uno de éstos es un rectangulo T
cuyos lados son: (a,0), (a,1), by c, donde a es un vértice de la trlangulamén_
y by ¢ son prismas de los del paso anterlor Ahéra bien, si llamamos y, e
a los caminos por el arbol generador de ¢ ‘a’los extremos de a tenémos que,
por un lado, por la definicién de f, f(g{v:)) = g, por lo que f(g ('yla'yz )) =
f(g(a}) = F(a,0). Por otro lado, definimos F(b) = m y F(c) = 72, por lo
que F(b(a,1)¢™!) = may;!. Pero sabemas que f o g-induce la identidad en
m (M), por lo que f(g(a)) = a, es decir F(b(a,1}c™") = F(a,0), de donde
Or 22 0, es decir F(9r) es frontera de un dlSCO inmerso en M asf que podemos'
definir F(r) como dicho disco. :

Para los prismas de dimensién i con 2 < i < dim(M ) tenenios que su
frontera es una (i — 1)-esfera. Como m;_1(M) = 0, la imagen de dicha esfera
bajo F es frontera de una i-bola en M, por lo que podemos definir la imagen
del prisma como esa bola. . : _ Vo - B




1.2. TOPOLOGIA ALGEBRAICA 7

Como corolario de esto tenemos que si dos variedades tienen el mismo

_grupo fundamental, y sus grupos de homotopia superiores son cero, entonces

ambas son homotépicamente equivalentes. Ejemplos de esto son todas las
superficies, en las que cualquier funcién que induzca un isomorfismo de gru-
pos fundamentales es automéaticamente una equivalencia homotépica. Como
resultado de esto tenemos que su grado es uno. Podemos generalizar esta
iltima afirmaci6n un poco. Supongamos que tenemos una funcién f entre
dos superficies que induce una inyeccién entre los grupos fundamentales. To-
memos el espacio cubriente correspondiente al grupo imagen de f,. Como f
se levanta a este espacio cubriente como una funcién f que induce un isomor-

*fismo entre los grupos del dominio y la cubierta, sabemos que f tiene grado

1, y por lo tanto f tiene grado igual al fndice de la imagen de f,.
Enunciaremos algunos teoremas sin dar su demostracion.

Teorema 1.5 (Seifert-Van Kampen). Sean X = AlJB, con A, B y
A B abiertos arcoconezos en X, y sean i: AJB = A y j:AUB —
B las inclusiones naturales. Si m(A) = (a1, e2,...;71,72,...), m(B) =

Abibo, ... 58,8, ym(ANB) = (1, 63,-. - ;t1,tg,...), entonces

wl(-X)z(al’a%-'-;blyjb%---; ]
Tl,‘l"'g, s 381, 82,... ,i(CI) = j(C]),i(Cg) = ‘i(Cz),. . .).

Teorema 1.6 (Mayer-Vietoris). Sean A y B abiertos en X tales que X =

A|JB. Entonces la siquiente sucesidn es exacta:
c= Hi(X) = Hi(AUB) = Hi(A)® Hi(B) ~+ H{(X) > ....

Teorema 1.7 (Hurewicz). Para cualquier complejo M, si w;(M) = 0 para

- toda i < n entonces m,(M) es la abelianizacion de H,(M)

En particular, la hipotesis es siempre cierta por vacuidad paran = 1. En

.el caso n > 1, puesto que 7, (M) es abeliano, es isomorfo a H,(M).

Lema 1.8. Sea F una hipersuperficie encajada en una variedad M, tal que
F # 0 en H, ,(M). Supongamos que F = kS, para alguna S € H,_,.

" Entonces k = +1.

" Demostracion. Si F no separa a M, hay una curva c en M con nimero de

interseccién 1 con F. §i'l es el nimero de interseccién de ¢ con S, por la
ecuacibn tenemos que 1 = ki, asf que k = [ = +1.
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Si F separa a M en componentes X y Y, ninguno de cllos puede tener
como frontera a F', puesto que. entonces se tendria que F = 0 € H,_;(M).
Entonces podetnos trazar un arco de F' a un punto en X \ F y otro del
mismo punto en F a-uno en dY \ F. La union de estos dos arcos nos da un
arco en M que intersecta a F en un Qnico.punto, y el resultado se sigue de
nueve por un argumento de ntmero de interseccion. g - -l

De hecho, este re‘;ultado es vahdo también para varledades no compactas :
sustituyendo los arcos por arcos infinitos. . :

Lema 1.9. Sea M un espacio ta;ialo’gicp ¥g: M — M un espacio cubriente y
su funcidn proyeccién. Entonces, para cualguier n > 2, g,: my(M) = mo{M)
es un isomorfismo.

Demostracidn. Sea [S] € m,(M) la clase de equivalencia de S:5" - M,
una n-esfera en M. Como m (S*) = 0, podemos levantar S a §:5" — M.
[S] € TI'n(M )y por construccion g([S ]) = [8], por lo que g; es suprayectiva.
Ahora, sea §: 8" — M tal que g(5(5™)) es trivial en M. Entonces existe
una funcién B: B™! — M tal que Blagrst = 9(5). Como m(B™) =0, B
se levanta a una funcnén B: B 5 M, y tal que BlaBn-H = S, de donde
S(S") es trivial en M, y g, es inyectiva. - ' [

Ejemplo. m,(S') = 0 para cualquier n > 2, puesto que Res su eSpacm
cubriente universal y 7,(R) = 0 para cualquler .

Ejemplo. Para cualquier superficié compacta orientable F' distinta de la es-
fera, y cualquier n > 2, m,(S) = 0. Para ver esto, consideremos su espacio
cubriente universal F. Supongamos que 3 (F) es finito. Entonces Hy(F) _
también lo es. Se demostrars en el capitulo siguiente que entonces cualquier
curva es separante (lema 2.7). Cortamos a F' sobre una curva cualquiera.
Obtenemeos dos superficies con frontera y primera homologfa finita, que por-
el lema 2.6 son discos. Por lo tanto, nuestra superficie consta de dos discos
pegados sobre una curva, y es orientable, por lo que es una esfera. Como
esto es una contradiccién, se deduce que 7y (F) es infinito, y por lo tanto F
no es compacto, por lo que Hz(F) = 0, y como wl(F) = 0, por el teorema
de Hurewicz m3(F) = 0. Como F es una superficie, H, {F) =0, ¥n > 3,
de modo que, aplicando de nuevo Hurewicz, #,{F ) =0, Vn > 3, de'donde
w(F)=0,Vn > 2.
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Lema 1.10. Sea M una n-variedad triangulable y N un espacio topoldgico
tel que m(N) = O parai =2, 3, ..., n—1. Sea g:m (M) = m(N) un
homomorfismo. Entonces existe f: M — N continua tal que f, = g. Decimos
.que f realiza geométricamente a g.

Demostracién. Escojo una triangulacion de M. Construiremos a f definién-
‘dola sucesivamente en cada dimension de la triangulacién. Primero tomo un
&rbol generador del 1- esqueleto Definimos f en dicho &rbol generador como
funcién constante, mandéndolo completo en el punto base de.m; (N). El resto
de las aristas del 1- esqueleto de M representan generadores de m (M ). Esco-
jO un representante para cada generador de 7,(N) y defino f en las aristas
de M mandando la arista al lazo en N que representa su imagen en m;(N).
Para la dimension 2, si D es una 2-celda en M, su frontera, completada
con partes del &rbol generador, es una curva nulhomoto6pica en M, asf que
:su imagen bajo f es nulhomotépica, y por lo tanto es borde de un disco
. (no necesariamente encajado) en N, de modo que podemos extender f a D
“tomando dicho disco como su imagen.
Para la dimension r. Una r-celda B en M tiene como frontera a una
{(r — 1)-esfera. La imagen de dicha esfera bajo f (que ya est4 definida en el
(r — 1)-esqueleto) es una (r — 1)-esfera inmersa en N. Como m,_1({N) = 0,
esta esfera es frontera de una r-bola inmersa en N, asf que podemos extender
- f a B tomando esa bola como su imagen. [ ]

' " Un caso particular que emplearemos a menudo es el siguiente: Dada

. cualquier superficie o 3-variedad M y un homomorfismo g: m, (M) — Z hay
“una funcién f: M — S! que realiza geométricamente a g.

'Lema 1.11. Si tenémos una funcion fx Id: X x D" — Y x D", de un
producto en otro, y una homotopia de la fibre del centro, g.: X — Y entonces

‘eriste F1: X x D" = Y x D" que extiende a la homotopia dada, es decir tal
que Fy = f, Fi|X =g, Ft|X x 0D" = Id.

" Demostracién. Definimos
Flz,d) = (gya-jap(x), d),
" que claramente cumple con las condiciones dadas. |

' Lema 1.12. Sea f: D" '— D" tal que, restringida ¢ la frontera, es un
homeomorfismo. FEntonces existe g: D* — D" homotdpica a f, tal que
glapn = flape y g es un homeomorfismo de D™ en D™,
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Demostracidn. Sea H: D™ x I — D", dada por

sf()  silt<sys#0.
H(ts)={HIf(E) siltl> syt #0.
o Si[t’=8'=‘0.

H es continua en los puntos distintos de (0, 0) porque estamos “pegando””’
funciones continuas. "Para (0,0) tenemos que'dada' ¢ > 0 si |(t s)| < E, ‘

entonces [t| < € y [s| < £ asf que
t ' .
Oferee
S " .

sf(;)’SS
'It”(Itl)’ﬂ";ﬁ’ " " | R

asf que en cualquier caso |H )| < g, por lo que tambiéii es continua en

dicho punto. ‘ T
También, H(t,1) = f(t ) para cualquier ¢ € D™, ‘ :
Sea g: D" — D" tal que g(t) = H(t,0). g coincide con f en 6‘D" ya que

si || = 1, '

s =He0 =1 (7)=r0 T

¥ por supuesto g y f son homotopicas. Basta entonces probar que g es un .

homeomorfismo. Es continua pues es la restriccion de una funcnﬁn continua, ‘

asf que solo falta demostrar que tiene una inversa continua. ‘
Como flgn—1 es un homeomorfismo, tiene una inversa f!: S’”“1 — §n-1,
Sea ¢': D" — D™ dada por

iy = JEFH)  sit#0,
g(t)-_{o si t = 0.

g' es continua {el finico punto problemAtico es el cero), y es una inversa para
g~ - ' o L)



Capitulo 2

Superficies -

Todas las superficies a lo lhrgo de este capftulo serdn orientables. Por curva
entenderemos una curva 51mple cerrada propiamente encajada en una super-
ficie, y por arco a un arco propiamente encajado. Una curva ¢ es esencial
'si no es homotépica a un punto. Denotaremos por [c] a su clase de homoto-
pfa o de homologfa, segin el contexto. Un arco es esencial si no es posible
completarlo con un segmento de la frontera para hacer una curva trivial.

Cortar una superficie a lo largo de una curva es retirar de la superficie
‘una vecindad regular abierta de la curva, de modo que, si identificAramos las
fronteras de dicha vecindad regular, obtendrfamos una superficic homeomorfa
a la original.

Demostraremos primero algunos lemas generales sobre superficies. Co-
menzamos por los siguientes resultados:

Lema 2.1. El grupo fundamental de una superficie con frontera es libre.

Demostracion. Podemos, a partir de la frontera de la superficie, colapsar
mediante una homotop[a cada tridngulo en ella. El resultado final es una
grafica, que tiene grupo fundamental libre. L

Lema 2.2. La inica superficie compacta, con frontera y grupo fundamental
trivial es el disco. :

Demostracion. Demostraremos esto por induccién sobre el niimero de trisn-
gulos en la triangulacién de la superficie. El resultado es trivial si se tiene
un solo triangulo. Supongamos que es cierto para todas las superficies con
.menos de n tridngulos y sea S una superficie compacta, con frontera grupo
fundamental trivial y una tnangula.cnon con n tridngulos. :

11
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Sea o un triangulo que intersecte a la frontera de S. Si o) 2S5 consta
Gnicamente de uno o dos lados de o, S\ ¢ es una variedad, y S es homeomorfa
a ella. Por hipottesis de induccién, §\ ¢ es un disco, y por lo tanto S es un
disca.

Supongamos entonces que o[ }dS consta de un lado y un vértice v de o.
S es homotépico al poliedro P que resulta de colapsar ¢ a v, asi que m(P)
es trivial. P\ v es disconexo, puesto que si no lo fuera, tendriamos un arco
entre dos puntos de la estrella de v que no pasa por v. Completando este
arco con otro que sf pase por v tendrfamos un lazo no trivial. Ahora bien,
cada uno de los componentes de P es una variedad compacta con frontera,
y ambos tienen grupo fundamental trivial {Seifert-Van Kampen), de modo
que, por la hipétesis de induccién, ambos son discos. De modo que S consta
de dos discos, pegados sobre lados adyacentes de un triangulo, y que soIo se
mtersectan en un punto. Por lo tanto, S es un disco.

Lema 2.3. 5i S es una superficie, y ¢ es un componente de 35, entonces la
inclusion de ¢ en S induce una inyeccion i,:m(c) = m(S), 0 S es un disco.

Demostracion. Sices homeomorfa a R, el lema es cierto. Supongamos enton-
ces que ¢s un circulo, y que m(c) no inyecta en m;(S). Entonces i,(m(c)) = 0,
por que es imagen de Z, y subgrupo de un grupo libre. Entonces la inclusion
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de c en S se levanta al cubriente universal S. Las preimégenes de ¢ son
fronteras de §. Entonces, como la frontera de S es no vacia y m (8)=0,5
es un disco, y por tanto S es un disco.

Lema 2.4. Cualquier curva trivial (simple) en una superficie S es frontera
de un disco encajado en S

Demostracidn. Sea c una curva simple trivial en una superficie S. ¢ es sepa-
rante, por que de no serlo, no seria 0 en homologia. Supongamos que ninguna
de las componentes es un dlSCO Entonces c no es trivial en ninguna de ellas,
por el lema anterior. Pero entonces, aplicando el teorema de Van Kampen,
tenemos que c no es trivial en S, lo cual es una contradiccion, asf que uno de
los dos componentes es un,disco. u

Ahora podemos demostrar que el grupo fundamental de una superficie
cerrada nunca es libre. De hecho, ni siquiera puede ser el producto libre de
dos grupos.

Teorema 2.5. Sea G el grupo fundamental de una superficie cerrada S, y
supongamos gque G = G * G3. Entonces uno de G, 0 G, es trivial.

Demostracidn. Supongamos que tenemos una descomposicién G = Gy * Gs.
Sean A y B complejos simpliciales tales que m(A) = Gy, m(B) = Ga y
m(A) = m(B) = 0, y consideremos el complejo C obtenido al pegar A
y B sobre un punto p. Como m(£) = G, podemos obtener una funcion
PL f:8 -+ E que induzca el isomorfismo de los grupos. Consideremos la
preimagen de p. Como f es PL,y S es cerrada dicha preimagen est4 formada
por curvas en 5. Como f induce un isomorfismo de grupos fundamentales
y [p] = 0, cada una de dichas curvas es trivial. Llamemos c a una de las
preimégenes de p. ¢ es frontera de un disco encajado D en 8. f(D) es un
disco inmerso en C y f(8D) = p, lo que nos da una esfera inmersa en C.
Pero m3(C) = 0, por lo que dicha esfera es trivial. Entonces, podemos por
medio de una homotopfa deformar f de modo que f (D) = p, y deformando
un poco mas, eliminar a c'de la preimagen de p. Procediendo de este modo,
podemos eliminar todas las preim4genes de p, por lo que tendremos que f(S)
est4 contenido en uno de A o B, supongamos que en A. Como f nos da un
isomorfismo de grupos fundamentales, tenemos que m;(A) = G, y m(B) es
trivial. L |

Lema 2.6. §i una superﬁcze coneza y compacta tiene primera homologza
finita y frontera no vacia, 'entonces es un disco.
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Demostracion. Sea F la superficie. Si F' no es un disco, entonces, como la
frontera no es vacfa, por el lema anterior Z C 71 (F). Entonces m;(F) es un
grupo libre no trivial. Entonces H,(F) es infinita, pues es un grupo libre
abeliano no trivial. |

Lema 2.7. La primera homologia de una superficie F es infinita si y sélo si
F tiene une curva o un arco no separante. Sin es el rango de la primera
homologta, cualqmer colecczdn de mds de n curvas o arcos ajenos en F es
separante.

Demostracidn.

" .
.

¢ Si hay una curva no separante, entonces, tomando dos puntos en una -
vecindad regular de un intervalo de dicha curva, uno en cada lado del
intervalo, entonces, como la curva no separa hay un arco que los une
sin tocar a la curva inicial, completo ese arco con un pequefio segmento
dentro de la vecindad regular y tengo una curva que corta en un finico
punto a la curva original, es decir, tiene nimero de interseccién uno
con ella. Entonces, el multiplo n de esta dltima curva tiene niimero de
interseccion n, asf que no puecde ser homéloga a cero. Entonces esta
curva es de orden infinito, entonces H, es mﬁmto

e Si H; es infinito, hay un epimorfismo de m(F) sobre Z. Realizamos
este epimorfismo por medio de una funcién PL de F en 8. Tomemos.
la preimagen de un punto v € S*. Dicha preimagen es una coleccion de
curvas y arcos en F, mempre que ¥ 1O 8ea un vértice en la tnangulac;bn
de St -

Sea c una preimagen del generador de m; (S‘),‘ Como el nimero de inter-.
seccion médulo 2 del generador canénico en S! con v es uno, entonces
el nimero de interseccién modulo 2 de ¢ con f~*(v) es uno.

Entonces alguno de los componentes de f~!(v) intersecta un nimero
impar de veces a ¢, lo que quiere decir que no separa a F, pues una
curva separante tiene nimero de interseccién cero con cualquier otra. -

Para demostrar la segunda afirmacion, considérese una coleccion C con
m curvas o arcos ajenos y tal que M \ {JC es conexo. Para cada ¢; € C,
podemos tomar una curva cerrada d; que corte una sola vez a ¢;, y que no.
toca a ninguna otra ¢;. ' '
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Entonces la coleccién {d;} es una coleccién de m curvas linealmente inde-
pendientes en H,(M), porque cada una tiene nimeros de interseccién lineal-

mente independientes con las curvas de C, y por lo tanto m < rango H; (M).
[ ]

Lema 2.8. Toda superficie cerrada con grupo fundemental no trivial tiene
una curva cerrada no separante.

Demostracidn. Quitemos un pequefio disco de la superficie. Nos queda una
superficie F' con frontera y grupo fundamental no trivial. Por lo tanto, F’
tiene una curva o un arco no separantes. Si hay un arco no separante, sus
extremos estdn en la frontera del disco que quitamos. Completandolo con un
subarco de dicha frontera, obtengo una curva cerrada en F no separante. Y
si F' tenfa una curva cerrada no separante, esa misma es una curva cerrada
no separante en F. |

Curvas Normales

Teorema 2.9. Para cada superficie compacta F hay un nimero k tal que,
para cualquier coleccion C de curvas ajenas, no triviales con mds de k ele-
mentos ¢1, Ca, ..., ¢; hay un par de ellas ¢;, ¢; que son paralelas, es decir
encierran un producto (un anillo).

Demostracidn. Para esto, primero llevo las curvas a una forma ‘normal’,
como sigue:

Fijamos una triangulacién de la superficie. Tomamos una curva c; de
la coleccién y nos ﬁjamos en un tridngulo T que intersecte a ¢;. ¢; no ests
contenida en el interior del triAngulo, porque es esencial. Tomamos un com- -
ponente de la intersecci6n: Por la afirmacion anterior, intersecta a la frontera
de T. Nos fijamos en uno de sus extremos.

Si el otro extremo est4 en el mismo lado del triangulo ese lado del tridngulo
no puede ser parte de la frontera de la variedad, por que entonces c; tendrfa
frontera, y eso no es cierto, pues es una curva cerrada. Entonces puedo
‘deslizar’ este segmento de ¢; hacia el trisngulo adyacente, eliminando este
componente de la interseccién. Eliminamos todos los arcos de este tipo.

Ahora tenemos solo arcos que unen lados distintos del trisngulo, que
sustituimos por segmentos rectilineos que unan los mismos puntos.

Después de simplificar asi a todas las curvas tenemos lo siguiente:



16 CAPITULO 2. SUPERFICIES

Para cada tridngulo , la coléccién C lo"separa en varios componentes
Llamaremos ‘bueno’ a un componente que sea una banda (I x I): Observese '
que solo puedo tener 4 componentes ‘malos’: Las esqumas y el centro

v

' Por lo tanto, puesto que cada componente de F\[JC debcloéupar' porlo
menos una parte de un triangulo, st hay ¢ tr1é.ngulos en la trxangulacmn alo
mas 4¢ componentes tienen partes ‘malas’.

Entonces, st /y = rango Hy y k > 4 + B + 1, cuando. mucho Bi de
las curvas son separantes de modo que F \ |JC tiene por lo menos 4t +1
componentes. De estos, por lo menos uno debe estar formado umcamente por
partes ‘buenas’. Como F es orientable, este componente debe ser un anitlo,
de modo que sus fronteras (que son curvas de la coleccién) son paralelas. A31
que en la colecmén hay por lo menos dos curvas paralelas ‘ ' |

Superficies con Jjerarquias

Definicion 2.1, Una jerarquia en una superﬁcze F es una sucesion de su-
perficies F = Fy, Fy, .:., F, = |Jdiscos tal que cada F; es el resultado de
cortar Fi_; a lo largo de una curva. o un arco esencial.
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Lema 2.10. Tode superficie compacta orientable con frontera tiene una je-
rarquia.

Demostracidn. Dada F una_ superficie compacta con frontera, construimos
una cadena de superficies F = Fy D F; D F; D ... como sigue:

Fu = F :

Para cada 1 > O:

e Si F; tiene un tnico componente en la frontera, pero no es un disco,
entonces Hy(F;) es infinito. En tal caso, por el lema 2.7, hay un arco o
una curva no separantes en F;. Si hay una curva no separante también
hay un arco no separante, pues en tal caso, si elijo un punto en la curva,
puedo trazar dos arcos, a y a’ que vayan de ese punto a puntos distintos

‘en la frontera, y que salgan cada uno de un “lado” de la curva. Pero
entonces la unién de a y o’ es un arco que tiene ntimero de interseccion
1 con la curva, y por lo tanto es no separante. En cualquier caso F;
tiene un arco no separante; sea ¢; ese arco.

e 51 F; tiene mas de un componente en la frontera, sea ¢; un arco entre
dos de esas componentes. Obsérvese que ¢; es no separante.

Ahora podemos definir F;,; como F; cortada sobre c;.

Si este proceso termina, la @#ltima superficie debe ser un disco, lo que nos
darfa una jerarquia para F.

Supongamos entonces que el proceso puede continuar indefinidamente, es
decir, que tenemos una cadena infinita de superficies. Como cada corte del
segundo tipo disminuye el nimero de componentes en la frontera, cualquier
subcadena consecutiva de este tipo es finita, asf que hay una subcadena
Fi, D F, D ... infinita, donde cada F;; tiene un solo componente en la
frontera.

Si d; es una copia paralela de la frontera de F}, {d;,} es una coleccion de
curvas cerradas, ajenas, no triviales en F, asf que deben haber 2, digamos
di, y di,, & <, paralelas.

Pero entonces d;, _, tiene un componente paralelo a d;,, pues queda ence-
rrada entre d;, y d;. Pero entonces podemos deslizar c;, en Fj para que no

-toque a d;, . Y entonces ¢, separa a Fy, pues estd contenida en un anillo,
y une dos puntos en un mismo componente de la frontera del mismo. Por lo
tanto el proceso debe terminar, y por lo tanto F' tiene una jerarqufa. [
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.

Figura 2.1: Cortando sobre estas curvas obtcnemos una _]erarquia. para un
toro daoble : :

. _I .;
Lema 2.11. Teda superficie cerma’a orientable con grupoe fundamental no
trivial tiene una Jemrquza ' : T

Demostracion. Sea F la superficie. Por el lema 2.8, F' tiene una curva cerrada
no separante en su interior. Si cortamos sobre esa curva, obtenemos una
superficie con frontera F”, que por el lema anterior, tiene una jerarquia F' =
Fi D F, >+ D F, Entonces F > F' 5 ... D F, es una jerarqufa para
Obsérvese ciue"aunque la definicién no lo requiere, podemos pedlr\ c}'ﬁe en’
toda jerarqufa cada corte sea no separante, y que todos los cortes, excepto
quizé el primero sean sobre arcos con sus extremos sobre los arcos anter:ores

i}

v [ 'Y

2.1 El teorema de Waldhausen parh superﬁciés_

Teorema 2.12 (Waldhausen) §i M y N son superﬁczes compactas con
frontera no vacia, y existe f: M — N continua y propia tal que f.:m (M ) -
m (N) es un isomorfismo, y floar: OM — ON es un homeomorfismo, enton-,
ces f es propiamente homotopzca a un homeomarﬁsma y la homotopm es’
constante en la fronfera.
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Figura 2.2: .Copia.s paralelas de la frontera de cada corte

Demostracidn. Como N es compacta, tiene una jerarqufa, procederemos por
induccién sobre la longitud de esta.

Si la jerarqufa tiene longitud 1, entonces N es un disco. Entonces M
tiene grupo fundamental 0 y frontera no vacfa, y por tanto es un disco. Y
ya sabemos que una funcién entre dos discos que es un homeomorfismo en la
frontera es propiamente homotépica a un homeomorfismo y la homotopia es
constante en la frontera.

Supongamos cierto el teorema cuando N tiene una jerarqufa de longitud
n: :
Supongamos que la jerarqufa de N tiene longitud n+1. Sea ¢ el arco con
el que empieza la jerarqufa.

Por transversalidad, f~'(c) es una coleccién de curvas o arcos.

Supongamos que d; € f~(d) es una curva. Como f (d;) est4 contenida
-en un arco, es trivial. Y .como f, es un isomorfismo, d; es trivial. Entonces
d; es frontera de un disco D en M.

Como f(d;) es trivial enc, es frontera de un disco £ inmerso en ¢. Como

E y f(D) tienen frontera comin, entre ambos rios dan una esfera inmersa
en N. Pero my(N) = 0, es decir dicha esfera es trivial, o sea que f(D) es
homotépico a E relativo'a N. S .

- Entonces podemos lograr que f(D) C ¢. Por conexidad, una pequeiia
vecindad regular de D cae en un solo lado de una vecindad regular de c.
Entonces podemos “empujar” f(D) hacia ese lado, eliminando D (y d;) de
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o). -

Asf que podemos suponer que cada componente de f~'{c) es un arco.
Como f|ON es un homeomorﬁsmo, y ¢[1ON tiene 2 puntos, f ( )ﬂBM
tiene dos puntos, es decir, f~!(c) es un solo arco a. -

Una funcién de ! en I que preserva la frontera es homotépica a un homeo-—
morfismo de . (Esto es un caso especial del lema 1.12.) Entonces podemos
.deformar f de modo que f|a sea un homeomorfismo de-a en c. Si-cortamos
ambas superficies sobre a y ¢ respectivamente, obtenemos un par de super-
ficies que cumplen con todas las hipétesis del teorema, y como-la jerarquia
de Ta segunda tiene longitud n, la funcién entre ellas es propiamente homo-
tépica a un homeomorfismo. Volviendo a pegar sobre a’y ¢, obtenemos un
homeomorfismo entre M v N. [ -]

Ejemplo. El teorema no es cierto st f no es propia. Por ejemplo, conside-
remos las superficies de la figura. Es claro que la funcién descrita induce
un isomorfismo de grupos fundamentales, sin embargo, las superficies no son
homeomotfas, pues tienen distinto namero de componentes &n la frontera

: {6 \‘v'\\‘\r |
y) /\ . ,‘:/J /

N o . . '

Corolarlo 2. 13 Cualqmer superficie compacta orientable con grupo funda-
mental Z es homeomorfa a un anillo. N

Demostmczon Sea F' nuestra superﬁme Demostramos en el ejemplo. en'la
pagina 8 que fr,,(F ) = ma(S! x I) = 0 para cualquier n > 2, por lo que
ambas superficies son homotopicamente equivalentes. De aquf deducimos
que H3(F) = 0, y por lo tanto 8F # @. Llamemos ¢ a un componente de
dF. . - e .

Mostraremos ahora que la inclusién i:¢ — F induce un isomorfismo en-
tre los grupos fundamentales ¢, : m{c) = m(F). Para ver esto, supongamos
primero que %, no es inyectiva. Entonces F serfa un disco, ¥ su grupo funda-
mental serfa 0. . . .
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Tenemos entonces que z. [c] = nla), donde a es el generador de H,(F)
y n # 0. Como c es una curva simple, n debe ser 1, y por lo tanto i, es
suprayectiva.

- Sabiendo esto, podemos pedir que la funcién f que realiza [a equivalencia
homotopica entre F' y S? x I sea propia. :De donde se deduce que f,([c]) # 0
en H,(F), pues su imagen no lo es. Y entonces, F' tiene por lo menos 2
componentes en su frontera. ’

Ahora, en cualquier superficie G, rango H,(G) > (componentes de 8G) —
1. Esto es cierto ya que, si fijamos una de dichas componentes, y tomamos
un arco de ella a cada una de las demés, veremos que las clases de homologia
de dichas componentes son linealmente independientes en H(G).

De esta forma, puesto que rango H,(F) = 1, 8F tiene cuando mucho dos
componentes. Si combinamos este resultado con el anterior, tenemos que 9F
tiene exactamente 2 componentes. : '

- Asf que podemos suponer que cada una de las componentes de &F .tiene
como imagen a una de las componentes de 8(S* x I}. Y modificando un poco
la funcién, podemos hacerla propia. Ademas, puesto que la restriccién de f
a OF induce un isomorfismo en los grupos fundamentales, podemos hacer
que sea un homeomorfismo entre las fronteras. Aplicando ahora el teorema
anterior, tenemos el resultado deseado. [ |

Armados con este corolario, podemos ahora demostrar el siguiente teore-
ma.

Teorema 2.14. Sean M y N superficies cerradas orientables, con m(N)
no trivial, y tales que eriste una funcion f: M — N continua que induce
un isomorfismo de grupos, fundamentales. Entonces f es homotdpica a un
homeomorfismo.

Para demostrar este teorema utilizaremos resultados de Algebra, en par-
ticular dos corolarios de los teoremas de forma normal para productos amal-
gamados y para extensiones HNN. Como estos resultados se salen del tema
de este trabajo gblo los enunciamos aqui, y remitimos al lector interesado a

3l

2.1.1 Productos Amalgamados y Extensiones HNN

‘Sean

G=<z,...;1,: - >
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H=<y,...;8,"- >

grupos con sus presentaciones, y sean A < G y B <-H subgrupos tales que
existe un isomorfismo ®: A — B. El producto amalgmado de G y H sobre!
A es el grupo G x4 H con presentacién

_G*AH =< T1y e YT 81 a-—@(a)aGA>

Se puede demostrar que esta. deﬁmc:én es mdependlente de las presenta.cnones
elegidas para G y H. - : e

Esta construccién tiene interes para hosotros porqite si X v ¥ son espacms
topologicos tales que m{X)'= G y m(Y) = H, y hay subespacios’ U, W de X
y Y respectivamente, tales que U es homemomorfo a Wy m (U) = n{ (W) =
A, entonces, por el teorema de Seifert-Van Kampen, el grupo fundamental del
egpacio resultante de identificar I/ con W es G*4 H. La propiedad algebré.lca
quc nos 1nteresa es la sxgulente Dado cualquler producto !

Lo
P it i

. glhlgghg g"h,. =1leg G\*A H, . . I _. .
tal que g;'c¢ G y h; € H, se cumple que alguna §; € 4 o alguna h; € B.

Figura 2.3: La interpretacién geométrica del producto amalgamado,

r

Otra ¢onstruccién geométrica que nos interesa es la de identificar ‘dos
copias de un subespacio W dentro de un espacio X. Algebrsicamente esto '
corresponde a tener un grupo G'y dos subgrupos A y B, con un isomorfismo -
®: A — B entre ellos. La construccién resultante se llama la extension
Higman-Neumann-Neumann (HNN) de G relativa a-A y B,y se deﬁne .
COmo .

‘\G*=<:c1,...,t;r1,.. i at @(a)a€A>
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©f

Figura 2.4: La interpretacién geométrica de la extensién HNN.

Intuitivamente la ¢ proviene del lazo extra que afiadimos al espacio al iden-
tificar dos subespacios dentro de el. :

Como en el caso anterior, tenemos una propiedad algebraica que nos
interesa en particular: Dado un producto '

Gt qui? .. t"g, =1 € Gx

existe un subproducto t~'g;t con g; € A o tg;t™* con g; € B.
Procedemos ahora a la demostra.cién del teorema.

Demostracion. Como m(N) # 0, hay una curva simple no trivial ¢ € N.
f~(c) est4 compuesta de curvas simples en M.

Si f~'(c) tiene componentes triviales, podemos modificar f para elimi-
" narlos como en el teorema anterior.

Para cada componente no trivial d de f~(c), f.([d]} = n[c]. Como f|d,
es inyectiva, n # 0. Como f, es un isomorfismo, esto significa que [d] = n{q],
para alguna [g] € m(M). Pero como d es una curva simple, n = 1, de
modo que f,([d]) = [c], ¥ f|d es homotépica a un homeomorfismo de d en c.
Modificamos f en una vecindad de d para que f|d sea homeomorfismo.

Como f es un isomorfismo en el grupo fundamental, lo es en la primera
homologia. En particular, eso dice que dos cualesquiera de las preiméigenes
de ¢ son homélogas en M, y por lo tanto separan M.

Demostraremos adelante que dos de estas preimégenes deben ser parale-
~ las. Suponiendo esto, llamemos d; y d; a dichas preimégenes, y L al anillo
que bordean en M. Tomemos un arco a en L que una los puntos base de
dy y da. La imagen bajo f de a es un lazo en m1{c). Si construimos una
funcién g: L -+ c tal que gld; = fid; y tal que la g(a) sea homotdpica a f(a),
tendremos que g es homotoépica a f|L. Podemos por lo tanto sustituir fIL
por g.
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Ya que c es no trivial en N, después de aplicar el paso anterior suficientes
veces, llegamos a que f~'(c) es una sola curva no trivial d en M, y tal que
fld es un homeomorfismo de d en ¢.

Cortando ambas variedades por dichas curvas, obtenemos un par de su-
perficies con frontera, y una funcién entre ambas que es un homeomorfismo
entre las fronteras, y que induce un‘isomorfismo de grupos fundamentales.
Aplicando el teorema anterior, dicha funcion es propiamente homotépica a
un homeomorfismo. ‘Si volvemos a pegar las variedades sobre d y ¢ respecti-
vamente, obtenemos la homotopia deseada.

S6lo falta demostrar que si ¢ tiene mas de una preimagen, dos deben ser
paralelas. Usaremos el método de “cazar arcos”. '

Llamemos d;, dz, ..., d, a las preiméigenes de ¢. Sea p € ¢ el punto base
para m{N), ¥ p1, - .., pn la preiméagenes de p. Tomaremos 7y (M) con base
en p; ' ' ' '

Sea a' un arco entre p, y p2. f(a') es una curva cerrada en N. Como
f+ es sobre, hay una curva b en M tal que f,(b) = (f.(a"))~L. Sea a el arco
resultante de unir b y o’. La imagen de a bajo f es trivial en N. Después de -
poner a a en posicién general respecto a {d;}, podemos modificarlo para que
sus Unicas intersecciones ocurran en los {p;}. Modifiquemos también a para .
que la cantidad de intersecciones con los d; sea minima.

Como cada interseccién es transversal, f(e) atraviesa ¢ en cada una de
ellas. Si c es separante, esto quiere decir que f(a) consta de lazos alternada-
mente a uno y otro lado de ¢. Por el teorema de forma normal para productos
a.malgama.dos esto quiere decir que alguno de esos lazos es homotbplco auno
en ¢’

Si ¢ no es separante, obtenémos el mismo resultado esta vez usa.ndo el
teorema para extensiones HNN. - :

Supongamos (renumerando si es necesario) que el sublazo de f(a) que
pertenece a 7w (c) une d; con d;. Componiendo el subarco de a con una curva
adecuada en di, obtenemos un arco b entre d; ¥y da que no toca a ninguna
otra preimagen de ¢ y cuya imagen bajo f es una curva trivial.

Fijamos el punto base de M como p;. Entonces Wl(dg) dlm(d;)d, de
donde m(d;) = m1(d;). Tomamos el espacio cubriente M de M correspon-
diente a 7;{d;). Por la ecuacién anterior, sabemos qué d; se levanta a dicho
espacio cubriente. .

Como M\ (d, | ) d») es disconexo, M \ (d, U&;) también lo es. Tomemos
una componente L de M que contenga la preimagen de b.
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Como 171(51) - m(i) cC m(M), 1r1(L) =Z,y L es un anillo, por el
teorema de cobordismo. Y como 8L mapea en {d;,d;} con indice 1, L
mapea en una componente L de M \ (d;|Jdz) con indice 1, asf que dicha
componente es un anillo, y d; es paralelo a d,. [ |

Ejemplo. La hipo6tesis de que el grupo fundamental sea infinito no se puede
eliminar, pues el teorema no es cierto para la esfera. La funcién constante
f:8% = S? induce un isomorfismo de grupos fundamentales, pero como S?
no es contraible, f no es homotépica a un homeomorfismo.

Corolario 2.15. Si M y'N son superficies compactas, 71(M) no es trivial,
y f: M = N es una funcion continua y propia tal que f,:m (M) = 7 (N)
_es inyectiva, entonces f es propiamente homotdpica a une funcidn cubriente
M= N, o M es un anillo y f es propiamente homotipice a una funcion
g:M — dN.

b

Demostracién. Sea N es espacxo cubriente de N correspondiente al subgrupo
f.(m(M)). f selevanta a una funcion f: M — N tal que f, es un isomorfis-
mo.

Sea ¢ un componente de 3M. Como f es propia, f también es propia,
asf que f(c) C ON. Como M no es un disco, ¢ no es trivial en M, asi que
su imagen tampoco lo es. Entonces f(c) = nd, con d un componente de la
frontera de N. Pero entonces, ¢ = ne con e alguna curva en M. Como O
es simple, esto s6lo puede ser si n = 1, asf que f puede deformarse a ser un
homeomorfismo en cada componente de M.

Si dos componentes de M tienen la misma imagen, cazando arcos como
en la demostracion del teorema 2.14, vemos que son paralelas. Entonces M
es un anillo, y podemos deformar f a una funcién §: M — &N. Entonces f
es homotépica a la proyeccidon de §.

Si cada componente de M tiene distinta imagen, entonces el grado de f
es 1, puesto que cada componente de dichas 1magenes tiene una sola prelma-
gen. Pero entonces cada componente de N tiene preimagen, asi que fes
un homeomorfismo entre las fronteras de M y N. Entonces f es homotépica
a un homeomorfismo §: M — N,y f es homot6pica a la proyeccion de dicho
homeomorfismo, que es una transformacién cubriente. |
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" homot6pica. Asi que el problema de clasificarlas se convierte en el de resolver
la conjetura de Poincare y encontrar todas las acciones libres de grupos sobre
la 3-esfera. Este es un problema dificil, que est4 lejos de ser resuelto.

2) El que trataremos aquf, grupo fundamental infinito. Como M es irre-
ducible mo(M) = 0. Si tomamos al cubriente universal M, este tiene m, (M )
m(M) = 0, (porque también. es irreducible), por lo que 7r3(M )= H3(M )-

Pero.como M es una 3-variedad no compacta H;»,(M )= (M y=+-=0.
De donde, por el teorema de Hurewicz (1.7), ms(M) = m(M) = --- = 0. Se
sigue que m3(M) = my(M y=--=0. Esto quiere decir que toda la estruc-

tura algebraica de la var:eda.d est4 en su grupo fundamental, y sugiere que
este Gltimo deberia determinarla completamente. El resto de este capitulo
se dedicara a explorar un caso en el que es asf.

Como otra aplicacién de estas ideas, considerese el caso de una funcion
f:M = N continua que induce una inyeccién entre (M)} y n1(N), donde
N y M son irreducibles y 8N es no vacfa. Entonces podemos decir que
OM es no vacia. Para ver esto, consideremos el espacio cubriente N de N
correspondiente al subgrupo f, (wl(M )). Por el argumento utilizado en el
parrafo anterior, sabemos que M y N son homotopicamente equivalentes.
'En particular, Hs(M) & Ha(N ), asi que ambas son cerradas o ambas tienen
frontera. Pero N es espacio cubriente de una variedad con frontera, y por
lo tanto tiene frontera. De donde deducimos que M tiene frontera y por lo
tanto M tiene frontera.

Teorema 3.12. Sea F una superficie orientable encajada en una 3-variedad
irreducible M, de forma que m(F) se inyecta en m(M). Supongamos que
hay un grupo G que es isomorfo al grupo fundamental de una superficie y tal
que m(F) < G < m(M). Entonces G= m(F).

Demostracion. Tomemos el espa.cm cubriente M de M correspondiente a G.
Como m (F) < G, el encajé de F en M se levanta 3 M. Pero M es irreducible,
por ser cubierta de una 3-variedad irreducible, y tiene grupo funda.mental
‘infinito, por lo que es homot6picamente equivalente a una superficie S, tal -
que m(S) = G. Comporiendo el encaje de F en M con la equivalencia
homotdpica, tenemos una funcion entre dos superficies que inyecta el grupo
fundamental, por lo que su grado £ es el indice de m(F) en G = m(S), que
no es cero. Regresando a M, tenemos que [F] = 5", donde ' es el generador
de Hz(M ). Pero F esti encajado en M por lo que k = 1. De modo que el
indice de 7, (F) en G es uno, es decir m (F) = a
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Lema 38.13. $§i una variedad compactae, orientable, con frontera tiene pri-
mera homologia finita, entonces su frontera conste de esferas. - . . A

Demostracion. Supongamos que no es asf. Sea M una variedad asf, 'y sea.
F' una superficie en M distinta de una esfera. En F hay dos curvas, a
y b, con nGmero de interseccién.l. Como H;i(M) es finita, hay enteros m-
y n tales que nfe] = m[b] = 0. Entonces hay superficies Sy §’ inmersas’
en M tal que n[a] = S y m[b] = 95'. Consideremos S[)S’.. Como es la
interseccién de dos superficies, consta de curvas cerradas o' de arcos.que van.
de una frontera a la otra. Entonces 8(S[)S’) tiene un nimero parde puntos.
Pero 4(S[8") = 8505’ = a{}b; que consta de un solo punto. Esto es
una contradiccién, y por lo tanto, el teorema es cierto, - A

Lema 3.14. Si una variedad compacta, orientable, trreduczble con frontem
no vacia tiene primera homologfa finita, entonces es una bola. e

-

Demostracidn. Por el lema anterior, su fontera consta de esferas, y como la
variedad es 1rreduc1ble una cualqu1era de ecllas es frontera de una bola. W

Lema 3.15. Una 3-uanedad M tiene primera hamologm infinita st - solo 81
contiene una superficie propiamente encajada no separante. Co.

Demostracion. Si hay una superficie F no separante, como en la demostra-
ci6n del lema 2.7, hay una curva ¢ que la corta en un solo punto. Esta curva”
no puede tener rango finito, puesto que cualquier mualtiplo nc tiene nimero
de interseccién n con F. Por lo tanto ¢ tiene grado infinito y. Hy(M) es
infinito.

Si la prlmera homologfa es mﬁmta hay un eplmorﬁsmo fomi(M) S Z.
Lo realizamos por medio de una funcién continua f: M — S1 y cons:deramos
un punto' p € S*. f~'(p) es una coleccién de superficies en M. Sea cuna’
curva tal que [f(c)] es el generador de m;(5!) = Z. Puesto que el nimero de"
interseccién de p con f(c) es 1, el niimero de interseccion de f~ 1(p) con c es
1. De modo que algin componente de f~ l(p tiene nimero de mtersecc:én
lmpar con ¢, y por lo tanto es no separante . . . I

3 3 Teorema de Waldhausen o R Co

Una 3-variedad orlentable M es Haken si hay una sucesi6n de 3—varledades
M = My, M, ..., M, =|J3-bolas, tales que cada M; es eliresultado de'cor-+
tar M;_; sobre una superficie bllateral incompresible prop:amente encajada
F;, distinta de 52. L . e :
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Lema 3.16. 5t N es una S-variedad compacta irreducible con frontem en-
tonces N es Haken. i

Demostracion. Construimos inductivamente la siguiente sucesién de 3-varie-
dades:

My=M.

Para cada i > 1: Si OM es compresible, sea F; un disco de compresién.

Si OM;_. es incompresible, Hi(M;_,) es infinito, asf que hay una superficie
con frontera propiamente encajada F; no separante.

En cualquier caso, sea M; el resultado de cortar M;_; sobre F;.

Obsérvese que este proceso puede continuarse siempre que la frontera de
M; no sea una unién de esferas. En este caso, como M; es irreducible, és una
unién de bolas, asi que ya tendriamos la jerarquia buscada.

Necesitamos demostrar que no podemos continuar indefinidamente con
este proceso. Supongamos que si. Tenemos entonces una sucesion infinita
de superficies F;. Debe de haber una subsucesién infinita F;, en la que cada
superficie sea incompresible en M. De no ser asf, se tendrfa que a partir
de cierta N, todas las F; con i > N serfan discos de compresion de 8M;_;.
Pero esto no puede ser, porque cada compresiéon disminuye el género de la
frontera, por lo que solo se puede hacer un nimero finito de veces.

Obsérvese que M;, C M;, . Sean {Gy;} las componentes de 8M;, que no
son parte de BMik_ ,- Estos son cuando mucho dos. Para ver esto, considerese
la vecindad regular V; de F;, en M;,. Como F;, es bilateral en M;,, OV, \OM;,
tiene dos componentes. Como desde cualquier punto de las Gi; puédo llegar
a F;,, debo tocar a una de las dos componentes de 9V, \ OM;,, de modo que
hay cuando mucho dos Gk,

Tenemos entonces una. coleccién infinita {Gy;}, ; de superﬁcnes cerradas
en M, de modo que, por el teorema 2.9, hay dos de ellas que son paralelas
Tenemos dos posibilidades:

1. Las paralelas son Gy, y Gy, para alguna k. En este caso, My, es homeo-
morfa a Gy % I. Pero un producto es Haken, puesto que una superficie
siempre tiene una jerarquia, y podemos cortar el producto sobre cilin-
dros cuya base son las curvas de la jerarqufa de la superficie. Por lo
tanto M es Haken.

2. Las paralelas son G, y Gy, con r < 5. Como M;, C M;_, G,:‘u ¥ Gpy
son paralelas en M; ! Entonces, F; ., estd contenida en un producto,

pero solo toca a una de las fronteras del mismo, por lo que debe ser
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separante. Esto es una contradiccion a la manera en la que escogimos,
lo que demuestra que el proceso de cortar a M debe terminar, y por lo
,tanto M. es Haken.

Ejemplo El exterior (en 5%) de un nudo no trivial es Haken

Sabemos por teoria de nudos que un nudo es no trivial si y s6lo si su
exterior no es un toro sé6lido. Tomemos el exterior de un nudo, ¥ suponga-
mos que no es Haken. Esto quiere decir que la frontera es compresible. Si
cortamos sobre un disco de compresién, obteriemos una variedad irreducible,
cuya frontera es una csfera, es decir, la variedad es una bola. De modo qie.
la variedad original (antes de cortar), es un toro s6lido, y ¢l nudo es trivial.

Una variedad es suficientemente grande si tiene una superficie incom- -
prcs:ble proplamente encajada :

Lema 3.17. Si M es una 3—var:edad cerrada zrreducable suficientemente
grande, entonces es Haken. ‘

Demostracion. Sea F) la superficie incompresible encajada en M. Cortando
sobre esta superficie, obtenemos una o dos variedades irreducibles con fron-
tera, que por el lema anterior tienen una jerarqufa, de donde obtenemos una -
jerarqufa para la variedad original.. . : A R

Ejemplo. Si tomamos el exterior de dos nudos no triviales y los identificamos
por su frontera obtenemos una variedad suficientemente grande. La superficie
incompresible es precisamente la frontera coman, que debe ser incompresible
por que de otro modo el disco de compresion nos diria que uno de los dos .
lados es un toro sélido, o sea que uno de los nudos es trivial.

Ejemplo. Un espacio cubriente finito de una. va.rledad suﬁc1entemente grande
es guficientemente grande. L

Demostracion. Sea M la variedad sufucientemente grande y (f\? 'g) un espa-
cio cubriente finito. Sea F' una superficie incompresible propiemente enca-
jada en M. F= g YF ) €8 una superficie, pues g tiene indice finito. Como
(goi)e: F = M, i,: n(F) = 1r1(M) es inyectiva, por.lo que M es suficien-
temente grande. - . | D |
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Teorema 3.18 (Waldhausen). §i M y N son variedades orientables, com-
pactas e irreducibles, con frontera no vacia, y existe f: M — N-propia tal
que fo:m (M) — m(N) es un isomorfismo, y flos:0M — ON es un ho-
meomorfismo, entonces f es propmmente homotdpica a un homeomorfismo

Mw— N. P

Demostracion. Puesto qué M y N son irreducibles y tienen frontera no vacia,
son Haken. Como f: M — N es una funcién propia que induce un isomor-
fismo entre my(M) y m(N), f tiene grado 1. Queremos demostrar que es
posible deformar f continuamente hasta convertirla en un homeomorfismo.
Procederemos por mduchm sobre la longitud de la jerarquia de V.

Sies 0: ‘

N es una 3-bola, entonces 7 (N) = 0, asf que m; (M) = 0. Como &N # 0,
Y form:3M — AN es homeomorfismo, M es una esfera. Dicha esfera debe
ser frontera de una bola, pues M es irreducible. Por lo tanto, M es una bola.

Entonces f es una funcién de la bola en la bola que’ restringida ala
frontera es un homeomorfismo de S? y por lo tanto, por el lema 1.12, f
es propiamente homotdpica a un homeomorfismo de la bola en la bola que
coincide con f en 52,

Ahora supongamos que el teorema es cierto para variedades cuya jerarquia
tiene longitud n y supongamos que la jerarqufa de N tiene longitud n + 1.

Sea F la primera superficie de la jerarquia. Podemos suponer que 8F #
0. Triangulando adecuada.mente tenemos que f- 1(F) és una 2-variedad
compacta en M, es decir €s un conjunto finito de superficies ajenas.

Si G C f~YF) es una coimponente compresible, sea D un disco de com-
presién. La imagen de D es un disco en N, por lo que la imagen de 8D es una
curva inmersa en F que es trivial en N. Entonces, como F es incompresible,
hay un.disco inmerso en F con dicha frontera. Este disco es homotépico a la
imagen de D, pues m3(N) = 0. Utilizamos esta homotopia para deformar a f
en una vecindad de D, de forma que f(D) = D' C F. Después, aplastamos
la imagen de una vecindad D x [—¢,¢} de D, para que caiga toda en D'.
Ahora empujamos el centro de dicha vecindad hacia afuera de F', eliminando
a D de la preimagen de F, es decir, cortando a G sobre D.

Como cada vez que efectuamos uno de estos cortes el genero del compo-
nente cortado disminuye, el proceso termina tras un niimero finito de pasos

Si algin componente S de f71(F) es una esfera, esta es trivial en M,
porque M es irreducible, Entonces es frontera de una bola B ¢ M. Por otro
lado, f(S) C F, y como ma{F) = 0, f(S) és frontera de una bola B! inmersa
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en F. Como w3(M) = 0, B’ es homotépica a f(B). Podemos por tanto
modificar f de modo que f(B} = B'.C F. Tomamos una vecindad regular
de B en M suficientemente pequeiia, de modo que su lmagen este contenida,
en una vecindad producto de F. La vecindad de B, por conexidad, cae de
un solo lado de F. Si “empu_;amos” B hacia ese lado la el:mmaremos de la
preimagen de F. En particular, f~!(F) tiene una esfera menos.
Ahora f}(F) es una coleccién de superficies incqmpresibles en M. .
Como f tiene grado 1, es sobre, de modo que JTYF)#£0. o
Ya que f|OM es un homeomorfismo, 8f~1(F) y 8F tienen el mismo na-
mero_de componentes. Consideremos una componente G de f~Y(F). Puesto
f+ induce una inyeccion de 71 (G) en-m (F), el corolario-2,15 dice que G no es
cerrada. Como el grado de f es 1, es sobre, en particular 8F = f(8G)., Pero
como f|0G es homeomorfismo, manda componentes de-3G en. componentes
de 9F. Esto quiere decir que 8G tiene por lo menos tantos componentes
como JF. Por lo tanto, G tiene todos los componentes de 3f~1(F). Como .
ningun componente es cerrado, tenemos que G = f~}(F)., , RS
. Podemos entonces aplicar el teorema de Waldhausen para superficies a G~
y F, para obtener una homotopia de f|G:G — F a un-homeomorfismo, que
podemos extender a una vecindad producto de G en M.- Tenemos entonces
que F' y G son homeomorfas, y que [ restringida a ellas es precisamente un
homeomorﬁsmo oo i o
Si ahora cortamos M y . N por estas superﬁmes obtenemos dos vanedades
M y N'y una funcién f' que cumplen las hip6tesis del teorema. y tales que N’ -
tiene una jerarqufa-de longitud n. Entonces f' es propiamente homdtépiga. a.
un homeomorfismo; Como no se modifica a f’ en la frontera de las variedades,
podemos volver a pega,r por las superficies que. obtuvnmos, por lo que f es
pr0p1amente homot6pica a un homeomorfismo. . . .

Corolario 3.19: Si M-és una 3-vamedad compa.cta' e irreducible, y éil"(jfu,é E '
R PRIV (M) —Wl(F) e s S
donde F es una 3uperﬁcze entonces M = F x I o . s . .‘

Demostracidn. Consideremos el espa.cm cubriente univérsal de M ! que de— :
notamos M. Sabemos que 1r1(M ) =10,y como M es arredumble 1r2(M )
?TQ(M)--— 0. Entonces m3(M) = Hs(M) 'Peto'domo 1r1(M) es mﬁmto M
no es compacto, por lo que H3(M ) = 0. Asf que m(M ) HyM )Y como
M es una 3- varledad H4(M ).= 0. Contmuando de este modo, t,enemos que
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wi(ﬂ‘/f ) = 0 para cualquier i, por lo que m;(M) = 0 para cualquier i > 2.
El mismo argumento nos dice que esto también es cierto para F x I, por lo
que tenemos que m; (M)} = m (F x I}, y por lo tanto M es homot6picamente
equivalente a F' x I y por lo tanto a F.

De aqui sabemos que H3(M) = Hy(F) 220, por lo que M # 0.

Sea S un componente de M. Afirmamos que la inclusién i: S — M
induce un isomorfismo i.: m, (S} = m(M). Para demostrar esto, mostramos
primero que i, es inyectiva. Supongamos que no lo es, entonces S es compre-
sible en M. Sea D un disco de compresién. Si D es separante, induce una
separacién de m;(M) como un producto libre G; * G4, donde cada G; es el
grupo de uno de los componentes de M \ D. Si D no es separante, induce
una separacion de m (M) 'como producto libre de Z con el grupo de M \ D.
En cualquier caso, tendriamos ‘expresado a m; (M), que es el grupo de una
superﬁcm cerrada, como producto libre de dos grupos, por lo que aplicando
el teorema 2.5 sabemos que uno de los dos grupos es trivial. Entonces una de
las dos partes en que separamos a M tiene grupo fundamental trivial, y como
es irreducible, es una bola, por lo que su frontera, que consta de una parte
de S junto con D, es unaesfera, asf que D no es un disco de compresion, e
i, s inyectiva. .

Para ver que es sobre, consideremos la composicién de i con una equi-
valencia homotoplca gde M a F. goi es una funcién entre dos superficies
cerradas qué induce una inyeccién de grupos fundamentales asf que es ho-
motépica a una funcién cubriente, por lo que (g o i), ( [S]) es un maltiplo del
generador de H,(F), y por lo tanto 7,([S]) es un mdltiplo del generador de
Hz(M). Pero como S est4 encajada en M, S no puede representar'un miil-
tiplo propio de ninguna clase de homologia, por lo que g ot tiene grado 1 de
donde (g o 1),, asi como i, son sobre.

Entonces podemos pedir que la equivalencia homotépica f: M — F x I _
sea propia. Asf que [f(S) ] # 0 en Hy(F), y por lo tanto [S] # 0 en Hz(M )s
lo que nos dice que S no es el tinico componente de M.

Pero cualquier conjunto de #(8M) — 1 componentes de la frontera de una
3-variedad es linealmente independiente, ya que si tomamos una combinacién
de ellas.igual a cero, existe una funcién propia de una 3-variedad en M tal que
la frontera de la variedad cae en los componentes escogidos de la frontera de
M. Pero como es propia, el grado esté definido. Y como no toca a una de las
componentes de M, es cero. De modo que los coeficientes de la combinacién
lineal son cero.
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Asf que, como rango Hy(M) = 1, OM tiene a lo mas 2 componentes. Com-
binando este resultado con el anterior, tenemos que JM tiene exactamente
2 componentes. :

La imagen de cada una de las componentes de la frontera es homotépica
a la frontera de F x I. Modificando f, podemos mandar cada uno de los
componentes de dM a un .componentes distinto de dF x I. Como f es
isomorfismo de grupos fundamentales, f restringida a cada componente de
la frontera es una inyeecién entre los subgrupos correspondientes. Aplicando-
el argumentos usado en la demostracién de Waldhausen, f restringida a cada
componente de la frontera es homotépica a un homeomorfismo.

Obtenemos asi una funcion entre M y F x I que induce un isomorfismo
en los grupos fundamentales y que es un homeomorfismo en la frontera.
Aplicando el teorema de Waldhausen obtenemos el resultado deseado: = M

Ahora podemos demostrar el teorema de Waldhausen para varledades
cerradas

Teorema 3.20 (Waldhausen) Sean M y N variedades cerradas, irredu-
cibles, N suficientemente grande y tales que m (M) & m(N), y eziste una
funcion f: M — N continue tal gque f, es un isomorfismo. Entonces f es
homotdpica a un homeomorfismo entre M y N '

Demostracion. Sea F' € N una superficie incompresible. Modificando si es
necesario a f para que sea transversal a F', tenemos que f ~1(F) es una colec-
cién de superficies en M. Si alguna de estas superficies no es incompresible,
modificamos f cortando por discos de compresion y eliminamos esferas por
los métodos usados en teoremas anteriores. Tenemos entonces que f~ l(F) :
es una coleccion de superﬁcxes mcompresxbles en M. Sea G una de dichas
superficies. Como i,: 1r1(G) = m(M) y fo:m (M) — m(N) son inyectivas,
(F1G)e: m(G) = m(F) ¢s inyectiva, por lo que f|G es homot6pica a un mia-
peo cubriente de G en F. Entonces,' f(G) representa un maltiplo de [F] en
H3(N), y por lo tanto, G es un miltiplo de una clase de homologia en M.
Pero como G esta encajada, no es un maltiplo mayor que 1, de donde G'es
homeomorfa a F. - e -

Supongamos que hay mas de una superficie en f~'(F). Basarémos 7, (N)
en un punto p € F, y m; (M) en una de sus preimigenes. Tomemos un arco
@ que una esa preimagen con otra. f(a) es un lazo en' N: Como f, es sobre,
existe un lazo b en M tal que f.([b]) = {f(a)]™!. Entonces el arco ¢ compuesto
por b seguido por a cumple que f,([c]) = 0. '
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Arreglamos ¢ para que intersecte a f™!(F') transversalmente y en preim4-
genes de p. Entonces f{c) es un producto de lazos, alternadamente a uno y
otro lado de F, que en total representan el elemento trivial en m,(N).

Si F es separante, induce una separacién de m;(/N) como producto amal-
gamado.” Como los sublazos estdn a lados alternados de F, sus clases de
homotopfa estdn alternadamente en uno y el otro de los factores del pro-
ducto amalgamado. De modo que €l producto total puede ser trivial sélo si
uno de los sublazos est4 en el subgrupo representado por F'. Componiendo
entonces el subarco correspondiente con un lazo adecuado en una preimagen
de F, obtenemos un arco d entre dos preiméagenes de F, Fj y F,, cuya imagen
bajo f es trivial y que no toca a ninguna otra preimagen.

Como F; y F, son homélogas (salvo signo), separan a M en varias com-
ponentes. Consideremos la componente M’ que contiene a d: La inclusién
de m(Fy) y m1(F2) en m(M') es la misma, ya que f(d) es trivial.

En caso de que F' no sea separante, induce una estructura en m{/V) de
extensién HNN de otro grupo, y el _argumento anterior se aplica casi intacto.

Tomemos ¢l espacio cubriente M de M correspondiente a m, (F]). M es
una 3-variedad con frontera cuyo grupo fundamental es el de una superficie.
Como es el espacio cubriente de una variedad irreducible, M es irreducible,
de donde 7,(M) = 0 para cualquier n > 2, y por_ lo tanto, M es homot6pi-
camente equivalente a la superficie, asf que Ho(M ) = Z. ggmo Fy y F; son
componentes de la frontera de M’ y ambas se levantan a M, jf tiene por lo
menos dos fronteras. Como H,(M) tiene un solo generador, M tiene cuando
mucho 2 fronteras, es decir las preimagenes de F; y F; son precisamente las
fronteras de M. .Ambas son homoélogas, puesto que s6lo pueden representar
al generador de Hy(M). De modo que [6(M N =[FAlJF] =0, ast que M es
compacto. :

- Aplicamos entonces el teorema anterior a M , ¥ deducimos que es homeo-
morfa a el producto de una superficie por un intervalo. Y como en-Fy y F;
la funcién cubriente tiene grado uno, M es un espacio cubriente de M’ de
grado uno, es decir es homeomorfo a M’, por-lo que Fy y F2 son paralelas y
MeFxI. .

Tomemos una vecindad regular V de M’ en M. V \ M’ es disconexa.
Como f es transversal a Fy y F, cada uno de los componentes de V' \ M’
est4 en el lado contrario a F que M’, y por lo tanto, ambas est4n al mismo
lado. Como también f(M’) & F, podemos modificar f para que f(M’) = F.
Podemos ahora empujar toda la imagen hacia el lado de F' donde estén las
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componentes de V' \ M’, eliminando asf dos componentes de la preimagen de
No podemos eliminar a todas las superficies, porque f tiene grado uno, asf
que no es posible que ningln subconjunto tenga preimagen vacia, de modo

que, repitiendo suficientes. veces el proceso anterior, debemos terminar con

un finico componente en fT1{F). :
Entonces, tencmos una superficie encajada en M que va de manera ho-

meomorfa en F. Si cortamos a M y a N sobre estas superficies, tendremos.

un par de -variedades con frontera. Aplicamos el teorema de Waldhausen a

ellas, y obtenemos un homeomorfismo que coincide con f en la frontera de

las variedades. Podemos entonces. volverlas a pegar, con lo que obtenemos
un homeomorfismo entre M y N. o B

Corolario 3.21. §i M es compacta, N es Haken, ambas son omentables
irreducibles y con frontera incompresible, y existe una funcion f:. M — N
propia tal que f,:m (M) — 7m(N) es un isomorfismo, entonces f es propia-
mente homotdpica a un homeomorfismo M v+ N, 0 M es un producito, y f

es propiamente homotdpica a una funcidn g:M —0N. -

Demostracion. N'y M son ambas cerradas o ambas con frontera, ya que
son irreducibles y tienen el mismo grupo fundamental. 'Si'son cerradas, f

es,- por vacuidad, un homeomorfismo en la frontera, asf'que el teorema de '

Waldhausen dice que f es homot6pica a un homeomorfismo.

Si M tiene frontera,; consideremos un componente F' de la' misma. Como
f es propia, f(F) C 8N. Como f. es inyectiva, f|F es homot6pica a.una
funcién cubriente de un componente 5 de 8N. Pero si el grado de 1a funcién

cubriente es n, la imagen de la clase [F] en Ha(M) es la clase [nS] en Ha(N)

y por lo tanto {F] = nf;}([S]). Pero F esta encajada, por lo que n = 1. Asf .

‘que f es homotopica a un homeomorfisino en cada componente de la frontera. :

Si f induce una biyeccion entre las componentes de la frontera, Waldhausen
nos darfa el resto, asf que veamos que pasa si no. -

Supongamos que 2 componentes en M tienen la misma 1ma.gen hajo f '
Entonces, usando los métodos que usamos en la demostracion del teorema de-.
Waldhausen, estas 2 componentes son paralelas, asf que M es un‘producto,

¥y puesto que sus dos fronteras ya tienen ambas la misma imagen, podemos
deformar f,para obtener f' tal que f’'(M) C dN.

Como f manda componentes distintos de oM en componentes dlstmtos
de N, el indice en cada componente de N {] f(M) es uno, pues ya vimos
que cada componente de M va a uno en N bajo un homeomorfismo, y
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ningin otro punto en M cae en ON , pues f es propia. Pero el indice es el
~mismo en cualquier punto del dominio, asf que el fndice en N es uno, y
f|OM es sobre, y por tanto biyectiva. [ |

Corolario 3.22. 5i M es compacta y m{M) # 0, N es Haken, ambas son
orientables, trreducibles y con frontera incompresible, y eriste f: M — N
propia tal que f,:m (M) — m(N) es un monomorfismo, entonces f es pro-
piamente homotdpica a una funcidn cubriente M — N, o M es un producto
F x 8', y f es propiamente homotdpica a una funcidn g: M — ON.

Demostracidén. Como el grupo de una variedad cerrada irreducible no puede
inyectarse en el grupo de una variedad con frontera M y N son ambas
cerradas o ambas tienen frontera.

Consideremos el espacio cubriente N de N correspondiente a m(M). f
se levanta a f: M — N, que es propia e induce un isomorfismo entre (M)
y m(N).

Por un_argumento idéntico al usado en el corolario anterior, podemos -
deformar f para que sea un homeomorfismo en cada componente de O M.

Si el indice de f es cero, hay por lo menos dos componentes de &M con
la misma imagen, asi que, aplicando el argumento ya conocido, podemod
deducir que M es un producto, y f puede ser deformada a una funcién
g: M — OGN, que compuesta con la funcién cubriente nos da el resultado
buscado. _ _

Si el indice de f no,es cero, N es compacto, porque una funcién de un
espacio compacto a uno que no lo es no puede ser sobre. Entonces podemos
aplicar el corolario anterior para obtener un homeomorfismo §: M — N,
que compuesto con la proyeccién de N en N nos da la funcién cubriente
deseada. . |
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