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·CAPfTVLO 1 

Modelos de difusión 

1. Introducción 

En este capítulo se hará la deducción de las ecu8civ"nes de difusiQn 
de dos formas alternativas: la de caminat.as aleatorias 'que utiliza he
rramienta de probabilidad Y ,la de medios continuos que se basa en las 
le~·es de la Física aplicando la ecuacicín de continuidad y la ley de Fick. 
En el siguiente capítulo se estudlarán dos aplicaciones que se le han 
dado a éstas ecuaciones en el área de biología. 

2. Deducción de las ecuaciones de difusión 

2.1. Caminatas aleatorias. en modt>lo discreto de la difusión 
es el de caminatas aleatonas. ConsiderernCJs un espacio unidimensional 
homogéneo donde cada indi,;duo se muevE' una distancia corta). a la 
dertaeha o a la izquierda en cada intervalo de tiempo T. Llamemos 

N = probabilidad de que' no haya mo\;miento, 
R = probabilidad de moverse a la derer..ha. 
L = probabilidad de moverse a la izquierda, 

Como el conjunto {N, R, L} es un conjunto completo de sucesos. se 
cumple que N + R + L = 1. Por lo que la probabilidad p(x, t.) de estar 
en tUl sitio x al tiempo t está dada por 

p(x, t) = p(x, t - T)N + p(x - ).. t - T)R + p(x + )., t - T)L 

dvnde N, R Y L pueden depender inclusive de p y x. 
Desde el punto de yista de la modelación el hecho de que N. R 

;.' L pudieran depender explicit.amente de x permite poder inrorpo
rar en la deducción características espaciales así como factores denso
dependientes. 

Si se hace el desarrollo de Ta:vlor de p(:I:. t) alrededor de (x. t) se 
tiene que 
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p(x,l- r) 

p(x - >., t - r) 

p(x + A, 1+ r) 

--------
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éip r' 8'p 
p(x t) - r- + --

, &12 &1' 

éip éip >.' 8'p r' 8'p 
p(x t)- >.- -T- + --+--, eX' &1 2 eX' 2 &1' 

. éip ep >.' 8'p r' e'p 
p(x,I.) + >'0 + r ~ + -;;-02 + -;;--e' 

(JI (11 .(lI ._ t 

Por lo tanto 

p(x, t) = p(x,t)+>'e{ip(L-R)-réipe (L+R+N) . x I 

>.' 8'p T' 8'p , 
+ 2 ex' (R + L) + '2 01' (.\ + R + L), 

('on lo cual se obtiene 

(U) 
{ip >. Dp >.' 8'p r 8'p 
- = -.,- (L- R) + -- (R+ L) + --. al. ; (JI 2r 8x2 2 8t2 

En el C".8S:0 en que estE' movimiento se tome tot.almente aleatorio, la 
proLabilidad de ir a la derecha Ó 8 la izquierda es la misma. es decir 
que R = ~ = L, con lo cual (1.1) se simplifica a 

(1.2) 
{ip >.' 8'p r 8'p -=--+--
&1 2r ex' 2 81' . 

Si s-e toma el límite cuando A, T - 0, ~. SE' supone que 

(1.3) 
>.' 

lim --D. 
~,T_O 2T 

entoncE'S se llega a la ecuación de difusión 

(lA) 

Dt"sdl" el punto de \'ista interpretatiyo esto significa que el espa. 
cio en el que SE' efec.tlÍa el mo\'imiento es hom0gén('Q. Si tomamos el 
mo,·im.iento de nn cunjtrnto de part.ículas, ouscaríarnClS saber la forma 
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de la distribución eSl-Jadal después de, que han pasado ti unidades de 
tiempo, es decir, lUl tiernvo total nT. Las lJilftículo.s podrán locnliznrse 
en cualqwera de los puntos -n, -n + 1 .... , O, "', n - 1, n. 

(\r) 
I 

;". - Z. ·-1 z. 

Se L:.:~ca cono,:",:'. la pl"ul)nldidad de qlle 1m indi\"idnu n"'101e a lIn 
punto ,,:~;.¡ad() III h:gares a la de:'echn de!" origen. Para qne esro suceda, 
supongn:110S que !:.S ¿ndo Q' so.lros a la derecha y b a la izquierda. De 
aquÍ se ,iene que a-':' = 11/ Y fl~l, = 11,~' }Jor 10 tamo /l = m;" y b = TI~'" 
si n + 111 es par. Cumo con:::ecuencia. el núm(>l"o de l.lOsilole5 caminos 
1-'0r lvs cuales el inc:\"iduo Vllede llegar a 111 depende. de los saltos a la 
derecha c;ae se han cndo ~. se }Juede poner como las cumLir.acjones de 
71 saltos e:l donde se ¿en Q s:tltos a la dl;'recha. 

(l.5) 
11! n! n! e: = = - ~ -,-,---;-=,.,-,-,---,-,= 

11:1 n-o}! n!b! ((n -+ m) j2)! ((11. - m) i2)! 

Ahura. e~ :lúmel"U ¿I;' !JusiLles caminos de 11 salt0s €'s 2" ~'la pruLn"Lilidad 
de q1le 11::5 }Jart.kule. llegue al jJunto m desjJllés de 1) saltos (caIr:nlado. 
cumo CllS0S f:wúrnL!,:,s / total de casos) es 

(1.6) 
1/ ~ 

J' ( In." - (1 /" J" :-:--:-----:--,,;-=-:---,--,= 
- ... ((n+1II):21!((/l-III)j2)! 
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que es una distribución binomial. Para valores de n suficientemente 
grandes y utilizando la fórmula de Stirling, ésta distribución binomial 
se aproxima a una Gaussiana o normal. Esto es, 

(Li) p(m,n) '" - exp ~ . ( 
2 ) '/' . ( ') 

:r.n 2n 

Consideremos las variables continuas (x, t) definidas cornQ x = m).: 
t- = 71 T. Si se toman los siguientes límites: m ---t :le, n-x, >. .......,. O Y 
T - O de tal forma qne x ~. t sean finitas, entonces tiene más sentido 
tomar como variable a 

p 
u = ~~x 

donde u2~x es la probabilidad de que una partícula esté en el intervalo 
(.r. x + .óx) al t.iempo t. Si en (1. 7) se sustituyen In y Ti dadas como ¡ 
y .;: respectivamente, entonces 

Si además existe D =1= O de tal forma que 

(1.8) 
)., 

lirn í) = D. 
T.).,~O ... T 

entonces, ("n el límite. es posible concluir que 

(1.9) ( 
1 ) 'i' ( ') u (I, t) = .j" Dt exp - 4'"01 . 

A la cú~st.ante D se· le acostumbra l1Gmar coeficiente de difusión :'-" 
coincide con la (1.3). El hech" de que se cumpla la ecuación (1.8) es 
1ma rondición mu:,-" fllerte que se impone al modelo. Además de que la 
forma E"n qUE' SE" alcanza el límite pUE"de influir en el comportamiento de 
las partículas. Esta función U{.l:. t) cumple (""n la D obtenida en (1.4). 



2. DEDUCCIÓN DE LAS ECUACIONES DE DIFUSIÓN 9 

Cabe mencionar también que éste es un caso muy simple de difusión 
ya que se supusv que el medio era homogéneo. En el caso en que 
el medio sea inhomogéneo, la probabilidad con a que se mueve una 
partícula puede depender del lugar en donde se encuentre, y también 
de la densidad que hay en el punto. Los cálculos resultan ser más 
complicados si se toma en cuenta lo anterior, pero los modelos que se 
obtienen a cambio pueden acercarse más a lo que sucede en la realidad. 

2.2. :Modelos Continuos. Otra forma de estudiar la difusión, 
desde un punto de \ista de las leyes de la Física es utilizando una 
ley de ("unser\"ación de materia. Para ilustrarlo, tomemos el caso de un 
flujo en una dimensión. De acuerdo a la Ley de Fick, E"1 flujo Jz , es 
decir, la cantidad de materia transportada en la dirección x a trayés de 
una unidad nQrmal de área en una \U1idad de tiempo, es proporcional 
al gradiente de concentración de materia. Por tanto, 

(1.10) J,=_D{)c 
{Jx 

donde e es la concentración de materia .. D es la difush;dad y el signo 
negatiYe'! indica que el flujo ocurre de altas a bajas concentraciones. 
Csando esta le~' puedE" obt.enerse la ecuación de Fick para la difusión. 
Por un principio de conservación, el cambio en la concentración de 
materia en una región depende del flujo en la frontera y de lo que se 
está creando. Si no se crea materia. entonces la concentración cambiará 
de acuerdo a la diferenda entre lo que entra y lo que sale. Por lo tantQ, 
en una región lmidimensional determinada por Xo < x < Xl la razón 
de cambio de la ~oncentración está dada por la ecuación 

(1.11) 
a (" 
fJt i", c(x, t)d,r = J(xo, t) - J(XI' t), 

Supuniendo que e es continua en x y aplicando el Teorema del l'alor 
J¡J(',(lio pam·Jnlegrnle.s. se tiene que 

(" r, c(x, t)dx = (XI - xo)c(~) para { E (xo. Xl)' 

Si se considera que Xl = Xo + ~J; ~. se toma el límite lim ~x -. O, 
se obt.iene la ecuación 
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ee eJ 
EJt=-ex' 

y por la ((.lUna de J mencionada en (1.10)\ tenemos que para D con
stante. 

(Ll2) De = DéI"c 
EJt ex' 

La eruación (1.12) es la llamada Ecuación 'de Dífw~iún de Fick qUE' 

tiene la misma fonna que la ('('uación de Fourier . .& fácil probar que 
(1.9) es solución de esta ecuación bajo el supuesto de qUE' inicialment.e 
son liberadas de un punto un cierto número de partículas. De 'hE"
('ha, aunada a la ecuación (1.12) uno debe agregar tanto condiciones 
iruciales como condiciones de frontera a fin de completar el pr"blema 
matemátirQ a est.udiar. Este. hecho relaciona ~J mvdelú de "las cami
natas alt>storias con la t>cuación de difusión. La eC'uadón de difusión 
pertenece a la familia de ecuacione-s diferenciales lineales varabólicas y 
sus soluciones han sido est.udiadas para un gran nlÍl1lt>ro de problemas. 

&> presentaron d05- enfvques para la modelarión de la difusión, uno 
con caminatas aleatorias que usa de la herramienta probabilística :' 
otro con la ecuación de continuidad basado en las leyes de la Física. 
La ventaja de uno soLre el otro dependerá del come).."t.o en el que se 
quiera estudiar la difusión. Por ejemplo, si se busca estudiar la difusión 
de seres ,-¡,"OS, t"l medio influYt" de mant"ra importante en el compor
tamiento de ést.os. En el modelo de caminata5- aleatorias e5- posible 
incorporar esta influencia como se mencionó antE'riormente. En cam
bio, el modelo solo e5- aplicable a partículas por lo que no es posible 
incorporar cuestiones de comportamiento de ést.as. El paso siguiente 
consistirá en estudiar dGls múdelos de plincipios de siglo considerados 
como clasicos en el estudio de la difnsiún. 



CAP,TliLO 2 

Algunos modelos clásicos 

Se estudiarán el modelo de Fisher~Kolmogoro,': Petrm'sky, Pisk
OlmO\' que estudian la propagación de 11n mutación genética en el gen 
~; el múdelo de Skellam que busca explicar la dispersión de ciertas es
pecies en Europa. Cabe mencionar que el primero que aplicó un modelo 
de difusión en otro ('cmtexto fue R.Luther [2] quien a principios de este 
siglo buscaba estudiar la propagación de un impulso nenioso. 

Como antes se mencionó, la presencia de ondas es lo que da origen a 
patrones en la distribución de partículas. Se pondrá particular atención 
a un tip" de ondas que son las ondas \.;ajeras. 

Se dicE' que una solución u(x, t.) de una ecuación diferencial de tipú 
psraoolic(¡ es de tipo onda t~ajera si puede SE'!' escrita de la fonna 

(2.1) u (x. t) = u (x - el.) = U (=) con z=x-ct 

donde e es la velocidad de la onda que es constante en todo tiempo. Si 
e > O. la onda viaja a la derecha, mientras que si e < 0, lo hace 8 la 
izquierda. 

Para definir un frente dE' onda es necesario mencionar que un estado 
estacionario de una ecuación diferencial parcial 

con f un úperador diferencial autónomo es 1ma 501.ución u- qUE' cumple 

En la siguiente sección S(' obtendrá una solución como onda viajera 
1J8ra una ffuación que modela la dispersión de una mutación a nivel 
genético. 

11 
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1. La ecuación de Fisher.Kolmogorov, Petrovsky, Piskounov 

En 1937 ~ R.A. Fisher public6 su trabajo The wave 01 adtlunce 01 
ad1lurua.geous genes [8] en dondE' su objetivo era el estudio de la propa
gación en las células de un gen ventajoso. Se sabe que muy frecuente
mE'nte ocurren mutaciones a nivel dt> genes en los seres \;\'os. Si alguna 
resulta ser benéfic:a, ést.a dará ventajas al indiyidllo con respecto al 
r€'sto de la población. Un aspecto important.e sería conocer que tan 
significativa es esa mutación para las futuras generaciones por lo cual 
el objeti\'o de Fisher fue analizar que tan rápido se propagaba un gen 
que sufrt> una mutación benéfica para el organismo. Para llevar a cabo 
este ~tudio hizo una analogía cun la difusión "física: donde: en este 
caso, el lugar de las partkulas fue ocupado por las células. La ecuación 
propuesta para la propagación de una mutación es 

(2.2) 
&u EJ'u 
fJt. = k ax' +.mu (1 - u). 

Esta es una ecuación no lineal donde Ir y m son parámetros positivos l 

u es la frecuencia del gen mutante, 1 - ti es la frecuencia del 'padre" 
alelomQlfo. es decir: la frecuencia del gen que se encuentra en el mismo 
sitio perQ que no ha mutado, m representa la intensidad de selección a 
fayor del gen mut.ante que se encuentra en la posidón x en el hábitat 
linea1 y k representa el coeficiente de difusión. Las condiciones que se 
tienen están simplificadas: el hábitat es lineal y la distribución de la 
población es uniforme. En el caso de ausencia de difusión. el primer 
término se anula.r el crecimiento de la población es de fQrma lQgística. 
Se analizará ron detalle la ecuación (2.2) para hacer E'yidente la prt·· 
sene'ia de soludones de. tipQ onda viajera. 

Haciendo el cambio de escala. 

t.~ mt. 

x' = "(~r 
y omitiendo los asterisC'os, la eC'uación original toma In forma 

(2.3) 
alJ fJ2u 
-=-+u(l-u) 
at 8.1:2 

La ecuación (2.3) tiene dos estados E"stacionarios ~. homugéneos que son 
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u=O 11=1. 

El primero de éstos resulta ser inestable mientras que el segundo es 
estable. Esto sugiere buscar soluciones C'Omo frentes de onda para los 
cuajes O :$ ti :$ 1 ya que el caso 11 < O no tiene sentido en el cont.exto 
que se está considerando. Para buscar soluciones de onda '\;ajera: bus
caremos soluciones U(z) que cumplan con la condlci6n (2.]). Si existen 
dos estados estacionarios, en una solución U como frente de onda se 
tiene que la solución tiende a cada uno de éstos c<mfonne .: crece o de· 
crece infinitamente. Pur lo tanto, en este caso, se buscnrán los .. ajores 
de e para los cuales 

lim U (z) ,-oc 
lim 17(=) O 

z--x 

bajo las condiciones U'(=) < O '1= E (-x, x»)' o:s U(=):S 1 '1=, 

Imponiendo a e la condición de ser no negativa y sustltuye~do la 
solución de onda '\"iajera (2.1) en la ecuación (2.3). resulta que U (.:) 
debe cumplir la ecuación 

(2,4) U" + cU' + [i (U - 1) = O 

siendo la derivación ron respecto a .:. 
Estudiaremos la ecuación.(2..J) en el plano (U F) donde U' = l/. Se 
tiene el sistema 

(2,5) -el' - U (1 - U), 

con las ~iguientes condiciones: 0:$ U(.:}:$ 1, U(-:x;,) = 1. F(-oc) = 
O, U(~x) = 0, F(+x} = O~· V'(=):S ° '1= 

De aqui ~ obtienen tra:\,(>("torias en el plano fase como soluciones de la 
ecuación 

(2.6) 
dF 

dU 
-eF - U (1- U) 

F 
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El SiStE'Ill8 (2.5) tiene dos estados estacionarios~ también llamados pun
tos singulares: Pt (O; O) Y g (1, O). SE' hará un análisis local de la es
tabilidad de éstos puntos analizando los valores propios AJ hacer el 
análisis d~ estabilidad se tiene que lQS valores propios del sistema (2.5). 
Los valores propios resultan ser de la forma 

(2.7) 
1 . 

>. = '2 (-d v'e> - 4 (1 - 2U)) 

Eyaluando en P, (O. O) 

(2.8) 

En este caso. si él ;::: 4~ se tienen dos "alores prupiQs reales negativos 
por lo que el pUntO es un nudo estaLle. Por otrQ lado, si c'l < 4. los 
,"alores propios SOn complejos con parte real negativa y el puntu es tma 
espiral estable, este caso no tiene sentido en el c<:mtexto que se está 
considerando pues se tendría que U < O. 

Para P,(I. O). 

(2.9) >. = H -d v'c2 + 4) 
y se tienen 2 valores propiús distintos, reales ~; positivos, por lo que
resulta ser un !Junto silla independientemente del yalor de c. El retrato 
fase quedaría como en la Figura 2. 

Para ha('er lm análisis glubal, se busca enwntrar traye('torias hete
rodínicas para asegurar la existencia de una tra.\'ectoria que una los dos 
estados estacionarios. Vamus primeramente a Yel' que no ha~' tra.vect~ 
rias cerradas. Esto se hace utilizando el'criler'io de Bcndixon. En este 
Caso 

di ¡-(U. V) = -c < O. 

Como esta condición se da en todo el plano podemos asegurar que no 
hay tra.vectorias cerradas en todo el jJlano. 

Ahora se r:onstruirá un cúnjuntú jJositiyamente in\'ariante 1J del 
fln.io asociado al sistema (~.5). Se propone que este nmjllntQ sea aquel 
delimitado por las rectas F = 0, U = 1. ." F = - 11/U. VI?~'em0s que 
sobre ("ada l'l:"Cta, ("} campo \'ectorial apU!lta hacia el interiúr de esta 
reglón. y ('on esto no hay }J0sibilidad de que salga ningtma tra~·ectoria. 
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Sobre la recta V = O, el sistema queda de la f~rma 

U' O 
V' -U(l-U). 

En este caso las tra~-ectorias solo tienen dirección en V, y como en la 
región D. O < U < 1. entonces podemos asegurar V' < O p"r 10 tanto 
los "ectores apuntan hacia el interior de la región D. 

Súbre la recta r: = 1, el sistema tiene la forma 

u' F 

V' -eVo 

Como sabemos que O < V en la región D: entonces aquí también es 
posible asegurar que las trayectorias apuntan hacia el interior de la 
región D. 

Por último, sobre la recta V = -mU el yector normal interior es 
n = (m.1). El sistema tiene la forma 

[JI -mU 

11' crnU - U (1 - [7) .. 

Para asegurar qUE' las t.rayectorias tienen dirección hacia el interior 
de D es necesario que 

n' (U. F) > O, 
esto es equivalente a la condición 

(2.10) m' - cm + (1 - U) < O. 

Como O < 1 - U < 1 tenemos que 

m 2 
- cm + (1 - F) < m,2 - cm + 1. 

Será suficiente con probar que ¡(m) = m2 - cm + 1 < O. Con la 
herramienta básica del cálculo real SE' puede probar qUE' f(m) tiene un 
mínimo en m- = e/2. E\"aluando en este pmlto tt'nemos que I(mo) < O 
si y solo si e2 > 4 por lo cual se cumple (2.10). 

Con esto se pnJoo que la regi¿n D es lJúsitivamente invariante lJor 
lo que ninguna tra~·ecturia sale de aquí. Como además ~'a se vio que 
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no hay trayectorias cerradas, entonces t.iene que t'xistir una que sale de 
PI (1, O) Y termina en P,/ (O. O) «;omenida en D para toda e;::: c"nin = 2. 
(Véase Figura 3) 

v , 

Po 

FiO;:¡ll'i1 2 
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1. LA ECUACIÓN DE FJSHER.}\OLMOGOROV. PETROVSKY, PISJ\OUNOVI7 

En términos de la ecuación (2.2), se concluye que la velocidad debe 
satisfacer 

(2.11) e ~ Cm .. = 2(km)lf,. 

Fisher fue uno de los primeros en plantear una ecuación de reacción
difusión, antes de que se le denominara con este nombre. Esta ecuación 
es un caso partiC1J..lar del conjunto de ecuaciones que estudian Kol
mogoro'·, PetroYsk~'~' Piskounov con el objeth'o de caracterizar la pre
sencia de solucionE's en forma de onda ,;ajera. El trabajo de Fisher 
dejó bases y resultados important.es para una teoría que ha seguido 
siendo muy utilizada hast.a nuestros tiempos. 

Otro punto importante es conocer bajo que condiciones iniciales 
es posible tener este tipo de soluciones de onda viajera. Kolmogorov: 
Petro"sky y Piskounov en su trabajo EI.ude de 1 'equo.tioTl de la diJJu
sio1/. allec croissance de la quantité de m.aliere el son applicai.i.on ti un 
probleme biologique [9] publicado en 1937, además, demuestran que si 

u(x,O) = uo(x) ~ O " 

(2.12) uo(X)=g 
si x::; Xl 

si .7: 2: X2' 

para Xl,X2 E lR, x) < x2 Y tl(J (x) es continua en Xl < X < X2. entonces 
la solución u (x, t) de la e~uación de Fisher resulta ser una solución de 
frente de onda viajera ti (=) con = = x - 2t., (OS decir, una súlución de 
onda con velocidad mínima Cmir¡ = 2. Para otras condiciones iniciales la 
solución, y más específicamente la velocidad c. dependerá del compor
t.amiento de 1L (x, O) confonne x tienda a ±Xl. Para ver la dependencia 
de la velocidad dE' la onda a las condiciones iniciales, consideremos E'l 
extremo en donde u se acerca a O. Aquí es posible ignorar el término 
-u'l. La E'Cuación !inealizada toma la forma 

(2.13) 

C(msid~remos que }Jara a > O Y A. > O con A arbitraria, 

(2.14) u (.r. O) ...., Ae-a.r cuando x - :x::. 

Busquemos soluciones de onda \;aj~ra. de la forma 
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'U (X, l.) = Ae-a(z-rl.). 

Si suponemos qUE' el extremo que guía a la onda tiene ésta forma para 
la solución de frente de onda de la ecuación no lineal: al sustituir esto 
en la ecuación linealizada se tiene una relación entre e y a: 

de lo cual se obtiene 

1 
e = - + a. 

a 

Al 'ver a e como función de G, yernos que el valor mínimo de c.: es Cmifl = 2 
Y ocurre cuando a = 1. Para el resto de las a posith'as, e > 2. 

Si a < 1. la velocidad e e,stará dada por e = a + ~. y si a > 1 como 
e-= < e- z . la ,·elocidad asintótica será e = 2. 

2. Skellam 

En 1951: Skellam publicó su trabajo Random dispersal ir¡ fheoret
ical populatiofls [161 donde utiliza el enfoque de caminatas aleatorias 
para poblaciones. Entre otros casos que llaman su atención está la' 
dispersión de los sauces al norte de Gran Bretaña en la era post glacial: 
un problema que Reid había deseado e>..-plir.ar tiempo atrás. En su tra
bajo deduce la ecuaciém de difusión en dos dimensiones y toma como 
ejemplo al ratón almisdero Ondata :.ibethica en Europa central que fue 
introducido en Europa en 1905 y cuyos datos de dispE"fsión para años 
posteriores son ronoridos. 

Siguiendo el mismo argumento de las caminatas aleatorias men
cionado en la se{'ción anterior. deduce la t'C'uación de difusión en dos 
dimensiunes. La solución a la eruarión de difmión será nueyamente 
una distriLnción normal que, en este caso, se llamará conjunta. cuya 
densidad E'S 

q>(x.y.I)=--e"p • 1 ((X
2+ y2 )) 

~;;DI ~DI 

donde la. yarianza. cumJ.tle que 1'ar(.r) = 1,'tJ7.(y) = 2Dt, como en el 
modelo en nna dimensión. 
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Para deducir esto se denotará ó(x, y, t) a la densidad de probabili

dad y se considerará una partícula qUt> se muev'e en el plano euclidia· 
no una distancia ( cada unidad de tiempo. Entonces, para cualquier 
tiempo t + L:l.L la partícula debe estar en un círculo de radio ( ct>ntrado 
en la posición que ocupaba en el tiempo t. Por tanto, la densidad 
de proLabilidad a1 tiempo t + ll,t en la posición (x, y) es la media de 
ciJ(( '1, t + ~t) sobre tvdos los puntvs ({, 71) en un círculo de radiv (con 
centrQ (x. y): 

(2.15) 11'" <.I>(x,y.t+!>t) = 0- <.I>«(.~,t)d<d'l· 
.. " o 

Si {= x + (cos(J y 7J = Y +( sinO, entvnces 

. (2.16) 1 1'" <.I>(~,~, t + :'t) = -2 o(x + <cosO, y + <sin O, t)dO. 
" o 

Si se supone que <b es continua y tiene derivadas continuas hasta de 
tercer orden. es posible desarrollar el lado izquierdo en serie de Taylor 
alrededor de (x, y, t) 

Haciendv lo mismo para el lado dt>rt>cho en (2.16) se tiene que 

L1'" <.I>(x+<cosO,y+,sinO,t)dO= L1" <.I>(x,y,t) 
-" o .... o 

. ( 8<.1> . 8<1» " ,8'<.1> 
+( cos(J Dx + smO ay + 2TcOS o 8x'l 

" ( . 8'0 [Po) +2T 2cosOsinOax8y+sin20ay2+'" dO. 

Usando que 

(2.17) f.2lr cos OclO = {".bi sin OclO = f.b sin {J ('os OdO = O. 
.11 Jo .11 

y 
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(2.18) 1'l= cos2 Ocle = 121t 

sin2 Ocle·= 1r, 

se tiene al sustituir en (2.16) 

la que, al dh'idir entre .::l.t, se transforma en 

adJ 1 a'l/! ,'(a'dJ &'0) (,3 ) 
al + "2Wt.t + ... = 4.:l.1 ax' + ay' + o L;t . 

donde 0(') significan t~rminos de orden mayor.o igual a f.2 / !::lt, es decir 
que 

,,-
liml:lU_x- At = O. 

Aquí ( es la dist.ancia en el plano que cubre 1Ul salto infinltesimal de 
una partícula: de tal forma que f.2 = (.6.X)2 + (~y)2. 
Si ahora suponemus 

¡iro (.:l.x)' = 2D . 
.:l;r.~l-OC' At . 

entonces, por la simetría con la que aparE'<'en las \"ariables espaciales x, 
y se tiene 

,-ar(x) = ,·ar(y) = 2Dt 

Y al calcular el límite 5e' obtiene que 

- , 
lim ~ =4[). 

l.L1t-X .:Ji. 

La ecuación de difusión en dus dimensiones queda ("omo 

(2.19) 

dvnde. 

D</J = D 'V' </J. 
lit. 

, O' a' 
'V =-+-

8,(2 8y2' 

es el operador laplacianú E'n dus dimensiones. ~ótE'SE' qUE' la dist.ril>1lción 
escrit.a al ¡nido de esta sffción es so}uriún dE" la ecuación (2.19). 
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Tomemos ahora el caso de una pvblación que inicialmente (en t. = O) 
tiene una masa puntual concentrada en el origen~ entonces <j)(x, y, t)dxdy 
denota a la fracción de la población que está en este elemento de área 
al tiempo t. Un aspecto importante sena analizar el cambio de la den
sidad con respecto a la distancia de] centro de difusión. Si se hace Un 
cambio a coordenadas polares: 

.r = rcos(), y=rsin6 dxdy = rdrdO, 

por lo que 

(2.20) l' (-1"). <1>(1'. o. t)drdO = -D exp -D drdO. 
4" t 4 t 

Sea a2 = 4D, dvnde a2 es la media cuadrática del desplazamiento 
en una unidad de tiempo: entonces 

(2.21) l' (-r') <1>(1'. B. t)drdO = -, exp -,- drdO. 
íia t a t 

Integrando con respecto a () de ambos lados de esta igualdad se tiene 
4>(r, 8. t )dr, que es la fracción esperada de partículas cuya distancia del 
origen está en 1m rango de r ± ~dr. 

Se quiere encontrar el índice de dispersión de- la población. En 
caso de' que no haya deriva: los contornos de iguales densidades se 
moverán como círcnk~ expandiéndvse constantemente. Para encontrar 
el tarna.TlO esperado del circulo que contiene a tvda la población en 
el tiempo t se evaltía la fracción de la población que al tiempo t está 
fuera de una distancia Rr, del C'entrv de difusión. A esta fracción se le 
denutará por Pr, qUE' rE'sulta ser 

(2.22) PI = fX 2; exp (_;.2) dr = eX}J (_ ~~) . 
JR,at. al al. 

Si el nl.Ímero dE" paníC'ulas de la poblaciún es N ~. haC'emos PI = *', 
esto no~ da un valor ~ara Pt ~. para RI dE" tal fonna que súlo un miembro 
de la püblación E"sté fuera del círC'ulo de radio R

" 

1 (-R') ]V = E':-.-p a2/ R; = a'lt lnfV. 
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Por lo tanto, el área del círculo que contiene a la población en 
expansión es proporcional al tiempo transcurrido desde el inicio de la 
difusión. 

Si se supone qUE' N permanece constante, la densidad deberá dis
minu-ir progresivamente con el tiempo. Ahora, si se agrega la condición 
dt> que X es una población en reproducción con lU18 población ini
cial N(I ~. que va incrementando exponencialmente como resultado de 
nacirrriemos y muertes, entoncE'S se tendrá qUE' al tiempo t la paLIación 
está dada por Nt = Xocct donde c' (Os el índice de reproducción y 
In N t = d ~ k Y para No pequeñu. k s:::: O. 
En este caso, cornQ In N, = ct + ctc., para No mu:,-" pequeña es posible 
ignorar el valor de la ('on5tante. El radio del ciTenh .. que contiene a 
toda la pvblación est á dado, igual que en el caso anterior, por 

~ = a2t In N = a2t2c. 
De aquí es posible concluir que el racijo dd círculo ~ proporcional al 
tiempo. 

Skellam estudió este índice de dispersión en los ratones almisc1eros 
que fueron introducidos en Europa Central en 1905. Esto fue posiLle ~'a 
que se- tenían varios ma¡;as de la dlstribución hasta 1928 ("'éase Figura 
-1). A pesar de- que los contornos nv eran circulares, fue posible aproxi
mar el area en la que se encontraban }"s ratones ¡¡or una circunferenca 
de rndlv ;;-R;. Es mu:,>' razonable pensar que los ratones almiscleros 
tengan un crecimiento exJ.lonencial ~'a que, en ese momento: eran lUla 

especie inmigrante que se expandía sin la pr~encia de competid9res. 
Skellarn \-erifiró que esto. en efecto, suce-dió pues la raiz cuadrado del 
área resultó tener tula relación lineal con el tiempo. 

En el caso de los sauces en Gran Bretaña, también estudió el índice 
de dispersión post.erior a la e-ra glacial del Pleistoceno tardío. Supo
niendo que los sauces ayanzahan 600 millas en 20,000 años, relacionó 
este índice con el del incremento numérico de la paLIación :,>'la dist aneja 
a la cuall"s sauces padres diseminan sus semillas. Condu~'ó que hahía 
dos únicas razones vara la presencia de los sauces en Gran Bretaña. La 
primera. :'>' muy poro probable, era que hubieran sohre\ivido en algunos 
lugares ron hie-lo. Le 8egunda era que la reim'a8ión forzosamente tUYO 

que haber sido cOnsecuencia del transporf.e de semillas por animales. 
Esto lo justificó con el hecho de qlle- la ye-Iocidad era demasiado grande 
para pe-nsar que la dispersión sólo se debió a semillas que caen a los 
alrededQres de donde se encuentran sus padres. 

Un aspecto imp"rtante en el trnLajo de Skdlam es que relackma 
los problemas ecológicos con los físi('os, lo qlle facilit ti las cosas pues los 
problemas fisicos .va han sido mn~' estudiados. En el casCo de organismos 
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vivos. estús interac~úan con otros, lo que le da un cará.cter nuevo a las 
e<'.uac"¡únes va c:vnvcidas. En este caso. la difusión va de regiones con 
condiciúnes

v 

fS\'orables a regiones con c(mdiciones menos fin"orables. 

Figuw -l 

Desa:":"ullnndo r.:.i:: la iden de esmdinr jJúblarivnes ~Vn reprvducción. 
hizu m: :::1álisis u:::ómemional para pvblacivnes cun crecimiento de 
tipo eX~'J:;en('ial " ~dalr.hllsin.nú ~: lugístico: 

(2.23) 

(2.24) 

1 ,Ef'ó . 
-a -- +cO 
'2 8X2 

(16 1 1.cf"O 2 
-=-=-(1-;::--:-+,0(1-0), 
e.lf '2 O.r2 

reSlJecti\-?:~1eme. E::-::-. úJtirna e('~:a<:'ión es igual:t la qUE' )JrO}JUSv Fisher. 
También ~xtendi¿ ~:ús modelos a dos dimensiones llegó a resulta
düs muy ;;arE'Cidos, (0:nplementándúlos con simulaciones numéricas de 
éstos m::::~ús. Pla::-:"?"6 la situadon de }Jlantas (ún reprodllcciún dis
cre.t,o ("0~-_0Io son }::;.3 anuales ~- la posit..ilidad de nJ-llic~r lus resultados 
}Jara el <:,s,lIdjo de 1." c:spersión de inser:rús_ lnrlllsiw llegú ,1 J-lro}Jonel" 
modelos ¿'" r:UlTIjJete: __ c1a entre d0;, eSlJecies_ Ad,-ierte que b disjJNsiún 
aleatorir, ;::-e C'lImlJle ';:"':::'l'a lUJO gran. cantidad de plantas ~' animales te
rrestres, ".J~ru que. :.~.!, lJatJ'u~les de cundndo de cienús nnimales los 
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guían a condiciones más favorables. Sin embargo: en la mayona de los 
casos las consideraciones que se han hecho para este modelo son sufi
cientes pues la percepción de un animal resulta ser mínima com}Jarada 
ron la capacidad de dis}Jersarse. 



CAPíTuLO 3 

l\1odelos a tiempo discreto de fenómenos de 
dispersión 

En este capítulo se da una breve explicación de las ecuaciones en 
diferencias y mencionamos algunos ejemplos que han sido muy estu
diados en esta teoría. Este tipo de ecuaciones resultan ser de gran 
utilidad en la modelación de poblaciones cuya reproducción es discre
ta, es decir, donde las generaciones no se traslapan. Si se agrega una' 
componente espacial, se obtienen ecuaciones integrales en diferencias. 
Se estudiará un ejemplo simple de una ecuaci6n en diferencia con una 
componente espacial tratando de dar posibles interpretaciones en un 
contexto biológico. Este capítulo sen"irá de introducción para los con
ceptos que se tratarán en el siguiente capítulo donde se estudiará un 
modelo de cüspersión de plantas. 

1. Ecuaciones en diferencias 

Los modelos continuos, como los mencionados anteriormente, de
terminan tma área muy importante de estudlo. Sin embargo, no son 
los únicos. En la naturaleza también hay indh;duos que se reproducen 
en tiempos ,discretos donde las generaciones no se traslapan. Para este 
tipo de situaciones los modelos con ecuaciones en diferencias resultan 
adecuarse mejor a la realidad. Como ejemplos de especies con este tipo 
de reproducción están algunos insectos y })E'CE'5 que se reproducen en 
ciertas temporadas. así como las plant as anuaJE'S :-. perennes. 

El crecimiento de este tipo de }.Ioulaciones mientras permanezcan 
sedentarias se modela con ecuaciones de la forma 

(3.1 ) 11',+1 = J (.IV,), 

donde f (Nr) es una nmción no lineal de N,. l"n caso que ha sido 
profudamente estudiado es el modelo logístico en el que la ecuación 
(3.1) toma la forma 

2. 
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(3.2) 
r 2 

N, .. = (1 +r)N, - }(N, ,. 

Otro rnvdelo discreto común en la literatura es el de Ricker 

(3.3) 

donde r e-s la tasa de- crecimiento y N, la población al tiempo t. ~óTese 
en arnLvs casos que para N, > K ~ la lJoblación decrece pues Nt+ 1 < .f\lt, 
por Iv que a K se le conoce como capacidad de carga de la población. 
N t también puede representar 1 en tul contexto de epidemiología, a la 
fracción de la población infectada en el tieml,m tj o en genética el cambio 
en la frE"cuencia de un gen en el tiempo. 

ESlüS modelos. a pesar de su apariencia simple, describen lUla am
plia diversidad de comportamientos dinárnlcos. Es posible tener equi
librio. cidos y hasta caos al hacer variar los parámetros en una ecuación 
de este tipo. Para estudiar esto es necesario encontrar los punt,os de 
equilibtio o estadvs estacionarios que, en el caso de modelos discre
tos, son }Juntos TI- 'que para ecuaciones de la forma (3.1) satisfacen la 
condición ' 

,,' = ¡(,,'), 
es decir. los estados de equilibrio de ecuaciones como (3.1) son puntOS 
fijoo de f, A continuación hacemos una sucinta re\;sión de la dinámica 
a la que da lugar el modelo lOglstico descrito, Para esto reesClibamos 
(3.2) como 

(3.4) 

Nótese que Nt no puede tomar "alares mayores que ~ ya que N, no debe 
ser negativo. Si hacemos 1m camoio de- yariaule X, = ~. es posible 
llevarla a la fOlma canónica 

(3.5) ~\:'+1 =aX,(l-X,). 

con X E ~O.l] y el parámet.ro queda restringido al inten"alo (O, .t]. 
Los est ados e-stacionarios de (3.5) son 

(3.6) X' = O X" = 1 - ~. 
a 
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Si calculamos la pendiente de f(x) = ax(l - x) en los estados de 
equilibrio: tenemos que 

¡'(x) = a - 2ax. 

Por lo tanto en X t = ~ hay un máximo que ,'8.l.e ¡. 
t"n estado estacionario X· se define como atractor si para toda X, 

en cierto conjunto 

lim f(X,) = f(X') = X' 
,-~ 

t"na condición necesaria y suficiente para que X· sea at,rnctor es 
que 

(3.7) I¡'(X')I < 1. 

En caso contrario, a ese puntv se le llama repulsor. 
Para X· = O se tiene que f'(X·) = a: y podemos concluir que 

será afractor en el caso que a < 1. Para' X" = 1 - !~ se tiene que 
J'{X··) = 2-a: por lo que éste será est'aLle (oatrartor) para 1 < a < 3. 
Sólo queda ver lo que sucede para a 2:: 3. Si a > -4: la población crecerá 
infinitamente con excepción de poblaciones cuyos valores iniciales sean 
X· ~. X... Para estudiar el compQrtamiento cuando 3 ~ a ~ 4 es 
necesalio buscar órbitas de periodo 2. es decir. plUltos X·'J. no tri,-iales 
tales que 

(3.8) f(f(X")) = X" 

y analiza}" Sil estabilidad. Resoh;endo la ecuación (3.8) en el modelo 
que se-est;i estudiando se obtienen 3 soluciones no triviales. siÉmdo 'una 
de éstas X·· que se saLe es inestaLle. Los otros dQS tienen la forma 

\'" = a + 1 ± ¡(a + l)(a 3) 
- 2a 

Para que sean reales l-'osith'os debe cumplirse que a ~ 3. Si se busca 
que se cumpla (3.7) para [1, se tiene que esta órbita s(>rá atractora 
'vara 3 < a < (12 dunde a2 ~ 3.3. En el ('aso que a > a2 a}>are1""erá una 
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órbita de penodo 4: que será atractora hasta cierto vaJor 03, y así irán 
apareciendo órbitas de periodo T. Si se pasa del valor a ~ 3.8284 ... , 
se tiene un comportamiento caótico en donde hay ciclos de C'ualquier 
periodo entero, y tul número no numerable de trayectorias aperiódicas. 

Para el modelo de Ricker, el análisis de estabilidad puede hacersE' 
buscando puntos de equilibrio de periodo 1 y 2. N* = K es dE' periudo 
1, ~. por lUla Función de L yapufWtl de la forma 

(3.9) V(N,) = (N, - K)'. 

Para comprobo.r que, en efecto: (3.9) es una función de L:vapuno\' 
tomemos N, > O -:-' O < r < 2. Tenemos que, 

Ir, = (N, - K)' 2: O 

y. además 

~v; = \'r_+l-11, 

= N,(e'('-!k-)-:1)(N,(k~)+1)-2K) 

El primer ~. segundo factor de este producto son positivos. Para probar 
que ~ \1; $ O es suficient.e probar que el tercer factor es negativo, lo cual 
SE." siguE." facilmente de que N, $ K para todo t y la siguiente desigualdad 

Cv, (e(l-*") + 1) -2K) = Nt+' +N, - 2K S O 

En conclusión tenemos que F(Nr) es 1ma función de LyaplIDov para 
(3.2) con lo cual, usando el Teorema de estabilidad de LyapU7/.011 para 
ecuaciones en diferencias se puede asegurar la estabilidad global para 
el equilibrio X" = K. 

Ahora. para plIDtos dE." pE."riodo 2, N· = K es t amLién un E."qnilibrio 
qUE' resnlt.a ser E'stable si T < 2, pE:"ro en el caso T ~ :2 SE' hace inE."staLle. 
y bifurca a 1IDa órbita dE' periodo 2 est.ablE:" para 2 < r < 2.526. Esto \'a 
LifurrándO$E' más cúnfonne r > :2 Y el orden dE' los ciclos va cambiando 
de 2" a 2"+ 1. Y para r ~ 2.526 se tiene caos. 

Como pUE."de verse, las ecuaciones en diferencias voseen 1ma gran 
\'ariedad dE." comportamientos dinámicos a pesar de que, hasta est~ 
punto. sólo se han ronsiderado poblaciones en las que no ha:--" mo\;miento 
de los indi,;duos. En la siguient.e serción se tratará este asperto que 
añadirá una mayor dificult.ad al estudio de estos modelos" 
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2. fvlodelos a tiempo discreto con espacio discreto 

Para tomar en cuenta la clispersión en llil8 población con repro
ducción discreta se supondrá que existen dos etapas en el ciclo de vida 
del organismo: una sedentaria y otra de dispersión. En la sedentaria 
ocurre tant,Q el crecimiento del individuo como el de la población: y, 
como su nombre lo indica, en la de dispersión ocurre el mo\;miento. 
Primero consideraremos un ejemplo muy sencillo que consta de un 
hábitat compuesto de dos parches únicamente. Solo pueden ocurrir 
dos. cusas. los individuos permant>f'en en su parche ú se mueven al otro. 
Sea p la probabilidad de rno,'erse al parl"he \'E'cina. con lo cual 1 - P 
deuE' ser la probabilidad de pennan~cer en el mismo parche. Se tiene 
entonC't's que la dinámica dE' la públación está dada por un sistema de 
dos ecuaciones en diferencias de primer orden: 

(3.10) 

N,+! (xIJ (1 - p) f (XI. N,) + pf (r,. N,) 
1I',+,(x,) = pf(xl.N,)+ (1 -p)f(:r,.N,). 

El siguiente caso de complejidad es un hábitat compuesto de dos 
parches en el que los parches no son iguales. La probabilidad de mo
.... erse o de quedarsE' en el mismv \"8 a depender del parche en el que 
se encuentre el 'indiyiduo'. En estas condiciones. sean p y s la prob
aoilidad de que, estando en el parche XI, se rnue\"8 al parche X2 Y la 
probabilidad de qUE'. estando en el parche X2' se mueva al parche Xl, 

respectivamente. Entonces }- p y 1 - oS serán las respecti\'aS probabili
dades de que, estando en Xl y .1'2: el indi .... iduo permanezca en el mismo 
parche. Además, para simplificar. es posiblE' supvner que el crecimiento 
de la población no se ve influenciado por el medio. de hecho es del tipo 
loglstico. Entonces el modelo es de la forma 

Y'-+I 
(3.11) 

(1 - p) r,y,(1 - y,) + 8r,=,(1 - z,) 
p1',y,(1 - I,) + (1- .. )r,z,(1 - z,), 

donde. para facilit.ar la not.ación. Yt+l ." ='+1 sustiru~'en a los .... alores 
Nt+¡(,l'¡) ~. NI-t ¡(X2) respecth·smente. 

A fin de obtener la dinámica a la que da lugar el sistema (3.11) , 
se procede de manera similar al caso en el que se tienen sistemas de 
eCllaciones diferendaJes. Se busca estudiar el comportamiento a largo 
plazo encontrando; si es posible, los «:'Stados de e'qnilibrio de ambas 
ecuaciones al igual qUE" los de periodos mayores. Sin embargo, comv huy 
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variables aleatorias involucradas, el análisis se hace más complicado. 
En este caso sólo se verán algunos ejemplos muy particulares en donde 
estas variables aleatorias tienen un 'valor fijo constante. Situándose en 
un contexto ecológico se harán algunas posibles interpretaciones de los 
resultados obtenidos. 

Dado que las variables p y s son probabilidades, deben tomar valores 
entre O y 1. Un valor cercano a O significaría que pocos individuos 
abandonan su parche corrE'spondiente, mientras que un valor cercano a 
1 indicaría que en esa poLlación la mayoría dE' sus habitantes se mUe\'Em 
de parche. Lús parámetros TI y T2, en cnmbio. pueden t,omar valores 
ma."CJres que 1 ya 'que son índices de l'epr0ducción. Por ejemplo, para 
el sistema (3.11), los valores se pueden tomar de acuerdo a los descritos 
para la ecuación (3.2). Recordemos. que si el índice es un número entre 
1 y 3, se tiene un equilibrio estable mientras que para ' .. al ores ma~'úres 
que 3.5; hay caos. 

Para nuestro estudio se fijaron "ruores para las yariaLles tratando 
de abarcar los casos más generales Y: utilizando el programa )'lathema
tica, se obtuvieron hasta 500 iteraciones de estas ecuaciones partiendo 
dI? una condición inicial. Los ca .... os que se consideraron en cuanto a 
la mo,;lidad hleron tr~: mucha mo\;lidad en arnoos ¡Jarches, poca 
mV"ilidad en amt.os parches y el caS(.¡ en que un parche tiene mucha 
rnoyilidad mientras ,que en el otro OCllrrE' lo contrario. Demro de eSTOS 
casos se fijarcm los índices de reprudurción abarcando los' rangos en que 
hay estabilidad y caos haciendo las púsiLles combinaciones de éstos en 
las dús poblaciones. 

El primer caso que se estudió fue el de mucha moyilidad contra poca 
moyilidad. Dentro de este se analizaron tres subcasos. El }Jrimerv co
rresponde a yalores para los parámetros de ambos parches por debajo 
del \'alor de CBUS: aquí se obt.U\;eron equilibrios estables para ambos 
varches. Al cambiar uno parámetro por caótico ~. el otro correspon
diente a equilibrio, se obitmieron tarnLién equilibrios. Finalmente al 
poner ambos son caóticos. se obtm·jeron órbitas }Jeriódicas o caos. 

-:~---'-"-'--------

','.0,:"", ,'.>, ,>,1, 
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El se~do caso consistió en poca movilidad para ambos parches. 
Aqw también se tomaron los tres subc.asos "mencionados anterionnente. 
Los resultados fueron equilibrio para cuando ambos parámetros corre
sponden a equilibrios y órbitas periódicas o .caos para las otras dos 
posibilidades. 

-··· .... ·\······"y..',·······.···:·\MMtJ 

El último caSo" fue aquel en donde ambos parches present an mucha 
mo\'ilidad. Dentrv de los tr(>S mismos subcasos que se tomaron, los 
result ados fueron órbit as periódicas v equilibrio para parámetros de 
equilibrio, órbitas periódkas para parámetros de equilibrio~' caótico y 
caos para amLos parámetros caóticos. 

. ',r~ /" 
;:¡.\ 

~.7 .• ~r. ".2. r: •• 

!::::'::',':!,'i\;~',,::¡:i; 
t' ¡; 

--- ------ ----
,,~; ••• $, ".3.1, r: •• 

I 
f''----
I 
I 
¡ 

---------
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Algunos resultados que consideramos importantes son: entre otros, 
que si la tasa reproducüva de ambos. parches está por debajo. de la 
caótica, la movilidad no altera el comportamiento de equilibrio, sola
mente pronx:a que el equiliLrio mejore para la especie que presenta 
una mo\;lidad menor. También se ';0 que si unO de los parches tiene 
un índice reproductivo caótico -;.. el otro está por debajo de ese valor 
crítico: entonces la movilidad produce órbitas periódicas ° caos }Jara 
ambos parches. En conclusión se puede decir que la movilidad provoca 
que amb05' parches presenten un comportamiento similar aun en el caso 
en que el comportamiento en 105 parches aislados sea opuesto. 

Si en vez de tener ('recimiento de acuerdo a ·un modelo logístico 
se tieTIf' uno que sigue el modelo de Ricker: entonces damos lugar al 
sistema de la siguiente forma 

y,+, = (l-p)y,exp{r,(l-y,))+so,exp{r,(l-o,)} 

(3.121 z,+, py,exp{r,(l- y,)) + (1- s)z,exp{r,(1- z,)}. 

Se llevó a cabo un análisis similar al de parche5 con crecimiento 
logístico. (n resultado importante al hacer un análisis similar al des
crito para el caso logístico fue que para indices de reproducción que 
dan origen a equilibrios estables. la mo\ilidad no afma el compor
tamiento de equilibrio, sólo cambla el valor de éste para cada especie. 
Tambi~n, en el caso en que uno de los Índices sea menor que el que 
produce caos y el otro sea caótico. se presentan tanto equilibrio como 
órbitas periódicas. Para valores de ambos parámetros mayores a 2.56 .. 
que corresponden a caóticos, el comportamiento \"Bria desde equilib
rio :-' ¿¡roitas periodicas en el caso en que ambos parches tengan gran 
movilidad. hasta comportamiento caótico para poblaciones con poco 
mO\·imie-nto pasando tambi~n por órbitas periódicas. 

l"n análisis más detallado de estos casos puede lJe-varnos a ver qué 
t.ipo de estrategias aportan un ma~'or beneficio a la especie en general. 
También es posible analizar el efecto que tiene la movilidad en cada 
parche \isto indh·idualmente. Este modelo tiene muchas simplifica
ciones que lo hacen poco realista. Sin embal·go. siguiendo esta misma 
idea -;.. considerando que el medio también influ:\'e en la rt"prodllcción 
de la población, es decir, variando las tasas de crecimiento, SE' podrían 
obtt"ner resultados impúrtantes con la ayuda de más herramienta ma
temática para el análisis. 

Despu~s de haLf'r analizado el ('aso de 1m hábitat con dos parches. 
I"'onsideremos ahora 1m hábitat bidimensional compuesto por 11 parches 
(discretus). donde cada uno de ("stas parches se denot.ará como .I:i~ 
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i = 1, 2, .. ~n. Sea N, (x¡) la población en llll parche Xi al inicio de la 
et.apa sedentaria t. DurantE' ésta~ el tamaño de la población al tiempo 
t + 1 "a a crecer de acuerdo a la función J (x, N t (x)). La función J 
depende tanto de la densidad de la población como de la p<J5ición x. 
En algunos casos, para facilitar el problema, es posible suponer que la 
repf<.lductividad de la especie no depende de la posición y, por tanto, 
está dado por f (N,(x)). En la etapa de dispersión los f(Xi, /l',) oro 
ganismos se mueven de tal forma que para el inicio del siguiente ciclo 
el tamaño de la población está dado por 

" 
(3.13) NH , (Xi) = L k (Xi,Xj) f (Xj, N,) , 

j:::l 

siendo k (Xi, Xj) la probabilidad de que un individuo se mue,"a, durante 
la etapa dispersoria, del parche j al parche i, El paso siguiente es 
analizar esta misma situación en un hábitat continuo. 

3. :Modelos a tiempo discreto con espacio continuo 

Cuando la población está distlibuida continuamente, x es una "'a
riable espacial contin~la en algún inten.-alo ya sea finito o infinito. En 
este caso. la suma en (3.13) se conyierte en una integral, y la ecuación 
que resulta es una ecuación integral y en diferencias dada por 

NH , (x) = l' k(x,y)f(N, (y))dy 

Aquí k (x, y) dy es la probabilidad dE' que un indi,iduo se mueYa del 
¡nten'alo (y, y + dy) al punto x. Por ser una función de densidad, 

(3.15) in k(x.y)dy =1. 

Además. en ausencia de dispersión, la población en un punto x sólo 
cambia de acuerdo a f (."~t(x)). 
Si el ambiente es isotrópico, es dE'c1r, que las condiciones son iguales 
en cualquier ptmto, las densidades k (Xi. yo) son simétricas en x ,\' y, 
Por lo tanto k (x.y) = k (y,x), y sólo dependen de la distancia entre el 
I"('('urso .... su deStino. 
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En("ontrar una función de densidad que describa lo que sucede en la rea
lidad en el caso de organismos cuya distribución es continua puede re~ 
sultar una tarea bastante dificil. Como ejemplo. tomemos como hábitat 
un intervalo cerrado [-t, tJ de longitud L- Jo' como densidad la función 

(3.16) 
1 . 

k(x,y) = 20 exp(-olx-yl)f(N,(y))dy. 

La ecuación que se obtiene es 

(3.17) 
L 

·~'HJ (x) = ~Q 1: exp(-olx- yl)f(:\',(y))dy. 
, 

. Kvt y Sheaffer [10J han estudiado este tipo de modelos y han 
probado la existencia de soluciones en forma de onda viajera con her
ramientas desarrolladas por \Veinberger {19] para las e('uaciones intE"
g¡·ales y e'n difE"rencias. En Capítulo 4 trataremos dos modelos en los 
que utilizan la E"cuación (3.14) con algunas modificaciones para modelar 
la dis¡;ersión dE" plantas. 



CAPí1TLO 4 

Otro enfoque al problema de dispersión. Un 
ejemplo. 

En este capítulo SE" estudiará un modelo desarrollad" por L. Allen: 
E. Allen 'Jo" X. Gilliam en su trabaju titulado "'D;spersal and compeli/.ion 
TTWdeJs lor plants" [IJ para la dispersión de plantas con reproducción 
discreta. donde las gffieraciones no se traslapan. Se construirá el m" 
delo y se hará el análisis de éste. 

La disversión en vIantas se da vor medio de las semillas. Estas 
pueden germinar o mantenerse latentes por varias etapas de germi
nación. Si no ha:,," bancos de semillas. el ('f{"('imiento y dispersión de 
este tipo de ,poblaciones puede modelarse con una ecuación integral y 
en d¡fen"ncias como las menr:lQnadas en el Capítulo 3 .. 

(4.1) 11,,, (x) = 1. k (x. y) 9 (n, (o)) do. 

Para estos modelos se ha probado la. existencia de soluciones del tipo 
onda ,;ajera [19]. Sin embargo, fenómeno importante y muy comlm 
qu~ este tipo de modelos no toman en considerac1¿n e$ la lat.encia en 
las semillas. Esta consiste en un periodo d<mde el metabolismo de la 
semilla se desurelera esperando a que haya condiciones favorables en 
el medio para iniciar su germinación. Ha~' muchas más semillas en el 
Uanco en comparación a las que germinan. Por E'?ta razón, a pesar de 
qu<, el banco está sujeto a muchos pE'ligros induYE'ndo la depredación de 
los animale'S, resulta ser 1m mecanismo de sobre\i\-encia de la especie. 
La latencia en las }Jlantas anualE's resulta ser un lazo crucial entre gen
eraciones. lo AlIen. E. Allen y X. Gilliam 11] pr0}-l0nen 1m mooelo en 
donde si se torna en consideración la latencia de las semillas :OO. }Jara 
el cual demuest.ran la presenóa de soluciones dE' ti}Jo ondru ,iajeras 
calculando las velocidades de éstas. 
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1. :l\Iodelo para plantas anuales 

Para el caso de una planta anuaL ésta tiene un ciclú de .. ida que 
comienza con la genninación de las semillas que han sobre .. jvido el 
ciclo anterior. De éstas. sólo una fracción germina al inicio del ciclo y 
el resto pasa a formar parte del bancv de semillas que podrá germinar el 
siguiente año. Sólo una vorción de las semillas germinadas se convertirá 
en plantas, y de éstas. sólo una fracción llegará a la erapa adulta. 
Las adultas son las que tienen la capacidad de producir semillas: las 
cuales se dispersan con cierta distribución de probabilidad. Con esto 
se termina el cido que \'lleh-e a empezar con las ntle\'aS semillas. 

Definiremos yanas \'ariables que se utilizarán en el modelo: 

P, probabilidad de sobre,,]\'ir al ciclo anterior 

Pe = probabilidad de germinación 

PE probabilidad de est ablecerse como planta 

PA probabilidad de llegar a adulto 

d = número de semillas producidas por adulto 

ni (x) densidad de plantas adultas al tiempo t. en la posición x 

r, (.r) densidad de las semillas del banco al tiemJ.lo t en x 

densidad de semillas nue\'RS al tiempo t. en x 

f (x. o) función de densidad de probabilidad. 

En este caso. la probabilidad de que alglma semilla que se encuentra 
ent.re !I ~' Y + ~y pasE' a la pusición x está dado VOl' 

{
lI+~Y 

. f(:r:. =)d= . 
. " 

Se considerará que J (.r,.:) cumple con las siguientes ccmdiciúnes: 

1. .r E e (lR2
), f es no negati\'a. diferenciable }Jor ¡;edaZ0S en .iR." y 

!~I está acotada }Jor una funci¿n intt'grable en IR? 
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2. J (x.o) '" J (u). donde u = Ix - =1 

f J(u)du=L 
}" 

37 

:"- existe un intervalo (O. ~L con ~ > O, en donde J (u.) > O para 
u E (O. (J. 

3. lim,_=f: f(x.z)dz = J 'la ~ O Y 

-1.. Existen constantes SI. $2. 83, 84> O tales que 

roo j (x. ,) d, ::; S¡ ex~ (-.,x) 

" 1.00 

J (x. =) exp (-8") d= ::; S3 exp (s, (s,S, - x)) . 

Ejemplos importantes de funciones de densidad que satisfacen estas 
condiciones son : 

• la distribución normal con D como coeficiente de difusión: 

(4.2) 
exp(-(x- =)' j2D') 

f(x.=):" V2D'" 

En est.e caso las consTantes que cumplen son S) = 0.5 exp (0-;:), 
82 = -b, S3 = 1 Y 84 = 0.25D. 

• distribución \Yeibull 1: 

(4.3) ·1 (-I=-.rl) J(x.,) = 2b¡ exp b¡ b¡ > O 

" 
• distriLuciún \\"eiLull 2: 

(4.4) J
" ( _) = 1= - xl exp (i (= -.rJ' jbl) . 

x,.. b2 , b,> O 

Para la \\"eibulll. las constantes Sil 82. $3. 84 están dadas por 0.5, ~. 

~ ~. O respect.i\-amente. Para la \Veibull 2. S), 82' 83. Sol tienen \-aJores 

O - (0.2:5) I J - O ?-b' . . .;) exp bf 'bi' . .J Y ._.J '1 respect.I\'amente, 
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Se supondrá que la densidad de las plantas tiene un má."'i:imo que en 
este c800 llamaremos Al con Al > O. Como la densidad de las semillas 
no puede exceder de A1, a est.e términ~ se le C"onClce com" capacidad 
de carga. 

Puesto que el caso qu~ se está viendo es el de plantas anuales, el 
tiempo t se mide en años. De acuerdo a las condiciones antes men
cionadas, las densidades de plantas adultas, semillas nueyas y semillas 
residuales pueden ser modeladas por las siguientes ecuaciones: 

(4.5) 

(4.6) 

(H) 

Si se sustit.uyen (4.6) y ( .. ti) en ( .. 1.5) se tiene una sola ecuación: 

"'+1 (x) = a min {M,d 1. f(x, :)n, (:)d:} + ab (Y'_I (xl + r'_1 (x» 

= a min {M,d 1. f(x. :)n,(:)d: } + bn, (xl· 

Por lo tanto .. 

donde a = P;4PE Pe P¡ Y b = PI (1 - Pe). 

Si n" existe el banc{J de semillas. la ecuación que se obr.iene es una 
slmilar a la (4 .. 1) ya que Pe ~ 1 ~. el seglmdo término se anula. 

De la ffuación (.4.5) }mooe \"erse que el mudelú no es densodepen
diente ~"a que la densidad de las plantas al tiemp" t + 1 no depende de 
la que se tiene al tiempo t. 

Los estados est.acionarios de (-l.S) se obtienen resoh'iendo la ecuación 
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(4.9) n,(x) = a min { M,dl. f(x, z) n, (z) dz } + 1m, (x), 

y son dos 

n·· 
n· 

O. 
aAl 
l-b 

El segundo existe mientras se tenga la rondiciém 

M < d 1. J(x,z)n,(z)dz eqw\'alente a ad>l-b. 

39 

Esto se traduce en que dn- > Al, lo cual slgnin.ca que el número de 
semillas producidas por las planta en condiciones de reproducirse debe 
ser mayor que la capacidad de carga de las semillas, ya que b < 1 Y 
n- > O. Si esto sucede, entonces la población put'de sobrevivir. Estu
diaremos. ahora la estabilidad del equilibrio no tri,;al haciendo algunas 
suposiciones sobre las condiciones iniciales: no (x) es no negativo y 
continuo por pedazos en 1R y esuictamentt' positiva en algún intervalo 
[a,¡3J. De la ecnación (4.8) y la condición (2) para f(x,z) se sigue que 
n¡(x) es continua por pedazos y positiva en un intervalo de la forma 
IQ - !{ .. B + t~J con t = 1,2, ... 

Proposición 4.1. Si ad > 2, en.tonces la solución '1, (x) de la 
ecuación (4.8) converge u71ifonuemente en compactos de IR a n~ = (;I~~J 
ctUJ.ndo t - X'. 

DEMOSTRACIÓN: Sea e un subconjlU1to compacto t'n IR. Entonces 
existe Xo > O tal que e e [~xo. xo]. Se tomara t: > O ;." XI > Xo 
de t.al fonna que para toda x que cumple l.e] :$ X1 , se satisfacen las 
desigualdades 

¡ z+rl 1 
:c~rl f (11) du > '2-t:. 

Ahora se escoge f.o ~ O tal que flto(X) > O en [-.r¡ . .r-¡J. Esta lo existe 
gracias a las condiciones que cumple ll,{.T) mencionadas antes de In 
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proposición. Si llamamos ñ = inf·.ri:5:Z:1 {1lt.o{x)}, st' puede garantizar 
que ñ es estrictamente positiva por los siguientes argumentos: 
en t = O 

1"+< 
J(x,z)no(z)dz 

0-' 
es pQsith-a y continua en ~; E [a - Xi, b - Xi] por lo que tiene un ínfimo 
estrictamente positivo. Entonces 

min {\f,d (' J (x, z)no (z) dz } 

es continuo y estrictamentt' púsitiyo en la -Xi, b+x¡] y, por tanto, tiene 
lm ínfimo estrictamente positivo. Como en el ¡nten"a]o [a - [,.8 + ~L 

'" (x) ;:: a min {M,do - e+'J (x, z)'" (z) dz) , 

entonces 11.1 (x) tiene un ínfimCJ estrictament.e positi\'o en [a - Xi, b+xd, 
y extendiendo este argumento a nI (x). 

J (x, z) ",_,(z)dz l
':Ht{ 

o-t{ . 

es continua y positiva para x en [a - t~, f3 + t,]. 
Como 

n, (x);:: a min {M,dl
J

+" J(x,z)nH (Z)dZ}, 
O-I.{ 

n/(x) tiene 1m ínfimo estriM:amente positivo e.n el inten-alo [a-.r¡. b+x¡]' 
<' .. para u E (O, Xi], f(u) > O. Ahora si es posible garantizar que para 
10;::0 

ñ = inf {n,.(x)) > O, 
!.ri~.r} 

Para continuar con la demostración, se ('~msiderarán dos casos: 

Caso 1: ií ~ aM 

Para I.r! :5 3:1 se tiene- que 

r !(x.z)n,,(=)dz;:: ['+'> J(~)n,.(z)du J?t .• -3") • 

1
-+" 

2: r, .r-.r} f(uldu > ;, G -,) 
;¡ aM M 

>->-=-. 
ad - ad d 



',',( 

1. MODELO PARA PLAN'fAS ANUALES 41 

Tomando en cuenta que M < dJ:_+~! f(u)n'o(x)du para jxl ~ XI l se 
tient> que 

n"+1 (x) aM + bn,.(x) 

> aM, 

n,,+,(x) aAl + bn"'+I(x) 
aM + b (aAl + bn,,(x)) 

aM + baAl + b'n,,(x), 

Uto+3(X) aM + bn to +2(X) 

y, en general, 

nM + b (aAl + baM + b'n,,(x)) 

aM + baM + b'aAl + b'n,.(x), 

n",+,(x) = aM + baM + b'aM + '" + b<-1aM + b'n,,(x) 
,-, 

= L aMb' + b'n,,(x), 
i=O 

1

<-1, aAlI In,,+, (x) - ,,'1 = ~ aMb' + b'n,.(x) - 1- b 

:s L aMb' - ;~Jb + Ib'n,.(x)1 
1

<-1 1 
,=Q 

1

<-1 1 :SaAl ~b'-I~b+b'B 

=aAlb'I-I_I+b'B 
1 - b 

" 
=a¡\!Lb'+h'B, 

Por 10 tanto. en el inH"l'ynlo [-Xl. Id .... en el compacto e, nt.(x) converge 
Ilniformemente a n- ... ·a que b < 1 ... ·la cota no depende de x. Para esto se 
hizo In suposición de que existe un limite má"Cimo B al que la j..IOolación 
puede llE'gar al tiempCl to, lo cuál tiene mucho sentido. 
Cwm 2: ñ< a.U 

Se demostrará que }Jara algún t" que cnmple t." > 'o, se tiene que 
1/.t.(x) ~ uM para ¡.ri ~ ;1:1. Cún esta condición es posiLle aplicar el 
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caso 1 y se tiene el resultado que se quiere. Esta demostración se hará 
por contradicción. 
Supongamos que para tooo t > to ~. }Jara alguna x· con jx·j :S Xl 

n,(x·) < aA!. Por la e("uación (4.8): se tif'ne que 

n,,:.(x·) = amin {M,d J. 1 (x'. =)n,,(=)d= } + bn",(x') 

=ad !./(x·,=)n .. (=)d= + tm.,(x·) 

? ad1~'j" 1 (3", =) n,,(=)<I.: + bn,,(x') 
Z -Z1 

1
"+7, . 

? adñ I(x·,:)d=+bn,.(x·) 
Z"-Z¡ 

> adñ G -() + bn" (x') 

?;¡ (ad G -,) +1». 

n,,+,(x) = a min{ M.d 1. 1 (x'. =) n,.+ ,(=)d= } + b'~o+l (x') 

= ad 1. 1 (x'. :) n,.+I (= )d= + bu,,+l (x') 

? ad1"+Z' 1 (X',=)",<>+,(;)d= +bn,,+l(X') 
Zo-Z¡ 

( ( 1 ) ) 1"+" 2: adi, ud 2 - ( + b .r"-Z¡! (x". =) d= + lm,.o+l ("r") 

> adñ ( ad G -,) + b) G -t) . 
+1>;, (adG -'}+1» 
=;,(adG-')+1>)' 

Ahora sU}Jcmgamos que vale }Jara to + k. es dt"ciL qUE" 

n",,(x')?,;, (Ud G -,) + /)' 
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entonces 

Dado que ud (4 - () > 1 se C'oncluye que nt(x·) - oc cuando t - oc, 
lo cual contradice el hecho de que n,(I-) < aAl. Por lo tanto existe un 
t- > too tal que 

inf n,· (x) = ñ 2: aAl 
,;f ~J"J 

yes posible aplicar el c:.tLSO 1 a nf·{I). 

• 
Con este resultado. pvdemos concluir que bajo ciertas condiciones 

para las constantes, la población \"a a tender al plmt.o de equilibrio 
ron lo cual se tendrá que es asintóticamente estaLle. Posteriormente 
se prvbará la e,oste-ncia de solucivnes del tipo onda ,;ajera para éste
modf:>lo. 

2. :t\lodelo para plantas perennes 

Con algunas modificacionf:>s del múdelo anterior, es posiLle oLtener 
tm modelo !Jara la dis!Jersión de plantas perennes. En E"ste caso, una 
parte df:> las plantas adultas soLre,;\"e a la siguiente etapa por lo que la 
densidad de las plantas adultas sí resulta de importancia. Xo se va a 
ronsiderar la densidad de las semillas explícitamente sino sólo la de las 
plantas adult.as para simlJlificru: el múdelo. Se- suponen algunas cosas: 
una fracción PSll de las plantas aduh as sobre-\"h-e año con año. Xo 
ha." Lanco residual de semillas, es dE"cir, que sólo las producidas en E"sa 
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etapa germinan: en términos del modelo anterior: esto quiere decir que 
rt (x) = O Y no afecto al modelo ya que los sobrevivientes adultos sOn los 
que determinan en gran parte a las siguientes generaciones, Por último 
se supvne que existe una densidad máxima K para las plantas adultas 
en lugar de para las semillas pues en este caso las plantas adult.as no 
mueren despues de un año sino que sobreviven, y la densidad de éstas 
será la que limitará la germinación de nuevas semillas. 

Si se utilizan las mismas variables definidas en el modelo anterior, 
sól(¡ hay que introducir dos nuevas: 
K = densidad máxima dE" plantas adultas 
Pt! = prol,.abilidad de sQbn>"ivencia de las plantas adultas a la siguiente 
temporada. 
De aqw se obtiene una ("('uación para la densidad de la poblaci6n adulta 
de plantas: 

n,. 1 (x) min { K, P,TI,(x) + p¡p,PEPcd 1. J (x, =) Tt,(: )d: } 

= min { K, P,n,(x) + ad 1. J (x,:) ",(:)d:} , 

con a = P¡[~4PEPG' 
Los equilibrios de esta ecuación son 

(4,10) 

(~, 11) si ad > 1- Ps . 

La estabilidad de 11* se puede demostrar Lajo la condición ad > 2, 
Se supondrá que no(x) es no negati"a y continua por tramos en IR, y 
estrictamente posith'a ton un intervalo [0,,8]. 

Proposición 4.2. Si ad > 2 entonces c01/forme t- - x, la solución 
1/t(x) cOlIl"erge uniformemente en compactos en IR al estado e~;taciollario 
n· = /\' . 

DEMOSTR1.CIÓN: Sea e un subconjunto compacto en IR. Entonces 
eXlste :I'o > O tal que e e [-xo,xo]. Escojamos t > O 'Y Xl> .1'0 de tal 
forma que vara Ixl :$ Xl se cumplan las ('ondici(mes 

y 
r;" 1 

.IX-Xl !(u)du>2- C 
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Por un razonamiento mu;.' similar al utilizado en la proposición (4.]), 
;/ > O. La demostración tamhién se hará por casos: 

Caso 1: ñ?: aK 
Para Jxl :S x} se tiene que 

que 

7/'.+1(3') =min{K. f J(x.z)n .. (z)dz+P.n .. (x)). J. 
Ahora, }Jara enront.rar el mínimo entre est as dus cantidad tenemos 

1 ¡H., 
J (x.=) n,,(=)dz 2: J (r. z) nt,(=)d= 

:;¡ ;r-;r¡ 

¡H., 
2: ñ J(x.=)dz 

:r-;r] 

r+>' 
= ñ J:r-:r¡ f(u)du 

> ñ G -,) 
ñ 

>
ud 
K 

~ ad' 

Por lo tanto 

n/o .. } (.r) = K. 

De la igualdad anterior se sigue que 
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Por otra parte, 

1, ¡,." 
OLif(x,z)Kdz>ad f(x,z)Kdz 

R Z-%] 

Por }o tanto, el mínimo otra ..... ez es K y tenemos que 

nt.o-+2(X) = K. 

Ahora supongamos que yale para t, es decir! que 

n'<J+1 (x) = K, . 

entonces }Jara t. + 1 se tiene que 

En este caso también se tiene que 

ad { f (x, z) ¡';(z)dz ? ad r+" f (x, z) Kdz 
JR J:r-:r] 

rvnduyendo que 

Ca.so 2: " < ". 

= adK {:~' f (u) du 

> adJq~ - () 

> ¡.;, 

Se demostrará que existe 1- > lo, t.al que nt·(x) = K para jxj ::; 
J1~ Como consecuencia es pvsible aplicar e-l caso 1. lo cual prueba el 
re-sultado. Supongamvs que ocurre lo C'ontrario. es decir, que l1t(;1:-) < 
]\' para algún x· con jx-¡ :::; :1:1 y para todo t > 1.0 . Entonces para t = tll 
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n,,+I(x·) = min { K ad 1. J(x·, z) n",(z)d:: + Ps TI (/, x.)} 

=ad 1. J (x·,z)n",(z jdz + Psn",(x·) 

z'+Z¡ 

;::ad 1.-" j(x·,z)n"(z)dz+Psn,,,(x·) 

;:: ndñ [~:" j (x·, z) dz + Ps n,,(x·) 

> adii (~- €) + Ps ~ 

=;/ (ndG-') +Ps ), 

:-- por indnrc:ión_ 

>;, (adG-') +Ps) (ndG-') +Ps) 

= ñ (nd G -,) + Ps)' 

" 

Como (ad (4 - () + P5) > 1: se tiene que q\l(> II,(X·) - x cuando 
t. ----. x lo cual es una contradicc:ción ron el h€'('ho de que nI (_T..) < }(. 
Pur lo tanto se puede aplicar el caso 1 a TI,. (x) siendo Ixl ~ Xl. 

• 
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Con esto se vio que los equilibrios no triyiales en amuas modelos 
resultan ser estables y atractores, es decir que para ciertas condiciones 
en los parámetros la población sobreyive y de hechú se eslabiliza. En 
el capítulo 1 se mencionaron yarios ejemplos en donde las soluciones 
en forma de ondas Yiajeras eran las que pro .... ocaban la formación de 
patrones. En este caso. estos modelos result an ser los análogos pero 
para tiem}JIJs ,discretos. Veremos que si se toman intervalos de tiempo 
infinitamente pequeños. el modelo resulta ser una ecuadón' d"" reacción
difusión. 

Tomemos, el modelo para plantas perennE'S. Si se hace el desarrollo 
dE' Taylor de nt{.:) alrededor de x, éste es de la forma 

( ) () 
8n,(x) (_ ) 8'n,(x) (; _ x)' 

nt z ~ nt x + -ax ... -,x + ---¡¡;:¡---2--' 

Si se sustituye esta expresión en la ecuación (4.10) se tiene 

"/,1(':) = min {K. PSfI,(X) + tUi.~ f (x, =) n,(=)d=}. 

Supongamos que ¡(r. z) es una densidad normal '~. que K > nt,(x). 
entIJnces. al tomar el desarrollo de Taylor de 11'+1 tenemos que 

1. On,(x) 
PSli,(X) + ad f (x. =) (",(x) + -0- (; - x) 

• x 

8'u,(x) (= - x)') d-
+ O' ? -X _ 

P,fI,(X) + ad 1. f (x, =) ",(x) d= 
•• 

~ dl. f ( -) (on,(x) (- _) O'/I.,(x) (= - ,d) d-
• Q x.... 8 ... x + n 2 .. 

R' x ox 2 

ad 8'",(x) D 
Psu,(x) + tUin,(x) + 2 ----¡¡;:'l'i' 

La furma de llegar a esta. líltimn expresiún st' debe a. que si J(x.:::) es 
una distriburión normal. el t.érmino cuadrado queda. romo 
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1. f (X, =) &'n,~x) (= - X)' d= = 1. (- (x.~ =)' ID) (= - x)' d= 
R (Jx 2 i. vDír 

.' =1. ~u'du 
RvD" 

D 
='2' 

t"Sta integral representa la varianza de la distribución normal. 
Por otro lado, el término de primer orden se anula'ya que 

, 1. f (x,=)(=-X)d==O, . ' 

pues en la distribución normal, el momento de primer orden es O, 
Considérese la diferencia 

(
adD) &'n,(x) 

n,+,(x) - n,(x) = (ad -1 + Ps)n,(x) + "4 ~ 

49 

para el caso nt+l (x) :::; h", Si en lugar de inten-alos dE" una unidad, se 
toman inten'alos con longitud !1t, entonces se tiene lo siguiente: 

) () (
adD) &'1I,(x) 

7ll+.ó.t(x, - ~¡, X = (ad - 1 + Ps).ó.n,(x) + -4- 8x2 ", 

Di"idiendo entre .ó.t tomando el límite cuando .ó.t -t O se obtiene, 
para el ('aso en que 11'-+1 (x) < K la ecu~ción 

donde 

(4,12) 

fJ" = lim (ud -1 + P - o5)n,(x) -'- adD&'n,(x) 
DI .l./-o ~t. . -l~t. [Jx1. 

/" 

_ ' () ,&,,,,(x) 
- rn, x + D !'lo 2 ' 

(jX 

r (ad-l+P-S) 
~:~o ~t. )' D' = lim adD, 

~I~O -l.:lt 
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En el caso en el que nt(x) = K 

&n {, él'n,(x)} 8t = min O,rn,(x) + D'----axo ' 

Se buscan soluciones C"0mú ondas \;ajeras para ambos modelos: por 
lo que: siguiendo la definición que se hizo en un principiú: se busca 

n,(x) =" (x - el), 

donde e es la velocidad de la onda. Además es necesario que 

¡imIl (z) = ,," lim fi (=) = ° 
z-- x z~",," 

Donde n~ tiene el valor ~~~ en el modelo para plantas anuales (4.8), 
y f( para el de las plantas perennes (4.10). \Veinberger [19] desarrolló 
una tE'OrÍa muy importante para probar la existencia de soluciones como 
ondas viajeras. Sin embargo, en es.te csso no es posible aplicar sus 
resultados ya que ningtma de las ecuaciones ( .. 1.8) y (...t.1O) cumplen las 
condiciones ne-cesarias. 

A continuación se dará la prueba para la existencia de soluciones 
del tipo onda viajera para la ecuación (4.8). 

y 

Si 

Teorema 4.3. Sean 

q¡ = 1.= f(O, =)d= 

'h = L~ r f(O,z)f(z,y)dydz, . o Jo 

(- (1 + Ps ) (1 - q¡) + J(! -'- Ps )' (l - q¡)' + 4 (q, - q,)) 
~> , 

- 2(~ - q,) . 

cntoucC8 existen e ~ O .IJ l' E CrOo x) taJes que O S t.{r) ::5 1 

de lal forma I/ue 

{
K 

n,(x) = 
l\:1.'(X - el) si x - el. ~ O 

si x - ct. ::5 O. 
(4.13) 

y x 2: ° 

y 11 sllli,o.:.fllct.la €Cuaciáll (4.J(}) para el m(ldelo de 11lS pltmias perennes. 
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La prueba de este teorema se divide en varios lemas y teoremas que 
. se prueban a continuación. 

Lema 4.4. Se.a w (x) = l-fo~ J(x,z)(l- u(z))dz. Siparax?:O 
lim.7_:X u (x) = O Y O :::; u (x) :S 1 , enton.ces limz .... oc, w (x) = O Y 
O:S u' (x) :S 1 para x ;::: O, Alás aún si u' (x) :::; O pam x ;::: O entonces 
w'(x) ~ O pam x?: O. 

DEMOSTRACiÓN: Se tiene que 

O~,r{x)=I-l~ J(x,z)(I-u{z))dz~L 

por el-hecho de que O :S u (x) :::; 1 ~. O :S 1 - u (x) :::; 1. Ahora, para 
toda :Y ~ O tenemos que 

",(xl = l-l'·J(x.zJ(l-u(z))dz- r J(x,z)(l-u(z))dz. 
o . iN 

Al tomar límite se tiene que 

I-lim l"J(X,z)(I-U(z))dz 
.7 ..... OC' o 

(U41 - Ji ... rr;,.{ J (x, z)(1 - u (z)) dz, 

usando la propiedad 3 para J(x,z) que dice que para a ~ O 

(4.15) lim 1" J(x,z)dz = L .7_"" o 

tenemos que 

con Jo cual. utilizando nuevamente la ~ondición (4.]5) para f(x,z) se 
obtiene que 

(4.16) 
}~"! Ir (.E) = 1 - }~rr:...lx.r (.r. z) (1- u (z))dz 

= O. 
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Ahora supongamos que Vi (x) ~ O, al tomar w l (x) para x 2: O se obtiene 
que 

(4.li) 

w' (x) = - 1.~ &f (x.z) {I -u {z»dz 
o Dx· 

= 1.~ &f (x. z) (I - u (z)) dz 
o &z . 

=J(x.z){I-u{z»I.f+ 1.00 

J(.T.z)u'{z)dz 

.=-f{x.O)(1 -u(O»+ 1.00 

f(x.z)v'(z)dz 

. :S O. 

La primera igualdad se obtiene deü\'ando con respeC"to a x, en la 
.. guncia se utiliza el hecho de que f (x. z) = f (u.) donde" = Ix - =1. e5 

decir que la función de densidad es simétrica, A rontinuadón se hare 
integración por partes y finalmE'nte se llE'ga a que lC' (x) es la suma de 
dos cosas negath'ss por la condición de que 1/(X) ::s O. 

Teorema 4.5. Si 

(- (I + Ps ) (1 - q,) + )(1 + Ps )' {1 - q,l' + 4 (q, - q;») 
ad > -".---------;;-.,---;--------~'-

- . 2 (q, - q,) 

C11.tonces exist.en e ~ O Y l' E e [O, x) t.ales que v (O) = 1, dorl.de 

,.(.T) . P,"'(x+c)+adw{x+c) 

w(,.) 1- {= J(x.z)(I-1'(z»dz 
./0 

y además paro toda x;::: O O ~ v(x)::S 1. 

• 

Para la demostración de este teorema se usarán dos lemas que se 
probarán antes. 

Lenla 4.6. Si se (Ü:jifIC l/na SltCCSi.Ó71 (1'1], en) rfcuTsi1!amenle de la 
siguinlf,t: ¡or'ma ro (x) = O Co = O Y . 

(4.18) v" = PSt'n_.l (x + e) + adlL'n_1 (x + c) 
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paro X ~ O y C·~ Cn-l 

(4.19) s" '" {e E [""_l. (0) : l'" (O) = 1} 

(4.20) en = SupSn 

(4.21) 

excepto en el caso que n = 1 Y ad < l!q¡ paro el cual se define el !Ialor 
el = O. enJ.onces {t'n} es una sucesión de funciones con/.inuas en [O. x) 
que cumplen 1)n ~ Vn_l pam e ~ c,,-l . 

DEMOSTRACIÓN: De acuerdo a como se definieron, 

!Co (.x) = 1- f.~! (x. ;)d: 

"1 (x) = adu'o (x + e) 

'W(l- f.r !(X+C.:)d:) 

t'1 (O) ad (1- f.~ !(e.:)d:). 

Para analizar al conjunto SI. es necesario v~ bajo que condiciones 
t'J (O) = 1, es decir. si 

(4.22) 

En el caso de que 

tenemvs que 

1 
ad> --o 

- 1- ql 

, 
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{'¡(x) = adU;O(x + e) 

es una función de'<'reciente para e del valor ad(1 - qd ;?: 1 en e = O a O 
c:uando e - oc: Por lo que existe una única e tal que (4.22) se cumple. 

Si 
1 

ad<--, 
1 - q¡ 

la e Luscada no e:'ciste y es por esto qUE' se define el = O. Para am
bos r8SOS. aplicandQ el lema (4.4) a l'] (x) con 11 (x) == O SE' tiene que 
limz._::o.: {'J (x) = O:,: t~ (x) s: O para.r.:;:: O~' E"l'\'alor de t'l decrecE' de 
ad (1 - q¡) cuando e = O a O cuando e _ oc. Por lo tanto es posible 
concluir que pa.ra I :;:: O Y e :;:: el 

. "0 (x) = O :S "¡ (x) lim ", (x) = O. 
r-~ 

O:S !'¡(x) = ad (1- 1.'" f (x+ C,;)d;) :S 1. 

Para la segtmda iteración 

(~.23) ",(x) = 1', ", (x + e) + adu;¡ (x + e) , . 

con 

. S, = {e E [e, oc) : ",(0) = 1). 

El términQ Ps VI (.r. + e) d('{"recE' pues 1:1 es derreriente, r aplicando 
nUE'VamenTe el lema' (.:1.-1) a Wl(3:) ('un u(x) = ¡'¡(:r) aseguramos que 
IAJ':) es d~(TE'riE'ntE' para J: '2: O. 
Al tomar la difE'l"E'ncia dt> (4.23) con (4.22) 

",(.¡-) - ",(x) = p""¡ (I + e) + od(u" (x + e) - u'o(x + e)) ? O. 

Por lo tamo 1,'2(3:) ~ t'1{.r) para l' '2: O Y e '2: el' Y en }JartiC'll.lar 
",(0) :S ",(0) 1>3ra e? e, 
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5, = {e E [el. x): v,(O) = I}. 

Para ad ? l~ql se t.iene que v}(O) ? 1, Y por 10 mismo ~(O) ? 
1. Además, por ser decreciente la función V2 para e, existe e tal que 
1-'2(0) = 1 Y S2 es n" vado. En caso de que ad < l~ql' el = O, ent0I?-ces 
v) (O) = ad(l-q¡) '!: para que S2 sea no vacío es necesario que V2(0) ? 1, 
es decir. 

",(O) = Psv,(O) + adw,(O) 

= (Ps + l)ad(1 - ql) + ad'(ql - 'h) 
2:1, 

La igualdad se da cuando 

ad'(ql - q,) + ad(Ps + 1)(1 - ql) - I = O. 

Si se resueh-e est.o para ad se tiene 

ad = -(Ps + 1)(1- q¡) + Ii(Ps + 1)'(1 - ql)' + 4(ql - q,). 
2(ql q,) 

Por lo tanto si 

ad > -(Ps + 1)(1 - q¡) + li(Ps + 1)'(1 - gil' + 4(ql - q,) 
. - 2(ql - q,) • 

entonces '~·2(0) 2:: O Y 82 E'S no \-acÍo. Con esto se garantiza que e2 =1 O. 
Como e \"a 8 ser la \"el"cidad de la onda, _ el que sea distinto de rero 
asegura que se tendrá 1ma solución de tipo onda \iajera con \-elucidad 
distinta de cero. 

Si e2 = sup S2 entonres para x 2:: O Y e 2:: C2 se tiene que v] (x) :$ . 
',(x). O S; ",(3:) S; L ";(x) S; O " lim,_= ",(x) = O. 

SUlJ"ngamos que hasta la (11 - l)-ésima iteración se cumple que' 
para e 2:: CJI - 1 Y x 2:: O 
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Para la n-ésima iteración se tiene que 

".(x) = PSV._l (x + e) + adW._l (x '1- e), 

y Tomando la diferencia de t.'1I con 1:1'1-1 resulta que 

pues 

",(x) - V._l(X) = PS(r._l(x + el - "._,(x + e)) 

+ ad(U;'_l(X + e) - wn_,(x + e)) 
~ O, -

Pur el lema (-1.4), l.~(x) S O si x ::2: O -:.-' lim;T~= v.I{.r) = O. Ademas 
t',,(ü) ~ 1 para c = Cn_] ~1! que l'n(O) ~ l'n_dO) '2': 1 Y romo I'n(x) ---j- O 
si e....,. x. existe e E [Cn-l, x) tal que Vn (x) = 1. Por lo tanto Sn =j:. 4;, 
Si Cn = SUpSn entonces en ~ Cn -] Y como t'TI-2,'VTI -] E ero. x), 1,'1) E 
C¡O x), 

• 
Lema 4.7. La suc€5ió1I {Cj};:"o definida según (4,20) es cr-ecienf.e 

y acotada, y por lo t.u.nt.o, su límit.e (que ... e denotará por c·) exist.e. 

DE=-.JOSTRACIÓN: Por la forma romo se construyeron las en en ~ 
C,,-l '2': oo, 2: el ~ Co = O. Para \"er que es acotada se demústr.ará que 
exi53Te C'>'O tal que si e > c. 1'n(:r) < 1 para 11 E N y x ~ O por lo que 
e

'l 
< e si 11 E N, es decir, que si e > e ya nú existirían las ~I de .t,al 

forma qUE' l',,(O) = 1. . 
Para simplificar la not.ación definiremos 

r" . 
h(x) = ,,-~f(x,z)dz: 

Se saLe qUE' 
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1. ¡(X, :)d: = L 

entonces 

h(x) = 1 -:- !.X ¡(x, :)d: 

:-'. pur la!O propiedades de- J(x,.:), 

,,¡(x) = adh(x + e) 

= ad r~ ¡(x. :)d: 

:s S¡ exp( -s,(x + e)). 

Es pusible- garantizar que existe c > O tal que ad exp( -S2C) = 0.5 ':o' 

por tanto. para c ;::: e y:1: ;::: o ' 

,"¡(x) < 0.5 exv(-s,x) . 

. -\.hora supongamos que 

,""_¡(x):S 0.5 exp(-s,x), 

entonces 

v" (a,) :s O.5Ps exp(-s,(x:tc)) 

+ad (1 - !.X Hr + c.:)(1 - 0.5 exp( -S':)d:) 

:s: 0.5Ps E'XP(-S2C) eX}J(-s2.r) 

}Jor lu cual 

+ad (1 - .fo
x 

¡(x + e, :)d:) + 0.5(83 exp(s,(.,8, ~ (1: + el) 

(0.5P5 + ads l + 0.583 exp(S~8 .. )) eX}J( -S2C) exp( -.0;2.1:). 

,""(x):S u(e) exp(-'s,4 

Sea e la súlllción de l1(c) = 0.5, entonces para e ;::: ¡. :-. .r: ;::: O 
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v.(x):S 0,5 exp(-s,x) ~ 1. 

Aplicando un argumento de inducción St' concluye que t'n(x) < 1 
para n E N, x 2:: O Y e 2:: c. Esto quiere decir que {en}: est.á acotada 
superiormente por c. Además por ser m6notona, creciente, !' acotada: 
se puede asegurar que exist.e 

lim en = e" . . -~ 
• 

DEMOSTRACIÓN: Ahora se proseguirá con la demostraciün del teo
rema ¡ .. t5). 

Dcl1namos una nueva sucesión {t'~}':- como t'~(x) = l'n(x) para el 
C3SO E'Il que e = c· !" x 2:: o. Esta nue'\"U sucesión está bien definida 
para e = c· y n E N !-a que en $ e·. TamLié-n se tiene qUE' 

lim ";'(0) = 1. .-x 
y t'~ (.r) es decreciente. Denotemos 

lim ,';(x) =. ""(x), .-00 
entonces. aplicando el t.eorema de Com-ergencia ~lonótona a {l'~}~, 

lim v;.(x) v"(x) 
>l-~ 

Ps liro v~_l(X + e) .-00 
+ad(1 - lim 100 f(x,:)(I- v.(:)d:) 

n-('I(' o 

¡'s""(x) + ad(l-: ,LX' f(a:, :)(1- .. "(:)d:). 

·Por lo Tanto, Sl en lugar de .. T se torna J' - e exiSTe e E iR y 1" E CrOo x) 
que C"umplen que para :r 2:: e 
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,,(O) = 1 

Esta v y esta e son las que se buscaban en el teorema (4.5). 

Si se define nt{x) como sigue, 

(~,25) n,(x) = 
{

K 
¡",'(x - ct) 

si x - el. $ 0, 

si x - ct ;::: O, 

• 

ésta C'.umple con (4.10). Con esta prueba se tiene la existencia de solu
ciones de onda viajera para la ecuación (4.10),;.; para el caso de (4.8) es 
posible acotar las solucicmes superior e inferiúnneme por las soluciones 
jJar~ (4.10). Para Yer que las soluciones están acotadas, sea 

u,(x) = n,(x) , 
,," 

donde 
" DA! 

n = 1- b' 

Y uo(x) = 1 para para x $ O Y 110(X) = O para x > O. Al sustituir esto 
en (4'.8) se tiene 

nt+l (x) 
Ut+l(X) = --

n" 

= min{ 1 - b + bU,(X), bu,(x) + ad ,1. ¡(x, :)u,(:)d: }, 

Ahora tornemos una Ü1- que ('umpla 

('on li()(x) = 1 si x $ 0:-: li{l(.r) = O para .r > O. Esta il,(x) ('umple 
(4.10) con '" = 1 ~. Ps = b, pul' lo tanto, existe 1illa solución para li,(x) 
de onda viajera. 
Puesto, que para 1-, .1' 2: O 
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entonces Ut(x), y como consecuencia también nr(x), se propagan a la 
'misma velocidad promt"ruo que ii.,.(x). 

\Veinberger, en su trabajo, da una forma explícita para la velocidad 
mínima de las ondas ... ;ajeras. Si se definen dvs operadorE'"s Qdn](x) 
y Q2In](x)~ uno para cada modelo de los antes estudiados, es posible 
probar que éstos cumplen las condiciont"s para la velocidad mínima de 
sus soluciones. Sea 

Q¡[n](x) =min {aM,d i f(x, =)n(=)d= } + bn(x), 

para el modelo de las plantas anuales, y 

Q,I/](x) = min {K,psn(~) + ud i f(x, =)n(=)d= } , 

para el de plantas perennes. 

Definición 4.8. Se define !tU hahita.! H cOn/O d c01lj"/l1)1.0 de punt.os 
t:7I R con la propiedad d~; que si x y y pertenecen al conjun/.o H, ent.onces 
x+ y y x - y l.am.bién pert.enecen. Est.o implica que O est.á en H, y m.ás 
aún, JI es un grupo bajo la suma. En este espacio H i.amb1:é,¡ se define 
1m operador Tyu(x) = l.I(x - y) 

Definición 4.9. B es el conj"UHf.(l de las fUllciones conl.inuas en H 
con l/alores ~ el itli.en}alo [O, N], donde N ~ .11-. 

,·d~ \=-';. Proposición 4.10. Si ad + b 2.: 1 Y Ps + od 2.: 1, entonces Ql y 
.......... Q'l cumplen las siguient.es condiciones (que SOll las que cumplen los 

_..¡o\' :'·:~~~topemclor·es del Imbujo de W~illhe1ger ell doudE define I~elocidades pum 
,t~:~ til.las s()Jllciol1e~<; en forma de mulas): . 

'ce;.;, L Qln] E B si n E B 
" 2, QIT,(II)] = T,(Qlnll para n E B 

3. Exi . .,t.c _BI O < .8 5: N. de t.al forma que Qlo] > o pm"O. O: E (O, .13), 
Qlo] :::; o para o E (él, N), (,110] = ° y QI,l] = },' 

4, Si m(x) ~ n(x), entonces Qlm](,rl 2: QlnJ(x) pum toda ,r E IR, 

5 .• ':h "11 C01I.l!t~l:qe uniform.emenle fl n Citando t - oc €11 todo su.bcon
junIo acol.ado de IR, cnJ.onces Q[111](X) CfJ1/.1'crye a Q[ll]{:¡;) pum 
cada x E R. 
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DEMOSTRACIÓN: Se irá probando cada condición: 

LPor la propvsición (4.1), se tiene que QI con\'erge a n" en com
pactos, por lo tanto, QdnJ E B. Análogamente se t.iene para Q2 
por la proposición (4.2). 

2. Tenemos qUE' 

Q,ln](x - y) a min {M.d l f(x - y.=)n(=)d=} + Im(x - y) 

T,(Q,[n)) min {aAl. ad l f(x - Y. =)n(=)d=} + bn(x - y). 

Q,ln](x - y) m.in { K. Psn(x - y) + ad l f(x - Y. =)n(=)d= } 

T,(Q,ln)) = min {K.psn(X- y ) +ad lf(x-y,z)n(=)d=}. 

Puf lo tanto las igualdades se cumplen en ambos casos. 

3. La condición (3) se cumple en la ecuación (-1.8) si fj = n·, esto 
es. si ¡3 = ~~~.~. en la ecuación (-1,10) si {i = K . 

. -l. Sea m(x) 2::: n{x), entonc-es se cú.mple lo que se busca ~'a que 

blll(x) + d lf(X. =)m(: )d= ? bn(x) + d l f(x. =)n(=)d=. 

5. Para demostrar esta rondición es nec-esario tomar 

IQ'[n](.,,) - Q,[n,j(·'·)1 :5 ad 1 f(r,:) 1'1(=) - '1,(=)1 d= 

-'-bln(x) - n,(xll 

:5 ud r f(u) In(r - ul - n,(r - u)1 du Ja 
';-bl71(x) -1I,(x)1 

:5 ad ¡:f(u)ln(x-u l -n,(x-lI)ldU 

.;-b In(x) - n,(x)1 + ud! f(u)2Nd" 
,1.11>(" 

< «b + ad + ad2N). 
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La primera desigualdad se oLtiene }Jor la condición de con
"flgericia uniforme de nt, posteriormente se ha~ un cambio de 
,-ariable y se divide la integral en dos }Jartes. Para la última 
desigualdad se usa una de las condiciones de la densidad para 
e suficientemente grande. Para la ecuación (4.10), se tiene algo 
similar, 

[Q,!,,](x) - Q,[n,](x)1 ::; ud 1 f(x, o) In(=) - n,(:)1 do 

+Ps 11I(x) - ,~(x)[ 

::; ad 1 f(u) In(x - u) -1I,(x - u)idu 

+Ps [n(x) - n,(x)[ 

::; ad 1> (u) I"(x - u) - n,(x - u)1 du 

+Ps [,,(x) - ,,,(x) 1 + ad L,>< f(u)2Ndu 

< «Ps + ad + ad2N), 

• 
Lvs siguientes dos teoremas: cu:,,"a prueba no se hará, aseguran la' 

existencia de una velocidad mínima c·. Corresponden a los teoremas 
6,3 y 6A del artículo de \Veiberger [191, 

Teorema 4.11. Si m(x,cix) es una medida no nega/.i1 lQ yacot.ada 
en mI hahil.o.lll con la propie,dad de que pam toda función cont.inua n 

que cllmple que pam O ~ T1 ~ 1\T, 

ent.onc(l!'. 

Q[n](x)::; J " (x - y)m(y,dy),. 

c'(O::; inf ~log J exp(i'x~)m(x. dx). 
1'>0 Ji 

Teorema 4.12. Si 1(3:. dx) es una medirla 1/0 flcgat.itlQ y acotada 
en un lwbilal. H con la pmpie.lJad de qtle .r l(x, dt") > 1 y además c:óste 
lO > O fal que 1mm I.oda fl/.7/.ción c01/tinuo 11 t!fI O ~ TI 2: ]V 
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Q{n](x) <: J n(x - y)l(y.dy), 

entonces. el conjunto S es no 1'<leW y 

c'(~) <: ¡n¡ ~I09J exp(/lX~)I(x.dx). 
JI>O J1 

Para el caso que se está estudiando en este trabajo, 

H·26) 

('¡.2i) 

c'(O <: ¡n¡ ~log (b +ad f f(x) eXp(JlX)dX) • !' 
¡;>0Jj. JR . 

c'(~) <: ¡n¡ ~log (Ps +adJ exP(/l.T.)dx). 
>l>0Jj. 

donde la emación (-1.26) corresl'vnde a la velvcidad para el modelo de 
plantas anuales, y la (-1.27) para el de per<:>nnes. 
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Apéndice 

A.l TEOREl\IA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES 

Para una ftmci¿'n ('(Jntinua J(x) en el inten-alo la, bJ. existe un \-alor 
(en el inten-alo tal que 

[ J(x)dx = J(~)(b - a l. 

A.2 CRITERIO DE BENDIXON 

Si en una región simplemente conexa D e ~2 sucede que 

d· (V' l') 8J 89 IV 1=_+_ 
. ' 8U 81' 

tiene el rnlsmo signo. entonces el sistema 

U' J(U, J!) 

\1' 9 (U,\l) 

no tiene trayectorias cerradas en D. 

A.3 TEOREl\IA DE ESTABILIDAD DE LYAPUNOV PARA 
ECUACIONES EN DIFERENCIAS 

Fna función F SE' llama de Lrapunov alredE'dor del equilibrio .r·si 
cumple con dos condiciones: 

a) \'~(x) es positiva definida: ~ decir. l·:,(.r) > O para x #- .r~ ~' 
rontinua en x !Jara cada 12 

b)",1' = \In; 1 -1~:S O 
Si existe tal flfficicín. entonces el E'quilibriv es globalmente asint¿'ticsrnentE' 

estaLle. 
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,GUNOS CONCEPTOS DE PROBABILIDAD 
I 
¡1 un espacio métrico, se define \ma variable aleatoria como 
¡n real valuada: que se denotará por X definida en los ele
~l espacio n. Puede haber variables aleatorias discretas o 
según los valores que estas toman. Las variables aleatorias 
I;:oman 1m continuo de valores. 
luier yariablE' aleatoria continua X. la nmción de distribución 

F(x) = P{X:5 xl -oc<:r<oo, 

hnente la ley dE" probabilidad de una ,'ariable aleatoria con
e ser eX}Jresada con una función de densidad de probabilidad 
l;-s la derh'adad de la función de distribución. Algunos ejem
¡nibuCiOnE"'S ~' sus densida~es son: . 

noución nvrmaJ Una ",a. ('un densidad 

1 . ( (X_ p )2) 
J(.r) = .,¡ _ 2 ""p - 2 2 2,,(1 (J 

< x < x -X! < IJ. < oc y O < (1'2 < x. se llama normal. 
valores p :'>' (12 son la media y la ,-arianza, y dicha '·,a. se 
;na ('CIma .\'(11. (1). Si J1 = O ~. (J = 1. la \".a. se llama v.a, 
¡lal est andar. ' 
ribución \\'eibull Una densidad \Veibull con parámetro A ~. 

J(t)(>.p)t H exp( - >.t') 

.a media y varianza son 

Var(T) = >. -¡ [r (1 + ~) - r' (1 + ~ ) l. 
ruándo p "= 1 se tiene la densidnd exponencial ~. cuando 
11. la densidad raylE'igh. 
1.8 función de distribución es 

F(t) = 1 - exp (->.t.'). 
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A.S TEOREMA DE CONVERGENCIA MONÓTONA 

Sea {In} una suce-sión de funciones medlbles en lR y suponga que 
a) a :S J, (x) :S j,(x) :S ... :S oc para toda x E IR 
b) J"(xl ~ J(x) confonne n ~ oc para toda x E IR, 

Entonces I es medi ble, y 

1. fr¡dx - 1. fdx conforme n_oc 
• • 
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