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CAPITULO



1

para hablar del teorema de Dieudonné-Schwartz, es indispensable

pensar en la Teoría de Distribuciones, con la cual no es difícil

justificar el por qué de las hipótesis de dicho teorema, indepen

dientemente por supuesto, de la importancia que tal teoría tiene

por sí misma. Por tal motivo, dedicaremos este breve capítulo a

la construcción del espacio de distribuciones en un subconjunto

abierto de IR .

Sean ti C IR abierto y K C ¡J compacto, definimos:

Dv(£2) = {f: íl * B, f e c" Sopf C K } ,

así, si f ̂  D̂ tíJJí £ se anula fuera de K.
K

para cada m £ su, sea:

donde S = (S,,...,S ) Isl = S +...+S y1 n i n

a|s|
= S9

 8 ' í»'f = f).
S S

D = 3 ...3 n

1 n
Cada P es una seminorma. Damos a D^ (íí) la topología indu

K,m K —

cida por esta familia, es decir, la topología que tiene como sis_

tema fundamental de vecindades del cero a los conjuntos

V n £ = {f G D ííí); P (f) < e} con la cual D (íí) es un es
PK,ra K K,ra K -

pació metrizable y completo.

Ahora bien, si K C K 1 C Q, K' compacto, entonces la inclusión

i: D_(fil "*" D , (SI) es continua pues si f ^ D ííl)

Tomemos la sucesión de conjuntos compactos definida como sigue t



K. = íx e si, d(x,fic) > f , au,o) < i} i > i

con esto, cualquier subeonjunto compacto de S2 está contenido

en algún K..

Entonces se puede construir

D(fí) = linvind D_, (£1) , el límite inductivo de los D (£1) .
K K K

Es decir, nos fijamos en la sucesión de conjuntos compactos or-

denados por inclusión, tomamos U D (Si) y le damos la topólo

KCfí K

gía más fina que haga continuas a las inclusiones. .

i: Dw(fl) + U D (íl).

Defi.nimos el espacio de distribuciones en íí como el dual

Df(íl) de D(íl).

Ahora bien, para obtener información acerca de D'(íi) y en par-

ticular para poder definir en D'(íí) la topología de convergen-

cia uniforme en acotados, es importante conocer a los acotados

de D(Í2) . Un resultado sumamente importante en este sentido es

el siguiente. Un conjunto en D(íl) es acotado si y sólo si

estS contenido en algún D (S!) y es acotado ahí.

Este es, como veremos más adelante, en el caso,de los conjuntos

ÍD.,(^)K el Teorema de Dieudonne-Schwartz. Hay, en el caso de
K

los espacios D (íí) dos observaciones que debelaos tomar en
K

cuenta:

1*) Si K C K." C H, la topología de D (SI) coincide con la

inducida por D (£í) .

2o) D (ÍJ) es completo en Dvl (Í2) , el cual es Hausdorff, enton



ees D Cíi) es cerrado en D íü) . Las observaciones anteriores

fueron utilizadas por Dieudonné y Schwartz para obtener el teo-

rema que lleva sus nombres:

Consideremos una sucesión {(E , t )} ^ de espacios local-
mente convexos tales que E C E , de manera que las inclu-

^ n n+i

siones sean continuas.

Sea E = lim ind E el límite inductivo de los E - El Teorema

de Dieudonne-Schwartz afirma que si:

1) Cada E es cerrado en E y
n n+j

2 ) rn + 1 w
 = xn
n

entonces todo conjunto B acotado en E está contenido y es

acotado en algún E •n

Obsérvese que este teorema parece estar hecho para el espacio de

distribuciones, las condiciones 1) y 2) efectivamente se cumplen

en ese caso. Has aún, ninguna de las condiciones 1) y 2) es su-

ficiente para que el teorema se cumpla. Una prueba de la afirma^

ci6n anterior la dan los ejemplos 5.5 y 5.7, en el primero se

satisface 1), en el segundo 2) y por supuesto en ningún caso se

cumple la conclusión del teorema.
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Sea E C E C...C E C..„ una sucesiSn de espacios localmente
1 2 n

convexos, Hausdorff tales que la función identidad

id: E •* E , es continua para todo n € 3N yn n+i J

E == lim ind E .n n

Damos a E la topología inductiva, es decir, la topología mas

fina que hace continuas a las inclusiones: id: E •+• E.

n

El problema que se quiere resolver es el siguiente:

¿Ba^o qué condiciones un conjunto B C E acotado está contenido

y es acotado en algún E ?
n

J. Dieudonné" y L. Schuartz prueban en 15] que si (E , r ) es lo-
n n

cálmente convexo entonces las condiciones:
i) E es cerrado en E , para todo n ̂  Mn n+i *
ii) La topología de cada E es igual a la topología indu-

cida en E por E . para todo n € Ja son suficientes,
n n+i

Claramente se desea encontrar condiciones necesarias y suficien-

tes, condiciones más débiles que sigan siendo suficientes, o bien

ccndiciones de las cuales se obtenga cuando menos que todo conjun

te acotado en E está contenido en E para algún n S m aún
n

sin garantizar que sea acotado en el.

Daremos a continuación una lista con la notación que utilizaremos

en lo sucesivo. Asimismo mencionamos resultados a partir de los

cuales se desarrolla todo el trabajo, estos pueden ser encontra-

dos en su forma original en [9] y [lol r un trabajo que desarrolla

19] y bol es tl5l .



<H-1) E es cerrado en E , para todo n £ M ,n , n+i

(H-2) La topología de cada E es igual a la topología induci-
da en E por E , -

n n+i

(H-3) E es cerrado en E para todo n G 1 .n

(H-4) Todo conjunto convexo y cerrado en E es cerrado en
n

ÍH-5) Para cada conjunto B acotado y convexo en E ,B está
.*- p

contenido y es acotado en E para algún p S j& (B

denota la cerradura de B en E) .

-E(H-6) Para cada conjunto S acotado y convexo en E • B esta

contenido en E para algún p £ 3N .

(H-7) Para todo n € M , É C E para algün p G » .
E

(H-8) Para cada hiperplano cerrado F en E r {E \ PJ O F '=0
n n

(H-9) Todo conjunto acotado, convexo y cerrado en E es cerra

do en E
n+i

DS : Todo conjunto acotado en E está contenido en E para
n

algfin n 6 m ,

TDSi Todo conjunto acotado en E está contenido y es acotado

en algSn E .

R

Ní E es normado para todo n €= M .
M : E es metrizable.

H : E es normado y semireflexivo para todo n £ IN .

Teorema 2.1. H-1 y H-2 implican H-3.

Teorema 2.2. H-3 implica DS.



Teorema 2.3, H-4 implica TDS •

Teorema 2.4. H-4 implica H - 3 .

Teorema 2.5. Si E es normado para todo n

a) H-5 si y sólo si TDS .

b) H-6 si y sólo si DS.

Proposición 2.6, H-l y H-2 implican H - 4 .

Demostración.

i , entonces

Sea B

H- I . Sea x 6 i

E convexo y cerrado entonces B n ' C ¡ n ' = E por
n E n

+ _E +

i 1
entonces para todo V

Sea tj G/Jx, E entonces existe V

X, E V O B
n+i

E , tal que
n+i= U Como B c B

n

= B O
n
— E
B n. Entonces xes decir B fl D ̂  í, de donde

es decir B es cerrado en E

n+i

Teorema 2.7. H-3 implica H-7 implica DS.

Demostración.

Probemos que H-7 implica DS.

Sea B acotado en E y supongamos B {£ E para cualquier n E

en par t icu lar , B ? E .

Sea b € B\ E , observemos primero que b / O pues s i ta - 0

entonces b ^ E. . Además existe V &JÜ t a l que b £2 V.

Elegimos G € . f simétrica (G = -G ) t a l que G + G C v.
1 •*- /O,E 1 1 1 1

Como b ^ V en tonces b £ G + G . Sean V = G O E y
l í i l i i l

V = W.i ñor H-7 existe n S m t a l que E C E
I I i l n .



Sea b
+ G ,como b ^ G *•

5b ^ n /

entonces

s* * *,

Ib S W entonces ewste
de cero en B

+ G c

2 2

e. decir, «, - « 2
 + G

2
 C W> +

entonces b,' 2 2 r i

Sea V2 - G2 n E n Y - , " ,

+ G

— — — — " ~ - n -7 E C S para
E

Llgfin n > n ¡

Sea b . € B\E_ entonces
w C E p u e s t o que

y W C W + G 2 +
2 ? I b a » , A S Í

2 2
Como b

„ Ib a »
H + G + G en tonces 0 ^ 2 z 2

b € B\En entonces

raanera

2 - „„ Í K )
construímos sucesiones < V

por lo tanto
P

ib, >

De esta

va

{ 1 J . O



Teorema 2.6. Si E es metrizable entonces DS implica H-7..

Demostración.

Sea ÍGp}pS;iH una base de vecindades del cero en E tal que

G „ C G
P+1 P

Supongamos que Ĵ  no está contenido en E +p para todo p €

Para cada p £ M , sean x S EB \ 2 + n y a > o t a l a u e

& i i+p p
A X £ G .
p p p

Esto Ultimo es posible ya que Gp puede elegirse absorbente para

todo p £ m .

Cono la sucesión ÍG > es decreciente, se sigue que A x -*• 0
P P P

cuando p - « , entonces B= u ÍAp xps p € 3M} e s acotado en E.

Por DS se tiene que B C g^ p a ra alguna n 6 w lo cual es una

contradicciñn ya que A x € E

n n r n+i

Lema 2.9. Sean X,Y dos espacios vectoriales localmente convexos,

Hausdorff, X C Y , id: X •+ ¥ continua y X semireflexivo.

Entonces todo conjunto convexo, cerrado y acotado en X es ce-

rrado en Y. //

Demostración.

Sea P un subconjunto convexo, cerrado y acotado-de X, enton-

ces F es débilmente compacto en X ([20] cap. IV, 5.5 Pag.144),

ahora,como la identidad de X en Y es continua, F es débilmen-

te compacto en r, 'y puesto que la topología débil en Y e s

Hausdorff, se sigue que F es débilmente cerrado en Y, como



F es convexo F es cerrado en Y.

Teorema 2.10. Si todos los E son espacios normados semirefle
. n * _

xivos entonces se cumple TDS-

Demostraci5n.

Puesto que los E son normados semireflexivos, se sigue que

son espacios de Banach <[2ol , Cap IV, 5.6 corolario 2 Pag, 145) y

como los espacios E son normados las condiciones TDS y H-5

son equivalentes, teorema 2.5, asi que, bastara con probar que

H-5 se cumple.

Sea E acotado y convexo en E - Supongamos sin pérdida de ge-
n

neralidad B cerrado en E , probaremos que B es cerrado en
—EE con lo cual B = B C E y habremos terminado.

Sea b £ B. Existe U €?) E convexa,cerrada y acotada tal

o /°' n

que b £ B+0 .
Como B y U son cerrados» convexos y acotados y E es setnlre-o n.

flexivo, se tiene que B y U , son débilmente compactos por lo

tanto B+U es también convexo y débilmente compacto, entonces

B+O es débilmente cerrado así que B+U es cerrado en E •o o n

Por el lema 2.9 B+U es cerrado en E . entonces existe
o n+iU € S

i / *
,E , cerrada, convexa y acotada tal que b w B+U +U ro n+i o i

inductivamente construímos ÍU, } k > 0 tal que U, 6*1 ,B._
k ^ k A o k+n

cerrada, convexa y acotada y b £ B+U +...+U para todo k £ M

entonces 0= (u +,..n) £ if ,E tal que b
O JC / O B+U
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Por lo tanto E es cerrado en E.

Resumiendo obtenemos el siguiente diagrama

H

H-1 y H-2 =*• H-4 •• TDS £ H-5

N
I I »

H-3 ** DS ^ H-6

H-7
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Dedicaremos esta seoci6n a relacionar nuestro problema con el

concepto de dualidad, dicha relación fue usada por vez primera

en 1980. no logrando resolver el problema, pero sí dándole un en

foque distinto y mejorando las condiciones, pues si bien en la

cadena de los espacios E C E C... CE ...CE , se tiene po
i 2 n

ca información, llamando F y F a los duales de E y E res-
n n

pectivamente, se obtiene;

donde los elementos son funciones lineales continuas y gracias a

las topologías admisibles para los duales se tienen propiedades

interesantes, por ejemplo F con la topología débil coincide

con el limite proyectivo de los espacios F si a cada uno de

ellos se le da la topología débil { í?0] Cap.IV leo. 4.5 pag.

140), además el paso de E a F (E a F) y reciprocamente,
n n

siempre puede lograrse utilizando la noción de polaridad.

Teorema.n3.1. H-8 se satisface si y solo si cada función lineal

continua en B tiene una extensión lineal continua a E ,n n+i

Demostr aci6n.

Supongamos que toda función lineal continua tiene una extensión.

Sea F un hiperolano cerrado en E , entonces existe f € E '
n n

t-iú. que:

F - íx; f (x) = a} (feo¡ Cep.l 4.1 pag.24).
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Por hipótesis existe f* £ E' tal que

£* I E - f.1 n

Si x ^ F entonces x £ E y f*(x) = f (x) = a Por tanto:
n

F C {x; f*(x) = a} y como f* es continua, entonces:

{x: f*(x) = 0} es cerrado en E .

Por lo tanto ~F~ n + 1 C {K. f*(x) = a}.

Supongamos ahora que ÍE \F) Pl F n i- 4>. Sea x S E \p,
x £ F ', como x £ E \F entonces f(x) f (X.

___E
Por otra parte x £ F 2 de donde f*(x) = a, pero x G E

entonces f*{x) = f(x) = a lo cual es una contradicción.

Por lo tanto:

E
(E \ F ) n F * = 4>n

Supongamos ahora que si F es un hiperplaño cerrado en E ei
E "

tonees (E \F) H F n ! = á.n

Sea f: E •*• ffi lineal continua, «ntonces F = {x: f(x) = 0>
n E +

es un hiperplano cerrado, por hipótesis (E ̂ F) H F 1 = í».

Probaremos primero que:
E u.

a "zr n+1 , , r^ _existe x í= F tal que x fc E .o ^ o n
Supongamos que si x £ F n ' entonces x £ E . Se sigue que

E n

E C"F n+I
, pero

Lente si

F

X

C n

Gn

= E

\F

n

entonces:
E

C F "+'\F.

entonces:
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_E +
x S (E \F) H F n 1 = 0, lo cual es una contradicción,n

E
Sea entonces x £ F n ' t a l que x £ E , existe g: E •+ 3R

o ' ^ o n n+i
lineal continua tal que:

_E
F n 1_

g U ) f 0 y g(x) = 0 para todo x € F n 1 ([ 71 Cap. 3
o

Prop. 2 Pag.180).

Entonces:
F C { K £ E ; g{x) = o} , es decir gi_ = f.

n+ j F

— E

Como x £ p n l entonces x ^ F, por tanto £(x ) ? ú. Sea

f(x )
a. = —-,—^r- y tomemos x S E \ F , X puede escribirse como:

K = h + Xx h S p , X ^ I í ÍÍ21] Cap. 3, 3.5 B Pag. 138)
o

fCx) = ££h+Xx ) = £<h) + Xf(x )
o o

(x )

(x } + ag(h)
o

= Ctg (h+Xx )
o

=• ag(x)

Como g es continua en E , ag tambiSn lo es pero Olg ¡ = f,
n+i E n

por tanto f es continua en E con la topología de E y por

consiguiente existe una extensión continua de £ a E , .

n+!

Obsérvese que el resultado anterior introduce la noción de duali^

dad en el problema, ahora bien, algunos de los resultados que a

continuaciSn presentamos fueron originalmente probados usando

H-8, sin embargo en el caso de que las demostraciones resulten



14

más sencillas, las presentaremos haciendo uso del Teorema 1.. 1..

Teorema 3.2. H-l y H-8 si y solo si H-3 y H-8.

Demostración.

Supongamos que H-3 y H-8 se cumplen.

Probaremos que H-3 implica H-l.

Si E es cerrado en E, entonces E\E es abierto en E,
n n

de ahí que (E^E ) í"1 E es abierto en B , pero
^ n n+i n+i F

(E\E }n n+i
E VE , entonces En+i n es cerrado en

Supongamos ahora que H-l y H-3 se satisfacen.

Para mostrar que H-3 se cumple, supongamos que E no es ce

rrado en E.

Sea x e E \E - Sin pérdida Se generalidad supongamos que
o i i

x E

o Í

Como E es cerrado en E
1 2

existe f 6 E
2

tal que

£ (x ) = 1 y f (x) = 0 si x € E . Por H-8,
2 O 2 i

f tiene
2

una extensión E', f tiene una extensión f G E 1

3 3 •* >
etc.

Sea V = U {f (-1,1) Sí = 2 ,. . . }, claramente x V y

E C v.
1 _ i

Además V es abierto en E, pues V O E = £ (-1,1) es
n n

bierto en E ;
n

En efecto, si x € f t-171) entonces: x G E
n

por lo tanto

x £ v existe k £ 3» tal q«e:

n
y f (x) S (-1,1)

n

V í"l E , recíprocamente si x £ V í"l E » como
ti n

(-1,1).
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Si k < n x € f^í-l.l) y

f"1 (-1,1) C f'M-l,!)-

Si n < k x € f"1!-!,!) y x e B .K n

Por tanto f^x) = f^Cx) £ £-1,1) es decir, x G f'i-l,!), en-

tonces v e s abierto en E, de donde V es vecindad de E y

no contiene a x , lo cual cotradice que x G~I~E

° l

Teorema 3.3 . DS y H-8 implican TDS.

Demostración^
Sea B C E acotado y supongamos que B C E .

i

Supongamos además que E no es acotado en E^, entonces B no
es débilmente acotado en En p a r a todo n € » , esto último es

la afirmación del teorema de Banaeh-Mackey. ([14] cap 4. secc. 20

(7) pag.254).

Sea fi € E^ de tai raodo q u e £ ¿ n o s e a a c o t a d a e n B | E s t a

puede elegirse pues :

Supongamos que para toda f € í- £ e s a c o t a a a e n B/ entonces

f(B) es acotado en IR, es decir:

Existe a > 0 tal que: £ (B) C a { X 11 x I < 1 > , es decir jt(B)|<a.

con la topología débil.

i n> f. e E - >

Sea V

v « {x e E i l f ( x ) K i i . i

Para cada i=l,...,n existe c^ > o tal que: |£.(B)| < ai
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I f. IB) I ̂  a i = l..... ,n si a = maxíct. , i=l.....n}
' i • i

[If.(B)| < 1 i=.l,...,n

Entonces -B C v, es decir V absorbe a B lo cual es una con-

tradicción ya que B no es débilmente acotado..

Así, existe f¿ £ B
1 tal que f¿ no es acotad* en B, escojamos

{b } C B tal que f. (b ) > k k e Di.

Sea f £ E1 para k = 2, 3,.--, tal que f +1 es extensión de

f lo cual se puede hacer por el teorema 3*1 entoncesK

U {£ •
k

pues ;

U {f.- t-00,!)} n E = f A(-»,l) G/J ,E

Jk'y por la manera en que se han escogido los b

v- íf^1 (-00» !•) ) «o absorbe a B.

Por tanto B no es acotado en E- Lo cual es una contradicción.

Corolario 3.4. H-3 y H-8 implican TDS-

Demostración .

H-3 y H-8 implican DS y H-8 implican TDS.

Corolario 3.5. H-7 y H-8 implican TDS.

Demostración .

H-7 y H-8 implican DS y H-8 implican TDS.

Observación. H-3 y H-8 implican H-7 y H-8.



Teorema 3.6. H-ó y H-8 implican H-5,,

Demostración.

Sea B acotado en E .
i

Definimos B = E . Por H-6 E C E para alguna p.
o o p • y *

Supongamos que B no es acotado en E , por lo tanto;
° P

existe f e E' y {b, } C B tal que f (b, ) > k.
p P k o ^ p k

Sea f +1 una extensión continua de f a E
P P P+l
f +2 una extensión continua de £ +1 a E etc. entonces
P P p+2

,...} e/J ,E.uíf c , i ) , k=p

Además por construcción U{f J (-co, i) ; k=p, p+l,... } no absorbe

a B , es decir B no es acotado en E, pero B es acotado
o o

en E , entonces B es acotado en E de donde B = B es acó
i o —

tado en E, lo cual es una contradicción.

Teorema 3.7. H-l y H-8 sí y sólo si H-4.

Demostración .

Supongamos que H-l y H-8 se satisfacen.

_ E E
S e a B c o n v e x o y c e r r a d o e n E , p o r H - l B n i C E n i = E .

n n n
Supongamos que x <Z B y que x ^ E , entonces existe £ € E'

n n n
tal que f

n(
x> = z y f (y) - 0 sí y G B. Por H-8 existe

f , S E , ' extensión de f tal que
n+i n+i n ^

f n+i

y £ "MO,!) n B =0-
n+i

E E
por tanto x £ B n ', es decir B n + 1 C B.
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Supongamos ahora que H-4 se cumple. Como E es cerrado y

convexo en E , entonces E es cerrado en E , , es decirn n n+i

H-l se cumple.

Sea F un hiperplano cerrado en E , por ser convexo F es ce-

rrado en E , entonces (E \F) Í"1 F n + 1 = (E \F) n F = <j>.
n+i n n

Lema 3.8. Sean (E í ) espacios métricos localmente convexos.
~ — — — — — n ĵ

1 n n n+i¡ tienen los mismos conjuntos acotados,

entonces

Demostración.

(E , f ) = (E ,¡' , )
n n n n+iJ

{E ,í ) es métrico, por consiguiente bornológico

(̂ 0] Cap. II 8.1 Pag. 61) . Del mismo modo (E , ? ¡ . ae >, .
E
n

lógico.

Sea u €.l) ,E ,í' convexa y balanceada.
/ o n n

Sea A acotado en (E , f ), como ÍE ,? ) y í i tienen loa
n n n n n+1 |

n
mismos acotados, ñ es acotado en i i

n+il a
n

U absorbe a A y A es cualquier acotado en (E ( X ) , por lo
tanto U £jJ , i' i ya que E ,? i es bornológico.

/ o n + i ¡E -1 n n+i | E

n
El argumento para probar que si

n
es el mismo.

i jU ,f i entonces U S LJ X
/ o n+1 „ / o n

Teorema 3.9. Si (E ,$ ) es métrico localmente convexo para todo
n n
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n £ W entonces H-4 sí y sólo si H-l y H-2.

Demostración.

El Teorema 3.. 7 afirma que H-4 sí y solo si H-l y H-8, recorde-

mos además el teorema de Banach-Mackey que hemos mencionado antes

y que afirma entre otras cosas:

A es acotado en (E,T) es equivalente a si f £ E ent f es

acotada en A). Ahora bien, puesto que

< W = CVfn+iL >'E
n

entonces (E ,í ) y (E ,J i ) tienen los mismos conjuntosn n n n+j ¡
n

acotados, por el lema 3.8 se tiene que:

es decir, se cumple también H-2.

La proposición 2.6 afirma el recíproco.

Obsérvese que con el teorema 3.9, el teorema 2.3 es equivalente al

teorema de Dieudonne-Schwartz en el caso en que los espacios son

métricos.

Presentamos a continuación un resultado probado con la técnica

asada en el teorema 2.5 a).

Teorema 3.10. Supóngase que para toda n £ K existe U ^J-J |E111 n f o n

convexa y p £ K tal que U C E es acotado, entonces TDSJ r ^ n n+p

se cumple.

Demostración.
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Sea B acotado en E y supongamos que no lo es en E para

cualquier n € m .

Existe b S B\^I , pues si b £ B implica b £ U1, entonces

•••E ~" E — P

B C Ut , de donde B C U; C E y B acotado. Como

r- -E „
B *- B , B seria acotado en E

í+P
Sea pues b 6 B\ Uj , bjfO ya que 0 € ^ , {o} es cerrado y

1 - E - E

convexo en E . {o} C Ux C E para alguna n y es acotado
i n

ahí. Pero como la cerradura de un subespacio es subespacio enton

ees {o} = {O}, pues de otro modo no podría ser acotado en E (

entonces como {0} escerradoen E:

3 V £¿/ tal que bj ̂  Vj , V1 cerrada. (Los espacios vec-

toriales topológicos son regulares).

Sean p G 3N tal que b ^ E y W = V H IJp ,
*1 1 Pj 1 1 M

W ^P E convexa, W C v ya que V es cerrada. Ahora bien
i / o, p_ ii i1 E E

w = v n U p C U p C E

W es acotado en E , escojamos p > p
2

B no es acotado en E ( entonces existe b 6 B\2W , de lo con
p 2 i ~
2

trariO/ como en el caso anterior B resultarla acotado en algún E

Supongamos que b £ E ya que de no ser así tendríamos b £ E
2

con n > p , como W es acotado en E , también lo es en E
2 i p n

2

y seguiríamos el procedimiento con E en lugar de E
P

Como b , -— £ W y w es cerrado en E, existe V
1 * 1 1 2

n
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cerrada tal que V O U y b , ~ £ V . Como 0 e W y

i j J ,E ,
Ao

V €ijJ ,E , en tonces ;
2 A

W C w + V + V y b
1 1 2 2 1

E
Sea W - V H Un entonces

2 b/ =
W C v y b , - ^ £ W +W , p u e s :

2 2 i ¿ 1 2

W +W C w + V C v + V = 2V
1 2 1 2 2 2 2

= 2V C w +2V
2 1 2

De éste modo, podemos definir inductivamente ^b } e ~̂ B

C ra t a l e s ^ u e pk < pk+
 y í v

f c
}k6M

 d o n d e

es una vecindad del cero en E ta l que:

— ? ÍW + W +...W >E S = l,2r...,k h £ 3K y
s E i 2 k

w = u n v .
s ps s

Sea V = U (w + w +. . .+ W, ) .
k=i i 2 k

Como B es acotado entonces - B C v para alguna \ ̂  JS, por

lo tanto:
b. E
— £ w +. . .+ w para alguna s
k i s r

Pero

~~ S W +...+ W si s > k por lo tanto s < k, entonces
k ^ i s

E b(W+...+ W ) C(w+...+W) si j < i, de donde -r- £ V,
J 3 l i h

lo cual es una contradicción ya que V es vecindad del cero en E.

En efecto:
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Sea n £ l entonces existe s tal que n ̂  ps, entonces

E C E De donde:n — ps

E n v = E H E n V D E n w
n n ps n s

y como la inclusión i: E c—• E es continua, E H w es vec."* n ps n s

del cero en E , por consiguiente B es acotado en algún E .

es decir TDS se cumple.

Hasta aquí hemos probado que se cumplen las siguientes propiedades

H-l y H-2 *• H-4 *™*H-1 y H-8 «=*H-3 y H-8 =* H-7 y H-3 => EDS =*• H-5

1Í H-8ÍI ^

DS => H-6.

En 1982 Qiu Jing Huei EL5] sugiere se relaje TDS, considerando

otra condición, para la cual, como veremos a continuación, sí fue

posible encontrar conáiciones necesarias y suficientes, la condi-

ción es la siguiente;

Para todo B C E acotado, existen n £ m y A acotado en E

-E
tales que B C A .

Esta condición la denotaremos por "QJH" por razones obvias, y

en lo que sigue expondremos algunos de los resultados obtenidos.

Como referencias para esta parte pueden consultarse [16] [17] y [&\ .

A partir de aquí se supone E HausdorEf. Asimismo F denotará

el dual de E con la topología (3 (F ,B ) (topología fuerte) , y
n n n

F el límite proyectivo de los F «

Recordemos una propiedad que usaremos con frecuencia y cuya demos_
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tración aparece en ([ 7] Prop.l.f Pag. 190)

Lema .3.11. Sean X y Y en dualidad, entonces B es acotado en

X sí y sólo si B es absorbente.

Lema 3.12. Para todo conjunto cerrado, acotado y absolutamente
E

convexo B C E existe n £ B tal que B O E = B si y sólo

si para todo barril A c F existe n £ I tal que A <"l p = A.

Demostración .

Sean A C F barril y B = A . Por tratarse de una polar, B

es convexo, balanceado y cerrado, y por el lema 3.11 también resul_

ta acotado, entonces aplicando la hipótesis se tiene:

Aplicando el teorema de bipolares ([7] Cap.3 Sece. 3 Teo.1 Pag.

192) se tiene que:

(B O E )°F = B°F = A.

Pero (B oF .oE n E )
n

oF oEn>oF

n

n P

Entonces A n n F = A*

para mostrar el recíproco sea B absolutamente convexo, cerrado

y acotado en E.

OF

Sea A = B . A es un barril en F (aplicando lema 3,11), en-

tonces A n H F = A. Por el teorema de bipolares:
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AFn O F = (A° E n ) ° F n

= U o E n E ) o P

n
= ( ( B O P ) O E n E

(i B )
n

- (B n E )
o F

n
e n t o n c e s ( B ^ E ) = A = B y nuevamente usando e l t eo rema de

n

bipolares se tiene que B H E *= B.

proposición 3.13. F es barre lado sí y sólo si para todo conjun-

to absolutamente convexo, cerrado y acotado en E existe n £ 3N
E

tal que B fi E es acotado en E y B H s = B.
^ n n n

Demostración.

Sea B C E absolutamente convexo, cerrado y acotado, entonces:

A = B°F = £ f e F ; |f (JE) 1 < 1, x £ B > .

» n {f e F ; |f(x)I < i, x e B> n S m

n
= n {BoPn; n e »i }.

B es un barril en F, entonces B = a ^J~^ F v a I5ue F e s

barrelado. Como A € #J F, existen n ^ I y H €/J ,P talesro, / o n
p

A = F O H y H cerrada, entonces A C p# A C ñ n de donde

A C F n aFn.

Ahora bien, F fi H C H, entonces ñ C H, O sea H es un cerrado

que contiene a A y por consiguiente ñ n C H, de donde i
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F n 5F« c F n H = a.

Por lo tanto A = P H A n con a barril en F, por el lema
E

3,12, se tiene B H E = B.
n

Falta solo comprobar que B O E es acotado en E .
r ^ n n

Probaremos que F es denso en F .^ n

Como E es Hausdorff y E y F están en dualidad, la dualidad es

estricta, por tanto, en particular se cumple que:

Si para todo y £ F <x,y) = 0 entonces x = 0.

Supongamos F f F . Existe y S F \F, y ^ 0 . Por el teorema

de Hahn-Banach, existe £ ^ F ' tal que:

f(y ) = 1 f(y) = 0 para todo y ^ F.

f; F •* E es lineal continua y E , F están en dualidad, entonn n n —

ees existe x £ E tal que para todo y G F se tiene que:

f(y) = <x,y). Pero para todo y G F f<y> = 0, entonces <x,y) = 0

para todo y S F, entonces x = 0. Pero f (y ) = <x,y ) =

= (o,y > = 0 lo cual contradice q«e fíy ) * 1.% o o

Por tanto F es denso en F .

n

Además A = H n p es denso en H. En efecto;

J 7Fn r- 5pn = H* pero como
H es cerrado en F , entonces A " (- H "n

P n H = F ri A entonces A n = H, de donde A es denso en H.

Entonces tenemos :

H = i~¡T?'Pn . ^ n _

Por el teorema de las bipolares:
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por tanto H = ((F nH) o E»l° F n = ( ñ O E n ) 0 F n

de donde H° E n = {F fl H)°En - A°Bn .

Ahora bien:

oF OF ^ " V̂""' * ' '

J = H n p = B = (B n E ) {ya que E n E = B) como

F C F , (B n E )°F C (E n E )°Fn entonces H n F C (B O E )'n n n n

(H O F>oEn D ((B n E )oFn)oEn = B H En n

entonces H°E" = (F n H) °
Etl = A°En D B O E .

n
jj , F ,/o n ° E nComo H €jj , F , H° E n es acotado en E . En efecto:/o n n

Sea U GíJ , E con la topología 0 { E ,F ). u = A° E n, a sub-^ o n es n n

conjunto finito de F , es decir A es acotado en F , entoncesn . n

existe X > o tal que:

A C XH

entonces (£ A ) o E n 3 HoE"

ae donde H°E« C X A O E «

entonces H n es débil acotado en E y por consiguiente es acota-

do en E , entonces B n E es acotado en E -
n n n

Probaremos ahora el recíproco.

OESea A un barril en P y E - A . Entonces S es absolutamente

convexo y cerrado en E, é"sto es solo porque es una polar, E
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también es acotado por el lema 3.11.

Pero B = (A J = A = A, como ñ es un barril, B es ab

sorbente, por lo tanto B es acotado. Entonces por hipótesis
E

existe n € 2í tal que B H E es acotado en E y B n E = B
^ n n n '

por e l lema se sigue que A n H F = A.
Ahora bien, B l"l E =A H E =A n , por lo t an ton n t e

AF» = (A O E " ) O F n = (B n 3 ) O F n .
n

Como B H E es acotado en E , (B n E_r " £/,) ,p para la to-
n n n / o n

pología ¡i (F ,E ), entonces:n n

Entonces A = A n fi F S(J , F, de donde F es barrelado.

Teorema 3.14 . QJH sí y solo si F es barrelado.

Demostración.

Por la proposición 3.13, como F es barrelado, entonces para to-

do B absolutamente convexo, acotado y cerrado en E existe

n £ IN tal que B H E es acotado en E y B H E = B.
n n n

Sea B acotado en E, definimos:

B' = cobal B

B1 ea absolutamente convexo, acotado y cerrado en E, por lo

tanto existe n ̂  3N tal que

B' n E es acotado en E y B' n E = B.
n n n

Sea D = B' f*l E , D acotado en E - Demostraremos que B C D .
n n



28

Pero B H E C B ' H E , de donde:
n n

E ,- —
. B = B n

n n

Entonces QJH se satisface. Lo anterior prueba que la condición

es necesaria. Probemos ahora la suficiencia:
oE

Sea A un barril en F. Sea B = a
oS

Por el lema 3.11, A es acotado en E y por hipótesis existe

—v
n £ 3H y D C E acotado tal que D O B.

n

Como D es acotado, D n es vecindad del cero en F , además

n

B°F - U ° V F - AF = A,

~ i- ^E , - E OF. OE

y como B í- D , en tonces B = B = (B )
~E fr,oF.oE ^ , OF ^OF.OE ,_ _OF,OE
D = (D ) , entonces ñ = B y {B ) -̂ (D ) , o sea

Así A = B° F D D° F = D° F" O F.

OF. -,
D n n F es vec. del cero en F por lo tanto A es vec. del

cero en F, es decir F es barrelado.

Obsérvese en particular que la propiedad vale en el caso de que

todos los E son Banach, semirreflexivos, de hecho en este caso
n

se sabe que TDS vale.

Teorema 3.15. Sean ""(F) y fí(F,E) las topologías proyectiva y

fuerte de F respectivamente. Entonces :

JT(F) - 0(F,E) sí y solo si F es barrelado.

Demostración,
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Sea A un barril en F y = A
OE ,, oE. oF oFentonces A = (A ) = B

E es acotado ya que B = (B ) y B es absorbente (Vea.

[5] Prop,. l.f pag.190)- Entonces A £¿J , |3(F,E) y de la hipó-

tesis se sigue que

/o

Reciprocamente. Sea A un barril en F, B = A es acotado

en E, entonces B es absolutamente convexo, cerrado y acotado

en E, como F es barrelado existe n £ UN tal que B n E es

^ n

acotado en E y

EB n

(B O E )°F = B° P = A

tB n E ) n n F . A

como B
oF,E es acotado en E entonces {B H E ) n es un ba-n n n

rril en p , de donde ÍB H E ) n n p es un barril en F, es
n ti

decir A es un barril en F.

Como F es barrelado entonces A es vecindad del cero en F,

ir(F) . Ahora, si A es un barril en F y B = A , entonces

A = ÍA°VP = B°P.
OE OF

B = A es acotado en E, entonces A = B
B acotado en E,

de donde A o,i3(F,E) .

Teorema 3.16. QJH y H-B implican

Demostración. »
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Sea B C E acotado, existe D acotado en algún E tal que
n

B c 6E.
r , oF.oE -E ,_ oF -, op

Como B <- (D ) = D , entonces B -> D

Ahora bien D n C D pues:

Si f £ D ° F n entonces f € F y ¡fíx)| < 1 si x G D, apli-

cando H-8 inductivamente obtenemos que existen:

g G F extensión de f | g ( x ) l ^ l si X G D

g. S F . extensión de g. ig.íx)
3i. n+i 1-1 i

entonces existe g £ F tal que:

g ¡E = f |g(x> | ^ 1 si x

es decir f S D

entonces D n C D C B , de aquí se sigue que si f £ D n

entonces f 6 P y |f (x) ¡ < 1 para todo x £ B U D, o sea
n

D n C (E *J D) r-, pero dado que la otra contención se cumple

siempre se sigue que:

B C B U D C ((B U D}° F n> O En = (D
oFn)oEn = gEn c E ,

n

entonces B C E y como B C D con D acotado en E se sigue

que B es acotado en E .



CAPITULO IV



31

En ésta sección introducimos la noción de espacios rápidamente

completos y palmeados, para mostrar posteriormente que con hipó-

tesis de este tipo se obtienen condiciones equivalentes a DS y

TDS.

A lo largo de todo el capítulo E, C e C,, . ,.c E C_ „ - será
i z n

una sucesión de espacios localmente convexos, Hausdorff tales

que la identidad id: E ->• E es continua y E = lira ind E
n n+i * n

es localmente convexo y Hausdorff-

Definición 4.1. Sea X un espacio localmente convexo. Un disco

es un conjunto absolutamente convexa (convexo y balanceado) de

X. Si A es un disco, denotamos por X al espacio vectorial

generado por A con la topología generada por {XA; \ > o}, es

decir, los conjuntos {XA;A > 0} forman «na base de vecindades

de X . El disco A es un disco de Banach si X. es un espacio

de Banach,

Definición 4.2. Un espacio localmente convexo X es rápidamen-

te completo si todo acotado en X está contenido en un disco de

Banach acotado. Siguiendo la notación de[20J usaremos "semicom-

pleto" en vez de "secuencialmente completo".

Para abreviar denotaremos las propiedades más usuales de la si-

guiente manera:

—Tí
P ! Para todo acotado B en E , existe m € M tal que Bo n

es acotado en E •
m

p ; Para todo n £ I y B disco de Banach acotado en E, existe
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m G W tal que B n E C E , .

n m
P : Para todo n £ H y B disco de Banach acotado en E, existe

-Bm S IK tal que B H E es acotado en E .
n m

Observaciones 4.3.

a) A es absorbente en X .
A

b) La topología generada por los conjuntos Í^A; X > 0) coinci-

de con la dada por la funcional subaditiva de Minkowski P ,

es decir la generada por los conjuntos {x¡ P íx) < e).

c) X es Sem i normado ..
A

d) Si A es acotado, X es normado.
A

Proposición 4.4. QJH y Po si y sólo si TDS.

Demostración.

Sea a acotado en E, por QJH existe n £ Jü y B acotado

en E tal que A C B , aplicando Po se sigue que existe

a —E ,- —E
i fc 1 tal que B es acotado en E , entonces A C B es aco-m

—E
tado en E , entonces A C B es acotado en E y por consi-

m • m

guiente TDS se satisface.

Supongamos ahora que TDS se cumple, obviamente TDS implica

QJH, solo resta probar que P o se satisface, para ello sea B
—p

acotado en E , entonces B es acotado en E y B resulta

acotado en E, por TDS B es acotado en algún E lo cual

completa la demostración .

Lema 4.5. si los espacios E son semireflexivos entonces P o

se satisface.
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Demástracion.

Sea E C E , B acotado absolutamente convexo y cerrado, entonces
n

por ser E semireflexivo B es débilmente compacto en E • ([?]

cap. 3 Secc. 3 prop. 1-1 pag.227).

Probaremos que la función id: E •*• E (donde E y E tienen
n a O

las topologías débiles correspondientes) es continua- En efecto:

Sea V vecindad básica del cero en E

V = { X <= E ; [ < x , y .) ¡ < 1 } y ,.,.., y S E 1

id'1 (V) = V H E = { x € E ; l < x , y .> | < 1} ylf...,y

o

id"1 (V) = {x € E ;¡<X, y.) 1 < 1} y , ,y € E ' , vecindad bá-

sica del cero en E con la topología débil. Entonces B es

débilmente compacto en E, de donde B es débilmente cerrado

en E, y por ser convexo también es cerrado en E (f ] Cap,. 3

Secc- 4 prop. 3 pag.198) , entonces B = B es acotado en E .

Para cada n £ JH denotemos por E • al dual de E con la to-
n. na

pología de la convergencia uniforme sobre los acotados.

Ahora bien, el teorema 3.14 afirma que QJH se cumple si y sólo

si lira proy E ' es barre lado, entonces podemos establecer el
b

siguiente:

Teorema 4.6.

a) lim proy E * barrelado y P o si y sólo si TDS-
b

b) Si lim proy E. ' es barrelado y cada E es semireflexivo
"b

entonces TDS se satisface.
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Demostración..

a) Usando el teorema 3.14 y la proposición 4.4 se tiene:

lim proy E ' barrelado y P o si y solo si QJH y P o si y solo

si TES.

b) Utilizando el teorema 3-14 el lema 4.5 y la proposición 4.4

se obtiene la afirmación.

Corolario 4.7,, Si cada E ' es un espacio de Fréchet entonces

TDS si y sólo si P o.

Leaia 4 . S.. Todo espacio lo calmen te convexo semicompleto X es rá-

pidamente completo.

Demostración,.

Sea k C x acotado, entonces la envolvente convexa balanceada y

cerrada de A es también acotado. Sea B = cobal ñ» Probaremos

id: X -*• X es continua.
B

Sea 0 abierto en X, id" (U) = U n x_.
B

Como B es acotado en X, existe X > 0 tal que XB C u, en-
tonces XB C U (*l x_ • y id (U) es abierto en X .

B B

Puesto que B es absolutamente convexo y B D ñ, sólo falta pro

bar que X es completo.

Sea tx ) sucesión de Cauchy en X , como X es semicompleto

tx ) converge en X entonces íx ) es acotada en x , es de-

cir existe X > 0 tal que (x } C X B , como XB es cerrado en
n

X y X es semicompleto

x •* x e XB
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entonces X es completo y B es un disco de Banach tal que
5

ñ C B, entonces X es rápidamente completo.

Usaremos el concepto de espacios palmeados (en francés "espaces

a réseaux", en inglés "webbed spaces") para obtener otro crite-

rio sobre TDS. Para una discusión más amplia sobre este concep_

to puede consultarse [4 ].

Definición 4.9. Una palma W en un espacio localmente convexo

X es una colección de subconjuntos

C , ., . . ,n C x donde k,n,,...,n, £ M
ni k l k

tales que X = U ÍC , tij £ » } y
ni

C ,...,n = U {c ,. . . n, ; n € m) para k £ 3K.
n1 k nx k+i k+i

La palma W es una palma completante si para cada sucesión

{n ; k £ 3N} existe otra sucesión de números reales positivos

{r ; k S m) tal que para todo a £ [oF r ] y para todo
00

x. S e ,...,n, la serie , 2 a , x, converge en X.
k n k k = i k k

Definición 4.10. Un espacio palmeado es un espacio localmente

convexo con una palma completante.

Definición 4.11. Sea I el conjunto {(n ,...,n )¡ k,n1,...,n£3N}

definimos en I la siguiente relación de orden (m ,... ,m ) *£

< (n,,•..,n ') si y sólo si k ^ k 1 y m. = n . ( i < k ) . 9

el cero en I tes un vector sin entradas), 8 ^ (m ,.,.,m )

para cualesquiera k,n ,...,n G IK .

es
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Proposición 4. 12. Sea X un espacio localmente convexo y R un

V

mapeo de I en la familia de subconjuntos de X, R: I -*• P

con las siguientes propiedades:

a) e Q = X,

b) Si y < v entonces e C e .

c) e = vU e y, para cualquier u e I ..

entonces la familia íe,, K¡ ̂  T <3e:£ine una palma, y recíprocamente ,

dada cualquier palma existe un mapeo con las propiedades anteriores.

Demostración.

Probaremos primero gue ^e,,^ >eT á e í i n e u n a palma.

S e a C « = e , \

Si V > 9 v = {n1(... ,nk)

V > n:

e C €. C U e = ^ C
V n, n, e3H n. n tu n1 í i i i

entonces U e C U Q

es decir X C U_ C
n e3H n

la otra contención se cumple obviamente.

v > tn , . . . , n )

Pero *-* e = ^ »- C , . . . ,n , en e f e c t o :
\ ) > ( n , , . . . , n , ) Jc+l l " + 1

1 k
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Si V > (tij,. . . ,nk)

V = (nlf...,n, , n ,.*.,n,')
1 k k+i k

entonces e C e. . = C
V n,,...,n. ) n.

1 V + T 1

v n,. , ^JW n , ... ,u
Jí+l i k+i

C U c_ ,. . . ,n#
'" " 'nk n.

Por otra parte si n. G K :
k+i

entonces

de donde

c u ev

v>(n. ,. . . ,n.)^ Je

U c

Con lo cual se tiene que ÍC } forman una palma.
ni nk

Reciprocamente supongamos que se tiene una palma ÍC

Definimos R: I •*• P como sigue:

Si <n n ) € I

'nk

ín

R. = e n ~ X

Basta probar que b) y c) se cumplen- Para b) observemos que

Si ]¡ <v y y = (nl#...,n )

entonces V = tm, , • .. fm > con k ^ k 1 y m. = n. i < k así



{n , . . . ,n, ) n , ,. . „ ,n,
i k i k
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=> C

n

es decir e -* e ..

Para c) supongamos que y

= C

(n1#.... ,n )

U c

como en el recíproco se puede probar que

U e con lo cual se obtiene la conclusión.

DefiniciSn 4.13. Decimos que una palma es convexa, absolutamente

convexa o cerrada si cada uno de sus elementos es convexo, abso-

lutamente convexo o cerrado, respectivamente.

Definición 4.14. Una sucesión completante - B (k £ mi de un

espacio X 1ocalmente convexo es una sucesión decreciente de

subconjuntos de X tal que existe una sucesión r (k £ 3H)

de números no negativos tales que una cantidad numerable de ellos

difieren de cero y E a
t
xi converge en X si a

x € B . En ese caso decimos que la sucesión

da a la sucesión (Btí-

[0,r ] y
K

está asocia

Le. sucesión (Bv) estrictamente completante si la sucesión

asociada (r.) se puede elegir de tal manera que

a x £ B para cualquier k
; k Je K o t 3N , |o,r,] y x, € B, .k k k
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En ese caso decimos que la sucesión (rT ) está asociada estríe-

tamenté a la sucesi6n B .

Definición 4.15. Sea {e , V G i) una palma en un espacio local
V

mente convexo X. Una sucesión e (n ̂  TN) de elementos de la
n

palma tales que V > V para todo n G m es llamado un ramal* ^ n+i n *
de la palma. Así un ramal es una sucesión e, . (i £ u ) ,

donde n (k € El) es arbitrario y (k.) es una sucesión crecien

te que diverge a ».

Proposición 4.16. Una palma es completante si y solo si cada uno

de sus ramales es completante.

Demostración.

Es inmediata de la definición.

DefiniciSn 4.17. Una palma es estricta si es absolutamente con-

vexa y cada uno de sus ramales es estrictamente completante. Un

espacio palmeado estricto es un espacio localraente convexo con

una palma estricta.

Definición 4 .18. Sea X un espacio localmente convexo, Hausdorf£.

Una sucesión {x } C x es rápidamente convergente a x si exisn ~

te un disco de Banach acotado B de X tal que x -»• x en
n

X_. Decimos que un subconjunto de X es cerrado para sucesio-
a

nes rápidamente convergentes si contiene los límites de todas

las sucesiones rápidamente convergentes.

Lema 4.19. Si (x ) y- es una sucesión convergente a cero en-
n n t K a

tonces la cerradura de la envolvente convexo-balanceada de



40

{x ; n £ M } , cobaí {xTi es el conjunto de todas las seriesn n J

convergentes de la forma £ C x con £ C ^ 1 . Si todas las
n= i n n n=i' n'

series de la forma anterior son convergentes, entonces

cobaí{x} es compacto.

Demostración

C[4 ] cap. III Secc. 1 Prop- III. 1,4 Pag. 30).

Lema: 4.20. Sea B una sucesión completante de un espacio lo-

calmente convexo X, {X } — _ una sucesión asociada a {B }
n n € u n

y U una vecindad del cero en X. Entonces para k suficiente^

mente grande

í 2-U.X.; y. G [o,X.] x. € B.} C u. En particular X.B C U

para i ̂  k.

Demostración.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer U cerrado, entonces

es suficiente probar que:

n

{.Ey.x.; n > Je U- el0/X.l, x. £ B. } C u para k suficien-

temente grande. Si este no es el caso, existen, por inducción,

sucesiones írav^ ' ̂
nv^ crecientes divergentes a <">, tales que

n < m. y si p. £ [o,X,] , x.. í= B. con m < i ̂  n entonces
íC JÍ.T \ i. 1 i X K K

nk
.E y.x. y: U para todo k t E pero esto es imposible ya que
i—m. i i

"• 00

la serie ,S U,x. es convergente en X.

Proposición 4.21. Sea B {k ̂  3N) una sucesión completante en

un espacio ¿ocalmente convexo X, entonces existe una s vi ees.ion.
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asociada X (k £ 3H) tal que E y x es rápidamente convergen
k k= 1 k K

te para cualesquiera \1 £ [0,X J y x £ B ••
K K fc JC

Demostración,

Sea X (n £ m } una sucesión asociada a B (n G 3H) . Por el
n n

lema 4.19, si x £ B , el conjunto
n n

{, ? e . X. x , Í . 2 l e , | < 1 }
k=i k k k k=i l k'

es compacto y absolutamente convexo puesto que si E |e | ̂  1
k— i k

os
la serie E e. X.x converge, obsérvese que la serie

k— i k Je k

E ^i,^!,*, s e puede expresar como

E e ^ ' x . x , - S e , < a > X , x , + i S e , < S ) X , x , - i S e ^ U , » ,
I c k k k k k k k k k k k

donde 0 ̂  z ^ < 1 j = 1,..,,4. . Puesto que cada una de las

series anteriores converge, S ei,̂ i,xi, converge, Sea r = —£- X
k— i k k k K 2 k

probaremos que si y, £ [o,k] entonces E y.x converge en X .
k k=i K K K

Sea X > 0, XK es vecindad del cero en X „. Puesto que 2 -*- <»,
JS.

existe H € 3N tal que si n > N entonces 2 X > 1.

< ^ < 1 k > N I S V e Kya que £ = 2
2 k

pero £kXkxk =
 2 l í u

k
x
k entonces k| N 2

HUkxk € K C 2 XK

de donde ^ ^ ^ e ^K

« o?

es decir .2 y.x. converge en x . Así, la serie E y.x
K a 1 K k K K— I K JC

verge rápidamente en X.
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Teorema 4.22. (Teorema de la gráfica cerrada)

Sean X, Y espacios 1 ocalmente convexos, X de Fréchet, Y

meado estricto y T un operador lineal de Y en X tal que la

gráfica de T, G(T) es cerrada en X x Y respecto a sucesiones

rápidamente convergentes. Entonces T es continua.

Demostración.

Sea ü, (k 6 3K) una base de vecindades del cero en X tales quek .

2U C u para cada k S U y R = íe ; V £ i} una palma es-
K+ 1 K V

tricta en Y. Como X = T~*(Y) entonces X = T~1( U_ e ) =
n ^JN n j

= UGTN T e * P«esto que la unión numerable de conjuntos de la
i i

1- categoría es también de la 1- categoría {{4 ] cap. I Secc. 1

prop. I 1.2 Pag,, 1) , se sigue que existe n £ UN tal que T e

- i - i 1

no es de la Ia categoría en X. Pero T e = U--_T e, , ,n, n,Sir (n ,n )1 2 ! 2

utilizando el mismo argumento, se sigue que existe n € 3tJ tal

que T e . . no es de la Ia categoría. Procediendo por in-

ducción obtenemos que, existe un ramal e (n € E ) de la palma
n

R tal que T~ e (n £ 13) no es de la 1^ categoría para cada
n

n €:' JS, se tiene entonces que para cada n € H el interior de
-i -i ° .

la cerradura de 1 e » T e es no vacio, y puesto que
Vn n

T 1e y es absolutamente convexo, entonces T e es vecindad
n n

del cero en X para cada n £ M . Existe ík ) — ,„ sucesión
* n n c B

creciente, k •*• «> tal que U ^ T e para cada n € m .
n n

Sea (\ ) f- _. la sucesión estrictamente asociada al ramal
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e tn £ ]H). Supongamos, considerando en caso necesario una sub-
n

sucesión, que X f 0 para cualquier n £ ffl. Por la proposición
n

4.21 podemos escoger (A ) ,- de tal manera que £X y sea
n n ̂  M .. n n

rápidamente convergente para todo y £ e , Finalmente cambian
n v "T

n

do (k ) ,- _ podemos suponer que U, C X T e para todo
n n & BI r r ^ k n v

-i n n

n £ 3N. Entonces U C T e si n > 1. En efecto:
n n~i

ü, C X T~'e C X T~X
e + U, n £ I . Dado X S U ,

k n v n V k n k
n n n n+i o n

existen sucesiones x £ ü (n > n } y y £ T e tales que
n n n

x = X y + x
n n n n+i

x ~ \ y + x
n n n n +i
o o o o

x «= X y + x
n o + 1 n o + I »o + 1 n o + 2

Sea N = n +k, sumando obtenemos:
o
N N M

,E x, = , 2 X, y, + , 2 x,
k=n k k=n fc-'k k=n k+i

o o o
N N

* , E A,y, + , E x - x + x
k=no k k fc=no k n N+i

N
x » , 2 X Y + x
n k=n K K H+i
o o

H
entonces S X y •* x

n=no nJn n o

Por otra parte, por definición de sucesión estrictamente asociada

y puesto que T(y ) S e ,
n

N
Z X T?y converge en Y rápidamente a algún punto z € e

o n - i
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Como G(T) es cerrado para sucesiones rápidamente convergentes

entonces (x „) £ G(T}, de donde:
n , ¿
0 -i

x £ T"1©,, , por lo tanto u C T~ e,,n V k Vo n -i n n -io o o
por el lema 4.20, para cualquier V £ p

X e C v para n suficientemente grande entonces como
1 n+i

U ,-1

k.

X D C X T e ,
n+i k n+i v

n n+i

= T - 1 X e^

entonces TÍX U, ) C X e , C v y T es continua,
n+i k n+i v J

n n + i

Proposición 4.23. Si X es un espacio de Fréchet entonces toda

sucesión convergente en X es rápidamente convergente

Demostración.

Supongamos que x -»• 0. Sea d una métrica invariante compati-

ble con la topología de X, entonces dtx ol -*• 0, existe una

sucesión creciente n tal que d(x 0) < —-• si n > n .

Sea

1 si n < n

k si n, < n < n.
k

entonces si n ^ n,k

d(y x ,o) = díkx ,0)
n n n

<d(x,0)+d(2x ,x )+dí3x ,2x ) + ...+ d (kx ,(k-l)x )n n n n n n

= k d(x ,0) < ^

es decir y x ••*• 0 donde y > 0 para cada n 6 i y y * ».
a u n *t
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Sea K = cobal Y Y la cerradura de la envolvente convexa y ba-

lanceada de la colección { Y y ). K es acotado en X, es de-
n n

cir es un disco acotado. Probaremos que (x ) converge a cero

en X -
K

Sea X > 0 Demostraremos que existe N S 3N tal que x e \K

si n > N, Como Y "*" mi existe N £ U tal que Y X > 1 si
n n

n > N, entonces:

Si n > N Y x G k C y X K , así X e XK como queríamos demos
ti n n n ~

trar. Sólo falta probar que K es un disco de Banach, es decir

que X es completo.

Sea (x ) una sucesión de Cauchy en X . Tomando una subsuce-
m K

sion podemos suponer que x -x £ -gj-K para todo m. Más aún,

x es de Cauchy en X pues si U &/S . , existe X > 0 tal

que K C XU, de donde r-K C o.
A

Por otra parte, existe M € TK tal que si m > M entonces

—=r < Y ' "̂ e d°nde:
2 "

x - x € -W fu C u si m > M,
m ni — i 2 A

como X es completo, existe x tal que x -*• x. Probaremos que
m

x •+ x en X .

m K
Sea m ^ M, si m > mo o
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X = X + ( x - X ) + Í X , - X , ) +
m m m + i ra m + 2 m + i

O O O O O

4 (X - X . ) .

m +r » +r-i

= X + - í - A - -V K C x + -:
"o 21

en par t icular x - x e K, como K es cerrado y se •+ x enton
in m nt —

e e s x £ K y x - x ^ —ár— K.
o

A s í x - x = x - x + x - x
in m tn ni

o o

K si

y x -*• x en X .

Por ultimo si la sucesión <x ) no converge a cero, suponiendo

que converge a x basta tomar la sucesión Y que corresponde
n

a tx -x) y repetir el procedimiento.

Teorema 4.24. El límite inductivo de espacios palmeados (palmea-

dos estrictos) es palmeado (palmeado estricto)-

Demostración.

Si R « íe ; \> £ i} es una palma estricta en X y
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lim ind X , definimos
n

» X , e, » X
n, 9

- ..,n, ) ' l '* '' ' h
K z K

Demostraremos que ésta es una palma en X, es decir:

a) e^ - X.

b) Si )l > V e C e .

C) ev " uVv V
a) Se cumple por definición.

Para b) supongamos que y > V.

v • ín. . -.. .n,_) u •» (n, .... ,n,í... »n,_,)

(n,>
(n2,...,n

W*
ya que (n ,...,n ) > (B ,,..,n ) y {e l } es una palma en

c)

entonces e

Sea V • 'nk'
Vi > v

" (n ,...,n) con k' > fc

(>
U e u

k' >k
(n.)

entonces:

(n ,...,n )
2 k ya que

r 1 T
le i es una palma de X

n

Para ver que la palma es completante íestricta) , debemos ver que

es absolutamente convexa y que cualquier ramal es completante

(estrictamente completante)- La primera afirmación es obvia ya

que cada e esta definido como e, 1 . y íe 1 } es

una palma estricta, en consecuencia absolutamente convexa.

Veamos que cada ramal es completante.
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Sea e un ramal, es decir V , > V entoncesv n + i nn

1 2 n

entonces se tiene:

pero si V - (n,,...,n )
i

• I"*' . ̂ e ! n i > ,3 ... D e í " ^ . 3 ...
tnz n k > í n, nk > ( n

a
 nk }

con le, < k <.. .< k
i 2 n

ín.)
es decir, es un ramal en e , por lo canto es completante

(estrictamente completante) y cono la topología de X es más

fina que la de x, entonces es completante (estrictamente com-

pletante) en X.

Proposición 4.25. Si X es un espacio de Fréchet entonces X

es palmeado estricto.

Demostración.

Sea U, 3 U, ^ ... ^ U 3 ... «na sucesi&n fundamental de vecin
I 2 n —

dades del cero absorbentes, absolutamente convexas y cerradas en X

,n n.u

C forman una palma en X.

Definimos C = ,n n.u. probaremos que los conjuntos

U C = U n U = x pues U, es absorbente para todo i = BJ
n =i n n i = 1 * i *

además i



O c = U ,<1 n . U .
V 1 ni nk n k = 1 3 = I 3 3

O ( n O O . . . O n U )
nfc=i i i Je k

n fc»i k k k-i k-j

• ««J-.W n íííBjDj)

n i n k- :

- c
fti nk-i

Solo falta probar que la palma es completante. Para el lo, dada

una sucesión (n ) de números naturales sea r, = —r
k fc x

* "k „
entonces si 0 < a < r probaremos que la serieJe Je

es convergente.

Sea x. € c

£ a . x
=11 k k

, e . n n , u .
k 3=1 3 3

, S n U, n . . . O n, ü,
k i l k k

*k».

entonces a, x
k
, x,
k k
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Por otra parte consideremos la suma:

Ü. + . ..+
O 2

-1

k« uk '
2 ° O

* • „ - *

m+i

o

"- 1) O,

2 O

k_+m

entonces

pero m + 1 < k + i«
o

- U U.

2m+l _ /o+m < Q < 1

2 m + l - 1 < 2 k° + m

con lo cual -1._ Í2m+l- 1) < 1

Y como U es balanceado se tiene que
•* k

o

ük '
o
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por consiguiente E a x es convergente en X entonces X es

palmeado.

Para ver que es palmeado estricto, obsérvese que puesto que

k̂ k % X k G üko o

O O

entonces , Z, a, x, £ ü, si k < kk=k k tt k oo
CD

de donde , E, a, x, G n. U, si k < kk=k k k k k oo
de ahí que:

OS

,2, a, x, € n , U , l"l n,U, H.. ,fl n ü,
fc=k k k ' 1 z z k.k

o o o
=• C

es decir la sucesi6n es estrictamente completante por consiguiera

te X es palmeado estricto.

Proposición 4.26. Si X es de Fréchet entonces X es rSpidamen_

te completo.

Demostración.

Si X es de Fréchet entonces X es semicompleto, la conclusión

se sigue del lema 4.8.

Proposición 4.27. Sean X y Y espacios localmente convexos, T

una función lineal de X en Y con dominio X. X es un espacio

de Frííchet, Y tiene una palma estricta R = {e ; v € i} y la

gráfica G(T) de T es cerrada para sucesiones rápidamente con

vergentes en XxY. Entonces si T e es una vecindad de cero

en X, existe V > y tal que T e también es vecindad de
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cero en X ,. En particular existe un ramal e (k W.) tal que

cualquier es vecindad de cero.

Demostración.

Supongamos que T e,, ŷ*-' v ' entonces T e no puede ser
v

T e y suponga
V

de la Ia categoría, en efecto: llamemos. : D

mos que es de la 1- categoría, entonces X - U es denso en X:

(X es de Baire) ([4 ] Cap. 1 Secc. 1 Teo. 1.1.5 Pag. 2) como

U ^ Ü , escógenos A abierto tal que

0 6 A C U*

lo cual es una contradicción.entonces i n - o s

Ahora bien, como T e =

tal que

entonces existe j > u

V-
tampoco es de la 1- categoría, ya que la unión

de conjuntos de la 1^ categoría es de la 1- categoría.

Por inducción podemos encontrar un ramal e tal que T 1e
V i

para cada n ̂  3Nf esto ultimo es cierto ya que

de la I a categoría, es decir X - T

v
n

entonces existe

X € X tal que X -

Escojamos entonces una sucesión (X ) _ estrictamente asocia
n nfcB —•

da (existe ya que X es un espacio de Préchet, proposición 4.25)

y supongamos que A ? 0n

tomamos una subsucesion.

El interior T e.. de

para todo n £ W , en caso necesario

es no vacio. Además

0 S

e s

n
} ya que
n
lineal),

0 ^ e
n

n
ÍO = = 0 6 [o
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contiene al cero y tiene interior no va
n

cío, entonces para cada n £ M existe u vecindad del cero
n

tal que:

+ U . De la misma manera
n n M n v n+i

n n
que en el Teorema 4.22 se obtiene que

H
x = , t X y, + x
n 3c=n kJk K+i
o o

por otra parte/ como T y £ e , usando la proposición 4.21 te
n V —

n
nenos que j
H
2 A y converge rápidamente en Y a algún punto z € e ,

o n -1
o

como por hipótesis GÍT) es cerrada para sucesiones rápidamente
convergentes, entonces (x , z) está en G(T), entonces

n
o

x e T Ie,. . Por lo tanto ü C T~1e1.n V n V
o n -i o n -i

-l ° °
ftsí T e es vecindad del cero para cada n ^ 3H .

n
Teorema 4.28. Sea Y un espacio de Fréchet, X = lira ind X ,

D S M
 n

donde X es un espacio palmeado para todo n ^ 3 H y T: Y -*• X

es una función cuya gráfica es cerrada para sucesiones rápidaiaeii

te convergentes. Entonces existe n G M tal que T{Y) C x y
n

T: Y •*• X es continua,
n

Demostración,

Supongamos primero que los espacios X tienen una palma estric

ta R , entonces, puesto que el límite inductivo de espacios

palmeados estrictos es también palmeado estricto (Teorema 4.24) ,



54

X tiene una palma estricta en la cual e = X para cada n £ 3Hr n n

por la proposición 4.27 existe un ramal e (k £ M) tal que

T 1e es una vecindad del cero en X. En particular si
k

i ^ V entonces e. 3 e

Si x £ Y, existe X tal que:

x £ ^ T" 1^ C X T"XX

entonces T(x) £ \ X. = X.
x i j i j

por lo tanto T{Y) C x.

para terminar, T es continua por el teorema de la gráfica ce-

rrada (Teorema 4.22)

Teorema 4.29. Si E es palmeado para cada n £ US y E es
n

rápidamente completo entonces TDS se satisface.

Demostración.

Sea A acotado en E, por ser E rápidamente completo, existe

un disco de Banach B acotado en E tal que A c B, entonces

X es un espacio de Banach. De la misma manera que en el lema

4.8 se tiene que la identidad

id: X -*• E es continua
B

Por el teorema 4.28 existe n £ is tal que B C E y la identi-
n

dad id: X •*• E es continua, entonces A C B C E .
B n n

Para concluir probaremos que A es acotado en E . Sea X > 0,

AE es una vecindad básica del cero en X , entonces í- > 0 es tal que
B A
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A C -Í-

es decir, A es acotado en X .
B

Por ultimo como id: X_ •*• E es continua, A es acotado en E -

8 n n

Teorema 4. 30.. si TDS se satisface y E es rápidamente com-

pleto para cada n £ M, entonces E es rápidamente completo..

Demostración.

Sea A acotado en E. Aplicando TDS se obtiene que existe

n € M tal que A es acotado en E , por ser E rápidamente

n n
completo, existe un disco de Banach B acotado en E tal que

n
a C B. Pero entonces E = E y como B es acotado en E ,

B nB

entonces E es un espacio de Banach (observación 4.3 d).,)r es
B

decir B es un disco de Banach por lo tanto E es rápidamente
comp'leto.
Combinando los teoremas 4.29 y 4.30 se obtiene el siguiente:

Corolario 4.31. Si todos los E son palmeados y rápidamente con

pietos entonces TDS es equivalente a E es rápidamente completo.

Si ademas usamos la proposición 4.25 y las observaciones 4.3

obtenemos:

Corolario 4,32. Si todos los E son de Fréchet entonces TDSn

es equivalente a E es rápidamente completo.

El resultado mencionado en el corolario 4.32 aparece también en

fo.6] Teorema 5, La demostración utiliza la noción de espacio

palmeado estricto.
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Lema 4.33, Sea B un ai seo de Banach acotado en E. Entonces

existe n £ IH tal que

B = B O E
i

Demostración,

Para cada, n £ 3M sean B = B D E y F = E^ .n n n Bn

Probaremos primero que F es cerrado en E con lo cual, pues_

to que E_ es de Banach, F es de Banach.

En efecto: Sea (z ) C E una sucesión convergente y suponga-
n Bn

mo 3 que

z •*• zn

B a , 3 / 0
n

x •> x - l im
n a

y -+• X-l i ta
n

Como B es cerrado en En B

x-lim gy
a

x-lira ax

entonces ax +By •+• a (n n

entonces x S E

por lo tanto P es de BanachF n

en particular F es palmeado. (lema 4.25).

D«finimos ahora Y = lim ind F
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poi def iniciór, de topología inductiva, la topología de E_ esta
B

cor.tenida en la topología de Y, entonces la identidad:

id: E^ •*• Y es continua,

aplicando el teorema 4.28, existe n 6 21 tal que id: E •*• F

es continua, es decir, existe & > 0 tal que ¿B c B , enton-
. B __s _ B

e e s , s i x £ B 6x £ B , S X S B I ^ E C B I"I E C E , e n t o n c e s
n n n n

x S E de aquí que x ̂  B l"l E C B H E y puesto que
B Ó E C B se sigue que B = B H E

n * n

Teorema 4.34. Si E es rápidamente completo entonces:

a) DS si y sólo si P ..

b) TDS si y solo si P2.

Demostración.

Sea A C E acotado.

como B es rápidamente completo, existe B disco de Banach en

B, aplicando el lema 4.33 obtenemos que existe

ffl tal que

se cumple, existe m £ 3H tal que B

consiguiente B c E , es decir DS se cumple.

tal g,ue B O E esse cumple, entonces existe m

acotado en E y entonces B es acotado en E, con lo cual
m J

TDS se satisface.

Recíprocamente, si DS se cumple, sea n G i y B disco de

Banach en E, aplicando nuevamente el lema 2.31 se tiene que

existe n € 3M tal que

-—B
S = B.
n
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por DS existe m £ M tal que B C E entonces B H

m
= B C E .

m

por otra parte B H E c E

.-i B

-B ,- -B

entonces B O E C B C E
n i

es áecir P se cumple.

Si TDS se cumple entonces existe m £ M tal que B C 33

tado, procediendo como en el caso anterior se tiene que

C B C E es acotado, es decir P, se satisface

m

Teorema 4.35.

a) Si P se cumple y E es rápidamente completo entonces E

es rápidamente completo para todo n £ 13

b) Si TDS se cumple y cada E es rápidamente completo enton-

ces E es rápidamente completo

c) Si TDS se cumple, entonces E es rápidamente completo para

cada n £ M si y solo si E es rápidamente completo.

Demostración.

a) Sea A acotado en E , entonces A es acotado en E y

por ser E rápidamente completo existe B disco de Banach con-

tenido en E tal que B C a, haciendo uso del lema 4.33 se tie^

ne que existe r S u tal que¡

i~h""Í"B = B ,

de P, se obtiene que existe 1 € l tal que

B C EB = É Í " I E
r
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entonces B es un áisco de Banach en E y A C B es decir
m

E es rápidamente completo,
n

b) Sea A acotado en E, por TDS se tiene que existe m £ 1!

tal que A C E acotado, como E es rápidamente completo, ex,i;

te B disco de Banach en E tal que A ^ B, entonces B es

disco de Banach en E y A C! B por lo tanto E es rápidamente

completo.

c) Se sigue de a) y b) .

Teorema 4.36.

a) P, y E rápidamente completo implican DS y E rápidamen-

te completo para cada n S I.

b) P y E rápidamente completo implican TDS y E rápida-

mente completo para cada n £ 3N .

Demostración.

Se sigue de los teoremas 4.34 y 4.35. Por último enunciamos un

resultado útil en el caso de que E sea cerrado en E para

n n+i
cada n S u.

Teorema 4.3 7. Sea E cerrado en E , para cada n £ 3N yn n+1

B c E absolutamente convexo y cerrado (no necesariamente aco-

tado) . Entonces B es acotado en algún E si y sólo si para

tal que B ^ E es acotado en
^ ncada n "= 3N

E
m
n

Demostración.

sean

existe

B =
n

P =n

B

CE

m

n

n

En

Bn
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entonces p, C F C„. .C p C, . .1 2 n

probaremos que la identidad:

id: F -*• F , es continua.
n n +1

B n E = (B n E ) n E = B n (E n E )
n+i n n+i n n+1 n

= B n E = En n
Sea A = {x £ B ; P (x) < e}n+i B ,n+i

A O E = {x £ E ; Pn (x) < £>n n Bn+i

probaremos que ñ f*i E = £x S E ; p (x) < s}, para ello es nen n Bn
cesarlo probar que

P^ (x) = P (x) si x ^ EB B nn+i n

pero si x € E T G E
^ n A n
e n t o n c e s X S B y T " e B D E = B

A n + i J A n + i n n
entonces {X > 0; f e B _, } = U > 0;^ G B } .A n+i * n
de donde p Cx) = p (x)3 . Bn+i n
y entonces

id: F + P . es continua,n n+i

Sea F = lint ind F , entonces el límite inductivo es estricton

pues dado {x S E ; Pn (x) < e}, el conjunto txs e E ;n B / n+i

Bn + 1

n
es tal que:

íx € s ; P (x)<e}H E = íx e E ; P Cx) < e}
»+i B n + ( n n Bn

por consiguiente la topología inductiva induce en F la topolo-

gía dada por P .

n

Ahora probaremos que B es acotado en F-
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Sea U S^J , U = XB X > O
' n

y p > v* entonces

B ¡ " l F C B H E C p A { B H E ) = p U
u n n

entonces B H F es acotado en F para cada n £ IN y B es
n n ^

acotado en F.
P

Probaremos en seguida que F 1 = F .
n n

Tenemos B~ n + 1 C i~ n + 1 = E
n n n

F
y Bn ft+1

entonces

C

n

B
n

B

• F

• r i+ i

F
n

C

=

= ]

n

B ,
n

3n+i

n+i n

entonces

F
para probar que F * = F , basta ver que

\ 7" °+I>
F p

Sea x = i B v, o \ 1 . entonces existe
\ n /

1 ) tal que

n F ,
n+i

entonces para todo e > 0 existe II £ ]H tal que si n > N

entonces P (x -x) < e
B
 Fn+ i ft

n
en particular para e=l existe N £ 1M tal que si n>iT entonces

fx -x) < 1
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entonces x -x £ B l = B

x -x = B
n n

como B es balanceado

X-X t B

x + B
n n

F

entonces F = F .n n

Podemos aplicar ahora el teorema de Dieudonne-Schwartz y obtene-

mos que B es acotado en algún F , ahora bien, por hipótesis

existe m £ JK tal que B H E es acotado en E probare-r ^ r m

mos que B es acotado en E
mr

Sea U S A J en E , e x i s t e X > 0 t a l quef o m ^
r

B n E c x u.
r

e n t o n c e s B = B ^ F C B H E C X U
r r

v B e s a c o t a d o e n E
r

El recíproco es evidente.

Corolario 4.38. Supongamos que cada espacio E es cerrado en

S . Entonces TDS se cumple si y sólo si para cada conjunto

3 acotado en E y n £ H existe m S ai tal qus B ^ E

as acotado en E .



CAPITULO V



63

Dedicaremos este capítulo a mostrar una serie de ejemplos y contra

ejemplos que han surgido a lo largo del tiempo en que se ha ata-

cado el problema que nos ocupa.

Definición 5.1. Sea E un espacio vectorial topológico. El es-

pacio fundamental de E es E como espacio vectorial, es decir

sin considerar su estructura topolSgica.

Definición 5.2. Sean A y M conjuntos cualesquiera, Denotare-

n M—n
mos por a x M al conjunto de sucesiones cuyos primeros n

términos están en ñ y los restantes en M.

El siguiente es un ejemplo en el cual se cumple {H-3)- "B es

cerrado en E para todo n £ 3H" y (TDS)- "Todo

conjunto acotado en E está contenido y e s acotado en algún E "

no se satisface.

n JN—n
Ejemplo 5.3. Sea E = X x Y donde X es un espacio de

Banach de dimensión infinita y Y es el espacio fundamental de

X íque denotaremos L) equipado con la topología mas fina que

lo hace localmente convexo. Consideremos E con la topología
n

na

producto. Claramente, como espacio vectorial E = L para

cualquier n ^ 3H..
Sea i: E •> E la función identidad. Puesto que i resulta

n n+i

ser un producto de identidades y la topología de Y es más fina

qu€ la de X, se sigue que i: E •*• E es continua para todo

n G 2ü, con lo cual podemos hablar de s = lim ind E .
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Puesto que E = L . E = E para todo n S u como espacio vec

n ' n —

torial, con lo cual H-3 se verifica.

Probaremos que TDS no se verifica. Para ello demostraremos pri^

m

mero que E = X . Como espacios vectoriales, obviamente son

iguales, mostraremos a continuación que sus topologías coinciden:

- IN

Sea W una vecindad básica del cero en X , entonces podemos

pensar que W == V x L donde. V es vecindad del cero en X,

como la topología de Y es más fina que la de X, V es vecin-

dad del cero en Y, entonces W es vecindad del cero en E pa
n ~

ra todo n £ IR, por lo tanto lo es también en E, asi la topo-
HN

logia c3e E es mas fina que la de X . Para mostrar la igualdad

de las topologías, tomemos w vecindad del cero convexa en E,

en particular W es vecindad del cero en E , por lo tanto W

contiene una vecindad de la forma V x U l * L con

Sea O = V O u , definimos W = ü" * L ~ n , entonces Wj C w,

pero V) es también vecindad del cero en E , entonces existe

una vecindad, contenida en w de la forma W =(23) xv X L

con s y V vecindades del cero en X y Y respectivamente. Pro-

baremos a continuación que:

Si k < n x x £ S y la proyección k-ésima de 2"W + ^

t (2S) + kr
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Si k > n

entonces: Si

Si k > n+m

L y la proyección k-ésima de yW +

n < k < n+m

n+m

n+m

L, 2x, e
k

c fL

^ == • "

y como Mj C w, w C w y W es convexa, entonces S

H-n
Pero es vecindad del cero en de donde la to-

pología de X es más fina que la de E, con lo cual hemos pro-

IN
brado que E = X

Tomemos ahora la bola unitaria en X, llamémosla B y sea W

una vecindad del cero en E, probaremos que B es acotado en

E , es decir que existe r > 0 tal que J-B C w.

Como E = X , existe r' > 0 tal que

X C w donde B(r') es

la bola con centro en cero y radio

entonces

¿*BC8<r')
n -

en X, sea r = —,

W

per lo tanto B es acotado en E y como E ** E - para todo

n ^ 3N entonces B c E para todo n G B, para finalizar pro-



66

haremos que B no es acotado en ningún E -

MSupongamos que B es acotado en algún E , entonces la proyec-

cion n+1 de B (a saber B) es acotado en Y lo cual es una

contradicción puesto que si elegimos (x ) g,,,,1" ? linealmente

independientes tales que ||x 5 - 1 para todo n £ I y defini-

mos f (x ) = n, extendemos a f; Y -*• 3R lineal, entonces, sea

n

U vecindad del cero en M convexa balanceada y absorbente, en-

tonces f (U) es convexo, balanceado y absorbente y como Y

tiene la topología más fina que lo hace localmente convexo, en-

tonces f J(u) es vecindad del cero en Y, así f es continua

en Y, sin embargo, por construcción f(B) no es acotado, por

lo tanto B no es acotado en Y y por consiguiente TDS no se

cumple.

Corolario 5.4.

a) (H-3)- "E es cerrado en E para todo n e W" no implican

(H-4)- "Todo conjunto convexo y cerrado en E es cerrado en E
n+i

b) (H-3> no implica ÍH-1) y (H-2> ("En es cerrado en E + pa-

ra todo n £ 3N" y "La topología de cada E es igual a la to-

pología inducida en E por E ".

Demostración.

Ambos resultados son triviales. a) se obtiene del teorema 2.3

y b) se sigue de la proposición 2.6 y el teorema 2.3.

El siguiente es un ejemplo en el cual se cumple (H-l), no obs-

tante no se satisfacen DS- "Todo conjunto acotado en E está

contenido en £ para algún n £ 3N" ni (H--2).
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Ejemplo 5.5. Sean X y Y como en el ejemplo 5.3. construímos

el subespacio Z como sigue:

Sea ( x ) c- „, Cx linealmente independiente tal que II x II = 1
n n =IN * ^ TÍ

para todo n £ I , Definimos una funcional lineal f: X •+ 3R

tal que f ( x ) = n , f n o e s continua, puesto que si Xo fuera,

la imagen f(B) de la bola unitaria B en X sería acotado, lo

cual no sucede, entonces Kerf no es cerrado, es decirr existe

x 6 Kerf tal que x £ Kerf. Así . Kerf <f Kerf C x, pero Kerf

e s un hiperplano, por lo tanto es maximal entonces Kerf = X es

decir, Kerf es denso en X.

Sea Z = Kerf con la topología más fina que lo haga localmente

convexo.

Definimos D = B n z y E = X x y x z 1 entonces, como
n

en el ejemplo 5.3 y puesto que Z tiene la topología más fina

eme lo hace localmente convexo, la identidad i: E •»• E , es
^ n n+1

continua.

Sea E = lim ind E .
n n

De la misma manera que en el ejemplo 5.3 puede mostrarse que

f: Y •* R es continua, con lo cual Z = Kerf es cerrado en Y,

de aquí podemos deducir que E es cerrado en E para cual-

quier n ^ 3H , puesto que:

E - X O + 1 * Y * a *n+i

y, Y es cerrado en X y 3 es cerrado en Y.



68

Por otra parte, E nó induce la topología de E , pues su-
n+i c n

pongamos que lo hace y consideremos el conjunto ío} * Z x {0}

cerrado en E , entonces existe U cerrado en E • tal quet
n n+1

{0}
n x 2 x {0}

!IK"tn+i> = u H E
n

cono E es cerrado en E :
n n + i

U C\ E es cerrado en E
n n+i

r n r i f-ilH'-ín+i)
v entonces lol x Z x ÍOi es cerrado en E „ lo cual
•* n + 1

es una contradicción puesto que:

{O}" x Z x { 0>^-í^l) = {0}
n x Z X {o}™

y z es denso en K.

Para probar que DS no se cumple, consideremos el conjunto

D es acotado en E y no esta contenido en ninguno ele los E

probaremos primero que D es acotado:

Sea G una vecindad del cero convexa en E, G *"l E es vecin-

dad del cero en E , entonces existen 0x, U2 y u3 vecindades

del cero en X, Y y Z respectivamente tales que

W - V x ü x n n x g ^ - t n + zl c G ^ E, C G p a r a a l g ú n n G U .
1 1 2 3 1

Por otra parte, G n E es vecindad del cero en E , , enton-r n+2 n +2

ees existen S,T y V vecindades del cero en X ,Y y 2 respectiva^

mente tales que:

W2 - (2S)
n + 2 x T x v

m ^

De la nisma manera que en el ejemplo 5.3 se tiene que
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Ahora bien, puesto que D C B, D es acotado en K y como S

vecindad del cero en X, existe X > 0 tal que D C X S, De

aquí se sigue que

n + 2

pues si ^ir'vSití C D ' entonces

Si k < n+2 la proyección k-ésima de X(S

y xk e D C XS.

Si k > n+2 la proyección k-ésima de X(S x Z ) es Xz

y x e D = B H z C z

en tonces x £ Xz..
k

Hemos probado D C XG., es decir D es acotado en E, de don

3Kde D es acotado en E.

Solo resta probar que D no está contenido en ningún E . Para

ello, observemos que:

D '-3 '' E, mas aun, a continuación probaremos que D = E • i IE ;

Sea a S B n E, entonces a ^ E H E para algün n € II .
n

Sea a = ( a
k í f c e TO • c o n " a v" ^ ^ P a ^ a todo k e U

a € E = X" x y X aW-Cn+x)

n

Ahora bien, D es denso en B (cerradura en X) pues si x G B

entonces x £ B H z, entonces existe (x ) C z tal que x •*• x.
ixiixv

Sea Y, * „ entonces y, -»• x
y. € Z puesto que x ^ Z

ly, B = BxH -i- fcB-= "xl! ̂  1 puesto que x G B
k
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entonces y € B es decir y G B n z = D

así x S D, D C B se cumple trivialmente, entonces D es denso

en B.

ahora , si k < n+1 a € B y a £ X, como D es denso en
Jt Je

B, existe una sucesión

(a ) C D t a l que:
m

k
a, = lim a
k m

Si k > n+1 a, £ B y a, S Z, de donde a £ D, definiendo
k k k

k
a = a para todo m £ w se tiene que
m k

a, = lim a

entonces = (lim a )

donde el último límite es tomado en E , y como la topología

inducida por E en E es más débil que la original, entonces

se tiene que

para todo m £ 1N , es decirAdemás C a l ,
m k €

a = <a k> k e M
 (

para la otra contención, puesto que D C B f*1 E basta pro-

bar que B n E es cerrado en E, pues entonces D *- B '' E

= B H E . Para ello demostraremos que B H E es cerrado en

E para cada n € M S

Sea E \ B , entonces existe k € ita tal que 8x II > 1
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z ~ (n +1 > y l a g t o p o i o g £ a s d e Y y Z son más

finas que la topología de X, entonces existe una vecindad de

x en 3í, Y o Z (dependiendo de si k ^ n , k = n+1 o
o

k > n+1), tal que para todo x S v, ÜxH > 1.

Así V induce en E una vecindad V* de (x, ). <-_., tal que
n k k 53N ^

lyvH * * P a r a todo y £ V , es decir V H B = 0 , así

E \ B i"<E es abierto, equivalentemente B O E es cerrado
n n ^ n

en E para cada n £ M y así E H E es cerrado en E.

M ntí «
por lo tanto D = B H E .

Ahora bien, supongamos que D <̂  E para algún n £ UN enton-

ces B H E C E y entonces

n

{0} x B X { 0 } W < n + z ) C B * n E C B M n B C E - x" X y x Z
B " í n +

n+i n

comparando las coordenadas n+2 se tiene que:

B C z entonces ,U XB CI Z, pero ,y X B = X, entonces X C a
A>o A>O '

K
lo cual es una contradicción- En resumen, D es acotado en

E y no está contenido en ningún E , es decir, DS no se

cunple.

Utilizando algunos resultados de los capítulos 2 y 3, tenemos el

siguiente;

Corolario 5.6.

a) H-l no implica TDS.

b) H-l no implica (H-4) -"Todo conjunto convexo y cerrado en

E es cerrado en E ".
n n+j
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c) H-l no implica (H-3)~ "E es cerrado en B para todo n S M
E

d) H-l no implica (H-7)- "Para todo n £ u E C E
n n+p

para algún p € M .

e) H-l no implica £H-8>- "Para cada hiperplano cerrado F en
E

E , (E\F) n F
 n+1 = 0.

n n

Demostración.

a) Es obvio puesto que TDS implica DS.

b) Se sigue del teorema 2.3 y del hecho que TDS implica DS .

c) Es consecuencia del Teorema 2.2.

d) Se sigue del Teorema 2.7.

e) Se sigue del Teorema 3.2 y el inciso c ) .

El ejemplo que sigue es una variante del ejemplo 5.5 y muestra

que (H-2)- "La topología de cada E es igual a la topología in-

ducida en E por E '• no implica DS.

n r n+i *

Ejemplo 5.7. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita

y Z un subespacio denso de X (la construcción de un subespacio

con tales características fue dada en el ejemplo 5.5).

Consideremos Z con la topología de la norma en X. Definimos

E B X x Z con la topología producto, entonces se tiene
n

que E C E y puesto que la topología en Z es la inducida

por X, entonces E tiene la topología inducida por B ,

es decic, H--2 se satisface.

"ET
Observemos que x" x Z11'" n + 1 = ( x X ) n x z X x

n + i
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lo que muestra que E es denso en E , es decir H-l no se
^ ^ n n+i

satisface.

Sea E = lian ind E , B la bola unitaria en X y D = B f"i ZTn . n
3N

Entonces D es acotado en E:

Sea G una vecindad del cero convexa en E. Entonces G !"1 E

es vecindad del cero en E, , de donde existe V vecindad del

cero en X tal que

Wx = V x (V n z>
n x z»-<n

 + i) C G

(Obsérvese que V puede ser usada en las n+1 primeras coorde-

nadas gracias a que Z tiene la topología inducida por X) .

Sabemos además que D es acotado en X, es decir existe X >0

tal que D C XV de donde se sigue que D C X(V O z), y por

consiguiente:

D
M c XÍV x(v n B) nx a*-

t n + 1> ) c XG

Asi». D es acotado en E y por lo tanto D también lo es.

Demostraremos que B O E C D :

Sea txv^v e-iwr
 e B ^ Bi entonces existe n ^ H tal quee-iwr

E .
n

Mostraremos que íx ) ¿- es el límite en E de una sucesión
k k e H n

i m i _.M
ílck

si k > n entonces x £ B y x £ z puesto que

En « X x z

asi x fc D, en este caso definimos x = x para todo m «= m.

Si k < n entonces x G B y x £ X, como en el ejemplo 5-5,
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D es denso en B (con la topología dada por X) , entonces exis_

te una sucesión ix ) c D que converge en X a x .

Entonce í CxJ) k e m> m e ^ converge a U k) k 5 l ) en E R y como

E induce a E una topología más débil que la original, la con-

vergencia de dicha aucesiñn se cumple también en E, entonces

B ^ E C D
M

Pero entonces D no está contenido en E para todo n € n,
n

IN ,-
pues supongamos D <- E , entonces:

{o}n x B x{o}w ^

n + i n

y comparando las coordenadas n+1 se obtiene como en el ejemplo

5.5 que B C z de donde X c Z lo cual es una contradicción.

Por consiguiente DS no se cumple. Entonces H-2 no implica DS.

Utilizando nuevamente los resultados del capitulo 2, obtenemos

el siguiente:

Corolario 5 M T8.

a) H-2 no implica TDS .

b) H-2 no implica (H-4)- "Todo conjunto convexo y cerrado en

E es cerrado en E "
n n+i

c) H-2 no implica (H-1J- "E es cerrado en E , para todo
n n+1

H-2 no implica CH-3)- "E es cerrado en E para todo

e) H-2 no implica (H-7)- "Para todo n £ I, ÍT" C E^ para

algún p e JN" »
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Demostración.

a) Se sigue del hecho que TDS implica DS.

b) Es consecuencia del teorema 2.3 y de que TDS implica DS.

c) Se obtiene aplicando la proposición 2.6 y el inciso b ) .

d) Se sigue del Teorema 2.2.

e) Es consecuencia inmediata del teorema 2.7.

Obsérvese además que utilizando el Teorema de Hahn-Banach y el

teorema 3.1 se obtiene que H-2 implica (H-8)-"Para cada hiper_

— E +
plano cerrado F en E, (E \ F ) f~l F 1 = 4>" , entonces del ejera

pío 5.7 obtenemos inmediatamente el siguiente:

Corolario 5.9.

a) H-8 no implica DS.

b) H-8 no implica H-l.

c) H-8 no implica H-4.

¿I) H-8 no implica H-3 .

e) H-8 no implica H-7.

El ejemplo que sigue muestra que (H-7)- "Para todo n ^ B ,

E C E para algún p £ 3H" no implica TDS.

Ejemplo 5.10. Consideremos el espacio L (0,1) con las topolo-

gías dadas por las normas

|fB± = c / U I 1 d x ) l / i i = 1,2.

la desigualdad de Holder:

/|fg|dx < c/lf|p

afirma, en el caso p =• 1 = 2 ¡
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_T fg dx < ílf ik HglL

tomando g « 1 en [ 0 , l l se t i e n e

/ ¡ f [ d x < l f l 2

es d e c i r Iffl < I f l 2

Sea X. = L 2 ( 0 , l ) con l a norma I 1, i = 1,2 en tonces l a d e -
x x

sigualdad anterior implica que la identidad id: X -> X es con-

tinua .
. • „ „"> ,, „IN-n

Definimos , E = Xj x x2

Se sigue de la continuidad de id; X •+ X que la identidad

id: E + E , es continua,
n n + i

Sea E = lim ind E
n

Entonces E = X , la demostración de este hecho es idéntica a

la que aparece en el ejemplo 5.3. Ahora bien, sea B. la bola

3U
unitaria en X. i = l , 2 . B es acotado en E puesto que si

U es vecindad del cero en E, existe r' * 0 tal que

B (t'J * x C u para algún n £ W

donde B (r1) es la bola con centro en cero y radio r', tornan̂

do r « -̂, se tiene que

r i o l * *

1N
entonces B es acotado en E.

i

Sea G = X, x B_ x X, n {G es una vecindad básica del cero

en E ) . Llamemos e al vector (0,...,0,l,0...0) (1 en el
n n + t

lugar n+1) , para cada k ^ 3K definimos
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donde x

Entonces

Asi f £
k

Probaremos que

(x) es la función característica de [0,

y poz consiguiente f e
J * 3 k

no absorbe a &

Supongamos que ' G absorbe a B,

que B ^ kG

además £ e C B C kG

comparando coordenadas

kx

entonces existe M tal

kB

0)

kX.

entonces f
]

pero

kB

1/2 1/2

lo cual es una contradicción- Así hemos probado que TOS no se

cumple. Por otra parte, puesto que E = E como espacio vecto-

rial, H-7 se satisface trivialmente. Así H-7 no implica TDS,

Miis aún, puesto que X es metrizable, E es metrizable 11V1

Cap- 2 Secc. 7 Pag. 118), entonces H-7 no implica TDS aún

cuando E sea metrizable.
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Corolario 5.11. ÍH-S) - "Para cada conjunto B acotado y conve^

xo en E , B está contenido en E para algún p ^ M".

no implica TDS-

Demostración

En el ejemplo anterior E = E para todo n G I como espacios

vectoriales, por consiguiente H-6 se satisface. El ejemplo s^

guiente muestra que TDS no implica (H-4)- "Todo conjunto con-

vexo y cerrado en E es cerrado en E

* n

Ejemplo 5.12. Sea IR = lo,"} , definimos w : IR -*• JR como:
" ' *• "••""• • + n +

, , x/n
w n U ) « e y

E = {£ £ L2(3R+) ; Bw f I 2 < «}.

E es un subespacio vectorial de L2 (IR, ) . Damos a E estruc
n c + n
tura de espacio de Hilbert definiendo el producto interior

<f,g>n = / V , w ng) 2 , donde (,)--"'

es el producto interior en L (3R ) .

f,a forma íf*g) así definida resulta ser un producto interior
n

gracias a que / , \ lo es. Probaremos que con la topología

inducida por / , \ E es un espació completo:
\ / 2 n

Sea í f } ¿ z u n a sucesión de Cauchy en Eiti n t jj n

e n t o n c e s l i m { f - f , f - f ) = 0 , e s d e c i rm s m s nm,s-*^
l im /w (f - f ) , w {f - f ) \ = 0\ n m s n r a s / 2

m , s -*•«>

o sea {w f } es de Cauchy en L (3R,) , pero L (IR > es
n m • + • ^ +•

ple to , sea g « lim w f € L2(IR )
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D e f i n i m o s g1 - ^- , como w (x ) 3* 1 p a r a t o d o x £ m , s e s i

g u e q u e | g ( x ) | < | g C x > | p a r a c a d a x € 3R , d e d o n d e

L 2 ( I R + ) .

w 9, = 9 y g S L2(3R ) en tonces g, £ E Ademásni + i n

( f - g , , f - g , ) - / w {f - g ) , w ( f - g )V
m 3 1 m M n \ n m y i n m i / a

/ w f - g , w f - g \
\ n m n m /

como lira w f = g se sigue que:
m^oo

lira f g, en E
1 n

e n t o n c e s E e s c o m p l e t o .

O b s e r v e m o s a d e m á s q u e p a r a c a d a x ^ I R y n ^ m w { x ) < w (x)
+ n+1 n

esto implica que E <̂  E
n n+1

ahora bien,

n+i \ n+i n + ! / 2

= /^ x
 Z(x) fzCx)dx

< /w 2 (x) fa (x)dx

=:/ W f, W f \
\ n n /2

= <f,f)n

entonces la inclusión id: E -*- E es continua para cualquier
n n+i * ^

n £ B .

Sea E = lim ind E_
n n

Como E es de Hilbert, E es reflexivo ([ 1 ] Cap.4 Secc.
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44.7 Pag,191), entonces el teorema 2.. 10 afirma en este caso

que TDS se cumple,.

Probaremos que tH-1) no se verifica:

Sean n £ I y a,b ^ 3K tales que

~ < a < ¿ < b

Definimos g(x) = e . Claramente g £ La(3B 1

Obsérvese que en general e

Ahora bien,

3

(w .g) (x) = e

L (m ) si y sólo si a < 0.

y como -- -a. > 0

tenemos que w g £ LZ{1R ) es decir g ̂  E .. Sin embargo,

puesto que -a < 0 se tiene que w (x)g{x) = e **
n+i

así g £ E \E .3 n+i nS L ím ) o sea g = E +

Demostraremos que g es el límite en E
n+i

de una sucesión de

funciones en E , es decir que E no es cerrado en En+i

Sea

e si x

si x € to,k]

f, tx) =
k

tñ ~b)

[0,k]

"/.'
t? -a)

/ '
0 k

la primera integral existe obviamente, y como -̂ -b < 0 se tiene
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es decir

'w f» 1L < ™ con l o cual f, £ E .

ñhora, claramente

entonces

— a jt

lim f, (x) = e para cada JC £ m
fcH» ^ +

lim | f.(x) - e"ax| = 0

de donde

" a X)l 2
lim |w * U ) (f, {x)-e a X)l 2 = 0

ahora bien

y s t i- Í \ — a x i 2 Í i / ~"ajc _ J » ^w ^ (x) £, (x) -e = w ^ (x) (e - f, (x) >n+i ' k ' n+i k

pero f tatJ «̂  e para cualquier x fc 3R

de donde -f (x) > -e , entonces

-as -bx
e -e

por lo tanto (e -f (x)>* ̂  (e -e )

(e -f,(x))':^w *(x) íe -e
k n+

= |_e ~e J

a d e m á s ••_?• - a < 0 y • - ^ - • - b < 0

entonces gíx) = e
X ( í r T T "*> - eXCfrFr " b ) £ L2(m+)

aplicando el teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue (í19]

Cap, 11 Secc. 3 Teo. 16 Pag., 229) „ Se sigue que
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lim / w = O

es decir, l i m f ( x ) = e x en E

con lo cual E no es cerrado en E para todo n £ U es
n n+i *

decir H-l no se verifica y puesto que H-4 es mas fuerte que

H-l, se tiene que H-4 no se cumple.

Corolario 5 .13 .

a) TDS no implica H-l.

b) TDS no implica H-3.

Demostración.

a) Se obtuvo en el desarrollo del ejemplo para probar que H-4

no se satisface .

b) Es obvio puesto que H-3 es mas fuerte que H-l.

El siguiente es un ejemplo en el cual {H-3)- "E es cerrado

en E para todo n £ 3N" y (H-4)- "Todo conjunto convexo y

cerrado en E es cerrado en E ," no se satisfacen, no obs-
n n+i

tante (H-S)- "Para cada hiperplano cerrado F en E ,
n

(E W ) n p n + 1 = 0» y ( H - 7 ) - "Para todo n € M, E E C E
n n n+p

para algún p £ IN",

Ejemplo 5.14. Sean X un espacio de Banach y y un subespacio

denso de X con la topología inducida. Definimos:

E = Xn x {o}™""
¡n-J

E2n = x" x y x ío}»-(n+l) n € x, todos

con la topología producto»
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Para cada m 6 m la identidad id: E -*• E es continua:
m n*+1

En efecto, si m es impar m = 2n-l para algún n ^ M y en-

tonces se tiene la identidad

«r'
E2 = x" x v x {o}*1 + 1

la cual resulta continua. Por otra parte si m es par,
E = E = X x y x - j _ Q |
m 2n

E = E . +,. = x n + 1 x Y x { 0}
W- í n + a> para

m+1 2 (n+i)-1 e

algún n S m y nuevamente la identidad es continua.

Sea E = U { E ; n G m } C x „ Probaremos que la topología in-
n

M
ductiva en E coincide con la inducida por X

Sea U €/i con la topología inductiva, entonces U <"l E £

S Ĵ , como cada E tiene la topología inducida por X ,

ésta es también una vecindad del cero en el producto.

Tomemos ahora una vecindad del cero en E con la topología in-

ducida por X , podemos pensar que U = V £ X V e/J „•
o, x

Entonces U <"* E €ij para todo m, pues, si m es impar
m OiÉi

m
tn - 2k-l para algún k 6 I

xk"n

S i n > k



84

Si por el contrario m es par

m

S i n < k E H U = v n x x n x Y x { ¡ ) }

S Í n > k E n u - v k x u n v x f n > M " í k + 1 ) e S
m ~o,V

m.

puesto que Y tiene la topología inducida por X„ Como E

tiene la topología inducida por X , entonces la topología de

E es la inducida por E , de donde, si f¡ E + E es li-
n n+i n

neal continua, el teorema de Hahn-Banach muestra que existe una

extensión lineal continua de f a E , se sigue del Teorema

3.1 que H-8 se satisface.

Ahora bien, puesto que la topología de E es la inducida por

X , se tiene que E = E ^ entonces
n n

2n+i

de la misma manera E = E. .. , es decir

E E = E E = E
2n 2n+i 2n+i

de aqui que H-7 se satisface y H-3 no se cumple.

E n
 x y

X x t o } ^Por último fi2n+i = x
2n

= E f E
2n+i 2n

de donde H-4 no puede cumplirse.

Corolario 5. X5. <H-8) no implica H-l
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Es consecuencia inmediata del Teorema 3 „ 7 . Obsérvese que este

resultado aparece también en el corolario 5.9.

El ejemplo que sigue muestra que TDS no implica (H-7)- "Para

— V
todo n £ 3N , E C E para algún p € IB" ,.

Ejemplo 5.15. Sea Dr , = {f £ C (IR) , sop f C [-n.nl) (—* <• l-n,n]

D = lim ind Dr i - Sabemos aquí que TDS se cumple, de hechon I -n,nj i i r i

la construcción es la misma que la del capítulo 1 tomando como

sucesión de compactos {f-n,n]} e y ÍJ = 3R.

Sea ¥ £ D, sop <¿> = [ -1, l] , definimos :

A = {¡p( x) ; p,q £ W } y

E = / A U Dr T\ para cada n £ M.
n \ I -n ,nj/

Claramente A C D, de donde E C D. Damos a cada E la topo
n n —

logia inducida por D.

Sea E = lim ind E . Entonces, como E C D y E tiene la topo
n n n —

logia dada por D, la identidad id: E -* D es continua, de don-

de si B es acotado en E , B es acotado en D, por TDS B es
acotado en Dr , para algún n £ IN, pero Dr i *- E , en~

I -n,nj = c [ -n ,nj n

tonces B es acotado en E y TDS se cumple para E.

Puesto que cada E tiene la topología inducida por D, enton-

ces la topología de E coincide con la inducida por E ,

por el teorema 3.1 y aplicando el teorema de Hahn-Banach se sigue

cue H-8 se satisface. Por otra parte, sea q cualquier nüme-

io primo mayor que 5, entonces la función ^(-^x) e E para cual-
%q n

cuier n e 3K y ^(-x) £ E_ para S < ^ -1,, En efecto:
q S 3
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el límite de la sucesión {<P } ,- „, , donde:
n ncffl

<P (x) = ¥>( x)
n nq

para la segunda afirmación observemos primero que f>{_—x) f£ A..

Basta probar que

"± ̂ j¿ ^ JJJ para cualquier p £ 3N.
q 3p+l ^ ,—

Supongamos que -j- —- = k para algún k S u entonces
¿ p

qt3p+l) = 3pk

q(3p+l) = 3k fj P^.-.p^^ donde

p = P,*P2"-'P- P- numero primo j = l,....,i.

entonces p. q j = l,...., i

como q es primo entonces p. = q, de donde:

q(3p+l) = Skq1

3P + 1 = 3kq1":i

y entonces 3J3P-S-1, lo cual es una contradicción. Supongamos

ahora que 'í'Crx) = A, v?, (x) +. . . + X f> (x) donde <p . Ix) = <P f—^

3 *i n n i p.q.

si i < k p . , q. ^ 1

^H ^ Df el si i > k X jí 0 i = l,...,n.

Sea r = *•— i 'í k y supongamos que r, ^ r. para

i ?iqi 1 -1" J

i=l,...,k-1. Entonces:

Sopí(^) = \-\,\\ C [_r r ].
3 -i j K K

3p +
Probaremos que r = ™, es decir que -- = ~ con lo cual

lVl 3
lk
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mos que f(-*x) <£. E si S < ̂  -1.
3 S i

Supongamos que •*• < r ,.
•S Je

Si r, < ••• j = l, .•.,k-l y x es tal que ^ < x < r entonces

n
i)5. (x) = 0 si i ?í k y V,,(x) 5* °' entonces ,E <í>.(x) / 0,

es decir x S Sop p(trx) lo cual es una contradicción, de donde

, = r • Ahora bien, si -f ** r . para algún j < k, tomamos

r < x < r , entonces <P (x) 4 0 y <P. (x) = 0 si i + k,
Ji-i k k i

nuevamente x S sop ^(T*) de donde r = r , repitiendo el
3 kfc i k

procedimiento obtenemos que — = r -

Por último, para ver que H-7 no se cumple, sean n y p £ 13,

tomamos q > 5 primo, tal que q > 3(n+p+1), entonces

SL -i > + l l ^(^0 € E
i > p+n con lo cual ^(^0 € E y (̂-̂ -x) g E -

El siguiente, es un ejemplo en el cual TDS se cumple y no se

satisfacen:

(H-D- "E es cerrado en E para todo n £ U".
n n+i

(H-2)- "La topología de cada E es igual a la topología indu-

cida en E por E ".

n n+i

ÍH-3)- "E es cerrado en E para todo n £ M" .

(H-4)- "Todo conjunto convexo y cerrado en E es cerrado en

ÍH-7)- "Para todo n £ M, E c E para algún p £ 3N".
n n+p ^ E

(H-SJ- "Para cada hiperplano cerrado F en E , (E \F) H p =



Ejemplo 5.17. Sea W(x) = /l+x^ , x €= {-<»,«>), definimos

E » íf € L2(E) ,- ilfll2 « C|w~n f¡2dx < + »}. Si f, g S E
n n 3R ' l n

definimos (f,g) = <W nf, W ng>z donde <, >2 denota el pro-

ducto interior en L2, ( , ) es entonces un producto interior
n

en E , más aún, la topología inducida por Sl> 3á a E es-n n

tructura de espacio de Hilbert, la demostración es idéntica a

la que prueba el mismo hecho en el ejemplo 5.12.

Como consecuencia del hecho que el conjunto de funciones conti-

nuas de soporte compacto es denso en L , p ̂  1 ([18] Cap. 3

Teo. 3.14 Pag. 71), se sigue que el conjunto D del ejemplo 5.16

es denso en cada E , de ahí que;
n

E - D i E
n+p n n

De aquí se sigue claramente que H-l, H-2, H-3, H-4 y H-7 no se

cumplen, sin embargo, puesto que cada E es de Btlbert, es re-

flexivo ([ 1 ] Cap. 4 Secc. 44 44.7 Pag. 191), y por el Teorema

2.10, TDS se cumple.

Por último, para mostrar que H-8 no se satisface, tomemos

fk =

1
B S Í £ k ' k G f f l l -

2Entonces lf II =JL,!x I 2 dx = 2k, por consiguiente B C E
k n m ' [-k,k] n

Observemos además que ü f, S2 < ""{
K n+i
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dx

-k

— ang tan k - ang tan -k

T -- JT ?
pero ang tan k < - y ang tan -k > ~ de donde ||f || < ir

2 *• iC H T J

y B es acotado en EJ n+i

Supongamos que H-8 se cumple, B es acotado en E y no es

acotado en E , entonces B no es débilmente acotado en En n

v existe f S E ' tal que f no es acotada en B.
3 o n ^
Para k S 1H sea b, S B tal que f (b ) > k- Por inducción

k o k

escogemos f S E ' tal que f sea extensión de f - Enton-a p n+p ^ p-l
— i

ees ^{f (-ro,lJ; p S 11} es vecindad del cero en E y no ab-

sorbe a B, por lo tanto B no es acotado en E, lo cual es

una contradicción.

Recordemos ahora que en el teorema 2.10 se probó que si cada E
n

es de Banach y semireflexivo, entonces TDS se cumple , a conti-

nuación damos un ejemplo en el que cada E es de Fréchet y se-

mireflexivo, sin embargo no se satisface TDS, más aún ni siqui£

ra se obtiene QJH.
Ejemplo 5.18. Para cada n £ 3H , sean D = IR \ {l ,2 , . . . ,n}
v E = C™(D ). Para cada n.m £ IN y f G E , definimos:1 n n n

|| f || = S u p { m l f ( x ) ! ; x G K Í = 0 , l , . . . m } ,
111 " n , m ^ •' ! n , m
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r r- I I . - . . . - ^ 1 . „ , 1
K = { x t D ; x ^ m, x-n > ~ 1 = 0,1,. ..,ní.
n,m n i 1 ' ' m

ÍK } -_ es una sucesión creciente de conjuntos compactos
n ,m m £ l e

tales que U K = D para cada n ^ U y cada I! II es
mSIN ' n '

una seminorma en E ..
n

Para cada n £ 3H, sea B la bola unitaria relativa a la
n ,m

seminorma II 11 , entonces el conjunto ÍB } forman,» . n ,m m=i

una base para el sistema de vecindades de E con la propiedad

de que B 3 B para cualquier m S 3N , lo cual hace a
n , m n , m +1

E un espacio metrizable. Probaremos a continuación que E
n n

es de Fréchet:

Sea (f,) r- una sucesión de Cauchy en E , entonces para
K k = 3M n

V ^-P _ , digamos
O . ti

n
V = {f <= E ; Ifl! < e}, existe H ^ In n ,m '

tal que si k,s ^ N, entonces Hf -f ti < z es decir

Sup ím|f ¿^ (x) - f *
l) (x)

entonces m l f ( x ) - f (x)I < e X ^ K i=0,...,m en1 k s n ,m

particular (f í x*'>e™ e s d e C a u c h y e n ^ • entonces con-

verge a algún número f (x) .

Sea x S D , si U S if , se tiene
o n ' x ,D

o n
fti) f-.
| (x) - f^ '(x)[ < e para todo x € u y k > N

es decir (fv ) converge uniformemente a f en U,, Así

f x es continua en x y como x £ D era arbitrario, se
o o n

sigue que f es continua en D * por consiguiente E es
n n

de Fréchet. además cada E es nuclear ([20] Cap. IV Secc. 9
n
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Teo 9.7 y ejemplo 3 Pag. 173).

Entonces cada E tiene la propiedad de Monte1 í&o] Cap. III

Secc. 7.2 corolario 2) y es, por consiguiente, semireflexivo

(feo] Cap. IV secc. 5 Teo 5.5 Pag. 144).

Sea E == lim ind E
n Su n

Probaremos a continuación que TDS no se cumple.

para cada n e 3N y x e 3R, sea f (x) = íx-n) ' e
n

y c = Sup{|f | f x
 G D W n-1, n+l] , i=O,l,... ,n-l}.

Claramente, cada f € E . Sea V £/J , como ÍB }
n n o,E i,m m=i

es una base del sistema de vecindades de E , existe m £ U

tal que W = B C v.
i ,m

Ahora bien,

^ l^fJ^CJh x € ̂  ̂  i = 0 mi < 1

si y sólo si ñ < 1

es decir ííc~f e w si n=m+l, m-t-2 , - - -

entonces existe k > 0 tal que h = n c t ^ kV para cada

n ^ M, es decir, el conjunto B = {h ; n ^ M} es acotado en E,
n

Pero B % E para cualquier n. Para ello observemos que

f £ E
n n-i

_. , . , . n- 1/2 - (x-n) zf (x) = íx-n) e
n

f (k){x) = (x-n)n~ 2 e-(x-n) p ( x _ n ) ( aonáe p(x-n)

es: un polinomio, entonces en la n-é"sima derivada el factor

(x-n) aparece en el denominador, es decir f no es óe clase

C en x = n G D < es decir f G E pero no en E
n-i nn n-i
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Entonces B es un acotado en E que no está contenido en E n

para cualquier n £ K, es decir TDS no se cumple. Por

último, para ver que QJH no se cumple, sean n £ M y B

y acotado en B

V

Como f £ E y f
n+i n+i n+i

enton

Puesto que E tiene la propiedad de Montel y B es cerrado,

entonces B es compacto en E , por lo tanto B es compacn n n

to en E.

Así 9- B-E
n ' n+i

es decir QJH no se cumple.
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