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RESUMEN

Como primera parte de esta tesis se hace una revisidn de
varios de los métodos gue han sido reportados en la literatura para
resolver el problema de localizar el minimo global de una funcidn
melttimodal de varias variables. Si bien es cierto que alguncs de los
métodos reportados poseen algunas caracteristicas qgue los hacen a-
tractivos, tambi&r lo es gue poseen algunas desventajas gue limitan
su aplicabilidad, siendo estas filtimas las gue predominan en algu-
nas condiciones.

Lo expuesto anteriormente sirvid de motivacidn para una
investigacidn cuyo propdsito serfa el desarrollar un nuevo megtodo
para localizar el minimo gliobal de una funcién. Sin embargeo, este
nuevo método deberia tener algunas caracteristicas especiales gue lo
hicieran supericr a otros, gue incorporara en leo posible las venta-
jas de estos Gltimos ¥ gque al mismo tiempo eliminara sus desventajas.

El resultado de la investigacifn fue el desarrollio del mé-
todo q? TUNELIZACION, el cual ha demostrzdo ser un algoritmeo adecua-
do para resolver el problema mencionazdo en el primer pirrafo. E1 mé-
todo de tunelizacidn que se presenta en las siguientes paginas, con-
siste de dos fases: Una fase de minimizacidn, seguida de una fase ge
generacidn de nuevos nominalies que favorecen el acercamiento del al-
goritmo al minimo global (fase de tunelizacidn). Estas fases, emplea-
das secuencialmente, tienen en corjunto las siguientes caracteristi=-
cas:

a) Se acercan monotdnicamente al minimo gleobal

b} Una vez gue se ha encontrado un minimo loczl, el métode ig-
nora, por construccidn, todos lcs minimos que existen por
arriba del encontrado, sin importar culintos son ni d&nde

estan localizados.

ademds de las caracteristicas ya menciocnadas, cuando el al-
goritmo de tunelizacidn se compara con los ya reportados en la litera-
tura, el primeroc resulta superior a los otros si la funcibdn gue se mi-
nimiza satisface las siguientes condiciones:

a) La regidn d¢ interés es grande



b) La dimensionalidad del problema es alta

c) La funcidn exhibe una gran densidad de minimos locales,
distribuideos uniformemente en la regibn de interés, o al

menos estos minimos se encuentran alrededor del glebal

Por otre lado, cuando las condiciones anteriores no se sa-
tisfacen, si bien es cierto gue el algoritmo de tunelizacidn sigue
convergiendeo al minimo global, se ve superado por otro tipo de méto-

dos los cuales localizan el minimo global mas rapidamente.

Complementando los puntcs anteriores, se pudc cbservar gue
cuande se intenta resolver un problema de minimizacidn global, no es
muy recomendable emplear métodos de minimizacidn local c¢on propieda-
des derivadas en base a puntos anteriores, © con fuerte convergencia
local, como son los métodos de gradiente conjugade o los derivados
del de Newton., Esta Eseveracidn esta completamente justificada y de-

tallada en la tesis, tantc tedrica como experimentalmente.

Finalmente, se incluyen una serie de ejemples los cuales
ilustran las caracteristicas mencionadas con antericridad. Estos e-
jemplos contienen desde una hasta diez variables independientes y
exhiben desde uno hasta 18 minimos globales, con un total desde tres

hasta miles de puntos estacionariocs.
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I.- INTRORDUQCION

El problema de localizar el minimo global de una fun-
cidn ha recibide relativamente poca atencidn en la literatura a pe-
sar de ser uno de los problemas miAs interesantes gue se pueden en-—
contrar en el campo de la programacidnm no lineal (Ref. 4}. Ademis
del inter&s intrinseco gue este problema tiene para un matemdtico,
resulta por demfis obvia la importancia gque tiene en problemas del

"munde real®™, com¢ los gue se describen brevemente mis adelante.

A nadie escapa gue cuando se tiene un problema de minimi-
zacibn, siempre surgen las siguientes preguntas: "Si minimizo 1la
funcidn gue describe mi problema, 1) Zcdmo s€ que la.funcidn no
tiene m3s de un minimo? y 2) una vez gue encuentro un minimo, ‘icdmo
se gue no hay ningQn otro minimo por debajo, o con igual valor de la

funcidn, que el que ya encontryé&?"

Las dos preguntas del pArrafc anterior, las cuales normal-
mente no encuentran respuesta, son la principal motivacidn gue se

tuvo para desarrollar la presente tesis.

A continuacidn se describird@n una serie de ejemplos toma-
dos de diferentes disciplinas y cuyo Gnico propdsito es el de ilus-
trar la existencia de problemas gue reguieren del uso de un algorit-

mo de minimizacidn global:

Reactor Quimico Autotdrmice (Ref. 16)

Considérese la operacidn de un reactor autct@rmico comeo el
gue se muestra en la Fig. 1, en el cual se lleva a cabo una reaccibn
de primexr orden, irreversible, con una velocidad de reaccidn r = kCA"
Se desean averiguar cudles son todos los posibles estados de opera-

cidn estacionaria ¢ue se préesentan en dicho reactor.

53 se definen las siguientes variables,

* -
CA CA

&
CA



las ecuaciones gue determinan las condiciones de cperacidn del reac-

tor, estdn dadas por

kO - 8k _exp(-~E/RT}

1+ k9 1 + -
8k _exp (-E/RT)
¥ X = - % (=
QCP(T Tyl /Ck (-H)
F, TyqiCk F, T, C,
_______m_+w
]
V. CP,D k = k, exp (-E/RT)
- calor de reaccidn:

AHy, = B ( <0)

Figura 1.- Reactor Quimico Autotérmico.

Este par de ecuaciones simult8@neas, en x y T, exhiben una,
dos o hasta tres soluciones, dependiendo del! wvalor de las constantes

gue en ellas intervienen.

Existen al menos dos formas de encontrar 108 valores de x
vy de T gue satisfagan las ecuaciohes. La primera de ellas serfa re-
solviéndolas una gran cantidad de veces ¥ analizar los resultados gue
se hayan obtenido, confiando en gque al final, se hubieran encontrado
todas las soluciones del sistema. La segunda forma de hacerle, seria
encontrando los minimos globales de la siguiente ecwacion, la cual se

obtiene a partir del sistema de ecuaciones simulténeas:

pC (T - T.) Bk _exp (-E/RT)
min F(T) = [~ g - o
T Cf (~H) 1 + Bko exp (- /RT)

ecuacidn gue puyede tener uno, dos o hasta tres minimos globales,

F(T) = 0, v hasta dos$ puntos de inflexidn.

Ejempios de esta naturaleza pueden encontrarse en biologfa



{relojes bioldgicos), en el disefic de reactores tubulares autotér-

micos, asi como en reactores de retromezclado en cascada.

Determinacidn de Estados de Equilibrio en Sistemas

Mecinicos.

Considérese el sistema mecdnico constituide por eslabones,
el cral se muestra en la figura 2. Si la longitud criginal de cada
resorte es 4, las posibles condiciones de equilibrio del sistema
estin determinadas por los puntos extremos de la energia potencial

asociada al sistema, i.e.,

VI8) = k(d - 1;)7/2 + Wlcos (8)/2
2 2 . 2
donde 1, =/{17(1 - cos8 )" + (4 - 1sin€ )"}

Se puede demostrar que si lo gue se desea encontrar es la
posicidn de equilibrio con el menor contenido de energfa, esto es

equivalente a encontrar el minimo global de la energia potencial.

Para el caso de n eslabones de longitud lj’ unidos a una

pared mediante resortes cuya constante es k la energlia potencial

jl
del sistema esta determinada por

i

n -1 n 2
v = %{Wl Zl.cosej + 1ic058i/2)}~+ {Eki(d - 1Ri} Y2

3 3
donde 3 3
F3 1 2
1 = y{{Z1, (1 - cos@-)}2 + (d - El.8inf4) }
R 275 i il | 1
i hj ]

v el estade de equlibrio conteniendo menoxr energia, corresponde al
8 ).

minimo global de V(81'82'83'”""'8n—1 n

e a ,F;

Figura 2.- Sistema Mecinico.




Disefio de Filtros Digitales (ref. 17)

Un problema comfin en el disefio de filtros digitales es en-
contrar los coeficientes del filtro digital recursivo tal gue se
ajuste a las especificaciones de magnitud deseada. Este probklema se

puede plantear de la siguiente forma:

Supdngase gue las caracteristicas de magnitud de un proceso se

describen en un conjunto discreto de frecuencias mﬁ, w

a 97 3r‘---»: M’
como Yi' ¥=1,2,...,M. 8i
. = jw, w i = 1,2,...,M
z; exp{] i ) i ’
1+ akz"1 + bkz_z
v ¥{z) = AE = ] —

1 + Cy 2 + dkz

se pretenden encontrar los valores de (a1, b1, Sy dq, CrBr bK, Cpr

GK}, gales que

M
; ad 2
o = §{EY(zi)i- vo o3

adguiera el mas bajo valor posible (minimo globall

Cada unc de los factores gue intervienen en la ecuacidn para
Y{z), corresponde a la realizacidn en cascada gue se muestra en la

figura 3.

o

Figura 3.- Realizacidn de un Filtro Recursivo

El prohlema que se ha planteado corresponde a un problema de
minimizacién con restricciones (restricciones de minima fase y de es-
tabilidad). Sin embargo, las restriccicnes se pueden ignorar va que
se sabe que el minimo global de Q siempre-queda dentro de la regidm
admisible.

Este problema pertenece a una clase mis amplia de problemas



gque en general se pueden describir como problemas de ajuste no lineal,
8rea en la cual el algoritme gue se presenta en los Siguientes capi-
tuleos tendri una aplicapilidad hasta ahora restringida a otra clase

de algoritmos.

Optimizacidn de Ciclos de Fnergla Térmica {Refs. 12,13,14)

En una serie de trabajos recientes, Pope et.al., describen
varios problemas de minimizacidn de funciones, cuye formulacidn co-
rresponde a problemas pricticos. Debido a lo extenso de la formula=
cifn de estos problemas, 8sta neo se ha incluido. Unicamente se debe
sefialar el hecho de qué en todos los problemas, la fuhcidn objetiwme

corregponde a una Ffuncién multimodal.

Ia forma mig comfin como se ha resuelto el problema de loca-
ijzar el mfnimo glebal de cada una de las aplicaciones mencionadas,
es mediante el anflisis de los resultados producidos mediante una se-
rie de soiunddenes obtenidas con una computadora, en las cuales se lo-
calizan minimos leocales de la funcidn objetivo. Si después de haber
realizado dichos cllculos se tiemecla certeza de gue se han locali-
zado todos los minimes locales de la funcidn objetivo, obviamente
inclufdo en &stos deberf estar e] minimo global. Resulia también obvio
que ne hay forma de garantizar dgue se han localizado todos los minimos
locales, ademBs de que cada vez que se realiza una bueva corrida, no
se sabe de antemano si la funcidn objetivo disminuirid o aumentari su

valor en 21l nueve mfmimo local gue se encuentre.

Todo lo anterior indica la necesidad de desarrollar un: al-
goritmo que tenga como objetivo localizar el minimoe global de una fun-
cibn, o hien los minimos globales si es el caso, siendo esto la inves-

tigacifn realizada y que se describe en las siguientes piginas.

Se podrfan seguir mencionado ejemplos en otras Areas pero no
es este el propbsito gue se persigue, sino simplemente el intentar de-
jar bien claro la necesidad de desarrollar un algoritme gue encuentre
mfnimos globales.

Finalmente, y para permitir al lector abordar el punteo gue
mis le interese en este trabajo, &ste se ha dividido de la siguiente

forma: En el segundo capitulo se dan una serie de definiciones de las



cuales frecuentemente se hard uso, ademas de plantear formalmente el
problema que se pretende resolver. El capftule tres, presenta una re-
visién de warios de los algoritmos repertados en la literatura para
atacar el problema gque se plantea en esta tesis. El siguiente capi-
tulo contiene la parte medular de esta investigacidn ya gue en &1 se
describe el fundaments y los pasos que constituyen el método de tune-
lizaci8n; asimisma, se enuncianr algunas propiedades del mé&todc y se
especifican claramente lodé pasos que se deben segulr para implemen-
tarlo en una computadera. En el capitulec cinco, se describen los e-
jemplos que se emplearen para evaluar los diferentes algoritmes des-
crites en los capftulcs tres y cuatro, indicédndose, ademfs, ias con-
dicilores experimentales gue se usaron para corretrlos sjemplos. En
este misme capftulo se encuentran los resultados obtenidos, los cua-
les se reportan en forma de tabla para cada uno de los 18 ejemplos.
En ¢l filtime capftulo de la tesis se presentan las conclusiones gue
se ebtuvieren al analizar los resultados del capitulo antericr, re-
sultados gue se ebtuvieron al empiear el método de gradiente ordina-
rio en las fases de minimizacidn de los diferentes algoritmos de mi-

nimtzacifn global.

ror fltimo, se incluyen tres apéndices cuyo contenidoc es el
siguiente: En el apéndice A se reportan los resultados gue se obtie-
nen para los diferentes algoritmeos cuandeo se usa en la-fase de mini-
mizaci8n los mBtodos de gradiente jconjugado y Newton modificado. En
el apBndice B se describen los métodos de gradiente ordinaric, gra=-
diente conjﬁgado v Newton modificade tal y como se implementaron en
los programas de cdmputo. En el apé&ndice C se muestra el por qué no
se deben emplear en la fase de minimizacifn de un algoritmo de mini-
mizacidn glabal métodos como gradiente conjugado o métodos derivados

del de Newton {tipo cuasi-Newton).

purante la revisidn de la presente, se afiadidn un cuarto a-
pendice en el cual se presenta la demostracidn tedrica de la conver-
gencia del algoritmo de tunelizaci®dn hacia &l minimo global para el

caso de funcicones de una scla variable.



II.- DEFINICIONES Y POSTULADO DEL PROBLEMA.

Sea f{x) una funcibdn escalar continua de n variables,

con primeras y segundas derivadas continuas, definida en @,

2 =1{x| a< x¢ bl, y considérense las siguientes definicicnes (Ref,
10):
pefinicidn. Se dice gue f(x) exhibe un minimo local en xﬁaﬂ

k= 1,2,...,K, 81

f(xi) < flx) (13}

para a # x;, !lx - x;[i < &, Xk = 1,2,...,K, x € &

Hay que hacer notar que si f(xf) = f(x;). k # 1, para alguna
k, esta situacidn corresponde al caso en gue la funcidn f{x) posee va-

rios m¥fnimos locales al mismo nivel,

pDefinicidn. Se dice que Fi{x) exhibe un minimo global sastricto

en x* £ § , si f(x) exhibe un minimoc local en x* y ademis
fex*) < £(x) (2}
para x ¥ x*, x £ §

pefinicifn. Se dice gue f({x) exhibe un minimo global en

x* £ 8 , si f£(x)} exhibe un minimo local en x* y ademis
fix*} § £(x) (3)
para X F ox*, x & Q

Esta situacidn se presenta cuando la funcidn f(x) exhibe va-

rios mfnimos glcbales al mismo nivel.

Con base en las anteriores definiciones, en la presente tesis

se considera el problema de encontrar el minimo global de la funcidn

£ = f(x) (4)
donde x es un vector de n-componentes, x £ &, 8 = { xla € x € b},
vy, a y b sen vectores prescritos de dimensién n. Se supondrid en lo
sucesivo gue tantco la funcion asi como sus primeras y segundas deri-
vadas existen v son continuas; por Gltimo, tambifn se supondrd que el

minimo global existe, es decir, el problema gue se plantea si tiene

solucién,



III.~- REVISION DE OTROS ALGORITMOS

En geperal, los métodos gue han sideo desarrollados V'
reportades en la literatura para resclver el problema de minimizacidn

global, pueden ser clasificados en alguno de los siguientes grupos.

a) MBtodos de Ascenso {Hill Climbing).

En este tipo de métodos, todos los puntocs extremos de una
funcidn (wmlximos, minimos y silia) se encuentran secuencialmente con-
forme el método avanza. S5i se establece un criterioc de pare en el al-
goritmo, una vezr gue £ste se ha alcanzado se comparan los valores que
la funcidn ha adguirido en todos los puntos estacionarios y se decide

cual de ellos corresponde al minimo global (Refs. 3,7)

b) MEtodes de Modsficacidn de la Funcidn.

Esta clase de m&todos se basan en la definicidén de una fun-
. s s . P
cidn auxiliar gue se espera exhiba un wminime local gue corresponde a
un valor de la funcidn gue se esti minimizandeo, inferior al {ltimo
mfnime encontrado. La localizacibn de este minimo de la funcidn auxiws
liar puede sger empleado como punto de arrangue de una nueva minipiza-
¢ifn de la funcidn originat. Usando este tipo de métodos en forma re-

cursiva, es posible acercarse al minimo global de la funcidn {Ref. 6}.

¢} Métodos de Arrangue Aleatorio.

En estos m&todos, generalmente se dan uha gran cantidad de
puntos al azar, puntos gue se usan como puntos de arrangue para algfin
mEétodo de minimizacidn cuyo propdsito es encontrar minimos locales:

Al igual gue los métodes de ascenso, la determinacidn de cuil de los
minimos locales encontrados corresponde al global se hace a2 posteriori

(Ref. 1)

A continuacifn se describirdn los algoritmps gue se han em-
pleado en este trabajeo para resolver el problema planteadc en el ca-
pitulo II de esta tesis. En lo gue sigue, no se hace distincidn {(no-
tacidn) entre escalares, vectores vy matrices, como normalmente se a-
costumbra. La caracteristica de cada una de las variables estd en el

contexzto de lo que se est& describiendo en ese momento.



3.1.— Moddficacibn de Hardy al MEtodo de Branin (Refs. 3,7)

E1l problema de encontrar los puntos extremos de la fun-

cién
f = £(x) (5)
sujeta a las restricciones a £ x § b, se puede reformular de 1la
siguiente forma.
Sea 3
£
glx) = y" (6)

donde g(x), un vector de dimension n, es el gradiente de la fancidn
objetivo., De la teoria clisica de optimizacidn, en urn punto extremo

x* de f(x], se satisface la condici8n de primer orden
glx*} = 0 (7)

En otras palabras, se trata de ercontrar un punto x*, tal que
la ecuacifn {7) se satisfaga dentro de una tolerancia € ¥ para tal fin
se debe resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias aso-
ciado a (7)

dx

rrali -1 Msign(det (B(x))H | (x)g{x) (s

donde M = £,1,2,... es una wariable gue se incrementa cada vez que se
alcanza un punto extremo de f(x), y HIX) es el Hessiano asogiado a lLa
misma funcidn. Para resolver el sitema de echaciones (8), se conside-

ra la condici®n inicial

x{0} = x (9}
o

Para resolver el sistema de ecuaciones (8), se empled unh mé-
todo del tipo predictor-corrector de cuarto orden con un método de

Runge-Kutta del mismo orden para arrancarlo (Ref 8)

En el transcurso de obtener la solucidn del sistema de ecua-
ciones {8) se pureden presentar cualesguiera de los siguientes tres pro-
blemas; f{a) reiniciar el asigoritmo cada vez que se alganza un punto
estacionario de f(x), (b) prevenir la falla del métcdc cuando H(x) se
vuelve singular y (¢) reiniciar el proceso cada vez que la solucidn
de (8) alcance alguna de las fronteras. La forma de solucionar estos

problemas fue la siguiente:




a) Proveccidn a través de un punto estacionario.

Sea x(tk) el valor del vector x(t} en el k-&simo paso de in-

tegracidn y que satisface

T
g Gx(e, ) glx(t)) < e, (10)

¥ x(tk_1} el valor del wvector x(t) en el (k-1)-&simo paso de integra-
¢ciftn en el cual no. se satisface (18). Ya que x(tk) corresponde a la
localizacibn aproximada de uno de los puntos extremos de f£(x), si se
continua =21 proceso de integracidn tal cual, resultard gue el algorit-
me se mantendri indefinidamente en la vecindad de ese punte extremo ¥
de agui la necesidad de sacarlc de esta regidn para gue se puede con-
tinuar la biisgueda de otreo punto eXtremo. Con tal propésite, considé-

rese el wvector

y = ax{tk) + (1 - a}yx{t ) {(11)

k-1
donde O es5 un escalar. El problema anterior se resuelve si se encuen-

tra @ ( *1) tal gue
T
g (yialy) » g, (12)

1o gue eqguivale, enr cierta forma, a provectar la trayectoria de acer-
camiento &) puntoc extremc a través de &ste. Una vez gue se ha encon-
trado la 0 gue haga que la ecuacidn (12) se satisfaga, se puede con-
tinuar con la generacidn de otra trayectoria gue localice otro punto

extremo, previec incremento de la constante M.

b) Proyeccidn a través de un punto donde H(xX) = 0.

1
tes al vector x(t) en la k- ¥ (k-1)-&sima etapa de integracidn tales

Sean, nuevamente, x(tk) ¥ x(tk_ ) los valores correspondien-

que

det Hi{x(r }) g e, (13)

v det H(x(tk_1)) > €, {14}

respectivamente. Debido a los problemas de inesgtabilidad num@rica gue
ge presentan cuando ge trata de invertir una matriz casi-singular,
resulta gue el procege de integracidn no se puede continuar si la ex-
presidén (13) se satisface. Para continuar la bfisgueda, se procede i-

gual gue an el casc anterior hasta encontrar un valor de g tal gque



det H{y) > ¢ {15)

2
Los puntos .x gue satisfacen
Hi(x) =0 (18)
gix) # ¢ (17}

fueron llamados peor Branin, en su articulo original, "singularidades

extraflas" (Ref. 3)

c) La solucibn x(t) aleanza la frontera de la regidn.

Al estar resolviendo las ecuaciocneg (8) puede suceder gue se
alcance alguno de los lados del {(hiper-)cubo gue sirve de frontera de
la regifn. Esto puede ocurrir va que si se analiza el algoritmo, no
se tiene control algune sobre la trayectoria gque debe seguir x=({t)}.
Cuando lo .anterior ocurre, el ltimo punto que se tenia antes de lle-
gar a la frontera se refleja a través del centroide del cubo y se re-
inincia el proceso mediante la selecgeidn adecuada del valor de M. Es-
ta selewcidn se hace de manera tal gue cuando se di un paso de inte-
gracidn desde el nnevo punto de arrangue, el siguiente punto esté den-
tro de la regidn de interés y no fuera de ella, en cuyo casc se incre-

menta en 1 (uno) el valor de la constante M.

3.2.~ Algoritmo de Goldstein y Price {Ref. 6).

ge puede demostrar dgue este algoritmo converge al mi-
nimo global de una funcidn, siempre y cuando esta Gltima sea un poli-
nomic en una sola variable. Sin embargo, cuando alguna de estas dos

caracteristicas no se cumplen, lo anterior deja de ser cierto.

La derivacidn del algoritmo es la siguiente. Sea f(x) una
funcidn de una sola variable gue exhibe un minimo local en xgu s5i £{x)

se expande en su serie de Tavlor alrededor de x*, se obtiens

*
£ (x*g) 00 (x*q)
£{x) = Fix¥) + ———— 1" (x yny? ———(_1-—(:-:-1{*)3 + oa.. (18)
1 21 1 3 1

A partir de esta expansidn, se define una funcidn auxiliar

f1(x) como
Fx) - fix7)
f1(x) = > {19)
(x - x3)




Como Se sSupusc gue en x? existe un minimo local de f{x}, se

tiene gue f"(x?) > 0, ¥ entonces para alguna § # xf.f1(£) < 0, es de=-

2
este punte puede ser empleado como punto de arrandgue de una nueva fa-

cir £{E) ¢ f(x?)w Si se tiene éxito en localizar £, digamos en x°,

se de minimizacidén de f(x}, teniéndose la certeza de gue si en x;
existe otro minimo local de £{x), se satisface gue f(x;) < f(x?)“ La
forma de localizar x;, c¢uando existe, consiste en encontrar un minimo
de fi(x)d Si bien a primera vista el m&todc resulta atractivo, se pue-~
de presentar la siguiente situacidn:

Supbngase que en & se¢ localizd un minimo de f1(x} tal gue
f(gy » f(x?)u Resulta evidente gque desde este nuevo puntc no se puede
reiniciar la bfisqueda de un minimo de £(x) sin correr el peligroc gue
al encontrarle, suceda gque f(x;) > f(x#)” cuando esta situacidn se

presenta, el proceso para definir f1(x). a partir de £(x), se repite

para generar ahora fz(x} a partir de f1(x), es decir, si en £ = x2
' - n > ) .
f1(x2) 0, f1(x2) 0y f1£82) > 0, fz(x) se define como sigue
£frix,) £07 {x_} 3
£,.(x) = f (x,} + ——41—3*—(x - x )2 + o—t——(x = x_ )} +
1 1 2 o1 2 3 2
(20}

De esta expansidn se chtiene EZ(x) como

£_(x) - f_(x_)
£,(x) = —2 +—2 (21)

(x - xz)

Ios argumentcs para pasar de f£(x) a f1(x) ¥ para el regreso
a f{x) se-gueden extender facilmente para pasar de f1(x) a fz(x} y re-
gresarse a f1(x). Este procedimiento deberi ser repetido tantas veces
como se& reguiera ¢ bien se alcance algiin criterio de convergencia
{Goldstein y Price no establecen ninglin criterio como condicifn de pa

ra} .

El anflogo &e la situacidn anterior en un problema n-dimen-

sional es el siguiente. Sea

£Qx) = £x} + (x - x1)‘H(x1)<x - x /2% . (22)

donde en'x1 f{x) exhibe un minimo local, es decir, H(x%) es positiva

definida. Siguiendo los lineamientos anteriores, f1(x) se define como



f(x) - f£ex,}
£,.(x) = 1 {23)

T
{x - x1) H(x1)(x - x1)

Yy sobre esta funcidén se busca un minimo de f1(x) gue satisfaga gque
f1(x) & 0. S8i este minimo se localizo en x%, este punto puede emplear-—
se como punto de arrangue para otra minimizaci&n de £{(x). Si en el
punto x; nc se satisface gue f1(x3} < G, el procesc descrito en los
PArrafos anteriores se repite tantas veces como sea necesario, o bien

gque se alcance alguna condicidn de paro del algoritmo.

3.3 MEtodos de arrangue aleatoric (Ref. 1).

Este tipo de métodos han sido los qgue mds se han eﬁpleado
para resolver el problema de minimizacidn global. Se podria decir que
la idea en la gue se basan estos métodos es esencialmente la misma, y
salve ligeras variantes, esta consiste en suponer, a priori, gue des-
pués de un cierto niimeroc de evaluaciones de la funcidn, muy posible-
mente el minimo global de la funcién ha sido localizade. & continua-
¢ibén se describen dos de los métodos gue se considera son razonable-~

mente cornfiables para resclver el problema.

3.3.1.- Arranque Aleatorio Miiltiple (MRS)

La forma en que este algoritmo fue implementado
es la siguiente: Para un algoritmo de minimizacidn dado, &ste se co-
rre empezando de diferentes puntos de arrangque, seleccionados al azar,
almacenindose el valor y la localizacién del minimo local de £{x) gue
naya sido encontrado. Despu&s de un cierto tiempe de ejecucidn se de-
tiene el algoritmoc y posiblemente dentro de los varics minimos locales

encontrados sSe encuentre el minimo globkal.

3.3.2.- Arrangue Aleatorio Milltiple Modificado (MMRS}

Come se menciond con anterioridad, este algoritmo
tiene mas o menos la misma filosofia gue el anterior. La {nica dife-
rencia entre ellos es la siguiente. Sea x* la leocalizacidn de algin
mrinimo local de f£(x), cuyﬁ valor es f{x*¥). Para continuar la bisque-
da de otro minimo, se genera un punto aleatorio, por ejemplo x°, el
cual se usa para iniciar la bfisgueda de otro minimo local, siempre
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£(x®) -~ f£(x*} < € (24}

Si para el punto x° la condicidn (24) no se satisface, se
genera otro nueve punto x°, repiti&ndose este procedimiento hasta
gque la condieidn (24) es satisfecha, o bien, se alcance el tiempo

limite de ejecucidn prescrito para el algoritmo.

Antes de pasar al siguiente capituloc, vale la pena hacer no-
tar que de 1los cuatro algoritmos que se han descrito hasta este punto,
los de Goldstein y Price y el de MMRS satisfacen la siguiente propie-

dad cada vez gue encuentran un nueve minimo local de f(x):

Sean x#, xz, .. las localizaciones de los minimos encontraw-
dos en sucesivas etapas de minimizacibn; si f(x?), f(xg).u._ son los
valores que adguiere la funci®n en cada unc de estos puntos, ficil-
mente se ve gue estos valores satisfacen la relacidn

£{x3) 7 =) 2 .0 (25)



_15_.

IV.- METODO DE TUNELIZACTION

El algorfitmo de tunelizacidn gque a continuacidn se presenta, con-
siste de dos fases; una fase de minimizacifn vy una fase de tunelizacidn. Estas
dos fases son usadas alternadamente por el algoritmo y tienen como propdsitc el

acercarse al minimo global de £ {x).

4,1 Fage de minimizacidn.

En esta fase, para un punto de arrangue x°,teorica-
mente cualquier algoritmo de minimizacidn gue posea propiedad de des-
censo local sobre f£{x) puede ser empleado para logcalizar algiin minimo
local de f£(x), por ejemplo ern x*. Lo anterior, no necesariamente es
cierto en la pr&ctica; de hecho, en el apénéice C, se presentan algu-
nas recomendaciones sobre que clase de métodos de minimizacidn pueden
ser empleados {(En la presente investigacidn todas las conclusiones

estdn basadas en el método de gradiente ordinario)

HOTA: Debido a que se requiere que los puntos gue genera el método de
minimizacidn permanezcan dentro de la regidn de interds a & x € b, du-
rante todo esta fase, los desplazamientos gue genera el método de mi~
nimizacidn se controlan de la siguiente manera: Sea x el Gltimo punto
producido por el algoritmo de minimizacidn tal gue a € x € b v sea

x = x + Ax el siguiente punto generade por el algoritmo y es tal que
alguna de las fronteras de la regidn es violada. Para este caso, se
encuentra un tamafic de pasc AXx = Ghx {& < 1) tal gque x = x + AR

estf en la frontera de la regibn y ademfis se satisface que F(x) < £(x)
(propiedad de descenso del algoritmo). Si la filtimz desigualdad no se
satisface se usa un progeso de biseceidn sobre O hasta gue es satis-
fecha. Una vez gue el algoritmo se encuentra en la frontera de la re-
gifn, se calcula una nueva direccidn de desplazamiento Ax, la cual va-
ria segfin el método gue se est? empleando, haciendo iguales a cero to-
dos aguellos componentes del desplazamiento gue tienden a violar algu-
na de las fronteras de la regifn; cuande estc Tltime se hace, se tiene
la certeza de gue ninguna de las fronteras serd violada, ademds de que
no se pierde la propiedad de descenso si se usan como métodos de mini-
mizacion gradiente ordinario ¢ bien gradiente conjugado. Resulta fi-
cil de conecluir gue si despugs de haber modificade sl vector de des-

plazamiento este se convierte en un vector nulo, dentro de una cierta



tolerancia, se ha localizado un minimo en la frontera de la regidn.

Procediende en la forma arriba indicada, la secuencia de puntos

«©

{2y Yoo

siempre dentro de la regibn a £ x £ b.

producida por el algoritmo de minimizacidn. permaneceri

Obviamente, si la fase de minimizacidn produce un minimo so-
bre la frontera de 1la regidn de interxds, la fase de minimizacidn de-
berd darse por terminada, tomandeo como punto de arrangue en la fase
de tunelizacidn la localizacidn del minime restringido gue se loca-

1iz® mediante el procedimeinto anterior.

4,2.- Fase de tunelizacibn.

El propdsiteo principal de la fase de tunelizacidn
es la de encontrar un nueve punto %x° gue se usari comn punto de arran-
gue de la siguiente fase de minimizacidn. E]l punto x° debe sger tal que
i se emplea come punto de arrangue de la siguiente fase de minimiza-

¢idn, el nueve minimo local de £(x}), localizado en x**, sea tal que
T(x**) & £{x*) {(26)

donde x* corresponde a la localizacidn del minimo encontrado en la an-

terior fase de minimizacidn.

Para conseguir el objetivo mencionado, se debe tratar de lo-

calizar alglin ceroc de ta funcidan de tunelizacibn, definida como

fi{x) - f* (27)

T(x,l) =
£ (xmx ) T lxex )P0 T (xmxt) Tmoxen) P
m m 121 i i

dande el significado de cada t8rmino se presenta a continuacidn. ade-
mig del significado de cada té€rmino, y por considerar de importancia
la derivacidn de la funcibn &e tunelizacibn, &sta se presenta en de-
talle. Lo anterior estd motivado por la creencia de gue el desglozar
campletamente las ideas que dieron ¢omo resultado dicha funci®n, pue-
de motivar al lector interesado en el tema para gue intente mejorar
el método en conjunte, lo gue redundari en beneficic de todos ague-

llos investigadores que trabajan en esta Zrez.

4.2 . 1.- Funcidn de tunelizacidn.




ba funcidn de tunelizacidn T(x,T) se puede deri-

var siguiendc el siguiente razonamiento:

a) Sea
* *
T1(er Y = E(x) - £ (28)

donde £* = f(x*) vy a ¥ x* € b es la localizacidn de alguno de los

minimos locales de f{x), localizade en la fase de minimizacidn.

Es ficil observar que cualguier punto x° # x* gue satisfaga
Zi(xﬂf*)= 0 puede ser aceptado como punto de arranque de la siguiente
etapa de minimizacidn ya que x° estd localizado fuera de la regidn de
atraccidn del minimo localizado en x*. Esto filtimo garantiza gue si
x° ge usa como punto de arrangue de la siguiente fase de minimizacidn
la cual converge a x**, la condicién (26) se verd satisfecha. Geome-
tricamente, lo expuesto implica que el algoritmo, como un todo, tune-
liza por debajo de todos los puntos estacionarios irrelevantes, acer-

cidndose de esta forma al minimo global de f£(x).

b) Sea
T1(x,f*)
Tz(xrf*:x*rv" rxir}\}p '>rll) = 1 . N (29)
Tl {x-x*)  (x-x¥)} 1
N 1 1
i=1
donde Ai >0, i =1,2,...,1 son egcalares gue ge escogen de acuerdo a
las reglas gue se dan en la seccibn 4.2.2 y xI, i=1,2,...,1 son las

localizaciones de los minimos encontrados durante 1 fases de minimiza-

cidn anteriores y que satisfacen
* e * — am * = ®
f(x1) = f(xz) = .. = f(xl) = f (30}

es decir, la funcidn exhibe al menos 1 minimos locales al mismo nivel

LN

2l igual gue en el punto antericr, se observa gue cualguier
punto x° que satisface Tz(x?f*,w.”) = 0, puede ser usadc como punto de
arrangue de la siguliente fase de minimizacidn. Por otro ladoc, se ob-
serva que, por el hecho de escoger todas la Ai >0, L= 1,2,...,1, no
se introduc¢e ninglin cero adicional en la funcidn, cumpli&ndose ademis
que

T1(x°,f*) = Tz(x“,f*,»,”) = 0 (31}



¢} Sea

il

. * % *
T3(x,f ,x1,»»,xl,l1,nw” Aol

l_.xm:
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1)

(32)
{(X“Xm)Tﬁx—xm)}Au

donde xm ¥y Ay se escogen segiin se establece en las reglas que $& men-

cionan en la seccifn 4.2.2.

Las observaciones hechas para la funcgidn definida por la e-
cuacidn (29), son nuevamente vilidas para la funcifn definida en este

inciso, tenié&ndose ademis gue
Tjo°,f*) = Iz(x°,f*,u‘u) = 13(x°,f*,_nu) = 0 (33)

d) Definase

I = {f*,x?,..nx*,l

1 1"”"'k

l,xm,lo} (34}

§i se emplean las definiciones dadas en los puntos anteriores, se ob=-
tiene la expresidn general de la funcidn de tunelizacidn, la cual es~

ta dada por

f(x) ~ f*
T(x,I) = - 7 (35)
{{x-% )" (x-x )}AGE{(x—x?)r(x—x*.)}li
m m i=1 x 1

El propbsito de cada uno de los té€rminos contenidos en esta
filtima expresifn es el siguiente: El restarle a f£{x) el valor de f*
elimina como posible solucidn de esta fase a todos aguellos puntos pa-
ra los cuales f{x} > f¥ E1 divisor introducido en Tz(x,f*,.”_) tiene
el propbsito de prevenir gue esta fase localice como solucidn alguns
de les puntos ya identificados como minimiaadores de f(x) cuando &sta
adquiere el valor f*, Finalmente, el divisor gue se introcduce en la
definicidn de E3(x,f*,”"”) tiene el propdsito de impedir gue la bis-
gueda de una solucidn se detenga en un punto estacionaric de Iz(x,f*,)
punto gue es completamente irrelevante como solucidn de T(x,I). es
decir, un punto an el cual se anula el gradiente de Tz(x,f*,‘u”} sin

que T, {x,f%¥,...) = 0,

2



4.2.2 Determinacibn de I

En la fase de tunelizacién, se puede emple-
ar cualgquier algoritmo de bfisqueda de ceros, siempre y cuando posea
propiedad de descenso local sobre T(x,l};:=2l objetivo es encontrar x°
tal gue T{(x°,[Y= 0. En particular, en este trabajoc se usd el algorit-
mo de restauracidn desarrollado por Miele et.al., {(Ref ,11) . & conti-
nuacién, se dan las reglas gue determinan el valor correcte de cada
uno de los parimetros contenides en . Estos psrametros son dindmicos
va gue conforme el algoritmo de bﬁsqueda de ceros avanza, son deter-

minados y ajustados automfticamente por la computadora.

Paso 1.- Determinacidn de £*

Una vez gue se ha localizado un minimo de f£(x) en
%x*, se pretende gue el algoritmo de tunelizacidn ignore todos los mi-
nimos locales cuyo valor excede el de f(x*), ya gue Estos son irrele-
vantes para localizar el minimo glabal de la funcién. Este objetivo
se alcanza si al empezar cada fase de tunelizacidn se escoge el valer
de £* igual al del minimo m#s bajo gue se haya encontrado hasta este
punto, correspondiendo este al localizado en x*, i.e., f{x*). Con
esta seleccidn de £* se consigue tunelizar por debajo de todos los

minimos locales irrelevantes, s5in importar cuintos son ni ddnde estén

localizados.

Paso 2.- Determinacidén de x; v A.;i= 1,2,-.-..,1
T L

Para ilustrar claramente este pasoc del algoritmo,
supdngase qgue Ay se escOge COMO CEro ¥ ademZ@s 1 = i, esto es, por pri-
mera vez se ha encontrado un minimo de £(x} el cual estd localizado en
x:u De acuerde al paso 1, se escoge I* = f(xq). Como se menciond an-
tericormente, se trata de encontrar un punto x° ¥ x*1 tal gue T(x,I) = 0
empezando en x:" Para logar esto (ltimo, se¢ emplea la ecuacidn (35)
que én este caso se reduce a

f(x) - £*
) = {386)

T{x,I) = T(x,f*.X§;A}

{(x—x:)T{x—x?)}Al

donde A; >0 se encuentra ilterativamente empezando con A; = 1, y me-

diante incrementos finitos AA, hasta gue se logra la siguiente pro-



piedad de descenso

T(E,f*,x;,A11 < Tlxk+e f¥ xE,R0) (37)
donde £ es un vector escogido al azar gque satisface Iisil < 1,
% = (x? + £) + Ax, v Bx = aA(R1) es el desplazamiente actual obteni-

do con £ suficientemente peguefia, siendoc A(l1) la direccidn de despla-

zamiento producida por el algoritmo de biisqueda de ceros.

5i para una cierta A1 la condicidén {37) no se satisface, A1

se incrementa en AM hasta gque dicha condiciBn es satisfecha.
pPara el casc de 1 * 1, es decir, la funcifn exhibe al menos
1 minimos locales al mismo nivel £%*, y 1 aplicaciones de la fase de
xI como localizaciones deé

gt
minimos de £(x) al nivel f*, se procede de la siguiente manera: Con-

minimizaci®n han identificado a x?, x*

forme cada x;,i = 1,2,. .,1 se encuentra, el proceso descrito para el
caso de 1 = 1 se repite para determinar el correspondiente valor de
Ri,i = 1,2,...,1. Por ejemple, para 1 = 2, es decirx, f(x:) = f(x;) = f*

v habiféndose determinade como se explico el valor de A1, el valor de

12 se determina anszlogamente hasta que la condicidn

®

2 2

T(x,E%,x*,x%, A ,x?_} < T(x+E, £%, %%, x ) (38)

1772 1772

ge satisface. Se ohserva gque en este caso, T(x,]) toma la forma

£ix) - £*
R (39)

T(x,1} = T(x.f*.x*,x§,x1,a

1 2

2
jis {{x—x?)T(x—x*l}Ai
-1 i it

I

donde nuevamente 2 Ay se le ha dado 21 valor de cero,

Para problemas en los cuales 1 es grande, por ejemplo cuéndo
la funcién exhibe una gran cantidad de minimos locales al mismo nivel
f*, e denominador de la ecuacidon (35) puede hacerse muy grande si
|Ex - x;|i »~ 1, para alguna i, lo gue provoca gue la Ffuncidn de tune-
lizacion T(x,f) se vuelva plana y muy cercana a cerc. Debidc a gque
esta geometria particular de T{x,[) reduce la velocidad de avance del
algoritme de bfisqueda de ceros, la funcién de tunelizacifin, ecuacidn

{35), debe ser modificada para acelerar nuevamente la velocgidad del

“TESIS CON
TALLA DE ORIGEN




algoritme.

La implementacidn final de 1la fage de tunelizacidn se basa

en el uso de la sigﬁiente modificaciBn de la ecuacifin (35), de acuer-

do a
£{x)} - £*
T(x,T) = I (40}
T A T ny
{ix-x_ ) (x-x_P}"° If{x-x*) (x-x*y} 1
m m . i i
i=1
donde los exponentes ﬁi,i =1,2,...,1 esti@n definidos como
A, ;81 r, < d - £
1 i 1
+{d- ;si - < <
n, Ai{1 {d ri)/21}/2,51 & £, T, a+ e, (41)
¢} ;ei r, » d + &}
i 1
donde Ii = |ix - x;E| b4 51 (<<1) es un niimero pequefioc predeterminade.

Se observa gue la ecuacidn (41) es una funcidn-rampa y que ni(xi) mo-
difica el denominador de la ecuacidn (40} cuando se c¢ruza algunc de
los cfrculos de radio 4, 4 <1 , los cuales rodean a cada uno de los

puntos x;,i = 1,2,...,1

Paso 3.- Determinacidn de x v A
L Q

Siempre gue se empieza uwna fase de tunpelizacidn, el

vector I se define como

I = {f*,x;,un‘,x;.11,unn,hl,x;,0} {42)

es decir, x s se localiza en el mismo punte que la posicidn del dAlti-
mo minimo encontrade vy se hace ademis, Ag = O.

Conforme el algoritmo de biisqueda de cerss avanza, xm v Ag
se actualizan como sigue: Sea Ax el desplazamiento producide por el
algoritmo de blisqueda de ceros, el cual mueve x a ;, siendo x la loca-
lizacifn del punto al principio de una iteracidn y X = x + Ax  es tal

que la propiedad de descense
1(x,I} < ‘'(x,I) (43)

se satisface.
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Con estos dos filtimos puntos, x y ;, x se define de acuerdo

a
- % gi |} x - ¥ Il <1
®x_ = - - (44)
T olBx o+ (1 - B¥x  si |lx -~ Xx|] >1
donde 0 < B < 1 ge escoge de manera tal que il; - ;m[i < 1.

Considérese ahora la determinacién de Ag. Sean x v I el va-
lor del vector posicifn y los paridmetros al principio de una-iteracién
del algoritmo. Sean A(Ag) la direccidn del desplazamiente producido
por el algoritmo de bfisqueda de ceros v Ax(Ay) = GA(Ay) el desplaza-
miento actual cktenido con ¢ suficientemente peguefia. Con este despla-
zamiento se calculan x = x + Axz(Ag) v T{X,I), de manera tal gue ia
condicifn (43} se satisfaga. 51 para o suficientemente peguefia se
pierde la propiedad de descenso del algoritmo, se modifica Apincremen-
tandola en Alp y se repite el procedimiento hasta gue la propiedad
de descenso local es satisfecha nuevamente. Por el contrario, si para
el valor de Apal principic de la iteracidn se satisface la propiedad
de descenso (43), se calcula AlA;) haciendo, tentativamente, Ag = 0O;

con esto, el valoxr de Ay se actuwaliza de acuerdo a

o si AT(A)A(0) > ©
Ap = . (45)
Ao si AT(Ap)A(0) € ©

Vale la pena hacer notar que la determinacidn de Ao ¥y cada
una de las Ai,i = 1,2,...;1, tiene como fundamentoc gue si para un
cierto desplazamiento generado por el algoritmo de blsqueda de ceros,
este va a resultar ventajoso, al menos la derivada direccional de
T{x,I) debe satisfacer que

dT({=z,I)
—_— < 0 (46)
ds '

donde s es un desplazamiento a lo largo de la direccidn de blsgueda.

Paso 4.~ Condicidn de paro de la fase de tunelizacidn.

Caso 1.~ Segiin se desprende de lo mencionadce en los
puntos anteriores, el algoritmo de biisgueda de ceros se¢ debe detener

cuando se satisfaga gue T{x,I) = 0. En la implementacidn actual del
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algoritmo, esta {iltima condicifn se ha reemplazado por

T(x,I) £ €y (47)

la cuwal es una condicidn de paro mis relajada que la anterior y gue
tiene la siguiente caracterfstica, Cualguier punto x gue satisface la
condicidn (47} puede ser emplaado como punto de arrangue de la si=
guiente fase de minimizacifn. Por otro 1lado, &1 satisfacer la condi-
cién (47) reguiere de menor esfuerzo computacional gue pedir que se
satisfaga T(x,I'] = 0, debido esto filtimo a que el espacic solucidn de
(47), si existe, es al menos igual gue el de la Gltima condicidn, va
gue mientras no ze ha alcanzado el minimo global de f(x), siempre

existe mAs de un cero de la funcidn de tunelizacidn.

Caso 2.- Este caso ocurre cuando para un clierto vector € ,
mencionado en la seccifn 4 .2.2, paso 2, no se encuentra ningfin punto
x° que satisfaga la condicidn (47} en un nimero finito de iteraciones
Ns" 8i esto sucede, se estd en posibilidad de escoger otro vector E ,
diferente del anterior, y repetir la fase de tunelizacidn desde este
nuevo punto de arrangue, no tenifndose gue determinar nuevamente el
valor de Ap. Este proceso se puede repetir un nimerc finito de veces
N. . En la implementacidn actual del algoritmo, Ng = 5n + 1, donde ca-

€
da una de las NE s¢ escogen de acuerde a

a) €, se escoge al azar con I!E1!| << 1
b} ﬁi, i=2,3,. ..,2n+1, se escogen coincidentes con cada uno
de los ejes coordenados, en ambas direcciones y I!Sili << g
c} Ei, i = 2n+2,2n+43,...,50n+1, se escogen de forma tal gue
a € x¥ + 2, &b, elimindndose la restriccién 1ieii| << 1.

NOTAt Debido a gque se reguiere gue la secuencia de puntos {xk}§=0 se
mantenga siempre dentrc de la regidn de interés durante toda la fase
de tunelizacidn, los desplazamientos producidos per el algoritmo de
bisqueda de ceros se contreolan en forma andloga al contrel descrito
en la seccidn 4.1. Sin embargo cuando la secuencia de puntos genera-
dos en esta fase converge a una esquina de la regidn de interds, E&sta
se debe dar por terminada procedi&ndose entonces como en el caso 2

gue se acaba de describir, empleando un muevo vector €.

4.3 Algunas Propiedades del algoritmo de Tunelizacidn.
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A continuacifn se presentan las propiedades mas relevantes
gque exhibe el algoritmo de tunelizacidn no todas las cuales estdn pre-
sentes en otros algoritmos gqgue tienen el mismo propSsito. Estas pro-

riedades son las siguientes:

4,3.1.~ Propiedad de descenso en la fase de

minimizacifn.

En la fase de minimizacidn, cualguier
algoritmo con propiedad de descenso local sobre la funci8n, puede ser
empleade, de donde se concluye qﬁe 5i la i-&sima fase de minimizacidn
usa comc punte de arrangue x;, el minimo local gue se encuentre, por

ejemplo en x;, cunplir8 con la siguiente relacidn:

f(x;) < f(x;}, i = 1,2,...,G {48)

4.3.2.- Propiedad de descenso en la fase de

tunelizacién.

/

el algoritmf descrito ern la seccidn 4.2 se usa come puato de arran-

Si en la i-&sima fase de tunelizacidn,

que x¥%, ev@ntualmente se encontrari un punto x¢ ., i = 1,2,...,6-1,
i P i+1

tal quifgﬁx;+],T) < €3 v en el gque se satisface la relacibn

L4 & * i = -
f(xi+1) £ f(xi), i 1,2,...,G-1 (49)

4.3.3.~ Propiedad de descenso generalizada del

del algoritmo de tunelizacién.

Combinando las relaciones (48) y (49)

se pbhtiene la relacion general

fix]) % Tlxfd z £(x5) > ... 2 f(x§—1} P E(x2) % f(xé) (50)

o si se eliminan los puntos intermedios x;, se obtiene la propiedad

de descenso generalizada del algeoritmo de tunelizacidn, la cual se

escribe como

)

£lx¥) 3 £(xf (51)

i=1,2,...,6-1

dande xé indica la Iocalizacidn del minimo glokal.



4.3.4.- Secuencia de puntos acotada.

Como se describid en las dos secciones
anteridres, vada desplazamiente Axk+1 producide en cualesquiera de
las dos fases del algoritmo se controla de manera tal gue cada nuevo

punto gue Se genera gueda dentro de la regidn de interés, es decir,

< £ = ;
a €%, < b, donde xk+1w x, + Axk+1f Haciendec esto, se logra que la
secuencia de puntos {xk}k =g estd acotada.
4.3.5.- Condicidn final de paro.

Algunos autores {(Ref. 2) han establecido
condic¢iones necesarias y suficientes para que una funcidn exhiba un
minimo glebal en x*. Sin embargo, estas condiciones son dificilmente
implementables en una computadora (sinoc es gue imposible). En la pre-

sente tesis se propone la siguiente condicidn necesaria y suficiente

para gue f(x) exhiba un mfnimo global en x*, en lugar de la mencionada

an [(Ref. 23
T(x,T) >0, ¥vx £ & = {x]a < x< b} (52)

donde I contiene toda la informacidn concerniente al Gltimoc minimo

relative encontrado en x*.

Para todo fin practico, la implementacidn de la condic¢ién
(52) es equivalente a violar la condicidn establacida en la ecuacidn
{47}. Sin embargo, ¥y debido a que la ecuacidén (47) se viola unicamente
un niimero finito de veces, la condicidn de paro empleada, ecuacidn

(47}, resulta ser una condicifn necesaria pero no suficiente.

Una.de las caracteristicas mas importantes del método de
tunelizacidn, es que posee una condicidn de paro implementakle en una
computadora, gue si bien es cierto gue unicamente es necesaria, tam-
bidn 1o es que los otros mé&todos o no la poseen o no es implementa-
ble. Asi por ejemplo, para el método de Branin no hay criterio alguno
gue indigue cuandc se debe parar la bisqueda, sucediendo lo mismo con
el método de Goldstein ¥y Price. Por otro lado, la implementacidn de
la condicidn de paro gue poseen los métodos de MRS y MMRS resulta no
implementable en una computadora debido, principalmente, a la gran
cantidad de memoria gque se reguiere para poder hacerle asi como por

el problema dée poder determinar una cota superior para la matriz de



segundas derivadas.

4.4.- Resimen del Algoritmo.

En esta seccifn, se presenta un resiimen de cada
uno de los pasos gue Se requieren durante el algoritmo de tuneliza-
¢cidn. El propdsito de esto es permitir gue el lector pueda facilmente
elaborar un programa de cdmputo del algoritmo si se siguen las indi-

cacliones gue se dan enseguida.

4.4.1.- Pase de minimizacidn.

Como se menciond en la seccidn 4.1, cual-
quier algoritmo con propiecdad de descenso local scobre f(x), se puede
emplear en esta fase. En esta tesis se empled el método de gradiente
ordinario, mostrindose ademis algunos resultados con gradiente conju-

gado y con Newton modificado (Apéndice A).

0} Seleccione los valores de 52, la tolerancia en la convergen-
cia de la fase de minimizacidn, ¥y Nb' el mEximoe niimerc de bisecciones

permitidas schre el tamaho del pasc.
1) Para una x dada, evaliie £{x) v fx(x}

2) 8i fz(x)fx(x) < 62, se ha alcanzado un minimo de f(x}, ¥
deberd procederse con la fase de thanelizacidn. De lo contrario, con-

tinde con ei paso 3.
3} Ajuste el tamafio del pasoc & igual a 1.

4) Evalile el desplazamiento de referencia Axr, de acuerdo al

método de minimizacidn que Se esté empleando.
5} Calcule el punto variado x como

bAx = ~abx {53)
r

x = x + Ax (54)

6) 8i para el tamaiho del paso gue se selecciond resulta gue el
punto variado x vicla alguna de las fromteras de la regidn, calciilese
un nuevo tamafio de paso de manera tal gue no se viole ninguna de las
fronteras. Este control sobre 0 se logra de laz siguiente manera: Sea
Yi el valor gue o debe tomar para alcanzar la frontera bi' ¥ Gi el

correspondiente para alcanzar la frontera ai, egto es.



¥, = b,
R N
Yi = {55)
f Axr)i
X, = &,
0. = i i
s ® (56)
(Axr)i
pafa (Axr)i F 0, 1 =1,2,...,0.
El valior correctoe del tamahoc del pasc se toma como
o = m%n{¥i,8i}
1
. (57)
>
Y, > 0. &, 0

continuandose con el pasc 7, armenos gque el tamafioc del pasc obtenido
mediante la ecuacidn (57} haya sido cero, en cuyo caso se pueden pre-

sentar lag siguientes situaciones:

a}) Bi T, = Si =0y (Axr)i ¥ 0, i=1,2,...,n, 8e ha alcanzado
un minime en una de las esquinas de la regidn de inter&s y se debera

proceder como en el pasoc 2.

B} 8i Ti = Bi = ( para algunos de los coemponentes del despla-

. . 2
zamiento yapara el resto de elles se satisface que Z(Axr)i < 52, se
ha alcanzado un minimo en la frontera, no en las esguinas, de la re-

gidn vy se deberid proceder como en el paso 2.

¢) 8i Yi = ai = 0 para algunocs de loz componentes del despla-
zamineto y para al menos uno de los restantes se cumple gue (Axr)i
no se apnula, se hacen iguales a cero todos aguellos componentes del
desplazamiento gue tienden a vieclar alguna de las fronteras, Se hace

¢ = 1 ¥ se continua con el paso 7.

7} 8i para el valor deado al tamafdce del paso, cen el cual no

se vieclan ninguna de las fronteras de la regidn, se satisface gue
£(x) < £(x) (58)

dicho valor del tamafio del paso® se acepta como bueno ¥ Se repite el
procedimiento desde el pasc 1, tomando como % el walor calculado de x
y como f(x) el de f(;}u gi la desigualdad (58) no se satisafce, se

bisecta el wvalor del tamafic del paso y se repite el procedimiento



desde el paso 5. Los pasos 5-7 se repiten hasta Nb veces .

NOTaA: Cuando se usan métodos de minimizacidn gue requieren dée una Se-
leccddn Gptima del tamafio del paso (gradiente conjugado, cuasi-Newton!
cuando se viola una frontera, se determina el tamafio de pasoc como en

la etapa 6 ¥ se reinincia el proceso.

4.4.2.- Fase de tunelizacidn.

En esta seccidn se muestran los pasos gue
se reguieren parsz implementar lz fase de tunelizacidn cuando se usa
como algoritmo de blisqueda de ceros el presentado por Miele et.al.

{Ref. 11).

0) Seleccione los valores de 53, la tolerancia en la conver-—

gencia de la fase de tunelizacidn; N el nimero madximc de biseccid-

bl
nes gue se permiten en el tamafio el pasos N+ el nimero miximo de
pasos de biisqueda gue Se pueden dar después de gue se ha seleccionzdo
un vector €; Ne’ ¢l nimero mi3ximoc de vectores € gue se pueden tomar

para iniciar la biisqueda de un cero; B el valor limite del tamafio

R’
del paso para determinar los valores de ke ¥y Ai, i=1,2,...,1 {se
. -N _
toma igual a 2 Dy, lmax' el mAximo wvalor gue Al puede alcanzar, ¥ Ao

el miximo valor gque Ao puede alcanzar. Ademiés de lo anteriocr, Se debe
dar un tiempo miximo Tm&x hasta el cual se le permite correr a un al-

goritmo para gue encuentre el minimo global:

1) La fase de tuneligzacifn se empieza comparandc las caracteris-
ticas del filtime minimo encontrado, f£{x*), localizado en x*, con las
del minimo anterior, localizado an x{, de acuerde a las siguientes re-
glas:

a2} 8i es la primera tunelizacifn gue se va a llevar a cabe,

s¢ hacen 1 = 1, x? = x* y f# = f(x*) y se procede con el pasoc 2.

b) 5i la tunelizacidn gue se va a llevar a cabc no @5 la

pPrimera, existen las siguientes posibilidades:

b1) 81 £(x*) = £%*, se hacen 1 = 1 + 1 ¥y x; = x* Esta si-
tuacién implica gue el nueve minimo esta lacalizado al mismo nivel gque
log (2 - 1) minimos anteriores.

b2) Si f(x*) < £*, gse hacen 1 = 1 , x* = x* y £* = f(x¥),

i
procediendose al pasc 2. Cuandc esto sucede, se estidn ignorando todos



los minimos encontrados con anterioridad, asi como sus localiza-

ciones.
2) Se escoge un vector £, haciendo x = x%, Ao = 0 y se empie-
m
za la fase con x = xI + €.

3} 31 el wvalor de Al todavia no se ha determinado, Ee procede
con log: pases 4-8, empezando con Al = 1. Si ll ya se determind, se

procede con los pascs 9-28.
4} Evalfiense ¥ (x,I) ¥ Tx(x,f)

5) Se evalua el paso unitario de desplazamiente A = Ax/3, de

acuerdo a

i, )T (x,I)
A= — == (59)

Ti(x,P)Tx(x,I)

6) Para un tamafio de paso igual al de refergncia(z-Nb) se cal-
cula _
x = x + BRA {60}
7} Se progede en forma Similar al paso 6 de la fase de minimi-
zacidn para verificar gue X no viola ninguna de las fronteras. Si x
viola alguna frontera, Se procede con £l paso 2 hasta un 1imite de Ne

veces, dandose por terminada la fase de tunelizacidn si esto sucede.

8) Una vez verificado gue X no vidla las fronteras, se evalua

T(;,P). 5i se satisface gue
o(x,[) < o(x,I) (61}

se acepta el valor de Al come correcto, ¥a que la propiedad de descen-
so (61} Bse satisface y se continua con el paso 9. 5i la desigualdad
(61) no se satisface, se incrementa el valor de Al en All = 1y se re-
pite el procedimiento desde ¢l paso 4. Los pasos 4-8 se repiten hasta
que Al ha alc¢anzado el wvalgr Amax' en cuyo caso el proceso de tuneli-~
zacién se da por terminado, *o bien hasta gue la relacidn (67) se sa-
tisface, Se debe sefialar que en ninguno de los ejemplos analizados se

alcanzd el valoxr A_.
max

9) Una vez gue el wvalor correcto de Al ha side determinado, la
filtima x calculada en el paso 6 se toma come punto de arrangue X en

los pascs gue siguen.



10) Evaliiense T(x,l)} ¥ T#ix,T)

11) Se evalua el paso unitario de desplazamiento 2 = Ax/R, de
aguexrdo a la ecuacién (59) ¥ el punto wariado ; de acuerdo a la ecua-
cidn (60}, verificandose, come ya Se indichd, gue X esté en la regidn

de interés.
12) Se evalua T(x,[)

13) Si en el punto variado % se satisafce la desigualdad (81),

$e continfia con el paso 15.

74} Si se viold ia desigualdad (61), se incrementa el valor de
Ao en AAO = 0.01 y se repite el procedimiento desde el paso 10, hasta
gque la ecuacidn (61) se satisface, o bien, Ao alcanza su valor miximo
A*, le gue indica gue el algoritmo no ha podide preoducir la propiedad

o
de descenso desada, continuandose entonces con &l pasoc 28.

15) si Ao = 0, o el valor de Ao se modificd en el paso 14,
5e continla con el pasc 20, tomando como valor correcto para &l des-
plazamiento, el calculado en €l paso 11.

i6) DPefinase T* igual a [, en tedos sus componentes excepto Ao
la cual se fija en cero.

17) Evalfiese un nuevo pasc uniitario B como

T(x,I*}T (x,T*)

B = ~ - (62)
2T (%, T*)T_{x,I*)
X X

18) Actualicese el valor del desplazamiento unitarioc, de acuer-

do a
[A (ecuacidn 60}; si ATB £ 0
A = {(63)
correcta i? (ecuacidn 62)}; si ATB > 0
18) Actualicese el valor de RO de acuerdo a
Ad; si a%s <0
Ay = . (64)
0; si AR > O

20} Se procede a determigar ;, tomando come tamafo de pasc B=1

21} Para los valores actuales de 8 y A, se evalunan



Ax = Ba (65)
X = x + Ay {66)

22) Se procede como en el paso 6 de la fase de minimizacidn pa-
ra verificar que X no viola ninguna de las frontera. 3i sucede gque x

coincide con una esquina de la regidn, se procede con el paso 28.

23) Para el valor de x calculada de acuerdo a (66), o en el pa-
s 22, se ewalua T(;,I)u Si el valor de T(;,T) satisface la desigual-
dad (61}, se acepta el valor de x como correcto. 83i la desigualdad
(61) no se satisface, se bisecta el valor de 8 y se repite el procedi-
mientoc desde el punto 21. Si se alcanga el maximo de bisecciones Nb'
se progede <on el pasc 28B.

24) Una vez que la desigualdad (61) se satisfizoc y ademas se

cumple gue

Tix,I) < €, (67)

se ha tenido &xito en localizar no necesariamente un cero de Tix,[}),
ginc un puntc admisible gque puede ser empleado como punto de arrangque
de la siguiente fase de minimizacidn. Si (67) no se cumpler se conti-

nua conh el paso 25.

25) Se actualiza el valor de X0 de acuerdo a

[ x: si ||z - x|| <1 (68)
yi si II; - x|| 2 1, donde y se determina
como sigue: empezando c¢on § = 1 ¥y usan-
X = J do un esguema de bigeccidén, se encuen-

tra el primer wvalor de £ en

y = Ex + (1 - E)¥x (69)

tal que ||x - yi| <1
“

26) El nuevo nominal x, se hace igual al filtimo punto variado
calculado en el pasc 2%, y se actualiza xm cComo xm = ;m"
27) Los pasos 9-26 se repilten hasta que la desigualdad (67) se

satisface, o bien, Se ha alcanzadoc el miximo nimeroc de iteraciones Nsﬂ

28) Si después de NS iteraciones no se logrd que la desigualdad

{67) fuera satisfecha, se escoge un nhueveo vector € y Se repite el pro-



8i despugs de

ce@imiento desde el paso 9, émpezando con X = xI + €.
N_. iteraciones no se logra gue la desigualdad (67) se satisfaga, el
proceso se di por terminado, indicando estc gue, muy posiblemente,

T{%x,) no exhiba cere algunoc ¥y por lo tante se ha localizado el mi-

nimo global de £(x) en los puntos x;. i=1,2,...,1, con un valor

de la funcidn igual a f*,



V.- EXPERIMENTQS NDMERICOS ¥ RESULTADOS

EL propﬁqito de esta seccidn es mostrar las caracteristi=-
cas de los métodos presentados en los capitulos III y IV. Para tal
fin, se resgolvieron 18 ejemplos numéricos en una computadora CDC-6400
usando aritmética de presicidn sencillai{14 digitos) y programdndose

todos los algoritmos en FORTRAN IV.

5.1.- Condiciones de Paro.

5.3%3,1.~ Algoritmo de tunelizacidbn.

Los valores asignados a los diferentes pard-
metros descritos en los pasos 0 {cere) de las secciones 4.4.1 y 4.4.2

fueron loes siguientes:
a) Fase de minimizacidn.

El criterio de paro se escogid como

g, = 1077 (70)
¥ el criterio de no convergencia se establecid en
N, = 30 (71)
b} Fase de tunelizacidn.
El criterio de convergencia se escogid come
~3
= 10 2
Eq 1 (72)
y los de ne canvergencia én
N, = 30 (73a)
Ns = 100 (73b)
A L. =5 (73c)
max
*
= 1 {734)
NE = 5n + 1 {73e)

donde n denota la dimensionalidaédé del proklema.

Los parametros de activacién alrededor de los circules lo-

®
calizados en %, i = 142,...,1, se fijarcn en

i

21 = 0.05 (74)



d = 1 {75)
mientras que el paso de referencia se £ijd en

_ =20
B, = 2 (76)

5.1.2.~ Versién de Hardy del método de Brapin.

En este algoritmo un punto estacionario se

alcanza si

T -
FLAX)E _(x) § &, = 10 (77

observandose gue, por construccidn del método, se pueden alcanzar
miximos ,minimos o puntos silia (nunca dos minimos o dos miAximos con-
secutivos). Ademfs, se considerd gue H(x) es casi-singular si

det (E(x)) & 10 ° {78)

5.1.3.- Método de Goldstein y Price.

Debidc a gue este métode esta constituido de
unicamente fases de minimigaci®n ceonsecutivas, se usd la siguiente
condicidn de paro: Si g(x) denota 21 gradiente de f(x}; o de cual-

gquiera de sus funciones auxiliiares f1(x), £ (%),..., se logra conver-

2
gencia si

gt (2) g (%) < 1078 (78)

El criterio de nc convergencia se f£ijd cuando &l método de minimiza-
cidn regquiere de mis de 30 bisecciones en el tamafio del paso para lo-

grar que la funcidn objetivo descienda.

5.%1.4.- MRS
Como se describid en el capitulo ITI, este
algoritmo estd constituido por una fase de minimizacidn y un genera-=
dor de nitmeros aleatorios gue da la localizacidn de un nuevo punto de
arrangue para la siguiente minimizacidn. Ias condiciones de convergen-
cia y no convergencia se establecieron, por tanto, iguales a las des-

critas en 5.1.1. ({(a).
5.17.5.- MMRS

2demis de las anotacicnes hechas para el mé-

todoc MRS, este metodo emplea la siguiente condicidn de reinicie. Si



f{x*) denota el valor de f(x) en el #ltimo minimo encontrado en una
fase de minimizacidn, la siguiente fase de minimizacidn no se empie-
za sino hasta gue

£{x°) - £(x*) ¢ 10 ° (79)

donde x° es uno de los nfimeros aleatorios generados por el algoritmo.
Si 1a desigualdad (79} no se satisface para alglin punto x°, se conti-

nuan generando nimeros hasta gue la condicién (79) se satisface.

5.2.- Ejemplos.
En esta seccidn se describen los ejemplos gue se em-
Plearon . para comparar los algoritmos de minimizacidn global degcri-
tos en los capitulos anteriores. En cada unc de los ejemplos que se
incluyen se sefialan las siguientes caracteristicas:
a) regidn de interés
b) niimero de minimos relatives

¢) numero y localizacidn de minimos globales

Ejemple 1.~ Funcidn de Goldstein (Ref. 6)

£ix) = x° - 15x° + 27x° + 250 (80)

-4 & x & 4
Esta funcidn exhibe tres minimes locales, dos de los cua-

ies son tambien globales y estin localizados en

a} x = -3 f{x) =7
B x = O £{x) = 250 (81)
c} x = 3 Fix) = 7
Ejemplo 2.- Funcidn de Shubert (Ref. 15)
5
£{x; = - L icos{(i+1)x + i} (82)
i=1

10§ % § 10
Esta funcidn exhibe 1% minimos locales, tres de les cuales
son tambien globales, siendo la localizacidn de &stes {dltimos
a} x = 7.7083144
by x = -1.4251289 (83)
c} x = 4.8580559

El valor de la funcidn en estos puntos es £{x) = -12.8708B85.



Los ejemplos 3,4 v 5 estdn generados a partir de la expre-

=
5ion general

- 5
£(x,y) = (L icoes{(i+1)x+i}) (I icos{{(it+1)y+i}) =+
i=1 i=1
2 2 (84)
8{(x + 1.42513)° + (y + 5.80032)°}

-10 & %,y & 10
Y se observa que esta funcion se ha obtenido a partir de {82).
Ejemplo 3.~ Funcidn de Shubert en dos dimensiones (Ref. 9)

cago 1.- B = 0. Con este valor de B , la funcidn exhibe 760
minimos locales, 18 de los cuales son tambien globales. Enr la locali-

zacidn de &stos Ultimos, la funcidn adgquiere el valor

f(x,y) = ~-186.7309, siendc las coordenadas las siguientes;

3 _
a) ~7.08350 -7.70831
b} -0.80032 -7.70831
c) +5.48286 ~-7.70831
d) -7.70831 -7.08350
e) ~1.42513 -7.08350
f) +4.85805 -7.08350
g) -7.08350 ~-1.42513
h} -0.80032 -1.42513
i} +5.48286 -1.42513
i) -7.70831% -(.80032
k3 -1.42513 -0.80032
1) +4.85805 =0.80032
m) -7.08350 +4.85805
n) -0.80032 +4.85805
i) +5 . 48286 +4.85805
o) -7.70831 +5. 48286
p) -1.42513 +5.48286
q) +4.85805 +5.48286

Lay figuras 4-7 muestran diferentes detalles de esta fun-
cidn de acuerdo a lo siguiente: Fig. 4, -f(x,vy}/100. 2 1; Fig. 5,

-£(x,y)/100 » ©.5; Fig. 6, -£{x,y}/100 % 0; Fig. 7, ~f{x,y)/100
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Todas estas figuras, abarcan anicamente una cuarta parte de la re-

gidn de interés sefialada en la ecuacidn (84).
Ejemplo 4.'- Funcidn de Shubert en dos dimensiones

Caso 2.- B = 0.5. Cuando se usa aste valor de
B, ia funcidn posee las .. mismas caracteristicas generales que la fune
del ejemplo 3, excepto gque 17 de los minimos globales desaparecen. El
minime global que se preserva estd localizade en x = =-1.42513,

y = -0.80032, ¢on fi(x,y}) = -186.7309
BEjemplo 5.- Funcidn de Shubert en dos dimensicnes

Caso 3.- B = 1.0. Cuando se usa este valor de
B8, la funcidn posee las mismas caracteristicas gque las del ejemplo 4,
ineiuyéndo la localizacibn y el valor de 1a funcidn en el minime glo

bal.

El propdsito de haber usado varios valores de B es el de
cambiar la curvatura de la funcidn de Shubert, pudiendose asi estu-
diar el efectoc de tener varios minimos globales o un solo minimo glo-
bal con warics casi-glecbales.

Ejemple 6.~ Funcidn del camelle de seis jorobas (Ref 4)
2 4 2 2 2
flx,y¥y) = (4 = 2.9x + x /3)x + xy + (-4 + 4y vy

(85)
38 x<€3, -2 €y €2

Esta funcidén exhibe 6 minimos locales (de agui su nombre),

dos de los cuales Son tambien globales y est&n localizados en

a) x -¢.089283 y = 0.71286

(86)

=-0.7126

b) x 0.08983 y

siendo el valor de la funcidn en estos puntos f(x,y} = -1.0316285.

En la figura 8 se muestra la grafica de esta funcin: en la
figura 9 se muestra el resultado de ver la figura 8 en un espejo co-
locade en y = 1.5. Ademis de esta dos figuras, y debido a 1la simpli-
cidad de la funcidn, en la figura 10 se muestra T{x,[) cuandoe 1 = 1,
x* = (0.08983,-0.7126), A_ = 0, A, = 1, £* = -1.0316285, x = x} + §
#n la figura 11 se muestra el analoge de la figura 9. En estas dos

filtimas figuras, se sefiala la localizacidn de T(x,[) = Q
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Los ejemplos 7 - 9 estin tomados de la fdrmula general
.2 n=1 2 .2 2
£(x) = *{ksin"Ty + I {(yi - )71+ ksinTwy. )+ (y, - &)%}/n
=1
(87)
donde ¥y = 1 + (xi - 1) /4 (88)
-10 ¥ xi £ 10, i = t,2,...,n

donde las consatntes k v A se han fijado en 10 v 1 respectivamente,
indicando n la dimensionalidad del problema.

La funcidn (87) exhibe del orden de (20/4)" minimes loca~
ies, con unicamente un minimoe glokal, localizado en

X, = 1, i = 1,2,.4.,0 (89)

siendo el valor de la funcidn en este punto £{x) = 0, sin importar
la dimensionalidad del problema.

En las figuras 12 y 13 se muestra la funcidn (87) con &i~

ferente resolucidn. En &stas figuras se han suprimidec los siguientes

factores: (T/n) en la ecuacidn (87) y {1/4) de ia acuacidn (88).

Ejemplo 7.- Ecuacidn (87) con n = 2

Ejemplo 8.- Ecuacidn (87) con n = 3

Ejemplo 9.- Ecuacidn (87) con n = 4

Los ejemplos 10 - 12 estdn tomados de la fdérmula general

2 n-1 2 L2 2
f(x) = T{ksin“Tx_ + £ {(x, - BY (1 + ksin"mx. )} + {(x - a)“}/n
1 = i i+1 n
i (90)
=10 ¢ xg g 10, i = 1,2,.. .,n

En este caso, las constantes se fijaron en k = 10, A = 1 ¥ n indica

1la dimengionalidad del probklema.

Se observa gue esta funhcién es del mismo tipo dgue la defi-
nida por la ecuacidn (87), pero con una frecuencia cuatro veces mig
alta, de agui gque el niimerc de minimos relativos gue exhibe la fun-

cidn (90) sea del orden de (101", con un sole minimo glocbal en

*
X, = 1, 1 = 1,2,...,na v £{x} = 0.

Ejemplo 10.- Eguacidn (90) c¢con n = 5
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Ejemplo 11.- Ecuacidn {(20) con n = 8

Ejemplic 12.- Ecgacidn (9C) con n = 10

Los ejemplos 13 - 18 estan generados a partir de la fdrmula
general
f{x) = k sinzﬂl.x + k n_1{(:{ - 3)2(1 + k sin2w1 x )}

1 o™ 1 Tyay 4 o o™ i+1
2 2 (51)
+ k - A + i
1(Kn 17 k091n ﬁ11xm)

donde las constantes de la ecuacidn se han fijado en ko = 1, k1 = 0.1

A=1,1 =3y1, =2

Los ejemplos que se generan a partir de esta iltima ecua-
0idn exhiben del orden de {30)" minimos locales, con un solo minimo
globkal, localizado en x; =1, 4i=1,2,...,ny £(x) = 0. En las figu-
ras 14 y 15 se muestra la ecuacidn (91) para n = 2 en los intervalos

0<% X, 1K, £ 2y -1« X%, £ 3, repectivamente.

Finalmente unh comentario acerca de los ejemplos. Resulta
obvia la similitud entre las ecuaciones (87) y (91}, doande la {nica
diferencia esencial estd en el Qltimo término de ambas ecuaciones.
El efecto gue tiene el Ultimo términe de la ecuacidn (91), es elimi-
nar el wvalle longitudinal gue exhibe la ecuacidn (87) el cual esta

claramente definide en las figuras 12 ¥y 13.

Ejemplo 13.- Ecuacidn (91) con n = 2, -10 £ x, € 10
Ejemplo 14.- Ecuaci®n (91) con n = 3, -10 § x;, € 10
Ejemplo 15.- Eguacidn (21) cen n = 4, -10 § %y £ 10
Efemplo 16.- Eguacidn (91) con n = 5, -5 & x5, £ 5
Ejemplo 17.- Ecuacidn (8%1) con n = &, -5 & x; €5

Ejempleo 18.- Ecuacidn {91) con n = 7, -5 =, € 5

NQTA: Los ejeéemplos 16 - 18 poseen (15)n minimos locales en lugar de
los (30)n como se indicd con anterioridad. Estoc se debe al tamafo

del intervalo de interé@s gue se esti usando.
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8.3.- Criterio de Evaluacidn.

Comeo se observa en la seccidn anterior, existen dos
problemas en yna soia variable (ejemplcs ¥ y 2), seis ejemplos en dos
dimensicnes (ejemplos 3-7 y 13}, uno de los cuales exhibe 18 mInimos
globales, seis ejemplos gue exhiben un solo minime global localizado
en el fondo de un valle orientado a lo largo del eje Xn (ejemplos
7-12) ¥ seis ejemplos, tambi&n con un solo minimo global el cual estd

completamente rodeadoe de minimos locales (ejemples 13-18)

Independientemente de las caracteristicas de los ejemplos,
existe la necesidad de usar alguna base gque haga posible la compara-
cibén de los diferentes algoritmos de optimizacidn global, siendo esta
la siguiente: Cada unc de los eﬁemplos fue resuelto para diferentes
puntos de arrangue (tres para 1os ejemplos unidimensionales y cuatro
para los demds), usando Primeramente el algoritmo de tunelizacidn,
segiin se detalla mas adelante. S5i cada una de las corridas empled
ti’ i=%,2,3,4, segundos de procesador central en localizar el mini-
mo global, ¢ en el caso de no encontrarlc el tiempo gue empled en
alcanzar el minimo mas bajoc posible, se calculd &1 tiempo promedio

por corrida, usando la definicidn convencional

N
It (92)
1

Es necesario hacer notar gue los tiempos de corrida ti' no
incluyen la verificacidn de ia condicidn de paro dada por la ecuacidn
(52).

Una vez gque se ha obtenido el tiempo de corrida promedic
para 21 algeritmo de tunelizacidn, t g+ ©1 resto de los algoritmos
son corridos durante tav segundos, excepto si logran localizar todos
los minimos globales antes de ese tiempo, en cuyo caso se reportard
el tiempo gue emplearon en lograrlo, (Dado el caracter aleatoric de
los métodos MRS y MMRS, se considerd gue una solo corrida era repre-
sentativo de lo gue podia lograr en tav segundos. Esto se comprobd

experimentalmente)

NOTA: Si se guisiera hacer una comparacidn rigurosa entre los dife-

rentes algoritmos, cada unc de ellos deberia de correrse hasta veri-



ficar su propia condicidrn de paro. Lo anterior no fue posible imple~
mentario ya gue o bien no se dispone de condicidén de paro, o la con-
dicidn de par¢e no e= implementable debido a los requerimientos de

memoria y al consumo de tiempo de maguina por o que s& Ooptd por la
base de comparacidn explicads anteriormente. Lo anterior no debe pa-~
sarse por alto, ya gue experimentalmente se observd gue la condicidn
de paro del algoritmo de tunelizacidn consume, aproximadamente, otro
tanto de tav’ ignorandose por complato el tiempo gue consSumen los

otros algoritmos en satisfacer su condicién de paro.

S5.4.- Resultados.

En esta seccibn se presentan los resultados cbte-
nidos para los ejemplos presentados en la seccidn 5.2 cuando se re-
suelven usandec los algoritmos de los capitulos IIT y IV, acoplados
con el mEBtodo de gradiente ordinarioc en su fase de minimizacidn. En
esta presentacidn resulta notable la ausencia de resultados para los
métocdos d& Branin v de Goldstein y Price siendo las razones las gque

a centinuacidn se exponen.

Método de Goldstein y Price.

Este método Se usd para resolver el més sentillo de los 18
ejemplos, funcidn de Goldstein, para el cual el algoritmo encuentra
los dos minimes giobales en 2.8 segs, tiempo que resulta 5 veces ma-
yor gue lo gque consume el algoritmo de tunelizacidn. Al resolver el
ejemplo 2, funcidn de SHubert,.el algoritmo localizd uno de los tres
minimos globales en 64 segs., lo gue significa gue es del orden de 15
veges maAs lento gue el algoritme de tunelizacidn. La tendencia mos-
trada por estos dos edjemplos indican gue el algoritme de Goldstein y
Price requiere altos tiempos de cdmputo. Ademds de lo anterior, el
esfuerzo de programacidn es bastante grande ya gue nc se sabe de an~-
temanc hasta cual de las funcioneé auxiliares fi(x), i = 1,2,0.., S
va a requerir. Por lo anterior, el resto de los ejemplos no fueron
resueltos mediante este mEtodo, concluyéndose gue el método de
Goldstein y Price no es muy robusto para resolver problemas de mini-

mizacidédn global.

versidn de Hardy del método de Braninp.

Este métodeo se usd para resolver la funcidn del camello de



seis jorobas (ejemplc §), funcidn relativamente sencilla. Para este
ejemplo, el método de Branin no localiza ninguno de los minimos glo-
bales de la funcibn.si se le deja correr durante tav segs. Sin em-
bargo, para comparar la velocidad relativa de este método, se selec-
¢iond un punto de arrangue gue generara una trayectoria en la cual
estuvieran localizados todos los puntos extremos de la funcidn (por
tanteo los dos minimos globales), v gque consumiera el menor tiempo
posible. La trayectoria generada se muestra en la figura 16. Incluso
en esta situacidn tan favorable para el método de Branin, este re-
quiri® de 34 segs., lo gue significa gque es aproximadamente 18 ve-
ces mds lento que el algoritmo de tunelizacién. Este mitodo se empleo
para resolver la funcibn de Shubert en dos dimensicnes (ejemplc 3},
resultando gue no encuentra mas que uno de los minimos globales en
512 segs. de corrida (esto siempre y cuando el punto de arrangue es-
tuviera en €l valle donde se localiza el minimo global). Nuevamente,
la tendencia mostrada por estos dos 2jemplo, indica gue el métode de
Branin reguiere de tiempos de cBdmputo relativamente altos, por lo
gue se decidid no usar este método para resolver el resto de los
ejemplos.

En lo gue sigue, se presentan 10s resultados obtenidos por
lcs algoritmos de tunelizacion, MRS ¥ MMRS, usando &n sus correspon-
dientes fases de minimizacidn el m&todo de gradiente crdinario para
localizar minimos locales. Con el proposito de tener la mayor canti-
dad posible de informacidn scbre el comportamiento de los métodos,
se reportan los sigulentes resultados para cada uno de los 18 ejem-

plos:
a) tiempo total empleado en alcanzar los minimos globales,
b) evaluaciocnes totales de la funcidn y sus derivadas,
¢) tiempo parcial consumido en la fase de minimizacidn,

d) evaluacicenes de la funcidn ¥y sus derivadas durante la
fase de minimizacién,
e} nimero de minimizaciones regqueridas para alcanzar el

minimo global (fases de minimizacidn},

f) nimere de veces gue se alcanza el minimo global. Agui

es necesario hacer la siguiente diferenciacidn:
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£1) Para funciones que exhiben un solo minimo globel,

el valor que se indica para el método de tuneiiza-

cidn puede variar entre cero Y uno, ya que esee va-

lor corresponde al nimerc de veces gue en promedic

se calcanza 2l minimo global, empezando de diferen-

tes Puntos de arrangue. Para los métodos de MRS y

MMRE ,;

el valor reportada es anio o cero (encuentra

el minimo global o no lo encuentra)

£2)

2l valor gue se reporta es

globales giferentes gue se

das realizadas.

Les resultades obtenidos para los

Para funciones gue exhiben mis de un minimo global,

el promedio d& minimos

encuentran en las corri-

18 2jempleos analizados

se reportan en las Tablas 1-18, indicandose, ademis, en cada una de

las tabias el nimero de minimos locales y globales que ese ejemplo

en particular exhibe.

METODO
CONCEPTO TUNELIZACION MRE MMRS
t —— 0.551 0.097 0.604
av

Evaluaciones totales
de la funcidn —-- 758 466 2235
Evaluacicnes totales
del gradiente --= 129 52 25
tiempo en minimizacidn --- 0.096 0.085 0.057
Evaluaciones de la fun-
cidén en minimizacidén --- 4485 466 222
Evaluaciones del gradien-
te en minimizacidn --- 51 52 25
Nimero de minimizaciones --- 2.33 3
Nimero de globales --- 2 2 1

Tabla 1 .- Ejemplo 1

Minimos relativos: 3

Minimos globales: 2



METODO
CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS

tav —_— 4.038 4. 108 4.049
Evaluaciones totales
de la funcién --- 1502 2816 3760
Evaluaciones totales
del gradiente =--= 213 680 7
Iiempo en minimizacidn --- 0.1800 4.002 0.065
Evaluaciones. de la fun-
cién en minimizacidn --- 147 2816 55
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 19 680 7
Nimero de minimizaciones --- 3.33 44 1
Nimero de globales --- 3 2 1

Tabla 2.~ Edemplo 2

Minimos relativos: 19

Minimos globales: 3

METODO
CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS

taV - 87.045 88.089 87.0686
Evaluaciones totales
de la funcion =-- 12160 35479 50462
Evaluaciones totales
del gradiente —--- 1731 @572 7
Tiempo en minimizacién —-- 2.113 87.845 0.148
Evaluaciones de la fun-
cidn en minimizacidn --- i047 35479 75
Evaluaciones del gra-
diente &n minimizacidn --- 97 9572 7
Nimero de minimizaciones --- 17 244 1
Himero de globales wa- 17 ES 1

Tabla 3.- Ejemplo 3
Minimos relativos: 760

Minimos globales: 18



METODO
CONCEPTO TUNELIZACIOGN MRS MMRS
tav _—— 8.478 5.197 4.313
Bvaluaciocnes totales
de la funcidn --- 2912 - -
Evaluaciones totales
del gradiente --- 390 - -
Tiempo de minimizacién --- 1.054 - -
Evaluvaciones de la fun-
gidn en minimizaeidn --- 525 - -
Evaluaciones del gra-
diente en mikimizacidn --- 53 - -
Nimero de minimizaciones --- 3 10 2
Nimeroc de globales —---— 1 o] 0
Tabla 4.~ Ejemplo 4 NOTA: MRS y MMRS fallan
Minimos relativos: 760 después del nimero 48e -
Minimos globales: 3 minimizaciones indicadas.
[*}
METODO
CONCEPTO TUNELIZACICN MRS MMRS B
e, = 5.084 2.094 6.018
Evaluacionés totales
de la funcidn --- 2180 - 3350
Avaluacicnes totales
del gradiente —--- 274 - 19
Iiempo de minimizacidn --- 1.409 - 0.292
Evaluaciones de la fun-
cidén en minimizaecdn --- 710 - 136
Evaluaciecnes del gra-
diente en minimizacidn --- 69 ' - 19
Nimerc de minimizaciones -=~- 3 4 1
Wiamerc de globales —---— 1 0 0
Tabla 5. - Ejemplo 5 NOTA: MRS falla después
Minimos relativeos: 7690 del numezrc de minimiza-~
Minimos globales: 1 ciones indicadas. (*)

(*1; Se alcanza el limite de bisecciones schre ¢; ecuacidn (71)



METODOQ
CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS

tav - 1.984 0.038 2.036
Evaluacicongs totales
de la funcidn --- 1496 61 6000
Evaluaciones totales
del gradiente =--=- 148 19 10
Iiempo de minimizacidn --=- 0.023 0.034 0.C16
Evaluaciones de la fun-
cifn en minimizacidn --- 57 61 32
Evaluaciones del gra-
diente en min-mizacidn --- 17 19 10
Nimero de minimizaciones —-=-- 2 2 1
¥imero de globales =--- 2 2 1

Tabla 6.- Ejemplec 6

Minimos relativos: 6

Minimos glcbales: 2

METODO
CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS

tav et 3 .283 64.0 1.062
Evaluaciones totales .
de la duncidn --- 2443 - 1241
Evaluaciones totales
del gradiente =~-=-- 416 - 287
Tiempe en minimizacidn ---— 0.947 - 0.997
Evaluacicnes de la fun-
cifén en minimizacidn --- 1116 - 1185
Evaluacicones de gra-
diente en minimizacién --= 273 - 287
Namero de minimizaciones --- 2.75 1 3
Nimero de globales --- 1 o] 1

Tabla 7 - Ejemplo 7 NOTA: MRS falla después

Minimos relativos: 25 del nimero de mimimizacio-

Minimos globales: 1 nes indicadas. (Pag. 58)
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METODO
CONCEPTQ TUNELIZACION MRS MMRS

taV -—- 12.9215 3.516 4,024
Evaluaciornes totales
de la funcidn --- 7325 2861 3443
BEvaluaciones totales
del gradiente --- 1328 784 126
Tiempo en minimizacidn --- 4.4135 2.485 3.231
Evaluaciones de la fun-
cidén en minimizacidn --=- 3823 2861 2647
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 848 784 726
Nimero de minimizaciones --- 3.25 3 3
Numero de globales =~=-— 1 1 1

Tabla 8.~ Ejemplo 8

Minimos relativos: 125

Minimos globales: 1

METODO
CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS

tav -—- 2G.450 3.391 4.335
Evaluaciones totales
de 1la funcidn --- 4881 - 3076
Evaluaciones totales
del gradiente —-- 1317 - 457
Tiempd en minimizacidn 1.91 - 2.289
Evaluaciones de la fun-
cién en minimizazgidn ==~ 1126 - 1369
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacibn -~-- 376 457
Nimerc de minimizaciones --- 4.25 6 2
Himero de globales —=-- 1 0 1

Tabla 9.- Ejemploc 9 NOTA: MRS falla después

Minimos relativos: 625 del niimero de minimiza-

Minimos globales:

1

ciones indicadas. (Pag.

58)



METQDO
CONCEPTD TUNELIZACION MRS MMRS

tav - i1.885 8.107 11.925
Evaluaciones totales
de la funcidn --- 7540 - 9458
Evaluacicones totales
del gradiente =--- 1122 - 171
Tiempe en minimizacidn --- 9.320 - 2.112
Evaluaciones de la fun-
cidn en minimizacidn --- 6471 - 1506
Evzluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 881 - 171
Nimero de minimizaciones -~- 2 1 1
Niimero de globales --- 1 0 s}

Tabla 10.- Ejemplo 10 NOTA: MRS falla después

¥inimos relatives: 10 de1 niilmero de minimiza-

Minimos globales: 1 ¢iones indicadas. (Pig.

METGDC
CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRSE

tav - 45 . 474 38.091 451535
Evaligaciones totales
de 1ia funcibn —-- 19366 17229 22193
Evaluaciones totales
del gradiente --- 2370 2143 1771
Tiempo en minimizacidn --- 35.644 38.091 30.757
Evaluacicnes de la fun-
cién en minimizacidn --- 16138 1722% 14126
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 2011 2142 1771
NOmeroc de minimizaciones --- 25 2 1
dimero de globales -~- 1 1 0

Tabla 11 .- Ejemplo 11

Minimos relativos: 10°

Minimos

glebales:

1

58)



METODO
CONCEPTC TUNELIZACION MRS MMRS

tav - 68.22 192.0 68.26
Evaluaciones totales
de la funcidn --- 23982 - 25966
Evaluaciones totales
del gradiente --- 3272 - 2913
Tiempo en minimizacidén ~-- 67.283 - 62.47
Evaluaciones de la fun-
cidn en minimizacidén =~-- 22191 - 23093
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 3135 - 2913
Nimero de minimizaciones ~-- 2.5 1 1
Nimero de globales --- 1 _ 0 0

Tabla 12.- Eiemplo 12 NOTa: MRS falla des-

Minimos relativos: 1019 pués del namero de mi-

Minimos globales: 1 nimizaciones indicadas

(Pag. 58)
METQODO
CONCEPTQ TUNELIZACION MRS MMRS

tav -— 4.364 6.308 1.792
Evaluaciones totales
de 1a funcidn --- 2613 6851 1867
Evaluaciones totales
del gradiente --- 322 876 250
Tiempe en minimizacidn --- 0.762 6.3108 1.406
BEvaluaciones de la fun-
cidén en minimizacidn -=- 736 6851 1441
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 158 876 250
Nimero de minimizaciones «~-- 2.5 5 : 4
Nimero de globales --- 0.5 0 1

Tabla 13.=- Ejemple 13
Minimos zTelativos: 302

Minimos globales: 1



METODO

. CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS
tav —— 12.378 13-291 2.975
Evaluaciones totales

de la funcidn 6955 105866 2316
Evaluaciones totales

del gradiente --- 754 1652 359
Tiempo en minimzagifn 3.927 13.227 2.139

Evaluaciones de la fuyn-

¢ién en minimizacibn --~ 3142 10566 2316
Evaluyaciongs del gra-~
diente en minimizacidn --- 479 1652 359
Himerc de minimizaciones —--- 4.25 9 3
Kiimero de globales —-- 0.75 Iy 1

Tabia 14.- Ejemple 14

Minimos relativos: 30°

Minimos globales: 1

METQDO
CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS

tav - 8 .135%0 9.851 B.376
Evaluyaciones totales ---
de la funcidn --- 3861 6659 6234
Evaluaciones totales
del gradiente === ' 588 740 273
Tiempo en minimizacién 3.076 9.821 2.294
Evaluaciones de la fun-
cidbn en minimizacidn --- 1863 6659 1419
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacién --- 390 740 273
Niimero de minimizacicnes --- 3.75 2 2
Nimero de globales --- 0.75 a 0

Tabla 15 - Ejemplo 15

Minimos relativos: 304

Minimos globales:

1



METODO
CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS

tav —-—— 28.330C 51.707 28.362
Evaluaciocnes totales
de 1la funcidén --- 10715 28347 17339
EﬁaluacionES totales
del gradiente --- 1507 4002 1098
Tiempo en minimizacign -=- 7.249 51.712 tt.150
Evaluaciones del fun-
cidn en minimizacidn -~- 3565 28347 5746
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidén --- 797 4002 1098
NOmero de minimizacicnes --~- 5.5 7 3
Nimerc de globales ~-=- 0.75 o] 0

Tabla 16 .- Ejemplo 16

Minimos -relativos: (15)5

Minimos globales: 1

METODO
CONCEPTC TUNELIZACION MRS MMRS

£, - 33:173 41.065 33.231
Evaluzaciones totales
de la funcidn ===~ 12786 19301 18985
Evaluaciones totales
del gradiente --- 1777 2784 132
Tiempo ¢n minimieacidn 17.282 41.028 1.263
Evaluaciones de 1la fun-
c¢idn en minimizacidn --- 7839 19301 479
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 1329 2784 132
Nimero de minimizaciones ==~- 3.5 2 2
N{imero de globales --- 1 0 0

Tabla 17.- Ejemplo 17

Minimos relativos: (15)6

Minimos globales:

1
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METODOC
CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS

tav - 71.9281 92.615 72.027
Evaluaciones totales
de la funcidn --- 16063 38483 36195
Evaluaciones totales
del gardiente =--- 2792 5411 435
Tiempo en minimizacifin === 15. 350 92.546 5.977
Evaluaciones de la fun-
¢idn en minimizacidn --- 6142 38483 2132
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 1013 5411 435
Niimero de minimizaciones  —=- 7.5 8 2
¥imero de globales =-- 0.75 o 0

Tabia 18.~- Ejemplo 18

Minimés reélativos: (15}7

Minimos globales:

]



VI.- CONCLUSIONES

A partir de los resultados gue se reportan en las Ta-
blas 1-18 del capitulo anterior, se pueden obtener las siguientes

conclusiones.

6.1.- Método de Arrangue Miiltiple Aleatoric (MRS)

Este método resultd ser superior al método de
tunelizacidén, si la funcidn gue se minimiza satisface los siguientes
requerimjentos:

a} La dimensionalidad del proﬁlema es baja
b) La densidad de minimos relativos alrededor del minimo glo-

bal es baja ¥ no uniferme

Estos requerimientos se satisfacen en los ejemplos 1, 6, 8
y 10. Por el contrario, cuando las dos condiciones antericres no se
cumplen, el método MRS no puede encontrar el minimo giobal en un
tiempo razonable. Esto filtimo se puede observar en la mayoria de los

ejemplos analizadoe$s.

6.2.- MEtodo de Arrangue Milltiple Alegtorio Modificado

({MMRS )

Las condicion2s hajo las cuales este método es
superior al método de tunelizacidn son similares a las mencionadas en
6.1, es decir,

a) La dimensionalidad del problema es baja
b) La densidad de minimos relativos alrededor del mInimoc glo-

bal es baja y no uniforme

Estas dos propiedades se cumplen en los ejemplos 7, 8, 9,
i3 y 14. Al igual gue para el método MRS, el método MMRY no puede en-
contrar el minimo giobal cuando l10S reguerimientos arriba sefialados
no se satisfacen, existiendo una caracteristica adicional la cual in-
dica que el método MMRS es altamente ineficiente si la funcidn exhibe

mas de un minimo global

6.3.- MEtodo de Tunelizacidn

Los resuitados mostradoés en las Tablas 1-18 se=
fialan una clara supérioridad del método de tunelizacién sobre los

métodos MRS y MMRS, encontrandose gque esta superioridad es manifiesta



cuando la funcidn gue se minimiza exhibe las siguientes caracteris-

ticas: (la tercera es restrictiva para el métodoc MMRS)

a)

b}

c}

La dimensionalidad del problema es alta

La densidad de minimos relativos alrededor del minimo glo-

bal es alta ¥y uniforme

Existe mas de un minimo global en la funcidn.

Basandose en lo expuesto en los puntos anteriores, Se pue-

de concluir que el método de TUNELIZACION posee las siguientes carac-

terfsticas gue 1o convierten en un método atractivo para localizar

minimos globales:

a)

b}

c)

E& superior a algunos de los métodos reportados previamen-—
te en la literartura va que, en gensral, localiza los mini-
mos globales mas rapidamente que los otros mEtodos. (Al
principio de este parrafo se empled la palabra alguncs, va
queé Seguramente existen reportados en la literatura mas mé-
todos con el mismo propdsito y gue nc fueron analizados).
También hay gue sefialar gue cuando ¢l método de tuneliza-
cién se ve rebasado en eficiencia, de cualguier forma este

método sigue localizando el minimc global de la funcidn.

Si bien es cierto gue el tiempo de cOmputo aumenta al au-
mentar la dimensionalidad del problema, la efidiencia del
método de tunelizacidn no se ve deteriorada por esta carac-—
teristica de la funcidn objetive Esta propiedad del algo-
ritmo de tunelizacidn no la exhipen los otros métodos ana-

lizados.

E¥Xperimentalmente se obServd gue la eficiencia del mitodo
de tunelizacién no se ve reducida por la densidad de mini-
mos relativos gue existan en el problema, mientras gque leos
otros métodos si se ven afectados en forma negativa por

esta propiedad.

Para terminar esta tesis, un {tltimo comentario. En opinidn

de muchos investigadores, existen dos formas para generar nueves al-

goritmes erfocados a la resolucidn de un problema especificec. El pri-



mero consiste en implementar el algoritmoc dirsectamente y analizar

a2 posteriori si tuvo o0 no &xito, haciendo modificaciones a la idea
original, conforme wvayan surgiendo problemas ho previstos. La se-
gunda forma consiste en demostrar a priori gue el algoritmo va a
funcionar y hasta despufs de haberlc hechc se implementa el algorit-
mo, lo cual serviri para corroborar o rectificar lo demostrado. En
la presente investigacidn se ha optado por la primera forma paré ge-
nerar el algoritmo de tunelizacidn, siendoc los resultados gue se han

cbtenido por demis alentadores.

Durante la elaboracifn de este trabajo, se discutid con al-
gunos investigadores la posibilidad de demostrar teoricamente el por-
que funciona tan confiablemente el algoritmo de tunelizaci&n, 1llegldn~-
dose a la conclusidn de gue la demostracidn gque se reguiere justifica,
por si scla, otra tesis doctoral, ademds de gue pedriz consumir una

gran cantidad de tiempo para lograrlo.
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APENDICE B

RESULTADOS ADICIONALES

cuando se presentd un reporte preliminar de este trabajo.
variecs investigadores criticaron fuertemente el uso del método de
gradiente ordinario en la fase de minimizacidn de los algoritmos de
tunelizacidn. Segiin estas criticas, se suponia gque si se usaba un
método de optimizacidn mis poderoso que gradiente ordinario, sucedge-
ria que la fase 4e minimizacidn del algoritmo de tunelizacidn consu-
miria mencs tiempo, dande como resultado gue los otros algoritmos de
minimizacidn global, formados por puras minimizaciones, dispondrian
de tiempo adicional para localizar el minimo global" Como resultado
de estas criticas, se implementaron los métodos de Gradiente Conju-
gado vy de Newton Modificado en las fases de minimizacidn de los al-

goritmos de tunelizacifn, MRS y MMRS.

Lo expuesto hasta agui y gue en principic parece razonable,
estd basado en las cbsevaciones hechas a lo largo de muchos afios de
investigacidn, por una serie interminakle de autores. Sin embargo,
debe recordarse gue las conclusiones gue se han obtenido son validas
dnicamente para funciones unimodales y de ningunha manera Se pueden

extender a funciones multimodales, gque son el tema de esta tesis.

Con el objeto de disipar cualguier duda razonable gue pu-
diera existir a este respecto, se procedid a implementar lag mEtodos
de minimizaecidn local yva mencionados en la fase de minimizacidn de
los algoritmos MRS, MMRS y Tunelizacidn (En el apé&ndice B se detalla
cada uno de los algoritmos de minimizacidn local empleados en esta

tesis)

Los resultados obtenidos se muestran en las Tablas AT-A10,
para el m8tcdo de gradiente conjugado, y en las Tablas A11-&20, para
el métoda de Newton. Bl andlisis de los resultades gue sSe presemtan
en dichas tablas, corroboran las conclusiones expuestas en el capltu-
lo VI de esta tesis, ya gue en general se observa que el m&todo de
Tunelizacidn es superior a MRS y MMRS. Ademas de esta conclusidn, se
pueden hacer una serie de observaciones bastante importantes, y gue
arrojan luz sobre gue tipc de m&todes de minimizacidn local se deben

usar cuando se estd regolviendo un problema de minimizasidn global.
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A1 .- Sobre el M&todo de Gradiente Cenjugado.

La implementaci®n praftica de este mEtodo resultd, sin
lugar a dudas, la mds dificil, va que aparecieren una serie de difi-
cultades al intentar la implementacidn., El principal problema que se

encontrd fue el siguiente:

Al tratar de correr los ejemplos 3-12, para el Unico pro-
blema gue se obtuvieron resultados satisfactorios, fue para el & (ca-
mello de seis jorohas), mientras gue para log otros, el método no po-
dia encontrar un solo minimo. Analizando experimentalmente el compor-
tamiento del m&todo (Apéndice C), se llegd a la conclusifn de gque pa-

ra iniciar la blsqueda del tamafic e paso tal gque

df (x + as}
—-——-—..>

ao

donde x es el punto actual y s la direccidn de blsgqueda, se debe em-
pezar con una ¢ que depende del problema gue se¢ est@ resolviendo. Es-
pecificamente, paxa log ejemplos 3, 4 y 5, se encontrd gue con

o = 0.01, el algoritmc se estabilizaba, mientra que para los ejemplos
7-12, empezar ¢oh o = 0.1, era suficiente. Complementando lo anterior,
al intentar corrxer los ejemplos 13-18, no se pudo encontrar el valor
adecuado de O gue hiciera gue el m&todo se estabilizara, razdn por la
cual no se reportan resultados para estos ejemples. (Se usaron 1los

siguientes valores de a: 1., 0.5, 0.1 y 0.05)

Por otro lado, yva gue el método de gradiente conjugado se
basa en la determinacidn de direcciones fxx{x)—conjugadas {en el ca=-
so ideal ée una funcién cuadrética fxx(x) = Const.), cuando e;te mé-
tode se usa en problemas de optimizacidn global, al pasar &ste de un
valle a otro, el comportamiento ideal del método deja de ser valido,
ne teniendo sentido el obtener direcciones fxx{x)hconjugadas, per=-

diéndose, ademfs, las caracteristicas de convergencia cuadritica.

A2 .- Sobre el M&todo de Newton Modificado.

Bn las tablas A11-A20 tampoco se reportan resultados
para los ejemplos 13-18, usando este m8todo, siendo la razdn la si-
guiente: La funcidn gue describe estos ejemplos posee, en toda la re-

gidn de inter&s, una distribucidn uniforme de minimos con valles mu-
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cho mis suaves que los que exhibe la funcifn de las ejemplos y7-12,
Lo anterier proveca gue el alogritmo guede atrapade en cada une de
los wvalles de ia funcidn, incrementindose demasidado el tiempo de CFU,
Para ilustrar lo anterior se puede analizar la siguiente
situacidn: Cuando se intentd localizar el minimo global del ejemplo
14, se efectuaron ocho corridas diferentes, de las cuales solo uhlta
alcanzd el mfnimo global, mientras gue las otras siete, y después de
64 segs. de CPU, el método se encontraba ain "muy lejos” del minimo
global, habiendo pasado la mayor parte de esos 64 segs. en fases
de minimizaci®n. Hay gue mencionar que la corrida gue tuvo Exito se
inicid en un punto ceércanc al minime global. Finalmente, para el
ejemplo 18 Se realizaron tres corridas, y después de 312 segs. de CPU,

el método se hallaba "muy lejos” del minimo global.

Como conclusidn de las experiencias tenidas en la imple=~
mentacidn del método de Newton Modificado, podria decirse gue la ro-
bustéz gue tiene para localizar minimos locales, se convierte en una

desventaja cuando se intenta localizar minimos globales.

23 .- Sobre el Comportamiento de los MEtodos de Gradiente

Ordinario, Gradiente Conjugado y Newton Modificado

Acpplddes .4l Algoritmo de Tunelizacidn.

En la 7abla AZ1 se resume el comportamiento de los di-
ferentes métodos de minimizacidn local acoplados al m&todo de Tuneli-
zacibn. Del anklisis de estos resultados, pédria concluirse gue el
método mis eficiente resulta ser el de Gradiente Conjugado. Sin em-
pargo, para llegar a los resultadocs gue se reportan, se reguirid de
un andlisis preliminar exhaustivo, ¥ lo gue se reporta para los ejem-
plos 3-12 no se puede extender a otros preoblemas, como sucedid con

ilos esjemplos 13-18.

Con respectoc al método de Newton Modificado, se observa gue
éste es més eficiente gue Gradiente Ordinario para los ejemplo 6-9,
no siendc esto valide para el resto de los ejemplos. Adema@s, como se
explicé con anterioridad, para otro tipo de ejmplos (3, 4, 5.y 13-18})
el m8todo de Wewton resulta ineficiente (lento), para lpcalizar el
minimo glocbal de las funciones, aungue eso s, resultd muy eficiente
para localizar minimos relativos. Desafottunadamente, no es éste @l-

timo el objetive gue se persigue.



8i tode lo anterior se pone en otras palabras, podria

usarse el sigujente razonamiento por demis simplisia pero gue puéde
pagar muy buénos dividendos para el problema que en esta tesisg se

ha planteado: "Si el propdsito de la fase de tunelizacidn es el de
ignorar todos los minimos que estén por arriba gel fltimo gue se en-
contrd, mucho podria ayudar al algoritmo si desde la fase de minimi-
zacidn se tuneliza, ignorando todos los valores de la funcidn gue
estén por arriba del valor actual (propiedad de descenso locall)”.

Lo anterior es egqguivalente a pedirle al método de minimizacidn lo-
cal que, s§i puede, ignore todos los valles intermedios gue ie
sea posible , los c¢uales, a fin dé cuenhasy son irrelevantes en la

bfisqueda del minimo global.



METOQODO

CONCEPTO TUGNELIZACICN MRS MMRS
tav - 105.474 58.003 105.524
Evaluaciones totales
de la funcidn --- 11862 18778 56556
Evaluaciones totales
del gradiente --- 1742 53561 5
Tiempo en minimizacidén --- 4.283 57.04 0.059
Evaluaciones de la fun-
cidén en minimizacidn ~-- 313 18778 17
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 107 5361 5
¥iimerc de minimizaciones =--- 19. 75 599 1
Nimero de glokales --- 17.25 1B 1

Tabla &3 = Ejemplo 3
METODO

CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS
tav - 4.696 4.786 4,726
Evaluacicones totales
de la funcidn --- 1287 1567 2393
Evaluaciones totales
del gradiente =--- 224 398 21
Tiempo en minimizaeidn --- 0.643 4.436 0.291
Evaluaciones de la fun-
2idn en minimizacidn --- 1929 1567 103
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 53 396 21
Nimero de minimizaciones --- 6.75 54 2
dNiimero d4e globales =--- 1 0 0

Tabla az2.~ Ejemplo 4



METODLO

CONCEPTO TURELIZACION MRS MMRS
tav - 5.9544 6.01 0.18B5
Evaluaciones totales
de la funcidn =-- 1699 2208 534
Evaluaciones totales
del gradiente --- 254 534 16
Tiempo en minimizacidn --=- 0.446 5.648 0.166
Evaluaciones de la fun-
cidn en minimizacidn --- 137 2208 54
Evaluacicnes del gra-
diente en minimizacidn -~~- 39 534 16
Nimero de minimizaciones =--- 4.75 68
Nimero de globales -~-- 1 0 1

Tabla A3.- Ejemplo 5
METOQDOC

CONCEPTO TUNELIZACION ) MRS MMRS
tav = 0.586 0.102 0.610
Evaluacicnes ftotales
de la funeidn =-~-- 486 191 168G
Evaluaciones totales
del gradiente --- &1 . 36 24
Tiempo en minimizacidén --- 0.070 0.Q97 0.084
Evaluaciones de la fun-
cifn en minimizacidn —--- 97 191 127
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidén --- 23 36 24
Wamero de minimizaciones --- 2 2 1
Nimero de globales -=-— 2 2 1

Tablag Ad4. - Ejemplo &
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METORO

CORCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS
tav —— 1.052 0.058 0.093
Evaluaciones totales
de la funcidén --- 544 46 87
Evaluaciones totales
del gradiente --- 64 11 10
Tiempe en minimizacidn --- 0.0%91 0.052 0.054
Evaluaciones de la fun-
cidn en minimizacidn --- 68 46 43
Evaluaciones del gra-—
diente en minimizaeidn -=- 16 11 10
Nimero de minimizaciones --= 3.75% e
Nimero de globales =~-- 1 1 1

Tabla A5.~ Ejemplo 7
METODO

CONCEPTO TUNELIZACICN MRS MMRS
tav - 7.218 0.446 0.263
Evaluaciones totales
de la funcidn ~-- 3273 275 18C
Evaluaciones totales
del gradiente --- 292 63 3c
Tiempo en minimizacidn --- G.187 0.407 0.222
Evagiuaciones de ia fun-
cidn en minimizacidn -~- 119 275 151
Evaluaciones del gra-~
diente en minimizacidn -~-- 24 63 30
Himero de minimizaciones =--- 3 & 3

Himero de globales ---—

Tabla AG6.-

Ejemplo 8
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METODO

CONCRPTO TUNELIZACION MRS MMRS
tav - 11.782 0.352 0.412
Evaluacliones totales
de ta funcidn =--- 4169 197 251
Evaluaciones totales
del gradienter ~—- 527 39 34
Tiempo en minimizacidn --—~ 0.323 0.347 0.302
Evaluaciones de i1a fun-
cién en minimizacidn --- 170 197 172
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidén —-~ 35 3¢ 34
Nimero de minimizaciones ~-- 3.125 2 2
Nimero de globales --- 1 1 1

Tabla A7.- Ejemplo 9
METODO

CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS
tav - 15.850 5.348 T.223
Evaluaciones totales
de la funhcidn --- 6030 2977 7517
Evaluaciones totales
del gradiente =--- 584 554 131
Tiempo en minimizacién --- 1.593 5.342 1.206
Evaluaciones de la fun-
cidn en minimizacidn --- 817 2977 634
Evaluacicones del gra-
diente en minimizacidn --- 174 554 131
Niimero de minimizaciones --- 5.25 11 3
Nimero de giocbales ~-- 1 1 1

Tabla A8.- Ejemplo 10



METODO

CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS
tav - 24.773 20.897 24.735%
Evalyacicnes totales
de la funcidén --- 7343 7609 12079
Evaluaciones totales
del gradiente --- 885 1498 144
Tiampo eb minimizacidn --- 6.001 20.881 1.951
Evaluaciones de la fun-
cidén en minimizacidén ~-- 2115 7609 12079
Evaluacicnes del gra;
diente en minimizacidn -=-=~ 444 1498 144
Nimero de minimizaciones ~--- 4.758 4 2
Himerc de globales =-- 1 1 0

Tabla A9.- Ejemplo 11

METODO

CONCEPRPTQ TUNELIZACION MRS MMRS
tav ——— 118.737 120.668 118.733
Evaluaciones totales
de 1la funeidn --—- 27312 34780 48443
Evaluaciones totales
del gradiente --- 2857 7414 106
Tiempo en Minimizacidn --- 7.890 120.522 1.814
Evaluaciones de la fun-
cidn en minimizacidn =--- 2160 34870 526
Evaluacicnes del gra-
diente en minimizacidn --- 511 7414 106
Nimero de minimizaciones —-- 11.25 28 2
Wimero de globales --~ 1 ¢t o

Tabla Aa10.~ Ejemplc 12




METODO

CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS .
tav - 128.6586 128.690 128.763
Evaluaciones totales
de la funcién --- 14071 12113 68710
Evaluaciones totales
del gradiente --- 2129 9419 48
Tiempo en minimizacién --- 3.210 124.132 0.632
Evaluaciones de la fun-
cidon en minimizaeifn =-~= 487 19113 93
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacitn --- 237 9419 48
Evaluaciones del Hessjiano
en minimizacidén --= 219 8982 45
Namero de minimizaciones --- 18 438 3
Nimero de glcbales —-=- 17 16 1

Tabla 211.- Ejemplo 3
METODO

CCHCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS
tav - 8.173 8.421 8.140
Evaluacicones totales
de la funcidn --- 1995 1263 4165
Evaluaciones totales
del gradiente --- 406 598 16
Tiempo en minimizacidn --- 2.157 8.305 0.188
Evaluaciones de la fun-
cidn en minimizacidn --- 345 1263 20
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 150 598 16
Evaluaciones del Hessiano
en minimizacidn --- 143 576 12
Niimeroc de minimizaciones --- 7 22 4

i O ¢}

Nimero de glcbales ---

Tablg

At2 .- Ejemplo 4



METODO
CQNCEFPTO TUNELIZACION MRS MMRS
tav -— 10.466 31.06 10.509
Evaluacicnes totales
de la funcidn --- 2668 - 5438
Evaluaciones totales
del gradiente --- 476 - 13
Tiempe en minimizacidn --- 1.699 - 0.164
Evaluaciones de la fun~
cién en minimizacifn --- 228 - 16 °
Evaluaviones del gra-
diente en minimizacidn --- 127 - 13
Evaluaciones del Hessiano
en minimizacién --- 104 - 11
Nimero de minimizaciones --- 7 17 2
Nimero de globales =--- 1 0 0
Tabla A13.- Ejemplo 5 NOTA: MRS falla después

del nfmerc de minimiza-
ciones indicadas. (P3g.58)

METODO

CONCEPTC TUNELIZACION MRS MMRS
tav -—- 0.430 G.396 0.464
Evaluaciones totales
de ia funcidn --- 249 243 1115
Evaluaciones %totales
del gradiente --- 59 187 22
Tiempo en minimizacidn --- 0.061 0.387 0.058
Evaluaciones de la fun~-
cién en minimizacidn --- 23 241 24
Evaluaciones del gra=-
diente en minimizacidn --- 19 187 22
Evaluaciones del Hessiano
en minimizacidn --- 19 174 18
Nimerc de minimizaciones --=- 3.5 13
Nimero de globales -=--— 2 2 1

Tabla Aid.~ Ejemplo 6



METODOQ

CONCEPTO TUNELIZACICON MRS MMRS
tav -—- 0.327 0.268 0.113
Evaiuvaciones totales
de_ la funcién =--- %7 57 52
Evaluaciones totales
dél gradiente --- 39 52 14
Tiempo en minimizacidn --- 0.110 0.246 0.113
Evaluaciones de la fun-
cidn en minimizacidn =-- 27 57 14
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacida --- 22 52 14
Evaluaciones del Hessiano
en minimizacidn --- 20 47 11
Nimerc de minimizaciones --- 2.125 5 3
Niimero de globales --- 1 1 1

Tabla.A15.- Ejemplo 7
METODO

CCRCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS
tav 5.868 0.284 0.3786
Evaluaciones totales
de 1a funcidn =--- 2556 39 244
Evalvacicnes totales
del gradiente ---~- 245 35 16
Tiempo en minimizacidn ~-- 0.377 0.257 0.119
Evaluaciones de la fun-
cifn en minimizacidn --- 146 39 17
Evaluacicnes del gra-
diente en minimizacidn ~-=- 34 35 16
Evaluaciones del Hessiano
en minimizacidn ==-- 31 30 13
Nimero de minimizaciones --- 2,175 5 3

Nimero de globales =--

Tabla A16

1

.- Ejemplo 8



METODO

CONCEPTO TUNELIZACION MRS MMRS
tav -—— 5.290 1.326 9.218
Evaluaciones totales
de la fyncidn ~--- 1102 389 2689
Evaluaciones totales
del gradiente --- 431 96 709
Tiempo en minimizacidan -=- 3.480 1.331 6.937
Evaluacicnes de 1la fun-
cién en minimizacidn --- 438 369 982
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 363 96 709
Bvaluaciones del Hessiano
en minimizacidén -~-- 361 92 704
Nimero de minimizaciones =--- 2 2 3
Nimero de globaleg --~- 1 1 o]

Tabla a17. -~ Ejemplo 9
METODO

CONCEPRTO TUNELIZACION MRS MMRS

t —— 46. 195 60.053 46.228
av )

Evaluaciones tofales
de la funcipn --- 16555 - 33920
Evaluaciaones tctales
del gradiente --- 1596 - 66
Tiempc en minimizacidn --- 6.829 - 0.958
Evaluaciones de 1la fun-
cidn en minimizacidn =--=~ 2512 - 133
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn --- 264 - 66
Evaluaciones del Hessianao
en minimizacidén --- ' 252 - 63
Nimerc de minimizaciones --- 11.25 5 3
Niimero de globales --- 1 0 0

Tabla A18.- Ejemplo 10 NOTA: MRS falla después
del nimeroc de minimiza-
ciones indicadas. (PAag.58)



METGCDOC

CONCEPTO TUNELIZACION MRS —_MMRS
tav - 157 .83 10.672 t0.375
Evaluaciones totales
de la funcidn --- 36977 1262 1259
Evaluaciones totales del
del gradiente -~-- 3708 460 a47
Tiempo en minimizacidn --- 78.94 10.660 10.363
Evaluaciones de la fun-
¢idn en minimizacién --- 16488 1262 1257
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacidn =--- 1641 460 447
Evaluaciones del Hessiano
en minimizacidén --- 1624 457 455
Nimerc de minimizaciones --- 15 3 2
Nimerc de globales =-- 1 1 1

Tabla A19.- Ejemple 11

METODO

CONCEPTO TUNELIZACION . MRS MMRS
tav - 230.381% 312.0 230.040
Evazluaciones totales )
de ia funcidn --- 41703 - 32208
Evaluaciones totales
del gradiente =—-- 3170 - 161
Tiempo en minimiéacién ——— 208.570 - 10.304
Evaluaciénes_de ia fun-
cidn en minimizacidén ~-- 36741 - 1324
Evaluaciones del gra-
diente en minimizacién w--— 2686 - 161
Evaluaciones del Hessiano
en minimizacidn --- 2678 - 153
Namero de minimizaciones --- 6.75 i 2
Niimero de globales —--- 1 0 Q

Tabla .3206.- Ejemplo 12 NOTA: MRS falla despuBs
— del nimero de minimiza—-
cicnes indicadas. (PAg.58}



¥

£ + Nimero de Niimero gde
Bjemplo M&todo av min minimizacionesg globales
G. Ord. 87.045 2.113 17. 17.
3 G. Con. 105.474 4.283 1. 75 17.25
Newton 128.656 3.210 18. 17.
G. Qrad. 8.478 1.054 3. 1.
4 G. Con. 4.696 0.064 6.75 1
Newton 8.173 2.157 7. T
G. Ord. 5.984 1.409 3. 1.
5 G. Con. 5.%44 0.446 4.75 1.
Hewton 10.466 1.699 7.
G. Ord. 1.984 0.033 2., 2
6 G. Con. 0.586 Q.07 2. 2
Hewton 0.43 G.061 3.5 2
G, QOrd. 3.283 C.s47 2.75 1.
7 G. Con. 1.052 0.091 3.75 1.
Newton 0.327 . 0. 11 2.125 1.
G. Ord. 12.915 4.435 3.23 1.
8 G. Con. 7.218 0.187 3. 1.
Newton 5.863 0.377 2.75 1.
G. Ord. 20.45 1.91 4,25 kN
9 G. Con. 11.782 0.323 3.128 1.
Newton 5.29 3.48 2., 1.
G. Ord. 11.885 9.32 2. 1.
10 G, Con. 15.850 1.593 5.25 1.
Newton 46.195 6.829 11.25 1.
G. Ord. 45.474 35.644 2.5 1.
i G. Con. 24.773 02.001 4,78 1.
Newton 157 .83 78. 8941 15, 1.
G. Ord. 68.22 67.383 2.5 1.
12 G, Con. 118.737 7.890 11.25 1.
Newton 230.38B1 208.5% 6.75 1.
Tabla A21.- Comparacidn de los métodos

de minimizacién local.



APENDICE B

METODOS DE MINIMIZACIOQN LOCAL

En ¢ste apendice se presentan los algoritmos de minimiza-
cion local en la forma en gque fueron implementados en los diferentes

Programas empleados en esta tesis.

B1.- Gradiente Ordinario.

Sea
= f{x) (B.1)

£
ag x b

la funcidn egcalar gue se desea minimizar, donde x €8 un vector de
dimensién n y, a ¥y b forman la regidn de interés donde se debe loca-
lizar el minimo de f(x}. Si £(x) se expande en su serie de Taylor

alrededor d¢e un punto cualdguiera x, Se obtiene

£ix+bx) = £(x) + £ _(x)bx + Afoxx(x)Ax/z + ... (B.2)
81 se toma Ax tal que Ax * 9, f(x + &%) se puede aproximar como
£{x + Ax) = F{x) + fx(x)ilx (8.3)

vy si el desplazamiénto Ax se toma en la direccidn de maximo descenso,

es decir,
Ax = —-af (x} {B.4)
X
donde ¢ es un escalar maycr gue gero, se cbtiene
T
£i{x + Ax) - £(x) = —afx{x)fx(x) (B.5}
¥ Ya gue fi(x)fx(x) > 0, entonces
filx + Ax) - £(x}) < O (B.&)

para « suficientemente peguefia, es decir, $e obtiene la propiedad de
descensc local del algoritmc, tal vy como la reguiere el método de tu—
nelizacion. Obviamente si fx(x} = 0, entonces Ax = 0, para toda o, ¥

la funcidén f{x) ha alcanzado un punhto sstacionario.



los pasos requeridos para implementar este algoritmo son

los siguientes:
1.- Estimar x, la localizacidn de un punte extremo

2 - Calcular £{x) ¥y fx(x)

T
3.- &8i fx(x)fx(x) £ €, s8¢ ha alcanzadse un punte extremo de la
funcidn.
.- 0 = 1

5.=- Ax = ~af (x)
%
6.~ x = x + Ax

7.- verificar que x estd en la regidn de interds, procediendo

como se describid en la seccidn 4.3

8.- Si £(x) < £(x}, se acepta X como correcto, se hacen X = X ¥
flx) = £{x), calculdndose fx(x) en el nuevo punto. Se proce-

de nuevamente desde el paso 3.

9.- si £{%) % f(x), se bisecta =1 wvalor del tamafc de paso & y
se repite el procedimiento desde el paso 5. Los pasos 5«9

se repiten hasta un miAximo de N, veces.

Es facil Gemostrar que cuando en el paso 7 se modifican a
cero algunos de los componentes del desplazamiento Ax, la propiedad

de descenso local del métode , ecuacién (B.6)}, nho se pierde.

B2.~ Gradiente Cenjugado

La versifén implementada de este algoritmo, corresponde
a la de Pletcher-Reeves (Computer J., I, No.149, 1964). Este m&todo
genera una secuencia de direcciones de biisgueda s, gue son combina-
¢idn lineal de la direccidn de miximo descenso en el 4ltimo punto -
calculiado, -fx(xk), v de las direceciones de biisqueda empleadas en
iteraciones anteriores, so, s1, 52,””‘,s(k_1}, escogiéndose un fac-

tor de peso tal gue las direcciones de bilsgueda sean conjugadas

La idea detras del método es la siguiente. Sea la direc-
ca s - o] , , P
cién inicial de busgueda so=—fx(x }) . El siguiente punto, definidoe

como en el paso 6 del método de gradiente ordinario, es decir,



0
x = x + 0s , se escoge tal que

df(x0 + uxo)
=0 (B.T)

ao
le gque implica gue se es5td encontrando el minimo de £(x) a lo largo

. .- - a
de la direccion de blisgueda s
La siguiente direccibn de biisqueda a partir de x , se esco-

ge como
1 1 4]
5 = ~fx(x ) o+ w, s (B.8)

donde el escalar w, es tal gque si f£(x) es cuadritica, entonces

1

[+ 1
(s Tz s = o (3.9)
Si lo anterior es cierto, el valar de w1 estda dado por

fT(x1)f (x1)

o= e (B.10)
£ (x )E (x)
® %

]

La direccidn de biisgueda 52 se toma como una combinacidn
2 0 . 1. T 2
lineal de —fx(x Y, s1 v § , ¥y si se toma en cuenta gue (s )Ifx{x Y= 0,

se cbtiene

et e (x?)
W, = —= 2 {(B.11)
T ixye (x1)
X X
¥y generalizando se llega a
£ Sy e ()
Oy T — x (B.12)
T e T
X b4

Los pasos inveélucradeos en este algoritmo son los siguien-

tes:
. o
1.~ Estimar x
0 0 . ;2 -
2.~ 8& toma 5 = —fx{x } como direccidn de bisgueda
3.~k =0

4 ~ peterminese u tal que la condicién (B.7) se satisfaga dentro



T1.-

Yy como Se

- . . k+
de unra clierta tolerancia ¢. 85i el nuevo punto x 1 |4

k k , k+1 :
* + as satiface gue a € x & b, continue con el paso 6.

. k+1 - .- :
51 x neg esti en ia regidn de interé@s, se procede como &n

el método de gradiente ordinario y se reinicia el proceso
o] :
desde el paso 2, tomando como x el fltimo valor gue se

calcule en &stas etapas de gradiente ordinario.

Si se han efectuado (n + 1) iteraciones (k = n), se reini-

- 0 - .
cia el proceso desde el pasc 2, tomande come X el altimo
valor calculado de x.

Se evalua fx(xk+1)

. T k41 k+1
§i fx(x )fx(x ) , 5e ha alcanzadoe un punto esta-

cionario de £ (x)}

La siguiante direccidn de biisguada, sk+1, se determina de
acuerdo &
T, k+1 k+1
£o{x YE (x )
+1
5T - -fx(xkﬂ) + = x .
T,  k k
kK =k + 1 LIRS

El procesc anterior se repite desde el pasc 4.

Para determinar el vzlor dptimo del tamafc de paso g,tal

requiere en el paso 4, se usd el algoritmo de Davis, Swann

y Campey para identificar en gque rango del parametrc Se encuentra

el minimo

de f(x}; uha vez gue se ha localizado dicho rango, para de-

terminar la localizacidn exacta del tamafio de pasc optimo, se empled

@l algoritmo de Powell (Himmelblau, D.M., "Applied Nonlinear Program-

ming", Mc

rango del

tes pasos

Graw-Hill Book Co., 1972)

La primera parte del métodoc, con la cual se localiza el
parametro O en el cual estd el minimo, inciuye los siguien-

(Fig. B%)

. . s} 0
Evalue f{x) en el punto inicial. S8i f(x + Ax) < £(x ) con-
tinuar con el paso 2. S8i f(xo + Axy > f(xo), hacer Ax = ~Ax
¥ continuar con el pasc 2

k+ k
x oo x + Ax
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3.- Bvaliise f(x )

k+ k
4.- 8i f(x 1) < f(x ), se duplica Ax y se regresa al paso 2

k+1 k+1
X

con k =k + 1. 8i £(x**7) > £(x*), sean x" =

m-
X

k r
k - ,
= x , etc. Rediizcase &x a la mitad y regrese a los
pPasos 2 y 3, unicamente una vegz mas.
5.= De los cuatro valores de x igualmente espaciados en el con-
. m+1l m m—1 m-2 Cs o m—2
junto {x PX X 3 }, se elimina ya sea x o x , de-
pendiendo de cual estid mas lejos de la x gue produjo el me-
noy valor de la funcion dentro del conjunte. Los tres pun-

a b c
tos restantes se nombran, ahora, x , ¥ y x . dongde

b b
xa = X - Ax b4 xc = x + bx.
6.- Se hace una estimacidn de x*, mediante la interpolacidn
cuadratica
- b As{E(=T) - £(x%)}
wk = 2x¥ = x +

2£(x%) - 2807y + £(x9)}

Hasta este punteo, va se ha lograde determinar entre que wva-
lores de o estd ¢l minimo de £{x). Lo gue Sigue es la determinacidn
exacta de x*, lo cual se realizxa usando imterpolaciones cuadriticas

en forma iterativa.

7. 81 £(¥*) v min{£(x?),£(x"),£(x%)} difieren en una cantidad
no mayor gque una tolerancia predeterminada, la biisgueda del
Sptimo de £({x) ha terminado, con x* = x* De lp contrario,
se elimina del conjunto{xa,xb,xc} el punto gue produzca el
mayor valor de la fungidn, teniende cuidado de no pexder

el rango de valores de ¢ donde se encuentra el minimec.

g.- El paso 7 se repite tantas veces como sea necesario.

B3 .- Newton Modificado

Los dos métodos anteriores se basan en la reduccidn
del valor de la funcidn fi{x) de una iteracidn a otra, hasta que la
condicidén de paro es satisfecha. 8i bien el fundamento del método de
Newton es otro, se puede adaPtar para gue se comporte de manera ana-

loga a los dos wétodos anteriores.



El fundamento del mé&todo de Newton es el siguiente. Sea
T
gix) = £ (x)f (x) (8.13)
x x

ura medida del error en la condicidn de optimalidad de primer orden,
es deecir, si g{x) = 0 se estd en un punto extremoc de f(x), mientras
gue s8i g{x) # 0, se estid fuexra de un punto extremo (mAximo, mirimo o
punto silla). En el método de Newton original, se intenta reducir de’
una iteracidn a otra el valor de g(x}, lc cual &s eguivaleénte a re=
solver el sistema de ecuaciones no lineales fx(x) = 0. Si fx{x) s5e
expande alrededor de cualquier punto, en su serie de Taylor, se ob-

tiene
£f (x + Ax) = £ (x) + £ (x)Ax + ... (B.14)
x = L4

la cual es una aproximacidn de primer orden de fx(X)" Sea x un punto
tal gue £ _{x) # 0 y se pretende que en la sigulente iteracidn, i.e.,

en = + Ax, fx(x + Ax) = 0, obtenifndose de la ecuacidn (B.14)
Ax = £ (x)E_(x) (B.15)
Xxx x

Los pasos gue se dan en el método de Newton origimal, se
toman multiplicando el lado derecho de la ecuacidn {B.15} por un es-

calar o, <como
-1
Ax = -0f (x}f (x) (B.16)
xX %
debiéndose encontrar el valor de ¢ tal gue
gi{x + Ax) < g(x) (B.17)

Es facil observar gue la condicidn anteriocr no implica de
manera alguna, gue f{x + 4x) < f£(x), por lo gue el método de Newion

no se puede emplear en la forma en gue ha sido descrito.

Para lograr gque el mEtodo de Newton posea la propiedad de
descenso local gue se requiere, la ecuacidn (B.16) s2 modifica de

acuerdoe a

fx = -apf  (x)E {x) (B.18)
xx X



donde
. _ T -
1 si gf = fx(fx } £ < 0
R = (B.13)
-1 si 8f = —fz(f ) f. > 0

La razdn de introducir el control de direccidn p, se puede
justificar de la siguiente forma. 8i en un punto x se tiene gue §£ >0
el métode de NRewton cvonvergeria a un miaximeo o a un punto silla si no
se invierte el sentido de biisqueda, por lo gue al hacer esto {ltimo,
el método convergerid a un punto silla o bien a un minimo. 8i para
el punto x antes mencionade resulta gue 6f < 0, no es necesario cam-
biar el sentido de biisqueda, ya gue el método convergeri a un punto

silla o bien a un minimeo.

Cuando se aplica el método de Newton con esta serie de cam-
bios, el problema consiste ahora en encontrar el valer de o tal gue
f{x + Ax) < f(x). Este proceso se puede empezary con ¢ = 1, y permi-

tiendo hasta Nb bisecciones sobre el valor de o.

Ademis del cambio en la direccidn de bisgueda sefialado an-—
teriormente, es necesarjio prever los deos siguientes problemas.

{a} S5i en algfin pase del algoritmo resulta qgue 8f > 0, existe
la posibilidad de gue al aplicar la ecuacidn (B.18), en el siguiente
punto generado por el algoritmo, fxx{x) se haga casi-singular, lo gue
provocarid inestabilidades en el mé&tade.Cuando esta situacidn se pre-
senta, s$e hace un cambio al m&todo de gradiente ordinario hasta gue

fxx{x) se convierte, nuevamente, en una matriz bien comportada.

(k) Si para umn punto x sucede gue la condicidn de descensoc lo-
cal no se satisface, después de Nb biseccicones, se invierte el signo
de p, se hace nuevamente o = 1 y e reinicia el proceso de biisqueda
del tamafio de paso gue produzca el descenso deseado sobre la funcidn.
Este comportamiento se puede presentar si para ¢ suficientemente pe-
guefia, la variacidn de segunde crden de la funcidn no puede ser des-

preciada al lado de la de primer orden.

incgorporands todos los cambios anteriores, ¢l método de

Newton Modificado se aplica de acuerdo a los siguientes pasos:

1.- Se estima x



12,

13.

144

15,

Se calculan f(x}, £ (x) ¥y £__(x)
p- 4 CRX

8i fo & e

. 1 se ha alcenzado un punto extremo de f(x)

5i Idet(fxx)| 2 €2, 8e continua con el paso 6

5i la condicidn anterior no se cumple, se avanza con €l mé-
todo de @radiente Ordinario hasta gue la condicidn anterior

se gsatisface, reiniciZndose el procese desde &l paso 2.

Calgule f-1
XX

T =1 .
3 > 4 = 7 i = =,
si fxfxxfx 0 fijar p 1 de lo contrario,p 1

Fijar o = 1 v k = 0

Ax = -0pf_ £
x¥ X

x = x + Ax

Verificar gue x se encuentra en la regidn de interés, de

acuerdo a lo descrito en la seccidn 4.1
Si f(;) < f{x} continue con el paso 15

81 £{x) 3 f(x) se hace u =0/2 vy =e repite desde el paso 9

hasta un miximo de Ny bisecriones sobre .

83 se alvanzd el limite de bisecgciones y k = 0, se hacen
¢ =1y kK =1, repitiéndose el procedimiento desde el paso
%, invirtiendo el signo de p. 5i se alcanzd el 1limite de
hisecciones y k = 1, esto s5e toma como una falla del método

de Newton y el proceso se da por terminado.

$i se ha satisfecho la condicidn de descenso local, i.e..,
£(x) < f{x), Se toma x = x y se repite el proceso desde el

paso 2..

NQTA: Para calcular el determinante del Hessiano, fxx{x), agi como

sy inversa, se usd el método de Gauss-Jordan (Isaacson E., and Keller,

1.8.,

"Analysis of Numerical Methods", J. Wiley & Sons, 1966)



APENDICE C.
ANALISIS DEL METODO DE GRADIENTE CONJUGADD

Como s¢ menciond en el apéndice A, el método de gradiente
conjugado presentd una serie de dificultades para su implementacidn,

por lo gue se procedid 2 analizarlas en detalle.

Para analizar el comportamiento del m&todo, se escogid la
funcidén del problema 7, observindose lo siguiente. Para un punto de
arrangque cualguiera, la primera difigultad gue aparecid fue gue el
método en general no encontraba minimo alguno. Despufs de una serie
de pruebas, se encontrd gue si se reducifa el tamafio del pas¢e dgue usa
para buscar el valor Optimo del desplazamiento (Apéndice B}, el mé-
todo tendia a estabilizarse. Finalmente se vid gue, para la funcién
escogida, el método funcionaba razZonablemente bien con un 1imite en

el tamafio de paso de 0.1

tna vez determinado el valor del miximo tamafic de pasc gue
se puyede dar, se procedid a analizar el comportamiento de un cicilo
de gradiente conjugado, observandose lo siguiente (Se reportan resuli-
tados tipicos): Al escoger como puntc de arrangue x = -6.0,y = 8.8,
el método de interpolacibn cuadritica empleado para localizar el va-
lod 8ptimo de o, genera los resultados que se muestran en la Tabla

€1, cuando se usa como direccifn de biisgueda

SG = —fx(xo) = {97.968,..,2275.200...)

o F{a)
0.0 438.458
8.1 8/089.2
0.1 78912 .1
-0.0024786 302 .869
«0.004418 553.415
-{.0018%¢ 914.252
~0.003310 567.310
-0.002729 861.586
w0h00554931 96:6834 (Optimo)

Tabia C1.- Resultados de la interpolacidn



8l efectuar la bisgueda sefialada, se observa gue, debido a
la magnitud del gzadiente,.al usar & = 0.1, £{0.1)y > £(0}, por lo que
el métode busca en direccidn contraria a la prescrita en sO, encon-—
trande gue f£(-~0.1) > f£f(0), procediéndose entones a empezar las in-
terpolaciones con los tres dates disponibles, obteniéndose cCome So-
lucidn, la gue se muestfa en la Tabla C1. (En la Fig C1 se muestra
una parte de la variacidn de f(x), en la direccidn del gradiente,
observindose ahf mismo el caracter multimodal de la Ffuncidr. En la
Iabla C.2, se indican las localizaciones de los minimos unidireccio-
nales, a lo largo de la direccién del gradiente). Este tipo de com-
portamiento provoca una incertidumbre en cuanto a cual de todos los

minimos locales se va a localizar.

X ¥ fi{x,v)
-6.4043 -1.9844 119 .10
-6.4212 -0.9833 108 .818
~-6.3781 0.0177 103.190
-6 . 3350 1.0188 95.340
-6.2919 2.0199 96 . 683
-6.,2488 3.0209 103.033
-6.2057 4.0220 105.521
~H.,1645 4,9770 113.286
-6.1215 5.9787 124 .324
-6.0783 6 9798 138 957
-6.0352 7.9809 157.276
-5.9921% 8.9820 179.334
--5.9490 9.9831 205.144

Tabla C.2.- Iocalizacién de los minimos locales

de f(x), a lo largo de la direccidn
de bisgueda del primer paso de un -

ciclo.

El resultado anterior provoca un nuevo problema en la de-
terminacidn de la direccién de bfisgueda del segundo paso dentro del

. . 1 .
misme ciclo (s ), va que esta se determina de acuerdo a
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1 -
5 = «fx(x) + ws
donde - a g
X = x + O s
dpt
0
x = (-6.0,8.8)
o = -0,0025491
ont
I - _-—
£fo(x)E (%}
2 ®
w = T
£ {x)Ef (=)
X <

bebido a que ¥ v x no estin localizados en el mismo valle
de la funcidn, la nueva direccidn de biisqueda se torna incierxta por
no haber mayor relacidn entre los puntos sefialados, desde el punto de

vista de gradiente conjugado.

Al efectuarse el segundo pasc dentro del mismo cicle, se
obtuve como direccibn de biisgueda 51 = {72.222.,..,-1.0025...). Los
resultados gue genera el método de interpolacibn cuadratica se mues-
tran en la Tabla C.3, presentandose nuevamente la.caracteristica de
varios minimos locales a lo largo de la direccidn de biisgueda, lo

gque s& observa claramente en la Figura C.2.

o £{w)
0.0 96 .6833
0.1 5.7874
0.3 2491 .91
0.06022 25,3357
0.084606 11.8421
0.09565 18.1709
0.11686 15.6736
0.160385 5166565 (Optimo)

Tabla C.3.- Resultados de la interpolacifm



4
£(w)
+100.0
50 .0
v N
\\/I i \/
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zigura C,2.- Comportamiento de f{a} a lo large
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de la direcccidn de bisgueda s
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En &ste apfndice s& ha anglizado una de las situaciones ti-
picas gque ocurren al usar ¢l método de gradiente conjugado, y sin du-
da alguna existen algunas otras situaciones que pudietran ser m#s com-
plejas. lLa solucidn inmediata al problema analizado consiste en li-
mitar fuertemente el tamafio miximo del pasc que puede ser dado y asi
intentar garantizar gue el m&todo no se salte de un valle a otro; és-
to con el propdsito gue tedos los pasos de un ciclo tengan relacidn

entre si.

Sin embargeo, la "solucidn" presentada en el pirrafo ante-
rior puede preovocar, y seguramente sucederd, una gran lentitud en el
avance del método, como lo gue le sucede al método de Newton-modifi-

cado [(ver apéndice B).

Tomando en cuenta lo expuesto en los dos apéndices anterio-

res vy lo analizado en éste, podria concluirse gue no es conveniente

usar métodos de minimizacidn local gue avanzan con la informacién ge-
nerada durante etapas anteriores del mismo, como sucede con los méto~
dos de gradiente conjugado, Fletcher-Powell, ¥ &n general todos los
m&todos derivados del de Newton gue no reguieren de segundas deriva-
das, {mMétodos de tipo cuasi-Newton) c¢cuando se estd rescolviendo un pro-

blema de minimizacidn global.
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APENDICE D

CONVERGENCIA GLOBAL DEL ALGORITMO DE TUNELIZACION

Para demostrar la convergencia global del algoritmo de tu-
nelizacifn hacia el minimo global de f£{x), se procederi de la si-

gulente forma:

a) Fase de minimizacidn.- Para esta fase se demostrard gue,

ddde cualguier nominal x7se puede emplear un algoritmo A(x) el cual
genera una secuencia de iterandos {xk} que converge globalmente a un

punto estacionario de f({(x).

b) Fase de tunelizacifn.- Para esta fase se demostrari gue,

dado un nominal x*, que es solucidn de la fase de minimizacidn, se
puede construir una funcidn auxiliar T(x,A) tal gue si para alguna
x® # x*¥, T(x°,)) = 0, el método de Newton converge monotdnicamente

a este punto, el cual también es solucidn de f£ix), i.e., £{x®) = 0.

¢) Algoritmo de tunelizacibn.- Habiendo demostrado la con-—

vergencia de las dos fases que componen el algoritmo de tunelizacién,
se demostrari que, despugs de un nimero finitc de iteraciones, el
mapeo compuesto entre las dos fases ya mencionadas genera un punto

xa el cual corresponde a la localizacidn del minimo glohal de £(x).

d) Comentarios finales.- En esta seccidn se eliminan algu~-

nas de las restricciones impuestas en las demostraciones que se hacen
en los tres incisos anteriores con el propdsito de dejar la demostra-

cidn presentada lo mas general posible.

D.1.- Convergencia de la fase de minimizacidn,

Para ilustrar ia convergencia global de esta fase se
hard usc del algoritmo de miximo descenso con blsqueda Sptima del ta-
mafioc de paso en cada iteracidn v para esto se define:

Definicifn 1.— El algoritmo § : E2n - En, de bfisgqueda en

en una linea, gse define como

5({x,d) = {y i y = X + ad para alguna a 3 0,

fly) = min £{x + 0d)}
Oga<e

(a1)
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Ademfs de la definici®n anterior, se hard uso de la si-

guiente proposicidn y corclarios sobre mapeos compuestos,

Proposicifn 1.—- Sea A : X+ Y vy B : ¥ - & dos mapeos
punto-a-punto. Sea A cerrado en X y B cerrado en A(x). Supongz ademis
que si X T X Y ¥y € A(Xk)' existe una ¥ tal gue para alguna sub-
secuencia [yki}, yki - y, Entonces, el mapec compuesto C = BA es ce-

rrado en x. (La demostracifn se puede encontrar en Luenberger, Op.Cit.)

Corolario A.—- Sean A ¢+t X+ ¥ y B : ¥ + Z dos mapeos punto-
a-conjunto. Si A es cerrado en X, B cerrado en A{x) y Y es compacto,

entonces el mapeo C = BA es cerrado en X.

Corolario B.— Sean A : X Y y B : ¥ ~ 7 mapeos punto-a-
puntoc. S5i A es continuc en X y B es cerrado en A({x}, entonces el

mapeo compuesto { = BA es cerrado en X.

Teorema.- Sea f(x) una funcién continua en =", Entonces el
mapeo definido por {dl) es cerrado en x si d # 0. (La demostracidn se

puede encontrar en Luenberyger, Op.Cit.}

Definicién 2.- El método del miximo descenso estif definidoc

por el algoritmo
Fppp T ¥ T St ) (s1)
donde @, es un escalar no negativoe gque minimiza f(xk - ufx{xk))“

k n

El algoritme de médximo descenso A : E - En, el cual gene-

ra X € A{xk), se puede desccmponer en la forma A = SG. En esta fil-

k+1
tima expresién, G : E" - E2n se define por G(x) : (x,—fx(x)), dando
el punto inicial y la direccidén de blisqueda. Este mapeo G es seguide

2n

por la bfisqueda en una linea S5 : E - En, definido al principio de

este inciso.

Convergencia Globkal.- En el teorema anterior se demuestra
que el algoritmo S es cerrado si fx(x) # 0, y claramente G es conti-

nuo. Se sigue gue, por el corolario B, A = 5G es cerrado.

En este casc el conjunto solucidn se define como los puntos
donde fx(x) = 0 v obviamente f(x) se puede tomar comc al funcidn de
descenso para A, ya gue si fX(X) # 0

min £(x - af (%)) < £{x)
bgase *
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Finalmente, ¥ y¥& gue la secuencia {xk} esti acotada, &sta
tendrd puntos limite vy cada ung de ellos serd una solucidn.

Con lo anterior se ha demostrado la convergencia global,

hacia un minimo de f£({x), del método de maximo descenso.

D.2.~ Convergencia de la Fase de Tunelizacibn.

Antes de proceder a demostrar la convergencia de esta
fase, es conveniente hacer las siguientes aclaraciones:

Suponga gue el problema original es el de encontrar el mi-
nimo global de g{u), u € U = {u, | a; §uy & bi,i=l,2,“nu,n}, es de-
cir, U corresponde a un hiperparalelepipedo de n-dimensiones. Suponga
ademds gue en la fase de minimizacién se localizé un minimo de gf{u)
en u*e U y cuyo valor es g* = g{u¥),

Sea

sup {]lu* - ul[}
uelU

o)
1

o
v definanse las variables escaladas

x = (g - u"')d'-1

con la consiguiente contracecién de U en X, i.e.,

1

Xx=1{x, | x. = (u; - u;)d" , 1=1,2,...,n} "

i i
es decir que toda x e X satisface gue |lx]| g 1, ¥ que g{u{p)) = g*
es el valor del minimo de g(u) en u* = u{0).

Sea
£f(x) = glui{x)) - g¥, x e X

una funcidn gue, debido a su definicifin, exhibe el mismo ntmero de

minimos que gl(u(x)) y ademfis con la misma localizacidn relatiwva.

Ya gue en la fase de tunelizacidn se pretende encontrar un
punte u® # u¥*, u® ¢ U, tal que g{u®) = g(u*), este problema se puede

reformular como sigue:

8i x* = 0 correponde a la localizacidn de un minimo de £{x} -
y ademds £(0) = 0, encontrar un punto x° # x*, x° ¢ X tal que
£f(x°) = 0,

Como los dos problemas que se acaban de explicar son eguiva-
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lentes, en lo gue sigue se tratard Gnicamente el planteado en el péa-
rrafo antericr. Ademis de esto lo que resta de este inciso es viAlido
para problemas en una dimensifn, gquedando abierto el campo para la

democstracidn del problema n-dimensional.
En este incisco se demostrard el siguiente teorema:
Teorema.~ Bajo las hipftesis

iy £(x) ¢ CZ, f:R>R v xex={x| ]i=zll ¢ 1},

ii} en x* 0 existe un minimo de f(x) gue satisface
£x*) = fx(x*) =0 ¥ fxx(x*) > 0 {convexidad local),

iii) en X # x*, ¥ &£ X, existe un cero de f£i{x}), i.e., £{X)} = 0.

Entonces, existen A* ¢ N, 0 < ¢ < 1 ¥ una funcién T{x,\)

para la cual se satisface gue:

a) T(x,2) =0, xel={x| egllxll«[lxl}ex
A e R
b) Para alguno de los puntos x° = ¢ 0 bien x° = —-g ,x° ¢ I

los iterandos {xk} generados mediante el métode de Newton.

definido como

k
T({x ,A)
PLLE R ——-—}'c—— x=0,1,2,...
T {x,A)
xk e I

e A= {A]x 3 A% ¢ N} _
convergen monotdnicamente al cerc de T(x,A}, es decir, al

cero de f(x) localizado en X.

Demostracibn.
Sea £2 (x)
T{x,A) = ———— (1)
23
X
Observe que si en x # x* se tiene que f(x ) = 0, esto im-
plica que T(X,)) = 0, para foda A & R, y gue mientras L(x} # 0, x £ X,

T{x,x} > 0, también para toda % ¢ R. Con esta definicibn de T(x,A}

gueda demostrada la primera conclusifn del tecrema.
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Paraz demostrar la segunda conclusidn del teorema, se exhi-
biré que las ceondiciones del sigulente teorema pueden ser satisfechas
usando el valor adecuado del parfmetro A en la ecuacitn (1).

*

Tagrema de Newton {monétono)( )

Sea F : D& R+ R ¥y suponga cue esisten x°. ¥® € D tales

que
F(x®) € 0§ F(y®)

Suponga gue F({x) es continua, diferencisble y convexa en

|%°,v°| v que para cada x e |x°,y°| Fx(x)_1 existe.
Entcnces los iterandos del mBtodo de Newton

k+1 k -1

_ k
y T =y -Fly

) F{yk) k=0,1,2,... (2}

satisfacen gue lim yk = y* ¢ |x°,v°| v ademds F{y*) = 0,
kroo

(La demostracién se detalla en Ortega y Rheinboldt, Op.Cit.)

1.~ De la hipdtesis del teorema que se estd demostrando, se
sabe que existen x ¢ [ € X, para la cual f(x} = T(x,A) = 0 asi como
X € BE(X* = 0), x # x* para la cual £f(x} > 0 ¥y T{x,\) > 0, ya que
f{x) exhibe un minimo en x*. Por otro lado, si x < 0, entonces el in-
tervalo |x°,y°| queda definido por |x,-¢|, mientras que si X > 0 el
intervalo estard dado porle,ﬁj“ Con esto gueda demostrado gue existe

un intervale |x°%,y°| para el cual se satisface que
T({x°,A) £ 0 & T{yv°,2) A e R

v en particular [x°,y°| €T e X. (Note gque dependiendo de donde estd
localizado §, unc de los signos de esta doble desigualdad se conver—
tird en estricta igualdad)

2.- Deg la definicidn de T{x,)) se observa gue para cada 0O<g<1
tante T(x,)) como TX(X,A) son contingas para cada x ¢ I ¥ » ¢ B, ya
que

(*¥) Ortega, J.M., and W.C. Rheinboldt. "Iterative Solution of Non-
linear Egquations in Several Variables". Academic Press (1970)
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2£{x){xfx{x) - Af({x))

(3)
L2Atl

Tx(x,k) =

v x # x* = 0. Con esto queda demostrada la continuidad y diferencia-
bilidad de T(x,A), x ¢ I, A ¢ R
3.- Para demostrar la convexidad de T(x,\), respecto a x, se
procede de la siguiente forma.
Proposicién 1.- Existe X, ¢ N para la cual Txcnll)# 0,
xe€l -3 yT (x,A) =0 solo si x = X.

Demostracifn.— Note que si x > 0, entonces fx(i) $ 0 v que
si % < 0, entonces fx(ﬁ) » 0, es decir, Efx(i) £ 0. Ademds, =i

X £ BE{X*=0), se satisface gue xfx(x) z 0.

Ahora bien, si para cada x e T =~ 3l , A = A(x) se escoge
como x£ (%)
Ax) > £ (4)
f(x)

entonces Tx(x,k{x)) # 0. En particular Tx(x,l(x)) >0 s8ix<0 ¥y
Tx(x,l(x)) <0 si x> 0.

Tomando en cuenta la nota del primer pdrrafc, asi como el
teorema de Bolzano-Weierstrass, se concluye que el problema
xfx(x)
w=mix {———ww : x eI} > 0 {5)
f{x)
tiene solucibn para cada & , ¢ < & < |[|x][.
Finalmente, si A > Al = w, se demuestra gue

TX(X,A) # 0, xel , x ¢ x*

x el

Il
[=

v TX(E,A)

Proposicifn 2.- Existe AZ ¢ N para la cual T(x,hz) es con-
vexa para tode %, x £ 1
Demostracién.— Note que en una vecindad de X T(x,)) es con-

vexa va que de la definicidn de T(x,A), esta funcibdn exhibe un minimo

en x. (Lo anterior no implica necesariamente que TXX(X,A} > 0, va que
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por ejemplo, puede suceder gue T{X,A) = TX(§,A) = Txk(ﬁ,A) =

T (x.3)

=0, v Txxxx(x,x) >0, i.e., £(x) = fX(X) =0, %

fox(x) > 0)

donde

H(x,

claro gue

mar& Az >

De la definicién de T(x,A), se obtiene facilmente que

. o Hx)
xx X3 = 2A+2
%
2.2 2 _
Ay = 4AATET(x) + A(2E°{x) Bxfx{x)) + (6)

2x’ (£ (x) £, (x) + £2(x))

Pago 1.~ Si x se fija y x ¢ T, la funcién H(x,A), es casi-

convexa en A, i eR, .

Demostracibn.—

BH(X;}\)W = Blfz(x} + {2f2 (x) - Bfo(X)) (7}
A

BE(x) > 0 e g ||xl] < [I=]l

aZH(X;A) - A€ R+ (8)
Az -
0
A e R

Ademds, el valor de A que minimiza a H(x,A) estd dadoc por

xf_ (%} 1
Alx) = —FE—r {9)
f2(x) 4

Pagpo 2.- Existe un escalar kz tal gue
H(x,A) > 0, A > A,

para toda %, x g I.

Demostracibn.~ Caso a. Si H{x,A(x)) > 0 para x ¢ I, es

se puede tomar cualguier valor de A. En particular, se to-—

Ay s donde
fo(x) 1
)\n=méx{——-2—--—-—:xzr}>0 (1)
- £° () 4
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problema andlogo al de la preposicifn 1 y el cual también tiene so-

lucidn.

Caso b.~ 8Si H{X,Ax)) < ¢, para alglin va-
lor de x, x ¢ T, el valor de Rz se puede tomar como cualguier esca-—
lar mayor que el mayor de los escalares gque satisface H(x,A) = 0,

Este escalar estd acotade inferiormente por

z .
A, > &m + /(Km.: v/2) (i1}

2

donde

Y = inf{(x/f(x))z(fi(x) v E _GIEG))ix e TH 5 0 (2)

Note que el valoxr de y debe ser negativo ya gue, por el teo-
rema del valor medio, f{x) exhibe al menos un miximo entre ¥ = x* y
¥ = X, ocurriendo en ese lugar gue fxx(x) < §. Lo anterior descarta
la posibilidad de no solucidn de este problema va gue en X

Mimo (/£ 22 () + £ G1)) 30 (13)
X » X
X e T

Usando la mayor A2 de los casos (a) y (b}, gueda demostra-

do este segundo paso.
Corolario.- Si A* = méx{ll,lz}, entonces

1 #0, xel, x#Zx, Ae A
TX(X,X) (14)

ii) T{x,A) es convexa con respecto a x, para toda (x,A) € I'xzh.

Este corolario se sigue ficilmente debido a la monotonici-
*
dad de H(x,A) vy de Tx(x,A), con respecto a A, para A > A .

Con esto @ltimo se ha demostrado gue T(X,:) es convexa en
(x,2} € Iz, con lo cual se satisface la Gltima condicién del teorcma
de Newton {mondtono) vy por ende, la segunda conclusifn del teorema
gue se esti demostrando en este incisgo también es vilida.
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Del teorema que se acaba de demostrar se puede obtener in-

mediatamente el siguiliente resultado:

i)

ii)

iii}

iv)

Lema, Bajo las hipdtesis

£(x) e C%. £ : R+ R, xeXx=1Ix] =zl g1 ,

en x* = 0 existe un minimo de £(x) gue satisface

*
f{x) £

It

* —_
X(x ) =0y fxx(x) >,
Existen A* ¢ N, 0 < ¢ < 1, v una funcién T(x,)) gue satis-

facen el teorema de este inciso en cuantc a convexidad y

monotonicidad con respecto a X,

T(x,}) exhibe @nicamente dos minimos locales en |lzl] = 1.

Entonces, el minimo gicbal de f£(x) se encuentra localizado

en x* = 0,

Demopstracidén.- Este teorema es resultade inmediato del teo-

rema gue se acaba de demostrar v del teorema de Luenberger para mini-

mos de funciones mondtonas y convexas. (Op.Cit.)

D.3 .- Convergencila del algoritmo compuesto.

Congidé&rense los mapeos definideos en los incisos D.1

y D.2 comc sigue:

al

b)

MP : R+ R, el cual, dado un nominal xi, genera un minimo

local de f({x} en xﬁ ¥ cuyc valor es f{xi)“

TP : R - B0+(x§) - R - BO+(Xﬁ), el cual, dadce un nominal xi
encuentra un cerc (minimo) de T(x,*), de acuerdo al teorema
del inciso D.2, cero localizado en x§+1" (Nota: De la defi-
nicidn de T(x,*), x§+1 # BO+(XE), i.e., Xi+l # xi)

El mapeo compuesto

TA : R ~ R, definido como

TA{x) = TP L MP(x} T

y para el cual

o —_— 2
41 k
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Teorema.~ Baje las hipdtesis
1) fx) ec®, £+ R> R, xeX=1x| agxghl
ii) £(x), x £ X, exhibe un nlUmeroc finito de minimos, todos a
diferente nivel, p.ej., N minimos locales ¥y solo uno de
ellos global.

Entonces, el algoritmo de tunelizacidn converge meonoténica-

mente, en N iteraciones o menos, al minimo global de £{x).

Demostracifn.- Suponga que se d4 un nominal xa, el cual
cuando es usado como punto de arrangque de la fase de minimizacibn, ge-

nera un punto xI gque corregponde a un minimo de £ (x}, i.e.,

xi = MP(XS)’ XB' xi £ X

y ademis fx(x{) =90, fxx(xi) * 0 {(Teorema inciso D,2), Por construc-

cidn de esta fase,
f(xi) g £x3)

Con los valores de Xi ¥ f(xi) , ¥ 81 el minimo localizado
no corresponde al global de f{x), la fase de tunelizacidn generard un

nueve punto xi, xz e X, para el cual se satisface que:
o = o = * a *
T(x] 1) 0 ¢=> £(x]) £x1), x3 # %3

en cuyo caso se tiene la Qarantia, por la hipdtesis (ii), de gue al
menos existe otro minimo de'f(x) a un nivel infexrior a f(xi). Al o-
currir esto filtimo, con la localizacidn de xi se puede reiniciar
otra fase de minimizacidn, generfindose entonces una secuencia de mi-
nimos locales f(xi), v de sus respectivos ceros f{x;), los cunales

satisfacen

T3y » f(xf) = £(x]) » £{x) = £(x3) > £(x3)

o bien, eliminando losg ceros,

f(xi) > f(xg) > f(xg)

Esta filtima propiedad garantiza el descenso monotdnico de

£f{x) hacia el minimo global, coaforme el algoritmo va generando nue-—
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vos puntos.

Al contraric del caso explicade en el pdrrafo anterxior, su-
ponga ahora que, despuBs de K fases de minimizacibn, sucede que en
la fase de tunelizacifin no se encuentran ceros de T(x,A). Si se hace
usc del lema dade en el inciso anterior, se concluye inmediatamente
gque el minimo de £ (%} encontrade en x%, corresponde al minimo global
de £(x), x & X.

Finalmente, supdngase que el primer minimoc que se encontrd
, en xI con un valor f{xi), es el mayor de los N minimos gue exhibe
ia funecidn f£(x). Resulta por demis obvio gue si este fuera el caso,
cuando muchc se requerirfn N aplicaciones del algoritmo de tuneliza-

¢ién para poder alcanzar el minimo de £(x}, i.e.,, K < W,

D.4.- Comentarios finales.

Por simplicidad, en las demostraciones presentadas en
los tres incisos anteriores se hicieron una serie de suposiciones so-
bre las caracteristicas gque £ (x) deberia de exhibir en los minimos,
asi sobre la clase de funciones a 1a cual deberia de pertenecer.

En lo gue a continuacibn se discute, se removerin las suposicicnes

hechas.

D.4.1.- Teorema en el inciso D,2.

2
fFi(x) e C7, fx(x*) =0 y fXX(x*) > 0.

De la teoria clisica de minimizacidn de funciones, se dice

que una funcidn exhibe un minimo local en x* si

£ (%) = 0, k=1,2,....n (un impar) ()

v f(n+l)(x*) > 0

En particular, esto se verifica para el caso de n = 1, caso
que corresponde a las hip®tesis (i) e (ii) del teorema. Resulta pues
obvio que las hipdtesis hechas al respecto, se pueden modificar de la
siguiente manera, sin gue los resultados obtenides se alteren.

) i
{*} f(l)(x) significa —gﬁéizl—

ax*
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o

i) f(x)sczm, £f : R> R, xeX={X| HxHGl}

m un entero

ii) sea x* = 0 un minimizador de f£(x) tal que f(x*) =0 y
£%) (%) = 0, 1 =1,2,...,k < 2m, k un impar y
£ oy 5 g

D.4.2.,~ Teorema en el incisc D.3. Hipbtesis (i) e {(ii}.-

La hipdtesis (i) se puede cambiar de acuerdo a lo

mencionado en D.4.1.

ii) £(x), % g X, exhibe un ntmero finitc de minimos locales,

todos a diferente nivel, p.ej., N minimos locales.

Usando la hipbtesis {i) modificada, se tiene gue en la ve—

cindad del minimo de £{x), en x*, f({x) se puede escribir como

gl21)

. 2i+1 .
£(x) = &) (o - oxry 2y -Ei-ii_liﬁii(x - xryRIFD)
(21) ! (24+1) !

f(Zl)(x*) > 0, para alguna i < m. De esta ltima expfesién se deduce

que
0 < lim|-£X¥) - FEXY) | ¢ o
o (x - X*)Zl
Con lo anterior, sean xi Ve x3 localizaciones de minimos de
f(x) tales gue f(XI) = f(x;) = £* (los subindices indican el orden en

gque los minimos fueron encontrados por el algoritmo de tunelizacién).
Del teorema en D.3, se sigue que al usar como funcifn de tuneliza-
cibn la que se definid en ese teorema, es decirc,

(£(x) - £x$5)°
T(x,A) = 2

23
- *
(x xz)

existe la posibilidad de logcalizar a xi como cero de T(x,1), lo que

resulta improductivo en la bisgueda del minimo glcobal de f£(x}.

Para evitar el problema mencionade en el pirrafo anterior,

suponga gue se han encontrado p minimos en x;, i=1,2,...,p tales
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gue f(xi) = f*, i= 1,2,...,p. Sea PP i=1,2,....0p"1), n; un

enterc, un nmero tal que
fm(x;) =0, j=1,2,...,2n;-1
f(2ni)(x#) >0
L
i=1,2,...,{p-1)
donde para cada n; Se satisface que

fix) - f(xz)

0 < 1lim |

| <=
xrx* (x - xf}zni

Ya gue a partir del Gltimo mfnimoc encontrade, localizado
en x*, se desea encontrar un nuevo punto x° # xg, i=1,2,...,p tal
que £{x*) = f(xz) = f*, la funcifn de tunelizacidn que se debe usar

queda definida como

(£(x) - £%)2
B-1 ,

R O
i=1

T(x,x) =
(x - x*)

- *
X g X B0+(xp)

funcibn para la cual se satisface que
0 < T{xg,l) < @ i=11,2,...,(p1)

Incorporando esta modificacién de la funcidén de tuneliza-
cibn, ia hipbtesis (ii) del teorema en D.3 se puede reformular como

ii} f(x), x ¢ X, exhibe un nlmeroc finito de minimos, p.ej., N

minimos locales.

Bajo esta nueva hipbtesis, la conclusifn del teorema cam-
bia a:

Entonces, el algoritmo de tunelizacidn converge monotrri-
camente, en N iteraciones o menos, al minimo global de f(x), afin en
el caso de que la funcitn f(x) exhiba varios minimos locales al mis-
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mo nivel y/o varios minimes globales, en cuyc casc una vez que el
algoritmo encuentyra el primero de ellos, permanegeré en el nivel

f*, hasta localizarlos todos.

Finalmente, debe ahadirse que el teorema del inciso D.3
se puede extender ficilmente al caso de n dimensiones, aungue hay
gue hacer notar que para esta situacitn el teorema es vdlido para
una clase muy restringida de funciones, f{x}. Actaulmente, se estin
extendiendo los resultados del teorema gue aqui se ha presentado, con
el objeto de gue Bste sea lo mas general posible.



