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l. I~~RODUCC¡O~. 

El. concepto de nl1c1.eo de una digráfica fl.\é .;r,n,troducido por JQhn 

Von Neumann y Oskar Morgenstern [181 en 1953 CO~O herramienta 

de inter~s en la TeorÍa de Juegos. 

Demostraron que toda d~gráfica fini.ta :;3in ciclos posee un nllcleo 

Ilnico. J?oste:r'iormente y ya con un enfoque puramente gráfico f 

Richardson [14], [151, [16} investig6 diversa$, clases de digI'á.,... 

fieas que poseen no.cleo. En pa;r.:"ticu1.ar encontró los siguientes 

resultados~ 

i1 Las digraticas f;lipartitas (finitas o infinitas) tienen nú

cleo. 

ii) Las di gráficas fi,ni,tas sin ciclos impares tienen n1101eo. 

La demostraci6n ox'iginal del Teorema de Richardson ji) es bastan 

te complicada; en el año 1971 Víctor Neumann Lara [121 introdujo 

el concepto de semintlcleo que peJ::'mi ti6 una nueva demostración mu 

cho más simple. 

En 1975 RomanQwi.cz, Zbiqniew (1.7] dernostx:'ó que una digr.1fica en 

la cual cada ciclo impar no sim@;trico tiene una diagonal sim~tJ::'i 

ca que es impa,rmente aciclica, tiene núcleo. 

En 1976 H. Meyniel conjetux:'ó que una, qigráfica, en la cual cada 

ciclo impax:' posee dos pseudodiagonales es R~igt'áfica. Durante 

los años 1979, 1980 1 1981 P. Duchet y H. Mayniel [2], [3], [4] 

investigaron diversas clases de digr§,ficas que son R-digx:'áfica,s, 

analizando algunos casos particulares de la conjetura de H. Meyniel 
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y en particular encQntral;on 10::; siguien.tes :r;-esuJ,ta,dos~ 

Si todo ciclo impar de D posee dos cuerdas cortas cI:'uzadas 

(es decir de la forma CXk/~+21 y (xk+J. ,xk+3l para un ciclo 

{xl,x2/ ... ,XplLt entonces D es R~digráfica. 

Si todo ciclo impar de D de longitud ~ 5 posee dos cuerdas 

COI:'tas no cruzadas entonces D es R.,...digrafica. 

Si todo ciclo de D posee una flecha sim~trica, ent,onC8S D es 

R..,.digl::a.fica. 

Si todo ciclo i.mpa;t;' de D posee dos flechas simétricas, enton-

ces D es R-digráfica. 

En el presente tI'abajo, en el capítulo 2 se demuestra que si t~ 

do ciclo impar de D posee dos cuex'das cortas (es deci.r de la 

forma (~fxk,t21 y (x j ,X j + 2) para un ciclo (x1l ••• txp ) y 

D no contiene tríangulos dirigidos, entonces D es R-digx'á-

fica. También $e. dan algunas condiciones sopre las diagonales 

de los ciclos ±rr¡.pa.res de D, que son suficientes para que D 

sea R.,.·digrafica,~ en el cap:ltulo 3 ¡;;e dernues,tra que no es pos~ 

bIe caracteri.zar a las a-:-.. digráficas por medio de Subdig.t'áficas 

jnducid~s prohibidaa ya que toda R-digráfica tiene una copia 

isomorfa que es s-ubdigráfíca inducida de alguna R""- digx·áfica. 

En el capítulo 4 se dan algunas constx:'ucciones que están cercan~ 

mente relacionadas con la conjetux:'a de B.. Meyniel y algunas ex.,.· 

tensi,ones tambi~n relacionadas con la con.ietura~ En el capítulo 

5 se demuestxa que existen R~digr§ficas y R·~digráficas de 

nG.mero dicl:'omáti ca dado y cuello 4. 
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1,1 CONCE?TOS PRE~~rN~S. 

D es un p~r (JI, pi donde 

V es un conjunto no vacfo y p un subconjunto de v' que no 

contiene pares de la fOIma (v,v) + Los elementos de V son 

los v~rtices de D y los de P, .tM 6.teehM. 

Si f = (VI ,v?.} E P diremos que f va de v, a v, y que 

v, y v, son los punto. teJr.mina.te..ó de f, diremos que v, 

es el pu.n.to t:eltminal. in._ic.ia..t de f y v. es el punto .teJtm..{na.f 

6..tna,t de f, cuando no haya ambigüedad denQtaremos tambi¡§n 

f = v1v'l..- ~3'i además v l ESI~ V y V2 ES 2º V, se dir§. que f 

va de v l a S2f de SI a v'l.. y de SI a S'l..- Cuando 

(V 2 'V 1} E F di:remos gue f = (Vl,V2) es una ñfe.cna ,$..tme.tJtic.a 

de D. 

En genel:'al se denot,ará po:r:: V (D) (o simplemente pOI' V, si no 

hay ambigüedadt al conjunto de vértices de la digráfica D y 

por f (D) (6 Fl al de sus flechas. 

Sea u E V(Dl, denotaremos POl:;: r~ (u} al conjunto de los v,§r-

tices tex:'minales finales de las flechas que tienen a u como 

+ v~!'tice terminal inicial y 05 n (u) denotará la cardinalidad de 

r~ (u) es decir 05~ (u) = ¡ r~ (u) 1, r; (u) denota.!'á al conjunto 

de los v~rtices terminales ini,ciale¡;¡ de flechas con vértice te.!' 

minal final u y ~~ (u) = Ir~ (u) I . 
Denotaremos por F~(~l al conj~nto de flec~as de D con vértice 

terminal inicial u y F~(D) al conjunto de flechas de D con 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



- 4 -

váx:'tice terminal final u~ 

Sea Ii una d;i.gráfica, diremos que H es- una, 4'u6.dl,g.!t.áfi-ic.a. de 

D cuando V (H) S;; V(D) y )'(H) S F(D). Sea V
o 

S V, V
o 

,,~; 

la ¿,uód'¿gltá6lc.o. Do de O lnduc..ida pOJt V se define como si o 
gue: VCDol = Vo y P(Dol = F(D) n V~ y se denota por Do 

= D[Vo ]. Se dira que Do es una .6uód"¿gJt6.¡}-t:c.a. ple.na. C! ,[frd..ic.uda 

de D si es la. sUbdigráfica de D inducida pOI' V(Do )' Una .6ub

d.<"gntÍM,c.a ge,YleJta.d.p1/.a es una subdigx'áfica de D buyo conjunto de wrtioes es V{D). 

Sean SI ~ V(j)) 1 $2 ~ Ven) ; SI i tjJ y 8 2 '¡' cfti denotaremos por 

D [SIl 921 a la subdigx'áfica de D cuyo conjunto de v4rtices es 

SI U 52' Y cuya.s flechas son las SlSz ...... flech,as de D. 

La parte asim~t;¡;'ica de D, que se denotará asim CD} 6 asim D I 

es la subdigx;áfica geneJ:'adoz'a de D cuyas flecnas son las fle-

ehas de D que no ~on simªtricas, es decix' sus flechas son las 

flechas asimétricas de D, Y sim (D} ó 3im D es la subdigr! 

fiea generadora de D cuyas flechas son las flechas simét:r:·icas 

Un conjunto I ~ VeD} es independiente si F CD [Il} = if¡. Dadas 

dos digx'áficas O y H denotaremos D U H ..ea Ufú.6n de ° y 

H que es la digr~fica definida co~o sigue. 

F (D U H) J'(Dt U F(¡U y V(D U H) ~ V(D) U V(H), 

Si Do es una subdigxáfica de D, una flecha de D que no es 

flecha de Do es una p.ó,tudodJa.gona.t de Do siempre que ambos 

puntos ter.m.inqles de la flecha sean v~rtices de Do' Si 

f = (V I ,V2" con Vl E S] S V(Dol, v 2 E $2 ~ VeDo) es una 

pseudodiagonal, se dirá que f es una vIS2~pseudodiagonal de 
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DO' una s,vz-paeuqod~agQna~ <'le D o 
1,\ un", ~1~2~p~euqod~~go~ 

nal <'le Do~ 

Sea f ~ (v
1

,v2,1 una pseudodiagona~ de Do' se <'l~r!I. que f 

es una Magono..e de Do cuando (V
2

,V
1

) ¡! nD l. 
" 

Un ~am¡no es una sucesi6n (vO,vl/.~.,vn} de v~rtices tal que 

(v. ,v.} E F para i E {1,2, ••• ,n} si Vo " vn el camino se 
1-1 lo 

lamazá cctm-ino ce/titado. La ,(..ong1...tud del camino es n y si 

e ~ Cvo,v1, .•• ,vnI es un camino denotamos su longitud por ~(C); 

asf .e Cel ~ n. 

Una t::Jtayec.:toltl .. a. es un camino en el cual ning'Ún v~rtice se repite, 

una tl:'ayectoria (u=uo,Uj' •• ~/un=v} se dice que conecta o une 

u y v y la llamamos una uv-trayectOl;'la. 

Un cl.eLo es un camino cerrado CVo ' VI' •• ~ , v n l tal que cuando 

i i Q,n se t~ene que vi ~ v j para toda i ~ i. 

Diremos que un ciclo es un c.-lc..to '¿mpa.1t si su longitud es impar 

y un ciclo es .un c.-4c..to pak. cuando su longitud es pa,.t;'~ 

Sea Duna dig;difica, consi,dex'amos en V(Dl ,la stguiente 

relación binaria ""'; u,v E V(D} u .... v si y s5lo si existe 

una uv--tl;'ayectoI'ia en D y una vu-tx'ayecto.t;.';i.a en D; es 

una relaciÓn de equivalencia en VeD); las clases de equivalen

cia son las eomponente4 6ueñtemente eonexa.~ de D 6 componentes 

fuertes de D; $i D tiene una ünica componente fuerte se dirá 

que D es úueJ¡,teme.nte c.onexa. 

Se dira que D e~ conexa si dados u,v E V(Dl existe 'Una 

uv-tlayectot'ia. Q una vu"",trayectoria. 
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Una gJ¿.á6ica. G consiste de un conjunto finito no vacío v = V(G) 

de p puntos (o v~rtices) junto cin un conjunto 

no oz'denados de distintos puntos de V. 

X de q pares 

Cada pat' x = {u,v} de puntos tal que x E X 

G. 

es una a.Jti,:& t:a. de 

La gJtll.-6-Lc.a. .&u.óyac.e.)1.te de una di gráfica D es la gl:'áfica que se 

obtiene de D reemplazando cada flecha de D poz' una arista. 

El cue.f..to de una dlgtr.O,6-i.c.a. D es el cuello de la gráfica sub

yacente de D y es la míni.ma longitud de un ciclo en tal g:r:áfica. 

Un punto de c.otr..te. de una cüglt!Íó-ic.a. D es un punto de corte de 

la gr.!f-ica subya.cente de D. 

Un b.toque. de una dLgILá6,¿ca D es un bloque de la g:t:'áfica suby~ 

cente de D. 

Un c.oh,te .e.¡neal de una digráfica D es un conjunto A ~ FeD) 

tal que D - A no es. conexa. 

Un c.Ok,;te linea.l 6ue./t.te de un.a d;tgl;'áfica D es un conjunto 

A S FeO) t.al que P -A, no es fuertemente conexa. 

De acuex'do a la de:Uníción de di,gráfica tenemos que dados dos 

v~r'tices 'U,v de la digráfica a lo más existe una uv-flecha. 

Si atlo;r:a aceptamos la posibilidad de tener mas de Una uv·-flecha 

peI'o $610 un n1lmer-o finito de uv-flechas, el resultado es llama 

do una mu.e.t.(.d~gJta6,{.c..a., si exjsten dos o más uv-flech.as estas 

son llamadas flechas mültiples. 

Si D es una mUltidigráfica y A f F(D) diremos que exi.ste 

uv E A cuando alguna uv-flecha esta en A y denotaremos uv E A 

cuando ninguna uv-flecha está en A. 
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Si O es una d~g.r§'fica o rnultidigz:'áfica, el ntlmero cromático 

de D, denotado X (nl es el nG.me.t'o cromático de la gráfica sub 

yacente de D, que e:s el m!nimo n11mero de colores necesax'io 

para colorear los v~rtices de la gráfica o multigráfica de tal 

manera que cualesquiera dos v~rtices adyacentes tengan asignado 

dist.into cc,lor. 

Paza conceptos genera1.es no definidos aqu.t vex' [11 ~ 

1.2 CONCEPTOS Y ~SU~T~DOS FUND~NT~~ES. 

Definici6n 1.2.1- (Von Neumann y >lo"genstem [ 18J 1 . 

Sea O una digx"áfica S ~ V, S es un nac.R.{!,O de D si se sa-

tisfacen las dos siguientes propiedades.; 

(a) S es independiente 

(bl Para doto x E V- S existe una. flecha de x a S. 

El rest,Q de los conceptos y teoremas presentados en esta sección 

fue:r'On obtenidos por Víctor Neurnann Lara [12]. 

Definición 1.2.2. 

Sea Duna dig:ráfica. Dix"emos que S f. V es un .6 e.mln.ac..teo de 

D si las dos siguientes condiciones se cumplen: 

(a) S es independiente 

(b) Para cada flecha f que va de S a x (en virtud de la 
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condición anterior x E V- S) existe una flecha f' q\l.e va 

de x a S. 

Clal:'arnente tP es u.n ?eminllcleo de D. 

Teorema 1.2.1. 

Sea S un seminrtcleo ce la digráfica D. 

B = {vEV-S 1 No exis-te flecha de v a ~}, y 8' un seminl1-

cleo de la subdigráfi,ca 13: de D inducida ,pQl:' B.. Entonces 

S U S f es semintlcleo de D. 

y como consecuenci.a del Teo;cema 1.2.1 tenemos; 

Teo~ 1.2.2. 

Sea. S un semino,cleo de una di gráfica D. 

B = {v E V'-S I No existe flecha de vaS}, y NI núcleo de 

la subdig:r:'áfica B de D inducida por B.. Entonces S UN' 

es nacleo d~ D. 

Definición 1.2.3. 

Diremos que D es R- d-tgl1,¡f6.fca si toda subdigr&fica inducida 

de D posee un semin'Úcleo no tx:'ivial (es decir no vacío) .. 

Observaci6n 1.2.1. 

Es cla.ro que si. D es R-digzáfica y Do es sUbdigráfica indu 

cida de D, entonces Do también es R-digráfica~ 
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Teorema 1. 2. 3. 

Toda R-digrafica posee al menos un núcleo. 

1. 3 RESULTADOS PRELIMINARES. 

Los :cesul tados presentados en esta secci6n fueron obtenidos pOJ:' 

Victor Neumann y Hortensia Galeana Sánchez. 

Definici6n 1,3.1 [8). 

Una digl::'tifica D es 

cada u E VCD1, D - u 

R'-- dig:ráfica si D 

es R-digráfica. 

no tiene núcleo y pa::t:'a 

Notamos que si D no es R-digJ:áfica, entonces D contiene una 

R-- subdigráfica inducida 

Teorema 1.3.1 ([ 7 ] ver también [ID]). 

D2 son subdigráfica inducidas de 

DI n D2 = {u}, entonces D es 

s610 si DI y D2 son R-·digz'áficas. 

Corolario 1. 3.1. 

D tales que 

R-digráfica si y 

D es R-dig:r§'fica si y 5610 si todo bloque de D es R-digráf.f.. 

ca. 

Corolaz'io 1. 3.2. 

Si D es R~digráficar D no tiene puntos de corte. 



- 10 -

como una consecuenci~ inmediata de los Corolario$ 1~3.1 y 1.3.2 

tenemos: 

Teorema 1.3.2. 

Sea A un árbol, para cada f = w
1 
Wz E F (Al sean i f una di .... 

gráficas C'r
f 

- V(A)) son ajenas dos a dos para f E F(A). La 

digráfica D es R-digr&fica si y 5610 si para cada 

f E F (A), 'Y f es R-digr'áfica. 

Demostraci6n 

Se sigue del Teorema 1.3.1 procediendo po!' inducción sobre 

V(A) • 
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2. 1 INTRODUCCrON, 

En este capítulo g·e demuestra que una, d±gr$fica J) sin tri&ngu ..... 

los dirigidos tal que todos sus ciclos impares e ~ (1,2" .. , 

2n+l,1) poseen dos cuerdas cortas (esto signi,fica que existen 

dos flechas de la forma (q,q+2) y (q' ,Q'+2ll es una R ..... digr! 

fiea. También se dan algunas condiciones más generales sobre 

las pseudodiagonales de ciclos impares en una digr~fica que son 

suficientes para que una digr&fica sea R .... digz·§.fica. Además 

se dá una condición 501:)1;'e el nOmera de ciclos impar'es ajenos en 

vértices de D, que es suficiente para que una digráfica sea 

R-digdfi.ca. 

Sea e:::::: (J,2, ... ,m,1} un ciclo de D, denotaremos por .e (e) 

su longitud. 

11 ]?al:;'a i f j, i,j E V(C) 

tOlia dirigida con,tenida en e 

tuda Tomaremos (i,C,¡) =:: (il 

denota,rnos ti, C I j 1 la 

y denotamos l (i ,e/.j) 

y l(i,C,i) = O~ 

ij.,..trayec

su longi-

2) f ~ ti, j 1 E CF (D) -);' CC)) es. una d-lagona-t de e, si y s610 

si i i .i, i,j E vtc) y .t(i,C,i} ~ longitud (f) < .eCC) _ l. 

J) f (i,j) E n'(D) -);'(C») es una p4wdodútgona{ de C, si y 

s610 si i?' j, i,j E V(C) y !Ci,C,j)";; .eCC) - l. 

Denotaremos: 

PCC) ~ {fEF(D) I f es una pseudodiagonal de el, 
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4) Una c.ueJtda. coJ¡,:to. de e es una pseudodiagonal de e de lon 

gitud dos. 

5) Denotaremos: 

t(C) {zEV(C) existe (w,z) una pseudodiagonal de el. 

i (e) {z E V(C) existe (z,w) una pseudodiagonal de C}. 

6) Para e un ciclo impaI' (e.d • ..e{C) = 2n+l==m) y pa:r'a 

i E t (e) denotamos 

Fl (e) = {(i+2k, i+2k+l) I o .; k .; n} 

denotamos 

(notación módulo ro) y 
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2.2 CONCEP~OS y R$SUL~~OS PR$L¡M¡N~R$S. 

En esta secci6n se establecen algunos resultados que fueron d~ 

moestx'ados por Victor Neumann Lara y Hortensia Galeana Sanchez 

en [81 Y que serán 1itiles para el desarrollo del pzesente capí.-

tulo. 

Teorema 2.2.1. 

Sean Duna dig:r:'afica, si existe T ~ VeD} tal que F{C) = yl{C) 

pax:'a cada ciclo impar e de D con V (e} n T :¡! f/J, entonces D 

es R-digrafica s'i y s610 si D - T es R-di,g:ráfica~ 

Obs'ervaci6n 2.2. l. 

Si e = (1,2, ..• 12n+l,l} es un ciclo impar de una dig:ráf.:i.ca D 

y t(C) 

si y s6lo si al menos una de las dos siguientes condiciones se 

satisface. 

i) i j +
1

:;: ij+1 pax'a algún jE{1,2, •. ~,k} 

li.) .{'..Uj,C,ij+11. = Cis,C,ist'
1

) _ 1 modo 2. (Notación m6dulo k) 

Obs~i6n 2.2 . .2. 

Si e = (1,2, .•. ,2n+l,l) es un ciclo impar de una digr~fica 

D y i, jEt tel (sin p€rdida de generalidad podemos suponer 

i = 1, Y j = 21< ,. 2n) • 

Entonces F! (e) UF; (e) = F(21<,C,1) U {(2t-l,2t) 
~ . J 
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2. 3 UN TEOREMA ACERClI DE UNlI CONJETURA 

DE H. MEYNIEL SOBRE R-DIGRAFIClI.S. 

En 1976 H~ Meyniel conjetur6 que una digz'&fica en la cual cada 

ciclo impar posee dos pseudodiagonales es una R.-digx'áfica, en 

esta secci6n se demuestra un caso particular de t'al. conjetura. 

Denotarem os por Q la clase de las digráficas D que satis fa-

cen las siguientes propiedades~ 

Q .. 1 D no contiene triángulos dirigidos 

Q.2 Todos los ciclos impares de D poseen dos cuerdas cortas .. 

Teorema 2.3.1. 

Si e es un ciclo impar en una digráfica D de la clase Q, 

entonces existe un conjunto de diagonales de e en D, (que de 

notaremos dDtell, dD(C) = {(UI,V 1}, ••• , (un,Vn ) I n ~ 2} tal que 
n , 

F (C) =;;', FVi (el. 

Demostración 

Procederemos po.!' inducción sohre ,eeC), donde e es un ciclo im 

par de una digráfica D peiteneciente a la clase Q. 

Cuando ,e.{'C} == 5 I consider:amos f y g dos cuerdas cor:·tas de 

C , se sigue de 0.1 y la ObservaciÓn··2.2.1 que dn(C) == {f,g} 

satisface las propiedades r:'equer:idas. 
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Supongamos que nemos demostrado la existenci~ de dD, ce' l. PAra 

todos los ciclos impares c' de alguna di9ra~±'Ca D r pertene"" 

cien te a la clase Q, cuando i(C'} < m ~ 2n+1. 

Sea e (1,2,3,4, .•. ,2n+1,1) un ciclo imp~r de ~lguna digráf~ 

ca D que pertenece a la clase Q, con l{C). = 2n+1 = m, de-

mostraremos que existe do (e) • 

Denotaremos pOl:: E == {wEV(C) 1 existe Cv,wl cuerda corta de C} 

y a mino { ~(A) A es una xy-trayecto:"ia digiI'ida impaI' 1::

contenida en e y con V (Al n E == {x, y} J 

Analizamos ahora algunos casos; 

Caso! a = 1 

Considerando A = (x,y} tal que .tCA} = a :¡:::; 1, tenemos f una 

cuerda corta de e con tex'roinal final x y tenernos 9 una 

cuerda corta de e con terminal final y se sigue de la Ob~ 

sex-vaci.6n 2.2.1 que podemos tomar dDce} = {f,g}. 

Caso '2 a = 3 

Sin p¿rdida de generalidad podemos suponex;' que a = 1: lA) donde 

A = (1,2,3,41, así dI = (2n,l) y d l = (2 / 42 son diagonales 

de C; por la Observaci6n 2.2.2 tenemos que F~ (e) UF~ (e) 

= F(Cl - (2,31. 

Nota l. Nótese que por la Observaci6n 2.2.1 podemos suponer que 

para todo i E {2} U {2t+l r 1 ,s;;;; t ,s;;;; n}, i no es punto terminal 

final de alguna diagonal de C. Ya que si tal diagonal f existe, 
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Ahol:'a consideramos el ciclo impar 

e' = (1,2,4,5,6, ... ,2n,1), para f = (z,w) E dn(C') tal que 

(1,2) E F~(C') tenemos w E fl,2} U {2t+l 2::S;; t < n-l}, se si 

gue de la Nota 1 que poqemos suponer w = 1 Y por Q.1 

5 " z ::s;; 2n-l y entonces definimos: r = mino {z I .5 ~ 2 < 2n-l .Y 

(z,1) es diagonal de el}, ahora analizamos los dos posibles casos. 

Caso 2.a [(r,C' ,1) es par. 

En este caso 1. (r,C, 1) es impar y así 1:' = 2j + 1 para alguün 

2 < j < n-17 considerando el ciclo impa:r e" = (l,C,r) u (r,l) 

vemos que I para f'~ = (u,v) E d (e") 
D 

tal que (2,3) E P'(C") 
v 

te 

nemos que v E {2} U{2t+l}¡1 < t'¡¡;; j}, y se sigue de la Nota 1 

que podemos tomal;' d
n 

(el = {dI' d 2 I f"}. 

Caso 2.b .t(r,C' (1) es impar'. 

En este caso ;r' =2j pax"a algún 3 < j < n·-l., consider'ando el 

ciclo impar e" = (r,1,2,4,5,6, ... ,r,'·1,r) vemos que para 

f" = (u,v) E dD(e") 

v E {1,2} U {2tH) 12 

tal que (1,2) E F'(c") 
v 

<t~j-,l}i si v=l, 

tenemos que 

entonces obtenemos 

una contradicción a la definici6n de x' así se sigue de la Nota 

1 que podemos tomax d D (e) = {dI' d
2

, f" }. 

Caso 3 a == 5 

Sin p~J:'dida de gener'alidad podemos suponer que a = ,e (Al donde 

A = (1,2,3,4,5,6), así dI = (2n,1) y d z = (4,6) 

les de C; por la Observaci6n 2.2.2 tenemos que 

son diagon~ 
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Nota 2. Nótese que en vista de la Obsex'vaci6n 2. 2~1, podemos 

suponer que para todo i E {2} U {2t+l I 2 ~ t O;;; n} i no es PU!! 

te terminal final de alguna diagonal de C. Ya que si una tal 

Nota 3. podemos suponex' que el punto 4 de e no es un punto 

terminal final de alguna diagonal de C. porque de otro modo 

existe k E v(c) tal que (k,4) es una diagonal de e y para 

todo i E (V(4,C,k) - (5}) (i,4)~ F(O), claramente pOl: Q.1 

k Ijl {2,3,5,6,7}. Y analizamos aho:r"a los dos posibles casos: 

.f.(k,C,4) es paz. 

En este caso k 

ciclo impaJ: el 

2s+1 pat'a alguna 4 ...; s <. n; considerando el 

(k,4,6,7,8, ••. ,k) vemos que pax'a f' = (u,v) E 

E dOCe') tal que (k,4) E F~(C') tenemos que 

v E {4} U {2t+l 1 3 < t :< sh si v 4, entonces obtenernos una 

contradicción a la definición de k, así que se sigue de la 

Nota 2 que podemos tomal:' d
D 

(e) 

Ca~o 3.b i(k,C,4) es impar. 

En este caso k E {1} l! {2t I 4 ";:;;' t ~ Id, considerando el ciclo 

impar el = (4,C,k) u (k,4), tenemos para fl:= (u,v) EdcCC 1) 

con (4,5) E pl(C') los siguientes dos casos: 
v 

iJ k 1, en este caso tenemos 

v E {4} U {2j+l I 2 .;; j .;; n}. 
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ii) k 2t, en es_te caso tenemos 

v E (4) U (2j+l I 2 <; j <; t-lJ. 

Si v = 4 obtendríamos una contradi,cci6n a la definición de k. 

Así, en vista de la Nota 2 podemos tomax dD(C) = {d 1 ,d2/ f'}. 

Así la Nota 3 queda p:r:'obada, 

Nota 4. Podemos suponer que el vértice 3 de e no es un punto 

terminal final de alguna diagonal de C. 

De otxo modo definimos. 

k:::: mino {i EV(C) I (i,3-) es una diagonal de e}. 

Claramente por Q.1 7 ~ k ~ 2n'tl, anal.izamos ahora los dos pos~. 

bIes casos: 

Caso 3.d l(~,C,31 es par. 

Considex:'amos el ciclo impa:r: el == (k,3,4,6 1 7".-rk-l,kl y aná-

logamente el Caso .3.a vemos que en vista de las Notas 2 y 3 para 

f' :::: (i,j) €: dn(C') tal que (3,4) E FjeC 1
) podemos tomaI 

dDCC) = {d"d"f'l. 

Caso 3.d l{k,C,3) es impar. 

Considerando el ciclo impa:r:' el:::: (.3,C,k) U (k,3) I análogamente 

al Caso 3.b vemos que pa:r:a ~I = (u,v) E dD(C') tal que 

(k,3) E F~(CI), podemos tornar dD(C) = {d 1,4 2 ,f'}. Así la Nota 

4 que~a demostrada: 

Sea D' = D[V(C} - (2,3)] U (1,4). 
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Nota 5. Podemos suponer que O' nQ t~ane tr~~ngq¡o~ dirigido$. 

De otI:'a forma; un tri&ngulo diz'igido de D' es de la fOlIna 

e' = (1,4,p,I), entonces G = U,2,3,4,p,11 e~ un ciclo impar 

de D; Y por la Nota 2 y Q~ 2 podemos suponer p i- 5 Y tambi,én 

p = 2r para algún 3 < r < n; se sigue de Q.2, y de las 

Notas 2, 3 Y 4 que (3,p) E FeO}. Consider'ando el ciclo impar 

C" = (p,e, 31 u (3,p) vemos' que para fU = Cu,vl E d
D 

Ce") tal 

que (2,3} E F~CC"l tenemos que v E {2,3} U {2.j+ll r :;;;; j < n}, 

se sigue de la Nota 2 que podemos tomar do(C) = {d 1 ,d 2 ,f"}. 

Nota 6. Podemos suponer que todo ciclo impC\l:' de DI tiene dos 

ouer'das cortas en Dt. 

Sea H::::: (1, 4,i1 ,i2 , •• , II} un ciclo impar de P' tal que 

('J,41 E F (H) , con~ideramos 

G = (1,2,3,4, i 1 I i 2 l' •• II) Y demostraremos que las doSl cuer'das 

cortas de G en D son dos cue:rdas cortas de H en D' I para 

ésto, en vista de la definición de a y de las Notas 2, 3 Y 4 

es suficiente demostrar que el vértice 3 de G no es punto 

terminal inicial de una cuerda corta de G. Supongamos que 

(3,1) E F{D) I ent.onces por Q.1, la Nota 5, la definición de a 

y la Nota 2, podemos suponer que i 1 = 28 para alguna 3 ~ s < n,-lo 

Conside:cando el ciclo impar 

q' = (u,v)_ E dDfG ' ) tal que 

v E {2,3}U{2t+1! s ~ t ~n}, 

G' = (l1,e,3) U (3,i 1 ) vemos que pa.ra 

C2,3} E F~(G'} tenemos que, 

se si.gue de las Notas 2 y 4 que 

podemos tomal:" doCC} = {dl/d2.,g'}~ A,sí la Nota 6 queda demostra 

da, 
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Ya que D' es una digráfica de la clase Q (Notas 5 y 6) Y 

C' = (4,C,1) u (1,4) es un ciclo impar de O' con l.(c' ) / , m, 

entonces existe g' = (u,v) E d
D

, (e') tal que (4,5) e F~(CI); 

así que v E {4) \J {2t+l 2 ~ t .;; n) y de las Notas 2 y 3 se 

sigue que podemos tomar dDce) = {d1 ,d2,gl}. 

Caso...! a;;e. 7; a = 2q+l, 3 ~ q " n·~l. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponez' que a = t(A) donde 

A == ('1,2,3,4,5,6, ••• ,a,a+l); así dI = (2n,ll y d z ::;; {'a~l/a+l) 

son di agona.les de C. 

NO'!:-9: __ 2. Por la Obse:rvación 2.2.1 podemos suponer que paxa todo 

i E {2) U (2t+l [ q .;; t ,,;; n) i no es punto terminal final de 

alguna diagonal de C¡ ya que si f es una tal diagonal, en··' 

tonees podemos tomar dDce} = {dl,dz,f}. 

Ahora consideremos: 

O' = O [V(C) - (i E V(C) [ 3 ,,;; i ,,;; .-3)] U (2,.·-2). 

Nota~.. Podemos supone! que DI no tiene triángulos di.:r:'igidos~ 

Ya que si e' fue:t:'a un triángulo dix'igido de P' I entonceq , de 

Q.1 y la Nota 7, debex":íamos tener e' = C2,a .... 2,l,21 y entonces 

pOZ' la definición de al las dos cuerdas cortas del ciclo impar 

e ll = (1,C,a-2) U Ca~2,1¡ son dr = {a-·3,1} y d~ = (a".2,2). 

A.si, de la Observación 2.2~1 se sigue que poden¡oE¡ tomax dctC) o::; 

= {di,dz}· 

Nota 9. :podemos suponex que cada ciclo impa:r; de D 1 PQs.-e~ qos 

cuerdas' cox"tas en D'. 
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Sea H':= (2,a-2,i
1
,i

2
, ••• ,i

r
,2) un ciclo impar de DI tal que 

(2, a-2) E F (H ') , consideramos 

H = (2,3,4,5, •.. ,a-2,i
1

,i2. / ••• ,ir ,2), probaremos que las dos 

cuerdas cortas de H en D también son cuerdas cortas de H I 

en D'. Para demostrar esto, en vista de que i = 1 
r 

(Nota 7) I 

la definición de a y la Nota 7; es suficiente demostrar que 

a - 3 no es punto terminal i.nicial de una cuex"da corta de H. 

Supongamos que (a-3,i
1

) E F(D), pOI la Nota 7 y la definición 

de a, podemos suponer que i 1 = 25 para algu11n q+l ~ s ::;;;:; n, 

~(a-.3,C,il) es par, po.! lo tanto G = (i 1 ,C,a-2) U (a·-2,i 1) es 

un ciclo impar de D con !(G) < ffi. 

~ota ~. Podemos suponer que para todo i E {2s 1:S:;; s :< q} i 

no es punto terminal final de alguna diagonal de C. Ya que 

si f es una tal diagonal, podemos tomar dD(C) = {d
1
,d

2
,f}Uan(G). 

Mor'a; notemos que si no existe f = (z,a-2} E dD(G}, entonces 

se si.gue de la Observación 2.2.1 que podemos toma!: dD(C) = do(G}. 

Supongamos ahora que existe f = (z,a-2) E dD(G). 

En vista de las Observaciones 2.2.1 y 2.2.2 tenemos que entonces 

F(e) - (a·-l,a) e F: Cc). UF' . (C)U ( )\;-IG) F' (e). También tenemos 
a+ 1 u, v é-u· v 

que existe te. E V(.cl, tal que (k,a-21 es una diagonal de e, 

pero para todo i E (V(a-2,C,k) - {k,a-2,a-l}}, {i,a-2} é F(D); 

ahora analizamos los dos posibles casos: 

Caso 4.a ,e(k,C,a-21 es pa:r'. 

En este caso k E {2t+l I O '" t '" q-3} U {2t' I q+2 '" t' '" ni, 

conside.!ando el ciclo impar de D, 
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B = (k,a-2,a-l,a+ll U (a+l,C,k) vemos que para f= (u,vl E dDeB) 

tal que (a-2,a-ll E p' (S) tenemos que vE {a-l,a-2} u[rlx' =- O m6d 2 
v 

y 2~r<k·-l}U{r'!t":=.lm6d2 y a+2"'¡¡;;;rt'~m}; si 

v a-2, obtenemos lila contradicci6n a la definición de k; 

así se sigue de las Notas 7, 9.a y la Observaci6n 2.2.1 que 

podemos tomar do (el ::: {dI' d z ' f} U dD (G) • 

Cas~..:...E. l(k,C,a-2) es impa:r. 

En este caso kE {2t+ll q+l ~ t < n} U{2t' Il~t' ~ q-2}, consi

derando el ciclo irnpa:r B' = (a-2,C,k) U Ck,a-21 vemos que para 

f' = (u',v'l E dn(:fP) tal que (a-lra) E F~.(BT) tenemos que 

vE{a-l}u{z z.=- Q mód2 y 2 < z < k}U{z' z' =..1 m6d2 y 

a < z I ~ m}. Y en vista de las Notas 7 y 9. a podemos tomar 

Ahora bien, ya que D' es una digráfica de la clase Q (Notas 

8 y 9) Y e' =. (2,a-·2) u (a·~2,C/21 es un ciclo impa:r de DI 

(con f.(C'l < rol. Existe gl = fu,v) €E d
D

, (e') tal que 

{2,a·-2) E p) ce'); y así tenemos vE {2,a-2} U {2t+1 I q ~ t ~ n}¡ 
v 

y de la Nota '7 se sigue que podemos suponel: v = a-2. También 

existe g:2.::= (z,wl E d
D

, (e') tal que (a-l,a) E F~(C')' así 

w E {a-l,2} U {2t+l J q ~ t "n}, pOl: la Nota '7 podemos suponer 

que w=a-l.. Entonces se sigue de la Observación 2.2.1 que 

podemos tomal: dD(C) = {gl,g2}. Así, el Teox'ema 2.3.1 queda' 

demostrado. 

Teorema 2.3.2. 

Sea Duna digr§fica, si existe T ~ V(Dl tal que 
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z est.1 en alguún ciclo impar e de 

con V(C) O T # ~ 

pertenece a la clase Q. Entonces O es R-digráfica si y s6lo si 
0- T es R-digráfica. 

Se sigue directamente de los Teoremas 2.2.1 Y 2 .. 3 . .1. 

Corolario 2.3.1 

Si D es una digt'áfica de la clase Q, entonces D es una 

El Cot'olari,Q 2. 3~ 1 es un casO particular de la interesante CO~ 

jetura propuesta por K. Meyniel a cerca de la cual se trabajará 

más en el Capítulo 4. 

Conjetura 2.3.1 Ur. Meyniel 1976) 

Sea Duna digráfica( si todo ciclo impar de D posee oos 

pseudodiagonales entonces D es una R-digt:áfica. 
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2.4 ALGUNAS CONDICIONES SUFICIENTES PARA QUE 

UNA DIGRAFICA SEA R-DIGRAFICA. 

En esta sección se dan algunas condiciones sobze las pseudodi,~ 

gonales de los ciclos impares de una digx'áfica , que son sufi-

cientes para que una digráfica sea R-digráfica. Tambi.~n se dá 

una condici6n sobre el númex'o de ciclos impares ajenos en v~:r'-' 

tices de D, que es suficiente para que una digráfica sea 

R-digrafica. 

Conside.x:'eDlos una digx:'áfica D, e ;::¡ {l,2, ..• ,2n+l,ll un ciclo 

impar de D y Te = (j, j+l, •.• , j+J::'l (notaci5n m6dulo 2n+11 

una t.rayectoria dirigida de máxima longitud contenida en 

e - Ct(C) u iCC)). Cuando 2 ",·l(T
C

) ,.; l(C) - 2 definimos 

Die,Te) y C(TC) como sigue: 

Caso a ._---
Si Cj, j+:r+l) E F CO) entonces D (C,TC) =- D Y 

C(TC ) = Cj+r+l,C,j) U (j,jH+l). 

Si (j,j+r+l). é 

e (Te) = (j+r+l,C,j) U (j,j+r+l)-. 

Caso b --- l(Tcl es impar. 

Si (j+l,j-+r+ll E P(D} entonces D(C,TC) 

C(TC) = (j+x+l, e, j+l) U (j+l, j+r+l). 

Si (j+l,j+r+l) ~ F(O) entonces DCC,-T
C

) 

C(TC ) = (j+r+l,C, j+ll U (j+l, j+r+l). 

o UCj, j+r+l,} y 

D Y 

D U{j+l,j+r+l) y 
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Teorema 2.4.1 

Sea D Wla dig.ráfica, si e es un ciclo impar de D con 

2'; ¿(TC)'; iCC) - 2 entonces F (el = F' CC) si y s610 si 

F(C(TC)) = F'CCCT
C
))' 

Demostraci6n 

Sea e = (1,2, ... ,2n+l,11 un cic10 impar y supongamos que 

Te =: (j, j+l, ... , j+r) (notación m6dulo 2n+ll, así que 

(jl,j21 ••• ,jZS+l,jl) donde jI=j cuando r es par 

j+l cuando r es impa.t, Jz =: j+r+l, j.s = j+r+2 

etc.; claramente jI r:i t(C(TC})' así: 

i) ji,.i
Ü

¡ E t(CCTC)) si y s610 si ll.'h = ji+1 con 

ji I ji+l E t Ce) y notación m6dulo 2n+.l. 

ii} Existen ji E t(C(Tcl) para i E {x,kft,s} con 

¿ Cjz,C(TC),ik) =- f('it,CCTCl,js) =- 1 CmM. 21 si y s610 si 

existen ji E t(C) par'a i E {r,k,t,s.} con .t(j:r.,C,jk} ~ 

=- l(jt' C, js) = 1 Cm6d. 2). 

Así el TeOt'ema 2.4.1 se sigue directamente de la Observación 

2.2.1 

De manera análoga se demuestra el siguiente 

Teorema 2.4.2. 

Sea e un ciclo iropax de una digráfica D, si existe 

f = (u,vl E P(C} tal que ttu,C,v) es impax' y {u,v} g" 

%. t «(v, e, u) Uf) t entonces F te} = F: (el at y sólo si 

F«v,C,u) Uf) = F1((v,C,u) Uf). 
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Teorema 2.4.3 

Sea Duna digráfica tal que paJ::'a cada ciclo impar 

e = (1,2, ••• ,2n+l,1)¡ pce) = ((uCjl,V(j)) 11 < j <k) satisfa

ce las dos si.guientes propiedades: 

(3.1) v(l) < ... < v(k), k;;' 2 

(3.2) u(j) E (vCi), C,v(i+l)) implica que t(v(i),e,u(j)) '" 

'" ¿(u(j),e,v(jll (mod. 21, donde v (k+ll = v(l) .• 

Entonces F (e) p' (¡:) para cada ciclo impar e de D. 

Demostraci6n 

Hacemos una demostración por inducci6n sobx'e .t (C) , e un ci.clo 

impar de D. 

Cuando i(C) :::: .'3, claramente la hipótesis 3.1 implica la con

dici.ón í) de la Obsex:'vación 2.2.1. 

Supongamos que hemos demostrado que para cualquiel: ciclo impa:r 

e' de D con lCC'}:::;;; 2n-l tenemos F(C'l = F1re'). 

Sea e = (1,2, .•. I 2n+lJ. un ciclo impar de D con 

PCcl ¡ (u(j) ,v(jl) 11 .;; j .;; k}; considerando 

f = (u(r+l) ,v(r+l)) E ?(e) tal que ¿(ver) ,e,V(Nl) es impar 

tenemos que u = u{r+l1 E (v(s) ,C,v(s+ll para algún 1 < s < k, 

p01::' 3.2 tenemos que .t(v(sl,C,u}.:. .t(u,C,vCt+l» (m6d. 2). 

Si .f.(u,C,v(r+lt =. 1 (mód. 2), entonces u ~ t (Cl; en ot.ro 

caso u = v(il para algún 1 < i <.k así que u E (v(i},C,v(i+l» 

y por lo tanto ¿(v(il,e,u) i. .tCu,C;v(r+ll l (mód. 2) lo cual 

contradice 3.2. Así que cuando .e.C:u,C,v(r+l)l =.1 (m6d. 2) 

{u,v(:r+ll} g ttcl, y considerando Cl = (v(r+l) ,C,u) u f, en 
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en vista del Teorema 2.4.2 y la hipotesis inductiv~ tenemos que 

F(e) = F' {el. 

for lo tanto podexgos suponer l C.u,c,v(r+~1} =..0 ún6d.2)... así 

fCvCs),e,u) ",Q {¡n6d. 21 lo cual implica por 3.2 que 

u'i! (yCr),e,v(r+1l, entonces s ¡t l:,vCr) E CvCsl,e,vCl:+ll y 

..e.Cv(s), ... C,v(rl¡ es impar pOl:' 3.2; así.; el Teorema 2.4 . .'3 se si 

gue de las OIis.erva,ciones 2. 2 .. 1 Y 2.2.2. 

Diremos que un ciclo impar e de una digrafica D tiene la 

propiedad Do si para cada f = (u, v) E P (e) con l (u, e, v) 

impar' I tenemos: u,v !Z. t{u,C,v} U fl Y diremos que una digrá-

fica D tiene la propiedad Do cuando cada ciclo impar de 

D tiene la propiedad Do' 

Teorema 2.4.4. 

Sea Duna digráfica que tiene la pr'opi.edad Do" Si para cada 

ciclo impar e = l1,2, ... ,2n+l,l} de D existe BCCl. ¡t ~ 

B(Cí = (C"Cj) ,v(jU [1';;; j .;;; k} (; p{Cl con las dos siguientes 

propiedades:. 

(4.1) vO.) < '" <: vCkl, k;;> 2. 

[4.2) st ¿(u(j1,C,v(jl)' es par y u(j) E (v{sLe,v(s+ll 

entonces. 1. Lv (s) , e, u (j 11 es par. 

Entonces f (e) = pI (el para cada ciclo impar de D. 

La demostración es esencialmente la misma que la del Teorema 
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2. 4. 3, conside.r'ando que por el Teox'ema 2. 4.2 I la propiedad 

Do y la hip6tesis de inducci6n podemos suponer que 

t (u (I+l) ,v ,:r+l) ) es par. 

Teorema 2.4.5. 

Sea Duna digráfica que ti.ene la propiedad Do' Si para 

cada ciclo impar e:=:; (1,2, ••• , 2n+l, 1) de D 

a' en ~ {(J(jL\J(~)) [1 ~ j ~ k} e p(e) x p(e) 

sigui'entes propiedades~ 

(S.J.) f(j) (u(j),v(j)), g(j) ~ (v(j),z(j)) 

v(l) < ... < v(k), k> 2 

existe B 1 (e) t ~ 

con las dos 

(5.2) zti!. <t (V(v(j),e,v(j+l)) 

donde V:()<:+J.l ~ v (1). 

{v(j+l)}) i';; j .;; k 

Entonces para cada ciclo impar e de D, F (e) F ' (e) • 

Deroos t.t'ac ión 

Hacemos la demostración por inducción sobre l(C), e ciclo 

impaJ::' de D. Cuando l ce) = 3, claramente la hipótesis 

. (5 .1) implica la propiedad (i) de la Observación 2.2.1 . 

. Supongamos' que hemos' demostrado que pax'a cualquier ciclo impar 

e I de D con ,e. ce I 1. ~ 2n -1 tenemos que F (e I) = F 1 (C I ) • 

Se.a C=-Cl,2, •• q2n+l) un ciclo impar de D con .e{C}=2n+l, 

consideramos .1 <"s: <.k tal que l.(v(sl,C,v{s+l)l es impar. 

Analizamos los. dos posi.hles casos, si .t(vCs),C,zCs}l es impar', 

consideramos' Cl!= (z(s'),C,v(s») Ug{sl y ya que D tiene la 
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propiedad Do' se sigue de la hipótesis inductiva y del Teore 

roa 2.4.2 que F(C} = Fl (e) .. si l. (v{s),C,z{s)) es par, se si 

gue de (5.2) que zCs) j! (v(s),C,v(s+l)) y .e «(v(s+l) ,C,z(s») 

es impar y as-í, pOI' las Observaciones 2.2.1 y 2~2.2, tenemos 

que Ji' (Cl = F' (C!. 

De manera completamente análoga, considez'ando 1 < s .s;;;;; k tal 

que lCv(s-ll,C,v(sll es impar y analizando las dos posibles 

paridades de .t (uCsl ,C,vCs.)} se demuestra el siguiente Teorema. 

Teorema 2 .. 4.6. 

Sea Duna digrafica que tiene la propiedad Do. Si para cada 

ciclo impar C '" e~,2, ... ,2n+l,l) de D existe B'(e) # ~ 

a' (el'" {(g{jLfej) 11';;: j .;;: k} e F(C) x P{C) que tiene las 

dos dos siguientes propiedades: 

(6.1) gej) (z(j),u(jll, f(j) (u{j) ,vej)) 

v(l). < ... < v(k), k ~ 2. 

(6.2) u{j¡" (V(vej--ll,e,v(j)l - [v{j-l))) donde v{O) =v{k). 

Entonces F (el = pl Ce) pa.!'a cada ciclo impar de D. 

Teoz'ema 2: .. 4 .. '7 

Sea D una digráfica que tiene la pz'opiedad Do' Si para cada 

ciclo impar e de D existe B
3 (e>. = (uo ' u1 , Uz , u3 ) una tz'aye~ 

toria dirigida de D con las dos siguientes pz'opiedades: 
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Entonces FCCl::= pI (el para cada ciclo impa:x: e de D. 

Demostraci6n 

H:acemos la demostración por inducción sob.re. .t te) , e ciclo 

impar de D. Cuando l. (e) ::= 3 ya que e tiene tres pseudodi.~ 

gonales, clal:'amente se satisface la propiedad ti} de la Obsel: 

vaci6n 2.2.1. 

Supongamos que hemos: demostrado que pa:t:'a cada ciclo impar el 

de D con lCCrl::;:;;- 2n-1, F{C'l = pl (e'l. 

Sea e un ciclo impar de D con l(C) = 2n+1, podemos su-

poner k 1 =. k z = 1 Croód. 21, ya que de otro modo k i == O 

\.lIlód. 2t para algtln i E {1,2} Y entonces, conside:x:ando 

(Ui+1,C,Ui ' U (ui,ui+1l se sigue de (7.2}, la hipótesis indu~ 

tiva y el Teorema 2.4.2 que FCC} = F 1 (e) • Más aún tenemos 

que U s i. C.UZ,C,u1l. ya que U3 E Cu 2 ,C,u1 l implica que 

k 1 + k z ;¡;, ..f.(ct + 1. Así, .f(U 3 ,C,U 2 ) =- lCu2:'C'u 1 } =. 1 (mód. 2). 

Así; el Teorema 2.4.7 se sigue de las Observaciones 2.2 . .1 y 

2.2.2. 

!~2zema 2.4.8 [8J. 

Sea D una R~digráfica, entonces cada z E V{D) está en 

al menos ~ Cz) + 1 ciclos impares de D, donde % (z) = máx. 

{6~(z), 6~(z¡}. 
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Teorema 2.4.9 ----
Sea Duna digráfica. Si existe T f: VeD) tal que para cada 

subdigráfica inducida fue:r:'temente conexa H de D con 

H n T t- rp tenemos c.i. CH) ,- c.i.d. (H) + 1 < ..:ltHl, entonces 

D es una R-digx"áfica si y sólo si D - T es una R-dig¡'áfica. 

c. i. CH) = al Número de ciclos impares de H. 

c.i.d. (H) = Número de ciclos impares puntualmente ajenos dos 

a dos de II. 

A(H) = máx. {AH ¡.) ! z E V(H) lo 

Demostraci6n 

Si O no es R-digrafica entonces existe una subdigráfica ind~ 

cida H de D que es R-- digráfica, po:c lo tanto H es fúer'te 

mente conexa [9J Y H nT "1- 11, ahora consideramos 20 E V(H} 

tal que ,ó,OI>. = AH(zo) I clat'amente Zo está en a 10 más 

(c. j .• (H) -- c. i. d. {H} + 1) ciclos impares de H, así optene-

mos una contx:adicció,n al Teorema 2.4.8. 

El I:'e'cíproco es obvio. 

Usando el Teorema 2.2 .. 1 Y algunos de los teoremas p:r:'obados en 

esta sección, obtenemos condiciones sufi.cientes para que una 

digr'áfica sea R-digráfica. 
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2.5 UN CONTRAEJEMPLO A UNA CONJETURA DE H. MEYNIEL 

SOBRE R-DIGRAFICAS. 

La construcción presentada en esta sección fue publicada en 

1982 [6J. 

Conjetura 2.5.~ (E. Meyniel 1976} 

Sea D una digx'áfica¡ si. todo ciclo impar de D posee dos 

pseudodiagonales, entonces D es R-digráfica. 

Claramente el siguiente teorema resuelve la Conjetura 2.5.1. 

Teorema 2.5 .. 1. 

Para todo k # 2, k Em, existe una di gráfica sin núcleo 

tal que todo ciclo impax' tiene al menos k pseudodiagonales. 

Demostración 

En la demostr'aci6n todas las sumas son tornadas m6dulo 8k + 4. 

Sea Duna digráfica con V CDl = fo, 1, ..• , 8k·f 3} como conju!: 

to de véx'tices y con flechas (i,i+11, U o+2i,4k+2+i.o l para 

todo Q ~ i ~.k Y para todo io E {O,2k+l,4k+2,6k+3}. 

Sea e = Co., 1., ... ,8k+3) el ciclo generador de Di es fácil 

ver que los ciclos impares de D son: 
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pax'a todo io E {O,2k+l,~k+2,6k+3}. 

Claramente el ciclo impar 

(4k+2+i ,C,i +2il U ti +2i,4k+2+i 1 
o o o o 

tiene las diagonales C4k+2+io +2j I iol para todo a:e;;; t ~ k. 

D no tiene núcleo; ya gue de otro modo, si N es un nftcleo de 

D. Entonces 

Q E N'" (4k+2j;'N,2k+l\'N,6k+3N), 6k+3í"N Y 4k+2í"N'" 2k+2í"N. 

Así., O E N ~ C2k+l~,2k+2~ y 6k+3~). Esto es imposible, 

y concluimos que, o. ~ N. Similarmente, podemos demostrar que 

2k+l í" N, 4k+2 í" N Y 6k+3 í" N. Tamb.ién Q í" N Y 4k+2 í" N" 

=:. 2k ~ N. Así, o.ó..tenemos 2k ~ N, 2k+l ¡t N Y 4k+2 {j. N, lo 

cual también es imposible. 

Concluimos que D no tiene núcleo. 

Más aún, es' fácil VeJ::' que D es R":.· digráfica y que D-(0,1) 

es R-digráfica. 
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3.1 INTRODOCCION. 

El trabajo p,t'esentado en éste cap:l.tulo fue hecho en colabora-

ción con Víctor Neumann Lax"a. 

En éste capí,tulo se demuestra que cualquiez' R-digráfica se pu~ 

de extender a una R-:~ digt'áfica. ComO una consequencia se de-

muestra que existen R-:'" digráficas or'ientadas con n(nnero dicro-

matico a.rbit:r:a:riamente grande. 

Durante la demostr'aci6n se desaxrolla un método general que 

pe.rmite la construcci6n de una gran variedad de R":- digráficas 

y R-~ráficas orientadas. 

Ahox'a presento algunas definiciones y algunos resultados pre-

vias. 

Una digx'áfica D es llamada quasi R··dig:r:'áfica si toda subdi·-

gráfica inducida propia de D tiene núcleo, pox lo tanto, una 

qUilsí R··di,gráfica D es una R-digx'áfi.ca o una R-- digráfica 

dependiendo de que D tenga nficleo o no .. 

~ 

Denotaremos por e = en Cj 1 r j 2.' & .... , jk) a la dig:ráfica definida 

como sigue: 

V(C). {O,l, ••. ,n-l}, 

F(C) ~ {uv I v-u js (¡n6d. nl, s = lt 2 , ... ,k}. 

Una función f: VeD) ~ VeD') se dice que es un homomo~6~4mo 
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(resp: v-homomo.t6.it5mol de O en DI si y s610 si uv E F(O) 

imp!ica que f Cut f(v) E F CD' ) 

f(u)f(v) E F(D'll. 

(resp: Hu) = f(v) 5 

Si D Y D' son digráficas isomorfas escribimos D ~ O'. 

Durante el presente capítulo usa:remos los siguientes :resultados 

que fueron demostrados en r 9] por Victor Neumann Lara y Hortnesia 

Galeana. 

Te~ 3.1.l. 

Sea Duna digráfica, suponiendo que V(D) tiene una parti-

ci6n {V
1

'V
2

} tal que toda V1 V2 -flecha en O es simétrica 

y D[V1l y D[V:/.J son R-digráficas. Entonces D es una 

R-dig.t'áfica. 

Teorema 3.1. 2. 

Si D es una R-:- digr'áfica entOnces no existe una partición 

{V
J

,V2 } de Vep) tal que D(Vl'VzJ e sim(Dl¡ es decir 

Asi'.mCDt es fue:rtemente conexa. 

Teorema 3.~.3. 

Si entonces e = ~ (l,+2,+3, ... ,+r) n - - - es una 

R-d~gráfica 6 una R-- digr'afica de acuerdo a que n=.O (m6d. rtl) 

5 n "- O (m5d. r+ll. 

Corolario 3.~. 1. 

R-"" digráfica para n:> 4. 
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Sea D W1a dig:ráfica, si f = uv E F(Dl.f D(f/Pnl denotará 

cualquie.t" digráfica D' tal que D' = (D-fl U B (u,v) donde -n . 

.Fn Cu,v1 es una uv-tz'ayecto:ria dirigida o.e longitud n tal que 

VlPnlu,vl nD) = {u,v). 

Teorema 3.1.4. 

D{"f/:v2k+1t ti.ene núcleo si y sólo si D tiene nG.cleo. 

Teorema 3.1.5. 

Suponiendo que D ..... f es una R-digx·áfica. Entonces DCf/:r2k+
1

l 

es una R-digIáfica (resp: R-- dig.raficat si y sólo si D es 

una R-digz'afica CX'esp: R-:" dig.:r:'áfica}. 

Teorema 3.1.6.. 

Sean " "P e P (D'o y D' una digrafica obtenida a partir 

de D l:'eemplazando cada uv E F o pOI: una uv-trayectoria di 

rigida p(u,vI de longitud impa.t' y tal que v(nnp(u,vU. = 

= {u,v} y V(~(U/V) n p(u' ,v'» = {u,v} n {u' ,v'} siemp:r:'e que 

uv ,¡. u'v' I uv,u'v' E Fo' S'upongamos además que D - F ' es 

una R-digráfica siempz:'e que 1> " P' e Po' Entonces D' es una 

R-digx'áf ica (resp: R -- digl:'áf ica) si y sólo si D es una 

R-digráfica (resp: R-- digrafica) • 
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3.2 CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES. 

Em esta secci6n se estaólecen algunos resultados auxiliares y 

se intr'oducen las P2-dig:t'áficas ,Y las ps-digráficas que son 

digráficas que tienen un comportamiento similia:t:' al de y 

I? 3 .respectivamente con respecto a ntkleos independientes m6du 

lo el par de puntos extremos. 

Definición 3.2.l 

Si D es una digráfica y N, Q e v (Dl ; se dice que N es nú 

cleo independiente módulo Q (~.i. mód. Ql de D si y s610 

si 

it N es independiente. 

iit Para todo w. E NC n QC existe alguna wN-flecha. 

Lema 3. 2.~. 

Sea e: D '7 D 
o un homomox'fisroo sup.t'ayectivo en vértices y en 

flechas, 

i) 

1i 1 Pax'a cualesquie:z:'a 

UOWo E FDorN~,Nol y 

que uw E FOn. 

Entonces 

tal que: 

U E Mn ()-l (u 1 existe 
o 

NO es núcleo de Do si y sólo si 0-\ (N ) 
o 

tal 

es un TI. i ~ 



- 38 -

Dema s trae io~ 

Ya que 1) es un homomorfismo suprayectivo en flechas, tenemos 

que No es independiente si y sólo si 0-
1 

(No) es independie~ 

te. 

Supongamos primero que No es núcleo de Do y sea 

u E [(0- 1 (N })cn (0- ' (NC)_.Mf¡ = M, denotemos u = O(u), 
O o o 

COmo NO es núcleo de Do' existe Wo E No tal que 

E FD ¡ N e , N 1 y por {i.i) tenemos que e.xiste w E 0-
1 

,(Wo ) 
o o o 

tal que uw E FO. 

que es 

as! que uw E FD[M,O-l (No' J. 

n. i. mod (O _1 (N e }-M) • 

Se sigue 

Supongamos ahora que 

Si u E N e tomamOs 
o o 

-1 
E FDfM,O (No)]. UW 

o 

es un n.1.. rnod (e -·1 (N e)._ M) • 
o 

u E (8 -1 (u ) n M} , sabemos que existe 
o 

Cla:t::'amente Enton-

ces No es un núcleo de Do' 

DefirLicion 3.2.2. 

Sea B: D ~ Do un homomorfismo suprayectivo en v~rtices y en 

flechas, diremos que (J satisface la p,,:op-iedad c.ubJt-<.en-te p.c. 

6 que tiene la propiedad del cubrimi.ento si 

u E V(Dl tales que e (u) = u o y exist,e 

·w E V(D) tal que O (w) = W
o 

y uw E F(D). 

Corolario. '3.2.1. 

Sea No e V(Do ). Si fJ: D . .:y- Do satisface la propiedad cubr'iente 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Ú 6 8 _' (No) entonces No es n cleo de Do si y s 10 si es un 

núcleo de Do' 

Demostración 

Tomamos y aplicarnos: e,l Lema 3.2.1. 

Definición .3.2.3. 

Una digx:'áfica 2-punteada Cd. d. p.) es una terna ordenada 

(W;w1,wa ) donde t'l es una digráfica y (wl,w21 es un par 

ordenado de distintos v~rtices de W. 

Dos digt'áficas: 2-punteadas TI ~ twliW;¡l,~l y T2 :: (Wai,%/""b) 

$-on is.ol\lorfas el:' 1 == T 2. 1 si e.xiste un isomorfi.smo de W 1 en 

w , que manda a y en respecti vamente. 

Si Ti = (J'l~;Wl;.t!í~t y T2 = (W2;~i,~1 son digráficas dos 

punteadas tales que vo·rp nvoql = {~} = {Wd}, la c.OJ1ca.,ten~ 

de T' , y T~ es por definición T ' = (W~uWl;w¡;,~). 

Si T, = (W 1 i W
U 'W12 ) y T = , (Wa ¡W21 ,w;<2) son eua lesquiera d. 

d.p. , la concatenación TI °T 2. de T, y T, es pox' defini-

cI6n, la d.d.p. T' = T'~Tr , , ohtenida como se ha descrito a 

pa:r'tir de cualqui:er par de d.d.p. T' '" T, Y T' '" T,. Nóte , , 
se que T 1 oJT e.st~ definida salvo por isomo:t:'fismo. 

Defintci:6n 3. 2.4. ... 
Una d.d.p. (W:W:p w,2) será llamada una Ps-d.ig11.á6ic.a. si satis 

face. las propi'edades Propiedades P3.i, P'3.i.i y P3.iiL 

P3' i. Existen núcleos independientes módulo {W,l ,w,2} de 
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~.ii. Si N es' n.i. mod {w'l'W2 } de W entonces N satis 

face las siguientes tres propiedades: 

a) W 1 E N implica W2 E N. 

br Si w1 ti N Y no hay .w1N flecha entonces w 2 E N. 

e) Si w
1 
~ N Y existe w1N-flecha entonces w2 ~ N, Y no 

existe w
2 
N-flecha. 

--> 
P3.iiL No existe una R""'- digráfica D que contenga subdigrá-

fleas inducidas D' y D" y vértices 

,faga las siguientes dos propiedades; 

w' , 

a) DI UD" = Di v(D'lnv(D"l = fw~,w~}¡ 

V(D') :J {w!,w"j, V(D") t- {w 1 w'} 
• l' 2 • 

y w' , y que satis-

b) (DI ¡w; ,w~) == (W' ,wl ,w~) donde w' es una subdig.ráfica 

inducida p:r:'opi.a de W que contiene a W' 
1 y w~. 

Nótese que cualquier copia isomorfa de una P3-digz'áfica también 

es una P3-digráfica. 

Ejemplos de ~ -di gráficas. 
__ o 3 

cas es-tán definidas: de tal manera que generalizan a 

manteniendo el comportamiento de 
~ cp s ¡Q,2) con respecto a n.i. 

mod {Q,2} (y la propiedad P J. iii.1 

E.2. 
~ 

es una PJ-digráfica. 
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E.3. Sea 1 <. i . .,;;;;. n-l, 
J 

j=I, ... ,s. Agregando a Pn el con 

junto de flechas {uv¡v..-u=i
j 

paz:'a alguna j} obtenemos una 

dig:r'áfica que se denotax'á por 

La d.d.p. (PnCl/.±.2,i,3, ••• ,±:.Cn-211; Q,n""l} es una Ps.,..digrá-

flea. (Para demostrar que satisface i\ .ii Ce} nótese gue 

o f/ N Y existe oN~flecha implica que (n-2) E N Y la propi~ 

dad Ps.iii se sigue directamente del Teorema 3.1.2. 

Una va:r:'ledad grande de ejemplos de Ps -digráficas se puede cons 

truir usando las notas 3.2.~ y 3.2.2. 

Nota 3.2.1. 

La concatenaci6n de dos P 3 -digx:'áficas tarobi~n es una P 3 -digr:! 

fiea. 

Nota 3.2.2. 

Dada una digráfica D y v E VCP}. en [4J se definió la dig:rá-

fica a.(D, v) corno sigue: 

F(~(o,vl) = F(D-(v}j U (zv- I zv E FO) U {v+z I vz E FO} 

U{V·~VOrVOV+}. 

Ahol'a, sea cualquie:r 
+ 
P 3 -digJ::'áfica. Si 

entonces también es una 
~ 

~ 

P3-digráfica, 

son P3-digJ::áficas. 
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p - dígráficas: , 

Definició!!. 3.2.6. 
~ 

Ona d.d.p. se dice que es una 1:\ -d!B/t.cf6ic.a siem-

p.t;'e que satisface las propiedades 

i. = 1,2,3, tales que 1 
W 1 e N 1 

.. 
P'l.iL Todo n.i. mód {wl'w'l} N de W satisface las si-

guientes tres propiedades. 

at Si wj E N entonces W2 ~ N Y no existen w2N-flechas. 

bl Si w- 1 ~ N Y existe alguna w1N-flecha entonces w'l é N. 

e) Si w1 ~ N Y no existen w1N-flechas entonces w'l ~ N Y 

no existen wzN~flechas. 

Es clax'o que copias isomol:L~.s- de una P 2. ... digx'§.fica también son 

Pz ..... digx'áficas. 

.. 
E.l. es una I\ -digráfica, en particula.r' .... .. 
<Yz;Q,lI es: una P2-:'"diSI'áfica. En realidad l.as P2-digráficas .. 
son. ternas que tienen el miSlUo comportamiento que {pz;Q,.ll con 

respecto a húcIoes independientes de la digráfica básica m6dulo 

los. puntos dis-tinguidos. 
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H.2 Us-ando la nota 3.2.4 podemos construir una vaz'iedad grande 
~ 

de P2-digráficas. 

Nota 3.2.4. 

r.a concatenaci6n de dos p2-digráficas es una p3-digraf;i:ca. 

Si TI Y Tz son d.d.p. una de las cuales es una Pz..,..digrá-

fica y la otra una p3-digráfica, entonces Tlo Tz 

son pz-digráficas. 

'/ T o T , " 

Para finalizar esta sección damos algunas pz'Opiedades impo.ttan-

~ 

tes de las Pz-digráficas. 

Sea Duna digrafica, uv E FeOl y Tuv = CWuv ; U,VL cual ... 
~ 

guier Pz-digráfica que satisface V(Dt n Wuv = {U, v} . Tomando 

D (uV!T ) = (D-uv) u T tenemos que los teox'emas, Teo:rema 
UV' uv 

3.1.4, Teorema 3.1.5 y el Teorema 3.1.6 s,e pueden genex:'aliza.I' 

de la siguiente manera: 

Teorema 3.2. l. 

D(UV!TUV ) tiene núcleo si y s610 si D tiene núcleo. 

Teor'erna 3.2.2. 

Suponiendo que D-uv es una R-digx'áfica. Entonces DCuvJT ) 
uv 

es una R-di,gráfica CI'éSp: R-...... digl:'áfica) si y s610 si D es 

R-digl::'áfica (xesp: R-..,. digráfica). 
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Teorema 3.2.3. 

Sea <P 1:. Fo e FCDI y D' una digráfica ohtenida de D reempl~ 

zando cada uv E F o por W
uv 

donde es una 
~ . 
P2-dJ.gr! 

fica que es R-digra.fica y tal que veo () WUVL ;: {u,v} y Wuv n 

n W
UIV

' = {u,v} n {ul,v'} siempre que uv # u~v', uv,u'v' E Fo. 

Suponiendo que D - P' es- una R ... dig:r:·~fica siempre que <p' '# pI CFo. 

Entonces DI es una R-digráfica (resp:: R-..... digráfical si y sólo 

si D es una R-dig:ráfica (resp: R-- digráfi.cal. 
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3.3. l-SISTEMA& y •. -EXTENSIONES DE R-DlGRAFlCAS A R _. DIGRAFICAS 

~O-SISTEMAS Y ~O-CONSTRUCCIONES. 

Definici6n 3.3.1. 

Una cuater'na s o 
sex'á llamada un 

j_: U -) U son biyecciones tales gUEr U+' U 

conjuntos ajenos dos a dos. 

Si u E U escribiremos u en lugar de 

j (ul. <espectivamente. 

y 

Si So = {"Do, U1 J+' j_l es un -6 0 -·sistema, denotax'emos por" 

ha (So) a la digráfi.ca definida como sigue~ 

FD[V(D01-U] U{zu_1 zu E FD, z f. U, u E O} U 

z f O, u E U} U {u'U U 
) UI/UIr E U, u'u\tEPO}. 

+ -

Nótese que ho (Sol está definida salvo por iSOmOI"fismo. 

También definimos Po: VL6
0 

(So») ~ V(Do ) de la siguiente manera: 

" [VeD) - U 'o 

Claramente p o es un homomorfismo de .0
0

(50 ' a Do que es 

suprayectivo en flechas y en véx,tices. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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,; -SISTEl1AS. 

Definición 3~3.2. ------
Un ¿¡-sistema es una cuaterna CSo/S~U+,U .... L donde 

i} So = (bO,U,j~/j_!=) es un '&o-sistema y 1J 

son digráficas tales que V üJ 1 = U ~ 

es una familia de P -digraficas 
3 

El 4,-·sistema seJ:'á llamado pJtop-io siempre que V(J3u1 nVlAo(So}} 

= {U_,u+}. 

Definición 3.3 • .3 .. 

Si S == (SO,S,U+fU.) es un ¿-sistema propio, entonces las 

digx'áficas .& eS) y fj 1 es} estan definidos como sigue: 

• 1 eS) == ¿ o es tu ;::! B • o U~U U 

Nótese que si F CU+). F C.U_l = c/> entonces .& (Sl 4, (S) • 

También definimos p: VC~ (S)l -¡. V(Dol de la siguiente manera: 

p es un v-homomorfismo de sobre 
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Nota 3.3.l. 

N6tese que S [Sl y ó r.sr 
1 

están definidas salvo por isomorfis 

mo. Es conveniente extender el significado de -6. (S} y 4
1 

(51 

para cualquier s.....,s-ísterna S. En el caso general 5 (S} y 

-6 1 (8) están definidas salvo por isomorfismo como .6 (S' 1 Y 

.6 es t J respectivamente donde S I es cüalquier .6 ... sistema propio 
1 

obtenido de S l:'eernplazando cada Bu por una copia isomorfa de 

Bu· 

Teorema 3. 3. 1. 

Suponiendo que j+ y j son homomorfismos de u+ y U 

~ ~ 

ce las condiciones P3 .í' Y Pa",ii de la definici6n 3.2.4. 

Entonces <.\'(5). tiene núcleo si y sólo si Do tiene núcleo. 

DernostJ::'ación 

Sea ¡Jo: VC.soC.SoU -~ VCDo l 

3.3, l. 

como se defi,nió en la definición 

i) Supongamos primero que Do tiene núcleo, y sea No un 

so-

núcleo de Do' ya que cada Su = (Bu;U.,U+) satisface P3·i 

tomamos para cada u E U un nrtcleo independiente m6dulo 

{U_,U+} N 
u 

de B-u que que satisfaga {u_'u+} e Nu si 

NC E N e n ademas 
~ 

u E N
o

() U y {U.,.f U+} e u si u o U, por P 3 ·ii 

podemos suponer que N 
u 

es n. i. mM {u+l de Bu' y usando 
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la hip6tesi.s. de que- j..- y j+ son hOmOffiQrfisJQos es fácil ver 

que N = p-l [N lu u N es núcleo de 
o ~ o uEU U " es1. 

ii) Supongamos ahor-a que .s (S) tiene núcleo y sea N un nú-

cleo de .6 (Sl, claramente N 
u 

mod {u_'u+} de Bu' Ahora demostramos que {u_'u+} e Nu 

ó {u_,u-t) e Nu
c Po:r la propiedad Pa.ii de la definición 

3.2.4. tenemos que si u E N 
u 

entonces Supongamos 

ahOI'a que u_ é N
u

' tomamos w E N tal gue u w E Fó. (S) Y 

analizamos los dos posibles casos. 

ii.l) Si w E V(B
u

) entonces N
u 

es un n.i. mod {u+} de 
~ 

Bu' y PO! P3·ii u+ ~ Nu y no existe UNu-flecha. 

ii. 2} Si w íl vrBut entonces por la constI'ucción de .6 (S) 

tenemos que vl oS U y uj_ (W) E PLDof U} ). Por lo tanto 

U+W E FCi(Sll y se sigue que u+ ít N
u

• Así hemos demostrado 

que 6 e N e . 
u 

Obviamente N 1 = NnVC-Oo(Sol} es un n.i. mod U u V+ de 

.6 o (So) y demostx:"aremos que además Ni es un n.i. 

mod U ("¡ N
C 

de 40 {Sol. Supongamos que U+ E V+ ro N
C 

y tom~ 

mos W E N tal que U+W E F Ls (S)} 1 es suficiente deroostx"ar 

ahox:a que existe alguna flecha en .6 o (So) de u + a N 1 • Como 

u+ E NC 
y hemos demos tr"ado que {u+, u_ } e N 6 {u+,u_ } e N e 

u u 
~ 

se sigue que u ti. N - . u Y por p 3" ii tenemos que w " Bu· 

Si W E u+ entonces j+ Cu+lj+ (W) E F(Do [ VI) Y POI" 10 tanto 

U+j=IU+("wlI E p(.6"o(So)) con j:,1(j+Lw1 E NI pues w E N.r-
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Se sigue que N , es un n~ i. 

Ahora; claramente N
1 

y N Po 'J<r, L Ya que para 
o 

cada u E U , {u._,u
t

} e 

N
C -, -, e 

fU _' U t } e N, Po CpoeN,).) = Po (}lo). y M e N
l = 

1 ' 

Aplicando el Lema 3.2.l concluiimos que N 
o es núcleo 

Te,orema 3.3,2. ----

Suponiendo que cada S"u es una P.$ -digráfica tal que 

N 6 , 
-1 

(N C ) • 
Po o . 

de Do' 

B es 
u 

R~·digr·áfica, u+ y u_ son R-dig:ráficas y j+ y j son 

homornor"fismos de u+ y U tales que 

iil Si W1w; E F(U). y W2W~ E FCU-¡.l entonces j+tw~l =¡! 

-:¡! j_(:w1l. 

Entonces ¿(st es una quasi R-digrafica siempre que Do sea 

una qllasi R--digrafica. 

DemOs!~~ci6~ 

Supongamos que el teorema es falso y sea Huna R"7- di gráfica 

tal que H:;*" eS). 

Sea p: VCsCSll ~V{Do} el v-h.omomorfi.srao de ,sCSI sobre 

Do definido en 3.3.3. Tomamos ahora H' = D
o

[p(VCH))1 y de

finimos PH: VCHJ. -+ VC.H'l por PH(z) = .o(z) para cada 

Z E VeH). Veremos- que el v-homomOJ::"fisroo satisface 
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1 si w E U. 
P ~ (W) 

Por la construcci6n de ¿ (S) 
-1 

P
H 

(W) w cuando w ~ u. 

Si. w E U, - 1 n V[B
w

) • Claramente H " ~. t,omamos H = ,oH (w) 
W w 

Supongamos que H 
w " V(B

w
} , {w - L {w+ }. Observamos que w+ E H 

ya que H es R-- digxáfi,ca y por lo tanto es conexa y sin puntos 

de corte (Teo:¡:eroa 3.1. 2 Y TeoJ::'ema 1. 3.1) similarmente se demues 

t:l:'a que w E H. Ahora :bien, {w+,w_ } 1 H 
w 

es imposible po:!:' la 
., 

propiedad P, .iii .. Y por otra parte si H w = {w+,w_ } se sigue 

de la hipótesis (i1) + que d¡¡(w_) = O 6 d~(w+) = O lo cual no 

es posible ya que H es una R":- digráfica y por 10 tanto es fuer 

temente conexa {Teorema 3.1.2.). 

Definimos H' -' H~f !JI 
o co y >J' como sigue: 

(u E V(R' ) no .• 1 
(u ) } H' PH (u) -

H' (u E V(R' ) 
+ 

_1 
(u+) ) nu PH 

(u) 

(u E V(H' 1 nU - 1 
V(Bu') H' ,oH (u) = o 

>J' VeH') . (H' UH' UH'). _. + o 

Claramente H~f H~ Y r-l~ 

== VCH') n u. 

son ajenos dos a dos y 

Las dos sl.guientes propiedades se siguen directament.8 de las hip~ 

tesi s. 

i) H I f H~J j. CU) P~' (H~) J j 

ii) H' [ H~J i.(U+f p;¡' (H~) 1) 

'" 
S:! 

U r t:)-'l (H'} l. 
- . H --

U+[PH'(H~11. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Probaremos algunas otras propiedades que serán G.tiles pa:ra el 

resto de la demostr'aci6n. 

iii) H ' [ H,~, V(R') - H.!.] e t ( ul e sim(D
o

[ ul). 

Demost:ramOS solamente la p.rimera contensí6n ya que la segunda es 

hip6tesis. 

Sea ZW E FCH'[H-"V(H')-H:l), como P H es un v-homomor'fismo 

suprayectivo en vértices y flechas tenemos que existe 
-1 

W'EPH(wl 

tal que z \..¡' E F(H) ya que adema s p~J (z) ::: {z_}. Ahora, como 

H C* 6(S) y por la definición de 6(S} tenemos que w' E U_, 

así que w j_ (w 1
) por lo que zw E F{j_ (U_». 

Sea zw E F (U' [ V CH ") - V (H; ), V (H~ ) J ) 1 como es un v-momo,-

morfismo suprayectivo en vértices y en flechas y como PH (w) = 

{w} existe 
+ 

tal que z'w+ E F{H), como H c* .6(S} 

y pOI' la definición de .óJSJ tenemos que z' E Uof y pox' lo tan'·-

to zw E F(j (U ) L la ot,xa contensi6n es hip6tesis. 
+ + 

vl F(Il'!H', V::J: 1
) -H'Jl e F(simCH'}}. - _. 

Sea uz E F(n'[H',VCH')-H,:J), por ii:i.) uz E ,F(sim(Do[U])); 

esto implica que z ~ U - ff' y así que p~l (z) -1- {z}. Mas 

-1 
porque PH C.z) == {z+} i.mplica que 

u z E F(H} por ser PH un v-homomorfismo suprayectivo en vér 
- + 

tices y en flehcas, pero esto cont:radice el hecho de que pOl:o la 

contl:;'ucci6n de 

z u E F (Hl 
+-

uz ¡<FUeS)). 
+ 

y zuEF{H') 

PO.! lo tanto 

ya que z u E p(JCS)). 
+ -
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esto i.mplica que z E U ... · H' 
+ 

-1 
Y así que .'OH tzl # {z-t}" También 

tenemos que p; 1 CzI '#' {z _} porque p~l C.ZL = {z_} implica que 

Z."W+E p(Hl lo cual es imposible por la defíninici6n de -5(S}. 

Así que p~'l Cz}, = VCBz)' W+Z_ E F(H} Y wz E FeH') ya que 

w+ z E F(ó(S)). -
y Así tenemos la siguiente propiedad. 

vii) H'[!i~UW'l ~ Do[H.~UW'l. 

Ahora observamos que~ 

a) La propiedad i) y la hipótesis que U es R-digráfica imp1i 

can que H' es R-digráfica. 

b) La propiedad vi,il y la hipótesis Do es R-digrafica impli-· 

can que (H'-H'){H' UN'J + o es R-digráfica. 

e) La px'opiedad v) y las observaciones al y b) muestran 

que la descomposicí6n OI~/Hb UW') de H' •. H~ sati$face las 

hi.p6tesis del Teorema 3.1.1. y por lo tanto H·~·H+ es una 

R-di,gráfica .. 

dl La propiedad iil y la hipotesis U+ es R-digráfica implican 

que H' 
+ 

es R-di.gráfica. 

el La pI'opiedad vit y el hecho demostrado en c} de que H'-H~ 

es una R-digráfica muestz:'an que (HI-H¡lH~) es una descomposi

ción de H' que satisface las hipótesis del 'l'eorerna 3.1 . .1. 
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Así concluimos que n- es una R-digrafica. 

Aho.!'a bi.en, ya que: 

li ==.6 (H,H~,sIHb,U+[j~l(Hbll, U_rj:10i~lIl( aplicando el Teoz'e ... 

roa 3.3.1 concluimos que H tiene núcleo lo cual contradice la 

suposición de que H es R~ digzáfica. 

Teo:r'ema 3.3.3. ----
Con las mismas hipótesis del Teo;r;'ema 3.3.2, ¿eS) es una R~':" di

g:r'áfica (:t:"esp. R-'digxafica) si y sólo si Do es una R:'· digI'áfica 

(:t'esp. R··digráfica). 

Demost.I'a~~§.~ 

En vista de- los Teoremas .3.3.1 Y 3.3.2 es suficiente demostr'a:r 

que si .6 eS) es una quasi R~·digrafica, entonces Do es una 

, R d' 'f' S t f 1 H' C;* Do guas]. - Lgra l.ca. upongamos que es o es a so y sea '1 

una R'-- digráfica. 

Claramente tenernos~ 

p-1CH 1
} = 6(I1',V(H'l nu,6Iv{}I1} nu,u+[j;1C.V(H 1

} nU)], 

'U J j =' (V (H') n U) 1 ) • 

es suodig:ráfica inducida de ¿, {S1 y pOl:' lo tanto es una R-digJ:'á

fi.ca y pOl:' el Teorema 3.3.1, se sigue que H' es una R-digráfica. 
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3.4 EXTENSIONES DE R-DIGRAFICAS A RO: DIGR.~FICAS. 

En esta secci.6n aplicarnos los resultados de la sección 3 para 

establecer el resultado más importante de este capítulo. 

TeOl:'ema 3.4.1. 

Toda R-digr'áfica (xesp: R-gz'áfica orientada) es una subdigráfica 

inducida de una R-- digx'áfica (resp: R-- gráfica orientada). 

Demostraci6n -------
Sea CJ. una R-digráfica dada y sea Do una R-- dig.r-afica tal que 

existe un conjunto U l e VeDo) gue satisface las condiciones 

I U I I = Iv CaI I y sim Do [ VI] es completa. Sea U e v (D} una 

transversal de FCsim(Do ) que contiene a UI (se puede tomal: 

por' ejemplo Do;::' e ("l,+2, .•• ,+'m)( ro ,;;a.¡V(cd 1, U=V(Dol, 2m _. -

UI = {Q,2, ..• t2m.-2}, aquí notamos que Do es una R-~digráfica 

por el Corolario 3.1.1.). 

Tomamos ahora U + 

HU) = F(.lI.[U']), 
+ 

(pOl:' ejemp.lo P31. 

y U de 

FCU 1 ~ " -
Obtenemos 

manera que a '" U+[ U' J y 

y sea Su cualquier 
~ 

Ps-digráfica 

así un .6-sistema propio S. 

POl;' el Te.orema 3. 3~3., -& (SI es una R-- dig:ráfica c.X'esp~ R-- gráf!. 

ca orientada! y clal:'amente Cf.:::::..s es} [U~]. 

Corolario 3.4.l. 

Exis·te un nfunex'o i.nfinito de R - digráficas tresp: R-- gráficas 
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orientadasl que contienen a una R~digrafica (resp, R~grafica 

o:r'ientada) dada. 

Recordamos que el nfimero dicromático 

O fue definido en f13] (ver también 

d
k 

(DI de una digráfica 

IsJl e independientemente 

en [Jl] como el mínimo número de subdigráficas inducidas acíclicas en el 

que D puede ser pa.rtici.onada. N6tese que d
k 

(O), ? X (D} . Eh 

[ 9 J fue demostrado lo siguiente ~ 

Teorema 3 ~ 4 .. 2 

Existen R-··gr&ficas ox'ientadas con número dicromático arbitraria

mente grande. 

Como una consecuencia directa de los Teoremas. 3.4.1 y 3.4.2, ob 

tenemos 

Teorema, 3.4.3 

Existen R-- gráfi.cas orientadas con nÚIOex'o dicJ:'oroático arbitraria

mente grande. 
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4.1 INTRODUCCION. 

El trabajo presentado en este capítulo fue hecho en colaboración 

con Víctor Neumann Lara. 

En este capítulo se expone un método para extender una R-digx'á

fica a una R-- digx'áfica; partiendo de una R-:' muld.igx'afica; este 

método nos permite eJ1contrar una amplia variedad de R--· digráficas 

en lás que cada ciclo impar tiene al menos k pseudodi.agonales, 

donde k es un natural dado. La existencia de estas R':" digrá

ficas resuelve la conjetura de H. Meyniel y abarca corno un caso 

pax:,ticulax:' a la px'imera construcci6n de este tipo expuest,a en 

[ al. 
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4.2 t-SISTEMAS y -t-·CONSTRUCCIONES. 

~o- SISTEMAS Y to~CONSTRUCCIONES. 

Definici6n 4.2.1. 

Sean Duna multidigráfica y u E VCDl i una partición de 

+ - {O 1 rnCU}-l , 
FuCDI UFu{Dl, 1ru= u_,u_, .... ,u_ I u+J sera llamada una 

t-partición en u si se satisfacen las dos siguientes condiciones: 

(J.} u i e F~CD} para cada ie {O,l, •• qmtul-l}. 

(2) u+C<CDl. 

Nótese que de J a Definición 4 .. 2.1 se sigue que 

si 1I'u es una t-pa.rtición en u¡ se define como sigue: 
r-O _1 -mCu}-l -
lU_,U_, ••• ,U_ ,u+} donde y 

para cada i E {O,l, .... ,m(ul-l}. 

Definición 4.2.2. 

Una terna t o = (Do, U,A) sera llamada un :ta -si.stema si satisface 

las dos siguientes condiciones: 

f11 Do es una multidigráfica, U e VeDo) 

(21 A = CAu1uEu es una familia de árboles con corraíz tales gue 

v (}lu1 = {-o _1 -m[u)-' _ ) = ;; donde ~ es t-'parti-u_,u_, ••• ,u_ ,u+ una u u 

ci6n en u y u+ es la corraiz de "u' y IvrAul1 ;, 2. 

Pa:ra u E U Y f E Fu denotaremos ~u (f) al elemento de ~ 
u 
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al que pertenece f. 

Si t o = {Do,U,AI es un to-sistema, denotaremos po!' .ta (tal 

a la digrafica definida como sigue: 

V(t (t )l = (V(D l-U)U u V(Au). 
o o o uEU 

donde si f = wz E F (Do 1 se define f* de la siguiente roane.t·a~ 

f si W,z E [veDol -ul. 

f* = 
w " (fl z 

si 

si wE (V(Dol-Ul y zEU. 

w E U Y zE (V(Do) -Ul. 

También definimos '/1 • o· veto (tol) .., V(Dol de la manex'a siguie!!, 

te: 

= )z si z E (VeDo) - ul. 
>Po (z) 

lu si z E V(Au) 

Por constr'uccion 1/10 es un homomorfismo 

t,-srSTEMAS y tI-CONSTRUCCIONES. 

Defini.ci.6~ 4.2.3. 

Un t1-sistema es una pareja (to,~l donde 
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ii) ~ = (~U)UEU es una familia de funciones Yu sujetas a 

las condiciones siguientes: 

(2) V('YUf'ilV(Au ) == {wl'wz }; las digráficas buf-~UVC.Au» 

so ajenas dos a dos para u E Uf f E P(A
u
)' 

Nótese que ya que 

que si u, ;< u, 

f, E F (A ), f, E 
u, 

Definición 4.2.4. 

A n A = ~ u, u, 

entonces ~ n 
u1f¡ 

F(A ). 
u, 

para u 

~ = 
Ut f.<: 

1 

q, 

-F- u se tiene , 
para cualesquiera 

Si tI = (te'')') es un tI-sistema, entonce_s la di gráfica 

tI (tI) está definida como sigue: 

t, (t,) = to(to)U f~(Aul ~uf" 
"<V 

También definimos 1/1
1

: VCt1(t¡» -)- VeDo} por 

Yl
1

Czl 

POl:O construcción w , 

íz si z E (VlDo ). - U) 

<lu si z E 'Yufo 

es un v-homomo:t:fismo que satisface 

Si D es una multidi.gráfica y A,T.f V(D); d':remos que l' 
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es A-homog~neo si T s.. A ó T s (V(D). - Al. 

Lema 4.2.1. 

Sea E un arcol con corraiz e o ' IVCEt! ~ 2 Y CWe Uf ,Vf )fl f "" 

= UfV f E F (E) una familia de digráficas dos punteadas que sa-
~ 

tisfacen P3· ii y tales que (Wf-{Uf,Vf })n ["f' -(uf"vf ,}) =~ 

para f " f' • Entonces para todo núcleo independiente m6dulo 

feo} de f~F tEl. Nf ' N ; VeR} es N-homogéneo. Si además 

entonces en U 
feF [E) Wf no existen e N-flechas. 

o 

Demostración 

Haremos la demostraci.6n por inducción sobre lV(E11. 

~ 

Si ¡V(E) I = 2, el .resultado es consecuencia directa de Ps.iL 

Supongamos que IV()>)/ > 2 Y sean, f' = uf,Vf , E F[E) tal 

que o;Cu f .) = Q N un núcleo independiente m6dulo leo} 

de U w
f 

y E = E - uf' Claramente se tiene: 
feF(],:1 o 

0.). N n f~FCEot Wf es núcleo independiente módulo {ea,vfl } 

Si 6 

de U 
feF(E 1 "f . 

o 

es núcleo independiente módulo {Vi'} 

~ 

de W
f

, I y por P3.ii {uf' ,vf ,} es 

N-homogéneo. 

{Uf' ,V f'} e N , se sigue de U} que 

N n f~F(Eo) Wf es un núcleo independiente módulo reo} de 
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f~F (Eo} Wf , por hip6tesis de inducci6n se tiene que V LEol 

es N-homogéneo y por C2} V(E) es N-homog~neo. Además si 

V ¡E) e N
C

, entonces 

en U N
f 

de fEF{E) 

Si uf"vf' e NC 

v f' eWf 1 () Ni -flecha 

módulo {ea} de 

e 

vf' 

a 
o 

y vf' 

~ 

= e o y por P3' ii no existen flechas 

N. 

i eo' entonces por 
... 
p~ .ii no existe 

y ya que N es núcleo independiente 

usando (1) se concluye que 

, N n U W es núcleo independiente módulo 
fEF(Eol f 

de 

f~F(~O) Nf Usando la hipótesis de inducción tenernos que 

V(Eo ) es N-homo"géneo y como V(Eo l e Ne no existen e
o 

N-fIe 

chas en se sigue que V(E} e Ne y no existen 

Teorema 4.2.1. 

Sea t 

para toda., u E U Y f = W 1 W,2 E F~l. C.'YU f'W 1 'W2.) es una di-
.., ... 

gráfica dos punteada que satisface las propiedades P3· i y P3· ii 

entonces D = ;t, (t,) tiene núcleo. 

Demostración. 

Sea No un núcleo de Do y consideramos el homomorfismo 

wo : VLto(Do,U,AU ...¡. Do· Cla:ramente V,;l(Nol = N' es un núcleo 

independiente modulo diu {VCAul - {U~}l de to«(Do,U,A)) y 
~ ~ 

V CAu 1 es N I -homogéneo paI'a cada u E U. POI' P 3 11. Y P 3' ii 

podemos considexax' para u E U Y f para 
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i 0,1 un núcleo independiente módulo (W2 ) de tal 

que w w E ¡¡Of 
" u 

6 dependiendo de que 

y po'!' lo tanto W1'Wz. E NI Ó U ~ No y pOI:' lo tanto W1 ,w2 f# NI. 

Es fácil ver que; 

de -tI Ct,l. 

Teorema 4~2.2. 

N = NI U LJ NO u 
uENnU uf 
fEF(A,,1 

es nG.cleo 

Sea tI = (Do'UrA.,')') un :tI-sistema, supongamos que D = :tI (tI) 

tiene nl1cleo y que pa:r:'a todo u E U Y f = W 1W2 E F~l, 

(YUf,Wl'WZl. es. una d.d.p. que satisface la propiedad P3_ii. 

Entonces Do tiene núcleo. 

Demos.trací6~. 

Sea N un núcleo de D, PO! el Le.Jna 4.2.1, V~l es N-homo 

géneo para cada u E U. Sea NI Nnv(.to(Do,U,A)l: No = '-Po{N'). 

Se tiene que NI PO!' la No-homogeneidad de V (A
u

) y 

NI es n.i. mod u~u (veAu) - {UI}) de D. Tomando 

M = ((V (Do} - U) U u~u {uf}) n N,e claramente se satisfacen las 

ñip6tesis del Lema 3.2.1, po.! lo que se tiene que No es núcleo 

de Do. 

Si T es un árbol con corraíz l una secci6n inicial S de T 

es un subconjunto de V(T} I S ~ V(T) tal que si s E S, W E T 

y existe un.a ws--trayectoria en T entonces w E S. Claramente 

if! es una secci,6n inicial de cualquie-r ax'bol con cOX':J:'aíz. 
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Teorema 4.2~3. 

Sea tI = (Do,U,A,-Yl un ti-sistema tal que par'a toda u E U 
-, 

es una P3-digráfica, 

es R-digráfica y para toda familia no trivial S = (SU}UEU 

donde Su es una sección inicial de Au 1 la digráfica 

f incide en s ' u' es 

R-digráfica. Si toda sUbdigráfica inducida propia de Do tiene 

núcleo entonces toda subdigráfica inducida propia de D = t¡ (tI) 

tiene núcleo .. 

~stE.~6n 

Supongamos que el tec:r'em,a es falso y sea H una R-- subdig:ráfica 

inducida propia de D. 

para cada u E U Y donde S es una 

familia tal que Su es una sección inicial de Au' 

Sea U E U. Si H n 

ces S~ = rp satisface las pr"opiedades reque:ridas.. Si 

f = w,"', E F(Au ) tal que H n O[V(~uf)l 1 O[V(~uf)l. 

Sea AWi 
u Au [(zE V (A,) I existe a.lguna zw -trayectoria 

Au}J y Ir Hno[ U V(~ f) 1, demostx'amos primer'o w, fEFCA~ ) u 

H = ~ ya que "', si H w, ¡l " 
entonces 

entOn-

en 

que 

H H[V{H) - V(Hw U es R-dig.ráfica, como "fuf es R-digráfica , 
paz'a cada f E F{Au )' se sigue que H () "fuf es R-digx:'áfica y 
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como AW1 es un árhol, usando el Teorema 1.3.2 se tiene que 
u 

H es R-digr"áfica y como H es R-- digráfica, Hz:/. ifJ, ade w, 
~ 

más por la construcci6n de t) (t¡l y ya que por P30iii tenemos 

que 

en 

Hno[v('Y fU e {w ,W,} se sigue que no existen u - l 

H Y BUS ando el Teorema 3.1.1 se concluye que H 

HW¡H 2-fleChas 

es R-digrá-

fica 10 cual contradice la definici6n de H. 

y esto se tiene para cada f E FCAul tal que H ('l D[V ('YufU 'i. 

para Su = SI U 52 
U U 

51 
U 

es una secci6n inicial de Au 

ConsidElremos ahoI:'a el v--homomorfismo ljJ 1: D -+ Do que es supr~ 

yectivo en vértices y en flechas y sean = ~ (H) 
l 

y 

Vo unv(HoL¡ claramente H = .:tI CHo'Uo ' CAu-Su luEu,'Yol, 

10 1l u1fu FCAu"SuL. 

Demost:r::aremos ahora que Ho tiene n'l1cleo. 

~ para toda u E U. Entonces como H es subdigrAfica 

inducida px"opia de D se sigue que existe 

z E (VeO) - ulfu fg,(j, l. V(1uf )) n (V(O) - V(H) 1 y por lo tanto 
u 

Ho es una sulidigx'áfica inducida propia de Do y PO!' hip6tesis 

Ho tiene núcleo. 

Si para algún u E U, sea u'=(uEuls I~} u entonces 
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HO es subdigráfica inducida de Do - 'u~U' {f E peDol 1 en 

to(Do,U,A) f incide en Su} y por hipótesis se tiene que 

Ho ti.ene núcleo. 

Ahor"a bien; ya que H 
o 

tiene núcleo y 

se sigue del Teorema 4.2.1 que H tiene- nacleo lo cual contra

dice que H es R -- digráfica. 

Teorema 4.2.4. 

Sea S = (bo,U,A,,) un tI-sistema tal que para toda u E (J 

Y f == W
1

W
2 

E F(A
u
); huf,w1,w Z ) es una P3-digráfica. Si 

toda subdig~áfica inducida propica de O -C1(t1J tiene núcleo, 

entOnces toda subdig.t'áfica inducida propia de Do tiene núcleo. 

DemostI:'ació!:._ 

supongamos que toda subdigráfi ca inducida propia de O es R-di 

gráfica y 

Sea O' 

y l' = 71 u~" Cl'uL 

cida propia de b 

tiene núcleo. 

una subdigráfica inducida propia de Do' 

.tl(D~,U·,(AuluEU,,'YT) donde U' == U()V(D~) 

D' tiene núcleo por ser una subdigráfica indu 

y por el Teorema 4.2.2 se sigue que D' o 

Luego toda subdigráfica inducida propia de Do tiene núcleo. 

Teo.t'e.ma 4. 2. 5 

Sea tJ = (Do,U,A,')'} un tz-sistema tal que para toda lJ E V 

Y f = W1W,,¿ E FCAu ); buf'w:,W z ) "es una p3-digráfica, 'Yuf 

TESIS CON 
. FALLA DE ORIGEN 
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es R-digráfica y para toda familia no trivial S = tsUl. uEU 

donde Su es una secci6n inicial de Au ' la digrafica 

Do - u~u {f E F(Doll en t o CDo ,U,Al f incide en Su} es R

digráfica. Entonces t
1 

Ct;¡.l es R-digráfica uesp: R-.... digr§.f!. 

ca) si y s610 si Do es R-digráfica (.l'esp~ R -: digráfical . 

Demostración. 

Se sigue dir"ectamente de los Teoremas 4.2.~., 4.2.2., 4.2.3. Y 

4.2.4. 
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4.3 t,-CONSTRUCCIONES Y LA CONJETURA DE H. MRYNIEL. 

En esta sección se demuestra algunos teoremas que nos dan un 

método pa:t:'a realizar de mane:x;'a sencilla algunas t~construcciones 

y se obtiene una clase amplia de R~ digraficas que estan cer-

canamente relacionadas con la conjetura de H. Meyniel. 

Sean Do una multidigráfica, u e VID }, <P un orden total 
- o 

en {VCfl:::: {U1,UZJ I existe f =: u1UZ E F(sim(Do))}' y 

<U 1U2 un orden total en {fEFLDol ¡ f es una u1uz-flecha}. 

construimos un orden total en {(vUl,fl I fEF(simCDo )) n 

n F~ COa)} que denota:z:'emos <, pa.ra cada u E U de la siguie!!, 

te manex'a: (vCn,fl < (v Cg).g) si y s610 si vlO <P v(g) 6 

vCfl = v(g) = {U1,U
Z

} y f <U 1 U 2 g . 

Denotaremos por P
u 

n F~ (Do),) U
o 

u+ F: (Dol. 

denotax'a a la 

{f, ..... f r } = Fü,im(Oo)lnF:COol. 

A< - CA<) 
- u -UEO' 

{f}, fE F(sim(D
o

)) n 



- 68 -

Teorema 4.3.1 .. 

Si Do es una multiplicaci6n que es una cuasi R-digr'áfica, en-

tonees el ~o-sistema t o 
< CDo,U,A) definido al principio de 

esta sección satisface que para toda familia no t;¡:'ivial 

s = {Su1UEU de secciones iniciales de 

('DO - u~u{fE F(Pol I en .taCto) f incide eh Su}) 

R-·digráfica. 

Demostraci6n. 

Supongamos que el teorema es falso y sea Dp una R-- subdigrá·-

fiea inducida de Do(S) • 

Ya que Do (S) es subdig):'áfica propia de Do' D no es sub-
p 

dig:J:'áfica inducida de Do' Sea 

Si f es una uv-flecha que está en F (Do[Vp] -F(Dp), enton 

ces Sv no es t;¡:ivial y por lo tanto Ya que 

Dp es R-- digráfica; pOl:' el Teorema 3.1. 2 existe alguna 

\\lv-flecha en FCDp} 

como v~ n F(n
p

) = ~, 

zw E 

tal que no existe 

W\T E F(sim(Doll. 

wz ~ F(Dp ) Y wz E 

vw-flecha en 

Además si existe 

entonces 

y 

F{bp } tal que 

Sz ~ ~ y como Sz es secci6n inicial de A~ se sigue que 

y como Dp es R":' digráfica existe z~ n F(D
p

) = ~, 

XZ E F(DpI tal que zx ~ F(Dpl Y ZX E FeDo ). Esto demuestra 

D' Asirn(Dp ) n sim(Do }' + Cz) ~ que en SD' O implica que 
p p 

+ O~I (z) ~ O Y demás existe w E V(D' } tal que /jD' (w) ~ O. 
P P P 

Se sigue que D' p contiene algún ciclo di.rigido 
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e = (wO,fO'Wl,fl,.",wn,fn'wol. Ya que < P es un oL'den total 

en {vef} I f E simCDol} y e S. D~, se sigue que pa:r'a algún 

i E {O,I, .•. ,n} {wi_1,Wi } <P {wi,Wi +1} (.los indices son toma 

dos módulo n + 11. 

Ahora bien, por la construcci6n, tenemos. que A<.[{w.lglig 
-w~ J._ 

es una wi+1wi-flecha}I es una suñtrayectoria de la subtrayec-

toria de con extremos w. (j'. ) 
J._ l.-1 

Como 

se sigue que wi (fi_lL ¡t sw. y por lo tanto tenemos que - , 

mos f. , 
gráfica 

alguna 

g es una w. w~-flecha}nS 
).+1 J. Wi 

existe alguna w. w.-flecha J.+ 1 J. 
en 

una w'i W i+ 1 -flecha en Do eS). 

inducida de Do (S) y f i E F(Dp I 

W, w,-flecha 
1.+1 .lo 

en D Luego f i P 

cf,¡ y por lo tan to como 

D
o

($) y también tene 

Corno Dp es una subdi

se sigue que existe 

Dil:'emos que una digráfica D satisface la k· .. é.6Úna c.ondA.CA.ón de. 

Me.yru~,e.i si cada ciclo impaJ:' de D posee al menos k-pseudodiago-

nales y escribiremos, D satisface MUe). 

Si Do es una digráfica, se denotaJ:'á pOJ: a la multidig.J:'~ 

fica obtenida dando a cada flecha simétrica de Do multiplicidad 

ffi. 

Lema 4.3.1. 

Sea Do una digráfica tal que todo ciclo posee una pseudodiago,

nal simétrica. Si tI Cp~_m), VeDo}' A<,'Yl. es un tt-sistema 
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tal que 'Y uf satisface M ek.l para cada u E V {Do}' fE F (A~) , 

entonces D~ml t = .t
1 

Ct 1L satisface M(k} ~ 

Demostraci6n 

Si e es un ciclo en tal que '" ¡ le) tiene más de 

un punto, entonces claramente el = 91 Le) es una ciclo dirigl: 

do c~ = (WO,w1, ••• ,wn,wo ) entonces si f= W"iWj E F(sim(Do » 

es una pseudodiagonal de el, es fácil ver que ¡J;~l ( f) son 

ro pseudodiagonales de c. 

De manera análoga se demuestra el siguiente 

Lema 4.3.2. 

Sea Do una digráfica tal que cada ciclo impar posee una 

pseudodiagonal simétx'ica. Si (D(JU) VeD) A<~) es un 
O ' o' , 

:t 1 -sistema tal que pa:t:'a cada u E V(Dol, f=W¡W¡ E F{A~) se 

tiene que 'Yuf satisface M(kl y toda w.lw2-trayecto:ria 

en l' uf es de longitud par', entonces nUn}t satisface M(k).. 
o 

. Teo:rema 4.3.2. 

Sea Do una R":' digráfica tal que todo ciclo posee una pseudo

diagonal simét:dca. Si t¡ = (D Cm1 V('O ) A< 1') es un f ·-5i5 o ' . 0-' , , 

tema tal que para cada II E V ("Do) y f = W 1W2. E F(A~) r 

('Y u f'Wl'W2.) es P3--digráfiCa, 'Yuf es R-digráfica 1 satisfa

ce M(k) entonces D(m)t = t
1
(t

1
) es una R--dig:difica que 

satisface M(k) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Demost.raci6n 

Se sigue directamente de los Teoremas 4.3.1, 4.2.5. Y el Lema 

4 • .3.1. 

Teorema 4.3.3. 

Sea Do una R-- digráfica tal que 

pseudodiagonal siroétx'ica. Si tI 

todo ciclo impar posee una 

Cm) < 
;:: (Do ,veDol lA ,'Y) es un 

tI-sistema tal que pax'a cada u E VeDo) y f E FLA~lr 

(:Yuf'W 1 ,W2 ) es una 1-3 -.digráfica, "fuf es una R-digráfica que 

satisface M(k) y toda w
1
w

2
-t.r'ayectoria en "fuf tiene longi-

tud pa.r, entonces es una R-- digr'áfica que sa-

tisface M(kl. 

Demostración 

Se sigue directamente de los Teoremas 4.3.1, 4.2.5 Y el Lema 

4.3.2. 

Co:rolario 4.3.1. 

Par'a cada núme:r.o natu:t:'al k existe Dk una R"':.. digráfica en 

la cual cada ciclo impar tiene k diagonales. 

Demostx"ación 

Aplicando la construcción descrita en ésta sección para el caso, 

'l'uf una trayectoria de longitud par, 

~ 

Do Cn U,:!::.2, ••• ,:!:r} donde niO modr+l, U::::V{Dol. 
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4.4 t-SISTEMAS y t-EXTENSIONES. 

En esta secci6n se expone un método para extender una R-digrafi-

ca a una R~digráfica, este método está basado en las to-cons

trucciones y tl-const:rucciones y generaliza parcialmente al 

expuesto en el capítulo 3. 

Definición 4.4.1. 

dig:t:'áfica definida como sigue: 

V<to etoll. 

F{toltoll U {w+y I yz+E F{Az)' WZ E FCsimDo[U])l 

{z+y I YW+EF(l\.l. wz E F(SimDo [u])). 

También definimos haciendo ~o ~ o 

denotamos ~ = r.fJoC.t(t,o)l. 

elaL'amente 

y 

donde ~ ~ Au pa:ra cada u E U Y la correspondiente t-part,i 

ci6n en u está dada por f incide 

en xlix EVlA,,)}. 

Definición 4.4.2. 

Sea tI = (Do,U,A,')') un tI -sistema, entonces la digrafica 

tCt
1

) está definida como sigue: 
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También definimos !PI: v( t{t1 » -¡. V(D
o

) haciendo IP 1 = 1/1 1 • 

Claramente tf = c.~, U, Al ,1) es un tI -sistema y :t (tI) = tI (t~) . 

Definición 4.4.3. 

Un t.-sistema es una pareja t = tt1,U+l donde tI = (Po,U,A,'Y) 

es un t¡ -sistema, U+ es una digráfica tal que VtU+l e 

e u - + {u+ E vtl\).¡ u E u} I y la función j+: V(U+} 4 U defini 

Si t = (Do,U,A,'Y,U+)1 es un ;t.-sistema, denotaremos por t(t) 

a la digr'áfica definida pOI tltl = ttt 1 1 u U+' donde 

tI = (Do' U,A,;). 

También definimos '4':.. vCtlt) 1 -+ V{Po) haciendo o.p 'h. 

Claramente trtl = t lO:.'~l. U U+ • 

Teorema 4.4.1. 

Sea t = (Do,UtA,il U+) un t.-sistema. Si Do tiene núcleo 

y para toda UEU y f=W 1W2
E PLA u)' (l"uf'w 1,w:/.) esunadigr! 

fica dos punteada que satisface las propiedades P 3' i Y ;ES 3. ii 

entonces D = tCt} tiene núcleo .. 

Demostración 

Ya hemos observado que .tCt} = .t 1 [t 1 l U U+ donde 

t: . t: t; ú~· t 1 = (Do,V,A I 'Yl es un tI-sistema. Ya que Do tiene n c1eo 

se sigue que D t tiene núcleo y por el Teorema 4.2.1 tenemos o 

que tIc.tfy tiene núcleo; sea N un núcleo de tl(t1), cla:r"a 

mente para cada u E U, N n U 'Y - N es un núcleo 
fEF{A1.l)' uf - u 



- 74 -

independiente módulo {a~} de U 
fEF (A ) 'l uf 

u 
donde aO es la 

u. 

se sigue del Lema 4.2.1 que veA ) 
u 

es N -horno 
u 

géneo y por 10 tanto V(Au ) es N-homogéneo. 

Si U+\,,+EF(U+} , por la definici6n de t (tl existen u' E V(A
u

) r 

w' E V(Aw) tales que u'u+ E F{A
u
)' w'w+ EP(A

w
)' 

u w' EF(t(é» y w+u· E F(.tl(t~ ) l, por lo tanto al menos + 1 1 

una de las dos siguientes contensiones se cumple V{A
u

) ~ N
C 

6 V(Aw) ~ Ne. Así que N también es núcleo de t{t). 

Teorema 4.4.2. 

Sea t = (Do,U,A,"f,U+) un -C-sistema, supongamos que D tCt) 

tiene núcleo y que para todo u E U Y f = W lW zE F (A
U

) , 

es una d.d.p. que satisface la propiedad 

Entonces Do tiene núcleo. 

Demostraci6n --------
Sea N un núcleo de D y sea N =NIl U 'V clara-

u fEF(Au } 'uf ' 

mente Nu es un núcleo independiente m6dulo 

f~01ul "fuf donde a~ es la corraiz de ·z;.u' usando Lemma 

4.2.1 tenemos. que VCAu) es N-homogéneo. 

de t (t) w' E V (A ... .> tales que u'u E 
+ 

E F(Au )' w'w+ E FCAw ) , u+w' E F(tltl) y w+u' E F (.t (t) ) y 

V(Aw) como e - N y .t(tl = t 
:t lCt¡} u U+ se sigue que N es nú-

cleo de t t,(t,l y se sigue del Teorema 4.2.2. que Dt 
o tiene 

núcleo y por lo tanto Do tiene n6cleo. 
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Teorema 4.4.3. 

Sea t = (Oo,U,A,'Y ,U+J un X-sistema tal que para toda u E U 

y f es una p3-digráfica, 

es R-digráfica y para toda familia no trivial S = (SU)UEU 

donde Su es una sección inicial de Au' la digráfica. 

O~ - {f E F (O~) I en ~ (O./' U A t ) o o' , f inc~de en es 

R-digráfica. Si toda subdigráfica inducida propia de Do tiene 

núcleo entonces toda subdigráfica inducida propia de D = t (t) 

tiene núcleo. 

Demostraci6n 

Supongamos que el Teorema es falso y sea Huna R-- subdil:'áfi-

ca inducida propia de D. De manera completamente análoga a 

como se hizo en la demostr"ación del Teorema 4.2.3 se demuestra 

que para cada u E U 

donde (Su = V(Au1 - V[H) 1 uEU es una familia tal que Su es 

una sección inicial de Au. 

Consideramos ahora el v-h.omomoI'fismo r.p: V(D) -> VeDo) que es 

sup:t::'ayectivo en vé:t::,tices y en flechas y sean 

He = IP(H), U
o 

= UnV(H
o
)' U~ = U+[ {u+EU+ I u E Uo}J; clara-

mente H=:t(Ho,Uo'lAu-Su)UEU~1'o,U~)r donde 'Yo "flu~uoF(Au-Su) 

Dernost:rarerno5 que Ho tiene núcleo. 

H~ c* U+ por lo 

tanto es R-digr'áfica. 

ii) F{H eH -H+,H+J} _c F(simH). 
o o o o o 
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tal que ya que .'P es 

v-homomorfismo suprayectivo en véx'tices y flechas existe 

t"l ' 
- I tal w1z+ E F (H), la definici.6n de E <P (W) q~e por D 

se sigue que w' W+ y como w~ H+ existe o w¡ 'E A", tal 

que W1W+ E F(Aw) y Z+WjE F(H) , luego wz E F(sim H o), 

Ahora analizamos los dos posibles casos: 

caso a) Si entonces a~ = H-{z E VCHl I 'P C.Z} E H~} 

es R-digráfica y ya que 

H' o 

Se sigue del Teo:x:ema 4.4.2 que H - H+ 
o o' tiene núcleo, sea N, 

ntl.cleo de + 
Ho'~ Ho por ii). tenemos que ~ es seminúcleo no tri vial 

de pOI" i'- existe N z un núcleo de 

y entonces 

por el Teorema 1.2.2, se sigue que N¡ u Nz es núcleo de 

Caso b) Si H+ 
o =q, entonces par'a todo u E Uo existe 

u' E Au tal que U'U+ E F(A
u

) y pOI la const.r"ucción de D 

tenemos que Ho tiene núcleo si y s610 si 

tiene núcleo, donde 

H.t = Di l V{H ll. PO!:' otra parte, H - F(U+) es subdigráfica o o o 

inducida propia t (t ) 
I , 

que por el Teorema 4.2.3 tiene núcleo, 

y pOJ:' el Teorema 4.2.2 se sigue que op (H - P{U+)) tiene núcleo 

y por lo tanto Ho tiene nQcleo. 
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Ya que Ha tiene núcleo y H = 

se sigue del Teorema 4.4.1 que 

dice que H es R-- digz'áfica. 

Teorema 4.4.4. 

Sea t = (Do,U,A,'Y,U+) un .t ... sistema tal que para toda u E U 

y f 

toda subdigráfica inducida propia de D = .t{.t), tiene núcleo, 

entonces toda subdigráfica inducida px'opia de Do tiene núcleo. 

Demostraci6n. 

Supongamos que toda sUbdigx-áfica inducida propi.a de D es R-di 

gráfica y sea D~ una subdi,gráfica inducida propia de 

Sea ni ¡p-l (D~l = .t(D~, u', tAu1uEU ' 'Y I ,U;) donde U' 

U n V(P~), 'Y I = l' lu~u' F (Au I y U; = u+[ V()O-l (U')) n 

D • 
o 

DI tiene núcleo pO:r' ser una subdigrafica inducida propia de 

D Y por el Teorema 4.4.2 se sigue que D' o tiene núcleo. 

Luego toda sub.dig:r'áfica inducida pI'opia de Do tiene núcleo. 

Toererna 4.4.5. ----
Sea t = (Do,U,A,'Y,U+l. un ,t-sisterna tal que pax'a toda u E U 

~ 

y f W1W¿ E FtAu)¡C7uf,Wl,W2) es una ps-di.grafica, í'uf 

es R-digráfica y para toda familia no trivial S = tSU)UEU 

donde Su es una sección inicial de Au' la digráflca 

D
t ~ {f E F (D

t ) i en 
o o 

R'-digx"áfica. Entonces t(tl 

f incide en S 1 
u' 

es 

es R-digráfica (xesp: R-- digráfica) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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si y s610 si Do es R-digráfica (resp: R--digráfica). 

Demostración. 

Se sigue directamente de los TeoJ:'emas 4.4.1, 4.4.2 14.4.3 Y 

4.4.4. 

Nota 4.4.1 

Sea t = tDo 'U,A,.1',U) un ;t-sistema, t e = tDo,U,Al denotamos 

por t~(tl a la digráfica definida como sigue: 

También denotaremos ",' = '# : vCt~ Ctll ~ VlOo' 
t' por y Do = o o 

<IJ~(t~(t)'. Claramente t t' = 
o 

t' 
(Do ' U,AZ'l es :to-sistema 

y .te Cto.t'l = t~(t' donde t' 
A,; " A u 

paI'a cada u E U y la co-

;r;I"t:~spondiente t-partici6n en 11 está dada por:. 

t' ({!EFIDt ', len t~ (jol f incide en xl I x E VCAul). n 
u o . 

t; Ct¡) denotaI'§. a la digx'áfica t',(t'=t~Ct)U U y 
fEFCA )'luf 
uEU u 

t' (t) denotara a la digráfica 

tI (t) = t~ (ti u U+ 

Los Teo:remas 4.4.1, 4.4.2, 4.4.2, 4.4.4 Y 4.4.5 son váli.dos si 

en los enunciados s'e s:usti tuyen los 

t' 
por Do y t lOt U At , o o' I 

por 

ciones son completamente análogas. 

tCtl por t' (tl, 

.t (oZ 1 U A:t '). Y las demostx"a o o' , 
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Para finalizar esta secci6n se dá un método para reali zar de 

manera sencilla ..t-extensiones que son diferentes a la.s !,-exten-

siones expuestas en el capítuLo 3 y se obtiene así una clase 

amplia de R-- digráficas. 

Lemma 4.4.l. 

Sea Do = Cn fl,±.2,!.3, ... ,!.:r:'), U=VLDol, para u E e 

1I'u {u~"u+,u_Cf}. ¡u_ef) = {f}, fE F(simDoLn F"""(D
o
)} es 

una t-pa:r:tición en u, donde UD 

Au denotará a la 

F(asim Dol n F- (D) y 
u o 

Para toda familia no trivial S = tSul uEU donde Su es una 

sección inicial de Au' la digráfica 

en f incide en 

es R-digráfica. 

Demostración -------
Supongamos que el Lema es falso y sea H una R~subdigráfica 

inducida de Do (S) I paz"a alguna S = (.Su)uEU familia no tri-

vial donde S es una sección inicial de Au u 

Sea H+ ~ H[ {z E V(H) I Sz ~ Az - {z+}}] , como F(H+) '1, H+ 

es R-dig:r:'áfica y por la definici6n de Dt 
o 

F(H[V(H) - H+,H+n ~ " y por el Teorema 3.1.2 se sigue gue 

H+ = if). Sean u,v E V(H), entonces iV(Au} I ;;:'.2 Y IV(A.)I;;;: 2, 
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luego en ~-l (H) existen u_ Un}' v (f 1 tales qUé 
o - ro 

_1 
u_Cfn)u+ E F (Au), v_Cfm)v+ E F(Av )' u+v_(fm) E F1/Io (H) y 

v+u_(fn ) E F 1/1~ 1 un por lo tanto uv E Fésim Hl. Por lo 

tanto H es subdigráfica indicuda de Do - A, donde ifJ #- A e 

e F Casim D 1 - o y D -A es o R-digráfica por el Teorema 3.1.2. 
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5.1 INTRODUCCION. 

El tI'abajo expuesto en este capítulo fue hecho en colaboración 

con Victor Neumann Lara. 

En [8] fue demostrado por Victor Neumann La:['a y Hortensia 

Galeana Sanchez que existen R-- digt'áficas con nÚlne.ro dicromáti 

co dado, en la construcción que ahí se da se obtienen digráficas 

con cuello 3 , en este capítulo se desaJ::'.t"olla un método para con~ 

t:r'uir R'-- digráficas con número dic.t'omático dado y cuello 4. 

El número dicromático dk (01 de D fue definido por VictoJ:" 

Neumann Lara en [13] e independientemente pOI' H. Meyniel en {Il} 

como el mínimo nÚIne.z'o de colores necesarios para colorea);' los 

vértices de D de tal mane:('a que las clases cromáticas inducen 

subdigI'áficas acíclicas de D. Claramente dk (Dl ~ X (D) . 

El n'Úme:t'o dicr;'omático es una gene:t"alización del número cromáti

co, en pa:c"ticulaJ: los dos números, coinciden para dig:c'aficas simé 

t:cicas. 
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5.2 R-DIGRAFlCAS y R-- DIGRAFlCAS DE NUMERO 

DICROMATICO DADO Y CUELLO 4. 

Definicion 5.2.1. 

Sean B 

digráficas donde 1>'¡' Iv ~ V(avl y 

u,v E V(B), u =1 V. Denotax'emos por 

fin ida como sigue! 

V(u(B,§)l = V~(B) V[avl. 

una familia de 

a () CL = 1> para cada u v 

a(B,§l a la digráfica de 

F(u(B,§) = v'El,CB.t FLav) u (xy I XE I u ' y E Iv , uv E F(B)}. 

Teorema 5.2.1. 

Sean B una digráfica y § = U.av'¡v1l.ye:vtB). una familia de di 

gx"áficas donde '" i I e v - y par"a cada 

u,V E V(BJ, u =1 v. Si R es R-digráfica y para cada 

V E V[B) es R-digráfica, entonces a (B, §) es R-digx'áfica. 

i) (J (B, §l tiene. n'l1cleo. 

Hacemos la demostJ:'aci6n de i t por' inducción sob.x"e I V CE) I • 

Si !V(B) I =.1 se sigue dil:'ectaroente de las hipótesis, suponga

mos que si ¡veB't) <n y se satisfacen las hipótesis del Teore 

ma5.2.1entonces aC¡3:',§} tiene núcleo y sea B con jV{Bll n. 

Si para alguna u E V cal existe Nu núcleo de Ctu tal que 
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N u N 
u 

es núcleo de aLB,§) donde 

Si para toda u E V CBl y todo núcleo Nu de Ctu ' Nu n Iu -¡l 1ft, 

entonces para N un núcleo de B tenemos que U~NNu es núcleo 

de u(B/§J. 

Así, en cualquier caso u{B,§l tiene núcleo. 

Ahora, supongamos que (] (B , §) no es R-digráfica y sea H una 

R ~ subdigráfica inducida de q- (B , § l., denotamos por 

~ = B[{uEV{B). ¡ aunH -:f. <I>}}, entonces por la constz'ucción de 

a (~/§) y por el Teorema 3.l.2 se sigue que para cada u E V(B
H

), 

Iu n H # <1>, sea Hu = Ctu n H para cada u E V(BH). Claramente 

donde BH , Hu' uEU es R--:-digráfica 

Así, por lo que se demostró en i). tenemos que H tiene núcleo 

lo cual es' imposióle pues H es R'"".;.. digz'áfica. 

~~ 5.2.l. 

Si B es una digráfica de cuello ;;. 4 Y '1c (E), = n y para 

cada v E V(B}, aves una digráfica de cuello;;" 4, dk Cav' = n 

y tal que Iv ~ V Cavl es. independiente con la propiedad de que 

toda n .... coloración de (Xv deja al menos dos colox'es en Iv' 

Entonces D = Q' CH., Cav ' rv1VEV lEll es una dig:r::'afica de cuello # 4 

Y d
k

(1)) = n+l. 

Demostración. 

Primero demostramos que dk (O) > n. 

Si D adroi te una n~coloración ésta i.nduce una n-colo:r::ación en 
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O'..u para cada UE V(B), fijamos alguno de los coloxes de la 

n-coIaL'ación digamos el color" el' ya que Iu no es momocromá 

tica, se s'igue que en Iu existe algún color distinto de el; 

Y esto para cada u E V (B);- sea Wu un punto de Iu que tie 

ne color distinto de e l, pOJ:' lo tanto D[{wu!UEV(.B}}] es 

isomorfa a B y admite una (n-l)-coloración, lo que contradi-

ce que d
k 

(Bl = n. 

Damos una (n+l) -coloración de D de la siguiente mane:r'a~ 

conside:r'amos una n-coloX'ación de B y extendemos a Yv CB) Iv 

asignando a cada vértice de Iv el color de v! en cada 

damos una (n+l) -color'ación manteniendo en Iv el color antes 

asignado. 

ya que Iv es independiente; se sigue directamente de las hip~ 

tesis que el cuello de D es > 4. 

Lema 5.2.2. 

d k (DI. = n y cuéllo ;;" 4 Y L una 

'\ CL) = 2 entonces existe una di 

Si D es una di.gráfica con 

dig:ráfica bipartita, L con 

gráfica DI de cuello ~ 4 con d lO') = k 
n y con un indepen-

diente I' CVCD') tal que pa:l:'a toda n-coloración de D' o 

I! tiene vé:r'tices' de al roenos dos colores y DI contiene a 

D Y a L como subdigráficas inducidas. 

Demostración. 

Sea LO,L la bipartición de L¡ para cada u E V{D) sea 

LU una digráfica isomorfa a L y denotamos; LO a la imagen 
u 
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isomoJ:'fa de LO y L 1 a la imagen isomorfa de 
u 

L' , hacemos 

D' = a(D, CLu,L~)UEV(Dl J. 

Ya que es independiente se sigue que cuello de DI ;;, 4, 

claramente D es subdigráfica inducida de D' y pOzo lo tanto 

~(D') ~ n; una n~coloración de D1 se ohtiene a partir de 

una n~coloraci6n de D asignando a cada vértice en 

color de u y dando a 

LO 

L1 algún color distinto del asignado 
u 

a u· 

C~a:¡;'amente, podemos suponer que \.J 
UEI 

LO puede i.ncluirse en 
u 

una clase cromática de alguna n-colo.raci6n de D, ya que de 

ot.r'o modo hacemos I' - U - u E ! Ahora observamos que en 

toda n-.coloración de D, dado cualquier color e i debe existir 

algún que ha sido colox:eado íntegramente de color i, ya 

que de ot.IO modo poaría tomarse en cada L~ 1m vértice Wu 

de color distinto al color obteniendo así. 

ñ = DI [{wu I u E Ven}}l, D isomorfa a D y (n-l) -coloreada 

lo cual es imposible. 

Consideramos ahoI'a l' u ' 
uEVCD) Lu 

pa:ra una n-,colo.raci6n de 

D tenemos que si en r l existe algün vél:'tice de color cj. 

entonces como existe algún u E VfDl tal que LO está íntegra~ 
u 

mente coloreado de color se sigue que en L' 
u 

algún vér'ti,. 

ce tiene color distinto de y por lo· tanto en l' hay 

vértices de al menos dos colores. 

Teorema 5.2.2. 

Par'a cada número natu:ral n existe alguna R-digráfica Dn tal 
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que ~(Dn) = n y cuello de Dn ~ 4. 

Demostr'aci6n. 

Cla:r amen te D 1 Tk , D-z. = e,. satisfacen las propiedades re-

quer'idas y para n ~ 3 se construye Dn inductivamente usando el 

Teorema 5. 2. 1 Y los Lemas 5.2. 1 Y 5 .. ~. 2 • 

Teorema 5.2.3. 

Para cada número natuJ:'al n existe alguna R-- digráfica Hn 

tal que dkCHn ) = n y cuello de Rn;;;' 4. 

Demostraci6n 

Sean D =- C. Cl,+2, ••• ,+ml, 
o 2m - .-

donde 

u ~ {Q,2, ••• ,2m-2}, U+ '" Dn y p(U) ~ .; 

entonces tenemos que .6.CDo ,u,e:,U+,U_l = Hn satisface las pro-

piedades pedidas. 
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