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Limitar 105 conocimientos científicos a un pequef'i.o 

nürnero de personas debilita el é5;Píritu filos6fico 

de un pueblo y conduce a su empobrecimiento espizi

tual. 

EINSTEIN 

dividir cada una de las dificultades que exa

minase, en tantas pa:rtes como fuera posible y como 

se requiriese, para su mejor resoluci6n~ 

DESCARTES: Discurso del método 
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" mi propósi.to no es el de ensefiax' aquí el método que 

cada cual debe segui.r para gui.ar acertadamente su J::"az6a, 

sino solamente el de mostrar de que manera he t:ca.tado de 

gui.ax' la ml',a". 

Discurso del método .. 

'j No alcanzarás el país de las ideas 

Me es conocida la oz'illa .. 

Quien no cre-e en. conquistar las isl.as 

puede echar el ancla. 

Goethe. 



INTRODUCCION 

La investigación científica, con los esfuerzos 02-

munes, de varios países de latitudes medias, E. U., U.R.

S.S. pOI: ejemplo, ha cI:'eado una estructura fisico ,- mate

mática adecuada para el flujo atmosférico que prodomina s~ 

pre dichas latitudes. Esta estructura no puede ser apli.c~ 

da, en todo el espectro de espacio y tiempo, al flujo at .... ·· 

mosférico de latitudes bajas, pues existen diferenci.as fí

sicas ent.!"e ambos flujos¡ por ejemplo: contenido del vapor 

de agua, estructura t:d,di,mensional del campo de vientos,

vaziación del parámetro de coriolis,nÚffiero de ondas, el ,-

tiempo de vida de una n acc i6n de bloquearniento", el cual .

es m&s largo en latitudes altas que en latitudes bajas, _". 

etc. 

Pat:'a realizar.' pron6stico numérico en Múico f país 

en el cual predomina un flujo atmosférico de latitudes ba

jas que "inter'acci,ona" con el flujo de latitudes medi.as -

(ap~ndice O), es necesario adaptar una dinámica atmosféri

ca ap:r'opiada que permita el diseño de modelos físi.cos - ma 

temáticos consistentes o 

Para efectuar dj.cha adaptaci6n, entre otr.'as cosas, 



se debe haceJ: un análisis de la teoría hidx:'odinámica para·

el pronóstico nurné:r:'ico a corto plazo de latitudes medias. 

Considerando que la integración numérica de las -

ecuaciones atmosféricas como un problema de valor inicial-

es la base principal para la pJ:'edicción de perturbacion~s

de escala sin6ptica para períodos entre 12 horas y tal vez 

3 Y 4 días y, además, para algunas escalas más pequeñas y'

per1odos mucho más largos, se tienen problemas en común -

pues las fuentes de erJ::'or en tal predicci6n son una con se-

cuencia de: 

a) "Huecos" y errores en los datos los cuales: ha 

cen el estado inicial. 

b) Limitaciones en los esquemas de análisis'-ini'-

cializaci6n los cuales son aplicados a los d~ 

tos. 

e} Errores de truncaci6n en los esquemas de inte 

graci6n numérica. 

d) Representaei.6n incompleta de los procesos fí-

sieos complicados al modelar en la atm6sfeI'a-

y, 

e) Limitaciones impuestas por la predicti,bilidad 

de la atrn6sfera. 
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En este trabajo se presentan algunos experi.mentos 

numéricos de di.cho análisis, en su primera etapa , con mod~ 

los IIfiltrados'l de área 'lirnj,tada y se analiza un modelo de 

ecuaciones primitivas. 

No se trata de diseñaJ:' de un solo golpe un s1ste-

ma de la natuJ:'aleza atmosférica para latitudes bajas, sino 

de considerar problemas particulares e iJ: formulando hip6·· 

tesis 16gicas. Pues la func~6n esencial de una hip6tesis-

consiste en la gufa que ofrece a las nuevas observaciones-

y eJCperirnentos numéricos, por medio de la cual nuestra co,!l 

jetura es o confirmada, o I'efutaaa, o modificada, por me-'-

dio de la cual - en pocas palabras - se ensancha nuestra ,-

experiencia, en particular los conceptos obtenidos por ab~ 

tracci6n matemática. 

La tesis se presenta a tt'avés de siete capí,tulos. 

En el capítulo I, se analiza el espectro de espa

eJo-tiempo de los fenómenos atmosféI'icos y se selecciona "" 

la escala espacial y tempoz'al para este trabajo.. 

En el capitulo II, sin querer eliminar para siem·" 

pre los problemas de fundamentaci6n -" pues los fundamen .. · .. · 

tos 1:iltimos y el sentido 111timo de las matemáticas perman.§: 

cen como problema abierto, y como la verdadera legalidad -

de la naturaleza, de acuerdo con .el principio de continui,-
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dad de Leibniz, encuentra su expresi6n en leyes de acci6n-

pr6xima, que conectan sólo los valores de las cantidades -

físicas para puntos vecinos del espaci,o-tiempo, así las r~ 

laciones básicas de la geometrta deban tratar solo con pu~ 

tos adyacentes infin,itamente cercanos - se analizan los-

principios fundamentales en coordenadas generalizadas. 

En el capftulo I1!, sé aplica un análisis de eSca 

la a las ecuaciones de movimiento, vorticidad y de áiver---

gencia. 

En el capítulo IV, se presentan dos modelos fil--

trados de un sólu parámetro ( altuLa geopotencial) para la 

superficj.e isobáy.ica de 500 mb. se comparan las propieda--'

des de desc:ripción espectral de ambos modelos. Además, p~. 

ra investigar la posibilidad de usar modelos no-filtrados-

se pl:'esenta un modelo de ecuaciones una a tm6sfe.r a bat'ot:r6-

pica. 

En el capítulo V,se presentan 3 métodos num~.I:'i-·-

cos de integracj6n y se analizan somerap1ente su procedi'-'--

mi.ento, m~ritos y desventajas de cada uno de ellos. Se s~ 

.lecciona el método discreto para efectuar la integraci6n_ 

En el capítulo VI, se presenta la discusi6n de ---

los experimentos num~ricos. 
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Finalmente en el capitulo VII, se plantean nuevos 

experimentos numál:'icos de acuerdo con los resultados. 

Además, se anexan seis apéndices que complementan 

el contenido del trabajo y lo bacen más sencillo y accesi·-

ble, pues este trabajo ha sido escrito con el anhelo de ... ~ 

que lleguen los alumnos a encontrar utilidad en él. 
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.Espectro de los pz'ocesos atmosféz'ícos. 

Los campos de los elementos meteorológicos-la 

velocidad del movimiento del aire~ temperatura, p:r:'esión, 

humedad, etc~,- fluctúan con .el. tiempo. Sus oscilaciones 

tienen componentes con períodos que comprenden desde una 

fracci6n de un segundo hasta cientos de años. 

El espect:r:o completo de esos períodos de 05ci-

lación puede ser dividido en seis intervalos principales. 

1) Oscilaciones mic:r:"ometeoI:'ológicas, con períodos compr~ 

diendo desde'una fracción de un segundo a un minuto. 

Le corresponde una escala ho:tizontal de L -= 600mo 

Los cont:r:ibuido:res pri.ncipales .s.on~;:tii 'turbulencia, 

ondas acústicas y ondas gravitacionales de corto 

pe.r'íodo. 

2) Oscilaci.ones mesometeo:r'o16gicas, con períodos compren. 

diendo desde un minuto a una hora. Que co:t:'l:'esponde a 

una escala espacial del. orden de la profundidad efec-

tiva de la atmósfel:'a, lOkm. Las tormentas y ondas 

g:ravitacionales con amplitudes grandes son ejemplOS 

característicos de estas oscilaciones. 
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3) Oscilaciones sinópticas. con períodos co~rendidos de.ª-

de algtinas horas a varios días~ 

Se determinarán las escalas del espacio y tiempo de 

estas oscilaciones. 

Se realiza~á con más detalle. ya que es la escala de 

interés para este trabajo 6 

La mesa, M I de la atmósfera es 
.. 

5.3 l( lb O w La ene.!: 

gía cinética total, E , de su movimiento tiene una ma~ 

nitud del orden de 
af 

10 Joules. I.a energía cinéti.ca 

por unidad de masa, E/M, es del o~den de 

( 10 '" ~'f ')'" ,por lo tanto u= 10 m $':f' es cons.i 

de rada como la rapi.dez típica del movimiento del aire 

en procesos de escala sinóptica. 

De acue:rdo con OBUKHOV, la longitud de la esca .. · 

la t í,pica para los procesos sinópti.cos es del. orden de 

L - e donde e es la x'apidez del sonido y f = !?'w e.c~ e . -?' 
es el parámetro de Coriolis (u..) = 7. Q., :",~.-5" ./Mi~ es la -, 

velocidad angular de r'otación de la tierra, y e es la 

latí tud más i1"/.:t. )¡ en latitudes medias L 

con lo cual se obtiene un pe:tlodo de 

al rededor' de ocho días. 
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4) Oscilaciones Globales, con pe:r'íodos comprendidos desde 

semanas a meses. Estas son de gran interés para los -

pr'oblemas de predicción del tiempo a largo plazo .. 

5) Oscilaci.ones estacionales, son las oscilaci.ones con un 

período de un affo y -sus arm6n'icos. 

6) Oscilaciones interanuales, con períodos del orden de -

varios años. El espectro de esas va~iaciones no está 

estudiado completamente. Pero puede considerarse las 

oscilaciones de 26 meses en la estratósfera ecuatoriaL 

observadas por varios cientí.ficos, y también la hipó-

tesis de que el ciclo de 11 años de la activi.dad solar 

que se mani.fiesta en la ci:t:'culación general de la 

atmósfera .. 

Puesto que el tiempo típico para la di sipación 

de la energí.a cinética de los procesos si.nópticos es de 

una semana, la clasificación anterio.I puede dividirse en '-

procesos a corto plazo y laxgo plazo. 

Así, en los pI'onósticos de corto-p.lazo compren-

deI:'án procesos con pex'íodos menores a Wla semana y los 

pronósticos a lax:go plazo comprendex'án procesos con pe:r':Lo-

do s mayores que una semana ~ 

Entonces en la teor:La del pronóstico a co:r:to··p1.a 

zo se pueden ignoraJ:' fuentes y sumide:ros de energía; esto 
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es, se puede usa 4 la aproximación adiabática~ Obviamente 

en la teor-,Ía del pronóstico a la.!'go-pl~zo se deben consi-

derar los efectos no adiabáticos, es decir, las fue~tes y 

sumideros de calo!: en la atm6sfera asÍ. como la interacci6n 

Atmósfera-Océano. 
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Ecuaciones fundamentales en coordenadas gene:l:'alizadas. 

Introducción 

Las bases físicas están en los principios de con-

servación de Momentum. masa, y energía l esos principios f~ 

damentales estan expr'esados matemáticamente por las 

ecuaciones de movimiento de Newton para un medio cont,inuo 

la ecuación de continuidad (pal:'a la conservación de la masa), 

y la ecuaci6n de enez'g5.a termodinámica. 

11.1 Notaci.ón vectorial 

Se comenzará con las ecuaciones fundamentales en 

notación vectori.al. 

Las ecuaciones de movimient,o :r:eferi.das a un mar'co 

:t::'ot.ando con la superficie de la Tierra: 

(II-·l) 

el primer térmi.no es la aceleración relativa del viento, 

el segundo término la aceler'ación de Coriolis, con 

vect,or de la velocidad angular" de la Tierra, el tercer tér-

mino la aceleración debida a la fuerza cent:r:'ífuga, con R =:: 

distancia desde el ej e de rotación de la Tier'ra al punto 

de referencia, el cuarto térmi.no es la fuerza debida a las 

r-TE=SIS~OO-I-' 
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variaciones espaciales de la presión atmosféri.ca y 1-';' 
rep:x:'esenta el potencial de atracción ter:t:'estre~ es 

el operador: t:x:'idimensi.onal (gradiente). 

Ecuación de continuidad 

=0 
(II-2 ) 

La ecuaci.ón adiabática 

de -- -o di. - ." . (Il-3) 

La ecuación de estado 

(U-4) 

En estas relaciones se ha despreciado toda clase ~. 

de fuentes de calor y fuentes de momentum debidas a fuel:zas 

de fricci.ón exte:rnas e/o internas. 

Para dar solución a las ecuaciones fundamentales 

(II-l) , (II-2) Y (II-·3) numéricamente' 

a) Es necesario pasar' de la forma vectorial a la 

forma escalar', ya que en vista de la capaci--

dad actual de las computado:t::as. para excluir 

al menos la pI'opagación vertical de las ondas 

de sonido al usaI' la ecuación 1:1idrostáti.ca en 

vez de la componente vex'tical de las ecuaciones 



de movimiento, hecho que se:r'á analizado más 

adelante~ 

b) Es deseable sinY?lificar las mét:r'icas y trans-

formar las ecuaciones en un sistema de coord~ 

nadas car:'tesianas especialmente ,limitado en -

el cual la orografía tetTest:r'e coincide con un 

nivel de coordenada vertical constante genera·-

lizada, así como para asegurar una estructur:a 

simple de malla y un espaciamiento equidistan-

te conveniente de un número limitado de puntos 

de la reja ~ 

Para sati~facer estas condiciones se hará por:' me-

dio del uso de una notaci6n Lagrangiana c~leta~ente equi-

valente a la notación vectorial, además de tener ci,er:'tas 

ventajas sobre la notaci.ón vectoriaL como se hará notar en 

el. mom~to adecuado. 

11.2 Notaci6n Lagz:'angiana 
, 

La derivación de las ecuaciones Lagi:ancj'ia,nas 

est,á en el apéndice A. 

Con referencia a un caso especial, con ccoxdena-

das espaciales 
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y con velocidades generalizadas 

d<:f • ; . . 
~~ = ~ = ~, I l, 1+' d.t le ~ ~ 

8 

Entonces las ecuaciones fundamentales dadas por 

(II-l), (II-2) y (II-3) pueden ser escritas: 

Ecuaciones de movimiento 

(U-s) 

Ecuación de continuidad 

(II-6) 

Ecuación adiabática 

(II-7) 

con 

(II-S) 

(T:t-9) 

es la energía ci.nética expresada en términos de ~i\' !t '" 

(U-lO) 

'En las exp:r:esiones ante:rioI'es debe conside:r:arse: 

1.- POI convención tensorial se debe suma:t:' sob:r:e té:r:'ffiinos 

que incluyan el mismo :Í.ndice doble de 1. a 3, e5 decir. 



9 
2 .. - .f

k 
y ~k. son considerados como va.t'iables independi.entes ~ 

3 .. - ~ * el potencial de atracción depende solamente de . 
las coordenadas espaciales -1~ pero no de las 11{ 

Por lo tanto se puede I'eemplazar en la ecuación 

(n-s) 

4.-· Para especifica:r: las ecuaciones escalares fundamentales 

en algún sistema de coordenadas, se necesita solamente e..§. 

pecificar la" forma métrica (d.~ f en términos de d
tk 

y/o 

la energía cinética K en términos de ~ A.} + h.. 

5.- Con referencia a el marco :t:'elativo de la tie:r'ra tetando, 

deben sel:' en la ecuación (II-9) las velocidades i
k 

expl:'esadas en el marco relativo y en movimiento. 

6.- :Para conve:r:'tir de un sistema coo:t'denado a otro, se nece-

sita solamente transformar la ene:t:gía cinética K, en vez 

de el conjunto ~ompleto de ecuaciones. 

Las ecuaciones (II-5) y (II-'6) se.t'án x'efeI'idas a 

l.as coot:'denadas esféricas: 

a) Formas métricas 

La métI"ica del sistema de coordenadas considerado 

está definida POI' la forma del elemento de trayectoria d'1l''''1 

en coordenadas esféricas 

(II-ll) 



De (I1-11) se deriva 

1) La energía cinética, l::'eferida al movimiento 

absoluto 'Í( , rf, ~ 

(II·-12) 

donde Y{ es la velocidad angular absol.uta ~ 

2) La energía ci.nética, t'eferida al movimiento 

relativo it¡ y;') .;.. 

(II-13) 

. 
con ~ Y-" es la velocidad angu-

lar :r;"elativa. 

3) La función de Lagrange 

(U-u) 

con 

(H-1S) 

como geopotencial o potencial gr'avitacional 

apal:ente = suma del poten~i.al de atl::acci6n y el 

potenci.al centr'Í.fugo. 

ID 



4) La fOJ::ma D, 

o O 

';)~K O 

o 
o D = (II-16) 

y notando, que la derivada total con respecto 

al tiempo est,á defi.nida por 

(II-17) 

b) Ecuaci.ones fundament'ales 

Sustituyendo la función Lagrangiana K - ~ * (II-14) 

en la ecuación general Lagrangiana (II-S) y consi.derando -

las ecuaciones de 'movimiento en cooLdenadas 

esféricas r'esul tan 

j [--'en'l" ( ... +..Cl.) 1 = - i e>", t> - ~"g; 

it("9)+Mot\" en.1p,"'('¡'~+~..Q.Í¡I)= ._~ <>.p\'- ";>'fP 

(Ir-lB) 

(II-19) 

(II-20) 

Sustituyendo D, de (II-16), en la ecuaci.ón general 

Lag:r'angiana (I!-6) se obt,iene la ecuación de continuidad 

en coordenadas esféricas 

(Il-21) 
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Simplificaciones meteorológicas 

En esta parte se efectuax'án algunas modificaciones 

a las ecuaciones fundamentales, usualmente aplicadas para 

simplificar y facilitax' los procedimientos numéricos per'o .~. 

no afectan sustancialmente el fenómeno meteoxo16gico de sus 

soluciones. 

i) Sirrplificaciones métricas 

Para simplificar las ecuaciones y resolviendo 

los procedimientos numéricos , algunos de los téxminos encon 

trados en las ecuaciones fundamentales, l:'efel:"idas en coo.td..§. 

nadas esféricas, son usualmente despreciados. 

Par'a ser consistentes métricamente se j ustificax:'á 

esta aproximaci.ón pOl:' una modificaci ón simple en la métrica 

y, pOt' lo tanto, es pr'efex'ible de:r:'ivar las consecuencias 

con el uso de la fo:rma Lagrangiana de las ecuaciones funda-

mentales .. 

El espeso.t' de la atmósfe:r'a de i,nte:rés meteoX'o.l6-

gico es pequefio compa:r::ado con el J:'adio de la Tier'ra. Esto 

justifica la hip6tesi.s, que en la forma mét:rica dlr~el 

radio puede ser considerado constante, cuando no es dife-

renciado. Esta hipótesis define una nueva métri.ca consis·

tente, donde el regimen atmosférico en los niveles de cao];:, 

denada verti.cal \"" constante tiene la misma curvatura 



independiente de la coordenada vax:'iable Y. 

(II-22) 

Como una consecuencia de (II-22) se obtiene, en 

vez de las relaciones (II-Il) a (II-IS) 

Elemento de t:t:'ayectoria 

(II-23) 

Enel:'gj',a cinética 

k. = -r, (:;)2., referida a el marco relativo 

Funci6n de Lagx'ange 

K -j"=1La'='f'(,;,+~rS2.)+ a:,~,++i]_ 5l (II-25) 

con 

como geopotencial o potencial 

gx::avitacional aparente .. 

La forma D 

.J)" ~ (II-26) 

Sustituyendo la funci.6n Lagrangiana (II-2S) en la 

ecuación Lagrangiana de movimiento (Ir.-S) y considerando 



''1 
se obtienen las ecuaciones de movimiento en coox:'denadas es-

féricas obseJ::vando, sin embargo, la métrica. simplificada 

(II-2 ?) 

(II-2S) 

(II-29) 

con 

(II-30) 

y componentes del viento 

w=~ 
(II-31) 

se transfOl::man las ecuaciones en 

(II-34) 

Sustituyendo la forma D, (II-26), en la ecuación 

Lagrangiana de conti.nuidad (II-6) se obtiene la ecuaci6n de 

continuidad en cooxdenadas esféricas simplificadas métJ:'ica'-' 

mente 



la cual con (11,';30) y (II-'3l) puede ser transfox:mada en 

En las ecuaciones (11-32) a (1I-35) se obsez:'va .. 

que debido al uso de una métrica simplificada (11-23) los ,-

téxmi.nos usualmente despx"eciados son automáticamente omiti-· 

dos, y que Y ha sido reemplazado por el radio constante.l!.! 

cuando no es diferenciado. 

ii) Simplifi.caci.ones potenciales 

Pax'a aplicaciones atmosféricas, el sistema de 

coordenadas más adecuado debe ser un siste..'"I1a Ol::'t,ogonal, 

donde la cooJ:"denada "Vertical" sigue las líneas de fuerza de 

la resultante de las fuerzas de atracción y centz:ífuga. En 

este sistema 

a) Las supex'ficies de coordenadas vex"ticales con§. 

tantes coinci.diz:án con supez'ficies de poten--

cial gJ:'avi tacional aparente constante § o cou 

la supex'ficie libre de la tiexr'a p consisti.endo, 

po~ e'j ernplo de agua, encontradas cuando sola-

mente las fuerzas de atracci6n y centrr.fuga -

están presentes. 
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b) El gebpotencial ~ no dependerá de las coord~ 

nadas "horizontales 11 a 

Ya que el geoide, es decir la superfi.cie de p 

constante, puede ser apx'oximado pOl:' una esfera, y para 

simplificar además las ecuaciones, se supondrá que el geopQ 

teneial.f depende solamente de la coordenaO'3. vertical; y 

no transfo:rma:r:á las ecuaciones a coordenadas elípticas o 

geoidales. sino que x'etend:t:'á el sistema esférico 

o (U··.36) 

con V~ z'epresentando algún incJ:'emento hOl:'izontal. 

Además. se conside:r:a:r:á la extención ver'tical de la 

capa atmosférica tal que sea suficientemente pequeña para 

justificar la hip6tesis,~· sea una función lineal de la 

coordenada vex,tical en el á:r:'ea de intezés meteorol6gico: 

(Il··37) 

donde 9 aceleración apaz'ent,e de la gravedad. 

i.ii) Si.mplificación hidrostática 

Par'a evitar' pasos de tien1p0..1 no económi.cos .-

para procedimientos de solución numéJ:ica, se eliminaráh las 

ondas de sonido propagándose ve:rticalmente suponiendo un 

equilibrio hidJ::'ostático para todos los tiempos 

(Lt-3S) 
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o considerando (:II-37) 

0=- t ~,.t- ~ 
Es-ta ecuación hi.drostática reemplaza la componente 

ve:r:tical de las ecuaciones de movimiento (II-34) y resulta -

pOl:' despreciar d...., compax"ado con uno de los tézminos de 
<TI 

(II-3B) • 

Conside:r:'ando todas las simplificaciones hechas se 

:reescribirá el conj unto corrpleto de ecuaciones resul tanda 

Las ecuaciones de movimiento, zesultantes de (11-32) I (II-33) 

y (II-34) con (II-36), (II.-37) y (II-38), componentes horizoll 

tales 

(I.I-39) 

(II-40) 

.componente vertical~ la ecuación hi.drostática 

(Il-41) 

La ecuación de conti.nuidad (Il.-3S) 

(II-42) 

La ecuaci6n adiabática 

(II-43) 
=0 
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La ecuaci6n de estado 

(II-44) 

que pexmanece inal tera.ole por las simplificaciones x'ealizadas ~ 

Con it = 0. + ~ ~jJ ... 0 d'f jo ";'~T 

= ~ ... ~- "";;)'" -+ .!!:~~ ... viO 
~~'f o.... T <' 

(II-4S) 

~",,-a.-'(r, lr~a.~J W~.;.. (II-46) 



Análisis de escala 

Un análi.sis de escala provee un método sistemático 

de compaJ::'az' las magnitudes de los di.ferentes términos conte-

nidos en las ecuaciones hidrodinámicas que gobiernan los mo-

vi.roientos atmosféricos. Esta teor'Ía, junto con la,:; conside-

J::'aciones energéticas, pezmite el disefio de modelos físi.co-

matemáticos consistentes, paJ::a el análisis dinámico y predi.g 

ción numérica del ti.empo. 

1) Ecuaciones de movimiento: Para compara!: las magnitudes 

de los tézminos en las ecuaciones (II'-39) y (II-40} I 

p:rimeJ::'o se notará que el desa:rrollo de las derivadas 

totales de A y \J'"' como sumas de sus variaciones paX 

ciales dan origen a té:t:minos cuyas dimensiones y rnagni

~ 
tudes son de 2 V /L, donde V es una rapidez caracterí.§. 

tica del vi.ento horizontal y L es la distancia carac-

terí,stica ent:re un máximo y un mínimo del campo de velQ 

cidad. Tales términos serán comparados con ,t,lll" /aK'f/A. 

y '" , cuya s magli.i tudes son de VA.. 

Así, puesto que la mitad de la longitud de onda carac-

terí.st,ica de las perturbaciones del tiempo a gI'an esca-

la es del oIden de 103 Km, y el radio de la Tier:x:'a es 

del orden de 6 x 103 Km, té.rminos de magnitud de 2 v1t 
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son un orden de magnitud más grande que aquellos cuya 

magnitud es V~. Términos del orden ae 2 ¡,/.\.l.j, séz'án 

comparados también con .A..l..~ y líwA, cuyas rnagni-

tudes son de vw' la.. , donde W es una :rapidez vez'tical 

car'acte:r:ística. Ahora, la rapidez característica del -

viento hO:t'izontal está en el rango de 103 a 104 cm/seg, 

mientras la magnitud característica de la rapidez vertá:.. 

cal asociada con las per'turbaciones de gran escala está 

en el rango de 1 a 10 cm/seg. Así, té:r:minos del tamaño 

de 2 V'iL son aproximadamente cuatro ó:t:denes de magni

tud más grandes que aquellos cuyo tamaño es v~¡I~ 

Con buena ap;['oxi.mación, por lo tanto, se puede omitir 

de las ecuaciones (II.-39) y {II-40} aquellos té:rminos 

que contienen prod~ctos de componentes de velocidad, -

así que esas ecuaciones toman la forma 

dM. ._.s; .. = __ 1_ O;)'f''? 
« t ea. =1' 

(I.U-U 

d~ + t.u.. ~ __ J 'cl"f 
dt e"-' 

(III·-2 ) 

considel:'ando la componente vertical 

(III-3) 

Esta es la forma aproximada de las ecuaciones de 

movi.miento que es generalmente empleada en el análisis de 

problemas meteorológicos. 



Conside'rando que las variaciones en las direc-

ciones de los ejes coordenados son despz'eciables, entonces 

es posible combinar las ecuaciones (I1I-1) ~ (11I-2) en, una 

ecuación vectorial de movimiento horizontal 

(III-4) 

donde DI es la proyección del vector velocidad sobre una 5.11 

k" perficie "hol:'izontal", es un vector uní t,aria dirigido 

ver'ticalmente hacia arriba y V es el operador gradiente 

hO:t:'izontal en coordenadas esféricas. 

Ahora se estima:r:'án las magnitUdes del pzime:r:' y se-, 

gundo términos de la ecuación (1I1'-4). Ellos son del orden 

de 2 VIL Y -U V , :r:-especti vamente. Si. V es tomado como 

103 cm/seg, el p:r:'ime:r:'o de ellos es del orden de 10-2 cm seg-2 , 

mientras el último es del ol:'den de 10-1 cm 5eg-2 Sin 

embax'go tal es estimaciones c:r:udas ci.ertamente no muestran -

que la aceleración horizontal de] ai.:r:'e sea despreciable, 

ellas mUestran que hay una "tendencia 11 para que exista un 

balance entz'e las fuerzas de coriolis y la del. g:t'adiente de 

pzesión horizontal. Aproximadamente, entonces 

" j .1... 
IY= k· "c{ VI"' 

(III-S) 

Esta relación se conoce como viento geostrófico. 

Que muestra que el viento ti.ende a: soplar paralelo a las 

TESIS COI 
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isobaras en superficies de altur'a constante, y que su ra-

pidez es ap,rOX:imadamente proporcional. al g:r:'adiente hox:'l.zon-

tal de pl:'esión. 

2) Ecuaciones de vorticidad y di vex-gencia. Para propósi.~ 

tos de analisis dinámico y predicci.ón numérica del 

tiempo x'esulta ventajoso zeempla2iar' la ecuación Vecto-

r'ial de movimiento horizontal (III -4) por dos ecuaci Ones 

escalares, las ecuaciones de vorticidad y de dive~gen-

cia. 

Para obtener la primera, se aplica el ope,rador k.. ~x 
a la ecuaci.ón (I1I-4) modificada liger'ament-e, suponien~" 

do que la presión es detérminada hidrostáticamente y _,M.' 

considerando la fuerza de fr'icción, es decir 

(III-6) 

se obt,iene 

~ +iViIf;"(t<t)''''l;{=- O'+tJ ilj:'¡¡;/'¡' 

k' (~. lit <.J ') -1- k ./>,;,.J'; 
~p 

(IlI-7) 

La ecuación de divergencia se obtiene aplicancb el ope-

radoJ::' u:p_ a la ecuación (III·-,6) ~ resultando 

;,; + IV·L(iV.I):»":l+jp'<J.·~ H<l 

- ='I - IV. (f.rv) + i/?'.';;¡ 

= (In-8) 

TESIS CON 
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donde b'" \V.o/ 

Se analizará la ecuación de vorticidad. 

Un teox'ema de Helmohl tz permite la partic ión del 

viento en una parte rotacional y ot.t'a diverQ"ente~ esto eS I 

(lII·-9) 

donde r representa la función cc:t'riente para la corrponente 

de la velocidad rotacional y J!. es la función velocidad po_o 

teneial para la componente divergente. 

Entonces la .ecuación de continui.dad se puede esc:ri. 

bir como 

(nI-lO) 

Con lo cual la ecuación de vo:rti.cidad se transfo:t:'-

ma en 

~! + lVl'+Ilj).\¡7t~ (¡y +V;)~ w;~ + 

( r ·n~ .¡. 'k. iYw x ~ (111'", ~ ') - il 

.,a -.Y.. .. --_ 1+ _'_ = o -') ¡ ~ V' ( ) 
:fi. R, l G'i. I?.. L ~ (f; l? 

(III-ll) 

(III-12) 

'"R. ~ lt,~~",) "s;ycci.,L 
.~, ~ "e Rlch8'1'~:;';J", 

Rj.::' 11J'~l"';) J( ~I>S.l'ioby 

Donde se ha considerado que la di ve.t'gencia del. 

viento geostrófico tr'adicional 

\17. 
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tiene la mi.sma magnitud que la dive:r'gencia actual, pero 

debe ser de signo opuesto. 

Aquí. el orden de mac;1nitud de los téJ::'minos involu

crando CA) han sido tomados consideJ::'ando t 1'--' ¡ti" fi..tf I ........, 

escala. 

-.\ (ti í?,) N para movimientos de gran 

Prosiguiendo con el método que se le aplicó a la 

ecuación (IIT-42), -es evidente que el término 

eS el memos importante. Como una segunda aproximación~ téx 

pueden seJ:' ami ti.dos • Una ter-

cera apl:'oximaci6n será que la advección del parámetz'o de 

Coriolis con el viento divergente, puede sel::' omitido puesto 

que es más pequeño que el término de divergencia¡ al menos 

para longitudes de onda tí.picas de la escala sinóptica, se 

obtiene 

(III-14) 

Sin embargo para mantener la constricci.ón int,egral 

sobt'e la vorticidad global, un valor medio de ,~ debe ser -

usado en el término de la divergenci.a, además p z'eemplazando 

_ d W de la ecuación de continuidad (III.w'lO) 
"'t 

se obtiene la forma casi·~geost:r'ófica 

(III-·15) 
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Como una aproximaci.ón final el término de la dive.,!: 

gencia es omitido, J::'educiéndose (III-lS) a la ecuaci.ón de 

vorticidad baJ::otJ::'ópi.ca 

~ + 1V'f -V('!' +{) =0 (III-16) 

Un análisis similar para la ecuación de divergen-

cia (III-S), muestra que 

'<>'<i +1V.Wo¡¡.¡.ú) ",,; ... li·+W'<l.~ - t (p + 
<> t: " l' '" f' ! 

f-«- - Q..:r(-",V"\ .. iP"-§ = O (IIl··U) 

(III-1S) 

Los tézminos predomi.nantes son t ~ y W.:z.2 segu,i 

Notando que la posición divergen-

te del viento es un orden de mag:nitud menor que la parte ro"!;,,ª-

ci.onal, entonces Se debe considez'ar la componente rotacional 

del viento, en los dos últimos términos, con lo 

que se obtiene 

(III-19) 

El uso de esta ap.t'oximación implica un balance con. 
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trnuo entxe la componente x'otacional del viento y el ca,mpo 

geopotencial. 

Omitiendo los dos últimos términos no lineales de 

(III-,19) se obtiene la llamada ecuación de balance lineal 

(III-20) 

Finalmente un valor constante del parámetro de 

Co:r:'iolis en (I.II-20) da la aproximación casi-geostrófica 

(LII-21) 

la cual fozma una p.aJ:'ej a consistente con la ecuación de vo:r:ti.. 

ci.dad geostrófica (IIIw·1S). 



CAP I TUL o IV 

Modelaje -del flujo atmosférico 

Los modelos, filt:r:'ados y de ecuaciones p:t:'imitivas, 

que se desarrollarán en este capítulo se obtend:r:án para una 

atmósfera ba:r:'otrópica .. 

1) Modelos filtrados. 

En una atmósfera barot:r:6pica la densidad es 

una funci.Ón solo de la presión; por lo tanto las superficies 

de densidad temperatura, y presión todas coinciden.. Además, 

con barotropra, todas las supel:'ficies de presión son pa:r:'ale-

las; entonces solamente un nivel necesita ser:' pronosticado. 

,En la p:r:'áctica la ecuación de vort,icidad bal:'Otrópica ha sido 

aplicada al nivel de 500 rob. 

a} Modelo barot:x:-6pico equival~nte. 

Para derivar la ecuación de predicción 

se considerará la fonna ap:r:'oximada de la ecuación de vOl:,ti-

cidad 

(IV·-l) 

donde,y y r son evaluados geostróficarnente o con una fun-

ción de corriente. 

Se supondrá que la dirección del viento es constan-

te en la vertical; sin embargo, la rapidez podrá cambi.a:r. 

TESIS CON 
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Con lo cual el viento podrá expz'esaJ::"se en la foz'roa 

111 ~ A (l»iV (IV-2) 

donde A es una función empíx:'ica de la presión y la bar:r:'a 

sob):'e la velocidad rep):"esenta la integral media con respec-

to a la presión. esto es 

(I:V-.l) 

Si el operador barra es aplicado a (IV-2), el %'e-

sultado .es De 1"0 cual se deduce que A = 1. 

Datos climatológicos indican que en 'promedio, en latitudes -

medias, A es menor que 1 desde la superfic:Le hasta ceJ:'ca del 

nivel de 600 mb¡ A es ap:l:'ox:imadamente 1 en 600 mb l Y enton-

ces continúa incrementándose con la altura en la tJ::'opósfera. 

De (IV-2) es evi<?ente que la vo:r:tici.dad es 

La sustitución de (IV-2) y (lV-4) en (l:v-ll y 

aplicando el operador bar:r:'a (IV-3) se obtiene 

(IV-5) 

donde Wi) :l:'epresenta la "velocidad veI:,tical n en la frontera 

más baja J... 'Te 

a cet"o o 

En la frontera $uperior ( 4'=0) W es igual 



Desarrollando W = q-J cl iI 
<1 4-t 

rivadas parciales, se encuentra 

en términos de de-o 

q.,.¡ ~ CliP ... 1V. 'P[ + C0 -.,g;; 
<l .. t "f 

~~ora sustituyendo la relación hidrostática y despejando ~ 

(IV-6) 

Si la fronte:t:'a inferior es nivel., la condición de 

frontera cinemática requiere ¡que W,,:;:: O Además.. si la 

aproximación geostr6fica es usada, se sigue;' ~. vI = O 

Con esas dos condiciones el va lar de lA,) en la fx'cntera 

inferior se reduce a 

(IV-]) 

La última l:'elación se encuentra di.rectamente de (IV-2) y la 

aproximación del viento geostrófico. 

La forma de (IV-S) puede sex:' simplificada definiel1 

do 

(IV-S) 

Multiplicando (IV-S) por Al y utilizando (IV-7) y 

(:Iv-a) conduce a 

(IV-9) 

donde 



Nótese que (IV-9) tiene una vari.able dependiente 

o -incógnita, ~* , ya que y ~~ están geost:rófica'--, 

;;' .. mente relacionadas a ~ 

El término f .,. iIi" 
/.\

.. t 
en (IV-9) representa el efe-º. 

to de divergenci.a de velocidad sobre la generaci.ón de vorti·-

cidad. Un té:r:mi,no de este tipo puede apax'ecex' por otras con. 

sideraciones, por ejemplo, pOL' la simulación de la presencia 

de la estrat6sfera. Puesto que se han hecho varias simplif.1. 

caciones al obtener las ecuaciones de predicción, valores 

óptimos de los coeficientes, t,ales como Ai' ; son det.erm.ina-

dos normalmente con la verificación estadística de los pro'--

nósticos con datos observados. 

Para realizaJ: un análisis de la ecuación (lV-9) se 

conside:t:'ará la versión lineal izada basada en una corriente 

zonal constante- U y perturbaciones las cuales son indepen-' 

dientes de la latitud, se obtiene (eliminando*" por convenien. 

cia) 

'O C'>~ \J a'¡r , d;¡' --+ --,-,slr-t.\-""=O 
"dt "<lx -X' I 'dt 

(IV'-lO) 

Suponiendo que lT sea geostrófica y armónica en 

x y t se tiene que 
;¡: ;¡: fA (x_ d) 

,::1: '" :t:. E_, ) 

Sustituyendo en (IV-lO) pL'oduce 



o 

(IV-ll) 

Que es la velocidad de fase de las ondas a:r:m6nicas4 

b) Modelo Barotrópico 

Cuando M' = O se obtiene 

<:: = U _ / L"-/",¡¡-"" (IV-12) 

Que comprende a la ecuaci.ón del modelo barotrópico. 

Cuando L es muy grande. (IV-12) toma valores nega-

tivos para la velocidad de fase. 

Lo cual significa una retrogresi6n :rápida de las -

ondas planetarias de números 1, 2 Y :3. 

Mientx:'as que verificando mapas de datos actuales 

rnuestxan que ellas son casi-estacionarias. 

Así la inclusión de la divergencia de la velocidad 

.. f~. ;r de la fo:r:ma pa:r:ticular ,~, o~ 

,<>t 
en (IV-9) conduce a un 

mejor control de las ondas ultra-largas o planetarias. corno 

se aprecia en la ecuación (IV-lI) I es decir reduce la rapidez 

de ondas sinusoidales, especialmente ondas largas l si.n haber 

aumentado el númel:'o de incógnitas. 

El último punto puede ser hecho más evidente util~ 

zando la aproximación geostrófica simplificada en (lV-9) 

como sigue 

J 
(IV··13) 
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así 

(IV-14) 

donde 

(IV-·1S) 

o en founa de difez'encias finitas 

(lV-16) 

La preparación de pronósticos numéricos usando el 

Modelo barot:r:ópi.co equivalente requiere la solución de 

(IV-14) sobre la z'egión de pr'onóstico. 

La ecuación (IV-14) es del tipo Helmhol'tz pa:x:a 

M > O, esto es 

(IV-l7) 

donde T es la tendenci.a de la altura y F es una funci.ón 

conocida sobre la región. 

Cuando M = O , (IV-·17) es una ecuación del tipo 

de Poissen. Ambos tipos son resueltos pOI métodos de _. 

relaj ación si T es conocida sob:t:'e la f:t:'onter-a. Si la 

región es suficientemente gz'ande, la tendencia puede ser 

tomada como cero sobx:'e la frontera si.n afectar se:I'i,amente 

el pr~nóstico en el interior de la z'egión. 



Cuando la tendencia Te:: ~z. ha sido obtenida por 
.;)1: 

soluci.ón de (IV-In, la altux'a a un tiempo futuro -puede ser 

obtenida, por ejemplo, por una extrapolación con diferen--

cias finitas centradas como sigue 

(IV-18) 

Habiendo obtenido un nuevo campo de altul::'a, el 

proceso puede ser x:'epetido tantas veces como sea necesario 

para producLI' un pronóstico para alguna "longitud" del 

ti.empo deseada. La ext.I:'apolación con dife.r:'encias centradas, 

representadas por (IV-l8), es obviamente no aplicable pax:'a 

el primer paso desde las condici.ones iniciales, entonces una 

extrapolación hacia adelante es usualmente usada, esto es 

z =.z: +- (':';) Af: .ti <;) :;)i o 

2) Un Modelo con ecuaciones primi.tivas 

Las ecuaciones paxa un modelo bi-dimensional 

libre de superfici,e son 

<¡.<t + l'l (NI ~ + ,,".<>«' '\ # f 11""-
.-t .. ,,"~) l' 

(IV-21) 

"l ( .... a u- + Ir "S.'r. \ '" _ ~ 1.( _. ","Q .?f 
~. .,,~ ) ""~ 

(IV-22) 

(IV-23) 
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donde ~ y ~ son las componentes de la velocidad en las 

direcciones x y y ~ .~ es la altura geopotenciaL t!oJ es 

el factor de escala, le. I trr= a./ (~+ 4t.u.te) , donde 'f es 

.~ la lati.tud, y + -está definido como 

i = ~ +»¡"ltr~~(~)-M;~\~)l 
donde 't es el parámet:ro de Corielis. 

Para resolver este con:junto de ecuaciones, las -

ecuaciones son expresadas en diferencias finitas. 

Se consideJ:'arán los siguientes opeJ:adol:'es defini~· 

dos por 

y sus operado:t:'es compuestos 

donde Gt' es ,m-a -vari.able arbitl:'ari.a, l es el i'.ndice de la 

malla en la coox'denada x y At. es el incremento del tiempo. 

Las ecuaci.ones (IV-21), (IV·-22) y (rV-23) son 

apx'oximaci.ones por ecuaciones de diferencias finitas como 

(IV-24.) 

(lV-·2S) 
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(IV-26) 

la altura geopotencial media 

l.a cual es con-stante con el tiempo y espacio, r} = l- "Ea 
la desviación de la altura media. 

El tél:mino no-lineal es 'tratado con el esquema gene-

:e'alizado de Arakawa {ver apéndice Il) • 

El esquema es modifi.cado para incluir el factor de --

escala m. 

Así, el térmi.no .j> está expresado corno 

P(w) V") 

~;A. <r Ir,,' .. ~ ~ R: Ü;, t Ic mY ) '1, 
donde W.a es un Laplaci.ano discreto, lo. c2.., ty"2 'i ~ t::( .. "C' + tfy1' .. 

El esquema semi-implí.cito evita las complicaciones 

de iteI:ación cat:-acteristi.ca de un esquema impl:í,cito comple-

too 

De acuerdo a este esquema, el tratamiento semi-



., 
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implíCito es aplicado a los té:t::minos del gradiente espacial 

de la altura geopotencial en las ecuaciones de movimiento y 

a el téxmino de diveJ::'gencia del flujo bidimensional que 

está multiplicado poz la altura geopotencial media en la 

ecuación de continuidad. 

Específicamente, en las ecuaciones (r.V-24) I (IV-25) 

y (IV-26), se hacen las siguientes modificaciones 

----
.. 

i(h4i) ... pl.U-ú ) 

9Í (t.ni) r P, (Hl) 

:l. I;, Le ,,/,;;.). + (" /,;¡r \] -~ L Le '-'. (U 4-1) +.u. U-dI) 1m x)' .;

(U-(t+4t)+ ... (i -H )/"-'\ J 

Sustituyendo esas expresiones en (IV-24), (IV~·25) y 

(I:v.··26), usando las diferencias centradas para las derivadas 

en el tiempo y desaX:'l:'ollando se encuentra 

con 

< .... > + ~<-¡;¡' ~ g,. > "" 'Rj. 

<;> + ~t tr¡:>'l. [(~~)/,;r).+(..(Ir) ;"Y))~1\'3 
"-Ir>+ At ¡;¡Y<~y> ~I?'l 

el. 

(IV-27) 

(IV-28) 
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~ .. ;:a -i:1>(V,v-) _At f;:;:" +\1" (i··Ú) 

1\. 'S. - ~r"l·ISM-<i'/¡;¡').+ (1r¡í'J9")J~~(i-•• ) 

En las ecuaciones (IV-2 7), (¡V-28) y (IV-29), 

las v3x:'iables desconocidas son <'"'>, ..(u-> y <.rp>_ 

Con el obj eto de 1: es01 ver este conj unto de 

ecuaciones simultáneas, se elimina .¿~"> y <\1"',. de esas 

ecuaciones en favor de < ~ > y se obtiene 

(IV-30) 

donde 

Esta es una ecuación de Helmholtz en <,,> y 1["" 

es la función de forzamiento, la cual es conocida en el 

tiempo t. 

Se resuelve la ecuaci.ón de :E1elrnholtz numéri.camente 

para <r/J> ' los resultados finales pa:ra las t.t'es variables 

son obtenidas de 

A(oM!) ~ - ,"~t ;;;~.(.~, > +!l R, -M. (t.'AI) 
eL 

Ir( toAn ~ _. ~~;¡¡' « J2!;> +:l.li'.,. - Ir" (Hi) 
<1 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

(IV-3i) 

(IV-32) 

(rV"'33) 
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CAP"l:TULO V 

Selección del procedimiento matemático de integl:'ación. 

En cualquie:r:' integración numérica de las ecuaciones 

hidrodinámicas, se busca predecir ciertos campos vecto:riales 

o escalares dependientes del tiempo. 

La est:t'ategia básica del procedimiento matemático, 

el cual es usado pa:r:'a este propósito, está afectado profund,s. 

mente por la forma en la cual esos campos son l:epresentados 

numé:r:icamente. 

Tres métodos pueden ser utili.zados. Mét,odo de di

ferencias fini.tas o método disCI'eto, mét,odo espect);'al )." el 

método de elemento finito. 

A continuación será descrito e.1 procedimiento, 

méritos y desventajas de cada uno de ellos. 

1) Método de diferencias finitas (MDF). En el 

MDF los campos pueden ser representados como 

funciones discr'etas sobre una malla la cual 

cub:t'e el espacio físico con el cual el. p:r:'obl~ 

ma está relacionado. 

2) Método Espectral (ME) ~ En el ~1E los campos -

pueden ser representados por los coeficientes 

de un desaY'J:'ollo en funciones ortog.onales. 



3) M~todo de el-emento finito (MEF) ~ En el MEF 

al iniciar, es supuesta una solución aproxim~ 

da en la fOl:tna de una combinaci.ón"de funciones 

especificadas (bases). Los coefici.entes (rnul-

tiplicadores ) de las funciones bases deben 

ser determinados para producil:" la mejol:" solu-

ción aproxDmada.o Esto está acoplado con el -

minimizar una medida del error (llamada fun-

ci6n residual) asociado con la soluci6n asu-

mi.da. Hay varias técnicas pal::"a minimizal: re-

siduales. 

En el MDF las aproximaciones para las dex"ivadas 

son usadas para const:ruir un sistema de ecuaciones algebráicas 

que aproximan las ecuaciones diferenciales parciales repx"esen. 

tativ~s del problema. 

En el .ME las ecuaci.ones se reducen a un conj un"to -

de ecuaciones diferenciales ordinarias, así que los coefici.en. 

tes de las series "pueden ser ca.lculados como funciones del. -" 

tiempo .. 

El MEF es una generalización del método de re5i--

duales pesados .. 

Para i.lustx"ar la técni.ca del ME se considerará la 

. , ecuaci6n de vorti.cidad bar"otrópica .. 

(V-l) 
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donde 'P es la función cor:riente y por simpli.cidad el térmi-

no beta ha sido despreciado. 

Desaz'J::'ollando 'f en la siguiente ser'Le 

Las funciones .t son ortogonales y normalizadas 

así que 

(V-3) 

La integración en C3~ es efectuada sobre la región 

completa de pronóstico ~ 

Las funciones ~ satisfacen la ecución 

"-IV ;.;: -1- K ... x.. = O 

donde los eigenvalores K<>o( son positivos. 

(V-4) 

Susti tuyendo (2) en la ecuación de pronóstico (1)" ,. 
multiplicando po!: )j , integrando sob:r:e la región completa y 

usando la I:'elación (3) se encuentra 

-k_{.'I', + ¿: ~ ir "" k I( <f!. =0 
'·,H - l' "r ¡ 

(v-s) 

Los coeficientes de interacción, los cuales pueden 

ser calculados. son dados por 

(V-6) 



r.a ecuaci.ón (5) :t'epr-esenta un número infini.to 

de ecuaciones diferenciales ordinarias donde todos los valQ, 

r'es apropiados ~ estan considerados. 

En la práctica las sex'ies dadas por (2) es tx'\.Ul

cada en tal forma que las caracte:I:'Ísticas meteorológicas 

sean descritas aceptablemente. Las ecuaci.ones pal:'a los 

coefici.entes restantes pueden ser entonces integradas en el 

tiempo numéricamente. 

El ME tiene varias ventajas sobre el método des-

crito. 

El ME calcula las derivadas espaciales exactamente 

así que el error de fase el cual OCUl're con el MDF es elimi.

nado. 

También Aliasing (Vel: apéndice B) que ocm::re con 

el MDF está é}Ccluido y como un resultado es fácil conservax 

cantidades las cuales son consel:vadas en las ecuaci.ones 

continuas. 

Otra ventaj a es el tratamiento de movimientos 

globales sin la presencia de singularidades. 

La desventaja más importante del ME es que re,··-· 

quiere mucho más tiempo de ploceso que el método descrito 

di.screto D si hay muchos grados de libertad. 

Para meteorología, la p:c'i.ncipal ventaja del MEF 



es la posibilidad de cambiar fáci.lmente de tamaño y fOl::ma 

del elemento. 
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Para la integración de las ecuaci.ones :r.:'esulta!!. 

tes en los modelos filtrados y de ecuaciones primitivas. -

de este estudio, se seleccion6 .el método discreto (ver 

apéndice B ) por razones de tiempo de proceso .. 
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e A P I TUL o VI 

Discuci6n de los Experimentos Numéricos 

La atm6sfera modelo seleccionada para la simula

ci6n es homog~nea, incomprensible, bax'otl:'6pica e hidrostá

tica, como se había menci,onado anteriormente. 

Las ecuaciones gobernando el flujo atmosférico,

seg"5.n los dos modelos fi,ltrados de un sólo partimetro: Mod,~ 

1.0 Barotrópico (MB) y el ModelG Barotr6pico Equivalente 

(MBE), son integrados sobre una área limitada, que corres

ponde a la región IV. La malla de integraci6n está compue~ 

ta de un arreglo rectangular de 1.3 x 17 puntos, cuyo espa

ci.amiento es 462.8426 Km. (Fig. VI-l). Se realizan simula

cione_s p.3ra 1.2 y 24 horas. 

Las condiciones iniciales para los modelos se 

muestran en las figuras 2 y 3, condiciones en superficie 

y en el nivel de 500 mb, respectivamente, del d1a 2/I/76 a 

las 00.00 horas. La raz6n para escoger este período para 

probar los modelos obedece a dos z'azones principales: 

a) Se tiene la película de la circulaci6n gene

ral atmosf~rica que incluye el mes de enero 

de 1.976, lo cual permite hace!' un análisi.s de 

las condiciones atmosféricas desde un punto 

más reali.sta pa:t:'a el modelaje. 

h) Enero cm::'responde al mes intermedi.o del i,n

vi.ernO en el Hemisferio Norte ~poca en que el 



Figura l. 

Figura 2. 

Figura 3. 

Malla de integraci6n sobz'e la :c'egión :IV" 

Condiciol'leS en superfici.e el. d!a 2/1/76 a las 
OO.OOZ (condición inici.al) • 

campo de Geopotencial, en la superfici.e de 500 mb .. 
del día 2/I/75 a las OO.ooz (condici6n l.nicial). 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



FIG (VI-2) 

FIG (VI·-3) 
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flujo de latitudes medias tiene su máximo 

"corrimiento" hacia latitudes bajas, lo c?.lal 

justifica la integraci6n sob:re la regi.6n IV. 

Se analizaI'án los resultados desde el punto de 

vista de descripci6n de los dos principales g,ist,emas sobre 

la regi6n, uno sobre la parte central de E.U. que se ex

tiende hasta el océano pacífico pasando por San Diego, 

B.C.N. y otro SGb:re el océ1ano atlántico, es de interes con 

siderar la inclinaci6n, en la horizontal, de los sistemas 

(fig. 3). 

En la figura 4a se muestran los campos del GeopS2. 

tencial y vorti.cidad observados doce horas después, y en 

la figura 4b se muestran los cOJ::',I"espondientes campos del 

geopotellcial y vorticidad calculados numéricamente, para 

doce horas, con el MB se puede apreciar que los campos, de 

geopotencial y vorticidad, observados y calculados son muy 

similax.:'es en general, las posiciones de los dos sistemas 

principales tienen la misma inclinaci6n, en la hori.zontal, 

existen ligeras diferencias en los campos de vorticidad p~ 

ra latitudes bajas. 

En la figura 5a se muestran los campos al geopo~' 

tenci,al y vorticidad obse;r"vados veinticua t;r'o horas despu~s 

de las 00.00 hs., y en la figura 5b se muestx"an los cO.J::'.t"es 

pondientes campos del geopotencial y vorticidad calculados 

nUlll~ri,?arn~nte, para veintj,cuatro horas, con el MB. Para la 



iii?~.{'l 

FIG, (VI-4) f'IG (VI-51 

·Figura 4. 

Figura 5~ 

Campos de Geepetenci.al y verticidad, -en la super
ficie de 500 mb. del día 2/I/76 a las 1~.00Z, en 
Ca) observadas y en (b) calculados numéricamente con 
el ME. 

Campos de geopotencial y vorticidad, en la super-o 
ficie de 500 mb, del día 3/1/76 a las OO.OOZ, en 
Ca) observados y en (b) calculados numéricamente 
con el. MB. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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simulaci05n de 24 horas se pier:de gran parte de la resolu

ci6n de los campos, lo cual es debido a la integraci6n 50'

bre una az'ea limitada, efectos de frontera, ez:'rol:' de trun

caci6n, falta de una unidad adecuada de datos en ~ati,tudes 

bajos, etc. 

En las figuras 6a y 6b se p:t'esentan los campos 

del geopotenci.al. y vorticidad calculados numéJ::'icamente con 

el MBE para doce y veinticuatro horas despu¡§s, respectiva

mente. Nuevamente, se aprecia que los campos correspondie!l 

tes para veinticuatro horas calculados num~ricament,e pier

den resoluci6n. 



Figura 6~ 

( o 

, b ¡ 

FIG (VI-6) 

Campos de- geopotencial ,Y vorticidad, en la supez'fi 
ci.e de 500 mb, calculados numéx:'icam.ente con el 
MEE en (al para el dí.a 2/1/76 a las 12.00Z y en 
(b) para el día 3/1/76 en las OO.OOZ. 
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e A P I TUL o VII 

Conclusiones 

De los experimentos numé:t::'icos reali.zados con los 

modelos filt:t::'ados en una á:z:'ea limitada, analizados en el 

capitulo VI, se puede concluir lo siguiente: 

A pesar de la barotrop1a incluida en los modelos. 

- una gran cantidad de pJ::'ecipitaci6n asociada con las tOY"

mentas indican que grandes convez:'siones de energ·:1.a se efe9. 

túan, lo cual no se puede detectar - la simulaci6n numé:cica 

obtenida es buena, con ambos modelos filtz:'ados para un pe

riodo de 12 horas solamente, lo anterior se deduce de. los 

matr'ices de diferencias entre los campos de geopot.enc'ial 

observados y calculados (Figuras 7 y 8). 

La simulaci6n nurnéz:ica con el MEE no fué mejor, 

apreciableme'nte f corno se esperaba de acuerdo con la di.scu·· 

si6n realizada con la ecuación (IV·~11) ver figuras '7 y 8 ~ 

Se aprecia que la máxima di.ferencía usando el MB es d~ 

13'6 .. .1 metros, mientJ::'as la i't'láxima diferencia usando el MaS 

es de 220.8 metros, 1.0 cual no está de acuerdo con 10 esp~ 

rado, pues en el MBE la inclusión de la divergencia de la 

velocidad, de la forma particulaz:' MI -;;):tji en OV-9) conduce 

a un mejor control de las ondas ultra-·largas o plane'ta,r.i.tl.~ 

como se aprecia en la ecuaci6n (IV-.ll) es decir :reduce la 

rapidez de ondas largas, por lo que se espera una mejor 

simulación. Paz:'a tener una mejor prueba de la int-lllenC:ia 
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de la inclusión de la divergencia de la velocidad, en el 

MBE, se debe realizar una integraci6n en malla fina para 

"detectar" más realmente el efecto orográfico parametriza

do a través del t~rmino M·~t{. Además, al tener una malla 

fina 1 el error de truncación debido a la discretizaci6n se 

reducirá lo cual hará mas realista la simulaci6n. Se debe 

integrar sobre una regi6n más amplia para evitar, lo mas 

posible, el efecto de frontera; pues observando la peüícu-

la se ve la necesidad de tener una frontera sur mas realis 

tao 



APENDICE A 

Derivaci6n de las ecuaciones Lagrangianas. 

En este apéndice se derivarán las ecuaciones 

Lagrangianas (II-5) y (T.I-6) del. Capí.tulo 1I. 

Se supone que las q y.D son independi.entes del ...... 
tien1po~ pero las ecuaciones resultantes también se ct:unplen -

para casos donde esos términos son funci.ones del tiempo6 

A-I Ecuaciones de MOvimiento. 

Se comenzará con las ecuaciones de movimiento en coo:r:d~. 

nadas cax'te si,anas, refiz:'iéndose al marco inez'cial, usag. 

do el teo:r'ema de d'Alembert, donde las I,X¡ y/o las O~I¡ 

son desplazamientos espaciales a:r.:bit:r:'az:'ios. 

A - 1 

Con i l' -2' .'3 como componentes caI:'tesianas del -

viento y con Xi = Xl' X2 ,)t3 como coordenadas cart,e-

sianas espaciales. 

Las coordenadas Xi pueden dependeJ:' generalmente de las 

coordenadas generalizadas ~ y vice-versa .. 
k. 

A - 2 



Obteniéndose las siguientes relaciones de tx'ansfor-

rnaci,6n 

A - 3 

A - 4 

A - 5 

o más generalmente 

A - 6 

de acuerdo con (A-S) ~ 

Sustituyendo (A-4) en (A-l) y consideIando (A-3) 

se obtiene, con ji$; ~ 

A - 7 

El. primer término de (A-7) puede sel:'· desarrollado en 

o debido a (A-6) 

". A • 8 



Considez'ando a +4 y iJt como vaz'iables independientes, 

los operadores d. y d4. conmutan. Se muestra esta propiedad 
d"r ;¡ 

paJ:'a el. último tézmino en (A-S) 

,., ,ti: i 7)1\ X; ; 4; ~ (i d k\ = 
... ;..¡ l It.¡ ~: < ) 

= LI; "d.{ : 4t ";;:\LI; = 0;. (4\ 
Con esta relación se I'eescz';be (A-S) 

A - 9 

y con (A-9) la ecuaci6n (A-7) se transforma en 

A-lO 

~ 

Donde:!jt es la energía cinéti.ca K ~ para ser expresada en 
'l. 

tlirminos de ~ y .. i ' la ecuaci.6n (A-lO) verifica exacta-
k ,. 

mente la ecuaci6n (II-S) del cap.ítulo Ir, notando que ?§ 

depende de l.a s +. ,pero no de las 1. ' y los desplazamien-
k k 

tos ~$ pueden ser conv;>letarnente arbitrarios. 
~ 

A-II Ecuación de continuidad. 

Se comenzar~ con la ecuaci6n de continuidad, ,en coorde-

nadas cartesianas 

A-ll 



considerando (A-.S) y (A-3) se transforma primero Ü~"i/I de 

(A-ll) Y se obtiene 

o 

01 

A-1.2 

Donde 

1);,. (matriz unitazia) = f 1 
lo· ~u 

Ahol:'a se supondrá que 

Cl •. l "d: .. x. "'..!. """ ]) 
,..J T ... ' J) <:1, 

..1 le 1k 

posteriormente se demostrará en relaci.6n a (A-14) 

'.1) -1 O; X; \ • y..J) está definido pOzo la ecuaci6n (II-lO). 

Con (A-l.3) y (A-14) se reescribe (A-12) 

A-l4 

A-15 



y considerando (A-S) 

"' 1 ciD ........ <.lx-ll.==-- +CJq~ 
" J) ,Jt 1. k 

Obsezvando (A-l5) I la ecuación de continuidad (A-ll) 

transfoxmada en coordenadas generalizadas ~ J ~ se 
k .. 

escz'ibe 

o 

l.~ + 
f dt 

1\-16 

En esta notaci6n la ecuaci6n A-16 es idéntica a la ecuación 

de continui.dad (I.I-6) del Capítulo II. 

Para complet,ar' las derivaci.ones antel:'iox'es se 1110S-

trará que D, definido po:r la ecuaci6n (II,-lO), es idéntico 

con el detezminante funcional 

Consi.de<ando (A-5) 

y 

-<{., . .<{. = ";:::\. X· ~ X· q ~ 
,¿ --lo ( -; 4 -t~ 'ti. 

." A...!. 
obteniendo la energía cinética K 

de la cual. se encuentra 



y con l:'ef~xencia a trI-lO) 

Obviamente 

1"\ X¡J = I cl~k.~'¡ 
y sigui.endo las reglas de mUltiplicación para detex:minantes, 

se obtiene 

y 

es el dete:rnU.nante funcional o el Jacobiano 

di.ferenciado con respe9to a q q q' 
1". I ,~ ) ; '" 

La suposición (A-14) está justificada. 



con una velocidad constante e a lo largo del eje ~. No 

hay dispersi6n. 

Ahora se considerará la ecuaci6n 

B-4 

que es obteni.da por la aproximaci,6n de la deJ:'ivada espacial 

en (B-1) POl:' un cociente de difel:'enci.as centradas. A (B-4) 

se le puede llamar ecuaci6n semi-discl:'eta. Las ecuaciones 

de diferencias finitas obtenidas cuando la derivada terrporal 

en (B-4) es apx'oximada usando un esquema consistente en la -

difeJ:enciaci6n temporal se ap:z:'oxima a (B-4) cuando el paso de 

tiempo se aproxima a cero. Así, para Af pequeño (B-4) re-

px'esenta una aproximaci6n a esas ecuaciones de diferencias 

fipitas. Puesto que la derivada temporal retiene su fonna 

diferencial, cualquier error en (B-4) es debi.do a la diferen-

ci.aci6n espacial. 

Notando que (B-4J tiene una soluci6n en l.a fonna 

de una componente arm6nica 

A.¡(i) ='J\e L U(t) ~;~ ] B-5 

lo cual da 

B-6 



A P E N DIe E B 

Algunos inconvenientes al representar en forma discreta los 

campos. 

Se analizarán tJ::'es inconvenientes del método dis-

ex'eto, con la finalidad de mostrar su alcance y limitaciones 

además hacer notar la necesidad de hacet' un estudi.o detal1a,-

do de la aproximaci6n discreta más adecuada a la ecuaci6n en 

cuestión .. 

1) Dispersi6n cOIl'!Putacional. 

La ecuaci.ón lineal de advecci6n 

J c: = """,t. B-1 

tiene una soluci6n en la forma de una componente arm.6nica 

con lo que obtiene 

d.ll .¡. iÁe V _ O 
dI: 

B-2 

B-3 

En esta ecuaci6n de oscilaci6n he es igual. a .la 

f:recuencia \,) , y c. = VA es la rapidez de fase de las 

ondas.. Muest:r:a que las ondas de todas las longitudes de 

onda son px'opagadas con la misma rapidez de fase, esto es, 

la funci,6n Av,t} es adveccionada sin cambiar de forma -



Se ha escrito en fox'ma conveni.ente pa.t'a compararla 

con (B-.3).. En vez de la rapidez de fase constante e, se 

'observa que las ondas ahora se px'Opagan con la. rapidez de 

fase 

B-7 

Esta rapi.dez de fase es una funci6n del namero de ondas It .. 
As.!., la diferenciaci6n finita espacial causa una dispersi6n 

de las ondas~ a lo cual se le denominax'á dispersi6n compuR~ 

tac ional. Corno k.AX se incrementa desde cez:o .. la x'apidez 

de fase C*' decrece monóticamente desde e, y alcanza el cero 

para longi,tudes de onda resolvibles más coztas que (2 .4X) 

cuando k.QX' = 'tl'" .. As!, todas las ondas se propagan con lma 

x'apidez que es menor que la rapidez de fase e vex'dadeJ:'as, 

este efecto desacelerante se incrementa cuando la longitud de 

onda decrece. 

Hasta aquí. se han encontrado dós efectos.. Pri.mero, 

la rapidez de advecci6n es menor que la rapidez de advecci6n 

verdadera. La consecuenci.a de este errox' es una ret,ardaci6n 

general de :Los procesos de advecci6n.. Segundo q la rapidez de 

advecci,6n cambia con el número de ondas; esta falsa dispersi6n 

es particularmente seria pax'a las ondas más cortas ~ 

Si el patrón que está si.endo adveccion~do I'epres9!!, 

ta una superposici6n de ~s de una onda, est,a faLsa dispex',--



si6n resultará en una deformación de ese pat:t'6n. Esto es 

especialmente para patrones de pequeña escala en la atm6sf~ 

ra, es deciz', frentes, líneas de sizallamiento, etc., que 

representan una superposici6n de varias ondas. Por esta 

l:'az6n l en pron6stico numérico, tales patrones, si estan pJ:'~ 

sentes en los campos iniciales, son deformados rápidamente, 

hasta que ellos adquiex'en una fOl:ma la cual es menos aguda 

que en el principio. Puesto que tales caracte:tísti.cas de 

pequeña escala son de pa:tticular importancia en los proce--

sos de tiempo o El efecto de dispersión computacional merece 

mucho cuidado. 

Se analizará la velocidad de gr'upo. En el caso de 

la ecuaci,6n lineal (B-l) se obti.ene pata la velocidad de 

B-8 

As!, la velocidad de grupo es constante e igual a la rapidez 

de. fase C. Con la ecuaci6n semi-discreta (B-7), sin embargo, 

(B-7) d<'ii para 

Así, cuando 

de grupo c*: 

al valor -C¡ 
t.ud de onda~ 

la velocidad de grupo C~ 

c.j :;: ~ lk*) _ c. I!r.>~AX B-9 

kAx , se incrementa desde cero, la veloci,dad 

decrece mon6ticamente desde C:J ' y llega 

para las ondas más co:rtas que (2 AX) de long.!. 



Estos resultados estan mostz'ados en la Figura 

( D-Sa) .. Para la ecuaci6n de advecci6n exacta (B-l) las 

ondas individuales y el paquete de ondas (lugares donde la 

superposici6n de ondas resulta en una ampli.tud máxima de 

un grupo de números de ondas vecinas) ambas se propagan con 

la misma velocidad constante e = e 3 La introducción de.! 

cociente de diferencias finitas espaciales centradas en 

(B-4) en ambas se hace que la rapidez de fase y la ve.1oci--

dad de grupo disminuyan cuando el número de ondas se incre'''' 

menta.. El error es particulannente grande para las longit}l 

des de onda más celtas resolvibles; ondas con longitu.des de 

ondas rnenOI'es que (4AX) siempre ti.enen una veloci.dad de gru

po negativa.. ESt.o si.gnifica que el paquete de ondas cox>re§. 

pondiente a dichas ondas se propagara en la dirección 

opuesta a la velocidad de advecci6n y opuesta a la direcci.6n 

de propagaci6n de las ondas individuales ~ Lo cual mu.estra 

la necesi.dad de hacer' un análisi.s similar con esquemas de 

diferencias finitas no centradas, y así selecaionax el más 

adecuado desde el. punto de vi sta físico. 

Ir) La ecuaci6n de advecci6n bidimensi.ona1.~ 

La ecuaci,6n de advecci.6n, que desc:c'ibe 'la 

advecci6n de una variable dependiente~ está considerada en 

la .prácti.ca como la pax:'te más impoz·tant,e de J.as ecuaciones 



atmosféricas .. 

Se considerará la ecuaei6n de adveeci6n lineal 

bidimensional 

B-IO 

donde ...t-l =,..c..t(X j y .. i:) es una funci6n de dos val:-iables espa-

ciales, y el( le., son las cOIQPonent.es de la vel,oeidad 

de advecci.6n. As!. la rapidez de advecci6n es dada por 

I 
B-ll 

Se probará la estabilidad de un esquema pax'a la 

solución numérica de (E-ID). Así, las derivadas espaci.ales 

son aproximadas por cocientes de di.fel:'encias de segundo 

Ol:'den, dando 

B-12 

donde los val,oI'es aproxi.mados son denotados 

po z' ".t( ''¡ 

tituye 

Como una solución tentativa de (B-12) se sus-

B-13 

dando la ecuaci6n de oscilaci6n 

B-14 



Si el esquema de Leapf:t:'og es usado pa:t:'a la derivada temporal, 

se obtiene como criterio de estabilidad 

B-15 

Esto debe ser sati.sfecho por todos los valores admisibles de 

los nmne:t:'os de ondas 

Por simplicidad, se considerará solamente el caso 

donde .!IX 0= Ay se denotará este tamaf'ío del en:r:'e:j ado por d 'i: • 

En el p1ano nt1mero de ondas, esto es, un diag:r:ama con co-orden~ 

das ~J...f ' los ntimeros de ondas admisibl.es están conteni.dos en 

la regi6n cuadrada mostrada en l.a Fi.gura (D-5e) Dentro de 

la región el valor máximo del lado izquier'do de (B-1.5) es obt;§, 

nido en el centro del cuadrado, marcado con W1 círcul.o.. La 

onda representada por ese punto tiene longitudes de onda 4d'* 

en direcciones )( y y así que ~ k.u ~ A....... ~ A X = 1 ... 

Para un valor dado de la rapidez de advecci6n el ladQ izquierdo 

de (B-15) tiene un valor máximo en este punto si la velocidad 

de advecci6n hace un ángulo de 'ilJ1.¡ con el ej e X I en este 

caso C;lt ::=: e y = ~ f:i/:t 1 c. As! se ohtiene el cz:"i'terio de esta

bilidad 

B-16 



Uf 

"Si el c:riterio (B-16) no se cumple modos de 

ondas par~sitas son introduci.dos, los cual-e-s se amplifican 

rápidamente dando pOl:' resultado que la solución no es correcta. 

La existencia de la inestabilidad computacional es 

una de las primeras motivaciones pa:t:'a usar ecuaciones filtr-ª. 

das o En el sistema casi-geostr:ófico no ocurren ondas de gr.s, 

vedad ni ondas de sonido. As!, la rapidez e en (B-16) es 

justo l.a rapislez del viento máximo. Típicamente, ti!!: <. StJ m~J. 

as! que para un intervalo de enre:jado de 200 km. un incre-

mento de tiempo sobre una hora debe sexo permi sible. Por otro 

lado, si. se usan las ecuaci.ones completas, e debe ser i.gual a 

la rapidez del sonido el. cual es l.a onda. más J:'ápida descrita 

por las ecuaciones~ Así., e = 300 m seg-1 y para un int,er',-

valo de 200 km en el enrejado un paso de tiempo de sol6.J-a.ente 

unos pocos mi.nutos es permiti.do. 

III) Ecuaci6n de advecci6n no-lineal unidimensional .. 

Se analizar& otra liroitaci6n de la representa-

ci6n di.screta a través de la ecuaci6n de advecci6n no-lineal 

uni.-dimensional. 

Como se ha regresado a una dimensi6n, as! que A. =A.(X,t)lI 



Su soluci.ón general tiene la fox:ma 

.-u.. = {. (x- ~t) , 
como puede ser fácilmente veri.fi.cado. Aqu! t es una función 

arbitraria .. 

AqU! se considerará solamente el efecto de l.a multi-

plicaci6n en {B-In.. Cuando es realizado en di.ferenci.as fini-

tas <M. como resultado un error x'elacionado a la inabil1,dad de 

la discretizaci6n para resolver longitudes de onda más cortas 

, esto es, n'Úmexos qe ondas más grandes que k =:~.r. ""x 
AS!, considéx:'ese una funci6n AlJf) la cual puede sex' 

representada pOl:' valores en los -puntos del enrejado, por 

ejemplo 

B-18 

donde k < k"". Sin embargo, sustituyendo (B-18) en el tér

mino no-lineal de (B-17) se encuentra 
!\-lq .. 

M. ~ =h_k,,,,,h -,¡,~ ..... .,. ... 
"<>X ... 

Entonces, si, el nmnero de ondas en (B-l.8) está en el. intervalo 

~ k",,,,.( R ~ k .. lx , el térmi,no no-lineal dará un nÚmex'o 

-de onda que está: lejos del rango que puede ser l:'esuelto por el 

enrejado.. Lo cual no puede, por lo tanto, sel:' propiamente re-

producido en un cálculo con diferencias finitas .. 

Para analizax:' que sucede en tal situaci6n, considé

J:'ese una onda para la cual k> k1H~ POI:' ej emplo g sea 

L = .... AX -r- una oÍlda .. con esa longi.tud de onda es mostrada por -



/ 

la línea contí,nua en la Figura (D-Sc) Conociendo sola-

mente -los val.ores en los puntos del enrejado no se pod:t:'á di..§.. 

tinguir esta onda de la mostrada por la línea discontínua. 

Así, con la convenci6n adoptada anteriormente la cual supone 

que las ondas más largas están presentes, se cometerá un 

erroJ:'. Este es el e:r'l:oJ:' conocido como 11 Aliasing" • 

Se analizarán las consecuencias del error "Aliasing" 

en una i.ntegraci6n numérica. Una variable atmosfé:r.:'ica, como 

una funci6n de las coordenadas espaci.ales, puede ser imagina-

da que consiste de una serie de componentes a~nicos. Esto 

es dtil para considerar la "energía" de esas componentes, que 

es, su cont:ribuci6n al valor promedio del cuadxado de la va-

riab.le considerada como una función del número de ondas~ 

Este es el espectro de la lIenerg!all.. Por ejemplo, 

si las variables son las componentes de la velocidad, esta 

función es el espectro de la energía cin~ti.ca.. Este espect,ro 

describe la importancia relativa de característi.cas de di fe-

rentes escalas en el campo de la variable. Puesto que, la 

experienci.a muestra que el espectro de las variables atmosf! 

ricas no cambi.an mucho con el tiempo. Es decir, sobre mapas 

sin6pticos no se tienen situaciones donde las caracterís,ti.caa. 

de escala pequeña sean dominantes en un día, y ausentes en el 

siguiente. Tambi.én, el espec'tro de las vari.ables atmosfe:ricas 



'-

no cambian mucho en su fozma gener'al.. La e.."r1ergía de una compo

nente particular puede, patuz'almente cambiar ,pero la forma 

característ,ica del espectro como un todo es casi constante .. 

En una integraci6n con diferencias finitas, además 

de esos, relativaInB?te,pequeños carribios físicos, la fonna de un 

espectro está sujeto a cambios debidos a errores "aliasing". 

La experi.encia muestra que, si no se toman medidas con respecto 

al error debido al" aliasing" la integraci6n es no aceptab,l.e -

físicamente.. El fen6meno es debido a los términos no-linales 

de las ecuaciones, y .por 10 tanto, es denomi.nado como inestabi:, 

lidad no-lineal~ 

Una de las fonnas de evitar la inestabili.dad no-li:. 

neal es usar 'lUla formulaci6n LagJ:'angiana de los ténuinos de 

advecci,611 en vez de una fonnulaci6n ,Buleriana .. 



APENDICE C 

Discusión del esquema de Arakawa 

Se introducirii el procedimiento de Arakawa consí 

derando la ecuación de Vorticidad (IV-l) ligeramente modi-

ficada 

(C -1) 

donde la velocidad 'IV se supone que sea no divergente, es-

te es 

(c -2) 

sustituyendo en (I1-1) se obtiene 

(C --3) 

Esta ecuaci6n dá el cambio local en vorticidad como un re-

sultado de advecci6n por una velocidad bi-dimensional no

divergente. Esta es tambi~n una ecuaci6n de advecci6n no

lineal. Sin embargo, en contraste con la ecuaci6n uni-di-

mensional (B -17), (e -3) dá una descripci6n a~roximada de 

los procesos atmesfiárj.cos de gran escala. 

Para ilustrar el p:rocedimiento de Arakawa para 

la ecuaci6n de vorticidad (C-3), se necesita algtin conoci 

mi.ento de sus propiedades integrales en el espacio nlÍme:ro 

de ondas. Es decir se desea estudiar los intercambios de 



energ:ía ent:r'e los diferentes arm6nicos que son permitidos 

por esa ecuaci6n. 

Considérese primero el espectro de energJ.a cinética 

cuando la velocidad es bi-dimensional y no-divergente, as! 

que ella puede ser dada por (II-2). Se puede casi siempre 

suponer que en la regi6n considerada "A", la funci6n co-

rriente puede ser expresada como una serie de funciones 

ortogonales 

(e -4} 

donde las funciones 'f"l son ei.genfunciones de la ecuacj,6n 

de HELMHOLTZ 

(C -5) 

" Los par~etros )11. son conocidos como ll n'Clmeros de 

onda generalizados" de la§ componentes ~ 

Como un ej emplo I sea 11 A"ir una regi6n l:'ectangula:r 

con lados LX, Ly. Para condiciones de fronte:ra se supone 

que la funci6n cor:r'iente es pel:'i6dica en X con periodo Lx 

y es cero a lo largo de las fronteras superior e i.nferiol:'. 

Entonces se puede escri,bir la funci6n corriente 

(C -6) 



Diferenciando ~sta se obtiene 

con lo cual se tiene que 

Si la regi6n itA" tuviese di,ferente geometr:ta, 

otro conjunto de funciones ortogonales deben satisface~ 

(e -5) y las condiciones de frontera, a través del desarro 

110 de (e -4). ,E:sas funciones sex:án soluciones de la ecua-

ci6n de HELMHOr,TZ (C -5). 

Defini.endo el promedi,o de una variable o<. por 

Entonces el valor promedio de la ener'g1a cin~ti-

ca por unidad de masa ser~ 

(C-7) 

Sustituyendo (e -4), y suponiendo que esta sel: ie 

puede ser difer~nci,ada e integr~da t~rmino a t~rmino, se 

obtiene 



Pero 

Suponíendo que no ocurre transporte de masa a 

t.t'av~s de las fronteras de "A" I esto es; 

Usando (e -·5), entonces se obtiene 

Puesto que las funciones 'f'.wa son ortogonales, es-

to es, 

la -doble suma se z: educe a sumar sob:t'e solamente un sub.í.nd! 

ce, esto es, 

\<:. = 

Poz:' lo tanto se tiene expresada la energ:í:a ciné'-· 

tica pz:'omedio en la reg:f..6n "A" como una suma de contribu-

e.iones de difex'entes a.t'mónicos-

( e -8) 



donde 

(e -9) 

Las contz'ibuciones Kn, consideradas como una fun 

ci,6n de n, representan el espectro de enet'g::ia cin~tica. C~ 

mo se ve de ( C-9), ellas nunca son negativas. Cuando la 

funci6n corriente 'f es conocida, las funciones I.f"" pue

den ser calculadas po,!:' m~todos estandar de desarrollos en 

serie. 

La vorticidad cuadI'ada media 

puede ser expresada como una suma de contI:'ibuciones de dife 

z"entes ax'm6nicos en una forma similar. Sustituyendo (C-4), 

usando (C -5), y la ortogonalidad de las funciones, 'J'"" se 

obtí,ene 

( e-lO) 

Sustituyendo la expresi6n (C-9) para la energia 

cin~tica de una componente Y""" ; se encuentra para el va'-

lar promedio de la mitad de la vort,icidad cuadI:'ada (MVe) 

( e ~ll) 



,. 

~lU 

Comparando esto con ( e-8) se ve que el número de 

ondas promedio está relacionado a valores prornedJo de la 

(MVC) y energ1a cin~tica. Se define el número de ondas 

promedio como 

C-12) 

Sustituyendo (e -11) y (e -8) se encuentra 

( e -·13) 

Así" cuando la velocidad es bi-dimensional y 

nO-di,vergente, el namero de ondas promedio está deterrnina-

do por la raz6n de los valores promedio de la "MVC" y enel:' 

gi.a ci.nética. 

Paz'a estudia!.' la dependencia temporal de la ene!. 

-q1a de las componentes esfectrales perroi tidas por la ecuaa
" 

oi6n de verticidad (e -3), será sufi,ciente analizar la .a.e

pendenc fa con el tiempo de (e -13) • 

(e -3) dá 

(e -14) 

Suponi,endo nuevamente que no hay t:I-ansporte a 

trav~s de las fronteras de A, se encuent:ra 



"cl -~K = lH (ll7Y'l"- = 17\". ~ V'f' 

= - 't' ;tW"Y' = - H('f, 'Ii) ( e-15) 

Sin embargo, para cualesquie:t'a dos cantidades 

escalares P, q, se tiene 

Usando el teorema de Stokes, se observa que 

( e-16) 

si P 6 q es constante a lo largo de la f:r'ontera de A. 

Bajo las mismas condiciones, se obtiene 

Por lo tanto, si se supone que ~ es consta~te 

a lo largo de la frontera de A, (e-14) y (e-15) da 

( e-lB) 

En esta forma, se encuentra el número de ondas 

promedio que no cambia con el tiempo con flujo no-divergeE. 

te bi-dimensional. En otras palabras, una cascada de ener-

gi,a sistemática hacia nl1mer'os de ondas más altos no es po-

sible. 



Después de este breve análisis, se tJ:'ata.r& con 

la solucj.6n numérica de ( C-3) y el pz'oblema de inestabili 

dad no-lineal asocj,ado. 

Obvi.amente, si un esquema de diferencias finitas 

puede ser construido tal que conse.:t:ve los valores promedi,os 

de la "MVC" y la energia cinética, el ntS.mero de ondas pJ:'om~ 

dio no podrá cambiaJ::', y pOJ::' lo tanto, un tz'ansporte siste-

mático de energ1a hacia los nCímeros de ondas más altos no 

podrá ser posible. Los esquemas de Arakawa tienen pr.'ecisa-

mente la p:x:opiedad (e -17) de el Jacobiano analítico. Por 

10 tanto, los promedios de la "MVC" y energ1a cin~ti.ca 

son conservados en los términos de advecci6n, as! taInbi~n 

el n1Ímero de ondas promedio. La inestabilidad no""lineal es 

pOJ:' lo tanto prevenida. Además se debe considera:x: la propi!:. 

dad C-16) y as:í también conservar la voztj,cidad pz:'omedio. 

Es decir manteniendo las propiedades ( c··16) y 

( C-17) en un cálculo de di,f:erencias finitas garantizará 

la cOliservaci6n de los dos primeros momentos de es'ta distri 

buci6n. 

Se j,lustrará en forma breve el método de A.rakawa 

consj.derando corno satisface ( C-17). En el calculo de dife 

rencias finitas toma la forma 

(II-19) 

donde ..1T denota una apJ:'oximaci6n en diferencias f:i..nitas del 



Jacobj.ano, y N el nfimero total de puntos en la Malla. 

Hay varias formas de construir aproximaciones de 

diferencias finitas para el Jacobiano. Se pueden usar cual-

quieX:'a de las tres expresiones analíticas equivalentes 

...]'({,1) "" -;;:,,?~~ --;.,,-1'-;). ~ 

=d,~n.}) -cl«r:~>~) 

= ~K l f-a,n - "'I'(n,'l-) 

( C-20) 

Se considerarán solamente aproximaciones de se

gundo orden de aproximaci6n. Con la diferenciaci6n espe

cial cent1jda más simple, se requieren valores de .p, q 

en un ar-.t'eglo de nueve puntos pa:r::'a evaluar (c-·20), como 

está mostx:'ado en la fig. D-SO. Haciendo d. para el tamaño 

del enrejado y ~ 1;'1t para los valores de p, q en los pu~ 

tos denotados por k • Entonces se obtienen las siguien

tes aproximaciones para las expresiones (C"-20) 

..:rX+(,¡,/~) = ,-/~. \'!-.. J~-f,)- ~~ (f.-1>,)

-~,\.p.--rll)'¡ 't.\f.-l',) \ 

( C-21aJ 

(C -21b) 



c. 

T/ 

\ .\>, ('1s - '1, \ - :\>, (~, - 't, ) -
( e -21c) 

Los super,indices + y x denotan las posiciones de 

los puntos desde los cuales valores de p y q, !:'espectiva-

mente, son usados para formar' la aproximaci6n. Cada una de 

las aproximaciones (C-21) es consistente y de segundo or-' 

den de precisi6n. Una aproximaci6n más general pueden ser 

formada como una combinaci6n lineal de esas tres, est,o es 

( C-'22) 

con el :requerimiento de consi.stencia 

Esta aproximaci6n es también de segundo orden de precisi6n. 

Cuando se evalúa la suma en (C-19) usando (C-22) 

se obtienen 24 t~rminos en cada punto del ~lrejado en 

la regi6n computaci,onal. Todos esos t~rminos seJ.:án de la 

forma const. t tI ~ . Pe.t'o escogiendo los constantes o;,.( ¡ r J y. 

apropiadamente se pueden cancelax:' todos esos t.~rminos en 

los procesos de sumaci6n, por lo tanto satisfaci.endo 

( C-19). Por ejemplo, el punto • O" contribu,iran t§.tminos 

a ( C-19) de la forma 



Un término conteniendo t TI tt'!l". también aparecerá 

en la expresi6n para tl.r. ('1', I¡I) • 

Después de un análisis, más detallado, sobre la 

suma de (C-19) se deduce que la aproximaci6n 

( C-23) 

Conselvará la vorticidad px:'ornedio, "MVe" y ener

g1a cin~_tj.ca cuando es usada para la solución numerica de 

( C .. ·,3). Esto es más que suficiente para la prevención de 

inestabilidad no-li,neal. La aproximaci6n (C-23) es llarna-

do el Jacobiano de Al:'akawa. 



APENDICE D 

Gráfica y Figu.!'as Complementarias al t.t::'aba jo. 
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· . OO' Có' , s 

- Corte meridional del viento zon:,l, promctliado en tiempo y IOllgitud, p:l.rc. ei 
invierno (lel hemisferio norte y el verar.Q (Oetl.:.brC"3brzo) del hemisferio sur ValoN3 en 
m SCg'·I. Scgú.l1 J:,.orcw; (1967)., 

•• 

,oo.,ulJ...L....J._--1_."t,_..L_..J. 
90" 60* 30' N O' s 60' ~O' 

,-, Corte tncridional dol vior:to zonal, promediado en tiempo y longitud, par!\. el 
"'cuno del hemisferio norte y el lnVic;'110 (AJ.¡ll¡"Scticmbrc)dcl hemisferio sur. Vnlorcs en 
ro. ¡¡eg"·l, Según LonTCtu; (lD137). 
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FIG. (0-41 

Figura (D-4) En (a), un ejemplo del patrón espectral en l.a su
perficie de 500 rob. 
En (b), superficie de 1000 mb, se muestran las con 
di.ciones asociadas en supez'ficie .. 
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ZlUpJ y (tlortl1) 

~ .. ~rIl"7.·.r·.r. r'" .~r7LL/.~.J:J :,'.)' 
(TI":' v' ·"~-I"~.· ··,71--.- z'¡ecutJ 

Z~(Up) y,n,r'~) ..•. 

:zI.2i.-r1T·· 
.o.... , .. '" '''''-'. /' ". '''. ,,,,,, ,,':~I 
.1. I /. r. 7.-; .'-.. 1.-;-' 
.-7 " r·' ... ". ~".:b((,j~>pJ-___ ~(e(lst} 

FIG.ID-6} 

Fi.gura (D-6) Distríbuci6n esquemática de las perturbaciones de 
velocidad asociadas con (a) ondas de compresi6n 
moviéndose hacia el Este, (b) ondas transversales
verticales moviéndose hacia el Este y (e) ondas 
transversales-horizontales movi.éndose hacia el 
Este. 
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LEYENDAS 

Figura (n-5a). Rapidez de fase para la ecuación lineal de 
advecci.6n, e, y para la correspondiente ecuaci6n 
semi-discreta con una diferenciaci6n espaci.al 
centrada de segundo orden (C*) y con cuarto 
orden (c**). 

Figura (D-5b). Un ploteo de la onda "doble intervalo de enre
j ado", con una longitud de onda de 2 (A x). 

Figura (D-5c). Una onda de longitud de onda 4 Á X/3, mal re
presentada por el arreglo de difel:'encias fini
tas como una onda de longitud de onda 4 (A X). 

Figura (D-Sd).. Arz'eglo usado para definir aproximaciones al 
Jacobiano. 

Figu.J::'a (O-Se).. Regi6n admisible de números de onda para una. 
malla cuadrada bi-dimensional, con longit,ud de 
enrejado Ax= Ay = d* • 

Figura (n- 4) 

Figura (D-6) 

En (a), un ejenplo de patron espectral en la 
superficie de 500 mb. en (b). superficie de 
1000 mb# se muestran las condiciones asociadas 
en superficie. 

Distribuci6n esquemática de J.as perturbaciones 
de velocidad asociadas con (a) ondas .de compre 
si6n moviéndose hacia el Este, (b) ondas tran'§.', 
versales-verticales moviéndose hacia el Este y 
(e) ondas transversales-horizontales raoviéndose 
hacia el Este. 
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APENDICE F 

pn ej emplo de progx'ama para el caso de Modelos de ecuaci.ones 

primi.tivas. por simplicidad, se analizará el esquema lógico 

del programa en una sola dimensi6n. 

• • • 
%·';".1+i ~:r+t .1+J, l'+J 

o & 

• • • ::r.J, x <," .I+j~ I 

• • 
• • • 

l-I,¡'.' l:¡ :I ·-t r.J.J,I :r. 1 

"'" TERM! 

TERlI\l 

:pYoy -Jty 
+ V ;;;;; TERMf.I.... 

"'"=-- ~ua~ ~ 

f""'<-~ l" (IMllA) .. 
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TERM-ll = O.",,*[t(r,-» t, t(HJ,r) -1- t (r,:r+.) .' t (X", '¡-+I)" 

O. :>'5"* L V (>;.\ .. v (X",,:/") • " \ I, nn + v {n 1, .r+ t):1 

Tendencia de ~ 

J .J= ,1 I "¡-",,-I 

:x ~ 1 I MAx- I 
J 

Se calculará la tendencia en los puntos i.n.teriores v 

segtin el arreglo. 



.:T= '-, ..rll\~.-:l.. 

x e ~J :rMAx-:l. 

\JTT = O.a.S¡¡.[MT(.z_" :r-t) -t-MT (Z,S-') t-MT(I-',-") 

.jo M(X,J') 1 

IJR '= M (:r,..r) 

,cuando ;¡:., más niveles ......:;;> ~ un :í.ndice ntás~ por 

ej~lo K. 

En este caso se tiene 

Las t~nninas A ~ ... 
<>. y .fv se calculan como antes. 



A ------.-------- J< .. J 

r;j-, k + J../:2.,. 

M..----------- ~ 

K - '1,,-

....... -------------1<.-1 

-~lo ......... 
k 0",t'e,,~ 

TE~AH "" 0.5 .. [ ci- (lj :r, K-'/< ) .. [ [-" (x,", K-t) .. .ti. (r'H, :r, K-I') + ~ lx, r.', ~-I) 

t .... (1.',-'+1, J<.I)]-O.~E" .. L"(~.:r,I<) +l{ (X", '-;1<)+;;(¡',-:r+l,K) 

tM. (X", .h', 1<)]] + 

i-( ", :r,'"Y')''' ~.:l.G·'" L.t{ (:t,:r,") +- .ti lX",:;; 1<) + '" (r ,1+1, 1< 1 

+ .... (:1:+1, ;¡,., ," ) J .- ".~., " 1 "- (r, J', /(+ 1) "M (r·", nI I K+ 1 J'. '" l:r,.fH,.,,) 

.¡. J.!(I+I, :r" ,'" 1)]] f 

Ib3 



". 

Con lo cual se calculará la tendenci.a de A como: 

K=-I) k MA~- 1 

.:r = 1, .:r MI\X-l 

I '" 1 r IIIAx-1 
I 

Se sobre-entiende la continuaci6n de la secuencia 16gica 

a seguir .. 

lo~ 



[0« 

Se analizarán brevemente otros arr'eglos horizon-

tales a través de la ecuaci6n 

z ~ z • • • 
"'1: ~.,. 

:z; z Z • • • 
"'T My-

"" Z %. • • • 

N6tes,e que no se tiene promedio en el término 

de Coriolis. 



[ 

z v "- v z 
• . • • 

~ 
.... ~ · . 

i v '" V' Z 
• . • 

..... ~ '7'-• 

z v ... v '" • • • 

o."" ... 3 fL2:(x+l, n1) -'z (r, 7"+1) +2: ~r+l, 71-

:z (r,n ]/t~A" + 

Como puede notarse, exist,en una gran variedad de 

al:'reglos de los camPos en la horizontal, pero se utilizará 

el más adecuado al problema, de acuerdo al máximo IIrendi.m.ien. 

to" físico-matemático que involucra cada arreglo. 

J-_, 
r()~ 

J 
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